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ABSTRACT

SANCHES JR, F (2003). Development of numerical algorithms to the building floors
structures analysis. Sdo Carlos, SP. 167p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de

Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

This work gives a contribution to the non-linear structural analysis of reinforced
concrete buildings floors using the Finite Element Method. The shear strain components
are taken into account by adopting the Timoshenko’s beam theory together with and the
Reissner-Mindlin’s theory for plate bending. Bar and plate element position are
independent and therefore can be defined at different planes. As several level are
considered when defining the structure membrane effects are necessary considered.

In order to complete the mechanical model, physical non-linearities are also assumed to
describe concrete and steel behaviours. The deterioration of the concrete material in
shear is also taken account. For this purpose, a simplified model is adopted to compute

approximately the damaged shear component in the steel direction.

Keywords: physical nonlinearity, Reissner-Mindlin’s plates, Timoshenko’s beams,

shear algorithm, reinforced concrete, building floors, finite elements.



RESUMO

SANCHES JR, F (2003). Desenvolvimento de modelos numéricos para a andlise de
estruturas de pavimentos de edificios. Sao Carlos, SP. 167p. Tese (Doutorado) — Escola

de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Este trabalho fornece uma contribuicao a analise estrutural ndo-linear de pavimentos de
edificios de concreto armado com o emprego do Método dos Elementos Finitos. A
deformacgdo por esfor¢o cortante ¢ considerada, portanto as teorias de Timoshenko e de
Reissner-Mindlin s3o empregadas nas formulagdes dos elementos de barra e de placa,
respectivamente. As posi¢des dos elementos de barra e de placa sdo independentes e,
portanto, podem ser definidas em diferentes planos. Em conseqiiéncia do exposto, o
efeito de membrana deve ser necessariamente considerado na modelagem do
pavimento.

Para completar o modelo mecanico, as ndo-linearidades fisicas descrevem o
comportamento do concreto e do ago. A deterioracdo do concreto no cisalhamento ¢
também considerada através de um modelo simplificado que ¢é proposto para a

modelagem do cisalhamento em condi¢des de servigo.

Palavras-chave: nado-linearidade fisica, placas de Reissner-Mindlin, vigas de
Timoshenko, modelo para o cisalhamento, concreto armado, pavimentos de edificios,

elementos finitos.



trabalho, evidentemente tais modelos podem ser aprimorados por trabalhos futuros que
possam efetuar ensaios em laboratorio.

Os exemplos de aplicacdo de andlise ndo-linear em vigas, lajes e pavimentos de
edificios sdo apresentados no oitavo capitulo. Alguns exemplos ilustrativos sdo
oportunamente apresentando em capitulos anteriores ao oitavo.

Finalmente, as conclusdes deste trabalho sdo apresentadas no nono capitulo,

onde também sdo feitas sugestdes para trabalhos futuros.



Foram desenvolvidos modelos proprios para o cisalhamento em vigas onde
considera-se a contribuicdo da armadura transversal na resisténcia ao esforgos
cisalhantes, tanto em situacdo de servico quanto naquelas proximas a ruina.

Ainda na mesma linha, desenvolveu-se modelos para o cisalhamento em lajes,
onde considera-se a contribui¢cdo da armadura de punc¢do quando houver, dessa forma e
através de estudos de casos foi possivel fornecer uma contribuicdo a modelagem
numérica da pungao.

Todas as implementagdes computacionais foram efetuadas no “software”

FORTRAN.

1.4-DESCRICAO DOS CAPITULOS

O segundo capitulo deste texto aborda assuntos gerais relativos aos pavimentos
de edificios de concreto armado, discute-se, de maneira sucinta, fatores que influenciam
na deformabilidade tais como: a excentricidade da viga, os efeitos do tempo e a andlise
em regime nao-linear.

A formulagdo dos elementos finitos lineares ¢ apresentada no terceiro capitulo,
onde também foi desenvolvida a matriz de rigidez da viga excéntrica. No quarto
capitulo apresenta-se o elemento finito de flexdo de placas, DST, utilizado nas
implementagdes numéricas; embora esse elemento ja seja conhecido no meio técnico,
optou-se por desenvolvé-lo de maneira explicita com o objetivo de facilitar futuras
implementagoes.

O elemento finito de membrana, desenvolvido a partir da formulagdo livre, esta
descrito no quinto capitulo.

Os modelos mecanicos para o comportamento dos materiais estdo no sexto
capitulo, onde se apresentam os modelos de dano de Mazars ¢ de Comi & Perego, além
do modelo elasto-plastico para as armaduras. A integracdo das tensdes na altura do
elemento estrutural, para que o modelo possa ser escrito no campo dos esforgos
solicitantes, também ¢ apresentada naquele capitulo.

O problema da analise ndo-linear com o cisalhamento no concreto ¢ discutido no
sétimo capitulo onde sdo apresentados os modelos para o cisalhamento em vigas e lajes

em condi¢des de servico. Esses modelos constituem-se na contribuicdo original deste



nao sera isétropo. As armaduras serdo tratadas individualmente com critérios proprios.
Por essa razao e ainda por serem os elementos lineares fletidos definidos em planos
independentes, os problemas de flexdo e membrana serdo necessariamente acoplados.
Com o emprego do codigo computacional implementado é possivel fazer um
séric de estudos de casos que fornecem subsidios para os projetos estruturais de

pavimentos de edificios de concreto armado.

1.3-METODOLOGIA

Emprega-se na analise estrutural o método dos elementos finitos. O pavimento ¢
modelado empregando-se elementos planos de placa e de membrana, e elementos
lineares de viga. Os elementos de viga sdo considerados excéntricos em relagdo ao
plano médio das placas.

O elemento de flexdo de placas empregado foi o DST (“DISCRETE SHEAR
TRIANGLE”) proposto por Batoz e Lardeur. Esse elemento contempla as hipdteses de
Reissner-Mindlin e ¢ bastante interessante para aplicacdo em problemas de engenharia
pois ¢ triangular com trés graus de liberdade por nd sendo duas rotacdes e uma
translagao.

Emprega-se o elemento de membrana proposto por Bergan e Fellipa
desenvolvido a partir da formulagdo livre, também triangular e com trés graus de
liberdade por né sendo duas translacdes e uma rotagdo perpendicular ao plano. Esse
grau de liberdade adicional, também chamado de “drilling” permite um melhor
acoplamento com os elementos de flexao.

Emprega-se um elemento de viga fundamento nas hipoteses de Timoshenko,
como as vigas sdo consideradas excéntricas foi necessario o emprego de um modelo
proprio para a sua consideragao.

Foram utilizados para a modelagem do comportamento mecanico do concreto os
modelos de Mazars (1984) e de Comi & Perego (2000) ambos fundamentados na
mecanica do dano no continuo, para as armaduras emprega-se modelo elasto-plastico.
As tensdes efetivas resultantes sdo integradas na espessura das pecas para que se

trabalhe no campo dos momentos e curvaturas.



1.2-0OBJETIVOS

O principal objetivo deste trabalho ¢ o desenvolvimento de modelos
matematicos para a andlise estrutural de pavimentos de edificios de concreto armado e
sua implementagao em codigo computacional.

Dentre os diversos sistemas estruturais para pavimentos de edificios, podemos
citar aqueles compostos por: vigas e lajes planas, lajes nervuradas, lajes planas sem
vigas além de variagdes entre esses sistemas. Objetivando-se que o codigo
computacional desenvolvido seja eficaz para a andlise de qualquer um desses sistemas
estruturais ¢ necessario que ele contenha modelos numéricos que representem os
comportamentos estruturais de elementos de placas e de vigas.

As tensdes cisalhantes, tanto nas placas quanto nas vigas, serdo consideradas na
aplicacao dos modelos de comportamento; portanto a ruina poderd ocorrer tanto por
flexdo quanto por cisalhamento. A andlise numérica de pavimento de edificios
composto por sistemas de lajes sem vigas podera ser efetuada de maneira bem mais
aprofundada do que atualmente se faz, permitindo-se que a ruina por puncdo seja
representada através de apropriado modelo para o cisalhamento em lajes.

Do mesmo modo, em se tratando de pavimentos compostos por lajes e vigas a
analise ndo-linear ¢ efetuada partindo-se sempre de um estado plano de tensdes
considerando-se o cisalhamento (quando se pensa na subdivisdo da espessura dos
elementos em camadas planas). Os eixos das vigas sdo considerados excéntricos em
relagdo ao plano médio das lajes, hipOtese bastante realista em se tratando se
pavimentos de edificios de concreto armado, dessa formas os efeitos de flexdo e
membrana dos elementos planos sdo acoplados.

Utilizam-se formulag¢des de placas moderadamente espessas que contemplam as
classicas hipoteses de Reissner-Mindlin. Embora a escolha dessas hipoteses deixe a
formulagdo mais complexa, permite sem davida a elaboragdo de modelos mais
completos com a inclusdo das tensdes cisalhantes. Para a modelagem dos elementos
lineares fletidos (enrijecedores) serdo adotadas as hipoteses formuladas para vigas por
Timoshenko, objetivando-se assim a consideracao dos esforgos cisalhantes também para
esses elementos.

Para representar o concreto serdo empregados modelos fundamentados na
Mecanica do Dano efetuando-se a integracdo das tensdes resultantes ao longo da altura

da pega para pode-se escrevé-lo no espago dos momentos. Portanto, o modelo resultante



nesse caso, a fissuragdo do concreto ¢ representada de maneira difusa num elemento
representativo de volume.

O concreto ¢ um bom exemplo de material que se desvia das hipoteses elastico-
lineares, quando submetido a tensdes de tracdo, ainda que pequenas, apresentada
elevada danificacdo. O concreto armado, largamente utilizado na engenharia civil, tem
um comportamento bastante complexo devido ao trabalho em conjunto dos materiais
que o constituem - concreto e armadura passiva — e, também, ao carater ndo-linear de
cada um desses constituintes. Para um elemento de concreto armado submetido a flexdo
simples, fissuras espagadas entre si deverdo ocorrer. O alongamento da armadura
passiva ¢ maximo na secao da fissura, diminuindo a medida que se caminha para o
ponto médio entre fissuras sucessivas.

Desde o surgimento dos computadores pessoais, no final dos anos setentas, e sua
impressionante evolucdo até os dias atuais, exigiu-se uma rapida transformacdo nas
metodologias de analise estrutural até entdo empregadas em projetos de estruturas.
Modelos de célculo fundamentados em técnicas do meio continuo foram substituidos
por modelagens via andlise matricial de estruturas e método do elementos finitos. As
hipdtese de linearidade entre tensdo e deformacdo ainda sdo as mais empregadas em
escritorios técnicos devido a sua simplicidade e ao seu baixo custo computacional. Esse
custo tem se tornado menos significativo atualmente, permitindo que rotinas de analise
ndo-linear sejam gradativamente incorporadas a analise via método dos elementos
finitos.

Uma andlise estrutural onde os modelos numéricos empregados representam, de
maneira mais fiel possivel, o comportamento mecanicos dos materiais constituintes
deverd fornecer um resultado mais representativo do comportamento real da estrutura.
Evidentemente, o profissional que fizer uso dessa metodologia devera ter um amplo
dominio sobre a engenharia estrutural. Os resultados assim obtidos, embora mais
confiaveis, ndo substituem as indica¢des de normas técnicas.

Nao se deve pensar na completa substituicao da andlise linear de estruturas pela
ndo-linear, essa primeira ¢, e sempre sera, um importante indicativo do comportamento
de uma estrutura, muito embora, num futuro proximo, rotinas de analise nao-linear de
estruturas deverdo fazer parte do “dia-a-dia” dos escritorios técnicos. A analise ndo-
linear devera apresentar-se apenas como mais uma ferramenta, embora bem mais

sofisticada, para o calculo de estruturas.



1-INTRODUCAO

1.1-GENERALIDADES

A analise de esfor¢os e deslocamentos em estruturas de concreto armado tem
como objetivo principal a reprodug¢do via modelagem numérica do comportamento
mecanico desse material. Seu grau de sofisticagdo deve ser apropriado para satisfazer as
necessidades daqueles que dela se utilizam. Hipoteses simplificadoras, como as
fundamentadas na Lei do Hooke, onde é assumida a relacdo linear entre tensdes e
deformacdes, sao de elevada importincia para os especialistas em engenharia de
estruturas. Os resultados assim obtidos fornecem uma “primeira indica¢dao” do
comportamento de uma determinada estrutura; evidentemente, essa ‘“primeira
indicacdo” pode se aproximar em muito do comportamento real da estrutura
dependendo do caso.

O bom engenheiro estrutural, ao examinar os resultados apd6s uma analise
elastico-linear, se pergunta o quanto esses resultados se aproximam do comportamento
real da estrutura, fazendo, muitas vezes, reavaliacdes em deslocamentos, redistribuigdes
de esforgos solicitantes etc...com base em indicagdes de normas técnicas

Existem, ja ha alguns anos, modelos mais sofisticados para a representacdo do
comportamento mecanico dos diversos materiais estruturais. Modelos elasto-plasticos
sdo bem representativos para os materiais metalicos e os parametros para estes modelos

sdo facilmente obtidos por meio de ensaios de laboratorio. O concreto, material fragil,

pode ser representado por modelos fundamentados na mecanica do dano no continuo,
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e, ()=e, (1) +e. (1) (2.1)
e ()=¢, (1) (1+0(1)) (2.2)

onde gq(t,to) € a fluéncia no concreto, ¢ (t,ty) ¢ a relacdo entre a deformacdo por

fluéncia e a deformacao inicial.

Neste trabalho sdao avaliadas apenas as deformacdes que ocorrem no instante de
aplicagdo do carregamento. Em Oliveira (2001) as deformagdes ao longo do tempo sao
consideradas para lajes e vigas, as vigas sdo admitidas concéntricas as lajes e emprega-
se a teoria de Euller-Bernouili. Em Sanches (1998) as deformagdes do concreto sdo
escritas em termos de uma equacao em fungdo de tempo que € resolvida pelo método
AAEM (“Age Adjusted Effective Modulus”). Naquele trabalho o pavimento ¢

dicretizado por elementos finitos de barra.



14

A NBR 6118 (2003) permite que as vigas ndo-invertidas sejam calculadas como
secao “T¢€”, onde a mesa ¢ constituida por uma largura colaborante da laje que ¢
definida em fung¢do das condic¢des de vinculagdo das vigas e da geometria do pavimento.
Os célculos em ruina e em servicos deverdo ser efetuados com a inércia da secdo
composta. Em relacdo a deformabilidade, em exemplos efetuados com a modelagem da
viga excéntrica, observou-se que as indicagdes da norma foram favoraveis a seguranca.

No célculo do pavimento do edificio considerando-se a excentricidade da viga ¢
possivel avaliar os esfor¢os normais nos elementos de barra e os esfor¢os de membrana
na laje oriundos dessa consideragdo, dessa forma a analise torna-se mais precisa do que
aquela onde admite-se que o eixo da viga estd contido no plano médio da laje. O
dimensionamento da viga sera efetuado considerando-se a flexdo composta.

Para o caso de um tramo de viga totalmente invertida, obtém-se a flexo-tracao;
enquanto que, para outro tramo idéntico porém ndo invertido, obtém-se a flexao-
compressao. Em ambos os casos, os deslocamentos em regime elastico sao iguais. Em
regime ndo-linear a flexo-tracdo ¢ menos favoravel devido a intensiva danificacdo do
concreto. Por outro lado, a situagdo de flexo-compressao ¢ ainda mais favoravel quando
considera-se a analise ndo-linear, devido a resisténcia do concreto a compressao,
podendo-se concluir que para as vigas nao invertidas a ndo consideracdo da

excentricidade conduz a deslocamentos superestimados.

2.6-CONSIDERACAO DOS EFEITOS BO TEMPO

As estruturas de concreto armado estdo sujeitas a sofrerem uma série de
modificagcdes em seu estado de tensdes e deformagdes desde o instante em que o
carregamento ¢ aplicado, ty, até um instante genérico de tempo, t. Esse assunto vem
sendo estudado por diversos autores dentre os quais pode-se citar Neville (1983) e
Bazant (1972).

A fluéncia e a retragdo do concreto assumem grande importancia na
deformabilidade de estruturas de concreto ao longo do tempo. Para avaliar as
deformacgdes causadas por esses fendmenos, torna-se necessario o emprego de fungdes
de tempo apropriadas, resultando num modelo visco-elastico. A deformagdo de concreto
no instante de tempo t pode ser determinada a partir da superposi¢ao da fluéncia

ocorrida entre ty e t com a deformacao inicial, gc(tp), assim:
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Figura 2.4: Pés-processamento de resultados.
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Figura 2.5: Malha de elementos finitos.

2.5-POSICIONAMENTO DA VIGA

pavimento de edificio exerce grande influéncia sobre a sua deformabilidade; a situagcao
mais favoravel ¢ aquela onde a excentricidade seja a maxima possivel e ndo ocorrem

esfor¢os normais de tracdo (em se tratando do concreto armado). Neste trabalho a

excentricidade da viga é considerada nas formulagdes.
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O posicionamento do eixo das vigas em relacdo ao plano médio das lajes num
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momentos fletores foi forgada em projeto através da diminuigdo da taxa de armadura de

flexao nessas regides.

2.4-PRE E POS-PROCESSAMENTO DE DADOS

A resolugdo de pavimentos de edificios com o emprego do método dos
elementos finitos apresenta algumas dificuldades em relagdo a entrada de dados e a
analise de resultados obtidos. Geralmente ¢ necessario subdividir o dominio do
pavimento de edificio num grande numero de elementos finitos, resultando num
trabalho excessivo para a entrada de dados.

A maneira ideal para a entrada de dados seria através de programas em ambiente
de CAD, desse modo os codigos computacionais necessitariam ser desenvolvido em
conjunto com especialistas em computagao grafica, o que raramente € possivel no meio
académico. Neste trabalho a entrada de dados ¢ feita através de arquivo alfa numérico, a
conferéncia desses dados ¢ efetuada com o auxilio do “software” SURFER (1996).

Em se tratando da analise ndo-linear de estruturas, uma dificuldade adicional é
que as taxas de armadura longitudinal e transversal devem ser incluidas nos arquivos de
entrada.

Os resultados obtidos na andlise de um pavimento sd3o os seguintes: um
deslocamento em cada uma das diregdes ox, oy e 0z; rotagdes em torno dos €ixos x, y e
z; momentos my, my € myy; esfor¢os cortantes vy e vy; esforcos normais ny, ny € Nyy;
imaginando que a cada lugar geométrico contido no dominio do pavimento corresponda
6 deslocamentos e 8 esforgos solicitantes fica praticamente impossivel trabalhar esses
resultados sem o auxilio de um pds-processador.

Neste trabalho optou-se por gerar, com o auxilio do “sofware” SURFER (1996),
gréaficos planos que contém curvas de iso-valores; em algumas dessas curvas ¢ indicado
o valor correspondente. A cada faixa de variagdo dos valores corresponde um nivel de
cor. Na figura 2.4 ¢ ilustrado a distribuicdo de deslocamentos verticais para uma laje
retangular de 3,5x5,0 m®. A laje é apoiada sobre 5 pilares, sendo um em cada canto e
um pilar interno no centro geométrico da laje, o modulo de elasticidade longitudinal
considerado foi E; = 28800 MPa ¢ a espessura da laje ¢ 10cm. A malha de elementos

finitos ¢ ilustrada pela figura 2.5.
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processos que levem em conta o seu carater nao-linear. Modelos de comportamento
para os materiais sdo apresentados nos capitulos 6 e 7 deste trabalho.

A analise estrutural em regime elastico ¢ uma forma segura de se efetuar o
dimensionamento em ruina dos elementos estruturais, no entanto por ser demais
simples, ¢ apenas indicativa da deformabilidade do pavimento. Efeitos como a nao-
linearidade fisica e a deformabilidade ao longo do tempo nao sdo considerados. Dessa
forma ¢ grande a dificuldade dos projetistas de estruturas em, a partir dos resultados da
analise linear, avaliar as deformagdes reais do pavimento de edificio.

Neste trabalho é empregada a teoria de Timoshenko para vigas e a teoria de
Reissner-Mindlin para as placas; essas teorias sao mais amplas por considerarem em sua
formulagdo a deformacdo por cisalhamento. Nos pavimentos convencionais, a
deformacgdo por cisalhamento € pequena, num primeiro momento pode-se acreditar que

ndo ¢ viadvel o emprego das teorias de Timoshenko e Reissner-Mindlin, no entanto estas

sd0 sempre mais precisas € mais amplas, ndo havendo vantagens em nao emprega-las.

2.3-REDISTRIBUICAO DE ESFORCOS SOLICITANTES

A andlise estrutural em regime ndo-linear pode conduzir a uma redistribuicao de
esfor¢os solicitantes no pavimento, no entanto esse fato ndo deve provocar grandes
preocupagdes aos projetistas de estruturas. Testes numéricos efetuados mostraram que,
se o pavimento for adequadamente armado de acordo com os resultados obtidos por
analise linear, ndo ocorrerdo problemas relativos a ruina de elementos.

Pode-se concluir que ¢ um procedimento seguro efetuar a armagdo da estrutura
de acordo com os resultados da andlise linear para a maioria dos pavimentos de
edificios, entretanto, conforme ja citado, a analise linear ndo ¢ suficiente para descrever,
com precisdo, a deformabilidade de um pavimento.

As lajes de concreto armado sdo elementos onde hd uma presenga bem
acentuada da redistribuicdo de esforcos solicitantes, esse fato pode ser explicado pelo
seu carater bidimensional e pelo fato de que, na armacao desses elementos, a armadura
de flexdo necessaria para resistir aos esfor¢cos maximos ¢ estendida por toda a laje,
gerando trechos superdimensionados. Geralmente os esfor¢os méaximos apos a andlise
nao-linear sao menores do que aqueles obtidos em regime elastico.

Nas vigas de concreto armado ndao foram observadas significativas

redistribuicdes de esforcos, sua ocorréncia se dd apenas quando a plastificacdo de
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Figura 2.3: Pavimento: laje nervurada sem vigas - propriedade TECSOF LTDA.

O célculo de esforcos e deslocamentos em pavimentos de concreto armado ¢
efetuado no dias atuais, na grande maioria dos casos, através de métodos numéricos e de
rotinas de andlise matricial de estruturas, dessa forma a compatibilidade de
deslocamentos entre as vigas (quando houverem) e as lajes fica assegurada devido ao
acoplamento entre esses elementos.

O método numérico mais empregado ¢, seguramente, o Método dos Elementos
Finitos que ¢ também utilizado neste trabalho; o dominio do pavimento ¢ discretizado
por elementos de barra e de placa. No Método dos Elementos de Contorno, também
empregado na modelagem de pavimentos, o que se discretiza é o contorno do
pavimento, maiores detalhes sobre o emprego do MEC em pavimentos de edificios
podem ser encontrados em Bacarji (2001) e Fernandez (2003).

Admite-se, inicialmente, que na formulagdo dos métodos numéricos o material
obedece ao regime elastico-linear, no entanto isso ndo ocorre para o material concreto

armado. O comportamento estrutural desse material ¢ melhor representado através de
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Figura 2.1: Pavimento convencional.
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Figura 2.2: Laje com “drop panel”- vista parcial - propriedade TECSOF LTDA.



obter um teto liso; naturalmente a espessura das lajes serd constante, exigindo-se uma
verificacdo apurada das tensoes cisalhantes.

As lajes lisas apresentam grande deformabilidade, principalmente nas bordas
livres, o que justifica o emprego de vigas no contorno do pavimento. Caso se empregue
o sistema de lajes nervuradas, as vigas no bordo podem estar embutidas na propria
espessura da laje, se esta for suficiente para tanto. Métodos numéricos sao
extremamente interessante para que o projeto dessas lajes seja viavel tanto do ponto de
vista das a¢des em servico, quanto das a¢des de ruina.

Um sistema estrutural bastante interessante é aquele onde empregam-se lajes
nervuradas sem vigas; o dimensionamento econOmico dessas lajes conduz a uma
espessura maior do que aquela que resultaria para o caso da laje lisa. Na regido da
ligacdo com os pilares, utiliza-se um trecho de laje maciga, mantendo-se a espessura
constante.

Para o sistema convencional composto por lajes macigas ou nervuradas e vigas,
o dimensionamento e a verificagdo das condi¢cdes em servigo deve, preferencialmente,
levar em conta o comportamento em conjunto dos elementos estruturais.

Alguns exemplos de pavimentos sao ilustrados pelas figuras: 2.1 onde apresenta-
se um pavimento convencional, com vigas e lajes macicas; 2.2: um pavimento
composto por laje lisa onde hd uma aumento da altura da laje na regido dos pilares; 2.3
onde se tem um pavimento composto por laje nervurada sem vigas, observa-se que na
regido dos pilares existe um trecho de laje maciga, com espessura igual a altura total da

laje nervurada, aumentando muito a resisténcia ao cisalhamento.

2.2-CALCULO DE ESFORCOS E DESLOCAMENTOS EM PAVIMENTOS

A facilidade de acesso aos microcomputadores permite que as antigas hipdteses
de calculo de elementos estruturais sejam substituidas por rotinas numéricas
devidamente implementadas em codigos computacionais. As antigas rotinas de projeto
estrutural de pavimento de edificios utilizavam a hipotese de que as lajes fossem
destacadas das vigas, calculadas a parte, e as vigas seriam calculadas com as reacdes de
apoio das lajes; segundo esses processos, os apoios das lajes seriam supostos

infinitamente rigidos. Esse modelo de calculo ¢, em geral, a favor da seguranca.



2-PAVIMENTQS DE EDIFICIOS DE CONCRETO ARMADO

2.I-INTRODUCH0O

O objetivo deste capitulo ¢ discutir alguns temas de interesse ao projeto
estrutural de pavimentos de edificios, dando maior énfase as questdes relativas a sua
deformabilidade. Apresenta-se, a seguir, alguns sistemas estruturais possiveis de serem
empregados em pavimentos; evidentemente, a viabilidade de cada sistema depende de
um estudo detalhado.

A concepgao estrutural dos pavimentos de edificios de concreto armado tem
evoluido significativamente nos dias atuais. O sistema estrutural composto por lajes e
vigas, ainda muito empregado nas edificagdes, tem cedido gradativamente espago a
sistemas de lajes lisas, proporcionando uma grande liberdade aos projetos
arquitetonicos, além de consideravel economia em formas.

As tensdes de cisalhamento em lajes lisas sdo, muitas vezes, o principal fator a
ser levado em conta no dimensionamento. Denomina-se puncdo a ruina da ligag¢ao entre
a laje e o pilar, como essa ruina ¢ do tipo fragil, deve ser evitada; o projeto estrutural
deverd garantir que, caso ocorra, a ruina se dé por flexao e nao por cisalhamento.

Podem-se citar duas maneiras de aliviar as tensdes de cisalhamento na ligacdo
das lajes lisas com os pilares: a primeira delas estd no uso de capitéis que podem ser
entendidos como um aumento da se¢do transversal do pilar sob a laje; outra seria o
emprego do “drop panel” que ¢ o aumento da espessura da laje nessa regido. Devido a
semelhanca entre os conjuntos constituidos por laje, pilar e capitel e os cogumelos
surgiu a denominacdo laje-cogumelo, que também ¢é largamente usada nos idiomas
europeus. Deve-se ressaltar que atualmente os capitéis € o “drop panel” estdo sendo

cada vez menos utilizados devido a dificuldade de formas e a enorme vantagem de se



Tabela 3.1: deslocamento vertical no meio do véo.

37

VIGA BI-APOIADA

Elementos Relagao Relagao
H/L Euller Timoshenko Planos Euller - Planos Timosh. - Planos
(mm) (mm) (mm) % %
0.500 0.0035 0.0055 0.0052 -32.34 6.33
0.400 0.0085 0.0117 0.0112 -24.02 4.59
0.300 0.0267 0.0325 0.0316 -15.52 2.83
0.250 0.0556 0.0638 0.0624 -10.96 2.26
0.200 0.1354 0.1484 0.1459 -7.20 1.71
0.150 0.4280 0.4511 0.4452 -3.86 1.33
0.100 2.1666 2.2186 2.1961 -1.34 1.02
0.075 6.8475 6.9399 6.8790 -0.46 0.89
0.050 34.6660 34.8740 34.6170 0.14 0.74
Tabela 3.2: deslocamento vertical na extremidade da viga.
VIGA ENGASTADA
Elementos Relagao Relagao
H/L Euller Timoshenko Planos Euller - Planos Timosh. - Planos
(mm) (mm) (mm) % %
0.800 0.0271 0.0401 0.0382 -28.99 5.08
0.700 0.0404 0.0553 0.0528 -23.51 4.70
0.600 0.0642 0.0815 0.0791 -18.82 3.06
0.500 0.1109 0.1317 0.1288 -13.88 2.27
0.400 0.2167 0.2427 0.2387 -9.23 1.66
0.300 0.5135 0.5482 0.5419 -5.23 1.17
0.250 0.8875 0.9291 0.9198 -3.51 1.01
0.200 1.7333 1.7853 1.7695 -2.05 0.89
0.150 4.1087 4.1781 4.1444 -0.86 0.81
0.100 13.8667 13.9700 13.8670 0.00 0.74
0.075 32.8620 33.0070 32.7730 0.27 0.71
0.050 110.9300 111.1400 110.4500 0.43 0.62
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333-EXEMPLO 3

Neste exemplo, estuda-se a influéncia da deformagao por cortante numa viga bi-
apoiada, ilustrada pela figura 3.18a, e numa viga engastada numa extremidade e livre na
outra conforme a figura 3.18b. As caracteristicas do material constituinte das vigas sao
as seguintes: moédulo de elasticidade longitudinal = 28850 MPa; coeficiente de Poisson
=0,25. Os resultados obtidos sdo apresentados na tabelas 3.1 e 3.2.

Empregou-se o método dos elementos finitos para a analise de deslocamentos.
Compara-se, para estudar o efeito da deformacao por cortante, resultados obtidos com
as teorias de Euller-Bernouili e Timoshenko e com o emprego de elementos planos. O
objetivo dessa comparagdo € apenas ilustrar o trabalho desenvolvido, pois ¢ evidente
que a teoria de Timoshenko conduzira sempre a melhores resultado em comparacio
com o emprego da teoria de Euller-Bernouili, devendo sempre que possivel ser

empregada nas analises estruturais independentemente da relacdo H/L. Para a viga

engastada, F=10kN.

a) b)

10 kN/m
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Figura 3.18: a) Viga bi-apoiada; b) Viga engastada.

Analisando-se os resultados obtidos percebe-se a boa performance do elemento
de viga de Timoshenko. Pode-se concluir que a deformagado por cortante, para vigas bi-
apoiadas submetidas a um carregamento uniformemente distribuido, deve ser
considerada para relacdes H/L maiores que 0,25. Para a viga engastada numa
extremidade, as diferencas entre as teorias de Euller e de Timoshenko tornam-se

grandes para relagdes H/L maiores que 0,50.
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encurtamento do plano da laje pode ser observado nas figuras 3.16 ¢ 3.17 onde sdo

representados os deslocamentos horizontais segundo as diregdes x € y, respectivamente.
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Figura 3.16: deslocamentos na dire¢do x (mm).
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Figura 3.17: deslocamentos na dire¢do y (mm).
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Figura 3.14: Deslocamentos verticais para viga excéntrica (mm).
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Figura 3.15: Deslocamentos verticais: se¢do “TE” (mm).

Os maximos deslocamentos verticais na laje foram: 10,5mm para viga
excéntrica e 15mm para se¢do “TE”. Novamente observa-se que a consideragdo da
hipotese de viga T da norma conduziu a valores 50% maiores do que aqueles obtidos
considerando-se a excentricidade. De um modo geral, pode-se afirmar que a
consideracdo da excentricidade da viga representa de maneira mais rigorosa o

comportamento estrutural de pavimentos de edificios e de cascas enrijecidas. O
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33.2-EXEMPLO 2

Analisa-se neste exemplo uma laje nervurada de 6x9m’ em cada uma das
seguintes situagdes: viga excéntrica e inércia da se¢do “TE” conforme a NBR 6118
(2003). A laje e as respectivas se¢des transversais sao ilustrados pela figura 3.12.
Considera-se fck=20 MPa, despreza-se a rigidez a tor¢ao das barras. Para a modelagem
estrutural via Método dos Elementos Finitos foi utilizada malha quadrada conforme a
figura 3.13, para as nervuras e para as vigas do contorno foram empregados elementos
de barra e para a capa elementos planos. Os deslocamentos verticais obtidos segundo

cada uma das situagdes sao ilustrados pelas figuras 3.14 e 3.15.
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Figura 3.12: Laje Nervurada.
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Figura 3.13: Malha de elementos finitos.
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As figuras 3.10 e 3.11 ilustram, respectivamente, os deslocamentos verticais do

pavimento para e=31cm e e=Ocm.
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Figura 3.10: deslocamentos verticais para e=31cm (mm).
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O grafico da figura 3.9 ilustra os deslocamentos verticais, para a excentricidade e

variando de 0 até¢ 31cm, do no localizado no centro do pavimento

Deslocamento (mm)
~
1

T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Excentricidade (cm)

Figura 3.9: Grafico deslocamento vertical do n6 central.

Do gréfico da figura 3.9 pode-se concluir que o melhor posicionamento da viga
sera nas situacdes onde a elevacdo seja nula ou igual a 62cm configurando viga
invertida. Os maximos deslocamentos verticais obtidos foram os seguintes: w=3,85 mm
para e=31cm; w=10,33mm quando consideram-se vigas e lajes concéntricas e
w=5,81mm quando admite-se secio “TE” de acordo com a NBI. Observa-se que 0s
deslocamentos considerando-se a secio “TE” resultaram 50% maiores do que aqueles
obtidos quando da consideracdo da excentricidade da viga, pode-se concluir que para
esse pavimento a considera¢do apenas da se¢io “TE” de acordo com a NB1 conduz a
valores a favor da seguranga na analise de deslocamentos e que a andlise considerando-
se viga e laje concéntricas conduz a valores irreais dos deslocamentos.

Para o elemento de barra localizado na regido central do pavimento onde

ocorreram os maiores esfor¢os solicitantes obteve-se:

e para e=0, ndo considerando-se secio “TE”: momento fletor M =19342 kNcm,

esfor¢co normal N = 0 kN;

e para e=3lcm: momento fletor M; = 7182 kNcm, esforco normal N = 411 kN
(compressao), M = M;+N.e = 19923 kNcm.
Caso seja levada em conta a excentricidade, a viga devera ser dimensionada

considerando-se os esforcos: M = 19923 kNem e N =411 kN (compressao).
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O pavimento e as respectivas secoes transversais sao ilustrados pela figura 3.7.
Considera-se fck=20 MPa, despreza-se a rigidez a tor¢ao das barras. Para a modelagem
estrutural via Método dos Elementos Finitos foi utilizada malha quadrada conforme a

figura 3.8. A seguir, discute-se os resultados obtidos para cada uma das consideracdes.
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Figura 3.7: Pavimento de edificio e se¢des transversais.
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Figura 3.8: Malha de Elementos Finitos
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campo de deslocamentos axiais da viga o que implicaria na ado¢do de um grau de
liberdade adicional no elemento.

Outra forma de minimizar o erro, segundo Gupta & Ma (1977), seria
aumentando-se o numero de elementos finitos, pois assim a derivada dos deslocamentos
verticais seria aproximadamente constante. Esses autores apresentam a eq.(3.26) para a
avaliacdo do erro cometido, avaliando-se essa expressao percebe-se que quando n, que €

o nimero de elementos finitos, tende para um valor bastante grande o erro, r, tende a

ZECro.
. C
o (3.26)
onde:
c_ 4,4,¢
44, +A)U,+) (3.27)
3.3-EXEMPLOS
33.1-EXEMPLO 1

O objetivo exemplo ¢ estudar a influéncia do posicionamento da viga em relagao
a laje num pavimento de edificio; para isso adota-se um pavimento de edificio com
9x9m’ . Consideram-se diferentes condigdes de posicionamento da viga, inicialmente
admite-se que a excentricidade “e” seja igual a zero, aumenta-se “e” gradativamente até
seu limite superior (e=31cm). Outra situacdo interessante é considerar a largura da mesa
colaborante de acordo com a NBR 6118 (2003), nesse caso “e=0" ¢ a inércia da barra ¢
calculada levando-se em conta a secdo “TE”. Todas as analises sdo ainda efetuadas em

regime elastico-linear.
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Aplicando-se o principio da minima energia ¢ obtida a matriz de rigidez do

elemento, assim:

L
K,=T'[B"DpdxT = T'KT
0

(3.23)

onde K ¢ a matriz de rigidez idéntica a obtida sem a consideracdo da excentricidade.

Explicitando-se a matriz K, desconsiderando-se a parcela da rigidez a torcao:

12E1 6EI 12EI 6EI
L Bz D Nz 0 0
_6EI 2EIQ+g)+Ede’ 6EI  2EI(1-g)-Ede’ Ede Ede
L L L L L L
12E1 6E1 12E1 6E1
1 - 3 2 3 2 0 0
_ L L L L
" 142g| 6EI 2EI(-g)-EAe® 6EI 2EIQ+g)+EAe’ EAde EAe
L L L L L L
0 _EAe 0 EAe LA _LA
L L L L
0 EAe 0 _Ede _E4A  EA
L L L L

.(3.24)

O vetor de esfor¢os nodais na barra ¢ determinado a partir dos deslocamentos da

€q.(3.25). Serdo obtidos no eixo da barra um momento fletor M;, e um esforco cortante
V, o esfor¢o normal N estard excéntrico em relagdo ao eixo da viga; a viga devera ser
dimensionada a flexdo composta considerando-se M = M; + N.e além do esforco
normal N. As lajes deverao ser dimensionadas considerando-se os esforgos normal e de

flexdo.

Uproq =T Uppycy

(3.25)

O emprego de fungdes de forma lineares para aproximar os deslocamentos
axiais da viga conduz a uma incompatibilidade em deslocamentos, pois as fungdes de
forma empregados para os deslocamentos verticais da placa usualmente sdo cubicas,
portanto suas derivadas sdo quadraticas. Miller (1980), visando reduzir esse erro,

apresenta uma formula¢do onde sdo utilizadas funcdes de forma quadraticas para o
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Aplicando-se aos nos de elemento obtém-se:

[ w, | 1 0 0 0 0 Offw|
0, 0 1 0 0 0 0}f0¢9,
w, 100 1T 0 0 Ofjw,
o, 1o 0o 0o 1 0 0fe, (3.19)
u, 0 —e 0 0 1 O u
L Jyge 10 0 0 —e O 1w, |,
Ou, resumidamente:
Syi64 =T O pracy (3.20)
u
Qy_ AWV1 VIGA Wap O, 4
- ] 1 viga
. B I s ~
iy v 9
Q;_ AW1 W 4 \@2 -
LAJE ¥ u
e ey foelt
a) )

Figura 3.6: a) Elemento de viga excéntrica, b) Compatibilidade de deslocamentos.

A partir da formulagdo do método dos elementos finitos via energia potencial

obtém-se que a energia de deformacao para o elemento de viga ¢ dada por:

lL
U=§£ﬁf 8, D B, dx (3.21)

onde D acopla as rigidez normal e a rigidez a flexdao do elemento.

Substituindo-se a eq.(3.20) na eq.(3.21) obtém-se:

U=—T"

O ey

1
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A existéncia de deformagdes axiais na superficie média da laje pode ser ilustrada
de maneira simples ao analisar-se a distribuicao de deformacdes devidas a flexdo ao
longo da altura da viga. Pode-se claramente perceber que estando a viga excéntrica em
relacdo a laje, as deformagdes na laje correspondem a um estado associado de

membrana e de flexdo. A figura 3.5 ilustra esse comportamento.

c €=€a+8f

Deformacdes
na laje

Deformagdes
na viga

Figura 3.5: Deformagdes na viga e na laje.

32.2-CONSIDERACAO DA EXCENTRICIDADE DA VIGA

Um caminho bastante simples para a formulacdo da matriz de rigidez da viga
excéntrica consiste em escrever-se o campo de deslocamentos da viga como sendo uma
transformagao efetuada sobre o campo de deslocamentos da placa. A superficie média
da placa sera entdo o plano de referéncia para os deslocamentos. Diversos autores como
Gupta & Ma (1977), Miller (1979), Balmer (1978) empregam esse mesmo
procedimento.

Considere-se o elemento de viga excéntrico em relacdo ao plano médio da laje
ilustrado pela figura 3.6a. O campo de deslocamentos verticais para a viga ¢
aproximado por um polindmio cubico (eq.(3.4a)) enquanto que utiliza-se uma fungdo de
forma linear para os deslocamentos axiais (eq.(3.4b)).

Os deslocamentos da viga podem ser relacionados com os deslocamentos da laje
a partir da imposicao das condi¢des de compatibilidade em deslocamentos (figura 3.6),

assim pode-se escrever, considerando-se pequenos deslocamentos:

Hlaje = Hviga =0 (3183)

te tg (0) = ulaje :uviga +e 9 (318b)

u laje =u viga
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a) %/ b) _
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Figura 3.4: a) Viga concéntrica; b) Viga excéntrica.

Devido a consideragao da excentricidade da barra, o elemento finito utilizado
para modelar a placa deve, necessariamente, conter graus de liberdade
representativos de deslocamentos no seu plano, ou seja, segundo as diregdes x € y;
supondo-se que o plano xy contenha o plano médio da placa. Além, obviamente de
deslocamentos representativos de um estado de flexao na placa.

Para simular tais efeitos optou-se por empregar uma formulacao de elementos
finitos de casca obtidos pela superposicdo de um elemento de flexao de placas e um
elemento de membrana. Essa ¢ uma forma bastante simples e eficiente de tratar os
problemas de cascas e, segundo diversos autores, ndo perde em eficiéncia em relacao
as demais abordagens quando analisa-se cascas planas.

A liberdade rotacional (“drilling”) ¢ desejavel na formulacdo de elementos
finitos de casca (via superposicdo de efeitos de flexdo e de membrana) para evitar
problemas de singularidade na matriz de rigidez global em estruturas onde os elementos
finitos sdo coplanares ou aproximadamente coplanares, como ¢ o caso dos pavimentos
de edificios.

Bergan & Fellipa (1985) apresentam de forma explicita o desenvolvimento de
um elemento finito de membrana triangular com grau de liberdade rotacional a partir da
formulagdo livre de Bergan & Nygard (1984) Para simular os efeitos de flexdo da placa
emprega-se o elemento finito triangular DST (Discrete Shear Triangle) proposto por

Batoz (1988); os elementos planos sao abordados nos capitulos 4 e 5 deste trabalho.
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formulacao de elementos finitos de barra empregando-se a teoria de Timoshenko pode

ser encontrada em Cheng et al. (1997).

3.2-MODELAGEM DA EXCENTRICIDADE DA VIGA

32.1-INTRODUCAO

A andlise estrutural de pavimentos de edificios via Método dos Elementos
Finitos requer que elementos de placa e elementos de barra sejam empregados na sua
modelagem ou, entdo, que se empregue elementos tridimensionais. Supondo-se o
primeiro caso, ¢ necessario que as equagdes de deslocamentos sejam escritas em relagao
a um plano de referéncia que, geralmente, ¢ tomado como sendo o plano médio dos
elementos de placa. O eixo das vigas pode nao ser coincidente com o plano médio da
placa, nesse caso € necessario que escrevam-se equacdes de compatibilidade entre
deslocamentos da viga e da placa.

A maioria dos programas computacionais desenvolvidos para analise de placas
ou cascas com a presenca de enrijecedores considera a hipotese da excentricidade
(distancia entre o eixo da viga e o plano médio da laje) ser nula, portanto nesse caso a
compatibilidade entre deslocamento da barra e da placa seria total. O emprego dessa
hipdtese acarreta, como tem-se mostrado em resultados obtidos, em considerdveis erros
na avaliagdo dos deslocamentos.

O calculo de esfor¢os e deslocamentos em pavimentos de edificios, que é o
objetivo deste trabalho, ¢ muito beneficiado quando emprega-se a hipotese da viga ser
excéntrica. Na maioria absoluta dos casos, para esse tipo de estrutura, as vigas sdo
excéntricas em relagdo as lajes. A figura 3.4a mostra a hipotese geralmente empregada
para o posicionamento das vigas em pavimentos ¢ a figura 3.4b mostra a hipdtese

requerida.
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Como pode ser observado, a medida que o valor da constante de Weaver (g)
diminui, a parcela relativa a flexdo da matriz de rigidez do elemento de barra se
aproxima daquela obtida de acordo com as hipoteses de Euller-Bernouili, sendo
completamente iguais para a situacdo limite onde g=0. O vetor de carregamentos
nodais, suponde-se um momento torsor (T) e um carregamento vertical (q)

uniformemente distribuidos e esfor¢os axiais Nj ¢ Ny, pode ser escrito na forma:

gL qL* gL qL’ TL TL

z N, N
2 12 2 2 2 2 b (3.16)

3.1.5 TRAVAMENTO OU BLOQUEIO DE SOLUCAO

O elemento de flexdo de vigas segundo a teoria de Timoshenko obtido da forma
como mostrado, ou seja, através da imposicdo das condigdes de equilibrio entre
momentos e esfor¢os cortantes ¢ livre do fenomeno do bloqueio de solugdo, ou
travamento.

O travamento consiste basicamente no excessivo enrijecimento da solugdo para
relagdes pequenas entre a altura da viga e seu comprimento. Imaginando-se uma se¢ao

retangular de base b e altura h, a constante de Weaver pode ser rescrita por:

_E (hY
g—gﬁgz' (3.17)

Percebe-se claramente que na situagdo limite onde (h/L)—0, g—0 e a matriz de
rigidez expressa na equagdo (3.14) tende para a matriz de rigidez considerando-se as

hipoteses de Euller, dessa forma o travamento estd afastado. Maiores detalhes sobre a
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A partir da formulagdo do método dos elementos finitos via energia potencial
integrando-se as tensdes na altura do elemento pode-se escrever a energia de

deformacao por:

2

ET5(1Y Ak L P GI A(dpY
U=— (lj dx + f64 j(}/) dx+E (ﬁj dx+—"|‘ P dx (3.12)
2 o\r 2 9 2 o\dx 2 o\ dx :

onde J; ¢ 0 momento de inércia a torcao.

Aplicando-se o principio da minima energia (eq. (3.13)) na expressao da energia
de deformacdo e efetuando-se a integracdo ao longo do comprimento do elemento ¢
obtida finalmente a matriz de rigidez para a viga de Timoshenko.

Apresenta-se na expressao (3.14), por simplicidade, apenas a parcela da matriz
de rigidez relacionada com a deformagdo por flexdo e cisalhamento, as parcelas
relativas a deformagao por tor¢cdo e deformacgao axial, embora ja bastante conhecidas e
extremamente simples, sdo agrupadas na eq.(3.15) apenas para tornar o texto mais
completo. Evidentemente, em se pretendendo a implementacdo numéricas dessas

matrizes ha de se fazer o adequado mapeamento dos graus de liberdade.

ar_,
av (3.13)

onde [I=U+W; W ¢ a energia potencial externa e V; sdo os graus de liberdade nodais.

[ 12 6 12 6 |
v e o
6 2 6 2
- 2+ —  Z1-
K - EI 12 L( g) I L( g)
flt2g| 12 6 12 6 (3.14)
T v v
6 2 6 2
-— Za- — =2+
A L( g) I? L( g)_
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trabalho a obtengdo das expressdes da curvatura e da distorcdo ao longo do

comprimento do elemento, explicita-se os valores das constantes nas eqs.(3.8).

1
a, =m(2wl —2w, = Lp, - Lp,) (3.8a)
1
a, = m(_3wl +3w, +Lp, - Lp,) (3.8b)
1
a, :L(ng)(_zwl +2w, - L(1+g) B, + Lgp,) (3.8¢)
a,=w,
(3.8d)
U, —u,
b, = L_ (3.8¢)
b, =u, (3.89)
c. = ﬁxz - ﬁxl
1 I (3.82)
¢, =B, (3.8h)

A curvatura da se¢do pode entdo ser escrita diretamente em fungdo dos

parametros nodais conforme eq.(3.9), assim:

1 d*w
rdx (3.9)
| ) {2L(1+g)—3x}
1029 | 2 Ty e L3
ro (+2g)L (1+2¢)L (1+2g)L (1+2g)L
.(3.10)

Partindo-se da expressdo (3.6) e utilizando-se a constante de Weaver, pode-se

escrever a distor¢ao da seguinte forma:

_ [2(w, —w)-L(B +5,)]
V=8 [Ld+22)] (3.11)
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Figura 3.3: Elemento de barra.

Percebe-se que os deslocamentos verticais, os horizontais e as rotagdes [x sdo
independentes entre si. A equagdo de equilibrio (3.2¢) que expressa a relagdo entre o
esfor¢o cortante e os deslocamentos verticais w pode ser rescrita, empregando-se a

€q.(3.3b), na seguinte forma:

d’*w

dx’? B

Dessa forma torna-se possivel escrever a relacdo entre a distorcdo y e os

deslocamentos verticais w, assim:

6El
1GA

- r=-glq, (3.6)
—6FEI
onde &7 /fG '41* € a constante de Weaver.
As rotacdes 3 sdo escritas a partir da eq. (3.1c), assim:
B(x) = —-3a,x’ —2a,x—a, — gl’a, (3.7)

As constante a;, b; ¢ c; dos polinomios devem ser determinadas a partir da

imposicao das condi¢des de contorno nos ndés do elemento. Por ser de interesse ao



19

31.3-ELEMENTO DE BARRA

A maneira mais simples de obter-se um elemento de barra formulado de acordo
com as hipoteses de Timoshenko ¢ aquela onde empregam-se fungdes aproximadoras
lineares tanto para os deslocamentos verticais quanto para as rotagdes. Onate (1992)
apresenta um elemento finito obtido com aproximagdo linear para os campos de
deslocamentos e rotacdes. Entretanto esse elemento apresenta o problema de
travamento para vigas poucos deformaveis por esforco cortante.

Gere & Weaver (1981) apresentam uma deducgdo da matriz de rigidez para a
viga de Timoshenko que ndo apresenta o fendmeno do travamento mediante o emprego
do denominado método direto (aplicagdes de deslocamentos e rotagdes unitarias nas
extremidades do elemento), o que nada mais é do que a solugdo exata da equacdo
diferencial da flexdo de vigas. Neste trabalho a matriz de rigidez do elemento sera
deduzida com as mesmas hipoteses apresentadas por Gere, porém serd empregado o
método da energia para obter-se as fun¢des de curvatura e de distor¢cdo ao longo do

comprimento do elemento.

3.14-DEDUCAOQ DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

Suponha-se o elemento de barra ilustrado pela figura 3.3 com os seguintes graus
de liberdade: duas rotagdes e duas translacdes por nd. Os deslocamentos verticais, w, ao
longo do elemento sdo descritos por um polindmio de terceiro grau conforme a
eq.(3.4a), os deslocamentos horizontais ¢ a rotacdo devida a tor¢ao sdo descritos por um

polindmio linear. Admite-se que a distor¢ao no elemento seja constante.

w=ax +a,x’ +a,x+a, (3.4a)
M:b1X+b2 (34b)

B.=cixte, (3.4¢)
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onde w € o deslocamento vertical.
A partir da verificagdo das condi¢cdes de equilibrio de um elemento com

comprimento infinitesimal, dx, conforme ilustrado pela figura 3.2 pode-se escrever as

relagdes (3.2).

ﬂmufmm o

Figura 3.2: Equilibrio de elemento de viga.

a1 (3.2a)

dM

ol (3.2b)
d’w

V=-El—S (3.2¢)

Sdo validas as seguintes relagdes constitutivas, admitindo-se a hipotese de

material com comportamento elastico-linear:

__dp (-d*w  dy ~ _ e dw
M_Ezrzx—_9.1\4‘_131(61&2 z;j%y—daﬁML—Elﬁz (3.32)
VefGay=FrGaip
= yr=r (ﬁj ) (3.3b)
_ 4B
V=E1"" (3.3¢)

onde E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal; G ¢ o modulo de elasticidade
transversal, I ¢ o momento de inércia a flexao da segdo; A ¢ areca da secao transversal e f
¢ um fator que leva em conta que y ¢ um valor médio da distor¢ao da se¢do, para se¢des

retangulares f assume o valor de 5/6. Onate (1992) apresenta a deducao de f.
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eixo da barra, constituindo-se assim numa melhor aproximagao do comportamento real
das vigas, a distor¢cdo da sec¢ao ocorre devido a deformagdo por esforco cortante. Na
realidade a deformacdo da se¢do seria melhor representada por uma superficie
parabdlica, empregando-se a teoria de Timoshenko admite-se que a secdo deformada
esteja contida num plano pela deformada real. O efeito da distor¢ao ¢ mais pronunciado
em vigas onde a relacdo entre comprimento e altura € pequeno, a medida que essa
relacdo aumenta a distor¢do diminui e as hipoteses da teoria de Euller-Bernouili
passam a ser bastante representativas do campo de deslocamentos reais da viga. A
figura 3.1 ilustra a cinematica da viga. As demais hipoteses sdo as mesmas da teoria de

Euller-Bernouili, a saber:
e adeformagdo perpendicular ao eixo da viga ¢ desprezivel - g,= 0;
e as tensdes normais ao eixo da barra sdo despreziveis - o, = 0;

e 0s deslocamentos horizontais do eixo da barra sdo nulos.

Z
A

n
¥ _
A 04 n
Deformada 8
real 7)) > X

|
Plano pela |
deformada admitida }

|

Figura 3.1: Cinematica da barra — teoria de Timoshenko.

Da cinematica da barra pode-se afirmar:

B=o+y (3.12)
__dw__
o= (3.1b)

B==w, +y 3.1¢)
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3-MODELAGEM DE PAVIMENTOS - ELEMENTOS
LINEARES

3. I-MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE BARRA

3.1.1-INTRODUCAO

A matriz de rigidez do elemento de barra desenvolvida nessa secdo ¢ obtida a
partir da solugdo exata da equacdo diferencial de flexdo de barras, nesse caso nao faz
sentido falar-se em método dos elementos finitos para sua deducdo, uma vez que a
funcdo empregada para descrever os deslocamentos da viga ¢ a solu¢do exata da
referida equacdo. A matriz de rigidez serd entdo obtida de acordo com a andlise
matricial de estruturas.

Neste trabalho emprega-se elemento de barra com 2 nos e 4 graus de liberdade
por no: 2 translagdes e duas rotagdes. Insere-se na formulagdo convencional de vigas o
grau de liberdade relativo aos deslocamentos axiais. As vigas podem ser consideradas
excéntricas em relacdo ao plano médio das lajes. A formula¢do ¢ fundamentada na
teoria de Timoshenko, tendo assim um campo de aplicagdo mais amplo do que aquelas
desenvolvidas a partir das hipoteses de Euller-Bernouili. No item 3.3 apresenta-se

metodologia para a consideragdo da excentricidade da barra.

3.1.2-FLEXAO DE BARRAS: TEORIA DE TIMOSHENKO

A hipétese fundamental da teoria de flexdo de vigas de Timoshenko é que as

secdes planas permanecem planas apos a deformacdo porém ndo mais ortogonais ao
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Neste exemplo, o elemento mostrou boa performance apresentando erro de 1%
para uma malha de 32 elementos, mostrou também convergéncia para a resposta exata a

medida que se refina a malha.

a) & elementos by 32 elem.

S
7 2 31 a5

am

o) 200 elem. d)y 800 elem.
1 21 421 441

Figura 4.1: Malhas de elementos finitos.
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vetor nao ¢ consistente com a formulacdo do elemento, porém testes que foram
elaborados pelo proprio autor demonstram que esse vetor conduz a bons resultados.

Assim:
F={0 00 Q00 Q 0 0 (4.89)
onde Q =q A/3.
Sydenstricker et. Al (1995) apresentam, em seu artigo, propostas para a
obtenc¢do de um vetor de forcas nodais consistente com a formulacao do elemento DST.
Para o presente trabalho, o vetor de for¢as nodais equivalentes serd o da eq. (4.89), o

principal objetivo deste trabalho ¢ a anélise ndo-linear de pavimentos de edificios, onde

o vetor de esforcos residuais sera obtido de maneira consistente com a formulagao.

4.7-EXEMPLO

Neste exemplo, calcula-se, empregando o elemento DST, os deslocamentos no
centro de uma placa quadrada de 5x5m’ apoiada nos seus quatro lados submetida a um
carregamento uniformemente distribuido de intensidade de 10 kN/m”. As caracteristicas
do material sio as seguintes: moédulo de elasticidade longitudinal: 2885 kN/cm?,
coeficiente de Poisson: 0,30.

Pretendendo-se investigar a performance e a convergéncia do elemento
empregado, a placa foi discretizada em 4 diferentes malhas de elementos triangulares,
sendo a primeira com 8 elementos, a segunda com 32, a terceira com 200 elementos e a
quarta malha com 800 elementos, conforme ilustrado pela figura 4.5. O valor exato do
deslocamento no ponto central da placa ¢ de 17,7607mm (Timoshenko (1959) - teoria
de Kirchhoff), os deslocamentos obtidos em cada uma das malhas, bem como os erros
relativos sdo ilustrados pela tabela 4.1.

Tabela 4.1: Resultados obtidos.

Malha (elems.)] desl.(mm) | erro %

8 15.895 -15.28
32 18.571 -1.01
200 18.680 -0.43

800 18.787 0.14
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A matriz de rigidez completa do elemento DST ¢ obtida somando-se as parcelas

relativas a flexdo e ao cisalhamento.

4.5-DETERMINACAO DOS ESFORCOS SOLICITANTES

Os esforcos solicitante sdo determinado de maneira direta em qualquer ponto
pertencente ao dominio do elemento, utilizando-se os vetores By, e Bs. Os momentos
fletores sdo determinados com o auxilio da equacdo (4.85) e os esforcos cisalhantes sdo

determinados pela eq. (4.86).

M, (&,m)

M, (&,m =D, B,(¢,mu (4.85)
M, (&,n)

Tx

r =D, B, u (4.86)

Conforme pode-se notar, os esfor¢os cisalhantes sdo constantes no elemento o
que ¢ perfeitamente consistente, pois sdo a primeira derivada dos momentos fletores
que possuem uma variacao linear. Os esforgos solicitantes nos nés do elemento podem

ser determinados pelas equagdes acima ou pelas seguintes equacoes:

Mxi Wl
M, 1=K 01 =13 - (4.87)
Mxyi 0}1
wW.
Tvi l
{T,}:Ks 0. i=1,3 (4.88)

4.6-FORCAS NODALS EQUIVALENTES

Segundo Batoz (1989) o vetor de esfor¢os nodais do elemento DST ¢ melhor

representado por trés cargas verticais aplicadas em cada um dos nés do elemento. Esse
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Finalmente, a matriz de rigidez a flexdo do elemento DST ¢ fornecida pela

expressao (4.80).

11-n
K, ZZAI I[B;é/ + B,,n + B,,1D, [B, ¢ + B,,n + B,,]d{dn (4.80)
00

444-MATRIZ DE RIGIDEZ: PARCELA DO CISALHAMENTO

A energia de deformagdo por cisalhamento de um elemento finito de placa ¢

escrito pela eq. (4.26b), aqui repetida por comodidade:

e _l T
U _2£F [D,FdA 4.81)

onde F ¢ o vetor de distor¢des (FX e FY) e Dy ¢ a matriz constitutiva do material

integrada ao longo da espessura da placa conforme eq. (4.82).

Ehe |1 O
[D]s=2(1 +u)[o J (4.82)

com c= 5/6.

O vetor de distor¢des ¢ escrito em funcao dos deslocamentos nodais conforme
as expressoes (4.62). Efetuando-se a transformagdo de coordenadas, substituindo-se F
na equacao (4.81) e minimizando-se o funcional de energia obtém-se a matriz de rigidez

ao cisalhamento do elemento, assim:

11-n

K, :2AI j[HFXT HFY"1D [HFX HFY1d{dn (4.83)
0 0

Efetuando-se a equagdo integral, a matriz de rigidez ao cisalhamento do

elemento finito DST ¢ finalmente fornecida por:

_ T T
K,=4 [HFX  HFY ] D, [HFX HFY] (4.84)
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Hx,, =pud +Pwll+ Py (4.75a)
Hx,, =pué + Pyl + Py (4.75b)
Hy,, =qu¢ + 4l + s (4.75¢)
Hyi, =qué+dwl+dm =19 (4.75d)

onde os termos p ¢ q sdo constantes determinadas apds a derivacdo das fungdes de

forma.

A matriz By, que relaciona as curvaturas com o vetor de deslocamentos nodais,

pode ser rescrita da seguinte forma:

<pil ¢+ ppll + P >
B,(&,m) :ﬁ <qi1 ¢+ qnn+q; > i=1,9 (4.76)
(Pan & + pann + P4, )
onde:
Pii = YsiPyij T Yi2Pyi

d;; = X314 — X129y (4.77a,b,c)
Pdjj = =X31Pyij ~ X12Pyij T Y3194 T Y12y (i=19;j=13)

Efetuando-se a transformacdo de coordenadas, substituindo-se x na eq. (4.71) e
minimizando o funcional de energia obtém-se a matriz de rigidez a flexdo do elemento

que ¢ fornecida pela seguinte expressao:

11-

T
K, =2A[ [B] D, B, d¢dn (4.78)
00

A matriz By, pode ser escrita na forma da eq. (4.79) para facilitar as operagdes

algébricas, assim:

B, =B, + By,n+ By, (4.79)
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6
Hy, = szCkHs (k,7)
K=4

1 1 ;
Hyy =2 N,Cy Sy + 2 NsCsSs + Y N.C.H (k8) (4.70a 4 4.700)
K=4
1 2 1 2 <
Hy, =N +5N4S4 +5N555 + 2 N CH  (k.9)

K=4

44.3-MATRIZ DE RIGIDEZ: PARCELA DA FLEXAO

A energia de deformagdo por flexdo de um elemento finito de placa ¢ escrito

pela expressao (4.26a), aqui repetida por comodidade:

e _l t
U, = 5 .[Z [D, 1xdA4 4.71)

onde y € o vetor de curvaturas ja definido pelas eqs (4.26) e Dy, é a matriz constitutiva

do material integrada ao longo da espessura da placa conforme eq. (4.72).

, 1 v 0
[D] __Eh v I 0
b= 2 (4.72)
12(1- _
(I-07%) 0 0 120

O vetor de curvaturas pode ser escrito em func¢do dos deslocamentos nodais por:

x=B,(¢,mu (4.73)
com:

y}lei,§ + ylZHxi,n

1
B, (¢, U):ﬁ —xyHy,, —x,Hy,, i=1,9 (4.74)
_x31Hxi,§ _XIZHxi,n +y3lHyi,§ + ylZHyi,q

As derivadas das fungdes de forma (Hxic, Hxin Hxin, HxXi¢) podem ser

descritas convenientemente por um polindmio de primeiro grau conforme eqs (4.75).
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6

3 1 6
ﬁy :;Niﬁyi +52Nksk(ckﬂxi +Skﬁyi +Ckﬂxj +Skﬂyj)+;NkSkHs(k)u 4.68b)
Que podem ser escritas na forma simplificada:

B.=Hx,(&,mu; . B, =Hy,(S.mu; i=1 9 (4.69a,b)

onde:

6
Hx, ==Y NS, H_ (k)

K=4

6
Hx, =N, +%N5C52 +%N6C§ — 3N, S H, (k2)

K=4

1 1 :
Hx, :ENSCSSS +EN6C6S6 - ZNkSkHs(k’?’)

K=4

6
Hx4 = _ZNkSkHS (k74)

K=4

1 1 6
Hx, =N, + Ezvécé2 + Ezv4cj Y N,S.H_ (k)5
K=4

1 1 ;
Hx6 =5N6C6S6 +EN4C4S4 _ZNkSkHs(ka6)
K=4

6
Hx, ==Y NS, H, (k,7)

K=4
1 1 6
Hxg =N, +—N,C; +=N,C; =Y N, S, H (k)
2 2 K=4 ‘
1 1 6
Hx, = EN4C4 S, + ENSCS Ss =Y N, S.H (k9)

K=4

6
Hy, = Z N,C. H (k))

K=4

6
Hy, :% N.C.S, + % NoCySy + > N,CH, (k.2)
K=4

6
HY3 :N1 +%N5S52 +%N6S: +ZNkaHS(k,3)

K=4
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442-DETERMINACAO DAS ROTACOES

As rotacdes da secdo normal da placa segundo as diregdes x e y sdo aproximadas
empregado-se um polindmio de segundo grau, o que naturalmente requer seis
parametros nodais para cada uma das equagdes. Apds a imposi¢ao das condi¢des de
equilibrio de momentos e de compatibilidade de deslocamentos, os graus de liberdade
adicionais foram eliminados conforme descrito no item 4.4.1.

Para a montagem da matriz de rigidez a flexdo do elemento faz-se necessario
escrever as rotagdes Bx € [, em fungdes dos graus de liberdade do elemento na sua

configuragdo final. Assim, as rotacdes sdo escritas na forma:

IBX = ZNiﬁxi + ZNkﬂxk (4.64a)
i=1 k=4
3 6

By =2 NBi+ 2 N, (4.64b)
i=1 k=4

Sao validas as seguintes expressoes:

B =C B =S Py (4.65a)

P =S Buc + C By (4.65b)
1

B :E(Ckﬂxi +Si By te Syt Skﬂyj) (4.66)

By =H (ki) u (4.67)

Substituindo-se as expressoes (4.65), (4.66) e (4.67) nas egs. (4.64) obtém-se,
finalmente, as expressdes das rotagdes Bx € [y em funcdo dos graus de liberdade do

elemento (equagdes 4.68).

3 1 6 6 .
ﬁx :Z_;Niﬂxi +E]{Z_;Nkck(ckﬂxi +Skﬂyi +Ckﬁxj +Skﬂyj)_kZ;NkskHs(kﬁl)u(4'683)
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Os termos Xi que estdo em funcao dos nove graus de liberdade, sdo escritos por:

3 3 : e : e 3 : e : e
Xy =37 o, —w)) > S (D ax(() B+ av (i) ﬂyi)+5 G bxG) B+ by () B,)
i i=l1 i=l i=l1 i=1
(4.59)
1 1 1 1
+Z Sk ﬁxi _Z Ck ﬁyi +Z Sk /ij _Z Ck Vi
A eq. (4.59) pode ser escrita na forma matricial por:
X=Mu (4.60)

onde: u € o vetor que contém os deslocamentos correspondentes aos graus de liberdade
nodais do elemento e A ¢ uma matriz de coeficientes com dimensao 3x9.

Considerando-se H=A"' B; seré escrito na forma matricial, em fung¢io dos graus
de liberdade nodais, por:

p.=HAlu & p,=H_(k,i)u (4.61)

onde H ¢ uma matriz de dimensao 3x9 que relaciona PB4, Bss, € Bs¢ com o vetor u. Para
evitar possiveis complicacao ao relacionar-se os termos da matriz Hy com os respectivos
termos [, impoe-se k=4,5,6 ¢ i=1,...,9.

Substituindo-se a eq. (4.61) nas eqs (4.59), as distor¢gdes FX e FY ficam
completamente determinadas (eqs (4.62)) em funcdo dos graus de liberdade do

elemento em sua configuracao final.

FX=HFXu (4.62a)
FY=HFYu (4.62b)
onde:
I zﬁl Hs (k,)as' (k) ] I Zl—ls(k,l) bs' (k) |
ax'(lk):: éHs (k,2)as' (k) bx'(1) + gHs(k,Z) bs' (k)
ay'(l) + Z(:HV (k,3)as' (k) by () + kZ:HS (k,3)bs' (k)
i 1-;s 1k,4) as' (k) ZHs(kA) bs' (k)
HFX" = ax'(;;4+ iHs (k,5)as'(k) | HFY = bx' (2) + gﬂs(k,S)bs'(k)
ay'(2) + EHS (k,6) as' (k) by (2) + li}Hs(kﬁ) bs' (k)
26: h:s :k,7) as' (k) ki;H;(kJ) bs' (k)
ax' (;; AZG:I-IS (k8)as' (k) bx (3; + ZHS(I(,E%) bs' (k)
ay'(3) + :;Hs (k,9)as' (k) by (3) + gHs(kﬁ) bs' (k) (4.63a,b)
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Aplicando-se a eq. (4.53) para os nds i, j e substituindo-se na eq. (4.38) (aqui
repetida por comodidade — eq. (4.54)) obtém-se a eq. (4.55) que ¢ valida para cada lado

k do elemento.

3 1 1
(W) :_F(Wi - Wj)_Z(W,S)[ _Z(W,S)j (4.54)
ij
3 1 1 1 1
(W,S)k:_Z(wi_wj)_ZCkFY"'ZCk yi+ZSkFX_ZSk xi T
1 1 1 1 (4.55)

k xj

_ZCKFY+ZCk v +ZSkFX——S

Substituindo-se a eq. (4.55) na (4.37) obtém-se, para cada lado “k” do

elemento:

3 3 3 1 1 1 1
(B _I(wi _Wj)+ESkFX_§CkFY+ZCkﬁyi _Zskﬂxi _Zskﬁxj +chﬁyi =0

ij

..(4.56)

A introdugdo dos valores de FX e FY (eqs (4.49)) na equacdo acima conduz a

um sistema de trés equagoes (egs. (4.57)) em termos de P4, Bss € Pse.

Ay Ay Ay ﬁs4 X,
Ay Ay A ﬂss =4X;
Ag Ag Ag ﬁsé X

(4.57)

Os coeficientes Ajj dependem da geometria do elementos e das propriedades do

material e sdo determinados por:

3 . ,
Ay =142 8, as'(k) =2 C, bs'(k) (4.58a)
A —3S ,ky 3C b ' kV
w = ; as'( )_E « bs'(k') (4.58b)

para k=4, k’=5 ou 6 etc...
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T
bx, + bX5052 N by;css; n bX6C62 + by €S,
2 2 2 2

v bx,c,”  byscess  bxee,  by,c,s,
bx'=4|bx, + 7 + > + ) + 5 (4.50d)

2 2 3
bx ,cj +by5c5s5 +bx4c4 +by4c4s4
2 2 2 2

bx, +

2 2 T
by, + bx (¢, N bys; N by,Se n bx ¢S,
2 2 2 2

by'=4| by, +

bx,c,s, N bXC4S6 +bY6562 + by,s,’

b 2 2]
L OYsSs bx,c,8, n bx ¢ + by,s,
2 2 2 2

by,

[by4c4 —bx4s4] !

bs'= ['bxsss +bYSCS] (4.501)
[‘ bx s +by6C6]

Os termos relativos as rotagdes tangenciais, s, sdo eliminados impondo-se a
equagao de compatibilidade expressa por (4.38), seguindo o roteiro descrito a seguir.

Inicialmente, escreve-se:

w +f4, =FX w =FX-p,
, v
w_+B, =FY w, =FY-p (4.51a,b)

A partir da matriz de rotacdo de coordenadas (eq. (4.39)), pode-se escrever:
W,S ICkW,y —SkW’x (452)

Substituindo-se as eqs (4.51) na equacao acima obtém-se a expressao (4.53), que

¢ valida para qualquer ponto pertencente ao lado “ij” do elemento.

w,=CFY-C, B, —S FX+S, fx (4.53)



(CsBx, +SsBy, +Csfx, +Ss By, )
2

(CyBx, +S, By, +C,fx, +S: By,)
2

Bs =

anG =
Substituindo-se as eqs (4.48) nas eqs (4.47) obtém-se:

FX = Z ax' (i) Bx, + Z ay'(i) By, +Z as' (k) B,

FY =3 bx' ()Ax, + 3 by (), +2_bs' () By

onde:

2 2
ax .C ay.C:S ax:C ay.C.S
ax, + 66+YS55+ 55+Y666
2 2 2 2

2 2
ax,C ay.C.S ax .C ay,C,S
44+Y666+ 66+y444
2 2 2 2

ax'=3|ax, +

2 2
ax:.C ay.C:S ax ,C ay,C,S
+ 55+Y555+ 44_|_Y444

2 2 2 2

2 2
ax .C. s ay .S ay .S ax.C:S
ay, + 666+YS5+Y66+ 5Cs55
2 2 2 2
ax ,Cc,s ax .C.S ay52 aysz_
4Ca8y | BX6CeS6  BYeSe | Y454
2 2 2 2

ay'=4(ay, +

2 2
aYsSs | 8X4C4S, | AXsCsSs | 8Y4S4
2 2 2 2

ay,; +

[aY4C4 - aX454] !

as'= [— ax S + ay4c5]

[‘ aXS¢ + aY6C6]

55

(4.48b)

(4.48¢)

(4.49a)

(4.49b)

(4.50a)

(4.50b)

(4.50¢)
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onde :
ax(i) = ];—i (fm 4 _20 f yyij (4.452)
ay(i)= g—i 1 +ZU fri (4.45b)
bx(i) = E—Z 1+20 L (4.45¢)
byt = o £, 11, @.450)

Através da relagdo (4.39), pode-se escrever:

px.=C. pn =S, Bs,
By =S, B, +C, Bs, (4.46a.b)

onde: k se refere aos nds 4,5 e 6 do elemento.

Substituindo-se as eqgs. (4.46) nas eqs (4.44) ¢ possivel escrever-se:

FX=Z,ax(i) B +Za}’(i) ﬁyi+ZaX(k)(Ck B =Sy ﬂsk)+ZaY(k)(Sk B +Cr By

FY=3"bx() B, +2by() B+ 2 0x(0(C, By =S, L)+ byRI(S, By +Cp By)
.. (4.47a,b)

Observe-se que as equagdes acima estao escritas em fungdo das rotagdes dos nos
localizados nos cantos do elemento além das rotagdes normal e tangencial do ponto
médio de cada lado. Pretende-se eliminar as rotacdes B3, € s, para tanto a condicao de
compatibilidade de rotagdes expressa pela eq. (4.35), pode ser escrita explicitamente

para os nos 4,5 e 6 , assim:

(Cy s +8, By, +CuBxs +S,Bys)
Bos = 5 (4.48a)




1
ﬁx,xx - 4A2

1
ﬁx,xy - 4A2

1
P = 4a2

4}’312 +8y3 ¥, + 43’122

4}’312
8Y31¥12
8Y31¥12

=8y ¥ — 8}’122
- 8}’312 —8y3¥p

t

-4y 51X,
-4y ,X,
4(-y5 X1, = Y X3)

-4y X, — YXs) T8y X,

B
B
By
B
Bys
B

— Tt
-4y X5 Ay X, - Y Xs) —4Y X,

-4(-y5X1; =Y X3)

B 2 2
4x5, +8x5,X, +4x,,

4);312

8X 3, X

8X 3, X,
—8Xyyp, — 87{122

2
- 8%, —8xyx),

qT

B
B
B
B
Bys
B

N ﬁx,xx -

g ﬁx,yy -

P
B
B
B
Bys
B

< fp

X,Xy
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(4.42a)

fxyi B (4.42b)

(4.42¢)

Os coeficientes fi, fyy, fyy obtidos ao derivar-se By sdo os mesmos mostrados

acima. Portanto pode-se escrever:

ﬂ V,Xxx = fvxi ﬂ yi
ﬁy,xy :fxyi ﬁyi
ﬂy,yy - fyyi ﬂyi

(4.43a)
(4.43b)

(4.43c)

Os termos fi, fxy, fyy das eqs (4.41) sdo fungdo apenas de caracteristicas

geométricas do elemento. Agrupando-se as caracteristicas mecanicas do material e as

caracteristicas geométricas, as eqs (4.41) podem ser rescritas da seguinte forma:

FX = Z ax(i) B + Z ay(i) B,

FY = Z bx(i) B, + Z by(i) B,

(4.44a,b)
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(00 == =)= (0, = 0,

y

(4.38)

Para cada lado, as rotagdes segundo as direcdes normal e tangencial sdo dadas

pela seguinte transformacao de coordenadas:

s el)

Com o emprego das equacdes (3.35) a (3.39), os graus de liberdade referentes as

B,
B,

Ck Sk
_Sk Ck

B,

V3 (4.39)

rotagoes dos nos 4, 5 e 6 serdo eliminados e toda a formulacdo devera ficar em funcao

do vetor de deslocamentos nodais u .

u' =

[Wl B ﬂyl w, B ﬂyZ wy B ﬂy3] (4.40)

4.4-FORMULACAO EXPLICITA DA MATRIZ DE RIGIDEZ

44.1-DETERMINACAO DAS DISTORCOES
As equagdes (4.22) que relacionam as distorgdes FX e FY com as derivadas

segundas das rotagdes, podem ser rescritas conforme as eqs (4.41), empregando-se as

eqs (4.42).
D, [ 1-v 1+v :
FX = D_ [fxxi + fyyij ﬂxi + fxyi ﬂ)’i:| 1= 1’6 (4413)
D, [1+v 1-v -
FY = D_ 9 fxyi IBxi +(f}’yi + fxxi] ﬂyi:| 1= 1’ 6 (441b)

onde o indice subscrito i indica somatoria. Os termos fyy, fyy, fyy sdo coeficientes que

relacionam as rotacdes com suas derivadas segundas (eqs (4.42).
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N, =20-¢- 1) (%—:— "

N, =¢(2¢ -1)
N;= n2n -1 (434 ab,cdye,f)
N, =4{n

Ny=4 (1-¢-n)
N=4¢(l-¢-n )

Considerando-se a configuragdo inicial do elemento, o que se obtém ¢ um
sistema de 12 equacdes (eqs 4.33) com 21 incognitas (2 rotagdes por nd mais trés
deslocamentos verticais), sendo necessario escrever-se nove novas equagdes de
compatibilidade entre os graus de liberdade, conforme descrito pelas hipoteses
subseqlientes.

Admite-se que a rotacdo segundo uma direcdo normal ao lado ij varie

linearmente, assim:

1 1
(B :5(,5,,),- +E(ﬂn)j k=4.5,6 (4.35)

As condigdes de equilibrio de momento, representadas pelas eqs (4.20) e validas
para todo o dominio do elemento, sdo impostas de maneira discreta nos nés 1, 2 e 3,

assim:
w,+B.=FX(B,.B,) (4.36a)

wy+ B, =FX(B..B,) (4.36b)

O equilibrio de momentos também ¢ imposto discretamente no nos localizados

no ponto médio de cada lado do elemento, dessa forma pode-se escrever:

(W,s)k+(ﬂs)k=_SkFX+CkFY k=4,5,6 (4.37)

Assumindo-se que o deslocamento vertical w varie segundo o polindmio cubico

sobre os lados do elemento, pode-se demonstrar que w5 € escrito pela eq. (4.38).
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As coordenadas adimensionais 1 e C sdo definidas por:

VX T XY XY, = X0
= Y (4.32a)

¢ = YuX—X5 Y X, Y3 T X3y,
1A (4.32b)

onde x e y sdo as coordenadas geométricas de um ponto pertencente ao elemento ¢ A ¢é

a area do elemento.

4.3.3-HIPOTESES DA FORMULACAO

A formulagdo do elemento de flexdo de placas DST contempla as hipoteses da
teoria de flexdo de placas grossas de Reissner-Mindlin. Dessa forma, uma reta normal
ao plano médio da placa permanece reta porém nao mais normal ao plano médio apos a
deformagdo. O campo de deslocamentos do elemento ¢ definido conforme as eqs (4.1),
(4.2) e (4.3). Os vetores das rotagdes da normal segundo os eixos OX e OY sdo
denominadas, respectivamente, f3y e B, conforme as eqs (4.10a,b).

As equacdes de equilibrio de esfor¢os em relacdo ao plano médio da secao
(equagdes 4.20a, b, ¢) sdo supostas validas para todo o dominio do elemento. Para a
formulacdo do elemento ¢ mais conveniente utilizar-se as equacdes 4.20b e 4.20c em
termos das rotagdes Py e By, empregando-se assim das eqs (4.22).

O funcional de energia de deformacao interna do elemento ¢ composto por duas
parcelas, sendo a primeira relativa a deformacdo por flexdo e a segunda relativa a
deformacgdo por cisalhamento, conforme as egs. (4.25) e (4.26a,b).

Lembrando-se que o elemento DST em sua configuragdo inicial possui seis nos,
as rotagdes Bx e Py sdo descritas por fungOes quadraticas (continuidade C% de

interpolagdo, assim:

B, =2 Nil¢.n) By (4.33)

i=1

B, =2 N(&n) By (4.33b)

i=1

onde:
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b)
yv ?NS
Ba W
Py
1 Wy ot
‘E*
By ‘;,2
Be
Z,W’ |J9ﬂ X,U

Figura 4.3: a) Elemento inicial; b) configuragio final.

43.2-GEOMETRIA DO ELEMENTO

Tendo-se em vista o desenvolvimento da matriz de rigidez do elemento, define-
se pardmetros que levam em conta as caracteristicas geométricas conforme equagdes
4.31 (ver figura 4.4a). A orientagdo dos eixos “s” (coincidente com os lados do
elemento), onde sdo escritas as fungdes dos deslocamentos verticais do elemento, €

mostrada pela figura 4.4b.

2 2
Iy = (x5 + Yy =X T X Yi=Yi=DV, (4.31a,b,c¢)

vy =(xn;) (4.31d)
Ci=cos(ry) ==/l Se=sin(yy)=+x;/lj =456 (431e, 1)
a) b)
Y (CHY
My X s
Mns
i0¢, )
Z X

Figura 4.4: a) geometria do elemento; b) lado ij.
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4.3-FORMULACAO DO ELEMENTO DST

43.1-INTRODUCAO

O elemento de flexdo de placas DST (Discrete Shear Triangle), proposto por
Batoz & Lardeur (1989), mostra-se bastante interessante para a aplicagdo nos problemas
de engenharia. Sua geometria ¢ triangular, o que facilita a discretizagdo de qualquer tipo
de dominio. O elemento possui nove graus de liberdade sendo duas rotacdes e uma
translacdo por n6. Em razio de ser formulado a partir da hipéteses de Reissner-Mindlin
para placas espessas, emprega-se na sua formulagdo funcdes de forma com continuidade
C’, o que as simplifica bastante. A figura 4.2 ilustra o elemento, nota-se que as rotagdes
O e 0y estdo relacionadas com fx e By conforme as eqs. (4.10).

O elemento DST ¢ bastante propicio a ndo ocorréncia do problema de
travamento, uma vez que a condi¢do de equilibrio entre momentos e esfor¢os cortantes
¢ imposta para todo o dominio do elemento; o que significa que se a deformagdo por

esforco cortante ndo for importante o elemento converge para a solugcdo de placas

delgadas.
z(w)
i
v
@, Y ( ) né 3
w
gx
nol !
w
0, no 2
a, w
0.
e *
) X (u)

Figura 4.2: Elemento DST

E importante ressaltar que embora o elemento apresente apenas trés nds em sua
configuracdo final, considera-se inicialmente, para o emprego de funcdes de forma
quadraticas, que existam trés nos adicionais, cada um no ponto médio de cada lado do
elemento (figura 4.3). Estes nds sdo posteriormente eliminados conduzindo ao elemento
conforme mostrado pela figura 4.2. A numeracao dos nés deve ser efetuada no sentido

anti-horario e o n6 4 deve estar localizado no lado 2-3.
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Para um material isoétropo a equagdo (4.26b) pode ser escrita em termos da

constante adimensional ¢, dessa forma:

U 557](( B (W, + ) )dA 4.27)

A expressio acima depende do valor ¢, consequentemente o fendmeno do
travamento pode ocorrer se os campos de deslocamento vertical, w, e de rotagdes [3,

independentes entre si, ndo garantirem que:

j/xz :W,x +ﬂx _)0
yo=w, 4,0 (4.28a,b)

quando: ¢ <<< 1.

As equagdes de equilibrio sdo satisfeitas explicitamente sobre o elemento por
imposicao da formulagdo. Os deslocamentos e as rotagdes sdo relacionados através das
eqs (4.21c) e (4.21d) e pode-se definir a energia de deformacdo por cisalhamento da

seguinte forma:

.
U; =3 IDC((W,X +ﬁx)2 +(w, +ﬂy)2)dA (4.29)
AE
ou, ainda:
o1 domvad <L 420 (D (FX LY
US_ZA[DC(FX +FY? )dA =2 ¢~ JZDC(FX +FY  )dA (430)

A expressao acima depende do fator ¢ e tende a zero quando ¢ << 1, diminuindo

assim as possibilidades de ocorréncia do travamento.
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Finalmente as distorgdes sdo escritas em funcdo das rotagdes By e Py, a partir da

equagdo 4.18, assim temos:

_Dy 1-v
FX = D_ (ﬂx,xx v ﬁy,xy + T (ﬂx,yy + ﬁy,xy )) (4223.)
D, l1-v
FY = D_ (ﬂy,yy +v ﬁx,xy + T (ﬂx,xy + ﬁy,xx )) (422b)

Define-se o fator de influéncia do cisalhamento, ¢, pela expressao 4.23, assim:

D,  E (1t
¢—L2D %o\ (4.23)

c

As eqs (4.22) podem ser ligeiramente modificadas de modo a explicitar o termo

¢. Dessa forma obtém-se:

FX=¢ FX(B,.B,) (4.24a)

FY=¢ FY(B,.5,) (4.24b)

A energia de deformagdo para um elemento de area A® é dada por duas parcelas
(eq. 4.25); sendo que a primeira dessas parcelas se refere a deformagdo por flexdo e a

segunda a deformacao por cisalhamento. Assim:

Us=U,+U; (4.25)
com:
L1, D, ydu
U, —EIZ Dy x (4.262)
Ae
LD yaa
Uy = [y" D,y (4.26b)
Ae
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sucintamente apresentada neste texto. Acredita-se que com a implementacdo do
elemento e com os bons resultados obtidos, o elemento DST podera ser implementado

nos trabalhos em desenvolvimento.

42.4-BLOQUEIO DA SOLUCAO - TRAVAMENTO

O fenomeno de travamento, ou bloqueio da solugdo, ocorre para as placas pouco
espessas devido a problemas numéricos; nesse caso a parcela de energia relativa a
deformacao por esforco cortante tende a preponderar sobre a parcela de flexdo. Em
termos operacionais, diz-se que um elemento finito de placa apresenta travamento
quando a matriz de rigidez correspondente ao cisalhamento assume um valor
extremamente alto resultando em respostas demasiadamente rigidas.

Formas de tratar esse problema sdo apresentadas por diversos autores, dentre
estas podemos citar: integracdo reduzida para obten¢ao da matriz de rigidez (parcela do
cisalhamento), integragdo reduzida seletiva, deformagdo por cortante imposta,
formulagdo com variacionais mistos. Batoz & Katili (1989) desenvolveram um
elemento finito de placa onde o travamento ¢ eliminado através da imposi¢do das
equacdes de equilibrio (eqs. 4.20) sobre todo o dominio e contorno do elemento.
Evgenij et al. (1996) apresentam uma ampla discussdo sobre as técnicas atuais de
supressao do travamento.

Substituindo-se a eq. (4.19) nas equagoes de equilibrio (4.20) podemos escrever
as distor¢des, supondo-se material isotropo, em funcdo dos momentos fletores,

resultando nas seguintes expressoes:

Ve = g =D%(Mx,x +M,,,) (4.21a)
T, 1
Y\ :D_CZD_C(M wx TM,L) (4.21b)
ou:
w, +B, =FX(B,.5,) (4.21c)

w,,+p, =FY(B..B,) (4.21d)
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que o excessivo enrijecimento da matriz de rigidez da estrutura devidos a problemas
numéricos. O fendmeno do travamento serd melhor discutido no decorrer deste texto.
Nos dias atuais o problema de travamento ndo ¢ mais um limitante a formula¢do de
elementos de flexdo de placas, haja visto o grande numero de técnicas de supressdao do
travamento existentes. Entretanto deve-se averiguar cuidadosamente através de testes
numéricos a confiabilidade de um elemento finito.

O elemento triangular de flexd3o de placas mais simples que pode ser
desenvolvimento ¢ obtido admitindo-se fun¢des de forma lineares para as rotagdes e
para os deslocamentos, esse elemento ¢ sucintamente detalhado por Ofate (1992) porém
o elemento ¢ altamente suscetivel ao problema do bloqueio de solu¢dao. Encontra-se em
Yang et al. (1999) um elemento aplicavel a problemas ndo-lineares.

Papadopoulos & Taylor (1990) apresentaram um elemento triangular
desenvolvido a partir da formulacdo variacional mista que ndo apresenta bloqueio de
travamento. Bucalem & Nobrega (2000) descrevem o emprego da formulagdo mista na
elaboracdo de elementos de casca a partir da degeneracdo de sdlidos tridimensionais.
Também em Lovadina (1997) encontra-se maiores detalhes sobre a formulagdo mista do
método dos elementos finitos.

Batoz & Lardeur (1989) apresentam o elemento finito DST (Discrete Shear
Triangle) que ¢ completamente livre de travamento. Esse elemento ¢ fundamento no
equilibrio entre momentos e cortantes e ¢ semelhante ao elemento DKT (Batoz (1984))
que foi, durante muito tempo, largamente implementado tanto em “softwares”
académicos quanto em comerciais.

Batoz, em seu artigo, dizia acreditar que o DST viria a substituir completamente
o emprego do DKT, porém 10 anos apo6s sua publicacdo percebe-se um uso ainda
timido desse elemento; acredita-se que tal fato de deva apenas a dificuldade na obtengao
da matriz de rigidez de tal elemento e da auséncia da publicagdo da formulagado explicita
da mesma.

Ainda na mesma linha, Batoz & Katili (1992) apresentam uma nova versao do
DST desenvolvida a partir da formulagdo livre, porém em termos finais ndo ha
diferencas consideraveis entre uma e outra versao do DST conforme pode-se observar
no trabalho de Sydenstricker & Landau (2000).

Na elaboragdo deste trabalho foi implementado a primeira versdo do elemento

DST (1989); foi efetuada a obtencao explicita da matriz de rigidez do elemento que sera
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As equagdes de equilibrio de esfor¢os sobre a superficie média da placa sdo

escritas da seguinte forma:

Ve #V,, ==p(x, ) (4.20a)
M, +M,, -V, =0 (4.20b)
M, +M,, -V, =0 (4.20c¢)

onde p(X, y) € o carregamento uniformemente distribuido sobre o plano médio da placa.

423-ELEMENTQS FINITOS FUNDAMENTADOS NA TEORIA DE
REISSNER-MINDLIN

A utilizagdo das hipoteses contempladas pela teoria de flexdo de placas de
Reissner-Mindlin na elabora¢do de elementos finitos apresenta diversas vantagens em
relacdo a teoria de Kirchhoff. Uma vantagem bem consideravel ¢ que emprega-se, na
elaboragdo de tais elementos, funcdes de forma com continuidade C° (basta que a
primeira derivada da fungdo seja continua), ao passo que elementos formulados a partir
da teoria de placas delgadas requerem continuidade C' (a primeira e a segunda
derivadas da funcao deverdo ser continuas). A energia de deformagao por cisalhamento
¢ levada em conta na formulacao dos elementos.

As aplicacdes de elementos finitos voltadas a problemas de engenharia de
estruturas exige que sejam tomados como graus de liberdade nodais as rotagdes segundo
as dire¢des x e y, além do deslocamento vertical. E interessante também que os
elementos tenham uma geometria que permita uma geracdo de malha capaz de
representar satisfatoriamente os mais variados tipos de contornos.

O requerimento de continuidade C° conduz, naturalmente, a fun¢des de forma
mais simples, exigindo um menor nimero de parametros nodais. Elementos finitos
triangulares com trés graus de liberdade por né sdo excelentes para aplicacdo em
problemas de engenharia. Onate (1992) apresenta uma ampla série de elementos finitos
de placa, destacando-se alguns elementos triangulares, outra estudo de alguns elementos
pode ser encontrado em Sydentricker & Landau (2000).

O principal problema que advém da formulagdo de elementos de flexdo de
placas a partir das hipoteses de Reissner-Mindlin ¢ o chamado “travamento” ou

“bloqueio de solucao” que ocorre para placas demasiadamente delgadas e nada mais €
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e 1 o 0
[D], =——|v 1 0 (4.14)
P
2
Ek [1 0
[D]c=2(1 ) {0 J (4.15)

onde k ¢ um fator de corre¢do para o cisalhamento (usualmente tomado igual a 5/6).

Os esforcos solicitantes sdao obtidos integrando-se as tensdes ao longo da
espessura. O campo de esforcos solicitantes fica sendo composto pelos momentos

fletores My, M, e M,y e pelos esforgos cortantes Ve V. Assim:

M, 2 |Fx
M=iM, = [ o, zd (4.16)
—t/2
Mxy T‘C}

V — X — Xz dZ
4.1
Vy —;[2 Tyz ( 7)

Reescrevendo-se no campo de momentos e curvaturas:

MX El‘3 IBx,x +Uﬂy,y,
M}’ = 12(1_02) Uﬂx,x +ﬂy,y, (4.18)
M 1-v

v (Tj (ﬁx,y +,3y,x)

Do mesmo modo, pode-se escrever para o esfor¢o cortante V:

V, Y
v, =k Gt - (4.19)
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A B,
y_g_z @} (45)
W
£ =— 0 (4.6)
a & 0B, B,
yxy:5+E=Z( 4 + O,k) 4.7)
?’XZ—EJFE—% (4.8)
Yy —g+g—¢y (4.9)

onde Y, € Yy, sdo as distor¢des da segdo.

Todas as dedugdes serdo efetuadas empregando-se as rotagdes Bx € Py, no
entanto para a implementagdo computacional € necessario que as rotagdes da secdo
sejam expressas de maneira compativel com a notacdo vetorial, facilitando o
mapeamento da matriz de rigidez da estrutura; dessa forma, ao término das dedugdes,
efetua-se a transformacgao de coordenadas expressa pelas egs. (4.10a, 4.10b).

0.==p,.0,=p, (4.10a, b)

Desse modo, o vetor de curvaturas ¢ dado por:

<Z>:<ﬂx,x ﬂy,y 'Bx,y+ﬂy,X> (4.11)

O vetor de distorgdes sera:

) =(re 7.)=(w.+B,  w,+8,) 4.12)

O estado de tensdes associado a cada ponto pode ser obtido a partir da Lei de

Hooke, assim:

), _ [D], [o] ] [le},

o[ L o] [p)] | (4.13)
t ¢ o tensor constitutivo eléstico linear para o caso de flexao, obtido conforme

[D]

onde [D]

equacdo (4.14) e ¢ ¢ o tensor constitutivo para o cisalhamento obtido conforme a

equagao (4.15).
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3. as tensOes normais ao plano médio sdo despreziveis.
Pode-se dizer ainda que todos os pontos contidos numa normal ao plano médio
possuem o mesmo deslocamento vertical, o que eqliivale a dizer que a deformacao

nessa diregdo € nula.

DIRECAO OX DIRECAO OY

dw Y
- d —
n b L Py n
Deformada 3 Y
|
real Deformada 7))
real ‘
Planopela =~ Planopela =~
deformada admitida

\
deformada admitida | n

\

|

Figura 4.1: Cinematica da placa.

A deformacgao por cisalhamento deve, sempre que possivel, ser considerada para
placas de quaisquer espessuras, ndo podendo ser dispensada nas placas mais espessas,
pois nesses casos a distor¢do da se¢do ¢ bastante acentuada e despreza-la constitui-se

numa hipdtese bastante grosseira. As componentes de deslocamentos, segundo os eixos

0x . OY , em cada ponto da placa sdo escritas em fun¢do do deslocamento vertical e

da distor¢ao devido a tor¢ao desse ponto, assim:

w=w(x,y) 4.1)

u=2p.( 0=, - %) (42)
_. o -2

v=zf, (x,y)=z(p, g’y) (4.3)

As deformacdes sdo escritas segundo a teoria da elasticidade em fun¢do do

campo de deslocamentos, assim:

Py

g, 2522? (4.4)
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4.2-FLEXAO DE PLACAS - TEORIA DE REISSNER-MINDLIN

42.1-INTRODUCAO

As placas sdo elementos estruturais laminares planos, simétricos em relagdo a
um plano médio, normalmente ao qual as acdes externas sdao aplicadas; sua espessura
pode ser constante ou variavel, porém pequena em relagdo as suas demais dimensoes.
As lajes s3o um caso particular de placa, onde o material constituinte ¢ litéide e o plano
médio ¢ horizontal.

Em relagdo a sua esbeltez, as placas podem ser definidas em trés tipos:

1) placas muito delgadas: sdo aquelas onde a relag@o entre a espessura e a largura for

menor que 1/150;

2) placas delgadas: a relagdo entre a espessura e a largura estd compreendida entre

1/150 e 1/10.

3) placas espessas: sdo aquelas em que a relagdo entre a espessura e a largura excede o
valor de 1/10.

Com relagdo as propriedades do material constituinte, as placas se classificam
em: anisotropa (quando as propriedades sdo diferentes em qualquer dire¢do, ortdtropa
(quando as propriedades sdo diferentes em direcdes ortogonais) e isétropas (quando as
propriedades sdo iguais em todas as diregdes). Neste trabalho considera-se a

propriedade da isotropia em todas as formulagdes.

422-FORMULACAO

A teoria de flexdo de placas de Kirchhoff prevé que as deformagdes sejam
devidas exclusivamente aos esforcos de flexdo. Na teoria de Reissner-Mindlin
considera-se também a deformacdo por esforco cortante; desse modo as hipoteses

passam a ser as seguintes (Timoshenko1959)):
1. os deslocamentos horizontais do plano médio da placa sdo nulos;

2. pontos da placa que inicialmente estavam contidos numa reta normal ao plano
médio permanecem, apds a deformagdo, contidos numa reta; porém existe um
angulo de distor¢do entre essa reta e a normal ao plano médio. Essa distor¢do

corresponde a deformacao por cisalhamento (figura 4.1);
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4-MODELAGEM DE PAVIMENTOS - ELEMENTOS
PLANOS - FLEXAO

4.1-INTRODUCAO

A andlise estrutural via método dos elementos finitos de lajes de pavimentos de
edificios pode ser efetuada de maneira bastante eficiente empregando-se elementos
planos. Algumas caracteristicas sdo desejaveis para que esses elementos possam ser
empregados com relativa facilidade, dentre elas pode-se citar: a forma triangular
permitindo a discretizagdo dos mais variaveis contornos, graus de liberdade compativeis
com os elementos lineares além de caracteristicas de precisdo e de confiabilidade.

A resolugdo numérica de placas torna-se mais vantajosa quando sao empregados
elementos fundamentados na teoria de Reissner-Mindlin, obtendo-se assim resultados
mais precisos. Os esfor¢os cortantes sdo obtidos de maneira direta. O emprego dessa
teoria ndo ¢ apenas mais vantajoso quando a deformagao por cortante ¢ consideravel, na
realidade sempre conduzira a resultados mais precisos, independentemente da espessura
da laje, por ser uma teoria mais completa.

Descrevem-se, neste capitulo, as hipdteses de Reissner-Mindlin para a flexdo
de placas e o elemento finito triangular com trés graus de liberdade por né proposto por
Batoz & Lardeur (1989)

Neste trabalho considera-se os esforgos de membrana nas lajes, sendo necessario
que os elementos finitos de membrana sejam também triangulares, estes serdo descritos

no capitulo 5.
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I I
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Figura 5.5: Deslocamentos horizontais (mm).
—0.00mm
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-4.00mm

-4.50mm

-5.00mm
Figura 5.6: Deslocamentos verticais.

Conforme pode-se observar neste exemplo, o elemento implementado mostrou
boa performance, apresentando erro de 3% para uma malha de 32 elementos, mostrou
também convergéncia para a resposta exata a medida que se refina a malha. A figura 5.5
mostra a variagao de ux ao longo da altura e do comprimento da viga, observa-se que a

distribuicao desses valores € coerente, sendo nula na linha neutra de deformagdes.
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3.6-EXEMPLO

Considere-se uma viga engastada numa extremidade e livre na outra submetida a
um carregamento vertical de 100 kN aplicado na sua extremidade livre. A carga de 100
kN foi aplicada em quinhdes iguais em fun¢do do niimero de ndés da extremidade livre.
As caracteristicas do material sdo as seguintes: modulo de elasticidade longitudinal:
2885 kN/cm?, coeficiente de Poisson: 0,30 e a largura da viga ¢ 20cm. Os parametros B
e a sdo, respectivamente 0,5 e 1,5.

Pretendendo-se investigar a precisdo e a confiabilidade do elemento empregado,
a viga foi discretizada em 4 diferentes malhas de elementos triangulares, sendo a
primeira com 32 elementos, a segunda com 128, a terceira com 200 elementos e a
quarta malha com 800 elementos, conforme ilustrado pela figura 5.4. O valor exato do
deslocamento vertical da extremidade da viga ¢ de 4,605mm, os deslocamentos obtidos
em cada uma das malhas, bem como os erros relativos sao ilustrados pela tabela 5.1. Na
figura 5.5 sdo mostrados os deslocamentos horizontais e na figura 5.6 os deslocamentos

verticais.

a) 32 elem. b) 128 elem.
" 200cm . )
:
¢) 200 elem. d) 800 elem.

176 411 451

1 g1 1 41

Figura 5.4: Malhas de elementos finitos.

Tabela 5.1: deslocamentos na extremidade da viga.

Rede (elems.) | desl.(mm) | erro %

32 4.454 -3.27
128 4.562 -0.94
200 4.581 -0.51

800 4.612 0.14
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EE L m i

.. T T T T
K, (.j)=J.B DmBé/_'_Jin(B&i D,B, +B, DmB@.)+J B, D,B, (5.63)

B, =5 B, +n B, (5.64)

g) Determinacdo da matriz de rigidez K
De posse das matrizes Hy e K¢ a determinagdo da matriz de rigidez de alta

ordem pode ser obtida pela simples multiplicagdo de matrizes.

T
Ko=H, K, H, (5.65)

5.5.3-DETERMINACAO DAS TENSOES E DEFORMACOES NO ELEMENTO
DE MEMBRANA

As deformacgdes no elemento finito de membrana s3o obtidos com auxilio da eq.
(5.66).
e=c,+e,=(B H, +B B H)V (5.66)
onde: g, apresenta as deformacdes de ordem badsica e g; apresenta as deformagdes de
alta ordem.
Vale salientar que a parte de corpo rigido de B,. ¢ nula. Da mesma forma,g

desaparece no centroide do elemento quando & = = 0. As deformacdes bésicas podem

ser escrita assim:

_ T
g.=— LV (5.67)

As deformacgdes de alta ordem variam linearmente ao longo do elemento e seus
valores nos vértices podem ser obtidos através da substituicao das coordenadas nodais
em B,. As tensdes correspondentes podem ser obtidas através da matriz constitutiva

elastico-linear para o estado plano de tensdes, C.

c, €, P I v 0 €,
G, =C-l¢g, :1_02 v 1 0 | &y (5.68)
. B 0 0 %(1—0) A,



A matriz G fica assim definida:

Grc,i
Grc = Grc,]
Grc,k
1 0 —-n, g
GVL’,I = 0 1 éi 0
00 A O
G Gle GSIS
G G Gs22 G523
G s G33

0 m,
n, &

bl/(t? +b2/§ n1+b3jnl

|:a1/(t3 +a2/§ n1+a3jnl

—kc E .+, nl)

d) Determinacao das matrizes B € By.:

2a,& +a,m
B =M\| by& +2b;m

—4by & —4an

>

I

>
S O O
S O O
S O O
S O =
S = O

2a,,€ +a,Mm
b€ +2b;n

—4b,,€ —4a;n

N OO

2a,,€ +aym
by& +2bym

—4b,€ —4a;n

e) Determinagdo da matriz Hs referente aos modos de alta ordem

R= Gzz - GZI G1171 G12

— -1 —
H,=R"'G, G, R

f) Determinagdo da matriz K

=B, -D, B, -d4
A
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(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)
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(532
N = Ug | |G Gy 4y £
" Vsi - bli b2i b3i TJ com1=1,2,3 (5:49)
n
e:
2 .3 3 2
a, = _(),5(3i c; ) a, =c, a,, =0,5s, +s,¢c;
b, Siz ¢~ by =5’ by = 095512 G
3n, 3¢, 3 2
s, =sen@ =——— o= =—— i =5 +
; ¢ o, C, =COoSQ 2, Hi =5 &+
b) Os momentos de inércia Jez, Jzn € Jyn sd0 dados pelas eqs (5.50).
) A
J&é :Ié’; dA :_g((toi(toj +§/(tok +(tok(t:i) (5.50a)
A
J. = [en-da=" )
&n —jin TS EM; +&m; +Em, (5.50b)
A
A
I :J.T]Z dA=—g(ﬂm,~ NNy +mm) (5.50¢)
A

¢) Determinagdo da matriz G

A matriz G relaciona os deslocamentos nodais com os parametros generalizados.
Gy € a sub-matriz 9x6 correspondente aos modos basicos e de deformagdo constante e

G ¢ uma sub-matriz 9x3 correspondente aos modos de alta ordem:

V=v,.+v,=G,q,+G,q,=Gq

(5.51)
Os deslocamentos nodais sao dados por:
VT:[u1 vi 0, u, v, 0, u; v, 63] (5.52)
Os parametros associados, q, podem ser escritos por:
q.
7=14. (5.53)

qs
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u=Eq (5.43a)

g’ (5.43b)

Considerando-se ¢ o angulo entre os sistemas de coordenadas adimensionais,

pode-se escrever:
E| [ cosp senog|[E
n - —sen@ cosQ | (M (5.44)
A relacdo entre os deslocamentos no sistema auxiliar e as coordenadas

adimensionais ¢ dada por:

{

A transformagdo dos deslocamentos locais para os deslocamentos no sistema

< g

_ | —sen@.cos@ cosch—sench sen@.cos e
—0,5~cosch —seng - cose —0,5-Sen2(p 1;' (5.45)

auxiliar pode ser obtida pela eq. (5.46).

u| |cose —seng ||u
v sen®  cosQ ||V (5.46)
A equacdo final que rege o campo de deslocamentos em func¢ao das coordenadas

adimensionais ¢ dada por:
2

u —0,5-sen@-cos’ @ cos’ 0,5-sen’ p+sen@-cos’ ¢
= e (5.47)
2

\% —sen’ @-cosp—0,5-cos’ ¢ —sen’ @ 0,5-sen” @-cos @

Os modos de alta ordem podem ser expressos por:

U =N;q,=Nyq; + Ny qs + N3 g (5.48)

onde:
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d) Determinagdo da matriz Ky
A matriz de rigidez relativa aos modos bdasico, K, fica completamente
determinada a partir do conhecimento da matriz L, assim:

1

_ T
Ky=7LCL (5.40)
Para o elemento plano, pode-se substituir a eq. (5.40) por:
1 r
Ky=—EDn L (5.41)

onde D, ¢ a matriz constitutiva integrada ao longo da espessura do elemento —

expressao (5.42).

P 1 v 0

t

Dy=1— 7 1 | 0 (5.42)
00 —(1-v)

5.5.2-DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ RELATIVA AQS MOBDOS
DE ALTA ORDEM, K,

Para a determinacao da matriz de rigidez segue-se o roteiro:
a) Determinagao do campo de deslocamentos Ug

Um elemento com nove graus de liberdade precisa de trés modos de alta ordem
que, para este caso, serdo expressos por polindmios quadraticos em termos de x € y que
produzirdo uma variagao linear de tensoes. Bergan & Felippa (1985) sugerem os modos
de flexdo pura (eqs (5.43)) como uma maneira eficaz de conseguir bons resultados. A
X

Figura (5.3) mostra um sistema de eixos auxiliar rotacionado * Y com origem no

centrdide do elemento.

1 1 o
) .

Figura 5.3: Sistema de coordenadas auxiliares.
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Sao validas as seguintes relagdes:

D& =0i=123 (5.34)
D=0 i=123 (5.35)

b) Campo de deslocamentos U, — modos basicos:
Os modos basicos podem ser escritos em fungdo de & e n da forma abaixo e
representam duas translagdes rigidas nas dire¢des x e y, uma rotacdo rigida em torno do

eixoz e as trés deformagdes constantes €, €x € Yxy-

1 0 -n s 0 7n
U. =N + N = +
b r 4 c9qe {0 1 é}b [0 7 g}lc (5.36)

¢) Determinagdo da matriz de “amontoamento” , L:

A matriz L ¢ chamada matriz de “amontoamento” porque transfere o campo de
tensdes constantes para as for¢as nodais. O fator a introduzido nas fung¢des de forma
relaciona os deslocamentos normais do contorno do elemento com as rotagdes. Segundo
Bergan & Felippa (1985), o valor 6timo de o estaria entre 1 e 2, sendo que 1,5 ¢ o mais
recomendado para os casos gerais. A determinagdo das forcas concentradas nos nds

pode ser feita mediante a aplicagdo do P.T.V, assim:.

t.=Lp. (5.37)
onde:
Li
L=3L; (5.38)
Lk
c:
i3 Xik Vi (5.39)
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A matriz de rigidez K pode ser determinada a partir de subrotinas separadas de
calculo das matrizes basica e de alta ordem e da conseqiiente soma das duas matrizes. O
campo de deslocamentos totais, u, ¢ decomposto em dois conjuntos, a saber: us

associado aos modos de alta ordem e u;, associado aos modos basicos.

55.1-DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ RELATIVA AQS MOBDOS
BASICO, K.

a) Calculo das coordenadas adimensionais (§ e 1) e da area do elemento:
Considere-se o elemento triangular ilustrado pela figura (5.2). Na formulagao

desse elemento ¢é interessante trabalhar-se com coordenadas adimensionais.
Y

7

L2

1 i
J

-

Figura 5.2: Elemento triangular.

Considerando x, € y. como as coordenadas do centréide do elemento, sdo

definidas duas coordenadas adimensionais dadas por:

& =A(x, —x,) (5.29)
n=40y,-».) (5.30)
onde:
I
-7 (5.31)
1
X, = g(x,- +x;+x;) (5.32a)
1
Ye=3 i+, + ) (5.32b)

y :%[(y_/ =y, =x)+ b, =2 ) - 3] (5.33)
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acoplamento dos modos superiores com os modos basicos foram substituidas . A matriz

de rigidez do elemento correspondente sera dada pela equacao por:

T
K=H K, H (5.23)

g7 T pT T AT T
K= Hrc quc Hrc + Hrc f)rc Gs Hs + Hs Gs R‘c HI‘C + HS qu HS (524)

Testando-se a convergéncia dessa matriz, de acordo com a equacdo (5.21)
obtém-se:

_ T T AT

KGrc _Hrc quc +0+HS‘ Gs Prc +O (525)
1T AT T AT _

K Grc - (Hrc Grc + Hs Gs )f)rc - R‘c (526)

As tensdes podem ser determinadas diretamente por:

c=Ce=CB,q=CB, Hv (5.27)

5.5-ELEMENTO FINITO TRIANGULAR PROPOSTO POR BERGAN
& FELIPPA (1985)

Bergan & Fellipa (1984) propuseram um elemento finito triangular
fundamentado na formulacao livre para a analise de membranas. O grau de liberdade
rotacional (“drilling”) € considerado na sua formulagdo. A matriz de rigidez do
elemento ¢ formada pela superposi¢do da matriz de modos basicos com a matriz de alta

ordem, conforme mostra a eq. (5.28).

K=K, +BK, (5.28)
onde: K, = matriz de rigidez referente aos modos basicos, K; = matriz de rigidez
referente aos modos de alta ordem. O pardmetro 3 ¢ optativo e sua funcdo ¢ ajustar a
matriz de rigidez total K para otimizar a convergéncia. Bergan & Felippa (1985)
apresentam um comentario sobre a escolha do valor de 3, segundo esses autores um

valor adequado seria 0,5.
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onde P, sdo as forgas produzidas pelos parametros generalizados relacionados com os

modos rigidos e de deformacao constante. Assim:

P.=LCB, (5.19)

onde C ¢ a matriz constitutiva e L ¢ a matriz de “amontoamento”, ja definidas

anteriormente.

Uma vez obtida a matriz de rigidez K, as for¢as nodais F,., quando considera-se

um estado de deformacgao constante serao:

F,.=Kv, =KG,q, (5.20)

De acordo com o teste do elemento individual, as forcas F;. devem ser iguais as
fogas t,. para qualquer valor de q,. Dessa forma:
KG.=F, (5.21)
A eq. (5.21) representa a restrigdo fundamental para que a matriz de rigidez K
satisfaca o teste do elemento individual.
O ponto mais importante para se conseguir que as condi¢cdes de convergéncia
sejam atendidas para um determinado elemento estd na forma como se faz o
acoplamento entre os modos bésicos e os modos superiores na montagem da matriz de
rigidez. A simetria e a convergéncia podem ser obtidas pela imposicdo da

ortogonalidade em for¢a e em energia. A matriz de rigidez generalizada, K, pode ser

exXpressa como:

K P'G
K - qre re K

qs

As sub-matrizes referentes aos modos basicos e superiores sdo determinadas da

mesma forma que na formulagdo tradicional, enquanto que as sub-matrizes que fazem o
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Os parametros generalizados q;. € g5 estdo relacionados ao modos basicos e aos
modos de alta ordem, respectivamente. O niimero total de parametros ¢ o numero de
graus de liberdade do elemento, n.

Com base no campo de deslocamentos expresso pelo equagdo (5.11) as

deformagdes no elemento podem ser determinadas por:

£=Vu=VN, q,+VN,q, (5.12)
Define-se:

B .=VN,_ (5.13a)

B, =VN, (5.13b)

\%

onde " ¢ um operador diferencial para o célculo das deformagdes.

Pode-se obter a relagdo entre os parametros generalizados e os deslocamentos
nodais, v, substituindo-se os valores das coordenadas nodais nos polindmios N, e N,
efetuando-se a derivagdo dos mesmos quando os pardmetros nodais incluem derivadas

do campo de deslocamentos. Dessa forma, obtém-se:

v=v_.+v,=G.q,.+G, q,=Gq (5.14)

Adotando-se:

-l
H=G (5.15)

O campo de deslocamentos no elemento pode ser rescrito em fungdo dos

deslocamentos nodais de acordo com a equacao seguinte:

u=N,H, v+N, H v=(N, H +N, H_ )v (5.16)

Ou, simplesmente:

u=Nv (5.17)

Devido a aplicacao do teste do elemento individual as for¢as nodais t.. precisam

satisfazer a seguinte equagao:

t, =P, q, (5.18)
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t.=Lo, (5.8)
onde 6. ¢ um vetor de componentes de tensdes constantes ¢ L ¢ a chamada matriz
“lumped” (amontoamento) que tem a funcdo de transferir o campo de tensdes
constantes para as forgas nodais. Essa matriz tem importancia fundamental para a

formulagdo livre.

Assumindo-se que as propriedades do material nao variem ao longo do
elemento, esse estado de tensdo pode ser calculado a partir da matriz constitutiva C e da

matriz dos modos de deformagdo B, que ¢ constante ao longo do elemento, assim:
G, :CBC q. (59)
Substituindo-se (5.9) em (5.8) e igualando-se com (5.5) obtém-se:

Pc:LCBc (510)

5.4-ASPECTOS BASICOS DA FORMULACAO LIVRE

Nesta se¢ao mostra-se o equacionamento da formulagdo livre, maiores detalhes
podem ser encontrados em Peleteiro (1996) e Mesquita (1998). De Acordo com Bergan
& Nygard (1984) a matriz de rigidez do elemento obtida via formulagdo livre satisfaz
implicitamente as equagdes do teste do elemento individual. Dessa forma, as condi¢des
de convergéncia do elemento sdo asseguradas mesmo para funcdes de deslocamentos
nao-conformes.

O campo de deslocamentos do elemento ¢ expresso por um conjunto de modos
basicos de movimento de corpo rigido e deformacdo constante, rc, € um conjunto de

modos de alta ordem, s, assim:

u=N,q,+N;q (5.11)

onde N, ¢ um polindmio completo, cujo grau corresponde a totalidade de modos de
corpo rigido e de deformagdo constante do problema; Ny ¢ um conjunto de fungdes de

forma de alta ordem (modos superiores).



70

Por outro lado, o estado de deformagdo constante, quando imposto, implica no
aparecimento de tensdes no contorno do elemento que podem ser transferidas para os
pontos nodais através da matriz “lumping”, L. Dessa forma, ter-se-ia entdo as forcas
nodais t. As tensdes sdo iguais e contrarias para dois elementos vizinhos (figura 5.1), o
que faz com que o vetor de forgas nodais se anule ao longo das faces do elemento
satisfazendo-se assim o “patch-test”. Essa condi¢do pode ser imposta através da

equacao (5.5).
KG.q.=t.=Fq, (5.5)

onde P, sdo as forcas generalizadas correspondentes a .. Essa equacdo deve ser

satisfeita para qualquer valor de qc, assim:

=t (5.6)

y

Figura 5.1: Esforgos nos lados de elementos vizinhos.

O teste do elemento individual € representado pelas equacdes (5.6) e (5.4),

podendo também ser escrito por:

KG, =P, (5.7)

As forgas nodais no elemento, t., produzidas pelos modos de deformagao

constante podem ser expressas por:
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3.3-TESTE DO ELEMENTO INDIVIDUAL - BERGAN & HANSEN
1976)

O conceito basico do teste ¢ que o elemento, quando interagindo com seus
vizinhos seja capaz de reproduzir identicamente um estado arbitrario de corpo rigido ¢
deformacido constante. Essa exigéncia ¢ uma conseqiiéncia da condi¢ao limite de
convergéncia, quando os elementos se tornam infinitesimais, a deformacdo de cada
elemento torna-se proxima de um valor constante. Nesse estado, as forcas inter-
elementares transferidas para os nos devem se cancelar aos pares, dessa forma o “Patch-
Test” estard automaticamente garantido. A seguir sdo apresentadas as equagoes do teste
do elemento individual, estas foram extraidas de Bergan & Felippa (1985).

Para aplicar-se o teste ¢ necessario expandir o campo de deslocamentos do

elemento conforme a equagao (5.1).

u=N,q,+N,_q, (5.1)
onde N; e N, representam um conjunto completo de modos de corpo rigido e
deformacg@o constante, respectivamente € q . € q . sd0 os correspondentes parametros
generalizados. A relagcdo entre esses coeficientes e os graus de liberdade nodais, v, do

elemento ¢ fornecida pela seguinte transformagao:

v=G,q,=G,q,+G.q, (5.2)
onde G, ¢ a matriz obtida dos através da equacdo (5.1) substituindo-se as coordenadas
nodais.

A primeira parte do teste requer que a matriz de rigidez do elemento, K, nao

produza forgas nodais num estado de movimento de corpo rigido, assim:

KG,q,=F q,=0 (5.3)
onde P; sdo as forcas generalizadas associadas a ;. Sabendo-se que o valor de g, pode

ser qualquer conclui-se que:

KGr :Pr:() (54)
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1. Precisdo, que ¢ propriedade de apresentar resultados bastante proximos dos

analiticos, mesmo utilizando-se malhas pouco refinadas.

2. Confiabilidade, que ¢ definida como a propriedade de um método numeérico
apresentar respostas cada vez mais proximas da solucdo analitica, quanto
mais refinada for a malha.

As exigéncias para a garantia de convergéncia de um elemento finito podem ser
verificadas através do “Patch-Test”, que ¢ um procedimento para verificar se o elemento
, incluindo seus contornos, ndo produz ou perde energia durante um estado de
deformagdo constante. Emprega-se também o “Teste do elemento individual”, que ¢
uma versao melhorada do “Patch-Test”.

Pretende-se, a seguir, apresentar os fundamentos da formulagao livre, extraidos

dos autores oportunamente citados.

3.2-PATCH-TEST

Conforme apresentado no artigo de Bergan & Felippa (1985), o “Patch-Test”,
proposto por Irons et al. (1972), ¢ a maneira natural de se testar se um elemento nao-
conforme satisfaz os requisitos de convergéncia. Esse teste verifica se um malha de
elementos pode reproduzir corretamente as condigdes limites de movimento de corpo
rigido e deformacao constante.

Uma aplicagcdo pratica do teste requer varios elementos em conjunto, em
diferentes arranjos, exigindo-se sempre que os nos internos satisfacam o equilibrio
quando sdo aplicadas a malha deslocamentos correspondentes a um campo arbitrario
que inclui movimento de corpo rigido e deformacdo constante. A aplicagdo do “Patch-
Test” € bastante trabalhosa, dificultando a sua utilizacdo para testar-se os requerimentos
de convergéncia de um elemento finito.

Bergan & Hansen (1976) propuseram o “Teste do Elemento Individual” cuja
aplicacdo ¢ mais simples para testar-se a convergéncia do elemento. Esse teste ¢
aplicado a um tnico elemento, consistindo num conjunto de equacdes algébrica lineares
que representam as condi¢des impostas de movimento de corpo rigido e deformacao

constante.
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S - MODELAGEM DE PAVIMENTOS - ELEMENTOS
PLANOS - MEMBRANA

5.1-INTRODUCAO

A consideragdo da excentricidade do eixo das vigas em rela¢do ao plano médio
das lajes do pavimento ¢ um dos objetivos deste trabalho. A admissdo dessa hipotese
exige que a modelagem das lajes seja efetuada de modo a considerar os seguintes graus
de liberdade: translacdo segundo o eixo OZ e rotagdo em relagcdo aos eixos OX e OY
para simular a flexdo, além de translagdes em relacdo aos eixos OX e OY e rotagdo em
relacdo a OZ (liberdade rotacional) para simular o efeito de membrana.

Para modelar os deslocamentos acima descritos, optou-se por empregar uma
formulagdo de elementos finitos de casca obtidos pela superposicdo de um elemento de
flexdo de placas e um elemento de membrana. Essa ¢ uma forma bastante simples e
eficiente de tratar os problemas de cascas poliédricas e, segundo diversos autores, ndo
perde em eficiéncia em relacdo as demais abordagens.

A liberdade rotacional (“drilling”) ¢ desejavel na formulacdo de elementos
finitos de casca (via superposicdo de efeitos de flexdo e de membrana) para evitar
problemas de singularidade na matriz de rigidez global em estruturas onde os elementos
finitos s3o coplanares ou aproximadamente coplanares. Bergan & Felippa (1985)
desenvolveram um elemento finito de membrana de forma triangular com graus de
liberdade rotacional a partir da formulacao livre de Bergan & Nygard (1984).

Um elemento finito deve apresentar principalmente as seguintes caracteristicas:
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integracdo numérica via quadratura de Gauss-Legendre conforme as eqs (6.54).
Empregam-se, neste trabalho, 12 pontos-amostra ao longo da altura da viga. As tensdes
nas armaduras sdo determinadas através do modelo elasto-plastico definido no item 6.7.
Para a atualizacdo da matriz de rigidez a cada iteragdo, o modulo de resisténcia secante
podera ser tomado diretamente pela razdo entre o esforco efetivo e a correspondente

deformacgao.

Nef :.[O-ef dZ+ZGSiASi (6543)
h i

Mef =J-Ge{deZ+ZJsiAsiZi (654b)
h i

Ve_' = Ir,rz,e/' dZ (654(:)

h
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montagem do elemento DST. Porém, resultados numéricos mostram que essa
aproximacao nao conduz a erros significados na analise ndo-linear de placas de concreto

armado.

6.8.3-VIGAS DE CONCRETO ARMADO

A determinac¢do dos esforgos solicitantes efetivos em vigas de concreto armado
¢ semelhante ao efetuado para as lajes, sendo tomadas as devidas simplificagdes. Sao
definidos pontos-amostra para a integragdo numérica localizados no eixo do elemento
de viga, segundo as coordenadas adimensionais {, o numero de pontos adotado neste
trabalho € igual a cinco, conforme ilustrado pela figura 6.12. Apods determinado o vetor
de deslocamentos nodais totais para um iteragdo i, a curvatura, a distorcdo e a

deformagdo axial sdo determinadas em cada ponto-amostra de acordo com as egs.
(6.53).

—¢ +&

=1 == ] =1
) - T )

| Lz L2 |

Figura 6.12: Pontos-amostra em elemento de viga.

{2L(l+§)—3x}

T ¢ Em29 1) R (e IO €A U {1 Y
r (1+2g)L (1+2g)L (1+2g)L (1+2g)L
...(6.53a)
— [2(W2_W1)_L(:B1+:B2)]
[LA+2g)] (6.53b)
du,
ST (6.53¢)

onde: x = L/2 (1+ {); as demais varidveis ja foram definidas no capitulo 3.

Para a aplicagcdo dos modelos de dano é necessario que, em pontos especificos
ao longo da altura da viga, sejam determinados os valores locais da deformagdo axial e

da distorcdo. A obtencdo dos esforcos solicitantes efetivos ¢é efetuada através da
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V., =Bl M,dA (6.47)
A
Analogamente, para os esfor¢os cortantes efetivos obtém-se:
T
v..=[BlV,d4 (6.48)
A

A matriz de rigidez a flexdo do elemento ¢ entdo determinada a partir da
equacdo (6.49), onde o modulo de deformagdo por flexdo ¢ fung¢do do estado de

danificacdo do elemento. Dessa forma:

11-

K, =2A[ [[B},¢ + B],n + B,1D; (¢.7) [B, + B, + B,,1ddn (4 49)

0 0
onde:
() I o 0
. ,n
D; (¢,n)==2 v 1 0
y (S51) 1-0%) 2 (6.50)
0 0 —
2
De maneira andloga, a matriz de rigidez ao cisalhamento serd determinada por:
11-
K, =2Aj j[HFXT HFY"|D![HFX HFY]d¢ dn 651)
00
onde:
. dg(G,m) (1 0
D ,n)=——-221
s (6271 2(1+v) [0 1 (6.52)

A matriz de rigidez completa do elemento ¢ obtida somando-se as eqs (6.51) e
(6.52). As integracdes sao efetuadas numericamente empregando-se quadratura de
Gauss. O calculo da matriz de rigidez levando em conta a danificacdo do material esta
sendo efetuado neste trabalho de maneira simplificada, uma vez que seria necessario

levar em conta os termos dy, ¢ ds na formulagdo das equacdes de equilibrio necessarias a
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Figura 6.12: Diagrama tipico momento x curvatura para lajes.

Tendo-se em vista a atualizacdo da matriz de rigidez € necessario determinar-se
para cada ponto de coordenada C, n contido no dominio do elemento os mddulos (por
unidade de comprimento) de deformacdo a flexdo, ao cisalhamento e o modulo de

deformacao axial definidos pelas eqs (6.46).

d, :jzzE(l—D)dz (6.462)
dy = 2(1 o] ———[bE(1-D)d. (6.46b)
d,=[bE(1-D)d. (6.46¢)

Os esforgos efetivos devem agora ser adequadamente transferidos para os nos do
elemento, de acordo com Owen and Hinton (1980) o vetor de esforgos solicitantes
efetivos ¢ fornecido pela equacao integral (6.47) que leva em conta a contribui¢do de

cada ponto-amostra.
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M, I‘EO'},,enydZ + Zl: o,A4,z, (6.45d)
Ny = 7[ Ty Zydz+ Z,: T,A, (6.45¢)
M, = .}[ Ty Zndz + Z,: TyAuZ,, (6.45f)
Vser =£ Tiser 92 (6.45g)
Vi = | Trey 2 (6.45h)

h

As tensOes nas barras de aco sdo determinadas a partir do emprego do modelo
elasto-plastico unidimensional descrito no item 6.7 deste trabalho, considera-se a area
de armadura presente numa faixa unitaria da laje. Os esforgos cortantes serdo tratados

de maneira mais apropriada no capitulo 7.

¢

Figura 6.11: Deformagdes na laje de concreto armado.

Na figura 6.12, ilustra-se um tipico diagrama momento fletor x curvatura para
uma laje com taxas de armadura variando de zero até o seu valor limite. Observa-se que
para baixas taxas de armadura existe um trecho de softening, & medida em que se
aumenta a armadura passa a existir softening inicialmente e, ap6s determinados niveis
de deformagao, apresenta-se o trecho de hardening. Para altas taxas de armadura apenas

ocorre o “hardening”
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7y, =HFY; u; i=1,9 (6.42b)

O modelo constitutivo de comportamento do material ¢ fundamento na mecanica
do dano no continuo e escrito no campo das tensdes e deformagdes. E necessario,
portanto, que a espessura da placa seja subdividida em camadas (figura 6.11), onde cada
camada contém um ponto-amostra para a integracdo numérica. As componentes de
deformacdo sdo determinadas em cada camada, assim o tensor de deformagdes para um

ponto-amostra sera:

T

& :I:gx g, 0 Ve Vi yyz:l (643)

A partir do tensor de deformacdes acima e das caracteristicas mecanicas do
material determina-se para cada camada a variavel escalar representativa do estado de
danifica¢ao local. As tensdes efetivas associadas ao estado de deformacdo acima sao
obtidas diretamente pelas eqs (6.44) quando ¢ empregado o modelo de Mazars ou

conforme a eq. (6.27) para o modelo de Comi & Perego:

o, P I o 0 £,

O-y :(I_D)(l—uz) v 1 190 gy (6443.)
o)y 0 0 — |Us

T‘cz Ek 1 0 }/xz

{ryz}ef 2(1+v)[0 1], (6.44b)

Os esforgos solicitantes sdo obtidos efetuando-se a integragdo numéricas das
respectivas tensdes efetivas ao longo da espessura da placa, adotando-se o plano médio

como sendo o plano de referéncia. Assim:

Nx,ef = .[Gx,ef dz+ Z O Asi (6453)
h 1

Mx,ef = I O'x,efodZ + ZO'”-AS[ZX[ (645b)

h i

N,y = f Oy dz +3,0,4, (6.45¢)
t 1
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6.8.2-LAJES DE CONCRETO ARMADO

Sejam os elementos finitos planos descritos nos capitulos 4 e 5 deste trabalho.
Apds um passo de carga genérico “i” determina-se o vetor de deslocamento nodais
totais por u=u;+u;. Definem-se pontos-amostra como sendo aqueles localizados em
coordenadas previamente determinadas para a integracdo numérica via quadratura de
Gauss-Legendre, neste trabalho sdo utilizados cinco pontos-amostra. As curvaturas e as
deformagdes axiais sdo calculadas de acordo com as eqs (6.41) em cada um desses

pontos, assim, assumindo que o ponto esteja no par de coordenadas adimensionais &, n:

1

r—(é,n)= (PuC + P+ pis )y, (6.41a)
1

r—(é”, m= (4,8 +9,n+9:)u; i=1,9 (6.41b)
y

1

F—(Q, M= (Pq,¢ +Pqnl+Pq;)u; (6.41c¢)
xy

s=c,+e =B, H, +JBB Hu, (6.41d)

onde as variaveis ja estdo definidas nos capitulos especificos.

+ = ponto amosta

j

Figura 6.10: Pontos-amostra no dominio do elemento plano.

As distor¢des da secdo, constantes no elemento, sdo determinadas pela eqs (6.

42), j4 deduzidas no item 4 deste texto.

V. =HFX, u, (6.422)
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Outra estratégia seria a determinagdo da linha neutra de deformagdes, para os
casos onde ndo ¢ considerada a excentricidade da viga, esta estratégia se torna
interessante pois permite uma convergéncia mais rapida do processo de analise ndo-
linear. Apresenta-se, na seqiiéncia, um roteiro para a determinacdo simultanea das
linhas neutras de deformacgdo aplicavel as lajes, para as vigas devem ser efetuadas as

devidas simplificacdes.

1. Seja ty, ty e tyy a distdncia entre as linhas neutras e a fibra superior da se¢do,

determina-se My, My, My, Ny, Ny, Nyy;

2. Se Ny, Ny e Ny, sdo bem proximos de zero, admitindo-se uma tolerdncia,
considera-se que ja ocorreu a convergéncia do processo, se nao parte-se para o

passo 3;

3. Determina-se as deformagoes &x, €y € €xy pOI:

& = (N, +oN)/(hE,) (6.40a)
g, = (=N, +oN_)/(hE,) (6.40b)
- N, /(hG) (6.40c)

4. Com as deformacgdes axiais resultantes das eqs. (6.40) e as curvaturas determina-se

as novas posic¢des das linhas neutras;

5. Retorna-se ao passo 1.

Os esforgos cortantes serdo tratados num capitulo apartado, pois 0 mecanismo
de resisténcia ao cisalhamento ¢ mais complexo, devendo ser levado em conta os efeitos
de engrenamento que ocorrem nas fissuras diagonais além do efeito de pino da
armadura longitudinal. A tensdo normal na armadura transversal assume valores
significativos ap0s o inicio da fissuragdo, antes da ocorréncia desse evento, a armadura
transversal pode ser desprezada no célculo da resisténcia ao cisalhamento de uma sec¢ao
de concreto armado.

A matriz de rigidez da estrutura podera ser atualizada a cada iteracdo, levando-
se em conta a danifica¢do. Nesse caso seria tomada uma rigidez secante a curva esfor¢o
x deformagao. Outra hipotese seria manter inalterada a rigidez inicial da estrutura, testes
executados mostram que ndo hd grandes ganhos no tempo de convergéncia quando
atualiza-se a matriz de rigidez pela secante a curva, sendo mais simples manté-la

inalterada.
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no campo dos esforcgos solicitantes, a menos nos casos onde sao empregados elementos
tridimensionais.

As deformacgdes axiais e as distor¢des podem ser facilmente determinadas em
qualquer ponto da secdo transversal do elemento a partir do vetor de deslocamentos
nodais, utilizando-se as derivagdes das fungdes de forma que sdo empregadas na
formulacdo dos elementos finitos. Os critérios de danificagdo para o concreto sao
aplicados em pontos previamente determinados, obtendo-se, assim, um vetor de
esfor¢os efetivos compativel com o estado de deterioragdo local.

Considera-se, por hipotese, que a aderéncia entre as armaduras e o concreto €
perfeita, desprezando-se o escorregamento. A deformacdo nas armaduras de flexdo
poderd entdo ser determinada e, apos a aplicagdo do critério elasto-plastico, sdo
conhecidas as tensdes nessas armaduras.

Os esforgos solicitantes na se¢do transversal s3o obtidos através da integragdo numérica
dos valores locais de tensdo; emprega-se a quadratura de Gauss-Legendre com 12
pontos-amostra ao longo da altura da se¢do. Os esfor¢os obtidos serdo momentos

fletores e esfor¢o normal, assim:

hi2

M, = jaibde:J g(&)b d§=Jiwj g(&)b (6.39a)
N, = IaibdZ=J g'(.f)bd§=Jin g (&b (6.39b)

onde: M; ¢ o momento fletor; N; € o esfor¢o normal; 1 assume os valores x, y ou xy; n €
a ordem do polindmio; & ¢ a coordenada do ponto j € w; € o peso associado a essa
coordenada; b ¢ a largura da se¢do, admitida constante. Deve-se somar os esfor¢os nas
armaduras as parcelas de M; e N, assim:

M,=M,+R,(d,—h/2) (6.39¢)

N;=N,+R, (6.39d)

onde R € o esforco na armadura e d; se refere a posi¢cdo da armadura.

Observa-se que para o calculo das deformagdes em pontos da secdo transversal é
necessario que seja utilizado um plano de referéncia, neste trabalho admite-se que esse
plano contenha o centro geométrico da secdo bruta, ou seja, a maior distancia vertical

das fibras localizadas na se¢do até esse plano serd h/2.



101

o concreto fissurado sem resisténcia a tragdo. As curvas tensao X deformacgao, segundo
a NBR 6118, para a compressdo e para a tragdo sdao apresentadas nas figuras 6.9a e

6.9b, respectivamente.

=) b)

O, = ot (1- )2]

E:': | = E:'ii
Ee 0,2% 0,35% 33 0,05%

Figura 6.9: Diagramas tensdo x deformagdo: a) compressio; b) tragdo — extraida da NBR6118.

A obtengao dos parametros necessarios para os modelos de dano pode ser feita
através da andlise dos diagramas apresentados, resultando, assim, numa forma
simplificada para a utilizagdo desses modelos. A titulo de exemplo, para o modelo de
Mazars, podemos dizer que a deformagdo 4o seria igual a 0,0005 e para o modelo de
Comi & Perego a relagdo /G seria igual a 0,5 para a compressdo e 0,9 para a tragao.
Os trecho de “softening” e de “hardening” devem ser também analisados. O ajuste dos
parametros através dos diagramas teéricos ¢ um trabalho bastante delicado, as curvas
tensao X deformacgao obtida dessa forma devera ser comparada com a apresentada pelos

diagramas.

6.8-APLICACAO DOS MODELOS NO ESPACO DOS ESFORCOS
SOLICITANTES

6.8.1-ASPECTQS GERAIS
Os modelos apresentados neste capitulo sdo escritos no espaco das tensdes e
deformagdes, entretanto, para a aplicacdo aos problemas de analise de pavimentos de

edificios via método dos elementos finitos ¢ interessante que eles sejam representados
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6.7-APLICACAO BOS MODELQOS

Os modelos de dano apresentados neste capitulo sdo bastante eficientes para a
modelagem do comportamento mecanico do concreto; quando as tensdes efetivas sdo
integradas na espessura ou na altura do elemento estrutural e leva-se em conta a
presenga de armadura, o que se obtém ¢ um modelo aplicavel ao material concreto
armado.

Uma dificuldade adicional para a aplicacdo desses modelos aos casos correntes
de estruturas de concreto armado estd no grande niimero de parametros envolvidos, a
saber: Ay, B; e €49 para o modelo de Mazars além de a;, by, ki, a, be, ke, Go, Oc, €0, €c € O
para o modelo de Comi & Perego. Esses pardmetros sdo obtidos através de ensaios a
tracdo e a compressao de varios corpos de prova para concretos com as mais diversas
resisténcias; o objetivo da parametrizacdo dos modelos ¢ representar da maneira
satisfatoria as curvas tensao X deformacao.

A aplicacdo pratica dos modelos de dano requer que os diagramas tensdo X
deformacdo em funcdo da resisténcia caracteristica do concreto seja previamente
conhecida. Na maioria dos casos, torna-se complicado o acesso a dados experimentais,
uma vez que tais diagramas dependem de diversos fatores e ndo apenas da resisténcia
do concreto.

Uma maneira simplificada de resolver esse problema estaria na utilizagdo dos
diagramas apresentados nas normas técnicas, dessa forma os pardmetros seriam
extraidos diretamente desses diagramas; evidentemente os resultados assim obtidos
seriam aproximados e menos precisos do que aqueles onde houvessem ensaios em
laboratorio.

Segundo o texto de revisdao da NBR 6118 (2003) a relacdao entre as tensdes de
compressao no concreto € o corresponde encurtamento obedece o regime eléstico-linear
para tensdes inferiores a 50 % da sua resisténcia caracteristica a compressao; a partir
desse valor, a relagdo entre tensdes e deformagdo é parabolica até o encurtamento limite
de 0,2%; de 0,2% até 0,35% as tensdes nao se alteram com o aumento das deformagdes.

Para o concreto ndo fissurado, solicitado a tragdo, a NBR 6118 (2003) permite
considerar uma relacdo linear entre tensdes de tragdo e os respectivos alongamentos até
o limite de 90% da resisténcia caracteristica do concreto a tracdo, f ; a partir desse
valor, até o limite onde o alongamento ¢ de 0,05% e a tensao se iguala a fi, admite-se

um trecho linear; alongamento a partir desse limite ndo sdo admitidos, considerando-se
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f=0-S() <0 (6.36)

f<0 5 féep=0 (6.37)
onde a funcdo S(¢) ¢ definida pelas egs. (6.38), ndo se considerando o caso de
descarregamento.

S(e)=E; e ple<e, (6.38a)

S(e)=Ee +bE (¢-¢,) p/ ¢&,5¢e<g, (6.38b)

S(e)=Ee, +bE (¢,-¢,) pl ¢,<¢ (6.38¢)

onde gy € o valor da deformagdo a partir da qual inicia-se o escoamento - &, = 0,207%;
gy = 1% ¢ o valor da deformagdo a partir da qual ndo hd aumento na tensdo quando
ocorre aumento na deformagdo; b ¢ um valor que minora Eg, toma-se b=0,10 para barras

de bitola menor que Smm e b=0 para bitolas maiores que Smm.

Observa-se que deverd haver evolucdo da plastificacdo quando =0 e of/ot = 0.

Na figura 6.8 ilustra-se o modelo constitutivo empregado.

iy

U,

a9
|
I
|
(=3
m

f=

|
& & &

Figura 6.8: Modelo elasto-plastico.
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6.6-MODELO ELASTO-PLASTICO PARA AS ARMADURAS

Descreve-se neste item, um modelo fundamentado na teoria da plasticidade para
descrever o comportamento das barras de aco. O modelo empregado ¢ extremamente
simples e uniaxial; maiores detalhes sobre a formulagdo de modelos elasto-plésticos
podem ser encontrados em Owen (1980).

O aco empregado nas armaduras constitui-se num material essencialmente
ductil, apresenta um patamar de escoamento bem definido e comporta-se de maneira
eqiiivalente para solicitagdes de tragdo e de compressdo. Um modelo elasto-pléstico ¢
indicado para a modelagem de seu comportamento mecanico. As armaduras
longitudinais e transversais empregadas em elementos de concreto armado sdao dispostas
em barras, dessa maneira as solicitagdes sdo essencialmente uniaxiais, sugerindo assim
o emprego de um modelo elasto-plastico uniaxial — obs.: desconsiderando-se o efeito de
pino que pode ocorrer nas armaduras de flexdo como parcela adicional de resisténcia ao
cisalhamento.

A NBR-6118 apresenta uma relagdo elasto-plastica perfeita que deve ser
utilizada para a maioria das bitolas existente no Brasil. O modelo elasto-plastico
empregado neste trabalho admite que um trecho de encruamento isoétropo positivo,
admitindo assim que o limite elastico se expande até um determinado valor; tornando-se
mais geral do que o proposto pela NB1. Caso se pretenda o comportamento elasto-
plastico perfeito, basta ajustar os pardmetros do modelo.

A hipotese basica de um modelo constitutivo elasto-plastico uniaxial ¢ que a
deformacdo total de uma barra deve ser decomposta em duas partes, uma elastica que ¢é
reversivel se houver descarregamento e outra plastica, ou seja, permanece mesmo apos
o descarregamento, assim a deformacdo e a respectiva tensdo axial sdo dadas pelas egs.

(6.34) e (6.35), respectivamente.

e=¢ +et (6.34)
o=E &' =E (& ~¢") (6.35)

onde Es é o modulo de elasticidade longitudinal do ago, €° é a deformagdo eléstica e €° é
a deformacao plastica.

Define-se a fungao de plastificagdo, f, conforme a inequagado (6.36). O dominio
elastico ¢ definido pelos pontos onde f <= 0; pontos onde f > 0 constituem estados de

tensdo inadmissiveis. As condi¢des de Kuhn-Trucker (eq. (6.37)) deverao ser atendidas.
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Figura 6.7: Dominio elastico — extraida de Botta (2003).

A respeito do dominio elastico, podem ser feitas as seguintes observagoes:

o
D.=0=r,(D)=|—| <1
l . (D)) (Gol (6.31a)
<D, 0 = o, i—”i( ) (6.31b)
D, >D, < 0<r (D)<I (6.31c)

Analisando-se as egs. (6.31) podemos observar que o dominio elastico inicia-se
em D; = 0, expande-se até o valor unitario e depois diminui até o valor zero. As fungdes

fi e f. podem também ser expressas no campo das deformacgdes, assim:

f,=/fi(&,D,,D)=4u>J, - at(K+tr+g + [(jr‘g)2

v b, (D)K. tr e+ K tr-e)—k,r’(D,)(1-aD,) (6.32)

f.=feD,D)=4p’], +a (K e+ K &)
N _ 2 (6.32b)
+b,r, (D) (K tr* e+ K _tr &)~k (D,)
Apds determinadas as variaveis de dano, o vetor de tensdes efetivas sera

determinado por:

o=(1-D)(1-D,)D,e (6.33)



96

Oy ), 2
1- > (DOi_Di) para D, <D,
r(D,)= Dy, comi=touc (6.31)
0.75 :
D,—-D, |
- ——— para D, =D,
I_DOi

onde G corresponde a tensdo limite de proporcionalidade, a partir da qual inicia-se o
trecho de endurecimento; Gp; ¢ a tensdo correspondente ao inicio do trecho com
amolecimento; Dy; € o valor da variavel de dano escalar associado com cg;; ¢:> 1 € ¢.>

1 sdo parametros que definem a inclinagdo do trecho de amolecimento; figura 6.6 ilustra

esses valores.

"softening”

Di:OHU s

>

Eei £ 0i &

Figura 6.6: Curva tensdo x deformagao.

As fungdes f; e f. definem uma superficie no espago, conforme ilustrado pela
figura 6.7. O dominio elastico, que € a regido interna a superficie, expande-se até um
valor méximo quando r(Dy)=1 e r.(D¢)=1, correspondente ao trecho de endurecimento.
Para Dy > Dyt € D, > Dy, ou seja, no trecho com amolecimento, o dominio elastico se

contrai.
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e=¢c—trel (626)

onde I ¢ o tensor identidade de segunda ordem e tre = tr'e + tr'e.

As tensdes dao obtidas derivando-se a energia livre em relagdo as deformacdes,

assim:

G:aa_‘zzzﬂe+(K+tr*g)I+(Ktr3)[ (6.27)

onde p ¢ o modulo transversal secante, K: e K. sdo os moddulos de deformacio

I3 . . . + -
volumétrica secante associados, respectivamente, com tr'¢ e tr'e.

p=u,(1-D,))(1-D.) (6.28a)
K,=K,(-D,)) (6.28b)
K =K,(1-D,) (6.28¢)

Sdo definidas duas fun¢des de carregamento, f; e f. (eqs (6.29a,b)), que sdo
representadas por duas superficies distintas no espaco das tensdes. A ativacdo e a
evolucdo do dano sdo governadas pelas condi¢des de carregamento - descarregamento

de Kuhn-Trucker conforme as eqs. (6.30a,b).

f,=J,-al’+br(D)I, —kr’(D)1-aD,) (6.292)
fo=Jy+ad +br (D) ~kr (D) (6.29b)
f. <0, D,>0, fD, =0 (6.30a)
f.<0, D, 20, f.D =0 (6.30b)

onde J, ¢ o segundo invariante da parte desviatoria do tensor de tensdes, s, I} € o
primeiro invariante do tensor de tensdes completo, o, a;, by, ki, a., be, ke € a sdo
parametros ndo-negativos do material; o termo (1-aD.) permite considerar a decréscimo
da capacidade de carga na tragdo devido pelo dano a compressdo pré-existente; ry(Dy) e
(D) sdo as funcdes que levam em conta os trechos de endurecimento (“hardening”) e

amolecimento (“softening’’) do material, assim:
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O modelo de Mazars constitui-se numa ferramenta bastante eficaz para a
modelagem do comportamento do concreto, apesar de ter uma formulagdo
relativamente simples. Este modelo pode ser aplicado tanto para elementos de barra
quanto para elementos de placa. Maiores detalhes podem ser encontrados em Driemeier
(1995), Botta (1998) e Alvares (1993) onde é apresentada uma importante discussdo a

respeito dos paradmetros envolvidos no modelo.

6.5-MODELO DE COMI & PEREGO PARA O DANO NO
CONCRETO

Comi & Perego (2000) propuseram um modelo de dano isétropo para o concreto
onde o estado de danificacdo é caracterizado por duas varidveis escalares, D; e D, que
podem assumir valores entre 0 ¢ 1, medindo o estado de danificagdo devido,
respectivamente, as componentes de tracdo e de compressdo do tensor de tensdes.
Neste modelo, a energia livre y ¢ determinada pela eq. (6.24) em fun¢do das variaveis

de estado ¢, D; e D..

| . ]
v = E{2;10(1—1),)(1—/1)@ ce+ K,(1-D)(tr'e)’ + K,(1-D,)(tr &) } (6.24)
com:
N tre + |tre|
rie=—— (6.252)
B tr5—|tr5|
re=—17 " (6.25b)

onde ¢ ¢ o tensor de deformagdes, e € a parte desviatoria do tensor de deformacdes, o €
o modulo transversal (pno=E/[2(1+Vv)]) e Ko ¢ o moddulo de compressibilidade

volumétrica (ko=E/[3(1-2V)]).

O primeiro termo da eq. (6.24) corresponde a energia de deformacdo desviatéria
e ¢ afetada por ambas variaveis de dano, o segundo ¢ o terceiro termos correspondem a
energia de deformagdao volumétrica sendo afetados, respectivamente, pelo estado de
danificacdo a tracdo e a compressdo. A parte desviatoria do tensor de deformacgdes

devera ser determinada por:
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Os coeficientes ar e ac sdo calculados pelas egs. (6.15) e (6.16), respectivamente.

o _Zi <&p >,

r— & (6.15)
o _Zl. <& >,

¢ e (6.16)

onde as componentes de deformagido Ete €ci sdo determinadas a partir do tensor de

S e do tensor das propriedades elasticas do material integro, 20,

tensdes principais,
conforme as eqs (5.17), (5.18) e (5.19). Nota-se que nas eqs (5.15) e (5.16) sdao tomadas

apenas as componentes positivas dos tensores e £c .

kS

o =Dz¢ (6.17)
l+v v
E,=—<0>, ——2X,<0;,>, 1
Er =T NC2 T pEi N0 7 L (6.18)
£ —1+U<a> Vs <o,> 1
Ec = E gz T g i -4 (6.19)
onde E ¢ o médulo de elasticidade longitudinal do material integro; os tensores <S> ¢
<S> tém suas componentes determinadas, respectivamente, pelas seguintes
expressoes:
<o, > =l(a* +‘a’“)
i 7e T 50 i (6.20)
<o, > —1(0'* ‘O'*)
BTy W i (6.21)
O termo <&v~ ¢ uma variavel representativa do estado local de extensio, determinada
por:
gy =%, <& >, +¥, <& >, (6.22)
O tensor de tensdes efetivas, ou seja , correspondente ao material danificado ¢
obtido por:

o=(- D)D & (6.23)
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A partir da interpretacdo das curvas tensdo-deformag¢dao do concreto, obtidas
através de experimentos, Mazars propde, em seu modelo, expressdes para o calculo das
variaveis de dano relativas a tracdo e a compressdo (egs. (6.11) e (6.12),
respectivamente). A figura 6.3 mostra a semelhanga entre os diagramas tensdo-
deformagdo obtidos experimentalmente e os diagramas tedricos obtidos com o uso do
modelo de Mazars, pode-se observar que, no modelo tedrico, as deformacdes

permanentes sdo desprezadas.

Fiéura 6.5: Superficie envoltéria onde D=0.

~ 1-4 A
D, (&)=1- Ean - r) _ - (6.12)
£ exp[ B, (6—&4)]
~ 1-4 A
Dc(g)zl_ng(N C)_ E‘ (613)
£ exp[B.(6—¢€,4)]

Os parametros At e Bt, Ac e B¢ sdo determinados em funcdo de ensaios de

tragdo uniaxial e compressdo uxiaxial, respectivamente; ©

1w0¢ a deformagdo elastica
limite. Segundo Mazars, esses parametros estdo definidos pelos seguintes intervalos de

variagao:

0,7<A4, <1 1,0< A.<15
4 5 3 3
10* <B, <10° 10° < B, <210 6.14)

107° <g,, <107
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A variavel € é denominada “deformacdo por alongamento equivalente”. O dano

se inicia quando o alongamento equivalente atingir um determinado valor a0 que estd
associado a maxima tensao obtida em ensaios de tracdo uniaxial. Pode ser escrito um

critério para a evolugdo do dano em funcio da deformagao equivalente, assim:

f(e,D)=¢-S(D) <0 (6.8)
onde S(D) ¢ o valor da deformagdo equivalente associada a um determinado nivel de

dano, assim S(D=0) = a0

Impondo-se a condi¢do de f = 0, ¢ possivel definir uma superficie de um quarto
de esfera, com raio r = S(D), no espaco das deformacdes principais dentro da qual ndo
existe dano (figura 6.5). Mazars propde um modelo termodinamicamente admissivel

para a taxa de crescimento da variavel do dano que pode ser escrito da seguinte forma:

D=F(e)<&>, sef=0ef =0 (6.9)

1.):0sef<00uf:0ej.’<0

A variavel escalar D sera composta por uma interpolagdo entre as parcelas de
dano a tragdo e a compressdo, visando considerar a resposta assimétrica da curva
tensdo-deformacgdo do concreto. Dessa forma, a variavel de dano proposta por Mazars ¢é

expressa por:

DzaTDT +aCDC (610)
onde:

ar +0{C=1 (611)
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- as deformacdes permanentes sdao desprezadas, portanto o modelo seria mais

adequado para um carregamento monotonico e crescente;

- considera-se que a danificagdo de um elemento representativo de volume ocorra
independentemente da orientacdo de uma normal n. Dessa forma o dano ¢ considerado

isotropo e a variavel D pode ser representada por uma grandeza escalar;

- supde-se que o dano seja causado somente pela existéncia de extensdes
(alongamentos). Assim sendo, o tensor das deformagdes principais deve conter pelo

menos uma componente positiva para que possa ocorrer danificagdo;

- aruptura local se desenvolve segundo o modo I ou segundo uma associag¢do entre os
modos basicos I e II de fratura. O modo I de solicitagdao de uma fissura corresponde a
um esforgo de tra¢do unidirecional, o modo II ¢ caracterizado por um escorregamento
entre as faces das fissuras; existe ainda o modo IIl que também corresponde a um
deslizamento entre as faces da fissura que, nesse modo, se da devido a um esforgo de
cisalhamento perpendicular ao sentido da trinca. Os modos de solicitagdo de uma

fissura sdo ilustrados pela figura 6.4.

Modo 1 Modo 11 Modo III

Figura 6.4: Modos basicos de solicitagdo de uma trinca.

Define-se uma expressdo para a varidvel representativa do estado de extensao

local em fun¢ao das componentes do tensor de deformacgdes principais. Assim:

N_ 5 . -
(9—\/<(91>+'f‘<82>+"1‘<(93>+ (66)

onde:

1
<& >.=2(5 +[a)) (6.7)
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3

Figura 6.3: Diagramas tensdo-deformacao experimental e tedrico.

6.4-MODELO DE MAZARS PARA O DANO NO CONCRETO

Mazars (1984) propds um modelo constitutivo para o concreto, fundamentado
na teoria do dano, que permite uma apropriada representagdo de evidéncias observadas
experimentalmente neste material.

O modelo utiliza uma variavel escalar D para representar o estado local de

danifica¢dao do material. Dentre as hipoteses assumidas, pode-se citar as seguintes:
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6.3-DANIFICACAO DO CONCRETO

A teoria do dano foi inicialmente desenvolvida para a descricio do
comportamento de metais, no entanto a sua aplicabilidade em elementos de concreto ¢
perfeitamente viavel. A estrutura interna do concreto apresenta microdefeitos
continuamente distribuidos em seu volume. Estes s3o constituidos por poros,
microfissuras e vazios que se devem a retragdo e ao processo de cura, ocorrendo,
portanto, mesmo antes do inicio do carregamento.

O desenvolvimento do dano pode ser considerado continuo e inicia-se a partir de
baixas tensdes. Imagine-se um corpo de prova solicitado a compressdo axial por um
carregamento monotonico e crescente; as fissuras iniciais tendem a crescer
continuamente a partir de tensdes superiores a 30% da resisténcia Gltima a compressao.
Esse crescimento da-se na regido da interface entre a matriz de argamassa e o agregado.
Para tensoes acima de 70% a 80% do valor tltimo, as fissuras atingem a argamassa que
sofre intensa degradacdo e conseqiiente ruptura (ver figura 6.3).

A curva tensdo-deformacao do concreto solicitado a tragdo apresenta um trecho
aproximadamente linear até cerca de 80% da tensdo ultima, sofrendo uma queda
abrupta a partir desse valor.

A modelagem do comportamento mecanico do concreto ¢ bastante complexa
devido a diversos fatores, dentre os quais pode-se citar a heterogeneidade do material, a
sua resposta assimétrica a tragdo e a compressdo, o comportamento distinto para cada
grupo de solicitagdes, além do fenomenos dependentes do tempo (retragdo e fluéncia).
Dentre os diversos modelos fundamentados na teoria do dano para o concreto pode-se
citar os propostos por Mazars (1984) e por Comi & Perego (2000) que se constituem

numa ferramenta simples e eficaz para a analise do dano no concreto.
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Figura 6.2 : Equivaléncia de deformagoes

A partir da hipdtese de deformagdo equivalente, pode-se obter a relacdo entre o
moddulo de elasticidade do material intacto e o médulo de elasticidade equivalente ao
material danificado. Empregando-se as classicas hipdteses da lei de Hooke, pode-se
escrever a deformagdes em cada um dos prismas da figura 6.2 em funcao das tensoes

atuantes, assim:

- as deformacdes para o material integro e para o material danificado sdo

determinadas, respectivamente por:

L_o_N

=T = 6.3
E SE (62)

g =T N

" E (1-D)SE (6.4)

- impondo-se a hipétese da deformagdo equivalente ¢ = €ii | obtém-se a eq. (6.5) que,
na realidade, representa uma medida indireta do dano através da mudanga de uma

propriedade mecéanica do material. Assim:
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S:S+S0 (61)

Figura 6.1: Representacdo de um elemento de volume de um corpo danificado.

O dano local pode ser interpretado, supondo-se a hipdtese de continuidade,
como sendo o limite da relacdo entre a area dos defeitos ¢ a area S, quando S tende a
zero. Assim:

S,
D=lim- (6.2)

A varidvel D ¢ uma medida escalar que pode assumir valores compreendidos
entre 0 e 1, considerando-se a hipotese dos microdefeitos apresentarem uma distribuicao
uniforme, independente da orientagdo da normal n.

Tendo em vista a formulacdo de relagdes constitutivas para um material
danificado, tratado como um continuo equivalente Lemaitre & Caboche (1990)
estabeleceram a hipotese de equivaléncia de deformagdo que pode ser definida como
por: “O mesmo estado de deformagdes de um material com dano pode ser derivado do
material integro onde a tensdo usual ¢ substituida por outra efetiva.” (Lemaitre &

Caboche (1990) apud Alvares (1993)). (ver figura 6.2).
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6.2-FUNDAMENTOS BASICOS DA MECANICA DO DANO NO
CONTINUO

O conceito de dano foi introduzido no trabalho pioneiro de Kachanov (1958)
para modelar o efeito da fissuragdo distribuida na ruptura fragil que ocorria em metais
ap6s um periodo de deformacao lenta. Kachanov propds a ado¢do de uma varidvel
escalar, {5, denominada continuidade, para representar o estado de deterioracdo do
material; dessa forma se y=1 pode-se dizer que o material esta livre de defeitos, por
outro lado, se {=0, considera-se que o material estd completamente deteriorado. A
variavel do dano, D, ficou entdo definida por D = 1- .

Estudos posteriores ao de Kachanov indicaram que o dano seria melhor
representado, para alguns casos, ndo mais por uma variavel escalar, mas sim como
sendo uma grandeza tensorial. Dessa forma, pode-se dizer que, de modo geral, a
variavel do dano por ser de natureza escalar (dano iso6tropo) ou de natureza tensorial
(dano anis6tropo).

O termo ‘Continum Damage Mechanics’ (em portugués ‘Mecanica do Dano NO
Continuo’) foi sugerido por Janson & Hult (1977) para designar os modelos que
consideram o processo de danificagdo escritos segundo as hipoteses da Mecanica do
Continuo. Rabotnov (1969) propds incluir a perda de rigidez do material como
conseqiiéncia da fissuracdo. A teoria do dano foi formalizada por Lemaitre & Caboche

(1990) com base na Termodinamica dos Processos Irreversiveis.

6.3-CARACTERIZACAO DO DANO

Imagine-se o corpo ilustrado pela figura 6.1 de onde ¢ extraido um elemento de
volume representativo. Esse elemento sera pequeno para que possa ser considerado
como um ponto material do continuo, porém sera suficientemente grande para que
possa conter as imperfeigoes do meio. Seja S a area de uma se¢do desse elemento,
definida segundo o versor normal n. A 4rea S contém microfissuras e microdefeitos
aleatoriamente distribuidos contribuindo assim para o dano. Dessa forma pode-se

€SCrever:
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6-MODELQOS DE COMPORTAMENTO DOS MATERIAIS

6.1-INTRODUCAO

A modelagem do comportamento em servi¢o do concreto armado, utilizando-se
o método dos elementos finitos com a incorporacao da nao-linearidade fisica, pode ser
feita através de maneiras distintas, a saber: no espaco das tensdes e deformacdes ou
diretamente no espago dos esforgos solicitantes. Os modelos formulados no campo das
tensdes sdo geralmente mais amplos do que aqueles formulados no campo dos esforgos
solicitantes ¢ o seu emprego ndo impede a aplicacdo a problemas no espaco uni ou
bidimensional, ja que ¢ possivel efetuar-se a integracao numérica das tensdes efetivas.

A mecanica do dano, embora inicialmente pensada para modelar o efeito da
fissuragao distribuida na ruptura fragil de metais, ¢ largamente aplicada ao concreto. A
teoria da plasticidade representa de maneira bastante satisfatoria o comportamento dos
metais, sendo empregada para o ago das armaduras. O material concreto armado pode
ser modelado aplicando-se a mecanica do dano para o concreto ¢ a teoria da plasticidade
para a armadura, apés a integragdo numérica das tensdes, o modelo resultante ¢ escrito
no espaco dos esforgos.

Neste capitulo, apresentam-se os modelos de dano empregados para o concreto e

o modelo elasto-plastico empregado para a armadura.
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Admite-se que, para as lajes, acréscimos de distor¢do além do limite vy,
mobilizem apenas a parcela de resisténcia ao cisalhamento relativo a armadura
transversal, Vs, sendo considerado o cisalhamento puro para esses acréscimos, 0 que
significa dizer que a deformacdo principal €; serd, em cada ponto da secdo, igual a
deformacao por distor¢cdo relativa a tais acréscimos. A deformacdo da armadura
transversal sera determinada pela eq. (7.23) e a tens@o serd de acordo com o modelo
elasto-plastico.

g, =€, +(y —y,)cos(45%) (7.23)
onde & ¢ o alongamento da armadura transversal associado a y;; ¥ ¢ conforme a
eq.(7.16a). O esforco cortante resistido pela se¢do sera entdo a soma das parcelas V. e
V;, segundo as diregdes x e y.

Para ilustrar o modelo idealizado apresentam-se os diagramas esforgo cortante X
distorcao para uma laje de 25cm de espessura, com taxa de armadura longitudinal de
tracdo de 0,3% nas direcoes x e y, fu=20MPa; sdo admitidas duas hipoteses:
cisalhamento puro e cisalhamento e flexdo. Considera-se a laje sem armadura
transversal (figura 7.15) ou com uma taxa de 0,5 cm”*/m (figura 7.16). A contribuigdo

do concreto, V., de acordo com a NBR 6118 ¢ igual a 158 kN.
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Figura 7.15: Esforco cortante X distor¢do — laje sem armadura de cisalhamento.
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7.3.3-CONTRIBUICAO DA ARMADURA

Admite-se que a armadura transversal contribua na resisténcia ao cisalhamento
apenas a partir do inicio do processo de fissuragdo diagonal, conforme foi idealizado
para as vigas; o tensor de deformacdes principais sera composto de duas parcelas, sendo
que a primeira delas, &, estd associada ao limite do regime eldstico, enquanto que a
parcela gp sera o produto das deformagdes totais pela varidvel de dano local.

Considerando-se o estado triaxial, obtém-se trés deformacdes principais, €, €, €
€3 a primeira delas assumird um valor positivo (alongamento) ou nulo, a terceira sumira
assumira valores negativos (encurtamento) para os casos gerais de flexdo, ja a
deformacgdo €, podera assumir tanto valores positivos quanto negativos. Admite-se que
os alongamento que excedam ao limite elastico sdo passiveis de causar abertura de

fissuras no concreto, assim consideram-se as deformacoes:

&p =Dg, (7.21a)
g, +e,|

gp=—7 D (7.21b)

€3p =0 (7.21¢)

O alongamento da armadura transversal serd entdo determinado conforme a
eq.(7.22a), para distor¢des menores que y;, a tensdo e o esfor¢o nessa armadura

conforme as eqs (7.22b) e (7.22¢c)

€, =¢€,,cos(a,)+€,, cos(a,) (7.22a)
Y] st :f(gs’Es) (722b)
VS' =0y Py d2 (722(:)

onde py € a taxa de armadura transversal; d ¢ a média das alturas tteis segundo as

direcdes x e y.

O esforgo V; sera varidvel ao longo do comprimento da armadura transversal,
considera-se para o célculo da contribuicdo dessa armadura o maior valor de Vj, as

componentes Vg € Vi serdo conforme as eqs (7.16¢,d).
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O fator 1,7 considerada a situagdo onde o angulo a ¢ igual a zero, ou seja, o
esforco V; obtido pelo modelo numérico se iguala ao valor limite especificado pela
norma para lajes sem armadura de pun¢do. A distor¢ao y, somente podera ser obtida de
maneira precisa através de ensaios de laboratdrio. Adota-se y, como sendo a distor¢ao
onde a variavel de dano local assuma o valor unitario. A justificativa para esta hipdtese
esta no fato de que se o dano for 1 no cisalhamento, a abertura da fissura diagonal sera
grande, reduzindo o engrenamento, por outro lado se o dano for total na flexdo, a
armadura devera estar proxima do seu limite de escoamento, admite-se que sua
ocorréncia se dara na situacdo de maior abertura de fissuras, que esta associada a um
alto nivel de danificagao.

O esforgo cortante efetivo na direcdo da distor¢ao y (eq.(7.16a)) sera entdo
determinado de acordo com as eqs (7.20), para valores de distor¢do maiores que v,
admite-se que o esforgo efetivo serd igual a V, se houver armadura transversal, caso nao
haja essa armadura, admite-se a ruptura. Os termos V¢ e V., serdo conforme as eqs

(7.16b,c). A representacdo grafica da contribui¢do do concreto ¢ ilustrada pela figura

7.14.

V.=f(D)y.e,) ply<y, (7.20a)
" -r)
Vo=Vi-@-v)) ply,zy >y
‘ Yo,y DT (7.200)

Figura 7.14: Esforco cortante X distor¢do - contribui¢do do concreto.
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resultados assim obtidos sdo corrigidos para levar em conta a distribui¢do parabodlica

dessas deformagdes ao longo da espessura da laje, assim:

6sz 2 6sz
Ve=—o T (7.172)

_6sz 2+6sz

V== 2t (7.17b)

Com o campo de deformagdes ao longo da se¢do, a parcela de esforgo cortante
resistida pelo concreto, na direcdo corresponde a vy, ¢ determinada pela integracio
numérica das tensdes cisalhantes efetivas conforme a eq.(7.18) onde considera-se o

moédulo de elasticidade longitudinal penalizado, G™ .

hi/2

Vo=t [G'vdz (7.18)

-h/2

A distor¢ao y; que admite-se delimitar o limite de validade do modelo mecanico
de dano ¢, da mesma forma que para as vigas, determinada no ponto onde a derivada da
curva esfor¢o cortante X distor¢do obtida pelo modelo de dano € nula. A essa distor¢ao
estdo associados um esfor¢o cortante V; e um nivel de dano no cisalhamento D;.

Os efeitos de pino e engrenamento sdo considerados no modelo de maneira
simplificada, admitindo-se que o angulo o, defina um trecho linear de softening ou
hardening entre os pontos Vi, y; € V2, 2. Na auséncia de dados experimentais, sugere-se
como uma aproxima¢dao que a inclinacdo do trecho seja definida empregando-se a
expressao da NBR 6118 (2003) para o calculo da tensdo limite para lajes sem armadura
de punc¢do. O fundamento para o emprego dessa equagdo estd no fato de que o modelo
mecanico deve levar a resultados de carga limites proximos daqueles previsto pela
norma, assim considera-se o fator p que leva em conta dos efeitos de pino e

engrenamento conforme a eq.(7.19).

M:(1+\/20/d)(p)”3

17 (7.192)

com:

Va=uh (7.19b)
onde d ¢ a altura util da laje tomada como a média entre dy e d; p? = (Pxpy), com px € py
sendo as taxas de armadura longitudinal de tracdo segundo as diregdes x e vy,

respectivamente.
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V=V, sen(@)=V, y./y (7.16¢)
V=V, cos(§)=V y.ly (7.16d)
Vy=V.sen(§)=V,r,. /v (7.16€)
Ve=V+V, (7.16f)
V,=V,+V, (7.16g)

A curva esfor¢o cortante X distor¢ao sera entdo desenvolvida considerando-se a
diregdo equivalente definida pelas eqs (7.16), sendo semelhante a viga. A quinta
hipdtese adotada no item 7.2.1 deve ser adaptada assumindo-se que o eixo das barras da
armadura transversal forma um angulo de 90  com o plano médio das lajes.

O efeito de pino da armadura longitudinal de tracdo ¢ mais importante nas lajes
do que nas vigas devido ao “efeito de escala”, dessa forma os erros cometidos em nao
considera-los seriam maiores. A avaliagdo precisa desse efeito apenas pode ser efetuada
através de resultados experimentais, no entanto existe a possibilidade de calibrar-se o
modelo para que as cargas limite de pun¢do sejam idénticas as prescritas pela NBR
6118 (2003) para lajes sem armadura transversal, conforme serd discutido no préximo

item.

7.32-CONTRIBUICAO BO CONCRETO

A determinagdo da contribuicao do concreto na resisténcia ao cisalhamento sera
efetuada empregando-se um dos modelos para o dano no concreto (capitulo 6), as
deformacdes normais devidas a flexdo composta na placa serdo consideradas no célculo
da varidvel de dano juntamente com as distorgdes. Assim, para um ponto-amostra no
interior da laje serdo calculados os esforgos efetivos: My, My, Myy, Ny, Ny, Nyy e Vg
este ultimo termo serd fungdo da distor¢do equivalente y conforme as eqs (7.16a), as
componentes V¢ € Ve, serdo conforme as eqs (7.16b, c¢). Para a determinacdo direta das
distorcdes, empregando-se o método dos elementos finitos, ¢ necessario que as
formulagcdo sejam desenvolvidas considerando-se a teoria de flexdo de placas de
Reissner-Mindlin.

As distor¢des obtidas pelo MEF s3o funcdo dos deslocamentos nodais no

elemento e podem ser conhecidas através da derivacdo da funcdo de forma, os
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escorregamento. Maiores detalhes sobre a armadura de pun¢do podem ser encontrados
em Fusco (1995) e Melges (2001).

O comportamento das lajes no cisalhamento ¢ bem mais complexo que o
comportamento das vigas, por isso a utilizagdo pratica do modelo proposto carece de
calibragem do parametros envolvidos através de resultados experimentais onde sejam
mensuradas o esforco em funcdo das distor¢cdoes, no entanto a realizagdo de
experimentos nao faz parte do trabalho proposto. Uma maneira para se avaliar o esfor¢o

de pino seria através da modelagem tridimensional associada & mecanica da fratura.

(cm2/m2) (cm2/m2)

Figura 7.13: a) Dire¢des do esforco cortante; b) Armadura de cisalhamento assumida.

7.3.1 HIPOTESES

As hipdteses do modelo para o cisalhamento em lajes permanecem idénticas as
formuladas para vigas. Para simplificar o carater bidimensional da resisténcia ao
cisalhamento das lajes, propde-se a adogao de uma distorcao equivalente segundo uma
direcdo obliqua ao plano cartesiano na qual serdo determinadas as parcelas de
contribui¢do do concreto, V., e da armadura, V; na resisténcia ao cisalhamento. A
danifica¢do do concreto sera calculada em fungdo das distor¢des, das curvaturas em
cada uma das direcdes e das deformagoes axiais devidas ao efeito de membrana. Assim,

define-se a direcao ¢ para o calculo de V. e Vi:

2 _ .2 2
7/ _}/xz+}/yz (7163)

V=V cos(P)=V. 7.1y (7.16b)
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Figura 7.12: Diagrama cortante X distor¢do armadura transversal minima.

7.3-MODELO IDEALIZADO PARA O CISALHAMENTO EM LAJES

Neste item apresenta-se um modelo simplificado idealizado para o cisalhamento
em lajes de concreto armado que se constitui numa generalizagdo do proposto para
vigas. As tensdes tangenciais nas placas se desenvolvem segundo duas direcdes
ortogonais entre si, assim, em cada ponto da laje haverdo um esfor¢o cortante Vy
associado a uma distor¢do vy, € um esforco Vy com a correspondente distor¢ao yy,. Para
a idealizacdo de um modelo ¢ interessante que seja definido um esforco V e uma
distorcdo y representativos do carater bidimensional das placas, conforme ilustrado pela
figura 7.13a.

A armadura de pungdo sera considerada como uma malha retangular distribuida
numa superficie unitdria da placa para toda uma regido no entorno de um pilar,
conforme a figura 7.13b. Para a modelagem em servigo, admite-se que ndo ha
problemas de ancoragem da armadura de cisalhamento. Em se pretendendo o
detalhamento de lajes sujeitas a pungdo, ¢ necessario um cuidado quanto ao emprego
dessas armaduras. Em geral, sdo empregados conectores tipo pino com chapas soldadas
nas suas extremidades ou estribos, nesse caso, cuidados adicionais devem ser previstos,

pois os estribos sdo menos eficientes em lajes delgadas devido ao problema do
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O esforgo cortante resistido pela se¢do sera entdo a soma das parcelas V. e Vg, e
sera obtido em funcdo da distor¢do na secao, da taxa de armadura transversal além dos
esforcos de flexdo atuando em conjunto com o cisalhamento. O diagrama esfor¢o
cortante X distor¢do poderd entdo ser obtido determinando-se V para diversas
distorgoes v.

Considere-se uma viga com segdo transversal de 20x110 cm” com as seguintes
taxas de armadura transversal: 17cm*/m e 3cm’/m, a primeira taxa se refere ao maior
esfor¢o cortante admissivel para a peca, enquanto que a segunda taxa diz respeito a
armadura minima de cisalhamento.

Sao ilustrados pelas figura 7.11 e 7.12 o diagramas esforco cortante X distor¢ao,
considerando-se o cisalhamento puro e o estado de cisalhamento e méxima flexdo
permitida (taxa de armadura longitudinal igual a 1,15%). Considerando-se fx = 20 MPa,
a contribui¢do do concreto, de acordo com a NBR 6118 (1978) seria aproximadamente
148 kN, observa-se pelos grafico que os valores obtidos para a contribuigdo do concreto

sdo proximos ao fornecido pela norma.

—1/r=0
— 1/r lim.

Esforgo Cortante (kN)
(&)
8
|

0 . ,
0.0000 0.0005

T T T T 1
0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030

Distorcao

Figura 7.11: Diagrama cortante X distor¢@o para alta taxa de armadura transversal.
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Da figura 7.9 pode-se observar que as deformagdes nos estribos sdo devidas
principalmente as tensdes cisalhantes, sendo que nas fibras inferiores o angulo a ¢ de
90’, consequentemente o esforco correspondente serd absorvido pela armadura
longitudinal; nas fibras superiores, a medida que se afasta do centro da secdo, €; tende a
zero. Dessa forma, pode-se concluir que a tensdo na armadura transversal ¢ variavel ao
longo da altura da viga, conforme ilustrado pela figura 7.10, onde observa-se que G

varia parabolicamente, o que esta de acordo com as deformagdes por cisalhamento.

MU/

—— st

R

Figura 7.10: tensdes na armadura transversal.

Para o célculo de V, deve ser empregado o maior valor da tensdo o na altura da
viga. A deformacgdo da armadura transversal ¢ determinada de acordo com a eq. (7.12)
até o valor limite em que a distor¢do da se¢do ¢ igual a y;, assim define-se a deformacao
€51 como sendo aquela correspondente a distorcao vy,

Admite-se que acréscimos de distor¢do além do limite y; mobilizem apenas a
parcela de resisténcia ao cisalhamento relativa a armadura transversal, Vi, dessa forma
sera considerado o cisalhamento puro para esses acréscimos de distor¢des, o que
significa dizer que a deformagdo principal g, serd, em cada ponto da secdo, igual a
deformacdo por distor¢do relativa a tais acréscimos. Assim a deformacdo dessa
armadura sera determinada pela eq. (7.15), enquanto a respectiva tensdo pela eq. (7.13a)

e V; conforme (7.13b).

g, =&y +(y,. —y,)cos(45%) (7.15)

onde Yy, € y; deverdo estar de acordo com a eq. (7.8) para z =h/2.
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Figura 7.9: a) deformacgdes principais; b) parcela excedente ao regime elastico.

A deformagdo na armadura transversal, para distor¢des menores que y;, sera
entdo determinada pela eq. (7.12) e as tensdes nessa armadura sao calculadas de acordo
como o modelo elasto-plastico apresentado no capitulo 6. O esforco correspondente a
contribuicdo da armadura ¢ obtido pela eq. (7.13b) onde considera-se, empregando-se
uma das hipoteses da analogia de trelica, todas as barras contidas num comprimento

igual a altura util da viga, d.

&5 =&p cos(a) (7.12)
Gst :f(gs’Es) (7133)
Vs :O_St pst d (713b)

onde py ¢ a taxa de armadura transversal.

Para o caso de cisalhamento puro, obtém-se:

£ ===y, (7.14)
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7.2.3-CONTRIBUICAO DA ARMADURA TRANSVERSAL

Admite-se que a armadura transversal sofra alongamentos apenas a partir do
momento em que ocorre abertura de fissuras na viga, hipotese que € verificada em
resultados experimentais; a figura 7.8 ilustra as deformacdes nos estribos numa viga
ensaiada no laboratorio de estruturas da EESC, pode-se observar que essa deformacao
assume valores expressivos apenas apos o valor de 20 kN, o que condiz com o proposto
por este modelo.

Para o célculo da deformacdao da armadura transversal, admite-se que o tensor
das deformacdes principais, €, seja composto por duas parcelas, a primeira delas, €., esta
associada ao limite do regime elastico, enquanto que a segunda parcela, ep, corresponde

as deformacgoes excedentes ao regime elastico, passiveis de causar danificagdo.

SET 407 Estruturas de Concreto B - 1998
Ensaio de viga de concreto armado
Deformagdes da armadura transversal (estribo)

Q (kN)

0 200 400 600 800 1000 1200
Deformagéo (ue)

Figura 7.8: Deformagdes na armadura transversal.

Para o concreto, a abertura de fissuras esta associada a deformacao principal g,
assim admite-se que €;p ¢ a variavel representativa da fissuracdo da peca. Para
distor¢des inferiores a y;, a determinagdo do alongamento da armadura transversal ¢é
efetuada através da rotacdo da deformacio €;p para a dire¢do dessa armadura. Na figura
7.9a ilustra-se as deformacgdes principais ao longo da altura de uma viga com esforco
cortante ¢ momento fletor, na figura 7.9b ilustra-se as deformacdes €;p com as suas

respectivas diregdoes em relagao a um plano horizontal.
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Admitindo-se que exista um esfor¢o de flexdo na se¢do, a distor¢ao y; assumira
um valor maior do que aquele determinado para o cisalhamento puro, enquanto que o
esforco cortante V; assumira um valor inferior aquele referente ao cisalhamento puro. A
possibilidade de se levar em conta a influéncia do esfor¢o de flexdo constitui-se numa
vantagem do emprego deste modelo, uma vez que as normas para dimensionamento em
ruina admitem uma tensdo Unica para a considera¢do da contribui¢do do concreto na
resisténcia ao cisalhamento. A figura 7.7 ilustra a variagdo das variaveis V; e y; em

fun¢ao da curvatura da secao.
Y

1/r=0

1/r'>0

1/ > 1/r

9 2

/ Y

Figura 7.7: Curva cortante X distor¢do em fungdo da curvatura.

O angulo o pode ser determinado de maneira precisa através de ensaios de
laboratdrio levando-se em conta a taxa de armadura longitudinal, no entanto a execu¢ao
de ensaios ndo faz parte dos objetivos deste trabalho. A proposta de utilizagdo do
angulo a; ¢ respaldada pela comparagdo dos resultados numéricos obtidos com ensaios
onde sdo medidas as distor¢des e os respectivos esforgos cortantes. Para efeito das

modelagens numéricas deste trabalho admite-se a; = 0.



121

armadura transversal; se houve um aumento na abertura de fissuras devera ocorrer uma
diminui¢do do efeito de engrenamento, admite-se que essa diminui¢do se dé de maneira
linear. Ha de se relembrar que, para a flexo-tracdo, os efeitos de pino e engrenamento
ndo devem ser considerados.

Ao nivel de danificagdo D; estardo associados um esfor¢o cortante V; e uma
distor¢do y;. Esse nivel sera adotado como sendo o ponto de inflexdo da curva esfor¢o
cortante efetivo X distor¢do, ou seja, onde inicia-se o trecho de “softening”. A
justificativa para a adogdo desse ponto estd no fato de que, a partir desse nivel, o
processo de danificacdo torna-se mais intensivo e, consequentemente, a abertura de
fissuras inicia-se, conforme ensaios experimentais de elementos tracionados.

Considera-se que para distor¢des menores que y; 0 comportamento do concreto
sera bem representado pela mecanica do dano. Assim, para a determinagdo de V; e v,
deve ser satisfeita a condi¢ao:

dv 0
d_;/_ (7.10)

Para valores da distor¢ao da secao maiores que Yy, admite-se que o0 mecanismo
resistente ao cisalhamento se dé apenas pelos efeitos de pino e de engrenamento. O
esforco cortante efetivo serd entdo determinado pelas eqs. (7.11). A parcela resistida
pelo concreto ¢ ilustrada pela figura 7.6, o trecho de softening apenas existird para o

caso da flexo-tragao.

V.=fD,y,e,) ply<y (7.11a)
V.=Vi-(y—y)tan(a) p/r>y, (7.11b)
lll'u'lllc.ﬂ
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Figura 7.6: Contribuigdo do concreto.
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A partir do conhecimento do campo de deformacdes ao longo da segdo, a
parcela de esfor¢o cortante resistido pelo concreto ¢ determinada pela integracao
numérica do campo de tensdes cisalhantes efetivas conforme a eq. (7.9). A
determinagdo dessas tensdes ¢ efetuada utilizando-se de um dos modelos de dano
apresentados no capitulo 6. Observa-se que a consideraciao dos esforgos de flexdo tem

influéncia direta na determinagao da resisténcia do concreto ao cisalhamento.

hil2

V.=1r jG*?/z dz (7.9)

-h/2
* r 4 M M ~ r
onde G ¢ o modulo transversal penalizado pelo danificagio do concreto, f é o

parametro para considerara a forma da se¢do, para segdo retangular f=5/6.

A medida que a danificagdo do concreto evolui, ocorre uma plastificagdo das
tensdes cisalhantes efetivas. Se o processo de danificacdo nao ¢ impedido, as tensdes
cisalhantes tendem a zero, conforme ¢é ilustrado pela figura 7.5. Entretanto, para as
solicitagdes tangenciais, ocorre a abertura de fissuras diagonais que, associadas ao
efeito de pino, se constituem num mecanismo adicional de resisténcia ao cisalhamento

por terem a capacidade de transmitir tensdes devido a rugosidade de suas superficies.

D=0 N=T=1 D=D=1 D=1
—>) ) =24 =4
—. _— —T-. .
— ™, b,
——, | =N i
— | — | J
— I — | !
—r / — 7
— — - s
— sl = |-

\Vé I|IIIP’Z llIIIrZ I|III||IIZ

Figura 7.5: Evolucdo da danificagdo no cisalhamento.

Admite-se que as parcelas de esfor¢o cortante resistidas pelos efeitos de pino e
engrenamento ndo provoquem acréscimo no estado de danificacao por cisalhamento no
concreto, dessa forma havera um nivel de danificacdo, Dy, a partir do qual o processo de
deteriora¢do do concreto se estabiliza, a partir desse nivel, um acréscimo de distor¢ao

na secdo aumentaria a abertura das fissuras e, consequentemente, a solicitacdo da
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10. A parcela de esforco cortante resistido pelo concreto, V., ¢ determinada levando-se
em conta a iteragdo como os momentos fletores ¢ esforgos normais atuantes na
secdo. Essa iteragdo pode provocar uma maior danificagdo no concreto e,

consequentemente, uma diminui¢do em V..
11. Para a flexo-tragdo, os efeitos de pino e de engrenamento sao desprezados.

12. A compressdo no concreto ¢ verificada impondo-se a condi¢do da deformagdo

principal: g3 <= 0,2%.

7.22-CONTRIBUICAO DO CONCRETO

Para o emprego do modelo proposto ¢ necessario que as deformagdes normais a
secdo, &, € a distor¢ado, Yxy, sejam conhecidas. Empregando-se o método dos elementos
finitos, por exemplo, essas deformacdes sdo determinadas em fun¢do das curvaturas
que por sua vez sao obtidas a partir dos deslocamentos nodais de um elemento. Para que
a distor¢ao também seja obtida em funcao dos deslocamentos deve ser empregada a
teoria de vigas de Timoshenko. As equagdes para a curvatura e para a distor¢do foram
apresentadas no capitulo 3 deste trabalho.

Sabe-se da Resisténcia dos Materiais que, para uma sec¢do retangular, as
deformacgdes tangenciais variam parabolicamente ao longo da altura da secdo. Se as
distor¢des obtidas pelo método dos elementos finitos fossem empregadas diretamente
estar-se-ia admitindo que as deformagdes tangenciais sdo constantes. Propde-se
empregar um diagrama de deformagdes parabdlico obtido a partir do valor de y, assim o
valor dessa deformagdo em cada ponto da altura da se¢do serda dado pela eq. (7.8). A

figura (7.4) ilustra o sistema de coordenadas adotado e o campo de deformagdes.

__by , 6y
V=TIt E (7.8)
<
_LNeA | | B ey
NEUTRA = < Y
{deformacGes z
normais)
Lt Z P2 P2

Figura 7.4: Deformagdes na segdo transversal de viga.
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7.2-MODELQ IDEALIZADO PARA O CISALHAMENTO EM VIGAS

Apresenta-se neste item uma proposta de modelo para o cisalhamento em vigas
de concreto armado aplicavel as condigdes de servigo. O modelo ¢ fundamentado em
hipoteses da teoria da elasticidade, da mecanica do dano e da analogia de trelica, os
efeitos de pino e de engrenamento sdo considerados de maneira simplificada. O objetivo
do modelo ¢ obter o diagrama cortante x distor¢ao para vigas de concreto armado em

funcao da taxa de armadura transversal e dos momentos fletores atuantes.

7.21-HIPOTESES

1. A hipétese fundamental do modelo ¢ que um esfor¢o cortante, V, é composto por
duas parcelas, sendo a primeira delas relativa a contribui¢ao do concreto e a segunda
se refere a contribuicdo da armadura transversal, assim:

V:Vc +I/S (77)

2. A relagdo entre tensdes e deformacdes do concreto ¢ determinada pelos modelos de

dano de Mazars ou de Comi & Perego.

3. A armadura transversal apenas sofre alongamentos quando se inicia a fissuragdo

diagonal da peca, dessa forma, na auséncia da formagao de fissuras V= 0.

4. O processo de fissuragao diagonal inicia-se quando a variavel escalar representativa

do dano a tracao, Dy, for maior que zero.
5. O eixo das barras da armadura transversal forma um angulo de 90 com o eixo da
viga.

6. Condira-se, para o calculo de Vs, todas a barras da armadura longitudinal contidas
numa faixa de largura igual a altura util do elemento, d. Essa hipotese advém do

modelo de treliga.

7. As tensOes na armadura transversal sdo determinadas através do modelo elasto-

plastico descrito neste capitulo.

8. Os efeitos de pino e de engrenamento ocorrem a partir do instante em que a

derivada da curva esforgo cortante no concreto X distor¢ao € zero.

9. O trecho de “softening” da curva de esfor¢o cortante no concreto ¢ suavizado, para

que se possa levar em conta o efeito de engrenamento.
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Apo6s determinados os esforcos, procede-se ao célculo das tensdes nos elementos
da trelica, assim tem-se que a tensdo na armadura longitudinal, de acordo com a

analogia de trelica, pode ser expressa por:

Vp Vo Ty
Age  Psw by Z Py

Og =

(7.4)

onde Ay, € a area dos montantes tracionados; psm € a taxa de armadura transversal e ¢ ¢
a chamada tensdo tangencial de referéncia.

A tensdo nas bielas de compressdo ¢ determinada por:

Ope =— =727, (7.5)

by Z _byZ
2 (7.6)

Observe-se que se armadura transversal for dimensionada a partir da eq. (7.4)
serd admitido que o concreto ndo contribui para a resisténcia aos esforgos cisalhantes,
conforme foi discutido, existem os efeitos de pino e engrenamento que conferem ao
concreto uma capacidade de resistir ao cisalhamento mesmo apo6s a formacdo de
fissuras diagonais.

Sobre os mecanismos de pino e de engrenamento, pode-se dizer que estes sao
mecanismos complementares a trelica, evidentemente, caso fossem desprezados o que
obter-se-ia seria a cléssica trelica de Ritter-Morsch. A NBR 6118 (2003) simplifica
esses mecanismos definindo uma parcela de contribui¢do do concreto, V., ao esfor¢o
obtido pela analogia de trelica, Ry, deve ser descontada a parcela de contribui¢do do
concreto.

Pode-se interpretar o valor de V., como sendo o maximo esfor¢o de
cisalhamento ao qual a secdo transversal pode resistir sem necessidade de solicitar a
armadura transversal, apos atingido esse valor, inicia-se um processo mais intensivo de
danificacdo do elemento estrutural. Admite-se que a solicitagdo da armadura transversal

apenas ocorra apos o valor de V., ser atingido.
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Figura 7.3: a)Viga de concreto armado fissurada; b) Analogia de trelica - de Fusco (1977)

As hipdteses basicas da analogia de trelica sdo as seguintes:

e A treliga ¢ isostatica de banzos paralelos, inclinando-se na regido dos apoios;

e Nao existe engastamento nas ligacao entre os banzos com as diagonais;

e As bielas de compressio estdo inclinadas a 45° em relagdo ao eixo longitudinal da
peea;

e A armadura transversal pode ter inclinagdo entre 45° € 90° em relagdo ao eixo.

Os esfor¢os na trelica sdo determinados a partir das hipdteses acima citadas.
Ressalta-se que para calcular-se os esforcos nos banzos deve-se efetuar uma translacao
do diagrama de momentos fletores. O valor dessa translagdo, a;, pode ser determinado
pelaeq. (7.1).

_ z +St
a _2 2 (71)

onde z ¢ a altura da trelica e s; é 0 espacamento entre as barras da armadura transversal.

Os esforgos na biela comprimida e no montantes tracionados sdo determinados

pelas eqs (7.2) e (7.3), respectivamente.

Reys ==V \/5 (7.2)

Ry =V (7.3)

onde V4 € o esforco cortante na segao.
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carga de ruina ¢ determinada através do equilibrio entre esforcos internos e esforcos
externos. Com base no modelo de Kinnunen & Nylander, Shehata (1985) propds um
modelo mecanico, ou racional, para a pungao.

Shehata (1990) apresenta uma simplificagdo em seu modelo, admitindo bielas
comprimidas e tirantes radias; nesse modelo sdo desprezadas as forcas de pino da
armadura de tracao, pois, segundo o autor, as tensdes na armadura longitudinal atingem
o patamar de escoamento no momento da ruptura por pungdo, impedindo a atuagdo do
esforco de pino. Gomes (1991) elaborou um modelo para lajes com armadura de pungao

submetidas a carregamento centrado.

T14-CISALHAMENTO EM VIGAS

O estudo de modelos de resisténcia ao cisalhamento tem grande importancia
para a melhor representacdo do comportamento estrutural de elementos fletidos de
concreto armado. Uma hipotese bastante fecunda ¢ a classica trelica de Ritter-Morsch
que tem sido, desde a sua concepgdo até os dias atuais, a base para o dimensionamento
da armadura transversal de vigas.

Essa hipotese ¢ melhor empregada para vigas solicitadas a carregamentos
capazes de levar o elemento proximo a ruina — Fusco (1977), sendo obviamente melhor
empregada no dimensionamento do que na andlise em servico, porém os conceitos
basicos sdo de interesse para a elaboracdo de um modelo para o cisalhamento em vigas
e lajes. Apresenta-se, a seguir, uma rapida descricdo da analogia de treli¢a, maiores
detalhes podem ser encontrados em Fusco (1977) e Siissekind (1991).

Segundo a cléssica analogia de trelica, uma viga de concreto armado, depois de
fissurada, terd comportamento estrutural idéntico ao de uma trelica. Assim sendo, os
esforcos nas armaduras longitudinal e transversal e nas bielas podem ser determinados
através das equacdes de equilibrio da trelica.

A figura 7.3a ilustra uma viga fissurada (carga de 70% da carga de ruptura),

enquanto a figura 7.3b ilustra a analogia entre essa mesma viga e uma trelica isostatica.
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A pungdo estd associada aos esforgos de cisalhamento que sdo relativamente
altos no entorno de pilares, provocando uma separacdo completa entre a laje e o pilar.
Essa ruina ¢ do tipo fragil, as diretrizes de projetos devem garantir que, caso ocorra, a
ruina da laje se dé por esforcos de flexdo. Para aumentar a ductilidade da ligacdo pode
ser empregada armadura de cisalhamento.

Para as lajes apoiadas em vigas rigidas, o cisalhamento ndo ¢ razdo de grande
preocupacdo, geralmente a ruina por flexdo dessas lajes ocorre muito antes das tensdes
cisalhantes atingirem um nivel suficiente para exceder o limite elastico. Em relagdo as
lajes lisas, a modelagem da puncdo nada mais serd do que a modelagem do

cisalhamento, considerando as duas dire¢des de atuacao das tensdes cisalhantes.

7.1.3-MODELOS PARA PUNCAO EM LAJES DE CONCRETO ARMABO

Apresenta-se, neste item, uma breve apresentacdo de alguns modelos para a
puncdo em lajes de concreto armado. Esses modelos sdo apropriados para a
determinagdo da carga de ruptura, o objetivo deste trabalho ¢ a modelagem de lajes em
condigdes de servico, no entanto ¢ interessante o estudo de alguns conceitos
empregados na formulacdo de modelos de ruina que sdo comuns a andlise em servigo.
Na tese de doutoramento de Holanda (2002) ¢ apresentada uma explanagao sobre alguns
modelos para puncao, entre eles os modelos de Kinnunen & Nylander (1960), Shehata
(1985) e Gomes (1991), maiores detalhes também podem ser encontrados em Melges
(2001).

Data do inicio do século passado as primeiras investigacdes sobre a puncao,
Talbot (1913) apud Melges (2001) ensaiou 197 sapatas sem armadura de cisalhamento,
observando a ruina por puncdo em 20 delas. Graf (1933) realizou novos ensaios €
comparou a resisténcia do concreto com a resisténcia a pungao.

Richart (1948) observou que a taxa de armadura longitudinal tinha influéncia na
resisténcia a puncdo. A primeira tentativa de quantificar a influéncia da resisténcia a
flexao na resisténcia ao esforgo cortante foi de Hognestad (1956). Elstner & Hognestad
(1956) apresentam uma proposta pioneira para o calculo da contribui¢do da armadura de
puncao.

Kinnunen & Nylander (1960) realizam ensaios em diversas lajes circulares com
carregamento aplicado no centro. Com base nesses ensaios, propuseram o primeiro

modelo mecanico cujo calculo considera a flexdo e a for¢a cortante em conjunto, a
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71.1-FATORES DE INFLUENCIA NA RESISTENCIA AQ CISALHAMENTO

Neste item, descreve-se alguns fatores que sdo importantes para a formulagao de

um modelo constitutivo para o cisalhamento, a saber:

e Resisténcia do concreto: a resisténcia ao cisalhamento estd relacionada com a

resisténcia do concreto a tragdo. Para o caso de lajes lisas, o aumento da resisténcia

do concreto aumentara a carga de ruptura por puncdo, porém nao melhorard a

ductilidade da ligacdo.

o Relagdo momento fletor / esforco cortante: elevados valores do momento fletor

provocam uma maior danificagdo do concreto, diminuindo, assim, a resisténcia ao

cisalhamento. O emprego de um modelo de dano is6tropo, como ¢ o caso deste

trabalho, penaliza o modulo de deformacao transversal do concreto na mesma razao

em que o modulo longitudinal ¢ penalizado.

e Taxa de armadura de flexdo: tem influéncia direta sobre o efeito de pino da

armadura longitudinal de tracdo e, consequentemente, sobre a manutencdo do

engrenamento.

e Tipo de agregado graudo: os agregados gratdos tém influéncia direta sobre o

engrenamento.

o Efeito de escala (“Size Effect”): a espessura dos elementos condiciona o

engrenamento dos agregados, dessa forma para as lajes delgadas sdo mais

resistentes ao cisalhamento do que as lajes espessas. Para a modelagem numérica,

esse efeito ¢ de dificil avaliagdo, carecendo de resultados experimentais para a

calibragem dos modelos.

e Para lajes, pode-se citar os demais efeitos: presen¢a de armadura de cisalhamento,

tipo de carregamento, relacdo entre os lados do pilar (para punc¢do). Maiores

detalhes podem ser encontrados em Holanda (2002) .

7.1.2. CISALHAMENTO E PUNCAO EM LAJES DE CONCRETO ARMABO

A puncao ¢ um tipo de ruina que pode ocorrer em lajes de concreto armado

quando nelas sdo aplicadas cargas concentradas ou distribuidas em pequenas areas,

causando a sua “perfuracdo” ou “puncionamento”. Nos sistemas estruturais compostos

por lajes lisas a pungdo pode ocorrer na ligagdo entre a laje e o pilar.
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se um esforgo cisalhante V, sua aplicacao causa um deslocamento horizontal d e, devido
a irregularidade da superficie, tende a provocar uma separagdo das superficies da
fissura, identificada por w, conforme ilustrado pela figura 7.1. A principal variadvel que
afeta a agdo de engrenamento dos agregados ¢ a abertura inicial da fissura, wy; grandes
aberturas iniciais implicam em menores a¢des de engrenamento, €, consequentemente,

em menores rigidez e resisténcia ao cisalhamento.

Figura 7.1: Mecanismo de engrenamento - conforme Figueiras (1983).

O efeito de pino (figura 7.2) das barras da armadura longitudinal de tragdo
consiste na flexdo localizada destas barras devido a transmissdo de tensdes tangenciais
pelas faces das fissuras diagonais, permitindo assim uma resisténcia adicional ao
cisalhamento. Esse efeito contribui para a manutencao do engrenamento e depende da
rigidez a flexao dessas barras, além da taxa de armadura longitudinal. Se o esforco de
pino for grande, poderd ocorrer o fendilhamento do cobrimento do concreto abaixo da
armadura de tracdo. Fusco (1984) realizou ensaios de lajes de concreto armado e
observou que taxas acima de 2% nao aumentaram a resisténcia ao cisalhamento dessas

lajes.

a4
<

\Vp

Figura 7.2: Efeito de pino da armadura de trag@o.
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7 - ANALISE NAG-LINEAR COM CISALHAMENTO

7 1-ASPECTOS GERAIS

A grande maioria das pesquisas relativas a analise ndo-linear de estruturas de
concreto armado se concentra na modelagem do comportamento a flexdo, sendo
escassos os trabalhos que visam a modelagem do cisalhamento em condi¢des de
servigo. Entre as propostas para se levar em conta a perda de rigidez ao cisalhamento
podem-se citar o trabalho de Hand, Pecknold & Schonobrich (1973) apud Pituba (2003)
que modelaram o modulo de elasticidade transversal como um valor constante menor
que o valor inicial. Figueras (1983) apud Pituba (2003) considera que o valor do
moédulo de elasticidade longitudinal decresce linearmente com a evolugdo da
deformagd@o normal ao plano fissurado.

A presenca de fissuracdo torna o concreto um material com comportamento
bastante particular no cisalhamento, as classicas hipoteses da teoria da resisténcia dos
materiais sdo validas apenas para baixos niveis de tensdes tangenciais. Uma dificuldade
adicional na modelagem do cisalhamento ¢ a presenca de armadura transversal, a
solicitagdo dessa armadura torna-se significativa apenas a partir do inicio da fissuragdo.

Figueras (1983) realizou investigacdoes experimentais que mostraram ser
importante a contribui¢do do concreto fissurado na resisténcia ao cisalhamento; essa
contribuicdo se da devido a ag¢do de dois mecanismos, a saber: a a¢do de pino da
armadura de tracdo e o engrenamento dos agregados.

As superficies das fissuras sdo rugosas, irregulares e, geralmente, contornam os
graos dos agregados graudos do concreto; essas superficies sdo capazes de transferir

tensdes de cisalhamento devido a fric¢do e ao engrenamento dos agregados. Considere-
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curvas de iso-valores que passam por esta faixa ¢ que deve ser levada em conta no
calculo das reagdes de apoio em regime nado-linear.

A andlise ndo-linear da estrutura foi efetuada considerando-se a resposta nao-
linear a flexdo e ao cisalhamento, na figura 8.28 ilustram-se os deslocamentos verticais
admitindo-se ndo-linearidade apenas a flexdo. O minimo deslocamento vertical obtido
foi de —35mm e o maximo foi de —19mm, ocorrendo uma diferenga de menos de 10%
em relagdo a andlise ndo-linear com cortante; essa diferenga nao foi grande por que nao
houveram esforcos cortantes muito superiores a resisténcia do concreto ao

cisalhamento.

800+

600+

400+

200+

I I I I I I I A
0 200 400 600 800 1000 1200 1400— 40

Figura 8.28: Deslocamentos verticais (mm) — Nao-linear sem cisalhamento.



155

e Deslocamento vertical: minimo:-38mm; maximo: +20mm.
e M,: minimo: -25kNm/m; maximo: +25kNm/m.

e M,: minimo: -30kNm/m; maximo: +17kNm/m.

e M,,: minimo: -25kNm/m; maximo: +20kNm/m.

e Qy: minimo: -110kN/m; maximo: +90kN/m.

e Q,: minimo: -90kN/m, maximo: +100kN/m.

A armadura empregada na analise nao-linear, propositalmente diferente da
dimensionada em regime linear, provocou uma redistribui¢do de esfor¢os solicitantes na
estrutura, todavia em alguns pontos, como as regides do entorno dos pilares internos,
houve uma intensiva danificagdo do concreto e conseqiiente diminui¢do da capacidade
resistente por estar a armadura negativa subdimensionada.

Em relag@o ao deslocamentos verticais na laje pode-se observar que os obtidos
em regime ndo-linear foram cerca de 3x maiores do que os deslocamentos lineares,
evidentemente caso fosse empregada a taxa de armadura relativa ao dimensionamento
estes seriam menores. A verificagdo dos estados limites de utilizagdo devem ser
efetuadas considerando-se as apropriadas combinacdes de carregamento. Caso fosse
pretendido a redu¢do nos deslocamentos, um bom caminho seria a mudanga na taxa de
armadura longitudinal.

Houve uma tendéncia de uniformizagao em relacdo aos momentos fletores my
positivos e negativos; j4 os momentos my positivos mantiveram-se constantes enquanto
que os momentos my negativos tiveram seus valores reduzidos; este fato se explica pelo
fato de que a malha negativa necessaria seria de 7,65cm*m numa e 9,1cm*/m noutra
direcdo, porém empregou-se malha quadrada de 7cm?m, devido ao carater
bidimensional das lajes, a danificacdo afeta as duas dire¢des. Em relacdo aos momentos
volventes os resultados na analise ndo-linear resultaram maiores, isso se deve a
redistribuicdo dos momentos.

Os esforgos cortantes Qx foram muito proximos aos da analise linear, enquanto
que o minimo esfor¢o Q, foi reduzido em 25%. Em relacdo aos esforgos cortantes, o
que acaba acontecendo ¢ um “espalhamento” dos mesmos por uma superficie maior do

que a original, no entanto a resultante por unidade métrica, tomando—se a média das
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Figura 8.26: Qx kN/m — Nao-linear
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Figura 8.27: Qy kN/m — Nio-linear

Os méximos e minimos valores obtidos na analise em regime nao-linear foram

0s seguintes:
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Figura 8.25: M,y kKNm/m — Nao-Linear
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de 10% cada. Os resultados obtidos sao mostrados nas figuras 8.22 a 8.27, exigindo-se

precisao de 1%.

800+
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200+
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Figura 8.22: Deslocamentos verticais (mm) — Nao-linear.
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Figura 8.23: M, kNm/m — Néo-Linear
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| !
800 1000

Figura 8.21: Qy kN/m — Linear

Os méximos e minimos valores obtidos na andlise em regime eldstico-linear

foram os seguintes:

e Deslocamento vertical: minimo:12,3mm; maximo: +7mm.
e M,: minimo: -20kNm/m; maximo: +35kNm/m.

e M,: minimo: -30kNm/m; maximo: +25kNm/m.

e M,,: minimo: -12kNm/m; maximo: +10kNm/m.

¢  Qy: minimo: -120kN/m; maximo: +100kN/m.

e Q,: minimo: -120kN/m, maximo: +100kN/m.

Em relagdo aos esforgos cortantes, ndo serd necessario o emprego de armadura
de cisalhamento. As armaduras longitudinais necessarias, considerando-se altura util de
l4cm, seriam as seguintes: para m = 20 kNm/m, as = 4.91cm*/m; para m= 25 kNm/m,
as = 6,25 cm*/m; para m = 30 kNm/m, as = 7,65cm*/m e para m = 35 kNm/m, as =
9,1cm’/m. Para as vigas empregou-se taxa de armadura de 0,15%. Para a analise ndo-
linear utilizou-se, propositalmente malha positiva de 7cm?/m nas duas diregdes e
idéntica malha negativa onde houverem momentos que tracionam as fibras superiores.

A andlise ndo-linear foi efetuada em 1 passo de 50% do carregamento e outros 5 passos
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Figura 8.15: Malha de elementos finitos.
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Figura 8.16: Deslocamentos verticais (mm) — Linear.
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8.6-PAVIMENTO DE EDIFICIO

Este exemplo tem como objetivo mostrar a aplicagdo do programa desenvolvido
a um caso pratico. Analisa-se um pavimento de edificio de escritorios estudado por
Corréa (1991) e Oliveira (2001) que ¢ composto por laje lisa com espessura de 16cm,
existindo vigas apenas nas caixas de escada e elevadores. O concreto utilizado tem
resisténcia caracteristica a compressao de 20 MPa. O pavimento ¢ ilustrado pela figura
8.14, considerando-se a simetria do mesmo, e a malha de elementos finitos pela figura
8.15 onde sao empregados 664 elementos de placa, 8 elementos de barra e 373 nos.
Inicialmente, procede-se a andlise linear da estrutura; admite-se um carregamento total

2 . ~ . .
de 9kN/m" considerando-se a soma das ac¢des acidentais e permanentes.
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Figura 8.14: Pavimento estudado — extraida de Oliveira (1997)
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Os resultados obtidos na andlise em regime elastico-linear sdo os seguintes:
deslocamentos verticais, momentos fletores my, my € my, € esfor¢os cortantes gy € q.
As curvas de iso-valores para esses resultados sdo apresentadas pelas figuras 8.16 a
8.21, respectivamente. Essas curvas foram obtidas com o auxilio do software
SURFERX, por ser uma malha com reentrancias, o software plota iso-valores nos vazios
existentes, no entanto, estes devem ser descartados ndao havendo prejuizos no pos-

processamento dos resultados.
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Figura 8.13: Esfor¢o cortante X distor¢do, M=0.
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Figura 8.13: Esfor¢o cortante X distor¢do, M=20 kNm/m.

Os resultados obtidos foram bastante proximos ao especificado pela NBR 6118,
0 que ¢ natural pois, na auséncia de dados experimentais, considerou-se os efeitos de
pino e engrenamento de forma que o valor obtido fosse idéntico ao especificado pela
norma. Quando considera-se a iteragdo entre momentos e esforcos cortantes, os esforgos

foram cerca de 20% menores devido a danificacdo por flexao.
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CARGA (kN)
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Figura 8.12: Deslocamento vertical do centro da laje.

8.5-CARGA DE RUPTURA POR CISALHAMENTO

Neste exemplo, procura-se determinar o maximo esfor¢o cortante a que uma
secdo transversal de laje possa resistir; a carga de ruptura por cisalhamento sera
determinada a partir desse esfor¢o. Considere-se uma laje com 12c¢cm de espessura e taxa
de armadura de 1% segundo as duas dire¢cdes ortogonais referida a uma altura util de
2cm; em relagdo a armadura transversal sdo consideradas duas situagdes: Ag =0 e Ay =
2,0 cm*/m.

Considera-se inicialmente que o momentos fletores na secao sao nulos; numa
segunda simulacdo admite-se um momento fletor de 20 kNm/m, para esse caso, a curva
esfor¢o cortante X distorcdo ¢ tomada considerando-se a curvatura correspondente a
analise ndo-linear na flexao.

Os resultados obtidos sdo mostrados no graficos das figuras 8.13 e 8.14; o
esfor¢o cortante determinado pela NBR 6118, para laje sem armadura de pungdo, ¢ de
140 kN, ndo se considerando os coeficientes de majoracdo de esfor¢co e minoragdo de

resisténcia.
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altura util d=5,30cm. Nas analises numéricas foi considerada a excentricidade das
barras em relacao ao plano médio das lajes; empregou-se o modelo de Mazars para o
concreto, foram efetuadas duas analises visando calibrar os pardmetros do modelo,

assim considerou-se:
e Caso 1: gg = 14x107; B, = 8000;

o Caso2: g0 = 14x107; B, = 4000.

Empregou-se malha com 200 elementos planos para modelar as lajes e 180
elementos de barra para simular as nervuras, conforme ilustra a figura 8.11b. A analise
nao-linear foi efetuada em 8 passos de carga, sendo que em cada passo considerava-se
uma carga adicional de 5kN concentrada no centro da laje. Os resultados obtidos sdo

apresentados no grafico da figura 8.12.

a) b)
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0 12 12
4.7 4,7 4.7
Figura 8.11: a) Laje nervurada; b) Malha de elementos finitos.

Os resultados obtidos numericamente foram muito proximos dos resultados
experimentais, conforme pode-se observar no grafico da figura 8.12 onde também fica
evidenciado que os modelos de dano podem ser calibrados a partir de resultados
experimentais. Observou-se que a performance do modelo melhorou muito quando os
parametros foram ajustados para considerar um concreto com resisténcia caracteristica a

compressao distinto daquele mais empregado neste trabalho.
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A carga de ruptura obtida na analise experimental foi de aproximadamente 330
kN enquanto que os resultados numéricos mostraram um patamar de escoamento para
uma carga de 315 kN, a previsdo da carga de ruina pode ser considerada satisfatoria
para os modelos numéricos.

Os deslocamentos obtidos com o modelo proposto para a consideragdo da nao-
linearidade ao cisalhamento foram extremamente proximos dos resultados
experimentais para carregamentos até 70% da carga de ruina. Objetivando-se a andlise
de estruturas em servigo pode-se observar que o modelo foi muito preciso para essa laje.
Para carregamentos proximos da carga de ruina, houve uma maior divergéncia entre os
resultados numérico e experimental, no entanto o modelo proposto mostrou-se a favor
da seguranca.

E importante observar que a ndo consideragio da ndo linearidade ao
cisalhamento conduzir a valores subestimados dos deslocamentos para cargas inferiores
a 70 % da carga de ruina, evidenciando a importancia da incorpora¢do do modelo
proposto para o cisalhamento as rotinas de anélise ndo-linear de estruturas.

Desejando-se uma maior proximidade entre as curvas numeérica e experimental &
possivel o ajuste dos parametros envolvidos nos modelos de dano, esse fato mostra que
¢ interessante utilizar-se um modelo parametrizavel pois, em havendo resultados
experimentais, ¢ sempre possivel o ajuste dos parametros.

Em relagcdo aos modelos de Mazars e de Comi & Perego, este ultimo resultou
menos rigido que o primeiro, esse fato ¢ explicavel pela consideragdo da danificacdo a
compressao no modelo de Comi & Perego, enquanto que no modelo de Mazars apenas ¢

considerado o dano a tracao.

8.4-COMPARACAO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS - LAJE
NERVURADA

Neste exemplo, os resultados numéricos obtidos sdo comparados com os
resultados experimentais de uma laje nervurada com 150x150cm’ (figura 8.11a)
ensaiada por Wahab & Khalil apud Araujo (2003). A laje foi submetida a uma carga
vertical aplicada no seu centro geométrico e os deslocamentos do ponto central foram
medidos para diversos passos de carga até que ocorresse a ruina.

O concreto utilizado para a confecgdo da laje possui resisténcia caracteristica a

compressao fox = 30 MPa; a armadura de flexdo ¢ de O,SOcmz/nervura referida a uma
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Figura 8.9: Resultados obtidos com modelo de Mazars.
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Figura 8.10: Resultados obtidos com o modelo de Comi & Perego.
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8.3-COMPARACAO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS - LAJE

Neste exemplo, os resultados numéricos obtidos com os modelos para lajes sdo
comparados com os resultados experimentais obtidos por Dottrepe et al. (1973) apud
Oliveira (2001) para uma laje quadrada de 182,9x182,9cm” com taxa de armadura de
0,99% em relagdo a sua altura 1til, conforme ilustrada pela figura 8.8a . A laje ¢ apoiada
continuamente sobre os seus lados e submetida a um carregamento distribuido numa
pequena area em torno do centro da laje, resultando numa carga de 356kN.

Empregou-se, nas analise numéricas, os modelos de Mazars ¢ de Comi ¢
Perego; para cada um desses modelos foram feitas duas andlises, uma delas
considerando a ndo-linearidade ao cisalhamento e a outra ndo a considerando,
objetivando-se o estudo da importancia da ndo-linearidade ao cisalhamento. Os dados

dos materiais sdo os seguintes:
e Aco: E;=206850 MPa;

e Concreto: E. = 27580 MPa; coeficiente de Poisson: v =0,15.

As andlises foram efetuadas considerando-se 6 incrementos de 10% e 7
incrementos de 5% do carregamento total, exigiu-se, em cada passo de carga, uma
precisdo de 0,5%. Foram utilizados 200 elementos planos, a malha de elementos finitos
¢ ilustrada pela figura 8.8b, considerou-se uma carga de 275 kN concentrada no centro
da laje e 75 kN distribuidos numa pequena area de 36x36cm”. O deslocamento no

centro da laje ¢ mostrado nos graficos das figuras 8.9 e 8.10.

a) b

182 Qem

111 121

Figura 8.8: a) Laje do exemplo; b) malha de elementos finitos.
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Outra observagao oportuna ¢ que a elaboracao de um modelo que leve em conta

a resposta ao cisalhamento e a flexdo simultaneamente ¢ de grande importancia, pois ha

casos, como ficou demonstrado no exemplo anterior, em que a ruina pode ser apressada

devido ao esgotamento da capacidade da pega resistir a esforcos cisalhantes.
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Figura 8.6: Resultados para viga com moderada taxa de armadura longitudinal.
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Figura 8.7: Resultados para viga com alta taxa de armadura longitudinal.
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O objetivo deste exemplo ¢ estudar a aplicabilidade do modelo proposto aos

casos de analise nao-linear de vigas esbeltas.

Tabela 8.1 : Armaduras da viga.

Cas| As (cm?) D(cm) A’s (cm?) d’(cm)
1 24 27,1 0,2 2,0 Pouco arm.
2 4,0 27, 0,2 2,0 Normal.arm.
3 5,6 26,( 0,2 2,0 Muito arm.
F(kN) F(kN)
0,80m 0,80m 0,80m oizm  A's
A'S
5z
' . £
AN = A As

Figura 8.4: Caracteristicas geométricas da viga ensaiada.

Analisando-se os gréaficos das figuras 8.5, 8.6 e 8.7, demonstra-se que as

respostas numéricas obtidas sdo bastante proximas dos valores experimentais. Pode-se

concluir que a incorporagdo do modelo de absor¢do dos esforg¢os cisalhantes nao traz

prejuizo algum quando a ruina do elemento estrutural se deve as solicitagdes de flexao.
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Figura 8.5: Resultados para viga com baixa taxa de armadura longitudinal.
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Os resultados obtidos mostram que o escoamento da armadura de cisalhamento
pode ser o responsavel pelo modo de ruptura das vigas subarmadas transversalmente.
Para a viga do exemplo, desprezando-se o cisalhamento e considerando-se a teoria de
Timoshenko, a ruptura da viga se daria para uma carga de 150 kN; os resultados obtidos
considerando-se a nao-linearidade no cisalhamento mostram que a ruptura acontece
bem antes desse valor, evidenciando a importancia de uma modelagem adequada do
comportamento de elementos fletidos que leve em considera¢do simultaneamente as
respostas ao cisalhamento e a flexao.

Os modelo de Mazars e de Comi & Perego conduziram a resultados bastante
muito proximos no cisalhamento, esse fato se justifica por que o modelo de
cisalhamento proposto prevé que apds atingir-se o esforco cortante V; apenas a
armadura transversal contribua na resisténcia ao cisalhamento.

Para a andlise ndo-linear apenas na flexdo, o modelo de Comi & Perego atingiu
a ruina antes do modelo de Mazars, o que ¢ justificado pela consideragao do dano a

compressao no primeiro modelo.

8.2-COMPARACAO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS - VIGA

Alvares (1993) propds um conjunto de trés vigas que foram ensaiadas no
Laboratorio de Engenharia de Estruturas da EESC-USP. Segundo Alvares, a resposta
experimental de cada viga foi colhida de uma prova realizada com controle de carga,
sendo as leituras tomadas em reldgios comparadores posicionados nos apoios € no
trecho central, além de extensometros elétricos nas faces superior, inferior e na
armadura tracionada. Os dados relativos as segdes transversais das vigas sdo
apresentados na tabela (8.1); as demais caracteristicas sao ilustradas pela figura 8.4;
taxa de armadura transversal ¢ de 1,5 cm*/m. A carga “F” foi aplicada no ensaio até
provocar a ruptura das vigas.

Empregou-se a teoria de vigas de Timoshenko e considerou-se a nao-
linearidade em relagdo aos esforgos cisalhantes. A viga foi discretizada em 30
elementos de igual comprimento. Empregou-se um procedimento incremental-iterativo
para resolver a estrutura. Em cada incremento de carga aplicou-se 2 kN e foi exigida um
tolerancia de 0,1 % para a resposta. Os resultados obtidos sdo apresentados em forma de
grafico pelas figuras 8.5, 8.6 ¢ 8.7 e se referem ao deslocamento vertical do ponto

médio do viao.
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Figura 8.2: Deslocamento da extremidade livre em func¢do da carga e da arm. Transv. - Mazars.
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Figura 8.3: Deslocamento da extremidade livre em func¢do da carga e da arm. Transv. - Comi.
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8.1-VIGA ENGASTADA - ANALISE NAG-LINEAR COM CORTANTE

Neste exemplo ¢ empregado o modelo proposto para simular o
comportamento de elementos de concreto armado solicitados a esforcos de flexdo e
cisalhamento mostrado; investiga-se o comportamento de uma viga curta (conforme
ilustrada pela figura 8.1 submetida a um carregamento na sua extremidade livre.
Emprega-se, para o concreto, os modelos de dano de Mazars e de Comi & Perego.

Analisa-se, num primeiro instante, a curva carga-deslocamento da extremidade
da viga considerando-se apenas a resposta ndo linear a flexdo, ou seja, ndo se considera
a danificagdo por cisalhamento. Posteriormente, procede-se a analise do seu
comportamento considerando-se a resposta ndo-linear aos esfor¢os de cisalhamento e de

flexdo combinados. As caracteristicas da viga sdo as seguintes:
e Concreto com fck= 21 MPa, coeficiente de Poisson=0,25;
e Modulo de elasticidade longitudinal do ago: 196000 MPa;
e Ast=5,0 cmz, Asc=2,0 sz;

e As taxas de armadura transversal, Asv, sdo as seguintes: caso 1: 0 cmz/m, caso 2:
1,0 cm?/m, caso 3: 2 cmz/m, caso 3: 4 cm*/m .

A viga foi discretizada em 20 elementos de barra com igual comprimento.
Empregou-se um procedimento incremental-iterativo para resolver a estrutura. Em cada
incremento de carga aplicou-se 5 kN e foi exigida um tolerancia de 0,5 % para a
resposta. Os resultados obtidos sdo apresentados em forma de grafico pela figura 8.2

para o modelo de Mazars e pela figura 8.3 para o modelo de Comi & Perego.

Ast

~

/00U mm

—

Asv

Vo

Figura 8.1: Caracteristicas geométricas da viga.
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8-EXEMPLOS

Neste capitulo sdo apresentados exemplos de aplicacio do sofware
computacional desenvolvido além da comparacdo dos resultados numéricos obtidos
com resultados experimentais presentes na literatura. Serdo empregados os modelos de
Mazars e de Comi para o comportamento do concreto € o modelo elasto-plastico para
as armaduras, para simplificar os dados de cada exemplo, os pardmetros para cada

modelo quando ndo mencionados num exemplo especifico serdo os seguintes:

e Modelo de Mazars: g4 = 0,00007; AT = 0,995; BT = 8.000; AC = 0,850; BC =
1.620.

e Modelo de Comi & Perego: a;= 0,333; by=4 MPa; k=8 MPa?; a, = 0,0025; b, =3
MPa; k.=370 MPaz, (co/ce)=0,8; (00/Ce).= 0,7 ; o= 1.

e Modelo elasto-plastico para o ago: E; =20500 kN/cm?; gy = 0,187%; g, = 1%.

e Concreto fy, =21 MPa

Devido a escassez de dados experimentais para os parametros envolvidos nos

modelos de dano, o modelo de Comi & Perego foi calibrado numericamente como o

modelo de Mazars.
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Outra dificuldade para a modelagem do cisalhamento ¢ o mecanismo de
solicitagdo das armaduras transversais. Neste trabalho foi idealizado um modelo
numérico para a consideracdo dos efeitos de pino e engrenamento e, também, para a
determinagdo da contribuicdo das armaduras transversais na resisténcia ao
cisalhamento.

Os resultados obtidos com o modelo idealizado foram bastante satisfatorios
quando comparados com alguns resultados experimentais presentes na literatura;
mostrou-se, por meio de exemplos, que a resposta numérica obtida empregando-se o
modelo proposto foi melhor do que aquela onde considera-se apenas a resposta nao-
linear a flexdo, chegando, em alguns casos, a se confundir com a resposta experimental.

Evidentemente, o0 modelo pode ser melhorado em muito quando calibrado com
ensaios de laboratorio que tornardo mais precisas as consideragdes de efeitos de pino e
engrenamento além de validar as hipdteses para a contribuicdo da armadura transversal.
Sugere-se que, em trabalhos futuros, o modelo proposto seja calibrado através de dados
obtidos com ensaios em laboratorio.

Outro ponto de interesse deste trabalho foi a consideragdo da excentricidade da
viga. Essa hipdtese conduz, evidentemente, a resultados melhores do que quando
admite-se eixos de barras e plano médio das placas concéntricos; no entanto, em se
tratando da andlise ndo-linear os resultados sdo ainda melhores pois, para a vigas nao
invertidas, a existéncia da componente de compressdo diminui a danificagdo do
concreto.

Pode-se concluir que a modelagem de pavimentos de edificios ¢ uma ciéncia em
constante evolugdo bem como toda a modelagem de estruturas. Neste trabalho foi
possivel contribuir para a melhoria da modelagem numérica dessas estruturas,
particularmente no que tange a analise ndo-linear com cisalhamento, evidentemente,

trata-se de proposta que devera ser aprimorada em trabalhos futuros.
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9-CONCLUSOES

O principal objetivo deste trabalho foi contribuir para a modelagem numérica de
estruturas de pavimentos de edificios de concreto armado utilizando-se o método dos
elementos finitos e efetuando-se a analise com a consideracdo da resposta ndo-linear em
relagdo as solicitagdes de flexdo e de cisalhamento. Observa-se que a grande maioria
dos modelos existentes na literatura técnica para a simulagdo numérica de pavimentos
de concreto armado se restringe a analise ndo-linear na flexao.

Em conseqiiéncia do exposto, a deformacdo devida as tensdes cisalhantes foi
considerada, dessa forma os elementos de barra e de placa que foram escolhidos dentre
os presentes na literatura técnica deveriam contemplar as hipdteses de Timoshenko e de
Reissner-Mindlin, respectivamente.

Os eixos dos elementos de barra foram considerados excéntricos em relagdo ao
plano médio da placa, assim o efeito de membrana foi necessariamente incorporado a
formulacao.

A modelagem do comportamento mecanico do concreto foi efetuada
empregando-se modelos fundamentados na mecanica do dano enquanto que as
armaduras foram representadas por um modelo elasto-plastico. Os modelos foram
escritos no campo dos esforcos e deslocamentos integrando-se as tensdes efetivas ao
longo da espessura dos elementos.

Observou-se que o emprego da mecanica do dano para o concreto associada a
plasticidade para a armadura, que ¢ bastante eficiente para a modelagem do
comportamento a flexdo, ndo se mostrou adequada, quando utilizada isoladamente, para
a modelagem da nao-linearidade ao cisalhamento. Isso ocorre devido aos mecanismos

de pino e de engrenamento que conferem uma resisténcia adicional ao cisalhamento.
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