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Resumo

BARROS, F. B. (2002) Métodos Sem Malha e Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados em Andlise Nao-Linear de Estrutur&io Carlos. 222p. Tese (Dou-
torado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sao Paulo.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados, MEFG, compartilha importan-
tes caracteristicas dos métodos sem malha. As funcfes de aproximacdo do MEFG,
atreladas aos pontos nodais, sédo enriquecidas de modo analogo ao refinamalivto
zado no Método das Nuvehg. Por outro lado, por empregar uma malha de elementos
para construir as fungdes particdo da unidade, ele também pode ser entendido como
uma forma n&o convencional do Método dos Elementos Finitos. Neste trabalho, ambas
as interpretacfes sao consideradas. Os métodos sem malha, particularmente o Método
de Galerkin Livre de Elementos e o Método das Nuvemssao introduzidos com o
proposito de estabelecer os conceitos fundamentais para a descricdo do MEFG. Na
sequéncia, apresentam-se aplicacdes numéricas em analise linear e evidenciam-se ca-
racteristicas que tornam o MEFG interessante para a simula¢do da propagacao de des-
continuidades. Apos discutir os modelos de dano adotados para representar o compor-
tamento ndo-linear do material, séo introduzidos exemplos de aplicagéo, inicialmente
do Método das Nuvenrs e depois do MEFG, na andlise de estruturas de concreto. Os
resultados obtidos servem de argumento para a implementagdo de um procedimento
p-adaptativo, particularmente com o MEFG. Propde-se, entdo a adaptacdo do Método
dos Residuos em Elementos Equilibrados a formulacdo do MEFG. Com vistas ao seu
emprego em problemas néo-lineares, algumas modificacdes séo introduzidas a formu-
lagéo do estimador. Mostra-se que a medida obtida para representar o erro, apesar de
fundamentada em diversas hip6teses nem sempre possiveis de serem satisfeitas, ainda
assim viabiliza a analise ndo-lineasadaptativa. Ao final, sdo enumeradas propostas
para a aplicacdo do MEFG em problemas caracterizados pela propagacao de defeitos.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos; Métodos sem Malha; Analise ndo-
linear; Mecéanica do Dano; Estimador de Erro; Adaptatividade.



Abstract

BARROS, F. B. (2002) Meshless Methods and Generalized Finite Element Method in
Structural Nonlinear AnalysisSao Carlos. 222p. Thesis (Doctoral) - Sdo Carlos
School of Engineering, University of Sdo Paulo.

The Generalized Finite Element Method, GFEM, shares several features with the
so called meshless methods. The approximation functions used in the GFEM are as-
sociated with nodal points like in meshless methods. In addition, the enrichment of
the approximation spaces can be done in the same fashion as in the mepi@éssd
method. On the other hand, the partition of unity used in the GFEM is provided by
Lagrangian finite element shape functions. Therefore, this method can also be unders-
tood as a variation of the Finite Element Method. Indeed, both interpretations of the
GFEM are valid and give unique insights into the method. The meshless character of
the GFEM justified the investigation of meshless methods in this work. Among them,
the Element Free Galerkin Method and tigCloud Method are described aiming to
introduce key concepts of the GFEM formulation. Following that, several linear pro-
blems are solved using these three methods. Such linear analysis demonstrates several
features of the GFEM and its suitability to simulate propagating discontinuities. Next,
damage models employed to model the nonlinear behavior of concrete structures are
discussed and numerical analysis usinghp&loud Method and the GFEM are pre-
sented. The results motivate the implementation ptaaptive procedure tailored
to the GFEM. The technique adopted is the Equilibrated Element Residual Method.
The estimator is modified to take into account nonlinear peculiarities of the problems
considered. The hypotheses assumed in the definition of the error measure are someti-
mes violated. Nonetheless, it is shown that the proposed error indicator is effective for
the class op-adaptive nonlinear analysis investigated. Finally, several suggestions are
enumerated considering future applications of the GFEM, specially for the simulation
of damage and crack propagation.

Keywords: Finite Element Method; Meshless Method; Nonlinear Analysis; Damage
Mechanics; Error Estimator; Adaptivity.
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T residuo da iteracando procedimento de BabusSka
t 3¥n, tensdo sobre o contorno normata

U vetor dos parametros (deslocamentos) generalizados do problema aproximado

u [ up uy ]T, o vetor das fungdes de deslocamentos nas direcées
U; solugéo da iteragaodo procedimento de BabusSka
U, eU, vetor dos parametros nodais dos deslocamentos generalizados na dieagdo

\%4 vetor das parametros generalizados das funcdes de teste

v [ vz vy ]T, o vetor das fungdes de teste nas diregbey

x posicdo do dominiél

T, posicdo do centréide das masas,, my, m., my)

F vetor de forgas generalizadas para os método sem malha

K matriz de rigidez generalizada para os método sem malha

M matriz de massa consistente generalizada para os métodos sem malha

U vetor que contém os parametros nodais generalizeéflesos multiplicadores de La-
grangeX nos métodos sem malha

t1%  vetor dos indicadores de erro nodais generalizados no passo

tKX matriz de rigidez para o problema de célculo do indicador de erro no MRE nopasso
tR*  vetor das forcas residuais nodais generalizadas no passo

rr  funcdo dos residuos do PVC no contoing para o passo

rq  funcdo dos residuos do PVC no domifiigara o passo

Fe vetor de forcas externas generalizadas no MEFG

Fi  vetor de forcas internas generalizadas no MEFG

ta() (z) valor da funcéa: na iteracéd; do passo de tempo

K matriz de rigidez
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(mg, mp, me, mg) Pesos atrelados a cada um dos lados de um elemento quadrilatero para o
equilibrio do residuo

F vetor obtido a partir d&’", pela normalizacdo da diagonal #&, no procedimento de
Babuska

K matriz obtida pela normalizag&o da diagonalKleno procedimento de Babuska

U vetor obtido a partir d&/, pela normalizagdo da diagonal & no procedimento de
Babuska

U,e Uy vetor dos parametros nodais das aceleracdes generalizados na dieagdo
g aceleracéo na direcéo

Uy aceleracéo na direcao

D taxa de dano

Uy velocidade na direcéo

Uy velocidade na direcég

wet deslocamento e tracdo prescritos

€p estimativa para o fungéo de erro da aproximaggo

&) Indicador de erro local definido para o elemefito

(w;) Indicador de erro local definido para a nuvem

u(x) Funcdo aproximadora

Fey vetor de forcas externas generalizadas nos método sem malha

Fiy:  vetor de forcas internas generalizadas nos método sem malha

'Fext Vetor de forgas externas generalizadas nos métodos sem malha no ihstante
'Fint vetor de forgas internas generalizadas nos métodos sem malha no instante
U vetor de deslocamentos generalizados nos métodos sem malha no instante
‘Fext Vetor de forgas externas generalizadas no MEFG no instante

‘Fint vetor de forgas internas generalizadas no MEFG no instante

U vetor de deslocamentos generalizados no MEFG no instante

$F§K eijg»< componentes nodajsnas dire¢cdes e y da contribuicdo do elemenfl para o
vetor de forgas generalizad&s

b forgas de volume no passo
tt tensBes de superficie no pagso
(it)

'K Mmatriz de rigidez generalizada dos métodos sem malha, na forma secante, no instante
de tempd e iteracaao;
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t/\(it) . .. . , .
K, matriz de rigidez generalizada nos métodos sem malha, na forma tangente, no instante
de tempa e iteracao;

e,  erroda solugdbu, ao final do passo

tKéigc) matriz de rigidez generalizada no MEFG, na forma secante, no instante de tempo
iteracaoi;

tu solucdo exata obtida ao final do pagso

‘u,  solugdo aproximada obtida ao final do passo

t~

e, aproximacédo para o erro da solu¢ag ao final do passo

%ﬁ;p familia de fungbes Nuverisp formada pela PY¢;(x) §V:1 geradora do espach. e
com capacidade de representar de forma exata polindmios do €gpaco

Fe§ funcdes auxiliares para o célculo da lei de evolucéo do dano no modelo de Mazars

Fr,Fe, Gr e G funcbes auxiliares para o célculo da lei de evolugcdo do dano no modelo de
Mazars para a tracdo e compressao

H espaco de Hilbert

Jj conjunto de fungoes j;

K elemento finito

K+ elemento vizinho ao element6

N; funcBes de forma do MEF e empregadas como PU no MEFG
P espaco polinomial de grau maxinko

Py espaco polinomial de grau maxinpo

Q conjunto de pontos nodais

RX eﬂ%ff resultantes das forcas que agem sobre o eleniéntta direcdor e y respectiva-

mente
u energia de deformagéo
u energia de deformagéo

Wext trabalho realizado pelas forgas externas

R" conjunto dos numeros reais com dimengé&e 1,2 ou3

Q sub-conjunto aberto dR"
u energia de deformacé&o da solugcéo aproximada
X sub-espaco de dimenséo finitale

@n(w) sub-conjunto d&
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ac coeficiente do dano na compressao no modelo de Mazars
oy parédmetro da combinacdo linear no MMQM

ar coeficiente do dano na tragdo no modelo de Mazars

Eeq valor ndo-local da deformacéo equivalente

51 e By parametros do material relacionados a formacéo de deformacd@es residuais no modelo
de La Borderie

X Energia livre de Gibbs

6S area da intersecdo entre o elemento representativo de volume e qualquer um de seus
planos normais &

0Sp parceladéS que ndo resiste as solicitagcdes internas
Au') (x) acréscimo da funcée na iteraca,

Abﬁt) acréscimo do parametig; na iteracaa;

At passo de tempo

Aug-it) acréscimo do parametig na iteracaa;

0 medida de abertura do entalhe

)

AU acréscimo do vetor de deslocamentos generalizados nos métodos sem malha na itera-

¢caoi,
0ij Delta de Kronekcew;; = 1sei = jed;; = 0sei # j
AU ) acréscimo do vetor de deslocamentos generalizados na itéfacdo
€ perturbacao dada a matd no procedimento de Babuska
r contorno do dominié
I'n regido do contorno em que as condi¢cdes de Neumman séo definidas
| regido do contorno em que as condi¢des de Dirichlet sdo definidas

K parametro que depende do coeficiente de Poisson 8 vale para EPD €3 —v)/(1+
v) para EPT

A} multiplicador de Lagrange para deslocamentos associado ao n6 1

Y multiplicador de Lagrange para as derivadas dos deslocamentos (rotac6es)
A multiplicador de Lagrange para rota¢des associado ao né 1

AU multiplicador de Lagrange para os deslocamentos

Ak multiplicadores de Lagrange

erro relativo global
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v coeficiente de Poisson do material integro
wj regido de influéncia ou nuvem das aproximagoes associadas a PUcgo nd
¢j(x) funcéo de aproximagéo associada aeno
II energia potencial total
classe de fun¢des que define uma PU
p numero inteiro que corresponde a quantidade minima da sobreposi¢éo das nuvens

p* ep¥ fungdes das distancias eme emy de cada posi¢cdo do dominfd com relagdo a
($07 Z/O)

Py ep?; distancias em: e emy entre o nar; e uma posi¢éo qualquéry, yo) do dominiof2
Oef tensao efetiva

of tensao de fechamento das micro-fissuras no modelo de La-Borderie

0 indice de efetividade

Oy indice de efetividade para o elemento firiko

v parametro que controla a velocidade do refinamento no processo adaptativo
€; deformacgéo principal

£do deformacdo equivalente limite para o material integro

Ed deformacdo equivalente limite para a evolu¢do do dano nos pontos ja danificados
ceq  deformacgéo equivalente

(<I>g+1)gj funcdes de aproximagéo da fungéo indicadora deegrassociadas a nuvemy

«a vetor contendo os parametras

P vetor das func¢des de aproximacao

oy vetor das fungdes de forma associadas as no

P, vetor das fungdes resultantes do enriquecimenty de

o d:ef{ 0. 0y Oy } vetordetensdes definido para problemas de estado plano

oY forma compacta do tensor de tensdes obtida pela forma tangente da relacéo constitutiva
©%  vetor de forcas nodais generalizadas de correcdo para o equilibrio

6%  tensdes de correcdo do equilibrio para o elem@hto

€ d:ef{ €z €y 7oy } Vetor de deformagdes definido para problemas de estado plano
e ee” parcela de deformag@es eléstica e anelastica

€ vetor das taxas de variacdo das deformacdes principais com o tempo
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funcional modificado dél com a introducdo dos multiplicadores de Lagrange
tensor de tensdes

I

3

Q dominio fechado e limitado eiR”
A e

A“ vetor dos parametros nodais dos multiplicadores de Lagrange para os deslocamen-
tosu; euy

A" e A" vetor dos parametros nodais da segunda taxa de variacdo no tempo dos multiplica-
dores de Lagrange

taxas do tensor de tensoes

o

€ taxas do tensor de deformacdes

~ K ~ K . .
©;  vetor com os valores d®  associados ao ng;

M momento das forgcas atuantes sobre o elem&nto
o) contorno suave de

€y errorelativo estimado global

29X tensde9™ na facen do elementdk

@g%  valor que®0™ assume no ponto nodal;

“@, parcela de(:);< atuante sobre a facedo elementd
Operadores
() produto interno

[t(e)] operador do salto das tensdes calculadas na face comum a dois elefhetifesonde
se tem o campo de deslocamento aproximada mos™

B(e,e) forma modificada dé3(e, ¢) apos a aplicagido do método dos Multiplicadores de La-
grange

I(-)  forma modificada dé&-) apds a aplicagdo do método dos Multiplicadores de Lagrange
a ® b notagdo para o produto diadico ou tensorial, produzindo o ténses a;b;

B L®T, operador de transformac&o: deslocamento generalizado-deformacéo

B, operado®!

0., operadot (®9,,)"

L matriz de operadores diferenciais que determina o campo de deformacdes a partir dos
deslocamentos

T
v 9 9
a$1 8$2
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<., doy o > representa o espaco gerado pelas funedes - -

A(e,x) funcional através do qual as condi¢des de contorno essenciais sdo impostas no Método
dos Multiplicadores de Lagrange

(t(e)),, operador da média das tensdes calculadas na face comum a dois elekherkbs
onde se tem o0 campo de deslocamento aproximade pef

(o) parte positiva d¢e)

(e)_  parte negativa dée)

llw||y, norma energia definida para fungaess H!

||®||z, normaLy

||8]|z.. (o) = max|e| norma uniforme ou de Chebyshev
e[|y, norma energia de

|[ullz, (@) normaemL?

|u| grm (@) S€Mi-norma no espagd™

B(e,e) forma bi-linearent{ x H — R

B'fj%(o, o) parcela de contribuicéo no elemetitgparaB’?(e, o)
By (e, ) parcela de contribuicdo no elemetifparaB (e, o)

Ly (e) operador linear com os dados para a aproximagédo de Galerkin da forma variacional do
PVC do erro em cada elemento

max (e, x,...) operador que retorna o maior valor €entre ogn existentes
min(e, ,...) func@o que retorna o menor valor enéte., . . .

\ operador de exclusa@, \ T é o mesmo qu& — (I N Y)

d:ef é definido como

span espaco gerado por

{By -}, operadores lineares diferenciais sobre o contorno
Ae  operador linear diferencial de orde&dm

(o) formalinearenV — R}

Tr(e) trago de um tensor

Abreviaturas

DEM Difuse Element Method

EFGM Element Free Galerkin Method
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EPD Estado plano de deformacao

EPT Estado plano de tenséo

FPM Finite Point Method

GFEM Generalized Finite Element Method

MDC Mecénica do Dano Continuo

MED Método dos Elementos Difusos

MEFG Método dos Elementos Finitos Generalizados

MEFPU Método dos Elementos Finitos da Particdo da Unidade

MGLE Método de Galerkin Livre de Elementos

MMQ Método dos Minimos Quadrados

MMQF Método dos Minimos Quadrados Fixos

MMQM Método dos Minimos Quadrados Méveis

MPF Método dos Pontos Finitos

MRE Método dos Residuos em Elementos

MRE, 1,12 Método do Residuo em Elementos em que o erro é aproximad§em . ,
MRE,;1 Método do Residuo em Elementos em que o erro é aproximad& gm
MREP Método de Recuperacao pelo Equilibrio das Parcelas

MRS Método dos Residuos em Sub-dominios

NG  numero de pontos de integracdo, seja na quadratura de Gauss-Legendre, seja na de
Gauss-Lobatto

NGL numero de graus de liberdade

PUFEM Partition of Unity Finite Element Method
PVC Problemas de Valor de Contorno

RKPM Reproducing Kernel Particle Method

SPH Smoothed Particle Hydrodynamics Method



Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracodes Iniciais

Neste trabalho, sdo apresentados resultados e conclusdes de uma pesquisa reali-
zada sobre certas categorias de métodos numéricos, os sem malha e o dos elementos
finitos generalizados, aplicados a problemas com nao-linearidade fisica.

A pesquisa foi desenvolvida segundo duas linhas: uma de carater numérico, rela-
cionada ao desenvolvimento dos métodos e a outra voltada as aplicacées na mecanica
dos materiais, mais precisamente, na mecanica do dano continuo. Essas duas linhas,
em principio independentes, combinam-se quanto a aplicacao na simulacao dos efeitos
da formacéao e propagacao de descontinuidades em estruturas.

Procura-se mostrar, ao longo do texto, como as alternativas numéricas, protago-
nistas do estudo realizado, podem ser melhor exploradas para fins de analise estrutural,
especialmente em problemas cujo o comportamento ndo-linear é governado pela evolu-
¢do do dano continuo. O principal objetivo, contudo, € demonstrar a viabilidade do uso
dos métodos mencionados para a solucao de problemas com propagacao de desconti-
nuidades, salientando-se ndo apenas suas vantagens como também algumas deficién-
cias e como contorné-las. O trabalho desenvolvido ndo se conclui em si mesmo mas,
ao contrario, representa os primeiros passos na direcdo de se obter uma ferramenta
numérica especialmente talhada para aplicagbes no campo da propagacéo de defeitos.
O emprego de aproximacdes de simples implementacédo, mas eficientes para o tipo de
problema estudado, a caracterizacdo de particularidades dos métodos segundo a ana-
lise realizada, a definicdo de medidas de erro para se avaliar a qualidade da solucéo e
posterior adaptatividade, sdo algumas das questdes para as quais se buscam respostas
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neste trabalho. As respostas obtidas, se por um lado ajudam na melhor compreenséo
dos fendmenos fisicos simulados, bem como trazem contribuicdes para as formulacoes
utilizadas, por outro lado nao sdo inteiramente conclusivas permanecendo abertas para
futuros desenvolvimentos.

1.1.1 Quanto aos Métodos Numéricos: Sem Malha e dos Elemen-
tos Finitos Generalizados

Métodos sem malhaleshlesspodem ser entendidos, de acordo com o trabalho
de DUARTE (1995), como métodos numéricos para a solucao de problemas de valor
de contorno, PVC, cujas equacdes béasicas de governo do modelo discreto independem,
ou quase, da definicdo de uma malha de elementos finitos. Em resumo, a solucéo
aproximada do problema, em um espaco de dimensao finita, € construida sem que a
conectividade entre os pontos nodais desta aproximacao seja pré-estabelecida.

No método dos elementos finitos, MEF, a aproximacéo é definida mediante inter-
polagdes locais em cada elemento, sendo, por isto, valida apenas nesse sub-dominio. A
continuidade da aproximacao fica garantida com o pré-estabelecimento de uma conec-
tividade entre os nés. Ja nos procedimentos sem malha, dada a auséncia dos elementos,
a aproximacdao € construida em cada posi¢do do dominio global, sendo, portanto, defi-
nida de modo dindmico; mantém-se, entretanto, seu carater local conforme a definicdo
de dominios de influéncia, denominados nuvens em DUARTE; ODEN (1995). Tal
estratégia admite que, em cada posicao de interesse, novas relacdes de conectividade
nodal sejam estabelecidas, possibilitando com que a aproximag¢&o do dominio seja feita
sem a necessidade de se definir elementos, mas apenas a partir de uma distribuicédo de
pontos nodais.

Diversas sao as variacdes dos Métodos Sem Malha, podendo ser reunidas da se-
guinte maneira:

» Hidrodindmica de Particulas Suavizaddm(oothed Particle Hydrodynamies
SPH), de MONAGHAN (1982), (1994);

» Métodos baseados diretamente nas aproximacgdes de minimos quadrados mo-

veis:

— Método dos Elementos Difusos, MEDifuse Element Method DEM),
introduzido em NAYROLES; TOUZOT; VILLON (1992);
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— Método de Galerkin Livre de Elementos , MGLEI¢ment Free Galerkin
Method- EFGM), BELYTSCHKO; LU; GU (1994);

— Método dos Pontos Finitos, MPFifite Point Method FPM), desenvol-
vido em ONATE; IDELSOHN; ZIENKIEWICZ (1995), ONATE (1996a)
e ONATE (1996b)

» Método das Particulas Reprodutoras do NucRepfoducing Kernel Particle
Method- RKPM), de W. K. LIU; ZHANG (1995); LIU (1995);

» Métodos baseados na definicdo da Particdo da Unidade:

— Método das Nuvenkp (hp-Clouds Method de DUARTE; ODEN (1995);
DUARTE (1996); DUARTE; ODEN (1996a), (1996b);

— Método dos Elementos Finitos Particdo da Unidade, MERRdUti(ion of
Unity Finite Element Method PUFEM), descrito em MELENK (1995),
MELENK; BABUSKA (1996) e BABUSKA; MELENK (1997);

» Método de Galerkin das Ondas Pequenasavelet Galerkin Methgdproposto
por AMARATUGA; WILLIAMS (1997);

N&o é objetivo deste trabalho apresentar uma revisdo de todos esses métodos e,
por isso, apenas o MGLE e o Método das Nuviepsutilizados para as experimen-
tac6es numeéricas, sdo discutidos a seguir. Para maiores detalhes sobre os métodos
sem malha, além dos artigos ja citados, podem ser incluidas as revisoes realizadas em
DUARTE (1995) e BELYTSCHKO (1996).

No MGLE, utiliza-se, para a obtencéo das funcdes de forma, as funcdes de apro-
ximacao do Método dos Minimos Quadrados Moveis, MMQM, de acordo com o tra-
balho de LANCASTER; SALKAUSKAS (1981). Os elementos essenciais desse pro-
cedimento sdo uma base de funcdes geralmente polinomiais, fun¢des de ponderacéo,
e uma distribuicdo de pontos. As constantes que aparecem na fungdo aproximadora
sdo determinadas impondo-se a minimizacao do erro entre a fungéo aproximadora e
a solucéo exata. Caso seja necessario que se enriqueca a aproximacao, mondémios de
ordem mais alta sdo adicionados a base de funcdes, o que, na maioria das vezes, deve
ser acompanhado pela introducéo de novos pontos nodais a discretizacao.

No Método das Nuvensp, por sua vez, procura-se generalizar as idéias desen-
volvidas no MGLE, reconhecendo-se que as funcbes de forma devam constituir uma
Particdo da Unidade, PU, ODEN; REDDY (1976), podendo ser enriquecidas sem que a
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base de funcdes dos MMQM seja alterada, ou seja, sem a necessidade de novos pontos
nodais.

Para que um conjunto de funcdes constitua uma PU, € necesséario que a soma
de seus valores seja igual a unidade em cada posi¢cdo do dominio. Entre as funcdes
que compartilham dessa propriedade estdo aquelas obtidas via MMQM e, entre elas,
as Funcodes de Shepard, SHEPARD (1968); também pertencem a essa categoria varias
das funcbes de forma empregadas no MEF. As fun¢des de Shepard, apesar de gera-
rem aproximacdes pobres, séo particularmente interessantes ao serem utilizadas para a
construcao das fungdes de aproximacao pelo Método das Nopens

O enriquecimento da aproximacao na formulacdo do Método das Napehs
realizado a partir da multiplicacao das funcdes de PU por um conjunto de funcdes line-
armente independentes. Nao ha, portanto, a necessidade de se introduzir novos pontos
ao dominio. A estratégia de enriquecimento torna o Método das Nayperantajoso
ao ser aplicado em procedimentos adaptativos dgtipem como em problemas cuja
solucao apresente elevados gradientes.

Cabe, ainda, ressaltar que ambos os métodos comentados originam-se de uma
mesma formulacédo, proposta no MED. Por essa razdo, seria mais correto denomina-
los como processos. Sua qualificacdo como método, entretanto, é avalizada pelo uso
corrente na literatura e, dessa maneira, também sera adotada neste texto.

Ainda que néo se encaixe exatamente na definicdo de método sem malha, o Mé-

todo dos Elementos Finitos Generalizados, MEFG, proposto como uma formulagéao
hibrida do MEF em ODEN; DUARTE; ZIENKIEWICZ (1998) e fundamentado em
STROUBOULIS; BABUSKA; COPPS (2000), até poderia ser mencionado dentro
desse contexto. Utilizando-se de conceitos do MEFPU e do Método das Nyoyeins
MEFG, estabelece-se uma malha que serve apenas para se definir uma particdo da uni-
dade, sobre a qual é realizado o enriguecimento das funcdes de forma, responsavel pela
qualidade do método. A aproximacao é construida em uma formula¢cdo que minimiza a
importancia da malha de elementos finitos. Empregando estratégias dos métodos sem
malha dentro da estrutura do MEF, mais simples e tradicionalmente mais difundido,
o MEFG pode também ser entendido como uma “ponte” entre estas diversas aborda-
gens. Permite, desse modo, uma maior flexibilidade na resolugdo numeérica de PVC,
viabilizando a introducéo de diferentes especializacdes de implementagdo conforme
seja mais interessante em cada caso de aplicacao.
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1.1.2 Quanto a Mecéanica dos Materiais

Um dos pontos de interesse deste trabalho refere-se a aplicacdo dos métodos sem
malha, incluindo-se o MEFG, na simulacdo do comportamento néo-linear de estruturas
decorrente da evolucdo de um processo de plastificacéo e microfissuracdo do material.
Nesse sentido, deve ser considerado um importante conceito, o dano, KRAJCINOVIC,;
LEMAITRE (1987) e PROENCA (1991).

O dano de materiais € aqui entendido como o resultado de um processo de evolu-
cao de micro-defeitos e fissuras que, no limite, conduz a ruptura local do elemento de
“volume representativo”, em torno de um ponto, LEMAITRE; CHABOCHE (1990).

Em uma analise fenomenoldgica, a evolugcado do dano produz perdas de resisténcia e
de rigidez do material. No caso do concreto, por exemplo, a formacéo e o crescimento
de microfissuras tém influéncia direta sobre a resposta mecéanica. Ja no caso de metais,
o processo de danificacdo é precedido pela plastificacdo, e reduz, significativamente, a
ductilidade do material.

A fratura discreta pode ser entendida como resultante da localiza¢éo do dano evo-
lutivo em uma certa regido do corpo. A Mecéanica do Dano Continuo, MDC, diz res-
peito, portanto, a fenbmenos que ocorrem em uma fase anterior aqueles descritos pela
Mecéanica da Fratura. Na MDC, lida-se com modelos constitutivos aptos a descrever
0 comportamento dos materiais penalizados pela danificacdo, mas ainda considerados
como meios continuos. Na Mecanica da Fratura, trata-se das condi¢cdes de propagacao
de uma ou mais descontinuidades, as trincas, em um meio continuo. As formulagfes
sobre alocalizacao de deformacdes, segundo as propostas de OLIVER (1995) e MAN-
ZOLI; OLIVER; CERVERA (1998), procuram estabelecer uma transicao entre as duas
abordagens.

Em uma analise tradicional de propagacao de fratura, via MEF, € necesséaria uma
série de artificios numéricos, em particular a redefinicdo da malha, para que as sin-
gularidades presentes sejam simuladas de forma adequada. Exemplos desses procedi-
mentos podem ser encontrados em ORTIZ; LEROY; NEEDLEMAN (1987); DVOR-
KIN; CUITINO; GIOIA (1990) e OLIVER (1995). Por outro lado, a flexibilidade no
enriguecimento das aproximagdes, caracteristica do método das nuvens e do MEFG,
permite com que se vislumbre um campo fértil para sua aplicacdo naquele tipo de
problema. Envolvendo a aplicagdo do Método das Nuvgne do MGLE, diver-
sos trabalhos ja foram propostos no ambito da analise de fratura, HEGEN (1997),
ODEN; DUARTE (1997a) e BELYTSCHKO; LU; GU (1993) e de outros tipos de sin-
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gularidade, como em CORDES; MORAN (1996), KRYSL; BELYSTSCHKO (1997),
ODEN; DUARTE (1997b) e KRONGAUZ; BELYTSCHKO (1998). Com o MEFG,
podem ser destacados: DUARTE (2001) e, sob a denominacdo de MEFX (Método
dos Elementos Finitos Extendidos), encontram-se BELYTSCHKO; BLACK (1999),
MOES; DOLBOW; BELYTSCHKO (1999), DOLBOW (1999) e, aplicado de modo
especifico a placas, DOLBOW; MOES; BELYTSCHKO (2000).

J& quanto ao processo de danificacdo do meio, ndo foram encontradas na bi-
bliografia disponivel, aplicacdes do Método das Nuvens, do MGLE e do MEFG. E,
portanto, nesse contexto que se insere a presente pesquisa: procura-se oferecer con-
tribuicdes ao estudo da viabilidade de novas abordagens numéricas, especialmente do
MEFG, para a simulacdo do comportamento ndo-linear de estruturas decorrente do
fendbmeno de formacéo e propagacédo de descontinuidades.

1.2 Organizacao do Texto

No capitulo 2, as formulacdes do MGLE, Método das Nuvens e MEFG sé&o apre-
sentadas, buscando-se mostrar a relacao que existe entre esses métodos. A ordem em
que séo introduzidos é proposital, ndo apenas para respeitar a seqiiéncia cronoldgica
em que surgiram na literatura cientifica, mas também como uma maneira de ilustrar a
sua evolucédo no sentido do MEFG.

Experimentacdes com esses trés métodos em problemas de analise linear séo reu-
nidas no capitulo 3. O MGLE e o Método das Nuvens séo aplicados para a solu¢éo de
um problema de associacdo plana entre estruturas, painéis de edificios altos simulados
pela técnica do meio continuo. Utiliza-se deste exemplo para se discutir a convergéncia
dos métodos e a influéncia dos parametros utilizados. O MEFG, por sua vez, é em-
pregado em problemas de elasticidade bi-dimensional. Nos problemas selecionados,
a resposta numeérica € averiguada com relacéo ao tipo de malha, convergéncia da so-
lucdo, travamento de Poisson e presenca de singularidades. Em todos estes exemplos,
procura-se mostrar vantagens conferidas pela estratégia de enriquecimento, polinomial
ou néo.

O conceito de dano é discutido no capitulo 4, apresentando-se também algumas
definicbes da Mecanica do Dano Continuo. Em seguida, os dois modelos adotados
para as andlise ndo-lineares sdo descritos resumidamente. Ao final, o emprego de
uma abordagem né&o-local € justificada como uma maneira de garantir a aplicacado dos
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modelos constitutivos de dano continuo.

No capitulo 5, sdo apresentadas novas experimenta¢cées numericas, agora em ana-
lise ndo-linear. Um problema de uma viga de concreto armado €&, primeiramente, ana-
lisado com o Método das Nuvehs, considerando-se a teoria de vigas de Bernoulli.
Resultados de andlises estatica e dinamica, para os modelos de dano adotados, séo
utilizados para ilustrar a aplicacdo do método. Algumas conclusdes sobre o comporta-
mento do material e a viabilidade do emprego dos modelos s&o salientadas. O mesmo
problema é aproximado pelo MEFG e os resultados da andlise estatica com discreti-
zacao bi-dimensional séo utilizados para chamar atencéo sobre alguns detalhes de sua
implementacéo e justificar a necessidade de um procedimento adaptativo de solucéo.

Adaptatividade e estimativa de erro sdo os assuntos do capitulo 6. Uma pequena
revisao a esse respeito € realizada com o objetivo de conduzir o leitor até a introdugéo
de uma técnica de analise adaptativa para o MEFG. O Método dos Residuos em Ele-
mentos Equilibrados é descrito segundo a abordagem de enriquecimento da PU e dois
exemplos sao apresentados. Em seguida, o estimador de erro é discutido em analise
nao-linear. Um algoritmo adaptativo é introduzido e consideragdes sobre transferéncia
de variaveis na formulagéo do MEFG séo realizadas. O capitulo se encerra com dois
exemplos relativos a problemas nao-lineares. O primeiro deles € convenientemente es-
colhido para assegurar hipéteses admitidas na discussao sobre o estimador em analise
nao-linear, sendo utilizado para avaliar as medidas de erro ao final de cada passo de
carregamento da estrutura. O segundo e ultimo exemplo, bem mais complexo, é resol-
vido adaptativamente, comprovando-se a viabilidade das medidas de erro estabelecidas
e do algoritmo de erro adotado.

O capitulo 7 retine as consideragdes finais e conclusfes obtidas durante esta pes-
quisa, embasadas nos resultados e observacdes apresentados ao longo do texto. Dessa
discussao originam-se propostas para trabalhos futuros, visando o aperfeicoamento da
técnica numérica empregada para analise da propagacao de defeitos em meio continuo.

Ao final da tese, alguns topicos de assuntos diversos sao reunidos como apén-
dices. Sua leitura, contudo, ndo € essencial para o entendimento do texto, podendo
ser consultados para o esclarecimentos de detalhes relacionados com a formulacéo e
implementacdo dos métodos numéricos estudados.



Capitulo 2

Fundamentos dos Métodos Numéricos

Vérias sdo as razdes para dedicar um capitulo a descricdo dos métodos numéricos
discutidos neste trabalho e, entre elas, duas merecem ser destacadas. A primeira delas,
e a mais Obvia, é a oportunidade de registrar toda uma revisao bibliogréafica realizada
sobre um tema relativamente recente e que vem atraindo consideravel atencao no meio
cientifico. Com esse intuito, procura-se completar as discussdes iniciadas no capitulo 1
apresentando, dentro de um certo formalismo, fundamentos dos métodos empregados
neste trabalho, o MGLE, o Método das Nuvéipse o0 MEFG. A segunda razao para
a existéncia deste capitulo consiste em apresentar bases teoricas para os desenvolvi-
mentos descritos ao longo do texto; introduzindo-as sob um enfoque em que o MEFG
€ interpretado como uma particularizacao, a estrutura do MEF, de conceitos oriundos
das formula¢des sem malha.

O primeiro assunto apresentado refere-se ao MMQM, entendido como uma téc-
nica de construcéo dinamica de aproximacdes. Em seguida, a familia de funcbes de-
nominada genericamente por Nuvdnseé discutida como uma generalizacdo das fun-
¢bes do MMQM em que o enriquecimento da aproximagéo é realizado aplicando-se
o conceito de PU. O MGLE e o Método das Nuvémpssao introduzidos como siste-
matizacdes das aplicacfes dessas estratégias na aproximacao de Galerkin para o PVC.
Ao final, o MEFG ¢ introduzido como uma particularizacdo do Método das Nuvens
hp, estabelecendo a “ponte”, ja citada no capitulo 1, entre as abordagens sem malha e
finitos convencional.
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2.1 Método dos Minimos Quadrados Moveis (MMQM)

O Meétodo dos Minimos Quadrados Moveis, MMQM, € um método de aproxi-
macao numerica. Através dele, procura-se encontrar uma funcdo que melhor se ajuste
a um conjunto de dados, associados a pontos nodais. Este procedimento foi introdu-
zido em LANCASTER; SALKAUSKAS (1981), como uma variacao do ja bastante
difundido Método dos Minimos Quadrados, MMQ, RIVLIN (1969). Basicamente, a
diferenca entre esses dois métodos esta na utilizacdo de uma funcédo de ponderacéo
gue, no MMQM, acompanha o ponto onde se deseja definir a aproximacao.

u,WA

Figura 2.1: Método dos Minimos Quadrados Méveis

Para melhor entender o MMQM, considera-se o problema de uma fungéo conti-
nuau(z) : © — R7, (n = 1), que deve ser aproximada conhecendo-se apenas seus
valoresu; em um conjunto de pontos noddls; = {z;}}_,, ; € Q. Na Figura 2.1
esse problema é ilustrado como um ajuste de curvas em campo uni-dimensional; em
uma descricéo geral, vale, contuébemR”, paran = 1,2 ou 3.

Em cada posi¢cade do dominio, uma aproximacéao localx), deve ser definida
empregando-se um sub-conjuntodec) < N pontos vizinhosﬁn(m) C Qu. Tal
aproximacao pode ser expressa na forma de uma combinagéo linear de uma base de
fungdesP = {p;}™,, (m < n(x)), segundo o0s parametrog

u(z) ~ u(x) = Zpi(w)%(w) =p' (z)o(x) (2.1)

A menos de aplicacfes especificas, emprega-se uma base de modmgeradora
de um espaco de polinbBmios completos até o grau

Seja, também}¥; uma funcéo peso que assume valores ndo-nulos apenas na
vizinhanga do ponte:;. Tal fungéo apresenta, portanto, o suporte compacto, ou seja,
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W, € Ci(w;), ondel representa a continuidade Hé, w; a vizinhanca dec; em que

a funcao peso é definida e o zero indica que a funcéo tem valor ndo-nulo apenas no
interior dew;. A vizinhanga € denominada suporte, regido de influéncia ou mesmo
nuvem do pontec;, sendo limitada por uma medida de referéhdia e representada
porw; = {x € Q; ||z — x;|| < R;}, Figura 2.2.

Figura 2.2: Representac&o das nuvens Bh

Na abordagem do MMQM, os coeficienteér) séo determinados minimizando-
se uma funcad (x) que reune as distancias eniiex) e u(x), ponderadas pelas fun-
coesv;.

n(z)

J(w) = Wilw —x;){u; —i(z;)}? (2.2)

j=1

Observa-se que apenas@g) pontos nodais;, cuja regido de influéncia; contenha

a posicaar, participam da somatéria acima. A relacdo que determina os coeficientes
a(x) resulta:

a(z) = ZA_l(«’L’)Bj(w)Uj (2.3)
onde: @
A(x) = Z W, (z — z,)p(x,)p’ (z,) (2.4)

1R, é um parametro de extrema importancia, pois é responsavel pelo carater local da aproximagé&o.
Quanto maiotR;, maior o nimero de pontos nodais cujos valores deontribuem para se construir a
aproximacao.
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Bj(xz) = W;(x — x;)p(x;) (2.5)
Dessa maneira, a aproximacao (2.1), passa a ser escrita como:

n(x)

u(e) ~i(x) =Y ¢z, =@'U (2.6)

j=1
sendog; um elemento genérico da base de fungdes de aproximagéo, com 0 mesmo
suportew; das fungdes peso, e dado por:

¢;(x) =p' (x)A™ (z)B;(=) (2.7)

Nota-se que, para a representacao vetorial, sdo definidos os seguintes vetores de para-
metros nodais e de funcdes de forma:

yr def [m R UN] (2.8)

o7 L[4 g o x| (2.9)

A existéncia da inversa dd(x) depende da conveniente definicdo dosde
modo que respeite a condica@r) > m. Tal condi¢éo é necessaria mas néo suficiente,
DUARTE (1996), e, de certo modo, acaba por restringir a liberdade de definicdo da
distribuicdo nodal. Por sua vez, o enriquecimento polinomial da aproximacgao pode ser
obtido aumentando-se o grau maximo do espaco de polindémios gerado peRbase
com a introducdo de novos termos. Este procedimento, entretanto, produz matrizes
A(x) de elevada ordem encarecendo computacionalmente a técnica de aproximacao.

A forma e o tipo das fungdes de ponderagBiptém grande influéncia na cons-
trucdo da aproximacao, sendo diretamente responsaveis, em combinacdo com a base
P, pela sua continuidade. Pode-se demonstrar que:

P € Ck((.dj)

(2.10)
Wj(x) € Cj(w;)

i(z) € O (W) se {

Uma discussdo ampla sobre as propriedades das aproximac¢des do MMQM, bem como
estudos sobre a influéncia da forma e continuidade das fun¢des de ponderacéo, podem
ser encontrados, por exemplo, em BELYTSCHKO; LU; GU (1994) bem como em
MENDONCA; BARCELLOS; DUARTE (2000).
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Por ultimo, considera-se o caso especifico de se ter uma base de fiiicées
{1}. Das definicdes dé (x), (2.4), eB,(x), (2.5), resultam:

A(x) :ZWT(x—xT {1}[1] ZW T — ;) (2.11)
Bj(z) = Wj(z — 2;){1} = Wj(z — z;) (2.12)

Substituindo-se estas expressdes em (2.7), recupera-se uma importante classe de fun-
cOes denominadas funcdes de Shepard, SHEPARD (1968):

Wiz — ;)
S W(x — x,)

Apesar de poderem representar, de modo exato, apenas constantes, produzindo, por

of(x) =

(2.13)

ISSO, uma aproximacao bastante pobre, estas fun¢des sao utilizadas com sucesso na
familia de funcbes do Método das Nuvéms como mostrado na proxima secao.

2.2 Familias de Fungdes do Método das Nuvehg (357

Em DUARTE (1996), foi proposta uma nova classe de funcbes de aproxima-
cdo, denominada familia de Nuvehng- Tal classe pode ser construida a partir do
enriguecimento das aproximacdes do MMQM multiplicadas por fungdes, geralmente
polinomiais, linearmente independentes. Justifica-se esse procedimento pelo fato des-
tas funcbes formarem uma Particdo da Unidade, PU, cujo o conceito € discutido no
apéndice B.

Considera-se que as func¢des de aproximacao (2.7) tenham sido obtidas a partir
de uma basé’; = {p;}, dem monbémios que geram o espaco polinomial de grau
maximok, denominad@,.. Para se construir uma funcégr) que aproxime qualquer
polinbmio de ordem menor ou iguala> £, definem-se as funcdes que constituem a
familia de Nuvengp, %7, como:

gy o @)}, U (o (@) (@)}

(2.14)

onde?®, é o espaco polinomial de grau maximgerado pela basP, = {pz for
mada poy(p) mondémios. Observa-se que, teoricamente, ndo existe nenhuma restricdo
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a forma dos mondmios d&, — P,. E, contudo, aconselhavel que sejam normaliza-

dos, e anulados nos pontos nodais associados as funcbes{da(RY} I, . Evita-se,

assim, que a aproximacao, apesar de construida nas coordenadas globais, seja sensivel
as dimensdes do problema. HA, por exemplo, o polindmio de grauemz e s em

y, que enriquece a PU associada a unxn@ representado por:

pis(@) = <l‘ ;gc%g) (y ;y?h) (2.15)

. ~ - o
sendoh? e hi dimensdes caracteristicas da nuvem nas direcées

Deve-se, ainda, ressaltar que dependendo das caracteristicas da fungdo que se
quer aproximar, podem ser introduzidos termos nédo polinomiais naflase

Substituindo-se as funcdes definidas em (2.14) na aproximacgao (2.6) tem-se a
expressao final para a funcao aproximadora do Método das Nhpens

N 45 (p)
up(w) =Y di(@) Suj+ Y pul@)b p = @TU (2.16)
j=1 i=m+1

onde, assim como para o0 MGLE, sdo definidos os vetores de parametros nodais e das
fungdes de forma:

def
Ut = |:U1 bimyr - b1q1 Uy b v quN ]
(2.17)
T def
P = [ O1 Prms1Pr - p11q(p)¢1 o ON PNmy1ON - quN(p)¢N ]
sendobj;, ¢ = m + 1,---,¢;(p) novos pardmetros associadog adevido ao enri-

quecimento que, por sua vez pode variar para cada nd. Por essa razdo, a quantidade
de funcdes vinculadas ao ag é representada pef(p), ou seja, € funcdo do n6 e da
ordem polinomial maxima que se deseja representar.

Pela forma com que a aproximacao (2.16) € construida, pode-se notar o cara-
ter hierarquico do enriquecimento empregado, simplificando bastante a implementa-
céo de procedimentos de refinameptadaptativo. Em DUARTE; ODEN (1996b)
demonstra-se que, se o conjurio;(x)}_, forma uma PU, a funcéa,(x) pode
aproximar exatamente qualquer elemento do espagy.dda secéo 2.5, esse assunto
é retomado mas sob o enfoque do MEFG. O emprego da notg¢&p no lugar de
u(x) em (2.16) tem, portanto, o intuito de informar que a aproximagéo construida re-
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presenta exatamente polindmios de grau méximesta sera a representacédo adotada
neste trabalho, inclusive para as aproximacdes do MGLE. A fafmasera reservada

para 0s casos gerais, referindo-se também as aproximacdes capazes de reproduzir fun-
¢bes ndo-polinomiais, isto €, quando outros tipos de func¢des estiverem multiplicando

a PU. Nesse caso a expressao (2.16) é substituida por:

i(x) = Z ¢, () {uj + Z Lji(x)bﬂ} =o'y (2.18)

ondeL;; corresponde a “i-esima” funcéo que multiplica a PU damppodendo ser
polinomial ou ndo. Jg; representa o numero de fung@es utilizadas. Para essa
representacao geral, o vetor das funcdes de forma é definido como:

def
T € [¢1 Lu¢y -+ Ligdr -+ on Lxion -+ Lngydn (2.19)

Finalmente, € preciso ressaltar que nas aplicacdes das aproximacdes de Nuvens-
hp, DUARTE (1996) e DUARTE; ODEN (1996b), por exemplo, é usual o emprego de
fungbes de Shepard, (2.13), para se construir §6Ur) }),. Como ja foi observado
na secao anterior, tais fungdes geram aproximacdes bastante pobres. Por outro lado,
apresentam como vantagens a facilidade de implementacdo em qualquer dimenséo, e
0 baixo custo computacional, pois ndo ha necessidade de se inverter a Afatyiz
em cada posi¢éo de calculo da aproximagée). As funcdes de Shepard simplifi-
cam, portanto, o processo de construcdo da PU a ser enriquecida, por sua vez, pela
multiplicacédo de funcBes adequadas ao tipo de aproximacgdo procurada. Consegue-se
assim, um desempenho computacional superior ao das fungcdes de MMQM sem perda
da qualidade da aproximagéo.

2.3 Formulacao de Galerkin para Problemas de Valor

de Contorno e Emprego dos Métodos Sem Malha

Considera-se o0 seguinte problema de valor de contorno:

Au = f emQ
Encontraru tal que: (2.20)
Byu = g sobreoQ? 0<k<m-—1
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em quef) € um sub-conjunto aberto eRf’, de contorno suaveX?, A é um operador
linear diferencial de ordertvn, { B, }}",' séo operadores lineares diferenciais sobre o
contorno, enquanto quge g, sao funcdes prescritas.

Seja, também, o seguinte problema variacional associado:

Encontran € H tal que:B(u,v) = l(v) Vv e H™ (2.21)

ondev sdo funcdes de teste pertencentes ao espaco de Hilbert derardém B(e, o)
é uma forma bi-linear d&(™ x H™ — R el(e) uma forma linear erfil{™ — R!.

Pelo procedimento de Galerkin, ODEN; REDDY (1976), a solucéo aproximada
do PVC deve ser procurada em sub-espéff;de dimensao finita, de tal maneira que
se tenhdl ¢ H. Em NAYROLES; TOUZOT; VILLON (1992), propde-se, pela pri-
meira vez, o emprego das funcbes do MMQM como geradoras desses espacos. O
método, dessa maneira formulado, foi designado de MED. Em BELYTSCHKO; LU;
GU (1994), o MGLE é introduzido como uma formulacéo aperfeicoada do MED, espe-
cialmente quanto a derivagao das funcbes do MMQM e a imposi¢cao das condi¢cdes de
contorno essenciais, ou de Dirichlet. Para entender melhor esse ultimo ponto, deve-se
observar que uma das principais caracteristicas desses métodos, que os diferenciam do
MEF, é que a aproximacgao resultante ndo €, necessariamente, uma interpolacdo. Como
consequéncia, néo satisfaz as condigbes do delta de Kronecker, aob; §eja# J;;
e, por isso, as condi¢des de Dirichlet ndo podem ser impostas diretamente. O espaco
X contém, portanto, funcdes que ndo sdo cinematicamente admissiveis e, por isso, as
condicdes de contorno de Dirichlet sdo introduzidas na formulacéo fraca do problema.
Em BELYTSCHKO; LU; GU (1994) sugere-se o emprego do Método dos Multiplica-
dores de Lagrange, ODEN; REDDY (1976). O problema (2.21) pode, dessa maneira,
ser reescrito como:

Encontrari € X tal que:
B(a,0) =1(0) VoeX

2.22
sendo ( )

'B(ﬁ,ﬁ) = B(ﬁ,@) + A()\k, Biu — gk)

ondeA(e, x) é o funcional através do qual as condi¢Bes de contorno essenciais sao
impostas )\, sdo multiplicadores de Lagrangé&(eé o espaco gerado pelas funcdes de
aproximacaai(x) de (2.10).
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No Método das Nuvertsp, 0 espac é obtido utilizando-se a familia de Nuvens-
hp, (2.14). Devido ao emprego das fungcdes do MMQM na construcéo da PU, o mesmo
problema, apresentado pelo MGLE com relacdo a imposicdo das condi¢des de con-
torno de Dirichlet é observado. O Método dos Multiplicadores de Lagrange €, por-
tanto, novamente utilizado, resultando em uma expresséo equivalente a (2.22) para a
aproximacao de Galerkin do PVC.

Para que o problema (2.22) possa ser reduzido a solucédo de um sistema de equa-
¢cOes, séo introduzidas as aproximagoes (2.6) e (2.18), conforme a formulacao seja do
MGLE ou Método das Nuvensp. Como também as funcdes teste sdo aproximadas
no espacd(, suas representacdes sédo analogas as aproximacées deu seja:

v(z) ~ o(z) = TV (2.23)

sendo:

* para o MGLE:

vre e oy (2.24)

» para o Método das Nuvelihp:

7 def
Vi=1u Cim+1 " Cigg " UN CNm+4+1 " CNgy (2-25)

Chega-se, entédo, ao seguinte sistema de equacoes:

B(®'U,®"V)=1(2"V) (2.26)

cuja a solucéo deve ser levada em (2.6) no caso do MGLE ou em (2.18) no caso do
Método das Nuvens, para se construir a aproximagao.

2.4 Integracdo Numeérica

A construcao da aproximacao via MMQM produz, como mostrado na sec¢ao (2.1),
uma fungéo que deve ser recalculada em cada posigagossibilitando a sua descri-
céo analitica. Sendo assim, para as integracdes no dominio e no contorno do sistema de
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equacdes (2.26), deve-se sempre recorrer a uma aproximac¢ao numérica. Em BELYTS-
CHKO; LU; GU (1994), para possibilitar o calculo das integrais numéricas através da
quadratura de Gauss, sugere-se a divisdo do dominio em células de integracéo, onde
sdo distribuidos os pontos de Gauss. Uma explicacdo detalhada sobre a maneira se-
gundo a qual estas células s&o distribuidas ao longo do dominio pode ser encontrada
em HEGEN (1997).

2,0 T

1,8 4

A

1,6 1

1,4 I i+l

- 4
TR

1,24

1,0 4
0,8 |

0,6 +

0,4 -+

0,2+

0,0 £

0,2 &

Figura 2.3: Setores da funcéo de formgg - parametros empregados: = 3, R; = 1,6h,
h — distancia entre os nos - Observar gtjeverifica a condi¢éo dé;; para o
caso ilustrado em que = n, 0 que nem sempre é verdadeiro.

Cabe lembrar que a definicdo de um numero do pontos de Gauss para que a inte-
gral seja calculada de maneira exata em cada célula ndo € direta como no MEF. Nesse
método, as funcdes interpoladoras empregadas fazem com que o integrando seja um
polinbmio e, consequientemente, sempre existe um niimero de pontos de Gauss grande
o suficiente para que a integracdo numérica seja exata. No MGLE e no Método das
Nuvenshp, independentemente de se ter a base de funBde&®u a funcao de pon-
deracdd//; polinomiais, a aproximagéo resultante € geralmente uma fungéo racional
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(quociente de polindmios), devido a inversdo da ma&iz) na expresséo (2.7). Os
integrandos de (2.26) ndo séo portanto polinomiais e, por isso, ndo ha como se ter uma
integracdo exata através da quadratura de Gauss.

Outra fonte de erro para a integracdo numérica esta no desalinhamento entre as
células de integracéo e o suporte das funcdes de forma que se sobrepdem para construir
a funcéo de aproximacédo. Para melhor explicar esse fato € necessario que se retorne a
expresséo (2.7). Para cada posigdaima diferente expresséo pada’(x) € obtida,
influenciada, apenas, pelas nuvens que contérs funcdes de form, portanto, sdo
construidas por setores formados pelas diversas sobreposi¢cdes de nuvens, conforme
exemplifica-se através da Figura 2.3. Em DOLBOW (1998) procura-se fazer com que
0s contornos das células acompanhem tais setores de sobreposicao. A estratégia ado-
tada restringe, todavia, a definicdo da aproximacao pois exige que 0s suportes sejam
retangulares, além de n&o resolver o problema do carater ndo-polinomial das aproxi-
macoes.

2.5 Método dos Elementos Finitos Generalizados

O MEFG, segundo DUARTE; BABUSKA; ODEN (2000), foi proposto de forma
independente por:

» Babuska e colegas sob a denominacdo de Método dos Elementos Finitos Es-
peciais, BABUSKA; CALOZ; OSBORN (1994), e como Método Particio da
Unidade, MELENK; BABUSKA (1996); BABUSKA; MELENK (1997);

» Duarte e Oden a partir de trabalhos como DUARTE; ODEN (1995), DUARTE
(1996), DUARTE; ODEN (1996b) e DUARTE; ODEN (1996a) corresponden-
tes a formulacdo do método das Nuvens e ODEN; DUARTE; ZIENKIEWICZ
(1998) como uma formulagé&o hibrida do MEF.

Seu emprego sob a denominacao atual de Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados surge, contudo, pela primeira vez em MELENK (1995).

A estratégia utilizada no MEFG é bastante simples e consiste em empregar as fun-
cOes de forma do MEF como PU. Para problemas de elasticidade plana, por exemplo,
sdo empregadas as funcdes lagrangianas bi-lineares. A dimenséo original do espaco de
elementos finitos €, em seguida, ampliada através do enriquecimento obtido & maneira
do Método das Nuvertsp.
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2.5.1 A Formulacao

De um estudo realizado em DUARTE (1996) sobre o desempenho do MGLE e do
Método das Nuvenkp, quando comparados ao MEF convencional, argumenta-se que
a integracao numérica do sistema (2.26) encarece computacionalmente esses métodos,
pelas razdes ja discutidas na se¢éo 2.4. Além desses fatos, pode também ser incluido o
problema relacionado aimposi¢éo das condi¢des de contorno essenciais pelos multipli-
cadores de Lagrange, que torna o método instavel. Em vista desse quadro, justifica-se
o retorno ao tipo de construcédo das aproximacdes do MEF procurando-se aproveitar,
contudo, avancos obtidos nas formulacdes sem malha. E o caso do enriquecimento
proposto através das familias de Nuvéps-

Com o MEFG, os problemas acima sao resolvidos. As func¢des de aproximacao
tipicas do MEF passam a ser interpretadas como PU, cujas nuvens sao formados por
conjuntos de elementos finitos que concorrem nos pontos negai®araR', por
exemplo, empregando-se as fungdes de Lagrange lineares mostradas na Figura 2.4, o
suportew; da fungadN;(x) corresponde a unido dos elementbs 1 e 3. Para uma
posicao no interior do elementdy a aproximacao inicial pertence ao espaco gerado
pelas duas fungdes de aproximacao dos pontos nsgas ;. ;, ou seja:

i) € (N5 N1 (2.27)
onde<o, ke > representa o espaco gerado pelas funefes - - .

N. N. N

j1 j j+l

j2 il i j+1 2

Figura 2.4: Particdo da Unidade a partir dos elementos finitodkém

O enriquecimento, a maneira do Método das Nuvgngermite que esse espaco
seja ampliado, como por exemplo pela multiplicagéo da funcéo base de cada no
pertencente ao elementh por um novo conjunto de funcdes linearmente indepen-
dentes]; = {1,Lj1, Ljs,...,Lj, }. Desse modo, para o elementada Figura 2.4
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obtém-se:

q; qj
ﬂ(m) € <U NijZ‘, UNj+1Lj+1i> = <Slg> (228)
=1 =1

ondeS; representa as funcdes obtidas do produtd, gela PU no elementd.
As funcdesL;; sdo, a principio, quaisquer, podendo formar conjuntos de mo-
ndémios completos ou ndo, ou mesmo ser definidas a partir de um conhecinento

priori da solucdo. S&o aproximacodes locais que devem representar bem a solucao

sobre o suporte a elas associado. Uma vez que a PU permite, como se demonstra

em DUARTE; BABUSKA; ODEN (2000), que as funcées introduzidas possam ser

reproduzidas a partir de combinacgdes lineares das funcdes de aproximacéo definidas

em (2.28), tem-se:

{Ljis Ly}l € <Sg> (2.29)

Utiliza-se, assim, a PU para “gerar” espacos de aproximacao local, cujas funcdes
podem ser reproduzidas em cada elemento como parte da aproximacao global.

Funcdo Produto

Aproximacgao Local

Particio da Unidade

Figura 2.5: Esquema de enriquecimento da Particdo da Unidade

A generalizagdo dessa formulacéo parapode ser melhor entendida a partir da
Figura 2.5. Nela, encontram-se representados a PU de drfentcéo bi-linear) gera-
dora de uma aproximac&d, uma funcédo especial arbitraria e o resultado do produto
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entre essas duas funcdes. Essa Ultima apresenta as caracteristicas aproximadoras da
funcao especial, ao mesmo tempo que herda o suporte compacto da PU. Consegue-se,
assim, que a aproximacao global, obtida em um dado elemento pela combinagcao das
fungBes produto relativas a cada no, seja construida sem penalizar a continuidade (no
caso do tipa”?) entre os elementos, que, portanto, se mantém conformes.

Seguindo-se o0 mesmo formalismo empregado no Método das Nopgosie-se
definir a familia de Nuvenbp para o MEFG:

SN = {N; (@)1 U AN () Ly() 1y i € 95} (2.30)

utilizada para construir a seguinte aproximacao:

N aj
i) =3 N, () {uj + Lﬁ<m>bﬁ} =o'U (2.31)
j=1 1=1
em que:
def
UT 1< [Ul b11 blqj cee UN le bN(Ij }
(2.32)
def
@T :e [ ¢1 LllNl Ce qule R ¢N LNlNN e LquNN

Empregando-se essa funcdo em (2.22) para definir o eSpaghega-se a se-
guinte aproximacéo de Galerkin, na abordagem do MEFG, para o PVC (2.20):

Encontrari € X tal que:
" que: (2.33)
B(u,0) =1(v) VoeX
que resulta no seguinte sistema de equacdes:
B(®'U,®"V)=1(2"V) (2.34)
onde:
VT d:ef [ " bll vt Clg; ttt UN CN1 ot CNg; ] (235)

A exemplo do que foi comentado para o Método das Nuignsaso as funcoes
L;; sejam todas polinomiais definindo a famﬂiﬁ,zl’p como em (2.14), a aproximacao
u sera representada de modo particular como:
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N a; ()
up(@) =Y Nj(@) S w; + > pji()by; p = ®'U (2.36)
j=1 i=1
sendo:
Tdef
= o puNy .- quj(p)Nl o on pymiNy - quj(p)NN] (2.37)

Pela maneira com que se realiza o enriquecimento, chega-se a uma aproximacao
sem “costura”, DUARTE; BABUSKA; ODEN (2000), ou seja, sem a necessidade de
se estabelecer, como ocorre no MEF hierarquico, DEMKOWICZ (1989), condicdes
de restricdo que garantam a continuidade dos campos aproximadores entre cada ele-
mento. O emprego das fun¢cées do MEF para a PU evita problemas encontrados com as
funcdes do MMQM, como aquele relativo a integracdo numeérica, pois os integrandos
de (2.34) tornam-se polinomiais; a menos, € claro, nos casos de elementos distorcidos
ou quando o enriquecimento néo for polinomial. Outra vantagem consiste na possibi-
lidade de se impor diretamente as condi¢cdes de contorno essenciais, pois se recupera o
carater interpolador da aproximagao.

Um problema proveniente dessa estratégia de enriquecimento € a possibilidade
de se ter a faml’liﬁv‘ﬁ,:l”’ formando um conjunto de fungdes linearmente dependentes,
DUARTE; BABUSKA; ODEN (2000). Isso ocorre, basicamente, quando se enriquece
com mondmios uma PU polinomial. O mesmo n&o acontece para o Método das Nu-
venshp, em que a PU é construida por fun¢cdes ndo polinomiais, ou polinomiais por
setores. A conseqiéncia imediata desse fato € que o sistema de equacdes (2.34) passa
a apresentar uma matriz de rigidez semi-definida positiva, mesmo apds a eliminacéo
dos movimentos de corpo rigido. Tal problema pode ser contornado empregando-se
as estratégias numéricas sugeridas em STROUBOULIS; BABUSKA; COPPS (2000),
entre elas um método iterativo aqui denominado de procedimento de BabuSka. Mais
detalhes sobre esse assunto podem ser encontrados no apéndice C.

A obtencdo de uma matriz de rigidez singular é, entretanto, um preco razoavel a
ser pago se comparado a potencialidade do MEFG. De fato, além da facilidade com
que se realiza o enriguecimento, novas fungdes podem ser introduzidas na aproximagao
conforme o tipo de aplicacdo desejada. Abre-se assim, a possibilidade de se empregar
o MEFG, de maneira eficiente, em problemas em que o campo de tensfes apresente
singularidades, como no caso de meios com presenca de descontinuidades.
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Capitulo 3

Experimentos Numeéricos em Analise

Linear

Neste capitulo, sdo reunidos exemplos de problemas em andlise linear de estru-
turas, resolvidos através do MGLE, do Método das Nuvens e do MEFG. Uma das
razBes para a presenca desses problemas é, naturalmente, didatica. Pretende-se com-
partilhar, com interessados neste trabalho, as experimenta¢cdes numéricas que possibi-
litaram uma melhor compreenséao dos novos conceitos introduzidos com as formula-
¢cOes sem malha e de finitos generalizados. Para isso, resultados da literatura, obtidos
com o MEF, séo recuperados e contrapostos as analises aqui apresentadas. Procura-se,
também, evidenciar alguns aspectos da implementacdo numérica, nem sempre muito
claros nos artigos revisados para este trabalho.

Sendo assim, inicia-se com o exemplo uni-dimensional no qual as implemen-
tacOes para 0 MGLE e o Método das Nuvédmssdo descritas e os resultados nu-
méricos apresentados para diferentes situacdes de analise. O MEFG, por sua vez,
€ empregado na solucédo de problemas da elasticidade linear estatica em dominio bi-
dimensional. Sao exemplos selecionados especialmente para estabelecer um confronto
entre o MEFG e o MEF, no que se refere a convergéncia da solucao e influéncia do tipo
de malha empregado. Procura-se mostrar que a estratégia de enriquecimento do MEFG
confere ao método uma certa independéncia com relacao a discretizacdo. Tal caracte-
ristica simplifica bastante sua aplicagcdo em um procedimesdiaptativo de correcao
da solucao, discutido no capitulo 6. O ultimo exemplo, em especial, ilustra a versa-
tilidade que o método adquire com a possibilidade de se enriquecer a aproximacao
com funcdes ndo-polinomiais. O objetivo final é justificar sua escolha para o estudo da
propagacao de descontinuidades, especialmente no regime de transicdo dano-fratura.
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3.1 Meétodos Sem Malha Aplicados no Estudo da Asso-

ciacao Continua de Painéis Parede e Portico

Na Figura 3.1, encontra-se representada a estrutura de um edificio alto mediante
a associacao plana de elementos estruturais denominados painéis parede e portico, dis-
postos em série e ligados por meio de barras bi-articuladas de rigidez axial infinita.
Tais barras simulam aproximadamente, de acordo com a Técnica do Meio Continuo,
STAMATO (1972), o efeito das lajes, supostas continuamente distribuidas ao longo da
altura e de rigidez infinita no seu plano. O carregamento externo é constituido, con-
forme ilustra a Figura 3.1(a), por uma for¢a concentradaplicada no topo e uma
forca distribuiday ao longo da altura da associagéo. Tal carregamento sera absorvido
pelos paineis de parede e portico, nas parcglas F,,, Figura 3.1(b) e, e F, Fi-
gura 3.1(c), respectivamente.

N

2. 1 1t o N1 I

(a) Geometria e carregamento (b) Painel parede (c) Painel pértico
Figura 3.1: Associacédo parede-pértico

Considerando-se as hipoteses de que a parede se deforma por flexao e o pértico
por cortante, tomando-sEé = 0 e desprezando-se a contribuicdo dos deslocamen-
tos axiais, formula-se o funcional de energia potencial total, SAVASSI (1975), para o
problema em questao como:

u Wext
~ % ™~ ——
1 1 i
II= / [ijw (u")? + 551 (u/)ﬂ dz — /qudz (3.1)
0 0

ondej, e s; correspondem as rigidezes a flexéo e ao cisalhamento respectivamente,
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u(z) € o deslocamento horizontdl, a energia de deformag&oV@.y: 0 trabalho das
forcas externas.

As condicdes de contorno essenciais do conjunto correpondem a se ter desloca-
mento e rotagdo nulos pata= 0, ou sejau (0) =0 ew (0) = 0.

Substituindo-se(z) pela aproximacaa(z), construida sobre um conjunto de
nés, como em (2.6) para 0 MGLE ou como em (2.16) para o Método das Naopens
obtém-se a seguinte forma discreta para o funcional (3.1):

H
I = / B juw (87U + %sf (®7U)" - ¢ (®7U) | d= (3.2)

Deve-se lembrar, contudo, que a fun¢de), obtida pelo MMQM, é apenas uma
aproximacao. Desse modo, como discutido na se¢éo 2.3, ndo ha como impor direta-
mente as condicbes de contorno essenciais. Recorre-se assim, ao Método dos Multi-
plicadores de Lagrange que satisfaz as condi¢cées de contorno dentro da formulacao
fraca do problema. Para isso, define-se um novo funcidreddtido como:

O=1+ /z\“(z)(u(z) —0)dz + //\a(z)(u'(z) —0)dz (3.3)
T, Iy
onde)“(z) e \?(z) sdo multiplicadores de Lagrange vinculados ao deslocamento e a
sua derivada, respectivamente. [Ja(na verdade; = 0) corresponde a regido do
contornol” onde se encontram prescritas as condi¢cdes essenciais. Para a obtencéo da
representacao discreta paraos multiplicadores de Lagrange séo descritos através de
valores\? e \ definidos no ponto nodal 1 localizado ems- 0:

(3.4)

A forma final aproximada para o funciorialpode ser, entdo, representada como:

D=1+ ("U - 0)|__, + ] (@"U —0)| (3.5)

z=0

Aplicando-se o principio da estacionaridade, chega-se ao seguinte PVC, equiva-
lente a formulacédo do Método de Galerkin definida em (2.22):
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H
SII=0=6U" / juw (®"®") + 55 (®'D7)] dz U +
0

a (3.6)
/q<1>dz + @ _ A+ B _ N s+

0
{oxy @] _ +ox @7 _ JU=0

Como a expresséo (3.6) deve ser valida para quaisquer valofes da“ e 607,

deve-se ter separadamente:

H H

H

/jw (@"@"") dZ+/3f (®'®") d= U—/<I>qdz+

0 0 0
S| _ N +{PD]._ N =0

{ @} AT+ {0} AT 3.7

{QT‘ZZO} U =0

{QIT‘zZO} U=0

A equacao (3.6) pode, portanto, ser escrita em formulagdo compacta da seguinte

maneira:
K de(v+2)x(v*+2)] U denv-+2 F denv-+2
- - N —— ——
K G' & U f
GHY" 0 o AL b =<0 (3.8)
G)" 0 o A 0
onde:

H H
. / ”(I)”T dZ +/ [Sf(Q/Q,T)ij} dz;
0 0

H

fi= [ ez

GY = 9,(0); GY = ®/(0); parai,j=2,---,N*

« N* é o numero de fungdes de forma empregado (nimero de graus de liberdade).
Caso a analise esteja sendo feita pelo MGMNE,= N. Por outro lado, sendo
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empregado o Método das Nuvemg N* depende do nimero de funcdes enri-
quecedoras, ou Sejd;* = Zj.vzl q;, sendag; definido na segéo 2.2.

Cabe ainda observar que os parametrosbtidos com a solugéo dg nao de-
finem, diretamente, os deslocamentos nodais, pois a aproximacao nao corresponde,
necessariamente, a uma interpolacdo. Caso se queira determinar os deslocamentos
nodais, deve-se realizar um pds-processamento empregando-se, novamente, as expres-
sbes (2.6) para o MGLE e em (2.16) para o Método das Nuwens

Com relagdo a parcel&’;; da matriz de rigidez, € interessante notar que sua
largura de banda depende do tamanho dos dominios de influéndecada ponto
nodal z;. Quanto maior o raio de; maior o nimero de pontos presentes em cada
nuvem e, consequentemente, maior a largura de banda da matriz de rigidez.

3.1.1 Analise numeérica

i+1

1
- T

Figura 3.2: Discretizacdo da associagao parede e portico

Na Figura 3.2, encontram-se representados o carregamento e a distribuicdo nodal
adotados para o problema de associagéo parede-portico. A solucédo exata do problema,
obtida em STAMATO (1972), é:

1 krz —krz k?ZZ
u(z) = Y Ci + Ok, z + Cse™* + Cre™ " — qT (3.9)
onde: k, = y/s;/jw; K,=k.H; C=2cosh K,; S=2sinh K,;
1 1 K 1 K,
Cy = K,q; Cy=——+(2q+ C,5); 03:—(6]—026 T); 04:—(C]+02€ T)

C C C



Capitulo 3. Experimentos Numeéricos em Analise Linear 28

Para a realizacéo da analise numeérica através do MGLE e do Método das Nuvens,
adotam-ses; = 1, H = 1 eq = 1, todos valores adimensionais, considerando-se
ainda:

ordem da base polinomial: como em (3.7) aparecem derivadas de segunda ordem
das fungdes de forma, a aproximacao deve representar de modo exato, no mi-
nimo, polinbmios completos do segundo grau para que a convergéncia monoto-
nica da solugcao seja garantida (completidade). Desse modo, adotou-se para o
MGLE bases de monémiaB;_, = { 1 z 22 } e para o Método das Nuvens
hp familias de fungéeg’jv:o’p:?, em que a base empregada para a construcao
das fungdes de formg, foi P,y = { 1 } (fungdes de Shepard) enriquecidas

pelas base®,_, :{ 1z 22 }:

aproximacao do dominio : uma vez que a solucao a ser aproximada € suave, 0s nés
foram distribuidos uniformemente ao longo gd-igura 3.2. Foi utilizada uma
sequéncia de malhas caw = 6, 11, 21 e 41 nés, representando os diferentes
niveis de refinamentb da soluc¢éo;

funcdo de ponderacdo: para a construcdo das funcfes de aproximacao do MMQM,
foi empregada uma funcéo do tippline cubica, ja utilizada em DOLBOW,;
BELYTSCHKO (1998):

2 1

S 4’449 parar < 3

Wiz —z)=f(r)=14 4 3 , 4, (3.10)
§—4r+4r —gr %<r§1

onder = u Estas fungbes s&d; (w;), o que faz com que as fungdes de

forma tambér% 0 sejam, satisfazendo, portanto, as exigéncias relativas a regula-
ridade da aproximagéo para um problema que é de dldsdeara o Método das
Nuvens adotou-s&; = h, Vj, garantindo-se que nenhum ponto de integracao
pertenca a apenas uma nuvem. Alias, essa condi¢cdo é necessaria, segundo MEN-
DONCA; BARCELLOS; DUARTE (2000), para que a taxa de convergéncia do
método ndo seja comprometida. Ja para o MGLE, que exige um minimo de

3 nuvens cobrindo cada ponto de integracdo para contrabalancar o numero de
monomios da bas®;;, deve-se teR?; > 2h. Apos alguns testes com diferentes
valores para ao raio, adotou-Bg = 10h;
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integracdo numeérica : a integracdo numérica dos termosefoi realizada através
da quadratura de Gauss-Legendre. Como células de integracdo, foram defini-
das as regides localizados entre cada né, nas quais 0s pontos da quadratura sédo
distribuidos. Como a aproximacao é obtida pela sobreposicdo de diversos po-
linbmios, um grande numero de pontos de Gauss é necessario. A paitir de
pontos (VG = 20) observou-se que o erro na integracdo numérica ndo compro-
mete mais a solugéo.

andlise quanto a convergéncia para a analise da convergéncia utilizou-se a norma
L, do erro da aproximacaolu — ||z, = {fOH[u — )2}%2dz. A fungou é
calculada pela expressao (3.9)zJadefinida pelas aproximacgdes (2.6) ou (2.16)
conforme a solucéo tenha sido obtida pelo MGLE ou pelo Método das Nuvens
hp respectivamente. A taxa de convergéncia para o refinanmentorresponde

a inclinag&o do trecho assintotico da curva que relaciop@|u — ul|.,) com
log(h).

Os gréficos das Figuras 3.3(a) e 3.3(b) mostram as taxas de converg@aca
o MGLE e o Método das Nuvens quando se varia a relacdo de rigidez medida por
K,.. Segundo OLIVEIRA (1982), casfi, < 5, 0 comportamento da estrutura esta
mais proximo ao de uma viga engastada, cuja solucao exata € um polinémio do quarto
grau. Ja pard(, > 5 a rigidez ao cisalhamento do portico torna-se preponderante
e a solucédo perde o carater polinomial. Por essa razdo, um erro maior € introduzido
na aproximag¢do numeérica, como se observa em ambos os graficos para os maiores
valores dekK,. As taxas de convergéncia, entretanto, ndo sédo perturbadas, mantendo-
se equivalentes as encontradas para o MEF, ou seja, em tosrfo de

Na tabela 3.1 sdo apresentados os tempos do processamento para as analises com
K, = 20 realizadas pelo MGLE e o Método das Nuvens. Como neste trabalho néo
houve a preocupacdo em se utilizar um algoritmo otimizado, estes tempos fornecem
apenas informacdes quanto a ordem de grandeza da duracdo de tais analises. Além
disso, podem também ser utilizados com o intuito de se comparar as analises por esses
dois métodos sem malha. Os tempos obtidos permitem concluir por um maior esforco

1A convergéncia refere-se a introducéo de novos pontos nodais, de forma anéaloga ao MEF, em que
novos elementos séo acrescentados no refinamento d@.tipo

2De ODEN; REDDY (1976), para um PVC homogéneo de or@em aproximado por Galerkin e
sob certas condi¢Bes, deve-se esperar|jgue il|g ) < ChV|[f]|g> ), ondeC € uma constante
independente dk, \ é funcéo do grau de regularidade fleo € a ordem polinomial méxima capaz de
ser aproximada parev = min(p+1—«,2(p+1—m), 2m+ A — «). Para a analise, como o problema
éregularh = p+ 1 — a = 3 para norma.s (o = 0).
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computational exigido com o MGLE. Esse fato ja era esperado pelas necessidades
de se inverter a matria, (2.4), e de envolver um maior nimero de pontos para a
construcdo da aproximacdo no MGLE. Em analises bi e tri-dimensionais espera-se
que tal observacgédo seja potencializada em favor do Método das Nuvens.

[ NN [ MGLE | Nuvens|
6 [0513s [ 0,313s
11 [ 0,750 | 0,607 s
21 [ 1,207s | 0,823s
31 [ 2,763s | 1,923 s

Tabela 3.1: Tempo de processamento para as varias distribuicdes nodais (NN) com os métodos
sem malha 4. = 20,p =2

Ja nas Tabelas (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), os resultados obtidosihara 20,
com diferentes distribuicdes nodais, séo confrontados com as analise feitas através do
MEF em OLIVEIRA (1982), no qual adotou-se uma aproximacéo do terceiro grau.
Para isso, foram utilizadas aproximacdes cubicas tanto no M@,E,| quanto para
o Método das Nuvenﬁ(ffo’p:?’). Optou-se por comparar as solugdes dos esfor¢os
cortante no pértico e momento fletor na parede. Tais esfor¢cos estdo relacionados as
derivadas de ordens primeira e segunda dos deslocamentos respectivamente e, por isso,
devem apresentar um erro de aproximag¢ao maior do que aquele que seria observado
parai(z).

O método que mais se afastou dos resultados analiticos foi o MGLE, particular-
mente para 6 pontos nodais. Com a introducdo de novos pontos, essa diferenca se
reduz rapidamente comprovando a boa taxa de convergéncia observada no gréafico da
Figura 3.3(a). No Método das Nuvehp, os resultados mostram-se, em geral, mais
proximos da solucéo analitica, mesmo para os 6 pontos nodais.

Posicao 6 nos 11 nés 21 nos Solugao
z MGLE MEF | MGLE MEF | MGLE MEF | analitica
0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,2 0,8312 0,7549 0,8262 0,7806 0,7809 0,7816 0,7817
0,4 0,6414 0,5979 0,5884 0,5996 0,6008 0,5996 0,5997
0,6 0,3340 0,4000 0,3851 0,4000 0,3990 0,4000 0,4000
0,8 0,2260 0,2021 0,2280 0,2009 0,2001 0,2009 0,2009
1,0 0,0063 0,0469 0,0731 0,0496 0,0501 0,0499 0,0500

Tabela 3.2: Esforgo cortante no porticok, = 20, basePj_3
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Figura 3.3: Influéncia da rigidez relativi’,

Posicao 6 nos 11 nés 21 nos Solugao
z MGLE MEF MGLE MEF MGLE MEF | analitica
0,0 0,0194 0,0295| 0,0309 0,0393| 0,0465 0,0446| 0,0475
0,2 0,0029 -0,0010 -0,0036 -0,0016 -0,0016 -0,0016/ -0,0016
0,4 -0,0055 -0,0024 -0,0030 -0,0024 -0,0025 -0,0024 -0,0025
0,6 -0,0015 -0,0025 -0,0022 -0,0024 -0,0025 -0,0024 -0,0025
0,8 -0,0020 -0,0028 -0,0042 -0,0024 -0,0026 -0,0024 -0,0025
1,0 -0,0037 -0,0009 0,0030 -0,0004 0,0002 -0,0001 0,0000
Tabela 3.3: Esforco momento fletor na pared&; = 20, baseP;—-

Posicao 6 nés 11 nés 21 nos Solucao
z Nuvens MEF | Nuvens MEF | Nuvens MEF | analitica
0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,2 0,7705 0,7549 0,7808 0,7806 0,7816 0,781 0,7817
0,4 0,5971 0,5979 0,5996 0,5996 0,5997 0,5996 0,5997
0,6 0,3997 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000 0,4000
0,8 0,2015 0,2021 0,2010 0,2009 0,2009 0,2009 0,2009
1,0 0,0499 0,0469 0,0500 0,0496 0,0500 0,0499 0,0500

Tabela 3.4: Esforgo cortante no pérticok, = 20, familia

SN
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Posicao 6 nos 11 nés 21 nos Solugao
z Nuvens  MEF | Nuvens MEF | Nuvens MEF | analitica
0,0 0,0425 0,0295| 0,0464 0,0393| 0,0474 0,0446| 0,0475
0,2 0,0000 -0,0010 -0,0013 -0,0016 -0,0015 -0,0016 -0,0016
0,4 -0,0021 -0,0024 -0,0025 -0,0024 -0,0025 -0,0024 -0,0025
0,6 -0,0024 -0,0025 -0,0025 -0,0024 -0,0025 -0,0024 -0,0025
0,8 -0,0024 -0,0028 -0,0024 -0,0024 -0,0025 -0,0024 -0,0025
1,0 -0,0003 -0,0009 -0,0001 -0,0004 0,0000 -0,0001 0,0000

Tabela 3.5: Esforgo momento fletor na paredé’; = 20, familia 3% *7=2

3.2 Problemas de Elasticidade Linear Estatica - Ana-

lise Bi-Dimensional pelo MEFG

Todos os problemas analisados nesta se¢ao sao regidos pelas equacdes da elasti-

cidade linear estatica (pequenas deformacdes e deslocamentos), variando-se, € claro, a

geometria, material e condi¢cdes de contorno. Uma resumida formulacao é apresentada

a seqguir, visando-se chegar ao problema variacional aproximado por Galerkin. Maiores

detalhes com relacéo as equacgdes da elasticidade podem ser encontrados, por exemplo,
em MALVERN (1969) e TIMOSHENKO; GOODIER (1980).
Seja, entéo, o seguinte PVC que exprime, em forma forte e em funcéo dos deslo-

camentos, o equilibrio em um ponto genérico do dominio aberto e limfitagldr *:

ViZ(u)+b =

Encontraru tal que:

t(u)

o

emq

i~

>

eml'p
eml'y

sendo:
ur |

eixosz e

(3.11)

Uy Uy ] o vetor das componentes de deslocamentos nas dire¢des dos

Y

» I'p regido do contorno em que as condi¢des de Dirichlet sao definidas;

» ['y regido do contorno em que as condi¢cdes de Neumman sao definidas;

.VT:{

J

Y tensor de tensdes de segunda ordem;

0 0

dry Ozy
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b forca de volume;

» t = 3n, vetor de forgas superficiais no conto@;

« 4 et vetores de deslocamento e trac8o presctitos;
* n versor que descreve a orientagcao do contao

A correspondente forma variacional pode, entéo, ser descrita como:

Encontraru € H' tal que:B(u,v) = I(v) Vv € H' (3.12)

onde:
« H' é o espaco de Hilbert de ordert 1

 0s operadores variacionais sao definidos como:

B(u,v) = // e’ (v)o(u)l, dxdy

I(v) = //vazz dx dy+/vTi I, ds
Q

I'n

Uy Uy } é o vetor das fungdes teste de deslocamentas e

o & {0, 0 0oy } €E def { e &, 7.y } S@0 representacées vetoriais

compactas dos campos de tensdo e deformacao, cuja relac&0e € estabe-
lecida pela matriz de propriedades constitutivas elastitas

* [, adimensao do corpo elastico na diregé&mui tomada como constante.

A aproximacdao de Galerkin, através das funcdes do MEFG, corresponde a solu-
cdo do seguinte problema, projetada no sub-espaco de dimensag finita

Encontrari € X tal que:B(@,d) = [(9) Vo e X (3.13)

em queun e v sdo definidas, cada uma, a partir da expresséo (2.31)Rgam seja:

3Na forma variacional do PVC da elasticidade, a maxima derivada presente é de ordem 1. Torna-se,
portanto, necessario que a aproximacao e sua primeira derivadag(@nsejam, no minimo, integraveis
no dominio2.
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jTVl 2;1

Nas relacdes anteriores foram empregadas as seguintes representacdes para os deslo-
camentos, funcdes de teste e funcdes de aproximacgao:

def
UT gl by b b, b, ek ke B, By, |316)
VT def " T Yy x Y z Y L Y 3.17
= [ v v G i o G G 0t U Ut CNgy CNgy ]( 17)
Ny 0 LN 0 oo 0 LN 0 e
prdef| M 0 LNy o (3.18)
O Nl O LHNl O s 0 qulNl
0 Ny 0 LNy 0 -+ 0 LygyNn 0
0 Ny 0 LNy 0 .- 0 Lyg Ny

Para o caso em que estiverem sendo usadas as seguintes funcdes aproximadora e
de teste:

N a;(p)

wp(@) =Y Nj(@) S uy+ > pii(w)by; ¢ = u=3"U (3.19)
j=1 i=1
N q;(p)

vy(z) =Y Nj(@)S v+ > pii(@)ej p =>v=3"V (3.20)
j=1 i=1

0 espagdX é substituido pol,, d:ef{up € H'; uy|x € Pp, K € Q}, ondeu,|« refere-
se a restricao da funcae, ao elemento finitdk pertencente ao dominio. Define-
se, entdo, a seguinte matriz das fungcbes de aproximagao, em que[fs@-?j@l €
enriquecida pelos monomigs; de (2.15):
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o7 def Ni 0 pudNy 0 - 0 plql(p)Nl 0
0 N 0 puN; 0 - 0 plql(p)Nl 0
0 Ny 0 pmNy 0 o 0 PNngnNN 0
0 Ny 0 pvmiNy 0 - 0 PNy (NN

Introduzindo-se, entdo, a matriz de operadores diferenciais que determina o campo
de deformacdes a partir dos deslocamentos:

d/0x 0
L® o a0y (3.21)
/8y 0/dx

e 0 operador que relaciona os deslocamentos generalizadegleformacdes.

B=L®" (3.22)

pode-se chegar, apds algum algebrismo, a forma final para o sistema de equacdes a ser

resolvido:
KU=F (3.23)
onde:
K = / / BTCBI, dxdy (3.24)
Q
F = // ®bl, dxder/(I)ilZ ds (3.25)
Q 'y

Nos problemas apresentados a seguir, 0 sistema de equacdes (3.23) foi resolvido
pelo procedimento de Babuska, apéndice C, com perturkagdo0 2 na diagonal
principal de K e tolerancial’ OL = 107!, Resultados semelhantes, a menos de
algum erro de precisdo numérica, foram obtidos para testes realizados com o pacote
MA27, DUFF; REID (1983), que implementa um método direto de solu¢do conforme
se discute no apéndice C.
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3.2.1 Efeito da Distor¢éo da Malha de Elementos

Y
9y
|
i by
I L |
(@) L = 100, ¢ = 10
d, Y
Y
o i
1 - q
ANIEEE |
o a,
qy‘ ‘X X
-— L—= e
(b) L = 20, ¢ = 10 (©) L =10, ¢ = 20

Figura 3.4: Geometria das estruturas propostas - sem unidades

Neste exemplo, procura-se averiguar a influéncia da distorcdo dos elementos na
qualidade da aproximacao via MEFG. Os problemas propostos sdo 0s mesmos apre-
sentados em LEE; BATHE (1993), correspondendo a uma viga submetida a uma forca
aplicada em sua extremidade, como uma carga distribuida do tipo parabdlica:

_ 120y 1209°
&= L

Para que o problema em estado plano de tensdes simule o comportamento de

(3.26)

uma viga engastada, também as reacdes de apoio sdo impostas, como condi¢des de
contorno naturais, aplicando-se na face- 0 a reacdo de cisalhamento no valor de
—q, € de flex&o através da distribui¢éo:

240y
N c

— 120 (3.27)

4z

A estrutura encontra-se, portanto, auto-equilibrada e os vinculos introduzidos servem
apenas para eliminar os movimentos de corpo rigido.

Trés geometrias diferentes, parametrizadas segilinele, séo analisadas con-
forme é ilustrado nas Figuras 3.4(a), 3.4(b) e 3.4(c). Os dados para as propriedades
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do material s&o apresentados a seguir, sem a adoc¢ao de unidades, conforme aparecem
em LEE; BATHE (1993):

« Mbdulo de Elasticidad® = 1,0 - 107;
« coeficiente de Poissan= 0, 3;
s espessura=1,0;

Também em LEE; BATHE (1993) séo fornecidas as seguintes expressdes analiti-
cas para as funcdes de deslocamentos:

1 /120 , 92, 60, 240 138 , 46¢
p o= oty = P 2 Ty 22 11200 — —y ) (3.28
" E(CL‘W oV T T ow Ty H 120 - oy )(3:28)
1/ 404 36 , 120, 36 36, d46¢
U, = E( A + T + ny+ Y + 7t 36y | (3.29)

Para as trés geometrias, diversos tipos de malha sé&o propostas, como mostram as
Figuras 3.5(a) até 3.5(f), através das quais séo estudados os efeitos de dois tipos de
distorcao:

» angular - malhas das Figuras 3.5(a), 3.5(b) e 3.5(¢c);

 devido a curvatura de uma face do elemento - malhas das Figuras 3.5(d), 3.5(e),
3.5(f) e 3.5(Q).

Nas andlises realizadas com o MEFG através das malhas V e VIl foi empregado,
para descrever a geometria curva da face dos elementos, o método das “fungdes de
mistura” plending function methgd Esta estratégia bastante utilizada na vegsao
do MEF, é proposta por GORDON; HALL (1973) e permitinde a representacédo de
diferentes tipos de contornos sem que seja necessaria a utilizacdo de uma grande quan-
tidade de elementos. Basicamente, consiste em se introduzir no mapeamento das co-
ordenadas fisicas dos elementos com relacdo ao elemento mestre uma expressao para
a forma curva considerada.

O emprego das “func¢des de mistura” torna o integrando de (3.24) nao-polinomial
e, por isso, a integracdo numerica é realizada tomb pontos de Gauss-Legendre,
no caso das analises com as malhas V e VII. Para as demais analises foram adotados
3 x 3 pontos para a quadratura numerica.

Na Tabela 3.6, encontram-se os resultados obtidos através das analises feitas com
0 MEFG e os respectivos graus de liberdade (NGL) antes de se considerar 0s vincu-
los nodais. Estes resultados sdo confrontados com os apresentados em LEE; BATHE
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Figura 3.5: Discretizacdes propostas
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(1993) para o MEF isoparamétrico, com interpolacdes cubicas Serendipeta e Lagrangi-
ana. A solucéo analitica para o problema da Figura 3.4¢g)160,0) = 8,046 - 10,

para o da Figura 3.4(b)#,(20,0) = 3,660 - 10~* e para o problema da Figura 3.4(c)
éu,(10,0) = 1,320 - 1074,

Para que somente aos efeitos da distor¢cdo sejam considerados, a aproximacao
adotada para o MEFG deve representar exatamente as solucdes (3.28) e (3.29) com
um unico elemento néo distorcido, malhas I, IV e VI (0 mesmo ocorre com as inter-
polacdes Serendipeta e Lagrangiana, ambas cubicas). Para isso, a PU definida pelas
funcdes Lagrangianas bi-lineares, é enriquecida, como estabelecido em (3.19) e (3.20),
em que o vetor de func¢des de forma associado a cada é@ado por:

xr l'j y—y]
o e N; 0 W N; 0 P N; 0
VA T — X Y—Y;
N, N\ LN
0 J 0 hj J 0 hj J
(3.30)
($—$j>2 Yy—UYj ’
N0 (RN o
h; ! h; !

2 2
T —Zj YU
N N
! ( h; ) ! ! ( h; ) ’

sendoh; adotado como a maior distancia entre oafiée os demais nds pertencen-

tes a nuvenw; 4. Com tal enriquecimento, as fun¢des de aproximaBdesultantes
geram um espaco de polinbmios equivalente ao obtido com as aproximacdes Seren-
dipetas cubicas (em elemento regular), ou seja, o espaconforme se descreve no

apéndice D.
Interpolagdo Serendipetalnterpolagdo Lagrangianga MEFG
Malha 12 n6s 16 no6s 4 nés
NGL Uy NGL Uy NGL Uy
1 24 8,046 - 1073 32 8,046-1073 40 [8,046-1073
2 40 3,444-1073 56 8,046 - 103 60 | 8,046-103
3 64 0,585 - 1073 104 8,046 - 1073 80 | 8,046-1073
4 24 3,660 - 10~% 32 3,660 - 104 40 | 3,660-107%
5 40 3,534-1074 56 3,659 101 60 | 3,653-10~*
6 24 1,320-10~1 32 1,320 - 1077 40 [1,320-107%
7 36 1,320-10~4 56 1,314 - 107 60 | 1,306-10~1

Tabela 3.6: Resultados para o MEF de LEE; BATHE (1993) e MEFG

4Outro procedimento poderia ser adotado para se défininclusive definindo-se valores diferentes
nas direcdes ey, como é sugerido na expressao (2.15) para o Método das Nhpens
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Os resultados obtidos permitem mostrar o excelente desempenho das aproxima-
cOes construidas pelo MEFG. Assim como no MEF com interpolacéo Lagrangiana, no
MEFG a distor¢cdo angular ndo compromete a aproximacéao, obtendo-se, exatamente,
a solucdo analitica. A presenca de elementos com faces curvas perturba um pouco 0s
resultados, mas ainda assim podem ser considerados bastante bons, especialmente se
comparados aos obtidos para o caso da interpolacédo Serendipeta.

Em BATHE (1996), mostra-se que o0s elementos Serendipetos com 12 nds ao
apresentar distor¢cao angular deixam de representar exatamente polindmios completos
de grau 3, restringindo-se, apenas, aos polindbmios lineares. Esta deficiéncia resulta
do mapeamento das funcdes de forma que sao definidas para o elemento mestre, qua-
drangular, devendo ser mapeadas para as coordenas fisicas do problema. Devido a
distor¢cdo angular dos elementos empregados na discretizagcdo, 0 mapeamento deixa
de ser linear e a aproximagao € empobrecida ao ser descrita has coordenadas fisicas.
Com os elementos Lagrangianos de 16 nos, também ocorre uma penalizacdo com re-
lacdo a capacidade de reproduzir os mesmos polinémios originalmente representados
no elemento mestre. A dimenséo do espaco definido pelas interpolagbes Lagrangia-
nas €, contudo, bem superior & dimenséo do espaco das interpolacbes Serendipetas.
Por essa razao, a penalizacdo proveniente da distor¢cdo angular ndo chega a impedir
gue as aproximacOes sejam capazes de representar exatamente polindmios completos
até o terceiro grau. Explica-se, assim, diferenca dos resultados obtidos para as duas
formas de aproximacdo com o MEF. No MEFG, apenas as fun¢des bi-lineares da PU
sdo construidas no elemento mestre. As funcdes utilizadas para o enriquecimento da
aproximacao, (2.15), sdo descritas diretamente nas coordenadas fisicas do problema,
permitindo-se que a capacidade de representacdo de polindmios completos até o grau
3 ndo seja penalizada com o mapeamento.

O polinbmio completo de maior grau que a aproximacao pode representar de
forma exata determina, para problemas de solugéo suave, a taxa de convergéncia do
método, SZABO; BABUSKA (1991). Como no MEFG apesar da distor¢do da malha
ainda assim a aproximagédo continuou a produzir de forma exata polinémios cubicos
completos é de se esperar que as aproximacfes ndo tenham a convergéncia pertur-
bada. Adquire-se, portanto, uma certa independéncia da malha de elementos gracas
a estratégia de enriquecimento. Esta observacdo deve ser, contudo, considerada com
bastante cautela. A independéncia total da malha encontrada neste exemplo para o
caso da distorcdo angular, deve-se ao fato de que a solugcédo exata também é polino-
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mial. Por essa razdo, como a aproximacao do MEFG utilizada continua reproduzindo
exatamente polindbmios cubicos completos, seja qual for o grau de distorcdo angular
dos elementos, obtém-se a propria solucéo exata. Entretanto, se os polinbmios repro-
duzidos pela aproximacdo ndo sao capazes de representar a resposta do problema, o
erro encontrado pode ser ampliado em fungéo do grau de distor¢do da malha. Para ex-
plicar esse fato deve-se recorrer as estimativas de erro “a priori” da aproximacdo com
o MEFG, discutidas no apéndice E. A taxa de convergéncia, contudo, ndo é penalizada
pois, como ja comentado, ndo ha perda de termos dos polindmios representados pelas
funcdes de forma enriquecidas. A independéncia com relacdo a malha no MEFG deve,
portanto, ser relativizada e interpretada como se referida a sua taxa de convergéncia.
Por dltimo, algum comentario deve ser registrado com relacdo ao numero de
graus de liberdade exigido nas analises realizadas com as trés primeiras malhas. Para
um unico elemento, malha I, o nimero de fun¢des de forma do MEFG é superior ao
utilizado no MEF com interpolacéo Lagrangiana, enquanto que essa situacao inverte-
se para a malha lll. A explicacéo é bastante simples e esta relacionada a maneira com
que as funcdes de forma séo definidas no MEFG, associadas exclusivamente aos nos.
Sendo assim, cada grau de liberdade € compartilhado por todos os elementos perten-
centes a nuvem correspondente. No MEF com interpolacédo Lagrangiana por sua vez,
0s nds internos pertencem a um Unico elemento e 0s nés de face sdo compartilhados
por dois elementos no maximo. Este fato pode vir a compensar a maior quantidade de
fungdes definidas para um elemento no MEFG, fazendo com que, no somatorio geral
em malhas de varios elementos, as aproximacfes possam ser descritas com um menor
NGL do que no MEF. Este fato depende é, claro, do nimero de elementos por nuvem.
Em analises tri-dimensionais com elementos tetraédricos, por exemplo, esse efeito é
mais acentuado, como se observa em DUARTE; BABUSKA; ODEN (2000).

3.2.2 Chapa com Orificio

A chapa, cuja a geometria € mostrada na Figura 3.6(a) encontra-se submetida a
uma tensao uniforme,, a uma distancia razoavelmente grande do seu orificio. A ana-
lise via MEFG foi realizada para o dominibBC D FE, Figura 3.6(b), para um quarto
da regido correspondente a vizinhanca do orificio. As condicfes de contorno essenciais
reproduzem a simetria do problema. Para sua imposi¢do € necessario que, nao apenas
os deslocamentos nodais, como também os parametros das fun¢des enriquecidas que
contribuem para o deslocamento ao longo das faces dos elementos coincidentes com
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o contorno de Dirichlet sejam anulados. Por sua vez, as condi¢cdes de contorno de
Neumman séo representadas pela seguinte distribuicdo de tensdes, obtida da solucdo
elastica classica, TIMOSHENKO; GOODIER (1980):

r 2 3 3 4

Op = 0o |1— 2 (2 cos26 + cos4f | + 2 cos4f (3.31)
L r2\2 2r4
[ a? (1 3a*

o, = 0O __7"_2 (5 cos 20 — cos 49> ~ 5,4 C08 49] (3.32)
[ a? (1 3a*

Toy = Ooo __7“_2 (isenZH + cos 46’> + op4 08 49} (3.33)

que produz o campo de deslocamentos descrito a seguir:

Oooll [T 2a 2a3
Ur = om {5 (k4 1)cosf + — [(1+ k) cos @ + cos 30] — ~3 cos 39}(3.34)
= =ty l (k — 3)sernd + 20 [(1—k)semnd + sen3d] — 20 sen3d +(3.35)
Yy = 8G | a & r " 73 '

ondex € um parametro que depende do coeficiente de Poisson e € definido como:

3 —4r para Estado plano de deformacéo
PR (3.36)
T para Estado plano de tenséo
1%

e (G € o modulo de elasticidade transversal:

E

Para a analise foi considerado o estado plano de deformacéo eot3 e £ = 1,0

MEF,SZABO; BABUSKA (1991) MEFG

p|NGL | U,E/o2a’t | €4(%) | NGL [ U,E/03,a’t | E4(%)
1| 8 7,36762 20,59 8 7,36763 | 20,59
2] 20 7,54738 13,79 28 7,55896 13,23
3| 32 7,62008 9,78 48 7,63790 8,51
4| 48 7,65904 6,71 80 7,67227 5,27
5| 68 7,67875 4,40 124 7,68941 2,35
6| 92 7,68805 2,70 180 7,69229 1,33
7| 120 7,69165 1,61 - - -

8| 152 7,69295 0,95 - - -

Tabela 3.7: Resultados comparativos para a energia de deformag&o normalizada, entre o MEF,
SZABO; BABUSKA (1991) e 0 MEFG(U, E/o2,a°t). Solugdo analitica exata
normalizada de SZABO; BABUSKA (1991} E /o2 a’t = 7,69365.
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(b) Discretizacéo

Figura 3.6: Chapa com orificio
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A malha de elementos da Figura 3.6(b) foi empregada para definir a PU, sobre a
qual foram realizados diversos niveis de enriquecimento polingmde tal maneira
que a aproximacéaa, obtida, conforme representacéo em (3.19), gerasse o e8paco
No que se refere a curvatura do contorfid, essa foi considerada empregando-se,
para o mapeamento, 0 método das “func¢des de mistura”.

Na Tabela 3.7, os resultados para energia de deformacédo aproXitpada-
tidos com o MEFG, s&o contrapostos aos obtidos em SZABO; BABUSKA (1991)
com o MEF hieréarquico. Cada linha da Tabela corresponde a uma diferente ordem
de aproximaca® do espac¢dP,. NGL corresponde, neste exemplo, ao numero de
graus de liberdade da discretizacdo ap0s a imposicao dos vinculos nodais. Na coluna
&y, encontram-se 0s erros relativos da solucdo aproximada de cada analise, definidos
como:

., 9ef llelhuy oo (3.38)

 lullu

onde sdo utilizadas as seguintes normas de energia:

lelhe &' /Blw =y, uw —w,) = /2U — 21, (3.39)
|l /B, w) = V2U (3.40)

Para comparar a convergéncia de ambos os métodos, sdo utilizados dois graficos
em que o erro relativo é contraposto a ordem polinomial, Figura 3.7(a), e ao nUmero de
graus de liberdade, Figura 3.7(b). Nota-se uma razoavel equivaléncia entre as analises.
Este fato ja era esperado, pois, também no MEF hierarquico, representa-se para cada
ordemp o mesmo espago polinomial do tifg representado no MEFG. Dado o grande
namero de graus de liberdade redundantes introduzidos pelo MEFG, seu desempenho
mostrou-se levemente inferior no grafico da Figura 3.7(b) . Tal diferenca, contudo,
€ muito pequena, se comparada as vantagens de implementacdo do método e outros
fatores que serdo averiguados posteriormente. Além disso, como ja foi observado na
secao 3.2.1, com a presenca de um maior niumero de elementos, a tendéncia € que
sejam necessarios menos graus de liberdade para a mesma aproximacao

3.2.3 Cisalhamento de uma Chapa

O problema a seguir, encontra-se representado na Figura 3.8(a) e corresponde a
uma chapa em estado plano de deformacao sujeita as seguintes condi¢des de contorno:
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Figura 3.7: Gréaficos comparativos MEF x MEFG

« deslocamento vertical, = 0 ao longo dos lados'G e EC;
» deslocamento horizontal, = —1 mm ao longo do ladd'G;

 deslocamento horizontal, = 1 mm ao longo do ladd& C;

A chapa encontra-se, portanto, solicitada por cisalhamento. Apenas o0 primeiro qua-
drante foi considerado e a discretiza¢do adotada esta representada na Figura 3.8(b).
Para o modulo de elasticidade adotoufse;r 1 MPa e o valor de = 2m.

v=03 [ vr=0,4999 |
U | &x | U | &y |
0,1411[ 28,23 0,1665] 55,77
0,1328| 12,81 0,1421] 34,49
0,1325| 11,73| 0,1418] 34,11
0,1316| 8,53 | 0,1323] 20,40
0,1312| 6,40 | 0,1298] 14,87
0,1310| 5,04 | 0,1288] 11,84

Ol AW N|F||T

Tabela 3.8: Andlises pelo MEFG enriquecido polinomialmente. Rara 0,3000 tem-sell =
0,130680 N x mm e parav = 0,4999, U = 0,127035 N x mm, DUARTE (1991).

Duas analises com enriquecimento polinomiatla mesma forma que na secao
3.2.2, foram realizadas variando-se os valores do coeficiente de Paissen),3
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Figura 3.8: Estudo quanto ao travamento de Poisson
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Figura 3.9: Analise quanto ao travamento de Poisson

e 0,4999. Os resultados para estas analises, quanto a energia de defoftfjacéo
encontram-se reunidos na Tabela 38Figura 3.9. Para ambos os valores/deio

ocorreu alteracédo quanto a taxa de convergéncia, ndo havendo, portanto, interferéncia
do travamento. Observou-se, contudo, uma diferenca na posicdo das curvas, ou seja,
parar = 0,4999 os resultados estdo sempre acima daqueles obtidos para um mesmo
p comr = 0,3000, analoga a encontrada para o MEF hierarquico, como é verificado,
por exemplo, em DUARTE (1991).

SPara esse problema, como a estrutura é submetida a deslocamentos impostos, a medida que sua
aproximacao é melhorada, tornando-se mais flexivel, as tens@es resultantes sao reduzidas. Como con-
seqguliéncia, ocorre uma diminui¢do da energia de deformag&o interna, mas o principio da estacionaridade
da energia potencial permanece valido.
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3.2.4 ChapaemlL

Neste problema, procura-se mostrar como a estratégia de enriquecimento utili-
zada no MEFG pode simplificar bastante a analise de problemas com a presenca de
singularidades. Para isso, considera-se a chapa em forma de L da Figura 3.10(a), soli-
citada ao longo dos lado$B, BC, EF e I'A pelo seguinte campo de tensodes:

Oy = A1>\17")\171 {[2 — Ql ()\1 + 1)} COS ()\1 — 1) 0 — ()\1 — 1) COS ()\1 — 3) 9} (341)
oy = AN T2 4+ Q1 (A + 1) cos (A — 1) 0+ (A — 1) cos (A — 3) 0} (3.42)
Tey = Al)\l’f’)\l_l {()\1 — ].) Sen(/\1 — 3) 0+ Ql ()\1 + 1) Sen()\l — ].) 9}(343)

que produz deslocamentos nas dire¢gbeg dados por:

Uy = %Ml {[k — Q1 (A + 1)] cos A1 — Ay cos (A, — 2) 6} (3.44)

A
u, = irh {[k+ Q1 (M +1)]sen\6 + Ajsen(\ —2) 0} (3.45)

onde:

* A; € uma constante equivalente ao fator de intensidade de tensées no modo | em
mecanica da fratura elastica;

o A\ = 0,544483737 e Q; = 0,543075579 s@o constantes determinadas para que
as solucoes (3.44) e (3.45) satisfacam tanto o equilibrio quanto as condi¢des de
tensao nula ao longo dos ladé® e DE;

* considera-se a condi¢do de estado plano de deformacéao e, par #5805 4v;

Maiores detalhes sobre a obtencdo das expressdes para o campo de tensdes de
deslocamento podem ser encontradas, por exemplo, em SZABO; BABUSKA (1991).

Um aspecto relevante da chapa em questéo, e explicado por sua forma geome-
trica caracteristica, é a elevada concentracdo de tensdes na vizinhanc¢a db.ponto
campo de tensdes €, na verdade, singular, o que penaliza a taxa de convergéncia dos
métodos que se utilizam do enriquecimento polinomial para aproximar a solu¢do. Para
ilustrar esse fato, uma sequiéncia de aproximacdes polinomjaisio empregadas da
mesma forma que na secdo 3.2.2. A malha utilizada para definir a PU é descrita na
Figura 3.10(b). Os resultados referentes a energia de deformacao e ao errodglativo
para cada nivel de refinamento polinomial sdo apresentados na Tabela 3.9, sob a de-
nominacao de Sequéncia |. Para confrontacéo, sdo também apresentados os resultados
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Figura 3.10: Chapa em L - geometria e malhas utilizadas nas seqiiéncias de refinamento con-
sideradas
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das analises de SZABO; BABUSKA; CHAYAPATHY (1989) para o MEF hierarquico
com a mesma sequéncia de refinamento. No grafico da Figura 3.11 exibe-se a curva
que relaciona o err8, com o NGL empregado. Observa-se uma convergéncia algé-
brica para as andlises realizadas com os dois métodos. A convergéncia exponencial,
tipica dos refinamentos polinomiais, € portanto penalizada devido a singularidade no
campo de tensbes, SZABO; BABUSKA (1991).

Para recuperar a taxa exponencial emprega-se uma seqiéncia de “malhas geomé-
tricas”, SZABO; BABUSKA (1991), reunidas sob denominacéo de Sequéncia Il. O
refinamento realizado € do tigp, em que, juntamente com o refinamehtgraduado
conforme se mostra na Figura 3.10(c), € realizado um enriquecimesio-uniforme
para o qual, com origem no ponto noda) o grau da aproximag¢ao aumenta linear-
mente a partir da unidade. Os resultados destas analises sao também apresentados na
Tabela 3.9 e gréfico da Figura 3.11, verificando-se sua independéncia com relacdo ao
grau de singularidade da solucéo.

MEF MEFG
Seqliéncia | Sequéncia | Seqiéncia ll
NGL U, | €4 | NGL U, | €4 | NGL U, | &%

39 | 3,7702104| 30,42| 39 | 3,7702105| 30,42| 13 | 3,5024183| 39,62
103 | 3,9524576| 22,06 | 123 | 3,9524575| 22,06 | 41 | 3,7850141 29,82
167 | 3,9751308| 20,78 | 207 | 4,0214464| 17,90 | 111 | 4,0988735| 11,57
255 | 4,0334329| 17,07 | 333 | 4,0590699| 15,16 | 223 | 4,1471773| 4,21
367 | 4,0718450| 14,11 | 501 | 4,0913034| 12,34 | 391 | 4,1532979| 1,73
503 | 4,0952969| 11,94 | 711 | 4,1054160| 10,87 | - - -
663 | 4,1105439| 10,29 | 963 | 4,1171284| 9,49 - - -
847 | 4,1202816| 9,08 | 1257 | 4,1250942| 8,42 - - -

Tabela 3.9: Resultados numéricos comparativos para a energia de deformag¢do normalizada,
(u,,E/Afa%t), entre o MEF, SZABO; BABUSKA (1991) e 0 MEFG. Solugéo

analitica exata d&lE/A2a* 1t = 4,15454423 obtida de SZABO; BABUSKA,;
CHAYAPATHY (1989)

Uma alternativa interessante de aplicacdo do MEFG refere-se a utilizacdo das
proprias solugdes (3.44) e (3.45) para o enriquecimento da aproximac¢do. Desse modo,
em um nox; qualquer, a PU, pode ser enriquecida com 0s seguintes conjuntos de

funcoes:
j] = {1a 1- uI(w]) b1,P2," 7pq]'(p)} (346)
uy ()
7Y =011 4 Ve 3.47
j { ; uy(wj)vplvp% 7pq](])} ( )
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Observe que o enriquecimento polinomiaé utilizado juntamente com as novas fun-
coesu, eu,. As aproximagoes nas direcGe® y sdo, portanto, obtidas conforme a
expressao (2.31):

N 4;(p)
iy () = ; Ny(z) < uf + ; pib%; + {1 _ 5;(<;))] & (3.48)
i N , a;(p) , uy(w) ,

onded; e dj séo parametros associados as novas fungéo ndo polinomiais introduzidas
ao enriquecimento.

Nota-se que, no caso de se enriquecer diretamente com as fungdes (3.44) e (3.45),
as aproximagdes em um porntg, por exemplo, seriam definidas como:

Uy (xj) = uj +ug(x;)dj (3.50)

Uy(x;) = uj +uy(x;)dy (3.51)
0s parametros? e ug perderiam o significado fisico de deslocamentos nodais e, por
isso, ndo haveria como se impor diretamente as condi¢cdes de contorno essenciais no
ponto nodale;. Para evitar a aplicacdo do Método dos Multiplicadores de Lagrange,
como ha sec¢do 2.3 para os métodos sem malha, optou-se por modificar as funcdes
(3.44) e (3.45), introduzindo-as da maneira descrita em (3.48) e (3.49). Dessa maneira,
0s parametros nodaig e u; voltam a corresponder diretamente aos deslocamentos,
permitindo com que as condi¢cdes de contorno sejam impostas diretamente. Este arti-
ficio em nada prejudica a qualidade da solu¢cdo como podera ser mostrado através dos
resultados numeéricos apresentados a seguir.

Duas sequéncias de aproximacdes, variando-se o enriquecimento polippmial
foram utilizadas para ilustrar a estratégia acima descrita. Em todas elas a PU é definida
sobre a malha da Figura 3.10(d). Na primeira delas, referenciada como llla, apenas
o né D é enriquecido com o conjunto de fungbes (3.46) e (3.47), enquanto que na
segunda, denominada Sequéncia lllb, todos os nds séo enriquecidos. Os resultados de
tais analises encontram-se reunidos na Tabela 3.10 e grafico da Figura 3.11.

A partir dos resultados apresentados, observa-se que as taxas de convergéncias
obtidas com os enriquecimentos especiais, (3.46) e (3.47), superam os resultados das
malhas geométricas. Para o caso da Sequéncia lllb a solucdo é praticamente a exata
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MEFG

Sequéncia llla Sequéncia lllb
NGL U | & | NGL u | &
14 | 3,9341859| 23,03| 21 | 4,1545434| 0,04
46 | 4,1328600| 7,22 | 61 | 4,1545434] 0,04
78 | 4,1466355| 4,36 | 93 | 4,1545434| 0,04
126 | 4,1522908| 2,33 | 133 | 4,1545434| 0,04
190 | 4,1534645| 1,61 | 197 | 4,1545434| 0,04

Tabela 3.10:Resultados

para a energia de deformaq{dLE/A%a%t), através do

MEFG. Solugéo analitica exata, SZABO; BABUSKA; CHAYAPATHY (1989)
UE/A3a* 1t = 4,15454423

desde o inicio do refinamenjo Este fato ja era esperado, pois a propria solucao

exata esta sendo empregada em todo o dominio, e ndo apenas para eliminar o efeito da

singularidade. O pequeno erro encontrado para esse caso é proveniente da imprecisao

na integracao numeérica comentada no proximo paragrafo.

log (NGL)
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8- MEFG - Seqiiéncia Illa
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Figura 3.11: Analises para diversos tipos de refinamento
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A integracdo numeérica torna-se um ponto importante para 0s enriquecimentos
com fun¢des ndo-polinomiais realizados para problemas desse tipo. Quando séo uti-
lizadas funcbes com elevados gradientes, a quadratura de Gauss torna-se insuficiente
para se aproximar exatamente a integral procurada. Procedimentos adaptativos de in-
tegracdo numérica devem, entdo, ser empregados, como é observado, por exemplo,
em DUARTE; BABUSKA; ODEN (2000). Em particular, no trabalho de STROU-
BOULIS; BABUSKA; COPPS (2000), sugere-se o algoritmo DECUHR introduzido
em ESPELID (1994), baseado em sub-divisdes nado-uniformes do elemento finito, na
direcédo do ponto em que se encontra a singularidade. Para o presente trabalho, nenhum
desses procedimentos foram implementados. Dessa forma, uma elevada quantidade de
pontos de Gauss-Legendre teve que ser utilizada para cada um dos trés elementos das
malhas das Sequéncias llla e lIING = 50 x 50).

3.2.5 Consideracdes Complementares

A possibilidade de conferir a aproximacdo o comportamento de uma funcgéo sin-
gular abre caminho para estudos no campo da Mecanica da Fratura Elastica.

Recentemente, o grupo de Belytshcko, desenvolvedor do MGLE, re-direcionou
os estudos para o enriquecimento da PU, obtida pelo MEF, com fun¢cbes que simu-
lam o campo de tensdes ao redor da trinca. Em BELYTSCHKO; BLACK (1999) e
MOES; DOLBOW; BELYTSCHKO (1999) denomina-se essa estratégia de Método
dos Elementos Finitos Extendido, MEFEXtended Finite Element MetheckKFEM).

Tal abordagem &, contudo, equivalente & proposta em MELENK; BABUSKA (1996)

e ODEN; DUARTE; ZIENKIEWICZ (1998) e que, mais tarde, originou o MEFG.
Como contribuicdo, podem ser destacadas as estratégias criadas para se considerar a
propagacao da trinca, DOLBOW (1999), MOES; DOLBOW; BELYTSCHKO (1999)

e STOLARSKA (2001).

Em STROUBOULIS; BABUSKA; COPPS (2000), por sua vez, referencia-se di-
retamente o MEFG, e uma abordagem bastante genérica € apresentada para introducao
de vazios e descontinuidades no meio, sem que a malha de elementos seja alterada. Ja
em DUARTE (2001), o MEFG é empregado para simular a propagacao dinamica de
trinca em um meio sob representacao tri-dimensional. Funcdes especiais, a exemplo
do que foi utilizado na sec¢édo 3.2.4, sdo adotadas para aproximar o campo de tensdes ao
redor da trinca. Para que a propagacao da fratura possa ser simulada sem alteragdes na
malha de elementos, fun¢des de Shepard sdo combinadas com as fun¢des Lagrangianas
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na construgao da PU.

Estratégias para a aplicagdo do MEFG em problemas da Mecanica da Fratura
Elastica ja se encontram, portanto, em franco desenvolvimento. Um caminho ainda
nao explorado corresponde ao estudo da propagacgéao de fratura em meios com dano.
Nesse contexto, ocorre um abatimento da concentracdo de tensdes na extremidade da
trinca devido a formacédo de uma zona de processo. Outro ponto de interesse consiste
na simulacao da transicao entre a formacao e distribuicdo de micro-fissuras e o surgi-
mento da trinca macroscopica. Através do MEFG, torna-se bastante simples modificar
a descricéo da solucao durante a analise, pois o0 enriquecimento ndo introduz nenhum
no adicional. Dessa forma, a analise pode ser realizada com o enriquecimento poli-
nomial para a fase em que o dano é o processo dominante e, no instante de transi¢ao
para a fratura, novas fun¢des podem ser introduzidas. A ferramenta numérica talhada
para esse tipo de aplicacéo existe, portanto. Resta, contudo, que seja adaptada para
tal. Neste trabalho, procura-se estabelecer as bases para tal desenvolvimento. An-
tes, porém, é necessario que alguns conceitos da Mecanica do Dano Continuo sejam
introduzidos.



54

Capitulo 4
Modelo Constitutivo

A teoria do dano tem como dominio de estudo os fendmenos de deterioracao
incidentes sobre o material, compreendidos entre 0 que seria um estado virgem, sem
a presenca de imperfeicGes, e a formacéo das primeiras trincas macroscopicas. Tais
fendbmenos abrangem o processo de "nucleacao” e crescimento de cavidades e de trin-
cas microscopicas, distribuidas ao longo do volume e da superficie do material. A
Mecéanica do Dano Continuo procura descrever o processo de danificacdo do material
real a partir do comportamento mecanico macroscopico de um meio equivalente con-
siderado continuo. Para isso, introduzem-se variaveis para quantificar a deterioracéo
desse meio e que penalizam suas propriedades elasticas. Detalhes sobre a Mecéanica
do Dano Continuo, fundamentada hoje na termodinamica dos processos irreversiveis,
podem ser encontrados em KRAJCINOVIC; LEMAITRE (1987), LEMAITRE; CHA-
BOCHE (1990) e LEMAITRE (1992).

Existem atualmente, dentro da Mecéanica do Dano Continuo, diversos modelos
matematicos que se aplicam a simulacdo do comportamento fisico ndo-linear de es-
truturas em concreto. Nas proximas secoes, apds discorrer sobre alguns conceitos
fundamentais, sdo apresentados dois desses modelos constitutivos conhecidos como
Modelo de Mazars e Modelo de La BordetieTais modelos foram utilizados neste
trabalho devido a sua simplicidade e aplicabilidade aos tipos de problemas estudados.
Para o caso particular das andlises realizadas relativamente a estados planos de tensdo
e de deformacéao, apenas o Modelo de Mazars, em sua formulagéo nao-local, foi em-
pregado. Alguns detalhes de tal formulagéo, bem como a razéo para seu emprego séo
abordados ao final deste capitulo.

Ambos os modelos sdo conhecidos pelo nome dos pesquisadores que os propuseram, MAZARS
(1984) e LA BORDERIE (1991)
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4.1 Conceitos da Mecanica do Dano Continuo

N&o é o objetivo deste trabalho aprofundar-se nos fundamentos da Mecéanica do
Dano Continuo, mas alguns de seus conceitos merecem ser registrados para uma me-
Ihor compreensédo dos modelos constitutivos adotados para as analises numéricas. Sao
eles:

» elemento de volume representativo;
* tenséo efetiva;
* principio da deformacao equivalente.

O elemento de volume representativo € definido como uma regido do material
grande o suficiente para representar a média dos micro-processos presentes e nao tao
pequena para que, assim, as equacdes da Mecéanica do Continuo mantenham seu signi-
ficado, LEMAITRE (1992), Figura 4.1.

Figura 4.1: Elemento de volume representativo

Tomando-se um ponto no interior do volume representativo, o estado de deterio-
racdo, segundo uma dada direcdo definida pelo versérquantificado pela variavel
D,,, através da razao:

0Sp
D, ==L
88

onde) S é a area da intersegao entre o elemento e o plano norabgonto. JaSp

(4.1)

representa a parcela d8 que corresponde aos vazios ou descontinuidades geométri-
cas. Dessa maneira, definem-se:

» D, = 0 = elemento de volume integro;

* D, = 1 = elemento de volume totalmente danificado.
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Considera-se, agora, que o elemento de volume esteja solicitado na direcao
por uma forcaF', de tal maneira que nesta direcao tenha-se a tensdo nominal dada por
o = F/6S. Se no lugar déS for usada a area que realmente resiste a solicitagao,
0S — 0Sp, obtém-se a tensdo efetiva presente em um ponto da parte integffa de

F

T35 —05p (4.2)

Oef

O principio da deformacéo equivalente estabelece que o estado de deformacao
em qualquer ponto do meio danificado, segundo a direggoossa ser obtido pela
deformacéo elastica da parte integra, LEMAITRE; CHABOCHE (1990). Isto significa
que, para o elemento de volume representativo descrito acima, é possivel calcular a

deformacéae como:
Uef g

By Eo(1-Dy)
sendoFE, 0 modulo de elasticidade da parte integra.

(4.3)

Nota-se que o principio da deformacéo equivalente permite com que a tensao
nominal ¢) possa ser empregada para qualquer estado de deterioracdo, bastando que
se penalize o0 moédulo de elasticidade pela grandezaD,,. No caso geral de so-
licitacdo multi-axial, o dano e sua lei de evolucdo adquirem dire¢bes preferenciais
segundo a orientacao die Dentro de certos limites, porém, pode-se adotar a hipotese
de homogeneidade do processo de danificagdo, o que torna o problema muito simples
uma vez que em todas as direcbes a medida da danificacdo sera a mesma, ou seja:
D, =D, V.

4.2 Modelo de Mazars

Comparado aos demais modelos empregados para o concreto, 0 modelo de Ma-
zars apresenta como vantagem sua simplicidade e um namero relativamente pequeno
de parametros a identificar. O estado de danificacdo local é representado pela variavel
escalar de dan®, o que é suficiente para representar, de modo satisfatério, o compor-
tamento do concreto sob solicitacdes especiais. As hipdteses basicas do modelo sdo as
seguintes:

» 0 concreto em processo de dano evolutivo é considerado como um meio elas-
tico sem deformac@es residuais, Figura 4.2(b), diferentemente do que se obtém
experimentalmente, Figura 4.2(a);
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contribuem para a

Capitulo 4. Modelo Constitutivo
» apenas as extensdes, nas dire¢des principais de deformacéo,

formacéo e evolucao real do dano;
0 carregamento é proporcionalmente crescente (radial);

e 0 dano preserva a isotropia inicial do meio;
» 0 processo de danificacao inicia-se localmente quando a grandeza denominada

deformacéo equivalente, e representada:poifor superior a um certo valor de

referénciaey.

/
/
[/

LA E(1-Dy)

(b) Modelo de Mazars

(a) Comportamento real
Figura 4.2: Relacao constitutiva

O danoD penaliza diretamente a rigidez elastica do material e a relacédo consti-
tutiva do modelo € expressa através da hipétese de deformagfes equivalentes. Resu-

mindo, o0 modelo de Mazars leva a seguinte relagdo secante para o caso de carrega-
(4.4)

(1 — D)CQE

mento proporcional:
em queC|, corresponde a matriz das propriedades elasticas do material integro, que
estabelece a relac&o constitutiva entre os campos de tensao e deformacao em sua forma

compacta de representacao vetorial.
Segundo a abordagem de PEREGO (1989), a varigvéldefinida através da
(4.5)

combinacéo linear:
D = arDr + acDc
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em queDr e D¢ representam o dano associado a estados uni-axiais de tracdo e com-
pressao respectivamente, dados por:

ew(l—Ar) (1 - Ap)

o eBT(Seq_EdO) !

_ Edg(l — Ac) (1 — Ac)

eBc (Eeq—¢€do)

Dr=1-

c=1

geq {—jeq

onde:
* Ar, Br, Ac e B¢ s@o parametros caracteristicos do material e que podem ser

identificados em ensaios uni-axiais, ALVARES (1993);

* ar eac Sdo coeficientes obtidos a partir do estado de deformacéo em cada ponto
do corpo, tendo-se sempre- + o« = 1. Naturalmente, para a tragcdo pura
ar = 1 e para a compressao pura = 1;

Eeqg = \/(€1)2 + (2)2 + (e3)2 é denominada deformagdo equivalente obtida
em funcgéo da parte positiva das componentes de deformacdes principais. Sendo

(e =1/20+1- 1)

* £40 € um valor de referéncia para a deformacéo equivalente, caracteristico do
material, acima do qual ocorre o inicio da danificacdo. Por analogia a esse pa-
rametro, define-se,, variavel que governa a evolucédo do dano. Em cada ponto
do material, tem-se, inicialmente, = 4. A medida que a deformagéo equiva-
lente ultrapassa esse valor em algum ponto, a varigyehssa a ser atualizada
com tal deformacgéo.

Em sua formulac&o em taxas, a relacdo constitutiva passa a ser expressa por:
o= (1-D)Cyé — DCye (4.6)

A taxa de dano expressa em funcdo da taxa de deformacéo envolve, entretanto,
uma expressao complexa, gerando uma matriz de rigidez ndo-simétrica para uso na
aproximacao de Galerkin do PVC, apéndice A. Por essa razao, e ja tendo-se em vista
o procedimento incremental-iterativo de Newton-Raphson, secdo 5.2.1, para a solu¢ao
do PVC, utiliza-se a formulagdo secante dada por:

Ao = (1 — D)CoAe (4.7)

ou seja:
Ao = CAe (4.8)
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sendo:
C=(1-D)C, (4.9)

4.3 Modelo de La Borderie

Estruturas cujo o material € o concreto fissuram quando tracionadas. Apresen-
tam, porém, a propriedade de recuperar a rigidez, caso o carregamento presente seja
invertido, COMI (2000). Este aspecto, bastante peculiar, € denominado “efeito uni-
lateral” e pode ser explicado, conforme descrito em seguida, a partir do mecanismo
de deterioracdo do meio. Sob solicitagédo, surgem, no concreto, micro-fissuras perpen-
dicularmente as dire¢cdes de alongamento, produzindo, como resposta macroscopica,
uma perda de rigidez da estrutura. Com a inverséo do sinal da solicitacéo, tais fissuras
tendem a se fechar e, como consequéncia, ocorre o fenbmeno de enrijecimento. No
modelo de Mazars, tal fendbmeno ndo é considerado e, por isso, sua aplicacdo nao é
indicada nos casos de solicitagdes de carregamento ciclico.

Em LA BORDERIE (1991) é sugerido um modelo adequado a simulacao do
“efeito unilateral”, através da introducéo de duas variaveise D,, relacionadas aos
danos de tracdo e compresséo respectivamente. Diferentemente do modelo de Mazars,
estas variaveis ndo sao combinadas, e seu processo de evolucao € definido atraves
do controle sobre o sinal das tensdes principais. Descreve-se assim, com sucesso, 0
fendbmeno do fechamento e abertura das fissuras simulando-se o “efeito unilateral” do
concreto.

A apresentacdo do modelo é feita através da abordagem do método do estado lo-
cal, descrito em LEMAITRE; CHABOCHE (1990), partindo-se do seguinte potencial
de estado dado pela energia livre de Gilgbs

(B4 -(3)) | () - (%))

YT 9E(-Dy) | 2E(Q-Dy) FL®2) 1) +
(4.10)
B1Dy B2Ds
Bl = Dl)fd(TT(E)) + mﬂ(z) + Gi(z1) + Ga(z)

em quer € o coeficiente de Poisso(:), e (X)_ representam as partes positiva e
negativa do tensor de tensdEs 7r(X) = ¥;;, (1 e §, sdo pardmetros do material
relacionados a formagéo de deformacfes residdgis;;) e G2(z2) sé@o funcdes de

encruamento de; e z, (medidas de dano acumulado)gé uma funcéo que assume
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valores de acordo com as condi¢cdes de abertura e fechamento das micro-fissuras, sendo

definida por:
Tr(%) quando T7'r(%) € (0, +o0]
fa(Tr(x)) & [1 + T;(j) Tr(S) quando Tr(L)e€ (—o7,0]  (4.12)
—%TT(E) quando Tr(X) € (—oo, —oy]

sendas; a tenséo de fechamento das micro-fissuras.
O tensor de deformacdds pode ser obtido derivando-se o potencial (4.10) com
relacdo as tensoes.
Ix

E = 55 (4.12)

Em problemas bi-dimensionais de estado plano, por questdo de simplicidade,
os tensoreX e E podem ser substituidos pelas formas vetoriais compacts.
Adotando-se tal representacdo em (4.10), o vetor de deformacgOesetqiade ser
obtido de maneira idéntica a (4.12):

E:a—X:€6+€“ (4.13)
do

Observa-se que o campo de deformagdes € dividido em duas parcelas, umasglastica
e outra aneléstica:
e (o)+ (o)

1%
T Ei-D) TEG-Dy E

o —Tr(o)| I (4.14)

o« BiD1 0f(Tr(o)) Ba Do
= Ea-D) 9o T E1-Dy’ (4.15)

permitindo-se que, diferentemente do modelo de Mazars, deformacdes residuais de-

correntes do dano sejam consideradas.
As variaveis associadas ao dano sdo dadas por:

ox
Y, — >~ 4.1
! 0D, (4.16)
Y, Ox (4.17)

~ 9D,
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O critério de dano pode ser expresso pelasfgis= Y, — Z,, a = 1,2, onde
Z, Sao as variaveis termodinamicas associadas as variavei®btidas da seguinte
forma:

_ 0G0 (2a)

Za
0z,

1/Ba
Viery (f}g ) ] (=12 (418

sendoA,, B, eY,, parametros do material a serem identificados. Considerando-se,
entao, o critérid,, a evolucdo do dano pode ser caracterizada como:

SeY, < Z, = D, =0 resposta elastica-linear

: - 1 4.19
SeY,=Z,eY,>0=D,#0 €Dy =1— (4.19)

1+ [Ay (Y, — Vo)™

Nas analise ndo-lineares, emprega-se para a solucdo do problema a relagéo cons-
titutiva em sua forma incremental expressa por:

Ao = (1 — D,)CoAe (4.20)

ondeD,, € substituido poD; ou D,, de acordo com campo de tensdes atuante. Mai-
ores detalhes a esse respeito podem ser encontrados em LA BORDERIE (1991), ou
mesmo em PAULA (2001) para o caso da implementagédo do modelo para problemas
uni-dimensionais.

4.4 Abordagem Nao-Local

O fendbmeno de deterioracdo do meio que se busca reproduzir pela Mecanica do
Dano Continuo é, por hipétese, difuso. Esta abordagem contrapde-se a Mecanica da
Fratura em que se considera uma falha local ou trinca macroscopica. Existe, portanto,
um limite para o campo de aplicagcdo dos modelos de dano, devendo-se observar o
instante em que o fendmeno de ruptura deixa de ser associado apenas a danificacao
evolutiva, transformando-se em propagacao de uma fratura. A teoria da localizacao
de deformacdes, discutida em OLIVER (1995) e MANZOLI; OLIVER; CERVERA
(1998) por exemplo, permite estabelecer uma ligacdo entre estas duas abordagens.
Alguma discussao a esse respeito é realizada no capitulo 7, no qual se vislumbra, por
meio de uma analise numeérica, um interessante caminho a ser trilhado. A atencéo
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no momento, contudo, restringe-se unicamente a aplicacdo dos modelos de dano e é
dentro dessa perspectiva que a andlise do tipo ndo-local necessita ser introduzida.

Em COMI (2000), salienta-se que a presenca do fenbmeno de amolecisuhto (
tening, induzido pelos modelos de dano, faz com que o problema de valor de contorno
torne-se mal-posto, introduzindo perda de objetividade nos resultados numéricos. Uma
das consequéncias é a dependéncia da resposta humérica a malha de elementos, DA-
VENNE; SAOURIDIS; PIAU (1989), o que, nos métodos sem malha, corresponderia a
uma dependéncia ao suporte das fungdes aproximadoras. Como resultado, quanto me-
nor o suporte dessas fungdes, menor a regido em que o dano tende a ficar confinado,
antecipando a localizacdo de deformacdes.

A abordagem néo-local é uma técnica de regularizacdo que limita a zona de lo-
calizacdo de deformacdes, fixando uma largura minima para a concentra¢do do dano.
Consegue-se, assim, dependendo da largura adotada, uma melhor distribuicdo para o
dano, necessaria para que os modelos de dano possam ser aplicados sem perda de ob-
jetividade. Com os exemplos das Figuras 4.3(a) e 4.3(b) procura-se ilustrar a diferenca
entre andlises realizadas através das abordagens local e ndo-local respectivamente. Na
Figura 4.3(a) ocorre, para um determinado nivel de forga, a concentra¢do do dano, por-
gue o modelo tende a reproduzir a descontinuidade, representada na curva de resposta
estrutural, decorrente da formacéo de uma fissura e a consequente perda momentanea
da capacidade de carga. Realizando-se a mesma analise, em uma abordagem nao-local,
obtém-se uma resposta global equivalente, mas através de um distribuicdo difusa para
o dano.

N

(a) Analise local (b) Andlise nao-local

Figura 4.3: Representacao das diferencgas entre analise local e ndo-local. Curvas de éorca
deslocamento no meio do v@pcom a respectiva distribuicdo de dano
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Um aspecto significante em uma analise ndo-local é a definicdo da largura minima
para a concentracao do dano. Este parametro esta relacionado a um carater nao-local
da deformacédo devido a heterogeneidade do meio e responsavel pela maneira com
gue as micro-fissuras se distribuem. Em BANT; PIJAUDIER-CABOT (1989), o
parametrd,., denominado comprimento caracteristico do material, € introduzido como
grandeza representativa dessa heterogeneidade. Em outras palaefass o volume
representativo do material e, segundo MAZARS; PIJAUDIER-CABOT (1994), é da
ordem de3d,, sendad, o “tamanho” do maior agregado no concreto.

Uma maneira de se introduzir o carater ndo-local, consiste em se empregar, local-
mente, uma média ponderada das variaveis de dano ou do campo de deformacdes nas
vizinhanc¢as de um ponto. Adota-se neste trabalho, a média das deformacdes, conforme
estratégia apresentada em DAVENNE; SAOURIDIS; PIAU (1989) para o modelo de
Mazars.

Assim sendo, como a evolucéo do dano depende da vatigvelssa passa a ser
calculada ndo mais localmente mas como uma média pondeéradaos valores que
assume em uma vizinhangd(r,,) de raior,; ~ 0,5[., correspondente ao elemento
de volume representativo do material. Fisicamente, tal abordagem mostra-se mais co-
erente, uma vez que a danificacdo local € governada pelos mecanismos presentes em
uma determinada regido representativa do meio.

Dessa forma, tem-se:

/ g(x — x;)eeq(x)dV

Eoglay) = ) (4.21)

/ g(x —x;)dV

V(Tnl)

sendog(x) uma fungéo de ponderagéo que deve assumir o valor unitario enx;.
Nas andlises numeéricas adotou-se a seguinte fungdo exponencial:

7(2@—@)2
9@ — ;) = e nl parax —x; <1y (4.22)

0 parax — x; > ry
Aimplementac@o numérica da andlise ndo-local é relativamente simples, substituindo-
se a forma integral da expressao (4.21) pela razao entre somatoérios, tem-se a deforma-
cao equivalente em um determinado ponto de integrag@ada por:
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> 9@ — )w(a))ee (@)
:BjGV(Tnl)

Ee (azi) = (4.23)
! g(z; — 2 )w(z;)
x; €V (rn)

Observe quec; corresponde aos pontos da integragdo numeérica pertencentes a regiao
definida pelo raia-,; e com centro emx;. A definicdo desses pontos pode ser feita

em um pré-processamento, para evitar que, a todo momento de calculo do dano, as
vizinhangas de cada ponto sejam novamente construidagxzJjarefere-se a parcela

de area (ou volume) do dominio vinculada ao panfo Tal parcela corresponde ao
peso do ponte:; na quadratura de Gauss multiplicado pelo respectivo jacobiano.

Ainda em DAVENNE; SAOURIDIS; PIAU (1989), observa-se que algum cui-
dado deve ser tomado em analises em que a simetria da geometria e do carregamento
é explorada. Como se mostra na Figura 4.4, pontos ficticios devem ser considerados,
para que a resposta numeérica seja equivalente aquela que seria obtida para uma analise
em que toda a estrutura esteja representada.

Pontos ficticios

Figura 4.4: Andlise ndo-local em estrutura com simetria
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Capitulo 5

Experimentos Numeéricos em Analise
Nao-Linear

Este capitulo reune aplica¢cdes dos métodos sem malha, no caso o Método das
Nuvenshp, e do MEFG no estudo do comportamento néo-linear de estruturas, decor-
rente do fenbmeno de danificacdo do meio. Assim como no capitulo 3, procura-se
evidenciar aspectos de implementacgéo, especialmente aqueles introduzidos para a ade-
quacdo dos métodos aos modelos constitutivos admitidos. Para isso, sdo apresentadas
as anadlises de dois problemas. O primeiro deles corresponde a uma viga em concreto
armado e é resolvido pelo Método das Nuvkpeg pelo MEFG. O segundo problema
corresponde a uma chapa de concreto submetida a deslocamentos impostos, através
da qual procura-se avaliar a capacidade do enriquecimento polinomial do MEFG para
aproximar a presenca da localiza¢ao do dano.

A escolha do Método das Nuvehgexplica-se por abranger, em sua formulagéo,

o0 MGLE. Para a simulacao da resposta ndo-linear da estrutura sdo empregados os dois
modelos constitutivos, Mazars e La Borderie, descritos anteriormente. Seguindo-se a
mesma abordagem da secédo 3.1, a representacdo adotada € uni-axial. Os resultados
de andlises estatica e dinamica sao apresentados salientando-se ndo apenas detalhes da
formulacdo numérica como também algumas interessantes discussdes sobre o compor-
tamento do material.

As andlises estéticas feitas através do MEFG séo bi-dimensionais, a exemplo dos
problemas da secédo 3.2. Devido a simplicidade de implementacao e pelo fato de ndo
haver inversdo de carregamento, emprega-se o Modelo de Mazars para a simulagao
do comportamento do material. Aspectos de implementacédo do método para a andlise
nao-linear sédo discutidos juntamente com os resultados encontrados.
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5.1 Viga em Concreto Armado

O problema selecionado encontra-se representado na Figura 5.1, e corresponde a
uma viga de concreto armado bi-apoiada, com secao transversal retangular e submetida
a duas forcas verticais posicionadas simetricamente com relacdo ao meio do vao. O
momento constante, que solicita a regido entre as duas forgas, induz uma distribuicédo
difusa de micro-fissuras ao longo deste trecho. O mecanismo de deterioracdo do meio
€, portanto, bastante semelhante aquele esperado para a simulacdo pelos modelos de
dano continuo, capitulo 4.

¢F F ¢
cdeslocamento Uy
b
Y

2 ¢S5 mm

3 ¢ 10 mm

240

Figura 5.1: Viga em concreto armado - geometria e armagao - medidas em cm

Na tabela 5.1, sdo apresentados os dados relativos as propriedades do aco e do
concreto e entre eles, os parametros dos modelos de Mazars e de La Borderie que
caracterizam o meio:

Ar = 0,995 Br = 8000 Ac =085 Be = 1050
€40 = 0,00007 E. = 29200 MPa E, = 196000 MPa ve = 0,2
ve =0,3 Y, =3,05-10-*MPa | A; =3,50-10°MPa ! B; = 0,95
61 = 1,0MPa Y, = 5,0-10"3 MPa Ay = 6,80 MPa ! B, = 0,7705
By = —10,0MPa o = 2,60 MPa pe = 2500 kg/m? ps = 7850 kg/m?®

Tabela 5.1: Pardmetros do material (-~ concreto es — aco)

ondep. e p, correspondem & densidade do concreto e do acgo respectivamente. Os
parametros para o Modelo de Mazars foram obtidos por identificacdo paramétrica em
ensaios apresentados em ALVARES (1993), onde também se encontram os resultados
experimentais utilizados para confronto. Ja os parametros utilizados no Modelo de La
Borderie foram determinados ajustando-os as curvas de tenséo e compressao axial do
Modelo de Mazars, PITUBA; PROENCA; ALVARES (1999). Com relagdo ao aco,
considerou-se o comportamento perfeitamente elastico.
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5.2 Analise pelo Método das Nuvenkp

A Figura 5.2(a) representa as condi¢des de contorno e a discretizagdo adotadas
para a andlise com o Método das Nuvens. Por se tratar de uma analise uni-axial
arbitrou-se que 0s apoios e as cargas estivessem aplicados sobre go@igizionado
sobre o centroide da sec¢ao transversal retangular.

calculo do
‘ deslocamento

80 ‘ | 80

240 -—

(a) Geometria e condi¢des de contorno adotadas

H
no
w
~
dJl
a
~

(b) Discretizagéo
Figura 5.2: Abordagem uni-axial

A hipétese cinematica € a da teoria de vigas de Bernoulli para um campo de
deformacdes dado pela combinacdo das derivadas primeira e segunda do campo de

deslocamentos,, = v, — yu,. O funcional de energia, em uma analise dinamica sem
amortecimento, resulta:

U

Wext

A

E(ul, — yu;’)zdy [, de — (F - uylyea + F - tyloer—a) (5.1)

Uy Pliy + Uypliy dy o 1, do

[ — & " —)
O\;ﬂ o\:

-~

Win
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ondeu, e u, sdo os deslocamentos dos pontos localizados no eixo, nas dire¢des
e y respectivamente, é a espessurd, representa 0 comprimento da viga\g, € o
trabalho devido as forcas inerciais, consideradas como forcas de volume pelo principio
de d’Alembert, BATHE (1996). As condi¢des de contorno essenciais 8o, = 0
e uyl,—0 = uyl,—r = 0. Para a analise dinamica, deve-se fazer também com que as
aceleragées,|,—o = 0 e1iy|,—o = iiy|,— = 0 no instante de tempo= 0

Aplicando-se o principio da estacionaridade e introduzindo-se as expressoes apro-
ximadas dos deslocamentos vertical e horizontal, obtidas do MMQM, (2.6), e da fa-
milia de Nuvendip (2.16), chega-se a seguinte aproximacgao de Galerkin para a forma
variacional do PVC, em= 0:

L
Sl = / sUT®' @' "U, /Ebdy+5UT<I>’<I>”TU /Eyl dy

0
H

+ JUL®e,'U / Eyl.dy+0U,®)®" U, / Ey’l.dy 3 dx
0

- U)o P

z=L

- (U’

z=0

L
. T . . T .
- / 6Ux<I>m<I>fo/Elzdy—|—5Ux<I>m<I>;TUy/Eylzdy (5.2)
0

_|_

5U @ @I, /Eyl dy + 60U, <I>’<I>’TU /Ey L dy % dx

(oAu=)T <I>TU:,3]$:0 + SUL @
S @TUyLE:O + U @A .
Ay ®'U,| _, + U @Ay

=0

0

z=L

+ o+ +

(s5)" @70, 4ot @k

x=0

=0

+ (5X¥Q>T¢Tt7y + 60, DAL

=0

=0

+ (5%;;)T OTUL|  +oU, @y 0

Tr= r=

ondeH representa a altura da viga e os subsctrites; particularizam os vetores ge-
neralizados dos parametros nodais, das funcdes de aproximacao, e dos multiplicadores
de Lagrange (estes relacionados aos nos extremos 1 e N), com relacéo as direcdes ho-
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rizontal e vertical, respectivamente. Nota-se que, além dos parametros biodais
U ,, também encontram-se aproximadas e, da mesma forma, suas derivadas segundas
com relacdo ao tempo, representadaslppre Uy. Para a imposi¢éo dos valores ini-
ciais do vetor de aceleracdes generalizadasy procedimento € 0 mesmo que para
as condi¢cbes de contorno, empregando-se a segunda taxa de variacdo no tempo dos
multiplicadores de Lagrang&; *, A1 ', Ay~ €Ay

Simplificando-se, entdo, a equacéao (5.2), chega-se ao seguinte sistema de equa-

coes:
K de ordem@n++3)x (2N*+3)] U de ordemen++3]  F de ordemen=+3]
P A~ - % ——
— - - A 4 ) ( )
K3 Kijy Gl Gli Gy (Us)i 0
K Kl 0 0 0 (Uy): Ji
Gq, 0 0 0 0 Al = 0 +
GY 0 0 0 0 AL 0
| G%n- 00 0 0 | [ A L 0
[ ME o MY OH HY HY. ] ( (Ui )
MY MY o0 00 (Uy):
HZ 0 0 0 0 Ay
HY, 0 0 0 0 AT
| HYy. 0O 0 0 0 [ A
M de ordemen+3)x(2n+3) U de ordemazn++3
(5.3)
em que:

h L h
Kij:/ D P /Elzdy dx Kfj:/ QP /Ey bdy ¢ dv
0 0 0
L h
K2 :/ 5q>gq>;T/Eylz dy pdz fi=P(Qyl,_,+ Pyl,_; )
0 0

h L h

L
M;;:/ <I>xfl>f/Ebdy dx M;;:/ q>’yq>;T/Ey25zdy dx

0 0 0 0
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L h

yy = [{owel [Eylaypar 61 = aq0)
0 0

GYy = 97(0) Gy = @1(L)

lel - q)glc(o) H%l - qﬂf@) ijv*N* - (I)Zf(L)

parai,j = 1,--- , N*, ondeN*, assim com no exemplo da se¢éo 3.1, depende do grau

de enriquecimento escolhido para a andlise e a maifizecebe a denominacao de
matriz de massa consistente. Observa-se, ainda, que a relacéo constitutiva esta sendo
representada pela variavel que assume valores iguais ao modulo de elasticidade,

Ey, para o material integro ou a um valor penalizado pelo danse, (1 — D)Ejy, nos

pontos em que o0 material encontra-se deteriorado.

5.2.1 Problema Nao-Linear

Em analise ndo-linear, procura-se estabelecer, para cada instante de tanpo
aplicagcédo do carregamento, o equilibrio entre os vetores das for¢as generalizadas ex-
terna,tl?’ext = F+ J\/ZIIAJ e interna,’fIAWim, esse obtido a partir das tensdes calculadas
nos elementos e definido como:

L h L h
i T — ..
Fi = //‘I’;%b dy dx —//yfbgaxb dydr 0 0 0 |— Ma (5.4)
0 0 0 0 forgas inerciais

Dessa forma, deve-se ter:

tﬁext - tﬁint =0 (5-5)

No procedimento de resolucéo do método de Newton-Raphson, BATHE (1996),
assume-se como conhecida a solutﬁ@ara um instante e procura-se verificar o
equilibrio emt + At. As equacgdes usadas no processo iterativo sdo as seguintes:
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Parai, = 1,2,3,---
R S (R
HAti{\t(gitil)Aﬁ(it) _ D
t—i—Atﬁ(it) _ t+At6_(it—1) + Aﬁ(“)

tendo como condi¢des iniciais:

trargy @ ‘g t+Atﬁ$) — Ky arp® g
em que:
=~ O'F
thg - = (5-7)
otu

é a forma tangente da matriz de rigidez

Com a primeira equacdo de (5.6), calcula-se o desequiligio; > entre os
vetores de forcarat Foy e”AtIA?i(;;’_l) gue, na segunda equacao, produz o acréscimo
de deslocamentogxf](it). Este acréscimo nos deslocamentos € utilizado na ultima
equacao de (5.6) para a atualizacao do vetor dos deslocamentos até o passo de tempo
t+ At, oy Este processo iterativo é repetido até g efountr™ sejam
suficientemente pequenos.

Sob condicGes adequadgso emprego da forma tangente da matriz de rigidez
permite com que se tenha uma convergéncia quadratica para o método de Newton-
Raphson. Se no lugar da forma tangente for utilizada a forma sebﬁgﬂe,tal efici-

éncia é perdida e a convergéncia pode se tornar bastante lenta.

5.2.2 Integracdo Numérica na Sec¢ao Transversal

Nas equacdes (5.2) e (5.4), estdo presentes as integrais nas diregfeds
primeiras sdo calculadas numericamente através da quadratura de Gauss-Legendre.
Para problemas lineares, em que nao ocorrem variagdes nas propriedades do material,
as integrais eng sdo normalmente calculadas analiticamente. Para a presente andlise,
seja atraves do modelo de Mazars ou La Borderie, o dano penaliza a rigidez da estrutura
tanto na direcédo longitudinal quanto ao longo da altura da viga. N&o ha, por essa

!Maiores detalhes da construcdo da matriz de rigidez tangente ou mesmo sua simplificagdo em matriz
secante podem ser encontrados no apéndice A.

2Tais condicbes sdo descritas em BATHE (1996) e consistem em @tgenéo singular e satisfa-
zendo a continuidade de Lipschitz, além de se ter um passo de tempo suficientemente pequeno.
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razdo, como calcular analiticamente as integrais ao longg ries equacdes (5.2) e

(5.4). Emprega-se, entdo, uma técnica de integracdo ao longo da altura, utilizada,
por exemplo, em ALVARES (1993). A sec&o transversal da viga em cada elemento é
dividida em camadas, também denominadas estratos e, para cada uma, adota-se como
constante o valor penalizado de= Ey(1 — D) calculado em seu centréide. Quanto

maior o numero de camadas, maior a precisao da integracgoem PAULA (2001),
discute-se melhor esse assunto, chegando-se a conclusao que é necessario um numero
superior al(0 estratos para que se garanta a qualidade da resposta numérica.

Figura 5.3: Sistema de estratos

Na Figura 5.3, encontra-se representada a se¢ao transversal da viga dividida em
estratos. Nota-se que, diferentemente da técnica utilizada por ALVARES (1993) e
PAULA (2001), emprega-se uma variagao linear parao longo de cada camada.
Obtém-se, assim, uma melhor aproximacao para a integracao ao longo da altura. No
contexto do Método das Nuvehg, por ndo serem definidos elementos, a divisdo em
camadas € realizada em cada célula de integracdo. A integraggdasrexpressoes
(5.2) e (5.4) pode, entdo, ser reformulada considerando-se:

h
/Elzdy =
0
h

n

L2

5 (Eig1 + E)(yi — yit1)

>

[
/Eylz dy = G [(Ei+1(yz'2 + YiYi+1 — 21%'2+1)+
0 i=1
+Ei(2y7 4 vivir1 — Yin1)] (5.8)
h
n lz
/EZJQ ldy = Z 12 [(Ei+1(y? + Yy + yiyz‘Q—i-l - 3.%2+1)+
0 i=1

+Ei(3y? - ?/?yz'ﬂ - yiyfﬂ - ?J?H)]



Capitulo 5. Experimentos Numéricos em Analise Nao-Linear 73

ondeFE; = Ey(1 — D;) e D; corresponde ao dano calculado g y;.

O aco, por sua vez, é considerado, separadamente, como um meio puramente
elastico. As barras da armadura que ocupam uma certa pessgaosubstituidas por
uma camada de a¢o equivalente, sobreposta as camadas de concreto.

5.2.3 Analise Numérica

Para a realizacdo da analise numérica pelo Método das Nhpeadotou-se:

ordem da base polinomial: no sistema de equacdes (5.3) aparecem derivadas de se-
gunda ordem das fungées de forthae de primeira ordem pard,. Para que
a convergéncia da solucao esteja garantida (completidade), as aproximagdes de
u, €u, devem representar no minimo polindmios completos do segundo e pri-
meiro grau respectivamente. Sendo assim, para a presente analise foram utili-
zadas as familias de Nuvehp-3%-27=% e 3%="7=! para as aproximagdes nas
direcbesy e x. Tais familias foram construidas a partir das fungdes de She-

pard, 2.13, enriquecidas pelas bases de monomjos = { 1 z 2% 2° } e

Pp:1:{1 x};

distribuicéo de pontos: foi empregada uma distribuicdo uniforme de pontos, mos-
trada na Figura 5.2(b), com a distancia entre pontes 40cm. A funcéo de
ponderacdo empregada para a construcdo das funcées de Shepard € a do tipo
splinecdbica, ja empregada na secéo 3.1.1, ¢om= h, Vj;

integracdo numeérica: para melhor captar a distribuicdo do dano, foram emprega-
dos 20 pontos de quadratura por célula para a integracdo numeérica de Gauss-
Legendre ao longo de, e 10 estratos para a integracéo na altyra

ndo-linearidade fisica: apenas o concreto tem comportamento ndo-linear, simulado
pelos modelos de Mazars e La Borderie. O aco foi considerado elastico linear e
perfeitamente aderente ao concreto. O problema n&o-linear fisico foi resolvido
aplicando-se o Método de Newton-Raphson, BATHE (1996). Para o Modelo de
Mazars foi empregada a formulacdo tangente, expressao (4.6) e para o Modelo
de La Borderie a secante, (4.20);

andlise dindmica: a solucao do sistema de equacdes (5.3) foi obtida através do mé-
todo de integracéo implicita de Newmark, adotando-se o algoritmo utilizado em
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ARGYRIS; MLEJNEK (1991) para andlise ndo-linear fisica. Detalhes da imple-
mentacdo desse algoritmo, em que sdo combinados os procedimentos de New-
mark e de Newton-Raphson, podem ser encontrados em RODRIGUES (1997) e
PAULA (2001);

equilibrio: a convergéncia do algoritmo em cada passo incremental foi averiguada
pela norma de energia incremental, com toleranciaodé’ e da normal, do
residuo dos deslocamentos, com tolerancia relativid dg

simetria: as analises numéricas foram conduzidas para a estrutura completa, sem que
a simetria fosse considerada. Tal fato se deve a analise dinamica e ndo a alguma
limitacdo do método sem malha.

- Experimental 1

10 ,/’ Experimental 2

—+— Método das Nuvens (Mazars)

0 P —s— Método das Nuvens (La Borderie)
————t 7t

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0
Uy (mm)

Figura 5.4: Analises estaticas - resultados experimentais de ALVARES (1993)

No gréafico da Figura 5.4 confrontam-se os resultados experimentais e numericos
para a analise estatica. Para a solucdo do problema néo-linear com ambos os modelos,
Mazars e La Borderie, foram utilizados 20 passos de for¢ca no valor2d&N. A
divergéncia das curvas apos o nivel de for¢ca8%&N ocorre devido a plastificacao
das barras, que ndo é considerada nas analises numéricas. Para valores inferiores,
os resultados podem ser considerados bons, observando-se uma equivaléncia entre a
resposta obtida para os dois modelos adotados.

Para o problema dinamico, adotou-se um passo de témpo1 - 10~°s e foram
consideradas duas situacdes de solicitacdo, vibracao for¢cada, Figura 5.5(a), para uma
forca F'(t) = 25kN, det = 0 at — oo e vibragéo livre, Figura 5.5(b), para um
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deslocamento inicial démm. Nestas duas situacdes, as respostas ndo-lineares da
estrutura foram contrapostas a resposta elastica-linear sem dano. Devido ao processo
de danificacao, observa-se um aumento no periodo de vibracdo, com ambos os modelos
e para os dois tipos de solicitagdo. Este aumento €, contudo, mais pronunciado para
0 Modelo de Mazars. Para o caso de vibragéo livre, a diferenca entre as respostas
dos dois modelos é ainda maior. Para a analise feita com o Modelo de La Borderie,
observou-se uma reducéo bastante significativa da amplitude da curva, que passa a
vibrar ao redor de uma posic¢éo diferente da de repouso.

— Modelo eldstico -=Modelo de Mazars -+ Modelo de La Borderie — Modelo eldstico - Modelo de Mazars -+ Modelo de La Borderie

2,0 4 all 9 f 4 ?

0,0 # ‘ ‘ - ‘ . 1,5 +— : :
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
tempo (s) tempo (s)

(a) Vibracao forcada (b) Vibracao livre

Figura 5.5: Andlises dinamicas

Dois fatores sdo importantes para explicar as respostas numericas obtidas. Pri-
meiramente, deve-se lembrar que, diferentemente do Modelo de Mazars, as deforma-
cOes residuais sdo consideradas no Modelo de La Borderie, secdo 4.3. Dessa forma,
para ambos os tipos de solicitagdo dinamica, apdés um periodo inicial de evolug¢éo do
dano, a estrutura governada pelo Modelo de Mazars comporta-se como um meio elas-
tico com uma rigidez inferior a inicial. Para a simulacao através do Modelo de La Bor-
derie, a vibracéo livre passa a ocorrer em uma nova posicao, definida pelo estado de
deformacdes residuais. Outro fator importante refere-se ao comportamento uni-lateral
do concreto que € levado em conta apenas no Modelo de La Borderie. Nesse caso, 0o
fechamento das fissuras inibe a evolugcéo do processo de danificacdo o que explica as
menores amplitudes de vibracdo observadas nos dois graficos. Este efeito € melhor
observado na analise da vibracao livre, pois nessa situacao ocorre ndo apenas o descar-
regamento, como também a inversdo da solicitagdo. A estrutura recupera a rigidez para
um nivel inferior de energia e, por isso, vibra menos. Uma discussao bem mais deta-
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Ihada sobre esse tema pode ser encontrada em PAULA (2001), onde a viga de concreto
armado é analisada pelo MEF, com os mesmos modelos constitutivos, incluindo-se o
amortecimento do material e o comportamento plastico da armadura. Conclui-se que,
apesar da auséncia da comprovacgao experimental para as analises dinamicas, o Modelo
de La Borderie simula de forma mais adequada o comportamento do concreto. Para
uma analise estética, entretanto, em que o carregamento é proporcional e ndo ocorre
inversao de solicitacéo, a equivaléncia entre as simulacdes feitas com os dois modelos
e a simplicidade de implementagéo do Modelo de Mazars acabaram sendo decisivas
para 0 seu emprego nas experimentacdes numericas bi-dimensionais realizadas, nas
proximas secdes, com o MEFG.

Finalmente, resta salientar que uma andlise através do MGLE néo se diferencia
muito do que foi realizado para o Método das Nuvhpsa menos do tipo de dis-
tribuicdo de nos. Para que resultados semelhantes sejam obtidos com o MGLE, uma
baseP,_; deve ser adotada, construindo-se, assim, uma aproximacao para polinémios
de ordem cubica. Como consequéncia, torna-se necessaria a utilizacdo de um nimero
bem superior de nds para a aproximagao do dominio.

5.3 Analise Bi-dimensional com do MEFG

A andlise estatica do problema da viga de concreto armado através do MEFG foi
realizada no domini@®?. O funcional de energia e o sistema de equacées resultante
para o PVC sao representados pelas mesmas expressdes da secao 3.2. O problema
nao-linear, proveniente da propagacéao do dano, € resolvido, a exemplo da secdo 5.2.1,
em cada passo de carga, pelo método de Newton-Raphson através das seguintes ex-
pressdes, adaptadas a estrutura do MEFG:

Pal’az't:1,2,3,...,{,5,...,2';“&)(

pl—D = AR R Fi(rl;_l) (5.9)
tHAL gl =) A7) — ,l/)(itfl)

sec

t+AtU(it) — t+AtU(it—1)+AU(it)

tendo como condi¢des iniciais:

t+AtU(O) _ tU, t+AtK(0) _ thed t+AtF(0) — tF

sec
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Observa-se que para a matriz de rigidez, no lugar da forma tangente, foi utilizada
a forma secant& A razdo para isso esta no emprego do modelo de Mazars, conforme
ja explicado na secao 4.2.

De forma geral, a estrutura para a solu¢do do problema néo-linear é idéntica a
usada tradicionalmente no MEF. Excetua-se, é claro, a maneira com que os vetores e
matrizes, presentes nas expressdes acima, sdo montados, secao 3.2. Existem, porém,
alguns detalhes em que o algoritmo da analise ndo-linear do MEFG diferencia-se do
MEF, tendo sido reunidos no apéndice F.

5.3.1 Analise Numérica

(a) Malha | - 688 elementos NG L = 1376

A N 4

1

< MOOOEOEEEOTERTEEERSSSs
O e >
X DTODD
non
~wn

(b) Malha Il - 24 elementos NG L = 392
Figura 5.6: Condi¢des de contorno e malha de elementos adotadas

Duas analises estaticas bi-dimensionais foram realizadas para a viga de concreto
armado da secao 5.1. As malhas de elementos finitos empregadas encontram-se repre-
sentadas na Figura 5.6. Na Malha I, com um grau razoavel de refinamento, a aproxima-
céao é linear e corresponde a analise convencional pelo MEF. Ja na Malha Il, empregada

3Ao final do apéndice A, é apresentada a expressdo para a matriz de rigidez secante.
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na aplicacdo do MEFG, foram utilizados poucos elementos mas com enriquecimento
nodal de ordem polinomial superior. A seguir sdo listadas as consideracdes admitidas
para tais analises:

discretizacdo: como ja observado, nas Figuras 5.6(a) e 5.6(b), encontram-se repre-
sentadas as malhas de elementos empregadas. O reduzido nimero de elementos
da Malha Il é compensado pelo enriquecimento polinomial de ordem maxima
realizado em todas as nuvens, mas concentrado, especialmente, nas regides em
gue se espera uma maior danificagéo, ou seja, na metade inferior da viga, entre
as duas forcas aplicadas;

condicdes de contorno:de acordo com SZABO; BABUSKA (1991), as restri¢cées no-
dais ndo sédo admissiveis em problemas de estado plano, exceto quando impostas
para impedir os movimentos de corpo rigido em um corpo solicitado por um
carregamento auto-equilibrado. Por essa razao, o apoio articulado movel da Fi-
gura 5.1 é substituido por um apoio distribuido em uma pequena regido com
dimenséo enx de 1,5cm, como ilustram as Figuras 5.6(a) e 5.6(b). De ma-
neira analoga e pelas mesmas razdes, a forca concentrada € substituida por um
carregamento distribuido equivalenté

simetria: a forma geométrica da viga, a distribuicdo do carregamento e das condi¢des
de contorno sao simétricas com relacdo ao meio do vao; por essa razao, apenas
metade da estrutura foi aproximada;

aproximacao das armaduras: utilizou-se para as malhdse /7, a técnica de embu-
timento da armadura, descrita em RANJBARAN (1991) e discutida no apén-
dice F.2. Apenas a armadura positiva foi considerada. Testes em que a armadura
negativa foi discretizada mostraram que sua contribuicdo a rigidez da estrutura
era insignificant®. Para simular o comportamento fisico adotou-se o modelo
elastico-linear com perfeita aderéncia ao concreto;

distorcao dos elementos:a Malha |l foi construida tendo como base 18 elementos
relativamente grandes, se comparados com a discretizagdo da Malha I. Para a in-
troducéo das condi¢des de contorno, seis novos elementos de dimensdes bastante

4Assim como as restricbes nodais, as forgas concentradas fazem sentido na formulacdo matematica
da teoria de vigas. S&o, na verdade, representacdes simplificadas de um carga distribuida ao longo de
uma superficie de dimensées bastante pequenas se comparadas as demais dimensdes do problema.
5Tal observacao refere-se, naturalmente, ao caso especifico estudado de uma viga sub-armada
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reduzidas foram incluidos, provocando a distor¢éo angular dos elementos proxi-
mos as regides do apoio e de aplicacao da forca. Como consequiéncia, ocorre um
empobrecimento da aproximacao linear nestas regioes, provocado pelo mapea-
mento entre as coordenadas naturais e fisicas dos elementos distorcidos. Com
base nas observa¢gdes do exemplo da secdo 3.2.1, pode-se esperar que o efeito
nocivo de tal mapeamento seja anulado com o enriquecimento realizado nas nu-
vens que contém esses elementos;

integracdo numeérica: realizada através da quadratura de Gauss-Legendre. Para a
Malha | foram utilizado® x 2 pontos por elemento. Ja para para a Malha Il, foi
utilizado um conjunto de x 4 pontos para 0s elementos proximos do apoio e
da forcag. Para os demais elementos, de dimensdes maiores, foram empregados
6 x 6 pontos de integracéo para melhor representar a distribuigcdo do dano. Este,
alias, € um nimero superior ao exigido por qualquer uma das aproximacdes de-
finidas na Malha Il. Deve-se lembrar que a evolugédo do dano faz com que 0s
termos a serem integrados na matriz de rigidez deixem de ser polinomiais e, por
iISso, ndo ha um namero preciso de pontos que permita realizar a integracao exa-
tamente. Considerando-se esse fato, foram realizados varios experimentos com
diferentes ordens de integracdo. Concluiu-se que, para a solugéo procurada, a
ordem acima descrita permite uma boa aproximacgao aliada a um menor esforgo

computacional;

analise ndo-local: foi adotado um raio d8 cm para a analise ndo-local. Analises
realizadas com, = 0cm er, = 1,5cm produziram resultados bastante ins-
taveis no intervalo de carregamento Idea 14 kN. Para esses niveis de forca
concentrada, ocorre uma tendéncia de concentracdo do dano, correspondente ao
aparecimento de fissuras na regido de momento positivo no meio do vao. A uti-
lizacdo der, = 3cm tem um efeito regularizador maior, fazendo com que o
dano se espalhe, permitindo com que o modelo continue sendo utilizado para
reproduzir a resposta global da estrutura,

ndo-linearidade fisica: como ja comentado anteriormente, o comportamento do con-
creto foi simulado através do Modelo de Mazars. Os parametros utilizados fo-
ram na maioria 0s mesmos empregados para a analise uni-axial através do Mé-
todo das Nuvenhp, tabelas 5.1. No lugar dé; = 0,995, contudo, adotou-se
Ar = 0,7. Este é um artificio valido, empregado para retardar uma evolucéo
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muito acelerada do dano associada a descricdo do ramo do amolecimento que
seria obtida comdr = 0,995, gréafico da Figura 5.7. Um efeito equivalente
poderia ser obtido aumentando-se ainda mais o raio para a andlise nao-local.
Nesse caso, porém, existiria a possibilidade de se ter uma resposta muito mais
rigida do que a observada experimentalmente. Em PEREGO (1989), o tema da
identificacdo paramétrica com o modelo de Mazars é discutido em detalhes;

] - A7=0,995
E - AT =0,7

Figura 5.7: Curvas des x ¢ variando-sedr

equilibrio: o Método de Newton-Raphson foi empregado para a solu¢do do problema
nao-linear fisico. Como critério de convergéncia do algoritmo de solucéo ite-
rativa, adotou-se a norma de energia incremental com toleran€id%ecom
relacdo a norma obtida para primeiro passo elastico. Deve-se salientar que o em-
prego de uma tolerancia inferiorlg5% consiste em uma condi¢do muito forte
para a convergéncia da analise realizada com a Malha |, especialmente para o
intervalo de forca entré2 e 14 kN. O mesmo né&o ocorre para a Malha Il pois,
como sera observado posteriormente, o enriquecimento polinomial suaviza a dis-
tribuicdo do dano produzindo uma resposta global mais estavel. Os prirheiros
passos incrementais do carregamento representaram, cafl® uka forca total
aplicada 80 kN), sendo seguidos por um passo ctiify 26 passos com% e o0s
17 dltimos passos cor¥%. Esta forma adotada para aplicacdo do carregamento
se deve a elevada ndo-linearidade observada a patiitirkd;

montagem da matriz de rigidez: na montagem da matriz de rigidez adotou-se a for-
mulacéo secante. Para evitar o mal-condicionamento da matriz de rigidez, para
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efeitos de sua atualizacdo o dano foi limitadb <€ 0,87);

procedimento para a solucéo do sistema de equacfesa andlise feita com a Malha
| foi utilizado o método direto de eliminacdo de Gauss com pivotacao parcial.
Ja para a analise com a Malha Il, empregou-se o procedimento de Babuskca,
apéndice C, com tolerancia dé—'° e pertubacdo da diagonal principak=
10~8. Valores inferiores debem como o emprego da rotina MA27, HSL (2000),
produziram resultados inconsistentes. Um explicacdo para esse fato consiste nos
altos niveis locais de danificacdo que podem elevar o nimero de condi¢cdo da
matriz de rigidez (mesmo com a limitacdo do dan®,&). E, portanto, um
problema relacionado com o modelo constitutivo adotado;

50

40

30 1

F (kN)

Experimental 1

Experimental 2

—5—Malha |

—e—Malha I

2,0 4,0 6,0 8,0
uy (mm)

Figura 5.8: Analise estatica

Os resultados experimentais de ALVARES (1993) s&o confrontados com os resul-
tados das analises numéricas no grafico da Figura 5.8. As curvas descrevem a histéria
do carregament®’, (equivalente a resultante da carga distribyidalacionando-o ao
deslocamento vertical, (medido no meio do véo, na face inferior da viga). Pode-se
afirmar que as respostas numéricas globais da estrutura séo, praticamente, coincidentes
para as duas andlises com as malhas | e Il, aproximando-se satisfatoriamente dos resul-
tados experimentais. A partir do nivel de for¢ca3ddN a convergéncia torna-se mais
lenta, mesmo para incrementos de forca bastante pequenos contribuindo, por isso, a
adocédo da limitacdo do dano para fins de avaliacdo de matriz de rigidez global. Além
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disso, é acima dB0 kN que se observa a plastificacdo da armadura, ndo considerada
para a andlise, e a resposta numérica deixa de aproximar o resultado experimental. Por
estas razfes, optou-se por interromper a andlise nesse ponto.

As Figuras 5.9(a) e 5.9(b) representam os mapas de distribuicdo do dano para o
nivel de forcaF" = 14,4 kN, correspondentes d8%passo das analises com as malhas |
e Il respectivamente. Nota-se que a regiao de distribuicdo do dano, obtida com as duas
malhas, é bem semelhante. Na Figura 5.9(a), porém, ocorre uma maior concentracao,
0 que pode ser explicado pelo elevado nivel de discretizagdo da Malha | se comparado
ao da Malha Il. Testes realizados com aproximacdes polinomiais de ordem inferior e
superior a apresentada na Figura 5.6(b) indicaram que a medida que se eleva a ordem
polinomial da aproximacao, mais proxima a distribuicdo do dano fica do observado na
Figura 5.9(a).

. 0,90

A

0,70
0,60
(a) Andlise através da Malha IF = 14,4 kN

0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

. 0,90

0,80
0,70
0,60
0,50

0,40
0,30
L 0,20

0,10
- 0,00

(b) Andlise através da Malha IlF' = 14,4 kN
Figura 5.9: Mapa da distribuicdo do dano

Com base nesses resultados, averigua-se a viabilidade de se usar um malha gros-
seira enriquecida polinomialmente em problemas cujo comportamento néo-linear de-
corre da evolucdo do dano. Basta, para isso, que se utilize uma estratégia eficiente
para considerar a armadura e que a aproximacao nao seja prejudicada pela presenca
de elementos distorcidos, necessarios para a introducao das condi¢des de contorno. O
primeiro quesito € verificado através da técnica de embutimento do aco de RANJBA-
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RAN (1991). Com relagéo a distor¢do dos elementos, essa nao interfere na qualidade
de aproximacao desde que a nuvem de elementos distorcidos seja enriquecida polino-
mialmente pela estratégia empregada para o MEFG, por exemplo.

Naturalmente, respostas semelhantes poderiam ser obtidas com o MEF, utilizando-
se elementos de ordem polinomial superior. Uma das opc¢des consiste na utilizacao dos
elementos Lagrangianos. Tal procedimento, entretanto, introduziria, para a malha uti-
lizada, um nimero total de graus de liberdade superior ao do MEFG, como ja discutido
na secao 3.2.1. Além disso, tal formulacdo nédo é adequada a introducéo de estratégias
de refinamento adaptativo. Por outro lado, pode-se usar a versao hierarquica do MEF,
SZABO; BABUSKA (1991) e DEMKOWICZ (1989). Pelas mesmas razdes apresen-
tadas para a formulacdo Lagrangianas, com o MEF hierarquico o nimero de graus de
liberdade é superior ao do MEFG para uma malha bastante discretizada. Soma-se a
esse fato, a facilidade de implementacao da estratégia de enriquecimento do MEFG,
sem a necessidade de se compatibilizar as aproximacgfes de elementos vizinhos com
ordem polinomial diferente.

Comprovada a viabilidade de se usar o MEFG para a analise de problemas se-
melhantes ao apresentado, resta, ainda, estabelecer a melhor maneira de se definir o
nivel de enriquecimento exigido para a solucédo que se queira encontrar. A solucao
encontrada com a malha da Figura 5.6(b) representou bem o comportamento global da
estrutura. N&o hd, todavia, como saber, a menos da realiza¢do de novas andlises, se
tal aproximacao € a ideal, ou seja, aquela que melhor aproxima o problema para uma
menor quantidade de graus de liberdade. Para responder esta questdo € necessario que
se estabeleca, primeiramente, um critério de erro. Com essa informacéo, torna-se pos-
sivel introduzir uma abordagem adaptativa, em que a qualidade da solucéo é testada
automaticamente e, caso seja necessario, uma nova aproximacao € construida. E esse
0 assunto do proximo capitulo em que um estimador de erro e um algoritmo adaptativo
sao descritos para o contexto do MEFG.

5.4 Chapa de Concreto Tracionada

Como ultima experimentacdo numeérica deste capitulo utiliza-se um problema
bastante simples, um chapa de concreto tracionada, para avaliar a capacidade da apro-
ximagao enriquecida polinomialmente de representar o fendbmeno de localizacdo do
dano.
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Na Figura 5.10 estdo representadas a geometria e as condi¢cdes de contorno da
chapa de concreto coid cm de espessura . O vinculo no popcorrespondente ao
deslocamento vertical, é inserido, simplesmente, para eliminar movimentos de corpo
rigido. A solicitacéo de tracdo da estrutura é definida impondo-se o afastamento, na
direcdo horizontal, das facelsB e C'D. Os deslocamentos correspondentes a um afas-
tamento de5 x 10~2 mm s&o impostos de forma incremental possibilitando a analise
nao-linear pelo método de Newton-Raphson. O modelo constitutivo é o de Mazars
com abordagem né&o-local, para o qual foram adotados os seguintes parametros:

Ap =0,7 Br = 8000 Ac =085 Be=1050
o =0,0001 E=29200MPa v =0,2

00

I,

A D

! 4350 !

Figura 5.10: Chapa de concreto - geometria e condi¢fes de contorno - medidas em mm

Dois tipos de malha foram utilizadas. A malha da Figura 5.11(a) é formada por
600 elementos quadrangulares de 4 nés, com interpolacao linear, sendo utilizada na
analise convencional pelo MEF. As analises feitas com o0 MEFG empregam a malha
da Figura 5.11(b). O enriquecimento da aproximacédo, expressodes (3.19) e (3.20), é
realizado de acordo com os indigase p, associados a cada né e correspondentes a
ordem maxima do polindbmio que se pode reproduzir com as fungdes de forma desse
nd. Foram testadas cinco discretizacfes, variande-se 1,--- ,5 e mantendo-se
p1 = 1 constante.

Para as analises em estado plano de tragdo foram admitidos:

montagem da matriz de rigidez: da mesma forma que no exemplo da viga de con-
creto armado, adotou-se a formulacéo secante e o dano limita8o aa cons-
trucdo da matriz de rigidez;
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®p
IpE

12,5 ‘

(a) Malha com 600 elementos, aproximacao linear (b) Malha com enriquecimento polinomial

Figura 5.11: Malhas utilizadas para a analise - medidas em mm

solucéo do sistema de equacdesia analise com a malha da Figura 5.11(a) utiliza-
se 0 método direto de eliminacdo de Gauss com pivotacdo parcial. Nas demais
andlise, o procedimento de Babuska foi adotado com tolerandiaxde)—1° e
perturbacdo da diagonal principgak 1 x 1078;

analise nao-local: o raio adotado da analise nao-local vale= 1,5 cm. Este valor
foi escolhido para que coincidisse com largura da faixa de localizagdo do dano;

localizac&o do dano: para provocar a localizacdo do dano optou-se por reduzir o pa-
rametros 4o para0,000 095 nos pontos de Gauss localizados eir@e 240 mm
da faceA B. Na malha da Figura 5.11(a) esses pontos pertencem as duas colunas
centrais de elementos;

integracdo numeérica: foi adotada a quadratura de Gauss-Legendre. Para a malha da
Figura 5.11(a) foram utilizaddsx 2 pontos de Gauss. Por sua vez, na malha da
Figura 5.11(b), foram empregad®s< 8 pontos de integracdo nas duas colunas
centrais de elementos e nos dentais 2 pontos. Dessa forma, consegue-se ter
na regido de localizacdo do dano um numero equivalente de pontos segundo a
direcaor;

equilibrio: para a aplicacdo do Método de Newton-Raphson, utilizou-se no critério
de convergéncia em energia, uma tolerancia relativa, tlé com relacdo ao
primeiro passo elastico. Os deslocamentos impostos foram divididos ao longo
de 13 passos, dos quais o primeiro correspond&ado valor final e cada um
dos demais passos representam um acréscirgd de
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0,90 0,90

B ol 0,80

l 0,70 0,70
0,60 0,60
0,50 0,50
0,40 0,40
0,30 0,30
0,20 0,20
0,10 0,10
0,00

0,00
(a) Malha com 600 elementos (b) Malha com 8 elementop; = 1py =1
0,90 0,90
0,80 0,80
0,70 0,70
0,60 0,60
0,50 0,50
0,40 0,40
0,30 0,30
0,20 0,20
0,10 0,10
0,00 0,00
(c) Malha com 8 elementog; = 1 p; = 2 (d) Malha com 8 elementog; = 1 ps =3
0,90 | 0,90
0,80 0,80
0,70 0,70
0,60 | 0,60
0,50 0,50
0,40 0,40
0,30 0,30
0,20 0,20
0,10 ‘ 0,10
0,00 0,00
(e)Malha com 8 elementog; = 1 p; = 4 (f) Malha com 8 elementop; = 1p; =5

Figura 5.12: Mapa da distribuicdo do dano
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Na Figura 5.12 encontram-se representadas as distribuicbes do dano, para cada
uma das 6 analises, ao final da processo incremental de deslocamento. Observa-se, a
medida que se aumentg, para as analises com a malha de 8 elementos, uma conver-
géncia da faixa de localizac&o do dano para a larguBacde encontrada com a malha
de 600 elementos. Uma pequena diferenca, contudo, entre os resultados da andlise do
MEF e do MEFG conmp, = 5 merece ser salientada, podendo ser melhor observada
na Figura 5.13. Enquanto que na distribuicdo de dano obtida para a malha de 600 ele-
mentos a transi¢do entre os valores maximos e minimo é brusca, 0 mesmo ndo ocorre
na malha com enriquecimento polinomial. Explica-se esse fato pela suaviza¢do da
aproximacao induzida pelo emprego do refinamento polinomial. Ainda assim, pode-se
dizer que o fenbmeno de concentracdo do dano pdde ser bem representado com MEFG
através da técnica de enriguecimento da PU.

(a) Malha com 600 elementos, aproximacéao linear (b) Malha com 8 elementog; = 1p; =5

Figura 5.13: Superficie representativa do dano

Também com o MEF seria possivel utilizar funcdes de grau polinomial mais ele-
vado. Estas, porém, exigiriam uma compatibilizacdo das aproximacdes entre elemen-
tos caso o grau do polinbmio variasse como neste exemplo. Esta preocupacdo nao
existe quando a analise é realizada com o MEFG, conforme discutiu-se na se¢éo 2.5.1.
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Capitulo 6
Estimador de Erro

No exemplo da secédo 5.3.1, foram necessarios poucos elementos para aproxi-
mar a resposta ndo-linear de uma viga de concreto armado. Isto somente foi possi-
vel gracas ao enriquecimento polinomial ndo uniforme realizado sobre as funcdes da
PU e que se concentrou na regido de maior evolugcdo do dano. A escolha de como
e quanto enriquecer cada nuvem foi resultado de uma sequéncia de enriquecimentos
definidos de maneira intuitiva e testados para o problema. Utilizou-se, portanto, de
um processo meramente comparativo, ndo havendo garantias de se ter chegado a uma
descri¢do “6tima”, ou seja, aquela que, para um dado numero de graus de liberdade,
permite obter o melhor resultado possivel. Com esse intuito, porém, torna-se neces-
sério o emprego de medidas de erro que fornecam informacdes sobre a qualidade da
solugcéo aproximada e em quais regides ela precisa ser melhorada. Em uma aborda-
gem adaptativa, tais informagdes podem ser usadas para modificar automaticamente o
enriguecimento da PU, otimizando o processo de construcdo da aproximacao.

No MEFG, a maneira como enriquecimento é realizado faz com que a introducao
de uma estratégia adaptativa torne-se bastante atraente. O sucesso desse empreendi-
mento depende, entretanto, da medida de erro adotada. Neste capitulo, sdo discuti-
dos uma medida de erro e os algoritmos adaptativos utilizados para as analises com o
MEFG, sejam elas lineares ou nao-lineares, estas ultimas governadas pelo fenbmeno
de danificagcdo. A medida utilizada para avaliar o erro da aproximacao é obtida do
Método dos Residuos em Elementos Equilibrados, adaptado a formulagdo do MEFG.
Antes, porém, sdo apresentados alguns conceitos essenciais, juntamente com uma pe-
guena revisao das pesquisas no tema erro e adaptatividade. Com essa revisdo, nao se
tem a pretensdo de exaurir 0 assunto mas, apenas, apresentar o seu estagio atual de
desenvolvimento no qual este trabalho se insere.
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6.1 Conceitos e Definicbes para o Estudo de Erro

A seguir, sdo apresentados algumas definicbes e conceitos comumente usados
no estudo do erro. Para maiores detalhes, podem ser consultados DUARTE (1991),
SZABO; BABUSKA (1991), BABUSKA (1994a) e BABUSKA (1994b) por exemplo.

erro: Seja a forma variacional do PVC definida em (3.12) e cuja a solucdo exata €
representada pela funcéo vetorial Considera-se, também, a correspondente
aproximacao de Galerkin (3.13) e a respectiva solu];g%f u, € X,. Define-se
a funcéo de erro da aproximacgégp como:

=u-—u (6.1)

Em DUARTE (1991), observa-se que essa funcao nédo representa o erro total
da solucéo pois ndo leva em conta os erros de arredondamento, da integragcéo
numeérica, da representacdo do carregamento e da geometria;

condicéo de ortogonalidade do erro:Sendov,, € X, C 3, a equacéo (3.12) pode
ser reescrita como:
B(u,v,) =l(v,) (6.2)

Subtraindo-se, entéo, (3.13) de (6.2) e pelo fato do funci@ial e) ser bi-
linear, chega-se a seguinte expressdo, ODEN; REDDY (1976):

B(u —uy,v,) = Bley,v,) =0 (6.3)

gue é interpretada como uma condi¢éo de ortogonalidade, ou seja, a funcéo erro
e, da aproximacao de Galerkin pertence ao espaco ortogdfjaha sentido da
meétrica definida pelo funciondl (e, e);

norma energia: medida associada & forma bi-linéfe, ) e definida como:

wlly €' V/Bw,w), Vwe K (6.4)

Observa-se qugw||?, corresponde ao dobro da energia de deforma¢aarma-
zenada na estrutura quando sujeita a um campo de deslocamentds'. No
contexto do MEF, a norma energia pode também ser definida para cada elemento
finito K como:
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def
|lw|ya = VBx(w, w), Yw e H (X) (6.5)

em queBy(e, o) corresponde a restricdo do operadige, e) ao elementdX.
O valor da norma de energia para todo o dominio pode ser obtido a partir de
contribuices calculadas em cada elemento finito, ou seja:

| LS Byc(w, w) (6.6)

KeQ

norma energia do erro: o erro de aproximacao definido pela expresséo (6.1) tem
como norma energia de (6.4):

|lep|lu = +/B(ey, €p) (6.7)

Utilizando-se da condigéo de ortogonalidade (6.3) pode-se mostrar que para pro-
blemas lineares:

lepllu = \/Blu, u) — Blu,, u,) (6.8)

estimador de erro global: medida do erro definida em termos de uma conveniente
norma. Empregando-se a norma energia, o estimador de erro global, também
denominado simplesmente de estimador de erro, é representado por:

[l€p] | (6.9)

O simboloe, € utilizado no lugar de, para lembrar que a medida em questéo
corresponde a uma estimativa da norma do erro da aproximggguwis nao

se conhece, em geral, a solucdo exataNa secao 6.3, em que o Método dos
Residuos em Elementos, MRE, € apresentagce obtido localmente sendo
denominado func¢ao indicadora de erro;

indicador de erro: medida representativa do erro local, limitada ao dominio do ele-
mento no contexto do MEF e definida de forma analoga & do estimador global. E
denominado indicador pois é empregado para indicar, no processo adaptativo, as
regides em que o refinamento da solugcéo deve ser realizado. No caso do MRE,
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é definido pela norma de energia das fun¢bes indicadoras de erro e assume a
seguinte representacgao:

Ec = |1l (6.10)

contribuindo para o calculo do estimador de erro global segundo o somatério
(6.6) para cada elemento finito:

- def P
el = ) &% (6.11)
KeQ

erro relativo global: corresponde a razéo entre as normas doeyeda solucéa,
calculadas para todo o domirio Empregando-se a norma energia tem-se:

def Jley

x 100% (6.12)
[

%

No caso de se conhecer apenas a estimativa para o erro, representaéla| por
bem como uma soluc¢éo aproximadg a seguinte definicdo € empregada para
o erro relativo global estimado:

s def e,

€y, & x 100% (6.13)
VUlll)? + (& ]l)?

erro relativo local: de forma consistente com a definicdo global, o erro relativo local
representa a razéo entre as normas doey® da solucdar em um elemento
finito K. Para o caso da norma energia define-se:

g def |[€p[[ueo

o x 100% (6.14)

||l |u(3<)
Ja o erro relativo estimado local é definido como:

5o def [l€p]lux)

e ; = X 100% (6.15)
\/(Ilupllu@c)) + (I1&plluo)

%

indice de efetividade: medida empregada para aferir a qualidade do estimador de
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erro, sendo definido, globalmente, como:

p def 1€l (6.16)
llepllu

Pode-se também calcular o indice de efetividade para cada elefieotno:

|lepl] (30

O indice de efetividade somente pode ser obtido para problemas de soluctes
conhecidas. O ideal, segundo SZABO; BABUSKA (1991) é que se tegha

6 < 1,2equed — 1 quanddg|e,|| — 0. Nesse caso, o estimador &€ denominado
exato assintoticamente.

6.2 Estimadores de Erro e Adaptatividade

O estudo de erro e de procedimentos adaptativos corresponde a um capitulo a
parte no estudo dos Métodos Numéricos. Basicamente, define-se como adaptativo,
qualquer processo que se utilize de resultados intermediarios, gerados durante a solu-
cdo, para aprimorar, de modo 6timo, a resposta numérica. Varias sado as estratégias
adaptativas utilizadas, em particular no MEF, e que podem ser estendidas aos métodos
numéricos em geral. Em todas elas, adotam-se, isoladamente ou combinados entre si,
0S seguintes processos:

processoh: 0s elementos da malha sdo subdivididos em elementos menores, simul-
taneamente ou ndo. Tal processo corresponde, no Método das Nypnems
MGLE, a introducdo de novos nos sobre o0 conjunto existente no dominio. No
MEFG nao héa diferencas com relacdo ao MEF;

processop: caracteriza-se pelo aumento no grau polinomial da aproximacédo em um
conjunto de elementos, ou mesmo em toda a malha. No MGLE, isso somente é
obtido com a introdug&o de novos monomios de ordem superior na base de fun-
¢OesP responsavel pela geracéo das fungdes originais. No Método das Nuvens
hp e no MEFG o enriquecimento polinomial é vinculado as nuvens e ndo mais
aos elementos, sendo obtido pela multiplicacdo das funcdes PU por monoémios;
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processor: 0s nds sao redistribuidos ao longo do dominio. Tal definicdo é valida
também para o MGLE, para o Método das Nuvens e para o MEFG.

Pode-se ainda destacar o processproposto por FISH (1992) e FISH (1994),
em que novos elementos sao sobrepostos a malha original, enriquecendo-a de maneira
hierarquica.

Por outro lado na secéo 3.2.4, foi mostrada, por meio de um exemplo numeé-
rico, a possibilidade de se melhorar a aproximacao do MEFG através da multiplicacédo
da PU por fun¢des nao polinomiais. Abre-se, assim, a possibilidade de se ter um
novo tipo de processo adaptativo, em que a aproximacgao € enriquecida por funcdes
“especiais”. Para isto, € necessario que se tenha um banco de dados contendo tais
funcdes, bem como um critério vinculado, por exemplo, ao tipo de geometria, carrega-
mento e propriedades do material, que podem mudar durante a analise dependendo do
tipo de problema. Uma interessante discussao a esse respeito pode ser encontrada em
STROUBOULIS; BABUSKA; COPPS (2000) e, da mesma forma, em STROUBOU-
LIS; COPPS; BABUSKA (2001).

Nas estratégias adaptativas, procura-se garantir, minimamente, a qualidade da
aproximacao, mediante alguma medida de erro global. Quando essa medida € baseada
em informacdes extraidas da propria solugdo aproximada tem-se o estimador de erro
a posteriori Uma medida bastante usada, especialmente para problemas elipticos, é a
estimativa da norma energia do erro global, representada em (6.9¢,0@r. Por sua
vez, o refinamento da aproximacgao através de um dos processos adaptativos descritos
anteriormente, é deflagrado por medidas de erro locais, denominadas indicadores de
erro. Estas medidas indicam as regiées do dominio em que a discretizacdo deve ser
melhorada. Como idéia basica adota-se, geralmente, o principio da equidistribui¢cao
de erro, discutido para o MEF em BABUSKA; RHEINBOLDT (1979). Segundo esse
principio, a aproximacao é considerada “6tima” caso o erro medido na norma energia
seja constante em todos elementos do dominio. Dessa forma, a aproximacéao é refi-
nada nas regides em que os indicadores de erro fornecerem valores bem superiores aos
encontrados no restante do dominio. Em SZABO; BABUSKA (1991), afirma-se que,
mesmo apresentando um indice de efetividade pobre, expressao (6.17), os indicadores
podem ser utilizados com sucesso no processo adaptativo. Outro papel, muitas vezes
desempenhado pelos indicadores, é na construcdo do estimador de erro global. No
MRE, por exemplo, ja citado na se¢éo 6.1, o estimador global é obtido pela expressao
(6.11), através do somatorio dos indicadores calculados em cada elemento finito.
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No ambito mais geral, abrangendo outros métodos numéricos, varios sao 0s pro-
cedimentos difundidos na literatura para se ter um eficiente estimador. A maioria des-
ses procedimentos podem ser reunidos em dois grandes grupos, conforme a técnica
usada seja baseada em:

estimativa do residuo: o estimador € construido a partir do residuo da solugéo apro-
ximada e mede o quanto a solucao obtida falha em satisfazer as equacdes dife-
renciais e as condi¢cdes de contorno que governam o PVC;

pos-processamento dos gradientes da solucésua idéia principal, bastante simples,
consiste em utilizar a diferenca entre o gradiente da solugdo aproximada e uma
funcéo recuperada de um pos-processamento dessa solugdo. A técnica de obten-
¢cao destas funcdes recuperadas, ou suavizadas, como muitas vezes sao denomi-
nadas, varia entre as diversas versdes presentes nessa categoria de estimadores.

Além dos estimadores reunidos nestas duas categorias, outros poderiam ser cita-
dos, tais como os métodos duais, métodos de interpolacdo e de analise assintotica.

6.2.1 Estimadores de Erro no MEF

Estimativas baseadas no residuo da solucéo estdo entre as primeiras técnicas a
considerar o erro de aproximacédo do MEF. Fundamentada nos trabalhos pioneiros de
Babuska e colaboradores, entre eles BABUSKA; RHEINBOLDT (1978a), (1978b),
(1979), essa estratégia foi desenvolvida inicialmente na versao explicita em que as esti-
mativas de erro séo calculadas diretamente das normas das fun¢des de residuo. Por sua
vez, a versao implicita do método teve sua formulagao introduzida em trabalhos como
DEMKOWICZ; ODEN; STROUBOULIS (1984) e BANK; WEISER (1985). Nessa
abordagem, as fungcbes determinadas pelo residuo da solucdo sdo empregadas como
dados para PVC associados aos erros locais. A solu¢ao de cada um desses proble-
mas define as func¢des de erro empregadas para se construir o estimador de erro global
e também utilizadas como indicadores do procedimento adaptativo. Quando tais in-
dicadores séo definidos em sub-regides ou parcelas do dominio aproximado, tem-se 0
Método dos Residuos em Sub-dominios (MRS), BABUSKA; RHEINBOLDT (1978a).

Por outro lado, quando o problema do erro é formulado para cada elemento isolada-
mente define-se 0 Método dos Residuos em Elementos (MRE). Um importante estudo
a esse respeito pode ser encontrado em ODEN (1989).
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Mais recentes que os métodos baseados no residuo da aproximagéo, os estima-
dores obtidos do pos-processamento do gradiente da solucéo foram introduzidos em
ZIENKIEWICZ; ZHU (1987). Nesse trabalho, uma fun¢éo continua global € obtida a
partir da proje¢ao dos gradientes da solucéo no espaco das fungdes de interpolacao do
MEF. A técnica de projecao é do tige, usada segundo ODEN; BRAUCHLI (1971).

Em ZIENKIEWICZ; ZHU (1992a) e ZIENKIEWICZ; ZHU (1992b) as fun¢bes suavi-
zadas passam a ser determinadas localmente por meio de um ajuste por minimos qua-
drados dos valores obtidos em pontos do dominio denominados super-convérgentes
Em razdo da dificuldade de se obter tais pontos para diferentes tipos de aproxima-
céo, é proposto o Método de Recuperacéo pelo Equilibrio das ParRelesvery by
Equilibrium of Pathches MREP, BOROOMAND; ZIENKIEWICZ (1997). Diversos

outros trabalhos, envolvendo estimadores baseados no pds-processamento do gradiente
da solugéo, podem ser, ainda, citados tais como BLACKER; BELYTSCHKO (1994),
CARSTENSEN; FUNKEN (2000a) e CARSTENSEN; FUNKEN (2000b).

Mais detalhes sobre os estimadores de erro no MEF podem ser encontrados por
exemplo em ODEN (1989), DUARTE (1991) e STROUBOULIS; HAQUE (1992).
Recomenda-se, também, a leitura da monografia de AINSWORTH; ODEN (1997),
onde uma vasta bibliografia € listada a esse respeito. Segundo os autores, a estru-
tura formal do MEF adaptativo para problemas elipticos lineares esta, atualmente, bem
fundamentada, tendo alcancado sua maioridade. Diversas pesquisas, como em BA-
BUSKA (1994a) e BABUSKA (1994b), tém sido realizadas no intuito, apenas, de se
averiguar limites e eficiéncia dos diversos estimadores de erro existentes. Nota-se,
contudo, que o0 mesmo estagio de desenvolvimento ndao é observado para problemas
nao-lineares e o0s estudos voltados para tais aplicagbes encontram-se, ainda, em franco
desenvolvimento.

O trabalho de RHEINBOLDT (1985) talvez seja um dos primeiros a utilizar a
teoria de estimadores de erro, no caso formula¢des baseadas no residuo da solucéo, em
problemas com n&o-linearidade fisica. Também nessa linha, encontram-se experimen-
tacOes realizadas em RAMM; CIRAK (1997) para problemas de estruturas de paredes
finas com ndo-linearidade fisica ou geométrica.

Ainda em RAMM; CIRAK (1997) e particularmente CIRAK; RAMM (2000),

10s pontos super-convergentes s&o posices do dominio em que se pode esperar que o gradiente da
aproximacao tem melhor taxa de convergéncia do que a prépria solucdo aproximada, AINSWORTH;
ODEN (1997). Tais pontos existem em condigfes muito especiais, e um extenso debate, ainda hoje, é
travado a esse respeito como se verifica, por exemplo, em HILLER; BATHE (2001).
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a partir do residuo da solucao e aplicando-se o teorema da reciprocidade de Betti e
Rayleigh, obtém-se um problema dual para a estimativa de erro em pontos de equilibrio
do PVC néao-linear. O carregamento para tal problema € determinado em analogia ao
conceito de linhas (ou superficies) de influéncia, relacionando o erro de aproximagao
em todo o dominio com uma variavel considerada isoladamente. Campos de tensdes e
deformacdes suavizadas sdo empregados em CIRAK; RAMM (2000) para calcular o
residuo da solucao.

Outro estimador baseado em técnicas duais pode ser encontrado no trabalho de
RANNACHER; SUTTMEIER (1999), proposto a partir da abordagem geral desenvol-
vida em JOHNSON; HANSBO (1992). Uma forma dual global e linearizada para o
PVC néo-linear é estabelecida para o funcional representativo de uma quantidade fisica
de interesse, pontual ou ndo. A solugéo desse novo problema é utilizada como funcao
de ponderacao dos residuos locais do PVC, definindo um estimador de erro ponderado
para a quantidade fisica selecionada.

Nas abordagens baseadas no pds-processamento dos gradientes da solu¢éo po-
dem ser citados os trabalhos de BOROOMAND; ZIENKIEWICZ (1999) bem como
CARSTENSEN; ALBERTY (2000), ambos para problemas elasto-plasticos. No pri-
meiro, emprega-se o MREP para a conducéo do pro¢eas@aptativo em cada passo
do processo de solucao incremental. Por sua vez, CARSTENSEN; ALBERTY (2000)
€ um artigo de cunho teérico em que se procura mostrar a confiabilidade da classe de
estimadores desenvolvida por Zienkiewicz e Zhu.

Em GALLIMARD; LADEVEZE; PELLE (1996) e, posteriormente complemen-
tada em GALLIMARD; LADEVEZE; PELLE (2000) é proposta uma medida de erro
global associada a relacdo constitutiva e capaz de abranger ndo apenas o erro de apro-
ximacgao da malha, como também o erro devido a discretizagdo no tempo, introduzido
pelo método incremental de solucdo do problema nao-linear fisico. Utiliza-se para
isso do postulado de estabilidade de Drucker, CHEN; HAN (1988), e de técnicas para
a construcao de campos de tensdes admissiveis.

Problemas com localizacdo de deformacdo apresentam uma dificuldade a mais
com relacdo aos demais problemas com ndo-linearidade fisica: a perda da elipsidade
das equacdes de governo. Como os métodos baseados no residuo da solu¢éo sao for-
mulados para problemas elipticos, ndo podem ser aplicados nessa situagdo. Em OR-
TIZ; QUIGLEY, IV (1991), entretanto, define-se uma estratégia adaptativa na qual
procura-se refinar (tiph) os elementos em que a variacdo da solucao é observada den-
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tro de uma certa tolerancia prescrita. Também aplicado a problemas de localizacéo,
destaca-se o trabalho de PERYU; OWEN (1994), onde é apresentado um estima-
dor baseado na estratégia de suavizacéo da solucao de ZIENKIEWICZ; ZHU (1987),
adequadamente modificada para considerar o fenébmeno estudado.

Existem, naturalmente, diversos outros estudos para o desenvolvimento de esti-
madores e estratégias adaptativas em problemas néo-lineares. Os artigos citados sao,
apenas, uma amostra do vasto campo de pesquisa existente. Juntamente com as in-
formacdes apresentadas na préxima sec¢éo, esta pequena revisado €, contudo, suficiente
para situar o leitor em que contexto a implementacdo de uma formulacdo adaptativa
para o MEFG é introduzida.

6.2.2 Estimadores de Erro no MEFG

O emprego de estimadores de erro juntamente com o MEFG é um campo ainda
pouco explorado. Explica-se esse fato mais pelo carater recente do método do que por
“possiveis” diferencas em relacdo ao MEF.

Em DUARTE; ODEN (1996a), ainda na formulacdo do Método das Nukpns
uma abordagem semelhante ao do método dos residuos na versao explicita é empre-
gada para a solucéo de um problema de PoissoRer® erro estimado é utilizado na
conducéao de procedimentos adaptativos dofigoe hp. No assim chamado MEFPU,
uma discussao tedrica a esse respeito € conduzida, mas em um contexto em que a PU
é construida de forma genérica, seja pelo MMQM ou através de polinbmios como no
MEF, BABUSKA; MELENK (1997). Em ambos os trabalhos, o indicador de erro é
calculado em cada nuvem e ndo mais em elementos. Para isso, considera-se que as
funcdes de aproximacao sejam regulares o suficiente para que as derivadas da solucéo
aproximada sejam continuas ao longo de todo o dominio. Evita-se, assim, que saltos
nas derivadas tenham de ser calculados no interior das nuvens e no seu contorno.

Para o MEFG, propriamente dito, podem ser citados dois trabalhos em que os
estimadores de erro s&o discutidos, primeiramente em BABUSKA (1997) e mais tarde
em STROUBOULIS; COPPS; BABUSKA (2001). No primeiro deles, a solu¢éo do
MEFG para um problema de Laplace éth tem o seu erro estimado mediante dois
procedimentos: o MRE equilibrado e a diferenca entre os gradientes da solucéo e de
seu valor recuperado a partir de um ajuste realizado por minimos quadrados. Discute-
se, apenas, a eficiéncia dos estimadores sem introduzi-los em um procedimento adap-
tativo. Em STROUBOULIS; COPPS; BABUSKA (2001), por sua vez, um problema
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de Laplace enR? é, novamente, analisado, considerando-se a presenca de vazios no
dominio. A abordagem dada aos estimadores de erro tem relacdo com a técnica de pos-
processamento dos gradientes mas, ao contrario do que é geralmente adotado naquela
técnica, a funcdo suavizada, ou recuperagd, esta associada, nesse caso, a propria
solugéou, e ndo ao gradiente. Funcdes especiais podem ser incluidas e uma diferente
solugéo suavizaday'®®“’7, € obtida para cada nuvem), utilizando-se de ajuste por
minimos quadrados. Obtém-se, entéo, diversas descricag¥ deque se sobrepdem

nas regides de intercessdo das nuvens. A “costura” entre estas descri¢cdes € realizada
através das funcog8\; } ', definidoras da PU, da seguinte maneira:

N
we =" Njue (6.18)
j=1

Chega-se, entdo, a uma fungao suavizada glefiglque e empregada para o calculo

dos indicadores de erro. Tais indicadores e o estimador correspondente sao usados
dentro de um processo adaptativo do tipd\ possibilidade de se utilizar um enrique-
cimentop-adaptativo ndo é explorada.

6.2.3 Estimador de erro no MEFG - Escolha e Justificativa

Desde o principio deste trabalho, procurou-se priorizar a utilizacdo de aproxi-
macdes 0 maximo possivel independentes de uma malha. Foi essa a razao da opc¢éao
inicial pelo Método das Nuvertyp e pelo MGLE, nos quais é suficiente a existéncia
de pontos nodais distribuidos de forma adequada para a construcdo da aproximacao.
No MEFG, como ja discutido no capitulo 2, a PU volta a ser definida sobre uma ma-
Ilha de elementos finitos. Por outro lado, pelos exemplos apresentados no capitulo 3,
mostrou-se que a estratégia de enriquecimento reduz significativamente a importan-
cia da malha, especialmente no que se refere a convergéncia da aproximacdo. Dentro
desse contexto, é natural que o algoritmo adaptativo implementado no MEFG procure
preservar a configuracao inicial da malha e utilize o enriquecimento polinomial para
melhorar a aproximacgéo. O estimador de erro deve, portanto, ser aplicavel a esse tipo
de abordagem seja qual for o grau polinomial da aproximagéo. Sendo assim, para a
escolha do método de estimativa de erro foram consideradas as seguintes observacoes:

« Em BABUSKA (1994a) s&o realizados extensivos testes numéricos com o mé-
todo dos residuos, nas versdes explicita e implicita, bem como com os métodos
de recuperacdo do gradiente da solucdo na versao inicial de ZIENKIEWICZ;
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ZHU (1987) e na versao super-convergente de ZIENKIEWICZ; ZHU (1992a),
sendo esse Ultimo o que apresentou melhores resultados. Esta estratégia, entre-
tanto, ndo se aplica com a mesma eficiéncia quando o grau do polinémio repro-
duzido pelo espago das aproximacdoes for de ordem mais elevada. Nos testes
citados, por exemplo, foram utilizados somente elementos com aproximagdes li-
near e quadratica. Trabalhos como BOROOMAND; ZIENKIEWICZ (1997) e
CARSTENSEN; FUNKEN (2000b) discutem interessantes alternativas a esses
problemas, mas o assunto ainda se encontra em aberto;

» para a implementacédo de um procedimento adaptativo dgtq@omesmahp
0 MRE é perfeitamente aplicavel, o que pode ser averiguado, por exemplo em
AINSWORTH; ODEN (1997) e ODEN (1989). Sua formulacéo, na qual a fun-
cao de erro é projetada em espacos polinomiais mais enriquecidos, esta direta-
mente ligada a possibilidade de se realizar refinamentos dp;tipo

« novamente em BABUSKA (1994a), conclui-se que entre os estimadores de resi-
duo testados, o MRE na verséo euilibrada € o mais robusto;

Diante das observacdes citadas, foi adotado, para a aplicagdo em analises adap-
tativas do tipop, 0 MRE na versédo equilibrada. A préxima secao é dedicada a des-
cricdo dessa estratégia de estimativa de erro, apresentada segundo a formulacéo bi-
dimensional da elasticidade ja empregada na secao 3.2.

6.3 Método dos Residuos em Elementos

Por se tratar de uma aproximacéao, a solu¢cado numérica do problema variacional
(3.13) néao verifica, exatamente, as equacdes do PVC (3.11). Surge, entdo, a questao
de se determinar, ou pelo menos estimar, o erro da solugéo obtida.

No MRE, fun¢des residuo, que medem a incapacidade da aproxima¢ao em veri-
ficar o PVC, séo utilizadas para determinar os indicadores e o estimador de erro. A
sequir, tal estratégia é apresentada de forma conceitual, com o objetivo de introduzir
as expressoes necessérias para sua implementacéo. O formalismo matematico, através
do qual demonstra-se a convergéncia do estimador para o erro exato da solugéo, pode
ser encontrado em ODEN (1989).

Considera-se, portanto, que o problema (3.13) tenha sido aproximado por fun-
cOes pertencentes ao espagp Sejam, assim, a solucdo aproximadae o erro de
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aproximagaae,. Representando-se a solugéo exata sob a seguinte forma:

u=e,+u, (6.19)

e utilizando-a em (3.11), tem-se que:

V'S(e,+u,)+b = 0 emQ
e,+u, u emI'p (6.20)
t(e, +u,) =t emI'y

Ainda que néo seja essencial para a formulacdo, assume-se que as condi¢des de
contorno de Dirichlet sejam satisfeitas de maneira exata pela aproxinxggéan-
forme AINSWORTH; ODEN (1997). Isto implica em se tef = u, ou sejag, = 0
emI'p. Chega-se, entdo, a um novo PVC:

Encontrare, tal que:
V'S(e,) +ra(u,) = 0 em() (6.21)
ey = 0 emI'p
t(e,) = rr(uy) emI'y

onde sédo definidas os seguintes vetores residuo no dominio e no contorno:

ro(u,) = VIZ(u,) +b emQ

. (6.22)
rr(u,) = t—t(uy) eml'y

Observa-se que, € X, C 3!, ndo havendo garantias q&' X(e,) exista em todas

as regidées do dominio (na fronteira dos elementos por exemplo). Por essa razao, o
problema (6.21) passa a ser interpretado a partir de sua forma fraca, isto €ep erro
tem significado apenas como solucéo da forma variacional associada. Para encontra-la,
parte-se, entdo, do seguinte problema:

Encontrare, € H' tal que:

// v {V'S(e,) + ro(u,) . dedy =0 V veH (6:23)
9

ondev sao funcgdes teste de erro. Aplicando-se o teorema da divergéncia e escrevendo-
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se as integrais a partir das contribuicdes por elem&ntem-se que:

Z /'th(ep) l, ds — By(ep, v //'v ro(u,)l, dedy ) =0

xe gy

ondeBy(e,, v,) // o(ey)l. dz dy, corresponde a parcela de contribui¢céo

no elementd( paraB(ep, v).
Empregando-se, entdo, a definicAa @ke,) obtida de (6.21), chega-se a:

ZBx(ep,'u) = Z / vlrr(uy) L, ds + / vgt(ep)lz ds

XeQ Ke \oxnry DK\ (6.24)

+ // vTrQ(up) [, dx dy

e

ondedX \ 0N refere-se a parte do contor do elementdK que ndo esta contida
no contorna<2 do dominiof).

A principio, o problema acima poderia ser aproximado por Galerkin, para um
espago com dimenséo superior aXleem que a solucaa, é definida. O custo
envolvido para a resolucao de tal problema seria, contudo, equivalente ao de se repetir
a analise para uma melhor discretizacdo, o que inviabilizaria tal procedimento. Por
essa razao, procura-se substituir (6.24) por problemas locais independentes, definidos
para cada elementlk. Surge, entdo, na fronteira entre elementos vizinhos uma nova

condicdo de contorno natural a ser considerada:

tle,) =t(u) —t(u,) emoX\ o (6.25)

Como néo se conhece a fungda), emprega-se como uma estimativa, a tensédo meédia
atuante sobre as faces do elemefito Dessa forma, em uma face qualquerie
pertencente, também, ao elemento vizitig o valor médio das tensdes é definido
como:

(t(u def = {t ) +t(uy)} = {a' )n* + o(u,)n*} (6.26)

onde o verson® é normal as faces d&, definido de modo a apontar para fora do
elementdK, eu; € a aproximagéo para os deslocamentos no eleriéntd condigéo
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de contorno (6.25) €, entdo, substituida por:
t(ep) = (B(up))m — t(uy) = [t(uy)]  €MOX\ OQ (6.27)
onde[t(u,)] € a metade do salto das tensdes na face entre os elerficatis:
def 1 {

t(u)) — t(u,)} (6.28)

Introduzindo-se a expressao (6.27) em (6.24), o seguinte problema de Neumman
pode ser estabelecido para cada elemg&nto

Encontrare, € H'(X) tal que:

By(ep,v) = vlrr(uy)l, ds + / v’ [t(u,)] L. ds
dKNT 23\0Q

—I—// virg(u,)l, dzdy
X

Com base na condicado (6.3), sabe-se que o erro € sempre ortogonal ao espaco

(6.29)

das aproximagdest,, no sentido do operadds(e,e). Por esta razéo, o ideal seria

procurar a solucéo para o problema (6.29) em um espaco ortogdpakan face das

dificuldades de fazé-lo, procura-se utilizar aproximacdes consistentes do proprio erro.
O espago adotado em ODEN (1989) para se construir a aproximaeg@der-

mado pelas func¢des bolhas do MEF hierargtiiepresentando como caracteristicas:

X1 (K) = {vn 1 € Xy (K); Ty(vp,y) =0; v),, =0emdXNTp}  (6.30)

ondeX,;,(X) representa, de forma genérica, um espaco de fungdes definid&s em
e com dimens&do maior do que o espaGoX) onde a solugéa, € determinada. Na
definicédo deDCf,H(JC) é utilizado o operador de interpolacédo lods), que projeta
fungbes do espagh’ restritas ao elementld emX,(X), ou seja:

I, « HHK) — X, (K)

6.31
vp[3e= 11, (v) ( :

2Tais fungGes sdo denominadas em ODEN (1989) dambble-like functions abrangem as fungdes
da formulacgéo hierarquica do MEF, associadas aos n0s de face e internos. Na verdade, apenas as funcdes
associadas aos nés internos apresentam, realmente, a forma de uma bolha no elemento finito.
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Sendo assim, as fungée%,H devem se anular eiin, e pertencer ao espag(X),

além de serem ortogonaisig,(X) no sentido definido pofl,. No apéndice G a
escolha desse espaco de fungdes recebe uma maior atencdo. Neste momento, porém,
basta entender que a funcéo de effcesta sendo aproximada por um conjunto de
fungbes, € f)CgH(ﬂC) definidas para cada elemetiae obtidas do seguinte problema:

Encontrare, € X, ,(X) tal que:

Boc(Zp 00, ,) = / (00, ) Trp(uy) 1. ds

OKNI N

o [ it s+ [ [ ratu) . de dy

9%\0Q x

(6.32)

A presenca de em (6.32) implica no envolvimento de derivadas de segunda ordem
da funcaou,. Para evitar a perda de informagéo, especialmente quantl linear,
propde-se, em DUARTE (1991), uma simplificagéo de (6.32), integrando-se por partes
a parcela do residuo. Chega-se, assim, a descricdo final da aproximacao de Galerkin
do problema (6.29):

Encontrare, € XJ,,(X) tal que:
(6.33)
BK(em”gH) = LK(”gﬂ) v ”2+1 S DCSH(TK)
onde
Lo(v?,) % 0 VTBI. dedy — B 0
SC('UpH) = ('Up+1) z AT ay 9(<up’vp+1)
X
(6.34)

s [ s [ @pa) (b)), L ds

KT N K\

Até este ponto, as formula¢des do MRE foram apresentadas para o MEF hierar-
quico. Um problema equivalente pode ser definido se o espaco de fun¢des bolha (6.30)
for construido a partir das funges de forma do MEFG. Neste texto, o espaco gerado
por tais funcdes é também referido como espaco de func¢des bolha e representado, de
forma anéloga, pok), ,(X). Deve-se observar, entretanto, que as funcGes de enri-
quecimento do MEFG néo apresentam exatamente a forma de uma bolha. Anulam-se,
contudo, nos vértices assim como as fun¢des do MEF hierarquico. Além disso, arepre-
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sentacdo adotada restringe o espaco ao eleri¢rgoando na realidade as funcdes de
enriguecimento sdo associadas as nuvens, sendo construidas globalmente. O problema
(6.33), entretanto, continua a ser resolvido para o elemento e, por isso, o espaco de fun-
¢Bes utilizado no MEFG mantém a mesma representacéo do MEF, o0C$gjék),
em alusédo ao elemento em que se calcula a funcéo erro aproximada.

As funcdes, eng podem, portanto, ser obtidas pelas fun¢cdes do MEFG como:

= (®),,)"T (6.35)
v2+1 = (®),,)"V?° (6.36)

onde o0s seguintes vetores e matrizes sao definidos, sendo o primeiro deles denominado
vetor dos indicadores de erro nodais:

gy def x v
(I ) - b1Q1 )+1 b31/q1( )+1 blql (p+1) bzljm(p—&-l)
(6.37)
x Y T Y
bNQN (p)+1 quN(p 0 UNgw(pt+1) quN (p+1)
o\ def . y p y
V"= | Gamnr Qamer " e Aae
(6.38)
T Y . T Y
Nan(p)+1 ENgn(p)+1 ENan(p+1)  ENgn(p+1)
(tI)O )T def [plql(p)HNl 0 p1Q1(p+1)NQ1(p+1)
ptrl)  —
0 Pigp) N1 - 0
0 .. N 0
PNgn (p)+1/NN (6.39)
P+ ) Ng ey - 0 PNay(p)+1NN
quN(erl)NpN(pH) 0
0 PNan 0+ 1) Npy (p+1)

Observa-se qu@)pﬂ) € obtido a partir da definicéo (3.18), eliminando-se das funcdes
de forma(®,, ) os termos presentes g,)”, que representam polindbmios comple-
tos de grayp + 1 e p respectivamente.
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O seguinte sistema de equacdes deve entédo ser resolvido para cada €lémento
KX1“ = R* (6.40)

onde sao definidos de forma analoga a secéo (3.2):

* matriz de rigidez:

K% = / / (BY,))"CBY, 1. dxdy (6.41)
X

« vetor de forgas residuais nodais generalizadas:

R* = //(<I>2+1)blz dr dy — K*U + / (®),)tL. ds
X

OKNT N
(6.42)
o [ @) ), s
dI\IN

* matriz de rigidez do elemento:

K* = / / (B)'CBI, dx dy (6.43)
N
 operador:
T

B,.,=L(®,,) (6.44)

Conhecida entéo a fungag, para cada element, pode-se determinar de (6.5),
a norma energia local:

def 1/2

éfK = HépHU(ﬂQ = [{Bx(épv ép)] (6-45)

em que y sdo os indicadores de erro, (6.10) e, por analogia, as fureg@E® deno-
minadas de func¢des indicadoras de erro. O estimador de erro global é obtido através da
expressao (6.6) pela contribuicdo dos indicadores locais, como ja mostrado em (6.11)
e repetido a seguir:
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lepllu= [> &% (6.46)
KeQ

Na abordagem do MEFG, torna-se interessante que se defina uma medida de erro

associada a cada nuvem, uma vez que o enriquecimento esta vinculado aos nés e
nao mais aos elementos. Como o sistema (6.40) é resolvido para cada el&mnanto
parcelal,; de I'x associada a nuvemy; somente € valida no respectivo elemefito

Para os elementos vizinhos #ee que também pertengam a nuverhavera outros
valores pard,,. Nao existe, portanto, coeréncia em se calcular a norma energia de
uma fungéo que estaria associada a cada nuyestefinida de maneira mdltipla para
cada elemento dessa nuveniPara se ter tal medida, optou-se, ent&o, por calcular a
média ponderada dos indicadores de erro, (6.45), de todos os elefiesdatidos na
nuvemw;, usando, como peso, o voluriig desses elementos. Dessa forma, define-se

o indicador de erro por nuvem como:

5 def V|le

fKGLu'j wi

ondel,, = > 4., Vx corresponde ao volume total da nuvem

6.4 Equilibrio dos Residuos

O problema (6.32), que origina (6.33), corresponde para elementos no interior
de 2 a um problema de Neumman pois apresenta apenas as condi¢cdes de contorno
naturais. Por essa razdo, dependendo de como as expressdes do lado direito séo cons-
truidas, uma solugéo Unica pode néo ser definida. O emprego do é3pagesolve,
em parte, esse problema, eliminado-se componentes da fepgfce corresponde-
riam a modos equivalentes aos movimentos de corpo rigido. A formulagéo entretanto,
permanece deficitaria e, segundo AINSWORTH; ODEN (1997), é necesséario que o
problema seja bem posto. Para isso, os da@esyr, [t(u,)]), utilizados para o PVC
do erro devem ser alterados de tal maneira que se tornem auto-equilibrados.

Vérias sdo as propostas para se impor o equilibrio entre os dados calculados no
contorno e aqueles definidos no dominio de cada elemento. Entre elas podem ser cita-
das as de OHTSUBO; KITAMURA (1992), OHTSUBO; KITAMURA (1990) e LA-

3Uma alternativa que talvez merecesse atencdo consiste em se definir o problema (6.23) ndo mais
para o elemento mas para a nuvem, o que conduziria diretamente ao indicador de erro por nuvens.
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DEVEZE; MAUNDER (1996). Nos dois primeiros trabalhos, o equilibrio é realizado
isoladamente em cada elemento, e é descrito, na formulacéo do MEF, para aproxima-
cOes Lagrangianas e Serendipetas. Uma técnica de otimizacédo € aplicada para corrigir
o vetor das forcas residuais (6.42) que passa a ter componentes nulas de for¢ca e mo-
mento no elemento finito correspondente. Sua implementagéo € bastante simples e
implica em pequeno custo computacional. N&o é, contudo, aplicavel a versao hie-
rarquica do MEF pois nem todas as componentes do vetor equilibrado correspondem
fisicamente a forcas. Também no caso de LADEVEZE; MAUNDER (1996), a estra-
tégia sugerida € aplicada sobre o vetor de forgas residuais, mas procurando-se, indire-
tamente, equilibrar os dados do problema. Em uma formulagéo hierarquica, é possivel
equilibrar apenas as componentesile que mantém a correspondéncia fisica com as
forcas. O processo de equilibrio em cada elemento envolve, entretanto, todos os seus
elementos vizinhos o que torna sua implementagcdo mais onerosa do ponto de vista
computacional.

Como a construcao das funcbes de aproximac¢do no MEFG também se da de
forma hierarquica, optou-se pela implementacéo da estratégia de Ladeveze & Maun-
der, sendo esse 0 assunto da proxima sec¢ao.

6.4.1 Estratégia de Equilibrio de Ladevéze & Maunder

Em LADEVEZE; MAUNDER (1996) utiliza-se do conceito de forcas nodais e
do diagrama de forcas de Maxwell para apresentar, geometricamente, uma estratégia
que recupera, no elemento finito, um campo de tensdes equilibradas. Aplicada aos
residuos de forcas no contorno e no dominio, tal estratégia torna possivel alterar o
vetor R* para o problema (6.40) tornando-o bem posto. N&o é objetivo deste trabalho
esmiucar esse assunto e, por isso, apenas uma idéia geral sera apresentada.

Sabe-se da secéo 6.3, que o v, (6.42), é construido a partir da express&o
(6.32) em que participam os dados de resiggprr, calculados no elementk, e
do salto de tensdes nas facesldeaepresentado pdt(u,)|. Geralmente, esse ultimo
dado néo se encontra em equilibrio com os primeiros e, por isso, torna-se necessario
que tensdes de correca;, sejam distribuidas ao longo dos lados do eleméhtde
modo que se tenha resultante nula para as forcas:
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//mzzd:pdw / rrl, ds+ / [t(u,)] lzds+/09<lzds:0 (6.48)

X OXKNC'y XK\ oK

€ para o momento:

// (p'rs + prd) L. de dy + / (prE + p*ri) 1, ds
x

OKNON
(6.49)

s [ @) ) Lds s [ (0 4 ) L ds =0
9I\I0 9K

onde é assumido o sentido horario como positivo para o momerite g¥ sao as dis-
tancias emx e emy entre um ponta: de X e uma posicao qualquer do dominiof.
Encontrar as distribuicdes de tens®dsque corrijam o equilibrio em cada ele-
mentoX e que nao violem o balanco de forcas dos nos néo é tarefa simples de ser
realizada. Procurando realiza-la e também buscando reduzir o problema a solucéo de
um conjunto finito de equacdes, Ladeveze & Maunder utilizam-se, fundamentalmente,
do conceito de forgas nodais equivalentes.
Dessa forma, para uma aproximaggg o vetor de for¢as equivalentes de um né
x; no elementdk pode ser definido como:

FEC [ rol. dudy + prolds+ [ &, [tw,)] ds  (6.50)
i [ omiis |

KTy IK\OQ

onde¢>f € uma sub-matriz de (3.21) que contém as fungfessociadas ao ng; nas
direcbest ey:

N, 0 LaN,--- Li.N; 0
oT =" 1% 7957 (6.51)
0 N; 0 o Lig N

J

As componentes dE’;K representam, entéo, os dades, rr, [t(u,)]) através de
valores nodais, podendo-se mostrar que:

Y Ff=0 (6.52)

KEOJJ'
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ou seja, as forgas nodais que incidem sobre @ néomputadas a partir dos elementos
que o contém, estdo sempre em equilibrio.

No apéndice H, demonstra-se que se 0s vetﬁlﬁstiverem resultantes nulas
em for¢a e momento, o equilibrio do conjunto de da@es rr, [t(u,)]) fica tambem
assegurado. Com base nessa observacéo, as téhsgesiem ser definidas como
aquelas que verificam a seguinte expressao, para cada né do eléfnento

O + [ [ ¢ral. dudy + ¢p,rrl. ds+ @, [t(up)] 1. ds =0 (6.53)
i [ aras |

KNIy K\OQ

sendo:

oX &f / ¢, 0% 1. ds (6.54)
oK

Observa-se que o equilibrio é total, inclusive para o momento, pois todas as com-
ponentes de (6.53) para todos os n0&d&E0 anuladas. Caso isso se verifique, 0 novo
conjunto de dadogrq, rr, [t(u,)] , 67) fica, portanto, indiretamente equilibrado. No
apéndice H, mostra-se, também, que as component&fd\ﬁinculadas as funcoes
de aproximacao enriquecidas pelo MEFG néo alteram as condi¢des de equilibrio, mas
apenas aquelas associadas diretamente com a PU. N&o é necessario, portanto, quando
houver o enriquecimento, que a distribuigibanule todas as componentes em (6.50).
Por essa razdo, um novo vet(ég< , denominado vetor das forcas nodais de correcao
do equilibrio, é definido:

o & / N,6%1. ds (6.55)
oK
onde € empregada a sub-matriz com as fungbes de interpolacéo #p dw ele-
mentoX:
N, O
N = J (6.56)
0 N;

A expressao (6.53) pode ser, entéo, reescrita como:
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C:)?C—l—//Nj'rle dx dy + / Njrrl, ds+ / N [t(u,)] I, ds =0 (6.57)
® AKXy 2I\0Q

VAL VL

-

//r =

Figura 6.1: Decomposicao dé);K = “é);K + bé)gc

Uma segunda etapa do procedimento, por assim dizer, é agora introduzida e con-
siste em se obter, em cada face compartilhada por dois elementos vizinhos, uma mesma
distribuicdo de tensdes de corre¢do. Para isso, considera-se o elemento quadrilatero,
K = F, da Figura 6.1. Em cada vértigeé)f pode ser divido em duas parcei’ﬁf
eb(;)f, associadas a cada um dos dois lade$ que contém o n&,. Para se garantir
a definicdo Unica das tensfes de correcao, € necessario que tais parcelas sejam defini-
das com o0 mesmo mddulo mas de sentido contrario as correspondentes nos elementos
vizinhos. Este processo de balanceamento ndo pode se restringir a um Unico elemento,
devendo ser considerada a interagdo entre todos os elementos da nuvem que contém o
no xz;, como ilustra a Figura 6.2(a).

Para melhor entender esse processo, recorre-se a uma representacao geometrica
através do diagrama de Maxwell. Na Figura 6.2(b), por exemplo, encontram-se pre-
sentes as forcas nodais de correcdo e sua decomposi¢cao em parcelas para cada lado dos
elementos que compartilham o ®9. Seja qual for a posicée,, as parcelas de forca
assim obtidas garantem a continuidade das tensdes de corre¢ao entre elementos. Uma
alternativa é se calcular o poni#g, como o centréide das mass@as,, my, m., Mq)
que sao, na realidade, pesos escolhidos conforme a estratégia adotada. Para as anali-
ses numéricas apresentadas nas sec¢fes (6.5) e (6.7) adota-se, conforme utilizado em
LADEVEZE; MAUNDER (1996):

Mo = — (6.58)
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(b) Equilibrio nodal - Diagrama de Maxwell

Figura 6.2: Processo de balanceamento das fo®asrespeitando-se o equilibrio nodal
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ondeL,, corresponde ao tamanho do lagle-= a,b, ¢, d

Conhecendo-se, entédo, as parcelas de forcas n@@lgfs para as faces =
a,b,c,d que compartilham o né&, retorna-se a expresséo (6.55), obtendo-se, para
cada element® = C, D, E, F"

Q) = / N, °0%1, ds (6.59)

onde®@4 corresponde a distribuicdo de tenghpresente na face do elementdk.
Assume-se que cada uma dessas tensdes sejam geradas pelas fungdes da PU, ou seja:

“0% = N 07 + N 6 (6.60)

sendoi e j 0s vértices da face.
Chega-se, entéo, para cada fag@o seguinte sistema de equacdes:

ANbg = Cp (661)
sendo:
| / (NXY? 1. ds / (NENKY 1, ds 0 0 ]
/ (NFNK) 1. ds / (NF)? 1. ds 0 0
AN _ « [0
0 0 / (NS 1, ds / (NKNE) 1, ds
0 0 / (NINK) 1, ds / (NF)* 1. ds

Co —
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onde(e) e (o)y correspondem as componentes nas diregdes e “é;K ec“é]?< sdo
elementos dos vetore®* e *6* respectivamente.

Conhecidos os valores 6163.< para cada face e nox; do elementd, as tensdes
de correca®™ sdo construidas através da express&o (6.60). O novo conjunto de dados
(ro,rr, [t(u,)],0%) pode ser, entdo, empregado para o problema (6.32), gerando o
seguinte sistema de equacdes, agora bem posto:

K*1* = RX (6.62)

equi

em que:

Reqii = // (®p )bl dody — K*U + / (®)1) 81 ds
X

OKNT N

(6.63)
+ / (@) 1) (E(up))m L ds+/(<1>2+1)09<lz ds
dI\OQ K

6.4.2 Algoritmo Adaptativo

Os algoritmos adaptativos utilizados, 6.1 e 6.2, correspondem a verséb-
zado em DUARTE (1991) e ODEN (1989), e fundamentam-se no principio da equi-
distribuicdo da norma do erro pelo dominio aproximado. O erro é controlado em dois
niveis, um global através do estimador (6.46) e outro local por meio de indicadores de
erro. O procedimento adaptativo prossegue enquanto o erro relativo estimado global
&, (6.13), for superior a uma tolerandi# L, adotada para o problema. A determi-
nacao das regides que devem ser enriquecidas é conduzida pelos indicadores de erro,
&4, (6.45), ouéwj, (6.47), que podem estar vinculados aos elementos ou as nuvens
respectivamente. Define-se um paramettajue caracteriza a velocidade de conver-
géncia do procedimento adaptativo. Primeiramente, calcula-se o indicador de maior
valor, &,,,,. Determina-se, ent3o, que se realize o refinamento em todas as regides que
apresentarem os indicadores superiore$ a,.*. Dessa forma, se uma determinada
regido tem a aproximagao caracterizada pelo grau polingmialrefinamento, caso
seja necessario, deve ser tal que a nova aproximagao seja deyordgnsenda, um

40 parametra € responsavel pela velocidade da convergéncia do procedimento adaptativo. Quanto
menorv maior o nimero de regides refinadas em cada passo. Como conseqiiéncia, chega-se a tolerancia
admitida para o erro com um menor nimero de passos mas a aproximacéo final fica mais distante da
6tima, DUARTE (1991)
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valor pré-estabelecido. Por outro ladopder igual a um valor maxim@nay, adotado

para a analise adaptativa, a respectiva regido ndo deve ser refinada. Esta estratégia visa
limitar o graup da aproximacéao para que esse nao aumente indefinidamente. Se todas
as regides determinadas pelo indicador para serem refinadas ja apresgntapgm,

entdo € necessario reduzir o parametroDessa forma o processo adaptativo pros-
segue, incrementando a aproximacdo de novas regides, e possibilitando a reducéo do
erro global. Caso ndo existam outras regiées disponiveis para o refinamento, ou seja,
se em todas elas = pmax, N0 h& como se reduzir a norma energia do erro estimado,
atraveés do refinamento polinomial, para a malha de elementos adotada. O algoritmo €,
portanto, interrompido. Para o controle desse processo sdo empregados o ggptador

e a variaveh,,, conforme é mostrado nos algoritmos 6.1 e 6.2.

Na descricédo acima, optou-se por usar, propositadamente, o termo “regides” para
se definir como o refinamento € conduzido. Dessa forma, a descricdo dada permanece
valida para as duas estratégias esquematizadas nos algoritmos 6.1, e 6.2, em que 0 pro-
cedimento adaptativo é baseado, exclusivamente, em indicadores associados as nuvens
e aos elementos respectivamente. E preciso que se entenda que o célculo do estimador
global, em ambos os algoritmos, permanece sendo realizado a partir dos indicadores
locais em elementos, expressao (6.46). No algoritmo 6.1, entretanto, os indicadores
em elementos séo utilizados, também, para se definir os indicadores em rﬁlwens,
através da expresséo (6.47). Como visto na secéo 2.5.1, o enriquecimento da aproxi-
macao no MEFG é definido em cada nuvem e ndo mais nos elementos, como ocorre
com o MEF. Por essa razéo, é natural que se utilize como indicador de erro para as
N nuvensw; que aproximam o domini@, a medidaéwj. E esse 0 esquema adotado,
portanto, no algoritmo 6.1.

Por outro lado, ainda que o refinamento continue sendo realizado para as nuvens,
é o indicador de erro do elemeni®, que conduz o processo adaptativo no Algo-
ritmo 6.2. Dessa forma, se em um determinado eIemmwtem-seéx > UémaXa
as quatro nuvens associadas aos vértices do elemento devem ser enriquecidas. Tal
procedimento precisa, contudo, que seja restringido para evitar que combinacdes de
indicativos de refinamento entre elementos vizinhos produza um enriquecimento des-
necessariamente elevado. Para isso, define-se o contrpladgue armazena o grau
polinomial mais baixo definido pelas fun¢cées associadas aos nés do elekhdde
nhuma nuvem d&, cuja funcéo de aproximacéo ja tenha alcancado ordem superior
a px, pode ser novamente enriquecida. Dessa forma, em um dado elemento, apenas
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Algoritmo 6.1 Algoritmo Adaptativop - analise linear - versao em nuvens
Leitura dos dados geométricos, da aproximacao e do carregamento
Leitura dev, TO Lero, Prmaz» ip
repita

Monta K, F
Resolve o sistem&U = F
paraX = 1 atée NEL faca
Monta K*, 6% e RX

equi

Resolve o sistem& *I™* = R ;
CalculaCx = ||&,||wx)
~ 2
15l = l12, |12+ (x)
fim para
UépHu =V HépH%L
o = llepu/[up|lu
sefqy < TO Leno €Ntao
Finaliza o algoritmo Convergéncia do procedimento adaptativo
sendo s&€qy, > T'O Leyo €Nta0

n, =0
ifim =0
repita

paraw; = 1 atéN faca
Calculaé,, = Y g, Vicac/V,
fim para
émm = max <éwj,wj =1,--- ,N)
paraw; = 1 atéN faca
seé,, > V& nq, eNntdo
S€Pu; < Pmaz €NtAO
Pw; = Dw; + 1p { Enriquecimento da nuvewy}
N, =1
senao
Ufim = Ifim + 1
fim se
fim se
fim para
seiim = N entdo
Interrompe a analiseNao ha como se alcancdrO L.}
senao seq,, = 0 entao

v =09
fim se
atén, =1

fim se

fim repita
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Algoritmo 6.2 Algoritmo Adaptativop - andlise linear - versdo em elementos
Leitura dos dados geométricos, da aproximacao e do carregamento
Leitura dev, TOLcyro, Dimazs ip
repita

Monta K, F’
Resolve o sistem&U = F
paraX = 1 até NEL faca
Monta K*, 6% e RX

equi

Resolve o sistem& *I* = RX ;
Calculax = ||&,||u
~ 2
legllz = 1l + (&)
fim para
llepllu = v/1lep] |3
Emaz = Max <Sg<,fK =1, 7NE'L)
Eo = llepllu/|lup|lu
sefy < TOLero€ntao

Finaliza o algoritmo Convergéncia do procedimento adapta}ivo
sendo s&y, > 10 Leno €NtA0

n, =0
ifim = 0
repita

paraX = 1 até NEL faca
selq > vE€,,qs ENtEO
paraw; € X faca
S€(Pu; < Pmaz) € (Pu; < Px) ENtEO
Pw; = Dw,; + i, { ENriqguecimento da nuvewy}
n, =1
fim se
fim para
senenhuma nuvem d¥ foi enriquecidaentéo
ifim = Ifim + 1
fim se
fim se
fim para
Seiim = NEL entdo
Interrompe a anéliseNao ha como se alcancarOL.,,.}
senao seq, = 0 entao

v =09
fim se
atén, =1

fim se

fim repita
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as nuvens de grau polinomial mais baixo sdo enriquecidas. Se no elemento vizinho
um novo enriquecimento for exigido, aguelas nuvens anteriormente enriquecidas ja se
encontram com aproximacgao de grau superiopaalo presente elemento. Evita-se,
assim, que a mesma nuvem seja enriquecida repetidamente para cada verificagao por
elemento.

6.5 Exemplos Numéricos

Nas duas secdes seguintes, sdo apresentados dois exemplos numéricos, utilizados
para se averiguar a implementacéo do estimador de erro e do procedimento adaptativo
na abordagem do MEFG. Os problemas selecionados foram introduzidos no capitulo 3.
Em todas as analises foi utilizado o MRE com o equilibrio imposto pela estratégia
de Ladeveze & Maunder, secdo 6.4. Os sistemas de equacdes (3.23) e (6.62) foram
resolvidos pelo procedimento de Beika adotando-SEOL = 1079 ee = 10712,

O objetivo principal do primeiro exemplo consiste em mostrar a boa qualidade do
erro estimado nos niveis local e global. O problema (6.33) é resolvido considerando-
se n&o apenas o espdkp, ,(X) mas tambéni(),,  .,(X) que contém o primeiro e
inclui novas funcdes de forma do MEFG utilizadas na representacao de polinbmios
de graup + 2. Estes dois espacos sdo novamente empregados para estimar o erro no
segundo exemplo. Além disso, sdo também apresentados os resultados para as ana-
lises adaptativas realizadas segundo os algoritmos 6.1 e 6.2. N&o se pretende aqui
estabelecer conclusfes adicionais as encontradas na literatura do MEF no contexto de
estimadores de erro. A finalidade € mostrar a validade das estratégias de erro e como
estas podem ser empregadas na abordagem do MEFG, salientando-se suas peculiari-
dades e influéncia nos resultados das andlises numéricas.

6.5.1 Viga Engastada

Figura 6.3: Malha formada por 10 elementos regulares quadrangulares
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O problema da viga engastada da se¢éo 3.2.1 é aproximado pela malha de elemen-
tos apresentada na Figura 6.3. Recorda-se, que os vinculos utilizados servem somente
para eliminar os movimentos de corpo rigido pois, como ja foi observado naquela se-
cao, a estrutura é equilibrada pelas condi¢cdes de contorno naturais. A aproximagéo
utilizada é linear) = 1), ndo havendo, portanto, funcdes enriquecidas.

Na secao 6.3, o espaco utilizado para a aproximacdo de Galerkin do problema
(6.33) foi definido de forma genérica corﬁ(@H(fK). O indicep + 1 significa que as
funcBes presentes nesse espaco representam polindmios de grau superior aqueles re-
presentados pelas fungbes da aproximagadeoricamente, quanto maior a dimensao
do espaco das funcdes bolha melhor deve ser a estimativa do erro. Normalmente, en-
tretanto, sdo usados espacos cujas funcdes reproduzem polindmios de um grau a mais
apenas, dai a representa(;ﬁg;l(ﬂo. Em DUARTE (1991) sugere-se a ampliacédo
desse espaco para dois graus a mais, ou seja:

x;(0)+1,p+2<j<) = {'Ug+17p+2 € xp+2(g<> C HY,

HP(”2+1,p+2) =0, U2+1,p+2 =0em FD}

(6.64)

Possibilita-se, assim, que novas componentes do erro, que nao seriam consideradas no
espacdl),, (KX) venham a ser aproximadas.

Neste exemplo, os dois espagds ,(X) eX?, . ,(X) sdo empregados, definindo-
se os dois estimadores descritos a seguir:

MRE- : o procedimento é o mesmo descrito na se¢do 6.3, em que o problema (6.33)
é construido para o espagy, ou seja, uma ordem superior a empregada para
analise. As fungdes bolha empregadas em cada, 1380 portanto:

) e (R
(@), = i g (6.65)

J J

MRE. 3 : as funcdes locais do erro sdo aproximadas no espggoou seja, uma e

duas ordens acima da empregada na fase de andalise. Sendo assim, as fungdes
bolha de (6.65) séo acrescentados mais alguns termos, resultando em:
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( )2
r—a;\ y=u;\
J J

Como a solucao analitica € conhecida, (3.28) e (3.29), torna-se possivel determi-
nar, os valores global e para cada elemefitdas normas exatase,||v € ||e,||ux)
respectivamente. Estes valores sdo utilizados no calculo do indice de efetividade do
errof para toda a estrutura, (6.16), e por elemento, (6.17). Os resultados, para os dois
estimadores de erro, sdo exibidos na Figura 6.4.

No que se refere a integracdo numérica, existe a possibilidade de serem adotadas
diferentes ordens de quadratura para a constru¢ao do sistema (3.23), na fase de analise,
e do sistema (6.62) na fase de estimativa do erro. Optou-se, entretanto, por empregar
NG = 3 x 3 pontos de Gauss-Legendre, correspondente ao nimero necessario para
uma integracéo exata na fase de estimativa do erro.

0,822 | 0,821 0,820 | 0,820 | 0,820 | 0,819 0,818 0,816 0,808 | 0,779

(a2) MRE, - Valor globalf = 0,820

0,879 | 0878 | 0,878 | 0,878 | 0,878 |0,878 | 0,879 | 0,880 | 0,883 | 0,902

(b) MRE; 5 - Valor globalf = 0,878

Figura 6.4: indices locais de efetividade da malha da Figura 6.3, para cada elemento

Analisando-se os resultados, Figura 6.4, nota-se que a norma do erro foi melhor
representada pelo estimador obtido atraves do MREste fato ja deveria ser espe-
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rado, uma vez que se ampliou o espaco para a aproximagéao do erro. A diferenca entre
as duas estimativas, entretanto, € pequena o que possibilita concluir que a parcela mais
significativa do erro é quadrética, apenas um grau a mais do que aproximacao linear
da solucéo. Por outro lado, no elemento localizado na extremidade direita da viga, em
que se registra a maior diferenca entre os indices de efetividade, a componente cubica
do erro adquire maior importancia.

Outro fator importante a ser considerado na definicdo de qual espaco aproximar
as funcdes locais de erro corresponde ao custo computacional envolvido na solucao
do problema (6.33). Quanto maior a dimenséo do espaco de fun¢des bolha, maior o
namero de graus de liberdade para se descrever a aproximacao das funcbes de erro
e, consequentemente, maior o custo computacional exigido. Das expressodes (6.65) e
(6.66), observa-se que ocorre um acréscimo de duas fungdes por né. Em um processo
p-adaptativo, em que elevadas ordens polinomiais sdo empregadas na aproximacéao da
solugéo, esse acréscimo pode ser ainda maioflj&) paraX} ;(X), por exemplo,
pode-se mostrar que sddungdes a mais e dgl(K) paraX? ;(X) séo introduzidag
novas fungdes. Para um problema com um elevado niumero de elementos o custo com-
putacional do estimador de erro pode ser, portanto, bastante inflacionado pela projecao
do erro em espagos do tipd, , ,(XK).

Resumindo, a diferenca entre as duas estimativas de erro, para o exemplo apre-
sentado, ndo é tdo grande a ponto de prejudicar, por exemplo, uma andlise adaptativa.
Torna-se, entdo, mais interessante que espacos de menor dimensé)()ggp(rﬂfc) se-
jam empregados. Deve-se, entretanto, ter sempre em consideracao que os estimadores
obtidos com espacds) | ,,,(X) sdo mais robustos por serem menos passiveis de
falhar em problemas cuja a solugdo apresente carater predominantemente par ou im-
par, DUARTE (1991). Por estas razfes na escolha de qual espaco aproximar o erro,
€ sempre importante que sejam levados em conta a qualidade da estimativa e o custo
computacional para obté-la.

Um outro experimento numérico realizado consiste na analise do estimader MRE
com relacdo a convergéncia do indice de efetividade. Para isso, foi utilizada uma
sequéncia de trés malhas “aninhadas”. Tendo-se como original a malha da Figura 6.3,
cada malha subsequente é obtida dividindo-se em quatro os elementos da malha an-
terior. Sendo assim, o erro estimado global foi calculado para malhas com 10, 40 e
160 elementos e os resultados para os correspondentes indices de efetividade, (6.16),
sdo apresentados na Figura 6.5. O refinamento é caracterizadas pela dimensao
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Figura 6.5: indice de efetividade de MREpara uma seqiiencia de 3 malhas aninhadas

respondente ao raio das nuvens empregadas, ou seja, a diagonal do elemento quadran-
gular. Pelo comportamento da cua 1/h conclui-se que, para esse problema, o
estimador de erro MRE2 assintoticamente exato.

Como ultimo teste, os dois métodos MREMRE, ; foram avaliados com uma
malha em que os elementos se encontram bastante distorcidos, Figura 6.6(a). As mes-
mas consideracdes feitas anteriormente, para a analise e estimativa de erro, sdo adota-
das, exceto com relacdo a integracdo numérica. Devido a distor¢do da malha o jacobi-
ano do mapeamento entre os elementos mestre e real torna-se racional e, por isso, as
integracdes numéricas realizadas no interior dos elementos exigem um maior nimero
de pontos da quadratura. Outro fator que deve ser comentado refere-se ao equilibrio
dos residuos. Caso a ordem da quadratura na fase de andlise seja diferente daquela
usada na fase de estimativa de erro a integral do jacobiano ndo fornecera 0 mesmo
valor. Como consequéncia, o equilibrio nodal deixa de ser averiguado na fase de es-
timativa de erro, pois esse foi imposto durante a andlise, com base nas integracoes
numeéricas entao realizadas. O método de equilibrio de Ladevéze & Maunder falha,
portanto, no momento de se empregar o diagrama da Figura 6.2(b). Para se evitar tal
problema procurou-se usar 0 mesmo numero de pontos na integracdo numérica para as
fases de andlise e de estimativa. No problema estudado, foram addtédess x 5,
para ambos os MREe MRE, ;.

Os indices de efetividade para os dois estimadores sdo apresentados para cada
elemento da malha nas Figuras 6.6(b) e 6.6(c). Observa-se que os os indices de efeti-
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0,100
§ @,10 (20,100 (30,105 (32,100 (60,100 (70,10 (75,105 (100,105

25,10

@7,00

0 10,00 3,00 (@5, (40,00 42,00 (60,00 72,0 (80,00 (100,05

(a) Malha adotada

§ 0,843

0,334 0,442

0,599 0,770 0,662 0,270 0,519 0,315

0,651

(b) MRE; - Valor globalf = 0,558

§ 0,963

0,450 0.622

0,671
0,787 0.877 0,767 0,403 0,688 0,386

(c) MRE; 3 - Valor globald = 0,663

Figura 6.6: indices locais de efetividade - Malha de elementos distorcidos

vidade do elemento e global séo inferiores aos encontrados para as andlises anteriores.
A explicacéo para tais resultados esta no erro de aproximacao, que para a analise com
elementos distorcidos tefly, = 75,18%, bem superior ao encontrado na analise com
elementos regulare&y, = 57,13%. Caso os elementos da malha da Figura 6.6 sejam
divididos ao meio e nova analise seja realizada, obtém-se um indice de efetividade glo-
bal # = 0,634 para o MRE e § = 0,700 para o MRE 3, indicando uma melhora na
estimativa de erro, como deve ocorrer para um estimador assintoticamente exato. No
que se refere a comparagao entre as estimativas com @ M&KRE 3, permanecem

vélidas as conclus@es extraidas dos resultados obtidos com elementos regulares.

6.5.2 Chapa com Oirificio

Neste exemplo, considera-se, novamente, o problema da secédo 3.2.2. Na Figura
6.7, encontra-se representada a malha de elementos adotada. Dois experimentos foram
realizados. No primeiro deles, repete-se o estudo com os estimadores doeMIRE
MRE; s, realizado na se¢éo 6.5.1. Em todo o processo de analise e de estimativa de
erro e para ambos os métodos, foram empregdadost pontos de Gauss-Legendre
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s

A

e

Figura 6.7: Malha de elementos adotada

por elemento. A Figura 6.8 apresenta os valores locais e globais do indice de efetivi-

dade dos estimadores de erro empregados. Observa-se que, da mesma forma que na

secdo 6.5.1, o estimador obtido com o MREem os melhores valores pataAinda

assim, pode-se dizer que, para o MRIs resultados sédo, também, muito bons. Nos

elementos que contornam o orificio, foram utilizadas as func6es de mistura para se

descrever as faces curvas. Por essa razdo, o mapeamento entre os elementos mestre

e real deixa de ser linear. Como consequéncia, a aplicacdo da estratégia de Ladevéze

& Maunder ndo assegura que os dados para o \Rm verifiquem o equilibrio do

momento, conforme se discute no apéndice H para as expressoes (H.8). Apesar disso,

os indicadores de erro calculados para os elementos de face curva aprésentam

0,92
0,83

0,98
0,90

0,99 X 0,98

1,00

0,90 0,95

0,96

0,9

0,96

0,74

0,70
o 0,87/0-88

(a) MRE;, - Valor globalf = 0,939

Figura 6.8: indices locais de efetividade - malha com aproximac&o linear

0,62
0,92
0,89
0,93
1,01
0,98
0,99
0,88
1,05
0,96 1,00
1,07 1,03
1,06
1
0,93\0.98

0,98

0

0,95

0,91

0,77
410,96/%%7

(b) MRE; 3 - Valor globalé = 1,002
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O segundo experimento consiste em se aplicar o procedimewtaptativo, atra-
vés dos dois algoritmos descritos na secdo 6.4.2. Para a analise e estimativa foram

feitas as seguintes consideracoes:

integracdo Numérica : para a analise e estimativa de erro correspondentes ao pri-
meiro passo do procedimento adaptativo, correspondente a aproximacao linear,
foi adotado NG- 4 x 4 pontos de Gauss-Legendre por elemento. Para os passos
seguintes, em que a ordem polinomial das funcbes em cada nuvem varia con-
forme o refinamento exigido, o nimero de pontos da quadratura foi elevado de
forma consistente com a aproximac¢éao construida nos respectivos elementos;

erro relativo almejado : definiu-se que o erro relativo estimado deve ser menor ou
igual a1%, ou sejay < 1% (T'OL.,., = 1%). Observa-se que, no lugar do

erro relativo exatofy,, emprega-se o valor estimaég, expressao (6.13);

velocidade de convergéncia em DUARTE (1991) argumenta-se, com base no traba-
Iho de LYRA (1988) em problemas de potencial, queéeve ser superior a 0,4.
Sendo assim, foi adotado= 0,5;

ordem polinomial maxima : para evitar problemas de condicionamento da matriz de

rigidez, adotou-S@max = 8;

método de estimativa de erro: foi empregado o MRE equilibrado com projecéo do
errono espagfxgH, ou seja MRE,,. Esta decisdo baseia-se nos resultados ob-
tidos para as estimativas de erro com o MREBMRE, ; que, para este problema,
nado se distanciaram muito uma da outra. Acredita-se, portanto, que a superi-
oridade demonstrada por uma utilizagédo do MRE., seria prejudicada pelo
elevado namero de graus de liberdade exigido ao longo do refinamento adapta-

tivo.

Algoritmo 6.1 Algoritmo 6.2
lteragdo| NGL| 6 | &4 |NGL| 0 | &y
1 70 10,938| 9,704 | 70 | 0,938 9,70%
2 114 | 0,930 5,32% | 118 | 0,933 4,98%
3 210 | 0,938| 2,08% | 222 | 0,958 1,81%
4 286 | 0,970| 1,000 | 354 | 0,917 | 0,49%

Tabela 6.1:Indices globais de efetividade para as iteracdes dos refinamentos adaptativos -
MRE, 1
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Figura 6.9: Erro relativo para as iteragdes dos refinamentos adaptativos

Na Tabela 6.1 encontram-se registrados o indice de efetividade, erro relativo exato
e numero de graus de liberdade (NGL) para cada passo das duas analises adaptativas
realizadas. Nota-se que, em ambos 0s casos, o ifidésteve sempre préximo da
unidade. Na comparacéao entre as duas analises, utilizando-se o Algoritmo 6.2 chega-se
aum nivel de erro inferior ao obtido com o Algoritmo 6.1, porém com\U@\ maior.
Para melhor entender como a analise adaptativa se comporta com relagdo aos dois
algoritmos recorre-se ao grafico da Figura 6.9, observando-se uma certa equivaléncia
entre ambos as estratégias. Uma conclusado definitiva sobre qual o melhor algoritmo
exige, na verdade, analises mais profundas, fundamentas em uma razoavel quantidade
de experimentos numéricos.

Ap=1 Ap=1
4 Ap=2 4 Ap=2

®p-3 ®p=3
4 4 ,

Op=4 Op=4

(a) Indicadores em nuvens, Algoritmo 6.1 () |ndicadores em elementos, Algoritmo 6.2

Figura 6.10: Resultado final do refinamenteadaptativo, MRE
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Na Figura 6.10, estdo representados os enriquecimentos das nuvens obtidos ao
final das duas anélises adaptativas. Uma pequena diferenca € encontrada para as apro-
ximagdes definidas pelos dois algoritmos. Com o algoritmo (6.1) o refinamento € rea-
lizado de maneira independente dos elementos. Explica-se, por isso, a maior variagao
entre os enriquecimentos de nuvens vizinhas.

6.6 Medida de Erro em Analise Nao-Linear

Na secao 6.2.2, justificou-se o emprego do MRE por diversos fatores, entre eles
o interesse em se aplicar o refinamento do tipgada a facilidade com que esse é rea-
lizado no MEFG. Os resultados apresentados na secéo (6.5) comprovaram a eficiéncia
do estimador de erro e do procedimento adaptativo empregados, sob a abordagem do
MEFG, para a andlise numérica de problemas de elasticidade-linear. Para a analise
dos problemas néo-lineares apresentados neste trabalho, procurou-se aplicar o MEFG
sob 0 mesmo enfoque dos problemas lineares, ou seja, construindo-se a solugéo apro-
ximada por meio do enriqguecimento polinomial das funcées de PU. Sendo assim, é
natural que o estimador de erro do problema nao-linear continue sendo obtido pelo
MRE. Para que isso possa ser realizado é necessério, contudo, que uma série de fatores
sejam considerados.

Em andlise nao-linear, além do erro da aproximacgdo em cada instante dé tempo
duas outras componentes de erro sdo introduzidas pelo processo de solugcao incremental-
iterativo, PINTO (2000). A primeira delas é oriunda da divisdo da historia de carrega-
mento em incrementos ou passos finitos. O equilibrio das equac¢des de governo deixa
de ser assegurado ao longo de todo o carregamento, sendo verificado apenas ao final
de cada passo. A outra componente € introduzida pela estratégia iterativa de correcao
do residuo de forcas, em razao da qual o equilibrio é verificado apenas aproximada-
mente, dentro de uma certa tolerancia admitida. Neste trabalho preocupa-se apenas
com o erro da aproximacédo do MEFG, que se torna tdo mais importante, em relacao
as outras componentes de erro mencionadas, quanto menores forem o passo de carga
e a tolerancia adotados. Estimativas do erro que levam em consideragdo as demais
componentes podem ser encontradas em GALLIMARD; LADEVEZE; PELLE (1996)

e GALLIMARD; LADEVEZE; PELLE (2000), em abordagem via MEF.

SPara ser mais exato além do erro de aproximagdo também est&o presentes os erros da modelagem
matematica, de arredondamento numérico, da integragdo numérica das matrizes e vetores do método
numérico utilizado, da aproximacéo do dominio e da representacao das condi¢des de contorno
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Ainda relacionado ao significado do erro que se quer estimar, deve-se definir se
esse € calculado para todo o processo de solucdo incremental ou se esta associado a
cada passo de carga isoladamente. Dessa forma, pode-se estabelecer se, apos o refi-
namento adaptativo, € apenas o atual passo de carga que deve ser repetido ou se nova
andlise deve ser realizada.

Outro ponto importante refere-se ao emprego da norma energia que, em proble-
mas lineares, esta diretamente relacionada ao principio de energia potencial minima.
Por outro lado, na formulagéo n&o-linear, outras medidas de erro podem ser melhor
empregadas, como as normas obtidas da energia de dissipacao ou da taxa de trabalho
realizado, PERT; YU; OWEN (1994).

Como adaptar o MRE para o problema né&o-linear resolvido pelo MEFG e se a
medida de erro obtida corresponde realmente a um estimador sdo assuntos pertinentes
a proxima secao. Além dos fatores considerados até aqui, sdo também discutidas outras
questdes, procurando-se estabelecer os limites de aplicacdo da técnica utilizada. Algu-
mas simplificacdes importantes séo realizadas, privando o estimador de suas garantias
de convergéncia assintética, mas permitindo sua utilizagdo, sem grandes alteracdes
com relagcéo ao procedimento linear. A proposta, portanto, ndo € desenvolver um novo
estimador para problemas nao-lineares, mas utilizar a estratégia ja implementada para
o MEFG e empregada com sucesso em problemas lineares. O que se procura mostrar
é que apesar das simplificacdes adotadas as medidas locais de erro ainda sao sufici-
entes para conduzir o refinamento polinomial adaptativo, possibilitando uma eficiente
analise com o MEFG de problemas de propagacéo de dano.

6.6.1 Estratégia de Estimativa do Erro

Seja um problema com nao-linearidade fisica resolvido através do procedimento
da secédo 5.3. Considera-se que o equilibrio ja esteja verificado até d.p8ssdo as-
sim, no passo+ At, o equilibrio que se procura assegurar em um sentido generalizado

equivale a:
VTE(H-Atu) + t-‘rAtb — 0 em 9)
t(tAty) = A% em Ty (6.67)
Ay, = Aty em Tp
onde:

. T2l @ t+ALE 550 as forcas de volume e tensdes de superficie no pasag;

o 4ty € a solucdo obtida ao final do passe At.
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« A4 é o deslocamento prescrito ao final do passaAt

Considera-se, agora, uma aproximagao da solugcao no pasas representada
por+Aty, € X,. Um problema analogo ao expresso em (6.21) pode, entdo, ser esta-
belecido:

Encontrartfte, = Ay — Aty tal que:

VT [E(HA) — B(HA,)] 4+ ro(tTAtu,) = 0 emQ (6.68)
t+Atep = 0 emFD
HESt) — () = re(t5,) emTy

onde sdo definidos:

TQ(t—’_Atup) — VTE(t+Atup)+t+Atb em®

t+At t+Atg t+At (6.69)
rr("Ptu,) = t—t(""*u,) emly

Observa-se que devido a nao-linearidade do problema, as propriedades do meio podem
ser diferentes para a soluc&c '« e sua aproximagdd“'u,. O erro'™2le, ndo é
portanto, exclusivo da aproximagao e, por iss¢,"*tu) — X(1t4%,) £ B(1TAle,)
et(tAtu) — t("tAu,) # t(TAle,). Para que seja descrito apenas seguhde,, o
problema (6.68) deve ser modificado, fazendo-se desaparecer os terficsent

com esse objetivo que, em CIRAK; RAMM (2000), utiliza-se da expanséao de Taylor
para as tensdes em torno da solug¢aduw,,:

2(t+Atu) — 2(t+Atup> + azal‘g‘l’) E(tJrAtu _ t+Atup)
t+At
LS () “ (6.70)
u
1 E2(t+Atg, _ t+A 4.
+ 2 8E2 t+Aty,, ( v up)

onde E é o tensor de deformacfes. Desprezando-se os termos de elevada ordem, a
expressao acima pode ser representada pelos dois primeiros termos apenas. Dessa
forma, ao final do passio+ At o tensor de tensdes pode ser aproximado em torno da
solugdd Ay, como:
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0% (u)
B () = B Ay) + e . E£t+Atu 1t+AtupZ (6.71)
p t+ate,

ondedX(u)/0E|i+atq, representa a forma tangente exata da relagdo constitutiva para
um campo de deslocamentos definido Porw,,. Substituindo-se essa expressdo em
(6.68), tem-se um novo PVC estabelecido para a aproxirﬁéééﬂ; para o erro exato

€,
0% (u
VT ( ) E<t+Ate*> +TQ(t+AtU,p) = 0 em9
aE t+At P
up
ttater = 0 emI'p (6.72)
03 (u
—() E(H'Ate*) n = ,,,F(t—i-At,up) emFN
aE t+Aty, P
P
‘pOSSO de tempo
Tangentes ‘
T+t - - =T -
w0 AT
| [
u | [ +
o e T
| [
| [
L Hepia e
| I [
| I [
| t+Ate><\ [
I Pladul |
| I [
| | [
| t+At | [
| THepm—
| I [
} } } } } Deslocamento
tu, teat, teat o

Figura 6.11: Interpretacdo geométrica para a estimativa do erro no caso uni-axial

Uma interpretacdo geométrica para o PVC acima, pode ser dada através da Fi-
gura 6.11, considerando-se o caso uni-axial. Resumindo, a tangente da:quova
ponto 4%y, juntamente com o residuo correspondente a incapacidade da solugédo
aproximadd*2tu, em verificar o equilibrio do problema (6.67) s&o utilizados para se
calcular““e;. Caso estivessem sendo empregados todos 0s temos da série (6.70), a
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solucéo deste problema corresponderia ao valor exato do erro de aproximacéo, ou seja,
t+Ate . Como é utilizada a forma linearizada (6.71), a solu@’éﬁe; corresponde

a uma aproximacao desse erro, tdo mais proxima quanto melhor for a aproximacao
t+Aty,. Em RHEINBOLDT (1985) mostra-se que, sob condicBes ideais, dette’

é assintoticamente equivalente ao erro exato da aproxiniag¢&s,. Tais condigdes,

apesar de ndo terem sido explicitadas nesse trabalho, referem-se ao comportamento da
curvau que deve ser sempre ascendente.

O problema assim formulado parte do pressuposto que se conhega o comporta-
mento real do meio para que se possa utilizar a forma exalXge) /O E|:+a:q,,. Na
realidade, a distribuicdo do dano em At € funcao da flexibilidade da estrutura defi-
nida pelos graus de liberdade da aproximd¢&éu,. Conhece-se, portanto, apenas a
forma aproximad@Xi(u,)/0E|:+atq,, que, utilizada em (6.72), define outro PVC:

0x
v’ 0%(uy) E("*2te,)| +ro(ttAtu,) = 0 em(
OFE ALy,
t+ate, = 0 emIp (6.73)
0X(u .
aFEP) . E(Hmep)]n — ’I"[‘(H_At'u,p) emFN
t+ALqY,,

cuja solugéd*4’e, corresponde a uma estimativa para a furi¢&be’, que por sua
vez aproxima assintoticamente o effé‘‘e,. Resta, entdo, inferir sobre qualidade
de’+tAe, como aproximagdo deé“fe,. Esta é uma questdo relacionada com a néo-
linearidade do problema analisado sendo, portanto, importante que dois aspectos da
andlise adaptativa sejam avaliados.

O primeiro deles refere-se ao tamanho dos passos para o procedimento de solugcéo
incremental. Considerando-se que a soluggioeproduza exatamente até o passo
t, 0 erro'*2le, a ser encontrado é proveniente somente do pAgsoSendo esse
passo suficientemente pequeno, a nao-linearidade nas relagdes tensao-deformacéo é

menos significativa. Dessa forma, espera-sedfléu,) /8E\ aproxime bem

Aty
az(u)/aELMtup e, consequentemente, o problema (6.73) pospsa representar o PVC
dado por (6.72).

O outro aspecto a ser considerado esta relacionado ao controle do erro a cada
passo. No paragrafo anterior admitiu-se a inexisténcia de erro entre as solu¢des exata

e aproximada até o pasgo Esta hipotese é bastante severa e, obviamente, havera
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sempre um erro de aproximacgéo (sem levar em conta outras parcelas do erro com o
de discretizacdo no tempo). Pode-se, entretanto, chegar proximo a essa situacéo desde
gue o controle do erro seja realizado a cada passo, de maneira que se for necessario a
solucgéo seja refinada.

Considerando-se, entdo que:

« a solugdo aproximadd“‘u, tenha sido obtida através de um processo adapta-
tivo em que o erro esteja sendo controlado a cada passo de tempo;

* 0 passa\t seja pequeno o suficiente para ge(u,,) /0E}t+mu seja uma boa
aproximac&o paré(u)/0E|

t+Atup 1

a seguinte forma variacional do problema (6.73), aproximada por Galerkin como na
secado 6.3, pode ser empregada para se obter as func¢des indicadoras de erro para o
passa + At:

Encontrart2'e, € X9, (X) tal que:
~ (6.74)
Btﬂ%(t+Atép= "’2+1) = LIK('U?)H) v 'Ug+1 S x2+1<g<)
onde
B9 def / / eT(v0, )0 (A8, )1, dx dy (6.75)
X
def
Ly(vy,,) = / / (v, )" () L da dy — BT, 00 )
X
+ / (Ug+1)T(t+Ati) [, ds + / (”2+1)T <t(t+mup)>m L ds
KD N K\O0
(6.76)

Nota-se que esta sendo empregada na (6.75) a forma vetorial comdxctansor de
tensdes:, definida a partir de (6.71), na forma tangente, como:

o (uy)
Oe

o_tg(t—i—Atép) — E(t+Atép) (677)

t+Atup

A medida global de erro utilizada como estimador € obtida através dos valores
locais da norma energia, como em (6.46):
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|8 lu = > &% (6.78)
KeQ

onde para cada elemento tem-se:

Exc T |15, s = [BR(H1e,, 0 &,)] (6.79)

As funcdes, determinadas para cada elemento séo, portanto, representacoes, da
funcéoe, que, dependendo das condicdes da analise, podem ser ou ndo boas aproxi-
macdes locais do eri@,.

Finalmente, o sistema de equacdes para as funcdes indicadoras de erro do ele-
mentoX no passa + At, pode ser definido de maneira anédloga ao sistema equilibrado

(6.62), como:

t+AtKg$ t+AtIfK — t+AtRU< (680)

equi

onde sao definidos:

 funcdes indicadoras do erro:

t+Atép — (¢2+1)T t+AtI (681)
* matriz de rigidez:
AKX — / / (B),)" T CyBy 1 dx dy (6.82)
X

« vetor de forcas residuais nodais generalizadas

t+Ath<(::|ui — //(@g+1)T t+AtblZ dr dy o t+AtK‘fK t+AtU
X

- / (@0, )" AL, ds + / (@), ) () L ds
AKNC i AXK\OQ

- / (®9,,)7 2971, ds

oK
(6.83)
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Observa-se que a matriz de rigidé2! K2 encontra-se na forma tangente. Ao
se empregar o modelo constitutivo de Mazars, a seguinte expressdoérg deve
ser, portanto, usada em (6.82):

HACy = |(1 - D)Cy— Coe ff(aeq)% (6.84)
e Jiin

em que os termos presentes estédo definidos no apéndice A.

Da mesma forma que para o caso linear, os dados para o problema de estima-
tiva de erro também devem ser equilibrados. E com esse objetivo que em (6.83) s&o
introduzidas as tensées de corre@dg'*'u,) definida para o passo+ At.

6.6.2 Algoritmo Adaptativo

Uma maneira bastante simples de interpretar a medida dé|'eftte, ||y, defi-
nida na secdo 6.6.1, esta relacionada a incapacidade da aproximeegoem veri-
ficar as equacdes diferenciais do problema (6.67) ao final do pasgx. Nao estao
incluidas, portanto, informacdes sobre o erro ao longo da histéria do carregamento
De fato, obter-se um valor pequeno para a meglida’e, ||, significa, somente, que
ao final do pass6+ At o problema (6.67) foi bem aproximado. Nenhuma garantia é
fornecida com relagéo a resposta ndo-linear da estrutura até esse passo.

N&o ha, portanto, como associar a medjtae, || com o erro no passo, ou até
0 passa + At, mas somente com o erro ao final desse passo. Ainda que pareca reto-
rica, toda essa discussédo é de extrema importancia, ndo somente para a compreensao
da medida de erro empregada, como também para a definicdo do algoritmo adapta-
tivo. Conforme o estimador esteja associado ao erro do passo ou até o passo, a analise,
com a nova aproximagao enriquecida segundo o refinamento adaptativo, deve ser re-
petida para 0 passo ou a partir do inicio do carregamento respectivamente. No caso da
medidal|"*2%e, ||y, qualquer uma destas alternativas podem ser adotadas para o algo-
ritmo adaptativo. A primeira delas apresenta, se aplicada adequadamente, a vantagem
de acelerar o processo de solugéo do problema néo-linear, eliminando-se a necessidade
de se repetir toda a anélise sempre que o refinamefotorealizado. Aplicar adequa-
damente a técnica adaptativa consiste em se controlar o erro a cada passo, mantendo-o
suficientemente pequeno. Violando-se tal regra, arrisca-se ndo convergir para uma so-

6Caso se tenha interesse nesse tipo de estimador sugere-se a leitura dos trabalhos de GALLIMARD;
LADEVEZE; PELLE (1996) e GALLIMARD; LADEVEZE; PELLE (2000), em que o erro estimado é
integrado também ao longo de cada passo do processo de solugdo incremental.
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lucdo equilibrada ao final do passo em que a aproximacdo é enriquecida. Acrescenta-se
a esse fato, as hipéteses adotadas na secéo 6.6.1 para que o PVC (6.72) seja substituido
pelo (6.73) e assim a medi¢la™~‘e, || forneca boas estimativas de erro.

Algoritmo 6.3 Algoritmo Adaptativop - analise ndo-linear
Leitura dos dados geométricos, da aproximacao e do carregamento
Leitura dev, TOLeyro, TO L, Prmags Bp

t=1,At=1
{Aplicagéo dos passos de caiga
repita
{ Procedimento adaptatiyo
repita

MontatJrAtAF’ t+AtFext, t+AtKg(é)c

Resolve o sistema 2 K OAU® = A AR
AtualizatT2ty©

Calcula o dano

Monta*+2t F(©)
Calculay©® = ot — tHatpO)
14 =10
{Procedimento iterativo de Newton-Raphson
repita
1w="1+1
Monta‘*+2? K (it)

Resolve o sistemia 2t K (AU ) = o))
Atualiza 2ty )
Calcula o dano
Monta'+At %)
Calculay (i) = At — t+at (i)
até (AU )Tl <« TO Ly
Algoritmo 6.4 {Calculo do erro e refinamento se necesshrio
Transfere diretamente os parametros nodais para o novo' Ugtor
Transfere o dano e parametros associados para 0s novos pontos da integracéo
numeérica
Algoritmo 6.5 {Reequilibra o pass¢&
fim repita
t=t+ At
até Final dos passos de carga

Com base nessa discussao, utiliza-se para as analises deste trabalho o algoritmo
6.3 em gue apenas o passo de carga, para o qual a solucéo é refinada, é repetido. A
medida||**2te, |1, é, portanto, calculada apds ser verificado o equilibrio ao final de
cada passo+ At. Para que um novo incremento do carregamento seja aplicado € ne-
cessario que o erro relativo estimado seja inferior a tolerénoihe,,. Caso contrario,



Capitulo 6. Estimador de Erro 135

Algoritmo 6.4 Algoritmo para o calculo do erro e refinamentoe passot + At -
adaptado do algoritmo 6.1
paraX =1 até NEL faga
Montat‘i'AtKg? t-‘rAte-rK et-l—AtRK )
’ equi

Resolve o sistemad 2 K J, HHATT* = AT RY |
Calcula™™ 2! € = |[TA%e, ||y

||t+AtépHu — Ht—l—AtépHu + (t+Atég<)

fim para
15 = V1728 lu
g = |72, /I utp| e

sefy < TO Lgno€ntdo
Finaliza o algoritmo Convergéncia do procedimento adaptativo
senao s&€y, > TOL,,,, entdo

n, =0
ifim = 0
repita

paraw; = 1 atéN faca
Calculaé,, = Y ew, Vac€ac/ Ve,
fim para
& mar = MAx (éwj,wj =1,-- ,N)
paraw; = 1 atéN faca
seé., > v€,,, entdo
S€p.; < Pmas ENtAO
Pw; = Dw; + ip { Enriquecimento da nuvewy}
N, =1
senao
Ufim = Ufim + 1
fim se
fim se
fim para
S€ifim = IN entao
Interrompe a analiseNao ha como se alcan¢d8tOL.,...}
senao se, = 0 entao

v =209
fim se
atén, =1

fim se
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0 enriquecimento das funcées de PU é conduzido segundo os indicadores de erro por
nuvens. Definida, entdo, uma nova aproximacéo para o problema, deve-se reaplicar o
incremento de forca do intervalbt. Antes, porém, as informacdes obtidas até o passo
anterior,t, devem ser descritas segundo a nova aproximagao. Tais informacdes corres-
pondem as variaveis associadas aos nés e pontos de integracdo numeérica que devem
ser transferidas de acordo os novos graus de liberdade e nova ordem de quadratura de-
finidos para a analise. As estratégias utilizadas para se realizar essa transferéncia sédo
discutidas na secao 6.6.3 e devem ser tais que 0 novo conjunto de variaveis nao viole
as relacdes constitutivas do meio e o equilibrio (no sentido generalizado da formulagéo
fraca) ao final do passo Uma maneira de se contemplar tal objetivo consiste em se
reequilibrar o passbcom relacdo a nova descricao para as informacdes do problema
exigida pelo refinamento adaptativo.

Em resumo, a sequéncia refinamento, transferéncia de informacodes, reequilibrio
do passo anterior e equilibrio do atual passo € repetida até que se alcance a tolerancia
TOL....,. Tal sequéncia encontra-se representada no algoritmo 6.3. Por sua vez, o
algoritmo 6.4 descreve o calculo do erro e de seus indicadores conforme discutido na
secao 6.6.1. Tal algoritmo corresponde a uma adaptacao do algorimo 6.1. A escolha
da versdo em nuvens se deve unicamente por ser a mais proxima da abordagem do
MEFG. O reequilibrio do passcé esquematizado no algoritmo 6.5 da secéo 6.6.3.

6.6.3 Consideracdes sobre a Transferéncia das Variaveis

Em um problema néo-linear, em que o carregamento € aplicado de forma in-
cremental, é necessario que as informacdes de um pasgam transferidas para o
passa + At, uma vez que a solucéo é dependente da histéria do carregamento. Esta
transferéncia € normalmente direta, desde que a descri¢cdo das variaveis representativas
do problema néo seja alterada. Com a introducdo de um procedimento adaptativo, o
refinamento é conduzido toda vez que, em um passa\lt, algum erro seja encon-
trado; como consequéncia, a discretizagdo do problema € alterada dentro desse passo.
A transferéncia das variaveis entre os passes + At deixa, entdo, de ser direta o
que torna necessario que uma estratégia consistente seja definida para esse fim. Varias
sao as propostas encontradas na literatura e, entre elas, podem ser citados os trabalhos
de ORTIZ; QUIGLEY, IV (1991), RANNACHER; SUTTMEIER (1999) e BOROO-
MAND; ZIENKIEWICZ (1999).

Para o caso do MEFG dois grupos de variaveis devem ser transferidas. O primeiro
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corresponde aos parametros nodais, (3.16), usados para construir a funcao aproximada
para os acréscimos de deslocamento no intexal\u,,, e também a fungéo apro-
ximada dos deslocamentos até o final do passe,. Com o refinamento polinomial,

novas funcdes s&o utilizadas para se descrkugr Para se obtét 2u, = ‘u,+Au,

é necessario, portanto, que a fun¢ég seja representada pelos mesmos parametros e
funcdes de forma deAw,. O segundo grupo de variaveis estd associado aos pontos
da quadratura para a integracdo numérica. No caso de se empregar o modelo consti-
tutivo de Mazars, secéo 4.2, tais variaveis $§a, e, se a formulacao tangente for
adotada em (6.80), acrescentam-se as variaveis associadas a taxa de variagdo do dano
com o tempo, apéndice A. Com o refinamento, a ordem polinomial das fun¢cbes de
aproximacao é elevada e, por isso, um maior nimero de pontos de integracdo passa
a ser necessario. Por essa razao, os valores calculados na pasams pontos de
integracdo devem ser transferidos para 0s novos pontos exigidos para a aproximacao
no intervaloAt.

Assim como no MEF hierarquico, a estratégia de enriquecimento da aproximacao
no MEFG introduz novos graus de liberdade ao sistema, mantendo aqueles ja existen-
tes antes do refinamento polinomial. Por essa razédo, ndo ha necessidade de se utilizar
nenhuma estratégia especial para a transferéncia dos parametros nodais, pois cada nova
aproximacao contém a anterior. Para melhor entender tal afirmacéo, considera-se a se-
guinte situacéo de refinamento nodal. Seja a nuvensobre a qual encontram-se
definidas as seguintes funcdes de aproximacao, até a ordem polippmiad corres-
pondentes parametros nodais:

N, 0 AN 0 - 0 0 (N7 0
(cbp)r = J PjrYj Pjg;(p)/Ni (6.85)
’ 0 N; 0 paN; 0 .- 0 PigwN;
Ut = uf ug b}pl b?l e b.?Qj be'qj ] (6.86)

Tenha-se, agora, em conta que o indicador de erro associado a esta nuvem exija
seu enriquecimento para a ordem- 1. Sendo assim, um novo vetor para as fungoes
de forma é definido da seguinte maneira:
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nova (¢p)T _ NJ 0 plej 0 0 ijj(p)Nj 0
J 0 N, 0 puN; 0 0 Pig; )N
(¢,);
Pig;(0)+1N; 0 o 00 pig ey N 0
0 Pigyw+1N; 0 - 0 Pig;p+1)N;

N J/

fungbes acrescentadas

Observa-se que ndo houve alteracdo nas funcdes anteriormente existentes, mas
apenas um acréscimo de novos termos. Por esta razdo, o novo vetor de parametros
nodais é construido transferindo-se, diretamente, os valores pré-existentes em (6.86) e
considerando-se como nulos 0s novos termos acrescentados:

novay 717 __ T y T Y T Y
U = | wy oy by by qu(mj bj‘l(p)j )
T
; U , (6.87)
_a(p)j+1 =0 ij(p)j+1 =0 - qu(ij) =0 qu(pj+1) =0 ]J

parametros acrescentados

E esse o vetor utilizado para se calcular o vetor de forgas internas no processo de
reequilibrio do algoritmo 6.5.

Com relagéo as variaveis associadas aos pontos de integracdo, pode-se usar, por
exemplo, a estratégia de transferéncia descrita no apéndice |. Tal estratégia é coerente
com a abordagem do MEFG, pois utiliza o conceito da PU para “costurar”’ as expres-
sOes locais obtidas em cada nuvem para a variavel a ser transferida.

Realizada a transferéncia das informacdes entre duas discretizacdes, € necessario
verificar se a nova aproximacao para o pass@mntém-se consistente com o carrega-
mento correspondente. Para isso devem ser respeitadas as seguintes condi¢des:

« equilibrio no sentido generalizado da formulacao fraca do variacional,
* relagdes constitutivas entre os campos de deformacéo e tenséo.

A estratégia de transferéncia descrita no apéndice | envolve apenas um conjunto
de operacdes de projecdo de valores discretos em fungdes regulares locais e sua in-
terpolacdo para se ter uma representacdo global. Nenhuma restricdo que garanta a
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Algoritmo 6.5 Reequilibrio do passb
Calcula o dano
Monta! Fiy, " F)

Calculay© = tFoy — 'F)
it - O

{Procedimento iterativo de Newton-Raphkon
repita
=10+ 1
Monta® K (i)
Resolve o sistemia () AU ) = (i)
Atualiza!U' ")
Calcula o dano
Monta!F\"
Calculay(i) =t Foq — tF

até AU =) = 7oL,

verificacdo destas condicdes é, portanto, introduzida. Esta tarefa pode ser realizada
apos a transferéncia das variaveis através do reequilibrio do ppasa a nova dis-
cretizacdo. Dessa forma, o processo iterativo de solugcdo de Newton-Raphson deve
ser, novamente, aplicado sobre esse passo, até que novo equilibrio seja assegurado.
O procedimento é analogo ao utilizado para equilibrar as for¢as incrementais, sendo
representado através do algoritmo 6.5. Corrige-se, assim, o campo de deslocamentos,
segundo a nova discretizacdo e ordem da quadratura, ndo apenas equilibrando as forcas
internas e externas como também garantindo a consisténcia entre os campos de tensao
e deformacdo, BOROOMAND; ZIENKIEWICZ (1999).

6.7 Exemplo Numeérico

Dois exemplos foram selecionados para ilustrar o emprego do MRE em analise
nao-linear de problemas estruturais resolvidos pelo MEFG.

O primeiro deles corresponde a uma chapa submetida a uma solicitagdo de com-
presséao proveniente de uma forca de volume. Este exemplo, e particularmente a solici-
tacdo por compresséao, foram convenientemente escolhidos, em primeiro lugar porque
o comportamento da estrutura danificada por compressao é bem mais estavel do que
sob tracdo. Além disso, até um certo limite de dano, a ser apresentado na proxima
secao, a relacdo tensdo-deformacao nos pontos de Gauss ainda se encontra na fase
de endurecimento e, por isso, a matriz de rigidez (6.82) é definida positiva; nessas
condi¢cdes ela pode ser utilizada diretamente na (6.80) para o célculo das func¢des in-
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dicadoras de erro. Por meio deste exemplo procura-se mostrar que, respeitando-se as
diversas consideracdes estabelecidas na secéo 6.6.1, a medida de erro dada por (6.78)
pode ser utilizada como uma estimativa para o erro, segundo a norma energia, ao final
de cada passo do processo de solugao do problema néao-linear. Nesse sentido, os resul-
tados numéricos sao comparados aos obtidos em uma analise utilizando-se uma malha
com elevado grau de refinameritpcuja solucdo é tomada como a exata.

Como segundo exemplo, é apresentado o problema, mais complexo, de uma
chapa com entalhe na qual o dano é produzido, principalmente por tensdes de tra-
cao que se concentram em uma pequena regidao do meio. Este problema é, entéo,
resolvido adaptativamente e a resposta global da estrutura € comparada a resultados
experimentais. Apesar de violar algumas das condi¢cdes apresentadas na secédo 6.6.1 e
gue garantem uma boa estimativa global do erro, mostra-se que os indicadores ainda
séo capazes de identificar regides com maior erro de aproximacéo, permitindo seu en-
riqguecimento e a convergéncia para a solucdo procurada.

Duas observacdes devem ser feitas com relacéo aos procedimentos adotados para
a estimativa do erro e analise adaptativa dos problemas aqui apresentados. Primeira-
mente, a técnica de transferéncia das variaveis, descrita no apéndice I, ndo foi utilizada.
Em seu lugar, optou-se por manter constante o niumero de pontos da integracdo nume-
rica desde o inicio da andlise ndo-linear. Dessa forma, as posicées em que as variaveis
relacionadas com o dano sao calculadas permaneceram as mesmas ao longo de todo o
processo da solucdo incremental. O preco pago por esse procedimento € se ter, desde
0 primeiro passo de carga, um namero elevado de pontos da quadratura numérica de-
terminado pelo provavel grau polinomial que a aproximacéao deve reproduzir ao final
do carregamento. O ideal seria realizar a transferéncia das variaveis e permitir que, ao
longo da analise, o nUmero de pontos aumentasse conforme necessario.

No que se refere a integracdo numérica foi adotada a quadratura de Gauss-Lobatto.
A razédo dessa escolha esta no calculo dos vetores de forgcas residuaié%dﬂ%gi,

(6.83). Uma vez que integracéo das tensdes envolve pontos nédo apenas no interior do
elemento, como também em seu contorno, torna-se necessario que se conheca o dano
ao longo das faces de cada elemento. Uma primeira op¢ao consistiria em se determinar
o dano a partir das mesmas fungdes suavizadas utilizadas na estratégia de transferéncia
de variaveis. Como tal procedimento nao foi adotado, procurou-se resolver o problema
de outra forma. A opcao foi 0 emprego da quadratura de Gauss-Lobatto, que implica
em se ter alguns dos pontos de integracao localizados nas faces dos elementos. Dessa
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maneira, o dano calculado na fase de analise, para o interior e contorno dos elementos,

pode ser diretamente utilizado na constru¢édo do \?éﬁilegui;

6.7.1 Chapa de Concreto Comprimida

Na Figura 6.12 esta representada uma chapa de concreto, com espessura
10 cm, solicitada & compresséo por uma forga de volén#es condi¢des de contorno
naturais sdo representadas pela tensao de rgamddongo da facel B que impede
seu deslocamento na dire¢c@ao A estrutura encontra-se, portanto, equilibrada e os
vinculos utilizados como condi¢des de contorno essenciais tem a funcéo de eliminar
0S movimentos de corpo rigido.

00

S T N O T O I A I I I I

} 450

Figura 6.12: Chapa de concreto - geometria e condi¢cfes de contorno - medidas em mm

Para simular o comportamento do meio é utilizado o Modelo de Mazars com
abordagem local. Os seguintes parametros do modelo foram adotados:

Ar =07 Br =8000 Ac=0,85 Be=1050
gao = 0,000067 E =29200 MPa v =0,2 T =0

A curva de tenséo versus deformagéo, para o caso de solicitagao uni-axial, exi-
bida na Figura 6.13, € ascendente até o valor de —0,003. A partir deste ponto
a tangente a curva torna-se negativa. Para o calculo das func@es indicadoras de erro
em um element& é necessario montar a matfiz** K2, expresséo (6.82), a partir
da contribuicdo de parcelas relativas a cada ponto de Gauss desse elemento. Para se
garantir queé*+2t K2 seja sempre definida positiva, é necessario que as deformacgdes
no elementdk sejam inferiores a-0,003, correspondendo a um dano proximaide.
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Tal condigéo é assegurada definindo-se a forga de valum&000 kN /m? e a tensdo
de superficiey = 450 kN /m?.

-40 -
-30 1

-20 1

10 4/

E,%E(l-D)

0 — ——————
0,000 -0,005 -0,010 -0,015 -0,020 -0,025
€

Figura 6.13: Relag&o uni-axial tens&eo deformacao

Duas malhas com aproximacgao linear foram utilizadas para a discretizagdo do
problema e encontram-se representadas na Figura 6.14. A solucéo obtida com a malha
da Figura 6.14(a), ao final de cada passe At, tem seu erro estimado pelo MRE,
empregando-se a norma energia®‘e, || Para a representagéo das fungdes indica-
doras de erro em cada elemefif@ empregado o seguinte espaco de func¢des bolha:

X(K) = {vh € Xa(K) C HY; I, (v5) =0, v§ =0emTp} (6.88)

gerado pelas funcdes de forma:

N, (x_%’) 0 N, (—y_yj) 0
(@) = hy b (6.89)

i T — T Y — Y
0 N; : 0 N; 2
J( hj ) J( hj )

sendoh; neste caso corresponde a diagonal dos elementos usados para a analise.

A medidal["T2e, || € comparada ao resultado do seguinte produto interno:

O gy ) = / / (o(t+5t) — (At [e(H+Aty —t+50 )] 1, dzdy (6.90)
Q

A razdo entre esses dois valores determina o indice de efetividade em cada passo de

carga. Nota-se que, sendo um problema n&o-linear, ndo ha como definir a norma ener-
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gia do erro como na expressao (6.8).

Na auséncia da solucao analitica exata, adotou-se em seu lugar, a solugdo nume-
rica obtida com a malha da Figura 6.14(b), definindo-se a partir dela as correspondentes
tensdes e deformacdes presentes ao final de cada passo na expressao (6.90).

12,5 ‘

(a) 8 elementos, aproximacao linear (b) 2400 elementos, aproximacéo linear
Figura 6.14: Malhas utilizadas - medidas em mm

Para a analise em estado plano de tenséo e aplicacdo do MRE foram feitas as
seguintes consideragdes:

montagem da matriz de rigidez: formulagdo secante para a matriz utilizada em (5.9)
e formulacao tangente, de acordo com as expressoes (6.82) e (6.84) para o cal-
culo das funcgdes de erro;

solucao do sistema de equactes: método de solucéo escolhido para as anélises com
as duas malhas foi o dos Gradientes Conjugados. Essa opc¢ao por um método ite-
rativo é justificada pela ordem relativamente alta do sistema de equacdes obtido
na analise com a malha de 2400 elementos. Por sua vez, no calculo das funcdes
de erro locais, problema (6.80), com a malha de 8 elementos, utilizou-se o pro-
cedimento de Babuska com tolerancialde 10~ e perturbagdo da diagonal
principale = 1 x 107%;

integracdo numeérica: na malha de 2400 elementos foram usa2ios 2 pontos de
Gauss-Legendre. Ja na malha de 8 elementos, para melhor representar a distri-
buicdo do dano foram empregadadsx 12 pontos de Gauss-Lobatto;

equilibrio: a convergéncia do processo iterativo de solu¢gdo do Método de Newton-
Raphson foi averiguada pelo critério em energia, adotando-se uma tolerancia de
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Figura 6.15: Resposta global da estrutura

0,001% com relacdo ao primeiro passo elastico. A forca de voluree ten-

séo de superficie foram introduzidas em 65 incrementos: um primeiro passo

com 10% do total do carregamento, seguido de 26 passosX’ora outros 38

com1%. No 42° passo, a analise com a malha de 2400 elementos foi interrom-
pida devido a divergéncia das solu¢des sucessivamente obtidas com o Método
de Newton-Raphson. Por essa razao, para as duas analises, apenas os resultados
até o passo 41, equivalente&r@% do carregamento total, séo exibidos no gra-

fico da Figura 6.15. No eixo das abscissas séo representados os deslocamentos
horizontais medidos no ponto médio da fa¢P da Figura 6.12.

A titulo de ilustracéo, na Figura 6.16 séo representadas as distribuicdes de dano,
ao final do passo 41, para as analises realizadas com as malhas de 8 e 2400 elementos.
A diferenca observada reflete a pequena divergéncia entre as respostas globais para as
duas analises registrada na Figura 6.15.

O erro relativo estimado para a aproximacao da malha com 8 elementos foi de
12,84% para o primeiro passo elastico, chegand® 5% ao final do passo 41. A
medidal|*2te, || foi avaliada por meio do indice global de efetividajealculado
em cada passo e representado no grafico da Figura 6.17. De acordo com os resultados
obtidos, conclui-se que, para este problema, os valorg§ éée, ||y formam um bom
estimador para o erro, medido segundo o produto (6.90). Deve-se, entretanto, observar
gue determinadas caracteristicas deste problema favoreceram a exceléncia dos resul-
tados. O dano, como mostrado nos “mapas de dano” da Figura 6.16 esta limitado a
0,6. Dessa forma, em todos os elementos ainda se encontra uma situagéo equivalente
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0,50
0,45
0,40
035
0,30
025
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

(a) 8 elementos, aproximagéo linear (b) 2400 elementos, aproximacao linear
Figura 6.16: Mapa da distribuicdo do dano no passo 41

ao trecho de endurecimento da curva 6.13. Nenhuma restricdo existe, portanto, ao
emprego da expressao tangente (6.84) na constru¢do das matrizes (6.82). Além disso,
foram usados passos bem pequenos, especialmente a partir do instante em que se ob-
serva uma maior a evolucéo do dano. Sendo assim, garantiu-se, em cada passo, que o
problema (6.73) pudesse ser usado no lugar de (6.72), como sugerido na se¢éo 6.6.1.

=
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=
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©

6 0,6

o
~

o
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10 20 30 40 50
Passos de Carga

o

Figura 6.17: indice de efetividade global em cada passo

6.7.2 Chapa com Entalhe

O problema representado na Figura 6.18 corresponde a uma chapa de concreto
com 12 cm de espessura, solicitada por duas forcas horizotaigie provocam a
abertura do entalhe. Em MAZARS (1984) esse caso foi utilizado para se confrontar o
resultado de uma analise numérica empregando-se o modelo de Mazars com a resposta



Capitulo 6. Estimador de Erro 146

real da estrutura obtida experimentalmente.

A presenca do entalhe de extremidade arredondada produz uma concentracdo das
tensbes em sua vizinhanga sem, no entanto, permitir o aparecimento de singularidades.
Este peculiar campo de tensfes induz & concentragdo de micro-defeitos na regido pro-
xima ao entalhe, os quais evoluem na medida em que a estrutura € solicitada. Para o
nivel de carga maxima os micro-defeitos déo origem a uma trinca macroscopica cuja
propagacao instavel determina o ruptura do meio.

750

\ 42,5 | us | 242,5 \
\ \ \ \

Figura 6.18: Chapa de concreto com entalhe - geometria e solicitacédo - medidas em mm

A andlise numérica, apresentada a seguir, envolve apenas a fase de formacéo e
evolugdo de micro-defeitos, simulada com o modelo de Mazars, segundo uma aborda-
gem nao-local e adotando-se 0s seguintes parametros:

Ar =08 Br = 20000 Ac =14 B =1830
eqo = 0,000123 E =30000 MPa v =02 [ =3cm

A malha empregada para se construir as funcdes da PU encontra-se representada
na Figura 6.19, juntamente com as as condi¢cdes de contorno adotadas. Nota-se que,
da mesma maneira que nos demais exemplos em analise bi-dimensional, a for¢a con-
centrada indicada na Figura 6.18 foi substituida por uma for¢a distribuida equivalente
g. Os vinculos nodais foram introduzidos com a finalidade de eliminar os movimentos
de corpo rigido, uma vez que o carregamento € auto equilibrado. Para se determinar
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0 enriquecimento polinomial em cada nuvem, o problema néo-linear foi resolvido de
acordo com o algoritmo adaptativo 6.3 e as fun¢des indicadoras de erro foram descritas
no espaco definido por (6.30).

Figura 6.19: Malha e condicdes de contorno utilizadas para a analise
Para a analise numérica e estimativa de erro foram adotados:

aproximacao do contorno curvo: foram utilizadas as fung¢des de mistuldeqding
function);

analise ndo-local: como o comprimento caracteristico do matefiable3 cm, o raio
adotado para a analise ndo-local foilde cm, conforme definido na sec¢éo 4.4;

estado plano de deformacé&opara este tipo de problema em que se espera uma ele-
vada concentracdo do dano de tracdo em uma pequena regido, torna-se interes-
sante adotar o estado plano de deformacéao; dessa forma, perpendicularmente ao
plano de representagao da estrutura, aparecem tensdes de compressao na regiao
do entalhe, o que estabiliza uma possivel evolugcdo prematura do dano;

equilibrio: aplicou-se o Método de Newton-Raphson para a solugéo do problema néo-
linear fisico. Como critério de convergéncia foi fixada uma tolerancid/daa
norma de energia incremental com relacdo ao primeiro passo elastico. A forca
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aplicada dd 8,5 kN foi dividida em 10 passos, sendo os dois primeiros K,
seguidos de dois passoskN, trés del kN e os trés ultimos de,5 kN;

montagem da matriz de rigidez: para a montagem da matriz de rigidez secante, em-
pregada no problema (5.9), limitou-se o dano ao valob,gde. Ja as matrizes
por elemento, utilizadas no calculo das fun¢@es indicadoras de erro, foram cons-
truidas sem limitagdo na variavel dano. A expressao (6.82) foi, entretanto, mo-
dificada substituindo-se a relag&o constitutiva tangente (6.84) pela secante (4.9).
A razao para esse procedimento € justificada mais adiante no item referente ao
estimador de erro;

solucéo do sistema de equacgfesanto na fase de andlise, problema (5.9), quanto na
estimativa de erro (6.80), foi utilizado o procedimento de BabuSka, adotando-se
TOL =10""%ee =107

estimador de erro: como ja comentado anteriormente, 0 mecanismo de danificacao
neste problema é produzido exclusivamente pelas tensées de tracdo. No mo-
delo de Mazars, o dano de tracdo implica imediatamente em perda de resisténcia
local. Por essa razdo, nos pontos danificados, a relacdo tensédo-deformacéo é
decrescente e a contribuicdo para a mdtriZ K2 definida em (6.82) deixa
de ser definida positiva. Como consequéncia, viola-se a condi¢cédo estabelecida
em RHEINBOLDT (1985) e discutida na secéo 6.6.1, para que a funcgée;
seja assintoticamente equivalente ao erro exato da aproxinfiatiag. Além
disso, o emprego da forma tangente na expresséao (6.75), do problema variaci-
onal do erro (6.74), pode provocar o mal condicionamento da niaftizC ;.
Considerando-se esses fatos, optou-se por substituir a forma tahgEédie.
pela secante. A medida de erro global obtida ndo pode, portanto, ser conside-
rada, verdadeiramente, como um estimador de erro, apesar de continuar sendo
empregada no procedimento adaptativo para se definir a necessidade ou nao do
refinamento. As funcdes indicadoras de erro também deixam de ser estimadores
locais, mas ainda assim permitem a conducéo do processo de refinamento como
se observa pelos resultados apresentados ao final desta secéo;

algoritmo adaptativo: o algoritmo 6.3 é empregado adotandd?3@Ler, = 15%,

v = 0,5 epmax == 81

restrices ao refinamento:a funcdo que representa as condi¢cées de contorno natu-
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rais é descontinua e, por isso, alguma concentracao de tensdes € observada nos
pontos em que a carga distribuida deixa de existir. Detectado pelo indicador de
erro, esse fato pode conduzir a um refinamento desnecessario na regiao do car-
regamento. Por essa raz&o, nas nuvens proximas a regido de aplicacdo da carga
limitou-se a 2 o grau do enriquecimento polinomial;

integracdo numérica: foram utilizados, na maioria dos elementdss 4 pontos de
Gauss-Lobatto, aumentando-se esse numero proximamente aos elementos de
face curva, onde foram empregadésx 15 pontos. Tal procedimento visou ndo
s6 garantir a integracdo quando a aproximacao passou a ser enriquecida com po-
linbmios de elevado grau durante o refinamento adaptativo, como também captar
0 dano préximo da raiz do entalhe.

No gréfico da Figura 6.20 estdo representadas as curvas das respostas experimen-
tais, MAZARS (1984), e numérica referentes a abertura do entalireedida no ponto
de aplicacdo da forcA (na verdade ponto médio da forga distribuida equivalente).

— Ensaio 1
— Ensaio 2
Ensaio 3
-~ MEFG adaptativo

0 L B B L L B B
0 0,05 01 0,15 0,2 0,25 0,3
o

Figura 6.20: Resposta global da estrutura
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O processo adaptativo de solucgéo foi caracterizado por dois momentos de refina-
mento polinomial. Ainda no primeiro passo elastico, chegou-se a discretizacao ilus-
trada pela Figura 6.21(a), ap0s uma sequéncia de 5 iteracdes do procedimento adapta-
tivo. Tal discretizagdo permaneceu inalterada até o passo 7, quando novo refinamento
adaptativo foi realizado, dessa vez com 2 iterac¢des, Figura 6.21(b).

Ap=1 A p=1

Ap=2 Ap=2

®p=3 ®p=3

Op=4 Op=4

B p=5 B p=5

O p=6 0 p=6
L - i QD
L /‘\ i & | >4
D

=5 = =5 =
(a) Discretizacéo utilizada até o passo 7 (b) Discretizac¢édo utilizada ap6s o passo 7

Figura 6.21: DiscretizacOes definidas pelo algoritmo adaptativo

Devido as vérias simplificacdes realizadas no calculo da meédidae, ||, ndo
se pode garantir que o erro realmente esteja limitatidaao final de cada passt.
Pode-se, contudo, averiguar, pelo resultado obtido, que os indicadores de erro possi-
bilitaram a determinacdo de uma boa aproximacdo para a resposta real da estrutura.
E possivel, assim, partindo-se de uma malha relativamente simples de elementos, em
sua maioria, regulares, simular adequadamente o comportamento néo-linear de uma
estrutura de concreto caracterizado pelo fenébmeno de danificacéo, Figura 6.22. Além
disso, gracas a estratégia de enriquecimento do MEFG néo ha necessidade de se impor
restricbes as aproximacdes para que estas sejam compatibilizadas entre elementos, o
que simplifica bastante a implementacao do processo adaptativo.
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Figura 6.22: Distribuigcdo do dano ao final do carregamenfio=£ 18,5 kN)
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Neste capitulo de consideragdes finais, procura-se, essencialmente, fornecer uma
visao geral do trabalho e de suas contribuicfes. As conclusdes estabelecidas com base
nos resultados e observacdes dos capitulos anteriores sdo, sobretudo, motivadoras de
uma extensa pesquisa ainda a ser realizada e que compreende o desenvolvimento de
uma eficiente ferramenta numérica para analise do comportamento de estruturas go-
vernado pela propagacéo de descontinuidades. Este trabalho €, portanto, principio de
uma pesquisa e ndo sua finalizacdo. E, por essa raz&o, que a Ultima secéo é dedicada
as propostas para desenvolvimentos futuros.

7.1 Sintese e Conclusodes

Ao longo deste texto foram apresentadas analises numéricas realizadas com algu-
mas das formulacées sem malha, o MGLE e o Método das Ningessom o MEFG.
Na descricdo desses métodos procurou-se apresenté-los ndo de forma dissociada mas
interligando-os segundo um novo conceito de discretizagdo que culmina com a aborda-
gem do MEFG. Seja como uma particularizacdo do Método das Nimessja como
uma generalizacdo do MEF, o MEFG pode ser entendido como uma “ponte” entre es-
tas duas abordagens, reunindo as formula¢cées com e sem elementos sob um mesmo
enfoque. N&o ha, portanto, neste trabalho, razéo para postular a superioridade de qual-
qguer um desses métodos em relacdo aos outros, mas a idéia é colocar em destaque suas
vantagens, conforme a aplicacéo que se queira dar a cada um deles.

O trabalho foi inicialmente exploratorio e, por isso, diversos resultados da litera-
tura foram reproduzidos. Tais resultados serviram para esmiucar detalhes de implemen-
tacdo, salientando-se vantagens e limitac6es dos métodos numeéricos utilizados.
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A aplicacao selecionada para se avaliar o desempenho destas novas abordagens
corresponde a andlise de estruturas em regime de comportamento néo-linear fisico.
Dois fatores justificaram a op¢ao pela Mecéanica do Dano Continuo como ferramenta
para a idealizagcdo do comportamento do material. Primeiramente, ndo havia na li-
teratura referéncias sobre analises com dano conduzidas com os métodos estudados.
Além desse fato, existia a expectativa de que a liberdade no refinamento da solucao
por meio da técnica de enriguecimento, especialmente do MEFG, permitiria simular
com melhor qualidade e eficiéncia a propagacéo dos micro-defeitos no meio. De fato,
os resultados de exemplos numéricos reunidos nos capitulos 5 e 6 evidenciaram a po-
tencialidade do método. Por exemplo, partindo-se de malhas com poucos elementos
conseguiu-se reproduzir adequadamente as respostas globais de estruturas, obtidas ex-
perimentalmente.

A independéncia da malha, apesar de relativa, como comentado na sec¢ao 3.2.1,
confere ao MEFG uma grande flexibilidade, pois permite que o refinamento da solucao
seja realizado apenas nas regides em que esse seja realmente necessario. Tal caracte-
ristica foi explorada, de maneira intuitiva, no problema da viga de concreto armado na
secao 5.3.1. Os bons resultados, entdo encontrados, motivaram a introducéo de me-
didas de erro local e global com vistas a realizacdo de andlises adaptativas. O MRE
ja bem fundamentado para o MEF, foi adotado como estratégia para o calculo dessas
medidas de erro. O espac¢o de aproximacao do erro, a técnica de equilibrio (para que
a formulacé&o dos problemas locais dos indicadores de erro seja consistente) e o al-
goritmo adaptativo normalmente adotado, tiveram que ser adaptados a abordagem do
MEFG. A aplicacao do estimador para problemas nao-lineares passou por uma série
de simplificacdes que, de certa forma, comprometeram algumas de suas propriedades,
como a garantia de ser assintoticamente exato. Nos exemplos apresentados, se¢éo 6.7,
mostrou-se que, apesar disso, as medidas de erro local e global obtidas podem ser
adequadamente utilizadas para a condu¢éo de um processo adaptativo em analise néo-
linear.

Resumindo, com base nas observacdes e nos resultados registrados ao longo deste
trabalho, comprovam-se as vantagens do MEFG, também para a simulacédo do compor-
tamento ndo-linear de estruturas governado pelo dano. Em particular, o refinamento
da solucdo, realizado pelo enriquecimento da PU, é de simples implementacdo e ndo
exige, como no MEF, restricbes para a compatibilizacdo das aproximacoes entre ele-
mentos vizinhos. As funcbes de forma de carater polinomial reproduziram bem o
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campo de deslocamentos para diversos niveis de dano. Foi essencial empregar uma
abordagem néo-local para o modelo constitutivo, o que possibilitou obter solucbes
relativas a diferentes distribuicbes de dano, dispersas pelo meio ou concentradas em
regibes especificas. Fun¢des ndo-polinomiais podem ser também utilizadas para me-
Ihor reproduzir a configuracéo das regides danificadas, mas para isso um estudo minu-
cioso deve ser empreendido. Outra conclusdo importante € a de que o procedimento
adaptativo implementado, ainda que baseado em medidas de erro simplificadas, tor-
nou possivel uma analise ndo-linear eficiente na medida que novos graus de liberdade
foram acrescentados ao sistema apenas quando necessarios.

O trabalho permitiu, assim, estabelecer os primeiros passos no sentido de se ter
uma ferramenta numérica direcionada a aplicacao de problemas nado-lineares regidos
pela propagacédo de defeitos. Ainda em termos da continuidade da pesquisa, outro
campo bastante promissor para o emprego do MEFG encontra-se na simulacdo da
transicdo entre 0 dano e o surgimento da trinca macroscopica, sendo esse 0 assunto
da préxima secao.

7.2 Dano e Fratura

Dano e fratura séo dois fenbmenos interligados que se manifestam em diferentes
escalas, sendo objeto de estudo através das Mecanicas do Dano Continuo e da Fratura.
Na primeira destas teorias, discutida no capitulo 4, o processo de danificacao difusa no
material real € levado em conta em um meio continuo equivalente, mediante variagdo
de suas mecanicas. Uma das limitacdes para a aplicacdo dos modelos constitutivos de
dano esta na hipotese de que os micro-defeitos devem estar dispersos pelo meio. Para
determinados problemas, como a viga bi-apoiada discutida na secéo 5.3.1, a disposi-
céo do carregamento e a presenca da armadura colaboram para que, mesmo em escala
macroscopica, as fissuras sejam distribuidas ao longo da regido central, solicitada por
momento fletor constante. Nessas condi¢fes, a simulacdo numérica com o modelo de
Mazars ainda se mostra uma aproximacao razoavel para o problema fisico analisado.
Por outro lado, no problema da secéo 6.7.2, a configuracdo do dano € bem diferente,
caracaterizando-se pela sua concentracdo na regido do entalhe. Com o emprego de
um modelo de dano, a curva representada na Figura 6.20 somente foi obtida gracas a
abordagem n&o-local. E importante registrar que prosseguindo-se com a andlise numé-
rica para além de8.5 kN, o resultado encontrado, torna-se divergente com relagcéo a
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resposta real da estrutura observada experimentalmente em MAZARS (1984). Nesse
nivel de carregamento comeca a se formar uma trinca macroscoépica, cuja propagacao
deve governar o comportamento estrutural até o seu colapso. Claramente, o fenébmeno
incidente sobre o material passa, entdo, a pertencer ao dominio da Mecénica da Fratura.
O problema da chapa com entalhe é, portanto, um interessante exemplo cuja si-
mulacéo completa exigiria um processo de transicéo entre as teorias de dano e fratura.
Uma proposta nesse sentido é discutida em BRZ; PIJAUDIER-CABOT (1989),
e consiste em se ter um primeiro estagio da analise conduzido por algum modelo de
dano nao-local, para se determinar a zona em que 0 0s micro-defeitos se localizam. A
partir desses resultados, determina-se uma trinca equivalente relacionando-se a energia
de fratura e a dissipada pela evolug¢ao do dano. Entretanto, diversas questdes, entre elas
como associar de forma consistente a energia de fratura com os parametros do modelo
de dano, bem como a definicdo da lei que governa a propagacéo da trinca no meio
danificado, precisam ser melhor compreendidos para que a transicado entre esses dois
fenbmenos seja resolvida de forma satisfatoria.
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Figura 7.1: Malha e condi¢des de contorno utilizadas para a andlise

Nesse contexto, 0 MEFG pode ser uma importante ferramenta de analise nume-
rica, devido a versatilidade no enriquecimento da aproximacao. Para ilustrar essa afir-
macao, seja a malha exibida na Figura 7.1. Além do refinamento polinomial, determi-
nado pela analise adaptativa apresentada na se¢ao 6.7.2, estdo também indicadas as nu-
vens em que a PU € enriquecida por fungbes especiais. Estas fuftpfiesy, 12 ,,
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definidas como uma série infinita em elasticidade bi-dimensional, correspondem ao
campo de deslocamentos em pontos na vizinhanca da extremidade da trinca e distantes
do contorno, SZABO; BABUSKA (1991). Do apéndice J, pode-se chegar & seguinte
aproximacao para os deslocamentos, utilizando-se apenas 0s primeiros termos da série
correspondentes ao modo | de fratura:

N q; (p) 1u(1)(aj)
Up(x) =Y Ni(x){ulf+ Y pbs+ |1 - ——"2| d% (7.1)
() Z (@) S Z ; 1ug><wj>]J
N 4;(p) 1
) ) , uy (@) |,
iy (@) = Nj(x) {ul + ) pibl + - —g—| & (7.2)
j=1 =1 Uy (wj)
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(a) Distribuicao do dano (b) Aproximac&o adotada - analise com trinca

Figura 7.2: Confrontacdo dana fratura

Essa aproximacgao pode ser introduzida durante a andlise, por exemplo quando o
nivel de forga atingii 8,5 kN, 0 que equivale a substituir a regido danificada por uma
fratura macroscépica. Para isso torna-se necessério estabelecer o tamanho da trinca a
ser considerada. Nesse experimento numerico, foi adotado um comprimeédtorde
gue aproximadamente corresponde ao tamanho da regido de dano, Figuras 7.2(a) e
7.2(b). Uma analise elastica foi entéo realizada, encontrando-se o valdldenm
para a abertura do entalhe. Este resultado diferé, &% ao encontrado para a analise
discutida na se¢ao 6.7.2,(84 mm).

Os resultados apresentados demonstram a possibilidade de se usar o enriqueci-
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mento com fun¢des ndo-polinomiais para a simulagdo da transi¢cao entre dano e fra-
tura. Nao se quer afirmar, contudo, que o procedimento de analise adotado seja o ideal
para tal objetivo. Um ponto fundamental consiste em se estabelecer um critério para
indicar a equivaléncia entre uma certa distribuicdo de dano e uma fratura Unica. Esse
critério serviria para determinar o nivel real de forca em que novo enriquecimento deve
ser realizado sobre a aproximacédo e a dimensao correta para a trinca. A partir desse
ponto, a propagacao da trinca pode ser conduzida considerando-se a existéncia de uma
zona de processo a frente de sua extremidade. Nessa zona de processo o fendmeno
dominante corresponderia a formacao e evolugéo do dano, Figura 7.3. A danificacao
do material provocaria, portanto, o abatimento no campo de tensdes junto a ponta da
trinca eliminando a singularidade desse. Por essa razéo, as funcdes enriquecedoras
empregadas em (7.1) e (7.2) precisariam ser outras, exigindo assim um estudo mais
aprofundado nesse sentido.

zona de
processo

Figura 7.3: Zona de processo de danificacdo

Ainda que bastante simplificado, este exemplo demonstra as potencialidades do
MEFG para a analise de problemas em que dano e fratura sdo considerados. Em pri-
meiro lugar, existe a possibilidade de serem introduzidas fungdes néo-polinomiais,
proprias para a simulagédo dos fenbmenos analisados. Ao contrario das formulagfes
classicas do MEF, a mudanca na aproximacao € bastante simples de ser implementada
no MEFG, permitindo-se que o enriquecimento possa ser empregado a partir do ins-
tante em que for necessério, ou seja, com o surgimento da fratura. Sua propagacao
pode ser facilmente simulada, bastando para isso que novos enriguecimentos sejam
realizados sobre a PU das nuvens atravessadas pela trinca.
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7.3 Outras Propostas de Futuros Desenvolvimentos

Além da simulacdo numérica da fase de transi¢do entre dano e fratura, diversas
outras questdes surgiram de observacdes suscitadas pelas analises realizadas neste tra-
balho e podem ser sugeridas como temas para desenvolvimentos futuros:

Integracdo numérica: em todos os exemplos de analise ndo-linear, foi empregado um
namero razoavelmente grande de pontos de Gauss para que assim fosse possivel
representar, no calculo da matriz de rigidez, a variagdo das propriedades fisi-
cas do material. Aléem disso, no célculo da deformacé&o equivalente pela abor-
dagem néo-local, parte-se do principio que o somatério indicado pela relagéo
(4.23) reproduza, de forma suficientemente precisa, uma integracao na regiao
delimitada pelo raia,. Esta hipdtese ser4 mais proxima de ser verificada a
medida que um maior numero de pontos de integracéo sejam incluidos ao domi-
nio. Sugere-se, portanto, um estudo aprofundado a esse respeito, procurando-se
indentificar a influéncia da ordem da quadratura na determinacao da distribui-
¢ao do dano e na correta aplicacdo de modelos n&do-locais. Ainda com relacao
a integracdo numérica uma importante questao a ser investigada consiste na im-
plementacdo de regras de quadraturas mais adequadas a integracéo de funcdes
nao-polinomiais, especialmente aquelas com singularidades como é o caso das
funcdes (7.1) e (7.2).

Localizacdo: no exemplo da secéo 5.4 foi mostrado que a técnica de enriquecimento
polinomial do MEFG pode ser usada com sucesso na descricdo de problemas em
gue ocorre a concentracdo do dano em uma pequena regido do dominio. Abre-se
assim a possibilidade de aplicacdo do MEFG aos problemas com localizagéo de
deformacdes onde novas func¢des ndo-polinomiais, inclusive, possam ser utiliza-
das com vantagens. Esta poderia ser, alias uma interessante alternativa no tema
da transicao entre o dano e fratura e, para isso, sugere-se como leitura o trabalho
de MANZOLI; OLIVER; CERVERA (1998).

Andlise ndo-linear adaptativa: apesar de sugerida no apéndice |, a estratégia de trans-
feréncia das variaveis, como parte do procedimento adaptativo, ndo foi imple-
mentada. O emprego dessa técnica permite ndo apenas a variagcdo no nimero de
pontos de Gauss a medida que o refinamento é realizado ao longo do processo
de solucdo incremental, como também a utilizacdo da quadratura de Gauss-
Legendre. A funcdo suavizada para o estado de danificacdo obtida por meio
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dessa técnica também pode ser empregada para se determinar o dano na face de
cada elemento, necessario para o calculo das fun¢des indicadoras de erro.

Indicador de erro: em lugar de se definir o problema (6.33) considerando-se o domi-
nio do elemento, o mesmo poderia ser construido tomando-se isoladamente cada
nuvemw;. Dessa maneira, as fungbes de erro locais passariam a ser construidas
como:

~w, def 0
e, = (®pp

) (7.3)

Wi
~ T A . Y
onde apenas as funcdes de for(@a +1)w, © parametrog,; associados a nuvem
w,; estariam presentes. O novo indicador seria obtido pela seguinte expressao:

~Wj ~ws ~win11/2
||€27 v,y = [Ba, (€57, €27)] / (7.4)

p p

Para se determinar o estimador de erro global, as func¢des locais poderiam ser
“costuradas” pela sua multiplicacéo pelas funcdes de PU, a exemplo do que &
feito na estratégia para a transferéncia de variaveis no apéndice |. Dessa forma,
a funcao de erro empregada para se ter o estimador global, segundo (6.4), seria
definida como:

N
=) N;ew (7.5)
j=1

Tal estratégia para a estimativa do erro tem a vantagem de fornecer indicado-
res diretamente associados aos nds, sobre os quais o refinamento polinomial é
realizado. A questdo fundamental a ser resolvida corresponde, entdo, a formula-
¢ao de um problema equivalente ao representado pelo (6.33) para cada nuvem.
Deve-se, todavia, lembrar que o campo de tensdes nédo € continuo entre elemen-
tos e, por essa razao surgem saltos nas tensdes no interior das nuvens. Uma
alternativa seria empregar funcdes de Shepard com continuicfada PU, o

gue produziria uma definicdo Unica para as tensées em todo o dominio.

Refinamentos: para a andlise adaptativa nao-linear sugere-se introduzir o refina-
mento s proposto em FISH (1992) e FISH (1994), em que, de maneira hie-
rarquica, diversos niveis de malha sdo sobrepostos a malha original. O critério
para conduzir tal refinamento seria governado pelo surgimento do dano. Dessa
forma, se em uma determinada nuvem o processo de danificacao fosse iniciado,
uma nova malha deveria ser aninhada aos elementos dessa nuvem. Tal estratégia
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teria 0 objetivo de descrever, com maior exatidao, a distribuicdo do dano antes
do célculo do estimador de erro e aplicacéo do refinamento polinomial.

Estimador em andlise ndo-linear: para estimar o erro em analise ndo-linear poderia
ser utilizada a proposta de CIRAK; RAMM (2000), cujo o desenvolvimento
inicial € semelhante ao discutido na sec¢éo (6.6.1) mas que emprega a versao
explicita associada as técnicas de pds-processamento dos gradientes da solucao.
Além disso, o problema do erro é formulado em abordagem dual, obtendo-se um
estimador associado ndo a norma energia mas a uma variavel, que pode ser, por
exemplo, a tensdo. O maior problema corresponderia ao pos-processamento dos
gradientes da solucdo que, normalmente, ndo € indicado para analises em que
a aproximacao é de elevada ordem polinomial. Por outro lado, no trabalho de
BARTELS; CARSTENSEN (2000) mostra-se que € possivel empregar tensées
suavizadas no calculo do erro para aproximacfes com ordem polinomial elevada,
0 que viabilizaria o procedimengeadaptativo.

Todas as sugestdes apresentadas séo, em primeira analise, caminhos viaveis a se-
rem pesquisados. Ainda que na forma proposta possam ndo ser plenamente realizaveis,
acredita-se que estabelecam direcdes para futuros trabalhos relacionados com o tema
desta tese.
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Apéndice A

Formulacao Tangente para o Modelo
de Mazars

Para se obter a formulagéo tangente para o modelo de Mazars, equacao (4.6), €
necessario que se determine a lei de evolucdo do farterivando-se no tempo as
expressdes presentes no modelo de Mazars:

—H ¢ (A.1)

- (0D O0goy  ODY O¢;
D_< * )at_

Oceq Oci o0s;

onde:

def p . .,
e H = ((?TD% + %) € um vetor que representa a derivada da variavel dano
eq 7 k3

com relacao as deformacdes principais;
» ¢ € 0 vetor das taxas de variagcdo das deformacdes principais com o tempo.

Observe que o indicerefere-se as dire¢des principais, além de se comportar
como indice mudo. Como os coeficientes e o séo fungdes do estado de defor-
macado, enquanto que; e Do sdo definidos a partir da deformacédo equivalente, a
expressao acima pode ser reescrita da seguinte forma:

N 8€eq (961-
D = EF(‘C':eq) 8@ + 9(5z) ot (A2)
sendd¥(e.,) € 9(¢;) fungbes definidas como:
3‘(86(1) = aTgT(Eeq) + aC?C(geq) (A3)

G(ei) = Sr(ei)Dr + Ge(ei) De (A.4)
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em que:
o 8dO(1 - AT) ATBT . . 8(10(1 - AC) ACBC
97T<€eq) N 52(1 eBr(ceq—edo) ’ 350(86(1) B qu eBc(eeq—ean)
. 6CYT . . 8040
9T(€z) - 361 ) 90(52) - 8&-

Para o caso de solicitacdo radial; e o permanecem constantes ao longo da
histéria de carregamento e, por essa ragaoe G- anulam-se, PEREGO (1989). A
expressao (A.1) é, entdo, reduzida a:

. OgeqO2i ., .
D = ?(Eeq)a—gia =H" ¢ (A5)
em que:
Oecq (&)
il g A.6
Os; Eeq (A.6)
O€eq

H €50, (A7)

86,»
Integrando-se em um intervalo de tempoa relacao constitutiva em taxas (4.6)

e, introduzindo-se (A.5), chega-se, entdo, a expressao incremental correspondente a
formulacao tangente:

Oceq

Ao = (1 — D)CQA&T — ?(c‘:eq)a—AEi Co€ (A8)
€

Para sua implementacéo, € interessante que a expressao acima seja reescrita em funcéo
das deformacdes definidas com relacéo aos eixos cartesianos e que, no segundo termo,
a parte escalar seja colocada apos a operacao tensorial:

Ao = (1 — D)CyAe — CoeF(e,) %Ae (A.9)

onde, para evitar que a notacao indicial misture-se com a tensorial definiu-se:

Ogeq  Ogeq 02y
Je O Oe

(A.10)

Considera-se, agora, uma aproximagés) = &’ U para o campo dos desloca-
mentos, obtida a partir da matriz das fun¢des aproximadbragparametros genera-
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lizadosU. A forma aproximada para a expresséo incremental da relagéo constitutiva
pode ser, entdo, expressa cdmo
eoH”

—N——
Oceq

Ao =|(1-D)Cy—Cye 5t(€eq)¥ BAu (A.11)
ondeB = L®" e L é o operador que relaciona os campos de deslocamento e defor-
macéo ga ® b) € a notagdo adotada para indicar o produto diadico ou tensorial entre
dois vetores: e b quaisquer.

A forma final da matriz de rigidez, obtida a partir da aproximacao de Galerkin
para o problema de evolucdo do dano, pode ser representada como:

Oe,
th = /BT |:(1 — D)Co — Co€ g(EQq) aé‘q
Q

BdS (A.12)

Na expressao acima, por ser nao-simeétrica o termo entre colchetes, a matriz de
rigidez perde sua simetria. Quando se adota a formulagdo secante, a expressao para
matriz de rigidez permanece simétrica e se reduz a:

Kooc= / BT [(1 - D)Cy) B df (A.13)
Q

1Ob