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RESUMO

MENDONCA, A. V. Estudo de estruturas compostas por laminas planas de

espessuras constantes: uma abordagem pelo método dos elementos de contorno. Sao
Carlos, 2002. 296p. Tese (Doutorado)- Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo.

Inicialmente, sdo apresentadas neste trabalho duas formulagdes do método
dos elementos de contorno para analise elastica de estruturas compostas por laminas
planas de espessuras constantes. Em ambos modelos, o comportamento de cada
lamina-base ¢ analisado levando-se em conta os efeitos de placa e de chapa. A
lamina em flexdo ¢ assumida sob as hipoteses de Kirchhoff.

Na primeira abordagem, as variaveis do problema sdo representadas por um
conjunto de quatro graus de liberdades (GLs) em deslocamentos e forcas associadas
a chapas (deslocamentos normal, tangencial e suas respectivas forgas de superficie) e
a placas (deslocamento transversal, rotacdo normal e seus respectivos esforcos
representados pela forca de Kirchhoff e momento fletor). Esta abordagem foi
chamada de modelo tetraparamétrico. Na segunda abordagem, duas variaveis
adicionais sdo inseridas na formulacdo tetraparamétrica, resultando em uma técnica
hexaparamétrica. Com isso, o vetor de deslocamentos ¢ composto pelos
deslocamentos normal, tangencial, transversal e pelas rotagdes normal, tangencial e
zenital. Essa ultima variavel ¢ associada a uma rotagao que atua ao longo da direcdo
perpendicular ao plano médio da lamina-base. Além disso, no modelo
hexaparamétrico o vetor das forcas tem apenas quatro GLs (forcas normal e
tangencial no problema de chapa; forca de Kirchhoff e momento fletor no caso de
flexdao). Inicialmente, as matrizes de influéncia sdo montadas para ambos modelos e
entdo técnicas especiais sao empregadas somente para a abordagem hexaparamétrica,
a fim de resolver a incompatibilidade de ordens entre as matrizes de influéncia dos
deslocamentos e das for¢cas. Em seguida, a técnica da subregido ¢ utilizada para
montar o sistema final de equagdes da estrutura ndo-coplanar.

A partir dos modelos tetra e hexaparamétricos elasticos para problemas nao-
coplanares, o comportamento elastopléastico ¢ incorporado nessas abordagens como
campos tensoriais iniciais (tensdo/momento ou deformagdo/curvatura) para analisar
problemas coplanares utilizando representacdes classicas para a superficie de

plastificagdo.
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ABSTRACT

MENDONCA, A. V. Study of plated structures of constant thicknesses: a
boundary element method approach. Sao Carlos, 2002. 296p. Tese (Doutorado)-
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Firstly in this work, two formulations of the boundary element method for
the linear elastic analysis of plated structures of uniform thicknesses are presented.
In both models, the behaviour of each plate unit is analysed taken into account the
effects from the plate in bending and the plate in tension. The bending plate is
assumed under Kirchhoff’s hypotheses.

In the first approach, the variables of the problem are represented by a set of
four degrees of freedom(DOFs) in displacements and forces associated with the plate
in tension (normal and tangential displacements and their respective tractions) and
the plate in bending (transverse displacements, normal slope and their efforts
represented by Kirchhoff force and bending moment). This approach was called
four-parameter model. In the second approach, two further variables are inserted
into the four-parameter model, resulting in a six-parameter technique. Hence, the
displacement vector is populated by normal, tangential, transverse displacements
and by normal, tangential and zenithal slopes. The last variable is associated with a
rotation acting along the perpendicular direction to median plane of the plate unit. In
addition, for the six-parameter model the force vector has only four DOFs (normal,
tangential forces in tension plate problem and bending moment and Kirchhoft force
in bending case). Initially, the influence matrices are assembled for both models and
then special techniques are only employed into six-parameter approach in order to
solve an incompatibility of orders between the influence matrices of displacements
and forces. Then the subregion technique is used to assemble the final system of
equations of the noncoplanar plated structure.

From the four and six parameter elastic models for noncoplanar plated
structures, the elastoplastic behaviour is incorporated into these approaches as initial
tensor fields (stress/moment or strain/curvature) in order to analyse coplanar

problems using classical representations for the loading surface.



1 APRESENTACAO
1.1 GENERALIDADES

As estruturas formadas por folhas poliédricas sdo amplamente empregadas
em diversos problemas da engenharia civil, aerondutica, naval e outras. Essas
estruturas em engenharia civil sdo usadas como opc¢do de sistema estrutural,
principalmente, em estruturas de grande porte, por exemplo, pontes, silos, nticleos de
rigidez, etc.

Dentre diversos trabalhos que descrevem o emprego da terminologia
estrutural, no padrao adotado pela Associacdo Brasileira do Cimento Portland
ABCP(1967): ldmina ¢ definida como um elemento em que uma das dimensoes ¢
bem menor que as demais; uma estrutura formada por uma ou mais laminas, cujas
superficies médias sejam planas, recebe a denominacdo de folha poliédrica. Um
subconjunto dessas estruturas - em que a geometria de cada lamina ¢ formada por
arestas paralelas — ¢ denominado folha prismdtica.

O assunto de folhas poliédricas ja foi abordado em diversos trabalhos
voltados, tanto para o desenvolvimento/aperfeigoamento das representagdes fisico-
matematicas dos modelos(teorias), quanto para os procedimentos empregados para a
obtencdo das solucdes das equacdes diferenciais advindas delas, entre os quais,
constam os métodos numéricos. Uma dessas técnicas numéricas € o entdo
denominado Meétodo dos Elementos Finitos(MEF), pertencente aos métodos de
dominio, cuja aplicacdo em estruturas poliédricas ¢ um assunto que tem sido
amplamente pesquisado. Outra técnica numérica alternativa para os métodos de
dominio ¢ o entdo denominado Método dos Elementos de Contorno(MEC).

As formulagdes do MEC tém sido desenvolvidas de forma intensa para
aplicacdo em diversos problemas de engenharia. Contudo, o aperfeigoamento ¢
aplicabilidade do MEC nao tem sido homogéneo em muitas areas da mecanica dos
solidos. Nesse contexto, um dos problemas que tem recebido pouca atencdo dos
pesquisadores estd associado a analise de folhas poliédricas. Um namero
consideravelmente reduzido de formulagdes ¢ encontrado para a analise desses
problemas, quer modelados apenas pelo MEC, quer em combinagdo desse com
outros métodos numéricos.

Assim, neste trabalho foram desenvolvidas (e/ou estendidas) duas



formulacdes do método dos elementos de contorno para folhas poliédricas, a partir de
representacdes integrais para os regimes desacoplados de membrana e flexdo, entdo,
disponiveis na literatura. Empregando-se uma conveniente hierarquia de sistemas de
referéncia e/ou fungdes interpoladoras para as variaveis do problema, os estados de
flexdo e membrana sdo acoplados para a andlise elastica de problemas compostos por
laminas planas de espessuras constantes.

Na revisdo bibliografica realizada, bem poucos trabalhos foram encontrados
envolvendo aplicacdes do MEC em folhas poliédricas submetidas a campos iniciais,
0 que pode ser até compreensivel devido ao niimero reduzido de formulagdes para
andlise elastolinear. Assim, neste trabalho, também sdo analisados problemas
coplanares submetidos a campos iniciais, envolvendo fluxo plastico, a partir da
extensao das abordagens propostas para problemas em regime elastico.

Os capitulos deste trabalho foram organizados utilizando-se a seguinte a
disposi¢do:

No capitulo 1, sdo definidos os problemas e seus modelos abordados por este
trabalho. Além disso, ¢ apresentada a evolugdo de algumas formulacdes disponiveis
na literatura de problemas correlatos.

No capitulo 2, sdo apresentadas tanto as relacdes basicas da teoria da
elasticidade quanto de seus problemas fundamentais, que tém papel importante na
representacdo matematica dos problemas descritos nos capitulos subseqiientes.

No capitulo 3, sdo apresentadas as técnicas de obtencdo das representacdes
integrais para os problemas elasticos de chapas e de placas.

No capitulo 4, as equacdes integrais explicitadas no capitulo 3 sdo
transformadas em representagdes algébricas mediante a discretizacdo do continuo e o
do calculo das integrais envolvidas. Inicialmente, esses procedimentos sdo discutidos
individualmente para os problemas de flexdo e para os estados planos (de
deformacado ou de tensdo). Em seguida, sdo apresentadas as técnicas empregadas para
analise desses problemas compostos por regides com propriedades geométricas e
mecanicas distintas. Por fim é discutido o acoplamento membrana/flexdo para os
problemas nao-coplanares.

No capitulo 5, as representagdes integrais e algébricas do regime elastolinear

sdo estendidas para o regime inelastico em problemas coplanares.



No capitulo 6, as representagdes algébricas para problemas coplanares
inelasticos sdo particularizadas para o regime pléstico onde modelos classicos sdo
utilizados para a representacao da superficie de plastificagdo.

No capitulo 7, sdo apresentados os exemplos numéricos para problemas nos

regimes elastolinear e elastoplastico.

Apresentada a disposicdo dos assuntos ao longo do texto deste trabalho,
passa-se agora para algumas observacgdes referentes a plataforma computacional
utilizada nas formulagdes: O cddigo computacional foi escrito na linguagem Fortran.
Convém ressaltar que todas as rotinas foram planejadas, editadas e depuradas pelo

Autor, exceto nos casos abaixo relacionados:

a) Resolucao do sistema linear (eliminag¢ao de Gauss): extraido de DOMINGUEZ &
BREBBIA et al.(1989), p.65-66, e cuja rotina tem o nome de SLNPD.

b) Inversdo de matriz: fornecida gentilmente pelo Prof. Jodo Batista de Paiva.

¢) Processo incremental-iterativo: extraido de OWEN & HINTON(1980) onde as
rotinas ( INV, p.240; YIELDF, p.241-242; FLOWPL, p.243-244 ¢ RESIDU, p.253-

255) foram adaptadas para as formulagdes do MEC empregadas neste trabalho.

d) Criagdo de arquivos de formato DXF (visualizacdo da geometria, das numeragdes
de nds e de células): rotinas foram gentilmente cedidas e compatibilizadas com o
sistema gerenciador (programa principal) pelo Eng. Valério S. Almeida (atualmente

matriculado no programa de doutorado em Engenharia de Estruturas da EESC-USP).

e) Mapeamento dos valores nas matrizes: rotinas foram gentilmente cedidas pelo
Eng. Wilson Wesley Wurztow (atualmente matriculado no programa de mestrado em

Engenharia de Estruturas da EESC-USP).

Nesse trabalho, parte das respostas obtidas pela presente abordagem foram
comparadas com as do Software Ansys, cuja utilizagao foi legalmente concedida ao

Departamento de Engenharia de Estruturas mediante assinatura de contrato.



1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O emprego de equagdes integrais ndo ¢ uma técnica recente e tem sido usada
desde o século XIX para representar alguns problemas da fisica-matematica tais
como: péndulo  is6crono, ABEL(1881); clastostatica,  BETTI(1872),
BOUSSINESQ(1885), CERRUTI(1882), SOMIGLIANA(1886); em 1884, alguns
problemas da eletrostitica, VOLTERRA(1856) e outros. No inicio do século XX,
FREDHOLM(1903) demonstrou, por meio do uso de uma técnica de discretizagao,
a existéncia de solucdes para equacdes integrais decorrentes da representagdo de
fungdes harmonicas, utilizando-se ou potenciais de camada simples ou de camadas
duplas. LAURICELLA(1909) estendeu a abordagem de Fredholm para placas
elasticas engastadas. Alternativamente a abordagem de Fredholm, KELLOG(1929)
utilizou uma superposicdo dessas duas classes de potenciais, empregando os
teoremas de Green, para a representacao integral de fungdes harmonicas envolvendo
a teoria potencial.

Os métodos de TREFFTZ(1917) e PRAGER (1928), aplicados na resolugdo
das equagdes integrais envolvendo a teoria de fluxo de fluidos, podem ser
considerados os precursores das técnicas atuais aplicadas ao MEC.

No inicio da segunda metade do século XX, contribui¢cdes expressivas da
escola russa, MIKHLIN(1957), MUSKHELISHVILI(1945,1953), impulsionaram a
técnica da representagdo integral empregando uma abordagem em que foram
utilizadas equagdes integrais singulares associadas a potenciais complexos. Este
ultimo trabalho, de 1953, ¢ de grande importincia para a engenharia estrutural, uma
vez que representacdes complexas foram elegantemente aplicadas a andlise de
problemas elésticos bidimensionais.

Na década de 1960, com o surgimento das primeiras geragdes de
computadores, as técnicas numéricas tornaram-se uma ferramenta viavel na busca de
solucdes das equagdes governantes de muitos problemas. HESS & SMITH(1962)
resolveram, numericamente, uma equacgao integral de segunda espécie de Fredholm
associada a um problema de um fluxo uniforme de ar sobre uma superficie de
revolugao; JASWON(1963) analisou o problema de capacitancia eletrostatica
utilizando equacdes integrais de Fredholm de primeira espécie para a determinagdo

da distribui¢do de carga.



As técnicas numéricas também despertaram interesse em parte dos
pesquisadores pelas representagdes integrais de alguns  problemas elasticos.
JASWON & PONTER(1963) analisaram um problema de tor¢do em que equagdes
integrais foram usadas para representar as fungdes de empenamento. Esse foi um
dos trabalhos pioneiros, que explorou a segunda identidade de Green associando
pontos-fonte no contorno. Em JASWON et al.(1967), foi apresentada uma
formulagdo em que os problemas biarmonicos eram escritos em fungdo de duas de
equacdes de Laplace, via representacdo de Almansi. Nesse trabalho foram analisados
tanto problemas associados a um meio semi-infinito, contendo um orificio eliptico,
quanto outros associados a uma chapa retangular finita chanfrada em um dos cantos.
RIZZ0O(1967) analisou numericamente os problemas eldsticos bidimensionais
explorando a identidade de SOMIGLIANA(1886). Esse trabalho teve um papel
importante na representagao integral dos problemas eldsticos, uma vez que as
densidades utilizadas para a montagem dos problemas sdos suas proprias variaveis
fisicas. Essa técnica ¢ denominada método direto. CRUSE(1969) estendeu a
representacdo de Rizzo para problemas elésticos tridimensionais. JASWON(1981)
apontou algumas analogias que podem ser observadas na confeccdo de equacdes
integrais, utilizando a segunda identidade de Green na teoria potencial escalar e a
identidade Somigliana na teoria potencial vetorial, a partir do trabalho de
KUPRADZE(1965).

As representagdes integrais também podem ser estruturadas envolvendo
densidades ficticias, isto €, que ndo estdo diretamente relacionadas com as variaveis
fisicas do problema, de forma que essas técnicas sdo classificadas como métodos
indiretos.

Em algumas formulagdes indiretas, os campos de deslocamentos e tensdes
sdo escritos a partir das representagdes de Muskhelishvili envolvendo potenciais
complexos. Esses potenciais podem ser obtidos empregando-se a formula integral de
Cauchy, cujo integrando ¢ formado por densidades ficticias em varidveis complexas.
MCCARTNEY(1983) apresentou uma formulagdo para problemas com dominio
finito ou problemas interiores utilizando-se de uma discretizagdo em que as
densidades ficticias sdo representadas por polindmios complexos e por curvas splines

ponderadas por coeficientes complexos arbitrarios, que sdo determinados a partir da



imposicao das condigdes de contorno. MCCARTNEY (1984) estendeu a formulagdo
indireta, apresentada em 1983, a problemas infinitos, utilizando-se de duas curvas
splines distintas para a composi¢ao da densidade ficticia complexa. Nesse artigo s@o
analisados problemas de fratura em placas circulares e retangulares.

Uma das caracteristicas marcantes do método dos elementos de contorno ¢ a
presenca de singularidades nos kernels de sua representacdo integral. Desde as
primeiras formulagdes, os pesquisadores do método apontaram a dependéncia do
desempenho da solucdo numérica em relacdo a técnica aplicada no calculo das
integrais, principalmente, quando o ponto-fonte ¢ aproximado do ponto-campo. Nas
ultimas décadas, diversos trabalhos foram direcionados especialmente para o
tratamento desses casos.

Uma das primeiras abordagens para esse tema ¢ a entdo chamada técnica da
subelementacdo descrita em LACHAT & WATSON(1976, 1977), JUN et al.
(1985). Nessa técnica, a medida que a colocagdo do ponto-fonte torna-se critica, o
elemento de contorno ¢ fragmentado em regides menores, € o0 nimero de pontos de
integragdo ¢ gradualmente densificado no sentido do subelemento mais proximo do
ponto-fonte.

Muitas outras técnicas surgiram com o intuito de aumentar a eficiéncia do
calculo das integrais, entre as quais, constam: transformacées exponenciais
HIGASHIMACHI et al.(1983), transformacées cubicas TELLES(1987),
transformacaoes de coordenadas HAYAMI & BREBBIA(1987).

Outra maneira de lidar com o célculo das integrais ¢ aplicando-se técnicas
para reduzir a ordem das singularidades. Essas abordagens sdao denominadas técnicas
de regularizacdo. SISSON (1990) propés uma estratégia de regularizagdo,
classificada como numérica, em que ¢ utilizada uma superposicao das tensdes
obtidas da representacdo integral em um ponto no contorno com os valores das
tensdes atuantes na vizinhanca desse ponto.

Além da regularizagdo numérica, outra técnica que tem sido desenvolvida ¢ a
entdo chamada regularizagdo analitica. Um dos primeiros trabalhos em que se
aplicou uma classe dessa técnica foi apresentada por GHOSH et al. (1986). Nesse
trabalho, a regularizacdo ¢ obtida a partir de relacdes geométricas, envolvendo as

dire¢des do raio vetor, dos versores normais e tangenciais ao contorno, e aplicando-



se a técnica de integragdo por partes na integral de contorno que contém a
singularidade mais severa. Esse procedimento conduz a um novo integrando formado
por um kernel com uma singularidade logaritmica e pela derivada tangencial da
varidvel primitiva (deslocamentos). Com isso, ¢ necessario utilizar uma estratégia
adicional para viabilizar a aplicacdo de condigdes de contorno associadas aos
deslocamentos na representacdo algébrica, uma vez que as representagdes integrais
sdo escritas em funcdo das derivadas tangenciais dos deslocamentos.

Trés anos depois, em BALAS et al.(1989), foi apresentada uma regularizagao
para a representacao integral das tensdes, com reducdo de um grau na ordem das
singularidades dos kermnels, aplicando-se o teorema de Stokes. Essa abordagem
conduziu a modificagdes no kernel mais critico e ao aparecimento de um operador
envolvendo derivadas direcionais tangenciais dos deslocamentos. Na discretizagdo
do problema, a representacdo algébrica ¢ formada pelos valores nodais associados as
derivadas tangenciais dos deslocamentos e as forcas de superficie. Assim, uma
estratégia adicional, analoga a de Ghosh, ¢ utilizada para possibilitar a imposi¢ao das
condicdes de contorno em deslocamento. SLADEK & SLADEK(1992)
apresentaram uma extensdo da formulacdo regularizada, proposta pelo mesmos
autores em 1982 e 1989, para a obtencdo de uma representagdo integral ndo-singular
para as tensdes. Em YOUNG (1996), ¢ utilizado o teorema de Stokes em
combinagdo com certos termos, que incorporam todas as integrais singulares das
equagdes integrais e integro-diferenciais de contorno, de forma que eles podem ser
convertidos em expressdes nao-singulares, desde que sejam escritos sobre uma
regido do contorno que incorpora a vizinhanga da singularidade.

Outros pesquisadores utilizaram outras técnicas para a obtencdo das tensdes
no contorno. LEI (1994) formulou uma abordagem em que as equagdes integrais
incorporam valores de contorno associados a tensdes e ao tensor infinitesimal de
rotacdo. Essa técnica permite que tensdes no contorno sejam determinadas
diretamente da solu¢do numérica, evitando-se, com isso, as hipersingularidades dos
kernels da formulagdo classica. Contudo, a principal restrigdo da formulagdo ¢ a
dificuldade de impor condigdes de contorno genéricas. Conforme mencionado pelo
proprio autor, para tais casos, essa formulacdo pode ser utilizada de forma conjunta

com a representacdo cldssica, isto ¢é: para a determinacdo dos deslocamentos do



contorno, ¢ utilizada a formulagao classica, € em seguida, para a determinagdo das
tensoes, prescrevem-se os deslocamentos com os valores da andlise numérica prévia;
sO entdo, aplica-se a formulagdo em questdo para a determinagdo das tensdes no
contorno. No livro editado por SLADEK & SLADEK(1998) sio descritas algumas
técnicas que podem ser aplicadas no tratamento das integrais singulares em alguns
problemas da mecénica dos solidos modelados pelo MEC.

Um outro problema que tem um papel importante na engenharia estrutural
estd associado as placas. Conforme mencionado anteriormente, as primeiras
equagdes integrais para casos particulares desses problemas foram apresentadas por
Lauricella no inicio do século XX. Contudo, s6 a partir da década de 1960, as
técnicas numéricas foram aplicadas mais intensamente para os problemas de placas e
as primeiras formulagdes envolveram o método indireto.

Em JASWON et al.(1967) ¢ apresentada uma técnica, utilizando-se a
representacdo de Almansi, para resolver casos particulares de condi¢des de contorno
em placas circulares e elipticas. SEGEDIN & BRICKELL(1968) também
apresentaram uma técnica para casos particulares de placas simplesmente apoiadas
em que foi estudada a influéncia da variagdo do angulo formado pelos bordos
convergentes a um canto. A solu¢do geral do problema ¢ encontrada pela
combinagdo de uma solucdo particular com a homogénea, que ¢ obtida
transformando a EPD biarmoénica em duas equagdes integrais via segunda identidade
de Green para o deslocamento e para seu Laplaciano. Apds a discretizacdo do
problema, a solucdo ¢ obtida explorando-se alguns eixos de simetria do problema.
WU & ALTIERO(1978) apresentaram uma formulacdo singular para a andlise de
casos particulares de placas engastadas. Essa formulagdo foi estendida para
problemas que envolvem condigdes de contorno arbitrarias em WU &
ALTIERO(1979). Outra abordagem, distinta da apresentada em 1978, esta associada
ao emprego de um contorno circular ficticio, que circunscreve o problema real,
caracterizando-se desta forma o método regular do MEC, para evitar os problemas
com as singularidades observadas no trabalho anterior. As representagdes integrais
sdo escritas, para cada par especifico de condigdes de contorno, envolvendo duas
equagdes integrais com kernels dos deslocamentos e suas derivadas superiores. E

admitido que estdo aplicados forca e momento fletor distribuidos ao longo do



contorno ficticio. E mostrada a dependéncia do desempenho da formulagio para
determinadas relagoes de dimensodes entre raio do contorno ficticio e o maior lado da
geometria retangular do problema real.

Outras formulagdes do método indireto que envolvem a aplicagdo de
variaveis complexas foram apresentadas. VABLE & ZHANG (1992) utilizaram
uma representacdo integral, que ¢ obtida a partir das equag¢des de Fredholm de
segunda espécie. Os kernels, para o deslocamento transversal e suas derivadas
superiores, sao montados algoritmicamente utilizando-se quatro fungdes em variaveis
complexas. Tal procedimento permite que as integracdes da representacdo integral
sejam feitas analiticamente empregando-se as solucdes algoritmicas. Um outro
assunto discutido nesse artigo de Vable esta relacionado com a representagdo integral
escrita utilizando-se de variaveis adimensionais. Nesse estudo, sio mostrados casos
em que a solucdo do problema pode ser dependente da escolha dos parametros
adimensionalizantes.

S6 no final da década de 1970, ¢ que apareceram as primeiras formulagdes
para placas delgadas envolvendo uma representagao integral direta para o problema.
BEZINE(1978) e STERN (1979) apresentaram formulagdes diretas do MEC quase
simultaneamente, contudo, concebidas independentemente a partir da forma bilinear,
descrita em BERGMAN & SCHIFFER(1958). Ambos pesquisadores escreveram
uma representacdo integral para o deslocamento transversal e outra sua derivada
direcional(rotacao). Contudo, a discretizagdo do problema recebeu tratamento
distinto: Bezine utilizou uma interpolacdo constante, enquanto Stern aproximou
linearmente as variaveis continuas do contorno, e ainda associou um ndé em cada
angulosidade do contorno da placa para representar as reacdes de canto. Nesses
trabalhos foram apresentados exemplos numéricos de placas retangulares
simplesmente apoiadas e engastadas, todavia, Bezine restringiu-se aos casos de
forgas concentradas e Stern as forcas uniformemente distribuidas sobre todo o
dominio da placa.

Um outro trabalho contempordneo aos dois anteriores foi escrito por
TOTTENHAM(1979). Nesse artigo sao utilizadas as formas direta e indireta via
solug¢do da equag@o biarmoénica do problema fundamental. Na abordagem indireta, ¢

descrita a utilizagdo de uma expansdo das densidades ficticias em série de Fourier,



10

desde que a curva ficticia exterior seja um circulo. Tal procedimento viabiliza, apds o
calculo das integrais envolvidas, expressar a equacdo integral primitiva em termos de
uma série infinita. Na abordagem direta, ¢ utilizada uma representacdo semelhante a
de Bezine; na discretizagdo do problema, sdo utilizadas fungdes constantes para a
interpolagdo das varidveis e as integragdes singulares sdo substituidas por uma
analise finita de integrais.

Muitos trabalhos foram escritos envolvendo as representacdes integrais
diretas de placas apresentadas anteriormente, principalmente a de Stern. Em geral,
nesses trabalhos ¢ investigado o desempenho da formulagdo em problemas com
geometrias e condi¢des de contorno, distintos daqueles apresentados nos artigos
originais. Outra linha de pesquisa est4 associada a aplicacdo de técnicas alternativas
para a obtencao da representacao algébrica do problema.

BEZINE (1981) estendeu a formulagdo direta de 1978 para a analise de
problemas com vinculos ou for¢cas concentradas no dominio. Nesse artigo, o
problema do acoplamento entre as incognitas dos nos de contorno e de dominio ¢é
abordado de tal forma que o vetor das incognitas € isolado na representagdo algébrica
dos pontos de contorno. Em seguida, esse vetor ¢ substituido na representagdo dos
pontos de dominio, de forma que a representagdo final do sistema pode ser resolvida
apos a prescri¢ao dos valores de dominio.

A representacdo de Stern foi aplicada no trabalho PAIVA(1987) para
diversas configuragdes de condi¢des de contorno e de carregamento. Além disso, foi
apresentada uma formulagdo alternativa utilizando-se apenas equagdes integrais para
os deslocamentos transversais. Nessa abordagem, sdo utilizados dois pontos-fonte
distintos posicionados fora do contorno. Nesse trabalho também foi apresentada a
analise da interagdo da placa com outros elementos estruturais de pavimentos de
edificios.

Dois anos depois, SHI & BEZINE(1989) apresentaram a identidade de
Rayleigh-Green, empregando o principio dos trabalhos virtuais. Na discretizagdo, ¢
utilizada uma interpolag@o constante para as variaveis e os momentos volventes reais
sao aproximados por meio de diferencas finitas dos valores nodais da rotagdo normal.
O termo da integral de dominio ¢ eliminado utilizando-se uma técnica conhecida de

escrever as representagdes integrais em funcao da solugdo homogénea da equagao de
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equilibrio de placas. A primeira restricdo dessa formulacdo esta associada a
dificuldade de aplicagdo de uma forca concentrada no canto, uma vez que o0s
momentos volventes sdo aproximados por diferencas finitas das rotagdes normais.
Outra restri¢ao esta associada a solugdo real do problema uma vez que esta é obtida
pela superposi¢ao das solugdes homogéneas e particulares. Todavia, as solugdes
particulares s6 estdo disponiveis para alguns casos particulares de carregamento.
Embora um dos objetivos dessa formulacdo seja a andlise de placas com orificios,
apenas siao mostrados problemas envolvendo simetria de vinculagdo e de
posicionamento dos orificios no dominio da placa.

Outros trabalhos também empregaram a representacdo integral de Stern para
analise de algumas configuracdes geométricas de placas. Em OLIVEIRA
NETO(1991), sdo analisadas placas com bordas curvas; CHAVES(1997) estudou
casos de placas com variagao linear do modulo de flexao sobre o dominio.

J& em PAIVA(1991), foi apresentada uma formulacdo em que a
representacdo integral discretizada de Stern ¢ alterada, de forma que a forca
equivalente de Kirchhoff ¢é admitida concentrada nos pontos nodais ao longo do
contorno.

Ainda na estratégia de composicdo das representagdes algébricas, DU et al.
(1984) apresentaram uma formulagdo em que a discretizacdo do problema ¢ feita
usando-se elementos retos para a geometria do problema. Os deslocamentos
transversais sao interpolados por polindmios cubicos e aplicando-se fungdes lineares
para as demais variaveis. Para a definicdo dos polindmios cubicos sdo necessarios,
além dos valores nodais dos deslocamentos, os valores de suas derivadas tangenciais,
conduzindo, portanto, a trés graus de liberdade para o vetor associado aos
deslocamentos. Assim, para cada nd, além das duas equacdes integrais utilizadas na
representacao de Stern, € escrita uma equacgao integral adicional associada a derivada
direcional tangencial dos deslocamentos e alguns exemplos sdo analisados para
algumas configuragdes de geometria e condi¢des de contorno. J& em SONG &
MUKHERJEE(1986), a representacdo algébrica, obtida utilizando o modelo de DU
et al. (1984), ¢ escrita também para integracdes sobre elementos circulares e
exemplos foram apresentados para vérias geometrias e vinculagoes.

Em ARISTODEMO & TURCO(1994), ¢ utilizada uma técnica de
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discretizagao em que o contorno ¢ dividido em segmentos, entdo chamados macro-
elementos, que possuem suas proprias fungdes interpoladoras. Cada um deles ¢
dividido em elementos menores pela introdugdo de nds e as variaveis do contorno
sdo interpoladas por curvas ‘Spline’ quadraticas. Embora as varidveis sejam
interpoladas por fungdes quadraticas, as integrais sao calculadas analiticamente de tal
forma que os resultados sdo expressos em funcdo de parcelas polinomiais de ordem
genérica. Assim, interpolagdes com B-splines de ordens superiores, apos alguns
ajustes algébricos, podem ser também obtidas e empregadas em diversas anélises,
principalmente, envolvendo estudos de p-adaptividade.

Em WEARING & BETTAHAR (1995), ¢ aplicado o método regular para
diversas configuracdes de geometria e condi¢des de contorno, e sua eficiéncia ¢
comparada com o desempenho das formulagdes singulares. Além disso, ¢ mapeado o
intervalo para as distancias de colocacdo dos pontos-fonte versus desempenho da
formulacido. HARTMANN & ZOTEMANTEL (1986) implementaram uma
formulagcdo em que uma das representagdes integrais de Stern, associada a derivada
direcional dos deslocamentos, tem sua singularidade reduzida pela aplicagdo de um
dos modos de corpo rigido. Na discretizagdo do problema, ¢ utilizada uma
interpolacdo hermiteana para os deslocamentos transversais, que envolvem, além de
seus proprios valores nodais, outros valores associados a suas derivadas tangenciais.
Esses ultimos s3o escritos em fungdo dos valores nodais dos primeiros através de
diferencas finitas; para as demais variaveis sdo utilizadas interpolacdes lineares.
Convém ressaltar que, ao contrario do trabalho de DU et al.(1984), ndo ¢ utilizada
nenhuma equac¢ado adicional e, sim, apenas as duas equagdes integrais associadas ao
deslocamento transversal e a sua derivada direcional normal no contorno. Nessa
formulagdo, Hartmann, 1996, ndo ¢ utilizado o entdo difundido conceito de n6 duplo
para regides onde haja descontinuidades das tangentes do contorno. Nesse trabalho ¢
estudado o efeito das singularidades no desempenho da formulagdo a partir da
analise de alguns problemas: descontinuidade de vinculagdo, concentracdo de tensdes
devido a apoios rigidos no dominio, angulos criticos em placas esconsas.
OLIVEIRA NETO & PAIVA (1995) apresentaram uma formulagdo a partir de
alteragdes na representacdo integral de Stern, que conduz a associagdo de trés graus

de liberdade para o vetor de deslocamento, isto €, deslocamento transversal, rotagcdo
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normal e rotagdo tangencial. Assim, para a montagem da representacao algébrica sao
utilizadas equacdes integrais associadas ao deslocamento, e suas derivadas
direcionais normal e tangencial ao contorno. Essa formulag¢ao foi implementada em
OLIVEIRA NETO(1998) utilizando-se duas abordagens: na primeira, todas as
variaveis do problema sdo interpoladas por fun¢des lineares; na segunda ¢ utilizado
um polindmio cubico para os deslocamentos transversais. As rotagdes tangenciais
sdo aproximadas pela func¢do obtida da diferenciacdo tangencial da fungdo
interpoladora do deslocamento; as demais variaveis sdo interpoladas por fungdes
lineares. Nesse trabalho, foram estudados problemas do acoplamento da placa com
outros elementos estruturais dos pavimentos de edificios e as placas com diversas
configuracdes de condi¢cdes de contorno e de carregamento. Diferentemente da
formulagdo de Oliveira Neto, as formula¢des anteriormente discutidas- DU et
al.(1984), SONG & MUKHERJEE(1986) ¢ HARTMANN & ZOTEMANTEL
(1986) — mantém o kernel da forca equivalente de Kirchhoff e de suas derivadas
inalterados nas representacdes integrais.

Os problemas associados as singularidades também estdo presentes nos
problemas de placas. Assim, algumas das técnicas de regularizacdo, aplicadas
inicialmente nos problemas elasticos, foram adaptadas para os problemas de flexao.

BALAS et al.(1989), SLADEK & SLADEK(1992) apresentaram uma
representacdo integral que incorpora o deslocamento transversal e duas rotagdes
segundo as direcdes normal e tangencial ao contorno. A partir da EDP do problema
fundamental, de manipulagdes algébricas envolvendo o kernel da forga cortante e o
delta de Dirac, a equacdo integral primitiva singular dos deslocamentos ¢
transformada em uma representacdo ndo-singular. Para o caso da equacdo integral
dos gradientes de deslocamento ¢ aplicado o teorema de Stokes sobre a integral de
contorno composta pela derivada do kernel/ da forca cortante ponderada pelo
deslocamento transversal, que apos algumas manipulagdes algébricas a representagdo
ndo-singular das rotagdes ¢ obtida. Na representagdo algébrica, as derivadas
tangenciais sdo escritas em fun¢do dos valores nodais do deslocamento, para
viabilizar a aplicacdo das condi¢des de contorno em deslocamento.

Uma outra técnica de regularizagio para placas delgadas foi apresentada por

FRANGI(1996), em que s3o utilizados identidades auxiliares e alguns
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procedimentos da abordagem de GHOSH et al.(1986) para problemas elasticos
bidimensionais. Na discretizagdo, os deslocamentos sdo escritos a partir dos valores
nodais dos deslocamentos e da rotagcdo tangencial, utilizando-se um polindmio de
Hermite cubico. Os momentos fletores e for¢a de equivalente de Kirchhoff sao
interpolados por polindmios de Lagrange quadraticos. Para os cantos da placa sdo
escritas trés equacdes: uma para os deslocamentos e duas outras para as rotacdes
normais associadas aos pontos anterior e posterior ao canto.

Alguns pesquisadores utilizaram outras técnicas para evitar o emprego de
kernels com singularidades de ordens superiores. PARIS & LEON (1986)
analisaram problemas de placas particulares utilizando uma técnica semidireta, em
que a equacgdo biarmoénica ¢ escrita em funcdo de duas equacdes de Poisson
desacopladas. Isso conduziu a uma analise de placas que utilizava a técnica do MEC
para problemas potenciais, envolvendo, portanto, singularidades menores que a do
problema biarmoénico. PARIS & LEON (1987,1996) estenderam a formulagdo de
1986 para problemas com condi¢des de contorno arbitrarias. Nesses casos, as duas
equacdes de Poisson nem sempre podem ser desacopladas. As integrais de dominio
sdo aproximadas por equagdes integrais de contorno equivalentes envolvendo uma
funcdo que requer pontos de colocacdo tanto no dominio quanto no contorno
utilizando-se um caso particular da técnica da reciprocidade dual descrito em
NARDINI & BREBBIA (1982). As equagdes integrais do problema envolvem uma
variavel especial associada a soma dos momentos fletores e a sua derivada direcional
normal. Assim, a partir de expressdes especiais (que relacionam a variavel especial e
sua derivada com esfor¢os e rotagdes no contorno) ¢ viabilizada a aplicagdo de
condi¢gdes de contorno arbitrarias. Contudo, essas expressdes estdo associadas a
contornos curvilineos, de forma que em contornos retos as condi¢des de contorno sdo
aplicadas utilizando-se diferencas finitas.

ZUO-HUI(1993) utilizou solugdes fundamentais ndo-singulares especificas
para o problema de placas. Essas solugdes sao obtidas utilizando-se séries de Fourier,
que sdo tomadas como fungdes ponderadoras, de forma que satisfazem tanto as
equagdes de equilibrio quanto as condi¢des de contorno do problema fundamental.
Essas condi¢gdes de contorno sdo coincidentes com as do problema real.

Além dos problemas com singularidades, alguns pesquisadores estudaram
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problemas especificos, tanto associados as condigdes de contorno quanto a geometria
do problema.

RAJAMOHAN & RAAMACHANDRAN(1997) formularam uma
abordagem para placas esconsas usando uma solucdo fundamental apropriada para
esse tipo de problema. Ao escrever-se a equacao diferencial para placas isétropas em
um sistema de referéncia obliquo, os autores perceberam uma analogia com as
equagdes diferenciais parciais(EDP) de placas delgadas anisétropas em um sistema
cartesiano. A partir do método proposto por LEKHNITSKII(1981), em que sdo
utilizadas varidveis complexas, a solucdo de placas anisétropas pode ser obtida a
partir das raizes de uma equacao caracteristica de quarto grau. Assim, substituindo-se
os coeficientes equivalentes entre EDPs do caso isétropo em coordenadas obliquas
por aqueles do anisétropo, a solugdo fundamental para as placas esconsas é obtida.
Contudo, em angulos de esconsidade, cujos senos dos arcos sdo nulos, ocorrem
singularidades na solu¢@o fundamental de placa esconsa. Para esses casos, os autores
sugeriram que a solu¢do fundamental classica ¢ uma alternativa que pode ser usada.
Na representacdo integral do problema, ¢ utilizada uma formulacdo indireta entdo
conhecida como Método de Simulagdo de Mudanga(MSM), em que o deslocamento
real do dominio ¢ obtido por uma superposicdo de uma solugdo particular com uma
outra obtida pela ponderacao de uma densidade ficticia pelo kernel de deslocamento
ao longo do contorno do problema. Embora a MSM dispense a divisdo do contorno
em elementos, o que elimina as integragdes numéricas, um fator restritivo dessa
técnica estd associado a escolha e obtencdo da solucdo particular para configuragdes
de carregamentos genéricos, que em muitos casos, podem nao estar disponiveis.

Além dos problemas de chapas e placas, cujos campos de tensdo sdo
desacoplados(quando modelados sob hipdteses de pequenos deslocamentos: andlise
geometricamente linear, AGL), existem outras categorias de elementos
estruturais(até mesmo nos modelos da AGL) que podem exigir uma analise
simultanea desses problemas: as ldminas. Conforme a terminologia adotada em
ABCP(1967), as laminas sdo classificadas em dois grandes grupos identificados pela
curvatura da superficie média do corpo; laminas planas, na inexisténcia de curvatura

e casca para os demais casos. Além disso, outra classificagdo ¢ dada para as
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estruturas compostas por um conjunto de laminas: folha, no caso do elemento-base
ser uma casca; folha poliédrica para elementos-base planos.

Existem diversos trabalhos em que sdo utilizadas formula¢des do MEF na
analise de cascas com variadas configuragdes geométricas da superficie média, tais
como: CHEUNG(1969), CLOUGH(1971), BERNADOU & BOISSERIE(1982),
GOULD(1985), HUANG(1989), BULL(1989), ZIENKIEWICZ(1991),
NAVARRA(1995). No método dos elementos de contorno, apenas casos especiais
podem ser analisados devido a complexidade matematica para a obtencao das
solucdes dos problemas fundamentais em casos genéricos de geometria.
ANTES(1981) foi um dos pioneiros a apresentar um método direto para a
representacdo integral de contorno para cascas, contudo, os kermels mostrados
estavam associados a um problema fundamental de casca cilindrica circular; além
disso, nenhum exemplo numérico foi apresentado. Em FU & HARB (1990), HARB
& FU(1990), alguns problemas de cascas esféricas foram representados via método
direto e utilizando-se kernels especiais. J& em SIMOS & SADEGH (1989), uma
formulagdo indireta foi discutida para casca esférica com condigdes de contorno
genéricas empregando-se kernels mais simples que os das técnicas diretas.

Em muitos problemas de engenharia, a geometria da casca ¢ tal que a razao
altura/vao ¢ um valor pequeno, de forma que o elemento estrutural passa a ser
denominado casca abatida. A pequena relagdo entre a altura ¢ o vio conduz a
simplificagdes importantes nas equagdes governantes de cascas e que foram
incorporadas em teorias especificas apresentadas por Reissner e Vlazov segundo
BESKOS(1991). Nesses trabalhos, a influéncia das tensdes cisalhantes (que atuam
na direcdo da espessura) ¢ desprezada nas equagdes governantes do problema.
NEWTON & TOTTENHAM(1968) apresentaram um dos primeiros trabalhos a
discutir casos particulares de problemas utilizando equagdes integrais via teoria de
Reissner/Vlasov. Nessa formulagdo as EDPs foram escritas em termos dos
deslocamentos transversais e de fungdes de tensdes de Airy (denominada de
formulacdo w-¢ ). Além disso, a técnica desenvolvida foi aplicada com sucesso para
analisar cascas esféricas abatidas. Para esse tipo de problema, TOSAKA &
MIYKAKE(1983) também apresentaram uma formulagdo em que os kernels foram

obtidos utilizando variaveis complexas; em HADJIKOV et al.(1985), foram
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empregadas curvas splines e kernels especificos para andlise de cascas abatidas
cilindricas circulares. GOSPODINOV(1984) apresentou os kernels e analisou
problemas de cascas abatidas de curvaturas gaussiana positiva em que o estado de
flexdo ndo era mobilizado. JA TEPAVITCHAROV(1985) apresentou os kernels
para cascas abatidas esféricas também submetidas ao regime de flexdo. Em
YE(1988), as EDPs desse problema, para o caso de contorno simplesmente apoiado,
eram decompostas em equacgdes de Laplace e Poisson, cujas solugdes conduziam a
kernels mais simples. Em YOKOYAMA et al.(1988), foi proposta uma
representacdo integral, alternativa a da formulagdo w-¢, que foi escrita diretamente
a partir do vetor de deslocamentos , cujos kernels foram obtidos a partir de técnicas
empregadas em MATSUI & MATSUOKA(1978).

Solugdes fundamentais para cascas abatidas com superficies quadraticas
genéricas foram apresentadas em alguns trabalhos: ELLING(1973) , SIMMONDS
& BRADLEY(1976), MATSUI & MATSUOKA(1978). Nesses trabalhos foram
empregadas diversas técnicas matematicas arrojadas, a fim de reduzir ou simplificar
as equagdes diferenciais parciais do problema, o que leva em grande numero dos
casos ao aparecimento de fungdes especiais, geralmente escritas em séries infinitas,
conferindo ao kernel algumas dificuldades associadas a operacionalidade numérica.
Em PENG & HE(1986), sio propostas algumas técnicas para facilitar o calculo
desses kernels, contudo, a maioria dos trabalhos parte para abordagens alternativas
para o problema. A linha principal empregada nessas abordagens ¢ a utilizagdo das
solucdes fundamentais de placas para o regime de flex@o e os kernels de chapas para
o regime de membrana. Contudo, na representacdo integral da casca abatida surgem
integrais de dominio associadas as forgas de interacdo entre os regimes
membrana/flexdo, o que levou essa técnica ser chamada de Método dos Elementos
de Contorno/Dominio(MEC/D) e aparentemente pioneiramente aplicada por
FORBES & ROBINSON(1969) apud STERN(1989).

Muitos outros trabalhos tem sido formulados via MEC/D tanto para cascas
abatidas classicas ZHANG & ATLURI (1986), BESKOS(1991), WANG et at.
(1998), quanto aquelas escritas em teorias que levam em conta a deformagao por
cortante no regime de flexdio - WANG et at. (1998), DIRGANTARA
& . ALTABADI(1999), WEN et al.(2000a, 2000b) - cuja solugcdo fundamental de
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placas baseada na teoria de Reissner, foi proposta por VANDER WEEEN(1982).
Em WEN et al.(2000a, 2000b), as integrais de dominio, associadas as forcas de
interagdo dos problemas membrana/flexdo, sdo transformadas em integrais de
contorno utilizando os Métodos de Integral Direta (MID), WEN et al.(1998), ¢ da
Reciprocidade Dual (MRD), NARDINI & BREBBIA(1982).

Embora solu¢des fundamentais para cascas abatidas de superficie média
quadratica genérica - em que ¢ incorporada a deformagdo por cortante no regime de
flexdo - estejam disponiveis em LU & HUANG(1991), LU &
MAHRENHOLTZ(1994), aparentemente, formulacdes integrais envolvendo tais
kernels ndo tém sido muito empregadas, principalmente devido as dificuldades
encontradas no computo das integrais.

As estruturas em folhas poliédricas também tém um papel importante no rol
dos sistemas estruturais. Um dos primeiros trabalhos a utilizar o método dos
elementos de contorno para analise desses problemas foi apresentado por
PALERMO JUNIOR(1989), que analisa estruturas, cujo eixo longitudinal ¢
paralelo a um dos eixos cartesianos. Na montagem do sistema algébrico do
problema, sdo escritas duas equagdes da representagdo integral classica de placas
STERN(1979), e as outras duas remanescentes sdo escritas a partir das equagoes
integrais da elastostatica bidimensional RIZZ0O(1967).

Outra formulagdo em que incorporou essas mesmas representacdes integrais
foi apresentada por OHGA et al.(1991). Contudo o sistema algébrico final foi obtido
utilizando-se a técnica da subestruturacio ou método da transferéncia de matriz,
que conduz a matrizes de influéncia menores, e, portanto, possibilita uma redugao do
nimero de operagdes para a resolugdo do sistema final de equagdes algébricas do
problema.

O MEC ¢ aplicado para modelar estruturas poliédricas em KRAMIN &
KRAMIN (1997). Nesse trabalho, a soluc¢do final do problema ¢ obtida por meio da
combinagdo de uma solugdo particular e da solu¢do homogénea dos problemas
fundamentais que foi introduzida nas representagdes de Stern e Rizzo. Na
composi¢do do sistema algébrico global do problema, as varidveis associadas aos
deslocamentos de cada lamina sdo escritas em relagdo a um sistema de coordenadas

globais da estrutura tridimensional, enquanto as varidveis associadas aos esforcos de
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cada lamina sdo escritas a partir do respectivo sistema local de cada lamina. No
acoplamento das laminas, ¢ tomado um eixo, que pode ser entendido como uma
“geratriz”, para aplicar a técnica das sub-regides e, na discretizagdo do problema, sdo
utilizadas interpolagdes constantes e existindo uma restricao pelo fato de se utilizar
solucdes particulares para formular o problema. Em FERNANDES &
VENTURINI(2002), placas enrijecidas por vigas sdo analisadas utilizando-se duas
abordagens. Na primeira, a viga ¢ considerada uma regido enrijecida, conduzindo,
portanto, a duas linhas de interacdo placa-viga e com discretizagdo possuindo duas
variaveis por n6. No segundo esquema, o numero de graus de liberdade ¢ reduzido
pela metade ao longo da interface ao assumir-se que o movimento da se¢do
transversal ¢ definido por apenas trés componentes independentes. Representagdes
integrais particulares do problema sdo obtidas diretamente incluindo a interagdo
viga-placa, de forma que as condigdes de compatibilidade e equilibrio sao
automaticamente verificadas. Assim, apos a discretizagdo do problema as incognitas
do problema podem ser determinadas.

Além das representagdes integrais para folhas baseadas em hipdteses
simplificadoras para o continuo (e.g., as teorias de cascas ou de folhas poliédricas),
existem outras que sdo escritas diretamente ou com pequenas adapta¢des no modelo
elastico tridimensional. Um dos primeiros trabalhos a aplicar essa técnica foi
MUKHERJEE & PODDAR (1986). Nesse trabalho, as equacdes integrais,
inicialmente escritas no sistema cartesiano tridimensional, sdo transformadas em
funcdo de um sistema curvilinear especial definido ao longo da superficie média da
casca. Além disso, a partir de hipdteses adicionais para o campo de deslocamentos na
direcdo da espessura, deformagdes e tensdes sdo determinadas no interior da casca.
Ja LIU(1998) aplicou as equagdes integrais de problemas elasticos tridimensionais
diretamente em estruturas poliédricas. Inicialmente, o autor discute que o sistema
algébrico formado por equagdes integrais para problemas de dominios finitos ndo ¢
degenerado quando aplicado em problemas de paredes delgadas. Devido ao fato de
alguns elementos de contorno poderem estar muito proximos de um conjunto de
outros elementos, para garantir o bom desempenho da formulagdo, as quase-
singularidades sdo tratadas aplicando-se uma técnica que utiliza o teorema de Stokes

na vizinhanga da singularidade, transformando a integral quase-singular em uma
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soma de integrais de linha ndo-singulares e fracamente singulares. Em
SOUZA(2001), alguns exemplos numéricos - tanto para elementos estruturais
correntes em edificios(vigas, placas, etc) quanto para casos de cascas esféricas - sdo
mostrados a partir da aplica¢do direta do modelo eléstico tridimensional. Além das
equagdes integrais dos deslocamentos de CRUSE(1969), a representacao do
problema também ¢ modelada via equagdes integrais dos gradientes dos
deslocamentos. Na discretizagdo do problema foram utilizados elementos planos e
interpolagdes constantes, lineares e quadraticas para as varidveis de contorno. O
sistema algébrico foi montado utilizando-se o método regular para o posicionamento
do ponto-fonte.

A formulacdo integral para sélidos tridimensionais ¢ menos restritiva que as
formulagdes integrais obtidas a partir das diversas teorias de ldminas, uma vez que,
em muitos casos - geometria com raios de curvatura finitos, espessura nao-uniforme -
as solugdes das EDPs do problema fundamental ainda estdo indisponiveis. Contudo,
quando a formulagdo de problemas elésticos tridimensionais ¢ aplicada nos casos em
que as solugdes fundamentais dos problemas laminares sdo conhecidas, ela pode
tornar-se contraproducente, uma vez que seus elementos de contorno estdo definidos
no espaco bidimensional e os associados as teorias de lamina sdo representados por
curvas unidimensionais.

Outras formulagdes encontradas na literatura descrevem a anélise de algumas
estruturas particulares em folhas poliédricas, e o problema ¢ modelado utilizando-se
o método dos elementos de contorno combinado com outras técnicas numéricas.

KOMATSU & NAGAI(1982) analisaram sec¢des tubulares retangulares.
Nesse trabalho, a estrutura ¢ dividida em trés regides constituida de uma regido
central e duas extremas. A regido central ¢ modelada pelo Método dos Segmentos de
Parede Fina (MSPF), em que ¢ utilizada a teoria de Vlasov, e a discretizagao ¢ feita
em segmentos tridimensionais cujos graus de liberdade estdo posicionados ao longo
das segdes pertencentes as extremidades de cada segmento. As duas regides extremas
sdo modeladas pelo método dos elementos de contorno e nas linhas de interface entre
o MSPF ¢ o MEC ha necessidade da inclusdao de um elemento de transi¢cdo no MSPF

para possibilitar a aplicacdo das condigdes de equilibrio e de compatibilidade nos
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respectivos graus de liberdade compativeis entre os dois métodos. Assim, um sistema
algébrico que envolve as contribui¢des de ambos os métodos pode ser resolvido.

Ja GALUTA & CHEUNG(1995) modelaram segdes celulares utilizando
uma combinagdo entre os métodos dos elementos finitos e de contorno. Nesse
trabalho, as equagdes integrais classicas de placas sdo escritas para os nos situados
na placa superior, isto é, no tabuleiro da ponte. As regides remanescentes do
problema sd3o modeladas pelo MEF. Os graus de liberdade dos nds associados ao
MEF, situados na interface de regides comuns aos dois métodos, sdo transformados
em parametros nodais compativeis com o MEC. Com isso, a matriz de influéncia
final das incognitas recebe contribui¢des de ambos os métodos.

TANAKA & BERCIN(1998) propuseram uma formulagdo para a analise de
placas enrijecidas por vigas prismaticas de se¢do transversal aberta arbitraria. Nessa
analise, o problema foi dividido em regides enrijecidas ou nao por vigas de se¢do
aberta. A placa foi representada pelas equagdes integrais classicas de Stern e foi
empregada uma teoria de vigas de secdo aberta composta por paredes delgadas
permitindo que as rigidezes - de flexdo, de tor¢do e de empenamento - ¢ a
excentricidade da viga em relagdo ao plano médio da placa fossem levadas em conta.
Nas regides de interface, as condi¢des de compatibilidade e de equilibrio foram
impostas, possibilitando que um sistema algébrico envolvendo as duas técnicas
pudesse ser resolvido. Ainda no problema de placas enrijecidas, CARMO(2001)
utilizou uma combinagdo entre o MEF e o MEC para analisar a influéncia da
excentricidade do centro de gravidade da viga em relagdo ao plano médio das placas.
Nessa formulagdo, os efeitos de membrana e flexdo na lamina sdo representados
respectivamente pelas equacdes de RIZZO(1968) ¢ STERN(1979); a viga ¢
modelada pelo MEF. A partir da compatibilizagdo de deslocamentos e forcas nas
regides de interface e a utilizagdo da técnica de sub-regioes, obtém-se o sistema de
equacgdes final do problema. J4& em WEN et al.(2000), os enrijecedores sdo tratados
como uma forga distribuida em linha aplicada no dominio placa. A representacdo
integral do problema ¢é constituida de cinco equagdes: as duas primeiras incorpora o
efeito de membrana utilizando-se as equagdes classicas de RIZZO(1968). As trés
restantes estdo associadas a representacdo integral de placas que incorpora a

deformagio por cortante descrita em VANDER WEEEN(1982). Para o enrijecedor,
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sao admitidas as hipoteses cldssicas de vigas prismaticas, cujo centro de gravidade
possui uma excentricidade em relacdo plano médio da placa. Apos a discretizagao,
sdo impostas as condi¢des de equilibrio e de compatibilidade de deslocamento nos
pontos nodais comuns entre a viga e placa, de forma que o sistema final fica escrito
apenas em fun¢ao dos nos do contorno e de dominio da placa.

Os problemas de folhas poliedricas sdo analisados na presente formulagdo
utilizando-se duas formula¢des: A primeira denominada de Tetraparamétrica
utiliza duas equacgdes integrais de RIZZ.0(1968) para o regime de membrana e duas
adicionais para problema de flexdo, a partir da representacdo integral de placas
delgadas descrita em STERN(1979). Na segunda formulagdo, chamada de
Hexaparamétrica, sdo utilizadas trés equagdes integrais de placas descritas em
OLIVEIRA NETO & PAIVA (1995), OLIVEIRA NETO(1998) para o regime de
flexdo. Ja os efeitos de membrana sao representados pelas duas equagdes de Rizzo e
por uma terceira equagdo integral adicional, que representa uma rotagdo no plano da
chapa, obtendo-se, com isso, o total de seis equagdes na representacdo integral de
cada lamina plana. Apds a montagem do sistema algébrico de cada lamina, por meio
de uma rotacao conveniente dos sistemas de eixos, e aplicando-se as técnicas de sub-
regido, um sistema algébrico global da estrutura ¢ obtido. Apds a imposicao das
condicdes de contorno e a resolugdo do sistema algébrico, as variaveis do contorno
de cada lamina s3o determinadas. E, a partir dessas, os deslocamentos, os esforgos ¢
as tensdes podem ser calculados no dominio de cada lamina.

Embora as técnicas numéricas aplicadas as equagdes integrais para problemas
elasticos tenham recebido grande atencdo durante a década de 1960, as primeiras
formulagdes para a analise de problemas fisicamente ndo-lineares s6 apareceram na
década posterior.

Um dos trabalhos pioneiros nesse campo foi apresentado por SWEDLOW &
CRUSE(1971). Nesse trabalho, os autores estenderam a identidade de Somigliana
para problemas tridimensionais incorporando um fluxo plastico. Além disso, foram
admitidas as hipoteses da associatividade para o fluxo pléstico e da superficie de
plastificagdo evoluindo segundo um encruamento iso6tropo. Embora esse trabalho

tenha sido o marco inicial da utilizacdo de representacdes integrais diretas para
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problemas ineldsticos, tanto as equagles integrais para tensdes quanto as
discretizacdes do problema ndo foram apresentadas.

A aplicagdo efetiva de técnicas numéricas para a solucdo do problema
elastoplastico s6 foi apresentada com a publicagdio do trabalho de
RICCARDELLA(1973). Nesse trabalho  foram  estudados  problemas
bidimensionais. Além da representacdo integral para os deslocamentos, foi escrita
uma versdo incompleta da equagdo integral das tensdes para pontos internos. Os
problemas na diferenciagdo da integral de dominio, associados a parcela plastica,
foram corretamente evitados utilizando-se uma técnica de integrar analiticamente o
termo plastico primeiro, € sO entdo partiu-se para a obten¢do das derivadas
requeridas. Esse procedimento foi facilmente aplicado devido a utilizagdo de uma
funcdo constante para a interpolacdo das deformagdes plasticas. A resolucdo do
sistema algébrico foi obtida por intermédio da aplicagdo de uma técnica implicita
trabalhosa e alguns exemplos numéricos foram apresentados.

MENDELSON(1973) apresentou e discutiu diferentes formulagdes integrais
para problemas elastoplasticos empregando os métodos indireto e direto. Para esse
ultimo foram apresentadas as representacdes integrais para os deslocamentos e
tensdes envolvendo problemas bi e tridimensionais. As expressdes para as tensdes
apresentavam algumas incorre¢des associadas ao termo de deformagdo plastica.
MENDELSON & ALBERS(1975) estenderam e implementaram a formulagdo de
1973 para a andlise de alguns problemas, tais como tor¢do de barras prismaticas,
flexdo simples de problemas com reentrancias e foi admitida que o material ¢ regido
pelo modelo de Mises e pelas hipoteses de encruamento por deformacdo.

Dois anos depois, MUKHERJEE(1977) empregou uma técnica para o
problema termoelastoplastico bidimensional. Uns dos principais fundamentos dessa
formulacao estd associado a admissao de incompressibilidade para as deformacgdes
do fluxo pléastico. Os autores corrigiram uma técnica utilizada por
MENDELSON(1975), em que uma identidade para problemas bidimensionais foi
obtida utilizando-se uma adaptagdo incorreta da representacdo para problemas
inelasticos tridimensionais para os problemas analisados em duas dimensdes. Em
seguida, a representacdo integral para as tensdes foi obtida por meio de

diferenciagdes a partir da equacdo integral corrigida dos deslocamentos e das
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relagdes tensao-deformacao utilizando-se as hipdteses do problema em campo inicial
de deformacdes. Ao admitir-se a incompressibilidade das deformacdes plasticas, a
aplicacdo da representacdo tornou-se restrita a modelos em que a dilatagdo pléstica
ndo ¢ permitida, por exemplo, o de Von Mises . Outra restricao dessa formulagdo ¢
que a representagdo integral para as tensdes foi escrita de forma incompleta,
decorrente de problemas ocorridos na manipulagdo matematica do termo associado a
integral de dominio inelastica.

Apenas no final da década de 1970, ¢ que a diferenciagdo da integral de
dominio plastico foi corretamente representada com o trabalho de BUI(1978). Nesse
artigo, foram analisados problemas tridimensionais com campos iniciais. O autor
utilizou os conceitos de diferenciagdo de integrais singulares, apresentados por
MIKHLIN(1962,1965), para escrever a representacdo integral completa dos
gradientes de deslocamentos, em que foram explicitados os coeficientes dos termos
livres de integral associados aos campos iniciais. Na formulagdo apresentada, o fluxo
plastico ¢ admitido como incompressivel e o problema também pode estar submetido
a um campo inicial térmico desacoplado. Também foi estudado um problema de
inclusdo esférica em um meio semi-infinito submetida a um campo inicial térmico
constante, cuja solugdo ¢ obtida analiticamente e comparada com aquela fornecida
pela representacdo integral completa, demonstrando-se que, sem os termos livres
associados aos campos iniciais, as equacoes integrais estavam incorretas.

No ano seguinte, o primeiro trabalho que utilizou as representagdes integrais
completas para os problemas elastoplasticos bidimensionais foi apresentado em
TELLES & BREBBIA (1979). Nesse artigo, as equagdes integrais bidimensionais
sdo escritas levando-se em conta campos iniciais de deformagdo plastica e a partir
do problema tridimensional com uma restrigdo a dilatagdo do fluxo plastico,
semelhante a técnica empregada em MUKHERJEE(1977). Para a diferenciagcdo do
termo plastico, foram utilizadas as técnicas de Mikhlin conforme apontado por Bui.

Neste mesmo ano, BANERJEE et al.(1979) apresentaram uma formulagao
direta do BEM envolvendo campos iniciais em tensdo. Nesse trabalho, as
deformacdes nao sdo calculadas com o emprego da representacdo integral dos
gradientes e, sim, a partir da diferencas finitas dos valores nodais dos deslocamentos.

Na discretizacdo do problema, sdo utilizadas func¢des interpoladoras lineares para as
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variaveis de contorno do problema. No algoritmo para a resolugdao do sistema de
equacdo ndo-linear ¢ utilizada a mesma estratégia empregada por ZIENKIEWICZ
et al. (1969) no método dos elementos finitos. Sao utilizados dois modelos para o
encruamento do material, dos quais o primeiro esta associado a expansao estatica da
superficie de carregamento segundo as hipoteses do encruamento isotropo. O
segundo modelo estd associado a uma translacdo de corpo rigido da superficie de
carregamento utilizando-se o modelo de ZIEGLER(1959), que ¢ obtido a partir da
introducgdo de algumas modificagdes no de PRAGER(1955). Os autores analisaram
quatro exemplos, dos quais os trés primeiros estdo associados a um carregamento
monotonico crescente. O primeiro consiste de um cilindro espesso pressurizado e
regido por um modelo de plasticidade ideal. O segundo estd associado a flexdo de
fundagdo apoiada em um semi-espago elastopldstico, em que tanto a plasticidade
perfeita quanto o encruamento positivo e negativo sdo modelados. O terceiro
exemplo estd associado a um cubo imerso no semi-espago. O Gltimo consiste em uma
estaca lateralmente carregada sob um regime ciclico, considerando-se ora o problema
fundamental de Kelvin, ora o de Mindlin.

No inicio da década de 1980, TELLES & BREBBIA (1981a)
implementaram as representagdes integrais, para o problema da elastoplasticidade
bidimensional, escritas levando-se em conta campos iniciais de deformacdo plastica
incompressivel apresentadas no trabalho de 1979. Na discretizagdo do problema
foram utilizadas fungdes lineares tanto para os elementos de contorno quanto para as
c¢lulas. Para o céalculo das integrais de dominio foi utilizada uma técnica semi-
analitica, em que a ordem das singularidades dos kernels é reduzida de um grau. E
admitido que o fluxo plastico seja regido pelo modelo de Von Mises, e a evolugdo da
superficie de plastificacdo sob as hipoteses do encruamento isétropo por deformagao.
Dois exemplos numéricos sdo apresentados respectivamente para os estados planos
de tensdo e deformagdo. Ao assumir a incompressibilidade das deformacdes
plésticas, a aplicacdo dessa formulacdo ficou restrita a casos em que o fluxo pléstico
¢ deviatorico. A analise de problemas submetidos a um regime de encruamento
negativo também se tornou proibitiva devido a adog¢do de encruamento por
deformacao para o material.

TELLES.& BREBBIA (1981b) apresentaram uma representagdo integral
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elastoplastica para problemas envolvendo semiplanos. Nas equagdes integrais,
desses problemas para o regime elastico, sdo utilizados kernels para os
deslocamentos e forcas de superficie a partir de adaptagdes das solucdes
fundamentais de MELAN (1934) para tensdes. Para a obtencdo da representagdo
integral das tensdes, ¢ utilizado o conceito de MIKHLIN(1965) para as
diferenciagdes das integrais, obedecendo-se o contorno livre de forcas de superficie
do problema fundamental. O fluxo plastico ¢ assumido como deviatérico, € a
superficie de plastificagdo ¢ regida pelo modelo de Von Mises; a estratégia adotada
para a resolugdo do sistema algébrico quase-linear ¢ a mesma utilizada por
MENDELSON(1973), em que ¢ empregada a formulacdo em deformagdes iniciais.
Para o caso de campos iniciais em tensdes, em que sdo utilizadas as superficie de
plastificagdo de Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager, a técnica de
resolucdo do sistema algébrico ¢ semelhante aquela apresentada por Zienkiewicz
para o método dos elementos finitos. A discretizagdo do problema ¢ feita utilizando-
se funcdes de forma lineares tanto para os elementos de contorno quanto para as
células, e sdo modelados dois exemplos, dos quais o primeiro envolve uma fundagio
longa e o segundo ¢ associado a um tanel, cuja se¢do transversal ¢ composta por
arcos abatidos. Em VENTURINI(1982), ¢ apresentada uma formulagio para campos
em que algumas ndo-linearidades fisicas(elastoplasticidade e
elasto/viscoplasticidade) sdo assumidas como campos inicias. Esse trabalho ¢ voltado
principalmente para problemas sob as hipdteses da formulagdo completa de
problemas bidimensionais, constituida pelo estado plano de tensdo, estado plano de
deformagdo e o estado de deformagdo completo. Algumas andlises numéricas sao
feitas para aplicagcdes em problemas de tuneis e atirantamento de encostas.

TELLES & BREBBIA (1981c¢) discutem um procedimento para a
discretizagdo das representagdes integrais para o problema elastopléstico
tridimensional. As células sdo divididas em tetraedros e, para o calculo das integrais
de dominio plésticas, ¢ utilizada uma analogia da técnica semi-analitica
bidimensional adaptada para os problemas tridimensionais, e fungdes interpoladoras
constantes sdo utilizadas para todas as variaveis e termos de dominio. Os modelos
para o material e o algoritmo de solu¢do do problema sdo semelhantes ao aplicado no

artigo de TELLES & BREBBIA (1981b). Embora sejam descritos os processos de
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discretizagado, tratamento das integrais singulares e estratégia de resolugdo do sistema
algébrico, nenhum exemplo numérico ¢ apresentado.

Nesse mesmo ano, TANAKA & TANAKA(1981) apresentaram uma
estratégia para a solucdo do problema elastoplastico tridimensional sem
procedimentos iterativos. A equacdo de equilibrio do problema ¢ transformada em
um sistema de equagdes integrais no dominio e no contorno. Apds a discretizagdo do
problema, além dos valores nodais das varidveis do contorno, os deslocamentos
nodais das células também sdo utilizados como incognitas na representacao algébrica
do problema. Por meio de manipulagdes algébricas nessa representacdo, um sistema
¢ escrito de tal forma que as incognitas do contorno e do dominio sido reunidas em
um unico vetor, cuja solucdo ¢ obtida utilizando-se um algoritmo incremental, que
dispensa operacdes iterativas. Nesse artigo, nenhum exemplo numérico ¢
apresentado.

Um ano depois, PALIZZOTO (1982) apresentou uma formulacdo em que o
campo das tensdes, para pontos de dominio, pode ser obtido diretamente das
varidveis de contorno dispensando-se a utilizagdo da representagdo integral de
deslocamento. A representagdo integral para as tensoes ¢ obtida utilizando-se apenas
o conceito, introduzido por Somigliana, de deformagdes concentradas aplicadas no
problema fundamental. Os autores descreveram uma relacdo entre os kernels
utilizados na formulag@o proposta e na técnica classica, que utiliza for¢a concentrada
no problema fundamental. Contudo, nenhum exemplo numérico foi apresentado.

O MEC foi aplicado por POTR(1987) em problemas bidimensionais
termoelastoplasticos, que envolvem campos iniciais de tensdo e de temperatura
desacoplados. Com o auxilio do teorema da reciprocidade, uma representacdo
integral ¢ escrita para um campo de tensdo gerado por agdes mecanicas ¢ de
temperatura. Na representacdo das tensdes no contorno, sdo utilizados dois
procedimentos: o primeiro consiste em equagdes integrais para uma parte de suas
componentes; o segundo baseia-se na obten¢do das demais componentes a partir dos
valores nodais de deslocamentos. O algoritmo para a solugdo do sistema algébrico
segue a mesma estratégia daquele apresentado por MENDELSON(1968). No
trabalho de Potr, uma chapa ¢ analisada, para um fluxo plastico gerado apenas por

uma acdo térmica, ¢ a evolucdo das regides plasticas ¢ mapeada para determinadas
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temperaturas no intervalo de variagdao de 20 ° C a 500 ° C.

BANERJEE & RAVEENDRA(1986a) formularam o problema
elastoplastico bi e tridimensional utilizando uma discretizacdo isoparamétrica
quadratica e um algoritmo para acelerar a convergéncia da analise. O algoritmo de
solucao do sistema ndo-linear em tensoes iniciais € alterado de modo que a curva das
tensdes reais, obtida no incremento de carga anterior, ¢ usada para extrapolar as
tensdes plasticas no inicio do incremento corrente, antes das operacgdes iterativas.
Uma extensdo desse trabalho foi apresentada em BANERJEE et al.(1986b) para
incorporar carregamentos ciclicos. Dois modelos sdo utilizados para o encruamento
do material: o primeiro assume uma expansdo isoOtropa para a superficie de
carregamento envolvendo o modelo de encruamento por deformacdo com a
superficie de Von Mises; a segunda abordagem assume uma translagdo da superficie
de carregamento envolvendo o modelo de duas superficies descrito em
MROZ(1967), que permite uma transi¢do suave do comportamento eldstico para o
pléstico. J& em BANERJEE & RAVEENDRA(1987), foi apresentado um algoritmo
incremental ndo-iterativo para o problema elastoplastico bidimensional a partir do
trabalho de 1986(a) desses autores. Por meio de algumas manipulacdes das relagdes
constitutivas elastoplasticas na representacdo algébrica do problema, as operacdes
iterativas sdo eliminadas do procedimento utilizado na solugdo do sistema de
equagdes final.

Em VENTURINI(1988), sao discutidas formulagdes que permitem levar em
conta comportamentos elastopldsticos e viscoplasticos - assumidos como campos
iniciais em tensdo - para alguns problemas bidimensionais, destacando-se abordagens
alternativas para a modulagdo de juntas com ou sem a introducdo de elementos
especiais.

TANG & KITCHING(1993) formularam uma abordagem direta para o
problema elastoplastico utilizando varidveis complexas. As representacdes integrais
diretas sdo escritas envolvendo campos iniciais em tensdo; os kernels dos problemas
sdo expressos em fungdo de solugdes fundamentais de potenciais complexos. Para os
problemas analisados nesse artigo, essas solu¢des envolvem dois casos. O primeiro
estd associado a um plano infinito, em que as solugdes dos potenciais complexos

podem ser utilizadas para obter os kernels de Kelvin; o segundo estd associado a um
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plano infinito com orificio circular, cujos kernels podem ser obtidos pela
superposi¢do das solugdes dos potenciais complexos do plano infinito com as
respectivas solugdes de suas imagens ao longo do orificio. Um exemplo de uma
chapa com um orificio é apresentado via estado plano de tensdo, e os resultados sdo
comparados tanto com outras formulagcdes como com dados experimentais. Outro
exemplo analisado envolve uma chapa infinita para o caso em que o carregamento ¢
aplicado ao longo do contorno do orificio; para o material ¢ admitida uma superficie
de carregamento elastoplastica perfeita utilizando-se o modelo de Von Mises.

Algumas formulagdes para o problema elastoplastico foram direcionadas
principalmente para a aumentar a eficiéncia do célculo da integral do termo pléstico.
MATSUMOTO & YUUKI(1986) empregaram expressdes analiticas para as
integrais de dominio plasticas para o problema bidimensional. Na representagdo
integral dos deslocamentos, a integral de dominio associada a parte singular dos
kernels foi escrita como um somatorio de funcdes auxiliares. As expressdes
analiticas para essas funcdes sdo obtidas com o auxilio de um aplicativo
matematico(software) para o calculo das integrais, em que as singularidades dos
integrandos primitivos foram decrescidas de um grau por intermédio da utilizagao de
um sistema de referéncia triangular em coordenadas polares. Na representagdao
integral das tensdes, a integra¢do sobre a parte singular da integral de dominio ¢
obtida pela diferenciacdo das fungdes auxiliares combinadas com as relagdes
constitutivas. Embora os valores das fung¢des auxiliares sejam explicitamente
mostrados no artigo, o mesmo ndo ocorre com os valores de suas derivadas. Dois
exemplos sdo mostrados para problemas de cilindro espesso pressurizado. No
primeiro exemplo, admitiu-se que o problema estd submetido a um campo em
deformacgdes iniciais e que o carregamento externo ¢ aplicado integralmente em um
unico incremento. O segundo exemplo foi analisado para casos em que a superficie
de plastifica¢do era perfeitamente plastica, e o carregamento externo foi aplicado em
incrementos; a solu¢do do sistema algébrico foi obtida utilizando-se um algoritmo
incremental-iterativo.

HENRY & BANERJEE (1988) apresentaram uma formulagdo em que a
integral plastica de dominio ¢ substituida por integrais particulares, que ndo

requerem integracdo no dominio. A solucgdo geral do problema ¢ obtida utilizando-se
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a superposi¢ao da solucdo homogénea, que envolve apenas o problema elastico
linear, e uma solucdo particular para o problema elastoplastico. A solugdo particular
¢ assumida como uma forca volumétrica na equacdo de Navier e escrita em termos
das componentes do vetor de Galerkin. Em CISILINO et al.(1998), ¢
apresentada uma formulacdo para alguns problemas elastoplédsticos que envolvem
campos iniciais em deformagdes. Os valores principais das integrais de dominio sdo
calculados por meio de uma técnica apresentada por ALIABADI et al. (1985), em
que s3o aplicadas expansdes de Taylor sobre os kernels para o tratamento das
singularidades. As tensdes no contorno sao determinadas a partir de diferenciagdes
das fungdes de forma dos deslocamentos, e sdo utilizadas aproximacdes
isoparamétricas para as variaveis de contorno. E apresentado um exemplo de cilindro
espesso pressurizado, em que a plasticidade ¢ admitida como ideal. Um outro
exemplo ¢ o de uma chapa com um orificio, utilizando-se o modelo is6tropo com
encruamento por deformacao.

O problema elastoplastico bidimensional foi descrito em OCHIAI &
KOBAYASHI(1998) utilizando-se uma técnica do método da reciprocidade
multipla. Uma abordagem do problema elastoplastico bidimensional em tensodes
iniciais, com a eliminacdo da discretizacdo do dominio, ¢ obtida a partir da extensao
da formulagdo proposta por OCHIAI & SEKYIA(1995) para o problema
bidimensional de condu¢do de calor forcada. Nessa técnica, as distribuigdes
arbitrarias da fonte interna de calor sdo interpoladas por equagdes integrais de
contorno construidas a partir da aplicagdo da segunda identidade de Green e
envolvendo fungdes poliarmdnicas. Um cilindro espesso pressurizado ¢ analisado
para uma superficie de carregamento perfeitamente pléstica e regida pelo modelo de
Von Mises.

Alguns procedimentos de regularizagdo foram aplicados aos problemas nao-
elasticos. Em NING(1992), o problema elastoplastico ¢ formulado a partir da
extensao da representacdo integral regularizada elastica de GHOSH et al.(1986) para
problemas com campos iniciais. Essa técnica conduz a obtencdo das tensdes no
contorno diretamente das equagdes integrais que envolvem singularidades mais
brandas. HUBER et al.(1996) implementaram uma representagdo integral

regularizada das tensdes. As tensdes no contorno sdo obtidas a partir da técnica de
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regularizacao de integrais fortes e hipersingulares proposta por GUIGGIANI et al.
(1992) combinada com a abordagem empregada em DALLNER & KUHN(1993).
Na discretizagdo, ¢ utilizada uma interpolacdo isoparamétrica quadratica. Na
avaliacdo do desempenho da técnica, sdo apresentados dois exemplos: o primeiro
para uma chapa tensionada com um orificio em seu centro; o segundo para um
problema da mecanica da fratura.

Um outro tipo de problema que tem sido abordado por muitos pesquisadores
estd relacionado com a andlise fisicamente ndo-linear de placas. MORJARIA &
MUKHERJEE(1980) apresentaram uma formulacdo semidireta, em que o
deslocamento transversal em regime inelastico ¢ dependente do tempo. A equagdo
diferencial de placas, envolvendo as contribui¢des eldsticas e as inelasticas, ¢
transformada em duas equagdes integrais acopladas: a primeira estd associada ao
deslocamento transversal; a segunda estd associada ao Laplaciano dos
deslocamentos, que restringe a aplicacdo dessa formulagdo a problemas com
condigdes de contorno particulares, principalmente aquelas em que as curvaturas no
contorno sdo nulas. Na discretizagdo do problema, sdo utilizadas fun¢des de forma
lineares para as variaveis do contorno e uma quadratica para os termos de dominio
em cada célula triangular. O fluxo pléstico ¢ regido pelo modelo de HART(1976),
em que se admite a dilatagdo como eléstica.

Alguns pesquisadores apresentaram formula¢des diretas para o problema
elastoplastico de placas. MOSHAIOV & VORUS(1986a) estenderam o problema
de flexdo de placas de Stern para campos iniciais em momentos plasticos. Admite-se
que o fluxo plastico ¢ regido pelas hipoteses do modelo de Von Mises. Na
discretizacdo do problema, sdo utilizadas fungdes interpoladoras constantes e para a
avaliagdo numérica da formulagdo sdo apresentados problemas com dois tipos de
geometria: o primeiro envolve placas circulares engastadas, com o material regido
pelos modelos de plasticidade perfeita e encruamento isotropo linear; o segundo esta
associado a uma placa quadrada engastada submetida a um carregamento distribuido
monotonicamente crescente utilizando-se o modelo de encruamento isétropo.

Neste mesmo ano, MOSHAIOV & VORUS(1986b) estenderam a
formulacgdo elastoplastica de placas do trabalho (1986a) para alguns problemas em

que os efeitos térmicos introduzem perturbagdes nas hipdteses associadas a
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homogeneidade do modelo primitivo. No desenvolvimento da formulagdo, ¢
admitido que a nao-homogeneidade ¢ introduzida apenas ao longo da direcdo da
espessura, e a equacdo diferencial global do problema ¢ transformada em equacdes
de integrais de contorno utilizando-se convenientemente a identidade de Rayleigh-
Green. Quatro anos depois, CHUEIRI(1994) apresentou uma formulagdo
envolvendo momentos iniciais, em que a representacdo integral era composta de duas
equacdes integrais em deslocamento. Na discretizagdo, foram utilizadas funcdes
quadraticas para os elementos de contorno, e interpolacdes lineares para as células.
Para a representacao da superficie de plastificagdo, foram admitidos os modelos de
Mises e Tresca. Um modelo simplificado para o concreto armado, descrito em
CORREA(1991), foi implementado na formulagdo. Na analise numérica, foi
modelada uma placa simplesmente apoiada, em que o fluxo inelastico ¢ regido por
uma superficie perfeitamente plastica. Outra analise foi apresentada para uma placa
de concreto armado e os resultados numéricos da formulagao foram comparados com
valores obtidos experimentalmente. FERNANDES(1998), incorporou na formulagao
de CHUIERI(1994) o modelo de MAZARS(1984) para a perda de rigidez devido a
danificac¢ao do concreto. Ja em BACARJI(2001), ¢ proposta uma analise fisicamente
ndo-linear para pavimentos de edificios utilizando-se o MEC - a partir da
incorporacdo de modelos constitutivos do concreto e do aco nas técnicas adotadas
por RIBEIRO(1992) ¢ SILVA(1996) para representar o problema de flexdo sob as
hipoteses de Reissner.

J& em SONG & MUKHERJEE(1989), problemas elastoplasticos sdo
analisados utilizando-se uma extensdo do modelo de trés equacgdes integrais para
problemas elasticos inicialmente proposto em DU et al. (1984). Alguns exemplos sdo
apresentados, principalmente, envolvendo casos de placas quadradas com algumas
configuragdes de vinculagdes tais como: simplesmente apoiada, engastada,
apoidada/engastada.

A andlise numérica de folhas em regime elastoplastico tem recebido uma
timida atengdo dos pesquisadores, quando comparada com o intenso estudo de
solucdes numéricas para outros problemas da engenharia estrutural. At¢ mesmo em
formulagdes envolvendo o MEF, o nimero de publicagdes para esses problemas nao

¢ grande. Tal fato também pode ser estendido a analise desses problemas pelo MEC.
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Em MUKHERJEE & PODDAR (1989), ¢ encontrada uma extensao da formulagao
elastica descrita no trabalho de 1986 (em que as equacdes integrais para problemas
tridimensionais escritas no sistema cartesiano sao transformadas em fun¢dao de um
sistema curvilinear especial associada a superficie média da casca) para problemas
inelasticos € um exemplo ¢ modelado envolvendo a andlise elastoviscoplastica de um
cilindro submetido a uma variagdo linear da pressdo interna.

Neste presente trabalho, as técnicas empregadas nas formulacdes tetra e
hexaparamétrica para o regime elastico sdo estendidas e aplicadas em problemas
elastoplasticos com geometria composta por laminas coplanares de espessuras

constantes utilizando-se os modelos classicos disponiveis na literatura.
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTOSTATICA LINEAR
2.1) Introducao
Neste capitulo, inicialmente, sdo apresentadas as relagdes bésicas da teoria da
elasticidade linear, em especial, envolvendo os problemas bidimensionais
representados pelas laminas isoladas. Finalizando o capitulo, sdo apresentados os
problemas fundamentais elasticos tri e bidimensionais e suas respectivas solucdes.
2.2) Generalidades
Um sistema estrutural pode ser composto por uma ou mais categoria de
elementos estruturais. Tais categorias podem ser classificadas em trés grupos, a
saber:
Elementos lineares: quando uma das dimensdes ¢ bem maior que as demais.
Elementos de superficie: quando uma das dimensdes ¢ desprezivel ao ser
comparada as demais.
Elementos volumétricos ou tridimensionais: quando todas as dimensoes tém
a mesma ordem de grandeza.
Geometricamente, a lamina ¢ um elemento estrutural de superficie, que
satisfaz a seguintes prescrigoes:
a) E limitada por duas superficies planas, onde o plano eqiiidistante entre elas é
chamado plano médio.
b) A distancia entre as superficies simétricas ao plano médio, chamada de espessura,
ndo necessariamente constante, ¢ pequena quando comparada as demais dimensoes,
caracterizando-se um elemento de superficie.
A lamina recebe a seguinte classificagdo em relacdo as propriedades do
material constituinte, a saber:
Anisotropa: quando apresenta propriedades diferentes em qualquer direcao.
Isotropa: quando apresenta as mesmas propriedades em qualquer direcao.
Pode-se ainda, classificar a ldmina quanto as acdes, a saber:
Chapa: a 1amina plana ¢ solicitada segundo as dire¢des do plano médio.
Placa: a lamina plana ¢ solicitada segundo transversalmente ao plano médio.
Alguns autores ainda classificam a placa, segundo a relagdo entre a espessura

(h) e a dimensdo do menor lado (a), e sugerem os seguintes valores limites:
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Muito delgada: % <001 .
Delgada: 0,01 < % <0,2.

Espessa: % >0,2.

A analise classica do comportamento mecanico macroscopico de um corpo
solido submetido a configuragdes de acdes de naturezas diversas, em geral, visa
determinar o efeito dessas “perturbagdes” sob trés aspectos, isto €é: o campo dos
deslocamentos, o campo das deformagcoes e o campo das tensées. Segundo
LOVE((1944) “Tem-se que distinguir dois estados de um corpo -0 primeiro e o
segundo. As particulas do corpo passam de suas posi¢des iniciais no primeiro estado
para posicoes finais no segundo estado através de um deslocamento.” Se qualquer
distancia entre as particulas sofrer alteracdo, isto ¢, implicar uma mudan¢a da forma
ao passar do primeiro para o segundo estado, diz-se que o corpo sofreu deformacdo.
Essa mudanca de forma do corpo mobiliza forc¢as internas entre as particulas
caracterizando-se o campo das fensdes. Em geral, as equacdes para descricdo do
comportamento do problema podem ser classificadas em trés categorias, a saber:
a)Condigoes de equilibrio.
b)Relagdes deformagdo-deslocamento.
c¢)Reologia.

As equagoes terdo de satisfazer as condi¢des de equilibrio uma vez que ¢
desta forma que todas as forgas admitidas presentes no problema estardo verificadas.
O equacionamento do problema também ¢ afetado pelas relagcdes deformacao-
deslocamento uma vez que essas indicam a maneira em que as deformagdes sao
medidas a partir dos deslocamentos. A reologia ou lei constitutiva, ou ainda as
relacdes tensao-deformacao descrevem a evolugdo das tensdes em funcao do estado

de deformagdes presente no problema.

2.3) Relacoes elementares da teoria da elasticidade
Uma das abordagens macroscopicas empregadas para descrigdo do

comportamento dos corpos solidos ¢ a teoria da elasticidade.
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Inicialmente, as hipodteses dessa teoria sdo aplicadas a corpos tridimensionais
e em seguida, algumas simplificagdes adicionais sdo introduzidas nesse problema a

fim de abordar os corpos bidimensionais.

2.3.1) Problema tridimensional
Seja um corpo tridimensional tendo associado a ele um sistema de referéncia

cartesiano dextrogiro (xj Xy, x3) e as componentes de deslocamento (u JoU,, U 3)

conforme indicado na figura 2.1.

Cy

Xa

Figura 2.1- Deslocamentos segundo as dire¢des dos eixos cartesianos.

Definido o campo de deslocamentos, uma alternativa para o equacionamento
das relagdes deformacao-deslocamento ¢ admiti-las sob as hipoteses do tensor de

pequenas deformagdes conhecido como tensor de Cauchy , isto é:
1 2.1
£ :—(u“+u“); i,j=123 @D
2 1] Il

Conforme citado anteriormente, uma outra entidade empregada para a
descri¢ao do comportamento do solido estd associada as relagdes tensdo-deformagao.
Um dos modelos para a reologia do material ¢ fundamentado nas hipdteses da teoria
da elasticidade linear, a saber:

a) Material homogéneo e continuo.
b) Relagdo linear entre os campos das deformacoes e das tensoes
¢) Material ao ser solicitado, deforma-se; aliviado dessa ag¢do, retorna a sua

posicdo inicial antes da solicitagdo.
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Na figura 2.2, um estado de tensdo ¢ mostrado segundo um sistema de

referéncia (x 10X, x3) para um elemento infinitesimal.

X
‘ %
A%z
0
4}2
g
v ‘@3 12
>
W 0
32
» 0
X 0 O3
3 . 31
33

Figura 2.2-Estado de tensdes em um elemento infinitesimal

O regime elastico linear, sob uma transformagao isotérmica, ¢ regido pela lei

de Hooke, isto é:

o =C

if ijmq gmq >

i,jmg=12 (2.2)
onde o tensor Cy,,, para casos de materiais elasticos e isétropos ¢ dado por:

W:f?aﬁﬁﬁwﬁﬂﬁﬁﬁ i, jmg=1.2
—zV

(2.3)

emque o, &; € O, sdo as componentes das tensdes, das deformagdes € o delta de

Kronecker, respectivamente. O modulo de elasticidade transversal G esté relacionado
com o modulo de elasticidade longitudinal E e com o coeficiente de Poisson v pela
seguinte expressao:

E (2.4)

=0

Quando houver forcas de volume que ndo produzam momentos distribuidos

por unidade de volume', a simetria do tensor das tensdes pode ser obtida por meio

"Em REISSNER(1944), sdo discutidos alguns problemas que produzem momentos por unidade de
volume
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das condi¢des de equilibrio dos momentos no elemento infinitesimal mostradas na

figura 2.2, isto é:

o, =0; i,j=1,23 (2.5)

Em um ponto na superficie do corpo, sujeito a um campo de tensdes, uma

relagdo entre as componentes de forcas de superficie p, e de tensdes o; pode ser

escrita a partir de equacdes conhecidas como formula de tensdo de Cauchy, isto é:

P, =0;n;; i,j=1,2,3 (2.6)

onde 7, € o co-seno diretor da normal a superficie no ponto.
Impondo-se as condigdes de equilibrio estatico no elemento mostrado na

figura 2.1, obtém-se as equagdes de equilibrio da elastostatica dadas por:

o, +b=0; i,j=123 (2.7)

onde b, sdo as componentes das forcas volumétricas segundo as trés dire¢des dos
eixos cartesianos.
Levando-se as equacdes (2.1) e (2.2) na equacdo de equilibrio(2.7), obtém-se

a equacgdo de Navier :

| 28
! u.,..+u.‘u+%:0; i, j=123 29

2.3.2) Problema bidimensional

A teoria da elastostitica aplicada a problemas bidimensionais pode ser
abordada a partir de restricdes aplicadas nas hipoteses dos corpos tridimensionais.
Uma das opg¢des de abordagem ¢ o Estado Plano de Deformaciao(EPD). A restrigdo
caracteristica para a obtencdo desse tipo de analise ¢ admitir ser nula a deformacao
atuante em uma mesma dire¢do e sentido do eixo longitudinal do problema. Em
geral, na literatura, ¢ eleito o eixo x,, com isso, tem-se que &;; =0. Os problemas
analisados segundo essa hipotese sdo representados por corpos onde uma das

dimensdes ¢ muito superior as demais ¢ submetidos a agdes perpendiculares ao seu

eixo longitudinal e constantes ao longo de seu comprimento. Os exemplos classicos
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desses problemas sdo as barragens de usinas hidrelétricas, tubulagdes sob pressao, e

outros. Substituindo-se a deforma¢do nula &;; em (2.2), obtém-se uma equacdo

similar a essa tiltima, contudo a variagio dos indices (i, j,k) fica restrita aos valores
1 e 2. As equagdes de equilibrio e as de Navier para o EPD podem ser escritas de
uma forma andloga a (2.7) e (2.8), respectivamente. Necessitando-se apenas um
ajuste no intervalo da variagao dos indices, conforme comentado anteriormente.
Outra abordagem para a analise de corpos bidimensionais ¢ o Estado Plano
de Tensdo (EPT). A restricao caracteristica desse tipo de abordagem ¢ admitir ser
nula a tensdo atuante na direcao e sentido do eixo perpendicular ao plano médio, por
exemplo, a diregdox,. Os problemas representados por esse tipo de hipdtese sdo
aqueles que possuem uma das dimensdes muito menor que as demais. Os exemplos
classicos sdo os diversos tipos de estruturas de coberturas em membranas. Ao

substituir o, =0 em (2.2), obtém-se uma relagdo tensdo-deformagao como:

o,=Cwme,; 1i,jmg=12 (2.9)

if
onde

— 2Gv

2.1
C = (2.10)

58, +G(6,5,+5,8,); ijmg=12

-V

J& que a introdugdo das hipdteses do EPT promoveu alteragdes na
representacdo matematica da reologia problema, a equacdo de Navier também deve

ser ajustada a novas condicdes, passando a ser escrita como:

2.11)

b
u, +u, +—=0, i,j=12
I-v 7 "G

2.3.3) Teoria de chapas
Conforme descrito na defini¢do geométrica das laminas, elas sdo delimitadas
por duas superficies planas, caracterizando-se, com isso, uma das dimensdes do

problema: a espessura. Sendo as chapas um subconjunto das laminas planas, que tém
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carregamentos aplicados apenas na direcdo de seus planos médios, € necessario
adaptar o equacionamento dos estados planos para incorporar uma dada espessura
finita ¢.
As resultantes de tens@o por unidade de comprimento da chapa podem ser
escritas a partir do campo de tensdes submetido ao corpo:
7
2
N; = jai/'dx3; i,j=12
A

(2.12)

Admitindo-se que as tensdes estdo uniformemente distribuidas ao longo da

espessura ¢, logo a equagao (2.12) pode ser expressa mais simplesmente por:
N, =to;; i,j=12 (2.13)

Em um ponto na superficie do corpo, uma relacdo entre as forcas de

superficie e as resultantes de tensdo pode ser estabelecida como:

f,=N.n

ity

i, j=12 (2.14)

As relagdes resultantes de tensdo-deformacdo podem ser escritas
substituindo-se as equagdes (2.3) ou (2.9) em (2.13), conforme o estado plano
analisado. No entanto, ambos podem ser genericamente representados se for

associado a cada estado plano um coeficiente de Poisson aparente v, . Com isso, a

equacdo (2.13) pode ser escrita a partir de (2.3), a saber:

N,=tC, ¢&.. 1ijmg=12 (2.15)

2Gv (

onde C,, :ﬁ&ﬁmq +G (5,9, +5iq5jm);convém ressaltar que no caso de
P

EPD tem-se v,=v e para o EPT, o coeficiente de Poisson aparente vale

Vo

= ; . A representacdo matematica do modulo de elasticidade transversal G
+v

permanece invariante em ambos estados planos.
A equacgdo de equilibrio de chapas pode ser obtida impondo-se as condigdes

de equilibrio estatico no elemento mostrado na figura 2.3, isto é:
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N. . +b =0; i j=12 (2.16)

q.J] t

Figura 2.3- Resultantes de tensdo em um elemento infinitesimal de chapa.

Se a equacdo (2.15) for levada na equagao de equilibrio (2.16), a equagdo de

Navier para o problemas de chapas pode ser escrita:

b 2.17
L, vu,, + 2 =0, i,j=12 _—

Na equagdo (2.17), ha necessidade de corre¢do do v, analogamente ao

procedimento empregado em (2.15). Com isso, finaliza-se a andlise do efeito de
chapas das laminas, restando ainda outro a ser abordado: o estado de flexdo
mobilizado pelas acdes aplicadas perpendicularmente ao plano médio das laminas

planas, caracterizando-se com isso as categorias das placas.

2.3.4)Teoria classica de placas

O problema das placas esta inserido na categoria dos corpos bidimensionais
limitados por duas superficies planas, isto ¢, um subconjunto das laminas. Difere das
chapas principalmente pela dire¢do de aplicacdo das agdes, conforme descrito no
item (2.2). Na literatura existem diversas teorias para abordar o comportamento das
placas submetidas a flexdo simples, uma das primeiras € a teoria cldssica de placas.
O desenvolvimento dessa teoria ¢ descrito em KIRCHHOF(1850), ¢ ¢ baseada em

algumas hipoteses, a saber:
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a) A placa ¢ constituida de material elastico linear, homogéneo e isétropo.
b) Os deslocamentos transversais sao pequenos em relacdo a espessura da placa, isto

¢, a deformagdo ¢ descrita a partir das hipoteses de pequenos deslocamentos.

¢) As tensdes normais na dire¢do transversal sao desprezadas, assim como as tensoes

tangenciais nas faces da placa, isto €, a analise ¢ tomada segundo o EPT.

d)Secdes planas, inicialmente normais ao plano médio da placa, apds a flexdo,
permanecem planas e perpendiculares ao plano médio deformado, ou seja, a teoria

classica despreza a influéncia da deformagao devido a forga cortante.
e) A superficie média ¢ assumida rigida nas dire¢des do plano que a contém.

A partir das hipoteses descritas anteriormente, as equagdes governantes da
teoria de placas de Kirchhoff podem ser determinadas. As componentes de

deslocamento de um ponto pertencente a placa sdo representadas por u,,u,,u, nas
dire¢des dos eixos cartesianos x,,x,, x;, mostrados na figura 2.1. O deslocamento
vertical do plano médio u; ¢ representado por w. Os deslocamentos u, e u, podem

ser obtidos por relagcdes geométricas, figura 2.4, a partir das rotagdes do plano médio,

uma vez que ele ¢ admitido como indeformavel.

W’ 8 W; 1
‘4 F Us ‘4 F 1
Figura 2.4- deslocamento vertical e rotacdes presentes na placa.

Indicialmente, tais relacdes geométricas dos deslocamentos podem ser

apresentadas na forma, a saber:
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U.=—xX,W,.; i=12 (2.18)
As deformagdes podem ser obtidas pela diferenciacao de (2.18) e do tensor de
Cauchy (2.1):

8..:1(14. .tu. .]Z—x3w,i.; i=12
y o201LJ L] !

As hipoteses de inalterabilidade das se¢des planas nos estados iniciais e finais

(2.19)

de flexdo e das relagdes constitutivas elastolineares conduzem a uma distribuicao
linear das deformagdes ao longo da espessura. Com isso, as tensdes ficam
submetidas a mesma variagdo, conforme pode ser observado nas equacdes para o
campo das tensdes obtidas, levando a equagdo (2.19) na lei de Hooke para EPT (2.9),
isto é:

o = —x E (2.20)

Y T -2

I-v)w, +vw, O |; i,jk=12

Os esforgos, isto €, os momentos fletores, os momentos volventes e as forcas
cortantes sdo resultantes do campo das tensdes atuantes ao longo de uma dada se¢ao
e podem ser representados, respectivamente, por:

7 (2.21)

m. = Iayxjdx3; i, j=12

h

% (2.22)
q; = J.O'i3dx3; i=12
/2

Outra alternativa para expressar os momentos ¢ escrevé-los em fungdo das

curvaturas da placa a partir da substitui¢do de (2.20) em (2.21), isto é:

m, =K. w,; i, kil=12 (2.23)

i ik
onde D € o modulo de rigidez a flexdo e K, € a componente do tensor momento-

curvatura, cujos valores sdo dados por:
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Et’ (2.24)

I-v
12(1-v? i; K = _D[V5y5kz +T(5ik5ﬂ +0,0, )}

As forgas cortantes também podem ser escritas em func¢do da derivada do

laplaciano do deslocamento transversal da placa:

g, =—Dw,,, ; k=12 (2.25)

A imposicdo de equilibrio dos esforcos e agdes atuantes no elemento

infinitesimal de placa, mostrado na figura 2.6, permite escrever as seguintes relagoes:

q,+g=0; i=1,2 (2.26)

my; =4, =0; L, j=1,2 (2.27)

onde g ¢ o carregamento externo distribuido.

m22 + m22.2dx2

x‘&\} ¢q2 +q2.2dx2

Figura 2.6- Esforgos presentes em um elemento infinitesimal de placa.
Diferenciando-se (2.26) em relagdo a i, seguida da substituicdo em (2.25),
obtém-se a equagdo diferencial de placas em fungdo dos momentos, a saber:
m;; +g=0; ij=12 (2.28)
A equacdo diferencial de placas delgadas, em fungdo do deslocamento

transversal do plano médio- conhecida por equacdo de Lagrange, ¢ obtida pela

substitui¢do de (2.23) em (2.28):
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2.29
~8. ij=12 229
Nem sempre € vantajoso expressar as varidveis da placa no sistema global

(x,,x, ). Um dos exemplos classicos ¢ a imposi¢ao das condi¢cdes contorno em

bordos inclinados em relagdo aos eixos globais. Uma alternativa mais eficaz ¢
escrever as varidveis em relacdo a um sistema de coordenadas que contemple as
direcdes normais e tangenciais a este bordo. Além disso, outro caso que pode ser
citado ¢ a presenca de outras categorias de elementos estruturais conectados a placa,
por exemplo, um pilar em um pavimento de edificio. Nem sempre os eixos desse
elemento coincidem com o sistema global da placa, gerando, com isso, um trabalho
adicional para promover o acoplamento de ambos. Assim, descrevem-se em seguida
os procedimentos necessarios para o ajuste das variaveis da placa em outros sistemas
de referéncias distintos do inicial. Uma componente de tensao pode ser representada
segundo as direcdes e sentidos de um sistema de coordenadas genérico a partir de um
sistema de referéncia de coordenadas inicial. Seja tal componente tomada segundo a
diregdo m e sentido p a partir do campo de tensdes escrito em fun¢do do sistema

(x,,x, ), entdo, a expressao para esta transformagao pode ser escrita como:

c,=0,mp,; i,j=12 (2.30)

mp

onde m,p sdo os co-senos diretores das dire¢cdes m € p em relacdo ao sistema

X, ,X

1?2 2
Tomando-se as dire¢des (m, p ) coincidentes com o sistema de coordenadas
(n,s) associadas ao contorno da placa, as tensdes normais e tangenciais podem

escritas a partir de (2.26) como:

o, =0,nn; i,j=12 (2.31)

O, =0,;N5;; i,j=12 (2.32)

\

Uma transformagdo andloga a anterior pode ser aplicada aos momentos a

partir de (2.21), (2.31) e (2.32 ), isto &
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m,=mnn.; i,j=12 (2.33)

yrritty o

i,j=12 (2.34)

m, =mgns;;

A transformacao das forcas cortantes do sistema (x,,x, ) para o (n,s) pode

ser representado por:
9, =941 i=12 (2.35)

Faz-se necesséario, para a resolucdo da equacdo diferencial de placas, a
prescri¢ao das condig¢des de contorno. A solugdo para a equagdo diferencial de quarta
ordem das placas requer que duas condi¢cdes de contorno sejam satisfeitas em cada
ponto do contorno da placa. Estas condigdes sdo escritas em relagdo ao sistema

(n,s ) e podem ser uma combinagdo do deslocamento w, rotagdo normal 6, , forga

cortante ¢, , momento fletor m, e momento volvente m,_.

KIRCHHOFF(1850) mostrou que em placas cuja deformagao por cortante é

desprezada, as condi¢des de contorno relativas aos esforgos ¢, e m,; podem ser

agrupadas em uma Unica condi¢do chamada de cortante equivalente, isto ¢é:

Vo—g om, (2.36)
Os

Com isso, as trés condi¢des de contorno para os esforgos existentes em cada
ponto do contorno analisado ficam reduzidas a apenas duas, possibilitando a

resolucdo da equagao diferencial de quarta ordem da teoria cléssica.

2.4) Representaciao de Papkovitch-Neuber

Uma das dificuldades encontradas na andlise de problemas elasticos esta
relacionada com a solucao das equagdes diferenciais parciais (EDPs) governantes do
problema. Examinando-se o caso da elastostatica linear, uma interdependéncia entre
as componentes de deslocamento pode ser verificada nas EDPs apresentadas em

(2.8), e.g., as componentes de deslocamentos na diregdo x,:
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b, (2.37)

Uy +u +u =—
]_ZV(J,JI 221 +1331) G

Upjpp+upry+uj3z+

Pode-se evidenciar que as EDPs (2.37) ndo s6 sdo dependentes das derivadas
de u,, mas também derivadas das componentes de deslocamentos nas demais
diregdes, isto é, ndo existe apenas um unico argumento caracterizando a variavel das
EDPs, conduzindo-se com isso a algumas complexidades para a obten¢do da solugao
das equagdes diferenciais parciais do problema elastico.

GALERKIN(1930) apresentou uma técnica em que as componentes de tensao
em um solido elastico, isétropo, homogéneo sdo escritas em termos de derivadas

parciais de fungdes ¢ :
0, = (1 - V)((oi,jkk T O ik )_ Prsi ¥ VPikumOys  1>1k,m=1,2,3 (2.38)

Além disso, ¢ admitido que as fungdes ¢, satisfazem equagdes diferenciais de

quarta ordem:

¢i,kkmm :C; i’kym: 1: 2:3 (239)

1

onde C; ¢ uma constante arbitraria.

Ainda no desacoplamento das varidveis, tem-se os trabalhos de
PAPKOVITCH(1932a, b) em que ¢ verificado que os deslocamentos podem ser
associados a algumas fungdes, que ao serem submetidas a operadores diferenciais
pertencentes a uma mesma familia das equagdes de Navier(2.8), podem desacoplar as

variaveis dessas EDP, isto é:
ui:Wi,kk+aWj,ji; i,j,k:],2,3 (240)
Ao substituir-se (2.40) em (2.8), tem-se, entdo, a EDP equivalente a de
Navier:

1
1-2v

(2.41)

[1 + 2(1 - V)a]w_/,_/ikk W ik +% =0; i,jk=123

Um valor que pode ser atribuido a constante o e que reduz a equagao (2.41)

a um operador biarmdnico ¢ dado por:
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] (2.42)

Com isso, o desacoplamento das EDP ¢ obtido, ficando apenas escrita em

termo das derivadas da funcdo w na direcao i, isto é:

, 2.4
Wikkmm:_b_l; i,km=123 (2:43)
' G
Uma solugdo geral para (2.43) pode ser tomada como:
w,=w! +t, +z,; i=123 (2.44)

onde w’ é uma solugdo particular de (2.43). O laplaciano de ¢, ¢ dado por uma

equacgao do tipo:

tiw=d; ik=123 (2.45)

1

onde d, , z, sdo fun¢des harmdnicas, isto €, sdo regidas por:
di,kk = 0" Z[,kk = 0; l)k = ]’ 2; 3 (246)

A partir de (2.40) e (2.44), as componentes de deslocamento podem ser

escritas como:

; - (2.47)
u, =uj +d, _2(]——1/)[tj,ji +Zj,ji]’ hj=123

Com:

(2.48)

1

0 0 0 .

u' =w'. — w..; i,j=123
i i,jj 2(]_‘/) J.Ji J

Admitindo-se ainda que uma funcdo escalar y ¢ a divergéncia de ¢, , isto é:
w =t,,. Entdo, a partir de (2.45) e da propriedade harmonica de d; dada em (2.46), a

seguinte identidade pode ser escrita:
Wy =ty =dys 1,j=1,23 (2.49)

Uma solugdo possivel para (2.49) pode ser escrita como:



49

1//=§xl.dl.; i=123 (2.50)

Tem-se também que a divergéncia de z, pode ser escrita em termos de uma

fun¢do harmonica g, isto é:

zii:ig; i=1,23 251
2
Substituindo-se (2.50), (2.51) em (2.47), tem-se que:
2.52)
u=u'+d - +g.); i=1,23 (
i i i 4(1—\/)(\‘]1 gl)

As componentes de tensdo podem ser obtidas a partir da substituicdo de (2.1),

(2.2),(2.48) € (2.49) em (2.52), resultando em:

E || 1 1
T T {3 (Wi(),jkk W )_m(wl(f),kij =W kO )} *

1 1 . (2.53)
[E (di,jkk + d_/,ikk )_ M(tk,kg/ - wk,kmn15j/ )}}a i,j, kkm=1,2,3

Papkovitch também apontou que as constantes arbitrarias C, indicadas

(2.39), podem ser escritas como:

A 2.54
Cz—b—’; i=123 @59
G

1

Em NEUBER(1934), ¢ investigado o caso de problemas elasticos livres de
forgas volumétricas em que as componentes de deslocamentos sdo escritas em termos

de duas fungoes, a saber:
2Gu;, =-F,+ pO,; i=123 (2.55)

onde @, sao funcdes harmonicas, F' ¢ uma funcdo escalar ¢ S uma constante

arbitraria a ser determinada.

Aplicando-se o operador laplaciano em (2.55), obtém-se a identidade:
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2Gu, =—F, + PO, ,; i,k=1,2,3 (2.56)

Lembrando-se que @, ¢ harmonica (&,,, =0) e que o corpo ndo estd
submetido a for¢as volumétricas (b, =0), a partir de (2.8) e (2.56) uma equacdo

pode ser escrita como:

2.57
ai[—E,ﬂ%uk,kj:o; k=123 @37)
X —zV

i

Se a expressao diferenciada em (2.57) conduz a um valor nulo, entdo conclui-

se que a mesma independe de x, , i.e., ¢ igual a uma constante:

~F ! u, =&; k=123 (2.58)

T

1-2v
Arbitrando-se & =/ e substituindo-se (2.58) na derivada de (2.55) em relacao

a direcdo 7, logo, uma equagdo pode ser escrita como:
2A1-v)F, =pO,.; ik=123 (2.59)

Tomando-se uma funcdo F escrita em termos de uma funcdo harmonica 4 e

do produto interno entre as fung¢des vetoriais x e @ .

F=x0 +h; i=123 (2.60)

Ao substituir-se (2.60) em (2.59), a constante f ¢ determinada, isto &,
B=41-v).

Aplicando-se o operador laplaciano em (2.59), e lembrando-se que ©,¢é
harmoénica, logo uma equagdo biarmoénica, que representa o desacoplamento das
componentes de deslocamento, pode ser escrita como:

Fom =05 kom=1,23 (2.61)

Em WESTERGAARD(1935), sao investigadas as EDPs de Galerkin (2.38)
para um espago n-dimensional. Foi proposto nesse trabalho que as funcgdes de

desacoplamento podem ser interpretadas como componentes de um vetor entdo
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chamado de vetor de Galerkin L. As componentes de deslocamentos e desse vetor
relacionam-se segundo:

1 [2[1-(n-2W] se n=2; ik=12 (2.62)
i A —Li,kk — Ly s _ a. L
2G se n=3 k=123

]—(n—3)v

onde n ¢ a dimensdo do problema. No caso bidimensional, o estado em questdo ¢ o
EPT.
Em MINDLIN (1936, b), as fungdes w, passaram a ser chamadas de

componentes do vetor de Papkovitch. Uma relagio entre as componentes dos vetores
de Papkovitch e de Galerkin foi entdo escrita, o que pode ser verificado comparando-

se (2.40) e (2.62), isto ¢:

wA:]_VLA; i=1.23 (2.63)

1 1

Nos capitulos subseqiientes serdo discutidas algumas representacdes integrais
e suas respectivas discretizagdes para a modelagem de estruturas poliédricas. Essas
equacdes integrais podem ser escritas de tal forma que dois tipos de problemas
distintos ficam correlacionados: O primeiro ¢ o proprio problema real, e o segundo ¢
um  virtual, que sob algumas condi¢des ad hoc, ¢ denominado problema
fundamental. Na seqliéncia, serdo expostos alguns problemas fundamentais

associados a elastostatica tri e bidimensional(chapas e placas de Kirchhoff).

2.5)Problemas elasticos fundamentais

Os problemas elasticos fundamentais caracterizam-se por atender duas
condicdes basicas: a primeira estd associada a EDP de equilibrio. A segunda
condicdo estd vinculada ao campo de tensdes mobilizado em um ponto de interesse
devido a aplica¢do de uma fonte em outro ponto do corpo. As EDPs de equilibrio dos
problemas elastolineares submetidos a pequenas deformagdes sdo representadas
pelas equagdes de Navier (2.8). Quanto ao campo de tensdes mobilizado, deve
satisfazer duas condigdes:
a)Quando a distancia entre ponto de aplicacdo da fonte e aquele onde ¢ observado o

seu efeito tender ao infinito, as tensdes nesse ponto devem tender a zero.



52

b)As tensdes devem ser infinitas quando houver coincidéncia dos pontos de

aplicacdo e observagao.

2.5.1 Problema de Kelvin tridimensional
2.5.1.1) Deslocamentos via vetor de Papkovitch

O problema de Kelvin tridimensional pode ser representado como um corpo
esférico elastolinear de raio infinito envolvendo o ponto de aplicacdo da fonte. Para
caracterizar esse problema como fundamental, as condi¢cdes béasicas mostradas na
secdo 2.5 deverdo necessariamente ser satisfeitas. As equacdes governantes de

equilibrio - para uma fonte b, ( p,s) aplicada em um ponto p, denominado de ponto-

fonte, segundo uma dire¢cdo i, e com seu efeito observado em um ponto s,

denominado de pento-campo, segundo uma dire¢do j - podem ser escritas a partir

de (2.8) como:

(2.64)

1
uzj‘,kk(p’s)+ uik,lq(p’s)+5by'(p’s):0; i, k=12

1-2v

Conforme descrito na se¢do 2.4, ha uma interdependéncia de variaveis nas
familias de EDP a que (2.64) pertence; logo, ¢ mister utilizar uma técnica de
desacoplamento. Assim, as componentes de deslocamentos em termos das

componentes do vetor de Papkovitch podem ser escritas a partir de (2.52):

(2.65)

1 0
=d. —— | —Ix .d., o i,1=1,2
U dU 4(1—1/){)6] (x/dt/_'_g):l’ L] ,2,3

onde d; sdo fungdes vetoriais harmdnicas de Papkovitch.
Um passo importante agora ¢ a escolha de uma fung@o para d,; e outra para

g que atendam individualmente as equacdes de Laplace e que satisfagam, a partir de

(2.65), as condigdes do campo de tensdes para o problema fundamental, conforme

descrito na secdo 2.5. Arbitrando-se g =0, uma funcao simples que verifica todas as

condicdes citadas anteriormente ¢ dada por:

(2.66)

y

5,
d.=—L; ij=123
r
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onde r ¢ a distancia entre os pontos campo e fonte.
Substituindo-se (2.66) em (2.65), uma outra representagdo para as

componentes de deslocamentos pode ser escrita como:

1 . (2.67)
Uy =;[(1—f<)5,~j vl ij=123
onde x = —1/4(] - V); Fm = [xm (s)—xm (p)]/r.
Se for aplicado no interior de uma esfera representativa do problema uma
carga concentrada de intensidade P, segundo uma dire¢do i e com seu efeito

observado na dire¢do j, b, :P5(p,s)5ij, pode-se calcular as resultantes

mobilizadas no corpo a partir das condi¢des de equilibrio. Tal procedimento pode ser

explicitado pela integracdo da equagdo de Navier (2.64) sobre o dominio (2, da

esfera. Assim, tem-se:

1 _p (2.68)
_[ |:ug/,kk(p’s)+1_—2‘/”1‘1{,@‘(17’5):|ng = [_LFé‘(p’S)é‘y’ng i, k=123

Q¢

Utilizando-se as propriedades da distribuigdo de Dirac &(p,s), a equagdo

(2.68) passa a ser escrita como:

1 P (2.69)
[_L|:uij,kk (p.s)+ 7o, ek (P,S)}dﬁg = —5517 ; i,jk=123
Lembrando-se que o teorema da divergéncia para um campo vetorial y ¢
dado por:
[diviyd, = [(yon) dr, (2.70)
‘Q&‘ FS

onde T, ¢ n sdo o contorno e a normal a ele; o simbolo (o) indica produto escalar.

O teorema do gradiente é um corolario de (2.70) e pode ser escrito como:

[Vydo, =[(n®y)dr, (2.71)

I

onde o simbolo (®)denota produto tensorial.
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As relagdes (2.70) e (2.71) podem ser expressas alternativamente em fungao

das componentes, respectivamente, por:

I}(,;,- dQ, = .[Zini dr’, (2.72)
2 Iy
[V2), a2, = [n, yar, (2.73)
Qe I

Aplicando-se as relagdes (2.73) e (2.72) em (2.69), tem-se uma expressao

envolvendo apenas integrais sobre o contorno da esfera:

u P
J| s O o6 ar =L iz
FS

(2.74)

Fazendo-se as devidas derivadas das componentes de deslocamentos

requeridas em (2.74), essas podem ser expressas como:

Ui =i[_ (1_’()5;/’”,/( +k(5ikr,j Oy =3, )]> i,jk=123

2
r

(2.75)

(2.76)

Uy, =— riy  1,k=1,23

Na esfera pode ser observada uma coincidéncia entre as diregdes do raio

vetor e da normal a superficie de contorno:

ro=n; =123 (2.77)

Ji i

Substituindo-se (2.77), (2.76) e (2.75) em (2.74), tem-se que:

1-2x) 1 1 P (2.78)
J‘{_%r_zr,ir.j _r_z[(]_K)5y +r,ir,j]}dre :_551‘]'; i,jk=1.23

FS
Escrevendo-se (2.78) em coordenadas esféricas (5,19, ¢) e sabendo-se que a

relagdo de transformacdo entre os diferenciais ¢ dada por d/, = &2d Odg, essa

integral para a superficie da esfera de raio ¢ pode ser escrita como:
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T 2.79)
] 2/( )i , | (

”{ 1— o 62 Ly = [1 KNS, +rir, ]} dég, __E i, k=123

onde o co-seno diretor r; em coordenadas esfeéricas ¢ dado por

r,=senfcosp; r,=senfseng ;r; =cos.

Fazendo-se a integracdo indicada em (2.79) para as trés direcdes envolvidas e

lembrando-se que x = —1/4(/ —v), uma identidade pode ser escrita como:

P (2.80)
I =—;
G
Se por ventura o equilibrio fosse verificado para um carga concentrada

unitaria aplicada no lugar de P, bastaria simplificar a equacao (2.68) pelo valor dado

por P=47G:

.

(2.81)
U, =
Y 4nGr

[(1_")51.7’ +K7’,i’”,j]; i,j=123

Ao substituir-se o valor de x utilizado em (2.67), obtém-se o kernel de

deslocamento usualmente mencionado na literatura:

(2.82)

*

U :m[(3_4")54‘/ +’”,,-7”,_/]; i,j=123

2.5.1.2) Deslocamentos via transformadas de Fourier
Uma outra técnica que pode ser aplicada a resolu¢do da EDP de Navier (2.64)

¢ a transformada integral de Fourier g[f(r)] para a funcio f(r)-que tende a um

valor nulo quando » — © ou r — —oo - ¢ escrita como:

- TT.Tf(’” R dr/dr,dry; j=1,2,3 (2.83)

—00—00

onde ¢ ¢ o dominio transformado de 7; i ¢ o nimero imaginario igual a~'— 1/ .

Se a fungdo f ( ) ( )22 s) a transformada de Fourier ¢ dada por:
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A PR =2rir.g . . (284)
g[5(p,s)]=F(g): Jj.jﬁ(p,s)e Sdrdrdr, =15 j=1,2,3
Além disso, a transformada da derivada de f (r)em uma direcdo genérica k
pode ser obtida pela integragdo por partes de (2.84), de forma que pode ser expressa

como:

< ir 2.85
Ii[f(r)]e R dr,dr,dr; —lng(g); j:]:l-( :

Desde que as derivadas de ordens inferiores da funcio f(r) atendam a

condicdo de existéncia da transformada de Fourier, as derivadas de ordens
superiores podem ser obtidas empregando-se recursivamente a estratégia de

integragdes por partes:

(2.86)

T T T[ J[f(r)]e T drdrdr, =(-24) 666, Fl); j=1,2.3

Gxaxax

onde p ¢ a ordem da maior diferenciacao.
.
Tomando-se as componentes do deslocamento fundamental u,; como f (r), 0

campo transformado para seu laplaciano e seu div grad pode ser escrito a partir de

(2.86), respectivamente, como:

Ay =)o ()= —4°6,6 Ui (6) = 47°6°Use);  injk=1,2,3  (2.87)

g

div grad(uy )=uy , (r)=—~47°c,6,Us(6);  ij.k=1,23 (289

Substituindo-se (2.87), (2.88) e (2.84) em (2.64), e¢ ainda sabendo-se que

b, =6 ( p,s)é'l.j , a equacdo de Navier pode ser escrita no espaco transformado como:

J, (2.89)
-—=0; i,jk=123
4G

U (g)+———¢,6.Us(5)-

1-2v

Multiplicando-se a EDP(2.89) pela componente ¢, do espago transformado,

uma relagao pode ser reescrita como:
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. (1-2v), (2.90)
U, = L =
Sk zk(g) 87[2(1—V)Gg2 ; i,k=123

Levando-se (2.90) em (2.89), tem-se o deslocamento fundamental escrito no

espaco transformado, isto é:

. 1 |9, c.C, (2.91)
U. = v 12J . L
;](g) 472'2G{g2 Z(I—V)g4j|’ l,] 1,23

A solugdo da EDP de Navier (2.91) no espago transformado nao ¢ suficiente
para representar os campos fisicos da elasticidade no sistema real primitivo, de forma

que ha necessidade de fazer-se o retorno do espago transformado para o primitivo.
Essa operagdo ¢ feita por meio da transformada inversa de Fourier, g~ [F (g)], que

pode ser escrita para problemas tridimensionais como:

(2.92)

F(G)eir‘ig‘i d¢,ds,dg,; j=123

—38

&)= 1) = H

(27)

8

Assim, para a obtencdo do kernel dos deslocamentos no espacgo primitivo ¢é

resolver a integral formada da substitui¢ao de (2.91) em (2.92):

uy (ps) = | || P b =128 .
=68 ¢’ Z(I—V)g N

Se essa integracdo for efetuada diretamente no sistema de coordenada

esférica, chegar-se-a a uma integral imprépria, cuja solugdo nao ¢€ trivial. Assim - em
FOLLAND(1992), CHEN & ZHOU(1992), etc.- estdo descritas algumas técnicas
tais como as identidades de Bessel-Parseval, fungdes Gama, que sdo empregadas no

integrando de (2.91) em (2.92). Por meio das técnicas citadas nos trabalhos

. : 1 . .
anteriores, a transformada de Fourier de f(r)= —- para um espaco tridimensional
r

pode ser escrita como:

(2.94)

Com
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3 r{ s n)} (2.95)

acrescido um valor p tem-se que: /' (z+ p)=z(z+1)---(z+ p—I)I"(z); para z =1,

I'(1+p)=12-pr(l)=p!; z=é, r(éﬂaj =i.i~~-(p—ij\/;.

Utilizando-se a propriedade f(r)=g~'F(¢) e tomando-se f(r)= — tem-
ar
A 1 .
se g — | dada a partir de (2.94) por:

9

-n (2.96)
g-{ _i”}: " ij=123

a

Em (2.93), uma das transformadas de interesse ¢ dada por (2.94) e (2.95) com

n=1,isto é:

(2.97)
T =123

0Qs
L
1
)
L~
[
I
~

J4 a transformada inversa da segunda parcela em (2.93), g~ {@}, pode ser

obtida pela propriedades da diferenciagio g~ {aiaiF (g)} =—4r’c.c. 8" [F (g)]
X, Ox,

onde F (g) ¢ obtida atribuindo-se n =—1 em (2.95) e (2.96). Assim, vem que:

= 2 5.3 (2.98)
él[g;ij } B 6x86x (_ 27T3r):§(_27”71): 2,»7[ (51'/‘ _”,i’/,/‘); ij=123
i /

1

Substituindo-se (2.98), (2.97) em (2.93), tem-se as componentes do kernel

dos deslocamentos tal qual expresso em(2.82).
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2.5.1.3) Tensoes, deformacoes e forgas de superficie

O campo das deformagdes pode ser obtido a partir de (2.1) e (2.82):

= ;[(1_2‘/)(5%’% +§jkr,i)_5i/’r,k +3r,ir,j’”,k]; i,j,k=1,2,3

R (2.99)
" 1en(1-vFG

Outro campo de interesse para completar a analise do corpo ¢ o das tensdes,

que pode ser obtido a partir da lei de Hooke (2.2) e (2.99):

* ]
O ik =—87[(]T)r2[(1—21/ é‘ikr,j +5jkr,i —é’yl"’k)'l'.gl"‘il"‘j?"k];i,j,k:1,2,3

(2.100)

Além da caracterizagdo dos campos no dominio do corpo, for¢as de superficie

podem ser determinadas pela formula de tensdo de Cauchy (2.6) em (2.100):

p; = —m{rﬂ [(1—21/)51]. +31{iijj]+(]—2v)(njlfi —nr; )}, i, jk=1,2,3

(2.101)

2.5.2 Problema de Kelvin bidimensional
2.5.2.1) Deslocamentos via vetor de Papkovitch

O problema de Kelvin para o caso bidimensional pode ser associado a um
disco de espessura ¢ e com raio infinito envolvendo o ponto de aplicacdo da fonte.
Para que esse problema seja configurado como fundamental ele deve satisfazer as
condicoes basicas discutidas na se¢do 2.5.2.

Embora a representagdo de Papkovich (2.65) tenha sido originalmente
desenvolvida para contemplar os problemas tridimensionais, ela pode ser aplicada
aos bidimensionais utilizando-se o conceito de coeficiente de Poisson aparente
discutido na secdo 2.2.3. Assim as componentes de deslocamentos podem ser

expressas por:

0 (2.102)

u; :di/‘_K _(x/dij+g) ; 1,]=1,2

i i x Vit
j

onde x para o problema bidimensional ¢ dada pela expressao:

k=-1/41-v,) (2.103)

comv, denotando o coeficiente de Poisson aparente dado em (2.15).
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Uma funcao vetorial harmonica candidata para representar os deslocamentos,
que atende as condigdes fundamentais para as tensdes quando diferenciada, pode ser

escrita como:

d,

j =(lnr)5 i,j=12 (2.104)

i

Além disso, se for arbitrado g=0, e substituindo-se (2.104) em (2.102),

tem-se:

u, =(1-x)lnrs, —krr,;; i,j=12 (2.105)

ij 2j?

Substituindo-se (2.105) na equag¢do de Navier bidimensional (2.17), tem-se

que:

] (2.106)

1-2v

“fk,kj‘"”@/.kk"'é:Oa i,],k=1,2
P

Aplicando-se no interior do disco uma carga concentrada b, = Pé(p,s)éij ,
conforme discutido na se¢do 2.5.2, o equilibrio em termos das resultantes deve ser

verificado. Com isso, uma identidade pode ser escrita:

] p (2.107)
[_2[‘ ”y,kk(p’s)+muik,lg(p’s) 02, :[_!;Eé‘(p:s)é‘ydgg;i,j,k:],z"

Utilizando-se as propriedades do delta de Dirac, os teoremas da divergéncia e

do gradiente, a equagao (2.107) pode ser expressa no contorno do disco como:

(2.108)

! P
‘[L—Zv Witk (p,s)nj (S)+u,~j,k(p,s)nk (S)}d[; = G O;; i,jk=12
I p

As derivadas e o divergente das componentes de deslocamento presentes em
(2.108) podem ser expressos, respectivamente, por

uz-j,k=§[(1—K)5ﬂ,k—'<(5m+5jkr,z-—2r,ir,ﬂ,k)]; k=12 1)
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Uik :(]_ZK)VJ.; i,k=1,2 (2.110)
r
Como as diregdes do raio vetor e da normal sdo coincidentes, entao:
r.=ng; i:1,2 (2‘111)

Substituindo-se (2.109), (2.110) e (2.111) em (2.108), uma expressdo pode

SCr eXpressa por:

) B (2.112)
J{Mir.r. +M5}JF :—£5. o q,j=1,2

A0 ij £ i
7 1 2Vp r r tG

Escrevendo-se (2.105) em coordenadas polares (5,(9) e sabendo-se que a
relagdo de transformagdo entre os diferenciais ¢ dada por d/, =e&d @, essa integral
para o contorno do disco de raio ¢ pode ser escrita como:

o B (2.113)
I{Mir_r_+uéi:|8d9=—%5y; i,j=1,2

i y
) 1—2vp P &

onde os co-senos diretores  », em coordenadas esféricas sdo dados por
r,=cost; r,=sen0.

Efetuando-se o calculo da integral presente em (2.113), tem-se que:

2.114
27z:—£ ( )

tG

Se o corpo for submetido a uma carga concentrada unitéria, logo, a equagao

(2.107) deve reduzida por um fator igual ao inverso P :

. 1 . (2.115)
u,; = By (I—K)lnré’l.j +kljl.r,j]; iLj=1,2
Substituindo-se o valor da constante £ (2.103) em (2.115) tem-se:
(2.116)

u; :—W[(3—4Vp)lnr5ﬁ +I/:i1’,j]; i, =1,2
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2.5.2.2) Deslocamentos via transformadas de Fourier.

Para os problemas bidimensionais podem ser aplicadas estratégias similares
as dos tridimensionais. Assim, a EDP de Navier no espago transformado pode ser
obtida a partir de (2.106), (2.84) e (2.85), isto é:

) S (2.117)

: g]gk lk(G) 472'2Gt s l,] »

Se (2.117) for multiplicada pela componente ¢; do espago transformado, a

EDP(2.117) pode ser reescrita como:

. (1-2v), (2.118)
U (c)= — g
Sk zk(g) 871'2(]—V)Gtg2’ i,k=12

Se (2.118) for levada em (2.117), tem-se as componentes do kernel dos

deslocamentos no espaco transformado:

* ;I8 cc, (2.119)
U,(c) { . }; i.j=1,2

R

Tal qual no problema tridimensional, nos problemas planos h4 necessidade de
calcular as transformadas inversas de Fourier das parcelas de (2.119) para se obter as
componentes do kernel no espago real primitivo. Em CHEN & ZHOU(1992),

relacdes andlogas a (2.94) para o problema bidimensional podem ser escritas como:

glinr+1]=F(c)= pc (2.120)
onde
1 (2.121)
p= 2
c
gl inr|=F(c)=pc (2.122)
5 - 1 (2.123)
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Ao fazer-se as transformadas inversas em (2.120) e (2.122), tem-se que:

[ Inr (2.124)
Fl
g_l[g_4]:27r2rzlnr (2.125)

Para o célculo da transformada inversa da segunda parcela em (2.119) pode-

se utilizar a propriedade da derivada g~ [aiai F (g)} =—4r’cc. g’ [F (g)], isto ¢€:
X, Ox,

_472'2 7[2 . . 272'2

e a2 (2.126)
é_l{g 5iS; }2_41 Gxﬁﬁxi(rz lnr)z—LKlnr-i-é)é;j—r‘,.r’j}l',jz1,2
Substituindo-se (2.126), (2.125) em (2.119), tem-se as componentes dos

kernels de deslocamentos expressos no campo real primitivo e dadas pela expressdao

(2.116).

2.5.2.3) Tensoes, deformacdes e forcas de superficie.
Além dos deslocamentos, uma expressdo para seus gradientes pode ser escrita

a partir da diferenciagao de (2.116):

. 0« 1 ..
ty(p.s)= & (p) Wy = sali-v, )Gtr[(3_4vp Wl =04tk ~ O +2’”,fr,/r_k];’afak=]’2 (2.127)

Ja o campo das deformacgdes pode ser obtido a partir das relagdes do tensor de

Cauchy (2.1) e (2.127):

E

] (2.128)

1
S =~ 87(l— v, Jir [(] -2, X5ikr,j Ol )_ Oyly +21,7,1,
Para finalizar o problema fundamental de Kelvin para os estados planos, o
campo das tensdes pode ser obtido a partir da lei de Hooke (2.15) e (2.128), de

forma que uma expressdo pode ser escrita como:
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. 1

N =1 :_m[(]_zvp Xsikr,j +3 7, _Sy"”,k)"'z’",i’”,j”,k];
’ (2.129)
iL,jmhk=12

Além da caracterizagdo dos campos no dominio do corpo, forcas de superficie

podem ser determinadas pela formula de tensdo de Cauchy (2.14) em (2.129):

* * I

Ji =Nighy =—m{(1—2vp)(nm _”i’”,j)ﬂ”,m”m [(1—2vp)6,.j +21(i11j]
’ (2.130)
i, j,k,km=1,2

2.6) Problema fundamental de placas delgadas
2.6.1) Deslocamentos via solucio direta

O problema fundamental do regime de flexdo pode ser associado a uma placa
circular de raio infinito cujo ponto-fonte estd colocado em seu centro e cuja EDP
pode ser escrita a partir de (2.29):

. _8(ps)

(2.131)
Wiy D

; Lj=1,2

Utilizando-se as propriedades do delta de Dirac ¢ ( p,s), para pontos-fonte e

campos distintos, (2.131) torna-se uma EDP biarmonica:

w, =0; i,j=1,2 (2.132)

i
Assim, para facilitar as manipula¢des matematicas da EDP (2.132), pode-se
escrevé-la segundo o sistema polar de coordenadas. Dentre as relagdes classicas
entre operadores escritos no sistema de coordenadas retangulares e polares, tem-se
que o laplaciano dado por:

_d’ 1d (2.133)

Vi=—s+—
dr rdr

A partir de (2.133) e (2.132), a EDP biarmonica pode ser reescrita em

coordenadas polares como:
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vv?(w')

d* 2d° 1d  1d (w) (2.134)
ar* rdr’ v dr’ rdr
Uma familia de solugdes analiticas diretas para (2.134) pode ser escrita

genericamente como:

. C 2 2.135
w :jrzlnr+%(C2—C1)+C3lnr+C4 ( )
onde C,,C,,C, e C, sdo constantes.
A partir da condigdo de simetria, a rotagdo no ponto sob o carregamento
aw’

—— =0. O coeficienteC; deve ser,
dr r=0

aplicado deve ser nula, 1. e.,

obrigatoriamente, igualado a zero; caso contrario, a rotacdo em » =( ¢ conduzida a
um valor infinito.

Para a determinacdo do coeficiente C,, ¢ utilizada a condi¢do de equilibrio
das forgas verticais atuantes em um circulo auxiliar de raio », cujo centro ¢ o ponto

de aplicacdo da carga unitaria(vide figura 2.7) o que conduz a seguinte relagdo:

2V, r—1=0 (2.136)

Vi

Figura 2.7- Equilibrio no circulo auxiliar.

A forga equivalente de Kirchhoff no contorno do circulo auxiliar pode ser

escrita a partir de (2.24), (2.34) e (2.133), isto ¢:
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2 (2.137)
V. =-Drn, —d —d 5 +£—d (w)
' dr| dr rdr

Substituindo-se (2.136), (2.137) em (2.134), o valor do coeficiente C, pode

ser escrito como:

1 (2.138)
7))

Assim, substituindo-se (2.137) em (2.134), tem-se o kernel dos

deslocamentos:

: 2 2.139
w =1 rzlnr+r—(C2——I j+c4 (2139
87D 8 27D

onde C,,C, sdo constantes oriundas da integracdo indefinida da equacdo diferencial

fundamental. A esses coeficientes podem ser atribuidos valores arbitrarios, porém

1
T

STERN(1979) ¢ BEZINI(1978) adotam C, =

e C,=0. Com isso, o

deslocamento transversal fundamental (2.139) pode ser escrito como:

w = ! rinr
8zt D

(2.140)

Alternativamente, DANSON(1979) apresentou os seguintes valores as

constantes C; =0 e C, =0, de forma que o kernel (2.140) também pode ser

apresentado como:

, 2.141
w = ! r{lnr—ij ( )

Convém notar que tanto (2.140) como (2.141) pertencem a familia de
solucdes fundamentais para os deslocamentos transversais de placas de Kirchhoff.

Assim, ambas podem ser utilizadas na implementacao da teoria classica de placas via

MEC.
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2.6.2) Deslocamentos via transformada de Fourier

A derivada de ordem quatro de um fungao f (r), que atende as condigdes das

transformadas, pode ser dada a partir de (2.86), isto ¢:

o o . (2.142)
[] [J[f(r)]e 1% drydry = (= 271) GrGiGmenF ()3 Julsmn=1,2

Se (2.142) for substituida em (2.131), a EDP de placas no espago
transformado pode ser escrita como:
1 (2.143)
Wg)=——7F——
(g) 167°¢'D
Utilizando-se a transformada inversa (2.125) em (2.143), tem-se o kernel dos

deslocamentos transversais no campo real primitivo expresso tal qual em (2.140).

2.6.3) Derivadas dos deslocamentos, esforcos
Além dos deslocamentos transversais, existem outros campos do problema
que podem ter condi¢des de contorno associadas a teoria cldssica de placas. Assim,

na seqiliéncia sao apresentados esses campos para o problema fundamental.

O kernel da rotagdo normal 49; pode ser escrito a partir da diferenciagdo de
(2.140), isto é:

0,=wn, = o (5) {w (p,s)}ni :%rlnr; i=12

Os kernels dos momentos podem ser obtidos a partir da diferenciacdo dupla

em (2.140) e da lei constitutiva de placa(2.23), isto ¢:

. . 0 ; (2.145)
K i —K o — O bl LY+ (1= v, ¥ +]:
mn tjleklnzn_/ g/k[ntnj &Ck(S)&CI<S) {W } 472_ [( + V) nr+ ( V)(nlr,l ) + V] 2
: : & o - Ny (2.146)
m, = Kl-jle‘klnil‘j = szklnitj W{W }= —4—7;/(131"‘1» anr,j );l,],kJZI,Z
k i

J& o kernel da cortante pode ser obtido a partir da diferencia¢do do laplaciano

de (2.140) e da relagdo (2.25):
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¥

*
q, = _Dw,iiknk

5 he e (2.147)

“ax (s)ex, (s)ox, () T 2

O kernel da forga equivalente de Kirchhoff pode ser escrito a partir da forca

cortante(2.146) e da derivada direcional tangencial do momento volvente (2.146):

N L v . I-v (14
V. o=gq,+ ox (s)ti = [2(1 V)(t,.r_l.) 3+V]+ R (l‘il"_i )(njljj),z,]—JJ

onde //R ¢ a curvatura do contorno; ¢,, n, sdo os co-senos diretores das dire¢des

5
tangencial e normal no contorno; r; € o co-seno diretor da dire¢do do raio vetor 7 .
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3 REPRESENTACOES INTEGRAIS PARA PROBLEMAS
ELASTOSTATICOS PLANOS
3.1) Introducao

No capitulo anterior, foram descritas tanto as relagdes basicas da teoria da
elasticidade bidimensional e da teoria cldssica de placas como algumas solucdes
usuais para seus respectivos problemas fundamentais.

Neste capitulo, as equagdes diferenciais parciais de equilibrio dos estados
planos e do regime de flexdo sdo transformadas em representacdes integrais
mediante a aplicacao de algumas estratégias, dentre as quais, constam a Técnica do
Residuo Ponderado(TRP) e¢ o Teorema da Reciprocidade de Betti(TRB).

Assim, com intuito de descrever a aplicacdo de ambas estratégias, neste
trabalho optou-se por empregar a TRP para o regime de flexdo e o TRB para os

problemas planos de tensdo ou de deformagao.

3.2)Equacdes integrais de contorno de chapas
3.2.1)Pontos no dominio

As representagdes integrais para os estados planos podem ser obtidas por
meio da aplicagdo direta do TRB nos campos tensoriais dos problemas real e

fundamental:

_[Nik(S)E;k(p’S)dQ:_[Sik(S)N;k(p’S)dQ§ i, jk=12 (.1
O

Q
onde os kernels &, e N, estdo expressos em (2.128) e (2.129).

* *
Tomando-se ainda as identidades N, e, =Nu,, , u, N, =¢,N; e

substituindo-as em (3.1), pode-se escrever a seguinte equagao:

J.N Uk p’ dQ J. S)Nl]k(p’ ) i’j’k=1,2 (32)

onde o kernel u, esta indicado em (2.127).

Ao integrar-se por partes (3.2), tem-se a seguinte relagdo:
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§Nik (S)nk”; (p,s)dr _.[Nik,k (S)”; (p,S)dQ = §ui(S)N;‘k (p,s)nde +

i r
(3.3)
[N (.S (S)s i, k=12
Q

Além disso, a EDP de equilibrio do problema fundamental, que esta
submetido a um carregamento concentrado unitario o(p,s)d,, pode ser escrita

como:
Ny +3(p,s )8, =0; i,jk=12 34

Substituindo-se as relagdes de Cauchy (2.14), a EDP de equilibrio do
problema real (2.16), e aquela do problema fundamental (3.4) em (3.3), tem-se outra

representacdo integral que pode ser escrita como:

§f; (S)“; (p,S)df _ij (S)M;(p,s)dﬂ=§uj (S)ﬁ;(p,s)dr +

(3.5)
—[u,(S)o(p,5)6, 21 ,j=1.2
Q
Sabendo-se que as propriedades da distribui¢do de Dirac sdo dadas por :
[8p.8)5,u,(S)d2 = 5,u,(p)=u,(p); i,j=12 (.0
0

e com a substituicdo de (3.6) em (3.5), tem-se a identidade de Somigliana para

problemas elésticos bidimensionais, isto €:
ul.(p)+§rf;(p,s)4j(s)dl“ = §ru;(p,s)fj(s)dl“+J.Qu;.(p,S)bj(S)dQ;i,j:I,Z (3.7)

* * . N .
onde f; e u; representam os kernels relativos as forgas de superficie e aos

deslocamentos que estdo expressos respectivamente em (2.130) e (2.116).
Outra equagdo integral a ser escrita ¢ dos gradientes de deslocamentos, que
pode ser obtida a partir da diferenciagdo da representagdo integral dos

deslocamentos(3.7):

o (D)4 15 o5k, (T = 5, (pos) 15T+ [ 0, (. S (SKaQsr =12 39)
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onde f,, e uy, sdo os kernels relativos as derivadas das forcas de superficie e

deslocamentos e podem ser expressos por:

. 0 . 1
fij (p:S): axk(p)pij = 411:(]—\/)7”2 {(I_ZV)[Siknj +8jkni _6ijnk _2”,j(”,kni —rin )]+
+2rrn; +2r, [Sjszl. +0,7, —(]—2\/)8[,(7{] —dr;r.r, J}, i,j=12k (3.9)

. 0 1 ..
uijk(p’s)z axk(p) u; = 87T(1—VP)GII”[(3_4VP i j _é‘ijr,/c _é‘jkr,i +27:ir,jr,k];l>],k:]a2 (3.10)

Além das representacdes integrais para os deslocamentos e seus gradientes,
as equagdes integrais para as tensdes podem ser obtidas a partir da substituicdo de

(3.8) no tensor de Cauchy (2.1) e na lei de Hooke(2.15), isto é:
Nij(p)+§rs;k(p’s)uk(S}l’rzﬁ_d;‘k(p’s)fk(sﬁr—i_.[Qd;‘k(p’S)bk(S)dQ;i’j’k:]’z (3.11)

*
onde os kernels s,

s € dj sdo dados por:

R . G 3.12
5 225) =G, f :m{zrﬂ [(]_ZVP )Sijr,k v, (Sik’”,j +81kr,i)_4’”,ir,jr,k]+ 512
£ 2v, i ) =2v Nomrr, +8,m, 48 m, ) =1 4v, B, m fii. k=12

(3.13)

d;'k(p’ S) =tQiju;lk Zm [(]_va XSik’/:j +0y1, =8, )+2’”,i7”,j’”,k]f i,jk=12
p

3.2.2) Pontos no contorno

A identidade de Somigliana ¢ valida para pontos do dominio. Quando o ponto
fonte ¢ colocado em um ponto i do contorno, ha necessidade de um artificio
matematico para equacionar-se tal ponto. Uma estratégia que tem sido empregada
por diversos pesquisadores — BREBBIA(1978), BREBBIA & WALKER(1980),

VENTURINI(1982) e outros- ¢ adicionar um setor de circulo no ponto i, € com isso,

o contorno passa a ser [, =1 -1 -1, como mostrado na figura 3.1. Com essa

modificagdo, o ponto i passa a pertencer ao dominio €2, portanto, equagdo (3.7)

pode ser utilizada:

w(p)= [uy(ps)f(Sar = [ 1;(pske (a0 + [ (p.S)o,(S)de2si j=12  (3:14)

I-T+T I-T+T, Q-0+0,
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A fim de retornar ao contorno primitivo basta /. — 0, e ainda subdividindo-

se os intervalos de integracdo em / -/ e [, o calculo das integrais desses

intervalos pode ser escrito, respectivamente, como:

Figura 3.1 - Ponto fonte situado no contorno.

(3.15)

=h‘mw{ Jui(p.s)f(sdr= [ 1 (Dol (s)ldT+ [us(p.Sh, (S)dfz}: i,j=12

(3.16)
i, =Zim5_,{ju;(p,s)f/dl"— jﬁ;‘(p,shjdl"+ Iu;(p,S)bj(S)dQ} Jig=12
Te Qe

Ie

Utilizando-se o conceito do valor principal de Cauchy em (3.15), essa

equacdo pode ser reduzida a:
i, = fu;(p,s)fi(s)dl“—§f;(p,s)uj(s)df+J.u;(p,SYJj(S)dQ Jij=12 (3.17)
r r Q

Ja a identidade indicada em (3.16) pode ser dividida em duas partes,
consistindo na presenca ou ndo de singularidades fortes. As parcelas com

singularidades fracas tém os valores nulos para seus limites, quando o raio tende a

Z€ro:

lim__, Iu;(p,s)fi(s)dl“zo; ij=12 (3.18)

g



73

lim, y [u;(p.Sh,;(S)dQ=0; ij=12 (3.19)

Qg

A parcela que tem o kernel das forgas de superficie f .; apresenta uma

I
singularidade forte. Assim, para superar essa descontinuidade na integragdo, pode ser

utilizado um artificio de somar e subtrair o mesmo termo auxiliar:

lim, [ 17 (05Nt (s)—u,(p) T +lim,, [ 17 (p.she,(p)dUs ij=12  (3:20)

Assumindo-se valida a condi¢ao de Holder para os deslocamentos, isto é:

‘”j(s)—uj(p)‘SBg“; ij=12 (3.21)
onde B e o s3o numeros positivos.

E substituindo-se (3.21) no primeiro termo de (3.20), tem-se o valor nulo

para o limite quando o raio tende a zero:

lim,_, [ f; (p.s)Be“dl' = 0; i,j=12 (3.22)

Ie

J& a segunda parcela de (3.20) pode ser calculada por meio de:

2(1=2v V5. +2rr _ (3.23)
lim, {— 5[( :(])fl];) - d¢}ui(l?) = Cyu,(p); i.j=12
'] p

Com a substituigao de (3.23), (3.17) em (3.14), a identidade de Somigliana

pode ser representada por:

Cy.uj(p)+j;f;(p,s)4j(s)df=§u;(p,s)fj(s)dl" +Ju;(p,S)bj(S)dQ; i,j=12 (3.24)

r

onde o termo livre C;; ¢ expresso tal qual em HARTMANN(1980):
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a,—-a, senla,—senla,

1 2. 2
27 i 87r(1—vp) 47ri]—vpi(sen @ sen az) (3.25)

a,—a, senla,—sena,

1 2 2
47ziz—vpi(sen a~sen’ ;) 2w all-v,)

onde (¢,;, «,) representam os angulos das dire¢des tangenciais do contorno

anterior e posterior a angulosidade indicados na figura 3.2.

Figura 3.2-Angulos presentes em C i

Tal qual para a representacao integral dos deslocamentos, ao levar-se o ponto
fonte para o contorno ocorrem singularidades nos kernels das equacdes integrais dos
gradientes dos deslocamentos. Assim, utilizando-se técnica analoga aquela descrita

para os deslocamentos, isto €, apds a subdivisdo dos intervalos de integracdo em

I"'—1I" e I',, uma relag¢do pode ser escrita como:

5ik5j1”k,1 (p)_i3c —i,, =0; i,jk=12 (3.26)
onde
I = J:f;k(p’s)‘k (S)dr_ jﬁu;’k(p’s)fk (S)dr+ jf‘;k(prsy)k (S)dQ;i»j k=12 (3.27)
r-r r-r a-0

i = [ 13 h M = [, (s M [y (oS Sk ket2 (328)

FE QS
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Ao ser tomado o limite do raio £ - 0, a fim de recuperar-se o contorno
primitivo, e ainda utilizando-se o conceito de valor principal de Cauchy(v.p.c.) e de

Hadamard (v.p.h.)em (3.27), pode-se escrever a seguinte relagdo:

I3 :%Tg Jlfz;c (p’s)uk (s)dF - J:”;'k (p’S)fk (s)df + éli’g jft;k(p,Sh(S)dQ (3.29)

:ff g‘jk(p’ S)"{k(SM—‘+§u;k(p’ S)fk<s)dr+_|.u;k(p’ Sh,(S)dsi j k=12

Incorporando-se em (3.28) um movimento de corpo rigido de valor —u, (p) ,

essa equacao pode ser reescrita como:

(3.30)
3 zm{ J 139l 5) - M~ [ .5 k<s>dr};z-,j 12

g g

Admitindo-se vélidas as condi¢des de Holder para os deslocamentos e forgas
de superficie, as seguintes expansdes na vizinhanga do ponto-fonte podem ser

expressas por, GUIGGIANI(1998):

”k(s): Uy (p)+uk,l(p)[x (S)_xz (p)]+ O(FOL);k]:LZ (3.31)

Son (S) =1C, Uy, (S) =1C,, MUy (p)+ O(’"u_l >; mhj]=12 (3.32)

Se (3.31), com 7, =[x,(p)-x,(p)]/r, e (3.32) forem substituidas em (3.30),
uma relacao pode ser expressa por:

. . (3.33)
Iye = ?_’)’(l){jﬁ]k (p’S)rr,luk,l (p)dF— J.uijm (p’S)tthklnhuk,l (p)df} smhkl=12

I
ou

(3.34)

>0

lye = hm{jX;kl (p’S)uk,l (p)d[} sLjkl=1.2
I,

onde o kernel X ;k, ¢ expresso em DONG & GEA(1998) como:
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1

srli—v {(5_8Vp )5%’”,/"’,1 +

, (3.35)

(3_4Vp il Tk _2(2+2Vp Ty _(7_4Vp wlily =81y +

X;kl (p,s) =rr i; (p’s)_tcmhklnhu;m (p,s) =

2v

16r.r r r,+
JUj kT ]_2

i/ [4(]_Vp )Bklr,ir,j —6,8, };i,j,k,l:],2
14

Calculando-se as integrais em (3.34) para um contorno suave, tem-se que:

Y ; | (3.:36)
Ly = Zlmjl(¢)gd¢”k,l (p)zzéikdﬂ”k,l (p); Ljkl=12

&0 &

onde X;‘kl ((I)) =r Xij*‘kl (p,s).

Com isso, a partir de (3.36), (3.29) em (3.26), tem-se a representacdo integral

para pontos colocados sobre contornos suaves, isto €:

Dy uy, +§Ffl;{(p,s)uk(s)dl—‘ :ﬁ—u;k(p’s)fk(syr_'_ =12 (3.38)
* il =
[ (5.5 (5)i0

onde as componentes do tensor D, sdo dadas por:

1 (3.39)
Dy, :Eé‘ikajl; b ki=12

As representagdes integrais das resultantes de tensdo no contorno requerem
um tratamento analogo ao aplicado ao caso dos gradientes de deslocamentos, uma
vez que as ordens das singularidades presentes tém as mesmas caracteristicas. Assim,

(3.11) pode ser expressa similarmente a (3.26):

§ik5_/lNkl (p)—i3t —i, =0 ijkl=12 (3.40)
Assim, a partir da relag@o constitutiva (2.15), as componentes dos kernels dos

gradientes de deslocamentos devem ser ajustadas para o campo das tensoes:

I3, =Llim J.Sij'k(p’s)uk(sﬁr_ Id;k(p’s)fk(s)dr + lim Id;k(p’S)bk(S)dQ
T r-r oo (3.41)

= §S;k (p’s)”k (SM+§d;k (P;S)fk (Sﬁf; Lj.ki=12



71

O termo i, para os casos de contorno suave, equivalente ao i,., pode ser

escrito como:

I'—0

; =h-m{ [ ) M~ [ (.5 <s)dr} i

(3.42)

Zim{j.ﬁ;c (p’s)rr,lNkl(p)dr_ j”;m (P’S)t thklnhNkl(S)dr}; Lj,kl=12
FS

-0
FS

A partir da compara¢ao de (3.42) com (3.33), pode-se concluir que as

parcelas da integracdo de i, sdo similares as de i,.. Desta forma, substituindo-se

(3.42), (3.41) em (3.40), tem-se a representacdo integral de tensdes para pontos-fonte

em contorno suave dada por:

DijkiNkl(p) +E§FS;k(p’S)llk(SM = id;‘k(p:s)ﬁc(sm+JQcéjk(p)S)bk(S)aK); ij,kl=1.2 (3.43)

onde Dijk, pode ser escrito como em (3.39).

3.2.3)Carregamentos externos distribuidos em linha e concentrados (estados
planos).

Além das agdes externas aplicadas distribuidas no dominio bidimensional da
chapa, outras modalidades de carregamentos podem estar presentes no problema, tais
como os unidimensionalmente distribuidos e os discretamente aplicados
(carregamentos concentrados). A fim de estender as representagdes integrais (3.24),
(3.38) e (3.43) para contemplar esses casos, € necessario que apenas o termo de

dominio seja ajustado a agdo externa em questdo. Assim, a forg¢a volumétrica b,,

referida nas equagdes integrais discutidas nas se¢des anteriores deste capitulo, pode

ser subdividida conforme a dimensao de seus respectivos dominios de aplicacao:

b, , se SeQ,(Bidimens.)

b,(5)=1 [5(5.00, 2,0) . se 1 (Unidimens) — (344)

5(S,C)Fj(c) , se ¢ forum ponto
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Em (3.44), utilizando-se as propriedades do delta de Dirac para o

carregamento aplicado em linha, tem-se: b, (s)= J-5 (s, )bLj (1)de, = b, (s).

2
Substituindo-se (3.44) no termo de dominio de (3.24), tem-se a seguinte
relacao:
[uy(p.SW;(S)d2 = [u; (p,S),(S)d2+ [u;(p, Sy, (S)de2 +
Q 2 2
(3.45)
[u;(p.8)5(S,c)F, (c)de2; i, j = 1.2

0

Como F, (c) ¢ uma variavel independente no ultimo termo de (3.45), essa

parcela pode ser reescrita como:

Iu; (p,S)5(S,c)F, (c)d = F, (C)Iu; (,8)5(S,¢)d2(S); i,j=12 (3.46)
0 Q

Aplicando-se as propriedades do delta de Dirac no tltimo termo de (3.46), e
sendo em seguida substituido em (3.45), tem-se a integral de dominio contemplando

os trés tipos de carregamentos em suas respectivas regioes de aplicacao, isto é:

ju;(p S)bj (S)d.Q: J.ulj(p S)bj (S)d.(2+ julj(p S)bLj(S)d.Q+ u;.(p,c)F/.(c);i,j =12 (3.47)

ro) o) 2
Para as representacdes integrais dos gradientes de deslocamentos(3.38) e das

resultantes de tensdo(3.43) pode ser aplicado um procedimento analogo, de forma

que o termo de dominio dessas pode ser escrito respectivamente como:

I”;k (p, S)bk (S)d = I”;k (p, S)bk (S)d.Q + j”;k (p, S)bLk (S)d.Q +
Q Qp 2

(3.48)
uy (p.e)F(c); ij k=12

J.d;k (p,S)bk (S)d-Q: J.d;’k (p: S)bk (S)d-Q"' Id;k (p’S)bLk (S)d.Q+
ro) 2 2

(3.49)

*

dy(p.c)F(c); ijk=12
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3.2.4)Representagoes integrais dos estados planos no sistema de referéncia local.
Na literatura, as representagdes integrais para os problemas planos e
tridimensionais, em geral, sdo apresentados utilizando-se um sistema de referéncia
global (x,,xz). Contudo, em algumas situagdes, pode ser mais atrativo adotar-se
sistemas distintos para expressar as componentes dos campos (de deslocamentos, de
deformacdes e das resultantes de tensdo) associadas ao ponto-fonte e para as
variaveis ao contorno. Assim, nesta presente formulacdo optou-se escrever as
representacdes integrais para os estados planos de tal forma que no ponto-fonte os
deslocamentos sdo escritos segundo uma direcdo genérica ¢ e as varidveis do
problema sdo expressas segundo as dire¢des tangencial 7 e normal 7 ao contorno.
Substituindo-se (3.47) em (3.24), a representacdo integral dos deslocamentos

pode ser escrita como:

X”q(p)"'%(p)ﬁ fy* (p,S)ij (S)Vk (S)dr =4q; (p)i ”; (p'spjk (S)[k (s)df-i— (3.50)

Ne

4.0 13 (p. S, (S)d2+4,(p)], u;(p.S)g, (S)ac2, + ;q,. (phe (p, S)FE ()3, /. k=12

onde A ¢é o coeficiente livre de integral com valores dependentes da regido de
colocacdo do ponto-fonte(A =1, ponto no interior; A =0, ponto no exterior;

A =1/2 para ponto sobre contorno suave); v, e ¢, sdo os deslocamentos ¢ as forcas
de superficie escritos nas dire¢des do sistema (r,7); u . (p) é o deslocamento do
ponto-fonte segundo a dire¢do g, que pode ser representado por u, = ui( p)qi(p) em
que q, (p) estd associado ao co-seno diretor de ¢ . Vide figura 3.3.

Em (3.50), Q(s) ¢ a matriz de transformacdo, entre os sistemas (xl,xz) e

(r, 77) , que pode ser escrita como:

0,(s)=7,(s);  j=12 3.51)

QZj(S):nj(S); Jj=12 (3.52)

Ja as rotagdes no plano da chapa, i.e., a derivada direcional segundo uma
direcdo m, de uma componente de deslocamento na direcdo ¢, pode ser escrita como:

i,j=12

u,,(p)=u.,(p)a.(p)=u,,(p)a.(p)m,(p): (3.53)
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Figura 3.3- Esquema representativo da chapa.

A partir de (3.53), (3.38) e de (3.48), a representacdo integral das rotagdes no
plano da chapa em que as varidveis do contorno estdo no sistema local de

coordenadas pode ser escrita como:

Aot gn (p)+4, (p)i fu*k (p, S)mj (p)0,, (s)v, (s)ar =
¢.(P, usi (p.5In (P)O, (), (]I + q,(p)] uyy (p.S)m b, (S)de2 +

4.(p)f,, uiu(p.S)m, (P)g, (A2, + 4, (s (p, K (p)F (K3 4, kor =12

Q

(3.54)

onde g, e m, sio co-senos diretores de ¢ e m em relagdo a(x,,x,). 4, =1/2 é o

termo livre de integral para ponto de colocagdo em contorno suave.

3.3)Equacdes integrais de placas delgadas
3.3.1)Pontos de dominio

De uma maneira sucinta, a técnica do residuo ponderado pode ser descrita
como uma estratégia de impor um valor nulo para o residuo ponderado médio global
do problema causado pela admissdo de solugdes aproximadas para as equacdes

diferenciais do problema em cada ponto do problema.
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Se o dominio de um problema (por exemplo, um corpo eléastico) for

composto de n partes discretas ¢ R(i) for o residuo devido a admissio de uma
solucao aproximada da EDP em cada ponto. Além disso, se U(i) for tomada com a

fun¢do ponderadora desse ponto e ainda se as condi¢des essenciais(deslocamentos) e
as naturais(forgas) forem plenamente satisfeitas em suas respectivas regides

definidas sobre o contorno do corpo, o residuo ponderado médio global R do

problema pode ser calculado como:

ZR(i)U(i) (3.55)

Se o residuo médio ponderado global for imposto nulo em (3.55), tem-se a

equacao da TRP deste problema:
S REU() =0 (3.56)
i=1

Analogamente ao caso anterior, a equacdo da TRP para problemas de

dominios continuos x pode ser escrita como:
R (x)dx =0 (3.57)

No entanto, se for admitido que as condigdes essenciais e naturais ndo sao
satisfeitas, isto conduzird a residuos no contorno do corpo. Assim, os residuos do

contorno deverdo ser introduzidos na expressao (3.57), resultando em:

J.R(x)J(x)dx = Ir]f(fix)dfix + Irzu(ax)dax (3.58)

ox; ax)
onde x,0x sdo as regides relativas ao dominio e ao contorno do corpo; a expressao
do residuo das condigdes essenciais ¢ dada por », =u —u , sendo definida em Ox,e
u denota deslocamento prescrito e f (ax) ¢ a funcdo de ponderacio de r,.
Analogamente, J& r, =¢t—¢ & a expressdo para as condigdes naturais definidas em
x,,  denotando forca prescrita e u(dx) é a fungdo de ponderagio de 7, .

Tomando-se a EDP do problema real de placas delgadas(2.29) e a funcao
ponderadora representada pelo kernel de deslocamento(2.141); as variaveis de

contorno w,6,,m, ,V,eR, sdo ponderadas respectivamente pelos seus campos
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. . . , * * * * * . ~
fundamentais duais, isto ¢ V, ,m,,0,, w e w,. Assim, tem-se a equacdo da TRP
analoga a (3.58) escrita como:

[[Dw,,(5)-2(S) (p.S)a2 = [wls) - la; (p.5)+ my,, ()l -

Iy

[16,(5)-8, b (p.s)ir = [V, (s)-7, ' (p.s)ar + (3.59)

R:(p,s)(wc —v_vc)+ Hmn(s)—mn }9;(p,s)dF+wz(p,s)(Rc _Ec‘);

I3

i,j=12ec=1,..N,
onde 77, ¢ a regido do contorno /~ onde as condi¢des essenciais (w: w,0,=0 p)
sdo conhecidas; [/, denota a regido em que as condigdes naturais

(Vn =V, m, =%n)s€10 conhecidas. A cortante de Kirchhoff, como discutida no

capitulo 2, pode ser expressa como V, = ¢, +m

ns,t*
Fazendo-se a integragdo por partes na primeira parcela de (3.59), tem-se a

dentidade
Dlw,,-,,- (s)n,w' (p.s)dr—D £ w, (P (p.Shdc2= }[g(s)w* (ol
i)l i -
116,08, shar = [ (-7, (.5 660

R (p.s)ow, = we )+ w (p.s)R, ~Re )+

Hmn (s)—%n }9; (p,s)df; i,j=12

I3

A equacao (3.60) pode ser expressa de uma maneira mais concisa como:
Dfw () (p, sl = D[ w,,(phw’,(p.S)d2=1, (3.61)
r 0

com:
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1, =[glsW (p.s)a2+ [[w(s)-w]a; (p.s)+ m,, (p.s)lr -

Iy

[16,6)-8, b (p.s)ar = [V, ()7, Jo' (p.s)ar + (3.62)

mnk;(p,s)df; i,j=12

[, (5)-

]

Substituindo-se (2.25) e (2.27) em (3.61), tem-se que:
—§qn deF+J.myl l(p,S)d.Qzlp; i,j=12 (3.63)

Integrando-se por partes a integral de dominio do lado esquerdo de (3.63),

uma nova identidade pode ser escrita como:
—§qn “(p.s)dr + §m now’(p sl = [m, (p)wyy(p.S)R=1,;  (3.64)
Q
i,j=12

A partir das relagdes (2.19) e (2.20) em (3.1), o teorema da reciprocidade de

Betti para placas delgadas pode ser escrito como:

Imy w', (p,S)de2 = jm,] (p.S)w,(S)ds2; i, j=12 (3.65)

Levando-se (3.65) em (3.64), vem que:

—&q p s df+§m 3(p,S)dF =
1+ [my(p.Shw,(S)de2; i,j=12 (3.66)
0

Aplicando-se convenientemente duas integragdes por partes na parcela da

integral de dominio do lado direito de (3.66), uma relacdo pode ser escrita como:

—§qn psdf+§m nw,(ps)dl =1, - (3.67)

§w(s)q psw(sd]“+§nw m, “(p,s d]“+jmw (p.sS)dQ; i,j=12

Com o auxilio de relagdes trigonométricas, a seguinte identidade pode ser
escrita:

nn, +ss; =8, 0.j=12 (3.68)

iy

A soma dos pares(momento-rotacio) no sistema de referéncias do

contorno (s,7) pode ser expressa no sistema global (x,,x, ) a partir da relagao:
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m,0, +m, 0, =mw,n, (”j”k + Sjsk); ijk=12 (3.69)

Se (3.68) for substituida em (3.69), uma outra identidade pode ser escrita:

Jl’

m,0,+m, 0, =mwn;ij=12 (3.70)

Substituindo-se (3.70) em (3.67), uma representacdo integral envolvendo
esfor¢os, deslocamentos e rotagdes no contorno, além dos carregamentos real e

fundamental no dominio, pode ser escrita como:

MW(S)QZ(P, )—9 () *(p,S)—e() ps)lar = wSm;,(p.S)M2+ (371

0

§ Lo, 1 (p.5)-m, (6 (p.5)m, m<s)e,<p,s]dr+1

. . , * * ~
Conforme discutido no capitulo 2, os esfor¢cos ¢, e m, nido podem ser

determinados simultaneamente nas hipoteses da teoria classica de placas. Assim foi

proposto por Kirchhoff o conceito de forca cortante equivalente em que esses dois

esforcos sao escritos em funcao de um Unico, que esta indicada na expressao (2.36).
Aplicando-se a integragdo por partes na terceira parcela da primeira integral

do lado direito de (3.71), tem-se que:

L m, ()0, (p.s YT = [m, (s )w' (p, S)]Z - L w'(p, s)g m, (s)dI (3.72)

onde (S, , ,) sdo as coordenadas das extremidades dos contornos contiguos a um

canto da placa.

Substituindo-se (2.36) em (3.72), tem-se que:

jrmns(S)H:(p,s)dfz[mns w’ (p, S)ZI IFW*(P’S)[Kz(S)_qn(S)]dF (3.73)

Levando-se (3.73) em (3.71), obtém-se:
§ bv(s)a; (.5)-0, (s (p.5) = 6,(Ion (p.)]ar = [ wlS)m; , (p.SMd2+ (371
RASW(p.s)+§, 1, (s () = m, (5)6 (p. ) ]df +1,

onde R (5)= [, ()]

Se a segunda parcela de (3.62) for integrada por partes, a identidade /, pode

ser reescrita como:
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J s)w psd.Q+j ]q:(p,s)df

Iy

_ J.[Q(S)—gt}n;(p,s)df+[w(s)_v_v},,; Z _

[0, i plar — [.6)- 7. p.shar

(3.75)

Hm Pps)df i,j=12

Ao substituir-se (3.75) em (3.74), tem-se que:

[ . $He2+ [l (p.5)- B, (.5) 0o

Iy

[bs)a (.5)-6, (5 (p.5)- 6, (), (p.s)ir =

Re(Shw. (p.S)+ [[7, ()" (p.5)=m, (50 (p.s T -

Iy

J.[?nw* (p,s)—%né’; (p,s)}if + J.g(p,S)w* (p,S)de2

(3.76)

Sabendo-se que as condigdes essenciais em /), e que as condi¢des naturais
em /7, sdo conhecidas, a equacdo (3.76) pode ser escrita em uma forma genérica

uma vez que /" =/, + /,. Assim, vem que:

§ [s)a) (0.5)-0,(s)m; (p,5) = 0,5, (p. I = [w(S)my , (p. M2+ (377

0Q

R(SW. (p.8)+§ [V, (5w (p.5) = m, ()0, (p. i + [ 2(SW (p, S)de2

A equacao de equilibrio do problema fundamental de placas - analogamente a

(2.28) - é dada por m, . +g =0, com S(s,p)=g representando o carregamento

i
do problema fundamental. Substituindo-se essas relacdes em (3.77) e ainda
utilizando-se as propriedades da distribuicdo de Dirac, a equagdo integral dos

deslocamentos para pontos do dominio pode ser escrita como:



86

w(p)+§ [s)g (p.5)-0,(s)m(p.5) - 0,5, (p. )] ar =
R0 (p.5)+ . 1 51 (p.5) -, 5105 ()] + 678)
[ (s (p.S)2;c=1,...,Ne
Além disso, se para o termo [ m0,dI" forem aplicados procedimentos
0 dI” , uma

analogos aos descritos nas equagoes (3.72) e (3.73) para a integral Lm

ns

relagdo pode ser escrita como:
[ ., (p.5)0, (M =lm (p.shw ()] = [ s\ (p.)-ai(p.s)lar (379

Se (3.79) for substituida em (3.78), tem-se a representagdo integral conhecida

como identidade de Rayleigh-Green:
w(p)+§ s (p.5)-0, (s (p.s)]ar + w, ()R (p.s) =
R (5 () + 4,1, (5 (.5) - m, (6] (. + G50
[ e(sw'(p.S)d2;c=1,...,Nc
Tanto a equagdo(3.78), neste trabalho denominada de identidade

triparamétrica, quanto a identidade de Rayleigh-Green(3.80) podem ser escritas em

uma representacao integral comum:
w(p)+§ (s (p.5)-0, (s)m) (p.5)-0,(5)8, (p.s)dr + w, () (p.s) =
RAsW. (p.)+§ 1, (I (p.5) = m, ()6, (p.s)]ar +

[ sl (p.S)d2;c=1,...,Ne

(3.81)

onde (05: B 7/:)=(q: . 0), para  Representagio triparamétrica(RTP);
(a: B y:):(V: 0 R:), para Representacio de Rayleigh-Green(RRG) Além
disso, p estd associado ao ponte-fonte; s e S sdo os pontos-campo associados ao

contorno ¢ ao dominio, respectivamente; V

no

q,, m, e m,_ sdo os esfor¢os do

contorno associados a forca equivalente de Kirchhoff, for¢a cortante, momento fletor

¢ momento volvente, respectivamente; R, ¢ a reagdo de canto; w, Hpe 0, sdo os
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respectivos deslocamentos transversais, rotagdes normais € tangenciais ao contorno;

Nc, R, indicam o niimero de cantos ¢ as reagdes sobre eles, vide figura 3.4.

Figura 3.4- Carregamentos presentes na placa

Diferenciando-se a equagdo integral dos deslocamentos transversais(3.81)
segundo uma direcdo genérica m, a representacdo integral para as derivadas

direcionais dos deslocamentos pode ser escrita como:
w,(p)+§ sl (p.5)-0,(5m),, (p.5)-0,5)8,,, (ps))ar+
w.()u(p.s)= §r [Vn (s, (p.5)=m,(s)6,,.(p. S)}’T + (3.82)

R.(s)w.,(p.s)+ J-g(S)Wm (p,s)d2;c=1,...,Nc
Q

* *

Onde (an,m ﬂ:m /u:):(q:m m;sm 0)’ RTP’ (a;m ﬁ:m /’IZ):(I/nm 0 R:m)’ RRG
Em (3.82), um dos procedimentos para a obtencdo das derivadas direcionais
em uma direcdo genérica m dos kernels de (3.81) pode descrito tomando-se, por

exemplo, a diferenciagdo de ¢, :

qz’m(p’s):;z(mk”k _Z’Tn’”,m);k,n,m =12 (3.83)
2 r

Assim, os demais kernels podem ser obtidos de forma andloga ao da derivada
direcional da forga cortante q:,m (3.83) e seus valores podem ser escritos como:

]/’imirlnr; 1=1,2 (3.84)
47D

w' (p.s)=-
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. -1
Gp,m(p,s)z%[(mir,anjr‘jﬁ(mknk)lnr]; i,j,k=12 (3.85)
m:,m (p’S):é {(] + V)(mir,i )+ 2(] - V)(njr,j l(mini)_ (mir,i Xnkr,k )]};i,j,k,zI,Z (3.86)
m:t,m(p’s):;__WV{(mini)(tjr:j)_‘_(mktk)(nir,i)_Z(mir,ianr,jxtkr,k)};i’j’k:]’Z (3.87)

V (p, { 2(1— V)(sqrq14(manerXs,rt) (n/rj)
+(3_V)[(”jmj)_ (mzr,f)(”/./) + ﬂ_;a:(sir,ilmtr,t - (mqiqusjijj)],l,],C],fZ],2

onde D ¢ o moédulo de flexdo da placa; » ¢ a distancia entre o ponto fonte p e o

(3.88)

ponto campo s; I/R ¢ a curvatura do contorno; r, ¢ o co-seno do raio vetor r;
n. e t, sdo as componentes da dire¢do normal e tangencial ao contorno no ponto s.

Além das representagdes integrais dos deslocamentos transversais e seus
gradientes, uma outra equacdo integral que pode ser escrita ¢ para as curvaturas, a

partir da diferenciacdo em uma direcdo genérica g da equacao (3.82), isto é:

§ [W nmq (p.5) (S)m:,mq(P;S)—9t(S)ﬂ:,mq(p,s)]dF+

S)= ﬂV (sw,, (p.s)—m,(s)0. .. (p. s)]dr + jg g(S)w,, (p.S)s2 (3.89)

D,

2

c=12,., 6 Nc

onde (¢}, Fy <)=l0s MmO RTP: {0y By &)= 0 K,). RRG:

os kernels sao dados por:

q:,mq(p’s):%[mknkr:iql +mr an] +rkmk(m qz —4r, mr]Qj)] 71,],]{ =12 (390)
r

1+v)(mqu 2rmr q, )+2 [m nyqn, (3.91)

R A

m:,mq (p,S) ==

—(mqu 2r;m, T’,QJX ) 2ramarﬁ, ﬁ.(mknk —rvl.ql.r)jnj)k; ijkapB=12

. 11—
mm,,,,q(p,s):#& r,t (ijimiqknk +’”,jqjmk”k)+’”ﬁ”ﬂ (r,imiqktk “"’,jqjmata)"‘ (3.92)

r,anarﬁtﬁ(mqu 41" m; rjqj )J (mknkqata +qknkmata)}; i,j,k,a,ﬁ,}/ =12

* 1
W,mq(p!S): 2D {r mr.q; +mq, lnr}, i,j. k=12 (3.93)



89

. 1
0 g (p’s):W—D{b’}mi’quj _quj]r,knk —rmq.n, _rﬁqﬁmyny}; (3.94)
i,j,k,a,B,y,t=12

. 1
Vi (P5)=—— {201=v)s,r, P oamr g, mr, -

- 4(mil/:injqj +mr nq;+mgq; ) J+ 4(1 - V)r,ksk l (minisjqj Tmn;s.q; )_

3.95
4’fk”k(mir,isjqj ;s )J+4(]—v)r’knkmisisjqj T 0

2(3 - V)I.r,knk (miqi - 4mir,ir,jqj )+ myrn.q;+ mir,jniqu }+

] —
Kr‘;skr,ky‘,jq_/ (m[Sl- _mir,islr,l);i, j, k,l — ]}2

A representacdo integral dos momentos fletores e volventes , associados aos

eixos de referéncia arbitrérios (m,q), pode ser obtida utilizando-se as relagdes

constitutivas da teoria classicas de placas(2.24) e a equagao (3.89):

muy (p)+ g, (p)mf(p){;f{W(S)uaZ,i, (p.s)=0,(s)um,, (p,S)} dr -

{0t ) dr}w,. (o) (o) (. SR (5)=

(3.96)
0 (p)zj(p)j;{m (5w, (pos)=ms (st (p,s)} ir+

r
g:(p), (P)R(S)eow.; (p.5)+ a(p), (P &Show,; (p. S)d25¢ = 12,..., Ne;
onde(ucil.j 1A, /“5) :(/“q:i/ e 0)’ RTP; (:“"Zz/ 1A, ﬂé):(ﬂﬁ@/ 0 /'Rcu) RRG;

os kernels sao dados por:

. I1+v v L. 3.97
uw :—%{{mr—m}@j —I’_il”,]}, i,j=12 ( )

HO,; = _#{(l—k V)é‘iir,knk + (I_V)[r,inj +rn, _2”,1'”,]-],_/}; i,j, k=12 (3.98)

ﬂm:y = Di;_gv) {(1 + 3V)5U. —2(1+ V);fl.ifj —2(1-v)-n, n;+2rn, (r_]. n+ (3.99)

ron, —Zkiijjlkank]—Z(l%rv)é'ij (’”,k”k )2]}; i,j,k=12

)
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i, i ak lja

ym’fak_%{[(z 30)8,8, = 214+ )S 1, |- 2(1=v)[5 o, +

Ol + 0T 1y — 41,1 11 J+ 1-v\6,9,,+06,,0 ) (]+V)5akijiljj} (3.100)

ja'i ia’,j ia™ jk

v 0L jkba=12

M, = _?’i {(1 - V)[r,jni T, _r,knkr,ir,j]—'— (1+2v)8,rm, }; ijk=12 (3.101)

-D {Z(I_V)(Sk’ﬁ,k )2 [24’117’,1 {51']‘/ —(]-|- V)r,ir,j}_

v, (p.s)=
{(] vN\rn, +r n) (1+3v)ifln15y.}J+
( )rksk[(]+v)ns +(1 V)n S,
4Ijknk{(1+v)7{l. +(1-v)r s}+41 V)ankl(] V)ss +V0,, J
2(3—v)[7fknk{(1 3v)5”. 4(1- V)zfir } (]+V)rn +(1-v) r nJ}
I-v

7Rr’
A forca cortante segundo a dire¢cdo m pode ser obtida pela derivacdo do

(3.102)

SiV {Sir,j _[50"/"'(1_‘/)",5’1/ Kslr,l }’l’ Jkl=12

Laplaciano dos deslocamentos em relacdo a dire¢do m:
4y =—Dw,m;; it=12 (3.103)

onde a representacdo integral para a derivada do laplaciano dos deslocamentos pode

ser obtida da diferenciagdo de (3.89):

8 ()4 W6 (05)= 0, 5P (p.5)| a7 -

r

[ms)ﬂn b, s)} ar+,, (p.SIR(5)- (3.104)

ﬂV" i (.5)=mn(s)6,, (p,s)} dr +

RL mtt(p’l) ( ) J. ( )wmtt* (p’ S)dQ’ c= ]’2 """ NC ’

Onde( *,mtt B:,mtt gj',tt):(q:,mtt n/;js,tt O)’ RTP; ( *,mtt ﬂr:,mtt gf:tc):(l/):mtt 0 Rcmtt) RRG

os kernels sao dados por:

G (P5)=05 1 =12 (3.105)

My (D25) = = Tl;;}[r,imi_'_zmknkr,jnj_47',(1ma(r,'3n5)2:|; ijkap=12 (3.106)
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. 1-v
mns,m”(p,s):—mﬂj [4r MT St Ty IR L — m,f,’”j”,],i,j,k,t: 1.2 (3.107)
e;.mtt(p’s):_anr (Zrzmzr/n/ m_/nj); i,jt=1,2 (3.108)
* mr; 1
W,mtt(p’s)z_zTCD;, it=1,2 (3109)

V*

n,mit

(p,s):—]n;:/ {4(ijksk) (6rlmlrjnj —n;m, ) 4rn (2slmls]r/ +m,r, )+ (3.110)

-V
nimi}+ R (r,imi)zsk’/:k {ijj _m(/’"_;sl”,l}’ i, j.k1t=12

3.3.2)Pontos no contorno

Se o ponto-fonte for levado para o contorno, ocorrem singularidades nos
kernels. Com isso, algumas técnicas sdo necessarias para superar este inconveniente
analogamente aquelas utilizadas nos problemas de chapas. Uma das técnicas, descrita
em PAIVA(1987) e¢ OLIVEIRA NETO(1998), consiste em escrever a

representacdo integral de placas sobre um novo contorno definido como
I =r T+ I, indicados na figura 3.5. Assim, a equacdo (3.78) pode ser alterada

para:

w(p)+ I [(s)e; (p.5)-0, (s)m; (p.5) = 6,()8; (p.s)|ar +

-

HW (p.5)=0,()m. (p.5)~6,()8, (p.s)|ar
+7: (.S (S) + 720 (P, Sw, (S) =
I[Vn(S)W*(P,S)—mn(s)g;(P,S)]dF+ (3.111)
[, (3w (p.5)=m, ()6, (p.5)]dr + R, (S)w; (p.5)+

R (Shwi(p.S) + Ry (S)w(p.S)

+ [gSW (p.S)2+ [g(s)w (p.S)R: k=1,..., n-1

0-0 Q
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onde R, R, representam as reagdes de canto anterior e posterior a angulosidade;

* *® ~ . * * ~ .
wy , W, sd0 0s seus respectivos kernels ; da mesma forma y, ,y, estdo associados

ao kernel y ..

Figura 3.5-Contorno auxiliar

Quando o raio & de Fg tende a zero, tem-se que /e £2—(. Com isso,

(3.111) no limite pode ser escrita como:

w(p)+ Lim I[W (2.5)=0,(5)m (p.5)-0,()8, (p.s)|ar +

=0

fim, [tk ()0, )06, (ps)lar
,l_ygo[Rcé (0. S)w,(8)+ R}, (p. 5w, (5)] =
lim FIF[V,, () (p.s)=m, (5)6; (p.s)|dr +
Jim HV (p.5)-m, (510, (p.s)ar+

R ()] (p.5)+ Jim [ (S)w} (p.5)+ B, (5 (p.5))

+ lim Ig de.Q+hm jg (p,S)d2; k=1

0Q2-0

.....

(3.112)



93

O célculo dos limites envolvendo as integrais definidas sobre o contorno

I' —I', na equagdo (3.112), conduz a resultados equivalentes aos valores das

proprias integrais definidas sobre o contorno I, isto é:

/), = Lim I[W =6, (s (p.5)-6,(s)B; (p.s)ldr -

>0

lim L[Vn(S)W*(p,S)—mn(s)eji(p,s)]dr—ginm [e (s (p.5)ac2 - (3.113)

>0

[[s)a; (p.5) -0, (s)m; (p.5) - 6,(s)m;, (p.5)|ar - [ g(S)w" (p.5)ae2

Assim, restam os limites das integrais definidas sobre o contorno auxiliar I, .

Utilizando-se o artificio de adicionar e subtrair o deslocamento transversal w(p) e as

~ % J . :
rotagoes [Ew(p),—w(p)] as suas equivalentes no ponto campo

123
o o

w,—w=0, ,gw:ﬁt; uma identidade sobre o contorno auxiliar pode ser

on

apresentada como:

= dim [10w(s)- (ol (p.5)-| 0, (5)—-w(p) s (p.s)
-] 0.0 5t

g0

i, [0S0t ar— ana

i, [ m20.) S o)+ 52551 ) ar

n

Admitido-se vélida as condi¢des de Holder, os limites das trés primeiras

integrais em (3.114) tornam-se nulos. Assim, essa equacao passa a ser escrita como:

f{ (P (p.s)-m,(p. );;W(p)—ﬂ:(p,s)gw(p)}d]" (3.115)

As rotagdes normal e tangencial podem ser escritas em fungdo de direg¢des

genéricas (m, , u,) indicadas na figura 3.4 como:
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a_anw(p ) _{Sen@)—v) —cos(p- y)} iW(p)

B COS(d)—Y) Sen(d) Y) %W(P)

(3.116)

Substituindo-se (3.116) em (3.115), tem-se que:

i, =—lim —i[(]+v)lng+(] V)r +v‘:ser(¢ —y)—= nip) —codp—y)— ;n»(p)}dfg
(3.117)

&0
E,- 4 q ,

—lzmj——rs l:cm(¢ 7) M(p)+ edg—y)—= w(p)}errlzm Ia w(plr,

q M

A partir de relagdes geométricas indicadas na figura 3.5, pode-se concluir que

r,=1 e r,=0.Com isso, ¥, =q,, de forma que a Gltima parcela em (3.117)

pode ser escrita como /im (

-0

j )df E, ainda, utilizando-se da relacao
2w &

dl', = ¢ d¢@, aidentidade i, em (3.117) passa a ser escrita como:

i :ﬂw(p) (3.118)
2r

Substituindo-se (3.118), (3.113) em (3.112), a representagdo integral geral

para o deslocamento transversal pode ser expressa por:

oulp)+§ (ke (p.5) -6, (5, (.5) = 6,5)8, (p. T + 7. (.S, ()= (3.119)
She(p.SH 1, (W (.5)-m, ()6, (ps)]dr+ [ (S (p.S)IRsc=1....e

onde o termo livre de integral ¢ dado pork = ﬁ
2r

Tal qual a representacdo integral do deslocamento transversal, ha necessidade
de investigar-se as singularidades que ocorrem na representagdo integral das
derivadas direcionais do deslocamento transversal, ao levar-se o ponto-fonte para o
contorno. Assim, pode-se utilizar de um procedimento andlogo ao empregado na
representacdo integral dos deslocamentos, isto ¢, apos o acoplamento de um setor

circular auxiliar com centro no ponto singular do contorno primitivo ¢ a divisao
desse contorno em (/-7 , [I), as integracdes podem ser estudadas

individualmente em cada uma dessas regides.
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O calculo dos limites das integrais(3.82) sobre ' — r pode ser tomado como

os valores principais das integrais definidas sobre o contorno I, isto é:

p)+§, [w Kt (9.5)-0, (W, (.5)~0,)6, (p.5 )] +

Jim HW nn(p.9)=0,(Im.,(p.5)=6,()8.,, (p.s)|dr +

lim [R:, (p, S, (S)+ RZ, (p,S iy ()] =
Lot (3.120)

ﬂn(sm(p,s)—mn(s s (ps )+

Jim HV m, (510, (p. I+
;gfgo[Rw S’ (p.5)+ R, (S, (p. )|+
[e(S)W,(p.S)d2;  e=1.Ne

0

Submetendo-se a placa a um movimento de corpo rigido de valor igual a

- w(p), vide figura 3.6, a equacao (3.120) pode ser reapresentada como:

w, (p)+§, [(s)-w(p)le,  (p.5) -0, (I, (0.5)-0,()8,,, (p.s)yar +

lim, [s)-wlp)les,,, (p.5)- 0, (s)m;, (p.5)=6,(5)B.,. (p.s)yar +
" (3.121)
llm{ (8w (8)=w(p)|+ 724 (2.8 () - w(p)}+ 7. (p.S)w, (5)+
R(SW.,.(p.S)=§. (s, (p.5)=m, ()6, (p.s )T +

llm[R WE(P:S)Jchd(S)W;(P’S)]JF Ig (P S)d-Q c=1,., N, -1
0

Te—0

Os limites ndo-nulos das integrais definidas sobre o contorno auxiliar /| em

(3.121) podem ser expressos como:

iy = lim [{() (Pl (p.5) | 8, (5) =2 wlp) ., (pus) Ll
A .60 501

ting [416,6) = 0(p) . (125) | o (p5) 2 k) + B, ) wlp) | s
I, 7/ &

lim . (p. $Ywe ()= w(p)]+ 7., (.S )owp ()~ wlp)]

(3.122)
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Admitindo-se como validas as condi¢cdes de Holder, a segunda e a terceira

parcela de (3.122) tornam-se nulas, de forma que passa a ser escrita como:

= [ A ) 50 Gl s @129

Tz—0

1%{ (2w (8) = w(p)]+ 77, (2.5 w (S) - w(p)]}

Figura 3.6-Movimento de corpo rigido para a obten¢do do termo livre.

Ou a partir da figura 3.6 ou através da expansao de Taylor, ¢ possivel

escrever a seguinte relacdo geométrica no contorno auxiliar:

w(s)=w(p)=ew,(p) (3.124)

Substituindo-se (3.124) em (3.123) e ainda com r=¢, r, =1 e s, =0,

os termos envolvidos pela integral resultante podem ser rescritos como:

is —]{gzm {;Z &wn(p)—%ﬁg 1+vr w, ]dF ~

(3.125)

b 0
Jim, 4—w(l vmgs, EW(P)aTg

onde (a,b)=(2,1),RTP; (a,b)=(3-v,0),RRG.
A vpartir da figura 3.5, pode-se deduzir que rm, :sen(¢—7)e
s;m, =cos(¢—y); o diferencial do contorno dI = &d¢$ e substituindo-se essas

relacdes e (3.116) em(3.125), tem-se que:
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27—,
o= L i T (g, - e p)eod g, i -
0 (3.126)
27—
i(1 —v) lim fcos2(¢ —y)w,, +sen(¢— 7)]d¢
4 Tg—0 ) ’
ApOs o célculo das integrais presentes em (3.126), tem-se que:
P [a+]+V+(]_V)b](27r—ﬂ)wm(p)—
Sr ’
(3.127)

la+ 1+}/6—7£1_V)b] {[S€n2(,3+y)—sen27]wm (p)—cos2y cos2(B+y)w, (p)}

Na identidade descrita em (3.123) ainda restam as parcelas livres de integral:

is = lim {2, (p. S)Yow, (8) - w(p)]+ 72, (p. S ow, () - ()] (3.128)

Figura 3.7-Pontos anteriores e posteriores aos cantos.

Assim, passa-se agora a examinar os dois cantos definidos pela intersecao do
setor de circulo com o contorno primitivo, vide figura 3.7. A primeira parcela

associada ao primeiro canto pode ser escrita como:

7 (.S we (8) - w(p)=mics, (p.8) - me (p.5)ew . (p) (3.129)
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onde m,*", m,¢" sdo os kernels das derivadas dos momentos volventes posterior e

ns
anterior ao canto E. Para o ponto anterior ao primeiro canto, a partir da figura 3.6,
tem-se que u.n, =0 e us; =-I, que, se substituidos na expressao (3.87), esse

kernel pode escrito como:

m(p,S)=- (14_ V)mkcbk k=12 (3.130)
e

onde @, ¢ o co-seno diretor da normal ao contorno no ponto anterior ao canto E,
vide figura 3.7.
. ~ e+ e+
Para o ponto posterior ao canto E, tem-se as relagdes u,s;" =0 e un;" =1,

que, quando levados em (3.87) , tem-se que:

ns,m

m(p.S)= (]_V)mkabk k=12 (3.131)
drs

Assim, outra relacdo pode ser escrita para o primeiro canto, substituindo-se
(3.131) ¢ (3.130) em (3.129):

Voo (28w (S) - w(p)] = 1;—”mG¢kwyﬂ (p);k=12 (3.132)

Analogamente ao tratamento do canto £ , as relagdes geométricas para os

pontos anterior e posterior a0 canto D podem ser escritas como (&5’ =0,

n’"=1). Se essas relagdes forem substituidas em (3.87), tem-se os kernels -

anterior e posterior ao segundo canto- escritos como:

m:ffn(p,S)Z—(]_V)mkak s k=12 (3.133)
' 4re
*d+ (]_V)
m," (p.S)=——Lmp, ; k=12 (3.134)
' 4re

onde ¢, € o co-seno diretor da nornal ao contorno no ponto posterior ao canto D . A
partir da figura 3.7, pode ser notado que «; tem orientac¢do oposta a de ¢,, de forma

que uma relagdo entre esses co-senos pode ser escrita como «; = —@,

Assim, a segunda parcela de (3.128) pode ser expressa a partir da substitui¢do

de (3.134), (3.133) em (3.87) por:
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7 (0.8 w, (S) = w(p)]= [m % (p.S) =% (p.S)ow, = —— (3.135)

Além disso, as derivadas direcionais w , e w, podem ser escritas em fungéo

do sistema (m u) a partir de relagcdes geométricas como, vide figura 3.7.
{W,y (P)] _ { seny cosy me (P)} (3.136)
we(p)]  Lsen(y+B) cos(y+B)|[w.(p)
Com o auxilio de (3.136) e das relagdbes m P, =cosy e

m.p, = —cos(y + ), a relagio (3.118) pode ser reescrita como:

is = 4i{[sen 2(7/ + ,6’)— sen 27/]w,m (p)+ [cos 2y —cos 2(7/ + ﬂ)]W,u (p)} (3.137)
T

Ao substituir-se (3.137), (3.127) em (3.124), tem-se que:
_ [a+1+v+(1—v)b](
=
Sr
[a+1+v—(1-v)b—4d]
167

onde (a,b,d)=(2,1,0),RTP; (a,b,d)=(3-v,0, I),RRG.

27— Bw,(p)-

(3.138)
{[senZ( [+ y)—senZy]wm ( p) —cos2y cos2(ﬂ + ;/)wu ( p)}

Se a expressdo (3.138) for levada em (3.122), a representacdo integral da
derivada direcional dos deslocamentos pode ser escrita como:

ksw,,(p)+k,w (p)+

fiulsler,, (p.5)=0, (I, (p.5)-6,5)8,,, (p.5)dr + 7. (ps)R.(s) = (3.139)

s (p.5)-m () (p.s|dr+R (W, (p.5)+ ] &S, (p.shd2s = 1.

r

onde os termos livres de integral para a representagao triparamétrica(RTP) podem ser

escritos como:

k, :£+M[Sen2}/—sen2(}/+ﬂ)] (3.140)

21 8

i, :@[com_cosz(ﬂ 2 (3.141)
T
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Se a representacdo integral for a de Rayleigh-Green(RRG), esses termos

livres passam a ser expressos por:

ks :£+M[sen2j/—sen2(y+ﬂ)] (3.142)
2r  4rx
k,= (I; V)[00527—cos2(7/+ﬂ)] (3.143)
r

Quando a dire¢do genérica m ¢ particularizada para a dire¢do normaln, na

regido do contorno onde o ponto-fonte estd locado, a RRG para a derivada dos

deslocamentos pode ser escrita como:

k3w,n1 (p)+ k4w'51 (p)+ HW(S)V,:”] (p,s)— 0, (s)m;’n] (p,s)]dF +

R, (p.shw ()= 411, (W), (p.5) = m, (5)6; ,, (p.s)]dr + R (s, (p.s)+ (3:144)

s

[ glshw, (p.s)de2, c=1...xc
onde k, e k, estdo indicados em (3.142) e (3.143).

Se a representagdo integral for a triparamétrica , as derivadas segundo as
diregdes normal e tangencial (n, ,s,) ao contorno onde o ponto-fonte esta colocado

podem ser expressas respectivamente por:
ksw, (p)+kw, ( §[MS gy, (2.5)= 0,5, (p.5)=6,(s)m,,, (p.s)|dr =

ﬂV w,,,(p,s)=m,(s)0,,,( p,s]df +R (s, (p.s)+ (3.145)

[ gl (p.s)d2, c=1...,Ne

ke, (9)+kw, (p)+ 1), (.5)=6, s, (p.5) =0, (p5ar = (3,146

r

{7 (shei(p.5)m, (516, (pos)lar+ R (b, (p.s)+ [ glsh (p.shi2: =1 N

r

onde k; e k, estdo indicados em (3.140) e (3.141).

Assim como nas representacdes dos deslocamentos e nas suas derivadas
direcionais, quando o ponto-fonte é colocado no contorno, ocorrem singularidades
nos kernels das representacdes integrais das curvaturas, dos momentos e da forca

cortante. Conforme discutido anteriormente, ap6s a utilizagdo de algumas estratégias,
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os termos livres de integral podem ser finitamente obtidos para as representagdes
integrais de contorno para os deslocamentos e suas derivadas direcionais. Todavia
para os campos das curvaturas e dos esforgos, as ordens das singularidades tornam-se
mais severas.

Na literatura, certos pesquisadores tém descrito algumas estratégias
alternativas para explicitar as representacdes integrais de contorno desses campos
utilizando-se principalmente as técnicas conhecidas como regularizacdo numérica e
analitica.

Embora tais técnicas sejam eficientes no abrandamento das singularidades
mais criticas, em geral elas introduzem modificagdes nas variaveis primitivas do
problema. Assim, neste trabalho, optou-se pela ndo utilizacdo das representagdes
integrais de contorno dos esfor¢os no problema de placas; em contrapartida
utilizaram-se outras estratégias conhecidas para escrever a representacdo algébrica

do problema, que estdao descritas no capitulo 4.

3.3.3) Acoes aplicadas linearmente distribuidas e concentradas(placas)
As integrais de dominio para carregamentos externos aplicados e distribuidos
em linha ou concentrados para placas delgadas podem ser escritas de maneira

analoga ao apresentado na secdo 3.2.3. Assim, o carregamento externo g(S) pode

ser subdivididos nas trés regioes de aplicacdo, vide figura 3.4:

2(s) , se Se,(Bidimens.)
g(s)= Ié(S,l)gL(l)d.Ql(Z): g,(S) . seleQ (Unidimens) (3.147)
0,
l 5(8,¢)F(c) , se ¢ forum ponto

A partir de (3.119) e (3.147), o termo de dominio da representacdo integral de

deslocamentos contemplando essas agdes pode ser escrito como:

[W (p.S)e(S)d2= [ (p, S)e(S)de2+ [u; (p, S)by,(S)d2+F(c) [u; (p, S)o(S, c)de2 (3-148)

Utilizando-se as propriedades do delta de Dirac em (3.148), tem-se que:
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[W(p.S)e(S)2= [ (p, S)e(S)de2+ [u; (p, S)b,(S)d2+w (p,c)Flc) (3.149)

Por meio de um procedimento andlogo ao aplicado no termo de dominio de
(3.119), os respectivos termos das representacdes integrais da derivada direcional
dos deslocamentos(3.139), das curvaturas(3.89), dos momentos(3.96) e da derivada

direcional do laplaciano de deslocamentos(3.104) podem ser expressos por:

[, (p.S)e(S)d2= [w,(p.S)g(Skic2+ [W,(p.S)g, (S)d2+,(p.c)Flc) (3.150)
[, (p.S)e(S)d2= [W,,(p.S)glS)i2+ [, (p.S)e, (Ski2+w,(p.)F(c) (3.151)
[0 (p.S)g(S)d2= [ v’ (p.S)g(S)d2+ [ 10 (p.S)g, (S)ele2+ 1w (p, )Flc) (3.152)

[W,dp.S)e(S)d2= [W,(p.S)e(S)dx+ [ W, (p. S)e, (S)d2+w,(p, c)Fle) (3.153)
Q Q Q
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4 REPRESENTACOES ALGEBRICAS DOS PROBLEMAS ELASTICOS

4.1)Introducao

Neste capitulo, as representacdes integrais para os estados planos e para
placas delgadas descritas no capitulo 3 sdo discretizadas. E apés o célculo das
integracdes presentes, as representacdes algébricas sdo inicialmente escritas
separadamente para os estados planos e o regime de flexdo. Também sdo discutidas
algumas abordagens aplicadas as aproximagdes das varidveis. Em seguida, as
representacdes algébricas sdo adaptadas para incorporar problemas laminares mais
simples compostos por elementos-base coplanares de rigidezes distintas. A partir de
entdo, a técnica de acoplamento ¢ estendida para estruturas ndo-coplanares. Esses
procedimentos sdo descritos para a formulacdo tetraparamétrica(TP) e para a

hexaparamétrica(HP).

4.2) Representacoes integrais discretizadas
4.2.1) Discretizacao

As solugdes analiticas para as equacdes integrais (3.50), (3.54), (3.119) e
(3.139) estao disponiveis para poucos casos particulares. Assim, parte-se para
solugdes numéricas. Entretanto, essas requerem que o contorno /~ do problema seja
discretizado, isto ¢, dividido em um numero finito de regides menores, que sdo
denominadas de elementos de contorno. Em geral, quando ha presenga de termos
contendo integrais de dominio, uma das técnicas que pode ser aplicada ¢ a

discretizacdo do dominio (2 em regides menores, células, vide fig. 4.1.

Figura 4.1- Discretizagdo de contorno e de dominio.
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Assim, as representagdes integrais discretizadas de chapas associadas as
equacdes (3.50) e (3.54) (de acordo com a formulacdo adotada) podem ser

apresentadas como:

Nel Nel
C(p)u(p)+ Y| [F o dr, |Ui(s)=) | [Ur@"dr, | P (s)+
~ 7 k=11, k=11, ~
Ncel i . Neell i r Nf¢ . (4 1)
+ | JurwTda, Bi(s)+ Y| [UT 6" de, |Bji(S)+ Y U, F.(S)
k=1| o k=1| ay k=] ~

onde n ¢ o nimero de nds do elemento k; € € cc sdo os respectivos nimeros de
n6és da célula k& com carregamentos aplicados em area e em linha;
Nel, Ncel e Ncell sdo os respectivos nimeros de elementos de contorno, de

células das regides submetidas a carregamentos aplicados em area e em linha;

T T T |~ . . ~ .
O, ¥ e O sioasrespectivas matrizes compostas por fungdes interpoladoras

das varidveis de contorno e das for¢as volumétricas aplicadas em area e em linha.

Na representagdo (4.1), os vetores k-ésimos P e U, estdo associados as

variaveis do contorno(for¢as ¢ deslocamentos, respectivamente.); os vetores k-ésimos

B, e Bj, estdo associados as agdes externas aplicadas distribuidas em area e

. . . * * ~ . .
linearmente, respectivamente; as matrizes /' e U estdo associadas aos conjuntos

de kernels de forgas e deslocamentos, respectivamente.
Ja as representacdes integrais discretizadas de placas, (3.119) e (3.139),

podem ser apresentadas como:

Nel Nel Nc
Kp)w(p)+ Y| [ @ dr, \wi(s)=D| [d" @"dl; |V} (s)+ Y r,(s)w, +
k=1 1} - J=| 1y ~ ~ g=1 ~

ncel . ’ . neell . ’ . Nrc . (42)
Y| [wiwTde, |Gi(s)+) | [ w,0"d, Gfk(s)+ > E (k)w;

k=1 0 ~ ~ k=1 opp ~ k=1 ~

Em (4.2), os vetores k-ésimos V,' e W, estdo associados as variaveis do

contorno(esforcos e deslocamentos, respectivamente); os vetores k-ésimos G, e Gy,

estdo associados as acdes externas aplicadas e distribuidas em 4rea e linearmente,
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respectivamente; as matrizes ¢~ ¢ d estdo associadas aos conjuntos de kernels de

. * .
esforgos e deslocamentos, respectivamente; W, € o vetor associado ao kernels dos

deslocamentos dos cantos.

4.2.2) Aproximacao das variaveis do problema

Neste trabalho, optou-se por duas abordagens para a interpolagdo das
variaveis na formulagdo HP: a primeira consiste em aplicar-se as mesmas fungdes de
forma tanto para os deslocamentos e rotagdes quanto para os esfor¢os e forgas de
superficie. Na segunda abordagem sdo empregadas interpolacdes andlogas para esses
ultimos, contudo, as fun¢des aproximadoras para os deslocamentos e rotacdes sdao
escritas de tal maneira que contemplem também ordens superiores nas interpolagoes.

Ja na formulacao TP sera empregada apenas a primeira técnica do modelo de HP.

4.2.2.1) Interpolagdes na formulacido Hexaparamétrica

Na seqiiéncia, sdo descritas as técnicas empregadas na abordagem HP para a
obtencdo da representagdo algébrica utilizando-se uma mesma fungdo interpoladora
para as variaveis dos problemas de chapas e placas.

Admitindo-se uma funcao interpoladora linear para a geometria do problema,

ERET
X5 0 o x; 0 ¢, x22 ’

onde x/,x7 sdo as respectivas coordenadas das extremidades iniciais e finais do

resulta em:

elemento .
Adotando-se uma interpolacdao ¢ isoparamétrica para o problema de placas,
i.e., as variaveis sdo aproximadas pelas mesmas fung¢des utilizadas para a geometria:
wl e, 0 0]w]| [, 0 0]Ww
0,0=|0 o 0R6,t+ 0 @, 0[6;;
0, 0 o, |6 0 0 ¢,]6 (4.4)

t

v _[er ol Je. 0¥ ; (4.5)
mn 0 (P]_ mi 0 (PZ mj
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Note que no modelo HP, o vetor dos deslocamentos de placas ¢ formado por
um deslocamento e duas rotagdes (normal e tangencial ao contorno).
Assim, substituindo-se (4.4) e (4.5) em (4.2), as representagdes integrais

discretizadas de placas podem ser escritas como:

w(p) o |4 mmy mmy e 00 9, 00
cllw,(p Z [la, —m, -m. |0 o 0 0 ¢ o0larp}=
W,/z(p) T —mye —m 000 90 000 g, (4.6)
l w —9; Ofe, 0 0 ¢, 0 0 N w g,
ZJ w; —6’;, 010 o, 0 0 ¢, 0 a’]},{V,f}+Z w; w1 g
Tyt -0, 000 0 @ 0 0 o, o' g

onde / ¢ a matriz identidade; ¢ ¢ o termo livre de integral que recebe o valor

unitario para pontos-fonte no dominio; Em contornos suaves seu valor é ¢=1/2 e

em formulagdes regulares recebe valor nulo. Os demais vetores t€ém em (4.6) podem

Ser representados COmo.:

wil = 6. & w 6 ) 4.7)
Vel =) ml oo v oml o) (4.8)
0 =2(1-6); 0: = 4(1+) @9)

As fungdes interpoladoras ¢; indicadas em (4.9) sdo definidas a partir de

coordenadas adimensionais, conforme indicadas na figura 4.2.

P
1 N

S
| |
[ [ | [ [ |
0

Figura 4.2- Fungdes interpoladoras lineares.
Os graus de liberdade remanescentes da lamina plana associados ao problema

de chapas podem ser interpolados de maneira andloga aos de placas:
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\7! o, 0 0]v ¢, 0 0]v] (4.10)
v,e=l0 o, 0 vé + 0 o, 0 vj ;
0.] [0 0 o¢,]6.] [0 0 o,]|6:

AR I 7 ST
t 0 o, ||t 0 o,||t
Convém notar que o vetor de deslocamentos deslocamento em chapas ¢é
composto por dois deslocamentos (tangencial ¢ normal ao contorno) e por uma
rotacdo normal ao plano médio, neste trabalho chamada de rotagdo zenital.
Substituindo-se (4.10), (4.11) em (4.1), as representagdes integrais de chapas
podem ser escritas como:

us(p) | REQ)  (REO) 0fe 0 0 ¢ 0 0
¢l “np +ZJ. (21py ;1) (Rzlp:Q;z) 010 ¢ 0 0 o 0 dl—;c{Ui}:

)] “Hlapma,) lapma.) 0lo 0 ¢ 0 0 (4.12)
Nel (11 UQﬂ) (Iz ijz) Ofe, 0 0 o, 0 0 b,
ST Rago,)  (Ruyo,) 00 o 0 0 ¢, 0 |dr iR+ b,
k=IT} (ql Uym, ij) (ql. ijkijkZ) oNno 0 o0, 0 0 0, b3
onde:

w =i vioel viovioe?) (4.13)
PN =0 g 2 p) (4.14)

Além da andlise isoparamétrica, ¢ discutido o emprego de funcdes
aproximadoras distintas para a obten¢do das matrizes de influéncia do problema no
modelo HP. Os deslocamentos normais da chapa sdo aproximados por meio de uma
interpolagdo cubica envolvendo os valores nodais de deslocamentos e de suas

derivadas tangenciais:
u, =o,vi+¢,0. +¢,v2 +¢,0’ (4.15)
onde as fungdes de forma ¢, estdo indicadas na figura 4.3 e podem ser escritas como:
¢1=2§3—3§2+1;¢2=L§(§2—2§+1); (4.16)

¢, =-2¢° +3¢7:¢, = Ls*(c - 1)

onde L ¢ o comprimento do elemento de contorno.
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9, o
1 1
{
S S
0 13 1 0 2/3 1
|
aL/27 /(1)2 o,
-4L127

S
‘ L L

Figura 4.3- Fungdes Interpoladoras ¢;.

J& os deslocamentos tangenciais sdo escritos com a mesma interpolacdo

empregada na analise isoparamétrica linear:

U =@,V +0,v] (4.17)

As rotagdes no plano da chapa podem ser expressas a partir da diferenciacao
de (4.17):
4y, = 6]+ 0,00 0V +4,0] @18

onde as fungdes de forma ¢, , indicadas na figura 4.4, podem ser escritas como:
- _6 C 3 (4.19)
¢1=i€(g—1);¢2=3g —4g+1; :

.6 e
¢3=—£g(g—1),¢4—g(3g 2)

Ressaltando-se que as interpolagdes para as forcas de superficie sao analogas

a da abordagem isoparamétrica linear.
A partir da substituicio de (4.16), (4.17), (4.18) e (4.19) em (4.1), a

representacgdo integral discretizada de chapas passa a ser escrita como:
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wp)] [ REG) (REQ.) 0fe, 0 0 ¢ 0 0
¢l u, p) ZJ. (2zpu /1) (Rzip;sz) 010 & ¢ 0 ¢ ¢, d[;f{ljlf}:
\up)] “larm@,) amma,) 0ko ¢ o 0 ¢ 4 (4.20)
Nel (1; ,/Qﬂ) (1, UQ,z) Ofe, 0 0 o, 0 0 b,
Zf Ru,0,)  (Ru;0,) 00 o 0 0 o, 0|d{B |+ b,
Tk (‘Ilu,,km Qk]) (qi ijkijk2) onNo 0 o, 0 0 o, b,
S
0
¢
3(2L)
3(2L)
%
o 7
0 12 23 1 0 1312 1
1 1
¢, %
_1(/)3 s \ _?/3 S _/

Figura 4.4-Funcdes interpoladoras ¢,.

Uma interpolagao analoga ao problema de chapas pode ser aplicada aos

deslocamentos e rotagdes da placa, isto é:

w=gw +¢,0] +pw’ +4,0; (4.21)
0,=0,0,+0,0, (4.22)
0, =g +4,0 +d;w’ +¢,0; (4.23)

As interpolagdes para os esfor¢os sdo analogas ao caso isoparamétrico linear.
Assim, substituindo-se (4.5), (4.21)-(4.23) em (4.2), a representagdo integral

discretizada de placas passa a ser expressa como:
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W(p) Nel 61: - m: - m:s ¢ 0 ¢, ¢, 0 ¢,
cllw,(p) |+ [|as, —mi, =mi |0 @ 0 0 @, 0|dr W)=
wep)] M —m —m g 04 4 0, (4.24)
W | =0, 0fp 0 0 @, 0 0 N w g,
Sliw, =0, 0] 0 ¢ 0 0 ¢ 0dan¥+>|w, R+ g,
Tw, -0, 000 0 @ 0 0 o owl g,

onde w,(p)=0,(p) e w.(p)=6,(p).

Os vetores independentes, (g, g, g,)em (424)e (b, b, b,) em
(4.20), sdo obtidos pela integracdo dos carregamentos externos distribuidos em 4rea e
em linha sobre suas respectivas regides de aplicacdo. Em placas, esse vetor pode ser

escrito como:

& Neel W: Neell W: NFe W: (4.25)
g, |= I W k(S)ko + Z W 8Lk (S)d-Qk +Z W i

k=1 2 * k=1 2 * k=1 *
&3 We We We

4.2.2.2) Interpolacdes na formulacio Tetraparamétrica

Na aproximacao das variaveis no modelo TP ¢ utilizada a interpolagdo
isoparamétrica linear. Assim, empregando-se uma representacao similar do vetor dos
esforgos (4.11) para seu respectivo vetor dos deslocamentos, a representacdo integral

discretizada de chapas(3.50) pode ser escrita como:

U (p) (Rlip;'le) (Rzzp;sz)
C!Ltn(p) }Dd];{ d

:|+kz]1:[|:(R2ip;Qj]) (RZZ'B;Qﬂ) )

. W0 ( 0 ) 5 (4.26)
Y ij=jl 11 j&j2 dr.ip" 1
ZI[ Ry1;0,,) Ry ,,sz)}" k{k}+{b2}
onde os vetores em (4.26) sdao dados por:
vy =i ovie viovi) (4.27)
By = e 1) (4.28)

Analogamente, as equagdes integrais discretizadas de placas, (3.119) e
(3.139), podem expressas a partir da aplicagdo de interpolagdo similar em(4.5) para

seus respectivos deslocamentos:
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[,,, } irf{ " *}odr{w»«%f{]ﬁ; }W,{Z

n,;t k=1 ck,u

Nel W* _e; Ne W* {gj}
. . dU V" i+ . IR, +
| TS S DR

onde / e ¢ t€m as mesmas defini¢des indicadas na se¢do (4.2.2.1). Os vetores em

(4.29)

(4.29) sdo expressos como:

it =" 6w o) (4.30)
Vel =) mle v om?) 4.31)

4.2.3) Transformacao das integrais de dominio para o carregamento

Algumas integrais definidas sobre o dominio (2, de uma regido associada a

uma célula d podem ser transformadas em outras equivalentes que envolvem apenas

integracdes ao longo de seus contornos 7/, ,. Em PAIVA(1987), foi proposta uma
técnica para o problema de placas em que o dominio foi discretizado em células
triangulares devido a grande adaptabilidade as geometrias poligonais; além disso, foi
admitido que um carregamento externo linearmente distribuido atuava sobre o
dominio de cada célula. Na seqiiéncia, sdo mostradas as etapas utilizadas na
transformagdo das integrais de placas e de chapas empregando-se os procedimentos
descritos no trabalho de Paiva publicado em 1987.

A partir das hipoteses descritas anteriormente, a integral de dominio e o

carregamento podem ser expressos respectivamente por:

.= [ gW da, (4.32)
g(8)=4,x,,(S)+ B,x,,(5)+ C,(S) (4.33)

onde x, ,x, sdo as coordenadas do ponto S no sistema (x,,x,) e o vetor dos
* * * *
kernels dados por W :(w w, W’S)T.
-8

Através de uma translacdo de sistemas de referéncia, as coordenadas do ponto

s podem ser escritas em relagdo a um sistema (x;,x2 ), e em seguida, submetendo-se
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uma transformacao desse ultimo para o sistema polar (r,H), o carregamento pode ser
escrito como:

g(p)= A4, cos®+ B, rsen®+D,(p) (4.34)

onde:

Di(p): Aixls(S)—i_Bist(S)-i_Ci(S) (4.35)

Por meio do Jacobiano de transformacao, a relagdo entre os diferenciais em
coordenadas cartesianas e polares ¢ dada por:

d.Qd :rdrd9 (436)

A partir de (4.32)-(4.36), a contribuicdo da integral envolvendo o

carregamento distribuido em area pode ser dada como:

- ”W; (4 7 cos 0+B, r sen 0+D,) rdrd0 (4.37)
L SO

Como o vetor w; ¢ uma funcdo de r, a equacdo (4.37) pode ser integrada,

resultando em:

hy = [1p) a0 (4.38)

onde p ¢ o valor de r no contorno da célula.

A partir de relagdes geométricas, vide Figura 4.5, pode-se escrever que:

dao="" gr, . i=12 (4.39)
p

onde y ¢ o versor normal ao contorno de £2,.

A partir de (4.38) e (4.39), obtém-se a integral no contorno da célula:

ha = J"}(p)ﬂ dIyas 1=12 (4.40)

Tcel p

Um dos valores de 4 = (/Ipl A, A4, )T envolvendo a equacdo integral dos

deslocamentos transversais para o problema de placas ¢ dado por:

4 3
__ P Dsp i (4.41)
A= r.p\A.r, + B.r, \10lnp—-7)+ r.p\4lnp-3);i=12 :
"= 100m D Y,p,( 3V 3 ,zx P ) 1287D ,lpl( P )

onde p, =r;.
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Figura 4.5- Esquema representativo da integracao sobre a célula.

J& os valores associados as equagdes integrais das derivadas direcionais

podem ser escritos em fungdo de:

3 D 2
a@0=—65mompﬂuMKAJJ+Bﬂ>Xan—0—3gionpﬂumi3mp—lﬁ (4.42)

ij=12
Assim, os valores 4,4 . ficam determinados a partir do momento que uma

dire¢do especifica ¢ atribuida a m -no caso de ponto-fonte no contorno essas diregdes

sdo u,& respectivamente :

A,=alu); 4, =alé) (4.43)

Em chapas, as integrais de dominio podem ser tratadas de maneira similar a
técnica descrita anteriormente. Apenas um fato deve ser ressaltado: ¢ quanto a

presencga do vetor w, em (4.32), que deve ser substituido pelo vetor equivalente do

problema de chapa u, . Assim, as componentes de 4, podem ser escritas como:

/Ick = R_/ig]i + Ringi 5 i’j’k = ]’2 (444)
onde:

e DiP 1 P 1 4.45
, =—T 3—av B\ ==mnp|+rr |24, +Br,)+=D |; (“445)
8jj 81_[‘]_\/1) )Et |:( P)S!/(Z pj AT :|{3( Jol J ,2) 2/

ij=12
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q,m;7, Dy

1
A :W[<3_4Vp )Bikijj =08,1 =0, 1, +2r,r,1, [Dk +§ p(Akij, +B,r, )} : (4.46)
Ljko=lz

As contribui¢des, devido ao carregamento externo aplicado em linha, para os
vetores independentes podem ser calculadas de forma andloga as técnicas
empregadas na obten¢ao das matrizes de influéncia, isto ¢é, divide-se a curva
representativa da linha de carga em segmentos de retas ou arcos menores,
associando-se a eles uma quantidade de pontos nodais compativel a funcdo
representativa do carregamento aplicado. Neste trabalho, s3o analisados casos em
que o carregamento em linha seja, no maximo, linearmente distribuido e a geometria
da curva de aplicacdo serd interpolada por células unidimensionais retas. Assim, a
contribui¢cdo da integracdo de uma célula k pode ser escrita como:

w ! (4.47)
hy, = _[ WL ((01 ¢2)d~QLk(GLZkJ

Qrk W’; Lk

onde as fungdes interpoladoras ¢, estdo expressas em (4.9).

4.3) Representacoes Algébricas

4.3.1) Calculo das integrais
Ao fazer-se a transi¢cdo da representacdo integral para a algébrica, as integrais
presentes no problema discretizado devem ser calculadas, em geral, utilizando-se

uma técnica numérica.

4.3.1.1) Integrac¢ao singular

Quando o ponto-fonte estiver contido no elemento em que a integragdo esta
sendo realizada, ocorrem singularidades. Assim, uma alternativa utilizada para o
calculo das integrais nesses casos ¢ o procedimento analitico que € descrito a seguir.

As fungdes interpoladoras ¢,, vide figura 4.7, sdo dadas por:

1 1
?, L(b ¢); @, L(b+g) (4.48)
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O calculo ao longo do elemento singular pode ser subdivido em dois

intervalos para os limites de integragao:

12 3 (mn No—g)Mg;i=12 (+49)

. c o1 f
dl, = |———mn. \b—c)d
]:[qn,mgol k _'[2727"2]4 (mlnl)( g) g+'!2727'

o !

Figura 4.7-Fung¢des interpoladoras lineares para o elemento singular

A partir da orientacdo da variavel ¢, tem-se que ¢ = —r na parte negativa do
eixo associado a ¢, € ¢ =r na parte positiva. Fazendo-se uma mudanga de variavel

para parte negativa k¥ = —¢ , a expressao(4.49) pode ser escrita como:

(mini )(b —g)dg (4.50)

. T ¢
1‘!;Qn,nz¢ld1—;t = _J- P (mini )(b + K)dK +'£27Z7’2L

Em (4.50), existem dois integrandos contendo singularidades do tipo fraca e
forte, as quais serdo calculadas utilizando-se o conceito de Parte Finita de

Hadamard(PFH), que sera mostrado a seguir:

TL:”’”F dy }:_i(a_t)n 4.51)
t AvAE

onde n>0.
Para os casos em que n =0, a parte finita de Hadamard passa a ser expressa

por:

]E(ydi}t) B lim[j. (ydi)t) +In(f3 - f)} =In(a ~1) (4.52)

onde t< .
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Nas integracdes dos kernels tem-se integrandos similares a (PFH) onde ¢ =0.
Com isso, pode-se fazer uma mudanga de varidveis y, = % conduzindo as
integracdes (4.51) e (4.52) a:

/ (4.53)

[ [y, =i, =0 (459

Para normalizar os limites de integragdo na parte negativa de ¢, faz-se

K, =Kk/a e ¢,=¢/b para a parte positiva. Com isso, a expressao (4.50) passa a ser

escrita como:

i
: R ETIY 4.55
r[q,,,mco,dll o (1+b/a) (4.55)

Procedendo-se analogamente a técnica para a obtencao de (4.55), o célculo da

integracdo do mesmo kernel ponderado por ¢, pode ser escrita como:

/
* __ b 456
r[q,,‘,,,cozdli T (1+a/b) (4.56)

Em seguida, estdo descritas as integragdes singulares envolvendo as derivadas

direcionais dos kernels dos momentos fletores e volventes, isto é:

g)dg (4.57)

fm 9,

Através das mudancgas de varidveis e do conceito de PFH, a integragdo pode

ser escrita como:

J.m;m¢]d]—; = ]4+ i r, (458)
Ty 7[

Para as demais integrais singulares dos kernels de placas, vide anexo I. As
integracdes para o elemento singular envolvendo os kernels da chapa sdo descritas na
seqiiéncia. Também sdo empregadas técnicas andlogas aquelas aplicadas no
problema de placas, de forma que as integragdes singulares de chapas estdo descritas

no anexo I1.
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Conforme discutido anteriormente, uma outra técnica empregada na
formulacdo HP para obtencdo das matrizes de influéncia ¢ aplicar duas fungdes
interpoladoras distintas para (deslocamentos, rotacdes) e (esforcos, forcas de
superficie). Assim, na seqliéncia, ¢ apresentado o calculo das integracdes para o
elemento singular, envolvendo a matriz de influéncia dos deslocamentos e rotagoes.

As fungdes de forma indicadas na figura 4.8 podem ser escritas como:

1

¢1 :m)[83—3(b—a)82—3ab8+2b3] (459)

9, = m[af —(Zb2 +ab —a2)52 —(2b3 —2ab’ —ba2)€+2ab3] (4.60)
a

4.61)

@, =Za317)[—53 +3(b—a)e’ +3ab5+2a3]
4, :%317)[1953 —(b? =207 ) —(ab” +28°b—2a° o= 2ba’|  (4.62)

a’+b’

-ab’
a*+b’

ab |
a'+b’

l L L
Figura 4.8- Fungdes ¢, no Elemento Singular.

As fungdes ¢, , indicadas na figura 4.9, podem ser escritas como:

, I
b= S 367 = 6(b - a)e - 3ab | (4.63)



s, :ﬁ[&:z —2(2b" +ab-a’ )+ 2b° - 2ab” —ba’]
a

b, = m[— 367 —6(-b+a)e+ 3ab]

4, :m[ﬂ;ﬁ —2(p7 =207 ) —ab? - 2a°b + 24°
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(4.64)

(4.65)

(4.66)

No elemento singular, a matriz ponderada dos kernels pode ser escrita como:

0  -m, 0 o, 0 0 9, 0 0 (4.67)
HX=(lgr, 0 =m0 ¢ ¢ 0 ¢ ¢ |
Tkl 0 —m:é 0 0 ¢, ¢, 0 ¢, 9,
ou
0 -m,p, 0 -mgp, 0 (4.68)
H;k:_[ fu 0 f14 0 fm drk
o -m, ., 0 -m,.p, 0
onde:
S =, b —my brs [ =0~ P, (4.69)
f14 = q:,,u¢3 —m;’#@; f16 = q:,ﬂ¢4 - m:s,/t¢4ll (470)
c
0
%
| 3§b3
-3ab 2(a'+b)
2(a’+B)
@
c 0
a 0 a 0 b
1 1
¢ ¢
o S 0 g/ -a[2a(b-a)-B]
b[2b(b-a)-a] 2(a'+b)
2(a+B)

L

Figura 4.9-Fungdes Interpoladoras ¢, no Elemento Singular.
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As integragdes singulares sobre cada um dos elementos da matriz(4.68) estao
descritas no anexo III. Analogamente, as integracdes para os kernels dos

deslocamentos e rotagdes da chapa podem ser escritas como:
(Rlip;QjI) (Rup;sz) Ofe, 0 0 o, 0 0 (4.71)

i = Rapy0,)  (Rupj02) 010 0 6: 0 b5 6, |dn,
g (qip;kijkl) (qip;kijkz) oo &, ¢, 0 ¢, 0,

(Rlip; le) (Rupg*ijz ) 0 a, a; 0 (4.72)
(Rzip;sz ) (Rzl‘p;sz) 0\=|ay, a, 0
(qip;’kijkl) (qip;'kijkz) 0 a;, a; 0

a,@; ap$, ap, a,@, a,d; a,p, (4.73)
H;k:j a,Q, an@, aypd, a,@, ang; a,e, dl;

& a, @, ayn@, anpd, a,@, a,; a9,

Tal qual em (4.68), as integracdoes dos elementos da matriz (4.73) estdo

descritas no anexo IV.

4.3.1.2) Integracio nao-singular

Na literatura podem ser encontrados alguns trabalhos -ARISTIDEMO &
TURCO(1994), FOLTRAN(1999) ¢ outros- em que sdao empregados métodos
analiticos para o célculo das integracdes pontos fonte e campo ndo coincidentes.
Contudo, de um modo geral, a estratégia mais usual ¢ o calculo numérico utilizando-
se quadraturas tais como Gauss-Legendre, Gauss-logaritmica, etc.

Assim, na seqiiéncia sdo descritos os procedimentos basicos que devem ser
observados para o emprego das técnicas mencionadas anteriormente. Em geral, essas
quadraturas sdo apresentadas adimensionalizadas e escritas em fun¢do de um par de

variaveis, isto €, a coordenada &, e seu valor ponderado associado w,. Tomando-se

um kernel genérico K *(p,s), a integral desse deve ser escrita em funcdo deste

sistema de referéncia adimensional:
1 N
[K(p.skr = [K(ellde = Y k(e (4.74)
r -1 i=1

onde J ¢ o Jacobiano do sistema (x,,x,) para o adimensional &; N , € 0 numero de

pontos escolhidos na quadratura.
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A medida que o ponto-fonte ¢ aproximado do ponto-campo, podem ocorrer
imprecisdes no céalculo das integrais. Assim, diversos pesquisadores propuseram
técnicas auxiliares para melhorar o desempenho dessas quadraturas nos casos de
quase-singularidades. Uma das primeiras abordagens para esse tema € a técnica da
subelementagdo descrita em LACHAT & WATSON(1976,1977), JUN et al.
(1985) e outros. Nessa técnica, no momento em que a colocagdo do ponto-fonte é
admitida critica, o elemento de contorno é fragmentado em regides menores, € 0
numero de pontos de integracdo ¢ gradualmente concentrado no sentido do
subelemento mais préximo do ponto-fonte. Dentre outras técnicas existentes para o
aprimoramento do calculo numérico, tem-se as transformacgéoes exponenciais
HIGASHIMACHI et al.(1983), transformacées cubicas TELLES(1987),
transformacaoes de coordenadas HAYAMI & BREBBIA(1987).

4.3.2) Sistema de equacdes

Apds o calculo das integracdes das parcelas das equacdes integrais
discretizadas, tem-se a representacao algébrica do problema utilizando-se as
formulacdes tetra e hexaparamétrica. Na seqiiéncia sdo apresentados sistemas
algébricos para a segunda abordagem: inicialmente, os problemas de chapas e placas
sdo representados independentemente para problemas simplesmente conectados. Em
seguida, esses sistemas sdo estendidos para casos coplanares compostos por regides
com rigidezes distintas. Concluindo-se a exposi¢do da formulacao HP, ¢ escrita a
representacdo algébrica de estruturas laminares ndo-coplanares. Na secdo de
fechamento do capitulo, a formulagdo HP ¢ ajustada para contemplar apenas quatro
equacgdes por nod (formulagdo TP) para os problemas simplesmente conectados,

problemas coplanares multi-conectados e problemas ndo-coplanares.

4.3.2.1) Formulacio Hexaparamétrica
Ao longo dessa secdo ¢ discutida a obtencdo das representacdes algébricas-

em que sao utilizadas (3 equagoes, chapas; 3 equagdes, placas) - para o modelo HP.

4.3.2.1.1)Problemas simplesmente conectados
Por simplicidade, as contribui¢des do j-€simo né de uma representacdo
algébrica hexaparamétrica genérica, correspondentes a equacgdo (4.1) de chapas e

(4.2) do regime de flexao, podem ser escritas respectivamente como:
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hou' =g, p'+b’ (4.75)
h,w' =g, v'+g’ (4.76)
Ou expressas matricialmente respectivamente por:
hy o hys (v g &) y b, (4.77)
hy hy hy v, |=|8x &2 tl ] +| b,
hy,  hy,  hy |\ 6. 831 832 ] ’ b,
%11 %12 §13 w g“ g” e 8 (4.78)
h21 h22 h23 ep = 821 g22 nJ—i— g2
- - - = 27 \m
hsi hs hs; 9, g 83 ! 83

Inserindo-se valores nulos tanto em g, e g,

Z.» X, respectivamente em v’/ e p’, as matrizes

(4.78) tém suas dimensdes compatibilizadas, isto ¢:

hy hy, hys v, g, &, 0
hy hy hy|v,|=|8y &n 0
hy,  hy,  hy | 0. g &3 0

211 Zzz ZH_ w EH §12 0
ha hn hxs |0, |=|g, g, 0

231 232 hss | 0, gy &3 0

Alternativamente (4.79) ¢ (4.80) podem

representacao algébrica para a lamina plana:

_hu hy, 0 0 0 0 ||v, gy &, 0
hy hy 0 0 0 0 ||v, 8y &» 0
0 0 hy hy hy 0wl | 0 0 g

0 0 hy hy hs 01]0, 0 0 g,

0 0 hys hy hss 01|06, 0 0 g5
LB hey 0 0 0 hy 0. 1 & &s 0

assim como variaveis arbitrarias

e vetores presentes em (4.77) e

1) (b (4.79)
t, |+ b,

Xi b,

V, g (4.80)
mn + gZ

x> &3

ser reunidas em uma unica

0 0 0f¢ z,
0 0 0||¢, z,
& 0 0NV 12| (4.81)
gu 0 0fm, 24
g 0 01|z, Zs
0 0 0|z, Z4

Na representacao algébrica (4.81), algumas precaucdes sao requeridas a fim

de se evitar uma inconsisténcia na resolucdo desse sistema de equagdes. A prescri¢do

das condi¢des de contorno para os graus de liberdade associados a rotagdo tangencial
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6, na placa ou ligados a rotagdo zenital 6, na chapa conduz a matriz das incognitas

a ser preenchida por linhas completamente nulas, uma vez que as varidveis ficticias
possuem apenas valores nulos na matriz de influéncia dos esforcos G .

Uma técnica que pode ser utilizada para evitar a singularidade da solugdo do
sistema algébrico ¢ atribuir valores nulos a todos os elementos localizados nas linhas

e colunas associadas as variaveis ficticias, exceto os da diagonal principal da matriz

de influéncia dos deslocamentos H . O vetor independente 7 também deve ter os

valores igualados a zero nas posi¢des equivalentes ao graus de liberdade em questao.

Além disso, mesmo com a equagdo adicional das representagdes integrais
para os gradientes de deslocamentos na chapa, a rotacao ¢ calculada apenas no
ponto-fonte, de sorte que esse grau de liberdade ndo aparece no ponto-campo. Com

1sso, a Unica maneira pela qual esse pardmetro recebe influéncia da matriz Q ¢

O~

pelas componentes do tensor Di/'kl' Assim, a primeira restricdo dessa formulacao

que ela exclui a aplicabilidade do MEC regular, ja que os posicionamentos do ponto-

fonte nesse ultimo conduzem a valores nulos de todas as componentes de D, €

portanto conduzindo a inconsisténcia na resolu¢do do sistema algébrico.
A segunda restricdo ¢ a exclusdo de posicionamento do ponto-fonte nas

angulosidades, ja que apenas os contornos suaves reduzem as componentes nao-nulas

de Dijk, a diagonal principal, o que, nessas condigdes, conduz ao desacoplamento

pleno dos gradientes u, ..

4.3.2.1.2) Problemas coplanares com multirregioes.

Nas secdes anteriores foram apresentadas as representacdes integrais e
algébricas para os problemas de placa e chapa, em que tanto as propriedades fisicas
quanto as geométricas ndo sofriam alteragdes ao longo de toda a regido onde esses
problemas estavam definidos. Todavia, a presenca dessas “nao-uniformidades” ¢
freqlientemente observada em diversos problemas de estruturas laminares.

Além disso, foi discutido o caso envolvendo uma regido simples em que, na
formulagdo HP, é observada uma diferenga no nimero de graus de liberdade

associados aos deslocamentos e as rotagdes com aquele que representa os esforgos e
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as forgas de superficie. Essa incompatibilidade do numero de variaveis ¢é
problemadtica para os nds em que os deslocamentos ou as rotagcdes estdo prescritos;
todavia, nesses casos as equacdes integrais de rotacdes- tangencial (placa) e zenital
(chapa)- sdo removidas sem perturbar o sistema algébrico do problema.

Ao estender-se a formulagdo para modelar corpos com duas ou mais regides,
a disparidade entre os graus de liberdade ndo ¢ alterada, contudo, nas interfaces das
respectivas regides os valores dos graus de liberdade sdo quase sempre
desconhecidos, requerendo-se, portanto, outras técnicas para a solu¢do do problema.

Na seqiiéncia, ¢ discutida a montagem do sistema algébrico de um caso
especial em que a estrutura ¢ coplanar e formada por regides com propriedades
fisicas e/ou geométricas distintas. Para este fim, pode ser utilizada uma estratégia
conhecida como técnica da subregido que foi descrita em diversos trabalhos, dentre
eles tem-se BREBBIA & WALKER(1980).

Assim passa-se agora para as etapas da técnica da subregido: discretizacdo de
cada uma das regides; imposi¢ao das condi¢des de compatibilidade (deslocamentos)
e de equilibrio nos pontos nodais pertencentes as interfaces das regioes. Na figura
4.10 ¢ mostrado um problema contendo duas regides: a primeira tendo associada a

ela um dominio (2 assim como contornos 7/, e I

1 22

jé& a segunda esté representada

por entidades andlogas (2,, /I, e I, . Geometricamente, os contornos /, e [,

1 21

estdo definidos em uma mesma regido de interface, contudo, suas orientagdes sdo

opostas.
1—“12
- ) r 2
1 21 r2
\
Figura 4.10- Duas regides coplanares
Redefinindo-se os contornos de interface como /7, =17, ¢ [, =1, ,a

p

representacao algébrica da primeira regido pode ser escrita como:
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H11 H]p U] G]I G]
le pr UP

(4.82)

onde os vetores genéricos U, ,U, estdo associados respectivamente aos nos

definidos sobre os contornos 7, 1"1 As matrizes de influéncia genéricas H ;€ Gij

sdo obtidas com pontos-fonte sobre o contorno /; e os pontos-campo sobre o

contorno FJ .

A segunda regido tem sua representagdo escrita como:

H.. H. |(U, G.. G P 7

pp P2 P pp P2 p »
~ - S O I
H H G. G
~22 U2 2p ~22 PZ ZZ

(4.83)

Ha necessidade de equagdes adicionais para a solugdo do sistema algébrico
(4.82) e (4.83), uma vez que o numero de incognitas supera as relagdes obtidas pelas
equagdes integrais. Na interface, tais equagdes suplementares podem ser obtidas a

partir das relagcdes de compatibilidade e das equagdes de equilibrio, isto é:

v/ %

4 v:

WP WP (4.84)
p - '

001 -9

07 | |-0”

0’ 07

1 t

ty _ t?

Ve yr (4.85)

my m?

Note que entre as varidveis ficticias, o ‘equilibrio’ também deve ser

verificado; contudo os sentidos de aplicacdo sdo arbitrarios. Portanto, as seguintes

relacdes podem ser escritas:

X +tx; =0; Xy +xs =0 (4.86)
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A partir de (4.84), (4.85) e (4.86), o sistema algébrico para ambas as regides

pode ser escrito como:

I_{]I I—IN]p 0 _(N;m U (G, 0 ] 71
H, H, 0 =G, | |G, 0 |p |z s
~ — ~ ~ + ~ .
0 1—{22 Hg,,' Gz,,’ U~2 0 sz })NZ Zf
0 H. H.. G, |P 0 G, zv
p2 pp pp ~ i ’ ] ~

No sistema algébrico (4.87), tem-se um nimero superior de equacdes em
relacdo as varidveis reais. Nos contornos que ndo pertengam a uma interface, pode
ser utilizada uma técnica analoga aquela empregada em regides simples. Nas
interfaces, devem ser atribuidos zeros aos respectivos valores dos elementos da

matriz de influéncia das incognitas associados aos esforgos ficticios y, e y, do

vetor P’ - exceto aos da diagonal principal, que recebem a unidade. Aos valores do

vetor independente na posicdo de y, e y, também devem ser atribuidos zeros. Com

isso, as variaveis ficticias passam a ter apenas uma funcdo auxiliar na montagem e
resolugdo do sistema de equagdes, ja que seus valores sdo sempre impostos como

iguais a zero, uma vez que elas ndo fazem parte das varidveis efetivas do problema.

4.3.2.1.3) Problemas nao-coplanares

Nesta secdo, as técnicas discutidas na secdo anterior sdo estendidas para
corpos formados por uma disposi¢ao nao-coplanar de laminas. Inicialmente, ¢
necessario eleger um sistema de referéncia em que as representagdes algébricas
associadas a suas respectivas laminas sejam acopladas em um tUnico sistema de
equacdes global. Um sistema que tem sido amplamente empregado para essa fungao,
especialmente no Método dos Elementos Finitos, ¢ adotar o sistema dextrégiro
(x,,x,,x,) com origem em um ponto arbitrario. E, a partir desse sistema de
referéncia, matrizes de rotagdes sdo escritas para todas as ldminas contribuintes da
estrutura poliédrica envolvendo o sistema global e os associados a cada sistema

local ()?1,)?2,973)das laminas, conforme estd indicado na figura 4.11,

ZIENKIEWICZ(1991), NAVARRA(1995) ¢ outros.
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Figura 4.11- Sistemas de referéncias.

Além da utilizagdo do MEF para modelagem de estruturas poliédricas, em
algumas abordagens foram empregadas técnicas - envolvendo o acoplamento do
MEC com outros métodos - apresentadas por diversos pesquisadores, dentre eles,
KOMATSU & NAGAI(1982),CODA(1993), GALUTA & CHEUNG(1995),
TANAKA & BERCIN(1998), CARMO(2001). Nesses trabalhos foram utilizados
sistemas de referéncias apropriados e compativeis com cada um dos métodos, a fim
de possibilitar o acoplamento entre eles.

Outros pesquisadores utilizaram apenas o método dos elementos de contorno
para analisar estruturas poliédricas tais como: PALERMO JUNIOR(1989), OHGA
et al.(1991), KRAMIN & KRAMIN (1997). Nesses trabalhos foram utilizados
basicamente dois tipos de sistemas de referéncias. No primeiro, as componentes dos
deslocamentos e forcas sdo escritas (compatibilizadas e equilibradas) em relacdo a
um sistema global fixado em diregdes particulares de certas estruturas poliédricas. Ja
o segundo estd associado a um sistema local de referéncia utilizado para escrever o
equilibrio de momentos fletores.

Na presente formulagdo optou-se desenvolver uma técnica alternativa, que
utiliza uma conveniente hierarquia de sistemas de referéncia. Em linhas gerais, a

técnica consiste em adotar sistemas globais independentes locados em cada interface
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e associados a apenas uma das laminas, arbitrariamente eleitas como mestres, que
concorrem a essas interfaces. As matrizes de rotacdes das varidveis do problema sdo
calculadas a partir dos sistemas de referéncia das laminas pertencentes as suas
respectivas interfaces para o respectivo sistema de referéncia fixado nas suas
respectivas laminas-mestre.

Para elucidar esse procedimento, toma-se, por simplicidade, uma estrutura
poliédrica cuja lamina vertical possui duas interfaces em que feixes de laminas estao

ligadas a ela, conforme indicado na figura 4.12.

Figura 4.12-Geometria da estrutura poliédrica.

A primeira etapa para o acoplamento dos eixos de referéncia requer uma
defini¢ao de uma hierarquia entre eles. Arbitrariamente sao eleitos como mestres os

contornos pertencentes a ladmina vertical, isto &, /;, e os eixos associados aos
contornos /7, e /,, como os seus respectivos escravos. Analogamente, o contorno

I, esta subjugado ao eixo mestre /', , vide figura 4.13.
Note que os eixos-mestre pertencentes aos respectivos contornos de uma

mesma sub-regido sdo independentes, por exemplo, /,, € /;. As matrizes de

rotagdo entre os contornos /5, e /,, e seus mestres comuns /, sdo dados por:



128

S3 -1 0 0 Si3 (4.88)
ny =0 cos(n31_n13) COS(”H,ZIS) OF
Z3 0 COS(Z31,n13 ) COS(Z31,ZJ3 )_ Z13
Sy -1 0 0 Si3 (4.89)
ny =\ 0 cos(nzu,”/s ) cos(n“zm ) OF
24 0 005(241,’713) 005(241,213) 23
I

Figura 4.13- Orientacdo das laminas na estrutura poliédrica.

J4 a matriz de rotacdo entre os sistemas associados ao contorno /,, € seu

mestre /7, pode ser escrita como:

S5, -1 0 0 Si2 (4.90)
nyr=| 0 COS(nanu ) COS(nZI,ZIZ ) iz
Z1 0 COS(Zzz,nu) COS(ZZI,ZIZ) 12

Outra etapa importante para o calculo das matrizes de rotagdes indicadas em

(4.88), (4.89) € (4.90) ¢ a definigdo das orientagdes dos €ixos normais z, ao plano
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da ldmina, normais 7, e tangenciais s, ao contorno. O sentido da normal ao plano de

cada lamina pode ser determinado a partir da entdo conhecida regra da mdo direita
uma vez conhecidos os sentidos de percurso dos seus respectivos contornos. Assim,

os co-senos diretores de n, podem ser determinados a partir das coordenadas, que

estdo associadas a um sistema global da estrutura, de trés pontos arbitrarios contidos

nesse plano, conforme indicado na figura 4.14:

ij :(Zijl Zi, Zij3) (4.91)

onde:
2, = k=123 (4.92)

P,

com:
A= (xE = xo Mt —x2)—(x) —x xh —x2) (4.93)
Ay = () —x xd = x 2 )— (! —xi fxp —x2) (4.94)
Ay =)D —x Yxg —x2)= (7 —x¢ fxh - x2) (4.95)
p=244 ; k=123 (4.96)

onde x; sdo as coordenadas de um ponto 7 em relacdo ao sistema global do

estrutura.
Ja os versores associados aos contornos podem ser obtidos quando a
geometria ¢ interpolada por elementos lineares a partir de dois nds pertencentes a

SR

S :(Sijl Sii» Sij3) (4.97)
s = 5% k-123 (4.98)

com:

& =x;—-x7; 1i=123 (4.99)
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p.=~¢C s k=123 (4.100)

Os versores da dire¢gdo normal ao contorno 7

; bodem ser obtidos pelo

produto vetorial entre s; ¢ z; , isto ¢ :

Ny =8;XZ; (4.101)

Figura 4.14- Orientagdo da lamina i em relacdo ao sist. global da estrutura.

O angulo y, vide figura 4.15, formado entre as normais de dois planos pode

SCT EXpPresso por:

}7: 272'—]/, se ]7>7Z' (4102)
v, se ¥y

Em(4.96), o seno do angulo » ¢ dado pela relagao da algebra de vetores:

n, xn, (4.103)

Sseny = -
[ .|

Lembre-se que » ¢ o menor angulo formado entre as normais, isto €, seu
intervalo de variagio esta situado em [0,7], uma vez que o moédulo do produto

vetorial estd presente na expressio (4.103). Todavia, para permitir um
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posicionamento arbitrario das laminas escravas em relagdo as mestres, o intervalo
desse dngulo y medido apenas no sentido anti-horario passa a ser [0, 272]. E devido
a esse fato que correcdes em y , indicadas na expressao (4.102), devem ser aplicadas
quando o angulo real ¥ entre as normais for maior que 7. Definindo-se comoa. o

angulo do diedro, medido no sentido anti-horario, formado pelos planos do mestre e

do escravo, as seguintes relagdes podem ser escritas:

y+o=2n (4.104)
Assim, a matriz de rotacdo pode ser escrita como:
Sy, -1 0 0 Si
n, r=| 0 cosa sena |{n,,
Zs, 0 sena cosy ||z, (4.105)

Outra maneira de obter-se as matrizes de rotacdo € escrever cada sistema

local em relag@o a um sistema global da estrutura, isto é:

S3l Xl
s :éxz
Z,, X, (4.106)
onde
COS(S319X1) COS(S319X2) COS(S319X3) X
‘j“: COS(n31,X1) COS(n319X2) COS(n31>X3) X,
cos(z,,,x,) cos(z,,x,) cos(zy,x,)]||x, (4.107)
Sl3 1
N, r=h5X,
- X, (4.108)
onde
COS(SB’ 1) c05(5139 2) c05(5139)(3) 1 (4.109)
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v

Figura 4.15- Defini¢do do angulo 7 .

Invertendo-se B e substituindo-se em (4.106), tem-se a relagdo:

S5 Si3 (4.110)
n, r=AB'<n,
z

r

Figura 4.16- Orientagdo dos graus de liberdade versus sistema local.
Conforme indicado na figura 4.16, os deslocamentos, as for¢as de superficie
de membrana e a forca equivalente de Kirchhoff seguem a mesma orientacdo do

sistema de coordenadas local:

v vy (4.111)
vilb=AB{vY
W T w3

)’ )’ 4.112)
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onde:

=10 0 (4.113)

32 a33
Todavia, as rotagdes e os momentos fletores ndo seguem plenamente esse

sistema, isto €:

'l [-1 0o 06 (4.114)
9131 =0 a,, —dy Hzm
931 0 -—a; ay HZH

m,' =-m,’ (4.115)

Nos problemas nao-coplanares, surgem forcas interativas distribuidas
continuamente nas interfaces devido ao acoplamento dos campos dos regimes de
membrana e flexao. Quando as hipoteses de Kirchhoff sdo admitidas para o problema
de flexdo, forgas interativas concentradas sdo mobilizadas no problema da ldmina
plana em virtude das reacdes de canto de placa conforme ilustrado - por simplicidade

em uma estrutura composta por duas laminas — na figura 4.17.

Figura 4.17- Forgas interativas discretas.

Neste trabalho, as forgas de interagdo discretas sdo desprezadas.
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Procedendo-se analogamente ao caso de duas laminas coplanares,

redefinindo-se os contornos de interface [/,=17,, [, =1I". ,I,;,=1,
o
I, =r e ry=1r, as representagdes algébricas da primeira a quarta sub-

regido podem ser escritas respectivamente como:

H, H, H,| U’ G, G, Gly P! zZ!
Hal Haa Ha}/ Ua = GO[] GO{(,Z GO{}/ Pa + Za (4116)
~ ~ - N}/ _ - ~ N}/ ~7 .
12 H;/a H}/}/ IJN G;/I G;/a ny PN ZN
Ha,a sz Ua, Ga ) GaZ Pa, Za, (4.117)
~ _ - — ~ ~ ~ + ~
HZa [_{22 UZ 2a 32 P2 22
Hy Y HH Uy' G7 Y G73 Py' Z},’ (4.118)
. 2 A - . K O
H, 1 H~33 Us o, v Gf3 Py Zs
g, H, WU |G G AP (Z (4.119)
~ ~ - — ~ ~ ~ + ~
H H44 U4 4z G44 P4 Z4

Em cada interface, as condi¢des de compatibilidade sdo impostas segundo o
sistema de referéncia do contorno-mestre. Assim, a partir das matrizes de rotacdo do
escravo para o mestre, as relagdes suplementares podem ser determinadas. Na

interface pertencente ao mestre /; essas relagdes podem ser obtidas a partir de

(4.88) a (4.90). Na sub-regido 4, relagdes analogas podem ser obtidas para as

rotacoes:
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vl vy v
v vy vy
wh o w g w? (4.120)
0 | % oy |75 e
6]3 631 641
6]3 631 641
onde:
—1 0 0 0 0 0 i
0 cos(nl.j,nﬂ) cos(n!/,zﬁ) 0 0 0
R = 0 cos\z,,n; ) cos\z,, z, 0 0 0 (4.121)
~1 0 -1 0 0
0 0 0 0 cos(nl.j, nﬁ) —cos(nl.j, zﬂ.)
0 0 0 0 —cos zij,nﬁ) cos(zij,zﬁ)

Outra relagdo pode ser obtida pelas equagdes de equilibrio em cada interface:

t) t)! t)! 0
t13 o t31 o t41 0
213 +R31 23] +R41 24]
v, oy, A 0 (4.122)
m13 m31 m41 0
onde:
-1 0 0 0
=i 0 cos(nij‘n y ) cos(nij’z i ) 0
0 cos\zyn;,) cos\z;z,) 0 (4.123)
0 0 0 —1

A partir das equacdes (4.116)-(4.123), a representagdo algébrica global da

estrutura poliédrica pode ser escrita como:
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‘H H H o0 0 0 -G -G o U
~ 11 ~ la ~ Iy ~ ~ ~ ~ la ~ Iy ~ o
H H H 0 0 -G -G 0 ||U
~ al ~ aa ~ ay ~ a2 ~ ~ ~ aa ~ ay ~
H H H 0 H 0 -G -G 0o ||U
~ 7l ~ e ~ 7 ~ ~ 73 ~ ~ e ~ 7 ~ T,
0 H 0 H 0 0 -G, 0 0 ||U
~ ~ 2a ~ ~ 22 ~ ~ ~ 2a ~ ~ ~3
0 0 H 0 H 0 0 , 0 QUu’l_
~ ~ ~ 3y ~ ~ 33 ~ ~ ~ 3y ~ ~
0 0O H 0 0 H 0 0o G  ||U’
~ ~ ~ 4T ~ ~ ~ 44 ~ ~ ~ 4T ~
0O H. . 0 , 0 0 G, 0 0 || p*
~ ~aa ~ ~a? ~ ~ ~aa ~ ~ ~
0 0O H, 0 H, 0 0 G,, G,  |lp
~ ~ ~ry ~ ~y3 ~ ~ ~ry ~ vy ~
0 0O H. ., 0 0 H, 0 0 G K
L ~ ~ ~TT ~ ~ ~ 74 ~ ~ ~TT_P
1
G 0 0 0 ] z
~ 11 ~ ~ ~ a
G 0 0 0 z
~a1 ~ ~ ~
G 0o o ol ., |Z
~yl ~ ~ ~ P Zz
0 0 0 ||~ . (4.124)
~ -2 - ~ || P’ 3
0 0 0 W= b4 Z
~ ~ N33 ~
0o 0 0 {34 z*
~ ~ ~ ~ 44 -
o ¢, o o |\[F] |z
~ ~a? ~ ~ Z
o 0 G. 0 77
0 0 0 G, -
L ~ ~ ~ ~74 | Zr

Nas interfaces podem estar convergindo diversas laminas. Observando-se
(4.120) e (4.122), pode-se notar que as variaveis pertencentes ao contorno de uma

sub-regido escrava em cada interface podem ser eliminadas da representacao

algébrica, isto é, os vetores U e P* em I, e analogamente U*' ¢ P?' em I,.

As varidveis ficticias presentes em P’° e P* podem ser removidas da analise

analogamente ao discutido no caso de duas laminas coplanares.

4.3.2.2) Formulac¢ao Tetraparamétrica
Nesta se¢do sdo apresentadas algumas adaptagdes na formulagdo
hexaparamétrica (3 equacdes: chapas; 3 equagdes: placas) a fim de reduzi-la para a

representacdo do modelo TP (2 equagdes: chapas; 2 equagdes: placas).
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4.3.2.2.1) Problemas com regides simples.

Tomando por simplicidade, a representagdo algébrica da lamina plana para o
modelo tetraparamétrico- obtida a partir da discretizacao das equagdes (3.50), (3.113)
e (3.133)- pode ser apresentada de forma reduzida como:

hy hy, 00 v, g &» 0 0 1]¢

hy hy 0 0 ||V, _ gy & 0 0 t, + )
0 0 hy hy || W 0 0 g5 g1V, z, (4.125)
m

0 0 hy; hyllo 0 0 85 8u n Z4

p

N
~

Conforme pode ser observado em (4.125), os nimeros de graus de liberdade
associados aos deslocamentos e as for¢as sdo idénticos, dispensando, portanto a
técnica de inser¢do de variaveis ficticias empregada na formulagdo hexaparamétrica.
Com isso, a solucdo do sistema algébrico pode ser obtida impondo-se diretamente as

condicoes de contorno.

4.3.2.2.2) Estruturas coplanares
Para as estruturas coplanares, as relagdes de compatibilidade na formulacao
tetraparamétrica podem ser expressas pela supressdo das rotagdes zenitais e

tangenciais em (4.84), resultando em:

viy [ vr

Vg B Vg

w? || (4.126)
07 ) |-o”

Ja as equagdes de equilibrio podem ser escritas tais quais em (4.85). Assim,
substituindo-se essas relagdes nas representagdes algébricas de cada uma das
subregides (4.82) e (4.83), uma representacdo algébrica similar a (4.87) pode ser

escrita para o problema coplanar.

4.2.2.2.3) Estruturas nio-coplanares

A adaptacdo da abordagem hexa para a tetraparamétrica também pode ser
efetuada com os devidos ajustes nas relagdes de equilibrio e compatibilidade em uma
interface que tem um feixe de ldminas convergentes. Tais relagcdes podem ser obtidas

pela supressao das rotagdes tangenciais e zenitais dadas em (4.120):
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» p' p+l p+q
Vi Vi, Vi, Vi,
p p p+l ptq
V2 :Rpp, V2 :Rp,p+1, V2 :__.:Rp,p-#q, V2 (4127)
p r 3 r p+l r pid
w w w w
b 3 p+l p+d
0;
p p P
onde:
-1 0 0 0
R - 0 cos(ny., n ,;) cos(nlj , ﬂ> 0
~t 0 cos(zl.j, nﬁ) cos(zi]. z;) 0 (4.128)
0 0 0 -1

As condigdes de equilibrio podem ser escritas similarmente as descritas em

(4.122).

1y ty (! 17 0
p ' ,D’ ’ p+]l '’ p+q
I T O 2 R A P Z 2 I T
Vnp ~ ¢ Vp ~ ¢ Vp+] ~ ¢ Vp+q 0 (4129)
n n n
, , , ,
m, m? m?*! mP™ 0

onde R/ = R/ para o modelo TP. Em (4.127) e (4.129), g=n—1 e n é o niimero

de interfaces escravas convergentes a interface-mestre.

Com isso, substituindo-se (4.127) e (4.129) nas representacdes (4.116)-
(4.123), tem-se um sistema de equacgdes similar a (4.124) para o problema de
laminas ndo-coplanares via formulagdo tetraparamétrica. Contudo, ao contrario de
(4.124), a resolucdo do sistema pode ser efetuada diretamente, dispensando inser¢ao
de variaveis ficticia uma vez que o nimero de variaveis do vetor de deslocamentos ¢é

igual ao do vetor de forgas.

4.3)Determinacao dos deslocamentos e esforcos no dominio

Apods a imposicao das condig¢des contorno no sistema final de equagdes, as
incognitas do problema sdo determinadas. Assim, as matrizes de rotagdes (4.110)-
(4.115) necessitam ser novamente empregadas para que os resultados da andlise
sejam expressos segundo cada sistema local de cada sub-regido. Apenas os

deslocamentos, rotagdes, esforcos e forgas de superficie no contorno de cada funiculo
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ndo tornam a analise do problema completa; ainda restam determinar os campos de
deslocamentos, tensdes, esforcos dos pontos internos. O cdalculo dos esforcos

g, e m; de pontos internos pode ser efetuado a partir das curvaturas da placa e de

suas derivadas. Assim, os momentos fletores e volventes, associados aos eixos de
referéncia arbitrarios (m,q), podem ser obtidos a partir da representagdo integral dos

momentos descrita em (3.96); a for¢a cortante segundo a direcdo m pode ser obtida

substituindo-se (3.104) em (3.103):

" (p>—D{>[w(s>a:,m,, (p.s)=0,(s)m" . (p,sﬂ ar

r

D {et(s n,mit pS}dF—Dgf,ﬁ(p:S)Rc(S): (4.130)

DR, (p.i)w D_[

C,

deQ c=12,.,Nc;

Wll‘t

e * * * % ¢ *
Onde( nmtt Bn,mtt C.;ctt):( n,mtt rnns,mtt 0)’ RTP’ ( ,mtt Bn,mtt (;c,tt) (nmtt 0 @mtt)

/

J& as tensoes S mobilizadas pelo estado de flexdo também podem ser

determinadas a partir substituicdo das representagdes integral das curvaturas da
placa(3.89)em (2.20). Além do estado de flexdo, a lamina também pode estar

submetida ao estado de membrana. A resultante do campo das tensdes N,

mobilizado nesse estado pode ser escrita a partir da representagao integral do campo

das resultantes de tensdo (3.43); se expressa em coordenadas locais, tem-se que:

N, (p)+§ a(p)s;i(p. s)m,(P)O, (s W (s]dT = § g,(p)d(p.5)m,(p)O, (s ()T +

1,015 (0.8, (W (502 [ 4,(p)sss (p. S, (Ios (SN2, + (4.131)

Nfe

> a.(p)sy (p.S)m,(p)F,(S); i.j=12

t=1
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Em um ponto p (que esta localizado ao longo da espessura de uma secao

transversal qualquer) tem seu campo das tensdes mobilizado obtido pela

/

superposi¢do dos efeitos de flexdo qu

e de membrana G%q a partir de seus

respectivos esfor¢os por unidade de comprimento:

c,,(p)=cn.(p)+o),(p) (4.132)
onde:
m N,,\p (4.133)
O-mq (p) = #

(4.134)

ol (p)=12 mm"(p)g

m Z’3

Em (4.134), a coordenada ¢ tem intervalo [-7/2  #2] e mesma orientagdo

da normal ao plano médio de cada lamina; ¢ ¢ a espessura da lamina.
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5 REPRESENTACOES INTEGRAIS E ALGEBRICAS
PARA PROBLEMAS INELASTICOS

5.1) Introducao

Nos capitulos anteriores foram discutidas as representagdes integrais e
algébricas para estruturas compostas por folhas poliédricas em regime elastico linear.
Existem, porém, alguns problemas em que campos iniciais podem ser utilizados para
representar o comportamento de regimes termoelastico, viscoelastico, elastoplastico
e outros. Assim, nesse capitulo sdo discutidas as representacdes integrais de
problemas inelasticos genéricos e, no proximo, a formulacao sera aplicada ao regime
elastoplastico. Convém ressaltar que os problemas inelasticos podem ser divididos de
uma maneira geral em dois grandes grupos: o primeiro pode ser associado aqueles
materiais cuja reologia ¢ dependente do tempo, em geral associada a um
comportamento viscoso. A outra modalidade de problema pode ser reunida naqueles
em que tais efeitos sdo desprezados, tais como os abordados pela teoria da
plasticidade. Neste trabalho, as equacdes sdo descritas para um problema inelastico
genérico, de forma que tanto os campos dependentes do tempo quanto os

independentes sao representados de uma nica maneira. Assim, nos casos em que ha

presenga de efeitos viscosos, o simbolo [ j representa o estado atual do campo. Nos
demais casos, tal simbolo representa acréscimos do campo.

5.2)Equacdes integrais para problemas com campos iniciais

5.2.1)Equacdes basicas

As deformacgdes totais podem ser escritas a partir da diferenciacdo dos

deslocamentos:
, 1(- . o 5.1
Eij :E tujil, i,j=1,23 1)

Essas mesmas deformagdes podem ser escritas em duas parcelas contribuintes

e a

associadas aos regimes elastico ¢; e ineléstico & :

e a

£y =& +Ey; i,j=123 (5.2)

As equagdes de equilibrio podem ser escritas como:
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: ' 53
cij+tbi=0; i,j=123 (5-3)

Em um ponto na superficie do corpo, sujeito a um campo de tensdes, uma

relagdo entre as componentes de forgas de superficie p, e de tensdes o; pode ser

escrita a partir de equacdes conhecidas como formula de tensdo de Cauchy:

. . 54
p,=0Cjn;; i,j=1,23 (5-4)

onde n, sdo os co-senos diretores da normal a superficie no ponto.

Se as deformacgdes ineldsticas sdo tomadas como campo inicial, as relagdes
Tensdao-Deformagdo — com auxilio de relagdes geométricas indicadas na figura 5.1b
e da lei de Hooke — podem ser escritas como:

oy =2G(é@/—éyJ+ 20

1-2v

(5.5)

(ékk—ékkJai,; i,jk=123

Tensdes Tensdes
******** C
.a ‘
9 |
|
T P | | e | B

¢ | |

(& | |

| |

D

c D } c }

| |

| |

| |

| E
— Deform Al Deform
A € .a
€ .e
£
€
@ ()

Figura 5.1- Diagramas tensdo-deformagdo em problemas uniaxiais.

Se o problema ineladstico for analisado tomando-se as tensdes inelasticas

como campo inicial, uma estratégia alternativa a anterior pode ser empregada. Para

e

uma determinada deformagao total, um campo de tensdes elésticas ficticias o, vide

figura 5.1(a), pode ser obtido por intermédio da lei de Hooke:
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. | | 5.6
o =2Ge;+ 2Gvgkk5zf; i,j,k=123 oo

- 2v

Essas tensdes ficticias podem também ser representadas pela soma de

a

parcelas de tensdes verdadeiras oj; e inelésticas o :

e e (5.7)
ocj=0y+0y;, i,j=123

Substituindo-se (5.6) em (5.7), tem-se a relacdo constitutiva em tensoes
iniciais:
a (5.8)

]_Zvvz:kk S;—cy; i, jk=123

d i =2 Gg it
onde as tensdes ineldsticas em (5.8) sdo escritas em funcdo das deformacdes
inelasticas, substituindo-se (5.8) em (5.5):

a .4 4 5.9
O',jZZGS,j+ 2Gv Ekké‘ij; i,j,k =123 ( )

—ZV

As relagdes apresentadas anteriormente neste capitulo sdo validas para
problemas tridimensionais, de forma que para casos bidimensionais elas devem ser
adaptadas ao estado plano de interesse.

Tomando-se um problema de chapas, com espessura finita ¢, submetido a um
carregamento externo e a campos iniciais. Fazendo-se o equilibrio do corpo em um
elemento infinitesimal, a equacdo diferencial governante do problema- em fungdo

das resultantes de tensdo- pode ser escrita como:

- » 5.10
Nij,j+bi=0; i,j=1,2 ( )
Se as deformacgdes inelésticas forem tomadas como campos iniciais e forem

adotadas as hipdteses do estado plano de tensdao(EPT) e de deformacdo(EPD) em

(5.5), as relagdes tensdo-deformacdo para esses casos podem ser escritas como:
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NU :tcqu(gmq_gmq], EPT
i mg=12 (5.11)
. L@ 2Gtv, ¢
1/ _tcqu —8mq —mé‘“, EPD
2Gv, )
onde o tensor C, = 0.0 +G(5,m5,q+5,q5jm) ¢ dado em (2.2);

ijm 7 m
ymq ]_Zp y q

v,=v paraEPDe v = para EPT.

-V
No entanto, se o campo ineldstico for tomado em tensdes iniciais e forem
impostas as hipoteses dos estados planos em (5.8), as relagdes tensdo-deformagao

devem ser escritas como:

: (5.12)
Ny =tC, N - EPTouEPD; i,jmq=12

l]m‘{ i

Como no regime elastico, as representagdes integrais para problemas
inelasticos podem ser obtidas tanto com a aplicagdao do Teorema da Reciprocidade de
Betti(TRB) quanto com a Técnica do Residuo Ponderado(TRP). No capitulo 3, foi
aplicada para o regime eldstico a primeira estratégia para os estados planos e a
segunda para o regime de flexdo. Neste capitulo, para exemplificar mais uma vez a
transformagao das EDPs em equacdes integrais, os problemas e a ordem dos
procedimentos empregados serdo invertidos, isto é: TRB para placas, e TRP para os

estados planos.

5.2.2)Equacoes integrais

Uma expressao do residuo ponderado de chapas, envolvendo a ponderagao de

(5.10) no dominio e das condigdes essenciais u;— ( ) 0 e naturais f f =0

no contorno, pode ser escrita como:

Q

[ ¥04(5)+ 6,(5) i .S 2 - ﬂz—fxs)}u;(p,s)dm
I{u;j—itj(s)}f;(p,s)dfi,j,k =12 o

17
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onde os kernels u;, f; estdo indicados em (2.116) e (2.130); 77, I, sdo as regiodes

do contorno onde as condigdes essenciais € naturais sdo prescritas, respectivamente;
r=r,+r,.
Aplicando-se a técnica de integragdo por partes na primeira parcela de (5.10),

uma identidade pode ser escrita como:

[6:(Shuy (0. SR+ [ £ (ks (p.5)AT = [ N (St (. S)d2 ~
? i ! (5.14)

I{71—fj(S)}u;(p,S)dF+ I{u;j—itj(s)}ﬁf(p,s)df; i k=12

17 I

Se o regime em questdo fosse apenas eldstico, um provavel passo seguinte
para a obtengdo da identidade de Somigliana seria a aplicagdo do teorema da
reciprocidade de Betti na integral de dominio do lado direito de (5.14). Em se
tratando do regime inelastico, uma etapa intermediaria ainda ¢ requerida, isto €, a
generalizacdo desse teorema para problemas inelésticos.

Inicialmente, ¢ discutida a aplicagdo do teorema da reciprocidade em
problemas uniaxiais, uma vez que a representacdo grafica do diagrama tensdo-
deformacao pode ser obtida de maneira bem simples. O teorema de Betti pode ser
aplicado nas retas do diagrama tensdo-deformacdo, por exemplo no segmento EB
indicado na figura 5.1b. Assim, a partir dessa figura, estendendo-se uma analogia
para o caso tridimensional, em que as deformagdes sdo tomadas como campos

Iniciais, esse teorema pode ser escrito como:

a

) | | | ) (5.15)
ja,.jk(p,S)[uj,k(S)—uj,k(S)}dQ: [ou(Shy,(p.SH2; i,k =1,2,3
Q0 Q

Uma outra discussdo ¢ a adequacdo da identidade descrita em (5.15) para os
problemas bidimensionais- Estados Planos de Deformacao (EPD) e de Tensao (EPT).
No EPD, as componentes de deformagdes totais £33 ¢ as componentes do
tensor fundamental £;;, sio nulas, de forma que a equagio integral (5.15), pode ser

escrita como:



146

[0 0 (5)-155) 2 [ . S)oo(5h2 = [ 0 s )

0 Q

(5.16)
i, jk=12

onde os kernels N ;k e u;k estdo indicados nas expressdes (2.129) e (2.127); convém

ressaltar que N € a resultante do campo das tensdes ao longo da espessura, isto €,

. . * ~ , * *
Ny =toy eokernel N tem uma representagdo analoga expressa por N =1G .
£

No EPT, o33 ¢ o3 sdo admitidas como nulas. Assim, a generaliza¢do do
teorema de Betti, para problemas em que as deformacdes ineldsticas sdo tomadas

como campo inicial, pode ser escrita como:

i ‘ La . X (5.17)
[Ny (p S)[u,-,k (S)—uu (S)}J_Q = [N (S (p.SM2si, jik = 1,2

0 0

Uma estratégia andloga a relagdo dada em (5.15) pode ser aplicada na

generalizacdo do teorema de Betti para problemas bidimensionais em que as tensdes

inelasticas sao tomadas como campo inicial:

. : . e L a (5.18)
[ N5 (p. S (SHQ = [u, (P:S)[N./k (8)+N i (S)}dﬂ; i,jk=12
Q Q
Com o teorema generalizado de Betti para problemas do EPD com
deformacdes inelasticas tomadas como campo inicial, outras identidades podem ser
escritas a partir da substituicdo de (5.16) em (5.14). Se nessas identidades forem

aplicadas as técnicas de integragdo por partes, a seguinte expressao pode ser escrita:

= [05(Shey(p.SHR =1 (shy (p.s)AT = fus (s)1; (p.s)ar +

r

j {E—f j(s)}“;(P:S)df - ljz {M;f—ﬂj(S)}ﬁ(p,S)dF + JIN;k(p,S)aj,k(S)dQ+ (5.19)

I

JN;’(R S)é33(S)aQ+ '[]v;kk (p, S)”J(S)dg; i,jk =12
Q

Q
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Convém ressaltar que a equacao diferencial de equilibrio do problema

elastico fundamental ¢ dada por:
N;k,k(p’S)+6(p’S)8ik:0; i,j,k=12 (5.20)

Substituindo-se (5.20) em (5.19), tem-se a identidade de Somigliana para o
EPD para problemas em que as deformagdes inelasticas sdo tomadas como campo
inicial:

()4 §u) 6V, (5K = §1 (¥ (oW + [N (.S (SHi2 +

I
a (5.21)
[Ni(p.8)ess (S)d2 + [u; (p,Sh,(S)d2; i, jik =1,2
Q 0

A representagdo integral equivalente a equagdo (5.21) para o EPT pode ser
escrita como:

wip)+ §us )y (pos)dr = § 7, (5h3 (posMT + [ N3, (p. S (Shi2 +

r

. . o (5.22)
+ jb_i(S)ty.(p,S)d.Q si,j. k=12

0
As representacdes integrais anteriormente mostradas sdo escritas em termos
de um sistema de referéncia global(xl,xz). Conforme apresentada no capitulo 3,
uma técnica alternativa consiste em escrever as representagoes dos estados planos em

um sistema local equivalente aquele do problema de flexao, (vide figura 5.2).

Figura 5.2- Esquema representativo do problema de membrana.
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a a

Assim, substituindo-se a identidade N ;k u k=N ;k g s nas equacdes (5.21) ou

(5.22), a representacdo integral paras os deslocamentos em deformacdes iniciais pode

ser expressa por:
ua(p)+ 4, (P} 17 (p.5)Q,, (s)ve () =g, (p)f 4y (.50, ()t (s)ar +

+4,(p)] 1, (p.S)bs () + q,(p)f, u;(p.8)bu(S)de2, +1, () ijir=12 (523

onde itq(p) = iti(p)qi (p); o termo inelastico 7, (g'“) ¢ dado por:

¢.(p)[, Ny (p.S ) (S)d2; EPT
Iu (Eﬂ)z B

q,(p)| Nyu(p.S e (S)2 +q, (P)] N (p,8)é3(S)d2; EPD

i j k=12

(5.24)

Se as tensoes ineldsticas forem tomadas como campo inicial, a representagao

integral em deslocamentos pode ser obtida pela substituigdo de 7, (g"’) por Iu( ‘“)

em (5.23). Essa tltima parcela inelastica pode ser escrita para ambos estados planos

como:

a

1,(N*)=q,(p)], &3 (0. S)N 1 (S)d2; EPDouw EPT.; i, j.k =12 (5.25)

Na obtengdo da representacdo integral dos gradientes de deslocamentos, a
diferenciagdo do termo plastico da equacao dos deslocamentos (5.23) pode ser
efetuada utilizando-se o conceito de derivagdo de integrais singulares de
MIKHLIN(1962), conforme sugerido e aplicado em problemas tridimensionais por
BUI(1978). Na seqiiéncia, serao mostradas as representacdes completas dos estados
planos e para o regime de flexao utilizando-se esses conceitos.

A diferenciacdo da integral de dominio das tensdes inelasticas em (5.23) pode

ser escrita como:

y a * @
V= " (p,S)N 4 (S): i, j k=12 (5.26)
axm(p)ig”k(p IN(SH2; 1)

Nos trabalhos de Mikhlin, as equagdes integrais singulares foram amplamente

discutidas e um dos topicos esta associado as diferenciacdes dessas equagdes com
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singularidades fracas. Em MIKHLIN(1965), pode ser encontrada uma expressao
para a diferenciacdo de equacdes integrais para problemas multidimensionais —a
partir do trabalho de TRICOMI(1928) para o espaco bidimensional- expressa

como:

‘ j ( d J. [ ?)}dy—u(x)jgo(x,@)cos(r,xm)dy (5.27)

ox,

onde 7 ¢ o contorno de raio unitario; m ¢ a dimensao do espacgo.

Adaptando-se (5.27) ao problema inelastico bidimensional, em que as tensdes

sdao tomadas campo inicial, uma relagdo pode ser escrita como:

o . (0 8 [0 (5.28)
Nj ~—dQ=|N; d () — rdl;
s 0 P B e v
i,jkm =12
1 *
Onde gl]k (p’ S) l//ljk (0)
Uma maneira alternativa para expressar (5.28) é:
axm(p IN]k l/k(p’S)dgziNjk( 1/km(p) _][8 7" dr (529)
i, kkm=12
onde a derivada das componentes do kernel das deformagoes ¢ dada por:
K jim = &m(p) Ej = 87z(l—vp)r2Gt {(]—ZV 0,0, +5/m5,k) 0Oy +
2[’3 (5jkr,m + 07 )+ T (5kmrl +0,,7; )+ P (5 T+ 0T ) (5-30)

2v,(0yriry + 8y ) drr o, s i kom = 1.2

Convém ressaltar que a convergéncia da identidade (5.29) depende
fortemente da segunda integral TELLES (1981). Em alguns casos, para os quais essa
integral converge, estd associada a colocacdao dos pontos-fonte no dominio ou em
contorno sem angulosidade.

A terceira integral da identidade (5.29) pode ser calculada analiticamente no
dominio circular de raio unitario com a utilizagdo do kernel descrito em (2.128) e

com o auxilio de coordenadas polares. Por simplicidade, o calculo dessa integracdo
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serd efetuado para aqueles casos descritos anteriormente que conduzem a
convergéncia de (5.29).

Ao transformar o sistema de coordenadas cartesiano para o polar, a integracao
do ultimo termo de (5.29) pode ser dividido em duas parcelas, a primeira das quais

pode ser escrita como:
6
jr ryd0=cno,,; a,f=12 (5.31)
0

onde o coeficiente ¢ esta associado a:

1, se @=2r,ie pe (5.32)

1/2, se 0=, ie. pef(suave)

A parcela remanescente da tltima parcela de (5.28) pode ser escrita como:

7
[rorpr,rdo=c= (5 5, +6,5,+0,0,); a.B.y.¢=12 (5.33)
0

ap~ s as” Pr

Substituindo-se (5.31), (5.33) na ultima parcela de (5.29), uma expressdo para

o coeficiente do termo livre de integrais inelasticas pode ser apresentada assim:

a

V(D) Sl = g (pm, (p)Dy N ()=

Iy

cq,(p)m, (p) SN (5.34)
_W (3‘4Vp)Nfa(P)—3Nn(p)8m}; i,j.k,mto=12
onde:
D"mz_m% 9, (8,84, +8,8,,)-8,8, s iy kr=12 (539

Substituindo-se (5.34) e (5.28) na equagdo resultante da diferenciagdo da
equacgao integral dos deslocamentos(5.23), tem-se a representacdo integral para os
gradientes de deslocamentos em que as tensdes ineldsticas sdo tomadas como campo
inicial:

o (p)+a,(P) 15 (P 5)m, (P)O, (5) v+ (s} = g, (p)f us, (p.5)m, (PO, (5)t, (s)aT +

+4,(p)] s (p.S)m, (p)bu (S)+ q/p)], sl p.Sh (p)bus(S)de2, + 1, (ve) (536)
3, j k=12
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onde o termo inelastico /,,_ (N '“) pode ser escrito como:

]ez (N'a ) =dq; (p)jﬂa K;‘kr (p’ S)mj (p)NZ, (S)an + ‘]i(p)mj(p)Dijkr Nkr(k); (5:37)
i,jkr=12
A representacdo integral dos gradientes de deslocamentos em deformagdes
iniciais pode ser obtida pela substitui¢do de 7, ( '”) por I, (g"’) em (5.36). Essa

ultima parcela ineléstica para o EPT pode ser escrita como:

a

1,e*)=a.(p)f,, %y (p.S)m,(p)ei()a2, + a(pIm(p)E,, 0 (W)sijk=12 (5-38)

onde ﬂykr E,, sdo dados por:
Ny =—F— Ny = 1=2v, )80, +8;,0, —5,8 +
ijkr axr(p) ijk m{ ( X kr Jjrik
(6 T+ 0y, =0, ) + 8,11y A8, 1,1, 0,11 —4rr }; (5.39)
i,j,k,r=12

E,, =ﬁ(1_)[(3 v, 5,8, +8,8, )~1+4v, 6,8, ]; i, j.kr =12 (5.40)
onde o valor de ¢ ¢ dado em (5.32).

Além das representagdes integrais dos deslocamentos e de seus gradientes,
uma outra equagao integral que pode ser expressa ¢ para o campo das tensdes e que
pode ser escrita a partir das representagdes integrais dos gradientes dos
deslocamentos(5.36) e da relagdo tensdo-deformag¢do do problema em questdo.
Assim, para os casos em que as tensdes inelasticas sdo tomadas como um campo

inicial, uma ‘identidade de Somigliana’ para as tensdes pode ser escrita como:

Nonlp)+ (P}, 53,5, (P)O, (s)vr (5] = (P}, sy (p.5)m, (PO, (5)e: )+

(5.41)
+4pP)f .S, (p)bi(S)d2+q(p)], (P, Shm,(p)ors(S)e, +1,(N7)

i,jkr=12
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onde termo inelastico IG(N“) para ambos estados ¢ dado por:

. (5.42)
1IV)=a o (97,02, S)Ni )+ 4 ) e5p.Shm, PINU(SKO; i jkr=12
Q
com &, i € Z . dados por:
. Ifo « 0 . 2Gv,t o .
Eijki zzG{E(a_xlgijk +a5ijlﬂ 1—2v, 8 EnOy =

1

m{;(l 2v )[5,k5 +8,6, — 0,0, +205, ror |+ (5.43)
P

Vp(é'.,lfjrk +O 1, + 01 +0 lijl.ijk)+ Oyrr; —4rr rkr,}' i,jkl=12

1

(5.44)

I
Z, o {av,(2-c)-5p,5, +(3-4v, 5,5, ~(1—4v, 5,5, }:i.jkr=1.2

onde o valor de ¢ ¢ dado em (5.32).

A representacdo integral das tensdes em deformagdes iniciais pode ser obtida

pela substitui¢do de ]G( "’) por I, (5"‘) em (5.41). A parcela inelastica tomada

como campo inicial de deformagdes para o EPT pode ser escrita como:

’ “ (5.45)
=4,(P)], V5o (p.SIm, (p)es(S)d2+4,(p)m, (p)L, (p. S)ese(p): i jkir=12

onde N, e L. sdo dados por:

ijkr ijkr

(o . o .\ 2Gvit o .
Nl/kr ZG{Ziﬁx Nﬁk+_N”’]}+ y —(N_,jk)é‘)”,z

ox, 1-2v, ox,

Hf_lvf{(l —2v, Yoo, rr, + Syrir )+ (6,8, +8,8, |- (1-4v,)5,5, + (5.46)

+2v (6 Py w0, 8,1 r, +08 1y ) 8r,r 1 r};l Jj.kr=12

ir J
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Ly=—r2t Al (=)t 3c-8)6,5,+(-4v, 5,5, +
: 4 ]—Vp '
(5.47)
1 ..
=y [8vi(1—c)+(9c—8)vp—c Udkj}; i,jkr=12

P

onde o valor de ¢ ¢ dado em (5.32).

No problema de lamina plana, além dos estados planos, o corpo pode estar
submetido aos campos associados ao estado de flexdo. Assim, na seqii€ncia serdo
mostradas as representacdes integrais de placas submetidas a campos iniciais de
momentos e de curvaturas.

Alternativamente ao método dos residuos ponderados que foi aplicado aos
problemas dos estados planos, as equacdes diferenciais de equilibrio de placas serdo
transformadas em representagdes integrais, partindo-se diretamente do teorema de
reciprocidade para o regime de flexao.

Utilizando-se as hipoteses de KIRCHHOFF(1850), o regime de flexdo pode
ser obtido a partir do estado de membrana empregando-se (2.19) e (2.20) em (5.5), e
tem-se as relacdes constitutivas para placas com curvaturas inelasticas tomadas

como campo inicial:

A . a : . a (5.48)
m; = —D|:V(W,kk — Wik Jé‘” + (] - V{W,ij — W ]:| ; Lpk=1,2

Se as equacodes (2.19) e (2.20) forem substituidas em (5.15), tem-se o teorema

da reciprocidade para placas em curvaturas iniciais:

* | o o (5.49)
[ w(5) - (5) 2 = 5 iz 1. -1.2
0 Q
onde w), e m, sdo dados por:
wij(p,s)z {l@iljj +0,In r}; i,j=12 (5.50)
b7
my = —L{[(l +V)inr—vls, +(L-v)r.r, }; i,j=12 (5.51)

47
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A partir da conveniente aplicagdo sucessiva (duas vezes) das técnicas de
integracdo por partes - nas integrais de dominio em ambos lados da equagdo (5.49) e
da identidade(3.70) - obtém-se a representagdo integral dos deslocamentos
transversais de placas para problemas ineldsticos, cujo campo inicial esta associado

as curvaturas:

(o) | W6Jo (25) -0, 6 (p.5) -0, 65 )

Y. (p.Sw. (S)= R (s (p,s)+ HV” () (.5)= 6 () (S)} PR CE)

a

[ (s (p,S)d- ](W,J c=12,..Nc;

onde (a: B 7/:):((]: n 0), para  Representa¢io triparamétrica(RTP);

ns

(a: B, ;/j):(Vn* 0 R ), para Representacio de Rayleigh-Green(RRG).

As contribuicdes ineldsticas sdo representadas por:

IW[W,aJ = [ wi(S)m, (p.S)d2;  ij=12 (5.53)

Figura 5.3-Esquema representativo do problema de flexao.

Além das equagdes integrais dos deslocamentos, as rotagdes também podem
ter um papel na estrutura do sistema de equagdes do problema. Assim, as derivadas
direcionais, segundo uma dire¢do genérica m , podem ser obtidas diferenciando-se a

equagao (5.52).
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Aplicando-se a formula de Leibnitz na diferenciagdao da parcela inelastica de
(5.53), e |utilizando-se uma representacdo andloga aquela descrita em

TELLES(1981), tem-se que:

R

j%[a Inr+y, (9)]wi, (S)I_"dl_” = I&CL@[CZ Inr+y, (49)]w(; (S);d; -

&

5
ox, (p)

- (5.54)

alnr(g,é ﬁ; i,jm=12
Ox

m
onde (r,é?) s30 os eixos de referéncia do sistema polar, vide figura 5.4.

Em (5.54), o kernel dos momentos escrito no sistema polar tem a forma de:

m, =alnr+y,(0):i,j=12 (5.55)
_ levg 1 | 0= (5.56)
a=-— 25, v,0)=—_[1-vhr, -v5 ] ij=12 -

Figura 5.4- Sistema de referéncias utilizado na diferenciacdo de Leibnitz.

Apos a diferenciacao de (5.54), quando o ponto-fonte ¢ tomado na origem 0
de sistema (r,@), isto ¢, O = ¢q, tem-se que 0=0 ¢ g(;5)= g . Assim, (5.54) pode

ser alternativamente expressa como:
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0

ox, (p)'[[a Inr+wy,; (9)]14;; (S)Vdr = I%@ [a Inr+y, (6’)]wi, (S)rdr —

&

(5.57)

alne gﬁ; i,jm=12
ox

m

Fazendo-se o limite da expressdo (5.57) com ¢ — 0, tem-se a convergéncia
das integrais, ¢ o limite do ultimo termo conduz a um valor nulo, isto &,

lim(elne):O. Assim, as representacdes integrais das rotagdes com curvaturas

£—0
inelasticas, tomadas como campo inicial, podem ser escritas como:

k3W,m (p)+ k4w,u (p)+

mAm[Mﬂﬂﬁnﬂ—%ﬁh;@s%QGMLOJHﬂw

r

w, (S (p.s)=m, (p)f [Vn (shw, " (p.s)—ma(s)0],, (p, s)}df+ (5.58)

r
mk(p)Rcwj}k(p,c)+mk(p).[9g(S)wk*( ,S)dQ—Ig(w“;);c:l,Z ..... Nci;k=12

onde os coeficientes dos termos livres de integral (k,,%,) valem, respectivamente,
- 1 <
(1,0) para pontos-fonte no dominio, e > 0 | para pontos de colocagao em contorno

suaves. m, ¢ o co-seno diretor da direcdo de diferenciagdo; os kernels estdo

*

associados (oazk B, H:)=(61:_k " 0), RTP; (oc:,k B, pj)= (Vn,k 0 R, ), RRG.
As contribui¢des do termo ineléstico em (5.58) sdo dadas por:
Lo | sk igkeaz 65

com:

My ) :i[(Hv)é}jr‘k (1= )& + 8y, =21, )]= i,jk=12  (5.60)

Os momentos sdo escritos a partir das curvaturas, de forma que para sua
representacdo por equacdes integrais ¢ necessario que seja efetuada o estudo da
convergéncia das equacdes integrais das curvaturas; essas por sua vez podem ser

escritas aplicando-se uma diferenciagdo dupla em (5.52), resultando em:
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w0+ (0, ()] w5k (5= 0,5 (.9)- 0,8 (ps)

r

< (.5 (5)= a0, (] - 5hw, (9r9) =505, ()

r

(5.61)
¢.(p), (P)R (S (p. S)+4,(p), (P)]_2(S)w, (p,S)d2~

62 . La
.\pht\p)————| m,; (p.S)w;i\S)d2;c=12,. ,Nc;i,j=12;
() ( )&k(p)axr(p)L} ; (2.5)ws(S)

onde ¢, sdo os co-senos diretores associados as dire¢des g e .

*

oy By & )=lasy i, OLRTR (o, B, )=, 0 R,)ReG

A diferenciacdo do termo plastico em (5.61) pode ser escrita como:

AONI @)ﬁ e (s);d;}dg | {J = (myﬁ(e)]”; (s);d;}de_

a ’,;,l:;k . a _ ag‘
ko (D)e2E0; k=12
-([ l:r(g, 9) s (p)g o, } b/

(5.62)

onde

Ak

my=my s i k=12 (5.63)

Analogamente a (5.57), feita a diferenciacdo de (5.62), tomando-se O =g e

ainda fazendo-se o limite ¢ — 0 para representar a integral de dominio original, tem-
se que:

© )% e (g, (0) © |, o | oe (5.64)
J,(we )= [ v (s )rdr a6 — [lim =2, (ple—=-tdo ;
o) olm{j = (p)( ik - Fimd "4 )

—0 &0
€ " r 0 g X,

i,j,k,m=12

Na identidade (5.64), a ultima integral converge diretamente, contudo a
pentltima converge condicionalmente. A fim de elucidar esse tdpico, essa parcela

pode ser escrita como:
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O LI T ) A el IR S 3V ) NP
Jl(w:[j) Oéﬂ{Iaxm(p)( ’; w (s)rdr 0=0€Tg£ ]kr w(s)dr td6

(5.65)
= limw (s Jin R - el i (0)d0; i jkm =12
0
onde os kernels sao dados por:
iy (0)=r"my s i km =12 (5.66)
M = {1+v)( =28, JH 1=V )84, + 8,8, )~

2(1—V)(5jkljiljm+5ik1{jifm+5 PO, O, T T —41{i1{jljkljm)J}; (5.67)

i,j,k,a=12

A nao-convergéncia da integral ¢ causada quando & — 0 em /ng. Assim,
uma condi¢do para garantir a convergéncia do problema ¢ fazer que a tltima integral

em (5.67) seja nula:

0)d0=0; i,j,km=12 (5.68)

ljkm

Q'—-Q

Algumas das raizes da equacdo (5.68) podem ser expressas por angulos
a = 7 (ponto-fonte colocado em um contorno suave) e « = 27 (ponto-fonte no

dominio). Além disso, o calculo da ultima parcela de (5.64) pode ser escrito como:

[ PRSI 2 .
%{m,,yk(e)w,,,(p)axg 0=, () 1j ko = 12 (5:69)
onde
o = Ca+2v)5,8,, +(1=20X5,8, + 6,8, )]s i = 1,2 (5.70)

onde o valor de ¢ ¢ dado em (5.32).

Substituindo-se (5.68) e (5.69) em (5.61), tem-se a representacdo integral das

curvaturas com campo inicial em curvaturas:
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w0+ (0, ()] w5k (5= 0,5 (.9)- 0,8 (ps)

r
. : : . : . (5.71)
<) 5)= 0 (D] V6D, (5)=m 610, )|
r
q; (p)tj (p)RC (S)W:,y' (p’ S)+ q; (p)tj (p)J-Q g(S)W,ij* (p’ S)dQ + Ix (WZ)
c=12,.,Nc; 1ij=12;
onde:
I;(( ) _ql J. ml/kr p S) Wij (S)d‘Q+q (p) (p)‘]l]kr Wkr( );i’j’k’r:]’Z (572)
com m,j .. €xpresso em (5.67).

A representagdo integral dos momentos pode ser obtida por meio da

substitui¢do de (5.71) em (5.48):

)0, (P o (15) =0, b (.5) = ()i (.) | a +

r

a.(p),(Phc (p. S)R.(S)=4,(pk (p)§{Vn(S)uwy*(p,s)—mzl(s)ue“;j,(p,s)}dn

r
a.(p),(P)] &(Show, (p.8)aQ+q,(p), (p)R (S, (p.8)+ 1, (ws );  C73)
c=12,..,Nc; i,j=12;

Onde(lua;ii Iug.if ,tlé):(,tq;, /Lnisij 0) RTP; (,qu ‘uﬁnu ,ng) ( nij 0 /'RU/) RRG; o

termo inelastico em (5.70) é dado por:

1,0w5)==a,(p)s, ()] tomys, (p.S)war (S)2+ 4, (p)s, (P, wir(p); - 74
i,j,k,r=12
com :

. D
==L 1= 299, - 20, o -5, -

2(1—1/) (5 Pl O, 1 +0 17 +0, 1 +6, 171 —47:[7:_/Kkkm)J}; (5.75)

jm" i

i,j,k,a=12
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D
Wi :%{(1+2v)(1+v)6”.6mk (1= 29)(1+)5,8,, +(1-v),,8, ] };  (5.76)

i,j,k,m=12;
onde ¢ ¢ dado em (5.32).
A forca cortante ¢ obtida a partir da diferenciacio do Laplaciano dos
deslocamentos(3.103). Assim, € necessario escrever a representacdo integral para a

derivada direcional das curvaturas:

), ()] 05K (15) = 0, I (.5) 0,5 ) a4

r

P ) 5)=m (P Vo lohs (ps) =m0 )+
' (5.77)
m; (p)RC (S)W:,izt (p’ S) +m; (p)jg g(S)W,m* (p’ S)d'Q -
63 . o a
mk(p)mjgmy (p,S)wy(S)dQ2;c=12,.,Nc; ir,j=12

Onde (a:,itt Ign*,itt g:,m)z(q:,m ni:gitt 0)7 RTP’ (Oé:itt ﬂn;tt g:tti)z(ljn:tt 0 I{;tt)’ RRG.

Conforme discutido nos casos anteriores, uma etapa importante para a
obtencdo das equacdes integrais estd associada ao estudo da convergéncia de suas

integrais. Assim, um procedimento para tal fim pode ser executado a partir da

diferenciag¢do das equagdes das curvaturas indicadas em (5.77):

(5.78)

T o |t o ﬁ?;k(‘g) al g
ﬂ%%@ﬂ@&{r %“W+”

“ o | ¢, \— O¢
lim———— wy —\dl; i,j k=12
0 gli,;l) xﬁ(p)_W‘] (p)g axm j| b/

Apos o célculo das derivadas presentes em (5.78) e ao tomar-se O =g , uma

outra forma para a identidade pode ser escrita deste modo:



161

Js (WJZ ) :‘{l_’f})ﬁ ox. (pa);xﬁ (p)(ml]:(g)jwfj (s)rdr}a’@ —

T{w? [m,,k o4 +2rkrﬂ) m;kmrﬂ ml]kﬂr ]hm(ij}d@-
0

&0

(5.79)

él—%{ﬁi;k’”m W,l'fﬂ(l?)} ;o Likm =12
Ajustando-se (5.79) a derivada do Laplaciano dos deslocamentos e fazendo-
se o limite da expressdo com & — 0, tem-se:

J, (w;’ ) i lzm{]li (Mf(e)]w;’ (s)dr}d 0 -

&0
" r

lim{][ z;k( Op +2r,r ﬁ') m;,kkr,ﬁ_n:l;,kﬂ’/:k]w:(p)}de—'_

)0 € (5.80)
J.llm|: krk Wya( ):|d93 i’j!k’a’ﬂzl’z
onde o kernel do laplaciano dos momentos ¢ dado por:
. 0 o . .
m, (9):r2— ———m; |=r’\m, =
i.kpB ka (p) |:ax2 (p) ij } ( kBB )
(5.81)

1
2 s
r {—;[Zr,k + 5(1 ~ V)(é'jkljl. + 5ikij_l.)—20(] — v)ljl.ljj;jk ]} ;L .k, f=12
Examinando-se a identidade (5.80), verifica-se que o ultimo termo ¢
diretamente convergente, contudo a segunda e a terceira parcela tém convergéncias
condicionadas. O segundo termo pode ser reescrito como:

a R ~ * 9 _
oS5l s O

0 &0 7 &0

Assim a convergéncia de (5.81) esta condicionada a imposi¢ao de valor nulo

para a ultima integral:

a

ml]kkﬂ(@)dﬁ 0;1,j,k,fp=12 (5.83)

0
Um dos valores que satisfazem essa equagdo ¢ « =27z ( ponto-fonte no

dominio). Convém ressaltar que para pontos-fonte posicionados em contorno suave
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(x=r), a equacdao (5.83) ndo ¢ satisfeita conduzindo (5.81), portanto, a ndo-
convergéncia.

O terceiro termo em (5.80) pode ser expresso mais simplesmente por:

&0
0 &

lim{i [’h;k (_ O+ 21,7 )_ Tty T =Ty T ]Wc; (p)}d@ =

(5.84)

I-v. (1) .,/ .
p %(;)wﬂ (p)£ (6,7, +28,0, )0 i, j.k, B =12

o

Assim, a convergéncia ¢ condicionada a imposicao J.(éijlfa +26,,r; )d@ =0,
0

em que uma das raizes pode ser obtida para o =2x; o valor da integracdo do

ultimo termo de (5.80) pode ser dado por:

‘ }m:(]ﬂ/)a

o
J éi_'g{mij,k’fk Wip (p)
0

. a Ji a
W.ijﬂ(P):( _;V)W_ijﬂ(p); i, ik, =12 (5.85)

4

a=2r

Com isso, substituindo-se as expressoes (5.85), (5.84) e (5.79) em (5.77),
obtém-se a representacdo da derivada direcional do Laplaciano dos deslocamentos
tomando-se as curvaturas ineldsticas como campo inicial:

s ) ) W (915) 0, 6 ()08 () | +

r

I’I’li (p)g:,m (p’ S)WC (S) = I’I’li (p)§|:V” (S)W,itt* (p,S) - m” (S ;,m (p’S)i| dr +
' (5.86)
m(p)Re (S, (p,S)+ m (p)], (S, (. S)d—1,(w5);
c=12,.,Nc; ir,j=12

onde:

a a

1,5 )= =m, (P my” (p.S)wis (S)d2-4m, (p)wsa(p); k=12 8D

Equivalentemente ao problema de membrana, uma outra alternativa de tratar
o regime inelastico em placas ¢ toma-lo como campo de momentos iniciais. Assim,
as relacdes constitutivas para esses casos podem ser obtidas a partir da substituicdo

de (2.19) e (2.20) em (5.8), vem que:
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' ‘ a (5.88)
m,, :—Dl:VW,kk S5, —I—(]—V)W,[j:|_mij; i,jk=12

i

Além disso, o teorema da reciprocidade generalizado para placas, em que os
momentos ineldsticos sdo tomados como campo inicial, pode ser obtido a partir da
substitui¢do de (2.19) e (2.20) em (5.18):

4 4 a 5.89
jm;(p,s)w,if(s)d{zzj{m,,(sﬁm,;,-(S)}wf;(p,S)dQ;i,jz1,2 559

Aplicando-se duas vezes a técnica de integragdo por partes em (5.89), as

equacdes integrais dos deslocamentos podem ser apresentadas tal qual em (5.18),

bastando que a parcela 7, (w,‘/‘

) seja substituida por I, (ml/") Esse termo pode ser

escrito como:

1,(m¢)= J.Qm;(S)w_;(p,S)dQ; ij=12 (5.90)

;
As representagdes integrais para as derivadas dos deslocamentos para o
campo de momentos iniciais - apos um tratamento andlogo ao dado a diferenciagdo

da integral inelastica no caso do campo de curvatura inicial - podem ser escritas

como (5.58), requerendo apenas a troca do termo inelastico de 7/, (WZ) por [, (mZ )

Esse ultimo pode ser expresso por:

a

1) =m, ()] wi (. S)my(S)d2; i, jk =12 (5.91)

.
onde:
. 1

W =7 47D (51‘/’”,1« +Our + Oy, =211, ) i,j,k=12 (5.92)
i Dr . : :

As representagdes integrais das curvaturas para os campos iniciais em
momentos também podem ser escritas utilizando-se  estratégias similares as

equacgdes integrais descritas anteriormente, isto ¢, adequando-se o termo ineldstico

) . P y
a0 seu respectivo campo inicial, portanto, trocando-se I, (wy )por I, (m,j) em

(5.71). Esse termo pode ser escrito como:

a

1, ) =g, (X (D), Wi (p.S)mi(S)d2+q, (Pl (P, miap): i jikr=12 (5-93)

onde:
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. I
Wike = (6,6, +6 (B +8,5) =26, 48+ 5 I+ (5.94)

+8 1y + O, 11 + 0,1 = A J} i,jk,a=12

Jo i ko' i

i~ ok ia™ jk

Y,_.,.ka=8 (6,6, +5,8,+6,8,); i,jka=12 (5.95)

onde ¢ ¢ dado em (5.32).
A partir das representagdes integrais das curvaturas em momentos iniciais, as

equagdes integrais para os momentos podem ser escritas utilizando-se em (5.73) a

troca do termo 7, (w;; )pelo 1, (ml/“ ) Esse ultimo termo pode ser escrito como:

1,(m )= =g, () (p) 1) (9.8 )i (S)AQ+ ¢, (P, (DY, mi(p); (5-9)

i,j,ka=12

onde:

W = AT+ 3908, 8 +[(1-V)+ 8/ e,8, +(1-VI 8, fiijk =12 (5.97)

*

1
' = W{(l+v)8ij6m (1) (8,8, +5,8,)- (5.98)

Jijko
2[(] —3v)5”.11k1(a + (I—V)(c?jkifi +0,7; )rﬂ +
(1 V)(éja Pt O 1, 0,1 1 —8rr )J} i,jka=12

onde ¢ ¢ dado em (5.32).
Finalizando-se as representacdes integrais dos esfor¢os em momentos iniciais,
tem-se as equacdes integrais dos esfor¢os em momentos iniciais, tem-se a forca

cortante que pode ser escrita a partir de uma modificacao nas equacdes integrais das

derivadas direcionais das curvaturas em (5.86), isto €, trocando-se [ q(w,'; ) por

I, (ml:;‘). Para a obtencdo desse termo pode ser empregada uma técnica analoga ao

caso do problema inelastico tomado como campo de curvatura inicial:

L )=m o) e

Para o célculo das diferenciacdes e o estudo das integrais resultantes, uma

I Wi (pS)my(S)d2:i, jkr=12 (599

estratégia andloga ao caso de campo inicial em curvaturas ¢ utilizada:
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L%_g@jmi(s)]dﬁ—

a a
. ] A% A% A% .
Q—W){; [W’ijk (_ Op + Zrykryﬂ)_ Wit p = Wi kpk ]m,,(p) do+
0

(5.100)

lim{v@}krk m,-j,ﬁ(p)}de ch k=12

=0

Em (5.100), a ultima parcela converge incondicionalmente, contudo as

demais sdao dependentes dos valores do angulo o :

lim{i [ﬁ’;‘k (_ O+ 2”,//,5)_ ﬁ’;’,kk’”,ﬂ - W;k’”,k ]nﬁ;,- (p)}d@ =

05%0 £
| (5.101)
I-v . (1) -, \f ..
2r gl_’%(;]m” (p)}[(5,-jl”ﬁ+25,-ﬂi’_j)d9; Lk =12

a

Assim, a convergéncia ¢ condicionada a imposicao J-(é‘ljl"ﬁ +26,,7; )d9 =0,
0

em que uma das raizes pode ser obtida para o =27 e o valor da integra¢do do

ultimo termo pode ser dado por:

a a

a . . a ) ] ] o
lim[w,ijk’”,ﬂ mi.p (p)}d@ = _ﬂé‘ij my.p(p)= _Zmii,ﬁ(p); i,j,=12 (5.102)

&0 S

a=2r

Assim, substituindo-se (5.102), (5.101) em (5.99), obtém-se a parcela
ineléstica da representacao integral da derivada direcional das curvaturas, isto é:
1,(m )==m, (D) wi (p.8)my(S)d24m, (p)=, my (p): ik =12 (-103)
onde:

*

1 ..
W in :ﬁ(&ijnk +6jkr,i +6ik’/:j _4’/:ir,jr:k); l’]ak’t = 132 (5104)

= _ 1

£,= 56,44 1j=12 (5.105)
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5.2.3)Representacoes Integrais Discretizadas
5.2.3.1) Discretizagao

As solugdes analiticas para as equagdes integrais dos problemas ineldsticos,
em geral, ndo estdo disponiveis; assim, parte-se para solugdes numéricas. Dessa
forma, analogamente ao descrito no capitulo 3, essas solugdes requerem que o
contorno /° do problema seja discretizado em elementos de contorno. Em geral,
para os termos que contém integrais de dominio, uma das técnicas que podem ser
aplicadas ¢ a discretizagdo (2 em células, vide figura 5.5.

Assim representagdes integrais discretizadas de chapas(5.23/5.25), em

deformacdes iniciais, podem ser apresentadas como:

Nel Nel
C(p)ulp)+Y | [Pro@"dr, (Ui(s)=)| [U"Q@"dI} | P (s)+
~ k=1 Iy ~ k=1 Iy ~
Neell . r Ncel . r . ; (5 ) 1 06)
Y| Jure'day, |Bi(s)+ Y| o' ¥ da, | & (S)+ D(p)e! (p)
k=11 oy k=I'l o

onde n ¢ o nimero de nds do elemento k; € € cc sdo os respectivos nimeros de
ndés da célula k& com carregamentos aplicados em 4rea e em linha;

Nel, Ncel e Ncell sdo os respectivos niimeros de elementos de contorno, de
células das regides submetidas a carregamentos aplicados em area e em linha;

T T T _~ . : ~ .
O, ¥ e O sioasrespectivas matrizes compostas por fungdes interpoladoras

das variaveis de contorno ¢ das deformacgdes inelasticas .

Figura 5.5- Discretizagdo de contorno e de dominio.
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Na equacao (5.106), os vetores k-ésimos associados as variaveis de contorno e
aos valores de dominio dados tal qual em (4.1); o vetor que contém as contribui¢des

inelasticas em deformagdes iniciais pode ser escrito como:

T al al a2 ac ac acT
5k:(511 2512 €y &y 2512 ‘922) (5.107)

Ja as representagOes integrais discretizadas de placas,(5.52/5.58) em

curvaturas iniciais, podem ser apresentadas como:

Nel Nel Nc
kp)w(p)+>, J‘c* @ dr, W/ (s)=>. '[d* @"dr, [V (s)+ > r,(s)w, +
- - k=1 ka - = J=1 FkN ~ ~ g=1 ~
ncell Ncel
Y| [wierda, |Gus)+y [mwiae, |zl O
k=1 o ~ ~ k=1| g ~ ~

Em (5.106), os vetores k-ésimos associados as variaveis de contorno e os
valores de dominio sdo dados tal qual em (4.2); os vetores das contribuigdes
inelasticas em curvaturas iniciais podem ser escritos como:

7i=(wsh 2wt wih o 2wl w) (5.109)

Convém ressaltar que as representagdes integrais discretizadas, em tensdes
(chapas) e momentos (placa) iniciais, podem ser escritas analogamente as equagoes
(5.108), bastando unicamente fazer as trocas convenientes das matrizes de influéncia
associadas as deformacdes/curvaturas iniciais por aquelas das tensdes/momentos
iniciais.

Além das representacdes integrais discretizadas dos deslocamentos, para
viabilizar a solu¢do do sistema algébrico dos problemas ineldsticos, em geral, sdo
utilizadas as representagdes dos esforcos, por exemplo, tensdes para os problemas de
chapas e momentos para o regime de flexdo. Neste trabalho, as representacdes
integrais discretizadas desses campos tensoriais serdo escritas apenas para pontos-

fonte colocados no dominio, de forma que elas podem ser expressas respectivamente

a partir de (5.41) e (5.73):



168

Nel 1 Nel
q<p>+z[ fo, 00" ar, U,:f(s):z{ p;g@aa}%»
k=1 r, - - | k=1 Iy ~ °
Neel o ) 1 . . (5.110)
z J.O-u ©" da, BEZ(S)+Z J.O_g vde e (S)+E(p)€ (p)
= oy =~ = o~ ~k -k
Nel Nel_ . Nc N
Mp)+ | [M, @ dr, |w;(s)=)| [M, @"dr, |V} (s)+ r,(s)M,, +
- k=1 Iy ~ - ~ j=1 _]"k ~ ~ g=1 ~
ncell Ncel_
z{ [ . 0%an, }sz<s)+z s vran, }(:(sw Azilp) 1D
k=] o~ ~ k=1| o~ ~ ~

onde os vetores @, ¥ ,@ sio dados em (4.1), (4.2). Os demais vetores em (5.110)

sdo dados por:

*
qz'dzquj'

*
= qidij]mj

*
m.d,.j]m

i J

*
q:5;4;

* *
G, =|49:S;M,;

¥
misl.j,mj

ql'Lijuq]'
q;Lym;

g

E =

miLl.j”mj

ZQiLiJIqu
ZQiL"Izmj

2miL..12mj

qidl;qu

(5.112)

qidl;ij ;i:j =12

.
mia’ijzmj

*
q:5;29;

(5.113)

* « .
q:8,;.m; |56, j=12

*
ml.sl.jzmj

)

)

qz'N;zij
q[N[jzzmj 0, j=1,2

ql'Lijzz q;
q;L

miL..szj

(5.114)

*
MmN ,,m;

(5.115)
i, j=12

ij22MM

)

onde os kernels em (5.112) a (5.115) sdo dados respectivamente em (3.12), (3.13) e

(5.46). Ja os termos livres de integral em (5.115) estdo indicados em (5.47).

Além dos vetores @, ¥ ,@ , os demais presentes em (5.108) sao dados por:
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qnoL,, g,  qmm,q,  qnB,,q, (5.116)
M:: - qip“a:»iimj qi“m:,ijmj ql'HB:;,g/mj Lj=12
Mo,y  mm, m; - muB, m,
qmwyq; gm0, ,q, 0 (5.117)
M, = qpw,m, quo,m, 0|;ij=12
) miuw;jmj miueljjmj 0
qimg, g, 2qumng,  qumg g, (5.118)
M, =| qumym;  2qum;,m, qumg,,m; |;i,j=12
gy 2y pm g ,m,
g, 29,0054, 559, (5.119)
A=|qudym;  2q0,m, gm0 j =12
S ymy o 2md my md ,m

Os kernels presentes em (5.116) e (5.117) estdo indicados nas expressdes de
(3.97) a (3.102). O vetor indicado em (5.118) é composto pelo kernel expresso em

(5.75). Ja os termos livres de integral reunidos em (5.119) estao indicados em (5.76).
Caso as representacdes integrais para os problemas de chapas e flexdo sejam

escritas em tensdes/momentos iniciais, os vetores ¢, (5.107) e y/ (5.109) devem

ser trocados respectivamente para O'Z e ka que S0 expressos por:
ol =(Ni 2Ny NE o NEo2NE N) (5.120)

T _( al 2 al al ac 2 ac ac)
m, =\my m;, m m; m;, my (5.121)
Além disso, as matrizes o, E, M, e 4 em (5.110) e (5.111) devem ser

= . Essas sdo expressas por:

. , . *
substituidas respectivamente por o, ,F', M, ¢ =
* * *
9€ind; 29509, 95229, (5.122)
* _ * * * . .
Cs =| 4:€;/M; 2qi8ij12mj q;8,Mm; |51, ] = 1,2
* *
2ml.8y.12mj M, 5,M;

£

misy.”mj
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924, 292509, 425224, (5.123)
F= ql'Zg/Hmj 2q

Zyphy 4 Zypm; |36 J =12

i

ml.ZU.”mj ZmiZWzmj miZl.jzzmj

onde os kernels presentes (5.122) sdo dados em (5.43). Ja os termos livres de integral

em (5.123) estdo indicados em (5.44).

Wy, 240wy 0q;  GRW;54, (5.124)
M, = q;uw i, m; ZQiHW,g/']zmj q;1W i ,m; Lj=12

m

* * *
| W m, 2mpuw,,m;  mpw,,,m,

qnYm;  2quY;,m;  quY;,,m, (5.125)
qnY,m;  2quYm;  quY,m; i j =12
| muYm, o 2mY; m

L[]
Il

;o mu,,m;
Os kernels presentes em (5.124) estdo indicados na expressao (5.98). Ja os

termos livres de integral reunidos em (5.125) estdo indicados em (5.97).

5.2.3.2) Aproximacao das variaveis do problema

Conforme descrito no capitulo 4, sdo utilizadas duas abordagens no modelo
hexaparamétrico para interpolagdo das varidveis do contorno: a primeira ¢ a
isoparamétrica linear e a outra ¢ a interpolacdo cubica para os deslocamentos
normais e transversais ao contorno da ldmina. J4 na formulacdo tetraparamétrica
apenas a interpolacdo isoparamétrica linear ¢ utilizada. O assunto da aproximagao
das variaveis no contorno ja foi abordado no capitulo 4. Assim, optou-se descrever
nesta se¢do apenas as técnicas empregadas na interpolagdo dos campos iniciais nas
células.

Os termos inelésticos sdo linearmente interpolados no dominio de cada

célula, vide figura 5.6.

Figura 5.6- Interpolagao dos Campos Inelasticos.
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Empregando-se a interpolacdo isoparamétrica linear, a representacao integral

discretizadas de chapas, em que as deformacdes sdo tomadas como campo inicial,

pode ser escrita tal qual em (5.106); os vetores k-ésimos P , U, ,B; , P, U’

denotam o mesmo que em (4.1); os demais vetores podem ser expressos como:
vy, 0 0 vy, 0 0 w; 0 0
=10 v, 0 0 wv, 0 0 wy; 0
0 0 vy, 0 0 w, 0 0 vy, (5.126)

(. I > L2 2 .3 3 .3
¢ _(811 € & &y & Epn &y &y ‘922) (5.127)

J& para o problema de flexdo e com a interpolagdo isoparamétrica linear, os

) n n c cc * * * . :
vetores k-ésimos V! , W' , G, , G, , c ai e W, podem ser expressos tais quais

em (4.2). O vetor ¥ ¢ dado tal qual em (5.126) e os demais vetores presentes em

(5.108) podem escritos como:

r_ (.1 I I 2 2 2 3 3 3
V4 —(W,u Wi W Wi Wi Wy Wi, Wy W,zz) (5.128)

5.3) Representaciao Algébrica
5.3.1) Calculo das integrais para os campos iniciais

Devido a presenca de singularidades mais severas, uma alternativa para
calcular as integrais inelasticas ¢ empregar técnicas numéricas(quadraturas) no
dominio. Uma dessas técnicas ¢ o procedimento proposto em TELLES(1981), em
que o dominio ¢ escrito em funcdo de coordenadas polares e, em seguida, os kernels
sdo integrados analiticamente em fun¢do do raio. Por fim, ¢ aplicada uma quadratura
unidimensional nos termos resultantes da primeira integracdo, que sdo dependentes
da wvaridvel angular do sistema polar. Na seqliéncia, sdo descritos esses
procedimentos.

Conforme discutido na se¢do 5.2.3.2, as parcelas tensoriais ineldsticas sdo
interpoladas linearmente no dominio. Assim, esses termos associados tanto com os
estados planos quanto como o regime de flexdo para campos iniciais em

tensdo/momento podem ser escritos como:
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N* =y, N'+y, NS +y; N* (5.129)

m =l//1711‘1 Ty, 121'2+1//3 ’11; (5.130)
onde y,, N'e m' sdo respectivamente a fungdo interpoladora; os vetores que

contém as componentes da tensdo e momento ineldstico; ambos estdo associados aos
no6s 1, 2 ou 3 da célula, vide figura 5.6.
Em (5.126), as fungdes interpoladoras podem ser escritas utilizando-se

equacdes de planos, de forma que podem ser expressas como:

v, = 4.x,(8)+ Bx,(S)+C, (5.131)

onde os coeficientes 4,, B;, C, podem ser expressos por:
AJZ(xZJ—XZk)/Dt ;Bzz(x,k—sz,)/Dt ;sz(x,sz,(—x,kx”)/l)t S (5.132)
A2~ (x2k _x2i)/Dt B2~ (xn _xzk)/Dt > :(xlk X i _xlix2k)/Dt;

A3=(x2i —xzj)/D,;Bs = (x,j —x,i)/Dt;C3 = (x,ixzj —x,iji)/D,

com:
D= x, (xzj —ka)+x,j (XZk—XZi)+x]k (xZi —xzj)

Alternativamente, (5.132) pode ser escrita segundo o sistema polar, isto ¢€:
w, = (4, cos@+ B, sen6)+C, (5.133)

A parcela de integral ineldstica da representacdo dos gradientes de
deslocamentos em chapas(5.36) pode escrita no sistema polar de coordenadas, vide

figura 5.7, por:

3

Iq ‘J’” p’ (p)Nki (S)dQ = Z(clthﬁh + 2012N1;h + szNzl;h )’ (5‘134)
n=1
i,j,k,r=12
onde
()R (5.135)
cp = I j 7,(p) ”2]“ (G)m/.(p)[r(Ah cos©+ B" sen 9)+ c’ ]rdrde '
6 R;(0) r ‘

com K‘Ukr (49) ¢ a parte independente do raio » no kernel dado em (5.30):

Ak

Ry (0)= 1Ky, iy jkr =12 (5.136)
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Figura 5.7- Integracao na célula.

Ap6s o célculo da integragdo na direcao radial, (5.135) pode ser escrita como:
R,(0
C = ,[ ljkr ){(A " cos0+ B" sen e)m{ﬁ} +
0 RI (e)

C"[R,(0)- R, (0))0; i, j.k,r =12 (5.137)

Analogamente a representacdo (5.135), o termo inelastico da representacao

integral dos deslocamentos transversais de placa (5.90) pode ser escrito como:

3
J.mimjwja‘ (p,s)m;; (S)dQ = Z(p,h,mff’ + Zplhsz;h + p;’zm‘;zh ); (5.138)
Q n=1
i,j,k,l" = 1,2
onde:
R2(6) mm,
P/fr :J- _[ (5kr Inr+r.r )j|[l"(Ah cos@+ B" sen9)+Ch}fdrd<9 (5.139)
0 R;(6) 47D

Apbs o calculo da integracao na direcdo radial, (5.139) pode ser escrita como:
po MMy B B B
Py = D _[C {[RI (9){1 InR, (9)} R, (‘9){] InR, (9)}]5kr +
4

R(0)-R (O a0+ 22 (4 costs 8 send) [ 0)- RO+

0

{Rf (9)@ —InR, (e)j —R!? (e)e —InR, (e)ﬂ% }d@ D, ok, r =12
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O célculo dos termos das integrais ineldsticas da representagdo integral das

resultantes de tensdes (5.41) pode ser efetuado tal qual em (5.134), bastando-se

trocar ., por &, , uma vez que a ordem das singularidades nesses kernels é a

ijkr ijkr >

mesma. Assim, tem-se que:

3
I ¢.(p)e; (pos)m (PINZ(S)Q =Y (el N + 26N + e, N ) (5.141)

n=1I

com:

by = I% e, (0 (P){(AhCOS0+Bhsen6’)ln{I;2(9)}+ (5.142)

C"[R,(0)-R,(0)}d6; i,/ k,r=12
onde e:ykr (6?) ¢ a parte independente do raio » no kernel em (5.43):

£ (0)=rc,

ijkr

i k,r=1,2

ijkr

O kernel da integral inelastica para a representagdo integral dos momentos
(5.73) pode ser trabalhado no sistema polar de coordenadas de maneira similar ao da
parcela inelastica da representacdo integral dos gradientes (5.136). Assim, o calculo

da integral de dominio de (5.96) pode apresentado como:
3
J“] HW,,k, p S (p)mk‘r] (S)dQ = 2(8?1’"# + Zejlzm}{;h +e;'2m'2“2h ); L j,k,r=12 (5.143)
n=1

com:

ey = .!qi (P)WAV;;(, (G)m ; ( p){(Ah cos0+B" sene)ln{%—((gﬂ + (5.144)

C"[R,(0)-R,0)d6; i, jk,r=12

onde W, (9) ¢ a parte independente do raio 7 no kernel dado em (5.98):

W;kr(e): rzﬂwj'jkr ;i,j,k,r = 1,2

As integracdes anteriormente apresentadas foram escritas para campos
inelasticos em tensdes/momentos iniciais. Conforme discutido nas seg¢des anteriores
deste capitulo, uma outra maneira que os problemas inelésticos podem ser abordados

¢ por meio de campos iniciais em deformagdes/curvaturas. Adotando-se uma
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interpolagdo linear para esses campos no dominio de cada célula, o calculo das
integracdes do termo inelastico pode ser efetuado um procedimento similar ao dos

campos iniciais em deformagdes/curvaturas. Assim, as representagdes dos gradientes

dos deslocamentos em chapas sdo obtidas trocando-se K‘Ukr(@) por /ij, () em

(5.135); ja em placas, a troca deve ser w;,, por m,. em (5.140):
3
Iql Ukr p s (p)a',j(S)dQ Z(c,h,sf]h +2012812 +022822 ) i, j,k,r=12 (5.145)

n=1

onde

Chp = .[ Ukr (p){(A” cos0+B" sene)ly{f; (9)}L
0

Ch[RZ('g)_R1(‘9)]}d9; i,j,k,r=12 (5.140)

com /11],0 (#) ¢ a parte independente do raio » no kernel dado em (5.39):

A

2..0)=r2;

ijkr ?

i,j,k,r=12

ijkr

jmimijr(p’S)W;Zr(S)dQ:Z(pllwﬁ +2p12W12 +p22W22) i,j,k,r =12 (5.147)
Q n=

onde:

%

pe = [ (R, @)1~ nR,(0) R, (0)1 —in R, (O, +

9
o J} do +
(1+v)mm,

[&(9)—&(0)( s
. I (4" cos0+B" sen) {[R (0)- R: (9)](;f:”v _V5”]+

(5.148)

{Rf (G)G—lnze, (9)]—Rj (e)(é—anz (e)ﬂakr}de; i, j.k,r=12

Da mesma forma, o célculo dos termos ineldsticos das representagdes
integrais das tensdes € momentos para os campos iniciais em deformagado/curvatura

pode ser efetuado a partir do procedimento aplicado a abordagem tensdo/momento

inicial, bastando-se ajustar os respectivos kernels éi].kr(H) por 6U.kr(9);

pvy, (@) por wrm . (0). Assim, tem-se que:
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3
[a:(phwm; 1 (p.5)m, (phwi (SO =Y (eliwil + 2eltwit +ethwst);  (5:149)

Q n=1
i, j,k,r=12

com:

o= o O ) 1 cot 1 srchf T G150
C"[R,(0)-R,0)ldo; i j.kr=12

onde com g, . (6) é a parte independente do raio » no kernel dado em (5.75):

i kr

*

g, (0)=rpmy 5 i, j ke, =1,2 (5.151)

5.3.2)Sistema de equacdes
Conforme discutido no capitulo 4, a representacdo algébrica ¢ obtida por
meio da integracdo das equacdes integrais discretizadas. Nesta secdo sdo descritos os

sistemas algébricos para as formulacdes tetra e hexaparamétrica.

5.3.2.1)Formulac¢ao hexaparamétrica

Na seqiiéncia sdo apresentados os sistemas algébricos da formulagdo
hexaparamétrica para dominios simplesmente conectados para os problemas
independentes dos estados planos e do regime de flexdo. Em seguida, esses sistemas

sdo estendidos para dominios coplanares com regides com rigidezes distintas.

5.3.2.1.1)Problemas simplesmente conectados de chapas e placas

Inicialmente, sdo discutidos os sistemas de equacdes obtidos das equagdes
integrais dos deslocamentos e seus gradientes. Em seguida, o mesmo ¢ feito para as
equacdes integrais de tensdes/momentos para pontos de dominio.

Conforme discutido no capitulo 4, devido a uma diferenga no ntimero de
graus de liberdade no vetor dos deslocamentos € no de forcas em cada um dos
problemas de chapas e placas s@o inseridos zeros nas respectivas posi¢des associadas
as variaveis ficticias introduzidas no vetor das forcas. No problema de campos
iniciais em tensdes/momentos, as contribuicdes de um j-ésimo elemento da

representacdo algébrica - deslocamentos e seus gradientes em chapas e
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deslocamentos transversais e suas derivadas direcionais em placas- podem ser

escritas respectivamente como:

IS}

by hy,o by ‘_'/1 gy & 0 l}’ b, P” 912 1213 ]~V1
hy by, o “/2 =&y &»n Ot |+ b, |+ 1221 1?22 1223 1}/2 (5.152)
hy  hy, hy; | 0. gy &» 0]z, b, l? l? P N*

3 3

onde D, sdo as submatrizes em que os indices i,/ estdo associados respectivamente

a linha da representacdo integral e o numero do nd j da célula; o vetor N} contém as
componentes das tensdes ineldsticas do no & da célula.

hi hi his | owl| g, g, 0]V D D D |m"] (5153)

=

2

1
~
~

1
~
LY

1
~
o

1

har ha hos 19p =g, g, 0 My b+ g, |+
hs hs hss |9, | |8y & 0|

N
oQ
o

onde Dj; sdo submatrizes equivalentes a D, ;. o vetor m; contém as componentes

dos momentos inelasticos do no & da célula.
Apos a colocacdo do ponto-fonte nos pontos de dominio e a incorporacao das
contribui¢cdes de todos os elementos e células, as representagdes (5.152) ou (5.153)

podem escritas genericamente como:

Hu=G p+(p+ D (5.154)
onde D ¢ a matriz de influéncia da integral de dominio associada aos campos

inelasticos(tensdo ou momento inicial)7“. D ¢ a matriz dos coeficientes dos

termos livres inelastico.

Aplicando-se um procedimento simular para as representagdes integrais de
tensdes/momentos para pontos-fonte no dominio, as contribuigdes de um j-ésimo

elemento podem ser escritas respectivamente como:
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N” NJa] S S12 83 "/1 d” d” 0 i] 511 Z}12 Z}13 Z“Vj
le ' NJZZ B e Ofl2 Z}21 ljzz @23 ]y; (5.155)
Noz | \ Vo S Sy S| 0| |4y dy, Ol x| |EE_ E ||N
~3 o~ ~3 |0,
1:1111 m,”, Eu 28‘12 58‘13 W El'u 2112 0 m f” sz 513 Nj
M2 p+my =82 S22 $23|0, [Hdot dy, O|lmu|+|E E E gni’
A : R . ~21 ~22 ~23||~2 (5.156)
ma| M| |ssoss2 s\ @ | |dsn d2 O\ | |EE E ||m®

Apbs a colocagdo do ponto-fonte nos pontos de dominio e o codmputo das
contribui¢des de todos os elementos e células, as representagdes (5.155) ou (5.156)

podem escritas genericamente como:

I, =1, usG, pe(D,+B, 1, (5.157)

onde D ¢ a matriz de influéncia dos campos ineldsticos(tensdo e/ou momento

inicial) das representagdes integrais dos esforcos(tensdo e/ou momento)

A

respectivamente. D ¢ matriz dos termos livres inelasticos. H, , G, e Ta,

T, sdo as matrizes de influéncia das varidaveis de contorno e do vetor dos

momentos/tensdes reais e inelasticos para pontos-fonte no dominio, respectivamente.

Nesse trabalho, optou-se preterir as representagdes integrais de contorno para
tensdes e momentos devido a presenca de algumas singularidades severas dos
kernels. Assim, partiu-se para uma abordagem usual — BANERJEE et al.(1979),
TELLES & BREBBIA(1979), etc. - em que os tensdes € momentos no contorno sao
determinados a partir de equagdes de equilibrio de parte de suas componentes. As
demais sdo obtidas por interpolacdes dos valores nodais dos deslocamentos e
rotacdes. Na seqii€ncia, essa técnica ¢ discutida com mais detalhe.

Tomando-se um elemento de contorno genérico e o sistema de referéncia

local (%,,%,), conforme indicado na figura 5.8, os co-senos diretores
n, =cos(x,,%,)=1 e n, =cos(%,,%,) =0, se levados nas relagdes de Cauchy (5.4),

e as componentes de forga de superficie podem ser escritas como:
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](711=;1=i2 (5.158)

]Q12=;2=il (5'159)

A componente remanescente de tensdo N,, pode ser obtida por um

algebrismo na lei constitutiva em tensdes iniciais (5.8):

A 1% 2 2 2 . ~
No=—2L—f| Nu+Nj |+ Gt En—N3, (5.160)
I-v, I-v,

Se (5.158) for substituida em (5.160), vem:

; v , . A .
W =1 W o2 (5.161)

]—Vp

]—vp

Figura 5.8- Sistema de referéncia (resultantes de tensao no contorno).

Ja a deformacdo é;z pode ser obtida empregando-se uma técnica bastante

utilizada no Método dos Elementos Finitos (MEF), isto ¢, diferenciando-se as
funcdes de forma dos deslocamentos. Assim, tem-se que:

b= LI+ Z o) %{%[ ,(5)]9§+%[ 2@],;5} (5.162)

Para o regime de flexdo pode ser empregada uma estratégia similar ao
problema de chapas, vide figura 5.9. Assim, a partir das relagdes (2.32), pode-se

escrever que:
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i = m, (5.163)

Apb6s uma manipulagdo algébrica nas relagdes constitutivas para campos

inelasticos tomados como momentos iniciais (5.88) e, ainda, utilizando-se (5.163), a

componente 7> dos momentos pode ser escrita como:

o :v(mﬁn&;;j_D(z_w)wﬂ_,;,; (5.164)

Ja a componente o pode ser expressa a partir de (5.88) como:

m;, ==D(1-v)Ww,, —m} (5.165)

Figura 5.9- Sistema de referéncia (momentos no contorno).

A partir da figura 5.9, as derivadas direcionais no contorno podem escritas

COmo:

12/,2 291); 1/;1‘/,1 =9x (5'166)
Tanto (5.165) e (5.166) estdo escritas em fungdo das unicamente em fungao

das curvaturas nas dire¢oes e sentidos dos momentos em questdo. Essas curvaturas

podem ser aproximadas a partir da diferenciacao das fun¢des de forma das rotagdes

tangenciais e normais ao contorno:
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. _24 :i . .2 :i‘li Ji (5.167)
b= 20, = 60600, 0.00, |2 0, 2010020, 2.

Y 0 0 - 2 AR 2 5
Wt =01 =£{¢I(s)9t+¢z(s)ef } =Z[et 2@+ () G109
Convém enfatizar que para um né pertencente a dois elementos contiguos,

cujos comprimentos sejam L., ,L,, as contribuicdes para ele podem ser

i+1 2o
aproximados, utilizando-se a média aritmética daquelas associadas aos dois
elementos:
. 1.1 ¢ I 1 (5.169)
W =—|6,— —+0,— — :
=20 2 e 0 Zo)]

Para as demais componentes dos campos aproximadas no contorno descritas
em (5.168) e (5.162) pode ser empregada uma técnica similar.

As equagdes (5.158), (5.159), (5.161) e (5.162) podem ser reunidas em uma
unica representacdo algébrica das tensdes de um ponto no contorno para os

problemas de chapas:

N 10 olln 0 0 ol|[Ne
Npb=| 0 1 0f{e2t+] 0 0 0 {Ngb+
A 1% 1% " a
N2 —t 0 0| Lt 0 —1|(Nx
I-v, I-v,
1
Vi (5.170)
V>
5 0o 0 0 0 0] !
Gt Lo 00 0o o0 oldf:
i]—v iLi '
i 4, 0 0 4, 0 0||V!
2
V2
2
0:
0 ~ .
onde 4, = —[¢,(&)], em que 4, = 0,5 para uma fungio ¢, linear.

o5
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Se equacao (5.170) for escrita para o ponto coincidente com o segundo n6 do

2
elemento de contorno, isto é, v =v; nd k (figura 5.7), e ainda, se for empregada a

técnica da média dos coeficientes de influéncia, discutida em (5.169), tem-se que:

. 2
N 10 ot 0 0 ol|[ne
Nipp=| 0 1 O{exb+| 0 0 0 N5+
N ]f”vz 0 ollxi ]fl;t 0 —1||N5
LT | LT | (5.171)
AZ
10 0|
261 (L+L]0 0 0v
I-v, \L L., g
00 0llp

Para o problema de flexdo, pode ser utilizada uma estratégia similar para
representar as resultantes de tensdes nos pontos de contorno, de forma que a

representacao algébrica equivalente a (5.171) pode ser expressa por:
2

mu| [0 1 0]|Vo| To o o][me

mpp=[0 0 0Rm.,p+[0 0 -1 m);—

m 22 0V0)(22 v 0 —1]\m
(5.172)
2
w
2
L L, 2
0.

Assim, apds incorporagdo das contribui¢des de todos os nds do contorno, uma

representacao algébrica para as tensdes dessa regido pode ser escrita como:

T ——H usG. p+ (Dc'+136'jTC“ (5.173)
Em (5.173), o indice ¢ das matrizes de influéncia estd associado aos pontos-
fonte no contorno. Assim, o sistema algébrico para pontos de dominio e de contorno

pode ser expresso a partir de (5.157) e (5.173):



183

1
1
l

T, Hy |7 | 0a |- 0 Da+Da T (5.174)

Ou ainda expressa na forma compacta como:

T :—H'Q+G'p+(D'+l3'JTA“ (5.175)

Uma das maneiras para se escrever o sistema algébrico do problema
ineladstico ¢ representd-lo eliminando-se as incdgnitas do contorno por meio da
substituicdo da representacdo algébrica de contorno dos deslocamentos e suas
derivadas (5.154) na representacdo das tensdes/momentos (5.175). As incdgnitas do
contorno sdo reagrupadas nesses sistemas mediante a imposi¢do das condi¢des de
contorno. Conforme discutido anteriormente, devido a presenca de variaveis ficticias
no vetor das forgas, um procedimento especial, similar ao discutido na se¢do 4.3.1,

pode ser empregado, caso os graus de liberdade(GL) 6. e/ou 6, forem prescritos.

Nessa estratégia, as linhas do sistema associadas aos GL prescrito(s), 6, e/ou 6,,
devem ser atribuidos valores nulos, inclusive em D e D . Em seguida, as

respectivas colunas das matrizes de influéncia associadas a esse(s) GL também
devem ser impostos valores nulos. E finalizando-se o procedimento, atribui-se a

unidade nos elementos da diagonal associado(s) as rotagdes prescritas(6, e/ou 6,).

Assim, apds o procedimentos de imposicdo das condi¢des de contorno em

(5.175), as incégnitas podem ser regrupadas como:

av=r+lpr)r 176

T=—A'jz+f'+(D'+[)')T“ (5.177)

E, finalmente, as incognitas do contorno podem ser eliminadas do sistema

algébrico de placas com a substitui¢do de (5.176) em (5.173):

e

T =T+T =n+BT (5.178)
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onde:

5=p+£-4 4'(p+)o'+ D) (5179

n=f-AA"f (5.180)

Se o campo inicial for tomado em deformagdes/curvaturas, representacdes

para deslocamento e tensdes( dominio) podem ser escritas como:

Hu=Gp+(R+ Ry (5.181)

1=, w6, pr R R Ju (5.182)

onde R, ¢ a matriz de influéncia dos campos inelasticos (deformagdo e/ou

curvatura inicial) das representacdes integrais dos esfor¢os(tensdo e/ou momento)

respectivamente. R, ¢é a matriz dos termos livres ineldsticos. y,“ ¢ o vetor dos

deformagdes/curvaturas iniciais para pontos-fonte no dominio, respectivamente.

Conforme discutido anteriormente, neste trabalho optou-se por nao escrever
as equacdes integrais das tensdes/momentos em pontos do contorno. Assim,
aplicando uma técnica similar ao caso dos campos iniciais em tensdes/momentos,
tem-se que no problema de chapas, em que o campo inelastico é tomado como
deformacdes iniciais, uma expressao analoga a (5.161) pode ser escrita como:

n ; 4Gty
v, Nu+éxn+es -—2r¢ (5.183)
1-2v,

N22:

— Vp
onde &,, pode ser escrita tal qual (5.162).

Para o problema de flexdo em curvaturas iniciais, a componente dos

momentos 71/ pode ser expressa tal qual em (5.163); as demais podem ser escritas

a partir de (5.48):

My =—D(1—- V)(v?/,u— W?zj (5.184)
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o Z—D(I—V)(sz—ﬁ/jﬁzj (5.185)

onde as curvaturas w,.e W estdo expressas respectivamente (5.167) e (5.169).

Se as expressdes das componentes de N; e my; forem reagrupadas, um

sistema analogo a (5.173) pode ser escrito como:

T ——H u+rG. p+(RC'+zéC'jx‘; (5.186)

Assim, o sistema algébrico para pontos de dominio ¢ de contorno pode ser

expresso a partir de (5.182) e (5.186):

1
Il
|
!
[ S
+
1
LRS-
+
by

O B R A 0 atRa] (5.187)

Ou ainda expressa na forma compacta como:

7 =_H'a+c'p+(1e’+1é']x'a (5.188)

De forma analoga, as representacdes algébricas de chapas e placas com as
parcelas inelésticas sdo tomadas como campos iniciais em deformacgdes/curvaturas

podem ser escritas como:
Ay = f+(Re Ry (5.189)
T=— A yr f 4R+ R e (5.190)

Assim, os respectivos sistemas algébricos compactos das resultantes de

tensdes ¢ momentos podem ser escritos substituindo-se (5.189) e (5.190):

a

T:nJrQ)'C (5.191)
onde:

Q:R'+j'—A'A*’(R+1éXR’+1é') (5.192)
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5.3.1.2) Problemas coplanares com multirregioes.

Nas secdes anteriores foram apresentadas as representacdes integrais e
algébricas para os problemas de placa e chapa definidos em um dominio simples.
Contudo, ¢ muito freqiiente o aparecimento de problemas compostos por varias
regides que possuem suas respectivas propriedades geométricas e/ou fisicas.
Adotando-se uma disposi¢do de apresentagdo similar aquela utilizada para problemas
simplesmente conectados; nas secdes subseqiientes, sdo discutidos os sistemas
resultantes das equagdes integrais dos deslocamentos e seus gradientes, das
tensdes/momentos em pontos de dominio.

Nesta se¢ao ¢ discutido um caso especial da estrutura coplanar formada por
duas regides com propriedades fisicas e/ou geométricas distintas. Na figura 5.10,
estdo indicadas as duas regides com seus respectivos dominios e contornos.

Utilizando-se a mesma estratégia discutida no capitulo anterior, de redefinir

os contornos de interface como /7, =7, e I,, =1, arepresentacdo algébrica da
p

primeira regido pode ser escrita como:

H, H1p U] G, G]p P, D, D]p T (5.193)
~ : S N : S| - N -
HpI pr Up Gpl Gpp Pp DpI Dpp Té

I
21 1“2
Q ; Q,

Figura 5.10- Duas regides inelésticas coplanares.
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A segunda regido tem sua representagao escrita como:

H.. H. |/, G.. G. |lp.| |D.. D. |[T* (5.194)
p

Na interface, tanto as equacdes de equilibrio (forcas e esforcos verdadeiros)
quanto as relagdes de compatibilidade (deslocamentos e rotagdes totais) fornecem

uma relacdo adicional para as representagdes de ambas subregioes:

4P'
r
Vi
Vi /
P P
V> V2
P P
wo| | w
| T P (5.195)
Hﬁ _03
, )
%1 | -e.
0. P
6.
P v
t I]/
p p
t2 |_ | 12
P P’
Va 1%
P };' (5.196)
mn mn
p P
Xi|__| X
P o
x> X

Assim, partir de (5.193) a (5.196), o sistema algébrico envolvendo ambas

regides pode ser escrito como:



Ou ainda apresentada em forma compacta como:

?a:a{aﬁj

_ _ 1
H, ij 0 Glp ({ i
le pr 0 _Gpp Up
0 H, H . G, || (7
- NP p U
0 H, H., G, |
| ? re Plp L
'D, D, 0 0
D, D, 0 0
0 0 D, D,
0 0 D, L
p2 pp

L0
G, 0
0 G,
0 G;,Z
7 Tja
Tl;“
Ty
T
’

T

Back

th'
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(5.197)

(5.198)

A representacdo algébrica para as tensdes/momentos no dominio pode ser

feita de maneira andloga ao caso do sistema algébrico para os deslocamentos e suas

derivadas. Assim, apds a imposi¢ao das condi¢des de compatibilidade e de equilibrio

nas interfaces das regioes, o sistema algébrico pode ser escrito como:

1
U
! ' ' Np '
T, Hd,l] Hd,[p 0 0 U Gd,u
~2 — ~ ~ , N2 _l’_
T;, 0 Hoy Ham Gl | 0
~ 'Np
P
Dd,]1+Dd,11 Dd,]p +Dd,1p 0 0
0 0 D,,+D,,, D“p +D

T
T .a

d,p

.a
TdZ

T,

(5.199)
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A representagdo algébrica para campos tensoriais no contorno pode ser
expressa pelo acoplamento dos sistemas algébricos escritos independentemente para
cada um dos contornos.

Inicialmente, para as representagdes dos campos tensoriais sdo empregadas
as técnicas discutidas na secdo 5.3.2.1.3, isto é: parte das componentes ¢ obtida pela
relagdes de Cauchy e as demais por intermédio da aplicacdo de diferenciacdes aos
valores nodais dos graus de liberdade, isto ¢, representagdes algébricas similares as

(5.158 a 5.169), para os pontos p e p de mesmas coordenadas da interface, vide

figura 5.11.

Figura 5.11- Sistemas locais em uma interface com duas regides.

Em seguida, o acoplamento das regides ¢ feito utilizando-se as relagdes de

equilibrio e de compatibilidade nesses pontos.
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]]::Z 10 0] 10 ozl\vf”
) 0 1o, 0 0 0 N{j
1\@ ]fl;t 0 0|l If”vz 0 -1 (j
0l B A oot 10 o ZWNa(T
. o0 -1 i 00 0
N t 0 0 b oo -1l "
4 _1—vp | _I—Vp | A(ZQ (5.200)
A](\j)22 NZZ
1 0 0]
00 0 vf
2Gt [L+ 1Yo 0 0"
I-v,\L L, )0 1 0.
0 0 0l|l%
0 0 0]

Analogamente, os momentos no contorno podem ser escritos como:

I’;i]l 7?11“1
me| o 1 0 0 0 o0|mp
A 2 " g
122 0 0 0|4 0 0 —1||ms
A(2) 0 v 0} ° Y 0 -1 N
— m, .a
mul g -1 0| 5[ [0 0 oll™
o | o o ol|*] o o -1 )
mieiolg o0 0 v 0 —1 (’j
i | i 1,
m 22
0 0 0]
‘2
0 1 0},
0 0 1||.?
L L.,)Jo o ol "
0o 1 0|
0 0 1]

Apbs escrever as equagoes (5.200) e (5.201) para todos os nos do contorno,

uma representacdo algébrica pode ser escrita como:
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.| 1
0, Hen Hep 0 —G ety l{ G en 0
N - - , : y
T, Hepr Hoep 0 ~Gepw ||U G cpi 0 P
0T 0 Hew Hew Gy 12T 00 Gan ]2
T. o e “r U “2llp
)4 0 H cyp,2 H c)p’p’ G app ‘Np 0 G op 2 -
I, - P ] (5.202)
_Dyc,11 D’c,lp 0 0 ] Til
ch,p] D’c,pp 0 0 chap
+ - - : : a
0 0 D Doy || 15
0 0 D’c,p'Z D’c,p,p, T'a '
— ~ ~ - c‘p

Ao reunir as representagdes das tensdes/momentos do dominio e do contorno,

uma forma compacta para elas pode ser escrita como:

Hc . Gc . 30"'[‘)0 0 Tc
=—|__, |u+|__, |pt| ~ A
H, G, |- 0 Di+Dy 7; (5.203)

SRS

Ou ainda expressa na forma super compacta como:

, ML

=—?'Q+Z'p+[3'+5'j7“ (5.204)

No sistema algébrico (5.204), devido ao niimero superior de equagdes em
relacdo as varidveis reais, para os contornos simplesmente conectados, pode ser
utilizada uma técnica andloga aquela discutida na secdo 5.4.2 para as interfaces

ligadas: a de inser¢do dos graus de liberdade ficticios y, € y, do vetor P”. Com

isso, apos manipulacdes algébricas similares as mencionadas na se¢do anterior, o
sistema algébrico dos deslocamentos de contorno pode ser expresso de maneira

similar a (5.177), isto ¢é:

(5.205)

IS}

Nl
Il
N
IS
+
L 0q -
_l’_
ael ]
-l
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A partir da substituicdo de (5.198) em (5.205), tem-se a representacdo das

tensdes/momentos verdadeiros em funcdo dos campos ineldsticos analogamente a

(5.178)

5.3.2.2)Formulag¢ao Tetraparamétrica
Nesta secdo sdo apresentadas algumas adaptacdes na formulacao
hexaparamétrica (3 equagdes: chapas; 3 equacdes: placas) a fim de reduzi-la para

quatro representagdes integrais por no.

5.3.2.2.1) Problemas com regides simples

Inicialmente, sdo discutidos os sistemas de equacdes obtidos das equagdes
integrais dos deslocamentos e seus gradientes. Em seguida, o0 mesmo ¢ feito para as
equagdes integrais de tensdes/momentos para pontos de dominio; finalizando-se a
secdo, tem-se a representagao desses campos no contorno.

Assim, para representar os efeitos de chapa da formulacdo tetraparamétrica,
sdo discretizadas apenas as equagdes integrais dos deslocamentos (5.23), (5.52) e

(5.58), se o campo inelastico for tomado em tensdes/momentos iniciais:

ol

k= 1[7{
J‘{(Rh”;Qu) (Rh' UQ/Z):I

) (PdF{P"}+ J'
(Ri0,) (Ru0,)|”

[0/

(5.206)
Nel {sl.]\f;[ 2sl]\f:,2 S,]\f,kzz} 0 i il
E wdQe"; i,j=1.
k=1 qi]vi*l] Zqz'Ni*Jz qz'N;z ~ ~K

T

S

Wq(p) k=1 1 Vg ng |~ =1 | L,
Nel o w 0, m,, 2m,, m22 }
* * ¢dr ! + * c |: * % Wd.QZ
;;{J: p ep,j ~ k{ ¢ } Z_}|: }Rk (}[ qm,; 2q,m,, qlm22l !

onde / ¢ a matriz identidade; ¢ € o termo livre de integral que recebe o valor unitério

para pontos-fonte no dominio. Em contornos suaves, seu valor é ¢=1/2 e, em
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formulacdes regulares, recebe valor nulo. s,,q, sdo os co-senos diretores das

diregdes tangencial e normal ao contorno no ponto de colocagao.

As representagdes integrais discretizadas para as resultantes de tensdes e
momentos no modelo TP podem ser escritas como em (5.110) e (5.111), bastando
ajustar os valores dos kernels (ua, e pf3,;) em (5.116) para a representagdo de
Rayleigh-Green.

Assim, no problema de campos iniciais em tensdes/momentos onde a
colocacdo ¢ feita no contorno, as contribuicdes de um j-ésimo elemento da
representacdo algébrica - deslocamentos em chapas e deslocamentos transversais e

suas derivadas direcionais em placas- podem ser escritas respectivamente como:

N
[hu hzz} P] :{gu gu} l;z +I?H ?12 1213 ];fla

hy oy, g &xllt, ?21 {)22 1?23 ];]2“ (5.205)
~3
i . b b D"
. 4 "
|:ﬁ11 ﬁ]2:| w :|:§]] §12j| Vn + ~1 ~12 ~1I3 m.a
ha h2)6,| &y &€2]lm.) |P, D, D |2 (5.209)
m

~3

onde D, ,D;sdo as submatrizes em que os indices #,j estdo associados

respectivamente a linha da representagdo integral e ao numero do né j da célula; os

vetores N’ ,m; contém as componentes das tensdes/momentos inelasticas do nd k

da célula.

As contribui¢cdes de um j-ésimo elemento das representacdes algébricas das
tensdes € momentos reais, em que o campo ineléstico ¢ tomado em tensdo/momento
inicial e a colocagdo dos pontos-fonte no dominio, para a formulagdo
tetraparamétrica podem ser escritas a partir da discretizacao de (5.41) e (5.73):

< a
Nir| (N S Sz |f- S Sz |(- E}H ?12 €13 ]Yl

Niz |+| N3 [=4s, S5 Vily S, 8, ?1 +|E E E KN*

. ~21 ~:m ~3|]~2 5210
N2 Ny, S31 Sz V2 S31 S3 & E E E |IN® ( )
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.a

. p - - - - -

7?’111 m, fu :?12 . gu ?’12 V EH E” 513 ~1

My pH My p=— S21 S22 Wirldy dnf "'+|E E E j -

. _ _ _ — ~21 ~22 ~23 (| ~2 5

m| |, sz 502 |O0) | ds s U0 E E E |n® ( )
~31 ~32 ~3{~3

Apds a colocagdo do ponto-fonte nos pontos de dominio e apods a
incorporagao das contribuicdes de todos os elementos e células, tem-se uma
representacdo analoga a (5.157). Para a determinacdo dos momentos no contorno
pode ser utilizada uma técnica similar & discutida na se¢do (5.3.2.1.1). Assim, as
componentes podem ser escritas tais quais em (5.163), (5.164) e (5.168). Contudo,
para o calculo de parte das rotagdes e curvaturas, ha necessidade de fazer algumas
adaptacdes no procedimento descrito em (5.166), (5.167) e (5.168). Assim, a

definicao das rotagdes pode ser escrita como:
Wo=8, (5.212)
Convém ressaltar que (5.212) ¢ idéntica a uma das relagdes descritas em

(5.166) e com isso, a curvatura W22 pode também ser escrita tal qual em (5.169).

Contudo, para o calculo da curvatura w;; ¢é necessario utilizar uma dupla
diferencia¢ao do valor nodal dos deslocamentos:

. . ) 2 i
P (ﬁ“j: 0 0 0 {¢,~W} =12 (5.213)

A~ W= A2
ox, Ox, ox;

Assim, a ordem minima da funcdo interpoladora a ser empregada ¢ uma
quadrética, isto € , n = 2. Assim, ¢ utilizada a aproximacao de segundo grau para os
deslocamentos transversais apenas para o calculo por diferengas finitas dos
momentos no contorno na formulacao TP.

Desta forma, as representacgdes (5.213) devem ser ajustadas para este caso:

. 82 1 2 3
Wi = y{@(s)ﬁz +6,(5)0, +¢,(5)6, (5:214)
1
Ou expressa em coordenadas adimensionais como:
. 711 82 2 52 392 5915
o T{epa—gﬂ@(é)wp@@(é)wp@@(é) (G212

onde as fungdes interpoladoras quadraticas podem ser expressas por:
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8,6)=3e6 1) 0.)=1-8%5 8,()= 28+ ) (5.216)

2
Para o efeito de chapas, as tensdes no contorno podem ser obtidas

similarmente ao descrito na se¢do (5.3.2.1.1). Convém ressaltar que para componente

é2 , & utilizada uma interpolacdo linear para os deslocamentos pode ser de primeiro
grau conduzindo a uma representacao idéntica (5.171). J& para os momentos no
contorno, a partir de (5.215) e (5.88) a seguinte relagao pode ser escrita:

mu| [0 1 0 0 0]m

=0 0 {V"}+ 0 0 —10mets

nn

M2 0 v v 0 -1 I’I/;l;s

W'J

g (5.217)
0
o o 0 o0 o0 07 °
— w
(LV)() 4, 0 A4, 0 Al
|8 0o B, 0o B 0]|%
w
3
P

0 o’
onde 4, =—|@,(&)]e B, = &)
Conforme pode ser observado nas equagdes (5.208) a (5.211), os niumeros de
graus de liberdade associados aos deslocamentos e as forcas sdo idénticos,
dispensando, portanto, na abordagem tetraparamétrica, a técnica de inser¢do de

variaveis ficticias empregada na formulagdo hexaparamétrica.

5.3.2.2.2) Problemas coplanares multiconectados
As adaptagdes utilizadas nos problemas de dominio simples podem ser

estendidas para os casos coplanares multiconectados.
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6 REPRESENTACAO ALGEBRICA PARA PROBLEMAS
ELASTOPLASTICOS

6.1)Introducao

As representagdes integrais para problemas inelasticos, discutidas no capitulo
anterior, sao direcionadas para o estudo de problemas elastoplasticos. Inicialmente,
sdo apresentados os conceitos basicos da plasticidade classica e, em seguida, parte-se
para a obteng¢do da representagdo algébrica. E, por fim, ¢ discutida a aplicagdo de um
algoritmo incremental-iterativo para a resolucao do sistema de equagdes nio-lineares

representativo do problema.

6.2)Conceitos basicos da plasticidade

Nesta se¢do, sdo introduzidas nog¢des de alguns principios basicos da teoria da
plasticidade classica, que serdo utilizados na representagdo de alguns problemas com
comportamento fisicamente nao-linear.

As décadas de 1930 e 1950 foram alguns dos periodos mais intensivos, em
que os conceitos e hipoteses basicas da entdo chamada teoria da plasticidade
classica de metais foram concebidos. A partir de observagdes experimentais, 0s
pesquisadores admitiram algumas hipdteses para a deformagado plastica, que podem
ser descritas como:

a)a deformacdo pléstica esta associada com a dissipacdo de energia, de forma que o
campo relativo a essa deformagao ¢ irreversivel;

b)devido ao carater dissipativo, o processo de deformacao pléstica ¢ dependente da
historia do carregamento;

c)a deformagdo plastica ¢ assumida como independente do tempo, isto €, os efeitos
viscosos sdo desprezados durante a ocorréncia do fluxo plastico.

No desenvolvimento das equagdes constitutivas da plasticidade cléssica, t€ém
sido usadas, principalmente, duas abordagens: a primeira ¢ a entdo chamada teoria

de deformacado, cuja caracteristica principal ¢ a relacdo total entre as deformagdes e

r

as tensdes f (O'ij)z ¢ . Contudo essa teoria ¢ restrita aos casos de carregamento

proporcional. A segunda abordagem para a reologia do problema ¢ a chamada teoria

incremental, cujo conceito principal esta fundamentado na relagdo dos incrementos

de deformagdo plastica de; com o estado de tensdo o; e com seus incrementos
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do ;. A teoria incremental da plasticidade, h4 um sistema algébrico constituido por

equagdes nao-lineares associado. Para esse sistema, uma das técnicas utilizadas na
solugdo ¢ subdividir o problema em varios estagios e resolver cada um deles como se
fosse linear. Assim, na teoria incremental, o algoritmo de solugdo do sistema ja ¢é
montado diretamente na filosofia incremental, e, em geral, envolvendo processos
iterativos.

Um dos aspectos importantes na plasticidade ¢ a descrigao da entdo conhecida
superficie de carregamento, que pode ser entendida como a superficie de
escoamento subseqiiente para um material deformado elastoplasticamente, que define
o contorno da corrente regido elastica. Se o valor da tensao estiver dentro do campo
definido por essa regido, nenhuma deformacdo plastica ocorrerd. Em contrapartida,
se o estado de tensdes estiver no contorno da regido elastica e tender a mover-se para
fora da corrente superficie de carregamento, deformacdes adicionais ocorrerdo
acompanhadas pela mudanca de forma dessa superficie. Assim, a fung¢do para a
superficie de escoamento pode ser escrita em termos de variaveis referentes ao

corrente estado de tensdes e a um pardmetro x da resposta pos-escoamento, isto ¢é:

flo,.x)=0, i.j=123 6.1)

ou escrito de uma maneira alternativa como:

flo,.x)=Flo,)-x(e,). i,j=123 62)
onde F (GU.) e K’ (E p) definem, respectivamente, a forma e o tamanho da superficie

de carregamento. £, ¢ a denominada deformacdo efetiva, que depende da historia

do carregamento.

Uma das tarefas arduas da plasticidade é modelar o comportamento da
resposta pos-escoamento do material, chamada de lei de encruamento, em que ¢
descrita a evolucdo das superficies de carregamento. Diversas abordagens para esse
problema ja foram propostas por investigadores, contudo as mais difundidas na
literatura sdo aqueles modelos conhecidos como: encruamento isétropo, encruamento

cinematico ¢ encruamento misto. Este ultimo consiste na combinag¢ao dos dois

primeiros.
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Inicialmente, sera discutido o modelo do encruamento isotropo. A
caracteristica principal dessa abordagem ¢ que a superficie expande igualmente em
todas dire¢des, contudo sem sofrer distor¢des e translacdes. Por simplicidade, a

evolucdo das superficies de problemas unidimensionais esta ilustrada na figura 6.1.

qta

Figura 6.1- Modelo isotropo (caso uniaxial)- TELLES(1981).
Para o caso particular em que a superficie de carregamento sofre uma

expansao uniforme, diz-se que o material ¢ elastoplasticamente perfeito(figura 6.2),

isto €:
(e0)=p, (6.3)

onde p ¢ uma constante.

~Y

Figura 6.2- Modelo isotropo uniaxial (elastoplastico perfeito)-TELLES(1981).



199

Embora o modelo de encruamento isoétropo seja atraente devido a sua
simplicidade, sua resposta ¢ mais adequada para problemas submetidos a
carregamentos monotdnicos. Essa restricdo foi explicada por meio de observacdes
experimentais de materiais sob acgdes ciclicas, de forma que se verificou que as
deformacdes plasticas induziam uma anisotropia direcional em materiais
inicialmente isotropos, isto ¢, a deformacdo plastica inicial atuante em um
determinado sentido reduzia a resisténcia do material em relagdo a deformacdo
plastica subseqiiente de sentido oposto. Em outras palavras, se a deformagao plastica
corrente for de tragdo, a superficie de carregamento posterior de compressao tera seu
tamanho reduzido. Essa perturbacdo na reologia do material ¢ chamada de efeito
Bauschinger. Esse fendmeno ndo ¢ contemplado pelo modelo isétropo, uma vez que
ele prevé uma expansdo das superficies de tracdo e compressdo de tamanhos
equalitarios.

Assim, outros modelos para a lei de encruamento foram propostos, dentre os
quais, consta o encruamento cinematico. Nessa abordagem, ¢ assumido que durante o
processo de deformagdo plastica, a superficie de carregamento translada como corpo
rigido no espaco das tensdes, mantendo tamanho, forma e orientagao da superficie de

escoamento inicial, (vide figura 6.3).

& . Caminhos de carregamento
v & descarTegamento

25
A s
.
- o ﬂ‘lt’
o
[~
1
o
Sup. Ezcoans. Subsegiiente
_ 2
F (aij. —-a; ) =K
- Sup. Escoanw. Inicial
F(O_i/' ): K’

Figura 6.3- Modelo Cinematico —-CHEN & HAN(1988).
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Para o encruamento cinematico, a fungdo da superficie de carregamento pode

ser escrita como:
2 ..
f(o-ij’ai/’):F(Gij_aif)_Z =0, i,j=123 (6.4)
onde a; € a coordenada do centro da superficie de carregamento, que varia em

termos da deformacao pléastica e y ¢ uma constante.
Assim, no modelo cinematico, uma etapa importante ¢ a descri¢do da

trajetoria de ;. Um dos modelos desenvolvidos para esse fim € a entdo conhecida

lei de encruamento de Prager. Nessa abordagem, foi proposto que os acréscimos das
coordenadas do centro da superficie de carregamento da; sdo proporcionais aos
acréscimos de deformagao pléstica, isto ¢é:

da,=cdel, i,j=123 (6.5)

Contudo algumas inconsisténcias podem ser observadas no modelo de Prager,

principalmente, quando usado no espaco das tensdes. Por exemplo, seja o espago das

tensdes composto por (O';i+J;). Se parte das componentes das tensdes ¢
arbitrariamente tomada como nula 0'1.; =0 em (6.4), a nova superficie de

carregamento pode ser escrita como:

F(a;—a;—a;)—;(2:0, i,j=123 (6.6)

Desde que dai]'. =cde ndo seja necessariamente nulo, a superficie indicada

em (6.6) ndo esta necessariamente restrita a translacdo pura, portanto ndo mais
satisfazendo completamente as hipdteses do encruamento cinematico.

Assim, ZIEGLER(1959) propds algumas modificacdes no modelo de Prager,
de forma que se passou a admitir que a translagdo do centro da superficie de

carregamento ocorreria segundo as direcoes de um vetor de tensdo reduzida

ci=0 ; —@; - Desse modo, a lei de encruamento modificada foi escrita na forma:
a’ay:(al.j—ay.)dy, i,j=123 67

onde du ¢ um coeficiente de proporcionalidade, que depende do historico de

deformacao plastica.
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O terceiro modelo amplamente difundido na literatura ¢ a abordagem de
encruamento misto. Nesse modelo, a superficie translada e expande, isto ¢, hd uma

combinag¢do do isétropo e do cinematico(figura 6.4).

1\ Translagio & Expansdo
Ilf F(O'ij—al.j)—rcf>l<
J" —a
Translacao Pura
F(Uij _aij):’(z

Figura 6.4- Modelo misto - CHEN & HAN(1988).

Assim, a funcao da superficie de carregamento pode ser escrita como:
flo,k)=Flo, -a,)-x(e,)=0, i,j=123 6.8)

Outra etapa importante da teoria incremental na plasticidade ¢ a defini¢do da

lei de fluxo. A energia potencial elastica W e a deformagdo elasticade; tem por

definicdo a seguinte relagdo sob uma transformacao isotérmica:

ds’ 0

=——W)d
y aay( )O-

i,j=123 (6.9)

iy

Em 1928, von Mises introduziu o conceito da lei de fluxo a partir de uma
analogia de (6.9), de forma que as deformagdes plasticas podem ser obtidas a partir
da energia potencial plastica g, isto é:

dgf:d/lig, i,j=123 (6.10)
y a i
onde dA ¢ o entdo conhecido fator de proporcionalidade.

Na literatura, as leis de fluxo sdo apresentadas seguindo basicamente dois
conceitos: os associativos e os ndo-associativos. Os primeiros sdo definidos de forma
que a fun¢do da superficie de carregamento ¢ tomada como a energia potencial

plastica.
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A modelagem do estado de tensdes multiaxiais ndo € uma tarefa facil. Assim,
em geral, parte-se para uma abordagem alternativa, em que os problemas definidos
em espagos de dimensdes superiores podem ser analisados a partir de ensaios

uniaxiais. Assim, definiu-se um par de tensores conhecidos como deformagio
plastica efetiva ¢, e tensdo efetiva o.. O primeiro campo efetivo pode ser expresso

por:

de, =C\ldstds? , i, j=123 6.11)

onde o parametro C depende do modelo utilizado para a superficie de carregamento.
A tensdo efetiva ¢ definida, em geral, utilizando-se a funcdo de forma da

superficie de carregamento isto €:

Flo,)=Coe, i,j=123 (6.12)

Além disso, o trabalho pléstico por unidade de volume ¢ expresso por:
de =Gedgp (613)
e, por defini¢do, o incremento de trabalho plastico ¢ dado por:

dwp:o-ijdgif, i,j:1,2:3 (614)

A relagdo tensdo-deformacao efetiva ¢ calibrada no ensaio de tensdo uniaxial

utilizando-se a expressao:
do.=Hde, (6.15)

ou

Ao 1. i =123 (6.16)
de,
onde H ¢ a inclinacdo da curva do diagrama tensdo-deformacao uniaxial do valor

corrente de o..

6.2.1)Relacoes tensao-deformagao incremental
Inicialmente, serdo discutidas as relagdes incrementais para materiais
modelados segundo a abordagem do encruamento isOtropo e também com as

deformagdes plasticas tomadas como campo inicial. Assim, conforme discutido no
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capitulo anterior, as relagcdes constitutivas para problemas com deformagdes iniciais

podem ser escritas como:

doy :Czjkz(dgkl —de,g), iL,j.kl=123 (6.17)

g

Além disso, se for substituida a lei de fluxo(6.10) em (6.17), uma forma
alternativa para relagdes constitutivas incrementais pode ser escrita como:

do, =C,,(de, —dAay,), i,jkl=123 (6.18)

1,

g

Ou

onde a, =

A diferencial total da fungdo da superficie de escoamento f (O'ij,/c): 0 pode

ser escrita como:

df=id0'ij+afdr(=0, i,j=123 (6.19)

80'4./. ‘ 8_1(

A relagdo expressa em (6.19) é conhecida como condicdo de consisténcia,
que assegura que no processo de carregamento, as tensdes e os estados de
deformacdes permanecem na superficie de escoamento subseqiiente.

Dentre os modelos que relacionam as deformagdes plasticas com o pardmetro
de encruamento, tém-se as abordagens entdo chamadas de encruamento por

deformacdo e encruamento por trabalho. A relagao da primeira é definida por :
k=¢,=de, (6.20)
J& o encruamento por trabalho tem sua lei, por defini¢do, escrita como:
K=w, :'[O'ijdgi;”, i,j=1273 (6.21)

Assim, o incremento de encruamento pode ser escrito a partir de (6.11),

(6.20) e de (6.21), isto é:
dix=pdAJa,a, , i,j=123 (6.22)
com,

C, Enc. por deformagao
ﬂ =

o,, Enc. portrabalho

l‘j’
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Substituindo-se a lei de fluxo(6.10), a relagdo constitutiva(6.18) na equagao

de consisténcia (6.19), vem:

df =b,Cy,de, —hdA, i,jkl=123 (6.23)
onde
h=b o N |, Lkl =
= zjcijklakl_&ﬂ aga; , i,jkl=123
e

b= =123

Gij
Assim, o escalar dA4 pode ser isolado na expressdo (6.23), isto ¢é:

1

dﬂzzb C de.., m,nsit=123 (6.24)

mn ~~ mnst st

Substituindo-se (6.24) na relagdo constitutiva(6.18), tem-se que:

do. = Cl.jkl(é‘ﬂé‘sk —%b c ak,jdgst , m,n,s,t=1,2,3 (6.25)

ij mn "~ mnst

Para o caso em que as tensdes inelasticas sdo tomadas como campo inicial,

tem-se a seguinte relacdo constitutiva, conforme discutido no capitulo anterior:

dO';:dO';+dO'ij:Cyk1d5k1, i,j,k,l:],2,3 (626)
Se a relacao anterior for substituida em (6.24), tem-se a seguinte relacao:

do,=do; —ébmnak,qi,‘,dof i,j,kl=123 (6.27)

mn >

Ou ainda, pode-se escrever os incrementos de tensdo plastica em funcdo dos

incrementos de tensoes elasticas ficticias, isto é:

do—if = dO‘; _do-if :%bmnaklczjkldae iLj.klm,n=123 (6.28)

mn >

Conforme descrito anteriormente, um outro modelo para o encruamento ¢ o
cinematico, cuja diferencial total pode ser escrita como:

df :aaido'y +ida!j =0, i,j=1,2,3 (6.29)

Oy da

Se o coeficiente de proporcionalidade do modelo de Ziegler for assumido

como dependente da deformagdo plastica efetiva, isto ¢, regido pela relagdo
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du=ade,, entdo os incrementos das coordenadas do centro da superficie de

carregamento podem ser escritos como:

onde

ca;, Prager

Q= , L,j=1,23
a(ogj -a; )C1 laga,,, Ziegler
Substituindo-se a lei de fluxo(6.30) na equacgdo da condi¢do de consisténcia

(6.29), a seguinte relagdo pode ser escrita:

m,n,s,t=1,23 (6.31)

mn =~ mnst st

d/izib C de
h
onde

h=C a(amn —ocmn)i—(fmti a,a, , m,nst=123
oa,, oo o

Substituindo-se (6.31) na relagdo constitutiva(6.26), tem-se os acréscimos de

tensoes em fun¢ao dos acréscimos da deformacao total, isto € :

mn mnst

dO'l.joUk,[é'ﬂé'Sk—%b C a,djdgst, i,jkdmn=123 (6.32)

Para a obtencdo da relacdo incremental governante do modelo cinematico, no
caso em que as tensoes plasticas sdo tomadas como campo inicial, € possivel utilizar
um procedimento andlogo ao caso do encruamento isotropo, de forma que uma

rela¢do pode ser escrita como:

do—if = do-;' _do-if :%bmﬂaklcijkldo-e iLj.klm,n=123 (6.33)

mn >

ou representada matricialmente como:

do? —do*~do =~dbT do (6.34)

onde d=Ca

Todas relagdes anteriormente nesta se¢do sdo validas para corpos

tridimensionais. Assim, para problemas analisados sob o modelo bidimensional
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algumas adaptagdes nas relagdes acima sdao necessarias. Introduzindo-se a condigao

do EPD em (6.34) tem-se, TELLES(1981):
ay +——(ay, +ay +as;)
11 1—2v 11 22 33

12 (6.35)

v
an +—1 > (‘111 tay +a33)

v
43175, (ay; +ay, +az;)

com aT:(all ap dp a33).

Impondo as condi¢des do EPT em (6.34), resulta -TELLES(1981):

an + l/ (a11+a22)
J<2G 2 (6.36)
an + (an +a22)
0

Com isso, a expressdo (6.34) para os problemas bidimensionais pode ser

escrita como- TELLES(1981):

doy, doj doy

P e N e (6.37)
02 dos, dosy,

dos; dos, dos,

dot, =0, (EPTY; doly =v|dot, +dos, | (EPD).

6.2.2.1)Critérios de plastificacio

O critério de plastificagdo define o limite elastico de um material submetido a
um determinado estado de tensdes. Na literatura, sdo freqiientemente descritos alguns
modelos classicos para as superficies de plastificagdo, que podem ser agrupados em
duas classes: A primeira é representada por modelos que independem da pressdo
hidrostatica e a segunda classe constitui-se de abordagens em que essa pressao ¢
levada em conta. Assim, na seqiiéncia, serdo apresentadas as hipdteses basicas dos

modelos classicos do primeiro grupo.
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6.2.2.1.1)Critério de Tresca

Em TRESCA(1864), ¢ proposto um modelo, a partir de observagdes
experimentais feitas por ele e por outros pesquisadores, em que ¢ admitido que o
escoamento ocorrerda quando a tensdo cisalhante atingir um valor critico. Essa
propriedade levou muitos pesquisadores a denominar o critério de modelo de
mdxima tensdo de cisalhamento.

Assim, a funcdo para o critério pode ser escrita como:

, (1 1 1
Max[3|a, o} oo} Lo o, |j . (6.38)
ou, de maneira mais concisa, como:
é(amax - Umin ) = k (639)

Se a fung¢dao do modelo for escrita em termos dos invariantes de tensdo, ela

pode ser apresentada como:

V3J, =26 =0 (6.40)

onde

1

1
J, :ESUS S; =Gé./.—§0',‘k5 i,j=1,23 (6.41)

ij > i

6.2.2.1.2)Critério de Maxwell-Huber- Mises

Um outro critério que independe das pressdes hidrostiticas amplamente
conhecido ¢ o modelo de Mises, devido ao trabalho publicado em MISES(1913).
Contudo, em HUBER(1904) ja haviam sido apresentadas hipdteses semelhantes, e
ainda em BELL(1973) ¢ comentado que esse critério foi mostrado por Maxwell em
uma carta direcionada ao lorde Kelvin, no ano de 1856. Assim, em alguns trabalhos,
0 modelo passou a ser denominado de Maxwell-Huber-Mises.

Nesse critério ¢ assumido que o escoamento ocorrerd somente quando o

segundo invariante das tensdes deviatéricas J, se aproximar de um valor critico
2 . ..
K-, 1sto €:

Jy =" =0 (6.42)
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Em HENCKY(1924), foi mostrado que o inicio da plastificacdo esta
relacionado com um valor critico da energia de distor¢do, de forma que esse critério
de escoamento ¢ também conhecido como modelo da mdxima energia de distor¢ao.

Se se admite que a fungdo do critério de Maxwell-Huber-Mises (6.42) é a

energia potencial plastica g, isto é, f =g, alei de fluxo (6.10) é denominada como

equacgoes Prandtl-Reuss , que podem ser escritas :

el =1, —x*MA=S,dA ;i j=123 (6.43)

A relagdo (6.43) foi obtida por PRANDTL(1924) para problemas
bidimensionais a partir das equagdes de Levy-Mises aplicadas a materiais rigido-
plasticos. Em REUSS(1930), foi estendido o modelo de Prandtl para problemas
tridimensionais.

Tanto o critério de Tresca quanto o de Maxwell-Huber-Mises podem ser
reunidos e representados graficamente no espago das tensdes principais conforme

ilustrado na figura 6.5.

Figura 6.5- Tresca & Mises em tensoes principais- CHEN&HAN(1988).
Conforme comentado anteriormente, além dos modelos que ndo incorporam a
pressao hidrostatica em suas estruturas, existem outras abordagens que contemplam

€SSES Casos.
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6.2.2.1.3)Critério de Mohr-Coulomb
Um dos primeiros modelos que incorporaram a influéncia da pressdo foi
apresentado em 1773 por Coulomb para descrever o problema de ruptura por friccdo

empregando-se a relacao:

T=a—ptang. (6.44)

onde « ¢ acoesdo ; p ¢ atensao normal ao plano de deslizamento e ¢ ¢ o angulo de
atrito interno. Em 1882, Mohr mostrou graficamente que a lei de friccdo (6.44)
representava a tensdao cisalhante critica dependendo tanto da tensdo cisalhante
maxima quanto da tensao normal ao plano de cisalhamento. Assim, se se admitir

o, >0, > 0,;, uma maneira alternativa para (6.44) € escrevé-la como:
(6,-0,)=2acosp—(o, +0,)send. (6.45)

Ou

mm ‘o, = 2acosp (6.46)
1—seng 1—seng

ou ainda em fung¢do dos invariantes de tensao:

1, sen¢+J,ccos ¢ —isen¢sen¢0—acos¢:0 (6.47)

03 \/}

Convém ressaltar que para @ = x e ¢ =0, o modelo de Tresca ¢ recuperado.

6.2.2.1.4)Critério de Drucker-Prager

O modelo de Mohr-Coulomb e naturalmente seu caso particular(Tresca)
possuem uma superficie de escoamento com angulosidades presentes, que, no caso
da plasticidade associativa, podem causar alguns inconvenientes. Assim,
DRUCKER & PRAGER(1952) propuseram uma superficie conica obtida pela
adicao de uma parcela contendo tensdes hidrostaticas ao modelo de Maxwell-Huber-

Mises, de forma que a lei do critério pode ser escrita como:
J=NI, +3Lu—p=0 (6.48)

2seng 6a cos @

\/§(3—sen¢) " \/E(S—sen¢)'

onde u =
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Convém ressaltar que em YU(1994) ¢ apresentada uma solugao fechada para
os modelos de Mohr-Coulomb e Tresca na obtencdo da matriz de rigidez do método
dos elementos finitos.

No espaco das tensdes principais, os critérios de Mohr-Coulomb e Drucker-

Prager podem representados graficamente como na figura 6.6.

Figura 6.6- Drucker-Prager & Mohr-Coulomb - CHEN & HAN(1988).

6.2.2.1.5)Critério de Rankine

Um outro modelo que depende da pressdo hidrostatica foi proposto por
Rankine em 1876. Esse critério ¢ geralmente empregado para materiais frageis e nele
¢ admitido que a ruptura ocorre quando as tensdes de tragdo atingem um valor
critico, de forma que esse critério também ¢ conhecido como modelo das maximas

tensdes normais. Assim, as equacdes do critério podem ser escritas como:

0-120-0;0-220-0,0-320-0. (649)

Esse critério pode ser representado graficamente como na figura 6.7.
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Figura 6.7-Modelo de Rankine- CHEN & HAN(1988).

No artigo de NAYAK & ZIENKIEWICZ,(1972), ¢ proposta uma técnica em
que as derivadas das fun¢des dos modelos cléssicos (Tresca, Maxwell-Huber-Mises,
Mohr-Coulomb e Drucker-Prager) podem ser reunidas em uma expressao genérica,
que ¢ estruturada a partir dos invariantes de tensao, isto é:

OrJ
izC, o, +C, \/_2+C3 v, (6.50)
oo oo oo oo

onde
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Critério C, C, C;
Tresca 0 2cos @, (1 +tan g, tan 3¢, ) V3 sen @,
J,cos 3¢,
Max.-Huber- 0 J3 0
Mises

Mohr-Coulomb | seng | cosg,|(I+tang, tan34,)+ | /3 sen @, +cosdsengd

2J,cos 3¢
sen @ 2 0
tan3¢, —tan @
NE (can 3¢, )l
Drucker-Prager 3a 1 0
e os vetores em (6.50) sdo dados por:
a) caso tridimensional
T
(6.51a)
ol _ i(1, 1,1,0,0,0)
oo 3
T
o7 ; (6:51b)
\/—2 = (S11’S22’S33’ 20,,, 20,;,20,; )
0 o 2\/‘]_2
T
aJ 1 (6.51c)
{8_03} = E‘]z (]: 1,1,0,0, 0)+ {(S22S33 _0232): (S11533 _0132)’ (SuSzz _0-122):
2(S23S13 =850, )’ 2(S13S12 —8,,02 )) 2(S12S23 —8,,0; )}
b) caso bidimensional-OWEN & HINTON(1980).
T
(6.52a)
o :l(], 1, 0,1)
oo 3

TN

T
6.52b
{ag/i—z} = ! (S11’S22’2O_12’Ss3) ( :

aJ,

T
1
{80‘} = EJZ (]’ 1,0, 1)+ {(S22S33 _0-232 )’ (511533 _0132)' -284;0,, (S12S23 —0,5); )}

(6.52¢)
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6.3)Algoritmos Incrementais-iterativos do Sistema de Equacdes

Devido ao carater ndo-linear do sistema do problema elastopléstico, uma das
alternativas para a resolugdo desse sistema ¢ uma estratégia incremental e iterativa.
Diversos pesquisadores ja apresentaram técnicas voltadas para a solugdo
incremental-iterativa de problemas inelasticos, dentre eles: RICCARDELLA(1973),
BANERJEE et al.(1979), OWEN & HINTON(1980), TELLES(1981) ¢ outros.
Na seqiiéncia sera apresentado um algoritmo descrito em CHUERI(1994), que
mescla algumas técnicas utilizadas principalmente pelos dois ultimos trabalhos
citados anteriormente(Owen & Hinton, Telles).

Inicialmente, serdo descritas as etapas do procedimento que podem ser
aplicadas no caso dos campos iniciais em tensdes. Assim, a representacdo (5.175)
pode ser reescrita na forma incremental como:

T = A, n+ R(Tp + AT") (6.53)

AN ~k

Ou expressa nas relagdes puramente incrementais, isto €:

AT = B, n+ RAT? (6.54)
~ o~ ~k

Para um incremento de carga genérico, admitindo-se comportamento elastico,
pode-se determinar o incremento de tensdes/momentos em cada ponto do problema,
que sdo acumulados no campo de tensdes/momentos atuais. Se algum ponto atinge o
escoamento, o incremento de tensdes/momentos verdadeiros deve ser calculado e o
excesso de tensdes/momentos ou incremento de tensdes/momentos plasticos deve ser
reaplicado ao sistema como um campo de tensdes/momentos iniciais. Para a
elucidagdo da sinopse do algoritmo apresentado acima, suas etapas serdo discutidas
mais detalhadamente na seqiiéncia.

Inicialmente, ¢ admitido que todos os pontos estejam em regime eldstico
linear devido a uma acgdo externa inicial, de forma que os campos de
tensdes/momentos atuais e os elésticos ficticios sejam idénticos. E, ainda, tomando-
se esse nivel de carregamento como referéncia, isto €, incrementos de carga i =0 e
como o sistema do problema nesse patamar de carregamento ¢ linear, podem-se
dispensar operacdes iterativas, isto é, » =0, de forma que as tensdes obtidas do

sistema de equacdes podem ser escritas como:
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I =T =N (6.55)

A partir do valor da tensdo/momento eldstica ficticia inicializada, sua

varia¢do, devido a um incremento de carga genérico, pode ser escrita como:

AT, = ﬂiT 0.0 (6.56)

De forma que, acumulando-se os valores de f,, obtém-se as respectivas

somas dos acréscimos de tensdes/momentos.

Em um incremento de carregamento genérico, a tensao/momento elastica
ficticia pode estar fora da superficie de escoamento, de forma que a tensdo
excedente, a plastica, deve ser reaplicada utilizando-se, em geral, operacdes

iterativas. Assim, sucintamente, cada passo, em um incremento de carga j, pode ser
descrito como:

Etapa (a): Calcula-se o incremento de carga AT}, , que pode ser obtido para a

primeira iteracdo » =1 por meio da equagdo (6.54). Para as demais iteragcdes desse

incremento, AT} ¢ calculado a partir do excesso de tensdes/momentos AT/,

determinado na iteracdo anterior, que ¢ aplicado como um campo inicial. Assim, a
partir de (6.54), admitindo-se que todo incremento de carga tenha sido aplicado na
primeira itera¢do, tem-se:

AT, =RAT; (6.57)

Se os regimes de membrana e flexdo forem explicitados em (6.57), essa

representagdo pode ser escrita como:

AN, | [R, OTANT, (6.58)
AmS, || O Brllam?,

Em cada ponto nodal do problema, calcula-se o estado de tensdes/momentos,
supondo-se comportamento eldstico, e, em seguida, soma-se o incremento AT}, as
tensdes verdadeiras da iteragdo anterior, isto ¢€:

N | [N | |AND, (6.59)

~ — ~ + ~
e p
mj,r mj,r—] Amj,r
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Antes de partir para o passo subseqiiente, isto ¢, a verificagdo do campo das
tensdes elasticas ficticias no espago da superficie de plastificacdo, ¢ necessario
compor essas tensdes advindas dos regimes de membrana e flexao.

As tensdes de flexdo podem ser determinadas, ao longo da espessura de uma

se¢do, partir de (2.19), ou ainda , como:
ol = 12ﬁx3 (6.60)
Neste trabalho, ao longo da espessura de uma se¢do, os pontos a serem

escolhidos das tensdes sdo coincidentes com aqueles dados pelas coordenadas das

quadraturas de integragdo ¢, vide figura 6.8.

1 1
% o)
B ——
c(&) b
G(C,i-l) 7: c S
Plano Médio  \ ¢ i
Q_O i-1
bN
N
o S~
Curva Desconhecida
N t/2
AN
N
\
\
-1

Figura 6.8- Tensdes em pontos discretizados ao longo da secao.

Como a distribuicdo de tensdes verdadeiras ao longo da secdo transversal ndo
¢ conhecida, quanto mais pontos de integracdo forem tomados, mais bem
representado estard o campo das tensdes. Desta forma, a tensdo verdadeira, em um
ponto ¢, oriunda dos regimes membrana e flexdo pode ser escrita como:

e

m
Ge(é,i)zo_ec(é,i)"'lz?gi (6.61)
Convém ressaltar que o (( l.) pertence a o‘e estd associado ao ponto i

disposto em uma cota da espessura da se¢do, ¢ m® estd associado a0 momento em

relacdo um ponto localizado.
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Etapa (b): Nesse passo, € necessario verificar a existéncia do conjunto-imagem da

fungdo da superficie de carregamento f|o(¢,)x]|= Flo(¢, )]—O'y [x(¢)]<0, cujo
pardmetro de encruamento foi atualizado no final da iteragdo
anterior, o, (¢ )]=0,+H &) (¢,), para elementos pertencentes ao conjunto-

dominio com valores estimados referentes a tensdo elastica ficticia da corrente

iteragdo F [0'(4’ l.)= o}, (é’ ; )] Assim, nas subetapas posteriores, pode-se partir para a

investigacdo de dois casos possiveis.

Etapa(c): Se F [O-;r (g" : )]Z o, [K({ : )], entdo esse ponto, na corrente iteragdo, nao
pertence ao conjunto imagem de f°, o que conduz a um excesso de tensdo, que deve
ser reaplicado na proxima iteracdo. Contudo, ainda ha necessidade de investigar-se
qual parcela da previsdo da corrente de tensdo elastica ficticia deve ser reaplicada,
uma vez que a parcela complementar pode ainda estar no regime elastico. Assim,
parte-se para a analise do campo de tensoes verdadeiras da iteragdo anterior.
Etapa(c.1): Se F [G[H (¢, )] =0, [x(¢,)], entdo o ponto ja havia escoado na iteragdo
anterior(» — /) e com isso, tem-se os valores positivos na condi¢do de Kiihn-Tucker

(0'(4“ ,~ )A/i(é’ : ) > (), indicando que as tensdes nessa iteragao estao sendo acrescidas.

Para esse caso, deve ser notado que todo o excesso de tensdes deve ser
reduzido a superficie de escoamento, de forma que os acréscimos de tensdes
verdadeiras podem ser escritos a partir dos acréscimos das tensdes elasticas ficticias

e das tensoes plasticas:

40,,(¢))=405,(¢,)-dAS,)d (6.62)

onde o incremento de tensdes plasticas € igual ao ultimo termo de (6.62), isto é:
Al (¢)=dA¢,)d (6.63)

Assim, as tensdes verdadeiras da corrente iteracdo podem ser obtidas pela
soma de seus respectivos acréscimos atuais nos valores das tensdes verdadeiras da

iteracao anterior:

o, (é’l ) =0, (é’l )+ A O-j,r (é/l )_ dﬂ’(é/i )d (6.64)

Em OWEN & HINTON(1980) ¢ discutida uma estratégia para melhorar o

desempenho do algoritmo de retorno, isto ¢, da tensdo elastica ficticia para a tensdo
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verdadeira, que € descrita pela expressao (6.64). Nessa técnica, a tensdo excedente a
superficie de plastificagdo ¢ dividida por um niimero de incrementos k. Em seguida,
¢ utilizado um processo recursivo na atualizagdo da tensdo verdadeira:

O valor atualizado da tensdo plastica ¢ obtido pelo actimulo dos seus

respectivos acréscimos no valor de tensdes plasticas da iteracdo anterior, isto €:

o (gi): AG;}A (é/i)+ Ao}, (651) (6.65)

As contribuigdes dos acréscimos de tensdes plasticas no ponto £, para os

acréscimos dos momentos plasticos na se¢do podem ser calculados utilizando-se:
1
amj, = Ao, (¢, )Z (6.66)

E analogamente as tensdes, o valor atualizado dos momentos plésticos pode

ser escrito como:

mﬁr (é/i): Amﬁr—l (é/i)"' Am_f,r (51) (6.67)

Convém ressaltar que tanto a tensdo quanto o momento plastico serdo
aplicados como campos iniciais na proxima iteragdo. Além disso, para finalizar as
etapas da corrente iteragdo, ¢ necessario calcular o valor das deformagdes plasticas
efetivas, de forma a possibilitar a atualizacdo da evolugdo isotropica da superficie
de escoamento. Conforme mostrado nas se¢des anteriores, a expansao da superficie
de escoamento com os acréscimos de deformagdes pléasticas pode ser descrita
classicamente utilizando-se o modelo de encruamento por trabalho ou por
deformagdo. A partir de (6.13), (6,14) e (6.21) para o primeiro modelo, os

incrementos de deformagao plastica efetiva podem ser expressos:

- a'o, (6.68)
A(C;j,r - d/l —
O-i,r

onde tensdo efetiva E,-,r ¢ dada por gi,r =F (a,.,,).

J4 a segunda abordagem a partir de (6.11) e (6.13) conduz a uma expressao

dos incrementos de deformacao plastica efetiva, que pode ser escrita como:

Agy, =dAja" a (6.69)
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Assim, o valor atualizado da deformagao plastica efetiva pode ser obtido pelo
acimulo de seus acréscimos, dados por (6.70) ou (6.71), nos valores calculados na

iteracdo anterior, de forma que esse procedimento pode ser expresso por:
P P P
eir() =i ($)+ A6 (S) (6.70)

Etapa(c.2): O caso da contrapartida da etapa (c.1), isto ¢, F [‘7”4 ¢, )]< o, [x(¢)]

i
significa que o ponto na iteragdo anterior (7 — /) estava no regime elastico e escoa no
decorrer da corrente iteracdo. Assim, € necessario determina-se a parcela do
acréscimo elastico ficticio, que conduz o estado de tensdes a superficie de
escoamento, e a parcela complementar das tensdes ficticias deve ser reaplicada de

forma analoga a etapa (c.1), isto ¢:

O (gz ) =0, (gz )+ (1 - Fat)A o, (é/l )_ Fatdﬂ’(é/i )d (6.71)

onde o coeficiente Fat ¢ dado por:

Flot, &)= Flo,, . (&) (6.72)
Flot, (¢))-07,.(¢)

Assim, a atualizacdo das tensdes verdadeiras, das tensdes plasticas, das

Fat =

deformacgdes plasticas efetivas, e por fim, a atualizagdo da evolugdo da superficie de
escoamento podem ser efetuadas, analogamente ao descrito na etapa (c.1).
Etapa d: Ainda no mesmo incremento de carga e mesma itera¢do, para os demais

pontos pertencentes a se¢do em questdo, isto ¢é, ¢, G, 8,8, OS
procedimentos descritos anteriormente para o ponto de coordenada ¢, devem ser

repetidos.

Etapa e: Neste passo, ¢ verificada a convergéncia do problema na corrente iteragao.
Convém ressaltar que a convergéncia sera atingida quando todas as coordenadas
(pontos discretos) forem menores ou iguais ao valor de tolerancia fornecido pelo
critério de convergéncia adotado. Assim, caso ndo tenha ocorrido, passa-se para uma
nova iteragdo, envolvendo cada um dos noés da se¢do, a partir da etapa a. Se a
convergéncia for verificada, parte-se para um novo incremento de carga, repetindo-se
todos os passos. Assim, esse processo incremental-iterativo é executado até que o

carregamento total seja aplicado.
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7 AVALIACAO NUMERICA

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos numéricos a fim de
investigar tanto o desempenho quanto a aplicabilidade da presente formulacdo. Os
problemas foram divididos em trés grupos: regime -elastico, termoelastico e

elastoplastico.

7.1) Analise Elastolinear
Nesta se¢do, sdo analisados problemas laminares com elementos-base
isolados(chapa e placa), coplanarmente multiconectados e nao-coplanamente

acoplados sob regime elastolinear.

7.1.1) Placa engastada sob carregamento uniformemente distribuido.
Neste exemplo ¢ analisada a placa quadrada de lado L, engastada ao longo de

seu contorno e submetida a um carregamento uniformemente distribuido q, vide
figura 7.1. O valor do coeficiente de Poisson utilizado ¢ 0,3 e a discretizagdo do

problema envolve um total de 32 elementos simetricamente distribuidos. Os
resultados adimensionalizados estdo indicados tabela 1 e sdo comparados com
solugoes analiticas TIMOSHENKO (1940). A abreviatura TP denota formulagao

dos trés parametros nodais e BP representacao biparamétrica.

q

NN N N N N N N N N N N N N NN

L/2

L/2

X1 I a—

%

77777 N A YA YA Y

|
‘ | |
U2 L2

Figura 7.1-Placa engastada com carregamento uniformemente distribuido.
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Tabela 7.1-Deslocamentos € momentos adimensionalizados

BP TP TIMOSHENKO
(1940)
wD/(qL*) | b 0,001265 0,001266 0,00126
m,, (qL?) | @ -0,0521 -0,0547 -0,0513
b 0,0229 0,0229 0,0229

A partir dos resultados da tabela 7.1, pode-se notar desempenhos excelentes,

tanto da formulagdo biparamétrica(BP) quanto da triparamétrica(TP) em relacdo a

solucdo analitica de Timoshenko, para deslocamentos de momentos fletores no

centro da placa. J4 os momentos fletores no ponto A(contorno) tiveram um razoavel

desempenho, porém mais modestos que os apresentos no ponto B.

7.1.2) Placa engastada submetida a um carregamento hidrostatico.

Seguindo-se a andlise de placas engastadas, neste exemplo esse elemento

estrutural ¢ modelado para o caso de um carregamento hidrostatico aplicado

conforme indicado na figura 7.2. As constantes elasticas, a geometria e a

discretizacdo sdo idénticas aquela de 7.1.1. J4 os resultados adimensionalizados das

analises estdo indicados na tabela 7.2.
m a

NN N N N N N N N N N N N N NN

L2

L/2

X1

%

(9]
N Y Y Y Y Y Y Y YA

N Y YA YA Y

L2

Figura 7.2- Carregamento linearmente distribuido aplicado.
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Tabela 7.2- Deslocamentos e momentos adimensionalizados.

BP TP TIMOSHENKO
(1940)
wD/(qL*) 0,00063 0,000634 0,00063
-0,0181 -0,0182 20,0179
m, /(qL?) 0,0115 0,01145 0,0115
-0,00338 -0,0039 -0,0034

Neste exemplo pode-se notar na tabela 7.2 um bom desempenho das

formulagdes BP ¢ TP com as solucdes analiticas dadas em TIMOSHENKO(1940).

7.1.3) Placa apoiada sob carregamento uniformemente distribuido.

Outra configuragdo de vinculagdo a ser analisada ¢ aquela que permite que a

placa gire livremente normalmente a seus bordos. Uma das classes que atente essas

caracteristicas ¢ a placa simplesmente apoiada, indicada na figura 7.3. Tanto as

constantes eldsticas, geometria e a discretizagdo permanecem inalteradas, isto €, s@o

utilizados trinta e dois elementos lineares simetricamente posicionados no contorno,

v =0,3. Os resultados adimensionalizados estdo mostrados na tabela 7.3.

q

L2

L2

X1

L2

|
|
|
|

L2

Figura 7.3- Placa simplesmente apoiada uniformemente carregada.
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Tabela 7.3-Deslocamentos € momentos adimensionalizados

a BP T.P TIMOSHENKO
(1940)

wD /(qL*) 0,004045 0,004039 0,004062

m,, (qL?) 0,04773 0,04765 0,0478

Neste exemplo também pode ser observada na tabela 7.3 uma razoavel
concordancia de resultados entre as solugdes numéricas e a analitica disponivel no

trabalho de Timoshenko para o ponto central da placa.

7.1.4) Placa apoiada sob carregamento hidrostatico.

Uma placa quadrada simplesmente apoiada ¢ analisada para um carregamento
hidrostatico aplicado conforme indicada na figura 7.4. As constantes eldsticas e a
discretizacdo s3o as mesmas dos problemas anteriores e os resultados
adimensionalizados dessa analise, envolvendo apenas a formulagao TP e a solucao

analitica, estdo indicados na tabela 7.4.

L2

L2

X

| \L/4 |

L/2 | L/2

Figura 7.4- Carregamento hidrostatico em placa simplesmente apoiada.



Tabela 7.4- Deslocamentos e momentos adimensionalizados.
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TP TIMOSHENKO(1940)
C 0,001617 0,00162
wD/(qL*) B 0,002019 0,00203
A 0,001303 0,00131
C 0,02563 0,0259
m,, (L) B 0,02382 0,0239
C 0,01301 0,0132

Uma excelente concordancia de resultados pode ser observada entre a

formulacao Triparamétrica (TP) e a solugdo analitica de Timoshenko para

deslocamentos e momentos fletores.

7.1.5) Placa apoiada sob carregamento concentrado.

Dando continuidade na andlise de placas simplesmente apoiadas dos

problemas anteriores, neste exemplo tem-se uma configuragdo de carregamento

consistindo-se de uma forca concentrada P aplicada no centro de gravidade placa

conforme indicada na figura 7.5. O deslocamento adimensionalizado no ponto a,

para diversas razdes entre os lados (I,L) da placa, estd indicado na tabela 7.5.

P

/2

/2

Xq

|
|
|
L2 [

L2

Figura 7.5- Placa simplesmente apoiada sob carregamento concentrado.
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Tabela 7.5- Deslocamentos adimensionalizados para diversas razdes dos lados

VL TP TIMOSHENKO(1940)
1,0 0,01155 0,01160
1,1 0,01261 0,01265
wD /(PL2) 1,2 0,01349 0,01353
1,4 0,01478 0,01484
1,8 0,01614 0,01620
2,0 0,01645 0,01651
3,0 0,01684 0,01690

Os resultados obtidos pela formulagdo Triparamétrica (TP) e a solucdo

analitica de Timoshenko tém um bom nivel de concordancia para deslocamentos no

centro da placa para diferentes razdes entre as dimensoes dos lados.

7.1.6) Placa apoiada nos cantos e carregamento uniformemente distribuido.

Finalizando-se a andlise de placas retangulares, neste exemplo ¢ modelado

um problema com v =0,3, cuja vinculagdo que consiste em apoiar a placa

exclusivamente nos cantos conforme indicado na figura 7.6. Nesta analise foram

utilizadas duas discretizagdes simétricas: a primeira com 32 elementos, ¢ a segunda

com 40. Os resultados adimensionalizados estdo mostrados na tabela 7.6.

L/2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
I
1
1
1
|
H -~

apoio rigido

Figura 7.6- Placa apoiada exclusivamente sobre os apoios rigidos.
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Tabela 7.6 — Deslocamentos € momentos.

BP TP TP TIMOSHENKO(1940)
N=40 N=32 N=40
wD/(qLY) | B | 00163 | 00156 0,0160 —
a | 0,0246 | 0,0238 0,0240 0,0249
m (ql?) | @ | 0.I10 0,1109 0,1111 0.109

Neste exemplo também se obteve um bom nivel de desempenho de ambas

formulagdes.

7.1.7) Chapa simplesmente tracionada

Neste exemplo inicia-se a andlise numérica de chapas utilizando as equacdes

integrais da elastostatica bidimensional.

A chapa modelada tem configuragao

geométrica quadrada, solicitada a tracdo unitaria no topo e vinculagdes em uma das

extremidades conforme indicado na figura 7.7. As constantes elasticas sao

E =10kPa, v=0,0 e os resultados da formulagao triparamétrica de chapas-TRC

(dois deslocamentos e uma rotagdo como parametros nodais) e da solug¢do analitica

estdo indicados na tabela 7.7.

L2

L2

X2
X

b

A A A A

1
|
I
I

L/2

Figura 7.7- Chapa apoiada ao longo da base na direcao x;.



Tabela 7.7- Deslocamentos, forgas de superficie e tensoes.

TPC Solucio
analitica

a -1,0000 -1,0000

c -0,7500 -0,7500

w(m) d 20,5000 20,5000

e -0,2500 -0,2500

¢ -1,0000 -1,0000

G4, (kPa) d -1,0000 -1,0000
e -1,0000 -1,0000

p, (kN/m) b 1,0000 1,0000

7.1.8) Chapa submetida a binarios nas extremidades
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Neste exemplo ¢ analisada uma viga solicitada por bindrios nas extremidades.

As constantes elasticas tem valores de 0,2 para o coeficiente de Poisson e 80000 MPa

para o modulo de elasticidade transversal. As dimensdes e o carregamento aplicado

estdo indicados na figura 7.8.

Os resultados numéricos - de DOMINGUEZ(1989), com aproximagdes

constante e quadratica, e da formulacdo triparamétrica de chapas TRC com

interpolacdo linear- estdo indicados na tabela 7.8.

p=1000 Mpa

WV

2m

X2

ANNN \N\N

2m

4m

X1
4m

AN\ N\

Figura 7.8- Chapa submetida a binarios.




Tabela 7.8- Deslocamentos e tensdes.

TRC DOMINGUEZ(1989)

Linear constante quadratica

u,(m) a -0,01933 -0,0157 -0,019999
b 0,009626 - 0,009999

u,(m) a 0,01875 0,0165 0,019999
¢ -0,001147 - -0,00125
5,,(MPa) c -0,888 1E-14 - 0,1640E-3
G2, (MPa) ¢ 0,9204E-12 - 0,6484E-3
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A partir da tabela 7.8 pode-se notar que os resultados da TRC utilizando-se
interpolacdo linear tém respostas mais proximas das solugdes numéricas com

interpolacdo quadratica obtidas em Dominguez.

7.1.9) Chapa submetida ao cisalhamento puro
Neste exemplo ¢ analisada uma chapa submetida ao cisalhamento devido a

uma forca q=LO0kN/m. A discretizagdo ¢ composta por 16 elementos
simetricamente posicionados pelo contorno. A dimensdo dos lado ¢ L =1,0me esta
indicada na figura 7.9; as constantes elésticas sio G =1,0kPa, v =0,0. Os resultados

estdo indicados na tabela 7.9.

q
,,,,, . ~
L/2 of
q q
1 o € b
L2
X2
77777 X
[Tl
t 1 |
| |
L2 | L2

Figura 7.9- Chapa submetida ao cisalhamento



Tabela 7.9- Deslocamentos e tensaes.

uy(m) uy(m) | py(kN/m) | p,(kN/m)
a 0,500 0,15E-7 0,000 1,000
b 1,000 0,23E-7 0,000 1,000
c 2,000 0,11E-7 1,000 0,000
d 2,000 0,15E-15 1,000 0,000
uy (m) uy(m) | oy lovim?) | onliv i)
p 1,000 | 020e-15 | 0,62¢-16 1,000
f 1,500 -1,08e-7 0,40e-8 1,000
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As respostas obtidas com a TRC sdo praticamente coincidentes com aquelas

da soluc¢ao analitica.

7.1.10) Problema de Cook
Neste exemplo ¢ analisada uma membrana de espessura unitaria engastada
em uma das extremidades e livre nas demais com um carregamento tangencial

unitario total na borda oposta & vinculada®, vide figura 7.10. As constantes elasticas

da chapa sdo E=1kN/cm’ e v=1/3. O carregamento tangencial distribuido na
extremidade ndo-vinculada tem resultante unitaria.

Os resultados da analise estdo indicados na tabela 7.10 onde as formulagoes
triparamétrica cubica(TPC) e biparamétrica linear de chapas(BPC) tém discretizacdo
(8X8), vide 7.10a. Além disso, também sdo mostrados os resultados obtidos por
BERGAN & FELIPPA(1985) via MEF utilizando uma formulagdo que incorpora
um grau de liberdade de rotacdo, cujo vetor associado ¢ normal plano médio da
chapa.

Bergan utilizou diversas discretizagdes para o problema, na tabela 7.10 estao
indicados apenas os resultados para a malha do MEF com o padrdo de 32 parti¢des
por lado, rotulado como (32X32); um padrdo mais pobre de discretizagdo esta
indicado na figura 7.10b. Optou-se ilustrar o padrao (8X8) do MEF apenas com o

intuito de atingir um melhor nivel de clareza no desenho.

3 Esse problema foi proposto originalmente por COOK(1974) para testar casos gerais de elementos
finitos quadrilaterais.
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Xz“
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g 1kN
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‘ X1
(@) (b)
Figura 7.10- Esquema e discretizagdo do problema de Cook.
Tabela 7.10- Deslocamentos e tensdes principais no problema de Cook.
BERGAN & F.(1985) BPC TPC
Malha (32x32): MEF (8X8):MEC (8X8):MEC
Ponto |
Deslocamento vertical
[ 23,91 22,94 \ 23,97
Tensao principal minima
A | -0,2012 -0.2074 -0,2024
Tensao principal maxima
B | 0,2359 0,24939 0,2308

A partir da tabela 7.10, pode-se observar um bom desempenho das
formulacdes BPC e TPC com as respostas obtidas utilizando uma malha rica de
elementos finitos. Convém notar que neste caso a TPC tem um melhor nivel de

concordancia com a resposta admitida valor de referéncia: MEF publicada em

BERGAN & FELIPPA(1985).
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7.1.11) Placa apoiada com duas regides sob carregamento distribuido em linha.
Uma placa quadrada de lado a, simplesmente apoiada estd submetida a um
carregamento em linha uniformemente distribuido p conforme indicado na figura
7.11. Inicialmente, admite-se que seu plano médio esteja associado a duas regides
com regides de rigidezes distintas D, e D,, respectivamente. Modelando-se esse
problema para cada subregido, e aplicando-se a técnica de subregides, e com intuito
de comparar o desempenho da formulagdo triparamétrica com valores analiticos
disponiveis em TIMOSHENKO(1940), ¢ atribuido via ‘input’ o mesmo valor para
ambas rigidezes, isto ¢, D, =D, =D. Na andlise do problema sdo utilizadas
diferentes discretizagdes, para o MEC (tipo 1 a 4), vide figura 7.12, aplicadas
igualmente em cada subregido. Convém notar que a malha do tipo 5 ¢ para
discretizacdo do MEF que sera utilizada em outras analises a partir do exemplo
7.1.12. Na figura 7.13, estdo indicados os valores do coeficiente « em funcdo do
tipo de interpolagdo das variaveis e do tipo de discretizacdo. O coeficiente o esta
associado ao deslocamento transversal maximo pela relagio: w=a pa’ / D . Além
disso, os resultados da formulagdo triparamétrica de placas para as interpolacdes

linear e ctibica estdo indicados como ‘TL e TC’.

0)5 a 0,5 a
S
hed
S
s Sub. 1 Sub. 2 —
[y
3
bl
S

i'lllilll*p

‘tl tZ

Figura 7.11- Placa simplesmente apoiada sob carregamento distribuido em linha.



Figura 7.12-Tipos de Malhas
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Figura- 7.13- Coeficiente o Versus Tipo de Malha.
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A partir da figura 7.13, pode-se notar que a convergéncia para a solu¢ao

analitica ¢ sensivelmente melhorada quando ¢ utilizada a interpolacdo cubica para os

deslocamentos na formulacao triparamétrica de placas(TC).
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7.1.12) Placa de espessura variavel em balanco.

Uma placa quadrada com variagdo de espessura em uma dire¢do ¢ modelada
admitindo-se quatro subregides tendo suas respectivas rigidezes, vide figura 7.14. A
placa esta engastada na borda mais espessa ¢ livre nas demais; também esta
submetida a um carregamento unitario, uniformemente distribuido ao longo de todo
dominio. O lado da placa a=100cm e o moddulo de elasticidade longitudinal
E =10° kN/ecm” . O coeficiente de Poisson v =0,3. Na figura 7.15, estd indicado os
valores do deslocamento transversal ao longo da linha A-B, definida pelos pontos
médios das bordas (engastada e de sua oposta), em fun¢do da discretizacao (tipo 1
ou tipo 2, vide figura 7.12) e da interpolagdo das varidveis(linear ou cibica). Os
resultados do MEC sdo comparados com aqueles obtidos pelo MEF utilizando-se o
elemento Shell 63 do Software ANSYS e cada subregido tendo uma discretizagdo do

tipo 5, vide figura 7.12.

0)5a 0,5a

Sub. 1 Sub. 2 Sub. 3 Sub. 4

100,0 cm

a=

P

2,0 cm

N\

0,5 cm

Figura 7.14- Placa engastada com variag@o de espessura.
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Figura 7.15- Deslocamento Transversal ao Longo de A-B.

Pode-se notar que para todas as malhas discretizadas, os resultados da
formulacao triparamétrica de placas ficaram muito proximos daqueles obtidos via
MEF.

Nos exemplos a seguir as propriedades do material constituinte tém valores
associados respectivamente ao modulo de elasticidade e ao coeficiente de Poisson
por E=1,09210° kN/m’ e v =0,3. O vao livre e a espessura das laminas recebem os
respectivos valores de L =10,0m e t=0,Im. As extremidades longitudinais das
estruturas sdo engastadas.

Os resultados sdao indicados em figuras em que os desempenhos da
formulacdo hexaparamétrica sdo abreviados por HC(B)ou HL(B), correspondendo
respectivamente as interpolagdes cubica e linear; g denota o tipo de malha utilizada.
J& os resultados da formulacdo tetraparamétrica linear sdo abreviados por 7L()e a

discretizacdo utilizada nas andlises do MEC esta associada aos tipos de malhas

B=34.
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Além disso, os problemas também s3ao modelados pelo MEF via ANSYS
utilizando-se o elemento Shell 63 com a discretizagao do tipo 5, cuja indicacdo nas

figuras ¢ denotada por Ansys(shell63). E indicado em tabelas, a diferenca relativa
de MEC(HC, HL e TL) e o do MEF(Ansys: Shell 63) -quando os valores do Ansys

o ‘valor "tnsys —valorMEC‘
sdo tomados como referéncia- dada por: Drel(%)= 100

‘valor Ansys

7.1.13) Viga ~ engastada nas extremidades.

Neste exemplo analisa-se uma estrutura de secdo aberta contendo duas
interfaces com trés laminas convergentes a cada uma delas. Tal estrutura ¢ uma viga
pi submetida a um carregamento unitario uniformemente distribuido ao longo do
dominio das laminas da flange da viga, vide na figura 7.16.

Por simetria, sdo descritos os deslocamentos transversal, normal e tangencial
associados aos nos discretizados entre a extremidade e o ponto médio da interface.
Os resultados, indicados nas figuras 7.17-19, sdo expressos em fun¢do do triedro

local (s,n,w) da interface AB da subregido 2, conforme indicado na figura 7.16. Ja

nas figuras de 7.20-21 estdo indicados os deslocamentos e momentos ao longo da

linha BC( pontos no dominio da lamina central da flange da viga)

el bl PP

100m

Figura 7.16- Esquema Representativo da Viga 7.
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Figura 7.17- Deslocamento Transversal ao Longo da Interface AB da Viga .

0,010 - _o=9=F
0,005 - Secio PI /
1 ':/ —mB— Ansys(shell 63)
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“; 0,000 b HL(4)
= i —v—TL(4)
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Figura 7.18- Deslocamento Normal ao Longo da

Interface AB da Viga r.
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Figura 7.19- Deslocamento Tangencial ao Longo da Interface da Viga 7.

Na tabela 7.11, estdo indicados os valores das diferencas relativas para os
deslocamentos tangencial, normal e transversal. Pode-se notar que u_ e u, tém as
maiores diferencas nos resultados HL. e TL obtidas com a malha do tipo 3. Ja a
interpolagao HP cubica ¢ menos afetada pela transi¢ao do tipo de malha 4 para 3.
Além disso, para os campos em questdo, o modelo HC, com uma malha menos rica
f =3, tem melhor desempenho que HL e TL discretizados com S =4. Para w
pode ser observado uma variagdo menor que 0s campos anteriores, € mais uma vez, o

modelo HC(3) tem desempenho na mesma ordem de grandeza que HL(4) e TL(4).

Tabela 7.11- Diferenga relativa para campos na interface AB.

Drel(%)
Deslocamento Tangencial(u, )
Dm) | HC@ | HL@4) | TL@ | HC@) | HL@) | TL@®)
3,75 0,96 3,38 3,38 2,47 8,24 8,39
Deslocamento Normal(u,, )
500 | 049 | 342 | 351 | 244 | 810 | 8,10
Deslocamento Transversal(w)
500 | 076 | 2,19 | 2,19 | 219 | 409 | 4,09
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Figura 7.20- Deslocamento transversal ao Longo da linha BC da Viga r.
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Figura 7.21- Momentos fletores m , ao Longo da linha BC da Viga 7.



Na tabela 7.12, estdo indicadas as diferengas relativas para w e m,_, em

alguns pontos da linha BC.

Tabela 7.12- Diferenca relativa em deslocamentos ¢ momentos na linha BC

Drel(%)
Deslocamento Transversal( w)
D(m) HC@4) | HL®4) TL4) HC(@3) HL(@3) TL@3)
0,50 0,88 2,70 2,70 3,31 5,74 5,74
Momento fletor(m )
0,5 0,22 0,81 0,51 0,08 0,22 0,37
1,00 0,91 0,90 0,48 0,48 0,05 0,16

Note que m,_, € menos sensivel a mudanga do enriquecimento das malhas 3

para 4, que os campos de deslocamento, apresentando valores muito préximos aos do

Ansys.
7.1.14) Viga ' engastada nas extremidades.

Neste exemplo tem-se uma estrutura em que a interface tem quatro laminas
conectadas a ela, vide figura 7.22. Um carregamento unitario estd uniformemente
aplicado nas laminas horizontais. Os resultados, indicados nas figuras 7.23-26, sao
expressos em func¢do do triedro local (s,n,w) da interface AB da subregido 2, vide
figura 7.22. Na tabela 7.13, as diferencas relativas entre as respostas do MEC e do
MEF(Ansys) sao mostradas para pontos sobre as linha AB e BC, vide figura 7.22.

Vb bleglb bbbl

| |
2A B §

bl blel ]

1,0m

Figura 7.22- Esquema representativo da viga V.
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Figura 7.23- Deslocamento Transversal ao Longo da Interface AB da Viga V.
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Figura 7.24- Deslocamento Tangencial ao Longo da Interface AB da Viga V.



w (m)

M, (kNm/m)

_1,5_

_2,0 -

ST

2,5 - / TL(3)

240

\

hd
Secao V /_/
/ —m—Ansys(Shell 63)
& —o—HC4)
HL(4)
b7 % —v—TL#4)
HC@3)
" / —+—HL(3)

0,2 04 0,6 0,8 1,0
D(m)

Figura 7.25- Deslocamento Transversal ao Longo da BC da Viga V.
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Figura 7.26- Momentos fletores m,, ao Longo da linha BC da Viga V.
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Tabela 7.13- Diferenca relativa para os campos de deslocamentos € momentos.

Drel(%)

Dm) | HC@ | HL@) | TL@) | HCE) [ HLE) | TLE)
Deslocamento Tangencial(u ), Interface AB

3125 | 0,76 | 1,76 | 1,76 | 2,14 | 516 | 529
Deslocamento Transversal( w ), Interface AB

500 | 067 | 067 | 136 | 136 | 2775 | 275
Deslocamento Transversal( w ), Linha BC

075 | 085 | 148 | 148 | 148 | 339 | 339

Momento Fletor(m_, ), Linha BC
05 | 144 | 144 | 063 | 063 | 063 | 063

A partir das figuras 7.23-26, um bom nivel de concordéancia entre as repostas

do MEC (tetra e hexaparamétrica) e as do MEF(Ansys) pode ser observado. Na

tabela 7.13, sdo explicitadas as coordenadas nas interfaces/linhas em que as

diferencas relativas para os deslocamentos/momentos foram mais severas. Também

nesses casos, as diferencas ndo foram tdo sensiveis(5,29% entre TL(3) e Ansys em

u,).

7.1.15) Viga de se¢ao monocelular engastada nas extremidades.

Neste exemplo ¢ analisada uma estrutura de secdo fechada tendo laminas

acopladas na flange superior ao longo das interfaces longitudinais. O carregamento

unitério estd aplicado na flange superior e os resultados em deslocamentos, indicados

nas figuras 7.28-30, sio expressos segundo o triedro local (s,7,w) da interface AB da

subregido 2, vide na figura 7.27.
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Figura 7.27- Esquema Representativo da Viga Monocelular.
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Figura 7.28- Deslocamento Transversal na Interface AB da Viga Monocelular.
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Figura 7.29- Deslocamento Tangencial na Interface AB da Viga Monocelular.
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Figura 7.30- Deslocamento Normal na Interface AB da Viga Monocelular.

As diferencas relativas para os deslocamentos entre o MEC -hexa,

tetraparamétrica- e o MEF(Ansys) estdo indicadas na tabela 7.14.

Tabela 7.14- Diferenca relativa para deslocamentos na interface AB.

Drel(%)

Deslocamento Tangencial(u )
D(m) HC4) | HL®) TL4) HC@3) HL@3) TL@3)

0,625 0,45 0,14 0,33 3,56 0,45 0,45
Deslocamento Normal(u, )
0625 | 330 | 377 | 393 | 503 | 1085 | 1085
Deslocamento Transversal(w)
125 | 092 | 063 | 035 | 607 | 292 | 29

Os resultados indicados nas figuras 7.28-30 mostram, de um modo geral, um
bom desempenho entre 0 MEC e o Ansys. Nas figuras 7.31 e 32, estdo mostradas os
valores dos momentos ao longo das linhas BC e BD segundo os respectivos eixos

globais das subregiodes 2 e 4, vide figura 7.27.
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Figura 7.31- Momentos fletores m,, ao longo de BC da Viga Monocelular.
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Figura 7.32- Momentos fletores m , ao longo de BD da Viga Monocelular.

Uma boa concordancia pode ser observada entre as respostas numéricas para

os momentos fletores ao longo de BC e BD.
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Os exemplos anteriores fazem parte de um conjunto de estruturas que pode
ser classificado como tendo um eixo longitudinal, isto ¢, “uma geratriz”, cujo plano
que a contém ¢ paralelo aos planos das laminas constituintes da estrutura poliédrica.
Tais exemplos podem ser analisados por algumas formula¢des mistas MEF/MEC
GALUTA & CHEUNG(1995) ou para casos especiais de secao tubular fechada via
MSPF/MEC em KOMATSU & NAGAI(1982). Alem disso, os exemplos anteriores
podem ser analisados utilizando-se apenas o MEC de acordo com as formulagdes
descritas em PALERMO JR (1989), OHGA et al.(1991) ¢ TANAKA &
BERCIN(1998). A presente formulagdo além da possibilidade de aplicacdo nos
problemas descritos anteriormente, ela também viabiliza analise via MEC de outros
problemas ndo-coplanares. A seguir ¢ analisada uma estrutura em que uma das

laminas intercepta a geratriz do problema.

7.1.16) Reservatorio elevado.

Um reservatorio elevado engastado nas extremidades das paredes em contato
com o0s apoios esta submetido a um carregamento unitario uniformemente distribuido
ao longo do dominio das laminas, que formam a estrutura retentora de liquido
conforme indicada na figura 7.33. Para analise desse problema sao utilizados duas
discretizacgdes distintas (tipo 3 e 4). Os resultados, indicados nas figuras 7.35-43, sdo

expressos em fungdo do triedros locais(s,n,w) e globais (x,,x,,x,) das subregides

indicadas na figura 7.34.
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Figura 7.33- Esquema Representativo do Reservatorio.
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Figura 7.35- Deslocamento Transversal na Interface 2C do Reservatorio.
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Figura 7.36- Deslocamento Tangencial na Interface 2C do Reservatorio.
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Figura 7.37- Deslocamento Transversal ao longo de C’D’ do Reservatorio.
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Figura 7.38 Momento fletor m_, ao longo de C’D’ do Reservatorio.

Tabela 7.15- Diferenca relativa para deslocamentos e momentos

Drel(%)
Dm) | HC@) | HL@) | TL@) [ HC@E) [ HLE) | TLA)
Deslocamento Tangencial(u, ), Interface 2C
0625 | 2,06 | 022 | 1,79 | 059 | 615 | 7,74
Deslocamento Transversal(w ),Interface 2C
500 | 070 | 129 | 229 | 404 | 827 | 753
Deslocamento Transversal(w), linha C’D’
1,125 | 067 | 158 | 181 | 226 | 652 | 652
Momento fletor(m_, ),linha C’D’
0,0 7,55 7,05 6,67 7,09 523 4,52
5,0 1,72 1,45 1,72 1,72 6,72 6,72

A partir das figuras 7.35-38, pode-se notar, de um modo geral, um bom
desempenho entre 0 MEC e o MEF. Contudo, uma melhor concordancia foi obtida
entre a formulacdo HC e o Ansys. Aparentemente, as diferengas dew ao longo de
C’D’, figura 7.37, sdo maiores que os resultados associados aos demais graus de
liberdade apresentados em outros graficos do reservatdrio. Contudo tal fato aparente
¢ devido ao intervalo de plotagem, uma vez que ao consultar a tabela 7.15 pode-se

observar que as diferencas relativas estdo numa mesma ordem de grandeza.
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Figura 7.39-Deslocamento Transversal na Interface 4A do Reservatorio.
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Figura 7.40- Deslocamento Tangencial na Interface 4A do Reservatorio.
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Figura 7.41- Deslocamento Transversal ao longo EF do Reservatorio.
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Figura 7.42- 0_ ao longo EF do Reservatorio.
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Figura 7.43- Momento fletor m_, ao longo EF do Reservatorio.
Tabela 7.16- Deslocamentos ¢ momentos.
Drel(%)
D(m) | HC4) | HL@4) TL4) HC@3) HL@3) TL(3)
0,0 8 8,57 8 15,43 13,71 13,71
Deslocamento Tangencial(u ), Interface 4A
0,0 8 8,57 8 15,43 13,71 13,71
0,375 1,32 1,99 1,32 5,30 0,66 0,66
Deslocamento Transversal(w ), Interface 4A
075 | 062 | 1,58 | 206 | 1,00 | 831 | 830
Deslocamento Transversal( w ), linha AB
2,25 0,48 1,02 1,20 1,38 6,58 6,40
3,00 0,92 1,95 1,95 1,44 8,02 8,62
Rotagio(9 ), linha EF
1,875 0,37 0,93 5,73 1,18 6,53 10,9
3,00 0,32 0,97 1,19 1,30 6,01 6,01
Momento fletor(m_, ), linha EF
2,625 0,40 0,81 0,68 1,22 5,82 4,19
3,0 0,50 1,10 1,48 1,33 5,99 6,44

Os resultados para deslocamentos, rotagdes e momentos apresentados nas
figuras 7.39-43 indicam, de um modo geral, um melhor desempenho da formulagao

HC em relagdo as HL e TL, quando sdo comparadas com as respostas do Ansys.
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7.2) Laminas planas submetidas a campos iniciais de temperatura.
Nesta secdo, alguns problemas de flexdo e de membrana serdo analisados

quando submetidos a campos térmicos em regime permanente.

7.2.1) Chapa com acréscimo constante de temperatura
Uma chapa quadrada- de lado L=1m e espessura t=0,Im, vide figura
7.44- est4d submetida a um acréscimo constante de temperatura ao longo da espessura

de AT =10"C, de forma que um campo das resultantes de tensdes

S=2v )=250,00 kN/m ¢é mobilizado no corpo. A chapa tem

N! =N, = 2GtoAT(—
1-2v

propriedades elasticas e térmicas E=25GPa, v=00 ¢ a=1 0> °Cc”. A
discretizacdo do dominio com 32 células estd indicada na figura 7.45 e os resultados

estdo mostrados na tabela 7.17

L S S S Y S Y S O VO S W L W Y

B
L/2
- 1 _ le) A
L/2
kXZ
;X1 i
,,,,, <

A A

- w‘ |
} |

L/2 L/2

Figura 7.44- Chapa submetida ao campo térmico permanente
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Figura 7.45 — Discretizacdo do plano médio das células.

Tabela 7.17 Deslocamentos e resultantes de tensdo verdadeiras em pontos chapa

Analitico Presente Trabalho
Ponto A
u,(m) 0 0,53702E-18
u,(m) 0 -0,68821E-21
N, (kN /m) -250,00 -250,0000
N,,(kN / m) 0,0 -0,65475E-06
Ponto B
p, (kN / m) 250,0 250,00

Um excelente desempenho pode ser notado entre as respostas numéricas do

presente trabalho e da solugdo analitica.

7.2.2) Placa apoiada com gradiente de temperatura

Considere uma placa quadrada, de lado a=2m e espessura t=0,2m,
simplesmente apoiada que estd submetida a um gradiente de temperatura ao longo da
espessura de AT =8°C, resultando em um campo de momentos iniciais de
m), =mj, =0,9525 kNm/m . As propriedades elasticas da placa sdo E =2,5GPae
v=0,3. Este problema foi analisado numericamente por RIBEIRO(1992) via MEF
e por CHUEIRI(1994) utilizando-se 0 MEC. Na tabela 7.18, os deslocamentos e os

momentos verdadeiros, no ponto A4, obtidos por essas abordagens e pela presente

formulagdo sdo comparados; a discretizacdo do dominio esté indicada na figura 7.45.
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Tabela 7.18- Deslocamento e momentos verdadeiros no ponto central da placa

RIBEIRO(1992) CHUEIRI(1994) Presente Trab.
Nim. Células (200) @®) (72) (32)
w(mm ) 0,1533 0,1497 0,1523 0,1545
m,,(kNm /m) -0,3332 -0,3459 -0,3420 -0,3300
m., (kNm / m) -0,3332 -0,3459 -0,3420 -0,3300

A partir da tabela 7.18, um bom nivel de concordancia de resultados pode ser
observado entre as respostas da presente formulacdo e as do MEC e do MEF

descritas, respectivamente, em Chueiri e Ribeiro.

7.2.3) Placa engastada com gradiente de temperatura

Se a vinculagdo do problema anterior for alterada para engastamento ao
longo de todo contorno, em TIMOSHENKO(1940) estd disponivel uma solugdo
para  valores constantes de campos permanentes de temperatura:
m;,, =m,, = —D(] +v)a AT/t e m,, =0, onde a ¢ o coeficiente de dilatagdo linear e
AT ¢ o gradiente de temperatura na espessura ¢ da placa. RIBEIRO(1992) e
CHUEIRI(1994) analisaram numericamente o problema em que as propriedades
elasticas e térmicas foram: E = 250 GPa, v=02 ¢ o=10" °C~". Além disso, o
lado da placa foi a=2m e espessura t=0,/m; Tomando-se um gradiente de
temperatura AT = 38,4’ C resultam em momentos iniciais de m), = m}, = 10 kNm/m
distribuidos no dominio. Os resultados da analise para o deslocamento e momentos
verdadeiros estdo indicados na tabela 7.19. Na presente formulagdo ¢ utilizada a
discretizacdo do dominio com 32 células conforme indicado na figura 7.44.

Tabela 7.19 Deslocamento e momentos verdadeiros no ponto central da placa

TIMOSHENKO | RIBEIRO CHUEIRI |Presente Trab.

Nim. Células|  Analitico (128) @®) (32)
w(m) 0 2,469E-8 3,633E-8 7,6952E-13
m,,(kNm /m) -10 -9,987 -9,998 -10,0000

m,,(kNm / m) -10 -10,013 -9,998 -10,0000
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As formulagdes do MEC forneceram respostas muito proximas da solugao

analitica conforme pode ser constatado na tabela 7.19.

7.3) Analise Elastoplastica
Inicialmente, sdo analisados problemas para alguns casos de estruturas
isoladas em regime elastoplastico; em seguida, o dominio desses problemas ¢

segmentado, a fim de criar uma estrutura coplanar multiconectada.

7.3.1) Chapa em regime elastoplastico com encruamento linear
Uma chapa simplesmente tracionada no estado plano de tensao(EPT) esta
indicada na figura 7.46 e seu material tem como propriedades mecanicas

E =100000 Pa, v =0,25 e tensdo de escoamento ¢, = 0,45 Pa.

Além disso, o encruamento do material é admitido linear, com moddulo de

elasticidade tangente £E, =10000 Pa; com evolugdo representada por ‘work

hardening’ e a superficie de plastificacdo representada pelo modelo de Von Mises. O
carregamento total ¢ aplicado monotdnica e incrementalmente em 30 passos; a norma
dos erros, ¢ admitida uma tolerancia de 0,1% .

Na figura 7.45 est4 indicada a malha utilizada e na figura 7.47 esta mostrado
o comportamento do deslocamento versus carregamento do ponto A; os valores
obtidos pela formulagdo proposta rotulada como MEC(2D) sdo comparados com os

da solucdo analitica, que pode ser escrita como:

ES Alle , seAl, <Al

b (7.1)

A ,
ES zl + HTS(AI, ~AL),Al >Al

lim

onde /¢ o comprimento inicial da chapa;H =E,/(I-E,/E) é o parimetro de

encruamento; A/, ¢ a elongacao elastica; A/, ¢ a elongacdo total; A/, deslocamento

lim

limite de proporcionalidade.
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Figura 7.47 — Evolugdo Carga-Deslocamento do no 4.

Pode-se notar uma excelente concordancia entre os resultados da andalise

numérica ¢ os da solu¢do analitica.
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7.3.2) Tubo pressurizado em regime elastoplastico perfeito

Conforme discutido nos capitulos anteriores, o problema de chapas pode ser
analisado no estado plano de tensao(EPT, regime de membrana) ou no de
deformacio(EPD). Assim, nesta secio ¢ modelado um caso do EPD? a fim de
ressaltar que esse estado plano também foi incorporado no codigo computacional
deste trabalho. O exemplo analisado consiste em um tubo pressurizado em que ¢
admitido um comportamento elastoplastico perfeito para seu material constituinte e

com as seguintes propriedades mecénicas: E =2/0 GPa, v=0,3 e tensdo de
escoamento G, = 240MPa. Na figura 7.48, estdo indicadas as configuracdes

geométricas e de carregamento da quarta parte do tubo, valendo-se das simetrias para
reduzir o nimero total de graus de liberdade. Na figura 7.49, estdo indicados os
desempenhos da  formulagdo proposta, da formulagdo tridimensional
CISILINO[1995] e por fim pela solu¢do analitica do problema apresentada por
PRAGER & HODGE[1951].

Figura 7.48 —Tubo Pressurizado.

2 Convém notar que os problemas de folhas poliédricas sdo descritos pelo EPT, se forem utilizadas as
hipoteses da elasticidade bidimensional para modelar cada lamina-base.
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Figura 7.49 —Curva Carga-Deslocamento.

Pode-se notar que os resultados da analise numérica bidimensional via MEC
tiveram um comportamento proximo das respostas numéricas da andlise

tridimensional modelada pelo MEC e pela solugdo analitica do problema.

7.3.3) Placa em regime elastoplastico perfeito

Neste exemplo ¢ analisada uma placa quadrada de lado (/ = 1,0m ), espessura
t =0,0l m e simplesmente apoiada, conforme indicada na figura 7.1. O material ¢
admitido sob as hipoteses do regime elastoplastico perfeito, cuja superficie de
plastificagdo ¢ a de Von Mises. As constantes mecanicas sdo E = 10,92MPa, v=10,3

e a tensdo de escoamento o, = /600 MPa. Além disso, a tolerancia para a norma dos

erros é tol=0,1% com incrementos de carga Ap =001 kN/m’. Para

representacdo da tensdo plastica ao longo da espessura sdo utilizadas 18 camadas. A
discretizacdo das células ¢ mostrada na figura 7.45; as curvas deslocamento versus
carregamento estdo indicadas na figura 7.50 para a formulagdo triparamétrica de
placas com aproximagdo cubica(TC) e para a formula¢do biparamétrica com

interpolagdo linear(BL).
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Além disso, o rotulo 1R denota que o problema ¢ composto por uma Unica

regido.
_ e
20 -
& 154
>
>~ T —m— BL(IR)
= 104 —e— TC(IR)
| OWEN & HINTON(1980)
5 —
0 _% L] I L] I L] I L] I L] I L]
0 5 10 15 20 25
100wD/(M L)

Figura 7.50- Curva Deslocamento-Carregamento para o Ponto Central.

Resultados proximos podem ser observados, na figura 7.33, para analises
obtidas via formulagdo proposta MEC e a do MEF descrita em OWEN &
HINTON|[1980].

Apds a analise de algumas estruturas isoladas, parte-se doravante para
modelagem de estruturas obtidas pela segmentacdo do dominio de alguns problemas

apresentados anteriormente.

7.3.4) Chapa com duas regides em regime elastoplastico com encruamento

Neste exemplo, o problema discutido em 7.3.1 tem seu dominio dividido em
duas regides equivalentes, conforme indicado na figura 7.51. Convém ressaltar que
todos os parametros mecanicos ¢ de carregamento foram mantidos inalterados. Na
figura 7.52, a discretizacdo da malha ¢ mostrada, e na figura 7.53, tem-se a evolugdo
da curva deslocamento-carregamento para o ponto A, tanto para a solugdo analitica

dada em (7.1) quanto pela formulacdo proposta rotulada como MEC 2R(2D).
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Figura 7.51- configurac¢ao da chapa simplesmente tracionada com 2 regides.

/

\

Figura 7.52- Discretizagdo da chapa simplesmente tracionada com 2 regides.
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Figura 7.53 — Evolugdo Carga-Deslocamento do nd 4.

Pode-se notar que o desempenho da formulagdo nao se alterou quando houve
a particdio do dominio. Um dos motivos que favoreceu tal comportamento foi

provavelmente devido as condigdes especiais de geometria e carregamento do

problema.

7.3.5) Placa com duas regioes em regime elastoplastico perfeito

Neste exemplo, o problema de 7.3.3 tem seu dominio dividido em duas
regides iguais, figura 7.54 e os mesmos paradmetros mecanicos e de carregamento sao
mantidos. Na figura 7.52, estd indicada a discretizacdo das células utilizada e na
figura 7.55 ¢ indicada a curva deslocamento-carregamento para o ponto b; Essa
curva ¢ obtida a partir das andlises do problema para uma tUnica regido - via
formulacdes bi e triparamétrica, respectivamente, BL(1R) e TC(1R) - e pela

aplicagdo da formulagdo triparamétrica cubica TC(2R) no problema biconectado.
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Figura 7.54- Configuragao placa com duas regioes.
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Figura 7.55- Curva Deslocamento-Carregamento para o Ponto Central.



263

Convém notar que a formulagdo triparamétrica de placas apresentou um bom
desempenho quando o dominio do problema foi bipartido. Contudo, pequenas
alteracdes podem ser observadas entre as respostas desse problema e as do caso
simplesmente conectado. Um dos fatores para tal comportamento é que os campos
obtidos com a interpolagdo empregada nas interfaces das regidoes do problema
biconectado ndo correspondem mais aqueles valores, associados aos pontos de

dominio, obtidos na andlise do problema original simplesmente conectado.
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho, inicialmente foram desenvolvidas e implementadas duas
formulacdes para andlise elastica de estruturas compostas por laminas planas de
espessuras constantes pelo método dos elementos de contorno(MEC). A primeira
formula¢do chamada de Hexaparamétrica incorpora seis graus de liberdade no vetor
de deslocamento- em chapas: deslocamentos normal e tangencial e rotagdo zenital,
em placas, deslocamento transversal e rotagdes normal e tangencial- e quatro graus
de liberdade no vetor dos esforcos (em chapas: forcas normal e tangencial; em
placas: forca equivalente de Kirchhoff e momento fletor). Devido a diferenca
numérica entre os graus de liberdade nos vetores dos deslocamentos e dos esforgos
foram inseridas varidveis ficticias a fim de compatibilizar a ordem das matrizes de
influéncia do Problema. A partir da aplicac@o da técnica de sub-regides e a adocao de
uma hierarquia conveniente de sistemas de referéncia o sistema de equacdes da
estrutura laminar plana ¢ montado. Apds manipula¢des algébricas convenientes no
sistema de equacdes do problema e a imposi¢do de valores nulos as varidveis
espurias, as variaveis do problema podem ser determinadas.

A segunda formulagdo chamada de Tetraparamétrica foi obtida a partir da
supressao das duas equagdes integrais associadas as rotagdes tangencial (placas) e
zenital (chapa), de forma que os vetores dos deslocamentos e de esforgos t€m suas
dimensdes compativeis, dispensando, portanto, a inclusdo de qualquer varidvel
adicional. Na montagem do sistema de equagdes ¢ utilizada uma hierarquia de
sistemas de referéncia similar & formulacdo hexaparamétrica. Além disso, para os
casos de estruturas ndo-coplanares, as for¢as de interagdo chapa-placa discretas
(reagdes de canto) foram desprezadas em ambas formulagdes.

Em ambas formulac¢des, foram modelados diversos problemas com dominio
simplesmente conectado, coplanarmente conectados e com geometria ndo co-planar.
Os resultados foram comparados com solugdes analiticas (quando disponiveis) e com
aquelas fornecidas pelo método dos elementos finitos incorporado no software
ANSYS (versdo 5.5). Pode-se notar um desempenho satisfatorio de ambas

formulagdes do MEC, especialmente a da hexaparamétrica.
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Na segunda parte do trabalho, as formulagdes para o regime eldstico sao
estendidas para analisar folhas planas coplanares com espessuras constantes com
campos iniciais: problemas térmicos permanentes e elastoplasticos utilizando-se
modelos classicos para representar o fluxo plastico.

Exemplos (chapas e placas) sdo analisados para campos térmicos associados
a tensdes/momentos iniciais e a resolu¢do do problema ¢ feita diretamente. Ja para a
analise elastoplastica, na solu¢do problema ndo-linear, foi implementado um
algoritmo incremental-iterativo baseado no método de tensdes/momentos iniciais.
Optou-se por uma estratégia simples, conhecida no MEF por rigidez inicial, em que
as matrizes de influéncia envolvidas ndo sdo atualizadas, sendo, portanto, montadas
uma unica vez. Tal procedimento conduz a um ntimero superior de iteragdes para se
atingir a convergéncia em relagdo aqueles que corrigem as matrizes de influéncia nas
iteragdes e/ou incrementos de campos. Além disso, para representagdao das
forcas/momentos plasticas, as tensdes inelasticas sdo integradas ao longo da
espessura utilizando-se o método das camadas. O numero de camadas empregado
tem papel importante na analise, principalmente no caso do regime de flexao.

Alguns exemplos envolvendo fluxos elastoplasticos perfeitos e com
encruamento isotropo foram analisados; resultados satisfatorios foram obtidos
quando comparados com solugdes analiticas (quando disponiveis) e com respostas do
MEF.

Um outro aspecto importante nas respostas numéricas esta associado a
operacionalidade da técnica. Nesse trabalho, notou-se que a medida que o nimero de
laminas era acrescido, o tempo de andlise era fortemente aumentado. Tal fato
decorre, dentre outros fatores, de caracteristicas intrinsecas do sistema de equacdes
associado a ndo-simetria introduzida pela discretizagdo e/ou pelo método da
colocacdo (kernels nao-simétricos) utilizada na formulagdo classica dos métodos
elementos de contorno.

Além disso, com introducdo da técnica das subregides, o sistema final ndo-
simétrico da estrutura tem sua esparsidade aumentada em fungdo do acréscimo do
numero de graus de liberdade nas interfaces. Na figura 8.1, estd indicado o
mapeamento de valores nulos e ndo-nulos na matriz das incdgnitas para o caso do

problema do reservatorio elevado com uma malha tipo 4 , vide(figura 7.12).
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Figura 8.1 Mapeamento da matriz das incdgnitas.

Nesse trabalho, ndo foi utilizada nenhuma técnica especial para otimizar o
tempo de resolucao do sistema, isto €, tirando proveito das regides de valores nulos
da matriz das incognitas. No caso, partiu-se para o emprego de uma técnica direta de

resolucao.
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ANEXO 1

Neste anexo encontram-se as integracdes analiticas dos Kernels
remanescentes no elemento singular na abordagem isoparamétrica linear de placas,
cujas fungdes aproximadoras sao dadas em (4.9).

Assim, para a derivada direcional dos momentos fletores interpolados pela

funcdo ¢,, tem-se que:

m. @,drl, ——] Yy (I-1)
nmit 2 k 4 ,m
Iy

A integracdo dos momentos volventes conduz a resultados similares aos dos
fletores, uma vez que seus respectivos kernels no elemento singular sdo parecidos
diferindo-se apenas por constantes pela derivada direcional do raio vetor. Assim,

pode-se escrever que:

[, ==Y (1-2)
S 4

[-v, (1-3)

J-m:s,m¢2dFkZ dr "

T

J& a integragdo dos kernels dos momentos fletores ponderados por ¢, pode

ser escrita como:

. )
J‘m:gozdfk = Iﬁ [(7+v)inr+v)a+c)de+ J‘ﬁ [(1+v)inr +v)a+c)de D
e .

Tk

Lembrando-se que r =—¢ para parte negativa do sistema de referéncia ¢ ,e
utilizando-se mudangas de variaveis, o conceito de PFH, conforme descrito nos
procedimentos aplicados nos kernels anteriores, a expressao (I-4) pode ser escrita

como:
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[mpdr; =2 (1+v na-3 4y |- 1Y ab(znb—z)—b—[mb—ij -
3 2L 2 47l 2 2

w o b I-5
4ﬁL(a+2)—f(b,a) (I-5)

Para a obtengdo da integracdo do kernel do momento fletor por ¢, basta

permutar @ ¢ b em (I-5), isto é:

[mip,ar, = 1(ab) (1-6)

T

A integracdo dos kernels do deslocamento e suas derivadas direcionais podem

SCr eXpressas por:

7 87nDL 3 4 3 3
%
4
b (jpp-13 (I-7)
727DL 12
J-W @,dl; :fl(b a) (I-8)
T

* ol = filab)=—2—1a\ 2 ma-L)+ 4  a-L ) |-ps[ 1L _ 3 )L (1-9)
lj;{wm¢1dﬂ—f2(a,b)—8wL{a {2(11151 2)—%—3(1}%2 3ﬂ b(j ]8)}

IW;(DzdFk :fz(b’a) (I-10)
jez,m¢2drk :f3(b’a) (I-11)

As integracdes dos kernels da derivada direcional da rotagdo normal sdo
dadas por:

m

601 = ffap)=—-"0

{[2(a+2b)ina—4b—al+ b (2inb-3)};i = 1,2 (1-12)
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ANEXO II

As integrais dos Kernels dos deslocamentos e forcas de superficie em
coordenadas globais para interpolagdo isoparamétrica linear de chapas sdo escritas
como:

ju;(pldﬂ = {(3 —4Vp {Zab(lna —])+ a{lna —éj +4b7% Inb —3b2}5ij +

T

b’ b =12 II-1
7" 7" }m f3 a, I= ( )
j”;(ﬁzdrk = fs(b:a) (I1-2)

T

I py@,dl, ﬁ%{l +%ln(%ﬂ( j—i)=f,(ab) (I1-3)

[pyp.ar, = £,(b,a) (11-4)
Tk
As integrais dos kernels das derivadas direcionais dos deslocamentos e forcas

de superficie para interpolagao isoparamétrica linear sao dadas por:

IJ;{u;pgo,dI} —ﬂﬁ—ﬁ[@ 4v )5 r, =8, =8, +2rr ]:f5(a,b);

ij,p=12 (II-5)

[u,0.a1 = £(b,a); (11-6)

T

Ip;p¢1dﬂ :H%E(HSJ{(]_zV")JF [51';:”./ +0,n = 2r, (’”,p”i —rin, )]+ (I1-7)
Tk

ZrZrPnj} fé(a b); i, j,p=12

[ piy0.dl = £,(b.a) (I1-8)

Tk



292

ANEXO III

Neste anexo ¢ mostrado o calculo das integragdes presentes nos elementos da

matriz descrita pela expressao(4.68) afetados pelas interpolagdes hiperparamétricas.

ijf,,drk = m{[(ﬁ —a?)- 6(a+b)(b_a)_4b2(1+§ﬂ+
(l—v)B(az —bz)—6(a_b)2}} (I1I-1)

.[fmdFk :m{[‘l(bz —a2)+ 2(“ +b)(ab—a2)]+

(I11-2)

(1- V)[%(az —b?)+ 2(a +b)2b7 + ab - az)ﬂ

zjkf“dr" = m{(az —b*)-6(a+b)b-a)- 4a2(1 +%ﬂ +
(J_V){IZ_](az _bz)ﬂ (111-3)

J.f“drk :m{[b(bz _a2)+2(a+b)(b2 —2a2)+ 4a2(a+b)]+
(I—V){g(az—bzﬁ 2(a+b)(b2—2a2)}} (111-4)

onde as fungdes f; sdo dadas em (4.69) e (4.70).
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ANEXO IV

O calculo das integragdes da matriz descrita em (4.73) estd expresso a seguir:

jacd¢1d17{ :chi(if,nj —ijjni)de [2([)3 —a3)—9(a2 +b2Xb—a)—]8ab(b—a)];

Tk

i,j=12;¢=12;d=2 (IV-1)

[a.p.dr, =§Ra(r_,-nj —rm )0, 2alb? —a?)- 3 + b7 ob® +ab-a’ )+

Tk

6(b—a)2b® —2ab” —ba’ )|; i,j=123c=12;d =2 (IV-2)

J.acd¢3dfk =§Rci(rjnj =1 )0, [—2(b3 —a3)+ 9(a2 +b2Xb—a)+18ab(b—a)];

Tk

i,j=12;¢=12;d=2 (IV-3)

J.acd@dfk =§Ra(7{inj —ljjni)de [Zb(b2 —2a2)—3(a2 +b° \b° —2a2)+

T

6(b—a)2a’® —2ba’ —ab’)|; i, j=12:c=12;d=2 (IV-4)

onde:

1-2v

Al Yo +0)

(IV-5)

Ia32¢1drh = quijkmj|:(b2 _az)_ 6(]72 —az)—4b3(l+%ﬂ; L,j=12;

L, a

c=12;d=2 (I1V-6)

1
€= 16a1-v, Ja’ +1°)

{(1—2vp)+[5iknj +0,m; =2, (ljkni —rm, )]JFZ”,i’”,k”j}; (IV-7)

i, jk=12
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ja32¢2drh =q,C, mj|:a(bz —az)—2(a +b)(2b2 +ab —a2)+ 4ab3(l+%j} : (IV-8)

ik
Ty a

i,j=12;c=12;d=2

Ia32¢3drh = _qic,jkm{(bz - 612)— 6([)2 - a2)+ 4613(l +%ﬂ ; (IV-9)

T, a

i,j=12;c=12;d=2

Iasz¢4drh =q,Cym; {b(bz -a’ )— 2(a + b)(b2 —24a* )— 4ba3(l + %ﬂ ; (IV-10)

L, a

i,j=12;c=12;d=2
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ANEXO V

As transformacgdes da integral de dominio da célula em integral definida ao
longo de seu contorno para as representagoes integrais de tensodes, curvaturas, podem

SCr eXpressas como:

jg q, l]k ps m dQ J‘ﬂ, p” dl“kce,; i=12 (V'l)

onde
__gmR _ 1 . (V-2)
AQJ(R) m[(] va Xé:kr,/ é:/r,'k +5/k”,f)+2”,f’”,,’”,k :‘:Dk + ZR(AkI”I +B/(r,'z)j| ’

Ljka=12

Ig (p.S)m,d2, = [2,,(R p;;“ d s ija=12  (V3)

Tcel

ﬂ‘pwj(R) :KJ{% [(2 InR-1 )5:, +2’fi’”j]+éR(A3’fJ +Byr, )[(3 InR-1 )5:, "'3’3""/]} sij=12 (V-4)

onde

k=—""—;ij=I
"= Y g

As integrais de carregamento definidas em linhas sdo calculadas utilizando-
se técnicas analogas aquelas empregadas nos elementos de contorno, de forma que a

integracao sobre a célula singular pode ser calculada como:

* il .. (V'6)
fql-DUkm,(pdeLh =m(i’_n'—é%)[(l—2vp N8, +8,7, =8, )+ 2m | i jkep=12

QLh

. : mr, . i
IAW,m¢1dQLk = IAW,m¢2dQLk = —E;hﬁ (V-7)

QLk QLk
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. 1 5 1 -
J-Wm P, = DL {(a +b) 1l TG, {bz (lnb _Ej +2aH{Ina—1) +a2(lna _Eﬂ} (V-8)

QLh
s k=12

. 1 5 1 -
QJ; hwm DAY, = <DL {(a +b) 1, tmg, {bz (Inb _Ej +2al{Ina—1)+d’ (lna —EH} : (V-9)

k=12

. 1 5 1 -
I W, Pk, =ﬁ{(a +b)’ Tl +mqu[a2(lna —§j+2ab(lnb—l)+b2[lnb —Eﬂ}; (V-10)

QLh

k=12



