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RESUMO

SOUZA, V. J. B. Algoritmos de integracéo eficientes para o método de elementos
de contorno tridimensional. Sdo Carlos, 2001. Dissertagao (Mestrado) - Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de S&o Paulo.

Neste trabalho é analisado o problema elastico tridimensional através do
método dos elementos de contorno empregando a solugao fundamental de Kelvin.
Sao utilizadas duas formulagbes principais: a formulagéo classica e a formulagao
hiper-singular. A primeira utiliza a solugdo fundamental de Kelvin classica e a
segunda aplica uma derivada direcional da solugdo fundamental de Kelvin. O
contorno é discretizado utilizando-se elemento triangular plano com aproximagdes
constante, linear e quadratica. As integrais singulares s&o desenvolvidas
analiticamente para o elemento constante, e semi-analiticamente para os elementos
linear e quadratico. Sdo apresentadas técnicas de integracdo de contorno
considerando-se a eficiéncia e a precisdo para a integral quase singular. Sao
apresentados varios exemplos numeéricos, inclusive problemas esbeltos, e seus
resultados sdo comparados com valores conhecidos pela teoria de elasticidade, ou

ainda, comparados com valores disponiveis na literatura.

Palavras-chave: elementos de contorno - técnicas de integragdo - elasticidade

tridimensional.
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ABSTRACT

SOUZA, V. J. B. Efficient integration algorithms for the three-dimensional boundary
element method. Sao Carlos, 2001. Dissertacéo (Mestrado) - Escola de Engenharia

de Sio Carlos, Universidade de Sio Paulo.

In this work the three-dimensional elastic problem is analyzed by the boundary
element method using the Kelvin fundamental solution. Two main formulations are
applied. The first one uses the classical Kelvin fundamental solution and the other,
hyper-singular, uses a derivative of the Kelvin fundamental solution. The boundary
is discretized by flat triangular elements with constant, linear and quadratic
approximations. The singular integrals are analytically developed for constant
elements, while for linear and quadratic elements a semi-analytical process is
employed. Different techniques to perform quasi-singular boundary integrals are
presented and their efficiency and accuracy are compared. Several numerical
examples are presented, including slender problems. The results are compared with
known solutions given by the theory of elasticity, or with other results found in the

literature.

Keywords: boundary elements - integration techniques - three-dimensional elasticity.



CAPITULO 1

INTRODUGAO

Atualmente ja é possivel resolver problemas elasticos tridimensionais (3D) e
bidimensionais (2D) por meio do Método dos Elementos de Contorno (MEC) com
extrema agilidade e precisdao. Porém, tem-se encontrado enormes dificuldades
quando o problema se trata de pegas esbeltas, pois as matrizes geradas pelo
método tornam-se pouco consistentes. Isto pode ser observado quando se tenta
calcular uma placa fina tridimensional com uma solugao fundamental para sélidos
3D.

Para que se consiga resolver os problemas de pegas esbeltas (3D ou 2D) é
necessario que se conhegam as limitacdes que envolvem o método, e propor novas
técnicas para suplantar essas limitagdes.

Este trabalho insere-se no contexto de buscar alternativas para a melhoria
das caracteristicas numéricas das matrizes do método dos elementos de contorno
com o intuito de melhorar o comportamento das solugcbes de pecas esbeltas
modeladas pelo MEC 3D, validas também para formulagdes bidimensionais.

Neste trabalho também se propdéem novas técnicas de integracdo quase
singulares gerais e precisas para elementos de contorno tridimensionais.

Além disso, propdem-se funcdes ponderadoras alternativas no intuito de
melhorar o comportamento numérico das matrizes do MEC, a saber, fungbes hiper-
singulares derivadas da propria solugdo fundamental de Kelvin.

A geracao de matrizes consistentes devera sanar problemas encontrados na

resolucao de pecas esbeltas, placas e cascas delgadas por meio do MEC 3D.



Apresenta-se no capitulo 2 uma revisao bibliografica que mostra a evolugéao
do Método dos Elementos de Contorno, com a finalidade de comparar os resultados
numeéricos de problemas resolvidos nesta pesquisa com solugcbes obtidas por
outros pesquisadores. A revisao bibliografica também foi realizada com o intuito de
solidificar conceitos e tomar conhecimento de outras alternativas para o método,
que nao seja a usual, principalmente quando se trata da integragcdo quase singular.

No capitulo 3 sdo apresentados alguns fundamentos de elasticidade
tridimensional assim como a notagao utilizada neste trabalho.

O capitulo 4 trata da solugdo fundamental de Kelvin, utilizada para o problema
elastico tridimensional. Também é apresentada uma nova formulagéo, que utiliza
solugdes hiper-singulares, cujas expressdes sao obtidas através da diferenciacao
da solugao fundamental de Kelvin em uma diregcao qualquer.

As equacgdes integrais de contorno, que relacionam deslocamentos de um
ponto qualquer do dominio com deslocamentos e esforgos no contorno de um corpo
tridimensional, sdo apresentadas no capitulo 5.

Para utilizar as equagdes integrais no Método dos Elementos de Contorno
torna-se necessario discretizar o contorno em elementos, com a finalidade de
transforma-las em equagdes algébricas para serem resolvidas numericamente.
Para tal finalidade foi elaborado o capitulo 6 que trata do equacionamento
algébrico, das propriedades geométricas dos elementos, das fungdes de
interpolagao e principalmente dos processos de integragdo empregados.

Com a finalidade de analisar a formulagcido apresentada, sio resolvidas varias
aplicagdes numéricas no capitulo 7, comparando-se os resultados numéricos com
os obtidos através da teoria da elasticidade e por outros pesquisadores. No capitulo
8 sdo apresentadas algumas discussdes com a finalidade de concluir o presente
trabalho.

Os codigos computacionais sdo desenvolvidos na linguagem Fortran e
compilados no ambiente Fortran PowerStation 4.0 da Microsoft. O processamento
dos exemplos foi realizado em um micro computador PC utilizando um processador
Pentium IIl 500MHz com 128MB de memdria RAM.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

A teoria da elasticidade tem sido bastante usada e desenvolvida ao longo da
histéria, e isto se deve ao fato de que era preciso obter solugdes analiticas para
varios problemas da mecéanica dos solidos. Infelizmente tais solugdes sé sao
possiveis para um numero limitado de problemas, além de normalmente se adotar
hipoteses simplificadoras para se aplicar os conceitos da teoria da elasticidade
tradicional.

Dessa forma era preciso encontrar solugdes cujos valores eram aproximados,
surgindo, assim, as chamadas técnicas aproximadas, como, por exemplo,
aproximacgoes por séries de Fourier. Tais técnicas foram se desenvolvendo e deram
origem aos métodos numéricos, esses métodos baseiam-se em solu¢des que ndo
sao obtidas analiticamente, e sim com aproximagdes numéricas das equacdes
diferenciais que governam os problemas da engenharia.

Os primeiros métodos numéricos formulados em bases matematicas foram o
Método das Diferengas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF).
Com o avanco da tecnologia, principalmente com o advento dos computadores,
esses métodos foram se desenvolvendo numa velocidade extraordindria. Esses
métodos aproximam a equacao diferencial que rege o problema a ser analisado,
por meio de um sistema de equacdes que utiliza valores de dominio e de contorno,
sendo por isso também chamados de métodos de dominio. Para se obter uma
resposta aceitavel, € necessaria uma grande discretizagdo de todo o dominio.
Dessa forma, gera-se um sistema de equagcbes com um grande numero de

variaveis.



Devido a necessidade de técnicas que pudessem diminuir a discretizagdo do
problema, conseqientemente o numero de variaveis do sistema de equacgdes a ser
resolvido, surgiram as técnicas de contorno, as quais consistem em aproximar o
problema analisado apenas em termos de valores de contorno. Tais técnicas tém
como ponto de partida as equacgdes integrais.

O mais antigo problema resolvido desta forma de que se tem noticia, € o
problema da tautdcrona (“tempo igual”), propriedade esta utilizada na formulacao de
um péndulo isécrono. Esta solugéo foi publicada em 1823 e deve-se ao matematico
noruegués Niels Henrik AbeIEI. Varios matematicos depois de Abel utilizaram esta
técnica para resolver outros problemas fisicos, até culminar com a primeira teoria
classica das equacgdes integrais desenvolvida por Fredholm (1903)E|.

Por volta dos anos cinqlienta, surgiram varios trabalhos neste contexto e que
muito contribuiram para o desenvolvimento dos métodos de contorno,
principalmente de autores russos como Muskhelishvili (1953), Mikhlin (1957),
Kupradze (1965) e Smirnov (1964) apud Brebbia et al. (1984), dos quais se destaca
o trabalho de Kupradze, com o qual surgiu a formulagao indireta dos métodos de
contorno, cuja base consiste em obter solugdes fisicas a partir de fontes ficticias
aplicadas no contorno. Em 1967, surgiu a primeira formulagdo direta dos métodos
de contorno, onde as variaveis sao valores que possuem significados fisicos. Esta
formulagdo surgiu com o trabalho de Rizzo (1967), que apresentava o método das
integrais de contorno como um método numérico. Surgiram varios trabalhos apés o
de Rizzo (1967), os quais serviram para divulgar o método das equagdes integrais
de contorno, destacando-se os trabalhos de Cruse & Rizzo (1968), Cruse (1968)
apud Barbirato (1999), Cruse (1969), entre outros.

A partir dos trabalhos citados, Lachat (1975) apud Barbirato (1999) e
principalmente Brebbia (1978), o qual apresentou uma formulagido do método das
equacdes integrais de contorno a partir da técnica de residuos ponderados, este
método passou a ser denominado de “Método dos Elementos de Contorno” (MEC).
Desde entdo, o MEC vem se desenvolvendo, passando a ser estudado em muitos

centros de pesquisa em todo o mundo, servindo para analises em mecanica dos

' Para maiores detalhes, ver notas biograficas em SIMMONS, G. F. (1987). Célculo com
geometria analitica. Tradugao de Seiji Hariki. V.1. Sdo Paulo, McGraw-Hill.

No segundo volume desta obra € apresentada uma solugao deste problema.

> FREDHOLM, I. (1903). Sur une classe d’équations fonctionelles. Acta Math., v. 27, pp.
365-390.



s6lidos, mecanica dos fluidos, propagagdo de ondas, acustica, entre outras
aplicagdes. Podendo ainda ser acoplado com outros métodos numeéricos, como o
Método dos Elementos Finitos.

A elasticidade tridimensional estatica e dinamica tem sido um campo bastante
estudado, onde o primeiro trabalho nesta area deve-se a Cruse (1969). Surgiram
varios trabalhos nesta area, destacando-se no Brasil os trabalhos de Nakaguma
(1979), Curotto (1981) apud Barbirato (1999), Sa & Telles (1986), Barbirato (1991),
Coda (1993), Calderdn (1996), Barbirato (1999), entre outros.

No presente trabalho estudar-se-a problemas com a elasticidade
tridimensional estatica através do Método dos Elementos de Contorno, mas
utilizando uma nova abordagem. Ao invés de utilizar apenas a solu¢ao fundamental
como funcao ponderadora, também se faz uso das solugdes hiper-singulares, ou
ainda uma combinacgao entre tais fungbes. As solugbes hiper-singulares tém sido
largamente utilizadas em aplicagdes na area de mecanica da fratura, mas com uma
abordagem diferente da que se propde neste trabalho. Alguns trabalhos mais
recentes utilizaram as solugdes hiper-singulares como fungdes ponderadoras na
resolucdo do problema potencial bidimensional, dentre os quais se destacam:
Rudolphi (1989), Ingber & Rudolphi (1990) e Telles & Prado (1993), entre outros.
Rudolphi (1989) utiliza a derivada tangente ao elemento e a solugdo fundamental
no mesmo no, gerando um elemento com grau de liberdade igual a quatro, e,
portanto uma fung¢ao aproximadora cubica. Os resultados apresentados por ele sdo
bastante satisfatérios para este elemento, sugerindo que possa ser utilizado no
problema elastico.

Ingber & Rudolphi (1990) formulam uma técnica hibrida, utilizando-se a
derivada normal em alguns pontos estratégicos para tentarem reduzir o

condicionamento da matriz do sistema linear. Formulam os trés tipos a seguir:

1.Derivada normal para pontos onde o fluxo é prescrito (condi¢gdo de contorno
de Dirichlet) e a solugdo fundamental classica onde o potencial é prescrito
(condicao de contorno de Neumann);

2.Solucgao classica para pontos onde o fluxo € prescrito e a derivada normal
onde o potencial é prescrito;

3.Solugéo fundamental classica em todos os nos.



Além disso, apresentam exemplos numéricos e comparam o erro absoluto
obtido em varios pontos do dominio com o niumero de condicionamento, que diz o
quanto o sistema linear é consistente, quanto menor o niumero de condicionamento
maior a consisténcia do sistema linear. Concluem que, para contorno suave, todas
as trés técnicas produzem valores aceitaveis, sendo que a segunda formulagao é a
que apresenta resultados mais precisos apesar de possuir um numero de
condicionamento elevado, mas concluem que para o problema potencial
bidimensional o nimero de condicionamento nao é tao elevado que possa tornar o
sistema linear muito inconsistente, devido a solugao fundamental ser logaritmica.

Telles & Prado (1993) utilizam-se da solugdo hiper-singular, a derivada
normal, também para o problema potencial, e comparam com a solugao
fundamental classica, mas nao apresentam resultados conclusivos a respeito da
utilizagdo da solugcdo hiper-singular, e sugerem que sejam feitos mais testes
combinando as duas solugdes.

Além da aplicagéo de solugdes fundamentais hiper-singulares, pretende-se,
neste trabalho, implementar técnicas de integracdo singulares e quase-singulares
gerais e precisas, tornando possivel a solucdo de problemas esbeltos e a
comparagao entre as diversas solugbes fundamentais empregadas. Espera-se
gerar formulagao confiavel do MEC possibilitando, no futuro, a elaboragdo de
software especifico para o ensino e desenvolvimento cientifico de problemas mais

avancados.



CAPITULO 3

CONCEITOS DE TEORIA DE ELASTICIDADE
TRIDIMENSIONAL

3.1. Introducao

Sera mostrada a notagdo matematica que devera ser utilizada em muitas
expressbes ao longo do texto. Depois serdo apresentadas as relagdes da
elasticidade estatica para solidos tridimensionais, mostrando as principais equacdes

e constantes necessarias a formulagao do MEC.

3.2. Notacgao indicial

Varias expressdes apresentadas neste texto sdo escritas utilizando-se a
notagao indicial. Dessa forma as expressdes ficam mais elegantes e seu tratamento
mais agil na implementac¢ao do cédigo computacional.

O sistema de coordenadas cartesianas, normalmente representado pelos
eixos X, y e z, sera representado por x4, X2 € X3, respectivamente; ou de maneira
genérica por X;.

Todas as variaveis relacionadas com o indice i referem-se a direcédo
cartesiana i. Por exemplo, deslocamento u;, forga de superficie p;, entre outras.

Quando aparecer um indice repetido em uma expresséao, este se refere a um

somatorio. Por exemplo:
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a; =uy; - pytuy; - pytius; - p; Zzuij Py =uy - py, 151,23 (3.1)
p)

ay =a;, +ay, +ay, k=123 (3.2)

O delta de Kronecker, determinado pelo simbolo §;, utilizado neste trabalho,

tem a seguinte defini¢ao:

1, se i=]
8,,:{ = (3.3)
0, se i#j

As derivadas parciais usualmente apresentadas em livros de calculo seréo

representadas apenas por uma virgula. Por exemplo:

0E.

L (54
Xk

%zu,,,k (3.5)
ox, '’

Informacgdes adicionais sobre a notacao indicial aqui apresentada podem ser

encontradas em Brebbia & Dominguez (1992) ou em Brebbia et al. (1984).

3.3. Equacgoes de equilibrio

As forcas atuantes em um corpo sdo admitidas como sendo de dois tipos:
forgas volumétricas e forgas de superficie. As forgcas volumétricas sao determinadas
por unidade de volume, pois atuam sobre o volume do corpo. Ja as forgas de
superficie sdo determinadas por unidade de area, pois estas atuam apenas sobre a

superficie do corpo.



X, r

Figura 3.1 - Corpo tridimensional

Considerando-se um elemento infinitesimal, em forma de um paralelepipedo
(figura 3.2), de um corpo tridimensional, isotropico, elastico-linear e homogéneo,
definido por um dominio Q e contorno I" (figura 3.1), sobre o qual atuam forgas
volumétricas b; e de superficie p;, 0 equilibrio de um ponto qualquer deste corpo é

regido pela seguinte relagéo:

G tb, =0, i,j=123 (3.6)

ijoi

Onde:
oj : € o tensor de tensdes

b; : € o vetor de forgas volumétricas

Além disso, se nao existir momentos volumétricos aplicados, a condicao de

equilibrio do corpo nos garante a simetria existente no tensor de tensdes:

0, =0, (3.7)

g Jt

As componentes das forgas de superficie atuantes em um ponto qualquer do
corpo podem ser expressas através das seis componentes do tensor de tensoes,

essa expressao é conhecida como formula de Cauch)ﬂ.

' CAUCHY, A. L. (1828). Exercices de mathématique. Sur I'équilibre et le mouvement d’'un

systéme de points matériels par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.



10

p;=0;n;, i==123 (3.8)

Onde n; representa os co-senos diretores dos angulos entre a normal n, do plano

tangente que passe através do ponto em estudo (figura 3.2), e o eixo x;.

N
K

Gsz

Figura 3.2 - Tensodes internas e forgas de superficie

3.4. Relagoes entre deformagao e deslocamento

Para um corpo deformado em que apenas se considerem pequenas
deformacdes, estas podem ser relacionadas com os deslocamentos através da

relagéo:

1 .
St] =5(ui’j+uj 2] ) ’ |=.|=1 2,3 ( 3.9 )
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3.5. Relagoes entre tensao e deformacgao

As tensdes e deformacgbdes de um corpo linearmente elastico, isotrépico e

El:

homogéneo sao relacionadas através da lei de Hooke

2-G-v
O.. =

i —m'gkk'é;j'FZ'G'S

i==1,2,3 (3.10a)

iy

Ou inversamente

1 v .
gy,zz.G(o'ij—l_i_VO'kkﬁij], i=j=1,2,3 (3.10b)

Ou de outra forma:

0y =Aey0;+2-G-¢g; (3.10c)
E que ainda pode ser escrita de forma mais compacta:

0; = C;I €y (3.10d)
Com:

2-G-v
1-2-v

cll = 5,-6,+G(6,6,+6,-8,) (3.11)
Onde:

v: coeficiente de PoissonEI
E: mdédulo de elasticidade longitudinal

d;: delta de Kronecker

A e G: constantes de Lamé, sendo G também conhecido como modulo de

elasticidade transversal.

As constantes de Lamé sao escritas em fungido do coeficiente de Poisson e

do modulo de elasticidade longitudinal:

" HOOKE, Robert. (1678). De potentia restitutiva, Londres
2 POISSON, S. D. (1829). Mémoire sur 'équilibre et le mouvement des corps élastiques.
Paris, Mém. Acad. Vol. 8.
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1= Ly (3.12)
(1=2-v)-(1+v)
E

Substituindo-se a equagéao (3.9) na equacgao (3.10c), tem-se a expressao que

relaciona diretamente as tensdes com o campo de deslocamentos:

Oy = Aoty 0y + Gy +u,,), i=k=1,2,3 (3.14)

3.6. Equacao de Navier-Cauchy

A equagao diferencial que governa os deslocamentos de um corpo solido
tridimensional € denominada de equacido de Navier-CauchyEI, a qual é obtida
através da substituigdo da equacgao (3.9) na equacgao (3.10a) e a resultante na (3.6),

ou simplesmente a equacao (3.14) na (3.6).

b.
uj,kk+muk,kj+é=0 (3.15)
Ou ainda:
Gujpy +(A+G)uyy +b,=0 (3.16)

3.7. Condigcoes de contorno

Para se resolver um problema elastico € necessario que se conhegcam as

condigdes de contorno do corpo tridimensional.

" NAVIER, L. M. H. (1864). Resumé des legons données a I'’école des ponts et chaussés sur
I'application de la mechanique a l'établissement des constructions et des machines, Paris,
3th. Ed.
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Considere o contorno I de um corpo sélido, composto por I'y e I';, onde T" =
I'y + I',, de acordo com a figura 3.3.
Definem-se entdo os valores prescritos de contorno que serdo utilizados na

analise do problema (deslocamentos e forgas de superficie):

u,(Q) =u; (Q), QeT; (condigcdes de contorno essenciais) (3.17)

p,;(S) =Ei(S), SeT, (condicdes de contorno naturais) (3.18)

Onde o trago sobre os valores indica valores prescritos. Lembrando que as
condi¢des de contorno ndo necessariamente sao aplicadas em partes separadas do

contorno.

Figura 3.3 - Valores prescritos de contorno

3.8. Delta de Dirac

O conceito da distribuicdo Delta de Dirac é muito importante para a
formulacao do método dos elementos de contorno. A distribuicdo Delta de Dirac é
uma funcao geral, a qual pode ser definida como o limite de uma fungédo normal, a
qual é zero para todos os pontos do dominio, exceto para o ponto em que o
argumento da fungao é zero, neste ponto o limite tende para um valor infinito. Como

definido na equacao (3.19a-b)

o =0 :
{ (5,q)=0, se g #s; (3.19a-b)

0(s,g)=oc0, se g=s;
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Além disso, a distribuicdo Delta de Dirac possui uma propriedade muito

utilizada na engenharia:

[6(s.q)-1-d@=1 (3.20)
Q

E para uma fungao continua qualquer, tem-se:

If(q)ﬁ(s, q)-dQ=f(s) (3.21)
Q

Maiores informagdes a respeito da fungcéo delta de Dirac podem ser obtidas
em Brebbia et al. (1984).



CAPITULO 4

SOLUGAO FUNDAMENTAL

4.1. Introducao

Para desenvolver uma formulagdo do método dos elementos de contorno é
necessario um conhecimento prévio da chamada solugdo fundamental, que é
escolhida de acordo com o problema a ser solucionado.

A solugao fundamental que sera utilizada neste trabalho foi desenvolvida por
William ThompsonIII (Lorde Kelvin), e é conhecida por solugdo fundamental de
Kelvin.

A solucdo fundamental de Kelvin é definida como a resposta de um corpo

elastico e de dominio infinito, submetido a agdo de uma forga estatica e unitaria.

4.2. Solugao fundamental de Kelvin

A solucao fundamental de Kelvin, por ser a mais abrangente e mais simples
de ser implementada, tornou-se a mais utilizada e difundida pela area técnica. Esta

solugao foi desenvolvida por Kelvin, de acordo com Love (1944), e é determinada

" LOVE, A. E. H. (1944). A treatise on the mathematical theory of elasticity. 4". Ed. New

York, Dover Publications.
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considerando-se um dominio Q, como um solido elastico, isotropico, homogéneo e
infinito, como mostrado na figura 4.1.

As expressdes encontradas para a solugdo do problema fundamental de
Kelvin em termos de deslocamentos e forgcas de superficie, para o estado

tridimensional, s&o as seguintes:

1

—|(3-4v)-5. +7,.r, . 41
16TcG(1—v)r[( V) Oy AT (41)

U (s,q) =

Onde o primeiro indice refere-se a direcdo da carga unitaria aplicada e o

segundo a direcao do efeito provocado, como mostrado na figura 4.2.
Pela definicdo apresentada na equacéo (3.9), tem-se que:

. [(1—2v)-(r,j-6ik +7, 8 ) = Fa Sy 3oy oy (4.2)

T 6rG (- v)r

Aplicando-se a lei de Hooke, tem-se:

-1

81-5(1_—V)}/2[(1_2V)'(r’j'6ik +r>i'8jk —I’,k'sy)+3-r,[~r,j.r,k] (43)

6, (s.q) =

Enfim, aplicando-se a formula de Cauchy (equagéao 4.8):

-1

P (s,q)=———
i (5:4) 8n(1—v)r?

{[(1—2\/)6,.]. +3~r,i-r,j]g—;—(1—2v)~(r,i-nj —r,j-n,} (4.4)



Onde:

/
119 ! r
= ”‘ X
-
I e ‘
ro- r:
77777 . i77777}
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| - |
X2 e ~
= - —
L

X

Figura 4.1 - Problema fundamental de Kelvin

Q’: dominio que se estende ao infinito

[': contorno que também se estende ao infinito

X;: corresponde aos eixos cartesianos

r: distancia entre os pontos s € q

r; componentes cartesianas de r

s: ponto fonte com as forgas unitarias nas trés diregdes

g: ponto onde serao avaliadas as respostas as forgas unitarias

u*i,-: deslocamentos fundamentais

p*i,-: forgcas de superficie fundamentais

17
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Figura 4.2 - Componentes dos tensores de deslocamentos e forgas de superficie

4.3. Solugao hiper-singular

Uma solugdo hiper-singular € um ponderador com ordem de singularidade
maior do que a solugado fundamental.

A solucdo hiper-singular utilizada neste trabalho é derivada da solugéo
fundamental de Kelvin. E obtida derivando-se a solugdo fundamental de Kelvin
segundo uma diregéo qualquer.

As expressdes obtidas para as derivadas de deslocamentos e forgas de

superficie sdo as seguintes:

1

duy(s.q) . -
167G(1-v)r?

=u;,, (s,q9)= —(3-4v)-r, -0, +r,; 0, +r, 0, =3-r,;r, T,
axk(s) ij k( Q) [ ( ) k Yij Jjk j Yik J k]

(45)
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aPI*(Saq) * -1 al"
W=Pfj,k (S’q):&r(lT)ﬁ{ 3'5'[(1—2‘/)'?,;( Oy =1, 05 =150y +5'V,i'r,j'r,k]

=3-rr, g +(L=2V) - (S3-rron, +30r,00,0m,
—m~@k+m~@k—m~@j}
(4.6)

A partir das expressdes (4.5) e (4.6) pode-se facilmente determinar as

derivadas destas na diregdo normal aos elementos de contorno, como mostrado a
seguir:

du; duy

T2y, (4.7)
on  dx

oP, OP;

i T, (4.8)
on  dx

Coml=1,2e3.



CAPITULO 5

EQUAGAO INTEGRAL DE CONTORNO

5.1. Introducao

Para se desenvolver uma formulagcao para o método dos elementos de
contorno é necessario que se tenha conhecimento das equagdes integrais de
contorno, as quais relacionam deslocamentos de um ponto qualquer do dominio
com deslocamentos e esforgos no contorno de um corpo tridimensional através de
integrais envolvendo as solugdes fundamentais. Tais equagbes podem ser obtidas
através da técnica dos residuos ponderados, utilizando a solugao fundamental
como funcdo ponderadora, ou através do teorema da reciprocidade de BettiEI. Neste
trabalho utilizar-se-a a técnica dos residuos ponderados, pois através desta o
método dos elementos de contorno consegue ser associado a outros métodos
numéricos, como, por exemplo, o método das diferencgas finitas e o método dos

elementos finitos.

'BETTI, E. (1872). Teoria dell elasticita. // Nuovo Cimento. (Ser. 3), v6-10.
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5.2. Equacao integral para pontos do dominio

Seja considerado um espago infinito e que contenha um sdlido tridimensional
de dominio Q e contorno T" dividido em I'y (deslocamentos prescritos) e I'; (forgas

de superficie prescritas).

u, =u; em I, (condicbes de contorno essenciais) (5.1)

pi:;i em I, (condigbes de contorno naturais) (5.2)

Onde o trago em cima dos valores u; e p; indica valores prescritos de
deslocamentos e forgas de superficie respectivamente.

Através da técnica dos residuos ponderados e utilizando-se uma solucao
fundamental qualquer como fungdo ponderadora para aproximar numericamente a
equacao de equilibrio da estatica (equagéao 3.6), obtém-se:

(0, +b;)u; =0 (5.3)

ij,i

Efetuando-se uma integral em todo o dominio do corpo estudado, a igualdade

(5.3) nao se altera, portanto:

[0y u}-dQ+ [b,-u}-a@=0 (54)
Q Q

A primeira integral da expressédo (5.4) pode ser transformada para uma

integral no contorno através de uma integragao por partes:

J-O-ij,,-'uj'dgzJ‘O'g'n,-'uj'dr—J‘O'y'uj-,,--dQ (5.5)
Q r Q

Aplicando-se a féormula de Cauchy (3.8) na integral sobre o contorno T

J-O'y,i~u;~d§2= ij-uj-dr— J-O-ij'u;’['dg (5.6)
Q r Q

Levando-se em consideracdo a simetria do tensor de tensdes e a defini¢ao

apresentada em (3.9):
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=0.-£.=0. -E. (5.7)

Sendo:

81, : campo de deformacgéao do problema fundamental

Substituindo a relagéo obtida em (5.7) na integral sobre o dominio no lado

direito da igualdade (5.6) e o resultado em (5.4), tem-se:

[p;u;-dr=[o, &) -dQ+ [b,-u}-d2=0 (5.8)
r Q Q

Para se chegar a equagéao integral final, ainda € necessario se trabalhar a
integral sobre o dominio, que contém o tensor de tensdes, da expressao (5.8). Pela

Lei de Hooke, tem-se:

)

A pendltima passagem na expressao (5.9) é devido a simetria do tensor

constitutivo elastico. E de forma analoga, mas inversa, a propriedade (5.7), tem-se:
£; 0y =1, 0; (5.10)

Portanto a integral sobre o dominio na expresséao (5.8), fica:

Ia,]»e;-dsz: juj,,a; dQ (5.11)
Q

Q

Agora é preciso transformar esta integral para uma integral sobre o contorno

através de uma integragéo por partes:

Iuj,[-a; dQ = ju_, n, o, -dr—ju_, o dD (5.12)

joi
Q r Q

Aplicando-se a férmula de Cauchy na integral sobre o contorno da expresséao
(5.12), e levando-se esse resultado a expressao (5.8), de acordo com a igualdade
(5.11), obtém-se:

jp_,~u_j-dr— ju_,~p_j dr+ (u, -0, -dQ+ jbj~u_’j~dgz=o (5.13)
r Q Q

T
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Lembrando ainda que, sendo o campo de deslocamento fundamental, elastico

e estatico, respeitando assim a equacao diferencial, tem-se:
+b: =0 (5.14)
E, portanto a expressao (5.13) fica escrita em sua forma final:

[p;-uj-dr+ [b,-u;-dQ= [u,-p}dr+ [b]-u;-dQ (5.15)
T Q r Q
Para transformar a expressao (5.15) numa forma integral sobre a qual se
possa realizar uma analise numérica, € preciso uma breve explicagdo do problema
fundamental, como ¢é descrito pela equagdo (5.14). Mas para um melhor
entendimento torna-se necessario dividir o sistema de equagdes (5.14) nas trés

equacodes que representam o problema:

o, +h =0
Gy +by =0 (5.16)
O, +by =0

O problema fundamental é constituido por 3 casos de carregamento. No

primeiro aplica-se apenas uma for¢a concentrada e unitaria na dire¢do 1, portanto:

GMJ+5%&q):O
012, 0=0 (5.17)

03, t0=0

Onde:
0*(s,q): distribuigéo Delta de Dirac.

Na equagao (5.17), o indice adicional “1” representa o primeiro problema
fundamental e, portanto, a dire¢gdo do carregamento concentrado.
No segundo problema fundamental, a forga concentrada e unitaria atua na

direcdo 2, o que resulta:

05, +0=0
G +6 (5.9)=0 (5.18)
0,3, +0=0



24

E de forma analoga, tem-se para o terceiro problema fundamental:

O3, t+ 0=0
03, +0=0 (5.19)
O3+ 5*(S,q) =0

E de maneira geral, tem-se:

Cpjrithy =0 (5.20)
Onde:

by =6, -6(s.q) (5.21)

Sendo & o delta de Kronecker. O conjunto de solugdes dos problemas “k”
denomina-se solugao fundamental do problema elastostatico (u,tj ).

Substituindo-se os estados u,tj e de seu carregamento correspondente b,; na

w:n

expressao (5.15) e trocando-se devidamente o indice “k” por “”, tem-se a equagao

integral de contorno para deslocamento.
u,(s) = [p,(Q)-u}(5,0)-dT = [,(0)- p;(5,0)-dT + [b,(q)-u;(s,q)-dQ (5.22)
r T Q

i

de deslocamentos para pontos internos através de deslocamentos e forcas de

Esta equacado € chamada de ldentidade Somigliana™ que determina valores
superficie do contorno, u; e p; respectivamente.

Com a representacao integral para deslocamentos em pontos internos, poder-
se-a determinar a representacao integral para tensées nos pontos internos. Basta
para isso aplicar a relacdo cinematica (3.9) sobre a equacéo (5.22), lembrando que
a diferenciacédo sera feita com relagcdo a posicao do ponto fonte s, e apds isso,

utilizar a lei de Hooke (3.10). Obtendo-se assim a seguinte expressao:

0,(9)= [Diy(5:0)- p(Q)-dT = [S},(5,0)-u,(Q)-dT + [Dj, (5,9)-b(q)-d2  (5.23)
r r Q

' SOMIGLIANA, C. (1886). Sopra I'equilibrio di um corpo elastico isétropo. Il Nuovo Cimento.
(Ser. 3), v. 17-20.



25

Onde:
D*kij e S*kij sao tensores derivados dos tensores de deslocamentos e forgas de
superficie do problema fundamental, e suas componentes para a solugdo

fundamental de Kelvin sao:

* 1

Dy, (5,0) :871'(1——1/)7‘2{(1_2‘/).[5” ~r,j+5kj -r,,.—5y. -r,k]+3~r,i-r,j-r,k (5.24)
. G or

Sk?/(s’Q): 47[(1_‘/)}”3 {35[(1_2V)5y 'r,k+v(5ki 'r’_/+5kj .r’i)_s'r’['r’j'r’k]

+3Ve(nr, o rytn, v ry )+ (=2v)-@ny oryery,
+n,0, +n,6,)—(1-4)no; }

(5.25)

5.3. Equacgao integral para pontos do contorno

A ldentidade Somigliana € valida apenas para pontos internos; como para
determinar os valores de deslocamentos de pontos do dominio € necessario que se
conhegam os valores de deslocamentos e forgas de superficie de todos os pontos
do contorno, entdo é preciso determinar os valores incégnitos de deslocamentos e
forcas de superficie de todos os pontos do contorno. Para isso € necessario
escrever a equacao integral de contorno para pontos do contorno, utilizando-se um
artificio que consiste em transformar, inicialmente, o ponto de contorno em um
ponto de dominio, sobre o qual pode-se aplicar a Identidade Somigliana. Esta
técnica consiste em acrescentar o contorno de uma superficie esférica de dominio
Q., com centro no ponto fonte de contorno e de raio &, conforme mostrado na figura
5.1. Dessa forma, o ponto do contorno transforma-se, transitoriamente, em um
ponto do dominio, estabelecendo-se para ele a Identidade Somigliana com o
dominio e contorno acrescidos da parte esférica. Feito isso, determina-se o limite
das parcelas acrescidas anteriormente para €¢—0, resultando assim a Identidade

Somigliana para pontos do contorno.
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Contorno I'¢

>0

=1

o

ponto S do contorno
(b)

Figura 5.1 - (a) Contorno expandido no ponto S; (b) Corte AA’

Com o acréscimo do contorno, a ldentidade Somigliana fica da seguinte

forma:

u ()= [p,(Q)-u)(S,0)-dT = [u;(0)-p;(S,0)-dU+ [b,(q)-u;(S.q)-d2 (5:26)

[-T+T, [-T+T, Q+Q,

Onde:

I'.: contorno da superficie esférica acrescida

r: parte do contorno que foi expandida

Q.: dominio da parte esférica acrescida
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Desmembrando-se as partes das integrais que contém os acréscimos de

contorno e dominio, T'; e Q,, respectivamente, tem-se:

r-r

u ()= [p,(0)-u;($,0)-dT+ [p,(0)-u;(S,0)-dT = [u,(0): p}(S.,0)-dT
r T, r-r

(5.27)
~ [1,(0)- P} (5.0)-dT+  [b,(q)-u; (S,q)-d2
rE

Q+Q,
Para que o ponto S pertenca ao contorno I novamente é necessario fazer o

limite de e—0, assim Q., I e T tender&o a zero também.

E preciso agora analisar as seguintes integrais quando se faz o limite e—0:

u () =lim,_, [p,(Q)-u;(S,0)-dU +1im_, [p;(0)-u;(S,0)-dl

r-r

~tim,_, [u,(0) p}(S,0)-dT ~lim,_y [u,(0): p}(5,0)-dT (5.28)
T,

r-r

€

+lim,y  [b;(q)-u;(S.9)-dQ2
Q+Q,

A solugédo fundamental de Kelvin em termos de deslocamentos possui
singularidade 1/r, como o contorno acrescentado é esférico, gerara um termo r* (a
area de uma esfera é 4nr?), portanto as integrais que contém deslocamentos
fundamentais como nucleo podem ser avaliadas diretamente.

Analisando a primeira integral do lado direito da igualdade (5.28), tem-se:

lim,, [p,(0)-u(S.0)-dT = [p,(0)-;(5,0)-dT (5.29)
r r

r-r

A segunda integral do lado direito da igualdade (5.28):

lim, Ip_,-(Q)-uT}(S,Q)-dF=0 (5.30)

FE

O mesmo caso acontece para a quinta integral do lado direito da igualdade
(5.28), pois quando ¢—0, Q. também tende a zero e como a integral ndo possui

singularidade, pode ser avaliada diretamente:

lim,_, [b,(q)-u;(S,9)-dQ= [b,(q)-u}(S.q)-dQ (5:31)
Q

Q+Q,
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A solucdo fundamental de Kelvin em termos de forgas de superficie possui
singularidade 1/r?, e como o contorno gerard um termo r?, as integrais contendo
forgas de superficie fundamentais ndo podem ser avaliadas diretamente, ou seja,
terdo que ser avaliadas em termos de valor principal de Cauchy.

Analisando a terceira integral, tem-se que:

r

lim, o [u,(0)- p}(S.0)-dl =fu,(0)- p} (S.0)-dT (5.32)
r-r

Onde /J- indica que a integral esta sendo avaliada em termos de valor

principal de Cauchy.

Finalmente analisando a quarta integral:

lim, ., [u,(0)- P} (S.0)-dT =lim,_; [u,(Q)=u,(S)]- p}(S,0)-dT
T, L,

: * (5.33)
+u,(8)-limy [p](S,0)-dT
T,

3

O primeiro termo do lado direito da igualdade (5.33) € nulo, pois 0 campo de

deslocamentos obedece a condi¢ao de Hoélder:
[U(Q) — yi(S)] < A.r(S,Q)* (5.34)

Onde:
ui(Q) e uj(S): séo os deslocamentos nos pontos Q e S, respectivamente
r(S,Q): distancia entre os pontos S e Q

A e o: constantes positivas, sendo 0<o<1

O segundo termo do lado direito da igualdade (5.33) ira gerar um termo livre,
e caso o contorno seja suave, ou seja, 0 contorno possua uma unica tangente no

ponto S, tem-se o0 seguinte valor:

. x 1
u;(S)-lim,_y [p)(S.0)-d0=~—-8;u;(S) (5.35)
T,

3

O valor da integral (5.35) pode ser verificado com detalhes em Brebbia &
Dominguez (1992).
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Dessa forma a equacgao integral para pontos no contorno tem o seguinte

aspecto:

¢y (8)-14;(S)+ [u,(0)- pi(S,0)-dT(Q) = [p;(0)-u; (S,0)- dT(Q)
: P (5.36)
+ [b,(@)-u3(S,9)-dAg)
Q

Onde:
1 ..
c; (S) =55,,- i,j=123 (5.37)
Para pontos externos ao dominio pode-se obter uma expressao semelhante a

(5.36), mas com o coeficiente c; igual a zero. Assim a expressao (5.36) torna-se

uma expressao geral cujo coeficiente c¢; possui os seguintes valores:

c;(8)=9, p/ pontos internos
cii(S):%~8,]. p/ pontos do contorno suave (5.38)
c;($)=0 p/ pontos externos

O Método dos Elementos de Contorno tem origem com a avaliagdo numérica
da expressao (5.36). Esta formulagdo € denominada de formulagéo direta, pois a
equacgao (5.36) expressa deslocamentos e forgas de superficie de pontos do

contorno do sdlido, e tais variaveis possuem significado fisico imediato.

5.4. Equacao integral para a solugao hiper-singular

A equacgao (5.36) é valida no caso da solugao fundamental de Kelvin; para
utilizar a solugéo hiper-singular € necessario deriva-la em relagdo a uma direcao

qualquer (genericamente chamada de k).

a[cij(s)'uj(s)] d *
. -pi (s, -dIl’ =
0x, (s) " 0x;.(s) FI 4 (Q) P (5,0)- Q) (5.39)

[p,(0)- 1} (5.0)- dT(©@)+ —2— [, () s.9) - dCg)
K axk(s)Q

d
axk (S )
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Neste trabalho sera utilizado ponto fonte externo, desta forma o significado
fisico das variaveis do problema é facilmente preservado, alterando-se assim
apenas as fungdes ponderadoras presentes nas integrais de contorno.

Deve-se notar que, para cada ponto fonte exterior pode-se escolher a
equacgao (5.40) ou a equacao (5.36), tornando bastante flexivel a composi¢cédo da
técnica a ser apresentada.

j (Q) === pi(5,0)-dT(Q) = jp,(Q) —%—u; (5,0)-dT(0)

k( ) (5.40)
u; (s,9) - dQ(q)

k()

+10,(9)-
{!. 2 axk(s)

Ou seja, basta substituir a solugdo fundamental pela solugéo hiper-singular

quando o ponto fonte nao for ponto interno ou do contorno.



CAPITULO 6

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

6.1. Introducao

As equacgdes integrais de contorno servem de base ao Método dos Elementos
de Contorno, mas para utiliza-las no método torna-se necessaria a discretizagao do
contorno em elementos com varias formas possiveis, transformando-as em
equacgoes algébricas, a fim de que possam ser resolvidas numericamente.

Normalmente os elementos utilizados para a discretizacdo de um sdlido
tridimensional possuem a forma triangular ou quadrangular, podendo ser planos ou
curvos. Estes elementos ainda podem possuir fungdes interpoladoras, definidas por

polindbmios constantes, lineares, quadraticos ou de ordem superior.

6.2. Equacionamento algébrico

Para se escrever o equacionamento algébrico do método é necessario
inicialmente determinar as coordenadas cartesianas de um ponto P qualquer de um
elemento em funcéo das coordenadas dos nés que o definem. Essas coordenadas

podem ser expressas em termos de notagédo indicial, como segue:

x,=®, - X} (6.1)
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Onde:
X;: coordenadas cartesianas do ponto P

@,: fungdes interpoladoras

X! coordenadas cartesianas dos nés do elemento

Que em forma matricial pode ser expressa da seguinte forma:
T n
x=® - X (6.2)

De maneira analoga sdo determinadas expressdes para deslocamentos e
forgcas de superficie:

n

-

[~
XS

(6.3)

p:q)T‘?n (64)

Da mesma forma, as forgas volumétricas sdo dadas pela seguinte expresséo:
b=o"-B" (6.5)

Onde:

® e P, :fungbes interpoladoras do elemento e da célula, respectivamente.

U" e P": valores de deslocamentos e forcas de superficie nodais do

elemento, respectivamente.

B": valores de forgas volumétricas nodais da célula.

Aplicando-se as aproximacdes apresentadas sobre a ldentidade Somigliana
(equacao 5.24) para um ponto S qualquer e uma discretizacao do contorno em L
elementos e uma discretizagdo do dominio em M células, a seguinte equacao
algébrica é determinada:
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5(5)-@(S)+Z{ [p'(5.0)-@" (0)-ar(0) ]I{N(Q)=
i=1 1"‘_~

L

Z{ [u'(5.0)-0" (0)-dr(0) ]{’N(Q)
i=l T,

+§{

=1

( 6.6a)

~.

u'(S.9)- @ (q) dQAq) } -B"(q)

/'

Onde o indice N nos vetores U, P e B indica que se trata dos vetores com os
valores de todos os elementos ou células, e ndo somente do elemento i ou da
célula j.

Deve-se observar que uma equagao semelhante a (6.6a) pode ser escrita
para a equacao (5.40).

< J
S, <I> dr =
Z[ In®” (5,0)-@7(Q)-dr(Q) } ")

2 Iaxa(s)gt*(s,Q)@T(Q)-dF(Q)]Ij”@ (6.6b)

T,
< 0
+Z{ j 5" (5.9)- @7 (9) - dxAg) ]{Wq)

Ou ainda, tomando-se a derivada na dire¢cdo normal aos elementos de
contorno, esta fica:

{ B aS)p (5,0)1, -9 (0)- dF(Q)} Y Q)=
i=1 ~

i=l

L
Z{ ja &" (5.0) ;- @7 (Q)- dT(Q) ]Ij”(Q) (6.6c)
X

+

~c
Jj=

I;

{ j u'(S.q) M} @' (q) dQAq) ]BN@
£ (S)~ ~

Tomando-se o numero de pontos fonte igual ao nimero de nés do contorno

escolhendo-se convencionalmente, para cada ponto fonte, a equagéo (6.6a) ou
(6.6¢) pode-se escrever matricialmente:

C-U+H-U=G-P+D-B (6.7)
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Onde:
H, G e D:matrizes determinadas através das integrais numeéricas sobre 0s
elementos e células, e C é a matriz dos termos livres dados em (5.38) para as

linhas referentes a equacgao (6.6a).

A

Adicionando-se a matriz C a matriz H , obtém-se:
H-U=G-P+D-B (6.8)

Este é o sistema algébrico de equacgdes para a solugdo do problema elastico
bi ou tridimensional, utilizando-se solu¢des fundamentais de Kelvin (singulares) e
suas derivadas (hiper-singulares).

Conhecendo-se os valores prescritos dos deslocamentos e forgcas de
superficie de alguns pontos do contorno e os valores das forcas volumétricas, deve-
se trocar as colunas das matrizes H e G e os respectivos valores de deslocamentos
e forcas de superficie de modo que todas as incognitas do problema fiquem do lado
esquerdo da igualdade, tendo-se com isso um sistema algébrico que pode ser

resolvido com qualquer procedimento para resolugéo de sistema linear:

AX=F (69)

Onde:

A : matriz cujas colunas correspondem a valores incognitos; é valido lembrar

que esta matriz € sempre cheia e ndo-simétrica.

X : vetor que contém as incognitas, que sao deslocamentos e forgas de
superficie.
F: vetor obtido através da multiplicagdo da matriz G, com os valores ja

trocados, e o vetor P, que possui apenas valores conhecidos de deslocamentos e

forgas de superficie. Este ainda pode ser acrescido da contribuicdo das forgas de

volume D-B.
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6.3. Propriedades geométricas dos elementos

A discretizacao da superficie dos sélidos tridimensionais sera feita através de

elementos triangulares planos, como pode ser visto na figura 6.1.

Figura 6.1 - Sistema de coordenadas locais e globais

Considerando-se os sistemas locais e globais definidos na figura 6.1, a matriz
que relaciona a diferenciacdo de uma fung¢ao qualquer em coordenadas globais e

tal diferenciagdo em coordenadas locais € dada pela seguinte expressao:

S R T Y il
R N N
oF ox, 0x, Ox, or or
- DA P (6.10)
o5, 9, 9, &, ox, -~ |ox,
o |2 g g iar | o7
9, | Lon dan In] g, o,

Onde:

J : Matriz Jacobiana de transformacdo entre o sistema de coordenadas

globais e o sistema de coordenadas locais.

O diferencial do volume dQ é dado por:

OF O oF

— X —
95, 95, an

'dE.q'diz'dﬂ=‘{"d§1'd§2'dn (6.11)
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E o diferencial da area dI'" é dado por:

oF _ or
X —

o8, 0E,

-dg, - dg, =‘q"d§1 -dS, (6.12)

Para o elemento triangular plano com aproximacgdo linear da geometria o
jacobiano de transformagéo é constante e numericamente igual ao dobro da area

do elemento:
‘G‘zZ-A (6.13)

As coordenadas locais quando tratadas de forma adimensional, ou seja,
assumindo valores de 0 a 1, sdo chamadas de coordenadas homogéneas (ver
figura 6.2).

§2
2
(0,1,0)
- ou
§3_1 ) §1' §2
3001 100 "5

Figura 6.2 - Coordenadas homogéneas

As coordenadas homogéneas servem para definir as coordenadas dos
pontos, pois sendo:

?:f@p&za&@) (6.14)

De acordo com (6.2), tem-se para as fung¢des de interpolagcao constante e
linear e quadratica:

x, =@’ X/ (6.15)

Onde:
j=1, 2 e 3 para as fungdes de interpolacao constante e lineare j=1, 2, 3,4,5¢

6 para a fungao de interpolagédo quadratica.
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X/ : s@0 as coordenadas dos nos do elemento a ser integrado, sendo o indice

i referente a direcdo da coordenada e o indice j referente ao no.

6.4. Fungoes de interpolagao

As funcdes de interpolagdo servem para aproximar a solugdo das variaveis
envolvidas no problema. Essa aproximagado se da em forma de interpolacao dos
valores nodais. As funcdes de interpolacdo sdo formadas por polinbmios e podem
ser constantes, lineares, quadraticas, cubicas ou de ordens mais elevadas. Neste
trabalho tratar-se-a apenas com fungdes de interpolagdo constante, linear e

quadratica.

6.4.1. Funcao de interpolagcao constante

Para essa fungao de interpolagao todo o elemento possui os mesmos valores
de deslocamentos e forgas de superficie, entdo, para o elemento triangular, o Unico
valor que precisa ser avaliado € o valor do ponto centroidal do elemento. A fungéo
de aproximacao @ recebe o valor de 1, como pode ser visto na figura 6.3.

A vantagem do elemento com a fungao de interpolagao constante é que pode
ser aplicado sobre qualquer problema que envolva descontinuidade, mas possui a
desvantagem de que para se conseguir aumentar a precisdo de qualquer modelo é

necessario um grande refinamento da malha.

né do centrdide
(ponto nodal do elemento)

Figura 6.3 - Elemento triangular constante

Sendo @' a transposta de ® e dada pela seguinte matriz:
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s

-

Il
o o ~
o - o
- o o

E de acordo com as equagbes (6.3) e (6.4), os deslocamentos e forgas de

superficie dos pontos pertencentes ao elemento a ser integrado, serdo dados por:

Ui

=
—_
o
(e)

u, =0 1 0[-1U, (6.16)
u;) [0 0 1] |y!

P 0 Pll
pt=|0 1 0|-4P (6.17)
ps) [0 0 1] |p

Onde:
u; e p;: deslocamentos e forgas de superficie nas diregbes 1, 2 e 3.
U} e P':deslocamentos e forgas de superficie no centréide do elemento, o

indice i se refere as coordenadas 1, 2 e 3.

6.4.2. Funcao de interpolagao linear

A funcdo de interpolacdo linear permite uma melhor aproximacgado das
variaveis do que a fungao constante. Para o elemento triangular ela consiste em
interpolar linearmente entre os trés valores nodais do elemento.

No elemento triangular linear os ndés do elemento sdo os préprios nés dos
vértices do elemento, e as variaveis sao aproximadas com fung¢des de interpolacao
@', d? e ®°, que assumem valores unitarios no respectivo né do elemento e zero no

lado oposto ao nd, conforme mostrado na figura 6.4.
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1

R |

noé do elemento

1
D
2;
1

Figura 6.4 - Elemento triangular linear

Utilizando-se das coordenadas homogéneas (&, & e &3), ja apresentadas

anteriormente, tem-se que para um ponto qualquer do elemento:

P =i1
O =£, (6.18)
P’ =§3

Os valores de deslocamentos e forcas de superficie sao obtidos

analogamente a expresséo (6.15), onde se mostra a obtengdo das coordenadas.

6.4.3. Funcao de interpolagado quadratica

A fungéo de interpolagdo quadratica permite uma melhor aproximagao das
variaveis do que as fungdes apresentadas anteriormente.

No elemento triangular quadratico os nds do elemento s&o os préprios nés
dos vértices do elemento e os pontos médios de cada lado do tridngulo, como pode
ser visto na figura 6.5, e as variaveis sao aproximadas com fung¢des de interpolagéo
o', @2 @ @, ®° e ®° apresentadas na equagao (6.19).
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Figura 6.5 - N6s do elemento quadratico

P =&1'(2'&1_1)
P’ 2‘22'(2":2_1)
P’ 2‘23'(2'&3 -1

4 (6.19)
Q" =4 &,
@’ =4-E,-&;
@° =4-8;-§

Os valores de deslocamentos e forgcas de superficie sao obtidos
analogamente a expressao (6.15).

Para o tratamento de descontinuidade de forcas de superficie nao é
necessario aplicar os conceitos de elementos continuos e descontinuos. Quando se
desejam duas equacgdes diferentes para uma mesma posicdo geométrica basta
apenas utilizar-se dois numeros de nés para a mesma posi¢cdo geométrica. Caso
existam dois pontos fontes singulares (sobre elementos adjacentes) o termo livre c;
sera colocado em colunas diferentes da matriz H, devido a numeracgao dos nos,
garantindo a nao singularidade da matriz A, desde que os dois nos referidos nao
estejam com deslocamentos restritos, 0 que causaria a alocagdo de termos
idénticos da matriz G nas respectivas colunas da matriz A, tornando-a singular.
Neste caso adotam-se dois pontos fontes exteriores para canto ou um singular e

outro exterior a superficie plana.
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6.5. Processos de integragao

6.5.1. Integral nao singular

A integral ndo singular ocorre quando o ponto fonte nao pertence ao elemento
a ser integrado ou quando o ponto fonte ndo esta muito proximo ao elemento.

A integracao nao singular é a forma mais direta de se calcular a integral sobre
um elemento. No caso do elemento triangular plano com aproximagdes constante,
linear ou quadratica, a integracao é feita através da quadratura de Hammer et al.
(1956), podendo facilmente ser encontrada em tabelas tal como em Brebbia &
Dominguez (1992) e é estabelecida em fungado das coordenadas homogéneas.

As componentes das matrizes H e G s&o obtidas através da integracao sobre

cada elemento do contorno, conforme apresentado nas equagdes (6.6a-c), onde:

g= [u'(5.0)-®"(0)-dr(Q) (6.20)

h= [p"(5,0)-0" (0)-dr(Q) (6.21)
-

Para o caso em que as integrais (6.20) e (6.21) forem efetuadas
numericamente através da quadratura de Hammer €& preciso realizar uma

transformagéo de coordenadas globais para coordenadas homogéneas.
1(1-€,
g :|G|' If €,,8,,83) dE, |- dE, (6.22)
- o\ 0" ¢&
E s6 entao aplicar a quadratura em forma de somatorio:

g=|G- > f (E.E5.ED w, (6.23)
- =l ~ &

Onde:
n: numero de pontos de Hammer

|G- jacobiano de transformac&o
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&;,E5,E5: coordenadas homogéneas do ponto a ser considerado
w;: peso do ponto a ser considerado

7 (E1L,EL,EL) : integrando de (6.20) calculado no ponto i

-8
De forma analoga tem-se para a integral (6.21):

@=|G|~if] (€1,€5,85) - w, (6.24)
i=l ~h

Neste trabalho optou-se por subdividir o elemento a ser integrado em varios
tridangulos menores, de tal forma que os elementos mais proximos do ponto fonte
sejam mais subdivididos e os elementos mais distantes utilizem uma menor
subdivisdo ou até nem sejam subdivididos. Esta subdivisao é feita comparando-se a
distancia em que o ponto fonte esta do elemento a ser integrado com a média dos
lados deste elemento, neste trabalho optou-se por usar a distancia do né mais
proximo e ndo do centréide do elemento. O niumero de subelementos é calculado
através do fator multiplicador, que € um dado de entrada do programa

computacional, esta subdivisdo pode ser vista na figura 6.6.
SN

®
©Ye
»Y2a)
@Y%
/09696U%0. /\ M
boleloLals fwln

7 7 \

Figura 6.6 - Subdivisdo do elemento triangular plano

Esta subdivisdo € baseada na subdivisdo apresentada por Calderon (1996), o
qual utiliza no maximo 25 subelementos. No atual trabalho a subdivisédo € feita em
um numero qualquer de subelementos. Esta técnica é utilizada em diversos

trabalhos para considerar inclusive a integracao de pontos muito préximos aos
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elementos, chamados quase singulares. Porém neste trabalho foi verificada sua

baixa eficiéncia quando utilizada para esta finalidade.
A determinagdo do numero maximo de subelementos é feita da seguinte

forma:

Quando o ponto fonte S pertence inicialmente ao elemento integrado tem-se
F como fator multiplicador que coloca o ponto para fora (0.1<F<0.5), o numero

maximo de subdivisbes de cada lado é dado pela seguinte regra:

_. | [10
N—m‘{\/; ] (6.25)

N é o valor inteiro mais préoximo da raiz quadrada anterior. Esta regra foi
obtida no sentido de satisfazer a precisdo necessaria a integracao, que possui

singularidade (1/r) e, além disso, concordar com a apresentada por Calderén

(1996) para o caso em que F=0.4.

Dessa forma, o niumero de subelementos é dado por:

0<D<L N? subelementos
L<D<2L (N =3)* subelementos (6.26)
2L <D 1 subelemento

Onde:

D: distancia do ponto fonte ao né mais proximo pertencente ao elemento a ser
integrado

L: média dos lados do elemento a ser integrado

Dessa forma os somatodrios (6.23) e (6.24) assumem a seguinte expressao

para um numero NS de subelementos:

A
g= MZ|N— Zf (SRINIIR (6.27)

=1 7 &

G n
% f (él’éz’éﬂ w; (6.28)
=

z}*
$M2
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6.5.2. Integral quase singular e quase hiper-singular

Para se efetuar as integrais quando o ponto esta muito proximo ao elemento
e a utilizacdo da quadratura de Hammer torna-se muito dispendiosa com relagao ao
tempo de processamento (numero de subelementos muito grande para se obter
resultados aceitaveis) é preciso recorrer a um método alternativo para avaliar essa
integral de forma mais rapida, baseado no trabalho de Mom-Ma et al. (1996), que
efetua a integracdo em elementos unidimensionais através da quadratura de
GaussEI com subdivisao progressiva dos elementos. Esta técnica foi adaptada para
elementos triangulares planos conforme mostra a figura 6.7. Considerando-se
primeiramente o ponto fonte no contorno, utiliza-se uma transformagao das
coordenadas cartesianas para coordenadas polares e para cada angulo ©

subdivide-se o elemento radialmente, pois este se torna unidimensional no raio.

AX
2

\
x|

X|

Figura 6.7 - Esquema para integragao quase singular para o elemento linear

Com o interesse de generalizar essa integracao é efetuada outra mudancga de

coordenadas, agora para coordenadas homogéneas, conforme a figura 6.8.

! Stroud, A. H., and Secrest, D. (1966). Gaussian Quadrature Formulas. Prentice Hall, New
York.
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Figura 6.8 - Transformacao para coordenadas homogéneas

Onde:
R: raio adimensional limite superior
p: raio adimensional
0: angulo entre o raio e o eixo &;

Da figura 6.8 tiram-se as seguintes expressoes:

& =p-cos(0) (6.29)

&, =p-sen(6) (6.30)

R(O) = S S (6.31)
~ sen(6) + cos(6) '

Dessa forma a integral (6.22) torna-se:

i

2 R(8)
g=ld- [ [/ €.&.8)p-dp-do (6.32)
- 0

0o~ 8

Transformando a variagao radial para coordenadas adimensionais:

[a—

g=ldl [[52 7 €88 pm-dn-do (6.33)

- ~8

[=1

Onde 1 é a coordenada adimensional radial (figura 6.9):
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A

n=-1

Figura 6.9 - Coordenada adimensional radial

Transformando a variagdo angular para coordenadas adimensionais:

g=[c] H@E{g(&péz,@)-pm)-dwv (6.34)

-1-1

Onde g é a coordenada adimensional angular (figura 6.10):

=1

=1
Figura 6.10 - Coordenada adimensional angular

Aplicando-se a quadratura de Gauss, a integral (6.34) assume a seguinte
forma de somatério:

<§’=IGIE‘;ZTJIMGT(Y)]Z{AZ(@@,@)-p(n)-wia-w,» (6.35)
Onde:

|G|: Jacobiano de transformagéo, no caso do elemento triangular plano vale
numericamente o dobro da area do elemento.

Igy: numero de pontos de Gauss para a variagao do angulo

igr: nimero de pontos de Gauss para a variagao do raio

R[6(y)]: extensdo maxima do raio para a posigao 0(y)

f :integrando da integral (6.21)

&

p(n): raio do ponto de Gauss
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Wie: peso dos pontos de Gauss para a variagao angular

Wi peso dos pontos de Gauss para a variagao radial

De forma analoga, tem-se para a integral (6.21):

igy R 0 igr

h:|G|‘£ZM‘Zf €1.6,,85) p()- Wy W, (6.36)
- 4 oo 2 ir=1 ~ h

Onde

o(y) =§. (y+1) (6.37)

1

RO = Gt + costo(] (6.38)
p(n)=@'m+l) (6.39)

Nas expressdes acima ainda nao se efetuou a subdivisdo de elemento no

raio. Para o caso de subdivisdo calcula-se de acordo com a figura 6.11.

G
0 PP P, RIO()]
\ | | | |
\ \ \
-1 n 1

Figura 6.11 - Subelemento do raio R[6(y)]

Substituindo-se r[6(y)] no lugar de R[6(y)] nas expressodes (6.35)-(6.39) efetua-

se a integracdo em um subelemento de raio r.

Para um subelemento qualquer o raio adimensional p é dado por:



_d-m
2

(1+m)
2

pLO(Y)] p; P

E a extensado do subelemento é dada por:
rél=p, —p;

E ainda:

k
pf=pi+(%J -mD

Onde, conforme Mom-Ma et al. (1996), tem-se:

Com:

k: ordem de quase singularidade ou quase hiper-singularidade

(6.40)

(6.41)

(6.42)
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m: parametro de progressao geométrica (relagdo entre o tamanho do
subelemento atual e o tamanho do subelemento anterior)

n: numero do subelemento

d: distancia do ponto fonte ao né mais préximo pertencente ao elemento

L: média dos lados do elemento triangular

pi assume o valor de zero para o primeiro subelemento

Assim as coordenadas homogéneas podem ser calculadas da seguinte forma:

&, =p-cos(6)
&, =p-sin(6)
ék zl_gi_éj

i=1,2,3;j=2,3,1ek=3, 1, 2.

Onde os indices i, e k se referem aos n6s mostrados na figura 6.12.

(6.43)
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Figura 6.12 - Coordenadas homogéneas generalizadas

Finalmente, somando-se o resultado das integragbes sobre cada
subelemento de raio r e efetuando-se o somatério de Gauss em 6 resulta o valor
total da integral procurada.

Pode-se utilizar esta integracdo para a técnica do ponto fora, para isso
verifica-se qual o nd, pertencente ao elemento a ser integrado, mais proximo do
ponto fonte, este sera o no k, e procede-se a integragcdo normalmente.

Vale lembrar ainda que esta integracao € auto-adaptativa, ou seja, o tamanho
dos elementos e a quantidade de pontos de Gauss variam de acordo com a
distancia do subelemento ao no k.

Com a implementagdo desta técnica péde-se ampliar o intervalo do fator
multiplicador do ponto fora, que era 0.1<F<0.5 e passou a ser 0.01<F<0.5, apesar
de o autor recomendar que seja utilizado 0.01<F<0.2. Deve-se mencionar que 0
limite superior ndo esta relacionado a problemas de integracdo e sim ao
condicionamento do sistema que piora muito para F>0.5.

A técnica demonstrada foi desenvolvida para o elemento linear, para utiliza-la
no elemento constante basta dividir o tridngulo em trés partes, como mostra a figura

6.13 e proceder de maneira analoga.
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\
X

X

Figura 6.13 - Divisdo do elemento constante para a integral quase singular

Para utilizar esta técnica no elemento quadratico, também se utiliza uma
divisdo do triangulo, s6 que em dois; como é apresentado na figura 6.14.

AX
2

\/
X

X

Figura 6.14 - Divisdao do elemento quadratico para a integral quase singular

6.5.3. Integral singular

Quando o ponto fonte pertence ao elemento a ser integrado e este ponto esta

contido no contorno diz-se que essa integral € uma integral singular, pois a solugao
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fundamental possui termos (1/r e 1/r’) que ndo podem ser integrados diretamente
pelas técnicas descritas anteriormente. Para se efetuar tal integral é preciso
recorrer a mudancga das coordenadas cartesianas para coordenadas polares.

A seguir é apresentada a integral singular para o elemento constante, como
pode ser visto na figura 6.15, através de integracao analitica e semi-analitica; ja
para os elementos linear e quadratico, optou-se por realizar esta integral apenas de

forma semi-analitica.

Figura 6.15 - Integral singular sobre o elemento constante

A integral sobre este elemento pode ser resolvida de trés formas:

¢ Analiticamente em r e numericamente com a quadratura de Gauss em 6;

¢ Analiticamente em r e com uma transformacao da parte angular para linear
no contorno de cada lado do elemento e efetuando-se essa parte
numericamente com a quadratura de Gauss;

e Analiticamente emre 0.

As duas primeiras formas denominam-se integrais semi-analiticas, pois parte
da integral é resolvida analiticamente e a outra parte numericamente através da
quadratura de Gauss. Neste trabalho a integral semi-analitica segue o segundo
procedimento. Utilizando-se as integrais (6.20) e (6.21) e efetuando a mudanga de
coordenadas cartesianas para polares, tem-se que:

g=[[u'(5.0)- 0" (©)-dr-do (6.44)
- GI*N h
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h:”p*(S,Q)-cDT(Q)-r.dr.de (6.45)
0r " -
Substituindo-se a solugdo fundamental na integral (6.44) e integrando-se
primeiramente em r, depois mudando a variavel em 6 (teta) para a variavel sobre o

lado do elemento como pode ser visto na figura 6.16 e mostrado na equagao (6.46),
obtém-se a integral (6.47).

S

Figura 6.16 - Relagdo entre dl_", redo

at- 2 e (6.46)
on
L.
i 1 T —
o 1G=4-v)-8, +rr | 2L.ar 6.47
&i 6[16.7-5.G-(1—v) [( V)8, r’r’] on ( )

Aplicando-se a quadratura de Gauss linearmente em cada lado do elemento,
obtém-se o0 seguinte somatorio:

igt 1

L or
L 1B=4-v)-8, +rr ] 2w, 6.48
gU 2 zl6nG.(1_v) [( V) U+rlrf a Wg ( )

ig=l n

Onde:

L;: lado sobre o qual esta integrando
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igt: numero de pontos de Gauss em cada lado
Wg: peso do ponto de Gauss

or . . . -
a—_: derivada parcial do raio em relagdo a normal ao lado.
n

Analogamente, o valor principal de Cauchy, pois a integral (6.21) é singular
em r, é dado pelo seguinte somatdrio para a integral (6.21):
Lo a-2v

r,n,—r, M) ———=-w, 6.49
8-m-(1-V) =M ron ¢ { )

)

ig=l

Para se efetuar a integral analiticamente, segue-se exatamente os mesmos
passos iniciais da anterior, s6 que ao invés de transformar a integral para os lados
do elemento efetua-se a integral em 6 analiticamente. Para isso é preciso definir

explicitamente o raio em fungéo do angulo 6, como mostra a figura 6.17.

X.=N

Figura 6.17 - Definicdo do raio em fun¢ao do éngulo 6

As coordenadas homogéneas de qualquer ponto do tridngulo, como pode ser

verificado em Coda (1990), sdo dadas pela seguinte expressao:
ékQ=§‘,§+ﬁ-(bk~cose+ak-sen6) (6.50)

Onde:



Com:

dado

a =X1- X
b =X5 - X>

1

A=—-(b'a* -b*a'
5 ( )

m=1, 2, 3;1=2, 3, 1 e k=3, 1, 2.
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(6.51)

Sendo assim, a distancia do ponto S a um ponto Q pertencente ao lado ml é

por:

_2.A.§i
k. cosO+a* -send

le(SﬁQ): b

E as diferenciais do raio em relagdo as coordenadas globais sao:

o 0X1 O 93X o 09X X 90X
Py =—=" + = + = =co0s0- +senB-
0X1 90X, 09X, 9X, 9X; X, oxX, oxX,
o IXi O 9X2 IO 9X3 X 90X 2
Vo ="=—" +—" +—" =co0s0- +sen0-
X, X, 9X, X, 9Xs oX, X, 0xX,
o 9X1 o 9X2 o 9X: X X2
Fpy=—=—=" — + = =cos0- +sen0-
0X1 0X; 0X. dX; 0X; 09X, 0X, 0X,
Generalizando:
r,izcose-%+sen9-aX2
X, oX.

1

(6.52)

(6.53)

(6.54)

Substituindo-se a solugéo fundamental de Kelvin na integral (6.44), tem-se:

9

gij:_[

6;

R
[ ! |G=4-v)-8, +r,r,, ) r-dr-do
316 1-G-(1-v) -7 ! -

Integrando-se em r, obtém-se:

9

S S SR A R
g = jl6‘n‘G‘(1_V) (3-4-v)-8, +7,r,, ] R-do

6,

(6.55)

(6.56)
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Substituindo-se o raio em fungdo do angulo 6 e as diferenciais do raio
apresentadas na equacdo (6.53), obtém-se a seguinte integral em termos de

componentes para um lado genérico ml:

_2.4.88 ! 1
g, = Ll (3-4-v)8; [ _ -do +
T16-m-G-(1-vV) g b -cosB+a” -senb
¥ v Y 2
aXl.aXl.j'k cos Gk 4o+
dX; dX; Jb"-cos@+a" -sen®
. (6.57)
0X1 90X> 9Xi 0X2| | sen6-cosO
. + . . I - k -do +
dX, dX;, dX; dX, | Jb"-cosB+a" -sen®
90X .8}2 _ej sen” 0 40
X, dX; e‘bk -cosO+a* -sen@
Onde:

S =%, para o elemento constante.

m=1, 2, 3;1=2, 3, 1 e k=3, 1, 2.

i, j=1, 2, 3.

Procedendo-se de forma analoga para a integral (6.45), tem-se:

6, R
h, = I j;.(l—z.v).(r,[-n—r,»ni)-r-dr-de (6.58)
y g Ogn(l_v)rz J J

Avaliando esta integral em termos de valor principal de Cauchy, como
demonstrado no anexo A, obtém-se:
0/

hy = J.M

.M, —7,.M,)-InR-do 6.59
8-m-(1-v) (=)l ( )

6,

Efetuando-se a substituicdo do raio em funcdo de teta e suas diferenciais,

tem-se em termos de componentes para um lado genérico mi:



(1_2'\’)'(1_87) 90X 90X s 0
o= . ‘M, ———-M, || In(2-4-&;) -sen6| ' —
v 8-m-(1-v) X, N, an N ( &) |e,.
sen0-cos0O .
b* - cosO+a" -sen®

0,
0,

sen® - In[—(b* - cos® + a* -sene)]‘e’ +a* - J-
i 0

do —
0

” >0 9X> 9X >
bk . sen .do |+ m. - . |
J.bk -cos@+a" -sen® X, Vo,

8; J

0
—In(2- A-&i) . cose|:f +cos0- In[—(b* - cos® + a* ~Sen9)]‘ef +

i

0, 0, )
bk J~ : sen® cclse do— g - J~ : cos Ok . do
g b" -cosb+a" -senb g b" -cosB+a" -senb
Com:
m=1, 2, 3;1=2, 3, 1 e k=3, 1, 2.
i, j=1, 2, 3.
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(6.60)

As primitivas das integrais com a variavel em 6 estdo mostradas no anexo.

Para o elemento linear, a integral singular foi calculada apenas semi-

analiticamente, seguindo o primeiro procedimento, efetuando-se a integragao

analitica em r e numericamente em teta com a quadratura de Gauss, sem

transformar para uma integral linear sobre os lados, como pode ser visto na figura

6.18.

Figura 6.18 - Integral semi-analitica sobre o elemento linear
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As coordenadas homogéneas de um ponto qualquer do triangulo sdo obtidas
pela expressao (6.50) e o raio pela expressao (6.52). Para o elemento linear, as
coordenadas homogéneas do ponto S assumem o0s seguintes valores:

S=k=E =1
p/ (6.61)
S#k=E& =0
Com isso a integral (6.44) fica:
9/ R ]
= 3-4-v)-8, +r,r, | £ -r-dr-do 6.62
gg/ eJ- 6.‘16 G- (1 V) r [( ) ij rtr_/ &k r-ar ( )

i

Substituindo-se a expressdo de coordenada homogénea genérica de um
ponto qualquer do tridngulo, tem-se:

0, R 1
-] fm'[@“‘”)'&””’f“]'
6 0 (6.63)
[ék W F.cosO+a” senﬂ)]drdﬂ
Efetuando-se a integral emr:
0, 1
K (6.64)

2
{gf -R+f—A~(bk -cosB+a* ~sen9)]d6

Aplicando-se a quadratura de Gauss, obtém-se o seguinte somatorio:

0,-6, g 1
f i
877 Z,: 16-7-G-(1-v)-r (=48, +r.r,

& 12 (6.65)

5 ~R+R—~(bk -cosf +a" -sen@)
k 4-4

Para a integral (6.45) procede-se de forma analoga:

0, R 1

- I JW~(1—2~V)-(r,[~n_j—r,_/.~1‘|i)~§kQ~r~dr~d9 (6.66)
o, 0
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Substituindo-se a expresséo de coordenada homogénea genérica:

j Ug iy 72V, ).

F— LA(b -cosO+a* -sen®) |- dr-de

r

(6.67)

Lembra-se que esta integral & avaliada como valor principal de Cauchy,

conforme demonstrado no anexo A, tem-se:

6,
1-2-v)

= —.(r"'n‘_r5"n’)'
i 8.1-(1— il Joli

68T (1=V) (6.68)

{&f -lnR+L~(bk -cos0+a" ~sen6)]d6

2-A4
Aplicando-se a quadratura de Gauss, obtém-se o somatério:
0,-0, & (-2
=9 ( V)
L. = . . ]/',i. . —’/‘, L [ .
v 2 ;8%-(1—\/) (oM =7 M)
(6.69)

{&f ~lnR+%-(bk -cos0+a” -sene)}

Para efetuar esses somatérios, os angulos 6; e 6, devem estar em radianos.

Para o elemento quadratico a integral singular é obtida de forma analoga ao
demonstrado para o elemento linear, bastando utilizar agora as fungdes de forma
do elemento quadratico apresentadas em (6.19).

No caso em que as fungdes de forma sdo @4, ®, ou O3, tem-se:

00 =£2.(2.80 -1)=2. (62 -£2, p=%k=1,2,3 (6.70)

Substituindo-se as coordenadas homogéneas do ponto Q em fun¢ao do ponto

S, ja mostrado em (6.50), resulta:

2
Y =2 {&k ( -cos@+a* sene)} {&k ( -cos@+a” sene)} (6.71)

Desenvolvendo esta expressao, tem-se:
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@7 =261 &1+ 57 b cosora sene) (457 1)

, (6.72)
+-L > ~(bk -cos@+a” -sene)2
2-A4
E para o caso em que as fungdes de forma sao @4, 5 ou dg, tem-se:
DY =4.£7 .ES, p=4,56;k=1,2,3 e m=23,1 (6.73)

Substituindo-se as coordenadas homogéneas em fungao das coordenadas do
ponto fonte S e desenvolvendo a expressao, obtém-se:

ol =4~{§;§ ES +i[§f -(b’” -cosO+a” ~sen9)+§s -(bk -cos@+a" ~sen9)]

m

2 (6.74)

+ YRE ~(bk -cos@+a* -sene)-(b’" -cos@+a” ~sen9)}
Substituindo essas fungbes de forma na integral (6.44) e (6.45) e
desenvolvendo como no elemento linear, obtém-se as integrais singulares para o

elemento quadratico. Para as fungdes de forma @, ®, ou ®;:

_6,-6, & 1

8 =7 ';16%_0(1_\1)'[(3_4‘V)'8g"‘V,i‘r,j]'
{R-[Z(éf)z—&f}+%-(bk-cose+ak~sen6)~(4-§f—1) (6.75)
+ 61?:12 ~(bk -cosB+a" -sene)z}-wig

9-—9~ ig0 _n.
By =20y (1-2v)
- 2 8-m-(1-v)

ig=1

(o, =r,ym,)

{[2(&;3)2 —&,f]lnR+%~(bk .cosO+a* ~sen9)~(4~§,f —1) (6.76)

R2
+
4.4

> ~(bk -cos@+a* -sene)z}-wig

Para as fungbes de forma @4, ®5 ou ®¢, essas integrais séo:
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_9_/'_91‘.% 1
§1=77 16-7-G-(1-v)

ig=1

'[(3_4'\/)'81/‘ +r’i'r’j]'{4'§i ‘gi ‘R

+%[§f -(b’" -cosO+a” ~sen9)+§fn -(bk -cos@+a” ~sen9)] (6.77)

+ Wt -(bk -cosB+a" ~sen9)~(b’" -cos0+a” -sene)}-wlg

0.-0. igh _n.
n =28 S (1-2-v)
' 2 8-m-(1-v)

ig=1

(”,,»'ﬂ_,- —I’,_,'Tl,»)'{df‘ﬁf ‘gi ‘InR

+27R[§;§ ~(b'" -cosO+a” -sene)+§fn -(bk .cosO+a* -sene)] (6.78)

R2
+
2- A%

~(bk -cosO+a* -sene)-(b’" -cosO+a” ~sen9)}~wig

No caso em que o ponto fonte coincide geometricamente com os vértices do
triangulo (nds 1, 2 e 3), as coordenadas homogéneas do ponto S assumem valores
iguais a 1 ou 0. E para o caso em que o ponto fonte ndo coincide geometricamente
com os noés das faces do tridngulo (nés 4, 5 e 6), calculam-se as coordenadas
homogéneas do ponto S, lembrando que nesse caso é preciso dividir o elemento
em dois tridngulos, como feito na integral quase singular e mostrado na figura 6.14.

Para o calculo dos termos livres utiliza-se a propriedade de movimento de

corpo rigido tanto para o elemento linear quanto para o elemento quadratico.

6.6. Montagem do sistema de equacgoes

Para montar o sistema de equacbes torna-se necessario calcular as
componentes das matrizes H e G, e para isso toma-se como ponto fonte todos os
nos dos elementos discretizados e todos os pontos internos e integram-se todos os
elementos do contorno. Neste trabalho optou-se por calcular os deslocamentos em
pontos internos no sistema linear principal, por esta técnica conferir uma maior
precisdo aos resultados, apesar de aumentar o numero de graus de liberdade das
matrizes. A seguir € mostrado um fluxograma, com os principais passos do

programa computacional no que diz respeito a geragao do sistema de equagdes.



Sim

Calcular  Integral  N&o-

Singular através da
quadratura de Hammer
com subdiviséo do

elemento

Entrada de Dados:
Leitura, Propriedades,

Local do Ponto Fonte,

Alocagéao de Memoria

Ponto Fonte esta
longe do Elemento
a ser Integrado ou

é Ponto Interno?

Calcular  integral  Singular
Semi-Analiticamente ou
Analiticamente (Elemento

Constante)
\\§
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Ponto Fonte esta

no contorno?

Calcular integral Quase
Singular  através da

Quadratura de Gauss

Retornar ao Passo 1
para todos 0s

Pontos Fontes

Alocacdo dos Termos Livres na Matriz H,

Troca

das Colunas das

Resolugao do Sistema Linear

Matrizes

e

Figura 6.19 - Fluxograma da montagem das equac¢des
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6.7. Deslocamentos e tensdes em pontos internos

Depois de calculados todos os valores de deslocamentos do contorno e
forcas de superficie, é necessario calcular os valores de deslocamentos e tensodes
em pontos internos. Para obter os deslocamentos nos pontos internos utiliza-se a

equacao integral (5.22), chegando-se a uma equacao semelhante a (6.6a):
L
g<s>=—z{ [p'(5.0)- @7 (0)- dr(Q) ]q’v(g)
i=l T, ~
+ Z{ [u'(s.0)- 0" (0)-ar(0) ]{’N(Q) (6.79)
i=1 T,

M
+Z{ [u'(s.0)- @7 (q)- d2(q) ]{f’v(q)
AL g, ¢

Que sob forma matricial assume o seguinte aspecto:

u=—H-U+G-P+D-B (6.80)
Onde:
U
u(s)=<u, (6.81)
U

Utiliza-se o procedimento de integragdo nao singular, ja discutido
anteriormente para pontos no contorno. Vale lembrar que neste trabalho optou-se
por calcular os deslocamentos internos através do sistema linear principal, junto
com os valores de contorno, € ndo depois de calculados os valores de contorno,
como fora apresentado. Isto levou a uma maior precisao nos resultados obtidos,
mas apresenta o inconveniente de aumentar o numero de graus de liberdade das
matrizes. Para efetuar o calculo dos deslocamentos internos desta forma, calcula-
se as componentes das matrizes H e G normalmente e depois se acrescentam os
termos livres referentes a pontos internos, que ¢é igual a 1, na diagonal

correspondente ao grau de liberdade do ponto interno, como mostrado em (6.82).
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3i-2 3i-1 3

= 1 0 0 ..

| I T (6.82)
3 0 0

Para se obter o tensor de tensdes internas, utiliza-se a equagao (5.23),

obtendo-se uma equacao semelhante a equacdo para deslocamentos nos pontos
internos:

L
9(S)=—Z{ [$"(5,0)-@" (©)-dr(0) ]qN@
i=1 T

i

[D(5.0)-@"(0)-dr(0) ]{’N(Q) (6.83)

T,

M=

+

i=1

[

1 1

[ (s.9)- 0" ()-dxg) ]{?N(q)

Q;

~.
1]
LR

Que matricialmente é representada por:

6=—H-U+G-P+D-B (6.84)

Onde a utilizagdo do tragco serve apenas para diferenciar as matrizes

envolvidas daquelas utilizadas na equacdo (6.80). E os tensores D" e S" estdo

definidos nas equagdes (5.24) e (5.25) respectivamente.

O tensor de tensdes internas é dado pelos seguintes valores:

G, O Op
O(s)=|0y Oy Oy (6.85)
G3; O3 Op

6.8. Tens6es em pontos do contorno

Para analisar as tensées em pontos do contorno utilizar-se-a o procedimento

indicado por Brebbia et al. (1984), o qual consiste em utilizar uma aproximacao para
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as deformacbes a partir de valores de deslocamentos dos nds dos elementos. A
escolha deste procedimento se deve ao fato de ndo ser necessario executar o limite
da equacao (5.23) quando o ponto fonte tende a ir para o contorno, o que segundo
Brebbia et al. (1984) ndo produz valores precisos. Nenhuma integragéo adicional é
necessaria, o que gera uma economia no tempo de processamento.

Seja um ponto nodal como o apresentado na figura 6.20; as componentes de
tensdo podem ser representadas através de um elemento infinitesimal, onde as

componentes de tensao na direcdo 3 sao as proprias forgas de superficie neste né.

Xs P

Figura 6.20 - Analise das tensdes em ponto do contorno

As componentes de deslocamento em coordenadas locais sao dadas por:

1R

=o".U (6.86)
Onde:
U : deslocamentos nodais do elemento nas coordenadas locais

®” : fungdo aproximadora
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Que em termos de componentes:
- —1 =3 —2 —3\ =3
tu@p§9=§y(Ur4Lj+&2(U¢—Luj+Ui (6.87)

E possui derivadas em relagéo as coordenadas homogéneas:

g_?=52-53

aJ (6.88)
Ui =52 53

ZLoU; -U;

0,

Onde os deslocamentos nodais em coordenadas locais podem ser obtidos
através da rotacao dos deslocamentos em coordenadas globais:

v=r"U (6.89)

Sendo T' a matriz de transformagao entre os eixos global e local, e cujas

componentes sdo os co-senos diretores mostrados na figura 6.21:

T=|\m m, my (6.90)

X3

l1=cos(o)
m1=cos(3)
n1=cos(y)

X,

Figura 6.21 - Co-senos diretores

De modo analogo, as coordenadas cartesianas também sao escritas como os
deslocamentos:
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N(ELE) =8, .(;i —}f)+§2 .(;? -;§j+;§ (6.91)

E suas derivadas em relacao as coordenadas homogéneas sao:

oxi —1 -3

— =X — X

0

';3‘ (6.92)
dx; —2 =3

——=Xi —Xi

0,

Da mesma forma que para deslocamentos, as coordenadas locais podem ser
obtidas pela rotagao de eixos:

[

=77 x

As componentes de deformacbes sobre a superficie do elemento em
coordenadas locais sao dadas por:

ey = u; , ous com i,j=1, 2 (6.93)
2\ dxi axj

Pela equacéao (6.10) que mostra a relacao de diferenciais de uma fungéo em
relacdo ao sistema de coordenadas cartesianas e as diferenciais desta funcao em

relacdo as coordenadas homogéneas, tem-se para o plano do elemento:

o [an an] [u] [om
G|k 2| Jaxi(_, Jom (6.94)
Jur| |90 9% | du | | Jus
o, | L9 &, | (oxs dx2

Onde o Jacobiano de transformagéao & |G| =2- 4, apresentado em (6.13). Para

se determinar as deformacgdes, basta obter o inverso do Jacobiano, ou seja, a
matriz inversa das diferenciais entre os sistemas de coordenadas, pois todos os
outros parametros ja foram definidos:

oxi|_ 1 | o, 9 | )% (6.95)
Qui | 2:4|_dx  0xi | 3w |
832 a&z aé1 aéz
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Através da Lei de Hooke (4.10) e aplicando-se a formula de Cauchy no ponto

mostrado na figura 6.20, resultam as componentes de tensdo em coordenadas

locais:

— 2:G-v = 2:-G-v = 2:-G-v = -

o1 = €11 + €2 + -€33+2-G €11
1-2-v 1-2-v 1-2-v

cn=2-G-en

— 2-G-v - 2-G-v = 2-G-v = -

On = €11+ €n+ €33+2-G-en
1- 1-2-v 1-2-v

o031 =P

(_532=1_’2

(_$33=1_33

Para simplificar essa expressao define-se A como:

2-G

A==V
1-2-v

Substituindo-se na equacao (6.96.a e 6.96.c), tem-se:

(_$11 =(2~G+7w)-£11 +7\,-(522 +E33)

on=2-G-en

62 =(2-G+L\)-€n +A-(€11 +€33)
831 :;l

832 :;2

833:;3

Para a direcao 3, tem-se que:
03 =Ps =(2-G+7»)-533 +7v(£11 +Ezz)
Ou inversamente:

- 1

£33 :m-[ﬁ3 —A-(en +522)]

(6.96.a-f)

(6.97)

(6.98.a-f)

(6.99)

(6.100)

Substituindo-se a equagao (6.100) nas equagdes (6.98.a e 6.98.c), obtém-se

as seguintes equagdes:
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(_$11 =1L-[V-;3 +2-G-(511 +V~522)]

61 =2-G-€n

(_522=ﬁ'[V'1_)3 +2-G-(en +v-511)] (6.101.a-f)
831 :FI

o3 =P

03 =Ps

Onde as forcas de superficie nas coordenadas locais podem ser obtidas
através da rotagao das forgas de superficie nas coordenadas globais, ja calculadas
através da resolucio do sistema de equacgbdes do MEC:

P=T".P (6.102)

Tendo-se as componentes das tensdes em coordenadas locais, basta

rotaciona-las para as coordenadas globais:

o=T

Y

.T" (6.103)

Onde:

T : matriz de transformacao, ja definida anteriormente.



CAPITULO 7

APLICAGCOES NUMERICAS

7.1. Introducao

Para analisar a formulagcdo apresentada é preciso utiliza-la em exemplos
numéricos com valores analiticos conhecidos e que ja foram utilizados por outros
pesquisadores da area para que se possa realizar uma comparacdo entre as
diversas técnicas. Todos os exemplos numéricos calculados com elementos
lineares e quadraticos utilizaram a técnica do ponto no contorno (integral singular
semi-analitica) e a técnica do ponto fora, cujo fator de afastamento do ponto fonte
sera escrito em cada exemplo; para os exemplos calculados com elementos
constantes utilizam-se a técnica do ponto no contorno (integral singular analitica e
semi-analitica) e a técnica do ponto fora.

Adota-se a abreviatura CMEC para se referir ao método dos elementos de
contorno classico, o qual utiliza a solugdo fundamental de Kelvin; e a abreviatura
HMEC quando se trata da utilizagao da solugao hiper-singular em alguns pontos e a
solugado fundamental de Kelvin nos pontos restantes. Para a formulagao do HMEC,
baseada no trabalho de Ingber & Rudolphi (1990), utiliza-se a solugdo fundamental
de Kelvin em pontos que tenham forgcas de superficie prescritas e a solugao hiper-
singular em pontos com deslocamentos prescritos. Deixa-se claro que a formulagao
HMEC s6 foi utilizada com o elemento linear. Ainda a respeito das abreviaturas,
utiliza-se ISA para indicar a formulacdo na qual efetua-se a integral singular

analiticamente, ISSA para a integral singular efetuada semi-analiticamente e ISQG
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para a integral quase singular calculada numericamente com quadratura de Gauss

e subdivisdo progressiva do raio.

7.2. Exemplo 1 - Sélido tridimensional sob forga axial

Neste problema tem-se de um sdlido elastico tridimensional, que possui base
quadrangular vinculada, e é solicitado por uma forga de tracao distribuida na face

superior. Este sélido possui propriedades geométricas e fisicas apresentadas na

figura 7.1.

q=1,00 Pa
/)7 777777

///

ik £ E = 100.000 Pa
! = V=025
I <
|
|
J E——

Xa 4/)/( o
/ 2X1 (\?«Q

Figura 7.1 - Sélido tridimensional com forga distribuida de tracido e propriedades

fisicas e geométricas

Testou-se a formulagcdo apresentada em uma discretizacdo para os
elementos linear e quadratico: 12 elementos (16 nés com 48 graus de liberdade
(GL) para o elemento linear e 42 n6s com 126 graus de liberdade para o elemento
quadratico) e trés discretizagbes para o elemento constante: 12 elementos (36 GL),
80 elementos (240 GL) e 180 elementos (540 GL), figura 7.2, com a finalidade de

se ilustrar o processo de convergéncia do elemento constante.

A A
B C B C B C
F
D E D E D E
(a) (b) ()
12 elementos 80 elementos 180 elementos

Figura 7.2 - Discretizagoes do exemplo 1
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A seguir é apresentado o grafico 7.1, o qual mostra a convergéncia do
elemento constante para o deslocamento axial do ponto A e o grafico 7.2 o qual
mostra a estabilidade da solucao, através do MEC classico, fazendo-se variar a
posicao do ponto fonte para as trés discretizacdes apresentadas e comparando-se
os resultados com os valores analiticos obtidos em Timoshenko & Goodier (1970).
Dessa forma é possivel dizer que os valores encontrados como resposta do
problema sdo estaveis apenas para 240 GL ou mais. Quando as solugbes
semelhantes ao grafico 7.2 ndo apresentarem variagéo significativa quando se varia
a posicado do ponto fonte (colocado para fora) entre 0,01L e 0,2L, e o seu valor
convergir para a solugao analitica, pode-se dizer que se obteve um nivel satisfatorio
de discretizacdo. Sendo assim apresenta-se na tabela 7.1 os resultados de
deslocamentos axiais no eixo central do sélido e seus respectivos erros para a

discretizacdo com 80 elementos, utilizando-se um fator de 0,1 para a técnica do

ponto fora.
6,00 -
<
% 4,0000 ————————— - N
T _ 300%——
S mE
O o
< X 0,00
3 36 240 540
§ Graus de Liberdade

Valor Analitico — % — MEC-3D

Grafico 7.1 - Convergéncia do elemento constante - exemplo 1

< 6,00 -
2
S 4,0000 & - & & -
O F 3,00 X--------- Xemmmmnns . Xeormmmmos X
© © ’
® o
X
8 000
8 0,01xL 0,05xL 0,10xL 0,15xL 0,20xL
Ponto Fonte
Valor Analitico - - %- - -36 GL — + — 240 GL — -8 — 540 GL

Grafico 7.2 - Estabilidade da solugao para o elemento constante - exemplo 1
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Tabela 7.1 - Deslocamentos axiais com elemento constante (80 elementos - 240 GL)

COORD. DESLOC. ANALITICO FORMULACAO

X3(m) PONTOA(x10°m) ISA ERRO (%) ISSA ERRO (%) 1SQG ERRO (%)
1,00 1,0000 0,9992  -0,08 10007 007  1,0021 0,21
2,00 2,0000 1,9943  -0,29 1,9975 -0,12  2,0013 0,07
3,00 3,0000 2,9882 039 29915 -028 30031 0,10
4,00 4,0000 40153 0,38 40184 046 40431 1,08

ISA - INTEGRAL SINGULAR CALCULADA ANALITICAMENTE
ISSA - INTEGRAL SINGULAR CALC. SEMI-ANALITICAMENTE
ISQG - INTEGRAL QUASE SINGULAR CALC. NUM. COM QUADRATURA DE GAUSS E SUBDIVISAO PROGRESSIVA

Apresenta-se na tabela 7.2 as reagdes dos apoios da base do sdlido.

Tabela 7.2 - Reagdes de apoios com elemento constante (80 elementos - 240 GL)

ELEMENTO REACAO ANALITICA FORMULACAO
EM X, (Pa) ISA  ERRO (%) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
1 1,0000 1,0527 527 10537 537  1,0581 581
2 1,0000 09671  -329 09681 -319 09758  -2,42
3 1,0000 09339 -661 09350 -650 08883 -11,17
4 1,0000 1,0432 4,32  1,0442 442 10788 7,88

ISA - INTEGRAL SINGULAR CALCULADA ANALITICAMENTE
ISSA - INTEGRAL SINGULAR CALC. SEMI-ANALITICAMENTE
ISQG - INTEGRAL QUASE SINGULAR CALC. NUM. COM QUADRATURA DE GAUSS E SUBDIVISAO PROGRESSIVA

A seguir sdo feitas as mesmas consideragdes para o elemento linear, primeiro
apresenta-se o grafico 7.3 sobre o qual se faz variar o ponto fonte para verificar a
estabilidade da solugdo e a seguir a tabela 7.3 que mostra os valores de
deslocamentos e a tabela 7.4 que apresenta as reagdes nos apoios da base. O

fator utilizado para a técnica do ponto fora é igual a 0,1.
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Grafico 7.3 - Estabilidade da solugao para o elemento linear - exemplo 1

Tabela 7.3 - Deslocamentos axiais com elemento linear (12 elementos - 48 GL)

COORD. DESLOC. ANALITICO FORMULACAO

X3 (m) PONTOA (x10°m)  ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
1,00 1,0000 1,0000 0,00  1,0000 000  1,0000 0,00
2,00 2,0000 2,0000 0,00  2,0000 0,00 19999 0,00
3,00 3,0000 3,0000 0,00  3,0000 0,00 29999 0,00
4,00 4,0000 4,0000 0,00 40000 000 40000 0,00

ISSA - INTEGRAL SINGULAR CALC. SEMI-ANALITICAMENTE
ISQG - INTEGRAL QUASE SINGULAR CALC. NUM. COM QUADRATURA DE GAUSS E SUBDIVISAO PROGRESSIVA
HMEC - MEC HIBRIDO

Tabela 7.4 - Reagdes de apoios com elemento linear (12 elementos - 48 GL)

PONTO REAGCAO ANALITICA FORMULAGCAO
EM X; (Pa) ISSA' ERRO (%) 1SQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
B 1,0000 1,0000 0,00 1,0000 0,00 1,0000 0,00
C 1,0000 1,0000 0,00 1,0001 0,01 1,0002 0,02
D 1,0000 1,0000 0,00 1,0000 0,00 1,0000 0,00
E 1,0000 1,0000 0,00 1,0000 0,00 1,0000 0,00

Deve-se comentar que o fato da aproximacao empregada para deslocamento
coincidir com o comportamento da resposta analitica conduz a precisao encontrada
para todos os tipos de pontos de colocacdo, posicao e solugdo fundamental
utilizada. Também justifica o uso de apenas 12 elementos. Os erros apresentados

nas tabelas 7.3 e 7.4 sao numéricos e nao de aproximagao.
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Para o elemento quadratico é realizada a mesma analise anterior,
apresentando no grafico 7.4 a estabilidade da solugdo com a variagdo do ponto
fonte, na tabela 7.5 sado apresentados os resultados de deslocamentos e na tabela
7.6 as reagoes de apoio da base. Utiliza-se um fator de 0,1 para a técnica do ponto

fora.
L 6,00 -
C
o
% = 4,0000
5 E 300"
T o
X
8‘ < 0,00
g 0,01xL 0,05xL 0,10xL 0,15xL 0,20xL
- Ponto Fonte
Valor Analitico - - %- - -126 GL

Grafico 7.4 - Estabilidade da solugao para o elemento quadratico - exemplo 1

Tabela 7.5 - Deslocamentos axiais com elemento quadratico (12 elementos - 126 GL)

COORD. DESLOC. ANALITICO FORMULACAO
X5 (M) PONTO A (x10™ m) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
1,00 1,0000 1,0000 0,00 1,0001 0,01
2,00 2,0000 2,0000 0,00 2,0001 0,01
3,00 3,0000 3,0000 0,00 3,0000 0,00
4,00 4,0000 4,0000 0,00 3,9999 0,00

ISSA - INTEGRAL SINGULAR CALC. SEMI-ANALITICAMENTE
ISQG - INTEGRAL QUASE SINGULAR CALC. NUM. COM QUAD. DE GAUSS E SUBDIVISAO PROGRESSIVA

Tabela 7.6 - Reacdes de apoios com elemento quadratico (12 elementos - 126 GL)

PONTO  REACAO ANALITICA FORMULACAO
EM X, (Pa) ISSA  ERRO (%) ISQG  ERRO (%)
B 1,0000 1,0000 0,00 0,9979 -0,21
C 1,0000 1,0000 0,00 0,9999 -0,01
D 1,0000 1,0000 0,00 0,9994 -0,06
E 1,0000 1,0000 0,00 0,9998 -0,02
F 1,0000 1,0000 0,00 1,0001 0,01

Como pode ser visto nas tabelas 7.3 e 7.5, os elementos linear e quadratico,
respectivamente, apresentam resultados de deslocamentos idénticos aos analiticos,
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0 que ja era esperado, pois o deslocamento axial varia linearmente com a altura; o
pequeno erro apresentado é devido ao calculo numérico. Para o elemento
constante, a tabela 7.1 mostra que o erro é ligeiramente maior, pois cada trecho da
altura é representado por um valor constante, além de que para se obter o
deslocamento do ponto A é necessario fazer uma média dos elementos centrais,
diferente dos elementos linear e quadratico, os quais pode-se facilmente discretizar
o corpo de tal forma que um né esteja geometricamente no local do ponto A. Para
se obter um resultado ainda melhor seria necessario discretizar ainda mais o
contorno do sodlido, o que ndo é preciso, pois a solugdo ja atingiu um nivel
satisfatério de estabilidade e preciséo.

As solugdes para as reagdes de apoio para os elementos linear e quadratico
também foram idénticas as respostas analiticas, conforme pode ser visto nas
tabelas 7.4 e 7.6, respectivamente. Para o elemento constante foi constatado um
erro um pouco maior, mostrando que a discretizagcdo poderia ser um pouco mais
densa para que esse erro diminuisse.

Apresenta-se a seguir uma tabela com o numero de condicionamento da
matriz do sistema linear principal (matriz A com as colunas ja trocadas).

O numero de condicionamento diz o quanto a matriz esta inconsistente, ou
seja, mostra o grau de singularidade existente na matriz, quanto maior o numero de

condicionamento mais inconsistente € o sistema linear.

Tabela 7.7 - Numero de condicionamento - exemplo 1 - elemento constante

FORMULAGAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO
80 ELEMENTOS - 240 GL

ISA 228.443
ISSA 228.363
ISQG 276.253

Para o elemento constante, tabela 7.7, é visivel que o numero de
condicionamento da técnica que utiliza a quadratura de Gauss para calcular a
integral quase singular (ISQG) € um pouco maior, gerando um sistema menos

consistente que os outros dois.
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Tabela 7.8 - Numero de condicionamento - exemplo 1 - elemento linear

FORMULAGAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO
12 ELEMENTOS - 48 GL

ISSA 693.140
ISQG 1.543.136
HMEC 1.628.071

De acordo com a tabela 7.8, o sistema linear fica mais consistente com a
formulagéo ISSA, o que nao significa que os resultados sejam melhores, pois sao
muito proximos. Quanto as formulagdes, o HMEC mantém o mesmo nivel de

consisténcia da matriz.

Tabela 7.9 - Namero de condicionamento - exemplo 1 - elemento quadratico

NUMERO DE
FORMULAGAO CONDICIONAMENTO
12 ELEMENTOS - 126 GL

ISSA 34.795.529
ISQG 5.735.974.247

Na tentativa de melhorar o condicionamento do sistema linear testou-se uma
nova formulagdo, cujo desenvolvimento estd no anexo C. Trata-se de aplicar as
forgas pontualmente e n&o superficialmente como no MEC classico, assim o que se
obtém sao reagbes concentradas, esta formulagdo apresenta aproximacgao linear
para deslocamentos. Verificou-se a convergéncia desta formulagdo para o
deslocamento axial no ponto A, como apresentado no grafico 7.5 e tabela 7.10. Na
tabela 7.11 sdo mostrados os numeros de condicionamento para cada
discretizacao. Utiliza-se a técnica do ponto fora com fator 0,1. Procurou-se manter a
discretizacao nas faces e aumentar gradativamente no topo e na base do sdlido,

conforme figura 7.3.

Faces

Topo e Base

2x2 4x4 8x8 16x16 20x20

Figura 7.3 - Discretizagdes da formulagao de forgas concentradas
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Grafico 7.5 - Convergéncia da formulagao de forgas concentradas

Tabela 7.10 - Deslocamentos obtidos com forgas concentradas

GRAUS DE DESLOC. ANALITICO FORMULAGCAO

LIBERDADE PONTO A (x10° m) FC ERRO (%)
174 4,0000 6,0593 51,48
270 4,0000 5,3102 32,76
606 4,0000 4,6212 15,53
1854 4,0000 4,2978 7,44
2766 4,0000 4,2634 6,59

FC - FORMULAGAO COM FORGCAS CONCENTRADAS

7

Tabela 7.11 - Namero de condicionamento para a formulagao de for¢as concentradas

GRAUS DE
LIBERDADE

NUMERO DE
CONDICIONAMENTO

174
270
606
1854
2766

111.414
315.889
525.672
4.445.563
6.527.251

Esta formulacio apresentou convergéncia, como ja era esperado, € o numero

de condicionamento € bem menor, considerando o nimero de graus de liberdade,

se comparado com o elemento linear, mas para obter resultados satisfatérios é

preciso aumentar a discretizagdo, o que aumenta o niumero de graus de liberdade,

aumentando assim o tempo de processamento. Desta maneira optou-se por

abandonar esta formulacao, por ser pouco eficiente para as analises propostas

nesta pesquisa.



78

Além disso, conclui-se que a consisténcia do sistema linear ndo tem influéncia

significativa nos resultados.

7.3. Exemplo 2 - Sélido tridimensional sob forga transversal

Neste exemplo considera-se de um sdlido tridimensional com base
quadrangular vinculada nas trés direcdes em cada ponto, submetido a uma forca
transversal na face superior. As propriedades geométricas e fisicas do sélido
podem ser vistas na figura 7.4, assim como a configuracdo adotada para a
resolugdo do problema pelo MEC, que consiste em substituir a forga concentrada

por uma forga distribuida sobre a area do topo do sdélido.

E =210.000 kgf/cm?

v =0,30
P =4.000 kgf g=15,00 kgf/cm?
/ _ T ; J—
v/ / / /
/ /‘ //‘ /‘
g g
8 3
X X5\ /
’ Xz & : X2 &
1 ‘\9 1 f&
20 cm 20 cm
(a) (b)

Figura 7.4 - Solido tridimensional submetido a uma forga transversal - (a) problema

classico e (b) problema equivalente solucionado pelo MEC

Utilizam-se as discretizagbes mostradas na figura 7.5 para o elemento
constante, como para este elemento nao é possivel aplicar a forca como na figura
7.4 (b), procedeu-se a aplicagcdo de forcas distribuidas de mesmo valor nos
elementos da extremidade. Apresenta-se o grafico 7.6 de convergéncia, o grafico
7.7 de estabilidade e a tabela 7.12 com os resultados de deslocamentos
transversais (em X,) dos pontos localizados no eixo central para o elemento
constante, comparando-se com valores classicos obtidos em Schiel (1984),

considerando-se a deformacao devido ao cisalhamento (demonstrado no apéndice
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C). O valor de deslocamento do ponto A é obtido através da média dos
deslocamentos dos elementos mais préximos a este ponto. Utilizou-se o fator para
a técnica do ponto fora igual a 0,2, por este ser um valor que apresenta resultados

aceitaveis para o elemento constante.

3x3 (324 elementos)

5x5 (900 elementos)

6x6 (1296 elementos)

2x2 (144 elementos)

Figura 7.5 - Discretizagdes do sélido do exemplo 2 - elemento constante
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o
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o

‘ Flexado Técnica Corrigida - - %- - -Elemento Constante (ISQG) ‘

Grafico 7.6 - Convergéncia do elemento constante - exemplo 2
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Grafico 7.7 - Estabilidade da solugao para o elemento constante - exemplo 2

Este grafico mostra que, apesar de convergir para a resposta correta o nivel
de estabilidade da solugéo via elemento constante esta muito aquém do desejado.

Tabela 7.12 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 2 com elemento constante -

1296 elementos

COORD. FLEXAO TEC. CORR. FORMULACAO
X; (cm) DESLOC.EM X, (cm)  ISA ERRO (%) ISSA ERRO (%) I1SQG ERRO (%)

20,00 0,0239 0,0120 -49,80 0,0127 -46,84 0,0232 -3,03
30,00 0,0495 0,0239 -51,67 0,0253 -48,81 0,0479 -3,16
40,00 0,0821 0,0386 -53,06 0,0408 -50,28 0,0794 -3,29
50,00 0,1205 0,0552 -54,22 0,0584 -51,52 0,1164 -3,46
60,00 0,1632 0,0730 -55,25 0,0773 -52,62 0,1572 -3,68
70,00 0,2087 0,0914 -56,20 0,0968 -53,65 0,2004 -3,97
80,00 0,2557 0,1097 -57,11 0,1160 -54,62 0,2448 -4,26

Ainda sobre o elemento constante, apresenta-se na tabela 7.13 o numero de
condicionamento para a discretizagdo com 1296 elementos.

Tabela 7.13 - Numero de condicionamento - exemplo 2 - elemento constante

NUMERO DE
FORMULAGAO CONDICIONAMENTO
1296 ELEM. - 3888 GL

ISA 498.085
ISSA 503.638
ISQG 3.290.595
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No intuito de descobrir porque o ponto externo ao contorno conduz a
melhores resultados, apesar de apresentar um condicionamento pior do que o
ponto no contorno, estudou-se a sub-matriz (3x3) da diagonal principal na matriz H.
Os resultados para um elemento da extremidade estdo mostrados no grafico 7.8.

0,500
0,400
0,300
0,200
0,100
0000 L— . oo AR
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Fator do Ponto Fora

Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

--x--h11 —& —h22 —e—h33

2,00E-02
1,50E-02
1,00E-02
5,00E-03

0,00E+00 o
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Fator do Ponto Fora

Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

—o—h12 —% —h23 --4-- h13

Grafico 7.8 - Sub-matriz da diagonal principal da matriz H - elemento constante -

exemplo 2

De acordo com o grafico 7.8 é possivel ver que a medida que se afasta muito
0 ponto externo do contorno, o sistema vai ficando mais instavel, pois a diagonal
principal vai se aproximando de zero. Pode-se ver também que os termos cruzados
(h12, hy3 € hy3) sdo diferentes de zero quando o ponto é externo ao contorno,
principalmente hi> que estd no plano do elemento, atingindo seu valor maximo
quando o ponto fonte esta afastado de 0,15L, por isso a melhor solu¢ao ocorrera ao
se escolher uma distancia préxima a este valor. Sendo a matriz do sistema linear
principal uma matriz diagonal dominante, pois os outros termos possuem valores
bem menores que os da diagonal principal, quando tais valores séo diferentes de
zero conduzem a solugdes mais precisas do sistema linear. Plotou-se apenas

alguns termos da sub-matriz porque esta é simétrica.
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Para o elemento linear utilizam-se as discretizagées mostradas na figura 7.6.
Escolheu-se a discretizagdo (a) com 72 elementos (46 nés - 138 GL), pelo fato
desta ter sido utilizada em Barbirato (1999), com isso pode-se comparar 0s
resultados obtidos por este pesquisador e os da presente pesquisa. Para a
discretizacdo (a) aplicou-se forga distribuida de mesmo valor em todos os nés da
extremidade, e nas discretizacdes (b) e (c) procurou-se aproximar a parabola do
carregamento, que é a forma correta de se representar o problema, por trechos

lineares.

B F C
D E
72 elementos (138 GL) 144 elementos (270 GL) 576 elementos (966 GL)

@) (b) ©
Figura 7.6 - Discretizagdes do sdlido do exemplo 2 - elemento linear

No grafico 7.9 mostra-se a estabilidade do MEC classico para essas
discretizacoes, e no grafico 7.10 para o HMEC, em seguida apresenta-se a tabela
7.14, a qual contém os valores para deslocamentos transversais (em X,) para os
pontos sobre o eixo central do sdlido utilizando-se a discretizagdo (a) com 72
elementos e a tabela 7.15 apresenta o0s numeros de condicionamento

correspondentes a esta discretizacio. Utiliza-se F=0,2.

0,30 I
0,2557 &= Py - Ry e = = === c |
0,20

Ponto A (cm)
o
S

0,01xL 0,05xL 0,10xL 0,15xL 0,20xL

Ponto Fonte

Desloc. Transversal do

Flexdo Técnica Corrigida — % — 138 GL - - + - -270 GL — -0 — 966 GL

Grafico 7.9 - Estabilidade da solugao para o elemento linear - CMEC - exemplo 2
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Ponto A (cm
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Flexdo Técnica Corrigida — % — 138 GL - - + - -270 GL — - — 966 GL

Desloc. Transversal do

Grafico 7.10 - Estabilidade da solugao para o elemento linear - HMEC - exemplo 2

Tabela 7.14 - Deslocamentos transversais (X,) do exemplo 2 com elemento linear -
72 elementos - 138 GL

COORD. FLEXAO TECNICA CORR. FORMULAGCAO

X3 (cm) DESLOC. EM X; (cm) ISSA  ERRO (%) 1SQG ERRO (%) HMEC ERRO (%) REF. A ERRO (%)
20,00 0,0239 0,0237 -0,81 0,0236  -1,50 0,0217  -9,31 0,0210  -12,22
30,00 0,0495 0,0471 -4,83  0,0490 -1,01 0,0463 -6,38
40,00 0,0821 0,0755 -8,08 0,0808 -1,63 0,0773  -5,90 0,0740 -9,90
50,00 0,1205 0,1085 -9,98 0,1186 -1,59 0,1143 -5,19
60,00 0,1632 0,1444 -11,51 0,1602  -1,81 0,1551 -4,97 0,1490 -8,70
70,00 0,2087 0,1826 -12,52 0,2049 -1,85 0,1989 -4,71
80,00 0,2557 0,2219 -13,23 0,2507 -1,96 0,2439  -4,61 0,2350 -8,09

REF. A - Barbirato (1999)

Tabela 7.15 - Numero de condicionamento - exemplo 2 - 138 GL - elemento linear

NUMERO DE
FORMULACAO  CONDICIONAMENTO
72 ELEMENTOS - 138 GL

ISSA 448.170
ISQG 478.690
HMEC 2.335.306

Este exemplo serve para demonstrar como a técnica usada neste trabalho,
utilizando a quadratura de Gauss com subdivisdo progressiva para calcular a
integral quase singular, apresenta resultados bem mais préximos dos valores
analiticos do que a técnica usual, que é a divisao maxima em 25 subelementos
triangulares de mesmo tamanho, utilizando-se a quadratura de Hammer para

calcular a integral quase singular (Barbirato 1999). A formulagcao HMEC apresenta-



84

se menos estavel, mas ainda assim, conduz a resultados aceitaveis para
discretizacdo mais densa.

Na tabela 7.16 estao os deslocamentos para a discretizagéo (b) e na tabela
7.17 os numeros de condicionamento desta discretizacdo. Na tabela 7.18
apresentam-se os deslocamentos para a discretizacao (¢) e na tabela 7.19 os
numeros de condicionamento correspondentes a esta discretizagdo. Utiliza-se o
fator 0,2 para a técnica do ponto fora, pois nesta situacdo a variabilidade dos

resultados é a menor (ver grafico 7.9).

Tabela 7.16 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 2 com elemento linear -
144 elementos - 270 GL

COORD. FLEXAO TECNICA CORR. FORMULAGAO

X3 (cm) DESLOC. EM X; (cm) ISSA  ERRO (%) 1SQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
20,00 0,0239 0,02342 -2,12 0,02319 -3,08 0,02132  -10,90
30,00 0,0495 0,04723 -4,50 0,04815 -2,65 0,04531 -8,39
40,00 0,0821 0,07717 -6,04 0,08017 -2,39 0,07640 -6,99
50,00 0,1205 0,11192 -7,14 0,11784 -2,23 0,11313 -6,13
60,00 0,1632 0,15023 -7,95 0,15975 -2,11 0,15410 -5,68
70,00 0,2087 0,19092 -8,53 0,20450 -2,03 0,19791 -5,19
80,00 0,2557 0,23309 -8,84 0,25072 -1,95 0,24295 -4,98

Tabela 7.17 - Numero de condicionamento - exemplo 2 - 270 GL - elemento linear

NUMERO DE
FORMULAGAO CONDICIONAMENTO
144 ELEMENTOS - 270 GL

ISSA 443.887
ISQG 3.192.730
HMEC 4.272.518

Tabela 7.18 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 2 com elemento linear -
576 elementos - 966 GL

COORD. FLEXAO TECNICA CORR. FORMULACAO

X; (cm)  DESLOC. EM X, (cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
20,00 0,0239 0,02340  -2,19  0,02323 -2,90 0,02161  -9,69
30,00 0,0495 0,04831  -2,32  0,04828 -2,39  0,04589  -7,22
40,00 0,0821 0,08008 -2,50 0,08039 -2,12  0,07730  -5,89
50,00 0,1205 0,11729  -2,68  0,11815 -1,97  0,11441  -5,07
60,00 0,1632 0,15857 -2,84  0,16015 -1,87  0,15579  -4,54
70,00 0,2087 0,20258 -2,95 0,20496 -1,81  0,20003  -4,17

80,00 0,2557 0,24806 -2,99 0,25130 -1,72 0,24580 -3,87
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Tabela 7.19 - Numero de condicionamento - exemplo 2 - 966 GL - elemento linear

NUMERO DE
FORMULAGAO CONDICIONAMENTO
576 ELEMENTOS - 966 GL

ISSA 703.494
ISQG 1.810.593
HMEC 3.057.894

Os resultados de deslocamentos com o ponto no contorno mostram que com
a discretizacdo (c), além de mais estavel, conduz a melhores resultados com o
elemento linear, ja para o ponto fonte externo ao contorno ndo houve grande
diferenca entre as discretizagdes, assim como para o HMEC.

Verifica-se para o ponto A (extremidade) o comportamento da sub-matriz da
diagonal principal da matriz H para o elemento linear no grafico 7.11.

Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
Fator do Ponto Fora

--x--h11 —& —h22 —e—h33

2,00E-02
1,50E-02 -
1,00E-02 -
5,00E-03

0,00E+00
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Fator do Ponto Fora

Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

—o—h12 —% —h23 --4-- h13

Grafico 7.11 - Sub-matriz da diagonal principal da matriz H - elemento linear -

exemplo 2
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Como o elemento constante, o elemento linear também mostra valores
diferentes de zero para o termo hy,, 0 que leva a melhores resultados em um
intervalo proximo ao seu valor de maximo, mas diferentemente do elemento
constante os outros termos cruzados sao identicamente nulos, como quando o
ponto fonte estd no contorno, provavelmente seja esta a causa do elemento
constante apresentar tamanha diferenca entre as formulacdes, tendo vantagens
para a formulacdo ISQG com ponto fonte externo ao contorno. Resultados de
outros pontos sobre o contorno também apresentaram o mesmo comportamento,
diferindo apenas no termo que é diferente de zero.

Para o elemento quadratico utiliza-se uma discretizacdo de 36 elementos (90
nos - 270 GL), conforme mostra a figura 7.7. Em seguida mostra-se o grafico 7.12
com a estabilidade deste elemento e a tabela 7.20 com os valores de
deslocamentos transversais dos pontos situados no eixo central do sélido. A tabela
7.21 mostra a comparagaéo dos numeros de condicionamento. Utilizou-se um fator
de 0,1 para técnica do ponto fora, pois como pode ser visto no grafico 7.12, este
elemento mostrou-se bastante estavel para quaisquer das duas discretizacbes
apresentadas na figura 7.7.

B C
F
D E
36 elementos (270 GL) 144 elementos (966 GL)
(@) (b)

Figura 7.7 - Discretizag6es do sélido do exemplo 2 - elemento quadratico
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0,00
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Flexdo Técnica Corrigida — % — 270 - - ©- - - 966

Grafico 7.12 - Estabilidade da solugao para o elemento quadratico - exemplo 2

Tabela 7.20 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 2 com elemento quadratico
- 36 elementos - 270 GL

COORD. FLEXAO TEC. CORRIG. FORMULACAO
X;(cm) DESLOC.EM X, (cm)  ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)

20,00 0,0239 0,02248  -6,02 0,02278  -4,77
30,00 0,0495 0,04728  -4,40 0,04771 -3,54
40,00 0,0821 0,07926  -3,49 0,07970  -2,96
50,00 0,1205 0,11700  -2,92 0,11743  -2,57
60,00 0,1632 0,15906  -2,54 0,15943  -2,31
70,00 0,2087 0,20400  -2,27 0,20431 -2,12
80,00 0,2557 0,25046  -2,05 0,25063  -1,98

Tabela 7.21 - Nimero de condicionamento - exemplo 2 - elemento quadratico

NUMERO DE
FORMULAGAO CONDICIONAMENTO
36 ELEMENTOS - 270 GL

ISSA 509.556
ISQG 3.365.744

O elemento quadratico mostra, como esperado, uma maior estabilidade que
os elementos constante e linear. Os valores de deslocamentos para o ponto fonte
no contorno sao tdo bons quanto para o ponto fonte externo ao contorno.

Verifica-se também para o elemento quadratico os termos da sub-matriz da

diagonal principal da matriz H, conforme grafico 7.13.
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Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Fator do Ponto Fora

--%x--h11 —a —h22 —e—h33

1,50E-02
1,00E-02

5,00E-03

0,00E+00
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Fator do Ponto Fora

Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

—o—h12 —% —h23 --4-- h13

Grafico 7.13 - Sub-matriz da diagonal principal da matriz H - elemento quadratico -

exemplo 2

O grafico 7.13 mostra que o elemento quadratico possui comportamento
analogo ao elemento linear, com a diferenga que o termo hy, possui valor maximo
menor do que o seu valor para o elemento linear, e 0 seu pico € mais concentrado.

Este exemplo mostra a sensibilidade dos elementos de contorno ao tipo de
resposta esperada, ou seja, quando se tem resposta linear, o elemento linear ja
conduz a bons resultados; e quando a resposta é quadratica, o elemento quadratico
conduz a melhores resultados. Para que um elemento de grau menor conduza a
resultados aceitaveis e estaveis torna-se necessaria uma discretizacao
exageradamente grande.

Neste exemplo também é possivel verificar para o elemento linear que a
formulacao classica (CMEC) leva vantagem sobre a formulagdo com o uso da
funcdo hiper-singular (HMEC). A formulagdo HMEC apresenta um numero de
condicionamento bem maior que o do CMEC, tornando o sistema linear mais
instavel, refletindo ligeiramente nos resultados.

Também se pode notar, através deste exemplo, que o elemento constante

apesar de apresentar um condicionamento melhor, conduz a resultados muito
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imprecisos, sendo necessario aumentar exageradamente a discretizagdo para que
os resultados apresentem convergéncia para o ponto fonte colocado 0,2L do
contorno.

Isto ndo quer dizer que a resposta seja aceitavel, basta ver o grafico 7.7 que
reflete a instabilidade dos resultados. Assim, este elemento deve ser descartado

para analises da pratica.

7.4. Exemplo 3 - Sélido sob forgca transversal com varios

comprimentos

Neste exemplo € considerado o mesmo solido do exemplo 2, inclusive as
propriedades fisicas e geométricas, a nao ser pela altura, que agora varia de 20cm
até 200cm de 20 em 20cm. Para o elemento linear € mantida a mesma densidade
de malha da discretizacao (b) apresentada na figura 7.6, ou seja, 0 numero de
elementos varia, assim como o niumero de nés. Sao apresentados na tabela 7.22 os
resultados de deslocamentos transversais sobre o eixo X, no ponto A do sdlido
(extremidade) e na tabela 7.23 os numeros de condicionamento deste elemento

para esta discretizacdo. E mantido o fator de 0,2 para a técnica do ponto fora.

Tabela 7.22 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 3 com elemento linear

ALTURA RELACAO FLEXAO TEC. CORR. FORMULACAO
(cm) H:B  DESLOC.EMX, (cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
20,00  1:1 0,0068 0,0058 -14,71 0,0064 -586 0,00570 -1591
40,00  2:1 0,0364 0,0317 -13,04 00350 -3,83 0,03286 -9,78
60,00  3:1 0,1118 0,0996 -10,92 0,1088 -2,70 0,10429 -6,69
80,00  4:1 0,2557 02331 -884 02507 -195 0,24319 -4,89
100,00  5:1 0,4910 04582 -6,69 04846 -132 047324 -3,63
120,00  6:1 0,8407 0,8031 -447 08347 -0,71 0,81887 -2,59
140,00  7:1 1,3275 1,2981 221  1,3263 -0,09 1,30540 -1,66
160,00 81 1,9742 1,9747 002 19857 058 195950 -0,75
180,00  9:1 2,8039 2,8648 217 28408 1,32 280880 0,18

200,00 10:1 3,8392 4,0000 4,19 3,9209 2,13 3,88320 1,15
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Tabela 7.23 - Numero de condicionamento - exemplo 3 - elemento linear

ALTURA RELAGCAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO

(cm) H:B ISSA ISQG HMEC
20,00 1:1 467.329 3.224.694 3.462.016
40,00 21 411.960 3.195.681 4.328.680
60,00 3:1 408.746 3.222.177 4.380.192
80,00 4:1 443.887 3.192.730 4.272.518
100,00 5:1 516.128 3.126.219 4.093.698
120,00 6:1 642.535 3.035.260 3.883.621
140,00 71 795.513 2.928.479 3.662.735
160,00 8:1 982.833 2.811.882 3.439.472
180,00 9:1 1.197.308 2.694.719 3.237.788
200,00 10:1 1.441.252 2.578.458 3.054.001
1,50

S ¢ 0 e

s 5 0,50

o %

e

o 8’ 0,00

g 1:1 2:1 3:1 4:1 5:1 6:1 71 8:1 9:1 101
o Relacdo H:B
Analitico - - o - -ISSA - - 4 - -ISQG — % — HMEC

Grafico 7.14 - Comportamento do deslocamento com a variagdo do comprimento -

elemento linear

Os resultados deste exemplo para o elemento linear mostram que a
formulagéo ISQG com o ponto fonte externo ao contorno € melhor para este tipo de
problema do que a ISSA com o ponto fonte no contorno e HMEC que também
utiiza o ponto fonte externo ao contorno. Mais uma vez o numero de

condicionamento mostra que o HMEC esta produzindo um sistema mais instavel.

Para o elemento quadratico, utilizou-se a mesma densidade de malha da
discretizagcao apresentada na figura 7.7 (a) para o exemplo anterior. Na tabela 7.24
apresentam-se os deslocamentos transversais do ponto A e na tabela 7.25, o
condicionamento deste elemento para cada comprimento e no grafico 7.15, o

comportamento do deslocamento de acordo com o comprimento. Utiliza-se 0,1
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como fator de ponto fora para este elemento, pois este elemento apresenta-se

estavel.

Tabela 7.24 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 3 com elemento quadratico

ALTURA RELAGCAO FLEXAO TEC. CORR. FORMULAGAO
(cm) H:B DESLOC. EM X; (cm) ISSA ERRO (%) 1SQG ERRO (%)
20,00 1:1 0,0068 0,0061 -10,33 0,0063 -7,12
40,00 2:1 0,0364 0,0345 -518 0,0350 -3,80
60,00 3:1 0,1118 0,1083  -3,11 0,1089  -2,61
80,00 4:1 0,2557 0,2505 -2,05 0,2506 -1,98
100,00 5:1 0,4910 0,4842 -1,39 04833 -1,59
120,00 6:1 0,8407 0,8328 -0,94 08297 -1,31
140,00 7:1 1,3275 1,3196  -0,59 1,3128  -1,10
160,00 8:1 1,9742 1,9677  -0,33 1,9554  -0,95
180,00 9:1 2,8039 2,8008 -0,11 2,7806  -0,83
200,00 10:1 3,8392 3,8421 0,07 3,8111 -0,73

Tabela 7.25 - Numero de condicionamento - exemplo 3 - elemento quadratico

NUMERO DE
ALTURA RELACAO CONDICIONAMENTO
(cm) H:B ISSA ISQG
20,00 1:1 609.728 3.893.589
40,00 2:1 702.114 3.417.754
60,00 3:1 647.384 3.419.552
80,00 4:1 509.556 3.365.744
100,00 5:1 677.871 3.284.033
120,00 6:1 744.057 3.184.875
140,00 71 871.778 3.075.808
160,00 8:1 982.598 2.961.449
180,00 9:1 1.111.727 2.845.606
200,00 10:1 1.246.404 2.748.986
- 1,50

i

¢ 1,00 == r——a———a——a——# 2 2

2 18

g & 050 |

(23S

[0

al % 0,00

0 1:1 2:1 3:1 4:1 5:1 6:1 7:1 8:1 9:1 10:1
Relagédo H:B
Analitico — -o— - ISSA - - & - -ISQG

Grafico 7.15 - Comportamento do deslocamento com a variagao do comprimento -

elemento quadratico
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O elemento quadratico, como previsto, apresentou resultados muito bons e
com pequena diferenga entre as formulagdes. Outro ponto que se deve prestar
atencao é o fato de que quando se aumenta o comprimento do sodlido, o erro
diminui, o que era esperado, pois a teoria de flexao técnica prevé que quanto maior
o comprimento do sdlido em relagao as dimensdes da base, maior a aproximagao
da teoria com a realidade. Para os sdlidos com comprimentos menores do que 6
vezes a dimensdo da base (L<6h), como pode ser visto em Schiel (1984), a
corregdo dos deslocamentos devido ao cisalhamento mostra-se bastante
importante, pois tal corre¢do, nos casos especificados acima, € da mesma ordem
de grandeza dos deslocamentos devido a flexdao. Caso nao fosse feita essa
corregao, o erro poderia ser até de 50%. Observa-se também que para pecgas muito
curtas, L<3h, a correcao efetuada ja nao é tao precisa, refletindo no erro aparente

apresentado.

7.5. Exemplo 4 - Viga bi-apoiada sob forg¢a transversal no

meio do vao

Neste exemplo modela-se uma viga bi-apoiada sob flexdo simples devido a
uma forga transversal concentrada no meio do vao. As propriedades geométricas e
fisicas sdo mostradas na figura 7.8. A discretizacdo para o elemento linear, assim
como a distribuicdo do carregamento e apoios da viga; podem ser vistos na figura
7.9. O carregamento é distribuido de forma a simular o carregamento concentrado,
gerando um volume na area destacada, assim como os apoios. Calcula-se essa
viga com dois comprimentos, 80cm (966 GL) e 160cm (1734 GL), possuindo 70cm

e 150cm de véos livres, respectivamente, mantendo-se a mesma densidade de

malha.
- E =210.000 kgf/cm?

P =4.000 kgf ‘ V=030
! l £
! X3 )z ;
} 59

7o e N -
7 A 2y
7
,
$
Veadaa )
5cm 5cm
L (cm)

Figura 7.8 - Viga bi-apoiada com carregamento concentrado
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Pmax = 48 kgf/cm?

Apoios

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -——x

7797

Carregamento ,

Figura 7.9 - Discretizagao da viga de 80cm indicando carregamento e apoios para o
elemento linear

Apresenta-se no grafico 7.16 a estabilidade deste elemento com a
discretizacdo adotada para a viga de comprimento 80cm e na tabela 7.26, os
resultados de deslocamentos transversais (X;) no ponto central da viga para os dois
comprimentos ja mencionados, comparando-se com valores analiticos encontrados
em Schiel (1984), considerando-se as deformagdes devido ao cisalhamento. E
comparado novamente o numero de condicionamento (tabela 7.27) para verificar a
estabilidade do sistema linear. E utilizado o fator de 0,2 para a técnica do ponto
fora, por este valor apresentar os melhores resultados no intervalo adotado, como

pode ser visto no grafico 7.16. Além disso, o nivel de estabilidade esta bastante

razoavel.
0,20 -
3
T 0128 ey
oS = 0,107
S c €
28 o
Too
'S5 % 000
oo 0,01xL 0,05xL 0,10xL 0,15xL 0,20xL
[0
o Ponto Fonte

Analitico - - % - -1SQG — -0— - HMEC

Grafico 7.16 - Estabilidade da solugéo para o elemento linear - exemplo 4
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Tabela 7.26 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 4 - elemento linear

VAO LIVRE FLEXAO TEC. CORRIGIDA FOMULAGAO
(cm) DESLOC. EM X, (x10" cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
70,00 0,1281 0,1137 -11,21 0,1249 -2,52 0,1243 -2,93
150,00 1,0602 0,8499 -19,83 11,0084 -4,88 09829 -7,29

Tabela 7.27 - Numero de condicionamento - exemplo 4 - elemento linear

COMPRIM. VAO LIVRE NUMERO DE CONDICIONAMENTO

(cm) (cm) ISSA ISQG HMEC
80,00 70,00 67.689  302.384  141.579
160,00 150,00 84.509  200.449  139.401

Com a finalidade de comparar as formulagbes e também os elementos
utilizados apresentam-se as tabelas 7.28 e 7.29, onde sdo mostrados os
deslocamentos transversais (X;) para varios pontos sobre o eixo central da viga
com comprimentos 80 e 160cm, respectivamente, e plotam-se esses valores nos
graficos 7.17 e 7.18.

Tabela 7.28 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

80cm - elemento linear

DIST. DO APOIO FLEXAO TEC. CORRIG. FOMULACAO

(cm) DESLOC. EM X, (x10” cm) ISSA ERRO (%) 1SQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
25 0,1093 0,0998 -8,74 0,1096 0,21 0,091 -0,25
35 0,1281 0,1137 -11,21 0,1249 2,52 0,1243 -2,93
45 0,1093 0,0998 -8,74 0,096 0,21 0,091 -0,25

& _ 015

o §

<. 0,10

> O

N

S X

g5 005

=

8 0,00

8 25 35 45

Distancia do Apoio (cm)

Flexdo Téc. Corrigida - - % - -ISSA — -0— - [SQG — 4« — HMEC

Grafico 7.17 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

80cm - elemento linear
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Tabela 7.29 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

160cm - elemento linear

DIST. DO APOIO FLEXAO TEC. CORRIG. FOMULACAO
(cm) DESLOC. EM X, [x10” cm] ISSA ERRO (%) I1SQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
35 0,6781 0,5444 -19,72 0,6494 -424 0,6342 -6,47
45 0,8290 0,6654 -19,74 0,7927 -437 0,7741 -6,62
55 0,9477 0,7609 -19,71 0,9053 -4,47 0,8837 -6,75
65 1,0272 0,8252 -19,66 0,9802 -4,57 0,9563 -6,90
75 1,0602 0,8499 -19,83 1,0084 -4,88 0,9829 -7,29
85 1,0272 0,8253 -19,65 0,9791 -468 0,9527 -7,25
95 0,9477 0,7611 -19,69 0,9030 -4,71 0,8766 -7,50
105 0,8290 06655 -19,72 0,7894 -477 0,7639 -7,85
115 0,6781 05446 -19,69 0,6451 -4,86 0,6213 -8,38

1,20
1,00
0,80 -
0,60 -
0,40 -
0,20 -
0,00

Desloc. Transv. no Eixo
Central (x101 cm)

35 45 55 65 75 85 95 105 115

Distancia do Apoio (cm)

Flexdo Téc. Corrigida - - %- - -ISSA — -0— - ISQG — - — HMEC

Grafico 7.18 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

160cm - elemento linear

Os resultados obtidos com o ISQG foram um pouco melhores do que o HMEC
e bem melhores do que o ISSA, que dispde o ponto fonte no contorno, apesar do
numero de condicionamento desta ultima formulagdo ser menor, o que mostra que
o sistema linear esta consistente, mas a ordem de grandeza do numero de
condicionamento ndo interfere muito nos resultados. Como o exemplo anterior, o
ponto fonte externo ao contorno conduz a melhores resultados, pois, em se
tratando de um solido retangular, as sub-matrizes da diagonal principal da matriz H
possuem valores semelhantes aos do exemplo anterior. Além disso, para melhorar
os resultados com pontos fonte mais préoximos bastaria aumentar a densidade da
malha, buscando uma maior estabilidade (grafico 7.16).

Para o elemento quadratico utiliza-se a discretizagdo para a viga de 80cm e a

forma de carregamento mostrados na figura 7.10, e para a viga de 160cm manteve-
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se a mesma densidade de malha. No grafico 7.19 mostra-se a estabilidade da
discretizagao da figura 7.10 para o elemento quadratico. Na tabela 7.30 estéo os
deslocamentos transversais para a viga com os comprimentos 80cm (984 GL) e
160cm (1752 GL) e na tabela 7.31, os numeros de condicionamento deste elemento
para a discretizagdo apresentada. Utilizou-se 0,1 como fator para a técnica do
ponto fora.

Pmax = 30 kgf/cm?

Apoios o AN 0

4 7777

Carregamento

Figura 7.10 - Discretizagao do sélido do exemplo 4 indicando carregamento e apoios

para o elemento quadratico

0,20
o
©
T _ 01281 x O— — .
g = 010}
5o
P Ex 000
g6 2
% o 0,01xL 0,05xL 0,10xL 0,15xL 0,20xL
8 Ponto Fonte

Flexdo Técnica Corrigida - - %- - -1ISQG

Grafico 7.19 - Estabilidade da solugao para o elemento quadratico - exemplo 4
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Tabela 7.30 - Deslocamentos transversais (X;) do exemplo 4 - elemento quadratico

COMPRIM. VAO LIVRE FLEXAO TEC. CORRIGIDA FOMULACAO
(cm) (cm)  DESLOC.EM X, (x10"cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
80,00 70,00 0,1281 01259  -1,73 01265  -1,24
160,00 150,00 1,0602 1,0560  -0,39  1,0653 0,48

Tabela 7.31 - Numero de condicionamento - exemplo 4 - elemento quadratico

COMPRIM. VAO LIVRE NUMERO DE CONDICIONAMENTO

(cm) (cm) ISSA 1SQG
80,00 70,00 78.798 5.386.556
160,00 150,00 66.344 731.693

O elemento quadratico mostrou-se bastante estavel com praticamente o
mesmo numero de graus de liberdade do elemento linear, €, como no exemplo 2,
os resultados com o ponto fonte no contorno (ISSA) sdo tédo bons quanto o ponto
fonte externo ao contorno (ISQG); isto se deve ao fato do elemento quadratico
representar bem o problema e sua discretizagdo ter um grau de refinamento
adequado. Apresentam-se os deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo
central da viga de 80cm (tabela 7.32) e da viga de 160cm (tabela 7.33) e plotou-se
esses resultados nos graficos 7.20 e 7.21, respectivamente.

Tabela 7.32 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

80cm - elemento quadratico

DIST. DO APOIO FLEXAO TEC. CORRIGIDA FOMULACAO
(cm) DESLOC. EM X, (x10™" cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
25 0,1093 0,1106 1,12 0,1114 1,88
35 0,1281 0,1259 -1,73 0,1265 -1,24

45 0,1093 0,1106 1,12 0,1114 1,91




Desloc. Transv. no Eixo

Central (x1 0’ cm)

0,15 -
0,10 - — T
0,05
0,00
25 35 45

Distancia do Apoio (cm)

Flex&o Técnica Corrigida - - %- - -ISSA — -0— - ISQG

Grafico 7.20 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

80cm - elemento quadratico

Tabela 7.33 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

160cm - elemento quadratico
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DIST. DO APOIO FLEXAO TEC. CORRIGIDA FOMULACAO

(cm) DESLOC. EM X, (x10™" cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
35 0,6781 0,6800 0,28 0,6860 1,16
45 0,8290 0,8301 0,14 0,8375 1,03
55 0,9477 0,9480 0,03 0,9566 0,94
65 1,0272 1,0264 -0,07 1,0358 0,84
75 1,0602 1,0560 -0,39 1,0653 0,48
85 1,0272 1,0264 -0,07 1,0360 0,86
95 0,9477 0,9480 0,03 0,9568 0,95
105 0,8290 0,8301 0,14 0,8377 1,05
115 0,6781 0,6800 0,28 0,6862 1,19

2 1,20 -

2 1,00 ‘/a/‘_/g———%—q\‘\‘\‘

€ © 0,80

2, g 0,60 -

g = 0,40 -

= 8 0,20 -

8 & 0,00 : ‘

§ © 35 45 65 75 85 95 105 115

Distancia do Apoio (cm)
Flexdo Técnica Corrigida - - %- - -ISSA — -0— - ISQG

Grafico 7.21 - Deslocamentos transversais para pontos sobre o eixo central - viga

160cm - elemento quadratico
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Comparando-se os resultados obtidos entre os elementos linear e quadratico,
vé-se que os resultados por este ultimo sdo bem melhores e mais estaveis,

justamente pela melhor representagao do problema de flexao.

7.6. Exemplo 5 - Esfera vazada sob pressao interna

Este exemplo trata-se de uma esfera vazada ou oca (figura 7.11) submetida a
uma pressao interna unitaria, com raio interno unitario e raio externo com valores
entre 1,01 e 2,00. Possui médulo de elasticidade unitario e coeficiente de Poisson
0,3. Foi mantido o mesmo numero de elementos para todos os valores de raios
externos, com um total de 864 elementos (532 nés e 1596 graus de liberdade) para
o elemento linear, como mostra o corte da figura 7.12. Esta discretizagao foi obtida

a partir da discretizagao de um cubo de lado igual ao didmetro da esfera.

Figura 7.11 - Esfera vazada

Figura 7.12 - Corte no plano médio da esfera discretizada

No grafico 7.22 mostra-se a estabilidade do elemento linear para a esfera

com relacao b/a=1,01 e no grafico 7.23 para a relagao b/a=2,0.
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Na tabela 7.34 comparam-se os valores dos deslocamentos radiais para r=a
(raio interno) para varias relagdes b/a com valores analiticos (ver apéndice |) e no
grafico 7.24 encontram-se esses valores plotados. Na tabela 7.35 apresentam-se
os valores para as tensdes circunferenciais, assim como seus valores plotados no
grafico 7.25 e na tabela 7.36 os numeros de condicionamento. Utiliza-se 0,2 como

fator para a técnica do ponto fora.
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Grafico 7.22 - Estabilidade do elemento linear para a esfera com relagao b/a=1,01
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Grafico 7.23 - Estabilidade do elemento linear para a esfera com relagao b/a=2,0



Tabela 7.34 - Deslocamentos radiais para r=a - elemento linear
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RELACAO DESLOC. RADIAL FORMULACAO

b/a ANALITICO (r=a) ISSA ERRO (%) 1SQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
1,01 35,3023 21,1620 -40,05 33,7850 -4,30 32,2900 -8,53
1,02 17,8046 11,7340 -34,10 17,2290 -3,23 16,5010 -7,32
1,03 11,9736 8,3479  -30,28 11,7070 -2,23 11,2190  -6,30
1,04 9,0591 6,5721 -27,45 8,9095 -1,65 8,5631 -5,48
1,05 7,3114 5,4683 -25,21 7,1551 -2,14 6,8997 -5,63
1,10 3,8222 3,1258 -18,22 3,8902 1,78 3,7445 -2,03
1,20 2,0923 1,8418 -11,97 2,1555 3,02 2,0761 -0,77
1,40 1,2521 1,1533 -7,89 1,2525 0,03 1,2436 -0,68
1,60 0,9891 0,9233 -6,66 0,9820 -0,73 0,9793 -0,99
1,80 0,8673 0,8139 -6,15 0,8580 -1,08 0,8569 -1,20
2,00 0,8000 0,7528 -5,90 0,7899 -1,27 0,7893 -1,33
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Grafico 7.24 - Deslocamentos radiais para r=a - elemento linear

Tabela 7.35 - Tensoes circunferenciais para r=a - elemento linear

RELACAO TENSAO CIRCUNF. FORMULACAO
b/a (r=a) ISSA ERRO (%) 1SQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
1,01 50,0033 31,3070 -37,39 47,3680 -527 46,8730 -6,26
1,02 25,0066 17,1080 -31,59 23,7500 -503 23,5570  -5,80
1,03 16,6765 12,0190 -27,93 159060 -462 158060  -5,22
1,04 12,5131 9,3514 -2527 11,9390 4,59 11,8940  -4,95
1,05 10,0163 7,6938 -2319 95650  -4,51 95410  -4,74
1,10 5,0317 41750 17,03 4,8566  -3,48  4,8863  -2,89
1,20 2,5604 22464 12,27 25843 0,93 26141 210
1,40 1,3601 12325 -938 1,3519 -060  1,3593  -0,06
1,60 0,9845 09048  -8,10 09972 129 10000 157
1,80 0,8104 07517 7,24 08328 276 08341 292
2,00 0,7143 06670 6,63 07419 387 07426 397
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Grafico 7.25 - TensoOes circunferenciais para r=a - elemento linear

Tabela 7.36 - Numero de condicionamento - exemplo 5 - elemento linear

RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO
b/a ISSA ISQG HMEC
1,01 4.788 493.421 544.109
1,02 2.799 1.123.002 1.753.326
1,03 2.152 834.054 1.111.747
1,04 1.810 339.687 352.303
1,05 1.618 1.577.043 3.624.248
1,10 1.257 129.549 281.498
1,20 1.204 308.770 352.614
1,40 1.391 71.466 83.819
1,60 1.592 64.412 94.812
1,80 1.793 56.482 84.737
2,00 2.000 53.095 92.508

O elemento linear nao se mostrou estavel para a relagdo b/a=1,01, mas
conduz a bons resultados quando se utiliza o fator 0,2. Mas a medida que a relacao
b/a vai aumentando, a estabilidade também aumenta. Novamente os melhores
resultados sdo obtidos com a utilizagdo da formulagdo com o ponto fonte fora do
contorno (ISQG), seguida pela formulagdo que utiliza as fungbes hiper-singulares
(HMEC), que se mostrou muito boa para este tipo de problema. Os numeros de
condicionamento da formulagcdo com o ponto fonte no contorno (ISSA) foram bem
menores do que as outras duas formulagdes, mostrando que o sistema esta
bastante estavel para esta formulagao, apesar disso os resultados nao foram bons.

Dessa forma apresenta-se no grafico 7.26 um estudo da sub-matriz (3x3) da



103

diagonal principal da matriz H para o ponto central superior, como feito

analogamente para outros exemplos.

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Fator do Ponto Fora

Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

--x--h11 —& —h22 —e—h33

2,00E-02
1,50E-02
1,00E-02
5,00E-03

0,00E+00
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Fator do Ponto Fora

Valor da Sub-Matriz
Diagonal da Matriz H

—o—h12 —% —h23 --4-- h13

Grafico 7.26 - Sub-matriz da diagonal principal da matriz H - elemento linear -

exemplo 5

Como nos exemplos anteriores, com o ponto fonte externo ao contorno existe
um elemento da sub-matriz que é diferente de zero (hs2 e hy4), além dos elementos
da diagonal desta sub-matriz. Diferentemente do que acontece quando o ponto
fonte esta no contorno, em que apenas os elementos da diagonal desta sub-matriz
sdo diferentes de zero. Isto melhora a solugao do sistema linear, pois existem mais
valores diferentes de zero. Porém, deve-se lembrar que a melhora da discretizacao
levara a solugdes estaveis e, portanto, boas para a formulacao ISSA ou ISQG.

Neste exemplo nado se utilizard o elemento quadratico porque para este
representar bem a superficie esférica do problema precisaria de uma discretizagao
no minimo igual aquela utilizada para o elemento linear, pois o elemento utilizado é
plano, o que aumentaria em muito o numero de graus de liberdade. Além disso, o

elemento linear ja conduz a resultados conclusivos.



7.7. Exemplo 6 - Casca esférica sob pressao interna
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Este exemplo é uma pequena variagdo do exemplo anterior, agora

base apoiada, como mostra a figura 7.13. Este exemplo serve para analisar

é
calculada a metade da esfera (casca) submetida a pressao interna, com toda a
a
a

perturbacdo causada pelas restricoes devido aos apoios. A discretizagdo é

mesma apresentada na figura 7.12, diferenciando-se a base, que agora precisa ser

discretizada. Para as relagdes b/a<1,10, a base é discretizada com apenas uma

fileira, por ser fina; e ja para relagbes b/a>1,10, a base é discretizada em duas

fileiras de elementos, por essas bases ja serem mais espessas. Com isso as

discretizacbes para relagbes b/a<1,10 possuem 480 elementos e 338 nés (1014

GL) e 528 elementos e 362 nés (1086 GL) para as outras relagoes.

Figura 7.13 - Casca esférica

Para o calculo dos deslocamentos escolheu-se dois pontos no contorno, um
na parte central superior, Ponto A (tabelas 7.37 e 7.39), e outro na base, Ponto B

(tabelas 7.38 e 7.40) para verificar a perturbagédo causada pelos apoios.

Tabela 7.37 - Deslocamentos radiais para r=a - Ponto A - elemento linear

RELACAO  DESLOC. RADIAL FORMULAGAO
bla ANALITICO (r=a) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
1,01 35,3023 31,0330 -12,09 385590 923 37,7180 6,84
1,02 17,8046 16,1010 -9,57 19,1510 7,56 18,9460 6,41
1,03 11,9736 10,9550 -8,51 12,7260 6,28 12,6290 547
1,04 9,0591 8,3474  -7,86 95051 492 94704 454
1,05 7,3114 6,7726  -7,37 77365 581  7,7933 6,59
1,10 3,8222 3,6133  -547 40073 4,84 40048 4,78
1,20 2,0923 2,0153  -3,68 2,1884 459 22108 566
1,40 1,2521 12127  -314 12681 1,28 12698 1,42
1,60 0,9891 09521 -3,75 09898 0,07 09839  -0,53
1,80 0,8673 0,8286  -446 08620 -0,61 08468  -2,36
2,00 0,8000 07589  -514  0,7855  -1,82  0,7663  -4,22




Tabela 7.38 - Deslocamentos radiais para r=a - Ponto B - elemento linear
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RELACAO  DESLOC. RADIAL FORMULACAO
b/a ANALITICO (r=a) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
1,01 35,3023 18,9240 -46,39 11,0680 -68,65 19,9060 -43,61
1,02 17,8046 10,7480 -39,63 86331 -51,51 11,2500 -36,81
1,03 11,9736 7,7602 -3519  7,3100 -38,95 85832  -28,32
1,04 9,0591 6,1717 -31,87 62748 -30,74 7,0758  -21,89
1,05 7,3114 51736  -2924 52777 27,82 61821 -1545
1,10 3,8222 30129 21,17 3,3200 -13,14  3,5007  -8,41
1,20 2,0923 1,8032  -13,82 20544  -1,81 16929  -19,09
1,40 1,2521 11449  -856 12311 -167 12838 2,53
1,60 0,9891 09233 -666 09717 -1,77 1,0387 501
1,80 0,8673 08177 572 08516 -1,81 09504 9,58
2,00 0,8000 07585 -518  0,7855 -1,82 09311 16,39

Tabela 7.39 - Tens6es circunferenciais para r=a - Ponto A - elemento linear

RELACAO TENSAO CIRCUNF. FORMULACAO
b/a (r=a) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
1,01 50,0033 35,4930 -29,02 48,0840 -3,84 48,0920 -3,82
1,02 25,0066 18,9540 -2420 24,0390 -3,87 24,0680 -3,75
1,03 16,6765 13,1200 -21,33 16,0600 -3,70 16,0710  -3,63
1,04 12,5131 10,1010 -19,28 12,0380 -3,80 12,0590  -3,63
1,05 10,0163 8,2434  -17,70 98041 2,12  9,8689  -1,47
1,10 5,0317 43734 -13,08 48849 2,92 48873  -2,87
1,20 2,5604 2,3105  -9,76  2,6197 231 26907 5,09
1,40 1,3601 1,2515  -7,98  1,3599  -0,01  1,3371  -1,69
1,60 0,9845 0,9165 -6,90  1,0023 1,81 09686  -1,62
1,80 0,8104 0,7630 -586  0,8368 326 07898  -2,54
2,00 0,7143 06794  -4,88 07453 434 06790  -4,94

Tabela 7.40 - Tensé6es circunferenciais para r=a - Ponto B - elemento linear

RELACAO TENSAO CIRCUNF. FORMULACAO
b/a (r=a) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
1,01 50,0033 38,6580 -22,69 437900 -1243 451780  -9,65
1,02 25,0066 20,4660 -18,16 21,9740 -12,13 22,4140 -10,37
1,03 16,6765 14,0540 -1573 14,6780 -11,98 150130 -9,98
1,04 12,5131 10,7510 -14,08 11,0550 -11,65 11,3430 -9,35
1,05 10,0163 8,7304 -12,84 89151 -10,99 911370  -8,78
1,10 5,0317 45797 8,98 43656 -13,24 45595  -9,38
1,20 2,5604 24017  -620 2,3473  -832 17070  -3333
1,40 1,3601 12912 507 12303 -954 14697 8,06
1,60 0,9845 09320 -534 08935 -925 12686 28,86
1,80 0,8104 07594  -630 07317 -972 13114 61,82
2,00 0,7143 06587 -7,78 06381 -10,67 15065 110,91

E os numeros de condicionamento sao apresentados na tabela 7.41.



Tabela 7.41 - Numero de condicionamento - exemplo 6 - elemento linear

RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO
b/a ISSA ISQG HMEC
1,01 4.706 2.572.163 307.557
1,02 2.446 7.911.922 3.745.289
1,03 1.721 1.645.726 3.022.989
1,04 964 105.638 603.666
1,05 698 1.148.200 2.139.514
1,10 778 197.562 116.714
1,20 867 191.785 222.322
1,40 921 31.987 31.314
1,60 1.041 30.109 33.715
1,80 765 39.146 38.397
2,00 907 64.672 61.986

106

Como no ponto A nao ha perturbagao, os resultados para deslocamentos e

tensdes ndo foram muito afetados, € no ponto B é possivel ver claramente que os

resultados, em geral, pioraram bastante. Isto € devido a perturbacido causada pelo

tipo de restricdo, mostrando que o MEC €& muito sensivel ao tipo de restricao

aplicado. No caso da esfera inteira, € possivel aplicar restricdes para que todas as

reacdes sejam nulas, mas no caso da casca isto ndo € possivel. Nao foi feita uma

analise de estabilidade da solugdo para saber se esta discretizacao é aceitavel,

apenas se fez uma analogia com o problema anterior.

7.8. Exemplo 7 - Placa retangular com flexao pura

Este exemplo mostra a aplicacdo do MEC-3D em placas com curvaturas

cilindricas, esféricas e com momentos aplicados em apenas dois

lados.

Solucionam-se placas com varias relagdes h/L. Os resultados analiticos foram

obtidos a partir de Timoshenko & Woinovsky-Krieger (1956).

7.8.1. Placa retangular com curvatura cilindrica

A figura 7.14 mostra a placa com curvatura cilindrica, assim como suas

propriedades fisicas e geométricas, e sua discretizagédo na figura 7.15.
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my=v.mx
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Figura 7.14 - Placa retangular com curvatura cilindrica - elemento linear

Figura 7.15 - Discretizagao da placa retangular - L=25cm - malha 8x8 - elemento linear

Para as placas com outras dimensdes foram mantidas as mesmas
densidades nas bordas e as malhas das faces, superior e inferior, ficaram as
seguintes:

L=25cm - malha 8x8 - 702 GL

L=50cm - malha 16x16 - 2130 GL

L=100cm - malha 24x24 - 4506 GL

No grafico 7.27 é mostrada a convergéncia para a placa retangular com
L=25cm e com curvatura cilindrica. Nao se mostrara a convergéncia para as outras
placas, pois a densidade de malha foi mantida, a ndo ser para a placa com
L=100cm.
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Grafico 7.27 - Convergéncia da placa retangular com curvatura cilindrica - L=25cm -

elemento linear

Através do grafico 7.27 escolheu-se a malha 8x8 para se realizar a analise

com o elemento linear. No grafico 7.28 mostra-se a estabilidade desta malha para o
elemento linear.
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Grafico 7.28 - Estabilidade da malha 8x8 - L=25cm - elemento linear

A estabilidade da malha 8x8 para a placa com L=25cm, ainda mostra uma
pequena variagao, tanto para a formulagdo ISQG quanto para a HMEC, mesmo
assim, compara-se os deslocamentos transversais no centro da placa para os
diversos comprimentos e as diversas formulagdes, a saber, ISSA, ISQG e HMEC
para o elemento linear. Valores estes apresentados na tabela 7.42 e na tabela 7.43
apresenta-se os numeros de condicionamento. Utilizou o valor de 0,2 para o fator

da técnica do ponto fora, por este apresentar o menor erro, segundo o grafico 7.28.
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Tabela 7.42 - Deslocamentos em placas retangulares com curvatura cilindrica -

elemento linear

L RELACAO DESLOC. ANALITICO FORMULACAO

(cm)  HL EMX; (x10%2cm)  ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
2500 125 0,1465 01319 999 011427 -258 0,427 -2,58
50,00 1:5 0,5859 05208 -11,12 05706 -262 05706 -2,62
100,00  1:10 2,3437 1,8129 22,65 22019 605 22011 -6,09

Tabela 7.43 - Numero de condicionamento - curvatura cilindrica - elemento linear

L RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO

(cm) H:L ISSA ISQG HMEC
25,00 1:2,5 77.491 1.270.000 443.569
50,00 1:5 88.237 1.748.465 642.178
100,00 1:10 60.327 1.440.471 500.840

Para as placas retangulares com curvaturas cilindricas e resolvidas com
elemento linear, o erro apresentado pela formulacao ISSA (ponto fonte no contorno)
foi bem maior do que as outras duas formulagdes, apesar do numero de
condicionamento ser menor. Mas como discutido anteriormente, sendo a resposta
analitica uma fungdo do 2° grau, para que o elemento linear apresentasse
resultados melhores seria necessaria uma discretizacdo maior ainda, o que
acarretaria em um enorme tempo de processamento.

Para o elemento quadratico foram escolhidas as seguintes discretizagdes:

L=25cm - malha 2x2 - 330 GL

L=50cm - malha 2x2 - 330 GL

L=100cm - malha 4x4 - 810 GL

A discretizacdo da malha 2x2 e L=25cm pode ser vista na figura 7.16.

Figura 7.16 - Discretizagao da placa retangular - L=25cm - malha 2x2 - elemento

quadratico
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O grafico 7.29 mostra a estabilidade da placa com L=25cm e malha 2x2 para
0 elemento quadratico. Apos isso, mostram-se os deslocamentos transversais no

centro da placa na tabela 7.44 e na tabela 7.45 sdo apresentados os numeros de
condicionamento.

—~ 020 [

£

50,1465

© 010 |

X

©

£ 000

T 0,01xL 0,05xL 0,10xL 0,15xL 0,20xL

Ponto Fonte

Valor Analitico - - %- - -ISQG

Grafico 7.29 - Estabilidade da malha 2x2 - L=25cm - elemento quadratico

Tabela 7.44 - Deslocamentos em placas retangulares com curvatura cilindrica -

elemento quadratico

L RELACAO DESLOC. ANALITICO FORMULACAO
(cm) H:L EM X5 (x10? cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
25,00 1:2,5 0,1465 0,1465 0,00  0,1465 0,00
50,00 1:5 0,5859 0,5859 0,00 05858  -0,03
100,00 1:10 2,3437 2,3436  -0,01  2,3436  -0,01

Tabela 7.45 - Nimero de condicionamento - curvatura cilindrica - elemento quadratico

L RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO
(cm) H:L ISSA ISQG
25,00 1:2,5 71.904 12.284.879
50,00 1:5 57.039 851.824
100,00 1:10 47.136 4.478.909

Como previsto, o elemento quadratico apresenta resultados excelentes para
este tipo de problema, independente da relacdo H:L. O erro que aparece é devido

ao calculo numérico, e o condicionamento com o ponto fonte no contorno (ISSA) é
bem melhor do que com o ponto fonte fora (ISQG).
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7.8.2. Placa retangular com curvatura esférica

Para a curvatura esférica foram mantidas as mesmas densidades de malhas
e graus de liberdade da curvatura cilindrica, pois o grau da resposta em
deslocamento € o mesmo. A unica diferenga € na aplicagdo do carregamento e

apoios, que podem ser vistos na figura 7.17.

apoios

1 NEENENEEN
my=mx
R} r
- E=100.000 Kgf/cm?
g ™ v=0,25 4
- I h=10cm >
mx=166,66 kgf.cm/cm
™ 4
a4 ror r.r
‘\\\apoios/l/
L (cm)

Figura 7.17 - Placa retangular com curvatura esférica - elemento linear

Também n&o irdo se mostrar convergéncia e estabilidade, por estes ja terem

sido abordados em 7.8.1.
Na tabela 7.46 apresentam-se os valores de deslocamentos transversais para
o ponto central da placa com curvatura esférica e na tabela 7.47 os numeros de

condicionamento. O fator de ponto fora também foi mantido.

Tabela 7.46 - Deslocamentos em placas retangulares com curvatura esférica -

elemento linear

L RELACAO DESLOC. ANALITICO FORMULACAO
(cm) H:L EMX; (x102cm)  ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
2500 1:2,5 0,2344 02034 -1322 02230 -4,84 02246 -4,16
50,00 15 0,9375 08027 -14,38 08956 -4,47 08971  -4,31
100,00  1:10 3,7500 25202 -3279 33518 -10,62 3,3528 -10,59
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Tabela 7.47 - Numero de condicionamento - curvatura esférica - elemento linear

L RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO

(cm) H:L ISSA ISQG HMEC
25,00 1:2,5 38.339 52.109 70.286
50,00 1:5 29.699 34.065 54.648
100,00 1:10 16.819 21.371 16.238

Como para a curvatura cilindrica, os maiores erros apresentados foram os da
formulagédo ISSA, o que ja era previsto, o que mudou foi o condicionamento das
formulacoes ISQG e HMEC, isto foi devido as condi¢cbes de contorno impostas em
deslocamentos, que conseguiu representar melhor o problema fisico.

Para o elemento quadratico, também foram utilizadas as mesmas
discretizacdes do problema anterior para este tipo de elemento. E os resultados de

deslocamentos e numeros de condicionamento encontram-se nas tabelas 7.48 e
7.49, respectivamente.

Tabela 7.48 - Deslocamentos em placas retangulares com curvatura esférica -

elemento quadratico

L RELACAO DESLOC. ANALITICO FORMULACAO
(cm) H:L EMX; (x10%2cm)  ISSA ERRO (%) 1SQG ERRO (%)
2500  1:2,5 0,2344 0,2344 0,00 02344 0,00
50,00 15 0,9375 09374 001 09374  -0,01
100,00  1:10 3,7500 3,7499 0,00  3,7455  -0,12

Tabela 7.49 - Numero de condicionamento - curvatura esférica - elemento quadratico

L RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO
(cm) H:L ISSA ISQG
25,00 1:2,5 48.903 21.258.877
50,00 1:5 33.165 449.102
100,00 1:10 15.897 757.799

Tal qual a curvatura cilindrica, o elemento quadratico também n&o apresentou

erro, a nao ser numérico, e os numeros de condicionamento da formulagéo ISSA
sdo bem melhores do que a formulagao ISQG.
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7.8.3. Placa retangular com momentos uniformes em duas

bordas

Este exemplo é analogo aos outros dois anteriores, portanto as discretizagbes
e 0 numero de graus de liberdade sdo mantidos. Na figura 7.18 apresenta-se o

carregamento aplicado e as condi¢cdes de contorno em deslocamentos.

apoios

E=100.000 Kgf/cm?
v=0,25

L (cm)

VARV

h=10cm

mx=166,66 kgf.cm/cm

M. S S

A

Figura 7.18 - Placa retangular com momentos uniformes em duas bordas - elemento

linear

As discretizagdes e numeros de graus de liberdade foram mantidos para este
exemplo. Na tabela 7.50 apresentam-se os resultados de deslocamentos
transversais no ponto central da placa e na tabela 7.51 os numeros de

condicionamento. Neste caso também se manteve o fator de ponto fora.

Tabela 7.50 - Deslocamentos em placas retangulares com momentos uniformes em
duas bordas - elemento linear

L RELACAO DESLOC. ANALITICO FORMULACAO

(cm) H:L EMX; (x102cm)  ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%) HMEC ERRO (%)
2500 1:2,5 0,1172 0,1017 -1322 0,133 -328 0,125 -3,99
50,00 15 0,4687 04013 -14,39 04496 -4,08 04487 -428
100,00  1:10 1,8750 1,2601 -32,79 1,6776 -10,53 16763 -10,60
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Tabela 7.51 - Numero de condicionamento - placas retangulares com momentos

uniformes em duas bordas - elemento linear

L RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO

(cm) H:L ISSA ISQG HMEC
25,00 1:2,5 38.339 52.109 70.286
50,00 1:5 29.699 34.065 54.648
100,00 1:10 16.819 21.371 16.238

Os erros foram analogos aos exemplos anteriores, justamente por este
exemplo apresentar o mesmo tipo de comportamento.

Para o elemento quadratico também se mantiveram todos os parametros dos

dois exemplos anteriores resolvidos com este elemento. Na tabela 7.52

apresentam-se os deslocamentos transversais e na tabela 7.53 os numeros de
condicionamento.

Tabela 7.52 - Deslocamentos em placas retangulares com momentos uniformes em

duas bordas - elemento quadratico

L RELACAO DESLOC. ANALITICO FORMULACAO
(cm) H:L EM X5 (x10? cm) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
25,00 1:2,5 0,172 0,172 0,00 0,172 0,00
50,00 1:5 0,4687 04687 -001 04686  -0,02
100,00 1:10 1,8750 1,8749 0,01 18732  -0,10

Tabela 7.53 - Numero de condicionamento - placas retangulares com momentos

uniformes em duas bordas - elemento quadratico

L RELACAO _ NUMERO DE CONDICIONAMENTO
(cm) H:L ISSA ISQG
25,00 1:2,5 48.903 21.258.877
50,00 1:5 33.165 449.102
100,00 1:10 15.897 757.799

Como para os outros exemplos, pois este problema possui 0 mesmo

comportamento, o elemento quadratico ndo apresenta erro, a ndo ser numérico.
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7.9. Exemplo 8 - Placa quadrada simplesmente apoiada com

carga uniformemente distribuida

Neste exemplo examinam-se com placas quadradas com diversas relagdes
entre espessura e lado, simplesmente apoiadas nas quatro bordas (apoios no plano
médio das placas) e com carregamento uniformemente distribuido (flexdo simples).
As placas possuem propriedades geométricas e fisicas de acordo com a figura
7.19. Este exemplo foi resolvido apenas com o elemento quadratico, pois se fosse
utilizado o elemento linear, haveria a necessidade de uma enorme discretizacao
para que os resultados fossem confiaveis e aceitaveis. Os resultados obtidos pelo
MEC-3D foram comparados com os resultados obtidos por Ribeiro (1976) apud
Ribeiro (1992), por este levar em consideragcdo o efeito do esfor¢co cortante no

calculo de deslocamentos.

apoios

S

N

E=100.000 Kgf/cm?

£ v=0,3

apoios
=z =10 Kgflcm?

apoios

Y

h=10cm

e

apoios
Figura 7.19 - Placa quadrada simplesmente apoiada

As placas analisadas possuem os seguintes vaos e discretizagoes:

L=40cm - malha 4x4 - 1098 GL e bordas discretizadas de acordo com a figura
7.20;

L=50cm - malha 8x8 - 2346 GL e bordas com o0 mesmo numero de elementos;

L=100cm - malha 10x10 - 3258 GL e bordas com o mesmo numero de

elementos.
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Figura 7.20 - Discretizagado da placa quadrada L=40cm - malha 4x4 - elemento

quadratico

No grafico 7.30 € apresentada a convergéncia do elemento quadratico para a
placa com vao L=40cm, utilizando-se o fator de ponto fora com valor 0,1.

’g 0,20 -
SRR X--mmmmemmmm - X mmmmme e X
o 01448
X 010 ¢
[}
z
S 0,00
T 4x4 8x8 10x10 12x12

Discretizagdo da Malha

Ribeiro (1976) - - % - -1ISQG

Grafico 7.30 - Convergéncia da placa retangular simplesmente apoiada sob flexao

simples - L=40cm - elemento quadratico

Como néo houve grande variagao nos resultados, escolheu-se a malha 4x4

para se realizar toda a analise. No grafico 7.31 mostra-se a estabilidade da solugao
para a malha escolhida.

0,20
§ 01448 Lzt s St Xorero:e, x
"9 0,10
x
£ 000
2 0,01xL 0,05xL 0,10xL 0,15xL 0,20xL

Ponto Fonte

Ribeiro (1976) - - %- - -ISQG

Grafico 7.31 - Estabilidade da malha 4x4 - L=40cm - elemento quadratico
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Pelo grafico 7.31 que mostra a estabilidade verifica-se que nado ha
variabilidade, a nao ser para o ponto fonte localizado a 0,2L do elemento, o que nao
mostra que este valor é o correto. A seguir, na tabela 7.54, sdo comparados o0s

100-D
q-L'

fatores w.[ J para as placas com diversos vaos, e na tabela 7.55 mostram-se

0s numeros de condicionamento. Utiliza-se o valor de 0,1 para o fator da técnica do
ponto fora, pois como 0,2 é o unico ponto destoante, os resultados com este fator
nao poderiam de maneira alguma ser confiaveis, apesar de, provavelmente,
apresentar, maximos valores dos termos cruzados da matriz H, importantes para

esta analise.

Tabela 7.54 - Comparacao dos fatores w(100DIqI4) - elemento quadratico

L RELACAO Ribeiro Ribeiro - MEC FORMULACAO
(cm) H:L (1976) (1992) ISSA ERRO (%) ISQG ERRO (%)
w(100D/ql*)
40,00 1:4 0,518 0,5182 0,6042 16,60  0,5901 13,87
50,00 1:5 0,478 0,4779 0,5448 13,99  0,5439 13,80
100,00 1:10 0,424 0,4241 0,4507 6,26 0,4628 9,11

Tabela 7.55 - Numero de condicionamento - exemplo 8 - elemento quadratico

L RELACAO NUMERO DE CONDICIONAMENTO
(cm) H:L ISSA ISQG
40,00 1:4 927.192.065 33.640.040
50,00 15 999.999.999.999  2.702.036.693
100,00 1:10 999.999.999.999 77.169.923

Como previsto, os resultados pelo MEC-3D estdo muito aquém do que se
esperava, pois se utilizando o elemento quadratico seria necessaria uma
discretizacdo absurda para que os resultados se tornassem aceitaveis e estaveis,
pois a resposta do problema é do 4° grau.



CAPITULO 8

CONCLUSOES

Neste trabalho abordou-se o problema elastico tridimensional pelo método
dos elementos de contorno com novas formulagdes além da classica. Foram
desenvolvidas integrais analiticas para o elemento constante, e semi-analiticas para
os elementos constante, linear e quadratico. As integrais analiticas agilizam o
processo de integracao, incrementando a velocidade de processamento.

Observou-se, tanto para a formulacido classica quanto para a formulacdo
hiper-singular, que, quando se utilizam malhas pouco densas (pobres) os
resultados obtidos pelo MEC apresentam grande dependéncia em relagdo a
posicao do ponto fonte.

Este problema esta diretamente relacionado a dois fatores. O primeiro, ja
comentado, diz respeito a densidade de malha e grau de aproximagéo das variaveis
empregados. O segundo esta relacionado a qualidade das integrais efetuadas.

A utilizagdo do processo de integracdo via quadratura de Hammer e divisdo
em subelementos triangulares de mesmo tamanho se mostrou ineficiente, tanto em
tempo de processamento quanto na precisdo das integrais quase singulares
executadas, ndo resolvendo o problema da dependéncia dos resultados com
relacédo a posicao do ponto fonte.

Para contornar tal situacdo desenvolveu-se processo de integracdo de
elementos quase singulares baseado em coordenadas polares adimensionais e
subdivisao progressiva do raio conforme Mom-ma et al. (1996).

Como consequéncia obtiveram-se resultados estaveis para qualquer posi¢cao

do ponto fonte, desde que sua distancia ao elemento de contorno quase singular
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seja menor que metade do maximo comprimento dos lados deste elemento,
condigdo que garante a boa representagao integral do problema.

A estabilidade conseguida pela aplicagdo das técnicas de integragéo singular
e quase singular, desenvolvidas neste trabalho, obviamente ocorre quando o fator
densidade de discretizagao é atendido.

No inicio do trabalho acreditava-se que o uso de elementos de contorno com
aproximacao constante e com integrais singulares bem feitas resultaria em um
processo numérico estavel e 6timo. Os exemplos revelaram o contrario, ou seja, o
uso de aproximagdo constante nao consegue atingir estabilidade na solucgéo,
apesar de se conseguir convergéncia nos resultados para pontos de colocagao
localizada em distancias especifica, como atesta o exemplo de sélido sob forga
transversal. O uso de integrais singulares neste caso foi uma catastrofe devido a
auséncia de termos cruzados na regido da diagonal principal da matriz H.

Em seguida imaginou-se que o uso de solu¢des hiper-singulares ou de
formulagbes baseadas em forgas concentradas melhoraria o condicionamento do
sistema de equacdes e consequentemente os resultados. Concluiu-se que a
qualidade dos resultados nos sistemas lineares resolvidos ndo depende
significativamente do numero de condicionamento.

Neste momento notou-se que os resultados e sua estabilidade dependiam
exclusivamente da densidade de malha e da qualidade de integragéo.

Assim, implementaram-se os elementos linear e quadratico. O uso destes
elementos possibilitou a analise de convergéncia e estabilidade (com relagéo a
posicao do ponto fonte) dos exemplos processados, concluindo-se que o melhor
uso do método se da com o uso de integrais singulares ou quase singulares, pois
estes apresentam um melhor condicionamento, desde que a discretizagio seja bem
feita.

Conclui-se que o elemento quadratico apresenta taxa de convergéncia e nivel
de estabilidade superior ao elemento linear, principalmente nos exemplos de placas
submetidas a flexao.

Descarta-se a utilizagdo do elemento constante devido ao nao preenchimento
da condigéo de estabilidade.

Recomenda-se, além do teste de convergéncia para uma progressao de
malhas, a verificagcdo da estabilidade dos resultados com relacdo a posicdo do

ponto fonte para se aceitar um resultado, supostamente correto, como verdadeiro.
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Caso se escolha uma malha bastante densa, de acordo com a aproximagao
escolhida, basta verificar a invariabilidade dos resultados com relacéo a localizacao
do ponto fonte.

Como recomendacao final deve-se ter cuidado ao se observar resultados
cientificos baseados no MEC, quando a densidade de malha for pobre.

Como comentario geral, acredita-se que na literatura superestima-se a
capacidade de aproximag¢ao do MEC quando se observam as densidades de malha
aplicadas.

Com tudo o que foi apresentado e concluido nesta pesquisa, pode-se no
futuro implementar um procedimento automatico para a escolha da malha que
conduza a resultados confiaveis. E com isso produzir um software, cuja utilizagao
por usudrios com pouco conhecimento sobre o assunto seja simples e eficiente.
Pesquisas voltadas ao estudo das propriedades espectrais da matriz G devem ser
executados no futuro, tentando avaliar as perturbagdes introduzidas nos resultados

ao se prescrever deslocamentos.



ANEXO A

Valor principal de Cauchy para o elemento constante

Para obter o valor principal de Cauchy da integral (6.59), € necessario
substituir o limite inferior da integral por um raio €, como pode ser visto na figura

A.1, e fazer o limite deste tendendo a zero:

6,

(1-2-v) _
"= J S =y M) IR lim Ly (ne))- o (A1)

AX,

@

xv

Figura A.1 - Valor principal de Cauchy para o elemento constante

Substituindo-se a parte constante por K e desmembrando-se a integral em

duas partes:
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6 6

h:K J.(r’i'nj_r,j'ni)'lnR'de_K' J.(r’i'nj_r,j'ni)'lime—m(lng)'de ( A2 )
6 6

Agora basta demonstrar que a segunda parte da integral (A.2) tende a zero
quando ¢ tender a zero. De acordo com a figura A.1, a segunda parte da integral
(A.2) assume o seguinte aspecto:

2n
~K- I(r,i-nj—r,j-n,.)~d9-lim8_>0(ln8) (A3)
0
Para demonstrar que essa integral vale zero, basta demonstrar que:
2n
[erm, =r. m)-a=0 (A4)
0

Para isso substituem-se as diferenciais do raio em relagao as coordenadas

globais (6.55). Caso i=j tem-se diretamente que:
2n
I(r,i'ﬂi—r,i'ﬂi)'d9=0 (AS5)
0

Caso i#j tem-se que:

2nf ~ -~ i e
I cose-%+sen6-a)(2 m,; - c056~%+sene-a){2 ‘m; |-do
oX ! an X

i i

i i

— I J— N 2n

= sen(}ﬁ—cos(}a)(2 ‘n, - sene-%—cose-a)(2 m; ( A6)
oX / X

=0

Portanto:

2n
K- I(r,i-nj—r,j~1‘|i)-d9-limH0(ln8)=O (c.Q.D.) (A7)
0
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Valor principal de Cauchy para o elemento linear

Procedendo-se da mesma forma que para o elemento constante, integrando-
se (6.68), tem-se a seguinte expressao:

6,
(1=2-v)
ho= =Y G.m -rom)-
; Js-n-a—v) (ryM, =7,,M,)

(A8)
5. InR —lim (1118) +—'(bk 'C089+ak ~sen9) -do
k e—0 2 (

Dessa forma é necessario demonstrar que a parte que possui o limite de ¢
tende a zero quando ¢ tender a zero. Assim tem-se a seguinte integral

e/
Jorm, —ry )€ im, L (ng)]-do
6,

(A9)
AX,
k

;/8/ O »

i o

L J X,
X3

Figura A.2 - Valor principal de Cauchy para o elemento linear
De acordo com a figura A.2, tem-se que:
6,
-&0- [erm, =r, )+ [lim,_, (Ine)] (A10)

0

Tomando-se a soma de todos os elementos que possuem como ponto fonte o
ponto i tem-se que 6=2mn. Portanto basta demonstrar que:
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2n
[, =r,m,)-do =0 ( A11)
0

Como se demonstrou anteriormente, essa integral vale zero, portanto:

6

Jorom, =rm) €8 tim_ (ne)) d=0 (c.aD) (A12)
0;



ANEXO B

Integrais com variavel em 6

Neste anexo sdo mostradas as primitivas das integrais com variavel em 6 a

solugao das integrais singulares (6.51) e (6.52).

Integral (1):
I 1 -db = ! .1nb.tg@j_ak+m+c
b -cosBratsen® (@) + ") b.tg(gj_ak—m
(BA)

Onde:

V@) + (") =L

Esta integral possui uma descontinuidade para b“=0 e para 6=n/2. para o

primeiro caso é facil verificar que o lado direito da igualdade fica dessa forma:

1

1 1 1 1
- df= |———dd=——-+-1n
J-bk -cosO+a* -senB Iak -sen0 a*

+ _
sen® g6

(B.2)

Ja 0 segundo caso é preciso verificar o limite quando 6—m/2:
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‘b-tg(gj —a" +4/(d")* + ()
lim _|In
07 ‘b-tg(gj—ak— l(ak)z+(bk)2

b-tg(gj
=lim In =1 ( B.3)

N 0
2 b-to| —
g(zj

Para obter este limite € so aplicar a regra de L’Hospital.

Integral (2):

2-a" -cos’ 9 i
2 b" -sen0

J~ cos’ 0 o= N
b* -cos®+a* -send [(@) + (")) [(@)* +(")*]

2

- 1N
[a*y? +(bk)2]% ‘b'fg(gj—ak —(@@)? + (")’

@)’ ‘b-tg(e]—ak ++/(d")* + (%)
1

+c

(B4)

Esta integral também apresenta descontinuidade para b*=0 e 6=n/2, o limite

da parte logaritmica foi mostrado anteriormente:

2 2
[0 gp= [0 gg= )i Los L]y cos (B5)
b* -cosO+a" -senB a" -sen@ a sen® 1go

Integral (3):
) 2-a* -cosz(ej i
J~ sen” 0 do=— 2) b" -sen0
b* -cos®+a" -send [(@®)? + ("] [(@")* +(")*]
) ( B.6)
" ‘b : tg(zj—ak ++@) + ")’
-In +c

()2 + 642 ] P-@(i]—ak—daf>2+aff

Esta integral s6 possui descontinuidade para 6=n/2, e o limite da parte

logaritmica ja foi mostrada anteriormente.
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Integral (4):

2-b* ~cosz(9} x
sen®-cosO = 2 L4 -sen6 3

J.bk -cosO+a’ -sen6 [(@®)* + ()] [(@*)* + ()]
(B.7)
bE . 4t b'tg(g}_ak"'\/(ak)z"‘(bk)z
-In +c
[ty + ] b~tg@ ~d" @) + (")

Esta integral, como as outras, possui descontinuidade para 6=n/2.
Todas essas integrais foram obtidas através da técnica de integracao que

substitui z=tg(6/2) e em seguida a técnica de fragdes parciais.



ANEXO C

Formulagao do MEC para forgcas concentradas

No intuito de melhorar o condicionamento do sistema linear, chegou-se a esta
formulacdo com forgas concentradas, consiste em aplicar forgas pontuais e nao, de
forgas distribuidas, como é o método classico dos elementos de contorno. Para isso
se faz uso da propriedade (3.21) do Delta de Dirac. Desenvolvendo a parte da

Identidade Somigliana que contém forgas reais, tem-se:

i (5,0) p(@)-dr(@)= [u'(5.0)- P(5)-5(5.0)-dT(Q)

r(Q) r)

= Iu*(s,Q)ﬁ(S,Q)-dF(Q)-P(S)=M*(S,S)-P(S)

Q)

(C1)

Com o ponto s fora do contorno e o ponto S no contorno, como mostra a
figura C.1.

Q)

P(S)
+ W W

| S |

Figura A.3 - Formulagdo com forgas concentradas

Sendo assim, a Identidade Somigliana assume o seguinte aspecto:

[4,(0)- pi(5,0)-dT(Q) = P,(S) -1 (5,5) + [b,(g)-u; (s,9) - dAg) (c2)
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APENDICE |

Solugodes analiticas de alguns problemas apresentados

A. Sélido submetido a forga longitudinal

Supondo um solido elastico, homogéneo e isotrépico submetido a uma forga
longitudinal distribuida sobre o topo, e que possui médulo de elasticidade E e

coeficiente de Poisson v, como mostra a figura I.1.

Xs

Figura 1.1 - Sélido elastico sob forga longitudinal

As tensdes deste solido s&o dadas pelas seguintes expressdes:

o
., =P ( I.1a-c)



E os deslocamentos sao dados pelas expressoes:

1
u(x,y,z)=——v-P-x
(x,y,2) B
v(x,y,z)z—%-v-P-y ( 1.2a-c)
w(x z)—L-P-z
9y7 E

B. Sélido submetido a forga transversal

Supondo o mesmo sdlido anterior, s6 que submetido a forga transversal,
como mostra a figura 1.2, tém-se agora dois tipos de deslocamentos: um devido a
flexdo e outro devido ao cisalhamento. Este ultimo pode normalmente ser
desprezado para valores de L>6B, de acordo com Schiel (1984), pois sua ordem de
grandeza € bem menor do que o deslocamento devido a flexao. Mas para se ter o
valor mais correto para os deslocamentos, e inclusive calcular solidos com relagéo
L<3B, como apresentado nos exemplos 2 e 3, apresenta-se neste apéndice o
deslocamento total causado pela forga transversal.

E,v

X3 /

Figura 1.2 - Sélido elastico sob forga transversal



As tensdes sdo dadas pelas seguintes expressdes:

o,=0,=0

=M,

277 y
7, =1.=0 (1.3a-d)

2
P 3V
2 b-h hl/2

Onde:

M: momento fletor na se¢ao em estudo;
V: esforgo cortante na segao em estudo;
I: momento de inércia a flexdao da se¢do em estudo;

b e h: dimensbdes da secéo.

O deslocamento transversal para o eixo central devido somente a flexao é

dado pela expresséo:

P-I’ z zY
Vl(x3)—6EII:2—3z+(2j] (14)

E o deslocamento transversal devido as tensbes de cisalhamento, obtido

através do método de energia de deformacéo é:

VL,
G-4

v, (x;)=L2- (15)
Onde:

V: esforgo cortante na segao;

L,: comprimento do sdlido até a se¢ao;

G: modulo de elasticidade transversal;

A: area da seg¢ao em estudo.

E o deslocamento total € obtido por:

v=vy, +v, (16)



C. Viga bi-apoiada submetida a uma carga concentrada

no meio do vao

Para o calculo da viga bi-apoiada, também foi levado em consideragdo a
deformagéo devido as tensdes cisalhantes. A viga também é um sélido elastico,

isotrépico e homogéneo, como mostra a figura 1.3.

N -0 = Y

77T

Figura 1.3 - Viga bi-apoiada sob flexao simples

As expressdes para tensbes sdo analogas as apresentadas para o solido
submetido a forga transversal, pois € um caso de flexao simples. O deslocamento

transversal devido a flexao sobre o eixo central é o seguinte:

3 3
0 0ry) =t F—i(ij } plr < (17)

16-E-1 |L 3 \L

E o deslocamento devido as tensdes cisalhantes é obtido analogamente ao
exemplo anterior:
V-L

v, (x;)=L2- G.j, p/zS% (1.8)

Assim o deslocamento total € dado por:

v=vy, +v, (19)



D. Esfera vazada submetida a pressao interna

Este exemplo trata-se de uma esfera vazada com presséo interna e externa,

a figura 1.4 mostra a esfera com suas dimensdes.

Figura 1.4 - Esfera vazada

As tensbes em termos de coordenadas esféricas, obtidas a partir de
Timoshenko & Goodier (1970) sao:

o, = £ -[(l—v)a—u+2-v-z}
(1+v)-(1-2-v) or r

E (u au]
o, = 1 =+v-—
(d+v)-1=-2-v) \ r or

( 1.10)

Onde o, é a tensao radial e ¢; é a tensdo circunferencial. E os deslocamentos

radiais sao dados por:

_(1=2V)-(R-@=Bb)  (+V):(B=P)-a’-b 1

E-(b*-a*) 2-E-(b°-a°) r? (111)

u(r)

Onde:

Pi: pressao interna;
P.: pressao externa;
a: raio interno;

b: raio externo;

r: raio do ponto escolhido.



