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RESUMO

OLIVEIRA,R.S. Analise de pavimentos de edificios de concreto armado com a
consideracdo da nao-linearidade fisica - modelagem e metodologia de aplicacdo a
projetos. Sao Carlos, 2001. 197p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Séo

Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Este trabalho trata da evolugdo natural do modelo de célculo em regime
elastico linear, largamente empregado no dimensionamento de pavimentos de
concreto armado, para modelos com maior capacidade de representacao.

Implementados a um sistema computacional, elementos finitos de barra de
Euler sao aplicados arepresentacéo das vigas e dos pilares, e elementos finitos de
placa de Kirchoff, arepresentacdo das lajes. A descricdo do comportamento nao-
linear fisico desses elementos é introduzida por relagdes constitutivas atuais, e em
dois campos: através das relacdes de momento fletor por curvatura incorporadas a
elementos nao-estratificados; e pela introducéo de relagBes constitutivas uniaxiais
para o concreto e 0 ago, a elementos estratificados.

As possiveis formas de emprego dos modelos nao-lineares no
dimensionamento estrutural, e os principais problemas envolvidos com esse tema
sao discutidos e, ap6s um estudo critico sobre algumas das propostas atualmente
empregadas, apresenta-se uma abordagem original do problema. Ao final, o
dimensionamento de elementos estruturais isolados possibilita uma comparagéo
entre as propostas, e apresenta subsidios para a evolu¢cdo dos procedimentos
empregados no dimensionamento de pavimentos usuais de concreto armado.

Palavras-chave: pavimento, concreto armado, elementos finitos, n&do-linearidade
fisica, plasticidade.
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ABSTRACT

OLIVEIRA,R.S. Analysis of reinforced concrete building slabs considering non-linear
relations - modelling and design methodology . S&o Carlos, 2001. 197p. Tese
(Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

This work deals with the natural evolution of the design model based on
linear elasticity, widely employed on reinforced concrete floor designs, to an
improved design model.

Both Euler beam finite elements employed to describe beam and column
behavior and Kirchoff plate element applied to represent the slab behavior are
implemented to a computational system. The description of the non-linear behavior
to these elements is introduced by current constitutive relationships in two fields:
through the moment-curvature relationships applied to non-layered elements and by
introducing uniaxial constitutive relations to both concrete and steel reinforcement,
applied to layered elements.

The possible ways of employing non-linear models to the structural design,
and the main problems involved in that area are discussed and, after a critical study
on some of the proposals currently employed, an original one is presented. Finally,
the design of isolated structural elements enables one to establish a comparison
among the proposals, and presents backgrounds for the evolution of the procedures

employed to the design of usual reinforced concrete floors.

Keywords: floor, reinforced concrete, finite elements, non-linearity, plasticity.



1. INTRODUCAO

1.1. Consideracdes iniciais

O meio cientifico tem desenvolvido, no decorrer dos Ultimos tempos,
importantes ferramentas para o processamento da analise nao-linear de elementos
estruturais de concreto armado. Menos desenvolvida, no entanto, encontra-se a
exploracdo dessas teorias no campo pratico, notadamente no dimensionamento de
estruturas correntes. Da mesma forma, os cédigos modelo, responsaveis pela
normalizacdo do calculo estrutural, ndo dispem ainda de procedimentos seguros
para o dimensionamento considerando o comportamento ndo-linear dos materiais.

A constatacdo desse panorama sugere a fundamentagéo deste trabalho em
dois aspectos primordiais. O desenvolvimento de um sistema computacional para a
analise de pavimentos de concreto armado em regime néo-linear e, principalmente,

o0 estudo critico e a sugestdo de procedimentos seguros para o dimensionamento.

1.2. Objetivos

A realizacdo deste trabalho de doutoramento objetiva-se a colaborar no
suprimento da caréncia de procedimentos para a aplicacdo dos modelos nao-
lineares ao dimensionamento estrutural. Para viabilizar os estudos relacionados ao
dimensionamento, no entanto, houve a necessidade prévia de se estudar e
implementar modelos constitutivos destinados arepresentacdo do comportamento
mecanico dos elementos estruturais. A possibilidade de um dimensionamento
amplo foi viabilizada com a representacdo do Estado Limite Ultimo (ELU), aqui
estabelecido como a perda da capacidade portante da estrutura, assim como a dos
Estados Limites de Utilizagdo (ELS) de formacgdo e abertura de fissuras, e de

deslocamentos excessivos ao longo do tempo.
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Na segunda parte do trabalho, voltada ao dimensionamento de pavimentos
de concreto armado em regime nao-linear fisico, sdo apresentadas e discutidas as
metodologias atualmente adotadas. O método semi-probabilistico € analisado
quanto asua aplicabilidade e, ao final, uma proposta original é apresentada. Em
seguida, o método do coeficiente global de seguranca é apresentado com maior
énfase, destacando-se 0s seus pontos favoraveis e desfavoraveis. Sao
apresentados estudos originais envolvendo o comportamento do coeficiente global

de segurancga sob diversas solicitagdes de projeto.

1.3. Descricdo sucinta dos capitulos

O presente texto compreende duas areas do conhecimento do célculo
estrutural. Na primeira delas, dos capitulos 2 ao 7, sdo apresentados 0s aspectos
relacionados adiscussdo, modelagem e implementacédo de modelos mecéanicos que
descrevem o comportamento dos elementos estruturais presentes em um
pavimento de edificio. Na segunda parte, condensada no capitulo 8, sé&o
desenvolvidas as possiveis estratégias para a aplicacdo desses modelos ao
dimensionamento.

Em resumo, o presente capitulo traz os aspectos preliminares do trabalho.
O capitulo 2 aborda a formulacdo dos elementos finitos de barra e de placa
estratificados e ndo estratificados. No capitulo 3, sdo apresentados e discutidos os
varios modelos constitutivos empregados a andlise dos elementos uni e
bidimensionais de concreto armado. Em seguida, o capitulo 4 apresenta a
influéncia que o tempo exerce sobre as estruturas de concreto armado,
nomeadamente quanto aos aspectos da retracdo e da fluéncia. As caracteristicas
de ductilidade que envolvem o comportamento das estruturas de concreto armado
sao discutidas no capitulo 5. Os resultados obtidos com os modelos implementados
sdo amplamente discutidos sob o prisma da capacidade em absorver rotacdes
plasticas. Nesse contexto, analisa-se a importancia das imposicbes de
deformacbes maximas do aco e do concreto sobre a seguranca do
dimensionamento. A implementacdo dos modelos desenvolvidos no capitulo 3 aos
elementos finitos enfocados no capitulo 2, é realizada no capitulo 6. Os exemplos
de afericdo, tomados com o objetivo de certificar a validade das implementacfes
efetuadas, sao abordados no capitulo 7.

O capitulo 8, que se constitui na segunda parte do trabalho, aborda as duas

metodologias aplicdveis ao dimensionamento de pavimentos considerando-se as
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relagdes constitutivas néo-lineares: o método semi-probabilistico, e o coeficiente
global de seguranca relativo aos materiais. As discussfes sobre as principais
vantagens e desvantagens da metodologia semi-probabilistica puderam gerar a
base para uma proposta original para o dimensionamento. O estudo sobre o
método do coeficiente global de seguranca também apresenta aspectos de
originalidade, na medida em que sdo -caracterizados comportamentos do
coeficiente global de seguranca em diversas situacdes de projeto. Exemplos
simples envolvendo ambos os conceitos sdo empregados na verificagdo e no
dimensionamento de elementos estruturais de concreto armado.

O capitulo 9 trata as principais conclusdes obtidas no desenvolvimento
deste trabalho, e ainda apresenta as perspectivas para os estudos futuros
relacionados ao tema.

O anexo A trata da implementacdo do pilar como apoio extenso na
modelagem de um pavimento composto por laje plana segundo a técnica da
translagdo dos graus de liberdade. Avaliagbes complementares sobre o
comportamento do coeficiente global de segurancga relativo aos materiais estéo

colocadas no anexo B.



2. ASPECTOS SOBRE A FORMULACAO DOS ELEMENTOS

2.1. Introducéo

O objetivo deste capitulo é o de apresentar as formas de discretizacdo do
dominio de uma estrutura através do método dos elementos finitos (MEF),
principalmente no que se refere aabordagem da secao transversal dos elementos.
A escolha do MEF como ferramenta para a viabilizagdo da andlise de estruturas
esta fundamentada na sua ampla aceitacdo pelo meio técnico em detrimento de
outros, como o método dos elementos de contorno, por exemplo.

O MEF, tal qual conhecemos atualmente, parece ter as suas origens com
COURANT (1943) apud ASCE (1982)" que, no inicio da década de 1940, aplica o
principio da energia potencial e a interpolacdo polinomial sobre sub-regides
triangulares para estudar o problema da torcdo de Saint-Venant. Alguns outros
trabalhos se seguiram nessa linha sem, no entanto, apresentarem aplicabilidade
pratica devido ainexisténcia de ferramentas para a agilizacdo do calculo. Com o
apoio da industria aeronautica norte americana e o advento do computador, LEVY
(1953) apud ASCE (1982)° escreve as equacdes de rigidez em forma de matriz e
resolve o sistema em um computador digital. A partir de entdo, o método ganha
notoriedade no meio cientifico, e passa a ser bastante estudado.

Na década de 1960, os trabalhos de NGO;SCORDELIS (1967), e de
MARCAL;KING (1967) marcam o inicio do emprego do MEF na analise ndo-linear
de elementos estruturais. A partir de entdo a teoria sobre os elementos finitos e
suas adaptacdes aanalise ndo-linear passam a evoluir conjuntamente, como pode
ser notado nos trabalhos de ZIENCKIEWICZ et al. (1969), que emprega o método

das tensdes iniciais na solugcédo de problemas elastoplasticos, e de WHANG (1969)

! COURANT,R.(1943). Variational methods for the solution of problems of equilibrium and vibrations.
Bulletin of the American Mathematical Society, v.49, p.1-23. apud ASCE (1982).

2 LEVY,S.(1953). Structural analysis and influence coefficients for Delta wings. Journal Aero.
Sciences, v.20, n.7, p.449-454. apud ASCE (1982).
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onde sao analisadas placas e cascas de comportamento elastoplastico através de
modelo estratificado (layered model).

BELYTSCHKO;VELEBIT (1972) utilizam elemento triangular de momento
constante para a andlise elastoplastica de placas. Ainda no inicio da década, os
trabalhos de HAND et al. (1973) e de DOTREPPE et al. (1973) apresentam
tentativas bem sucedidas de analise de lajes de concreto armado empregando-se
relagcdes elastoplasticas com o auxilio do MEF. Na segunda metade da década,
merecem destaque os trabalhos de LIN;SCORDELIS (1975) e, especialmente, de
BASHUR;DARWIN (1978) que, aplicando as idéias de Hand e colaboradores,
estratificam os elementos estruturais em camadas de modo a viabilizar a
representacao de leis constitutivas distintas em uma secéo transversal.

No inicio da década de 1980, destaca-se o livro de OWEN;HINTON (1980)
sobre modelagem computacional, juntamente com a publicacdo do ASCE (1982)
sobre aplicacdo do MEF na andlise de estruturas de concreto armado (CA). Em
seguida, FIGUEIRAS (1983) apresenta tese sobre analise limite de placas e cascas
anisotrépicas e de concreto armado, com néo-linearidades fisica e geométrica. A
nova edicdo de HINTON;OWEN (1986) sobre modelagem computacional de
estruturas, juntamente com os algoritmos desenvolvidos por SIMO; HUGHES
(1988) com o objetivo de promover a implementacdo de modelos viscoelasticos,
viscoplasticos e elastoplasticos a um método de célculo, constituem bibliografia
basica sobre a aplicacdo do MEF aanalise ndo-linear fisica.

Na década de 1990, intensificam-se os trabalhos sobre a aplicacdo do MEF
a problemas nao-lineares, e uma nova publicacdo do ASCE (1990), com
abordagem semelhante a anterior, é editada. Os livros de CRISFIELD (1991), e
SKRZYPEK (1993) sdo importantes fontes de pesquisa sobre os conceitos da
aplicacdo do MEF aandlise ndo-linear. SATHURAPPAN et al. (1992) apresentam
elemento finito de casca com armadura discretamente inserida como parte do
elemento, e que contribui implicitamente na formulagéo da rigidez. Com o objetivo
de modelar os efeitos da fissuracdo, FOSTER et al. (1996) apresentam elemento
finito de chapa dotado de fissuras rotativas, e relagdo constitutiva para a aderéncia
das armaduras longitudinais. KWAK;FILIPPOU (1997) incorporam a fibra de aco
como uma barra de trelica ao elemento de chapa serendipity de oito nés.

No ambito do departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP,
dentre outros, BALLAROTTI (1982) analisa o comportamento nao-linear fisico de
porticos planos retangulares sob carregamento monotonicamente crescente. Em

dissertagdo de mestrado, KOMATSU (1985) expde as premissas do célculo
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elastoplastico de estruturas lineares de concreto armado. CORREA (1991)
desenvolve um sistema computacional para analise elastoplastica de lajes de
edificios de concreto armado mediante elemento finito triangular ndo-estratificado.
ALVARES (1993) aplica a teoria do dano de Mazars a elemento finito estratificado e
determina, em laboratério, os parametros relativos ao concreto. Objetivando a
aplicacdo préatica dos modelos nédo-lineares, CARVALHO (1994) desenvolve um
programa incorporando o diagrama momento fletor por curvatura proposto pelo
CEB-FIP Model Code 1990. SILVA (1996) desenvolve a andlise de poérticos de
concreto armado aplicando relagbes constitutivas do concreto e do agco a um
modelo estratificado. Seguindo as idéias de Corréa, OLIVEIRA (1997) apresenta
uma proposta para a analise ndo-linear de pavimentos de edificios de concreto
armado mediante o emprego de relagbes momento fletor por curvatura.

Dando continuidade aos desenvolvimentos supra citados pretende-se, com
este trabalho, avancgar na implementagdo de modelos néo-lineares aplicaveis aos
elementos estruturais que compdem o pavimento e, entdo, desenvolver uma

metodologia consistente para a sua aplicagédo ao projeto estrutural.

2.2. Elemento finito de barra

Neste trabalho sdo empregados os elementos finitos de barra de Euler com
seis graus de liberdade (gdl) por n6 na representacdo dos elementos estruturais

lineares de poértico tridimensional, como mostrado na Figura 2-1.

Figura 2-1 - Elemento de barra de portico tridimensional - coordenadas locais

onde: uy - translacdo segundo o eixo local x;
uy - translagéo segundo o eixo local y;
u, - translacéo segundo o eixo local z;

Ox - rotacdo em torno do eixo local x;
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gy - rotagdo em torno do eixo local y;
g, - rotacdo em torno do eixo local z;
X - coordenada genérica no dominio do elemento;

l - comprimento do elemento finito.

Os elementos sao dotados de campos de deslocamentos transversais (u, e

u,) cubicos, e longitudinais (uy) lineares em seu dominio:

u,(x) =a,; +a,x (2.1)
Uy (X) = by +b,x+byx* +b,x° (2.2)
U,(X) =c; +C,x+Cax* +¢,x° (2.3)

Por sua vez, as rotacdes gy sdo descritas através de um campo linear no
dominio do elemento, enquanto que as demais sao dependentes das derivadas dos

respectivos deslocamentos transversais:

Ox(X) = dy + d2 X (2.4)
Oy(X) = C + 2.C3 X + 3.4 X° (2.5)
0,(X) = by + 2.bg X + 3.by X (2.6)

Em notacao matricial, para um elemento finito genérico i, a relac@o entre os

deslocamentos nodais e os deslocamentos no dominio do elemento é escrita como:

{Ul(X)} =[N|]{q|} (27)
onde: &, bi, ¢, di,comi=1, ..., 4-constantes;

{ui(x)} - vetor deslocamentos em uma coordenada genérica X;

[Ni] - matriz das funcdes de forma;

{qi} - vetor de deslocamentos nodais (graus de liberdade nodais).

O campo de deformacBes é obtido com as hipoteses de pequenos
deslocamentos e pequenas deformagfes. Considera-se que as segdes transversais

permanecam, com o decorrer do carregamento, planas e perpendiculares ao eixo

longitudinal definido pelo centro de cisalhamento das se¢fes transversais da viga:
o) = Mui(x} =[B]{a} 28)
onde: N - operador diferencial de primeira ordem;

[Bi] - matriz que relaciona deformagdes aos deslocamentos nodais.
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Aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) a um elemento finito de
volume V e superficie S, o equilibrio desse elemento deve ser estabelecido com a
condicdo de igualdade entre o trabalho realizado pelos esforcos internos dU, e o

trabalho realizado pelas forgas externas dw, como segue:

du=dwp de} {s;}dv = du} ' {b}adv+fdu} {p}ds (2.9)

Levando-se em consideracdo as equagbes 2.7 e 2.8, e reunindo-se 0s

vetores dos graus de liberdade locais {q;} em um vetor global {q} através de uma

matriz de mapeamento adequada do tipo {c;} =[A]{d} , tem-se:

odg} '[Bi]"{si}dv = ¢{dd} "[N]"{bi}av + ¢fdd} "[N;]"{pi}dS (2.10)

onde: {bi} - vetor de forcas por unidade de volume do elemento;
{pi} - vetor de forgas por unidade de superficie do elemento;

{dq} =" -vetor de variacdo dos deslocamentos nodais globais.

T, .
Nota-se que o termo {dq} é comum a todas as parcelas, e que o termo ‘a

esquerda da igualdade estabelecida na equagéo 2.10 origina a matriz de rigidez do
elemento. Lembrando que a lei constitutiva no caso da elasticidade linear assume a

forma da lei de Hooke generalizada, pode-se escrever:
{Si} =[Ci]{ei} (211)
onde: [Cj] - matriz constitutiva elastica linear do elemento i.

Aplicando-se as equacdes 2.11 e 2.8 ao termo da esquerda da expressao

2.10, escreve-se a matriz de rigidez do elemento finito i [k;]:
e e (e el
oo} " o] [ci][Bi]gav{do} ={aiat [ { e} (212)

As parcelas dos trabalhos realizados pelos esforcos internos e pelas forcas

externas podem ainda ser rescritas:
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du={ad} " cgfe ] {s:}av ={aq "{r"} (2.13)
dW={dq}T§(/‘iNi]T{bi}dV+ dNi]T{pi}dS§={dq}T{fieXt} (2.14)

Através da contribuicdo de todos os elementos finitos, estabelece-se o

equilibrio da estrutura:

{Fi”t} ={FeXt} (2.15)

onde: {Fi”t} = iér’:]ll[A]{fiim} ;e {FeXt} = él[A]{fiEXt} "{dg} TR";

R" - espaco vetorial de ordem correspondente aos n gdl da estrutura.

As integracdes anteriormente descritas devem contemplar todo o volume do
elemento. Para os elementos n&o-estratificados a secdo transversal apresenta
geometria constante ao longo do comprimento, e composta por um Unico material.
Nesse caso, a integracdo é reduzida acoordenada x, relativa ao comprimento do
elemento finito. Por outro lado, a hipétese de secao transversal estratificada implica
na extensdo do dominio de integragdo também sobre essa secao transversal.

Essa integracdo sobre a sec¢do transversal pode ser obtida através do
somatorio discreto da contribuicdo de cada uma das camadas que, virtualmente, a
compBem. Outra possibilidade seria 0 emprego de métodos numéricos, como a
Quadratura de Gauss.

Apesar de ambos os procedimentos de integracdo serem bastante
difundidos, muitas sdo, ainda, as discussfes focadas sobre a representatividade de
cada um deles. Com o objetivo de investigar os métodos de integragdo mais
empregados: Gauss-Legendre, Gauss-Lobatto e somatdério discreto; NOVOTNY et
al. (1994) realizam um estudo sobre a previsdo dos deslocamentos do ponto
central de uma placa quadrada apoiada nos quatro lados, considerando-se um
comportamento elastoplastico. As previsdes de deslocamentos empregando-se as
duas quadraturas ficaram bastante proximas, notando-se resultados um pouco
melhores conseguidos com Gauss-Lobatto, como causa da incorporacdo dos
extremos do dominio na integracdo. A integracdo por camadas, apesar de
proporcionar resultados menos precisos que os obtidos com as quadraturas, pode
ainda ser considerada suficientemente precisa para o emprego aanalise ndo-linear.

O autor conclui que, em geral, o incremento do nimero de camadas leva a
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convergéncia a um mesmo resultado de forma monoténica. No pior caso estudado,
para altos niveis de plastificagéo, o erro passa de no maximo 17% empregando-se
4 camadas para um erro praticamente desprezivel quando empregadas 10
camadas. Tal fato, no entanto ndo é observado com relagdo ao aumento do
namero de pontos de Gauss que pode levar auma convergéncia nao monotonica.
Esses resultados, a principio, qualificam a aplicagdo de ambos os métodos
de integracdo a andlise ndo-linear, com a precaucdo de adotar-se, no modelo
estratificado, algo em torno de 10 camadas. Essa afirmativa, relativa ao nimero
minimo de camadas empregadas, ja havia sido feita por FIGUEIRAS (1983)
guando da aplicacdo de modelo estratificado ao estudo das lajes de concreto

armado.

2.2.1. Modelos aplicados aandlise de vigas

Os modelos descritos a seguir apresentam a mesma gama de aplicabilidade
com relacdo ageometria das vigas usuais de pavimento, ou seja, vigas de se¢ao

transversal retangular, e té (T).

2.2.1.1. Secdao transversal ndo estratificada

Esse modelo aborda o comportamento mecénico do elemento estrutural de
viga segundo relagdes entre o esfor¢o interno de momento fletor e a curvatura por
ele produzida. Desse modo, impde-se um padrao de comportamento mecéanico a
cada elemento finito de acordo com as suas caracteristicas geométricas, fisicas e
de resisténcia, e em conformidade com as conven¢des normativas aqual deseja-se
adequar o modelo. O CEB-FIP MC90, por exemplo, indica um diagrama trilinear
para a relagdo momento fletor por curvatura, cujos pontos de inflexado sédo definidos
pelos momentos fletores de fissuracdo e escoamento da secao transversal, sendo
o momento fletor dltimo definido pelo estado limite Ultimo. J& a NBR-6118 néao
aborda especificamente o assunto, mas, de acordo com CORREA (1991), o
diagrama momento fletor por curvatura pode ser estabelecido, e os pontos de
inflexdo do diagrama trilinear, definidos com base nos limites dos estadios |, Il e lll
do comportamento de uma secdo de concreto armado. Esse assunto esta
apresentado com mais propriedade no item 3.6 deste trabalho.

Para o elemento ndo-estratificado, torna-se bastante simples a obtencéo da

matriz de rigidez e dos vetores de forcas nodais equivalentes e forcas internas,
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uma vez que o elemento apresenta segdo transversal composta por apenas um

tipo de material com caracteristicas mecéanicas constantes em todo o dominio:
!
[ki]:dBi]T[Ci][Bi]dV=aBi]TE.I[Bi].dX (2.16)
\% 0

{fiext} 2 {fggﬁ,cyi} + g(/‘iNi]T{bi}dV + g{Ni]T{pi}dsg 2.17)
{fii”t} = gg_esi]T{si}g =:(:‘iBi]T{Mi}.dx (2.18)

onde: E - médulo de deformacéo longitudinal;

| - momento de inércia;

{fg‘g:,cyi} - vetor de forgas concentradas aplicadas diretamente aos nos;

{Mj} - campo de esfor¢o interno de momento fletor do elemento i.

Apesar de simples, o modelo ndo-estratificado conduz a resultados tédo bons
como os obtidos por modelos mais refinados, como apontado nos trabalhos de
CORREA (1991) e OLIVEIRA (1997), dentre outros.

2.2.1.2. Secdo transversal estratificada

Além de permitir a aplicagdo de modelos constitutivos independentes para o
aco e o0 concreto, essa modalidade abre espaco também a implementacéo
consistente de relacdes de interagdo entre as camadas compostas por diferentes

materiais. A Figura 2-2 ilustra uma viga de se¢ao retangular.

()

Figura 2-2 - Elemento de viga estratificado; diagrama de deformacdes normais
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A deformagdo normal, considerada constante em cada uma das camadas j,

€ denominada por ei'. A deformacdo em cada camada é calculada com base no

produto da coordenada z{ do seu ponto médio em relagédo ao eixo baricéntrico da

secdo transversal pela curvatura (1/r). Assim sendo, o diagrama de deformacgéo
normal resulta descontinuo junto & superficies de separacdo das camadas, como
se ilustra na Figura 2-2. Por conseguinte, aplicando-se as relagbes constitutivas
dos materiais que compdem cada camada, determinam-se as respectivas tensoes.

A integral de volume que origina a matriz de rigidez é desmembrada em
uma integral no comprimento sobre um somatorio discreto da contribuicdo de cada
uma das camadas na rigidez da secdo transversal. As propriedades fisicas e
mecanicas de cada camada geralmente ndo apresentam variacdo ao longo de sua

largura, considerada constante ao longo do eixo x.
T i m T
k]=dei] [cleiav=0 & dei] {z} [Elizi[e]box (2.19)
Y 0 j=1
onde: b =b,, b - largura da alma e da mesa da viga, respectivamente;

{z}={1 2 o o

E{ - médulo de deformacéo longitudinal da camada j do elemento i.

O vetor de esforgos (forgas) internos do elemento pode ser expresso como:

{fii”t} dB Jav = céTB Tam {s ii}%dx (2.20)

=1

Em cada um dos pontos de integracdo sobre o eixo x do elemento séo

obtidos os esforgos empregados na integracdo indicada em 2.20:

hi2 mo _
Nipe = 05(z)dz=a slpg-Al (2.21)
-h/2 =1
hi2 o
Mipc = 5(2) zdz = a Slpg-Al.Z] (2.22)
“hi2 =1

onde: N;pg - esforco normal interno em um ponto de integragéo do elemento i;
Mipc - momento fletor interno em um ponto de integracéo do elemento i;
Al - &rea da camada j do elemento i (concreto ou aco);

m - ndmero total de camadas.
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Desconsiderando-se a parcela de forcas por unidade de volume do

elemento, {bi} , pode-se reescrever o vetor de for¢as nodais equivalentes como:
I
{fie’“} . {fg‘grﬁcyi} +b. N " {p ). ox (2.23)
0

Cabe ressaltar que, para este estudo, os esforcos cortantes s&o

estabelecidos a partir do equilibrio estatico do elemento.

2.2.2. Modelos aplicados aandlise de pilares

A modelagem do comportamento mecanico dos pilares submetidos aflexao
obliqua composta, assim como no caso das vigas, pode se dar através de modelos
ndo-estratificados, segundo diagramas de interacdo momento-normal-curvatura.
Bons exemplos dessa aplicacdo sdo apresentados por DEBERNARDI (1989), EL-
METWALLY;EL-SHAHHAT;CHEN (1989), CEB-FIP MC90, SFAKIANAKIS;FARDIS
(1991), e GHALI;FAVRE (1994). Outra possibilidade seria a filamentagéo, ou seja,
o0 emprego de estratificagdo simultdnea da secdo transversal segundo suas
direcdes principais (ASSAN (1990)).

2.2.2.1. Secdo transversal filamentada

A Figura 2-3 ilustra uma secéo transversal filamentada tipica.

Figura 2-3 - Elemento de pilar filamentado; diagrama de tensdes normais
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A diferenca basica deste modelo para o estratificado diz respeito a
consideragdo das barras da armadura longitudinal superpostas aos filamentos de
concreto. Os efeitos dessa sobreposicédo da armadura longitudinal sobre o concreto
foram estudados nas vigas, e na pratica resultaram em acréscimos de rigidez néo

superiores a 5% para o caso extremo de uma viga superarmada.

Matriz de rigidez de um filamento de concreto

A partir da expressdo 2.12, a matriz de rigidez para um filamento de

concreto pode ser reescrita como:
~ T Ii\ T T ik
[ki] = C{Bi] [ci][Bi]av = C{Bi] {z} [Ei’ ]{Zi}[Bi]dx (2.24)
\ 0
onde: {Z;} :{1 zZ* 0 yij'k} :
Eij'k - médulo de deformacéo longitudinal do filamento j,k do elemento i;
yij'k - coordenada y do ponto médio do filamento j,k;
jk

zi" - coordenada z do ponto médio do filamento j,k.

Matriz de rigidez de um filamento de ago

Lembrando que a secdo transversal de um filamento de aco pode ser
considerada puntual, a sua contribuicdo na matriz de rigidez do elemento pode ser

obtida por procedimento analogo ao empregado ao filamento de concreto:

[k{s] = S{Bi]T[Ci][Bi]dV = :(HBi]T[C?][Bi]dX (2.25)

€1 zf 0 yl U
e 1\2 Y
é&7! ! o vizlua
onde: [C,S] =Elale’ (Z') Yizi 5.
a0 0 0 02(,
yi vz 0 (yi') i

Do mesmo modo, escreve-se o vetor de forgas internas do elemento:

Time,e i s]%es
{S{,k}+§8i]T[Ci Sl{sg} (2.26)

{iim} :g[si]T{si}dv =I§{Bi]T{Zij'k} ,‘"‘13

=1

Os esforgcos internos associados ao comportamento do pilar em flexdo

obliqgua composta, assim como no caso das vigas, sdo determinados através de
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somatorio discreto. Neste caso, surgem dois momentos fletores (Mypc € M pc) €

uma for¢ca normal (Npg). O vetor de forgas nodais equivalentes é calculado de

modo analogo ao apresentado na expressao 2.23.

2.3. Elemento finito de placa delgada T3AF

Neste trabalho sdo empregados os elementos de formulagéo livre,
anteriormente implementados por CORREA (1991). Estdo disponibilizados
elementos finitos triangulares que podem ser condensados, quatro a quatro, de
modo a compor elementos quadrilaterais (OLIVEIRA (1998)). O elemento
implementado (T3AF), foi inicialmente proposto por BERGAN; HANSSEN (1978), e
figura como um dos primeiros elementos de formulagéo livre da histéria. A idéia
bésica da formulacdo livre € a de conceber o elemento finito impondo-se as
condicbes do Patch Test na montagem da matriz de rigidez.

O elemento T3AF, cuja designacao significa Triangulo com 3 gdl por né,
coordenadas de Area homogéneas, e ortogonalidade em Forca, foi apontado por
IRONS (1983) como o elemento triangular de melhor desempenho para a analise
de placas delgadas. Essa afirmac&o, também comprovada e relatada por CORREA
(1991) com o T3AF, qualifica o emprego desse elemento no presente trabalho.
Coloca-se, na Figura 2-4, uma ilustracdo esquematica do elemento, bem como da
composicao do elemento quadrilateral através da condensacgéo estatica referente

aos gdl pertencentes ao né comum (O) a quatro elementos triangulares.

/ y
®¢:>9x ®$ Ox

Uz

Figura 2-4 - Elementos triangular T3AF, e quadrilateral - coordenadas locais

O campo dos deslocamentos transversais u, no elemento é culbico, e
composto por um conjunto de modos basicos (responsaveis pela descricdo do
movimento de corpo rigido e da deformacado constante) aliados a modos superiores
(funcbes de forma de alta ordem, responsaveis pela descricdo das variacbes da

curvatura no dominio do elemento).
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u, =[N [far} +[Nnl{an} (2.27)

onde: u, - campo dos deslocamentos transversais no dominio do elemento;

[Nrc] = [x1 Xy Xz XiXp XoX3 x3x1] - polinémio completo até o grau
gue corresponde aos modos rigidos e de deformacgao constante;

[N, ] =[X1X2(X1 - Xy) XaXz(Xz - Xz) XaXq(X3 - xl)] - conjunto de modos
superiores;

{arc},{ah} - coeficientes associados;

X; - coordenadas homogéneas de area.

A relacdo entre os deslocamentos e as deformagbes no dominio do

elemento é dada por:
N, = 80 o o} 8N ) =[Befia o} +[Balfar) 229

onde: N - operador diferencial;

[Brc] - matriz que relaciona as deformagdes aos deslocamentos nodais
(modo basico);

[Bh] - matriz que relaciona as deformagdes aos deslocamentos nodais
(modo superior);

Uma possibilidade para a montagem da matriz de rigidez generalizada [ka,i]

de um elemento finito i, consiste em utilizarem-se modos basicos completos em

conjunto com modos superiores linearmente independentes, como:

é TG, [u
o] - 8! Pl (2:29)
gGhPrc [kahl] a

onde: [karc’i] = C‘{BrC]T[C][BrC]dV - submatriz de rigidez referente ao modo basico;
v

[kah’i] = ch]T[C][Bh]dV - submatriz de rigidez referente ao modo superior;
v

;
[GgPrc]z(‘{BrC] [C][Bn]dV - submatriz de rigidez que acopla o modo
v

basico ao superior. Para o elemento T3AF, essa matriz
apresenta coeficientes nulos devido a imposicao da
ortogonalidade em forca (CORREA (1991));
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[G] = [G] + [Gy] - matriz quadrada de ordem 9 que relaciona os parametros
generalizados {a} aos deslocamentos nodais {u}:

(o =[]}
Pa= o]

Através da definicdo de cada submatriz, e efetuando as simplificacbes

pertinentes’, a matriz de rigidez passa a ser escrita como:

Vel
Kai|=a 0 JB. 17TclB. Tqv (2.30)
folze " g T [cleiove

O vetor de forgas nodais equivalentes & forcas distribuidas no dominio do

elemento i, pode ser escrito como:

8

{fieXt} ={fcec§(rt1c,i} +g§'\|i]T-{pi}-dA - §Bi]T{S 0}z (2.31)

2

onde: {fie"t} - vetor de for¢cas nodais equivalentes do elemento i;

{S o,i} - vetor das tensdes iniciais no elemento.

Os esforgos internos séo obtidos de modo analogo ao caso das vigas e
pilares, ou seja, pelo somatério da contribuicdo de cada camada.

Na andlise ndo linear, no caso de elemento triangular, sdo utilizados os
mesmos quatro pontos de Gauss com as seguintes coordenadas homogéneas x;
/3, 1/3, 1/3; 3/5, 1/5, 1/5; 1/5, 3/5, 1/5; 1/5, 1/5, 3/5), enquanto que para o
quadrilatero, as coordenadas referem-se ao centro de gravidade (CG) de cada

triangulo (1/3, 1/3, 1/3), como pode ser observado na Figura 2-5.

®

Figura 2-5 - Localizagcdo dos pontos de integracdo no dominio dos elementos

"a integral referente asubmatriz dos modos basicos pode ser substituida por uma multiplicagdo no
volume do elemento (V), para o caso de ser [C] constante no dominio.
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2.3.1. Secéo transversal nédo estratificada

O modelo de momento fletor por curvatura aplicado ao elemento de placa
apresenta as mesmas caracteristicas ja comentadas no item referente a barra.
Cabe apenas apresentar o desenvolvimento da matriz de rigidez e dos vetores de
carga e de forgas internas. A matriz [B] passa a relacionar as 3 curvaturas aos

deslocamentos nodais. A matriz [Dj], que relaciona os momentos fletores de placa,

\ : o a0 ,ado . :
My, M, e My, & respectivas curvaturas e considerando-se material
ro, érg, €ro,

ortétropo, é referida asecao transversal do elemento em cada ponto de integracgao.

¢  Eypc UypcExpc u
é 0 ¢
gl- UxpcUypc 1- UypgUypc a
h? h? € UypcEypc Eypc u
pre]= ] gV Ee B ol g
12 12 et UxpcUype 1- UypgUypc l;l
¢ 0 0 Gpg U
é a
é 8

onde: Eypc - modulo de deformacgdo longitudinal do concreto na direcdo x em
determinado PG do elemento i;

E,pc - modulo de deformacgéo longitudinal do concreto na direcdo y em
determinado ponto de Gauss do elemento i;

Gps - mOdulo de deformacdo transversal do concreto em um PG do
elemento i;

n.pc - coeficiente de Poisson do concreto na direcdo x em um PG do
elemento i;

nyec - coeficiente de Poisson do concreto na diregcdo y em um PG do
elemento i;

h; - espessura do elemento de placa;

[Di] - matriz que relaciona os momentos fletores de placa & curvaturas.

2.3.2. Secdao transversal estratificada

A Figura 2-6 ilustra um elemento genérico de placa de concreto armado
estratificado. O sistema de coordenadas foi transladado para um dos vértices

objetivando facilitar a compreensédo das notagfes. Cada camada de concreto, em

cada PG, apresenta uma matriz constitutiva particular [C{;G]. A matriz de rigidez

referente a parcela do concreto [DSG] € obtida por integracdo das matrizes

constitutivas sobre a espessura da placa, através de somatorio.
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3 5 o) c c
cq_pea(od) o5 o F g d 0
[DPG =8.99—12 "‘Dzij-l(zij) gcjp(;]fzédzl » 04q (2.33)
=1 Q 0 I é c l:l
J ge 2 /] éo 0 3Q

As armaduras de flexdo sdo compostas por barras discretas, dispostas de
modo independente nas duas direcbes (X e y), e nas duas faces da laje (superior e
inferior). Essas barras contribuem com a rigidez na direcao de seu eixo longitudinal,

ou seja, no primeiro e segundo termos da diagonal principal da matriz [Dpg].

. A .
8 11 +d>x i 0 3
~ A p

[De] =¢ S1 ds, +d3Y 0 d (2.34)
e O 0 330
e u

msx 2
onde: dff’x =a A'gyx.(zik) - contribui¢céo da armadura para a rigidez na dir. Xx;
k=1
AS rnosy k k 2 . .~ .. .
d22'y =a Asly.(zi ) - contribuicdo da armadura para a rigidez na dir. y;
k=1

msx - nimero de barras da armadura na dir. X;

msy - numero de barras da armadura na dir. y.

Os esforgos internos sdo, da mesma forma, determinados por integracédo

sobre as camadas de concreto e as barras da armadura, através de somatorio.

h/2 m o Coomsy C K

Mypc = O Sx(2).zdz= a sJyYF,G.AiJ.ziJ + a Sypc-Asj-Zi (2.35)
-h/2 =1 k=1
h/2 m o o msx C Lk

Mype = O Sy(2).2dz2=3 s)pg-Al.Z] + A 54 Agj-Zi (2.36)

-h/2 =1 k=1
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h/2 mo o
Myype = O ty(2).2dz=q t{(yyi.AiJ.ziJ (2.37)
-h/2 =1

Os conceitos apresentados neste item constituem uma pequena introducéo
ao assunto, e tem a finalidade de apoiar a compreensdo das implementacfes
realizadas no capitulo 6. Por se tratar de um assunto bem mais abrangente do que
a breve formulacdo apresentada neste capitulo indica-se, a titulo de

complementac&o bibliogréfica, a leitura do trabalho de CORREA (1991).



3. MODELOS CONSTITUTIVOS PARA OS MATERIAIS

3.1. Introducéao

Este capitulo tem o objetivo de apresentar e discutir os modelos
constitutivos usualmente empregados na representacdo do comportamento
mecanico de elementos estruturais de concreto armado. O item 3.2 apresenta as
bases da formulagdo dos modelos elastoplasticos. O enfoque dos itens 3.3 e 3.4 é
dirigido aevolucdo das teorias da plasticidade e do fraturamento, bem como dos
modelos mistos que envolvem aspectos dessas duas teorias. A mecanica do dano
continuo é apresentada com mais detalhes no item 3.5. Os modelos mecéanicos
baseados na relagdo momento fletor por curvatura estdo colocados no item 3.6, e
os modelos especificos sobre a aderéncia estdo apresentados nos item 3.7.

Provavelmente deve-se a GRIFFITH (1920)" apud SHAH et al. (1995) a
primeira formulagdo consistente envolvendo o conceito de energia. O objetivo era
descrever a propagacgdo instavel de uma fissura discreta em um material
homogéneo com comportamento elastofragil.

Por outro lado, os trabalhos de PRANDTL (1925)° e de REUSS(1930)° apud
MENDELSON (1968) pode ser considerado o marco historico da aplicacdo das
relagBes constitutivas baseadas na teoria classica da plasticidade. Pouco depois,
KACHANOV (1958)* apud PROENCA (1988), motivado em modelar o efeito da
fissuracao distribuida na ruptura fragil de metais, inicia as formulacdes da teoria do

dano. Essa teoria, entendida como uma particularizacdo da mecéanica da fratura,

! GRIFFITH,A.A.(1920). The fenomena of rupture and flow in solids. Philosophical Transactions of the
Royal Society of London, series A221, p. 163-198. apud SHAH et al. (1995).

2 PRANDTL,L.(1925). Spannungsverteilung in plastischen Koerpern. Proc. Of the 1% Int. Congress on
Appl. Mech., Delft, Tech. Boekhandel en Druckerij, J. Waltman. p.43-54. apud MENDELSON (1968).

8 REUSS,E.(1930). Beruecksichtigung der elastischen formaenderungen in der plstizitaetstheorie, Z.
Angew Math. Mech. n.10 p.266-274. apud MENDELSON (1968).

* KACHANOV,L.M.(1958). Time of the rupture process of non-linear solid mechanics. Otd. Tech.
Nauk., v.8, p. 28-31. apud PROENCA(1988).
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admite a possibilidade de existéncia de um estado de fissuragdo uniformemente
distribuido (porém, ndo orientado) no dominio de analise.

A partir do final da década de 1950, as pesquisas sobre o comportamento
mecanico dos materiais, no ambito da plasticidade e da mecanica da fratura, tém
sido desenvolvidas com grande intensidade. Do mesmo modo, as aplica¢cdes dos
modelos mistos que contemplam as duas formulacdes, tem se apresentado
bastante aplicavel a modelagem de materiais que apresentam comportamento
diferenciado de acordo com o tipo de solicitagdo aqual estejam submetidos.

A década de 1960 é marcada pela contribuicdo de excelentes trabalhos
destacando-se, por exemplo, o livro publicado por PRAGER;HODGE (1963) sobre
teoria da plasticidade. Ja em 1967, NGO;SCORDELIS (1967) aplicam o conceito
da fissuracdo discreta (discrete crack) a analise de vigas de concreto armado.
Seguindo as idéias de Griffith, os autores aplicam conceitos basicos da mecéanica
da fratura para descrever o comportamento fragil da zona tracionada de concreto.
As fissuras sdo pré-estabelecidas, e devem perfazer caminhos previamente
estabelecidos, e definidos com nds duplos. A modelagem se da individualmente
para cada fissura através da desconexdo dos deslocamentos e dos pontos nodais
(localizados sobre as mesmas) que, no inicio da analise, ocupavam o mesmo lugar
no espaco (Figura 3.1). Por esse motivo, a aplicabilidade do modelo na solugéo de
problemas usuais torna-se bastante dificultosa, haja vista a impossibilidade de se

conhecer, antemao, a localizagéo das fissuras no dominio da estrutura.

I
JAL
!

X

Figura 3.1 - Modelo de fissuracao discreta - representacéo do caso biaxial

Utilizando pela primeira vez o conceito de fissuragdo distribuida,
RASHID(1968)° apud FEENSTRA;DE BORST(1995) passa a representar as
fissuras de modo continuo e orientado sobre o elemento. A formacao das fissuras é
verificada nos planos principais, mantidos com a mesma orientacéo até o final da

analise, através do conceito das fissuras fixas (fixed crack). Rashid adota um

° RASHID,Y.R.(1968). Analysis of prestressed concrete pressure vessels. Nucl. Engrg. Design v.7, p.
334-344. apud FEENSTRA;DE BORST(1995).
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modelo elastofragil para a direcao principal (a) relativa amaior tracao (s;). A tensao
normal vai a zero imediatamente apés a fissuracdo, assim como a resisténcia ao
esforco de cisalhamento no plano da fissura (t). Nessas condi¢gbes, o concreto
passa a apresentar ortotropia e, para o estado plano de tensdes, a seguinte relacdo

constitutiva incremental é empregada:

ids;i € O Ouide; i

! L _ & ul L
'|-d52y—go E Ou|-dezy (31)
Fat], @ o of dgl

onde: os indices 1 e 2 referem-se & dire¢cdes principais que apresentam,
respectivamente, 0 maior e 0 menor valor para as tensées normais.

Como o sistema de eixos principais permanece fixo, a formacdo de uma

segunda fissura no ponto devera se dar ortogonalmente aprimeira (Figura 3.2).

Figura 3.2 - Modelo de fissuras distribuidas - eixos principais (ortétropos)

O emprego de um modelo elastofragil para descrever o comportamento do
concreto simples atracdo é consistente com o que se observa em ensaios uni e
biaxiais mas, no entanto, conduz a resultados sensiveis ao refinamento da malha
de elementos finitos. Por outro lado, em se tratando de concreto armado, existe
uma contribuicdo do concreto integro entre duas fissuras sucessivas para a
resisténcia aos esforcos de tracdo. Esse fendmeno, conhecido como enrijecimento
atracdo (tension-stiffening), pode ser levado em consideragdo de modo aproximado
através da inclusdo de um ramo de amolecimento (softening) acurva de tracdo do
concreto poéds ruptura. HILLERBORG;PATERSON (1976) e BAZANT (1976)
propdem que a curva de amolecimento (softening) do concreto submetido atracéo
ndo seja uma caracteristica do material, e sim da relacéo entre a energia de fratura
(Gy), definida como a quantidade de energia necessaria para criar uma area unitaria

de uma fissura continua, e da largura heq de dominio da fissura.
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No inicio da década de 1980, COPE et al.(1980) apud FEENSTRA;DE
BORST(1995)° aprimoram o modelo de fissuras distribuidas, permitindo a co-
rotacdo dos eixos principais com a evolugcdo do carregamento através de um
modelo de fissuras rotativas (rotating crack). Iniciado o processo de fissuracdo, o
modelo permite o surgimento de novas fissuras, denominadas secundarias, em
direcbes ndo necessariamente ortogonais a direcdo da primeira fissura, e sim
paralelas & direcdes principais orientadas para aquele instante.

Dando prosseguimento aos estudos de Kachanov, MAZARS (1984)
apresenta uma formulacdo de dano para o concreto submetido a carregamento
proporcional ou ciclico; a denominada mecéanica do dano continuo, mais tarde
formalizada por LEMAITRE;CHABOCHE (1985), com base na termodinamica dos
processos irreversiveis. O dano continuo admite um estado de fissuragéo disperso
pelo material sem, no entanto, estabelecer as dire¢cdes das fissuras. Os efeitos
dessa fissuracdo sdo quantificados de modo indireto, através de alteracbes das
caracteristicas mecéanicas do material, proporcionais ao dano acumulado.

A incorporacdo de teorias baseadas em critérios de energia € bastante
importante na modelagem do concreto armado, pois tende a suprir a deficiéncia
dos modelos elastoplasticos na representacdo da deterioracéo do concreto devido a
abertura, propagacdo e unido de microfissuras. TANABE;WU (1992) apresentam
uma formulagéo da teoria da plasticidade com encruamento em que as superficies
de carregamento variam de dimensdo e forma continuamente, de acordo com o
dano acumulado, e CHEN et al. (1993) empregam uma série de modelos mistos de
plasticidade e dano aandlise de estruturas de concreto armado.

FLOREZ-LOPEZ (1993) estabelece os modelos de dano concentrado para a
simulacdo numérica do colapso de podrticos planos. Nesse modelo, as barras
obedecem ao regime elastico-linear, e o dano é considerado confinado aos nés.

FEENSTRA;DE BORST (1996) adotam o dano distribuido e representado
por parametros internos. O modelo elastoplastico é regido pelo critério de Drucker-
Prager na compresséao biaxial, e delimitado pelo critério de Rankine” nos estados
envolvendo a tracdo. PARK; KLINGNER (1997) abordam modelos mistos para a

analise de estruturas de concreto armado sob estado plano de tensdes.

6 COPE,R.J.;RAO,P.V.;CLARKE,L.A.;NORRIS,P.(1980). Modeling of reinf. concr. behaviour for finite
element analysis of bridge slabs. In: TAYLOR,C.;HINTON,E.;TAYLOR,D.R.J.(1980), Num. Meth. for
Non-linear Problems. Pineridge Press, Swansea, p. 457-470. apud FEENSTRA;DE BORST(1995).

A composicdo do critério de Rankine com outros critérios, através do artificio denominado por
cut-off, serq abordada no decorrer deste capitulo.
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3.2. Formulacao basica dos modelos elastoplasticos

Os itens ‘a’ a ‘d’ definem as hip6teses basicas de um modelo constitutivo

elastopléstico, com base na generalizacdo do caso uniaxial.

a) Decomposicao aditiva do tensor das deformagdes totais
Devido ageneralizacdo para o estado triaxial de tensées, as deformacdes

{¢} e as tensdes {s} s&o representadas por tensores, e a decomposic&o aditiva

do tensor das deformacdes totais € expressa por:

{d =R*{u}® {d :{ee} +{ep} (3.2)

onde: Ns{u} - parcela simétrica do tensor gradiente dos deslocamentos;
{ee} - parcela eléstica da deformacéo total;
{ep} - parcela pléstica da deformacéo total.

b) Critério de plastificacdo
O critério de plastificagdo baseia-se no valor de uma variavel escalar,

denominada tenséo efetiva (sef). Para os casos uniaxiais, a tensdo efetiva
equivale aprépria tensao (normal ou de cisalhamento) atuante.
A funcdo f denomina o critério de plastificagdo. As tensfes permitidas por

esse critério pertencem a um conjunto E¢, convexo e fechado tal que:
f:LinxR™ ® R (3.3)
Ee ={({s}.{a}) 7 LimR™ /£({s}.{c}) £ o] (3.4)

onde: m - nimero de componentes do vetor {q} que relne os parametros e as
variaveis internas relacionadas com o encruamento;

Lin - espaco dos tensores de 2% ordem.

O interior de Eg (f<0) representa o dominio elastico, e o contorno E; (f=0),

a superficie de plastificacdo do material.

intE, ={({s},{q})i LinxR™ /f({s},{q}) <O}
e, ={{s}{d)1 im 1)) =



Modelos constitutivos para os materiais 26

c) Uma lei de evolugéo do tensor de deformacgdes plasticas

A lei de plastificagdo, que expressa a variacdo da deformacéo pléstica, é
escrita em funcéo do produto de um escalar (g) por um vetor direcao:

{ép} = ofr({sh{a})} (3.5)

4}
onde : {ép} = i representa a velocidade de deformacao plastica;

{r} T LinxR™ ® Lin - tensor que determina a direg&o do fluxo plastico;
g3 0 - escalar que obedece & condicdes de complementaridade (Kuhn-
Tucker), e de consisténcia.
As condi¢des impostas a g permitem avaliar os estados de carregamento e
descarregamento. Tais situacdes, descritas na tese de PROENCA(1988) e na

dissertacdo de OLIVEIRA(1998), podem ser assim resumidas:

f<0« ({s}{q}) T int(Es)® g =0 - carregamento elastico;

f=0« ({s}{q})T E, : f<0® g=0 - descarregamento elastico;
f=0e g > 0 - carregamento plastico;

f=0e g = 0 - carregamento neutro. (3.6)

O carregamento neutro € caracterizado pela modificacdo do estado de
tensbes mantendo-o, no entanto, sobre a mesma superficie de escoamento

anterior ao estado de tens@es atual (ndo h& evolugdo do encruamento).

d) Uma lei de evolug&o do vetor que retine os parametros de encruamento
Os parametros e as variaveis internas relacionados ao encruamento do
material sdo dispostos em um vetor {q} T R™, cuja lei de evolucdo também é obtida

em funcdo do escalar §, e expressa por:
{g) =-efnl{s}{d})} (37)

onde: {h}T LinkR™ ® R™ define o tipo de encruamento, e o sinal negativo da

consisténcia termodinAmica ao processo dissipativo (associado ao
encruamento).
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Os tensores {h } {r({s}{q})} podem ser associados & derivadas

s
parciais da funcéo f({s}{ }) através das leis associativas:

1‘?—; { ({s}{q})} (regra da normalidade) (3.8)
Dp'.% =07 f, =0 {h({s}.{d}) (3.9)
onde: DP = S) - matriz que redne os madulos plasticos de encruamento;

k - modulo plastico de encruamento is6tropo;

H - mddulo plastico de encruamento cinematico (ndo abordado neste texto).

Esta associacao, ilustrada na Figura 3.3, estabelece a perpendicularidade

entre a direcdo do fluxo plastico e a superficie de escoamento (ﬂES) .

Figura 3.3 - Representacao gréafica do vetor fluxo plastico sobre o dominio eléstico
(int Es) no espacgo das tensdes

3.3. Aplicacado ao aco das armaduras

O aco empregado na construcao civil se constitui em exemplo classico de
material ductil, pois além de apresentar patamar de escoamento bem definido (aco
conformado a quente), comporta-se equivalentemente tanto na tragdo como na
compressdo. Assim sendo, torna-se Obvia a conclusdo de que um modelo
elastoplastico seja 0 mais indicado a representacdo do seu comportamento
mecéanico. Sob a acdo de esforgcos combinados esse comportamento é bem
representado, desde 1913, pelo critério de escoamento de von Mises. Segundo von

Mises, a plastificacdo de um ponto pertencente a um meio inicia-se quando a

tensdo octaédrica de cisalhamento (t,) atinge o limite elastico K do material:
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t oo £K (3.10)

\ - 2 . — ~
Recorrendo adefinicdo de t , = ,/EJZ , € relacionando K com K (tenséo
de escoamento por cisalhamento puro), o critério assume a forma:

J, £K (3.11)
onde: J, - 2° invariante das tensées desviadoras.

A Figura 3.4 traz uma interpretacdo geométrica para o critério.

S2 _eixo hidrostatico S
12’k 's,=s,=s, o

v superficie de
escoamento

S ak)
S, : , S,
o |
superficie de ‘ @L e
Sg \ escoamento —
(a) estado triaxial de tensdes (b) estado biaxial de tensdes

Figura 3.4 - Interpretacdo geométrica do critério de escoamento de von Mises

No entanto, as armaduras empregadas nas estruturas lineares, planas e
tridimensionais de concreto armado sdo compostas por barras discretas. Isto
sugere que, nesses casos, o emprego de um modelo elastoplastico uniaxial para a
modelagem das armaduras fosse 0 mais indicado.

Cabe discutir agora a caracterizacdo do modelo constitutivo mais adequado
arepresentacao do comportamento mecéanico do aco. A literatura cientifica nao
consagra um modelo especifico, porém, dois deles sdo amplamente empregados:
o elastoplastico perfeito, e o0 dotado de encruamento positivo isétropo.

A NBR-6118 apresenta uma relacdo elastoplastica perfeita para o aco
conformado a quente, com patamar de escoamento bem definido (classe A). Para
0 aco conformado a frio (classe B), é apresentada uma relacdo elastoplastica com
encruamento positivo isotropo linear. No Brasil, no entanto, a grande maioria das
barras de aco empregadas em obras correntes pertencem aclasse A, estando a
classe B restrita apenas & bitolas de diametro igual ou inferior a 5,0 mm. O CEB-
FIP MC90 também adota diagramas tensdo-deformacéo tipicos da classe A da
norma brasileira, e propde um modelo elastoplastico perfeito para a representacao
do comportamento mecénico de barras de ago solicitadas uniaxialmente.

Neste trabalho, 0 comportamento mecéanico das barras de aco, empregadas

em qualquer elemento estrutural, serd representado por um modelo constitutivo
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uniaxial elastoplastico perfeito. Esse modelo constitutivo caracteriza-se por um
comportamento elastico linear até que se atinja a tensao de escoamento, limite a
partir do qual o material perde a capacidade de absorver acréscimos de tensdes,

como mostra a Figura 3.5.

L A-fy

Figura 3.5 - Relacao elastoplastica perfeita - ilustracédo para o caso uniaxial

Com base no diagrama da Figura 3.5, admite-se que as deformacdes

normais possam ser decompostas aditivamente, como segue:
e=e® +¢eP (3.12)
deste modo, pode-se escrever:

s =E,.e° =Es(e- ep) (3.13)

onde: e - deformacdo total;
eP - parcela de deformacéo plastica acumulada;

e® - parcela de deformacéo elastica;

s -tensdo normal;

f, - resisténcia de escoamento do aco atragao;

E; =tgb - modulo de deformagéo longitudinal do ago.

As grandezas gs, e e devem ser expressas como funcgdes variaveis com

o0 tempo em um intervalo [0,T] | R pois, deste modo, poderdo representar a

evolucdo da plastificacdo segundo um modelo elastoplastico adotado:

$ =E.e° =E.(é— ep) (3.14)
e p

onde: szd—s; éezde ; é:%; épzdi. (3.15)
dt dt dt dt

A condicdo de plastificacdo é representada pela fungéo f, onde os estados

de tenséo possiveis satisfazem a inequacao:
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tR® R/ f(s)=]s|-s, £0 (3.16)

Define-se, também, um escalar positivo g que corresponde ao valor
absoluto da velocidade de deformacéao plastica que pode ocorrer quando atingido o
limite de escoamento (f(s) =0). O escalar deve estar associado a um versor
correspondente adirecao do fluxo plastico. Para o caso uniaxial, como a direcao da

velocidade de deformacéo plastica € Unica, verifica-se que o seu sentido passa a

ser dado pelo sinal da tensao utilizada na analise.

P = g.sin(s) (3.17)

onde: sin(s) € uma fungéo aqual atribui-se o sinal da tenséo s .

3.4. Aplicagédo ao concreto

3.4.1. Estado multiaxial

Como mencionado anteriormente, o concreto apresenta caracteristicas
mecanicas distintas de acordo com o tipo de solicitagdo aqual esteja submetido.
Comporta-se como um material tipicamente fragil sob estados de tensfes de tracao
e, por outro lado, apresenta caracteristicas de material plastico sob estados de
tensdo compressivos. As amplas experimentacdes até hoje realizadas estabelecem
um consenso sobre as formas das superficies elastica e de ruptura do concreto no

espaco das tensdes principais, apresentadas na Figura 3.6.

_63 62 61
_61 ft |
; G, i &4
superficie de ruptura 1
limite eléstico N limite elastico
esmagamento \ /
B fC
ponto de ruptura
eixo hidrostético
TRIAXIAL BIAXIAL UNIIAXIAL

Figura 3.6 - Superficies de plastificacdo e de ruptura (PROENCA(1988))

De modo aproximado, considera-se um comportamento elastico linear do
concreto até o inicio da plastificacdo (limite eléstico). A partir desse limite o

concreto apresenta caracteristicas de encruamento positivo até que se atinja a
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ruptura que deve ser seguida, preferencialmente, por um ramo de amolecimento
para os estados de tracdo. Para os estados compressivos, no entanto, a
capacidade ultima é estabelecida pelo esmagamento do concreto em virtude do
estado de deformacéo plastica excessiva.

Os primeiros estudos objetivando qualificar o comportamento mecéanico do
concreto surgiram no final do século passado, provavelmente com o pesquisador
alemao FOPPL (1899,1900)" apud KUPFER; HILSDORF;RUSH (1969), que publica
0s resultados de ensaios em cubos de concreto para a determinacdo da sua
resisténcia acompressao biaxial. A partir de entdo, seguem-se varios trabalhos na
tentativa de estabelecer critérios de ruptura para o concreto submetido a estados
de solicitacdo combinados sem a preocupacdo, ainda, com o0s aspectos
relacionados ao comportamento ndo-linear propriamente dito, como a plastificacéo
na compressao e o encruamento, que s6 seriam estudados posteriormente, apos o
desenvolvimento das teorias da plasticidade e da fratura. Alguns trabalhos nessa
linha de pesquisa atingem repercusséao internacional, como o critério triaxial de dois
parametros proposto por LEON (1935)° apud MENETREY;WILLAM (1995).
Segundo esse critério, bastante parecido com o de Mohr-Coulomb, e que
corresponde a uma generalizacdo parabdlica do critério de Drucker-Prager, a

tensdo de cisalhamento em um plano critico é restrita por:

t2£Cys +C, (3.18)

onde: t - tensdo de cisalhamento em um plano critico;
S - tensdo normal ao plano critico;
C; e C, - sdo combinacdes do atrito interno e da coesédo do material.

Reescrevendo o critério em termos das tensdes principais, chega-se a:

.2
&5,-S,0 S, +S

1151’83):8%% +m| %' C| =0 (319)
Cc C

Os parametros de coesdao e atrito interno sdo calibrados a partir dos ensaios
de tragdo e compressao simples:

C :—fclft +(ft)2 ;o my :E.
2

ot +(f)?

! FOPPL,A.(1899,1900). Reports from the laboratory for engineering mechanics. Technischen

Hochschule, Munchen, n.28, 29. apud KUPFER et al. (1969).
8 LEON,A.(1935). Uber die scherfestigkeit des betons. Beton und Eisen. V.34, p.130-135. apud
MENETREY;WILLAM (1995).
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onde: f. - resisténcia acompressao do concreto*;

f, - resisténcia atracdo do concreto*.

BRESLER;PISTER (1958)° apud KUPFER;HILSDORF;RUSH (1969)
analisam o comportamento do concreto sob tensfes de cisalhamento e
compressdo combinadas, e apresentam um critério de ruptura para o concreto
submetido ao campo tracdo-compressao. Para a tracdo e compressao biaxiais, no
entanto, ndo houve uma proposta de curva tedrico-experimental. A superficie de

ruptura proposta por Bresler e Pister € expressa em termos das tensdes de

cisalhamento (t,.) € normal (S.) octaédricas:

2
S A t

3.20
t o t ( )

As constantes A, B e C sd@o determinadas através de 3 ensaios de ruptura:
tracéo uniaxial: s,.=f ,8s,=553=0;

compressao uniaxial: s; =s, =0 ,s3 =-f;

compressao biaxial: s;=0 ,s, =s3 =-fy.

onde: f, - resisténcia acompressao biaxial do concreto.

Adotando as relacdes entre as resisténcias: f; =0,10f. , f,. =115f;, as

constantes do material passam a valer: A=0,098 ; B = 1,530 ; C = -1,240.

Em 1969, o extenso trabalho experimental elaborado por Kupfer, Hilsdorf e
Riush (KUPFER;HILSDORF;RUSH (1969)) apresenta resultados importantes para o
estudo do concreto, destacando-se: a curva completa tensdo-deformacao para o
caso de compresséo uniaxial; a descricdo das superficies de limite elastico e de
ruptura biaxial completa, incorporando os estados de tracdo e compressao biaxiais;
a determinacdo da expanséo volumétrica do concreto sob estados uni e biaxial de
compressao (Figura 3.7); a quantificacdo do acréscimo de 16% na resisténcia do
concreto sob um estado biaxial de tens6es de compresséo (f,;) com relagdo asua
resisténcia acompressao uniaxial (f.); e a verificacdo da invariabilidade do valor da

resisténcia do concreto submetido atracdo uni e biaxial.

® BRESLER,B.PISTER,K.(1958). Strength of concrete under combined stresses. ACI Journal,
Proceedings v.55, n.3, p.321-345, September. apud KUPFER et al. (1969).

* Com o0 objetivo de unificar as notacdes, as nomenclaturas f; e f; estardo referidas & resisténcias
convencionais do concreto, sem importar, pelo menos neste instante, o carater estatistico desses
valores.
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———— compressdao uniaxial
compressao biaxial

-« Dvmmm
-1,0 -2,0 \Y

Figura 3.7 - Deformacao volumétrica do concreto (KUPFER et al.(1969))

A extrapolagdo direta desses resultados dariam origem mais tarde, em

1973, asuperficie tedrica proposta por KUPFER; GERSTLE (1973):

f(s;)=s,-f,=0 comf, = 0,64.?\’/E trago biaxial (3.21a)

f(sy.55)= gf—l + Sf—zg % + 3,65.Sf—2 =0 compressao biaxial (3.21b)
C C C C

f(sy.52)= Sf_z - 1- 0,8.% =0 trac&0-compressao (3.21c)
t o]

Seguindo essa mesma linha de raciocinio, surgem outros pesquisadores
com propostas de critérios de ruptura para o concreto. E o caso, por exemplo, de
WILLAM; WARNKE (1974)"° apud LABBANE;SAHA:TING(1993) que, em 1974,
propéem um complexo critério de ruptura (fratura plastica) para o concreto,
baseado em estados de tenséo tri e biaxiais. A superficie de ruptura é fungéo dos

invariantes s, tn,, € envolve seis parametros:

f(Smitm)=v5.tm-r=0 (3.22)

2.rc(rc2 - rtz)cosq+rc(2.rt - rc)\/4 rc2 - rtz)cos2 q+5.r2 - 4rr,

onde: r= >
4(rc2 -1 )cos q+(re - 2r,)

g2u

) - By, B q
\/_tea o Téag tm;+a28 tmﬂ E =5 e

O
o *hig= _+b28 t 2

D> 82 (PN
oo o C»

10 WILLAM,K.J.;WARNKE,E.P. (1974). Constitutive models for the triaxial behavior of concrete. Int.
Assoc. Bridge Struct. Eng. Sem. Concr. Struct. Subjected to Triaxial Stressses. apud LABBANE et al.
(1993).
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2 1
t =1/—.J 1S =—.l4;
m 5 2 m 3 1

J =%§31 - 52)2 +(s, - 33)2 +(s3 - 51)23 - 2° invariante do tensor

desviador;
I, = s, +s, +s3 (1°invariante do tensor das tensdes);
ag, a1, &y, by, by, by - constantes do material;

2S1-S,-S3

- = - angulo de similaridade.
s 52 oo sa)f vlo -

cosq =

As 6 constantes ag, a;, a,, by, b, b, sdo obtidas através dos mesmos 3
ensaios de ruptura do concreto propostos para o critério de Bresler e Pister,
juntamente com mais 2 ensaios de compressao triaxiais:

compressao triaxial confinada (meridiano de compresséo):S,, =-Spe . =I¢

compressao triaxial confinada (meridiano de trag&o):s , =-Sy I =1}

Assumindo as seguintes relagbes entre as resisténcias: f, =010f, ,
foe =115f;, , S\he =195f, , 1o =2,77f, , s =3,67f, , r; =140f., determinam-se
as constantes do material: a;= 0,05347; a; = -0,50731; a, = -0,03826; by = 0,09217;
b,=-0,86653; b, = -0,14283.

Hsieh, Ting e Chen propbem, em 1982 um critério de ruptura envolvendo

quatro parametros:

3, 3 |
f(1,,9,) = t—§+BT2+C%+Dt—1— 1=0 (3.23)

onde: s; - maior tensdo principal.
Os parametros A, B, C e D sao constantes adimensionais do material

determinadas através dos 3 ensaios de ruptura do concreto apresentados para o

critério de Bresler e Pister, em conjunto com 1 ensaio de compressao triaxial.

compressao triaxial confinada: s; =s, =-f,. ,s5=-f.

Do mesmo modo, assumindo as relagbes entre as resisténcias: f, = 0,101, ,
foc =115f , spme =195f; , f,c =08f; , f. =4,2f;, determinam-se as constantes

do material: A =2,0108; B =0,9714; C =9,1412; D = 0,2312.
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A superficie de ruptura é particularizada ade von Mises se as constantes A,
C e D sdo levadas a zero, e ade Drucker-Prager quando A e D de anulam.

O critério de Figueiras-Owen (FIGUEIRAS(1983)) estabelece que a
superficie de ruptura seja representada, para a compressao biaxial, em termos dos
invariantes |, e J,. Para os estados envolvendo a tragdo, vale a superficie de

Rankine através do procedimento de cut-off.

f(1,92) = /b(3.3,) +a.ly =1, (3.24)

Os autores propdem ainda uma regra parabodlica para a evolugcdo do
endurecimento misto do material. Essa descricdo, convencionada como Parabola
de Madrid é objeto de breves comentarios a seguir, no item 3.4.1.2.

LABBANE;SAHA;TING (1993) publicam excelente trabalho, resultado de
dez anos de pesquisas com modelos constitutivos para o concreto. Os autores
analisam cinco superficies de plastificacdo e de ruptura: von Mises; Drucker-
Prager; Hsieh et al.; Willam-Warnke e Bresler-Pister. Foram analisadas, ainda, as
possiveis formas para o encruamento (por trabalho) das superficies desde o final
da sua fase elastica, continuamente, até a superficie de ruptura através das
denominadas superficies de carregamento (loading surfaces). Todas as superficies
analisadas foram compostas com o critério de Rankine através de cut-off, e o
fendbmeno do enrijecimento atracao foi negligenciado.

Os autores concluem ser os critérios de von Mises e de Drucker-Prager os
mais indicados aanalise de elementos de concreto armado submetidos ao estado
plano de tenses compressivas, sendo que 0s demais mostraram-se mais rigidos
do que o observado nos ensaios com lajes de concreto armado. A Figura 3.8
apresenta os resultados obtidos para uma laje de concreto armado quadrada,

apoiada nos quatro lados, e submetida a carregamento uniformemente distribuido.

o0 | gl o =
O — o ° , ,_-..-.-.-J"'“
a0 | By ..-*'f [
Bl D00 - g~
. ~ — Dmocker-Prager
;/ — — %Won Miszs
e - Haieh-Ting-Chea
AHH] — -~ Experimenal i
o S —r———|

YRS ¥ - R T R € £ afnl
Dieflection (in )
Figura 3.8 - Curva carga distribuida-deslocamento: comparacéao do desempenho de
diversas superficies aplicaveis a analise do concreto (LABBANE et al. (1993))
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Os resultados obtidos com a superficie de von Mises séo bastante proximos
aos obtidos com a superficie de Drucker-Prager, e ambos relativamente proximos
aos experimentais. Certamente, se o0 enrijecimento a tracdo tivesse sido
contemplado na andlise, os resultados poderiam ser ainda melhores, pois a queda
na rigidez ndo seria tdo acentuada apos a fissuracao (para a carga de 900 Ibs).

Muitos sdo os trabalhos, surgidos a partir da década de 1990, que adotam
modelos mistos de plasticidade e fratura (ou dano), geralmente acoplando
superficies de plastificacdo para representar o estado de compressdo biaxial a
modelos de fissuras dispersas fixas ou rotativas na representacdo dos estados
envolvendo a tragdo. Nesse sentido, RANJBARAN;PHIPPS (1994) recuperam o
modelo de RASHID (1968), e o aplicam a um elemento finito tridimensional dotado
de armadura embutida. O critério de ruptura ainda é o de Rankine mas, para o
ramo pos ruptura do concreto atracao, os autores propdem trés variantes para o

amolecimento, baseadas na energia de fratura G; (Figura 3.9).

(o) (o) (e}
ft — G
} as ftfhe
i T _(e—¢y)
} Gy f="fie a
- Neq
e e ‘ e
€o €y €o

(35559

Figura 3.9 - Curvas de amolecimento (RANJBARAN;PHIPPS (1994))

onde: Gt = heq.0r;
heq - largura de dominio da fissura;
gt = O.de - energia de fratura por unidade de largura de dominio;
e, - deformacgéo equivalente aruptura por tracdo do concreto (e, =f, /Ey);

e, - deformacgédo ultima atracdo. Os autores a definem, alternativamente,
equivalente adeformacdo de escoamento do aco (e, = f, / Ey).

A maior dificuldade para a utilizacdo dessas curvas incide sobre a defini¢cdo
do parametro heq que, segundo diversos autores, pode variar com o tipo, a forma e
0 tamanho do elemento finito ao qual deseja-se aplicar o modelo.

Ranjbaran e Phipps incorporam também um modelo de transferéncia de
tensdes de cisalhamento no plano da fissura promovida pelo engrenamento dos
agregados do concreto. O efeito dessa transferéncia sobre a rigidez da regido

fissurada é estimado atraves da introdug&o do coeficiente b na expresséo 3.1:
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jds i €@ 0 0 uded

fds,y=0 E 0 Hde,y (3.25)

Ldt], @ 0 b .GH dg},

Esse coeficiente deve ser determinado experimentalmente. Na caréncia de
ensaios experimentais, pode-se inferir valores entre 0,0 (para desconsiderar o
efeito) e 0,4 (para considera-lo integralmente).

PARK;KLINGNER (1997) implementam um modelo misto regido pelos
critérios de Drucker-Prager ou von Mises na compressao biaxial e, para os estados
biaxiais envolvendo a tracdo, os modelos de fissuracdo dispersa regidos pelo
critério de Rankine. Cada um dos modelos elastoplasticos para a compressdo
biaxial (Drucker-Prager e von Mises) € composto aos modelos de fissuracdo
dispersa (fixa e rotativa), gerando a possibilidade de analise através de quatro
modelos mistos. A curva de amolecimento para o concreto em regime pGs ruptura a
tracdo € do tipo parabdlica, muito proxima aapresentada na Figura 3.9, e a energia
de fratura G; é determinada com base no CEB-FIP MC90. Os quatro modelos
foram empregados na andlise de uma viga parede biapoiada (relagéo
altura/vao=0,5). Os resultados obtidos foram bastante préximos do experimental,

notando-se uma melhor representatividade dos modelos de fissuras rotativas.

3.4.1.1. Critérios de ruptura para materiais granulares

No transcorrer deste capitulo foram mencionados varios critérios de ruptura
desenvolvidos especialmente para a representacdo de materiais granulares
coesivos como o solo, a rocha e, com o passar dos anos, o proprio concreto. Com
0 objetivo de aborda-los com um pouco mais de propriedade colocam-se,
brevemente, aspectos relacionados ahistéria e acaracterizagdo desses critérios.

Em 1773, Coulomb estabelece uma tensédo de cisalhamento limite para a
ruptura (t) dependente da tensédo normal (S) no seu plano de acdo, do angulo de

atrito interno do material (f), e da coeséo (c).

t|=c- s.tgf (3.26)

Ja em 1882, Mohr demonstrou as relagdes propostas por Coulomb através

de uma circunferéncia no espaco das tensdes (s-t), denominado de Circulo de
Mohr, e o critério passou a ser escrito em funcéo das tensfes principais S; e S,

(responsaveis pelo t max), pois o diametro da circunferéncia € independente de s, .
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|S3 - 51|+(51+53)

.tof =c 3.27
2.cosf g ( )

Essa expresséo pode ser rearranjada na forma:

f(s1.53)=s,(1+senf)- s5(1- senf)- 2.c.cosf =0 (3.28)

A representacao do critério no espaco das tensdes principais corresponde a
uma superficie piramidal, cuja se¢do transversal € um hexagono. Esse critério
apresenta o inconveniente de ndo prever limites para a pressao hidrostatica (de
compressao) suportaveis pelo material.

O critério de Drucker-Prager foi proposto em 1952 como uma aproximacao
do critério de Mohr-Coulomb, através de modificagcdo do critério de von Mises. A
influéncia da componente do estado hidrostatico de tenséo no critério de von Mises

foi introduzida pelo invariante |, resultando:
f(l.d,) =al; +4/3, - K' =0 (3.29)

2.senf ..\ _ 6.ccosf

\/§(3J_rsenf)’ _\/§(Bisenf)

onde: a= (3.30)

Nas expressdes 3.30, tomando-se o sinal positivo (+) ou o sinal negativo (-)
no denominador, o Circulo de Drucker-Prager passa, respectivamente, pelos trés
vértices do hexagono de Mohr-Coulomb mais préximos ou mais afastados do eixo
hidrostatico.

Em 1858, Rankine estabelece um critério de ruptura bastante simples,
baseado somente na resisténcia atracdo uniaxial do material. Segundo Rankine, a
ruptura do material em um ponto submetido a um estado de tensGes qualquer
ocorre quando a maior tenséo principal atinge um valor igual aresisténcia atracéo
uniaxial (f) do material. Para um estado triaxial de tensdes principais nédo

ordenadas, o critério pode ser expresso como:
S1Ef,,s,E£f,s3£F (3.31)

Para a andlise de estruturas de concreto armado, a grande importancia
desse critério estd na representagdo do concreto sob estados de tracdo, na
formacédo dos modelos mistos (acoplados) através de cut-off.

A titulo comparativo, a Figura 3.10 ilustra no plano s;- s, o0s diversos

critérios de ruptura comentados neste capitulo.
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O; ,
- von Mises
A fC Bresler-Pister
— Kupfer-Gerstle
//////JWW\ \/ __ Willam-Warnke
g / \‘ Hsieh-Ting-Chen
\‘ Mohr-Coulomb
|
/ | Drucker-Prager
‘ ____ Figueiras-Owen
/ / )
/ / S
14 1,2/1,0 — / »_2
i 08 06 04 02 /
/ /2/2 / // fC
/
[ 4 /
,‘ |
\ s |l
\ / M [
\ os |
1
T / 12
S-S,/ S=—— |

Figura 3.10 - Critérios de ruptura - comparacao ilustrativa

Na regido de compressao biaxial, a maioria das superficies é continua e
convexa, excecdo feita a de Mohr-Coulomb. Além disso, apresentam dominios
bastante semelhantes, excecao feita a superficie de von Mises que imprime um
carater mais conservador aresisténcia. A representagdo dos estados envolvendo a
tracao (tracdo-compressao e tracao biaxial) se d4 de modo bastante similar pelos
diversos critérios, através de segmentos de reta paralelos ou inclinados com
relacdo aos eixos principais. Para essas regides, a maior excecao se da pelo
critério de Drucker-Prager além, obviamente, da superficie de von Mises.

Cabe também uma comparacédo dos critérios de ruptura no plano octaédrico

(Soct © toet - Figura 3.11) de modo a serem observados os comportamentos para
incrementos da pressdo hidrostatica (ou s, ). Basicamente, segundo o plano

octaédrico, existem trés tipos de comportamento principais quanto aevolugcdo da
superficie: constante (critério de von Mises), linear (Rankine, Mohr-Coulomb,
Drucker-Prager e Figueiras-Owen), e parabdlico (Leon, Hsieh-Ting-Chen, Willam-

Warnke e Bresler-Pister).

Toct

AN — constante
— — linear
N parabdlico

Goct

Figura 3.11 - Aspecto das superficies de ruptura no plano octaédrico
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3.4.1.2. Modelo de endurecimento

Em um processo de carregamento monoténico crescente, a transicdo de
estado é governada pelo endurecimento (encruamento), o qual promove a
evolucdo continua da superficie elastica inicial para a de ruptura continuamente.
Convenciona-se adotar o inicio da plastificagdo do concreto a partir de uma tenséo
equivalente a cerca de 30% da tensdo de ruptura a compressdo simples mas,
segundo CHEN;CHEN (1975), esse valor inicial pode ser situado entre 30 e 75%.
Existe ainda a possibilidade de se adotar a superficie elastica coincidente com a
superficie de ruptura, o que na pratica define o modelo elastoplastico perfeito (sem
encruamento).

Segundo PROENCA (1988), os modelos mistos de endurecimento sdo 0s
mais indicados aanalise do concreto. O termo encruamento misto designa ambos
0S encruamentos convencionais: 0 isétropo, relativo & ampliagdo da superficie
inicial; e o cinematico, que descreve o movimento da superficie em relacao ao eixo
hidrostatico. Dentre varios modelos de encruamento conhecidos optou-se, neste
trabalho, pelo emprego do modelo de Figueiras-Owen. Ajustando a superficie de
ruptura de Figueiras-Owen aos dados experimentais de Kupfer et al. (f,.=1,16f.),

obtém-se os parametros « € 3 da expresséao 3.24:

a=0,355c¢"; B =1,355

que passa a ser escrita, como:

(1, 3,) = \/4,065.J2 +0,355.s¢f || =g ¢©f (3.32)

Nota-se, na expressdo 3.32, que 0 termo que contém |, também é
influenciado pela tensdo efetiva (¢™), o que impde o carater cinematico ao
encruamento da superficie, como esta melhor descrito em CHEN;HAN(1987) e
PROENCA(1988). FIGUEIRAS(1983) sugere ainda que seja estabelecida uma
analogia com o caso uniaxial através dos conceitos de tensdo efetiva (sef) e de

deformacéo plastica efetiva (Dg- equacgdo 4.1, capitulo 4), correlacionando-as de

modo ndo-linear através da Parabola de Madrid.

s =Egy.e- =.—2 2 (3.33)

onde: Eg - mbdulo elastico inicial (tangente);

e - deformacéao total no instante analisado;
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ey - deformacdo total para a tenséo de ruptura uniaxial (fc).

Decompondo aditivamente a tensao total em suas parcelas elastica e
plastica (e = e® + eP) e, substituindo a igualdade e® =s /E,, pode-se reescrever a

expressdo 3.33 ja em termos da tensdo e da deformacéo efetivas como:

s® =-.E,.Dg+42.E2.e,.Dg para (O,B.fC <s® <fc) (3.34)

A Figura 3.12 traz uma ilustragdo para a regra de endurecimento proposta
por Figueiras-Owen, e a compara aos resultados experimentais apresentados por

KUPFER et al.(1969) para o caso de compressao uniaxial.

Gef

fe
1,0

/ KUPFER et al.

l / modelo de
03 ] Figueiras-Owen
] _____ elastoplastico
perfeito A
02 10

Figura 3.12 - Diagrama tensao efetiva-deformacéao efetiva

O mddulo plastico do material (k) pode ser determinado diretamente através

da sua definig&o:

(3.35)

3.4.2. Estado uniaxial

A aplicagédo de relagBes constitutivas a analise de elemento finito uniaxial
filamentado, como é o caso das vigas e dos pilares, exige o emprego de relacbes
uniaxiais para a representagdo do comportamento mecéanico dos materiais.
Especificamente para o caso do concreto, apesar das inUmeras possibilidades, sdo
destacadas, neste texto, apenas duas delas, julgadas as mais amplamente
aplicadas: uma delas proposta por Saenz, e a outra pelo CEB-FIP MC90.

O modelo proposto por SAENZ (1964), aplicado a compressdo uniaxial, é

composto por dois trechos. Uma curva tensdo-deformagédo né&o-linear, que se
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estende de zero aresisténcia a compressao do concreto (f;), € seguido por um
trecho linear de amolecimento até o valor de 20% da resisténcia a compressao

(0,20.f;) para a deformacéao limite de compresséo e, (Figura 3.13).

0)
. e
e ommnee ,; 10,2 .f;
compressdo | /
Y
i/ /
/ ,,,,;L,,,, fe
e/

Figura 3.13 - Diagrama tensdo-deformacéo para o concreto ha compressao
(SAENZ(1964))

A equacdo que rege o0 comportamento nao-linear entre tensdo e

deformacéo para o primeiro trecho da curva é dada por:

e..E
S. = c=c

> (3.36)
1+€EEC S 02 TR 2
eE.;, oe, eeyo

onde: S -tensdo normal de compressdo no concreto (correspondente a €);
€. - deformacéo especifica do concreto acompressao;
E. - médulo de deformacéo longitudinal do concreto;
E.1 - modulo de deformacéao longitudinal secante do concreto;
& - deformacao correspondente af; ;

€. - deformacéo limite do modelo.

Saenz néo trata de uma relacéo especifica para o concreto tracionado, nem
tampouco sobre hipéteses relativas a descarga e recarga, que seriam mais tarde
incorporadas com sucesso por ASSAN (1990), que condicionou-as ao modulo de
elasticidade inicial E. (Figura 3.13).

O Cébdigo Modelo CEB-FIP MC90 apresenta uma curva completa para o
concreto sob solicitagdo uniaxial. O diagrama de compresséo, em seu primeiro
trecho, é semelhante ao apresentado por Saenz. O segundo trecho, relativo ao
amolecimento, é nao-linear e estende-se além do ponto correspondente a
deformagédo e,. Convém observar que o trecho tracejado do diagrama, para
deformagdes superiores (em mddulo) a e, refere-se aextrapolacdo da curva com o

objetivo de prever o comportamento do concreto no pés-esmagamento:
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Se=-— 5 o . para |e;| <|eg| (3.37a)
1+g € .22
Ea @eg
— fC
Sc=-— . ; paralec| >|e.,| (3.37b)
g? 0 , & 0 a
& 1 2 tom 6 4 el
& .X- e R S
&Cu a6 T€CaP éecu 2 Ead
S B0 7 =
g cl eeclg ] cl 12} g
i 4 2 U
i1 eE o |§1 eE 0 Wy .
onde: e, :ecl:’l.g 41+ Qi.g C+1- - Eu;, - deformagéo limite para
12 eZ.Ecl (4] 84 e2.EC1 (4] ZHb
|

a utilizacdo entre as equacgdes 3.37a e 3.37b (neste modelo, e, corresponde

a uma tensao de médulo igual ametade de f.);

.2 . o)
4.0®a 0" @ 0, e E?
8 €1 @ Ecl g €c1 Ecla R . .
X = 5 - parametro adimensional.
—
% ?i - 29 + 1=

e eE cl 4] (%]

O comportamento do concreto sob tragdo uniaxial é representado por dois
ramos lineares. O primeiro deles estende-se até 90% da resisténcia atracao (f,), e é
seguido por um segundo trecho até o limite de deformacao ¢=0,00015, a partir do

gual se da a perda total da capacidade resistente (Figura 3.14).
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Figura 3.14 - Diagrama tensédo-deformacéo para o concreto (CEB-FIP MC90)

O modelo ndo faz mencdo a comportamentos de descarga e recarga do
material, e também néo apresenta a possibilidade de modelagem (aproximada) do

enrijecimento atracéo através do diagrama de tracdo uniaxial.
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O termo enrijecimento atracdo, como ja colocado anteriormente, designa a
contribuicdo que o concreto integro, entre duas fissuras sucessivas, exerce sobre a
rigidez de um elemento de concreto armado fletido (ou tracionado) no estadio Il.
Apesar de estar fundamentado no fendbmeno da aderéncia entre a armadura e o
concreto, tal efeito pode ser quantificado, de maneira aproximada e indireta,
através da inclusdo de um ramo de amolecimento na curva do concreto tracionado,
simulando uma perda progressiva de rigidez. A Figura 3.8 ilustra 0 bom modelo
proposto por FIGUEIRAS (1983).

€

St 8m

Figura 3.15 - Modelo para enrijecimento a tragédo

onde: 05 £ a £ 0,7 - coeficiente que impde o grau de enrijecimento;

en = 0,0020 - deformacéao especifica limite do concreto atracao.

O modelo contempla as hipoteses de descarregamento e carregamento de
acordo com a mecanica do dano continuo, ou seja, através do médulo de
deformacéo longitudinal secante do concreto (E¢). O enrijecimento atracédo deveria
ser ignorado para camadas de concreto suficientemente distantes da armadura
tracionada e, por esse motivo, incapacitadas de trocar tensbes de aderéncia com
as armaduras. Na pratica, a ado¢éo do diagrama completo para todas as camadas
produz bons resultados, e interfere menos intensamente sobre o comportamento
do que a propria definicho do parédmetro o entre seus valores limites. O
enrijecimento atragdo pode ser ignorado for¢ando-se «=0, ou 0< e, <e.

A Figura 3.16 ilustra uma comparacdo entre os modelos propostos por
Saenz e pelo CEB-FIP MC90. Para viabilizar essa comparacdo, foi adotado

e, =-0,0022 e forgou-se, propositadamente, a passagem da reta de

amolecimento de Saenz pelo ponto de inflexdo da curva dada pelo CEB-FIP. A
parte ascendente de ambas as curvas podem ser consideradas idénticas quanto ao
aspecto, enquanto que na parte descendente reside a maior diferenca entre as

duas propostas.
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O (kN/cn?)

0,20 0,00015
-0,0046 -0,0022 r

€

-0,50

-1,25

-2,50

Figura 3.16 - Comparacao entre diagramas tensao-deformacéo

3.5. Modelo de dano de Mazars para o concreto

3.5.1. Introducéo

7

O dano no concreto é originado antes mesmo da sua solicitagdo
(BUSSAMRA;PIMENTA(1995)). O inchago da argamassa (cimento e areia) durante
a hidratacdo do cimento, aliado a formacdo de “lentes” de 4gua acumuladas ao
redor dos agregados, favorecem o aparecimento de micro-fissuras tangenciais a
interface argamassa-agregado. Desse modo, o comportamento mecanico do
concreto é regido por um processo de deterioracdo do material, decorrente da

abertura, propagacao e unido de microfissuras.

3.5.2. Aspectos gerais

Sob o ponto de vista macroscépico, 0s comportamentos tipicos de um
corpo-de-prova de concreto submetido a esforcos de tracdo e de compressdo

(isoladamente) sdo os mostrados no diagrama da Figura 3.17.

o

—— camregamento estético

— — — carreg. e descarreg.
sucessivos
/
7 fod

Figura 3.17 - Experimentos uniaxiais: tragdo e compressao
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O processo de danificagdo do concreto na compressao inicia-se ao redor
dos agregados e da-se, em média, a 45° da linha de agdo do carregamento. Por
esse motivo, a fratura se propaga pelo modo Il (Figura 3.18), ja que se trata de um
escorregamento entre as faces da fissura. Com o aumento do esfor¢o, o dano
cresce também na direcdo do plano perpendicular ao carregamento, sempre ao
redor do agregado, resultando em dano segundo os modos | e I, podendo inclusive

criar microfissuras paralelas ao carregamento.

Modo I: abertura da fissura por Modo Il: mGtuo escorregamento das Modo Ill: mituo escorregamento das
um esforgco perpendicular superficies da fissura devido superficies da fissura devido
a superficie que contém a acdo de um esforgo a acdo de um esforgo
o defeito cisalhante no plano dessas cisalhante no plano dessas
superficies e na diregédo superficies e na diregédo
paralela ao defeito perpendicular ao defeito

Figura 3.18 - Modos bésicos de solicitagdo de uma fissura

Na tracdo, no entanto, o concreto apresenta um comportamento bastante
diferente, uma vez gque o crescimento das microfissuras se da através do meio em
direcdo perpendicular a da solicitagdo, pelo modo | de abertura. Existe uma fase
elastico-linear até aproximadamente 80% da resisténcia, seguida de uma fase nao-
linear até a tenséo limite, e um amolecimento a partir desse ponto.

A partir dessas constatacbes € possivel concluir que as microfissuras
crescem predominantemente em modo | sempre que o material apresentar
alongamento, e isso explica o denominado comportamento unilateral do concreto.
Um corpo-de-prova de concreto submetido a tracdo uniaxial até atingir niveis
elevados de danificacdo € descarregado e, em seguida, submetido a uma
compressdo uniaxial, apresenta a mesma rigidez inicial para tal solicitacdo

(compressao), devido ao fechamento das microfissuras (Figura 3.19).

(&)

Figura 3.19 - Comportamento unilateral do concreto
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3.5.3. Variaveis de dano

Tomando-se um elemento de volume extraido de um sélido danificado
suficientemente grande para conter uma imperfeicdo, mas que ainda possa ser
considerado um ponto material do continuo, o dano (D,), ou a densidade superficial
do dano, é definida atraves da relacéo entre a superficie interna danificada (S,) e a
superficie total (S):

S
D, = lim =2 3.38
n = im -3 (3.38)
onde: O0£D, £1;
D, =0 ® material integro; D, =1 ® material inteiramente deteriorado;

n (sub-indice de D) - vetor direcdo normal asuperficie considerada.

Esta formulacdo mais genérica, apresentada para a variavel de dano D em

fung&o da normal n, representa a danificagcdo anisotropica.

3.5.4. Modelo constitutivo de Mazars

A teoria do dano apresentada por MAZARS (1984) é também conhecida
como dano isotropico ou escalar, uma vez que considera uma distribuicdo uniforme
(e independente da orientagdo da superficie considerada) dos microdefeitos no

volume do sélido.

D, =D, "n (3.39)

Para o desenvolvimento da teoria do dano continuo devem ser adotadas as

hipoteses basicas colocadas a seguir:

0 concreto tem um comportamento elastico e é passivel de danificar-se,
ndo existindo deformacbGes permanentes, plasticas ou efeitos de
viscosidade;

o0 dano € causado somente por alongamentos nas direcdes principais
(e:>0), significando que prevalecem os desenvolvimentos das fissuras
locais nos modos | e I+ll;

a evolucao do dano s6 ocorre a partir de um certo valor limite de uma
funcéo fronteira (semelhante afuncéo de plastificacdo): f = f({ e}) ;

o dano é considerado isotropico, apesar de as analises experimentais
evidenciarem que o dano conduz a uma anisotropia do concreto. Tal
hipétese visa diminuir o numero de variaveis do modelo e ndo implica,
entretanto, na perda de assimetria de comportamento entre tracdo e
compressao;
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sdo considerados somente os carregamentos monoténicos crescentes,
vedando assim a representacdo do comportamento unilateral do
concreto neste modelo.
Assim como na teoria da plasticidade, faz-se necessaria a introducdo do
conceito de deformacédo e tenséo equivalentes de modo a compor os estados de

solicitagao pluriaxiais. Para a deformacao equivalente, propde-se:

8= (en)] +(e2)’ +es)’ (3.40)
onde: <ei>+ - parte positiva da deformacéo principal na direcao i, definida como:
1
(&), :'E[ei+|eﬂ
desta forma: (e), =e se e >0;

(e)), =0 se e £0.

Considere-se, por simplicidade, o caso unidimensional onde a tenséo e a

forca aplicada em um elemento equilibrado de superficie S relacionam-se por

s=F/S, e o estado de dano seja medido pelo escalar D. Neste caso, a area efetiva
da secédo (§) sera:
S=S- S, =S(1- D) (3.41)

Desse modo, a tensio efetiva S deve valer:

ou, para um estado multiaxial de tensﬁes:{§} = (1{5}[)) (3.42)

Segundo LEMAITRE;,CHABOCHE (1985): “O mesmo estado de
deformacbes de um material com dano pode ser derivado do material integro onde
a tensdo usual é substituida pela tenséo efetiva’. Tal afirmagdo permite que se
estabeleca uma relagdo constitutiva para o material com dano, escrita em funcdo

de um material integro pela seguinte relagéo:

CRARCRCIRES 4

1- D)

onde: [E.] - tensor de rigidez do material intacto.

Por outro lado, 0 mesmo estado de deformagdes pode ser expresso a partir

de um tensor de rigidez do material danificado [EC] ;
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(g =[E<] {s) (3.49)

Igualando-se as expressoes 3.43 e 3.44, tem-se:

[Ec]=(2- D)Ec] (3.45)

A funcéo fronteira do dano (f) é definida de tal modo que o processo de

danificacdo so inicia-se a partir de um determinado valor limite para S,. A partir

desse limite, tal processo evolui e é governado pela funcéo S=S(D). A funcéo

fronteira (critério de dano) passa a ter a seguinte forma:
f(&D)=&- S[D)£0  com S(0)=ey, (3.46)

A forma da superficie inicial f no espaco das tensdes principais € convexa, e
ndo simétrica com relacdo atracdo e compressao. A Figura 3.20 ilustra a superficie,

juntamente com a curva experimental obtida por KUPFER et al.(1969).

O;
A fe
. O
va
/ fe
[
\\ superficie inicial
k \\ _ _ _ superficie corrigida
- __ __ KUPFER etal. (1969)
0:-G, S~ e

Figura 3.20 - Superficies de ruptura (PEREGO (1989))

A relativa discrepancia entre a curva experimental apresentada por Kupfer e
colaboradores, e a curva do dano pode ser amenizada pela aplicacdo de um fator

de correcdo h £1 para a deformagéo equivalente €, de modo que:

écorrig = h(S i)' e (347)

U0 +(s2)2 +(s3)°
(s1). +(s2) +(ss3)

(si). - parte negativa da tens&o principal s;.

onde: h(s;)=

A variavel escalar de dano (D) obedece a uma lei de evolugcao que atende
aos principios da termodinamica dos processos irreversiveis, de acordo com
LEMAITRE;CHABOCHE (1985), e que é representada por:
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—r—

~ 10, se f<0 ou (f=0ef<o)
D=j N/ .
¥ F(e)<e+>, se f=0 e f=0

onde: F(é) - func@o positiva continua determinada experimentalmente;

(3.48)

&0 ‘H( ) o -
+= T sendo t uma variavel ordenadora do processo evolutivo.
eg

3.5.5. Dano sob solicitacdo uniaxial (com uma e duas variaveis)

A funcéo F(é) deve respeitar o comportamento experimental do material,

reproduzindo as curvas experimentais obtidas em ensaios uni, bi e triaxiais. No

caso particular de uma prova uniaxial de tragdo na dire¢éo principal 1, tem-se:

€=e; e D=F(e)e (3.49)

Supondo que o material esteja sujeito a uma solicitacdo monotonicamente

crescente, o valor de D correspondente a um certo nivel de deformagéo ey é:

em
D(em) = oF(es). de; (3.50)
0
A evolucéo da microfissuracdo do concreto se da de modo diferenciado, de
acordo com o tipo de esfor¢co, como pode ser observado na Figura 3.21. Na tracao,
as microfissuras se desenvolvem perpendicularmente a diregcdo do esforco,

engquanto na compressao esse desenvolvimento é paralelo ao esforco.

L

. f,‘L I
‘ |

‘ tragdo f compressao

Figura 3.21 - Microfissuracgéo: tracdo e compressao

Com o obijetivo de descrever com mais exatidao esse aspecto diferenciado,
foram definidas duas variaveis escalares, Dt e D¢, no modelo is6tropo. Tais
variaveis sao representativas, respectivamente, do dano na tracdo e na

compressao, e possuem leis de evolugéo independentes.

Dy =F (§)<§>+ (para a trac&o) (3.51)
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DC =F¢ (§)<§>+ (para a compressao) (3.52)

3.5.6. Dano sob solicitacdo pluriaxial (com duas variaveis)

Para analisar estados de tensdes compostos, como tracdo e compressao
em acdo simultdnea, Mazars propde a decomposi¢do da varidvel dano em duas
parcelas escalares, Dt e Dc, relativas respectivamente & parcelas de tracdo e de

compressao. A composi¢ao das duas parcelas obedece aseguinte lei linear:
D=a{D; +acD¢ (3.53)

onde: at+ac=1 a;30, ac30.

Os coeficientes da combinacéo linear, a; e ac variam entre 0 e 1, e

satisfazem & condi¢des:

tracdo uniaxial pura: ar=1ac=0 P D=D;
compressao uniaxial pura: a; =0 ac=1 P D=D¢
esforgo geneérico: ar +ac =1

A obtengéo dos coeficientes a1 e ac requer a introducdo de conceitos

essenciais de particionamento de tensores. Uma deformacdo principal pode ser

convenientemente separada em duas componentes er; € eq;: € =eq; +€egi-

Mazars propds a seguinte separacao do tensor de deformacdes principais:

(er} =2 b, - 2 () @54

(ec) =S sl) - (&) I 059
onde: {s} =({s}), +({{s}) :
com (s;) =%(si +|si|) e (si). :%(si - |si|) (3.56)

{s} - tensor das tensdes principais obtido diretamente {s} =[E;|{e} ;

[1] - tensor identidade;

E. - médulo de deformacéo longitudinal do material integro.

Os coeficientes finalmente podem ser escritos, de acordo com Mazars:
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(3.57)

il se g =eq+teq>0 .
onde: H(e) = LT - fungdo degrau de Heaviside.
10 se e =eqj+eq >0

PEREGO (1989), entretanto, prop6s que os coeficientes fossem escritos de

forma que somente os alongamentos (componentes positivas de e; e ec)

contribuissem para a avaliacdo do dano, respeitando assim a hipétese que

relaciona o surgimento e crescimento do dano em funcdo das tensdes de tragao:
ar=ag(ler),] e  ac=aclec),) (3.58)
Os tensores de deformacéo sofrem a seguinte particdo:
e =(lerh), +(er)). e fech=(lech), +flec)).  @59)
E os coeficientes séo escritos da seguinte forma:

[} ¢}
a (eri), a (eci),
_ i _
ey ey
onde: § (ey;), +(eq), - variavel cinematica repr. do estado local de extenséo.
i
A lei que governa a evolugdo do dano é analoga aguela com uma variavel:

Dy =F (§)<§>+ (para trago) (3.61)

DC =F¢ (é)<§>_ (para compresséo) (3.62)

As expressfes para as variaveis representativas do dano, D e D¢, sao
estabelecidas a partir de resultados experimentais de tracdo e compressdo
uniaxiais de modo a reproduzir, com suficiente precisdo, os andamentos das curvas
experimentais respectivas e, em particular, os seus ramos de amolecimento. O

aspecto das relag6es constitutivas esté ilustrado na Figura 3.22.

5 -1. eq(l- Ar) As
T e exp[BT(é— edo)]
De =1- ew(l- Ac) Ac (3.63)

€ exp[BC (é - €4 )]
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onde: Ar, By, Ac, Bc e ey - parametros caracteristicos do material obtidos
experimentalmente.

(¢)
Ee
1
E(1-Dr)
e
€40
)
Ec(1-Dc) [~
]
Eq

Figura 3.22 - Leis constitutivas para o dano uniaxial de Mazars

3.6. Aplicacéo ao ‘material’ concreto armado

A aplicagéo de relagdes elastoplasticas arepresentacdo do comportamento
mecanico do material hibrido concreto armado sé pode ser efetuada no espaco dos
momentos fletores e das curvaturas. O comportamento conjunto de ambos o0s
materiais constituintes (aco e concreto) deve obedecer a um modelo constitutivo
Unico elaborado com base nas caracteristicas mecanicas dos dois materiais, e na
geometria da secgéo transversal. Esses modelos séo, em geral, mais simples, pois
contemplam uma Unica relagé@o constitutiva.

Sao varios os modelos destinados arepresentacédo do concreto armado na
flexdo, como o proposto por GHALI;FAVRE (1986), DEBERNARDI (1983,1989),
CEB-FIP MC90, CORREA (1991), e 0 modelo empirico de BRANSON (1966).

Para a andlise de deslocamentos de vigas de concreto armado, e a
consideracdo da colaboragcédo do concreto entre fissuras através da ado¢cédo de um
momento de inércia efetivo (I¢) constante em todo o vao (ou elemento), Branson

propde a seguinte formulacéo, baseada em resultados experimentais:

u

Gl para (M3 M,) (3.64)
H

onde: | - momento de inércia efetivo;
I, - momento de inércia da secdo no estadio I;
I, - momento de inércia da secao ideal no estadio Il, em relagéo ao seu CG;

M, - momento de fissuracdo da secao;
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M - momento fletor atuante no tramo;

m - expoente: m=3 para a analise de todo o vao;
m=4 para a analise isolada de uma sec¢ao transversal.

A expressdo 3.64 é uma interpolacdo entre os momentos de inércia dos
estadios | e Il (Figura 3.23). Apesar de ter sido inicialmente aplicada aos elementos
lineares fletidos, essa expressao teve, a posteriori, 0 emprego estendido & lajes.

No inicio da década de 1980, Debernardi apresenta um modelo rigoroso
para analise de se¢Bes de concreto armado submetidas aflexo-compressao. Esse
modelo, & vezes considerado como o mais rigoroso dentre os formulados no
espaco momento-curvatura, considera os efeitos conjuntos da fissuracédo, fluéncia,
retracdo, enrijecimento atracdo, além de ser aplicavel a sec¢des transversais de
formato qualquer. Ao contrario dos métodos apresentados por Branson e por Ghali
e Favre, esse modelo ndo emprega a interpolacé@o entre os valores das curvaturas
obtidas para os estadios | e Il. Debernardi utiliza a interpolagdo no calculo da
deformagdo média da armadura tracionada. O concreto também apresenta uma lei

constitutiva linear, e escrita em fun¢do do tempo.

aSI‘ GSSI’

_Ss2
€y = - b,.b - Bapr 3.65
sm Es 1-¥2 gES s:l.rgssz ( )
t
eC(t,tO) = SC(tO)'f (tto) + of (t,t)-dsc(t’to) +ess(ttg) (3.66)
to

onde: Es - mddulo de deformagéo longitudinal do aco;
&m - deformacéo média da armadura tracionada;

ey, - deformacé@o da armadura imediatamente antes da fissuragéo, devido a
acao do momento de fissuracao;

& - deformacao especifica do concreto por retracao;

Ss2 - tensd@o na armadura na secao da fissura apoés a fissuracéo (estadio I1);
S« - tensdo na armadura devido ao momento de fissuragéo;

&(t,to) - coeficiente de envelhecimento (GHALI;FAVRE (1986));

b, - coeficiente que depende das condi¢cbes de aderéncia:
b, = 1,0 para barras de alta aderéncia (hb 8 15) ;

by = 0,5 para barras lisas (h, =10).

b, - coeficiente que depende das condi¢cbes de carregamento:
b, = 0,8 para primeiro carregamento, ou cargas pouco repetitivas;
b, = 0,5 para carregamentos permanentes, ou com grande numero
de ciclos;
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Nb - coeficiente de conformacao superficial das barras da armadura.

A partir dos modelos constitutivos dos materiais, Debernardi estabelece as
equacdes de equilibrio (em regime elastico-linear) para a secdo transversal ndo
fissurada e fissurada, como estd amplamente discutido nos trabalhos de
MACHADO(1989) e SANCHES(1998). O aspecto do diagrama momento-curvatura
para Debernardi é semelhante ao apresentado por Ghali e Favre (Figura 3.23).

GHALI;FAVRE (1986) propdem uma formulacdo mais simples, baseada na
configuracdo média entre os estadios | e Il, assim como na proposta apresentada
por Branson. Considerando um elemento de viga submetido a flexao simples, a
primeira fissura devera surgir assim que o momento fletor atuante atinja 0 momento

de fissuragéo (M,):

_ 1:t'II
M=)

onde: X - profundidade da linha neutra no estadio |I.

(CEB- FIP MC90) (3.67)

Para um momento fletor M>M,, a deformacdo na armadura tracionada,
devido ao efeito do enrijecimento atragdo, assume um valor médio (&s,). Esse valor
médio pode ser descrito, ponderadamente, pelas deformacées supondo o elemento

de viga entre os estadios | (&) e Il (&s):

esm = (1- 2).e5 + 7€, (3.68)
s 62 aM 62
onde: z=1- b,.b,.c—+ =1-b,.b,.c—= - ponderador;
12 gS s2 @ =2 mﬂ P

b; e b, - coeficientes com as mesmas definicbes do modelo de Debernardi.

Assumindo as hipéteses de secdes planas antes e apés as deformacdes, e
proporcionalidade entre tensdes e deformacdes (lei de Hooke), da mesma forma,

os autores propdem que a curvatura média seja funcdo das curvaturas do estadio |
&0 &0 ,
8—+ ell 8—+ puros:

ro, re,

oo . edd o
g;am —(l- Z)gFBI +Z.gr5” (3-69)

A formulagédo proposta por Ghali e Favre, assim como a de Debernardi,

pode ainda incorporar os efeitos do tempo. Uma ilustracdo do diagrama de
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momento fletor por curvatura para a formulagcédo de Ghali e Favre esta apresentada

na Figura 3.23.

AM

B0,

M}

___ Branson
_ _ Ghali e Favre

-e!

Figura 3.23 - Diagramas momento-curvatura segundo Branson e Ghali & Favre

O CEB-FIP MC90 apresenta um diagrama momento-curvatura um pouco
mais simplificado, considerando trés estagios lineares de comportamento para as
secbes de concreto armado. O primeiro estagio configura o comportamento em

regime eldstico-linear, até que se atinja o momento de fissuragdo minorado

( bb.Mr) no final do estadio I. O segundo estagio exprime o comportamento da

secdo transversal até o seu escoamento, no final do estadio Il (My). Finalmente, o
terceiro e Ultimo estagio configura, no seu final, a capacidade ultima da sec¢éo
transversal (M,), com a diferen¢a de que a sua inclinagéo (k) assume o dobro do

valor calculado, conforme ilustrado na Figura 3.24.

O O ~®

Figura 3.24 - Diagrama momento-curvatura segundo o CEB-FIP MC90

O momento de fissuracdo é calculado, através da expressédo 3.67,
considerando-se a se¢do homogeneizada. O coeficiente b, ¢é tomado pela

desigualdade by, 2 b;.b,, com b, e b, definidos anteriormente.

O momento de escoamento da sec¢éo transversal € de dificil definicdo, tanto
que o CEB-FIP evita fazé-la. No entanto, CORREA (1991) propde que o

escoamento da se(;éo transversal ocorra concomitantemente ao escoamento da
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armadura tracionada, desprezando-se a contribuicdo do concreto tracionado, e
admitindo proporcionalidade entre tensdes e deformagbes. Posteriormente,
OLIVEIRA (1997) aplica a definicdo de Corréa, e propde uma distin¢gdo no célculo
de M, que pode ocorrer pelo escoamento da armadura tracionada, ou pelo
esmagamento da fibra de concreto mais comprimida.

O valor do momento ultimo é bem definido, e de modo analogo tanto pelo
CEB-FIP MC90 como pela NBR-6118 (item 4.1.1). A sua determinacdo obedece a
uma das trés hipoteses: a) fibra de concreto mais comprimida sujeita adeformacéo
de 0,35%, com deformacéo da armadura de tracdo sob valores inferiores a 1,00%
e superiores a deformacdo de escoamento; b) armadura tracionada com
deformacéo de 1,00%, com deformacdo da fibra de concreto mais comprimida
entre os valores de 0,20% e 0,35%; c) armadura de tracdo com deformagéo igual a
1,0% sem que, no entanto, a fibra de concreto mais comprimida atinja o valor de
0,20%. Nos dois primeiros casos considera-se o diagrama retangular de tensdes
em substituicdo ao parabola-retangulo, como permite a NBR-6118 no item 4.1.1.1,
e no terceiro caso, adota-se diagrama linear de tensdes no concreto comprimido.

De modo semelhante ao CEB-FIP MC90, Corréa propde um diagrama
trilinear na andlise nao-linear de lajes de concreto armado. O modelo apresentado
por Corréa apresenta duas diferencas basicas com relacdo ao do CEB-FIP: o
momento de fissuracdo ndo sofre qualquer tipo de minoracéo, e o terceiro trecho

do diagrama néo € majorado pelo fator multiplicativo 2 (Figura 3.12).
\M

@ O, O.

Figura 3.25 - Diagrama momento-curvatura segundo CORREA (1991)

®

O modelo proposto por Corréa, e mais tarde também implementado por
Oliveira, apresenta resultados bastante representativos do comportamento
mecanico dos elementos de viga e de laje até o escoamento das armaduras.
Atingido esse valor, o modelo passa a impor rigidez inferior a observada

experimentalmente.
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3.7. Modelo para a aderéncia entre o ago e o concreto

3.7.1. Introducéo

Em geral, os modelos fisicos destinados arepresentacdo das vigas e pilares
admitem, implicitamente, uma perfeita interacdo entre as barras de aco e as
porcBes de concreto que as envolvem. Para as solicitagfes, no entanto, esse
comportamento perfeitamente solidario ndo se confirma, o que na pratica propicia o
surgimento de deslocamentos longitudinais relativos entre as barras da armadura e
o concreto. No ambito da engenharia, na aplicacdo a projetos de estruturas, o
fenbmeno da aderéncia é fundamental para o estudo do comprimento de
ancoragem de barras tracionadas e comprimidas, e na determinacdo de emendas
de barras de ago por traspasse. Na modelagem estrutural, através do método dos
elementos finitos, a incorporacdo da aderéncia em conjunto com modelos
constitutivos especificos para o concreto e 0 ago assume grande importancia no
estudo do enrijecimento atracdo (tension-stiffening), e na avaliagdo do estado de
fissuracdo de elementos estruturais.

De acordo com ELIGEHAUSEN;BALAZS (1991), sdo vérios os fatores que
podem influenciar o comportamento do par tensdao de aderéncia por
escorregamento de barras de ago imersas em concreto: a conformacao superficial
das barras, a resisténcia do concreto, o cobrimento de concreto sobre a barra e a
sua posicao dentro do elemento estrutural e, finalmente, um fator externo, ligado a
intensidade e ao tipo de carregamento (estatico ou ciclico) ao qual esteja
submetido o elemento estrutural. A identificacdo de varios desses fatores teve
inicio na década de 1910, juntamente com as primeiras tentativas de se
estabelecerem correlagbes entre a tensdo de aderéncia e 0 escorregamento
relativo das barras. ABRAMS (1913)" apud ALLWOOD,BAJARWAN (1996),
utilizando-se de ensaios de arrancamento de barras de aco isoladas imersas em
blocos de concreto, estuda a aderéncia de barras lisas e de barras corrugadas.

Em estudos posteriores, GLANVILLE (1930)” apud ALLWOOD:;
BAJARWAN (1996), pdde demonstrar a importancia de um efeito até entdo nao

guantificado no estudo da aderéncia. Através da realizacdo de ensaios de

1 ABRAMS,D.A.(1913). Test of bond between concrete and steel. University of lllinois Bulletin, v.11,
n.15, paper 71, 238p. apud ALLWOOD,R.J.;BAJARWAN,A.A.(1996).

12GLANVILLE,W.H.(193O). Studies in reinforced concrete-bond resistance. Building Research
Technical Paper, n.10. apud ALLWOOD,R.J.;BAJARWAN,A.A.(1996).
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arrancamento atracdo (pullout), e de arrancamento a compressao (pushout) em
corpos de prova semelhantes, pbéde-se verificar que a tensdo de aderéncia
mobilizada no ensaio de arrancamento a compressao € superior ajuela do ensaio
de tracado, devido ao efeito de Poisson. A tensdo de compresséo longitudinal sobre
a barra de aco provoca uma tendéncia de acréscimo no seu diametro, o que eleva
sobremaneira a tenséo radial e, por conseguinte, a for¢a de atrito entre a barra e o
concreto que a envolve. Com isso, pode ser demonstrado que o confinamento
promovido pelo cobrimento de concreto, e também pela presenca de armadura
transversal contribui favoravelmente para o aumento da aderéncia. Esses estudos
iniciais constituiram a base para o entendimento do fendmeno da aderéncia,
responsavel pelo equilibrio de for¢as ilustrado na Figura 3.26 para uma porcéo de

concreto (dx) que compde um tirante de concreto armado.

N | N
R
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(0s) == L ‘_‘é_“__ 7z —= (os+ Acs)
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© =)
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Figura 3.26 - Tensdes em uma porc¢ao de concreto armado tracionado

Estabelecendo, respectivamente, o equilibrio de forcas na direcédo
longitudinal da barra de aco submetida atensdo de aderéncia média (fb), eo

equilibrio da por¢éo de concreto, conclui-se:

Ds, =§.t_b.dx (3.70)
aA_0

Ds_ =Ds_ .2 3.71
gA [} ( )

onde: Ds g - parcela de tensdo normal da barra de ago transmitida ao concreto por
aderéncia;

F - didmetro da barra da armadura longitudinal;
Ds . - diferenca entre as tensGes normais no concreto nas duas segoes;
A. - area da secao transversal geométrica de concreto;

A- area da secdao transversal da armadura longitudinal tracionada.
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A partir desses estudos iniciais, cujo objetivo Unico era o de estabelecer a
tensdo de aderéncia média na ruptura da ligacdo entre o aco e o concreto, 0
enfoque das pesquisas volta-se para a descricdo do comportamento das variaveis
tensdo de aderéncia e escorregamento no dominio da barra. BRESLER;BERTERO
(1966)" apud MIRZA;HOUDE (1979) foram os pioneiros na tentativa de descricdo
do comportamento do par tensdo de aderéncia por escorregamento de uma barra
de aco imersa em concreto. No ano seguinte, no entanto, NGO;SCORDELIS
(1967) apresentam a primeira abordagem do fendmeno da aderéncia através de
um método numeérico. Os autores incorporam a rigidez da conexdo entre os dois
materiais através do emprego de molas discretas conectando o0 ago e o concreto
em nés de uma malha de elementos finitos. Molas paralelas ao eixo da barra
simulariam a rigidez ao escorregamento, enquanto molas perpendiculares ao eixo
da barra modelariam o efeito Poisson. Segundo autores como ALLWOOD;
BAJARWAN (1996), essa técnica requer um grande incremento do numero de
graus de liberdade (gdl) envolvidos na analise, o que a torna demasiadamente
custosa, principalmente quando empregada uma relagdo constitutiva nao-linear
para o par tensdo de aderéncia por escorregamento.

Seguindo a linha de raciocinio de Bresler e Bertero, mas com o intuito de
apresentar valores para as constantes de mola longitudinal do modelo de Ngo e
Scordelis, NILSON (1968) propde uma relacdo cubica entre tensédo de aderéncia e
0 escorregamento (3.72). No final da década de 1970, em outro trabalho de
destaque, MIRZA;HOUDE (1979) propdem uma correlacdo de grau 4 entre a

tenséo de aderéncia e o escorregamento relativo (3.73).

t, = 3,606x10°.s - 5356x10°.5% +1986x10*.s° (psi) (3.72)

t, =195x10°.s- 2,.35x10°.s* +139x10*.s° - 0,33x10".s* (psi) (3.73)

onde: s - escorregamento relativo (“s” do inglés slip) em polegadas.

Ambos os trabalhos apresentam uma aproximagdo para a funcdo de mola

longitudinal ndo-linear, obtida diretamente através da derivada das expressodes 3.72

) (8
ou 3.73 com relagdo a s %9 Os aspectos dessas curvas podem ser observados
s @

na Figura 3.29 para um valor de ty, max Unitério.

¥ BRESLER,B.;BERTERO,V.(1966). Reinforced concrete prism under repeated load. In: RILEM
Symposium on the effects of repeated loading on materials and structural elements, Mexico.
Proceedings. apud MIRZA,S.M.;HOUDE,J.(1979).



Modelos constitutivos para os materiais 61

O escorregamento relativo (s) € uma grandeza vetorial cujo médulo pode
ser mensurado a partir de sua prépria definicho como a diferenca entre as

deformac®es longitudinais de tracdo no aco (&) e no concreto (&) haquele ponto:

ds
_:e

3.74
ax & (3.74)

- €

ct

ds N . . o )
onde: o variacdo do escorregamento relativo na fissura com relagéo ao eixo X;
X

e - deformacao especifica da barra de ago tracionada;

ey - deformagéo especifica do concreto atragdo, na altura do centro de
gravidade (cg) da barra de acgo.

Desse modo, o escorregamento segue uma funcéo variavel, dependente da
diferenca entre as deformacdes do aco e do concreto a cada ponto x do dominio do
elemento. Para a porcdo infinitesimal (dx) pode ser definido o escorregamento

relativo aproximado, através do método das diferencas finitas:

ds = (és i éct).dx (3.75)

A completa descri¢do fisica do fenbmeno da aderéncia exige, ndo s6 o
relacionamento entre a tenséo de aderéncia (t,) € 0 escorregamento (s) mas, antes
de tudo, uma representagdo consistente da funcdo escorregamento ao longo do
dominio da barra tracionada imersa no concreto. O conhecimento desses dois
comportamentos ao longo de toda a extensdo de um elemento finito linear, aliado a
imposi¢édo de condigbes de contorno, geralmente nas segdes fissuradas, possibilita
a completa descricdo do fenébmeno. Essa descricdo deve contemplar os aspectos
inerentes ao fendbmeno, quais sejam: forte variacdo das tensGes normais e de

aderéncia nas barras de aco e no concreto, como ilustrado na Figura 3.27.

. S
Th=0 Th=0 T T
65’1 = N/As (7512 = N/As -
Gc=0 GOc=0 ) T 1
S=Smax1 | |S=Smax2 I

| | armaduras /1 |
‘H® ®\ il /\
N (o) |
— N
N
— T T (o-s) \\\\ \L ////

(o) T[T

Figura 3.27 - Distribuicdo esquemaética do escorregamento relativo e das tensdes
em elemento tracionado fissurado (TASSIOS;YANNOPOULOS (1981))
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Com o objetivo de quantificar, através de um método numérico, a influéncia
da aderéncia em ensaios de arrancamento e no comportamento mecanico de
tirantes submetidos a carregamentos ciclicos, TASSIOS;YANNOPOULOS (1981)
propdem um modelo eficiente para a determinacdo da distribuicdo do
escorregamento relativo e das tensdes de aderéncia, além das tensdes normais
nas barras de aco e no concreto. O espagamento entre fissuras (S;) é adotado
previamente, e deve corresponder ao comprimento do elemento finito. Assumindo
t uniformemente distribuido em cada subdominio dx,/I=1,..,n, os valores de
s,t,,Ss, € S, nasecao [+1 sdo determinados com base nos valores da secéo |,
aplicando-se o método das diferengas finitas & relagbes 3.75, 3.70 e 3.71,
consecutivamente. Como partida, sdo impostas condi¢cbes de contorno na primeira
fissura (1), ilustradas na Figura 3.27 para o caso de um tirante fissurado. Ao final
do procedimento, atingida a secdo n+1, a convergéncia é checada com base no

valor da tensdo normal na armadura ss .1, COmparativamente atensao Ss,.

dx dx,
Sy =S - (es,|+1 + es,|)-7I + (ec,|+1 + ec,l)'7| (3-76)
a,,0
S = Sg - 4Gt dx, (3.77)
eF g
A 0
S, =S, - (S¢S )+ 3.78
c,l+1 cl ( s,I+1 s,l) gACJ 2 ( )

Uma forma original de se incorporarem os efeitos da fissuracdo e do
enrijecimento atracdo na andlise de tirantes de concreto armado é proposta por
SOMAYAJI;SHAH(1981). Com a argumentacdo de que a determinacdo
experimental da relagdo entre a tensdo de aderéncia e o escorregamento esta
bastante sujeita a erros, é proposta uma distribuicdo da tensdo de aderéncia ao
longo da barra sem a prévia adocdo de uma funcdo para o escorregamento, ou

mesmo para o relacionamento entre tensédo de aderéncia e o escorregamento.

t,(x)=A.e*+B.e* +C (3.79)

Impondo condigbes de contorno na regido das fissuras e no centro do
elemento finito entre duas fissuras, determinam-se as constantes da expressdo
3.79. Em seguida, através de um procedimento de subparticionamento do
elemento, analogo ao empregado por Tassios e Yannopoulos, procede-se a analise

de todo o elemento. Os autores colocam que a distancia entre fissuras (S)),
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imposta previamente a andlise, deve variar entre os limites de 1 e 2 vezes o
comprimento de ancoragem reta da barra (I,), obtido através de um ensaio de
arrancamento atracdo. Os resultados numéricos para um ensaio de arrancamento
mostram que a adocdo do limite inferior ou superior para o espagcamento entre
fissuras pode levar a uma reducédo de até 45% no escorregamento calculado.

Dando continuidade aos trabalhos de Nilson, e de Mirza;Houde,
ELIGEHAUSEN;POPOV;BERTERO (1983) apresentam uma nova relacédo entre a
tensado de aderéncia e 0 escorregamento que mais tarde seria incorporada ao texto
base do CEB-FIP MC90. O modelo, apesar de ser considerado bastante confiavel,
ignora a parcela de aderéncia quimica entre o concreto e o ago, e também néo faz
distincdo entre arrancamento por tragdo ou por compressao. A Figura 3.29 ilustra,
além das outras duas relacdes constitutivas mencionadas neste trabalho, o
diagrama genérico adotado pelo CEB-FIP MC90, varidvel de acordo com as
condi¢des de aderéncia e de confinamento da barra (Tabela 3.1).

Convém lembrar, entretanto, que o comportamento da aderéncia de uma
barra esta intimamente ligado asua conformagéo superficial, pois a essa superficie
esta relacionado o modo de ruptura da ligacédo entre o aco e o concreto. Segundo
JIANG;SHAH (1994), a aderéncia de uma barra de aco corrugada ao concreto que
a envolve deve-se, na sua maior parte, a acdo mecanica das nervuras da barra
contra 0s pequenos consolos de concreto situados entre duas nervuras sucessivas.
Ao sacar a barra da massa de concreto que a envolve, mobiliza-se um estado de
fissuracdo semelhante ao ilustrado na Figura 3.28. No caso dos elementos
estruturais essencialmente fletidos, como é o caso das vigas, sdo formadas
inicialmente as fissuras priméarias decorrentes da acdo do momento fletor de
fissuragdo. O contato das nervuras com o concreto, aliado & tensdes de tragdo no
concreto ao redor da barra, resultam em um estado inadmissivel de tenséo que

provoca a ruptura do concreto e faz surgir fissuras secundarias.

barra de ago
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Figura 3.28 - Mobilizacdo da aderéncia mecanica em barras corrugadas

A ruptura da aderéncia para as barras corrugadas pode ocorrer de dois

modos distintos, de acordo com o confinamento do concreto que as envolve. Na
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hipotese de a barra estar imersa em concreto pouco confinado, a ruptura devera
ser por fendilhamento do concreto, como resultado da multiplicacdo e ampliagéo
das fissuras secundarias. A primeira parte do diagrama da Figura 3.29 (trecho
ascendente) corresponde ao estagio em que as nervuras da barra de aco estédo
penetrando no concreto adjacente, iniciando o processo de esmagamento e de
fendilhamento desse concreto. Logo em seguida, o trecho descendente refere-se a
reducdo da resisténcia aaderéncia devida ao estagio avancado de esmagamento,
cisalhamento e fissuracdo do concreto entre nervuras consecutivas. O terceiro
trecho (horizontal) representa a aderéncia residual.

Caso haja uma boa condi¢cdo de confinamento, a ruptura deverd se dar
exclusivamente pelo cisalhamento do concreto entre duas nervuras sucessivas.
Neste caso, a curva apresenta um patamar de escorregamento, 0 que na pratica
corresponde ao esmagamento progressivo de todo o consolo de concreto. Os
trechos descendente e horizontal sdo semelhantes ao caso do concreto néo
confinado, mas o valor residual se apresenta superior &juele caso.

As barras lisas apresentam ruptura de aderéncia pelo esgotamento da
aderéncia quimica acrescida de uma pequena parcela de aderéncia mecanica, uma
vez gue nao apresentam rugosidade relevante. O aspecto da curva tensdo de
aderéncia por escorregamento para esse tipo de barra é bastante proximo ao de
barras corrugadas ancoradas em concreto ndo confinado, muito embora o valor de
thmax Seja bastante inferior. Ndo existe, no entanto, uma distingdo clara entre a
tensdo maxima e a residual, o que torna a curva composta de um trecho
ascendente, semelhante ao caso das barras corrugadas, seguido de um patamar

de tensdo de aderéncia residual constante.

12

tméxx
.- . S = 200N/mm?®

. t=t e (sis)>

tb/tbmax
~

NILSON (1968)

, | === MIRZA;HOUDE(1979)

0 f f f f
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Figura 3.29 - Relacdes tenséo de aderéncia (t,) por escorregamento (s)

o o . . t
onde: tensao de aderéncia normalizada = b

t b,max
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Tabela 3.1 - Parametros de escorregamento do CEB-FIP MC90

65

parametro barras corrugadas fios lisos barras lisas
concreto concreto performados a performadas a
nado-confinado confinado frio quente
condigdo de condicao de condigdo de condigdo de
aderéncia aderéncia aderéncia aderéncia
boa outras boa outras boa outras boa outras
S1 0,6 mm | 0,6 mm 1,0 mm 0,01 mm 0,01 mm
S2 0,6 mm | 0,6 mm 3,0 mm 0,01 mm 0,1 mm
S3 1,0 mm | 2,5mm | esp. entre mossas 0,01 mm 0,1 mm
a 0,4 0,4 0,5 0,5
tb.max 20.4f, | 104/, | 25.4f, | 125/, | 01f, | 0054/, 034/, | 015./%,]
t 0.15. tomax 0,40. to,max 014ff, | 005.4f,| 03.f, | 015/

Seguindo o raciocinio de SOMAYAJI;SHAH (1981), com o objetivo de
desvincular a distribuicdo da tensdo de aderéncia do escorregamento relativo,
JIANG;SHAH (1994) propdem uma aproximacgao simples e, segundo os autores,

suficientemente precisa para a formulagéo de elementos unidimensionais:

g A

: (3.80)
e Ib (%)

tb(x) =ty max-

(‘D(‘D)ﬂ) D
coNnono

onde: ty(X) - tensé@o de aderéncia em uma coordenada genérica (O£ x £ I,);

thmax - tensdo tangencial de referéncia (méaxima) verificada a uma distancia
correspondente a 25% do comprimento de ancoragem I,

Apoiados na teoria de Mohr-Coulomb, ALLWOOD; BAJARWAN (1996)
propdem um modelo no qual fundamentam a resisténcia de aderéncia em trés
fatores: adesao quimica, friccdo e intertravamento mecéanico dos agregados, de
acordo com a expressao 3.81. Com isso, o valor da tensdo de aderéncia maxima
permanece vinculado ao nivel de pressao radial (p,) sobre a barra de aco, como

mostra a Figura 3.30.

t, =tp +mp, (3.81)

T Ty

T /

Pr s
Figura 3.30 - Relacdo ty, por s ligada a pressao radial (p)
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onde: t. -tens&o de aderéncia quimica;
m- coeficiente de atrito entre a barra de aco e o concreto.

Os autores apresentam ainda uma nova abordagem do problema sob o
enfoque do MEF, na qual substituem as molas longitudinais de Ngo e Scordelis por
elementos de ligacao (contato), enquanto as molas transversais sdo substituidas
pelas interven¢gbes no diagrama da Figura 3.30. De acordo com o modelo,
empregado apenas para a andlise numérica de ensaios de arrancamento, as
matrizes de rigidez do concreto e do ago sdo obtidas separadamente. Os dois
materiais sdo tratados isoladamente, supondo tensdes de aderéncia distintas para
o equilibrio estatico de cada um. Posteriormente, as duas solu¢des sao for¢cadas a
convergir, através de um método iterativo, para a solucdo que ajusta a tensao de
aderéncia entre os dois materiais.

Dentro das possiveis abordagens do problema de escorregamento de
armaduras, merece ainda destaque aquela em que o elemento finito, bi ou
tridimensional, incorpora uma fibra de aco (ou de qualquer outro material diferente
daquele que compde o proprio elemento) implicitamente a formulacdo de sua
rigidez. Um exemplo bastante representativo dessa classe de elemento finito deve-
se a KWAK;FILIPPOU (1997), que incorpora uma barra de trelica ao elemento de
chapa serendipity de oito nés (Figura 3.31). Os nés do elemento de barra ndo
precisam necessariamente coincidir com os nés do elemento de chapa, nem
tampouco apresentar compatibilidade de deslocamentos com o elemento em
qualquer outro ponto além de seus nés. O comportamento do concreto, submetido
a um estado biaxial de tensdes, é regido pelas superficies de plastificacdo e de
ruptura descritas pelo critério de Kupfer. O modelo incorpora, ainda, conceitos da
mecanica da fratura ahipétese de fissuras rotativas.

e - ,,® @ @ elemento de ago

embutido

“4"' T ; e nos

Figura 3.31 - Elemento de chapa com barra de trelica

Retomando as idéias de TASSIOS;YANNOPOULOS (1981), MANFREDI;
PECCE (1998) apresentam um modelo para a analise de vigas continuas de
concreto armado considerando os efeitos do escorregamento da armadura. O

conceito de subparticionamento do elemento finito, e as equacgfes bésicas do
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equilibrio de cada subelemento sdo os mesmos, havendo apenas uma mudanca
nas condicbes de contorno aplicadas junto & cada fissura. Duas fissuras
consecutivas delimitam um elemento finito, e a cada uma dessas sec¢6es (nds) sao

impostas condi¢des de equilibrio de forga normal (N;,,) € de momento fletor (M no):

h/2

mc ) ms . )
Nino = 05(2)dz = @ sli,-Al°+ 3 sk, AP =0 (3.82)
-h/2 jc=1 js=1
h/2 me o ms o
Mino = c‘)s(z). zdz= g sl Az + §sB AF.ZP (3.83)
-h/2 je=1 js=1

onde: b (b, ou by) - largura da alma ou da mesa da viga (constantes);

z - profundidade do cg da barra da armadura ou da camada de concreto;
A{S - area da barra da armadura longitudinal js pertencente ao elemento i;

AiJc - area da camada de concreto jc pertencente ao elemento i;
Sino - tensdo normal na armadura ou no concreto.

Em seguida, sdo analisadas as n+l1 sec¢fes transversais impondo-se as
condigbes de equilibrio de esfor¢co normal e de momento fletor. Para estabelecer o
equilibrio, sdo computadas as resultantes das tensbes normal e tangencial na
armadura longitudinal, além das tensGes normais no concreto. A abordagem

numérica é assim resumida:

a) o espacamento entre fissuras (S;) que delimitam cada elemento finito é
arbitrado, e fixado antes do inicio do processo. Baseado em evidéncias
experimentais, 0s autores propdem que essa distancia seja equivalente adistancia
entre os estribos, haja visto que nessas secdes, 0 surgimento de fissuras primarias
é favorecido por ocasido de um menor cobrimento. Em seguida, cada elemento

finito é subdividido em n subelementos (e n+1 secdes transversais);
b) iniciando o processo, das expressdes 3.82 e 3.83 obtém-se os valores
das tensdes normais na barra de aco em ambas as fissuras que delimitam o

elemento (s ;;S, ), estabelecendo-se as condi¢cdes de contorno do problema;

¢) como os valores do escorregamento da armadura nas duas fissuras que
delimitam o elemento finito sdo desconhecidos, é arbitrado um valor inicial para o
escorregamento na primeira fissura: Slr(nax,l- Para cada iteracéo “k” do procedimento

incremental determinam-se, para cada “secdo ", sucessivamente, o valor do
escorregamento (3.84), e a tensdo de aderéncia média em dx (Figura 3.29).

Finalmente, a tens@o na armadura é obtida através da expressao 3.77;
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K ek ok k6

Sk+ = sk + dX -(\ S,|+1 S,l _ C,|+1 C,l _ (384)
1+1 I I g 2 2 =
1]

d) ap6s percorrer todos os subelementos, e determinar o valor da tenséo
normal na barra de ago tracionada na segunda fissura (Ssn+1), compara-se este
valor ao obtido no item b). O resultado comp&e uma fungéo residuo f, cujo valor

deve ser comparado auma tolerancia (ts) pré-estabelecida:

f(s'{) =Sg2 - Ssn+ £ s (3.85)

Caso nédo seja atendida a tolerancia, inicia-se uma nova aproximagéao, pelo

método tangente, para o escorregamento na primeira fissura:

Sspo - Sk

+1
S|{+1 — Sg - ﬁf (3.86)
S s,n+l ~ sn+l

e) através das tensbes médias nas armaduras em cada subelemento,

determina-se a curvatura média do elemento finito:

) e
g‘é—"? =_—om (3.87)
rg, d-zqn
n+l
o
a es,l
onde: ey, = Ilel - deformacédo média na armadura tracionada;
’ n

d - profundidade da armadura longitudinal de tracao;

Z.m - profundidade média da linha neutra.

f) com o valor médio da curvatura do elemento finito, e do momento fletor
atuante (M,) determina-se 0 momento de inércia médio (I,,) do elemento:
5 M
m = ?9 = (3.88)
ro,, Ec
e, a partir do valor médio do momento de inércia, sdo determinadas a nova matriz

de rigidez e os novos vetores de forcas internas a cada iteracdo do processo.

Cabe colocar que, a cada iteracdo do procedimento incremental-iterativo
inerente a solucdo de um problema nao-linear, sdo efetuadas as sub-iteracdes

supra descritas dentro de cada elemento finito de modo a compatibilizar o
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escorregamento relativo, a tensdo de aderéncia, e as tensdes normais no ago e no
concreto. Isso implica em um acréscimo sensivel no tempo de processamento.

A integracdo do campo de tensGes do elemento empregando-se o valor
médio da curvatura, que equivale aintegragcdo do campo de curvaturas através de
um ponto amostra pela quadratura de Gauss, empobrece a representatividade do
modelo, geralmente aplicado aanalise de vigas sujeitas a campo de momento fletor

variavel.

3.7.2. Modelo proposto

Com o objetivo de descrever continuamente as variaveis envolvidas no
fendbmeno da aderéncia, propde-se a eliminagédo do subparticionamento e a adogéo
de uma funcdo continua para o escorregamento no subdominio de cada fissura
(Io.1; Ib2 na Figura 3.33). Com a eliminacdo do carater discreto, o procedimento de
integracdo pode ser melhorado empregando-se, por exemplo, o método da
quadratura de Gauss-Lobatto, com quatro pontos amostra (PGs).

Com base em resultados tedricos e observacfes experimentais (TASSIOS;
YANNOPOULOS(1981); MARTINS(1991); MANFREDI;PECCE(1998)), propde-se
que o escorregamento seja expresso em termos de uma funcéo linear ao longo do
comprimento de ancoragem (Ip), definido a partir da fissura para o centro do
elemento finito. A tensdo de aderéncia e a tensdo normal na armadura longitudinal,
surgem como consequéncia dessa fungéo escorregamento. Em seguida, impondo-
se o equilibrio de forca normal (N(x)=0), o estado de tensdes no concreto pode ser
estabelecido em qualquer coordenada x do elemento.

Por serem empregadas relacbes constitutivas nao-lineares para o0s
materiais, requer-se o emprego de um procedimento incremental-iterativo para a
solucdo do sistema de equacbes. A cada iteracdo, sdo obtidas condicbes de
contorno nas fissuras (n6s do elemento) através do equilibrio de forca normal
(Nino=0). Para essas secdes, adota-se um modelo elastofragil para o concreto
tracionado (Figura 3.15), limitado pelo valor de sua resisténcia atragéo (f;). H&4 que
se notar, no entanto, que o equilibrio de forca normal promovido em uma
coordenada genérica x ndo leva, necessariamente, ao equilibrio de momento fletor.
Na pratica, existe uma parcela de momento fletor desbalanceado (Y M(x)) a ser
integrado no dominio do elemento de modo a se estabelecer o residuo de forgas

para a iteracao seguinte:



Modelos constitutivos para os materiais 70

C

a2 jc ic 5jc 2° js js 's('j
YM(X)=¢a si{nO.AiJ .z +a si{no.AiJ .z - M(x) (3.89)
jc=1 js=1 (4]

onde: M(X) - momento fletor atuante.

O valor do escorregamento na se¢do da primeira fissura (Smax1) € obtido

impondo-se (dx =l,, e e = ea) aexpressao 3.75:

o fa _, @& 9
Smax,l - Ib,l-(es - ect) - Ib,l'éE_ - ect% (3-90)
s

e a funcdo escorregamento é dada por:

S(Xl) = Smax,l-g-' ﬁg (3.91)
b1
O mesmo raciocinio deve ser imposto a segunda fissura que delimita o
elemento finito. Assim como proposto por Manfredi e Pecce, este modelo considera
gue as fissuras primarias surgem no instante em que a tensao na fibra de concreto
mais tracionada, nas sec¢les pré-definidas (se¢bes dos estribos, por exemplo),
atinja o valor de ruptura (fy), e desconsidera o surgimento das fissuras secundarias
ao longo do processo de carregamento. Os nds do elemento finito devem, neste

caso, coincidir com as secdes sujeitas afissuracao.

M M+AM

/H linha neutra A )\ -C
armadura

.
J'l J'l I

St 1w

« nos da malha de elementos finitos
x pontos de integracdo (PGs)

Figura 3.32 - Elemento de viga fissurado. Discretizagédo

E importante colocar que o presente modelo, ao contrario do proposto por
Manfredi e Pecce, ndo exige que ambas as extremidades do elemento estejam
fissuradas para que a analise seja estabelecida. Isto sé é possivel porque os
escorregamentos, descritos a partir de ambos o0s nés para o interior do elemento,

possuem campos independentes, e relacionaveis apenas & tensdes s4;;Sq;-
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Descritas as duas funcBes de escorregamento para os nds do elemento
finito, torna-se imediata a obtencdo da funcdo tensédo de aderéncia, e tensdo na
armadura ao longo do comprimento de ancoragem, tendo como base a relacdo
proposta pelo CEB-FIP MC90 (Figura 3.29 e Tabela 3.1).

4 n
Ss(X1) =8¢ - B ot (X1). dx; (3.92)
0

Ha que se notar que as fungdes de escorregamento evoluem com o
carregamento, podendo atingir uma das configuracdes ilustradas na Figura 3.33,

adaptada de MARTINS (1991) para o caso de vigas de concreto protendido.

@ L \ s
L

®)

©

Figura 3.33 - Evolucéo da tenséo de aderéncia e do escorregamento com o
carregamento

Para cada uma das trés configuracdes (a, b, ¢) dadas na Figura 3.33, pode-
se obter a respectiva distribuicdo da tensdo normal na armadura longitudinal
tracionada, aplicando-se a expressao 3.92 ao longo do respectivo |, com a parcela
da integral adaptada a cada intervalo da curva proposta pelo CEB-FIP MC90.

Descritos os estados de tensdo de aderéncia, e de tensdes normais nas
barras de ago estabelece-se, a cada iteracdo, e em qualquer ponto do dominio, o
estado de tensBes no concreto impondo-se o equilibrio de for¢ca normal. Por
integracdo discreta sobre as camadas de concreto e as barras de ac¢o da secao
transversal, estabelecem-se os esforcos internos que, subtraidos dos externos
solicitantes, resultam nos esforgos desbalanceados (Y M(x)). Aplicando o método
da quadratura de Gauss-Lobatto sobre os esforcos desbalanceados nos pontos de

integracdo, determina-se o residuo de for¢gas do elemento. O método da quadratura
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de Gauss-Lobatto é bastante oportuno neste caso, pois permite computar 0s
esforcos desbalanceados nos nos do elemento, e em secdes internas ao seu
dominio. Nos nés, considera-se a secao transversal fissurada, enquanto que nos
outros dois pontos de integragdo, por hipotese, impfe-se a plastificacdo do
concreto tracionado (BROMS (1965)), uma vez que o surgimento de fissuras
secundarias nédo é contemplado pelo presente modelo. Nota-se, na Figura 3.3.34,
que as deformacdes da armadura longitudinal nos PGs internos ndo séo
necessariamente iguais & deformagfes das fibras de concreto situadas,
respectivamente, nas mesmas posicdes. Isto porque a tensdo na armadura é
descrita pela funcdo escorregamento a partir do valor nodal da tensdo na
armadura. Na maioria dos casos, isso leva a deformacfes especificas diferentes
daquelas que ocorrem na fibra de concreto adjacente a armadura seguindo a
hipotese de Bernoulli (se¢cdes planas permanecem planas). Tal fato pode se dar
tanto para valores superiores como para valores inferiores aos obtidos
considerando-se o diagrama linear de deformac6es para o concreto. Esse fato é

natural, uma vez que o modelo proposto permite representar o escorregamento.

no 1 PG 1 PG 2 né 2
® ®

S max,2

bl
Q
2]
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L ¢ A

i i linha neutra i i
(8) Et %@1 %ﬁz &2

— —

G4 Ocpa1 OcpG2 Cg.2
¢ % A
:> : [
(o)
Gst,1 || Ostpat || Ostpro2 Ost2

Figura 3.3.34 - Estados de deformacéo e de tensdo no elemento

Obtidas as tenses no concreto e na armadura nas sec¢des dos PGs (nos e
pontos internos), todo o processo de integracdo para a obtencdo da matriz de
rigidez e do vetor de for¢as internas torna-se imediato. Em resumo, o procedimento

numeérico a ser aplicado a cada iteracdo pode ser assim descrito:
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a) divide-se a(s) viga(s) qgue compde(m) a estrutura em elementos situados
entre duas fissuras consecutivas. Os no0s de cada elemento finito devem ser
colocados em secdes com fissuracdo prevista,;

b) das expressdes 3.82 e 3.83 obtém-se os valores das tensdes normais na
barra de ago em ambas as fissuras que delimitam o elemento finito (Ss1; Ss.2);

c) impde-se campo de escorregamento linear ao subdominio de cada
fissura, sendo o valor maximo (na fissura) calculado pela expresséo 3.90. O valor
maximo calculado (Smax1 para a fissura 1, ou smax2 para a fissura 2) depende do
respectivo comprimento de ancoragem (l,; ou l,»). A esse valor estara relacionado
0 numero de partes do termo integral da expressdao 3.92. Por exemplo, se
S1<Smax.1<S2 (cOm s;, S; € S3, da Figura 3.29), o termo integral deve ser composto do
seguinte modo:

Ib,11 Ib,1

a
4 O as8(Xq)0 4 1
Ss(Xg) =81 - £ - tomax: 0§ : . -dx; - £ - tomax: (0 221 (3.93)
0 1 11

onde: l,;; - comprimento de ancoragem (parcial) para s = s; referente apenas ao
primeiro trecho (ascendente) do diagrama da Figura 3.29.

d) determinam-se os estados de tensdo (na armadura e no concreto) nos
PGs utilizando-se as hip6teses simplificadoras, e com isso, atualizam-se as

matrizes e vetores através da integracéo pela quadratura de Gauss.

O modelo proposto, apesar de manter conceitos adotados por
MANFREDI;PECCE (1998), apresenta melhorias dos aspectos ligados ao tempo de
processamento e a precisao. O fato de ndo requerer o subparticionamento do
elemento finito, e a posterior andlise seqiiencial e iterativa de cada subelemento,
reduz significativamente o esforco computacional e o tempo requerido para o
processamento. A integracdo pela quadratura de Gauss-Lobatto, através de quatro
pontos amostra, apresenta-se mais indicada e precisa para o tratamento de
problemas envolvendo elementos finitos para a andlise de vigas. Outro aspecto
bastante importante, a ser observado no capitulo 7, refere-se afraca dependéncia
dos resultados com relacdo amalha de elementos finitos adotada.

A abertura da fissura obtida através deste modelo é aquela referida ao nivel
médio da armadura longitudinal tracionada. No entanto, as aberturas de fissuras a
gue se referem os diversos codigos sdo aquelas medidas na face da viga. De
acordo com MIRZA;HOUDE(1979), esses valores podem ser bastante distintos

entre si. Os autores propdem uma relacdo aproximada entre as aberturas da



Modelos constitutivos para os materiais

74

fissura na superficie de concreto (w.) € no cg da armadura tracionada (ws), de

acordo com a solicitacdo na armadura (Tabela 3.2).

Tabela 3.2 - Variacdo da abertura da fissura (w./ws) de acordo com o

tensdo no aco relacéo
(kN/cm?) (Wolws)
menor que 6,9 10-14
13,8 2,0
41,2 3,3

A influéncia que o escorregamento de armaduras exerce sobre o

comportamento mecanico de vigas de concreto armado ndo se apresenta de forma

constante para todos os tipos de elementos estruturais, nem a qualquer situacao

de carregamento, e pode assumir diferentes magnitudes de acordo com as

condicbes de carregamento e com a quantidade de armadura longitudinal.

Segundo KWAK;FILIPPOU(1997), “enquanto a resposta de vigas pouco armadas é

sensivel ao efeito do enrijecimento atracdo, a resposta de estruturas de concreto

armado nas quais a cortante exerce uma importante influéncia, como em vigas

super armadas e em paredes, sdo mais afetadas pelo escorregamento das

armaduras do que pelo efeito do enrijecimento atragédo”.



4. CONSIDERACAO DOS EFEITOS DO TEMPO

4.1. Introducdao

Esta parte do trabalho é dirigida ao estudo dos efeitos do tempo sobre o
comportamento mecéanico dos elementos estruturais de concreto armado. O
objetivo é a formulacdo de um modelo relativamente simples, mas suficientemente
preciso para a analise da variagdo dos esfor¢cos, deslocamentos, tensdes e
deformacgbes de uma estrutura ao final de um determinado periodo de tempo. Para
fundamentar os modelos, e apresentar subsidios para o bom entendimento deste
texto sdo colocadas, a seguir, algumas breves definicbes sobre os fendbmenos
estudados, obviamente, sem a pretenséo de abordar o assunto na sua totalidade.

Os modelos ja estudados neste trabalho, com o objetivo de analisar o
comportamento dos elementos estruturais de concreto armado, sao suficientes
para uma analise no instante de tempo imediatamente posterior a aplicacdo do
carregamento externo aestrutura (denominado por instante t;). Sabe-se, entretanto,
pelo menos desde a publicagéo do trabalho de WOOLSON (1905)" apud NEVILLE
et al. (1983), que o concreto, sob a agcdo de um campo de tensdes, fica sujeito a
acréscimos de deformagbes com o tempo pela manifestacdo do fenbmeno da
deformacgéo lenta, ou fluéncia. O mesmo fendmeno pode ser observado quando o
concreto, sujeito a um estado de deformacdes mantido constante ao longo do
tempo, sofre uma relaxagdo do seu estado de tensodes.

Segundo NEVILLE et al. (1983), a deformacédo lenta € um fendmeno
intimamente associado a estrutura interna do concreto, e como tal, esta
condicionada a diversos fatores como: tipo de cimento (composicao e finura) e de
agregado (médulo de elasticidade, porosidade, forma e tamanho) utilizados na

composicdo do concreto, aditivos (plastificantes e superplastificantes), fator

! WOOLSON,I.H.(1905). Some remarkable tests indicating “flow” of concrete under pressure.

Engineering News, v.54, n.18, p.459. apud NEVILLE, A.M. (1983).
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agua/cimento, resisténcia do concreto e idade na qual ocorre a sua solicitacdo
(idade em ty), temperatura e condicdes de cura e armazenagem ou exposicado
(vapor, umida, natural). A magnitude da fluéncia depende ainda da condi¢do de
aplicacdo do carregamento ao longo do tempo (instantanea ou gradual).

Correntemente, a literatura cientifica aborda apenas a fluéncia do concreto
sujeito a um estado de compressdo uniaxial, mas torna-se interessante ressaltar
que esse fendbmeno manifesta-se sob diversos estados de solicitacdo, como a
tracdo, o cisalhamento, a aderéncia, e os estados combinados.

Tomando a fluéncia na compressdo como o fendbmeno base para a
apresentacdo das formulag¢des, considere-se uma barra de concreto simples de
secdao transversal qualquer sujeita, em um instante inicial t,, a acdo de uma tenséo
de compressdo uniforme mantida por um intervalo de tempo (Dt) entre t, € 0
instante de interesse t (t=to+Dt). Nos respectivos instantes, ndo havendo restricbes

as deformac0bes especificas do concreto, as mesmas podem ser escritas como:

ec(to) = (4.1)

Ec (tO)
ec(t)=ec(to) +ece(tto) (4.2)
onde: ec(to) - deformacéo instantanea em to;
e. (t) - deformacéo no instante t;

e, (to,t) - fluéncia especifica do concreto entre t; e t;
S, - tensdo de compresséo no concreto (constante entre t, e t);

Ec(to) - modulo de deformag&o longitudinal do concreto em t,.

A deformacgéo do concreto no instante t também pode ser definida como a
superposicdo da fluéncia ocorrida entre t, e t com a deformacédo inicial em t,

empregando-se o coeficiente de fluéncia:
ec(t) = e (to)[1+] (t.to)] (4.3)
onde: | (to,t) - relacdo entre a deformacéo por fluéncia e a deformacao inicial.

O comportamento genérico da deformacgéo do concreto ao longo do tempo,
para uma tensao normal de compressao constante, esta idealizado no diagrama da

Figura 4.1.
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deformacéo

&(t)

& (lol)

&(t)

= tempo

|
|
|
|
|
|
|
3
t
Figura 4.1 - Deformacao especifica do concreto ao longo do tempo

A movimentacdo de agua entre uma peca de concreto e o ambiente ao qual
esteja imersa pode, por si s6, conferir variacdes de volume a mesma ao longo do
tempo, mesmo na auséncia de carregamento externo. Esse fenémeno,
denominado genericamente por retracdo, pode ser caracterizado tanto por
acréscimos (inchamento) como por decréscimos (contragdo) de volume para uma
massa de concreto. A intensidade desse fenbmeno esta diretamente relacionada a
umidade relativa do ar, e ao grau de carbonatacdo do concreto que, em muitos
casos, pode levar & uma retracdo muitas vezes superior a propria fluéncia. Segundo
GHALI;FAVRE(1994), a retracd@o (contracao) € mais significativa para o estudo das
estruturas de concreto, pois apresenta valores muito superiores ao inchamento,
além de ocorrer com maior freqiiéncia.

Assim como no estudo da fluéncia, a retracdo no concreto € quantificada
através de um modelo empirico, como o proposto pelo CEB-FIP MC90 para o caso

da retracao livre (sem impedimento).

e, (tt,) = eqo.b(t- t,) (4.4)

cs0*™'s
onde: e, (t,ts) - retragéo final no instante t;;
e, - retragdo desde o instante t; até o tempo ‘infinito’ (t = ¥ );

b, (t- t,) - fungéo de retracao;
ts - instante do inicio da retracdo (imediatamente apds a cura umida).

4.2. Hipobteses

A analise do comportamento mecénico de uma pec¢a de concreto armado ao
longo do tempo pode ser bastante complexa uma vez que, além da influéncia dos
fendbmenos j& apresentados, a estrutura também estd sujeita & variacdo das suas
préprias caracteristicas mecanicas, como as resisténcias a tracdo e compressao, e
0 moédulo de deformag&o. Mesmo os fenémenos da fluéncia e da retracdo ndo séo

independentes, uma vez que a retragdo promove um aumento do modulo da
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fluéncia quando estas ocorrem simultaneamente. Com o0 objetivo de viabilizar um
modelo tedrico para a abordagem do problema, torna-se imprescindivel a adocao
de hipoteses simplificadoras. A primeira delas, de acordo com NEVILLE et al.
(1983), consiste na superposicao simples dos efeitos da fluéncia e da retracéo, e
pode levar a resultados bastante satisfatorios.

A consideracdo da fluéncia a tracdo pode ser importante na estimativa da
possibilidade de fissuracdo devido a retracdo, ou a variagdo da temperatra, e por
isso, ter uma aplicabilidade mais relevante no dimensionamento de estruturas
destinadas ao acumulo de substancias liquidas, como os reservatérios. Para uma
baixa umidade relativa do ar, de aproximadamente 50%, DAVIS et al. (1937)° apud
NEVILLE (1983) observaram uma fluéncia a tracdo cerca de 50% superior a de
compress&o. GLANVILLE; THOMAS (1939)% apud NEVILLE (1983) provaram que a
fluéncia a tracdo e a compressao sao praticamente iguais para o caso de
solicitacdes de mesma intensidade, & umidade elativa varidvel. Como as tensfes
de tracdo no concreto observadas em uma secao transversal fissurada sujeita a
flexo-compressao sao pequenas quando comparadas as de compressao (até 10%,
na meédia), pode-se concluir que o efeito da fluéncia na tragcdo sobre o
comportamento do elemento estrutural seja bastante pequeno.

A analise dos amplos resultados experimentais disponiveis na literatura
cientifica (CORLEY;SOZEN (1966), BAKOSS et al. (1982), CLARKE (1987)* apud
CLARKE et al. (1988)), permite constatar a pequena variabilidade da tensédo na
armadura tracionada no periodo de tempo entre t, e t. Transformada em hipétese
simplificadora, essa observacéo foi utilizada com bastante sucesso por diversos
autores, destacando-se CLARKE et al. (1988) e RAHMAN et al. (1998). Outra
hipétese amplamente empregada €é a desconsideracdo da relaxacdo das
armaduras longitudinais de tragdo, uma vez que esse fendmeno sO atinge niveis
significativos nos cabos utilizados para protensao, geralmente sujeitos a tensfes de
tracdo muito maiores que as observadas nas armaduras passivas.

A data de aplicacdo do carregamento, por simplicidade, devera coincidir
com a idade de 28 dias do concreto (t,=28 dias). Tal hipbtese leva em

consideragdo uma desforma da estrutura aos 14 dias, e a execugao das alvenarias

> DAVIS,R.E.;DAVIS,H.E.;.BROWN,E.H. (1937). Plastic flow and volume changes of concrete.
Proceedings ASTM, v.37, part 2, pp.317-330. apud NEVILLE, A.M.(1983).

3 GLANVILLE,W.H.;THOMAS,F.G.(1939). Studies in reinforced concrete - IV. Further investigations on
creep or flow of concrete under load. Building Research Technical Paper. n.21, 44p. London. apud
NEVILLE, A.M.(1983).

* CLARKE,G.S. (1987). Long-term deflections of reinforced concrete flexural elements. MSc Thesis.
University of the Witwatersrand, Johannesburg, 100p. apud CLARKE et al. (1988).
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nos 14 dias seguintes atingindo, aos 28 dias, aproximadamente 80% do
carregamento final. Essa hipétese simplifica também a adoc¢do das caracteristicas
mecanicas do concreto que, aos 28 dias ja assume 80% das resisténcias a
compressdo e a tragdo, e cerca de 90% do mddulo de elasticidade longitudinal
esperado para o tempo infinito (segundo formulacdo do CEB-FIP MC90 para
concreto preparado com cimento Portland comum, e submetido a cura normal).

Por fim, a hipétese classica de Bernoulli-Navier sobre a manutengdo das
secOes transversais planas apos a deformacgéo finaliza o escopo das hipoteses

iniciais adotadas neste trabalho.

4.3. Metodologia proposta

Previamente ao estudo de uma metodologia especifica, convém ressaltar a
fundamental importancia que as armaduras longitudinais exercem como agentes
inibidores da retracéo e da fluéncia, e como responsaveis diretos pela redistribui¢cdo
dos esforcos internos nas estruturas hiperestaticas. Empregando o processo dos
esforcos, BAZANT (1972) prova que a redistribuicdo dos esfor¢os internos em uma
estrutura linear hiperestatica, com armadura longitudinal constante, é nula desde
gue os elementos apresentem os mesmos coeficientes de fluéncia e retragéo.
Conclui-se que a redistribuicao origina-se dos diferentes impedimentos a fluéncia e

a retracdo promovidos pelas diferentes taxas de armaduras longitudinais.

4.3.1. Justificativa

A implementagé&o dos efeitos do tempo tem como base o modelo de fluéncia
proposto pelo CEB-FIP MC90. A escolha esta fundamentada no trabalho de
BAKOSS et al. (1982), que realiza ensaios experimentais em vigas de concreto
armado submetidas a diversos carregamentos aplicados durante um periodo de até
500 dias. Posteriormente, os autores comparam 0s resultados experimentais aos
obtidos pelos métodos do ACI-209, norma britanica (CP 110:1972) e australiana
(AS 1481-1978), além de resultados obtidos pelo método dos elementos finitos
incorporando as propriedades de fluéncia e retracdo propostas pelo ACI-209 e
CEB-FIP (1978). A conclusdo, para uma pequena gama de corpos de prova (2
vigas biapoiadas, e 2 vigas continuas), é de que o emprego das propriedades de
fluéncia e retracao propostas pelo CEB-FIP (1978) em uma analise pelo método

dos elementos finitos, apresenta resultados de deslocamento ao longo do tempo
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bastante proximos aos obtidos pelo ACI-209, ambos variando de 69 a 84% dos
resultados experimentais (respectivamente, para as vigas continua e apoiada). O
estudo mostra ainda que as propriedades de fluéncia e retracdo do concreto
calculadas pelo ACI-209 e pelo AS 1481 ficaram bastante proximas.

Além dos estudos realizados por BAKOSS et al. (1982), a escolha do
modelo do CEB-FIP MC90 justifica-se pela coeréncia mantida ao longo deste
trabalho. Devido a norma brasileira relativa ao projeto das estruturas de concreb
armado atualmente em vigor (NB1-78) ser fortemente influenciada pelo CEB-FIP
MC90 opta-se, desde que ndo hajam prejuizos evidentes na representatividade,

pela adocéo do cédigo modelo europeu.

4.3.2. Parametros

Anteriormente a formulacdo das propriedades de fluéncia e retragcdo do
concreto pelo modelo do CEB-FIP MC90, faz-se necessaria a introducéo de alguns
conceitos pertinentes ao assunto. O primeiro deles refere-se ao grau de exposi¢cdo
do elemento estrutural ao meio ambiente, quantificado através da espessura
equivalente hg (cm). Como pode ser observado, 0 grau de exposicdo e,
consequientemente, os efeitos da retracdo apresentam-se mais intensos quanto
mais delgada for a sec¢éo transversal, obviamente considerando-se as mesmas
condi¢Bes de exposicéo.

_2.A,

h
0 m

(4.5)

onde: A, - area da secdo transversal geométrica da peca (cm?);

m- perimetro exposto ao meio ambiente (cm).

Os dois conceitos seguintes estéo ligados a velocidade com que o concreto
amadurece. O primeiro deles relaciona-se atemperatura, considerada através do
conceito da “idade ficticia” (tt) que teria o concreto na idade real t,, se submetido a
acdo de uma temperatura (T) diferente de 20°C (referéncia) durante um
determinado intervalo de tempo. O modelo implementado neste trabalho assume
apenas um intervalo de tempo e, conseqlientemente, uma temperatura média
[T(28)] no periodo entre 0 e 28 dias.



Consideracéo dos efeitos do tempo 81

é U
& 4000 i
) 13,65,
?273"'1_7 y
t; =28.e & 0 H (4.6)

onde: T(28) - tempo de ocorréncia da temperatura média (28 dias);

TOZlOC.

Outro agente importante, que influencia a maturidade do concreto, € o tipo
de cimento empregado na sua producdo. Para o cimento Portland comum,
empregado na quase totalidade dos concretos estruturais utilizados no Brasil, essa
influéncia é nula, pois parece que o modelo do CEB-90 deva ter sido calibrado para
esse tipo de cimento. Vale ressaltar que o modelo do CEB-FIP MC90 é aplicavel

aos concretos estruturais correntes, com 12MPa £ fy £ 80MPa. A aplicabilidade

do modelo ainda se restringe a um campo de tensdes de compresséo no concreto
de até 40% da sua resisténcia média na data ty, a uma umidade relativa do ar (UR)

entre 40 e 100%, e a variacdo de temperatura entre 5 e 30C.

43.2.1. Fluéncia

Retomando a expressdo 4.3, a hipétese para o instante t,=28 dias, leva a

um coeficiente de fluéncia (j ,g) calculado pelo CEB-FIP MC90 como:
i 28(to.t) =i obc(t- to) (4.7)

onde: j o =j UR'b(ij)'b(tO);

UR

i ur =1+ 100 .

0,215.(ho) %

168

b(fe;) = s

1
blty) = —
0.1+ (tor)*
tr - idade inicial ficticia;
fe - resisténcia média do concreto a compresséao, prevista para os j dias;

ho - espessura ficticia da peca.

O desenvolvimento da fluéncia com o tempo é descrito pela variavel:
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¢ o
e )y
b.(tt,) =& L u 4.8
b, + U
8 t, @
Uh,
onde: bH_150é1+3iz URS™( o, 50 £ 1500
; 1005 e

(t-to) - intervalo real em dias (nao corrigido);
href - espessura de referéncia (=10 cm);

=1 dia.

4.3.2.2. Retracdo

Retomando a expresséo 3.97 para a determinacdo da retracdo, cabe agora
compreender cada um dos termos envolvidos no calculo. A retracéo de referéncia

(e:s0) € determinada empiricamente em funcéo de dois outros parametros.

ecso = ec (fcj)'bUR (49)

,

P> <) .
onde: e (f ) éL60+1o bsc‘é f_J

&'c' %

fio = 10 MPa;

bs. - pardmetro que leva em consideracdo o tipo de cimento (=5 para o
cimento Portland comum).

byr - pard@metro que leva em consideracdo a umidade relativa do ar:

e ..3\
- 155.8- BIRO 1 vara 40% £ UR £ 99%
S 81008
é G
0

25 para UR?3 99%

i
b _I,
T

+

O desenvolvimento da retracdo esta relacionado diretamente ao intervalo de

tempo decorrido, e inversamente com a espessura ficticia.

—+
1
—
%]

(4.10)

bs(t- ts)= ;

6" (t-t)
ehref g t1

w
3

)
[

@: D> D> @ D> (D> (D~
(o] eny anl en en} ey end
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4.3.3. Elementos lineares

A metodologia empregada neste trabalho baseia-se na decalagem do
diagrama tensdo-deformacgéo do concreto entre os instantes t, e t. Com a hipétese
da independéncia entre o coeficiente de fluéncia (j ) e a respectiva tensdo no
concreto (s.), FUSCO,P.B.(1981) sugere que, por efeito da fluéncia, o diagrama
tensdo-deformacéo do concreto deva sofrer uma transformacéo afim, de razéo j ,
paralelamente ao eixo de e, (Figura 4.2). Com o objetivo de facilitar a compreenséao
das consequéncias de tal transformacgédo do diagrama, toma-se o exemplo de uma
secdo transversal pertencente a uma estrutura isostatica. A nova distribuicdo de
tensbes na secdo transversal, referida ao instante de tempo t, passaria a ser
empregada no estabelecimento do equilibrio da estrutura, determinando-se o0s
estados de tensdes, deformacdes, esforcos internos e deslocamentos

correspondentes ao instante t.

(¢)
f,
(+0)Ee  (140)Ec € 8 OH[/ .
e E—
N /I .
\ | ?
Ea ! Eol- R f
c1 E(:11 Ec

Figura 4.2 - Influéncia da fluéncia sobre o modelo do concreto

Com o emprego do novo diagrama para o equilibrio do elemento estrutural
(hipoteticamente isostatico) deve ocorrer, aliado a um aumento significativo da
curvatura, uma migracao da linha neutra no sentido da armadura longitudinal de
flexdo tracionada que, no instante t, deve apresentar uma tensdo de tracdo
aproximadamente igual a verificada no instante t (Figura 4.3). Com a
movimentagcdo da LN, as fibras de concreto tracionadas localizadas abaixo da
LN(tp) no instante t,, sofrem uma inverséo de solicitacdo, e passam a estar sujeitas
a compressao no instante t. Consequentemente, o diagrama de deformacdes de
tracdo migra em direcdo a armadura tracionada, porém sem encontrar fibras
intactas resistentes a tracdo (fibras cujas deformacdes ja tenham ultrapassado o
limite de ruptura do concreto), ele praticamente se extingue. Por esse motivo, neste

trabalho ignora-se a existéncia de tal diagrama no instante t (Figura 4.4).
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Figura 4.3 - Estados de deformacdes e tensfes em t, e t (caso isostatico)
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Figura 4.4 - Analise das deformacdes e tensdes em t, e t (caso isostatico)

4.3.4. Elementos de placa

84

Para a analise dos elementos de placa submetidos aos efeitos da fluéncia,

foram mantidas as mesmas premissas adotadas para os elementos lineares. As

relagdes constitutivas que exprimem os comportamentos tipicos de estado plano

(tracao-tracao,

tracdo-compressdo e compressao-compressao),

tém apenas

alterada a rigidez no que concerne ao médulo de deformacéo longitudinal (E). Os

estados desacoplados (tracdo+tracdo e tracdo+compressdo) seguem as mesmas

leis constitutivas uniaxiais apresentadas no item 4.3.3.

A solucdo adotada para as lajes é propositadamente simples, uma vez que

0 objetivo desta parte do trabalho dirige-se a elaboragéo de rotinas que permitam a

analise ndo-linear que, mesmo simples, permita inferir ndo s6 sobre os estados

limites dltimos, como nos relacionados ao comportamento da estrutura em servico.



5. DUCTILIDADE DAS ESTRUTURAS

5.1. Introducéo

Os estudos desenvolvidos nos capitulos anteriores sugerem que a
capacidade portante das estruturas seja uma funcdo exclusiva de aspectos
mecanicos relacionados aos elementos estruturais. Para que seja atingida essa
capacidade portante, plena com relagédo & caracteristicas mecéanicas dos materiais
gue compdem a estrutura, ha que ser desenvolvido um estado de deslocamentos
compativel, funcdo das relacdes constitutivas adotadas. Consequentemente,
surgem deformacdes plasticas cujos valores devem atender a limites maximos para
que seja assegurado o bom desempenho da estrutura relativamente a sua
capacidade de deformacdo, designada por ductilidade. Correntemente, a
capacidade de rotacdo plastica de uma rotula pode ser quantificada pela diferenca
entre a rotacdo total e aquela para a qual inicia-se 0 escoamento da armadura

longitudinal de flex&o tracionada (Figura 5.1).

M, M  8p1=6y-8y
Ml
M, /

o, o, o °

Figura 5.1 - Definicdo da capacidade de rotacdo plastica

Esse conceito, estendido a toda uma regiéo plastificada de comprimento I,

define a integral:

Oj_j[ sm\&) - esm,y}ja (5.1)
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onde:l,, — é o comprimento da regido plastificada, na qual a deformagdo da
armadura de flexao tracionada € superior ade escoamento;

x(a) — é a profundidade da zona de concreto comprimida;
em(a) — deformacdo média no ago;
&my — € a deformacéo de escoamento do acgo (para Ss=fy);

a—¢éaabcissa (0£afly) para a viga padrao.

Resumidamente, pode-se afirmar que sdo dois os limites a serem
verificados nos dimensionamentos de estruturas de concreto armado que envolvam
a redistribuicdo de esforgos: um limite mecénico, imposto aos materiais, € um limite

de deformacéo, imposto & rétulas ou regides plastificadas.

5.2. Fatores que influenciam a capacidade de rotacéo

De acordo com o CEB: Bulletin d’Information n® 242, muitos sdo os fatores
que exercem influéncia sobre a capacidade de rotacdo de uma sec¢do ou regido
plastificada de concreto armado. A seguir, comentam-se aqueles julgados de maior

relevancia para o bom entendimento deste trabalho.

5.2.1. Tipo de aco

A limitacdo das deformacdes plasticas das estruturas de concreto armado
tem como principal objetivo resguardar as deficiéncias da armadura tracionada em
se deformar apds atingido o limite de escoamento. Ao longo dos Ultimos anos, a
tecnologia de producdo do aco experimentou um grande avancgo que se refletiu na
melhoria de diversas de suas propriedades, como o limite de escoamento e de
ruptura, e a aderéncia. Aliadas a esse avan¢co agregaram-se uma série de outras
propriedades menos desejaveis sob o aspecto da ductilidade, como a redugéo da

capacidade de encruamento, e a diminui¢cdo da deformagé&o na ruptura.

5.2.2. Profundidade da linha neutra

A profundidade da linha neutra foi escolhida pelo CEB Model Code 1990
(CEB-FIP MC90), assim como pela NB1-revisdo 2000, como o0 parametro para a
verificacdo da rotacdo plastica permitida para uma secdo ou regido. Esse

parametro torna-se bastante interessante pois, através dele, possibilita-se a
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guantificacdo indireta da influéncia que outras varidveis possam exercer sobre a
capacidade de rotacdo. Como exemplo, citam-se: o confinamento do concreto
comprimido, e as taxas de armaduras longitudinais (tracdo e compressao), que
sabidamente afetam a capacidade de rotacdo e, por sua vez, também exercem
influéncia sobre o posicionamento da linha neutra.

A profundidade da linha neutra esta intimamente relacionada ao tipo de
ruptura das sec¢fes transversais de concreto armado submetidas essencialmente a
flexdo. Caracteristicamente, os diagramas que exprimem a capacidade de rotacao,
propostos tanto pelo CEB-FIP MC90 como pela NBR 6118 rev. 2000 apresentam
uma relagdo (x/d)* para a qual a capacidade de rotacdo € maxima. Esse valor
maximo é caracterizado pela ocorréncia simultanea das maximas deformacdes no
concreto comprimido (-3,5%,,) € na armadura tracionada (10°%,,). Para valores de
x/d inferiores a (x/d)*, a ruptura se d& pela armadura tracionada, e valores de x/d

superiores a (x/d)* definem a ruptura pelo concreto.

5.3. Prescri¢cdes normativas sobre as maximas rotagcdes

As rotacBes plasticas observadas no estado limite ultimo (ELU) devem
satisfazer aos valores indicados pelos codigos-modelo, de acordo com o tipo
(classe) do ago empregado na analise. Particularmente, o CEB-FIP MC90
apresenta os valores limites através de um diagrama cujas abcissas correspondem
aprofundidade da linha neutra, e as ordenadas, acapacidade de rotacao plastica. A

Figura 5.2 ilustra o diagrama para o aco classe A, e a Figura 5.3, o classe B.

Epl {mrad] (m]
B =
1
(.
&0
40 - —=21
|
FE R |
{ J | I | =
20 SR 1 —— —-
H#N MC 90; steel class A
10 e "f__,___‘q_‘ ;
R
U 0.1 8.2 — 03 0,4 0.5

x/d

Figura 5.2 - Capacidade de rotacao plastica (aco tipo A). Resultados experimentais
e proposta do CEB-FIP MC90
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Figura 5.3 - Capacidade de rotacéo plastica (aco tipo B). Resultados experimentais
e proposta do CEB-FIP MC90"

E importante destacar que as classes A e B definidas pelo CEB-FIP MC90
ndo relacionam-se a classificacdo da NBR-6118. Ambas as classes do codigo
europeu apresentam encruamento, e diferenciam-se pela ductilidade, estabelecida
através de dois critérios: relacdo entre as tensdes caracteristicas de ruptura e de
escoamento (f/f,),; deformacé@o caracteristica total maxima (e).. Os agos
pertencentes a classe A apresentam maior ductilidade que os da classe B, pois

apresentam mais encruamento (f/fy), € uma maior deformacéo na ruptura (e,).

(o /1,) 2108 e ey ® 5% aco classe A (CEB-FIP MC90)

(f./1,) 2 105 e ey ® 25% aco classe B (CEB-FIP MC90)

Os limites dados pelos diagramas da Figura 5.2 e da Figura 5.3 estédo
referidos ao quantil com probabilidade de 5% de ser ultrapassado, e foram obtidos

a partir de ensaios com ‘viga padrao’, cujos dados basicos sdo os seguintes:

a) analise da regido do apoio interno de uma viga continua de 2 tramos,
entre 0s 2 pontos de momento nulo;

b) a influéncia das fissuras de cisalhamento € considerada para forcas
cortantes maiores que os valores que causam fissuras inclinadas;

c) a ruptura é assumida quando o momento fletor atinge o pico, isto é, se o
aco atinge a deformacao relativa a ruptura, ou a zona comprimida de
concreto atinge a sua capacidade resistente;

d) aviga ou laje de concreto armado (com h=30 cm, e I*/d=6).

! Os resultados marcados (na Figura 5.3) com quadrilateros referem-se &ueles em que o ago
empregado apresentou caracteristicas inferiores & minimas para a classe B.
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onde: I* - comprimento definido na Figura 5.4 (de acordo com o CEB-FIP MC90)?.

na ruptura

s

7N no escoamento

P |pl

! !
Figura 5.4 - Calculo da capacidade de rotagéo plastica gy

Apesar de o CEB ter instituido a viga padrdo, a maioria dos resultados
experimentais que haviam disponiveis (EIFLER;PLAUK (1974), LANGER (1987),
CLARKE (1990), CALVI et al. (1990)° apud CEB Bulletin d’Information n® 242 e,
inclusive pelo proprio ELIGEHAUSEN et al. (1993)" apud CEB Bulletin d’Information
n® 242), haviam sido obtidos com vigas cujas caracteristicas dimensionais diferiam
daquelas da viga padrao (por exemplo, a viga de Eligehausen apresenta b,=55cm
e h=18cm). Para que os resultados pudessem entdo ser incorporados, foi

empregada a seguinte relagdo proporcional:

* _ qpl,calc.,ref.beam
Ooitest = Ypitest-— (5.2)
pl,calc.

onde: q;l,test - capacidade de rotacao plastica para a viga padréao;

Ooitest - CApacidade de rotacdo plastica medida para a viga ensaiada;

% No CEB-FIP MC90 (Fig. 3.7.1), a mesma figura apresenta um equivoco quanto a defini¢cdo de Ip.

8 EIFLER,H.;PLAUK,G.(1974). Drehfahigkeit plastischer gelenke in biegebeanspruchten
stahlbetonkonstruktionen, Bericht der Bundesanstalt fur Materialprifung (BAM) zum
Forschungsvorhaben BAM: vh 221.2.221, Berlin, p.163. apud CEB Bulletin d’Information n® 242 -
Ductility of reinforced concrete structures.
CLARKE,J.L. (1990). The ductillity of reinforcement and its influence on the rotation capacity of
concrete sections, Project report n® RE1.019.00.2, Project for fabric reinforcement development
association, British cement association, p. 20. apud CEB Bulletin d’Information n® 242 - Ductility of
reinforced concrete structures.
CALVI,G.M.;CANTU,E.;MACCHI,G.;MAGENES,G.(1990). Experimental investigation on the rotation
capacity of concrete slabs reinforced with welded wire meshes, Rapporto n® 34, Dipartimento di
meccanica Strutturale dell’Universita de Pavia. apud CEB Bulletin d’Information n® 242 - Ductility of
reinforced concrete structures.

* ELIGEHAUSEN, R.; FABRITIUS, E.; LI, L; ZHAO, R. (1993). An analysis of rotation capacity tests.
CEB Bulletin d’Information n? 218, Comité Euro-International du Béton, Lausanne, p. 251-273. apud
CEB Bulletin d’Information n® 242 - Ductility of reinforced concrete structures.
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Ooicalc. - Capacidade de rotagdo plastica calculada para a viga ensaiada;
Ol calc. ref beam ~CAPACIdade de rotacdo plastica calculada para a viga padrao.

5.4. Métodos para a determinacédo da capacidade de rotacéao

O CEB: Bulletin d’Information n° 242 faz uma breve introduc&o aos métodos
para a determinacdo da rotacdo plastica disponivel em elementos lineares de
concreto armado, onde critica aqueles baseados na curvatura de uma segéo
transversal (a mais solicitada) com o argumento de que acabam por negligenciar
efeitos como o espalhamento da regido plastificada, o enrijecimento atracéo, e a
influéncia da forca cortante. Em seguida, apresenta outros modelos mais recentes,
gue incorporam relagBes constitutivas atuais. Cada um desses modelos,
brevemente comentados na da Tabela 5.1, leva o nome da cidade onde

supostamente foram desenvolvidos.

Tabela 5.1 - Sinopse dos métodos para a determinacao da rotacao plastica

modelo precursores ano obtencéo de g = el + gpl

Modelos: tenséo por deformacéo;

Incorpora: interagdo ago-concreto e a influéncia da
forca cortante;

Stuttgart Langer 1987 | Obtencdo de q: integragio do campo de
Li 1995 | curvaturas entre dois pontos de momento nulo;
Nota: foi empregado para a obtencdo das curvas
do CEB-FIP MC90 que, posteriormente, foram
calibradas com resultados experimentais.

Cosenza; Modelos: tenséo por deformacéo;
Greco; Incorpora: enrijecimento atracédo e a influéncia da
Naples Manfredi 1991 | forca cortante;

Obtencdo de q: integragdo do campo de
curvaturas entre dois pontos de momento nulo.
Modelos: momento fletor por curvatura.

Incorpora: enrijecimento & tracdo indiretamente
) através da lei constitutiva para o aco, e a influéncia
Darn_wstadt- Pommerening 1996 | da forca cortante;

Leipzig Tue; Qian; Obtencdo de g: ponderacdo entre os momentos
Pommerening | 1996 | fletores de fissuragéo, escoamento, e Gltimo para a
secdo transversal com as respectivas curvaturas, e
a distancia entre o ponto de momento nulo e o
apoio sobre o qual plastifica-se a armadura.
Modelos: tensdo por deformagdo e modelo de
bielas e tirantes;

Incorpora: enrijecimento atracéo;

Manfredi 1997

Sigrist; Marti 1994

Zdrich Sigrist 1995 | Obtencdo de o integracdo do campo de
curvaturas entre os dois pontos extremos que
definem uma regido plastificada.

o Modelos: tenséo por deformacéo;
Bigaj 1992 | |ncorpora: interagéo ago-concreto;
Delft . = . x
Bigai; Obtencdo de q@: integracdo do campo de
Walraven 1993 | curvaturas entre os dois pontos extremos que

definem uma regido plastificada
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A maioria dos modelos relacionados na Tabela 5.1 incorpora a influéncia
gue a forca cortante exerce sobre a rotagdo plastica disponivel. Essa influéncia
pode ser entendida admitindo-se, inicialmente, uma determinada rotacéo plastica
associada a um elemento linear de concreto armado fissurado exclusivamente pela
acdo do momento fletor. Supondo que essa regido passe a estar submetida,
também, ainfluéncia de uma for¢ca cortante de tal magnitude que, & fissuras de
flexdo se sobreponham aquelas tipicas de esforgo cortante (fissuras a 45°), o efeito
seria de ampliacdo da regido plastificada inicialmente (por efeito exclusivo do
momento fletor) com um consequente aumento da rotacdo plastica disponivel. Tal
raciocinio sugere que, simplificadamente, a rotagédo plastica disponivel possa ser

decomposta em uma parcela devida ao momento fletor e outra aforca cortante.
Opitot = Apim + dplv (5.3)

onde: (1 - Capacidade de rotagao total disponivel;
dpim - Parcela da capacidade de rotacédo devida ao momento fletor;

dp,v - Parcela da capacidade de rotagdo devida aforca cortante.

5.5. Afericdo do modelo mecanico implementado

O modelo mecéanico implementado neste trabalho teve a sua eficiéncia
aferida através de varios exemplos descritos neste trabalho. O mesmo devera,
agora, ser aferido sob o prisma da ductilidade. Com esse objetivo, procede-se uma
analise comparativa da viga padrdo preconizada pelo CEB-FIP MC90. Além das
caracteristicas mencionadas anteriormente, torna-se necessario apresentar as
propriedades dos materiais que a constituem. O aco, é do tipo A da NBR-6118,
com patamar de escoamento definido em f,=500MPa. O concreto, C-30 (f4«=30
MPa) € ndo confinado, com diagrama tensédo-deformagéo definido pelo proprio fe
como valor para a tensdo maxima. Assim como no modelo Delft, a influéncia da
forca cortante é negligenciada com a justificativa de se estudarem os elementos
submetidos a esfor¢cos onde a forca cortante ndo exerca a fissuragdo. O ELU é
admitido quando atingidas as hipoteses convencionais: &= 10, 0U € = -3,5%,.

O método empregado, neste trabalho, para a determinacdo da capacidade
de rotacdo plastica no ELU é bastante semelhante ao proposto pelo modelo Delft.

Uma breve caracterizacdo de ambos os métodos é dada na Tabela 5.2.
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Tabela 5.2 — Caracterizacdo da presente metodologia comparativamente aDelft

caracteristica presente método Delft
fissuras por agdo do momento fletor por acdo do momento fletor
espagcamento entre arbitrado e fixo (igual ao calculado com base nas
fissuras espacamento entre estribos, por relagbes de aderéncia
exemplo)
relacdot x s ausente presente
determinacgéo de rotagdo relativa entre os dois pontos integral da curvatura entre
Grot » Qel € G que delimitam a regido plastificada dois pontos que limitam a
(vide Figura 5.5) regido plastificada

Ig regido plastificada ®\

Figura 5.5 - Aproximacgao para a determinagédo da rotagéo q

As verificagdes de ductilidade efetuadas nesta parte do trabalho néo
contemplam o modelo de escorregamento descrito no capitulo 3 em virtude da sua
utilizacdo unicamente nas analises relativas aos Estados Limites de Servigo (ELS).

Outro aspecto de relevada importancia para a andlise da capacidade
rotacdo plastica refere-se a um tipo dependéncia de malha um pouco diferente
daquele relacionado ao comportamento mecanico dos elementos estruturais. Como
pode ser observado na Figura 5.5, a localizacdo dos dois pontos que delimitam a
regido plastificada é sempre coincidente com a de uma secéo transversal fissurada
gue, na maioria dos casos refere-se a um n6 da malha de elementos finitos. Assim
sendo, se 0s n6s da malha nao forem coincidentes com o inicio e o final da regido
plastificada, ter-se-4 uma estimativa da rotacao (total e plastica) ndo condizente
com a ‘realidade do modelo’. Na obtencdo dos resultados com a viga padrédo
apresentados na Figura 5.6, tomou-se a precaucdo de, sempre que necessario,
refinar a malha de elementos finitos de modo que os extremos da regido
plastificada sempre coincidissem com dois ndés (ndo necessariamente
consecutivos) dessa malha. Esses resultados estdo apresentados juntamente
aqueles preconizados pelo CEB-FIP MC90 e pela NBR-6118 rev. 2000.
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0,055
0,050 il Rot.Plastica (r 's=0) - aco restrito a 10%o (a=0,6)
0.045 i Rot.Plastica (r's=0,022%) - ago nao restrito (a=0,6)
' +\ | Rot.Plastica (r 's=0,022%) - ago restrito a 10%o (a=0,6)
0,040+ Rot.Plastica (r's=0,022%) - ago restrito a 10%o (a=0)
1 Rot.Plastica (r's=1,400%) - aco restrito a 10%o (a=0,6)
0,035+ NBR-6118
0,030
0,025+
0,020+ Qpi
0,015+
0,010+
0,005 +
0,000 : : : : | | : : :
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 04 0,45 0,5

Figura 5.6 - Capacidade de rotacéo plastica para a viga padrdo: comparagao entre
os valores normativos, e os obtidos com o modelo mecanico

onde: r’s— taxa geométrica de armadura de compressao;
a - coeficiente do modelo de tension-stiffening de FIGUEIRAS (1983).

A analise do diagrama da Figura 5.6 revela uma série de importantes
constatacfes relacionadas ao projeto das estruturas de concreto armado,
destacando-se a importancia da imposi¢do da deformacdo maxima da armadura
tracionada em 10°,,. No caso analisado, para valores de x/d inferiores a 0,25, tal
imposicdo exerce papel fundamental na restricdo das deformacdes dos elementos
estruturais, mantendo-os préximos dos niveis limites (vide as curvas para
r's=0,22% com acgo n&o restrito, e aco restrito a deformacdo de 10°%,,). Outra
importante observacdo relaciona-se a melhora no comportamento do elemento
estrutural relativamente asua capacidade de rotacao promovida pelo incremento da
taxa de armadura de compresséo. Para uma mesma taxa de armadura de tracéo, o
incremento da armadura comprimida impde uma reducéo da profundidade da linha
neutra, o que corresponde atranslacdo do diagrama para regides onde as rotacoes
plasticas sdo mais permissiveis (para variacbes de x/d de 0,08 até,
aproximadamente, 0,15). Com o objetivo de quantificar tal efeito, apresentam-se
trés andlises distintas. Na primeira delas, a viga padrdo esta desprovida de
armadura negativa. Nota-se que esse diagrama € o que apresenta o pico segundo
a maior abcissa (x/d). Em seguida, os resultados referentes a uma armadura de
compressao bastante reduzida, equivalente a de um porta-estribos composto por

2F 8mm (r’s=0,22%), revelam um deslocamento do diagrama no eixo das abcissas
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no sentido da diminuicdo da relacdo x/d. Para valores de r’s préximos a 1,40%, os
resultados apresentados pelo modelo implementado situam-se dentro dos valores
permitidos pela NBR-6118 rev. 2000. De qualquer forma, uma analise preliminar
dos diagramas da Figura 5.6 permite supor que, para as taxas de armadura
negativa que ndo permitem um comportamento dentro da regido estipulada pela
NBR-6118 rev. 2000, os valores experimentais (Figura 5.2 e Figura 5.3) indicam
uma capacidade de rotacdo acima dos limites indicados. Esse fato pode ser levado
em consideracdo na tentativa de validar os resultados apresentados pelo presente
modelo mecéanico nos casos onde as taxas de armadura negativa forem inferiores a
1,40%.

Por ultimo, cabe analisar o efeito que o pardmetro de enrijecimento atracao
impde sobre a ductilidade dos elementos de viga. Como ja esperado, a
desconsideracgéo de tal efeito impde um decréscimo na ductilidade disponivel pelo
modelo, uma vez que a armadura inicia 0 escoamento a carregamentos
praticamente idénticos aqueles considerando-se um enrijecimento maximo (a=0,6)
mas, porém, a roétula plastica fica restrita a extensdes inferiores &uelas
proporcionadas com a consideracdo de a=0,6. Para os casos analisados, as
regides plastificadas estiveram em torno de 20 cm (para a=0,6), e de 4 cm para
(a=0). Consequentemente, ambas as curvas (a=0 e a=0,7) obtidas com r’s=0,22%,

e aco restrito a 10 %o apresentaram-se bastante distintas.

5.6. Conclusodes

A breve andlise sobre a capacidade de deformagdo dos elementos
estruturais lineares apresentada neste capitulo ja permite concluir sobre a sua
importancia na limitacdo da plastificacdo das estruturas de concreto armado. A
imposicdo da deformacéo limite de 10, a armadura longitudinal de flexdo
tracionada desempenha papel importante ndo sé para o controle da abertura de
fissuras, como também na limitacao da deformacéao plastica.

Apesar da grande importancia que a ductilidade exerce sobre o
comportamento das estruturas, a extensdo dos conceitos aqui apresentados ao
estudo das lajes de concreto armado encontra-se pouco desenvolvida. Diante
desse panorama, e na falta de trabalhos que, neste momento, norteiem uma
analise aplicada & lajes, opta-se pelo negligenciamento desse aspecto nas

analises posteriormente abordadas neste trabalho.



6. TOPICOS SOBRE AS IMPLEMENTACOES

6.1. Introducéo

Este capitulo tem o objetivo de apresentar aspectos relevantes das
implementacdes no sistema computacional para ANAaliSe de Estruturas Reticuladas

(ANSER), evidenciando os modelos efetivamente empregados.

6.2. Modelos para as vigas

Foram implementados dois modelos para a analise ndo-linear das vigas. Os
modelos n&o-estratificados propostos pelo CEB-FIP MC90, e por CORREA (1990),
além do modelo estratificado. Neste ponto, vale a pena tecer alguns comentarios
sobre o campo de aplicabilidade dos modelos desenvolvidos e implementados.

Segundo as normas brasileiras e européias, o conceito de seguranga na
analise estrutural deve ser introduzido pelos ponderadores de resisténcia dos
materiais concreto e aco, individualmente. Esse procedimento, denominado por
método semi-probabilistico, por si sO inviabiliza a utilizacdo dos elementos néo-
estratificados. Além disso, o fato de ser vedado aos modelos nao-estratificados a
introducéo de relagbes de interac@o entre os materiais, torna inviavel a abordagem
consistente da aderéncia. Diante desse quadro, este trabalho prima pelos modelos
estratificados em detrimento de um maior desenvolvimento daqueles referidos ao

campo dos momentos fletores e das curvaturas.

6.2.1. Nao-estratificado

A formulacao basica apresentada no item 3.2, e depois particularizada para
a representacdo do aco (item 3.3) pelo modelo elastoplastico perfeito, descreve a

evolucao das variaveis através de taxas de variagfes no tempo.
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Para a obtencdo de um modelo constitutivo passivel de implementagdo em

programas de calculo, torna-se evidente a necessidade de integra-lo em um

intervalo de interesse Dtl [O,T]i R. Empregando a integracdo numérica, o
modelo passa a ser descrito de forma incremental, o que possibilita atualizar as

variaveis de estado uniaxiais [s,ep,a]. do instante inicial t; , para os valores
j

[s,ep,a] no instante de tempo final t.,=t+Dt, apés um incremento de forgas.
j*1

6.2.1.1. Formulagao incremental do modelo elastoplastico

Dentre os procedimentos de integracdo numérica existentes destacam-se,
para esse fim, o procedimento de integracdo explicito e o procedimento de
integracdo implicito (utilizado neste trabalho). OWEN;HINTON (1980) apresentam
algoritmos baseados em integracdo explicita, enquanto que em trabalhos mais
atuais, autores como SIMO;HUGHES (1988) aplicam a integracdo implicita para a
obtencao dos algoritmos, e evidenciam as sua vantagens em relacao ao explicito.
Uma breve discussdao sobre as caracteristicas destes procedimentos pode ser
encontrada também na dissertacdo de OLIVEIRA (1997).

Da aplicacéo do procedimento de integragéo implicito & expressfes do item

3.2 resultam, para a iteragao j+1:
da lei de evolucdo das deformacgdes plasticas: &° = g. sin(s) ,
el =el+ Dt.gi+1.sin(s(ti+1)) =eP + Dy. sin(s(ti+1)) (6.1)

onde: Dg = Dt §i.q;

sin(s) - indica o sinal da variavel.

da lei de evolucao da variavel interna de encruamento: a = ¢,

ai+1:ai"'Dt-é-iﬂ:ai"'Dt-gi+1:ai+Dg (6-2)

do critério de plastificacdo: f:LinkR™ ® R,

f(Sia1) =[Siaa - (s g+ k.ai+l) £0 (6.3)

da condi¢é@o de Kuhn-Tucker: g.f =0,

§is-f(Si41) = DO.f(S141) = 0, pois Dt3 0 (6.4)
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Para que o processo iterativo possa ser iniciado, as expressoes 6.1 a 6.4
devem estar relacionadas a um estado de tensdes originario de uma tentativa inicial
gue sera tomada, por simplicidade, como o resultado da aplicacéo da lei de Hooke.
As variaveis relativas a esse estado de tensfes serdo assinaladas pelo superindice

t. Com a hipétese de comportamento elastico linear, resultam:

el = &P (passo elastico) (6.5)
s! = E.[ei+l - eip] (6.6)
iy = &, (6.7)
fig = |Sit+1 - (Sy + k-ai) (6.8)

As variaveis de estado [s,ep,a] podem agora ser relaionadas aos seus
j*1

préprios valores originados da tentativa em regime elastico linear, através de uma

expressao para Dg3 0 obtida pela imposi¢céo da condicao f;.1=0.

fisg (6.9)

A partir de Dg2® 0, podem ser obtidas as demais variaveis de estado, de

acordo com as expressdes 6.10 a 6.12. A expressao 6.10 pode também ser

empregada para provar que: sin(s it+1) = sin(s i+1) :

Si, =Siy - EDg. sin(s it+1) (6.10)
eh, =€l + Dg.sin(s it+1) (6.11)
ajy =a;+Dg (6.12)
6.2.1.2. O procedimento incremental-iterativo

A andlise ndo-linear de estruturas é efetuada, na pratica, através de um
procedimento incremental-iterativo oriundo da integracdo do modelo constitutivo,
como o obtido nas equacdes 6.9 a 6.12. A Figura 6.1 ilustra as fases envolvidas no
procedimento para o caso uniaxial, no campo dos momentos fletores e das
curvaturas e aplicado a um elemento finito apenas. Para estados multiaxiais de
tensdo, como é o caso das lajes, por exemplo, ocorre a generalizagdo das curvas

para superficies no espaco bidimensional das tensdes.
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Figura 6.1 - Procedimento incremental-iterativo para o modelo momento-curvatura
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Com o objetivo de facilitar a compreensdao do processo, genericamente
abordado para o incremento de forcas ‘j+1' ilustram-se, na Figura 6.1, os passos
descritos a seguir:

passo 1 - aplica-se o incremento de forcas ‘j+1' somado ao residuo de
forcas do incremento anterior ‘j’ aestrutura, quando existir. Isto caracteriza o inicio
da primeira iteragcéo do incremento ‘j+1’. O ndo abandono do residuo de forgas final

do incremento anterior melhora a precisao sobre o equilibrio final da estrutura.
do equilibrio no incremento ', tem-se: Y; =K,.uf +F™ (6.13)
no incremento ‘j+1’, aplicar-se-a o vetor de for¢as:
DFY = DF3Y +y | (6.14)

onde : Yj

Kj

- vetor residuo de forgas do incremento de forcas ';

- matriz de rigidez da estrutura, que pode ser variavel K; = Kj(uj)
ujc - vetor deslocamentos nodais na iteragéo final do incremento ‘j';
DFj?f - vetor de incremento de forcas de ‘j’ a ‘j+1’;

FjeXt - vetor de forcas nodais aplicadas a estrutura no incremento J,

F ext

(correspondente asoma dos Dl aplicados até o incremento j');

passo 2 - assume-se comportamento elastico linear entre o vetor de forcas
aplicado, e o de deslocamentos obtidos. Através dos deslocamentos, determina-se
0 estado de curvaturas (ou de tensdes, para uma analise no campo das tensdes e

deformagoes):

-1
Duj,, = [Kj] .DFY (6.15)
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A0
ortanto Dg=—= =|B,;|.Du; 6.16
p = [Bi]-Dujsy (6.16)
t aé.o
e DMj+1—(E.I)i.D%FB+1 (6.17)
J

onde : Du;,, - vetor de incrementos dos deslocamentos nodais de ‘j’ a ‘j+1’;

D?g - incremento das curvaturas globais de ‘j’ a ‘j+1’;
rﬂj+1

DM}+1 - incremento elastico dos momentos fletores globais de ‘j’ a ‘j+1’;

[Bi] - matriz que relaciona as curvaturas aos deslocamentos (elemento i);

(E.I); - modulo de rigidez aflexdo da secao transversal do elemento i.

passo 3- acumula-se o momento fletor total M},; =M, + DM}, (6.18)

onde : thﬂ - momento fletor de tentativa, a ser analisado.

passo 4- verifica-se o escoamento dos pontos de Gauss do elemento

através da aplicacéo do critério:

M, 2 My, (6.19)

onde : Mjefl = thﬂ - momento fletor efetivo (M, para o caso uniaxial);

|v|-=(|\/|

y .t k.aj) - momento fletor de escoamento para o caso uniaxial.

Yj

Se ocorreu 0 escoamento, ou seja, Mjif13 M,;, faz-se a reducdo do

momento fletor thﬂ para o diagrama momento-curvatura, obtendo-se M;,; de
acordo com o modelo constitutivo imposto. Se ndo ocorreu o escoamento durante o

incremento ‘j+1', ou seja, Mjelfl <M,;, conclui-se verdadeira a hipétese inicial de

yi?

7

incremento elastico, e 0 momento fletor ao final do incremento ‘j+1' é: Mj,; = thﬂ.

passo 5- através de integracdo dos momentos fletores no dominio do
elemento, calculam-se as forgas nodais internas, que comparadas ao vetor de
forcas externas, determinam o residuo Y ;. Se a norma deste for superior, em
modulo, atolerancia estipulada na andlise, retorna-se ao passo 1, aplicando-se

apenas o vetor residuo. Com isso, inicia-se a 2° iteragdo do incremento ‘j+1'. Caso



Tépicos sobre as implementacdes 100

contrario, se este for menor que a tolerancia estipulada, conclui-se este incremento

‘i+1’ de forgas, e parte-se para um novo incremento ‘j+2’, caso exista.

O estabelecimento da convergéncia € de grande importancia para o
processo incremental-iterativo, e pode ser determinado de diversas formas:
convergéncia de forcas, de deslocamentos, e de energia (convergéncia do par
forca-deslocamento). O campo de verificagdo das convergéncias também pode
variar desde um grau de liberdade, até a verificacdo de todos os graus de liberdade
da estrutura conjuntamente. Neste trabalho, toma-se a convergéncia de forcas e de
deslocamentos, considerando todos os graus de liberdade da estrutura.

O vetor residuo de forcas em um elemento na iteracéo ‘k’ do incremento
resulta da diferenca entre as componentes do vetor de forcas aplicado e do vetor
de forgas internas obtido pela expressédo 6.13. A integracdo € efetuada segundo
dois pontos de Gauss. Para a estrutura, o vetor de residuos de forcas é
determinado pela expressdo 6.20, e deve contar com a contribuicdo de todos os

elementos, como segue:
Y = F +FEL = [A]fg‘dB dx—+F,in (6.20)

onde : |; - comprimento do elemento analisado;
[A] - matriz de mapeamento entre os graus de liberdade locais e globais;

n - nimero de elementos finitos.

A convergéncia de for¢as é atingida no instante em que a razdo entre a
norma do vetor de residuos de forgas e a norma do vetor de forcas aplicadas até
aguele instante seja igual ou inferior atolerancia estipulada. Do mesmo modo, a
convergéncia em deslocamentos é atingida quando a razdo entre norma do
incremento de deslocamentos (globais) entre duas iteragcdes consecutivas, e a

norma do respectivo vetor global esteja dentro da tolerancia pré-estabelecida.

y! Du!
|!|:Ie'xl| £t ”” ”” (6.21)

onde : || || - representa a norma Euclidiana de um vetor;

y :‘ - vetor residuo de forcas na iteracdo ‘k’ do incremento ‘j';

FjeXt - vetor de forgas no incremento ‘j';
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uk

| - vetor deslocamentos da iteracdo ‘k’ do incremento ‘j;

Du}‘ - vetor dos incrementos de deslocamentos na iteracéo ‘K’;

te e t, - tolerancias em for¢a e deslocamento respectivamente.

6.2.2. Estratificado

O modelo estratificado, como apresentado no item 2.2.1.2 do capitulo 2,
exige a adocdo de duas relacbes constitutivas em campo uniaxial: uma para o
concreto, e outra para o aco. De acordo com as investigagcdes apresentadas no
capitulo 3 deste trabalho, adota-se a relagéo constitutiva do CEB-FIP MC90 para o
concreto solicitado & compressdo. Para a tragdo, implementa-se a relagéo
constitutiva dotada do ramo de amolecimento proposta por FIGUEIRAS (1983).
Alternativamente, optou-se também pela implementagcdo do modelo de dano de
Mazars (Figura 6.2). Diferentemente do que se observa na andlise das lajes, o
modelo implementado & vigas ndo se mostra sensivel ao problema da
dependéncia de malha. Apesar dessa observacédo, o ramo de amolecimento pés-
ruptura a tragdo pode ser determinado com base nas mesmas prescricdes da
energia de fratura (G;) empregadas para o0 caso das lajes de concreto armado.

As barras de aco, sob solicitacdo uniaxial, s&o modeladas segundo uma
relacdo constitutiva elastoplastica perfeita (Figura 6.2). Além da modelagem basica
dos materiais, encontram-se implementados também, modelos especificos para a
descricdo do escorregamento das armaduras longitudinais, e para a quantificacdo
dos efeitos do tempo sobre a estrutura, de acordo com os itens 3.7 e 3.8 do
capitulo 3.

A abordagem do problema ndo-linear para o modelo estratificado segue o
mesmo procedimento incremental-iterativo apresentado no item 6.2.1, com a
diferenca de atender a duas relagBes constitutivas no campo das tensdes e das

deformacdes, ao invés de uma, no campo dos momentos fletores e das curvaturas.

6.3. Modelos para os pilares

Para a andlise dos pilares utiliza-se a se¢do transversal filamentada. Além
dos modelos constitutivos para o0 aco e o concreto, sdo também incorporados os
modelos de aderéncia, e os efeitos do tempo sobre o comportamento, seguindo as

mesmas premissas adotadas para as vigas.
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0

| _ FIGUEIRAS(1983)

Figura 6.2 - Modelos constitutivos uniaxiais para o0 concreto e o aco

onde: f, - resisténcia de escoamento do ago atragéo;

g, = f,/Es - deformagéo especifica de escoamento do ago;

Es - médulo de deformacéo longitudinal do aco.

Os parametros dos modelos podem ser calculados pelo CEB-FIP MC90, ou

mesmo pela NBR-6118, de acordo com a classe de resisténcia de cada material

(Tabela 6.1). Ja os parametros do modelo de dano ndo séo relacionaveis a

resisténcia caracteristica do concreto e, por esse motivo, devem ser obtidos

experimentalmente. Esse fato prejudica a aplicabilidade pratica do modelo de dano,

pois a realizacdo de ensaios prévios nem sempre € viavel na pratica.

Tabela 6.1 - Valores dos parametros do concreto e do aco

parametro CEB-FIP Model Code 1990 NBR-6118
€c1 0,0022 0,0020
€cu oc = 0,5.fc na expresséo 3.31% nao consta
€m 0,0020 nao consta
fe=fem fo + Af (com Af @8MPa) fo + Af (com Af @3,5 MPa)
et 0,30. (fck)g (MPa) k?c—@ para fy £18MPa
ctm 100
k.(0,06.fy +07) para f >18MPa
K= ‘:,J,Z ® sec. retangular
0 15® sec. "T"
1
Ec 2,15x104?%23 (MPa) 6600.,/fy +35 (MPa)
Ec1 em _ fom__ (ndo consta)
0,0022 0,0020
fy fyk (sugestéo deste autor) fyk (sugestéo deste autor)
Es 210000 MPa 210000 MPa
a O05£a£0,7 n&o consta
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Um aspecto bastante importante, e que vale a pena ser discutido, diz
respeito ao posicionamento da linha neutra na secao transversal durante a historia
de carregamento do elemento estrutural. Para facilitar a compreenséo, sera
tomado o caso de um elemento de viga submetido aflexdo simples, na 12 iteracéo
do 1° incremento de um carregamento externo que lhe impde um estado de
deslocamentos e, conseqlientemente, um campo de curvaturas. A cada um dos
pontos de integracdo ou, simplesmente PGs, devera corresponder um valor de
curvatura, e um estado de deformagfes associado a cada uma dessas curvaturas.
Admitindo-se, inicialmente, que a linha neutra corte a se¢éo transversal na metade
da sua altura geométrica, e empregando os modelos constitutivos dos materiais,

determinam-se as tensdes e as for¢as internas correspondentes a cada PG.

M, s =t
SRR
Est Gst

(e) (o)

Figura 6.3 - Estados de deformac&o, tenséo e forgas (1° iteracédo do 1° incremento)

Esse vetor de forcas internas {N;, M;}, comparado ao vetor das forgas
externas {Ne, Mg}, resulta em um vetor de residuos Y ={DN, DM} composto por forca
normal e momento fletor, jA que a forca cortante é obtida pelo equilibrio dos
momentos fletores. Como se trata de flexdo simples (N=0), o residuo de normal

nos dois PGs deve ser levado a zero através de um dos procedimentos a seguir:

AN AN
A‘M 1 barra A-M 2
;::mpode |
fffff ANpooo 22—
AN| AN,
campo de

momento fletor

b
AM,I[ ‘AM2

Figura 6.4 - llustrag&o do vetor residuo sobre o dominio da barra

a primeira alternativa, consiste em manter a curvatura obtida para a

iteracdo em funcéo do estado de deslocamentos, e movimentar a LN para até que
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seja satisfeita a condicdo de N=0 (uma vez que N¢=0). Estabelecida essa condi¢éo
calcula-se, para a posicdo atualizada da LN, o vetor de forgas internas e o
respectivo vetor residuo Y ={DM} (pois DN=0). Obedecendo a esse procedimento

sdo acertadas, independentemente, as posi¢ées das linhas neutras nos dois PGs;

a segunda é mais simples, e consiste na reaplicacdo do vetor residuo
Y ={DN, DM} a estrutura. Desse modo, a propria parcela do residuo referente a

normal (DN) fica responsavel pelo reposicionamento da LN na secao transversal.

Ambas as alternativas apresentam aspectos positivos e negativos. A
primeira delas apresenta convergéncia com um menor nimero de iteracdes (cerca
de 70%) em relacdo a segunda. No entanto, a sua aplicacdo a casos de flexao
obliqua se torna mais complexa devido ainclinacdo da LN com o0s eixos principais
de inércia da secado transversal. A segunda alternativa € mais simples de ser
implementada, porém apresenta convergéncia com maior numero de iteracdes
comparativamente a primeira alternativa. A utilizacdo de um campo de
deslocamentos longitudinais linear para o elemento finito gera um campo constante
de forcas normais. Desse modo, ao se realizarem as integracdes das tensdes
normais no dominio do elemento segundo os dois PGs, chega-se a um residuo de

normal equivalente amédia obtida nos dois PGs.

é 10
AR T e C3-Ng-Np Ny +N, i
DN—\(/iBi] {Si}dv_(?gllb{DNl DNz}—% 12 2 12 2 (6.22)
Eli H

Esse valor médio, no entanto, é maior, em mddulo, que o residuo verificado
no PG menos solicitado (Figura 6.4), o que na pratica deve provocar um Nnovo
residuo nessa secdo transversal, de sinal contrario ao anterior. Sucessivamente,
para o PG menos solicitado, h& a inverséo do sinal do residuo a cada iteragdo mas
sempre convergindo para a solugdo. Por outro lado, sendo o valor médio menor,
em modulo, que o residuo observado no PG mais solicitado, este torna-se
insuficiente para colocar a LN em uma posi¢cdo capaz de anular o residuo de
normal nessa sec¢do. Esse PG mais solicitado apresenta uma convergéncia
monotdnica para a LN, jA que ndo ocorre a inverséo de sinal do residuo para essa
secao transversal. Por esse motivo torna-se a convergéncia para o elemento e para
a propria estrutura torna-se mais dispendiosa em termos do numero de iteracbes

comparativamente aprimeira alternativa.
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6.3.1. Atualizacdo da matriz de rigidez

A andlise dos elementos lineares de concreto armado pode ser efetuada de
acordo com trés procedimentos de solucdo: matriz de rigidez inicial, método de
Newton-Raphson, ou Newton-Raphson modificado. Os dois ultimos métodos
adotam a atualizacdo da matriz de rigidez como efeito exclusivo da variacdo do
maédulo de deformacédo longitudinal dos materiais. Para o N-R modificado, a matriz

de rigidez é atualizada apenas na 2° iteracdo de cada incremento (Figura 6.1).

6.4. Modelos para as lajes

Para a andlise das lajes de concreto armado cabem o0s mesmos
comentarios tecidos no segundo paragrafo do item 6.2 sobre a aplicabilidade de
ambos os modelos: ndo-estratificados e estratificados. No campo dos momentos
fletores e das curvaturas foram implementados, de acordo com o item 6.2.1, os
modelos propostos pelo CEB-FIP MC90 e por CORREA (1991), adotando o

momento equivalente dado por von Mises (Mgq = J%(Mﬁ +M7 - MM, |+ 2MZ, ).

No entanto, especial destaque é dado doravante a implementacdo do
modelo estratificado com base na teoria introduzida no capitulo 3. As armaduras
longitudinais estdo submetidas exclusivamente aacdo de tensdes normais e, como
no caso das vigas, respondem arelacdo constitutiva elastoplastica perfeita.

As camadas de concreto simples tém o comportamento mecanico regido
por um modelo misto. Para os estados de compressao biaxial, aplica-se o critério
de von Mises que, como observado no capitulo 3, apresenta resultados bastante
razoaveis na representacdo desse comportamento. Para os estados envolvendo a
tracdo, emprega-se o modelo de fissuracdo dispersa fixa, monitorado pelo critério

de Rankine, responsavel pelo cut-off da superficie de von Mises (Figura 6.5).

c;

Raqkine (2) ft

fo ' (fs). / f;

© 1/ superficie
. uperfici
superficie\ | ~Ge'ruptura-
/ elastica

G,

von Mises (1)

/

superficie

Figura 6.5 - Superficies do modelo implementado: von Mises e Rankine
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Como indicado na maioria das referéncias consultadas, a superficie elastica
para o critério de von Mises (superficie 1) pode ser adotada no limite de 30% da
resisténcia a ruptura (f;). O encruamento é do tipo positivo isétropo, estabelecido
em fungcdo da deformagéo plastica equivalente (strain-hardening), e a evolugéo
(encruamento) das superficies de carregamento até o limite da ruptura é regida
pela parabola de Madrid. Vale a pena salientar que, no caso da superficie de von
Mises, ZIENCKIEWICZ;TAYLOR(1991) provam que ambos 0s encruamentos: por

trabalho (work-hardening) e por deformacgéo, resultam na mesma formulagéo

incremental. A regra da normalidade do vetor fluxo plastico, na qual r({s}{q}) =fg,

€ aqui adotada para o encruamento das duas superficies. Sua aplicabilidade é mais
indicada a materiais que ndo apresentem variacao volumétrica com a plastificacéo,
como é o caso do ago anteriormente aruptura. No entanto, o emprego dessa regra
a descricdo do comportamento do concreto tem proporcionado bons resultados
(CHEN;CHEN (1975)).

6.4.1. Formulacédo incremental do modelo de von Mises

As expressbes 3.2 a 3.9, que definem o modelo elastoplastico basico,
podem ser reescritas em funcdo da parte desviadora do tensor das tensdes, aqui

denotado por {S}. O critério de von Mises (expressao 3.3) pode ser reescrito:
f({s}.{a}) = 2.9, - E(sy +k.a) (6.23)

o invariante J, pode ser escrito em fungdo do tensor das tensdes:

J, = %||s||2 - %(tr{s})z (6.24)

1
onde: {s} ={s}- Etr{s};
{S} - tensor das tensdes no espaco tridimensional,

tr{s} =s; +s, +s3 - é 0 trago do tensor das tensdes {s}.
por sua vez, a norma do tensor {S} pode ser escrita como:
2 1 2
5= IsI” - {ufs}) (629

a partir das expressoes 6.24 e 6.25, o critério é reescrito como:
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s {d) =l |2(s, +ica) (629)

e redefine-se a evolucao das deformacdes plasticas:

{ép} = g% = ¢{n} (6.27)

onde: {n} =%=r({s},{q}) - corresponde ao vetor unitario que determina a

direcao do fluxo plastico segundo uma lei associativa r{{s}{q}} =fs.

Necessita-se agora, a definicAo de deformacdo plastica efetiva a . Esta
variavel deve ser definida de tal modo a recuperar-se 0 caso uniaxial. Deste modo,

a partir da definicao classica de deformacao plastica efetiva:

() = gy 2 fee}of o (6.26)

obtém-se:

a=[%a (6.29)

e, a evolucdo da deformacéo plastica efetiva, torna-se:

= . |2
a=g. — (6.30)

3
De modo a adaptar as expressfes 6.26 a 6.30, a representacdo do
comportamento relativo ao EPT (SZ °t, %ty =O), necessita-se uma
particularizacdo das relacdes, através da introducdo de uma matriz [P] que
relaciona o tensor de um estado plano de tensdes ao respectivo tensor desviador
{S*} (incompleto), omitindo-se a representagdo da componente de tenséo

desviadora segundo uma terceira dire¢édo, aqui denominada diregéo ‘z’ (s,,).
{s* =[P]{s} (6.31)

onde: {S} :[SXX Sy Sy Sz } - representa o tensor desviador completo;

a8 4x +Syy 0
S;z =-Snm =-C——(——,
e 3 g

{S*} = {SXX Sy Sy } - representa o tensor desviador incompleto;
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€2 -100
[P] == g- 1 2 OH - matriz que relaciona {S} a {s}.
80 0 6f

desse modo, pode-se reescrever ||S|| como:

Is|={s}{s} ={s}{s% +sZ =[s9.{s%} +s2 (6.32)

5= S48 +|snifs = (459 +lsmitsd = [459 + emilels)
1 0 & 10}s & 1olp
Is|= y{s} " [P}s} (6.33)

onde: {S}T - tensor das tensées transposto.

Com base em 6.33, reescrevem-se as expressoes 6.26, 6.27 e 6.30:

(s} = (s} PKs) - | 2o, +ka) (6.34)

{ép} = gP)(s) (6.35)
- 0/215) I} 630

Integra-se, a seguir, 0 modelo triaxial adaptado ao EPT em um intervalo de

ol

interesse Dt 1 [O,T]i R. A integracdo é por um procedimento puramente implicito

(Backward-Euler Difference Scheme), proposto por SIMO;HUGHES (1988). As

relagbes constitutivas poderdo ser escritas de forma incremental, viabilizando-se a

atualizacdo das variaveis de estado ({s},{ep},g)_ do instante t; , para seus valores
j

({s},{ep},g) no instante de tempo final t;,, =t; +Dt. ApGs a integracdo, as
1
expressoes 6.23 e 6.34 a 6.36 resultam:

{&j ={e}; +{g Dt ={e}; +R*(D{u}) (6.37)

{ep}j+1 - {ep}j +{ép}j+l[)t - {ep}j * gj+1Dt[P]{S}j+1 = {ep}j + gj+1[P]{s} j+1

(6.38)
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{S}j+1 = [C]ge}jﬂ i {ep}jﬂg

onde : g, = Dt.gj,, para simplificagdo da notacao utilizada;

a ., - deformagdo plastica efetiva no incremento ‘j+1’;

fjog = {S},-Tﬂ[P]{S}jﬂ !

[C] - matriz dos médulos constitutivos de rigidez para o EPT.

Da condicdo de complementaridade de Kuhn-Tucker:
f({s}j+1’{q} j+1) £0
gj+1 20

gj+lf({s}j+l’{q} j+l) =0, pOiS Dt3 0

(6.39)

(6.40)

(6.41)

Para que o processo iterativo possa ser iniciado, as expressoes 6.37 a 6.41

devem estar relacionadas a um estado de tensdes originario de uma tentativa inicial

gue sera tomada, por simplicidade, como o resultado da aplicacdo de relagéo

elastica linear entre tensdo e deformacdo. A indicacdo das variaveis relativas a

esse estado de tensdes sera feita através do superindice t.
(s} = [ - {7}
que resulta em:
(9., = (e, + N
(@', ={4,
o = @5, {d),..0
[X],l0) = 8]+ 0lPI3
(5} = [,al0C] s} e

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)
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onde: [X]j+1(g) - representa a matriz elastica tangente modificada.

As expressbes 6.41, quando relacionadas ao estado de tentativa,
possibilitam verificar uma situacdo de carregamento em regime elastico ou plastico,

com base nas seguintes condigdes:
a) se fJ+1 <0® fj, <0

e portanto: gj.4fj;; =0® gj,; =0 (incremento elastico)
b) se ff, >0® {ee(t)}j+1 1 {e}j+l® 9jr1 1 0® gjq >0 (g O p/ def),

e portanto: gj4fj;; =0® fj,; =0 (incremento plastico)

As expressdes 6.43 a 6.47, que representam o0 estado de tentativa em

regime elastico linear, dependem da determinacdo do parametro g, o qual pode
ser obtido pela imposi¢do do critério (f=0) no instante t.;. Assim, a expresséo

f= f({s}{q}) pode ser escrita na forma f = f(g). Supondo (f({s},{q})T IE, ):
(s} {d) = s} {l) - |2 M) =o0. (6.48)

onde: k(§j+l) = (s gt k.§j+l) :

elevando ao quadrado ambos os membros da expressao:

£2 = 2f\/; k(@) + z k2 (@) :%fz - f.\E.k(ajﬂ) +%.k2(ajﬂ) =0

agrupando-se os termos semelhantes, vem:

.kz(E,-ﬂ)éE.k(E—'_f i 1§ -0 (6.49)
é

a ]+1) g

N |
—nl
1

w|r

lembrando-se da expresséo 6.48, onde:

f - Ek(ajﬂ)

que, introduzida na expressao 6.49, resulta:

¢ \f
-2 1 J+1 -
ST LN
é
é

ey e end

N[
T
o

J+l

oOC\C
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que permite concluir:
12, %.kz(gm) =0 (6.50)
que pode ser escrita na forma:

[fo)] * = 3[flor)] " - [Rlgra)] * =0 (6.51)

.2

onde: [R(gj+1)]2 = %[k(ajﬂ)]z —% a | +\/g.gjﬂ.1:,'+1(gj+1)%J (6.52)

®>(BJ> D

T
t
Para o caso de isotropia, a matriz constitutiva [C], e a matriz [P] tém as

mesmas caracteristicas, e podem ser reescritas em funcdo de matrizes

diagonalizadas como:

[P =[QLr[Q]" (6.53)
(€] =[Q]te]Q]” (6.54)
{31 1 00 21 u 0 ﬂ
onde: [Q]= gl 1 0m4 [C]= Ez.@ 1 0 G
~ pa e - uu
1 . £ .
& © % ey © 0
[Lp]zgo 1 og; [Lc]zg 0 2m og.
&0 0 20 &0 0 m
é s e @

reescrevendo-se a expresséo para fz .
(f)” = {s}[Plfs) ={s} "[QLrl@ (s} 655

e, utilizando-se a diagonalizacdo dada em 6.53 e 6.54, manipula-se a expresséo

6.55 que pode, entdo, ser escrita para um estado de tenséo de tentativa:

_ ’ L+s! st-sl) +4(t}
I e N R e )
[f(gj+1)] = - o ¥ + 2t 2600 d (6.56)
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Em resumo, o procedimento de atualizacdo das varidveis de estado

({s},{ep},a)_, para seus valores ({s},{ep},a) . devido a um acréscimo de
j j+1

carregamento, pode ser descrito como:

- imposi¢céo de incremento em regime elastico linear (6.42 a 6.45);

- 2
- resolugdo da equacdo 6.51, com [f(gj+1)] dado pela expressdo 6.56,

obtendo-se o valor de Oj+1;

- a partir de gj,,, determinam-se as variaveis de estado no instante ‘j+1’,
pelas expressobes 6.46, 6.47, 6.39 e 6.38 (na ordem indicada).

6.4.1.1. Atualizacédo da matriz de rigidez (von Mises)

Assim como na analise dos elementos lineares, a solugdo incremental-
iterativa das lajes pode ser efetuada de acordo com os trés procedimentos: matriz
de rigidez inicial, método de Newton-Raphson, ou Newton-Raphson modificado. A
parcela da atualizacdo da matriz de rigidez referente & camadas de concreto que
satisfazem ao critério de von Mises é obtida através da matriz elastica tangente

modificada (expressao 6.57).

T [ ) G (C G IO

od] ., X;:1(9) (3P P} o (6.57)
onde: B = 2 (kpa){s}ulPHs}

g, =1- %kjﬂ.g (para o caso de k variavel).

6.4.2. Aspectos sobre a formulacédo da superficie de Rankine

A superficie elastica de Rankine (superficie 2) é definida pela resisténcia a
tracdo do concreto (f). FEENSTRA;DE BORST (1995) trazem a formulagéo
completa para o critério de Rankine, incluindo o amolecimento a partir da superficie
de ruptura. No entanto, este trabalho apresenta um enfoque peculiar aanalise das
camadas de concreto submetidas a estados de tragéo.

Admita-se uma camada de concreto solicitada por um determinado estado
plano de tensdes que gerem, pelo menos, uma tenséo principal positiva superior ao

limite de ruptura f;, promovendo o surgimento de uma ou mais fraturas do tipo I.
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Nessas condicbes, de acordo com a teoria de fissuras dispersas, a placa de
concreto perde as caracteristicas de comportamento bidimensional acoplado (pois
n ® 0), e passa a se comportar independentemente nas duas dire¢des principais.
O comportamento mecanico segundo essas direcdes passa a ser governado por
relagbes uniaxiais. Esse comportamento pos-fissuragdo também é previsto por
autores cujos trabalhos estéo ligados estritamente ao projeto de lajes de concreto
armado. ROCHA (1972) e PARK;GAMBLE (1980), reforcam que as préprias
tabelas de Marcos e Czerny, para a determinacdo de esforcos em lajes, foram
obtidas desprezando-se o comportamento bidimensional acoplado.

Além da hipétese de desacoplamento do comportamento biaxial
apresentada no paragrafo anterior, observa-se que a superficie de Rankine é
delimitada paralelamente aos eixos principais. Pela regra da normalidade, entéo, o
retorno de um estado de tentativa elastica a superficie de carregamento se da
paralelamente a um desses eixos. No caso de o0 estado de tentativa exceder o
limite f, nas duas dire¢des principais, o retorno se daria ao vértice da superficie de
carregamento, o que esta de acordo com o proposto por FEENSTRA;DE BORST
(1995), com base na generalizacdo de KOITER (1953)" apud PROENCA(1988)

para a abordagem do escoamento de pontos com derivada indefinida (Figura 6.6).

t 61 t

{o} {c}

® ft —
G P

G1=62
Figura 6.6 - Retornos a superficie de Rankine (FEENSTRA;DE BORST(1995))

A curva de amolecimento adotada para a superficie de Rankine é idéntica a
do modelo uniaxial (Figura 6.2). No entanto essa curva deve agora ser calibrada
com base no conceito de energia de fratura. O comprimento equivalente heq €
calculado de acordo com o proposto por FEENSTRA;DE BORST (1996):

heq = apn. VA (6.58)

onde: a 1 V2 para elementos com campos lineares
- ap =] ; ’
11 para elementos com campos quadraticos

! KOITER,W.T.(1953). Stress-strain relations, uniqueness and variational theorems for elastic-plastic
materials with a singular yield surface. Q. Appl. Math. n. 11, p.350-354. apud PROENCA(1988).
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A - area do elemento finito.

A energia de fratura G; utilizada para calcular os parametros da curva de
amolecimento séo os sugeridos pelo CEB-FIP MC90 (Tabela 6.2) de acordo com a

classe do concreto e o didmetro maximo do agregado graudo.

Tabela 6.2 - Energia de fratura G; (N.m/m?)

tamanho maximo

do agregado classes do concreto

(mm) Cl2 | C20 | C30 [ C40 | C50 | C60 [ C70 | C80
8 30 40 50 60 70 75 85 90
16 50 60 75 90 105 | 115 | 125 | 135
32 80 105 | 130 | 150 | 170 | 190 | 200 | 220

Cabe observar que a determinagdo do comprimento equivalente através da
expressao 6.58 ameniza, mas nao resolve o problema da dependéncia de malha.
Os proprios autores advertem que a expressao tem proporcionado bons resultados
para malhas consideradas usuais, 0 que nao € garantido para refinamentos acima
de determinados niveis.

Definidas as caracteristicas de cada superficie separadamente, cabe entao
a analise do ponto de interseccdo entre ambas, que se constitui um ponto de
derivada indefinida. A esse vértice, cujas caracteristicas sao similares & do vértice
da superficie de Rankine, € aplicada a generalizagdo proposta por Koiter. Como
resultado, o retorno de um estado de tentativa inicial pertencente a regiao
delimitada pelos versores normais & duas superficies concorrentes (Figura 6.7) se
da indiretamente ao vértice. Primeiro, ha uma projecao intermediaria do estado de
tentativa {s}' sobre a bissetriz do angulo formado pelas direcées dos vetores de
fluxo plastico das duas superficies naquele ponto. Em seguida, esse estado

intermediario retorna ao vértice das superficies de carregamento.

regido coberta
por von Mises

{o}

o @ 5,

{o} /

Figura 6.7 - Procedimentos de retorno as superficies- caso do vértice
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Em termos praticos, na andlise de lajes de concreto armado, sdo raros 0s
estados de tentativa pertencentes aregido coberta pelo vértice, tanto que durante
as varias simulacdes numéricas apresentadas neste trabalho, ndo registrou-se um
caso sequer a esse respeito. Apesar disso, o0 modelo implementado prevé essa
possibilidade e, de modo simplificado, executa o retorno apenas a superficie de
Rankine (Figura 6.7). Com a adocao desse procedimento, pelo qual a superficie de
Rankine exerce predominancia na verificacdo da ruptura para qualquer estado
envolvendo a tragdo, a hipotese de retorno ao vértice formado pelas duas

superficies ndo é mais obedecida.

6.4.2.1. Atualizac&do da matriz de rigidez (Rankine)

A atualizacdo da matriz de rigidez referente & camadas de concreto que
respondem ao critério de Rankine, assim como para o critério de von Mises, se da
pela alteracdo da matriz constitutiva [C], entdo denominada [C]®. Por ocasido da
fissuracdo, 0 concreto passa a apresentar ortotropia, cuja orientacdo coincide com
a dos eixos principais (1 e 2). A cada um dos eixos estdo relacionados valores
tangentes dos médulos de deformacao do concreto (Er, Er, € be.Gr 12), obtidos da
analise uniaxial de cada direcdo principal isoladamente (lembrando que, neste
caso, n ® 0) segundo os mesmos procedimentos empregados aanalise uniaxial. O
ponderador b, € introduzido com o objetivo de estimar a contribuicdo do

engrenamento dos agregados na transmissdo da tensdo de cisalhamento na

fissura.
€y O 0ua
[C]; =60 Cx 0y (6.59)
go 0 CsH

Com o objetivo de reavaliar a matriz de rigidez de cada elemento, interessa

. (5] . . . .. . ~
obter a matriz [C]XS referida ao sistema cartesiano original xy, relacionavel ao

sistema de eixos principais através da seguinte transformacao linear:

(<] =[]l l] (6.60)
g cos?(a) sen’(a) sen(a) cos(a) 3
onde: [T] 22 senz(a) cosz(a) - sen(a)cos(a) 3
g 2 sen(a)cos(a) 2.sen(a)cos(a) (cosz(a) - senz(a))tgl
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a - angulo formado entre o eixo principal 1 e o eixo x (>0 se anti-horario).

6.4.3. Estratégia de implementacao

A implementagdo do modelo envolvendo as superficies de von Mises e de
Rankine pode ser otimizada através da ordenacdo das tensdes principais (s> < Si).
Esse procedimento possibilita a analise dos estados de tenséo tirando partido da

simetria das superficies com relag@o ao eixo (S1=S,).



7. EXEMPLOS PARA AFERICAO DOS MODELOS

7.1. Introducéo

Anteriormente ao emprego dos modelos e das implementag¢des discutidas
nos capitulos anteriores, ha que se aferir sobre a eficicia destes relativamente a
correta previsdo sobre o comportamento dos elementos estruturais presentes em
um pavimento de concreto armado. Com esse objetivo, relaciona-se, a seguir, uma
série representativa de exemplos cujos resultados previstos pelos modelos séo
comparados, tanto &jueles obtidos experimentalmente, quanto aos resultados

numéricos apresentados por outros autores.
7.2. Modelos aplicados aanélise de vigas

Com o objetivo de comprovar o desempenho dos modelos implementados
foram escolhidas duas séries de vigas ensaiadas por ALVARES (1993), cujos
resultados sdo considerados de boa confiabilidade. Além dos experimentos
relativos ao comportamento das vigas, o autor realizou ensaios preliminares dos

materiais concreto e ago, tendo obtido os valores apresentados na Tabela 7.1.

Tabela 7.1 - Pardmetros mecéanicos dos materiais - experimentais

concreto aco
elastoplastico dano
e:1 =0,0032 ej0 = 0,00007 -
e = 0,007 A:.=0,85 .
em = 0,0020 Bc = 1050 -
fo = 2,55 kN/cm® A7 =0,995 f, = 50,0 kN/cm®
f. = 0,2044 kN/cm? Br = 8000 -
Ec = 2920 kN/cm® Es = 19600 kN/cm?
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As duas séries apresentam as mesmas caracteristicas geométricas, de
materiais e condi¢des de apoio, mas diferem na quantidade de armadura de flexao.
As vigas do grupo | tém armadura longitudinal de tracdo composta por 3 F10 mm,
enquanto que as do grupo Il possuem 5 F 10 mm dispostos em duas camadas.

Para a andlise, procedeu-se a divisdo da viga através de 12 elementos
finitos com 20 cm de comprimento cada um, como pode ser observado na Figura
7.1. A secao transversal foi discretizada por 10 camadas de concreto superpostas

& armaduras longitudinais de flexao.

Secéo transversal

2@g5mm Z ©
7 Q=50 kN Q=50 kN N R
| | -

S s

®© OB O 6 O 6 @ W @ & O X = o
Tl 3o

7T )

80 cm ‘ 80 cm ‘ 80 cm 3®10mm (grupo 1) /|12 cm -

240 cm 5® 10mm (grupo 2)
(duas camadas)

Figura 7.1 - Esquema dos grupos de vigas (grupos | e II)

Foram utilizados incrementos correspondentes a 5,0 kN para cada uma das
forcas Q (10,0 kN no total de cada incremento), tolerancia de 1% em forgas e 0,5%
em deslocamentos, e permitido um méaximo de 20 itera¢des por incremento.

Os resultados estdo representados nos diagramas de forca por
deslocamento (Figura 7.2 e Figura 7.3). Em ambas as analises numéricas com o
modelo estratificado elastoplastico, foi empregado um coeficiente de enrijecimento

a = 0,7 ao modelo de Figueiras (Figura 7.2).

40 | —
30 +

zZ

1S Experimental 1

(0 P )

s A4S |- Experimental 2
20 + o - -

5 Estratificado Elastoplastico

= Estratificado com Dano

Né&o-estratificado (CORREA (1991))

10 A Nao-estratificado (CEB-FIP MC90)

Deslocamento '-Z' no meio do vao (mm)
‘

0 5 10 15
Figura 7.2 - Diagrama for¢a-deslocamento para as vigas do grupo |
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60 +

50 +

40 +

Experimental 1
------ Experimental 2

Forca Q (kN)

Estratificado Elastoplastico
Estratificado com Dano
N&o-estratificado (CORREA (1991))
N&o-estratificado (CEB-FIP MC90)

10+ /

114 Deslocamento '-Z' no meio do véo (mm)
o—++F—+

0 5 10 15
Figura 7.3- Diagrama for¢ca-deslocamento para as vigas do grupo Il

A analise dos resultados permite concluir sobre a boa representatividade do
modelo estratificado elastoplastico no decorrer de toda a histéria de carregamento.
Os modelos nao-estratificados, apesar de simples, apresentam bons resultados de
esforcos e de deslocamentos, principalmente para carregamentos ndo muito
préximos aos de ruptura. No entanto, outros resultados ndo sao facilmente obtidos
por esses modelos como, por exemplo, uma descricdo sobre a posi¢do da linha
neutra na viga. A Figura 7.4 ilustra aposicéo da linha neutra para as vigas do grupo

| submetidas aanalise elastoplastica e a um carregamento Q=35 kN.
° — — ° ° ° ° ° Ii;]haneuira ) ° TS — o

Figura 7.4 - Posicao da LN (modelo estratificado elastoplastico)

O modelo de dano de Mazars mostrou-se bastante representativo do
comportamento experimental. Para as vigas do grupo |, esse modelo foi capaz de
exprimir, com bastante propriedade, os dois pontos de inflexdo da curva forca-
deslocamento (relativos a fissuragédo, e ao escoamento da armadura longitudinal
tracionada, respectivamente). Na andlise numérica das vigas do grupo Il, os
modelos estratificados elastoplastico e de dano apresentaram um comportamento
semelhante, ambos bastante proximos dos resultados experimentais.

A seguir, estuda-se o problema da dependéncia de malha para as vigas do
grupo |. Para tal, promovem-se duas outras analises, respectivamente com a

metade (6), e com o dobro (24) de elementos finitos da malha original (12). Os
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resultados, apresentados na Figura 7.5, evidenciam uma fraca e inexpressiva

dependéncia de malha.

40 + .-
30 +
=z
=
(o4 Experimental 1
© .
20+ 27 |- Experimental 2
o -
LC Estratificado elastopl. (6 elementos)
Estratificado elastopl. (12 elementos)
10 Estratificado elastopl. (24 elementos)

Deslocamento '-Z' no meio do véo (mm)
0 F— — —— — —
0 5 10 15

Figura 7.5 - Estudo da dependéncia de malha - vigas do grupo |

O aspecto da curva forca-deslocamento é fortemente influenciado pela
tensdo de ruptura do concreto a tragdo que, por sua vez, ndo exerce grande
influéncia sobre o valor do carregamento limite (ruptura). As simula¢cdes numéricas
foram efetuadas utilizando-se a tensédo de ruptura atracéo na flexdo (fig) de 0,24
kN/cm?, obtida pela seguinte relacdo com a tenséo de ruptura atracéo dada por um

ensaio de compressao diametral (f;p), como sugere o CEB-FIP MC90:

_0,90.f,p

o 0,06.h07

.(1+ 0,06. h°*7) (7.)

onde: h - altura da viga em “mm”.

Cabe ainda analisar o desempenho do modelo no que se refere ao tempo
de processamento requerido para a solucdo do sistema ndo-linear. A utilizacdo da
matriz de rigidez secante, neste caso, ndo oferece vantagens, pois leva a uma
convergéncia mais lenta que o procedimento Newton-Raphson, porém consumindo
0 mesmo tempo para os recdlculos das matrizes e vetores do sistema de
equacbes. Os dados da Tabela 7.2 ilustram os desempenhos para processamentos

efetuados em computador equipado com microprocessador Pentium de 100 MHz.

Tabela 7.2 - Comparativo entre os tempos de processamento (em segundos)

exemplo matriz de rigidez Newton-Raphson Newton-Raphson modif.
inicial (2% iter. de cada incr.)
grupo | 24,55 15,54 13,46
grupo Il 30,16 16,97 14,50
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Analisando os dados da tabela anterior, tem-se a tendéncia de concluir que
os dois procedimentos Newton apresentam-se mais eficientes, com alguma
vantagem para o NR-Modificado. No entanto, a posterior andlise de estruturas
compostas por um nuamero maior de elementos permitirdo concluir, com maior

propriedade, sobre o procedimento mais eficiente.

7.3. Exemplos de afericdo do modelo de pilar

O elemento finito de pértico tridimensional, aliado adiscretizacdo da sec¢éo
transversal em filamentos, permite a analise de pilares sob flexdo obliqua
composta. Sdo apresentados, a seguir, um exemplo de pilar sob flexdo normal, e
outros dois sob flexdo obligua composta analisados por ABDEL-SAYED;
GARDNER (1975)" apud EL-METWALLY;EL-SHAHHAT;CHEN (1990). Neste
altimo trabalho, El-Metwally et al., utiizam uma secédo filamentada, incorporando
ainda as nao-linearidades fisica dos materiais e geométrica da estrutura deslocada.
Os modelos constitutivos adotados para os materiais sdo bastante semelhantes
aos empregados neste trabalho. Os pilares ensaiados por Abdel-Sayed e Gardner
sdo medianamente esbeltos, e apresentam as mesmas caracteristicas
geométricas. Com o objetivo de estudar a convergéncia da andlise, os autores
realizam trés analises distintas, discretizando a sec¢éo transversal em 36, 100 e 400
filamentos de concreto superpostos & armaduras longitudinais de flexdo. N&o
tendo observado uma diferenca relevante entre os resultados das trés analises, os
autores apresentam aqueles referentes auma discretizacéo por 8 elementos finitos,

com a secdo transversal dividida em 100 (10x10) filamentos de concreto.

~N

»
|

@ N
= g

T

340,3 cm J

+

P ) ——

Secao transversal
15 cm

~ 1,9cm

—— |

15cm

- ¢ Y
NI}

4®10mm ﬁl

Figura 7.6 - llustragéo do pilar tipico de ABDEL-SAYED;GARDNER (1975)

! ABDEL-SAYED,S.I.;GARDNER,N.J. (1975). Design of symmetric square slender reinforced concrete
columns under biaxially eccentric loads. AClI Symposium, Detroit p.149-164. apud EL-METWALLY;EL-
SHAHHAT;CHEN (1990).
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Os autores divulgam apenas a tensédo de escoamento do aco e a tensao de
ruptura do concreto a compressdo. As demais propriedades mecénicas dos

materiais foram, neste trabalho, obtidas indiretamente com o auxilio da Tabela 4.1:
aco: E¢= 21000 kN/cm? ; f,= 44,8 kN/cm”®.,
concreto: E.= 3101 kN/cm? (); f.= 3,0 kN/cm? ; f= 0,3 kN/cm® .

S&o analisados os resultados para trés pilares submetidos a compresséao

excéntrica, cujas respectivas excentricidades sdo apresentadas na Tabela 7.3.

Tabela 7.3 - Excentricidades das forgas normais nos pilares

pilar ex (cm) ey (cm)
1 12,700 0,000
2 6,350 3,175
3 12,700 12,700

Para as andlises, foram utilizados incrementos correspondentes a 12,0 kN
para a for¢ca N, tolerancias de 0,1% em forgcas e 0,1% em deslocamentos, e
permitido um maximo de 10 itera¢des por incremento (empregando o procedimento
Newton-Raphson). Os pilares foram divididos em 20 elementos finitos, e a secao
transversal, discretizada em 100 (10x10) filamentos de concreto superpostos &
barras da armadura longitudinal. Os resultados sdo apresentados nos diagramas

de forga axial contra deslocamento transversal do meio do vao.

80 + , carga Ultima
. .+" (120 kN)
1= C
=
60 + £
©
£
1 o
4
40+ 8 Experimental
E_’ EL-METWALLY et al. (1990)
1 Este trabalho
20 +
Deslocamento 'Z' no meio do véao (cm)
0 -ttt
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

Figura 7.7 - Diagrama de forga normal por deslocamento - pilar 1

* O médulo de deformacédo longitudinal do concreto (E;) foi adotado, para cada um dos ensaios, de
modo a reproduzir a rigidez inicial da estrutura segundo as simula¢cdes de EL-METWALLY;EL-
SHAHHAT;CHEN (1990). Assim, para o Eilar 1, adotou-se E; =2000 kN/cm? , para o pilar 2, E. =3100
kN/cmZ, e para o pilar 3, Ec =1700 kN/cm"®.
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140 + carga Ultima
1 - 00 (228KkN)
120 + =
| <=
z |
100 + =
1 E
80 + 3
1l ®© —+— Experimental
60 - g EL-METWALLY et al. (1990)
| - Este trabalho
40 +
20 +
1 Deslocamento 'Z' no meio do vao (cm)
0 1 ——t
0,0 0,5 1,0 15 2,0 25 3,0 35

Figura 7.8- Diagrama de for¢ca normal por deslocamento - pilar 2

, *carga Ultima
50 + L (66 kN)
1=z
=
40 + =z
T
=
30+ 2
I
12
o
20 + %
Experimental
i EL-METWALLY et al. (1990)
10 Este trabalho
] Deslocamento 'Z' no meio do vao (cm)
0 ——tF——
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

Figura 7.9- Diagrama de for¢ca normal por deslocamento - pilar 3

Por se tratarem de pilares medianamente esbeltos (I =79), os efeitos da
nao-linearidade geométrica (NLG) sdo bastante acentuados, principalmente nas
proximidades da carga de ruptura. O modelo proposto neste trabalho n&o incorpora
a NLG e, por esse motivo, ndo pode representar com fidelidade o comportamento
mecanico do elemento flexo-comprimido para carregamentos proximos aos de
ruina. No entanto, a representatividade do comportamento dos pilares ao longo da
histéria de carregamento, até aproximadamente 80% da carga Ultima, pode ser

considerada muito boa, e suficiente para a analise de pavimentos de edificios.

7.4. Exemplo de afericdo do modelo de aderéncia

Apresenta-se, na Figura 7.10, o exemplo de uma das vigas estudadas por

KWAK;FILIPPOU (1997). Os autores realizam andlise experimental acompanhada
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de uma andlise numérica através do modelo apresentado no item 3.7.1. A viga foi

discretizada por 24 elementos de chapa de oito nés, perfazendo 6 divisdes

(elementos) longitudinais por 4 elementos ao longo de sua altura.

Secao Transversal
Z
—e—
7 Q=163,3 kN
a E
4 (5]
Y 3
® @, ¢
— =
10,2 cm? —0a
! 185 cm L 185 cm It 20,3
T T T

Figura 7.10 - Esquema da viga estudada por KWAK;FILIPPOU (1997)

As propriedades dos materiais empregados na andlise sdo:

aco: E¢= 20742 kN/cm? ; f,= 31,60 kN/cm”.
concreto: Ec= 2672 kN/cm? ; f.= 3,39 kN/cm? ; f= 0,36 kN/cm?® (adotado).

Para confrontar os resultados obtidos por Kwak e Filippou, procedeu-se

uma analise com o modelo sugerido no item 3.7.2, dividindo-se a viga em 16

elementos finitos de barra de grelha discretizados, cada um, por 10 camadas de

concreto superpostas a armadura equivalente a empregada pelos autores (9F 12

mm). A Figura 7.11 ilustra os resultados obtidos pelo modelo proposto neste

trabalho e, para efeito de comparacéo, o resultado omitindo-se totalmente o efeito

de enrijecimento atracdo, além dos obtidos por Kwak e Filippou.

180

160 +

140 +

120 +

100 +

80 +

60 +

40 +

20 +

0

7 KWAK;FILIPPOU (1997) - aderéncia perfeital

Experimental

------ KWAK;FILIPPOU (1997)
Modelo de Figueiras, alfa=0.5

Modelo de Figueiras, alfa=0.7

Este trabalho

------ Este trabalho (sem enrijecimento a tragéo)

Deslocamento transversal do meio do véo (cm)

0

0,5 1 15

Figura 7.11 - Deslocamentos para a viga de KWAK;FILIPPOU (1997)
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Os resultados obtidos com o modelo proposto estdo bastante préximos aos
apresentados por KWAK;FILIPPOU (1997). As curvas referentes ao modelo de
enrijecimento de FIGUEIRAS (1983) foram calibradas para os valores extremos do
parametro a.

Através de um procedimento analogo ao empregado no exemplo 7.5
efetuam-se duas outras analises empregando-se, respectivamente, a metade e o
dobro do nimero de elementos finitos da malha original. Os resultados (Figura
7.12) demonstram uma moderada dependéncia da malha. Essa constatacdo

sugere cuidados na elaboragdo da malha de elementos finitos.

180
160 + y4
140 +
120 +
100 + £
Experimental
80 L (o4 p
Este trabalho (16 elementos)
60 Este trabalho (8 elementos)
40 + Este trabalho (32 elementos)
20 +
Deslocamento transversal do meio do véo (cm)
0 f f T T f
0 0,5 1 1,5

Figura 7.12 - Estudo da dependéncia de malha - modelo de aderéncia

A Figura 7.13 exibe um acompanhamento da evolu¢cdo quantitativa do
estado de fissuragdo da viga com o carregamento. A fissuracao inicia-se, no ponto
médio da viga, com um carregamento de cerca de 30% do ultimo (158,4 kN), e

propaga-se em direcdo aos apoios amedida em que o carregamento é acrescido.

Evolucéo da fissuragéo
051 ~
S
E
E
041 %,
©
=1
1]
@
03+ %
é W 30% (fissuragao)
© W 40% do carregamento de ruptura
=
02+ %5 E60% do carregamento de ruptura
Qo
< W 80% do carregamento de ruptura
0,1+
0,0

Eixo longitudinal da viga

Figura 7.13 - Abertura de fissuras para a viga de KWAK;FILIPPOU (1997)
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O modelo proposto neste trabalho pode ser também aplicado a andlise de
vigas que apresentem corrosdo de suas armaduras longitudinais de flexdo, com
conseqglente perda de secdo transversal e de aderéncia com o concreto. Com o
objetivo de abordar essa aplicacdo do modelo, OLIVEIRA et al. (1999) apresentam
um artigo em que sdo estudados os aspectos mecanicos dessa patologia, e
chegam a resultados consistentes sobre a influéncia da corrosdo de armaduras no

comportamento mecénico de uma viga biapoiada.

7.5. Exemplo de afericdo do modelo de fluéncia (teérico)

O modelo proposto para a incorporagéo dos efeitos da fluéncia do concreto

sobre o comportamento das estruturas lineares teve o0s seus resultados
confrontados aos apresentados pelo CEB-FIP MC90 para o caso de vigas
biapoiadas (Figura 7.14) submetidas afluéncia, através de um coeficiente ¢ = 2,5.
Sdo abordadas diversas configuragcbes de armaduras longitudinais de tracdo
(r=AJA;) e compressdo (r'=A'J/A;), e varias situacbes de carregamento

uniformemente distribuido (g+q) (Tabela 7.4).

Segdo Transversal
z Y Z
g+q (kN/cm) As ] é‘t
HEEEEEEEEEEEEEEEREN E
0 @.] -« =
As o
+ 600 cm + 30¢cm

Figura 7.14 -Viga biapoiada (exemplo CEB-FIP MC90)

As caracteristicas mecanicas dos materiais empregados na analise séo:

aco: Es = 20000 kN/cm?; f, = 50 kN/cm?.
concreto: E.= 3050 kN/cm? f.= 2,50 kN/cm?; f,= 0,25 kN/cm?.

Outras caracteristicas necessarias a composicao do modelo elastoplastico

séo obtidas substituindo-se o valor de f. nas formulagfes da Tabela 7.4.

Tabela 7.4 - Taxas de armadura e carregamentos (exemplo CEB-90)

caso 1 2 3 4 5
g+q (kN/cm) 0,089 0,169 0,169 0,169 0,250
r’ (%) 0 0 0,15 0,30 0

r (%) 0,3 0,6 0,9
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Os resultados numéricos de deslocamentos transversais para 0 meio do vao
das vigas nos instantes ty e t sdo apresentados na Tabela 7.5. Comparativamente
colocam-se, ainda, os resultados apresentados pelo CEB-FIP MC90 segundo 3
métodos (Exato, Bi-linear, e dos Coef. Globais), e por SANCHES (1998) para os
modelos de Debernardi e de Ghali e Favre. Para as andlises efetuadas com o
modelo proposto neste trabalho, a viga foi discretizada em 10 elementos finitos, e a
secao transversal em 10 camadas de concreto. O carregamento especifico para
cada viga foi aplicado em 5 incrementos de forca correspondentes, cada um, a
20% do carregamento total. O critério para a convergéncia foi estabelecido em
0,1% em forcas e em deslocamentos, e ndo permitidas mais que 40 iteracdes por

incremento empregando-se o procedimento NR.

Tabela 7.5 - Deslocamentos para 0s instantes ty e t (exemplo CEB-FIP MC90)

CEB - Model Code 1990 SANCHES(1998) Presente
Caso Exato Bi-linear | Coef. Globais Debernardi Ghali & Favre Estratificado
(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm)
instante to
1 4,20 3,80 3,80 3,15 3,09 3,51
2 10,00 8,20 8,40 8,90 8,84 9,25
3 10,00 8,20 8,40 8,79 8,73 9,09
4 9,90 8,20 8,40 8,68 8,63 8,95
5 12,10 10,60 10,60 11,01 10,99 10,40
instante t
1 10,90 11,20 11,00 9,25 9,30 6,45
2 16,20 15,00 15,60 16,18 14,97 14,36
3 15,50 14,40 15,00 15,38 14,29 13,44
4 14,90 14,00 14,30 14,69 13,72 12,68
5 19,20 18,50 18,60 20,20 18,00 16,92

Os resultados de deslocamentos obtidos com o presente modelo, no
instante t, se mostraram inferiores aos demais apresentados. Embora considerados
de boa confiabilidade, os outros modelos também apresentaram discrepancias
entre si. No sentido de melhor aferir o presente modelo, propde-se a analise de

outros exemplos que disponham de resultados experimentais.

7.6. Exemplo de afericdo do modelo de fluéncia (experimental)

BAKOSS et al. (1982) apresentam resultados experimentais e numéricos
relativos ao comportamento mecanico de uma viga biapoiada Figura 7.15

submetida aos efeitos da fluéncia e da retracéo por um periodo de até 500 dias.
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Foram realizados 2 ensaios com o objetivo de quantificar, separadamente,
os efeitos da retracdo e da deformacdo lenta. O primeiro protétipo de viga é
submetido ao carregamento ilustrado na Figura 7.15 durante todo o periodo de
tempo analisado. O segundo prot6tipo, com as mesmas caracteristicas fisicas e
geométricas do primeiro, € submetido ao mesmo carregamento (o objetivo é
estabelecer um estado de fissuracdo compativel ao desenvolvido no primeiro
protétipo no instante ty) e, em seguida, € descarregado, e passa a sofrer apenas 0s
efeitos da retracdo. Com isso, ao final de cada periodo de andlise, séo obtidos os
deslocamentos totais (fluéncia e retracdo) do primeiro protétipo, e o0s
deslocamentos promovidos exclusivamente (em tese, admitindo-se a superposi¢éo
dos efeitos) pela retracdo do segundo protétipo. Também sao obtidos,
experimentalmente, o coeficiente de fluéncia e a retragdo especifica para as

diversas idades do concreto analisadas nos estudos da viga.

Secédo transversal

“ 0
7 Q=2,6 kN Q=2,6 kN z T
E
[33
L | S o
I (4} (1':) I X [ — —
2012 &
125 cm ‘ 125 cm ‘ 125 cm E2TEMM 40 om T
‘ 375 cm ‘

Figura 7.15 - Viga biapoiada analisada por BAKOSS et al. (1982)

Os autores perfazem duas andlises numéricas distintas. Na primeira delas,
séo efetuadas aplicacdes diretas das formulacdes propostas pelos codigos modelo
britanico (CP110:1972)° e norte americano (ACI, comité 435° ) para a quantificacdo
dos efeitos do tempo sobre os deslocamentos transversais da viga.

Em seguida, os autores determinam o coeficiente de fluéncia de acordo com
0 ACI-209" e 0 CEB-FIP 1978, e os aplicam aandlise das vigas através de um
modelo numérico. O objetivo é o de alertar para a discordancia entre os valores
experimentais (Tabela 7.6) e os calculados com os cédigos, e verificar qual a

implicacdo disto nos resultados das analises. A viga é dividida em 12 elementos

2 British Standards Institution (1972). The structural use of concrete, Part 1; Design, materials,
workmanship. CP 110, London, p.155.

¥ ACI Committee 435 (1966). Deflections of reinforced concrete flexural members. Journal of the
American Concrete Institute. Proceedings v.63, n.6, p.637-674. June

4 ACI Committee 209 (1971). Prediction of creep, shrinkage and temperature effects in concrete
structures. Designing for effects of creep, shrinkage, temperature in concrete structures. American
Concrete Institute (ACI SP27-3). p.51-93.

® CEB-FIP Model code for concrete structures. Cement and concrete association, p. 384; London.



Exemplos para afericéo dos modelos 129

finitos com secdo transversal discretizada em 8 camadas. As caracteristicas
mecéanicas divulgadas pelos autores se resumem no modulo de deformacéo
longitudinal do concreto, e suas resisténcias acompressao e atracéo na flexao.
Para as andlises efetuadas com o modelo proposto neste trabalho,
emprega-se a mesma discretizacdo definida por BAKOSS et al. (1982). As

caracteristicas dos materiais empregados no modelo numérico séo:

aco: E, = 20000 kN/cm?; f, = 50 kN/cm® (adotados).
concreto: E.= 3120 kN/cm? f.= 3,90 kN/cm?; f,= 0,49 kN/cm?.

O procedimento de solugdo empregado é o de Newton-Raphson, ndo sendo
permitidas mais de 10 iteracbes para cada incremento de forcas (equivalentes,

cada um, a 10% do total). O controle da convergéncia é estabelecido com

tolerancias de 0,1% em forcas e em deslocamentos.

Tabela 7.6 - Flechas maximas medidas e previstas para a viga biapoiada

flecha méaxima (mm)

método de determinacao origem dos dados tempo sob carregamento (dias)
0 25 95 260 500
medido experimentalmente 8,94 | 12,40 | 15,26 | 16,53 | 18,12
ACI-435 ACI-209 11,60 | 15,70 | 19,10 | 22,50 | 24,30
CP 110:1972 C&CA (CP110:1972) | 13,30 | 15,10 | 18,50 | 18,90 | 19,30
ACI-209 7,20 9,50 | 11,60 | 13,30 | 14,80
mef (BAKOSS et al. (1982)) CEB-FIP 1978 7,20 | 10,40 | 13,40 | 16,00 | 18,30
experimental 7,20 10,00 | 12,50 | 14,80 | 16,70
mef (presente trabalho) experimental 7,95 10,96 | 13,56 | 15,20 | 16,72

método de determinagéo origem dos dados coeficiente de fluéncia (¢p2s)

medido experimentalmente 0,00 | 0,78 | 1,44 | 2,00 | 2,41

Neste exemplo, para que fosse obtida a melhor aproximacdo para o
deslocamento inicial (em ty), foi empregado o valor maximo para «(=0,7). O objetivo
€ 0 de proporcionar uma avaliacdo coerente dos deslocamentos no instante t.
Empregando-se os coeficientes de fluéncia medidos experimentalmente, verifica-se
que os resultados obtidos pelo presente modelo estdo bastante préximos aos
conseguidos por BAKOSS et al. (1982). Ja os deslocamentos calculados pelos
cédigos modelo estiveram um pouco acima do medido experimentalmente,
principalmente devido asuperestimativa do coeficiente de fluéncia.

Dando prosseguimento aafericdo do modelo numeérico colocam-se, a seguir,
duas andlises importantes para a verificacdo de sua consisténcia. A primeira delas

refere-se aposicao da linha neutra nos instantes t, e t. Conforme colocado na teoria
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do capitulo 3, ha de se esperar que a linha neutra migre no sentido da armadura
longitudinal de flexdo tracionada a medida que o concreto sofra os efeitos da
fluéncia. A Figura 7.16 ilustra as posi¢cdes da LN obtidas numericamente para os

instantes t,=28, e t=500 dias.

7,5

50 +

25 +

0.0 eixo longitudinal da viga

257 ——LNemt0

—LNemt

.5’0 €

altura daviga - eixo Z (cm) .

-7,5

Figura 7.16 - Posi¢éo da linha neutra (LN) nos instantes t,=28 e t=500 dias

Como pode ser observado, a linha neutra ao longo de toda a viga sofreu um
traslado médio de 2,0 cm em dire¢do aarmadura longitudinal tracionada.

Finalmente, cabe a andlise das deformacdes longitudinais da armadura
tracionada entre os instantes t, e t=500 dias. Na Figura 7.17 observa-se que as
diferencas entre as deformagfes nos instantes t, e t sdo razoavelmente grandes
para as regibes proximas aos apoios, onde as deformacbes sdo de pequena
magnitude em relagdo & demais, mas decaem amedida que se observam sec¢des
mais proximas do centro do vao, onde as deformacfes sdo mais significativas.
BAKOSS et al. (1982) mediram, experimentalmente, para o caso de uma viga
continua com dois tramos de mesmo comprimento, uma diferenca préxima aos
55% para as deformagfes da armadura longitudinal de flexdo no meio do véo livre

entre os instantes t, e t=500 dias.
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Figura 7.17 - Deformacéao longitudinal da armadura tracionada



Exemplos para afericéo dos modelos 131

7.7. Primeiro exemplo de afericdo dos modelos para as lajes

Este primeiro exemplo refere a analise de uma laje quadrada de concreto
armado estudada por DOTTREPE et al. (1973)° apud CORREA (1991). A laje é
apoiada continuamente ao longo de seus lados, e submetida a uma carga
distribuida em uma pequena extensdo em torno do ponto central da laje. Os
autores empregam elemento finito de placa discretizado em camadas de concreto
gue obedecem ao critério de Kupfer, Hilsdorf e Rish, enquanto o agco é
representado por um modelo elastoplastico perfeito uniaxial. Um quarto da placa é
dividido em 64 elementos quadrilaterais de placa, discretizados por 6 camadas, e a
carga total de 355,84 kN (80 kips) é aplicada em dez incrementos iguais.

As caracteristicas mecéanicas dos materiais, supostas na andlise, séo:

aco: E, = 20685 kN/cm?” (30x10° psi); f, = 30,3 kN/cm® (44000 psi).

concreto: E.= 2758 kN/cm?® (4x10° psi); f, = 4,8 kN/cm?® (6920 psi);
f,= 0,43 kN/cm?” (adotado por Corréa); n=0,15; a=0,6.

A Figura 7.18 traz uma ilustracdo da laje, juntamente com a proposta de

malha inicial para a analise aqui efetuada.

Q
/ -
Y Z
= A
/254 )/
cﬁ
s
P =0,99%

1829

Figura 7.18 - Laje simplesmente apoiada e malha inicial

Como pode ser notado na Figura 7.18, inicialmente um quarto da laje foi
dividido em 16 elementos triangulares, ou 4 elementos quadrilaterais de placa
(malha 1). Posteriormente, para possibilitar a verificagdo do problema da

dependéncia de malha, a quantidade de elementos foi quadruplicada (malha 2). A

® DOTTREPE,J.C.;SCHNOBRICH,W.C.;PECKNOLD,D.A.(1973). Layered finite element procedure for
inelastic analysis of reinforced concrete slabs. IABSE Publications, v. 33-11, p. 53-68. apud
CORREA(1991).



Exemplos para afericéo dos modelos 132

altura da laje foi discretizada por 10 camadas, assim como ja havia sido adotado
para a analise das vigas de concreto armado.

A superficie de von Mises obedeceu a um modelo elastoplastico perfeito
delimitado pela resisténcia a compressdo do concreto (f.). Também foram
realizadas simulacées desprezando-se a resisténcia a tracdo do concreto, e
negligenciando o ramo de amolecimento do concreto para a superficie de Rankine
(Figura 7.19). De um modo geral, a aplicacdo da forca, considerada concentrada,

foi prevista para 16 incrementos, de valores: 30%, 3x(10%), 4x(5%) e 8x(2,5%).
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Figura 7.19 - Diagrama de for¢ca Q por deslocamento transversal

A malha 1 resulta em um comprimento equivalente (he,) 3,27 vezes a
espessura da laje (h), enquanto que, com a malha 2, essa relacéo cai para 1,63
vezes. Para a andlise das lajes deve-se evitar a utilizacdo de malhas muito
refinadas, que levem a relagBes hey/h baixas (inferiores a 2,5). Isso ndo € uma
regra, mas sim um procedimento que pode ser seguido na tentativa de se evitarem
problemas com a resposta do modelo, devido adependéncia de malha.

Neste exemplo, foram realizadas duas outras simulagfes com o objetivo de
se estabelecerem comparacdes. Uma delas refere-se a modelagem do concreto a
tracdo (Rankine) segundo um modelo elastofragil, como o proposto por Rashid no
inicio do desenvolvimento da teoria das fissuras dispersas. A outra simulacao
despreza a resisténcia atracdo do concreto desde o inicio da andlise (ou seja,
hipotese de estadio Il puro). Neste caso € interessante observar que, apos a
fissuracdo, essas duas curvas seguem pela mesma tangente, o que é coerente
com os diagramas propostos pelo CEB-FIP MC90. No entanto, o modelo que
despreza a resisténcia atracdo impde uma ruptura com carregamentos inferiores

aqueles obtidos pelo modelo elastofragil.
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O modelo momento-curvatura segundo as hipéteses de CORREA (1991)
apresenta resultados bastante satisfatérios e, pelo menos até onde foi investigado,
independentes do refinamento da malha.

A titulo de ilustracdo, a Figura 7.20 apresenta o estado de fissuracao
previsto para um carregamento Q=213,5 kN, que equivale a cerca de 70% do

carregamento de ruptura para o modelo completo (Q=302,0 kN).

¥

XX X -~ fissuras nas duas dir. principais

— fissura em uma dir. principal

Figura 7.20 - Estado de fissuracao do fundo da laje, porém visto de cima (malha 1)

7.8. Segundo exemplo de afericdo dos modelos para as lajes

Neste sdo analisados os deslocamentos de uma laje plana pertencente a
um edificio comercial, e comparados aos resultados medidos in-loco na estrutura
real. O pano de laje, denominado por laje plana de Taylor, foi também objeto de
investigacdes por parte de RANGAN (1976,1986), que apresenta uma proposta
simplificada para a determinagdo dos deslocamentos desse tipo de estrutura
considerando-se os efeitos da fluéncia. A laje é apoiada nos quatro vértices, e
submetida a uma carga distribuida, considerada constante durante os 850 dias
apos os quais mediram-se os deslocamentos transversais.

Além das caracteristicas geométricas da laje, do carregamento mantido, e
do mdodulo de deformagéo longitudinal e coeficiente de fluéncia do concreto, nada
mais foi divulgado sobre os materiais. Assim, algumas dessas caracteristicas
tiveram que ser obtidas indiretamente, ou até mesmo criteriosamente arbitradas. As

caracteristicas mecénicas dos materiais, supostas na analise, séo:

aco: E, = 21000 kN/cm?; f, = 30,0 kN/cm?® (ambas arbitradas).
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concreto: E.= 2448 kN/cm?; f.= 1,5 kN/cm?; f= 0,18 kN/cm? (f. e f, obtidos
indiretamente pela formulacédo do CEB-FIP MC90 a partir de E,);

n=0,15; ] = 1,65 (coeficiente de fluéncia pata t=850 dias);
a=0,6.

O carregamento de projeto e as especificagbes das armaduras nao foram
divulgados. Neste caso, foram adotadas as hipoteses de carregamento e de célculo
previstas pelas normas brasileiras, na obtencdo das armaduras nas duas dire¢des.
Por simplicidade, as taxas geométricas de armadura (somente armadura positiva)
de cada direcdo (As=11,4 cm?/m; As,=8,9 cm2/m) foram mantidas por toda a
extenséo da laje.

A Figura 7.21 traz uma ilustracdo da laje, da proposta de malha, e do

carregamento uniformemente distribuido considerado na andlise da fluéncia.
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Figura 7.21 - Laje plana de Taylor. llustracdo da malha e do carregamento
considerado para calcular o efeito da fluéncia

Foi processada a andlise de um quarto da laje, dividido em 4 elementos
quadrilaterais de placa. A altura da laje foi discretizada por 10 camadas. Assim
como no exemplo anterior, a superficie de von Mises obedeceu a um modelo
elastoplastico perfeito delimitado pela resisténcia a compressdo do concreto. A
aplicacdo do carregamento uniformemente distribuido foi prevista para 10
incrementos, de valores: 30%, e 7x(10%). O efeito da fluéncia foi considerado de
acordo com a teoria exposta no Capitulo 4, e com base no coeficiente de fluéncia
experimental supra mencionado para a idade t=850 dias.

Os resultados de deslocamentos para o centro da laje obtidos para os
instantes t, e t com o presente modelo estdo apresentados na Tabela 7.7
juntamente com aqueles previstos por Rangan. O deslocamento medido na

estrutura real no instante t também esta colocado a titulo ilustrativo. Esse resultado
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refere-se aacdo de ambos os efeitos principais do tempo sobre as estruturas de

concreto armado: a retracdo e a fluéncia.

Tabela 7.7 - Deslocamentos para a laje de Taylor (cm)
DlO I:)fluéncia Dretracé Dtotal

(0]

experimental - - - 1,83
Rangan 0,51 0,58 0,61 1,70
este trabalho 0,46 0,44 - 0,90*

* valor incompleto, sem considerar os efeitos da retragdo

Apesar de o resultado experimental referir-se ao deslocamento total no
instante t, a sua proximidade com o valor total apresentado por Rangan, nesse
mesmo instante t, permite inferir sobre a também possivel proximidade entre os
respectivos valores relativos exclusivamente a acdo da fluéncia. Seguindo esse
raciocinio pode-se afirmar que, para o presente exemplo, os resultados foram
satisfatorios. Em termos percentuais, o presente modelo revelou um deslocamento
adicional devido a fluéncia de 96% sobre o deslocamento inicial, enquanto que
Rangan obteve algo em torno de 113%.

Para o objetivo final aqual se destina a aplicagdo do modelo proposto, na
determinacdo do estado limite de utilizacdo relativo & deformacdes excessivas,
parecem ser de suficiente precisao os resultados por ele determinados.

Como comentério final deste capitulo, vale salientar que apenas uma parte
das afericbes impostas aos modelos implementados estdo relatadas. Varios outros
exemplos foram empregados com o objetivo de se estabelecer um minimo de

seguranca com relacéo aconfiabilidade dos modelos.



8. ASPECTOS SOBRE O DIMENSIONAMENTO

8.1. Introducéo

O dimensionamento de estruturas empregando-se modelos constitutivos
mais representativos para 0s materiais tem sido, nos ultimos anos, objeto de
grande interesse dentre os 6rgaos internacionais de regulamentagéo.

De acordo com o CEB: Bulletin d’Information n® 227, “ . . . a aplicacdo da
nao-linearidade fisica (NLF) é o corolario l6gico do estado limite semi-probabilistico.
Na realidade, para desenvolver-se uma correta analise probabilistica ndo € possivel
confiar em uma representacdo grosseira das correlagbes entre os materiais”. Na
sequéncia, reafirma-se uma posicao critica com relacdo ao emprego da andlise
elastico-linear no dimensionamento de elementos estruturais, principalmente no
gue se refere a impossibilidade de representar possiveis redistribuicbes de
esforcos, 0 que, em muitos casos, piora as condicfes de seguranca: ” . . . dados
tedricos e experimentais atualmente demonstram que a hipétese da andlise
elastico-linear pode se apresentar tanto a favor como contra a seguranca. Esse
aspecto € inaceitavel para a execucao de um projeto seguro e econdmico”.

Segundo o ACI Building Code - Committee 318 (cap. 5), sobre os métodos
de analise: “ . . . a andlise ndo-linear € uma descricao realista do comportamento
fisico, e portanto, um método completamente consistente com as hip6teses usadas
para a verificagdo local e dimensionamento de elementos estruturais; deve ser
utilizada como uma referéncia para outras aproximag¢des mais simplificadas”.

A revisdo da norma brasileira (NBl-revisdo 2000), ainda ndo aprovada,
também aborda aspectos da analise ndo-linear obedecendo a alguns dos preceitos
enfocados pelo CEB Model Code 1990 (CEB-FIP MC90).

E fato que a introducdo da andlise nZo-linear no processo de
dimensionamento de uma estrutura possa trazer beneficios relacionados apreciséo

na determinacdo do comportamento mecanico. Outro aspecto bastante favoravel, e
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gue merece ser destacado, diz respeito a eliminacdo de atividades conjugadas ao
préprio dimensionamento, como na imposi¢cao dos estadios para a verificagdo dos
estados limites de servigo, ou mesmo nas andlises adicionais requeridas pela

imposigéo de plastificagdes localizadas de maneira ndo consistente.

8.1.1. Objetivos

Como j& mencionado neste texto, muitas sdo as vantagens vislumbradas
pelo emprego da andlise ndo-linear no dimensionamento de estruturas de concreto
armado. Essa perspectiva de avango, no entanto, parece ainda ndo ter encontrado
0 seu merecido espago, uma vez que € evidente a falta de procedimentos que
possibilitem o emprego dessa potencial ferramenta na pratica. Atualmente, ndo
existe consenso sobre uma metodologia para o dimensionamento considerando-se
relagbes constitutivas nao-lineares. A utilizacdo do método semi-probabilistico, e
mesmo a introducdo de outras julgadas mais adequadas, ainda estdo em estudo,
principalmente no seio dos comités de trabalho do CEB-FIP (FIB).

O objetivo desta parte do trabalho é o de estabelecer o estado da arte sobre
a aplicacao da analise nao-linear fisica ao projeto de estruturas. Sao descritas as
principais metodologias cujo emprego ao dimensionamento tem sido estudado e,
com o objetivo de estabelecerem-se comparacdes apresentam-se, ao final,

exemplos praticos simples envolvendo o dimensionamento de elementos isolados.

8.1.2. Campo de aplicacao e validade

Em principio, de acordo com o CEB: Bulletin d’Information n®> 227, o campo
de aplicacdo da analise ndo-linear fisica pode ser considerado ilimitado, com
excecdo feita aos casos em que a ndo-linearidade geométrica (NLG) exerca
influéncia predominante sobre a redistribuicdo de esforgos antes que seja atingida
a capacidade portante da estrutura (por exemplo, na analise de pilares esbeltos).
Neste trabalho ndo sdo considerados os efeitos das solicitagbes de tor¢do e de

cortante sobre o comportamento nao-linear dos elementos estruturais lineares.

8.2. Disposic¢cdes normativas

Sao apresentadas, a seguir, definicbes normativas gerais relacionadas a

seguranca das estruturas, de acordo com as normas nacionais em vigor.
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8.2.1. Ponderadores das acdes

As acdes caracteristicas devem ser ponderadas por g = g1 x G x gs. O fator
h considera a variabilidade das acbes. O fator g,, que leva em conta a
probabilidade de ocorréncia simultanea das acfes, é substituido pelos fatores de
combinagdo ou de reducéo (y;), de acordo com o estado limite analisado, e a
combinagdo empregada. Por dltimo, g; esta relacionado aos desvios gerados nas
construgbes e nas aproximacdes feitas em projeto do ponto de vista das
solicitacdes. A principio, os fatores g; e gs deveriam ser aplicados respectivamente
na majoracao das acdes e dos esforcos internos. Na pratica, ambos séo aplicados
simultaneamente pois, a andlise elastico linear resulta nos mesmos esforgos
internos, qualquer que seja a ordem de aplicacao dos fatores. Excecédo a essa reggra
é feita explicitamente pela NBR-8681/84 que, com o objetivo de impedir a
amplificacdo dos efeitos de segunda ordem nas analises onde a NLG deva ser
considerada, indica o desdobramento do fator de carregamento.

Na composicdo do carregamento para a verificacao do estado limite ultimo,
toma-se g, = 1,0 para as cargas permanentes e para a carga variavel principal.
Para as demais cargas variaveis, toma-se ¢, = Yy (fator de combinag&o das cargas
variaveis). O produto g = g1 x gz , de acordo com a norma NBR 8681/84 - Acdes e

segurancga nas estruturas (e mantido na NB1 - revisdo 2000) consta da Tabela 8.1.

Tabela 8.1 - Coeficiente g = g1 x O3

permanentes (& = O) variaveis (¢ = 0y)
desfavoraveis | favoraveis | geral | temperatura
normais 1,4 0,9 1,4 1,2
especiais ou de construgao 1,3 0,9 1,2 1,0
excepcionais 1,2 0,9 1,0 0,0

Como este trabalho analisa as condi¢cdes de projeto de pavimentos de
concreto armado sob condi¢cdes usuais, empregam-se apenas as combinacgdes
dltimas normais na verificagao do estado limite ultimo (expressao 8.1).

Fy = GoFo + 0o tFo + A Y oFs % (8.1)
d ~— gg gk gqé g1k _aly 0j qjkg :
J:

! Foram consideradas apenas as cargas presentes no pavimento. Também nao foi considerada a
parcela referente a retragéo.
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Na verificacdo dos ELS, o produto (g: x gz) passa a valer 1,0, e ¢, €
substituido por um dos fatores de reducdo (1, y; ou y,). Para a andlise de
pavimentos onde ndo ha predominancia de pesos de equipamentos que
permanecam fixos por longos periodos de tempo, nem de elevadas concentracdes
de pessoas, os fatores de utilizacdo e de combinacdo assumem o0s seguintes
valores: y,=0,4; y,=0,3; e y,=0,2. De acordo com o estado limite de servigo a ser
verificado, devem ser empregadas uma das combinacdes indicadas na Tabela 8.2.

A NB1-78 ndo indica quais as combina¢cBes a serem utilizadas para a
verificacdo de cada um dos ELS. A NB1 - revisdo 2000, no entanto, faz algumas

indicagbes a esse respeito.

Tabela 8.2 - Combinagfes de servico

combinagdes ELS a verificar Composicéo
de servico
def g 2
quase- eformacdes. = =aF., + I =g
permanente excessivas dser 21 gik j'c:lly 21 ik
(CQP)

m n
formacdo e abertura F =3F., +y.F., +3 =
frequiente (CF) | de fissuras e vibragdes | = &S€' i?l gik TY 1-Faik Szy 2j-"ajk
excessivas

m n
x ; _ 9 o
rara (CR) formac&o de fissuras Fd,ser =a ng,k + Fq],k +ay 2j-qu,k
i=1 j=2

8.2.2. Ponderadores dos materiais

Os materiais que compdem a estrutura do pavimento, de acordo com o
método semi-probabilistico, devem ter suas propriedades de resisténcia minoradas
pelo coeficiente g, na verificacdo do ELU. Analogamente ao coeficiente de
ponderacao das ac0es, este Ultimo também é composto por 3 parcelas g = Gn1 x Gn2 x
Onz. NO entanto, a NBR 8681/84 e a NB1-revisdo 2000, que também incorpora 0s
conceitos de segurangca nas estruturas, ndo apresentam valores para essas

parcelas. Os valores de g, indicados pela NB1-revisdo 2000 estdo na Tabela 8.3.

Tabela 8.3 - Valores dos coeficientes ¢ e g

combinacdes concreto (g) aco (o)
normais 1,4 1,15
especiais 1,2 1,15

excepcionais 1,2 1,0
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A NB1-78 ndo indica claramente quais as propriedades dos materiais
empregadas nas verificagfes relativas aos ELS. A NB1-revisdo 2000, no entanto, &
clara nesse aspecto, e indica um coeficiente de minoracdo ¢,=1,0 para o0s

materiais, e propde o emprego de suas propriedades caracteristicas de resisténcia.

8.3. Métodos disponiveis

Apesar de ainda ndo se dispor de uma metodologia suficientemente
fundamentada para o dimensionamento em regime nao-linear fisico, existem, no
entanto, boas propostas com esse objetivo, mas que necessitam ser ainda
bastante discutidas. Basicamente, sdo duas as correntes de pensamento que
fundamentam as metodologias. A primeira delas, liderada pelo pesquisador Giorgio
Macchi, defende a continuidade do método semi-probabilistico, apesar de nao
descartar a necessidade de algumas adaptacdes necessérias. A segunda linha de
pensamento, tendo a frente Gert Koénig e Josef Eibl, adota uma postura
revolucionaria, e defende o conceito de um coeficiente de seguranca global relativo
aos materiais. Apesar de ambas as propostas ainda estarem em desenvolvimento
no ambito do CEB Task Group 2.1 Non-linear design methods and safety concepts,
nota-se, principalmente apés a edicdo do CEB: Bulletin d’Information n® 239, um

fortalecimento das idéias de Konig e Eibl em relacéo as de Macchi.

8.3.1. Método semi-probabilistico

No CEB: Bulletin d’Information n® 229, MACCHI (1995) desenvolve uma
série de raciocinios em prol da manutencdo do método semi-probabilistico, apesar
de admitir a necessidade de adaptacbes de modo a contemplar oS novos
conhecimentos e atender as novas necessidades. O principal apelo do pesquisador
diz respeito ao aproveitamento do extenso conhecimento ja incorporado ao método
desde a sua criagcdo, em 1964. Ele alerta para o fato de que novos métodos ainda
necessitariam ser calibrados através de extensas analises de confiabilidade,
considerando-se a influéncia das variaveis inerentes a segurancga. Por fim, Macchi
tece criticas ao método dos coeficientes globais, e questiona sobre a (atual) real
capacidade de modelagem da ruptura de estruturas complexas.

Os membros do CEB Task Group 2.1 esclarecem que a probabilidade de
ruptura de uma estrutura sé pode ser corretamente avaliada através de estudos

gue envolvam a distribuicdo aleatéria das variaveis envolvidas (propriedades dos
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materiais, carregamento e geometria), como o que se procede nas andlises de
confiabilidade. No entanto, a complexidade desse tipo de analise inviabiliza a sua
utilizacdo corrente, e abre espaco para o desenvolvimento de uma metodologia
deterministica aplicada ao dimensionamento e & avaliagdo da seguranca.

A aplicagdo do método semi-probabilistico ao dimensionamento de
estruturas considerando-se o comportamento ndo-linear esbarra na definicdo dos
itens 8.2.1 e 8.2.3. Os aspectos que dificultam a aplicacdo e, de certo modo, 0

entendimento da l6gica implicita no método, estao relatados a seguir.

8.3.1.1. Composicao do carregamento

Os resultados de uma analise nao-linear geralmente contemplam uma
apreciavel redistribuicdo dos esforgos internos da estrutura. Quando o objetivo da
analise é o de dimensionamento, essa redistribuicdo também ¢é fortemente
influenciada pelo modo como é considerado o carregamento, uma vez que O
conceito de proporcionalidade entre acfes e esfor¢cos deixa de existir.

Uma possibilidade para a considerag¢do do carregamento surge da analogia
com a andlise de estruturas considerando-se a nao-linearidade geométrica (NLG),
onde € comum o particionamento de g, empregando-se g; ha majoracdo do
carregamento, e gs ha majoragdo dos esforcos solicitantes. Aplicado a andlise de
estruturas cujos comportamentos atendam a uma lei constitutiva limitada por um

valor ultimo, esse procedimento pode levar ao estado ilustrado na Figura 8.1.

My
o Md = T Mg parcial
(esforgo de projeto)
Maol _ © go de proj
Mayl-———"—- ‘
Y
! ‘ Mg parcial = ( ¥r1 Fi )
| (resultado da andlise)
\ [
i |
\
Md,r - | |
\ \
\ \

O @y OF

Figura 8.1 - Aspecto da majoragao do esfor¢co parcial de projeto (Mg parciar)

Supondo que, ao final da andlise, a secdo esteja submetida a um esforgo
suficientemente préximo a M,, tal que a pés-multiplicacdo desse esforgo por g
possa conduzir a M>M,, significa admitir que a capacidade resistente pré-
estabelecida para a secdo é incompativel com o valor do carregamento aplicado.

Esse problema, ja observado por OLIVEIRA (1997), gera um procedimento iterativo
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na busca da convergéncia entre o0 momento fletor de projeto (My), € o valor da
capacidade ultima resistente arbitrada para a secdo transversal de acordo com
suas caracteristicas geométricas e de resisténcia (Mg,).

Procedimento idéntico, e preconizado pelo Eurocode 2: Design of concrete
structures (Part 1: General rules and rules for buildings), recebe a designacdo de
procedimento de linearizagéo (linearization procedure), pois admite uma majoracéo
linear dos esforcos na secéo analisada. Essa proposta surgiu com LEVI (1970)
apud CEB: Bulletin d’'Information n® 227 juntamente com as primeiras idéias sobre o
problema da incerteza da seguranca na andlise ndo-linear. De acordo com o
Boletim n® 227, esse procedimento foi abandonado posteriormente para a analsie
nao-linear fisica pois, a interrupcdo do processo de carregamento da estrutura em
um nivel intermediario, quando a rigidez da estrutura é ainda bastante efetiva,
reduz excessivamente a possibilidade de redistribuicdo dos esforcos internos.

Ainda com maior intensidade, a aplicacdo de todo o coeficiente g a
posteriori, ou seja, ha majoragdo exclusiva dos esforcos, incorre nos impedimentos
assinalados para o procedimento de linearizacao.

A opc¢éo mais plausivel, entdo, parece ser a aplicagdo do carregamento total
de projeto (majorado por g) para a obtencdo dos esforcos. Com isso, elimina-se o
problema da possivel superacdo de My, uma vez que, ao final da analise, ndo
devem ser observados esfor¢cos superiores ao maximo permitido pelo modelo néo-
linear. Contrariamente a critica tecida ao procedimento de linearizacao, pesa contra
este ultimo, o fato de proporcionar uma excessiva redistribuicdo de esforcos,
somente atingidos com a ocorréncia de um carregamento com pouca probabilidade
de ser atingido (definicdo do carregamento de projeto). De qualquer forma, apesar
das criticas, parece ser esta Ultima op¢do a mais aceita atualmente (SANTOS
(1997), e CEB: Bulletin d’Information n® 229).

8.3.1.2. Valores para as propriedades dos materiais

A composicdo das propriedades dos materiais pode, assim como ha
determinacdo do carregamento, levar a problemas de superagdo do esforgo de
projeto, ou mesmo proporcionar uma excessiva redistribuicdo esfor¢cos. Admita-se,
inicialmente, a estrutura definida pelos valores médios de resisténcia dos materiais.

Em se tratando de analises referentes aos ELS, essa opcdo parece ser a mais

2 LEVI, F. (1970). Il problema della sicurezza delle costruzioni iperstatiche. Giornale del Genio Civile.
Roma, fasc.4, Aprile.
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acertada, uma vez que a estrutura real deva apresentar um comportamento
préximo daquele obtido de uma andlise considerando-se as propriedades médias
dos materiais. Valores caracteristicos, ou de projeto, envolvem aspectos
probabilisticos ligados & seguranca da estrutura no ELU, e por isso ndo exprimem o
comportamento em servico esperado. No ELU, no entanto, de acordo com o
método semi-probabilistico, as caracteristicas mecéanicas dos materiais devem ser
minoradas pelos coeficientes de seguranca. Isso pode levar, na maioria dos casos,
ao mesmo problema assinalado na Figura 8.2 pois, ao final da andlise respeitando-
se os valores dos esforcos obtidos considerando-se as propriedades médias dos
materiais, estes devem ser minorados pelos coeficientes de seguranga, e assim,
apresentarem-se inferiores aos observados na analise.

Por outro lado, a adocao das propriedades de projeto dos materiais em toda
a estrutura pode conduzir a resultados pouco confiaveis e fisicamente distorcidos,
uma vez que a andlise contemplaria uma estrutura mais deformavel que a estrutura

real, prejudicando o aspecto da redistribuicdo de esfor¢os.

| Mk
Myg=f( vrFk )
‘ (resultado da andlise)
Mk,u | Y N
Moy |
} ‘ diagrama de projeto
| |
-
|
| |
| | 1
‘ ‘ (?)

O ™y )

Figura 8.2 - Aspecto da minoragéo do esforgo caracteristico (M)

Com o objetivo de contornar esse problema, o CEB: Bulletin d’Information n®
227 propde o emprego dos valores médios das propriedades dos materiais em toda
a estrutura, exceto nas secdes criticas, onde seriam utilizadas as propriedades de
projeto. Com isso, eliminar-se-ia 0 inconveniente da Figura 8.2, pois as secfes
criticas é que seriam utilizadas nas verificacdes do ELU. Como a principio ndo se
conhecem quais sdo as secles criticas da estrutura, a proposta é de que se
proceda a analise até o instante em que uma ou mais sec¢des atinjam, no diagrama
referente as propriedades médias, o valor de inicio da plastificagdo determinado
com valores de projeto. A partir desse instante, o comportamento momento fletor
por curvatura para essas secdes apresenta uma descontinuidade, e passa a

obedecer ao diagrama momento fletor por curvatura de projeto (Figura 8.3).
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M
)
diagrama com
propr. médias
Moo |7
my|-
Md,u

Mo
dy diagrama com
propr. de projeto
M,

- (1)
Figura 8.3 - Diagramas de momento fletor por curvatura para andlise ndo-linear
(CEB - Boletim n® 227)

Apesar de apresentar-se como uma solucéo possivel para o problema, essa
proposta ndo parece ser consistente, e muito menos genérica, uma vez que sua

aplicabilidade é restrita apenas ao campo dos momento fletores e das curvaturas.

8.3.2. Propostas para o dimensionamento

Ao definir as propriedades de projeto do concreto altera-se, além da
capacidade resistente tedrica (f.x ® fe), também a relacdo constitutiva do material.
Isso inviabiliza a caracterizacdo de uma relacdo constitutiva que seja capaz de
ambos: representar coerentemente as redistribuicbes de esforgcos (de acordo com
as propriedades médias), e ainda estar limitada a um valor convencional (f.q).

A definicdo de uma relacdo constitutiva para o aco € menos conflitante, haja
visto a invariabilidade (mesmo que convencional) de seu médulo de deformacéo

longitudinal (Es) com a resisténcia ao escoamento (Figura 8.4).

Gs

arctg(E;)

Figura 8.4 - Diagrama tensdo-deformagéo para o ago CA-50A

8.3.2.1. Proposta de alteracéo darigidez inicial

Essa proposta, apresentada por CAMARA et al. (1994) e depois adotada

por SANTOS (1997) mantém, para o0 ago, o valor de projeto convencional obtido
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com g=1,15, mas promove uma modificagdo da lei constitutiva do concreto. O
moédulo de elasticidade, calculado na origem com base no valor médio da
resisténcia, é afetado por um fator g.=1,20 como preconiza o CEB-FIP MC90
consoante a determinacdo dos deslocamertos. A tensdo de ruptura é a de projeto
convencional (fes=fo/ @, com @=1,50), como mostra a Figura 8.5 devidamente
adaptada ao g.=1,40. Através desse artificio, objetiva-se a melhoria da analise
relativa aos ELS (principalmente na previsdo de deslocamentos), sobre a qual
repousa grande parte das criticas quanto ao emprego do método semi-
probabilistico. Segundo os autores, esse artificio exerce influéncia desprezivel

sobre o comportamento a ruptura e, consequentemente, na previsé do ELU.

8.3.2.2. Proposta da limitagdo da tensdo maxima

Neste trabalho, propfe-se a composi¢cdo de duas relacdes constitutivas, ou
seja, uma lei baseada no valor médio de resisténcia até que seja atingida a tensdo
de projeto (f,g). Em seguida, a curva tensdo-deformacdo segundo os valores
médios é substituida por uma relacéo elastoplastica perfeita até que seja atingida a

deformacgéo limite (Figura 8.5).

4,0
35 1 .
1 CEB-FIP MC90 - val. médios
1 CEB-FIP MC90 - val. de projeto
3,0 + proposta deste trabalho
p SANTOS (1997)
25+ g
)
=
20+ &=
1 o -
1w
4 0
15 L ¢
| £
1,0 L
05 +
] deform acéao :
0,0 T T T T } T T T T } T T T T } T — T } T T T
0,000 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005

Figura 8.5 - Diagramas para o concreto C-30 (CEB-FIP MC90)

A aplicacdo do formato de seguranca semi-probabilistico ao
dimensionamento de estruturas de concreto armado apresenta apreciaveis pontos
favoraveis, destacando-se: o grau de conhecimento acumulado ao longo dos anos,
além da consagracdo de seu emprego em diversos paises. Portanto, a extenséo de

sua aplicacdo ao dimensionamento em regime ndo-linear seria mais facilmente
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aceita, e ndo existiria a necessidade da verificacdo de muitos dos coeficientes
empregados. No entanto, como se procurou destacar neste texto, é praticamente
impossivel compatibilizar a aplicagdo desse método com uma boa representacao
do comportamento estrutural, que é o principal objetivo a que se destina o emprego
das relacdes nao-lineares. Pelo contrario, ao se adotarem propostas baseadas na
alteracdo da relagdo constitutiva do concreto, o objetivo da representatividade fica
prejudicado, e da margem a grande critica quanto ao emprego da metodologia

semi-probabilistica para esse tipo de dimensionamento.

8.3.3. Método dos coeficientes globais

A proposta de emprego do método dos coeficientes globais tem o objetivo,
segundo o texto do CEB: Bulletin d’Information n® 239, de estabelecer uma
metodologia consistente que seja aplicavel a todo tipo de modelo ou de estrutura. A
partir das relacdes constitutivas dos materiais e, obviamente, das caracteristicas
geométricas, de vinculacdo, e de carregamento, é possivel inferir sobre a
seguranca de uma estrutura de concreto armado, e ndo apenas daquelas onde o
conceito da sec¢do transversal seja aplicavel.

O conceito de coeficiente global (g,) doravante empregado quer referir-se

apenas a parcela da seguranca relativa a resisténcia da estrutura, de modo que:

(950 + g -G)ﬁgiI ©.2)
g

onde: R é a capacidade resistente da estrutura empregando-se as propriedades
médias dos materiais.

A maior discussédo quanto ao emprego do método restringe-se a definigcdo do
valor do coeficiente global a ser empregado. Se as propriedades médias dos

materiais forem definidas simplificadamente como:

vy
ym Tyk

pode-se mostrar que 0 g, para uma se¢ao transversal de concreto armado situa-se,
aproximadamente, entre 1,265 (quando a ruptura se da pela armadura de flexao) e
1,650 (quando a ruptura se da pelo concreto), se for empregado g=1,5. No
entanto, quando a ruptura da secédo se da pela concomitancia dos dois modos, ndo

existe uma descricao para o coeficiente (Figura 8.6).
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MpI/MpI,d

1,650

1,265

r

ruptura pelo ago ruptura pelo concreto

Figura 8.6 - Diagrama idealizado para o g, esperado para uma estrutura de
concreto armado submetida a flexdo. Carregamento proporcional

onde: My —momento de plastificacdo obtido com os valores médios dos materiais;
Mp.a — momento de plastificagdo obtido com as propriedades de projeto.

Esses valores, apresentados por EIBL;SCHMIDT-HURTIENNE (1997),

também podem ser caracterizados analiticamente:

a(;o concreto
R ITY o=t ¢ _q90¢ 8.4
ST ym =110.f, «d =75 em =110y (8.4)
fym f

onde: ™ =110.115 =1265 “em =110.15 = 1650
fyd de

E importante salientar o fato de que o conceito do coeficiente global relativo
& cargas so pode ser empregado uma vez admitida a hipétese de carregamentos
proporcionais. A sua extensdo ao dimensionamento de elementos submetidos a
esforcos de 22 ordem deve ser vista com muita cautela sabido que, nesses casos,
néo se verifica a proporcionalidade da relacdo M/N (excentricidade).

O fato de existirem dois conhecidos coeficientes de seguranca, de acordo
com o tipo de ruptura (ou ELU), e outros desconhecidos para o caso de ruptura
concomitante, dificulta a adocdo de uma metodologia para o dimensionamento. De
um modo geral, as vigas sdo projetadas para um ELU definido pela deformacéo
excessiva das armaduras de flexdo, enquanto que os pilares, preferencialmente,
pelo esmagamento do concreto. Nessa linha de raciocinio, LOURENCO et al.
(1992) propdem uma andlise global segmentada, de acordo com o modo de
ruptura: g, = 1,5 se a ruptura for pelo concreto (1,5 pois 0os autores propdem
fen=fe), € gy = 1,15 se a ruptura se der por deformacéo excessiva da armadura.

A solucédo encontrada pelos membros do CEB Task Group 2.1 Non-linear
design methods and safety concepts, e sobre a qual pesam as maiores criticas, foi

a de adaptar o valor da resisténcia média do concreto (f.,) de acordo com
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pesquisas finalizadas e em andamento na Universidade de Leipzig (KONIG et al.
(1997)° apud CEB: Bulletin d’'Information n® 239). Segundo os autores, o valor da
resisténcia média do concreto, medido in-situ é de 0,85 do respectivo valor

caracteristico medido em laboratério.

fom =0,85.fy (8.5)

Essa relacéo apresenta precedente semelhante. Na definigcdo do coeficiente

g pelo codigo CEB-FIP MC90 existem 3 parcelas assim definidas:

fc0005
O = Grah o (8:6)
¢,0,05
onde: ggrq=1,10 (refere-se as incertezas quanto ao material);

h =110 (relagdo entre as resisténcias do concreto: laboratoério / in-situ);

1:0,0,005

=1,24 (refere-se a mudanca do quantil de 5% para o de 0,5%).
¢,0,05

Na definicAo de h, no entanto, a relacdo é feita entre as resisténcias
médias, e ndo entre uma média e outra caracteristica. De qualquer modo, uma vez
aceita a validade da relacdo 8.5, os coeficientes referidos a ambos os tipos de

ruptura passam a ser bastante préximos e, para efeito pratico, iguais a 1,27. A

Figura 8.7 traz uma ilustracdo da composicéo de g..

aco concreto
fo= K 0y fo=tok. ¢ _pgsy 8.7
yd_ll_Sv ym_:L “lyk cd_l_s’ cm — YOIk ()
fym f
onde: =—=110.115=1265 ‘M =-0,85.15 =1275
fyd de
ch

fekjab | — =

f - 1

ck,obra 0,85

fem,obral 1,5

1,275
fed E— -

Figura 8.7 — Desdobramento do coeficiente de seguranca g.=1,5

3 KONIG,G.;SHOUKOV,D.;JUNGWIRTH,F.(1997). Sichere beton production fiir stahlbetontragwerke,
Intermediate report 2, March. apud CEB: Bulletin d’Information n® 239.
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No texto do CEB: Bulletin d’Information n® 239 apresentam-se os resultados
tedricos da andlise de uma secédo retangular de concreto armado supostamente
sob flexdo. Nos diagramas da Figura 8.8 constam os resultados de duas analises
tendo sido empregados, a cada uma delas, valores distintos para a resisténcia
média do concreto. Pode-se observar a pequena variabilidade da proporc¢éo (g)
entre 0 momento resistente empregando-se as propriedades médias (com
f.m=0,85.f), e aqueles onde foram adotadas as propriedades de projeto. Esse

aspecto é bastante favoravel para o emprego de um coeficiente de seguranca fixo.

1,38

136 |~ — Mpl,1.1*ck/Mpl,d*
134 |— —— Mpl,0.85"fck/Mpl.d

- s

T

MpIMpl 4

1.2 _—.—.....-E
198 ;

o 0,008 0,01 0,015 0,02 0,026
Reinforcement Ratio p
Figura 8.8 — Propor¢éo entre os momentos de plastificagéo (gy): CEB-FIP

onde: My —momento de plastificacdo obtido com as propriedades médias:
fyd=1,10.fyk; fcd:O,85.fck ou fyd=1,10.fyk; fcd=1,10.fck;

Mpi.a - momento de plastificacéo obtido com as propriedades de projeto:
fyd:fyk/1115; fcdzfck/l,SO.

Com o objetivo de confirmar os resultados apresentados pelo CEB-FIP
(obtidos com g.=1,5), bem como estender o estudo as principais solicitacbes que se
podem apresentar em um pavimento, foram elaboradas breves analises (Figura
8.10, Figura 8.11 e Figura 8.12) com as secdes transversais apresentadas na

Figura 8.9, e admitido o concreto C-30.

140

P e E f
3 3 3 :
o, 2] B

Figura 8.9 — Geometria das sec¢fes analisadas



Aspectos sobre

o dimensionamento

150

Mpl / Mpl,d

Mpl / Mpl,d

1,28

1,27
—semA's

1,26 ——com A's (porta-estribos)

1,25

P
N
=

Mpl / Mpl,d
I
N
w

122

121

1,20

1,19
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035 0,040
taxa de armadura - r

Figura 8.10 - g,. Secao retangular sob flexdo simples
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Figura 8.11 - g,. Sec¢do T sob flexéo simples
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Figura 8.12 - g,. Sec¢éo retangular sob FNC
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As curvas obtidas confirmam, com restricdes, a previsdo para o coeficiente
de seguranca global em torno de 1,27. O comportamento das sec¢des retangulares
submetidas a flexdo simples pode ser considerado dentro de limites toleraveis para
taxas de armadura de até 1,8%, partir da qual o coeficiente sofre uma sensivel
gueda para em torno de 1,194. Ja as vigas de se¢do T apresentam um coeficiente
de seguranca global bastante bem enquadrado (em torno de 1,265) para toda a
gama de armadura de flexdo permitida, pela atual norma brasileira. O valor minimo
ficou em 1,24, o que significa menos de 2% do valor pretendido. A secdo sob
flexdo normal composta apresentou, como era de se esperar, comportamentos
diferenciados de acordo com a excentricidade da forga normal (medida na maior
direcéo a partir do eixo baricéntrico da secéo). As 3 curvas apresentarem dentro de
uma tolerancia razoavel, porém, o melhor comportamento se deu para uma
excentricidade inferior aos limites do nucleo central de inércia.

Uma vez constatada a razoavel aproximacao dos resultados obtidos para as
secles e solicitacdes analisadas, cabe a adaptacdo do método aos coeficientes
indicados pelos cédigos de normalizacdo brasileiros. O coeficiente de seguranca
aplicado ao aco € o mesmo indicado pelo CEB-FIP MC90, ou seja, g=1,15. No
entanto, o coeficiente aplicado ao concreto, de acordo com a NBR-8681/84 deve

valer g.=1,4, o que leva a um coeficiente para a ruptura pelo concreto de:

f
M -0,85.14 =119 (8.8)
fcd

Se o objetivo final € o de manter fixo o coeficiente de seguranca, quer seja a
ruptura pelo concreto ou pelo ago, deve-se agora alterar o valor médio para o

escoamento do aco, de modo a se obter um coeficiente de 1,19.

119
ym = 1,1—5.ka = 1,035ka (89)

Neste ponto vale a pena tecer um breve comentario sobre o valor adotado
para a resisténcia média de escoamento do aco. O CEB: Bulletin d'Information n®
239 ndo justifica a adogéo do valor f,,=1,10.f,,, € mesmo as pesquisas elaboradas
com o objetivo de se estabelecer tal valor ndo obtiveram sucesso. De qualquer
modo, por se tratar de um material cujo avanco tecnolégico de produgcdo é muito
superior ao do concreto, por exemplo, o valor de 10% parece estar superestimado,
pois corresponde a um coeficiente de variagdo CV=6,1%. Resultados obtidos no

laboratério do Departamento de Estruturas, da EESC-USP, nao divulgados
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formalmente, sugerem resisténcias médias bastante préximas ao valor
caracteristico. Assim sendo, mesmo nao dispondo de um maior embasamento
formal, parece ser razoavel o emprego dos 3,5% (CV=2,1%) para relacionar o valor
médio ao valor caracteristico da resisténcia ao escoamento do ago.

Do mesmo modo como procedido a verificacdo do coeficiente de seguranca
indicado pelo CEB: Bulletin d’Information n® 239 (1,27) procede-se, a seguir, uma
série de afericdes com o objetivo de explorar melhor as respostas mecéanicas das
sec¢Oes transversais da Figura 8.9, agora empregando-se g.=1,4. A amplitude dos
estudos procedidos constam da Tabela 8.4, e os resultados apresentados, convém
ressaltar, ddo apenas um indicativo sobre o comportamento estrutural. Conclusoes
mais fundamentadas, que permitam uma aplicagcdo pratica do método, s6 devem
ser tomadas mediante andlises envolvendo o carater estocastico das variaveis
inerentes a seguranca, através das simulagdes sobre a confiabilidade estrutural.
Exemplos desse tipo de analise podem ser encontrados nos trabalhos de
HENRIQUES (1998), e de SOARES (2001).

Tabela 8.4 — Resumo dos casos analisados com g.=1,4

caso
analise segdo e As C-20 || C-25 ||| C-30 || C-35/| C-40 | C-45 | C-50
= sem FSr-01 | FSr-02 | FSr-03 | FSr-04 | FSr-05 | FSr-06 | FSr-07
&= porta-
- estribos FSr-08 | FSr-09 | FSr-10 | FSr-11 | FSr-12 | FSr-13 | FSr-14
[=]
©
u - | ps=0,25% | FSr-15 | FSr-16 | FSr-17 | FSr-18 | FSr-19 | FSr-20 | FSr-21
= |20
flexao 20
simples = | Ps=0,50% | FSr-22 | FSr-23 | FSr-24 | FSr-25 | FSr-26 | FSr-27 | FSr-28
(FS)

- sem FSt-01 | FSt-02 | FSt-03 | FSt-04 | FSt-05 | FSt-06 | FSt-07

140
8 ? - minima FSt-08 | FSt-09 | FSt-10 | FSt-11 | FSt12 | FSt-13 | FSt-14
12

- |pPs=0,50% |FSt-15 | FSt-16 | FSt-17 | FSt-18 | FSt-19 | FSt-20 | FSt-21

flexdio b h/é =As FNC-01|FNC-02 | FNC-03| FNC-04 | FNC-05| FNC-06| FNC-07
nomal | o q
composta|  © h/2 =As FNC-08| FNC-09 | FNC-10| FNC-11|FNC-12| FNC-13| FNC-14
(FNC) o
Y 2.h/3 =As FNC-15|FNC-16 | FNC-17| FNC-18 FNC-19| FNC-20| FNC-21

Os resultados obtidos com as simulagbes propostas na Tabela 8.4 séo
apresentados nas figuras a seguir. Uma série de outras simulagdes, objeto de uma
investigagcdo sobre a influéncia da geometria da secdo transversal no

comportamento do coeficiente gy, estdo apresentadas no Anexo B.
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Figura 8.13 - g,. FSr-01 a FSr-07

Mpl! / Mpl,d

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035 0,040
taxa de armadura - r

Figura 8.14 - g,. FSr-08 a FSr-14
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Figura 8.15 - g,. FSr-15 a FSr-21
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Figura 8.18 - g,. FSt-08 a FSt-14
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Figura 8.19 - g,. FSt-15 a FSt-21
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Figura 8.21 - g,. FNC, e=30 cm
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Figura 8.22 - g,. FNC, e=40 cm

De um modo geral, os diagramas indicam que o emprego do coeficiente
global de seguranca relativo aos materiais apresenta um bom potencial a ser
explorado, principalmente se resolvidos alguns dos problemas aqui observados. As
secdes submetidas a flexdo simples mostraramse bastante sensiveis a introducao
de armadura negativa, revelando-se, para as secdes retangulares, o menor
coeficiente gy (1,092 para r’'=0,5%). Nas se¢Bes T submetidas a flexdo simples, o
efeito da introducéo da armadura foi menos intenso, e o coeficiente g, apresentou
um valor minimo igual a 1,13 para r '=0,5%. As secdes sob flexdo normal composta
apresentaram tanto maior variabilidade do coeficiente g; quanto maior a
excentricidade da forca normal. Ha que se ressaltar que, em todos 0s casos
estudados, houve uma maior estabilidade de g, a medida em foram empregados
concretos de classes superiores.

O comportamento descrito para gy, bem como as conclusdes parciais, sédo
aplicaveis tdo somente a andlise de sec¢des ou de estruturas isostaticas cujo
comportamento no ELU coincide com o de uma secdo transversal tipica. O
emprego dessas idéias ao dimensionamento de estruturas hiperestaticas, onde a
redistribuicdo dos esforcos seja possivel, pode levar a um comportamento ainda
melhor para gy, mas que deve ser corretamente qualificado e quantificado através
de analises de confiabilidade estrutural. HENRIQUES (1998) analisa dois casos de
vigas de concreto armado sob o enfoque da confiabilidade empregando o método
de simulacdo de Monte Carlo: viga biengastada e viga apoiada-engastada. Foram
consideradas como variaveis aleatérias as resisténcias a compressao do concreto e

de escoamento do aco a tracdo, além da altura da viga (podendo variar até 0,7 cm).



Aspectos sobre o dimensionamento 157

A resisténcia média a compressado do conceto foi considerada de acordo com a
CEB-FIP MC90, ou seja: f.n=f+8,0 MPa. Os resultados, para diversas classes de
concreto, e diversas taxas de armadura, mostram que a relacéo entre o coeficiente

global (referido aos materiais) para a estrutura (g es.) € para a se¢ao (g,), dentre os
casos analisados, é igual ou superior a 1 (parametro a). Um resumo das curvas

propostas por Henriques, relativamente a profundidade da linha neutra (x/d) na

secdo onde ocorre o ELU, é apresentado na Figura 8.23. Nota-se que o parametro

a supera a unidade para x/d entre 0,35 e 0,52.

1.5 - v . - 1.5 |
O ciaam (I dip =000 [
1.4 14} D dip=0in
@ dip=nzs
1.3 1.3f @ dip=nto |
@ dip=013 [
a LI} a 1.2f [
1.1 Lip

[ R | 02 0.3 04 05 e 07 08 u"i.i i bz 03 64 05 06 07 ﬂ.l!
xd wid I

Figura 8.23 — Relagao a = gy est/ Oy

8.3.3.1.  Particularizagao &s lajes

A natureza tensorial dos esforcos observados nas lajes, que acabam por
impossibilitar a caraterizagdo de um comportamento mecanico tipico de secao
transversal, dificulta o avango no estudo do coeficiente global de seguranca relativo
aos materiais para esse elemento estrutural. Um estudo (deterministico) sobre a
seguranca envolvendo as lajes de concreto armado deveria contemplar uma gama
razoavel de variaveis fartamente combinadas entre si, destacando-se: relacao entre
os lados, condi¢cdes de apoio, espessura, resisténcia caracteristica do concreto e
do aco, e taxas de armadura. Obviamente, um estudo com essas caracteristicas
consumiria um periodo de tempo tal que, por si s, inviabilizaria a sua inclusdo
neste trabalho. O que se faz, paleativamente, com o objetivo Unico de mostrar a
aplicabilidade do método também com relacdo as lajes, é estabelecer alguns
valores para gy relacionados a uma laje quadrada (400cm x 400 cm) apoiada nos
qguatro lados. O concreto empregado é o C-30; o aco € o CA-50A. Foram
empregadas apenas armaduras positivas, com as mesmas praticadas nas direcdes

Xey.
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Figura 8.24 - g, para uma laje quadrada apoiada

Os resultados, assinalados em forma de pontos no diagrama da Figura
8.24, retratam um bom comportamento de g, para a estrutura analisada (laje
apoiada). O menor valor observado, de 1,293 (para uma taxa r=1,0%), é cerca de
5% inferior ao maior deles: 1,350 para r =r ,;,=0,116%.

Apesar de ter sido apresentado como uma solucdo para o dimensionamento
de estruturas de concreto armado, o método do coeficiente global de seguranca
relativo aos materiais apresenta ainda, como anteriormente relatado neste texto,
algumas deficiéncias que necessitam ser sanadas. O mau comportamento de g
para taxas de armadura de tracdo superiores a 1,8% em sec¢des transversais sob
flexdo simples, bem como a piora desse comportamento ao se incrementarem as
armaduras de compresséao, devem ainda ser objeto de estudos. Faz-se necessaria,

ainda, uma consistente avaliacdo da relacdo “a” para outros elementos e arranjos

estruturais, como as lajes, por exemplo.

8.4. Exemplos de aplicacéo

Com o objetivo de fixar as idéias expostas, e de promover uma boa
compreensdo dos aspectos intrinsecos a andlise naclinear de estruturas de
concreto armado sédo colocados, a seguir, alguns exemplos simples de aplicagéo
pratica. Todos os exemplos sao baseados nas caracteristicas mecanicas dos
materiais: concreto C-30 (f.,x<=30 MPa); e aco CA-50A, cujas propriedades médias e
de projeto constam da Tabela 8.5. Para o aco, na falta de referéncias utiliza-se,

como valores médios de resisténcia a tracdo e a compresséo, os proprios valores



Aspectos sobre o dimensionamento 159

caracteristicos, uma vez que essas propriedades apresentam pequena
variabilidade. O modulo de elasticidade, como ja mencionado, pode ser
considerado invariavel. Os valores relativos ao concreto sdo obtidos através das
relagbes do CEB-FIP MC90 sendo que, para o valor da resisténcia a tragéo
caracteristica (fsx), adota-se a média entre os valores superior e inferior indicados,

0 que na pratica corresponde a propria resisténcia a tragdo med (fim).

Tabela 8.5 - Caracteristicas mecéanicas dos materiais empregados nos exemplos

concreto aco

propr. madulo de def. longitudinal E.=3355 kN/cm? E<=21000 kN/cm?

médias resisténcia & compresséo fom=3,80 kN/cm? f,x=50,00 kN/cm?
resisténcia a tragéo fem=0,29 kN/cm? f,k=50,00 kN/cm?

propr. modulo de def. longitudinal E.=3355 kN/cm? Es=21000 kN/cm?
de resisténcia & compresséo foa=1,82 kN/cm® f,4=43,48 kN/cm®
projeto resisténcia a tragéo fed=0,21 kN/cm? f,4=43,48 kN/cm?

O carregamento considerado em todos os exemplos é o mesmo, e
composto apenas de cargas uniformemente distribuidas: uma carga permanente
g=25,0 kN/m, e uma sobrecarga g=5,0 kN/m. Na composi¢cdo dos carregamentos

de célculo para o ELS e 0 ELU, ter-se-iam*:

ELS (CQP): Fgsen = (1,0x25,0+0,2x5,0) kN/m
I:d,serv = 26,0 kN/m (810)

ELS (CR): Faserv = (1,0x25,0+1,0x5,0) KN/m
I:d,serv = 30,0 kN/m (8.11)

ELU (Gltima): Fgu = 1,4x25,0+1,4x5,0 kKN/m
Fau = 42,0 KN/m (8.12)

Em todos os exemplos que se seguem, procura-se empregar a mesma
metodologia para a solugdo. O dimensionamento em regime ndao-linear é
dependente das taxas de armadura pré-estabelecidas de alguma forma. Desta
forma, o dimensionamento nada mais é que um processo interativo de tentativa e
correcdo ou, do ponto de vista técnico, um procedimento de verificacao de taxas de
armadura ou de dimensdes de secdo transversal pré-determinados. As

plastificacbes podem ser impostas pelo projetista tanto através da diminuicdo da

* Supondo: y 0=0,4; y 1=0,3; e y »=0,2.
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taxa de armadura de flexdo ou da altura (ou da largura) de determinadas secdes
transversais, como também através de ambas as solu¢des conjuntamente.

Convém relembrar que, ao diminuir a taxa de armadura de flexdo, a secéo
passa a trabalhar pr6xima ao dominio 2, o que é desejavel sob o aspecto da
seguranca. No entanto, se for empregada a diminuicdo da area de concreto, a
sec¢do transversal passa a se comportar mais proximamente ao dominio 4. 1Isso n&o
€ desejavel sob o aspecto da seguranca pois, nesse dominio, a perda da
capacidade portante se da pelo esmagamento do concreto comprimido, que
caracteriza a ruptura fragil sob incrementos de deformacgéo ndo controlada.

A bem da simplicidade opta-se, neste trabalho, pela alteracdo Unica e
exclusiva das taxas de armadura de flexdo tracionadas. A porcentagem de
plastificagdo imposta estara sempre referida & porcentagem de diminuicdo da
armadura de flex&o tracionada.

O efeito positivo dos porta-estribos sobre o comportamento do elemento
também sera computado e, invariavelmente deve referir-se a 2F6,3 mm. Os
elementos sdo armados pelo cobrimento simples dos diagramas de momentos
fletores. A armadura de flexdo € Unica para a regido submetida a momentos de
mesmo sinal, e calculada com base no momento fletor maximo para essa regido. O
cobrimento das armaduras utilizado é de 2,5 cm, 0 que estd em acordo com o que
sugere NB1-revisdo 2000 para a classe de agressividade I.

A flecha limite, também estabelecida de acordo com a NB1l-revisdao 2000 é
de 1/250, calculada com todo o carregamento de servico referente a combinacao
guase-permanente de utilizagdo. Cabe salientar que todas as demais verificacbes
de deslocamentos indicadas na NB1-revisdo 2000 podem ser efetuadas segundo o

mesmo procedimento indicado.

8.4.1. Viga biapoiada

Este primeiro exemplo refere-se a estrutura elementar daFigura 8.25.

Secao Transversal

g+q (kN/m)
IR I AN T T A I O O
) PR () N A v

600 cm )

-

Figura 8.25 - Viga biapoiada: exemplo 1
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Em seguida, sédo descritos 0os passos que poderiam ser seguidos para o
dimensionamento e a verificacdo de uma estrutura em regime néo-linear segundo o

método semi-probabilistico, e com a relacdo constitutiva proposta para o concreto:

a) dimensiona-se a estrutura em regime elastico-linear atendendo ao ELU e,
se possivel, entre os dominios 3 e 4. Neste exemplo, no entanto, o ELS relativo as

deformacgfes excessivas foi determinante:

Mg = 18900 kN.cm ® d=47 cm; h=50 cm

portanto, A; = 11,46 cm”; Ay = 0,62 cm’ (porta estribos)

b) determina-se a flecha instantanea e, principalmente, a flecha no tempo

infinito, considerando-se:

a armadura do item a);
propriedades médias dos materiais;
carregamento de servico (combinacdo quase-permanente)

por simplicidade, j ,5=2,5 (adotado).

fo = 1,39 cm (flecha no instante de aplicacdo do carregamento)
fy = 2,26 cm < 1/250 (= 2,40 cm)

c) para a combinagé&o ultima normal utilizando, para o concreto, o diagrama
tensdo-deformacdo da Figura 8.5 (diagrama com as propriedades médias,
seccionado no valor de f.4) e, para o aco, as propriedades de projeto, verificam-se

as deformagBes méaximas obtidas (na secado do meio do vao):

concreto: e™ =-0,00159 ; ago: e™ =0,00204

Como ambas as deformacgfes estdo dentro do espectro permitido para o
ELU, admite-se que a estrutura esteja segura para a configuracdo de armaduras
longitudinais adotada. A viga, armada com os esfor¢gos obtidos em regime elastico
linear, j& apresenta um estado de deslocamentos bastante proximo ao méaximo
permitido, o que impossibilita a tentativa de qualquer tipo de reducdo de armaduras
longitudinais que atendam ao ELS de deformagfes excessivas.

A titulo ilustrativo coloca-se, a seguir, uma segunda andlise
desconsiderando-se a contribuicdo dos porta estribos para o comportamento
mecéanico da viga. Como pode ser observado, essas barras de aco, geralmente ndo
consideradas no calculo, exercem influéncia (ainda que pequena) no sentido de

melhoria da rigidez do elemento estrutural. A presenca dessas barras auxilia na
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diminuicdo das flechas instantdneas e no tempo infinito (neste, com maior
eficiéncia), além de proporcionar uma melhoria no estado de deformagfes da

armadura de flexdo tracionada e das fibras de concreto comprimidas.

concreto: erc‘”in =-0,00203 ; ago: el™ =0,00240
fo=1,42 cm
fy =2,35 cm < 1/250

Outra analise foi efetuada com o objetivo de se estabelecer a carga de ruina
para a viga. A capacidade resistente Ultima foi cerca de 2% superior ao
carregamento Ultimo de projeto, o que significa dizer que ndo ha reservas de
resisténcia além da necesséria para satisfazer ao ELU.

A seguir, coloca-se uma comparacao entre os resultados para as flechas
calculadas de acordo com a NB1-78, e pelas expressdes de Branson incorporadas
a NBZLrevisao 2000.

E
NB1-78: E = (0,9).[660.(30+3,5)"%] = 3438 kN/cm*; \ a, = E—S =611
(o}
4
foe = > : 0.26600" 0,82 cm (flecha elastica inicial);
384 15.50°
3438.
0 3ec|+eg
%rfa¥ d 3.|ec| +eg o
fy = foe . = = (supondo estéadio I1)
Ao fecltes  fedves
%rfao d

profundidade da LN no estadio Il

. ] 2
a (As+A ) éa (As+A )l,J |
X= - 1y |e° Ay +2ae(dAs+d'AS)
b, g b, E b,
X =16,63 cm

momento de inércia no estadio Il:

3
I = bW3X +agAq(d- X)2 +agAL(x- d)? = 88282 cm*,

deformacdes especificas maximas no estadio Il

M. X
E..ly

e, = = 0,00064
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e, = Md- %) _ 0,00117
E..,

\ ,=0,82.1,707 =1,40 cm

NB1-78 (revis&o): Es = 0,85.(4760 fy'?) = 2216 kN/cm? \ a, = E—S =9,48.
C

5 0,26.600%
384° (El)eq

foe = (flecha elastica inicial);

rigidez equivalente para a sec¢éo fissurada (expressao de Branson):

1 .3 é .30 0
aM. 0o < &M, 0
(El) =Ecs:’(}_r+ 'IO +§1' Q_r+ L,llli’IEEcs 0
eq fe'\/lag 8 eMag H b

momento de inércia da secdo bruta de concreto |, = 156 250 cm*:
momento de inércia no estadio II: I, = 88 282 cm*:

. | P
momento de fissuracdo: M, = - 0 =1812,5kN.cm

Yi

momento fletor na secao critica: M, = 11 700,0 kN.cm
\ (El)eq = 196 192 864 kN.cm® .

fo=2,24 cm;
fy = fo.ar = fp. Dx |=2,24.L’§662 =287 cm (supondo o
1+ 50r 1+50 2
15x47

carregamento de longa duracgdo aplicado aos 28 dias).

A analise numérica (considerando-se F @2 mm) revelou que, para uma
combinacéao frequente de a¢des, a viga devera apresentar um estado de fissuracéo
caracterizado por uma abertura maxima no meio do vao de aproximadamente 0,33
mm. A NB1-78 permite, para as vigas de edificios em geral, uma abertura maxima
de 0,3 mm. Esse valor também é compartilhado pela NB1-78 (revisdo 2000) que,
no entanto, faculta a possibilidade de esse valor atingir até 0,4 mm se o elemento
estrutural estiver em um ambiente Classe | de agressividade (pegas protegidas
com UR £ 65% em zona urbana, ou peca protegida em zona rural).

De acordo com o método do coeficiente global de seguranga relativo aos
materiais, o fator gy, definido pela relagdo entre os carregamentos de ruptura
adotando-se, respectivamente, as propriedades médias e de projeto, deve ser igual
ou superior a 1,19. Valores inferiores significam que a viga ndo atende a seguranca

estabelecida. Para este exemplo, g, manteve-se em 1,236, pois 0s carregamentos
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relativos a ruptura foram de: 52,67 kN/m considerandose as propriedades médias;

e de 42,63 kN/m considerando-se as propriedades de projeto dos materiais.

8.4.2. Viga apoiada-engastada

O segundo exemplo refere-se a viga apresentada naFigura 8.26.

Secéo Transversal

z As LZ
g+q (kN/m) —— -
I I 2N T T 2 I IO O O O I = E
. .« . . . e % e
AN As / a
600 cm } J15cm

4,50 m | 250m
(regido de M>0) I{regido de M<0)

Figura 8.26 - Viga apoiada-engastada - exemplo 2

Por ser hiperestatica, essa viga possibilita uma redistribuicdo de esforcos
internos, ditado pelas suas caracteristicas mecéanicas, geométricas e de vinculacao.

O pré-dimensionamento da viga € feito a partir das tabelas de
dimensionamento (por exemplo, as tabelas de Kzerny ou, mais atualmente, as
tabelas que empregam k. e ks) aplicadas aos esfor¢os obtidos em regime elastico
linear: A armadura de pré-dimensionamento € tomada como o valor inicial de um
problema com solucédo iterativa, e a partir dessa configuracdo inicial € que se
propdem plastificagcfes localizadas atraves de alteracdes nas taxas de armadura.

E importante ressaltar que as referidas tabelas de dimensionamento s&o
formuladas a partir de varias hipéteses simplificadoras, dentre as quais a
desconsideracéo do concreto tracionado para o equilibrio da secao transversal, e a
imposi¢cdo dos dominios de deformagdo na obtencdo das taxas de armadura
figuram como as principais. Consequentemente, as armaduras obtidas com o
emprego dessas tabelas, bem como os momentos maximos aos quais se referem
essas armaduras, podem, provavelmente, apresentar distorcbes quando

comparados aos obtidos pelo modelo nao-linear aqui empregado.

a) dimensiona-se a estrutura em regime elastico-linear atendendo ao ELU

entre os dominios 3 e 4.
Mg = 18900 kN.cm ® d=44 cm; h=47 cm; A;=13,19 cm* A=0,62 cm’

M," = 10631 kN.cm ® d=44 cm; h=47 cm; A, =0,62 cm’; A:=6,28 cm’
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b) determina-se a flecha instantanea e, principalmente, a flecha no tempo
infinito, considerando-se:
a armadura do item a);
propriedades médias dos materiais;
carregamento de servi¢co (combinacdo quase-permanente)

por simplicidade, j »,3=2,5 (adotado).

fo = 0,77 cm (flecha no instante de aplicacdo do carregamento)

fy = 1,23 cm < 1/250 (= 2,4 cm)

C) para a combinagcdo Uultima normal, utlizando o diagrama tensao-
deformacdo para o concreto proposto na Figura 8.5 (diagrama com as
propriedades médias, seccionado no valor de f.4) e as propriedades de projeto do

aco, verificam-se as deformacdes maximas (nas secdes criticas):
secdo de M' 4 : concreto: e[:“i” =-0,00077 ; ago: ef™ =0,00189

secdo de M4 : concreto: e?i” =-0,00210 ; ago: el™ =0,00228

Como ambas as deformacdes estdo dentro do espectro permitido para o
ELU, admite-se que a estrutura esteja segura para a configuragdo de armaduras
longitudinais adotada.

A NB1-revisdo 2000 traz uma proposta para a verificacdo de possiveis
redistribuicdes impostas a estrutura. “Reduzindose um momento fletor de M para
dM em uma determinada secdo transversal, a relagdo entre o coeficiente de
redistribuicdo d e a posicao da LN nessa sec¢éo (x/d), para 0 momento reduzido dM,

deve ser dada por:
d* 0,44 +1,25.(x/ d) para concretos com fy £ 35 MPa (8.13)

d3 0,56 + 125.(x/ d) para concretos com fe > 35 MPa (8.14)

O coeficiente de redistribuicdo deve, ainda, obedecer aos seguintes limites:
d3 0,75 em qualquer caso;

d3 0,90 para estruturas de nés moveis.

E a posicdo da linha neutra deve, no ELU, satisfazer aos seguintes limites:

x/d £ 0,50 para concretos com f £ 35 MPa

x/d £ 0,40 para concretos com f., > 35 MPa
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Supondo que a secdo do engaste esteja solicitada no estadio Ill, a
profundidade da LN deve valer: x=21,40 cm, ou seja, x/d=0,486. Essa posi¢ado de
LN satisfaz aos quesitos minimos mas, de acordo com a expressdo 8.13, nao
permite redistribui¢bes, pois d = 1,05.

Estabelecendo uma a analise nao-linear, no entanto, torna-se possivel a
imposicdo de plastificacdes a viga quantificandose, coerentemente, as
redistribuicdes decorrentes dessa imposi¢éo, e estabelecendo a nova configuracao
de equilibrio. Esse procedimento estd em acordo com a NB1-revisao 2000, onde
indica-se que, para toda e qualquer plastificacdo imposta a estrutura devem,
obrigatoriamente, ser reestabelecidas as suas condi¢cdes de equilibrio sob 0 novo

estado de solicitagado.

d) como foi dimensionada com os esfor¢cos obtidos em regime elastico-
linear, a viga deve apresentar reservas quanto aos aspectos de flechas e de
deformacdes. Isso pode viabilizar a imposicado de plastificagbes em determinadas
regides, buscando um melhor aproveitamento das caracteristicas geométricas e
mecanicas da viga. Com esse objetivo, propde-se uma plastificacdo de 18% (o que
equivaleria a uma reducéo de 12% no momento de calculo segundo as tabelas de
dimensionamento) para a se¢do do engaste, mantendo-se a armadura da regido de

momento positivo.
My = 16700 kN.cm ® d=44 cm; h=47 cm; A;=10,81 cm* A=0,62 cm’

Ms"® Ay=0,62 cm* A=9,30 cm’

A partir dessa nova distribuicdo de armaduras imposta, retorna-se ao
procedimento normal de verificacdo, especificamente ao item b), agora

denominado b1l) (primeira iterag&o):

bl) f,=0,67 cm (flecha no instante de aplicagdo do carregamento)

fy =1,11 cm < 1/250 (= 2,4 cm)

cl) secdo de M 4 : concreto: eg‘i” =-0,00086 ; ago: el'™ =0,00207
secdo de M s : concreto: e?i” =-0,00331 ; ago: el™ =0,00391
Essa plastificagdo de 18% corresponde a maxima absorvida pela estrutura.
Outras tentativas, impondo-se niveis maiores de plastificacao, levaram a estrutura

ao colapso convencional na simula¢do numérica (e. < -0,0035 ou e,> 0,010).
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Sob o ponto de vista tedrico, no entanto, as plastificacdes na regido do
engaste poderiam estender-se até o limite de 100%, desde que as caracteristicas
mecanicas da viga permitissem-na responder ao novo esquema estatico, agora
biapoiado. No sentido de promover uma maior plastificagdo na regido do engaste
mediante o reforco da armadura na regido submetida a momento positivo, sugere-
se um decréscimo de aproximadamente 37% na taxa de armadura, ou de 29% em
relacdo ao momento fletor (de acordo com a NB1-revisdo 2000) para a regido do
engaste, que passaria a estar submetida & acdo de um momento fletor M;=13387
kN.cm (DMy=13387-18900=-5513 kN.cm). Essa plastificagdo acresce o momento

fletor maximo positivo de aproximadamente DMy/2=2756,5 kN.cm.

My = 13387 kN.cm ® d=44 cm; h=47 cm; A;=8,22 cm” ;A;=0,62 cm’;
Mg" = 13387 kN.cm ® d=44 cm; h=47 cm; A, =0,62 cm’ ;A:=8,22 cm’;

Como procedido anteriormente, retorna-se ao item b):

b2) f,=0,76 cm (flecha no instante de aplicagdo do carregamento)
fy = 1,21 cm < 1/250 (= 2,4 cm)

c2) secdo de M 4 : concreto: e[{"” =-0,00088 ; ago: el'™ =0,00172

secdo de M 4 : concreto: e[{"” =-0,00304 ; ago: el™ =0,00425

Essa ultima configuracdo de armaduras confere a viga um comportamento
mecanico bastante proximo ao apresentado pela configuracdo inicial (item a)).

Por dltimo, apresentam-se as flechas maximas para a viga da configuracao
a), calculadas de acordo com a NB1-78 e com a NB1-revisédo 2000:

Es

NB1-78: E,s = 3438 kN/cm?*, \ a, = =
C

=611
3  0,.26.600%

554 3
3438. 15.50

= 0,34 cm (flecha eléstica inicial);

3.lec|+e

fy = foe . ° (supondo estadio I1)

lec| +es
profundidade da LN no estadio Il: x =13,98 cm
momento de inércia no estadio II: I, = 59380 cm*:

deformacdes especificas maximas no estadio I:
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e, = MX ~ 000080
E.l,
M(d— x)

es = E— = 0,00172

c-'l

\ ¥y =0,34.1,637 =0,56 cm

NB1-78 (revis&o): E.s = 2216 kN/cm?;\ a, = E—S =9,48.
C

3 0,26.600%
554 (El)eq

rigidez equivalente para a sec¢ao fissurada (expressao de Branson):

foe = (flecha elastica inicial);

1 .3 é .30 U
aM. o . &M, 0
(El) =Ecs:’9 g +€L- % e L,IIIIYEECS'IO
eq fe'\/lag 8 eMag H b

momento de inércia da secéo bruta de concreto o = 129779 cm®;

momento de inércia no estadio II: I, = 59380 cm*:

. | P
momento de fissuracdo: M, = - 0 =1601,5kN.cm
Yi

momento fletor na secao critica: M, = 11700,0 kN.cm

\ (El)eq = 131 986 172 kN.cm® .

fo=1,38 cm;
fy = fo.ar = fy. Dx |=138.L’§22=177 cm (supondo o
1+50r 1+50. 2
15x44

carregamento de longa duracgéo aplicado aos 28 dias).

As aberturas de fissuras para as trés opcbes analisadas (considerando-se

F @2 mm), e para as regiées do vao e do engaste, constam da Tabela 8.6.

Tabela 8.6 - Abertura de fissuras para a viga apoiada-engastada (mm)

opcao W, - VAo W, - engaste
inicial 0,16 0,17
1 0,13 0,17

2 0,15 0,21
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As aberturas das fissuras apresentaram-se com diferentes valores para os
trés casos analisados. De um modo geral, a pior condi¢do foi observada para a
opc¢ao 2 na regido do engaste, que apresentou uma abertura de 0,21 mm.

Para esse exemplo, também foram calculados trés coeficientes globais gy,
de acordo com as possiveis taxas de armadura empregadas no dimensionamento
e verificagdo. Os resultados, apresentados na Tabela 8.7 confirmam a armadura
inicial como uma das possiveis ao projeto seguro, e habilitam as demais opc¢des

como sendo seguras.

Tabela 8.7 - Valores de g, para a viga apoiada-engastada

opcdo | armaduras (cm?) carregamento carregamento (o}
As A's caract. médias caract. de proj.
inicial 6,28 13,19 55,0 kKN/m 43,6 KN/m 1,26
1 9,30 10,81 63,0 KN/m 45,2 kN/m 1,39
2 8,22 8,22 58,1 kN/m 41,6 KN/m 1,40

E interessante observar que a configuragdo que apresentou o menor gy foi
aquela obtida a partir do dimensionamento considerando-se o regime elastico-
linear (opcéo inicial). Isso se deve ao fato de, para as opc¢des 1 e 2, a ruptura
ocorrer pela deformacdo excessiva da armadura longitudinal tracionada, enquanto
gue para a configuragdo inicial, essa ruptura se da pelo esmagamento do concreto.
Os carregamentos relativos a ruptura da viga empregandose as caracteristicas de
projeto dos materiais estiveram iguais ou superiores ao carregamento de projeto
(42 KN/m), exceto a opgédo 2 que ficou cerca insignificantemente abaixo do referido
valor (cerca de 1%).

8.4.3. Viga engastada-engastada

A Figura 8.27 ilustra a viga do terceiro exemplo.

Secéao Transversal

Z As LZ
g+q (kN/m) .
LI T N T N T N N N T O O A 5
® @ x 'e
As /
600 cm 15 cm
~1,27m | ~3,46 m | ~1,27m
(M<0) ! (regidio de M>0) ! (M<0)

Figura 8.27 - Viga engastada-engastada - exemplo 3
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O pré-dimensionamento, e a verificacdo da viga seguem os passos de aa d

ja apresentados nos exemplos anteriores:

a) dimensionamento atendendo ao ELU entre os dominios 3 e 4.
My = 12600 kN.cm ® d=37 cm; h=40 cm; A;=10,56 cm* A=0,62 cm’

My" = 6300 kN.cm ® d=37 cm; h=40 cm; Ay =0,62 cm®, A;=4,26 cm’

b) flecha instantanea e flecha no tempo infinito, considerando-se:
a armadura do item a);
propriedades médias dos materiais;
carregamento de servico (combinacdo quase-permanente)

por simplicidade, j ,5=2,5 (adotado).

fo = 0,61 cm (flecha no instante de aplicacdo do carregamento)
fy = 1,00 cm < 1/250 (= 2,4 cm)

Cc) para a combinagcdo Ultima normal, empregando o diagrama tensao-
deformacé&o para o concreto proposto na Figura 8.5 e as propriedades de projeto

do aco, verificam-se as deformag¢fes maximas (nas segdes criticas):

secdo de M : concreto: e™" =-0,00057 ; ago: e =0,00156 (seguro!)

secdo de My : concreto: ercnin =-0,00168 ; aco: el'™ =0,00194 (seguro!)

A profundidade da LN nas secBes correspondentes aos engastes € de:
x=18,24 cm, ou seja, x/d=0,49. Essa posicdo de LN, apesar de satisfazer aos
guesitos minimos da NB1-revisdo 2000, de acordo com a expressao 8.13 nao

permite redistribui¢es, pois d = 1,06.

d) com o objetivo de igualar as armaduras positiva e negativa, propde-se
uma plastificacdo de 35% na taxa de armadura negativa (0 que equivaleria a uma
reducdo de 25% no momento de calculo segundo as tabelas de dimensionamento),

e um acréscimo de cerca de 60% na armadura positiva.

My = 9450 kN.cm ® d=37 cm; h=40 cm; A;=6,90 cm?; A;=0,62 cm’
Mg" = 9450 kN.cm ® d=37 cm; h=40 cm; Ay =0,62 cm® A:=6,90 cm’

A partir dessa nova distribuicdo de armaduras (imposta), retorna-se ao

procedimento normal de verificagdo, mais especificamente ao item b):
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bl) f,=0,64 cm (flecha no instante de aplicagdo do carregamento)
fy = 1,02 cm < 1/250 (= 2,4 cm)

cl) secdo de M 4 : concreto: eg‘i” =-0,00067 ; ago: el =0,00132

secdo de M 4 : concreto: e?i” =-0,00184 ; ago: el™ =0,00268

As aberturas de fissuras para as duas op¢fes analisadas (considerando-se

F @2 mm), e para as regioes do vao e dos engastes, constam da Tabela 8.8.

Tabela 8.8 - Abertura de fissuras para a viga engastada-engastada (mm)

opcao W, - VAo W, - engaste
inicial 0,16 0,17
1 0,13 0,17

Como pode ser observado, as aberturas das fissuras na regido do engaste
permaneceram as mesmas para 0s dois casos, enquanto que no vao, a opgao
inicial apresentou um valor de abertura superior a da op¢éo 1, provavelmente em
virtude de sua menor taxa de armadura nessa regiao.

De acordo com as duas possibilidades para as taxas de armadura, foram

calculados os coeficientes globais g, apresentados na Tabela 8.9.

Tabela 8.9 - Valores de g, para a viga engastada-engastada

opcdo | armaduras (cm?) carregamento carregamento (o}
As A's caract. médias caract. de proj.
inicial 10,56 4,26 60,9 kN/m 45,4 KN/m 1,34
1 6,90 6,90 58,8 KN/m 41,7 kN/m 1,41

Novamente, a configuragdo que apresentou o menor gy foi a proporcionada
pelas armaduras obtidas com os esforcos do regime elastico-linear. No entanto,
neste exemplo, bem como no anterior, a opcao inicial foi a que proporcionou o
maior carregamento considerando-se as caracteristicas de projeto dos materiais
(cerca de 45,5 kN/m).

8.4.4. Laje apoiada

A laje empregada neste exemplo é aquela apresentada na Figura 8.28.
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Ay

4060

Figura 8.28 - Laje apoiada nos quatro lados - exemplo 4

Supondo ser uma laje de pavimento usual de concreto armado, o
carregamento convencional, bem como a combina¢bes empregadas para o
dimensionamento no ELU e a verificacdo dos ELS devem ser:

g: 2,5 kN/cm? (peso préprio, supondo h=10 cm);
1,0 kN/cm? (revestimento);

q: 3,0 kN/cm? (sobrecarga).
ELU: 1,4x(2,5+1,0)+1,4x3,0 = 9,1 kN/m?

ELS: 1,0x(2,5+1,0)+0,2x3,0 = 4,1 kN/m®.

Com relagéo as estruturas de edficios, a NB1-78 dispensa o célculo das
flechas quando a altura util da laje ‘d’ for igual ou superior a relacao I/f/,.y ), onde: |
corresponde ao menor vao para as lajes armadas em cruz; y, e y3; sao valores
tabelados, respectivamente, de acordo com as vinculagbes e com a tensdo de
calculo na armadura (ss). Para a laje em questdo, e admitindo-se s¢=43,5 kN/cm?,
os valores seriam: |=400 cm; y ,=1,5 e y 3=30. Isso significa que, para uma laje cuja
altura util seja superior a 8,9 cm, sdo dispensadas as verificacdes de flecha.
Supondo que a armadura da laje seja composta de ferros com didmetro maximo
F=8,0 mm e que, a NB1-78 estabelece que o cobrimento minimo para as lajes no
interior de edificios seja de 0,5 cm, uma espessura h=10 cm implicaria em uma
altura atil d=9,1 cm (>8,9 cm).

O pré-dimensionamento, a partir dos esforgos obtidos a partir das hipoteses
da elasticidade, é feito de acordo com as tabelas de PINHEIRO(1996).

My = My = 6,15 KN.m/m;

A= Ay = 1,62 cm’/m.
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Considerando essa configuracdo de armaduras, as flechas calculadas nos

instantes ty e t=¥ foram (considerando-se, simplificadamente, j »=2,5):

fo = 0,15 cm (flecha no instante de aplica¢éo do carregamento)
fy = 0,50 cm < 1/250 (= 2,3 cm)

O dimensionamento considerando-se a espessura h=10 cm leva a uma taxa
de armaduras pequena, 0 que sugere 0 mau aproveitamento do concreto.
Alternativamente, adota-se uma nova espessura para a laje, agora de 9 cm, o que
significa uma altura util d=8,1 cm. As novas armaduras s&o:

A= Ay = 1,82 cm’/m.

Para a nova configuragéo, os deslocamentos calculados sé&o de:

fo = 0,20 cm
fy = 0,66 cm

Para as duas taxas de armadura, foram calculados os coeficientes globais

gy, que ficaram em 1,31 para a opgao h=10 cm, e 1,30 para h=9,0 cm.

Estes exemplos foram apresentados com o objetivo de gerar discussfes
sobre a consisténcia dos métodos de dimensionamento estudados. A incluséo de
outros exemplos, envolvendo estruturas mais complexas, poderia desviar a atencao

dos aspectos basicos aos quais desejam-se de focar as discussoes.



9. CONCLUSAO

O término deste trabalho de pesquisa vem acompanhado de uma série de
constatagBes relacionadas principalmente ao tema dimensionamento. Aguelas
julgadas as mais importantes por parte deste autor estdo resumidamente
comentadas neste capitulo. De qualquer modo, independentemente das
conclusdes aqui estabelecidas, vale a pena relatar a sensivel melhora na
representatividade do comportamento mecanico dos elementos estruturais
proporcionada pela introducéo de leis constitutivas mais adequadas.

Os elementos finitos, bem como os modelos constitutivos empregados na
descricdo do comportamento mecénico dos elementos estruturais, mostraram-se
suficientemente precisos para a representagcdo dos estados limites ultimo e de
servico abordados neste trabalho. Devido amaior capacidade de representacéo, 0s
elementos finitos do tipo estratificado receberam uma maior énfase em detrimento
daqueles formulados no campo dos momentos fletores e das curvaturas. O
comportamento dos pilares sob flexdo obliqgua composta péde ser modelado
através da dupla estratificacdo da secéo transversal do elemento segundo ambas
as diregbes principais de inércia. Essa técnica, também conhecida por
filamentacd@o, constitui uma alternativa viavel em relagdo a outras técnicas. Um
breve estudo comparativo revelou a boa representatividade desse procedimento
comparativamente & integracdes por Gauss-Legendre e Gauss-Lobatto. As
andlises dos estados limites de servigco de deformacdes excessivas, e de abertura
de fissuras puderam ser melhoradas em virtude da implementacdo dos modelos
que tratam da fluéncia e do escorregamento das armaduras, respectivamente.

Na segunda parte do trabalho, onde foram abordados os aspectos relativos
ao projeto estrutural, as observagfes estdo mais restritas a criticas & metodologias
propostas, do que aconsolidacdo de idéias. Os estudos realizados nesse campo,
quer através de bibliografias, quer através do contato com pesquisadores

empenhados no assunto, permite concluir que a obtencdo de uma
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metodologia segura para o dimensionamento considerando-se as leis constitutivas
nao-lineares ainda esta por ser consolidada. A metodologia semi-probabilistica, ou
mesmo, mais recentemente, a metodologia do coeficiente global, sdo ainda
passiveis de duras criticas, e necessitam ser melhor estudadas antes que o seu
uso pratico seja estabelecido. A expectativa € de que, no médio prazo, essas
guestdes sejam sanadas, e a evolugdo dos procedimentos de calculo, viabilizada.
O futuro dessa éarea, que visa o emprego das relagbes constitutivas ao
dimensionamento estrutural, aponta para os estudos sobre a confiabilidade
estrutural como ferramenta para a viabilizacdo de uma metodologia deterministica
segura. Atualmente, apesar de serem varios os trabalhos que tratam da simulagéo
da seguranca, existe uma forte tendéncia de multiplicacdo dos mesmos, bem como

da diversificagdo de seu emprego.
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Anexo A - INCORPORACAO DAS DIMENSOES DOS PILARES

A.l. Introducao

Pela teoria de placas delgadas (ou teoria de Kirchoff), desprezam-se as
deformagdes por for¢a cortante no dominio do elemento. O resultado sdo esforgos
que tendem ao infinito com o refinamento progressivo da malha no entorno de
forcas concentradas (ou apoios puntuais).

Na anadlise das estruturas convencionais de edificios de concreto armado,
0s elementos estruturais unidimensionais sao representados por uma barra, e a
ligacdo dos pilares & lajes fica caracterizada através de um ponto no plano do
pavimento. A presenca desse apoio puntual possibilita o surgimento de forcas
concentradas, e leva aindefinicdo dos resultados no seu entorno.

Torna-se entdo, evidente, a necessidade de incorporar o pilar com suas
dimensoes finitas no modelo numérico, afastando toda a imprecisdo decorrente de
refinamentos inadequados. Autores como CHEUNG;KING;ZIENKIEWICZ (1968)
indicam que, nesses casos, as lajes deveriam ser dimensionadas para os esforgos
atuantes no limite das faces dos pilares, desprezando-se os valores obtidos em

regibes mais proximas ao centro desse apoio.
A.2. Aspectos da formulacao
Sao resumidos, a seguir, 0s principais aspectos da formulacéo envolvendo a
translacéo de graus de liberdade no espaco.

A.2.1. Translacao de coordenadas no espaco bidimensional

Para os estudos apresentados neste capitulo, considera-se o pavimento

contido no plano xy. Primeiramente, constituem-se dois sistemas de coordenadas
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ortogonais de referéncia: o sistema original O xyz, e um segundo sistema Oxyz,
defasado dos valores escalares (dy, dy, 0), no plano xy, em relagdo ao sistema

original, conforme se mostra na Figura A.1.

0, Uy
3 ——— -
o B, )
GV/ 91 .
?UZ ?N Y
ex ©
Ux
@ = - X
o *ez
U,/

dx

Figura A.1 - Translacdo de coordenadas no espaco tridimensional

Um deslocamento arbitrario de corpo rigido no plano xy (d,=0) pode, entéo,
ser descrito independentemente pelos dois sistemas de referéncia. Pode-se
estabelecer, também, uma correlacdo geométrica entre os dois sistemas de
coordenadas de modo que cada um dos deslocamentos segundo o sistema O xyz
possa ser escrito como uma combinacdo linear dos deslocamentos relativos a
Oxyz, e vice-versa. Para isso, no entanto, impde-se a condi¢do de que as rotacbes
(q) de corpo rigido envolvidas sejam tdo pequenas que permitam escrever as
translacdes (u) de um ponto como sendo o produto da rotacdo (q) pelo raio (R) que

liga o ponto ao centro instantaneo de rotacgao:

u=R.q (A.1)

De acordo com a Figura A.1, os deslocamentos podem ser relacionados

pela seguinte transformacéao linear:

lu U 610 0 0 0 dyuiuyd
iyi 910 0 o dlul
fu,f @ 0 1 -d, d, O0Uiu,i
i~ y=é Y (A-2)
idi & 0 0 1 0 0gjdj
igl © 00 0 1 o0Uigq,i
iy e ai Vi
fa;p &€ 0 0 0 0 1gia.p

que, em termos matriciais pode ser escrita:
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SR "9

onde: [LT]- matriz de transformacéo linear do sistema Oxyz para 0 O xyz;

{q} - vetor de deslocamentos descrito no sistema de coord. transladado;

{EI} - vetor de deslocamentos descrito no sistema de coord. original.

A.2.2. Aplicacéao do PTV

Admite-se que o movimento de corpo rigido deva estar relacionado a um
estado de forcas Unico e também genérico {F}, medido no sistema original, ou {F},
medido no sistema transladado. Dessa forma, pode-se inferir que a energia P
acumulada pela estrutura, quantificada nos dois sistemas descritos, seja

rigorosamente a mesma, ja que o trabalho é uma grandeza escalar do tipo:

}_GX_It_J Tu, i
_ | |
iUy P

o g Tu, i
Pz{FX Fy F;, My My MZ}',I,__Zyz{FX Fy Fz Mx My Mz}|’ Zy
.I.EX.I .I.qx.l.

Iq,! iy

fdzp 1:zp

. (A.4)

ou, matricialmente:
(A {d={7{a (A.5)
Substituindo a equacédo A.3 na A.5, tem-se:
GNBRCEGHE! (A6
de onde se conclui que:

GEE G A7)

A.3. Aplicagédo ao elemento de placa

A formulagdo para a incorporagdo de pilares com dimensfes finitas no

modelo numérico envolve a translacdo dos graus de liberdade referentes aos nés
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gue fazem fronteira com as faces do pilar para o n6 localizado no centro de
gravidade (cg) da secéo transversal (Figura A.2).
Convém salientar que as hipoteses aqui envolvidas nao ferem as hipoteses

iniciais de se¢des planas assim permanecerem apos a imposicao de deformacoes.

1 2 3 4 nd que define a barra do pilar
no plano do pavimento

5 6 7 8 contorno do pilar
(rigido no plano do pavimento)

translagdes dos graus
/ de liberdade nodais
para o n6 do pilar

13 14 15 16
Figura A.2 - Translacéo dos graus de liberdade dos nés de fronteira do pilar

No entanto, a medida em que transladam-se os graus de liberdade de
determinados nés (pertencentes a elementos de placa) para outro modificam-se,
ndo somente o vetor de cargas nodais dos elementos definidos por esses nos,

como também a matriz de rigidez. A transformacdo do vetor de cargas nodais é

dada pela expressdo A.7. A matriz de rigidez dos elementos de placa [k] cujos
graus de liberdade foram transladados ao cg do pilar, expressa em termos das
novas coordenadas [k], deve ser transformada como a seguir, de acordo com o

préprio estado de esfor¢cos no elemento dado no sistema de coordenadas original:
{7} =[R].{a} (A.8)
Substituindo-se as equagdes A.3 e A.7 na equacao A.8, tem-se:

-1 = T
L] () = [k} L] {d) (A.9)
Pré multiplicando-se ambos os membros pela matriz de transformacéo [L],
= T

R ERE) (A.10)
conclui-se que a matriz de rigidez pode ser obtida com base na expressao:
[] = [L].[E].[L]T (A.11)

O estado final de esforcos no elemento finito deve ser dado em funcéo da

matriz momento por deslocamento, de acordo com a expressao:
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{?} ={?o} +{?D}{a} (A.12)

onde: {T} - vetor de esforcos finais no sistema de coordenadas original;
{T o} - vetor de esforcos iniciais no sistema de coordenadas original;

{T b} - matriz forca-deslocamento no sistema de coordenadas original.

Substituindo-se a equacdo A.3 na A.12, tem-se:
{T} ={To} +[TD].[L]T{q} (A.13)

De onde conclui-se que a matriz momento por deslocamento [Tp] pode ser

obtida através da seguinte transformacao:

[To] =[TD].[L]T (A.14)

Mesmo havendo as translacdes de coordenadas de nos adjacentes ao pilar
para um no localizado no cg de sua sec¢édo transversal, convém observar que tanto
0 estado de deslocamentos como o estado de esforcos dos elementos continuardo

sendo relativos aos nés originais.

A.4. Implementacéao

Como ja sugerido em situacdo analoga estudada por CORREA (1991),
guando da implementacdo de nés de portico com dimensdes finitas, vale a pena
tirar proveito das caracteristicas da matriz [L], de modo a tornar mais eficiente a
implementacdo das formulacbes apresentadas. A matriz [L;] genérica para a
translacéo dos graus de liberdade relativos ao n6 i do elemento finito de placa com

o0s seis graus de liberdade apresentados na Figura 1.2, pode ser assim dividida:

¢l 0y
Li=a, g (A.15)
W Ig
€0 0 -di & 0 01 & 0 0y
onde: W =g0 0 dxg I=@ 1 O 0= 0 oOf;
gy d. Of & 01§ @ 0 0f

(dx); , (dy); - translagdes no plano xy com relacdo aos eixos x e y.
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Para a representacdo dos quatro nés (i, j, k, I) de um elemento quadrilateral,

por exemplo, sdo necessarias 4 submatrizes para compor a matriz [L]:

] [o] u

L] G
: L]
8[0] [Li]a

(A.16)

NCNCN

> D (D Qe
-

A.5. Primeiro exemplo

Neste primeiro exemplo, objetivando validar as formula¢gbes apresentadas,
procede-se a analise em regime elastico-linear de uma viga mediante o emprego

de elementos finitos de placa (Figura A.3).

~N

P = 2x(10,0 kN)
@ \ 4 ®
\
80.cm 360 cm &®
!
\
\
£
\ S 2
2 E=2500 kN/cm
‘ &
\
\
‘ t
1L engaste

Figura A.3 - Viga engastada em pilar - 1° exemplo

Admite-se o engaste de uma viga faixa em um pilar de dimensdes finitas, e
efetuam-se duas andlises: na primeira delas, considera-se a viga engastada (na
direcdo X) no plano médio do pilar (representado pela barra 5-6). Em seguida, a
viga é analisada considerando-se as reais dimensdes desse pilar, operando-se as
translagfes dos graus de liberdade dos nés 3 e 4 para o centro do pilar (n6 5).

A Tabela A.1 apresenta resultados de flechas para as vigas e de esforcos

solicitantes para o pilar, considerando-se ou nao as suas dimensdes na analise.

Tabela A.1 - Resultados obtidos para a estrutura

analises viga ilar
flecha max. (cm) N (KN) Mx (KN.cm)
pilar puntual (vao livre=4,0m) -0,0415 -20,0 -8000,0
pilar como apoio extenso -0,0315 -20,0 -8000,0
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Analisando os resultados apresentados na Tabela A.1 observa-se que,
apesar da diminuicdo da flecha no segundo caso, os resultados de esfor¢os no

pilar ndo foram afetados, justamente por se tratar de uma estrutura isostatica.

A.6. Segundo exemplo

Este exemplo promove a aplicagdo do modelo a analise de um pavimento
(Figura A.4) também em regime elastico-linear ja estudado por FRANCA(1985),
CORREA(1991), e OLIVEIRA(1997). O pavimento é composto de laje plana com
espessura de 16 cm. As vigas ocorrem apenas na caixa da escada e de

elevadores, unindo os pilares-parede.
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Figura A.4 - Pavimento tipo: laje plana (medidas em cm)

O concreto utilizado apresenta as seguintes caracteristicas:
E. (') =1920 kN/cm® (médulo de deformacéo longitudinal reduzido);
v = 0,20 (coeficiente de Poisson);

v = 25,0 kN/m® (peso especifico).

O carregamento (além do peso proprio) € composto por:
revestimento = 1,0 kN/m”;
divisérias = 1,0 kN/m?;

sobrecarga = 3,0 kN/m”.

* Médulo de elasticidade longitudinal reduzido de modo a incorporar, de maneira indireta e
inconsistente, os efeitos do tempo. Pratica usual em escritorios de projeto.
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Para a analise de meio pavimento foram empregados 204 elementos finitos
guadrilaterais de placa. Empregaram-se 15 barras para a simulagédo de vigas (3
barras para cada viga ou meia viga), e 4 barras para a representacdo dos pilares
(P01,P02,P07 e P08). Os pilares-parede P03 e P09 foram simulados por 4 e 6
molas de rotacao, respectivamente.

De inicio, os pilares sdo modelados puntualmente sob a planta do
pavimento, resultando nas curvas de isodeslocamento da Figura A.5, e de

isomomentos fletores das Figuras A.6 e A.7 na regido do pilar P08.
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Figura A.7 - Momento fletor M, na regiéo do P08 - apoios puntuais
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Em seguida, os pilares sdo incorporados com suas dimensdes reais,
seguindo a mesma malha. Este procedimento, como pode ser observado, melhora
bastante a representatividade dos esfor¢cos de momento fletor negativo nas regides
dos pilares, eliminando-se os “picos”. Os momentos fletores positivos, assim como
os deslocamentos transversais das regifes entre os pilares, também diminuem,

haja visto o decréscimo dos vaos livres entre os pilares (Figuras A.8 a A.10).
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Figura A.10 - Momento fletor M, na regido do P08 - apoios extensos
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A Tabela A.2 traz um resumo dos resultados obtidos com as duas analises.

Tabela A.2 - Resultados significativos das analises

descricao Tz (cm) Mx (kN.cm) My (kN.cm)
(min.) (max) (min.) (méx) (min.) (méx)
Al h
ana 'se”,‘;?é'; trecho 1114 | 0303 | -3586 | 19,11 | -4069 | 21,98
Al h
ana 'seré?(;'; trecho 1,461 | 0447 | 8069 | 2003 | -80,14 | 2533

Os resultados apresentados na Tabela A.2 permitem concluir positivamente

sobre os beneficios da incorporacdo dos pilares com suas dimensdes reais na

andlise do pavimento.

Neste exemplo houve um decréscimo de aproximadamente 24% nos

deslocamentos transversais comparativamente aconsideragdo do pilar puntual. Os

esforcos de momento negativo na regido do pilar tiveram decréscimo de

aproximadamente 50% (sobre os momentos fletores de “pico”, considerando-se os

apoios puntuais), e os momentos fletores positivos, uma reducéo de 5 a 15%.



Anexo B - ESTUDO DO COMPORTAMENTO DO
COEFICIENTE gy

B.1. Introducéo

Este anexo objetiva-se ao suporte de algumas das afirmacdes estabelecidas
no Capitulo 8 no que se refere ao comportamento do coeficiente de seguranca
global relativo aos materiais (gy). Em complemento & secdes transversais
abordadas no Capitulo 8, quais sejam:

a) retangular 20/60 sob flexdo simples com e sem armadura de

compressao;

b) T 20/60 com b=140cm e h=15 cm sob flexdo simples com e sem
armadura de compressao;

c) retangular 20/60 sob flexao normal composta com armadura simétrica;

apresentam-se, neste anexo, uma série de resultados, obtidos a partir de outras
secles transversais, e para as duas classes de concreto que delimitaram a analise
estabelecida no Capitulo 8 (C-20 e C-30).

Procura-se, com esse procedimento, observar a variagdo do
comportamento do coeficiente g, com algumas das principais variaveis
relacionadas & secles transversais: classe do concreto e geometria. Ndo se
pretende, obviamente, esgotar a amplitude das variaveis envolvidas, nem muito
menos das possiveis combinag¢des pois, como ja mencionado no Capitulo 8, toda a
gama de possibilidades sé pode, e deve ser levada em consideragdo, através de
modelos capazes de inferir resultados considerando a aleatoriedade das variaveis.
A Tabela B.1 apresenta as se¢des transversais analisadas neste anexo, bem como
aquelas cujos resultados foram apresentados no Capitulo 8 (naquele caso, para
todas as classes de concreto analisadas).

Apenas a dimensdao relativa a altura da se¢éo transversal para as se¢oes

retangulares é que foi objeto de investigacao, pois é evidente que a outra dimensao
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(largura) interfere proporcionalmente sobre ambas as capacidades resistentes da
secdo transversal (com valores médios e com valores de projeto) conduzindo,
assim, auma mesma relagdo para g,. Manteve-se a mesma largura para todas as
secdes (20 cm), e foram experimentadas diversas alturas que abrangessem uma
amplitude relativamente grande. Por isso, deve-se notar que a sec¢do 20/10 é
puramente tedrica, e ndo constitui uma op¢do de emprego pratico, principalmente
para o caso de FNC. Nas analises das se¢Bes T, o objetivo foi 0 de estudar a
influéncia da largura da mesa sobre o comportamento de g,. O cobrimento tedrico
empregado nas andlises foi estabelecido relativamente aaltura de cada uma das
secles, e equivalente a 0,05.h. Apesar de ndo estar contemplada nos estudos
deste anexo, had que se destacar que a variavel cobrimento também pode

apresentar influéncia sobre o comportamento do coeficiente gy.

Tabela B.1 — Sec¢Oes extra analisadas com g.=1,4. Casos investigados

I , caso
analise sem As| >
S[ 8[
o= S % o= Sz %
flexao 2 2 2 = 20| 12 12, 12
simples (caso 1) (caso 2)
(FS) 70 140 210
9] 22z
2,
(caso 3)
As = As
flexéo 2 h/é (caso 5)
normal < ,,i
composta N hi2 (caso 6)
(FNC) £ 3 o
e E | 23 (caso7)

B.2. Resultados

Os resultados das andlises estédo apresentados nas figuras a seguir. Para a
maioria dos casos, houve uma superposicao perfeita das curvas, e por isso notam-
se apenas duas delas, relativas & duas classes de concreto aqui analisadas (C-20
e C-50).
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