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RESUMO

O tema desta pesquisa refere-se ao tratamento numérico de estruturas de pavimentos,
dando énfase a utilizacdo do método dos elementos de contorno - MEC para o
tratamento de elementos planos, placas, enquanto os elementos lineares serdo
tratados através do método dos elementos finitos - MEF. Busca-se contribuir com
uma série de trabalhos realizados nesta area, principalmente com a consideracdo do
efeito da excentricidade do eixo neutro das barras em relacdo a superficie neutra da
placa somando-o, portanto, ao fenbmeno de flexdo desta ultima. A técnica de
acoplamento dos elementos estruturais utilizada foi a técnica das sub-regifes, que
facilita a visualizacdo do problema da combinacéo e viabiliza o uso da técnica de

condensacdo estatica na resolucdo do sistema de equagdes.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno; Analise de Placas Delgadas;
Analise de Pavimentos; Combinacdo MEC/MEF.



ABSTRACT

This research refers to the numeric analysis of structures, emphasizing the use of the
boundary element method- BEM- in the discretization of the plates, while the linear
elements will be formulated through the finite element method - FEM. The aim is to
contribute with a number of works related to this subject, specially in the
consideration of the effect of the stiffeners’ eccentricity in relation to the plates
neutral surface, in addition to its bending state. The tool adopted to fulfill the
coupling among these kinds of structural elements is the well-known sub region or
multi-domain technique, which works well with the static condensation technique

for solving the sparse system of equation generated.

Keywords: Boundary Element Method; Thin Plates Bending Analysis; Structural
Analysis of Buildings; BEM/FEM Coupling.



CAPITULO 1 - INTRODUCAO

Neste trabalho desenvolveu-se um estudo da formulagdo do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) para a andlise de placas finas, com base nas
aproximagdes de Kirchhoff, associadas a elementos de barra modelados pelo
M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF). As barras podem estar dispostas seja no
dominio seja no contorno das placas. O efeito da excentricidade do eixo neutro das
barras em relacdo a superficie neutra da placa ¢ considerado somando-se, portanto,

ao fendmeno de flexdo da mesma, um estado plano de tensoes (EPT).

Este acoplamento foi feito considerando-se a associagdo espacial de sub-
regides que agrupam elementos de mesmas propriedades fisicas e materiais. O
sistema final de equacdes ¢ constituido de acordo com o tratamento individual de
cada elemento ou grupo de elementos estruturais (placas de mesma propriedades
fisicas e geométricas e estruturas constituidas por barras) como um subdominio do
pavimento. A compatibiliza¢ao final ¢ feita apdés uma devida transformacao das
coordenadas de cada sub-regido. Esta técnica facilita a visualizagdo do conjunto

como um todo e¢ também a viabilidade de combinagdes entre os métodos.



Trabalhos como os de WEARING & BETTAHAR (1994) discutem o uso da
técnica da subdivisdo do dominio da placa no MEC para a analise de sua flexao.
Avalia-se também a eficiéncia da formulacdo proposta para algumas variagdes da
geometria das placas. Como contribuicdo aos estudos da técnica de sub-regides
aplicada ao MEC, VENTURINI (1989) ¢ VENTURINI & PAIVA (1988)
estabelecem avang¢o na formulagdo do elemento de contorno considerando o dominio
de uma placa sob flexdo subdividido, sem a separacao fisica ao longo das interfaces.
elaboram esta formulacdo para andlise de placas sob flexdo divididas em regides de
diferentes propriedades e geometria. Eliminam, desta forma, aproximagdes internas.
Este trabalho gerou uma série de outros trabalhos como o de CHAVES et al. (1999)
e mais recentemente FERNANDES, CODA & VENTURINI (2000) que
elaboraram uma formulacao para combinar placas e barras, ambos modelados pelo
MEC, sem que se necessite a constru¢do das matrizes de influéncia de cada sub-

regido separadamente.

Os primeiros trabalhos que trataram placas no contexto de estruturas de pisos
de edificios através do MEC, embora ndo especificados no texto, foram os de
BEZINE (1981), e HARTMANN & ZOTEMANTEL (1986) ¢ GUO-SHU (1986).
No primeiro, o autor desenvolveu um algoritmo onde condi¢des de dominio podem
ser impostas, dando assim o primeiro passo para a simulacao de apoios de lajes de
edificios (lajes continuas). Nos dois outros trabalhos referenciados, os autores
também possibilitaram a colocagdo de vinculos internos inclusive elasticos. Mais
recentemente, HARTLEY(1996) apresenta a versatilidade do uso do MEC para a
analise do comportamento da placa interconectada a outros elementos de estruturas
complexas de edificios. Enfatiza as aproximag¢des adotadas para facilitar a elaboragdo
da formulagdo, quando transfere para a placa a influéncia das barras sobre o seu

comportamento estrutural.

Intimeras pesquisas sobre placas modeladas pelo MEC, enrijecidas foram feitas
devido a importancia de se conhecer o seu comportamento em presenca de

carregamento transversal. Os enrijecedores sdo, em geral, modelados pelo MEF e,



portanto, algumas técnicas de combinagdo entre os métodos numéricos sdo
apresentadas de diversas formas. Como exemplo de trabalhos desenvolvidos neste
departamento, citam-se PAIVA (1987), que mostrou associagdes diversas com
estruturas de barras, pilares e vigas e mais recentemente OLIVEIRA NETO (1998),
para andlise de pavimentos de edificios em que uma terceira varidvel de
deslocamento ¢ incluida. O equilibrio ¢ feito apenas entre forcas verticais. Estes
aspectos facilitam o acoplamento além e aproximar melhor os resultados. Nestes
casos, a influéncia dos enrijecedores foi considerada como uma reagdo dos mesmos
sobre a placa. SILVA (1996) desenvolveu um sistema semelhante ao de
PAIVA(1987), porém tratando as placas com as hipoteses de Reissner. PAIVA &
VENTURINI (1985) ¢ PAIVA (1987) formulam a influéncia da suportagem de lajes
cogumelo como forcas sobre elas atuantes, transformadas em equagdes integrais.
Posteriormente, PAIVA & VENTURINI (1987) fizeram a combinagao entre placas

e grelhas, sendo o equilibrio na regido da interface estabelecido entre forgas verticais.

TANAKA & BERCIN (1997) desenvolveram uma formulagdo para a andlise
de placas com enrijecedores de secdes transversais variadas, levando-se em conta
todas as rigidezes e a excentricidade dos eixos deles em relagao aos eixos neutros das
placas. Desta forma, ele combina os efeitos de flexdo e do estado plano de tensdo a
placa. Segundo eles, a influéncia dos enrijecedores ird refletir na formulagao de
acordo com cada pesquisador. Em seu caso, as rigidezes das barras sdo incorporadas

a equacao de deslocamentos das placas finas (fig. 1.1).

Fig. 1.1 — Exemplo utilizado por TANAKA & BERCIN (1997)

Outro trabalho que se pode citar a respeito da combinagdo do efeito de flexdo

com o do EPT ¢ o de PALERMO(1989) que estudou pegas (barras) de secdes



abertas delgadas, analisadas como placas acopladas no espaco. Os efeitos de placa e
de chapa s3o associado na mesma barra toda vez que ela for composta por placas

nao-coplanares.

Outros pesquisadores também apresentam trabalhos sobre o acoplamento entre
regides modeladas pelo MEC e MEF que ndo para o caso de pavimentos de
edificios, o que foi de grande valia para este trabalho. Através deles, varios aspectos
sobre o problema da combinagdo entre os métodos a serem cuidados foram previstos
para a elaboracdo do algoritmo desde o seu inicio. Neste sentido pode citar o trabalho
de BREBBIA & GEORGIOU (1979) examinam a combinacdo MEC/MEF
aplicada a dois problemas elastostaticos de duas formas diferentes. O primeiro
método trata a regido modelada por elementos de contorno como uma regido de
elementos finitos. O segundo trata o elemento finito como elemento de contorno.
Concluem que o primeiro método parece ser mais interessante pois pode ser

facilmente incorporada a algoritmos de MEC ja existentes.

Ha trabalhos em que regides de meio continuo, 2 ou 3-D, tratadas pelo MEC e
barras pelo MEF. Foi o caso do trabalho de CODA et al(1997), em que a anélise

ndo-linear também ¢ feita.

MESSAFER & COATES (1989) analisam placas de varias rigidezes a flexao
apoiadas sobre solo elastico semi-infinito, utilizando a combinacdo MEC/MEF
considerando elementos ndo-conformes. CODA (1993) avaliou este tipo de interagdo
no conjunto solo-estrutura de barras. FERRO & VENTURINI (1992) formularam a
formulacdo com observagdo em detalhes particulares e caracteristicos da modelagem
de fundagdes sobre estacas. CALDERON & VENTURINI (1997) apresentam
modificagdo na representagdo integral de deslocamentos em placas finas, incluindo a
influéncia do substrato sobre elas como integral de dominio proveniente da sua
propria representacdo integral através de trés métodos: pela subdivisdo do dominio
em células, pelo uso do método da reciprocidade dual e por outro processo

alternativo também baseado em fungdes globais.



BEER (1986) discute a eficiente implementag¢do do elemento de contorno num
algoritmo elaborado em elementos finitos ja existente para aplicagdo em interagdo
solo-estrutura. O resultado final desta implementagao ¢ avaliado através de exemplos
de estruturas modeladas pelos dois métodos simultaneamente. Estes resultados sdo

confrontados com os obtidos para estas mesmas estruturas modeladas pelo MEC.

CHAUDOUET-MIRANDA & CRISTESCU (1993) demonstram o uso a

eficiéncia da combinagao entre 0o MEC ¢ o MEF na industrial.

1.1 - OBJETIVO DO PRESENTE TRABALHO

O objetivo desta pesquisa ¢ desenvolver uma formulagdo e o respectivo
algoritmo numérico, com a devida implementa¢do em microcomputador, para analise
de pavimentos dede edificios. Uma caracteristica principal do desenvolvimento a ser
feito ¢ que o tratamento as placas ¢ dado empregando-se o MEC para placas
delgadas e os elementos lineares tratados pelo MEF. Em uma segunda fase a
estrutura completa do edificio serd tratada combinando o elemento desenvolvido com

os elementos verticais.

A idéia ¢ contribuir com a gama de trabalhos desenvolvidos no assunto,
acrescentando-se, porém, a consideragdo do efeito da excentricidade do eixo das
barras enrijecedoras em relacdo ao verdadeiro nivel do acoplamento com a placa.
Escolheu-se utilizar a técnica das sub-regides ou dos multidominios, para viabilizar a
compatibilizacdo ou acoplamentos dos dois métodos. Diversos aspectos desta técnica
sdo abordados no intuito de facilitar a elaboracdo de sub-rotina e/ou adaptagdo de
programas, visando utilizé-la para esta ou outra combinacao entre métodos de analise
estrutural desejada. A partir dai, pode-se proceder a eliminagdo de graus de liberdade

da estrutura durante a analise por condensagao estatica.



A programacao dos algoritmos propostos foi feita em linguagem FORTRAN

para microcomputadores.

1.2 - APRESENTACAO DO TRABALHO POR CAPITULOS

O trabalho incluird capitulo (capitulo 2) com conceitos basicos relativos aos
problemas de flexdo placas delgadas e a aplicacio do MEC na resolugdo deste
problema, de forma simplificada, por se tratar de assunto bastante conhecido e
estudado (ver, p.e., VENTURINI(1988), PAIVA(1987), OLIVEIRA NETO(1998),
CHUEIRI(1994), ALIABADI(1998), BREBBIA & DOMINGUES(1989),
BREBBIA, TELLES & WROBEL(1984), HARTMANN (1991)). Num capitulo
seguinte, expdem-se os mesmos aspectos do MEC aplicado ao Estado Plano de

Tensdes (EPT) (capitulo 3).

No capitulo 4 apresentam-se aspectos sobre o elemento finito de barra utilizado
para discretizar os elementos estruturais lineares. Somente os aspectos principais que
causarao influéncia no processo de combinacao destes com os elementos estruturais
de superficies modelados pelo MEC serdo abordados. A vasta bibliografia sobre o
assunto permite que se faca apenas um breve detalhamento destes aspectos (p.e.,

BATHE(1982), ZIENKEWICZ(1971), CODA(1993)).

Como foi dito, diversos conceitos e aspectos da utilizacdo da técnica de sub-
regides sdo discutidos capitulo S, auxiliando na elaboragdo de uma sub-rotina a ser
incorporada no programa de placas finas, com énfase as modificacdes necessarias
para adapta-la aos algoritmos propostos nos capitulos anteriores. Diversos trabalhos e
livros ddo a orientagdo para a formulagdo basica desta técnica para uso geral em
engenharia (p.e., VENTURINI (1983), BREBBIA & DOMINGUES (1989),
ALIABADI & ROOKE (1992), dentre muitos outros), alguns com énfase para o
caso de placas finas (WEARING & BETTAHAR (1994)). Os aspectos necessarios

para desenvolvimento de rotina para este fim, sdo detalhados neste capitulo. Sao



apresentados alguns exemplos para demonstracdo de eficiéncia e de como tal técnica

deve ser usada adequadamente.

O capitulo 6 aborda o acoplamento entre duas ou mais sub-regides, modeladas
pelo MEC e/ou o MEF, através da técnica das sub-regidoes. O acoplamento de barras
dispostas no dominio ou no contorno da placa ¢ feito, no primeiro caso, entre os nos
destas e os nés internos da placa de mesma posicdo. A solucdo obtém-se
considerando a influéncia da barras como linhas ou pontos de carga sobre a placa ou
subdividindo-se o dominio em estudo de forma adequada, de forma que exista a
interacao entre as sub-regides. Exemplos de elementos e estruturas acoplados sdo
apresentados. O efeito de membrana causado pela excentricidade do eixo neutro das
barras em relacdo a superficie neutra da placa ¢ considerado em seguida, com o

modelo idealizado através do PTV..

Antecipando-se ao capitulo de conclusdes, finalmente apresenta-se o capitulo
que abordada os aspectos do processo de condensagdo estatica adaptado ao sistema
de equagdes resultante do acoplamento das sub-regides de estruturas. Utiliza-se a
técnica também utilizada por WILSON(1974) e que se apresenta como uma

extensao do processo basico da eliminacdo de Gauss.



CAPITULO 2 - TEORIA DE KIRCHHOFF E O MEC
APLICADO A PLACAS FINAS

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo, objetiva-se analisar os efeitos do carregamento em placas finas
-pela teoria de KIRCHHOFF - a partir de uma formulagio do Método dos
Elementos de Contorno (MEC). O algoritmo desenvolvido por CHUEIRI(1994)
baseado nesta formulacdo é utilizado como uma rotina béasica para o célculo de

estruturas formadas por placas delgadas.

2.2 - ANALISE DE PLACAS FINAS PELA TEORIA DE KIRCHHOFF

A andlise de placas delgadas com base na teoria de Kirchhoff, a chamada
Teoria Cléssica, para pequenos deslocamentos, € uma simplificagdo do problema
tridimensional na Teoria da Elasticidade. Para placas delgadas sob carregamento

transversal, listam-se aqui as hipoteses basicas de calculo estabelecidas nesta teoria:



-0 material de que é composta a placa é suposto homogéneo, isotrépico e
elastico linear;
-a espessura da placa t € pequena se comparada as suas outras dimensdes;

-0s deslocamentos verticais resultantes desse carregamento sdo pequenos em
comparacao a espessura t da placa;

-0s deslocamentos horizontais dos pontos do plano médio da placa séo
negligenciados pois assume-se este ser a superficie neutra;

-as secOes transversais inicialmente planas e normais a superficie neutra assim
permanecem apos a deformacéo da placa;

-as tensdes normais oss, perpendiculares ao plano da placa, podem ser
desprezadas (vide fig. 2.1) em presenca das demais componentes de tensao.

A fig. 2.1 mostra os sentidos adotados como positivos dos eixos coordenados e
componentes de tensdo em um elemento de placa. Para a analise do problema de
placas, pode-se obter as seguintes equacdes, com base nas condi¢des basicas acima

listadas e de acordo com o sistema ortogonal X;X2x3 com origem na superficie média:

t/2 g
|
t/2 O3 02
O O13 fi’clz
X
023 \ X1 O11
02 r’ O3
2y, <-t‘
3
o1 O11

Fig. 2.1 — Tensdes, forcas e esforcos sobre elemento de placa

Seguem-se as equagOes basicas necessarias para se formular a anélise de placas

delgadas com base nas hipoteses estabelecidas nesta teoria.
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2.3 - DESLOCAMENTOS (u;):

Sobre as componentes de deslocamento u; de um ponto, sendo i=1,3 e levando-

se em conta as hipoteses basicas adotadas para placas finas, pode-se dizer que:
Uz = W(X,;,X,) (2.1)

onde w(x,,X,) representa os deslocamentos nos pontos do plano médio da placa,

definido no plano x;X.

Observando-se o elemento de placa da fig. 2.2 e analisando-o no plano
X,X,apos a deformacédo, a superficie média apresenta uma rotacdo w,; (a virgula
indicando derivacdo) num ponto P de uma determinada secdo transversal que desloca

us na direcdo x3. Apos analisar-se 0 elemento da mesma forma, agora no plano x,xs,
pode-se concluir que:

Ui = -X3 in i: 1,2 (22)
| ) dx,  Us(b)
X3 l’> XZ r a b
— uy(b)
W< : Ly
Us=wW “ ‘
X3 y Uz(d) d | |
Ly d
u1(d) "}‘C'

Fig. 2.2 — Componentes de deslocamento de elemento de placa
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2.4 - DEFORMAGCOES (&)

Analisando-se 0 elemento de placa abcd mostrado na fig.(2.2) no nivel da
superficie média apds a mudanca de forma, pode-se escrever as componentes de

deslocamentos, por exemplo, dos pontos b e d:

Ul(b)= ul(a)+ Ui,1 Xm

Uz(b)= uz(a)+ uz,1 dxy

e
ui(d)=uy(a)+ uy,, dx;
Uz(d)= U2(8.)+ Uos,» dX2
Dai,
_uy(b)-u,(a) .
11 111 )
dx,
. _Us(b)-u,()
22 dX2 212
e
+
E12 = e21 - U1,2 u2’1

g = JinitUini (2.3)

ou, em termos de deslocamentos e a partir da eq. 2.2

€. =—X,W 1j=1,2 (2.4)
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2.5 - TENSOES (o)

De acordo com o a lei de Hooke as componentes de tensdo sao obtidas através

da equacdo (na sua forma indicial):

o =S8 4 2Gue, 5 ij k=12 (2.5)
Ty kk Qi s ) )
onde
G=_°C (2.50)
2(1+v)

¢ 0 modulo de elasticidade transversal, bem como E é o médulo de elasticidade do

material da placa, v € o coeficiente de Poisson e ; € o delta de Kronecker

Em termos de deslocamentos, as componentes de tensdo podem ser expressas

por:

—EXx -
0j; =m[\lw,kk d; +(1—V)\Nij] ijk=1,2 (2.6)

2.6 - COMPONENTES ESFORCOS (mjj e q)

As componentes dos momentos fletor e volvente e também da forca cortante
sdo obtidas formulando-se o equilibrio de um elemento de placa. Com base nas
hipdteses basicas, estabelece-se que a distribui¢do de tensdes pela espessura da placa
é linear, podendo-se assim calcular suas resultantes e as respectivas componentes de

momento e forca cortante por unidade de comprimento, na forma:

t/2
m; = J’cijxsdx3
St2
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Y2
q;, = Ioisdxs
=2

Integrando-se as equacdes acima e fazendo as devidas transformagdes, chega-se as

relacdes:
m, = D[, 8, +(1 -V)w,] (27)
q, =-Dw, 1,j,k=1,2 (2.8)

Et®

onde D= E(m (29)

representa a rigidez da placa a flexo.

2.7 - EQUACAO DIFERENCIAL DE PLACAS

A analise da maioria das configuracfes de placa consiste em resolver uma

equacdo diferencial dada em termos de deslocamentos, cargas aplicadas e rigidez da

placa.

Como

m;,; = —Dw, 44 =0 (2.10)
e

9., =g (2.11)

chega-se a
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my.; = =9 (2.12)
e
DWW, =0 O W, % (2.13)
ou
0B 2w 2 ou DO'we J (2.14)
D D

para i,jkl=12 e O=

2 2
d ( )+ dd)E ) (operador de Laplace).

A eq.(2.14) é a equacdo diferencial de placas, que relaciona o carregamento e

os deslocamentos.

2.8 - VALORES DE CONTORNO

Pode-se obter os esforcos em placas com relagdo a um sistema genérico de
coordenadas n e S. As componentes de cisalhamento e momento nas dire¢Ges
normal (m,, 0 momento fletor) e tangente 5 (M,s, 0 Momento volvente) associadas a
superficie analisada sdo também calculadas pelo estabelecimento do equilibrio de um
elemento de placa, cujas faces laterais sdo coincididas com as com 0s planos X;Xs,
X2X3, € X3 (fig.(2.3)). Obtém-se, portanto, considerando-se que as componentes mj; e

i sdo uniformemente distribuidas ao longo dessas faces:

m, = mynn, (2.15)

m.. =mgn;s; (2.16)

4, =ain; 1j=1,2 (2.17)



15

sendo n; e s; 0S cossenos diretores dos versores N e 5.

X1 Mz t
N’ e Xy
*2 X3 Xm

Mps

ql\_ ;mll ds
dX2
12
5/

Fig. 2.3 — Componentes de esforgos num elemento de placa

On

2.8 - CORTANTE EQUIVALENTE (V.)

No contorno da placa existem trés valores de forcas de superficie (egs. 2.15 a
2.17) para os quais ha trés valores de deslocamentos a eles relacionados (w, w,, e
W,s). Sendo a equacédo de equilibrio do quarto grau 0 niumero de valores possiveis é
quarto (ver FRANGI & GIUGGIANI (1999a e b). Assim, torna-se necessario
eliminar uma forca de superficie, bem como o deslocamento a ela relacionado, por
ser diretamente dependente das demais.

Wis

Os valores de contorno relativas a g, e mps podem ser agrupadas recebendo a
denominacdo de cortante equivalente V,. Isto pode ser obtido através da analise do
elemento infinitesimal ilustrado na fig.(2.4). Este elemento tem uma resultante de
momento Mys que vale Mps = mpsds e que pode ser representada por um binario de
forgas, cada uma valendo my, aplicadas nas extremidades do elemento. Analisando-
se agora dois elementos consecutivos, num ponto do lado comum a ambos, resultara
uma forga mys,sds que se somaré a forca cortante resultante g,ds no ponto observado.
Dai, surge a forca cortante equivalente V,, ds = g,ds + mys,ds, que por unidade de

comprimento vale:
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Vi = On + Mng,s (2.18)

Os valores de contorno restantes sdo, portanto, my,, Vn, W € W,y

ds ds
t/2
t/2
S I Y
L.
Myt mns,sdS Mns

ds ds

Fig. 2.4 — Momento volvente (mps) no contorno

2.9 - FORCAS CONCENTRADAS NOS CANTOS (R,)

Seguindo-se a mesma analise feita no item 2.8, onde se substitui 0 momento
volvente por binario de forcas para se obter a cortante equivalente V,, pode-se
verificar também o surgimento de forgas concentradas nos cantos, provenientes dos
lados que os formam. Elas valem mps” ou my” (m12 ou my; se as bordas séo
paralelas aos eixos x; ou X). Os sinais de (+) e (-) indicam o valor de mys posterior e
anterior ao canto i, respectivamente (fig.(2.4)). Portanto, forcas externas R, devem

ser aplicadas em cada canto i quando para imobiliza-los e valem:

R.=m -m (2.19)

ol

2.10 - SOLUCAO FUNDAMENTAL (*)

Para a formulacdo do MEC para o problema de flexdo de placas, é necessario

obter-se a solugdo fundamental que se define como o deslocamento w num
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determinado ponto p causado por uma forca unitéria aplicada a placa de dominio
infinito, num ponto de carregamento . Esta solucdo € classicamente dada pela
solugédo do problema de uma placa circular carregada no seu centro por uma carga
unitaria que matematicamente pode ser representada pela distribuicdo do delta de

Dirac (A(g,p)), cujas propriedades sdo as seguintes:

A(q,p) =0 para p#q
A(Q,p) = o para  p=q

IA(q,p) dQ =1

Dai, definindo-se ¢(p) como uma fungéo continua, tem-se

J@(p) Aa,p) dQ = g(q)

que significa que a resultante da carga distribuida A(q,p), aplicada em uma area

infinitamente pequena, representa uma carga unitaria aplicada no ponto q.

A solucdo do problema descrito acima resulta em:

w*(a,p) =$r2§n r —%@ (2.20)

sendo r a distancia entre os pontos p (ponto de resposta) e g (ponto de carga)

definidos sobre a placa circular de raio infinito, valendo:

r={(xm-x @)} (2.21)

Ainda da eq.(2.20) pode-se obter:
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x(qp)=dwr(@p)dr _ 1
w,, *(q,p) = ar an 4TlDrIn r(r,;n;) (2.22)
m, *(q,p) :_—1[(1+v)ln r+(1-v)(r,n)? +v] (2.23)
4Tt
My *(@P) = = (L-V)(r, (T, S,) @:24)
11
V. *(q,p) =%[2(1—v)(r,jsj)2 ~3+v] (2.25)
R, *(g,p) =m” -m. (2.26)

No préximo item, mostra-se que sera necessario conhecerem-se as derivadas dos
deslocamentos e esfor¢os fundamentais acima calculados, em relacdo a uma direcéo

m de origem em @. Neste caso, sdo necessarias as seguintes relagdes:

r ={(xi @) -x, (D))ZBI/2 (2.27)
(]
or _x(@)-x(p) =—r, (2.27a)
0x,(q) r
or, _ O8I, =—r, (2.27h)
ax;(q) r ’

portanto, pode-se obter

ow* _dw* or _ dw ar E@Xi(q)g _ dw d-r, tn,] (2.28)
om dr om dr X (@) om [ dr
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W,m*(q,|0)=—$rlnr(r,i m;) (2.29)
1
W, *(,P) =—E[(r,i m,)(r,;n;) +(m;n;)Inr] (2.30)
W, *(0.p) =—$[(r,i m,)(r.; ;) +(m,s,)Int] (2.31)
Moo *(@P) = =D omir, )05, )6 ) = (M) ) = (mis (b

ATw
(2.32)

2.11 - REPRESENTACAO INTEGRAL PARA PONTOS DO DOMINIO

E necessario obter-se a formulagdo integral que define o problema de placas
finas o que é feito a partir do método dos residuos ponderados ou pelo Teorema da

Reciprocidade de Betti.

Toma-se a placa da fig.(2.5) de dominio Q como parte de um dominio infinito
(Qw). Considere-se ainda um carregamento distribuido g aplicado sobre a regiéo Q.
O carregamento g* (da solucdo fundamental correspondente) aplicado a placa infinita
produz deslocamentos transversais fundamentais ja4 deduzidos w* e os
correspondentes estados de tensdo o;* e deformacéo &; *. Analogamente para o
problema real, os seguintes valores estdo relacionados: g, w, gj; e &;. Para esses dois
estados de solicitacdo validos no dominio Q, a seguinte relacdo de reciprocidade

pode ser escrita:

Icii *g;dV :Ioiisij *av (2.33)
\Y \Y
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Fig. 2.5 — Dominio de placas

onde V € o volume do elemento considerado como um corpo tridimensional.

A carga distribuida g* representa o carregamento fundamental arbitrada como
unitéria e cuja representacdo matematica € a distribuicdo delta de Dirac A(q,p).
Portanto, tensdes, deformacdes, deslocamentos, momentos e forcas cortantes

associados a este carregamento serdo indicados com o simbolo (*).

Com base nas hipéteses da teoria de Kichhoff e juntamente com a integracéo

da eq.(2.33) ao longo da espessura da placa, tem-se:

. *dQ

m;*w,, dQ =[m,w,
I 1] Jz. 1] 1]

cuja dupla integracdo por partes fornece:

I(mijw,i*nj —my,; W,;*n, )dl’ +Im w*dQ =
]

ij'ij
(2.34)
*wdQ

I(mij *W’i r]j _mij’j*waj n; ) r +Imlj’lj
T

Considerando-se as equacdes de equilibrio que envolvem o valor de m;; (egs.
2.10 e 2.12)e também que:

W,i =W,,N; tW,S; (2.34a)



21

e, analiticamente

Wyi*:Wm* ni*+WisSi* (234b)

a eq.(2.34) é reescrita na forma:

—I(mnw’n*+mnsW,S*-qnW*)d|_ +Igw*dQ =
Q
_'!'(mn *W,n+mns *W1s_qn *W)dr +I9*WdQ
“ (2.35)

Analisando-se o primeiro membro da eq.(2.35), fazendo-se a integracdo por

partes do segundo termo da integral sobre o contorno, obtém-se

'!'(mnsw,s*)dl' = [mnsw*];j —‘!’(mnS o W*)dr

(2.36)

O termo muw da equacdo acima, resultante da integracdo sobre todo o
contorno, difere de zero somente onde ha descontinuidade da normal, i.e., nos cantos,

e vale:

Nc
mnsW* = _Z RciWci *
1=

(2.37)

onde N. é o numero de cantos da placa, R¢ € W¢* sdo a reacdo e o valor de w* no
canto i respectivamente. O mesmo procedimento e conceitos podem ser aplicados ao

segundo membro da eq.(2.35).

Deve-se lembrar que os deslocamentos, forca cortante e momentos
relacionados com a solucdo fundamental dependem da posicdo de ambos os pontos

de colocacdo e o ponto fonte (q,p), de acordo com a definicdo de solugédo
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fundamental. Por outro lado, deslocamentos, forgas cortantes e momentos

relacionados com o problema real, dependem somente do ponto de colocacéo (p).

Substituindo-se eq.(2.36) e considerando-se a eq.(2.37) e o valor de V,
(eg.(2.18)) na eq.(2.35), e ainda, lembrando-se que g* representa o carregamento do

problema fundamental dado pelo delta Dirac (ver item 2.10), isto é:

jA(q, p) w(p)dQ =w(q)

obtém-se a representacdo integral dos deslocamentos dos pontos do dominio de

placas sob carregamento g aplicado sobre uma regido Qg que é:

wie) + [[V, (6. P) w(P) =m, *(@.P) w, (] (P) +Z Ry *(0,P) W, (P) =

[(Va(P) w*(q,P) =m,(P) w,,*(q,P))dr (P) +

Z R (P)wq * (4.P) + [9(p) W™ (@)D, (P)

(2.38)
que envolve os valores fundamentais listados nas eq. 2.20 e 2.22 a 2.26 e depende

das variaveis de contorno my(P), Va(P), W(P), w,n(P), W.i(P) & R.i(P).

Conforme ja dito, é interessante escrever-se a representacdo integral relativa a
derivada do deslocamento de um ponto ¢, w(q), em relacdo a uma coordenada m de

um sistema de coordenadas cartesianas (m,u) de origem em Q:



ow v )VA _om, 0 < OR; -
a—m(q)+ 1[ ma?(q,P)w(P) P (q,P)w,n(P)mil'(P)+Z o (a,P)w(P) =

1[% (P)—(q P)-m, (P) e (q P)Eﬂ'(PH

ZRci(P) e (q,p)+ Jg(p)aim(q,p)dng(p)

(2.39)

2.12 - REPRESENTACAO INTEGRAL PARA PONTOS DO
CONTORNO
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Através da eq.(2.38) pode-se obter o deslocamento de um certo ponto do

dominio. Torna-se necessario, porém, obter-se a formulacdo para o problema pelo

MEC, relacionando deslocamentos e esfor¢os quando o ponto fonte q situa-se sobre

0 contorno.Usa-se 0 seguinte artificio para tal: o dominio da placa € acrescido de um

setor de raio & centrado em ¢ (fig.(2.6)). Definem-se, assim, novos dominio (Q+Q;) e

contorno (r—F +I;) que modificam a eq.(2.38). O deslocamento w(Q) é entdo

calculado pela equacdo abaixo, considerando-se agora que Q é um ponto no

contorno, e portanto, o raio & tende a zero:

Fig. 2.6 — Ponto do Contorno
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w(Q)+1im [(V,*(Q.P) w(P)~m, *(Q.P) w,, (P))dr (P) +

lim J(vn *(Q,P) w(P)—m,*(Q,P) w,, (P))dr(P) +

(N.-1)
R *(Q.P)wy(P) +limR . *(Q.P) W, (P) +R . *(Q.P) w,. (P)] =

lim (Vo (Q.P) w*(P)=m,(Q,P) w,,*(P))dr (P) +

i [ (V2 (Q.Py w (P) = m, (Q.P) w, *(P))d (P) +

(Nc-l)

Rci (Qv P) Wci * (P) + Iai_l?g[Rci' (Q’ P) Wci' * (P) + Rci+ (Qv P) Wci+ * (P)] +

z!’g(p) w*(Q,p)dQ,(p)

(2.40)

Os limites da integral 't que envolve os termos w(P) e w,, podem ser

reescritos na forma:

: . « OW _
jim J@ (@ Pyw(P) =m; S(PIRIr(P) =
- * * ww aW ED —
im Jé\/ (@ PP ~w(@=m; g (P - S Q) (P) =

im (@ Pow@ b 7) - im [, QP

(2.41a)

cuja continuidade permite afirmar que, quando &-0 o ponto P- Q, e os valores

w(Q) e w,(Q) ndo variam sobre I¢:
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£-0
13

Iim\J’(Vn *(Q,P)w(P)—m, *(Q,P) w,, (P))dr,(P) =

w(Q) E[lgrl'Vn *(Q,P)dl¢(P) - w,, (Q) E[gr[mn *(Q,P)drg (P)
= = (2.41b)

Substituindo-se V,* e my* na eq.(2.41), lembrando-se que rini=r,=1,
risi=rs=0,r=gedl(P)=¢&d0 para 0 = B = (211- B¢), obtém-se:

£~ 2T

iy (% (@, PY wi(P) =, *(Q.P) i, (PI)AT(P) = - PeQ)

(2.42)

sendo 3; o angulo interno em Q.

Os limites de integracdo sobre s restantes na eq.(2.40), se analisados da
mesma forma que até entdo, tenderdo a zero se & 0, e portanto, também os limites

envolvendo R..

Finalmente, a seguinte equacdo para o calculo dos valores num ponto do

contorno é obtida:

%W(Q) +[ (Vo *(QP) W(P) =m, *(Q.P) w,, (P))dr (P) +

NC

Rci *(Q1 P) Wci (P) =

[(Va(Q.P)yw*(P)=m, (Q,P) w,,*(P))dr (P) +

(2.43)
Z R4 (Q,P)w,*(P)+ jg(p) w*(Q,p)dQ, (p)

Pode-se consultar a equacao para o calculo da derivada de w(Q) em relagdo a
uma direcdo qualquer m na bibliografia sobre o assunto (PAIVA(1987), p.e.).



26

2.13 - INTEGRAIS DE DOMINIO

Conforme se v€ nas eqs.(2.38 ¢ 2.43) hd uma integral de dominio que
corresponde a uma carga distribuida aplicada sobre uma regido Q, da placa, cujo
contorno ¢ I',, No MEC, entretanto, ¢ conveniente a transformagdo desta integral
sobre 0 dominio em integral sobre o contorno (I'y). Desta forma, facilita-se a sua
resolugdo numérica pela divisdo do contorno da regido carregada em elementos,
embora ndo se refira a variaveis incognitas. Entretanto, conforme serd visto adiante,
para possibilitar a vinculacdo em pontos internos da placa a pontos de barras, ¢
interessante também que se faga distingdo do tipo e da geometria do carregamento
quando da elaboragdo desta integral de contorno.

2.13.1 - CARGAS DISTRIBUIDAS EM REGIOES DA PLACA

Algumas técnicas sdo usadas para a migragdo das varidveis da integral de €,
para I',. Aqui, serd feita seguindo o seguinte procedimento: observando-se a fig.(2.7)

pode-se escrever que

dQ, =rdr d6

e
R
do =dr, onde cos B=r,,=r,; n;
cosf
Portanto
r,
dQ, =rdr R“ dr,



27

Fig. 2.7 — Dominio da regido do carregamento
que transforma a integral de dominio em

[@W* (@)L, (p) = [ [g(P)w * (@ p)rdr=e-dr, (p)
Qg

Te0 (2.44)

Antes de proceder a integracdo acima, deve-se estabelecer a variagao da carga
sobre o sistema de coordenadas x;x,. Conforme CHUEIRI(1994), pode-se, por

exemplo, supor que seja linear esta varia¢ao, ou seja:

g(p) = Axy(p) + Bxy(p) + C

e em termos de r e 0 ¢ sendo A, B e C constantes ¢

x1(p) =x4(q) + r cos 0

X2(p) = X,(q) + r sin O
chega-se a uma variacao de g(p) que ¢

g(p)=Arcos 0+ Brsin0+g(q) (2.45)

uma vez que

g(q) = Axy(q) + Bxy(q) + C ¢ um valor constante.

Substituindo-se eq.(2.45) ¢ w* (eq.(2.20)) na eq.(2.44), calcula-se a integra¢do

sobre r. Entdo, a integral de dominio se torna de contorno que vale:
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. _g(q) 3 _§
S_Lg(p) w*(Q,p)dQ,(p) = 321D IJ;R (InR 4) r,,dl,(p) +

1
407D

jR" (InR — %)(Acos 0+ Bsin 0) r,, dT, (p)
Te (2.46)

2.13.2 - CARGAS DISTRIBUIDAS EM LINHAS OU CARGAS
EM REGIOES DISCRETAS

A eq.(2.46), permite o céalculo de deslocamentos e esfor¢os no contorno e
dominio de uma placa sob carregamento distribuido em regides do dominio da placa

e com o conhecimento de suas condi¢gdes de contorno.

Existe o interesse, porém, de se analisar placas com condi¢des de vinculagao no
seu dominio. Estas condi¢des podem ter sua influéncia sobre a rigidez da placa
considerada, se os esforcos de interface forem interpretados como carregamento
distribuido em pequenas regides, como linhas de carga (S;;) ou cargas distribuidas em

regides discretas (Sg;).

Fig. 2.8 — Carregamento discreto ou em linha

Dai, a parcela da integral de dominio da eq.(2.38), por exemplo, referente a

esta influéncia pode ser:

nl nd
I, = 2 IgliW *(Q,p)dS; (p) + 2 Igdiw *(Q,p)dS; (p)

i=1 gji i=1 Sdi

para m; € nq representando o numero de regides com carregamento em linha ou em

areas discretas, respectivamente. Supondo-se as cargas sobre as areas Sy (carga gj;) €
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Sa4i (carga g4;) como uniformemente distribuidas, a integral pode ser matricialmente

representada por:

1, =[SKp,} (2.48)

Note-se que, quando os componentes de {Pg} sdo desconhecidos, irdo aumentar o
numero de incégnitas do problema. Isto € resolvido escrevendo-se as representagoes
integrais relativas ao deslocamento e a sua derivada (eqs. 2.38 e 2.39) para tantos
quantos forem os nos da interface ou da linha de carga, considerando-se também a
influéncia dos vinculos internos na integral de dominio. Neste caso, podem surgir,
porém, problemas com singularidade nas integrais, pois os nés p € q coincidem.
Estas integrais, embora para a placas tratadas pelas hipoteses de Reissner, se
encontram excelentemente desenvolvidas por SILVA(1996), que também apresentou

outras condi¢des de carregamento possiveis no dominio da placa.

2.14 - O MEC APLICADO A ANALISE DE PLACAS DELGADAS

Para a aplicagcdo do MEC ao problema de flexdo de placas utilizando-se a
formulacao integral apresentada, ¢ precisa dividir-se o seu contorno em elementos,
cujo valor das varidveis m,, V,, w ¢ w,, sobre eles seja calculado por fungdes
aproximadoras dos valores destas variaveis nos nds extremos dos elementos. A
integral sobre todo o contorno da placa, portanto, ¢ substituido pela soma das
integragdes sobre o contorno de cada elemento. Dai, a equagdo integral se transforma

numa equacao algébrica envolvendo valores nodais daquelas variaveis no contorno.

Escrevendo-se equagdes para os deslocamentos dos nés de contorno da placa,
constréi-se um sistema de equacgdes lineares onde os valores incdgnitos sdo os
deslocamentos e esfor¢cos nos pontos do contorno. A imposicdo das condigdes de
contorno, portanto, permite que se resolva o sistema de equagdes para os valores
destas incognitas. Isto permite com que se calculem outros valores em qualquer

ponto do dominio da placa.

Como se sabe, associam-se a cada ponto do contorno da placa, quatro
variaveis, duas das quais sdo conhecidas através das condi¢cdes de contorno.
Necessitam-se entdo, duas equacdes por nd para resolver os sistema. Ha autores que

preferem uma equacdo para os deslocamentos lineares w e outra para a rotacdao 0,
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(PAIVA(1987), WEARING(1994)). Outros utilizaram, como CHUEIRI(1994),
uma técnica alternativa que estabelece uma equagdo do deslocamento linear w para
cada ponto e outra para um ponto externo a ele associado. CHUEIRI(1994) também
utilizou as reagdes dos cantos das placas e seus respectivos deslocamentos como
variaveis do problema, escrevendo equagdes de deslocamentos para estes pontos e

utilizando as condi¢des de contorno a eles equivalentes, para a resoluc¢ao do sistema.

Portanto, um algoritmo foi desenvolvido com base na teoria aqui estudada.
Neste algoritmo, os elementos de contorno utilizados tiveram a sua geometria
aproximada por fungdes lineares e a distribuicdo das varidveis sobre eles

aproximadas por fun¢des quadraticas.

Como foi visto (ver eq. 2.43), a forma geral da equacdo integral para o célculo

do deslocamento de um ponto Q do contorno de uma placa delgadas é:
C(QwW(Q) + j (V. *(Q,P) w(P)—m, *(Q,P) w,, (P))d'(P) +
r

DR, *(Q,P) w,(P) =

I (V.(P) w*(Q,P) —m, (P) w, *(Q,P))dI'(P) + (2.49)

NC

Y R (P) W, *(Q,P)+ [ 2(p) W*(Q,p)dR, (p)

i=1 Q¢
que envolve os valores fundamentais e depende das variaveis de todo o contorno. Na
eq.(2.49) C(Q) vale:

B

21T

CQ) =

sendo B, o angulo interno em Q. Note-se que, quando Q estd num contorno sem
angulosidade (B=m), C(Q)=1/2; quando Q ¢ um ponto interno (q) pertencente ao
dominio da placa, entdo C(Q)=1 ¢ C(Q)=0 em caso contrario.

CHUEIRI (1994) simplifica a eq.(2.49) definindo o vetor de deslocamentos e

o de seus valores fundamentais:
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o [u®]_[we
B =@ " ., @)

u*(Q,P)=[w*(Q,P)  -w,*(Q,P)]

(2.50)
u, *(Q,p) =w*(Q,p)
u(Q) =w(Q)
e mais o vetor das forcas de superficie e o de seus valores fundamentais:
p.(P) V.(P)
S A e
~ p.(P)] [m,(P)
(2.51)

P*(QP)=[V,*(Q,P)  -m,*(Q,P)]

Ao mesmo tempo, como foi dito, torna-se necessario dividir-se o contorno da placa
em N, elementos para discretizar a integral eq.(2.49). Este processo de discretizagdo
permite que se transforme a equagao integral geral sobre todo o contorno em uma
somatoria das integrais sobre o contorno de cada elemento j , cujo contorno € Tij.
Portanto, a eq.(2.49) fica:

CQWQ) + . [ (0 (Q,P)- u(P)L| (P) +3. R, * (Q,P) W, (P) =

j=1 l‘j -

Z

(3

[ (P u* (Q, P)dr;(P) + 2.52)
2} P

—
I
—

Z

C

Ri(P) w, *(Q,P) + Ig(p) u, *(Q,p)dQ, (p)

Qg

i=

-

A vantagem desta divisao do contorno da placa em elementos ¢ também o fato
de que a varidvel relativa a um ponto genérico P pode ser escrita como uma
interpolagdo de seus valores em pontos do elemento pré-estabelecidos, os chamados
valores nodais. Isto € possivel pois no MEC assume-se que as fungdes de forma da
geometria de cada elemento e de suas variaveis sdo conhecidas, o que permite-se

escrever fungdes de interpolacdo ¢ que as represente. Neste trabalho, como o
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programa utilizado como base dos seus objetivos (CHUEIRI(1994)) assume fungdes
polinomiais linear para geometria e quadratica para as variaveis (formulagdo super-

paramétrica), esta sera a aproximagao aqui adotada.

Entdo, definindo-se o vetor valores nodais de deslocamento e esfor¢cos de um
N N .
elemento como U e P, respectivamente, de forma que:

-t

e

sendo que N representa o nimero do ponto do elemento de contorno que variade 1 a

(2.53)

3 j& que o elemento escolhido foi o quadratico, conforme j& comentado

anteriormente. Pode-se dizer sobre um ponto genérico P deste elemento que:

_ u, (P) _ w(P) T N
= _{uz(P)}_{w,n (P)}_? "L
(2.54)
p,(P) V. (P) T N
P)= = =®"(P)-P
p() {pz(P)} {m,.(P)} A
onde
QT:P,(P) 0 6@ 0 P 0 } .55
- 0 ¢, (P) 0 9,(P) 0 ¢3(P)

e ¢; sdo as fungdes interpolagao quadratica.

Considerando-se & a coordenada local homogénea , cuja vantagem de sua

utilizagdo sera discutida adiante, as func¢des ¢; sdo escritas:
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(§,-8)¢
£(&;-§)
_q_E+E)E L &
o,(P)=1- EE, E..§3 (2.56)
(§,-8)¢
&, -¢,)

¢,(P)=

¢3(P) =

O formato das equagdes 2.56 considera a possibilidade da existéncia de um ou ambos
pontos extremos do elementos com dois valores nodais da mesma variavel cada um.
Dai, pontos com esta particular condi¢do, deve ser migrados para dentro do
comprimento do elemento (elemento descontinuo). Caso isto nao ocorra, o n6 deve
ser mantido na sua posigéo original as coordenadas locais valerdo & =-1 ou & = +1
nas eqs.(2.56), dependendo da sua posi¢do no elemento in. Se ambos nods extremos
do elemento de contorno possuem um Unico valor para as variaveis a eles associadas,
obviamente que ambos serdao mantidos em suas posi¢oes originais caracterizando

assim, um elemento chamado continuo.

Reescreve-se a eq.(2.52) considerando-se as eqs.(2.54) na forma:

CQUQ) + X 1@ U [+ SR, (@7 wy(P) =
N B ) (2.57)
Z[g (Q)-P ]+ZRG(P)W *(Q,P) + Q)

j=1L~i
onde

h (Q)= | [13* (Q,P)- ?T(P)] dI;(P)

(2.58)
g (=] L Q P)-@T(P)]drj(P)

t(Q) = [[g(p)-u*(Q,p)] 4, (p)

Q

cujos valores das integrais para cada elemento j sdo conhecidos e sdo multiplicados

pelos valores nodais U? e PjN. Esta ¢ a vantagem em se utilizar o sistema local de
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coordenadas, o que consiste em se considerar as coordenadas de cada ponto do
elemento como uma coordenada local. Entdo, as integrais sobre o elemento podem

ser numericamente resolvidas.

Apo6s somar-se a influéncia de cada elemento de contorno e dos cantos no
cdlculo do deslocamento de um determinado ponto Q, os valores nodais
multiplicados pelos seus coeficientes sdo agrupados, construindo-se assim, uma linha
de uma matriz. Procedendo da mesma forma para todos os nos do contorno da placa,

incluindo os cantos, obtém-se a seguinte forma matricial para a eq.(2.57):
C(Qu(Q) +H(Q) U+H (Q)w =G(Q)P+G (QR +T(Q) (259

onde

— H(Q) ¢ G(Q) contém os valores das duas primeiras das eqs.(2.58),

respectivamente, agrupadas de acordo com os valores nodais a que se
relacionam;

— H (Q) e G (Q) contém os coeficientes que multiplicam os deslocamentos

e reagdes nos cantos, respectivamente;

— T(Q) refere-se aos valores calculados na ultima das eqs.(2.58);

T 1 1 N N
- U :{w W,, ... W= w,n“}

T N, N
SPi={v ml Ve om)]

sendo N, o niimero de pontos do contorno e

T
- W :{wcl W, - WNC}

¢ c

Aqui, N, ¢ o nimero de cantos da placa.
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Escrevendo-se a eq.(2.59) indicialmente, obtém-se uma linha (i) do sistema de

equacoes:
Cu+H"U'+H, w,=G'P'+G_R_+T" (2.60)
onde
H'= HY quando i#j.
H'=C'+ HY quando i=j.

Pode-se também escrever a eq.(2.60) como:

HU+H,w,=GP+G_R, +T (2.61)

A inclusdo de w, e R, como varidveis do problema permite que se incorporem o0s
termos em H (Q) ¢ G (Q) em H(Q) e G(Q), transformando a eq.(2.61) na forma

matricial:

H(Q)U = G(Q)P+T(Q) 2.62)

A partir dos resultados de deslocamentos e for¢as obtidos desta forma, podem-
se calcular os deslocamentos de qualquer ponto do contorno ou dominio da placa
através das equacdes eqs. 2.38, 2.39 ¢ 2.43. Para o calculo de esforgos e tensdes e
deformagdes nestes pontos, utilizam-se as equacdes dos itens 2.4 a 2.6 (ver, p.e.,
CHUEIRI(1994)). Para efeito de programagdo, da-se a elas o mesmo tratamento

dado a equacdo 2.43 que culminou na forma matricial do sistema em 2.62.

A matriz H dada em 2.62 ¢ tal que possui propriedades que dizem respeito a

configuragdes de equilibrio de uma placa. Submetida a um carregamento nulo, pode-

se escrever eq. 2.62 como:

H(QU=0 (2.622)

Um deslocamento qualquer w’ de corpo rigido permite estabelecer a seguinte
propriedade de H:
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ihi,u—l + Ehci,j =0 (2.62b)

j=1 j=1

ou seja, a soma entre os valores das colunas impares de qualquer linha de H deve ser

igual a zero.

Seguindo o mesmo raciocinio, agora para uma rotacdo o de corpo rigido em
torno de um eixo qualquer, obtém-se a outra propriedade de H:

Nn Nn Nn
Yoh, D+ h, -cosB,+ he -De;=0 (2.62¢)

j=1 j=1 j=1

onde Dj ¢ a distancia do no j ao eixo arbitrario de rotagdo e B; ¢ o angulo formado
entre a normal ao contorno em j e o versor normal ao eixo em torno do qual a placa

gira.

No problema de flexdo de placas delgadas, como se sabe, quatro s3o as
variaveis associadas a cada ponto do contorno, w(P), w,,(P), V,(P) e m,(P), duas das
quais sdo determinadas pelas condigdes de contorno. Considerando-se todo o
contorno da placa, restam 2N, valores desconhecidos, dois para cada nd. Além disto,
com relacdo aos cantos, um dos dois valores associados a cada um deles, w, ¢ R,
novamente, ¢ conhecido através das condi¢des de apoio de cada canto. Restam,

entdo, N, incognitas por n6 de canto.

Diante disso, resolve-se o problema de flexdo de placas ao se escrever duas
equacdes para cada n6 do contorno e uma para cada canto através da eq.(2.59). O
procedimento usual € se escrever uma equacao integral para o derivada direcional do
deslocamento w(Q) de cada ponto, relativa a uma dire¢do genérica m, de forma que,
da eq.(2.49):
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C(QW.,, (Q)+ [ [Vyon*(Q,P) W(P) —m,,, *(Q, P) W, (P)|dT'(P) +

> R *(QP) W, (P) =

2.63
[[Va (®) W,0 (@, P) = m, (P) w,,,, *(Q, P)|AT(P) + (2.63)

Y Ru(P) W 5(Q,P) + [ 2(0) W, Q)AL (p)

Pode-se demonstrar que ¢ possivel transformar-se a eq.(2.63) em uma forma similar

a eq.(2.62) procedendo-se da mesma maneira que ela foi obtida.

Porém, como j& se mencionou, PAIVA(1987) ¢ CHUEIRI(1994), dentre
outros autores, utilizaram um artificio alternativo que consiste em escrever a segunda
equacdo relacionada a um n6 do contorno através da eq.(2.49), porém para um nod
externo a placa a ele relacionado (Q’) localizado fora do dominio da placa.
VENTURINI (1989) ¢ PAIVA & VENTURINI (1992), dentre muitos outros
autores, apresentam uma técnica de andlise de flexdo de placas através do MEC em
que se evita a representacdo algébrica das rotagdes nos nds de contorno, através do
uso de nds de colocagdo externos ao dominio, o que melhora os resultados obtidos. A
definicdo da posicdo ¢ extensamente estudada nos citados trabalhos. Estes pontos
externos sdo posicionados na dire¢do normal ao contorno no ponto em questdo, a

uma distancia d do mesmo, que ¢ tal que (fig.2.9):

Q ¢ -oQ

Fig. 2.9 — Ponto Externo Relativo ao do Contorno
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sendo 1, o valor médio entre os comprimentos dos elementos concorrentes neste

ponto do contorno ou o comprimento do elemento, caso 0 n6 em questdo seja o nd
central do elemento. Varios estudos existem com relagdo ao valor ideal para o
CHUEIRI(1994) adotou 0.5 < o <1.5.

Pode-se escrever a forma matricial para a eq.(2.49) de forma a representar os
deslocamentos de ambos os pontos Q ¢ Q’:

C(Q)u(Q)+ [ (p* (Q,P) - u(P)AT(P) D p (Q,P) W, (P) =
r ~ i=1 ~ci

J(p(P) u*(Q,P)dI'(P) + (2.64)
.-

> R, (Q.P) u_ (P)+ [g(p) u” Q,p)dQ,(p)
i=1 Qg g

para a qual:
_[B/2m 0
{:(Q)—[ ) 0]
_Jw(Q)
@)

. [ vier o -m (Q,P)]
~ VI@Q.P)  -mi(Q.P)

CJu(P)| | w(P)
9(1’)—{“2(1,)}—{%(1,)}

P (Q.P)= { (@) }
~ci Rci(Q"P)

u*(Q,P):[w*(cz,P) —W:,(Q,P)]
~ WHQLP) W (Q'.P)



p(P) ={

p,(P)
p,(P)

V. (P)
m, (P)

|

|

u (Q,P)=

~cl

|

v (Q.p) ={

w;(Q,P)
w4 (Q',P)

w*(Q,p)
w*(Q',p)

|
|

Pode-se representar o sistema de equacdes na forma:

H

~ 2Nnx2Nn

H

~ Ncx2Nn

G

~ 2Nnx2Nn

G

| ~ Ncx2Nn

I:I €2NnxNe

I:Ichch

g €2NnxNe

(N;C NexNe

-

<

(U

~ 2Nn

Ucy,

(2.65)

P T

~ 2Nn ~ 2Nn

+
Pey, Tey,

2.15 - INTEGRACAO SOBRE OS ELEMENTOS

Na eq.(2.64), pode-se chamar de h (Q) ¢
~l

g (Q) as integrais:

~

h(@=[|p@p)-0"@ i)

(2.66)

2 (@=[l*@p) o @i,

onde ja foi visto que

39
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py<| V2 @D m, (Q,P)]
: Vi@.p)  -ml@,P)
Q<] V@D - (Q,P)]
~ WHQ.P) Wl (Q.P)

e as fun¢des interpoladoras das varidveis sobre os elementos

¢T=[¢1(P) 0 6(P) 0  ¢(P) 0 ] @67
- 0 ¢,(P) 0 9,(P) 0 0;(P)
(&3“&)&
o P)=—"—"—""""—
() E.vl(E.»s_§1)
&, +8)8 &
o,P)=1- + 2.68
®=1"ee, "L, 209
(E.»l_é)g
O,(P)=—-""""""
() §3(§1_§3)

As integrais da eq.(2.66) sera facilmente efetuada se for expressa em termos de

coordenadas adimensionais & que ¢ tal que:
;=€1/2 (T /dE=1/2)

Pode-se reescrever

h (Q) =h;(Q) = % Ig;(Q,P)ch (P)dE(P)

1

g (Q=g}(@= 51 [u @ P)0" (P)agP)

-1

onde p e u; sio p e u  expressas em termos de € ¢ 1 o comprimento do
~g ~¢ ¢

elemento j.
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2.16.1 - INTEGRAIS NUMERICAS:

Efetuam-se as integrais na eq.(2.66) pela formula de quadratura de Gauss:

NG
h:;(Q)=512mi -p (Q,P)-®'(P)

i=1 ~&i

g5(Q) = %_Zwi v, (QP)-2'(P)

2.16.2 - INTEGRAIS ANALITICAS:

A integragdo efetuada analiticamente, ¢ facilitada se as varidveis sdo escritas
em fungdo do raio r, pois o sinal de I'; muda de acordo com a posigdo do n6 singular.
Estes resultados se encontram perfeitamente deduzido na vasta bibliografia sobre o
assunto (ver, p.e., PAIVA(1987), CHUEIRI(1994) dentre outros), donde sdo aqui

transferidos:

h},(Q) =| [V*@,dr; [ =0

T i

€ b
h;;(Q) = lsgmo[!mnq)ndrj + ‘!.mntbndl"j J =

0
Heravlon 0.+, (0, -1

Cy(1+ V)[(¢2s)2 In(/ i026)— (64, ) In(/ i015)— %:I +

3+ 50 Il 02+ 5 00 I 1) 1436 |+

v[c;' +C'2‘E_,+CT2(1+3E_,2):|}
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€ b
2i1(Q) =l€i_r)r({jw*d>,,drj +jw*q>nder =
45 5 5
o] [ 107 020-2 - 0. 0 00-2 -
CTZI:(q)Zs)“(ln(gjq)Zs)_%)_ (¢15)4(ln(€j¢1s)_%)]+

4C} 5 7 s 7
T3|:(¢2S) (ln(€ j926) = ﬁ)"‘ (1) (ln(ﬁ iO1s)— E]]}

Ci
3

gh(Q)=| [w,, @,dT; | =0
T

onde,

o B ETEE-EE,
G -EDE -

Clzl ZE_,—(E_,i +§j)

T (€ -EE, -E)

-1

S v

—

para n, i, j=1,2,3 ¢ nzizj.

2.16.3 - INTEGRAIS NUMERICAS SUBELEMENTADAS

A proximidade do ponto de carga em relacdo aos elementos sobre os quais sera
feita a integracdo, aumenta a influéncia no valor da variavel a ser calculada. Melhora-
se este resultado se a distancia entre o ponto de carga e o ponto médio do elemento
nao for muito grande. Uma técnica eficiente, usada por alguns pesquisadores
(CHAVES (1997), FERNANDES(1998), ROCHA(1999)), consiste em subdividir o
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elemento, dependendo da posicdo do ponto de colocagdo em relagdo a ele. Neste

novo subdominio realiza-se a integragdo numérica.

A condicdo da subdivisdo pode ser baseada na limita¢ao da distancia entre estes
pontos a no minimo o comprimento do elemento que, quanto menor, maior sera o

numero de Gauss para efeito de integracdo numérica.
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CAPITULO 3-METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO APLICADO A ANALISE
DE CHAPAS

3.1- INTRODUCAO

Com o objetivo de desenvolver a formulacdo para andlise linear de chapas
através do MEC, serdo expostos neste capitulo os aspectos necessarios para a
elaboracdo de um algoritmo. Este algoritmo sera utilizado, portanto, como uma
rotina béasica para o célculo de estruturas sob estado plano de tensdo. Algumas

simplificacGes adotadas para o presente trabalho serdo também discutidas.

O que aqui se apresentara sobre a teoria de chapas planas pelo MEC é uma
breve recapitulacdo do que ja se encontra bem estudado na bibliografia sobre o
assunto. (p.e. VENTURINI(1988), BREBBIA & DOMINGUES(1989),
PALERMO(1989)). A andlise de chapas, ou placas planas sob estado plano de
tensdo (“plate stretching” - BREBBIA & DOMINGUES(1989)), é também uma

simplificacdo do problema tridimensional na Teoria da Elasticidade. Serdo revistas as
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equacdes bésicas desta teoria, apontando para o fato de que, normalmente no MEC,
a formulacdo é desenvolvida com base no estado plano de deformacgdes (EPD) e
posteriormente convertidas ao estado plano de tensdes (EPT). Conforme ja se sabe,
esta conversdo é feita através de uma simples substituicdo de constantes elésticas por

valores equivalentes, como se verd adiante (ver item 3.5).

3.2 - HIPOTESES BASICAS

Com a intengdo de facilitar o entendimento das condicdes basicas de calculo no
estado plano de tensdes (EPT), considere-se o elemento infinitesimal da fig. 3.1,

onde a origem do sistema de referéncias x;x,xs pertence ao plano médio da chapa.
Para o EPT, portanto, assume-se que:
-0 material de que é composta a chapa é suposto homogéneo, isotrépico e
de comportamento elastico linear;

-a espessura da chapa t é pequena se comparada as suas outras dimensdes;

-as forcas de volume (b;; ver fig. 3.2) atuam apenas no plano x;-x; (bs = 0)
e ndo dependem X3 (b1 = bi(X1, X2) € by = by(X1, X2));

-também as forgas de superficie (p;; ver fig. 3.3) atuam no plano Xx;-x;
apenas (ps = 0) e independem X3 (p1 = pP1(X1, X2) € P2 = P2(X1, X2));

-ndo ha forgas de superficie atuantes nas superficies externas da chapa, isto
é, em x3 = + t/2, p;=0 (ver fig.(3.3));

-como consequéncia das hipbteses acima, oz [10,(i = 1,3) € 011, 022 , O12,
bem como uj1, Uz, , Ujp,variam apenas em funcao de x; e Xo.

Com base nestas condigdes, elaboram-se as equacgdes basicas para a definicao
deste fendmeno, em que se consideram os estados planos de tensdo e deformacao,

relacionados, como se sabe, por equagdes constitutivas.

Antes, porém, € importante lembrar que, como mencionado na introducao deste

capitulo, o procedimento para a obtencao da descri¢do do problema de chapas atraves
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do MEC, é inicialmente desenvolvido com base no EPD e, quando necessario,
convertidas ao EPT através do uso de constantes do material. Por isso, listam-se
abaixo de forma resumida as hipoteses basicas de calculo de ambos estados (ver figs.
3.1,a3.3):

a) Para 0 EPT (i=1,3 e k,j=1,2):
03 =0

Okj = Okj(X1,X2)

b3 =0
bj = bj(X1,X2)
ps=0

Pj = Pj(X1.X2)
em X3 = £ t/2, pi=0
Uj = Uj(X1,X2)

us#0

b) Para o EPD (i=1,3 e k,j=1,2):
&i=0
Exj = &kj(X1,X2)
us;=0
Uj = Uj(X1,X2)
em X3 ==*1t/2, ui=0
03320

e sobre a superficie cilindrica do corpo alongado, perpendicular ao plano vertical:

b3 =0
bj = bj(X1,X2)
ps=0

Pj = Pj(X1,X2)
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t/2 0'31%33
O32
V2 g,
022 o O13
Xa, Us o, Ou

X2, U2 W |
X1, U1

Fig. 3.1 — Estado de Tensdes sobre elemento infinitesimal

3.3 - ESTADO DE TENSOES (oy)

Considere-se 0 elemento infinitesimal da fig.3.1. Nela apresentam-se as
componentes de tensdo atuantes no elemento que se relacionam entre si através de
equac0es de equilibrio (a origem do sistema de coordenadas pertence ao plano médio

da chapa). Das equaces de equilibrio de momento, obtém-se, para i,j=1,3:
0. =0. i (3.1)

O equilibrio de forcas fornece, definindo-se b; como forcas de volume
(fig.3.2):

b,
—

X3 \

L 2
X2
X1

Fig. 3.2 — Forgas de volume
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o, +b, =0 ji=1,3 (3.2)

ij.j i

As forcas de superficie p; (“tractions” - BREBBIA & DOMINGUES(1989)),
sdo resultantes da projecdo das componentes de tensdo sobre um diferencial do
contorno da chapa (dI'). Portanto, sendo n; = cos(n,x;) os cossenos diretores do vetor

normala superficie n, calculam-se as p; as na forma (fig.3.3):

p; =0; O, (33)

X3

[0%] n

//
| P2
X2

X1

Fig. 3.3 — Forgas de superficie

3.4 - ESTADO DE DEFORMAGOES (g;)

As componentes de deformagéo (&) correspondentes as de tensdo expostas no

item anterior, séo funcdo dos deslocamentos u; (fig.3.1) de forma que, novamente:

N |-

(Ui,j +Uj,i) ij=1,3 (3.4)

onde

i SE; i%] (3.5)
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3.5 - RELACOES CONSTITUTIVAS

Como se sabe, os estados de tensdo e deformacdo estdo relacionados por
equacOes constitutivas do material em estudo (Hooke). Sendo ele de propriedades
lineares, pode-se simplificadamente escrever esta relacdo, utilizando-se as constantes

de Lame, na seguinte forma indicial:

O; = 2Ug; +Ad ;€ 1,J,k=1,3 (3.6)
sendo
H=G
e (3.7)
_ 2Gv
(1-2v)

lembrando que (eq.2.5)

Conforme ja& comentado, estados planos sdo simplificacbes do problema
elastostatico tridimensional. Entéo, a eq.3.6 para 0 EPD, de acordo com as condi¢fes
bésicas listada no item 3.2, ndo muda em sua forma, mas a variacéo de i,j,k agora se

daentre 1 e 2. Para o EDT também i,j,k=1,2 , porém, a eq.3.6 reescreve-se:

2

O;; = 2HE;; +2U—+)\ i€k

ijk=1,2 (3.8)

BREBBIA & DOMINGUES(1989) comentam que conhece-se a solugéo
fundamental para o problema do EPD, pois isto, usa-se elaborar a formulagédo para

este caso e depois migrar para 0 EPT, através da relacdo:
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Vv
(1+v)

(3.9)

que é proveniente da devida manipulacdo entre as egs.3.6 e 3.8, e deve ser

incorporado no célculo das constantes da egs. 2.5 e 3.7.

3.6 - EQUACAO DIFERENCIAL PARA O EPT (Navier)

Para se obter a forma diferencial para a equacdo de equilibrio (eq. 3.2) do

elemento da fig. 3.1, pode-se substituir os valores das egs. 3.4 e 3.6, obtendo-se:

Ly +u, +1b, =0 (3.10)
1-2v u

que é a equacdo equilibrio em termos de deslocamentos (equagdo de Navier), cuja

solugéo deve satisfazer a eq. 3.2, agora expressa em termos de deslocamentos,

novamente a partir da substituicdo das egs. 3.4 e 3.6 pelas variaveis que envolve:

Pi =H(u;; +uj;) Ny +Au N, (3.11)

3.7 - SOLUCAO FUNDAMENTAL (*)

Conforme visto no item 2.10, define-se como solucdo fundamental a solucéo
do problema elastico a um dominio infinito de mesmo material, submetido a uma
forca unitaria aplicada num determinado ponto. Para 0 EPT, obtém-se esta solucdo a

partir da equacéo de equilibrio (eq. 3.2 ou de Navier, eq. 3.10) escrita na forma:

0;,;(a,p) +4;(q,p) =0 ji=1,3 (3.12)
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sendo a distribuicdo do delta de Dirac A(qg,p), conforme ja visto, a representacao
matematica da carga unitéria aplicada num ponto g, na dire¢do i. As propriedades
desta distribuicg&o, vista no item 2.10, sdo aqui transcritas:

A(q,p)=0 para pzq (3.12a)

A(g,p) = para  p=q (3.12b)

IA(q,p) dQ=1 (3.12¢)
e

| @(p) A(a,p) dQ = @) (3.12d)

com @(p) representando uma funcédo continua.

Porém, por ndo constituir uma equacdo de Laplace, a eq. 3.10 deve ser
manipulada para obter-se a solucdo fundamental, neste caso. BREBBIA &
DOMINGUES(1989), PALERMO(1989) dentre outros, utilizaram a representagdo

do deslocamento em termos do vetor de Galerkin (F;), de forma que:

l'Ij = Fj,mm _;Fm,jm
2(1-v) (3.12)

que substituida, juntamente com a funcdo delta de Dirac na eq. 3.10, tem-se por

solucgéo

Uy (@P) = 5 )ﬁs 4v)lnEEEé.k+r » H

(3.13)

que € a solucdo fundamental para o problema bidimensional do estado plano de
deformacdo (EPD), sendo, r a distancia entre o ponto de resposta (p) e ponto de
carga (q), conforme visto no item 2.10. Para transformar esta solucdo para o EPT,

basta substituir v por v’ , conforme eq. 3.9.
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A partir da solucdo ui(q,p), pode-se obter, através das eq. 3.4, 3.6 e 3.3, as

solucdes para € i(q,p) e, conseqiientemente, para & ik(q.p) €:

. _ 1 : o _
Pi(@.p) = —4n(l_v)r[r,n{(1 2v)8+2r, 1, 3= @-2v)(r, n, -r,n)]

(3.14)
3.8 - REPRESENTACAO INTEGRAL PARA PONTOS DO DOMINIO

Deseja-se obter a formulacdo integral que define o problema de chapas a partir
do teorema da reciprocidade (ver, p.e., VENTURINI(1988)). Considere-se o
dominio finito Q da chapa em questdo, contido num dominio infinito Q", e aos quais
associam-se o carregamento real e outro correspondente ao problema fundamental,
respectivamente. Sao relativos ao problema real os deslocamentos uy(p), as tensées

gij(p), as deformacdes &;(p) e as forcas volumétricas bi(p). A ele também pertencem
os valores prescritos u;(P), sobre 'y e p,(P), em I,. Ao problema fundamental

referem-se u'(q,p), 0 (a.,p), € (q,p) e das forcas de superficie pi(q,p). Através do
teorema da reciprocidade, relacionam-se os estados de tensdo e deformacdo de

ambos os problemas de forma que:

‘J:cru g; dQ = 1[8 g} dQ i,j=1,2 (3.15)

da qual obtém-se, integrando por partes uma vez, a seguinte equacao:

r[|O.U. dr - 1[ Ju p; dr - ?[ dQ i,j=1,2 (3.16)

Substituindo-se as eq. 3.2 e 3.12 na eq. 3.18 e considerando-se as propriedades
da fungdo delta de Dirac (egs. 3.12a-c), obtém-se, portanto, a formulagdo integral
para calculo dos deslocamentos de pontos (q) localizados no interior do dominio da

chapa, a partir de valores de contorno:
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u;(a) = -1[I0T (a,P)u;(P) dl'(P)+1[UT(q,F’) P (P) dr(F’)+1[UT(q,P) b;(p) dQ(p)
ij=1,2 (3.17)

3.9 - REPRESENTACAO INTEGRAL PARA PONTOS DO
CONTORNO

Da mesma forma que no capitulo anterior, sera utilizado o mesmo artificio para
a elaboracdo da formulacéo para o problema do EPT pelo MEC, a partir da eq. 3.17,
quando o ponto fonte g esta locado no contorno. Aqui, usa-se novamente o dominio

da placa acrescido de um setor de raio & centrado em ¢ (fig.(2.6)). Com 0s novos
dominio (Q+Q¢) e contorno (I -r +T ) definidos a eq.(3.17) € entdo modificada, de

forma a calcular o deslocamento w(Q), sendo que Q é um ponto do contorno, ou

seja, o raio & tende a zero.
Procedendo-se de forma analoga a que gerou a equacdo integral para pontos de

contorno no problema de flexdo de placas, obtém-se a representacdo integral dos
deslocamentos dos pontos de contorno de chapas:

¢, (Qu;(Q) = -1[IOT (Q,P)u;(P) dl'(F’)+1[UT(Q,P) p;(P) dF(P)+£UT(Q,P) b;(p) dQ(p)
ij=1,2 (3.18)

onde os valores para u; e p; sdo dados nas eq. 3.13 e 3.14. ¢i(Q) contém as
caracteristicas das tangentes que determinam a angulosidade do contorno em Q.

3.10 - O MEC APLICADO A ANALISE DE CHAPAS SOB EPT

Da mesma forma que visto no problema de flexdo de placas (cap. 2), ha que se

dividir o contorno da chapa em elementos, de valores para as variaveis u; e p; sobre
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eles calculados por funcBes aproximadoras dos valores nodais destas variaveis.
Novamente, a integral sobre todo o contorno da chapa é substituida pela soma das
integracfes sobre o contorno de cada elemento, transformando a equacgéo integral
numa equacdo algébrica envolvendo valores nodais daquelas varidveis no contorno.
Um sistema de equacBes € construido ao se escrever equacBes para 0s nds do
contorno (eq. 3.18), uma para cada direcdo i (i=1,2) por no, cujo vetor de incognitas
possui os valores nodais de deslocamentos e forcas de superficie. Uma outra opgéo,
que foi inclusive adotado neste trabalho, construir este sistema com a eq. 3.18 escrita
para nos externos a placa, evitando, assim, a resolugdo de integrais singulares. A
imposicdo das condi¢Bes de contorno é suficiente para resolver este sistema,
possibilitando o calculo de outros valores em qualquer ponto do dominio da chapa,

através da eq. 3.17.

Como foi feito para ao problema de flexdo de placas, a rotina desenvolvida,
com base na teoria estudada até entdo, se refere a elementos de contorno de
geometria aproximada por fungdes lineares e a distribuicdo das variaveis sobre eles

aproximadas por funcbes quadraticas.

Assumindo-se esta subdivisdo do contorno I' em N, elementos, cada elemento j

com contorno Ij, pode-se reescrever a ed. 3.18 na forma:

(Q)uQ)+ Y [(p*(Q.P)I(P)r,(P) =Y [(u*(Q,P)Dp(P)dT,(P)
’Z‘I ) ’Z’[ ) (3.19)
+J9b*(Q,p) b(p) dQ, (p)

onde

|]11 C12 D
c(Q) = 0
B %21 Co [



_ Q)0
4975 o0

2

pr(@P) =22
) Fp.,(Q',P)

w,(P)O
P) =
“®=H, P8

W, (Q.P)
*(Q,P)=p !
TRPEE: Q)
0, (P)0
P) =
R MOt
- _ 5, (Q,p)
LR Q)
th, (p)O

b =
2P=G, 0)F

Q) =1,+¢(Q)

P2(Q.P) ]
p.(Q",P)B

UIZ (Q’ P)D
u5,(Q.P)g

UIZ(Q,D)E
UZZ(Q,D)D

pode-se demonstrar que (BREBBIA & DOMINGUES(1989)):
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Observe-se que, como resultado do artificio usado no item 3.9, o valor dos

componentes da matriz g(Q) dependera do contorno ao qual pertence o ponto Q. Se
Q pertence ao dominio interno da chapa, entdo, c(Q) =1, (identidade de segunda
ordem). Para Q situado no contorno sem a presenca de angulosidade (“smooth

surface”), ¢(Q) =%IZI2 . Para nd de contorno com angulosidade na posi¢do do no,
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para a qual

21 Bu@ (@O

% em1-v 3. @

onde

c,,(Q) =4(1-v)(Tt+6, —6,) +sen 20, —sen 28,
¢,,(Q) =4(1-v)(Tt+6, -8,) +sen 20, —sen 28,

€1o(Q) = ¢, (Q) = c0s 26, —c0526,

Como no problema de flexdo de placas, ha a possibilidade de se usar 0 mesmo
artificio alternativo que consiste em escrever a eg. (3.18) para um né localizado fora
do dominio da placa relacionado a um n6 do contorno em estudo. Deve-se lembrar
que, estes pontos externos sdo posicionados na direcdo normal ao contorno no ponto

em questdo, a uma distancia d do mesmo, (fig.2.8) que € tal que:

d=a/,

sendo /£,,, o valor médio entre os comprimentos dos elementos concorrentes neste

ponto do contorno ou o comprimento do elemento, caso 0 né em questdo seja 0 NO

central do elemento.

Neste caso, c¢(Q) =0, , alem de ser evitado o calculo das integrais analiticas a

serem comentadas adiante.
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Definindo-se o vetor valores nodais de deslocamento e esforcos de um

elemento como U" e P" | respectivamente, de forma que:

(3.20)

sendo que N representa 0 nimero do ponto do elemento de contorno (1 a 3 para o
elemento quadratico). Para um ponto genérico P deste elemento:

P T N
upy=g OB 0"y
M, (P)O
(3.21)
1(P)I:| T N
P)= =o' (P)P
o= e O
onde, conforme eq. 2.55
. ®P) 0 @FP) 0 @FP) 0 O
o = 3.22
" "Ho e 0o @P 0o e@f (322

e @ sdo as fungBes interpolacdo quadratica, ja vistas na eq. 2.56 considerando-se a

coordenada local homogénea & Também neste caso, as eq. 2.56 prevéem o uso de

elemento descontinuo.

Reescreve-se a eq.(3.19) considerando-se as egs.(3.21) na forma:
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N

cQu(Q) + Z b @u'E- '@_(Q) i Eﬂ(Q) (3.23)

=T

onde
h(Q)= J@ (QP)®'(P)EAr,(P)

(3.24)
9(Q= [u*(Q,P) BPT(P)]dr,-(P)

t(Q) = JM(Q,m m(p)pQ, (p)

cujas integrais tém valores conhecidos e podem ser resolvidas numericamente.
Da mesma forma que foi feito para 0 MEC aplicado a flexdo de placas, somar-

se a influéncia de todos os elementos de contorno no calculo do deslocamento de

todos o0s nds do contorno da placa, constroi-se o seguinte sistema de equacdes:

H(Q)U =G(Q)P+T(Q) (3.25)

onde

- H(Q) e G(Q) contém os valores das duas primeiras das eqs.(3.24),

respectivamente, agrupadas de acordo com os valores nodais a que se

relacionam; H(Q) contem inclusive os valores de ¢(Q)

- T(Q) refere-se aos valores calculados na ultima das eqs.(3.24);
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L P =l pb . p? pl

1]

sendo N, 0 nimero de pontos do contorno.

Pode-se representar o sistema de equacdes na forma:

EﬂZNnszn %:er\m ﬁ: %m\mxzr\m %zm ﬁ-i- ﬁfZNn ﬁ (3'26)

Da mesma forma que para o MEC aplicado ao problema de flex&o de placas,
partir dos resultados de deslocamentos e forcas obtidos pela eq. 3.25, podem-se
calcular os deslocamentos de qualquer ponto do contorno ou dominio da placa
através das equacOes eqs. 3.17 e 3.18. Através das relagdes dos itens 3.4 e 3.5,
calculam-se os esforgos e tensdes e deformagdes nestes pontos (ver, p.e.,
PALERMO(1989)). Novamente, para efeito de programacéo, estas equacdes sdo

manipuladas como se fez a eq. 3.18, cujo resultado ilustra-se na eq. 3.25.

Da mesma forma que no problema de placas, pode-se verificar propriedades da

matriz H através da imposi¢cdo de movimento de corpo rigido & chapa. Supondo este

deslocamento dado na diregéo Xi:

Nn

Zhiyzj_l =0 (2.62b)
=)
ou seja, deve ser nula a soma entre os valores das colunas impares de H. O mesmo

vale para as colunas pares quando o deslocamento de corpo rigido se da na direcao

de X,:
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Para a integracdo sobre os elementos na eq. 3.24, procede-se da mesma forma
como foi feito para o caso de flexdo de placas (cap. 2), lembrando-se que, os valores

fundamentais em p*(Q,P) e u*(Q,P) agora sdo os dados em eq. 3.13 e 3.14. Neste

trabalho, como se disse, ndo havera a necessidade de célculo de integrais singulares,
pois as equacdes foram todas escritas para nds externos ao dominio da placa.
Utilizou-se também para esta analise de chapas, a técnica do subelemento para efeito
da integracdo sobre elementos de contorno.



61

CAPITULO 4-ELEMENTO DE BARRA MODELADO
PELO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

4.1 - INTRODUCAO

No presente capitulo apresentam-se aspectos sobre o elemento finito de barra
utilizado para discretizar os elementos estruturais lineares. No entanto, apenas 0s
principais aspectos para efeito de uniformizagéo e as convengdes de sinais relativos
aos sistemas locais e globais de coordenadas. Isto visa facilitar a compreensdo do
processo de acoplamento destes com o0s elementos estruturais de superficies
modelados pelo MEC que se vera adiante. Esta breve recapitulacdo sobre estes
aspectos se deve ao fato deste ser um método bastante conhecido, estudado e
divulgado na ampla bibliografia sobre o assunto (ver, p.e., BATHE(1982),
ZIENKEWICZ(1971), CODA(1993), RAMALHO(1990)).

Um dos citados aspectos diz respeito ao vetor de carga que originalmente, ndo

se apresentam em termos de valores nodais, como ocorre no MEC. E ainda, a
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orientacdo dos sistemas de coordenadas locais e globais destas estruturas seréo
estabelecidos. Deve-se atentar para uma adaptacdo e possivel ampliacdo universo de
graus de liberdade dos elementos de superficie para efeito do acoplamento com
barras (CODA (1993)), como se vera no cap. 6.

Um outro aspecto se refere a orientagdo do elemento de barra. Esta analise
auxiliara na correta elaboracéo da entrada de dados, discretizando-o corretamente.

4.2 - MATRIZ DE TRANSFORMACAO DO VETOR DE FORCA PARA
VIABILIZAR O ACOPLAMENTO

Para converter o vetor de forcas nodais em tensdes e cargas distribuidas no
contorno, € necessario determinar-se a matriz de transformacdo aqui denominada

matriz C.Este procedimento se encontra bem detalhado em CODA(1993).

Para o elemento de barra adotado, sabe-se que, a partir da aplicacdo do
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) determina-se a equacdo de equilibro de

corpos elasticos pode ser escrita na forma matricial como:

KU=F (4.1)

onde K € a matriz de rigidez do corpo definido por pontos discretos, U o vetor de

deslocamentos destes pontos e F o vetor de forgas aplicadas representadas por

componentes nodais aplicadas aos nos do corpo.

As matrizes componentes desta equacdo poderdo sofrer modificacdes, seja de
transformacéo de coordenadas, seja conforme outras formas em que elas podem ser
escritas, para que se proceda ao acoplamento com o corpo modelado pelo MEC,

conforme se Segue.
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421-AMATRIZ C

Considere-se 0 elemento de comprimento L e valores nodais como
demonstrados na fig. 4.1. Sera analisada a variacdo do deslocamento ao longo do véo
deste elemento. Primeiramente, sera calculada a forma aproximada do deslocamento
vertical (w) ao longo do eixo X;. Sendo considerada uma aproximacao polinomial da

funcéo w, pode-se escrever:

Fig. 4.1 — Coordenadas locais do elemento de barra

w,(X) =D x*+C x> +Bx+A (4.2)

que em termos de coordenadas homogéneas fica:

w,(¥)=DE&*+CE&°+BE+A (4.3)

uma vez que

&=x/L

e sendo

D=D,L?
C=C,L?
B=B,L
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w, (&) ¢éovaloraproximado de wno né de posicéo &.

A primeira derivada da eq. 4.3 relacdo a coordenada x €

', (§) = (3DE” +2CE +B) = = -, (8) (4.4)
uma vez que
o (B = awaa<£) _00,(8) g8
X o0& [
e (4.5)
00,8 _,
o€

Os coeficientes constantes A, B, C and D podem ser calculados ao se impor as
condi¢des de contorno as egs. 4.3 e 4.4 da forma:

a) parax=0 (§ =0); w,(0) = w,
b) parax=0 (1§ =0); w', (0) =P,
c)parax=L (§ =1); w,(1) = w,
d) parax=0 ([§ =1); w', (1) =P,

(4.6)
0 que da o seguinte sistema de equacdes:

A=wy

B=-B.L
A+B+C+D= @,
B+2C+3D= -B,L

que resolvido transforma as eqs. 4.3 e 4.4 em:
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W, (&) =w,$, —B,¢, +w,4; —B,¢,

—B.(&) =, 4", —B.¢", +w, 4", B¢, (4.8)
onde
¢, =(1-38* +287) ¢, = (—68 +6&°%) /L
b, =(E-28°+&")/L . ¢',=(1-48 +387) 4.9)
b, = (38" -28°) b5 = (6§ —68%)/L
b, = (- +&°)/L o', = (28 +3¢°)

O mesmo procedimento pode ser feito para se obter a equacdo aproximada dos

deslocamentos v em termos de coordenadas homogéneas e valores nodais, dando:

V(&) =V,0, +Y,§, +V,0, +Y,$,
L', (§) =v,0" +y. ¢, +U, 0", +y. ¢, =Y, (&)
(4.10)

v, (§)

uma vez que T >0 pois ambos 0s eixos X3 e X, sdo eixos de flexdo. Com

relacdo ao eixo Xy, entretanto, a forma aproximada para u e a deve ser linear (pois

existem somente 2 valores nodais em cada nd). Dai vem que:

u,(x) =Ex+F (4.11)
que em coordenadas homogéneas fica:

u,(§) =E§ +F (4.12)
sendo

E=E.L
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Novamente, impondo-se as condi¢des de contorno a eq. 4.12:

a) parax = 0 (& £=0) ; u,(0) = u,
b) parax =L (€ &=1); u,(1) = u,

(4.13)
Resultando no sistema de equagdes:
F= Uj
E =u-u;
(4.14)
Transformando a eq. 4.12 em:
U, (§) = (1-&)u, +(&)u, ou
u,(§) =0,u;, +0,u,
(4.15)
sendo
0, =(1-
1 =1-8) © (4.16)
0, =
Analogamente, portanto, obtém-se:
a,(€)=60,a,+6,0a, (4.17)

Agrupando-se as eqs. 4.8, 4.10, 4.15 e 4.17, pode-se dizer que a funcao

interpolacdo para os deslocamentos é:
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™ 0O O O 0O 0 ® 0 0 0 0 00O
2 ¢, 0O O O ¢, 0 ¢, O O O ¢,
w20 0 & 0 -9, 0 0 O ¢, 0 —p, 0O
"B o o e 0 0 0 0 o0 8 0 o0f
goo—¢1o¢'zooo-3o¢'4og
H ¢, O 0 0 ¢, 0 ¢ 0 0 0 ¢.5,,
(4.18)
pois

Ou, O

0, O

V1O

00

Ou, ()0 D“lg

D.&)5 %15

Lo, ()0 ERE
O O =¥O 0O (4.19)

.%o  ~ou0

EPa(E)D O, 0

O -0

ov.(&) O, o, O

0’0

.0

i

ZHZM

Na formulacdo MEF que gerou a eq. 4.1, porém o termo relacionado ao

carregamento distribuido € escrito em sua forma integral como (fig. 4.2):
Lj 1
Jo0) TPO)dx =L [¢(8) P(8)dE (4.20)
0 0

definida sobre o comprimento do elemento i.
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i L j
Fig. 4.2 — Calculo de forcas equivalentes

P(x) é o carregamento aplicado ao elemento i que varia ao longo do seu véo e

de valores interpolado por ¢. Pode-se interpolar estes valores nos nos extremos do

elemento, com o auxilio de funcdes lineares como as utilizadas na aproximagéo de

deslocamentos nodais.

HPaX (&) S
|:|PaY (E) O
==

s VINt3)
Om,, (8)0

M. (®F,

onde

OOonOod
R ':U ':U
NO<OX

S

1
t ®©

O DDJ?HE
N X

0
N
x

=P (4.21)

0
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|
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|

gapg

)
N
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®, 0, g
H 8, 0, 0 E
H 0, 0 0, S
©= 4.22
- 0 0, 0, O (4.22)
1o e 0. &
H 8, 0, Hxlz
Na forma matricial, eq. 4.20 fica:
; - [ O
Li[o(€)P(E)dE =L [¥ ©OPdE =Ligtjj OdiP (4.23)
0 0 I:I

sendo ¥ dado pela eq. 4.18.

O vetor de forcas nodais pode ser substituido pela expresséo 4.23, isto é:

F=CP (4.24)

onde P pode ser obtido de eq. 4.21 e:
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onde

I
Oﬁ’—‘
€

_|
0]

l

1
m,_, = Lij'elzdi =L,/3
0
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o

m12—2

0
m,_,
m,_,
—Mg_,
0
Mg_,
m,_,
-My,,
0

1
M, =L, [$,8,d§ =7L, /20
0

m 11-5

o

1o

m 12-8

0
m,_g
m,_,
—Mg_g
0
Mg_g
m;_;
My,
0

My,

m5—1l

—Mg_y,

m 11-11

m 2-12

o

3
10 @
o e e o o o e f

U o2

(4.25)

(4.26)
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1
Ms_s = LiId’lz 8,d§=L,;/12
0
1
m,, = LiJ’GZZdE =L,/3
0
1
Mg_g = LiI¢392dE =7L,/20
0
1
My = LiI¢'4 9,df=L,/12
0
1
m,_, = LiJ'(I)'lGldE =-1/2
0
1
m,_, = Lifelezdf =L;/6
0
1
m,_, = LiJ'(I)lGZdE =3L,/20
0
1
My, = LiI¢'l 0,d§ =-1/2
0
1
Me_, = LiI¢291d£ =L/20
0
1
Mgy = Li[$,8,d€ = L,?/30
0
1
Mgy = Lij-q)lz 9,d§ =-L,/12
0
1
Mg_, = LiI¢391dE =3L,/20
0
1
My = LiI¢'391dE =-1/2
0
1
Mgy, = LiI¢l3 8,d§ =-1/2
0

1
My, = I—iI¢491dE =-L,"/30
0

(4.26)cont.
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1
My = LiI¢l4 8,d§=-L;/12
0

1
My = L [6.,0,d8 = -L,% /20 (4.26)cont.
0

Observa-se que a matriz C ndo é simétrica.

Um outro aspecto desta matriz deve ser considerado no momento do
acoplamento da barra com outros elementos estruturais modelados por outros

métodos numeéricos, como o MEC, por exemplo. Neste caso o vetor CP é

interpretado como contendo os valores nodais de componentes forca de superficie. O
exemplo da barra da fig. 4.3 ilustra bem este problema. Compondo-se a matriz
conforme foi elaborado acima, o resultado seria interpretado como se interacao entre

as barras fosse refletida ao longo do vao do segundo trecho dela.

/ -

MEC MEF
/ —~ | |
d |V|Ee I I\KT |
trago do ptano meédio €ixo da barra
PC
/
z
a [}
MEC MEF

Fig. 4.3 — Ligacdo entre barras modeladas pelo MEC e MEF

Uma solugdo seria escrever a matriz C a partir da matriz elementar de

equilibrio (eq. 4.1 escrita para o0 elemento) ou utilizar apoios discretos no ponto de
ligacdo e suprimir a segunda barra (laje cogumelo, p.e., os pilares podem ser

interpretados tanto como apoios rigidos na direcdo vertical e flexiveis as rotacfes) ou
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pode-se utilizar o modelo da fig. 4.4, adotado por CODA & VENTURINI(1999)
para uma viga em balango como a da fig. 4.3.

AR

MEC

MEF

777777

Fig. 4.4 — Modelo adotado por CODA & VENTURINI (1999)

4.2.2 - ORIENTACAO DAS BARRAS —

MATRIZ DE TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Precisa-se, agora, escrever a matriz C associada as coordenadas globais para

efeito de consideracdo do elemento associado a outros elementos estruturais. Sabe-se

que a matriz de transformacéo entre os sistemas locais e globais :

d, m;
T =Hz m,
H: m;

n, 0
O

ns B

(4.27)

sendo l,, my e ni cossenos diretores das coordenadas locais em relagdo as globais

Xk. Podem ser determinados seguindo-se o esquema da fig. 4.5.
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Mg

X\S X, Q: $}/
_— —==

X1

Fig. 4.5 — Sistemas de coordenadas locais e globais do elemento de barra

Para 0 elemento de barra, portanto, a transformacdo das coordenadas locais
para globais sera feita através da matriz (fig. 4.6):

@
o

(4.28)

o
=
-1

'

D -

'
1

i o o o e e

DODOOO00000

Portanto, pode-se dizer que o vetor de forgas pode ser transformado do sistema
local para global por:

F=T'F,=T'(C,P,) (4.29)

~ ~



X1
Fig. 4.6 — Sistemas de coordenadas locais e globais do elemento de barra

Como, de forma anéloga:

P=TTP, (4.30)

a eq. 4.28 pode ser reescrita como:

F=T'(C,TP) (4.31)
-~ -~ ~ —~
C

de onde obtém-se

C=T'C,T (4.32)

~
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CAPITULO 5 - TECNICA DAS SUBREGIOES

5.1 - INTRODUCAO

Esta técnica consiste em dividir um dominio em partes que agrupem
propriedades homogéneas e aplicar o MEC ou MEF a cada sub-regido assim
definida. Entdo, os subsistemas de equacfes obtidos para cada subdominio séo
agrupados em um Unico para se atingir o resultado requerido. Este é o exatamente o
caso de pavimentos de edificios usuais, considerando-se, ndo apenas o material de
que sdo compostos, mas principalmente a variacdo de espessura (t) que ocorre

facilmente nos diversos casos.

Ainda, no caso de sistemas estrutural placa-viga, mesmo quando ndo ha
variagdo entre as espessuras das placas sobre o pavimento, surgem vincula¢es no
dominio do mesmo que devem ser levadas em conta. Portanto, o fato desta técnica
facilitar esta consideracédo a torna uma ferramenta muito atil. Além disso, ela provoca
0 surgimento de blocos de zero no sistema final de equacdes que representa o

comportamento do dominio. VENTURINI(1987) aponta como vantagens para este
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fato, ndo ser necessario armazenar estes blocos e a reducdo numero de operagdes

durante a resolucédo do sistema, como se vera mais tarde neste trabalho.

A técnica das sub-regides € bastante conhecida, portanto aqui serdo expostos o
aspecto computacional e as modificacbes a serem feitos em casos especiais.
ALIABADI(1991), CODA(1993), VENTURINI(1987, 1983), PALERMO(1989),
BREBBIA&GEOUGIOU(1979), KOMATSU & al(1997), WEARING &
BETTAHAR (1994) e muitos outros, resolveram seus problemas em estudo através

da técnica das sub-regides.

A divisdo do dominio da placa em estudo em sub-regides, porém, deve ser feita
quando necessario e critério (VENTURINI(1987)), a introducéo da descontinuidade

onde ela inexiste, provoca altera¢6es nos resultados calculados (vide tab.5.1).

5.2 - FORMULACAO BASICA

Do que se estudou sobre o MEC aplicado as placas de Kirchhoff, torna-se
necessario obter a formulagdo para placas divididas em varias sub-regies, também
conhecida como formulagdo multi-dominio (“multi-domain formulation”
ALIABADI(1991)). Para elabora-la, o seguinte exemplo de uma placa dividida em

trés sub-regides sera utilizado (fig.5.1):

Q, Q.
M Mo Q, M s
- —> «— «—
I T 1 |

Fig. 5.1 — Exemplo para placa apoiada dividida em trés subdominios
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Nesta figura, sendo aqui i,j = 1,3,

— " contorno da regido Q' que ndo pertence a uma interface (contorno comum
as duas placas)

— I contorno da interface entre as sub-regides Q' e Q'.
Como visto em anteriormente, a representacdo matricial para inico dominio é:
[} =[c]{e} {1} (5.1)

Entdo, esta equacdo toma a seguinte forma, considerando-se a matriz global

particionada de acordo com a subdivisdo do dominio neste exemplo especifico como:

1 1
g

para o subdominio Q*,

IZIUZD EIPZD
2 21 23 21 2 21 23 21
[ H? H ]EUzsm [G G* G ]H)BH { }} (5.3)

para o subdominio Q?,
[ H? H32]HJSZ [G3 G32] . H_l_{ 3} (5.4)
para o subdominio Q, onde

- U, P'sdo os deslocamentos e forcas de superficie nodais nos pontos do
contorno I da sub-regido Q'.

~ U PYsdo os deslocamentos e forgas de superficie nodais nos pontos do
contorno ™" da sub-regido Q'.

— H', G' so coeficientes das matrizes H e G calculados para a sub-regi&o Q'
que multiplicam U' e P' respectivamente.

H', G' sdo coeficientes das matrizes H e G calculados para a sub-regi&o Q'
que multiplicam U" e P" respectivamente.

— T's80 os termos de {T} relativos & sub-regido Q'.
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Este resultado corresponde alternativamente & aplicacdo da eq.(5.1) a cada

subdominio separadamente.

Como ambos os deslocamentos e forcas de superficie de nos locados sobre uma
interface sdo valores incdgnitos, os sistemas de equagGes mostrados nas equagoes
(eqs. 5.2 a 5.4) ndo sdo suficientes para resolver o problema. Torna-se necessario,
portanto, obter-se 4 grupos de equacdes adicionais uma vez que existem quatro novos
grupos de incognitas (U ou P*%; U ou P?*; UZ ou P%; U* ou P32)D. Considerando
que as sub-regides i e j exercem uma relacdo entre si ao longo da interface I, pode-
se escrever U’ como uma combinacéo de U" o mesmo valendo para P" relativamente
a P'. Este fato é obtido através das condicdes de equilibrio e compatibilidade de

deslocamentos:

(5.5)
U3 = u®

(5.6)
p2 = p®

donde a eq.(5.2) fica:
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e a eq.(5.3):
IZIUZD ap? g
2 21 23 21 2 21 23 21
[H H” H ]EUSZH [G G* G ]Q_PPSZH {T}}

Os sistemas de equacOes de cada uma das trés sub-regides podem ser
agrupados em um Unico que represente o dominio global da placa e depois de

consideradas as condicGes de contorno da forma:

ox'0d
0,0
0X O
' 0 0 H”? 0 G"” 0 Mx*0 B'O Or'o
HO A2 0 H21 H23 _G21 G23 %21 H= H}ZH*_ HIVZH (5.7)
3 32 3R O 3 3
Ho o A 0 H 0 G%T“DHsDErD
P 0
B

onde H' e G" valem para i#j e estéo relacionadas a nés sobre interfaces cujos valores
nodais sdo normalmente incognitos, como visto anteriormente. Nesta equacdo, 0
termo A’ representa os coeficientes de H' ou G' relativos a valores incognitos de U'
ou P', estes representados por X' na eq. 5.7. Por outro lado, os termos B' representam
o produto dos coeficientes de H' ou G' por seus respectivos valores de contorno de,
U' ou P'. Note que, ambos os coeficientes H! e G relacionados a interfaces s&o
mantidos do lado direito da equacdo, mantendo seus sinais originais, exceto 0s
coeficientes G''. Os coeficientes de uma sub-regido estdo sobre a mesma coluna que
0s correspondentes coeficientes das sub-regifes a ela adjacentes em cada interface.

Note-se ainda que os sinais originais dos coeficientes G¥, para j>i, sdo invertidos.

O sistema tem numero de linhas suficiente para calcular uma das incognitas, U ou P. A outra incognita se obtém pela
aplicacdo das condigdes de contorno, aspecto valido apenas para os nos fora das interfaces. Faltam, portanto, as variveis que
estéo sobre as interfaces.



81

Este exemplo € um caso simples em que cada interface conecta apenas duas
sub-regides, e ainda, as equacdes de equilibrio e compatibilidade de deslocamentos,
estabelecidas para os nds destas interfaces, ndo consideram influéncias externas.
Portanto, 0s proximos passos Serdo reescrever a equagédo eq. 5.7 contando com estas

possibilidades.

5.3 — SUB-REGIOES EM PLACAS DE KIRCHHOFF

Usando o exemplo de duas placas, para o subdominio Q*,

Hu1u1+Helel+Hu12u12+ HQ]Ze]Z — GV1V1+GM1M1+ GV12V12+GM12M12 + Tl
e para o subdominio Q?,

Hu2u2+H9292+Hu21u21+ H921921 — GV2V2+GM2M2+ GV21V21+GM21M21 + T2

VI.ZA\ Vau
> l l ) b I \]f\]//?- :
Wiz W21
my; my;
> (=l ) 5 YW <
O 0

Fig. 5.2 — Variaveis associadas aos pontos do contorno das sub-regides na regiio da interface
-sentidos positivos-

Quando as variaveis envolvidas sdo relativas ao vetor n normal ao contorno, as
condi¢bes de equilibrio e compatibilidade de deslocamentos serdo, conforme a

figura:

(5.8)
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Fazendo

A'=H,' ou-G,' ou Hg' ou-G,,'
X'=u'ouV! ou 8'oum'

B'=G,! Vlou-H,' u' ou G,' m'ou-Hg'0'

0 que depende das condicdes de contorno, obtém-se

O
O
0 (5.9)
O
O

Outro aspecto a se cuidar ¢ com relacdo as reacGes de canto na regido da
interface. A consideragdo deste esforco naquela regido provoca perturbagfes nos
resultados das variaveis calculadas nas proximidades do canto. Além disto, na
maioria dos casos, o canto ndo existe efetivamente. Varios estudos sobre esta
situacdo foram feitos (BETTAHAR & WEARING(1993), VENTURINI (1988),
PALERMO JR. (1989)) com a intencdo de modelar o canto de interfaces

adequadamente.

A exemplo da solucdo adotada por pesquisadores como, por exemplo,
PALERMO JR.(1989), adotou-se, neste trabalho desprezar a parcela w.R, da
equacdo integral de deslocamentos. Como 0 mesmo nao pode ser feito com o termo
R_w,, este valor foi redistribuido entre os nés duplos da placa anterior (nant) e

posterior (npos) ao canto em questdo. Substitui-se, portanto, w, por:
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- W(nant) +W(npos)

Wc
2

Uma consequéncia deste procedimento ¢ a alteracdo no valor calculado de V,

sobre 0s nds préximos ao canto (fig. 5.3) de H./2.

& ﬂ““]ﬂlmm_

:____.—-——-\
: v,
Vnpus
r;

Fig. 5.3 — Redistribuicio da reacdo do canto

5.4 - SUB-REGIOES ACOPLADAS NUMA INTERFACE COM
INFLUENCIA EXTERNA

Suponha-se que existem duas sub-regides, Q' e Q? interconectadas ao longo da

interface 12, como mostra abaixo a fig.5.3:

Q] QZ

i M2 r

vyevvylvvvded
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Fig. 5.4 — Interface entre sub-regides apoiada

Considere-se agora, 0 caso em que as varidveis P e U em pontos da interface
ndo sdo ambas desconhecidas, i.e., uma delas tem valor de contorno conhecido. Isto
pode ocorrer, p.e., no caso de um apoio locado ao longo de uma interface ou num
ponto da mesma (fig. 5.3). Ou ainda, se uma forca externa é ali aplicada. No primeiro
exemplo, surgird uma reacdo de apoio na interface, Ry, e serdo conhecidos 0s

deslocamentos U*=U?%.

P12 I)21

e

Fig. 5.5 — Esforcos na regiao da interface 1,

Assim, tém-se dois grupos de esfor¢os incognitos na interface e apenas um de
reacOes de apoio. Como existe um grupo de valores incognitos a mais sobre o
contorno da interface (comparando & anélise de interfaces na secdo anterior) resta
entdo se calcular mais um conjunto de equacdes que permitam a resolucdo do

problema. Torna-se necessario reescrever a equagéo equilibrio:

P+ P+ Rp,= 0

ou
P2 =-(P* +Ry) (5.10)
Dai pode-se escrever para a sub-regido 1:
HlUl + H12U21 — GlPl + G12P12 + Tl
ou

HlUl + H12U21 — GlPl _ G12P21 _ G12R12 + Tl
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e para a sub-regido 2:

H2U2 + H21U21 — G2P2 + G21P21 + T2

Para a sub-regido 1:

ap' O
[ H' Hu] [Gl —G" Gn]HPn |:|+{ }
HJZIE 12 D
E depois de consideradas as condi¢des de contorno:

A' G* G" El):‘ {8} +{1}
[ ]H‘um

E, portanto, para a sub-regido 2:

Ox*0
[+ -6"|g0-{e}{r}
A forma final do sistema sera agora:

ox!

2 1

=g,

[=N

[ |

ml 0 Gll GlZ

i
HO A? _GZI%
=

[ |

ar
+Er2

DDI:II:II:I:II:I
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Este caso pode ocorrer em qualquer ponto de interface ao qual se pode aplicar
as condigOes de contorno. No caso das placas de Kirchhoff isto pode acontecer

facilmente nos cantos, ou em lajes cogumelo.

Note-se que apenas os coeficientes G" para os pontos de interface séo mantidos
e repetidos do lado esquerdo da equacédo e apenas para uma das sub-regides que se
interfaceiam. Os respectivos coeficientes H' foram multiplicados pelos seus
correspondentes valores de U" e resultados adicionados em A'. Para a outra sub-
regido (subdominio Q? neste exemplo) mantém-se os G” apenas uma vez e as
colunas relativas as reacGes Ry, de apoio sdo preenchidas por zeros. Como no caso
analisado na secdo anterior, os sinais originais dos coeficientes G, para j>i, s&o
invertidos. Aqui também os coeficientes de uma sub-regido estdo sobre a mesma
coluna que os correspondentes coeficientes das sub-regides a ela adjacentes em cada

interface.

5.5 - MAIS DE DUAS SUB-REGIOES ACOPLADAS NUMA MESMA
INTERFACE

Considere-se agora o0 caso em que mais de duas sub-regides estejam conectadas
por uma mesma interface, como nos exemplos da fig.(5.5). Na fig.(5.5-a), p.e.,

existem trés sub-regides, Q', Q% e Q% e quatro interfaces, %, 3, r#

(estas trés
excluindo o ponto k) e 0 ponto k (um ponto que interconecta as trés sub-regides). Na
fig.(5.5-c),considerando a viga Q°® como uma sub-regido que compatibiliza os
deslocamentos de ambas as sub-regides Q' e Q? existe agora uma Gnica interface

23, Na fig.(5.5-b), a interface entre as trés sub-regides é o ponto k.
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l I-1 (a)
Q Ms
[— F3 k
Mo —
r23
Q, DE— Q;

2

(b)
Fig. 5.6a_e¢ b — Mais de uma sub-regido sobre por interface
Q] QZ
Q
Fi M I rs
- — «— «—
VAN
(©)

Fig. 5.6¢c — Mais de uma sub-regiio sobre por interface

A forma matricial geral do sistema que define o exemplo na fig.(5.5-b) é:
HU=GP+T

que particionado para considerar os coeficientes relativos aos pontos externos e sobre

a interface (neste caso o né k apenas) pode ser escrito para cada sub-regido:
i i DUi 0 i i DPi O .
[1 Hk]EUi =[G Gk]EPiD i=1,3
kO x O

As condicBes de equilibrio e compatibilidade de deslocamentos forneceréo as

trés equacdes que faltam:
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U = U4 = U = U (5.11)
PL+ P4+ PP =0 ou  PL=-(P%+P) (5.12)
Seguindo o mesmo procedimento adotado até aqui, a forma matricial para este

sistema, considerando-se agora todo o dominio agrupado e juntamente com as

condi¢bes de contorno é:

[

~

A, 0 0 H} G
O
00 A, 0 H; -G;

Ho o A, Hf o

-

SISl e lete

W N

—
—

w

I:II:II:II:IT:"IMI:IDDD
mels sl
I:I:II%I_I:II:I
anl=sle
I |

w

Resolvido o sistema, resta obter-se os esforcos P;* , que sdo calculados na
eq.(5.12).

Para efeito de programacéo, para cada interface Int com um total de nimero de
sub-regides nela concorrentes NSPI(Int), observa-se a partir do exemplo apresentado

0 seguinte:

« como cada ponto da interface Int terd um valor de deslocamento U¥,
aloca-se apenas 2[Nnint(Int) colunas na matriz do sistema final para
armazenamento dos coeficientes da matriz H, sendo Nnint(Int) 0
numero de nds da interface Int. Isto é, todos os coeficientes H relativos
aos nods da interface Int estardo sobre a mesma coluna.

e como resultado da imposic¢éo do equilibrio da forma apresentada neste
trabalho pela eq.(5.6), o resultado da solugdo do sistema fornecera os
esforgos nos nos de interface relativos as sub-regides Q, a Qnspiany. OS
esforcos para a Q; vém do equilibrio, que de uma forma geral se
escreve:

NSPI(Int)

Pl(lnt) - _ Z Pi(lnt) (5.12)
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* 0 numero de colunas da matriz G a se anexar & matriz final, portanto,
sera 2[Nnint(Int) INSPI(Int)-1]. Nas linhas relativas a sub-regido Q,, os
G,™ serdo armazenados com seus sinais originais e repetidamente
tantas vezes quanto for o nimero de sub-regiGes menos 1 (NSPI(Int)-1).
Nas linhas das sub-regifes restantes, nas colunas relativas aos seus
respectivos valores de esforcos, serdo armazenados apenas uma vez 0S
coeficientes G;{"™, porém com sinais trocados. As demais colunas serdo
preenchidas por zeros.

Desta forma, pode-se escrever para o exemplo da fig. 5.5-a:

e rqﬁ-gl Elumﬁga

OX, O

O, 0O

oX: O

OX, O

EP 0

21

y. O
%I 0 0 H, H,; 0 Hll( G, G 0 G:( G:( %315 BIE ar;,
90 A, 0 H, 0 H, H' -G, 0 G, -G 0 EE[USI(ZD=HSZD+HI‘Z
HO 0 A, 0 H; H, Hls( 0 -Gy G, 0 _Gls( S BLH Br3

0

0

0

0

0

|

« Nenhuma modificagdo é sofrida pelos termos independentes {B;} e {T;}

Esta € a forma geral a formulacdo de uma placa dividida em sub-regides. Um
cuidado, porém deve ser tomado quando da elaboracéo do algoritmo: ao se trocar o
sinal original do coeficiente G¥, para j>i, deve-se observar a convencdo de sinais
adotada para os esfor¢cos no programa basico para a analise de flexdo em placas. No
programa elaborado por CHUEIRI(1994), por exemplo, os sentidos dos esforgos e
sdo tais que, para 2 sub-regiGes adjacentes, o equilibrio nos pontos da interface se

estabelece na forma (vide fig. 5.2):

V,+V, =0 O Ve=-V, (5.13)

mas,

o
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M,-M, =0 O My=M, (5.14)

ou seja, a mudanca do sinal dependeré de que tipo de esforgo o coeficiente G, (j>i)

esta multiplicando.

5.5 - UM PROCEDIMENTO ALTERNATIVO PARA A
CONSIDERACAO DE SUBDIVISAO DO DOMINIO

VENTURINI & PAIVA (1987) apresentaram um procedimento alternativo
para se considerar o dominio em estudo composto por sub-regides. A proposta
apresentada pelos autores foi a de se evitar a subdivisao fisica do dominio em regifes
de mesma rigidez. A idéia basica era se considerar uma proporcionalidade entre as
solucdes fundamentais definidas para cada sub-regido, uma vez que cada uma delas
teria espessuras (t) distintas. Nesta secdo, este método serd apresentado, apesar de
ndo ter sido 0 método usado nesta tese e sim o da subdiviséo fisica do dominio em

regides.

Utilizando-se o exemplo analisado por VENTURINI & PAIVA (1987), os
termos relativos a solugdo fundamental para a sub-regido Q; usard o simbolo “*’ e

para a sub-regido Q,, “**’. Para cada regido m:

*(q,p) = rdnr—— 5.15
w*(q,p) ST, 5 (5.15)

1 1
w**(q,p) = rzﬁnr——ﬁ 5.16
(9,p) ST, 5 (5.16)

onde

Et’

m

Dm = m (5.17)

é arigidez a flexdo da placa.
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VENTURINI & PAIVA (1987) utilizaram o simbolo “*’para os esforcos de

modo geral, pois as varidveis fundamentais independem de D.

Pode-se escrever a solugdo fundamental de qualquer placa como funcdo de

w*(q,p) na forma:

D,w**(q,p) =D,w*(q,p) (5.18)
ou melhor:
w**(q,p) =(D,/D,) w*(q,p) (5.19)

De uma forma geral, portanto, pode-se dizer que qualquer sub-regido Qy de
rigidez Dy terd a sua solucdo fundamental (w **) escrita em funcdo de (w*)

proveniente da sub-regido de rigidez D, de forma que:

w" *(q,p) =(D/D,) W*(q,p) (3:20)

Do teorema de Betti pode-se escrever para cada sub-regido k a relagéo:

Jmij *w,, dQ, = Jmijw,ij"*dnk (5.21)

Computando-se a influéncia de todos os subdominios, considerando-se w* a

solucdo fundamental relativa & sub-regido de rigidez D, pode-se escrever:

[m * W,y dQ = [m,w,,*dQ (5.22)
Q Q

Entdo, deve-se suprimir o efeito de w* sobre a sub-regido Qy e finalmente

somar a contribuicéo de suas proprias solu¢des fundamentais w** ao dominio global:
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a a
Imij *w,; dQ = I m;w,;*dQ + Z E-Jmijwﬂij*dg + Jmijwﬂij* *dQ, 0
Q Q Kk Kk

B
(5.23)
Considerando-se a relagédo em eq. 5.20:

J'mij *w,; dQ = J'mijw,ij*dQ +y D, S—J’mijw,ij** dQ + [m,w, ** koE
0 0 D g% ?!-k =

(5.24)

e finalmente aplicando-se a igualdade eq. 5.21, obtém-se:
D, -DL O

_([mij *w,; dQ = _([mijw,ij*dn -y kD Ié!'mij *w,; dQ, E (5.25)

Usando-se, portanto o procedimento para se obter a equacao integral para o calculo
dos deslocamentos verticais w para placas isoladas sobre a eq. 5.25 acima, chega-se

finalmente a:

w(@) + [(V, *(@,P) W(P) —m, *(q,P) W,, (P))dr (P) +Z° R * (0, P) wy(P) =
T =

[(Va(a,P) w*(P) ~m, (g, P) w,, *(P))dr (P) +

[
Z Ry (@) W * (P)+ [80) W™ (6:P)IQ, () -

-pUO N, 0
> DkD 2 g(Vn *(q,P) w(P) ~m, *(q,P) W, (P))dF (P) +3 R, *(q,P) wci(P)H

i=1

(5.26)
Os autores confrontaram com sucesso resultados desta formulacdo para

exemplos numéricos com resultados obtidos através de um programa de elementos

finitos para analise de placas.

5.6 - EXEMPLOS
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Nesta se¢do, apresentam-se exemplos da aplicacdo da técnica das sub-regides,

no intuito de demonstrar a eficiéncia da formulagéo apresentada neste capitulo.

5.6.1 - EXEMPLOS I, I e 111

VENTURINI & PAIVA (1987) utilizaram os trés primeiros dos exemplos
aqui mostrados, nos quais a mesma placa quadrada € analisada sob carregamento
uniformemente distribuido (q) e para trés condi¢des de apoio diferentes. Esta placa é
dividida em duas sub-regides retangulares de mesma largura e propriedades fisicas e
geométricas (especialmente espessuras) diferentes, conforme se vé nos diagramas

(figs. 5.7a a 5.7c¢).

No primeiro exemplo (figs. 5.7a), a placa quadrada simplesmente apoiada nos
bordos, foi dividida em duas sub-regides de rigidezes a flexdo D; e D,. A mesma
placa é analisada no exemplo Il (figs. 5.7b), porém com os bordos externos
engastados. No terceiro exemplo (figs. 5.7¢), dois bordos opostos da placa estdo

simplesmente apoiados e 0s outros dois em balanco.

L/
a 03 / X D]
»-
/| D,
024 /
£ a s
- - ¢ - Referéncia
0,1 -
Presente Trabalho
0 T T T T 1
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
x/a

Fig. 5.7a - EXEMPLO I: Placa quadrada simplesmente apoiada. (v=0)
Fator multiplicativo a = (w 10* D, )/(qa2 )
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Nos diagramas das fig. 5.7a, b e ¢, pode-se observar a grande proximidade
entre os resultados obtidos para o presente trabalho (que utiliza sub-rotina de
acoplamento entre sub-regides) e os calculados através do método apresentado por

VENTURINI & PAIVA (1987) (item 5.5).

a XX XX X
1, N
>< x> D X
w o b
N
06 IZE 0 VN _
04 - - - - - Referéncia
0,2 - Presente Trabalho
0 i ‘ T T T T 1
0 01 02 03 04 05
x/a

Fig 5.7b- EXEMPLO II: Placa quadrada totalmente engastada (v=0)
Fator multiplicativo o = (w ao’ D, )/(qa2 )
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a 1+
® -
08 - Ty - 0t
06 | [ S - - - - Referéncia
x_ Di
04 - >
D, Presente Trabalho
0,2 - /
77
0 ‘ | ‘ ‘ ‘
0 01 0,2 0,3 0,4 0,5

x/a

Fig. 5.7¢c- EXEMPLO I: Placa quadrada com dois bordos opostos livres e dois
apoiados(v=0,3)
Fator multiplicativo a = (w 10* D, )/(qa2 )

5.6.3 - EXEMPLO IV

Neste exemplo, deseja-se demonstrar porque se deve fazer a subdivisdo do
dominio de uma placa de forma criteriosa e apenas quando realmente existir a
descontinuidade nas regides das interfaces definidas. Para tanto, utiliza-se uma placa
quadrada simples, retirada de TIMOSHENKO (1959), de espessura constante no
seu dominio (fig. 5.8). O carregamento sobre ela é uniformemente distribuido e a
placa possui dois dos seus bordos opostos simplesmente apoiados e os outros dois

engastados.
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v v v v ]
q /T |
7] *B T
.>
a2
.>
ia A -
.>
a2
.>
\ a |

Fig. 5.8-Placa quadrada com dois bordos opostos engastados e dois apoiados

v=03

(Timoshenko (1959))

Os resultados de deslocamentos verticais e momentos em x e em y nos pontos

A e B, obtidos nesta tese e os calculados por TIMOSHENKO (1959) para a placa

sem subdivisdes, sdo mostrados na tab. 5.1. As figuras nas primeiras colunas desta

tabela indicam a diregéo da interface e a posicdo em que o ponto A foi considerado.

Tab. 5.1-Placa quadrada com dois bordos opostos livres e dois apoiados
(Timoshenko (1959) — resultados

fn = qa4/D ; fa= qa2

v=03 Ponto A Ponto B
w/fy m,/f, my/fy, m,/f, m,/f;,

Timoshenko|  0,00192 0,0244 0,0332 -0,0209 -0,0697

YA

0,0019198 - 0,0328077 - 0,070071

/77777

2 subs.
% X X

yIIIIA

L 0,0020622 0,0159366 - 0,008632 0,0708622
2 subs.
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1////
. 0,0019576 ; 0,031784 ; 0,06951
/7777
3 subs. ‘
% %% %
Y4
0,0022179 | 0,02595567 ; 0,003822 0,0591
/7777
3 subs. ‘
- * %%
i .
0,001989 0,0293933 0,0038 0,059329
/7
4 subs. ‘
* %%
A4 0,0021469 0,0263675 ; 0,0038 0,059329
/7777
4 subs.

Comparando-se estes valores, percebem-se as discrepancias que podem ocorrer
nos resultados se a divisdo do dominio é feita sem critério e desnecessariamente,
como alertou VENTURINI(1987) (os asteriscos “** indicam os valores que mais se
distanciam dos resultados tedricos de TIMOSHENKO (1959); dois asteriscos ‘**’

indicam os valores muito diferentes dos calculados pela teoria)

Como se viu em 5.5, a formulacdo elaborada por VENTURINI & PAIVA
(1987) para se evitar a subdivisdo fisica do dominio em regiGes inclui menos
aproximacdes na equacao dos deslocamentos na regido das interfaces. A comparacao
entre os resultados obtidos por este método ou pela formulagdo exata (como se
apresenta em TIMOSHENKO (1959), p.e.) demonstra tanto que a rotina
desenvolvida nesta tese conduz ao célculo de resultados com boa aproximagao. Alem
disso, qualquer que seja a técnica de subdivisdo do dominio da placa adotada, ha que

se usar do bom senso para ao definir as posicOes e direcdes das interfaces.
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CAPITULO 6 - COMBINACAO MEC/MEF

6.1- INTRODUCAO

Diversas técnicas e sugestdes de pesquisadores foram utilizadas nos varios
tipos de problemas estruturais para combinar o MEC e o MEF, como
HARTLEY(1996), PAIVA(1996), BREBBIA & GEOUGIOU (1979),
VENTURINI & PAIVA(1987), CODA(1993), KOMATSU et al. (1997),
BEER(1986), TANAKA & BERCIN (1997), MESSAFER & COATES (1989).
Estes trabalhos, dentre varios outros, contribuiram para evidenciar a possibilidade da
utilizacdo do MEC combinado com outros métodos numericos. Pode-se, portanto
combinar regiGes de quaisquer propriedades mecénicas, de comportamentos
estruturais de diferentes naturezas, equacionadas por métodos numéricos que melhor

descrevam seus comportamentos.

De acordo com VENTURINI(1988), atribui-se aos trabalhos de
ZIENKIEWICZ et al. (1977), SHAW & FALBY (1977), OSIAS et al. (1977) os

primeiros trabalhos propostos de combinacgéo entre 0 MEC e 0 MEF.
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TANAKA & BERCIN (1997) trabalharam sobre o pavimento e se
preocuparam em incluir o efeito da excentricidade do eixo dos enrijecedores de
placas, de secdes quaisquer, na formulacdo do comportamento do conjunto
MEC/MEF. O efeito dos enrijecedores é transferido, como na maioria dos trabalhos

sobre o0 assunto, para formulacdo da placa.

PALERMO JR. (1989) estudou pecas (barras) de secOes abertas delgadas,
analisadas como placas acopladas no espaco. Os efeitos de placa e de chapa foram
associados, porém, independentemente entre si, numa mesma barra, e associados

sempre que esta fosse composta por placas ndo-coplanares.

Conforme exposto anteriormente, neste trabalho serad feita a ligacdo entre os
elementos estruturais planos do pavimento modelados pelo MEC e os lineares
modelados pelo MEF. As equacOes algébricas, como se sabe, foram elaboradas
separadamente. Para efetuar a juncdo sera utilizada a técnica das sub-regides, cujas

vantagens ja foram expostas no capitulo 5.

Na formulacdo utilizada para a analise de flexao de placas consideram-se, para
cada um de seus pontos discretos do contorno, duas componentes de esforcos (V, e
m ) e duas de deslocamentos (w e ©,), sendo as varidveis com sub-indice n séo
definidas em relagéo ao versor normal ao seu contorno. No presente estudo, estas
serdo as variaveis consideradas no estabelecimento do equilibrio e da
compatibilidade de deslocamentos, respectivamente, na regido da ligacdo com as
barras, procedendo as devidas correcbes, como se verd adiante. Nestas regides,
portanto, havera o equilibrio entre os esforcos cortantes e dos momentos fletor e
torsor da barra. A compatibilidade, da mesma forma, serd verificada entre o0s

deslocamentos correspondentes a estes esforgos.

Existem trabalhos, como PAIVA(1996), PAIVA(1987), NG, CHEUNG &
XU(1990), por exemplo, em que se considera o equilibrio apenas entre as forcas

verticais  internas  existentes entre placas e barras. Outros, como
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OLIVEIRA NETO(1998) e novamente PAIVA(1987) apresentam formulagdo com
a consideracdo da rotacdo tangencial ao contorno da placa, permitindo a

compatibilizagéo inclusive nesta diregéo.

No presente trabalho, escolheu-se adotar um sistema global de coordenadas
para o conjunto placa/barras para propiciar o acoplamento entre regides de EC e EF.
As coordenadas locais das barras e placas (estas Ultimas definidas em relagdo ao
versor normal ao seu contorno) serdo, portanto, transformadas para o citado sistema

global de coordenadas.

Diante das caracteristicas de cada método, portanto, foram feitas algumas
aproximacdes para que este acoplamento seja possivel, conforme as consideracfes
expostas nos itens que seguem. Inicialmente e para facilitar o entendimento, ir4 se
considerar a unido entre os efeitos de flexdo de placas e de barras, sem a
consideracdo do efeito de membrana. A partir do item 6.7 entdo, as variaveis relativas

ao EPT serdo introduzidas no sistema e novas e devidas aproximacdes serdo feitas.

6.2 - COORDENADAS GLOBAIS DOS ELEMENTOS ESTRUTURAIS

Para elaboracdo da rotina de acoplamento, serd adotado o seguinte sistema

global de referéncia (fig. 6.1), coincidente com o do EF, definido no cap. 4.

Mg

X; T 0.7
A X2 QZ /
\/ —==
\%X Qx my

1

Fig. 6.1 — Coordenadas globais dos elementos estruturais

ms

6.3 - COORDENADAS DOS ELEMENTOS DE PLACA
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Na rotina de calculo dos elementos de contorno, as componentes V,, M, € 6,
foram definidas em relacao ao versor normal ao contorno, conforme a fig. 6.2:

elementoi  —\
Xz

y /-

B

N

Fig. 6.2 — Sistema local de coordenadas dos elementos de placa

6.3.1 - ESFORCOS EM UM PONTO DA PLACA

Pode-se obter as componentes dos esfor¢os da placa do sistema local de

coordenadas, considerando-se o sistema global da forma apresentada na fig. 6.3.

My ds = (Ms Nz + Ms Ny)ds esforcos positivos

Mps ds = (-M4 Ny + M5 NR)ds
Xz

ms

my

\ —_—
X Vi X1

\
Fig. 6.3 — Transformacé&o das componentes de esforcos da placa

Para que os esforcos da placa sejam escritos considerando-se o sistema global
adotado, deve-se proceder a transformacao, de uma forma geral e matricial para cada

no i, na forma:
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ang O o ouzng
om.0=% n, ngh.0O (6.1)
BnnsH @ —-ng N SH
Te
ou
Py =T Py
:Tppgi

onde os sub-indices n e g referem-se, respectivamente, aos sistemas local normal e ao
global; T, € a matriz de transformacéo das variaveis entre os dois sistemas e P refere-

se aos esforcos.

6.3.2 - DESLOCAMENTOS EM UM PONTO DA PLACA

No sistema de referéncias local do elemento da placa, para o qual foi

desenvolvido o algoritmo, sabe-se que:
0,=dw/dn

Analogamente ao que foi feito para os esforcos, pode-se escrever a
transformacédo das componentes de deslocamentos do sistema local para o global de

coordenadas, conforme a fig.6.4:

6 | S [opostivos |

elemento i w \ B
\ — =
Xa 0,
B
0
B n 0,=-0,4n; - Bsn;
‘ n 95 = 94 np - esnz pois 65 =dw/ds

X1
Fig. 6.4 — Transformac&o das componentes de deslocamento da placa
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Generalizando-se para cada no i:

0 0
B.H=H0 -n, -m%m (6.2)
EbsH HO n,  —n SH

ou

o indice U refere-se aos deslocamentos.

6.3.3 - TRANSFORMACAO ENTRE COORDENADAS LOCAIS E
GLOBAIS PARA N, PONTOS DA PLACA

O vetor de esforgos e deslocamentos de toda a placa de N, pontos sera:

Pn:TPG
(6.3)
Un:'TUG
sendo, para i =1,N:
PPtV miomy v ml v e mid
(6.4)
u, ={uid=fw e e, .. w 8 e, . w' e e}
[ [ [ [ T
Pe ={Pg}}={{Q§ m, m; .. QA m, m .. Q) mj} mg‘}}
(6.5)

Uo =fuid=fw: ot o .. wi e e . wy e e}’
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e
ar; 0 00O
0. : - 0
a- a
T="00 T, olO :
0 - O (6.6)
0: N
o ... o ... 77O
D~ = ¢ IlNXSN

onde T, € a j& vista matriz T, para cada nd i. Observe-se que, apesar de serem apenas
w, 0,, V, e m, as variaveis do problema de flexdo de placas, a dimensdo da matriz T
é exibida como 3N.x3N,. As matrizes H e G, portanto, deverdo ser expandidas
também para 3N, linhas por 3N, colunas, ao inves de 2N,x2N;, para possibilitar a
combinagdo com o sistema de barras. Estas linhas e colunas extras serdo preenchidas
por zeros. Como este procedimento sé se realizard quando o acoplamento for feito
entre sub-regides de MEC com MEF, a singularidade do sistema final total sera

evitada pelas linhas equacionadas pelo MEF.

Dai, levando-se em conta as eg. 6.3, a eq. 2.62, relativa a coordenadas locais da

placa, fica:

HoUg =GgPs + T (6.7)

onde Ug e P vém das eq. 6.5, Hg = -HO e G = GIO.

6.4 - COORDENADAS DOS ELEMENTOS DE BARRAS

Conforme ja visto, num elemento finito de barra, as coordenadas locais sdo

indicadas abaixo, juntamente com os valores nodais de deslocamentos e esforgos:
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N elemento i

Fig. 6.5 — Coordenadas locais do elemento de barra

O algoritmo desenvolvido para descrever o comportamento estrutural das

barras através do método dos elementos finitos, fornece as matrizes de rigidez K e de
transformagdo do vetor de forcas C (ver cap. 4) relacionadas ao sistema global de

coordenadas. Este sistema é coincidente com o sistema aqui adotado como o global

de referéncia para a ligacéo entre barras e placas.

6.5 - CONDICOES DE CONTORNO DA COMBINACAO

No presente trabalho, as condigdes de contorno das barras sdo consideradas em
relacdo as coordenadas globais. No dominio das placas, porém, as condicbes de
contorno sao originalmente aplicadas em relacdo ao sistema local relativo & normal
ao contorno, para efeito de utilizacdo da rotina aqui apresentada. Deve-se, portanto,
proceder a transformacdo das equacbes de condi¢des de contorno, também, quando

do acoplamento entre placas e barras.

Como se sabe, as condi¢bes de contorno de cada sub-regido, bem como o
equilibrio de forgas e a compatibilidade de deslocamentos entre qualquer par de sub-
regides sobre uma interface comum, sdo usadas para auxiliar na resolucdo do sistema
de equacOes gerado. Serdo abordados, a seguir, alguns aspectos particulares para
efeito de utilizacdo das condicdes de contorno com este fim, quando hd combinacao

entre os sistemas gerados pelo MEC e pelo MEF.
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6.5.1 - CONDICOES DE CONTORNO NO MEF

6.5.1.1 - NOS NAO-LIGADOS

Analisa-se agora o sistema de equacGes final, resultante da combinacdo dos
sistemas formulados pelo MEC e MEF, separadamente, com relagdo aos nds nao
pertencentes a interfaces. A maneira com que se consideram as condi¢cdes de
contorno para a regido do MEC, nos pontos externos a interfaces, permanece a
mesma usada para a placa isolada. Pode-se, inclusive, fazé-lo durante a montagem
das equacOes da sub-regido, antes da combinagdo com o sistema de barras. O mesmo,
porém, ndo pode ser dito a respeito da regido de EF, cuja equacgéo de equilibrio aqui

se transcreve:

KU=CR+E (6.8)

A forma convencional com que se consideram as condicGes de contorno na
anélise matricial de estrutura, porém, poderéd implicar na colocacéo de valor nulo na
diagonal principal do sistema de equacdes misto, isto €, o sistema formado por sub-
regides modeladas pelo MEC e pelo MEF, conforme a organizagdo adotada neste

trabalho. Nao se pode, muito menos, trocar colunas entre K e C, pois os valores de
P sd@o conhecidos inclusive para os pontos fora das regifes de interface. Por esta

razdo, um artificio sera utilizado e se reescrevera a equacdo matricial eq. 6.8 da

forma:

KU=CR+1lE (6.9)

e a troca de colunas (relativas aos graus de liberdades restritos) seré feita, portanto,

entre K e a identidade 1 . Para um exemplo de uma barras discretizada por 4 nés,

~

esta operacao na regido de EF resulta em:
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[
[

k' 0 K' K g OC'P +C'P +C'P +C'P -K'U +F O
Ot ~ ~3 =4 ~1|:| O-1~1 ~27~2 ~37~3 ~4~4 =272 ~1[]
K® 1 K® K'OF. g E'P +C’P +C°P +C°P -K*U 7
D"l -~ ~3 "‘g 2|:|=|:|%~1 "‘23"‘2 "‘33"‘3 "‘43"‘4 "'%"‘2 I:l
K’ 0 K K'tfd,g [€’P+C’P +C’P +C’P -K’U +F
O: - i iU D0 Ouig ;i amip smip wiy .o O
;0 K] KIEF.E EIR +CIR #CIR +CIR -KU +F ]

termo independente

—~
o
-
(=)

~

As incognitas nestes pontos serdo agora as forgas e reacdes E . Evita-se, desta forma,

a introducdo de uma linha de zeros na posicdo da variavel em questdo.

6.5.1.2 — NOS DE INTERFACE SEM INFLUENCIA EXTERNA

Estudou-se no cap. 5 a formulagdo para o caso geral da unido de duas sub-
regides. Para o caso especifico da combinacdo de sistemas do MEC e do MEF,
segue-se 0 mesmo esquema, lembrando-se apenas que ambos sistemas estardo
transformados para o sistema global de coordenadas no momento da juncdo. As

equacdes de equilibrio e compatibilidade na regido da interface serdo:

Pl =-P}

(6.11)
Ur=U

~ ~

© —

resultando no sistema final, apos a consideracdo das condic¢des de contorno de ambos

0s sub-dominios da forma:

(6.12)
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onde o sub-indice E se refere aos nds da regido de MEF (“finite”) internos
vinculados e B aos nos da regido de MEC (“boundary”). 1 esta relacionado aos nos

de interfaces.

6.5.1.3 - NOS DE INTERFACE COM INFLUENCIA EXTERNA

No cap. 5 elaborou-se a formulagéo para o caso geral da unido de duas sub-
regides onde séo conhecidas as condi¢des de contorno na regido da interface. Aqui
nesta secdo, sera realcada apenas a forma matricial para a unido entre regides de
MEC e MEF para esta mesma situacdo. Apos a devida transformacao para o sistema
global de coordenadas, as equacdes de equilibrio e compatibilidade na regido da

interface serdo:

Pl =-P} R/
(6.13)
U =y,
resultando no sistema final:
Ag Xg +QI PFI +QI RJ: B_lilullr"":
(6.14)
AFXF_Q.I Pll =BF_K~IUII:+FF

Esta é uma forma de se evitar o célculo de integrais singulares que surgem
quando a determinacgdo das reacdes R' é feita através da vinculacdo de pontos do
dominio da placa. Quando se vincula nds no dominio, a restricdo dos deslocamentos
provoca o surgimento de reacfes neles, introduzindo, desta forma, novas incognitas
ao problema. Tradicionalmente, novas equagfes sdo escritas para os deslocamentos

dos citados nds de dominio vinculados, como se viu no cap. 2.
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Uma outra vantagem do procedimento acima, que utiliza a técnica das sub-
regides, sobre o tradicional, é que as rigidezes dos elementos de barras ndo precisam

ser transferidas para a equacédo das sub-regides de placas.

Vi | | || | || | |
= 1 T ! S B
— P-Ql —+— QZ _+_ Qg —-
P, @ = P, 1 = : 1
| " Q,
Vs Vs + + + 2%
} |
S |
V, -4 —?— _?_ -
4+ | i | e B
! ] 1 | 1 | !
P: P,
AL AL

Fig. 6.6 - Sub-divisao de laje cogumelo para o calculo da reacgdes nos pilares

Um minimo de sub-divisdes da placa, entretanto, deve ser feita, para evitar o

empobrecimento dos resultados (fig.6.6), como se viu no cap. 5.

Para o caso de lajes cogumelo, contudo, deve-se dar especial atengéo para o

calculo das componentes da matriz C, como se viu no cap. 4. A vinculagdo de nos

de dominio fica, portanto, como alternativa neste caso.

6.5.1.4 — NOS DA BARRA LIGADOS A NOS INTERNOS DA PLACA

Como ja mencionado na se¢do anterior, esta € uma opcao muito utilizada por
diversos pesquisadores para se fazer a analise de pavimentos. Consiste na
consideracdo da vinculacdo com barras no dominio como linhas de carga (barras no
plano das placas) ou como apoios discretos ou distribuidos em pequenas &reas,

locados no interior das placas (barras transversais ao plano da placa).
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No cap. 2, apresentou-se a forma como se pode calcular estas regides de carga.
Menciona-se, também, a forma como se deve proceder para que pontos destas regides
sejam considerados apoios discretos ou continuos. O desconhecimento dos valores
nodais nesta regido, porém, causa 0 aumento do nimero de incognitas, conforme ja
discutido acima. O problema é resolvido escrevendo-se tantas equacgdes integrais de
deslocamentos e/ou rotacdes para 0s nds em questdo, quantos forem necessarios e de

acordo com cada caso.

Como se disse, para que a vinculacdo destes nos influa sobre o comportamento
dos outros nés da placa, as suas reagfes sdo consideradas como carregamentos
discretos ou distribuidos em linha agindo sobre o dominio da placa. Séo, portanto,
considerados na equacdo integral para o célculo dos deslocamentos de qualquer né da
placa, inclusive os internos, vinculados ou ndo. A singularidade surge quando o0s
deslocamentos séo escritos para os no6s vinculados, pois 0s nds campo e fonte passam
a coincidir. SILVA (1996) apresenta, detalhadamente, a dedugdo destas integrais
singulares para diversos tipos de vinculacdo de nds internos para as placas de

Reissner.

Neste caso, entdo a consideracdo dessas novas cargas sobre a placa, transforma

aeqg.2.62em:

P, +B, (6.15)

onde o sub-indice i refere-se aos nds internos vinculados e B aos nds do contorno da

placa. Sendo, pois, os deslocamentos nos nos internos vinculados (U, ) conhecidos,
as incognitas consequentes deste fato, as forgas P, , podem ser determinadas com o

auxilio das equages abaixo, conforme visto:

HpUp+ 1, U, =G P+ S, P +By (6.16)

~ ~ I
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escritas para estes nos (i). As matrizes S, e S

i » que consideram a influéncia das
barras sobre o comportamento estrutural da placa, foram aqui escritas para pontos
fonte no contorno e interno, respectivamente. O célculo das suas componentes pode

ser deduzido a partir do cap. 2.

Pode-se considerar os apoios em pilares locados no interior de lajes cogumelo
como apoios em pontos discretos, que impedem apenas os deslocamentos verticais e
desprezam a rigidez a flexdo dos pilares. Porém, para qualquer tipo de estrutura de
barras, basicamente, pode-se transferir a sua rigidez para a equacdo da placa

considerando-se que:

K,U, =C,P+F

] [ el

(6. 17)

A partir de eq. 6.17 escrita a barra ou estrutura de barras vinculadas, obtém P, para

substitui-lo em eqs. 6.15 e 6.16.
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EXEMPLO I: O exemplo a seguir, foi analisado por SILVA (1996) e
TANAKA & BERCIN (1997). Ambos consideraram a influéncia do enrijecedor

sobre a placa, como uma linha de carga distribuida, porém, o primeiro utilizou a

teoria de Reissner para definir o comportamento da placa a flex&do. Além disso, estes

resultados ndo levam em conta a excentricidade do eixo da barra em relacdo a

posicédo de ligacdo. Na tab. 6.1 estdo comparados os resultados dos dois trabalhos e

0s obtidos nesta tese que trata as regides equacionadas por métodos numéricos

diferentes como subdominios distintos.

Os resultados séo bastante proximos, confirmando a eficiéncia da técnica aqui

adotada.

ZIHE

o A B B B

iq///////

Fig. 6.7a — Exemplo | — Laje Quadrada Apoiada com enrijecedor

Tab. 6.1 — Exemplo | — Resultados do exemplo-fator de deslocamento no pto. A

Fator multiplicativo

a, = (w0o® m, )(ga*)

Referéncias

S/ enrijecedor Cl enrijecedor (Ny=1t) | C/enrijecedor (hy #1)
aa Oa Oa
Silva (1996) -0,408 -0,408 -0,129
Tanaka & Bercin - - -0.131
(1997)
Presente trabalho -0,408 -0,408 -0,135
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EXEMPLO II: Este exemplo vem ilustrar uma viga prismatica, com metade
do véo modelada pelo MEC e a outra metade pelo MEF (fig. 6.7b). A matriz C foi
adequadamente calculada para este caso de ligacdo, conforme comentado em 4.2.1,

fig. 4.3. Esta viga foi submetida a uma carga concentrada no meio do véo e

posteriormente a uma carga uniformemente distribuida no trecho AC.

Comparam-se os resultados de deslocamentos no ponto C (tab. 6.2 e 6.3)
obtidos no presente trabalho, com os seus valores analiticos e com os deslocamentos

calculados pela consideracdo da influéncia da rigidez da barra modelada pelo MEF

na formulagéo do MEC para a barra AC . Novamente confirma-se a proximidade dos

resultados.
A/GI MEC oC MEF B
| 05L | 05L |
T T h

Fig. 6.7b — Viga modelada pelo MEC e MEF

Tab. 6.2 - Carga (F) Concentrada no meio do vao
Resultado HU=GP+ Presente fator
Deslocamentos Analitico G(C'lK)U+B Trabalho multiplicativo
We 1,0 1,0176 0,999 F(aL)%/24EI

Tab. 6.3 — Carga (q) Uniformemente Distribuida no Trecho AC

Resultado HU=GP+ Presente fator
Deslocamentos Analitico G(C'lK)U+B Trabalho multiplicativo
We 1,0 1,0300 1,0300 q(aL)*/48ElI
B 1,0 1,0910 1,0917 q(aL)*/96El
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6.7 — EFEITO DE MEMBRANA - ESTADO PLANO DE TENSAO

Nos capitulos anteriores, foram expostas, separadamente, as formulacdes para
flexdo de placas, o estado plano de tensdes e a analise de esfor¢os em barras. Neste
capitulo, até entdo, foram abordados os detalhes e aproximacdes adotadas para a
unido entre os elementos de superficie e lineares, de acordo com 0s métodos

numericos utilizados para a analise de cada um.

Da forma como foi elaborado o acoplamento até agora, seja entre sub-regides
formuladas pelo MEC ou entre regides do MEC e do MEF, tudo se comporta como
se 0s planos das superficies neutras das placas ou o0s seus tragos sobre o plano da
interface com os eixos neutros das vigas (quando existentes) coincidissem. Estariam
as placas, entdo, trabalhando apenas a flexdo, quando solicitados por carregamento
vertical. Analisando-se 0 multi-dominio desta forma, os resultados obtidos diréo
respeito a situacdes como as ilustradas nas figs. 6.8 a 6.10 (a partir de agora, as

espessuras das placas serdo representadas por hy).

ply

Fig. 6.8 - Sub-regides (h;#h;) com superficies neutras no mesmo
nivel;apoio no nivel das superficies neutras

/\/P|1 % /\/p|2

Fig. 6.9 - Sub-regides com h,1=h,,, apoios no nivel da superficie neutra e do eixo
neutro da viga; viga apoiada ou ndo (quando sim, no nivel do eixo neutro).
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Fig. 6.10 — Idem a Fig. 6.9, com hp1£hy;

Na prética, esta coincidéncia ndo ocorre com freqiiéncia. VENTURINI(1988)
alerta para o fato de que, durante a anélise de pavimentos deve-se levar em conta a
excentricidade entre o eixo neutro da barra e a superficie neutra da placa, ou ainda,
que a excentricidade entre as superficies neutras de placas adjacentes, seja levado em
conta (fig.(6.11)). Surge, assim, o esforco normal, paralelo ao plano médio da placa
que é combinado com a flexdo causada pelo carregamento transversal que ela
suporta. Considera-se que os apoios das placas e barras estdo ao nivel da placa de

menor altura, chamada de placa referéncia.

Yad A

“““““ AN

/\/p|1 /\/P|z

/ hpl
______________________ o, hp2
0
/\/ ply /\/V /\/plz(referéncia)
7 hl2 1
dp=hy/2 - /2 hu/2

Fig. 6.11 - Apoios ao nivel da placa referéncia (pl.)
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No presente estudo, a exemplo do método usado por PALERMO JR.(1989),
estes efeitos sdo considerados individualmente para cada elemento estrutural. Se o
carregamento sobre a estrutura for apenas vertical, a combinacao dos dois fenémenos

surgira apenas se houver excentricidade entre as superficies e eixos neutros.

6.7.1 - COMBINACAO DOS ELEMENTOS PLACA E CHAPA

E oportuno relembrar que, para a maneira com que foram concebidas as
formulacBes que descrevem o comportamento dos elementos estruturais de superficie
até entdo, tanto para a flexdo de placas, quanto no estado plano de tensdo, ndo ha
interdependéncia entre variaveis envolvidas pelos dois fendmenos. Deve-se prever,
porém, a possibilidade do surgimento de uma excentricidade entre elementos

estruturais que introduza a combinacéo entre os dois fenémenos (fig. 6.12).

by e

[ <——

Fig. 6.12 - Acdes e efeitos sobre elementos placa e chapa

Aplicando-se as equacdes integrais para o calculo das variaveis para os estados
de flexdo de placas (eq. 2.43 ) e para 0 EPT (eq. 3. 18) sobre os mesmos N, pontos
de contorno das sub-regides de elementos de superficies, obtém-se um total de
equacdes, portanto, de duas vezes o seu nimero (2N, relativos a placa) mais
novamente 2N, (relativos a chapa) quando se pretende ligar duas regides de placas.
Quando a ligacéo é entre regides de placas e barras o total de equacdes passa a ser
3N, (relativos a placa) mais 2N, (relativos a chapa). O sistema de equacges resultante

terda a forma da eq. 2.62, sendo que, agora, as componentes dos vetores de
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deslocamentos e esforgos, para o caso de um no i do contorno das sub-regifes de

superficie sdo:

U'={u, u, w 8} e
P'={N s v, m} (6.18)

se a ligagdo serd entre placas, N; e S; sendo as componentes nas diregdes normal e
tangente ao contorno em i, calculados a partir de p; € pz. Un € Us S30 0S
deslocamentos correspondentes a N; e S;, respectivamente. Ainda, conforme visto em
6.2e6.3:

u'={u, u, w, 8, 8} e

P'=fp, p, Q; m, m} (6.19)

para ligacdo a ser feita entre placas e barras. Observe-se que se abordam aqui apenas
0s vetores e matrizes gerados para os elementos de superficie. J& os gerados para as

regides de barras, como se viu em 6.4, ndo sofrem modificagOes neste sentido.

As matrizes He G, cujos componentes sao calculados pela integragdo das

citadas equacgdes(egs. 2.43 e 3.18), apresentam 0 Seguinte aspecto para um

determinado no i para ligagdes entre placas (MEC/MEC):

Emn h12 O O O
O 0 O Oy 9p 0 g
L—hz1 hzz N O O - O
O O a1 Y» O
0 0 ¢ analogamente 0
H 0 h33 h34 H H 0 O35 h34E||
O - O O - O
| h, hy, g O 94 940

(6.20)
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ou, para ligacdes entre placas e barras (MEC/MEF)

I:mll h12 I:l IEll g12 EI
th, hy, o B B 0 0o
H h, h, hy H e analogamente g O3 Oay 93%
O Q h43 h44 h45|:| O Q 05 94 O9s0
H h53 54 hssg H Os3 Uss gssH
(6.21)

O vetores Ue P contem as variaveis de deslocamentos e de forcas de superficie,

respectivamente que serdo determinadas com o auxilio das condigdes de contorno, no
caso de um dominio isolado em equilibrio. Para o caso de sub-regides acopladas,
onde ha interfaces, para cada no i sobre estas linhas, surgem novas equacdes que
permitem resolver o problema. Supondo inicialmente o exemplo de apenas duas sub-
regides acopladas e sem influéncias externas, sabe-se que estas equagdes surgem da
verificacdo da compatibilidade de deslocamentos e do estabelecimento do equilibrio
nos nos de interface. As equagbes ja vistas no cap. 5 (que estabelecem a
compatibilidade entre os deslocamentos verticais e as rotacdes dos nds de interface
das sub-regides, bem como o equilibrio entre os esforcos cortantes e momentos
distribuidos), juntam-se as equacOes abaixo, envolvendo as varidveis relativas ao

EPT. Para ligagdes entre sub-regides do tipo MEC/MEC, elas séo:

uni __uni

ug=-ug e

N/ =N/

S; =S}’ (6.22)

e para ligagdes do tipo MEC/MEF:
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uy; =y

Uy = Uy, e

Py, =Py,

P2 =P, (6.23)

Para estender-se ao caso de varias sub-regides unidas numa mesma interface e/ou no
caso de interface com condicgdes de contorno conhecidas, deve-se seguir as dedugdes

feitas no cap. 5 para estes casos.

6.7.2 — IDEALIZACAO DO MODELO A PARTIR DO PTV

CORREA(1991) expds passo a passo a técnica de translacido de coordenadas
para efeito da elaboracdo da consideracdo de trechos rigidos na estrutura. Usando a
mesma técnica baseada no principio dos trabalhos virtuais (PTV), sera aqui
elaborado o efeito de membrana que surge em presenca de excentricidade (d,) entre

as superficies neutras das placas e barras (fig.(6.13)).

ply
/\/pl1 /\/p|2 /\/ /\/pl2
7 hgl2 el ha/2 2 7
dyi=hy/2 - hpy/2 hy/2 \
- o ) d,z=hy2 - a2 [
d,=hp1/2 — /2

Fig. 6.13 — Excentricidades entre os planos e eixos neutros

Conforme o PTV, os trabalhos realizados por dois sistemas de forcas
estaticamente equivalentes, aos quais correspondem sistemas de deslocamento de
pontos do corpo, sdo iguais quando é dado um deslocamento virtual de corpo rigido,
a saber (fig.(6.14)):



Fig. 6.14 — Sistemas de forcas equivalentes

el
=]l
I
=
=

sendo, para o problema 3-D, num determinado ponto i:

"={v.v,v,m M, M}

U'=fuvwo 0,0}

TQz /ms
Q, T/Q.

—»—»

(6.24)

(6.25)
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que representam os sistemas de forca e deslocamentos, respectivamente. Como

F e F sdo equivalentes,

ol
O
=

E=4

e
I
=
=]

donde se conclui que

T

(=]

=AU

(6.26)

(6.27)
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que sdo as correlagBes entre variaveis estaticas (eq. 6.26) e cinematicas (eq. 6.27),
respectivamente. Conforme se pode observar em CORREA(1991), a matriz de

transformacdo A das componentes de forcas e deslocamentos entre sistemas de
1

eixos coordenados paralelos entre si, para o problema 3-D contém os valores

og
L
| O

(6.28)

>
]
minjmimlw

=
2n

onde I,,0, e Q,, sdo, respectivamente, as matrizes de ordem trés identidade, nula e:

0o -d, d,0
Q~i3 = Edl 0 —dxg (6.29)
H—dy d, 0 E

sendo Q,; =-Q,, e d,, dy e d, as componentes da distancia entre os dois sistemas

(vide fig. 6.14).

As influéncias da translacdo das coordenadas dos pontos dos elementos das
barras e/ou das placas sobre as equacdes de equilibrio que descrevem seu
comportamento, serdo avaliados nas se¢des que seguem. Serdo ser analisados tanto o
caso de placas acopladas com excentricidade entre os planos das suas superficies
neutras, como a unido de placas e barras de superficies e eixos neutros nao

coplanares paralelos.

6.7.2.1-LIGACAO ENTRE REGIOES DE PLACAS (MEC/MEC)

Originalmente, conforme visto no ultimo item, os efeitos da flexdo e do EPT

sobre os elementos estruturais de superficie ocorrem individualmente, de acordo com
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a natureza da solicitagéo a eles imposta. Em 6.7, comentou-se que a existéncia da
excentricidade entre os planos neutros das placas acopladas provoca a combinacao
dos dois fendbmenos. Sera agora, portanto, orientado o desenvolvimento da

formulacdo para atender a este caso.

O sistema de equacOes que permite descrever o comportamento a flexdo e ao
EPT de placas se refere originalmente & superficie neutra de cada uma delas

(superficie esta que passa pelo ponto O - fig. 6.16):

Ho Uy =G, Py (6.30)

escrita para cada placa.

Neste caso, como se sabe, os esforcos P, e deslocamentos U, , relativos ao

EPT, se referem ao sistema de coordenadas paralelo a x; e x,, conforme elaborado no
cap. 3. Eles podem ser expressos em relacdo a coordenadas locais, isto &, em relacdo
aos versores normal n e tangente s, que para um determinado ponto do contorno a

transformacdo é feita através das relacéo (fig. 6.15):

h, s,

[N
2 sz%

(6.31)

a'?l

2

I:II:II:I
OonO

/'
S, u, 2, Uz

N, u,

r Pl, u

FIG. 6.15 — Componentes normal e tangente de esforcos, gerados pelo EPT
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sendo n; e s; 0s cossenos diretores de n. Analogamente, determinam-se 0s

deslocamentos pela relacao:

7]
—

E_BB

—

1

h
i)

(6.32)

o0
I:II:II:I

7]
[

Para todos os N, pontos do contorno da placa, a transformacéo para os esforcos

fica:
Dpi g ON' O
I:lpl I:l I]ll s1 Sl I:l
o g g™ O
i g i i N'
Hpil H: O o ..nll sil R | , H (6.33)
OP: O g n, s, - S O
g: E 0 0 'nllv“ sll\In : g
Nn - - Nn Nn Nn
.0 {H n)" s} O
BJNnH EFNnH
2

sendo n! referente a direcdo m, igual a 1ou 2, no nd i. Deve-se agir da mesma forma

para os deslocamentos.

Esta transformacdo é feita pelo menos para todas os nés de interface entre sub-
regibes. Para os outros nos de contorno, sera feita apenas de houver interesse em
conhecer os esforcos e deslocamentos do EPT na direcdo normal e tangente ao

contorno nestes pontos.

Feito isto, chame-se de A o n6 de contorno da placa pl, ao nivel da superficie
neutra da placa referencial (pl;). Este no estd relacionado ao né O que se situa ao
nivel da superficie neutra de pl,. A distancia (ou excentricidade) entre A e O vale e

(fig. 6.16), suposta constante ao longo da linha da interface.

Analisem-se, inicialmente, os esforgos na interface, no contorno da placa pl,.

Nos pontos A e O, estes esforgos relativos a normal ao contorno nestes pontos, estdo



124

representados na fig. 6.16. Para se escrever, a equacdo de equilibrio do sistema de

forcas de origem em A e que € equivalente ao de origem em O, utiliza-se 0 PTV

(6.7.2) ou recorre-se diretamente as relagdes expostas naquela figura:

NA=N0
SA=SO

MA = MO +N0 (¢
Mia = M, +S, [

Como qa = q,:

oM,

Va=qa+

(S, @)
Os

(6.34)

Fig. 6.16 — Esforcos em um ponto da regido da interface de ligaciao

entre duas placas

de onde passa-se a chamar AV, 0 acréscimo ao esforgo V,, que vale:

av, =25, ®
Os

(6.35)

Para calcular AV,, pode-se escrever a componente S, COmo uma aproximagéo

dos valores nodais S; deste elemento, sendo O um no sobre um elemento [, de

comprimento £ e i=1, 2 ou 3, que sdo 0s nds inicial, do meio e final do elemento:

So = @S1+ @S2 + ¢S3

(6.36)
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Si Se S: \

r 53

|
|
|
{ >

- ,
. ¢ 3

Fig. 6.17 — Aproximaciao da componente tangencial S,
Sendo @ as fungOes aproximadoras j& apresentadas no cap. 2 (eq. 2.68).

Dai, pode-se desenvolver a eq.6.35, transformando-a em:

3
AV, =ey 90 g (6.37)
& Os

para aproximacdo quadratica das variaveis de contorno. Ainda, sabe-se também que:

09, _ 0@ 9% _20¢; i=1,3 6.38
ds  0F ds [ OF ' (6.38)

Para o calculo de AV,, quando o né O é um né interno do elemento, a
transformacdo acima € suficiente. Para os nos de extremidade de um elemento,
existem duas outras condicGes a serem consideradas. A primeira é quando o né o de

extremidade pertence a um elemento com descontinuidade neste no (fig. 6.18). Dai,:
AV, = AV yane) (6.39)

se 0 no é do extremo final do elemento descontinuo, sendo AV,ane relativo ao

elemento anterior a este nd. Se o0 nd € do extremo inicial deste tipo de elemento,

AV, = AVo(post) (6.40)
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sendo AV sty relativo ao elemento posterior ao no.

Fig. 6.18 — Elementos continuos e descontinuos.

A segunda possibilidade é o n6 O coincidente com a extremidade de elemento
continuo (fig. 6.18). Neste caso, deve-se considerar a contribui¢cdo dos resultados

calculados para os dois elementos aos quais pertence da forma:

AV, = %(AV +AV, o) (6.41)

o(ant)

Com o auxilio das eqs. 2.68 e 6.38, pode-se calcular as derivadas da eq. 6.37,

obtendo:

09.(0) _ (§,-28)

0¢ &(&;—¢&)
00,(0) _ (&, +E,) , 28

3 €& &8,
09,(0) _ (§, ~28)

0¢ &:(& —¢5)

(6.42)

para elemento descontinuo, onde & € a coordenada genérica do n6 O e:
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%90 __1 ¢
0¢ 2
09, (0)
2 = 4
e - % (6.43)
00.0) _1
0¢ 2

para o nés de elementos continuos, o0 que se obtém da eq. 6.42 fazendo &=-1, &=0 e
&;=1. Deve-se sempre lembrar de dividir os valores de @ (O)/0 e/ou 0@;(0)/0& por

dois, conforme eq. 6.41.

Analisem-se, agora o0s deslocamentos relacionados aqueles esforgos da
interface. Da mesma maneira, pode-se escrever a relacdo entre os componentes de

deslocamento no sistema de origem em A e o de origem em O conforme a fig. 6.19:

l-lnA=uno+enA|E

WA=W0
Bna=6ho
(6.44)
N
Vs
/ 854=0s,
A w/eso e UsA=Uso 65,6
R (6.45)
0 s

Fig. 6.19 — Deslocamentos em um ponto da regido da interface
de ligacao entre duas placas

A variacdo no deslocamento na dire¢do tangente (Aus,=0s,[d), a exemplo do

que se deduziu para a componente tangente S,, pode ser reescrita como:
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3
A, zefY =e5 99y, (6.46)
0s & Os

para w escrito como uma aproximacgdo dos valores nodais w; do elemento ao qual

pertence O, isto é (fig. 6.20):

Wo = @W1 + W2 + w3 (6.47)
/i—
X > .
& / g &

Fig. 6.20 — Aproximacio da componente de deslocamento w,

As derivadas ‘;i , com i=1,3 , sdo calculadas através das eq. 6.38 e 6.42.

S

Para o calculo de Aug, valem também as condi¢cBes observadas na
determinacdo de AV, para 0 caso do ndé O estar situado no interior ou nas

extremidades do elemento em estudo, em presenca ou ndo de descontinuidade.

Observe-se que todos os nos de contorno (de interface ou ndo) terdo as

variaveis escritas em relagdo a superficie neutra da placa referéncia (a placa pl; no
exemplo das figs. 6.16 € 6.19). Na regido da interface, N5 e S (ou pite p2), Vae
M, séo desconhecidas, bem como as variaveis u,, € u,, wa € B,a. Como se sabe,

estas incognitas sdo calculadas através da técnica das sub-regibes (aplicada,
inclusive, no elemento de chapa, conforme visto em 6.7.1) pelo estabelecimento do

equilibrio e compatibilidade de deslocamentos nos seus pontos.
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Transfere-se, desta forma, o referencial para elaboragdo das equacdes de
deslocamentos de todos os nés cada sub-regido. Isto €, as variaveis dos
deslocamentos dos nés ao nivel de suas respectivas superficies neutras passam a
representar os deslocamentos dos nos ao nivel da superficie neutra da placa

referéncia.

Sdo construidas, assim matrizes que promovem esta transferéncia, lT] e lTpJ,

transformando a eq. 6.30 em:

H,[T.JU, =G, [T+ [P, (6.48)
ol [t =Tl Iy
H, G,

6.7.2.2 - LIGACAO ENTRE REGIOES DE PLACAS E BARRAS (MEC/MEF)

Agora, da mesma maneira que analisado para ligacdo de placas, analisa-se aqui
a influéncia da excentricidade entre os planos neutros das placas e eixo neutro de

barras acopladas, que leva a um estado plano de tensdo sobre o pavimento.

Originalmente, a equacdo de equilibrio das regifes de barras se refere ao eixo

neutro de cada barra (origem em O - fig. 6.21):

Ilo

Fig. 6.21— Secao transversal de barra reta

IEO I‘LO = CO PO + Fe0 (6’49)

~ o~ ~

ou, escrevendo-se na sua forma mais comum, com o0 segundo membro apenas em

termos de forgas equivalente:
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Ko Uo =F (6.50)

Sao equivalentes, portanto, os sistemas de forcas com origens nos nés A e O,

sendo entdo, valida a relagéo:

F =AF (6.51)

~A ~ ~o

Para se escrever agora, a equacdo de equilibrio em relagdo ao eixo que passa

por A a partir O, utiliza-se 0 PTV, isto €, pode-se afirmar que:

6.52
F'lU =F' U (652)
~0 ~O0 ~A A
e a partir de eq. 6.51 obter-se
Up =AU (6.53)

Transcrevem-se aqui as componentes da matriz A (eq. 6.28), que para um

determinado né i, vale:

0
(6.54)
H

sendol,, 0, e Q,, , respectivamente, as matrizes de ordem trés identidade, nula e:

i3
~

O
O
O _ A1
d 0 -d,g=-0Q! (6.55)
O
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Substituindo-se eqs. 6.50, e 6.53 em 6.51, chega-se a :

F, =AK,U, =AK,A"U, O K, =AK A’ (6.56)
! 0 ® ° - »
Fo Uo

Ij\i 06 D
A= EO: /:-S (6.57)
O~ ~0O

Para obter-se a representacdo para a matriz de transformacéao do vetor de forcas

C sabe-se que:
» =Cy P, (6.58)

e a partir das eq. 6.51 chega-se a:

C,=AC, A (6.59)

~

E para o vetor de forgas externas:

FeA = /~\ FeO (6'60)

~ ~

Supondo-se que haja apenas a excentricidade d,, (d,=0, d,=0), para um

determinado nd i, a matriz de rigidez tera, originalmente, os componentes:
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Ok, 0 0 0 k,d, 0 0O
00k, 0 -k, 0 Ky B
K. =A Ko AT _go 0 ki, N 0 O
ST T R0 —kyud, 0 K, +k,,d 0 ~k,d, g
g{lldz 0 K 0 ks +k,,d; 0 g
B 0 K, —kqd, 0 kg 0

(6.61)

onde kyj S80 componentes da matriz de rigidez da barra i, escrita para um de seus

nos.

Neste caso, observe-se o surgimento de componentes nas direcdes de u; € u,.

Apos a transformagéo de C, , surgem também componentes nas dire¢des de p; € p».

Como o presente estudo elabora a combinagao entre sub-dominios através da técnica
de sub-regibes, a verificacdo do equilibrio e da compatibilidade de deslocamento na

regido da interface estardo garantido(vide item 6.5).

6.7.2.3 - EXEMPLOS
EXEMPLO I:

Este exemplo é o mesmo apresentado na fig. 6.7a. Desta vez, sera considerada
a excentricidade vertical dz do eixo da viga em relagdo ao plano neutro da placa. Este
caso foi também analisado por TANAKA & BERCIN (1997).

Neste exemplo, o pavimento foi subdividido em duas regides iguais de placa e
uma barra, esta ultima disposta ao longo da interface entre as placas. O contorno das
placas foi subdividido em 12 elementos de contorno, trés por lado. A barra foi
subdividida em 6 elementos finitos. Na fig. 6.22a estdo os dados de geometria e de
propriedades fisicas do material da viga. Nesta mesma figura encontram-se
representados os deslocamentos de uma linha de n6s perpendicular a barra, e que se

estende de um bordo apoiado da placa ao ponto A.
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Os resultados calculados por TANAKA & BERCIN (1997) para 0 nd A, estao
indicados nos gréaficos (para x/a = 0,5). Observe-se que, tanto no caso da viga
excéntrica como no da concéntrica, os resultados de deslocamentos em A calculados
pelos dois métodos sdo bastante proximos. Outro fato a se observar é a grande

reducdo no valor dos deslocamentos em geral quando se considera a barra excéntrica:

viga concéntrica viga excéntrica
(WA*107cm) (WA*107cm)
Tanaka et al. (1997) 1,147 0,314
Presente Trabalho 1,175 0,384
12¢m a= 2,0m
””””””””” t=0,12m
4 v=10,0
“0cm g E=1,18x 10’ ch/m2
q = 0,45 kN/m

w *1073 2

(cm) v.concéentrica

Tanaka

~ . /
__— v.excéntrica

Tanaka

0,5 - =
0
0 0,5
x/a

Fig. 6.22a — Exemplo I — Laje da fig. 6.7a com viga concéntrica e excéntrica

EXEMPLOS 1II e III:
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Estes exemplos (figs. 6.22b e 6.22¢), onde sdo investigados os deslocamentos
dos nés A, também foram analisados por TANAKA & BERCIN(1997) e
PAIVA(1987), respectivamente, porém apenas para 0 caso das vigas concéntricas.
Nesta tese, calculou-se os deslocamentos dos pontos A dos exemplos, inclusive com

a consideracéo da excentricidade das vigas.

No exemplo Il e no caso das vigas concéntricas, TANAKA & BERCIN(1997)
calcularam w, =4,12 fw, sendo fw=10*qL*D. Neste trabalho, obteve-se

wy = 4,21 fw para as vigas concéntricas e w, = 4,05 fw para as excéntricas.

):9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.-9.9.9.9.9.9.9.9.9.4 —
0,3L

F
ﬁ

Ao 0,6L

PO KKK

F
ﬁ

A
[ |
). 9:9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.4

é 0,3L
X

XXXAKXAKXAKAXAKRXAKXXKXAKAKXXKXAKX
21.

7

M=)

Fig. 6.22b — Exemplo 11

No exemplo Ill, considerando-se agora fw = 10~ qa*/D, PAIVA(1987) obteve
wy = 4,705 fw para as vigas concéntricas. Os resultados calculados pelo algoritmo
desenvolvido nesta tese para este exemplo foram wy =4,706 fw para as vigas

concéntricas e w, = 0,374 fw para as excéntricas.
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oA a

VARNARNERNARNA

Fig. 6.22a._ — Exemplo II1

Observa-se que, pelo valor da reducédo dos deslocamentos quando se considera
a excentricidade das vigas, dependendo das caracteristicas fisicas e geométricas do

pavimento, o efeito dos enrijecedores pode ser ou ndo significativo.
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CAPITULO 7 - CONDENSACAO ESTATICAE
ANALISE POR SUBESTRUTURACAO

7.1 - INTRODUCAO

Num passado muito préximo, as limitacfes das tecnologias disponiveis em
geral para andlise de estruturas, estimularam o surgimento de diversas técnicas e
métodos que a facilitassem e acelerassem. Os varios métodos de célculo, como o
MDF, o MEF, o MEC, e técnicas de resolucdo de sistemas, como a eliminacdo de
graus de liberdade internos através da condensacdo estatica, sdo resultantes do

esforgo em se incorporar melhorias aos processos de analise de estruturas.

A condensacdo estatica, em linhas gerais, trata-se de uma reducdo das matrizes
de rigidez e de transformacéo tensdo-deformacdo, concebida como uma extensdo da
eliminacdo de Gauss. Conforme dito por WILSON (1974), porém, o método pode-
se estender a reducdo do numero de graus de liberdade do sistema estrutural
completo. A analise por subestruturacdo considera a estrutura total como uma
montagem de subestruturas e sobre a qual se pode aplicar a condensacdo estatica.
Nos dias de hoje, apesar do desenvolvimento tecnoldgico, especialmente com relacéo
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a equipamentos, o uso desta técnica permite, dentre outras coisas, por exemplo,
reduzir o nimero de graus de liberdade do sistema de equacgdes, diminuindo o
esforco de avaliagdo da natureza dos resultados por parte do calculista. Nao se deve,
também, abandonar uma técnica elaborada para otimizar o processamento e precisao
dos resultados, principalmente quando houver associa¢do entre pavimentos de varios
niveis. Da forma como neste trabalho os sistemas de equacdes finais das estruturas
sdo construidos, atendendo a heterogeneidade entre os diversos subdominios a que
representam, seja ela geometrica, constitutiva ou relativa ao método usado na
modelagem (MEC ou MEF), pode-se notar a esparsidade entre as sub-matrizes que
os compdem (vide capitulos 6 e 7). VENTURINI (1983) comenta a que existem
muitos trabalhos desenvolvidos na area de calculo numérico para resolver este tipo
de sistema, como o de CROTTY (1982) que aplica eliminacdo de Gauss sobre linha
e colunas dos blocos. E possivel se estender a este caso 0s conceitos das técnicas de
condensagdo e sub-estruturagdo da matriz de rigidez, como foi visto. Portanto,
seguir-se-4 0 mesmo raciocinio para o caso de estruturas compostas por sub-regides e
procedendo-se com os graus de liberdade associados aos nds dos trechos de

interfaces como, nestas técnicas, se faz com graus a se eliminar.

7.2-SOLUCAO DIRETA UTILIZANDO-SE ALGORITMO
BASEADO NA ELIMINACAO DE GAUSS

Através da utilizacdo de exemplo pratico, BATHE (1982) apresenta a
formulacdo para a elaboracdo de algoritmo baseado na eliminagédo de Gauss para
solugdo de sistemas de equagOes, representado pelas matrizes de rigidez de barras.
Para a pre-resolucdo do sistema para graus de liberdade internos, comenta o autor, a
explicacéo fisica é de que a matriz de rigidez resultante é equivalente a matriz de

rigidez da barra quando se liberado grau em evidéncia.

BATHE (1982) também avalia a formulacdo na forma matricial, como se
segue. Suponha-se um sistema formado por barras com graus de liberdade internos a
ser suprimidos (representados por vetores e sub-matrizes com sub-indice a) e com

graus de liberdade a serem mantidos na matriz de rigidez reduzida (por sua vez,
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representados pelo sub-indice b). A equacdo matricial de equilibrio (vira do capitulo

de EF) pode ser escrita de forma particionada como:

Ij<aa Kab a a
s %@:@CQ 00
K KutHE BB

Procede-se a eliminacdo do grau u, a partir do primeiro grupo de equacbes do

sistema na forma:

U, =K;111(Fa _Kabub) (7-2)

Da substitui¢do de (7.2) na segunda das equagdes do sistema (7.1), tem-se que:

a

Ky = Ko (KK )@, = F, - K, (KZF,) (7.3)

K' F

WILSON (1974) comenta que os termos K, (KK, ) e K, (K_F,) da eq.(7.3)

a a
representam, respectivamente, a modificagdo na rigidez da estrutura devido ao alivio
dos graus em a e a transferéncia da forca que estava em a para b. Note-se que, a
matriz de rigidez reduzida [K] é da ordem da sub-matriz [Ky,] e resulta das
transformacdes sofridas pela matriz original. Estas transformac6es independem das

componentes do vetor de forcas {F}.

O exemplo dado para ilustrar o conceito basico desta técnica utilizou um
sistema de equacdes construido a partir da MEF. Propriedades da matriz de rigidez
original, como a simetria e a positividade, sdo extensiveis as matrizes reduzidas
resultantes da eliminacdo de graus de liberdade, conforme apresentado acima. Pode-
se, portanto, tirar vantagem desta caracteristica quando se trata de economia de

armazenamento de dados.
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O mesmo, entretanto, ndo pode ser dito dos sistemas construidos por

formulacBes mistas, como é o caso do presente trabalho.

A forma matricial como foi apresentado nas eq. (7.1) a (7.3) induz a
multiplicacbes e inversdo de matrizes que retira a eficiéncia do programa
computacional. Deve-se, portanto, proceder a condensacao estatica utilizando-se a
eliminacdo de Gauss seqlencialmente sobre cada grau de liberdade a ser eliminado.
E mais: como a matriz de rigidez global é composta pela contribuicdo de cada
elemento individualmente, esta eliminacdo pode ser iniciada desde a montagem da
matriz elementar. Isto nada mais é que a realizacdo de parte da eliminacdo de Gauss
aplicada ao sistema total, porém, no universo do elemento. Muitos autores , como
BATHE(1982) e WILSON (1974), apresentam algoritmo para condensacdo de cada
grau de liberdade por vez. Este procedimento reduz a ordem da matriz do sistema
final evitando estocagem de dados e diminuindo o esforco computacional. Outra
vantagem lembrada por BATHE(1982) diz respeito aos elementos repetitivos e,

idénticos, para os quais ele aconselha a criacdo de bibliotecas.

7.3 - ANALISE POR SUBESTRUTURACAO

Na andlise por subestruturacdo, a estrutura total é considerada como uma
montagem de subestruturas as quais se pode aplicar a condensacdo estatica. A
possibilidade real de existéncia de elementos ou subestruturas repetitivas facilita o
processo. Cada subestrutura € um conjunto de elementos que tera os graus de
liberdade internos condensados. O resultado é que, a matriz de rigidez total final é
formada, portanto de sub-matrizes condensadas.

Na sub-estruturacao, entdo cada sub-matriz sera tratada como macro-elementos,
cujos graus de liberdade internos sdo condensados. Novamente, BATHE (1982)
aconselha a criacdo de bibliotecas para estocar dados relativos a sub-estruturas
repetitivas e a definicdo de niveis de sub-estruturacdo, para se aumentar a eficiéncia

da andlise que se utiliza desta técnica.
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Pode-se, portanto, seguir este mesmo raciocinio para o caso de estruturas

compostas por sub-regides e procedendo-se com os graus de liberdade associados aos

nos dos trechos de interfaces como aqui se fez com os nos a serem eliminados.

7.4-METODO DA CONDENSACAO ESTATICA PARA O SISTEMA
MODELADO PELA COMBINACAO DO MEC COM O MEF

A elaboracdo do processo se dard na forma matricial para ilustracdo dos

conceitos bésicos da formulacdo aplicada ao sistema de equagfes dele resultante da

combinacgédo de sub-regides modeladas pelo MEC e/ou pelo MEF. A eliminagdo no

universo da sub-regido seguira as técnicas expostas nos itens anteriores deste

capitulo.

Suponha-se o exemplo de duas sub-regides de placas acopladas ao longo de

uma interface. Conforme visto no capitulo 6, a equacdo matricial do sistema final

pode ser escrita de forma particionada como:

OoXx, O

o 0O

O
ém‘l 0 H12 GlZ Xz E_ EBla
O Oo=0 0
0o A, Hy Gy 21% BD’ZH

(I
U
N

(7.4)

tendo ja sido consideradas as condi¢bes de contorno, equilibrio e compatibilidade.

Lembrando-se que, para andlise de placas, o sistema de equacdes € composto de

pares de equagdes por nd (uma para w e outra para Wa), considere-se, agora, estas

equacOes agrupadas em sub-matrizes, de forma a se reescrever a eq.(7.4) como:
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S A
A0 My ol %xz e
S0 AY H" -gvUOu H_HBWH .
R
50 A% Ry -cugP.B BB

Conforme ja comentado, os graus de liberdade associados aos nés dos trechos de
interface serdo condensados, permitindo-se construir um sistema que envolvera
apenas X; e X,. Viu-se em 7.2, porém, que deve-se evitar a série de inversdes e
multiplicacdo de matrizes que este procedimento envolveria. Dai, conclui-se que, a
eliminacdo dos graus de liberdade associados aos pontos de interface, devera ser feita
individualmente a montagem das matrizes de influéncia de cada sub-regido estiver

sendo calculada, antes mesmo da montagem do sistema total, ilustrado em eq.(7.5).

De acordo com a sugestdo de WILSON (1974), entdo, suponha-se que todos 0s
graus a serem eliminados, num total de NGLE, estejam agrupados em sequéncia,
apenas para facilitar o entendimento. No total, o sistema tem NGL graus de
liberdade. Entdo, partindo-se do mesmo principio do item 7.2, para n variando de 1 a

NGLE, seguem-se 0S passos SUcessivos:

1)Elimina-se um grau u, com as expressoes:

C, =F.K,,

T,u; = K;U./K;m (7.6)
NGL

Un =Cn - ZTnJUJ
j=n+1

2)0O valor de uy, € substituido nas (NGL-n) equacdes do sistema restantes, isto
é, fazendo-se i, j=n+1, NGL nas seguintes expressoes:
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P u; =P -K;,C, (7.7)

WILSON (1974) demonstra este procedimento em forma de algoritmo, para

um universo de um determinado exemplo.

Como foi dito, porém, existem programas e bibliotecas de pacotes
matematicos disponiveis que resolvem sistemas de equagdes levando em conta a
esparcidade das matrizes. A intencdo neste capitulo foi a familiarizagdo com
processo, pois acredita-se que pode-se tirar vantagens das caracteristicas do sistema
de equacOes resultante das técnicas utilizadas neste trabalho. Providéncias para
lancar m&o destes beneficios devem ser tomadas desde a definicdo divisdo do
dominio em estudo em sub-regides, discretizacdo do contorno e preparo da entrada
de dados.

Com base nos aspectos aqui abordados e nas caracteristicas do sistema de
equacOes resultante, elaborou-se um algoritmo para possibilitar a resolucdo do
sistema do algoritmo desenvolvido neste estudo através da biblioteca matematica
DLSLXG do FORTRAN POWERSTATION 4.0 (1994-1995). Esta rotina resolve
sistemas esparsos de equacgdes lineares algébricas por eliminacdo de Gauss. A linha
de comando para a chamada desta rotina é:

CALL DLSLXG (N, NZ, A, IROW, JCOL, B, X)

cujos principais argumentos de entrada sao:

N— Numeros de equacOes do sistema (Input)

NZ — Numero de coeficientes ndo-nulos do sistema (Input)

A— Vetor de tamanho NZ contendo os coeficientes ndo-nulos (Input)

IROW — Vetor de tamanho NZ contendo os numeros das linhas dos
coeficientes ndo-nulos em A. (Input)

JCOL — Vetor de tamanho NZ contendo os numeros das colunas dos
coeficientes ndo-nulos em A (Input)

B— Vetor de termos independentes de tamanho N (Input)

X— Vetor de tamanho N a solugéo do sistema (Output)
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CAPITULO 8 - CONCLUSOES DO TRABALHO

Conforme mencionado, a idéia deste trabalho foi contribuir com a gama de
trabalhos desenvolvidos para a analise de placas com enrijecedores através da
combinacdo entre os metodos dos elementos de contorno e finitos. A principal
contribuicdo se deve a consideracdo da excentricidade do eixo dos enrijecedores com
relacdo ao nivel do acoplamento, somando-se a flexdo da estrutura, um estado plano

de tensoes.

Elaborou-se um algoritmo para descrever o comportamento estrutural das
placas através do MEC, com base na teoria de Kirchhoff. Também pelo MEC
equacionou-se 0 elemento de chapas para efeito da combinacdo do elemento de
superficie com barras excéntricas, quando se considera a excentricidade do eixo
neutro destas em relacdo a superficie neutra das placas. Finalmente, as barras foram
modeladas pelo MEF e abordam-se neste trabalho, apenas aspectos relevantes a
adaptacdo do sistema gerado para efeito de acoplamento com regiées modeladas pelo

MEC. A breve explanacao se justifica por se tratar de assunto j& bastante difundido.

A técnica escolhida para proceder a combinacdo foi a das sub-regibes, que

estabelece condicdes de equilibrio e compatibilidade de deslocamentos na linha de
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interface de unido entre estes subdominios. Varios aspectos e particularidades desta
técnica foram estudados no intuito de se atingir muitas das possibilidades de
variagBes de ligacdes. Exemplos numéricos foram apresentados com resultados
satisfatorios, comprovando a total implementacdo da rotina gerada ao programa
principal. Estes exemplos mostraram, tambeém, as discrepancias nos resultados
quando a subdivisdo do dominio em estudo € feita inadequada e desnecessariamente.
Mais adiante se soma a praticidade do uso desta técnica a otimizacdo do sistema
conferida pela técnica da condensacdo estatica com base na eliminagdo de Gauss.
Sua aplicacdo é facilitada pela primeira, na resolucao do sistema de equacdes gerado.
Por saber-se ndo haver grandes ganhos com relacdo a velocidade de processamento
(0o mesmo ndo se deve dizer com relagdo aos ganhos em melhoria de resultados), néo
houve comparacdo de resultados, tendo sido a biblioteca DLSLXG do FORTRAN
POWERSTATION 4.0 (1994-1995) adotada como rotina de resolucdo de sistemas

do programa.

Em seguida, expdem-se aspectos da ligacdo entre barras e placas assim
definidas, para elaborar a consideracdo do efeito de membrana. Em primeiro lugar,
solucdes adotadas para acoplamento de barras e chapas com coincidéncia de eixos é
apresentada. Resultados de exemplos numéricos comprovam a validade do algoritmo
sugerido. Depois disto, idealiza-se 0 modelo para a consideracdo do efeito de
membrana no plano da placa. Utiliza-se o PTV ou a simples observacdo do
equilibrio da forca excéntrica e compatibilizacdo dos deslocamentos na regido da
ligacdo. Novamente, os resultados de exemplo numeérico demonstram o modelo
deduzido, atentando-se para a variagdo nos resultados quando se considera a

excentricidade das barras em relagdo ao plano neutro das placas.

Com base no que aqui se estudou, um proprietario de algoritmo de analise de
placas e chapas através do MEC e de barras pelo MEF, pode elaborar uma rotina de
acoplamento entre as diversas sub-regides sem necessariamente precisar modificar as
suas formulacdes basicas. Deve estar atento, porém, a criteriosa definicdo destes
subdominios a fim de evitar a inclusdo desnecessaria e muitas vezes inexistente de

descontinuidade nas regifes das interfaces. Uma pré-analise das condi¢des fisicas e
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geométricas do pavimento também ajuda na interpretacdo dos resultados dos

deslocamentos dos nds de placas enrijecidas.
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