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RESUMO

BACARIJI, E. Aplicacdo do método dos elementos de contorno a andlise de
pavimentos de edificios. SGo Carlos, 2001. Tese (Doutorado) — Escola de

engenharia de Sdo Carlos— USP.

Neste trabalho utiliza-se uma formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para a andlise de pavimentos de edificios, dando-se particular
énfase a andlise de |gjes cogumel o feita com aincorporacéo da ndo-linearidade fisica
Nesta formulagdo sdo consideradas as tensdes normais e cisalhantes possibilitando,
assim, a determinacdo da resisténcia Ultima da estrutura.

A formulagdo é inicialmente desenvolvida para a andlise de flex&o de placas
utilizando-se a teoria de Reissner. A seguir, a formulacéo é estendida de modo a
considerar a interagdo da placa com outros elementos, como vigas e pilares. Na
interacdo placa-viga, 0 enrijecimento produzido é computado através de uma
combinacdo com o método dos elementos finitos. Este modelo permite uma
avaliagcdo precisa dos momentos e forcas cortantes nas interfaces da placa com os
elementos lineares.

Admite-se a ocorréncia de um campo de momentos iniciais, viabilizando,
dentre outros, o0 estudo de pavimentos com néo-linearidade fisica.

Para a andise do comportamento ndo-linear, implementa-se um agoritmo
incremental-iterativo baseado no método darigidez inicial.

Visando-se obter uma melhor representacdo do comportamento do concreto
armado, a integracdo das tensbes a0 longo da espessura € feita por um esquema
numérico tipo gaussiano; a contribuicdo da armadura é feita de modo discreto
considerada concentrada em seu centro geométrico. Pode-se, assim, avaliar
separadamente o processo de danificacdo do concreto e 0 escoamento das armaduras.
Para 0 concreto adota-se 0 modelo de dano de Mazars e para as armaduras
longitudinais, um modelo elastoplastico uniaxial com endurecimento isotrdpico.

Quanto a absor¢do dos esforgos oriundos das tensdes cisal hantes, adota-se um
modelo semelhante a idealizacéo datrelica classica de Ritter e Mérsch para vigas de

concreto armado. Admite-se ainda que, apos o inicio da fissuracdo, as tensdes



Xii

cisalhantes sgjam absorvidas apenas pelas armaduras transversais. Para estas, adota-
Se comportamento elastico linear.

Objetivando-se a comprovacdo da eficiéncia da formulagdo proposta, sdo
analisados alguns exemplos cujos resultados sdo comparados com resultados
experimentais ou resultados de outros métodos de andlise.

Palavras chave: elementos de contorno, nao-linearidade, analise de pavimentos.
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ABSTRACT

BACARJI, E. Application of the boundary element method to slab floor analysis.
S8o Carlos, 2001. Tese (Doutorado) — Escola de engenharia de S&o Carlos— USP.

This work deals with a formulation of the boundary element method applied
to dab floor analysis with special emphasis concrete flat slabs exhibiting physical
non-linearities. In this formulation normal and shear components of the stress tensor
are taken into account to capture more accurately the ultimate strength of the
structural element.

The boundary element formulation in the context of Reissner’s plate bending
theory is initially studied. Then, the formulation is extended to dea with
combinations of plate elements with other elements such as beams and columns and
also to incorporate internal support effects, for which full contact is assumed over
small areas. The plate-beam and plate-column interaction model is based on a
combination with the finite element method. Thus, this model allows an accurate
evaluation of the internal forces aong the plate-linear element interfaces and also
over itsvicinity.

The presence of possible initial moment fields is also taken into account,
which enables us to consider physical non-linear behaviours. The solution of the non-
linear system of algebraic equations is based on an iterative algorithm with constant
matrix.

In order to obtain a better modelling of the reinforced concrete slabs, the
stress integrals along the thickness are performed with an appropriate gauss scheme;
the reinforcement contribution is computed by considering concentrated effects at its
geometric centre. Thus, the concrete degradation and the steel yielding can be
independently eval uated.

To represent the concrete behaviour the Mazars damage model has been
adopted, while the steel material is governed by a uniaxial elastoplastic criterion with
isotropic hardening. After the initial cracking of the concrete the shear stresses are

properly transferred to the shear reinforcement using the M érsch truss concept.
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The accuracy of the proposed formulation is illustrated by the analysing some
practical examples. The results obtained are compared with experimental results and

other numerical technique solutions.

Key words: boundary elements, physical nonlinearities, and concrete slab floor.



CAPITULOI

INTRODUCAO

1.1. OBJETIVOS

Muitos problemas na engenharia sdo caracterizados matematicamente por
equacOes diferenciais. Problemas da mecénica dos solidos e comportamento térmico
sdo alguns exemplos. A dificuldade com estas equacOes diferenciais € que elas néo
podem ser resolvidas analiticamente, exceto para um conjunto restrito de casos.
Assim, grande parte destes problemas é resolvida pela aplicacdo dos métodos
numericos de andlise. Tais métodos utilizam modelos discretos em substituicdo aos
model os continuos dos métodos analiticos.

Com a constante evolugdo dos computadores pessoais, a aplicacdo dos métodos
numeéricos na engenharia estrutural vem crescendo vertiginosamente. Ha alguns anos
atrés, quando ndo se dispunha desta importante ferramenta, a analise estrutural era
feita de forma bastante simplificada. A estrutura tridimensional era dividida de tal
forma que o estudo recaia na anadlise individual dos elementos constituintes (lgjes,
vigas e pilares).

Hoje, com o0s equipamentos computacionais disponiveis, pode-se lancar méo de
modelos melhor elaborados que permitem a consideracdo da interacdo entre 0s
diversos elementos estruturais. Isto, sem duvida, vem fornecer célculos mais
precisos, que melhor traduzem o comportamento da estrutura.

Dadatal realidade, tem-se 0s seguintes objetivos no presente trabal ho:

1. Apresentar uma formulagdo do Método dos Elementos de Contorno que
permita a andlise de placas combinadas a vigas ou pilares, placas estas,
cujo comportamento é governado pela Teoria de Reissner;



2. Estender a formulacdo de maneira a permitir a andlise de estruturas em
gue 0s materiais apresentam comportamento ndo linear, como é o caso
das estruturas executadas em concreto armado. A formulagdo é
direcionada & andlise de lgjes cogumelo, onde o efeito da concentragcdo de
tensdes ndo pode ser negligenciado.

3. Incorporar a0 modelo de dano utilizado o efeito das tensdes cisalhantes
possibilitando uma estimativa da resisténcia Ultima da estrutura
Incorporar, ainda, um modelo para absor¢éo dos esforgos advindos destas
tensdes, estabelecendo-se as parcelas dos esforgos absorvidas pelo
concreto e pelaarmadura transversal.

4. Desenvolver um programa computacional baseado na formulagéo
apresentada, utilizando-se modelos constitutivos baseados nas Teorias da
Plasticidade e de Dano para o ago e o concreto, respectivamente.

O autor desgja observar que a pesquisa ora desenvolvida teve como ponto de
partida os trabalhos realizados por RIBEIRO (1992) e SILVA (1996). Ambos
trabalhos de doutoramento, defendidos na Escola de Engenharia de S&o Carlos, da

Universidade de Sao Paulo, sob a orientacéo do prof. Dr. Wilson Sérgio Venturini.

1.2. APRESENTACAO

Dados os objetivos, passa-se a apresentacdo do contelido dos capitulos que
compdem este trabal ho.

Na finalizac&o do presente capitulo, faz-se uma revisdo bibliogréfica das teorias
de placas, seguida da bibliografia relativa aos primoérdios dos métodos numéricos.
Quanto ao Método dos Elementos de Contorno, a revisdo € dividida na aplicacdo as
teorias de Kirchhoff e de Reissner. A seguir, é apresentada a revisdo bibliografica
dos model os constitutivos aplicados ao concreto, baseados na Teoria da Plasticidade
e na Mecanicado Dano.

No desenvolvimento do capitulo Il apresenta-se uma introducdo ao Método dos
Elementos de Contorno seguida pela apresentacdo da teoria de placas de Reissner. O

mesmo capitulo trata ainda, das equacfes integrais necessarias a formulagcdo do



problema de placas, quais sejam: EquagOes integrais para deslocamentos em pontos
do dominio; equacdes integrais para deslocamentos em pontos do contorno e
equacles integrais para esforgos nos pontos do dominio. Os termos de dominio,
relativos ao carregamento, sdo transformados em integrais de contorno. Finalizando
o0 capitulo, atematica € dirigida para a discretizacdo destas equagdes integrais.

Objetivando a andlise de pavimentos, compde-se o capitulo Il dos topicos
relativos a interacdo placa-apoios pontuais, placa-apoios discretos, bem como da
interac8o placa-vigas. Neste Ultimo caso, 0 enrijecimento provocado pela presenca
dasvigas, é obtido por uma combinacdo do Método dos Elementos de Contorno com
0 Método dos Elementos Finitos.

O capitulo IV explana os temas relativos a analise ndo linear. Apresenta-se um
resumo das teorias da Plasticidade e de Dano, bem como o modelo de dano
implementado no programa computacional desenvolvido.

O processo de solugdo do problema ndo linear é tratado no capitulo V; o mesmo
capitulo ocupa-se, ainda, da apresentacéo de exemplos analisados e comparados com
0s resultados obtidos através de outros métodos de andlise e também com resultados
experimentais.

No capitulo VI tem-se os topicos relativos as conclusdes, 0s quais compreendem
uma andlise da formulacdo desenvolvida, uma andlise do desempenho dos model os
ndo-lineares implementados e ainda as proposi¢des para a continuidade do trabalho
desenvolvido.

No apéndice B sdo dados alguns fundamentos mateméticos necess&rios ao

melhor entendimento da formul acéo apresentada.

1.3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.3.1. Teoriasde Placas
KIRCHHOFF (1850) desenvolveu a teoria, hoje conhecida como Teoria
Classica, aplicavel a placas delgadas com peguenos deslocamentos. Com as
hipéteses adotadas, a formulacdo leva a uma equacdo diferencial de quarta ordem.
Nesta teoria ndo se consideram as deformagdes por cisalhamento transversal.
Posteriormente, REISSNER (1944) apresentou a formulagdo para placas em que

considera o0 efeito das deformagdes por cisalhamento transversal, levando a um



sistema de equacOes diferenciais de sexta ordem. Com este sistema satisfazem-se trés
condic¢des de contorno por borda, ao invés de duas, como ocorre na Teoria Classica.

MINDLIN (1951) apresentou uma teoria semelhante a de Reissner. Sua deducéo
baseou-se nas equagdes de equilibrio dateoriatridimensiona da el asticidade para um
corpo em movimento, considerando-se a inércia rotaciona e o cisalhamento
transversal. O sistema de equactes diferenciais obtido &, também, de sexta ordem.

SALERNO & GOLDBERG (1960) reduziram o sistema de trés equacoes
diferenciais de Reissner a uma equacdo diferencial de quarta ordem semelhante a da
Teoria Classica e a uma equagdo diferencial de segunda ordem para determinagdo de
uma funcao de tensdo.

REISSNER (1976) desenvolveu estudos relativos ao problema da integragéo do
sistema de equacdes para 0 caso de ortotropia e a influéncia de uma faixa limite de
condig¢des de contorno reduzidas, em funcgéo da flecha e de uma funcdo de tensdo, na
solucdo do interior de placas isotropicas. Com isso conseguiu distinguir efeitos de
deformacéo por cisalhamento associados a faixa de contorno e ao dominio da placa.

LEVINSON (1980) apresentou uma nova teoria permitindo a andlise estética e
dindmica de placas de espessura constante, com a consideracéo das deformagdes por
cisalhamento transversal. Demonstrou também que, no caso dindmico, suateoriae a
de Mindlin levam a uma mesma equacdo de onda para deslocamento transversal.

Uma nova formulagdo foi apresentada por REISSNER (1986) a qual pode ser
imaginada como uma generaizagcdo das equagbes para a andlise de placas com
grandes deformagdes incluindo a deformagdo por cisalhamento transversal. O
sistema de equacdes diferenciais obtido é de décima ordem, sendo duas equactes
simultéaneas de quarta ordem, suplementadas por uma equagao de segunda ordem.

REISSNER (1986) demonstrou uma teoria na qual aborda o problema de placas
moderadamente espessas em que 0 sistema de equagdes diferenciais é de décima
segunda ordem.

Alguns trabalhos surgiram no sentido de estimar o erro a partir da Teoria
Cléassica em relagdo a teoria exata de um problema correspondente na teoria da
elasticidade. Nesta linha citam-se os trabalhos de NORDGREN (1971), (1972) e
RYCHTER (1987), (1988).



LADEVEZE & PECASTAINGS (1988) propuseram uma versio melhorada da
teoria de Reissner para placas homogéneas, isotrépicas, com condi¢des de contorno
quaisquer. A diferenca em relacéo a teoria de Reissner estéd no valor considerado do
fator de deformabilidade por cisalhamento transversal e pelas condig¢des de contorno.

BARRET & ELLIS (1988) apresentaram o problema de placa submetida a um
carregamento transversal como uma perturbacdo singular. No mesmo trabalho
mostraram como sua teoria se relaciona com as teorias de Kirchhoff, Mindlin e
Reissner.

REISSNER (1991) apresentou uma andise sistemdtica do problema da
influéncia de faixas de contorno para placas ortépropas, apresentou o conceito de
apoio “soft”, como uma condicdo para a transicdo suave da teoria de sexta ordem

para ateoriade quarta ordem.

1.3.2. Métodos Numéricos de Analise

O Méodo das Diferengas Finitas surgiu com o trabalho de SOUTHWELL
(1946) sendo ainda utilizado em diversos problemas da engenharia.

O Método dos Elementos Finitos, sendo o mais difundido e utilizado, surgiu nos
trabal hos desenvolvidos por TURNER (1956) E ARGYRIS & KELSET (1960).

O Método dos Elementos de Contorno teve seu inicio com BETTI (1872) nos
estudos de problemas utilizando equagdes integrais, aplicadas a teoria da
elasticidade. Nesta mesma area trabalhos complementares foram desenvolvidos por
SOMIGLIANA, por volta de 1880.

MUSKELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957) e KUPRADZE (1965)
continuaram utilizando equagOes integrais na elasticidade bidimensional, todavia,
ndo utilizando-se ainda, as variaveis reais do problema (denominando-se, por isso,
formulacdes indiretas). Foi RIZZO (1967) que apresentou, ainda para a elasticidade

bidimensiona aformulacdo na suaformadireta.



1.3.3. O Método dos Elementos de Contorno Aplicado ao Estudo de
Placas

a) Aplicacdo a Teoria de Kirchhoff

JASWON et a. (1967) deram inicio aanalise de placas utilizando o Método dos
Elementos de Contorno na sua forma indireta. Sua proposta foi a decomposi¢éo da
equacdo bi-harmoénica em duas equagbes harmonicas que, resolvidas por equagcoes
integrais e devidamente combinadas, permitem aresolucédo do problema.

HANSEN (1976) apresentou 0 método direto para a andlise de placas infinitas
com furos de contorno ndo carregado, utilizando duas equagBes integrais, uma
correspondente a expressdo do deslocamento transversal e outra a sua derivada, em
relacdo a uma direcéo qualquer.

BEZINE & GAMBY (1978) propuseram, também, uma formulaco direta
Partindo da identidade de Green e considerando como variaveis os deslocamentos
transversais e sua derivada na direcdo normal ao contorno, ou 0s valores
correspondentes a forgca cortante equivalente e ao momento fletor norma ao
contorno, deduziram duas equagdes integrais relativas ao deslocamento transversal e
asua derivada na direcéo normal.

BEZINE (1978) e STERN (1979) desenvolveram outros trabalhos, utilizando a
formulagdo direta .

ALTIERO & SIKARSKIE (1978) e WU & ALTIERO (1979) utilizaram a
formulacdo indireta, resolvendo problemas préticos apenas para contornos
engastados. Utiliza-se, como contorno auxiliar, o contorno circular de uma placa
engastada, cuja solucdo € conhecida.

TOTTENHAN (1979) apresentou uma discussdo sobre as formulagdes direta e
indireta para placas delgadas como também sua extensdo ao caso de placas apoiadas
sobre base el astica e cascas abatidas.

GUO-SHU (1986) e HARTMANN & ZOTEMANTEL (1986) apresentaram uma
formulacéo onde foi adotado um esgquema de interpolacdo hermetiana para a flecha e
discutidos o tratamento das integrais de dominio, a consideracdo de vinculos no
dominio e as singularidades que ocorrem na formulac&o direta.

MOSHAIOV & VORUS (1986) redlizaran estudo do comportamento

elastoplastico usando um esguema de carregamento incremental e com a



consideracdo de momentos fletores plasticos iniciais calculados por um processo
iterativo. Para efeito de avaliacéo das integrais de dominio, neste trabalho a placa foi
dividida em células internas, admitindo-se constantes as componentes do momento
plastico sobre cada uma delas.

PAIVA (1987) estudou solugdes numeéricas para diversos casos de carregamento,
condi¢des de contorno e posicdo do no singular. Apresentou também a extensdo do
Método dos Elementos de Contorno para a andlise de estruturas formadas por placas,
vigas e pilares.

HARTLEY et a. (1988), (1989) estudaram as dificuldades relativas as
singularidades que aparecem nos integrandos e a determinagéo de valores nos pontos
internos, sugerindo um esguema de integracdo analitica para evitar os problemas de
instabilidade numérica que podem surgir.

KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1989) adotaram a combinacdo do Método
dos Elementos de Contorno com o Méodo das Diferencas Finitas para a solugdo
simulténea de duas equagdes integrais e duas equacoes diferenciais.

CAMP & GIPSON (1990) Utilizaram diversos tipos de elementos de contorno
isoparamétricos, sendo as integrais cal culadas analiticamente.

KARAMI et a. (1992) desenvolveram uma formulagéo utilizando um sistema
onde sd0 acopladas a equacdo bi-harmonica e uma equagdo harmdnica, resolvidas
simultaneamente sendo, ainda, as integrais de contorno cal culadas analiticamente.

VABLE & ZHANG (1992) adotaram a formulagdo indireta para a andlise de
placas, fazendo uso de um esgquema de integracdo analitica e de funcdes ficticias,
aproximadas por polindmios de Lagrange e Hermite.

CHUEIRI (1994) abordou a andlise elastoplastica de placas, usando 0 método
incremental-iterativo, baseado na técnica dos momentos iniciais. As integrais de
dominio resultantes destes momentos foram discretizadas através da divisdo do
dominio em células triangulares, com funcdo aproximadora linear. Foram propostos
neste trabalho, model os para a andlise elastoplastica de |gjes de concreto armado.

OLIVEIRA NETO (1998) apresentou uma nova formulagdo admitindo trés
parametros nodais de deslocamentos para sua representacdo integral: deslocamento
transversal e suas derivadas nas diregdes normal e tangencial ao contorno. Foram

usados dois valores nodais para os esforcos. momento normal e forca cortante



equivalente. Obtiveram-se, dessa forma, trés equacgdes integrais de contorno por no,

obtidas a partir da discretizacdo do contorno da placa.

b) Aplicacéo a Teoria de Reissner

A andlise el&stica de placas utilizando-se a teoria de Reissner teve seu inicio com
WEEEN (1982). Para cada ponto do contorno foi estabelecido um sistema de trés
equacOes integrais em termos dos deslocamentos generalizados (rotacdo normal ao
contorno, rotacdo tangencial e flecha) e das forcas correspondentes (momento
normal, momento tangenciad e esforco cortante), cuja solugdo € obtida
numericamente, sendo o contorno aproximado por elementos isoparamétricos
quadréticos.

KARAM (1986), tomando como referéncia os trabalhos de WEEEN (1982),
demonstrou a eficiéncia do método através de varios exemplos de placas isotropicas,
em regime elastico linear. Para a discretizagdo do contorno foram utilizados os
elementos quadrdtico isoparamétrico continuo e descontinuo. Quanto a
descontinuidade da normal foram utilizadas as idéas de n6 duplo e de elemento
descontinuo.

BARCELOS & SILVA (1987) e WESTPHAL & BARCELOS (1989)
identificaram funcdes livres e funcbes essenciais como componentes da solucéo
fundamental.

RIBEIRO & VENTURINI (1989), também seguindo a formulagio de WEEEN
(1982), escreveram o sistema de equagdes lineares tomando os pontos fonte fora do
dominio, evitando-se, assim, aocorréncia de algumas singularidades.

XIAO-YAN et a. (1990) consideraram a néo-linearidade geométrica devido a
ocorréncia de grandes deslocamentos.

Em seus trabalhos, KARAN(1992) e RIBEIRO (1992) apresentaram formulagéo
para andlise ndo linear fisica, semelhante aquela proposta por MOSHAIOV &
VORUS (1986) paraa Teoria Classica.

DEBBIH et a. (1995) introduziram uma solucdo fundamental modificada,
apropriada para placas com geometria qualquer, obtida usando-se as transformagoes
integrais de Hankel e fungdes de deformagao. Posteriormente, DEBBIH et al. (1995)

modificaram a solucdo fundamental de forma que as partes das fungdes nucleo,



representativas do efeito das tensdes transversais, foram separadas permitindo a
analise de placas espessas e finas.

SILVA (1996) apresentou uma formulagdo para a andlise de placas com
enrijecedores a qual permite a interagcdo com outros elementos estruturais. Na
interagao placa-viga, utilizou-se uma combinagdo do MEC com o MEF.

ALIABADI et al. (1997) trataram da avaliagdo das tensdes no contorno e no
dominio da placa. Foram discutidos dois métodos para a avaliagdo das tensbes no
contorno. O primeiro foi baseado nas tensdes e deformagdes locais. O segundo foi
baseado na avaliagéo direta do tensor das tensfes usando a equagdo integral de
tensdo. Avaliaram, também, as tensdes internas sobre a espessura da placa
comparando os resultados com as solugdes dos Elementos de Contorno para o caso
tridimensional.

EL-ZAFRANY (1998) discutiu o tratamento numérico das equagdes integrais de
contorno com énfase nos problemas de canto utilizando elementos isoparamétricos e
integrais singulares com elementos de contorno constante. Demonstrou, ainda, a
reducdo das integrais de dominio em integrais de contorno para carregamento
uniforme e linearmente distribuidos, for¢cas concentradas e momentos fletores.

PALERMO (2000) escrevendo as equagdes diferenciais da teoria de Mindlin
com termos equivalentes aos utilizados na andlise de estados planos através de
dilatacbes e rotagdes, demonstrou uma conexdo nas formulagbes do Método dos
Elementos de Contorno entre esta teoria e ateoria classica. Com isso apresentou uma
formulagdo simples para a andise de placas, a qual permitiu a obtencdo de uma
solucdo fundamental para a teoria de Reissner/Mindlin igual a obtida por WEEEN
(1982). Obteve ainda, a solucdo fundamental da teoria cléassica quando considera-se a

porc¢ao irrotacional da solugdo sem a correcdo do efeito do esforgo cortante.

1.3.4. M odelos constitutivos

Nas Ultimas décadas intensivas pesguisas tém sido feitas no sentido de se
formular modelos constitutivos que bem representem o comportamento do concreto
armado. Modelos baseados na Teoria da Plasticidade e na Mecanica do Dano tem
sido propostos nos Ultimos anos e se constituem em grandes avangos para a anélise
estrutural.
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A consideragdo do efeito da fissuragdo no concreto teve seu inicio no final da
década de 60 e inicio de 70, como demonstram os trabalhos de RASHID (1968) e
POPOVICS (1970).

CERVENKA (1970) prop0s a aplicacéo da teoria da plasticidade no concreto sob
compressao, usando critérios anal 0ogos aos utilizados para materiais metalicos.

JOFRIET & McNEICE (1971) apresentaram uma formulacdo para andlise de
lges, via Elementos Finitos, em que consideraram o efeito da fissuragdo. Neste
trabalho assumiram uma relagdo momento — curvatura bilinear para representar os
Vérios estagios de comportamento do concreto.

SCHNOBRICH et al. (1973) num estudo sobre cascas e placas de concreto
armado assumiram relagdes tensdo — deformagao para 0 ago e 0 concreto. Para 0 aco
foi considerado o comportamento elastoplastico perfeito e para o concreto
elastoplastico com endurecimento na compressdo, limitando-se sua tensdo na tracéo.
A placa foi considerada como uma superposicdo de camadas de concreto e ago e
foram impostas as condi¢des de compatibilidade entre as deformagdes dos materiais.

Estudo semelhante foi realizado posteriormente por SUIDAN & SCHNOBRICH
(1973) para a andlise de vigas, adotando-se comportamento elastoplastico perfeito
para o aco e para 0 concreto na compressao, limitada sua resisténcia a tragéo.

RAO & SUBRAHMANYAN (1973) sugeriram um método para obtencéo de
uma relacdo momento — curvatura trilinear, onde a resisténcia do concreto
tracionado entre as fissuras é considerada.

CHEN & CHEN (1975) propuseram uma relacéo tensdo — deformagéo para o
concreto sob estado tridimensional de tensdo. O concreto foi considerado um
material elastoplastico com endurecimento e ruptura. Foram obtidas a superficie
inicial de escoamento, superficies de carregamento e superficie de ruptura e obtidas
as relagbes incrementais tensdo — deformagdo elastoplésticas. Ta formulagdo
permitiu a andlise mais refinada de elementos e estruturas de concreto. Modelo
semelhante foi apresentado por DAMJANIC et a. (1983) os quais utilizaram aregra
de fluxo associativa, fazendo aplicagdes ao concreto armado e protendido.

Os modelos de CHEN & CHEN (1975) e DAMJANIC et al. (1983) diferem entre

s quanto a superficie de ruptura, superficie de carregamento e regra de
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endurecimento. Na mesma linha de pesquisa, cita-se ainda o modelo proposto por
CHEN & HAN (1985) os quais adotaram uma regra de fluxo n&o associativa.

FIGUEIRAS (1983) desenvolveu uma formulagdo adotando um modelo
estratificado, naqual considera aresisténcia do concreto tracionado entre fissuras e a
capacidade de transferéncia de esforgo cortante do concreto fissurado por encaixe
dos agregados.

PROENCA (1988) fez uma abordagem critica dos principais modelos
constitutivos aplicados ao concreto. Desenvolveu um modelo de fraturamento para o
concreto, utilizando uma formulagdo variacional .

HU & SCHNOBRICH (1989) propuseram um modelo onde abordaram aspectos
relativos a funcdo de escoamento, regras de endurecimento, regras de fluxo, curva
tensdo—deformacéo equivalente e médulo de endurecimento plastico. Um modelo
mais refinado no qual se considera o efeito do amolecimento do concreto
comprimido, a degradagcdo das tensbes no concreto paralelo a direcdo da fissura,
dentre outros, foi proposto pelos mesmos autores em 1990.

KACHANOQV (1958) foi quem introduziu o conceito de Dano a fim de modelar o
efeito da fissuragdo distribuida na ruptura fragil em metais apds um periodo de
deformagdo lenta.

Comenta-se a seguir, de forma resumida, o desenvolvimento dos modelos de
dano direcionados ao concreto.

Os modelos relativos ao concreto podem ser classificados como escalares (ou
isOtropos) e anisotropos, em fungdo da natureza da variavel de dano utilizada

KRAJCINOVIC & FONSEKA (1981) propuseram um modelo no qual a variavel
de dano € um campo vetorial expresso como uma fungdo de coordenadas do ponto e
das variaveis do estado. Esta formulagdo ndo considera as deformacfes permanentes
devidas ao processo de dano.

LADEVEZE (1983) propds um modelo racional que permite a determinacdo da
natureza matematica da variavel de dano interna. Neste caso a variavel de dano € um
tensor de quarta ordem.

MAZARS (1984) apresentou 0 modelo escalar, indicado para estudo de processo
de dano do concreto submetido a um carregamento proporcional ou ciclico.

Identificarse a varidvel de dano em funcdo de uma deformacdo equivalente, que
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caracteriza 0 estado local de extensdes do material. Esta varidvel € definida de tal
forma a recuperar, como um caso particular, os resultados experimentais dos testes
de tracd0 e compressdo uniaxiais: 0s mesmos servem de base para identificar os
cinco parametros do modelo.

O modelo anisétropo de ORTIZ (1985) permite a representacdo de algumas
caracteristicas do comportamento do concreto associado ao dano. Neste modelo, o
concreto é tratado como um material composto formado por uma fase argamassa e
uma fase agregado, cada uma das quais com uma lel constitutiva particular. Assume-
se para 0 agregado um modelo elastoplastico ndo-associativo; para a argamassa
prevalece o modelo de dano.

PAPA (1990) estendeu as proposicies de Mazars objetivando reproduzir a
resposta do material em presenca de carregamento de fadiga, incluindo a presenca de
deformagtes permanentes.

ALVARES (1993) estudou 0 modelo proposto por Mazars para andise do
comportamento de elementos estruturais lineares em concreto. Redlizou a
identificacdo dos parametros os quais se mostraram proximos aqueles originalmente
sugeridos. Foi redizada a implementagdo numérica via elementos finitos, cujos
resultados foram comparados com os resultados experimentais realizados. Tal andlise
demonstrou o bom desempenho do modelo em estudo.

FLOREZ-LOPEZ (1993) apresentou um modelo para a simulagio do colapso em
porticos planos considerando-se os efeitos de dano e plasticidade localizados. Neste
modelo os efeitos da ndo linearidade concentram-se apenas nas extremidades dos
elementos. Nesta mesma linha, ALVARES (1998) propds um novo modelo, onde
considerou que os processos de danificagdo, associados a flexdo e restritos as
extremidades dos elementos, sdo interdependentes e afetam os coeficientes de
transmiss&o de esforgcos ao longo do elemento.



CAPITULO I

O METODO DOSELEMENTOSDE CONTORNO
APLICADO ASPLACASDE REISSNER

2.1. INTRODUCAO AO METODO DOSELEMENTOSDE CONTORNO

Ha muitos problemas na Engenharia que podem ser caracterizados
matematicamente por equacoes diferenciais, com as devidas condic¢des de contorno.
Problemas da mecénica dos sblidos e fluidos e comportamento térmico sdo aguns
destes problemas. A dificuldade com estas equacOes diferenciais € que elas ndo
podem ser resolvidas analiticamente, exceto para um conjunto restrito de casos.

Para a obtencdo da solucdo destes problemas faz-se necessario o uso dos
métodos numéricos. Tais métodos podem ser classificados, segundo BECKER
(1992), em: Método das Diferencas Finitas (MDF), Método dos Elementos Finitos
(MEF) e Método dos Elementos de Contorno (MEC), como representado na figura

2.1, cada um dos quais com suas particul aridades, vantagens e desvantagens.
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problema real

elemento de
operador de elemento finito contorno
diferenca finita

T~ o—¢—o | £

Método das Diferencas Finitas Método dos Elementos Finitos Método dos Elementos
de Contorno

FIGURA 2.1. Méodos numéricos aplicados aos problemas de Engenharia.
(KANE, 1994)

a) Método das Diferenca Finita

O conceito basico deste método consiste da transformacdo das equactes
diferenciais que governam o problema em um sistema de equacOes algébricas, pela
aplicacdo do operador de diferenca. Este operador transforma todas as derivadas
continuas em variaveis sobre uma célula. Os pontos nodais onde as incognitas sdo
associadas devem ser prescritos e especificadas as funcdes interpoladoras que
governam as derivadas. O sistema final de equagfes é constituido por uma matriz
banda peguena e um vetor independente, que é computado de acordo com as
condic¢des de contorno prescritas.

O Método das Diferencas Finitas € o mais simples dos trés métodos e
relativamente facil de programar. Sua principal desvantagem em problemas préticos
€ que e€la ndo é apropriada para geometrias irregulares, e em problemas cujas

incognitas variam rapidamente, como problemas de concentracéo de tensoes.
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b) Método dos Elementos Finitos

Este método consiste da subdivisdo do dominio (discretizacdo fisica) em
elementos (dai o nome de ‘ Elementos Finitos’), cada um dos quais tratados como um
continuo menor. Associam-se nés a cada elemento e escolhem-se funcdes
interpoladoras que aproximam a resposta real do dominio. Uma vez que estas
funcdes sdo definidas em funcéo dos valores nodais, as equacdes do elemento finito
sdo facilmente obtidas através do principio variacional ou pela técnica dos residuos
ponderados. O uso de qualquer um destes procedimentos produz um sistema
simétrico de equaces.

O Método dos Elementos Finitos € muito apropriado para problemas de
formas geométricas complexas. Para obterem-se bons resultados em regifes onde as

variaveis mudam rapidamente, deve-se usar um maior nimero de e ementos.

c) Méodo dos Elementos de Contorno

No Método dos Elementos de Contorno, as equagdes diferenciais governantes
sdo transformadas em equacbes integrais equivalentes. Através do Teorema
Divergente, ou de Gauss-Green, estas equacOes integrais, envolvendo equacgdes
integrais de volume e de superficie, sdo transformadas em equagdes integrais de
superficie apenas (equacdes integrais de contorno). Esta Ultima transformacéo
envolve certas solugdes conhecidas (solugdes fundamentais) para a equacéo
diferencia original. As equacles integrais sdo entdo substituidas por um conjunto
similar de equaches integrais discretizadas, onde sdo usadas as incognitas do
contorno em um conjunto finito de nés. Entre estes nds estdo os elementos de
contorno, onde a solucéo dentro de cada elemento € dada em funcéo dos valores
nodais e por umafuncéo de interpolagdo simples.

O Método dos Elementos de Contorno pode ser facilmente gustavel a
contornos geometricamente complexos. Além do mais, uma vez que todas as
aproximagoes estdo restritas ao contorno, pode-se modelar regides com gradientes
elevados com melhor exatiddo em relagcdo ao Método dos Elementos Finitos.

Na obtencdo do Método dos Elementos de Contorno, tomando-se como
exemplo um problema elastico, segue-se, em linhas gerais, a seguinte itemizacéo
(BECKER, 1992):
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1. Obtém-se as equactes diferenciais de deslocamentos sobre 0 dominio (equactes
de Navier). Para tanto, substituem-se as relagdes deformacéo-deslocamento nas
equacOes congtitutivas (lei de Hooke) e estas nas equacOes diferenciais de
equilibrio.

2. Obtém-se a solugdo fundamental para as equacOes diferenciais. Esta € uma
solucdo que deve ser aplicavel a qualquer geometria e é baseada na solugdo de
uma carga pontual em um meio infinito. A solucdo fundamental € da ordem de
(/r) ou In(l/r), onde r € a distancia fisica entre o ponto de aplicagéo da carga
(definido como “ponto de carga’, &) e qualquer outro ponto sobre o contorno
(definido como “ponto campo”, X).

3. Utiliza-se o0 Teorema da Reciprocidade de Betti. Este teorema estabelece que se
dois estados de tensdo (a) e (b) existem que satisfagcam o equilibrio, entdo o
trabal ho realizado pelas forgas do sistema (a) sobre os deslocamentos do sistema

(b) éigual ao trabalho realizado pelas forgas de (b) sobre os deslocamentos de
(a):
 FOuP =5 FOuE 2.1)
p p

onde p é qualquer ponto submetido a uma forca F. Se as forcas externas
estiverem apenas sobre a superficie I', entdo € possivel obter-se a seguinte
equacdo integral:
[tPuidr = [tPuPdr (2.2)
T T
ondei =1, 2, 3 (correspondentes as coordenadas cartesianas x, Y, z). Escolhem-
se 0 sistema (a) como solucéo fundamental (conhecida) e o sistema (b) como o
problema real (incognito), o resultado € uma equacdo integral de contorno
relacionando os deslocamentos e tensdes na superficie.

4. Dividese a superficie em segmentos ou elementos. Usam-se funcgdes
interpoladoras para descrever a geometria e variaveis sobre cada elemento. Tais
funcbes podem ser lineares, quadrédticas ou de ordem superior. Dada a
complexidade das funcgdes integrais, a integragdo analitica é substituida pela
integracdo numérica, utilizando-se a técnica da quadratura de Gauss. Esquemas

especiais sG0 necessarios para integrar os termos singulares quando os pontos
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nodais estdo muito préximos uns dos outros ou quando o ponto de carga, &,
coincide com o ponto do contorno, X. Isto ocorre em fungdo de que a solugédo
fundamental contém termos da ordem 1/r. Somando-se as integrais sobre cada
elemento, tem-se a avaliagéo de toda a superficie.

5. Forma-se a solucéo matricial repetindo-se o processo de integragdo com o ponto
de carga, &, localizado em cada ponto nodal da superficie. O ponto de carga &,
(solugdo fundamental) é colocado primeiro no né 1, produzindo apenas um
conjunto de equacdes relacionando todas as N variaveis sobre a superficie. Um
conjunto de equacbes em problemas tri-dimensionais contém trés equacdes. A
seguir o ponto de carga € colocado no né 2, produzindo outro conjunto de
equacles, e assim sucessivamente, até que todos os N conjuntos de equactes
estejam formados. O sistema resultante de equacOes lineares tem a seguinte
forma:

[Allu]=[B]l] (23)

6. Aplicam-se as condi¢des de contorno. Estas assumem a forma de deslocamentos
prescritos ou forgas prescritas. Re-arranjam-se as equagoes lineares de tal forma
que as variaveis incognitas estejam do lado esquerdo e todos os valores
conhecidos, do lado direito. Obtém-se a seguinte equacdo matricial modificada:

[ 1=l JbI=[c)

(2.4)
onde o vetor [x] incognito contém uma mistura de deslocamentos e tensoes,
enquanto que [y] contém todos os valores prescritos de deslocamentos e tensdes.

7. Resolve-se 0 sistema geral de equagtes lineares. Como a matriz dos coeficientes
€ assimétrica e povoada com termos ndo nulos, pode-se usar técnicas diretas de
solucdo (tal como eliminacdo de Gauss).

8. Obtém-se informagdes adicionais. Determinados os deslocamentos e tensdes no
contorno, pode-se calcular deformacbes, deslocamentos e forgcas nos pontos

internos.
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2.1.1. Equacbesde Navier
Sga um elemento infinitessimal de um corpo em equilibrio. Para este

elemento as equactes de equilibrio podem ser expressas por:

o;; +f; =0 (2.5)

As relactes deformacéo - deslocamento séo dadas por:

ey =y +u,) 29

A lei de Hooke, relacionando tensdes a deformacdes, pode ser escrita:
_ 2Gu
Gij
1-2v
Fazendo-se a substituicdo da equacéo (2.6) em (2.7) e o resultado em (2.5),

—Ojj€mm * 2G¢;; (2.7)

obtém-se a equagdo diferencial em termos de deslocamentos:

G
A equacdo (2.8) é conhecida como equacdo de Navier, que na sua forma

vetoria é dada por:

0(0.u)= fE (2.9)

2.1.2. Solugédo fundamental
a) Vetor de Galerkin

A vantagem das equactes (2.8) € que as 15 relacbes mostradas foram
mani puladas, resultando em apenas 3 equacdes diferenciais que tém como incognitas
apenas deslocamentos u;. O problema com estas equactes é que cada uma delas esta
em funcdo das 3 componentes de deslocamentos uj, U, € ugz, tornando dificil a
solugdo anditicaa. Uma forma de resolver este problema € expressar o vetor

deslocamento em termos de outro vetor, o vetor de Galerkin, G;:

2Gu; =2(1-0)G; j; - G; (2.10)
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Substituindo-se a eq.(2.10) na eg. (2.8), obtém-se as equagdes diferenciais de

equilibrio em termos do vetor de Galerkin:
(1-0)G 4 +f; =0 (2.12)

Observe-se que cada equacéo representada por (2.11) esta relacionada com
apenas uma componente do vetor de Galerkin, podendo-se obter solugdes analiticas.

Encontradas as componentes do vetor de Galerkin que satisfacam a eg. (2.11),
determinam-se as componentes do vetor dos deslocamentos u;, utilizando-se a eq.
(2.10).

A formavetoria daeg. (2.11) &

1

@-v)

conhecida como equacao bi-harménica quando aforca de massa é nula.

0°G =02(0°%G)= - (2.12)

A expressdo das componentes de tensdo em funcdo do vetor de Galerkin €
obtida substituindo-se a relagédo deformagdo-deslocamento dada pela eq. (2.6) na
relacdo tensdo-deformacéo dada pela eg. (2.7) fornecendo:

0 :_—Ua'uk,k +G(Ui,j +”j,i) (2.13)

Substituindo-se aeq.(2.10) naeq.(2.13), chega-se &
Gij = (1_ UIGi,kkj + Gj,kki] - Gk,kij + U6ijGI,Ikk (2-14)

b) Problema de Kelvin

O problema de uma carga concentrada aplicada no interior de um dominio
infinito € conhecido como problema de Kelvin. Suponha que uma forca unitaria é
aplicada sobre um ponto interior &; procura-se o efeito desta forga em outro ponto X,
qualquer do dominio. Simplificadamente, procura-se saber como x “sente” o efeito
daforcaem &. A solucdo deve satisfazer duas condigoes:

1. as tensbes devem ser nulas quando a distancia entre & e x tender ao

infinito;

2. as tensbes devem ser ‘singulares’ no préprio ponto &, ou sgja, tendem ao

infinito quando a distanciaentre & e x tende a zero.
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Verifica-se que o vetor de Galerkin dado a seguir € uma solucéo da eq.(2.12)

e satisfaz ambas as condi¢des fisicas mencionadas:

(2.15)

1
G, =—5—ri&,x
= aniv) (8.x)
A funcdo r (&,x) € adistanciafisica entre os pontos & e x.
O vetor deslocamento, u;, € obtido substituindo-se a eq.(2.15) na eq.(2.10):

= x) - 40)5 +r(E.x) 1 (EX),] (2.16)
Substituindo-se a eq.(2.15) na eq.(2.14) obtém-se as componentes de tenséo:

Oj; 8(;L[(12U)) ,x)-2[6ijr(§,x)’k —éj-kr({,x)’i —5kir(§,x)’j -

3 UF(E,X),if(E,X),jr(E’X),k]

+
1_
Finalmente, as componentes do vetor de tensdo sobre uma superficie com

(2.17)

normal n podem ser obtidas utilizando-se a transformagao de tensio de Cauchy:

t; =$]_-U)r(z’x)_2{r(z’x),jnj[(l_zu)aki +
+ 3r(E,X),ir(E,X),k]"'(l‘ZUIr(E,X),i”k "'(E,X),k”i]}

(2.18)

2.1.3. Teorema da Reciprocidade de Betti

Considere um corpo de dominio Q e superficie I, submetido a dois sistemas
diferentes de carregamento e com dois correspondentes conjuntos de deformagoes
em equilibrio: sistema (1) de tensdes aplicadas a;;”, que d& origem a um conjunto de
deformagBes &;V ; sistema (2) de tensBes aplicadas 0;;® que da origem a um
conjunto de deformacoes & ,-(2). O teorema da reciprocidade de Betti estabelece que o
trabalho realizado pelo sistema de tensdes (1) sobre as deformacfes do sistema (2) é
igual ao trabalho realizado pelo sistema de tensdes (2) sobre as deformagdes do
sistema (1), ou sgja

?[oi‘j”s(z’dn lo“’e“’dQ (2.19)

Desenvolvendo a eq.(2.19) € possivel obter a seguinte expressdo para o

teorema de Betti:
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[Pufar + [1%%40 = [puar + [1%d0 (2.20)

2.1.4. |dentidade Somigliana

A eg.(2.20) pode ser transformada em uma equagdo integral de contorno,
apenas. O sistema (1) pode ser entendido como o problema real em consideracéo; o
sistema (2) pode ser entendido como o problema de Kelvin, para a carga unitaria na

posicdo &, de um meio infinito. Abandonando-se 0s superscritos, pode-se escrever:

1[piuikdr +£fiuide zlpikuidr +£6ik (x-§)u,dQ (2.21)

Observe-se que os vaores da solucdo fundamental, em deslocamento u e
forcas de superficie p, tém um subscrito extra. As quantidades com subscritos
simples referem-se ao problema real. Observe-se ainda, que a carga concentrada no
problema de Kelvin foi suposta aplicada como uma forga de massa na forma de uma
funcdo Delta. Utilizando-se a propriedade seletiva da funcéo Delta de Dirac, tem-se:

1[piuikdr +£fiuide =Ipikuidr +Cy Ui (8) (322)

O simbolo Cik foi introduzido para computar os casos onde alocalizacdo & da

carga concentrada esteja dentro ou forade Q:

O
[Dpara& foradeQ;

C. =@, para dentrodeQ; (2.23)

0
Eé 0, para§ sobreuma partesuavedel”

No caso da ndo consideragéo das forcas de massa, a eq.(2.22) torna-se:

Ipiuikdr :Ipikuidr +Cyu; (&) (2.24)

A eq.(2.24) é conhecida como ldentidade Somigliana e estabelece que a
componente de deslocamento de um corpo num ponto & € dada pelas integracfes das
tensdes e deslocamentos multiplicados pelas solugdes fundamentais, com o ponto de

cargalocalizado em &.
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2.2. TEORIA DE PLACASDE REISSNER
A teoria de Reissner, comentada de forma sucinta neste item, conduz a um
problema de integracdo de sexta ordem que deve satisfaz a trés condicbes de

contorno por borda.

2.2.1. Hipoteses basicas
As hipoteses através das quais a Teoria de Reissner se fundamenta sdo:

a) aespessurada placa é pequena, quando comparada com as outras dimensdes,

b) a placa é constituida de material homogéneo e isbtropo, e de comportamento
el éstico-linear;

c) em detrimento da consideragéo do efeito das deformagdes por esforco cortante,
uma reta inicialmente normal a0 plano médio da placa, apés a deformacéo
permanece reta, porém, ndo necessariamente normal a superficie média;

d) ascomponentestangenciais do tensor das tensdes sdo nulas nas faces da placa;

€) as componentes normais as superficies externas da placa s8o 033 = £0/2, para X3

= +h/2, sendo g o carregamento transversal aplicado a placa e h sua espessura.

2.2.2. Sistema de Equactes de Reissner

A base da teoria de Reissner é um sistema composto por trés equagdes de
equilibrio dadas por:

Mggp~Qq =0  Qqq+9=0 (a,p=12) (2.25)
e pelas cinco equacbes dos esforcos em funcdo dos deslocamentos generalizados:
_~@d-v) V) vQ
Mon =075 B ¥ 1, Bl
B (2.26a,0)

Qq =D(1;2")A2(<pq +W )

onde A =+/10/h é uma constante caracteristica das equacoes de Reissner; v € 0
coeficiente de Poisson; D =Eh®/(12(1-v?)) é arigidez a flexdo daplacaeE é 0
maodulo de elasticidade longitudinal .

Estas equagtes formam um sistema de oito equagtes diferenciais de primeira
ordem, onde os oito incégnitos sdo os momentos M1, M1, € My, 0s esforcos

cortantes Q; e Q,, o deslocamento w e as rotagdes ®; e .
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E possivel condensar essas oito equagdes, obtendo-se um outro sistema de

trés equactes diferenciais parciais de ordem superior:

1 2 1 aq a 2
- 0°Q. + =-D—0w
A& N(1-v) 8, ax,
1 - 1 aq 0 2
- 0Q,+————=-D—0O°W 2.27
Q> 32 Q> N(L-v) %, o, (2.27)
D4 =q (2-v) 2q
M(1-V)

onde 002 =32 /(9xdx) é o operador de Laplace.
Deve-se sdlientar que, admitida a ocorréncia de momentos distribuidos na
superficie média da placa de intensidade mg, as equagdes de equilibrio passam a ser:
Mapp—Qq +Mg =0; Qua+d=0 (2.28)
Admitindo-se a possibilidade de ocorréncia de agdes devidas a campos de

deformagdes iniciais (efeitos de temperatura, por exemplo), o tensor de deformagoes

pode ser entendido como a soma das seguintes parcelas:
gj =& +&j (2.29)
onde sﬁ € a parcela eléstica devida a0 carregamento direto e as condigdes de

contorno prescritas. A parcela eﬁ representa 0 campo de deformagdes iniciais. No

caso de placas, esta parcela corresponde a um campo de curvaturas iniciais, o qual é

transformado em um campo de momentos iniciais da seguinte forma:
o (0]
M apf — CaBye Xye (2-30)
Capys S0 as componentes do tensor constitutivo de Quarta ordem e )(39 sao

as componentes do campo de curvaturas iniciais. Isto posto, tem-se a seguinte

relagdo entre 0s momentos:
sendo M EB 0 momento total calculado elasticamente e, M qg, 0 momento verdadeiro,

computando-se o carregamento direto e o campo de curvaturas iniciais. Logo, tendo-

se em vistaaeq.(2.26), pode-se escrever:
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(1-v) 2V vq 0
Mypz=D——= + +—@,0,3)t————0, —M 2.32
uB 2 (<p(X,B (pB,(X (l_V) (W,Y GB) (1_V)A2 GB GB ( )
Fazendo-se: sz = Dl_TV((Pq pTPa +%(py,y5u3) (2.33)
e MEB = CGBVGXYQ (234)
com: Xye = ®y0 (2.35)
obtém-se, paraaeq.(2.32):
—me vq
MGB —MGB +m6a8 _MgB (236)

O esforgo cortante pode ser expresso por:
Qu = Cauze'sp (2.37)
onde W3 sfo as deformagOes por esforgo cortante. X,g S80 as componentes de

curvatura devidas ao carregamento.

2.2.3. Condicdes de contorno

O sistema de equagdes diferenciais envolvido na teoria da Reissner satisfaz a
trés condicdes fisicas em cada ponto do contorno.

As condigbes de contorno usuals para placas retangulares sdo: borda
simplesmente apoiada, borda engastada e bordalivre.

No caso de borda smplesmente apoiada, pode-se prescrever duas formas
distintas de condic¢des de contorno:

w =0, Mp=0 e &s=0 (“hard condition”)  ou:
w =0, Mh=0 e Mys=0 (“soft condition™)
onde n e s S0 os eixos hormal e tangencial ao contorno, respectivamente.

A primeira condicdo prescreve a rotacdo tangencia nula na borda, que é
normalmente usada na teoria classica de Kirchhoff. A segunda ja prescreve o
momento de tor¢éo, M s, Nulo no contorno.

Parabordaengastada, tem-set w=0, @®,=0 e ®;=0.

Parabordalivre tem-se¢ M, =0, My =0 e Q,=0.
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2.3. EQUACOESINTEGRAIS
Apresentam-se neste item as equacOes integrais de placas pela Teoria de
Reissner, necessarias a formulagdo do problema do Método dos Elementos de

Contorno.

2.3.1 Equacdesintegrais para deslocamentos em pontos do dominio.
Considere-se uma placa de espessura h, constante, em equilibrio, sob as agdes
de um carregamento transversal distribuido, g, um campo de tensdes iniciais

generalizadas, caracterizado pelas componentes de momentos M ?,B, € momentos

externos distribuidos, mg, todos aplicados no dominio. Considere-se, ainda, uma
placa infinita de dominio Q" e contorno ", também em equilibrio e que contém a
placafinita.

Utilizando-se 0 Teorema de Reciprocidade de Betti ou o Método dos
Residuos Ponderados, deduzem-se as seguintes equagles integrais para

deslocamentos em pontos do dominio:

u; (8) = [[uj (8, P; () = pjj (€. 3)u; (1AM () + [[uis (&) =
r Qq
v
(1-V)A?
+ [uiq (&, )m4 ()dQ(x)
Qm

Uig,q (€, X)]a()dQ(x) + J'U?G,B(E,X)M op ()dQ(X) +  (2.38)
Q

onde

& é o ponte fonte onde sfo aplicadas as cargas concentradas generalizadas; x: ponto

campo, onde sdo observados os efeitos das cargas unitérias aplicadas; uIJ (&,x):
deslocamento generalizado na diregdo i do ponto x, correspondente a uma forga
generalizada concentrada unitéria aplicada na direcéo j do ponto &; pIJ (&,x): forca
de superficie generalizada na direcdo i de ponto x, correspondente a uma forca
generalizada concentrada unitaria aplicada nadirecéo j do ponto &.

Assim, a eg.(2.38) representa os deslocamentos dos pontos § do dominio Q,

em fungdo dos valores dos deslocamentos e das forcas de superficie para pontos x do
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contorno, quando a placa esta submetida ao campo de momentos iniciais, M 33 , a

cargadistribuida, g(x), e aos momentos distribuidos, mq, aplicados ao dominio Q.

2.3.2. Equagdesintegrais para deslocamentos em pontos do contorno

Sgja a fig.2.2, onde se apresenta um ponto &, inicialmente no contorno da
placa. Acrescentando-se um contorno em arco de circulo, I'e com centro em & e raio
€, aguele ponto torna-se pertencente ao dominio e a eq.(2.38) pode ser aplicada. Para

tanto, o contorno I" é acrescido de um contorno em arco de circulo I'g € suprimido da

parcela r.

FIGURA 2.2. Placa com alteragéo de contorno

No contorno I'g, 0 angulo @varia de zero a (21+[3¢), enquanto o angulo 6 varia
de 6; a(61-Bc).

Assim, pela aplicacdo da eq.(2.38) e pelo estudo de cada parcela na situagéo
limite, quando o raio € tende a zero, chega-se a seguinte equacéo para deslocamentos

nos pontos do contorno, conforme RIBEIRO (1992):
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Cij(§)u; (&) =I[Uﬁ (&, X)P; () = pj (&, X)u; (x)]dr () +

+ J' q()[uis (&%) - ia,a (§X)]dQq () + (2.39)

(1- ))\2 Uig,
. juiq,g (£ M 8 (0G0 + [Urg (€M (X)dQy (3)
Q Qm

Os valores de Cj; sdo dados na eq.(2.23), para aguns casos especificos. Para

umasituagao geral, vegja-se RIBEIRO (1992).

2.3.3. Equacdesintegrais para esfor ¢cos nos pontos do dominio

As resultantes de tensdo (momentos fletores, torcores e forca cortante) séo
dadas pelas egs. (2.26) e (2.32). A representacdo integral para os deslocamentos
generalizados nos ponto internos é dada pela eq.(2.38). Assim, para se obter a
equacdo integral dos esfor¢cos nos pontos internos, deve-se aplicar as derivagcoes

envolvidas nas egs.(2.26) ou (2.32) na integral dos deslocamentos, eq.(2.38). Logo,
faz-se necessaria a derivacdo das fungdes u;v,e, sob o sina de integragdo, as quais

contém singularidades. Para a resolucéo deste problema adotou-se o procedimento
utilizado por RIBEIRO (1992), o qual foi baseado nos trabalhos de MIKHLIN
(1962), BUI (1978) e TELLES e BREBBIA (1980). Assim, pode-se escrever que:

Para momentos fletores e torcor:

Mg (€) =1[U;Bk (& )P, (X)dr(x) _Ip;pk (& X)u, ()dr(x) +

+ f[r;B(E,x)q(x)dQ(x)+ ) 3 A(X)8yg + e[tmﬁy(ﬁ XM, (X)dQ,, (x) + (2.40)

1-
I Eapyel& XM 1g(X)AQAX) 405, o EIMyg(€) ~M g (&)

A expressao ?[ e;Bye (& X)M J4(x)dQ(x) + g;pye ()M J4(&) contida na eq.(2.40)

originou-se da derivacdo do termo ! ufu’B(E, X)M g (X)dQ(x) daeq.(2.38) em relagdo

as coordenadas do ponto fonte .
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Para esforgos cortantes:

Qap(8) =J-U*3|3k (& X)py (X)dI (x) _J-p;Bk (& x)uy ()dr (x) +
r r

+ J'r;p(i, X)q(x)dQ(x) + J't;ﬁy(i, x)m, (x)dQ, (x) + (2.41)
Q Qn

+ [€3py0(8. )M Jo(x)dQ(X)
Q

A expressdo Iegﬁye(E,X)Mge(x)dQ(x) que aparece na eq. (2.41) surgiu
Q
em funcdo da derivagdo do termqu?a'B(E,x)MgB(x)dQ(x) da eg.(2.38) em
Q

relacdo as coordenadas do ponto fonte & e substituida na eg. (2.26.b).

O estudo detalhado das solugdes fundamentais contidas na formulacéo ora
apresentada pode ser encontrado em WEEEN (1982), RIBEIRO (1992) e SILVA

(1996). As expressoes destas solucdes estéo explicitadas no Apéndice A.

2.3.4. Transformacdo das Integrais das cargas e momentos distribuidos no
Dominio em Integrais de Contorno

Considerando-se as equagdes de deslocamentos (2.38) e (2.39) observa-se que
os efeitos das cargas e momentos distribuidos, q(x) e my(x), sdo calculados através
de integrais sobre os subdominios Q4 e Qp, respectivamente. Estas integrais dever&o

ser transformadas em integrais de contorno.

Utilizando-se as transformagdes apresentadas por WEEEN (1982), a integral
da carga distribuida pode ser transformada numa integral sobre o contorno I,
Segundo o mesmo autor, admitindo-se a carga q(x) uniformemente distribuida, pode-

se demonstrar que para a representacao integral dos deslocamentos tem-se:

J'[U.s(E X) = 1ownE Uig o (€,)]a(x)dQ(x) =

v
=q(x) J’[V. o (6.) -

(2.42)

- ))\2 Uig (&, X)IN¢dl g (X)
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A influéncia do carregamento uniformemente distribuido, q(x), no calculo
dos esforgos nos pontos internos, que aparecem nas egs.(2.40) e (2.41), transformada

naintegral sobre o contorno Iy, € dada por:

para momentos:

[Wap (&,X)q(x)dg (x) (243.3)
I'q

para esforcos cortantes:

[Wap(&.X)q(x)d (x) (243.0)
rq

A carga distribuida pode atuar sobre subdominios retangulares, estreitos e
alongados, conforme mostra afig.2.3. Neste caso, para efeito de analise numérica, é

conveniente considerar uma distribuicéo de carga equivalente, sobre alinha média do

subdominio.
-
p
Q N
r Q Q u
q u
[ « W / m
b i;%;‘i 777777
[ [
q ou m

sz_)

X1

FIGURA 2.3. Cargas ou momentos distribuidos sobre dominios estreitos e

alongados.
Paratal, considera-se que a carga distribuida, g, sgja constante ao longo da largurab.

Entdo:
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dQ, =b@r,

_ (2.44)
q=blg

Desta forma, a parcela das equagoes integrais (2.38) e (2.39) referentes ao

carregamento distribuido e expressa por:

¥ ‘J[U.s(ﬁ X) = (& x)]a(x)dQ, (x) (2.45)

ulu a
(1- )7\2
pode ser escrita da seguinte forma:

I = J'[U.s(E X) = (€,)19(x)dr, (x) (2.46)

( ))\2 qu
A influéncia da carga distribuida em linha a nas expressoes dos esforgos

internos, egs.(2.40) e (2.41), é dada na eq.(2.43) e pode ser escrita da seguinte forma:

g = Jr; (&, X)q(x)dr, (x) (2.47)

q

Quando o ponto fonte estiver situado sobre a linha de carga, deve-se estudar

a integral (2.47) uma vez que a fungéo ri; (&,X) contida no integrando apresenta

singularidades quando o raio tende para zero. Neste caso, a linha de carga € alterada

como mostrado nafig. 2.4.
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X2

FIGURA 2.4. Linhade carga alterada

Reescrevendo-se aintegral (2.47) para alinha de carga aterada, estudando-se
o limite quando € tende a zero, para cada parcela envolvida, conclui-se, segundo
RIBEIRO (1992), que a influéncia do carregamento distribuido em linha no célculo
dos momentos, quando o ponto fonte estiver situado sobre a referida linha é dada

por:

[rap(&X)a(x)drg (x) (248)
I'q

Procedendo-se de maneira semelhante para 0s esforcos cortantes, a
contribuicdo de E] qguando o ponto fonte § estiver situado sobre a linha de

carregamento, é determinada por:
—,\h . —
() + fraaalry () (2.49)
fq

sendo ng 0s cossenos diretores do vetor normal ao contorno I,

A consideragdo de momentos mg(x), distribuidos num dominio Q,, n&o tem
aplicacdo para os casos praticos que sao considerados no presente trabalho. Como é
visto mais a frente, na determinacdo dos esforcos e deslocamentos internos, é
importante a consideracdo da aplicagdo de linhas de momentos. Eis
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porque nesta se¢do € analisada apenas a aplicacdo de momentos distribuidos em
subdominios estreitos e alongados (fig.2.3).
Pode-se, entdo, escrever:
dQ., =bar,

— (2.50)
Ma = b ma

A influéncia dos momentos distribuidos em linha mq , nas expressoes dos

deslocamentos, egs.(2.38) e (2.39), pode ser escrita como:

I, = J’u?q (., x)mq (x)ar, (x) (2.51)

Para a determinacdo dos esforgos internos, Mqg € Qq, desenvolve-se um
estudo analogo aquele feito para a linha de carga a Assim, a contribuicdo da linha

de momentos, Mq, € considerada tomando-se a parcela correspondente nas

€gs.(2.40) e (2.41) e escrevendo-se:
[tipy & x)m, ()@ (x) = [tigy (€ x)my(x)rnx) (252
Qp, Mm

No caso do ponto fonte estar situado sobre a linha de momentos, considera-se
o contorno alterado, como mostrado na fig.(2.4). A integral do segundo membro da
€q.(2.52), para a determinagdo dos momentos, no limite quando € tende a zero, pode
ser determinada a partir da equagéo:

lim  [tagy (€ x)my ()M (x)=lim  [teg, (€ x)my(x)dr (x)+

TUr-rg+le B

lim [ty (€30« ()

A primeira parcela do segundo membro da eg. (2.53) é calculada no sentido

(2.53)

do valor principa de Cauchy, admitida a hipétese de que ﬁy(x) satisfaca a
condicdo de Holder. Do estudo da segunda parcela do segundo membro da eq.(2.53),
pode-se escrever:

i E)im g € X ) =myE)im - fi(1-)

(r,o,éI3y +1 g8y — 1 \Oop )+ 2(1+V) o gr ,Jede

(2.54)
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Os vaores explicitos dos limites dados na eg. (2.54) sdo dados pelas
egs.(a.11) do apéndice A.
A contribuicdo da linha de momentos distribuidos ﬁy no calculo das forcas

cortantes, para pontos situados sobre tal linha, € desenvolvida semelhantemente ao

gue foi feito para os momentos. Assim, pode-se escrever:

Jt3By g, x)m x)dQ |It38y g, x)m x)dl' ( ) (2.55)

Seja 0 caso do ponto fonte situar-se sobre a linha de momentos. Considere-se
o contorno aterado (fig.2.4) e a integra do segundo membro da eq.(2.55);

estudando-se o limite quando € tende a zero, pode-se escrever:

I|m Itgﬁy(i x)my(x)dr( )-I|m Itgﬁy(i x)my(x)dr( )

e=0p_ Fe+le (2.56)

+L|£rg)Jt3By(E,x)my(x)dF(x)

Pode-se demonstrar que a contribuicdo dos momentos em linha no célculo
das forcas cortantes € dada apenas pela primeira parcela do segundo membro da

eg.(2.56), aqual é interpretada no sentido do valor principal de Cauchy.

2.3.5. Influéncia de car gas concentradas
O termo de dominio dado pela eg. (2.45) pode representar também a

influéncia de cargas concentradas. Destaforma, |; transforma-se em:

\

I i (E)= P[u?3 (E’ X) _1—}\2urq,q (E!X)] (257)

A expressdo (2.57) representa a influéncia da carga concentrada P aplicada
em X, na equagdo integral de deslocamentos, para o ponto . A influéncia da carga

concentrada no célculo dos esforgos internos Mgg € Qq , No ponto & € dada
diretamente, sem integracdo, pelas expressoes de r;B e réB, respectivamente. Ou

sga



Para momentos:
log =Prap (2.58.2)
Para esforgo cortante:

lgg =Prap (2.58.b)

2.4. DISCRETIZACAO DASEQUACOESINTEGRAIS
2.4.1. Consider acOes preliminares

As contribui¢des das integracdes sobre o contorno, dadas no item 2.3, podem
ser avadiadas sobre partes (ou elementos) daguele contorno e somadas
subseqiientemente. Esta discretizacdo do processo de integracdo é exata. Todavia, em
funcéo das dificuldades de integracdo andlitica destas partes, o contorno da placa é
aproximado por uma série de elementos de contorno de geometria pré-estabel ecida.
No presente trabalho sdo utilizados elementos de contorno retos. A geometria destes
elementos é definida por dois pontos (nés) situados sobre o contorno real da placa.
Para facilitar a integracdo numeérica, as coordenadas de cada ponto do elemento sdo
parametrizadas em funcdo das coordenadas dos nos extremos, pelas coordenadas

locais homogéneas  (fig.2.5).

FIGURA 2.5. Elemento de contorno I'; e aproximacéo das variaveis do
contor no.
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Os valores de deslocamentos e forcas de superficies sdo aproximados sobre 0s
elementos por fungdes de interpolagdo quadréticas, em funcdo dos respectivos
valores nodais das extremidades (n6s k; e ks) e do n6 intermediario (k»).

2.4.2. Deslocamentos nos pontos do contorno

Mudando-se a variavel de integragcdo de I' para { e transcrevendo-se u; e p;
em funcdo dos valores nodais dos deslocamentos e forcas de superficie, pode-se
escrever aeq.(2.39) como:

NECP 1 . N
Ci®u;®= Y [{ujExK" (QIYP" -
SR = =j(k)
NECP 1 . N *
+ z I{pij(E,X)lf (Z)JdZ}L~J_ +IQ(X)[Ui3(E,X)—
k=1 =1 = =ik g (259)
Vv

Ui o (& X)]dQq (X) + [Uiq 5(& X)M 55 (X)dQ(X) +
(1_\)))\2 q _([ B B

+ [Uig(&,X)Mg (x)dQ(x)
Qn

Onde NECP € o numero de elementos de contorno da placa e J o jacobiano de

transformacao das variaveis dado por:

J=—=—x 2.60
d¢ 2 (2.60)
umavez que arelagdo entre asvariaveisI” e { é dada por:
L
r=— 2.61
54 (2:61)

A eg.(2.59), quando escrita para todos os pontos nodais do contorno (NNCP),

representa um sistema de 3(NNCP) equactes algébricas lineares, onde as incognitas
sd0 os vaores nodais de deslocamentos UJN(k) ou forgas de superficie Pj'zlk).

Observe-se que estes valores nodais foram postos fora das integrais em (2.59), uma
vez que ndo sdo funcdo da variavel de integracdo {. Estas integraces envolvem o

produto de solucgdes fundamentais, fungdes interpoladoras e jacobianos. As solucgtes
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fundamentais séo funcdes de r, que depende da posicao do ponto &, agora funcdo de
(. Dessa forma, pode-se efetuar a integracdo numérica a qual é simples e eficiente
para o tratamento computacional.

As integrais sobre os elementos traduzem a influéncia dos valores nodais de
deslocamentos e forgas no contorno, sobre os deslocamentos nos pontos fonte &.
Estas integrais podem ser escritas para cada um dos trés pontos nodais do elemento

Ik da seguinte forma:

L.
9i (§) = ?kj'uij (&, x)K,, ({)dq
I '11 (2.62)
hii(§) = ?k_[pfj (&, x)K,(Q)dq
=]

onde:
uIJ e pIJ s40 as solucdes fundamentais generalizadas em deslocamentos e forgas de

superficie; n: representa o nd local do elemento onde se mede a resposta "a carga
unitéria aplicada; &: ponto fonte, onde € aplicada a carga unitéria ou para o qua se
escrevem as equacOes; i: indica qual equacdo esta sendo gerada para o deslocamento
no ponto § Se i = 1, 2, sGo geradas as equagOes para as rotaghes @, e @,
respectivamente; se i = 3, gera-se a equacdo do deslocamento transversal w. Em

outras palavras, i indicaaago unitaria aplicadaem . j: indica a natureza da resposta
medidaem Xx. Sej = 1, aresposta fundamental é relativa ao momento M n ;sej=2,a

resposta € relativa ao momento M ;S ; sej = 3, aresposta € relativa a forca cortante
Q.

Observe-se que para os nos extremos, os coeficientes dados pela eq.(2.62)
recebem a contribuicdo dos dois elementos adjacentes.

Gerando-se os coeficientes dados pela eg. (2.62) para os trés pontos nodais de

todos os NECP elementos, enderecando-os e acumulando-os convenientemente,

obtém-se as matrizes G e H, que sdo as matrizes de influéncia dos valores nodais

do Método dos Elementos de Contorno. A geragdo dos coeficientes dados pelas egs.
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(2.62) é feita utilizando-se um esguema de integracdo numérica através da quadratura
de Gauss.

Assim, com a discretizacdo do contorno e a aproximagdo das variaveis sobre
os elementos, utilizando-se a €g.(2.59), obtém-se um sistema com 3(NNCP)
equagdes e 3(NNCP) incognitas representado matricial mente da seguinte forma:

N @)
n I >
nC

U+ =G|2+|§+EM° (2.63)

N

ondeH e G sdo as matrizes de influéncia; U e P sdo os vetores dos deslocamentos

e forcas de superficie, respectivamente, para todos os pontos nodais do contorno; B é

o vetor que contém a influéncia de todo o carregamento de dominio, exceto os

momentosiniciaisM®, Eé a matriz de influéncia do campo de momentos iniciais,

M°® sobre os valores das incdgnitas do contorno; sua determinagdo é dada no item
245

A matriz C depende apenas da geometria do contorno em cada ponto fonte

N

considerado e pode ser incorporada amatriz H , resultando:

(2.64)

w LT
nC
I

n @)
n U
+
n 00
+
M
<
o

O sistema de equacdes (2.64) deve ser reordenado pela troca de colunas entre

asmatrizes G e H, de forma que todas as incégnitas de contorno sgjam acumuladas

no lado esquerdo da eq.(2.64).

Quando o ponto fonte esta localizado sobre o contorno da placa, diz-se que a
formulacéo € singular, haja vista que quando o ponto de deslocamento coincidir com
aquele, r sera zero e havera singularidades na determinacéo da eq.(2.59). Por outro
lado, quando o ponto fonte é colocado fora do dominio, a uma pequena distancia do
contorno, diz-se que a formulacdo é regular. Esta € a formulagdo utilizada no

presente trabal ho.
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A disténciad do ponto fonte ao contorno é dada por:
d=alL, (2.65)
onde a & um coeficiente positivo e L, € o comprimento médio dos elementos
adjacentes, caso 0 ponto fonte estgja préximo do nd extremo, ou o préprio

comprimento do elemento, caso o ponto fonte estegja préximo do no intermediario,
conformeilustraafig. 2.6.

X1

FIGURA 2.6. Pontos fonte & colocados fora do dominio da placa

As descontinuidades no contorno decorrentes da presenca de pontos
angulosos, mudanca de vinculacéo e de forgas prescritas, séo resolvidas no presente
trabalho através da adocdo de nos duplos. Tais nos, assim denominados por
possuirem as mesmas coordenadas, tornam independentes os valores nodais, antes e
depois do ponto considerado.

Observe-se que ao se colocar o ponto fonte fora do dominio da placa, a matriz

C naeq.(2.63) torna-se nula.
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a) Influéncia dos carregamentos de dominio nasincognitas do contorno
Discretizando-se 0 contorno da regido carregada em NECC elementos retos
de contorno, pode-se escrever ainfluéncia da carga q da seguinte forma:

NECC

li =a(x) Z J'[ o EX) Ui (§,X)Ingdly () (266)

(1- )7\2

A influéncia da carga q, na representacdo integral dos deslocamentos € obtida
integrando-se a eq.(2.66), para todos os NECC elementos do contorno g, em
relacdo a cada ponto fonte § Como estes pontos foram tirados do dominio,
eliminam-se todas as singularidades logaritmicas, mesmo quando o contorno Iy da

area da carga uniformemente distribuida for coincidente com o contorno da placa. Os

valores das integrais sdo enderecados e armazenados convenientemente no vetor B .
Para carga distribuida em linha, sua influéncia sobre os valores de contorno é
dada pela integral (2.46) que € efetuada no contorno Iy, também discretizado em

elementos retos M. Admite-se que a carga a varia naforma de parabola do segundo

grau sobre cada elemento. Assim, cada elemento necessitara de trés pontos, dois

extremos e um intermediério. Os valores de a(x) sobre o elemento j s&o dados por:

X %klg

q(x)-K q [K1 K2 K3] [q H (2.67)
2= ks

7 H

onde K1, K2, K3 sdo dados por:

E1<z>=%z<z—1): K2(Q) = (1+)(1-0); E3<z>=%z<1+o (2.68)

N
e a representa o vetor que contém os valores nodais da carga distribuida em linha.

k1, k2 e ks, s80 os pontos nodais do elemento. Pode-se, entéo, reescrever a eq.(2.46)

da seguinte forma:

NELC || N

=3 5 J'[ i3(8%) - - ))\2 Uiaa (&K g (2.69)

j=1
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onde NEL C é o nUmero de elementos de linha de carga.
Integrando-se numericamente a eg.(2.69) para todos os NEL C elementos de

linha de carga em relagdo a todos os pontos do contorno, multiplicando-se pelo vetor

N
correspondente, obtém-se a contribuicdo da linha de carga no calculo dos valores

n Q|

de contorno. Tal contribuicdo é enderecada e armazenada no vetor B .

A contribuic¢&o dos momentos distribuidos em linha, no calculo das incognitas
do contorno, € avaliada de forma semelhante & da carga distribuida em linha

Dividindo-se a linha de distribuicdo em elementos retos e admitindo-se variacéo

parabolica de Ma sobre cadael emento, tem-se:
k1 O
Bﬁl O

Bﬁkll:l

O
_ — 0 0 0

oo =[Ot B Ve v ﬁkzg

O

—k

Liny O

0,0

2 §

K1, K2, © K3 S0 dados na eq.(2.68). Os valores M representam os valores nodais

(2.70)

dos momentos distribuidos Mq . Com a distreti zacdo do contorno My, e utilizando-se
aexpressio de Mg (X) dadaem (2.70) pode-se escrever a eq.(2.51) como:

NELC | N

|, = Z 'Iu,a(z X)K dZ(x)m (2.72)

Integrando-se numericamente a eg.(2.71) para cada elemento de linha de
momentos em relacdo a todos os pontos nodais do contorno, e multiplicando-se pelo
vetor nodal correspondente m , obtém-se a contribuicdo da linha de momentos no

=a
célculo dos valores de contorno.
Com relacéo as cargas concentradas, sua contribui¢do no calculo dos valores

de contorno é feita diretamente com a eq. (2.57).
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2.4.3. Deslocamentos nos pontos do dominio

Os deslocamentos nos pontos de dominio expressos pela eq.(2.38) podem ser
obtidos diretamente a partir do conhecimento dos valores incognitos no contorno. A
€q.(2.38) é discretizada em funcdo da divisdo do contorno da placa em NECP
elementos que, escrita para os NPl pontos internos, onde haga interesse na

determinacéo dos deslocamentos, da origem ao seguinte sistema:

U =G P-H U+B+E M’ @72)

onde: U €& o vetor de deslocamentos nos pontos do dominio;G e H sdo as

matrizes de influéncia para pontos do dominio, obtidas de forma andloga as matrizes

G e H para pontos do contorno; B € o vetor que contém a influéncia dos

=1
carregamentos de dominio, exceto M°. Sua obtencdo se faz de maneira anadloga a do

vetor B; E € amatriz que exprime a influéncia dos momentos iniciais M®, nos

= = ]
deslocamentos dos pontos internos. Sua determinacéo é dada no item 2.4.5.
Os deslocamentos nos pontos do dominio sdo obtidos em relacdo ao sistema

de referénciaglobal x;, X2 € X3. Assim, para um ponto interno qualquer k, tem-se:

T ={ g & w}l (2.73)

Na eq.(2.72), os coeficientesde G e H  sdo determinados numericamente,

= ] = 1
sem ocorréncia de singularidades, uma vez que & € interno e x pertence ao contorno.

O mesmo ndo acontece na determinacdo do vetor B ; quando o ponto interno &, para
=j

0 qual sdo escritas as equagOes dos deslocamentos, coincide com a linha de carga,
linha de momentos ou com a carga concentrada, surgiréo singularidades.

Caso hga carga concentrada P, quando o ponto & coincidir com o ponto de
aplicacdo da carga, a contribuicdo para os coeficientes B;, na eg.(2.72), € obtida
através da expressdo dada na eg.(2.57). Analisando-se as solugdes fundamentais
envolvidas nesta expressdo, vé-se que na situagdo limite, quando r tende a zero,
pode-se escrever:
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lim Plui; —ﬁu}},,ﬂ] =0 (2.74)

Na ocorréncia de cargas €/ou momentos distribuidos em linha, o ponto fonte &

pode coincidir com um dos trés pontos nodais do elemento de carga. Cada uma
destas situagoes € analisada em SILVA (1996). O mesmo procedimento é adotado no

presente trabal ho.

2.4.4. Esfor cos nos pontos do dominio

Na determinagdo dos momentos e forgas cortantes para os pontos do dominio
onde haja interesse, utilizam-se as equagdes (2.40) e (2.41), respectivamente. Nestas
equacOes percebe-se que os esforcos sdo dados em funcdo dos valores dos
deslocamentos e forgas de superficie para os pontos do contorno I' da placa e dos
carregamentos de dominio. Estas equactes sdo discretizadas segundo o raciocinio
contido nos itens 2.4.1. e 2.4.2., e escritas para todos os NPI pontos internos sendo,
entdo, representadas matricial mente da seguinte forma:

I\1|=G’I~3—I:I’U+|§'+(|§’—|~)l\f|° (2.75)

Q= +B"+ © (2.76)

u @
n g

- H~n

nC
n
um
<

onde;

M, Q sdo os vetores dos momentos e forgas cortantes, respectivamente; G', H',
G", H” s3o matrizes de influéncia; P, U sdo os vetores dos valores nodais de

forcas de superficie e deslocamentos; B', B” sdo os vetores de influéncia do
carregamento de dominio, exceto M°, sobre os momentos e forgas cortantes,

respectivamente; E’, E” sdo as matrizes que exprimem a influéncia dos momentos

inicials sobre os momentos e forgas cortantes, respectivamente; | é a matriz

identidade; M © vetor dos momentos iniciais.

O céculo das matrizes E' e E" édetalhado no item 2.4.5.
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A influéncia dos diversos tipos de carregamento na determinacéo dos
esforcos é estudada a seguir.

a) influéncia da carga distribuida

A influéncia da carga distribuida q(x), atuando no dominio Qg, no célculo dos
esforgcos nos pontos do dominio deve ser transformada numa integral sobre o
contorno . Considerando-se este contorno discretizado em elementos retos,
segundo os itens 2.4.1 e 2.4.2, e carga q(x) uniformemente distribuida, podem-se

escrever.

NECC| . 1 NECC| . 1

b; (€)= ]z — _jw’;de: bj(€)=q ; — _fvv’égdz (2.77)

onde NECC é o nimero de elementos de contorno da regido carregada.
Os vetores B’ e B” dados nas egs.(2.75) e (2.76) sdo formados pelas
contribuicdes dos coeficientes b; e bﬁ, respectivamente.

b) Influéncia da carga concentrada

A influéncia da aplicacéo de uma carga concentrada P no ponto x, no calculo
dos esforcos no ponto interno &, € obtida diretamente pelas egs.(2.58).

No caso em que & = X, ou sgja, quando o ponto onde se desgja conhecer 0s
esforcos, coincidir com o ponto de aplicacéo da carga P, os valores dados nas egs.
(2.77) sdo considerados na situagdo limite, quando a distanciar tende azero. Assim:

5y = plime = VB o L (EY=DPlimr" =
bi(8) =Plimreg =-—5-F b;()=Plimreg =0 (278)

Osvaloresde b; e by convenientemente enderegados e armazenados, levam

a contribuicdo da carga concentrada P na formacdo dos vetores B' e B”,

respectivamente.



c) Influéncia dalinha de carga

A contribuicéo da linha de carga distribuida a(x) , dada na eq.(2.47), naforma

discretizada, fica expressa por:

NELCL N NELCL N

bi®)= 3 Irugx Rq i bE= 3 jrgﬁx @q @7

N
onde K édado nas egs.(2.67) e (2.68), e a s80 os valores nodais da carga a .
=2 ~
Os coeficientes dados da eg.(2.79) ddo a contribuicéo da carga distribuida em

linha, g no clculo dos momentos e cortantes nos pontos internos &, e sdo
enderecados e armazenados convenientemente nos vetores B e B”,

respectivamente.

Caso o ponto & coincida com um dos pontos ki, k, ou ks do elemento j, as
integrais dadas nas egs.(2.79) deverdo ser calculadas analiticamente sobre o el emento
j, conforme procedimento apresentado em SILVA (1996).

d) Influéncia da linha de momentos

A contribuicdo da linha de momentos Ma (X) no célculo dos esforgos nos
pontos do dominio, dada na eg.(2.52) e escrita naforma discretizada torna-se:

NECC |

bi (&) = Z J'tupy(i X)K (Z)dZm

para momentos, e:

(2.80)
NECC
0@ =3 jtsw(z XK (Z)dZm
paraforcas cortantes
_N
onde K (Z) € dada pelasegs. (2.68) e (2.70) e m sdo os valores nodais da linha
=3 =y

de momentos my (x)
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Os coeficientes b; eb[g dados na eq.(2.80) para os pontos internos ¢ sao

enderecados e armazenados convenientemente nos vetores B’ eB .

2.4.5. Influéncia dos momentosiniciais

Na formulagdo apresentada para as equacOes integrais considerou-se a
possibilidade de ocorréncia de um campo de momentos iniciais Mg, atuante no
dominio da placa. Tal campo de momentos, em geral, € conhecido apenas em alguns
pontos discretos, fazendo-se necessaria a divisdo do dominio em subdominios
menores sobre os quais admite-se uma determinada variagao para M %gg.

No presente trabalho o dominio da placa é dividido em células triangul ares,
considerando-se variagéo linear de Mg sobre as mesmas. Cada célula é definida
pelos vértices k1, k2 e ks, onde sdo conhecidos os valores das componentes de M °gg,

conformeilustraafig.2.7.

FIGURA 2.7. Divisdo do dominio Q em céulastriangulares.

Na fig.2.8.a apresenta-se uma celula genérica, Q;, com variagéo linear de
M %g.

Dada a necessidade de integragdo numeérica bidimensional para calcular as
integrais de dominio sobre as células, as coordenadas de um ponto qualquer de Q;
sdo parametrizadas em fungdo das coordenadas dos veértices, estabelecendo-se sobre

a célulaum sistema de coordenadas homogéneas, como indica afig. 2.8.b.



ks(0,0,1)

k,(0,1,0)

a) Variagao linear de Mg

b) Sistema de coor denadas homogéneas
FIGURA 2.8-Célula genérica Q;

As coordenadas cartesianas de um ponto genérico p, pertencente a Q;, podem
Ser expressas por:

xp=E|klE|F=(pTXN (2.81)
= XoO = <
0 0 0
onde @ = %1 G2 0 Cs S (2.82)
= {; 0 4,0 ¢
SN _{Xkl WK1 k2 k2 k3 Xk3} (2.83)
X7=PaT Xz X7 Xt Xt X3 :
ou ainda:

Pkl k2 k3
xP =X +{Ox“ + 15X

(2.84)
As coordenadas homogéneas do ponto p, escritas em fungdo das
coordenadas cartesianas, ficam:

& =£(2Ag+b‘x‘l) +a1xg) (2.85)
sendo: a =x} -x¥; bl =x§ —x, (2.86.a,b)
2AL =x¥x}, = xixk; A= %(bla2 -b%a')  (286.cd)
com: 1=1,2,3 k=231,

1=3,1,2 (2.86.€)

46
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Aproximando-se 0 campo de momentos iniciais M°g sobre a célula em

funcéo dos valores nodais dos vértices, tem-se:

(2.87)

nZo
EogTg

Wwo NO kO
D]]I:II:”H]]]EI
n €

_|
<
o
P4

onde:

L, 0 0 Z, 0 0 Z O OO
W= ¢, 00 g 0 0 Z of (2.87.4)
B o2 0o 02 o 0gf

NT
'\f 0 = { M 2,kl M %kl M %kl M 2,k2 M (2),k2 M g,kZ M 2,k3 M g,k3 M g,k3}
(2.87.b)

com: M?=MY; M3I=M%Yr M3S=M3,., (2.87.0)

Como visto, a contribuicdo do campo de momentos iniciais sobre os

deslocamentos no contorno, € dada por:

11(8) = [Uig (&, X)M g (x)dQ(X) (2.88)
Q

Assim, com a discretizacdo do dominio em células e a aproximagdo adotada

para M° | pode-se escrever aeq.(2.88) da seguinte forma:
= aB

NCEL 1[1- Zz

1(8) = ZZAJJ'EI J'u,uB(E )Y dzlgizz (288.3)

onde A; éaareadacélula, NCEL € o nimero de células adotado.

A integral sobre cada célula:

13-4
Eix —2A]IDI U,a B(E X)LP dzlgzz (2.89)

é efetuada numericamente, usando-se a quadratura de Gauss para dominio triangular.

A influéncia de uma célula nos trés deslocamentos generalizados de um ponto

do contorno, eq.(2.89), é dada pela submatriz € de dimensdes (3x9). Esta submatriz
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devidamente calculada é enderecada na matriz global E . Assim, para um ponto i do

contorno e paraacéulaj com vérticesky, k, e ks, tem-se:

Mmoo og
i 6 B e

Onde as submatrizes e;, & e e; sdo de dimensdo (3x3). As trés colunas da submatriz
e1 representam a influéncia das trés componentes de Mg do ponto ki sobre os
valores de contorno do ponto i; as trés colunas de e, sdo a influéncia das
componentes de Mg do ponto k; e as trés colunas de e; representam a influéncia

das componentes de M °,g do ponto ks, sobre os valores de contorno do pontoi.

A matriz E € gerada calculando-se as submatrizes e paratodas as células em

relacéo a cada ponto do contorno.
A consideracdo da influéncia do campo de momentos iniciais M g sobre os

valores dos deslocamentos nos pontos internos € feita semelhantemente ao que foi

desenvolvido para a obtencdo damatriz E . A matriz gerada é amatriz E.

Os coeficientes das matrizes Ee E sio calculados usando-se integracao

numeérica de Gauss para dominios triangulares e tabelas de COWPER apud
RIBEIRO (1992). Observa-se que nestes casos ndo ndo ocorrem singularidades.
Para os valores dos esforgos nos pontos internos, a influéncia do campo de

momentos iniciais € dada por:

| o (€)= [eapyo (6.3 Jo(x)dQ(X); 155(E)= [e3p,0(E. XM J()dQ(X) (2.92)
Q Q

para momentos e esforgos cortantes, respectivamente.
Dada a divisdo do dominio em células e a aproximagdo adotada para M
segundo a eq. (2.87), estas integrais ficam expressas por:
NCEL

(€)= Y J'e;Bve(E,X)fin(x)'\fON
Ni:_ElL = N (2.91.a))
135E)=Y [ el x)Wde;(oM°

=1 Q,
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As integrais dadas nas egs.(2.91.ab) sdo caculadas numericamente,
utilizando-se a quadratura de Gauss para dominios triangulares e as tabelas de
COWPER, exceto quando o ponto fonte & coincidir com um dos vértices da célulg;
neste caso ocorrem singularidades fortes do tipo 1/r nasintegrais (2.91.a). Utiliza-se,
entdo, integracdo analiticaem r e integragdo numéricaem 0. A integracdo andlitica é
efetuada sobre as expansbes polinomiais de Ky(z), Ki(z) e A(z). Como estas
expansdes tém expressdes distintas para0 < z < 2 e para z >2, a célula que contém o
ponto singular deve ser dividida em trés sub-células triangulares, como ilustra a
fig.2.9. Assim, a sub-célula adjacente a0 nO singular & possui os dois lados
concorrentes neste ponto com comprimentos iguais a 2/A definindo-se, portanto, dois
pontos auxiliares k4 e ks. Com este procedimento ficam caracterizadas trés células. a
primeira, J;, formada pelos vértices ki, k4 € ks, que contém o ponto singular & e duas
ndo singulares, J, e J; definidas, respectivamente, pelos vértices ko, ks, k4 € K3, Ks,
Kg.

Figura 2.9. Sub-divisdo da célula com ponto singular

Para a sub-célula J;, com o0 nd singular &, efetua-se primeiramente a
integracdo analitica em r(§,x) e em seguida efetua-se a integracdo numérica em 6,
considerando-se um sistema de coordenadas cilindricas com origem em & A
integrac8o sobre as outras duas sub-células é efetuada numericamente, da mesma
maneira que a utilizada para as células que ndo contém o no singular.

Calculando-se a integral (2.91.a) para cada ponto interno i e cada célula j,

gera-se a sub-matriz e , semelhante aquela dada pela eg.(2.90). Esta sub-matriz
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contém a influéncia dos momentos iniciais da célula j, sobre os momentos fletor e

torcor no ponto i, dada pelos pontos nodais k1, ko, e k3.

Armazenando-se todos os coeficientes da sub-matriz € de todas as células
sobre todos os pontos internos, gera-se a matriz E .

A influéncia do termo livre  Gya6(E)M po(&) . na eq.(2.40), ¢ caculada
diretamente e também armazenada na matriz E .

Na determinacéo da influéncia dos momentos iniciais M "qp sobre os valores
dos esforgos cortantes em cada ponto interno, segue-se 0 mesmo raciocinio anterior.

Cacula-se a integral dada pela eq.(2.91.b) para cada ponto interno i e cada célulaj,

gerando-se a sub-matriz € com duas linhas e nove colunas, contendo a influéncia da

célula sobre os valores dos esfor¢os cortantes no pontoi.

Integrando-se a eq.(2.91.b) de todas as células para todos o0s pontos internos,

gera-se amatriz E .

2.4.6. Técnica de solucéo
A discretizacdo da equagdo integral de contorno apresentada no item 2.4.2.
deu origem a equacdo matricial (2.64), aqual € reescritaa seguir:

HY=GReBeEN” 264

Os vetores LJ e E contém valores conhecidos e incognitos. Trocando-se as

colunas entre as matrizes I;I e Cj , de tal forma que as incognitas do problema
estejam todas num vetor >=< , Obtém-se:

AX=F+EM®° (2.92)

Assim, o vetor I: contém os efeitos dos deslocamentos e forgas prescritas no

contorno, e dos demais carregamentos atuantes no dominio, exceto o campo de
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momentos iniciais M°. A matriz A é a matriz dos coeficientes das incognitas,

sendo em geral ndo simétrica e chela.

A solucdo do sistema (2.92) pode ser obtida pré-multiplicando-se o primeiro e

0 segundo membros por A - , obtendo-se

(2.93.9)

n X<
I
nr
+
n g
<
o

onde;

n;U

=A”

nrn
nr-

:A_l

u T

(2.93.b,0)

Determinadas as incognitas do contorno, tem-se todos os valores dos vetores

U e P. A partir destes, determinam-se os valores dos deslocamentos nos pontos

internos, utilizando-se o sistema dado pelaeq.(2.72).
A discretizagdo dada no item 2.4.4 para a representacéo dos esforgos nos

pontos internos conduziu as seguintes expressoes.

M =G P- H U+B +(E—I)M (2.75)

Q= +B +

° (2.76)

uG)

P

0 I
nC
(Nev
WM.
<

Com o mesmo procedimento utilizado na obtencdo da eg.(2.93), obtém-se,
paraas egs.(2.75) e (2.76):

M=

nTI
n)>

XHE-

<
@)

(2.94)

H—

-A

n ><
] |'|'|=

+E' M © (2.95)

u,O
nTl

A eg. (2.94) d4 o momento total como uma funcdo do campo de momentos

iniciais M°, dos demais carregamentos de dominio e dos valores de contorno.
Como é visto no capitulo 4, para as aplicacdes em problemas néo-lineares, convém
escrever a componente eastica do tensor momento, fazendo-se M = M®=M°

onde M © é a componente elastica do momento, e M , 0 momento total. Logo, pode-

Se esCrever:
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(2.96)

(2.97)
ME=F-AL+E-ARMS (298
fazendo-se:

N=F-AL;  T=E-AR (299)
e levando-se na eg.(2.98), obtém-se:
ME=N+TMO (2.100)

Deve-se observar que os vetores L e N representam as solugdes para as

incognitas de contorno e momentos, respectivamente, quando da auséncia de
momentos iniciais. Na presenca destes, seus efeitos sdo considerados pelas matrizes
Re T, sendo aprimeira a solugdo para as incognitas de contorno, e a segunda, a
solucdo em termos de momentos nNos pontos internos.

Desenvolvimento semelhante pode ser feito para os esforcos cortantes,
resultando em:

+

9:

id

u—

<
o

(2.101)
sendo N a resposta em termos de esforgos cortantes na auséncia do campo de

momentos iniciais;, na ocorréncia dos mesmos, seu efeito € considerado pela matriz
T , onde:

nz
1
n T
|
>
wr-
n —|_
1
um
|
n x>
w0

(2.102)



CAPITULO I

PLACAS COM ENRIJECEDORES

3.1. INTRODUCAO
O vetor B naeq.(2.64) armazena a influéncia de todo o carregamento externo

aplicado a placa, exceto o campo de momentos iniciais. Este carregamento prescrito,
gue pode estar atuando em areas internas, em pontos ou em linhas, pode também ser
interpretado como reagdes incognitas da interface placa-viga ou placa-pilar. Assim,
para a andlise de placas com enrijecedores, introduz-se uma alteracdo na eg.(2.64),

conforme SILVA (1996), como € visto aseguir.

3.2. APOIOSEM LINHAS

No estudo da associagdo de placa-vigas, considera-se que 0s novos elementos
estejam ligados a placa por linhas e pontos discretos. Estas linhas representam as
vigas associadas a placa, com rigidez a torcdo e a flex&o introduzindo, portanto, um
enrijecimento ao sistema estrutural. Os esforgos que surgem na interface das duas
estruturas sdo interpretados como linhas de carga vertical e linhas de momentos

aplicados a placa. Dessaforma, aeg.(2.64) pode ser reescrita como:

HU=GP+B+EMP°+Sp" (3.1)
onde pN € 0 vetor que contém todos os valores nodais das linhas de carga vertical e

de momentos, interpretadas como reacdes das vigas sobre aplaca. S é amatriz cujos

coeficientes representam a influéncia das linhas de carga vertical e de momentos no

célculo dos deslocamentos; seus valores sdo obtidos a partir das egs.(2.46) e (2.51),



respectivamente. Como o vetor pN ndo se congtitui em valores incognitos normais a

andlise de placas, 0 mesmo deve ser transformado em deslocamentos. Para tanto,

utiliza-se a seguinte expresséo, valida para cada el emento de linha de carga:

pN =Nk u (3.2
=g =g =¢ =¢

onde N;é a matriz que transforma cargas nodais distribuidas em forcas nodais

equivalentes F , posto que F=k u ; N é funcdo apenas das aproximacles
:j = =ej =Ej =j

adotadas para os deslocamentos e para as cargas distribuidas. kK é a matriz de
=g

rigidez do elemento j; U é o vetor dos deslocamentos nodais do elemento |.
=g

Resolve-se a eg.(3.2) para cada elemento de linha de carga, multiplica-se pela

respectiva matriz S e armazenam-se os coeficientes de todos os deslocamentosu
:j =e

namatriz S . A eg. (3.1) pode, entéo, ser escrita na seguinte forma:
=NK

n T
n C
n @
n U

+B+EM°+S u (3.3)
= = = =NK =e

Como o vetor dos deslocamentos U pode conter tanto deslocamentos internos como
=e

deslocamentos do contorno, a eq.(3.3) fica expressa por:

HU= +

n @

P+

n o
wm

M7 %NK(I’I’) SNK(M% Q (34
= = igl)s

Como na eq.(3.4) introduziram-se novas incognitas U, , necessitam-se

novas equacdes de deslocamentos para 0s pontos internos relativos ao vetor U; .

Agrupando-se essas novas equacoes a eq.(3.4), e rearranjando-se convenientemente

cadatermo, obtém-se;

H-S -S
[F =NK(T) =NK(Ii)

35
[H.-S 1-S (33

H= =NK(@M) = =NK(ii)
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Esta equacdo representa a equacdo matriciad dada pela eq.(2.64),
considerando, agora, o enrijecimento produzido pelas vigas, traduzido pela aplicacéo
das linhas de carga.

Resolvendo-se 0 sistema de equacbes dado em (3.5), obtém-se os
deslocamentos nos pontos do contorno e nos pontos internos. Com isso € possivel

determinar o vetor pN para cada elemento de linha de carga. Aplicando-se essas

cargas a placa, obtém-se 0s esforgos e deslocamentos nos outros pontos internos de

interesse.

3.3. APOIOS PONTUAIS

Na associagdo placa-pilar, quando a area de contato é pequena em relacéo a
&rea da placa, pode-se admiti-la como pontual. Assim, as reagfes sdo interpretadas
como cargas concentradas aplicadas no ponto de interface j, cujo valor R; é
incognito.

Para uma placa com NAP apoios internos, a eq.(2.64) pode ser escrita da
seguinte forma:

+B+

w I
nC

]
@)
u g
w0
u [Tl

M°+SRe (3.6)

Sendo Re o vetor das reagdes com 3(NAP) elementos e S a matriz de dimensdo

3(NNCP)x3(NAP) contendo ainfluéncia dos seguintes termos:

Sep = Ugp (&.X); Say = Usg(&,X)

3.7
|3(E ) IG,G(E’X) ( )

(1- )7\2
Para cada apoio interno tem-se trés reaces RMu e R,, a quas

representam 0s momentos nas diregcbes a (a = 1, 2) e reagdo vertica,
respectivamente.

Prescrevendo-se os deslocamentos nos NAP apoios internos, surgem na
eg.(3.6), 3(NAP) reacles incognitas. Para que o sistema sga resolvido, sdo
necessarias mais 3(NAP) novas equagdes, as quais sdo obtidas escrevendo-se as
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equagles integrais referentes aos deslocamentos internos @, @, e w para os NAP

apoios internos. Essas novas equagtes podem ser agrupadas e escritas como:

+B +E M° +S R (3.8)

uC

P+B +E M° +SR (3.9
= ~| ~| =
64) resultando
B O EDO 50
O O Ove+ O [R (3.10)
BOMOEID= b=
kid ki CEiO Fil
U ~ prescritos, a eq.(3.10) transforma-se em:
MH -S H G O H BOED
EIF-I g = =% r T+ b O Oue (3.12)
(ki =i =E (ki = ~|E @H&H

O sistema dado pela eq.(3.11) é resolvido impondo-se as condigdes de
contorno. Assim, determinam-se as incognitas do contorno e as reagdes internas R.
Com esses valores calculam-se os deslocamentos e esforgos nos pontos internos de
interesse.

A andlise de lgjes cogumelo pode ser feita considerando-se os pilares com
rigidez axia infinita e rigidez a flexo nula Assim, os deslocamentos w; e as reagoes
Rma Serdo nulas, tendo-se como incognitas apenas as reacdes verticais,

Escrevendo-se as equagbes correspondentes aos deslocamentos transversais

w; para os NAP apoios internos, a eq.(3.11) ficareduzida a

O
EYE (3.12)
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3.4. APOIOSEM AREASDISCRETAS

Ainda quanto a associagdo placa-pilar, pode-se considerar o caso onde a
interface € constituida por uma area. Admite-se que, apds a deformagdo do conjunto,
a area da interface permanece plana. Com isso, tem-se uma distribuicdo linear de
tensdes nainterface.

Considere-se a fig. 3.1, onde estdo representados uma area genérica da

interface placa-pilar, o sistema de referéncia global x; X, X3 e o sistemalocal do pilar

X1 X2 X3.

/Ql /M1

area de
interface S 3
|

X3
Xo pilar
genérico J
X1

FIGURA 3.1. Associacdo placa— pilar

A tensdo num ponto X pertencente a area de interface é dada por:

M M
O(X)=—W — X2y 4 Xy, (3.13)

O sistema de coordenadas X1X2 representa 0s eixos principais de inércia da
areadeinterface. A relagdo deste sistema com o sistemax;X, pode ser escrita como:
X, (X) = x2 +x1(X)

_ (3.14)
X,(X) =x3 +x2(X)
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sendo X e X3 as coordenadas do centro dainterface.
Mas, dafig.3.2., tem-se:
X1 (X) =%, (&) +r cosb

(3.15)
X5(X) =Xx,(§) +rsenO
X
X2 \ : X N

7 %5(X)

x,(£) o J %

X qEC =
0
X,() X1 le(><)

FIGURA 3.2. Sistemas dereferéncia

Substituindo-se a €g.(3.15) na eq.(3.14) e esta na eg.(3.13) chegase a

Seguinte expressao para a tensao no ponto X:

o(X)=0(§)—-r(A,cos6+B,sen0) (3.16)
onde:
A= M, =RM><2; B, = |\/|2=RM§1
! X2X2 I X2X2 ! X1X1 ! X1X1 (3.17)

R
o(&) = ?W +A[x] =X (8)] +B4[x3 = x,(8)]
Assim, a eq.(3.16) que representa a distribuicdo de tensbes nos pontos

pertencentes a area de interface placa-pilar, pode ser interpretada como uma carga

distribuida linearmente, aplicada a placa naquela mesma érea.
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Considere-se a fig.3.3, na qual sdo apresentadas as posi¢Oes inicial e

deformada para um conjunto placa-pilar.

X3 /i\Ml (Acéo da placa
placa sobre o pilar)
Z
_ IR

N— \*77777. 77777 A)é B

w

M; (Reagéo do pilar
sobre a placa)

interface
placa-pilar

FIGURA 3.3. posi¢cdesinicial e deformada do conjunto placa-pilar

Na interface, os deslocamentos @, @ e w S80 0S mesmos, tanto para a placa
guanto para o pilar.

Como deslocamentos e reacBes sd0 incognitas, deve-se relacionar tais
deslocamentos com seus respectivos esfor¢cos. Como no caso em estudo os pilares
formam um conjunto de barras independentes, basta considerar cada pilar
isoladamente, obtendo-se a relacdo deslocamento-reacdo para cada interface. Com

iSSO pode-se escrever:

EMlE kyy O Omplg
A.H0=-B ks O%D (3.18)
Ru B 0 kafvH
onde:
El_ . El. - ES
STELY );]zxz’ Koo =Kp ;m, Kag === (319
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sendo: I;(l;l, lizb 0 momento de inércia da &rea de interface E o modulo de

elasticidade do material do pilar; S é a érea de interface; h é a altura do pilar e ky é
um coeficiente que depende das condic¢des de vinculagdo da base do pilar: k,=3 para
pilar articulado na base; k=4 para pilar engastado.

O sina negativo na eq.(3.18) deve-se ao fato de que para deslocamentos
positivos, tem-se reagOes negativas.
A substituicdo da eq.(3.18) nas egs.(3.17) conduz &

k,E k,E
A== Bi=-——g,
(3.20)

O(8) = =W + A,[XE =X, (E)] + B[S ~x,(E)]

Escrevendo-se a eq.(3.16) em fungdo dos deslocamentos @, @ e w a partir

das egs.(3.20), obtém-se:
a(X) = kpTE[[XI(E) = X; +rcos8]@ +[x,(&) = x5 +r sen0]@,] —%w (3.21)

A influéncia da carga distribuida o(X) na representacdo integral dos

deslocamentos é dada pela eq.(2.45), aqual € aqui reescrita como:

(& X)]o(X)dQ,_(X) (3.22)

I _J[u|3(€ X) Wulaa

Considerando afig.3.4, aintegral no dominio interno Qqs é transformada em

umaintegral de contorno sobre FqS .

ac/§/
[ 7 x
area
R urregada
Mas |

X 5 g Qq.J

X1

FIGURA 3.4. Dominio interno carregado com a(X)

Esta transformag&o conduz as seguintes expressoes.
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k

m

{1, (8) - XS+, Jo +

&)=l +1 Jo+ 1w

3.23
ka (3.23)
+

h

—— O

E
%{[xl(z) Xy +1g Jo +
(3.24)

k,E o E
+%{[x2(ﬁ)—xz]l L+ Je Ay
onde:
uc—— H? BZIn > 12v Il'i cosBdr, (x)

30 (1- V)N’ [

8v
Lo 32TIDJE2 Hinz §§+(1 v))\ZRH“rBCOSBdr (X)

(3.25)

- 1 rHL-V) . _ _1.0
5 _8T(D(1—V)}\2Jq: H 2 z°(Inz- )+2(v 2)(Inz Z)H
[cosBdr, (X)]

— 1 2|:(1 V) 22 4 _1.0
l5, = 8TID(1—V))\2rq[ H 5 z°(Inz- )+3(v 2)(Inz 3) ]
[r o cosBdr, (x)]

r, =cosb; r,=sen®

sendo: ’ ’ (3.26)

cos=r, =cos@sena —senBcosa,

A equagdo matricial em termos dos deslocamentos, considerando-se os NAP

apoios internos, fica:

w LT
nc

=GP+

n'U
uw
n|'|'|

+EM°+ (3.27)

S

n,O
v C

sendo amatriz Q composta pelos coeficientes dados nas egs.(3.23) e (3.24); o vetor

U, contém os deslocamentos @, ¢ e w para os NAP apoios internos. Os

deslocamentos na interface s0 0s mesmos para a placa e para o pilar. Logo, pode-se

escrever que U, =U; .
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Para que o sistema dado pela €q.(3.27) sga resolvido, geram-se 3(NAP)

novas equagdes, que sdo aguelas correspondentes aos U; deslocamentos internos.

Assim, pode-se escrever:

U =G P-H U+B+E M*+Q

(3.28)

nC

Note-se que a matriz Q, , representante da matriz Q para 0s pontos internos,

ndo apresenta singularidades, umavez que 0s deslocamentos nos pontos internos séo

calculados para o centro de gravidade da érea de interface, cujas coordenadas globais

s3o X7 X3, eaintegracdo no dominio Q, € realizada sobre o contorno I,

A eq.(3.28) agrupada a eg.(3.27) conduz ao seguinte sistema:

M- JH GO BOED
o Q O=0 OP+0O O+ O OM° (3.29)

H QI BE BEER

ki =

Pela imposicéo das condi¢cdes de contorno, resolve-se o sistema dado pela

€g.(3.29), obtendo-se os valores de contorno e os deslocamentos nos pontos para 0s

NAP apoios internos. As reagdes nos pilares sdo obtidas pelo emprego da eq.(3.18).

Com estes valores, obtém-se as distribuicdes de tensdo sobre todas as éreas de
interface, utilizando-se a eq.(3.16).

Para a obtencdo dos deslocamentos nos outros pontos internos de interesse,

utiliza-se a eg.(2.72). O vetor B, contera a influéncia de todo o carregamento de

dominio, incluindo as NAP regides carregadas com as cargas o(X).

Quanto aos esforgos nos pontos internos, sua obtencéo se faz pela utilizagdo

das egs. (2.75) e (2.76). Os vetores B'e B  conterfo a influéncia de todo o

carregamento externo, inclusive das regides carregadas com a carga o(X). Neste

caso, sua contribui¢do no célculo dos esforgos, na forma discretizada, € dada por:
NECC |

D)= 3 J'G(X)l 0 (8. X)dc
(3.30)

NECC | 1

b (&)= 3 - [o0X) (& X)d

Onde NECC ¢é o numero de elementos de contorno da regido carregada.



CAPITULO IV

ANALISE NAO-LINEAR

4.1. INTRODUCAO

Neste capitulo sdo abordados, de forma resumida, conceitos da teoria da
plasticidade e da mecéanica do dano, bem como suas aplicacdes a andlise de placas.
Com a aplicagcdo dos conceitos aqui introduzidos & abordagem feita nos capitulos
anteriores, é possivel reproduzir, com boa aproximagdo, o comportamento de lgjes
cogumelo.

4.2. TEORIA DA PLASTICIDADE

A teoria da plasticidade objetiva estabelecer relagbes entre tensdes e
deformagdes para um determinado estado de tensdo de um ponto material, que
possam descrever adequadamente as deformagdes (elasticas e plésticas) observadas.
Ocupa-se, ainda, do desenvolvimento de técnicas numéricas para implementacdo
destas relacbes na andlise estrutural .



4.2.1. CONCEITOSBASICOS

a) comportamento sob tracdo e compressao simples

considere-se um ensaio uniaxial de tracdo de um corpo de prova de
determinado material. Para alguns agos, as curvas tensdo — deformagdo sd0 como as
mostradas nafig.4.1.a.

o) a
E
E
B B
VAS D /
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
0 c 0'0,2% c
a) com patamar de escoamento b) sem patamar de escoamento

FIGURA 4.1. Diagramas tensdo — defor macéo

Analisando-se a fig.4.1l.a, observam-se as seguintes caracteristicas. um
trecho reto OA, caracterizando a regido elastica linear; o ponto A define o limite de
proporcionalidade. O trecho AB, caracterizando a regido eléstica ndo-linear, ou sgja,
retirado o carregamento, o corpo de prova volta a posi¢do inicial; o ponto B define o
limite elastico, também chamado ponto de escoamento, uma vez que neste ponto
iniciam-se as deformacdes plésticas irreversiveis. Observam-se, ainda, um ponto de
escoamento superior B e um ponto de escoamento inferior C. Apds o ponto C ha
uma extensdo em carregamento aproximadamente constante. O comportamento na
regido CD é denominado fluxo plastico.

Para outros materiais, os pontos A, B e o fluxo plastico CD néo séo bem
definidos. A tensdo de escoamento € definida por uma tensdo convencional de
escoamento oys, correspondente a uma deformagdo plastica de 0,2% (fig.4.1.b). E
chamada, também, tensdo inicial de escoamento. ApOs 0 ponto de escoamento,
ocorrerdo deformactes elasticas e plasticas. A inclinagdo da curva decresce e, no
ponto E, ocorre aruptura do corpo de prova.
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Ha& materiais em que, depois que o ponto inicial de escoamento foi
alcancado, a curva tensdo — deformagdo continua a subir, com sua inclinacéo
tornando-se progressivamente menor, até cair a zero, quando ocorre a ruptura. As
tensdes de escoamento subsequentes aumentam com maiores deformagOes. Este
efeito € denominado endurecimento. Em outras palavras, 0 material é capaz de
resistir a maiores tensdes depois de ocorridas as deformagdes plasticas. Outros
materiais, como 0 concreto, hum teste de compressdo simples, apresentam uma
regido além do pico em que a inclinagcéo da curva € negativa. Este comportamento é
denominado amol ecimento.

Considere-se, agora, 0 ensaio no qual o corpo de prova é iniciamente
carregado a um valor de tensdo superior a tensdo inicial de escoamento, Oys, € entéo

descarregado completamente, como mostraafig.4.2. Quando atensdo é reduzida, a

aA
A =
UA ”””””” ‘
Ose
7
o B C =

FIGURA 4.2. Ensaio uniaxial: niveis de carregamento, descarregamento ere-

car regamento.

deformacdo decresce seguindo a linha de descarregamento AB paralela ao trecho
inicialmente linear da curva OA. No fina do descarregamento, quando a tenséo é
nula, permanece uma deformagdo residual, ou deformacdo plastica OB. A
deformacdo reversivel BC é a deformacéo elastica. Recarregando-se o corpo de
prova, a curva tensdo — deformacdo segue a linha BA, idéntica a linha AB, de
descarregamento. O material tem, portanto, comportamento elastico até que a tensdo

Oa S§a novamente alcancada. Esta tensdo € denominada tensdo de escoamento
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subsequente, acima da qual ocorrem novas deformagtes plésticas, seguindo a curva o
mesmo tragjeto do carregamento inicial.

Assim, pode-se concluir que, para o0 material em estudo, fixado um nivel de
tensdo, para se determinar a deformagdo correspondente, é necessario conhecer a
“histéria” do carregamento. Isto pode ser feito medindo-se a deformagéo pléstica
acumulada ou através do trabalho pléastico, ou energia dissipada durante a realizacéo

de deformagdes irreversiveis.

b) Modelos de comportamento uniaxial
Dois modelos simplificados para o comportamento tensdo — deformagdo do

material estdo representados nafig.4.3 e comentados a seguir.

O O
E
<jO <jO
E E
1 1
& &
a) elastoplastico perfeito b) elastoplastico com

endurecimento
FIGURA 4.3. Modelos idealizados de compor tamento

b.1.) Modelo elastoplastico perfeito (fig.4.3.a)

Neste modelo ignora-se o efeito de endurecimento e admite-se que o fluxo
plastico ocorre quando a tensdo alcanga a tensdo de escoamento g,. Até este valor, as
deformacbes sdo puramente elésticas. Admite-se, ainda, a mesma resposta do
material atragdo e & compressao.
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b.2.) Modelo elastoplastico com endurecimento (fig.4.3.b)

Neste modelo a curva real, continua, € aproximada por duas linhas retas,
sendo a curva de transicdo substituida por um ponto, a ordenada do qual corresponde
ao limite elastico 0,. A primeira linha reta do diagrama tem uma inclinagdo igual ao
modulo de elasticidade E. A segunda linha, representando o endurecimento, tem a

inclinagdo E; < E.

c) Modulo Tangente (E;) e médulo plastico (Ep)
Na formulagéo elastoplastica para pequenos deslocamentos, deformacao total
€ pode ser expressa como a soma das parcelas eléstica, €°, e plastica, €°, ou sgja
e=g®+¢€P (4.1)
Da mesma forma, um incremento de deformagéo, de, consiste de duas partes:
um incremento de deformagao elastica, de®, e um incremento de deformag&o pléastica,
de”:
de =de® +deP (4.2)
O incremento de tensdo, do, esta relacionado ao incremento de deformagéo,
de, por:
do=E,de (4.3)
onde E; € o modulo tangente, que varia durante as deformagdes plasticas. No caso de

carregamento uniaxial, E; é a inclinagdo corrente da curva tensdo — deformacao,
como indicaafig.4.4.a

o o)

£, 1 B __

A o
dEp! dc®
de
E
1
> eP

a) M édulo tangente E; b) M édulo pléstico E,

FIGURA 4.4. M 6dulo tangente e médulo plastico
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Separando-se a deformagao pléstica, €°, da deformago total, €, 0 incremento
de deformacdo pléstica, deP, relaciona-se com o incremento de tensfo, do, da

seguinte forma:
do =E,deP (4.4)

onde E, € o modulo pléstico que, no caso de carregamento uniaxial € ainclinagéo da
curva tensdo — deformacéo pléstica, como indica a fig.(4.4.b). Para o incremento de

deformagao elastica, de®, pode-se escrever:

do =Ede® (4.5)

onde E € o modulo eléastico.
Substituindo-se de na eq.(4.3), de” na eq.(4.4) e de® na eq.(4.5) na eq.(4.2),

obtém-se a seguinte relacdo entre os médul os el éstico, tangente e plastico:

1.1 (4.6)
Et

d) Regrasdeendurecimento
O modulo pléstico, E,, pode ser escrito como uma fungdo de um certo

parametro de endurecimento, k, ou sga
E, =Ep(k) 4.7

onde k pode ser tomado igual ao trabalho pléstico, W, sendo:

W, = J'odap (4.8)

ou igual adeformac&o plastica acumulada, €°, dada por:

I I \/dePdeP (4.9)
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Considere-se um elemento submetido a um teste uniaxial de carregamento
reversivel. A tensdo de escoamento subsequente € usualmente determinada por uma

das regras a seguir, como ilustraafig.4.5.

g O o
B B
A_B A A
a
0 of 7" o)
/c : - /c ‘ /C c
— A
B L
---B A -7 B
a) endurecimentoisotrépico  b) endurecimento cinematico ¢) endur ecimento
independente

FIGURA 4.5. Regras de endur ecimento
d.1) Endurecimento isotropico
Esta regra assume que a tensdo de escoamento de compressao na reversao do

carregamento € igual a tensdo de escoamento a tracdo antes da reversdo. Como
ilustraafig.4.5.a, ‘B'C‘ = ‘ﬁ‘ . Assim, aregra de endurecimento isotrépico ignora o

efeito Bauschi ngerE.I Esta regra pode ser matematicamente expressa por:
o =|o(k) (4.10)
onde a(k) é uma fungdo do parametro de endurecimento k, e este definido como um

escalar sempre positivo, tal como o trabaho pléstico ou a deformacdo pléstica

acumulada.

d.2) endurecimento cinematico

Neste caso assume-se que a amplitude elastica ndo varia durante o
endurecimento. Como se observa da fig.4.5.b, ‘BB" =‘AA". O centro da regiso

elastica move-se ao longo da linha reta aa’. Esta regra € expressa matematicamente

por:

! Efeito Bauschinger é o fenémeno no qual, apds a primeira deformagao plastica, a curva o-¢ perde a
simetria e os niveis de tensdo de escoamento a tragcdo e & compressao apresentam valores distintos.



70

lo-c(k) =0, (4.11)

onde ¢ € uma funcéo do parametro de endurecimento k.

d.3) endurecimento independente
Nesta regra considerase que 0 materia apresenta endurecimento

independente na tragdo e na compressdo. Da fig.4.5.c, observa-se que BC>0A e
‘CB" = ‘OA" . O material apresenta endurecimento apenas na tracdo, comportando-

se como material virgem na condi¢do de tensdo de compressdo reversa. Isto pode ser
EXPresso como:
o=0,(k se o>0;
(k) (4.12)
o=0.(Kk,) se 0<0
onde ki e ke sG0 o0s parametros de endurecimento acumulados durante o

carregamento de tragdo e compressdo, respectivamente.

4.2.2. Problemas multidimensionais
A deformagéo total, g;, no caso multiaxial, pode ser expressa como a soma

das componentes elastica e pléastica, como no caso uniaxial, ou sgja
— €
€ =€ +&] (4.13)
Da mesma forma, um incremento de deformacdo, dg;;, pode ser decomposto nas
componentes el éstica e plastica:
de; =def +def (4.14)
Para a modelagem do comportamento elastoplastico de um material, devem-
se especificar as seguintes rel agdes entre tensdes e deformagoes:
* uma relacdo explicita entre tensbes e deformacbes que descreva o
comportamento el astico;

* um critério de escoamento indicando o nivel de tensdo no qual tem inicio

o fluxo pléstico e o fim do comportamento elastico; e
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* umarelacdo tensdo — deformagdo para 0 comportamento pos escoamento
em que se obtém a componente de deformacao plastica.
Na formulagdo que se segue, onde pertinente, subentende-se regra de
endurecimento isotropico.
Na fase eléstica de comportamento, tem-se a seguinte relacdo entre as

componentes de tensdo e deformagéo:

g; =Cyy & (4.15)
onde Cjjx € o0 tensor de constantes el &sticas dado pela expressio:
Cijkl =)\5i15k| +|-16n<51| +u6iI6jk (4.16)
sendo A e | as constantes de Lamé.
Um critério de escoamento que determina a transi¢ao entre o regime elastico
e plastico, para estados multiaxiais de tensdo, pode ser escrito naforma:

F(o,.k)=f(0,)-Y(k)=0 (4.17)

ij 1

sendo f(ojj) funcéo do estado de tensdo atual ojj, podendo ser interpretada como uma

tensdo equivaente uniaxial 0. A funcdo Y(k), que depende do pardmetro k,
associado a regra de endurecimento do material, é a tensdo convenciona de
escoamento, obtida a partir de ensaios uniaxiais, ou a nova tensdo de escoamento,
caso ja se tenhainiciado o processo de endurecimento do material.

De modo parecido a0 que ocorre no caso uniaxial, deve-se observar a
existéncia de uma superficie inicial de escoamento, que, no caso, € fungdo apenas do
estado de tensdo. Assim, da eq.(4.17) pode-se escrever:

F(o;)=0 (4.18)

Por esta representacéo, acréscimos do estado de tensdo que conduzam a
valores negativos de F indicam situaco de descarga ou entrada no regime elastico;
acréscimos de tensdo nos quais F=0, indicam uma situacdo limite ou de
carregamento neutro; por outro lado, acréscimos de tensdo que conduzam a valores
positivos de F sdo ditos inacessivels, e indicam o aparecimento de deformacdes
permanentes. Nesta situacdo, a superficie inicial de escoamento deve evoluir no
espaco das tensdes de forma que o ponto que representa o novo estado de tensdo
resulte, ainda, sobre a superficie. Logo, um incremento no estado de tensdo que

produza deformacdo plastica denomina-se carregamento; incremento gque tende a



72

levar 0 ponto representativo do estado de tensdo para o interior da superficie é
chamado descarregamento. Este incremento € sempre eléstico. Portanto, a superficie
de escoamento em determinado estagio sO sofre alteragcdo, no espaco de tensdes,
guando ha um processo de carregamento.

Assim, para materiais que apresentam endurecimento, apds 0 escoamento
inicial, ocorre aumento no limite elastico; o nivel de tensdo para o qual ocorre uma
deformacdo pléstica adicional depende do grau da deformacdo atual. Como
consequéncia, a superficie de escoamento varia a cada estagio de deformactes
plésticas, gerando superficies subsequentes. O processo de evolugdo das superficies
é, ainda, definido pela regra de endurecimento, que indica como a fungéo F(aj;,k) se
dtera

Como no caso uniaxial, o parametro k pode ser definido de duas maneiras. a
primeira, conhecida como work hardening, define k como uma funcdo do trabalho

pléstico, W, acumulado durante as deformagdes, ou sgja:
sendo deﬁ a parcela plastica das deformagbes ocorridas durante um incremento de

deformacdo. Na segunda hipétese, o parémetro k € relacionado a uma medida de

deformacéo total, denominada deformacéo plastica efetiva ou equivalente, definida

por:
—p 2
de =1’§d8ijd8ij (420)
Assim, o parametro de endurecimento k fica definido como:
k=g (4.22)
P _ P
onde: € = I de (4.22)

Esta hipotese € denominada strain hardening.

O caso multiaxial pode ser associado ao estado de tensdo uniaxial, através da

tensdo equivalente, o , € da deformacéo equivalente, Ep , que reproduzem atenséo o
e a deformagdo plastica €°, do caso uniaxial. Assim, a relagdo incremental pode ser

expressa por:
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do=H'de" (4.23)
sendo H' 0 parametro de endurecimento definido como:
. E
H=—1 (4.24)
L_El
E

sendo E o modulo de elasticidade e E; 0 modulo tangente.

Considere-se  a definicdo da funcdo de escoamento dada na eq.(4.17).
Observa-se que, se f<Y(k), tem-se um comportamento elastico do materia; se
f=Y(k), iniciase 0 escoamento e uma mudanca incremental na funcdo de

escoamento, devida a um incremento de tensdo, é dada por:

(4.25)

Assim, tém-se trés situacles possives.

a) df < 0O: ocorre descarregamento (comportamento elastico) e o0 ponto
representativo do estado de tensbes retorna para o interior da superficie de
escoamento;

b) df = 0: ocorre carregamento neutro (materiais de comportamento elastoplastico
perfeito), ficando o ponto sobre a superficieinicial, que é fixa;

c) df > 0: ocorre carregamento pléastico (materiais de comportamento elastoplastico
com endurecimento) e o ponto permanece ha superficie subsequente.

As relagBes constitutivas para a fase pds escoamento podem ser obtidas,
utilizando-se uma hipétese adiciona da teoria da plasticidade segundo a qual o
incremento de deformacéo pléstica € proporcional ao gradiente de uma grandeza
denominada potencial plastico, Q, da seguinte forma:

def =dA 9RQ (4.26)
d0;

sendo dA uma constante denominada multiplicador plastico.

A condicéo dada pela eq.(4.26) € denominada regra de fluxo, uma vez que
indica o fluxo plastico depois do escoamento. Quando se considera o potencia
pléstico, Q, coincidente com a fungdo de escoamento F(ojj, k), diz-se que alel de

fluxo € associativa. Assim, aeg.(4.26) pode ser escrita da seguinte forma:
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oF(g;,k) — d\ of (o)

00, 00,

1 1

de? =dA (4.27)

umavez que Y (k) ndo depende do estado de tenséo.
A eg.(4.27) é denominada condicdo de normalidade, dado que o vetor

6F/ 60” € normal a superficie de escoamento no ponto representativo do estado de

tensdo considerado.

E possivel demonstrar que tanto a superficie inicial de escoamento quanto as
superficies subsequentes, devem ser convexas. Isto se deve a lei associativa de
escoamento e a condicdo de irreversibilidade das deformacdes pléasticas, que implica
na realizacéo de trabalho plastico positivo durante um ciclo completo de tensdo, onde
as variagOes de tensdo e de deformagao devem ser de mesmo sinal.

A condicdo de normalidade do fluxo pléstico e convexidade da superficie de
escoamento sdo condizentes aos materiais de comportamento elastopléstico perfeito
ou com endurecimento, 0 que garante a unicidade da solucéo do problema.

Substituindo-se 0 incremento de deformagdo eléstica da eq.(4.14) na
€q.(4.15), obtém-se:

do; =C,, (dg,, —de})) (4.28)

Tendo em vistas o incremento de deformacdo plastica dado na eq.(4.27),

pode-se escrever:

do; =Cy (de, —a,dA) (4.29)
onde:
| = aF(le’k) - af (le) (430)
00, 00,
Durante a ocorréncia de deformagdes plasticas, dF = 0, ou sgja:
dF =a—|:dcrij +0_de =0 (4.31)
d0; ok
oY

ou: g,do; ——dk =0 (4.32)
ok



75

Daeq.(4.19) pode-se escrever:

f (.
dk =g, de? = opk%ﬁ'n (4.33)
i
Substituindo-se aeq.(4.33) naeq.(4.32), chega-se a
a,do; - oY (k) 0,8,dA =0 (4.34)
ok
O segundo termo desta equagdo pode ser reescrito naforma:
df (o,
G PPCALC PG (4.35)
ok "7 ok ' do,

Sendo f uma fungdo homogénea de grau unitario, aplicando-se o Teorema de

Euler para funcdes homogéneas na eq.(4.35), obtém-se:

m ijaijd}\ = Mf (Gij )d}\ (436)
ok ok

Através da definicdo do pardmetro de endurecimento em fungdo do trabalho

pléstico, definido na eq.(4.19) e considerando-se f(gj;) como uma tensdo equivalente

O parao caso uniaxial, pode-se escrever:

aY (k) .
5 T(o,)dA =HdA (4.37)

Substituindo-se a eq.(4.37) naeq.(4.36) e estanaeq.(4.34), tem-se:

a,do; ~HdA =0 (4.38)

O vaor de dA pode ser determinado em fungdo do incremento total de
deformacdo, utilizando-se as egs.(4.29) e (4.38), obtendo-se:

aC.

ij ~ijkl

= @M £, (4.39)

onde;
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d; =Cyuay (4.40)

Substituindo-se a eg.(4.39) na eg.(4.29), obtém-se, finalmente:

di'amnCmn
do; = H:ijkl - d : a_ + ﬂ E‘EM (4.41)
Oou:
do, =Cf, dg, (4.42)
onde:
di' nCmn
Cﬁ% =Cijkl - d Ja;]:n + i; (4.43)

O incremento de tensdo dado na eg.(4.41) pode ser expresso através das
componentes el astica e plastica como:
do; =do; —day (4.44)
sendo:
doj =C,,dg, (4.45)

a componente pléastica pode ser escrita por:

dijamn

— = do; 4.46
dmnamn + H ( )

mn

doj =

em que doy,, representa o incremento de tensdo, devido ao incremento total de

deformacdo, supondo o comportamento elastico. Sua determinacéo € dada pela
eq.(4.45).

Pode-se escrever as relagcOes constitutivas na forma matricial. Assim, a
€q.(4.41), que relaciona os incrementos de tensdo e deformacao apos 0 escoamento,

fica expressa por:

u [Tl
il
ne

E
P (4.47)

o
nﬁ
(L O

ngJ ngJ

aa'
E

sendo E amatriz de constantes elasticas e a, o vetor de fluxo, dado por:
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—9F
a= 3 : (4.48)
(4.49)

T _
_{011 O, O3 Oyp Oy 0'12}

©nQ

Assim, para a determinacéo da matriz elastoplastica indicada na eq.(4.47), €
suficiente o conhecimento do vetor de fluxo para cada funcéo de escoamento.
NAYAK & ZIENKIEWICZ (1972), expressam o vetor de fluxo a para

todos os critérios de escoamento na seguinte forma geral:

a=C,a+C,a +C,a (4.50)
onde:
37 3(j,) 8J
T =Y. T - (JZ) . T ="v3 (451)
=1 a ’ =2 ag ’ =3 a 0

Dessa forma, apenas as constantes C;, C, e C3 dependem da funcéo de

escoamento. Para o critério de Tresca, tem-se;

J3 =no
C, =0 C, =2co0s0(1+tgbtg30); C,=— 452
1 2 (1+1tg6tg36) 5=7, 00538 (4.52)
Para o critério de von Mises estas constantes valem:
(4.53)

C,=0 C,=+3 C;=0
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4.3. MECANICA DO DANO CONTINUO

4.3.1. Introducéo

Apresenta-se aqui, de forma sucinta, aspectos basicos da mecanica do dano
continuo aplicada ao concreto, bem como o0 modelo de dano de Mazars, utilizado no
presente trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados nos trabahos de
MAZARS (1984), PEREGO (1990), ALVARES (1993), e BUSSAMRA (1993).

O dano pode ser definido como 0 processo de aparecimento e crescimento de
microfissuras levando a um deterioramento do material e conseqlente alteracdo de
suas caracteristicas mecanicas.

O objetivo final da mecanica do dano continuo pode ser apresentado como
sendo a formulagcdo de leis congtitutivas que permitam prever, com suficiente
precisdo, aresposta ndo linear de estruturas em correspondéncia a agoes externas.

Vérios modelos constitutivos baseados na mecénica do dano, dentre eles o
modelo de Mazars, tém como fundamento a termodindmica dos processos
irreversivels.

Posto que na termodinamica classica os sistemas sdo estudados através de
equagdes de estado onde as hipéteses sdo a reversibilidade dos processos e que a
danificacdo de materiais sdlidos € um processo claramente irreversivel, faz-se
necessaria a generalizacdo dos conceitos da termodindmica para que sgja, assim,
incluidaairreversibilidade.

As teorias termodinamicas estudam processos que podem ser definidos como
quaisquer ateracbes em um sistema. Segundo Piment:iZI apud Bus‘samraEI a
termodinamica dos solidos deformaveis trata de processos irreversiveis em sistemas
solidos.

Segundo Bussamra (1993), uma ateracdo em um sSistema pode ser
identificada a partir de um estado termodindmico em cada instante bem definido.

Para tanto, definem-se as variaveis termodinamicas e 0s seguintes postulados:

2PIMENTA, P.M. Andlise de stlidos elastoplasticos, S&0 Paulo, 1987. Tese (Livre Docéncia).
Escola Politécnica da Univer sidade de Sdo Paulo.

¥ BUSSAMRA, F.L.S. Equacdes constitutivas do concr eto baseadas na mecanica do dano
continuo. Sao Paulo, 1993. Dissertacéo (M estrado). Escola Politécnica da Universidade de Sao
Paulo.
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1°. qual quer parte do sdlido pode ser considerada um sistema;

2°. todo sistema possui umaenergiainterna U,
Sendo a energia interna U uma propriedade extensiva de um sistema, ou sgja, que
depende de sua massa. Isto posto, denomina-se u como a energia interna por unidade
de massa.

Seja um meio continuo genérico de area de superficie I e volume Q, sujeito a

uma forca de superficie Pe uma forca de volume b, por unidade de superficie e de

volume, respectivamente.
A primeiralel datermodindmica, que expressa o principio da conservacéo da
energia, pode ser escrita na seguinte formaintegra (PEREGO, 1990):
E\z/dl' +J:t=)\=/dQ— dir= p::l\:/dQ+J:LIJdQ (4.57)

onde:

v =vetor velocidade; a =vetor aceleracao; p =densidade volumétrica; h =fluxo de

calor por unidade de érea; W = energiainterna por unidade de volume.

Segundo Pimenta (1987) apud Bussamra (1993), um sistema é reversivel se a
sua energia interna especifica u e o tensor das tensdes o séo fungdes de estado das
variaveis de estado € (tensor das deformagtes) e de S (entropia especifica), ou sgja

u= U(E'S) ; g= g(:;:,S) (4.58)

Se assim ndo for, o sistema é dito irreversivel, 0 que requer a introducéo de novas
variaveis paradefinir tal estado termodinamico.

“w A

Segja 0 axioma basico da termodindmica dos processos irreversiveis. “é
sempre possivel encontrar um conjunto de variavels de estado que defina
completamente o estado termodindmico de um sistema irreversivel.” Assim, pode-se
resolver o problema introduzindo-se novas variaveis termodinamicas, denominadas

“variaveis internas’ e designadas por Tk ou pelo tensor 1. Logo, tem-se para as egs.

(4.58):

u= u(g,S, E); (4.59)

nQ
]
nQ
nic?
w
"'EL

Considere-se, ainda, ainequacao:
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. 1 Hh
S+ —divls 0 4.60
+p IVEITEIf ( )

conhecida como “desigualdade de Clausius - Duhen”. T € a temperatura absoluta.
Esta desigualdade é valida para processos irreversiveis e aigualdade so é valida para
processos reversiveis.

A conservacdo da quantidade de movimento, admitida a hipétese de pequenos

deslocamentos, pode ser expressa por:
Pydr+[byd= gédQ+£gyde (4.61)

A partir da aplicagdo do teorema divergente na eq.(4.57) e utilizando-se a

€g.(4.61) € possivel demonstrar que:
oV 6LIJ :
T-— Hf divT 20 4.62
%’ % QD oSO “an n- Hq (462

Dado que :Se g podem ser quaisquer, visto que séo independentes, a validade

da eq.(4.62) é garantida sob as seguintes condicdes:

o X 4.63
= ag aS ( )
de onde obtém-se:

oV
-—— M- hdIVT>0 4.64
on’" & ) (4.64)

Umavez que:

hdivT <0 (4.65)

cuja interpretacdo fisica € de que o fluxo de calor ocorre do ponto de maior
temperatura para o ponto de menor temperatura. Logo, tem-se que:

a—L'Jn <0 (4.66)
on =
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Observando-se as eqs.(4.63) vé-se que 0 e T sdo variaveis termodinamicas
relacionadas, respectivamente, a € e S. Anadogamente, pode-se definir uma

variavel termodinamica, relacionada a cada variavel internaTi , tal que:

~Y = — (4.67)

Interpretando-se 0 dano local no concreto como um conjunto de variaveis Dy

e considerando que a energiainternalocal diminui com o dano, pode-se escrever:

LASPRAIPY (468)
om, dD,

Comparando-se as inequagdes dadas por (4.67) e (4.68), tem-se que:

Dk 20 (4.69)

ou sgja, a variavel de dano ndo diminui com o tempo. Esta é a condicdo necessaria
para que uma variavel que represente 0 dano sgja considerada uma variavel
termodindmica interna. Esta condicdo devera, entdo, ser satisfeita toda vez que se
derivar equacOes constitutivas a partir de potenciais termodinamicos. (BUSSAMRA,
1993).

4.3.2. Variaveisde Dano

Seja um elemento de volume representativo de um sdlido danificado. Este
elemento é considerado de tamanho tal, de forma a ser interpretado como um ponto
material do continuo e suficientemente grande de maneira a conter as imperfeicoes e

0 material constitutivo do meio (fig. 4.6).
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Nesta figura S é a &rea total de uma se¢éo deste elemento; S, é a area com

defeitos e N o versor que define a area S no ponto. Denominando-se S a dea

resistente efetiva tem-se, paraa area com defeitos S, , que:

S,=S-S (4.70)

FIGURA 4.6. Elemento de volume danificado

Uma medida mecénica do dano local, admitindo-se a hipltese de

continuidade e representando o caso de dano anisotropico, é dada por:

.S
D, = ISLn(w)EO (4.71)

Como pode ser observado, 0< D,, £ 1. O caso particular de D,=0 representa

um estado de dano inexistente ou material integro; D,=1 representa o estado limite
local de fraturamento (material totalmente deteriorado).

Uma outra sSituacdo possivel, € considerar a danificagdo isotropica,
denominada dano isbtropo ou escalar. Neste caso, considera-se que os microdefeitos
tém uma distribui¢do uniforme independente da orientagcéo da normal n. Assim, uma
variavel escalar caracteriza completamente o estado de dano local e pode ser definido

como.

D,=D ¥ n (4.72)
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4.3.3. Deformagéo Equivalente
Segja, no caso de dano isdtropo, um corpo em equilibrio estatico. Seja F a
forca agindo numa secéo S de um elemento de volume e 0=F/S a distribuicdo de

tensdes que satisfaca a equacdo de equilibrio. A variavel de dano isotropo € dada por:

=0 4.73)

Considerando-se as egs.(4.70) e (4.73) pode-se expressar a area efetiva por:

S=5(1-D) (4.74)

e atensdo efetiva, aplicada a parte resistente da se¢éo fica expressa por:

F_ oS o

(4.75)

onde os casos particulares de 0=0 e 0O-® representam as condi¢bes de
material integro e de um estado limite de deterioragdo, respectivamente.
Como no caso tridimensiona de dano isbtropo a relacdo SIS, independe da

normal e o fator (1-D) altera todas as componentes do tensor de tensdes o, tem-se

que:

Qo

=g(1-D) (4.76)

un

onde o € o0 tensor de tensdes efetivo.

A hipotese de deformacéo equivalente dada por LEMAITRE, CHABOCHE
(1985)EI apud ALVARES (1993)E|dwempenha papel fundamental na formulacdo de
uma relacdo constitutiva para um material danificado tratado como um continuo. Tal

hipotese € dada por: “O mesmo estado de deformagdo de um material com dano pode

*LEMAITRE, J.; CHABOCHE, J.C. M écanique des matériaux solides. Paris, 1985. Dunod —
Bordas.

> ALVARES, M. S. Estudo de um modelo de dano para o concreto: formulacao, identificacio
paramétrica e aplicacdo com o emprego do M éodo dos Elementos Finitos. Dissertacéo
(Mestrado). Sdo Carlos, 1993. Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo.



ser derivado do material integro onde a tensdo usua € substituida pela tensdo
efetiva” Estahipotese €ilustradanafig. 4.7.

rr
/ > ]
. 8
T <=5 —f <>
|- o

Material intacto material danificado material integro c/ esfor o efetivo

!

FIGURA 4.7. Hipotese de defor macdo equivalente

Com isso, a deformacdo elastica no material com dano pode ser descrita em

funcdo da deformagdo de um material integro de seguinte forma:

o
g=—=_— - == 477
£ (4.77)

onde E é o médulo de elasticidade do material danificado.

4.3.4. Modelo Constitutivo de Mazars
Apresenta-se a seguir o modelo de dano proposto por MAZARS (1984). Este
modelo € apropriado para o concreto submetido a um carregamento proporcional

crescente sendo, portanto, utilizado no programa computacional ora desenvolvido.
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a) Hipotesesbasicas
As hipoteses basicas nas quais 0 model o se fundamenta s&o:

e Em processo de dano evolutivo, o concreto apresenta comportamento
elastico desprezando-se, portanto, as deformagbes permanentes
observadas, numa situacdo de descarregamento;

* O dano é causado somente pela existéncia de extensdes (alongamentos),
que ocorrerdo a0 longo de uma ou mais direcdes principais de
deformacéo;

* O dano é isotropo, ou sgja, 0 estado de dano num ponto €é representado
por uma grandeza escalar;

* Representaase 0 dano loca por uma variavel local escaar

D(0<D=<1), cujaevolugdo ocorre quando for superado um certo valor

de referéncia para 0 alongamento equivalente.

b) deformagbes principais
A relagdo tensdo — deformacdo, segundo a lei de Hooke, é dada pela eq.(2.7).
As componentes de tensdo dadas por aguela equacdo e expressas nas direces

principais, podem ser escritas como:

o, =0; +0; (4.78)
sendo que: e 0,>0, a' =0g; 0o =0
s 0,<0, o =0 o, =0,

Assim, as deformagbes €1 devidas as tensdes de tragdo e as deformagdes &c;
devidas as tensdes de compressdo, em cada diregdo principal é obtida, segundo a lei
de Hooke, por:

1+v v 3
n=Ver Vst
E E&S
(4.79.ab)
1+v _ v 3
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e adeformagdo total € fica expressa por:
€ =€ tEg (4.80)

c) Deformacéo equivalente £

Obtidas as deformagbes principais dadas pela eq.(4.80), obtém-se os

alongamentos si‘" nas direcdes principais como:
1
g = 5 (ei +[g; |) (4.81)
onde:
g =¢ seg >0

£'=0 seg <0

Com os valores dos alongamentos 8i+ , a deformagdo equivaente E, dada

por:

e=(e1)+(e3)2 +(e3)? (482)

traduz o estado local de extensdo do materid.
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d) Critériodedano

Admite-se que 0 processo de danificagdo do material tem inicio quando a
deformagio equivalente € atinge o valor E=8d0 onde €4, € a deformagdo

correspondente a0 maximo esforco num teste uniaxial de tracdo, como ilustra a
fig.(4.8).

o) Tg

FIGURA 4.8. Diagrama o x € - teste uniaxial de tragao: representacdo de gqo.
Assim, o critério de dano fica expresso por:

f(e,D)=e—-S(D) <0 (4.83)

onde S, =S(D =0)=¢g,, € o limite eléstico inicial. Fazendo-se f(e,D)=0 e

substituindo-se o valor de €4, dado pela eq.(4.82), obtém-se afungéo S(D), ou sgja

S(D) =€ =+/(e])% +(€3)2 + (e3)? (4.84)

Considerando-se 0 espago das tensdes principais, a funcdo S(D) representa

uma superficie de um quarto de uma esferade raio S(D), como mostra afig.(4.9).
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<3

FIGURA 4.9. Superficie de ruptura no espaco das defor macgdes principais.
Um ponto dentro da superficie significa que o estado de alongamento €6
menor que o limite elastico S(D), ndo havendo evolucdo do dano. Um ponto fora da
superficie, ou sgja, € maior gue S(D), caracteriza evolugdo do dano.
A forma da superficie inicia f, no espago das tensdes principais 0, € 0, esta
representada na fig.4.10. Compara-se, na mesma figura, esta superficie com a
superficie obtida por KUPFER (1969). Representa-se também a superficie corrigida,

gue consiste em multiplicar £ por um coeficiente y< 1. Assim;:

Ecorrig =y(o;) £ (4.85)

'y (07)°
e (4.86)

2.0

onde: y(o,) =

sendo O; aparte negativa datensdo principa o; .
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Oyl fe
-]/__\ -
O/ fe
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! inicial
|
\
\
NN 3

superficie
corrigida

FIGURA 4.10. Superficies de ruptura no espago das tensdes principais g, e 0».

A lei de evolugdo do dano D, que atende aos principios da termodinamica dos

processos irreversiveis é dada por:

D=0 se f(,D)<0 e f(g D)<O0 (caso de descarregamento);
D>0 se f(g,D)=0 e f(g D)=0 (casode carregamento);

SeD=0 e f(;:, D) =0 tem-se o caso de carregamento neutro.
N&o se admite f > 0; quando isso ocorre, ha evolugdo da variavel de dado e o
novo limite elastico passaa ser S(D), definido pelo estado de alongamento atual.

€) Determinagédo da variavel de dano

Dado o comportamento ndo simétrico do concreto a tracdo e a compressao
uniaxiais, segue-se uma diferenca no processo de evolucdo da microfissuracéo.
Enquanto em tracdo as microfissuras se desenvolvem perpendicularmente a direcéo
do esforco, em compressdo elas se desenvolvem paralelamente ao esforco. Isto levaa

definicdo de duas variaveis escalares de dano: uma para o caso de tragdo, D+, e outra
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para 0 caso de compressdo, Dc. O processo de evolugdo de dano para estes dois
casos € governado por leis independentes.

Como no caso multiaxial cada componente de tenséo pode contribuir para a
evolucdo da danificagdo do material, a variavel de dano fica determinada por uma
combinagdo linear de Dt e Dc, definidas de modo a bem representar as curvas
experimentais de tracdo e compressdo uniaxiais, para 0 caso de carregamento

proporcional. Logo:

D=a;D; +a.Dg (4.87)

onde O<a;<1l O0<ac.<1 e a;+ac=1 (4.88)

As expressdes para Dt e D¢, sdo dadas em funcédo da deformagao equivalente

€, por:
DT(E)=1—8dO(1__AT) - AI
€ exp[Br (€~ €qo)]
(4.89.a,b)
DC(E)zl_sdo(l__AC)_ A(_:
€ exp[Bc (€ —€qo)]
3 + 3 +
z ETi > €
sendo: o =%; Qg = '=‘1€+ (4.90.a,b)
\% \%
3
e g = > ET +E&i (4.92)

sendo €7 e €¢ as componentes positivas dos tensores €7 e €, 0S quais sdo obtidos

pelas expressdes (4.79.ab); €7 e €& sA0 determinadas considerando-se a eq.(4.81).
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A+,Bt,Ac, B €€y, Sd0 pardmetros caracteristicos do material.

ALVARES (1993) descreve a metodologia de identificagdio paramétrica,
tendo obtido os seguintes resultados, para corpos de prova com resisténcia média aos
21 diasde 25,51 Mpa:

* Modulo de elasticidade do concreto: E = 29200 M Pa;

» Parémetros relativos atragao:

A7=0.995; B+=8000; €40=0.00007
e Paradmetros relativos a compressao:
Ac=0.85; Bc=1620

Nas figs. 4.11 e 4.12 mostram-se como 0 modelo apresentado reproduz

aproximadamente, 0 comportamento real.

O (MPa)
3 T O (MPa)
i D
2r [ 3
I
|
|
1r- \
| 7 7] 7 7
| / - 7
| 0 // 2 E =T
i s s N\ O XEO(l-Dt) s
| | —
1 2 3 x10* 7x107°
a) Curva experimental b)relacdo constitutiva

FIGURA 4.11. tracéo uniaxial (PEREGO, 1990)
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20~ }
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10+ T /1//
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g |
- E4(1-D,
Co g [oo w0
1 2 x 107 2,0x10°
a) curva experimental b) relacéo constitutiva

FIGURA 4.12. compressdo uniaxial (PEREGO, 1990)



CAPITULOV

SOLUCAO DO PROBLEMA NAO LINEAR

5.1. INTRODUCAO

ZIENKIEWICS et a.(1969) apresentaram um processo denominado
processo das tensfes iniciais, voltado para 0 método dos elementos finitos, no qual a
solucdo de um problema n&o-linear € obtida através de incrementos sucessivos de
carregamento.

Assim, baseado no processo referido no parégrafo anterior e com as
formulagOes para placas com campo de momentos iniciais e placas enrijecidas,
utilizando-se as teorias de andlise ndo linear apresentadas no capitulo 1V, é possivel
obter-se a solucdo numeérica para o problema de pavimentos, como € visto nos
proximos itens.

Dada a relagdo tensdo — deformag&o ndo linear, tanto do concreto como do
aco, o carregamento sobre a placa é aplicado em incrementos. Utiliza-se, entdo, um
algoritmo incremental — iterativo, sem atualizagdo das matrizes envolvidas,
semel hante aquel e originalmente apresentado por OWEN & HINTON (1980) para o
Método dos Elementos Finitos e adaptado para o Método dos Elementos de Contorno
por RIBEIRO (1992).

O problema é resolvido uma vez para o valor total do carregamento,
admitindo-se comportamento elastico linear. Os momentos sdo, entéo, calculados

para os pontos da placa através da eg.(2.100). Obtém-se, assim, o vetor de momentos

elasticos M © para o carregamento atuante. Nao ocorrendo, para o carregamento real
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atuante, efeitos de campos de momentos iniciais, obtém-se a solucéo eléstica para 0s

momentos por:

<
(0]

1
nz

(5.1)

O valor de incremento de carga € tomado como uma fragdo do carregamento

para o qua foi determinada a solucéo elastica M ©. Assim, para um incremento de

carga genérico m, a resposta el astica em termos de momentos (AM ), &
(AM®),, =B, M® (5.2.8)

onde B, € o fator de carga.

Se o incremento de momentos ndo for totalmente elastico, processam-se
novas iteragbes, até que se encontre um estado de momentos internos
aproximadamente igual ao estado de momentos externos. Este processo iterativo é
abordado no item 5.5.

Para as demais iterages do incremento, o incremento de momentos el ésticos
€ obtido por:

(AM®),, =TAM® (5.2.b)

sendo T determinado pela eg.(2.99) e AM®, o vetor de momentos residuais,
interpretado como um campo de momentos iniciais.
O critério de convergéncia deste processo € dado pela relagcdo entre o modulo

de incremento de alongamento equivaente Ag e o limite elastico S(D), ou pela

relacdo entre o médulo de incremento de tensdo efetiva, suposto eléstico, e a tensdo
de escoamento og‘, da iteracdo n em consideracdo, para pontos pertencentes ao

concreto ou a armaduralongitudinal, respectivamente. Assim:

A Ag
S(—D <toler ou —<toler (5.3.ab)

sendo toler atolerancia de calculo.
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Quanto aos modelos constitutivos, alagje é dividida em camadas de concreto e
aco, conforme descrito a seguir. Para a verificagdo do comportamento do concreto,
adotou-se 0 modelo de dano de Mazars considerando-se, também, as deformagdes
associadas ao cisalhamento. Para a armadura longitudinal foi adotado um modelo
elastoplastico uniaxial.

5.2. MODELO ESTRATIFICADO

Este modelo permite acompanhar 0 processo de danificacdo ao longo da
espessura da placa. Cada camada pode ter espessura e propriedades diferentes. Em
cada camada, porém, as propriedades sdo consideradas constantes.

Considere-se que, para um determinado nivel de carregamento, a distribuicéo
real de tensbes em uma secdo da placa sga aquela indicada na fig.5.1.b. Com a
aproximagdo adotada, admite-se que cada camada possua um ponto de tensdo no seu
plano médio. Calculam-se as componentes de tensio para estes pontos as quais sdo
consideradas constantes a0 longo da espessura h; de cada camada. Assm, a

distribuicdo de tensdes é discretizada como indicaafig.5.1.c.

——————— -*

i &3 - hij: =
wiz| ) RS

h/2

£=1 e— ]

a) secdo transversal b) distribuicéo real de c¢) distribuicdo em

tensdes camadas

FIGURA 5.1. Distribuicao de tensdes em uma se¢ao da placa

Assim, em funcdo do estado de deformacéo, verificam-se as condicbes de
danificagdo em cada ponto e os momentos resultantes nas secOes sdo obtidos pela
integracao das respectivas componentes de tensdo ao longo da espessura.

Num modelo que melhor representa a realidade do concreto armado, a
espessura € dividida em camadas de concreto e as armaduras sdo distribuidas em

camadas de espessuras equivalentes, como mostra afig.5.2. Entende-se por espessura
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equivalente de uma camada de aco, aquela cuja area correspondente da armadura

permanece inalterada.

camadas
camadas de aco

de concreto
:
- -—

FIGURA 5.2. Modelo estratificado para o concreto armado

Assim, 0s momentos resultantes na se¢do transversal e os esforgos cortantes

no concreto sdo dados, respectivamente, por:

Mg = H[cr'o,ﬁxgdx3 +Z O30 ASXs
9 = (5.4.ab)

Qu3 = _JTLSdXS

/2
cal culados numericamente pela quadratura de Gauss,

onde:

Oy: Tos S30 & componentes de tensdo normal e tangencial, respectivamente, na
camadai;

A iss, xi3s s30 a area da armadura e a posi¢ao da camadais, respectivamente;

ns & o nimero de camadas de armadura.
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Os pontos a0 longo da espessura sdo definidos em fungdo da coordenada
homogénea &, como indica afig.5.1.a e sdo coincidentes com os pontos utilizados na

integracdo numérica. Assim, arelacdo entre as coordenadas de um ponto ser&:

_gh
Xy =§ 5 (5.5
_h
e dx, = > dé (5.6)

Fazendo-se a mudanca da coordenada x3; para a coordenada homogénea &,

pode-se escrever:

h2 < i(i - is isyis
Mo =7y O €W, +Z OapOapALXs
A ngg‘ B (5.7.a,b)
Qu3 = E Tlu(;ag)Wig
ig=

Observe-se a necessidade de um nimero adequado de camadas, a fim de que

se obtenha uma boa discretizacdo das tensdes e esforgos resultantes satisfatorios.

5.3. PROCEDIMENTO PARA ANULAR O ESFORCO NORMAL

Para elementos de concreto armado submetidos a flexdo simples, tem-se a
posicéo da linha ou superficie neutra ndo coincidente com linha ou superficie média
da peca. Assim, para que se tenha uma avaliacdo mais realista das tensdes e
deformacdes ao longo da secéo transversal, ha que se determinar a posi¢éo correta da
linha neutra (L.N.). Isto é feito impondo-se a condicéo de esforgo normal nulo.

Ao se dterar aposicdo da L.N. nadiregdo x; alteram-se, também, as posi¢des
da L.N. nas diregdes x, e X12. Assim, utiliza-se um processo iterativo que consiste em
anular o esforco normal na direcdo x; e estimando-se a posicdo da L.N. em Xy;
novamente verifica-se o valor do esfor¢co normal na direcéo X;. Repete-se 0 processo

até que se tenha esforco norma nulo nestas duas diregdes. A seguir, estima-se a
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posicao da L.N. na direcao X;,, verificando-se o valor do esfor¢co normal nas direcoes

X1 € Xo. Repete-se 0 processo até que se tenha esfor¢o normal nulo nas trés direcoes.

5.3.1. Nova posi¢éo da linha neutra

A estimativa da nova posicdo Zgg da L.N. na direcédo af} e feita por
interpolacdo linear em funcdo dos valores das normais N(1,B,N§B calculados
previamente para as posi¢oes Zép, ZéB. Como se verifica a partir dafig. 5.3., tem-
se que:

zt =272
ap__“op (5.8)

Zop=Zop+Ngg—5——1-
NGB - NGB

,36 Y 2P z

FIGURA 5.3. Estimativa da nova posi¢do da L .N.

Como na primeira estimativa de Zqg Néo se tem o segundo ponto ng parase

proceder a interpolacdo, adotase o0 mesmo de tal forma que a secdo fique

inteiramente comprimida. Obtém-se o valor da normal Ngg relativo a esta posiGéo.

Assim, a partir da segunda estimativa, ter-se-8o trés valores para as normais: N&B e
NfB da interpolacdo anterior e Ngg da interpolacdo atual. Para a proxima

interpolagéio tem-se: Nﬁp =Ngp epara NéB tem-se:
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Nl =NZ se ‘z;fﬁ ~Zgp ‘ <‘z'u1B ~Zgp ‘
ou: (5.9.ab)

Nig =N se‘z;,}ﬁ—zmB ‘<‘z'§B—zaB ‘

Segja a fig.5.4. Considerando-se 0 processo incremental iterativo, no inicio da

iteracdo n, aposicao do ponto G em relacdo aL.N. atual € dada por:

en

G) _ “aB
Zo) = (5.10)

aB

em que W'yg €0 vetor das curvaturas.

e (n) n-1

n
AEM Ea 5@@
Gl N
0(G)
= 208 ,G
Aﬁ *iiikllioioi_kiiiiiiziii iiiixviiii _
/0
o op
e

FIGURA 5.4. Distribuicdo das defor magdes ao longo da secéo transver sal

A posicao do ponto G em relagdo aL.N. naposi¢éo 0.0 é dada por:

h
Ezig (5.11)

z¢ =

Assim, aposicéo inicial daL.N. ficaexpressa por:
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293 =2°-2% (5.12)
5.3.2. Incrementos de defor macéo e de tensdo

O incremento de deformacao AE(L,E' relativo amudancadaL.N. é dado por:
A LN — (0]
SGB - (Z UB - Z UB )anB (513)

sendo Z g determinado segundo a eq.(5.12).

O vetor das deformacOes totais, 823, € obtido, como mostra a fig.(5.5),
somando-se os incrementos de deformagdes AS'&BN ao incremento de deformacdes
eléstico, Aeﬁp, devido a0 carregamento, acrescido do vetor das deformacOes

verdadeiras, €5;", daiteragfo anterior.

n-1 e (n) LN n
Sag A&o@ AS@(@ 5@@
+ / LN =00 + =

FIGURA 5.5. Incrementos de defor macdes e defor macOes totais
Obtidas as deformages totais, calculam-se as respectivas componentes de

tensdo elastica. Para os pontos de Gauss, utilizam-se as egs.(2.7). Para as armaduras,

os incrementos de tensdo devidos a mudanca na posi¢éo da L.N. sdo obtidos por:

Aogy ™) = Eghegy 8, (5.14)
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Com estes valores, verificam-se 0os model os constitutivos em todos os pontos
ao longo da espessura e determina-se 0 vaor da nova normal resultante obtido,
através daintegracdo numeérica, por:

ng ns .
Nca. =% > G:J(flsg)wig "‘z OapOapAs (5.19)
ig=1 1=1

5.3.3. Tolerancia
A posi¢cdo da L.N. numa determinada direcdo serd considerada correta para

valores do esfor¢o normal que satisfacam a

N <tolfy .h (5.16)

onde tol € a tolerancia de cédlculo e fi a resisténcia caracteristica a compresséo do

concreto.

5.4. CONSIDERACAO DASTENSOES TANGENCIAIS

Na andise de lges cogumelos, verifica-se uma influéncia significativa das
tensdes tangenciais ou de cisalhamento. O modelo aqui utilizado para a consideragéo
destas tensdes € baseado na idealizagdo da trelica classica de Ritter e Morsch para
vigas de concreto armado.

As solicitacfes tangenciais sdo absorvidas pelo concreto e pelas armaduras
transversais, no caso, estribos a 90° em relacdo a superficie médiadalaje. A proposta
aqui, € de um modelo linear de andlise. A parcela do esforgo cortante resistida pelo

concreto fica determinada por:

Vconc = E %Ti(ig) (E)Wig (5-17)

2 ig=1

sendo T9(&) atensdo de cisalhamento atuante na camada.i e determinada segundo o
critério de dano adotado.

A parcelaresistida pelaarmadura, V a, € dada pela diferenca:
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Voo = Vapl = Veone (5.18)

onde V 41 € 0 esforgo cortante atuante na se¢éo transversal.

Assim, esta-se admitindo que as armaduras transversais sd serdo solicitadas
apos a danificagdo de algum ponto ao longo da secdo transversal. Ta hipétese €
respaldada por resultados de ensaios experimentais onde se verifica que as
deformagdes nos estribos passam a ser expressivas apos 0 inicio do processo de
fissuracdo do concreto.

Segundo este modelo, uma vez ultrapassado o limite elastico do aco, deve-se
aumentar a taxa de armadura transversal.

5.5. ABORDAGEM DO PROCESSO DE RESOLUCAO

Considere-se a iteracdo n do processo incremental iterativo comentado no
item 5.1. Para cada ponto do contorno e do dominio da laje, tem-se 0s seguintes
passos de resolucéo do problema:

Passo 1. Para cada ponto ao longo da secéo transversal da lgje calcula-se o
incremento de deformagdes el&sticas, A€}, devido ao carregamento, somando-0 ao
vetor das deformacfes verdadeiras da iteragdo anterior. Obtém-se, assim, o vetor das
deformagbes totais €,, .

Passo 2: Utilizando-se alei de Hooke, calculam-se as tensbes el &sticas, O} .

Passo 3: Através da eg.(4.84), para pontos pertencentes ap concreto, calcula-
se 0 alongamento equivalente €n ; verifica-se, entéo, o critério:

. Seens< €40 O ponto ndo esta danificado; passa-se a0 proximo ponto de

Gauss;

. Segn> €40 O ponto esta danificado. Compara-se gncom a deformacéo

equivalente daiteragdo anterior S(D) = €n-1;

. Sef =¢gn—€n-1> 0, tem-se o caso de carregamento e a variavel
de dano é atualizada através da eq.(4.89). O estado de tenséo
verdadeiro é dado pelaeq.(4.78).



103

. Se f =¢n —€n-1< 0, tem-se 0 caso de descarregamento. Esta
situagdo € possivel dado o procedimento utilizado para anular o
esforgo normal. Neste caso ndo se atuaiza a variavel de dano, uma
VEZ que 0 incremento é elastico.

. Passo 4: Para 0s pontos relativos a armadura, utilizando-se alel de
Hooke, determinam-se os incrementos de tensdes e tensdes totais.
Adotando-se o procedimento descrito em OWEN & HINTON (1980),

obtém-se a tensdo verdadeira oi"(”) e 0 incremento de tensdo

verdadeiro Aci"(”) . Com isso, fica determinada a nova distribuicéo de

tensdes ao longo da secéo transversal.

Passo 5: Segundo o processo dado no item 5.3, verifica-se o esfor¢co normal
nas diregdes X1, X2 € X1X2. Estima-se a nova posi¢éo da L.N., obtendo-se o incremento
de deformagdes devido a esta nova posicdo, segundo a eg. (5.13). calculam-se as
deformagdes totais e verificam-se 0s modelos constitutivos em todos os pontos ao
longo da se¢do transversal calculando-se, a seguir, 0s novos esforgcos normais. Ao se
obterem esforcos nulos nas trés diregoes, tem-se obtida a real distribuicdo de tensdes
ao longo da secéo transversal.

Passo 6: A partir da eq.(5.7.a) obtém-se o vetor de momentos verdadeiros
{ M yer } e 0 vetor de incremento de momentos verdadeiros {AM Ve,} relativos ao

incremento em curso. O vetor de momentos residuais, a ser reaplicado na proxima

iterac&o € determinado por:

{amF famf -{am  F (5.19)

Passo 7. Verifica-se o critério de convergéncia dado no item 5.1. Se tal
critério ndo for verificado, aplica-se o vetor de momentos residuais dado na eq.(5.19)
na forma de um campo de momentos iniciais, utilizando-se a eq.(5.2.b).

Passo 8: Calcula-se 0 esforco cortante no concreto, através da eg. (5.17), eo

cortante na armadura transversal, através da eq. (5.18).
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Ao fina de cada incremento, ter-se-d0 obtidos os esforgcos, rotagOes e
deslocamentos nos pontos do dominio e do contorno.

Passo 9: Passa-se ao incremento seguinte, repetindo-se todo 0 processo.

O fluxograma do programa principal encontra-se no apéndice D. Maiores
detalhes quanto ao programa desenvolvido podem ser obtidos junto a biblioteca do
Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de
Séo Paulo.

5.6. APLICACOES
5.6.1. ANALISE LINEAR

a. Exemplo 1.
Analisa-se, neste exemplo, uma placa retangular de dimensdes 300cm x 600cm

simplesmente apoiada nas bordas com a condicao “ Soft” , conforme ilustraafig.5.6.

g=0.30kgf/cm? ; h=10cm; v=0.30; E=250000kgf/cm?;
D=22893 772.89kgf.cm;
100D/(ql; ) = 0.942131;

300cm

Zx:

10/(ql%) = 3.7037E-4

@y: 600cm

FIGURA 5.6. Placaretangular smplesmente apoiada nas bordas ( SOFT
CONDITION)
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Neste caso, o contorno foi dividido em 12 € ementos. Outros dados de interesse

s80 dados na prépriafigura.

Os resultados obtidos para este exemplo séo dados nas tabelas a seguir.

a.1. Dedocamento transversal wy sobre alinha de centro (1,/2).

- W(100D/(glx"))
0.125l, 0.25 0.375lx | 0.50I4
PRESENTE ESTUDO 0.4007 0.7332 0.9508 | 1.0263
TIMOSHENK O (1959) 1.0128
a.2. Deslocamento transversal wy em Iy/4.
- W(100D/(glx")
0.125l 0.25 0.375l4 0.501x
0.3013 0.5363 0.7342 0.7919
a.3. Dedocamento transversal wy —linha de centro (1,/2).
- W(100D/(glx))
0.083l,| 0.166l, | 0.249l, | 0.332l, | 0.415l, | 0.50l,
PRESENTE ESTUDO | 0.3234| 0.5926 | 0.7919 | 0.9257 | 1.0017 | 1.0263
TIMOSHENK O (1959) 1.0128
a4. Momento fletor M,y sobre alinha de centro (1y/2).
- My(10/(q1))
0.125l, 0.25l, 0.375lx 0.50I
PRESENTE ESTUDO 0.4654 0.7811 0.9650 1.025
TIMOSHENKO (1959) 1.017
a.5. Momento fletor M, em|,/4.
- Mx(10/(alx))
0.125l, 0.25 0.375l4 0.501,
0.3820 0.6305 0.7696 0.8143
a6. Momento fletor M,y sobre alinha de centro |,/2.
- My(10/(ql,2))
0.083l, | 0.166l, | 0.249l,| 0.332l, | 0.415l,| 0.50l,
PRESENTEESTUDO | 0.2955 | 0.4182 | 0.4600 | 0.4697 | 0.4685 | 0.4670

TIMOSHENKO (1959)

0.4640




b. Exemplo 2.
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Analisa-se aqui, a mesma placa do exemplo 1, agora com uma vigainternade

secdo transversal 10cm x 30cm na posicéo |y/2, divididaem 4 barras, como mostra a

fig.5.7.

[ «= 300cm

@ =600cm
y

FIGURA 5.7. Placa retangular com viga interna

Nesta condi¢éo, os resultados obtidos foram:

b.1. Deslocamento transversal wy sobre alinhade centro |,/2. (sobre aviga)

- Wy (100D/(ql, )
0.125l, 0.25l, 0.375l, 0.50l,
0.058 0.1149 0.1564 0.1715

b.2. Deslocamento transversal wy sobre alinha de centro |,/4.

- Wy (100D/(qlh)
0.125, 0.25l, 0.375l, | 0.501,
PRESENTE ESTUDO |  0.1465 0.2646 | 0.3398 | 0.3654
0.2800

TIMOSHENKO (1959) (*)




b.3. Deslocamento transversal wy — linha de centro [,/2.
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- Wy (100D/(qlh)
0.083l, |0.166l,|0.249l, | 0.332l, | 0.415l, | 0.50l,
PRESENTE ESTUDO | 0.1952 | 0.3246 | 0.3654 | 0.3234 | 0.2323 | 0.1715
TIMOSHENK O (1959) (*) 0.2800
b.4. Momento fletor My, sobre alinha de centro I,/2.
- My (10/(a,%))
0.125l, 0.25l, 0.375lx 0.50I
- 0.0777 - 0.0553 0.0207 0.0098
b.5. Momento fletor My, sobre alinha de centro I,/4.
- Mxx(10/(alx))
0.125l, 0.25 0.375lx 0.501x
PRESENTE ESTUDO |  0.2228 0.3443 0.4028 | 0.4201
TIMOSHENKO (1959) (*) 0.3400
b.6. Momento fletor naviga
Em kN.m
0.125l 0.251 | 0.375l 0.501
PRESENTE ESTUDO | -19.8 -231 | -328 -42.5
VALOR APROXIMADO (**) -50.6
b.7. Momento fletor My, sobre alinha de centro I,/2.
- My,(10/(qlx"))
0.083l, | 0.166l, | 0.249l, | 0.332l, | 0.415l, | 0.50l,
PRESENTE ESTUDO | 0.2990 | 0.4118 | 0.4031 | 0.2776 |-0.0188 | - 0.5618
TIMOSHENKO 0.3900 -0.8400
(1959)(*)

(*) tomou-se como r efer éncia os valor es maximos relativos a uma placa de dimensfes 300cm x 300cm
simplesmente apoiada em trés lados e engastada no outro.
(**) Carregamento sobre a viga estimado pela teoria das charneir as plasticas (linhas de ruptura).

Os exemplos 1 e 2 permitem-nos concluir, como era de se esperar, que a
placa com a vigainterna (exemplo 2) tornou-se mais rigida. O deslocamento relativo
no centro da placa (em |,/2), para o exemplo 1 foi de 1.0263. No mesmo ponto,
porém, no exemplo 2, o deslocamento verificado foi de 0.1715.

Para 0 exemplo 2 observou-se que o deslocamento relativo em |,/4, no centro
da linha, foi maior do que o verificado em |,/2 (0.3654 contra 0.1715), o que esta
absol utamente coerente.
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Quanto aos momentos fletores My, observa-se que, com a presenca da viga
interna, houve mudanga de sinal entre os pontos 0.332 |, e 0.415 |, (ver tab. item
b.7).

c. Exemplo 3.

Esta andlise foi realizada considerando-se uma placa quadrada de dimensdes 600cm
X 600cm engastada nos quatro lados. Os dados adicionais encontram-se na fig.5.8.
Neste caso, o contorno foi dividido em 16 elementos.

q=0.07kgf/cm2; h=12cm; v=0.30;
D=39 560 439.56;
100D/(ql*) = 0.436072

10/(gl?) = 3.9683E-4

FIGURA 5.8. Placa quadrada engastada nos quatro lados

Os resultados dessa andlise foram:
c.1. Ded ocamento transversal w sobre alinha de centro

-w(100D/(q1%))

0.16671 | 0.3333 | 0.50I
PRESENTE ESTUDO| 0.0442 | 0.1038 | 0.1276

TIMOSHENK O (1959) 0.1260

c.2. Momento fletor sobre alinha de centro

-M(10/(ql?))

0.16671 | 0.33331 | 0.50I
PRESENTE ESTUDO| -0.0132 | 0.1812 | 0.2294

TIMOSHENKO (1959) 0.2310




d. Exemplo 4.
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Analisa-se, agora, a mesma placa do exemplo anterior, porém, apoiada sobre
quatro vigas elasticas com secdo transversal de 10cm x 50cm com quatro apoios
rigidos nos cantos, como ilustraafig.5.9.

APOIOS
RIGIDOS

q=0.07kgf/cm2 : h=12cm; v=0.30;

D=39 560 439.56;
100D/(ql %) = 0.436072

10/(gl?) = 3.9683E-4

APOIOS
RIGIDOS

FIGURA 5.9. Placa quadrada sobre quatro vigas elasticas

Como resultado, foram obtidos os seguintes valores:

d.1. Deslocamento transversal w sobre a linha de centro

-w(100D/(q1%))

0.1667I 0.3333l 0.50l
PRESENTE ESTUDO 0.6150 0.7983 0.8649
TIMOSHENKO (1959) (*) 0.4060

d.2. Momento fletor sobre alinha de centro
-M(10/(q1%)

0.1667I 0.3333l 0.50I
PRESENTE ESTUDO | -0.0074 0.1877 0.2492
TIMOSHENKO (1959) (*) 0.4790

(*) Estesresultados foram obtidos para uma placa simplesmente apoiada nos quatro lados.
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Dos exemplos 3 e 4, pode-se observar que a placa apoiada sobre quatro vigas
elasticas (exemplo 4) tornou-se mais flexivel em relacéo aquela engastada dos quatro
lados (exemplo 3). O deslocamento relativo observado no primeiro caso foi de
0.8649 no centro da placa, contrao valor de 0.1276 para a placa engastada.

Apesar do fato de se estar comparando placas com condi¢bes de contorno
diferentes no exemplo 4 (presente estudo: placa apoiada sobre vigas elasticas;
TIMOSHENKO(1959), placa simplesmente apoiada nos quatro lados), os resultados
mostram-se plenamente compativeis. Sendo vejamos. no presente estudo obteve-se
um deslocamento relativo de 0.8649, superior a 0.4060 de TIMOSHENKO(1959).
Em contrapartida, 0 momento fletor no presente estudo mostrou-se inferior aquele
verificado por TIMOSHENK O (1959). Absolutamente coerente, portanto.

5.6.2. ANALISE NAO LINEAR

a. Exemplo 1
Considere-se a laje esquematizada na fig. (5.10). Este exemplo foi analisado
por NEVES (2000) via Méodo dos Elementos Finitos. Trata-se de uma analise ndo

linear, utilizando-se a teoria de vigas de Timoshenko. Considera, portanto, as

v=2,5 kN/cm 17 16 15 14 13 2 1
187 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 110

] Y | |

1 19 21 2 23 24 25 9 N
—

,  50cm 207 2 3 2 5 5 78 N~
4
50 cm
a) esguema estatico b) discretizacdo do contorno

FIGURA 5.10. Viga em balanco

deformagdes devidas ao cisalhamento. Os resultados dos exemplos obtidos no
referido  trabaho se mostraram  bem proximos dagueles  verificados
experimentalmente.
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Dados: Médulo de elasticidade longitudinal do concreto: 2500kN/cm?; coeficiente de
Poisson: 0,25; tensdo de escoamento do aco: 50kN/cm? Médulo de elasticidade
longitudina do ago: 20000kN/cm? pardmetro de endurecimento do aco:
2222,22kN/cm?; armadura longitudinal: 2 camadas a 12,5cm e -12,5cm da superficie
média, com &rea de secdo transversal de 2,5cm? cada; nimero de elementos de
contorno: 8; numero de incrementos.10; numero maximo de iteragdes. 600;
toleréncias: 0,01%; nuimero de pontos de Gauss:12; atura da secéo transversal:
30cm.

Na fig.5.11. apresentam-se as curvas cargas-deslocamentos para 0s pontos

internos.

Ponto 21 Ponto 22 Ponto 23 Ponto 24 Ponto 25
1,0v

0,9v ]
0,8v
0,7v -
0,6v 1
0,5v 1
0,4v -
0,3v 1
0,2v 1

0,1v 1

O x 1000

1,22
2,14
3,88
5,65
7,49
9,29+
11,17
13,20
15,30
17,49

FIGURA 5.11. Curvas car gas-deslocamentos par a 0s pontos internos

O deslocamento final para o ponto 9 obtido no presente trabalho foi de
0,02278cm. NEVES (2000) obteve o vaor de 0,02785cm. Utilizando-se o programa
computacional desenvolvido por FERNANDES (1998), encontrou-se o vaor de
0,01591cm. Ali utilizou-se ateoria cléssica de Kirchhoff. Como pode ser
observado, a ndo consideragcdo das deformacbes provocadas pelo cisalhamento, no
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exemplo em questdo, fornece resultado bem inferior, quando comparado com o
resultado obtido por NEVES (2000). O resultado obtido no presente estudo mostra-
se bastante satisfatorio.
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b. Exemplo 2

Analisa-se a seguir uma lgje quadrada de véo | = 400cm e alturah = 7cm e
altura atil d = 6,1cm, simplesmente apoiada. CAMPOS (2000) realizou diversos
ensaios com lgjes de mesma dimensdo variando, ora a taxa de armadura longitudinal,
ora a resisténcia do concreto, ensaiadas até um valor pré determinado de
carregamento uniformemente distribuido. Naquele trabalho, tinha-se como objetivo
impor as lgjes um carregamento tal que a mesma atingisse um estado limite de
utilizacdo sem, todavia, chegar a ruptura, refor¢ando-as, posteriormente. Como
referéncia, apenas umalgje foi ensaiada até a ruptura.

A primeira lgje apresentou os seguintes dados. armadura longitudinal: ® =
5mm a cada 20cm nas duas direcOes; os diagramas tensdo-deformacéo do aco obtido
experimentalmente e o adotado no presente estudo estdo representados na fig.5.12;
Médulo de elasticidade: 20.530kN/cm? parametro de endurecimento adotado no
presente estudo: 2.000kN/cm?; tensdo inicial de escoamento adotada: 70kN/cm?;
concreto: resisténcia caracteristica no dia do ensaio: fo = 20,7MPa; médulo de
elasticidade: 1.730kN/cm? coeficiente de Poisson: 0,25 (adotado). O carregamento
total aplicado foi de 6,50kN/m?, desconsiderando-se o peso proprio dalgje.

900
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FIGURA 5.12. Curvastensao — Defor macéo para o ago
No presente estudo, o contorno da lgje foi discretizado em 8 elementos e 0

dominio em 88, 120 e 144 células. Tolerancia de convergéncia do processo iterativo:
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0,01%. Os resultados obtidos para a flecha no centro da lgje sdo dados na tabela a

Seguir.

Flechas (mm)

Carga (kN/m?) Experimental 88 células 120 células 144 células
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.25 0.71 0.61 0.60 0.60
0.50 1.35 1.22 1.21 1.20
0.75 1.93 1.85 1.88 1.87
1.00 2.63 2.55 2.66 2.66
1.25 3.35 3.32 3.58 3.63
1.50 3.99 4.15 4.66 4.79
1.75 4.82 5.07 6.00 6.18
2.00 5.82 6.03 7.54 8.04
2.25 8.20 7.09 9.50 10.54
2.50 20.85 8.43 11.59 14.77
2.75 24.96 10.03 14.91 19.83
3.00 31.35 11.42 17.12 22.33
3.50 40.85 14.64 21.97 31.84
4.00 45.99 20.68 31.58 44.43
4.50 51.57 26.30 36.78 55.46
5.00 57.24 28.88 41.43 65.24
5.50 63.16 34.47 50.23 76.39
6.00 70.57 39.40 56.46 88.34
6.25 73.73 41.48 59.23 96.08
6.50 75.05 44.34 63.39 103.32

As curvas carga— deslocamentos estéo representadas na fig.5.13.
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FIGURA 5.13. Curvas Cargas — Deslocamentos 1.

Como pode ser observado, até o caregamento de 2,0kN/m? o
comportamento do materia € préximo do elastico linear, ficando os resultados
obtidos com 88, 120 e 144 céulas mais proximos dos resultados experimentais. A
medida que o carregamento aumenta, intensifica-se a formacéo de fissuras na laje,
havendo maiores acréscimos nos deslocamentos. Vea-se, por exemplo, que entre os
carregamentos de 2,25kN/m? e 2,5kN/m?, o deslocamento no centro da laje obtido
experimentalmente passou de 8,2mm para 20.85mm (154% de acréscimo). Para a
analise procedida com 144 células, o deslocamento no mesmo ponto passou de
10,54mm para 14,77mm (40% de acréscimo).

Para 0 carregamento de servico (3,5kN/m?), observa-se uma discrepancia de
28% entre os valores experimental (40.85mm) e da andlise com 144 cédlulas
(31.84mm).

Para fins comparativos, CAMPOS (2000) ensaiou outra lgje até a ruptura,
com a mesma armadura e dimensdes em planta e com atura dtil d = 7,2cm. O
concreto apresentou as seguintes caracteristicas. f. = 20,8MPa, modulo de
elasticidade E = 1.606kN/cm?. Alturatotal h = 7,5cm (adotado). Carregamento total
aplicado: 9,25kN/m?.
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Para a andlise dalaje, o contorno da mesmafoi discretizado em 8 elementos e
0 dominio em 120 e 144 céulas. Os outros dados foram mantidos. Os resultados

obtidos para a flecha no centro dalgje sdo dados a seguir.

Flechas (mm)

Carga (kN/m?) Experimental 120 Células 144 Células
0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.84 1.06 1.05
1.00 1.95 2.30 2.30
1.50 3.15 3.99 4.08
2.00 5.04 6.39 6.64
2.50 29.39 9.76 10.67
3.00 3941 14.88 22.07
3.50 44,98 21.47 34.41
4.00 51.16 25.12 42.75
4.50 58.56 33.22 48.50
5.00 64.84 38.94 56.49
5.50 70.34 46.14 67.67
6.00 77.94 53.06 79.19
6.50 91.81 57.12 90.26
7.00 94.31 60.98 103.24
7.50 99.11 66.04 117.79
8.00 116.32 71.50 130.72
8.50 121.14 78.83 143.18
9.00 124.70 84.80 155.9
9.25 RUPTURA -

9.50 - 87.36 162.24

As curvas cargas — deslocamentos para este caso estdo representadas nafig.
5.14.
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FIGURA 5.14. Curvas car ga - deslocamentos 2.

Veja-se que, a partir do 5 incremento de carga (carregamento de 2,5kN/m?),
os resultados numéricos que mais se aproximaram dos resultados experimentais
foram aqueles relativos a maior discretizagdo do dominio (144 células).

O comportamento da laje entre os carregamentos de 2,0kN/m? e 3,0kN/m?,
observado na curva experimental (fig. 5.14), demonstra uma consideravel
transferéncia de esforgcos de tragdo do concreto para o ago (fig. 5.16), devida ao
processo de fissuracdo; apds esta etapa inicia de formacéo de fissuras, houve uma
“estabilizacdo darigidez’. O modelo de andlise utilizado no presente estudo ssmula
em parte este comportamento. Veja-se, considerando a discretizagdo em 144 células
(fig. 5.14), que a partir do carregamento de 2,0kN/m? h& um decréscimo da rigidez,
porém, de formamais “suave’ quando comparada a curva experimental.

Para o carregamento de 9,0kN/m?, imediatamente anterior & ruptura da peca,
0 deslocamento relativo a andlise com 144 células foi 19% superior ao deslocamento
experimental.

Outros dados de interesse sdo aqueles relativos ao processo de danificacéo

no concreto e as deformagdes nas armaduras durante a aplicacdo dos incrementos de
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carga. Para a verificagdo do dano, foram adotados 8 pontos de Gauss ao longo da
espessura da laje, cujas ordenadas tém como referencial a linha média da secéo

transversal e sentido positivo para cima. Seus valores sdo:

ORDENADASDOSPONTOS DE GAUSS (cm)
PONTOS
1 2 3 4 5 6 7 8
0.6879 | -0.6879 | 1.9707 | -1.9707 | 2.9875 | -2.9875 | 3.6011 | -3.6011

Os resultados para o ponto central, relativos a discretizacdo do dominio em

144 células, estdo tabelados a seguir e representados nafig. 5.15.

Dano
Carga2 Pontos de Gauss
KN/m 1 2 3 4 5 6 7 8

0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0772 | 0.0000 | 0.1861
1.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.1297 0.0000 | 0.3816 | 0.0053 | 0.4947
2.00 0.0000 0.1816 0.0000 0.5788 0.0287 | 0.7444 | 0.0896 | 0.8082
2.50 0.0000 0.5113 0.0000 0.8254 0.1605 | 09131 | 0.2422 | 0.9391
3.00 0.7604 0.9522 0.0875 0.9807 0.2711 | 0.9878 | 0.3720 | 0.9905

3.50 0.9778 0.9922 0.7297 0.9967 0.4347 | 0.9983 | 0.5614 | 0.9988
4.00 0.9778 0.9923 0.7297 0.9974 04347 | 0.9989 | 0.5614 | 0.9992
4.50 0.9778 0.9930 0.7297 0.9979 04948 | 0.9991 | 0.6476 | 0.9994
5.00 0.9778 0.9939 0.7297 0.9985 0.6366 | 0.9994 | 0.7498 | 0.9996
5.50 0.9778 0.9949 0.7297 0.9990 0.7551 | 0.9996 | 0.8392 | 0.9997
6.00 0.9778 0.9956 0.7297 0.9993 0.8235 | 0.9997 | 0.8902 | 0.9998
6.50 0.9778 0.9963 0.7297 0.9995 0.8743 | 0.9997 | 0.9262 | 0.9998
7.00 0.9778 0.9968 0.7523 0.9996 0.9116 | 0.9998 | 0.9512 | 0.9998
7.50 0.9778 0.9974 0.8143 0.9997 0.9412 | 0.9998 | 0.9696 | 0.9998
8.00 0.9778 0.9978 0.8570 0.9997 0.9594 | 0.9998 | 0.9801 | 0.9999
8.50 0.9778 0.9982 0.8881 0.9998 09712 | 0.9998 | 0.9864 | 0.9999
9.00 0.9778 0.9984 0.9119 0.9998 0.9793 | 0.9999 | 0.9905 | 0.9999
9.50 0.9778 0.9985 0.9222 0.9998 0.9825 | 0.9999 | 0.9920 | 0.9999
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FIGURA 5.15. Evolucao do dano nos pontos de Gauss Ex. 2

Da fig. 5.15 observa-se que 0 processo de danificagcdo na secéo transversal
inicia-se pelo ponto de Gauss numero 8 (ponto mais solicitado a tracéo), estendendo-
se para 0s pontos 6, 4, 2, 7, 5, 1 e 3, a medida que o carregamento se aproxima do
valor méaximo (9,5kN/m?).

Entre 0 e 2,0kN/m? os pontos de Gauss abaixo da superficie média da laje
(pontos 2, 4, 6 e 8) tém todos dano inferiores a 0,81 e o0s pontos acima daquela
superficie (pontos 1, 3, 5 e 7) tém dano inferiores a 0,1 (praticamente integros). Da
fig. 5.14, observa-se ser este intervalo correspondente ao trecho aproximadamente

linear.

Entre 2,0kN/m?® e 3,0kN/m? os pontos 2, 4, 6 e 8 tendem para dano iguais a
1.0 eos pontos 3, 5 e 7 tém todos dano inferiores a 0,4. Dafig. 5.14 observa-se que
neste intervalo a tangente a curva carga-deslocamento para a discretizacdo em 144
células sofre grande variagdo. Entre 3,0kN/m? e 9,0kN/m? ndo hé& grande variagdo
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desta tangente e os pontos 1, 3, 5 e 7 tém danos proximos de 1,0, indicativo de que a
estrutura esta préxima do colapso.

Acima de 9,0kN/m?, todos os pontos de Gauss tém dano superiores a 0,9. Da
experimentacdo realizada por CAMPOS (2000), quando tentou-se impor a laje o
carregamento de 9,25kN/m?, ocorreu a ruptura. Assim, para a andlise numérica,
pode-se estabelecer que quando todos os pontos de Gauss alcancarem o valor de
dano 0,9, tem-se esgotada toda a capaci dade resi stente da secdo transversal.

Quanto as armaduras, as deformacdes relativas ao ponto central, no ponto
mais préximo da borda inferior da laje estdo tabelados a seguir. Como no caso
experimental o extensdmetro ja registrava uma deformacao inicial de 0.0070 %y para
o carregamento nulo, devida ao peso proprio, tentou-se, no presente estudo,
computé-la aplicando-se 4 incrementos de carga iniciais de 0.4688kN/m? relativos

a0 peso proprio e aseguir, mais 19 incrementos relativos ao carregamento externo.

Os valores obtidos sdo dados na tabela a seguir e representados na fig. 5.16.

Defor magdes na ar madur a mais préxima da borda inferior (%)

Carga (Kn/m?) Experimental M.E.C. (144 Células)
0.00 0.0070 0.091
0.50 0.0300 0.180
1.00 0.0850 0.425
1.50 0.1520 0.672
2.00 0.2810 1.25
2.50 1.7030 1.45
3.00 2.0960 157
3.50 2.4220 2.25
4.00 2.7900 241
4.50 3.2840 2.66
5.00 3.8370 2.92
5.50 4.3410 3.15
6.00 5.2180 3.48
6.25 5.5680 -
6.50 - 3.74
7.00 - 3.99
7.50 - 4.27
8.00 - 4.52
8.50 - 4.76
9.00 - 4.89
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FIGURA 5.16. Curvas Carga — Deformagdo na ar madura

Vejase que até o carregamento de 2,5kN/m? as deformacdes na armadura
pelo presente estudo foram maiores do que agquelas verificadas experimentalmente;
acima deste valor de carregamento, as deformacbes obtidas experimentalmente
foram maiores. Esta inversdo deve-se ao fato de que o processo de fissuragdo do
concreto e consequente transferéncia de esforcos deste para 0 ago acarreta maior
solicitacBo (e deformacdo) na armadura, 0 que, segundo a formulagdo aqui
desenvolvida ndo ocorre de forma t&o acentuada; perceba-se que na curva
experimental, entre 2,0kN/m? e 2,5kN/m? ha um patamar que n&o fica evidente na
curva relativa ao presente estudo. Perceba-se, ainda, que para o carregamento de
servico (3,5kN/m?) a deformacdo na armadura obtida no presente estudo foi 7%
inferior aquela verificada experimentalmente. Ja para o carregamento de 6,0kN/m?
esta diferenca subiu para 33%.

Os resultados experimentais relativos a deformagdo na armadura sd foram
tabelados por CAMPOS (2000) até o valor de 6,25kN/m? quando a armadura

alcangou atensdo de escoamento (relativa a deformagéo permanente de 0.002).
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c. Exemplo 3.

Andisase a seguir uma laje cogumelo de dimensdes 1200cmx1200cm
apoiada sobre nove pilares de segbes transversais 20cmx20cm, como ilustra a
fig.5.17. A fim de se evitar prolixidade, o estudo foi dirigido para a regido do pilar
central, P5. Alturadalge: h=20cm; aturautil d=18,5cm.

Dados relativos ao  Concreto: fu= 37,3MPa; Mddulo de Elasticidade:
42.160M Pa; Coeficiente de Poisson: 0,20.

Dados relativos a armadura longitudinal: Modulo de easticidade:
210.000MPa; Parametro de endurecimento: 21.000MPa; tensdo de escoamento:
670M Pa.

A distribuicdo da armadura longitudinal esta apresentada na tabela a seguir.

Regi&o do pilar central | Regido dos pilares P2, | Regi&o dos pilares P1, Demais regides
P4, P6 e P8 P3, P7eP9
Armaduradetracéo | 31¢p16mm ¢/ 10cm | 15¢16mm ¢/ 20cm | 10¢g16mm ¢/ 25cm | @16mm ¢/ 20cm
Armad. de compressio | 21@8mm ¢/ 15cm | 21@8mm ¢/ 15cm | 21@8mm ¢/ 15cm -
Armaduratransversal:

Na regido do pilar central: @10Omm a cada 10 cm; tensdo de escoamento:
430MPg;

Tanto as armaduras longitudinais quanto as armaduras transversais tém
mesmos valores nas direcbes x ey.

Carregamento: tentou-se impor a estrutura um carregamento total de
15.0kN/m?, em 15 incrementos de carga de 1.0kN/m?. Tolerancia de convergéncia do
processo iterativo: 0,01%.

O contorno foi discretizado em 48 elementos e o dominio em 272 células
triangulares.




123

Y
P P P Q
o’ 08 Oy
E
S
0
P, P P
DI 4 D 5 - 6 - - N
E
S
0
o b
e
| | | A
| | | X
1,0], 5,0m L 5,0m 1,0
7 i

FIGURA 5.17. Laje Cogumelo sobre 9 pilares

A seguir apresentam-se os resultados obtidos no presente estudo:

«  Momentos até o carregamento de 10kN/m? no ponto central dalagje:

Momentos (KNxcm)
Incremento M (€l astico) M« (N80 linear)
1 12.716 12.179
2 25.432 19.317
3 38.148 23.570
4 50.864 26.263
5 63.580 28.110
6 76.296 29.921
7 89.012 31.530
8 101.72 32.968
9 114.44 34.247
10 127.16 35.384

Na fig.5.18 esta representada a evolucdo dos momentos em fungdo dos

incrementos de carga.
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FIGURA 5.18. Curvas|ncrementos - Momentos

» Reagdes elasticas nos pilares para o carregamento de 10kN/m?:

Reacdes (kN)
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9
28.91 229.36 28.91 229.36 443.29 229.36 28.91 229.36 28.91

» Evolucdo do dano no ponto central dalaje até o incremento 14:
Foram adotados 12 pontos de Gauss ao longo da espessura da lgje, cujas

ordenadas tem os seguintes valores:

ORDENADAS DOS PONTOS DE GAUSS (cm)
PONTOS

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
1.25 |-1.25| 3.68 |-3.68| 5.87 |-5.87| 7.70 | -7.70]| 9.04 | -9.04| 9.82 | -9.82

Para estes pontos, tem-se a evolugéo do dano conforme a tabela seguinte.
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Dano

Increme Pontos de Gauss

M1 27 3] a4]5 6] 7] 8] 9]10]11]12

0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.1227 | 0.0000 | 0.2186 | 0.0000 | 0.2687 | 0.0000

0.0000 | 0.0000 | 0.0954 | 0.0000 | 0.3786 | 0.0000 | 0.5421 | 0.0000 | 0.6325 | 0.0469 | 0.6757 | 0.0754

0.0000 | 0.0000 | 0.3393 | 0.0000 | 0.6178 | 0.0376 | 0.7529 | 0.1323 | 0.8182 | 0.1898 | 0.8467 | 0.2196

0.0000 | 0.0000 | 0.5161 | 0.0000 | 0.7614 | 0.1392 | 0.8615 | 0.2368 | 0.9040 | 0.2950 | 0.9211 | 0.3256

0.0071 | 0.0000 | 0.6437 | 0.0542 | 0.8475 | 0.2205 | 0.9178 | 0.3193 | 0.9443 | 0.3779 | 0.9543 | 0.4075

0.1115 | 0.0000 | 0.7358 | 0.1189 | 0.8992 | 0.2880 | 0.9475 | 0.3866 | 0.9641 | 0.4441 | 0.9701 | 04729

0.2043 | 0.0000 | 0.8023 | 0.1747 | 0.9307 | 0.3452 | 0.9637 | 0.4456 | 0.9745 | 0.4985 | 0.9784 | 0.5264

0.2873 | 0.0000 | 0.8505 | 0.2239 | 0.9501 | 0.3944 | 0.9731 | 0.4900 | 0.9805 | 0.5443 | 0.9833 | 0.3524

0.3613 | 0.0000 | 0.8854 | 0.2676 | 0.9624 | 0.4373 | 0.9789 | 0.5307 | 0.9844 | 0.5834 | 0.9866 | 0.6094

0.4273 | 0.0000 | 0.9108 | 0.3068 | 0.9705 | 0.4750 | 0.9828 | 0.5661 | 0.9872 | 0.6173 | 0.9890 | 0.6425

0.4862 | 0.0000 | 0.9293 | 0.3423 | 0.9759 | 0.5083 | 0.9856 | 0.5973 | 0.9893 | 0.6470 | 0.9909 | 0.6716

PR
RlIEIBlo|o| ~jo|ju|swNk

0.5387 | 0.0000 | 0.9430 | 0.3745 | 0.9798 | 0.5381 | 0.9877 | 0.6250 | 0.9910 | 0.6735 | 0.9924 | 0.6974

0.5856 | 0.0177 | 0.9532 | 0.4039 | 0.9827 | 0.5650 | 0.9895 | 0.6499 | 0.9924 | 0.6973 | 0.9936 | 0.7207

=
w

0.6274 | 0.0437 | 0.9608 | 0.4309 | 0.9850 | 0.5893 | 0.9910 | 0.6724 | 0.9936 | 0.7188 | 0.9947 | 0.7216

'—\
a

Estes resultados estdo representados na fig. 5.19:

EVOLUCAO DO DANO
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FIGURA 5.19. Evolucdo do dano nos pontos de Gauss - ex. 3
Perceba-se que neste caso 0s pontos de Gauss onde inicia-se 0 processo de

danificac&o sdo aguel es acima da superficie média.
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» Deformagdes nas armaduras longitudinais de tracdo (cota 5,9cm) e de

compressao (cota -8,5cm) no ponto central dalge:

Defor magdes (%)

I ncremento Armad . compressio Armad. tracdo
1 -0.031 0.021
2 -0.062 0.043
3 -0.093 0.064
4 -0.124 0.086
5 -0.155 0.108
6 -0.187 0.130
7 -0.219 0.152
8 -0.251 0.174
9 -0.283 0.196

10 -0.316 0.219
11 -0.348 0.242
12 -0.381 0.265
13 -0.414 0.288
14 -0.447 0.310

Na fig. 5.20 encontram-se esquematizadas as curvas incremento —

deformacdo relativas atabelaanterior.

Curvas Incremento - deformacéao

\L\ a

\ 10
8 +— Armad. Compr

\VG =& Armad. Tragéo

-0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4

Deformacodes (%o)

FIGURA 5.20. Curvasincremento — Defor magdo nas ar maduras




* Tensdo normal naarmadura de cisalhamento (estribo):
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Os valores tabelados a seguir séo relativos ao ponto distante 8cm da face do

pilar central, na cota (582cm;600cm), ponto este onde as tensdes cisalhantes, na

direcdo X, apresentam maiores valores. Tentou-se aplicar 15 incrementos de carga

mas ndo foi possivel, uma vez que a tensdo no estribo ultrapassou o limite eléstico

no ultimo incremento (incremento 15).

Tensdo naarmadura Transversal - g, (M Pa)

I ncrementos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0.03 | 4.36 | 15.70|33.81|55.63|80.16 | 111.0| 150.3 | 191.7 | 235.0| 279.8 | 325.9 | 373.1 | 421.2

A fig. 5.21 ilustra o crescimento da tensdo normal no estribo, com o aumento

dacarga
Tensdo Normal no Estribo
16
14 -t
12 //
g 10 —
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g 8 /
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FIGURA 5.21. Tensdo normal no estribo




» Esforgo Cortante no concreto e na armadura ( dir. x):
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Os resultados estéo natabela a seguir onde: Inc.=incremento; Con= concreto;

Arm = armadura

Esforco cortante (kN)

Inc.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

Con.

0.38

0.73 | 1.03

1.28

150

1.70

1.86

1.95

2.02

2.09

2.14

2.18

2.21

2.24

Arm.

0.00

0.03 ] 0.12

0.25

041

0.59

0.82

111

1.42

174

2.07

241

2.76

311

Como pode-se observar das fig. 5.19 e 5.22, a medida em que 0 processo de

danificagdo no concreto aumenta, diminui sua capacidade de absor¢do do esforgco

cortante, e aumenta a parcela deste esforco absorvida pelo estribo.

Esforco Cortante (KN)

Absorcédo do Esforgo cortante

<|_F

O Estribo
O Concreto

1 2 3 4

5

6 7 8 9 10 11 12 13 14

Incrementos

FIGURA 5.22. Absor¢ao do esfor¢o cortante (dir. x)

Como pode-se observar da fig. 5.19, no incremento 14, os pontos de Gauss

acima da superficie média, com excegdo do ponto 1, tém todos danos superiores a

0,9; os pontos abaixo desta superficie, tém danos inferiores a 0,80; ademais, as

armaduras longitudinais est&o em regime elastico linear, com deformagdes abaixo de
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0,5%o0 (fig. 5.20); apo6s o incremento 14, a armadura transversal ultrapassou o limite
elastico; por inferéncia, deduz-se que, em se aumentando a area da armadura
transversal, aumenta-se a capacidade resistente da secdo transversal em andlise.
Pode-se, ainda mantendo-se aquela area de armadura transversal, reduzir a area da
secdo transversal da armadura longitudinal até que se obtenham deformagtes
proximas de -35% e 10,0%. para as armaduras de compressdo e tracao,
respectivamente; com isto, no incremento 14 (correspondente a 14kN/m?), ter-se-ia

chegado a capacidade resistente da secéo transversal em analise.



CAPITULO VI

CONCLUSOES

O presente trabalho tratou de uma formulacdo utilizando-se o Método dos
Elementos de Contorno para a analise de pavimentos, com énfase na andlise de lajes
cogumelo. Utilizou-se a teoria de placas de Reissner, a qual mostrou-se €ficiente,
tanto para a andlise de placas esbeltas quanto para placas moderadamente espessas,
umavez gue considera as deformagdes por cisalhamento transversal.

A formulagdo desenvolvida possibilitou a consideragdo de carregamento
uniformemente distribuido em todo o dominio, ou parte dele, cargas transversais e
momentos distribuidos em linha e cargas concentradas. Considerou-se, ainda, a
possibilidade de ocorréncia de um campo de momentos iniciais, 0 que tornou
possivel a anadlise ndo linear (ndo linearidade fisica), imprescindivel a andlise de
estruturas de concreto.

A formulagdo de placas com enrijecedores permitiu a consideracéo de apoios
pontuais, em é&reas discretas e em linhas. Este Ultimo baseado numa combinacéo
com o0 Método dos Elementos Finitos. Este modelo proporcionou uma avaliagdo
precisa dos momentos e forcas cortantes nas conexfes entre placa e elementos
lineares (vigas).

Quanto ao ponto de colocagdo (ponto fonte), foi adotada a formulacéo
regular, evitando possiveis erros na determinagdo dos valores principais de integrais
onde ocorrem singularidades.

Para a avaliacdo das tensdes e deformacdes a0 longo da altura das secdes
transversais, adotou-se um modelo estratificado. Com isso pdde-se proceder uma
andlise distinta para o concreto e 0 ago. Para o concreto, adotou-se o modelo de dano
de Mazars, considerando-se, também, a influéncia das deformagdes tangenciais. Para

0 aco foi adotado um modelo elastoplastico uniaxial com endurecimento isotrépico.
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Quanto a absorc¢do das tensdes tangenciais, 0 modelo foi baseado na analogia
datrelica classica de Moérsch. Isto permitiu a quantificagdo das parcelas de tensdes
absorvidas pelo concreto e pelas armaduras transversais.

Com os exemplos ilustrativos, fica comprovada a adequacdo da formulacdo a
anadlise de estruturas de pavimentos de edificios e, em particular, a andlise de lges
cogumelo onde ha efeito consideravel de concentracdo de tensdes. Puderam ser
avaliados a resposta carga-deslocamento nos pontos criticos da estrutura; 0 processo
de danificacdo ao longo dos pontos de Gauss, as deformacbes nas armaduras
longitudinais de tracdo e compressdo; a evolugdo na absorcdo do esforco cortante
pelo concreto e pelo ago, dentre outros. A eficiéncia daformulagdo proposta pode ser
verificada, também, quando se compararam alguns resultados com os resultados
obtidos com outras formulagdes, e em ensaios experimentais.

Quanto ao prosseguimento da pesquisa, agumas das medidas que podem ser
implementadas séo:

» atualizagdo das matrizes envolvidas, a cada iteragdo, visando-se maior

rapidez quanto ao processo de convergéencia;

* integracdo sobre o contorno das células, proporcionando maior exatiddo
dos caculos envolvidos na consideracdo de placas com campo de
momentos iniciais,

» consideracdo da ndo linearidade fisica sobre os elementos de viga; isto
possibilita uma andlise mais completa de pavimentos convencionais em
concreto armado;

» utilizag&o de outros model os constitutivos para o ago e 0 concreto;

» caculo das reactes nos pilares quando se considera a ndo linearidade
fisica, no caso de lajes cogumelo;

* andise experimental de lges cogumelo, podendo-se melhor situar as

respostas obtidas na presente formulagéo.
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APENDICE A
SOLUCOESFUNDAMENTAIS

. 1
Upg =————
® " 8mD(1-v)

Ugs = —Uzy = %(Zlnz—l)rr,a

x 1

U = 8nD(1—v))\2[(1_V)22(In z-1)-8In z]

onde A e B sdo funcdes de z dadas por:

A@) =K ,(2)+ 2K, (2)- 1]
Z Z
1 1

B(2)=K,(2)+[K4(2) -]
z z

{[8B-(1-Vv)(2Inz —1)]6(,,3 -[8A + 2(1—v)]r'aryﬁ}

(al)

(@2

sendo Ky(z) e Ki(z) fungbes de Bessel modificadas de ordem inteira, podendo ser
calculadas através de expansdes polinomiais dadas por ABRAMOWITZ E STEGUN

(1965), incuidas no apéndice C. A expansdo de A(z) para pequenos argumentos mostra

que esta funcéo € continua, enquanto a expansao de B(z) apresenta singularidade do tipo

In z. r éadistanciaentre o ponto fonte & e o0 ponto de deslocamento x.
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Py ZT(Baﬁv —Argry)
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(a.6)

@7)

(@8)

(@9)
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W' =—é{(4lnz—3)[(1—\')(r,p”u +1 4 Ng) +(1=3v)dgpr , +

ap

+4[(1-V)r 1 +v6m3]r,n}—mu;ﬁyny (a.10)
W, =i[(2Inz—1)n +2r 1 ]—Lu* n

38 8T B B0 (1_\)))\2 3By 'y

. =N L ] sen’¢
|J_I:TC1)F['t111(E,X)jrg(X)—2n[(l v)sen¢+2(1+v,:?n¢ 3 H

, R — _i 3 _g 3
U_I:Tgr-[tnz(z,X)jrg(X)— 21_[[(1 v)cos¢ 3(1+\))cos 0]
lim t, (€, x)dM e (x)= i[—(1—\))cosc|>—3(1+\))cos3 6]

fe (all)
lim jtm(z K<) = S [(L-v)sen +2 (L+v)sen® ]
2

im [ (& X< Q)= [-(L-V)sng +S(L+v)sen®¢)
Islng‘[tm(ﬁ x)dr e (x)-—[ (1-v)cosp — 2(1+v )kose - cos’ ¢H
g*um (E) = %[(3 - anuyaep + 6[3y69(1 )_ (1_ 3\’)50([; 6yB] (al1?2)
€g = —#{[16A +122K | +2(1-v)+ 422K ](¢ of o8y + of o8y )+
[16A +4zK | + 2(1—\))](2r],3r'y60,e +2r (1 g0 +2r 1 o8ys +2r 1 Oy +
+1 41 g8p, +1 gl g0y ) = (4A +1-V)(20,40,5 +0,60,5 + 00, ) — (a13)

+(4A +4ZK | +1-V)(8568p, + B, o) ~[96A + 322K | +8(1-v)+

+47°K 0](2r’0,ryﬂryyr9 )+ 4V 5 (2r F o =3.0)}
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ad 1203
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—3(v+4)] 4n[,[—5 z an —5H+—3(v Z)an —sg}
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APENDICE B

FUNDAMENTOSMATEMATICOS

B.1. INTRODUCAO

Este apéndice € destinado a apresentacdo de alguns conceitos matematicos
que facilitard o entendimento dos capitulos que compdem o presente trabalho,
principalmente agueles que ndo estdo muito familiarizados com o tema, evitando-se

assim, consultas a bibliografias complementares.

B.2. NOTACAO INDICIAL

A notacdo indicial é uma forma compacta ou abreviada usada
convenientemente para a manipulacdo de grupos de simbolos.

Considere-se a equacéo algébrica seguinte:
a;Xq +a,x, +agzxs +a,x, =b (b.1)

Esta mesma equagdo pode ser escrita usando-se o simbolo do somatério, como

Segue:
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ax =b (b.1.3)

M

Seja 0 sistema de 3 equagdes a4 incognitas X;:
ap Xy +aX, a3Xg X, =by
Ap1X1 X, +aAuXg tayX, =b,
Az X1 +axpX, +agXg tayX, =by (b.2)

azXy tapXy tagXy tauX, =b,

O mesmo sistema pode ser representado por:

j1X1 +aj5X, +Qj3X5 T A4X, = b (i=1,273) (b.2.3)
ou ainda:
4
Zaijxj =b; (i=1273 (b.2.b)
=

Observe-se que ha um indice repetido, j, do lado esquerdo de (b.2.b), que é
somado no intervalo de 1 a 4. Ha também um indice i, que ndo é repetido e que,
portanto, ndo esta envolvido no processo do somatorio. Isto significa que durante o
processo do somatério envolvendo o indice j, o indice i permanece o mesmo em cada

termo da soma. O indice € chamado indice mudo e o indicei, indicelivre.

b.2.1. Convencao de somatorio

A convencdo de somatdrio estabel ece a soma sem o uso explicito do simbolo.
Se um indice ocorre duas vezes em um termo, esta implicito que este indice deve ser
somado paratodos os valores no intervalo deste indice.

Assim, aexpressao (b.2.b) pode ser escrita da seguinte forma:
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a: X: = bi (b.2.c)

tomando-se o interval o dos indices do contexto do problema em andlise.

b.2.2. Delta de Kronecker

O uso do Delta de Kronecker em determinadas equagGes possibilita uma

forma de expressar varidveis que existem apenas sob certas combinagdes. A sua
definicdo &

[L sei=]

6i' = J

ITHy sei#] (b3

b.2.3. Permutacdes
Para os problemas da Engenharia, os indices relacionados as coordenadas
cartesianas assumirdo valores 1, 2 ou 3 nos problemas tri-dimensionais e 1 ou 2 nos
problemas bi-dimensionais.
Assim, no primeiro caso a notacao:
ui indica3 variaveis,
Uj indica9 variaveis,
Dijk indica 27 variaveis,

8w indica 81 variavels.

b.2.4. Diferenciacdo
A notacdo de diferenciagdo numa determinada diregéo € caracterizada por

umavirgula antes do indice. Os exemplos a seguir séo esclarecedores.

(oo

T (b.4)
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0U; 9U1i1 0U12 0Uis
= = + +

U = /i=1

ek T e o oxs P=1
oU2r 0dU22 0U23

= + + /i=2 b.5

0x1 o0x2 0x3 (p1=2) (b:5)

_ o0Us1 N o0U32 N 0Us33 (0 =3

OXx1 Ox2 0x3

B.3. OPERADOR DIFERENCIAL O (GRADIENTE)

Sejaf um campo escalar de sorte que f = f(x,y,z), definida num certo dominio
do espaco. Se existem as derivadas primeiras de f nesse dominio, entdo elas formam

as componentes do vetor gradiente de f. Assim:

Df:ﬂi+ﬂj+ﬂk (b.6)

B.4. DIVERGENTE DE UM VETOR (0O.v)

Segjam as componentes de um campo vetorial v dadas por vy, vy e V.. Se estas
componentes possuirem derivadas parciais primeiras num dominio D, entdo o escalar

div v édado por:

ov
divv=|].v=avx+ y+6vz
ox oy 0z

(b.7)

B.5. OPERADOR LAPLACIANO [

Outro operador diferencial muito utilizado é o operador laplaciano 0%, assim
definido:

2 2 2
% =) 2, 0

x> ay? 0z° ®8)
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B.6. JACOBIANO

O Jacobiano € utilizado para mudar as variaveis de integracdo ou
diferenciacdo de um sistema para outro. Sgja, entdo, transformar a varidvel x, na

integral aseguir, navariavel :

X2 (2

J 10)dx = z[f[X(Z)]J(Z)dZ (b.9)
x1 1

Neste caso, 0 Jacobiano J({) € definido por:

Q)= az(;) (b.10)

No caso de integrais duplas, a mudanca das varidveis € dada por:

y2 x2 v2 u2
f(x,y)dxdy = f(x(u,Vv),y(u, v))J(u, v)dudv (b.11)
1 1

onde o Jacobiano é assim definido:

ax ax
J(u,v)z—a(x’y) = gu gV :%a_y_a_ya_x (b.12)
o(u,v) [9y 0OY| Quov Ouadv
ou ov

B.7. TRANSFORM AC}AO DE TENSAO DE CAUCHY

Considere-se um corpo deformavel em equilibrio, sujeito a acdo de um
sistema de forgas e com as devidas condi¢des de apoio. Paratal caso qualquer pedaco
do objeto também estara em equilibrio. Considere-se ainda, o tetraedro removido

deste corpo, como indicado nafigurab.1.



148

n
Oy
22 612
o,
13 B
Oo3 0
/631 X5
-
32
A O33

X1

FIGURA B.1. Equilibrio de um tetraedro

Sgjam:
011, 012, 013 as componentes de tensdo sobre o plano OBC;
022, 021, O23 as componentes de tensdo sobre o plano OAC;
033, 031, 032 as componentes de tenséo sobre o plano OAB;

ty, to, t3 as componentes de tensdo sobre o plano de normal n.

A transformacéo de tensdo de Cauchy estabelece que as componentes do
vetor de tensdo sobre um plano com normal n estdo relacionadas com as

componentes sobre os planos OBC, OAC e OAB da seguinte forma:

ty =033Ny + 0N, +093N3
ty, =0, N; +0 N, +0y3N5

t3 =03N; + 03N, +033N3

(b.13)

ou, em notagdo indicial:
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B.8. FUNCAO DELTA DE DIRAC

Considere-se a fungdo F(x,d,a) mostrada na fig. b.2, de ta forma que sua

integral sejaigua a unidade sobre o dominio onde afungdo existe.

1/a

FIGURA B.2. Defini¢éo da fungdo Delta de Dirak. Funcgéo F(x,d,a).

Entdo:

Bl parad-EI sxsd+
h 2

a
F(x,d,a)= 2 (b.15)

ED nosoutroscasos

A funcéo Delta é definida como o limite da fungdo F(x,d,a), quando a tende

azero:

3(x—d)=lim F(x,d,a) (b.16)

a-0

Isto significa que quando a regido de dominio da funcdo torna-se menor, o
valor da fungdo aumenta de tal forma que a resultante (efeito integrado) da funcgéo
permanece constante.
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A propriedade seletiva da fungdo Delta envolve a integra do produto da
funcdo Delta por outra funcdo g. A fim de obter-se esta propriedade, considere-se a

integracéo do produto de g pela funcéo Delta, no limite quando a largura a torna-se

extremamente pequena.
+ 00 d+a/2
1(d,a)= [ 90F(x.d,a)dx =" [g(x)F(x.d,a)dx (b.17)
-0 d-a/2

O Teoremado Valor Médio do calculo integral estabelece que o valor de uma
integral definida sobre um dado intervalo é igual ao valor do integrando avaliado em
algum ponto a dentro daguele intervalo vezes a largura do intervalo. No limite,
quando a tende a zero, a deve assumir o valor d. Ent&o:

. _Ogaio oy _
lim 1(d.a) = la) [ =g(d)= _ng(x)é(x d)dx (b.18)

Assim, a funcdo Delta quando envolvida em um processo de integracdo com

outra funcéo, seleciona o valor da outra fungdo no ponto onde a fungdo Delta existe.

B.9. VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY
Considere-se aintegral de umafuncéo @(t), sendo t um ponto de um contorno

I", ndo definida num ponto to. Para a definicdo de tal integral, atera-se o trecho I

para [ — r , onde I éum segmento da curval”, determinado por uma circunferéncia

deraio € e com centro em to (fig. b.3).
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FIGURA B.3. Defini¢cdo de uma integral de contorno. (ROCHA, 1988)

Assim, diz-se que aintegral
T_[q)(t)dr (b.19)

existe, quando exigtir o limite

lim [@t)dr (b.20)
-r

€-0 J—
r

denominado ‘integral singular’ dafungéo ¢(t) ao longo do contorno I.

Considerando-se que o0 ponto tp ndo estgja contido nas extremidades do

segmento dacurva I, otrecho I ~T ficadividido em dois trechos N, el Logo, 0

limite dado pela eq.(b.20) torna-se:

IimJ'(p(t)dr+Li£r(1)I12(p(t)dr (b.21)

s-.Orl
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Em existindo o limite de cada uma das integrais expressas na eq.(b.21), diz
da integral dada na eg.(b.19) ndo apresentar ‘especial singularidade’ e o seu limite
pode ser calculado normalmente. Por outro lado, se aqueles limites isoladamente ndo

existirem, usa-se 0 seguinte recurso:

im0 H
lim t)dr + t)dr (b.22)
el-.OHJ;q( ) rj;o( ) .

Se os termos integrais da eg.(b.22) se cancelarem, antes de se fazer € tender a
zero, o limite dado pela eg.(b.22) existe e, consequentemente, a integra dada na
eq.(b.19). Aos limites dados em (b.21) e (b.22) denominam-se valor principa de
Cauchy, daintegral dadanaeg.(b.19).

Com isso pode-se escrever:

J’(p(t)dF=Ling) J'(p(t)dl' (b.23)
T Tor-r

Caso aintegral dada em (b.19) ndo apresente especia singularidade, o ponto
to pode pertencer a uma das extremidades do segmento da curva.
Obviamente, a existéncia dos limites (b.21) e (b.22) depende do tipo de

funcdo @(t) e do tipo de curvarl .

B.10. CONDICAO DE HOLDER

Considere-se a fig. b.4, onde se define um segmento de curva pelos pontos t;
ety, decomprimento s; - ;. Os pardmetros s; e s, S8o coordenadas curvilineas.

Uma funcdo @(t), definida e continua nos pontos dessa curva, satisfaz a

condicdo de Holder quando:

@(t) - (ty)| < Alt, —ty " (b.24)
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X3

FIGURA B.4. curva genérica para definicao da condicdo de Hélder (ROCHA,
1988).

onde A e L sdo constantes positivas, denominadas constante de Holder e indice de
Holder, respectivamente.

Da condicéo de Holder, conclui-se que o valor absoluto da diferenca entre os
valores da fungdo @ em dois pontos da curva € menor ou igual a A pela poténcia do
valor absoluto da disténcia entre esses pontos elevado a . As constantes A e U
devem ser, para cada caso, convenientemente escolhidas. Ressalta-se que a fungéo @
cuja variavel dependente caracteriza a posicdo de um ponto genérico da curva, em
geral, ndo é arepresentacdo analitica da curva.

O indice de Holder p, para problemas usuais, ndo € maior que um. Assim,

sempre sera suposto que 0 < p < 1 (ROCHA, 1988).



APENDICE C

FUNCOES DE BESSEL MODIFICADAS

As funcdes de Bessel modificadas de ordem inteira ko(z) e k1(z) podem ser

calculadas pelas expansdes polinomiais seguintes, dadas por ABRAMOWITZ
(1965), sendo z um argumento real:

a) para O<zs2:

k,(2) = -InEH, (2) - 0,57721566 + 0,4227842555Z + 0,23069756EE§ +
RO RO R0

0 2
0,0348859 0,00262698 0,0001075 0,0000074
roosersiff coumef] comourfF] somomndf]

+€

g/ <107®

(c.1)



_1 _
ky(2) = Z[zln%gl(z) +1+o,15443144%§ 0,67278579%@ +

0
—0,18156897 —0,01919402 —0,00110404
3 -oomooff] -oamni

2
—0,00004686 E[ +]
RO
g <8.107°
sendo:

| ,(z) =1+ 3,5156229t2 + 3,0899424t* +1,2067492t° +
+0,2659732t8 + 0,0360768t'° +0,0045813t* + ¢

€] <1,6.107

1,(z) = Z[0,5+0,87890594t > +0,51498869t* + 0,15084934t® +
+0,02658733t2 +0,00301532t % + 0,00032411t* + €]

€/ <8.107°

com:
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(c.2

(c.3)

(c.4)

(c.5)
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b) paraz=2:

ko(2) =—=—[1,25331414 0. 078323SBBg H+ 0 0218956BBg HZ

JE e’
- 0,01062446E|@ ET + 0,0058787ZHg Ij - 0,00251545@ g + 0,00053208Hg Ij +
00 ez 00 [z [

+ €]

€ <1,9.1077
(c.6)

k,(z) = \/_ ——[1,25331414 +0, 23498619Hg EI— 0 0365562%@

+ 0,01504268Hg g - 0,0078035352 g + 0,00325614Hg Ij - 0,00068245Bg ﬁ
2 [ 00 [z [ 00

+ €]
€ <2,2.107
(c.7)
Definem-se ainda:
2 1 1 1
A(2) =ko(2) +—[k(2) =] B(2) =k, (2) +=[k.(2) -] (c.8)
z z z z
Derivando-se as expressdes (€.8) e rearranjando-se 0s termos, obtém-se:
. 2 2 2
A (2) =—k(2) —E[ko(Z) +;k1(2) -]
z (c.9)

B (2) =—k1<z>—§[ko(z)+§k1<z>—z—221

Substituindo-se a primeira das equagoes (¢.8) nas egs.(c.9), vem:

A @)=-2lzky(@)+2A@) B(2)=-2[zky(2) +2A)] (c10)



APENDICE D
FLUXOGRAMA DO PROGRAMA PRINCIPAL

D.1. Diagrama N-S

Subrotina
DADOS

NAL=1 (analise ndo linear)

Subrotina
NINCS=1; MITER=1
(s

NCHEK=0; SSCUR=0

NAL=1

F
Subrotina FACTO=1
INCREM

[INCS=1; IITER=1
F
Subrotina
HGBS

NAL=0 (ANAL. LINEAR)

@mna
\._ SOLVE j
mtma

VALINTER
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OUTPUT
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/
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Subrotina

CAMPO

o

Subrotina
DELTA

Su

N

brotina
CONVERGE

NCHEK=0

<

F

Ir achamada da subrotina

OUTPT3

N&o ocorreu conver géncia

Repetir até I TER = MITER
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| FIM

| @ina OUTPT3 >

| @a DESL | NTA>

| Repetir até  [INCS=NINCS

Subrotina
CALCFIN

Subrotina
SAIREFIN

FIM DE EXECUCAO

D.2. Variaveis

NAL: Variavel que caracteriza o tipo de andlise (NAL=0 andlise linear; NAL=1
analise ndo linear);

NINCS: Numero total de incrementos;

MITER: NUmero maximo de iteraces;

NCHEK; SSCUR: : Variaveis que verificam a convergéncia do processo incremental
iterativo;

FACTO: Fator que especificaa magnitude do incremento de carga;

[INCS; lITER: Incremento e iteracdo em curso, respectivamente,

D.3. Subrotinas:

ZERAR: atribui valor zero as variaveis pertinentes,

INCREM: leitura de dados dos incrementos de carga e toleréncia para o esforco
normal;

HGBS: Montagem das matrizesH G B S;

SOLVE: Resolve o sistema de equaces,
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VALINTER: céculo dos valores internos (deslocamentos e reactes);

OUTPUT: Saida de resultados;

EMQE: Caélculo dos esfor¢cos nos pontos internos;

MOMINIER: Célculo da matriz cujos coeficientes representam a influéncia do
campo de momentos iniciais nos valores de contorno;

EMATRE: Formacao damatriz S (inicio) cujos coeficientes representam ainfluéncia
do campo de momentos iniciais nos val ores dos esfor¢os nos pontos internos;
SMATRE: Formagdo da matriz S (término);

FATORA: Célculo dos esforcos fatorados;

CAMPO: Célculo dos momentos em cada incremento considerando-se 0s momentos
residuais;

DELTA: Célculo dos momentos residuais,

CONVERGE: Verificaa convergéncia do processo incremental iterativo;

OUTPT3: Saida de resultados apds a convergéncia em cada incremento;
DESLINTAL: Calculo do deslocamento total ao final de cadaincremento;
CALCFIN: Calculo dos esforcos finais devidos a carga total aplicada;

SAIREFIN: Saida dos resultados (deslocamentos internos e reagoes) finais.
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