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RESUMO

GRECO, M. (2000). Analise do problema harmonico de radiacado e difusdao acustica, usando
o metodo dos elementos de contorno. Sao Carlos, 2000. 88p. Dissertacao (Mestrado) -

Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Neste trabalho, estudam-se problemas bidimensionais de propagacdo de ondas
acusticas e elasticas, no dominio da freqiiéncia, formulados através do Método dos
Elementos de Contorno. A formulacdo ¢ baseada nas representacdes integrais das equagdes
diferenciais que governam os fenomenos de propagacao de ondas acusticas num meio fluido
e de ondas elasticas numa estrutura elastica. Analisa-se também a interacdo entre o fluido ¢ a
estrutura com o uso de sistemas de equagdes acoplados. As solugdes fundamentais utilizadas
sdo expressOes exatas e ndo ha necessidade de subdivisdo dos dominios em células de
integragdo. Sao aplicadas técnicas de integracdo alternativas na escolha das equacgdes
algébricas no dominio do fluido, visando a melhora das respostas globais do conjunto.
Apresentam-se ainda exemplos numéricos, com o objetivo de possibilitar a modelagem

numérica de problemas de acoplamento fluido-estrutura e de radiacdo e difusao acustica.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno; acustica; acoplamento fluido-estrutura.
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ABSTRACT

GRECO, M. (2000). Harmonic analysis of the acoustic radiation and scattering problems,
using boundary element methods. Sao Carlos, 2000. 88p. Dissertacao (Mestrado) - Escola

de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

In this work, acoustic and elastic wave propagation problems in 2D, in frequency
domain, are studied and formulated with the Boundary Element Methods. The formulation is
based on the integral representations derived from the differential equations that govern the
phenomena of acoustic wave propagation in a fluid medium and elastic wave propagation
inside an elastic domain. The fluid-structure interaction is also formulated by coupling
appropriately the corresponding systems of equations. The fundamental solutions adopted in
this work are conveniently chosen to avoid the mass integral terms in the elastic wave
integral representation and the equivalent terms in the acoustic integral equation. Thus, the
algebraic representations of both problems are written only in terms of boundary values.
Subdivisions of the domain to perform integrals over cells are not required. In an attempt to
improve the global answers of the fluid problem, several integration techniques have been
experimented to build alternative algebraic matrix equations. Numerical examples are
presented in order to shown the accuracy of the studied acoustic radiation and scattering

problems and also to verify the proposed fluid-structure coupling.

Keywords: boundary element methods; acoustics; fluid-structure coupling.



INTRODUCAO

O objetivo desta dissertacdo ¢ fazer uma modelagem numérica, baseada no Método
dos Elementos de Contorno (MEC), para problemas bidimensionais de radiagdo, transmissao
e reflexdo acustica no dominio da freqiiéncia. O caso bidimensional de estruturas elasticas
imersas em fluido sujeito a propagagdo de ondas acusticas, situacdo onde ocorre uma
interagdo entre o fluido e a estrutura, também sera tema abordado neste trabalho.

Da-se o0 nome de acustica a ciéncia que estuda o fendmeno da propagagdo de ondas
através de um meio fluido compressivelm As ondas estudadas neste trabalho sdo harmoénicas,
produzidas por uma fonte ciclica que gera comportamento de resposta ciclico, e
longitudinais, as moléculas movimentam-se na direcdo da propagagdo da onda. O efeito da
gravidade na propagacdo das ondas ¢ considerado desprezivel, portanto a densidade e a
pressdo de equilibrio no fluido permanecem constantes. Outras hipoteses adotadas no
modelo fisico para o fluido sd3o de material isétropo (o comportamento eldstico do material é
o mesmo em todas as diregdes), homogéneo (o material apresenta as mesmas propriedades
elasticas em qualquer ponto) e perfeitamente elastico (obedece a lei de Hooke e ndo sofre
deformagdo residual quando submetido a compressdo); ndo sdo levados em consideragdo
efeitos dissipativos de nenhuma espécie, nem mesmo a influéncia da temperatura em
fendmenos de baixa freqiiéncia.

A propagacdo de ondas acusticas envolve fendmenos diferentes como radiagdo
(geracdo de ondas acusticas devido & uma fonte), absorcao (dissipacao de energiél3 da onda
acustica), transmissao (transferéncia de parte da energia de uma onda incidente de um meio
para outro) e reflexdo (retorno de parte da energia de uma onda incidente entre meios
diferentes para o meio de onde se originou a propagacdo). A radiacdo actstica pode ser
produzida por nucleos de pressdo acustica ou corposEI imersos no meio de propagacio. A

difusdo acustica envolve os fendmenos da absorcao, transmissao e reflexdo. A absor¢ao pode

"' Meio que sofre alteragdo de volume quando submetido a pressao.

? Energia ¢ definida como a capacidade de realizar trabalho.

3 No caso deste trabalho serdo consideradas estruturas elsticas constituidas de material isétropo e
homogéneo.



ocorrer devido a perdas de energia no meio de propagacao (caso de grandes volumes de
fluido) ou devido a perdas causadas por obstaculos (materiais porosos). A transmissio e
reflexdo sdo fenomenos intimamente ligados e de acordo com NEPOMUCENO (1977)
ocorrem quando as ondas encontram uma interface entre materiais com imped:?lnciasEI
diferentes.

O fenomeno fisico da propagacdo de ondas pode ser referido como som, quando as
ondas forem identificadas por seres humanos, ou vibracdo mecanica, quando o aparelho
auditivo humano nao for capaz de identificar as ondas. Esta dissertagdo se limita ao estudo
dos fenomenos de radiacdo, transmissdo e reflexdo de ondas acusticas, ndo serao
considerados os efeitos dissipativos da absor¢do. De uma maneira geral, ao longo de toda a
dissertacdo serdo utilizados os termos difusdo, referindo-se aos apenas aos fenomenos de
transmissao e reflexdo, e ondas acusticas, que dependendo da freqﬁénci podem ser sonoras
ou nao.

A modelagem numérica a ser utilizada neste trabalho surge da necessidade de
resolver problemas fisicos, cujas solugdes analiticas demandam grande quantidade de tempo
e muitas vezes se tornam inviaveis por limitagdes humanas e do proprio grau de
desenvolvimento da ciéncia. Diante desta dificuldade de solucionar problemas, os métodos
numéricos sdo uma alternativa interessante, € muitas vezes a Unica, para se chegar a uma
resposta aproximada. A aproximagdo de resultado ¢ uma caracteristica inerente aos métodos
numéricos e sua precisao depende de fatores como simplificagdes de modelo e refinamento
de malha (caso dos métodos discretos).

O MEC ¢ um método numérico discreto; o equacionamento ¢ feito em funcdo de
elementos discretizados do contorno que definem o dominio do problema. E baseado na
representagao integral da equacdo de contorno e ¢ adequado para resolugdo de problemas em
dominios finitos e infinitos, trabalhando com variaveis no contorno. Para o caso de dominios
infinitos o método ¢ ideal, pois ndo requer, a principio, a discretizagdo do dominio. Outro
aspecto importante na utilizagdo do MEC ¢ o estudo da representagdo integral da equagdo de
Helmholtz, que governa o problema da propagagao de ondas, e sua solugdo fundamental.

A implementacdo computacional do MEC, aplicado a problemas bidimensionais
governados pela equacdo de Helmholtz, sera feita na integra e aplicada nos capitulos
posteriores na resolucdo de problemas de propagagdo de ondas e acoplamento fluido-

estrutura.

* Impedancia de um material é definida como a tendéncia de eliminar movimentos.
> Segundo NEPOMUCENO (1977), a faixa de freqiiéncias auditivas varia de 16 a 16000 Hz. Abaixo
de 16 Hz estdo os infra-sons e acima de 16000 Hz tem-se os ultra-sons.



1 FORMULACAO DAS EQUACOES FUNDAMENTAIS DA
ACUSTICA

1.1 Revisao bibliografica

A primeira formulagdo tedrica visando a solugdo numérica de problemas potenciais
baseados em equacgdes integrais de contorno foi apresentada por JASWON (1963). O método
desenvolvido trata de problemas bidimensionais com operadores harménico e biharmoénico.
Na mesma publicacdo, SYMM (1963) apresentou um trabalho complementar ao de Jaswon
que descreve técnicas computacionais destinadas a solu¢do destes problemas, com os
resultados obtidos em alguns exemplos. A ampliagdo do estudo para problemas de
elasticidade foi feita por RIZZO (1967), responsavel pela formulagdo direta do Método dos
Elementos de Contorno (MEC), na qual as variaveis tém significado fisico. Cabe destacar
que a formulagdo direta é a que serd utilizada no desenvolvimento deste trabalho, sendo
também a mais aplicada atualmente.

Um trabalho pioneiro sobre a solugdo de problemas de propagacdo de ondas
acusticas transientes, no dominio do tempo, foi apresentado por FRIEDMAN & SHAW
(1962). Neste trabalho apresentou-se uma equacdo integral para problemas bidimensionais
com ondas de choque planas dispersas por obstaculos de se¢do transversal qualquer.

COPLEY (1967) apresentou uma técnica numérica baseada na representagao integral
da equacdo de Helmholtz para problemas harménicos, no dominio da freqiiéncia, de radiacdo
acustica. Esta técnica utiliza uma relagdo acustica entre pressdo e velocidade de onda normal
a superficie. Outro método numérico inovador chamado RPT (Retarded Potential Technique)
foi introduzido por MITZNER (1967). Com base na equacdo integral de potencial no
contorno, o autor resolveu problemas de difusdo de ondas acusticas incidentes em uma
superficie ao longo do tempo.

O primeiro pesquisador a identificar problemas de nao unicidade e ndo existéncia de
resposta em solugdes numéricas de problemas harmonicos de radiacdo acustica formulados

através de equagdes integrais, para determinadas freqii€ncias, foi COPLEY (1968).



Para resolver o problema da ndo unicidade de resposta observado por Copley,
SCHENCK (1968) propde uma técnica chamada de CHIEF (Combined Helmholtz Integral
Equation Formulation). A técnica consiste na utilizagdo da equagao integral de Helmholtz no
contorno combinada com equacdes adicionais compativeis, formuladas a partir da equagdo
integral de Helmholtz interna para alguns pontos internos, externos ao dominio infinito,
localizados de forma conveniente.

Ainda na década de 60, SHAW (1968) utilizou a equagdo integral de contorno no
problema da difusdo de ondas elasticas em obstaculos rigidos. O RPT foi usado no caso de
ondas elésticas, com as equacdes formuladas em termos de tensdo e deformacdo na
superficie ao invés de pressao e velocidade de onda normal & superficie. A diferenga entre a
onda elastica e acustica esta no meio de propagacao, elastico e fluido respectivamente.

Um método iterativo para resolver o problema da difusdo actstica, chamado de
método da matriz de transmissdo, foi introduzido por WATERMAN (1969).

Outro avango significativo no estudo da aplicacdo de métodos da equagdo integral
em problemas governados pela equagdo de Laplace e de Helmholtz em dominios infinitos foi
o realizado por BURTON & MILLER (1971). Para resolver o problema da ndo unicidade de
resposta apontado por Copley, os autores propdem que a unicidade seja recuperada
derivando-se a equagdo integral segundo a dire¢do normal ao contorno, utilizando-se em
seguida uma combinacdo linear entre a equacdo primitiva e sua derivada. Esta combinagao
linear multiplicada por uma constante, gera uma equacdo com solugdo Unica para todas as
freqiiéncias, no caso de problemas de Neumann. O método, chamado de CONDOR
(Composite Outward Normal Derivative Overlap Relation), gera nucleos de integracdo
hiper-singulares.

Uma teoria completa para o problema de Dirichlet bidimensional descrito pela
equagdo de Helmholtz no caso de contornos abertos foi formulada por HAYASHI (1973),
onde analisou-se inclusive o comportamento dos pontos de extremidades.

O trabalho de Burton & Miller foi estendido para o caso do problema de Dirichlet
por KLEINMAN & ROACH (1974), onde estudou-se os operadores integrais e as auto-
fungdes de forma mais aprofundada.

MEYER et al. (1978) desenvolveram um procedimento para o calculo do campo
acustico radiado em corpos tridimensionais a partir da representagdo integral da equagdo de
Helmholtz. A técnica de solugdo do problema da ndo unicidade de resposta foi baseada no
trabalho de Burton & Miller, sendo denominada HGF (Helmholtz Gradient Formulation).
Outro trabalho apresentado por MEYER et al. (1979) desenvolve um método analitico,

valido para todos os niimeros de ondas, para a determinacdo de campos acusticos produzidos



pela radiagio de superficies simétricas axialmente com condi¢des de contorno quaisquer. E
importante notar que o numero de ondas ¢ diretamente proporcional a freqiiéncia.

Uma técnica baseada no MEC para resolver problemas de ndo existéncia e nao
unicidade de resposta no caso da radiacdo acustica foi apresentada por PIASZCYK &
KLOSNER (1984). Utilizou-se uma funcdo de impedancia na superficie que serve de base
para o céalculo do campo de pressdo actstica préximo ao contorno. Como o sistema de
equagdes resultante passa a ter mais equagdes que incognitas ¢ utilizado o procedimento dos
minimos quadrados para retornar o sistema a sua ordem original.

O trabalho de BROD (1984) formulou uma técnica numérica valida para todos os
numeros de ondas em casos de problemas de radiacdo actstica. O problema da ndo unicidade
foi resolvido pela expansdo da fun¢do de Green para a equagdo de Helmholtz em uma série
de fungdes ortogonais, obtendo-se um conjunto infinito de equagdes integrais de contorno.
Estas equacdes possuem solugdo Unica para todos os numeros de ondas e suas solucdes
podem ser usadas para representar solugdes no dominio infinito, na forma de séries
algébricas.

SEYBERT et al. (1985) apresentaram uma formulagdo computacional para
implementar a representacao integral da equacdo de Helmholtz para problemas de radiagéo e
difusdo acustica associados com corpos tridimensionais no dominio da freqiiéncia. Outro
trabalho apresentado por SEYBERT (1986) et al. foi um modelo simplificado da mesma
representacao integral para corpos com simetria axial em forma e condi¢des de contorno.

Um estudo aprofundado sobre a utilizagdo e validade do CHIEF para resolver o
problema da ndo unicidade de resposta foi conduzido por SEYBERT & RENGARAJAN
(1987). Os resultados da técnica CHIEF foram comparados com os da técnica HGF e
estimou-se ainda o erro na resposta obtida ao se utilizar o CHIEF.

A formulagdo alternativa para a andlise de autovalores em problemas governados
pela equagdo de Helmholtz através do MEC foi introduzida por COSTA JUNIOR (1988). A
formulacdo apresenta as solugdes fundamentais da equacdo integral de contorno iguais as do
problema potencial regido pela equacdo de Laplace, como conseqiiéncia tem-se a influéncia
de termos de dominio.

Outro método de elementos de contorno para resolver problemas de radiacdo
acustica em dominios infinitos, chamado CHI (Coupled Helmholtz Integrals), foi proposto
por CUNEFARE & KOOPMAN (1989). Este método vale para qualquer numero de ondas e
o problema da ndo unicidade ¢ resolvido pela técnica de combinagdo linear da equacgdo de
Helmholtz com sua derivada em relag@o a normal, proposta por Burton & Miller. Utilizando

a mesma técnica para resolver a ndo unicidade, AMINI et al. (1990) apresentaram um



método baseado no MEC para a determinagdo do campo actlstico que envolve estruturas
finitas imersas em meio fluido homogéneo e infinito. O sistema linear obtido neste método ¢
resolvido de forma iterativa.

YOON et al. (1990) utilizaram o MEC para resolver problemas de radiacdo e difusdo
acustica em casos de comprimentos de ondas bem menores que as dimensdes do corpo
imerso no fluido, menos que 5% da dimensdo caracteristica do corpo. Vale lembrar que
fendmenos que geram comprimentos de ondas pequenos causam altas freqiiéncias.

Para problemas tridimensionais de radiagdo actstica em meio submetido a fluxo
uniforme subsonico, velocidade relacionada ao fluxo abaixo da velocidade do som, WU &
LEE (1994) formularam uma equagao integral de contorno. Ao invés de utilizarem a equagao
integral de Helmholtz no dominio transformado (da freqiiéncia), o equacionamento utiliza
uma funcdo de Green obtida a partir da equacdo diferencial do problema. A finalidade da
funcdo de Green ¢é incorporar a equagdo integral de contorno a influéncia do fluxo na
radiagdo acustica. LACERDA et al. (1996) realizaram formulacdo semelhante para casos
bidimensionais.

A técnica CHIEF ¢ a mais facil de ser compreendida e implementada. Porém, ¢é
importante notar o interesse nos ultimos anos a respeito da técnica CONDOR, comprovado
recentemente pela publicacdo de YANG (1999). Este artigo € curioso, pois apresenta um
método baseado na equacdo integral de contorno para resolver problemas de difusdo acustica
bidimensional, sem singularidades nas equagoes integrais.

WILTON (1978) publicou um artigo com a analise de estruturas finitas imersas em
um meio acustico homogéneo infinito. Para resolver o problema do acoplamento fluido-
estrutura, o autor utilizou o Método dos Elementos Finitos (MEF) para analisar a estrutura e
uma formula¢do baseada na equacdo integral de contorno, apresentada por Schenck, para
analisar o meio acustico. A estrutura pode ser uma fonte irradiadora de ondas acusticas ou
apenas um obstaculo para ondas incidentes.

Outro artigo interessante, relacionado com a interagdo fluido-estrutura, ¢ o publicado
por BARRETTO et al. (1998). Nesse artigo ¢ desenvolvida uma técnica de acoplamento
fluido-estrutura (MEC-MEC) para o caso de porticos planos. Os elementos do portico sdo
acoplados através da técnica de sub-regides utilizada no MEC.

O acoplamento fluido-estrutura pode ser feito de inimeras maneiras; neste trabalho

sera utilizada uma formulagdo MEC-MEC.



1.2 Conceitos basicos

O fendmeno da propagagdo de ondas acusticas em dominio bidimensional ¢ um
problema potencial, descrito pela equacdo de Helmholtz. Serdo apresentadas as variaveis e

hipéteses utilizadas na formulacao da equacao diferencial desenvolvida por Helmholtz.

1.2.1 Equacio de estado
Inicia-se o desenvolvimento a partir da equag¢do de estado, obtida através da

~ . . . . e . o 1
equagdo de Poisson linearizada, que caracteriza o comportamento de um gas adlabatlc

p=ﬂ-w=ﬂ~s (1.1)

0

Onde p é a pressdo acustica, diferenga entre a pressdo interna instantdnea P e a
pressdo de equilibrio no ﬂuidol’;'I PB,, B é o modulo volumétrico adiabético, constante
determinada experimentalmente, p ¢ a densidade instantanea e p, a densidade de
equilibrio. Portanto, s ¢é a taxa de variagdo de densidade do fluido, também conhecida como
condensagdo. A limitacdo para o uso de (1.1), de acordo com KINSLER et al. (1982), ¢ que
a condensacao seja pequena, |s| << 1. Segundo KANE (1994), a equagdo p = 3 -s encontra

analogia na teoria da elasticidade, através equac@o que relaciona tensdo e deformagao, lei de

Hooke, 6 = FE -€.

1.2.2 Equacio de continuidade

O proximo passo ¢ encontrar uma relagdo entre velocidade de particula v e p,

chamada de equacdo de continuidade.

Considerando-se um fendmeno de transporte de massa em um elemento de volume

infinitesimal d, , na diregdo X :

L]
Wy — == pVy Tt _( p-v ) dy
P¥x - dy PYET ox %

Y dy

s

Zz

Figura 1.1 - Fluxo de massa na direcio X do volume infinitesimal

! Hipétese tedrica, na qual ndo ha trocas de energia térmica no fluido.
? Fluido significa substancia com fraca adesdo entre suas moléculas; sem forma caracteristica.



O fluxo de massa pode ser expresso pela seguinte relagao:

_ a(pv)() . __a(p'vx)
{P Vx |:P VX+aTdX:|} dA_ oxX dV (1.2)

Generalizando-se (1.2) para as dire¢des ¥ e Z pode-se escrever o fluxo de massa

através do operador divergenteE!

_[8(/;)-(\/X)+ 3(/;;y)+ a(g'ZVz )]'dv =—[V-(p-¥)-d, (1.3)

A taxa de crescimento da massa em d, , sindnimo de fluxo de massa, também pode

ser expressa por 8_p d,.
t

P4, =1v (o),

ot

op -

9 _ v.(pv

> (p-7)
ap - N o
E +V- (p . v) =0 (equagdo de continuidade) (1.4)

A densidade instantinea pode ser expressa em fun¢do da condensagao:
p=p, (1+s) (1.5)

A equacdo (1.4) pode ser linearizada. Considerando-se s infinitesimal, p = p,, e

p, constante, tem-se:

aa—/t)+V-(p0 7)=0
1.9, v.(5)=0
p, ot
ol P-
B liv.()=0
o Po-(+5)
apt(’ LV-(7)=0

v, N v, N av,
oX dY 0dZ

3 Operador divergente escrito em coordenadas cartesianas: V -V =



@w-(\?):o

ds

V-[#)=0
= V- 0)

(equagdo linearizada de continuidade) (1.6)

Velocidade (v ) e pressdo ( p) sdo condigdes de contorno usuais em problemas de
acustica.

1.2.3 Equacio de Euler

A equagdo de Euler relaciona pressdo acustica p com velocidade instantinea v ; é
obtida através da consideragdo de um volume infinitesimal d, que se move com o fluido,
com massa infinitesimal d,, . Considera-se um fluido adiabatico e néo viscoso, os efeitos da
Viscosidademno movimento sdo desprezados.

Pela Segunda lei de Newton obtém-se a expressao para forca infinitesimal.
d.=a-d, (1.7)
Na dire¢do X , a componente da forca infinitesimal pode ser representada em termos
da pressdo interna instantanea P .

oP
dp, :_87'011/ (1.8)
Pode-se generalizar (1.8) para as dire¢des ¥ e Z , através do operador gradienteE.I
oP . dP . OP
dﬁ :—87'611,/'l—a—Y'dV'J—a—Z'dV'kZ—VPdV (19)

Uma particula do fluido possui velocidade instantinea Vv (X Y ,Z,t) em uma

posicio (X,Y,Z) em um determinado tempo f. Ao se deslocar para

(X+d,,Y+d,,Z+d,) em um tempo ¢+d ,» a particula adquiri uma nova velocidade

V(X +d,,Y+d,,Z+d,,t+d,). Pela defini¢io de aceleragio, tem-se:

.~ d ) AV ) viX+d, Y+d,,Z+d,,t+d, v (X,Y,Z,t
a:d_V=11mAt_)O|:A—‘;:|:l1mdt_>o[ ( - L dZ it ) (1.10)

t

U

dﬁ (u = posi¢do), pode-se desenvolver (1.10):

t

Definindo-se velocidade como vV =

* Grau de adesdo entre as moléculas do fluido.

5 . . . oP ., 0P . OP
Operador gradiente escrito em coordenadas cartesianas: VP = —-i+—-j+—"k
oX )4 0Z
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o V(X +v ,d Y4y, -d, ,Z+v,-d, t+d )V (X,Y,Z,1)
=lim, (1.11)

t dt
Sendo infinitesimais os incrementos nas variaveis, a velocidade instantinea no

tempo ¢+ d, pode ser expressa pela expansdo de Taylor até o termo de derivada primeira

V(X +vd Y+v,-d, ,Z+v,-d, t+d )=V (X,Y,Z t)+— v,d, +§Y vyd,
- (1.12)
v av
+—-v,d, +—d,
oz ot
Portanto, a expressao (1.11) adquiri a forma:
s Y2 v d + P a a2V v (xy,Z00)
7 =lim oX oY 0Z ot
- d,—0
t d[
B od + T a v a Yy
—lim oX aY 0Z ot
- d,—0
t dt
=lim Fa—v v +a—‘7-v +E-v +8_\7:|
“lox "t oy T ez Y o
a= aVJrv 8_\7+v 8_\7+v il
o Tax oy 7oz (1.13)
Se o operador vetorial (¥ - V) for definido como:
(‘_)’V)—v i_i_v .i_i_v i
Yox Ty Ty, (1.14)
Tem-se:
Y. VA -
a=a—+(v VX¥) (1.15)
t
A massa infinitesimal pode ser escrita da seguinte maneira:
d,=p-d, (1.16)

Substituindo-se as equagdes (1.9), (1.15) e (1.16) em (1.7), chega-se a uma nova

equacao.

~VPd, = [gj +(- V)(v)] pd,

_VP= l:av (v V)(v):| (equagdo de Euler para fluidos ndo viscosos) — (1.17)
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A consideragdo de condensacdo infinitesimal implica em p = p,. Se a pressdo de

equilibrio no fluido ( £,) for constante, VP = Vp . Lembrando-se que p = P— P,. Outra

il

simplificagdo possivel é a consideragdo de |(\7-V)(\7)| << . Através destas hipdteses €
t

possivel obter-se a equagdo (1.17) na forma linearizada, valida para fendmenos acusticos de
pequena amplitude.
v L . .
-Vp=p,- E (equacdo linear de Euler para fluidos ndo viscosos) (1.18)

As equagdes de continuidade e de Euler foram baseadas em KINSLER et al. (1982).

1.2.4 Equacio transiente de ondas

Aplicando-se o operador divergente na equacao (1.18), obtém-se:

N
2, -v(a—j):—v.(w):—vzp

v Vip
V|—|=-
(az) o (1.19)

~ . 2 .
Na equagdo acima, V~ ¢ o operador Laplaciano'.

Derivando-se a equacdo (1.6) em relagdo ao tempo:

d°s o(v)
= tV-—-=0 1.20
ot’ ot (1.20)
As equagdes (1.19) e (1.20) podem ser combinadas numa equagdo unica.
d’s V?
T P_o (1.21)
ot Po

Da equagao (1.1) tira-se a relagdo s = % , que pode ser substituida em (1.21).

2 2 2
0 p+8 p+8 p
oX?* 9Y* 9z°

. . . 2
% Operador Laplaciano escrito em coordenadas cartesianas: V p=



12

1 9°p
Vzpzc—z- Eve (1.22)

(equagdo de onda linearizada, expressa em termos de pressdo acustica)
Onde a constante ¢ = /ﬁ ¢ chamada de velocidade de propagacdo (ou fase) da
Po

onda acustica.

Definindo-se velocidade instantanea como um gradiente de uma fungao escalar ¢,
denominada potencial de velocidade de onda, escreve-se v = V¢ . Portanto a equagdo (1.18)

pode ser escrita como:

(Vo)
-Vp=op. -
P =P, Y
0
V(po-a—?er}:O (1.23)

Segundo KINSLER et al. (1982), caso ndo haja excitagdo acustica, a expressao entre

parénteses na equacdo (1.23) € igual a zero.

J9
Y -0
Po Y +p

__, .99
P==Po (1.24)

Substituindo-se (1.24) na equacao (1.22), prova-se que a mesma equacao linearizada

pode ser utilizada em termos de potencial de velocidade de onda acustica.

o _, 09
N A MR G
Poa T2 ot>
Ave) 1 203(%
.Y © ¢ orot| o
1 9(9¢
Vig=—. 2| 2
¢ c? at(at)
1 9%
Vip=—. (1.25)
¢ c? ot?

(equacdo de onda linearizada, expressa em termos de potencial de velocidade de

onda acustica)
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1.2.5 Equacio harménica de ondas (Equacio de Helmholtz)

As equagdes (1.22) e (1.25) estdo expressas no dominio do tempo, sdo equagdes
transientes de propagacdo de ondas acusticas. O objetivo desta dissertagdo ¢ trabalhar com
problemas no dominio da freqii€ncia; portanto, ¢ necessario obter uma equacao que atenda a
esse requisito.

Se for considerado que as ondas sejam produzidas por vibragdes periddicas no
tempo, harmonicas, com resposta também periddica por parte do dominio de propagacao,
fluido, pode-se escrever a pressdo acustica na forma de uma fungdo com comportamento de
série.

plut)= p(u)- e (1.26)

Na equacg@o acima, @ representa a freqiiéncia angular da vibragdo e resposta, ambas

com comportamento harmonico; i é a representagdo da parte imaginaria de um nimero

complexo. Substituindo-se (1.26) na equagao (1.22), tem-se:

VZ(p_e—i-w-t):L_az(p'em'[)

c’ ot
_ 1 a(p-e"’” 1(0)
ela)t VZ — .
P c’ ot
—i-w-t 2 1 it . 2
eV pzc—zpe (~i-o)
2
w
Vip=——r-p
c
© 2
V2p+(—) p=0
c
Vp+K?>-p=0 (1.27)

(equagdo diferencial de Helmholtz, expressa em termos de pressdo acustica)

o , .
A constante K =— ¢é chamada de niimero de ondas; quando @ ¢é expresso em
c

radianos, K indica o numero de ondas compreendidas em uma distancia de 277 unidades.
Analogamente, a partir da equagdo (1.25) a equacdo de Helmholtz pode ser expressa

em termos de potencial de velocidade de onda.
V+K*> - ¢=0 (1.28)
(equagdo diferencial de Helmholtz, expressa em termos de potencial de velocidade

de onda acustica)
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2 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS GOVERNADOS PELA
EQUACAO DE HELMHOLTZ

2.1 Nucleos de pressao acustica

No item 1.2 do capitulo 1, foram desenvolvidas equacdes diferenciais homogéneas
para o fendmeno da propagacdo de ondas em meio fluido. Segundo KINSLER et al. (1982),
também ¢é possivel a obtencdo de equagdes semelhantes para o caso de fontes de energia
acustica presentes no meio. O autor apresenta duas situacdes onde existem termos de

dominio geradores de energia actstica:
(a) Quando hd uma taxa de variagdo de massa no dominio G(u,t), massa por

unidade de volume. Com base na equacdo linearizada de continuidade (1.6),
chega-se a seguinte equagao:
s

Po-= PV (7)=G @.1)

A densidade de equilibrio p, ¢ introduzida para ajustar a equacdo

dimensionalmente.

(b) Quando existem forcas de corpo no fluido. Partindo-se da equagdo linear de
Euler (1.18), com a introdugdo de um termo F (u, t) que representa uma forga de

corpo por unidade de volume, chega-se & uma nova equagao.
ov -
po = +Vp=F (2.2)
ot
As equagdes (2.1) e (2.2) combinadas com a equacdo de estado (1.1) geram uma
equacdo de onda linearizada diferencial ndo homogénea, expressa em termos de pressdo

acustica, que contempla as duas formas apresentadas de fontes de energia acustica.
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1 9%p oG -
vip-—.9P_ % gy F
P 8t+ -3

Nao € o escopo deste trabalho o estudo da natureza da fonte de energia acustica. Para

efeitos praticos, os termos relacionados a essas fontes, representados por D, serdo
considerados constantes no espaco ¢ de comportamento harmonico no tempo. De forma

genérica, esses termos de dominio serdo denominados nucleos de pressdo acustica.

1 9°p
vip-—.2P_p
P~ 3 50 (2.4)

Com base nas consideracdes apresentadas, a equacdo acima pode ser desenvolvida

numa equacdo diferencial ndo homogénea, de maneira semelhante a apresentada no

desenvolvimento da equagdo (1.27). Com D(u,t)= D(u)-e™".

V? p+K 2. p =D (equagdo diferencial de Helmholtz ndo homogénea) (2.5)

2.2 Equacio integral de contorno

2.2.1 Equacionamento basico

O conceito inicial para o desenvolvimento da equacdo integral de contorno é o de
fluxo, representado por ¢ . O sentido da palavra fluxo no problema harmoénico analisado
pelo MEC ¢ o de potencial de pressdo p que passa por uma segdo transversal 4, tomada

segundo a direcdo normal 7]. Portanto, a condi¢do de rigidez acustica, ndo propagacdo de

ondas através da se¢do, éde g =0.

_%
on

(fluxo de pressdo acustica) (2.6)

q

Neste trabalho serdo estudados os dominios: finito (representado por €2) e infinito

(representado por €2 ). Para os dois casos o contorno ¢ expresso por .

0

[=a]

%ﬁ———‘
—_—

Dominioe infinito Dominio finito

Figura 2.1 - Tipos de dominios
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Para resolver a equacdo diferencial de Helmholtz (1.27) nos dois tipos de dominio,
podem ser utilizadas trés condi¢des de contorno:

(a) Condigdo de Dirichlet ( p = p): potencial de pressdo actstica prescrito e fluxo
incognito.

(b) Condigdo de Neumann (q = q ): fluxo de pressdo acustica prescrito e potencial
incognito.

(c) Condigdo de Robin ( f,- p+ f, -q = f): condigdo mista entre (a) e (b). f,, f,
e f; sdo fungdes conhecidas.

No caso de dominio infinito, tem-se ainda uma quarta condicdo de contorno,
conhecida como de Sommerfeld, de acordo com CISKOWSKI & BREBBIA (1991).

(d) Condigdo radiagdo de Sommerfeld no infinito: ¢ =i-K - p

Pode-se relacionar a equacdo diferencial ndo homogénea do problema (2.5) com uma

funcao de erro £,
Vip+K’-p-D=0=¢, 2.7)
Utilizando-se uma func¢do ponderadora p* , calcula-se o erro ponderado no dominio

através de um procedimento de residuos ponderados:

[V p+K*-p-D)pdy=0 (2.8)

Qo
Através da identidade vetorial V- (p*Vp)z Vp" -Vp+p'V’p extraida do
teorema de Greenl;I chega-se & expressio p Vp=V- (p*Vp)— Vp" -Vp, que substituida

na equacao (2.8) fornece:

£ £ 2 * £ _
i[V'(P Vp)-Vp' -Vp+K*-p-p ~D-p Ja,=0 (2.9)
Aplicando-se o teorema da divergénciaﬂna equagdo acima, tem-se:
* * 2 * * _
l(p VP)‘TIerFi(—VP 'VP+K p-p —D-p )dQ_O (2.10)

oX, oX, "X,

1

Sabe-se que Vp -1 =Vp, pois: (a—p‘ni}-ni :a—p-ni o —a—p-ni =Vp.

Logo, a equacdo (2.10) pode ser escrita da seguinte maneira:

! Teorema de Green: J(p*vzp —szp*)dQ = J(p*Vp —pr*)-ndF
) T

* Teorema da divergéncia: JV Fd, = Jﬁ' ‘nd.
0 T
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Jp*Vpdr+£(—Vp*-Vp+K2'p'P*—D‘P*)dQ:O (2.11)

r

Aplicando-se a regra da cadeia na defini¢do de fluxo:

a_p_ op _BX,,: op

- n =V
an_ ax, on,  ox, n; p (2.12)
Substituindo-se (2.12) em (2.11):
* a * * *
Ip -ﬁdﬁf(—Vp Vp+K*-p-p' =D-p')d,=0 (2.13)
r Q

Uma Segunda identidade vetorial pode ser obtida, a partir do teorema de Green:
V. (pr*)z Vp-Vp +pV’p", que reordenada adquiri a seguinte configuragdo:

Vp-Vp" =Vp" -Vp=V_. (pr* )— pV?p’, podendo ser entdo substituida em (2.13).
[Pt [~ (09 ) pvp Mg [(K2p o =D 0 Ma=0 1
r an Q Q

Aplicando-se novamente o teorema da divergéncia no termo J.V . (pr* )d o> pode-
Q

se desenvolver a equagao (2.14).

[V-(pVp")do=[(pVp") nd; =Jp~aai d;
Q r r n
<0, [, 2 K pp —D-p M =
_Ip ana’r lp on dr+£(pr +K"-p-p —=D-p )dQ 0

[» .a_Pdr_jp.aLerrj(VszKz P )pdg—-[Dp'dya=0 (215
= on T an o Q

2.2.2 Solucao fundamental

Para continuar o desenvolvimento da equacdo integral de contorno é necessario a

introducdo dos conceitos da fun¢do delta de Dirac 5(& p)s © solugdo fundamental.

A fungio 5( s,p) Tepresenta a aplicagdo de quantidades (cargas, potenciais, etc.)
unitarias concentradas em um ponto S, chamado de ponto de colocagdo ou ponto fonte. P ¢
um ponto do dominio, onde se realiza a integragdo. A definicdo, em linguagem algébrica, de
. p) pode ser feita da seguinte maneira:

o emS=P

0 emsep = Junda=] (2.16)

Q

6(S,P) =
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Como conseqiiéncia da definicdo apresentada em (2.16), tem-se a seguinte

propriedade de O 5):
J5(s,p> Pryda = D) (2.17)
Q

Caso a fungdo ponderadora p* utilizada em (2.8) satisfaga a equagao diferencial de

Helmholtz (1.27), que governa o problema, e represente a solugcdo para o potencial de

pressdo no ponto de colocag¢do S, no problema de dominio infinito com uma fonte unitaria
aplicada no ponto P, entdo p* ¢ a solu¢do fundamental.
Vzp* +K2 ‘p* +6(S,P) =0
2 _* 2 *
(Vp +K*-p") p=-80 Pir

J.(Vzp* +K? ‘p*)’de = J._6(S,P) ‘p(P)dQ
Q

Q

J(Vzp* +K* 'P*)'Pdg =~Ps) (2.18)

Q

Substituindo-se (2.18) em (2.15) chega-se a equagao integral de contorno.

® ap ap* ®
P = d—|p——d—ps—|Dpdy=0 2.19
l on T l an T s E[ Q ( )

A equagdo acima foi obtida para pontos de colocagdo S pertencentes ao dominio.
Uma maneira mais geral de representa-la, na qual S pode estar localizado no dominio, no

contorno ou fora do dominio, pode ser formulada utilizando-se um termo livre ¢

relacionado a posicdo de S. Os valores de C(s) sdo classicos no MEC e podem ser

encontrados em BREBBIA & DOMINGUEZ (1992).

op” . Op .
Cs) Pyt | o padr=|p -=—d-—|D-pd (2.20)
S S _I[an T i'—. an T i Q

(equacdo integral de contorno)

Onde:

C(s) = 0 para pontos S externos ao dominio.

o L
¢, =— para pontos S no contorno (¢ é o dngulo no contorno, para contorno
®ox

suaves: Cg) = 2l =0.5).

C(s) =1 para pontos § internos ao dominio.
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A solucdo fundamental p* e sua derivada em relacdo a reta normal q* = %L
n
podem ser encontradas em CISKOWSKI & BREBBIA (1991).
p =5 HO(KR) =5l J, (KR -, (KR)]
. dp _ iK oR K . oR
=P = D2 HOKR)- =" i J (KR -V, (KR 2 (201
on 4 on 4 on

J, e Y, sdo fungdes de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectivamente. Y,

)

n

também ¢ chamada de fun¢ao de Neumann. A’ ¢é uma fungdo de Bessel do terceiro tipo de

1* classe, também conhecida como fun¢do de Hankel. A variavel R indica a distancia entre
o ponto de colocagdo S e o ponto de integragdo P. O indice n representa a ordem da

funcao.

2.3 Representacio matricial do MEC

2.3.1 Generalidades

Conforme exposto na introdu¢do, o MEC ¢ um método numérico que trabalha com
variaveis relacionadas a elementos discretos no contorno. Os chamados elementos de
contorno definem a forma do dominio; o sentido em que ¢ feita a integracdao define se o
dominio ¢ finito (sentido anti-horario) ou infinito (sentido horario). Os elementos de
contorno, no caso bidimensional, podem ser retas ou curvas, de dimensdes finitas,
conectadas entre si. Estdo relacionadas a estes elementos, as distribui¢des das variaveis de
contorno, no caso de problemas potenciais: potencial e fluxo. As distribuigoes das variaveis
de contorno assumem formas de fungdes polinomiais: constante, linear, quadratica, etc.; para

cada tipo de distribuicdo estdo associadas fungdes de forma ¢. Neste trabalho serdo

utilizadas distribui¢des constantes e lineares para as variaveis de contorno; o elemento de

contorno adotado € o linear.

(a) Distribui¢do constante: um né central no elemento, ¢, =1.

&

b
<

Figura 2.2 - Distribui¢do constante das varidveis de contorno
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1
(b) Distribui¢do linear: dois nds de extremidade no elemento, @, =5-(1—§) e
1
¢, == (1 + é)
2
&, 1 @ - no inicial
Pz &, P .
; @ - no final
@ = o
=1 r £=1

Il
p! é; 1 + pr| 1| #
& i @ &L

Figura 2.3 - Distribui¢do linear da varidvel potencial de pressio acustica no contorno

A distribui¢do do fluxo de pressdo acustica assume distribui¢do semelhante a
apresentada na figura acima.

Os potenciais e fluxos nos nés de extremidade comuns a dois elementos adjacentes
serdo considerados no equacionamento como varidveis independentes, gerando o chamado
nd descontinuo em potencial e fluxo. Para fluxo pode existir descontinuidade, pois as retas

1 dos elementos lineares adjacentes podem ter orientagdes diferentes. No entanto, o

potencial, por ser um valor escalar, ¢ continuo. Optou-se pela utilizacdo de potenciais
descontinuos pela facilidade de implementagdo computacional e porque as diferengas dos
potenciais em nos adjacentes indicam a precisdo dos resultados, quanto menores as

diferengas, menores os erros do modelo implementado.

{11 - no inicial do elemento &}

) - no final do elemento B

Figura 2.4 - Exemplo de né descontinuo

2.3.2 Sistema de equacdes algébricas
Discretizando-se o contorno do dominio em NE elementos é possivel desenvolver

um sistema algébrico de equacdes. Inicialmente consideram-se distribuigdes constantes de
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potencial e fluxo. O sistema é obtido para pontos de colocagao relacionados com os NND
nos pertencentes aos elementos, no caso um no6 central por elemento. Para cada ponto de
colocagdo § ¢ feita a integracdo de todos os elementos de contorno, gerando-se NE

bl

equagdes que sdo linearmente independentes™

x

Figura 2.5 - Corpo discretizado em elementos lineares de contorno

A partir da equacdo (2.20) pode-se escrever um sistema algébrico com as NE

equagdes representadas por um indice 7.
op’ .
C(s)-pi+Ia—-pdr =fp -qdr — D, (2.22)
r n r
O termo de dominio D, = J.D- p'd, ¢ integrado em relagdo a cada ponto S,
Q

gerando uma contribuicdo em cada equagao.

Metade das varidveis é prescrita, conhecida, e a outra metade incognita. Portanto,
cada equagdo apresentara apenas NE incognitas, representadas por um indice j. Cada
variavel, prescrita ou incognita, estd multiplicada por um coeficiente, obtido a partir da
integragdo das solugdes fundamentais no elemento de contorno a que a variavel pertence.

NE(Con” NE .
C(S)'pi+z J.aidr 'pj:z, Jp dr 'qj_Di
=\t on

J=t\r

3 Equagdes que ndo sdo combinagdes lineares umas das outras.



Onde:

Onde:

j=1

NE n NE
Coy Pt 2 My py=3.Gyq, =D,
= =

ZHU‘ p;=2G;q,-D,

A

H. para i # j

g

v _I:Iy+c(s) para i = j

22

(2.23)

Os valores de ¢(5) podem ser encontrados no item 2.2.2 (solugéo fundamental).

A representagdo matricial da equagado (2.22) fica:

(7] -{p}=[G]-{g}-{D}

(2.24)

Para a obtencdo do sistema final de equagdes, pode-se considerar o exemplo abaixo:

rpl ] Vql ]

)% 9,
pl=1_t e {gi=

p; q;

vZa _qzv_

N = NE para o caso de distribuigdes constantes.

P> 9> 9, € gy sdo valores prescritos.

Di> Pys Py © ¢; sdo valores incognitos.

De forma que o sistema matricial (2.24) fica representado por:

'pl ]
H, H, Hlj e Hyy D>
H), H, Hy, ... Hy _ ' _
. . . : P, =
Hy Hy, ... Hy H,, :
2
q FD1
G, Gy G, ... Gy 9, D,
G, Gy Gy, G,y : B :
: : q; D;
Gy Gy Gy Gy : :
9] Dy

(2.25)

(2.26)
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Pode-se isolar todos os valores prescritos de um mesmo lado da equagdo:

Fpl ﬁ
H,, H, -Gy, ... Hy P
H, H, =Gy, e Hy | ] H |
. . . . g, =
H, H,, .. —GNj H,, :
PN ]
1 (D) (2.27)
G, G, .. -H, .. Gy q, D,
G21 Gzz _sz GzN : _ :
: 5,( D
GNI GN2 _HN/ GNN :
qy LDNA

Como no lado direito da igualdade s6 ha valores conhecidos, ¢ possivel realizar o

produto da matriz pelo vetor e subtrair o vetor resultante pelo vetor dos termos de dominio,
obtendo assim um vetor chamado de {F }
[A]- {X}={F} (sistema matricial final de equagées) (2.28)

Assim, {X } ¢ o vetor das incognitas e [A] uma matriz de coeficientes conhecidos,
relacionada as variaveis incognitas do problema.

No caso de distribui¢des lineares, os nés sdo posicionados com afastamento de
0.25- L das extremidades do elemento para o centro, sendo L o comprimento do elemento.
Portanto, existem dois nos por elemento, gerando um sistema de equagdes com 2- NE
variaveis incognitas, a ser resolvido. O afastamento ¢ necessario, quando se usa nds
descontinuos, para evitar a geragcdo de sistemas de equagdes incompativeis.

£
£=-05 £=05
£=-1, | 1 6=1

S, ros,
0.25 L% 05L 4‘»0.25 L

Figura 2.6 - Pontos de colocaciio no caso de elemento com distribuicdes lineares

A equagdo (2.22) passa a ser expressa em fungdo dos nos: NND =2 - NE.

op’ .
c(s)-pi+jai-¢k - par =fp O, -qdr — D,
T n T
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Jj=1

Cis) p;+ (J.ai ]¢k P _NND(J_p d ) ¢k . - i

NND NND

bt zl:ly O, P = zGij X q; - D,
1 j1

NND NND

ZHU'¢k'pJ:Zsz'¢k'q1_Di (2.29)
Jj=1 j=1
Onde:
i=1,NND e k=12
o H, para i # j
" H,+cgs, parai=j
C(s)so = 0 parapontos S externos ao dominio.
C(s)ss = | parapontos S internos ao dominio.
Quando o ponto de colocagdo estiver no contorno:
1 11 1
c =—-0,=——-(1—- —(—=0.5)[=0.375
(S)112¢122(€)4[( )]
1 11 1
Com=502=77 (1+éj)—Z [1+(~0.5)]=0.125
1 11 1
C(S)21:E‘¢1 :5'5'(1—5) Z (1 0. 5) 0.125
1 11 1
c — ——-(l+ —-(14+0.5)=0.375
(S)222¢222(§)4( )
1
Neste caso, o valor 5 que multiplica as fungdes de forma ¢ se deve ao fato de tanto
A o T 1
para S, como para S, , o &ngulo formado no contorno () vale 7, logo — = —=—.
2r 2w 2

2.4 Técnicas de integracio

2.4.1 Integracio numérica

O MEC ¢ baseado numa equagdo integral de contorno, no caso (2.20). Qualquer
equagao integral possui termos integrais distintos em duas partes: ntcleo da integragl, queéa

parte integravel diretamente, e densidade da integral, que € a parte incognita. Acompanhando
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o desenvolvimento da equacdo (2.20) para (2.23), percebe-se que os termos H e G, que

U b
em (2.24) sdo apresentados na forma matricial, sd3o os ntcleos das integrais. Para calcular os

valores de H j © Gg ¢ utilizada a técnica de integracdo numérica de Gauss. Sao utilizados

12 pontos de Gauss. O pardmetro adimensional & adquiri importancia dual, na defini¢io das
fungdes de forma (item 2.3.1) e como limites de integragdo numérica. A técnica consiste em

integrar a fungdo desejada num intervalo definido por &, através de pontos discretos & g ©

seus respectivos pesos w,, . Inicialmente, o intervalo ¢ tomado de —lal:
NPG
H"d~2f (2.30)
ig=1

Para intervalos genéricos de integragdo numérica, por exemplo de L, a L,, utiliza-

se a seguinte formula:

Pt (55 H s =

Quando I' e & coincidem com o ponto médio do elemento onde ocorre a

L

L
integracdo, L, = 2 e L, = 7 pode-se utilizar a equagdo (2.31).

A {f[gg}éw} =y e em

O caso da integracdo numérica de Gauss chamada de logaritmica ¢ til quando as
solucdes fundamentais a serem integradas possuem singularidades do tipo logaritmica. Vale

destacar que a solugdo fundamental apresentada em (2.21) é expressa em termos da fungao

de Neumann (Y, ); quando representada na forma de série, ¥, contém um termo logaritmico.

A integragdo numérica logaritmica, num intervalo de 0 a 1 é expressa pela formula abaixo.

L 1 NPGI
Jm&}ﬂas—ifﬂ Wi (2.33)

igl=
Séo utilizados 10 pontos de Gauss na integracdo numérica logaritmica.

As tabelas contendo os pontos de integragdo §,g e élg, cOm Seus pesos w,, e W,

podem ser encontradas em ABRAMOWITZ & STEGUN (1972).

* Também chamado de kernel.
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2.4.2 Ponto de colocagdo quase singular

Quando os pontos de colocagido sdo posicionados fora do dominio, afastados uma
distancia d do elemento de contorno segundo sua reta normal 7], a integra¢do no elemento
de onde o ponto de colocagdo foi tomado, ¢ dita quase singular. Como o ponto de colocacao
ndo pertence ao elemento, ndo existe singularidade. E importante destacar que as posigdes

dos pontos de colocacdo ndo devem coincidir, pois o sistema de equagdes pode se tornar

ﬁ: 0251, ﬁ ﬁ 0251, ﬁ

| |
|
)

3

incompativel.

| =

) L

1 0 SZ

\b“’l
3
Figura 2.7 - Pontos de colocacio posicionados fora do dominio

L
Da figura 2.6 tira-se a rela¢do: I = 55 . Os nucleos das equagdes integrais sdo

calculados por integragdo numérica de Gauss:

G, =[p 0.y = | %-[i-Joua’e)—YO(KR)]-Wr

r

1 rr. L
= [L Jo(KR:)) = Yy(KR )] 9, Sd

LN gakr ) -vikR D)o

= ig
ig=1

[:Izi = J.q* @d =J.—§.[i.Jl(KR)—Yl(KR)].g_f;.q)kdr

% J -J\(KR)) = Y,(KR)| R, b La, - (2.34)
%i[lJ(KR ) - Y,(KR, )]R,n%

Onde:

¢, =1 para distribui¢des constantes.

k =1,2 para distribui¢des lineares: @, =

-8 e g, = (1+8).
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_O0R _OR BX dR dY
m= an ox an v an

Re,

(ig

=R, Ny + R, 1y

) ¢ a distancia dos pontos de Gauss ao ponto de colocagdo S .

R, = c0s (")

Figura 2.8 - Representacio grafica das varidveis geométricas envolvidas na integracio

2.4.3 Sub-elementacao

Quando a técnica de integracdo com ponto de colocagdo quase singular € utilizada e
a distdncia de afastamento d for pequena, é necessario subdividir os elementos que
estiverem proximos ao ponto de colocagdo para se obter bons resultados na integracdo
numérica. O critério adotado para a aplicacdo da sub-elementagdo ¢ baseado nas distancias

dos nos inicial (ni) e final (nf) do elemento em que ocorre a integragdo ao ponto de
colocagdo S . A distdncia de S a ni é chamada al e de S a nf ¢é chamada a2 . Quando

al ou a2 forem menores que o comprimento do elemento L, a sub-clementacdo é

utilizada.

nik—t7 I = af
ANl g
N
P
'Zl_m' ; _ Inf
al s -
M"f
S & L &
“l . I’
I ""—\-\__\_\_\_\_I I\_lj
al el a2 g
— Dy

Figura 2.9 - Posicoes do ponto de colocacio em relacdo ao elemento
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A sub-elementacdo utilizada é do tipo constante, ou seja, os sub-elementos possuem
tamanhos pré definidos, iguais a metade da distincia d. A divisio em sub-elementos
comega a partir do no inicial do elemento; como conseqiiéncia, o ultimo sub-elemento pode
ter tamanho diferente dos demais, sendo igual ao trecho que falta para completar o elemento.

A soma das integracdes nos sub-elementos, em relagdo ao ponto de colocagdo, fornece o
nucleo integral (H ; ou Gij ) procurado.

Para realizar as integragcdes nos sub-elementos € necessario recorrer & formula de

mudanca nos limites de integracdo (2.31).

i

nin 1 f nf

e

Figura 2.10 - Limites de integracido de um sub-elemento

As variaveis d1 e d2 sdo importantes para se definir o sinal de L, e L, em relagdo

a I". Os limites de integra¢do adimensionais sdo ilustrados na figura abaixo.

¢ 2

ni T | nf
-1 -1 1 R 1
—— go
€

Figura 2.11 - Limites adimensionais de integracao do elemento e do sub-elemento

As mudangas nos limites de integragdo levam a uma transformagdo do tipo

f(éo) :f(Z-F] :f[i-([%;”}»iuz—m]} :f‘[(LZZLI}’i'(Lz_LI)]‘ Portanto, as funcgdes de forma

L

para o caso de distribui¢des lineares apresentado na figura 2.11 sdo modificadas em fungdo

dos novos limites de & .
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ey V(B i 6 o)
0=y t-g)= g [ i-{(B 0 s )

1 1], ((L,+L \
¢2:E‘(1+§O)ZE'_1+ (T]"‘%‘(Lz_Ll)d (2.35)

Com o procedimento de sub-elementagdo apresentado, garante-se que a integragdo
nos elementos € precisa para pontos de colocagdo razoavelmente proximos dos elementos.
Quanto menor a distancia de afastamento do ponto de colocagdo em relagdo ao elemento,
com o uso de sub-elementacdo, melhor o resultado da integracdo. Porém ¢ conveniente
alertar que distdncias muito pequenas demandam maior tempo de processamento
computacional, e dependendo das grandezas envolvidas no problema, podem-se perder

valores por truncamento e aproximagdes feitas pelo processador do computador utilizado.

2.4.4 Ponto de colocacio no contorno

Neste caso, os nucleos integrais no elemento a que o ponto de colocagdo pertence

sdo singulares. Pelo fato dos elementos de contorno serem lineares, o nucleo integral H i é

igual a zero, pois em qualquer ponto do elemento, o vetor R(S, p) ¢ perpendicular a reta

~ R
normal 7: ™ =0= H, =0. Lembrando-se que ™ ¢ coeficiente multiplicativo na

equagdo de H j» (2.34). Portanto, a singularidade fica restrita ao nicleo Gii , € ocorre

quando R =0. G; € constituido de uma parcela ndo definida em zero: ¥, (O) — —oo.,

Para resolver o problema da singularidade, utiliza-se um esquema de integracdo

numérica logaritmica. Multiplicando e dividindo o nucleo integral por In| — | é possivel

realizar a integracdo numérica diretamente, de zero a uma extremidade do elemento, portanto
o elemento ¢ dividido em dois intervalos. Optou-se pela integragdo logaritmica, ao invés da
integracdo numérica convencional, pela facilidade em separar o elemento em dois trechos de
integracao.

(a) Distribui¢des constantes
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&
£=-1 R R £=1
ni | | nf
S. T

Figura 2.12 - Coordenadas locais envolvidas na integracio singular do elemento com
distribuicées constantes

L
1 7
G, = Z I[l “Jy (KR)_ Y()(KR)]dr
L
2 (2.36)
L
1 L | L 1,
—.= . ——2.|Y. (KR = INT1+ INT2
TEl ( 25}5 ;2 kR,
Utiliza-se a técnica de integracdo numérica de Gauss convencional para INT1:
L NPG KL
INT1 =—- Il J ( 5 ﬁig )'Wig (2.37)
ig=

Para o calculo de /NT'2 ¢ aplicada a integracdo numérica logaritmica:

1
[ In| g
INT2 ==Y, KL ¢ d
2 1) °
0 In| —
é 2.38
KL KL (2.38)
L eal 7ol 5 'éigl I \pGl Y, 'éigl

(b) Distribuicdes lineares

£.=1 &, &, £,=1
E-=1 R R € £-1
ni | ' nf
S, T
b a
L

Figura 2.13 - Coordenadas locais envolvidas na integracao singular do elemento com
distribuicoes lineares
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G, =5 [l 1, (kR)~Y, (KR 0.d;

| a 1 0 (2.39)
_Z._J;Z.JO(KR)-(pde - -(!‘YO(KR) ¢,dr v JY()(KR)'¢kdr

-b

.bl»—

= INT1+ INT2 + INT3

Para o calculo de INT1, integragdo numérica convencional, trabalha-se no sistema

de coordenadas adimensional & . Tem-se a transformagio: f(R) = f(

a-b L
4oL,
2 2

J , obtida pela

mudanca nos limites de integragdo, formula (2.31).

1 ¢, a-b L
INlez-le-Jo( [ éfm ¢ =
wre (2.40)
=§-Zi-JO(K-[—a_b+£-§ignf/)k-W,»g

ol 2 2
As integrais INT2 e INT3 sio calculadas nos trechos de comprimentos a e b
respectivamente.

Para o calculo de INT2, T'e ]0,a], utiliza-se o sistema de coordenadas

adimensionais &, tal que R=a-§ =d, =a-d, . As fungdes de forma podem ser

escritas da seguinte maneira:

¢ = a-R a'(l_él)

a+b L
2.41
¢_b+R_b+a-éjl (24D
> a+b L

Calcula-se INT'2 por integragdo numérica logaritmica:

INT2:—%-}YO(K-a-§1)-¢ -a- S d.

k 1
0 In i
g
4 NPGI{YO(K aé,) ] (242

4 : ¢k ’ thl
igl=1

—ln( ligl) A |
:ﬁ.jgl[YO(K.a.éligl).(Pk 'Wig1]

4 igl=1 ln( ligl )
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Para o célculo de INT3, T'e [-b,0[, utiliza-se o sistema de coordenadas

adimensionais &,, tal que R=5b-&, = d, =b-d, . As fungdes de forma sio escritas

como:
a+R a+b-¢,
o= a+b - L
2.43
" _b-R_b-(1-¢,) -
> a+b L
Calcula-se INT3:
1 1 7
INT3 :Z. !YO(KR)'(Dde :Z"O"YO(KR)‘gbde
1 lnél
=g [ (K b:8,)0 b —=0d
0
1“(52 (2.44)
b & YO(K'b’ézigl) |
:Z. —‘(bk'wigz
igl=l _ln( 2igl) .

igl=l1

b N YO(K'b'ézigl)

_Z. —TELg Wy
ln( 2igl)

Nota-se que no trecho de comprimento @, d, =d, . Ja no trecho de comprimento

b, d, =—d. Portanto na mudanca da variavel de integragdo de I" para R, ¢ licito

-b b
escrever J.dr :J.d x - Propriedade semelhante foi utilizada no caso das distribuigdes
0 0

constantes (2.36), de forma implicita.
Quando o ponto de colocacdo ndo estd no elemento de contorno integrado, ndo ha
singularidade. A integra¢do ¢ feita da mesma maneira descrita no conjunto de equagdes

(2.34).

2.4.5 Aplicacio do CHIEF

Quando a técnica de integragdo com ponto de colocagao no contorno ¢ utilizada para
analisar dominios infinitos, a equacao integral de contorno (2.20) apresenta um problema de
ndo unicidade de resposta. Na realidade, cada numero de ondas K apresenta resposta unica
em pressao e fluxo de pressdo. Portanto, a nao unicidade ¢ um problema matematico, gerado

pelo tipo de formulagdo integral de contorno utilizada. Segundo KANE (1994), o erro
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numérico ocorre quando as freqiiéncias de vibracdo do dominio infinito se aproximam das
freqiiéncias naturais do dominio finito, com o contorno comum aos dois dominios. Vale
lembrar que a freqiiéncia ¢ diretamente proporcional ao niumero de ondas.

Os resultados das integracdes singulares em problemas de dominio infinito, podem
gerar ndo unicidade ou mal condicionamento de resposta em potencial e fluxo de pressdo.
Para resolver este problema, utiliza-se a técnica CHIEF (Combined Helmholtz Integral
Equation Formulation). A formulagdo do CHIEF ¢ baseada no método dos minimos
quadrados, usado para ajustar curvas a partir de pontos dados, de maneira a minimizar o erro.
O método dos minimos quadrados pode ser encontrado em PIPES & HARVILL (1970). A
técnica consiste em introduzir equacdes adicionais no sistema algébrico, obtidas pela
consideragdo de pontos de colocagdo complementares fora do dominio. Portanto, o sistema ¢

escrito com mais equagdes do que incognitas. Matricialmente, sdo adicionadas novas linhas

de coeficientes nas matrizes [H ] e [G] Neste trabalho, o CHIEF nao ¢ aplicado em casos

onde ha termo de dominio, {D}.

Figura 2.14 - Pontos de CHIEF para um dominio infinito

Considerando-se o sistema na forma matricial, com N equag¢des ¢ N incognitas:

[H]yon AP}y =[Gy )y (2.45)
Acrescentando nch pontos de colocagdo adicionais fora do dominio, chamados de
pontos de CHIEF, o sistema passa a ter M equagdes, M = N +nch, e N incOgnitas. As
matrizes [H ] e [G] ampliadas, passam a ser chamadas de [Hc] e [G ]
(el APty = Geln Aaty (2.46)
Para retornar o sistema ao numero de equagdes inicial, multiplica-se o sistema (2.46)

por [HC]T.

[Hc];xM '[HC]MxN {p}N = [HC]JT\/xM ‘[GC]MxN '{‘I}N (2.47)

O sistema modificado é rescrito por duas novas matrizes, chamadas de [Hn] e [Gn]



34

[Hn]NxN {p}N = [Gn]NxN '{q}N

[A]NxN . {X }N = {F }N (sistema final de equacdes modificado) (2.48)

2.5 Potenciais de pressao em pontos internos ao dominio

Depois de calculadas as variaveis incognitas do contorno pelo MEC, podem-se obter
valores de potenciais de pressdo em pontos internos ao dominio. A partir da equagéo (2.20),

chega-se a seguinte relagdo:

) 9
pim=lp -afld _lapn pd; JD pdg (2.49)

Na forma matricial:

Pos =Gl Aady = )1} — (D} (2.50)

Onde N indica o nimero de variaveis de pressdo ou fluxo de pressdao no contorno,

depende do tipo de distribui¢ado utilizada: constante (N = NE ) ou linear (N = NND).
Os nucleos integrais /,, e G, sdo calculados tomando-se como ponto de
colocagdo apenas o ponto interno analisado, por isso ¢ gerada apenas uma linha nas matrizes

lH J G] O esquema de integragdo ¢ semelhante ao utilizado no conjunto de equacdes
(2.34), portanto, ndo ha singularidades no célculo dos nucleos integrais. Da mesma maneira,

a contribui¢do do termo de dominio {D} ¢ constituida apenas de um valor, gerando uma

grandeza escalar D, .

2.6 Tipos de termos de dominio considerados

Neste trabalho serdo considerados dois tipos de termos de dominio: nucleo de

pressdo concentrado em um ponto (D, ) e niicleo de pressdo constante distribuido em linha

(D).
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7/

Figura 2.15 - Nucleos de pressiao em um dominio infinito

(a) Nicleo de pressdo concentrado em um ponto:
{D}=[D-p'dy =D, p" = % [i-J, (KR, )= Y, (KR,)] 2.51)
d
(b) Nucleo de pressio constante distribuido em linha:
D1=[Dp'do = [ D, 10,0, )- Y (KR, N,

(2.52)

Como a integracdo ¢ feita em J pd i » depende apenas de K e R, . Portanto, tanto
Is

faz o sentido Is utilizado na integracdo numérica da linha Ls .
Dimensionalmente, com base na equagdo (2.5), o termo de dominio {D} tem
unidade de pressao por distancia ao quadrado. Por exemplo, se o sistema de medidas adotado

for o internacional (SI), {D} ter4 como unidade lPa /m* J
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3 EXEMPLOS NUMERICOS DE PROBLEMAS DE RADIACAO
E DIFUSAO ACUSTICA BIDIMENSIONAL

3.1 Consideracdes iniciais

Para os exemplos numéricos analisados serdo utilizadas solugdes e técnicas de
integragdo diferentes, listadas na tabela 3.1. As respostas serdo apresentadas na forma de
moédulo, lembrando que as varidveis envolvidas na formula¢do do problema estdo na forma
de numeros complexos. Os graficos apresentados neste capitulo serdo feitos para pontos
discretos de nimero de ondas, portanto pontos de descontinuidade, devidos a ndo unicidade
de resposta em dominios infinitos e freqiiéncias naturais em dominios finitos, ndo serdo

rastreados no espectro de respostas.

Tabela 3.1 - Tipos de solucdes e técnicas de integracio

Analitica Solugdo analitica do problema

Equagdo integral | Solugdo analitica da equagdo integral (2.20)

ANSYS Solugdo pelo programa ANSYS 5.5.1

TC1 (d) Integragdo com ponto de colocacdo fora do dominio

TC2 Integracdo com ponto de colocagdao no contorno

TC3 Integracdo com ponto de colocagao no contorno, corrigida com CHIEF

Em TCl1, (d) indica a distancia de afastamento do ponto de colocacdo ao elemento.
Nos quatro primeiros exemplos estuda-se o caso de um cilindro de raio unitario imerso em
um fluido infinito, com fluxo de pressdo também unitario prescrito no contorno. Analisam-se
os potenciais de pressdo ao longo do contorno, em um intervalo de nimeros de ondas de 1 a
30; ¢ utilizado apenas um ponto de CHIEF no centro do cilindro. O resultado dos potenciais

apresentado nos graficos ¢ tomado como a média aritmética dos médulos de pressdo nos
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elementos de contorno. A solugdo analitica para o problema de radiacdo de um cilindro

pulsante imerso em um dominio infinito ¢ encontrada em YOON et al. (1990):

p =4, [y (KR)~i-Y,(KR)] (3.1)
Onde:
4.U, )
Shlror V,(Ka)~i-Y,(Ka)] (32)
o 9p
Fluxo de pressdo unitario: U, = —=1.
an
Raio do cilindro: a =1.
Constantes adimensionais: C, = L(Ka); Y, = artcg _JuKa) .
sen(y,) Yi(Ka)

Da equagdo (3.1) obtém-se o valor | p|, que servira como base de comparacdo para

0s quatro primeiros exemplos.

3.2 Exemplo 1

— Analitica
091 |—a—TC1(L)
——TC2
0,8 TC3
0,7

o
[)
,

Potencial de pressao
o o
i 3
,

o
w
,

o
N
;

'/

——g——n—~,

|
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Numero de ondas

0

Figura 3.1 - Nimero de ondas x potencial de pressao (DC_8)
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O contorno ¢ discretizado em 8 elementos lineares, com distribui¢des constantes de
potencial e fluxo de pressao (DC_8).

Apesar de ter sido usada uma discretizagdo pobre, foram obtidos bons resultados em
termos de potencial de pressdo no contorno. A técnica de integragdo TC2 apresentou desvios
em varios pontos. Quando ¢ aplicado o CHIEF, TC3, a resposta obtida praticamente se
iguala a solugdo analitica. Resultado de qualidade semelhante se obtém quando ¢ aplicada a

técnica de integragdao TC1.

3.3 Exemplo 2

—— Analitica
09T |—=—TC1(L)

——TC2
TC3

03 \

o
o
,

o
3

o
o
;

Potencial de pressao
o
(4]

_—

o
N
/

—

— T

—
01} '/\S;Q .
N/

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Numero de ondas

Figura 3.2 - Nimero de ondas x potencial de pressao (DC_16)

O contorno ¢ discretizado em 16 elementos lineares, com distribui¢des constantes de
potencial e fluxo de pressao (DC _16).

Uma discretizagdo mais refinada do contorno, o dobro do exemplo 1, também
forneceu resultados proximos da solugdo analitica para as técnicas TC1 e TC3. Para a analise
utilizando TC2, ndo houve melhoria significativa de resultando, porque localmente os

desvios foram maiores que no exemplo anterior, caso dos numeros de ondas 12 e 18.
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3.4 Exemplo 3

— Analitica
09 1 |—a—TC1(L12)
——TC2
0,8 1 TC3

o
J
|

o
o
I
t

Potencial de pressao
o
[6,]
|

Ve

{
f

-4

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Numero de ondas

Figura 3.3 - Niimero de ondas x potencial de pressao (DL_8)

O contorno ¢ discretizado em 8 elementos lineares, com distribuigdes lineares de
potencial e fluxo de pressdo (DL_8).

A técnica TC1 apresentou um pequeno desvio no numero de ondas 15, para TC3 os
valores foram praticamente iguais aos da solucdo analitica; para TC2 houve um desvio local
de grande amplitude no nimero de ondas 19, mas globalmente os resultados foram melhores
que os obtidos no exemplo 1, que possui a mesma discretizagao.

Comparando-se os resultados obtidos através da técnica de integragdo TC1 nos
exemplos 1 e 3, percebe-se que o exemplo 1 apresenta resultados ligeiramente mais
proximos da solucdo analitica. Este fato ¢ devido & descontinuidade de potenciais nas
extremidades dos elementos com distribui¢des lineares, discutida no item 2.3.1, que causa
pequenos desvios na hora de calcular as médias dos modulos de pressdo para os diversos

numeros de ondas.
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3.5 Exemplo 4

—— Analitica
09 1 |—a—TC1(L2)
—e—TC2
0,8 | TC3
07

o
o
;

Potencial de pressao
(=} o
= [4,]
.

/

o
N
;

/
]
/}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Numero de ondas

Figura 3.4 - Nimero de ondas x potencial de pressao (DL_16)

O contorno ¢ discretizado em 16 elementos lineares, com distribuigoes lineares de
potencial e fluxo de pressao (DL _16).

A resposta obtida neste exemplo foi a melhor entre os ja apresentados, as trés
técnicas utilizadas se aproximaram da solu¢do analitica. Para TC1 houve um pequeno desvio
no namero de ondas 19, menor que o desvio notavel em K =15 do exemplo anterior. O
desvio de resultados de TC3 em relagdo a solugdo analitica foi praticamente desprezivel.
Mesmo TC2 forneceu bons resultados, sendo o desvio no nimero de ondas 12 o menor entre

os exemplos anteriores analisados com a mesma técnica.

3.6 Exemplo 5

Nesse exemplo, estuda-se o caso de um cilindro finito, de raio unitario, com pressao
constante igual a 10 aplicada no contorno, considerando-se o intervalo de niimeros de ondas

de 1 a 10. O contorno ¢ discretizado em 16 elementos lineares com distribuigdes constantes
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de potencial e fluxo de pressdo (DC 16). As respostas obtidas pelas trés técnicas de

integracdo (TC1, TC2 e TC3) sdo comparadas com os resultados do programa ANSYS[.I

500
450 +
400 +
350
S 300 +
7]
7]
e
o 250
-]
o
5
£ 200 1
150 +
100 + ——ANSYS
—A—TC1 (L/10)
50 ——TC2 \
1 TC3 )
ol ; |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de ondas

Figura 3.5 - Niimero de ondas x fluxo de pressao (DC_16)

CHz

+ —

™

CH3 CHI1
+ +  —1
| l | |

T e T 2 1 2 T S
ZH4

. 1

Figura 3.6 - Pontos de CHIEF

! Foram utilizados 3655 elementos finitos do tipo FLUID29.
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Observa-se pelo grafico da figura 3.5 que existem valores maximos e minimos reais,
relacionados com as freqii€ncias naturais do corpo. A utilizacdo do CHIEF ndo melhora a
resposta em dominios finitos, TC2 e TC3 apresentaram praticamente a mesma resposta, pois
neste caso nao ha problema de ndo unicidade de resposta. Na figura 3.6 estdo ilustrados os 4
pontos de CHIEF utilizados. A resposta de TC1, com distancias de afastamento dos pontos
de colocagdo iguais a L /10, foi a mais proxima da resposta do ANSYS. Até o numero de
ondas 5, as respostas do ANSYS e das trés técnicas de integracdo utilizadas foram

praticamente iguais.
3.7 Exemplo 6

O problema analisado consiste em um dominio finito na forma de quadrado, cujo
lado tem dimensao igual a 5; a discretizagao ¢ feita com 20 elementos lineares de contorno,
com distribuigdes lineares de potencial e fluxo de pressdo (DL_20). Para a técnica TCI, a
distancia de afastamento d utilizada na defini¢do dos pontos de colocagdo fora do dominio é
de L/25. A pressdo prescrita no contorno € igual a 3; o niimero de ondas ¢ igual a 1. As
respostas obtidas pelo MEC s3o comparadas com as do programa ANSYSE! Foram utilizados

4 pontos de CHIEF, ilustrados na figura abaixo.

CHI CHI
p=3 _fE
I 1 1 1 1
M7 -
N N g
I N N

|
023 C_|I-_I4 _L

Figura 3.7 - Geometria, condi¢des de contorno e pontos de CHIEF

% Foram utilizados 10000 elementos finitos do tipo FLUID29.
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Também sao calculados os potenciais de pressao em pontos internos do dominio. Os
pontos internos sdo apresentados na proxima figura e suas posigoes e valores em potencial

apresentados na tabela 3.3. Através do programa ANSYS, obtiveram-se ainda numeros de

ondas relacionados com as freqiiéncias naturais do problema: K, = [ 0.89, 1.41, 1.78, 1.99,

227, ...
+
+
+
+
+
+
+
+
1 23456780
4+ ++ 4 + R s
+
+
+
+
+
+
+
+

Figura 3.8 - Pontos internos para o cilculo dos potenciais de pressiao

ANSVS 5.5.15P ANSYS 5.5.13F
JUL 26 1999 JUL 26 1999

18:11:2¢6
HODAL SOLUTTON
FREC=1

PRES (ave)
RSTS=0
PowerGraphies
EFACET=1
AVRES=Mat

SMN =-21.008
SME =3

-21.008
-18.341
-15.673
-13.005
-10.338
-7.67
-5.003
-2.335
.33242

3

(/RN |

18:12:26
NODAL SOLUTIGN

PGSTM (2vG)

EFACET=1

Figura 3.9 - Potenciais de pressiao obtidos pelo  Figura 3.10 - Fluxos de pressao obtidos pelo

programa ANSYS programa ANSYS

Figura 3.11 - Distribuicido de fluxo de pressao nos lados do quadrado (DL_20)
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Tabela 3.2 - Fluxos de pressao nos pontos nodais do quadrado (DL_20)

NO ANSYS TC1 (L/25) TC2 TC3

1 0.0000 0.5427 0.5600 0.5627

2 6.8860 6.5462 6.5722 6.5741

3 6.8860 7.0991 7.1113 7.1110

4 13.007 12.6981 12.7360 12.7371

5 13.007 12.8781 12.9118 12.9125

Tabela 3.3 - Potenciais de pressao nos pontos internos
PONTO DIST.E| ANSYS TC1 (L/25) TC2 TC3

1 0.000 -21.0080 -21.0055 -21.0542 -21.0553
2 0.714 -18.3410 -18.3929 -18.4355 -18.4365
3 1.032 -15.6730 -15.7021 -15.7384 -15.7393
4 1.270 -13.0050 -13.1877 -13.2181 -13.2188
5 1.508 -10.3380 -10.3386 -10.3622 -10.3627
6 1.706 -7.6700 -1.7754 -7.7927 -7.7931
7 1.905 -5.0300 -5.1015 -5.1123 -5.1125
8 2.103 -2.3350 -2.3765 -2.3806 -2.3806
9 2.302 0.3324 0.3383 0.3410 0.3411

As respostas em fluxo de pressdo nos lados do quadrado (tabela 3.2) apresentaram

em comum, para todas as técnicas utilizadas, uma tendéncia de distribuicao trapezoidal. As

técnicas TC2 e TC3 forneceram praticamente os mesmos resultados, sendo ligeiramente

melhores que os fornecidos pela técnica TC1. As diferengas nodais 2-3 e 4-5 para TC2 e

TC3 foram menores que as de TC1; os valores nodais de TC2 e TC3 se aproximaram mais

dos obtidos com o programa ANSYS do que os valores de TCI. Paradoxalmente, os

potenciais nos pontos internos (tabela 3.3) obtidos por TC1 foram mais préoximos dos

fornecidos pelo ANSYS do que os de TC2 e TC3, que ndo apresentaram diferengas

3 Disténcia a partir do centro de gravidade do quadrado (ponto 1 da figura 3.8).
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significativas entre si. No geral, pode-se afirmar que os resultados obtidos pelas trés técnicas
de integracdo utilizadas (TC1, TC2 e TC3) foram bons. Para corroborar a afirmacao, basta
confrontar os resultados obtidos (tabelas 3.2 e 3.3) com o niimero de elementos utilizados

pelo ANSYS (10000) e o pelo MEC (20).

3.8 Exemplo 7

O exemplo ¢ constituido de um cilindro de raio unitario, envolto por um meio
acustico infinito, com potencial de pressdo igual a 10 prescrito no contorno e 4 nucleos de
pressdo concentrados de valor 50 aplicados no dominio. Os nucleos de pressdo estdo
localizados nos eixos horizontal e vertical, a uma distancia de duas unidades do centro do
cilindro. As respostas sdo apresentadas como médias aritméticas dos moédulos dos fluxos de
pressao no contorno, para os numeros de ondas de 1 a 10. Para a técnica TC1, a distancia de
afastamento do ponto de colocagdo ao elemento ¢ de L/20. O contorno ¢é discretizado em
16 elementos lineares, com distribuigoes lineares de potencial e fluxo de pressdo (DL _16).
Para a comparagdo de resultados ¢ utilizada a solugdo analitica da equagdo integral de

contorno (2.20) no ponto central do cilindro, que também ¢ utilizado como ponto de CHIEF.

140

—— Equacéo integral
—4—TC1 (L/20)
—o—TC2 /

TC3 /

120 +

100 +

80 +

60 +

Fluxo de presséo

40 4

20 &

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de ondas

Figura 3.12 - Niimero de ondas x fluxo de pressdo (DL_16)
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Os resultados obtidos com as trés técnicas de integracdo (TC1, TC2 e TC3) foram
praticamente iguais e se aproximaram da solu¢io média da equagdo integral do problema. E
interessante notar que, assim como no caso de dominio finito, na presenca de termo de
dominio ndo ¢ necessario aplicar o CHIEF, as respostas de TC2 e TC3 foram bem préximas.

Cabe aqui um comentario sobre unicidade de resposta. O CHIEF ¢ aplicado para
resolver o problema da ndo unicidade de resposta em dominios infinitos. Este problema esta
relacionado aos autovalores obtidos pela formulagdo matricial da equagdo integral de
contorno ¢ que nao existem no problema fisico. Quando existe termo de dominio, diferente
de zero, e as varidveis prescritas no contorno sdo iguais a zero, o problema com os

autovalores ficticios desaparece, o sistema matricial ndo pode mais se tornar homogéneo.

3.9 Exemplo 8

Nesse exemplo ¢ estudada a propagacdo de ondas em um meio acustico semi-
infinito. E uma andlise especialmente importante no estudo da atenuagdo de pressdo acustica

por barreiras. Estuda-se a propagacdo de uma frente de ondas, gerada por um ntcleo de
~ . . , . 2 . . . ,y .

pressdo distribuido em linha com valor 10 Pa/m*/m , incidente em uma barreira rigida

acusticamente. O termo rigidez acustica indica uma impedancia infinita a propaga¢do das

ondas, ou seja, ndo ha transmissao de ondas através da superficie onde a onda incide, g = 0.

20.0 m

[
| _

a0 m T [ 1.0m

Figura 3.13 - Geometria da barreira acustica no dominio semi-infinito
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A figura 3.13 também indica a posi¢@o e dimensdo do nucleo de pressdo distribuido

em linha D, . O estudo da propagagdo da frente de ondas ¢ feito em uma regido determinada

de 20x5m”, ilustrada na mesma figura, para uma freqiiéncia de 15 Hz (ciclos por
segundo).

O meio de propagacdo de ondas é o ar, a uma temperatura de 20°C, portanto, a
velocidade de propagacido de ondas vale ¢ =343 m/s . O namero de ondas ¢ calculado com
a freqiiéncia angular:

_ 0 _2m-15

=0.2747748676609 m ™ (3.3)
c

A simula¢do do dominio semi-infinito é feita utilizando-se um dominio infinito,

onde as dimensoes da regido analisada sejam pequenas em comparagdo com a extensao do

REGIAD AN;?LISADA e /
C)]
A i
EXN I ()] i )
s

(})1 b @

W(EJ

contorno.

/

Figura 3.14 - Simulacio do dominio semi-infinito

Sao utilizadas distribui¢des lineares de potencial e fluxo. Dentro da regido analisada
sdo tomados 110 pontos internos para o calculo de potenciais de pressao.

Foram testadas varias dimensdes para o contorno e sdo apresentados como exemplos
dois casos onde consideraveis aumentos na geometria produziram pequenas variagdes nos
potenciais dos pontos internos analisados, localmente a resposta convergiu. As duas malhas
de contorno analisadas foram resolvidas pela técnica de integragdo TC1, com uma distancia
de afastamento igual a L/20. O nimero total de elementos de contorno na malha é

definido, de acordo com a figura 3.14, pela soma dos elementos de 8 trechos distintos.
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COTAS EM [m]
149 1 250
454454 __,E
| . I
_$
l 400 l
Figura 3.15 - Geometria da primeira malha (DL_90)
Configuracdo dos trechos na malha DL_90:
(1) e (7) — 1 elemento de tamanho 10 m por trecho
(2) — 16 elementos: 14 de tamanho 10 m e 2 de tamanho 4.5 m
(3) e (5) — 3 elementos de tamanho 1 m por trecho
(4) — 1 elementos de tamanho 1m
(6) — 25 elementos de tamanho 10 m
(8) — 40 elementos de tamanho 10 m
COTAS EM [m]
249 1 350
4.5 +4.5 __,Z
| . Ik
_$
L a0 l

Figura 3.16 - Geometria da segunda malha (DL_130)

Configuracdo dos trechos na malha DL._130:

(1) e (7) — 1 elemento de tamanho 10 m por trecho

(2) — 26 elementos: 24 de tamanho 10 m e 2 de tamanho 4.5 m
(3) e (5) — 3 elementos de tamanho 1 m por trecho

(4) — 1 elementos de tamanho 1 m

(6) — 35 elementos de tamanho 10 m

(8) — 60 elementos de tamanho 10 m
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Os resultados dos potenciais de pressdo nos pontos interno ao dominio, localizados
na parte abaixo do contorno para as malhas DL_90 e DL_130, se aproximaram de zero. Os
potenciais de pressdo nos 110 pontos localizados na regido de interesse sdo apresentados na
forma de curvas de isopressdo. Para enriquecer a andlise, ¢ apresentado o resultado de um

problema com malha semelhante a DL_130, sem a barreira actstica, também utilizando a

técnica de integragdo TC1 com L/20.

I | | | | | | I | | | | |
- ++ + -+ +\ + o+ ++ o+ +\ + 0+ o+ 4+ o+ o+ +
Ho+ N N+ + P+ 4 ++ 0+ R+ o+ o+ o+ o+ 4
E v
ToEed N A 4+ + o+ + ++ 0+ 4+ 0+ o+ + o+ o+ o+ T+
ﬁJr +% FN O+ N R+ ++ + 4L+ o+ o+ 4+ o+ 4+
0 T T \ T | T | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
[m]

Figura 3.19 - Pressoes actsticas na regiao apresentada nas figuras anteriores, sem a barreira
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4 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A PROBLEMAS ELASTODINAMICOS BIDIMENSIONAIS
NO DOMINIO DA FREQUENCIA

4.1 Relacoes basicas

As relagdes descritas neste capitulo serdo apresentadas na forma indicial (Anexo D).
Como o problema estudado ¢ bidimensional, os indices utilizados (I, m, k) terdo valores
iguais a 1 ou 2, representando as diregdes X e Y respectivamente.

Inicialmente as equacdes serdo desenvolvidas admitindo-se estado plano de

deformacoes (EPD)EI. Analisando-se um ponto qualquer do so6lido, pode-se representar

esquematicamente as componentes de deformagao (€, ) como indicado na figura abaixo.

€9
_€an
b; €43
d T_) L‘En
€] ¥ b,
€12 d,
Y (X3) Ca

Lx(xl) -

Figura 4.1 - EPD em um ponto no plano do sélido

Na figura 4.1 o ponto € representado por um quadrado de lados infinitesimais, com
faces paralelas aos eixos cartesianos; b, e b, sdo possiveis for¢as de corpo presentes no

solido.

! Situagdo em que uma das dimensdes do s6lido é muito maior que as outras duas.
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Outras hipoteses para o desenvolvimento das equacgdes sdo de solido isotropo
homogéneo com comportamento linearE.I

As deformagdes sdo representadas por um tensor de segunda ordem simétrico
(€,x =€) dependente das componentes de deslocamento (u#, e u,). Para o caso de

pequenas deformagdes, tem-se:

1
Emr = 5'(“m,k +uk,m) 4.1)

Através do balango do momento linear obtém-se a equagdo de equilibrio escrita em

funcdo das componentes de tensdo (0, ).
O,xtPb,=p-ii, (equagio de equilibrio) (4.2)
Na equagdo (4.2), ii,, representa as componentes de aceleragdo no ponto analisado e

p a densidade do sélido.

A lei de Hooke generalizada relaciona as componentes de tensdo e deformacao
através de duas constantes do material, o mddulo de elasticidade longitudinal (E) e o
coeficiente de Poisson (V). As constantes E e V podem ser expressas através das

constantes de Lamé A e . No caso de EPD, a lei de Hooke pode ser expressa por:
c,, =A¢€,0,+2-u-¢€, (leideHooke) (4.3)

As constantes de Lamé estdo relacionadas com as constantes cldssicas pelas

seguintes expressoes:

_E
“_2-(1+v)

) (4.4)
a2 BV

1-2.v

Onde:
U € o mddulo de elasticidade transversallz.|
A equagdo (4.3) ¢ utilizada para EPD. Pode-se desenvolver uma equagdo analoga
para o estado plano de tensoes (EPT)E! Basta manter o mesmo U , calcular um coeficiente de
Poisson equivalente (V') e um novo A .
v

V=—
1+v

% As expressdes que relacionam as componentes de tensdo e deformacio sido admitidas como lineares.
3 Também representado pela letra G em varios trabalhos.
* Situagdo em que uma das dimensdes do solido é bem menor do que as outras duas.
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- (4.5)

2.
Substituindo-se a equagao (4.3) em (4.
ai(ﬂ"gll '6mk +2'u'£mk)+p'bm = pu

Xk

N

), tem-se:

m

1 1 .
_[A'E‘(ul,l +“1,1)‘5mk +2‘:u‘5'(”m,k +”k,m):|+p‘bm =p-u,
d

_[/l.ull .5mk +/'L.umk +ll'tukm:|+pbm :pum
ox, ’ ’ ’

Aty 8 + MUy F oty P, =P, (4.6)
Na equacdo (4.7), m € indice livre e k e / sdo mudos. Portanto ¢ possivel escrever:
Uy O = Uy g = Uy, = Uy, - Obtém-se assim uma equagdo de equilibrio dinamico
analoga a equagdo de Navier (caso estatico).
Mty T (A+u)- Ui ¥ P b, =p-il, 4.7
Pode-se fazer a representacdo da equagdo (4.7) na forma vetorial:
w-Vii+(A+u)-VV-i)+p-b=p-u (4.8)
A equagdo de acima descreve o comportamento elastodindmico de um soélido

homogéneo e isétropo em todo o dominio €.

Considerando-se comportamento harménico:

i(0)=ii e

b(t)=b-e™ (4.9)

Pode-se desenvolver a equagao (4.8).

[ V2 + () VV i)+ p b | e = p 2 (ee)

lu Vi+A+u)-V(V-i)+p -Z;J-e‘i"”'t =p-ii-e" (-i-o)

w-Vi+A+u)V(V-i)+p-b=—p-0*-i (4.10)
Também ¢ possivel representar a equacao (4.10) em forma indicial:

wou,  +A+u)u,, +p-b,=—p-0-u, @.11)
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Uma outra relagdo fundamental da Teoria da Elasticidade, util na formulacao do

MEC aplicado a problemas elastodinamicos, ¢ a formula de Cauchy, que relaciona forcas de

superficie ( p,, ) com as componentes de tensdo (0, ) em um ponto do soélido.

Pn =0, N, (formula de Cauchy) (4.12)

4.2 Equacio integral de contorno

O equacionamento do MEC para problemas elastodinamicos no dominio da
freqiiéncia parte do feorema da reciprocidade de Betti.

Teorema de Betti: em um s6lido de comportamento linear, o trabalho realizado por um

conjunto de forgas através dos deslocamentos produzidos por um segundo conjunto de forgas
¢ igual ao trabalho do segundo conjunto de forcas através dos deslocamentos do primeiro

conjunto. Sendo as forgas consideradas como de superficie (em equilibrio) e de corpo.

fp-u*dr+fp-b-u*dg :J.p*-udr—l-fp-b*-udg (teorema de Betti) (4.13)
r o T Q

A solugdo fundamental (u;n) deve satisfazer a equagdo (4.11), utilizada para

A" . . * .
problemas harmonicos. Fisicamente, u,, representa o efeito nos deslocamentos em um

ponto S, devido a uma carga concentrada unitaria e harmonica aplicada na dire¢do / em um

ponto P de um dominio infinito.
Portanto, de (4.14) tem-se: p-b = O(s.p) O -

Pode-se reescrever a equacao (4.13) em fungdo das componentes de deslocamentos e

forgas de superficie para dois conjuntos: o problema fisico e a solucdo fundamental.

me u,*m dr+Jp~bm -u,*ma’Q =J‘p;m~umdr+J.5(S’P) 0, u,d,
r Q r Q

C(S) .ul(S) +J.pl*m .umdl" = Ju;n .pm dl"+J.ul*m p .bm dQ (415)
T Q

T
(equagdo integral de contorno)

Algumas simplificacdo serdo feitas neste trabalho. A primeira considera a nao

existéncia de forgas de corpo nos problemas, obtendo-se a identidade de Somigliana,

expressa na seguinte forma:

Cisy " Uys) + J.p;n ‘u, dp= fu;m -p,,dr-  (identidade de Somigliana) (4.16)
r r
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A segunda simplificacdo é a obtencgdo do sistema de equagdes a partir da escolha de

pontos de coloca¢do apenas fora do dominio, ¢ =0; em geral esta serd a estratégia

utilizada. Ou seja, serd utilizada uma técnica de integracdo com ponto de colocagdo quase

singular, analoga a apresentada no item 2.4.2, com utilizacdo de sub-elementacao.

Jp;n u, dpo= J.u,*m -p, dr  (equagdo integral de contorno utilizada) (4.17)
T T

As expressdes de u,*m e p;n podem ser encontradas em DOMINGUEZ (1993).

* 1
Im :—2(V/6lm _Z'R’I'R’m) (418)
2-w-p-c;
Onde:
:Ko[l.a).RJ_l C, .|:K1(z.a).RJ_c_2 K}(l a)RJ:|
c, ®-R c, 3 3
i-w-RY) ¢ i-0-R
) ¢ ¢
A+2-u
¢, = |[——
V' p
¢, = |& 4.19)
p

R ¢ a distancia entre os pontos S ¢ P.

K,, K, e K, sdo fungdes modificadas de Bessel de segunda classe e ordens 0, 1 e
2 respectivamente.
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4.3 Representa¢ao matricial

Neste trabalho, as varidveis de contorno, deslocamento (u,, ) e for¢a de superficie
(p,, ), terdo distribui¢des lineares no contorno (conforme exposto no item 2.3.1). Para o caso
bidimensional, em cada n6 existem dois valores de u#,, ¢ p, , um na diregdo X e outro na
direcdo Y. Portanto, considerando NND nds, o sistema matricial terd dimensio

N =2-NND . Para cada par nodal u, estd relacionada uma matriz [h]2X2 = J. Py - 0,.dy
r

(I=1,2 ¢ m=1,2). Da mesma forma, para cada par nodal p, relaciona-se uma matriz

[g]2><2 = f”;m ¢ dr .

r

As matrizes [h]M e [g]2X2 funcionam como se fossem os elementos das matrizes

[H ] e [G] do problema potencial (capitulo 2); os pares de u, e p, se comportam como as

variaveis. A diferenca ¢ que um par pode ter um valor prescrito ¢ um incognito ou dois
valores prescritos ou dois valores incognitos.

A equacdo integral de contorno (4.17) ¢ escrita matricialmente por:
[H] {u}: [G] {p} (equagdo matricial de contorno) (4.22)

De forma explicita, pode-se representar (4.22) da seguinte maneira:

[h]n [h]lz [h]uv {“}1 [g]n [g]lz [g]w {p}l
[h]ZI [h]22 [h]ZN _ {“}2 _ [g]21 [g]zz [g].zzv ) {p}z (4.23)

[thl [thz [thN {”}N [g]Nl [ngz [ngN {p}zv

Onde:
o e mle-fih ()
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Separando-se os valores prescritos dos incognitos em lados diferentes da igualdade,

de maneira analoga a apresentada no item 2.3.2, obtém-se um sistema final de equagdes do

tipo [4]- {x}={F}, pronto para ser resolvido.

4.4 Exemplo numérico

Como exemplo ¢ analisado o caso de uma chapa elastodindmica, em EPD, submetida

a um carregamento p = 20000 N /m em um dos lados. O faixa de freqiiéncias varia de 50

a 500 Hz, em intervalos de 50. O material da chapa apresenta as seguintes propriedades

fisicas: £=19.5x10"" N/m>,v =0.28; p=7700Kg/m’.

p = 20000 N/m
[
A
Q
E
e
B
6m

Figura 4.2 - Geometria e condi¢des de contorno do exemplo elastodinamico

A discretizagdo utilizada no MEC ¢ constituida de 16 elementos lineares de
contorno, de tamanhos L =1.5m, com distribui¢des lineares das variaveis de contorno
(DL _16). A técnica de integragdo utilizada ¢ TC1 com distancia de afastamento dos pontos
de colocagdo igual a L/20. Os resultados médios nas faces A e B sdo comparados com os
obtidos pelo programa ANSYS, com um malha de 60X 60 elementos finitos. Através do
programa ANSYS, obtiveram-se ainda algumas freqiiéncias naturais do problema:

w, = [ 237.09, 265.80, 442.90, 487.55, 506.05, 612.87, 650.67, ... ] Hz . Destacam-se as

quatro primeiras freqii€éncias naturais, compreendidas na faixa de freqiiéncias analisadas.
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Tabela 4.1 - Deslocamentos em Y na face A [ x 0.0000001 m]

FREQUENCIA [Hz] ANSYS TC1 (L/20) ERRO RELATIVO (%)
50 5.000 5.000 0
100 5.670 5.670 0
150 7.440 7.440 0
200 14.500 14.500 0
250 -34.000 -33.900 0
300 -5.320 -5.470 3
350 -2.370 -2.240 5
400 -0.916 -0.972 6
450 -0.273 -0.261 4
500 0.251 0.251 0

Tabela 4.2 - Reacdes de apoio em Y na face B [N/m]

FREQUENCIA [Hz] ANSYS TC1 (L/20) ERRO RELATIVO (%)
50 21150 21150 0
100 25367 25367 0
150 36664 -36665 0
200 -82223 -82222 0
250 234070 234114 0
300 49404 49408 0
350 29404 29406 0
400 22686 22687 0
450 20260 20260 0
500 20295 20295 0
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5 ACOPLAMENTO FLUIDO-ESTRUTURA (MEC-MEC)

5.1 Introducao

O acoplament entre o fluido e a estrutura, apresentado neste trabalho, envolve
dominios de naturezas diferentes, fluidos compressiveis (gases ou liquidos) e solidos
elasticos. Algumas das variaveis do problema na regido de interface sdo comuns aos dois
dominios, que sdo descritos por fendmenos fisicos diferentes. O MEC ¢ ideal para analise de
dominios infinitos ou semi-infinitos, caso de fluido ndo confinado.

Existem varias referéncias de modelos numéricos combinando o MEC e o Método
dos Elementos Finitos (MEF)EI em problemas de acoplamento fluido-estrutura. WILTON
(1978), LEWIS et al. (1984) e MORAND et al. (1995) estdo entre as referéncias consultadas
mais importantes.

O presente trabalho propde uma formulagdo totalmente baseada no MEC para o
problema acoplado, apresentando no final deste capitulo um exemplo de chapa
elastodinamica acoplada com um meio fluido compressivel (actstico) infinito. Este tipo de
analise ¢ especialmente importante em estudos de Acustica e Vibragdes em sistemas
mecanicos compostos por fluidos e estruturas acoplados. A chapa e o meio actstico sdo

considerados materiais is6tropos € homogéneos.

5.2 Interacgao entre o meio acustico e a estrutura

O acoplamento fluido-estrutura é feito em fungdo das variaveis pressdao (p) e
deslocamento (#) na direcdo normal (7]) a interface entre os dois meios. Portanto, ¢

necessario rescrever as equagoes a serem acopladas em fungdo destas variaveis.

! Também chamado de interagdo.
2 e L, . , .
Utilizado na modelagem numérica do dominio da estrutura.
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Para o fluido, toma-se a equagdo (1.24) e admite-se comportamento harmonico:

p — p _e—i-(o-t e ¢ — ¢ _e—i-(o-t )

__p 92
P==Po Y
pe’ ==p,- % .aet_l’ 2

p . e—i»w»t — _po (D . e—i~w~t . (—l a))

p=i-0-py,-¢ (5.1)
Derivando-se a expressao (5.1) em relagdo a dire¢ao normal, no sentido positivo do
fluido, tem-se:

9 d

_p — l - - po . _¢

on on

9

_p =7-- po . V¢

an

§—§=i-w‘po‘ﬁ (5.2)

No dominio da freqiiéncia, admite-se v = @ -u . Considerando-se u positivo no

sentido de 7 e negativo no sentido contrario, pode-se escrever v =@ - u .

Liwpyo-u)
g—Z:j.a)z.pO.u (53)

Assim, a equagao integral de contorno do fluido (2.20) pode ser rescrita como:
o’ ) . .
C(S)~p(s)+J.$-pdr:l~a)2-p0-J.p 'udr_J.D'de (5.4)
r r Q

Na forma matricial, tem-se:
[t 1poy=i-07 - p, |G, Hu, 31D}
[H,)4p: =G |- {us }-1Ds }  (equagio marricial do fluido) (5.5)
O sistema de coordenadas em que ¢ feito o acoplamento ¢é o do fluido (I",7). Deve-
se fazer uma transformagdo de coordenadas da estrutura (X ,Y) para o sistema de

coordenadas do fluido.



'
COORDENADAS FE X
DO FLUIDO i

COORDENADAS
DA ESTRUTURA

Figura 5.1 - Sistemas de coordenadas do fluido e da estrutura
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A transformagdo utilizada rotaciona o sistema XY , segundo um angulo ¢, de modo

que X tenha o mesmo sentido de I" da estrutura (anti-horario), com sentido contrario ao I"

do fluido.

Onde o é o0 énguloEIdo elemento de contorno da estrutura onde a transformagao esta

sendo feita; portanto, muda de acordo com as colunas do sistema matricial (4.22) da

estrutura.

As transformagdes sdo processadas nos vetores das varidveis de contorno {u} e {p},

orientadas pelo sistema XY, para os vetores de varidveis {u E} e {pE}, também de

contorno, orientadas pelo sistema 1'1] .
1] {u}=1G]{p}
1] [B]-{us 1= [G] [B]-{p. }

[HE ] {uE }= [GE ] {pE } (equagdo matricial da estrutura)
Onde:

5]- [cosa —senoc:|

seno coso

Exemplificando, para o vetor {u}, tem-se:

fut=1B]{u.}

[[u,] | [cose; —sene, 0 0 1| ur
{uz }I sen¢;,  cosq, 0 0 e {un
<{ul} |0 0 cosa, -—sena, _4{%
u, |, 0 0 seno, COSC, u,

3 Medido no sentido anti-horario.

(5.6)

(5.7)
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5.3 Sistema acoplado de equacoes

A equacdo integral de contorno escrita na forma matricial (5.5) pode ser decomposta
em uma parcela acoplada (ou de interface), representada pelo indice superior 7, € em outra
parcela ndo acoplada (ou externa), representada pelo indice superior e. Sdo acopladas
apenas as variaveis com orientag¢ao segundo a dire¢do normal (1)) ao contorno.

e e
S S A L s 69
uF F
Para a estrutura, utiliza-se a representacao decomposta da equagdo matricial (5.6).
oy bl a7 5
ME E

Sdo admitidas as seguintes condi¢cdes de contorno para as variaveis de interface

acopladas:

(a) Deslocamentos iguais: U, =u, =u,

(b) Forgas de superficie em equilibrio: p}. + p, =0= p. =—p}. = p,

Combinando as equacgdes (5.8) e (5.9) e levando-se em consideracdo as condi¢des de

equilibrio e compatibilidade na interface, obtém-se o sistema acoplado de equagdes.

Uy pg
Hy Hp Gp 0| Ju| (G G 0 0 ps{ [O] s
0 G. —-H. G| |n 0 0 H, Hp| |Pr| [Dr

Up Pr

Onde:

]_?jg e ]7}: sdo valores prescritos de forcas de superficie aplicadas nas interfaces da

estrutura e do fluido respectivamente.
Como exemplo literal de acoplamento ¢ analisado o caso de um elemento de

contorno na interface entre o fluido e a estrutura. Os sistemas de coordenadas ja estdo

7
7
F!, g?
F}I B
2&#

Figura 5.2 - Exemplo de acoplamento fluido-estrutura em um elemento de contorno na interface

orientados segundo o fluido.




Para o fluido tem-se:

Gy GE G GY) [w) [mr omEompomf) (eh] (o)
Gi G GF Gi| fui| _|mr omEomEom| |ei| |o;
G G Gp oo || fmyomp om0
6! o cp af|lut] lmy mp wpomp]lnt] o
Para a estrutura tem-se:
myowpompomy) [w) o 6f 6 G [
wpowromyowr| | |6 6r 6 6| |n
CE A R N U LG R N
mpowpownfout| i |6 o o ar] |vi

No acoplamento sdo admitidas as seguintes condi¢gdes de contorno:

Pr=—Pr="p,

Pr==—Pr=n
Com base na equagdo (5.10) monta-se o sistema acoplado de equagdes.
(H!' HY H? HY G2 G* 0 0| [ul]
H!' H H} H} G} G} 0 0| |u
H, H}Y H} H} G} G 0 0] |u
H HY Hf HY Gy G 0 0 ‘Jufg:
o o0 G G} -H)} -H} G G| |p
0 0 G G -H -H G G| |p/
0O 0 G) G 0 0 G G| |u
0 0 G G 0 0 G G |up
G G Gy G o o o o |[p] [O]
G;' GF G G¢¥ o0 0 0 0| |ps 0
G, Gy G} Gy o0 o0 0 0| |p; 0
Gy Gf G Gf o0 0 0 0 4p;}H4 0
o o o o0 H}' H? HY H'||pr| |Dr
o0 0 0 0 HY HP? HP HY||pr| |Dr
o o0 o0 o0 HY H? H) HY||pi| |Dr
0 0 o o ' HE " #HE]|pt| D}
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(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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Separando-se as variaveis prescritas das incognitas no sistema (5.14) em lados

opostos da igualdade, obtém-se um sistema final de equagdes do tipo [A] {x}={rF}.

5.4 Exemplo numérico

O exemplo de acoplamento fluido-estrutura ¢ constituido de uma chapa
elastodindmica, em EPT, acoplada com o ar (20° C). O carregamento ¢ aplicado sobre a
interface, na estrutura, a uma freqiiéncia de 20 Hz. O contorno ¢ discretizado em 140
elementos lineares, de tamanhos L =0.1m, com distribuicdes lineares de variaveis
(DL_140).

Para o fluido € utilizada a técnica de integracdo TC3, com um ponto de CHIEF no

CG da chapa. Sio dados do fluido: p, =1.21Kg/m>, c=343m/s; p. =0N/m.

Para a estrutura ¢ utilizada a técnica de integragdo TC1, com distancia de

afastamento dos pontos de colocagdo aos elementos de contorno igual a L /50, no sentido

chapa-fluido. Sio dados da estrutura: £ =19.5-10" Pa, v =028, p=7700Kg/m’,

B =—100000N/m; 5, =100000 N /m.
100 000 N/m B 100 000 N/m
D g
-l
100 000 N/m 100 000 N/m

Figura 5.3 - Geometria, condi¢des de contorno e pontos criticos no contorno do problema

As respostas obtidas pelo acoplamento MEC-MEC s3o comparadas com as do
programa ANSYS (MEF-MEF). Foram utilizados, no ANSYS, elementos finitos PLANE42
(1000) na modelagem da chapa e os elementos finitos FLUID29 (7610) e FLUID129 (200)
na modelagem do fluido. As distribui¢cdes dos elementos finitos nas linhas que definem a

geometria estdo representadas na figura seguinte.
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FLUID 122

101m

FLUIDZS

Figura 5.4 - Contornos da malha de elementos finitos utilizada no programa ANSYS

O elemento finito FLUID129, utilizado apenas em conjunto com FLUID29, simula

as condi¢des de contorno no limite infinito do fluido.

Tabela 5.1 - Deslocamentos (UX, UY) em pontos criticos no contorno

MEF (ANSYYS) MEC - TC1 (L/50) ERRO RELATIVO (%)
PONTO
UX [m] UY [m] UX [m] UY [m] X Y
A 3.4261E-18 [ -6.2398E-07 | 9.6575E-11 | -5.9940E-07 - 4%
B -4.7296E-17 | -5.9268E-07 | -8.9553E-11 | -5.6743E-07 - 4%
C -1.0886E-06 | 4.9938E-07 | -1.0896E-06 | 5.2297E-07 0% 5%
D -7.9281E-08 | 3.9043E-07 | -8.2089E-08 | 4.1516E-07 3% 6%
Tabela 5.2 - Reacgoes de apoio
MEF (ANSYYS) MEC - TC1 (L/50)
PONTO

FX [N] FY [N] FX [N] FY [N]

E 23552 178 24164 117

F -23552 178 -24164 117

Para o calculo dos deslocamentos na chapa, obtidos pelo MEC, foram utilizados 133

pontos internos. Os campos de deslocamento em X e Y estdo ilustrados nas figuras a seguir.
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Figura 5.5 - Campo de deslocamentos da chapa na direcio X [m]
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Figura 5.6 - Campo de deslocamentos da chapa na direcio Y [m]

Sdo apresentados também os deslocamentos em pontos internos da chapa obtidos

através do programa ANSYS.

ENSYS 5.5.15P ANSTS 5.5.15F
OV 30 1999 0V 30 1999
15:58:44 15:57:10
NODAL SOLUTION NODAL S0LUTION
FREQ=20 FREQ=20

X [AVG) ur (AVG)
R3¥S=0 RETS=0
PowerGraphics PowerGraphics

EFACET=1

AVRESG=Mat

DM =.120E-05

SMN =-.103E-05

SM< =.109E-05
-.100E-05

EFACET=1

AVRES=Mar.

DIt =.12Z0E-05

SMN =-.A56E-06

SIT =. 495E-06
-.656E-06

I -~
i e
= -.363E-06 = -.271E-06
o) -.1Z1E-06& il -.143E-08
= . 121E-06 = -.142E-07
L] . 363E-06 i L 114E-06
% .60SE-06 E . Z43E-06
- =
Figura 5.7 - Deslocamentos da chapa na Figura 5.8 - Deslocamentos da chapa na
direciio X [m], obtidos pelo direciio Y [m], obtidos pelo

programa ANSYS programa ANSYS
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CONCLUSOES

Foram estudados problemas bidimensionais de radiagdo e difusé acustica, além de
problemas de acoplamento fluido-estrutura, formulados através do Método dos Elementos de
Contorno (MEC).

Nos problemas de radiacdo e difusdo acustica, com o meio de propagagdo das ondas
acﬁsticasEI modelado via MEC, foram estudadas trés técnicas de integracdo dos nucleos
integrais: ponto de colocagdo fora do dominio com utilizagdo de sub-elementacdo (TC1),
ponto de colocagdo no contorno (TC2) e ponto de colocagdo no contorno com corregao do
CHIEF (TC3). Com base nos exemplos numéricos apresentados no capitulo 3, observou-se
que a técnica TC1 foi a mais versatil, pois forneceu bons resultados tanto para dominios
finitos como para infinitos (com ou sem termos de dominio). A técnica TC2 apresentou bons
resultados apenas nos casos de dominios finitos e infinitos com termos de dominio (ntcleos
de pressao acustica do exemplo 7). A estratégia de integragdo de TC3 ¢ a mais utilizada na
bibliografia sobre o assunto e forneceu bons resultados para os problemas de dominios
infinitos analisados, resolveu o problema da nd3o unicidade de resposta pertinente a
formulacdo integral de contorno; para dominios finitos e infinitos com termos de dominio
forneceu praticamente os mesmos resultados de TC2. Comparando-se as respostas das trés
técnicas empregadas neste trabalho com as solucdes analiticas e respostas via Método dos
Elementos Finitos (MEF) dos exemplos numéricos do capitulo 3, recomenda-se que seja
utilizada TC1 ou TC2 para problemas envolvendo dominios finitos ¢ TC3 para dominios
infinitos. De uma maneira geral as respostas obtidas via MEC em problemas de radiagdo
acustica foram de boa qualidade. Para o problema de difusdo acustica (exemplos 7 e 8) o
MEC, com o uso da técnica TCI1, forneceu respostas coerentes com a teoria fisica da
Actstica, se mostrando uma ferramenta util para este tipo de analise.

Quanto ao uso do MEC em problemas de elastodinamica, baseando-se no exemplo

numérico do capitulo 4 com respostas analisadas em vérias freqiiéncias de carregamento,

! Modelada através de nicleos de pressio (fontes acusticas) gerando as ondas incidentes na superficie
analisada.
? Fluido compressivel.
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pode-se dizer que os resultados foram bons, quando comparados com os obtidos através do
programa ANSYS (MEF). A técnica de integracdo utilizada neste caso foi a do ponto de
colocacao fora do dominio com utilizacdo de sub-elementacdo (analoga a TC1 aplicada no
caso do fluido).

Para o caso de acoplamento entre o fluido e a estrutura, a formulagdo totalmente
baseada no MEC mostrou-se eficiente no caso de uma chapa acoplada com o ar (exemplo
numérico do capitulo 5), os resultados foram préoximos dos obtidos pelo MEF (ANSYS).
Uma outra possibilidade de acoplamento fluido-estrutura, mais comum na bibliografia,
baseia-se na utilizagdo do MEC na modelagem numérica do fluido ¢ do MEF na modelagem
da estrutura. A principal vantagem do acoplamento MEC-MEC, quando comparado com
MEC-MEF, ¢ a montagem direta do sistema acoplado de equagdes. Nao ha necessidade de
transformar uma parte do sistema de MEC para MEF, ou vice-versa. Outro aspecto
importante € a possibilidade de utilizagdo de nés descontinuos, que sdo uteis em formulagdes
do MEC, nos contornos do fluido e da estrutura, fato que simplifica o acoplamento nodal.

O MEC aplicado em problemas de acustica e acoplamento fluido-estrutura
apresentou grande potencial, especialmente em problemas envolvendo dominios inﬁnitosE!
sendo atualmente o método numérico mais recomendado para este tipo de analise.

Em termos de trabalhos futuros € recomendavel que sejam implementadas
computacionalmente uma rotina que considere as solugdes fundarnentaisEI para problemas de
dominio semi-infinito (solugdo fundamental em espelho) e uma outra rotina que considere o
ponto de colocagdo no contorno para o programa elastodindmico no dominio da freqiiéncia.
Uma outra possibilidade imediata ¢ o estudo de uma estrutura acoplada através de duas
interfaces de fluido, combinando-se ainda o problema da difusdo acustica (onde podem
existir nucleos de pressdo em um ou dois meios fluidos). E claro que existem intimeras
outras idéias para trabalhos futuros, como o estudo de problemas semelhantes aos
apresentados nesta dissertagdo em trés dimensdes. Cabe aos interessados pelo assunto
encontrarem, com muito trabalho e criatividade, novas formas de aplicacdo e extensdo desta

dissertacao.

* Caso de fluido ndo confinado.
* Dos programas de modelagem do meio fluido e do meio eléstico (estrutura).
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ANEXO A

Fungdes de Bessel utilizadas

A.1 Fungées de Hankel de 1* classe

A solucao fundamental, apresentada no item 2.2.2, e sua derivada em relagdo a reta

normal sdo constituidas de fun¢des de Hankel de 1° classe de ordem 0 e 1, respectivamente.
H =J,(x)+i-Y,(x)
H{" =J,(x)+i-¥(x) (A1)

J, (x) ¢ uma func¢do de Bessel do primeiro tipo, representada por:

=3 1) (x TM (A2)

= kKT (k+n+1)

Onde:
n=0,12,...

Fun¢do Gama: F(m + 1)=

Y (x) ¢ uma funcdo de Bessel do segundo tipo representada por:

5 (0 1)'()'"

:1|~

1= 2 [h{z )+ y]
Y (A3)
i )+ ®(n+k)|- &L

pars k'-(n+k)

:u|~

Onde:
n=0,12,...
Constante de Euler: ¥ = 0.5772156649015329

®(p)= g(i) , ®0)=0
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Figura A.2 - Funcdes de Bessel do segundo tipo de ordem 0 e 1
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A.2 Func¢odes modificadas de Bessel

Na solugdo fundamental do problema elastodindmico harménico € na equacdo de

p;n apresentadas no item 4.2 sdo utilizadas fungdes modificadas de Bessel de 2° classe e

ordens 0, 1 e2.

K, (x) ¢ uma fun¢do modificada de Bessel de 2° classe e ordem 7, expressa por:

( )2»k+n (A4)
1) |2
= -Zk"( (@) + @+ k)]

Onde:
n=0,12,...
I, (x) ¢ uma fungio modificada de Bessel de 1° classe e ordem 7, expressa por:
I,(x)=i"-J, (ix).
Os programas desenvolvidos nesta dissertacao utilizam para o calculo das fungdes de

Bessel, um conjunto de rotinas e fungdes prontas, internas do FORTRAN PowerStation 4.0

(1994-95), chamado de biblioteca interna de subrotinas matematicas (IMSL) da Microsoft

Corporation®.



ANEXO B

Fluxograma do acoplamento fluido-estrutura

FLUIDO

l

ACOPLAMENTO FLUIDO-ESTRUTURA

ESTRUTURA

l

ACOPLA

l

INTERNO
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FLUIDO

LEITURA DOS DADOS INICIAIS

- Densidade do fluido - Velocidade de propagacao de ondas no meio
- Freqiiéncia do carregamento (Hz) - Dados dos elementos de contorno
- Dados dos nds acoplados - Dados dos nds nao acoplados
- No6s de CHIEF - Nucleos de pressdo acustica no dominio
- Dados nodais - Pressoes prescritas nos nos
- Denominador de distancia usado em TC1 - Tipo de integracdo
- Deslocamentos prescritos em nos ndo - Tabelas com pontos de Gauss utilizadas nas
acoplados integracdes numéricas
h 4

ALOCACAO DINAMICA DAS VARIAVEIS VETORIAIS E MATRICIAIS

h 4
INTEGRAL1

Montagem das matrizes [HF] e [GF]:
[GF]{UF}=[HF]{PF}+{DF}

72

INTEGRAL1

Aplicagdo do CHIEF




- ARQI:
- ARQ2:
- ARQ3:
- ARQ4:
- ARQS:

GRAVACAO DOS DADOS DE SAIDA EM ARQUIVOS

matriz [HF]

matriz [GF]

vetor {FiF} dos valores das variaveis UF e PF prescritas no contorno
vetor {kodeF} dos tipos de variaveis prescritas (UF ou PF)

vetor {DiF} dos termos de dominio {DF}

FIM

73
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ESTRUTURA

LEITURA DOS DADOS INICIAIS

- Tipo de estado plano (EPD ou EPT) - Médulo de elasticidade longitudinal

- Coeficiente de Poisson - Densidade

- Freqiiéncia do carregamento (Hz) - Dados dos elementos de contorno

- Dados nodais - Denominador de distancia

- Tipo de integracéo - Tabelas com pontos de Gauss utilizadas nas

integracdes numéricas

h 4
ALOCACAO DINAMICA DAS VARIAVEIS VETORIAIS E MATRICIAIS

h 4
INTEGRA2

Montagem das matrizes [HE] e [GE]:
[HE[{UE}=[GEJ{PE}

TRANSFORMACAO DE COORDENADAS NAS MATRIZES [HE]
E [GE] PARA O SISTEMA DE COORDENADAS DO FLUIDO

l

GRAVACAO DOS DADOS DE SAIDA EM ARQUIVOS

- ARQ6: matriz [HE]
- ARQ7: matriz [GE]

FIM



ACOPLA

LEITURA DE DADOS

ARQS

ALOCACAO DINAMICA DAS VARIAVEIS VETORIAIS
E MATRICIAIS COM BASE NOS DADOS DE ARQS5

l

LEITURA DE DADOS

ARQI, ARQ2, ARQ3, ARQ4, ARQ6 ¢ ARQ7

LEITURA DE DADOS

- ARQ8: arquivo das condi¢des de contorno da estrutura
OBS: - os valores lidos em ARQ8 estdo no sistema de coordenadas do fluido

- as variaveis com indice par sdo acopladas e as com indice impar desacopladas

GERAGCAO E RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR ACOPLADO:
[BI{U}=[C]{P}+{DF} > [A]{X}={F}

h 4
GRAVACAO DOS DADOS DE SAIDA EM ARQUIVOS

- ARQO9: vetor {U} dos deslocamentos nodais de contorno
- ARQI10: vetor {P} das forcas de superficie nodais de contorno

OBS: - {U} e {P} estdo no sistema de coordenadas do fluido

FIM
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INTERNO

LEITURA DE DADOS

idem LEITURA DOS DADOS INICIAIS do programa ESTRUTURA

h 4
ALOCACAO DINAMICA DAS VARIAVEIS VETORIAIS E MATRICIAIS

v

LEITURA DE DADOS

- ARQ 11: pontos internos para o calculo de deslocamentos na estrutura

INTEGRA2

Montagem das matrizes [HE] e [GE]:
[HE]{UE}=[GE]{PE}

LEITURA DE DADOS

ARQ9 e ARQ10

TRANSFORMACAO DE COORDENADAS NOS VETORES {U} E
{P} PARA O SISTEMA DE COORDENADAS DA ESTRUTURA

v

CALCULO DOS DESLOCAMENTOS EM PONTOS INTERNOS DA ESTRUTURA

76
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GRAVACAO DOS DADOS DE SAIDA EM ARQUIVO

- ARQI12: deslocamentos em pontos internos da estrutura

FIM

Para o conjunto de programas do acoplamento fluido-estrutura, esquematizado
acima, utilizaram-se variaveis de contorno com distribui¢des lineares. Também foram feitos
programas de propagacdo de ondas acusticas para o fluido, com distribuigdes constantes e
lineares para as varidveis de contorno, € um programa elastodinamico para a estrutura, com

distribui¢des lineares para as variaveis de contorno.



INTEGRAL1

PONTO DE
COLOCACAO

INTEGRACAO SINGULAR

ELEMENTACAO

INTEGRACAO NUMERICA
DOS NUCLEOS INTEGRAIS

78

o NUMERICA DOS - »
CONTORNO NUCLEOS INTEGRAIS
INTEGRAGCAO NUMERICA
SUB- DOS NUCLEOS INTEGRAIS | — Y

COM SUB-ELEMENTACAO

RETORNA AO

PROGRAMA FLUIDO




INTEGRA2

SUB-
ELEMENTACAO

INTEGRACAO NUMERICA
DOS NUCLEOS INTEGRAIS
COM SUB-ELEMENTACAO

INTEGRACAO NUMERICA
DOS NUCLEOS INTEGRAIS

79

RETORNA AO

PROGRAMA ESTRUTURA
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ANEXO C

Distancia de um ponto a reta diretriz de um elemento linear de contorno

No item 2.4.3 do capitulo 2 foi apresentada uma técnica de integracdo com divisdo
dos elementos de contorno em sub-elementos. O calculo dos tamanhos dos sub-elementos ¢
baseado na distancia d do ponto de colocagdo S a reta diretriz do elemento de contorno a
ser integrado (figura 2.9).

Chamando de P um ponto pertencente a reta diretriz (7 ) do elemento, de maneira

que a distdnciade S a P sejaigual a d , menor distdncia do ponto S areta 7.

Figura C.1 - Distancia d do ponto S a reta (r)

Inicialmente, calcula-se a posi¢ao do ponto P no sistema de coordenada cartesiano:
AX=X,-X, AY =Y, -Y,
cl=AX X, +AY Y

c2:Ym.—%-Xm. =7, —iX—Y.an

(cl—AY-2)-AX (AY -c1-AX? - c2)
P = 2 2 Y, = 2 2
AY? +AX AY? +AX

Em seguida pode-se calcular a distdncia d pela férmula abaixo:

(C.1)

d:\/(XP_XS)2+(YP_YS)2 (C.2)



81

ANEXO D
Nogdes sobre notagao indicial

Notagdo indicial é aquela que utiliza nimeros inteiros como indices para representar
variaveis, equacdes e operagdes. Em uma equagao o indice pode ser de dois tipos:
(a) Indice livre: muda a equagdo, representa um conjunto de equagdes.
(b) Indice mudo: ndo muda a equagdo, opera apenas na propria equagio.

Na equagdo de equilibrio estitico da Teoria da Elasticidade 0, ; +b, =0, o indice

i ¢é livre (representa 3 equacdes no caso 3D) e j ¢ mudo (representa 3 componentes de

tensdo em cada equagdo de 7).
A convengdo de somatorio significa que quando houver um indice repetido em um

termo de uma expressio, acontece uma soma. Por exemplo:
X -y, =k (i=1,2) = Xy +x,-y, =k
a,=0 (j=123) = a,+a,+a;=0 D.1)

Percebe-se que nos exemplos (D.1) i e j sdo indices mudos. Um exemplo

diferente, onde nao existe a convengdo de somatdrio, pode ser ilustrado pelo conjunto de
equagdes X, +y, =0 com i =1,2. Neste caso o indice 7 ¢ livre.

x+y =0

x,+y,=0 (D.2)

O delta de Kronecker (50) ¢ um simbolo usado para encurtar e simplificar

equagdes; ¢ definido por:

i

|l sei=j
_Oseiij (D3)

As derivadas sdo representadas por virgulas na notacao indicial e o indice depois da

virgula expressa em qual diregdo € calculada a derivada.
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p O
__ 9%
0y = 0x,0x ®-4)

Quando a derivada é em calculada relagdo ao tempo, utilizam-se pontos sobre a
grandeza a ser derivada.

iy (D.5)
ox 0t
A convencao de somatério também ¢é valida em formulas diferenciais.

_OF _oh | OF | oF, (i=1273)
ox, ox, Jx, Ox,

i%

(D.6)
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ANEXO E

Transformag¢ao de coordenadas

A transformacdo de coordenadas utilizada neste trabalho ¢ uma rotagdo, segundo o

angulo «, do sistema de coordenadas XY para o sistema I'7) .

Y
M
—d
o r

‘ C

(43
B o« |
b a X

Figura E.1 - Sistemas de coordenadas

Utilizando-se as projecdes dos eixo I' e 7 em X e Y ¢ possivel obter um sistema
linear que relaciona as coordenadas dos dois sistemas.
X=a-b
{Y=c+d

{X:cosa-r—sena-n E.1)

Y=sena-T'+cosa-n

A matriz de transformacao [ﬁ] ¢ obtida através dos coeficientes do sistema linear

(E.1).

CoOsOy —Sseno
[B]= [ ] (E.2)
seno COoSX
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APENDICE
Escala Decibel

A escala Decibel representa as pressdes acusticas em uma escala logaritmica. O

nivel de pressdo acustica NPS representa a pressao acustica p nesta escala.

NPS =20-log,,

(1)

REF

Onde:
r ~ r . A . . _ ,6
Prer € apressdo acustica de referéncia no meio. Para o ar, p,.. =20-107" Pa.

A unidade de NPS' ¢ expressa em decibels [dB].

A escala Decibel ¢ util para comprimir o intervalo de pressdes acusticas encontrado
na natureza, que em outras escalas seria extenso e de dificil avaliagdo em termos
comparativos. Outro motivo para a utilizagdo da escala Decibel é o fato do julgamento
humano da intensidade entre dois sons atender um comportamento logaritmico, segundo

KINSLER et al. (1982).



