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RESUMO

ANDRADE JR, J.P. (1999). Projeto estrutural de vigas de concreto de alto

desempenho. São Carlos. 180p. Dissertação (mestrado) - Escola de Engenharia

de São Carlos, Universidade de São Paulo.

Este trabalho fornece uma visão geral sobre a aplicação, o dimensionamento e
o detalhamento de elementos fletidos de concreto de alto desempenho (CAD),
armados ou protendidos, com particular atenção para estes últimos. Procurou-se,
sempre que possível, realçar as situações nas quais os atuais procedimentos
normalizados permanecem válidos, ou não, para o cálculo das vigas de CAD.

Na introdução, apresenta-se a viabilidade econômica da aplicação do concreto
de alto desempenho nas vigas. No capítulo referente à retração e à fluência, abordam-
se procedimentos válidos para o CAD, os quais apresentam melhor correlação com
os resultados experimentais que a obtida através do ACI 209 (1982) ou do CEB-FIP
(1990).

No que se refere à flexão, apresenta-se um diagrama tensão-deformação
retangular, e comparam-se os seus resultados para concretos usuais e de alto
desempenho, com os obtidos pelo diagrama parábola-retângulo, em termos de
consumo de armadura. No capítulo referente ao cisalhamento, apresentam-se
recomendações para a utilização do Método Padrão e do Modelo de Treliças de
Diagonais de Inclinação Variável para o cálculo da armadura transversal em vigas de
CAD.

Para o cálculo dos deslocamentos causados por ações de curta duração,
confirma-se a validade da metodologia de Branson para as vigas de CAD. Os
deslocamentos adicionais causados por ações de longa duração também são
considerados, incluindo-se metodologias para as vigas de concreto armado e para as
pré-moldadas protendidas.

Exemplos de dimensionamento são feitos para todos os itens apresentados,
considerando-se uma viga pré-moldada de 30m de comprimento, seção “T”, com
pós-tensão e MPaf ck  70= .

Palavras-chave: Concreto de alto desempenho; Vigas; Dimensionamento.
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ABSTRACT

ANDRADE JR, J.P. (1999). Structural design of high performance concrete beams.

São Carlos. 184p. Dissertação (mestrado) - Escola de Engenharia de São Carlos,

Universidade de São Paulo.

This work provides an overview of use and design of the high performance
concrete (HPC) flexural members, reinforced or prestressed, with particular attention
for the last ones. Cases in which procedures of the modern codes for calculation of
HPC beams remain valid were enhanced.

In the introduction, the economic viability of high performance concrete beams
is presented. In the chapter about shrinkage and creep, valid procedures for HPC are
presented. These procedures have better correlation with the actual results than those
relative to ACI 209 (1982) or CEB-FIP (1990).

A rectangular stress block is presented, and its results for usual and high
performance concrete are compared with those from the parabolic-rectangular stress
block, in terms of consume of steel. In the chapter about shear, recommendations for
use of Standard Method and Variable Angle Truss Model for HPC beams are
presented.

For the calculation of short term deflections, the validity of Branson’s Method
for high performance concrete beams is confirmed. Sustained load deflections are
also considered, and including procedures for reinforced beams and for precast
prestressed ones.

For all the considered topics, examples are presented for a 30m span precast
post-tensioned beam, “T” cross section and MPaf ck  70= .

Keywords: High performance concrete; Beam; Design.
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1. INTRODUÇÃO

Vários são os critérios que podem ser adotados para se classificar um concreto

como sendo de alto desempenho. Dentre eles estão a durabilidade, a trabalhabilidade

e a resistência.

Embora não haja ainda um consenso na literatura técnica, concretos com

resistência característica à compressão superior a 40MPa são normalmente

considerados concretos de alto desempenho (CAD). Esta classificação está, portanto,

intimamente relacionada à resistência. Isso é natural, tendo-se em vista que as

principais propriedades do material (mecânicas e reológicas) melhoram com o

aumento da resistência.

É importante ressaltar, porém, que a mudança nas propriedades do concreto são

graduais com o aumento da resistência. O módulo de elasticidade e a resistência do

concreto à tração, por exemplo, crescem continuamente (sem “saltos”) à medida que

se aumenta a resistência à compressão.

Portanto, o ideal é que os procedimentos de cálculo adotados retratem esta

realidade física do material, evitando-se procedimentos diferentes para intervalos

diferentes de resistência. Adotar para o dimensionamento à flexão um único

diagrama retangular equivalente, válido para resistências entre 20MPa e

100MPa, por exemplo, é muito mais conveniente do que utilizar um diagrama

retangular (ou parábola-retângulo) para concretos de até 40MPa, e um diagrama

triangular para concretos de resistência superior, ainda que esta resistência seja de

45MPa.

A denominação concreto de alto desempenho, deste ponto de vista, passa a ser

uma simples referência. Neste trabalho, consideram-se concretos de alto desempenho

aqueles que apresentam resistência à compressão maior ou igual a 40MPa aos

28 dias.
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Por raciocínio análogo, os concretos com resistência à compressão inferior a

40MPa são chamados, neste texto, concretos de resistência usual, ou simplesmente,

concretos usuais.

1.1 PRINCIPAIS APLICAÇÕES DO CAD

O CAD tem sido utilizado principalmente em: infra e superestruturas de

pontes, pilares de edifícios, plataformas marítimas, pisos industriais, elementos pré-

moldados e obras de recuperação.

Estas aplicações estão relacionadas às propriedades favoráveis do concreto de

alto desempenho em relação aos concretos convencionais. A sua menor porosidade

leva a uma maior proteção da armadura e conseqüente maior durabilidade da

estrutura. O CAD, em função da sua alta resistência, possibilita redução das seções

transversais, aumentando o espaço útil em edifícios, por exemplo, e diminuindo a

carga nas fundações.

1.2. APLICAÇÃO DO CAD EM ELEMENTOS FLETIDOS

Muitas pesquisas têm sido desenvolvidas no Brasil no que se refere à aplicação

do CAD em elementos onde a compressão é predominante (pilares). Essa é,

provavelmente, a sua principal aplicação até o momento. Isso tem levado alguns a

considerar, erroneamente, que a sua aplicação em elementos fletidos sempre é

desvantajosa.

A título de ilustração da importância da utilização do CAD em elementos

fletidos, mostra-se a seguir um estudo comparativo de custos para a superestrutura de

uma ponte de 11m de largura e 35m de vão.
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Na figura 1.1, mostram-se as estruturas para a ponte, para as resistências de

40MPa e de 70MPa. As vigas são AASHTO-PCI Tipo IV, pré-tracionadas, com

cordoalhas de 13mm (baixa relaxação) em ambos os casos. Ambos os projetos

utilizaram lajes com resistência de 28MPa.

Como se pode observar na tabela 1.1, apenas no item “tabuleiro” houve um

aumento nos custos por metro linear de ponte ao se elevar a resistência do concreto.

Devido ao aumento do espaçamento entre vigas, a espessura da laje teve que ser

aumentada em 25mm para o projeto com CAD.

TABELA 1.1 - Estudo Comparativo de Custos

FONTE : DURNING & REAR (1993) (adaptada)

Item da ponte Custo por metro linear de ponte

f ck = 40MPa f ck  = 70MPa

Tabuleiro (1) US$707,29 US$895,20

Cordoalhas de protensão (2) US$359,64 US$309,33

Concreto das vigas US$243,36 US$229,84

Outros custos das vigas (3) US$1399,00 US$622,40

TOTAL POR METRO US$2709,29 US$2056,77

(1)
Custos obtidos do Manual de Projeto de Pontes da Louisiana.

(2) Incluídos os custos com material, trabalhos de montagem e perdas e despesas gerais.

(3)
 Estes custos representam o trabalho e as despesas gerais de protensão, assim como os custos de transporte e

de montagem.

Em todos os demais houve uma diminuição de custos, particularmente no item

“outros custos das vigas”, uma vez que, com o aumento da resistência, conseguiu-se

uma sensível diminuição do número de vigas necessárias, o que se refletiu em uma

drástica redução nos custos de protensão, transporte e montagem desses elementos.
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O projeto com 70MPa necessita de apenas quatro vigas e 232 cordoalhas no

total, comparando-se com as nove vigas e um total de 270 cordoalhas para a

resistência de 40MPa.

Figura 1.1 - Estruturas para a mesma ponte com 40MPa e com 70MPa

FONTE : DURNING & REAR (1993) (adaptada)

O aumento da resistência possibilitou a utilização de um número menor de

vigas. Isto significa menor tempo de execução, maior facilidade de atendimento ao

cronograma da obra e maior leveza arquitetônica à estrutura. Estes aspectos são

importantes, já que muitas vezes as pontes ou os viadutos se localizam em centros

urbanos com grande fluxo de veículos e sobrecarregados arquitetonicamente.

Como parte de um estudo realizado pela Universidade do Texas, resistências

variando entre 40MPa e 103MPa foram examinadas para determinar o efeito no vão

máximo e no espaçamento necessário para 12 diferentes tipos de seção transversal.
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Algumas das conclusões do estudo são apresentadas a seguir:

• Nenhuma simples avaliação de parâmetros de eficiência de uma seção parece

refletir o efeito de todos os aspectos significativos da resistência. Portanto, comparar

o aumento do momento resistente de uma seção com o aumento da resistência não

tem grande significado de ordem prática. A comparação entre os resultados reais dos

projetos com diferentes resistências é o melhor modo de se determinar a eficiência

relativa dos diferentes tipos de seção (figura 1.2).

Figura 1.2 - Vigas AASTHO-PCI tipos IV, V e VI

FONTE : DURNING & REAR (1993) (adaptada)

• Um aumento na resistência do concreto permite um aumento entre 10% e

40% no vão máximo para uma determinada seção, dependendo do espaçamento

adotado (ver figura 1.3, na qual as vigas Tipo C (Texas) são vigas de seção

transversal semelhante às vigas AASHTO-PCI Tipo IV, com altura de 1,01m).
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• Limites máximos de ordem prática devem ser considerados, como a

capacidade dos berços de protensão (pré-tração) e a capacidade dos equipamentos de

transporte e de montagem dos elementos pré-moldados.

• Um aumento na resistência pode permitir um aumento significativo no

espaçamento entre vigas para um dado vão, permitindo assim a utilização de um

número menor de vigas na estrutura. Em alguns casos, com a utilização do CAD, o

espaçamento pode ser maior que o dobro do espaçamento necessário para vigas com

concreto de resistência usual.

• Com base em número limitado de testes, o comprimento de transferência

(pré-tração) da cordoalha no CAD é um pouco menor que o observado em concretos

usuais.

Figura 1.3- Relação entre vão máximo, espaçamento e resistência

FONTE : DURNING & REAR (1993) (adaptada)
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• Concretagem de elementos de CAD com seções estreitas e congestionadas é

possível com a utilização de maiores quantidades de superplastificantes

(redutores de água).

A figura 1.4 mostra o aumento no vão máximo para vigas espaçadas de 1,2m e

2,1m para resistências entre 40MPa e 105MPa. Esta figura mostra que um aumento

na resistência de 40MPa para 70MPa, associada a um aumento da armadura

longitudinal e transversal, aumenta em mais de 20% o vão máximo.

Figura 1.4- Relação entre vão máximo, espaçamento e resistência

FONTE : DURNING & REAR (1993) (adaptada)

A figura 1.5 mostra a variação no espaçamento permitido com o aumento da

resistência para três diferentes vãos. Para um vão de 36m, estes dados mostram que,

ao se aumentar a resistência do concreto de 40MPa para 70MPa, o espaçamento entre

vigas pode ser mais que dobrado (de 1,2m para 2,7m).

Para se tirar proveito de resistência acima de 70MPa, cordoalhas de alta

capacidade deveriam ser usadas. Isto é confirmado pela figura 1.6, a qual mostra que

o uso de cordoalhas de 15mm permite que se continue a aumentar a capacidade da

viga para resistências acima de 70MPa.
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Figura 1.5- Relação entre vão máximo, espaçamento e resistência

FONTE : DURNING & REAR (1993) (adaptada)

Figura 1.6- Relação entre vão máximo, tipos de cordoalhas e resistência

FONTE : DURNING & REAR (1993) (adaptada)

Este exemplo tem como objetivo mostrar o potencial econômico da aplicação

do CAD em elementos fletidos. Não se deve esquecer, porém, que cada obra
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apresenta sua peculiaridades. Do mesmo modo que, para uma determinada estrutura,

a utilização do aço pode ser mais indicada que a utilização do concreto, o CAD não

se apresenta, sempre, como a melhor solução em relação aos concretos usuais.

Este trabalho é desenvolvido no âmbito do projeto de vigas de CAD, dada a

importância da aplicação desse material em vigas de grandes vãos, em particular nas

vigas de pontes.

O CAD tem grande aplicação na pré-moldagem, uma vez que esta permite a

utilização de seções otimizadas do ponto de vista de comportamento mecânico. O

emprego do CAD em vigas de seções retangulares pode significar um grande

desperdício, uma vez que, na ruptura, despreza-se a contribuição do concreto no

combate às tensões de tração. Esse é um dos fatores que dificultam a utilização do

CAD em vigas usuais de concreto armado em edifícios. Outro aspecto a ser lembrado

para o caso das vigas usuais de concreto armado, em edifícios, é que normalmente

não há uma necessidade extra de resistência, e os concretos usuais são suficientes.

O aumento da resistência do concreto à compressão permite um maior

aproveitamento da protensão, uma vez que aumenta também a sua resistência à

tração, a qual se constitui muitas vezes em um fator limitante, especialmente nas

fases onde não atuam todos os carregamentos do projeto. Além disso, a utilização do

CAD em elementos protendidos diminui as perdas diferidas de protensão.

Assim, o grande campo para a aplicação do CAD em elementos fletidos são

as vigas de grandes vãos (pontes e obras de vulto), protendidas e pré-moldadas.

O aumento da durabilidade é fator decisivo para a utilização do CAD em

pontes e galpões industriais, uma vez que estas estruturas estão normalmente

expostas a agentes agressivos. Os custos com manutenção são menores do que os que

se apresentariam no caso da utilização de concretos de resistências usuais.

Novamente a parceria entre CAD, protensão e pré-moldagem se mostra

extremamente feliz, uma vez que as peças protendidas apresentam menor grau de

fissuração e, na pré-moldagem, o controle de qualidade de execução é muito mais

eficiente, aumentando-se assim a durabilidade da estrutura.
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1.3 OBJETIVOS

Observa-se ao longo do tempo um aumento da resistência dos concretos

utilizados na Construção Civil. Concretos de resistência característica da ordem de

40MPa ou superior são mais do que comuns em países como EUA, Noruega e

Canadá. No Brasil, existe uma certa resistência por parte de muitos projetistas em

relação ao seu uso em elementos fletidos. Alguns optam simplesmente por não

utilizá-lo, enquanto que outros o utilizam seguindo as mesmas recomendações de

norma para concretos de resistência usual.

Utilizar concretos de resistências inferiores em estruturas onde o concreto de

alto desempenho se apresenta como melhor solução significa ir contra a tendência

tecnológica natural da utilização de melhores materiais. Projetar e detalhar estruturas

de CAD seguindo as mesmas recomendações de concretos usuais significa cometer

erros ou de economia ou de segurança.

O principal objetivo deste trabalho é ajudar a corrigir esta situação,

possibilitando o dimensionamento e detalhamento corretos das vigas de CAD.

As pesquisas realizadas nos últimos 20 anos confirmaram que, em alguns

casos, os atuais procedimentos normalizados são aceitáveis. Em outros, porém,

algumas diferenças têm sido descobertas, indicando que as expressões para projeto

deveriam ser modificadas ou mesmo descartadas, partindo-se assim para novos

procedimentos (SHAH & AHMAD, 1994).

A Norma Brasileira em vigor (NB-1/1978) estabelece procedimentos de projeto

(para elementos fletidos) considerados válidos, normalmente, para concretos de

resistências características de até 50MPa. A rigor, a partir de 40MPa, já se justificam

mudanças em alguns desses procedimentos, em função das diferentes propriedades

mecânicas e reológicas do CAD.

Neste trabalho não serão abordados aspectos de produção (dosagem) do CAD,

tampouco aspectos básicos do dimensionamento de elementos fletidos protendidos.
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1.4 CONSIDERAÇÃO DA SEGURANÇA E NOTAÇÃO

É importante lembrar que as diversas normas internacionais consideram a

segurança de maneira diferente.

Existem basicamente duas formas de se considerar a segurança.

A primeira, neste texto referida como segurança em termos das tensões nos

materiais, consiste em majorar os esforços solicitantes (como o faz a NB-1/1978,

através do coeficiente γ f ) e em minorar as tensões na armadura e no concreto (como

o faz a NB-1/1978, através dos coeficientes γ γs c e ).

A segunda, que no presente texto é chamada segurança em termos dos esforços

nominais, consiste em majorar os carregamentos atuantes na estrutura

(e por conseguinte, os esforços solicitantes correspondentes) e em minorar os

esforços resistentes nominais da seção. Estes últimos, por sua vez, são calculados

com base nos valores (não minorados) da tensão nominal de escoamento do aço ( )f y

e da resistência do concreto à compressão ( )f c . É o caso, dentre outras, da norma

americana ACI 318 (1995), da norma canadense CAN 3 (1994) e da norma

australiana AS-3600 (1988).

Em algumas normas, o índice u (ultimate) é acrescentado para indicar que os

esforços solicitantes de cálculo foram obtidos majorando-se os carregamentos. Para

os esforços resistentes nominais, normalmente acrescenta-se a letra n. Assim, Mu

seria o momento obtido em uma dada seção para os carregamentos majorados, e Mn

o momento resistente nominal da viga, calculado com base nos valores

(não minorados) da tensão nominal de escoamento do aço ( )f y  e da resistência do

concreto à compressão ( )f c . Assim, a segurança será garantida desde que:

M Mu n≤ φ  (1.1)
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onde φ  é um fator menor que a unidade que varia de norma para norma, de acordo

com o tipo de solicitação estudada.

Infelizmente, a mesma notação pode ter diferentes significados de uma norma

para outra, e diferentes normas adotam diferentes coeficientes de segurança.

No presente texto, uniformizou-se a notação e adotou-se, sempre que possível,

a notação apresentada nas normas brasileiras. Tal recurso foi utilizado sempre que os

conceitos eram idênticos, ou muito próximos, não causando perda de precisão nos

resultados. Como exemplo, cita-se a resistência do concreto à compressão requerida

( )f c
' , muito comum em várias normas internacionais, que foi substituída pelo seu

equivalente na NB-1 (1978), ou seja, pelo f ck .

A segurança em termos dos esforços nominais é menos familiar aos projetistas

brasileiros. Para os casos em que ela é abordada, adotou-se o índice d (em lugar do

índice u e a exemplo do que se faz na NB-1/1978) para os esforços majorados

(de cálculo), manteve-se o índice n para os esforços resistentes nominais, e manteve-

se a letra φ para os fatores de redução da resistência nominal.

Portanto, a equação (1.1) passa a ser expressa por:

M Md n≤ φ  (1.2)

Outro aspecto importante a se ressaltar é o cuidado que se deve ter ao se

misturar procedimentos de normas diferentes. Não se aconselha tal mistura, a menos

que o engenheiro saiba exatamente o que está fazendo, e se sinta suficientemente

seguro do seu conhecimento sobre o assunto.

No presente trabalho foram apresentados e adotados diversos procedimentos,

alguns normalizados e outros não, tomando-se sempre o cuidado de compatibilizá-

los para a sua correta aplicação nos exemplos.
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2. RETRAÇÃO E FLUÊNCIA

As deformações advindas da retração e da fluência são, ao lado da fissuração,

objeto de grande atenção por parte dos pesquisadores, em razão das incertezas

associadas ao seu cálculo.

O estudo da retração e da fluência é particularmente importante para o

dimensionamento adequado dos elementos protendidos, uma vez que estes

fenômenos estão diretamente relacionados com as perdas diferidas de protensão

(perdas ao longo do tempo).

Há um consenso entre os pesquisadores de que o CAD é um material de

qualidade superior aos concretos de resistência usual, particularmente no que se

refere à fluência.

2.1 RETRAÇÃO

A retração é a diminuição do volume de concreto com o tempo. Esta

diminuição é devida a mudanças físico-químicas dos materiais componentes do

concreto, e ocorre mesmo que o elemento não esteja submetido a forças externas.

Estão dentre as muitas variáveis que influenciam a retração: a relação

água/cimento, o tamanho do elemento, a taxa de armadura, as condições ambientais

(umidade, vento e temperatura) e o tipo de cimento.

Não há muitas informações disponíveis na literatura técnica no que se refere à

retração dos diferentes tipos de CAD, e algumas são contraditórias.

Uma retração inicial relativamente alta há muito já havia sido observada por

alguns pesquisadores, como PARROT (1969) e SWAMY & ANAND (1973). Contudo,

após 180 dias, esses autores observaram pouca diferença entre a retração do CAD e a

do concreto usual feitos com dolomita ou calcário. Segundo PARROT (1969), reduzir

o período de cura de 28 para 7 dias causou um aumento insignificante na retração.
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Autores como CORLEY et al. (1971), KAPLAN (1959) e NGAB et al. (1980)

concluíram que a retração do CAD tem comportamento semelhante à do concreto

usual. Isso não significa, contudo, que as metodologias disponíveis sejam totalmente

adequadas para o cálculo das deformações por retração no CAD.

NAGATAKY & YONEKURA (1978) relataram que a retração do CAD contendo

elevada quantidade de redutores de água foi menor que a observada em concretos

usuais.

Segundo MARIKUNTE (1996), o CAD com sílica ativa apresenta maior

retração e menor fluência. Além disso, desenvolve fissuração significativamente mais

rápido que o concreto usual, e as fissuras se apresentam, normalmente, com maiores

aberturas. Os fatores responsáveis por essa maior fissuração são a maior retração, o

maior módulo de deformação longitudinal e o menor engrenamento dos agregados.

Durante o processo de hidratação, a retração pode causar tensões que resultam

em fissuração no concreto em idades jovens. A presença da fluência durante o

período de hidratação, ou seja, em idades muito jovens (primeiras 24 horas), teria o

efeito de reduzir essas tensões. A menor fluência no CAD contribuiria, portanto, para

a maior fissuração observada.

Além dos fatores já citados, ATTIOGBE (1997) comenta que a microfissuração

proveniente da autodissecação (comum em relações água/cimento menores que 0,35)

pode também ser um fator importante da maior fissuração observada no CAD

durante os primeiros dias. A autodissecação é a diminuição da quantidade de água

nos poros do concreto, à medida que continua o processo de hidratação após a

mistura.

COOK et al. (1997) realizaram pesquisas em concretos de 30MPa, 70MPa e

100MPa, todos com agregados calcários. Os concretos de resistência de 70MPa e

100MPa continham de 7% a 8% e de 8% a 9% de sílica ativa, respectivamente, e

foram obtidos com a utilização de superplastificante à base de naftaleno. Em suas

pesquisas, estes autores observaram que, ao se desmoldar os elementos de CAD em

idades muito jovens, maiores deformações por retração eram obtidas à medida que se

aumentava a resistência do concreto à compressão.
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A fissuração provocada pela retração pode causar não só problemas estéticos,

mas pode, em casos extremos, prejudicar uma das principais qualidades do CAD, que

é a durabilidade.

Por se tratar de um país de clima quente na maior parte do seu território,

informações sobre o comportamento de elementos de CAD expostos a maiores

temperaturas ambientes são interessantes para o Brasil. Nestas condições, há uma

maior probabilidade de fissuração por retração plástica.

A retração plástica ocorre nas primeiras poucas horas depois da concretagem.

Elementos com maiores superfícies como lajes, pavimentos rodoviários ou

industriais, muros de contenção, ou mesmo grandes vigas protendidas, são mais

facilmente afetados pela exposição às condições ambientais. Nestes casos, a umidade

evapora-se rapidamente da superfície de concreto sendo substituída pela água que é

exsudada das camadas inferiores da massa de concreto.

Em estudo realizado com painéis de concreto submetidos a diferentes

condições de exposição ambiental, MIRZA et al. (1996) concluíram que:

• Concretos de resistência usual contendo uma grande quantidade de água de

mistura apresentaram maiores taxas de evaporação; contudo, a sua fissuração foi

muito menos severa que nos concretos de alto desempenho.

• A retração plástica é potencialmente maior no CAD com sílica ativa quando

exposto a temperaturas ambientes mais elevadas.

• Quando ainda úmidos, concretos de resistência usual (23MPa e 40MPa) e de

maior resistência (60MPa e 84MPa) apresentaram comportamentos diferentes em

termos das características da retração plástica quando expostos a um ambiente aberto

de clima quente. Devido a uma menor quantidade de água no CAD, tanto a perda de

água como a taxa máxima de evaporação são menores.

• A presença de sílica ativa no concreto de 84MPa torna a mistura

consideravelmente impermeável, diminuindo a exsudação. Assim, mesmo em taxas

de evaporação menores que o valor limite de 1,0kg/m2-h, as superfícies dos

elementos de CAD apresentaram fissuração por retração plástica.
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• A presença de vento na superfície aumenta a perda total de umidade, aumenta

a taxa máxima de evaporação e leva à fissuração tanto de elementos com concretos

usuais como em elementos de CAD.

AÏTCIN et al. (1994) realizaram pesquisas com dois tipos de concreto. O

primeiro com resistência à compressão de 98MPa aos 91 dias, e o segundo com

resistência de 80MPa. O primeiro continha sílica ativa, e o segundo não. Estes

autores chegaram às seguintes conclusões:

• A retração do concreto de 98MPa com uma relação

água/(cimento+sílica ativa) de 0,22 foi menor que a observada no concreto de

80MPa com uma relação água/cimento de 0,28, para as diferentes condições de cura

estudadas.

• A influência da duração da cura é mais pronunciada para o concreto com

resistência de 80MPa que para o de 98MPa. Para ambos, quanto maior o tempo de

cura, menor a retração, a exemplo do que acontece com os concretos usuais.

• A relação retração/perda de massa para o CAD é quase linear, como no

concreto usual.

2.2 FLUÊNCIA

Quando um elemento de concreto é submetido a tensão, sua deformação muda

com o tempo. Este aumento das deformações dependente do tempo é chamada

fluência.

Considera-se que a fluência tem duas parcelas: a fluência básica (basic creep) e

a fluência seca (drying creep). A primeira é obtida de exemplares de laboratório,

onde se obriga que a perda de umidade para o ambiente seja praticamente nula. A

segunda (fluência seca) é calculada subtraindo-se as deformações da fluência básica e

da retração, da deformação total de exemplares sob tensão constante, armazenados à

uma determinada umidade relativa, de tal forma que os mesmos possam trocar

umidade com o ambiente.
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De um modo geral, concretos que apresentam baixa retração também o fazem

em relação à fluência. A recíproca não é necessariamente correta.

A exemplo do que acontece com os concretos usuais, a fluência no CAD é

consideravelmente menor para carregamentos após os 28 dias, quando o aumento da

resistência é pequeno.

PARROT (1969) relata que a deformação total observada em condições de

perda de umidade quase nula, em elementos de CAD submetidos a carregamento

prolongado e igual a 30% da resistência última, foi a mesma verificada em concretos

usuais quando expressa como um percentual da deformação inicial (imediata). Para

cura ao ar livre, este percentual foi 25% menor que o observado nos concretos usuais.

Segundo NAGATAKY & YONEKURA (1978), a fluência do CAD feito com

elevadas quantidades de redutores é significativamente menor.

Pesquisas realizadas por CORLEY & RUSSELL (1978) e NGAB et al. (1980)

observaram que o coeficiente de fluência unitária ( )ρu  máximo foi menor para o

CAD que para concretos usuais carregados na mesma idade.

Seja o coeficiente de fluência ϕ( )t  definido por:

ϕ
ε

ε
( ) =

( )
t

tcc

ci

onde:

εcc ( )t deformação adicional devida à fluência

εci deformação elástica inicial

Portanto, a deformação adicional (para uma determinada idade t) devida à

fluência pode ser determinada em função da deformação elástica inicial.

Como se sabe, as deformações adicionais devidas à fluência tendem

assintoticamente a um valor constante ( )εccu , chamado deformação adicional última

(máxima) devida à fluência.
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O coeficiente de fluência último ( )ϕu  será dado por:

ϕ
ε
εu
ccu

ci

=

Alguns valores típicos de ϕu  são apresentados na tabela 2.1

TABELA 2.1 - Valores de ϕu

Fonte: NILSON & WINTER (1991) (adaptada)

Resistência à compressão

(MPa)

ϕϕu

20 3,10

30 2,90

35 2,65

40 2,40

50 2,20

55 2,00

Por estes valores, nota-se claramente a tendência de diminuição da fluência

com o aumento da resistência.

O coeficiente de fluência unitária ( )ρu  é definido como:

ρ
ε
σu

ccu

ci

=  (2.1)

onde:

εccu deformação adicional devida à fluência

σ ci tensão no elemento estrutural correspondente à deformação inicial do

concreto ( )εci
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Um exemplo da diminuição da fluência com o aumento da resistência é dado

na figura 2.1.

FIGURA 2.1 - Relação entre o coeficiente de fluência e o tempo

FONTE: NGAB et al. (1980) (adaptada)

Contudo, os elementos feitos com CAD estão normalmente submetidos a

níveis mais altos de tensão. Por isso, estes pesquisadores consideram que a fluência

total será basicamente a mesma para qualquer resistência.

A exemplo do que ocorre nos concretos usuais, a fluência diminui quando

aumenta a idade do concreto no carregamento, o coeficiente de fluência unitária ( )ρu

aumenta quando aumenta a relação água/cimento, e há uma relação linear com a

tensão aplicada. Esta linearidade se estende a uma relação tensão-deformação mais

alta que para concretos usuais.
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O principal parâmetro que afeta a fluência é a intensidade do carregamento em

função do tempo, ou seja, a tensão à qual está submetido o elemento. Contudo, a

fluência também é influenciada pela composição do concreto, pelas condições do

ambiente e pelo tamanho do elemento.

COOK et al. (1997) concluíram em suas pesquisas que:

• A fluência dos concretos de 100MPa é muito mais sensível à idade do

carregamento que concretos de resistência de 70MPa e de 30MPa. Os concretos de

100MPa apresentaram deformações por fluência significativamente maiores para

carregamentos em idades muito jovens. Contudo, isto pode ter sido causado pelo

início tardio da pega em função da utilização de uma quantidade significativa de

superplastificante à base de naftaleno. Este efeito não foi observado em casos onde o

concreto foi carregado após ter atingido cerca de um terço da sua resistência aos 28

dias.

•• A deformação total desenvolvida pelos concretos de 30MPa, com condições

de cura onde é muito pequena a perda de água, estabilizou mais rapidamente que nos

concretos de 70MPa e de 100MPa.

• Para uma mesma idade de carregamento, a deformação por fluência diminui

com o aumento da resistência.

2.3 ASPECTOS DE NORMAS E CÁLCULO DA RETRAÇÃO E DA

FLUÊNCIA

Segundo AÏTCIN et al. (1994), a metodologia apresentada pelo ACI 209 (1992)

para o cálculo da retração, a qual foi obtida a partir de concretos de resistência usual,

não é válida para o CAD, a menos que novos parâmetros sejam incluídos.

De acordo com COOK et al. (1997), o cálculo das deformações usando-se a

metodologia do CEB-FIP (1990) concorda razoavelmente bem com as deformações

por fluência, exceto para o caso dos concretos de 100MPa carregados em idades

muito jovens.
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Trabalhos realizados por McDONALD & ROPER (1993) e GARDNER &

ZHAO (1993) concluíram que as metodologias do CEB-FIP (1990) e do ACI 209

(1982) não são muito adequadas para o cálculo da fluência e da retração nos

concretos de alto desempenho.

Segundo estes autores, o CEB-FIP (1990) subestima a retração em um fator de

aproximadamente dois, e o ACI 209 (1982) mostra uma tendência sistemática de

superestimar a retração nas idades iniciais e de subestimá-la nas idades avançadas.

Concluem ainda que o CEB-FIP (1990) apresenta uma correlação aceitável

com as deformações experimentais por fluência, e o ACI 209 (1982) subestima a

fluência.

Para as deformações totais, retração mais fluência sob uma tensão de 30% da

resistência, as duas normas subestimam os resultados experimentais.

Se é necessário que o cálculo das deformações por retração e por fluência seja

muito preciso, o comportamento para carregamentos de longa duração deve ser

extrapolado a partir de testes de retração e de fluência realizados em protótipos de

concreto, usando-se uma função de tempo adequada. Contudo, equações

relativamente simples são necessárias para projeto quando apenas fatores conhecidos

pelo projetista de estruturas são utilizados. Esse fatores são: resistência à compressão

do concreto, idade do concreto no carregamento, provável umidade ambiente e

relação volume/superfície do elemento.

No que se segue, descreve-se a proposta de GARDNER & ZHAO (1993) para o

cálculo da fluência e da retração no CAD.

O módulo de deformação longitudinal do concreto ( )Ec  é estimado para

propósitos de projeto por:

E fc cm= +3500 4300 '  (2.5)

f cm
'  é a resistência média à compressão do concreto em MPa.

Como o módulo de elasticidade é função da resistência do concreto, é

necessário estimar, em situação de projeto, o desenvolvimento da resistência do
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concreto com o tempo e a temperatura (maturidade). Para se estimar a resistência do

concreto nas idades iniciais, ZHAO (1991) sugere a seguinte expressão:

f f
t

a btcm t cm,
'

,
'

/

/=
+28

3 4

3 4  (2.6)

onde:

f cm t,
' resistência média do concreto na idade t

f cm,
'

28 resistência média do concreto aos 28 dias

t idade do concreto em dias

Os valores de a b e  são dados na tabela 2.2.

TABELA 2.2 - Valores de a b e 

TIPO DE CIMENTO a b

I (CP) 2,8 0,77

II (MRS) 3,4 0,72

III (ARI) 1,0 0,92

A classificação dos cimentos em tipos I, II e III é referente às normas

americanas.

O cimento tipo I é o cimento normal, usado em construções corriqueiras, onde

não são necessárias propriedades especiais. Seria equivalente ao cimento brasileiro

Portland comum (CP) (ver NBR-5732).

O cimento tipo II possui baixo calor de hidratação. É usado em situações onde

existe moderada exposição ao ataque de sulfatos ou onde se deseja controlar o calor

de hidratação. É equivalente ao cimento brasileiro Portland de moderada resistência a

sulfatos e moderado calor de hidratação (MRS) (ver EB-903).
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O cimento tipo III apresenta alta resistência inicial e apresenta calor de

hidratação consideravelmente maior que o cimento tipo I. É equivalente ao cimento

brasileiro Portland de alta resistência inicial (ARI) (ver NBR-5733).

Vale ressaltar que não foi encontrado pelo autor do presente texto um estudo

que correlacionasse propriedades específicas dos cimentos americanos com as dos

brasileiros.

Além disso, sabe-se que dentro de um país, ou mesmo de uma região, até a

simples mudança da marca de cimento (para um mesmo tipo de cimento) pode

provocar mudanças no comportamento do concreto, tanto do ponto de vista de

resistência como de propriedades dependentes do tempo. A correlação apresentada

foi feita com base nas características principais dos cimentos americanos e

brasileiros, como ganho de resistência com o tempo, resistência ao ataque de sulfatos

e calor de hidratação.

Portanto, o paralelo feito aqui tem um objetivo prático, que se acredita não

trazer maiores erros, em função de uma série de outras variáveis que influenciam no

comportamento do concreto (como o tipo de agregado, por exemplo, que varia de

região para região), que pela dificuldade de serem levadas em consideração, não são

contempladas normalmente pelas normas.

A temperatura é uma variável normalmente considerada importante para

cálculo da retração. A metodologia proposta por GARDNER & ZHAO (1993) não

leva em consideração este fato. Apesar disso, contudo, para o exemplo apresentado

neste capítulo, leva a resultados bastante coerentes com a literatura atual, e próximos

aos do ACI 209 (1992). Trata-se portanto de uma metodologia bastante útil, em

particular por sua simplicidade e precisão de resultados.

A metodologia do ACI 209 (1992) é ampla e aborda os casos de cura úmida e

de cura a vapor. Porém, necessita de dados nem sempre disponíveis em situações de

projeto e é consideravelmente mais cansativa que a proposta por GARDNER &

ZHAO (1993).

O CAD apresenta uma taxa mais alta de ganho de resistência nas idades inicias

quando comparado com os concretos usuais. Contudo, em idades posteriores, a

diferença não é significativa.
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PARROT (1969) relatou relações entre as resistências aos 7 dias e aos 28 dias

entre 0,7 e 0,75 para concretos usuais e entre 0,8 e 0,9 para CAD.

CARRASQUILO et. al (1982) encontraram relações entre as resistências aos 7

dias e aos 95 dias de 0,6 para concretos usuais e em torno de 0,73 para o CAD.

Um modo simples de se melhorar o cálculo das deformações é medir as

resistências do concreto na idade do carregamento e aos 28 dias.

Usando-se a expressão em função do tempo proposta (2.6), a seguinte equação

foi desenvolvida para o cálculo da retração, no tempo t, a partir da retração a uma

umidade relativa de 40%, com os fatores de correção para: (a) idade, (b) resistência à

compressão, (c) duração do carregamento e (d) tamanho do elemento e umidade

relativa.

ε ε β βcs csu h t= × ×( ) ( )  (2.7)

       
εcsu

cm

cm t cm

K
f

f f
c

= × ×








 ×









 × −900

25
1028

1 2

28

1 2

6,
'

,
'

/

,
'

/

                              (a)                 (b)

  (2.8)

  

( )
( )

β( ) =
7,27 +

                      (c)                                 (d)

t
t-t t t

t t V S
c c

c

ln

, , /17 18 0 0125 2













×
−

− + ×











 (2.9)

                     
( )

β( ) =
 para 

 para 
h

-h h

h

1 0 99

0 20 1 00

4 <
− =





,

, ,
 (2.10)

onde:

h umidade expressa como um decimal

t idade do concreto (dias)

tc idade de início da secagem (dias)

K K = 1 00,  para cimento tipo I; K = 0 70,  para cimento tipo II; K = 1 33,

para cimento tipo III.



Projeto Estrutural de Vigas de Concreto de Alto Desempenho
Capítulo 2 - Retração e fluência

25

( / )V S relação volume/superfície (mm)

f cm t c,
' resistência média do concreto no início secagem

f cm,
'

28 resistência média do concreto aos 28 dias

f cm t,
'

0
resistência média do concreto na data do carregamento

Para concretos obtidos com cinza volante ou escória de alto forno granulada, as

resistências medidas deveriam ser usadas para determinar qual dos valores da tabela

2.2 melhor representa o resultado dos testes para se determinar o valor adequado de

K  a ser usado.

Para o cálculo da fluência, GARDNER & ZHAO (1993) propuseram a seguinte

expressão para o coeficiente de fluência ( )ϕ :

( )
( )

( )

ϕ( )         

                                                                                                  (2.11)

t ,t
f

f f
h

t t

t t V S

t t

cm

cm t cm
0

28

28

1 2

2 0

0
2

0

157 2 98
25

1
0 1

7 27

17 18

0

= + ×








 ×









 × − ×

−

− + ×























×

+ −











, ,
, /

, ln

,

,
'

,
'

,
'

/

t0  é a idade do concreto no carregamento (dias).

Note-se que não se assume uma deformação última por fluência. Portanto,

teoricamente, a deformação cresce indefinidamente.

Todas as equações apresentadas até aqui usam a resistência média à

compressão, a qual não é conhecida a priori pelo projetista. Assim, em situação de

projeto, pode-se usar a expressão do CEB-FIP (1990) que relaciona a resistência

média com a resistência característica aos 28 dias:

f f MPacm ck,
'

,28 28 8= +    ( )  (2.12)

onde:
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f cm,
'

28 resistência média do concreto aos 28 dias

f ck ,28 resistência à compressão característica ou especificada aos 28 dias

Para a resistência do concreto à tração ( )f t , pode-se adotar a expressão do

CEB-FIP (1990):

f f MPat cm= 0 30
2 3

, ' /
    ( )  (2.13)

Vale ressaltar que o módulo de deformação longitudinal, a fluência e a retração

são afetados pela rigidez do agregado, e que o único parâmetro usado nas expressões

propostas são a resistência do concreto aos 28 dias e na idade do carregamento.

É comum a utilização de sílica ativa para obtenção de resistências mais altas.

De Larrard & Le Roy (1992) concluiram que uma alta retração, responsável

por fissuração em idades jovens, ocorre em concretos que apresentam

simultaneamente baixa relação água/cimento e presença de sílica ativa.

Assim, nos casos onde esta fissuração é provável e prejudicial

(como em reservatórios e usinas nucleares), é melhor não usar altos percentuais de

sílica ativa, ou concretos com relações água/cimento muito baixas.

2.4 EXEMPLO DE APLICAÇÃO

Considere-se uma viga pré-moldada, com pós-tensão, biapoiada, apresentada

na figura 2.2. Esta mesma viga será analisada nos exemplos dos capítulos posteriores.

Propriedades geométricas da seção real:

A m I m y m y m

w I y m w I y m p m

c g

g g

= = = =

= = = = =

0 66 0 0815 0 815 0 385

0 100 0 212 5 217

2 4

3 3

, , , ,

/ , / , ; ,

inf sup

inf inf sup sup

;  ;  ;  

 ;   
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Propriedades geométricas da seção “T” equivalente:

A m I m y m y m

w m w m

c g= = = =

= =

0 66 0 0817 0 816 0 384

0 100 0 213

2 4

3 3

, , , ,

, ,

inf sup

inf sup

;  ;  ;  

 ;  

FIGURA 2.2 - Viga do item 2.4 e exemplos 3.3, 4.1 e 5.1.

Várias etapas do dimensionamento de uma viga protendida dependem da força

efetiva de protensão ( )Pe . Para o cálculo desta, faz-se necessário saber o valor das

perdas iniciais e diferidas. Supondo-se conhecidas as perdas iniciais, será calculada a

perda por fluência do concreto através da equação (2.11) válida para o CAD.

Será considerado um período de cinco anos, uma vez que, em termos práticos,

a deformação por fluência já atingiu o seu valor máximo nesta idade. A protensão

será aplicada aos 4 dias, e a umidade relativa do ar considerada igual a 50%.

Dados

t t h E GPap= = = =1825 4 50% 1950 dias (5 anos);   dias;   ;  
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Excentricidade do cabo no meio do vão: e m1 0 7= ,

Força inicial de protensão, após perdas iniciais: P kNi = 5330

Solução

→→ Perda por fluência

(a) Cálculos iniciais

Relação volume/superfície:

V S A l pl m m mmc/ / , / , ,= = =0 66 5 217 126 52

Resistência média do concreto aos 28 dias:

f f MPacm ck,
'

,28 28 8= +  (2.12)

f MPacm,
'

28 78=

Resistência média na data da protensão:

f f
t

a btcm t cm,
'

,
'

/

/=
+28

3 4

3 4  (2.6)

De acordo com a tabela 2.2, para o cimento ARI, tem-se: a b= =1 00 0 92, , e .

Assim, para a resistência média com 4 dias, tem-se:

f

f MPa

cm

cm

,

,

'
/

/

'

,

,

4

4

78
4

1 0 92 4

61 25

3 4

3 4=
+ ×

=

Coeficiente de fluência:
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( )
( )

( )

ϕ

ϕ

  ( , t)     =        

                                                                                                       (2.11)

  ( ,1825) =

t
f

f f
h

t t

t t V S

t t

cm

cm t cm
0

28

28

1 2

2
2157 2 98

25
1

01

7 27

17 18

4 157 2 98
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6125

0

0

0
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× − ×
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×
+ −









25
78

1 0 5
1825 4

1825 4 01 126 5

7 27 1825 4

17 18

4 2 09

1 2
2

2

/

,
, ,

, ln

,

,

       

                       

  ( ,1825) =  ϕ

Tensão inicial instalada no cabo de protensão (CP-190RB):

σ p i pP A MPa0 5330 3948 1350= = =/ /

Este valor é menor que o limite de 0 85 01, , ,f p k =1400MPa estabelecido pelo

CEB-FIP (1990).

(b) Cálculo da deformação no concreto por fluência

Será feita uma estimativa aproximada e conservadora assumindo-se que a

tensão no concreto ao nível do cabo ( )σc  permanece constante e igual ao seu valor

inicial (usualmente alto). Esta tensão ( )σc  é a causada pela força inicial de protensão

( )Pi  e pelo carregamento permanente ( )g . Sob esta hipótese, a deformação por

fluência ( )εcc  em um tempo t após a transferência (realizada em t0 ) pode ser

calculada por:

( ) ( )ε
σ

ϕcc
c

c

t
E

t t= 0 ,

A tensão no concreto no nível do cabo será calculada no meio do vão, para uma

força de protensão inicial ( )Pi  de 5330kN.

Momento devido ao carregamento permanente:
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M kN mg =
×

=
23 30

8
2588

2

.

Momento da protensão no meio do vão:

M P e kN mp i= = × =1 5330 0 7 3731, .

Tensão na fibra extrema inferior:

σ

σ

σ

c
i

c

p g

c

c

P

A

M

w

M

w

MPa

,inf
inf inf

,inf

,inf

, , ,
,

= + −

=
×

+
×

−
×

=

5330 10
0 66

3731 10
0 1

2588 10
0 1

19 51

3 3 3

 

Tensão na fibra extrema superior:

σ

σ

σ

c
i

c

p g

c

c

P

A

M

w

M

w

MPa

,sup
inf inf

,sup

,sup

, , ,
,

= − +

=
×

−
×

+
×

=

5330 10
0 66

3731 10
0 213

2588 10
0 213

2 71

3 3 3

 

A tensão no concreto no nível do cabo será de 17,89MPa, como mostra a figura

2.3:

FIGURA 2.3 - Determinação da tensão no concreto no nível do cabo de protensão
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Módulo de deformação longitudinal:

E fc cm= +3500 4300 '  (2.5)

E

E GPa
c

c

= +
=

3500 4300 78

4147,

Deformação por fluência ( )εcc :

( ) ( )

( )

( )

ε
σ

ϕ

ε

ε

cc
c

c

cc

cc

E
t t5

5
17 89 10

41 47 10
2 09

5 0 9

0

6

9

0

 anos

 anos

 anos

=

=
×
×

×

=

,

,

,
,

, %

Portanto, haverá uma queda na tensão da armadura protendida devida à

fluência do concreto, dada por:

∆

∆

∆

σ ε

σ

σ

p c cc p

p c

p c

E

MPa

,

,

,

( )

,

,

= ×

= × ×

=

5

0 009 195 10

175 8

9

 anos

o que equivale a uma perda de 13% em relação à tensão inicial instalada de

1350MPa.

→→ Perda por retração

Parcela que leva em consideração a idade e a resistência à compressão:

εcsu
cm

cm t cm

K
f

f f
c

= × ×








 ×









 × −900

25
1028

1 2

28

1 2

6,
'

,
'

/

,
'

/

 (2.8)

ε

ε

csu

csu

= × ×






× 



 ×

=

−900 1 33
78

61 25
25
78

10

0 765%

1 2 1 2
6,

,

,

/ /

o

Parcela que leva em consideração a duração do carregamento e o tamanho do

elemento:
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Parcela que considera a umidade relativa do ar:

β( ) = (h -h1 4 )  (2.10)

β
β

( ) = (

( ) = 0,9375

h -

h

1 0 54, )

Retração ao longo dos cinco anos:

ε ε β βcs shu h t= × ×( ) ( )  (2.7)

ε
ε

cs

cs

= × × ×
=

−0 765 10 0 9375 0 775

0 56

3

0

, , ,

, %

Portanto, haverá uma queda na tensão da armadura protendida devida à

retração do concreto, dada por:

∆

∆

∆

σ ε

σ

σ

p s cs p

p s

p s

E

MPa

,

,

,

( )

,

= ×

= × × ×

=

−

5

0 56 10 195 10

109

3 9

 anos

o que equivale a uma perda de 8,1%. Assim, as perdas diferidas totais são de 21,1%.
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3. DIMENSIONAMENTO À FLEXÃO

Para o correto dimensionamento das seções de concreto armado ou protendido,

é necessário que se estabeleçam os diagramas tensão-deformação a serem adotados,

de tal forma que eles representem o comportamento real dos materiais que as

compõem. A partir dos diagramas, das equações de equilíbrio e de compatibilidade,

são determinados os esforços resistentes da seção.

À medida que se aumenta a resistência do concreto, o diagrama tensão-

deformação real vai mudando gradativamente, como visto na figura 3.1.

FIGURA 3.1 - Diagramas tensão-deformação típicos do concreto

FONTE: NILSON (1985)

Como se pode observar, à medida que a resistência cresce, a deformação na

tensão máxima tende a aumentar. Por outro lado, o trecho descendente
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(após a tensão máxima) torna-se mais íngreme, obtendo-se assim valores menores

para a deformação última ( )εcu .

Por comodidade de cálculo, é usual substituir-se o diagrama real por um

diagrama simplificado (retangular), o qual deve fornecer resultados equivalentes ao

real. Isso é permitido por normas como a NB-1 (1978), o CEB-FIP (1990) e o

ACI 318 (1995), por exemplo, tanto para vigas como para pilares de concretos usuais.

Vale ressaltar ser esse um recurso numérico, uma vez que a distribuição real de

tensões na ruptura não é retangular.

O diagrama retangular das normas citadas anteriormente corresponde ao real

com boa precisão no que se refere tanto à intensidade como à posição da resultante

de compressão. Com a mudança gradual da forma do diagrama real à medida que se

aumenta a resistência, é de se esperar que sejam necessárias mudanças, também

graduais, no retangular equivalente.

Estudo realizado por GARCIA & NILSON (1990), baseado nas curvas tensão-

deformação de cilindros com carregamento centrado e tensão máxima igual a

0 85, 'f c , sugere que o diagrama retangular de tensão do ACI 318 (1995) é contra a

segurança em até mais de 12% para o projeto de seções retangulares de CAD sujeitas

a carregamentos axiais com pequenas excentricidades.

No ACI 318, f c
'  é a resistência especificada à compressão, medida em testes de

compressão em cilindros de 15cm x 30cm após os 28 dias de cura. É a resistência

especificada no projeto e usada no dimensionamento. A formulação do ACI 318

(1995) estabelece a resistência média mínima necessária para se assegurar uma

probabilidade não maior que 1% de que a média de três testes consecutivos de

resistência estará abaixo da resistência especificada ( f c
' ). Visto de outra forma, ela

assegura uma probabilidade não maior que 1/11 de que algum teste resultará em um

valor menor que f c
' . Nestas definições, um teste é a média de dois resultados de

ensaios de cilindros.

LESLIE et al. (1976) e GARCIA & NILSON (1990) propuseram diagramas

tensão-deformação não retangulares para o projeto de seções de CAD. SWARTZ et al.

(1985) e LESLIE et al. (1976) sugerem que o valor de 3%o, adotado pelo
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ACI 318 para a deformação última de compressão no concreto ( )εcu , é contra a

segurança para o projeto de seções de CAD. Isso se torna ainda mais significativo no

que se refere à NB-1 (1978), a qual adota εcu o= 3 5%, .

A norma norueguesa atual tem um diagrama tensão-deformação válido para

CAD. Segundo IBRAHIM & MacGREGOR (1997), este diagrama é a favor da

segurança quando comparado ao do ACI 318, e a diferença entre os diagramas de

interação gerados usando-se essas duas normas é significativa para a parte do

diagrama onde o carregamento axial é alto (quando a seção está submetida a forças

axiais com pequenas excentricidades).

3.1 RECOMENDAÇÕES DE NORMAS

No que se segue, serão revistas as principais recomendações das normas

vigentes no que se refere aos diagramas tensão-deformação a serem adotados para o

concreto. Espera-se assim, fornecer uma visão geral do atual estado de conhecimento

do assunto, particularmente com relação ao CAD.

3.1.1 ACI 318 (1995) e CAN 3 (1994)

O ACI 318 e a norma canadense CAN 3 publicada pela CSA (Canadian

Standard Association) têm considerações idênticas para o diagrama tensão-

deformação. Ambos especificam a resistência do concreto à compressão ( f c
' ) usando

cilindros de 15cm x 30cm. No ACI 318 e na CAN 3, diagramas com forma retangular,

trapezoidal, parabólica e outras podem ser assumidos, assegurando-se que a relação

entre a distribuição de tensão de compressão e a resultante de deformação no

concreto esteja de acordo com os testes experimentais. A figura 3.2c mostra os

parâmetros do diagrama tensão-deformação obtidos experimentalmente: k k k1 2 3,   e .

k1 relação entre a tensão média de compressão e a tensão máxima de

compressão
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k2 relação entre a distância da fibra mais comprimida até a resultante da

tensão de compressão e a distância da fibra mais comprimida até a

linha neutra

k3 relação entre a tensão máxima de compressão no diagrama tensão-

deformação na estrutura e a resistência do cilindro

O diagrama de tensão retangular equivalente é definido pelos parâmetros α1  e

β1 , como mostrado na figura 3.2d.

α1 relação entre a tensão no diagrama retangular e a resistência do

cilindro

β1 relação entre a altura do diagrama retangular e a posição da

linha neutra

FIGURA 3.2 - Parâmetros do diagrama tensão-deformação para seções retangulares

FONTE: IBRAHIM & MacGREGOR (1997)

Fez-se uma distinção entre k k k1 2 3,   e  obtidos experimentalmente e os

parâmetros α1  e β1  usados para definir o diagrama retangular, porque este utiliza

apenas dois parâmetros para aproximar os efeitos dos três medidos nos testes.

No ACI 318 e na CAN 3 o parâmetro α1  é assumido como constante e igual a

0,85. O parâmetro β1  é igual a 0,85 para concretos com resistências até 30MPa,

sendo reduzido continuamente a uma razão de 0,08 para cada 10MPa de resistência
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acima de 30MPa. O parâmetro β1  não deve ser tomado menor que 0,65. A

deformação máxima de compressão no concreto ( )εcu  é assumida como tendo um

valor constante igual a 3%o. O parâmetro k2  é admitido como igual a 0 5 1, β .

3.1.2 NB-1 (1978)

A NB-1 (1978) admite εcu o= 35, % . Nas seções inteiramente comprimidas

(domínio 5), admite que o encurtamento na borda mais comprimida varie de 3,5%o a

2%o na ocasião da ruptura, e que a deformação a 3/7 da altura total da seção, medida

a partir da borda mais comprimida, mantém-se constante e igual a 2%o.

A distribuição das tensões do concreto na seção se faz de acordo com um

diagrama parábola-retângulo (figura 3.3). Além disso, essa norma permite um

procedimento semelhante ao do ACI 318, através da substituição do diagrama real

por um diagrama retangular equivalente com altura de 0 8, x  (figura 3.3), com uma

tensão uniforme dada por:

0 85, f
cd

caso em que a largura da seção, medida paralelamente à linha

neutra, não diminuir a partir desta para a borda mais comprimida

0 80, f
cd

caso contrário

FIGURA 3.3 - Diagramas permitidos pela NB-1 (1978)
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O valor característico da resistência do concreto à compressão ( )f ck  é

estabelecido em cilindros de 15cm x 30cm, aos 28 dias. O valor de cálculo da

resistência do concreto à compressão ( )f cd  é obtido minorando-se f ck  através do

coeficiente γ c  usualmente tomado igual a 1,4.

Portanto, fazendo-se um paralelo com o ACI 318, a NB-1 (1978) adota:

α1 constante igual a 0,85 ou 0,8, conforme os casos citados

β1 constante igual a 0,8

3.1.3 Norma Norueguesa NS 3473 (1992)

A resistência mais alta para concretos de densidade normal, baseada em

corpos-de-prova cúbicos de 100mm de aresta, é 105MPa (classe C105). O fator de

conversão para o cilindro de 15cm x 30cm é dado como 0,8 até C55 e a resistência do

cubo menos 11MPa para classes mais altas (tabela 3.1).

TABELA 3.1 - Resistências da Norma Norueguesa (MPa)

Valores Classes de resistência

característicos para C25 C35 C45 C55 C65 C75 C85 C95 C105

LC15 LC25 LC35 LC45 LC55 LC65 LC75 LC85

Resistência cúbica fcc 15,0 25,0 35,0 45,0 55,0 65,0 75,0 85,0

Resistência cilíndrica fcck 12,0 20,0 28,0 36,0 44,0 54,0 64,0 74,0 84,0 94,0

Resistência "in situ" fcn 11,2 16,8 22,4 28,0 33,6 39,2 44,8 50,4 56,0 61,6

Resistência à tração ftk 1,55 2,1 2,55 2,95 3,3 3,65 4,0 4,3 4,6 4,9

Resistência à tração
"in situ" ftn

1,0 1,4 1,7 2,0 2,25 2,5 2,6 2,7 2,7 2,7

Tanto na figura 3.4 como nas expressões que se seguem, as deformações

específicas devem ser tomadas com valores negativos.

Para concretos de densidade normal, a norma norueguesa admite as relações

tensão-deformação dadas na figura 3.4, onde:
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Para ε ε εcu c co< ≤ , tem-se σ cn cnf= −                                  (3.1)

Para ε εco c
cn

cn

f

E
< ≤ −0 6, , tem-seσ ε

ε
cn cn c cn

cn c cn

cn

m

m

E m f
E f

m f
= + −

+
−











−
−

( )
,

( , )

,

1
0 6

0 6

0 6

1

 (3.2)

Para − ≤ <0 6 0,
f

E
cn

cn
cε , tem-se σ εcn cn cE=                         (3.3)

FIGURA 3.4 - Diagrama tensão-deformação do concreto - Norma Norueguesa

A deformação última no concreto ( )εcu  é dada por:

ε εcu cnm= −( , , )2 5 15  (3.4)

εcn cn cnf E= − /  (3.5)

   m co cn= ε ε/  (3.6)

Para concretos de densidade normal com f cc ≤ 85MPa , pode-se admitir que:

E k fcn E cn= ( ) ,0 3  (3.7)

kE  = 10 000MPa                                     (3.8)

  ε ε εco cnk f= −1  (3.9)

onde:
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     ε1  = -1,9%o                                                              (3.10)

      kε  = 4 10 6× − (MPa)                                       (3.11)

Para concretos de resistência cúbica maior que 85MPa e para todas as classes

de concretos de agregados leves, os valores de Ecn  e εc0  devem ser determinados por

testes do concreto real a ser utilizado.

Variando-se a resistência cilíndrica ( )f cck  entre 20MPa e 94MPa, a

deformação na tensão máxima ( )εc0  varia entre -1,97%o e -2,15%o, e a deformação

última ( )εcu  varia entre -3,84%o e -2,68%o. Tais valores refletem o aumento da

deformação na tensão máxima, e a diminuição da deformação última, à medida que

se aumenta a resistência. O símbolo f cn  na figura 3.4 representa a resistência do

concreto na estrutura.

Para concretos de densidade normal das classes C25 a C55

(resistências cilíndricas de 20MPa a 44MPa), a tensão de compressão no concreto

pode ser assumida como variando parabolicamente [equação (3.12)] entre 0 e − f cd ,

enquanto a deformação ( )εc  varia entre 0 e -2,0%o.

σ
ε
ε

ε
εc cd

c

co

c

co

f= − −








2  (3.12)

Para deformações entre εco  = -2,0%o e a deformação última εcu  = -3,5%o, a

tensão de compressão pode ser assumida constante e igual a − f cd , como na

figura 3.5.
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FIGURA 3.5 - Diagrama tensão-deformação para resistências usuais

3.1.4 Norma Finlandesa Rak MK4 (1989)

A resistência mais alta definida em testes de compressão de corpos-de-prova

cúbicos de 15cm de aresta é 100MPa (classe K100). O fator de conversão para o

cilindro de 15cm x 30cm é igual à resistência do cubo menos 8MPa. A norma

finlandesa assume um valor constante para k3  igual a 0,7.

A figura 3.6 mostra a relação tensão-deformação recomendada por essa norma.

O símbolo f cn  representa a resistência do concreto na estrutura.

FIGURA 3.6 - Norma Finlandesa Rak MK4 (1989)
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3.1.5 Código Modelo CEB-FIP (1990)

A resistência mais alta para concretos de densidade normal baseada na

compressão uniaxial de cilindros de 15cm x 30cm é de 80MPa. As formas dos

diagramas tensão-deformação são mostradas esquematicamente na figura 3.7 para

propósitos analíticos. O valor de εc1  é admitido como 2,2%o. Os valores de E Ec c, 1  e

εcu  variam com a resistência do concreto.

Para projeto, dois diagramas tensão-deformação são descritos. O primeiro

(parábola-retângulo) consiste em uma parábola de segundo grau com uma tensão

máxima de 0,85 f ck  na deformação de 2%o, seguida por um patamar de escoamento

com uma tensão constante de 0,85 f ck  para deformações entre 2%o e 3,5%o. O

segundo, consiste em um diagrama retangular com α1

(função da resistência do concreto) decrescendo de 0,782, para f ck =20MPa, até

0,578, para f ck =80MPa. β1 é admitido constante e igual a 1.

FIGURA 3.7 - Código Modelo CEB-FIP (1990)
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3.2 DIAGRAMA RETANGULAR EQUIVALENTE PROPOSTO POR

MacGREGOR E IBRAHIM (1997)

Os diagramas retangulares propostos pela NB-1 (1978) e pelo ACI 318 (1995)

não oferecem bons resultados à medida que crescem a resistência do concreto e a

importância da força normal em relação à flexão (compressão com

pequena excentricidade).

IBRAHIM & MacGREGOR (1997) propuseram uma modificação para o

diagrama retangular equivalente, de tal forma que houvesse melhor concordância

com os resultados experimentais, e chegaram às seguintes conclusões:

• Os atuais parâmetros para o diagrama retangular do ACI 318 superestimam a

capacidade de flexão para pilares de CAD que se rompem por compressão.

• Um diagrama retangular pode ser utilizado em projeto, com uma deformação

limite de 3%o e os parâmetros modificados α β1 1 e  como se segue:

α1 0 85
800

0 725= − ≥, ,
f ck ( f ck  em MPa)             (3.13)

β1 0 95
400

0 70= − ≥, ,
f ck  ( f ck  em MPa)             (3.14)

• Os parâmetros propostos dão forças resultantes mais altas para concretos de

resistência usual e CAD que as equações do ACI 318 (aumentando a armadura

necessária), e forças resultantes menores para concretos de resistência superior a

100MPa. Visto de uma outra maneira, para uma mesma taxa de armadura, os

esforços resistentes obtidos com a utilização dos parâmetros propostos são menores

que os obtidos pelas equações do ACI 318.

Deste ponto em diante do texto, no que se refere ao dimensionamento à flexão,

será adotado o diagrama retangular proposto por IBRAHIM & MacGREGOR (1997) e

suas recomendações, ressaltando-se que:
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• Para os concretos de alto desempenho, PINTO JR (1992) sugere um valor

constante e aproximadamente igual 0,7 para α1 . Esse valor é menor que o adotado

pela NB-1 (1978) (constante e igual a 0,85), e já demonstra a necessidade de uma

diminuição do valor de α1  à medida que cresce a resistência.

• Nos programas de dimensionamento, pode-se adotar uma formulação para o

diagrama tensão-deformação real do concreto (através da entrada de uma função). A

partir daí, todo o dimensionamento seria feito tendo o diagrama real como base, o

que dispensaria simplificações como o diagrama retangular equivalente. Contudo,

muitas são as normas que admitem simplificações pelas facilidades práticas a elas

inerentes, o que realça a sua importância, particularmente no que se refere às seções

não usuais, as quais necessitam de formulação e de programação mais elaboradas.

• Limita-se ( )εcu  em 3%o, o que reflete uma maior preocupação com a

ductilidade. Esse valor é importante, em relação ao valor de 3,5%o adotado pela

NB-1 (1978), pois se reflete na mudança dos valores limites de βx  para cada domínio

de deformação. O domínio 4, por exemplo, passa a ter seu início em βx  = 0,592 para

o CA-50 (como se verá mais adiante), ao invés de βx  = 0,628 obtido com o valor de

3,5%o, para o mesmo aço.

Além disso, mantidas idênticas a seção e a sua solicitação, a metodologia

adotada por IBRAHIM & MacGREGOR (1997) resulta em diferentes posições da

linha neutra das que seriam obtidas com o diagrama parábola-retângulo, por

exemplo. Um valor diferente para a posição da linha neutra influi não só na

determinação da forma de ruptura do elemento (ductilidade), mas também na

consideração da forma (retangular ou em “T”) da zona comprimida de uma seção.

Segundo SANTOS (1983), o valor de 3,5%o é contra a segurança para as seções

“T”, nas quais o encurtamento de ruptura na borda mais comprimida é da ordem de

2%o. Neste caso, o cálculo com εcu  = 3,5%o fica contra a segurança, principalmente

por superestimar a tensão na armadura comprimida. Segundo o mesmo autor, isso

não traz maiores conseqüências porque, na realidade, ao se levar em consideração a

largura da mesa colaborante, tem-se em geral uma linha neutra alta, correspondente

ao subdomínio 2a. Ao se adotar o valor de 3%o, tira-se menos proveito deste fato,

aumentando-se assim, teoricamente, a segurança da estrutura. Em edifícios, a
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consideração da mesa colaborante se deve à presença da laje. Porém, em elementos

pré-moldados, por exemplo, esta seção pode ser conseguida sem a presença da laje, o

que reforça a adoção de um valor mais conservador para ( )εcu .

• O diagrama retangular equivalente proposto é válido tanto para concretos

usuais como para CAD. Na flexão simples, apresenta os mesmos consumos de

armadura de protensão para concretos usuais, independentemente do domínio

(como se verá em capítulo posterior). Ainda na flexão simples, à medida que se

aumenta a resistência do concreto e que se aproxima do domínio 4, resulta em

consumos pouco maiores de armadura de protensão.

• Em relação aos diagramas retangulares propostos pela NB-1 (1978) e pelo

ACI 318 (1995), o diagrama proposto por IBRAHIM & MacGREGOR (1997) oferece

resultados mais próximos dos experimentais à medida que crescem a resistência do

concreto e a importância da força normal. É válido, portanto, para flexão simples e

flexão composta, atendendo a uma tendência das normas que é a de uniformizar os

procedimentos de cálculo. O objetivo último deste trabalho são as vigas protendidas

pré-moldadas. Os casos de flexo-compressão são menos comuns nesses elementos

que em pilares, por exemplo. Contudo, existem na prática. Os cabos de protensão

superiores em vigas pré-moldadas biapoiadas são por vezes considerados como

forças externas, caindo-se normalmente num caso de flexo-compressão com grande

excentricidade. Tais cabos são utilizados para controle das tensões de tração antes da

montagem final do elemento na estrutura (verificações em vazio).

3.3 LIMITES DOS DOMÍNIOS DE DEFORMAÇÃO PARA εcu  = 3%o

Os estados limites últimos de ruptura e de deformação plástica excessiva são

caracterizados pelas deformações específicas últimas no concreto ( )εcu  e na

armadura ( )suε .

Será adotado para a deformação específica última no concreto ( )εcu  o valor de

3%o sugerido por IBRAHIM & MacGREGOR (1997).
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Admite-se, como valor convencional, que o alongamento específico último da

armadura tracionada ( )suε , no caso de concreto armado, seja igual a 10%o.

O alongamento para as peças de concreto protendido também é limitado ao

valor máximo de 10%o, e é contado a partir do estado de neutralização da seção

transversal. Obtém-se o estado de neutralização anulando-se, em toda a seção

transversal, as tensões no concreto decorrentes da aplicação isolada dos esforços de

protensão.

A deformação plástica excessiva da armadura ocorre na Reta “a” e nos

domínios 1 e 2. Nos domínios 3, 4, 4a, 5 e Reta “b”, ocorre ruptura do concreto

(figura 3.8).

FIGURA 3.8 - Domínios de deformação (εcu  = 3%o)

Nos domínios 1 e 2, os diagramas giram em torno do polo de rotação dado pelo

ponto “A”, ao passo que nos domínios 3, 4 e 4a o polo é o ponto “B”. No domínio 5,

o giro é em torno do ponto “C”.

Para εcu  =  3%o , o ponto “C” passa a se situar a 1/3h, e não mais a 3/7h, como

se pode observar da seguinte semelhança de triângulos (figura 3.8):
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k h
o o o3% 2% 3%−

=

k h=
1
3

Para que se possa determinar a resistência de cálculo de uma seção transversal,

é necessário que se considere em qual dos domínios de deformação, definidos na

figura 3.8, está situado o diagrama de deformações específicas da seção analisada.

Seja βx  o coeficiente adimensional que relaciona a profundidade da linha

neutra com a altura útil da peça:

βx x d= /  (3.15)

Admitindo-se a validade de Lei de Bernoulli até o estado limite último e por

semelhanças de triângulos, chega-se a:

β
ε

ε εx
c

c s

=
+

 (3.16)

onde :

εc
deformação no concreto

εs deformação no aço tracionado

A figura 3.9 mostra a posição limite da linha neutra para cada um dos domínios

considerados, adotando-se εcu  = 3%o, indicando também a subdivisão do domínio 2

em domínio 2a (0<εc  <2%o) e domínio 2b (2%o <εc <3%o).
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FIGURA 3.9 - Domínio de deformação - posições da linha neutra (εcu  = 3%o)

FONTE: FUSCO (1981) (adaptada)

3.4 DIMENSIONAMENTO ATRAVÉS DE TABELAS TIPO k

As tabelas conhecidas como “tabelas tipo k”, correntemente empregadas no

cálculo do concreto armado, têm seu formato com origem nas tabelas de Löser, as

quais foram posteriormente rearranjadas para o cálculo no Estádio III por Burke e

Gertsenchtein.

Nesta seção, serão elaboradas tabelas tipo k, apresentadas no final do capítulo,

que permitem o dimensionamento rápido de seções retangulares de CAD armadas ou

protendidas.
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3.4.1 Equações de equilíbrio

As expressões a seguir têm como base a figura 3.10d.

Pelo equilíbrio dos esforços horizontais na seção chega-se a:

R R Rcc sc st+ − = 0  (3.17)

FIGURA 3.10 - Seção retangular com armadura dupla

FONTE: NAWY (1995) (adaptada)

Do equilíbrio de momentos em relação ao centro de gravidade da armadura

tracionada:

M M R d
y

R d dd f k cc sc= = −




 + −γ

2
( )'  (3.18)

A resultante de compressão no concreto ( )Rcc  é dada por:
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R by b x f
d
dcc cd cd= =σ β α( )( )1 1

σ cd  é a tensão de compressão de cálculo no concreto.

Como βx x d= / , vem:

R bd fcc x cd= β β α1 1  (3.19)

O valor do braço de alavanca d
y

−




2

pode ser reescrito como:

d
y

d
x d

d
d x−





 = −





 = −





2 2

1
2

1 1β β β
 (3.20)

A resultante de compressão e de tração no aço são dadas, respectivamente, por:

R Asc s s= ' 'σ  (3.21)

R Ast s s= σ  (3.22)

Substituindo-se (3.19), (3.21) e (3.22) em (3.17) e (3.18), tem-se:

bd f A Ax cd s s s sβ β α σ σ1 1 0+ − =' '  (3.23)

M bd f A d dd x cd
x

s s= −




 + −2

1 1
11
2

β β α
β β

σ' ' '( )  (3.24)

Para o caso de armadura simples, tem-se As
' = 0 . Portanto:
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bd f Ax cd s sβ β α σ1 1 0− =  (3.25)

M bd fd x cd
x= −







2
1 1

11
2

β β α
β β

 (3.26)

3.4.2 Equações de compatibilidade das deformações

Da figura 3.10b chega-se a:

ε ε εc s s

x d x x d
=

−
=

−

'

'  (3.27)

Dividindo-se tudo por d, tem-se:

ε
β

ε
β

ε

β

c

x

s

x

s

x

d
d

=
−

=
−

1

'

'

Esta expressão leva a:

ε ε
β

βs c
x

x

=
−1

 (3.28)

ε
β

β
d'

'

=  (3.29)

3.4.3 Tabelas para armadura simples

As
' = 0 , das equações de equilíbrio (3.25) e (3.26), tem-se:
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bd f Ax cd s sβ β α σ1 1 =  (3.30)

 M bd fd x cd
x= −







2
1 1

11
2

β β α
β β

 (3.31)

      M A dd s s
x= −





σ

β β
1

2
1  (3.32)

O coeficiente kc  é estabelecido a partir da equação (3.31):

k
bd
M

f
c

d
x cd

x

= =
−







2

1 1
1

1

1
2

β α β
β β

 (3.33)

onde:

b largura da zona de compressão

Md momento de cálculo no estado limite último = γ f kM (com γ f  = 1,4)

M k momento característico

O coeficiente k s  é estabelecido a partir de equação (3.32):

k
A d

Ms
s

d
s

x

= =
−







1

1
2
1σ

β β
 (3.34)

A tensão na armadura ( )σ s  pode ser determinada a partir do diagrama tensão

deformação estabelecido na NB-1 (1978), item 7.2.
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FIGURA 3.11 - Diagrama tensão-deformação do CA-50 da NB-1 (1978)

Para o CA-50, a relação tensão-deformação é linear até s ydf= , ou ainda, até

ε εs yd= . Portanto:

Para ε εs yd≤ = 2,07%o, tem-se σ εs s sE=                     (3.35)

Para 2,07%o < ≤εs 10%o, tem-se σ s ydf=                            (3.36)

A NB-1 (1978) adota E s  = 210 GPa para o CA-50.

3.4.4 Dimensionamento de seções de concreto protendido

A diferença entre uma peça de concreto armado e uma peça idêntica

(em materiais, dimensões e armaduras), porém com armadura protendida, é a

existência do pré-alongamento.

Segundo VASCONCELOS (1980), a existência do pré-alongamento é pouco

importante a menos que exista excesso de armadura, isto é, que a L.N. na ruptura

ultrapasse o eixo baricêntrico da seção.



Projeto Estrutural de Vigas de Concreto de Alto Desempenho
Capítulo 3 - Dimensionamento à flexão

54

O pré-alongamento é definido como o alongamento existente na armadura no

estado de neutralização, isto é, no estado em que são nulas as tensões no concreto.

Deve ser determinado na época em que se procura conhecer a eficiência da peça. No

caso de verificação em vazio (pré-tração), o pré-alongamento é aquele que se aplica

na armadura na pista de protensão. No caso de peças com armadura pós-tracionada, é

aquele em que a armadura tracionada e presa em vínculos externos à peça provoca,

na liberação desses vínculos, a protensão conhecida na peça.

Quando se trata de verificação em carga, escolhe-se normalmente uma idade

bastante avançada da peça, em que praticamente já se cumpriram todas as perdas

progressivas de protensão. Conhecida a porcentagem total de perdas para uma

determinada idade, este pré-alongamento é equivalente ao pré-alongamento inicial

reduzido na proporção das perdas.

Assim, em relação ao concreto armado, a única diferença é que, para

determinação da tensão na armadura protendida no estado limite último ( pdσ ) , deve-

se somar o valor do pré-alongamento ( )ε pid  ao valor da deformação do concreto no

nível do cabo resultante no estado limite último ( )c1dε .

3.4.5 Tabelas para seções de concreto protendido e armado

Neste item, segue-se o roteiro apresentado por VASCONCELOS (1980).

Elaborou-se a tabela A1 na qual, a partir do coeficiente kc  (obtido do momento

de cálculo ( )Md  e da escolha das dimensões da seção), chega-se à posição da linha

neutra ( )βx  e aos valores de ε ε σcd c d pd,   e 1  para diversas resistências à compressão

do concreto e para os aços de protensão (CP 175 e CP 190).

Na elaboração da tabela A1 foram adotadas todas as recomendações de

IBRAHIM & MacGREGOR (1997), bem como os limites de ( )βx  para os domínios

de deformação decorrentes da adoção de εcu  = 3%o (figura 3.9).

A tabela A1 pode ser usada tanto para seções de CAD como para concretos de

resistência usual, como se observará através de exemplos. Além disso, podem ser
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aplicadas às seções tipo “T”, considerando-as de forma adequada, em função da

posição da L.N., como uma seção retangular (L.N. na mesa da seção “T”), ou como a

soma de duas seções retangulares (L.N. abaixo da mesa).

Além das já estabelecidas, foram usadas as seguintes expressões:

βz z d= /  (3.37)

onde:

z distância entre R Rcc st e 

d altura útil

Adotando-se o diagrama retangular (figura 3.10.d) sugerido por

IBRAHIM & MacGREGOR (1997), chega-se facilmente a:

β
β β

z
x= −1

2
1  (3.38)

A deformação do concreto ( )cdε  na borda mais comprimida, no estado limite

último, é dada por:

ε
β

βcd
x

x

(%o o) =
−1

10%  para 0< βx ≤ 0,231 (ou seja, até o domínio 2) (3.39)

A deformação do concreto no nível do cabo resultante ( )c1dε , no estado limite

último, é dada por:

ε
β

βc d
x

x
1

1
3%(% )o o=

−
 para βx >0,231               (3.40)

A deformação total do aço de protensão no estado limite último ( )ε pd  é dada

por:
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ε ε ε εpd c d pid p= + +1 1  (3.41)

ε pid  é o pré-alongamento do aço, já considerando o fator de ponderação

γ p  = 0,9 ou 1,1 (caso a verificação seja feita em carga ou em vazio), já considerada a

influência das perdas progressivas se for o caso.

ε p1  é o alongamento unitário correspondente à variação de tensões entre a

situação inicial e a descompressão do concreto ao nível da armadura de protensão.

ε p1  tem valor pequeno quando comprado com ε pid  e com εc1d , podendo em geral ser

desprezado.

Seja σ pd  a tensão no aço de protensão (em MPa) no estado limite último

correspondente à deformação total ε pd .

A relação entre σ p  e ε p  foi determinada para um aço padrão, conforme

indicação do CEB-FIP (1970), e corresponde aproximadamente ao diagrama médio

dos aços fabricados pela Companhia Siderúrgica Belgo-Mineira (CSBM). O

diagrama da figura 3.12 foi dividido em 4 trechos. Adotou-se o módulo de

deformação longitudinal dos cabos encordoados E p  = 195GPa. Nas expressões

seguintes, referentes à figura 3.12, ε p  deve ser inserido em valores por mil, estando

σ p  em MPa.

Na figura 3.12, para o CP 175, obtém-se os valores indicados na tabela 3.2.

TABELA 3.2 - Relações tensão-deformação para o CP 175

FONTE: VASCONCELOS (1980) (adaptada)

Trecho AO 0 5 47%< ≤ε p , o σ εp p= 195

Trecho AB 5 47% 7 7%, ,o o< ≤ε p σ ε εp ptk p pf/ , , ,= − + −0 0198 0 328 0 5922

Trecho BC 7 7% 9 0%, ,o o< ≤ε p σ εp ptk pf/ / ,= +( )65 0 642

Trecho CD 9 0% 50 0%, ,o o< ≤ε p σ εp ptk pf/ / ,= +( )456 0 76

Para o CP 190 obtém-se os valores da tabela 3.3.
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Seguindo-se procedimento semelhante, elaborou-se a tabela A2 para

dimensionamento de seções retangulares de concreto armado, válida tanto para

concretos usuais como para CAD.

TABELA 3.3 - Relações tensão-deformação para o CP 190

FONTE: VASCONCELOS (1980) (adaptada)

Trecho AO 0 5 94%< ≤ε p , o σ εp p= 195

Trecho AB 5 94 7 7, % , %o o< ≤ε p σ ε εp ptk p pf/ , , ,= − + −0 0097 0 218 0 3422

Trecho BC 7 7% 9 0%, ,o o< ≤ε p σ εp ptk pf/ / ,= +( )65 0 642

Trecho CD 9 0% 50 0%, ,o o< ≤ε p σ εp ptk pf/ / ,= +( )456 0 76

FIGURA 3.12 - Diagrama tensão-deformação simplificado dos aços de protensão

FONTE: VASCONCELOS (1980)

Na tabela A2, observa-se que, para uma mesma posição da linha neutra,

k A d Ms s d= /  diminui à medida que se aumenta a resistência. Tal variação é

pequena, especialmente para os valores inferiores de βx . Para βx = 0 02, , por
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exemplo, tem-se k s = 0 02320,  para f MPack = 30 , e k s = 0 02316,  para

f MPack = 100 . À medida que se avança em relação ao domínio 4 (maiores valores

de βx ) observa-se, para a mesma posição da linha neutra, uma variação de k s  um

pouco maior. Para βx = 0 58, , por exemplo, tem-se k s = 0 03082,  para f MPack = 30 ,

e k s = 0 02886,  para f MPack = 100 .

Fica, portanto, a critério do engenheiro, optar ou não pela possibilidade de uma

pequena redução de armadura passiva à medida que se aumenta a resistência,

utilizando a tabela A2, ou simplesmente continuar usando as tabelas convencionais

para o cálculo de k s , as quais resultarão em armaduras passivas um pouco maiores.

As tabelas A1 e A2 podem ser utilizadas para o dimensionamento de seções

“T” e “I”, que apresentam zona de compressão retangular ou em “T”, como se verá

através de exemplos. Tais seções, como já ressaltado, são mais interessantes para a

utilização em conjunto do CAD, protensão e pré-moldagem. Para a aplicação dessas

tabelas para a verificação em vazio, isto é, no caso de carregamento em que atuam

apenas a protensão inicial e o peso próprio, torna-se necessário que a zona de tração

(por exemplo, fibras inferiores de uma viga biapoiada), previamente comprimida pela

protensão, seja também retangular ou “T”.

Essas tabelas também podem ser utilizadas para o dimensionamento de seções

com armadura dupla.

3.5 ARMADURA MÍNIMA DE FLEXÃO

As armaduras mínimas são exigidas para que se garanta que o carregamento de

ruína seja maior que o de fissuração. Assim, a ruína não ocorrerá sem aviso. Com o

aumento da resistência, a fissuração deve iniciar-se em tensões mais altas e, assim,

seriam necessárias maiores taxas de armadura mínima de flexão e de cisalhamento

Pesquisas realizadas por PINTO JR (1992) levantaram dúvidas sobre as taxas

mínimas usuais de armadura longitudinal. Em suas conclusões, ele comenta que a

taxa mínima, ρs min tk ykf f, , ( / )= 0 30 , não é válida para as vigas de CAD, e que são

necessárias mais pesquisas nesta área.
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Por outro lado, os resultados dos seus ensaios mostraram que as vigas de

concreto subarmadas apresentam comportamento dúctil.

O CEB-FIP (1990) estabelece uma taxa mínima de armadura longitudinal de

flexão dada por:

ρl min
s min

t

A

b d,
,

, %= = 0 15  para o S500 (ou CA-50)       (3.42)

ρl min
s min

t

A

b d,
,

, %= = 0 25  para o aço S220 (ou CA-25)                         (3.43)

bt  é a largura média da zona tracionada de concreto.

Fazendo-se a correlação entre as propriedades dos aços S500 e S220 do CEB-

FIP (1990) e as propriedades dos aços brasileiros, pode-se aplicar a equação (3.42) e

(3.43) aos aços CA-50 e CA-25, respectivamente.

Para as vigas “T”, se a linha neutra, no estado limite último, está localizada na

mesa, a largura desta última não é levada em consideração para o cálculo de bt .

O ACI 318 (1995) estabelece, para vigas com seção retangular ou com seção

“T” (com a mesa comprimida), a seguinte expressão para a armadura mínima:

A
f

f
b d

b d

fs min

ck

y
w

w

y
,

,
,= ≥

0 25
1 379  (3.44)

Para as seções em “T” com a mesa tracionada, a armadura mínima ( )As min,  a

ser adotada deve ser maior ou igual ao menor dos valores dados por:

A
f

f
b ds min

ck

y
w,

,
=

0 5
 (3.45)

ou pela expressão (3.44), na qual bw  deve ser tomado igual à largura da mesa.
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3.6 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO

Exemplifica-se a seguir a utilização da tabela A1, comparando-se os resultados

com os apresentados em VASCONCELOS (1980), o qual segue o diagrama parábola-

retângulo. Para efeito de comparação, tanto para o cálculo da tensão inicial

máxima (o valor aqui adotado de 1615MPa é maior que o permitido pela

NBR-7197/1987) como para o cálculo do pré-alongamento seguiu-se o

apresentado pelo já citado autor.

EXEMPLO 3.1 - f MPack = 30

Uma viga biapoiada, de concreto protendido, com vão teórico de 20,0m, deve

ser calculada para resistir a uma carga acidental sem impacto de 15kN m/ . Os

materiais disponíveis são:

Concreto: f MPack = 30 ; peso específico = 25 3kN m/ .

Aço: CP 190 RB (   )f = MPaptk 1900 ; E GPap = 200

Solução

f MPapyk = × =0 9 1900 1710, f  / ,    MPacd = =30 1 4 21

f MPaptd = =1900 115 1650/ , f MPapyd = × ≅0 9 1650 1500,

Pré-dimensionamento

A altura útil ( )d pode ser tomada aproximadamente como o vão sobre 20:

d l m= = =/ / ,20 20 20 1 00

A largura ( )b pode ser tomada entre 1/3 e 1/4 da altura: b m= 0 30,
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Esforços

A mc = × =1 0,30 0,30 2

g kN m

g q kN m

= × =
+ = + =

25 0 30 7 5

7 5 15 22 5

, , /

, , /

M kNmgq =
×

=
22 5 20

8
1125

2,
 

M kNmd = × =1 4 1125 1575,  

→→ Situação em carga

Tensão inicial máxima: σ pi

ptk

pyk

f x MPa

, f x MPa
≤

= = →

= =





0 85 0 85 1900 1615

0 95 0 95 1710 1625

, ,

,

   valor adotado

 

Segundo a NBR-7197/87: σ pi

ptk

pyk

f MPa

, f MPa
≤

= × =

= × =





0 77 0 77 1900 1463

0 86 0 86 1710 1471

, ,

,

 

 

Valor com perdas estimadas de 20% 1615 0 8 1292                   → × =, MPa

Valor com o fator de ponderação γ p MPa= → × =0 9 0 9 1292 1163, ,          

Cálculo de ε c d1

k
bd
Mc

d

= =
×

×
=

2 2

2

30 100
1575 10

1905
,

, cm2/kN

Na tabela A1, na coluna correspondente f MPack = 30 , para kc = 1 905,

(interpolando-se), chega-se a β x = 0 423,  (domínio 3) e εc d1 4 095%= , o . Para

f MPack = 30 , tem-se β1 0 875= , .

Cálculo de βz :

β β βz x x x= − = − =1 0 5 1 0 5 0 875 0 423 0 8151, , , , ,
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Pré-alongamento

ε pi d o, , %∞ = =
1163
200

582

ε σpd pd
o MPa= + = → =4 095 582 9 915 1485, , , %  

Cálculo da área de protensão

A cm
M MN m

z m MPap
d

pd

( )
( / )

( ) ( )
2 410=

σ

Como z = βzd, vem:

A cmp =
×

× ×
=

1 575 10
0 815 1 00 1485

13 01
4

2,
, ,

,  

Este é exatamente o mesmo valor apresentado em VASCONCELOS (1980), o

qual segue o diagrama parábola-retângulo.

Na tabela 3.4 apresentam-se, para uma resistência de 30MPa, os resultados

obtidos para armadura de protensão, a partir do diagrama retangular de IBRAHIM &

MacGREGOR (1997) e do diagrama parábola-retângulo, variando-se a posição da

linha neutra. A posição da linha neutra foi variada aproveitando-se o exemplo

anterior, mudando-se os valores de Md , mantendo-se constantes as dimensões da

seção (  e )b m d m= =0 30 1 0, , .

Como se pode observar, não existe diferença significativa, para o

dimensionamento de seções de concretos de resistências usuais submetidas a flexão

simples, em se adotar um ou outro diagrama, no que se refere ao consumo de

armadura.
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TABELA 3.4 - Comparação entre os dimensionamentos através dos diferentes

diagramas tensão-deformação ( )f MPack = 30

IBRAHIM &
MacGREGOR

(1997)

Parábola-
retângulo

f

MPa
ck

( )

M

k
d

( N.m)

DOM. βx A

c
p

( m )2

βx A

c
p

( m )2

βx

DIF.  %

A

DIF
p

.  %

30 437 2a 0,100 3,03 0,142 3,05 -42 -1
30 909 2b 0,220 6,66 0,236 6,66 -7 0
30 1575 3 0,423 13,01 0,440 13,00 -4 0
30 2005 3 0,592 18,66 0,600 18,34 -1 2
30 2377 4 0,800 28,68 0,816 28,05 -2 2

EXEMPLO 3.2 - f MPack = 70

Idêntico ao exemplo 3.1, porém com concreto f MPack = 70 . Os materiais

disponíveis são:

Concreto: f MPack = 70 ; peso específico = 25 3kN m/ .

Aço: CP 190 RB (   )f = MPaptk 1900 ; E GPap = 200

Dimensões adotadas: b m d m= =0 30 1 0, , e 

TABELA 3.5 - Comparação entre os dimensionamentos através dos diferentes

diagramas tensão-deformação ( f MPack = 70 )

IBRAHIM &
MacGREGOR

(1997)

Parábola-
retângulo

f

MPa
ck

( )

M

k
d

( N.m)

DOM. βx A

c
p

( m )2

βx A

c
p

( m )2

βx

DIF.  %

A

DIF
p

.  %

70 852 2a 0,100 5,88 0,127 5,92 -27 -1
70 1636 2b 0,200 11,75 0,193 11,72 4 0
70 2997 3 0,400 23,85 0,338 23,29 16 2
70 4043 3 0,592 36,16 0,493 34,27 17 5
70 4894 4 0,800 55,63 0,65 46,91 19 16
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Como se pode observar, à medida que se aproxima do Domínio 4, para seções

de CAD, aumenta a diferença entre a armadura obtida a partir do diagrama parábola-

retângulo e a obtida pela proposta de IBRAHIM & MacGREGOR (1997).

EXEMPLO 3.3 - f MPack = 70

Considere-se a viga do item 2.4.

Dados adicionais:

Vão: l m= 30 0,  

Cobrimento: 30mm

Excentricidade do cabo (aderente e parabólico) em relação ao C.G. da seção,

em uma seção localizada x (m)  à direita do apoio A:

e
x x

= −














2 8

30 30

2

,

O diâmetro da bainha ( )φb  é de 120mm e a excentricidade no meio do vão ( )e1

é de 700mm, e nos apoios é igual a zero.

A força de protensão em cada apoio é 4500kN, no meio do vão é 4200kN, e

admite-se que varie linearmente (20kN/m) ao longo da viga.

Admitindo-se que a armadura protendida necessária para atender aos estados

limites de utilização tenha sido A mmp = 3948 2  (12 cordoalhas de 12,7mm), deseja-

se calcular a armadura passiva adicional necessária para atender ao estado limite

último, com os coeficientes de segurança da norma brasileira (NB-1/1978).
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Solução

Momento de cálculo:

( )
M kN md = ×

+ ×
=14

23 19 5 30
8

6694
2

,
,

.

Momento absorvido por A mmp = 3948 2 :

M A d
x

u pu p p1 1
1 1

2
= −







σ
β

onde, para f MPack = 70  , tem-se β1 0 775= ,  (ver tabela A1). A posição da linha

neutra ( = 0,1385 )x m1  e a tensão na armadura de protensão ( = 1556 )σ pu MPa1  são

obtidas a partir das equações de compatibilidade e de equilíbrio.

Assim, o momento absorvido pela armadura protendida na ruptura será:

M

M kN m

u

u

1
6 6 1

1

1556 10 3948 10 1 084
0 775 0 1385

2

6329 4

= × × × × −
×





=

− ,
, ,

, .

Como M kN m M kN mu d1 6329 4 6694= < =, . . , é necessária armadura passiva

adicional para se atender ao estado limite último.

A armadura passiva ( )As  para absorver o momento ( - )M Md u1  pode ser

calculada pela seguinte expressão de equilíbrio:

A
M M

f zs
d u

yd s

=
− 1

onde zs  é o braço de alavanca de flexão dado por:

( ) ( )z d x ms ≅ − ≅ − × ≅0 9 0 9 1146 0 775 0 1385 0 93480 1 1, , , , , ,β

Portanto, para o aço CA-50, tem-se:
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( )
A m cms =

− ×
×

×
= × =−6694 6329 4 10

500 10
115

0 9348

8 97 10 8 97
3

6
4 2 2,

,
,

, ,

Serão adotadas 2 barras de 25mm ( = 10,0 )A cms
2 .

Tendo em vista o caráter aproximado da expressão para o cálculo de zs , faz-se

necessária uma verificação da capacidade da seção para as armaduras adotadas. O

leitor poderá querer fazê-la e verificar que, para A cms = 10,0 2  e A mmp = 3948 2 , a

capacidade da seção é de 6765,9kN.m, superior portanto a M d .
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4. CISALHAMENTO

O dimensionamento das vigas normalmente é comandado pela flexão. Isto

significa que, na maioria dos casos, ela determina as dimensões da peça. Feito isso,

parte-se para o dimensionamento ao cisalhamento.

Em algumas situações, contudo, quando os vãos são pequenos ou é grande o

carregamento aplicado (como nas vigas de transição), o cisalhamento cresce de

importância, podendo liderar o dimensionamento.

Serão apresentadas aqui as seguintes propostas de dimensionamento ao

cisalhamento, bem como a sua validade para o CAD: treliça clássica de Ritter-

Mörsch, método padrão, analogia de treliça com diagonais de inclinação variável,

dimensionamento segundo a AS-3600 (1988) e segundo a CAN 3 (1994).

4.1 TRELIÇA CLÁSSICA DE RITTER-MÖRSCH

O modelo de treliça proposto por RITTER (1899) e mais tarde desenvolvido

por MÖRSCH (1948) é fundamental para o entendimento dos que a ele se seguiram.

Trata-se de uma analogia entre os esforços existentes em uma viga real de concreto

armado (com alma cheia) e uma treliça.

Conhecido pelo nome de treliça clássica de Ritter-Mörsch, admite que a

totalidade da força cortante é resistida pelos elementos da alma da viga de concreto:

armadura transversal e diagonais de concreto (representados pelos tirantes e pelas

bielas da treliça, respectivamente). Não se considera a contribuição do banzo

comprimido de concreto.

Esse modelo (figuras 4.1 e 4.2) tem as seguintes características:
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• É formado por uma treliça isostática com um banzo comprimido

(representando o concreto) e outro tracionado (representando a armadura longitudinal

tracionada), admitidos paralelos.

• As diagonais comprimidas (bielas de concreto) têm inclinação ( )θ  de 45o .

• Os tirantes entre os banzos têm inclinação ( )α  que pode ser escolhida entre

45o  (para estribos inclinados, ou cavaletes) e 90o  (para estribos perpendiculares ao

eixo longitudinal da peça).

FIGURA 4.1 - Treliça clássica de Ritter-Mörsch

FIGURA 4.2- Treliça clássica de Ritter-Mörsch para estribos verticais

Analisando-se a figura (4.3), observa-se que no modelo de treliça os esforços

de flexão não são exatamente iguais aos previstos para uma viga real de alma cheia.

Nesta última, a resultante no banzo comprimido ( )Rcc  e a resultante na armadura

longitudinal de tração ( )Rst que atuam em uma seção são proporcionais ao momento

fletor que atua nesta mesma seção. Portanto, em uma viga real, R Rcc st e variam entre

uma seção localizada em x  e outra localizada em x x+ ∆ .



Projeto Estrutural de Vigas de Concreto de Alto Desempenho
Capítulo 4 - Cisalhamento

69

FIGURA 4.3 - Translação do diagrama de esforços na armadura de tração ( )Rst

FONTE: FUSCO (1981)

Na treliça, os esforços têm valores constantes entre dois nós que definem cada

barra. Para uma seção de abscissa x , a resultante de tração na armadura longitudinal

de tração ( )Rst x,  é determinada pelo momento fletor M x x+∆  que age em uma seção

adjacente afastada de ∆x z= .

Para a determinação da resultante Rst  tudo se passa como se houvesse uma

translação a l  do diagrama de momentos fletores (conhecida como decalagem do

diagrama), aumentado-se a intensidade de Rst . No banzo comprimido, a interação

entre a força cortante e o momento fletor produz um efeito oposto ao observado no

banzo tracionado, diminuindo a resultante de compressão no concreto ( )Rcc .

A decalagem do diagrama permite, portanto, uma compatibilização entre o

modelo de treliça e o comportamento real dos esforços na viga de alma cheia.
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Do equilíbrio de momentos (figura 4.4) em relação ao ponto de aplicação da

resultante de compressão ( )Rcc  tem-se:

R
M

zst x
x x

, = +∆  (4.1)

FIGURA 4.4 - Esforços nos elementos da treliça

Considerando-se o equilíbrio de momentos na seção de abscissa x , a resultante

de compressão na biela de concreto é dada por:

R
M

zcc x x
x

, + =∆  (4.2)

Montando-se a equação de equilíbrio das forças que agem na seção x x+ ∆ ,

paralelas ao eixo da viga, resulta:

R R Rst x cc x x cb, , cos= ++∆ θ  (4.3)

A diferença entre as forças longitudinais que agem em duas seções afastadas de

∆x zs=  é igual à força cortante que age na seção:

R R
M M

z
Vst x cc x x

x x x
, ,− =

−
=+

+
∆

∆  (4.4)
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Sendo Vd  a força cortante de cálculo que atua numa dada seção, a resultante

das tensões de compressão nas bielas de concreto ( )Rcb  é dada por (figura 4.4):

R
V

cb
d= −

senθ
 (4.5)

A resultante das tensões de tração no montante tracionado ( )Rt  é igual ao

esforço cisalhante de cálculo:

R Vt d=  (4.6)

Estudos experimentais realizados com concretos de resistência usual

demonstram que a treliça clássica de Ritter-Mörsch leva a armaduras transversais

maiores que as necessárias, errando portanto a favor da segurança. Na realidade, os

valores de θ  podem se apresentar menores que 45o . Como se verá mais adiante, essa

e outras constatações experimentais levaram à formulação do modelo de treliça com

diagonais de inclinações variáveis.

4.2 MÉTODO PADRÃO

A NB-1 (1978), a NBR-7197 (1989) e o CEB-FIP (1990) adotam o método

padrão para o dimensionamento ao cisalhamento dos elementos fletidos.

Neste modelo, parte da resistência ao cisalhamento é atribuída ao banzo

comprimido de concreto, por ser ele inclinado até atingir os apoios, e não totalmente

horizontal como admitido pela treliça clássica de Ritter-Mörsch.

Assim, a resistência ao cisalhamento das vigas de concreto armado pode ser

considerada como a soma das contribuições do concreto e da armadura transversal.

Essa proposta conserva o modelo da analogia clássica, mas reduz a força cortante

para cálculo da armadura transversal, atribuindo às partes comprimidas de concreto

uma parcela de colaboração na resistência à força cortante.
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Em decorrência desse fato, a força cortante de cálculo (Vd  pode ser

representada por V Vd cd sd= , onde Vcd sd e 

“concreto” e da armadura de cisalhamento, respectivamente. Dessa forma, aplicando-

se a analogia da treliça clássica, uma armadura transversal é necessária para resistir

V V Vsd d cd= − , diminuindo-se a armadura transversal a ser utilizada.

Embora a armadura transversal inclinada (estribos inclinados ou cavaletes) seja

mais eficiente no combate ao cisalhamento, os estribos verticais são muito mais

usados pela sua facilidade de execução.

No caso de armadura constituída apenas por estribos verticais, a correspondente

taxa de armadura transversal será:

ρ
σw

d cd

w sw

V V

b z
=

−
 (4.7)

onde:

bw largura da alma da seção transversal

z braço de alavanca interno da seção devido à flexão

σ sw tensão para cálculo da armadura transversal

Fazendo τ τ0d d w cd cd wV b z V b z= =/ ( ) / ( ) e , a expressão (4.7) transforma-se

em:

ρ
τ τ

σw
d cd

sw

=
−0  (4.8)

Segundo o CEB-FIP (1990) e o EUROCODE (1992), pode-se admitir

d zs / ,= 1 11 nessas relações. Segundo a NB-1 (1978), pode-se adotar a relação

d zs / ,= 1 15 .

A área da armadura transversal será obtida por:
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A sbsw w w= ρ αsen  (4.9)

onde:

Asw área da seção transversal dos ramos de estribos na mesma seção

s espaçamento entre os estribos

α ângulo formado pela armadura longitudinal tracionada e os estribos,

 tomado no sentido horário. Para estribos verticais, α = 90o

A contribuição do “concreto”, expressa através da tensão ( )τ c  ou do esforço

( )Vc , é obtida experimentalmente e leva em consideração:

• A soma das contribuições do banzo comprimido de concreto.

• O engrenamento dos agregados ao longo das fissuras inclinadas.

• O efeito de pino da armadura longitudinal.

O engrenamento dos agregados é o efeito de fricção ao longo das fissuras

(figura 4.5). O mecanismo de transferência de cisalhamento ao longo da interface

concreto-concreto a qual está submetida simultaneamente a cisalhamento e esforço

normal de compressão é chamado de fricção concreto-concreto e inclui o

engrenamento dos agregados.

FIGURA 4.5 - Engrenamento dos agregados

FONTE: CEB-FIP (1990)
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Alguns pesquisadores admitem que a contribuição do “concreto” ( )τ c  seja

diretamente proporcional à resistência do concreto à compressão ( )f c . Outros

admitem que esteja relacionado com a resistência do concreto à tração ( )f t , o que

levaria a expressões em função de ( )  (como no ) ou ( )f ACI fc c
1 2 1 3/ / . Isso realça a

importância da determinação de uma expressão confiável para o cálculo de τ c .

No CEB-FIP (1990) a resistência máxima ao cisalhamento, obtida para θ = 45o

em uma dada seção, é dada em função da resistência do concreto por:

V
f

b zRd max
cd

w, ( )= +2

2
1 cotgα  (4.10)

f cd 2  é dado por:

f
f

fcd
ck

cd2 0 6 1
250

= −






,  (4.11)

Segundo FERNANDES (1992), o método padrão pode ser adotado para as vigas

de CAD, atribuindo-se ao concreto uma contribuição dada por:

τ c cf= / 20                           (4.12)

f c  é a resistência do concreto à compressão determinada em cilindros com

10cm de diâmetro e 20cm de altura. FERNANDES (1992) ensaiou vigas de concreto

com resistência à compressão em torno de 60MPa. A utilização da equação (4.12),

para resistências maiores, deve ser feita com cuidado.

4.3 ANALOGIA DA TRELIÇA COM DIAGONAIS DE INCLINAÇÃO

VARIÁVEL

Ensaios demonstraram que, dentro de certos limites, as diagonais comprimidas

ajustarão sua inclinação até que seja atingido um estado de equilíbrio para o qual a
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armadura transversal existente seja eficaz. Quanto mais reduzida for a armadura para

cisalhamento adotada, menores serão as inclinações ( )θ  assumidas pelas diagonais.

Em situação de projeto, o ângulo θ  é arbitrado pelo projetista. Essa escolha

determina o maior ou menor consumo de armadura transversal. Quanto menor o

ângulo adotado, menor será o consumo de armadura e maior a tensão nas bielas

comprimidas de concreto [equação (4.5)]. A quantidade de armadura será

minimizada quando o menor ângulo θ  puder ser adotado sem que haja esmagamento

das diagonais com tensões de compressão σ cd  ou o escoamento da armadura de

cisalhamento. Assim, a armadura de cisalhamento é calculada para resistir à

totalidade da força cortante V d
 com θ  menor ou igual a 45o .

Segundo FERNANDES (1992), no estudo do cisalhamento, cresce a

importância da forma da seção. LEONHARDT & WALTHER (1961) ensaiaram, nos

já conhecidos ensaios de Stuttgart, vigas de almas largas ou com pequena diferença

entre a largura da mesa e a largura da alma. Nas seções T ou I, mais adequadas ao

CAD, o banzo comprimido é muito inclinado e as diagonais comprimidas possuem

inclinação bem menor que 45o , como admitido na treliça clássica de Mörsch. Isso

diminui os esforços de tração na alma, resultando em menores armaduras

transversais.

Considerando uma armadura transversal constituída somente por estribos

verticais, a correspondente taxa de armadura será:

ρ
σ θw

d

w sw

V

b z
=

cotg
 (4.13)

Fazendo τ0d d wV b z= / ( )  a expressão (4.13) transforma-se em:

ρ
τ

σ θw
d

sw

= 0

cotg
 (4.14)

No caso de armadura transversal constituída apenas por estribos verticais, esta

armadura é obtida por A b ssw w w= ρ , onde Asw  a área da seção transversal de todos os

ramos de estribos na mesma seção e s  é o espaçamento entre eles.
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A taxa de armadura de cisalhamento de acordo com a treliça clássica de Ritter-

Mörsch, a qual não considera a contribuição do “concreto”, é dada por:

ρ
τ
σw

sw

d
,M = 0  (4.15)

O grau de armação ao cisalhamento é definido pela relação:

η
ρ

ρ
= w

w M,

 (4.16)

Assim, das equações (4.15) e (4.16) vem:

η
θ

θ= =
1

cotg
tg  (4.17)

Com a finalidade de se evitar a ruptura prematura do concreto e a deterioração

do engrenamento dos agregados, deve-se limitar o ângulo θ . Com base em

investigações experimentais, GROB & THÜRLIMANN (1976) estabeleceram o limite

superior cotgθ ≤ 2  (ou θ ≥ 26 6, o ). Entretanto, para finalidade de projeto, aqueles

autores recomendam o valor mais conservador cotgθ ≤ 5 3/  (ou θ ≥ 31o ).

O Código Modelo do CEB-FIP (1978) adotava o mesmo limite (θ ≥ 31o ). O

Código Modelo do CEB-FIP (1990) alterou esse limite para cotgθ ≤ 3

(ou θ ≥ 18 4, o ).

O EUROCODE 2 (1992) adota 0,4< cotgθ < 2 5,  (ou 68 2 21 8, ,o > >θ o ) para

vigas com armadura longitudinal constante e 0 5 2, < <cotgθ  (ou 63 4 26 6, ,o > >θ o )

no caso de armadura longitudinal escalonada.

Segundo FERNANDES (1992), no caso das vigas de CAD, a interrupção de

barras antes do apoio deve ser vista com maior cuidado, ou mesmo evitado, pelas

seguintes razões:
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• Melhorar a ancoragem no apoio.

• Possibilitar apoio adequado para as bielas comprimidas.

Isso está de acordo com a proposta do EUROCODE 2 (1992) que adota um

valor mais conservador para as vigas com armadura longitudinal escalonada.

Além disso, o deslocamento de Rst  deve ser maior que os permitidos nos casos

de vigas com concretos usuais (deve ser pelo menos igual a d).

LEVI & MARRO (1989) concluíram em suas pesquisa que o modelo de treliça

com diagonais de inclinação variável é válida para o CAD.

4.4 DIMENSIONAMENTO AO CISALHAMENTO SEGUNDO A

CAN 3 (1994)

Como comentado anteriormente, pesquisas demostraram que o ângulo θ , em

geral, é diferente de 45o , e que as expressões estabelecidas pelo modelo de treliça

com diagonais de inclinação variável fornecem uma metodologia mais realista para o

cálculo do cisalhamento.

Além disso, testes realizados por COLLINS & VECCHIO (1986) com painéis

de concreto armado solicitados a cisalhamento puro aumentaram a compreensão das

relações tensão-deformação do concreto com fissuras diagonais.

Essas relações permitiram o desenvolvimento de um modelo analítico,

conhecido por teoria do campo de compressão modificado, que possibilitou uma

previsão adequada do comportamento do concreto armado solicitado a cisalhamento.

Apresenta-se a seguir a metodologia proposta por COLLINS & MITCHELL

(1991), a qual foi adotada pelo Ontario Highway Bridge Design Code, Canadian

Standards Association Design Code e pela AASHTO LRFD.

Em comparação com outras normas modernas, como o ACI 318 (1995) por

exemplo, a proposta da CAN 3 (1994) representa uma significativa redução no

número de equações.
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Além de ser válida para elementos de concreto armado ou protendido,

apresentando boa correlação com os resultados experimentais, a metodologia da

CAN 3 (1994) aqui proposta é válida para as vigas de CAD.

4.4.1 Resposta do concreto fissurado solicitado a cisalhamento

O modelo de fissuração do concreto é idealizado como uma série de fissuras

paralelas com inclinação θ  em relação à direção longitudinal. Em lugar de

complexas variações de tensão, apenas um estado de tensão média e o estado de

tensão em uma fissura são considerados (figuras 4.6b e 4.6c).

FIGURA 4.6 - Painéis de concreto armado solicitados a cisalhamento

FONTE: ADEBAR et. al. (1996)

Como estes dois estados de tensão são estaticamente equivalentes, a perda de

tensão de tração no concreto em uma fissura deve ser substituída por um aumento de

tensão na armadura ou, após o escoamento de parte da armadura na fissura, pelas

tensões de cisalhamento nas superfícies formadas pela fissura (ou seja, na interface

da fissura).
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A tensão de cisalhamento que pode ser transmitida através da fissura será

função da abertura da fissura. Note-se que a tensão de cisalhamento na fissura

implica que a direção das tensões principais no concreto mudam no local da fissura.

4.4.2 Cálculo dos estribos

Ao se aplicar a teoria do campo de compressão modificado para o projeto de

vigas, é apropriado que se façam algumas simplificações.

Como ilustrado na figura 4.7, as tensões de cisalhamento são assumidas como

sendo uniformes ao longo de toda a área efetiva de cisalhamento ( d )vbv .

FIGURA 4.7 - Vigas submetidas a cisalhamento, flexão e carregamento axial

FONTE: ADEBAR et. al. (1996)

A maior deformação longitudinal ( )ε x  que ocorre dentro da alma é usada para

calcular a deformação principal de tração ( )ε1 . Para projeto, ε x  pode ser aproximada
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como a deformação na armadura longitudinal de tração. A determinação de ε x  para

uma viga não protendida é ilustrada na figura 4.8.

Para um elemento protendido, o concreto em redor da armadura permanecerá

comprimido até que a tensão aplicada exceda a força de protensão A fp po , onde f po  é

a tensão na cordoalha onde o concreto em redor tem tensão nula. Em lugar de um

cálculo mais acurado, f po  pode ser tomado como 11, f pe , onde f pe  é a tensão efetiva

na cordoalha de protensão depois de todas as perdas.

Portanto, para projeto:

( )[ ]
ε

θ
x

d v d d p po

s s p p

M d N V A f

E A E A
=

+ + −

+
≥

/ , ,0 5 0 5
0

cotg
 (4.18)

Assim, quando a deformação longitudinal ( )ε x  torna-se maior, a inclinação θ

da tensão principal de compressão torna-se menor, evidenciando uma maior

fissuração no concreto.

FIGURA 4.8 - Determinação da deformação ε x  para vigas de concreto armado

FONTE: ADEBAR et. al. (1996)



Projeto Estrutural de Vigas de Concreto de Alto Desempenho
Capítulo 4 - Cisalhamento

81

A resistência nominal ao cisalhamento ( )Vn  pode ser expressa pela soma das

contribuições do concreto, da armadura passiva e da protensão:

V V V Vn c s p= + +

Ou ainda, por:

V f b d
A f

s
d Vn r ck v v

sw yw

v p= + +β θcotg  (4.19)

onde:

Vp componente vertical da protensão (kN)

Asw área de estribos verticais dentro de uma distância s  (mm2)

f fck yw, em MPa

bv largura efetiva da alma, tomada como a menor largura da alma dentro

 da altura efetiva de cisalhamento d v  (em mm).

d v altura efetiva de cisalhamento tomada como o braço de alavanca de

flexão, não necessitando tomar-se valor menores que 0 9, d . Para

elementos protendidos, d  não precisa ser tomado menor que 0 8, h  na

 determinação de d v

d distância da fibra extrema mais comprimida ao centro de gravidade da

armadura passiva longitudinal de tração

βr fator que indica a capacidade do concreto fissurado de transmitir

cisalhamento, dado por:

β
θ
ε

φ

r

ag max

w=
+

≤
+

+

0 33

1 500

0 18

0 3
24

16
1

, ,

,
,

cotg
 (4.20)

onde:
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ε1 deformação principal de tração no concreto fissurado

φag max, tamanho máximo do agregado

w largura da fissura, tomada como o espaçamento das fissuras vezes ε1

Para elementos com armadura transversal, os valores de θ  e βr  são

apresentados na tabela 4.1 em função da deformação longitudinal ( )xε  e do nível de

tensão de cisalhamento, ou seja, da relação ν / f ck , onde:

ν =
−V V

b d
n p

v v

 (4.21)

Os valores da tabela 4.1 foram calculados assumindo-se um espaçamento de

fissuração diagonal de 30,5cm e um tamanho máximo do agregado de 19mm.

ADEBAR et. al. (1996) consideram que estes valores são apropriados para todas as

vigas com armadura transversal.

Tais valores foram escolhidos para se assegurar que a deformação nos estribos

seja no máximo igual a 2%o, e de tal forma que, para membros submetidos a níveis

de tensão mais elevados, a tensão principal de compressão não exceda a resistência

de esmagamento do concreto.

Dentro do conjunto de valores de θ  que satisfazem estas condições, os valores

dados na tabela 4.1 resultarão em quantidades otimizadas de armadura de

cisalhamento.

Pode-se interpolar linearmente os valores da tabela 4.1 mas, geralmente, o

esforço não vale a pena.

Para uma dada seção de um elemento solicitado por V M Nd d d,   e  , a

resistência ao cisalhamento requerida ( )Vn  é determinada por:

V Vd n≤ φ  (4.22)

onde:
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φ fator de redução de resistência tomado igual a 0,85

Vd força de cisalhamento fatorada, tomada como positiva

A quantidade de estribos requerida na seção pode ser determinada a partir da

equação (4.19). Assim:

V
V

V Vs
d

c p≥ − −
φ

 (4.23)

TABELA 4.1 - Valores de θ  e βr  para elementos com armadura transversal

FONTE: ADEBAR et. al. (1996) (adaptada)

Deformação longitudinal ε x × 1000

ν / f ck θ β  e r
≤ 0 ≤ 0 25, ≤ 0 5, ≤ 1 0, ≤ 1 5, ≤ 2 0,

≤ 0 050, θ  (graus) 27,0 28,5 29,0 36,0 41,0 43,0

βr 0,41 0,29 0,21 0,19 0,16 0,14

≤ 0 075, θ  (graus) 27,0 27,5 30,0 36,0 40,0 42,0

βr 0,41 0,25 0,21 0,18 0,16 0,14

≤ 0 100, θ  (graus) 23,5 26,5 30,5 36,0 38,0 39,0

βr 0,27 0,21 0,20 0,17 0,14 0,12

≤ 0 150, θ  (graus) 25,0 29,0 32,0 36,0 36,5 37,0

βr 0,21 0,20 0,19 0,16 0,13 0,10

≤ 0 200, θ  (graus) 27,5 31,0 33,0 34,5 35,0 36,0

βr 0,20 0,19 0,18 0,13 0,10 0,08

≤ 0 250, θ  (graus) 30,0 32,0 33,0 35,5 38,5 41,5

βr 0,19 0,17 0,14 0,12 0,11 0,10

Embora estes cálculos sejam feitos para uma seção particular, uma ruína por

cisalhamento causada pelo escoamento dos estribos envolve escoamento da armadura
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sobre um trecho da viga, cujo comprimento é igual a aproximadamente d v cotgθ .

Assim, os cálculos para uma seção podem ser tomados como representando um

trecho de comprimento d v cotgθ , com a seção calculada estando no meio deste

comprimento. Assim, próximo ao apoio, a primeira seção a ser verificada é a seção a

0 5, d vcotgθ  a partir da face interna do apoio. Próximo a cargas concentradas, seções

mais próximas que 0 5, d v cotgθ  precisam ser verificadas.

Como uma simplificação, ADEBAR et. al. (1996) sugerem que o termo

0 5, d v cotgθ  pode ser tomado igual a d v .

A metodologia abrange também os elementos sem armadura transversal, com

as devidas modificações dos valores de θ  e βr  que passam a ser dados em função da

deformação longitudinal ( )xε  e do espaçamento das fissuras. Para maiores

esclarecimentos para elementos sem armadura transversal, sugere-se a leitura de

ADEBAR et. al. (1996).

4.4.3 Cálculo da armadura longitudinal

A figura 4.9 ilustra a influência do cisalhamento nas forças de tração na

armadura longitudinal. Embora o momento seja nulo no apoio simples B, ainda assim

é necessário que se considere a tração na armadura longitudinal próximo ao apoio.

A tração requerida na armadura inferior no apoio B pode ser determinada do

diagrama de corpo livre na figura 4.9b, tomando-se os momentos sobre o ponto C e

assumindo-se que a força de engrenamento do agregado na fissura que contribui para

Vc  tem um momento desprezível no ponto C.

Para a viga de concreto armado da figura 4.9, a força de tração requerida na

face interna do apoio é dada por:

T
V

Vd
s= −









φ
θ0 5, cotg  (4.24)
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FIGURA 4.9 - Influência do cisalhamento nos esforços na armadura longitudinal

FONTE: ADEBAR et. al. (1996)

A equação (4.24) dá o acréscimo de tensão que o cisalhamento provoca na

armadura longitudinal de tração. Assim, em uma seção submetida a um esforço de

cisalhamento Vd , ao momento M d  e a uma força axial N d , a armadura longitudinal

de tração deve satisfazer:

A f A f
M

d

N V
V Vs y p p

d

v

d d
s p+ ≥ + + − −









φ φ φ
θ0 5 0 5, , cotg  (4.25)

onde:

As área de armadura longitudinal de tração

f y tensão de escoamento do aço
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Ap área de armadura protendida no lado tracionado da peça

f p tensão na armadura de protensão

d v altura útil de cisalhamento tomada igual ao braço de alavanca da

flexão, o qual não deve ser tomado menor que 0 9, d . Para elementos

protendidos, d  não deve ser tomado menor que 0 8, h  ao se

determinar d v

4.4.4 Seqüência de cálculo

Para o dimensionamento de vigas ao cisalhamento, pelo campo de compressão

modificado, como exposto neste capítulo, pode-se seguir os seguintes passos:

1.  Na seção a ser calculada, obtém-se a tensão de cisalhamento ( )ν  a partir da

equação (4.21).

2.  Calcula-se a deformação longitudinal ( )xε  a partir da equação (4.18).

3.  Escolhe-se os valores de θ  e β  na tabela 4.1.

4.  A partir da equação (4.19) determina-se a área necessária de estribos ( )Av .

5.  Compara-se a armadura calculada com a armadura mínima

[equação (4.29)].

6.  Verifica-se a capacidade da armadura longitudinal pela equação (4.25).

Segundo ADEBAR et. al. (1996), a metodologia da CAN 3 (1994) prevê as

ruínas por cisalhamento de forma mais acurada que o ACI 318 (1995). Em algumas

situações (por exemplo, elementos com grandes ou pequenas quantidades de

armadura solicitados a níveis elevados de forças de compressão) o ACI 318 (1995)

pode ser contra a segurança. Em outros casos (por exemplo, carregamentos

uniformemente distribuídos, vigas com cordoalhas de protensão inclinadas e

elementos solicitados a altas forças de tração axial) pode se apresentar extremamente

contra a economia.
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4.5 TAXAS MÍNIMAS DE ARMADURA DE CISALHAMENTO

Com o advento dos concretos de alta resistência à compressão e com o

correspondente aumento da resistência à tração, há uma preocupação em se verificar

se as tradicionais taxas mínimas de armadura ao cisalhamento são suficientes para as

vigas de CAD.

A armadura mínima de cisalhamento deve prevenir a ruína frágil por

cisalhamento na formação da primeira fissura diagonal e, além disso, deve controlar

adequadamente as fissuras diagonais de tração nos carregamentos de serviço. Para

prevenir uma ruína frágil, uma reserva adequada de resistência deve ser provida pela

armadura de cisalhamento depois da fissuração diagonal das vigas de concreto

armado.

Para controlar a abertura de fissuras nos carregamentos de serviço, não apenas

uma quantidade mínima de armadura de cisalhamento deve ser provida, mas o

espaçamento máximo entre os estribos deve ser limitado.

A adoção de uma armadura mínima de cisalhamento apropriada também ajuda

no controle de fissuras de aderência que também poderiam levar a ruínas frágeis.

O ACI de 1989 (revisado em 1992) provê uma formulação para o cálculo da

armadura mínima de cisalhamento em vigas de concretos de resistências maiores que

69MPa.

A CAN 3 (1994) introduziu uma nova equação para cálculo da armadura

mínima como função da raiz quadrada de f ck .

O ACI (1983) e a CAN 3 (1984) requeriam uma quantidade mínima de

armadura de cisalhamento capaz de resistir uma tensão de cisalhamento de

0,33MPa (0,35 na CAN 3) se o esforço de cisalhamento excedesse metade da

resistência ao cisalhamento provida pelo concreto. Nestes códigos, uma área mínima

de armadura de cisalhamento Asw  era dada por:

A
b s

fsw
w

y

= 0 33,  (unidades em N e mm)   (4.26)
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onde:

Asw área de armadura de cisalhamento

s espaçamento entre estribos

bw largura da alma

A contribuição do concreto no combate ao cisalhamento é dada por:

V f b dc ck w= 0 166, (unidades em N e mm)   (4.27)

O ACI de 1989 (revisado em 1992) requer uma quantidade mínima de

armadura de cisalhamento para elementos não protendidos, como dado na equação

(4.26). Embora a equação (4.26) seja independente da resistência do concreto usado,

se esta quantidade mínima de armadura é provida, então o código limita a raiz

quadrada de f ck  a 8,3MPa ( )8 3 69, MPa MPa=  ao se calcular a contribuição do

concreto ( )Vc  na equação (4.27). Assim, este método não traz benefícios para

concretos de resistência à compressão acima de 69MPa no cálculo de Vc . Para se

tirar partido de concretos cujas resistências são superiores a 69MPa no cálculo de Vc ,

o ACI requer uma quantidade mínima de armadura de cisalhamento dada por:

A
f b s

f

b s

fsw
ck w

y

w

y

=








 ≤

35
0 33, (unidades em N e mm )   (4.28)

A contribuição do concreto Vc  é calculada pela equação (4.27).

A norma canadense CAN 3 (1994) sugere a seguinte expressão, a qual leva em

consideração a variação da resistência do concreto, para o cálculo da armadura

mínima:

( )A s f
b

fsw min ck
v

yw

/ ,=








0 06  (4.29)
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onde f fck yw e  estão em MPa. Para bv  em metro, ( )A ssw min
/  será dada em m m2 / .

Como se pode observar, esta equação utiliza o valor nominal da tensão de

escoamento da armadura transversal ( )f yw . Encontra-se, portanto, aferida para a

segurança em termos dos esforços nominais. Para a segurança em termos das tensões

nos materiais, f yw  e f ck devem ser substituído por f yd  e f cd , respectivamente. Ao

efetuar esta substituição na equação (4.29), o leitor verificará que o resultado

permanece o mesmo.

A figura 4.10 mostra uma comparação entre as recomendações do ACI e da

CAN 3.

FIGURA 4.10 - Comparação entre as armaduras mínimas do ACI e da CAN 3

FONTE: COOK et. al.(1996)

No ACI, para elementos sujeitos a níveis de tensões de cisalhamento

relativamente baixos, o espaçamento entre estribos não deve exceder d/2 em

elementos não protendidos, ou 600mm. Para a mesma situação, a CAN 3 (1994)

especifica espaçamento máximo de 0,7d ou 600mm.

A CAN 3 (1994) estabelece a seguinte expressão para o cálculo da contribuição

do concreto ao cisalhamento, válida para vigas com altura útil maior que 30cm:
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V
d

f b d f b dc ck w ck w=
+







≥
220

1000
0 0835,  (unidades em N e mm) (4.30)

A expressão simplificada da CAN 3 (1994) para determinação da contribuição

do concreto ao cisalhamento Vc  equivale ao estabelecido pela equação (4.27) quando

é feita a devida correlação entre as normas, em função dos seus diferentes

coeficientes.

O CEB-FIP (1990) estabelece, através da tabela 4.2, taxas mínimas de

armadura transversal em função da resistência do concreto e do tipo de aço:

Lembra-se que a taxa de armadura transversal ( )ρw  do CEB-FIP (1990) pode

ser obtida através da equação (4.9).

TABELA 4.2 - Taxas mínimas de armadura transversal ( )ρw  em valores percentuais

FONTE: CEB-FIP (1990) (adaptada)

AÇO

CONCRETO S220 (CA-25) S500 (CA-50)

C12 0,15 0,06

C20 0,20 0,09

C30 0,26 0,12

C40 0,32 0,14

C50 0,37 0,16

C60 0,42 0,18

C70 0,46 0,20

C80 0,51 0,22

Fazendo-se a correlação entre as propriedades dos aços S220 e S500 do CEB-

FIP (1990) e as propriedades dos aços brasileiros, pode-se aplicar a tabela 4.2 aos

aços CA-25 e CA-50.
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COOK et. al.(1996) comparando o procedimento do ACI (1995) e o

procedimento da CAN 3 (1994) concluíram que:

• A CAN 3 de 1994 provê uma expressão para a quantidade mínima de

armadura de cisalhamento que é função da raiz quadrada da resistência à compressão.

Assim, enquanto a resistência à compressão do concreto aumenta, a quantidade de

armadura de cisalhamento requerida aumenta de uma maneira gradual. Os

exemplares testados indicaram que essas exigências provêm uma reserva adequada

de resistência após a fissuração.

• Para concretos com resistências acima de 69MPa, o ACI de 1989 requer uma

quantidade mínima de armadura de cisalhamento que não é função da resistência do

concreto (isto é, A f b s MPasw y w/ ,= 0 35 ). Para resistências acima de 69MPa, um

procedimento em dois níveis para se determinar a quantidade mínima de armadura de

cisalhamento é provida, dependendo de se é feito ou não um cômputo total da

resistência à compressão acima de 69MPa. O uso de resistências à compressão mais

altas requer um significativo aumento da armadura mínima de cisalhamento e resulta

em respostas ao cisalhamento que têm significativa reserva de resistência após a

fissuração por cisalhamento. Se a raiz quadrada de resistência à compressão é

limitada a 69 MPa (isto é, 8,3MPa) no projeto, então o nível mais baixo de

armadura de cisalhamento é permitido pelo ACI de 1989. Para concretos de alta

resistência, esta quantidade de armadura mínima de cisalhamento pode não prover

reserva adequada de resistência após a fissuração por cisalhamento.

A figura 4.11 mostra o comportamento dos procedimentos do ACI (1995) e da

CAN 3 (1994).
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FIGURA 4.11 - Capacidade última ao cisalhamento em função de f ck

FONTE: COOK et. al.(1996)

4.6 NORMA AUSTRALIANA AS-3600 (1988)

A norma australiana adota um modelo de treliça de diagonais de inclinação

variável limitada, na qual o ângulo θ  varia entre 30 450 0
 e , dependendo do valor da

força de cisalhamento de cálculo Vd . Sua metodologia analisa as diversas

possibilidades de fissuração em uma viga protendida, como apresentado na figura

4.12.

Região A - Fissuras por flexão (  )M V/  é alto

Região B - Fissuras por flexão-cisalhamento (  )M V/  é moderado

Região C - Fissuras por cisalhamento (  )M V/  é baixo

FIGURA 4.12 - Tipos de fissuras em vigas protendidas

Fonte: GILBERT & MICKLEBOROUGH (1990)
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Suas recomendações, como será visto adiante, são bem adequadas ao CAD.

Exceção, contudo, é feita à sua recomendação de armadura mínima de cisalhamento.

No que se segue, a abordagem da norma australiana será seguida na sua íntegra,

exceto no que se refere à armadura mínima, para a qual se adotará a recomendação de

armadura mínima da norma canadense (CAN 3/1994).

A resistência nominal ao cisalhamento ( )Vn  de uma viga é dada pela equações

(4.31) e (4.32):

V V Vn c s= +  (4.31)

Onde a contribuição dos estribos verticais ( )Vs  é dada por:

V
A f d

ss

sw yw
=

0cotgθ
 (4.32a)

d 0  é a profundidade da camada mais baixa de armadura longitudinal de tração.

Se a armadura de cisalhamento é inclinada de um ângulo α  em relação à

armadura longitudinal de tração (ou seja, α = 900 para estribos verticais), Vs  passa

a ser dada por:

( )V
A f d

ss

sw yw
= +

0cotg
sen cotg cos

θ
α θ α  (4.32b)

O termo Vc  será apresentado mais à frente.

Na equação (4.32), θ  pode ser assumido com variando linearmente entre 300 ,

quando V Vd n min= φ , , e 450 , quando V Vd n max= φ , , ou seja:

( )
θ

φ

φ φ
= +

−

−
30

15 V V

V V
d n min

n max n min

,

, ,

 (4.33)
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Vn min,  é a resistência ao cisalhamento de uma viga com armadura mínima

( ) minAsw  dada na AS-3600 (1988) por:

( / s) minA
b

fsw
v

yw

= 0 35,

Observe-se que a expressão anterior é dada em função do valor nominal da

tensão de escoamento da armadura transversal ( )f yw , uma vez que a AS-3600 (1988)

tem seu conceito de segurança fundamentado nos esforços, e não nas tensões, como

na NB-1 (1978).

Porém, tal recomendação passa a ser contra a segurança para resistências mais

altas. Para o CAD, pode-se adotar para armadura mínima a recomendação da CAN 3

(1994) dada pela equação (4.29). Para f MPack = 35 , o mínimo da norma australiana

coincide com o da norma canadense.

O termo bv  é a largura efetiva ao cisalhamento e pode ser tomada como

b bv w b= − ∑0,5 φ , onde bw  é a largura da alma menos o diâmetro de algum ducto no

seu interior no qual não houve injeção de nata de cimento e φb∑  é a soma dos

diâmetros dos ductos com injeção de nata em um nível (plano horizontal) da seção.

φ  é o fator de segurança para o cisalhamento (tomado igual a 0,7 na norma

australiana).

Vn min,  pode ser obtido substituindo-se a equação (4.29) na equação (4.32) e

incorporando-se a expressão resultante na equação (4.31). Assim:

V V
f b s

f
f

d

s

V V f b d

n min c

ck v

yw
yw

n min c ck v

,

,

,

,

= +
















= +

0 06
30

0 10

0

0

0cotg

V V b dn min c v, = + γ 0  (4.34)

onde
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γ = ≥0 10 0 6, ,f ck  (4.35)

Vn max,  é a resistência máxima ao cisalhamento disponível em uma seção,

limitada pelo esmagamento da diagonal comprimida, dada por:

V f b d Pn max ck v v, ,= +0 2 0  (4.36)

Pv  é a componente vertical da força de protensão na seção considerada. Pv

também é incluída na equação (4.34) como parte da contribuição do "concreto" ( )Vc ,

como indicado nas expressões (4.37) e (4.41).

Com θ  limitado ao valor mínimo de 300 , as seguintes recomendações são

feitas para o detalhamento da armadura longitudinal de tração. Em um apoio simples,

a força a ser ancorada (com a armadura longitudinal sendo estendida além da face do

apoio) é de 1 5, Vd  na face do apoio. Vd  é o esforço cortante de cálculo a uma

distância d da face do apoio, e d a altura útil da seção. Além disto, não menos que

50% da armadura positiva necessária no meio do vão deve ser estendida além da face

do apoio simples de um comprimento igual a 12 diâmetros da barra ou uma

ancoragem equivalente. Em um apoio onde a viga é contínua (ou engastada), não

menos que 25% da armadura total positiva necessária no meio do vão deve passar a

face mais próxima do apoio. A AS-3600 (1988) também requer que a armadura

necessária à flexão em uma seção qualquer deve ser adotada e estendida até uma

seção distante d ao longo da viga, na direção na qual aumenta o esforço cortante.

4.6.1 Fissuração por flexão-cisalhamento

A força de cisalhamento necessária para produzir uma fissura inclinada de

flexão-cisalhamento pode ser tomada como uma soma de três parcelas:
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• força de cisalhamento que existe quando a primeira fissura de flexão se

desenvolve.

• força adicional necessária para produzir a porção inclinada da fissura (a qual

se estende a uma distância de cerca de d0  ao longo da viga na direção na qual o

momento aumenta)

• componente vertical da força de protensão

A primeira e a terceira parcela desta soma são facilmente calculadas. A

segunda é, normalmente, determinada usando-se expressões empíricas desenvolvidas

a partir de dados obtidos em análises experimentais. A

AS-3600 (1988) sugere que:

V V b d
A A

b d
f Pc v

p s

v
ck v= +

+





 +0 5 2 0

0

1 3

β β
/

 (4.37)

β5 014 2000 11= − ≥( , / ) ,d  é o coeficiente que leva em consideração o efeito

do tamanho ( d0  em mm).

β2  é o fator que leva em consideração a presença ou não de uma força axial

N d  (externa) e:

β2 =1 se nenhuma força axial está presente

( )β2 1 3 5 0= − ≥N Ad c/ ,  para tração axial

( )β2 1 14= + N Ad c/  para compressão axial

onde:

N d  valor absoluto da força axial externa

Ac a área da seção transversal de concreto

A As p, áreas de armadura longitudinal passiva e ativa, ancoradas

adequadamente, e alojadas na zona tracionada da seção transversal sob

consideração.
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V0 esforço cortante (em N) que existe na seção onde o momento atuante é

igual ao momento de descompressão ( )M 0

O momento de descompressão ( )M 0  em uma seção é a soma dos momentos

causados pelo peso próprio e demais carregamentos (exceto o de protensão) que

levam à tensão nula a fibra extrema inicialmente comprimida pela protensão.

O momento de descompressão ( )M 0  pode ser obtido a partir do momento de

fissuração. Para uma viga protendida simplesmente apoiada, o momento de

fissuração  ( )M r  pode ser obtido por:

P

A

M

w

M

w
f

c

P r
t−







 − =

inf inf

Ou ainda:

M P e
w

A
f wr

c
t= +







 +inf

inf  (4.38)

Fazendo-se f t = 0  em (4.38) chega-se ao momento de descompressão.

Portanto:

M P e
w

Ac
0 = +







inf  (4.39)

Se M Vd d e  são o momento e o esforço cortante de cálculo na seção,

respectivamente, para estruturas estaticamente determinadas, V0  pode ser tomado

como:

V M
V

M
d

d
0 0=  (4.40)
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Para estruturas estaticamente indeterminadas, o esforço cortante e o momento

causados pelos efeitos secundários da protensão devem ser tomados em consideração

no cálculo de M V0 0 e .

4.6.2 Fissuração na alma por cisalhamento

Se a seção transversal não está fissurada na flexão, o esforço cortante

necessário para produzir uma fissura na alma por cisalhamento é dado por:

V V Pc t v= +  (4.41)

onde Vt  é o esforço cortante que, combinado com a tensão normal causada pela

protensão e carregamentos externos, produziria uma tensão principal de tração de

0 33, f ck  no mais crítico dos três níveis que se seguem:

- nível C.G. da seção

- nível da cordoalha

- interface da nervura com a mesa (se presente)

Vt  pode ser encontrado analiticamente substituindo-se σ1 0 33= , f ck  na

equação (4.42):

σ
σ

τ
σ

1

2
2

2 2
=





 + +  (4.42)

A tensão normal ( )σ  e a tensão tangencial ( )τ  são dadas por:
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σ τ=
−

± ± =
P

A

P ey

I

My

I

QV

Ib
e

c

e t       e        (4.43)

onde as tensões de compressão são tomadas como negativas e as de tração como

positivas e:

b valor adequado para a largura da alma, e igual a bv  no nível da

cordoalha e bw  para pontos distantes.

Q momento estático, em relação ao C.G., da parte da área da seção

 transversal compreendida entre o nível analisado e a fibra extrema.

A presença do ducto na seção causa perturbações no campo de tensões

tangenciais. Na região perturbada (no nível do ducto ou próximo a ele), as tensões

tangenciais são maiores, e deve-se tomar b bv= . Estas perturbações acabam a uma

certa distância do ducto. A partir desta distância, pode se tomar b bw= . Para se

determinar a partir de que nível se pode usar bw , existem duas possibilidades

ilustradas na figura (4.13).

FIGURA 4.13 - Determinação do nível a partir do qual b bw=
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Pelo Princípio de Saint-Venant, se a largura da viga é grande em relação ao raio

da bainha, pode-se considerar b bw=  nos níveis A, distantes bw / 2  do centro da

bainha. A segunda alternativa, menos conservadora, seria supor uma propagação de

tensões como indicada na figura 4.13 (com um ângulo de 60° com a horizontal), o

que permitiria admitir b bw=  nos níveis B, distantes φb  do centro da bainha.

4.6.3 Resumo das recomendações da AS-3600 (1988)

1- A resistência ao cisalhamento de cálculo de uma seção é φVn , onde

V V Vn c s= +  [equação (4.31)]

2- A contribuição do “concreto” Vc  é o menor dos valores obtidos das equações

(4.37) e (4.41).

3- A contribuição da armadura ao cisalhamento Vs  é dada pela equação

(4.32b):

( )V
A f d

ss

sw yw= +0cotg
sen cotg cos

θ
α θ α

onde:

s espaçamento de centro a centro da armadura de cisalhamento

medido paralelamente ao eixo do elemento

θ é o ângulo da biela comprimida de concreto em relação à

horizontal e pode ser conservadoramente tomado igual a 450 , ou

admitido como variando linearmente de 300 , quando

V Vd n min= φ , , a 450 , quando V Vd n max= φ ,  [equação (4.33)].

Vd esforço cortante de cálculo

Vn min,  e Vn max, definidos de acordo com as equações (4.34) e (4.36),

respectivamente
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α ângulo entre a armadura de cisalhamento e a armadura

longitudinal de flexão

4- Quando V Vd c< 0 5, φ , não é necessária armadura de cisalhamento, exceto

quando a altura total da seção exceder 750mm, caso em que se deve adotar armadura

mínima. A armadura mínima é dada pela equação (4.34). Quando

0 5, ,φ φV V Vc d n min< ≤ , deve-se adotar armadura mínima. Se a altura total da viga não

excede o maior valor dentre 250mm ou a metade da largura da alma, e se V Vd c≤ φ ,

nenhuma armadura de cisalhamento é necessária. Quando V Vd n min> φ , , a armadura

de cisalhamento necessária é maior que a mínima, e deve ser calculada segundo as

equações (4.32a), para estribos verticais , ou (4.32b), para armadura inclinada de

cisalhamento (cavaletes).

5- Em nenhum caso Vn  pode exceder Vn max, , como definido na equação (4.36).

6- O espaçamento máximo entre estribos, medido na direção do eixo da viga,

não deve exceder o menor valor dentre 0 5 300, h mm ou , exceto quando V Vd n min≤ φ , ,

situação na qual o espaçamento pode ser aumentado para o menor valor dentre

0 75 500, h mm ou . O maior espaçamento transversal entre os ramos dos estribos

verticais medido através da alma de uma viga não deve exceder o menor dentre os

valores: 600mm ou a altura total da seção (h).

7- A quantidade de armadura transversal calculada como sendo necessária em

uma seção deve ser adotada para uma distância h da seção na direção para a qual o

esforço cortante diminui.

8- Os estribos devem ser ancorados (preferencialmente na zona comprimida da

viga) usando-se ganchos padrões dobrados em torno de 1350 envolvendo uma barra

longitudinal de diâmetro maior.

Para as vigas de CAD, os casos onde a norma australiana permite a não

utilização de armadura de cisalhamento, ou ainda, permite espaçamentos maiores que

os máximos sugeridos (  ou )0 5 300, h mm , devem ser vistos com maior cuidado.
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Assim, sugere-se que, nestes casos, adote-se a armadura mínima sugerida em (4.29) e

os espaçamentos máximos (  ou )0 5 300, h mm .

4.7 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES DE PROJETO PARA VIGAS DE 

CAD

FERNANDES (1992) e GOMIERO (1994) concluíram em suas pesquisas que:

• A evolução das tensões nos estribos nas vigas de CAD está em concordância

com aquela que a literatura apresenta para o caso de concreto com resistência usual.

•• Quando se analisam casos cuja armadura transversal necessária é maior que a

mínima, a utilização de CAD permite taxas de armadura transversal ligeiramente

menores que as obtidas com concreto de resistência usual.

• Tanto o método padrão como o da analogia de treliça com diagonais de

inclinação variável podem ser aplicados às vigas de CAD.

• Quando se emprega o método padrão, a relação τ c cf= / 20  representa um

bom indicador da colaboração do concreto na resistência ao cisalhamento, pelo

menos para resistências até 60MPa.

•• No caso das vigas de CAD, a capacidade resistente à flexão pode ser mantida,

mesmo com redução do grau de armação ao cisalhamento, desde que este não seja

inferior a 60%. Considerando que o grau de armação ao cisalhamento η  é o inverso

da cotgθ  [equação (4.17)], conclui-se que, quando se emprega a analogia de treliça

com diagonais de inclinação variável, para que a resistência à flexão das vigas de

CAD seja mobilizada sem haver antes a ruína por força cortante, deve-se ter

η ≤ 60% , ou seja, θmin = 30 96, o  ( cotgθ ≤ 5 3/ ).

• Caso se admita θ = 18 4, o (cotg )θ = 3  o concreto se apresenta bastante

sacrificado, com fissuras em menor número, mal distribuídas e com aberturas

grandes e prematuras. Apresentam-se ainda grandes flechas com ações de curta

duração. Para θ < 26 6, o os estados limites de serviço serão atingidos provavelmente
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antes do estado limite último. Para θ = 26 6, o  seria aconselhável a utilização de

armadura de pele para controlar a fissuração.

• A ruptura das bielas de concreto antes do escoamento dos estribos só poderá

ocorrer com taxas de armadura transversal extremamente altas e fora da realidade.

• O espaçamento máximo entre estribos dever ser o menor valor dentre: d / 2

ou 30cm.

s
d

cmmax ≤




/ 2

30
   [FERNANDES (1992)]   (4.44)

• A ancoragem nos apoios extremos deve ser prevista para um esforço maior

que o esforço cortante. Talvez um valor seguro para o esforço a ser ancorado seria

1 35, Vd .

A consideração ou não da componente vertical da força de protensão ( )Pv , no

cálculo da contribuição do concreto [equação (4.37)], pode resultar em diferenças

significativas na armadura transversal calculada. A AS-3600 (1988) considera o valor

integral da componente vertical, o ACI 318 (1995) não considera (desprezando

totalmente a sua contribuição para o cisalhamento), e a NB-1 (1978) considera apenas

uma parcela do seu valor.

A consideração ou não da contribuição da protensão através da sua componente

vertical é uma decisão de engenharia. Considerá-la é razoável, desde que o

engenheiro esteja seguro de que o traçado especificado para os cabos em projeto será

realmente executado na viga.
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4.8 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO

EXEMPLO 4.1 - f MPack = 70

Seja a viga do item 2.4. Será calculada a armadura de cisalhamento segundo a

metodologia e coeficientes de segurança da AS-3600 (1988).

Solução

Combinação de carregamento:

w g qd = + = × + ×1 25 1 5 1 25 23 0 15 19 5, , , , , ,

w kN md = 58 0, /

Esforço cortante de cálculo ( )Vd  e momento de cálculo ( )Md  a x  metros à

direita do apoio A:

( )V x = - x kNd = × −0 5 58 30 58 870 58,     ( )

M x x kN md = −870 29 2  ( ).

Excentricidade do cabo em relação ao C.G. da seção:

e
x x

= −














2 8

30 30

2

,

Tangente ao cabo:

dy
dx

y
x

= = −
















' ,2 8
30

1
15

Cálculo de d0 , admitindo-se estribos de 12mm:

( )d h c

d mm
t b0

0

2 1200 30 12 12 5

1145 5

= − − − = − − −

=

φ φ / ,

,
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Seção crítica segundo a CAN 3 (1994):

( )x d

x mm
v= = × × ×

=
0 5 0 5 0 9 1145 5 45

516

0, , , ,cotg cotgθ

Cálculo para uma seção distante 0,516m do apoio A

Das expressões anteriores, tem-se:

V kN M kN m y radd d= = =840 441 0 09012 ;   ;  . ,'

V M M V e= , md d d d/ , / , ;= =1 904 0 525 0 043 ;    

Força efetiva de protensão:

P kNe = − × =4500 0 516 20 4490,

Componente vertical da força de protensão:

P P y kNv e= = × =' ,4490 0 09012 405

→  Fissuração por flexão-cisalhamento

Momento de descompressão:

M P e
w

Ae
c

0 = +






inf

 (4.39)

M0
34900 10 0 043

0 1
0 66

= × × +






,
,

,
M kN m0 873= .

Esforço cortante correspondente a M0 :

V M
V

M
d

d
0 0=  (4.40)

V kN0 873 1 9 1663= × =,
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Esforço cortante necessário para causar uma fissura de flexão-cisalhamento:

V V b d
A A

b d
f Pc v

p s

v
ck v= +

+





 +0 5 2 0

0

1 3

β β
/

         (4.37)

V

V kN

c

c

= + × × × ×
+

×






× +

= + + =

−1663 11 1 240 1145 5
3948 1000
240 1145 5

70 10 405

1663 327 405 2395

1 3

3, ,
,

/

Como o momento de cálculo ( )Md  é menor que o momento de descompressão

( )M0  e, portanto, menor que o momento de fissuração ( )M r , a fissuração por

cisalhamento na alma dever ser verificada em três níveis:

- nível do C.G. da seção

- nível da armadura de protensão

- na interface mesa-nervura

→  Fissuração por cisalhamento na alma

→  No nível do C. G. da seção:

Tensão normal:

σ =
−

−
× ×

+
×P

A

P e y

I
M y

I
e

c

e  (4.43)

σ

σ

=
− ×

= −

−4490 10
0 66

6 8

3

,
, MPa

FIGURA 4.14 - Seção a 0,516m do apoio A
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Momento estático da área abaixo do C.G. da seção em relação ao C.G. da

seção:

Q mm= × = ×300 0 816 2 99 9 102 6 3, / ,

Largura efetiva de cisalhamento:

Como o nível do C.G. “atravessa” a bainha (ver figura 4.14), b bv= .

b b mmv w b= − = − × =∑0 5 300 0 5 120 240, ,φ

Tensão de cisalhamento:

τ =
V Q

Ib
t  (4.43)

τ

τ

=
× ×

× ×

= × −

99 9 10

81 7 10 240

5 09 10

6

9

6

,

,

,

V

V

t

t

Tensão principal de tração:

σ

σ
σ

1

1

1

0 33

0 33 70

2 76

=

=
=

,

,

,

f

MPa

ck

Como σ
σ

τ
σ

1

2
2

2 2
=





 + + , tem-se:

( )2 76
6 8
2

5 09 10
6 8
2

1009

2
6 2

,
,

,
,

=
−



 + × × +

−

=

− V

V kN

t

t  

→  No nível da cordoalha

Tensão normal:
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σ =
−

−
× ×

+
×P

A

P e y

I
M y

I
e

c

e  (4.43)

σ

σ

=
− ×

×
−

− × ×
×

+
× ×

×

= − + × −

4490 10

660 10

4490 10 43

81 7 10

525 43

81 7 10

6 9 2 763 10

3

3

3 2

9 9

7

, ,

, , )

V

V MPa

t

t  (

Momento estático da área abaixo do nível da cordoalha em relação ao C.G. da

seção:

Q mm= × × +




 = ×300 772 9

772 9
2

43 99 6 106 3,
,

,

Largura efetiva de cisalhamento:b b mmv= = 240 .

Tensão de cisalhamento:

τ =
V Q

Ib
t  (4.43)

τ

τ

=
× ×

× ×

= × −

99 6 10

81 7 10 240

5 08 10

6

9

6

,

,

,

V

V

t

t

Portanto, para σ1 2 76= , MPa , tem-se V kNt = 1002 .

→  Na interface mesa-nervura

Tensão normal:

σ =
−

−
× ×

+
×P

A

P e y

I

M y

I
e

c

e  (4.43)

σ

σ

=
− ×

×
−

− × × ×
×

+
× ×

×

= − + ×

−

−

4490 10

660 10

4490 10 43 84 1

81 7 10

525 84 1

81 7 10

6 6 5 4 10

3

3

3

9 9

7

,

,

,

,

, ,

V

V

t

t

Momento estático da área abaixo da interface em relação ao C.G. da seção:

Q mm= × −




 = ×300 900 815 9

900
2

98 8 103 3, ,
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Largura efetiva de cisalhamento:

Como a distância entre o C.G. da bainha e a interface (127,1mm) é maior que

φb mm= 120 , b b mmw= = 300 .

Tensão de cisalhamento:

τ =
V Q

Ib
t  (4.43)

τ

τ

=
× ×

× ×

= × −

98 8 10

81 7 10 300

4 03 10

6

9

6

,

,

,

V

V

t

t

Portanto, para σ1 2 76= , MPa , tem-se V kNt = 1216 .

O nível crítico, portanto, é o nível da cordoalha, com V kNt = 1002 .

A força necessária para causar uma fissura por cisalhamento na alma será dada

por:

V V P kNc t v= + = + =1002 405 1407

Este valor é menor que o obtido para flexão-cisalhamento ( )V kNc = 2395 .

Portanto, nesta seção (bem próxima ao apoio) as fissuras causadas por

cisalhamento na nervura ocorrem para carregamentos bem inferiores aos das fissuras

de flexão-cisalhamento.

Minoração dos esforços nominais resistentes:

φV kN V kNc d= × = > =0 7 1407 985 840,

Isto indica que a seção poderá não necessitar de armadura transversal, ou ainda,

necessitar apenas de armadura mínima.

Esforço resistente equivalente à armadura mínima:
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V V b dn min c v, = + γ 0  (4.34)

V

V

V kN

n min

n min

n min

,

,

,

, , ,= × + × × ×

= × + ×

=

1407 10 0 8367 10 0 24 11455

1407 10 230 10

1637

3 6

3 3

φV kN V kNn min d, ,= × = > =0 7 1637 1146 840

Verificação da necessidade de armadura mínima:

Como 0 5 493 840 1146, .φ φV V V kN kN kNc d n min< ≤ < ≤  ( )  deve-se adotar

armadura mínima.

Cálculo da armadura mínima (CA-25):

( )A s f
b

fsw min ck
v

y

/ ,=








0 06  (4.29)

( )

( )

( )

A s

A s m m

A s cm m

sw min

sw min

sw min

/ ,
,

/ , /

/ , /

= × ×

= ×

=

−

0 06 70
0 240
250

4 8 10

4 8

4 2

2

Espaçamento máximo:

s
d/ / cm

cm  max ≤
= =

→




2 114 2 57

30 valor limite adotado
  (4.44)

Portanto, pode-se adotar estribos de dois ramos (CA-25), com diâmetro de

10mm espaçados de 30cm, com uma área total de 5 34 2, /cm m .

Cálculo para uma seção distante 3,0m do apoio A

Das expressões anteriores, tem-se:

V kN M kN m y radd d= = =696 2349 0 07467 ;   ;  . ,'

V M M V e md d d d/ , / , ; ,= = =0 296 3 375 0 252 ;   
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Força efetiva de protensão:

P kNe = − × =4500 3 20 4440

Componente vertical da força de protensão:

P P y kNv e= = × =' ,4440 0 07467 332

Momento de fissuração:

M M f wr t= +0 inf  (4.38)

M r = + × × −1792 5 5 0 1 10 3, ,
M kN mr = 2342 .

Como o momento de cálculo ( )Md  é maior que o momento de fissuração

( )M r , a fissuração por cisalhamento na nervura não precisa ser verificada.

→  Fissuração por flexão-cisalhamento

Momento de descompressão:

M P e
w

Ae
c

0 = +






inf  (4.39)

M0
34440 10 0 252

0 1
0 66

= × × +






,
,

,
M kN m0 1792= .

Esforço cortante correspondente a M0 :

V M
V

M
d

d
0 0=  (4.40)

V kN0 1792 0 296 531= × =,

Esforço cortante necessário para causar uma fissura de flexão-cisalhamento:
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V b d
A A

b d
f V Pc v

p s

v
ck v=

+





 + +β β5 2 0

0

1 3

0

/

 (4.37)

V

V kN

V kN

c

c

c

= × × × ×
+

×






× + +

= + + =

= × =

−11 1 240 1145 5
3948 1000
240 1145 5

70 10 531 332

327 531 332 1190

0 7 1190 833

1 3

3, ,
,

,

/

φ

Como φV kN V kNc d= > =833 696 , a seção poderá não necessitar de armadura

transversal, ou ainda, necessitar apenas de armadura mínima.

Esforço resistente equivalente à armadura mínima:

V V b dn min uc v, = + γ 0  (4.34)

V

V

V kN

n min

n min

n min

,

,

,

, , ,= × + × × ×

= × + ×

=

1190 10 0 8367 10 0 24 11455

1190 10 230 10

1420

3 6

3 3

φV kNn min, ,= × =0 7 1420 994

Verificação da necessidade de armadura mínima

Como 0 5 696 994, .φ φV V V kN kN kNc d n min< ≤ < ≤  (416,5 )  deve-se adotar

armadura mínima.

Pode-se adotar estribos de dois ramos (CA-25), com diâmetro de

10mm espaçados de 30cm, com uma área total de 5 34 2, /cm m .

EXEMPLO 4.2 - f MPack = 70

Idêntico ao anterior, porém com um carregamento maior

( )g , kN; q= , kN= 3331 28 24 , de tal forma que a armadura de cisalhamento necessária
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seja maior que a mínima. A armadura será calculada segundo a metodologia e

coeficientes de segurança da AS-3600 (1988).

Observação:

A viga não foi verificada à flexão para este carregamento

( )g , kN; q= , kN= 3331 28 24 . Portanto, a armadura de flexão é insuficiente.

Solução

Combinação de carregamento:

w g q

w kN m
d

d

= + = × + ×
=

1 25 1 5 1 25 33 31 1 5 28 24

84 0

, , , , , ,

, /

Esforço cortante de cálculo ( )Vd  e momento de cálculo ( )Md  a x  metros à

direita do apoio A:

V - x kNd = 1260 84  ( )

M x x kN md = −1260 42 2  ( ).

Cálculo para uma seção distante 0,516m do apoio A

Das expressões anteriores, tem-se:

V kN M kN m y radd d= = =1217 639 0 09012 ;   ;  . ,'

V M M V e md d d d/ , / , ; ,= = =1 904 0 525 0 043 ;   

Componente vertical da força de protensão:

P P y kNv e= = × =' ,4490 0 09012 405
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→  Fissuração por flexão-cisalhamento

Momento de descompressão:

M P e
w

Ae
c

0 = +






inf  (4.39)

M0
34900 10 0 043

0 1
0 66

= × × +






,
,

,
M kN m0 873= .

Esforço cortante correspondente a M0 :

V M
V

M
d

d
0 0=  (4.40)

V kN0 873 1 9 1663= × =,

Esforço cortante necessário para causar uma fissura de flexão-cisalhamento:

V b d
A A

b d
f V Pc v

p s

v
ck v=

+





 + +β β5 2 0

0

1 3

0

/

 (4.37)

V

V kN

c

c

= × × × ×
+

×






× + +

= + + =

−11 1 240 1145 5
3948 1000
240 1145 5

70 10 1663 405

327 1663 405 2395

1 3

3, ,
,

/

Como o momento de cálculo ( )Md  é menor que o momento de descompressão

( )M0  e, portanto, menor que o momento de fissuração ( )M r , a fissuração por

cisalhamento na nervura dever ser verificada em três níveis:

- nível do C.G. da seção

- nível da armadura de protensão

- na interface mesa-nervura

→  Fissuração por cisalhamento na nervura

Como a relação entre g e q foi mantida, os valores de Vt  permanecem os

mesmos em todos os níveis (com o nível crítico sendo o da cordoalha), e

V kNc = 1407  e φV = kNc 985  não mudam, indicando que as fissuras por cisalhamento
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na nervura ocorrem para carregamentos menores que os carregamentos que provocam

fissuras de flexão-cisalhamento.

Porém, φV kNn min, = 1146  passa a ser menor que V kNd = 1217 , e a armadura

necessária passa a ser maior que a mínima.

V f b d Pn max ck v v, ,= +0 2 0  (4.36)

V

V kN kN

V kN V kN

n max

n max

n max n max

,

,

, ,

, , ,

,

= × × × × × + ×

= +

= → = × =

0 2 70 10 0 24 11455 405 10

3849 405

4254 0 7 4254 2978

6 3

φ

Cálculo dos estribos verticais:

( )
θ

φ

φ φ
= +

−

−
30

15 V V

V V
d n min

n max n min

,

, ,

 (4.33)

( )
θ

θ

= +
−

−
=

30
15 1217 1146

2978 1146
30 580,

Para se garantir a segurança, deve-se ter V Vd n≥ φ . A partir de (4.31) e (4.32a)

chega-se facilmente a:

( )

A

s

V V

f d

A

s

A

s
m m cm m

sw d c

yw

sw

sw

=
−

=
− ×

× × × ×

= × =−

φ
φ θ0

3

6

4 2 2

1217 985 10
0 7 250 10 11455

6 84 10 6 84

cotg

cotg30,580, ,

, / , /

Portanto, pode-se adotar estribos de dois ramos (CA-25), com diâmetro de

10mm espaçados de 23cm, com uma área total de 6 97 2, /cm m .

Cálculo para uma seção distante 3,0m do apoio A

Das expressões anteriores, tem-se:

V kN M kN m y radd d= = =1008 3402 0 07467 ;   ;  . ,'

V M M V e md d d d/ , / , ; ,= = =0 296 3 375 0 252 ;   
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Força efetiva de protensão:

P kNe = − × =4500 3 20 4440

Componente vertical da força de protensão:

P P y kNv e= = × =' ,4440 0 07467 332

Momento de fissuração:

M M f wr t= +0 inf  (4.38)

M r = + × × −1792 5 5 0 1 10 3, ,
M kN mr = 2342 .

Como o momento de cálculo ( )Md  é maior que o momento de fissuração

( )M r , a fissuração por cisalhamento na nervura não precisa ser verificada.

→  Fissuração por flexão-cisalhamento

Aumentando-se o carregamento, φV kNc = 833 e φV kNn min, = 994  passam a ser

menores que V kNd = 1008 , e a armadura necessária é maior que a mínima.

V f b d Pn max ck v v, ,= +0 2 0  (4.36)

V

V kN kN

V kN V kN

n max

n max

n max n max

,

,

, ,

, , ,

,

= × × × × × + ×

= +

= → = × =

0 2 70 10 0 24 11455 332 10

3849 332

4181 0 7 4181 2927

6 3

φ

Cálculo dos estribos:

( )
θ

φ

φ φ
= +

−

−
30

15 V V

V V
d n min

n max n min

,

, ,

 (4.33)

( )
θ

θ

= +
−

−
=

30
15 1008 994

2927 994
30 110,
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( )

A

s

V V

f d

A

s

A

s
m m cm m

sw d c

yw

sw

sw

=
−

=
− ×

× × × ×

= × =−

φ
φ θ0

3

6

4 2 2

1008 833 10
0 7 250 10 11455

5 06 10 5 06

cotg

cotg30,110, ,

, / , /

Para estribos de 10mm de diâmetro o espaçamento passa ser limitado pelo

limite de 30cm. Portanto, pode-se adotar estribos de dois ramos (CA-25), com

diâmetro de 10mm espaçados de 30cm, com uma área total de 5 34 2, /cm m .
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5. DESLOCAMENTOS CAUSADOS POR AÇÕES DE CURTA E

DE LONGA DURAÇÃO

Embora a preocupação primeira dos projetistas seja, normalmente, atender aos

critérios de segurança contra a ruína dos elementos (estado limite último), percebe-se

nas normas modernas uma atenção cada vez maior dispensada aos estados limites de

utilização. Dentre eles, está o estado limite de deformações excessivas. Um erro no

cálculo dos deslocamentos dos elementos fletidos, e por conseqüência o não

atendimento aos seus valores limites, pode causar não só desconforto visual, mas

também sérios problemas nos elementos que neles se apoiam (alvenarias e caixilhos,

por exemplo).

Dentre as diferenças existentes entre o projeto de uma viga de concreto de

resistência usual e o de uma viga de CAD, as que se referem ao cálculo dos

deslocamentos causados por ações de longa duração estão entre as mais

significativas.

Serão apresentadas aqui quatro abordagens para o cálculo dos deslocamentos:

uma segundo o ACI (1995) e três segundo o CÓDIGO MODELO CEB-FIP (1990).

5.1 CÁLCULO DOS DESLOCAMENTOS SEGUNDO O ACI (1995)

Apresenta-se a seguir a metodologia inicial do ACI (1995) para cálculo dos

deslocamentos, a qual foi posteriormente adaptada para o CAD.

5.1.1 Deslocamentos causados por ações de curta duração

Um dos problemas enfrentados pelos projetistas no cálculo dos deslocamentos

é a avaliação da rigidez à flexão do elemento. Mesmo em serviço, os elementos
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fletidos em geral estão fissurados, o que reduz a sua inércia. Além disso, essa

fissuração não é constante ao longo do vão, muito embora se procure fazer com que

ela se apresente o mais uniforme possível, através de um detalhamento adequado das

armaduras.

Para elementos de concreto armado, BRANSON (1965) apresentou uma solução

prática para o problema, estabelecendo uma expressão para o momento de inércia a

ser utilizado no cálculo dos deslocamentos, levando em consideração a fissuração,

através do conceito do momento de inércia efetivo ( )I e  dado por:

( )I I
M

M
I I Ie r

r

max
g r g= +







 − ≤

3

 (5.1)

onde:

M r momento fletor de fissuração

M max momento fletor máximo na peça para o qual o deslocamento é

calculado

I g momento de inércia da seção bruta de concreto em relação ao centro

de gravidade, desprezando-se as armaduras

I r momento de inércia da seção fissurada de concreto

O momento fletor de fissuração ( )M r  é dado por:

M
f I

yr

t g
=

inf

 (5.2)

onde:

f t resistência do concreto à tração

yinf distância do centro de gravidade da seção bruta, desprezando as

armaduras, à fibra tracionada mais externa
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A expressão de BRANSON (1965) é adotada pelo ACI 318 (1995).

HOVER et al. (1991), em estudo realizado com nove vigas de concreto armado

com resistências variando entre 38MPa e 92MPa, mediram os deslocamentos reais e

compararam seus valores com os previstos pela equação de Branson.

Este estudo indica que os deslocamentos imediatos não dependem fortemente

da resistência do concreto.

Os valores reais medidos para os deslocamentos imediatos foram em média

15% maiores que os previstos pela equação de Branson. Considerando-se a variação

dos parâmetros usados no cálculo dos deslocamentos, pode-se adotar o procedimento

do ACI 318 (1995) para o cálculo dos deslocamentos imediatos das vigas de CAD.

BRANSON (1974) também recomendou o uso de I e  para vigas de concreto

protendido com cabos aderentes. Neste caso, sugere-se que tanto o momento de

fissuração ( )M r  como o momento máximo ( )Mmax  sejam diminuídos de um valor

igual ao momento de descompressão ( )M 0 .

Assim, a equação (5.1), para elementos protendidos, transforma-se em:

( )I I
M M

M M
I I Ie r

r

max
g r g= +

−
−







 − ≤0

0

3

 (5.3)

As equações (5.1) e (5.3) aplicam-se a vigas simplesmente apoiadas e a vigas

contínuas, admitidas simplesmente apoiadas em seus pontos de inflexão. Para uma

viga em balanço, o valor de I e  deve ser tomado na face do apoio.

Com o objetivo de se calcular I e , necessita-se do momento de inércia da seção

fissurada ( )I r . Pode-se calcular o momento de inércia da seção fissurada através da

relação momento-curvatura, assumindo-se que a distribuição de tensões ao longo da

seção já tenha sido estabelecida previamente. Assim:

ψ
ε

r

c max tot

c rx

M

E I
= =,

 (5.4)

onde:
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εc max, deformação na fibra mais comprimida de concreto

M tot momento que inclui o momento da protensão

x distância entre a fibra mais comprimida e a posição da linha neutra

A equação (5.4) leva a:

I
M x

E

M x
r

tot

c c max

tot

c max

= =
ε σ, ,

 (5.5)

onde:

σc max, tensão na fibra mais comprimida de concreto

M tot momento para o qual I cr  está sendo determinado, e que inclui o

momento da força de protensão em relação ao C.G. da seção

fissurada

A posição do C.G. da seção fissurada pode ser calculada por:

( )
( )y

b b h b x A d A d

b b h b x A A

f w f w p p p s s s

f w f w p p s s

=
− + + +

− + + +

2 22 2/ / η η

η η
 (5.6)

onde:

ηp p cE E= /  e ηs s cE E= /

d p distância entre a fibra mais comprida de concreto e o C.G. da

 armadura de protensão

d s distância entre a fibra mais comprida de concreto e o C.G. da

 armadura passiva longitudinal tracionada

y distância entre a fibra mais comprimida e o C.G. da seção

homogeneizada

x distância entre a fibra mais comprimida e a posição da linha neutra da

seção fissurada
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Elementos com protensão total não fissuram sob carregamentos de serviço e

admite-se que tenham comportamento elástico linear. Seus deslocamentos podem ser

determinados usando-se as expressões dadas na figura 5.1 para vários tipos de perfis

de cabos de protensão e de carregamento.

FIGURA 5.1 - Expressões para o cálculo de contraflechas e de flechas

FONTE: NAAMAN (1982)
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Admite-se nas expressões da figura 5.1 que as vigas são simplesmente apoiadas com

força de protensão constante e seções transversais com propriedades geométricas

também constantes.

5.1.2 Deslocamentos causados por ações de longa duração

No ACI 318 (1995), os deslocamentos adicionais causados por ações de longa

duração, devidos à fluência e à retração (em conjunto), em elementos de concreto

armado, são calculados multiplicando-se os deslocamentos imediatos por um fator de

correção (λ):

λ
ξ

ρ
=

+1 50 '
 (5.7)

onde:

ρ' taxa de armadura comprimida, A bds
' / , no meio do vão, para vigas

biapoiadas ou contínuas, e no engaste para balanços

ξ fator dependente do tempo de duração do carregamento, conforme

a tabela 5.1 e a figura 5.2

TABELA 5.1 - Valores de ξ

FONTE: ACI 318 (1995)

PERÍODO ξ

5 anos ou mais 2,0

1 ano 1,4

6 meses 1,2

3 meses 1,0
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Como a retração e a fluência (especialmente essa última) são menores no CAD,

é de se esperar que o aumento dos deslocamentos com o tempo seja menor para

elementos feitos com este material. Portanto, os fatores de correção para as vigas de

CAD devem ser menores que os utilizados nas vigas de resistência usual.

Chamando-se de ai  o deslocamento causado pelas ações de curta duração, o

deslocamento total causado pelas ações de curta e de longa duração ( atot ) é dado por:

a atot i= +( )1 λ  (5.8)

FIGURA 5.2 - Valores de ξ

FONTE: ACI 318 (1995).

HOVER et al. (1991) concluíram que a presença de armadura comprimida, nas

vigas de CAD, não desenvolve o mesmo efeito de minoração dos deslocamentos

observado nas vigas de resistência usual. Nestas últimas, quando a armadura

comprimida está presente, o aumento das deformações nas fibras comprimidas

causado pela fluência provocará um acréscimo nas tensões na armadura comprimida.

Isso permitirá a transferência de parte da força de compressão do concreto para a

armadura comprimida. Como resultado, as deformações de compressão no concreto

diminuem, resultando em deformações de fluência menores. Como a fluência no

CAD é menor, esse mecanismo é menos eficiente.



Projeto Estrutural de Vigas de Concreto de Alto Desempenho
Capítulo 5 - Deslocamentos causados por ações de curta e de longa duração

125

HOVER et al. (1991) sugerem uma correção para o valor de λ como se segue:

λ
µξ

µρ
=

+1 50 '
 (5.9)

onde:

µ = −1 4 70, ( / )f ck ( f ck  em MPa)                    (5.10)

0 4 1, ≤ ≤µ

Como se observa, o fator λ passa a ser dependente da resistência do concreto.

A presença do fator µ no numerador e no denominador da equação (5.9) leva em

consideração a diminuição dos deslocamentos devidos à retração e à fluência no

CAD e a menor influência da presença da armadura comprimida para as resistências

mais altas, respectivamente.

Os valores limites de 0,4 e 1 para µ correspondem às resistências de 70MPa e

28MPa, respectivamente. O limite inferior de 0,4 foi escolhido porque concorda

razoavelmente bem com as vigas de 92MPa utilizadas na pesquisa, e que são

aparentemente os únicos dados disponíveis para resistências acima de 70MPa. O

limite superior de 1,0 foi escolhido porque o procedimento do ACI 318 (1995) é

considerado adequado para vigas de até 28MPa. Nesses casos, a equação (5.9) dá os

mesmos resultados obtidos com o já mencionado procedimento.

HOVER et al. (1991) concluíram ainda que:

• O método proposto por LUEBKEMAN et al. (1985), o qual é idêntico ao do

ACI 318 (1995) para resistências de até 42MPa, leva a resultados muito bons para

vigas de CAD em geral. Este método é semelhante ao apresentado [equações (5.9) e

(5.10)], diferindo na expressão e nos limites adotados para o coeficiente µ. A

expressão ora proposta [equação (5.10)] dá resultados ainda melhores para as vigas

de CAD, e amplia a validade do procedimento, desde resistências usuais até 70MPa.

• Para vigas com resistência à compressão de cerca de 84MPa submetidas a

carregamento uniforme de longa duração, o coeficiente de fluência foi cerca de

metade do estabelecido para resistências usuais.
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• A retração para o CAD foi cerca de 2/3 da encontrada para a resistência mais

baixa estudada.

• Para vigas com armadura tracionada apenas, o uso do CAD reduziu os

deslocamentos para ações de longa duração em 30% a 50%.

• A armadura comprimida foi significativamente mais eficiente na redução dos

deslocamentos por ações de longa duração para vigas de resistências usuais do que

para vigas de CAD.

• Os deslocamentos provocados por ações de longa duração podem ser

reduzidos significativamente através do uso de CAD ou de armadura comprimida,

mas o uso de ambos é redundante.

• O coeficiente do ACI 318 (1995) [equação (5.7)], pelo qual os deslocamentos

para ações de longa duração são calculados com base nos deslocamentos iniciais, dá

bons resultados para vigas com resistências de até 35MPa. O seu uso, porém,

superestima os deslocamentos para carregamentos de longa duração para vigas de

CAD com resistências em torno de 90MPa.

Com base em extensiva avaliação dos parâmetros que influenciam os

deslocamentos adicionais ( )aadd  para elementos pré-moldados protendidos, MARTIN

(1977) sugeriu a seguinte expressão:

a a k
E

E
k aadd i p

ci

c
r i= =λ ϕ    (5.11)

onde:

k P Pp e i= /

Pe  força de protensão efetiva após todas as perdas

Pi  força de protensão imediatamente após a transferência

( )k A Ar s p= +
−

1
1

/  quando A As p/ ≤ 2

ϕ coeficiente de fluência
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Eci módulo de deformação longitudinal do concreto na transferência da

protensão

Os valores de λ  variam para vigas protendidas com seção simples ou

composta. Para concretos de resistência usual, situam-se normalmente entre 1,85 e 3.

Para o CAD estes limites são menores, em função da menor fluência.

5.2 MODELO BÁSICO DO CEB-FIP (1990)

O CEB-FIP (1990) apresenta três metodologias para o cálculo dos

deslocamentos. A primeira é o modelo básico, fundamentado na relação entre o

momento e a curvatura com ou sem força normal, e que leva em consideração o

efeito da armadura, o efeito global da fissuração, a retração e a fluência. Deste

modelo, foram desenvolvidos dois outros métodos simplificados para cálculo dos

deslocamentos: o método bilinear e o método dos coeficientes globais, que serão

apresentados nos itens 5.3 e 5.4 respectivamente.

O CEB-FIP (1990) apresenta o conceito de enrijecimento de tração

(tension stiffening) do concreto. Em uma seção transversal fissurada, considera-se

que todos os esforços de tração são absorvidos somente pela armadura. Contudo,

entre fissuras adjacentes, esforços de tração são transmitidos da armadura para o

concreto que a envolve através de tensões de aderência. A contribuição do concreto

pode ser considerada como que aumentando a rigidez da armadura de tração. Esse

efeito é chamado de enrijecimento de tração.

O modelo básico fundamenta-se na relação momento-curvatura

(figuras 5.3 e 5.4), da qual se concluiu que o efeito do enrijecimento de tração do

concreto na curvatura de uma seção de um elemento submetido a flexão decresce

com o aumento das ações além do nível correspondente ao momento de fissuração

reduzido ( )M r red, .
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Para carregamentos de serviço, esta diminuição segue uma curva hiperbólica,

que corresponde ao comportamento médio de uma seção transversal de uma estrutura

de concreto, dada por:

( )∆ψ ψ ψ βts r r
rM

M
= −2 1    para M M r red> ,         (5.12)

onde (figuras 5.3 e 5.4):

∆ψ ts redução na curvatura no estádio 2 devida ao enrijecimento de tração

ψ 1r curvatura no estádio 1 para M M r= (seção não fissurada)

ψ 2r curvatura no estádio 2 para M M r= (seção totalmente fissurada)

M momento fletor aplicado na seção

M r red, momento de fissuração reduzido, definido pela interseção do diagrama

da curvatura média ( )ψ m  e a linha reta representando a curvatura no

estádio 1. Para flexão simples (sem retração):

M Mr red r, = β  (5.13)

onde:

β β β3 4×

β3 coeficiente que caracteriza a qualidade de aderência das barras da

armadura. β3 1 0= ,  para barras de alta aderência; β3 0 5= ,  para barras

lisas

β4 coeficiente que representa o tipo de carregamento (duração da

aplicação e repetição do carregamento). β4 0 8= ,  para o carregamento

imediato ou para carregamentos de curta duração; β4 0 5= ,  para

carregamentos de longa duração ou grande número de ciclos de

carregamento

M r momento de fissuração
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No cálculo de M r  para deslocamentos locais, pode-se usar f ft tm= 0 7, . f tm  é a

resistência média do concreto à tração. Para o cálculo dos deslocamentos globais,

pode-se usar f ft tm= .

FIGURA 5.3 - Relação momento-curvatura do CEB-FIP (1990) (flexão simples)

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)

FIGURA 5.4 - Relação momento-curvatura do CEB-FIP (1990) (flexão composta)

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)
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Uma vez que a curvatura devida ao enrijecimento de tração ∆ψ ts

[equação (5.12)] é considerada como a diferença entre a curvatura média ( )mψ e a

curvatura no estádio 2 ( )ψ 2 , a curvatura média pode ser escrita como se segue:

ψ ψ ψm ts= −2 ∆  (5.14a)

( )ψ ψ ψ ψ βm r r
rM

M
= − −2 2 1    para M M r red> ,  (5.14b)

ψ ψm = 1  para M M r red≤ ,     (5.14c)

Considere-se o caso de flexão simples em uma seção não protendida

(figuras 5.5 e 5.6).

FIGURA 5.5 - Curvatura média imediata (flexão simples)

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)

FIGURA 5.6 - Curvatura média para ações de longa duração (flexão simples)

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)
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As curvaturas ψ ψ1 e 2  nos estádios 1 e 2, respectivamente, são funções

lineares do momento fletor M. Se são levados em consideração os efeitos da

armadura comprimida, da retração e da fluência, as curvaturas resultantes podem ser

consideradas como funções da curvatura básica ( )cψ  dada por:

ψ c
c

M

EI
=

( )
 (5.15)

( ) cEI  é a rigidez básica à flexão da seção (considerando-se apenas o concreto).

Isto permite a introdução de coeficientes de correção k, os quais são

independentes das ações. As curvaturas ψ 1  e ψ 2 , as quais representam os extremos

(limites inferior e superior, respectivamente) da curvatura média ( )mψ , podem ser

escritos como:

Efeito da armadura (curvatura instantânea):

ψ ψ1 1= c sk  ψ ψ2 2= c sk  (5.16)

Efeito da fluência (ϕ  é o coeficiente de fluência):

ψ ψ ϕϕ1 1 1= c sk k  ψ ψ ϕϕ2 2 2= c sk k  (5.17)

Efeito da retração uniforme ( )csε :

ψ ε1
1= cs

csk

d
 ψ ε2

2= cs
csk

d
 (5.18)

onde:

d altura útil da seção

ε cs deformação média no concreto devida à retração esperada no

elemento que não teve seus deslocamentos restringidos externamente
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A soma dos valores de ψ 1 e ψ 2 , dados nas equação (5.16), (5.17) e (5.18),

representa as curvaturas totais ψ 1 e ψ 2 .

Note-se que no caso da proporcionalidade (flexão simples) entre ψ 1 , ψ 2  e ψ c ,

pode-se escrever a equação (5.14b) da seguinte forma:

ψ ψ1 1r
rM

M
=  ψ ψ2 2r

rM

M
=  ( )ψ ψ ψ ψ βm

rM

M
= − −





2 2 1

2

   (5.19)

Da condição de ψ ψ1 = m  obtém-se o momento de fissuração reduzido

M Mr red r, = β  (sem retração).

Os mesmos coeficientes de correção obtidos para o caso de flexão simples

também são válidos para o caso de flexão composta, após algumas simplificações. A

principal simplificação (figura 5.7) consiste em substituir a curvatura no estádio 2, a

qual não é mais linear, por uma função bilinear.

A segunda metade desta função é paralela à curvatura no estádio 2 para flexão

simples.ψ m pode novamente ser calculado usando-se a equação (5.14b), onde M tem

que ser substituído por M M− 0 .

FIGURA 5.7 - Flexão composta: curvatura exata e simplificada no estádio 2 ( )ψ 2

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)
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CHARIF & FAVRE (1994) realizaram um estudo paramétrico com o objetivo

de avaliar a importância da fluência, da resistência do concreto à tração e das taxas de

armaduras (de tração e compressão) nos deslocamentos das vigas submetidas a flexão

simples. No estudo de cada parâmetro, os demais foram mantidos constantes. Os

resultados são comentados a seguir.

5.2.1 Influência do coeficiente de fluência ( )ϕ

Adotando-se o coeficiente de fluência ϕ = 2 5,  como valor de referência

(100%), pôde-se observar que:

• Reduzindo-se ϕ  de 2,5 para 1,5 (40%) aumenta-se ψ m em aproximadamente

12%.

• Aumentando-se ϕ  de 2,5 para 3,5 (40%) aumenta-se ψ m em 12%.

Portanto, ϕ  tem uma influência limitada na curvatura média na parte fissurada

da estrutura.

5.2.2 Influência da resistência do concreto à tração ( )f t

Adotando-se uma resistência do concreto à tração f t = 2 5, MPa como um valor

de referência (100%), observou-se que o nível de carregamento tem grande influência

na curvatura.

Para um momento fletor próximo ao momento de fissuração, pôde-se observar

que:

• Aumentando-se f t  de 2,5 para 3,5 (40%), diminui-se ψ m  em

aproximadamente 33%.
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• Reduzindo-se f t  de 2,5 para 1,5 (40%), aumenta-se ψ m  em

aproximadamente 22%.

Contudo, para um nível mais alto de carregamento, uma variação de ± 40% em

f t  resulta em apenas ± 7% de variação em ψ m .

Assim, f t  tem uma grande influência na curvatura média apenas se o nível de

carregamento está próximo ao momento de fissuração.

5.2.3 Influência da armadura tracionada (ρρ)

Tomando-se a taxa de armadura tracionada ρ = =A bds / , %0 5  como valor de

referência (100%), pôde-se observar que:

• Aumentado-se ρ de 0,5% para 0,75 % (50%) diminui-se ψ m em 23%.

• Diminuindo se ρ de 0,5% para 0,25 % (50%) aumenta-se ψ m em 65%.

Assim, ρ tem uma significativa influência na curvatura média ( )ψ m .

5.2.4 Influência da relação entre a armadura comprimida e a tracionada ( )ρ ρ'/

Tomando-se a relação entre a armadura comprimida e a tracionada ρ ρ'/ ,= 0 5

como valor de referência (100%), pôde-se observar que:

• Reduzindo-se ρ ρ'/  de 0,5 para 0,0 (100%) aumenta-se ψ m em 6%.

• Aumentando se ρ ρ'/  de 0,5 para 1,0 % (100%) diminui-se ψ m em 5%.

Assim, ρ ρ'/  tem uma menor influência na curvatura média ( )ψ m .
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5.3 CÁLCULO SIMPLIFICADO - MÉTODO BILINEAR

Pode-se desenvolver uma única expressão, baseada neste método, para uma

estimativa rápida dos deslocamentos de um elemento.

Assumindo-se que o efeito de enrijecimento de tração de um elemento

permanece constante além do momento de fissuração [figuras 5.8 (a) e (b)], então:

( )a a a ar r= − −2 2 1 β  (5.20)

onde:

a deslocamento estimado (provável)

a a1 2, deslocamentos nos estádios 1 e 2, respectivamente, para flexão

simples

a ar r1 2, deslocamentos a1e a2  para o momento de fissuração ( )M rd

β coeficiente de redução do momento de fissuração ( )β β β= 3 4

Note-se que a expressão ( )a ar r2 1− β  representa o efeito de enrijecimento de

tração para o caso de flexão simples. Para flexão composta, a composta2( )  é considerada

paralela a a simples2( ) . Assim, a compressão axial pode ser levada em consideração

através do aumento do momento de fissuração do elemento.

Para flexão simples ou composta, pode-se escrever:

a a
M

Mr
rd

d
1 1=  a a

M

Mr
rd

d
2 2=  (5.21)

M d  e M rd  representam, respectivamente, o momento fletor atuante e o

momento de fissuração na seção crítica do elemento, isto é, no meio do vão das vigas

ou lajes, ou no extremo fixo de um balanço. Assim, das equações (5.20) e (5.21), a

seguinte expressão é obtida:
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( )a a a a
M

M
rd

d

= − −2 2 1   β  (5.22)

FIGURA 5.8 - Método bilinear

 FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)

O cálculo dos deslocamentos extremos a a1 2 e , assim como outras

simplificações são dadas na próxima seção.

5.4 CÁLCULO SIMPLIFICADO DOS DESLOCAMENTOS - MÉTODO DOS

COEFICIENTES GLOBAIS

A equação (5.22) pode ser muito simplificada se uma abordagem levemente

diferente é adotada. Será adotada a seguinte notação [ver equações (5.16) e (5.17)]:

( )k k ks1 1 11= + ϕ ϕ  ( )k k ks2 2 21= + ϕ ϕ  (5.23)
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Levando-se em consideração a fluência e a armadura (uma estimativa para

fluência será dada mais adiante), as curvaturas nos estádios 1 e 2 podem ser dadas

por:

ψ ψ1 1= c k ψ ψ2 2= c k  (5.24)

Assim, pelo princípio dos trabalhos virtuais, os deslocamentos máximos

a a1 2 e  podem ser expressos por:

a k M dxc1 1= ∫ψ  a k M dxc2 2= ∫ψ   (5.25)

M  é o momento fletor devido a um carregamento vertical unitário aplicado

onde o deslocamento é calculado.

Admitindo-se que os coeficientes de correção k1  e k2  são constantes ao longo

do vão considerado, tem-se:

a k Mdx a kc c1 1 1= =∫ψ a k Mdx a kc c2 2 2= =∫ψ  (5.26)

onde:

a Mdxc c= ∫ψ  (5.27)

Os valores constantes escolhidos para os coeficientes de correção k1  e k2

podem ser os valores na seção crítica. Contudo, para coeficientes mais precisos e

representativos, valores médios relativos ao comprimento total do elemento podem

ser admitidos (como discutido posteriormente). O valor ac  representa o

deslocamento do elemento de concreto (a armadura é desprezada). De fato, este é um

deslocamento dado por uma análise linear.

Agora, o provável deslocamento pode ser dado por [equação (5.22)]:
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( )a a k k k
M

M
a kc

rD

D
c= − −









 =2 2 1   β  (5.28)

onde:

( )k k k k
M

M
rd

d

= − −2 2 1   β  (5.29)

O coeficiente k  é chamado de coeficiente global de correção. Ele depende de

vários parâmetros: geométricos, mecânicos e do nível de carregamento. Tabelas de

projeto são apresentadas pelo COMITÉ EURO-INTERNATIONAL DU BÉTON

(1985).

CHARIF & FAVRE (1994) realizaram um estudo paramétrico, considerando

apenas o peso próprio, com o objetivo de estabelecer uma expressão simplificada

para o coeficiente k. O estudo paramétrico revelou que os coeficientes k1  e k2  são

essencialmente funções dos parâmetros que se seguem:

d/h relação entre a altura útil e a altura total do elemento

αρ onde α = E Es c/  e ρ é a taxa de armadura tracionada ( )ρ = A bds /

ρ ρ'/ relação entre as taxas das armaduras comprimida e tracionada

ϕ coeficiente de fluência

Os coeficientes k1  e k2  podem ser liberados da influência da armadura

comprimida ( 'ρ )  introduzindo-se o fator (1 - 20 )ρ' . Assim:

( ) ( )k k k k
M

M
rd

d

= − −








 −2 2 1 1 20   β ρ '  (5.30)

A equação (5.30) torna k1  e k2  independentes de ρ'   e muito mais fáceis de se

estimar.
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O estudo paramétrico também mostra que o coeficiente global pode ser

expresso por:

( ) ( )k h d= −/ '3 1 20η ρ  (5.31)

O fator η é dado na figura 5.9.

A importância do fator ( )h d/ 3  é infeliz, uma vez que ele vai contra a boa

prática de proteger a armadura com um generoso cobrimento. Para lajes em edifícios,

este fator pode atingir o seguinte valor:

( ) ( )h d/ , ,3 312 173= =

A equação (5.31) é válida desde que admitidas as seguintes simplificações:

• O parâmetro α = =E Es c/ 7 (este é um valor usual para a relação entre os

módulos de elasticidade do aço e concreto).

• Coeficiente de fluência ϕ = 2 5, . Para outros valores de ϕ , um único fator de

correção pode ser usado, o qual será dado posteriormente.

• Coeficiente de amadurecimento χ = 0 8, . Para maiores esclarecimentos sobre

o coeficiente de envelhecimento, ver equação (5.8-3) do CEB-FIP (1990).

O fator de correção η  representa o efeito da fissuração como uma função do

nível de carregamento ( )M Mrd d/  e da quantidade de armadura tracionada ( )ρ . Se

( ) 0M Mrd d/ ≅ , isto é, M d  é muito maior que M rd  ou M rd ≅ 0 , η  é máximo. Por

outro lado, se ( ) 1M Mrd d/ ≅ , ou seja, imediatamente após a fissuração da estrutura,

η  é mínimo.

ρ '  na equação (5.31) representa o efeito benéfico da armadura comprimida.

Contudo, para ρ' , %≤ 0 5 , sua influência nos deslocamentos parece de pouca

importância. Como já mencionado, a expressão (5.31) foi estabelecida para ϕ = 2 5, .
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FIGURA 5.9 - Fator de correção η  contra M Mrd d/

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)

Pode-se observar na figura 5.9 que, para seções com normais ou altas taxas de

armadura, o fator η  não depende muito da relação ( )M Mrd d/ . Assim, como uma

boa aproximação e uma grande simplificação do fator η , os valores de η  para

( ) = 0,5M Mrd d/  podem ser adotados para todas as seções (η  passa a ser então,

independente do carregamento). Estes valores têm sido adotados pelo CÓDIGO

MODELO CEB-FIP (1990) e são apresentados na tabela 5.2.

TABELA 5.2 - Fator η  (concretos usuais) para estimativa dos deslocamentos pela

equação (5.31)

FONTE: CÓDIGO MODELO CEB-FIP (1990)

ρm 0,15% 0,20% 0,30% 0,50% 0,75% 1,00% 1,50%

η 10 8 6 4 3 2,5 2

Portanto, a estimativa do provável deslocamento se reduz ao seguinte

(figura 5.10):
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a ac= +( )1 ϕ para M Md rd<         (5.32)

( ) ( )a a h dc m= −/ '3 1 20η ρ para M Md rd>            (5.33)

onde:

ac flecha elástica calculada com rigidez E Ic g  da seção bruta

(desprezando-se as armaduras)

ρm
' taxa média de armadura longitudinal comprimida

FIGURA 5.10 - Diagrama momento-deslocamento simplificado

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)

Assumindo-se que se tem uma laje com h = 240mm, d = 20mm, ρm = 0 5, %  e

ρm
' = 0 , pode-se calcular o fator de majoração da deformação elástica instantânea:

a a ac c=




 × × − =

240
200

4 1 0 6 9
3

( ) ,

Os efeitos da retração e da fluência nos deslocamentos podem ser calculados

usando-se a figura 5.11 obtida a partir dos trabalhos de TELLENBACH (1985).
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FIGURA 5.11 - Deslocamento de lajes devido apenas à retração

A figura 5.11 fornece o aumento do deslocamento devido à retração ( )acs  a ser

calculado diretamente como uma função da retração do concreto ( )csε  e do

comprimento do vão (l).

O método simplificado dos coeficientes globais pode ser melhorado

consideravelmente se os dois parâmetros seguintes são incorporados ao modelo:

distribuição da armadura e evolução da fissuração.

Para se levar em consideração a distribuição da armadura, um valor médio de ρ

pode ser calculado em relação ao diagrama de momento fletor (figura 5.12).

Isto resulta em uma taxa média de armadura para o elemento ρm :

ρ ρ ρ ρm a
a

b
bl

l

l

l

l

l
= + +0

0  (5.34)

onde:

ρ ρa b, armadura tracionada nos apoios (armadura superior)

ρ0 armadura tracionada no meio do vão (armadura inferior)
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FIGURA 5.12 - Definição de l l la b,   e 0  através do diagrama de momento fletor

FONTE: CEB-FIP (1990)

Uma estimativa dos comprimentos la  e lb  normalmente é suficiente. O mesmo

cálculo também é válido para a taxa média de armadura de compressão ρm
' .

Para se levar em consideração a evolução da fissuração de um elemento

(figuras 5.10 e 5.13), os dois níveis de carregamento q r1  e q r 2  são calculados, onde:

q r1 nível do carregamento que corresponde à formação da primeira fissura

no elemento (normalmente sobre o apoio)

q r 2 nível do carregamento que corresponde à formação da primeira fissura

na seção crítica

Os dois níveis de carregamento q r1  e q r 2  definem o estado de fissuração das

seções mencionadas anteriormente. Valores de deslocamentos entre esses dois níveis

de carregamento podem ser determinados por interpolação linear.
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FIGURA 5.13 - Diagrama carregamento-deslocamento simplificado (trilinear)

FONTE: CHARIF & FAVRE (1994)

5.5 MÉTODO DOS COEFICIENTES GLOBAIS APLICADO AO CAD

O método dos coeficientes globais foi desenvolvido e aferido para concretos

usuais. Contudo, através de modificações do fator de correção η, pode-se aplicá-lo ao

CAD.

O CEB-197 (1990) estabelece que os valores de η  dados na tabela 5.2 podem

ser modificados, gerando novos fatores ( )ηCAD , da seguinte forma:

η ϕ η
ϕ

ηCAD ( , )
,

=
+5

7 5
 (5.35)

ηCAD  será, portanto, o valor a ser utilizado no método dos coeficientes globais

para estimativa dos deslocamentos em elementos de CAD.

TABELA 5.3 - Fator ηCAD , com ϕ = 1 8, , para uso da equação (5.31)

ρm 0,15% 0,20% 0,30% 0,50% 0,75% 1,00% 1,50%

ηCAD 9,1 7,3 5,4 3,6 2,7 2,3 1,8
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5.6 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO

EXEMPLO 5.1 - f MPack = 70

Considere-se a viga protendida apresentada no item 2.4.

Materiais:

Concreto: densidade normal; cimento ARI

Armadura ativa: E GPap = 195

Armadura passiva: E GPas = 210

Propriedades geométricas da seção real:

A m I m y m y m

w m w m

c g= = = =

= =

0 66 0 0815 0 815 0 385

0 100 0 217

2 4

4 4

, , , ,

, ,

inf sup

inf sup

;  ;  ;  

 ;  

Dados:

l m f MPa A mm A mm

g kN m q kN m

e

e mm

P kN P kN

ck p s

e i

= = = =

= =
=

=
= =

30 0 70 3948 1000

23 0 19 5

0

551 2

4200 5330

2 2

2

1

,

, / , /

,

 ;   ;   ;   

;   

Excentricidade no apoio:   

Excentricidade em x = 15,0m:   

Em x = 15,0m:  ;  

Aplicação da protensão: 4 dias após a concretagem

Aplicação da carga acidental (q): 28 dias

Solução

(a) Cálculos iniciais

Módulo de deformação longitudinal do concreto:
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E fc t cm t, ,
'= +3500 4300  (2.5)

Com base na resistência do concreto na data da protensão (t = 4 dias), pode-se

calcular o módulo de deformação longitudinal do concreto:

E

E MPa

E GPa

c

c

c

,

,

,

,

,

,

4

4
3

4

3500 4300 6125

37 15 10

37 15

= +

= ×

=

Módulo de deformação longitudinal do concreto aos 28 dias:

E GPac, ,28 41 47=

Assim, tem-se:

α

α
p p c

s s c

E E

E E

= =

= =

/ ,

/ ,
,

,

28

28

4 702

5 064

Para o estado limite de deformação excessiva, será adotada a combinação quase

permanente de utilização da NBR 8681 (1984) :

F kN md qp, , , , , /= + × =23 0 0 2 19 5 26 9

→→ Na aplicação da protensão

Admitindo-se que toda a carga permanente atue na aplicação da protensão,

tem-se para o momento devido à carga permanente no meio do vão:

M kN mg =
×

=
23 0 30

8
2588

2,
.

Momento de fissuração no meio do vão na aplicação da protensão:
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M P e
w

A
f w

M

M kN m

r i
c

t

r

r

= × +






 +

= × × +






+ × ×

=

inf
inf

,
,

,
, ,

.

5330 10 0 7
0 1

0 66
5 5 10 0 1

5088

3 6

Como o momento de fissuração M kN mr = 5088 .  é maior que

M kN mg = 2588 . , a viga não fissura na aplicação da protensão.

→→ Em serviço

Momento devido à carga acidental no meio do vão, para a combinação quase

permanente:

0 2 0 2
19 5 30

8
439

2

, ,
,

.M kN mq = ×
×

=

Momento de fissuração no meio do vão em serviço:

M P e
w

A
f w

M

M kN m

r e
c

t

r

r

= × +






 +

= × × +






+ × ×

=

inf
inf

,
,

,
, ,

.

4200 10 0 7
0 1

0 66
5 5 10 0 1

4126

3 6

Como o momento de fissuração M kN mr = 4126 .  é maior que

0 2 3027, .M M kN mq g+ = , a viga não fissura em serviço.

(b) Viga não fissurada. Será calculado o deslocamento imediato na aplicação da

protensão ( )ia .

Para ( )ia , serão considerados a força inicial de protensão ( )Pi  e o módulo de

deformação longitudinal do concreto para a idade de 4 dias, admitindo-se que as
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cargas permanentes ( )g  atuam assim que a força de protensão é aplicada. Usando-se

as equações da figura (5. 1) tem-se:

( )

( )
( )

( )
( )

a
P l

E I
e e e

gl

E I

a

a m

i
i

c dias g c dias g

i

i

=
−

+ −





+

=
− × ×

× × × ×
×





+
× × ×

× × × ×

= − × + × = − ×

− −

− − −

2

4
2 1 2

4

4

3 2

9 3

3 4

9 3

2 2 2

8
5
6

5
384

5330 10 30 0

8 37 15 10 81 7 10

5
6

0 7
5 23 10 30

384 37 15 10 81 7 10

1152 10 1 99 10 3 53 10

, ,

,

, ,
,

, ,

, , ,

Portanto, na aplicação da protensão, espera-se uma contraflecha de 3,53cm.

Para o deslocamento em serviço, serão utilizados os valores de P Ee c e . Os

carregamento será:

 w w kN mg q+ =0 2 26 9, , /

Logo,

( )

( )
( )

( )
( )

a
P l

E I
e e e

gl

E I

a

a m

i
i

c g c g

i

i

=
−

+ −





+

=
− × ×

× × × ×
×





+
× × ×

× × × ×

= − × + × = ×

− −

− − −

2

2 1 2

4

3 2

9 3

3 4

9 3

2 2 3

8
5
6

5
384

4200 10 30 0

8 41 47 10 81 7 10

5
6

0 7
5 26 9 10 30

384 41 47 10 81 7 10

8 1 10 8 37 10 2 4 10

,

, ,
,

,

, ,

, , ,

Portanto, em serviço, espera-se uma flecha de 2,4mm.

(c) Deslocamentos adicionais. Uma vez que os deslocamentos adicionais

(e totais) tendem assintoticamente a um valor máximo, que é atingido entre 2 e 3

anos, o deslocamento adicional será calculado para 2 anos através da equação (5.11).

Cálculos iniciais:

k P P
P e i= =/ ,0 83 ; E Eci c/ , / , ,= =37 15 41 47 0 9

k A Ar s p= + =( ) -11 0 373/ ,
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V S A p m mmc/ / , / , , ,= = = × =−0 3548 4 2672 831 10 8313

O coeficiente de fluência foi calculado no item 2.4 para um período de 5

anos ( = 2,09)ϕ .

O deslocamento adicional ao final deste período será dado por (5.11):

a k
E

E
k a

a a

a

a mm

add p
ci

c
r i

add i

add

add

=

= × × × ×
= ×
=

  ϕ

0 788 0 896 0 798 2 09

1178 2 41

2 83

, , , ,

, ,

,

O deslocamento total em cinco anos será dado por:

a a a mmtot i add= + = + =2 4 2 83 5 2, , ,

EXEMPLO 5.2 - f MPack = 70

Idêntico ao exemplo 5.1, porém com P kN mi = 3300 .  e P kN me = 2600 .

(perdas diferidas mantidas iguais a 21%). Através deste exemplo, será possível

aplicar a metodologia para o caso de viga fissurada.

Solução

Momento de fissuração no meio do vão na aplicação da protensão:

M P e
w

A
f w

M

M kN m

r i
c

t

r

r

= × +






 +

= × × +






+ × ×

=

inf
inf

,
,

,
, ,

.

3300 10 0 7
0 1

0 66
5 5 10 0 1

3360

3 6

Como o momento de fissuração M kN mr = 3360 .  é maior M kN mg = 2588 . , a

viga não fissura na aplicação da protensão, e a metodologia permanece a mesma.
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→→ Em serviço

Momento de fissuração no meio do vão em serviço:

M P e
w

A
f w

M

M kN m

r e
c

t

r

r

= × +






 +

= × × +






+ × ×

=

inf
inf

,
,

,
, ,

.

2600 10 0 7
0 1

0 66
5 5 10 0 1

2764

3 6

Como o momento de fissuração M kN mr = 2764 .  é menor que o momento

para a combinação quase permanente ( )3027kN m. , a viga fissura em serviço, e é

necessário calcular-se o momento de inércia equivalente ( )I e .

(a) Deslocamento inicial (viga fissurada)

Para a combinação quase permanente das ações chega-se, a partir das equações

de equilíbrio e compatibilidade, à posição da linha neutra ( )x m= 0,462  e à

correspondente tensão na fibra extrema mais comprimida ( )11 38, MPa .

É necessário calcular o momento de inércia da seção fissurada ( )I r  para se

chegar ao momento de inércia equivalente ( )I e . O momento de inércia da seção

fissurada ( )I r  será calculado pela expressão (5.5) na qual o momento M inclui a

combinação quase permanente e o momento devido à força de protensão em relação

ao C.G. da seção fissurada. A posição do C.G. da seção fissurada ( )y  é dada pela

equação (5.6). Assim, pode-se facilmente demonstrar que y m= 0,206 .

Momento da força de protensão:

( )
( )

M P d y

M kN m

P e p

P

e

e

= − −

= − × × − = −2600 10 1 084 0 206 2282 83 , , , .

Momento total:
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M kN mtot = − =3027 2282 8 744 2, , .

Momento de inércia da seção fissurada:

I
M x

mr
tot

c max

= =
× ×

×
=

σ ,

, ,

,
,

744 2 10 0 462

11 38 10
0 0302

3

6
4

Momento de descompressão:

M P e
w

A

M kN m

r e
c

r

= × +








= × × +






=

inf

,
,

,
.2600 10 0 7

0 1
0 66

22143

Momento de inércia equivalente:

( )

( )

I I
M M

M M
I I

I

I m

e r
r

max
g r

e

e

= +
−
−







 −

= +
−
−





 −

=

0

0

3

3

4

0 0302
2214 2214
3027 2214

0 0815 0 0302

0 0459

, , ,

,

Portanto, o momento de inércia equivalente ( )I e  é igual a 56% do momento de

inércia da seção de concreto ( )I mg = 0 0817 4, , e corresponde a 1 52, I r .

Deslocamento imediato no meio do vão, seção fissurada:

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

a
P l

E I
e e e

q g l

E I

a

a m

i
e

c e c g

i

i

=
−

+ −





+
× + ×

=
− × ×

× × ×
×





+
× × ×

× × ×

= − + = × −

2

2 1 2

4

3 2

9

3 4

9

2

8
5
6

5 0 2

384

2600 10 30 0

8 41 47 10 0 0459

5
6

0 7
5 26 9 10 30

384 41 47 10 0 0459

0 0896 0 149 5 94 10

,

,

, ,
,

,

, ,

, , ,

Assim, espera-se uma flecha imediata de 5,94cm para a combinação

quase-permanente das ações.
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(b) Deslocamento adicional. Como no exercício anterior, o deslocamento adicional

será calculado para 5 anos através da equação (5.11).

O deslocamento adicional ao final de 5 anos será dado por (5.11):

a k
E

E
k a

a a

a

a cm

add p
ci

c
r i

add i

add

add

=

= × × × ×
= ×
=

  ϕ

0 788 0 896 0 798 2 09

1178 5 94

6 99

, , , ,

, ,

,

O deslocamento total em cinco anos será dado por:

a a a cmtot i add= + = + ≅5 94 6 99 13, ,

Como se pode observar, este deslocamento final é consideravelmente maior

que o do exercício anterior, em função da fissuração da seção.
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6. DUCTILIDADE

O CAD é um material mais frágil que o concreto de resistência usual. Como

resultado, surgiram dúvidas quanto à ductilidade de elementos fletidos feitos de

CAD.

ATTARD & MENDIS (1993) apontam as superfícies de ruptura lisas e a falta de

engrenamento dos agregados como razões para a natureza frágil do CAD.

Neste capítulo serão abordadas a ductilidade na flexão e no cisalhamento das

vigas de CAD.

6.1 DUCTILIDADE NA FLEXÃO

A deformabilidade de elementos de concreto submetidos à flexão depende de

um grande número de fatores, incluindo a taxa de armadura longitudinal tracionada, a

quantidade de armadura longitudinal de compressão, a quantidade de armadura de

pele e a resistência do concreto.

MENDIS et al. (1996) avaliaram a ductilidade de elementos fletidos de CAD

através de alguns parâmetros, dentre eles: inclinações de relaxamento

(softening slopes) e capacidade de rotação das rótulas plásticas. Estes parâmetros

foram comparados com outros similares para concretos de resistência usual, como se

verá ao longo deste capítulo.

O comportamento de elementos submetidos à flexão pode ser idealizado como

um diagrama momento-curvatura trilinear, como mostrado na figura 6.1, constituído

de um trecho elástico, outro plástico, e finalmente o trecho de relaxamento.
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FIGURA 6.1 - Relação momento-curvatura trilinear

Fonte: MENDIS et al. (1996)

Como se pode observar na figura 6.1, quanto maior o parâmetro de inclinação

de relaxamento ( )αr , mais íngreme é o trecho de relaxamento.

A abordagem tradicional para a ductilidade na flexão tem sido desconsiderar o

trecho de relaxamento da curva momento-curvatura ( )M ×ψ . O trecho inelástico

tem sido limitado apenas à parte plástica. Conseqüentemente, a ductilidade de um

elemento submetido à flexão tem sido quantificada por:

k
pl

y
ψ

ψ

ψ
=  (6.1)

onde:

ψ pl curvatura plástica

ψ y curvatura no escoamento

Tem sido mostrado que as estruturas podem continuar a absorver

carregamentos adicionais, mesmo após algumas das rótulas plásticas nos elementos

atingirem o trecho de relaxamento. A estrutura entra em colapso quando se forma um
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mecanismo. Para se computar o aumento da ductilidade devido ao relaxamento, a

ductilidade de relaxamento foi redefinida como:

k u

y
ψ

ψ
ψ

=  (6.2)

ψ u  é a curvatura correspondente a um momento igual a 0 8, M pl .

GHOSH et al. (1989) sugerem que a ductilidade deveria ser considerada em

deslocamentos correspondentes a 80% do carregamento último. Quando o

relaxamento é desconsiderado, ψ ψu pl= .

A ductilidade como definida na equação (6.1) pode ser chamada de ductilidade

plástica de flexão, ou simplesmente ductilidade plástica. A ductilidade como

definida pela equação (6.2) pode ser chamada de ductilidade de relaxamento de

flexão, ou simplesmente, ductilidade de relaxamento. As considerações da

ductilidade de relaxamento tornam-se importantes em projetos de estruturas

submetidas a sismos e em projetos onde grandes deformações são esperadas. Em tais

situações, algumas rótulas plásticas irão até o trecho de relaxamento, enquanto que

outras ainda estarão em regime elastoplástico.

Extensivos testes têm sido feitos para investigar a ductilidade plástica e a de

relaxamento em elementos de concreto de resistência usual, com a conclusão de que

ductilidade de flexão adequada pode ser ativada através de uma cuidadosa

distribuição proporcional de armaduras longitudinal e transversal.

A figura (6.2) mostra uma curva momento-curvatura típica de vigas de CAD.

Na mesma figura, estão as curvas de vigas de resistências usuais, equivalentes

àquelas.

A tabela (6.1) mostra uma comparação feita por MENDIS et al. (1996) entre os

parâmetros de inclinação de relaxamento ( )αr  para os concretos de alto desempenho

e para os de resistências usuais. Como se pode observar na figura (6.2) e na tabela

6.1, elementos de CAD exibem inclinações de relaxamento mais íngremes, e as

inclinações de relaxamento em elementos de CAD são comparáveis à inclinação

crítica de relaxamento ( )αcr  em estruturas.
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FIGURA 6.2 - Curvas momento-curvatura de vigas de CAD e de resistências usuais

FONTE: MENDIS et al. (1996)

TABELA 6.1 -Inclinações de relaxamento: resistências usuais e CAD

FONTE: MENDIS et al. (1996)

  Parâmetro de inclinação de relaxamento ( )αr

Elemento CAD Resistência Usual
A3-2/50 -0,02 +
A3-2/75 -0,05 -0,0035
A4-2/50 -0,07 -0,0084
A4-2/75 -0,05 -0,0095
A4-2/150 + -0,0181
A4-3/150 -0,07 -0,0092
B4-2/75 -0,06 +
A4-0/75 -0,01 +
A4-2/30 + -0,0043
C4-2/75 -0,07 -0,0026
D4-2/75 -0,08 -0,0052
+Dado não disponível

A inclinação crítica de relaxamento em estruturas ( )αcr  é definida como a

rigidez negativa do ramo descendente do diagrama momento-curvatura, na qual a

estrutura como um todo não pode mais sustentar um aumento de carregamento.



Projeto Estrutural de Vigas de Concreto de Alto Desempenho
Capítulo 6 -Ductilidade

157

Assim, o relaxamento não provê uma ductilidade adicional aos elementos de

CAD como o faz para os elementos de resistência usual. Por isso, para membros

feitos com CAD, ψ ψu pl=  como mostrado na figura 6.2. MENDIS et al. (1996)

observaram que:

• Aumentar o confinamento tende a diminuir a inclinação de relaxamento.

• Um aumento no valor da diferença percentual entre a armadura de tração e a

armadura de compressão ( )dif%ρ  provoca um aumento na inclinação de relaxamento.

Estas observações também são válidas para os concretos de resistência usual.

A diferença percentual entre a armadura de tração e a armadura de compressão

( )dif%ρ  é dada por:

ρdif
s sA A

bd%

'

=
−

× 100  (6.3)

A tabela 6.2 mostra uma comparação feita por MENDIS et al. (1996) entre as

capacidades de rotação das rótulas plásticas. A comparação é feita com e sem a

inclusão do relaxamento.

Na tabela 6.2 e na figura 6.2 pode-se observar que, embora as capacidades de

rotação e índices de ductilidade sejam maiores para elementos de CAD, as

capacidades totais de rotação e índices de ductilidade incluindo-se o relaxamento são

comparáveis para concretos de alta resistência e para concretos de resistência usual.

Outras observações com relação à capacidade de rotação:

• Aumentando-se a quantidade de armadura de tração, diminui-se a capacidade

de rotação dos elementos.

• Menor confinamento do núcleo de concreto diminui a capacidade de rotação

do elemento. A ductilidade do CAD é menos sensível ao confinamento que nos

concretos de resistência usual, em função da menor variação de volume exibida pelas

estruturas de CAD.
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• Menores vãos de cisalhamento ( )a  ou maiores forças de cisalhamento

diminuem a capacidade de rotação do elemento. O vão de cisalhamento é definido

como a distância entre o ponto de aplicação da carga concentrada e a face do apoio.

• Diminuindo-se a inclinação de relaxamento aumenta-se a capacidade total de

rotação do elemento.

TABELA 6.2 - Capacidades de rotações inelásticas e índices de ductilidade

FONTE: MENDIS (1996)

Capacidade
de rotação

plástica
(radiano)

Capacidade
de rotação de
relaxamento

(radiano)

Índice de
ductilidade

plástica

Índice de
ductilidade de
relaxamento

Viga CAD Resist.
usual

CAD Resist.
usual

CAD Resist.
usual

CAD Resist.
usual

A3-2/50 0,07  + 0,09  + 33  + 39  +
A3-2/75 0,06 0,08 0,07 0,03 25 4 31 10
A4-2/50 0,03 0,09 0,04 0,04 12 4 14 13
A4-2/75 0,03 0,03 0,04 0,02 13 4 16 21
A4-2/150  + 0,09  + 0,03  + 3  + 8
A4-3/150 0,01 0,01 0,02 0,04 5 3 7 9
B4-2/75 0,02  + 0,03  + 7  + 10  +
A4-0/75 0,01  + 0,02  + 6  + 8  +
A4-2/30 0,09 0,01 0,011 0,07 32 4 41 18
C4-2/75 0,16 0,03 0,019 0,1 8 13 10 61
D4-2/75 0,15 0,004 0,017 0,09 17 2 20 19

+Dado não disponível

6.2 CONCLUSÕES SOBRE DUCTILIDADE NA FLEXÃO

O trabalho de MENDIS et al. (1996) conclui que elementos estruturais de CAD

exibem tendências similares quando comparados aos de concreto de resistência usual,

e que, a despeito de ser o CAD um material mais frágil, elementos de CAD exibem

maior ductilidade.

Além disso, conclui que:
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• Embora elementos de CAD apresentem inclinações mais íngremes em testes

de compressão, elementos de CAD submetidos à flexão apresentam uma maior

ductilidade plástica quando comparados aos de concretos de resistência usual, mas

podem exibir ductilidade comparável à destes últimos se o relaxamento é levado em

consideração.

• A inclinação de relaxamento de elementos de CAD pode ser maior que a

inclinação crítica de relaxamento em estruturas.

• Os resultados confirmam as conclusões de GHOSH et al. (1989) de que a

ductilidade de elementos feitos de CAD não é menor.

• Dos testes de elementos de concretos de resistências usual e alta, pode-se

concluir que a ductilidade tanto destes como daqueles mostram qualitativamente

tendências similares no que se refere às quantidades relativas de armadura

comprimida e tracionada, armadura de confinamento do núcleo de concreto e relação

de vão de cisalhamento ( )a .

Portanto, a exemplo do que acontece com as vigas de resistências usuais, o que

determina a ductilidade na ruína das vigas de CAD é o detalhamento adequado da

armadura.

6.3 DUCTILIDADE NO CISALHAMENTO

É bem reconhecido que a ruína por tração diagonal (cisalhamento) é brusca e

de natureza frágil. Tem sido salientado por um grande número de pesquisadores que

a metodologia de teste influencia o modo de ruína do concreto. Por exemplo, o modo

de ruptura do concreto sob tensões de compressão muda de um tipo de ruína não

controlada e frágil quando testado sob condições de carregamento controlado, para

um tipo de ruína controlada quando testado sob condições de deformação controlada.

Segundo AHMAD et al. (1994), vigas que se rompem por cisalhamento exibem

um estável e reprodutível ramo após a tensão máxima da curva de deslocamento do

carregamento no meio do vão.
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Em vigas com ruína por cisalhamento, o estado de tensão é biaxial,

combinando compressão diagonal na direção do ponto de carregamento para o apoio

com tração diagonal na direção perpendicular àquela. Fissuras de tração diagonal

formadas em vigas de CAD têm sido relatadas como apresentando superfícies

relativamente lisas. Testes confirmam que o engrenamento dos agregados diminui

com o aumento da resistência.

Deste modo, algumas formulações para cálculo da contribuição do “concreto”

( )Vc  válidas para concretos usuais, como a proposta pelo ACI 318 (1995), por

exemplo, podem superestimar o benefício do aumento da resistência, tornando-se

contra a segurança no que se refere ao CAD.

A análise do modelo de treliça indica que um aumento em f ck  aumentaria a

resistência das diagonais de concreto. Para a formação do mecanismo da treliça,

contudo, deve haver uma transferência adequada de forças na fissura diagonal. Em

vigas de concretos de alto desempenho com pequenas quantidades de armadura

transversal, em função da maior força de cisalhamento ser transferida no início da

fissuração diagonal e da reduzida contribuição do engrenamento dos agregados, esta

transferência de forças pode causar o escoamento e a ruptura dos estribos

inicialmente solicitados. A ruptura da armadura transversal impediria uma possível

futura redistribuição de forças e poderia resultar em uma diminuição da capacidade

de reserva.

Segundo AHMAD et al. (1994), a armadura de cisalhamento aumenta o índice

de ductilidade no cisalhamento tanto nas vigas de concreto armado de resistência

usual como nas vigas de concreto de alta resistência. Vigas de CAD com a / d = 3

exibem uma resposta plástica após a tensão máxima quando a armadura de

cisalhamento adotada é cerca de duas vezes o mínimo recomendado pelo ACI (1992).

Além disso, para vigas com armadura transversal, o índice de ductilidade no

cisalhamento para vigas com a / d = 1 diminui com um aumento na resistência do

concreto, ao passo que para vigas com a / d = 2 e a / d = 3 há uma mudança

insignificante no índice de ductilidade no cisalhamento, devida ao aumento na

resistência do concreto.
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Os resultados indicaram que a armadura transversal aumenta a ductilidade de

vigas que se rompem por cisalhamento tanto de concretos de resistência usual como

alta e que a ductilidade no cisalhamento diminui com o aumento da resistência do

concreto.

As pesquisas realizadas permitiram concluir que:

• Uma maneira de se quantificar a eficiência da armadura transversal em

aumentar a capacidade de carregamento e as características de deformação após a

tensão máxima é a taxa de absorção de energia. Para vigas com a d/ = 3 , aumentar a

taxa de armadura transversal de 0,51% para 0,65% quase dobra a taxa de absorção de

energia. Além disso, aumentar a taxa de armadura transversal não tem um efeito

significativo na taxa de absorção de energia.

• Vigas com concretos de resistência usual e de alta resistência, todas com

1 4≤ ≤a d/  e taxas de armadura transversal entre 0,49% e 0,78%, apresentaram

escoamento dos estribos no estágio de carregamento máximo.

• Aumentando-se a taxa de armadura transversal aumenta-se a capacidade de

carregamento e diminui-se a inclinação do trecho após a tensão-máxima nas curvas

de carregamento-deslocamento no meio do vão.

• As inclinações do trecho descentende das curvas de carregamento-

deslocamento para concretos de alto desempenho são maiores que aquelas para vigas

de concretos usuais.

• Do efeito da relação a / d no deslocamento no meio do vão para vigas de

concreto usual e de alta resistência com e sem armadura transversal, pode-se concluir

que, para todas as vigas, a inclinação do trecho anterior à tensão máxima, assim

como para o trecho posterior à mesma, é mais íngreme para a / d = 1 comparando-se

com

a / d = 2, 3 e 4.

• Para vigas sem armadura transversal e a / d igual a 1 e 2, o índice de

ductilidade diminui com o aumento da resistência do concreto, ao passo que para

vigas com a / d = 3, há uma mudança insignificante com o aumento da resistência do

concreto.
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• Para vigas com armadura transversal e a d/ = 1 , o índice de ductilidade no

cisalhamento diminui com o aumento da resistência do concreto, ao passo que para

vigas com a d/ = 2 3 e , há uma insignificante mudança com o aumento na

resistência do concreto.

• Para todas as vigas testadas, o índice de ductilidade no cisalhamento para

vigas com a d/ = 2  é menor que para vigas com a d/ = 1 3 e . A diferença é menor

para vigas com estribos que para vigas sem estribos.

• Aumentar a taxa de armadura transversal para mais de 0,51% tem um efeito

insignificante na ductilidade no cisalhamento de vigas com a d/ = 1 3 e . Contudo,

para vigas com a d/ = 2 , o índice de ductilidade no cisalhamento aumenta. Para

vigas com a d/ = 3 , aumentando-se a taxa de armadura transversal de 0,51% para

0,65% aumenta o índice de ductilidade em 43%. Além disso, o aumento na taxa de

armadura transversal não aumenta o índice de ductilidade no cisalhamento, uma vez

que o trecho após a tensão máxima para uma viga com 0,65% de armadura

transversal é essencialmente plástico.

• A eficiência da armadura de cisalhamento em aumentar a capacidade de

carregamento último e as características de deformação após a tensão máxima

aumenta com o aumento na relação a d/ .

• Para vigas com a d/ = 1 3 e , a eficiência dos estribos é similar em vigas de

concreto de resistência usual e alta. Para vigas com a d/ = 2 , a armadura transversal

é mais eficiente para vigas de concreto de resistência usual do que para as de CAD.

Para vigas com a d/ = 3 , aumentar a taxa de armadura transversal de 0,49% para

0,65% quase dobra a taxa de absorção de energia; contudo, aumentar a taxa de

armadura transversal além de 0,65% não resulta em significativa mudança na taxa de

absorção de energia.

• Vigas de CAD com a d/ = 3  apresentam uma pequena resposta plástica após

a tensão máxima quando a armadura transversal provida é cerca de duas vezes a

quantidade mínima recomendada pelo ACI-318 (1989).

• As características de deformação após a tensão máxima expressas em termos

do índice de ductilidade no cisalhamento indicam que as vigas com a d/ = 2  exibem

valores menores quando comparados aos das vigas com a d/ = 1 3 e .
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7. CONCLUSÕES

Neste capítulo, apresentam-se algumas conclusões e esclarecem-se alguns

aspectos estudados neste trabalho.

7.1 VIABILIDADE ECONÔMICA DA APLICAÇÃO DO CAD EM

ELEMENTOS FLETIDOS

Já são consagradas no meio técnico as vantagens do CAD em relação aos

concretos usuais no que se refere à durabilidade e, portanto, à economia que a sua

utilização representa a longo prazo com a diminuição dos custos de manutenção da

estrutura.

Com o estudo realizado por DURNING & REAR  (1993), apresentado no

capítulo introdutório, conclui-se que também a curto prazo o CAD pode se apresentar

como uma solução melhor e mais econômica. Como se pôde observar na tabela 1.1, o

aumento da resistência gerou uma economia de aproximadamente 25% no custo final

por metro linear da ponte estudada.

7.2 RETRAÇÃO E FLUÊNCIA

Dos estudos apresentados no capítulo 2, montou-se a tabela 7.1, onde se pode

ter uma visão geral da normalização atual no que se refere ao cálculo da retração e

da fluência do CAD.

A proposta de GARDNER & ZHAO (1993) é mais adequada ao cálculo da

retração e da fluência no CAD do que as apresentadas pelo CEB-FIP (1990) e
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pelo ACI 209 (1982), e os dados necessários para sua utilização são normalmente

disponíveis na fase de projeto.

TABELA 7.1 - Comportamento de normas atuais em relação ao

cálculo da retração e da fluência no CAD

CEB-FIP (1990) ACI 209 (1982)

RETRAÇÃO FLUÊNCIA RETRAÇÃO FLUÊNCIA

Idades jovens Idades avançadas

Subestima Aceitável Superestima Subestima Subestima

7.3 DIMENSIONAMENTO À FLEXÃO

Demonstrou-se no exemplo 3.1 que, para resistências usuais, o procedimento

sugerido por IBRAHIM & MacGREGOR (1997) resulta em praticamente as mesmas

armaduras que seriam obtidas pelo diagrama parábola-retângulo, para as seções

submetidas à flexão simples, inclusive no domínio 4 (tabela 3.4). Não há, portanto,

diferenças do ponto de vista da economia.

Para a resistência de 30MPa, a posição da linha neutra, obtida através dos dois

procedimentos, difere pouco (diferença percentual menor que 5%) para os domínios

3 e 4. Porém, apresenta-se maior no subdomínio 2a (-42%) e no subdomínio 2b

(-7%). No exemplo 3.1, em todos os domínios, a posição da L.N. obtida pelo

procedimento proposto por IBRAHIM & MacGREGOR (1997) foi mais alta que a

obtida pelo diagrama parábola-retângulo.

Demonstrou-se no exemplo 3.2 que, para o CAD, o procedimento sugerido por

IBRAHIM & MacGREGOR (1997) resulta em praticamente as mesmas armaduras

que seriam obtidas pelo diagrama parábola-retângulo, para as seções submetidas à

flexão simples, no domínio 2 (tabela 3.5). À medida que se avança nos domínios 3 e

4, vai se acentuando a diferença entre os dois procedimentos. A armadura obtida pelo

procedimento sugerido por IBRAHIM & MacGREGOR (1997) é maior que a obtida
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pelo parábola-retângulo. Essa diferença chega a 5% no domínio 3, e a 16% no

domínio 4 (tabela 3.5).

Para a resistência de 70MPa, a diferença percentual da posição da linha neutra,

obtida através dos dois procedimentos, está entre 15% e 20% nos domínio 3 e 4. No

exemplo 3.2, em todos os domínios, exceto no subdomínio 2a, a posição da L.N.

obtida pelo procedimento proposto por IBRAHIM & MacGREGOR (1997) foi mais

baixa que a obtida pelo diagrama parábola-retângulo.

Esses dados realçam que as diferenças entre os resultados obtidos através

dos dois procedimentos aumentam, tanto no que se refere à armadura como à

posição da L.N., à medida que se aumenta a resistência do concreto e se avança

em direção ao domínio 4.

A resistência à flexão das vigas superarmadas é mais dependente da

distribuição das tensões de compressão. A posição da resultante de compressão

torna-se mais importante à medida que se aumenta a zona de compressão da viga (ou

seja, caminhando-se em direção ao domínio 4). Assim, era de se esperar que essas

diferenças ocorressem. Tais diferenças devem surgir também nas vigas com

armadura dupla.

Embora vigas no domínio 4 sejam evitadas pelos projetistas

(e até mesmo proibidas pelo ACI) por razões de ductilidade e de economia, a

DIN 4227 admite o seu dimensionamento, adotando um coeficiente de segurança

( )γ f  de 2,1 [PFEIL (1984)].

Assim, a metodologia proposta é geral, sendo válida tanto para concretos de

resistência usual com para os de alto desempenho, ao longo de todos os domínios de

deformação.

7.4 CISALHAMENTO

Tanto o Método Padrão, familiar aos projetistas brasileiros, como a normas

australiana e canadense podem ser utilizados para o dimensionamento ao

cisalhamento das vigas de CAD.
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7.4.1 Método padrão

Segundo FERNANDES (1992), o método padrão pode ser adotado para as vigas

de CAD, atribuindo-se ao concreto uma contribuição dada por (4.12).

Em situação de projeto, quando não se possui a resistência f c , considera-se a

resistência de cálculo ( )f cd  ou a resistência característica ( )f ck  com o coeficiente de

redução ( )γ c  embutido em expressões empíricas que permitem calcular as parcelas

( )τ c  ou ( )Vc .

Assim, tem-se:

τ cd cdf= / 20  (7.1)

com f fcd ck c= / γ , e γ c = 1 4,  para os casos usuais.

7.4.2 Norma australiana AS-3600 (1988)

Para os elementos protendidos, a consideração do nível a partir do qual b bw=

[figura (4.13)] é importante porque pode alterar consideravelmente a armadura

transversal calculada. Considerar b bw=  em níveis muito próximos ao ducto

representa um erro de segurança. Considerar b bw=  em níveis demasiadamente

distantes representa um erro de economia.

A proposta de uma distribuição de tensões a 60° com a horizontal (que leva à

consideração de b bw=  a partir dos níveis B) foi feita inspirada na prática corrente do

cálculo de alvenaria estrutural onde, na presença de aberturas na alvenaria, admitem-

se ângulos de distribuição de tensões entre 30° e 45° graus em relação à horizontal.

Estes ângulos, contudo, aproximariam demasiadamente os níveis B da borda do

ducto. Pela prática corrente em projeto, o princípio de Saint-Venant levaria a

considerações demasiadamente conservadoras. Optou-se portanto, por uma
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distribuição a 60°, que parece representar um equilíbrio entre esses extremos. Esta

distribuição não foi verificada experimentalmente.

Segundo o CEB-FIP (1990), a resistência à tração do concreto ( )f t  é dada por:

f f MPat ck= × +0 3 8 2 3, ( ) /  (7.2)

Portanto, como se pode observar na tabela 7.2, fazer σ1 0 33= , f ck  significa

limitar a tensão principal de tração a cerca da metade da resistência do concreto à

tração.

TABELA 7.2 - Relação entre σ1 0 33= , f ck  e f t  segundo o CEB-FIP (1990)

f ck σ1 f f MPat ck= +0 3 8 2 3, ( ) / σ1 / f t

(MPa) (MPa) (MPa)

20 1,5 2,8 0,53

25 1,7 3,1 0,53

30 1,8 3,4 0,53

35 2,0 3,7 0,53

40 2,1 4,0 0,53

45 2,2 4,2 0,52

50 2,3 4,5 0,52

55 2,4 4,7 0,52

60 2,6 5,0 0,51

65 2,7 5,2 0,51

70 2,8 5,5 0,50

75 2,9 5,7 0,50

80 3,0 5,9 0,50

De acordo com a AS-3600 (1988), em um apoio simples, a força a ser ancorada

(com a armadura longitudinal sendo estendida além da face do apoio) é de 1 5, Vd  na

face do apoio. Este valor é maior que o sugerido por FERNANDES (1992), que é de

1 35, Vd .
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7.5 DESLOCAMENTOS CAUSADOS POR AÇÕES DE CURTA E DE

LONGA DURAÇÃO

Os deslocamentos imediatos não dependem fortemente da resistência do

concreto. Portanto, a proposta de Branson [equações (5.1) e (5.3)] permanece válida

para o CAD e resulta, provavelmente, em valores ligeiramente menores que os reais.

Em função da menor fluência, os deslocamentos adicionais nas vigas de CAD,

causados por ações de longa duração, são menores que os observados nas vigas de

concreto usual. Pode-se tirar proveito do aumento da resistência na diminuição dos

deslocamentos adicionais, para vigas protendidas, através da utilização da equação

(5.11), com um coeficiente de fluência ( )ϕ  adequado, ou ainda, para vigas não

protendidas, através da equação (5.9).

7.6 DUCTILIDADE

Pelo exposto no capítulo 6, percebe-se que não há razão para preocupações

exacerbadas com a ductilidade das vigas de CAD.

Para se garantir ductilidade na ruptura por cisalhamento de elementos fletidos

de CAD com pequenas taxas de armadura transversal, a armadura de cisalhamento

mínima proposta pela CAN 3 (1994) [equação (4.29)] foi incorporada na metodologia

da AS-3600 (1988).

O ACI 318 (1995), numa preocupação clara de aumentar a ductilidade de

elementos fletidos à medida que se aumenta a resistência, apresenta expressões para

cálculo das armaduras mínimas longitudinais tracionadas em função da resistência do

concreto à compressão [equações (3.44) e (3.45)], que resultam (para f MPack ≥ 30 )

em taxas consideravelmente maiores que as propostas pela sua versão anterior, a qual

não levava em consideração a resistência do concreto à compressão. A NB-1 (1978),

neste aspecto, encontra-se desatualizada, uma vez que não leva em consideração a

resistência à compressão no cálculo da armadura mínima de flexão.
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Portanto, a exemplo do que acontece com as vigas de resistências usuais, o que

determina a ductilidade na ruína das vigas de CAD, quer na flexão, quer no

cisalhamento, é o detalhamento adequado da armadura.

Embora as recomendações normalizadas para fadiga da armadura sejam mais

que satisfatórias para elementos fletidos que se utilizam de concretos com

resistências usuais, a sua validade para vigas de CAD não foi apresentada neste

trabalho e o assunto parece merecer maiores pesquisas experimentais.

Conclui-se finalmente que é possível projetar uma viga de CAD de forma

adequada, através dos procedimentos apresentados, e que não se justifica a utilização

de procedimentos desatualizados, os quais provocariam erros desnecessários.

Fica, portanto, cumprido o objetivo inicial do trabalho.
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ANEXO A - TABELAS DE DIMENSIONAMENTO
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TABELA A1 - DIMENSIONAMENTO DE SEÇÕES RETANGULARES DE CONCRETO PROTENDIDO

k bd Mc d= 2 /  (cm2 / kN)

Unidades de entrada: b,d : cm; Md : kN.cm

α1 0 85 800 0 725= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε
β

βcd
x

x
=

−1
10%0 (para βx<0,231) εcu = 3%0 βz= z/d = (1-0,5β1βx)

β1 0 95 400 0 700= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε ε
β

βc d pd
x

x
o1

1
3%= =

−
(para βx ≥ 0 231, ) k bd M fc d x cd

x= = −






−
2

1 1
1

1

1
2

/ β α β
β β

A p cm
Md MN m

z m pd MPa
( )

( / )

( ) ( )

2
10

4
=

σ

fck (MPa) εεcd εεpd ou        σσpd  (MPa)

(%o) εεc1d

ββx=x/d 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 (%o) CP175 CP190

40 1,484 1,611
37,5 1,474 1,600
35,0 1,464 1,590

D 32,5 1,455 1,579
O 30,0 1,445 1,569
M 27,5 1,436 1,559
Í 25,0 1,426 1,548
N 22,5 1,416 1,538
I 20,0 1,407 1,527
O 17,5 1,397 1,517

15,0 1,388 1,507
12,5 1,378 1,496

0,020 33,110 29,011 25,956 23,598 21,728 20,215 18,969 17,930 17,054 16,310 15,673 15,125 14,653 14,244 13,890 0,204 10 1368 1486
0,040 16,703 14,633 13,090 11,899 10,955 10,191 9,562 9,037 8,594 8,218 7,896 7,619 7,380 7,173 6,994 0,417 10 1368 1486
0,060 11,235 9,842 8,803 8,001 7,365 6,850 6,427 6,073 5,775 5,522 5,305 5,118 4,957 4,817 4,696 0,638 10 1368 1486

2a 0,080 8,503 7,447 6,660 6,053 5,571 5,181 4,860 4,592 4,366 4,174 4,009 3,868 3,745 3,639 3,548 0,870 10 1368 1486
0,100 6,864 6,011 5,376 4,885 4,495 4,180 3,920 3,704 3,521 3,365 3,232 3,118 3,019 2,933 2,859 1,111 10 1368 1486
0,120 5,773 5,055 4,520 4,106 3,779 3,513 3,294 3,112 2,958 2,827 2,715 2,618 2,535 2,462 2,400 1,364 10 1368 1486
0,140 4,995 4,373 3,909 3,551 3,267 3,037 2,848 2,690 2,556 2,443 2,345 2,262 2,189 2,126 2,072 1,628 10 1368 1486
0,160 4,411 3,862 3,452 3,135 2,884 2,681 2,513 2,373 2,255 2,155 2,069 1,994 1,930 1,875 1,826 1,905 10 1368 1486

ββ1
0,875 0,863 0,850 0,838 0,825 0,813 0,800 0,788 0,775 0,763 0,750 0,738 0,725 0,713 0,700

αα1
0,813 0,806 0,800 0,794 0,788 0,781 0,775 0,769 0,763 0,756 0,750 0,744 0,738 0,731 0,725
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TABELA A1 (CONTINUAÇÃO)

k bd Mc d= 2 /  (cm2 / kN)

α1 0 85 800 0 725= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε
β

βcd
x

x
=

−1
10%0 (para βx<0,231) εcu = 3%0 βz= z/d = (1-0,5β1βx)

β1 0 95 400 0 700= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε ε
β

βc d pd
x

x
o1

1
3%= =

−
(para βx ≥ 0 231, ) k bd M fc d x cd

x= = −






−
2

1 1
1

1

1
2

/ β α β
β β

A p cm
Md MN m

z m pd MPa
( )

( / )

( ) ( )

2
10

4
=

σ

fck (MPa) εεcd εεpd ou

εεc1d

      σσpd (MPa)

ββx=x/d 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 (%o) (%o) CP175 CP190

0,170 4,171 3,651 3,263 2,964 2,726 2,534 2,375 2,243 2,131 2,036 1,955 1,884 1,824 1,771 1,725 2,048 10 1368 1486
0,180 3,958 3,465 3,096 2,812 2,586 2,404 2,253 2,127 2,021 1,931 1,854 1,787 1,729 1,679 1,636 2,195 10 1368 1486

2b 0,200 3,597 3,148 2,813 2,554 2,349 2,182 2,045 1,931 1,834 1,752 1,682 1,621 1,568 1,523 1,483 2,500 10 1368 1486
0,220 3,301 2,889 2,581 2,343 2,155 2,002 1,876 1,771 1,682 1,606 1,541 1,485 1,437 1,395 1,359 2,821 10 1368 1486
0,230 3,173 2,776 2,480 2,252 2,070 1,923 1,802 1,701 1,615 1,543 1,480 1,427 1,380 1,340 1,304 3,000 10 1368 1486
0,240 3,056 2,673 2,388 2,168 1,993 1,851 1,735 1,637 1,555 1,485 1,425 1,373 1,328 1,289 1,255 3,000 9,500 1366 1484
0,260 2,849 2,492 2,226 2,020 1,857 1,724 1,615 1,524 1,448 1,382 1,326 1,277 1,235 1,199 1,167 3,000 8,538 1353 1469

D 0,280 2,672 2,336 2,087 1,893 1,740 1,616 1,514 1,428 1,356 1,294 1,241 1,196 1,156 1,122 1,092 3,000 7,714 1331 1445
0,300 2,519 2,202 1,966 1,784 1,639 1,522 1,426 1,345 1,277 1,218 1,168 1,125 1,088 1,056 1,027 3,000 7,000 1284 1347

O 0,320 2,385 2,085 1,862 1,689 1,552 1,440 1,349 1,272 1,207 1,152 1,105 1,064 1,028 0,998 0,971 3,000 6,375 1144 1242
0,340 2,268 1,982 1,770 1,605 1,474 1,368 1,281 1,208 1,146 1,094 1,049 1,010 0,976 0,947 0,921 3,000 5,824 1047 1136

M 0,360 2,164 1,891 1,688 1,531 1,406 1,305 1,221 1,151 1,093 1,042 0,999 0,962 0,929 0,901 0,877 3,000 5,333 1040
0,380 2,072 1,810 1,615 1,465 1,345 1,248 1,168 1,101 1,044 0,996 0,955 0,919 0,888 0,861 0,837 3,000 4,895 954

Í 0,400 1,989 1,738 1,550 1,405 1,290 1,197 1,120 1,056 1,001 0,955 0,915 0,881 0,851 0,825 0,802 3,000 4,500 877
0,418 1,922 1,679 1,497 1,357 1,246 1,156 1,081 1,019 0,966 0,921 0,883 0,849 0,820 0,795 0,773 3,000 4,177 815

N 0,440 1,847 1,613 1,439 1,304 1,197 1,110 1,038 0,978 0,927 0,884 0,847 0,815 0,787 0,762 0,741 3,000 3,818 745
0,460 1,787 1,560 1,391 1,260 1,156 1,072 1,003 0,945 0,895 0,853 0,817 0,786 0,759 0,735 0,715 3,000 3,522 687

I 0,480 1,731 1,511 1,347 1,220 1,120 1,038 0,970 0,914 0,866 0,825 0,790 0,760 0,734 0,711 0,691 3,000 3,250 634
0,500 1,680 1,467 1,307 1,184 1,086 1,006 0,941 0,886 0,840 0,800 0,766 0,736 0,711 0,688 0,669 3,000 3,000 585

O 0,520 1,634 1,426 1,271 1,151 1,055 0,978 0,914 0,860 0,815 0,776 0,743 0,714 0,689 0,668 0,649 3,000 2,769 540
0,540 1,592 1,389 1,237 1,120 1,027 0,951 0,889 0,837 0,793 0,755 0,722 0,694 0,670 0,649 0,630 3,000 2,556 498
0,560 1,553 1,354 1,206 1,092 1,001 0,927 0,866 0,815 0,772 0,735 0,703 0,676 0,652 0,631 0,613 3,000 2,357 460

3 0,580 1,517 1,323 1,178 1,066 0,977 0,905 0,845 0,795 0,753 0,717 0,685 0,659 0,635 0,615 0,597 3,000 2,172 424
0,592 1,496 1,305 1,162 1,051 0,963 0,892 0,833 0,784 0,742 0,706 0,675 0,649 0,626 0,605 0,588 3,000 2,068 403

ββ1 0,875 0,863 0,850 0,838 0,825 0,813 0,800 0,788 0,775 0,763 0,750 0,738 0,725 0,713 0,700
αα1 0,813 0,806 0,800 0,794 0,788 0,781 0,775 0,769 0,763 0,756 0,750 0,744 0,738 0,731 0,725
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TABELA A1 (CONTINUAÇÃO)

k bd Mc d= 2 /  (cm2 / kN)

α1 0 85 800 0 725= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε
β

βcd
x

x
=

−1
10%0 (para βx<0,231) εcu = 3%0 βz= z/d = (1-0,5β1βx)

β1 0 95 400 0 700= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε ε
β

βc d pd
x

x
o1

1
3%= =

−
(para βx ≥ 0 231, ) k bd M fc d x cd

x= = −






−
2

1 1
1

1

1
2

/ β α β
β β

A p cm
Md MN m

z m pd MPa
( )

( / )

( ) ( )

2
10

4
=

σ

fck (MPa) εεcd εεpd ou

εεc1d

      σσpd (MPa)

ββx=x/d 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 (%o) (%o) CP175 CP190

0,600 1,483 1,293 1,151 1,042 0,955 0,884 0,825 0,776 0,735 0,700 0,669 0,643 0,620 0,600 0,582 3,000 2,000 390
0,620 1,453 1,266 1,127 1,020 0,934 0,865 0,807 0,759 0,718 0,684 0,654 0,628 0,605 0,586 0,568 3,000 1,839 359
0,640 1,425 1,241 1,105 0,999 0,915 0,847 0,790 0,743 0,703 0,669 0,640 0,614 0,592 0,572 0,555 3,000 1,688 329
0,660 1,398 1,218 1,084 0,980 0,897 0,830 0,775 0,728 0,689 0,655 0,626 0,601 0,579 0,560 0,544 3,000 1,545 301
0,680 1,374 1,197 1,065 0,962 0,881 0,815 0,760 0,715 0,676 0,643 0,614 0,589 0,568 0,549 0,532 3,000 1,412 275
0,700 1,352 1,177 1,047 0,946 0,866 0,801 0,747 0,702 0,663 0,631 0,603 0,578 0,557 0,538 0,522 3,000 1,286 251

D 0,720 1,331 1,159 1,030 0,931 0,851 0,787 0,734 0,690 0,652 0,620 0,592 0,568 0,547 0,528 0,512 3,000 1,167 228
O 0,740 1,312 1,142 1,015 0,916 0,838 0,775 0,722 0,678 0,641 0,609 0,582 0,558 0,537 0,519 0,503 3,000 1,054 206
M 0,760 1,294 1,126 1,000 0,903 0,826 0,763 0,711 0,668 0,631 0,600 0,573 0,549 0,528 0,510 0,495 3,000 0,947 185
Í 0,780 1,277 1,111 0,987 0,891 0,815 0,753 0,701 0,658 0,622 0,591 0,564 0,540 0,520 0,502 0,486 3,000 0,846 165
N 0,800 1,262 1,098 0,975 0,880 0,804 0,743 0,692 0,649 0,613 0,582 0,556 0,532 0,512 0,494 0,479 3,000 0,750 146
I 0,820 1,248 1,085 0,963 0,869 0,794 0,733 0,683 0,641 0,605 0,574 0,548 0,525 0,505 0,487 0,472 3,000 0,659 128
O 0,840 1,235 1,074 0,953 0,859 0,785 0,725 0,675 0,633 0,597 0,567 0,541 0,518 0,498 0,481 0,465 3,000 0,571 111

0,860 1,224 1,063 0,943 0,850 0,777 0,717 0,667 0,626 0,590 0,560 0,534 0,511 0,492 0,474 0,459 3,000 0,488 95
4 0,880 1,213 1,053 0,934 0,842 0,769 0,709 0,660 0,619 0,584 0,554 0,528 0,505 0,485 0,468 0,453 3,000 0,409 80

0,900 1,203 1,045 0,926 0,835 0,762 0,702 0,653 0,612 0,577 0,548 0,522 0,499 0,480 0,463 0,447 3,000 0,333 65
0,920 1,194 1,036 0,919 0,827 0,755 0,696 0,647 0,606 0,572 0,542 0,516 0,494 0,474 0,457 0,442 3,000 0,261 51
0,940 1,186 1,029 0,912 0,821 0,749 0,690 0,642 0,601 0,566 0,537 0,511 0,489 0,469 0,452 0,437 3,000 0,191 37
0,960 1,179 1,022 0,906 0,815 0,743 0,685 0,636 0,596 0,561 0,532 0,506 0,484 0,465 0,448 0,433 3,000 0,125 24
0,980 1,173 1,017 0,900 0,810 0,738 0,680 0,632 0,591 0,557 0,527 0,502 0,480 0,460 0,443 0,428 3,000 0,061 12
1,000 1,167 1,011 0,895 0,805 0,734 0,675 0,627 0,587 0,553 0,523 0,498 0,476 0,456 0,439 0,424 3,000 0,000 0

ββ1 0,875 0,863 0,850 0,838 0,825 0,813 0,800 0,788 0,775 0,763 0,750 0,738 0,725 0,713 0,700
αα1 0,813 0,806 0,800 0,794 0,788 0,781 0,775 0,769 0,763 0,756 0,750 0,744 0,738 0,731 0,725



174

TABELA A2 - DIMENSIONAMENTO DE SEÇÕES RETANGULARES DE CONCRETO ARMADO
k A d Ms s d= / (cm2 / kN) - CA-50

Unidades de entrada: b,d : cm; Md : kN.cm

α1 0 85 800 0 725= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε
β

βcd
x

x
=

−1
10%0 (para βx<0,231) εcu = 3%0 ββz= z/d = (1-0,5ββ1ββx)

β1 0 95 400 0 700= − ≥, ( / ) , )f f em MPack ck  (    ε ε
β

βc d pd
x

x
o1

1
3%= =

−
(para βx ≥ 0 231, ) k bd M fc d x cd

x= = −






−
2

1 1
1

1

1
2

/ β α β
β β

A M zp d pd= / σ

f ck

(MPa)

ββX=x/d 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

D 0,020 0,02321 0,02321 0,02320 0,02320 0,02320 0,02319 0,02319 0,02319 0,02319 0,02318 0,02318 0,02318 0,02317 0,02317 0,02317 0,02317 0,02316

O 0,040 0,02342 0,02342 0,02341 0,02340 0,02340 0,02339 0,02339 0,02338 0,02337 0,02337 0,02336 0,02336 0,02335 0,02334 0,02334 0,02333 0,02333

M 0,060 0,02364 0,02363 0,02362 0,02361 0,02360 0,02359 0,02358 0,02357 0,02357 0,02356 0,02355 0,02354 0,02353 0,02352 0,02351 0,02350 0,02349

Í 0,080 0,02386 0,02385 0,02383 0,02382 0,02381 0,02380 0,02378 0,02377 0,02376 0,02375 0,02374 0,02372 0,02371 0,02370 0,02369 0,02367 0,02366

N 0,100 0,02408 0,02407 0,02405 0,02404 0,02402 0,02401 0,02399 0,02397 0,02396 0,02394 0,02393 0,02391 0,02390 0,02388 0,02387 0,02385 0,02383

I 0,120 0,02431 0,02429 0,02427 0,02426 0,02424 0,02422 0,02420 0,02418 0,02416 0,02414 0,02412 0,02410 0,02408 0,02406 0,02405 0,02403 0,02401

O 0,140 0,02455 0,02452 0,02450 0,02448 0,02446 0,02443 0,02441 0,02439 0,02436 0,02434 0,02432 0,02430 0,02427 0,02425 0,02423 0,02421 0,02419

2a 0,160 0,02478 0,02476 0,02473 0,02470 0,02468 0,02465 0,02463 0,02460 0,02457 0,02455 0,02452 0,02449 0,02447 0,02444 0,02442 0,02439 0,02436

0,180 0,02503 0,02500 0,02497 0,02494 0,02491 0,02487 0,02484 0,02481 0,02478 0,02475 0,02472 0,02469 0,02466 0,02464 0,02461 0,02458 0,02455

2b 0,200 0,02527 0,02524 0,02521 0,02517 0,02514 0,02510 0,02507 0,02503 0,02500 0,02497 0,02493 0,02490 0,02486 0,02483 0,02480 0,02476 0,02473

0,220 0,02553 0,02549 0,02545 0,02541 0,02537 0,02533 0,02530 0,02526 0,02522 0,02518 0,02514 0,02511 0,02507 0,02503 0,02499 0,02496 0,02492

0,240 0,02578 0,02574 0,02570 0,02566 0,02561 0,02557 0,02553 0,02548 0,02544 0,02540 0,02536 0,02532 0,02527 0,02523 0,02519 0,02515 0,02511

0,260 0,02605 0,02600 0,02595 0,02590 0,02586 0,02581 0,02576 0,02572 0,02567 0,02562 0,02558 0,02553 0,02548 0,02544 0,02539 0,02535 0,02530

3 0,280 0,02632 0,02626 0,02621 0,02616 0,02611 0,02605 0,02600 0,02595 0,02590 0,02585 0,02580 0,02575 0,02570 0,02565 0,02560 0,02555 0,02550

0,300 0,02659 0,02653 0,02647 0,02642 0,02636 0,02630 0,02625 0,02619 0,02614 0,02608 0,02603 0,02597 0,02592 0,02586 0,02581 0,02575 0,02570

0,320 0,02687 0,02681 0,02674 0,02668 0,02662 0,02656 0,02650 0,02644 0,02638 0,02632 0,02626 0,02620 0,02614 0,02608 0,02602 0,02596 0,02590

0,340 0,02715 0,02709 0,02702 0,02695 0,02688 0,02682 0,02675 0,02669 0,02662 0,02656 0,02649 0,02643 0,02636 0,02630 0,02623 0,02617 0,02611

ββ1 0,90000 0,88750 0,87500 0,86250 0,85000 0,83750 0,82500 0,81250 0,80000 0,78750 0,77500 0,76250 0,75000 0,73750 0,72500 0,71250 0,70000
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TABELA A2 (CONTINUAÇÃO)
k A d Ms s d= / (cm2 / kN) - CA-50

f ck

(MPa)

βX 20 25 35 40 50 55 65 70 80 85 95 100

0,02745 0,02737 0,02723 0,02715 0,02701 0,02694 0,02680 0,02673 0,02659 0,02652 0,02638 0,02632

0,02774 0,02767 0,02751 0,02743 0,02728 0,02720 0,02705 0,02697 0,02682 0,02675 0,02660 0,02653

0,400 0,02805 0,02788 0,02779 0,02763 0,02754 0,02738 0,02730 0,02714 0,02706 0,02690 0,02682

O 0,418 0,02824 0,02815 0,02797 0,02788 0,02770 0,02762 0,02745 0,02736 0,02719 0,02711 0,02694

M 0,02868 0,02858 0,02839 0,02829 0,02810 0,02801 0,02782 0,02773 0,02754 0,02745 0,02728 0,02719

0,460 0,02900 0,02879 0,02869 0,02849 0,02839 0,02819 0,02809 0,02789 0,02779 0,02760 0,02751

N 0,480 0,02922 0,02911 0,02889 0,02879 0,02857 0,02847 0,02826 0,02815 0,02795 0,02785 0,02764

I 0,02968 0,02956 0,02932 0,02921 0,02898 0,02886 0,02864 0,02853 0,02831 0,02820 0,02798 0,02788

0,520 0,03003 0,02977 0,02965 0,02940 0,02928 0,02904 0,02892 0,02869 0,02857 0,02834 0,02823

0,540 0,03038 0,03011 0,02998 0,02972 0,02959 0,02934 0,02921 0,02896 0,02884 0,02860 0,02848

3 0,560 0,03061 0,03046 0,03018 0,03005 0,02977 0,02964 0,02937 0,02924 0,02899 0,02886 0,02861

0,580 0,03097 0,03082 0,03052 0,03038 0,03009 0,02995 0,02967 0,02953 0,02926 0,02912 0,02886

0,600 0,03135 0,03119 0,03087 0,03072 0,03041 0,03026 0,02997 0,02982 0,02953 0,02939 0,02911

D 0,03190 0,03173 0,03139 0,03123 0,03090 0,03074 0,03043 0,03027 0,02997 0,02982 0,02952 0,02937

0,640 0,03230 0,03194 0,03177 0,03142 0,03125 0,03091 0,03075 0,03042 0,03026 0,02995 0,02979

M 0,660 0,03253 0,03234 0,03197 0,03178 0,03143 0,03125 0,03090 0,03073 0,03040 0,03023 0,02991

Í 0,03314 0,03294 0,03254 0,03235 0,03197 0,03178 0,03141 0,03123 0,03087 0,03070 0,03035 0,03018

0,700 0,03358 0,03315 0,03295 0,03254 0,03234 0,03194 0,03175 0,03137 0,03119 0,03082 0,03064

I 0,720 0,03380 0,03358 0,03314 0,03293 0,03251 0,03230 0,03190 0,03170 0,03131 0,03112 0,03075

O 0,03448 0,03425 0,03378 0,03355 0,03311 0,03289 0,03246 0,03225 0,03183 0,03163 0,03123 0,03104

0,03495 0,03470 0,03421 0,03397 0,03350 0,03327 0,03282 0,03260 0,03217 0,03196 0,03154 0,03134

0,780 0,03544 0,03491 0,03466 0,03416 0,03391 0,03343 0,03320 0,03273 0,03251 0,03207 0,03185

0,800 0,03594 0,03538 0,03511 0,03459 0,03433 0,03382 0,03358 0,03309 0,03286 0,03239 0,03217

ββ 0,90000 0,88750 0,86250 0,85000 0,82500 0,81250 0,78750 0,77500 0,75000 0,73750 0,71250 0,70000
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