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RESUMO

TORRES, I. F. R. (1999). Efeito da deformacéo por cortante no célculo de edificios
de andares mdltiplos com nulcleos estruturais. S&o Carlos, 1999. 131p.
Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de
Séo Paulo.

O principal objetivo deste trabalho é realizar a andlise estrutural de edificios
de andares miltiplos que apresentam nucleos resistentes, considerando a deformacéo
pelo esforco cortante nos mesmos, bem como nos pilares. Para atingir esse objetivo,
serd preciso que o comportamento a flexdo dos elementos verticais de
contraventamento passe a ser regido pela teoria de barras de Timoshenko e ndo mais
pela de Euler-Bernoulli. Foram entdo desenvolvidos algoritmos que, utilizando o
Método dos Elementos Finitos (MEF), permitem calcular os fatores de forma de
quaisquer secOes transversais abertas de paredes delgadas pertencentes a nucleos
estruturais, bem como a distribuicéo da tensdo de cisalhamento na se¢éo transversal
em funcdo do esforco cortante atuante. As alteragtes acima descritas foram feitas em
um programa de andlise de edificios denominado CEASO 01, de autoriade MATIAS
JR (1997). Embora esse programa redize andise ndo-linear geométrica, a
consideracdo da deformacdo por cortante sO foi implementada na andlise linear.
Apresentam-se, ao final, exemplos numéricos que permitem avaliar a influéncia da
deformacdo pelo esforco cortante sobre os deslocamentos e esforcos de nucleos

resistentes e pilares

Palavras-chave : Nucleo; deformacdo por cortante; fator de forma; viga de

Timoshenko.



ABSTRACT

TORRES, I. F. R. (1999). Effect of shear deformation in the analysis of multistory
buildings with structural cores. Sdo Carlos, 1999. 131p. Dissertacéo (Mestrado) -
Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo.

The main aim of this work is to perform structural analysis of multistory
buildings with resistant cores, taking into account shear deformation in those
elements, as well asin columns. To achieve this objective, the flexural behaviour of
vertical elements must be governed by Timoshenko beam theory, rather than the
Euler-Bernoulli theory. Procedures using the finite element method (FEM) were
developped, which enable to evaluate shear correction factors of generic thin-walled
open sections and shear stress distribution as a function of the shear resultant.
Changes described above were made in a structural analysis program named CEASO
01, whose author is MATIAS JR (1997). Even though this program is able to
perform nonlinear analysis, only in linear analysis the effect of shear deformation is
taken into account. Numerical examples are provided, which enable to evaluate the
influence of taking into account shear deformation on displacements and stress

resultants of resistant cores and columns.

keywords : core; shear deformation; shear correction factor; Timoshenko

beam.



1- INTRODUCAO

1.1 - ConsideracOes gerais

Entre os diversos sistemas estruturais projetados para permitir o
contraventamento de estruturas de edificios altos, podem-se destacar:

- Porticos planos. constituidos pela associacdo de pilares, vigas e
eventualmente elementos diagonais, ligados entre si por nos rigidos ou semi-rigidos e
apresentando flex&o num unico plano.

- Painéis trelicados. também congtituidos por pilares, vigas e barras
diagonais, ligados por nos perfeitamente articulados. Esse sistema € muito utilizado
em edificios de estrutura metalica

- Painéis-parede: constituidos por pilares-parede, que sdo aqueles em que
uma das dimensdes é consideravelmente maior que a outra. Quando dois ou mais
pilares-parede estdo associados tridimensionalmente, assumem comportamento
estrutural semelhante ao de nlcleos resistentes.

- Sistema tubular: neste sistema, os porticos sdo colocados principalmente
no contorno do edificio, formando uma estrutura assemelhada a um tubo. Os pilares
que integram os porticos sdo posicionados bastante proximos entre si e as vigas
apresentam grande altura. O objetivo € aumentar arigidez da estrutura a flexao.

- Nucleos resistentes: sdo formados pela associacdo tridimensional de
pilares-parede, vindo a formar, num corte horizontal, uma sec¢éo transversal aberta de
paredes delgadas. Podem ser parcialmente fechados por vigas no nivel das lges
(lintéis). Devido a sua geometria, sdo usualmente modelados como barras de secdo
transversal aberta, as quais se aplica a teoria de flexo-torcdo de VLASSOV (1961).

Deve-se ressdtar que na andlise de estruturas de edificios atos pode-se
admitir que a lgje sgja infinitamente rigida em seu préprio plano, o que faz com que
ela atue como um elemento de compatibilizac&o das translagbes no plano horizontal

e das rotagdes em torno do eixo vertical das extremidades dos pilares e dos nucleos



resistentes que incidem nela. Assim, define-se um ponto no plano da lgje que ird
concentrar a rigidez a translacéo de todos os elementos verticais que nela incidem,
bem como a contribuicdo por parte de todos esses elementos a rigidez da lge a
torcdo. Esse ponto € denominado n6 mestre da lgje. Se a laje apresentar regides
vazadas ou dimensfBes muito grandes, deve-se estudar a conveniéncia de andisila
como casca, ou segja, aém da flexdo (comportamento de placa), a laje apresentard
deformagdes no seu préprio plano (comportamento de chapa).

Na andlise estrutural de edificios atos, o0 método mais utilizado é o dos
deslocamentos, com o emprego de técnicas de andlise matricial.

Quanto a andlise estrutural de nucleos resistentes, existem basicamente dois
métodos. 0 que utiliza a técnica do meio continuo e o que utiliza os chamados
métodos discretos, sendo o principal destes 0 método dos deslocamentos.

Pela técnica do meio continuo, 0 comportamento do nucleo é definido por
uma equacédo diferencia ou por um sistema delas, que sdo resolvidas por integracao
direta ou por algum método numérico. A solucdo das equacdes diferenciais fornece
os deslocamentos e esforcos, ao longo do comprimento da estrutura. Quando se
utiliza este método, o0 nicleo resistente é analissdo como uma barra cujo
comportamento a tor¢ao segue a teoria de flexo-torcdo de Vlassov. Esse método leva
geralmente a solucdes simples, mas tem o inconveniente de ndo permitir que as
caracteristicas geométricas do nucleo variem ao longo de sua altura.

Ja o tratamento discreto consiste na subdivisdo da estrutura em um certo
nimero de elementos, cuja interacdo se da através de pontos nodais. No método dos
deslocamentos, transfere-se para 0s nos a rigidez dos elementos gque a eles se ligam,
sendo que a cada um desses nés estdo associados parametros de deslocamento.
Mediante resolucdo de um sistema linear, calculam-se os deslocamentos nodais que
permitirdo calcular, utilizando as matrizes de rigidez de cada elemento, os esforcos
em cada divisdo do nicleo. Este é um processo mais versatil do gue a técnica do
meio continuo, por permitir variacdo de caracteristicas da estrutura ao longo de sua
atura

Quando se utiliza o méodo dos deslocamentos, sdo adotados basicamente

dois model os para o nucleo resistente:



- O que se basela na teoria de flexo-tor¢éo de Vlassov, em que o conjunto de
paredes delgadas forma um Unico elemento de barra, o qual terd uma coordenada
adicional, a primeira derivada da rotagcdo, associada a um esforco adicional, o
bimomento. A matriz de rigidez e o vetor de for¢as nodais desse elemento foram
desenvolvidos por TARANATH (1968).

- O gue considera 0 nlcleo como uma associacdo tridimensional de paredes
planas sendo que cada parede, no intervalo de duas lgjes, é substituida por um pilar
de rigidez equivalente, com duas vigas de rigidez infinita a flexdo nas extremidades.
Consideram-se apenas forgas de cisalhamento como interagcéo entre esses pilares.

Sendo 0 modelo adotado para 0 nlcleo resistente, neste trabalho, o de
Taranath, o estudo da consideracdo da deformacdo por esforco cortante em edificios
altos com nucleos resistentes requer uma analise das principais teorias de flexdo de
barras, de modo a considerar o efeito acima citado.

1.2 - Objetivos da pesquisa

O objetivo desta pesguisa € incluir a consideragéo do efeito da deformacéo
por esforco cortante na andlise de estruturas de edificios altos com nucleos
resistentes, de modo aretratar de forma mais precisa o seu comportamento estrutural
e atender com maior eficiéncia aos requisitos de economia e seguranca.

Esse efeito foi considerado por meio de alteragdes no programa de andlise
estrutural de edificios altos CEASO 01, de autoria de MATIAS JR. (1997). A sigla
CEASO vem de Calculo de Edificios Altos em teoria de Segunda Ordem, programa
desenvolvido por MORI (1992) e que serviu de base para o programa CEASO 01.
Este Ultimo analisa a interacdo entre nlcleos resistentes e porticos planos ou
tridimensionais, mediante a definicdo de cinco tipos de elementos verticais (0 quinto
€ 0 elemento de nucleo), de dois tipos de elementos horizontais (vigas) e de dois
tipos de elementos diagonais, sendo todos estes elementos de barra. Admite-se que a
lgje sgja indeformével em seu plano, sendo portanto um elemento compatibilizador
de translagdes e da rotacdo em torno do eixo longitudinal dos elementos verticais. O
programa permite a andlise em teoria de primeira e de segunda ordens, sendo que a

montagem da matriz de rigidez do nicleo em segunda ordem é feita segundo o



processo desenvolvido por MORI (1992), que utiliza técnicas numéricas auxiliadas
pelas sub-rotinas ODEPACK ™ desenvolvidas por HINDMARCH (1983).
Em CEASO 01, a flexdo tanto dos nucleos estruturais quanto dos pilares em

torno dos eixos y e z (sendo yz o plano horizontal) € regida pela teoria de Euler-

Bernoulli, na qual adistor¢éo da se¢do transversal da barra € desprezada e considera-
se, portanto, que o deslocamento transversal do eixo da barra sgja relacionado apenas
aflexdo.

No presente trabalho, foi adotada, para a flexdo dos elementos verticais de
contraventamento, a teoria de Timoshenko, que leva em conta a influéncia da
deformacéo pelo cisalhamento no plano da secéo transversal.

As dteracdes no programa CEASO 01, que possibilitaram a andlise de
nucleos e pilares pela teoria de Timoshenko, consistiram basicamente no acréscimo
de sub-rotinas (e sua adaptacdo ao programa original) com as seguintes funcdes:

- Céculo dos fatores de forma de qualquer secdo transversal aberta de
paredes delgadas. Estes fatores sd0 necessarios a montagem da matriz de rigidez dos
nucleos resistentes.

- Céculo das matrizes de rigidez dos elementos de nlcleo e dos demais tipos
de elementos verticais com a consideracéo da deformagéo pelo esforco cortante.

- Célculo das tensdes de cisalhamento em qual quer ponto da se¢do transversal
do nucleo, em funcdo do esforco cortante atuante. Com a distribuicdo de tensbes
obtida, calcula-se a posicdo do centro de tor¢do do nucleo. Esse calculo serd mais
preciso do que aquele realizado com base na suposicdo de que a tensdo de
cisalhamento sgja constante ao longo da espessura das paredes.

As dteracBes na entrada de dados foram minimas. € preciso optar por
considerar ou ndo a deformagao por cortante (havendo a possibilidade de considera
la separadamente nos nulcleos e nos pilares); € preciso informar se os fatores de
forma serdo calculados pelo processo geométrico ou de energia e deve-se também
informar os fatores de forma das secOes dos pilares, quando estas ndo forem

retangulares. Se a secdo for retangular, o programaira calculé&-los.

" Conjunto de sub-rotinas para resolucéo de sistemas de equagdes diferenciais ordinérias.



As alteragbes no CEASO 01 gque possibilitam a andlise dos elementos
verticais com a admisséo de deformacdo pelo cisalhamento devido ao cortante s
estdo adaptadas a andlise em teoria de primeira ordem.

Dispondo-se do CEASO 01 modificado, pdde-se realizar a andlise estrutural
de alguns exemplos e verificar ainfluéncia que as alteracGes descritas acima tiveram

sobre os resultados obtidos.

1.3 - Justificativa da pesquisa

A grande maioria dos trabalhos na area de edificios altos desconsidera a
deformacao pelo esforco cortante na analise dos elementos de barra (vigas e pilares),
pois sabe-se que esse esforco sO passa a ter maior influéncia no comportamento
desses elementos quando a relagdo entre seu comprimento (L) e a atura da secéo
transversal (h) torna-se reduzida. Mais exatamente, o parametro que indica o0 maior
ou menor efeito do esforco cortante € g=12xExX xa/(GxAX%), em que

E, I, a, G, A, e | sdo, respectivamente o médulo de elasticidade longitudinal do

material, 0 momento de inércia em relacéo ao eixo em torno do qual se daaflexdo, o
fator de forma na direcdo do carregamento, 0 médulo de elasticidade transversal, a
area da secdo transversal e 0 comprimento da barra.

Em relac8o aos nlcleos estruturais, sabe-se que, por sua prépria geometria,
apresentam razdo entre momento de inércia e area da se¢do transversal maior que a
de secOes transversais cheias. Além disso, o fator de forma de secbes de paredes
delgadas tende a ter valor substancialmente mais elevado do que o das se¢des cheias,
como sera visto no capitulo 6 (Resultados Obtidos). Esses dois fatores fazem com
que o efeito do esforco cortante em nucleos resistentes sgja mais significativo do que
em pilares de dimensdes usuais.

No caso de edificios com nucleos resistentes, 0 comportamento da estrutura a
flexdo devida a carga de vento sera fortemente influenciado pelo comportamento
destes elementos, uma vez que eles absorvem uma parcela muito grande do
carregamento horizontal. Como decorréncia, pode-se prever em edificios com

nucleos estruturais que o efeito da deformacéo por esforco cortante sera bem maior



do que em edificios cuja estrutura de contraventamento sga congtituida
exclusivamente por pérticos planos ou tridimensionais e este trabalho objetiva

oferecer uma avaliacdo desse efeito.

1.4 - Resumo dos capitulos

O capitulo 2 apresenta um breve resumo da evolugdo histérica das teorias de
flex&o de barras, desde o surgimento da teoria tradiciona (Euler-Bernoulli) em 1705,
passando pela exposicdo da teoria de TIMOSHENKO (1921), até se chegar a
formulacéo dateoria de alta-ordem (1981).

Num item a parte sdo reunidas dissertacOes e teses redizadas no
Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia de S&o Carlos, da Universidade
de Sdo Paulo (EESC-USP) que analisam nulcleos resistentes isoladamente ou
edificios cuja estrutura apresenta nucleos resistentes, indicando-se para cada um
desses trabalhos. 0 método de andlise empregado e o modelo adotado para o nucleo,
seaandiseinclui ainteracdo dos nicleos com pérticos tridimensionais, se aanélise é
feita em teoria de primeira ou de segunda ordens e se é considerado o efeito da
deformacao por esforgo cortante nas paredes do nucleo estrutural.

No capitulo 3, apresentam-se as hipdteses cineméticas nas quais se baseiam
as trés teorias de flexdo de barras, bem como as equacOes diferenciais que regem a
flexdo em cada umadelas.

No capitulo 4, apresenta-se inicialmente a deducéo do equacionamento das

tensdes de cisalhamento, do empenamento c e dos fatores de forma da secéo

transversal de uma barra pelo método semi-inverso.

Apresenta-se em seguida a formulagdo em elementos finitos para calculo de
tensbes de cisalhamento e de fatores de forma tanto de secoes cheias como de secoes
de paredes delgadas.

No fina do capitulo, sGo apresentadas as duas matrizes de rigidez de
elementos de barra de Timoshenko que foram utilizadas na alteragéo de CEASO O1.
O cdculo dessas matrizes requer o conhecimento dos fatores de forma da secéo

transversal da barra.



No capitulo 5, apresentam-se as coordenadas de deslocamento dos elementos
verticais de contraventamento do programa CEASO 01 e as matrizes de rigidez
desses elementos modificadas para que a distorcdo devida ao cortante fosse
considerada.

O capitulo 6 é dedicado a analise de estruturas tomadas como exemplos, para
verificar a influéncia de considerar a deformacdo por forca cortante sobre os
deslocamentos e esforgos apresentados pela estrutura analisada. S&o ao todo cinco
exemplos, sendo o primeiro utilizado para afericdo das alteractes feitas no programa
CEASO 01. Os trés exemplos seguintes foram extraidos de trabalhos de outros
autores e o Ultimo criado por este autor de modo a possuir caracteristicas que o
tornassem representativo de edificios projetados. Em cada exemplo, apresentam-se
os resultados em tabelas e também graficamente.

No capitulo 7 sdo apresentadas tabelas de caracteristicas geométricas de
perfis de aco formados a frio, que sdo complementadas com o acréscimo dos valores
dos fatores de forma de suas seces transversais. Com este capitulo, pretende-se
oferecer como contribuicdo a andlise de estruturas metdlicas valores mais precisos de
fatores de forma de segcdes de perfis de chapa dobrada do que os que séo usuamente
empregados, uma vez gque se dispbe de um processo de calculo mais refinado.
Apresentam-se também dois exemplos numéricos, para demonstrar a utilizacdo dos
fatores de formano célculo de flechas em vigas.

No capitulo 8 sdo apresentadas conclusdes que puderam ser extraidas da
anadlise dos resultados obtidos no capitulo 6, assim como sugest@es para trabalhos
futuros que tratem deste tema.

Apresentam-se a0 final as Referéncias Bibliogréficas, com as obras e artigos
que foram citados nesta dissertacdo, enquanto na Bibliografia Complementar so

apresentadas obras com contetido relacionado ao trabalho desenvolvido.



2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

A teoria tradicionalmente utilizada para a flexdo de elementos de barra,
conhecida como teoria de Euler-Bernoulli, ou teoria de engenharia, data de 1705.
Neste ano, JAMES BERNOULLI estabeleceu que a resisténcia de uma barra fletida
provém da extensdo e contracdo das fibras longitudinais, aém de definir a linha
elastica como a posicdo deformada do eixo. Em 1742, DANIEL BERNOULLI
sugere a EULER que a equacdo diferencial da linha elastica poderia ser encontrada
através da minimizacdo da integra do quadrado da curvatura ao longo do
comprimento da barra.

Baseado nessa sugestdo, EULER foi capaz de obter a equacéo diferencial da
linha eléstica e de classificar as vérias formas que ela podia assumir. Em seu
trabalho, a barra € entendida como uma linha de particul as que resistem a flexao.

Deve-se também destacar o trabalho de COULOMB, que foi o primeiro a
tratar as barras como tendo uma secéo finita, obtendo a posi¢do da linha neutra ou
eixo de equilibrio e calculando corretamente o momento das forgas elésticas.
Também demonstrou que as tensdes normais em uma barra fletida derivam
unicamente da extensao e contracdo de suas fibras longitudinais.

A teoria de viga de Timoshenko, que considera a deformacéo pela tenséo de
cisalhamento, foi exposta inicialmente pelo autor em 1921. Em seu artigo, ja se
colocava a necessidade de um fator de forma, que corrigisse a suposi¢éo de tensdo de
cisalhamento constante ao longo da atura da viga adotada nessa teoria.

A partir da década de 50, com o desenvolvimento do método dos elementos
finitos (MEF), iniciou-se 0 desenvolvimento de elementos de barra baseados na
teoria de Timoshenko, sendo que os principais deles estdo indicados a seguir:



McCALLEY" apud TESSLER & DONG (1981): redizou a subdivisdo do
deslocamento transversal w em duas parcelas - W, devido aflexdo e w, devido ao
cisalhamento. O elemento apresenta dois nds e tem como parametros nodais w
(w,+w,) e q (definidocomo dw,/dx).

ARCHER (1965): utilizando a mesma formulagéo de McCalley, deduziu as
matrizes de rigidez para vigas de secéo transversal variavel.

SEVERN (1970) e DAVIS et a. (1972): utilizaram abordagens levemente
diferentes, mas chegaram a resultados equivalentes aos anteriores. Severn derivou a
matriz de rigidez a partir das componentes de tensdo usualmente assumidas no
problema de flex&o.

Entre os elementos cuja formulacdo se baseou em principios variacionais,
destacam-se 0 de CARNEGIE et a. (1969) e o de DONG & WOLF (1973) . Ambos
desenvolveram elementos com mais de dois nos.

HUGHES et al. (1977): até o trabalho destes autores, o elemento de dois nés
com aproximacao linear tanto para o deslocamento transversal do centréide da secéo
transversal (W) como para a rotagcdo da secdo () apresentava resultados razoaveis
apenas para vigas em que arazado entre a altura da segdo transversal e o comprimento
da barra era elevada. Se utilizado para vigas em que o comportamento a flexao fosse
dominante (vigas de maior comprimento e menor atura da secéo), o elemento
tornava-se cada vez mais rigido conforme aumentava a sua esbeltez, evidenciando
um bloqueio da solugéo.

Este fendmeno, conhecido como shear locking, deriva do fato de que
aproximacoes de mesmo grau para W e g levam a que ndo se consiga satisfazer, no
limite, a condicdo de distorcdo nula na secdo transversal (condicdo de Euler-
Bernoulli paravigas esbeltas).

Entre as opcdes para contornar o problema estdo: utilizar polinémios
interpoladores de graus distintos para o deslocamento e a rotagéo; adotar um campo
de deformagdes impostas ao longo do comprimento da barra ou realizar, como
proposto pelos autores, a chamada integracdo seletiva reduzida, que consiste na

" McCALLEY, R. B. (1963). Rotary inertia correction for mass matrices. General Electric Knolls Atomic Power Laboratory,
Schenectady, New Y ork (Report DIG/AS 63-73) apud TESSLER, A. ; DONG, S. B. (1981). On a hierarchy of conforming
Timoshenko beam elements. Computers & Sructuresv. 14, n. 3-4, p. 335-344.



10

subintegracéo dos termos da matriz de rigidez referentes a energia de deformacéo por
esforco cortante, integrando-se normalmente os termos relativos a deformacdo
normal devida a flexdo. Este procedimento permitiu que se eliminasse o shear
locking e que se pudesse utilizar o elemento numa ampla gama de relagbes entre a
altura da secéo transversal e o comprimento da barra.

Entre os denominados elementos de ordem superior, asssm chamados por
envolverem a continuidade entre elementos de mais pardmetros nodais do que os
exigidos pelos principios variacionais, como, por exemplo, dw/dx, dq/dx, g, etc,
destacam-se os de KAPUR (1966), NICKEL & SECOR (1972), THOMAS et al.
(1973) e THOMAS & ABBAS (1975).

Deve-se notar que estes quatro ultimos elementos apresentam um ndmero
elevado de pardmetros nodais e interpolam deslocamentos e rotacdes de forma
independente. Entretanto, como sera visto posteriormente, a relacdo existente entre
momento fletor e esforgo cortante permite que se estabelecam relagdes entre esses
parametros, possibilitando que se formulem elementos com um menor nimero deles.

PILKEY et a. (1995). apresentam matrizes de rigidez, de massa e

geométricas para um elemento de viga de Timoshenko, considerando o acoplamento

da flexdo nas diregOes principais y e z, por meio dos fatoresde forma a,, e a,, .

As equacdes diferenciais da flexdo envolvendo os fatores acima sdo dadas no
capitulo 4.

Na tabela 1, extraida de TESSLER & DONG (1981), estd um sumario dos
elementos acima referidos, com suas principais caracteristicas.

Com relacdo ao célculo do fator de forma, podem-se citar os seguintes
trabal hos:

COWPER (1966): utilizando as expressdes das tensdes de cisalhamento e do

empenamento ¢ no plano da secéo transversal obtidas da teoria da elasticidade, o
autor deduz uma expressdo para o calculo do fator de forma K, (razéo entre a

distorcdo média na secdo e a distor¢éo no centroide). Esses conceitos serdo melhor
detalhados no capitulo 4. O autor apresenta no final do artigo uma tabela com as
secdes transversais mais comumente utilizadas e seus respectivos fatores de forma,
dados em funcéo de suas dimensdes. As Unicas segdes transversais abertas de paredes

delgadas apresentadas sdo os perfis| e T.
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Tabela 1 - Sumario de elementos de Timoshenko apresentados

Elemento [AnQ] Varidveis de deslocamento (N° de n6s, graus de
- liberdade)
Ordem de interpolacéo Configuracdo dos nos
HUGHES et a [1977]| W - linear (2,4
q - linear o o
McCALLEY [1963]
ARCHER [1965]| w, - clbica (24)
SEVERN [1970)| oo linear R .
DAVISeta [1972]
CARNEGIE et d w - clbica (4,8)
[1969] q - clbica *——e *—0
DONG & WOLF w - Quadrédtica (3,6)
[1973] q - quadrdtica | @ @ o
KAPUR w, - clbica (2,8)
[1966] W, -  cubica & 4
NICKEL & SECOR | W - clbica (3,7)
[1972] q - Quadr@tica | @ ¥ 8
THOMASet al w - clbica (2,6)
[1973] g - linear L) v
THOMAS & ABBAS| W - clbica (2,8)
[1975] q - clbica O |

L egenda para graus de liberdade nos nés:

w;qg @® = w;w,;( & = W, ;W W, ; W,

X = q v = w;:q; 90 O = WiWw, ;q; 0y

HERRMANN & MASON (1968). realizam uma deducdo semelhante a de
Cowper, a qual também resulta em fatores de forma dados em funcéo da integracéo
da funcdo de empenamento C na area da secdo. As expressdes de C, entretanto,
estdo disponiveis apenas para determinadas seges e 0 seu calculo para seces
irregulares € muito complexo. Para contornar essa dificuldade, os autores apresentam
uma formulacdo em elementos finitos triangulares utilizados na discretizacdo da

secdo transversal em que 0s parametros nodais sdo os valores de c. A partir da
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solucdo obtida, ou sga, dispondo-se dos valores discretos de ¢, podem-se calcular
os fatores de forma e as tensdes de cisalhamento na secéo.
SURANA (1979): utiliza 0 mesmo equacionamento de Herrmann & Mason e

formula elementos isoparamétricos de linha para cllculo da funcdo c. Estes

elementos, resultantes de uma mudanca de varidveis feita em elementos
bidimensionais, sGo mais apropriados para discretizar secdes de paredes delgadas. A
formulacdo desenvolvida por este autor serd apresentada no capitulo 4, no item 4.3.2.

PILKEY et al. (1994): apresentam a deducéo da matriz de rigidez e do vetor
de forcas nodais de um elemento de barra que segue a teoria de Timoshenko pela
equacdo diferencial de equilibrio, ou sga, ndo utilizam a formulacdo de elementos
finitos, que se baseia no uso de polindmio interpolador e na minimizacdo da energia
potencial total. No que se refere aos fatores de forma, demonstram que ao contrério
do que haviam considerado autores anteriores, como HERRMANN & MASON

(1968) e KOSMATKA (1993), os fatores a,, e a, ndo se anulam para qualquer

secdo quando os carregamentos se dao segundo 0s eixos principais de inércia, mas
apenas para as sec0es com pelo menos um eixo de simetria. Para as secoes
assimétricas, esses fatores sdo em geral ndo-nulos e portanto as flexGes segundo as
duas diregbes principais seréo acopladas.

Além disso, apresentam duas formulacdes para célculo dos fatores de forma
de uma secdo transversal: a primeira baseia-se num enfogue geomeétrico, que consiste
em estabelecer condicbes de contorno em termos de deslocamentos e rotacOes,
extraindo relagcdes que permitem obter os fatores de forma; a segunda basela-se num
enfoque energético, em que se igualam a energia de deformacdo da situacéo real
(tensdo cisalhante variando na secéo transversal) com a energia de deformagéo da
situagéo idealizada (tensdo cisalhante uniforme na secdo e fatores de forma para
compatibilizar o trabalho de deformacé&o).

A teoria de Timoshenko apresenta, entretanto, uma deficiéncia priméria, que
€ a suposi¢cao de tensdes de cisalhamento uniformes na se¢do transversal, a qual néo
permite que se possa atender a condicao de contorno de tensdes cisalhantes nulas nas

extremidades da altura das se¢Oes transversais de um elemento fletido.
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Para contornar isso, LEVINSON (1981) introduz a teoria de ata-ordem,
adotando para o deslocamento longitudinal de um ponto genérico da secdo
transversal daviga uma funcéo que varia de forma cllbica com a atura da mesma.

Com isso, é possivel impor a condicdo de contorno de tensdes nulas nos
extremos da se¢do. Sua formulagdo seria posteriormente  considerada
variacionalmente inconsistente e corrigida por BICKFORD (1982). Em seu trabal ho,
este autor apresenta solucfes analiticas para casos de geometria e carregamentos
bastante simples.

A formulacdo em elementos finitos de barra da teoria de alta-ordem foi
apresentada por REDDY & HEYLIGER (1988), tendo PETROLITO (1995)
desenvolvido uma formulacdo alternativa, que utiliza funcdes hiperbdlicas na
aproximagdo do campo de deslocamentos no interior do elemento.

Como pode ser verificado em TESSLER (1991), PETROLITO (1995) e
PLAIS (1998), a teoria de ata-ordem mostra-se mais acurada do que as de Euler-
Bernoulli e de Timoshenko, sendo a que apresenta resultados que mais se aproximam

dos obtidos com o uso da teoria da el asticidade.

2.1 - Dissertacdes e teses realizadas no Departamento de
Estruturasda EESC - USP

YAGUI (1971): analisa nucleos resistentes utilizando o processo de
substituir cada trecho de parede entre lgjes por um pilar de rigidez equivalente. Na
formulacéo da matriz de rigidez do pilar, leva-se em conta a deformacéo pelo esforco
cortante atuante, devido ao carregamento horizontal. Esta abordagem foi utilizada
posteriormente por varios autores.

BARBOSA (1978): rediza a andlise estrutural de ndcleos resistentes
contraventados por lintéis, tanto pela técnica do meio continuo quanto pelo
tratamento discreto.

Na andlise pela técnica do meio continuo, admite-se a flexdo dos painéis-
parede sem considerar, nas equagOes diferenciais regentes do problema, a

deformacéo pelo esforgo cortante.
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No tratamento discreto, utiliza o elemento desenvolvido por TARANATH
(1968) que, como visto anteriormente, apresenta sete coordenadas por no e baseia-se
nateoria de Vlassov. No que se refere a submatriz de flex&o, a deformagdo devida ao
esforco cortante € desprezada.

COSTA (1982): este trabalho analisa nlcleos estruturais contraventados por
lintéis sobre fundacdes flexiveis. Sdo utilizados dois processos. o primeiro utiliza
técnicas do meio continuo, porém analisando apenas 0 comportamento da estrutura a
torcdo. No segundo, adota-se 0 modelo empregado por Y agui, havendo consideragéo
da deformacéo por esforco cortante. Adota-se como fator de forma das secOes dos
pilares que modelam as paredes o valor dado por COWPER (1966) para secOes

1+n )
1,2+11xn

retangulares (k_ =

RIBEIRO (1987): seu trabalho tem como principal objetivo a andlise da
associacdo tridimensional de porticos com nlcleos resistentes em estruturas de
edificios atos. Utiliza como instrumento as técnicas matriciais e 0 processo dos
deslocamentos.

O modelo adotado para o nucleo é o de barra de sete deslocamentos por no.
No que diz respeito & submatriz de flexdo, leva-se em conta a deformagdo pelo
esforco cortante. O programa desenvolvido por esse autor permite a andlise de quatro
tipos de secéo transversal (todas com espessura da parede constante): U, H, C e
duplo T. Os seus fatores de forma sdo calculados a partir de férmulas dadas em
func&o das dimensdes das secoes.

SILVA (1989): andlisa 0 comportamento de estruturas tridimensionais de
edificios altos em teoria de primeira ordem e de segunda ordem (efeito P- d),
compostas por porticos e nucleos resistentes. Estes Ultimos sdo analisados como
associacOes de paredes planas, com interacdes discretizadas no nivel das lgjes. Na
formulacdo de suas matrizes de rigidez, leva-se em conta a deformagéo por esforco
cortante do elemento de pilar que € utilizado para representar a rigidez a flexéo da
parede.

BECKER (1989): desenvolve um programa que analisa a associacdo
tridimensional de pérticos, nicleos e pilares individuais contraventados entre si pelas
lgjes e vigas. Denominam-se pilares individuais aqueles que apresentam flex&o em
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torno de dois eixos principais, além da rotacdo em torno do eixo longitudinal. Esses
pilares podem ser tanto aqueles isolados quanto os situados na interseccéo de dois
porticos planos. O programa emprega 0 método dos deslocamentos e as técnicas de
andlise matricial e realiza o calculo em teoria de primeira ordem.

O modelo para os nucleos resistentes € o de barras com sete deslocamentos
por no.

MORI (1992): analisa a interacdo tridimensional entre pérticos planos, pilares
individuais, nucleos estruturais e vigas por meio de um programa que utiliza o
processo dos deslocamentos e realiza os cdlculos em teorias de primeira e segunda
ordens. Os nulcleos estruturais podem apresentar seces transversais assimeétricas e
serem ou hado enrijecidos por lintéis.

Nos dois ultimos trabalhos, ndo é considerada, na submatriz de rigidez a
flex@o do nucleo, a distorcédo da secdo transversal pelo esforgo cortante.

SERRA (1994): analisa nucleos resistentes pelo método do pilar de rigidez
equivalente a parede. O efeito da deformacdo por esforco cortante nas paredes é
considerado. E feita a anédlise em teoria de primeira e de segunda ordens.

MATIAS JR. (1997): andlisa a interacdo tridimensional entre nulcleos e as
estruturas usuais de contraventamento, como trelicas, porticos e pilares individuais,
em primeira e segunda ordens. O programa desenvolvido por este autor permite
considerar a flexibilidade das fundacbes, a influéncia de trechos rigidos de pilares e
as excentricidades entre os eixos longitudinais dos elementos verticais incidentes em
um mesmo ponto nodal. Ndo é considerada, na submatriz de rigidez a flexdo do
nucleo, a deformacao pelo esforgo cortante.

PEREIRA (1997): o autor realiza um estudo dos diferentes métodos adotados
na andlise de edificios, assim como dos principais model os adotados para os niicleos
resistentes. A seguir, apresenta exemplos numéricos, onde sdo comparados 0s
resultados obtidos com os modelos de Yagui e de Taranath, além de dois outros,
freqlientemente utilizados nos escritorios de célculo:

- 0 processo chamado simplificado, que consiste na substitui¢cdo dos tramos
de nucleo entre duas lgjes por elementos simples de barra de rigidez equivalente,
com seis graus de liberdade por nd, posicionados no centro de tor¢éo do ndcleo. A

rigidez a0 empenamento €&, portanto, desprezada.
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- 0 processo dito pratico, que consiste em modelar as paredes de um nucleo

resistente independentemente, sem considerar as forgas de cisalhamento entre elas.
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3- TEORIASDE FLEXAO DE BARRAS

Sejam os deslocamentos nas direcdes X, y e z denominados u, v e w,

respectivamente. A formulacdo apresentada a seguir ird considerar a flex&o apenas

emtornodoeixo y.

A .9

Figura 1 - Sistema de coordenadas (formulagéo das teorias de

Euler-Bernoulli e de Timoshenko)

Conforme visto no capitulo anterior, sdo trés as teorias de flexdo de barras,

gue Sa0 expostas a seguir.

3.1-Teoriade Euler-Bernoulli

Despreza-se a deformagdo por esforco cortante (distorcdo) no plano xz.
Portanto, secdes planas normais ao eixo baricéntrico permanecem planas e normais
a0 eixo apobs a flexdo, como se vé nafigura 2.

Sabe-se que a relagéo entre 0 momento numa dada secéo transversal e a sua

curvatura k (k =1/r ), sendo r oraio de curvaturado eixo da barra, é dada por:

M, =-EX, %k (1)

E , dageometria analitica:
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= Tafx %)

(1+q°)?
em que q é arotacdo da secdo apos a flexdo. Para g pequeno comparado a unidade

aequagdo (2) seresumea k =qg/9x.

Figura 2 - Flexdo pelateoria de Euler-Bernoulli

Além disso, o deslocamento longitudinal de um ponto qualquer da secéo

transversal é dado por:
u(x,2z) = uy(x) - z>q(x) ©)

sendo u,(x) o deslocamento do centroide nadirecéo do eixo X .

A partir da expresséo da distor¢éo no plano xz:

Tu, K Tw
=—+— 4
% =7 o (4)
escreve-se, sendo, por hipotese, g,, = 0:
fTu , Tw Tw
—_+——=0b ——=
0z X i Q)

E, portanto, aplicando aeg. (5) naeg. (2), obtém-se:
k = 1w/ x> (6)
Assim, as equacOes diferenciais regentes da flexo pela teoria de Euler-

Bernoulli sGo expressas unicamente em funcéo do deslocamento transversal w :

_ T°w
My—-EXIny (7)
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3
V,=-Ex, W ©)

Figura 3 - Rotacdo da secdo transversal (teoria de Euler-Bernoulli)

O elemento de viga mais simples utilizado é o hermitiano com deslocamento
transversal regido por polindmio cubico, com dois nés e dois parametros por no
(w edw/dx).

1 2

[ L)
W1, W1 W2, W2

Figura 4 - Parametros nodais (teoria de Euler-Bernoulli)

Este elemento apresenta esforgo cortante constante ao longo do comprimento
da barra e, portanto, a solucdo apresentada é a exata quando se aplicam forgas apenas

nos nos.

3.2-Teoriade Timoshenko

Esta teoria leva em conta a deformacao pelo esforgo cortante. Assume-se que

secdes planas e normais ao eixo baricéntrico permanecam planas apés a flexdo, mas
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N&o necessariamente normais ao eixo deformado. A variacdo de rotacéo corresponde

adistor¢cdo da secdo transversal no plano Xz .

Figura5 - Rotacdo da secdo transversal (teoria de Timoshenko)

A expressao do deslocamento longitudinal de um ponto da se¢do transversal €
também dada pela eqg. (3).
A partir daeqg. (4), calcula-se adistor¢do no plano xz:

_Tu Tw, o _Tw )

A suposicdo de que as secdes planas permanecam planas somente seria valida
Se todos os pontos da segdo transversal tivessem a mesma distorcéo e, portanto, a
mesma tensdo de cisalhamento. Sabe-se, entretanto, que a tensdo de cisalhamento €
variavel com relacdo a altura da viga (com variagdo quadratica se a largura da segdo
for constante) e, portanto, a distorcéo é variavel na segdo transversal.

Dessa forma, a distorgédo no centroide da secdo transversal (g.) ndo
corresponderé a distor¢ao média da se¢do ( g,,, ), dada pela expressao:

-V
G A

Para efetuar a correcéo, utiliza-se o parametro k, chamado, em inglés shear

O (10)

formou shear stiffness factor, dado por:
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k= (11)
gcg

E, portanto, das egs. (10) e (11), chega-se &

Vv
K, >G XA

O = (12)

Define-se também o pardmetro a (a =1/k,) designado fator de forma, ou,

em inglés, shear correction factor, de modo que a expressao anterior se torna:

q. = axv
Y GxA
As equacles diferenciais que regem a flexéo nesta teoria sdo dadas tanto em

(13)

funcdo do deslocamento transversal do centroide da segdo transversal (W) quanto da

rotacdo da secéo (q):
_ fiq
My—-Enyxﬂ—X (14)
E, dasegs. (9) e (12):
6

VZ=ks><G><A>§]ﬂ—\:(v-q (15)

a

A formulacdo de um numero elevado de elementos de viga de Timoshenko
(conforme mostrado na tabela 1 do capitulo 2) é viabilizada pela possibilidade de
utilizar diferentes aproximagdes na descricdo de w e q no interior do el emento,
assim como de impor relacdes entre os parametros que definem o deslocamento e a

rotacdo, devido ao fato de existir relagcdo entre momento fletor e esforco cortante
dM
V=—-).
(V="
3.3-Teoriadealta-ordem

Apresentam-se a seguir os passos basicos da deducdo das equacOes

diferenciais que regem a flexdo de acordo com esta teoria, tendo como base a
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deducdo apresentada por PLAIS (1998). O sistema de coordenadas adotado esta4
indicado nafigura 6 e esta deducéo € valida apenas para segdes retangul ares.

A suposicdo basica € admitir um campo de deslocamentos em que o
deslocamento longitudinal u (X,z) sgja uma expansdo cubica da coordenada da

altura, como se vé abaixo:

u(x,z) =zxq(x) +z> ¥ (x) + 2> %y (x) (16)
zZ,w
q(x) Tz W
o yolka |
| | -

Figura 6 - Sistema de coordenadas (formulacéo da teoria de alta-ordem)

A funcdo q(x) corresponde a rotacdo da secdo transversal engquanto as
funcBes f (x) e y (X) sdo incognitas que serdo encontradas pela imposicdo da
condicdo de contorno de tensdo de cisalhamento (t,,) nula nas extremidades da

atura da viga (z=- h/2 e z=+h/2). A expressdo do deslocamento longitudinal

resulta em:
i 4 a5 6 dw(x) U
1(x,2) = 24000 - L g + TV (17)
1 3 éhg & dx %
As deformagbes norma e transversal associadas a esse campo de
deslocamentos s&o:
3 2z 2 <
e =7 900 4 g2 8 Edq0) | d'w (Ul 18)
f dx 3 éhg @& dx dx
é ‘U é dw(x)U
gxz :él- 4 _9 []Xé:](X)+ ( )u (19)
8 éhgpgé& dx g
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A energiapotencial total daviga(p) € dada pelarelagao:

p= Uu+Vv (20)
na qual a energia de deformacéo (U ) e a energia potencial das forcas externas (V)
sd0 dadas por:
_1..
U=2ogp; e dv (21)
\%
L
V = - i >wdx (22
0

Admitindo-se que as Unicas tensOes significativas sjam s, e t,,e que o

coeficiente de Poisson (n) sgjanulo, aeg. (21) pode ser escrita assim:
U :%x(‘jE e’ +Gxg,%)dV (23)
\%

Substituindo na egq. (23) as expressoes de e, e g,, dadas respectivamente
pelas egs. (18) e (19) e realizando a integracdo na area da se¢do transversal, chega-se
a seguinte expressdo da energia de deformacao:

2 2
qo 8XEX, aElqy 8XEX, x@vdzw N

1t
U==xAdEX, xc—= - < - <
2><9 2 &dx g 3xh?  Edx g 3h?  dx dx?

16XEX, zsiqs’  32xEX, dg d°w  16XEX, sa’wo
+ 4 =+ T > T 4 2 -
9"  eédxg 9xh dx dx 9xh dx® g

+G XA X° +

.2
+25GxA I 4 G WY BCH, o 160X, dw
dx edx g h h dx
2 2
_8>GA, sw § +16>G>44>q2+32’6>44>qxd_w+16’6’44 —Wg]dx
h? edx g h* h* dx h* edx g
(24)
em que os momentos de inércia superior |,, |, e | ,sdo dados por:
I, = ¢’ dA (25a)
A
l, =y dA (25b)

A

ls = ¢¢° dA (250)

A
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A expressdo da energia potencial total p €, portanto, um funciona de

segunda ordem cujas variaveis independentes séo x, q, q¢, w, wt¢ e wd, ou sga

p = O (x,q,q¢w, wew® dx (26)
0

As equacdes de Euler-Lagrange aplicaveis a este caso sao:

T dx &Mat
IF i zfF o, d° ae‘HF 0 (29)

fw dx eﬂW¢g dx? &fwey
Fazendo-se as derivadas indicadas nas egs. (27) e (28), chega-se as seguintes

equacoes diferenciais:

aPGxA-hExGA +h6><3><| O{q+w9- ><h 2 xEx, b+ we)+

8 e, & L Ex,xqe=0 (29)
*h é 2 I
3G A - %>G>42+1—?>G>449>‘(q¢+wm)+16fo6><(qdb+w'v)-
e h h o 9xh
4xEX
- e (30)
Substituem-se nas egs. (29) e (30) os seguintesvaloresde I, I, e |4:
I, =1 (319)
3?
l, = b 31b
4= 50 (31b)
3x*
I, = b 31c
s~ 112 (31c)

sendo 0 momento deinércia | = b>h®/12 .
O resultado sdo as equacoes diferenciais da flexdo de uma viga de secéo

retangular,segundo a teoria de alta-ordem, dadas abaixo:

8 1 16

—xG xA +W") - —xEX w4+ xEX X'+ 0 32
T {q'+w") = o BN ag (32)
8 e+ w)-ﬁxE g+ syt = 0 (33)

15 105 105
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Uma vez que as solucbes analiticas para estas equacdes S0 bastante
limitadas, o procedimento usual € utilizar técnicas numéricas, ou sga, utilizar
polindmios interpoladores para os deslocamentos, aplicé-los ao funciona de energia
potencial total e, através da minimizacéo deste Ultimo, obter a matriz de rigidez e o
vetor de forgas nodais daviga.

Embora tanto a teoria de Timoshenko quanto a de alta-ordem permitam
incluir na analise estrutural a distor¢cdo no plano da secdo transversal do nucleo
(tratado como barra), a opcéo neste trabalho foi pela primeira. A raz&o principal
reside na dificuldade de se adaptar a formulacdo da teoria de alta-ordem a andlise de
nicleos de secdo arbitraria. Uma vez que a teoria de Timoshenko requer o
conhecimento dos fatores de forma da secdo do nuicleo, € utilizado o método semi-

inverso para calculé-los. E 0 que se verano capitul o 4.



4 - METODO SEMI-INVERSO NA FLEXAO DE
BARRAS- APLICACAO A TEORIA DE TIMOSHENKO

Este capitulo esta4 dividido em quatro itens. No primeiro, apresenta-se a
distribuicdo da tensdo de cisalhamento na se¢éo transversal de uma barra segundo a
suposicdo simplificadora da teoria de Resisténcia dos Materiais de que a tensdo
acima referida sgja constante segundo a largura da barra.

No segundo item, € apresentada a formulacdo da flexdo de barras segundo um
dos métodos usados na teoria da elasticidade, que é o método semi-inverso. A partir
desta formulagdo, calculam-se os fatores de forma da se¢do, que € um passo
necessario para 0 emprego dateoria de Timoshenko.

No terceiro item, apresenta-se a formulagdo em elementos finitos utilizada no
célculo do empenamento da secdo transversal, dos fatores de forma e da distribuicéo
de tensdes na secéo.

O ultimo item apresenta as matrizes de rigidez da teoria de Timoshenko que
foram utilizadas neste trabal ho.

4.1 - Tensdo de cisalhamento na secéo transversal deumabarra -

suposicao da Resisténcia dos M ateriais

A deducdo é feita a partir do equilibrio de uma fatia de segdo A, de um
elemento de barra, como indicado nas figuras abaixo. Admite-se flex&o apenas em
torno do eixo z eque atensdo t,, sgjaconstante ao longo dalargura b.

Sendo F a forcaaxial total nos extremos dafatia, dada por:

F= ¢, dA (34)

Ao

emque s, éatensdo normal nasecdo dabarra
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Do equilibrio indicado nafigura 8, obtém-se:

T

19
t. = Zxt 35
Xy b X ( )

Figura7 - Corte de umafatiade viga

F+de 1 L,y X0 >dx 2 F
x —>
<4+— | | —»
I I
dx

Figura 8 - Equilibrio dafatia de viga, em vista lateral
E, dasegs. (34) e (35), chega-se a

1 _.9s
t, ==x X dA 36
55 Oy (36)

Sendo a expressado da tensdo normal na secéo do elemento:

S, =—=%xy (37)

Obtém-se a tensdo cisalhante, substituindo a eq. (37) naeq. (36):
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v, S,
by = (39)

Sendo S, 0 momento estético da area hachurada da se¢do transversal em
relagdo ao eixo z e V, o esforgo cortante na sego.

Essa expressdo, todavia, deve ser vista apenas como uma aproximagdo
razoavel, ja que a suposicao de que a tensdo de cisalhamento ndo varie ao longo da
largura da barra geralmente ndo é valida.

Podem ser obtidas melhores solugbes para a distribuicdo da tensdo de
cisalhamento a partir da teoria da elasticidade. Solucdes exatas para essa distribui¢éo
SO estdo disponiveis para determinadas secles transversais e para poucos tipos de
carregamento e de condigdes de contorno, como € o caso da viga engastada com uma
forca aplicada na extremidade livre.

Entretanto, sabe-se que a distribuicdo da tensdo de cisalhamento na secdo é a
mesma tanto quando se aplica forga concentrada na extremidade como forca
uniformemente distribuida no comprimento da barra. Assume-se, entéo, que se possa
extrapolar a relagdo funcional entre esforgo cortante e a distribuicéo das tensbes na
secdo transversal obtida no caso de forca na extremidade para outros casos de
carregamento (além da forca uniformemente distribuida), e também para diferentes
condi¢des de contorno.

Um processo de andlise de tensdes freqlientemente empregado na teoria da
elagticidade é o método semi-inverso. Nesta abordagem, fazem-se suposicOes
simplificadoras em relacdo a alguns componentes de tensdo, deformacdo ou
deslocamento, deixando graus de liberdade para satisfazer as condigdes de equilibrio

e de compatibilidade. Esse método sera utilizado no préximo item.



29

4.2 - M étodo semi-inverso aplicado a flexdo de barras—
calculo defatoresde forma e da distribuicdo das tensdes

de cisalhamento na secéo transver sal

A deducdo sera feita para a seguinte convencdo de forcas transversais e
momentos fletores positivos, que ndo é a usualmente empregada em Resisténcia dos
Materiais.

zZ,u, M
/ Vz

y X, u
4

1 X

<

dd
Al
<

Figura9 - Convencéo de forgas transversais e momentos fletores positivos

Admite-se que a se¢do sgja indeforméavel no seu plano (Hipbtese de Wagner)
e que portanto as tensdes normais S, e S, e atensdo de cisalhamento t,, sgjam

nulas.

Admite-se a extremidade esquerda engastada e aplicam-se cargas
concentradas V, e V, na extremidade livre, que irdo produzir os seguintes

momentos fletores:
M, =-V, XL - x) (39
M, =V, XL - x) (40)
A tensdo normal s, édada por:

M
sle—yxz- l\l/lzxy (41)

y z




30

Adotando-se os parametros:

=Y 42

y_EXIZ ( )
Vv

k, = z 43

* TEx, (43)

Pode-se escrever, substituindo as egs. (39) e (40) na eg. (41) e simplificando
através das eq. (42) e (43):

S, =-EXL- x)XyX, +2X,) (44)
Substitui-se a expressdo de s, nas relagdes constitutivas e aplicam-se as

relacbes de compatibilidade:

fu, _s

exzﬂ_X:Ex:-(L-x)><(y>4<y+z>«z) (45)
fu, -nxs, _

ey:ﬂ_;:T_n><L-x)><y>«y+z>«z) (46)

ezz%:%:nx(L-X)>(y>«y+Z>«z) (47)

Integrando as egs. (45), (46) e (47), chegarse aos deslocamentos u,, U, €

u,:
U= (L= 2 5) Xy 5k, +25k,) +hy,2) “8)
u, =nXL - X)><(%><y2 ><ky+y><z><kz)+gl(x,z) (49)
U, = AL X)X 2K, +yo2k,) +6,(x,) (50)

em que h(y,z), g,(x,z) € g,(x,y) sdo funcdes de integragéo.

As deformacOes g,, € g,, podem entdo ser expressas por:

Tu, . Tu, 1 ., 1,
=X+ == (Lxx- =xX7) XK, - nX(=xy XK +yxzxXK,)+
% =gy *x ( S XK, - YK, +y 2k, )

+ﬂ—h+& (51)
Ty 1x
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fu, , Tu, _ 1 1
o =g+t = (L ) - A2t Xk, +y2k,) +
L Th, Yo, (52)
z 1x

Das equacdes de equilibrio para um elemento infinitesimal, sem a aplicacdo

de forgas de volume:

t t t

ﬂﬂxy+ﬂﬂsy+ﬂﬂzy:OD ﬂﬂ_xyzo’ pOiS Sy:tzy:O (53)
X y z X
t

ﬂtxz+ﬂ yz+ﬂSZ:0p &:O’pois Sz:tyZ:O (54)

ix Ty 19z fix
Umavez que:
t, =G, &9
t,=Gxg, (56)
Chega-se a que:
“ﬂ% ~0 (57)
ﬂﬂgxxz “o (57)
Substituindo nas egs. (57) e (58) as expressbes dadas nas egs. (51) e (52),

obtém-se:
T°g
- (L= x) %k, + ﬂle =0 (59)
2

i (L-x)>4<z+111)?22:0 (60)

I ntegrando-se essas relacbes, obtém-se:

0,(x.2) = (%xL X - %xxS) K, +] 1(2) % +] 5(2) (61)
g,(x.y) = (%xL - %xﬁ) 4, +] 5(Y) X +] 4(Y) (62)

Dadoque t,, =0, segueque g, =0 eportanto apartir da equagéo:
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fluy | Tu,
1z vy

Obtém-se, aplicando na eq. (63) as egs. (49), (50), (61) e (62) e agrupando os
termos de forma conveniente:

y4

(63)

AULETCI SRSV ]+[M+nx|_xyxkz]+[m- N>z Xk, ] % +
1z T Ty Tz '

+ﬂﬁyx

Os dois primeiros termos sdo funcdes de z e Yy, apenas, enquanto os dois

nxy >k, ] =0 (64)

ultimos sdo funcBes de z e X ede y e x. Como sdo independentes, cada um dos

quatro termos deve anular-se:

1i.(2) _ (=1

To, TRk P L@ =5 met K e (69
ﬂj{z(_z):'“’“wybjz(z)=-%m’“zz>4<y+az (66)
1] 3(Y):nxy>4(zpj3(y):lmxy2xkz+a3 (67)
Ty 2

ﬂjﬂg(/y):'nXLXY’«ZDj4(y):'%m>¢"y2>«z+a“ (68)

emque a,, a,, a8, € a, Sao constantes de integracéo.
Assim, as expressoes resultantes de g,(x,z) e g,(X,y), pelasubstituicdo

das egs. (65) e (66) naeg. (61) e das egs. (67) e (68) naeq. (62) séo:

1 1 1
gl(x,z)=(§><l_><x2-gxx?‘)xky-zxm(L-x)><zz><ky+a1><x+a2 (69)
1 o 1 3 1 2
gz(X,Y)=(§><|-XX -Exx)><kz-§><n><(L-x)xy X, ta; X +a, (70)

Substituem-se as egs. (69) e (70) nas egs. (49) e (50) encontrando-se os
deslocamentos u, e U, :

1 1 1
u, =nxL - x)>{§><ky Xy? - 22)+y><z>4<z]+(§><l_><x2- Exx3)><ky+

+a, XX +a, (71)
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u, =nx(L - x){y 2k, - %xk Xy? - z2>]+(§><Lxx2- éxx%xkz +

tagx+a, (72)
AstensBes t,, e t,, sfo agora determinadas, pela substituicéo das egs. (69)

e (70) nas egs. (51) e (52), fazendo uso das egs. (55) e (56):

t, = G- Nl sk, (y? - 22) +yseok,] +a + N2y (73
2 Ty
tXZ:G>{-n>{yxz>4<y-%>«z><y2-zZ)]+ag+%} (74)

Define-se entdo a funcdo de empenamento relacionado ao cisalhamento C,

dada por:
c(y.z) =h(y.z) +a xy +a,x (75)
Dessa forma, o deslocamento u, e as tensdes t,, e t,, podem ser

expressos, em funcdo de C, por (substituindo a eq. (75) nas egs. (48), (73) e (74)):

1
Ux:-(l-><><-§>°<2)>(y>4<y+2>4<z)+c(y,2)-aiw-ae"z (76)
t, =GHIC ok, y? - 22) +y 2k, ]} 77
y ﬂy 2 y
= G- sy ek, - o Xy - 2] (79)
~- | Plano médio
de rotacéo
T~ Secso defor-
madared
x- Plano antes
daflexdo

Figura 10 - Secdo deformada e seu plano médio de rotacéo



Nota-se das expressdes de t,, e de t,, que estas sdo independentes da

y
coordenada X da barra, das condicbes de contorno da mesma e do tipo de
carregamento aplicado aela

Na figura 10, apresenta-se de forma esguemética uma secdo deformada de
viga em vigta lateral, a qual é substituida, na teoria de Timoshenko, por seu plano

médio de rotacéo.

4.2.1 - Dedugéo da expressao do fator deforma

Hé agora duas opcdes para determinar os fatores de forma:

1) Pela imposicéo de condicOes de contorno na extremidade engastada da
barra, 0 que permite a determinagdo das constantes a,, a,, a, e a,. Aplicam-se
entdo os deslocamentos u, , U, e U, asequacdes diferenciais que regem o problema
de acordo com a teoria de Timoshenko e obtém-se os fatores de forma.

2) Pela imposicdo de que a energia de deformagcdo sgja a mesma para a
situac@o descrita pela formulacéo apresentada anteriormente (distor¢éo variavel na
secdo transversal) e para a situacéo do modelo de Timoshenko (distor¢éo uniforme e

fatores de forma utilizados para correcéo da diferenca entre a distor¢do no centroide

e adistorcdo média na secdo).
A seguir apresentam-se as dedugdes para cada um dos processos.
1) Pelaimposicéo de condic¢des de contorno em deslocamentos no engaste.
As constantes a,, a,, a; € a, sao encontradas satisfazendo-se a condi¢édo
de rotacGes médias e de deslocamentos médios nulos no inicio da barra.

Em x =0, as integrais (Ju, »)dA e ju,>2)dA, que sdo proporcionais
A A

aos valores dos angulos médios de rotacdo das secbes em torno dos eixos z e vy,

respectivamente, se anulam.

Daprimeraintegral, substituindo naeq. (76) ovaor x =0, calcula-se:
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2, == fc ) dA (79)

z A

Da segundaintegral, substituindo naeg. (76) o valor X =0, calcula-se:

3, =|i><dc >z) dA (80)

y A

Além disso os deslocamentos medios U, e u, também seanulamem X =0,

sendo:
- 1 <
u, =—xg, dA (81)
A A
— 1
u, =—xg, dA (82
A A

Substituindo-se nas integrais acima os valores de u, e u, dados pelas egs.

(59) e (60), sendo x =0, obtém-se as constantes a, e a,:

__hd 1 ]

%=-— ’{2’4<y"(|z 1,)] (83)
_nd 1 ]

a, —T’{E X, X1, - 1,)] (84)

Sdo agora conhecidas as expressdes de u, , U, e U, calculadas pelo metodo

semi-inverso. Na seqUéncia, essas expressdes serdo aplicadas as equaches
diferenciais da flex&@o (segundo a teoria de Timoshenko), o que permitira calcular os
fatores de forma.

Sendo a forga cortante resultante aplicada V e sendo a,, o angulo entre esta

forcae o eixo y, como mostrado nafigura 11, pode-se escrever:
V =V, xosa, +V, xsena, (85)
emque V, e V, sdoascomponentes daresultante nasdirecoes y e z.

Sendo g a distor¢do da secdo na direcéo do esforgco cortante resultante V ,

sua componente na direcéo do eixo z (9,, ) € dada por:

g, =sena, g (86)
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Substituindo na eq. (86) as expressdes de g dada pelaeg. (12) ede V dada
pelaeq. (85), chega-se a

_V,>eena, xcosa, |V, sen’a,

87
Ga K, >G A K, >XG %A &7
D C
< ®
y ay
\
Vv
v 7
Figurall - Forgatransversal com componentes nas direcOesy e z
Definindo-se os fatores de cisalhamento:
k, = (89)
sen‘a,
K,, = # (89)
sena,, xcosa,,
Pode-se escrever aexpresséo de ¢,, como:
Vv
9. v = (90)

Tk Gk, G
E como se sabe que (na teoria de Timoshenko) as secOes planas permanecem
planas, pode-se escrever:
U, = Ug - Y0, +2°7, (91)
emque q, e g, s30 osangulos de rotacdo da secdo em torno dos eixosy e z,
respectivamente e u,, € o deslocamento nadiregdo do eixo x do centro de gravidade

da secdo transversal.
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Sendo g,, = ﬂﬂuzx + % , tem-se, utilizando as egs. (90) e (91):

u, \
U - g +a,xte a x v (92)

com a,, = ki (93)

1
a,6=— A
» (94)
Derivando-se novamente os termos da eg. (92) em relagéo a x e utilizando a

relacdo entre 0 momento fletor e arotacdo da secéo dada pela eg. (14), escreve-se:

2u, M a, dv
d-u a,, dv ye AVy (95)

zZ — Yy + 2z w z _

dx? © EX, GxA dx GxA dx

Utilizando a expresso de k, dada pela eqg. (43), a expressdo anterior resulta

em:
d’u, 1 dv dv
—Z=(L- X)X, + a_»x—z-g x—7Y 96
e ( ) XK, GxA’(zz ax dx) (96)

De modo similar, pode-se deduzir:

d’u, 1 dv dVz
Y = (L- x)xk, + a xY-a %x—— 9
dx? ( )%, C;‘-><AX(yy dx i dx) S

Utilizando-se das expressdes de u_y e u_Z dadas pelas egs. (81) e (82) e
substituindo nas egs. (96) e (97) chega-se as expressdes dos fatores de forma a,, ,

a,,a, €a,:

_1 ,GxA . ] n ]
a, = 3 q v, x?(c xy) dA —4x(1+ n) X1, - 1,)] (98)
a,, :Ii><[- G A x(Yc xz)dA] (99)
a, = S (e ) dA] (100
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a =

zz

1 GxA | n
U><[ v xgcxz)dA +mx(lz_ly)] (101)

z
As expressdes acima relacionadas de a,, e a,, foram obtidas considerando
carregamento apenas nadirecdo y, com V, =0 easexpressdesde a,, e a,, foram

obtidas com carregamento apenas nadiregéo z, com V, =0.

2) Pelaigualdade de energia de deformacéo.

A energia de deformacéo referente ao cisalhamento, considerando distor¢éo
uniforme na se¢éo, pode ser escrita como:

U =250t 70 + 1o °9,) dA K (102)
LA

A expressdo de g,, dada pela eg. (90) e alterada pelas egs. (93) e (94) é a
seguinte:
Vv Vv

—a,x—~--a,*x—~ 103
gxz zz GXA yz GXA ( )

A expressdo de J,, , andloga a anterior €

—_ yVy sz
% % G ¥ o (104)

Substituindo as egs. (103) e (104) na eg. (102) e utilizando as relagdes a

Seguir:

V, =, dA (105)

V, =¥, dA (106)

Obtém-se a seguinte expressao para a energia de deformacéo:

U—1 Na Yvyz a Ky Ve a xﬂ+a xV—Zz)dx (107)
_ZXgWGXA YTGxA 7 GXA 7 GMA

Para as tensbes e distorcdes na secdo variando conforme a teoria da
elasticidade, a expressdo da energia de deformacao €



39

1 NN 2 2
U=—— t, +t ~)dAdx 108
2>Gxgi Xy xz) ( )

Nesta deducéo, € conveniente dividir a funcéo de empenamento ¢ em duas
parcelas, sendo a primeira relacionada a aplicagdo da forca V, e a segunda
relacionada a aplicagdo de V, :

k

=, +% . (109)

y z
Substituindo a eq. (109) nas expressdes de t,, e t,, dadas pelas egs. (77) e

(78), estas passam a ser escritas assim:

VvV, b, +V,
= hy, #V.20,) (110)
2{1+n)¥ A,
Vb, +V
- :( y yz z ZZ) (111)
2X1+n)X¥ A,
Sendoqueb,, b,, b, e b, sdodadospor:
b _ﬂcy 2 2
w = - WO.5X, Xy - z%) (112)
iy
_fic
byz—ﬂ—zy- ux, xyxz (113)
Tc
b, =—2- ux,xyxz (114)
zy ﬂy
bzz:%- u>0.54, Xz* - y?) (115)

E substituindo-se as novas expressdes de t,, e t,, dadas pelas egs. (110) e

(111) naeg. (108), obtém-se:

1
U= —
83GXL+Uu)’H A,

7500V, %y, +V,0,)"

LA
+(V, %D, +V, %,,)*]dA dx (116)

Impondo-se a igualdade da energia de deformacéo dada pelas egs. (107) e
(116), obtém-se os fatores de forma:



40

A
a =
YAxL+u)PH A

x(fb,,” +b,,%) dA (117)
A

A
a,=a, =- Nb. b +b_> )dA 118
yz zy 4>(1+U)2 >4y2x122>? yy zy yz zz) ( )

A
azz:4 1+u)’ X >
AL+u)™™ A,

2 ><c‘ibzy2 + bzzz) dA (119)

A

Osfatores b,, e b,, sdo calculados com carregamento apenas na diregéo y e

osfatores b,, e b,,, com carregamento apenas nadiregéio z.

Embora tenham sido deduzidos para uma situagéo particular, os coeficientes

a,, a,, a, e a, so propriedades da se¢do transversal que independem do tipo
de carregamento e das condi¢bes de contorno, conforme pode ser notado em suas
expressoes.

O cdlculo dos fatores de forma pelo processo geométrico leva a que os fatores

a,, € a, nao sgjam necessariamente idénticos, como ocorre quando se calcula pelo

processo energético. Esse fato faz com que ndo se possam utilizar os valores obtidos
pelo processo geométrico na montagem de matrizes de rigidez que apresentam 0s

termos a,, € a,,, pois estas resultariam assimetricas.

Nota-se também que os desocamentos u, , U, e U,,astensdest, et,, e

os fatores de forma a,, a,, a, e a, sdo fungdes de c(y,z). A equacdo

diferencial para esta funcéo pode ser obtida pela substituicdo das expressoes das
tensdes nas equacdes diferenciais de equilibrio e impondo condi¢cdes de contorno
(tensdo de cisalhamento nula na direcdo perpendicular a borda). A solucdo dessas
equactes diferenciais leva a obtencéo dafungdo c.

Este procedimento torna-se, entretanto, muito trabalhoso quando se trata de
secoes irregulares. Para o cllculo do empenamento em secles arbitrarias, € Util o
emprego de técnicas computacionais.

Dentre os métodos numéricos que podem ser aplicados a este problema,
destacam-se: 0 método dos elementos finitos, 0 método dos elementos de contorno e

o método da integracdo direta do contorno, entre outros. Neste trabalho, optou-se
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pela resolucéo pelo método dos elementos finitos, cuja formulagéo sera vista no item

seguinte.

4.3 - Formulacédo em elementosfinitos para calculo

da funcéao de empenamento C

Aplica-se o principio dos trabalhos virtuais (PTV) para uma barra engastada

numa extremidade e com carregamento transversal V, e V, naoutra
-dW = (‘jdgXy X, +dg, %, )dV - du,  *V -du, X, (120)
\%

Das expressGes de t,, e t,, dadas nas egs. (77) e (78), mediante alteracéo
pelas egs. (55) e (56) obtém-se:
fic _ fi(dc)

fc 1 2 2
dg,., =d[— - n{=x -z29)+k x|} =d 121
Jyy d{."y >{2 ,(y )+ K, xy <]} v Ty (121)
gl 1 2_ 2y = g Y _ fi(de)
d@lxz—d{ﬂz nxk, xyxz 2><kz(y z°)]} dﬂz w2 (122)

Das expressOes de u, e u,, dadas pelas egs. (71) e (72), substituindo-se os

valoresde a,, a,, a, e a, dados pelas egs (79), (83), (80) e (84), para x =L :

1 . uxL
uyIX:L = 5)('_3 >4(y +IXAdC Xy)dA = ﬂ*y ><|Z = |y) (123)
1.5 . uxL
U, ==X, + —Xcfcx2)dA + — K, X1, - | 124
z|x=l 3 z Iyxg ) 2 %A z>(z y) ( )

Obtém-se du,,., e du,,, :

I\

duy,., = T x(Jdc xy)dA (125)
z A

du,,., = IL x(ydc >z) dA (126)

y A
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Retornando-se a equacdo do trabalho virtual, e nela substituindo as

expressbes de dg,, , dg,, , du,., , du,,. , t, et,, , dadas respectivamente pelas

egs. (121), (122), (125), (126), (77) e (78), tem-se, apos simplificar:

v lc fic , Tic c
AW =Gl X (s - S) )+ (- - S,) xd—]dA -
Wy~ S g+ (- Sl
VVIXLxdyxjc)dA-VZI)d'
A

z y

xfzxdc)dA =0 (127)

em que os parametros S, e S, tém por expressao:
1
Sl=n>{§ K, Xy* - 2°) +yx2X,] (128)

S, =y 2k, - KAy - 2] (129)

Utilizando as egs. (42) e (43), assm como arelagdo G = E/(2X41+n)) , a

equacdo (127) pode ser assim reescrita:
v Jc fic  Tc fic N
—-§)xd—+(—- S,)xd—]dA - 2X1+u) Xk xdc)dA +
Gy~ S0+ (- S 1A - 201+ u)fk, gy o)
+k, x(Jz>dc)dA] =0 (130)
A
Fatorando dc naeg. (130), chega-se a
dexg(, M, +, 11.)c- Spx - S, x - 2x(1+n) Xy Xk, +z%,)]dA =0
A

(131)
O passo seguinte € a subdivisdo da secdo transversal em elementos, no

interior dos quais afuncdo ¢ serddada por umainterpolacdo dos valores nodais.

n
c=aN,x, (132)
=1
em que c, éovalordafungdo C nono j.
N é o nuimero de nés do e emento.

N, sdo as fungbes de forma adotadas na interpol agéo.
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Reescrevendo-se o principio dos trabalhos virtuais em termos da formulagéo
em elementos finitos, tem-se:

[K] x{c}- {P}=0 (133)

Sendo [K] amatriz de rigidez do elemento, que tera como dimenséo n, {c}
0 vetor de deslocamentos e { P} o vetor de forcas nodais.

Os elementos damatriz [K ] séo dados por:

Kk, = NI, AN, AN,

~ Ty Ty 9z 1z

E os elementos do vetor { P} s&o dados por:

)dA (134)

p =g lhes Magen ook, +ziln (39

A

Em secOes cheias, é usua a sua subdivisdo em elementos triangulares ou
retangulares, com diferentes graus de polinbmio aproximador. Os elementos
triangulares levam a vantagem de permitirem que Se aproximem contornos
irregulares ou mesmo curvos com um erro bem menor do que o dos quadrangul ares.

S0 também amplamente utilizados os elementos finitos chamados
isoparamétricos. O principio fundamental da formulag@o desses elementos é o fato
das funcOes interpoladoras utilizadas na aproximagdo dos parametros de

deslocamento (no caso apenas 0 empenamento €) serem as mesmas utilizadas para

representar a geometria dos elementos, ou sgja, para interpolar as coordenadas no
interior do elemento em fungdo das coordenadas dos nos.

Com isso, podem-se gerar elementos de forma irregular (“elementos
escravos’) a partir de um mapeamento das coordenadas de um elemento de formato
regular (“elemento mestre”’). A modelagem de secdes de contorno irregular ou curvo
torna-se assim bem mais facil.

No item seguinte, apresenta-se a formulacdo de elementos quadrangulares
isoparamétricos, com quatro nés por elemento. No item 4.3.2, apresenta-se a
formulacdo de elementos isoparamétricos de linha, que foram utilizados neste

trabalho para modelar a se¢do transversal dos nlcleos resistentes.



4.3.1 - Elemento quadrangular isoparamétrico

Seja 0 elemento quadrangular de quatro nés e coordenadas adimensionais
xeh,com - 1EXE£+1l e - 1£ h £ +1 , indicado na figura 12. Este é o

chamado elemento mestre.

Figura 12 - Elemento quadrangular isoparamétrico

As funcdes interpoladoras tanto do parametro de deslocamento (¢ ) como das

coordenadas y e z s30 as seguintes.

N, :%><(1- x)X1- h) (1364)
N, =%>(1+ X)X1- h) (136b)
N, = % X(L+x) {1+ h) (1360)
N, =le><(1- X) XL+ h) (136d)

O pardmetro C no interior do elemento tem sua expressdo dada pela eqg.
(132), aplicando-se a eg. (136).

Utilizando-se a eg. (136) na interpolacdo das coordenadas y e z, tem-se a
descricéo das coordenadas no interior do elemento em funcéo das coordenadas dos

nosl (y,,2,),2 (¥22,),3 (¥3:25) € 4 (Y4.24).
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y=N;xy, + N, 3y, + N;xy, + N, xy, (137)
z=N;xz, +N, %2, + N, xz,+ N, %z, (138)
Podem-se entdo utilizar elementos quadrangulares com as mais variadas
formas, sendo recomendado apenas que ndo se utilizem angulos internos inferiores a

30° ou superiores a 150°. A figura 13 representa um “elemento escravo”.

a2 A 3 (Y3,23)

4 (Ya,24)

x=-1
h=

1(y1,21)

v

Figura 13 — “Elemento escravo”

Os elementos da matriz de rigidez e do vetor de forcas nodais de um elemento
isoparamétrico de quatro nés sao dados pelas egs. (139) e (140), com i, =1,4:

+1+1

ki = Og(
: 9? Ty iy 9z 1z

NG I, NG T e ixn (139)

+1+1

b, = O[S X 45, %)+2>(1+ n) N, {y *, +2,)] >det Jydxh

-1-1 ﬂy
(140)
A matriz J é o chamado Jacobiano, que é dado por:
¢ly fzu
é a
- 2T ix =
J=2¢ a (141)
ely 1z,
gth Th g
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A partir desta matriz, obtém-se me m
iy 19z
i TN [RILY
i i f
: ﬂﬂ [‘J] x ﬂﬂﬁ y (142)
i1zp 110

Uma vez que se tenha a matriz de rigidez e o vetor de forgas nodais de cada
elemento, é feita a alocacdo na matriz de rigidez e no vetor de forcas nodais de toda a
secdo transversal, obtendo-se o sistema global. O sistema linear obtido €
indeterminado (com apenas um grau de indeterminagéo) e uma vez que se imponha a
condicdo de contorno (atribuir um valor arbitrério ao parametro ¢ de qualquer né da
secdn), eletorna-se possivel e determinado e pode ser resolvido.

Uma vez que se disponha do vetor com os deslocamentos nodais de toda a

secdo, podem-se calcular os fatores de forma nas direcdes y e z pelos dois

processos referidos no item anterior:

1) Processo de imposicéo de condicdes de contorno nos deslocamentos.

Deve-se resolver o sistema linear duas vezes. Na primeira aplicase

carregamento V, arbitrario, mantendo-se V, =0. Com o vetor de deslocamentos

encontrado, calculam-se:

_i,{%ﬁ A N, & N ) et Jaxah) -
y k=1.1-1 j=1 j=1
i Lxﬂ 1)) (143)
41+n) " *
_i>{- _>{§ SYA N, ! ><a N, z*) sdet J dxclh]} (144)

y k=1.1.1 j=1

Dasegunda vez, aplica-se V, arbitrario, mantendo-se V, =0 , e com o vetor

de deslocamentos obtidos, calculam-se:

_—>{- —>{§ oda N ><a N, xy*) »clet J dxdh]} (145)

z k=1.1-1 j=1
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_i4_6m4§ waN x| xaN xz:) xdet Jdxdh] +

z k=1.3.1 j=1

n

+m><(lz- 1,)} (146)

Sendo n, o nimero de elementos em que a se¢do transversal foi dividida

2) Processo de igualdade da energia de deformacéo.
O sistema também deve ser resolvido duas vezes. Na primeira com

carregamento arbitrario V, , e fazendo V, =0, calcula-se o vetor de deslocamentos
C . Multiplicando esse vetor por |, / k, , obtém-se o vetor Cc, . Com estes valores,

calculam-se em cada um dos k e ementos:

N, 1., 64 a2l

b, =& "¢, - =H, HA N, W)’ - (aNxz)u (147)
iz Ty 2 € i=1 =1
K _ o ﬂN
i=1 ﬂZ i i=1

Na segunda resolucdo do sistema, aplicarse V, arbitrario e mantém-se

V, =0. O vetor de deslocamentos C obtido € multiplicado por I, /k, , obtendo-se 0

vetor C,. Calculam-se entdo em cada elemento Kk :

4
o N
b, =4 INinc, -I»(any)»(aNxz) (149)
iz Ty =1 =1
k 5‘ N é ky2
= Tz i i=1

O valor dos fatores de forma é dado ent&o pelo calculo:

A gllokok
a, = 1A &b, 2+b. 2)>det Jdxdh] (151)
» T axiruy A, A, 18 000y b,
A De 1‘1‘ ko k ko k
a,=a,=- 18 Oifb,, b, +b,,%,,) det Jixch]  (152)

2 TTY T AL U)X,

k=1.1-1

A ne k
a b +b xdet Jdxdh 153
2z 4>(1+U) xl xl >{a w 7y 2z ) ] ( )

k=1.1-1




48

Ja para o célculo das tensdes de cisalhamento, o sistema linear sO precisa ser

resolvido uma Unicavez, podendo V, e V, ser aplicados simultaneamente.

A expressdo das tensdes de cisalhamento em qualquer ponto no interior de

um elemento k é dada por:

3 TN 1

ty' :G"{é.'lﬂ_ylxcik' U>{§Xky ><(yk2‘ Zk2)+yk 2, X, ]} (154)
i=1
$ IN. 1

Lo =ed T wf ok - Do 2 s
i=1

Nas egs. de (143) a (155) é valido considerar:
N, 0 nimero de elementos em que a segdo transversal foi dividida
N, dado pelas egs. (136).
k
C; dado pelaeg. (132).

y| e z{ dados pelas egs.(137) e (138).

4.3.2 - Elemento isoparamétrico delinha

No caso de secdes transversais de paredes delgadas, como é o caso das segdes
dos nucleos resistentes, € mais conveniente utilizar elementos finitos de linha na sua

discretizacdo. Estes elementos sdo obtidos pela definicdo de nds sobre o eixo X,

substituindo os nés pré-existentes. Trata-se, entretanto, apenas de uma mudanca dos
pardmetros que definem a geometria e o deslocamento, visto que o elemento
continua a ter comportamento plano. A razéo da maior conveniéncia da utilizacdo
desse elemento reside basicamente no fato de que a entrada de dados é facilitada.

Assim, um elemento de quatro nés torna-se um elemento de linha de dois nos.
Um elemento de seis nés (que tem aproximacdo linear numa das direcbes e
quadratica na outra) ird gerar um elemento de linha de trés nés, o qual permitird uma
aproximagdo quadratica para os deslocamentos e para a geometria. Os dois casos
estdo indicados nafigura 14.

Neste trabalho, optou-se por utilizar o elemento isoparamétrico de linha de

dois nds, que apresenta aproximacdo linear em seu interior tanto para a geometria
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como para o empenamento. Como se pode ver na figura 14 os n6s 1 e 4 do elemento
quadrangular sdo substituidos pelo n6 1 do elemento de linha (1e), assim como 0s
nos 2 e 3 sao substituidos pelo no6 2 deste elemento ( 2e). Estes novos nos estéo sobre
0 eixo X do elemento quadrangular.

Uma vez definidos os n6s do elemento de linha, passa-se a definir a

geometria e 0 empenamento em seu interior em funcdo de novos parametros,

conforme serd mostrado a seguir.

Figura 14 - Transformacéo de elementos bidimensionais em elementos de linha

Como os nos 1e e 2e estdo no ponto médio daretaqueligaosnéslede2e

3, respectivamente, é valido escrever:

Yie = 01*Ya) ;y“) (156a)

e = &+z) (156b)
2

Yoe = (2*¥s) (156c)

2
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Z, = @ (1560)

Sendo t, aespessurada parede junto ao n6 le e t, aespessurajunto ao nd
2e e sendo b o angulo entre 0 eixo X e 0 eixo Yy, com sentido positivo de y para X

no sentido anti-horério, é vaido escrever:

Y,- Y, =-t xenb (1579)
z,- z, = +t, xcosb (157b)
Ys- Y, =-t,senb (157¢)
z,- z, = +t, xcosb (157d)

O angulo b é calculado por:

b= arccosQLyleg (158)
¢ 1 g

sendo 1 o comprimento do elemento de linha, dado por:

I = \/(yZe - yle)2 + (ZZe - Zle)2 (159)
As relagOes dadas nas egs. (156), (157), (158) e (159) podem ser visualizadas

nafigura 15.

Yo Yie V1 Ya Voo Vo

Figura 15 - Definicéo de parametros no elemento de linha



Partindo das egs (137) e (138) e utilizando as egs (156), (157), (158) e (159)

podem-se expressar as coordenadas y e z no interior do elemento de linha como

funcgdo das coordenadas dos nés 1e e 2e, do angulo b edasespessuras t; € t
y =

(yle yZe) + (y2e - yle) XX Senb (t ) >h Senb>=(t tl) >9(>h
2 2

- (Zle + ZZe) (ZZe

+ - Zle)
2 2

(160)
XK+ coshx-1 2/ (t, + n 2)><h+cosb><wxx»h

(161)
Para que a formulac&o apresentada anteriormente sgja valida, é preciso que as
espessuras t, e t, sgam tomadas perpendicularmente a0 eixo X
consequéncia, 0 eixo h seratambém perpendicular ao eixo X

Como
Calculando-se o0 Jacobiano, obtém-se

é(yZe B yle)

& -senbv(tz_t
J=a
é

1) * (ZZe - Zle)
4
& sen b>{(t1+t2) +(t2 - tl) ]
e 4

+cosbx=—1~ (&, - 2 1)
(162)
Cosb){(tl+t2) +(t2 1) >9(]U
4 4
Uma vez que se reduziu o nimero de nés de quatro para dois, havera a
necessidade de se definir dois paréametros de deslocamento em cada nd do elemento

U

delinha. A transformacao é indicada a seguir

Definem-se no né le dois parametros, como fun¢éo dos parémetros C, e
Cy:
+
={etc) (163)
2
(C4 - Cl)
cg=———-=
& 2

(164)
No no 2e, definem-se também dois pardmetros, em fungdo de C, e C,
L ={C2*C) (165)
2
— (Cg - Cz)
C =2 <7
g =2

(166)
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Manipulando algebricamente a eg. (132) e utilizando as egs. (163), (164),
(165) e (166), escreve-se 0 empenamento em funcéo dos novos parametros:

(1- x)

>{Cle + h mg] + >{02e + h >Cge] (167)

c=

(1+x)
2

Os elementos do inverso do Jacobiano sd0 designados como mostrado

abaixo:

eau a, U
J 2 (168)
"= &, a,y

Substituindo-se na eg. (142) o valor do Jacobiano dado pela eq. (168) e as

derivadas parciais ﬂ_)c( e e obtidas a partir daeq. (167), chega-se a

Th

ifcu

iyt
|.”Zy

t1zp

1 1-x
-§><h>eﬂ ( )>e12UIC u

1 1
Exhxaﬂ (2X) zzulcigg

3

NIFRPN| R
BBS

(D:(P) (D) (D)I [N

(O
=
$

1 (1+x)
—
et 2

1 1+Xx
E"hmﬂ ( >922 IC%K

’%U |c .U (169)

+
(D:(F) D> (D)l

N

N

8

Chamando-se na primeira matriz:

1 1 1- X
_'Emu Ag’:'E)‘h)eu ( )>e12
1 1 (1- x) (170)
51:'5@1 Bg’:'thmzl *a,,

E na segunda matriz:

1 1 1+x
A2:E>au AQ:Exh)au ( )>612

1 1 1 X
B, =2 % Bg:E’h"aﬂ 0+

(172)

A,

Os termos da matriz de rigidez do elemento de linha ser&o dados por:

LA A +B B, A AC+B BW

Ky = Q%ActxA +BHB, AGALH B@B%’detJdth (72)
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emquei=L12; j=12.
O vetor de forgas nodais dos elementos de linha seré dado por:

PLIS)OA, S8, + 211+ n) N, Xy Xk, +2XK,)i

O 5 g+, B+ 21+ n) N, Xy, +2 ><k)éxoleuolxolh (173)

P =
emquei=1,2eS eS, siodadosnaeq. (128) e (129).

Dispondo-se agora da matriz de rigidez do elemento de linha, monta-se a
matriz de rigidez da secdo transversal, de acordo com as conectividades dos
elementos. O mesmo se faz em relagéo ao vetor de forcas nodais.

O sistema linear obtido € indeterminado. Para que se torne possivel e
determinado € preciso que se atribua um valor arbitrario a qualquer dos parametros
¢ dos nés (atribuir um valor arbitréario a qualquer dos parametros ¢ ¢ faz com que o
sistema continue indeterminado).

Resolve-se, entdo, o sistema linear e tem-se a solucdo. O passo seguinte € 0

cdlculo dos fatores de forma nas direcdes Y e z, que também é feito pelos dois

processos descritos anteriormente:

1) Processo de imposicéo de condicdes de contorno nos deslocamentos.

Deve-se resolver o sistema linear duas vezes. Na primeira aplicase

carregamento V, arbitrario, mantendo-se V, =0. Com o vetor de deslocamentos

encontrado, calculam-se:

GxA 11 ) n
=== C xdet Jdxdh] - ————X(1, - | 174
>{ v »{9199: Vi I ey e @)
ne 11
__>{_ %%a O 2, *det Jdxdh]} (175)

y k=1.1.1

Da segunda vez, aplicarse V, arbitrario, mantendo-se V, =0 e com o vetor

de deslocamentos obtidos, calculam-se:

GXA ne 11
-—>{- —>{a OCF %, xdet Jdxdh]} (176)
Z k=1_.1-1
1 GxA  &'1% ., n

__>{_>{a O 2, >detdedh]+4X(1—+n>‘(|z - 1))} (177)

z k=1_1-1 )



sendo:

N, : nimero de elementos em que a se¢do transversal foi dividida
Y, € z, dadospelasegs. (160) e (161)
c* édado pelaeq. (167)

2) Processo de igualdade da energia de deformacéo.
O sistema também deve ser resolvido duas vezes. Na primeira com

carregamento arbitrario V, e fazendo V, =0, calcula-se o vetor de deslocamentos
C . Multiplicando esse vetor por |, / k, , obtém-se o vetor c, . Com estes valores,

calculam-se em cada um dos k elementos:

e,k 1

bwk = 11;/ - E><|y><(yk2- z.%) (178)
fc k

by, = ﬂ; - 1y Xy oz, (179)

Na segunda resolugéo do sistema, aplica-se V, arbitrario e V, =0. O vetor

de deslocamentos C obtido é multiplicado por 1,/k,, obtendo-se o vetor c,.

Calculam-se entdo em cada elemento k:

_ ¢,
bzyk 0 |, %y, X2, (180)
ck 1
L= e ) (181

O valor dos fatores de forma é dado entéo pelo calculo:

A otk ko
a, = 13 Oafb..2+b, %) et Jdxdh] (182)
" ax1ru) A A, k:1_9(}w y
A gell Kk Kk
a_=a, = 18 Ofb,, b, +b,,%,,) et Jdxdn]  (183)

yz y ~ 2
4X1+u) ><|y><|Z

k=1.1-1

A e 11 k2 k2
a,= cib,,“+b,,”) *xdet Jdxdh 184
2z 4>(1+U)2><|yxlz >{ka:l(lxli zy zz ) ] ( )
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Para o calculo das tensbes de cisalhamento, o sistema linear sd precisa ser
resolvido uma Unica vez, podendo as forgas V, e V, serem aplicadas a0 mesmo
tempo.

A expressdo das tensdes de cisalhamento em qualquer ponto no interior de

um elemento k é dada por:

k

1
A ik CRE PR AN (185)
k
1
ot = G- Wy ok, - 2kt - 200 (186

sendo Yy, e z, dadospelasegs. (160) e (161) e € * é dado pelaeq. (167).

4.4 - Elementos de Timoshenko e respectivas matrizes derigidez

Nos itens anteriores, apresentou-se a formulacdo necessaria ao calculo de
fatores de forma por meio analitico ou numérico (MEF), o que é uma condicdo para
0 emprego da teoria de Timoshenko. Apresentam-se a seguir matrizes de rigidez de
dois elementos de Timoshenko citados no capitulo 2, as quais foram utilizadas nas
alteragdes do CEASO 01.

1) Matriz de rigidez desenvolvida por ARCHER (1965) e SEVERN (1970),
gue é a mais freqlientemente apresentada na literatura, como em GERE & WEAVER
(1965) e PRZEMIENIECKI (1968), escrita a seguir para a disposicdo de
coordenadas indicadas nafigura 16.

é12xEX 6xEX 12>E X 6xEx u
e % T T Tt
COEN  AENd o BEA  2ENd

[K] —é L2 2 L 2 4 L2 2 L 2 SU
AT & 12XEX 6XE 12xE X 6EX . |
R R I T

€ 6xEX 2 ¥E ¥ 6 xE AxE X u
I e T Ty

Os parametros f,, f, e f, tém aseguinte definigdo:



1+2xg

2Q T')4

Figura 16 — Sistema de coordenadas - matriz de ARCHER
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(187)
(188)

(189)

(190)

2) Matriz apresentada por PILKEY et a (1995), considerando a

interdependéncia da flexdo em torno dos eixos principais de inércia, que ocorre

quando a se¢do € assimétrica.

A matriz apresentada corresponde a seguinte ordenacdo de coordenadas de

deslocamentos:

¥ %<

Figura 17 - Sistema de coordenadas - Matriz de PILKEY et al.
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oo.oocooooocooooooo o ac

4 L L L L
gkn E Ky k31 B E ><k31 - Ky E Ky, k31 B E >‘k31
¢ L L L
€ k22 E xksl k42 - E ><k11 k62 - E ><k31 k82
s L L L
a k33 - E ><k33 - k31 E >‘k31 kss - E ><k33
é L L
K = 1.6 K K3 Key XK Key
D é
A L L
g k11 B E ><k11 k31 E xk31
é . L
é sm. Kz B E ><k31 Ks
e L
e k33 E ><k33
e
é Ky
Sendo:

D=Lob, b, L' +12xa, b, +a, %,) x> +144xa, =, - a,’)]

0S termos da matriz sdo:
ky, =12X(b, X2 +12%a,,)
ky =-144>a,
ks =12Xb, 1 +12>a,,)
Ky = 44D, X0, X* +3X4xa,, %, +a,>0,) 4 +36Xa,, x4, - a,’)]/b,
k,, =360, 0
Ka =4b, X0, XL +3Xdxa, b, +a, b,) 4> +36Xa,, <, - a,’)]/b,
Kez = 27{b, X0, X" +3X(4xa,, *b, - 2>, %0,) 1* - 72Xa,, *a,, - a,°)]/b,
ke, =360, X.°

Kes = 25{b, 0, XL* +3X(4xa, X, - 24, %0,)X* - 72Xa,, *a,, - a,,")] /b,
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5- TEORIA DE TIMOSHENKO APLICADA AOS
ELEMENTOSVERTICAISDE CONTRAVENTAMENTO

O programa CEASO 01 apresenta cinco tipos de elementos verticais de
contraventamento. A seguir, apresenta-se 0 sistema de coordenadas de deslocamento
de cada um deles, referido ao seu sistema de eixos cartesianos locais, assim como as

alteracOes realizadas em suas matrizes de rigidez.

ELM — 01: apresenta apenas duas coordenadas, ou segja, translacéo na direcdo
axial em cada extremidade, como mostrado na figura 18. Como néo apresenta flexao,

suamatriz derigidez [R,], apresentada abaixo, ndo foi modificada.

Figura 18 — Coordenadas de deslocamento do ELM — 01
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ELM — 02: é o elemento de portico plano, com flexdo apenas no plano do
painel. As suas seis coordenadas (translagdo na direcdo dos eixos x e z erotagdo em

torno do eixo y, em cada extremidade) sdo apresentadas na figura 19. As suas
matrizes de rigidez, sem considerar a deformagdo por cortante [RZ] e com essa
consideracéo [Rz] c Sa0 apresentadas apoés a figura 19. Os valores f, ,f, ef, sdo

dados pelas egs. (187), (188) e (189), apresentadas no capitulo 4.

L\
a

R
A
X
()]
f
X
N
fh
X
o
A
X

<
<
<
<

—
-
N
—
—
N

simétrica —_— 0

X
o
1
D: (> D> D> D> D> D> D> (D> D> (D> (D> (D> (D,
N
X
(@)]
P-4
ooooooooooooooaoooaoaoaoc
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E4XEX 6XE X 2>EX 6>E X u
éTyxf2>tf4 0 E y>f2 L y>¢2>f3 - 12 y>f2l’J

e ExA ExA u

é - 0 0 .= 0 a

e u

& 12>€EX, 6XEX, 12€X,

é 3 2 2 X, - 3 20
G- L L 5
2lc™€ 4xEX 6xE X y
é Ysf, o, - Y, U

e L L® u

g simétrica ? 0 ﬂ

¢ 1254, U

e ) u

é L3 a

ELM — 03: é o elemento de pdrtico espacial, com flexdo em torno dos dois
eiXos principais de inércia. As suas dez coordenadas de deslocamento (translacéo na

direcdo dos eixos x, y e z e rotagdo em torno dos eixos y e z, em cada
extremidade) sdo apresentadas na figura 20. A sua matriz de rigidez sem considerar

a deformagdo por cortante [R3] é subdividida em quatro submatrizes, assim como a
matriz que considera o efeito acima referido [Rs]c. Essas submatrizes séo
apresentadas apos afigura 20. Os parémetros f,, f, , f,,, f,,, f5, € f,, sdo obtidos

das eqs. (187), (188) e (189), bastando substituir | por |, ou I, .

®@
<3 @
\\/

Figura 20 - Coordenadas de deslocamento do ELM — 03
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ELM — 04: apresenta duas coordenadas a mais que o ELM — 03, que sdo as

rotacOes em torno do eixo X em cada extremidade do elemento, como se mostra na

figura 21. Portanto a submatriz de flexdo deste elemento, sgja considerando ou néo a

deformacao pelo esforgo cortante, éidénticaado ELM - 03.

ELM — 05: é o elemento de barra de sete coordenadas por né desenvolvido

por TARANATH (1968): translacOes nas diregOes dos eixos x, y e z erotagdesem

torno desses eixos, aém da primeira derivada da rotacdo em torno do eixo x. O

sistema de coordenadas de deslocamento desse elemento € mostrado nafigura 22. No

que se refere a flexdo, o comportamento deste elemento € o mesmo do ELM — 03 e

portanto as submatrizes de rigidez, com ou sem efeito do cortante, sdo as

apresentadas anteriormente para aquele elemento. No caso da consideracdo de

deformacéo pelo cortante, existe a opcao de utilizar a matriz dada por PILKEY et a



(1995), que considera o acoplamento da flex&o em torno dos dois eixos principais e €
apresentada no capitulo 4, no item 4.4.

A submatriz referente as coordenadas da teoria de flexo-torcéo de Vlassov €
indicada a seguir, sendo a primeira linha (ou coluna) relativa a coordenada 6, a
segunda linha, a coordenada 7, a terceira linha, & coordenada 13 e a quarta linha, a
coordenada 14. Esta submatriz € desacoplada da submatriz de flexdo e denominada

[Rls -

u

g Lsch- 3 chor o 3

_E a a J
[R]Sft_g@ a>sh ch-1 u
e s

e sim. L>xh- —u

é al

Sendo L o comprimento do elemento de nucleo, |, o momento de inércia a
torcdo e |, 0 momento setorial deinércia, as variaveis presentes na matriz acima sao

as seguintes:

G,
a=
EX,,

sh =senh(axL)

ch=coh(ax.)

- G,
2- 2>ch+L>a>sh

g



Figura 22 - Coordenadas de deslocamento do ELM — 05
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6 - RESULTADOSOBTIDOS

6.1- Exemplo1

O objetivo deste exemplo é aferir os resultados obtidos com o programa
CEA SO 01 modificado, comparando-os com os de trabalhos ja realizados.

Para isso, utilizase um exemplo extraido de PLAIS (1998), que consiste
numa viga de secéo transversal em | engastada numa extremidade, com aplicacéo de
forga concentrada na extremidade livre de valor P =100 kN , conforme mostrado na
figura 23.

A viga em gquestdo € subdividida em vinte elementos e apresenta a secéo
transversal mostrada na figura 24. Paraa se¢do | apresentada, adotam-se modulo de

elasticidade longitudinal E =21.000 kN/cm2 e coeficiente de Poisson u=0,3. No
célculo do fator de forma, utiliza-se a expressdo simplificada a = A /A, (sendo A
adreadasecdo transversal e A, aéreadaama), proposta por diversos autores, entre

os quais GERE & WEAVER (1965), que resulta no valor a =3,22222. O fator de
forma calculado pelo processo geométrico foi a =3,25284 e pelo energético,
a=327637.

A tabela 2 apresenta os valores do deslocamento sob a carga P para uma

variacdo do comprimento davigadesde L =25 cm até L =500 cm.

3 l P =100 kN

Figura 23 - Exemplo de carregamento extraido de PLAIS



67

No programa CEASO 01, esta estrutura € modelada como um edificio de
vinte pavimentos gque consiste em apenas um elemento de nulcleo, com as mesmas
propriedades geométricas e fisicas da viga em questdo, engastado a fundacéo e
submetido a um carregamento horizontal apenas no uUltimo pavimento. Para efetuar a
variagdo de atura do edificio, altera-se a medida do pé-direito (que serd sempre
L/20).

0,8cm

*

0,4cm h= 25,0 cm
+

&

—/— —

—
13,0cm

Figura 24 - Secdo transversal daviga—exemplo 1

Tabela 2 - Deslocamentos segundo as teorias de Euler-Bernoulli,
de Timoshenko, de Alta-ordem e da Elasticidade

Deslocamento transversal na extremidade livre (cm)
Relacdo| Teoriade Teoria de Timoshenko Teoriade Teoriada
L/h | Euler-Bernoulli | CEASO 01 PLAIS Alta-ordem | Elasticidade
1 -0,00714 -0,0399 -0,0402 -0,0324 -0,0268
2 -0,0571 -0,123 -0,123 -0,109 -0,0964
3 -0,193 -0,291 -0,292 -0,270 -0,252
4 -0,457 -0,588 -0,589 -0,557 -0,536
5 -0,893 -1,06 -1,06 -1,01 -0,991
6 -1,54 -1,74 -1,74 -1,68 -1,66
8 -3,66 -3,92 -3,92 -3,81 -3,81
10 -7,14 -7,47 -7,47 -7,29 -7,34
15 -24,1 -24,6 -24,6 -24,1 -24,4
20 -57,1 -57,8 -57,8 -56,6 -57,5
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Apresentam-se a seguir graficos de deslocamento transversal pela relacéo
comprimento de viga em relacdo a altura da segdo transversal. Na figura 25, toma-se
ointervalo 1£L/h£ 4 enafigura26, ointervalo 5£ L/h £ 20.

Como se pode ver na figura 25, os resultados obtidos com o uso dateoria de
alta-ordem sdo os que mais se aproximam dos obtidos com a teoria da elasticidade,
vindo a seguir os obtidos com a teoria de Timoshenko e por fim os obtidos com a

teoria de Euler-Bernoulli.

—m— Euler-Bernoulli
Deslocamen_to tran_sversal — e— Timoshenko - Ceaso 01
na extremidade livre Timoshenko - Plais
RelacdoL/hde la4 —v— Alta-Ordem
B Elasticidade
Relacéo L/h
O,O L ] T T T T T T T T T T T T
] 1”6\1\\5\2‘0 2,5 3,0 3,5 4,0
’é\ _0’1 T X\
S | X
e 0,24
c
2 ]
S  -0,3-
(&S]
i ]
o -0,4
[a) J
_0’5 -
-0,6 ] ®

Figura 25 — Deslocamento transversal (Relagdo L/h de 1 a4)
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Deslocamento (cm)

Deslocamento transversal
na extremidade livre
Relacdo L/h de 5 a 20

Relacdo L/h

—ma— Euler-Bernoulli

—e— Timoshenko - Ceaso 01

Timoshenko - Plais

—wv— Alta-Ordem
Elasticidade

-10 -

-20 -

-30 4

-40 4

-50

-60 -

15

20

Figura26 - Deslocamento transversal (Relagdo L/h de 5 a 20)
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6.2 - Exemplo 2

Este exemplo foi extraido de SERRA (1994), sendo originalmente um modelo
reduzido analisado e ensaiado por TSO & BISWAS (1973). Foi feita a converséo de
unidades de forca e comprimento de libra-forca e polegada para newton e centimetro,
respectivamente.

Ele consiste numa estrutura de vinte andares, com pé direito de 6,223 cm,
formada por dois nucleos resistentes ligados entre si por lintéis, a qual se aplica um
momento de torcdo no topo de 2.306,32 N.cm. Adotase para o material

componente da estrutura modulo de elasticidade longitudinal E = 302.591,6 N/cm?

e transversal G =112.592,2 N/cm?. Os lintéis apresentam secdo transversal de
largura 0,61976 cm e aturade 0,9525 cm. Nafigura 27 € apresentado um corte da

estrutura por um plano horizontal, no nivel doslintéis.

12,065 cm
y
Z
C.T. 2,2625 cm
N1
6,0325 cm
Zg
Yg
L1 Lo 3,81cm
Xg
_’ ‘_
0,61976 cm 6.0325 cm
N2
, 1Y 2,2625 cm
CT. B

Figura 27 — Corte transversal da estrutura do exemplo 2
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Os fatores de forma da secdo de ambos os nlcleos séo: a,, =2,76184 e
a,, =2,34787 quando calculados pelo processo geométrico e a,, =311191 e

a,, =2,36976, quando calculados pelo processo energético. Os fatores a,, ea,,

s80 nulos, devido ao fato de a se¢éo transversal apresentar um eixo de simetria. Neste
exemplo, utilizaram-se os fatores de forma obtidos pelo processo de energia.

A posicdo do centro de tor¢do dos nucleos, a uma distancia de 10,200 cm do
no mestre da lgje (sobre o eixo Z,) foi calculada com base na suposi¢éo tradiciona

de gque as tensbes de cisalhamento sgam constantes ao longo da espessura das
paredes. O célculo baseado na distribuicdo de tensdes obtida com a formulagéo
apresentada neste trabalho leva a que o centro de torcdo estga situado a
10,189 cm do n6 mestre.

Apresentam-se a seguir tabelas e gréficos que mostram as alteracdes nos
deslocamentos e esforcos na estrutura devidas a consideracdo de deformacdo por
esforgo cortante (DPC) nos nucleos. No gréfico das rotagdes no topo dos pavimentos
apresentam-se os resultados obtidos por Serra, cujo trabalho leva em conta a
deformacdo devida ao esforco cortante nas paredes do nucleo, conforme visto no

item 2.1 do capitulo 2.



Tabela 3 — Rotagdo em torno do eixo X ; no topo dos pavimentos

Pavimento| ROLE6E0 (107 rad) Rotagao (10°rad) | Variacio
sem considerar DPC | considerando DPC (%)
1 0,0457 0,1008 +120,54
2 0,1696 0,2975 + 75,39
3 0,3553 0,5478 + 5421
4 0,5895 0,8409 + 42,65
5 0,8619 1,168 + 3547
6 1,165 1,521 + 30,62
7 1,491 1,895 + 27,16
8 1,835 2,286 + 24,57
9 2,194 2,690 + 22,59
10 2,564 3,103 + 21,02
11 2,942 3,523 + 19,76
12 3,326 3,949 + 18,74
13 3,714 4,379 + 17,90
14 4,105 4,811 + 17,20
15 4,497 5,244 + 16,61
16 4,889 5,677 + 16,13
17 5,278 6,108 + 15,72
18 5,664 6,535 + 15,38
19 6,045 6,959 + 15,12
20 6,418 7,363 + 14,71
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A andlise da tabela anterior permite constatar a reducéo da rigidez a torcéo da

estrutura devida a consideracdo da deformacao por cortante nos nucleos resistentes, o

que provoca acréscimo nas rotagbes em torno do eixo X,. Como se sabe, arigidez

de uma estrutura a torcéo pode ser dividida em duas parcelas. a primeira corresponde

a soma das rigidezes a tor¢do dos elementos verticais e a segunda corresponde a

soma dos produtos das rigidezes a translacdo dos elementos verticais pela distancia

desses elementos ao nd mestre da laje, medida na direcéo perpendicular a da rigidez

considerada. Levar em conta a deformacéo por cortante faz com que segunda

parcela se reduza, umavez que arigidez a translacdo nas direcbes y e z dos nucleos

é reduzida e, portanto, arigidez do edificio ator¢do se reduz.



Tabela4 — Momento torgor em N, .

Pavimento Momento torcor (N.cm) | Momento torcor (N.cm) | Variagdo
sem considerar DPC. considerando DPC. (%)

1 84,115 441,75 + 425,17
2 156,17 167,24 + 7,09
3 211,32 225,47 + 6,70
4 255,20 266,05 + 4,25
5 289,63 298,19 + 2,95
6 316,72 323,51 + 214
7 337,96 343,43 + 1,62
8 354,55 359,02 + 1,26
9 367,43 371,16 + 1,01
10 377,33 380,50 + 0,84
11 384,79 387,56 + 0,72
12 390,25 392,73 + 0,63
13 393,99 396,30 + 0,58
14 396,34 398,45 + 0,53
15 396,95 399,31 + 0,59
16 397,70 398,92 + 0,31
17 391,61 397,27 + 1,45
18 405,13 394,32 - 2,67

19 336,54 386,72 -12,98
20 574,11 535,72 - 6,69

Obs: Os valores de momento torgor em N, sdo idénticos aos de N .
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Tabela5 — Esforgo cortante no nicleo N1 na diregdo de seu eixo z local

Pavimento Esforco cortante (N) | Esforco cortante (N) | Variagéo
sem considerar DPC | considerando DPC (%)
1 104,81 69,75 - 3345
2 97,75 96,66 - 111
3 92,34 90,95 - 1,50
4 88,04 86,97 - 1,21
5 84,66 83,82 - 0,99
6 82,01 81,34 - 0,81
7 79,92 79,39 - 0,67
8 78,30 77,86 - 0,56
9 77,03 76,67 - 047
10 76,06 75,75 - 041
11 75,33 75,06 - 0,36
12 74,80 74,55 - 0,32
13 74,43 74,21 - 0,30
14 74,20 73,99 - 0,28
15 74,14 73,91 - 0,31
16 74,07 73,95 - 0,16
17 74,66 74,11 - 0,74
18 73,34 74,40 + 1,45
19 80,06 75,14 - 6,15
20 56,77 60,54 + 6,63

Obs: O esforgo cortante no nicleo N, tém os mesmos valores (em maédulo)

dados natabela 5, porém em sentido contrério.

Na estrutura em questdo, o momento aplicado no topo do edificio
(M, =2.306,32 N.cm) é absorvido pelos momentos torgores nos nicleos N, e N,
e pelo bindrio formado pelo esforco cortante na diregdo do eixo z local de cada
nacleo. Como arigidez a translacdo em z de N, e N, se reduziu pela adogdo da

teoria de Timoshenko, o esfor¢o cortante nesses elementos (e o binédrio por eles
formado) também foi reduzido, fazendo com que 0 momento torgor aumentasse para

satisfazer o equilibrio expresso naeg. (191).
Mt:MN1+MN2+Rz>dCT (191)

em que:
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M, €o momento total emtorno de X, aque o pavimento esta submetido.
M, €0 momento torcor aque o nlcleo N, esta submetido.
M\, €0 momento torgor aqueonucleo N, estasubmetido.

R, éoesforco cortante nadirecdo z em cada nucleo.

z

d.; éadistanciaentre oscentrosdetorcdode N, e N, .

L, der

Figura 28 — Equilibrio a tor¢cdo do pavimento

Em decorréncia do aumento verificado no momento torcor (especiamente no
primeiro pavimento) e devido ao fato de que na proximidade do engaste com a
fundagdo o momento torcor € composto apenas de momento de flexo-tor¢cdo (sendo
nulo o0 momento de torcéo livre) ocorre um aumento muito expressivo do bimomento

na base dos nlcleos no primeiro andar, uma vez que o momento de flexo-tor¢éo

corresponde a derivada do bimomento em relacéo ao eixo X, .
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Tabela 6 — Bimomento no ntcleo N; (ou no nucleo Ny)

Bimomento (N.cm?) Bimomento (N.cm?)
Pavimento sem considerar DPC considerando DPC
Base Topo Base Topo
1 - 1.204,0 + 690,4 - 3.186,6 +459,3
2 -1.221,8 + 276,7 -1.133,7 +135,4
3 -1.2274 - 47,6 -1.192,0 -157,1
4 -1.233,5 -304,1 - 1.204,6 - 387,8
5 -1.237,4 - 506,2 -1.214,7 -570,4
6 -1.239,9 - 665,8 -1.222,2 - 7149
7 -1.241,1 -791,7 -1.227,3 - 829,2
8 -1.2411 -891,0 - 1.230,5 -919,5
9 -1.239,9 - 969,3 -1.231,8 -991,0
10 -1.237,3 -1.031,1 -1.231,3 -1.047,4
11 -1.233,3 - 1.079,8 -1.229,1 -1.092,0
12 -1.227,6 -1.118,1 -1.225,0 -1.1271
13 -1.219,9 -1.148,2 -1.218,8 - 1.154,7
14 -1.209,9 -1.172,3 -1.210,1 -1.176,3
15 - 1.196,3 -1.189,4 -1.198,4 -1.193,1
16 -1.181,0 - 1.209,5 -1.183,2 - 1.206,0
17 - 1.153,6 -1.199,4 - 1.163,5 -1.215,8
18 -1.148,5 -1.289,4 -1.138,4 -1.223,3
19 -1.027,9 -984,4 - 1.105,9 - 1.209,4
20 -1.311,6 - 2.180,6 - 1.085,6 -2161,1

Os valores dados nas quatro tabelas anteriores sdo agora apresentados
graficamente. Na figura 29 pode-se verificar que os resultados obtidos com o
programa CEASO 01 com a consideracdo de deformagdo por cortante estdo mais
proximos dos obtidos por Serra do que os obtidos por CEASO 01 sem levar em conta

adistor¢cdo no nucleo.
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—m=— sem considerar DPC

Rotagcdo em torno de X - )
9 —e— considerando DPC

topo dos pavimentos SERRA
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Rotacdo (107° rad)
Figura 29 — Rotacdo em torno de X ; no topo dos pavimentos
Momento torcor —m— sem considerar DPC
no nucleo N1 —e— considerando DPC
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Figura 30 — Momento torcor no nicleo N,
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Esforco cortante no nucleo N1 —m— sem considerar DPC
na diregéo Z local —e— considerando DPC
20 l\‘\
.
- E
-
15 a
a
1\
a
\\
«
Andar | -\\
5 -
.
OJ\..
- —— T
T T ' 1 ' I ' I v T
50 60 70 80 20 100
Esforgo Cortante (N)
Figura 31 — Esforgo cortante na diregdo do eixo z local do nicleo N,
Bimomento na base —m— sem considerar DPC
do ntcleo N —e— considerando DPC
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Figura 32 — Bimomento na base do nicleo N,
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6.3 - Exemplo 3

Este exemplo foi desenvolvido por SILVA (1989) e analisado também por
MORI (1992) e MATIAS JR. (1997).

A estrutura analisada € um edificio de 15 pavimentos e pé-direito de 4,0 m,

cujo sistema de contraventamento € constituido por quatro porticos planos, quatro
pilares de flexdo em torno de dois planos e um nucleo estrutural de secéo transversal

em forma de U e parede de espessura constante de 15 cm.

Na figura 33 encontra-se a planta do pavimento-tipo do edificio. Este

apresenta vigas de secdo retangular 20 cm x 60 cm e pilares de secdo também

retangular de 25 cm x 50 cm. Todos os elementos da estrutura apresentam modulo

de elasticidade longitudinal E =2.000 kN/cm? etransversal G =800 kN/cm?.

y 50m

1,0 I i 0,15
! P9 L
P7|} L0 i [ |
g
K, 15m 1 4
—_—) Yq 50m
X

50m

Figura 33 — Planta do pavimento-tipo do exemplo 3
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Os fatores de forma da segdo do nlcleo sdo: a,, =2,36791 e a,, = 2,98366
quando calculados pelo processo geométrico e a,, =251300 e a,, =3,00295,
quando calculados pelo processo energético, tendo sido estes Ultimos os valores
utilizados na andlise deste exemplo

O carregamento aplicado consiste em forcas horizontais e verticais. No Ultimo
pavimento, as forgas aplicadas séo:

- Carregamento uniformemente distribuido sobre asvigasde 10 kN/m.

- Forgas verticais aplicadas nos pontos 1, 2, 3 e 4 do nucleo de 35 kN,
90 kN, 90 KN e 35 kN, respectivamente.

- Forca horizontal aplicada na direcdo e sentido do eixo Y, de 255 kN ..

Em cada um dos demais pavimentos, as forcas aplicadas s&o:

- Carregamento uniformemente distribuido sobre asvigasde 20 kN/m.

- Forgas verticais aplicadas nos pontos 1, 2, 3 e 4 do nlcleo de 70 kN,
180 KN, 180 kN e 70 kN, respectivamente.

- Forca horizontal aplicada nadirecéo e sentido do eixo Y, de 51 kN.

Apresentam-se a seguir tabelas comparativas de deslocamentos e esforcos,
com e sem consideracdo da deformacéo pelo esforgo cortante, tanto no nlcleo como
nos pilares. Apresentam-se também resultados obtidos por Silva, que utilizou o
modelo de substituicdo das paredes do nicleo por pilares de rigidez equivalente cuja
matriz de rigidez leva em conta o efeito da distor¢éo devida ao esfor¢o cortante,
conforme visto no capitulo 2.



Tabela 7 — Translagdo do nd mestre das Iajes na diregdo de Y

81

Laje Trand a&;éo (cm) Tra_nsl acao (cm) Trand g(;éo (cm)
sem considerar DPC | considerando DPC Silva
1 0,51 0,58 0,59
2 1,49 1,62 1,64
3 2,68 2,86 2,90
4 4,00 4,23 4,27
5 5,41 5,67 572
6 6,85 7,14 7,19
7 8,30 8,62 8,65
8 9,73 10,07 10,09
9 11,12 11,47 11,49
10 12,44 12,82 12,81
11 13,70 14,09 14,07
12 14,89 15,29 15,25
13 16,01 16,41 16,36
14 17,05 17,46 17,39
15 18,05 18,45 18,36
Translacdo em Y dos —=—sem ZO”SidgfaéFE’CPC
z . —®— considerando
noés mestres das lajes SILVA
15 >
)/)/
12 &
. o /./l_
g =
6- e
/
e
5 e
/l
.
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Translacdo (cm)

Figura 34 — Translagdo em Y, do nd mestre daslajes



Tabela 8 — Rotagdo em torno do eixo vertical X
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Rotacdo (10°rad) | Rotagdo (107 rad) | Rotacso (10 rad)
Laje | sem considerar DPC | considerando DPC Silva
1 0,6912 0,6817 0,65
2 1,631 1,620 154
3 2,450 2,440 2,33
4 3,130 3,125 2,99
5 3,688 3,688 3,54
6 4,139 4,145 3,98
7 4,498 4,509 4,33
8 4,775 4,791 4,61
9 4,976 4,997 4,81
10 5,108 5,133 4,94
11 5173 5,201 5,01
12 5171 5,202 5,01
13 5,102 5134 4,95
14 4,962 4,995 4,81
15 4,753 4,790 4,62
Rotacéo das lajes —=— sem considerar DPC
em torno de X —e— considerando DPC
g SILVA
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Figura 35 — Rotacao daslajesem torno de X




Tabela9 — Momento fletor em torno do eixo z loca
do pilar 3 naextremidade inferior
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sem considerar DPC | considerando DPC Silva
1 133,78 139,87 135,8
2 113,39 114,38 96,1
3 107,58 108,83 94,1
4 104,44 105,20 88,7
5 99,51 100,05 83,0
6 93,54 93,90 76,2
7 86,59 86,82 68,7
8 78,94 79,08 60,6
9 70,79 70,85 52,0
10 62,33 62,34 43,2
11 53,74 53,69 344
12 4517 45,06 255
13 36,92 36,70 17,0
14 28,53 28,34 8.4
15 24,86 24,02 45
Momento fletor em torno do | ™ sem considerar DPC
eixo z na base do pilar3 | considerandoDPC
SILVA
15
12
o 9 N
o
E
s 6
o
3 \\.\\
\\o
o 20 40 60 80 100 120 140

Momento fletor (kN.m)

Figura 36 — Momento fletor em torno do eixo z na base do pilar 3



Tabela 10 — Momento fletor em torno do eixo z local

do pilar 2, em sua extremidade inferior

Pavimento M, (!(N.m) MZ (KN.m)
sem considerar DPC | considerando DPC
1 + 7,27 - 4,82
2 -19,94 - 21,80
3 - 36,00 - 38,23
4 - 46,30 - 47,59
5 - 52,96 - 53,77
6 - 56,66 -57,11
7 - 58,14 - 58,34
8 - 57,92 - 57,97
9 - 56,52 -56,45
10 - 54,37 - 54,21
11 - 51,89 - 51,64
12 - 49,42 - 49,08
13 - 47,58 - 47,05
14 - 45,37 - 4491
15 - 52,59 - 50,71

Tabelall - Momento fletor em torno do eixo y local

do nucleo, na extremidade inferior

Pavimento M, (kN.m) MZ (KN.m) M, (kN.m)
sem considerar DPC | considerando DPC Silva
1 - 9.804,96 - 9.663,59 - 9.494,3
2 -7.462,12 -7.418,14 - 7.280,6
3 -5.590,08 -5.577,32 -5.472,6
4 - 4.044,12 - 4.056,94 - 3.987,1
5 -2.777,80 - 2.806,09 - 2.763,5
6 - 1.745,47 - 1.783,23 -1.762,5
7 - 914,09 - 956,72 -952,7
8 - 257,10 - 301,54 -310,1
9 + 245,56 + 201,37 +183,6
10 + 608,48 + 565,96 +542,3
11 + 841,45 + 801,63 +774,9
12 + 949,71 + 913,49 + 886,4
13 + 934,71 + 902,94 + 887,9
14 + 790,90 + 765,52 + 745,4
15 + 527,87 + 507,44 + 496,0




Momento fletor em torno do —®— sem considerar DPC
. , —e— considerando DPC
eixo y local na base do nucleo
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Figura 37 — Momento fletor em torno do eixo y local na base do nicleo

Tabela 12 — Esforco cortante na direcdo do eixo z local do nucleo

Sem considerar DPC Considerando DPC Silva
Andar| Cortante | % esforco cor- | Cortante | % esforgco cor- | Cortante

(KN) tante no andar (KN) tante no andar (KN)
1 585,71 79,20 561,36 75,91 553,4
2 468,01 67,98 460,21 66,84 452,0
3 386,49 60,63 380,09 59,62 3714
4 316,60 53,98 312,71 53,32 305,9
5 258,06 48,19 255,72 47,75 250,3
6 207,84 42,90 206,63 42,65 202,4
7 164,24 37,89 163,79 37,78 160,6
8 125,66 32,85 125,73 32,87 123,5
9 90,73 27,37 91,15 27,50 89,7
10 58,24 20,76 58,92 21,01 58,1
11 27,07 11,80 27,97 12,19 27,9
12 -3,75 - -2,64 - -21
13 -35,95 - - 34,35 - -331
14 -65,76 - - 64,52 - - 62,4
15 -131,97 - - 126,86 - -124,0
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Esforco cortante na diregdo |—®— sem considerar DPC

do eixo z local do ntcleo | ®  considerando DPC
SILVA
L\{
12
\r\
. \_‘\
— 9 4 ol
2 Sa
< \:\
6 J\
’\‘\
\
3 u\
S\.
I T T T T T T T T T T T T T T T
200  -100 0 100 200 300 400 500 600

Esforco Cortante (kN)

Figura 38 — Esforc¢o cortante nadire¢do do eixo z local do nucleo

Tabela 13 — Somatoria de esforgos cortantes nos pilares nadiregéo Y

Andar| S cortantes (kN) S cortantes (kN) Variagéo
sem considerar DPC. | considerando DPC. (%)

1 153,79 178,14 + 15,83
2 220,49 228,29 + 3,54
3 251,01 257,41 + 2,55
4 269,90 273,79 +1,44
5 277,44 279,78 +0,84
6 276,66 277,87 +0,44
7 269,26 269,71 + 0,17
8 256,84 256,77 -0,03
9 240,77 240,35 -0,17
10 222,26 221,58 -0,31
11 202,43 201,53 -0,44
12 182,50 181,14 -0,74
13 163,45 161,85 -0,98
14 142,26 141,02 -0,87
15 157,47 152,36 - 3,25
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Andar

Somatoria de esforgos cortantes |—ms— sem considerar DPC
nos pilares na dire¢ao Y, —*— considerando DPC

15 eom
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Esforco cortante (kN)

Figura 39 — Somatdria de esforgos cortantes nos pilares nadiregéo Y

Tabela 14 — Esforgo cortante no pilar 1 nadirecdo y local

Andar Cortante (kN) Cortante (kN) Variagdo
sem considerar DPC | considerando DPC (%)

1 - 5,092 + 0,029 -
2 +6,14 +7,48 +21,74
3 + 14,74 + 15,98 + 8,39
4 + 20,69 + 21,45 + 3,68
5 + 24,70 + 25,19 + 1,97
6 + 27,13 + 27,41 + 1,05
7 + 28,32 + 28,47 + 0,52
8 + 28,58 + 28,63 +0,19
9 + 28,15 + 28,14 - 0,05
10 + 27,27 + 27,21 -0,22
11 + 26,15 + 26,04 - 0,40
12 + 24,94 + 24,80 -0,57
13 + 24,07 + 23,82 -1,02
14 + 22,41 + 22,27 - 0,62
15 + 28,87 + 27,94 -321
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Esforco cortante no pilar 1
na direcdo do eixo y local

15

—m=—sem considerar DPC
—e— considerando DPC
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Figura 40 — Esforco cortante no pilar 1 na diregdo do eixo y local

Tabela 15 — Bimomento na extremidade inferior do nlicleo

Andar| Bimomento (kN.m?) | Bimomento (kN.m?) | Variacdo
sem considerar DPC considerando DPC (%)

1 - 1.933,98 - 1.898,59 -1,83
2 + 118,56 + 99,47 - 16,11
3 + 102,67 + 102,68 -0,01
4 + 133,63 + 130,96 - 2,00
5 + 109,58 + 108,81 -0,70
6 + 95,90 + 95,50 -041
7 + 83,39 + 83,49 +0,12
8 + 74,16 + 74,54 +0,51
9 + 67,36 + 67,93 + 0,85
10 + 62,81 + 63,48 +1,07
11 + 60,36 + 61,04 +1,12
12 + 59,67 + 60,36 +1,15
13 + 61,72 + 62,03 +0,51
14 + 61,59 + 62,63 + 1,67
15 + 76,76 +74,32 -3,17
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Bimomento na extremidade |—m=— sem considerar DPC
inferior do ndcleo ————considerando DPC
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Figura 41 — Bimomento na extremidade inferior do nucleo

A andlise dos resultados obtidos neste exemplo permite fazer as seguintes
consideracOes:

- Ao considerar o efeito da deformacao pelo cortante, nota-se um aumento da
trandagdo do n6é mestre da laje na direcdo Y., que € mais pronunciado nos
pavimentos inferiores. Nota-se, também, que os resultados aproximam-se mais dos
obtidos por Silva.

- Nota-se uma diferenca muito pequena nos momentos fletores obtidos no
nicleo com e sem deformacdo por esforco cortante. Ja nos pilares, a variagdo dos
momentos fletores pode ser peguena, como no caso do pilar 3 (tabela 9) ou
significativa, como no pilar 2 no primeiro pavimento (tabela 10).

- Nota-se que a consideracdo da deformacdo por cortante provoca uma
reducéo do esforco cortante no nlcleo estrutural e, naturalmente, um aumento do
esforco médio nos pilares. Dependendo da disposicdo dos elementos de
contraventamento, a variagdo do cortante em determinados pilares pode ser bem
grande, como ocorreu com o pilar 1 no primeiro andar. Neste pilar o esforgo cortante

passou de 5,092 kKN no sentido contrério ao carregamento para 0,029 kN no
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sentido do carregamento. Essa redistribuicéo de esforgo cortante entre o nlcleo e os
pilares € muito mais pronunciada nos pavimentos mais baixos.
- Veificase também que os esforcos cortantes obtidos no nacleo com

consideracéo da deformacao por cortante estdo mais préximos dos obtidos por Silva.
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6.4 - Exemplo 4

Este exemplo foi extraido de BECKER (1989), consistindo de um edificio de
9 andares e pé-direito 30 m, cuja planta dos pavimentos-tipo € apresentada na
figura42.

Adotaram-se para os médulos de elasticidade longitudinal e transversal do
material que compBe a estrutura os valores 200 tf/cm® e 80 tf/cm?,
respectivamente.

As caracteristicas geométricas dos €l ementos que compdem a estrutura sao:

- Os pilares 1, 2, 3, 7, 8, 9, 10, 11 e 12 possuem secéo transversal de
dimensdo 30 cm x 60 cm e o pilar 5 possui secdo transversal 30 cm x 90 cm.

- As paredes do nucleo tém 20 cm de espessura

- A dimensdo da secéo transversal das vigas pilar-pilar, das vigas pilar-nicleo
edoslintéisé 20 cmx 40 cm.

O carregamento aplicado é uma forca horizontal , uniformemente distribuida

a0 longo da altura, na diregéio e sentido do eixo Z, e devaor 866,67 kgf /m.
Os fatores de forma da segdo do nlcleo sdo: a,, =2,78328 e a,, = 4,46600
quando calculados pelo processo geometrico e a,, =2,95768 e a,, = 4,49847,

quando calculados pelo processo de energia. Utilizaram-se neste exemplo os fatores
de forma obtidos pelo processo de igualdade de energia.

Apbs a figura 42, apresentam-se tabelas e graficos que apresentam 0S
deslocamentos e esforcos para o carregamento aplicado, nas hipoteses de admitir ou
desprezar a deformagéo devida ao cisalhamento pelo cortante.

Os resultados de deslocamentos dos nés mestres (tabela 16), esforcos
cortantes em nucleos e pilares (tabela 17) e momentos fletores no nucleo (tabela 19)
foram apresentados por Becker em sua dissertagéo e coincidem exatamente com 0s
obtidos pelo CEASO 01 inalterado, ja que ambos ndo levam em conta a distorcéo
tanto no nuicleo quanto nos pilares.
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Figura42 — Planta do pavimento-tipo do exemplo 4



Tabela 16 — Translacdo do n6 mestre dalaje nadirecéo de Z,
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Andar Dedloc. (cm) | Dedloc. (cm) Desloc. (cm) Dedloc. (cm)
sem DPC DPC no nacleo | DPC nos pilares | DPC nucleo/pilares
1 0,017 0,026 0,017 0,026
2 0,060 0,077 0,061 0,077
3 0,122 0,144 0,122 0,145
4 0,193 0,221 0,194 0,221
5 0,270 0,301 0,271 0,302
6 0,349 0,381 0,349 0,382
7 0,426 0,459 0,427 0,460
8 0,500 0,534 0,502 0,535
9 0,573 0,605 0,575 0,607

Translacdo do n6 mestre
da laje na direcdo Z_

Andar

—m— sem considerar DPC
—e—com DPC apenas no nlcleo

com DPC apenas nos pilares
com DPC nos nlcleos e pilares

9 n 9

8 c\//

7 4 /uc//

6 _m :‘/

5 Lé/

4 - uo//

3 //'_‘/c//

2 Y i

I

0,0 O,Il 0:2 I 0:3 0,|4 I 0:5 I 0:6 I O,I7

Translacado (cm)

Figura 43 — Translagdo do né mestre dalgje nadirecéo Z,




Tabela 17 - Distribuicdo do esforgo cortante na diregéo do eixo Z,

entre o nucleo e os pilares sem considerar deformacao por cortante

Esf. Cortante (tf)

Esf. Cortante (tf)

Esf. Nucleo / Esf. Pav.

Andar . _
Ndcleo Pilares (%)

1 21,077 1,023 95,37
2 17,590 1,910 90,21
3 14,458 2,442 85,55
4 11,567 2,733 80,89
5 8,859 2,841 75,71
6 6,305 2,795 69,28
7 3,740 2,760 57,54
8 1,608 2,292 41,24
9 -2,249 3,549 -

Tabela 18 - Distribuicao do esforgo cortante nadirecao do eixo Z

entre o nucleo e os pilares considerando deformagéo por cortante

Esf. Cortante (tf)

Esf. Cortante (tf)

Esf. Nucleo / Esf. Pav.

Andar , .
Nucleo Pilares (%)

1 19,444 2,656 87,98
2 17,639 1,861 90,46
3 14,267 2,633 84,42
4 11,468 2,832 80,20
5 8,789 2,911 75,12
6 6,256 2,844 68,75
7 3,762 2,738 57,88
8 1,529 2,371 39,21
9 -2,039 3,339 -

94
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Proporcado do esforgo cortante na
direcao Z, absorvido pelo nucleo
em relacdo ao total do pavimento

Il scm considerar DPC
I considerando DPC

Andar
N w IS ol (o)) ~ [e0]

T rrrr| ||| T T T T T

T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Proporcéo (%)

Figura 44 — Proporggo do esforco cortante nadirecdo Z, absorvido pelo nlicleo em

relacdo ao total do pavimento

Tabela 19 — Momento fletor em torno do eixo z local do nucleo

Andar M. (tf.cm) —sem DPC M, (tf.cm) —com DPC
Topo Base Topo Base
1 +14.480,74 - 20.803,91 + 14.400,39 - 20.233,60
2 +9.426,87 - 14.703,99 +0.348,64 - 14.640,40
3 +5.463,64 -9.801,14 +5.451,10 -9.731,11
4 +2.460,80 - 5.930,80 +2.483,02 - 5.923,52
5 + 318,89 - 2.976,46 + 364,38 - 3.001,18
6 - 1.040,99 - 850,39 - 980,40 - 896,40
7 -1.637,14 + 515,07 - 1.584,47 + 455,74
8 - 1.612,99 +1.130,51 - 1.538,90 +1.080,13
9 - 444,28 +1.119,01 - 438,05 + 1.049,88




Tabela 20 — Esforgo cortante na direcdo do eixo z local do pilar 2

Andar Esf. Cortante (tf) | Esf. Cortante (tf) Variagéo
sem DPC com DPC (%)

1 0,102 0,279 + 173,90
2 0,185 0,184 -0,39
3 0,234 0,256 +9,70
4 0,260 0,272 + 4,69
5 0,269 0,277 + 3,13
6 0,264 0,269 +2,04
7 0,256 0,254 -0,82
8 0,220 0,227 +3,14
9 0,311 0,287 + 7,59
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Andar

Esforgo cortante na dire¢g80 |—=s— sem considerar DPC
do eixo z local do pilar 2 [ —® —considerando DPC

Z: -/.

. , .
0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
Esforgco cortante (tf)

Figura 45 — Esforco cortante na direcéo do eixo z local do pilar 2




Tabela 21 — Momento fletor em torno do eixo y local do pilar 2

My (tf.cm) —sem DPC My (tf.cm) —com DPC

Andar Topo Base Topo Base
1 - 20,19 + 50,70 - 4,80 + 88,36
2 + 3,24 +52,11 + 7,59 + 47,54
3 + 19,59 + 50,52 + 24,29 + 52,61
4 + 30,43 + 47,54 + 33,83 + 47,80
5 + 36,89 + 43,67 + 39,43 + 43,65
6 + 39,58 + 39,48 + 41,65 + 39,02
7 + 40,87 + 36,05 + 41,47 + 34,81
8 + 34,31 + 31,69 + 37,06 + 31,02
9 + 54,92 + 38,30 + 52,39 + 33,76
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Momento fletor em torno do
eixo y local no topo do pilar 2

9

—m— sem considerar DPC
—e— considerando DPC

j: -\//./‘/l
5 o /7/7
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Momento fletor (tf.cm)

Figura 46 — Momento fletor em torno do eixo y local no topo do pilar 2



Tabela 22 — Esforgo cortante na direcdo do eixo z local do pilar 8

Andar Esf. Cortante (tf) | Esf. Cortante (tf) Variagéo
sem DPC com DPC (%)

1 0,119 0,286 + 140,70
2 0,228 0,213 - 6,47
3 0,292 0,306 + 4,90
4 0,327 0,332 +1,58
5 0,339 0,342 + 1,00
6 0,332 0,334 +0,83
7 0,329 0,324 -1,40
8 0,263 0,272 + 3,65
9 0,439 0,417 -4,98

Andar

Esforgco cortante na direcao |—=— sem considerar DPC
do eixo z local do pilar 8 [ considerando DPC

§ —

T T T T T T T T T
0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
Esforco cortante (tf)

Figura47 — Esforco cortante na direcéo do eixo z local do pilar 8.




Tabela 23 — Momento fletor em torno do eixoy local do pilar 8

Andar My (tf.cm) —sem DPC My (tf.cm) —com DPC

Topo Base Topo Base
1 - 16,80 + 52,40 - 3,339 + 89,03
2 + 10,16 + 58,12 + 12,79 + 51,07
3 + 28,63 + 58,96 + 32,11 + 59,77
4 + 40,58 + 57,43 + 43,01 + 56,55
5 + 47,52 + 54,18 + 49,35 + 53,37
6 + 49,61 + 49,87 + 51,36 + 48,94
7 + 52,17 + 46,53 + 52,35 + 44,97
8 + 38,82 + 40,01 +42,13 + 39,57
9 + 80,25 + 51,32 + 78,28 + 46,75

Momento fletor em torno do [ w sem considerar DPC

eixo y local no topo do pilar 8 |—e— considerando DPC

. S
6 Io/
LI v
3 /o//
1/2:7

Momento fletor (tf.cm)

Figura 48 — Momento fletor em torno do eixo y local no topo do pilar 8
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A andlise dos resultados apresentados permite que se facam as seguintes
consideracOes:
- A consideracdo da deformacdo pelo cortante provoca um aumento da

transagdo do nd mestre das lgjes na direcdo de Z,. Como pode ser visto na tabela

16, este aumento dos deslocamentos € devido quase totalmente a consideracéo da
distorcéo no nucleo resistente, sendo minima a contribuicéo dos pilares.

- Notase que o esforco cortante no nilcleo se reduz ao considerar a
deformacdo pelo cortante, principalmente no 1° pavimento . O nlcleo que absorvia
95,37 % do esforgo cortante total no 1° pavimento passou a absorver 87,98 %,
como se pode ver nastabelas 17 e 18.

- Também nas tabelas 17 e 18, pode-se ver que a soma de esforgos cortantes
absorvidos por todos os pilares do 1° pavimento tem um aumento de 159,63%,
passando de 1,023 tf para 2,656 tf . Em alguns pilares, o aumento é ainda maior,
como € o caso do pilar 2 ( tabela 20 ), que teve esse esforco aumentado em 173,90 %.
Nos demais pavimentos, constata-se que a variacdo € bem mais discreta.

- A consideragcdo da deformagdo por cortante altera muito pouco 0s
momentos fletores do nucleo resistente, como se pode ver natabela 19.

- Com relagcdo aos momentos fletores nos pilares, verifica-se que, a0 menos
no 1° andar, ocorreram variagbes significativas ao se considerar a deformacédo por

cortante, como pode ser visto nas tabelas 21 (pilar 2) e 23 (pilar 8).



6.5- Exemplo5
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Este exemplo consiste num edificio de 25 andares e pé-direito 2,80 m, cuja

planta dos pavimentos-tipo € apresentada na figura 49. Ele foi desenvolvido por este

autor, baseado na observacdo de caracteristicas estruturais de edificios construidos.

Adotaram-se para os médulos de elasticidade longitudinal e transversal do

materiadl que compde a estrutura os valores 2.800 kN/cm® e 1.120 kN/cm?,

respectivamente. As caracteristicas geométricas dos elementos que compfem a

estrutura sdo as seguintes:

Tabela 24 — Dimensdes dos pilares

Pilares

Dimensdes

1,4,17,20

50cm x 60cm

2,3,18,19

20cm x 60cm

6, 8,13, 15

25cm x 70cm

59 12,16

30cm x 90cm

10,11

20cm x 80cm

7,14

25cm x 80cm

Tabela 25 — Dimensdes das vigas

Vigas

Base x dtura

1,2,11,12

20cm x 65¢cm

3,4,56,7,8,9,10, 17, 18, 15cm x 30 cm

13, 14, 15, 16, 22, 23, 24,25| 20 cm x 40 cm

19

20cm x 50 cm

As paredes dos nucleos tém 25 cm de espessura e os fatores de forma dos

nicleos sdo: a, =249583 e a,, =2,82757 quando calculados pelo processo

geométrico e a, =2,66345 e a, =284699, quando calculados pelo processo

energético. Estes dois ultimos foram os val ores adotados na analise deste exemplo.

As forcas derivadas da acdo do vento foram calculadas conforme a NBR
6123, da ASSOCIA(;AO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS — ABNT

(1987), sendo admitidos:
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- Ocorréncia de ventos de baixa turbuléncia.

- Velocidade bésicado vento de 45m/s .

- Edificac8o situada no nivel superior de um talude de 40m, aumadistancia
de 120 mdo inicio da declividade.

- Terreno classificado quanto a rugosidade como de categoria V.

- Edificagdo é de classe C, devido as suas dimensoes e classificada como do
Grupo 2, quanto a sua utilizacéo.

- Considera-se excentricidade da carga de vento de 7,5 % da dimensdo
perpendicular aincidéncia do mesmo.

Aplicam-se em cada lge forgas horizontais na direcdo do eixo Z;, e

momentos torcores em torno do eixo X, conforme mostrado natabela 26.

g H

20m

50m

50m

225m 25m 0,9868m

Vio

20m

P17 Pis P1o P2o
75m 30m 30m 75m

Figura 49 — Planta do pavimento-tipo do exemplo 5
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Tabela 26 — Carregamento aplicado a estrutura

Laje F, (kN) M, (kN xcm)
1 80,70 13.315,49
2 88,95 14.677,28
3 93,91 15.494,71
4 97,40 16.070,86
5 100,05 16.507,48
6 102,13 16.852,08
7 103,82 17.130,94
8 105,21 17.360,25
9 106,37 17.550,71
10 107,33 17.709,83
11 108,14 17.843,06
12 108,82 17.954,52
13 109,38 18.047,37
14 109,84 18.124,13
15 110,22 18.186,83
16 110,53 18.237,12
17 110,77 18.276,38
18 110,94 18.305,76
19 111,07 18.326,24
20 111,14 18.338,66
21 111,17 18.343,75
22 111,16 18.342,13
23 111,12 18.334,37
24 111,04 18.320,95
25 55,46 9.151,15

Apresentam-se a seguir tabelas e graficos com os resultados obtidos neste
exemplo.
Verificase que o valor do deslocamento do né mestre da Ultima lgje

(17,11 cm) é cercade 22 % superior ao valor limite previsto pelaNB-1 daABNT "
apud CARMO (1995), que é de H/500, sendo H a altura do edificio. Apesar disso,

acredita-se que este exemplo sgja representativo do comportamento dos edificios

altos usual mente projetados.

v ASSOCIAGAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS (1994). NB-1: Texto base para revisio



Tabela 27 — Translagdo (cm) do no mestre dalaje nadirecédo de Z,

Lae |sem considerar DPC | considerando DPC
1 0,06714 0,1026
2 0,2584 0,3286
3 0,5594 0,6606
4 0,9569 1,086
5 1,439 1,593
6 1,993 2171
7 2,611 2,809
8 3,281 3,498
9 3,996 4,230
10 4,747 4,997
11 5,528 5791
12 6,331 6,607
13 7,152 7,439
14 7,985 8,281
15 8,825 9,130
16 9,669 9,982
17 10,514 10,833
18 11,357 11,680
19 12,196 12,523
20 13,029 13,359
21 13,857 14,188
22 14,678 15,009
23 15,493 15,822
24 16,303 16,630
25 17,110 17,431

104

Laje

Translagdo do n6 mestre da
laje na dire¢cdo do eixo Z,

—m—sem considerar DPC
—e—considerando DPC
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Figura 50 — Translagdo do né mestre dalaje nadiregdo do eixo Z,
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Tabela 28 — Rotagdo das Igjes em torno do eixo X, (103 rad)

Lae |sem considerar DPC | considerando DPC
1 0,01206 0,02183
2 0,04391 0,06324
3 0,09018 0,1158
4 0,1467 0,1764
5 0,2101 0,2425
6 0,2780 0,3120
7 0,3434 0,3833
8 0,4196 0,4551
9 0,4906 0,5262
10 0,5602 0,5959
11 0,6278 0,6636
12 0,6929 0,7285
13 0,7549 0,7905
14 0,8135 0,8490
15 0,8685 0,9040
16 0,9198 0,9552
17 0,9672 1,003
18 1,011 1,046
19 1,051 1,086
20 1,087 1,122
21 1,119 1,155
22 1,149 1,184
23 1,176 1,211
24 1,201 1,236
25 1,225 1,258
Rotacédo das lajes —m—sem considerar DPC
em torno do eixo Xg —e—considerando DPC
25 + [
] r
5.
20 o
&
4 /.//./0
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4 /}{}.
-
5 }{}
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Rotacdo (107 rad)

Figura 51 — Rotacao das Igjes em torno do eixo X




Tabela 29 — Soma dos esforgos cortantes nos niicleos N, e N,

nadiregdo do eixo Z,

sem considerar DPC

considerando DPC

Andar | Cortante | % esforco cor-| Cortante | % esforgo cor-
(KN) tante no andar (KN) tante no andar

1 2506,98 96,92 2293,82 88,68
2 2319,67 92,57 2306,86 92,05
3 2143,29 88,67 2106,22 87,14
4 1977,35 85,12 1950,57 83,96
5 1820,45 81,79 1798,06 80,79
6 1673,02 78,71 1654,73 77,84
7 1534,11 75,81 1518,76 75,05
8 1401,28 72,99 1389,54 72,38
9 1275,35 70,29 1266,25 69,78
10 1155,85 67,67 1148,19 67,22
11 1040,63 65,01 1034,74 64,64
12 929,48 62,27 925,26 61,99
13 821,89 59,39 819,16 59,19
14 717,92 56,33 716,00 56,18
15 616,25 52,91 615,21 52,82
16 516,20 48,96 516,30 48,97
17 417,80 44,26 418,81 44,37
18 320,32 38,45 322,28 38,68
19 223,52 30,95 226,25 31,33
20 126,55 20,71 130,25 21,31
21 28,52 5,70 33,72 6,74
22 -67,64 - -63,32 -

23 -178,21 - -165,58 -

24 -234,45 - -242,42 -

25 -556,45 - -521,68 -
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Tabela 30 — Soma dos esforgos cortantes em todos os pilares

nadirecéo do eixo Z,

sem considerar DPC

considerando DPC

Andar | Cortante | % esforco cor- | Cortante | % esforco cor-
(KN) tante no andar (KN) tante no andar

1 79,70 3,08 292,86 11,32
2 186,31 7,43 199,12 7,95
3 273,74 11,33 310,81 12,86
4 345,77 14,88 372,55 16,04
5 405,27 18,21 427,66 19,21
6 452,65 21,29 470,94 22,16
7 489,43 24,19 504,78 24,95
8 518,44 27,01 530,18 27,62
9 539,15 29,71 548,25 30,22
10 552,29 32,33 559,95 32,78
11 560,17 34,99 566,06 35,36
12 563,18 37,73 567,40 38,01
13 561,96 40,61 564,69 40,81
14 556,55 43,67 558,47 43,82
15 548,38 47,09 549,42 47,18
16 538,20 51,04 538,10 51,03
17 526,08 55,74 525,07 55,63
18 512,79 61,55 510,83 61,32
19 498,65 69,05 495,92 68,67
20 484,55 79,29 480,85 78,69
21 471,43 94,30 466,23 93,26
22 456,42 - 452,10 -

23 455,83 - 443,20 -

24 400,95 - 408,92 -

25 611,91 - 577,14 -
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Tabela 31 - Esforco cortante (kN) nadirecdo do eixo Z; no pilar 20

Andar | sem considerar DPC | considerando DPC
1 6,8336 31,057
2 13,689 14,279
3 18,703 21,758
4 22,423 24,317
5 25,058 26,580
6 26,823 27,967
7 27,882 28,756
8 28,371 29,034
9 28,397 28,900
10 28,050 28,429
11 27,404 27,686
12 26,518 26,726
13 25,444 25,592
14 24,225 24,327
15 22,901 22,962
16 21,503 21,530
17 20,065 20,059
18 18,617 18,578
19 17,118 17,112
20 15,813 15,699
21 14,521 14,335
22 13,369 13,198
23 12,374 11,785
24 11,358 11,825
25 13,619 11,505
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Andar

Esforgco cortante no pilar 20 |—=—sem considerar DPC
na diregcdo de Z —e—considerando DPC
9

25 ﬁr//-
_ T
20 \-\-\
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e
° T
e
@
.
- °
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Esfor¢co cortante (kN)

Figura 52 — Esforco cortante no pilar 20 nadirecdo de Z,
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Tabela 32 — Momento fletor (kN.cm) em torno do eixo y local do pilar 7

(paralelo a Y ), naextremidade inferior do elemento.

Andar | sem considerar DPC | considerando DPC
1 5.580,7 9.808,9
2 5.755,6 5.095,5
3 5.870,9 6.014,3
4 5.949,8 5.951,4
5 5.991,5 6.010,9
6 6.001,2 6.011,8
7 5.982,4 5.989,0
8 5.938,2 5.940,5
9 5.872,3 5.870,5
10 5.788,3 5.782,2
11 5.689,0 5.678,8
12 5.577,8 5.563,4
13 5.458,0 5.439,3
14 5.332,8 5.309,7
15 5.2054 51775
16 5.078,9 5.046,0
17 4.956,8 4.918,5
18 4.842,1 4.798,1
19 4.739,2 4.688,3
20 4.648,6 4.592,1
21 4.584,3 4.514.6
22 4.510,6 4.451.6
23 4.585,5 4.4475
24 4.210,9 4.286,6
25 5.744,9 5.207,5
Momento fletor em torno |—=s—sem considerar DPC
de y na base do pilar 7 |—® —considerando DPC
25 =
-
20 -

; 15 -

©

c

< 104

T T T T T T T T '
4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Momento fletor (kN.cm)

Figura 53 — Momento fletor em torno de 'y na base do pilar 7




Tabela 33 — Momento torgor (kN.cm) no nicleo N, .

Andar | sem considerar DPC | considerando DPC
1 3.954,06 26.611,39
2 3.490,45 606,01
3 3.116,72 3.139,80
4 2.808,10 2.449,58
5 2.556,27 2.376,73
6 2.340,85 2.187.97
7 2.152,72 2.048,92
8 1.992,49 1.912,61
9 1.842,24 1.787,84
10 1.706,49 1.666,58

11 1.579,19 1.552,24
12 1.459,04 1.439,45
13 1.343,41 1.327,99
14 1.227,65 1.221,40
15 1.116,63 1.113,34
16 1.004,46 1.006,02
17 893,18 898,22
18 781,33 790,02
19 666,39 680,69
20 549,55 570,08
21 428,84 453,88
22 302,20 349,00
23 164,82 176,46
24 305,86 271,34
25 -183,86 -589,34
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Andar

Momento torgor no nicleo N, [ ™ —sem considerar DPC

R

—e—considerando DPC
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Figura54 - Momento torcor no nicleo N,
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Este exemplo reforca algumas das principais alteragcbes que se pode notar ao
se considerar o efeito da deformag&o por esforco cortante nos elementos verticais de
contraventamento de uma estrutura, resumidas a seguir:

- A trandacdo do n6 mestre das lgjes na direcdo do carregamento € sempre
aumentada.

- E bastante fregiiente a ocorréncia de reducso de rigidez da estrutura a torgéo
e 0 conseqliente aumento na rotacdo das lgjes, 0 que geralmente acarreta acréscimo
do momento torcor nos nucleos resistentes. Neste exemplo 0 momento torcor no
nacleo N,, no primeiro pavimento, teve um incremento de 573,01 % , passando de

3.954,06 kKN.cm para 26.611,39 kN.cm, como pode ser visto natabela 33.

- Ocorre uma redistribuicdo do esforco cortante entre nucleos resistentes e
pilares, sendo que os Ultimos passam a absorver maior esforgo. Este aumento no
esforgo cortante nos pilares é, algumas vezes, bastante significativo. Neste exemplo,
a somatoria do esforco cortante absorvido pelos pilares segundo a direcdo do eixo

Z, teve um aumento, no primeiro pavimento, de 267,45%, passando de

79,70 kN para 292,86 kN .
- De um modo geral, as ateragbes, sga nos deslocamentos ou nos esforgos,

s80 mais notével s nos pavimentos mais baixos, especialmente no primeiro andar
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/- FATORESDE FORMA DE PERFIS
ESTRUTURAISDE ACO FORMADOSA FRIO

O processo de calculo dos fatores de forma, conforme descrito no capitulo 4,
permitiu 0 desenvolvimento de uma sub-rotina que foi incorporada ao programa
CEASO 01. Com isso, pode-se calcular os fatores de forma dos nucleos resistentes e
realizar a andlise estrutural dos cinco exemplos do capitulo 6. Essa sub-rotina,
entretanto, possibilita o calculo dos fatores de forma de qualquer secéo transversal
aberta de paredes delgadas, como € o caso dos perfis de ago formados a frio.

Este capitulo tem por objetivo oferecer a analise de estruturas metdlicas
valores de fatores de forma obtidos por um processo de calculo mais refinado do que
0s usualmente empregados, aém de demonstrar sua aplicabilidade por meio de dois

exemplos.

7.1 Tabelas com o valor dosfatoresdeforma

dos perfisformadosafrio

S80 apresentadas a seguir tabelas com as caracteristicas geométricas das
secOes transversais dos seguintes perfis formados a frio, conforme a NBR 6355 da
ABNT (1980).

Nas tabelas, as grandezas apresentadas tém o seguinte valor:

h,B,d, er, e :indicadasnafigurareferente a cada perfil.

SM,J.,J,,d,, i,,i,: respectivamente, a area da se¢do transversal, 0 peso
por unidade de comprimento, 0s momentos de inérciaem relacdo aos eixos X e y, 0

produto de inércia e os raios de giracdo em relacdo aos eixos X e Yy, dados por

N \/I
== ei =,2
s ' \s



W, , W, : modulo resistente de cada segéo.

Jor Juor T g |

x0? Yyo? 'méx? " min?
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a : respectivamente os momentos principais de inércia, 0s

raios de girac&o correspondentes a eles e 0 angulo entre o sistema de eixos principais

(Xo,Yo) €0 Sistema Xy .

P

|«

Figura55 - Perfil U simples

\ I
\ .
. |
\ .
\ [}
\‘

B
A

e‘\

Ay

(o]

I min

Figura 57 - Perfil Z ssimples

Figura 56 - Perfil U enrijecido




114

h
L B 1
I 1
Figura 58 - Perfil Z enrijecido
Y
:| ......... g
h X 1 R Y | N X
444444444444 : : 90°
! I's
i e— ! y Te
. 25 mm . B . 25 mm

Figura59 - Perfil cartola

Nas figuras 55, 56, 57, 58 e 59 sd0 apresentados os cinco tipos de perfis
formados a frio estabelecidos na NBR 6355/80, com as dimensdes que 0S
caracterizam. Em todos eles, r = e. Para perfis U simples, Z simples e cartola ha um
conjunto de dimensdes h e B as quais correspondem varias espessuras (€),

enquanto para os perfis U enrijecidos e Z enrijecidos hd um conjunto de dimensdes
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h, B e d as quais correspondem varias espessuras. As tabelas a seguir apresentam

apenas amaior e amenor espessura para cada conjunto de dimensoes.



Tabela 34 — Caracteristicas geométricas da secdo transversal dos perfis U simples

h B |e=r S M X Wy Ix <Y N§ W, Iy
mm|mm| mm| c® [kgm | cm® [em® [ cm [ em | em® [ om® | om | @« | @y | @y
200 | 50 | 4,76 | 13,39 | 10,51 | 686,2 | 68,6 | 7,15 | 1,04 | 25,76 | 6,51 | 1,38 | 7,2920 | 0,0 | 1,6187
190 | 555 | 436 | 2993|299 | 733|091 | 11,20 | 2,74 | 1,41 | 7,2133 | 0,0 | 1,6286
150 | 50 | 4,76 | 11,01 | 864 | 338,0 | 450|554 | 1,21 | 23,84 | 6,30 | 1,47 | 50195 | 0,0 | 1,8482
190 | 460 | 361 | 1499 | 199 | 570 | 1,08 | 10,42 | 2,65 | 1,50 | 5,0003 | 0,0 | 1,8586
127 | 50 | 476 | 991 | 7,78 | 2559 | 355 | 4,77 | 1,32 | 22,66 | 6,16 | 1,51 | 4,1350 | 0,0 | 2,0325
152 | 335 | 263 | 8221|129 |494 (117 | 806 | 210 | 1,54 | 41342 | 0,0 | 2,0427
100 | 50 | 476 | 863 | 6,77 | 1275|254 | 3,84 | 1,48 | 20,39 | 594 | 1,55 | 3,2186 | 0,0 | 2,3921
152 | 294 | 231 | 4732 | 94 | 4,00 (132 749 | 204 | 1,59 | 3,2397 | 0,0 | 2,3948
100 | 40 | 476 | 767 | 6,02 | 1059 (21,1 | 3,71 (1,11 | 11,09 | 3,84 | 1,20 | 4,0534 | 0,0 | 2,0485
152 | 264 | 207 | 399 | 79 (388|096 | 405 | 133 (123]| 40652 | 0,0 | 20614
75 | 40 | 476 | 648 | 509 | 52,75 | 140|285 | 1,27 | 10,00 | 3,66 | 1,24 | 3,0100 | 0,0 | 2,5135
152 | 226 | 1,77 | 2053 | 54 | 301|110 | 3,70 | 1,28 | 1,27 | 3,0483 | 0,0 | 2,5132
5 | 25 | 304 | 267 | 210 | 955 | 38 (188 | O,77| 159 | 0,92 | 0,77 | 3,2029 | 0,0 | 2,3901
152 | 142 | 1,12 | 551 | 22 |19 | 0,70| 0,88 | 0,49 | 0,78 | 3,2327 | 0,0 | 2,3939
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Tabela 35 — Caracteristicas geométricas da segdo transversal dos perfis U enrijecidos

h B d |e=r S M X Wy ix e Ny W, Iy
mm|mm|mm|mm| cn | kgm | cm® cm® em [ em | ocm® | om’ | om | Ax A,y ay,
300 8 | 25 | 4,76 | 22,97 | 18,03 | 2899,00 | 193,27 | 11,23 | 2,17 | 190,41 | 30,09 | 2,88 | 56581 | 0,0 | 1,9457
190 | 960 | 7,53 | 126260 | 84,17 | 11,47 | 2,19 | 88,82 | 14,09 | 3,04 | 55075 | 0,0 | 1,9823
250 | 8 | 25 | 4,76 | 20,59 | 16,17 | 1872,56 | 149,80 | 9,54 | 2,40 | 180,43 | 29,56 | 2,96 | 4,6172 | 0,0 | 2,1773
190 | 865 | 6,79 | 821,83 | 6575 | 975 | 242 | 84,18 | 1385 | 3,12 | 45191 | 0,0 | 2,2220
200 75 | 25 | 4,76 | 17,26 | 13,55 | 1012,80 | 101,28 | 7,66 | 2,30 | 123,17 | 23,67 | 2,67 | 4,2198 | 0,0 | 2,38%4
266 | 10,08 | 792 | 61420 | 61,42 | 7,80 | 232 | 77,80 | 1502 | 2,78 | 41574 | 0,0 | 24271
200 75 | 20 | 228 | 848 | 6,66 | 520,49 | 5205 | 7,83 | 219 | 6225 | 11,72 | 2,71 | 41005 | 0,0 | 2,3221
19| 7,13 | 560 | 440,46 | 4405 | 7,86 | 2,19 | 53,20 | 10,02 | 2,73 | 40887 | 0,0 | 2,3295
150 | 60 | 20 | 4,76 | 12,19 | 10,19 | 42349 | 56,47 | 571 | 1,89 | 57,70 | 14,02 | 2,11 | 3,9939 | 0,0 | 2,4790
152 | 453 | 356 | 159,20 | 21,23 | 593 192 | 2335 | 572 | 227 | 38925 | 00 | 25650
127 | 50 | 17 (342 | 801 | 6,29 | 189,39 | 29,83 | 486 | 1,58 | 2520 | 7,36 | 1,77 | 4,0407 | 0,0 | 2,4788
152 | 3,79 | 2,97 94,41 1487 | 499 | 160 | 1338 | 393 | 1,88 | 39662 | 0,0 | 2,5383
100 | 50 | 17 (342 | 7,09 | 556 | 107,17 | 21,43 | 389 | 1,76 | 23,13 | 7,13 | 1,81 | 3,2684 | 0,0 | 3,0276
152 | 3,38 | 2,65 54,16 1083 | 401 | 1,78 | 1232 | 383 | 1,91 | 32318 | 0,0 | 3,1014
75 | 40 | 15 | 3,04 | 490 | 3,85 41,18 1098 | 290 | 148 | 10,38 | 4,13 | 1,46 | 31542 | 0,0 | 3,3026
152 | 263 | 2,07 23,51 6,27 299 | 150 | 6,20 248 | 154 | 3,1253 | 0,0 | 3,3800
5 [ 25 | 10 | 304 | 292 | 2,30 10,04 4,01 1,85 (091 | 215 1,35 [ 0,86 | 3,3913 | 0,0 | 3,0847
152 | 164 | 1,29 6,23 2,49 195 (092 | 1,44 091 [ 094 | 33385 | 00 | 3,2066
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Tabela 36 — Caracteristicas geomeétricas da secéo transversal dos perfis Z simples

N

W,

3

Wy

Joy

o

Imax

3o

Imin

mm

mm

cm

kg/m

cm’

cm’

cm

cm’

cm’

cm

cm®

graus

cm’

cm

cm’

cm

XX

Xy

200

50

4,76

13,39

10,51

686,76

68,68

7,16

34,96

7,34

1,62

108,97

9,24

704,50

7,25

17,23

1,13

5,1580

-0,0274

1,5866

1,90

5,56

4,36

299,26

29,93

7,34

14,96

3,05

1,64

45,53

8,88

306,37

7,42

7,84

1,19

5,1150

-0,0347

1,5949

150

50

4,76

11,01

8,64

338,59

45,15

5,55

34,92

7,33

1,78

80,94

14,03

358,82

571

14,69

1,16

3,6617

-0,0976

1,7669

1,90

4,61

3,62

149,90

19,99

5,70

14,95

3,05

1,80

34,04

13,38

158,00

5,85

6,86

1,22

3,6589

-0,0999

1,7746

127

50

4,76

9,92

7,78

226,45

35,66

4,78

34,90

7,33

1,88

68,05

17,70

248,16

5,00

13,18

1,15

3,1013

-0,0890

1,8943

1,52

3,36

2,64

82,22

12,95

4,95

12,10

2,46

1,90

23,20

16,75

89,20

5,15

5,12

1,23

3,1107

-0,0891

1,9011

100

50

4,76

8,63

6,78

128,05

25,61

3,85

34,87

7,32

2,01

52,91

24,32

151,97

4,20

10,96

1,13

2,5598

0,0053

2,0955

1,52

2,95

2,32

47,33

9,47

4,01

12,10

2,46

2,03

18,21

22,98

55,05

4,32

4,38

1,22

2,5824

0,0052

2,0976

100

40

4,76

7,68

6,03

106,45

21,29

3,72

17,50

4,65

151

33,59

18,53

117,71

3,92

6,24

0,90

3,0440

-0,0855

1,9043

1,52

2,65

2,08

39,96

7,99

3,89

6,12

1,56

1,52

11,59

17,20

43,55

4,06

2,54

0,98

3,0673

-0,0860

1,9130

75

40

4,76

6,49

5,09

53,34

14,22

2,87

17,48

4,65

1,64

24,65

26,98

65,89

3,19

4,93

0,87

2,4449

0,0504

2,1488

1,52

2,27

1,78

20,54

5,48

3,01

6,12

1,56

1,64

8,64

25,09

24,59

3,29

2,08

0,96

2,4836

0,0492

2,1503

50

25

3,04

2,68

2,10

9,56

3,82

1,89

2,62

1,12

0,99

411

24,94

11,47

2,07

0,71

0,52

2,5427

0,0053

2,0940

1,52

1,43

1,12

5,52

2,21

1,96

1,44

0,60

1,01

2,19

23,56

6,47

2,13

0,49

0,58

2,5750

0,0052

2,0969
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Tabela 37 — Caracteristicas geométricas da secdo transversal dos perfis Z enrijecidos

119

Wy

Wy

Fy

Jo

3o

I'min

mm

mm

mm

cm

kg/m

cm

cm’

cm

cm

cm’

Cm

cm’

grau

cm’

cm

cm’

cm

XX

Xy

300

85

25

4,76

22,9

18,03

2899,0

193,2

11,2

276,2

334

34

632,9

12,8

3043,7

115

1315

2,3

4,2134

-0,3154

1,8582

1,90

9,60

7,53

1262,6

84,17

11,4

131,1

15,6

3,7

290,9

13,6

1333,0

11,7

60,69

25

4,1097

-0,3289

1,8867

250

85

25

4,76

20,5

16,17

1872,5

149,8

9,54

276,2

334

3,6

521,8

16,5

2028,0

9,92

120,7

24

3,4861

-0,3202

2,0243

1,90

8,65

6,79

821,83

65,75

9,75

131,1

15,6

3,8

240,5

174

897,34

10,1

55,59

25

3,4206

-0,3273

2,0558

200

75

25

4,76

17,2

13,55

1012,8

101,2

7,66

196,3

27,0

33

326,9

19,3

1127,5

8,08

81,52

21

3,2039

-0,3515

2,1679

2,66

10,0

7,92

614,20

61,42

7,80

125,9

17,1

35

206,1

20,0

689,63

8,27

50,55

2,2

3,1632

-0,3539

2,1949

200

75

20

2,28

8,48

6,66

520,49

52,05

7,83

98,68

13,3

34

167,5

19,2

578,96

8,26

40,21

21

3,1414

-0,2716

21121

1,90

7,13

5,60

440,46

44,05

7,86

84,53

11,4

34

1427

19,3

490,65

8,30

34,33

21

3,1335

-0,2721

2,1170

150

60

20

4,76

121

10,19

423,49

56,47

571

92,87

16,1

2,6

1448

20,6

477,95

6,07

38,42

1,7

3,0485

-0,3288

2,2227

1,52

4,53

3,56

159,20

21,23

5,93

38,77

6,54

29

58,70

22,1

183,08

6,36

14,90

1,8

2,9843

-0,3295

2,2753

127

50

17

342

8,01

6,29

189,39

29,83

4,86

40,97

8,49

2,2

65,05

20,6

213,87

517

16,50

1,4

3,0795

-0,3446

2,2258

1,52

3,79

2,97

94,41

14,87

4,99

22,12

4,49

24

34,08

21,6

107,94

5,34

8,59

15

3,0316

-0,3453

2,2625

100

50

17

342

7,09

5,56

107,17

21,43

3,89

40,97

8,48

24

49,86

28,2

133,92

4,35

14,22

1,4

2,5861

-0,1937

2,4922

1,52

3,38

2,65

54,16

10,83

4,01

22,12

4,49

25

26,31

29,3

68,94

4,52

7,34

1,4

2,5680

-0,1843

2,5256

75

40

15

3,04

4,90

3,85

41,18

10,98

2,90

19,07

4,96

19

21,05

31,1

53,90

3,32

6,35

11

2,5062

-0,1776

2,6198

1,52

2,63

2,07

23,51

6,27

2,99

11,54

2,94

2,0

12,53

32,2

31,40

3,45

3,64

11

2,4954

-0,1650

2,6502

50

25

10

3,04

2,92

2,30

10,04

4,01

1,85

3,81

1,62

11

4,47

27,5

12,37

2,06

1,47

0,7

2,6180

-0,2896

2,5549

1,52

1,64

1,29

6,23

2,49

1,95

2,62

1,08

1,2

3,04

29,6

7,96

2,20

0,89

0,7

2,5975

-0,2737

2,6103




Tabela 38 — Caracteristicas geométricas da segco transversal dos perfis cartola

h B |e=r S M X Wy Ix <Y Ny Wy Iy
mm|mm|mm|[ c® [ kgm | ecm® | ecm® [ em [ em | om® | om® | cm Ay A,y a,y
5 [ 50 | 304 | 554 | 435 | 1916 | 7,34 | 185|230 | 37,84 | 756 | 2,61 | 4,7241 0,0 | 2,5020
190 | 359 | 281 | 1348 | 524 (193|243 | 2494 | 498 | 2,63 | 4,9256 0,0 | 24597
5 | 75 | 304 | 630 | 495 | 2261 | 793 | 1,89 | 2,15 | 80,73 | 12,92 | 3,58 | 3,3821 0,0 | 3,0360
190 | 406 | 319 | 1581 | 560 (197|218 | 5288 | 846 | 361 | 3,4932 0,0 | 29719
5 (100|342 | 786 | 6,17 | 27,37 | 882 | 1,86 | 1,89 | 159,0 | 21,20 | 4,49 | 2,6998 0,0 | 3,6863
190 | 454 | 356 | 17,65 | 577 | 197|194 | 9352 | 12,46 | 453 | 2,7955 0,0 | 3,5683
100 | 50 | 3,04 | 858 | 6,73 | 107,28 | 20,93 | 353 | 4,87 | 59,24 | 11,84 | 2,62 | 10,7833 | 0,0 | 1,6551
190 | 549 | 431 | 71,78 | 1413 | 361 | 492 | 37,74 | 754 | 2,62 | 11,2409 | 0,0 | 1,6471
100 | 75 | 342 | 1043 | 8,18 | 135,19 | 24,47 | 359 | 4,47 | 142,11 | 22,73 | 3,69 | 6,6852 0,0 | 1,8558
190 | 59 | 468 | 8203 | 1501 | 3,70 | 453 | 80,97 | 1295 | 3,68 | 6,9745 0,0 | 1,8380
100 | 100 | 3,80 | 1245 | 9,77 | 162,82 | 27,75 | 3,61 | 4,13 | 276,68 | 36,89 | 4,71 | 4,8637 0,0 | 2,0017
190 | 6,44 | 505 | 50,76 | 15,67 | 3,75 | 4,20 | 142,86 | 19,04 | 4,70 | 5,0767 0,0 | 2,0606
110 | 50 | 342 | 10,26 | 8,05 | 150,18 | 26,61 | 3,82 | 535 | 71,22 | 14,24 | 2,63 | 12,1093 | 0,0 | 1,5952
190 | 587 | 460 | 90,92 | 16,29 | 393 | 542 | 40,30 | 8,06 | 2,62 | 12,8007 | 0,0 | 1,5866
10| 75 | 342 | 11,11 | 8,72 | 17159 | 28,40 | 3,92 | 4,95 | 152,65 | 24,42 | 3,70 | 7,4823 0,0 | 1,7684
190 | 6,34 | 498 | 103,44 | 17,30 | 4,03 | 5,02 | 86,59 | 13,85 | 3,69 | 7,8053 0,0 | 1,7538
110 | 100 | 3,80 | 13,21 | 10,37 | 206,58 | 32,28 | 3,95 | 4,60 | 297,17 | 39,62 | 4,74 | 5,3748 0,0 | 1,9746
19 | 6,82 | 535 | 114,22 | 18,07 | 4,09 | 4,67 | 152,71 | 20,36 | 4,73 | 5,6094 0,0 | 1,9491
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7.2 Exemplos de aplicacao dos fatores de forma

Apresentam-se a seguir dois exemplos de aplicagdo dos fatores de forma
dados nas tabelas anteriores:

1) Célculo da flecha numa viga bi-apoiada cuja secéo transversal é um perfil
cartola 50 x 100 (h =50 mme B =100 mm) de espessura 342 mm. Admite-se

para 0 ago modulo de elasticidade longitudinal E = 21.000kN/cm? e coeficiente de
Poisson n = 0,3 e considera-se flexdo em torno do eixo x. O valor do carregamento

aplicado nadirecéo do eixo y e o comprimento da viga sdo dados na figura 60.

pY q= 0,01 kN/cm
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Y Yy
e
L =300cm

Figura 60 - Viga de ago submetida a forca uniformemente distribuida

Segundo a teoria de Euler-Bernoulli, a flecha para o tipo de carregamento e
de condic¢des de contorno dados acima é:

4
384 XE A «

Sendo |, = 27,37 cm*, aflecharesultante ser&

f =183497 cm

Ja segundo a teoria de Timoshenko, a flecha, para as mesmas condicdes, €
dada por:

_ 5t % 48xa, XEX, §

- Ty TN (193)
BIEA, & BGAXL 5

Sendo a,, = 3,6863 o fator de forma da secéo transversal para carregamento

nadirecioy e A = 7,86 cm® aérea da segfo transversal, tem-se a flecha:



122

f =1,84150 cm

2) Cdlculo da flecha numa viga engastada de comprimento 300 cm, cuja
secdo transversal € um perfil Z simples de dimensdes h =200 mm, B=50 mme
espessura 4,76 mm. Admite-se para o agco moédulo de elasticidade longitudinal

E =21.000kN/cm?® e coeficiente de Poisson n=03. Aplicase uma forca
concentrada na direcdo do eixo z, indicada na figura 61. Como a secéo € assimétrica
havera deslocamento transversal da barra nas duas direcdes principais. Para o calculo
dos deslocamentos na extremidade, utiliza-se a matriz dada por PILKEY (1995),
apresentada no item 4.4 do capitulo 4.

As caracteristicas geométricas da se¢do necessarias a montagem da matriz de
rigidez s os momentos de inércia |, =704,50 cm® e 1,=17,23cm’, a &rea
A =1339 cm* eosfatores deforma a,, =51580 , a,, =-0,0274 e a,, =15866.

Impde-se que as duas translacdes e as duas rotagdes no engaste sejam nulas e
resolve-se 0 sistema linear resultante. As flechas na extremidade terdo como valor:
f, =0,61274 cm

f, =- 7,60056X.0°° cm

P=1kN

i L

v

z L =300 cm

Figura61 - Viga de ago submetida a forga concentrada na extremidade
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P=1kN /
o X
Zi

Figura 62 — Segéo transversal do perfil Z ssimples
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8 - CONSIDERACOESFINAIS E SUGESTOES

Neste trabal ho, incorporou-se a um programa de andlise estrutural de edificios
altos ja existente (CEASO 01) o recurso de modelar seus elementos verticais de
contraventamento (pilares e nucleos resistentes) como barras que seguem a teoria de
Timoshenko. A andlise dos resultados dos exemplos realizada no capitulo 6 permite
gue algumas conclusdes gerais possam ser estabelecidas quanto ao efeito de
considerar a deformagao por esforco cortante nos elementos verticais:

- A trandacdo do né mestre das laes € sempre aumentada. Nota-se que
quando o edificio apresenta dimensdes mais proximas as adotadas em projetos (como
€ 0 caso do exemplo 5) esse aumento é mais notavel apenas nos pavimentos mais
baixos, sendo a alteracéo da flecha lateral muito pequena.

- De uma forma geral, pode-se considerar que hga uma reducéo de rigidez
das estruturas a torcdo, embora isso ndo tenha sido confirmado em todos os
exemplos. Naqueles exemplos em que a rotagéo foi aumentada (exemplos 2 e 5),
notou-se um aumento muito grande do momento torcor e do bimomento nos nudcleos,
no primeiro pavimento.

Se fosse considerada nesses elementos a deformacdo pela tensdo de
cisalhamento devida ao momento de flexo-tor¢cdo, haveria uma reducdo da rigidez
tanto a torcdo quanto ao empenamento e, provavelmente, o aumento destes esforgos
Seria menor.

- O €feito de redistribuicdo de esforgos cortantes entre niicleos e pilares pdde
ser constatado nos exemplos 3, 4 e 5, sendo muito pronunciado nos pavimentos
inferiores e minimo quando préximo ao topo do edificio Nos casos em que 0s
nlcleos absorvem uma propor¢cdo muito grande da forca horizontal (proximo a

90 %), uma reducdo de seu esforgo cortante pode ser proporcionamente pequena,

mas representar muito quando transferida para os pilares (como um acréscimo). No

caso do pilar 20 do exemplo 5, o esforgo cortante aumentou 354,47 %, no primeiro

andar.
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Entre as sugestbes para trabalhos futuros que possam aperfeicoar a
modelagem de edificios atos, podem-se citar:

- Considerar a deformagdo pelo esforco cortante nos pilares e nucleos
estruturais numa andlise em teoria de 2* ordem.

- Considerar no nucleo as deformacfes devidas as tensdes de cisalhamento
derivadas do momento de flexo-tor¢cdo. A formulagdo para essa alteracdo pode ser
encontrada em BATOZ (1995), que desenvolveu um elemento baseado na teoria de
barra de BENSCOTER (1954). Por esta teoria, mantém-se a definicdo de area
setorial dateoria de Vlassov (que foi deduzida desprezando-se a distor¢cdo na secéo

transversal), porém adota-se uma funcdo de empenamento y e ndo mais a derivada
da rotagdo da barra (q,'). Essa nova funcdo de empenamento ird fazer a

consideracéo da deformagéo pelatensio de cisalhamento.

- Considerar a rigidez das lgjes a flexdo, por meio de sua discretizacdo em
elementos de placa e considerar sua interagdo com 0s nucleos resistentes. A
consideracdo da rigidez das lgjes teria, nos nucleos, o efeito de reducdo do
empenamento da secdes transversais.

- Pode-se também considerar a lgje discretizada como elemento de casca, o
gue faria com que ela ndo fosse mais infinitamente rigida em seu plano e fazendo
com que ndo houvesse mais uniformidade de deslocamentos e rotagbes das
extremidades dos elementos verticais numa mesmalae.

- Discretizar as paredes dos nucleos como elementos de casca. Esta
abordagem permitiria um maior refinamento da andlise e facilitaria o acoplamento
das lgjes com os nucleos. Além disso, permitiria uma aferi¢do tanto do modelo de
pilar de rigidez equivalente (Yagui) como do de barra de sete deslocabilidades

(Taranath). Teria, naturalmente, o inconveniente de um custo computacional maior.
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