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RESUMO

ALMEIDA, F.P.A. (1999). Anélise comparativa de resultados de diferentes discretizacbes
para as lajes de pavimentos utilizando os elementos finitos DKT e P15N. Sdo Carlos.
126p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de
Séo Paulo.

Na érea de analise de pavimentos, muitos trabalhos ja foram realizados, levando-se
em conta diferentes consideracbes sempre com o objetivo de aprimorar os modelos que
representam o comportamento estrutural. O Método dos Elementos Finitos tem se mostrado
um dos principais métodos na resolugdo deste problema, onde as lajes podem ser
discretizadas por elementos finitos de placa e as vigas por elementos finitos de barra. Dentre
os diversos tipos de elementos finitos de placa, o elemento finito DKT (discrete Kirchhoff
triangle), tem sido largamente utilizado na consideracdo da rigidez a flex@o das lgjes. O
objetivo deste trabalho é apresentar o recém- formulado elemento finito de placa P15N na
andlise de pavimentos, bem como apresentar as diferencas e semelhangas na utilizac&o deste
elemento com o elemento finito DKT, na discretizagdo das lgjes, na determinacdo dos
deslocamentos e esforgos em pavimentos. Para a redizagdo das andlises descritas,
desenvolveu-se um programa computacional em linguagem de programacéo FORTRAN 90.

V arios exemplos numéricos sdo apresentados.

Palavras-chave: método dos elementos finitos; |gjes; pavimentos.
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ABSTRACT

ALMEIDA, F.P.A. Comparative analysis of results of different discretizations for floors
dabs using DKT and P15N finite elements. Sdo Carlos, 1999. 126p. Dissertacdo
(Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

In the area of floor analysis, many studies have already been carried out taking into
account different considerations and always aiming to improve the models which represent
the structural behavior. The Finite Element Method has shown to be one of the principa
methods for the resolution of this problem, where the slabs and the beams may be meshed
by plate finite elements and bar finite elements, respectively. Among the various kinds of
plate finite elements, the DKT (discrete Kirchhoff triangle) finite element has been largely
used in the consideration of slabs bending stiffness. The objective of this work is to present
the P15N as a plate finite element in the analysis of floors, as well as to point out the
differences in the utilization of this element with the DKT finite element in dab
discretization and in the determination of displacements and stresses in floors. For such
analysis, a computational program was developed in FORTRAN 90 programming language.

Several numerical examples are presented.

Keywords: finite element method; slabs; floors.



1 iNnTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

A linha de pesquisa em Estruturas de Edificios Altos alcangou um rgpido
desenvolvimento no departamento de engenharia de estruturas da Escola de Engenharia de
Séo Carlos. Os primeiros trabalhos foram realizados pelos professores Schiel e M.C.
Stamato. O trabalho deste ultimo, que é considerado o fundador do grupo de pesquisa da
area, em 1966, é considerado como um marco. Esse trabalho deu origem a grupos de estudos
gue foram formados na Escola de Engenharia de Sdo Carlos - USP e também na COPPE -
UFRJ.

No ano de 1968, o Prof. Stamato desenvolvendo pesquisas ha Universidade de
Southampton, na Inglaterra, onde obteve muito sucesso hesse campo, juntamente com o
grupo de edificios altos, que era liderado pelo Prof. Sttaford Smith. Ao retornar da
Inglaterra, no inicio da década de 70, encontrou a Universidade de S&o Paulo em meio a
implantacdo regulamentada da p6s-graduacdo; suas idéias foram expostas em um grande
volume de novos trabal hos de pesguisa e 0 grupo cresceu bastante. Esta época coincidiu com
0 comego da utilizacdo de computadores em analise estrutural no meio cientifico do Brasil.

O grupo daguele momento contava com a participacéo dos professores T. Yagui,
R.G. Figueiredo, J.C.A.O. Souza, E. Mancini e H.M.C.C. Antunes e mais alguns alunos
matriculados no curso de mestrado em estruturas, recentemente criado. Os temas abordados
nas pesquisas em andamento tratavam de problemas relativos a instabilidade, plasticidade e
buscavam novas variantes da Técnica do Meio Continuo. Também no inicio dos anos 70, 0s
Profs. J.C.A.O. Souza e H.M.C.C. Antunes desenvolveram pesguisas na Universidade de
Southampton, e o Prof. T. Y agui, estagiou nesta mesma época na Universidade de Osaka, no



Japdo. O Prof. T. Yagui e R.G. Figueiredo transferiram-se para a Unicamp e o Prof. M.C.
Stamato faleceu.

Com a contribuicdo de novos docentes, as pesquisas atualmente estédo mais voltadas
para o aprimoramento das modelagens dentro do método pléstico, introducéo de novos
sistemas estruturais e criacdo de pré e pés-processadores para tornar mais facil a utilizacéo
dos sistemas computacionais gerados.

Dentre os diferentes trabalhos desenvolvidos na érea de edificios altos, podem ser
mencionados. BARBOZA (1977), que estudou através da técnica do meio continuo e
discreto, os edificios que sdo formados por paredes de secdo aberta submetidos as forcas
laterais, contraventado por lintéis, onde foi possivel comparar os resultados obtidos entre as
duas técnicas utilizadas, PRUDENTE (1983), que analisou estruturas tridimensionais usuais
de edificios altos, constituidos de painéis de contraventamento formado por vigas e pilares
rigidamente conectados entre si, e também pilares que ndo estdo sujeitos aos esforcos de
flexo-torcéo; BECKER (1989), que acrescentou 0s niicleos estruturais, para tanto o autor se
baseou na teoria de VLASSOV (1962), no estudo da interacdo tridimensional entre os
diversos elementos estruturais; RIOS (1991) analisou a estrutura sem a observacdo da
formacdo de painéis e nlcleos, entretanto considerou as excentricidades entre os elementos,
e ainda calculou as envoltorias dos esforgos para combinactes diferentes de carregamento.

O que é possivel observar de comum nesses trabalhos citados, é que as lajes
trabalham como diafragmas infinitamente rigidos em seu plano horizontal, e a rigidez
transversal é desprezivel na andlise global da estrutura. Contudo, devido ao seu
comportamento de placa, sabe-se que essa rigidez a flexdo tera alguma influéncia no
comportamento estrutural.

Com a utilizagdo do método dos elementos finitos, alguns autores tais como, SORIA
GALVARRO BALCAZAR (1991) e BRUNELLI (1987), analisaram estruturas
tridimensionais, considerando arigidez a flexdo das lgjes, entretanto com aplicacdo apenas a
edificios em plantas retangulares, ja BEZERRA (1995), considerou edificios de planta
qualquer. Recentemente, MARTINS, C.H. (1998), andisou a contribuicdo da flexdo das
lagjes em edificios atos em teoria de segunda ordem. Durante a execucéo deste trabalho, a
orientadora foi despertada para o tema aqui proposto, que é uma verificacdo da discretizacéo
da laje com diferentes tipos de elementos finitos, no caso o DKT (discrete Kirchhoff
triangle) - utilizado por MARTINS, CH. (1998) - e o elemento finito P15N -
recém- apresentado por MARTINS & SABINO (1997) - em casos de pavimentos, visando

uma futura aplicagdo deste Ultimo elemento na andlise de edificios altos.



1.20BJETIVO

Atualmente, sabe-se que a ndo consideracdo da rigidez a flexdo das lges na
determinacéo de esforcos e deslocamentos em edificios, pode levar a resultados bastante
distantes da realidade. Diversos trabalhos ja foram realizados nessa &rea e apresentaram
resultados que confirmam essa afirmagao.

O método dos elementos finitos (M EF) tem sido largamente utilizado na modelagem
de lgjes de edificios na consideracédo darigidez a flex&o desses elementos estruturais. Desde
o surgimento do MEF, diversos elementos de placa foram desenvolvidos com o intuito de
resolver os problemas inerentes a esse tipo de andlise. Cada um desses elementos finitos
possuindo caracteristicas bastante distintas.

O objetivo proposto para esta dissertacdo de mestrado é estudar as diferencas e
semelhancgas nos resultados obtidos na utilizacdo dos elementos finitos de placa DKT e
P15N, na discretizacdo de lgjes de pavimentos submetidos a carregamentos verticais, na
determinacdo dos esforcos e deslocamentos.

O elemento finito DKT foi escolhido por ter sido um elemento bastante utilizado e
que tem apresentado bons resultados; sua matriz de rigidez pode ser escrita de forma
explicita, e aém disso trata-se de um elemento com menor nimero de graus de liberdade
(gdl), 9. O desempenho do elemento finito DKT ja foi amplamente verificado para diversas
analises estruturais, sgja em casos de placas, cascas, pavimentos e edificios de muiltiplos
pavimentos. O elemento finito P15N trata-se de um elemento recentemente apresentado a
comunidade cientifica para a solucdo de problemas de placas, sua formulagcdo é
razoavelmente simples e apresenta rapida convergéncia. O presente trabalho se propde a
realizar uma andlise comparativa em primeira ordem entre esses elementos em casos de
pavimentos, visando uma futura aplicacdo do elemento finito P15N ao caso de edificios
altos, onde seria dada continuidade ao trabalho de MARTINS, C.H. (1998) - que utiliza o
elemento DKT na discretizacdo das lajes - no que diz respeito a utilizagdo de um programa

de computador para andlise de edificios atos.



1.3 RESUMO DOSCAPITULOS

O capitulo 1 apresenta um rapido histérico do grupo de pesguisa ao qual o autor e
seu trabalho estdo inseridos, bem como os avancos obtidos por esse grupo até os tempos
atuais. Também é apresentado o objetivo do trabalho e justificativas, mais o presente item.

O capitulo 2 descreve resumidamente as mais relevantes referéncias bibliogréficas
estudadas para o desenvolvimento do trabalho, necessarias para 0 seu embasamento tedrico.

O capitulo 3 apresenta um estudo detalhado do problema de flexéo de placas; os
conceitos iniciais, as classificages das placas, as hipoteses e simplificagbes envolvidas, o
eguacionamento do problema e um estudo resumido das condigdes de contorno.

Os capitulos 4 e 5 apresentam a deducdo da matriz de rigidez e vetor de cargas
nodais equivalentes para carregamento uniformemente distribuido dos elementos DKT e
P15N, respectivamente. No capitulo 4, ainda é apresentada a transformacéo do elemento
DKT no elemento finito DKTC (DK T condensado).

O capitulo 6 apresenta o0 sistema de coordenadas e a matriz de rigidez do elemento
finito de barra utilizado na discretizagdo das vigas do pavimento. Além disso, também o
processo desenvolvido para se fazer o acoplamento entre o elemento finito de barra e o
elemento finito de placa (P15N).

O capitulo 7 tem como objetivo descrever o programa computacional desenvolvido
em termos gerais e as principais sub-rotinas, bem como apresentar a entrada e saida dos
dados envolvidos.

O capitulo 8 mostra 5 exemplos numéricos utilizando o programa desenvolvido no
trabalho, e o capitulo 9 compreende as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros. Por

fim, estdo listadas as referéncias bibliograficas, bibliografia complementar e apéndice.



2REVI SAO DA LITERATURA

DEGASPARE (1975) utilizou o elemento finito T 18 na resolucdo de problemas da
teoria das placas delgadas, €elasticas e isdtropas, mediante a aplicacdo do método dos
elementos finitos pelo processo dos deslocamentos. O elemento finito T 21, do qual provém
0 elemento T 18, foi apresentado por HOLAND & BELL (1969) supondo constante a
espessura do elemento. No trabalho de DEGA SPARE (1975), acrescentou-se a consideracdo
de variacdo linear da espessura ao cubo ao nivel do elemento. O computador utilizado na
época do trabalho foi um IBM 1130 com 32K de memdria central. O autor desenvolveu um
programa em linguagem FORTRAN 1V para a resolucdo dos problemas propostos e outro
programa que traga, utilizando o PLOTTER IBM 1627, os momentos principais. Varios
exemplos foram apresentados, onde as correspondentes solucBes numéricas foram
comparadas com suas solucfes analiticas, quando estas existiam; e com esses exemplos,
ficou mostrada a eficiéncia do elemento finito T 18 para a resolucéo de problemas de flexdo
em placas delgadas. Vae dizer que a formulagdo utilizada foi feita com par&metros
generalizados, ou sgja, h& a necessidade da inversao da matriz de rigidez para cada elemento
distinto da malha. Isso poderia ter sido evitado utilizando-se a formulagdo nodal com
coordenadas homogéneas.

BATOZ; BATHE; HO (1980) apresentaram o0s resultados do estudo tedrico,
numérico e detalhado de elementos de placa com 9 graus de liberdade, sendo 3 por vértice
(trandlacdo em z (w) e rotagbes em x (o) ey (qy)), onde o objetivo desse estudo foi
identificar ou desenvolver um elemento 6timo para a andlise linear geral de problemas de
placas. Foi dada especia atengdo a formulagdo tedrica e avaliagdo numérica de 3 elementos
finitos: 0 DKT, 0 HSM e o SRI (selective reduced integration), onde se utilizou o programa
de computador ADINA, apresentado por BATHE (1975), na implementacdo desses
elementos. Os autores concluiram que os mais eficientes e confiaveis elementos triangulares

de placa dentre os estudados eram 0 DKT e 0 HSM. Os resultados obtidos com o elemento



SRI mostraram que considerando uma placa grossa, 0 elemento converge para a solucéo de
placas grossas, mas que 0 mesmo ndo acontece em se tratando de placas delgadas. Assim,
pbde-se dizer que o elemento com integracdo seletiva reduzida (SRI) néo é eficiente quando
comparado com os elementos DKT e HSM.

MATTAR NETO (1989) apresentou os fundamentos das teorias das placas cléssicas
de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin, para problemas elasticos e lineares, e mostrou as
principais diferencgas entre elas. Foram desenvolvidos 15 elementos finitos triangulares de
placa com 9 graus de liberdade, sendo 3 por vértice (deslocamento transversal w e as
rotagoes ¢y e ¢,). Desses 15 elementos desenvolvidos, 14 foram com base na teoria de
Reissner-Mindlin e 1 a partir de par@metros concentrados. Utilizou-se principa mente
funcdes de interpolacdo com continuidade C°. Os 15 elementos finitos desenvolvidos foram
comparados a partir de critérios definidos visando a precisdo dos elementos e sua eficiéncia
computacional numa futura generalizacdo a andlise de cascas em problemas ndo lineares.
Foi utilizado o programa de computador apresentado em ZIENKIEWICZ (1977) para a
execucdo das andlises, onde as rotinas dos elementos desenvolvidos foram implementadas
em formato adequado. Dentre os elementos estudados, esta o elemento DKT. O autor
observou a inadequacdo deste elemento em problemas de placas espessas pelos autovalores
obtidos nesses casos, onde os valores de rigidez sdo bem grandes. O autor concluiu que,
pelas comparacOes feitas e observando os critérios estabelecidos no trabalho, o elemento

triangular de Hughes, com integragdo exata das matrizes de rigidez por flex&o (Ky) e por

(1+m ﬁ _
—h(l-mz) A (h = fator

cisalhamento (K.) e com o fator 1ch multiplicando K¢, onde ¢ =
de distribuicdo do cisalhamento ao longo da secéo transversal (h=5/6); m= coeficiente de
Poisson; t = espessura da placa e A = area do elemento), é o melhor, dentre os estudados,
para a aplicagdo em problemas néo lineares de cascas/placas finas e moderadamente
espessas.

REZENDE (1990) abordou alguns aspectos da andlise de pavimentos de edificios
em microcomputadores pela aplicacdo do método dos elementos finitos na discretizacdo das
lajes e vigas dos pavimentos. Os elementos finitos DKT e DKTC' foram utilizados, e suas
formulagcbes foram feitas com base em BATOZ, BATHE; HO (1980) e
JEYACHANDRABOSE; KIRKHOPE; RAMESH BABU (1985). REZENDE (1990)
desenvolveu um sistema em linguagem de programacdo PASCAL para a resolucdo do
problema inicialmente proposto, onde além da determinacdo dos esforcos e deslocamentos

da estrutura carregada, ainda se tracam os diagramas dos mesmos das |gjes. Neste sistema, a

"Para maiores detalhes, ver itens 4.2 e 4.6.



entrada de dados é feita pelo uso de palavras-chave no arquivo de entrada e ainda é proposto
um algoritmo aternativo e simplificador de montagem da matriz de rigidez da estrutura, que
€ caracterizado pela geracéo de blocos de linhas da matriz, correspondentes a cada ponto
nodal da discretizacdo efetuada. S0 apresentados alguns exemplos que mostram a eficiéncia
do sistema desenvolvido.

SOARES (1991) utilizou os elementos finitos HSM e HSMC para estudo de flex&o
de placas delgadas em regime eléstico, na andlise de pavimentos de edificios pelo método
dos elementos finitos. A autora apresenta a formulagdo do elemento HSM, utilizando o
sistema de coordenadas homogéneas. Véarios exemplos foram apresentados e os resultados
foram comparados com os obtidos pelo emprego do elemento finito DKT em REZENDE
(1990), pelo método dos elementos de contorno e com valores analiticos, onde se pdde ver a
eficiéncia do elemento finito HSM na resolucéo dos problemas propostos.

SORIA GALVARRO BALCAZAR (1991) teve como objetivo principal
desenvolver um sistema para andlise linear de estruturas tridimensionais de plantas
retangulares, discretizaveis por elementos de chapa e placa combinados com elementos de
barra, utilizando o método dos elementos finitos. Foi adotada a técnica das subestruturas. O
elemento finito de chapa utilizado no trabalho foi o A.C.M., que € um elemento retangular
desenvolvido por ADINI-CLOUGH-MELOSH de acordo com PRZEMIENIECKI (1968). O
elemento finito de placa utilizado no trabalho foi o B.F.S., que é um elemento retangular
desenvolvido por BOGNER-FOX-SCHMIT de acordo com BREBBIA & CONNOR (1975).
Séo apresentados 3 tipos de elementos estruturais: paredes, lajes e vigas e pilares. As
paredes sdo discretizadas por elementos de placa; as |gjes sdo discretizadas por elementos de
chapa superpostos por elementos de placa; e as vigas e pilares sdo discretizados por
elementos de barra de pértico tridimensional, podendo trabalhar com todos os seus graus de
liberdade ou com parte deles.

CORREA & RAMALHO (1993) apresentaram um exame comparativo entre dois
processos béasicos de andlise estética de pavimentos do conjunto lgje-viga grelha com
painéis de lgje isolados e 0 método dos elementos finitos com interacéo de lgjes e vigas. Foi
utilizado o programa GPLAN, desenvolvido por CORREA & RAMALHO (1987), na
andlise do pavimento pelo processo de grelha e o programa ANSER, desenvolvido por
RAMALHO (1990) e implementado por CORREA (1991), na andlise em elementos finitos.
Neste Ultimo tipo de andlise, foi utilizado 3 tipos de elementos. o classico de barra
tridimensional, com nés nas extremidades com 6 graus de liberdade; o T3AF, que € um

elemento triangular de placa com 3 graus de liberdade em cada vértice, desenvolvido por



BERGAN & HANSSEN (1975) com a formulagdo livre; o Q3AF, que é quadrilateral e
formado por 4 elementos T3AF. Os resultados encontrados com a utilizag&o de cada um dos
dois processos, para um mesmo exemplo de pavimento de edificio, sdo diferentes; os autores
afirmaram que os resultados provenientes da utilizacdo do método dos elementos finitos sdo
mais confidvels em funcdo dos vinculos adicionais que permite representar. Como
conclusdo, os autores afirmaram que a utilizacdo do método dos elementos finitos na andlise
de pavimentos de edificios possibilita representar de maneira mais adequada o
comportamento estrutural.

BAPTISTA (1994) teve como principal objetivo em seu trabalho a confirmacéo e
divulgacdo do método dos elementos finitos na andlise de pavimentos de edificios. Foi
desenvolvido um pré-processador com gerador de dados para a maha utilizando um
procedimento simples e répido, onde a linguagem de programacdo utilizada foi o C no
ambiente Turbo da Borland. Esse pré-processador desenvolvido apresenta algumas
vantagens em relacdo a outros sistemas estudados. ateracdo da maha de pontos,
conferéncia dos dados de entrada e dos resultados através de tela grafica e troca de arquivos.
Foi utilizado o programa LASER, desenvolvido por RAMALHO (1990), em todo o
processamento dos pavimentos. A dissertacdo apresenta um estudo da representacdo ideal do
pavimento, através da integracdo dos seus elementos estruturais e da sistematizacdo dos
procedimentos de modelagem. A partir dos resultados encontrados, utilizando os model os de
grelha e elementos finitos, a autora concluiu que é fundamental a utilizacdo de modelos mais
proximos a realidade, onde se integrem algje e os demais componentes estruturais. A autora
afirma que a idéia de que o desligamento das pegas produz model os menos rigidos e a favor
da seguranca € errdnea, pois a rigidez relativa dos componentes estruturais € que define os
fluxos de carga pelo sistema estrutural hiperestético.

BEZERRA (1995) estudou o comportamento de estruturas tridimensionais de
edificios altos submetidas a acles verticais e laterais, levando em consideracéo a
contribuicdo da rigidez transversal a flexd@o das lgjes. Os elementos adotados para a andlise
da flexdo das lgjes do edificio sGo o DKT e o DKTC. As lgjes foram consideradas como
diafragmas infinitamente rigidos em seu plano, compatibilizando os deslocamentos
correspondentes e transmitindo as for¢cas do vento aos pilares. Foram admitidas
excentricidades em pilares de mesma prumada entre pavimentos consecutivos e
excentricidades das vigas em relagcdo ao centro de gravidade dos pilares. Os pavimentos
puderam ser diferentes entre si. A técnica das subestruturas foi utilizada, onde cada

subestrutura correspondeu a um andar do sistema estrutural, englobando os elementos



horizontais, que sdo as vigas e lges contidos no pavimento superior, e os elementos
verticais, que sdo os pilares ou pilares-parede, que se ligam ao pavimento inferior. Foi
desenvolvido um sistema computacional, onde se utilizou os recursos graficos da linguagem
Turbo PASCAL; porém, a estrutura principal do sistema foi desenvolvida na linguagem
FORTRAN. A entrada e saida de dados foi feita via arquivos, e aquela utiliza palavras-
chave. Os dados dos elementos de viga e placa foram implementados com o auxilio do
maodulo | do programa desenvolvido por REZENDE (1990). O autor observou nos 2
exempl os apresentados, que levando em conta arigidez a flexdo das lgjes, os deslocamentos
S80 menores.

MARTINS & SABINO (1997) apresentaram o elemento finito denominado P15N.
Sao apresentados varios exemplos utilizando-se este elemento. Os resultados encontrados
para os deslocamentos w no centro de uma placa quadrada, submetida a carregamento
uniformemente distribuido ou carga concentrada, e tendo como condic¢fes de contorno os
lados simplesmente apoiados ou engastados, sdo apresentados graficamente, onde se pode
notar a boa convergéncia do referido elemento, inclusive comparando-se com resultados
encontrados, para 0 mesmo exemplo, utilizando-se vérios outros elementos, como o0 DKQ e
0 ACM. Além de exemplos de placas de formato quadrado, sdo apresentados outros
exemplos com placas de forma retangular, triangular e circular. Também sdo apresentados
exemplos comparativos utilizando-se sistemas de andlise estrutural internacionalmente
conhecidos, como 0s ANSY S e SAP.

MARTINS, C.H. (1998) teve como principal objetivo em seu trabalho calcular
esforcos e deslocamentos de estruturas tridimensionais de edificios de andares multiplos,
sujeitos as acOes verticais e laterais, considerando arigidez transversal aflexéo das lgjes, em
teoria de 22 ordem, onde se considerou a néo linearidade geométrica dos pilares da estrutura.
O trabalho é uma continuacdo do que foi feito em BEZERRA (1995), que utilizou a teoria
de 12 ordem. Apresentou-se ainda um estudo sobre os parametros de instabilidade global a e
g, em edificios altos. Para possibilitar as andlises descritas, desenvolveu-se um programa de
computador, de nome EDIFICIO.F90, dividido em 5 subprogramas, em linguagem de
programacéo FORTRAN com pré e pds-processadores desenvolvidos no Visual Basic 4.0. O
material da estrutura foi considerado como apresentando um comportamento el éstico-linear.
As lgjes foram admitidas como diafragmas infinitamente rigidos em seus planos e foram
discretizadas com o elemento finito DKTC. As vigas foram discretizadas por elementos
lineares, com 3 graus de liberdade (gdl) por extremidade, ao nivel das lgjes; podendo estar

ligadas a pilares ou a outras vigas. Admitem-se variagdo de secdo para os diversos elementos
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de viga e excentricidades entre a extremidade de um trecho de viga em relacdo ao centro de
gravidade do pilar, podendo-se considerar trechos rigidos. Os pilares apresentam 6 gdl por
extremidade, devem apresentar secdo transversal bissimétrica e ndo foram consideradas
excentricidades entre pilares de mesma prumada. N8 ha a necessidade de que todos os
pilares esteam presentes em todos os pavimentos. As cargas laterais foram aplicadas
diretamente nas lgjes. Cada andar do sistema estrutural foi formado pela subestrutura que
compreende as vigas e as lgjes do pavimento superior e os pilares que se ligam ao pavimento
inferior. As técnicas de subestruturacdo em série e em paralelo na matriz de rigidez global
da estrutura foram utilizadas. A técnica de subestruturacdo em paralelo pelo método de
condensacdo estética “ Choleski Decomposition” foi utilizada para se obter a matriz de
rigidez e o vetor de forgas nodais do pavimento em fun¢do dos nés externos, onde as
coordenadas dos nos internos sdo liberadas parcialmente para se chegar a matriz de rigidez
na forma condensada. O método de condensacéo estética tradicional ndo foi escolhido por
apresentar maior nimero de operagdes numéricas e maior esforco computaciona. O autor
observou com os resultados obtidos que com a consideracéo da rigidez a flexdo das lajes os
deslocamentos horizontais nos pavimentos s80 menores, e com isso os esforcos de flexdo
nos elementos estruturais, podendo ser verificado nos pilares e vigas, também séo reduzidos,
gue considerando a ndo linearidade geométrica nos pilares, observa-se um aumento dos
valores obtidos para os deslocamentos horizontais dos pavimentos e esforcos envolvidos;
gue com a consideracdo de trechos rigidos entre viga-pilar os deslocamentos sdo reduzidos e
h& uma redistribuicdo dos esforcos nos elementos estruturais. O autor concluiu seu trabalho
comentando sobre a importancia da consideracéo da rigidez a flex&o das lajes, e observou
que para alguns casos, esta importancia foi tdo significativa, que em teoria de 2* ordem
considerando a rigidez transversal da lagje, os deslocamentos foram menores que em teoria
de 1° ordem sem a consideracdo da rigidez transversal a flexdo das lgjes. O trabalho nédo
apresentou um estudo sobre diferentes formas de se discretizar as lgjes dos pavimentos, e
observou sobre a possibilidade de se utilizar outro elemento finito de placano lugar do DKT
parafins de comparacdo. Como outra sugestéo para a continuac&o da pesquisa, 0 autor citou

um estudo mais aprofundado dos parémetros de instabilidade global em edificios altos.



3 ESTUDO SOBRE PLACAS

3.1CONCEITOS

As placas, juntamente com as chapas e cascas, fazem parte dos elementos estruturais
laminares, também denominados por de superficie ou folhas. Estes elementos so
caracterizados por apresentarem uma dimensdo “pequena’ em relacdo as outras duas. S&o
muito importantes por poderem exibir maior rigidez e maior economia em relagdo a outros
elementos estruturais, como por exemplo, os lineares, também conhecidos como reticulares
ou barras, que apresentam duas dimensoes “pequenas’ em relacdo a outra, se estes fossem
utilizados em lugar dagueles.

As placas, assim como as chapas, sdo planas. Estdo submetidas a carregamentos
ortogonais ao plano médio, ou superficie média, ou ainda folheto médio, que é a superficie
equidistante daguelas que definem o elemento. A espessura da placa (h) é dada pela

distancia entre estas duas superficies. Figura O1.

FIGURA 01 - Placacarregada
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3.2CLASSIFICACOES

Quanto ao material 0 qual sdo constituidas, as placas podem ser classificadas como:

isétropas:  quando as propriedades forem as mesmas em qual quer direcao;
ortétropas: quando as propriedades forem diferentes em duas direcdes ortogonais;

anisotropas. quando as propriedades forem diferentes em todas as diregoes.

Quanto a relacdo h/a, onde a € o menor dos vaos da placa, elas podem ser

classificadas como:

muito delgadas: 2 £ Hlo ;
delgadas: i<D£};
100 a 5
moderadamente espessas Ou espessas. 2 > :—5L .

3.3 HIPOTESES BASICAS PARA AS TEORIAS DAS PLACAS E
SIMPLIFICACOES

As hipéteses bésicas para as teorias das placas sdo:

Na superficie média da placa, ndo ha deformacgdes e a superficie neutra vai gerar a
superficie eléstica;

O efeito de s, é desprezado no célculo das deformactes;

A Ultima hipétese depende da cinematica da placa, que pode ser segundo a teoria de

Kirchhoff ou segundo ateoria de Reissner-Mindlin.

Pela teoria de Kirchhoff, secdes planas permanecem planas ap6s a deformacdo da
estrutura, ou seja, qualquer reta perpendicular a superficie média antes do carregamento,
permanece perpendicular a superficie média deformada apds o carregamento; isso pode nao
acontecer pela teoria de Reissner-Mindlin, por causa da consideracdo de deformactes por

cisalhamento. Ver figuras 02 e 03.



Geometria
| indeformada
J+ + X (ouY)
Z w

Geometria
deformada

b« (ou by)

FIGURA 02 - Cinemética da placa segundo ateoria de Kirchhoff

Geometria
indeformada
X (ouY)
Z
w
Geometria B
deformada
bx = _WlX + g(z
by =-w, +g,

O (ou g,;) by (ou by)

FIGURA 03 - Cinemética da placa segundo ateoria de Reissner-Mindlin

Pela teoria de Kirchhoff:

w
b, =-—=-w,
X 1‘|‘X X
_ Iw
by =- ‘H_y =-Ww,,
Pelateoria de Reissner-Mindlin:
bx =- W’x+gxz
b, =-w,,+g,,

(1.a)

(L.b)

(2.9)
(2.b)

13
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Os sentidos positivos de by e b, sdo dados na figura 04 abaixo:

Z, W nova nova zZ, W
normal normal

»

0 Y,V X, U 0
FIGURA 04 - Diregdes positivas de by e bx

A teoria de Reissner-Mindlin é aplicavel a problemas de placas delgadas e
moderadamente espessas, enquanto que a teoria de Kirchhoff, apenas ao caso de placas
delgadas. Quanto mais fina for uma placa, analisada pelas duas teorias, mais préximos
estardo os resultados obtidos, pois as deformagdes por cisalhamento transversal sero cada

Vez menores.
S&o admitidas ainda as seguintes simplificacoes:
As tensdes aplicadas as superficies limites sdo despreziveis quando comparadas com
aquelas de flexdo e normais a segdo da placa;

O material da placa é considerado elastico linear, onde as Leis de Hooke sdo validas;

Os deslocamentos s80 muito menores que a espessura da placa.
3.4 EQUACIONAMENTO

3.4.1 Esforcos internos numa placa solicitada a flexdo simples

No egquacionamento a ser desenvolvido a seguir, deve-se considerar uma placa
delgada, isétropa e homogénea, submetida a flexdo simples. Serd utilizada a teoria de
Kirchhoff.

h/2
m, =Q,S,zdz (3.9)
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m, = Q.5 ,2dz (3.)
m,, = (‘iit 20z (3.0
m,, =m,, (3.d)
q, = Cil,zt 02 &)
qy = (il,zt 202 (3)

A figura 05 A mostra um elemento de placa dx, dy, h, submetido a um carregamento
distribuido p e sob as tensBes sy , Sy , ty , tx, €ty,. A figura 05 B mostra os esforgos
solicitantes, momentos fletores e volventes e esforcos cortantes, atuantes nas faces do
elemento, definidos a partir das tensbes citadas. Os esfor¢os solicitantes sdo dados para

largura unitaria das faces do elemento. Astensdes s, sao consideradas despreziveis.

A) B)

FIGURA 05 - TensBes numa placa solicitada a flex&o simples

3.4.2 Condicoes de equilibrio

Fazendo o equilibrio na translagdo em z, rotacdo em torno do eixo x e rotagdo em

torno do eixo y, obtemas as seguintes equacdes, respectivamente:



16

& fq, © &
- dydkr g, - tdysdk- g,y + g, +

fa, , fla.

Ty x =-p (4.9)

dx - oF +m ('jd+ or +‘|meyd('_)' + dﬂ+
myx-gmy Ty dy!.ax mxydy-gmXy x x’.ady qyx2

o
+gqy _dyz d2y_
fm, qm,,
— = 4.b
Iy x a, (4.0)

&
- myxdx+8myx —+
@ M, 6. Ox_
-¢q, + x dxgdy2 =0
ﬂrnx ﬂmxy
+—= 4.c
Py =% (4.)
Agrupando as 3 equagdes em uma so:
m, _T1°m, ﬂ m
“=-p 5

+2
x> ﬂXﬂy Ty

Deve-se observar que as derivadas de ordem superior dx? e dy? foram desprezadas e

gue na obtencdo da eg.(4.c) foi utilizada a eq.(3.d).

3.4.3 Relacdes deformacdo - deslocamento

Admitindo como hipoteses que S, = ¢, = ¢, = O, as relagbes deformagéo -

deslocamento do problema podem ser escritas como:



_Ju
e = 1
o v
y ‘Hy
_TIwxy)
e, = w 0
_ o v
gxy - ﬂy ﬂX
_fu Twxy)
gxz - ﬂZ + ﬂX - O
iv _ w(x,y)
A v 0
3.4.4 Campo de deslocamentos

A partir daeg.(6.€), pode-se determinar a expressao para o deslocamento u:

Tu_ tw

1z~ x
R Iw
Olu=- O, T2

X

W
u:-zﬂ—+C1

qIx
Paraz=0,u=0b C;=0

Assim:

Anaogamente:

(6.9)

(6.b)

(6.c)

(6.d)

(6.€)

(6.)

(7.9

(7.b)

17
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3.4.5 Campo de deformacoes

A partir das expressdes para os deslocamentos (eq.(7.@) e egq.(7.b)), pode-se

determinar as expressdes para as deformagoes.

Substituindo-se aeq.(7.a) e aeq.(7.b) nas eq.(6.a), (6.b) e (6.c), obtemos:

fu_ Tw
e = o z 2 (8.a)
v T°w
= — = - 8.b
LI Tw @& Two_ 1w

-7 =+

By Sy o T Iy € iy Pty (8.

{e e }—i’-zﬂzw -z‘”2W -ZZﬂZW[’]
X1 y’gxy _,:\ ﬂXZ’ ﬂyZ’ ﬂXﬂyg

3.4.6 Relacdes tensdo - deformacao

As relagles tensdo - deformacdo, ou Lel de Hooke, podem ser expressas, ja

admitindo as hipétesesiniciais, como:

e, :é[sx - nsy] (9.9)
e, :é[sy - nsx] (9.b)
ngg (9.0




Escrevendo naformamatricial:

ie é
[
T y=F¢€
| | )
Tgwp 8

Escrevendo inversamente:

1 -n 0 Us,d
a 1
1 0 l]_'_sy}’

n
0 0 21+ n)Eﬁthl'o

. .. é Uk

s U e € n 0 el
| | A 7| |
is v= eh 1 0 Ye

N e RPN il
typ @ 0 —Y%p

3.4.7 Campo de tensdes

19

(10)

(11)

Substituindo-se as eg.(8.a), (8.b) e (8.c) na eq.(11) escrita de forma separada, tem-

se:
E af°w 1°wo
S, =- +n ; 12.
X 1_ n2 gﬂXZ ﬂyZ ﬂz ( a)
E a’'w  T°wo
S, =- 1 8ﬂy2 +n v ’.az (12.b)
ﬂZ
t, =Gg,, =-2G 12.
xy Oy ‘ﬂx‘ﬂyz (2.0
3.4.8 Esforcos internos
Substituindo-se as eg.(12.@), (12.b) e (12¢) nas eg.(3.9, (3b) e (3.0,
respectivamente:
M ‘hIZS q 2 E &f°w N nﬂ2W6 2 E N nﬂzwﬁxh_3
= zdz = - =7°dz = - :
« =05 Q. 1- 2 8ﬂx2 y* @ 1- n? 8‘|Ix2 y* o 12



3

Fazendo W =D, temos:

m, = D&ﬂzw +nﬂ2W¢
x gﬂXZ ﬂyZ ﬂ

Anaogamente:
m, = DaaIZW +n ‘HZWG
y 8‘ﬂy2 %2 o
2 &2 1w °w h®

m, =Q,,t zdz=Q - 2G

Fazend c—Gh—3—2(1 n)
azendo C = 22
T*w
m, =-2C
Y xfy
ou:
T*w
m, =-D(1- n
Xy ( ) ﬂXﬂy
Lembrando que my, = my, (eq.(3.d)).
Substituindo-se as eg.(13.a) e (13.c.2) naeq.(4.c):
a’w  T°w o
Ox =- Dg st 27
x> Xy o
- 7 T
ou, utilizando-se o operador Laplaciano N?ouD = — + —-:

™ qy?

24> — _ -
Xy ), ), ‘ﬂx‘ﬂyz dz = ZG‘ﬂx‘ﬂyXE 2G

20

(13.9)

(13.b)

h® aefl°w 0

12 8TxYy 2

(13.c1)

(13.c.2)

(13.d.1)
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N>w Dw
g, =-D x =- DW (13.d.2)
Anaogamente:
q, =- DSTT;V;' + 111:1\:22 (13.e1)
ou:
q, =-D ﬂf';/w = D% (13.e2)
Substituindo-se as eq.(13.a), (13.b) e (13.c.2) naeq.(5), temos:
ot TP 1a)
ou, utilizando-se o operador L aplaciano:
N°N?w = % (14.2)
ou:
DDw = %
Dw = (14.3)

3.5 CONDICOES DE CONTORNO

Seja a placa da figura 06. Consideram-se dois elementos consecutivos de
comprimento dy localizados na borda X = a. Como se vé na figura citada, o elemento da
iy

momento volvente atuante no elemento da direita possui valor de my,dy. Substituindo esses

& 0]
esquerda estd submetido a0 momento volvente gmxy +— dy;dy, enquanto que o

momentos por seus binarios correspondentes e procedendo-se a devida subtracdo, observa-se
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m,,

uma forca de dy , que, por unidade de comprimento, somada com a forga transversal

O« produz uma forga denominada de forga de Kirchhoff (vy).

ou:

(15.a.1)

Substituindo-se as eg.(13.d.1) e (13.c.2) naeg.(15.a.1), temos:

_&@Pw TPPw o 1w
Vy =- Dgﬂxa + ‘ﬂx‘ﬂyz b- D(l' n) 'ﬂx‘ﬂy2
o Pw Tw Tw Tw

Vo= DgE oy Ty bn Yy

Vv, = Déﬂ3W+2 fw n fw u
x g1 TIxy? XTIyl




éq° w U
v, = Dar 4 (2- n)ﬂ—wza
gfix ™Iy a
Anaogamente:
_ Tm,,
vy =Qqy x
ou:

éf°w T°w U
vV, =-Da—+(2- n)]——¢
= Pggys T Vg

23

(15.a.2)

(15.b.1)

(15.b.2)

Mostra-se neste momento os tipos mais comuns de condigdes de contorno de placas:

3.5.1 Borda simplesmente apoiada

ParaX =a b w=0 e mxzm

FIGURA 07 - Borda simplesmente apoiada

Subgtituindo-sem,= M na €g.(13.a) tem-se:

2 2 e
0
_Daa1w+ ﬂW:

=M
S‘ITX2 nﬂyzz
Como ﬂ—w =0 e Tw =0, bastadizer que Tw =- E
v v ™D
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3.5.2 Borda engastada
w
ParaX =a b w=0 e —=0
Ix
a
777777777777777777777 e X
A\
Z
FIGURA 08 - Borda engastada
3.5.3 Bordalivre
ParaX =a b my = M e Vy = Vv
a
| |
777777777777777777777 — X
A\
Z

FIGURA 09 - Bordalivre

Subgtituindo-se m, = M naeq.(13.a) evy = Vv naeq.(15.a.2) tem-se:

a’w  TPwo  — ef°w Twu -
- gﬂxz +n'ﬂy2fa_M - DSW-F(Z- n)‘ﬂx‘ﬂyZH_V
‘ﬂzw+n‘ﬂzw_ M Tw (2- 1) Tw _ V
%> fy> D x° ixfy? D
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Para M =0: PaaV =0
2w 2w 3w w
ﬂ2+nﬂ—2:0 ﬂ_3+( -n)ﬂ—2=
I Ty X gy
3.6 FORCASDE CANTO

A figura 10 mostra o aparecimento de uma forga no canto da placa, conhecida como
forca de canto, devido a soma dos dois vetores de mesmo sentido dos binarios formadores

dos momentos m,, € my, No canto da placa

hﬂﬂ h~’§

M,y R

FIGURA 10 - Forcade canto

Levando-se em consideracdo a eg.(3.d), pode-se escrever a eq.(16) abaixo:

R=2m,, (16)



A0 ELEMENTO DKT

4.1 GENERALIDADES

Neste capitulo sera apresentada a deducdo da matriz de rigidez do elemento finito
DKT (discrete Kirchhoff triangle) e tensbes, bem como seu vetor de cargas nodais
equivalentes para carregamento uniformemente distribuido. Por fim, serd apresentada a
transformacdo do elemento finito DKT no elemento finito DKTC (DKT condensado), j&
citado em capitulo precedente. O presente capitulo foi escrito com base em BATOZ;
BATHE; HO (1980), JEYACHANDRABOSE et a. (1985) e BEZERRA (1995).

4.2 INTRODUCAO

O elemento finito DKT faz parte do grupo dos elementos finitos triangulares de
placa com 9 graus de liberdade, sendo 3 por vértice (trandacdo em z (w) e rotacbes em X
(ax) ey (qy)). Ver figura 11.

A teoria de peguenos deslocamentos de placas com deformagdes por esforco
cortante incluidos, também conhecida como teoria das placas de Reissner-Mindlin, é
utilizada na formulacdo do elemento finito DKT. Ap6s as deducdes das expressdes de
energia de deformacéo e antes de se chegar a matriz de rigidez do elemento DKT, admite-se
gue o elemento sera utilizado na andlise de placas delgadas e assim, as deformacdes por
esforco cortante, e consequientemente a energia de deformagéo causada por esse esforco, sao
desprezadas quando comparadas com a energia de deformagao por flexao.

A formulacdo do elemento finito DK T baseia-se nas seguintes hipoéteses: as rotacdes
b, e by variam quadraticamente no elemento, sendo by e b, as rotagdes da normal ao plano

meédio indeformado do elemento, segundo os planos x- z e y- z, respectivamente; a hipotese
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de Kirchhoff é imposta discretamente ao longo dos lados do elemento em seus pontos
nodais, possibilitando relacionar as rotagdes com as primeiras derivadas dos deslocamentos
transversais; a variagao de w é cubica e definida apenas ao longo dos lados do elemento;
impde-se uma variagdo linear de b, ao longo dos lados, onde b, é a rotacdo na direcéo

normal aos lados.

A Z,W Ox =Wy, Oy = -Wy

Ox

FIGURA 11 - Elemento finito DKT

O demento finito DKT também pode ser utilizado em formato quadrangular
formado por 4 elementos triangulares DKT, onde os par@metraos internos, comuns aos 4
elementos, sdo postos em fungdo dos seus parametros externos utilizando de condensacéo
estatica. Ver figura 12. Neste trabalho, resolveu-se criar o nome DKTC paraidentificar esse
elemento finito quadrangular, onde a letra C acrescida ao nome do elemento em formato
triangular alude a “condensado”. O autor chama a atengdo ainda para que ndo se confunda
esse elemento com o DK Q (discrete Kirchhoff quadrilateral), como aconteceu em CHAVES
(1996), que é um elemento finito de formato quadrangular apresentado por BATOZ &
TAHAR (1982), com 4 nés e 12 graus de liberdade (gdl) também utilizado para a analise de
flex&o de placas delgadas.

A desvantagem de se utilizar um eemento finito de formato quadrado, caso mais
simples de quadrangulo e de mais facil geragdo de malha, esta no fato de ndo se poder
trabalhar com placas de formato diferente do retangular, como por exemplo placas esconsas
ou circulares, ando ser que se use uma discretizacdo bastante refinada para se aproximar do

formato desegjado. Porém, essa desvantagem pode nédo ser grande se se considerar que na
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maioria dos casos praticos da andlise estrutural, as placas que sdo tratadas, ou seja, as lgjes,

s80 de formato retangular.

condensacéo
estatica

1 1

FIGURA 12 - Condensacdo estética do elemento finito DKT

Como observacdes adicionais, pode-se dizer que quando a formulacdo do DKT é
aplicada a um elemento de viga, obtém-se a matriz de rigidez exata utilizando um polinémio
cubico de w; aformulacéo do elemento DKT pode ser estendida a elementos quadrilaterais,
sem serem submetidos ao processo de condensacdo estética, com 12 graus de liberdade
(como € o caso do elemento DKQ comentado anteriormente) e outros elementos poligonais

de placa

4.3MATRIZ DE RIGIDEZ

4.3.1 Energia de deformacado

Utilizando-se a teoria de Reissner-Mindlin, o campo de deslocamentos de um

elemento de placa pode ser escrito como:

u=2z%,(xy) =zx-w,+9,,) (17.a)
v=2(Xy) =zX-w,, +g,,) (17.b)

w = w(X,Yy) (17.c)
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Nota-se que foram utilizadas as eq.(2.a) e (2.b) e que as diregdes positivas para by e
b, foram apresentadas na figura 04.

O campo de deformacdes por flexdo, dado pelo vetor {e}; , pode ser escrito,
utilizando-se as eg.(6.a), (6.b), (6.d), (17.4) e (17.b), como:

I u

| Z& I

i ix i 1 p U

| ﬂby I I X, X |

{&; =1 Z‘ﬂ_y y=zi b, y= 7k} (18)

| | | |

| Za[bx +&C_'):|' I bx,y by,xp

i & fy fx fa|'o

onde o vetor {k} é conhecido como vetor curvatura.
Utilizando-se as eq.(2.8) e (2.b), pode-se escrever o vetor de deformacbes por

esf orco cortante, como:
{gt=i_ y=i Y (19)
i; Tby +tw,

Os esforgos internos de flexéo podem ser apresentados pelo vetor {s}; , utilizando

aseq.(11) e (18), como:

. é 0
Sy e et " %

(s} =is,y=2x- =& 1 0 Uk=4DKHK ()
- 0 0 12Ny
Ip ) 2 U

Utilizando-se a eq.(9.c) e fazendo-se analogia para a deformagéo g,, , substituindo-
se a expressdo de G em fungdo de n, e acrescentando-se o fator de correcéo para esforco

cortante y *, podemos escrever o vetor de esforcos internos de cisalhamento, ou por forca

cortante:

|t U Exy é Oulgxz
{s}. t E 2(1+n)8) 14 gyzg [El{a} (21)

"Geralmente é adotado valor de 5/6 paray .
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A expressdo da energia de deformacdo do elemento pode ser escrita como a soma
entre a parcela da energia de deformacéo por flex@o e a parcela de energia de deformagéo

por cisalhamento.
U=U, +U, (22)

onde U ,utilizando-se as eq.(18) e (20), pode ser escrita como:

1. 1,
U, = e 7{s} dv=" QK T2[D]{K cxdydz

P .
b2 3 < 0
fazendo Q_z [D]dz_—12(1- ) gn 1 1_Onﬂ—[D]f,
€0 0 —(—u
e 2 U

onde [D]; é amatriz de elasticidade para flexao de placas.

1. 1.
U, =5 QUK 'ID] {Khxdy =5 Q{} D] {K}dA  (23)

De maneira semelhante, determina-se U,

1. 1,
U =5 Qg {s}.dv=" (g "[El{ g oxaydz

&2 Ehy él Ou
fazendo thz[E]dzzmg) 18=[D]c,
— 1 pY T — 1 Y T
U. =5Q{g [Dl{gaxdy == Q{gh [Dl.{gtdA (24.1)

Efetuando-se as operagBes dos integrandos das eq.(23.1) e (24.1), obtém-se,

respectivamente:
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(1- n) 0

U, = Qg%x,xz +b,,° +2nb, b, +5 b, +by’X)ZBdA (23.2)

N | O

Eh®
onde D é a rigidez a flexdo da placa dada por m como foi visto no capitulo
anterior.
B Ehy . 2 243
Ue = 2aem) o, +w.,) +(by +w,y) SdA (24.2)

4.3.2 Hipo6teses bésicas

Para a obtencdo da matriz de rigidez do elemento finito DKT, sdo admitidas as

seguintes hipoteses basicas.
a) As deformagBes por cisalhamento transversal e, conseqlentemente, a energia de
deformacdo por cisalhamento transversal sdo desprezadas quando comparadas com aquelas
de flex@o. Assim, apenas a matriz de rigidez de flex&@o € deduzida nesse elemento.

U=U, +U, QU (25.1)

b) Asrotagdes by e by variam quadraticamente no elemento.

b,(x,y)=a,+a,x+ay+a,x’ +axy+ayy’ (26.2)

b, (X,y) =1y +1,X+ry+1 ,X* +1 Xy +r gy (26.b)

onde se observa a necessidade de 3 nés por lado do elemento. Este 3° né “provisorio” é
localizado no meio de cada lado do elemento.

Escrevendo by e b, em fungéo de coordenadas adimensionais x e h, temos:

b,(x,h) =a, +a,x+azh+a,x* +a,xh+ah? (27.a.2)
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b, (x,h) =r  +r x+rh+r x> +rxh+rh? (27.b.2)
ia,u
ek
a,y
b,x,h)={1 x h x* xh h}{:{/ Y(x,h){a’} (27.2.2)
[ &4]
Ia T
i
Tash
r,a
Ui
M2
5l

Y (x,h){r} (27.b2)

i

i

i

ir
by(x,h):{l x h x* xh h}>4|r.y

Iy
i
tr

4]
|
°f
sp
O significado das coordenadas adimensionais x e h pode ser visto nafigura 13.

Ax:érea.Dlpg
Ah :érea.Dlpz

Ar = area DP23

4 (Vo)
5 (0,%)

2(1,0) AL A A
6 (4,0 ATA A

1(0,0)

FIGURA 13 - Coordenadas adimensionaisx e hh

O vetor com os valores dos b, nodais pode ser escrito como:
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Lol € u
'|'bx2| gl- 1 01 O Ol_’j
ib,i & 0 1 0 0 10, . '
=iy V=6 {a’}=[A]{a 28,
Od=1o7978 5 4 % x yolad=lara] (28.2)
:I:bXSI él 0 % O 0 }{10
i T @ i
ibep & % 0 % 0 0g
Anaogamente:
Lol 2 U
:l:by3:|: 4 0 1 0 0 1u | |
bt=i LA Ar ) =[AlKr -~
B =10978 5 % 5 u xolr b =) (28)
b & 0 % 0 0 XU
R i
Tbye'b d %» 0 X% 0 0g
o] :[A]_lX{bX} (29.9)
=t} (29.6)
¢ G
$3-100 0 4
[A]1_§'3 O -1 0 4 O|_:j o
“¢2 2 00 0 -4 (30)
€4 0 0 4 -4 -40
€ G
é2 0 2 0 -4 00

Substituindo as eg.(29.a) e (29.b) nas eq.(27.a.2) e (27.b.2), respectivamente, e

utilizando-se a eq.(30), podemos escrever que:

b,(x,h) =Y (h) {A]*%b} ={N, N, N, N, N; NJ}xb} (27.a3)

b,(x,h) =Y (x,h) A *¥b} ={N, N, N, N, N, Ng}xb} (27.b3)
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onde os N; sdo as funcdes de forma dadas por:

N, =1- 3(x +h) +2(x + h)? (3L.a)
N, =2x*- X (3Lb)
N,=2h?*-h (31.c)
N, = 4xh (3L.d)
N, =4h(1- x- h) (3L.e)
Ng =4x(1- x- h) (31.f)

c) A teoria de Kirchhoff éimposta discretamente nos nés ":
c.l) devértice(1, 2, 3)

(g < 91D W00 -
O =1 =1 =1
Tgyzg by +w, TO%/)

c.2) demeio delado (4, 5, 6)
by +W,, =0 (33)
onde by e w,y« S80 a rotacdo na direcdo tangente ao lado do elemento e a diferencial de w
em relacdo a s, respectivamente, ambos para 0 né de meio de lado de nimero k. Ver figura
14.

Observa-se que no lugar de x nafigura 14 poderia se ter h.

d) w varia cubicamente ao longo dos lados do elemento

w,=a,+a,s+a,s +a,s (34.1)

: .S : .
Ws=a0+a1L—+a2L—2+a — (34.2)
i

ij

* Esta hipdtese basica justifica o nome da teoria do € emento (discrete Kirchhoff theory ou teoria
discreta de Kirchhoff).
Para maiores detal hes, ver item 3.3.



x=0 (x;,y)

FIGURA 14 - Coordenada s do elemento de lado ij
Derivando-se ws em relagéo a s, tem-se;

1 - 2 . N
w— 7 a —-a,S
“T L 1 inj 2

W L% a,s (35)

1

Paraonoi (figura14) (s=0):

W, =a,
1
W, 4 L—al

Paraono k (figura 14) (s=L;/2):

10 1. 1.
Wk:a0+§al+za2+§a3

_le. . 3.5
W,sk—?%al+a2+za35
ij

Paraondj (figural4) (s=Ly):

W, =a,+a,+a,+a,

35
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{,LW,S{ =
i y=¢
LWy 21
fLiw.sp &

Escrevendo inversamente:

—— ] ——— —
QO o D
TN TR SO

w
T =iy o
I
D:D> P> D> D> D~
w

onde se pode explicitar as expressoes de a'i :

a, =W,
a; =L;wg
a,=-3w, - 2L w, +3w, - L,w,g

a, =2w; + L w,g- 2w, + LW,

Substituindo-se as eq.(38.b) a (38.d) na expressdo de w,y obtemos:

3w; 1

1
2L gVt EF'4W“

€) b, varialinearmente ao longo dos lados

N =

N B O O

Ou Iaou
ai

Ograsl
10'ja;]
a- -
30 tash

(36)

(37)

(38.9)

(38.b)
(38.0)

(38.0)

36
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A figura 15 mostra a geometria do elemento DKT.

Ay
Xij =X - Xj
3 (X3, Y3) n®23 Yi=Yi- Y,
o XA% Ly = (x5 +y™
® ® ®
N3y g; =(x,ny)
> X Y,
CG 2(X2,Y2) C=Cosg; = - L_”
/ngz S= Sengi,- - %
1(Xq,¥1) ® i
N,

FIGURA 15 - Geometriado e emento finito DKT

As rotagoes by e b, podem ser escritas em fungéo de b, e b, utilizando-se de rotagéo

doseixosx ey. Assim:;

‘I,bx';‘I € - Sl‘J>qibnl,J
| =@ !
Tby gs CHTbs
e
1W,,0 €éc Sl])qiqxl')
| =é (
TW., es - CH Tqy

(39)

(40)

(41)

onde g e g, S30 as rotagcdes em X ey, respectivamente e sdo utilizadas as eg.(1.a) e (1.b) eas

seguintes igualdades "

q, = W’y

"Paramaiores detalhes, ver figura 11.

(42.a)

37
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g, =-W,, (42.b)

Desgja-se escrever agora by e b, em funcéo de x e h e do vetor de deslocamentos

nodais do elemento dado pela eq.(43) abaixo:

{U}T:{Wl Ou Gy Wy Oy Oy W3 Oy qy3} (43)

Para tanto, deve-se em primeiro lugar escrever o vetor {b,} e{b,} em funcéo dex; ,
y;j e L;; edo vetor de deslocamentos nodais { U}, utilizando-se as eq.(32), (42.8), (42.b), (40),
(39), (33) e (42).

{b}ea =[XY,]. XU eu (44.8)
1o =[XY, |, | HUbas (4a.)
onde:
0 0 1 0 0 O 0O 0 0|
O 00 O O 1 0 0 O
O 00 O OO0 0 o0 1
[XY,] =
0O O O 15a4 b4 -c4 -15a4 b4 -c4
1585 b5 -¢c5 0 O O 15a b5 -c5
| 1526 b6 -c6 -1.5a6 b6 -c6 0 O O | (45.a)
e
0 -1 0 0 0 O 0O 0 0]
0 0 0 0 -1 0 0 0 O
0 0 0 0O 0 O 0 -1 0
[XYy]=

0 0 O 15d4 e -b4 -15d4 &4 -b4
-15d5 e5 -b5 0 0 O 15d5 e -b5
| 1.5d6 €6 -b6 -1.5d6 €6 -b6 0 0 0 | (45.b)

sendo:
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Xij
ak = - |__2 (46.a)
ij
3 Xijyij
bk (46.b)
4 L
(- i)
ck = E (46.c)
ij
Yij
dk = - L—Z’ (46.d)
ij
_(byi- 3]
ek = B (46.€)

ondek =4, 5, 6 paraosladosij = 23, 31, 12, respectivamente.

Substituindo as eg.(44.a) e (44.b) nas eq.(27.a.3) e (27.b.3), respectivamente, temos:

b, (x,h) =Y (x,h) >{A]‘l AXY, 1 U} =Y (x,h){G] { U} (27.a.9)
— -1 —_
b, (x,h) =Y (x,h) JA] " XY, ] U} =Y (x,h) {H] { U} (27.b.4)
onde:
0 6086 -60a5 -60a 60356086 608 |
0 4b6 405  -4b6  -4b5- 4b6  -4Db5
1-3-4c6 -3-4c5 2+4C6 4+ 4C5+4C6 2+ 4C5
0 -6.0a 0 6.086 6.0a4+6.086 0
[G]'= 0 4b6 0 -4b6  4b4- 4b6 0
0 -1-4cb6 0 2+4c6 -4c4+ 4c6 0
0 0 6.085 0 -60a4-60a5 -6.03
0 0 405 0 4b4— 4b5  -4Db5
K 0 -1-4c5 0 -4c4+4c5 2+ 4c5) (47.)
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0 60d6 -60d5 -60d6 6.0d5-6.0d6 6.0d5 |

-1 34466 31465 -2-4e6 -4- 45 4eb -2 45

0 -4b6 -4b5  4b6 4b5+ 4.b6 4.b5

0 -60d6 O 6.0d6 6.0d4+6.0d6 0

[H'=10 1+466 0 -2-4¢6 4e4 466 0

0 -4b6 0 4b6  -4b4+ 4Db6 0

0 0 60d5 0 -6.0d4-60d5 -6.0d5

0 0 1+4e5 0 4ed— 465 -2- 465

0 0 -4b5 0 -4b4+ 4b5  4b5 | (47.b)

Desgja-se escrever agora o vetor {k} em funcéo do vetor de deslocamentos nodais

{U}. Deve-se determinar entdo a matriz [B] que relaciona{k} com {U}.

{k} =[BI{U} (48)
Daeq.(18), sabe-se que:
I b, U
=1 b, (49.1)
:bxvy+byvxlb

As expressdes de by , by, , byy € by, sd0 determinadas a partir das eq.(27.a.4) e
(27.b.4), onde se deve primeiro escrever x e h em fungéo de x e y e das coordenadas em x e

y dos nés de vértice do elemento.

@(@ 1 eXgY,- XiYs Ya-Y:r Xi- Xal} 1 XU (50)
&H xgx - XY, YooY, Xl'XH yf\;

A eg.(50) pode ser obtida utilizando-se as equactes da figura 13, com as areas dos
referidos tridngulos calculadas por determinante.
Com aeqg.(50), pode-se agora diferenciar o vetor Y (x,h) emrelacdo ax eay eassim

se determinar os elementos do vetor {k}.
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€b,[G], + b;[C], U
[1 X h]xe2b [G], +b,[G]. ﬁU}——[1 x hPAXI{U}  (51a)
&,[G], +2b,[G]H

eCz[le +b,[H]; U
[1 X h]>%202[H]4+c3[H] tiU}_—[l x h|{Y]{U}  (51b)
&, [H], +2c,[H]:H

1
b,, +b,, = ﬁ[l x h]AzZ]{U} (5L.0)

onde:

€ b,[H], +b,[H], +¢,[G], +c,[G], U
[Z] = &2b,[H], + b,[H], +2¢,[G], +C,[Gl.]
80,[H]; +2b,[H], +¢,[G], +3c,[Gl, H

eb,=y3-y;,b3=yo-y1, =Xy - X3 €C3 = X, - X3. Asmatrizes [G]; e [H]; sBo as linhas i

das matrizes [G] e [H], respectivamente.
Assim:
1 x h|3{Xx]u

{k}:iAl x h >{Y]E{U} (49.2)
1 x h|{zl

1 x h >{X]8
[Bl=5,41 x hAYg (52)
1 x h|{z]4

Substituindo-se a eq.(48) na eg.(23.1), levando-se em conta a eq.(25.1), obtém-se:
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1. Trp1T
U=7Q{U} [BI'[D];[B{U}dA (25.2)

Deve-se escrever dA em funcédo de x e h. Supondo que dA = dxdh:

21

- s Q& 4 3 h_ 3 1_1
QjA—Qdth—QQ dth—Ql- h)dh =h - 5 0—1- 5~ 5

!
"2

Nota-se que multiplicando-se 0 2° termo da equacdo por 2A, a igualdade se torna

verdadeira, ou sgja

dA = 2Adxdh (53)
Assim:
U= %Q{U}T[B]T[D]f [ B]{ U} 2Adxdh (25.3)
U= %{U}T QZA[B]T[D]f [ B]dxdh{ U} (25.4)

A matriz derigidez [K] do elemento é dada por:

[K]= ()2A[B]"[D], [Bdxdh (54.1)
ou:
[K1=2AQQ [B]'[D],[Bldxdh (54.2)

onde:



43

L e  é1u é1u é10u
[B]" =~ X1 & V& 127 S )
& &t &f QWH’J
e
éDll DlZ Dl3l;l
[DI; :gDﬂ D, D23|[:|:J (56)
8331 D32 D33H
Substituindo-se as eq.(55), (56) e (52) naeg.(54.2), obtém-se:
qx]u eDll[R] lZ[R] 13[R]qu]u
[K1=>gV1g Rl DLIR] DARIEYVI] (643
gZ]1f &.,[R] D[R] D[RIEHZIH
onde:

G2 4 4

e u

[RI=;84 2 1 (57)
84 1 24

44VETOR DE FORCASNODAISEQUIVALENTES

O vetor de cargas nodais equivalentes para um carregamento uniformemente

distribuido (q) em um elemento de area A é dado por:
gA
n" {100100100} (58)

Ver figura 16.



FIGURA 16 - Carregamento uniformemente distribuido no elemento

4.5 ESFORCOSINTERNOSNO ELEMENTO

Os esforgos internos de flex&o presentes no elemento finito DKT sdo os momentos
fletores my, e m, e 0 momento volvente m,, , e os esforgos internos de cisalhamento sio
dados por gy e q, .

Assim, utilizando-se as eq.(3.a), (3.b), (3.c), (20), (48) e a matriz [D]; , pode-se

escrever o vetor de esforcos internos de flexdo como sendo:

im0 s U

(m=imy=Q is,yzdz=Q {s}zdz=¢) [DNkiz’dz= ) [DlZ%dz{k} =[D],{K
%mxyb Ttxylb

{m} =[D];[B{U} (59.a)

e utilizando-se as eq.(4.b) e (4.c), pode-se escrever o0 vetor de esforcos de cisalhamento

como sendo:
(= 10U o
Tqyg TMy,y + My

4.6 FORMACAO DO ELEMENTO DKTC
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A formacdo do elemento finito DKTC, formado por 4 elementos triangulares DKT,
onde os pardmetros internos, comuns aos 4 elementos, sdo postos em funcdo dos seus

parémetros externos utilizando de condensacéo estética, é feita de maneira bastante simples

A relaco entre o vetor de forcas nodais {f} " e o vetor de deslocamentos nodais {d}"

do elemento DKTC pode ser escrita como (ver figura 17):

I{fe} 12)(1[;] _ @Kee]llez [Kei ]12X3 l;J\I,{de} ;2xl[;]

’:‘{fi};xlg_g[Kie]sxﬂ [Kiilae H:‘{di};xlg ©0

onde:

(37 =3{A,+A) 0 0 (A,+A) 0 0 (A;+A)) 0 0 (A,+A) O ¢

(f37=3{a 0 d

easletras e ei sAo referentes aos nds externos e interno, respectivamente.

dAs; +A,)
3
3
~ q(Al +A4)
5 q 3 q(A, +A;)
3
A 2:> X 5
1 A(A, +A,), A = Aj+A+AHA,
3

FIGURA 17 - Formag&o do vetor de forgas nodais {f}"

Desenvolvendo-se a eq.(60), temos:

{f}" =[K{d} +[KsHd}
{f}" =[KHd}" +[K;{d}’

"Ver figura 12.
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(K, {d} ={f}" - [K.J{d}

{d} =[K,I*{f} - [K.H{d})

{f} =[KHd} +[K K TH{FY - (K ) )

{f} =[KHA} +IK K THEY - [KGIIK, 1K )Y
{f - IKGIIK T HRY = {IK ] - [KGIIK, 1K I}

Fazendo:

{f}e ={f}" - [KGIIK I}

[K], =[Ke]- [Kei][Kii]-l[Kie]
tem-se:

{f}. =[K]{d.}" (61)



5 0 ELEMENTO P15N

5.1 GENERALIDADES

Neste capitulo serd apresentada a formulacéo do elemento finito P15N, ou sgja, a
deducdo da sua matriz de rigidez, tensdes e vetor de cargas nodais equivalentes para
carregamento uniformemente distribuido. Tomou-se como base o trabalho desenvolvido por
MARTINS & SABINO (1997), onde o elemento finito P15N é apresentado.

5.2 INTRODUCAO

MARTINS & SABINO (1997) apresentaram em seu trabalho um novo elemento
finito. O elemento é denominado de P15N, onde a letra P, segundo os autores, alude a
polindmio, justificado pelo fato de que este elemento é derivado de um polindmio do 4° grau
completo, ou entdo a patch test, porque este elemento satisfaz o referido teste; o nimero 15
€ justificado pelo nimero de termos do polindmio (15) ou pelo nimero de graus de
liberdade (gdl) do elemento, que é 15; aletra N se refere a normal, pois alguns dos gdl do
elemento sdo rotagBes normais aos lados do mesmo, ou porque se trata de um elemento néo
conforme.

Os 15 gdl do elemento sdo: 6 translagdes em z (w), sendo uma em cada vértice do
tridngulo e uma no meio de cada lado; 9 rotagBes do tipo w,, , normais aos lados do
elemento, sendo 3 ao longo de cadalado. Ver figura 18.

Os autores que apresentaram o elemento afirmam que a formulacdo do P15N, que é

feita com base na teoria de placas de Kirchhoff, é relativamente simples e a comparam com
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a formulacdo de um outro elemento, 0 constant strain triangle para flexédo de placas,
introduzido por MORLEY (1971).

parédmetros

simbolo nodais

| =406 =0.774597
FIGURA 18 - Elemento finito P15N

O elemento apresentado € submetido a varios testes do tipo patch test e é
comprovada a eficiéncia de seu comportamento. Esses testes sdo feitos tanto com elementos

isolados, como em conjunto. S&0 apresentados varios exemplos, onde se pode notar a boa

convergéncia do elemento P15N.

5.3MATRIZ DE RIGIDEZ

5.3.1 Configuracdo nodal do e emento

O vetor de deslocamentos nodais pode ser escrito da seguinte forma:

{u={{u, (W, (W} (62.1)
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onde:

N
y (63.1)
b

comj =1, 2, 3 (referente a cada lado do elemento), devendo-se observar o sentido anti-
horério paraa numeracdo dos nos.

5.3.2 Consideractes geométricas

A figura 19 abaixo mostra 0 sistema de coordenadas globais da placa (X,Y) e 0
sistema de coordenadas locais (X,y), sendo este referente a cada el emento.

FIGURA 19 - Sistemas de coordenadas do elemento finito P15N

A relacdo entre esses dois sistemas de coordenadas € feita da seguinte forma:

X 64
y (64)
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PG =gy (69
-
v &Y b
onde:
[_I_]_l_ecosf senf ,u o6
" & senf, cosf,f (66)
€
écosf , - senf Ou .
= 7
“&enf, cosf, [ T (67
A matriz [T] é conhecida como matriz de transformagdo de coordenadas.
A diferencial normal dew ao longo do lado j-k é dada por:
wW(X, w X W W
wixy) _fw fx  fw fy _fw f+ﬂ_senf .0

I,  x Tn, "y n, x- Ty
Ver figura 20 abaixo.

AY

™

| \j
1\ ¢ \2

FIGURA 20 - Vetor normal ao lado j-k

A eq.(68.1) também pode ser escrita da seguinte forma:
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w éfw 9Jwdu
— =—A N 68.2
in, “ & Ty ’} (%82
onde:
{ } +\|,COSfJ-|..,:I N 1 ‘|,' y,—k[j (69)
n.t =% =+—
i Tsenfjg L]’I‘ Xjk

sendo L; o comprimento do lado j, podendo ser calculado pela eq.(70) abaixo:

L, =X + Y5 (70)

com:
X =X = Xy (71.a)
Yik =Y Yu (71.b)

e é admitida a seguinte convencdo de sinais. quando o nimero global do n6 k for maior que

®
0 nimero global do no j, o vetor n; sera direcionado para fora do elemento (sinal positivo

na eg.(69)). Com este artificio, resolve-se o problema de compatibilidade entre as
diferenciais de w com relagdo a normal aos lados comuns a dois elementos, ndo havendo
necessidade de nenhuma transformacéo da matriz de rigidez de cada elemento segundo as

coordenadas locais para as coordenadas globais.

5.3.3 Funcdes de forma

O deslocamento w, funcéo de x ey, para cada elemento, pode ser escrito da seguinte

forma:

— 2 2 3 2 2 3
W(X’y)_al+a2X+a3y+a4X +a5xy+a6y +a7x +a8x y+a9Xy +a10y +

+a,x* +a, X’y +a X’y +a, xy’ +a,y* (72.1)
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ou:

W(X’Y):{al a, a; a, a; as a, ag ag a,, a; a; a;; ap, als}x

{1 Xy X2 Xy yz X3 x2y xy2 y3 NG x3y x2y2 xy3 y4}T
(72.2)
Oou:
w(x,y) ={a} "{P} (72.3)

onde {P} é o vetor cujos elementos sdo os termos do polindmio do 4° grau completo que

aproxima os deslocamentos w do €l emento.

Substituindo a eq.(72.3) naeq.(68.2), tem-se:

fw _ Teﬂ{P} P .
n, eé % Ty g } {a} {Q;} (68.3)

Substituindo as eg.(72.3) e (68.3) naeq.(63.1), tem-se:

(U}, ={{a)"(P} {a}"{Q,} {a}'{P,} {@}"{Q,} {a}"{Qu} (632
(U}, ={(P} @) 1Qu7(a} (P}7{a} {Qu)7{a) {QuT{al} (63
(U}, ={{P}" {Q" (P} {Qw)" (QJ7}{a} (634

{U}; =[Cl;{a} (63.5)

Substituindo a eq.(63.5) naeq.(62.1), tem-se:

(W ={[cda} [Cl{a} [Clfa}}’ (62.2)
(w={a, 1, cl} {a} (62.3)
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{U} =[C{a} (62.4)

Observa-se que a matriz [C]s¢15 depende apenas das caracteristicas geométricas de
cada elemento.

Pode-se escrever também:

{a} =[CH{Y} (73)

onde [C] = [C]™*

Substituindo a eq.(73) naeq.(72.3), escrita de formainversa, tem-se:

w(x,y) ={P}"{a} ={P"[C{U} = [N}{U} (72.4)

onde amatriz [N] x5 € amatriz das funcdes de forma procurada.

5.3.4 Expressdes gerais para os termos polinomiais

Os termos do polindémio { P} podem ser determinados com a utilizacdo da expresséo

abaixo:
P = Xm(i)yn(i) (i=12,..,15) (74)
onde:

i m(i) = 1+ b(i) - |
in) =a(i)- b()+i



:i: a(i) = |NT3—“8i'27'39
|'

i _ @) +D@)+4)
120 = 2

Os termos do polindmio {Q} podem ser determinados utilizando-se a expresséo
abaixo:

Q, =[m(i)x™ty"  n(i)x"Oy"Oln} (i=12..15)  (75)
onde:

sem(i)=0 b m(i)xm(i)'lyn(i) “0e

sen(i)=0 b n(i)xm(i)yn(i)—l -0

5.3.5 Matriz de deformacoes [B]

A matriz [B] é geralmente escrita da seguinte forma:

[B] ={L}[N] (76.1)
onde:
g2 U
i ‘}]X i
| |
L} =i — v 77
i b7 Y (77)
{ZﬂXﬂyb

Substituindo-se a expressdo de [N] daeq.(72.4) naeg.(76.1), tem-se:
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[B] ={L}{P"[C] =[B1[C] (76.2)

A matriz auxiliar [B'] é dada por:

éo 002 006x 2y 0O 0O 12x* 6xy 2y* O 0 U
[B]:go 00002 O O 2x w06y O 0 2x* 6xy 12y23
@ 00020 0 4x 44y 0 0 6X° 8y 6y> 0 f

(78)

Os termos damatriz [B ] podem ser determinados utilizando-se a expressio abaixo:

b, =rx™y" (i=123;j=12,...15 (79)

1 1

onde os coeficientes rij ,m; e n;; sdo determinados utilizando-se a tabela 01 abaixo:

TABELA 01 - Coeficientes dos elementos da matriz auxiliar [B’]

i i m; Njj
1 m()[m()- 1130 m(j)- 230 n(j)
2 n()[n()- 1]°0 m(j) n()-220
3 2m(j)n(j) m(j)- 13 0 n(j)- 130

5.3.6 Matriz derigidez

A expressdo geral paraamatriz de rigidez do elemento pode ser escrita como:
[K]=Q[BI'[D];[BldA (80.1)

onde [D]; é a matriz de elasticidade para flexd@o de placas (eq.(23.1)) e aintegral é feita na
areado elemento.
Substituindo-se a eq.(76.2) naeq.(80.1), tem-se:
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[K]=QICI"[B]"[D];[B[CldA (802)
[K]=[C]" Q[B1'[D];[B]dA [C] (803)
[K]=[CI"[KIC] (80.4)

Os elementos da matriz de rigidez auxiliar [K'] podem ser determinados

exatamente utilizando-se a expressao abaixo:

1,j=12,...15

8 o) . 33
b, 8 b,d, 20A = Q4 A bibd,da (8L

1=1 k=1 1=1

Qo

K, =0

=
1

1

onde d; é o elemento ij damatriz [D];.

Substituindo-se a eq.(79) naeq.(81.1), tem-se:

3 3
' ~ O [*] m
ky = Qa a drX Myt XMy dA (81.2)
k=11=1
3 o
Qa a dlkrk]r“ ( ki |I)y( ki Il)dA (813)
k=1 1=1
' 03 03 ( )y, )
ki = ka |a dlkrkjrliQX Wy dA (81.4)
=11=1
-
Ki=a a dyryhidyq (81.5)
k=1 =1

onde J; pode ser calculado utilizando-se a seguinte expressao:

m!n!
n+lf, m+l m+1
Ijk| =Y; ( Xy =Xy )(

m+n+2)! (82)

sendo m e n inteiros definidos por:
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S (83)
n= nkj + N,

— — —

Vale observar que x; , X, € Y3 SA0 respectivamente as coordenadas locais X do n6 1, X
don62eydond 3. Ver figura 19.

5.4 TENSOES

As tensdes (momentos) podem ser calculadas em quaisquer pontos do elemento
utilizando-se aeq.(59.a), agui repetida.

Im, 0

{m =i m, y=[D],[BHU} (59.)
| |
meyb

Como sugestéo, pode-se calcular as tensdes nos 4 pontos de integracdo de Gauss de
3% ordem paratriangulos. Ver figura 21 e tabela 02.

AY

3(0ya)

Y x

O 1 (Xl,O) 2 (X2|O)

FIGURA 21 - Pontos de Gauss onde as tensdes sao calculadas

As tensbes apresentadas na eq.(59.a) estéo referidas em termos de coordenadas
locais (X,y). A transformacado para coordenadas globais (X,Y) € feita utilizando-se a seguinte
eguacao:
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éem, myu émx mxy@
gne m 8" MEn m qT’ (84)
XY y U Xy y u

TABELA 02 - Localizagdo dos pontos de Gauss onde as tensdes sdo cal culadas

Pontos Coordenadasde érea Coordenadas locais cartesianas
de Gauss L, L, Ls X y
a 13 13 13 (X1+Xx2)/3 Y33
b 0,6 0,2 0,2 0,6x1+0,2X, 0,2y
c 0,2 0,6 0,2 0,2x,+0,6x; 0,2y
d 0,2 0,2 0,6 0,2x1+0,2X, 0,6y;

5.5VETOR DE CARGASNODAISEQUIVALENTES

O vetor de cargas nodais equivalentes, ou vetor de forgas nodais equivaentes, para

carregamento distribuido no elemento pode ser determinado utilizando-se a equacéo abaixo:
{f} = Qa(x,y)IN]" dxdy (85.1)
Admitindo-se que o carregamento distribuido seja uniforme no el emento:
{f} = qQ[N]dedy (85.2)
Substituindo-se a expresséo de [N], escritana eq.(72.4), naeq.(85.2), tem-se:

{f} =aQICl"{Prdxdy (85.3)

{f} =d[C]" Q{Praxdy (85.4)

Uma simplificacdo para a realizacdo da integral na érea do elemento da eq.(85.4)

acima é considerar o elemento como sendo um tridngulo como o da figura 22.
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>

1 (X1,0) (0,0) 2(x0) X
FIGURA 22 - Integracdo na &rea do elemento

Considerando o elemento da figura 22, pode-se rescrever a eg.(85.4) como sendo:

{f} = q[C] QQ ng {P}dydx+Q Q {P}dydx— (85.5)

ou:

{f} =d[C]"{P} (85.6)

ondeo vetor {P} &
1 00ya (X, - %, i
£20y, (X - X]);
1205 (X, - X,)i
110y, - xi)i

"' By (X3 - X7) 1
10y3(>< 1):
: By, (X3 - X )'
{P}—_l 2y3(X 1)y
2 230 - ) !
| 6y3(x 1) T
L ay(<3 - x9) |
T ys(X3 - Xp) .'.
FEYIKE - XD 4
T ys(x3- x3) T

T

T

ay5(x, - X,) b (86)
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Uma outra aternativa mais simples, porém menos exata, para se considerar o
carregamento  uniformemente distribuido seria a transformacdo deste em cargas
concentradas nos nds onde houvesse o grau de liberdade w, como esta representado na
figura 23 abaixo. Porém, este artificio, comumente utilizado no méodo dos elementos
finitos *, trata-se de uma aproximacéo e assim, existem erros embutidos em sua utilizaco,

além dos erros inerentes ao emprego do préprio MEF. Ver tabela 09, no capitulo 8.

FIGURA 23 - Aproximagdo para carregamento uniformemente distribuido
O vetor de cargas nodais equivalentes neste caso seria:

gA T
{f}:?{101001010010100} (87)

Nota-se que com a utilizagéo do citado artificio, a contribuicdo do efeito momento
ndo € considerada.

Vale ainda observar que o fato das cargas serem de mesmo vaor (gA/6) é
justificavel, pois as é&eas de influéncia de cada n6d envolvido sdo iguais entre si para

qualquer tridngulo considerado. Ver figura 24.

FIGURA 24 - Areasdeinfluéncia

*Q citado artificio aparece na determinagdo do vetor de cargas nodais equivalentes para carga
uniformemente distribuida no el emento DKT. Para maiores detalhes, ver item 4.4.



O 0O SISTEMA ESTRUTURAL

6.1 INTRODUCAO

O presente capitulo apresenta o sistema de coordenadas e a matriz de rigidez do
elemento finito de barra utilizado na discretizago das vigas do pavimento. Além disso, seré
apresentado também o processo desenvolvido para se fazer o acoplamento entre o elemento

finito de barra e o elemento finito de placa (P15N).

6.20 ELEMENTO FINITO DE BARRA

6.2.1 Sistema de coordenadas locais

O elemento finito de barra utilizado no presente trabalho possui 3 graus de liberdade
(gdl) por extremidade, sendo eles: translacdo em z (w) e rotagbes em x (0y) ey (dy), nesta

ordem. Figura 25.
Az

y — -

_—
—
_—

cot

FIGURA 25 - Sistema de coordenadas |ocais do elemento de barra
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Na figura 25, 0 eixo x é o eixo longitudinal da viga e coincide com a superficie
média da laje, como uma aproximagdo. O eixo z € paralelo ao eixo Z global da estrutura e
apresenta sentido positivo para cima.

A partir das coordenadas locais dos elementos de barra, pode-se definir seus

deslocamentos locais, bem como os esforcos internos associados a eles.

6.2.2 Matriz de rigidez do elemento de barra

A matriz de rigidez do elemento de barra adotado em coordenadas locais pode ser

escrita da seguinte forma:

é 12E 6EI  12EI 6EI U

e = 0 -7 s 1z

g 0 G, 0 0 Sy 3

é L L G

a 6El 4El  6E 2El |
e _— = 0 =

[K ]:ﬁ-' L2 L L2 L U
€ 1E o 6Bl 120 , G
S KT L §

& o Gl 0 GJ, o

é L L a

e 6El o 2B GH 0 4El U
K L L2 L H

onde:

E - mddulo de éasticidade longitudinal, ou médulo de Y oung, do material;
G - m6dulo de elasticidade transversal do material;

| - momento deinérciaem relagdo ao eixoy;

J - momento de inércia atorcao;

L - comprimento do elemento de barra.

A matriz de rigidez do elemento da barra apresentada anteriormente foi escrita no
sistema de coordenadas locais do elemento; para escrevé-la em termos de coordenadas
globais da estrutura é necessario que se determine antes a sua matriz de incidéncia

cinemética, o que pode ser feito utilizando-se a eq.(88).
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{uv,} :[bv]>{uvg} (88)

onde:

{ uy, } - vetor de deslocamentos do elemento de barra segundo o sistema de coordenadas
locais;

[bv] - matriz de incidéncia cinematica do elemento de barra;

{ uvg} - vetor de deslocamentos do elemento de barra segundo o sistema de coordenadas

globais.

Explicitando-se a matriz de incidéncia cinemética [bv , tem-se;

(?1 0 0 0 0 0 u

20 cosa,) sen(a,) 0 0 0 3

[b ]_ & - sen(a,) cosa,) O 0 0 u
1T o 0o 1 o 0 g
€ 0 0 0 cosa,) sen(a,)u

SD 0 0 0 -sen(a,) cos(a,)q

Onde o angulo a, é aguele formado entre 0 eixo X global e o eixo x local da viga.

Figura 26.

FIGURA 26 - Angulo a daviga

Com a matriz de incidéncia cinemética, pode-se determinar a matriz de rigidez do

elemento de viga em coordenadas globais utilizando-se a eq.(89).

[K.o] =[0.] T ][b. ] (89)
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6.3 COMPATIBILIZACAO ENTRE O ELEMENTO P15N E O ELEMENTO DE
VIGA

A principio, o elemento finito P15N foi formulado apenas para resolver problemas
de placas, sem se preocupar com a compatibilidade entre seus graus de liberdade (w ew,,) e
os graus de liberdade de um possivel elemento finito de barra. Para se utilizar esse elemento
finito na analise de pavimentos, e futuramente na andlise de edificios altos, fez-se necessario
0 desenvolvimento de um processo computacional que compatibilizasse os graus de
liberdade desse elemento e os graus de liberdade (globais) do elemento finito de barra
escolhido (w, gx e gy). Esse processo alternativo desenvolvido no presente trabalho sera

apresentado a seguir.

6.3.1 Subestruturacdo em paralelo

Ap6s a determinacdo da matriz de rigidez da placa da estrutura com a contribui¢ao
de todos os elementos finitos de placa, deseja-se escrever agora essa matriz de rigidez em
funcéo apenas dos graus de liberdade dos lados que contenham os elementos de viga. Figura
27. Foi adotada a técnica das subestruturas. Essa técnica, assim definida na engenharia
estrutural, foi originalmente propostaem KARDESTUNGER (1975) com o0 nome de método
da separacdo (Diakoptico) para a andlise de circuitos elétricos e estruturas elésticas sob a
forma de subespagos. No método das subestruturas, utiliza-se condensacdo estética dos
graus de liberdade, onde existem dois métodos para efetuéla matematicamente: o “Full
Release”, apresentado em ROSEN & RUBINSTEIN (1970), que implica a liberacdo total
dos graus de liberdade internos da subestrutura e € considerado o método tradicional; e o
“Cholesky Decomposition”, que libera parcialmente esses graus de liberdade, e foi
apresentado por BOSSHARD (1971) e ROSEN & RUBINSTEIN (1970). Este dltimo
método, que apresenta menor nuimero de operacbes numéricas e menor esforgo

computacional, foi o escolhido neste trabal ho.

Matriz derigidez e vetor de cargas da placa segundo as coordenadas externas

A equacdo matricia de equilibrio do pavimento pode ser escrita como:
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gty =1ney ©
Hen @Y

onde:
| - indice que indica os parémetros internos da estrutura;

E - indice queindica os par@metros externos da estrutura.

Observa-se que, para se escrever a eg.(90), a numeracdo dos graus de liberdade da
estrutura deve ser feita de tal forma que primeiro sejam numerados os graus de liberdade
internos, ou seja, aqueles que estdo localizados em lados que ndo contenham elementos de

viga, e por fim, os gdl externos (agueles que estdo em lados que contenham elementos de

VS —
[ e —

viga).

Vigas/pilares
elementos

FIGURA 27 - Subestruturacéo em paralelo

O processo de triangularizacéo de Gauss é aplicado a matriz de rigidez da placa até
a coluna referente a tltima coordenada interna.

§RII
REI

fR'E,E%@ere&mg” il

1 u (91)
ee O &[0l [R ] a
onde:
[L],ixra - matriz triangular inferior com termos unitérios na diagonal principal;
[RT],coxrq - Matriz retangular;

[0] - matriz nula;
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- matriz simétrica condensada.

[ ] nce x nce

onde nci e nce sdo nimero de coordenadas internas e nimero de coordenadas externas,

respectivamente.

Outra maneira de se escrever a matriz de rigidez da placa é através de sua

decomposi¢do em um produto matricial triplo.

gR, {RlEF_é[L] ool [0 Wy’ [RE
Ra] [Recla &RTI DGOl [Rild 1] g
onde as matrizes da eg.(91) sdo acrescidas:
[1] cerrce - Matriz identidade;
[D], o, nq - Matriz diagonal.
Relacionando as eq.(92) e (90), tem-se:
4ol [o a{pj}ii_i{r}e
g0 [RIGHoy HRN )
i{Dj}¢_4u" [rRT]"G{D }i
H{odp éld 11 o} o

HArh_¢ i{F I
'TI'{FE}%_gRT] [I]HHF;}E; (95)

[R[{o:} ={r} (96)



67

observando que [R] e [FE] representam a matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais em

coordenadas externas, respectivamente.

Daeq.(94), pode-se escrever:

{De}={p.} (@7)

Daeq.(95), pode-se escrever:
{r}=[H{F] (98)
{r}={r}- [RTHFR} (%9)

Resolvendo-se o sistema da eq.(98) determina-se o vetor {E} . Substituindo-o0 na

€9.(99), juntamente com a matriz [RT] determinada pelo processo de triangularizagdo de

Gauss (eg.(91)), determina-se 0 vetor de cargas nodais em coordenadas externas, { FE} .

A partir daeq.(93), pode-se escrever:
[ol{p;} ={F} (100)

Resolvendo-se o sistema da eq.(100), obtém-se o vetor { D,} .

A partir da eq.(94) determina-se a expressdo para 0 vetor dos deslocamentos

internos;

{p}=1t7"({p;}- [RT"{DL}) (101)

6.3.2 Transformacao de coordenadas

ApGs o processo de subestruturacgo em paralelo, tem-se a matriz de rigidez da placa

e vetor de cargas expressos apenas em termos das coordenadas externas da estrutura, ou
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sgja, aguelas em que existem os graus de liberdade do elemento de viga. Porém, matriz
de rigidez e vetor estdo escritos nos graus de liberdade originais do elemento finito P15N (w
ew,); € necessario que se faga a transformagao destes gdl para aqueles do elemento de viga,
e assim, a compatibilizacdo entre os dois elementos. A figura 28 ilustra 0 processo de
transformacdo de coordenadas de uma placa quadrada discretizada por dois elemento finitos
P15N com vigas nas bordas. Através da subestruturagdo em paralelo, os graus de liberdade
internos - localizados na diagonal da placa - sdo condensados para aqueles das bordas, ou
seja, onde existem as vigas. Em seguida, pelo processo de rotacdo de coordenadas, a placa

estd “pronta’ para receber a contribuicdo das vigas.

subestruturagdo em rotagcéo de
paraelo coordenadas
no 3 no4 nb m 3 t 2n64
e « « e, <¢ <¢ ;E DS » VV;E »
o g
¥ ¥ ¥ JF
elem. 2
2 2
Db D
¥ 2 2 j’
elem. 1
2 2
> . DS S ¥ « DR TR 3 S S . 34
né 1 A) nt2 nol B) nt2 nol (@] noé 2
24 gdl 20 gdl 48 gdi

FIGURA 28 - Transformagdo de coordenadas
Para que a transformag&o de coordenadas sgja feita, é preciso que se determine uma

matriz de transformacdo b que relacione os deslocamentos do sistema B com os

deslocamentos do sistema C (figura 28).

{Ua} =[of{uc) (102

Tomando-se como exemplo o lado genérico da figura 29, pode-se escrever a
€q.(103).
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rotagdo de coordenadas

FIGURA 29 - Rotacéo de coordenadas
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onde:

ic;u icosf;i

Isfg senfg

dados pela eq.(69), onde o sina positivo ou negativo depende da numeracdo global dos nosj
ek:

paaj < kb gna =+

paraj > kb sna =-
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A matriz [b] é construida com a contribui¢do de todos os lados com viga da
estrutura.
A matriz de rigidez nas novas coordenadas da estrutura é determinada através da
seguinte equagao:
T *
[K.]=[o] [R ][] (104
e 0 vetor de cargas rotacionado pode ser determinado através da seguinte equagéo:

{r}=[0]'{r} (105)

6.3.3 Contribuicdo das vigas

ApO6s 0 processo descrito anteriormente, podemos acrescentar a contribuicdo das
vigas namatriz de rigidez da estrutura e no vetor de cargas rotacionados.
Como podemos deduzir observando afigura 28 C, cada lado com viga da estrutura,

correspondera a 4 elementos de viga: dois com comprimentos de | Lj/2 e dois com

comprimentos de (1-1 )L;/2, sendo| = +/0.6 eL; o comprimento total do ladoj.
Neste trabalho foi admitido apenas que as vigas estaria submetidas a carregamento

uniformemente distribuido. Figura 30.

qL’ qL’

T 2 4
2/ \2

FIGURA 30 - Carregamento uniformemente distribuido no elemento de viga

Assim, o vetor de cargas nhodais equivalentes, nas coordenadas |locais das vigas, para

este tipo de carregamento, pode ser escrito como:
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- gL*u

L 106
12% (106)

2 12 2

Para se determinar este vetor em fungdo das coordenadas globais da estrutura, basta

pré-multiplicé-lo pela transposta da sua matriz de incidéncia cinemética [b,] .

{t}=[b.] {1} (107)

Apo6s a contribuicdo das vigas, 0 proximo passo € a resolucdo do sistema de
equagdes final, com a matriz de rigidez e vetor de cargas rotacionados acrescidos da
contribuicdo dos elementos de viga, de onde se determina o vetor de deslocamentos nodais
nas coordenadas externas rotacionadas. Com o vetor de deslocamentos citado, facilmente se
determina este vetor em termos das coordenadas w e w,, com a utilizacdo da matriz b de

transformagao; e ja utilizando a eq.(97), tem-se:

{De} =[bl{D.} (108

Substituindo-se o vetor { Dg} na eq.(101), obtém-se o vetor {D,}, e assim o vetor de

deslocamentos completo da estrutura, nas coordenadas do elemento P15N (w ew,y).

*Ver expressdo de b, neste mesmo capitulo.



{ O PROGRAMA
COMPUTACIONAL

7.1INTRODUCAO

Com base no desenvolvimento descrito nos capitul os anteriores - principalmente os
3, 5 e 6 - eaborou-se um programa computacional com o intuito de realizar as andlises
propostas inicialmente. O presente capitulo tem como objetivo descrever o programa
computacional desenvolvido em termos gerais e as principais sub-rotinas, bem como

apresentar a entrada e saida dos dados envolvidos.

7.2 GENERALIDADES

O programa computacional desenvolvido foi intitulado como “PAPEP15N” -
Programa de Andlise de Pavimentos utilizando o Elemento finito P15N. Foi implementado
em linguagem de programacdo FORTRAN 90 utilizando-se o software Fortran
PowerSation 4.0. O programa PAPEP15N foi concebido em médulo (workspace) Unico;

sua versdo Ultima apresenta:

tamanho da versao .for........c.ccceveenene 88982 bytes
tamanho da versao executavd............ 355840 bytes
namero delinhas...........ccooevvvevevccccicece, 3546

NUMEro de sub-rotinas.........ccoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenn 89
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7.3 ENTRADA DE DADOS

A entrada de dados do programa PAPEP15N é feita através de arquivo de dados. Em
sua interface com 0 usuério, é necessario apenas informar se a entrada de dados sera feita
com a utilizagdo de pré-processador (p ou P) ou hdo (m ou M - de manual) e o nome do

arquivo de dados, com extensdo, até 50 caracteres. Figura 31.

‘& papep15n

M ane o i|e@ B @fE Al

Autor: Engo.

EMTRADA DE DADOS O/ PRE-PROCESSADOR OU MAMUAL (PAMI? g

MOME DO AROUTWO DE EMTRADA DE DADOS: pdw.ent_

FIGURA 31 - Entrada de dados do programa PAPEP15N

7.3.1 Entrada de dados com pré-processador

Se a entrada de dados for com a utilizagdo do pré-processador, 0 arquivo de dados

devera ser escrito de acordo com o esguema abaixo:

E H POISSON RTV

NCC QNDPNSNV NEARNC
X1 XS

YI'YS

NEX NEY

TIPO
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NOC(I) VCC(l) { se NCC>0}

NODZ(I) VDPL(l) { se NDP>0 e NV=0}

NOD2(I) VDP2(I) DN(I) FXN(1) FYN() { se NDP>0 e NV>0}
NI(1) NF(1) W(1) WN(I) { se NS>0}

NIV(1) NFV(1) E(1) POI(1) IN() Q(1) D(1) FX(1) FY (1){ se NV>0}

EAR(I)

onde:

E - médulo de elasticidade ou modulo de Y oung;

H - espessuradaplaca;

POISSON - coeficiente de Poisson;

RTV - rigidez atorcdo das vigas (GJ/L); nas andlises realizadas ndo se
considerou arigidez atorgdo das vigas, porém nao se pode
atribuir valor nulo as mesmas; utilizou-se um valor “ pegqueno”
em
todas as andlises de valor 1.0E-10;

NCC - numero de cargas concentradas;

Q - valor da carga uniformemente distribuida na placa;

NDP - numero de deslocamentos prescritos; no caso de pavimentos,
pode corresponder ao numero de pilares;

NS - numero de sequiéncias; seguimentos de reta com as mesmas
vinculagdes; estas ndo sdo computadas em NDP;

NV - numero de vigas; ndo € o nimero de elementos de viga, mas 0
ndmero de seguimentos de viga com caracteristicas constantes,

NEAR - numero de elementos de placa a excluir;

NC - numero de um no que se queira ver seus resultados em destaque,
por exemplo um né central;

X1, XS - coordenadas X dos nés inferior esguerdo e superior direito da
placa;

YI,YS - coordenadas Y dos nésinferior esquerdo e superior direito da
placa;

NEX, NEY - numero de elementos (lados de elementos) de placaem X eem
Y;

"Ver item 6.2.2.



TIPO -

NOC(1) -

VCC(l) -

NOD1() -

VDP(l) -

NOD2(I) -

VDP2(l) -

DN(I) -

FXN(I) -

FYN(I) -

NI(1), NF(1) -
W(l), WN(I) -

NIV(1), NFV(1) -

E(1), POI(I), IN(1), Q() -

D(I), EX(1), FY (1) -

EAR(l) -
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tipo de discretizacgo damalha (S, Z ou X); figura 32;

vetor de nés com carga concentrada; seu tamanho é NCC;

vetor com o valor das cargas concentradas, com sentido positivo
para cima; seu tamanho também é NCC;

vetor com os nés com deslocamentos prescritos; possui tamanho
NDP;

vetor com os valores dos deslocamentos prescritos; possuli
tamanho NDP,

vetor com os nés dos pilares; possui tamanho NDP,

vetor nulo; seu tamanho também é NDP,

vetor que indica se 0 né tem deslocamento w restrito (1) ou livre
(0); tamanho: NDP;

vetor que indica se o nd tem deslocamento gy restrito (1) ou livre
(0); tamanho: NDP;

vetor que indica se o nd tem deslocamento gy restrito (1) ou livre
(0); tamanho: NDP;

nosinicia efina daseqiéncial;

indica as restri¢des da seqiiéncial, sew e w,, sdo livres (0) ou
restritos (1);

noésiniciais e finais das vigas;

maodul o de elasticidade, coeficiente de Poisson, momento de
inércia e valor da carga uniformemente distribuida (sentido
positivo paracima) davigal;

restricoes nos deslocamentos w, gy e gy dasvigas, (1) restrito e
(O) livre;

vetor com os elementos de placa que devem ser excluidos.

7.3.2 Entrada de dados sem pré-processador

A entrada de dados sem a utilizagdo do pré-processador é feita de acordo com o

esguema a seguir:

E H POISSON RTV
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NN NL NE NV NEAR

NCC Q NDP

| XGT(1) YGT(I)

I LG(1,1) LG(1,2)

| N123(1,1) N123(1,2) N123(1,3)

NGDLC(l) VCC() { se NCC>0}

NGDLD(I) VDP(I) { s NDP>0 e NV=0}

NOD(1) VDP(I) DN(I) FXN(I) FYN(1) {se NDP>0 e NV>0}
NIV(1) NFV (1) E(1) POI(1) IN(I) Q(1) D(1) FX(1) FY (1)

EAR(l)

onde:

NN - nimero de nés,

NL - nuimero de lados;

NE - numero de elementos de placa;

I, XG(I), YG(I) - né |, coordenada X eY globaisdonod |;

I, LG(I,1), LG(1,2) - lado |, nésinicial efinal dolado I;

[, N123(1,1), N123(1,2), N123(1,3) - elementol, n6s 1, 2 e 3 do elemento I;

NGDLC(I), VCC(l) - nimero do grau de liberdade com carga concentrada
e

valor da carga concentrada | (sentido positivo para
cima);

NGDLD(1), VDP(l) - nuimero do grau de liberdade com deslocamento
prescrito e valor do deslocamento prescrito |.

Asdemais variaveis envolvidas foram definidas no item anterior.

7.4 A SUB-ROTINA PRE_PROCESSADOR

A sub-rotina pré-processador tem por objetivo determinar as coordenadas X e Y dos
nos da estrutura, os nos inicia e final de cada lado e os nés 1, 2 e 3 de cada elemento de

placa, a partir das coordenadas dos n6s inferior esquerdo e superior direito da placa, do
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nimero de elementosem X eem Y e do tipo de discretizacdo da malha, que pode ser S, Z ou
X. Figura 32. A nomenclatura criada pelo autor € inspirada nas “letras’ a que se assemelham

adisposicéo dos lados em cada reténgul o de discretizacao.

Tipo S TipoZ Tipo X
FIGURA 32 - Tipos de discretizagdo damalha

A numeragado dos lados é feita de forma que se tenha uma menor largura de banda

paraamatriz de rigidez da estrutura.

7.5 EXCLUSAO DE ELEMENTOS

A exclusdo de elementos € um recurso bastante necessario quando se esta
trabalhando com malhas de formato irregular e/ou em casos de existirem “buracos’ na
mesma. O programa PAPEP15N atribui um modulo de elasticidade ficticio (reduzido) para
os elementos que devem ser excluidos, aém de ndo considerar a contribuicdo da carga
uniformemente distribuida (se houver) nestes elementos. Este modulo de elasticidade
ficticio corresponde a 1.0E-16 do valor do médulo de elasticidade dos outros elementos de

placa.

7.6 SAIDA DE DADOS

A saida de dados do programa PAPEP15N é feita através de 5 arquivos de dados

gerados pelo programa, cujos nomes sdo 0s mesmos do arquivo de entrada de dados, com a
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modificacdo da extensdo. Desses 5 arquivos de dados, 4 sd0 incondicionais e 1, com 0s
resultados referentes as vigas, s sera criado se houver vigas na estrutura.
Se 0 nome do arquivo de dados for p4v.ent por exemplo, 0 programa ira gerar 0s

Seguintes arquivos:

PAV.AEL ..o dados de entrada da estrutura;
PAV.GAL .o grausde liberdade por lado da estrutura;
PAV.PIC. ..t resultados referentes a placa;
0723V o o ISR resultados refer entes as vigas (se houver vigas);

p4v.tmp...tempos de processamento das diver sas etapas do programa e tempo total.

Todos os arquivos possuem um cabegcalho com 0 nome do arquivo, a data e a hora
do inicio da andlise. No apéndice estdo os arquivos gerados por uma anélise do exemplo 03°

como demonstraco.

7.7 TEMPOS DE PROCESSAMENTO

As etapas envolvidas nas andlises sdo diferentes para 0 caso de se tratar de uma

placa ou um pavimento. Se a estrutura analisada for uma placa, as etapas envolvidas sao:

Leitura dos dados

Montagem da matriz derigidez da placa
Condicdes de contorno

Solucéo do sistema de equagdes

Tensdes na placa
Se um pavimento for analisado, as etapas seréo:
Leituradosdados

Montagem da matriz derigidez da placa

Subestruturacdo em paralelo

"Ver capitulo 8.
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Rotacéo de coor denadas da placa

Contribuicao dasvigas

Condicgdes de contorno

Solucdo do sistema de equacdes

Retrosubstituicdo

Tensbes na placa

Esforgos nasvigas

onde a etapa retrosubstituicéo é responsavel pela determinacdo dos deslocamentos internos

daplacaa partir dos deslocamentos externos.

Apo6s o fornecimento do nome do arquivo de entrada de dados, inicia-se a execugao
do programa propriamente dita. Durante esta execucao e ap0s o fim de cada etapa realizada,
0 programa escreve em tela 0 nome da etapa redizada e o tempo de processamento

despendido. Ao fim de toda a andlise, o tempo total é fornecido. Figura 33.

: papepl15n

[ ewe = i@ B =]E Al

TEMPOS DOE PROCESSAMENTO:

Leitura dos d

ontribuican

FIGURA 33 - Tempos de processamento



8 EXEMPLOS

8.1INTRODUCAO

No presente capitulo seréo apresentados 5 exemplos numéricos utilizando-se o
programa desenvolvido no trabalho. Nas andlises realizadas com o elemento finito DKT
utilizou-se o programa SRP desenvolvido por CHAVES (1996), em alguns casos, com a
utilizacdo do gerador de arquivos PEC, de SOUSA JUNIOR (1996).

82EXEMPLO 1

O exemplo 1 trata de uma placa quadrada em que seréo considerados os seguintes
Casos:
placa simplesmente apoiada nas bordas submetida a carregamento uniformemente
distribuido;
placa engastada nas bordas submetida a carregamento uniformemente distribuido;
placa simplesmente apoiada nas bordas submetida a carga concentrada no centro;

placa engastada nas bordas submetida a carga concentrada no centro.

Os demais dados necessarios para as analises da placa séo mostrados na figura 34,
onde também s3o apresentados exemplos de malhas do tipo S', onde facilmente se faz uma
analogia com os outros tipos de discretizac8o apresentados (Z e X).

Por questbes de simetria, apenas um quarto da placa foi modelado. Vae a
observacdo que para que isto sgja feito, os lados AB e AD apresentam w,, = 0 como
condicdes de contorno - BC e DC depende da andlise - e deve-se atribuir valor 1000 para a

carga concentrada P.

"Veritem 7.4.
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E = 1.0 x10™ (mod. elast.)
N = 0.3 (coef. Poisson)

h =0.01 (espessura)
a=20

g = 1000 (cargadistrib.)

P = 4000 (cargaconc.)

D c

M1 M2
A A
D € D g

M3 M4
A A
D € D g

M5 M8
A B A B

FIGURA 34 - Exemplo 1

As tabelas 03, 04 e 05 mostram os resultados das diversas andlise realizadas com o
elemento finito P15N para o deslocamento w no centro da placa para os 3 tipos de
discretizagOes estudadas. Os valores analiticos séo de MARTINS & SABINO (1997).

A partir das tabelas 03, 04 e 05 diversos graficos sao apresentados com o intuito de
se comparar a convergéncia das diferentes discretizaces realizadas.

As figuras 35, 36 e 37 apresentam a convergéncia monotdmica dos 3 tipos de
discretizacdo da maha (S, Z e X) para os diversos caso de condi¢cbes de contorno e
carregamento da placa. O eixo das ordenadas apresenta o erro, em porcentagem, ho

deslocamento w no centro da placa e o eixo das abcissas o refinamento das malhas utilizadas
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- M1, M2, M3, etc. Através dessas figuras, pode-se perceber a rapida convergéncia do

elemento P15N para este caso de placa quadrada. Com um refinamento de nimero 2 (8

elementos paraostipos Se Z e 16 para X) ja se obtém erros inferiores a 2%.

TABELA 03 - Dedlocamento w para placa quadrada- tipo S

malha |elementos| gdl cargadistribuida carga concentrada
S apoiada engastada apoiada engastada
w erro (%) w erro (%) w erro (%) w erro (%)
M1 2 24 | 7,07187 | -0,364 | 2,18172 | -1,314 | 19,5260 | -3,665 | 9,01932 [ -8,015
M2 8 73 | 7,10235| 0,065 | 2,22676 | 0,723 | 20,1021 | -0,823 | 9,65773 | -1,504
M3 18 148| 7,10053 | 0,039 | 2,21779 | 0,318 | 20,1996 | -0,342 | 9,74420 | -0,622
M4 32 249| 7,09942 | 0,024 | 2,21448 | 0,168 | 20,2318 | -0,183 | 9,77243 | -0,334
M5 50 376| 7,09884 | 0,015 | 2,21304 | 0,103 | 20,2461 | -0,112 | 9,78502 | -0,206
M6 72 529| 7,09851| 0,011 | 2,21230 [ 0,069 | 20,2536 | -0,075 | 9,79167 | -0,138
M8 128 913| 7,09817 | 0,006 | 2,21159 [ 0,037 | 20,2608 | -0,040 | 9,79805 | -0,073
valor analitico 7,09774 0 2,21077 0 20,2689 0 9,80521 0
TABELA 04 - Deslocamento w para placa quadrada - tipo Z
malha |elementos| gdl cargadistribuida carga concentrada
z apoiada engastada apoiada engastada
w erro (%) w erro (%) w erro (%) w erro (%)
M1 2 24 | 7,16048 | 0,884 | 2,27032 | 2,694 | 20,2582 | -0,053 | 8,92531 [ -8,974
M2 8 73 | 7,10810 | 0,146 | 2,21335 | 0,117 | 20,2249 | -0,217 | 9,73222 | -0,744
M3 18 148| 7,10177 | 0,057 | 2,21327 | 0,113 | 20,2500 [ -0,093 | 9,78241 | -0,233
M4 32 249| 7,09988 | 0,030 2,2125 0,078 | 20,2590 | -0,049 | 9,79445 | -0,110
M5 50 376| 7,09906 | 0,019 | 2,21197 | 0,054 | 20,2629 | -0,030 | 9,79910 | -0,062
M6 72 529| 7,09863 | 0,013 | 2,21163 | 0,039 | 20,2650 | -0,019 | 9,80135 | -0,039
M8 128 913| 7,09823 | 0,007 | 2,21127 | 0,023 | 20,2669 | -0,010 | 9,80336 | -0,019
valor analitico 7,09774 0 2,21077 0 20,2689 0 9,80521 0
TABELA 05 - Dedlocamento w para placa quadrada - tipo X
malha |elementos| gdl carga distribuida carga concentrada
X apoiada engastada apoiada engastada
w erro (%) w erro (%) w erro (%) w erro (%)
M1 4 37 | 7,12087 | 0,326 | 2,15878 | -2,352 | 20,1432 | -0,620 | 9,40130 | -4,119
M2 16 125| 7,10675| 0,127 | 2,21840 | 0,345 | 20,2535 | -0,076 | 9,78850 | -0,170
M3 36 265| 7,10170| 0,056 | 2,21456 | 0,171 | 20,2650 | -0,019 | 9,80181 | -0,035
M4 64 457 7,09995( 0,031 | 2,21291 | 0,097 | 20,2679 | -0,005 | 9,80454 | -0,007
M5 100 701| 7,09915| 0,020 | 2,21213 | 0,062 | 20,2688 | 0,000 | 9,80538 | 0,002
M6 144 997| 7,09872| 0,014 | 221171 | 0,043 | 20,2692 | 0,001 | 9,80568 | 0,005
M8 256 (174 | 7,09829 | 0,008 | 2,21130 [ 0,024 | 20,2694 | 0,002 | 9,80579 | 0,006
5
valor analitico 7,09774 0 2,21077 0 20,2689 0 9,80521 0
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erro no deslocamento no centro da placa

(%)

direcdo da malha: S

—o— uniform. distrib.\apoiada

-6 —— uniform. distrib.\engastada
—o— carga conc.\apoiada

71 —%— carga conc. \engastada

-8

refinamento da malha

FIGURA 35 - Erro no deslocamento w no centro da placa quadrada- tipo S

erro no deslocamento no centro da placa

direcdo da malha: Z

3
2
1
0 = 38
1 3 4 5 6 7 8
-2
g 3
-4
-5
—o— uniform. distrib.\apoiada
-6 —x— uniform. distrib.\engastada
-7 —+— carga conc.\apoiada
-8 —¥— carga conc.\engastada
-9

refinamento da malha

FIGURA 36 - Erro no deslocamento w no centro da placa quadrada - tipo Z
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direcdo da malha: X

i
© 7 8
3
o
<
©
2
c
(]
o
(@]
[=HN
o &
2<
Q
IS
IS
(8]
o
[%] - 4
3 30 —oe— uniform. distrib.\apoiada
e -35 1+ —>¢— uniform. distrib.\engastada
o
= —o— carga conc.\apoiada
® 404
' —¥— carga conc.\engastada
45 1

refinamento da malha

FIGURA 37 - Erro no deslocamento w no centro da placa quadrada - tipo X

A figura 38 compara a convergéncia entre os 3 tipos de discretizacdo da malha para
0 caso da placa estar simplesmente apoiada e submetida a carregamento uniformemente
distribuido. No eixo x, desta vez, estdo apresentados os nimeros de graus de liberdade de
cada andlise. Pode-se perceber que, apesar dos resultados serem parecidos, a discretizacéo
tipo S apresenta-se como sendo de mais rdpida convergéncia que os outros dois tipos. Em
geral, os erros encontrados sdo bem reduzidos (maximo de 0,884%).

A figura 39 repete o que foi apresentado na figura 38, sendo que para o caso de
placa engastada. Desta vez a discretizacdo tipo Z mostrou-se melhor que as outras duas.

As figuras 40 e 41 repetem o que se mostrou nas duas figuras anteriores, para placa
simplesmente apoiada e engastada, respectivamente, sob carga concentrada. Os tipos Z e X
apresentaram os melhores desempenhos em ambos 0s €asos.

Astabelas 06, 07 e 08 so semelhantes as tabelas 03, 04 e 05, sendo que apresentam
0s resultados para os momentos no centro da placa quadrada. Apenas 0 caso de carga
uniformemente distribuida foi considerado, pois para carga concentrada os resultados
tendem para infinito. Os valores andliticos sdo de TIMOSHENKO &
WOINOWSKY - KRIEGER (1959).
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erro no deslocamento no centro da placa

(%)

placa simplesmente apoiada submetida a carregamento
uniformemente distribuido

10 +
—e—Tipo S
0,8 1 —A—Tipo Z
—>— Tipo X
0,6 +
04 +
02+
0,0 1 A= —& : ; ‘
200 400 600 800 1000
-0,2 +
-0,4 L

gdl

FIGURA 38 - Erro no deslocamento w para placa simplesmente apoiada submetida a

carregamento uniformemente distribuido

erro no deslocamento no centro da placa

(%)

3,0
2,5
2,0 +
1,5
1,0 4
0,5 -

0,0

placa engastada submetida a carregamento uniformemente

distribuido

—e—Tipo S
—A—Tipo Z
—>— Tipo X

-0,5
-1,0
-1,5

-2,0 1

25

200 400 600 800 1000

gdl

FIGURA 39 - Erro no deslocamento w para placa engastada submetida a carregamento

uniformemente distribuido
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0,00 +

-0,95

-1,90 -

(%)

-2,85

erro no deslocamento no centro da placa

-3,80 -

placa simplesmente apoiada submetida a carga concentrada

600 800 1000

—o—Tipo S
—A—Tipo Z
—><—Tipo X

gdl

FIGURA 40 - Erro no deslocamento w para placa simplesmente apoiada submetida a carga

concentrada

21

erro no deslocamento no centro da placa
(%)

placa engastada submetida a carga concentrada

400 600 800 1000

—6—Tipo S
—A—Tipo Z
—>— Tipo X

gdl

FIGURA 41 - Erro no deslocamento w para placa engastada submetida a carga concentrada



TABELA 06 - Momento mx = my para placaquadrada - tipo S

malha |elementos| gdl cargadistribuida
S apoiada engastada
mx=my [erro (%) | mx=my | erro (%)
M1 2 24 | 160,544 | -16,209 | 50,6486 | -45,185
M2 8 73 | 185,882 | -2,984 | 85,4481 | -7,524
M3 18 148| 189,061 | -1,325 | 88,9414 | -3,743
M4 32 249| 190,162 | -0,751 | 90,1318 | -2,455
M5 50 376| 190,665 | -0,488 | 90,6735 [ -1,869
M6 72 529| 190,937 | -0,346 | 90,9653 [ -1,553
M8 128 913| 191,205 | -0,206 | 91,2536 | -1,241
valor analitico 191,600 0 92,4000 0

TABELA 07 - Momento mx = my para placa quadrada - tipo Z

malha |elementos| gdl cargadistribuida
z apoiada engastada
mx=my [erro(%) | mx=my | erro (%)
M1 2 24 | 203,075 | 5,989 |140,6760| 52,247
M2 8 73 | 191,676 | 0,040 | 92,2049 | -0,211
M3 18 148| 191,165 | -0,227 | 91,4532 | -1,025
M4 32 249| 191,254 | -0,181 | 91,4107 | -1,071
M5 50 376| 191,336 | -0,138 | 91,4428 | -1,036
M6 72 529| 191,391 | -0,109 | 91,4794 | -0,996
M8 128 913| 191,453 | -0,077 | 91,5306 | -0,941
valor analitico 191,600 0 92,4000 0

TABELA 08 - Momento mx = my para placa quadrada - tipo X

malha |elementos| gdl cargadistribuida
X apoiada engastada
mx=my [ erro (%) | mx=my | erro (%)
M1 4 37 | 174911 | -8,710 | 60,8433 | -34,152
M2 16 125| 189,463 | -1,115 | 89,0147 | -3,664
M3 36 265 | 190,764 | -0,436 | 90,7666 | -1,768
M4 64 457 | 191,134 | -0,243 | 91,1998 | -1,299
M5 100 701 | 191,290 | -0,162 | 91,3688 | -1,116
M6 144 997 | 191,372 | -0,119 | 91,4523 | -1,026
M8 256 (174 | 191,449 | -0,079 | 91,5295 [ -0,942
5

valor analitico 191,600 0 92,4000 0
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As figuras 42 a 46 sdo semelhantes as 35 a 39 sendo que os resultados sdo para 0s
momentos no centro da placa; as figuras foram geradas a partir dos resultados expressos nas
tabelas 06 a 08. Nas figuras 42 a 44 pode-se perceber que se a placa estiver apoiada ao invés
de engastada a convergéncia ocorre de maneiramais rapida. Também os erros, em geral, sdo
maiores gque aqueles encontrados para o deslocamento w no centro da placa. Asfiguras45 e
46 mostram que apesar dos resultados serem parecidos para os 3 tipos de discretizacdo da
malha, o tipo Z apresenta resultados um pouco melhores que os outros dois.

As figuras 47 a 50 comparam a eficiéncia do elemento finito P15N com outros
elementos finitos de placa. DKTC, HSMC' e T18, para 0 mesmo exemplo de placa
quadrada. Os resultados apresentados para os DKTC e HSMC sdo provenientes de SOARES
(1991) eparao T 18, de DEGASPARE (1975). Como se pode observar nessas figuras, como
regra geral, a convergéncia dos elementos finitos T 18 e P15N se deu com mais rapidez que
com os dois outros elementos. Esse fato era de se esperar, pois aqueles dois elementos
possuem mais graus de liberdade (18 e 15, respectivamente) que o DKTC e HSMC (12, para

ambos).

direcdo da malha: S

my no centro da placa (%)

erro em mx

240 + —oe— uniform. distrib.\apoiada

—>— uniform. distrib.\engastada

-45 3 .
refinamento da malha

FIGURA 42 - Erro em mx = my no centro da placa quadrada - tipo S

'O elemento finito HSM (hybrid stress model) também pode ser submetido ao processo de
condensacdo estética como o elemento DKT, formando assim o elemento HSMC. Ver item 4.6.
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my no centro da placa (%)

erro em mx

direcdo da malha: Z

—o— uniform. distrib.\apoiada

—>— uniform. distrib.\engastada

== ——= =
4 5 6
refinamento da malha

FIGURA 43 - Erro em mx = my no centro da placa quadrada - tipo Z

my no centro da placa (%)

erro em mx

dire¢cdo da malha: X

—o— uniform. distrib.\apoiada
—>— uniform. distrib.\engastada

refinamento da malha

FIGURA 44 - Erro em mx = my no centro da placa quadrada - tipo X



90

erro em mx

my no centro da placa (%)
@

placa simplesmente apoiada submetida a carregamento
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FIGURA 45 - Erro em mx = my para placa simplesmente apoiada submetida a
carregamento uniformemente distribuido

my no centro da placa (%)

erro em mx

placa engastada submetida a carregamento uniformemente
distribuido

54

45 1 —o—Tipo S
—A—Tipo Z
—>— Tipo X

36 +

27 +

18 +

200 400 600 800 1000

218 1+

.36 1+
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FIGURA 46 - Erro em mx = my para placa engastada submetida a carregamento
uniformemente distribuido
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placa engastada submetida a carregamento uniformemente

distribuido
—>— P15N
6 - DKTC
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erro no deslocamento no centro da placa
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FIGURA 47 - Placa engastada submetida a carregamento uniformemente distribuido -
comparagao com outros elementos

placa simplesmente apoiada submetida a carregamento
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FIGURA 48 - Placa simplesmente apoiada submetida a carregamento uniformemente
distribuido - comparacéo com outros elementos
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placa simplesmente apoiada submetida a carga concentrada
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FIGURA 49 - Placa simplesmente apoiada submetida a carga concentrada- comparagdo
com o elemento finito T18
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FIGURA 50 - Placa simplesmente apoiada submetida a carregamento uniformemente
distribuido (m, = my) - comparagdo com outros elementos
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A Ultima comparacdo deste primeiro exemplo € mostrada na tabela 09, onde se
explicita a diferenca entre os resultados obtidos com a utilizacdo de dois métodos de
considerag@o do carregamento uniformemente distribuido: o primeiro € o que foi utilizado
no programa desenvolvido no trabalho, ou sgja, com o vetor de cargas equivalentes escrito a
partir das fungdes de forma do elemento; e o segundo é aguele que considera a carga

distribuida no elemento como 6 cargas concentradas. Ver item 5.5.

TABELA 09 - Comparacdo entre métodos de consideracdo de carregamento
uniformemente distribuido - placa quadrada

malha |elementos| gdl vetor completo aproximagdo com gA/6
apoiada engastada apoiada engastada

w erro (%) w erro (%) w erro (%) w erro (%)
M1 2 24 | 7,07187 | -0,364 | 2,18172 | -1,314 | 5,10054 | -28,139 | 1,83333 | -17,073
M2 8 73 | 7,10235| 0,065 | 2,22676 | 0,723 | 6,56982 | -7,438 | 2,12837 | -3,727
M3 18 148| 7,10053 | 0,039 | 2,21779 | 0,318 | 6,86034 | -3,345 | 2,17304 | -1,707
M4 32 249| 7,09942 | 0,024 | 2,21448 | 0,168 | 6,96366 | -1,889 | 2,18914 | -0,978
M5 50 376| 7,09884 | 0,015 | 2,21304 ( 0,103 | 7,01176 | -1,211 | 2,19677 | -0,633
M6 72 529| 7,09851| 0,011 | 2,21230 ( 0,069 | 7,03796 | -0,842 | 2,20098 | -0,443
M8 128 913| 7,09817 | 0,006 | 2,21160 [ 0,038 | 7,06407 | -0,474 | 2,20522 | -0,251

valor analitico 7,09774 0 2,21077 0 7,09774 0 2,21077 0

Observando-se a tabela 09, pode-se perceber que apesar da convergéncia
monotdmica dos val ores obtidos com a utilizacgo do segundo método, os resultados séo bem
menos aproximados que agueles obtidos com o vetor de cargas nodais equivaentes
completo.

Os resultados apresentados na tabela 09 foram obtidos pelo autor utilizando-se de

programa de computador, por ele desenvolvido.

8.3EXEMPLO 2

O exemplo 2 trata da andlise de uma placa esconsa, apoiada em duas bordas e livre
nas duas outras bordas, submetida a carregamento uniformemente distribuido, conforme
figura51 A. O elemento P15N é comparado com os elementos DKTC, HSMC e T 18, onde
os resultados para estes elementos tém as mesmas procedéncias que os do exemplo anterior,

inclusive para os valores analiticos. As malhas empregadas sdo apresentadas na figura 51 B.



94

A figura 52 apresenta 0 erro, em porcentagem, para o deslocamento w e momento
fletor my, no centro da placa (ponto c).

Pela figura 52, observa-se que o elemento P15N apresenta resultados t&o bons
guanto os encontrados com 0s outros elementos, porém com nimero menor de elementos.
Pelas discretizacbes utilizadas, a malha para os DKTC e HSMC possui 100 elementos (363
gdl); parao T18, sdo 120 (462 gdl); para o P15N séo apenas 32 elementos (249 gd!).

1.66a

30°

malhas utilizadas

DKTC eHSMC T18 P15N

?/ NN/

B)

FIGURA 51 - Exemplo 2
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placa esconsa submetida a
carregamento uniformemente

distribuido
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FIGURA 52 - Placaesconsa (w e m,)

84EXEMPLO 3

O exemplo 3 trata-se de uma placa quadrada com vigas nas bordas e apoiada em 4

pilares. Figura 53.

~ @ § a= 2.0 (lado da placa)
V1

h = 0.01 (espessura da placa)

E = 1.0E+11 (mddulo de elasticidade da placa e
vigas)
n = 0.25 (coeficiente de Poisson da placa e vigas)

a V3 V4
I, =1, =13=1,: momentos de inércia das vigas
g = 1000 (carga uniformemente distribuida na
placa)
N
= N N Os pilares séo considerados apoios rigidos,
ES }i/z P‘L translagdo em Z impedida e rotagdes livres.
|

FIGURA 53 - Exemplo 3

A inércia atorcdo das vigas é desprezada e para os momentos de inércia a flexdo, ja

utilizando os valores estabel ecidos anteriormente, é adotado o valor:
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5aD
|4 :?:8.8889E- 7

onde D é arigidez aflexdo daplaca’.

As tabelas 10 a 13 apresentam os resultados encontrados para o deslocamento
vertical no centro da placa, utilizando-se exclusivamente os elementos finitos P15N e
DKT/DKTC. Os resultados para os elementos DKT/DKTC foram obtidos utilizando-se o
programa SRP desenvolvido por CHAVES (1996). O esquema de mahas é o mesmo que o
adotado no exemplo 1. Os vaores anditicos foram tirados de TIMOSHENKO &
WOINOWSKY - KRIEGER (1959).

Os resultados encontrados utilizando-se as malhas tipo S e Z foram iguais para o
elemento P15N e estdo mostrados na tabela 10.

A figura 54 compara os resultados das tabelas 10 a 13. O eixo y corresponde aos
erros no deslocamento vertical no centro da placa, em porcentagem, e 0 €iXo X corresponde
a0 numero de graus de liberdade. Pela figura 54 podemos observar que a convergéncia do
elemento finito P15N ocorre muito mais rapidamente que a dos elementos DKT/DKTC.
Para a malha mais “pobre” do exemplo (malha M1) a discretizacdo tipo S/Z apresenta erro
de 2,076% para menos, e para a discretizacdo tipo X, um erro de 1,122% para mais. A malha
M1 ndo pode nem ser utilizada pelo elemento DKT, pois ndo apresenta resultados para o
meio da placa; utilizando-se porém a sua malha mais “pobre’ (M2) o erro obtido é de -
17,973 paratipo Z e-10,102 parao DKTC.

A superioridade do elemento finito P15N para esse exemplo é ainda observada
analisando-se os numeros de graus de liberdade envolvidos no problema. Para se ter um
resultado t&o bom quanto aquele obtido utilizando-se o elemento P15N com 73 gdl parauma
discretizacao tipo S/Z sdo necessarios 507 gdl parao DKT.

As figuras 55 a 58 mostram comparages particulares da figura 54. A figura 55
compara as discretizacdes tipos S/Z e X do elemento P15N e pode-se observar que a partir
da discretizacBo M2, os resultados sdo bem parecidos, com uma diferenca importante: o
nimero de gdl. Enquanto a malha M6, por exemplo, da discretizacdo tipo S/Z possui 529
gdl, amesma malha para o tipo X possui 997 gdl. A figura 56 compara os resultados obtidos
com os elementos finitos DKT e DKTC, onde para 0 mesmo ndmero de gdl, o DKTC
apresenta melhores resultados, como era de se esperar. As figuras 57 e 58 comparam 0s
elementos P15N e DKT/DKTC para tipos de discretizacdo semelhantes, onde se observa

mai s umavez a superioridade dos resultados obtidos com o P15N para esse exemplo.

"Ver item 3.4.8.



TABELA 10 - Deslocamento w para placa apoiada em vigas- P15N/tipo S/Z

malha elementos gdl w1000 erro (%)
M1 2 24 9,14807 -2,076
M2 8 73 9,37058 0,306
M4 32 249 9,35376 0,126
M6 72 529 9,34981 0,084
M8 128 913 9,34833 0,068
\valor analitico 9,34200 0

TABELA 11 - Deslocamento w para placa apoiadaem vigas- P15N/tipo X

malha elementos gdl w1000 erro (%)
M1 4 37 9,44683 1,122
M2 16 125 9,37135 0,314
M3 36 265 9,35618 0,152
M4 64 457 9,35537 0,143
M5 100 701 9,35124 0,099
M6 144 997 9,35032 0,089
\valor analitico 9,34200 0

TABELA 12 - Deslocamento w para placa apoiadaem vigas- DKT/tipo Z

malha elementos gdl w1000 erro (%)
M2 8 27 7,6630 -17,973
M4 32 75 8,9714 -3,967
M6 72 147 9,1874 -1,655
M8 128 243 9,2592 -0,886
M12 288 507 9,3086 -0,358
M16 512 867 9,3254 -0,178

\valor analitico 9,3420 0

TABELA 13- Deslocamento w para placa apoiadaem vigas- DKTC

malha elementos gdl w1000 erro (%)
M2 4 27 8,3983 -10,102
M4 16 75 9,0892 -2,706
M6 36 147 9,2318 -1,180
M8 64 243 9,2819 -0,643
M12 144 507 9,3177 -0,260
M16 256 867 9,3303 -0,125

\valor analitico 9,3420 0
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placa quadrada submetida a carregamento uniformemente
distribuido e apoiada em vigas no contorno
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FIGURA 54 - Erro no deslocamento w no centro da placa apoiada em vigas
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FIGURA 55 - Erro no deslocamento w no centro da placa apoiada em vigas- comparacdo

entre P15N tipos S/Z etipo X
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placa quadrada submetida a carregamento uniformemente
distribuido e apoiada em vigas no contorno
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FIGURA 56 - Erro no deslocamento w no centro da placa apoiada em vigas- comparagdo
entre DKT e DKTC
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FIGURA 57 - Erro no deslocamento w no centro da placa apoiada em vigas- comparacdo

entre P15N tipo S/Z e DKT tipo Z
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distribuido e apoiada em vigas no contorno
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FIGURA 58 - Erro no deslocamento w no centro da placa apoiada em vigas - comparagdo

entre P15N tipo X e DKTC

As tabelas 14 a 17 sfo semelhantes as tabelas 10 a 13 sendo que apresentam 0s

€rros, em porcentagem, para 0 momento m, = my no centro da placa.

A figura 59 mostra a convergéncia dos resultados encontrados com os elementos

P15N, DKT e DKTC, onde mais uma vez se percebe o melhor desempenho do elemento
finito P15N sobre o elemento DKT.

Asfiguras 60 a 63 s80 as comparacOes particulares, semelhante ao que se fez com o

deslocamento w no centro da placa. Na figura 60 pode-se ver que, até 400 gdl, os resultados

obtidos com a discretizagdo tipo S/Z sdo bem melhores que aqueles obtidos com o tipo X; a

partir de 400 gdl os resultados sdo bem préximos. As figuras 61 a 63 repetem o que foi

observado nas figuras 56 a 58.



TABELA 14 - Momento m, = m, para placa apoiada em vigas - P15N/tipo S/Z

malha elementos gdl my = my erro (%)
M2 8 73 195,912 -0,854
M4 32 249 196,519 -0,547
M6 72 529 197,030 -0,288
M8 128 913 197,319 -0,142
\valor analitico 197,600 0

TABELA 15 - Momento m, = m, para placa apoiada em vigas - P15N/tipo X

malha elementos gdl my = my erro (%)
M1 4 37 171,530 -13,193
M2 16 125 182,906 -7,436
M3 36 265 190,626 -3,529
M4 64 457 195,841 -0,890
M5 100 701 195,138 -1,246
M6 144 997 197,023 -0,292

\valor analitico 197,600 0

TABELA 16 - Momento m, = m, para placa apoiada em vigas - DKT/tipo Z

malha elementos gdl my = my erro (%)
M2 8 27 227,028 14,893
M4 32 75 204,358 3,420
M6 72 147 201,323 1,884
M8 128 243 199,791 1,109
M12 288 507 198,678 0,546
M16 512 867 198,276 0,342
\valor analitico 197,600 0

TABELA 17 - Momento m, = m, para placa apoiadaem vigas- DKTC

malha elementos gdl my = my erro (%)
M2 8 27 219,812 11,241
M4 32 75 201,135 1,789
M6 72 147 199,145 0,782
M8 128 243 198,505 0,458
M12 288 507 198,075 0,240
M16 512 867 197,930 0,167
\valor analitico 197,600 0

101
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placa quadrada submetida a carregamento uniformemente
distribuido e apoiada em vigas no contorno

15
g 10+
©
Q
<
o
© o7
o
o
c
8 o —tt —= ;

A* yoy — 3

2 200 600  * 800 1000
>
f
g ST —A— P15N - tipo S/Z
IS —>— P15N - tipo X
(3]
o -10 + —e— DKT - tipo Z
) —8=— DKTC

-15 L

gdl

FIGURA 59 - Erro em mx = my no centro da placa apoiada em vigas
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FIGURA 60 - Erro em mx = my no centro da placa apoiadaem vigas- comparacdo entre
P15N tipos S/Z etipo X
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placa quadrada submetida a carregamento uniformemente
distribuido e apoiada em vigas no contorno
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FIGURA 61 - Erro em mx = my no centro da placa apoiada em vigas - comparacdo entre
DKT e DKTC
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FIGURA 62 - Erro em mx = my no centro da placa apoiadaem vigas- comparacdo entre
P15N tipo S/Z e DKT tipo Z
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placa quadrada submetida a carregamento uniformemente
distribuido e apoiada em vigas no contorno
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FIGURA 63 - Erro em mx = my no centro da placa apoiada em vigas - comparacdo entre
P15N tipo X e DKTC

85EXEMPLO 4

A estrutura do exemplo 4 é um pavimento com 5 lgjes, 9 pilares e 6 vigas conforme
figura 64. Este mesmo exemplo foi apresentado em SOARES (1991), onde a autora
comparou o elemento finito DKT com o HSM. No presente trabalho, a comparacdo sera
feita entre os elementos finitos PI5SN e DKT em sua forma quadrangular (DKTC). Os
resultados obtidos com o DKTC foram obtidos utilizando-se o programa SRP, desenvolvido
por CHAVES (1996), e o pré-processador PEC, desenvolvido por SOUSA JUNIOR (1996),
ambos ja comentados anteriormente. As malhas utilizadas por cada el emento séo mostradas
nas figuras 65 e 66. Nota-se que a malha escolhida para 0 DKTC é bem mais refinada (182
elementos) que aquela escolhida para o elemento P15N (40 elementos).

Asfiguras 67 e 68 mostram os diagramas de momentos fletores e esfor¢cos cortantes
para a viga 2, respectivamente. Observa-se por estas figuras que os resultados encontrados
s80 bastante proximos; mais uma vez, deve-se lembrar que a malha utilizada para o elemento

finito P15N é bem menos discretizada que aquela parao DKTC.
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-
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FIGURA 64 - Exemplo 4

As figuras 69 a 72 mostram momentos fletores nas lajes. Também nestas figuras,
observa-se que os resultados obtidos com os dois elementos finitos sdo proximos. Elas
chamam a atencdo para uma desvantagem da discretizac8o utilizada para o elemento finito
P15N; se por um lado é interessante obter bons resultados com uma malha menos refinada,
por outro, trabalhar com uma malha com esta qualidade traz consigo a desvantagem de se
obter um niimero mais limitado de resultados, pelo menor nimero de pontos nodais.

As figuras 73 e 74 mostram linhas elésticas em duas diregBes da estrutura do
exemplo. No eixo y sdo apresentados os valores para os deslocamentos w em metros. Estas
duas Ultimas andlises apresentam resultados realmente muito préximos para os dois
elementos utilizados. Para os principais valores, mostrados nas duas figuras, simplesmente
ocorre uma coincidéncia dos mesmos. A desvantagem observada nas 4 figuras anteriores,
torna-se menor para o0 caso de deslocamentos verticais por causa dos nés de meio de lado do
elemento finito P15N. Por exemplo, para os resultados da figura 73, sdo 14 nés para a
discretizacdo com o elemento DKTC contra 9 nés para o P15N; na figura 72, onde sdo
comparados os valores do momento fletor my, sGo os mesmos 14 nés do DKTC para apenas
5 do P15N.
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diagrama de momentos fletores na viga 2

38,86 ——PI5N
38,89 ——DKTC
E 324 0,15
=z
~ M : : : : : 10,00
1 372 3 4 5 6 7 8
3,35
X (M) 30,34 38,01
FIGURA 67 - Diagrama de momentos fletores naviga 2
diagrama de esforgos cortantes na viga 2
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62,09 — DKTC
z 1,45
X
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FIGURA 68 - Diagrama de esforcos cortantes naviga 2
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momento fletor mx na secdo AB
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FIGURA 69 - Momento fletor mx nasecéo AB - y =5,41m
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FIGURA 70 - Momento fletor mx nasecéo AB - y =1,80m
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momento fletor my na se¢cdo AB

X =2,25
— PI5N
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308 ;0o
4
y (m)
Momento fletor my nasecdo AB - x =2,25m

FIGURA 71 -

momento fletor my na secdo AB

X = 6,20
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2,68 257
5,80
y (m) 5,72
FIGURA 72 - Momento fletor my nase¢do AB - x = 6,20m
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eléstica na segdo AB
X = 6,20
0 1 2 3 4 5 6 7 8
-0,0007
-0,0007
-0,0011
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E
z
— DKTC -0,0035
y (m)
FIGURA 73 - Linhaelasticanasecdo AB - x =6,20m
elastica na segcdo AB
y =1,80
0 1 2 3 4 5 6 7 8
-0,0004
-0,0004

-0,0008

-0,0007

x (m)

FIGURA 74 - Linhaeléasticanasecdo AB - y =1,80m
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8.6 EXEMPLO 5

O quinto e Ultimo exemplo trata-se de um pavimento com 4 |gjes conforme figura 75
e assemelha-se com o pavimento tipo do exemplo 3 do trabalho de MARTINS, C.H. (1998).

Os demais dados envolvidos no problema sao:

E = 2.0E+7 kN/m? (médulo de el asticidade paralajes e vigas);
n = 0.25 (coeficiente de Poisson paralgjes e vigas);

h = 0.15 m (espessura das | gjes);

gl = 10.0 kN/m? (carga uniformemente distribuida nas | gjes);

qv = 8.0 kN/m (carga uniformemente distribuida nas vigas).

As dimensdes dos pilares e vigas estdo na figura 75 em centimetros (cm) e as cotas
indicadas nafigura estdo em metros (m).

Neste exemplo serdo comparados os elementos finitos DKT (malhas tipo Se Z) e
DKTC e o0 P15N (malhas tipo S e Z). Mais uma vez, os resultados apresentados para os
elementos finitos DKT e DKTC foram abtidos utilizando-se os programas SRP e PEC, de
CHAVES (1996) e SOUSA JUNIOR (1996), respectivamente. A figura 76 ilustra, como
exemplo, a discretizagdo tipo S, adotada para 0 elemento P15N. Os elementos dos vazios sdo

desconsiderados utilizando-se 0 processo descrito no item 7.5.
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Neste exemplo, ao contrario do anterior, serdo utilizadas malhas equivalentes para
os elementos comparados. A partir da figura 76 é facil imaginar a discretizagdo tipo Z do
elemento P15N. Para o elemento DKT, basta ndo considerar os elementos dos vazios, e para
0 DKTC, aém disto, considerar um elemento como sendo o quadrado formado por dois
tridngulos das discretizagBes tipo S/Z. Pela figura 76 observa-se que ndo sdo consideradas
excentricidades de forma alguma nas andlise feitas, sejam de pilares com vigas, vigas com
vigas ou lajes com vigas. Na discretizagdo exemplo da figura citada sdo utilizados 224
elementos P15N; a origem do sistema de coordenadas é localizada no ponto inferior
esquerdo do pavimento (pilar 17).

Asfiguras 77 e 78 mostram os diagramas de momentos fletores e esforcos cortantes
nas vigas 2 e 3. Observa-se que os resultados encontrados, com as mahas tipo S ou Z séo
iguais, para os dois elementos. Os resultados, em geral sdo bem proximos.

As figuras 79 e 80 mostram momentos fletores na lgje inferior esquerda do
pavimento. Também observa-se a proximidade entre os resultados. Vale acrescentar, que o
elemento finito P15N apresenta resultados mais proximos de zero (0) na borda, que agueles
obtidos com os elementos DKT e DKTC.

As figuras 81 e 82 correspondem as elasticas em duas segdes da laje inferior
esguerda da estrutura do exemplo; a primeira a uma cota 'y de 2,8m e a segunda a uma cota
de x igual a 2,8m. Também desta vez observa-se a semelhanca entre os resultados obtidos
com os 2 elementos finitos em suas variantes de discretizaggo. O valor zero (0) nas bordas
foi comum em todas as andlises. Outra observacdo que merece ser feita € o fato dos
resultados maximos terem sido obtidos com a discretizacdo S/Z do elemento P15N - as
discretizacOes S e Z do elemento DKT forneceram respostas diferentes; mais proximo destes
valores estdo aqueles obtidos com o elemento DKTC, que apresentou melhores resultados

que aquel es obtidos com as discretizacdes S/Z no exemplo 3.
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diagrama de momentos fletores nas vigas 2e 3

—>— P15N - tipo S/Z
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FIGURA 77 - Diagramade momentos fletores dasvigas2 e 3
diagrama de esforgos cortantes nasvigas2e 3
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FIGURA 78 - Diagrama de esfor¢os cortantes dasvigas2 e 3
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momento fletor my na se¢cdo AB
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FIGURA 79 - Momento fletor my nasecéo AB - x =2,8m
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FIGURA 80 - Momento fletor mx nase¢éo AB - y =2,8m
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eléstica na segdo AB
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FIGURA 81 - Linhaelasticanasecdo AB - y =2,8m
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FIGURA 82 - Linhaelésticanasegdo AB - x =2,8m



O concLUSBESE
SUGESTOES

Os objetivos propostos para esta dissertacdo de mestrado foram apresentar o
elemento finito de placa P15N, formulado por MARTINS & SABINO (1997) para a andlise
de placas, na andlise de pavimentos submetidos a carregamentos verticais, e comparar 0s
resultados obtidos com a utilizagdo deste elemento com agueles obtidos com os elementos
finitos DKT e DKTC. Para a redizacdo de tal projeto desenvolveu-se um programa
computacional em linguagem de programagdo FORTRAN 90, utilizando o elemento P15N,
onde varios exempl os foram analisados.

A partir da anadlise dos exemplos estudados, vérias conclusdes foram tiradas. A
primeira delas, ja explicita no trabalho de MARTINS & SABINO (1997), foi a boa
convergéncia do elemento finito P15N para o caso de placas sob diferentes tipos de
carregamento vertical e condigdes de contorno. Os 3 tipos de discretizagdo estudados
apresentaram convergéncias distintas e com boa qualidade. A respeito das diferencas de
convergéncia observadas para diferentes direcbes da malha, as andises realizadas
mostraram que os resultados envolvidos nem sempre so tdo previsiveis quanto possa
parecer. Em termos gerais, para 0 caso de placa quadrada, o elemento P15N forneceu
melhores resultados com a discretizagdo tipo Z, tanto para deslocamentos, quanto para
momentos fletores no meio da placa.

Para o0 caso de placa apoiada sobre vigas nas bordas, todas as andlises realizadas
(capitulo 8) mostraram que o elemento finito P15N apresenta convergéncia muito mais
rapida - deslocamento e momento fletor no centro da placa - que o elemento DKT,
independentemente da direcéo da malha considerada. O elemento DKT apresentou melhores
resultados em seu formato quadrangular (DKTC) que em seu formato original, o que era
esperado, pois implicitamente este trabalha com menor nimero de graus de liberdade (gdl)

que aguele. O elemento P15N apresentou respostas iguais para deslocamentos e momentos
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fletores para as discretizacbes S e Z, e estas foram semelhantes as obtidas com a
discretizacgo tipo X para deslocamento e, para momentos fletores, diferentes, onde o tipo S
ou Z apresentou melhores resultados.

Em termos dos esforgos nas extremidades das vigas, 0s resultados obtidos com os
elementos comparados foram bem parecidos, mesmo que a discretizacdo com o elemento
P15N fosse menos refinada que a utilizada com o elemento DKT/DKTC. O maior nimero
de elementos de viga (4) por lado de elemento de placa, como foi feito no trabaho,
colaborou para esta vantagem, fornecendo inclusive maior nimero de resultados, ja que no
eemento DKT, o elemento de viga corresponde a um lado do elemento de placa. Os
deslocamentos nas | ajes também foram muito préximos com a utilizacdo dos dois elementos,
observando a vantagem do elemento P15N de ter o nd de meio de lado, uma resposta a mais
(deslocamento vertical) que o elemento DKT néo apresenta. Outra conclusdo pertinente, foi
observada no exemplo Ultimo; a técnica de diminuir radicalmente a rigidez dos elementos
para a ndo consideracdo dos mesmos foi testada e, a partir da semelhanca entre os resultados
obtidos com o programa desenvolvido no trabalho com agueles provenientes da utilizagdo
dos DKT/DKTC, apresentou boa aceitacéo.

A conclusdo - talvez a mais importante - a partir de todas as andlises redlizadas, é
gue o elemento finito P15N pode ser utilizado na consideracdo da rigidez a flexdo das lgjes
de pavimentos com bons resultados. Devido a sua rapida convergéncia, pode-se utilizar
discretizacdes menos refinadas que aguel as necessarias para se chegar a resultados tao bons
quanto os obtidos com os elementos DKT/DKTC. Como ja foi comentado, paga-se um
preco por esta discretizagdo menos refinada: 0 menor nimero de resultados obtidos,
podendo ndo ser 0 necessario para a andlise desejada.

Muito ha a se acrescentar ao trabalho desenvolvido, a comecar da sua natura
continuagdo, que seria a aplicagdo do elemento P15N a uma andlise de edificios altos,
submetidos a carregamentos verticais e laterais. Porém, antes disso, talvez fosse necessério
um melhor estudo a respeito da técnica de compatibilizacdo entre elementos de viga e
elementos de placa, podendo até se pensar em algumas mudancas na propria formulacéo do
elemento. O desenvolvimento de pré e pos-processadores graficos também seria muito
interessante, principalmente pela disposicdo dos gdl no elemento P15N. Uma boa sugestéo
complementar, seria a criagdo de um ambiente windows para o programa desenvolvido,
possivelmente em Visual Basic, como o fez MARTINS, C.H. (1998) em seu trabal ho.

Outra sugestdo seria a consideracdo de diversos tipos de excentricidade entre os

elementos estruturais;, como ja foi citado no quinto exemplo do capitulo anterior:
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excentricidades de pilares com vigas, pilares de mesma prumada (caso de edificio), vigas

com vigas e vigas com lajes.
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APENDICE

Arquivos de saida do programa PAPEP15N
- p4v.dat
- p4v.gdl
- pdv.plc
- pav.vgp
- p4v.tmp



Al

P4V .DAT

pdv. dat 10/ 05/ 1999 01h05ni n43s
UTI LI ZAGAO DO PRE- PROCESSADCR: SI M
CARACTERI STI CAS DA PLACA:

DI RECAO DA MALHA: S

MODULO DE ELASTI Cl DADE: 1. 0000E+11
COEFI Cl ENTE DE POl SSON: . 250
ESPESSURA: 1. 000E- 02

NUVERO DE NOS: 4

COORDENADAS X E Y DOS NOS:

NO COORDENADA X COORDENADA Y

1 . 0000 . 0000

2 2. 0000 . 0000

3 . 0000 2. 0000

4 2. 0000 2. 0000

NUVERO DE LADOCS: 5

LADO NO I NI CI AL NO FI NAL
1 2 1
2 1 3
3 3 2
4 2 4
5 4 3

NUMERO DE ELEMENTCS: 2

ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3
1 1 2 3
2 4 3 2

DADOS REFERENTES AO CARREGAMENTO DA PLACA:

CARREGAMENTO UNI FORMEMENTE DI STRI BUi DO. - 1000. 000

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS: 0
CONDI QOES DE CONTORNO:

NUMERO DE SEQUENCI AS: 0
CARACTERI STI CAS DAS VI GAS:

NUMERO DE VI GAS: 4

VIGA NOINC NO FINAL MOD. ELAST. MOM | NERC. CARGA Q DELTA FIX FIY C. PO SSON

1 1 2 1.0000E+11 8. 8889E-07 .00 0 0 0 . 250
2 1 3 1.0000E+11 8. 8889E-07 .00 0 0 0 . 250
3 2 4 1.0000E+11 8. 8889E-07 .00 0 0 0 . 250
4 3 4 1.0000E+11 8. 8889E-07 .00 0 0 0 . 250
0- LIVRE
1- RESTRITO

RI G DEZ A TORGAO DAS VI GAS: 1.0000E- 10

DADCS REFERENTES ACS Pl LARES:



NUMERO DE Pl LARES:

PI LAR

AWN R

0- LIVRE
1- RESTRITO

4

A WNPE

TRANSLAGAO Z

[

ROTAGAO X

oooo

ROTAGAO Y

oooo

A.2



P4V.GDL

p4v. gdl 10/ 05/ 1999 01h05m n43s

NUMERO DE GRAUS DE LI BERDADE DA ESTRUTURA: 24

GRAUS DE LI BERDADE DA ESTRUTURA PCR LADO

LADO GDL1 GDL2 GDL3 GDL4 GDL5
1 5 6 7 8 9
2 10 11 12 13 14
3 15 1 2 3 4
4 5 16 17 18 19
5 20 21 22 23 24



P4V.PLC

pdv.plc
RESULTADOS REFERENTES A PLACA:
NUMERO DE GRAUS DE LI BERDADE DA

NO PROCURADO! 1
GDL DESL OCAMENTO

10 0. 00000E+00 7.

DESLOCAMENTCOS GLOBAI S:

GDL DESL OCAMENTO
1 -5. 09855E- 15
2 - 9. 14807E- 03
3 - 3. 23563E- 16
4 3. 28359E- 15
5 0. 00000E+00
6 7.45509E- 03
7 -1. 69719E- 03
8 1. 26817E-02
9 6. 93543E- 03

10 0. 00000E+00
11 -6. 93543E-03
12 -1.69719E-03
13 -1.26817E-02
14 - 7. 45509E- 03
15 0. 00000E+00
16 7. 45509E- 03
17 -1.69719E-03
18 1.26817E-02
19 6. 93543E- 03
20 0. 00000E+00
21 -6. 93543E-03
22 -1.69719E-03
23 -1.26817E- 02
24 - 7. 45509E- 03

10/ 05/ 1999

PLACA: 24

MX

10865E+01 7.

ESFORGOS POR CADA NO DE CADA ELENMENTO

ELEVENTO NO
1 1 7
2 2
3 2
2 4 7
3 2
2 2

ESFORGOS POR NO.

NO MX
1 7.10865E+01
2 2.02622E+01
3 2.02622E+01
4 7.10865E+01

. 10865E+01
. 02622E+01
. 02622E+01

. 10865E+01
. 02622E+01
. 02622E+01

MX

NN~

NN~

My

7.10865E+01
2.02622E+01
2.02622E+01
7.10865E+01

MXY

- 8. 02447E+01
1. 63596E+02
1. 63596E+02

- 8. 02447E+01

%4 MXY
10865E+01 -8.02447E+01
%4 MXY
. 10865E+01 - 8. 02447E+01
. 02622E+01 1. 63596E+02
. 02622E+01 1. 63596E+02
. 10865E+01 -8.02447E+01
. 02622E+01 1. 63596E+02
. 02622E+01 1. 63596E+02

01h05m n43s

A4
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P4V .VGP

p4dv.vgp 10/ 05/ 1999 01h05m n43s
RESULTADOS REFERENTES AS VI GAS:

DESLOCAMENTOS LOCAI'S DOS ELEMENTOS DE VI GA:

LADO NO INIC. NO FI NAL ELENENTO TRANSL. Z ROTAGAO X ROTAGAO Y
1 2 1 1 0. 0000E+00 2. 5458E- 03 2. 5458E- 03
-5. 6411E- 04 7. 4551E- 03 2. 4164E- 03

2 - 5. 6411E- 04 7. 4551E- 03 2. 4164E- 03

-1. 6972E- 03 1. 2682E- 02 -1. 6861E- 20

3 -1. 6972E- 03 1. 2682E- 02 -1. 6861E- 20

-5. 6411E- 04 6. 9354E- 03 - 2. 4164E- 03

4 - 5. 6411E- 04 6. 9354E- 03 - 2. 4164E- 03

0. 0000E+00 2. 5458E- 03 - 2. 5458E- 03

2 1 3 1 0. 0000E+00 2. 5458E- 03 2. 5458E- 03
-5. 6411E- 04 6. 9354E- 03 2. 4164E- 03

2 -5. 6411E- 04 6. 9354E- 03 2. 4164E- 03

-1. 6972E- 03 1. 2682E- 02 - 1. 3926E- 18

3 -1. 6972E- 03 1. 2682E- 02 -1. 3926E- 18

-5. 6411E- 04 7. 4551E- 03 - 2. 4164E- 03

4 - 5. 6411E- 04 7. 4551E- 03 -2. 4164E- 03

0. 0000E+00 2. 5458E- 03 -2. 5458E- 03

4 2 4 1 0. 0000E+00 - 2. 5458E- 03 2. 5458E- 03
-5. 6411E- 04 -7. 4551E- 03 2. 4164E- 03

2 - 5. 6411E- 04 -7. 4551E- 03 2. 4164E- 03

-1. 6972E- 03 -1. 2682E- 02 1. 6886E- 18

3 -1. 6972E- 03 -1. 2682E- 02 1. 6886E- 18

-5. 6411E- 04 - 6. 9354E- 03 -2. 4164E- 03

4 -5. 6411E- 04 - 6. 9354E- 03 - 2. 4164E- 03

0. 0000E+00 - 2. 5458E- 03 - 2. 5458E- 03

5 4 3 1 0. 0000E+00 - 2. 5458E- 03 2. 5458E- 03
-5. 6411E- 04 - 6. 9354E- 03 2. 4164E- 03

2 - 5. 6411E- 04 - 6. 9354E- 03 2. 4164E- 03

-1. 6972E- 03 - 1. 2682E- 02 -6. 1588E- 19

3 -1. 6972E- 03 - 1. 2682E- 02 -6. 1588E- 19

-5. 6411E- 04 -7. 4551E- 03 - 2. 4164E- 03

4 - 5. 6411E- 04 -7. 4551E- 03 -2. 4164E- 03

0. 0000E+00 - 2. 5458E- 03 -2. 5458E- 03

ESFORCOS NAS EXTREM DADES DAS VI GAS:

LADO NO INIC. NO FI NAL ELEMENTO E. CORTANTE MOM  TORCOR MOM  FLETOR
1 2 1 1 4. 5259E+02 1. 0001E-12 -1.5916E-12
-4. 5259E+02 1. 0001E-12 -1.0201E+02

2 4. 5259E+02 2.0137E-12 1. 0201E+02

-4.5259E+02 2.0137E-12 -4. 5259E+02

3 -4.5259E+02 1.9617E-12 4. 5259E+02

4. 5259E+02 1.9617E-12 -1. 0201E+02

4 -4.5259E+02 9. 4812E- 13 1. 0201E+02

4. 5259E+02 9. 4812E- 13 1. 8190E-12

2 1 3 1 4. 5259E+02 9. 4812E- 13 0. 0000E+00
-4.5259E+02 9. 4812E- 13 -1. 0201E+02

2 4. 5259E+02 1.9617E-12 1. 0201E+02

-4. 5259E+02 1.9617E-12 -4. 5259E+02

3 -4. 5259E+02 2.0137E-12 4. 5259E+02



. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 5259E+02

.0137E-12

. 0001E-12
. 0001E-12

. 0001E-12
. 0001E-12

.0137E-12
.0137E-12

.9617E-12
.9617E-12

. 4812E-13
.4812E-13

.4812E-13
.4812E-13

.9617E-12
.9617E-12

.0137E-12
.0137E-12

. 0001E-12
. 0001E-12

A.6

. 0201E+02

. 0201E+02
. 8190E-12

. 0949E- 13
. 0201E+02

. 0201E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 0201E+02

. 0201E+02
. 8190E-12

. 2737E-13
. 0201E+02

. 0201E+02
. 5259E+02

. 5259E+02
. 0201E+02

. 0201E+02
. 0949E-13



P4AV.TMP

pav. tnp 10/ 05/ 1999

TEMPOS DE PROCESSAMENTO

N

Lei tura dos dados:

Mont agem da natriz de rigidez da placa:
Subestruturacao em paral el o:

Rot acao de coordenadas da pl aca:

Contri bui cao das vigas:

Condi coes de contorno:

Sol ucao do sistema de equacoes:
Retrosubsti t ui cao:

Tensoes na pl aca:

Esforcos nas vigas

[¢)]

[eNeoNeNoNoNaoN ol i V]

TEMPO TOTAL:

=

centesi
s

centesi
centesi
centesi
centesi
centesi
centesi
cent esi
centesi

S

nos

nos
nos
nos
nos
nos
nos
nos
nos

01h05m n43s

A7



