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RESUMO

RIGO, E. (1999). Métodos de Otimizacao aplicados a Analise de Estruturas. Sao Carlos.
105p. Dissertagdo (Mestrado). Escola de Engenharia de S0 Carlos, Universidade de
S&o Paulo.

O Método dos Elementos Finitos quando aplicado a andlise de estruturas,
em sua forma usual, conduz a sistemas de equacdes que, no caso ndo-linear, exigem
algoritmos iterativos que realizam, em esséncia, uma linearizacéo a cada passo de carga.
Por outro lado, o Método da Energia formula o problema de analise estrutural na forma
de uma minimizac&o, podendo apresentar restri¢cbes sobre a funcdo deslocamento, por
exemplo. Nesse caso, os agoritmos de programacdo matemética proporcionam a
maneira mais consistente para a obtencdo da solucgéo.

O presente trabalho de mestrado trata, essencialmente, da aplicacdo das
técnicas de otimizacdo como ferramenta para a andlise do comportamento ndo-linear de
estruturas, que pode ser decorrente de condicbes de vinculagdo. Os problemas
estruturais sdo formulados via Método da Energia, que resulta na minimizagdo de
funcdes quadréticas sujeitas a um conjunto de restricdes. Sdo discutidos os métodos do
tipo Gradiente, Newton e Quase-Newton, com a descri¢cdo dos seus algoritmos bésicos e
apresentacdo da regra de busca unidimensional adotada (Regra de Armijo ou Exata).
Devido ao fato do Método de Newton ter apresentado uma melhor convergéncia em
relacdo aos demais algoritmos estudados, optou-se por combina-lo com uma estratégia

de conjuntos ativos para 0 caso de minimizacdo com variavels canalizadas.

Palavras-chave: Métodos de Otimizacdo, Método da Energia, minimizagdo com
variaveis canalizadas, problemas de contato em estruturas.
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ABSTRACT

RIGO, E. (1999). Linear and Nonlinear Programming applied to structural analysis. S&o
Carlos. 105p. Dissertacdo (Mestrado). Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de Sao Paulo.

The finite element method when applied to structural analysis, in its
usual form, it drives the equations systems that, in the nonlinear case, they demand
algorithms repetitive that accomplish, in essence, a linear programming to each load
step. However, the Energy Method formulates the problem of structural analysis in the
form of the minimizing, could present restrictions on the displacement function, for
example. In that case, the algorithms of mathematical programming provide the most
consistent way for obtaining of the solution.

The present work negotiates, essentialy, of the application in
mathematical programming as a form to analyze the nonlinear structures behavior, that
can be current of boundary conditions. The structural problems are formulated through
Energy Method, that results in the mathematical programming of quadratic functions
subject to a group of restrictions. The methods of the type Gradient are discussed, of
Newton and Quasi-Newton, with the description of its basic algorithms and presentation
of the rule of search adopted unidimensional (Rule of Armijo or Exact). Due to the fact
of Newton's Method to have presented a better convergence in relation to the other
studied algorithms, it was opted for combining it with a “strategy of the active groups’
for the case of mathematical programming with restricted variables.

Keywords: mathematical programming, Energy Method, nonlinear mathematical
programming with restricted variables, contact problemsin structures.



CAPITULO 1 - INTRODUCAO

A andlise de estruturas, com emprego dos métodos numéricos, em
computadores, tornou-se, hoje em dia, um procedimento absolutamente comum e
instrumento até indispensavel para qualquer especialista na area de engenharia de
estruturas.

Esse fato associado a evolucdo muito rapida dos computadores pessoais
tém servido de motivagdo para a pesquisa de novas metodologias empregadas em
projetos estruturais e, em particular, 0 emprego e desenvolvimento de algoritmos
numeéricos mais robustos e eficientes com vistas a obtencdo dos esforcos numa
estrutura. A tendéncia atual é de substituicdo de modelos de célculo que se baseavam
em hipéteses bastante simplificadoras por outros que conseguem representar mais
fielmente o comportamento estrutural.

Na presente pesquisa, através do estudo e emprego de algoritmos de
otimizacdo dedicados a minimizagdo de funcbes sujeitas a restricdes, pretende-se dar
uma peguena contribui¢do a andlise de problemas estruturais, formulados via Método da
Energia. ASSAN (1995)

A relacdo entre o Método da Energia e os algoritmos de otimizacdo é
bastante estreita.

Na modelagem classica considerando-se um regime de pequenos
deslocamentos e resposta elastica linear do material, procura-se equacionar a energia
total envolvida no sistema durante o processo de carregamento e deformacéo. Tal
energia € composta de duas contribuicdes. uma dita externa, associada ao carregamento,
e outrainterna, associada a deformagéo experimentada pelo corpo.

A energia externa € obtida essencialmente pelo trabalho das forcas
atuantes no corpo, ou sgja, dada pelo produto da carga pelo deslocamento do seu ponto
de aplicacdo. A energiainterna é obtida através do trabalho das forcas de interacéo entre
as partes do corpo, ou sgja, dada pelo produto das tensdes pelas deformagdes em todo

volume do corpo.



Assim, somando-se as duas contribuicdes, ou sgja, a energia interna ou
de deformacédo e a energia potencial externa, obtém-se a energiatotal, aqui representada
por p.

Admitindo-se conhecidos os campos de deslocamentos, pode-se
determinar o funcional p da energiatotal para diferentes tipos de elementos estruturais,
como os reticulares (barras), planos e tridimensionais.

Um teorema fundamental neste estudo afirma que a situacéo deformada,
em equilibrio, corresponde um minimo na energia total. Justamente a imposi¢do desse
teorema permite obter os valores incognitos de deslocamentos e suas derivadas em cada
ponto da estrutura.

No Método dos Elementos Finitos, ZIENKIEWICS (1991), a funcéo
incognita deslocamento € aproximada por uma funcdo polinomial conhecida, com a
finalidade de se trabalhar com o funcional aproximado da energia. Ta procedimento se
baseia numa interpolagdo sobre um conjunto de pontos, que constituem a estrutura
discretizada, e proporciona a obtencdo de resultados satisfatorios em casos de condicoes
de carregamento e vinculagdo mais gerais.

Por outro lado, a minimizacdo do funcional da energia pode ser
interpretado como um problema de otimizacdo ou programacdo matemética, sendo,
portanto, indicada a utilizacdo de algoritmos de minimizacdo ja desenvolvidos no
ambito daquele campo de estudos. Particularmente no caso dos problemas ndo-lineares,
tais algoritmos passam a ser uma alternativa consistente para a obtencéo dos resultados,
evitando-se a resolucéo direta iterativa do sistema de equagOes. A consisténcia desses
algoritmos se deve ao fato de que atendem atodas as condi¢cdes matematicas necessarias
para o problema.

Ainda sob o ponto de vista do emprego dos algoritmos de programacéo
matematica, BAZARAA (1979), em combinagdo com o Método dos Elementos Finitos,
a utilizacdo de fungdes polinomiais aproximadoras e a discretizacdo espacial s80 muito
convenientes, pois permitem exprimir a energia total como funcdo dos valores de
deslocamentos e suas derivadas em pontos discretos do dominio da estrutura. Isto vai ao
encontro da forma matemética exibida teoricamente pel os problemas de minimizacéo de
uma funcdo de n variaveis. Desse modo, a estrutura classica do Método dos Elementos
Finitos € bastante adequada, aproveitando-se toda a parte de geracdo de funcbes

aproximadoras.



Com base nos comentarios anteriores os objetivos do trabalho ficam mais
bem definidos. A motivacdo € tratar de problemas que consistem da andise de
estruturas planas reticuladas, em regime eléstico, abordando-se, em particular, a
resposta ndo-linear devido as limitacbes impostas sobre suas condicdes de contorno
(ndo-linearidade de contato), as quais sd0 representadas por restricdes no modelo
matemético. Outro aspecto colocado em destaque no trabalho é uma andise da
eficiéncia dos diferentes algoritmos, dedicados a resolucdo do problema de
minimizac&o.

Entre os agoritmos a serem tratados destacam-se: os procedimentos do
tipo Newton e Quase-Newton, combinados com uma estratégia dos conjuntos ativos, e
os algoritmos derivados dos métodos do tipo Gradiente.

Os capitulos 2 e 3 desenvolverdo basicamente os conceitos mateméaticos
envolvidos nos métodos de otimizacdo para uma funcdo quadratica. Apenas no capitulo
4 se introduzird a modelagem de estruturas, via Método dos Elementos Finitos, que
discretiza a estrutura espacialmente e gera um funcional aproximado da energia total,
cuja minimizagdo sera realizada pel os algoritmos do otimizagdo estudados nos capitul os
2 e 3. Esses algoritmos possibilitam a minimizacéo de fungdes sujeitas a restricoes em
suas variavels de interesse. Dessa forma, o funcional da energia a ser analisado podera
conter restricbes em seus deslocamentos, como por exemplo, aqueles oriundos de
problemas de contato unilateral. Os exemplos de aplicacbes no capitulo 5 abordardo

alguns problemas desse tipo.



CAPITULO 2 - FORMULACAO MATEMATICA

Devido a grande quantidade de problemas fisicos e mateméticos, cuja
solugdo corresponde a valores extremos de uma funcdo de interesse, os estudos para o
desenvolvimento de estratégias de resolucdo se dirigem para os métodos de otimizacao.
Tais métodos tém a finalidade de encontrar pontos de méximo ou minimo locais em
funcbes pré-estabel ecidas, sujeitas ou ndo a um conjunto de restricoes.

No presente trabalho estudam-se funcbes quadrédticas do tipo

f(x):%xT Hx+S'x+c. Os agoritmos de otimizagio abordados s30 dos tipos

Newton e Quase-Newton, combinados com uma estratégia dos conjuntos ativos para
variavels canalizadas, e algoritmos derivados do Método do Gradiente. Estuda-se
também, para fins de confronto com tais algoritmos, 0 método iterativo de Gauss-
Seidel. Um outro procedimento numérico de interesse colocado em destaque é a busca
unidimensional adotada para a determinacdo do passo na diregéo de descida.

Os problemas de otimizacdo podem ser divididos em dois grupos.
problemas restritos e problemas irrestritos, conforme as varidveis de interesse
apresentem restricdes ou ndo. Os dois tipos de problemas de otimizacdo serdo

apresentados neste capitulo.

2.1 - Problemas Irrestritos

Problemas de otimizagdo sem restri¢éo séo problemas da forma:

Minimizar f(x), xT Wi RN

O
090y
N

f: W® R

x
I

(2.1)

MO O vO
X .
(S S B B R e

=1

Resolver o problema (2.1) consiste em determinar x* T W, tal que:



foe)<f(x), " xI W (2.2)

A solucdo x* é chamada "solugdo 6tima' (minimo global).

No caso de W=R" o problema (2.1) é chamado "problema de
otimizacao irrestrita’.

O vetor gradiente (Nf), é formado pelas primeiras derivadas da funcéo f
com relagdo a cada uma das componentes do vetor X.

A hessiana (sz) representada em forma de matriz, é formada pelas
primeiras derivadas de cada uma das componentes do gradiente com relacéo a cada uma
das componentes do vetor Xx.

Duas condig¢fes sdo necessarias e suficientes para que x* sgja um ponto

de minimo local;

)N f(x*)=0 (2.3
i) (x¢)T RIF(x) (%) > 0 (2.4)

De fato, desenvolvendo-se f, por Taylor, em torno de x*, tem-se:

f(x) @F (x*) +NFf (x*)" (x- X*)+%(x- ) R (x)(x- x) +j (x- xH)

® 0 ,quando xX® x*. (2.5)
- x|

Se as condicdes (2.3) e (2.4) forem verificadas, tem-se:

f(x) @f (x*)+C3 f(x*) X » X*

onde: :%(x- x*)"NZf (x*)(x- x*)>0 (2.6)

Portanto, x* € um ponto de minimo local.
Os Métodos de Otimizacdo seguem em gera a seguinte estrutura:
Escolha de xX° como solucZo inicial para o problema que se pretende

minimizar ;



Determinacdo da direcio de descida d* 1 R" , e do tamanho do passo

a, 1 R,a> 0epequeno, que se pretende dar na diregio de descida, detal forma que:
f(x“ +a,d") < f(x") (2.7

x“ +a,d" échamado solugdo perturbadade x* nadirecdo d* .
Espera-se que a solugdo perturbada seja melhor, isto €, tenha um valor
menor paraafuncdo f (funcéo objetivo).

Quando isto ocorrer, d* é chamada direcZo de descida, e ent3o:

x“*t=x" +a,d" (2.8)

K+1

Este procedimento deve se repetir até que  |x“** - x| <tol ou que o

nimero de iteracOes atinja seu limite méximo. O valor de tol significa uma tolerancia
pré-estabelecida, sendo geralmente um valor muito pequeno, como por exemplo,
tol =10°°.

Quando o primeiro critério de parada for verificado, significa que o
método convergiu e se encontrou x*, ou sgja, 0 ponto de minimo. Caso contrario, se 0
processo iterativo terminar quando se atingir o nimero maximo de iteracdes, significa

gue o método ndo convergiu para o determinado problema de minimizacdo em estudo.

2.2 —Busca Unidimensional

A Busca Unidimensiona trata do seguinte problema: dada uma direcdo
de descida, determinar o tamanho do passo a que encontre o ponto de minimo da

funcdo em estudo nesta direcao, isto &

Sga | (a)=f(x’+ad’)
] R®R

Encontrar minj (a)



A busca unidimensional tem, portanto, a finalidade de determinar o
tamanho do passo na direcéo de descida, ou sgja, uma vez determinada uma direcdo de
descida através de um algoritmo de otimizacdo, € preciso que a hova solucdo encontrada
nessa direcdo esteja 0 mais proximo possivel da solucdo étima. Assim sendo, a busca
unidimensional representa um importante fator na convergéncia do método de

otimizag&o. As buscas unidimensionais aqui estudas séo a Exata e a Aproximada.

2.2.1 - Exata

A Busca Unidimensional Exata seria a determinagéo exata do tamanho
do passo de descida segundo a direcdo desejada. Ela é facilmente aplicada para funcbes
quadraticas da seguinte forma:

f(x):%xTHx+STx+c, (2.9)

onde: H =N?f(x) éamatrizHessiana

S=N?f(0) éo vetor Gradienteemx= 0
O gradiente dessa funcéo é representado por:
Nf (x) = Hx+ S (2.10)

Como a fungéo é quadrética € possivel se determinar o tamanho exato do

passo a fazendo-sej '(a) = O; ou sgja
j'@)=Rf"(x°+ad®)d® =0 (2.11)
Substituindo-se os valores da equacéo (2.10) em (2.11) tem-se:
(H(x° +ad®)+s) d° =0 (2.12)

Isolando-se avariavel a tem-se:



. S'd, - x{ Hd,

2.13
a7 Hd, (2.13)

2.2.2 - Aproximada

Um dos tipos de Busca Aproximada € a Regra de Armijo, que promove a
determinacao do tamanho do passo a através de uma busca imprecisa.
O problema de se determinar o tamanho do passo na direcéo de descida

continua sendo 0 mesmo, ou sgja:

Sda j (@)= f(x°+ad®) (2.14)
j: R®R
Encontrar minj (a) (2.15)

Resolver (2.15) exatamente pode ser muito custoso. E melhor encontrar

um a tal que:

f(x° +ad®) < f(x°) (Buscaimprecisa) (2.16)
Como j (a)=f(x°+ad®) ,entdo: (2.17)
j'(@)=Nf"(x°+ad®)d® (2.18)
j (0)=f(x") (2.19)

j "(0) =Nf"(x°)d® (2.20)



_ -
entdo o’ e grande

FIGURA 2.1 - Defini¢éo gréfica do passo a

A Figura 2.1 ilustra a estratégia da Regra de Armijo que consiste

inicialmente em se determinar um valor de a que € considerado néo téo grande se:

j@E](0)+(g '(0)a (2.21)

Note que o valor de e estd compreendido no intervalo [0,1] , no entanto
neste trabalho o valor de e foi adotado como sendo e = 0,2 (sugestéo de
LUENBERGER (1984)); e a aproximag&o inicial parao valor dealfa éa = 1.

Para assegurar que a ndo seja tdo grande, o procedimento adotado € o
seguinte:

a- —, (2.22)

até que a condicdo (2.21) sgja verificada, ou que o niUmero de iteragdes atinja 0 seu
limite maximo.
Para que o valor de a ndo sgja tdo pequeno, multiplica-se a por um h >

1 e espera-se que:

j ha)>j (0)+(¢g '(O)ha (2.23)
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O valor adotado parah € h = 2. Portanto o procedimento adotado para

gue a ndo sgja considerado t&o pequeno €
a- 2 a, (2.24)

até que a condicdo (2.23) sgja verificada ou que o nimero de iteracles atinja 0 seu
limite maximo.

Assim, encontra-se 0 valor de a através da busca imprecisa, e a
condicio  (2.23) garante que j (@)= f(x°+ad®)<f(x’)=j (0), pois
j@Ej (0)+¢g '(0a <j (0), uma vez que ¢ & escohido ta que

j '(0)=NfT(x°)d° <0 . A escolhade d’ seratratada nas proximas segoes.

2.3 — Métodos de Minimizacéao

Os trés métodos abordados para minimizacdo irrestrita foram os do tipo
Gradiente, Newton e Quase-Newton. A esséncia de cada método esta no calculo de sua
direcéo de descida, que implica diretamente na eficiéncia e convergéncia dos mesmos.

Os conceitos basicos desses métodos serdo aproveitados e
complementados no Capitulo 3 para se tratar de minimizagdo com restricdes.

2.3.1 — Método do Gradiente

Considere-se 0 desenvolvimento de f, por Taylor, em torno do ponto x“
até a 12 ordem:

f(x* +ad®) = f(x<)+Rf T (x*)@d®) +j @) , (2.25)

onde j (a) éta que J(—a)® o]
a

gquando a® O

Assim:

f (XX +ada'<)_ f(x") _ NfT(XK)dK +j£1—a) (2.26)
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A direcdo de descida d" deve satisfazer a seguinte condicao:
f(x" +ad®) < f(x") com a > 0 e pequeno (2.27)
Observando-se a equacdo (2.26), nota-se que o termo a esguerda sera
negativo quando o numerador fér negativo, e pela igualdade, o termo a direita deve ser

também negativo, isto &

Nf T (x*)d* <0, (2.28)

umavez que @) torna-se desprezivel quando a € pegueno.
a

Umaescolhaparad® que satisfaga (2.28) &

d* =-Kf (x*), (2.29)
pois N7 (x*)d* =-|Kf (xK)||2 <0 desdeque RNf(x*)t 0 (2.30)

Portanto, d* =-Nf(x") satisfaz a condicdo (2.27), e d* ¢é uma

direcéo de descida.
Isto define 0 "Método do Gradiente".

2.3.2 — Método de Newton

O Método de Newton consiste em:
i) desenvolver afuncso f, por Taylor, em torno de um ponto x* , até a 22

ordem obtendo-se uma aproximacdo quadrética.
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ii) A nova solucéo é obtida pelo minimo da quadratica

aproximacdo
quadratica g(x)

FIGURA 2.2 - Aproximagao por uma funcdo quadr ética pelo M étodo de Newton

Aproximagdo de Taylor parafungdo quadrética:

f(x) @f (x*) +Nf " (x*)(x- x*) +

+%(x- XYTRZF(X)(x- X< = q(x) (2.31)

O ponto x*** é determinado pelo minimo de g(X).

Determina-se primeiramente No(x):

Ng(x) = Nf (x) + K2 f (x*)(x- x¥) (2.32)
Igualando-se a zero, tem-se:

Ng(x) =00 N2f(x*)(x- x*) =-Nf (x*) (2.33)

Hipotese: $ inversade NZ?f(x*)
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Assim, multiplicando-se por [sz(x")]'l , tem-se;
x- x& =[R2 £ () RE (x| (2.34)
easolucdo de Ng(x) = 0 é dada por:
X< o x = x* - [R2 £ (%) "Rif (x*) (2.35)

Este € o Método de Newton "puro”.

Nota-se que:

XU =xK +d% ; onde  d* =[R2 f (%) "RF (x¥) (2.36)

Na prética, faz-se:

Xt =x" +a, d* (2.37)
ondeopasso a, €determinado como anteriormente, tal que:

f(x“ +a,d") < f(x") (2.38)

Para 0 célculo de direco de descida d*, é computacionalmente mais

eficiente resolver o sistema linear abaixo:
K2 £ (x*)]d* = - Rif (x<) (2.39)

Isto define 0 "Método de Newton".
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2.3.3 — Método de Quase-Newton

Os Métodos de Quase-Newton derivam do Método de Newton, o qual,
como se mostrou, consiste em admitir que nas vizinhangas do ponto de minimo, a
funcdo é quadrética. Assim é conveniente reproduzir as duas relacbes que resumem o
Método de Newton:

f(x) @f (XK)+ NfT(xK)(x- XK)+%(X- XK)TNZf(xK)(x- xK) (2.40)
Impondo-se Nf (x) = 0 no ponto de minimo, resulta que:

XK =xK - [sz(xK)]'lﬂlf (XK) (2.41)

Os Métodos de Quase-Newton aproximam a inversa da hessiana, aqui
representada por Y, introduzindo também a busca unidimensional, inexistente no
Método de Newton puro. Assim, uma melhor aproximagao para o ponto de minimo fica

expressa por:
xKt = x - Y, Nf (XK) (2.42)

Como a matriz hessiana é representada por H, =N’f (xK ) sua inversa

fica

Y, =[H,]" (2.43)

Entretanto, H, deve verificar a equacéo caracteristica do Método de
Newton:

[He] ae = pe s (2.44)
onde: qe =N (x<1)- Rf(x<) e P =X - xK (2.45)

Uma regra de aproximagdo da Hessiana estudada foi a proposta por
Davidon-Fletcher-Powell (DFP), LUENBERGER (1984).
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Essa regra utiliza um procedimento recursivo para a obtencéo de Y, ,

constituindo-se também num método de direcBes conjugadas.

Em cada etapa de um procedimento iterativo, Y, é atualizada através de

uma relagdo recursiva do tipo:

Y,

— T T 4 ~
k=Y ta,z,z, onde a,z .z, € uma correcdo em H, ta

que YK+:I_qK = pK (246)

A expressdo final é dada por:

Y. =Y. + (pK B YKqK)(pK B YKqK)T (2.47)
oK q;(pK - YKqK)

O Método DFP apresenta o seguinte algoritmo:

Passo inicial) escolha Y, simétrica positiva definidae x° um ponto qual quer;

Pass0 1) d* =-Y,q, ,onde g, = RNf (x*);

Passo 2) x“* =x" +a,d" ,sendoa, tal que minimize f(xK +aKdK)
pe =a,d e gy =NF(x*7);

Pass0 3) gy = 0. - Ok

Vi =Y, + PP YO
quK qKYKqK

K = K+1 evolte parao passo 1




16

CAPITULO 3 - PROBLEMAS COM VARIAVEIS
CANALIZADAS

Os problemas de otimizagdo com restricbes que se estudam neste
trabalho s&o problemas da seguinte forma:

Minimizar f(x), x1 Wi RN, (3.1)
onde W={xI R"/a£ x£b}
Nesse problema f € uma funcdo de valor escalar, isto €, f: W® R, e os

vetores x, a, b1 RN podem ser representados nas formas:

&

%

Q.'..l. B P N e S

kS

Q- O
O
1

x
I

oo X
N
QD
1

DOO O O O
DOO O QO
e
N
DOO O QO
SN o

=)

X

=1

QD

=

onde a e b significam as restri¢des nas variaveis da funcéo que se pretende minimizar.

Resolver o problema (3.1) consiste em determinar x* T Wtal que:
fo)£f(x), " xT W (3.2)

A solucdo x* é chamada "solucdo 6tima" para o problema de otimizacédo
com restricdo. Quando W=R" o problema (3.1) é chamado de "problema de
minimizacao irrestrita”. Nota-se que o minimo irrestrito da funcdo f pode néo pertencer
ao conjunto W.

As condigdes necessdrias de minimo irrestrito eram: Nf(x*)=0,
entretanto em funcdo das restricbes, tais condi¢cbes podem ndo ser necessariamente
verificadas. A figura (3.1), com n=1, ilustra esta situaco.
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x4
*
xX O |

minimo irrestrito: f'(x*)=0 minimo restrito: f(x*) # O

FIGURA 3.1 - Pontosde minimosrestrito eirrestrito

As condicdes necessérias de 12 ordem para os problemas de otimizacdo
serdo estudados no item (3.2).

Uma caracteristica basica dos métodos de minimizagdo com restricdes é
que a solucdo inicial aproximada x° deve pertencer a regido W, denominada regido de
factibilidade. Dessaforma, como x°1T W, entfio x° recebe o nome de solug&o factivel.

Os métodos para otimizagdo com restricBes seguem em geral a seguinte
estrutura;

1. Escolha de x°T W como solucZo inicial aproximada para o problema

gue se pretende minimizar. Toma-se K = 0;

2. Determinacdo em x* dadirecso de descidafactivell, d*1 R";

3. Determinag&o do tamanho do passo mija, I R, a > 0 e pequeno, que
se pretende dar na direcdo de descida factivel, de tal forma que a solucdo perturbada

sejamelhor, isto &, tenha um valor menor paraafuncéo f:

f(XX +a,d¥) < f(x¥) (3.3)

1 Direco de descida factivel significa que a direcdo é de descida (o valor da funco f(x) esta decrescendo naquela
direcdo) e que a direcdo é factivel (nessa direcdo existem novas solugdes para o problema, pertencentes a regido de
factibilidade). Estes conceitos bésicos serdo estudados com mais detalhes logo a seguir.
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Narelagdo anterior, x* +a,d“ é chamado solugdo perturbadade x“ na
diregdo d" compasso a, ;

4. Calcula-se uma nova solugéo:

XKt =xX +a, d" (34)

K- K+1;

K+1 _

5. Os passos 2, 3 e 4 devem se repetir até que |x** - x*| <tol ou queo

nimero de iteracBes atinja um limite maximo estabelecido (K=limite). O valor de tol
significa uma toleréncia pré-estabelecida, sendo geralmente um valor muito pequeno,
como por exemplo, tol =10°°.

Quando o primeiro critério de parada for verificado, significa que o
método convergiu e se encontrou x*, ou sgja, o ponto de minimo. Caso contrario, se 0
processo iterativo terminar quando se atingir o nimero maximo de iteragdes, significa
que 0 método ndo convergiu para o determinado problema de minimizagdo com
restricbes em estudo.

Outros critérios de parada, mais pertinentes ao problema de otimizagao,
podem ser facilmente incorporados, como por exemplo, interromper o procedimento
iterativo quando:

f(x<)- f(x<T)<tol, , (35)

isto & apds T iteracBes do método, a melhoria na funcéo objetivo observada foi inferior

aumatoleranciatol,,.
Nota-se que a diferenca entre os métodos de otimizacdo com restricoes

para 0s métodos de otimizag&o irrestritos esta na determinagdo dadiregdo d“, que além

de ser uma direcéo de descida deve ser umadirecdo factivel.

3.1 — Direcéao Factivel

Se x* for uma solucdo factivel e d*T R" tal que (x* +ad®) também

sgja uma solugo factivel paraa > 0 e pequeno, pode-se dizer que d* é uma direcio
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factivel em x". A figura (3.2) ilustra uma dirego factivel em X1 W, porém a mesma

direcéio ndo é factivel em xT W.

x|

em x € (]
(d & direcdo factivel)

o >0 e pequeno

x+ord

FIGURA 3.2 - Diregéo factivel em X

Mais formalmente, a definicdo de direcdo factivel é dada por:

Sga x1 Wi R", diz-se que di R" ¢é uma direcio factivel em X, se
$a >0td quee x=(Xx+ad)T W "al (0a].

Exemplo:

Em W={x] R*/0£ x £ 2}, considere-se ng% W. Esses dados
g

estéo ilustrados na figura (3.3):

o F

1 x=, 1> € Q

X

1
1 2

FIGURA 3.3 - Regido defactibilidade

Note que X, =2 (limitesuperior)e 0<X, <2.
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As direcOes factiveisem X, podem ser obtidas por: d = g + tal que:

x+adl W ou
+a —I W
* é
Pela definicéo de W obtém-se:

0£2+ad, £2b -2£ad, £0b d, £0
Of£l+ad,£2b -1£ad, £1b "d,

e 10
Uma escolha possivel é d = g T €, Nesse caso, 0 passo Maximo é a=2.

A figura (3.4) ilustra esta escolha.

FIGURA 3.4 - Uma diregéo factivel possivel
a80.
Numa outra situagdo, com X = g —I W, entdo as diregdes factiveisem X,

d= g %\otausqued30 d,30.

3.2 — Direcao de Descida

Sga X1 Wi R" e dT R" uma direcéo factivel em X. Diz-se que d é

umadirecdo de descidaem X se $a >0 ta que:
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f(x+ad)<f(x) "al (0a] (3.6)

Considere-se 0 desenvolvimento de f, por Taylor, em torno do ponto X

(suposto f diferenciavel):

f(Xx+ad) = f(x)+Nf " (X)@d) +j @) , (3.7)

onde j (a) éta que J(—a)® O, quando a® 0
a

Assim, coma >0:

f(x+ad)- f(X) _cetionq.l @)
S =Nf " (X)d + (3.8)

Como se procura uma direcdo de descida, o termo a esquerda em (3.8)

deve ser negativo, e pelaigualdade, o termo a direita deve ser negativo também, isto é:

Nf (x).d <0 , (3.9)
uma vez que @) torna-se desprezivel quando a é pequeno, supondo-se,
a

naturalmente, que Nf (x)d * 0. A reciproca é também verdadeira, isto é, a condigéo

(3.9) garante que d é uma direcéo de descidaem X .

Portanto, a direcdo de descida € encontrada resolvendo-se a condicéo

(3.9), ou sgja, como:

Nf :aal ﬂ Egi R", (3.10)
b, T Top
entéo
Nde:£d1+ﬂd2+---+£dn<o (3.11)
% X, X,

Das observactes anteriores, pode-se provar 0s seguintes teoremas.
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Teorema

Sgan f:Wi R"® R e fl C' (funcBes diferencidveis) e d uma
direcdo factivel em X1 W. Se:

Nf (x).d <0 P déumadirecdo de descida

Teorema: (condicdo necessariade 1° ordem)
Sgaxi We f:Wi R"® R, f1 C*

Se X for ponto de minimo de f em W ent&o:
Nf(x)d 3 0 " d, direcdo factivel

Retornando-se ao problema de otimizagéo, ou seja, minimizar f(X) com
xT W={x1 R"/a £X £b}, numa certa situacio genérica alguns componentes de X

podem estar em seus limites inferiores, superiores ou entre os limites:

a; <X, <b;,, j=r+l..,n

X
I
vO) O O O O WO

o] Y Y PR PR PR PR PR PR PR PR B D Mo X

Isto significa que os valores de X parai = 1,...,k estdo no limite inferior;
osvaloresde X parai = k+1,...,r estdo no limite superior e os valores de X, parai =

r+1,...,n estdo entre os limites.

Umadirecdo factivel em X deve ser:
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Q.l. B ESY Y PR PR PR P PR P FE P B e

tal que:
d, 20 paai=1,..k;
d, £0 parai =k+1,...,r ;

quaisquer parai =r+1,...,n.
Procura-se umadiregdo de descida:

Nf (x)d <0 ou

it (%), (%)

o+ ) ()_()d Ml ()_()dk+1+

k

1 2
%, f _‘ITX2 . X, f ‘|_]xk+l (3.12)
+"'+ﬂ—(x)dr .|-ﬂ (X)dr+l+-~-+ﬂ (X)dn <0

1-[Xr 1-[Xr+1 1-[Xn

O Método do Gradiente (variaveis irrestritas) sugere a seguinte escolha
paraadirecdod:

d =-Kf(X) , (3.13)
pois  Nf(x)d=-|Nf(%)|"<0  desdeque Rif(x)* 0
Portanto, d = - Nf (X) satisfaz (3.9), entdo d é uma direcdo de descida

No entanto, d assim definida pode n&o ser uma direcéo factivel. Para se garantir que d

sgja uma direcdo de descida factivel deve-se observar que a varidavel gque ja atingiu seu
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limite inferior ou superior na direcéo de descida venha a ter sinal adequado (conforme
direcdo factivel ja estudada), pois assim, em nenhum momento do processo iterativo de
minimizagdo essa variavel saird daregido de factibilidade. Com isso, um tipo de diregéo

de descidafactivel d é dada por:

Parai =1,....k tem-se

wE) L 1,
x; 1x; (3.149)

i
i
|
10, caso contrério

T (%) Tt (%)

LI e MR
d =1 % % (3.14b)

10, caso contrério

Parai =r+1,...,n tem-se

g =. TX (3.14c)

O tamanho do passo a pegueno na direcdo de descida factivel € tomado
como o menor valor encontrado entre 0 maximo valor de a para ndo se sair daregido de
factibilidade (a) e aresolucéo do problema de minimizac&o unidimensional através da
“busca’ Exata ou Aproximada (a busca), ousga

a= min{a busca 1 & } (3.15)

onde a =minfa,,a,,--.a,} (3.16)

Os trés casos possiveis para determinacdo de &, sdo:
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) % =a

:se ﬂf_()_()<op di>0®§i:b'_—a’

| x; d, (3.174)
| _

e T, 00 4 =0®\ "a

t fx;

i) % =b

le &), 0p g <oma =270

= i d (3.17h)
| _

ie M8 op d =00\ "a

t fix;

i) a<x<h

le ). op d<o®ag =2"X%

1= g d (3.170)
| _

Ise ﬂf—(X)<OD (§i>0®eTi:u

T 1-[Xi di

Um teorema importante deve ser observado para 0s casos em que d=0:

Teorema

Se d =0 entdo Nf(x)d * 0 para" d que segja diregio factivel, sendo que
xT We W={xl R"/aE x£b}, ousda, se d =0, éindtil procurar direcdes factiveis
tais que Nf (x)d < 0.

Prova:

Sejad (diregao factivel) e Nf (x)d <0 b existe umaparcelatal que:

"Xy <o
1

Existem trés possibilidades:

—— —— —
P Xl
- 0
o

Xl X2
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Assim,

i

:

! _

-:-Z:a1.b d>0 e ﬂ;(x)<0b ailob absurdo

. X,

| 1

%)‘(,:b,bd,<0 e it X)>op ailob absurdo

i ﬂxi

: . ~ )

i 16,50 e ) < op G+ 0p absurdo
ix1 (a.b)p | MR

i Id <0 e >0pb d * Ob absurdo
T 1 ﬂxi

Portanto, Nf (X)d 3 0, " d: direcfio factivel em X. Dai conclui-se que

x1 W éasolucdo 6tima.

Exemplo

min f (x,%,) = (% - 32+ %3

xI W={x] R"/0Ex £2
20

0 v

FIGURA 3.5 - Nf na solucéo factivel

Note que se f = 1 tem-se a equacdo da circunferéncia (curva de nivel da

funcdo objetivo).
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o seb >0, Rif (x)d =|f¥f (x)|] cosb <0

Note que a diregdo do Método do Gradiente, d =- Nf (x)=(2 - 2), ndo

€ uma direcdo factivel, embora:

Rif (x)d = 7 (x)ee 1t (x)g+ 7t (x)ee 1 (x)g:
™ & T 5 T & T 5
__EWe ey
&% 5 &7 64

AsdiregOes factiveisem X devem satisfazer d, £0 e d, qualquer.

Desga-se que:

7 (x) , . 7 (%) :
. -2d,+2
=, d, + =, d, <0 ,ousga d, +2d, <0

Uma escolha possivel é dada por d:

>
—=a
—h
—
Xl
N
o
c
9.2.
o,
1]
LALR)
N
QIO

O tamanho do passo a nessa diregdo de descida factivel é tomado como o

menor valor encontrado entre o maximo valor de a para ndo se sair da regido de
factibilidade (@) e aresolucdo do problema de minimizacdo unidimensional (através da



28

Regra de Armijo ou das Buscas Exatas). No caso do exemplo, o menor dos dois valores
€
O0£x,+ad, £2b O0£1+a(-2£2b -1£-2a £1P a £05

Portanto, o maior valor de a possivel édado por: a = 0,5

A nova solucdo sera dada por:

AsdirecOes factiveisem X devem satisfazer d, £0 e d,3 0.

Desgja-se que:

(%) | TF(R) _
. -2 :
=, d, + =x, d, <0, ousga d, +0d, <0

Note que esta inequacdo ndo pode ser verificada para qualquer que sejaa
direcdo factivel. Neste caso d = 0.
Assim as condicOes de 1° ordem enunciadas nos teoremas anteriores 5o

a2

verificadas. Como afungdo é convexa, entdo x* = go € solugdo Gtima.

2

3.3 — Método do Gradiente com variaveis canalizadas

O Método do Gradiente com variaveis canalizadas utiliza a direcdo de
descidafactivel apresentada no item anterior.

O algoritmo para a determinacdo da direcdo de descida factivel pelo
Método do Gradiente com variaveis canalizadas é apresentado a seguir:

Para x = a, , tem-se:
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Mx) & 1K)

—VY7<0
x; 1x; (3.183)

i
i
|
10, caso contrério

ME o MR

i M\ S0
d =1 % 1 (3.18b)

10, caso contrério

g = T (3.180)

O vaor de a deve ser tomado como o menor dos dois valores
a € Ay, -
A rigor, a busca unidimensiona para se determinar a,., € feta

considerando-se a :

min f(x+ad) (3.19)
Ofa fa '

E portanto, a,,, fornece o passo.

Exemplo:

Resolver o problema:

minf(x):%xTHx aEx£b paa

_69(19 :w'19 :ablg =8
T The "B TTh
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onde amatriz H é quadrada, simétrica e definida positiva.

Nf = Hx
N?f =H
Afirmacao:

x"Hx =1 € a equacdo de uma €lipse, com eixos nas direcOes dos

. 2 2 ,
auto-vetores e comprimentos — ,—— respectivamente.

N

Prova:
Considere-se inicialmente um teorema da dgebra linear:
Se H é simétrica e definida positiva, entdo tem uma base ortonormal de

auto-vetores e 0s auto-valores sao positivos. Isto &

com |, >0: auto-valor

u, : auto-vetor

juiu, =0
1
fluf=1

Sejam: Q=[u, u,|  matriz dosauto-vetores

d, Ou .
L =g 4 matriz diagonal dos auto-valores
60 1,0
Pode-se escrever:

ou
0 ou HQ=QL

é
H [u1 uz] = [ul uz]éol |
e 2U
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Portanto, H =QLQ".
Assim, x'Hx=1U x'QLQ"x=1
—_—— ——
y' y
Definindo y=Q"x (0 que equivale & mudanca de varidveis. x =Qy,
ondey € o vetor de coordenadas na base formada pelas colunas da matriz P, isto &, os
auto-vetores de H), obtém-se:

d, Oley,0

b 5 Foli=1
(v, h%0|2£bb
PIy(y) +1,(y.) =1
.2 2

e 0 e 0
Dgyl++gy2+_1

i g

Considere-se da geometria analitica que a equacéo reduzida da €elipse de
centro naorigem e focos no eixo Ox &

2 2
&(_9 +(§a/_9 =1,
eag ebg

e 0s comprimentos dos eixos sdo 2a e 2b. Isto mostra a afirmagéo. A figura (3.6) ilustra
aelipse nasvariaveis x ey. Note-se que nas variaveis y ela esta em sua forma reduzida.

Dai, pode-se concluir que:

1
=5
-1

]
i
|
i
T2 p
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X2

Y
Yo

2hb

1
2a:2J:
Il

onde:

1
=2
P

FIGURA 3.6 - Comprimentos e direcBes dos eixos de uma elipse

Exemplo:

Apenas para explicar com um problema numeérico, coloca-se inicialmente
o problemainverso, isto €, dados os auto-valores e auto-vetores, determinar amatriz H e
a partir dela e da regido de factibilidade encontre a solucéo 6tima para o problema de
otimizagao:

No plano, através de uma rotacdo de eixos, a matriz dos auto-vetores é
dada por:

oo &0 - senqo
&enq  cosq y

Resolvendo o problema enunciado acima para os seguintes dados:

é1 10
€5 - G
Rotacdo de eixos de 45° : Q:é\/E 1/50
el g
8/2 248
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51 0
auto-valores. |, =1, 1,=10b L:‘?l E
D 107
intervalo: a= aég b= 35%
05 5
Ent3o,
¢1  1u 61 1a
H=QLQ =g¥2 Y2 @ O%N2 2y
el 1o 1 1g
2 24 & V2 28

Assim, estamatriz tem os auto-valores 1 e 10, e 0s auto-vetores na matriz

Considere-se agora o problema:

min  f(x :%XTHx,sujeitoé; 1£x,£5 O0£X,£5

Explicitando-se f(x), obtém-se:

€55 - 4508 6
& 45 55 &, 5
f(X) =2,75% - 4,5%,X, + 2,75}

=204 x)

Ascurvas de nivel de f(x) estdo representadas na figura (3.7).

Calculo da solucéo exata:



AR = )
1/

FIGURA 3.7 - Solug&o 6tima

Note-se na figura (3.7), que a solucdo 6tima no ponto onde a curva de

nivel def (de valor desconhecido) tangenciaareta: x, =1. Como Nf é perpendicular a

curva de nivel pode-se escrever (neste caso Nf = x"H ):

IX"H +h(1 0)
|
ix =1

0

i (. x )g 55 - 450  a0_o00
(Ve %2k 45 55U go; gog, ou
i1x =1

55x%, - 45%, +h =0
- 45x, +55x, =0
x =1

1% =1
tx, = 0818181
ih =-1818181
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Calculo da solucdo através do Método do Gradiente para variaveis

Solugao inicial aproximada: x° = §2
]

128 iteracao:
555 - 4,50
gradiente:  Nf (x°):(5 5)2 u_e90
& 45 5,5u 5,2,
1 N 0 e 50
direcdo d :-Nf(x)zg =
- 5g
busca:
5125):0’8
-5 _
®\ a=0,8
a, :0_—5:1,0
255 - 4,50 50
- (5 )? LEE 90

e

X & 45 55'£-5,Z, :——L

busca )e55 - 450 59 50
& 45 55%&- 55

Deve-se tomar 0 menor valor de a para que a nova solucdo seja factivel,

portanto, a =0,8.

) 5 @
novasolucdo: x' = : 8%
z

99
zz

22 iteracao:

gradiente:  Nif (x!)=(1 1)e55 " 4ou_ g0

e—45 55u gl,'a



direcéo: dzz-Nf(x1)=aelg
(%]

-1
1
como x=a e M>0ID d =0
x
portanto: d? :ae0g
'1b
busca:
llal
Ezazlezl
-1

a )g 55 - 4,5@09
& 45 55 5§ 15
8pen = € & o1 0181818
€55 - 4,5L,ee0 6 55

o - 1)8 45 55& 15

portanto: a =0,181818

e 1 0

novasolucdo: x° = §g+ 0,181818§aeo gzg =
5 - 15 %0,8181815

32 iteracio:
€55 - 450 288181819

Y : _
gradiente:  Kif (x2)= (1 0,818181)gr 45 ss0°E o °

direcso: d3 = - Nf (Xz) - g 18;81812
como x=a e ﬂf(x2)>0b d=0
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portanto: ga@

&IIO

a0 N : .
como d°®= Oi 0 processo iterativo convergiu e a solucéo é:
@

X , conforme haviamos previsto.
§o 818181,5

3.4 — Método de Gauss-Seidel

O Méodo de Gauss-Seidel com varidveis candizadas pode ser

empregado apenas em fungdes quadraticas, pois ele € baseado na resolucédo do sistema

obtido a partir da condicéo que, no ponto de minimo, o vetor gradiente € nulo, ou sgja

minf(x):%xTHx-STx aEx£b  onde (3.20)
0 0 0 0
X_‘?Ej a_gfj b_gfj S—gEj
5 G5 s 55
e, h, h,u
a
H=€2 h,, h2n|:|
¢: o
1]
g]nl h. hn

e amatriz H é quadrada, simétrica e definida positiva.

O gradiente e a hessiana para essa funcéo quadrética séo dados por:

2

f =Hx- S
2

o (3.21)

2
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Em pontos de minimo (neste caso global), o vetor gradiente se anula, ou

sga
Nf =Hx- S=0P Hx=S,ou (3.22)
& h, - h2n(9x2+:gsz+ (3.23)
R i |
&nl hnz e hnn E\éxna ésna

O algoritmo basico de Gauss-Seidel, para um sistema de ordem n, tem a

seguinte expressao geral para o refinamento da solucéo:

N ==& () & ()+s
. =R i , (3.24)
(i=2123..,n)

onde:

h; : elemento dai-ésimalinha e j-ésima coluna da matriz hessiang;

x*! . i-ésima coordenada do vetor de incognitas paraaiteragio K + 1.

A aproximagdo obtida apds um certo nimero de iteractes é considerada
suficiente, quando for verificada a seguinte condico:

k+1
i

(i =12...n)

max|x** - x| <tol

(3.25)

O procedimento iterativo exige a adocdo de uma solugdo inicial
aproximada. A imposicdo de condicdes de contorno é bastante simples, neste caso, pois

basta impor que a varidvel x, tenha seu valor no intervalo de definicdo (a, £ x, £b),

obtido em todas as iteracbes através do uso de um operador de projecao.

Para diminuir o nimero total de iteracdes, € interessante fazer uso do
procedimento de relaxacdo, o qual consiste, fundamentalmente, de uma ponderacdo
entre as aproximagdesK eK + 1, parafins de atualizagdo da solugéo K + 1.
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A expressdo geral darelaxacdo é a seguinte:
Xik+1 - (1_ W)Xlk + vaik+1 (326)

O parametro w € limitado no intervalo aberto (0,2), devendo-se avaliar o
valor ideal para cada caso.

Para a obtencdo da solucéo aproximada para a variavel {x}, o Método de
Gauss-Seidel com relaxacdo foi implementado segundo o seguinte algoritmo:

Parak = 0,1,2,..., nimero maximo deiteragesew 1 (0,2), tem-se:

i-1 n
+1 _ [] + 2
h, X = - a (hyxc)- ;§+1(h” Xi)+s ; (3.27)

Como a varidvel x“" possui um limitante inferior e superior a ,b

respectivamente, a projecdo da variavel sobre este intervalo € feita da seguinte forma:

X< = min{b , méx{a, , x"*}} (3.28)

A figura (3.8) ilustra o efeito da projecéo:

L xK

FIGURA 3.8 - A projecdo em (3.28)
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3.5 — Método de Newton e Quase-Newton combinados com a
estratégia dos Conjuntos Ativos

O Método de Newton, que consiste em desenvolver uma funcéo f, por

“, aé a 22 ordem obtendo-se uma aproximagéo

Taylor, em torno de um ponto X
quadratica, pode ser combinado com a estratégia dos conjuntos ativos para resolver
problemas com variaveis candlizadas. Esta estratégia induz o Método de Newton a
realizar uma minimizacdo naface sempre que umavariavel, ou mais, ja tenham atingido
suas restricdes e sendo que a direcdo de Newton irrestrita conduza o problema a
solucgdes fora da regido de factibilidade.

A figura (3.9) ilustra um problema tridimensional com x*1 W e
W={x*1T R¥*/a£ x* £b}. Particularmente, o ponto x" pertencente a regido de
factibilidade W, representada por um cubo na figura e se encontra por hipétese, numa
das suas faces. Aplicando-se 0 método de Newton em X", obtém-se uma direcéo de

descida que conduz o problema a uma nova solucéo X forada regido de factibilidade,

desrespeitando-se assim as condic¢des de restrigdes impostas ao problema:

direcdo de Newton

tridimensional
@

Uy

FIGURA 3.9 - Direcéo de Newton tridimensional

Portanto, no caso ilustrado, o méodo de Newton deveria ser aplicado

restringindo-se a minimizac&o a dimens3o da face em que se encontra o ponto x*, ou

sgja, huma regido bidimensional; dai vem a necessidade de se combinar 0 método de
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Newton com a estratégia dos conjuntos ativos, que permite ao método realizar uma
minimizagdo na face sempre que ocorrer um caso como o ilustrado na figura (3.9).
Segundo essa estratégia, as coordenadas que atingirem suas restri¢cdes tornam-se ativas
(fixas), garantindo assim a procura de solucdes dentro da regido de factibilidade.

Qualquer ponto nessa face se escreve como:

x =X +ku, +K,u, (3.29)

&% 0
onde x=g 'z
X3 @

A funcdo a ser minimizada é

f(X) = f (X" +ku, +Kyu,) (3.30)

gue depende de k; e k3 (2 dimensdes)
Particularmente, se x* estiver numa aresta, a nova soluco sera:

x=x* +k,u, (3.31)

onde x = (x, ), tratando-se assim de um problema unidimensional.

U3 A

FIGURA 3.10 - Minimizacdo numa ar esta
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Aplicar o método de Newton na face indicada pela figura (3.9) significa

desenvolver:
gk, k) = (X +ku, +kyug), (332

até segunda ordem (quadrética) em torno de k;= ks = 0 (neste caso x= x"), e determinar k;

e ks que minimize a quadratica:

g(kl ks):g(o O)+Ng g;é(

I\)ll—‘

0
=+—(k k;)N°gl0 0)g "=(3.33
s+ k)N gk( )

O gradiente dafuncdog(k, k) & dado por:

Ngaé(l %: Nf (x" +ku, + k3u3)ul + Nf (x" +ku, + k3u3)u3 =
30 (3.34)
=Nf' (x" +Kku, + k3u3)[u1 u,|=RNfTF
onde F € amatriz formada pelas direcGes da face.
A segunda derivada da funcéo g(k1 k3) € dada por:
g g—u N? f(x +Kku, +K;u )u +u, N2 f(x +ku, +K;u )
g %] (3.35)

=[u, u] l§|2f(xk+k1u1+k3u3)[u1 u,|=FTR2fF

Paraaface do exemplo, amatriz F representa as direcdes u; e ug, isto &

@)

o
[eo Y enY ey el

('B)CD) )E;
[ERN

O gradiente da fungéo g(k1 k3) seria
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el 0o
9t 908 ja @t o

i e
Rg =R 08 ol=
T TRt megg 0 E neg

e sua segunda derivada seria dada por:

e‘ﬂf
&Ixx,  Tox, T H
e1’f 171
e My
et 1°fq
e1I% Xg ﬂX3H

Substituindo-se as expressoes (3.34) e (3.35) em (3.33), tem-se:

( k)ETRZF(x)F 2 (a36)
gksﬂ

Nll—‘

olk, k)= f(x )+ R (x)F Ekg

O ponto de minimo de g(k, k,) é dado por:

NfT(x<)F +(k, k,)F"RZf(x)F =0, (3.37)
ou sgja, o calculo da direcdo de descida no método de Newton combinado com a teoria
dos conjuntos ativos, pode ser determinado através da resolucdo do sistema linear
proposto:

o

FTRI2 £ (x)F Gz RET (x)F (338)
3

QIIO

onde o primeiro termo da expressdo representa a matriz hessiana original, em X
considerando apenas as coordenadas da face; e o segundo termo representa o vetor

gradiente original, em x¢, considerando apenas as coordenadas da face.



A nova solucéo para o problema de minimizacdo descrito em (3.30) é

calculada pela expressao:
2K &
X=X+ kU, + KUy = X +F g lg (3.39)
ks (4]

Note que, quando a solucdo X estiver no interior de uma regido de
factibilidade, ou seja, nenhuma coordenada do ponto x* atingiu sua restricao, a matriz F
formada pelas direcbes da face serd a propria matriz identidade. Portanto, a direcéo de
descida calculada através da resolucéo do sistema linear proposto em (3.38) passa a ser
amesma descrita pelo método de Newton para problemas irrestritos.

Generalizando-se para o espago R", teriamos:

o, 0
Gk N
XM =X +ku, +Ku, ++ KU, =x"+Fg,2;:x"+F d“,  (3.40)
.5
240 29 0
X, + k, = : : ;
onde x* :g 2. éovetor solugdo, d* :g 7 L éovetor de descidanaiteraggo k e F é

.5 >

amatriz formada pelas diregdes da face.

Portanto, a expressao (3.38) seria:
[FTRZf(x*)F | d* = - Rif T (x¥)F (3.41)

Isso define 0 método de Newton combinado com a estratégia dos
conjuntos ativos. Note que a expressdo (3.41) tem a mesma formulacéo dagquela descrita
em (2.39) pelo método de Newton irrestrito, considerando-se também a minimizacdo na
face através da matriz de diregdes F. Dessa forma, o método de Newton pode ser

estendido a problemas com restricdes nas variavels de interesse.
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Os métodos do tipo Quase-Newton também podem ser combinados com
a estratégia dos conjuntos ativos, para que ele possa promover uma minimizacdo na
face quando necessario, naturalmente, para o caso de problemas com restricdes. Seu
algoritmo basico para a regra de aproximacdo da Hessiana proposta por Davidon-

Fletcher-Powell, consideraria a influéncia das coordenadas ativas através da matriz das

direcbesdafaceF, ou sga

Passo inicial) escolha Y, simétrica positiva definidae x° um ponto qualquer;
Passo 1) Minimizag&o naface: Yr, =F Y, F
Pass0 2) dr® =-Yr.qr, ,onde qr, =F "Nf(x*) ;
Passo 3) x""'=x“+a,d“ , onde dr“=F'd“. Sendo a, ta que minimize
f(xK +aKdK)
pr, =a, dr€ e Ore,y = FTRE (X)) ;
Passo 4) qry =are., - dry

prepre  YranardYr
preare O Yrare

K = K+1 evolte parao passo 1

Yy =Y +
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CAPITULO 4 - MODELAGEM DE ESTRUTURAS

Na andlise de estruturas em regime elastico, a formulacdo do método
pressupde que existem apenas duas manifestagcbes de energia mais relevantes. A
primeira é conhecida como a energia potencial das cargas, que esta relacionada com o
trabalho das forcas atuantes, ou forcas externas; a segunda, € conhecida como a energia
de deformacao, que esta relacionada com o trabalho das forgas internas.

O Principio da Conservacdo da Energia pressupde que, em qualquer
situacdo, a energia retirada de uma das manifestagdes passa a pertencer a outra. Por
exemplo, o trabalho produzido pelas cargas atuantes segundo os deslocamentos da
estrutura acumula-se sob a forma de energia de deformacdo da estrutura.

Quando o trabalho da carga for positivo, entende-se que a carga perdeu
potencial, ocorrendo assim uma diminuic¢éo na capacidade de trabalho da carga. Dessa
forma, simbolizando-se por Y o0 potencial da carga, e por T de trabalho da carga, tem-

Se:

v =-97, (4.1)

onde o simbolo 1 representa variacao.

Essa relacéo entre o trabalho da carga e sua energia potencial tem como
explicacdo fisica a existéncia de um campo de forca, como, por exemplo, o
gravitacional. O trabalho positivo da carga corresponde, no fundo, a uma queda nesse
campo.

A energia de deformacgédo origina-se do trabalho das tensdes segundo as
deformagdes decorrentes dos deslocamentos sofridos pela estrutura. Naturalmente, o
trabalho das forgas internas ndo se realiza em movimentos de corpo rigido, pois ndo ha

deformacéo. Assim, a energia em consideracéo pode ser representada por:
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u=Las'eqv 42
=50s edv, (4.2)

onde: V €0 volume da estrutura
S éum vetor contendo as componentes de tensao

e é um vetor contendo as componentes de deformacao.

O principio da Conservacdo da Energia, tendo-se em vista apenas as duas

manifestacoes de energia consideradas, permite escrever:

p=U+Y =cte, (4.3)
onde p representa a chamada energia potencial total. Consequentemente a variacdo de

energiatota é nula

fp =TU +1Y =0, (4.9)
ou sgja, no fendbmeno de deformacgdo da estrutura pela agdo de cargas a energia
potencial total ndo se altera; o que ganha energia uma dada manifestacéo decorre da

diminuicéo da outra.

Assim, o principio da Conservacdo da Energia impde condicdo
estaciondria para a energia total. Essa condicdo serve de suporte para a obtencdo de
solucdes exatas ou aproximadas, por exemplo, para os deslocamentos em estruturas.
Todavia, pretende-se neste trabalho abordar apenas o procedimento que conduz a
solugdes aproximadas.

Um teorema complementar muito importante neste estudo afirma que nas
estruturas com regime eléstico e com pequenas deformagdes a situacdo em equilibrio
corresponde a um minimo da funcdo da energia potencial total.

Uma das importantes aplicacdes do Método da Energia € o céculo de
deslocamentos de estruturas no &mbito da analise estética.

Uma estrutura inicialmente indeformada, quando submetida a um certo
carregamento, por hipotese invariavel ao longo do tempo, atinge uma situacéo de
equilibrio em correspondéncia a uma nova posi¢ao deformada.

Nessa posicao de equilibrio, a estrutura apresenta deslocamentos medidos
com relacdo a sua posicdo inicial, cuja a ordem de grandeza depende, entre outros

fatores, do tipo de materia de que é composta e da sua geometria.
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O método, como se viu, envolve duas formas de energia a externa
associada ao carregamento e ainterna.

A energia externa é dada, basicamente, pelo produto da carga pelo
deslocamento do seu ponto de aplicacdo. A energia interna ou de deformacdo € obtida
pelo procedimento que se segue.

Em linhas gerais, a energia de deformacdo acumulada num elemento de

volume é dada pela seguinte expressao:

U= O(S xex +Syey+szez +1 xygxy +t ngxz +1 yzgyz)jv ’ (45)

N

ou sga

u=Las'eav 46
_Eose ()

Quando o materia for considerado eléstico linear, as deformactes e as

tensdes podem ser relacionadas pelaLei de Hooke, ou sgja:

)
I

x

D
I

N

D
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I
mi~ m|~ ml~
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N
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I
Ol Ol O]+

E

G:2(1+u)

caso contrério, ou sgja, tratando-se de um material que ndo segue a Lel de Hooke, as

deformacdes e as tensdes sdo relacionadas ndo linearmente.

Portanto, de uma forma genérica, no caso linear tem-se:

s =De, (4.8
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onde D é uma matriz que reline os chamados modul os el sticos de rigidez.

No caso particular do Estado Plano de Tensdo, as componentes de tensdo
de uma das faces do volume elementar dxdydz séo nulas; por via de consequéncia o

mesmo acontece na face oposta. Por exemplo, as componentes nulas podem ser

s,=t, =t =0. Nessas condi¢les, pode-se considerar uma espessura unitaria para o

z Xz

elemento.
Voltando ao caso geral, combinando-se (4.8) com (4.6), a energia de

deformacéo assume aforma:

_1.T
U _EQe De dv (4.9

A energiapotencia de forgas volumétricas é dada por:

Y=-gugav, (4.10)

e a parcela da energia potencial associada as forcas de superficie € representada por:

Y =- QuT pdG , (4.11)

onde;

/
cC C

C

I
— — —
<
o<

(@]

I
— — —

Tendo em vista que as relacdes deslocamento-deformacdo sdo as

seguintes:
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= ﬂux
X ﬂX
_ Tuy
y ﬂy
= ﬂuz
z ﬂZ
- (4.12)
gxy = X +_y
Ty  x
= ﬂUX +&
“ qz  x
_Tu, | fu,
9z Yy

e, y (4.13)

Uma formulacdo geral dos Elementos Finitos parte do principio de
estabelecer fungdes aproximadoras para 0s deslocamentos incognitos de uma estrutura,
baseando-se em interpolacbes expressas em funcdo de deslocamentos nodais. Os
deslocamentos nodais sd0 associados a nés definidos previamente na etapa de

discretizagéo da estrutura. Nessas condi¢des, o campo de deslocamentos fica expresso
naforma:

u=fu", (4.14)
onde:
f = matriz das func¢des de forma

u" = vetor dos deslocamentos nodais generalizados ou parametros nodais
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A partir do conjunto de nés, define-se uma rede de elementos e a técnica
dos elementos finitos propde, ainda, que a funcdo aproximadora resulte da combinacéo
das funcdes aproximadoras de cada elemento.

As funcBes aproximadoras de cada elemento tém caracteristicas
particulares, e entre elas destacam-se: sdo polindmios de grau n e possuem “suporte
compacto” isto €, sdo definidas somente no dominio do elemento assumindo valor nulo
foradele.

Logo, conclui-se que o grau das funcbes aproximadoras que podem ser
empregadas em cada elemento depende do nimero de parametros nodais previamente
definido.

Através das relagbes deslocamento-deformacdo, pode-se calcular a

aproximagcao para as deformagdes. No caso plano de tensdo, por exemplo:

éq u éq u

. é— 0uqg é— 0uq

e 0 glx L,ﬁu . alix G

e::'eyi/:‘?o Tagtb-eq ll,qu'“zBu”, (4.15)

. e ﬂyU«UF\; e ﬂyU

19 &g g0 P & g

- -0 e— -0

Ty fixg ey Tixg

onde:
e u
I,
ex ¢
B= g 0 ﬂlUUf , que redine as derivadas das funcdes de forma.

= y*
é 0
e Ty
fly 1xg

Conhecendo-se a aproximacdo global para o campo dos deslocamentos, 0
vetor de deformacdes e e a matriz D, que é funcdo das caracteristicas do material,

pode-se calcular a energia de deformacao, em forma aproximada para toda a estrutura:

U . =Lae Dedv

a—zoe e

U =t2u"B'DBU" AV 4.16

a_EQu u ( )
1 nTlxpT n

U.==-u [QB DBdV]u

a7



52

A parcela da energia potencial externa associada as forcas de superficie

pode ser cal culada admitindo-se uma fungéo aproximadora para essas forgas:

fppn
‘T

- pdG
hY nTT n !
-QU f'f, p'dG

(4.17)

o=
Ya
Ya
Y, :-u”T[Qf f polc;] p"

onde f , € amatriz das funcdes de formae p" o vetor de forgas nodais.

A energia potencial total em forma aproximada € dada pela soma
algébrica das formas aproximadas da energia de deformacéo e da energia potencial das

cargas externas, conforme expressao (4.3):
p,=U_+Y, (4.18)

O principio da minima energia potencia total aplicado como condicdo
para a determinacdo dos deslocamentos nodais incognitos da estrutura discretizada, ou
sga

: _1 nT[\ T ]n nT[\ T ] n
mmpa—zu QB DBdV|u"-u Qf f,dG| p (4.19)

Na expressdo anterior os termos em colchetes representam a matriz de
rigidez global da estrutura e o vetor de forcas nodais equivalentes.

Definindo-se a matriz de rigidez e o vetor de forgas nodais de um

elemento por:

K.=@B DBV,

e

. . (4.20)
Fo=gQf 'frdGyP"
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A matriz derigidez da estruturaK e o vetor de forcas nodais equivalentes
F sdo obtidos considerando-se a contribui¢éo de cada elemento que compde a estrutura.
Portanto, o funcional a ser minimizado passa a ser do tipo:

min p =%U”TKU” “u"F (4.21)

ou sgja, determinar os deslocamentos nodais de uma estrutura significa resolver um
problema de otimizacgo de uma funcdo quadrética. Dai a aplicacdo direta que se pode
dar a programacao matemética para a analise de estruturas.

Tradicionalmente os programas de elementos finitos abordam o problema
de otimizacdo irrestrita, isto €, os deslocamentos da estrutura ndo estdo sujeitos a
restricdes advindas de condi¢des particulares de vinculagdo como por exemplo 0 caso
de problemas de contato unilateral. Dessa forma, os deslocamentos séo calculados

resolvendo-se 0 seguinte sistema linear:

‘Hp=‘HU“T{Ku“- F}:O o " u'lR"
ou Ku"=F (4.22)

Uma vez determinados os valores nodais globais dos deslocamentos, os
deslocamentos associados aos nos de cada elemento podem ser obtidos a partir de uma
identificac&o direta.

As deformacoes e as tensdes sdo finalmente cal culadas por:

—Ryn
: ':BD“e (4.23)
Por sua vez, no caso de andlise de estruturas com restricbes a
deslocamentos, como por exemplo agueles oriundos de condi¢bes particulares de
vinculacdes, a maneira matematica mais consistente de se tratar o problema é promover
uma minimizacdo do funciona da energia total, através de métodos de otimizacdo com

variaveis canaizadas.



Sob o ponto de vista de programagdo matematica, o problema de analise
estrutural pode ser colocado como uma minimizacdo de uma funcéo quadrética sujeita
ou ndo arestricdes em suas variaveis.

A minimizacdo de uma funcdo quadrética € um problema do seguinte

tipo:

min f(x):%x”TH X"+ X" S+C |, (4.24)

onde: H =N2f(x) éamatriz hessianadafungéo f(x)

S=Rif(x) _, o vetor gradiente dafuncéo f(x)

Como o funcional da energia total pode ser representado na forma
matricial pela equacdo (4.21), ou sgja, p :%U”TKU“ - u"" F, a matriz de rigidez da

estrutura passa a ser a matriz hessiana da funcdo quadratica, o vetor de forcas nodais da
estrutura passa a ser o vetor gradiente e os deslocamentos nodais as variaveis que
podem apresentar restricoes ou néo.

Portanto, os métodos de otimizacdo sdo Uteis ferramentas mateméticas na
andlise de estruturas, particularmente aquelas sujeitas a restricbes em seus
deslocamentos. Os métodos abordados nesta pesquisa sdo 0 do Gradiente, Newton,
Quase-Newton e o método iterativo de Gauss-Seidel, este ultimo para fins de confronto

com os resultados obtidos pel os anteriores.

4.1 —Vigas

Uma das importantes aplicacdes do Método da Energia é o cdculo de
deslocamentos em vigas.

Uma estrutura inicialmente indeformada, quando submetida a um certo
carregamento, por hipotese invariavel ao longo do tempo, atinge uma situacéo de
equilibrio em correspondéncia a uma nova posi¢ao deformada; na posicdo de equilibrio,
a estrutura apresenta deslocamentos medidos com relagdo a posicdo inicial.

No caso da viga, uma hip6tese frequentemente utilizada € a de que os
deslocamentos sdo tais que as secOes inicialmentes transversais ao eixo permanecem

planas e ortogonais ao eixo apds a deformacdo. Nessas condigdes para determinar a
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nova posicao deformada € suficiente caracterizar o deslocamento e ainclinagdo do eixo
em relacdo a sua posicdo inicial, inclinacdo esta determinada em cada um de seus
pontos pela derivada da fungdo deslocamento, como mostraafigura (4.1):

PLANO MEDIO
DE CARGA

SEGAO
TRANSVERSAL

VINCULOS OU
APOIOS

M REPRESENTAGAO ESQUEMATICA DOS
ﬁ : - V* V<X>l DESLOCAMENTOS NO PLANO MEDIO

—_

ys v(x)

L ‘

FIGURA 4.1 - Representacéo esquematica dos deslocamentos no plano médio

Entretanto, a ordem de grandeza dos valores dos deslocamentos em cada
ponto ou, de modo alternativo, a resposta da estrutura a uma certa solicitacéo, depende
de fatores como o tipo de material de que € composta e da geometria de sua secéo
transversal.

Por simplicidade, admite-se que o0 materiad sga homogéneo,
apresentando as mesmas propriedades em todos 0s pontos da estrutura, e isotropo, isto
€, num ponto as propriedades sdo as mesmas em qualquer direcdo. Considere-se ainda
que aforma da secdo transversal sgjainvariavel com x.

Isto posto, surge o problema de como determinar os valores de v e V' de
modo a contemplar diferentes situagbes de carregamento e vinculagdo. Observa-se que
os pares de valores incognitos constituem, de inicio, elemento de um espaco solucéo de
dimensdo infinita.

Um modo prético de reduzir a dimensdo do problema é discretizar o
intervalo [0,L] num namero finito de pontos de interesse. Entre esses pontos, pode-se

admitir que a funcéo real sga aproximada, por exemplo, por uma funcdo polinomial de
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grau n segundo uma interpolacdo que obedece a idénticas condi¢des de contorno de

V(X).

A energia externa é dada, basicamente, pelo produto da carga pelo

deslocamento do seu ponto de aplicacdo. A energia interna é obtida pelo procedimento

que se segue.

A energia de deformacdo acumulada num elemento infinitesimal em

estado plano de tensdo € dada pela seguinte expressao:

1
du = E(S £, s e, +t Xygxy)dxdydz , (4.25)

pois s, =t =t =0 (4.26)

Xz yz
Denotando-se 0 el emento de volume por:

dV = dxdydz , (4.27)

e indicando-se a energia especifica de deformacéo com aletra u mindscula, segue gque:

resulta

du _1
UZWZE(S £, +S .8, +txygxy) (4.28)

PelaLe de Hooke, tem-se:

1

e, = E(S . tus y) (4.29)
1

e, = E(S , tus X) (4.30)
_1

De modo que a expressao da energia especifica em funcdo das tensdes

u:i(sf+sz-ajsxs )+it2 (4.32)
2E Y 2

Xy
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Para vigas, em funcdo da hipétese cinemdtica conclui-se que s, =0 e
d,, =0, que corresponde a desprezar a contribuigdo da forga cortante, entdo a formula

da energia especifica fica escrita da seguinte maneira:

, (4.33)

onde sng

,€ M é o0 momento de flex&o solicitante na secdo genérica daviga.

As expressdes anteriores fornecem a energia especifica de deformacéo
em cada ponto da viga, isto €, u resulta como funcdo das coordenadas Xx,y,z. Obtém-se
entdo a energiatotal de deformacéo por:

U= (‘ydv = (pydxdydz , (4.34)
ou
145 ¢ U 1Lém? 0
U=—"20cpOCc— Y= dAx=—¢ A Y dAOX, (4.35)
28 GOV, AN op G e QYA
ou ainda
1°M?
U =—O—‘ dx 4.36
2 “El ( )

Observacdo: N&o foi considerada a participacdo da forca norma no
desenvolvimento da energia de deformacdo uma vez que esta tém uma influéncia muito
peguena nas situagdes de desl ocamentos pegquenos.

Uma expressdo mais interessante para U envolve a curvatura e ndo o
momento.

Nesse sentido, considere-se a barra, de eixo inicialmente reto (ou de
grande raio de curvatura), submetida a flexdo simples, normal (a flexdo obliqua pode,
sempre, ser decomposta em duas flexbes normais); originado de um momento M

constante ao longo de seu comprimento. Ver figura (4.2):
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linha elastica
1 2

FIGURA 4.2 - Deformacéo Angular

De acordo com o que se indica na figura, dx € o comprimento das fibras

do eixo neutro, e que ndo varia durante a deformacéo da barra. Nas fibras que distam y

da linha neutra a tensdo normal &

S = M Y, (4.37)
e adeformagao correspondente, é:
s M
e=—=— 4.38
R (4.38)
Asfibras, que distam y da linha neutra, passam a ter, ap6s a deformacao,
0 comprimento:
AB = dx(1+e) (4.39)

Chamando der o raio de curvatura, correspondente afibra neutra (onde a

tensdo normal é nula), apds a deformacéo da barra, vem:
(4.40)

dx=rdj ,
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dx@+e)=(r +y)dj =rdj (1+e), (4.41)
donde:
E = l = g = M (4 42)
r dx y E '
A expressao:
a _M : (4.43)
dx El

€ aplicavel as barras retas e, com suficiente aproximacao, as barras curvas de pequena

curvatura.

Em coordenadas cartesianas, a expressao da curvatura, em funcdo de

v(X), é dada por:

N w

7 2\'
1 _d*e€ agsvg U
- = + _+u

) 444
r dxzé gdx;ag (444)

podendo-se desprezar (para 0s materiais que se deformam pouco), em confronto com a

unidade, o quadrado de dv/dx em presenca da unidade. Nessas condic¢oes, resulta:

d’v _1 dj M

- == == 4.45

dx? @r_ dx El (4.45)
OuU Mais precisamente:

dv_ .M

— =t 4.46

dx? El (4.40)

onde o sinal positivo corresponde ao caso em que o eixo dos y € orientado para cima, e

0 negativo o0 caso em que o eixo dosy é orientado para baixo.

De fato, parao eixo dosy orientado para baixo, o valor dej € positivo no
sentido dextrogiro. Nessas condicdes, quando x cresce, j diminui: se isso ocorre, dj /dx

€ negativo, devendo-se, entdo, adotar a equagao:
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H 2
dL:M:V”:.M’ (447)
dx dx? El
dai, vem:
M =- El.V" (4.48)

Finalmente, a energia interna expressa em fungdo da curvatura da linha
el astica é dada por:

U == ¢El (v)dx , (4.49)

onde El é a denominada rigidez a flex&o e esta relacionada tanto ao material quanto a

geometria da segdo transversal.

Levando-se em conta que a (4.49) exige continuidade para v’, uma
solucéo aproximada consiste em admitir que a funcdo deslocamento sga dada, no

intervalo O£ x£ L por um polindmio do 3° grau em x:

V(X) = AX® +Bx* +Cx+D , (4.50)

sendo as constantes A, B, C e D incognitas a se determinar.

O procedimento usualmente empregado na interpolacéo é o de exprimir
os coeficientes do polindmio aproximador em funcédo de valores de deslocamento e giro
em pontos discretos do intervalo [0,L]. No caso, para o polindmio de 32 grau, definem-
se dois pares de valores incognitos pertencentes as segoes extremas, (v, vi') e (Vp, Vp' ),

como indicaafigura(4.3).
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C |,

Vo

L

FIGURA 4.3 — Grausde liberdade ou coor denadas adotadas

Fazendo-se:

Vi'=Q; € V,'=q,, (4.51)
pode-se construir o vetor v de “deslocamentos nodais generalizados’, escrito na forma

seguinte:
Vi
[
v:}qlif, (4.52)
tdzp
Impondo-se, entdo, as seguintes condi¢oes:
i v(0)=v, Tv(L) =V
Em x=0 | OV em x=L V=V (4.53)
1v(0) =q, Tv(L)=a,
0 polindmio aproximador passa a ser dado por:
é 2v+1qu é3V 1q u
€ (3'2 2420, é7z2Y27 TH2q0
=g 5 F el L ptraxty (4.54)
ngl +?q1 H g‘ qu' — V1Y

Por outro lado, o "funciona" p &, neste caso, dado por:
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_1\L 2 . —
=SBV dHY je Y =T, (4.55)

onde: Y éaenergiaexternae T é o trabalho das forcas externas.

O Trabaho das forcas externas é dado pelo produto da carga pelo
deslocamento do seu ponto de aplicacdo, e pode ser representado como:

(4.56)

P representa o vetor de cargas nodais equivalentes da estrutura (P T R4).
Tendo-se em vista que neste caso:

Vv'(x) = 6Ax + 2B, (4.57)

e, que a rigidez El é constante, pois 0 material da viga € homogéneo e a secdo
transversal ndo varia ao longo do comprimento da viga, resulta a seguinte expresséo
parap:

6 6 , 2., 2,
3

V2 + 6
A2 _V +Iq2 +_q1 - ?quz +

é
P (Vy,0;,V2,d, )_Elg L

12 6 6
+?V1q1 —a4, - L3 ViV, ?quZ-szql]-'-Y (4-58)

Nota-se que p € funcdo de quatro varidveis, e que a determinacdo destas
resulta da imposicdo do teorema fundamental, que associa a condicdo deformada em
equilibrio com o minimo da energia total. Assim, 0 passo seguinte € a minimizacéo de
P (V1,01,V,,05) -

Como p € uma funcdo quadrética (p: R4 ® R), por conveniéncia pode-se
escrevé-la na seguinte forma matricial:
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p(\/):%vTRv- P'v , (4.59)

onde RT R4 4 é amatriz hessiana que recebe o nome de matriz de rigidez da
estrutura.

O vetor gradiente de p é dado por:

gﬂvlﬂ T ERCN RGN Az ‘?‘ﬂvlg
Py € 6. .2 6 Yy
e-qt v+ -(,- v, U

. A_ e < 1 ~ 7
Rip (v) = &g, u_ FlélL L? L L*> ° G4 efq, U (4.60)

é—1u - é—u
éﬂvz a ?Lj. 2 L62 2 L3 1 |6_2 qlﬂ éﬂVZ i
-l E étqz E vy + qu+F ery 3
gﬂch u € gﬂqz u

Note que: 1111_D . R4® R , em particular € umafuncgo linear, pois p
\/i
€ quadratica, e que:
LA L o)

Naformamatricia o vetor gradiente resulta:
Np(v) =Rv- P ,sendoainda Np(0)=-P (4.62)

Por sua vez o0 segundo gradiente de p é dado por:

: 1% 1% 9T u
o v, v Ta,Mv g
e 1% 1°p 1°p 1% u
c12 CD_ 9‘ﬂvl‘ﬂq1 1 qu V.7, 99,%q, u —
VPMER=Cq% 1 1 1 4
gﬂvl‘ﬂv2 Tq,v, 1%, 19,1v, 3
al 1% 1% 1% g
év,Ja, 9a,79, Tv.Ta, T7, H

1%
1%,

D D D




é12 6 12 6 U
e 1 U
£6 4 6 2.

—préel? L L2 Ly

El £ 12 6 1 61 (4.63)

R N ¢
€6 2 6 4 U
€— - -~ —u
eL L L L U

Observacoes:

13 E sempre possivel, quaisquer que sgjam as coordenadas, gerar a
matriz de rigidez correspondente; entretanto, essa matriz so pode ser gerada diretamente
se, para deslocamentos prescritos segundo as coordenadas, a estrutura resultar
determinada, ou conhecida, a priori; ou sga, se existirem vinculos, segundo as
coordenadas ou ndo, em numero suficiente para se determinar a posi¢éo da estrutura, ou
elemento.

28 A matriz de rigidez permite conhecer as forcas segundo as
coordenadas a partir do conhecimento dos deslocamentos segundo essas coordenadas.

33 A matriz derigidez R é simétrica em relagéo a diagona principal,

isto &, Rjj = Rjj , 0 que também € consistente com o teorema de Betti. Os termos da

diagonal principal sf0 ndo negativos, ou sgja, R;jj 3 O.

E interessante analisar a construc&io da matriz de rigidez para o caso de se
ter mais de um elemento.
Considerando-se que a energia total p da barra € composta pelas

contribuicdes da energia dos elementos | e Il nos quais €la é discretizada, vale a relacao:
P=p, +py (4.64)

A energia e a matriz de rigidez do elemento | sdo dadas respectivamente

por:

éR' R.U
P, =1df R d, R =éRT leu (4.65)
2 R, R
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Anaogamente, aenergia e amatriz derigidez do elemento |1 € dada por:

1 éRlll R1” |:|
Py :Ednl- R, d, R, =é_ |,2ga (4.66)
2 Rz u
onde os vetores d, :g’(lg ed, :g 2% reinem os deslocamentos nodais xj de cada
X, @ X3 @

elemento, sendo que X; representa os dois deslocamentos generalizados da extremidade

do elemento.

A partir das expressdes anteriores, pode-se calcular a energia total p da

barra, pela soma da energia de cada elemento:

(o 1\6R RLU 0 _
ARSI AT %
=% R X+ 2% RLX, + % Ry X, (4.67)

éR' R} UaX,0
— T TI\X 27 2Y
2pll _(XZ X3 )e I |l;\|g <=

|
eR, R 8% g

=% Ry X, + 2 Ry X, + X Ry X, (4.68)
Somando-se as duas parcelas, tem-se:

20 =X RIX +2X RpX, +% (R, +R1)x, +

+ 2% Ry X, + XJ RY X, (4.69)
Utilizando-se a seguinte propriedade da Algebra Linear:

éA Cuaxo
x' y')a "6 ==X Ax+2x'Cy+y'By , (4.70)
( )&T BUEy 5
estendendo-a para 0 caso em questéo e colocando-se a energia total na forma matricial,

p = %d "Rd , obtém-se:
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&0 R, R 0u

- € u

d=cx+ R=gR, (R,+R') Ry (4.71)
&% o &0 . R

O que se observa € uma superposicéo da matriz de rigidez do segundo
elemento sobre a do primeiro nas posicdes correspondentes as coordenadas envolvidas
no né comum a ambos os elementos. Dessa forma, é possivel montar a matriz de rigidez
para vigas simplesmente calculando uma matriz de rigidez para cada elemento que se
criou e, depois, fazendo-se a superposicao das mesmas uma vez conhecida a ordem dos
elementos.

Uma vez construida a matriz de rigidez da estrutura e o vetor de cargas
devido a0 carregamento externo na estrutura, 0 passo seguinte € a determinacdo de
todos os deslocamentos nas extremidades dos elementos a partir da minimizacéo do
funcional p.

Apbs a obtencdo dos deslocamentos nas extremidades dos elementos
através da minimizacdo do funcional p, pode-se calcular os esforcos nas coordenadas
correspondentes, para cada elemento, através do vetor de cargas, da matriz de rigidez e
do vetor de deslocamentos dos mesmos.

Os esforgos para cada elemento séo cal culados da seguinte forma:

é12 6 12 6 U
é 3 T2 T 73 720
IR0 1RO & 3 5 B v
i PQZ.I., :ip2t+E| g? I ) ? I Eiqlt (472)
.I.peg.Bl./ .I.pa%/ 2_% _% 1_3 _%B.I.VZ%’
e rel & L L L 20
e— - -— -
éL L L L a

4.2 - Trelica Espacial

A trelica espacial € composta pela unido de elementos ou barras,
articulados em nés; esses nos possuem 3 deslocamentos independentes possiveis e aeles
podem-se aplicar 3 forgas independentes, sendo portanto interessante adotar 3
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coordenadas por nd. Por mera questdo de sistematizacdo, sem que isso implique em
perda de generalidade, a numerag&o dessas coordenadas mantem a mesma sequéncia de
numeracao dos noés, ou sgja, ao nO t genérico, corresponderdo as coordenadas. 3t-2; 3t-
1; 3t

Para sistematizar também a orientacdo, aproveitando a definicdo do

sistema global de referéncia Oxyz, a coordenada tq tera a orientag@o do eixo x, ato ado

y eatz ado z conforme figura (4.4).

FIGURA 4.4 - Coordenadas Globais

Em relacdo as coordenadas globais seréo definidos os vetores:

F ® vetor dasforcas nodais

u® vetor dos deslocamentos nodais

Para uma barra genérica i, assumida como elemento, padronizado por
opcdo, com um no inicia j e um no final k, tem-se 3 esforcos, ou 3 deslocamentos
independentes por extremidade, sendo interessante criar, entdo, 3 coordenadas por
extremidade, conforme indica afigura (4.5):
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FIGURA 4.5 - Coordenadas L ocais segundo o Sistema Global

Por outro lado, para introduzir dados e manusear resultados, é mais
interessante trabalhar com as coordenadas da figura (4.6), com uma coordenada
associada a extremidade inicial e uma a extremidade fina. Cada uma dessas
coordenadas tem também sua orientacdo associada sequencialmente as dos eixos X, y e z
do sistemalocal de referéncia associado a barrai.

@
"

©
-

FIGURA 4.6 - Coordenadas Locaisda Barra

Para tirar proveito de ambos os conjuntos de coordenadas é usual
trabalhar com os dois sistemas. Para evitar confusdo de notagéo atribui-se aos vetores e
matrizes associados ao elemento, um indice adicional; assim, para as coordenadas da

figura (4.6), mais naturalmente associadas ao €l emento, atribui-se o indice e obtendo-se:

da ® deslocamentos nas coordenadas locais associadas ao elemento

Pg ® forgas nas coordenadas locai's associadas ao elemento
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re ® matriz derigidez do elemento nas coordenadas locais associadas a0

el emento.

Para as coordenadas locais da figura (4.5), mais diretamente relacionadas

as direcOes do sistema global de referéncia, atribui-se o indice g. Assim, tem-se:

dgi ® dedocamentos nas coordenadas locais associadas a0 Sistema

global dereferéncia

Pg ® forcas nas coordenadas locais associadas ao sistema global de
referéncia
g, ® matriz derigidez do elemento nas coordenadas |ocais associadas ao

sistema global de referéncia.

E extremamente simples relacionar as matrizes e vetores desses dois
sistemas locais utilizando a formulacdo matricial que envolve amatriz de incidéncia.

Relacionando o vetor dgi dos deslocamentos da "estrutura’ ao vetor de.

dos deslocamentos do "elemento”, pode-se definir uma matriz de incidéncia cinematica

ba:

d.=b_d, (4.73)

ej e el
Essa matriz b tem sempre 12 elementos e € obtida facilmente por:

: Cz 0 0 0
. =2CX v ez a, (4.74)
80 0 0 Cx Cy czl

onde C,, C, e C, sdo os cossenos diretores na diregao X, y, e z respectivamente.

A matriz de rigidez da estrutura R pode ser gerada através do seguinte
procedimento:

A matrizrg € determinada diretamente atraves da definigéo:
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(4.75)

onde: E = maodulo de elasticidade longitudinal
A= areadabarra

L = comprimento da barra

Tendo bg e rg , paraa“estrutura’ com um so "elemento”, obtém-se:

r,=b.'r, b, (4.76)

Efetuando-se essas operacdes matriciais, obtém-se:

N

é€Cx> CxCy CxCz -Cx* -CxCy -CxCzu
g Cy’ CyCz -CyCx -Cy* - CyCz
< , L v

r, :E_Ag Cz® - ngix -C«Cy -Cz 3 @77)
" Laea Cx CxCy CxCz
g simetrico Cy* CyCz H
é Cz* §

Genericamente, a contribuicdo Rj da barrai paraamatriz derigidez R da

estrutura pode ser obtida a partir da seguinte expressao:

R=b,r b, (4.78)

gi 9 gj

Uma vez gerada a matriz de rigidez R da estrutura e conhecido o vetor
das forcas nodais F, pode-se determinar o vetor de deslocamentos da estrutura

resol vendo-se a minimizagao:
. 1 .7 n 0T
min p ZEU Ru"-u" F (4.79)

Com isso determina-se dgi tal que:
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d. =b, u (4.80)

Obtendo-se assim o0 deslocamento na extremidade da barra dg, segundo o

sistemade referéncialocal:

d, =b,d (4.81)

ei ej Y gj

Calculado esses deslocamentos, pode-se determinar os esfor¢os nas

extremidades das barras pelaformula direta:

P, =r d, (4.82)

4.3 - Porticos

A modelagdo para um poértico € muito semelhante aquela desenvolvida

para as vigas. Portanto a resolucdo de poérticos pode ser feita por:

min p ou minileRx- P XY,
12 %

onde: Réamatriz derigidez global e P é o vetor de cargas nodais da estrutura.

A técnica de geracdo de R e P consiste em considerar a contribuicéo das
matrizes de rigidez de cada elemento e, calcular as forcas nodais equivalentes em
func&o do carregamento externo, assim como realizado para as vigas.

Umavez montada a matriz de rigidez global do pértico (R) e calculada as
forcas nodais equivalentes (P), os deslocamentos ser8o determinados através da
minimizacdo do funcional da energia total do pértico, através do emprego de métodos
de otimizag&o.

A figura (4.7) indica os conjuntos de graus de liberdade ou coordenadas

globais e locais para um elemento de portico:
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coordenada global: 5

2

L

coordenada local:

2

Q. 1
3
FIGURA 4.7 — Coor denadas dos Elementos

A matriz derigidez do elemento segundo o sistema local é dado por:

é EA EA u
e © 0 - 0 O
e 12El = 12EI  6ElI Y
€0 3 5 0 - 3 > U
é L L L L ¢
¢ o 6El  4El  ,  6El 2Hl g
_¢€ L2 L L2 L U
R=g £a A G (4.83)
& T 0 0 - 0 0 G
5 126l 6El 12Bl 6El
=~ 0 - 3 T T2 0 3 T T2
é L L L 12 U
¢ 6El 26l 6El 4EI U
& E L 12 L 4

Definindo-se a matriz de rigidez de um elemento, pode-se determinar a
matriz de rigidez global da estrutura a partir da contribuicdo das matrizes de cada
elemento observando a correspondéncia entre a numeracdo local e globa de
coordenadas. O mesmo vale para a geracdo do vetor de cargas nodais equivalentes.
Ent8o, através do mesmo procedimento adotado para o caso de vigas, segue-se a
otimizacdo da energia do portico determinando-se os deslocamentos nodais e,

posteriormente, cal culando-se os esfor¢cos nas coordenadas correspondentes.
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4.4 - Trelica Plana com ndo-linearidade geométrica

Em problemas envolvendo grandes deslocamentos, deve-se levar em
conta que o equilibrio estabel ece-se na posi¢ao, ou configuracdo, deslocada da estrutura,
aqual ndo pode mais ser confundida com a configuracéo inicial.

Na chamada descricdo Lagrangiana Total, toda a analise pode ser
realizada tomando-se por referéncia a configuracéo inicial e, nesse sentido, forgas e
deslocamentos medidos na situagcéo deslocada terdo componentes segundo as diregoes
do eixo e transversal a ele na situacdo inicial. Por esse motivo € necessario associar a
barra na configuracéo inicial, dois graus de liberdade por né, no caso plano.

Mesmo que o0 material se apresente em regime elastico-linear, 0s
problemas envolvendo grandes deslocamentos s&o intrinsecamente ndo-lineares, uma
vez gue a rigidez da estrutura é funcdo do proprio campo de deslocamentos. Assim
sendo, a condicéo de equilibrio resulta ndo-linear e uma estratégia de solucéo consiste
em linearizéla e estabelecer um procedimento incremental-iterativo para
sucessivamente reduzir os erros induzidos pela linearizago.

Na linearizacd em questéo, gera-se uma matriz de rigidez tangente da
estrutura, aqual vai sendo sucessivamente atualizada no processo de resolucéo.

E importante observar que a linearizagdo exige que o carregamento total
seja aplicado em etapas para que 0 erro gerado em cada etapa ndo seja téao expressivo.
As iteracOes se desenvolvem dentro de cada etapa ou passo de carregamento para que o
erro possa ser reduzido e a matriz de rigidez atualizada de acordo com a evolugdo dos
deslocamentos.

Uma abordagem completa da questéo néo-linear foge dos limites deste
texto mas pode ser encontrada em PAULA (1997), ou em PROENCA (1998).

NO que segue apresentam-se 0S passos essenciais para a deducéo da
matriz de rigidez tangente pela aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais que, neste
caso, equivale aimposicao da estaci onariedade da energia potencial total.

Considere-se 0 elemento de barra de trelica plana na configuracdo de
referéncia e um sistema local de coordenadas mostrado na figura (4.8), com quatro
graus de liberdade, sendo dois por nd, correspondentes aos deslocamentos na direcéo do
eixo da barra e transversal a ele. O elemento possui, na configuracdo inicial, érea de
secdo transversal Ag e comprimento Lo. O material € considerado elastico linear e as

deformagdes sofridas séo também consideradas peguenas.
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configuragdo
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FIGURA 4.8 — Elemento finito de trelica plana

Para 0 elemento finito mostrado na figura (4.8), os deslocamentos sdo

interpolados de maneira usual por:

“Uomq, (4.84)
U,h

Sendo:
u;= componente do deslocamento na direcdo do eixo da barra

u,= componente do deslocamento na direcéo transversal ao eixo dabarra

&N, 0 N, O0u

= : (4.85)
é0 N, O N4H

e as fungdes interpoladoras e o0 vetor dos deslocamentos nodais sdo, respectivamente:

N, (X) = N, (X) = gl (4.86)

QIIO

L
L,

Ny (X) = N,(X) = = (487)
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T

9" ={a, a0, g q.} (4.88)

Observase que X é uma coordenada local com origem numa das

extremidades da barra.

Como 1]% =0 (i =1,2) o gradiente dos deslocamentos pode ent&o ser
y
EXpresso por:
éflu, u o _1,.1
R A
N =8 0 0
Nu “ﬂ“upﬁ—-qu,iq’ (4.89)
eIXa X L, ° L,
ou naformamatricia por:
1é¢1 0 1 Ou
Nu=Gq onde G_—é d (4.90)
LE0 -1 0 1Y

Neste tipo de descricdo € mais conveniente trabalhar com o tensor de
deformacdo de Green, em lugar do tensor de deformacéo linear e sua relagdo com o

gradiente do campo de deslocamentos é dado por:
1 T T
e :—(Nu+Nu +Nu Nu) (4.91)

No caso, a deformacdo de Green tem uma Unica componente ativa, e,
dada por:

aeﬂuo 19&31uo aeﬂu 6 U

e 4,92
T 28X T g (492

Os dedocamentos virtuais sdo interpolados de modo andlogo como

du = Mdq . A deformagéo virtua de Green resulta:
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de,, = ngdu 0 géTdu %aé[u 0 ngdu %aé[u 0 (4.93)

efX g efX ze‘ﬂXra e X rze‘ﬂXra

Efetuando-se as derivadas da equacdo acima e escrevendo-se na forma

matricial tem-se;

den::a?i 0 1 Og+
T Lo Lo 7]
‘j%" (4.94)
1 i q
+ ot (G- a) -(@-a) (0-a) (a qz)]g: dq;_
fda,p
Essa Ultima relacéo pode ser representada por:
de, =Bdq taque B=B,+B, (4.95)
onde:
ée 1 1 U
B,=& — 0 — 0y (4.96)
gL L oa
1
BL :?[' (q3 - ql) - (q4 - qz) (qa - ql) (q4 - qz)] (4-97)
0

Normalmente em problemas ndo-lineares a relacdo congtitutiva é
expressa em termo de velocidades, ou taxas, de tensdo e de deformacdo, de modo a
possibilitar a consideracdo de modelos nado-elésticos. Dessa forma, a equacdo
constitutiva para problemas envolvendo pequenas deformagcbes e grandes

deslocamentos, pode ser escrita por:

S=De, (4.98)

onde D é amatriz constitutiva do material.

Nota-se que na (4.98) o tensor das tensdes € o tensor de Piola-Kirchhoff

de segunda espécie, conjugado ao tensor de deformacdes de Green.
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O gradiente dos deslocamentos virtuais € dado por:

Ndu = Gdq (4.99)

A taxa de deformacéo de Green para o elemento de barra de trelica plana

é, por suavez, dada por:

. _adu, 0, adu, éedlu, 6, odlu, e, 6 .
€, =C—=+C—- + : <=Bq, 4.100
LT g X A g IX X (4100
e ataxa de deformacdo virtual de Green por:
de), =dq'G'Gq (4.101)

Para a obtencdo direta da rigidez tangente o PTV expresso em taxas é

mai s conveniente e nesta formulagéo assume aforma:
9 5 rTdudv, = 9@ deTsdv. 8- A BTdudy, - ¢ fTduds,  (4.102)
dtQOo 0 dt®a onOo oQo .

Se forem considerados apenas carregamentos conservativos, b, e t, sio

nulos e a expressao anterior pode ser colocada na seguinte forma, ja considerando-se a

interpolacéo do campo de deslocamentos:

dg'r =dq'K,q , (4.103)
onde:

d . . Ty

0 S'de dV, =dq"K,q (4.104)

Sabendo-se que:

d . ar — A AaTd N AaT|S
S QSTde dV, = gdeTSav, + e |s{o|v0 (4.105)
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e efetuando-se as operacOes indicadas, a matriz de rigidez tangente para um elemento

finito de trelica plana resulta de:

K =) B'D,BAV, + §G'S,GaV, =
: ° (4.106)
= 0 (BJEB, +BJEB, +B/EB, +B/EB, )dV, + 3 G'S,GaV,

Neste caso, em que se consideram peguenas as deformacdes, tem-se

D, =E e S, = Ee,,. A expressdo (4.106) pode ser também escrita na forma:

Ky =K, +K, +K, , (4.107)

sendo cada parcela dada por:

= Q) Bo EB, dV,

o (BIEB, +B/EB, +B/EB,)aV, (4.108)

KO
KL
K, ()GTSMGdVO

Ko € a matriz de rigidez eléstica linear, K. é a matriz de correcéo das

coordenadas e Ks é a matriz de rigidez geométrica que € funcéo do nivel de solicitaco

axial das barras.
Realizando-se as operacOes indicadas em cada parcela da matriz de

rigidez tangente, chega-se as seguintes matrizes:

él 0 -1 0y
é u
0 0 0 O
K,=oe G (4.109)
L, &1 0 1 o0
e u
80 0 0 0§
1 0 -1 0y
o 1 o -u
L (4.110)
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(4.111)
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CAPITULO 5 - EXEMPLOS DE APLICACOES

Tanto os agoritmos como a modelacdo para estruturas, estudados
anteriormente, foram implementadas num codigo de célculo, que permite processar
exemplos para verificar a eficiéncia e consisténcia de cada método. Os exemplos
apresentados a seguir tem seus respectivos relatérios de dados e saida de resultados

apresentados no Anexo.

5.1 — Exemplo de Viga Continua

A estrutura considerada neste exemplo € uma viga continua com restricéo
unilateral a0 deslocamento vertical nos apoios. Os tramos possuem comprimento de
6,00m e a secdo transversal tem momento de inércia com relacdo ao eixo de flexdo igual
a0,0027m*, o material empregado possui médulo de elasticidade E = 3,0E+7 kN/m?. O
carregamento € constituido por uma carga vertical concentrada de 1200 kN aplicada ao
no 6 da discretizacdo e por uma carga uniformemente distribuida de 150 kN/m aplicada
desde o né 1 até o n6 3. Hauma folga de 0,01m entre o eixo e 0 n6 3, e de 0,02m no n6
9, vide figura (5.1):

150kN/m 1200kN

0,02m

@\Lﬁ

FIGURA 5.1 —-Viga continua
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A tabela (5.1) mostra o desempenho dos métodos de otimizacdo.

TABELA 5.1 — Comparacédo dos métodos para viga continua.

M étodo utilizado: NUmero de iteracbes
Busca exata Busca aproximada
Método do Gradiente 130 108
Método de Newton 4 4
Método de Quase-Newton 16 17
Método de Gauss-Seidel 39 (relaxacdo =1)

Os métodos do Gradiente, Newton e Gauss-Seidel convergiram para a
mesma solucdo, enquanto que o de Quase-Newton apresentou uma diferenca média em
relacdo aos demais métodos de 16% com referéncia a deslocamentos e de 21% em
reacOes. Note que o método de Newton apresentou 0 menor nimero de iteragdes para
convergir, sendo assm o mais eficiente para este exemplo. A figura (5.2) ilustra a
eléstica obtida.

v (m)

0,04 4

0,02 1
3
0 \_//f( JAN A JAN
-0,021 O E
] b ) .
S

~0,041

FIGURA 5.2 — Aspecto final dalinha elastica da viga

O deslocamento vertical final do nd 6 para os métodos que convergiram
para a mesma solucdo foi de -3.6976cm. O método do Gradiente que precisou de um

maior niUmero de iteragbes para convergir, como mostra a tabela (5.1), apresentou uma
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boa convergéncia no inicio de seu processo iterativo, diminuindo sua eficiéncia
conforme se aproxima da solugdo 6tima. 1sso ja era de se esperar uma vez que se adotou
uma tolerancia baixa (tol = 10°°) e, devido ao fato do método do Gradiente desenvolver
por Taylor o funcional p até a 12 ordem, obtendo-se assim uma aproximagao linear para
um funcional quadratico.

A tabela (5.2) exemplifica a convergéncia do deslocamento vertical do nd

6 para o método do Gradiente utilizando-se a Busca exata.

TABELA 5.2 — Convergéncia do método do Gradiente.

Iteracdo | Deslocamento vertical doné 6 (dy)s Fator de convergéncia
(cm) (Adv)s / [(h)6 final = -3.6976cm]
10 -2,9335 0,793
25 -3,4520 0,933
50 -3,6228 0,979
75 -3,6870 0,997
100 -3,6966 0,9997
125 -3,6975 0,99997
130 -3,6976 1,000

O contato unilateral que acontece nos nos 3 e 9, devido a deformacado da
viga proporcionada pelo carregamento, como mostra a figura (5.2), sdo restricdes ao

deslocamento vertical que foram atendidas implicitamente pel os métodos de otimizacdo.

5.2 — Exemplo de Pértico Plano

A estrutura considerada neste exemplo € um pértico plano composto de
duas barras, sendo uma de 4,00m e outra de 7,00m, discretizada em 5 elementos
conforme figura (5.3). As barras que formam o portico tém area de secdo transversa
igual a 3,00 cm? e momento de inércia de 1,00 cm* o material empregado possui
maédulo de elasticidade E = 10.000 kN/cm?. O né 4 possui uma folga horizontal com
relacéo ao apoio de 0,07cm.
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FIGURA 5.3 —Pdértico plano
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A tabela (5.3) mostra o deslocamento vertical para baixo do né 4, e o

desempenho de cada método.

TABELA 5.3 — Compar acao dos métodos para portico plano.

M étodo utilizado: Deslocamento vertical do n6 4 (cm)
Busca Exata | IteracOes | Busca Aproximada| Iteracdes
Gradiente -0,05657 17 -0,05658 23
Newton -0,05658 3 -0,05658 3
Quase-Newton -0,05658 5 -0,05658 15
Gauss-Seidel -0,05658 Relaxacéo = 1.00 5
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FIGURA 5.4 —Linhaééstica do pértico plano

Desta vez os quatro métodos convergiram para a mesma solucdo e,
novamente, o método de Newton foi 0 que convergiu com o menor nimero de iteracoes.
Nesse exemplo, a primeira iteracdo do método de Newton conduz o vetor de
deslocamentos para a face que contém a restricdo do tipo contato unilateral
(deslocamento horizontal do n6 4), na segunda iteracdo o método converge para a
solucdo Otima, a terceira iteracdo confirma a solucdo anterior e, através da norma
infinita entre os dois vetores de deslocamentos 0 programa encerra 0 processo iterativo.
Como o método de Newton trabalha com uma aproximacéo quadratica da funcéo a ser
minimizada e também como neste caso, o funcional aproximado da energia total é

quadrético, esse método mostra-se muito eficiente.

5.3 — Exemplo de Treli¢ca Espacial

A estrutura considerada neste exemplo é uma trelica espacial de base
guadrada, com lado igual a 4,00m e altura total de 20,00m. As barras que formam as
colunas tém &rea de sec2o transversal igua a 35,00 cm? e as demais 7,50 cm?; 0 material
empregado possui médulo de elasticidade E = 21.000 kN/cm?. A trelica é simétrica. O
carregamento total aplicado é formado por uma forca vertica de 3000 kN e outra
horizontal de 400 kN no ponto 9 e forcas horizontais de 300 kN nos pontos 6 € 8. O no
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9 possui uma folga horizontal em relacéo ao apoio de 20cm (vinculo unilateral) e os nos

5 e 7 possuem uma folga horizontal de 4cm, como ilustraafigura (5.5).

y (cm)
/N
400/ ®
@ @
400 >x (em)

a) Planta da base

y (em)

JAN
400 12 ®
300 £\

@
100 +/®) ®
| | @
@ 300 400

b) Projecao em xy

>x (cm)

z (cm)

3000kN
VAN
400kN
2000 K
20cm
6
1000 \Df(@ ki <L
300kN
tc
1 2
10
x (cm)
@ @ >

c) Projecao em xz

FIGURA 5.5 - Trelica espacial de base quadrada

N&o foi considerado neste exemplo a ndo-linearidade geométrica,

portanto trata-se de uma andlise linear da trelica espacial, que possui restricbes ao

deslocamentos horizontais dos nés 5, 7 e 9. A tabela (5.4) mostra o deslocamento
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horizontal dos nos 5/7 e 9, desconsiderando-se as restricdes de folga horizontal aos

apoios dos nés 5/7 e 9. Nesse exemplo foi utilizado a busca unidimensional Exata.

TABELA 5.4 —Trelica espacial sem o problema de contato unilateral (minimizacdo irrestrita)

Método utilizado: Deslocamento horizontal (cm)
No6s 5/7 NG 9 | ter aches
Gradiente -4,9569 21,3847 1799
Newton -4,9569 21,3847 2
Quase-Newton -4,9569 21,3847 10
Gauss-Seidel -4,9569 21,3847 318

No método de Gauss-Seidel, o valor darelaxacdo utilizado foi igual a 1.

Novamente se nota que o méodo do Gradiente convergiu com um
elevado nimero de iteracOes, devido aos mesmos motivos verificados na convergéncia
do exemplo (5.1). Além disso, 0 maior nimero de deslocamentos incognitos do
funcional da energia para essa trelica espacial, contribuiu significativamente para que o
método realizasse um grande nimero de iteragdes muito préximo a solucéo étima.

Considerando-se o problema de contato unilateral conforme ilustra a

figura (5.5), tém-se:

TABELA 5.5-Trelica espacial com problema de contato unilateral (minimizagao restrita)

M étodo utilizado: Deslocamento horizontal (cm)
Nb6s 5/7 N6 9 | ter acOes
Gradiente -4,0000 20,0000 275
Newton -4,0000 17,2565 3
Quase-Newton -4,0000 18,8182 10

A configuracdo final da linha eléstica pelo método de Newton € ilustrada
nafigura (5.6):



87

1000 t -

[>x (cm)

c) Projecao em xz

0 400

FIGURA 5.6 — Configuracéo final da elastica da trelica espacial

Note gue os deslocamentos dos nos da figura (5.6) foram aumentados em
oito vezes em relacdo a escala do desenho para uma melhor visualizagéo. Os valores
exatos desses deslocamentos podem ser encontrados no arquivo de saida de dados e
resultados do exemplo 3 do Anexo.

Os trés métodos convergiram para solucdes diferentes, porém o método
do Gradiente dém de precisar de um numero maior de iteracBes, obteve um
deslocamento horizontal para 0 né 9 de 20cm, utilizando-se assim toda a folga
horizontal em relagdo ao apoio. Dessa forma, realizou-se um contato entre o N6 9 e o
apoio, 0 qual ndo se observou para os métodos de Newton e Quase-Newton, cujos

deslocamentos horizontais do n6 9 foram inferior a 20cm.
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Provavelmente, esse fato ocorre devido a melhor eficiéncia dos dois
ultimos métodos, uma vez que estes foram combinados com a estratégia de conjuntos
ativos justamente para os problemas de minimizagdo com variaveis canalizadas,

proporcionando aos métodos a possibilidade de efetuar uma minimizacdo na face.

5.4 — Exemplo de Viga Trelicada bi-apoiada

Este exemplo esta proposto em BANDEIRA (1987), tratando-se de uma
viga plana simétrica em trelica (ver figura 5.7), anadlisada considerando-se a néo
linearidade geométrica. A estrutura tem vao de 6,00m, altura de 1,50m e distancia entre
cargas de 2,00m. As barras com numeracdo de 11 a 31 tém &rea de secéo transversal
igual a 3,77 cm? e as demais 4,88 cm® 0 materia empregado possui médulo de
elasticidade longitudina E = 2,1E+7 ton/m®. O carregamento total consiste de duas
forcas verticais de 2,20 ton aplicados nos nds 15 e 19. Os nés 2 a 10 tém restricdo de
contato unilateral, podendo se deslocar livremente na vertical até —0,30 m.

Neste caso 0 material segue uma relacdo constitutiva elastica ndo-linear
com as seguintes caracteristicas:

s =0,0le- 1960391986 ; e<-0,014

s =E(0Je - 170e?) . - 0,014£ e £0,014
s =0,01e +1960391986 ; e >0,014

No método de Newton utilizou-se a matriz de rigidez tangente a cada

iterac@o e o procedimento numérico de otimizacdo a cada passo de carga.
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FIGURA 5.7 —Viga simétrica bi-apoiada — Problema de contato
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Entre os métodos testados no trabalho, o Método de Newton combinado

com a estratégia dos conjuntos ativos convergiu com maior eficiéncia para a solucéo
apresentada no trabalho de BANDEIRA (1987). Na andlise o carregamento total foi

aplicado em 50 passos, sendo que no passo de carga 25 0 n6 6 atingiu seu contato

unilateral, ao se deslocar -0,30m na direcdo vertical. No passo de carga49 osnos5 e 7

também atingiram a restricdo de contato. A configuragdo de equilibrio da trelica é

ilustrada na figura (5.8). O relatério com a saida de resultados do Ultimo passo de carga

Se encontra no anexo.
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FIGURA 5.8 —Linha elastica da viga simétrica bi-apoiada

Os métodos de Newton e Quase-Newton combinados com a estratégia
dos conjuntos ativos e do Gradiente obtiveram 0s mesmos resultados, porém o nimero
meédio de iteragdes para cada passo de cargafoi de 4, 650 e 1230 respectivamente, o que
demonstra a melhor €ficiéncia do método de Newton em relacdo aos demais.

A tabela (5.6) mostra o deslocamento vertical dos nés 4 e 6 ao longo do

carregamento.

TABELA 5.6 — Deslocamento vertical segundo o carregamento.

Por centagem do Deslocamento vertical Deslocamento vertical
Carregamento dond 4 (m) dond 6 (m)
20% -0,1135 -0,1182
40% -0,2310 -0,2406
60% -0,2907 -0,3000
80% -0,2957 -0,3000
100% -0,3000 -0,3000
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CAPITULO 6 — CONSIDERACOES FINAIS E
CONCLUSOES

Este trabalho faz uso dos Métodos de Otimizacdo como ferramentas
consistentes e muito Utels para a analise do comportamento ndo-linear de estruturas.

Naturalmente, os algoritmos de otimizacdo estudados aqui podem ser
estendidos para outros problemas de engenharia. No entanto, particularizando-se para o
caso de estruturas cuja ndo-linearidade do comportamento decorre das condigcdes de
vinculagdo, esses algoritmos proporcionam uma estratégia numeérica de resolucdo de
equacoes ndo-lineares.

Por outro lado, o Método da Energia aplicado a modelagem cléssica de
estruturas, considerando-se um regime de pequenos deslocamentos e resposta elastica
linear do material, fundamenta-se no equacionamento da energia total envolvida no
sistema durante o processo de carregamento e deformacdo, sendo que o minimo da
energia total corresponde a situacdo de equilibrio. Na forma classica a andlise de
problemas estruturai s apresentam uma minimizagao irrestrita.

Inicialmente, foram estudados os métodos de resolucéo de problemas de
minimizacdo irrestrita. Entre os métodos do Gradiente, Quase-Newton e Newton, este
ultimo se destaca pela ssimplicidade e razdo de convergéncia. Basicamente, a principal
diferenca entre os métodos € a forma como eles tomam a direcdo de descida na busca de
um ponto de minimo local ou global. Nessa fase ainda foram estudados procedimentos
para avaliar o tamanho do passo na direcdo de descida, através das buscas
unidimensionais exata, empregada apenas para funcbes quadréticas e, aproximada,
através da“ Regrade Armijo”.

Ja os problemas de contato em estruturas reticulares impdem restricdes
sobre o problema da minimizagdo da energia. Devido a essa motivagdo, iniciou-se o
estudo e implementacdo dos algoritmos de minimizagao restritos.

O método de Newton, gque foi 0 mais eficiente para otimizacao irrestrita,

nao apresentou resultados satisfatérios na minimizagcdo com varidveis canalizadas, pois
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guando a solucdo atingia uma face da regido de factibilidade ndo havia um critério de
como se caminhar na direcdo de descida, mantendo-se sobre ela.

Este problema foi resolvido ao se combinar a estratégia dos conjuntos
ativos ao método de Newton. Essa estratégia consiste em estabelecer que quando a
solucéo atinge uma face, as restricbes que alcancaram seu limite inferior ou superior
tornam-se ativas (fixas), e promove-se uma minimizacdo irrestrita nesta face. Assim o
método de Newton combinado com essa estratégia se tornou eficiente para se analisar
estruturas com restri¢des aos deslocamentos do tipo unilateral.

Os métodos de otimizacdo estudados neste trabalho foram aplicados na
analise de estruturas reticulares como vigas, porticos e trelicas espaciais considerando-
se vinculacdes do tipo unilateral. O caso particular das trelicas planas foi estudado com
dupla n&o-linearidade, incluindo-se a consideracéo dos grandes deslocamentos. Todos
os exemplos foram processados a partir de um Unico programa que possui a opcao de
uso de cada um dos a goritmos de minimizag&o.

O exemplo 1 ilustrou a andlise do comportamento de uma viga continua,
com restricdes de vinculo do tipo unilateral, comparando-se a eficiéncia dos varios
métodos de otimizacdo e dos procedimentos de busca. O método de Newton combinado
com a estratégia dos conjuntos ativos obteve o melhor desempenho. O aspecto final da
linha elastica reforga bem que a minimizacéo foi realizada satisfazendo contatos
unilaterais.

O exemplo 2 ilustrou a analise do comportamento de um portico plano,
com vinculo unilateral disposto num de seus nés. O método de Newton combinado com
a estratégia dos conjuntos ativos obteve, novamente, o melhor desempenho, porém os
demais métodos também foram muito satisfatorios.

O exemplo 3 procurou dar énfase ao fato de que quanto maior 0 nimero
de coordenadas empregadas na discretizacdo da estrutura, mais se acentua a diferenca
de desempenho entre os métodos de minimizacdo estudados. Na andise do
comportamento da trelica espacial, os métodos de Newton e Quase-Newton combinados
com a estratégia dos conjuntos ativos tiveram um ndmero de iteracdes muito menor do
gue ado Gradiente, além de uma solucéo diferenciada.

Finalmente, 0 exemplo 4 ilustrou a andlise de uma trelica plana com nao-
linearidades dos tipos geométrica e de contatos unilaterais. Neste caso apenas 0s
métodos de Newton e Quase-Newton sdo indicados. Além disso, 0 método de Quase-

Newton mostrase uma alternativa muito interessante pois fornece uma regra de
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atualizacdo da matriz de rigidez absolutamente essencial para a reducdo dos erros
induzidos no procedimento incremental. Para esse tipo de problema, a quantidade de
passos de carga influem na convergéncia para a solucdo exata. Todavia, verificou-se que
para 0 caso de ndo-linearidade geométrica em trelica plana sem restricdes a
deslocamentos, com apenas um passo de carga o0 problema ja convergia para a solucéo
esperada.

De um modo geral, pode-se afirmar que o objetivo proposto inicialmente
foi alcancado com éxito, destacando-se a combinagdo origina do método de Newton
com uma estratégia dos conjuntos ativos para a andlise ndo-linear de estruturas.

Apesar do campo de aplicacdes dos métodos de otimizacdo na analise de
estruturas ser muito vasto, como sugestdo para continuidade deste trabalho destaca-se a
extensdo do estudo para andlises planas e 0 emprego de outros métodos do tipo Quase-

Newton, que fornecem regras de atualizacéo da matriz de rigidez da estrutura.
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ANEXO

Arquivos de entrada e saida para o exemplo 1:

Arquivo de Entrada de Dados:

ARQUIVO PARA VIGAS

DADOS GERAIS

NUMERO DE BARRAS

8

MODULO DE ELASTICIDADE

3.0E+7

METODO UTILIZADO: 1=GRAD, 2=NEWTON, 3=Q-NEWTON, 4=GASEI
o

BUSCA UTILIZADA: N=APROX, SSEXATA

'S

VALOR DA RELAXACAO

1

DADOS DASBARRAS

BARRA INICIAL, BARRA FINAL, INCREMENTO, COMPRIMENTO, INCERCIA
1,8,1,3,0.0027

NUMERO DE NOS COM VINCULOS RIGIDOS

3

NOSVINCULADOS (NO,VINCULACAOY,Z) O=LIVRE, 1=IMPEDIDO
1,11

51,0

7,10

NUMERO DE DESLOCAMENTOS COM RESTRICAO

2

NUMERO DO DESLOCAMENTO, LIM. INFERIOR E LIM. SUPERIOR
5,-0.01,1000

17,0,0.02

CARREGAMENTO NOS NOS

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS NOS NOS

1

NO,FY ,MZ

6,-1200,0

CARREGAMENTO NASBARRAS

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS NASBARRAS

0

BARRA,VALOR,DISTANCIA AO NO INICIAL

NUMERO DE CARGAS DISTRIBUIDAS NAS BARRAS

2

BARRA,VALOR

1,150

2,150

NUMERO DE MOMENTOS CONCENTRADOS APLICADOS
0

BARRA,VALOR, DISTANCIA AO NO INICIAL



Arquivo de Saida de Dados:
PROGRAMA PARA VIGA

Numerodenés= 9

Numero de Barras= 8

Modulo de Elasticidade = .3000E+08

A minimizacao foi feita pelo Metodo de Newton
A minimizacao utilizou a busca unidimens. Exata

Informacoes sobre os Nos: restr. adesloc. e giros
No lim.inf. lim. sup.
1 -.1000E+04 .1000E+04

1 -.1000E+04 .1000E+04
2 -.1000E+04 .1000E+04
2 -.1000E+04 .1000E+04
3 -.1000E-01 .1000E+04
3 -.1000E+04 .1000E+04
4 -.1000E+04 .1000E+04
4 -1000E+04 .1000E+04
5 -.1000E+04 .1000E+04
5 -.1000E+04 .1000E+04
6 -.1000E+04 .1000E+04
6 -.1000E+04 .1000E+04
7 -.1000E+04 .1000E+04
7 -.1000E+04 .1000E+04
8 -.1000E+04 .1000E+04
8 -.1000E+04 .1000E+04
9 .000OE+00 .2000E-01

9 -.1000E+04 .1000E+04

Informacoes sobre as Barras

Barra MomInercia Comprimento
.2700E-02 .3000E+01
.2700E-02 .3000E+01
.2700E-02 .3000E+01
.2700E-02 .3000E+01
.2700E-02 .3000E+01
.2700E-02 .3000E+01
.2700E-02 .3000E+01
.2700E-02 .3000E+01

O~NOO O WNPE

Cargas Aplicadas aos Nos
No ForcaY MomentoZ
6 -.1200E+04 .0000E+00

---Cargas nas Barras---

Cargas Uniformemente Distribuidas
Barra Valor

1 .1500E+03

2 .1500E+03



Deslocamentos Nodais

No Dedl.Y Rot.Z
1 .00000E+00 .00000E+0Q0
2 -16727E-01  -.43256E-02
3 -.10000E-01 .73024E-02
4 .98840E-02 .38101E-02
5 .00000E+00  -.12543E-01
6 -.36976E-01  -.49828E-03
7 .00000E+00 .14536E-01
8 .22603E-01 .19330E-02
9 .20000E-01  -.22680E-02

Reacoes nos Vinculos

No ForcaY Momento Z

.5936E+03 -.7822E+03

.1907E+03

T427E+03

.6487E+03

O©CoOoO~NOOThWNPE

-.7562E+02

3126E-12 -.1705E-12

-.1137E-12

1705E-12 -.1137E-12

-.2274E-12

J958E-12  -.2274E-12

-.6821E-12

-.5684E-13 -.8527E-13

.8527E-13

Esforcos nas Extremidades das barras

Inicio da Barra Fim daBarra

Barras FY MZ FY M
1 5936E+03 .7822E+03 -.1436E+03
2 .1436E+03 -.3236E+03 .3064E+03
3 -.1157E+03 -.7933E+02 .1157E+03
4 -1157E+03 .2679E+03 .1157E+03
5 .6269E+03 .6152E+03 -.6269E+03
6 -5731E+03 -.1266E+04 .5731E+03
7 .7562E+02 .4537E+03 -.7562E+02
8 .7562E+02 .2269E+03 -.7562E+02

Arquivos de entrada e saida para o exemplo 2:

Arquivo de Entrada de Dados:
ARQUIVO PARA PORTICO PLANO

DADOS GERAIS

NUMERO DE NOS:

6
NUMERO DE BAR
5

RAS

MODULO DE ELASTICIDADE

10000

METODO UTILIZADO: 1=GRAD, 2=NEWTON, 3=Q-NEWTON, 4=GASEI

o

BUSCA UTILIZADA: N=APROX, SSEXATA

'S

VALOR DA RELAXACAO

1
DADOS DOS NOS

COORDENADAS DOS NOS (NO,X,Y)

104
224

.3236E+03

.7933E+02
-.2679E+03
-.6152E+03

.1266E+04
-.4537E+03
-.2269E+03
-.8527E-13

99
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344

474

57,2

6,7,0

NUMERO DE NOS COM VINCULOS RIGIDOS

2

NOS VINCULADOS (NO,VINCULACAO X,Y,Z) 0=LIVRE, 1=-IMPEDIDO
1,110

6,111

NUMERO DE DESLOCAMENTOS COM RESTRICAO

1

NUMERO DO DESLOCAMENTO, LIM. INFERIOR E LIM. SUPERIOR
10,-1,0.0007

DADOS DASBARRAS

INCIDENCIA - BARRA, NO INICIAL, NO FINAL

11,2

2,23

3,34

4,45

55,6

CARACTERISTICAS GEOMETRICAS - B.INICIAL ,B.FINAL,INCREMENTO,AX,1Z
15131

CARREGAMENTO NOS NOS

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS NOS NOS

2

NO,FX,FY ,FZ

3,0,-6,0

4,0,0,-5

CARREGAMENTO NASBARRAS

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS NASBARRAS

0

BARRA DIRECAO(1,2,3),VALOR,DISTANCIA AO NO INICIAL
NUMERO DE CARGAS DISTRIBUIDAS NAS BARRAS

2

BARRA ,DIRECAO(1,2,3),VALOR,DISTANCIA DO INICIO E DO FIM AO NO INICIAL
4,25,0,2

525,0,2

Arquivo de Saida de Resultados:
PROGRAMA PARA PORTCICO PLANO

Numerodenos= 6

Numero de Barras= 5

Modulo de Elasticidade = .1000E+05

A minimizacao foi feita pelo Metodo de Newton
A minimizacao utilizou a busca unidimens. exata

Informacoes sobre os Nos: restr. adesloc. e giros
No lim.inf. lim. sup.
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+01 .7000E-03
-.1000E+04 .1000E+04

AR WWWNNNRERRERPE



-.1000E+04
-.1000E+04
-.1000E+04
-.1000E+04
-.1000E+04
-.1000E+04
-.1000E+04

OO 010101

.1000E+04
.1000E+04
.1000E+04
.1000E+04
.1000E+04
.1000E+04
.1000E+04

Informacoes sobre as Barras

Barra Noinic Nofina Area Mom Inercia Comprimento CosX SenY

1 1 2 .3000E+01 .1000E+01 .2000E+01
2 2 3 .3000E+01 .1000E+01 .2000E+01
3 3 4 .3000E+01 .1000E+01 .3000E+01
4 4 5 .3000E+01 .1000E+01 .2000E+01
5 5 6 .3000E+01 .1000E+01 .2000E+01

Cargas Aplicadas aos Nos

No ForcaX ForcaY MomentoZ
3 .0000E+00 -.6000E+01 .000OE+00
4 .0000E+00 .0000E+00 -.5000E+01

---Cargas nas Barras---
Cargas Uniformemente Distribuidas
Barra Direcao Vaor Dist. Inicia Dist. Fina

4 2 .5000E+01 .0OOOE+00 .2000E+01
5 2 .5000E+01 .0OOOE+00 .2000E+01

Deslocamentos Nodais

No Dedl.X Ded.Y Rot.Z

1 .0000E+00 .0000E+00 -.1130E-02
2 .2000E-03 -.2025E-02 -.7785E-03

3  .4000E-03 -.2645E-02 .2756E-03

4  7000E-03 -.5658E-03 .4744E-03

5 .9205E-03 -.2829E-03 -.3811E-03

6 .0000E+00 .0O00E+00 .00OOE+00

Reacoes nos Vinculos
No ForcaX ForcaY Momento Z
1 -.3000E+01 -.1757E+01 -.2665E-14
6 -.1309E+02 .4243E+01 .1166E+02
Esforcos nas Extremidades das barras
Inicio daBarra Fim daBarra

Barras FX FY Mz FX FY

O wWNE

Mz

1.0000 .0000
1.0000 .0000
1.0000 .0000
.0000 -1.0000
.0000 -1.0000

-.3000E+01 .1757E+01 -.2665E-14 .3000E+01 -.1757E+01 .3514E+01
-.3000E+01 .1757E+01 -.3514E+01 .3000E+01 -.1757E+01 .7027E+01
-.3000E+01 -.4243E+01 -.7027E+01 .3000E+01 .4243E+01 -.5702E+01
4243E+01 -.6909E+01 .7022E+00 -.4243E+01 -.3091E+01 -.4519E+01
4243E+01 .3091E+01 .4519E+01 -.4243E+01 -.1309E+02 .1166E+02

101
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Arquivos de entrada e saida para o exemplo 3:

Arquivo de Entrada de Dados:

NOME DA TRELICA ESPACIAL:

‘torre!

NUMERO DE NOS, BARRAS E TIPOS DE MATERIAIS:
9,20,2

METODO UTILIZADO: 1=GRAD, 2=NEWTON, 3=Q-NEWTON, 4=GASEI
o

BUSCA UTILIZADA: N=APROX, SSEEXATA

'S

VALOR DA RELAXACAO

1

CARACTERISTICAS DO MATERIAL: TIPO,AREA,MODULO DE ELASTICIDADE
1,35,2.1E+4

2,7.52.1E+4

NUMERO DO NO E COORDENADAS X,Y E Z DOS NOS:
1,0,0,0

2,400,0,0

3,0,400,0

4,400,400,0

5,100,100,1000

6,300,100,1000

7,100,300,1000

8,300,300,1000

9,200,200,2000

NUMERO DE NOS COM VINCULOSRIGIDOS:

4

NUMERO DO NO E CONDICAOQO DE VINCULACAO X,Y,Z:
11,11

2111

31,11

4111

NUMERO DE DESLOCAMENTOS COM RESTRICAO

3

NUMERO DO DESLOCAMENTO, LIM. INFERIOR E LIM. SUPERIOR
13,-4,50

19,-4,50

25,-100,20

NUMERO DA BARRA, NUMERO DO NO INICIAL E FINAL, TIPO DE MATERIAL.:
1,151

2,2,6,1

3,3,7,1

4481

55,91

6,6,9,1

7,791

8,8,9,1

9,1,6,2

10,2,5,2

11,3,8,2

12,4,7,2

13,1,7,2

14,3,5,2

15,2,8,2

16,4,6,2

17,5,6,2

18,7,8,2

19,5,7,2
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20,6,8,2

NUMERO DE NOS CARREGADOS:

3

NUMERO DO NO E CARREGAMENTO SEGUNDO X,Y,Z:
6,-300,0,0

8,-300,0,0

9,400,0,-3000

Arquivo de Saida de Resultados:

PROGRAMA PARA TRELICA ESPACIAL

TRELICA: 'torre

NUMERO DENOS= 9

NUMERO DE BARRAS = 20

MUMERO DE TIPOSDE MATERIAIS= 2

TIPO DO MATERIAL AREA MODULO DE ELASTICIDADE
1 35.0000 21000.000
2 7.5000 21000.000

A minimizacao foi feita pelo Metodo de Newton

A minimizacao utilizou a busca unidimens. exata

INFORMACOES SOBRE OS NOS
NO COORD X COORD Y COORD Z

1 .00 .00 .00

2 400.00 .00 .00

3 .00 400.00 .00

4 400.00 400.00 .00

5 100.00 100.00  1000.00

6 300.00 100.00  1000.00

7 100.00 300.00  1000.00

8 300.00 300.00  1000.00

9 200.00 200.00  2000.00
NO VINCX VINCY VINCZ

1 1 1 1

2 1 1 1

3 1 1 1

4 1 1 1

5 0 0 0

6 0 0 0

7 0 0 0

8 0 0 0

9 0 0 0

INFORMACOES SOBRE OSNOS: REST. A DESLOC. E GIROS
NO LIM.INF. LIM. SUP.
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.4000E+01 .5000E+02
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-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.4000E+01 .5000E+02
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+03 .2000E+02
-.1000E+04 .1000E+04
-.1000E+04 .1000E+04

INFORMACOES SOBRE AS BARRAS
BARRA NOINIC NO FINAL

'_\
'_\
ou~NUANWRAWNP®®NOORWNE

BARRA AREA COMPRIMENTO CX

1 35.0000
2 35.0000
3 35.0000
4 35.0000
5 35.0000
6 35.0000
7 35.0000
8 35.0000
9 7.5000

10 7.5000
11 7.5000
12 7.5000
13 7.5000
14 7.5000
15 7.5000
16 7.5000
17 7.5000
18 7.5000
19 7.5000
20 7.5000

ONOHOWUN~N®U POO OO

1009.950 .0990 .0990
1009.950 -.0990 .0990
1009.950 .0990 -.0990
1009.950 -.0990 -.0990
1009.950 .0990  .0990
1009.950 -.0990 .0990
1009.950 .0990 -.0990
1009.950 -.0990 -.0990
1048.809 .2860 .0953

1048.809 -.2860 .0953
1048.809 .2860 -.0953
1048.809 -.2860 -.0953
1048.809 .0953 .2860
1048.809 .0953 -.2860
1048.809 -.0953 .2860
1048.809 -.0953 -.2860

200.000 1.0000 .0000

200.000 1.0000 .0000

200.000 .0000 1.0000

200.000 .0000 1.0000

CARGAS APLICADAS AOS NOS

cY
.9901
.9901
.9901
.9901
.9901
.9901
.9901
.9901

.9535

.9535
.9535
.9535
.9535
.9535
.9535
.9535
.0000
.0000
.0000
.0000

cz
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FORCA'Y FORCA Z
.0000 .0000
.0000 .0000

.0000 -3000.0000

DESLOCAMENTOS NODAIS

DESL.Y
.000000
.000000
.000000
.000000
-.000580
-.041250

.000580

.041250

.000000

FORCA'Y

DESL.Z
.000000
.000000
.000000
.000000

.383107
-1.613102
.383107
-1.613102
-1.459848

FORCA zZ

40.8042 403.4766
113.1799 806.9532
-40.8042 403.4766

NO  FORCA X
6 -300.0000
8 -300.0000
9  400.0000
NO DESL.X
1 .000000
2 .000000
3 .000000
4 .000000
5 -4.000000
6 -4.109773
7  -4.000000
8 -4.109773
9  17.256459
REACOES NOS VINCULOS
NO  FORCA X
1 118.1676
2 -37.4722
3 118.1676
4 -37.4722

ESFORCOS NAS EXTREMIDADES DAS BARRAS

-113.1799 806.9532

INICIO DA BARRA FIM DA BARRA

BARRA FX
1 12.2150
2 869.2096
3 12.2150
4 869.2096
5 -203.7457
6 1426.2199
7 -203.7457
8 1426.2199
9 408.0910
10 -226.6638
11 408.0910
12 -226.6638
13 2.3939
14 2.3939
15 170.3506
16 170.3506
17 86.4462
18 86.4462
19 -.9130
20 -64.9692

Arquivos de entrada e saida para o exemplo 4.

FX
-12.2150
-869.2096
-12.2150
-869.2096

203.7457
-1426.2199
203.7457
-1426.2199

-408.0910
226.6638
-408.0910
226.6638
-2.3939
-2.3939
-170.3506
-170.3506
-86.4462
-86.4462
.9130
64.9692

Arquivo de Entrada de Dados:
NOME DA TRELICA PLANA:

'EXEM

NUMERO DE NOS, BARRAS E TIPOS DE MATERIAIS:

22,41,2

NUMERO DE PASSOS DE CARGA E DE ITERACOES MAXIMAS

PLO 04'

50,10000

ERROS MAXIMOS EM ESFORCOS E DESLOCAMENTOS

0.0000001,0.0000001
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METODO UTILIZADO: 1=GRAD, 2=NEWTON, 3=Q-NEWTON, 4=GASEI
o

BUSCA UTILIZADA: N=APROX, SSEXATA

'S

VALOR DA RELAXACAO

1

CARACTERISTICAS DO MATERIAL: TIPO,AREA,MODULO DE ELASTICIDADE
1,3.77E-4,2.1E+7

2,4.88E-4,2.1E+7

NUMERO DO NO E COORDENADAS X,Y DOS NOS:
1,0,0

2,2,0

34,0

4,6,0

58,0

6,10,0

7,12,0

8,14,0

9,16,0

10,18,0

11,20,0

12,0,1.5

132,15

144,15

15,6,1.5

16,8,1.5

17,10,1.5

18,12,1.5

19,14,1.5

20,16,1.5

21,18,1.5

22,20,1.5

NUMERO DE NOS COM VINCULOS RIGIDOS:

3

NUMERO DO NO E CONDICAO DE VINCULACAO X,Y:
10,1

11,01

17,10

NUMERO DE DESLOCAMENTOS COM RESTRICAO
9

NUMERO DO DESLOCAMENTO, LIM. INFERIOR E LIM. SUPERIOR
4,-31

6,-.3,1

8,-31

10,-.3,1

12,-31

14,-31

16,-.3,1

18,-.3,1

20,-.3,1

NUMERO DA BARRA, NUMERO DO NO INICIAL E FINAL, TIPO DE MATERIAL.:
1,1,2,2

2,232

3,342

4,452

55,6,2

6,6,7,2

7,782

8,8,9,2

9,9,10,2
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10,10,11,2
11,1,121
12,2,12,1
13,2,13,1
143,13,1
153,141
16,4,14,1
17,4151
18,5151
19,5,16,1
20,6,16,1
21,6,17,1
22,6,18,1
23,7,18,1
24,7,19,1
25,8,19,1
26,8,20,1
27,9,20,1
28,9,21,1
29,10,21,1
30,10,22,1
31,11,22,1
32,12,13,2
33,13,14,2
34,14,15,2
35,15,16,2
36,16,17,2
37,17,18,2
38,18,19,2
39,19,20,2
40,20,21,2
41,21,22,2
NUMERO DE NOS CARREGADOS:
2
NUMERO DO NO E CARREGAMENTO SEGUNDO X,Y:
15,0,-2.2
19,0,-2.2

Arquivo de Saida de Dados par a apenas o ultimo passo de car ga:

*xxxx PASSO DE CARGA: 50
****%x I TERACAO: 4

CARGASAPLICADAS AOS NOS EM CADA PASSO DE CARGA
NO  FORCA X FORCA'Y

15 .0000  -2.2000

19 .0000  -2.2000

DESLOCAMENTOS NODAIS
NO DESL.X DESL.Y
1 -.023832 .000000
2 -.026406 -.103726
3 -.025034 -.198141
4 -.019280 -.273585
5 -.008456 -.300000
6 .000000 -.300000
7 .008456 -.300000
8 .019280 -.273585
9 .025034 -.198141
10 .026406 -.103726
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11 .023832 .000000
12 .043133 -.004044
13 .036939 -.107630
14 027564 -.201680
15 .015019 -.276783
16 .006313 -.298641
17 .000000 -.300008
18 -.006313 -.298641
19 -.015019 -.276783
20 -.027564 -.201680
21 -.036939 -.107630
22 -.043133 -.004044

REACOES NOS VINCULOS
NO  FORCA X FORCA'Y

1 .0000 1.3358
2 .0000 .0000
3 .0000 .0000
4 .0000 .0000
5 .0000 .0621
6 .0000 1.6042
7 .0000 .0621
8 .0000 .0000
9 .0000 .0000
10 .0000 .0000
11 .0000 1.3358
12 .0000 .0000
13 .0000 .0000
14 .0000 .0000
15 .0000 .0000
16 .0000 .0000
17 .0000 .0000
18 .0000 .0000
19 .0000 .0000
20 .0000 .0000
21 .0000 .0000
22 .0000 .0000

FORCA NORMAL NAS EXTREMIDADES DAS BARRAS
INICIO DA BARRA FIM DA BARRA

BARRA FX FX

1 -.0597 .0597

2 -1.8363 1.8363
3 -3.6116 3.6116
4 -5.3876 5.3876
5 -4.2272 4.2272
6 -4.2272 4.2272
7 -5.3876 5.3876
8 -3.6116 3.6116
9 -1.8363 1.8363
10 -.0597 .0597
11 1.3327 -1.3327
12 -2.2309 2.2309
13 1.3416 -1.3416
14 -2.2323 2.2323
15 1.3683 -1.3683
16 -2.2352 2.2352
17 1.4673 -1.4673
18 1.4555 -1.4555

19 -.7556 .7556
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20 1.3297 -1.3297
21 .0043 -.0043

22 1.3297 -1.3297
23 -.7556 .7556

24 1.4555 -1.4555
25 1.4673 -1.4673
26 -2.2352 2.2352
27 1.3683 -1.3683
28 -2.2323 2.2323
29 1.3416 -1.3416
30 -2.2309 2.2309
31 1.3327 -1.3327
32 1.7795 -1.7795
33 3.5635 -3.5635
34 5.3539 -5.3539
35 4.2346 -4.2346
36 3.1650 -3.1650
37 3.1650 -3.1650
38 4.2346 -4.2346
39 5.3539 -5.3539
40 3.5635 -3.5635
41 1.7795 -1.7795

FORCA CORTANTE NAS EXTREMIDADES DAS BARRAS
INICIO DA BARRA FIM DA BARRA

BARRA FY FY

1 .0031 -.0031
2 .0866 -.0866
3 1358 -.1358
4 .0708 -.0708
5 .0000 .0000
6 .0000 .0000
7 -.0708 .0708
8 -.1358 .1358
9 -.0866 .0866
10 -.0031 .0031
11 -.0597 .0597
12 .1082 -.1082
13 -.0568 .0568
14 .0977 -.0977
15 -.0481 .0481
16 .0764 -.0764
17 -.0336 .0336
18 -.0191 .0191
19 .0074 -.0074
20 -.0026 .0026
21 .0000 .0000
22 .0026 -.0026
23 -.0074 .0074
24 .0191 -.0191
25 .0336 -.0336
26 -.0764 .0764
27 .0481 -.0481
28 -.0977 0977
29 .0568 -.0568
30 -.1082 .1082
31 .0597 -.0597
32 -.0924 .0924
33 -.1684 .1684

34 -.2023 .2023



35
36
37
38
39
40
41

ERRO EM FORCAS= 4.350146268533275E-011
ERRO EM DESLOCAMENTOS= 3.313930291082568E-012

-.0465
-.0022
.0022
.0465
.2023
.1684
.0924

.0465

.0022
-.0022
-.0465
-.2023
-.1684
-.0924
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