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RESUMO

FERRO, N. C. P. (1998). Uma combinagdo MEC/MEF para a andlise de interagdo
solo-estrutura, S3o Carlos, 1999. 193p. Tese (Doutorado - Escola de Engenharia

de S#o Carlos, Universidade de S3o Paulo.

No presente trabatho, uma combinagdo do método dos elementos de contorno
(MEC) com o método dos elementos finitos (MEF) ¢é apresentada para a analise da
interagdio entre estacas e o solo, considerado como um meio infinito tridimensional e
homogéneo, O meio continuo tridimensional de dominio infinito é modelado pelo
MEC, enquanto as estacas consideradas como elementos reticulares séo tratadas pelo
MEF. As equagbes das estacas oriundas do método dos elementos finitos sdo
combinadas com as do meio continuo obtidas a partir do método dos elementos de
contorno, resultando em um sistema completo de equagbes, que convenientemente
tratadas, proporcionam a formulagiio de coeficientes de rigidez do conjunto solo-
estacas. Finalmente, uma formulagfio para a analise do comportamento ndo-linear do

solo na interface com a estaca ¢ desenvolvida, tornando o modelo mais abrangente.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno;, método dos elementos finitos;

interago solo-gstaca, interagfio solo-estrutura, combinagio MEC-MEF; plasticidade.



Xiv

ABSTRACT

FERRO, N. C. P. (1998). 4 BEM-FFM combination for soil-structure interaction
analysis. Sao Carlos, 1998. 226p. Tese (Doutorado - Escola de Engenharia de Séo

Carlos, Universidade de S3o Paulo.

In the present work a combination of the Boundary Element Method (BEM)
and the Finite Element Method (FEM) is used for pile-soil interaction analyses,
considering the soil as a homogeneous, three-dimensional and infinite medium. The
three-dimensional infinite continuous medium is modeled by the BEM, and the piles
are, considered as beam elements, modeled by the FEM. This combination also is
used for studying the interaction of plates sitting on a continuous medium, The pile
equations generated from the FEM are combined with the medium equations
generated from the BEM, resuliing a complete equation system. Manipulating
properly this equation system, a set of stiffness coefficients for the system soil-pile is
obtained. Finally, to make the model more comprehensive, it presented a formulation

to take into account the soil nonlinear behavior at the pile interface.

Keywords: boundary element methods, finite element methods; pile-soil interaction;

structure-soil interaction, BEM-FEM combination; plasticity.



Aprescentagio 1

1 APRESENTACAOQO

I.I GENERALIDADES

O uso combinado do Métedo dos Elementos de Contorno (MEC) com o Método
dos Elementos Finitos (MEF) tem-sc mostrado adequado para a resolugdo de um grande
namero de problemas de Engenharia. Pode-se citar, por exemplo, aqueles envolvendo
dominios infinitos, intcraginde com clementos estruturais  de dimensoes  [initas,
demonstrando  ser cste um dos  melhores campos onde as  combinagoes  sdo
recomendadas.

A principal vantagem da combinagio MEC-MEF ¢ a possibilidade de sc
empregar o método mais apropriado para cada uma das subestruturas, Uma desvantagem
a se destacar sdo as dificuldades para o fratamento dos sistemas de cquagdes envolvidos,
visto que os do MET resultam em maltrizes simétricas ¢ os do MEC, em matrizes cheias
¢ ndo simétricas.

Enumeraram-sc algumas das vantagens ¢ desvantagens da combinagao MEC -
MEF para o tratamento do problema da interagdo superestrutura-solo-lundagio.

Sabe-s¢ que a maioria dos programas utilizados em cilculos estruturais {ratam o
comportamento da cstrutura considerando-a como parte isolada, independente, portanto,
do comportamento da fundagio. Nas estruturas usuais, tal aproximacgdo ndo deve
apresentar problemas  sérios na avaliagdo {imal dos esforgos. Entrctanto, uma
consideracio mais realista dos eslorgos ¢ deformagoes dos clementos que compoem
tanto a superestrutura quanto a fundagio ¢ sempre desejavel.

iste objetivo (o1 alcancado, inicialmente, dentro das propostas formuladas, no



-

Apresentacio

{rabalho de mestrado.

O que s¢ pretende, com cste trabalho, ¢ o desenvolvimento de uma formulagio
mais abrangente, fungio das novas consideragdes a serem implementadas no modelo
proposto, de forma a sc poder avaliar com mais realismo a interagio fundagio-

superestruura,

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O Método dos Elementos de Contorno teve desenvolvimento expressivo mais
recentemente, incorporando as caracleristicas de método numérico. No cntanto, as
cquagdes integrais ja sdo conhecidas ha bastante temipo. Scgundo ELLIOT (1980), fos
ABEL (1881) quem primeire deduziv uma cquagdo integral para a solugdo de um
problema fisico, a do péndulo isocrono. LIOUVILLE (1837) transformou um problema
de valor inicial cm uma cquagio integral ¢ a resolveu usando aproximagocs sucessivas,
Um novo avango sc deu com a resolugdo do problema da teoria do potencial;
VOLTERRA (1956, em 1884, cstudou a distribui¢io de cargas clétricas na superficic
de uma csfera utilizando cquagdes integrais. Deveu-se, no entanto, a FREDHOLM
(1903), a primeira investigagdo rigorosa das cquagdes integrais, Fol cle quem primetro
apresentou um estudo das aplicagdes das cquagOes integrais linearcs a solugdo dc
problemas de valor de contorno em clastostatica.

Posteriormente, o método foi aplicado para a solugio dc  problemas de
clasticidade, notadamentc  pelos  pesquisadores  sovicticos.  Os  trabalhos  de
MUSKHELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957, 19652 ¢ 1965h) ¢ KUPRADZE (1965)

siao bem conhecidos,

O método de solugio de MUSKHELISHVIL (1953) bascia-se na tcoria das
varidveis complexas, ndo podendo ser estendido  aos problemas de clasticidade
tridimensional. Os trabalhos de MIKHLIN (1957,1965) sobre as cquacdes integrais
singularcs multidimensionais siio muito mais dteis neste aspecto,

KUPRADZE (1964) descreven uma formulacio mtegral para deslocamentos de
corpos em regime clastico. MASSONET (1965) apresentou uma solugo numerica para

problemas de valores de tensdes no contorno, formulada em termos de uma equagio
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integral singular, vetorial de 2" espécie. Sua formulagiio bascou-se no uso da solugdo de
KELVIN® apud LOVE (1944). WATSON (1968, 1972,1973) ¢ VAN BUREN (1968)
utilizaram a formulagio de Kupradze para problemas clastostaticos, de acordo com
BANERIEE (1976).

Todas as (ormulacdes até aqui apresentadas sio denominadas de mdétodos
indiretos, ja que a solugiio do problema cra semprce obtida em termos de (ontes ficticias
aplicadas ao contorno, ¢ que, apos sua delerminagao, permitiam o calcuto das varidvers
[isicas do problema.

JASWON (1963) ¢ SYMM (1963) introduziram um cquacionamento  do
problema clastico bidimensional empregando variaveis reais ¢ ainda mantendo uma
funcio de tensdo auxiliar, sendo, por isso, chamado de método semi-direto, usado na

resolucdo de problemas de potencial,

Os diversos trabalhos até aqui citados contribuiram para o descnvolvimento ¢
entendimento das cquagdes integrais, mas nenhum deles apresentava as caracteristicas
necessarias de modo a poder interpretd-los como um método  numerico. O trabalho de
RIZZO (1967) para a solugio de problemas de clasticidade bidimensional foi o primetro
em que o tratamento dado as cquagdes integrais toma a forma de {éenica numdrica
similar a dos demais métodos. Foi também o primeiro a propor a formulagio direta na
utilizaciio das cquagdes integrais, relacionando valores nio ficticios no contorno, isto ¢,
deslocamentos ¢ forcas de superficie. CRUSE (1969, 1973) logo estendeu a formulagio
3 elasticidade tridimensional. Em scus trabalhos, Rizzo ¢ Cruse, partindo da identidade
de SOMIGLIANA (1886), cscrita para a determinagio de deslocamentos no interior de
um corpo, ¢ cmpregando o teorema de BETTL (1872), obtiveram uma cquagio integral
da forma da identidade de Somigliana, agora, no cntanto, para calcular deslocamentos
ambém cm pontos siluados no contorno. As cquagdes intograis foram discretizadas
dividindo-s¢ o contorno cm um nimero de clementos planos, assumindo-se como
incognitas as forgas de superficic ¢ deslocamentos considerados constantes sabre 0
clemento.

CRUSE & VANBUREN (1971) foram os primeiros a aplicarem a formulagdo a

* KELVIN. L. (1863) Phil. Trans. Roy. Soc.. v. 153 apud LOVE. A.LH. (1944) A treatise on the
mathematical theory of clasticity. New York, Dover Publicalions.
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um solido tridimensional ndo-lincar considerando a influéncia de uma {ratura.

Neste mesmo ano, SWEDLOW & CRUSE (1971) apresentaram  uma
formulacdo para simular materiais clastoplasticos, anisotropicos ¢ COMPIeSSIvers,
considerando, ainda, o encruamenio na relacio tensio-deformagho. Dando continuidade
a4 este trabalho, RICARDELLA (1972) considerou o critério de VON MISES (1913),
com encruamenio para a modulagdo de cleito plastico, na  analisc tridimensional de
tensdes. CRUSE (1974) propds a ulilizagiio de clementos no contorno, com [orgas de
superficic ¢ deslocamentos com variagio lincar sobre csies clementos. As incognitas
estio, agora, definidas nas cxtremidades ou "nos" dos clementos. O sistcma de cquagocs
lincares foi, entiio, obtido, cscrevendo-se as cquagaes inlcgrais nesses pontos.

LACHAT (1975), estudando problemas clasticos bi ¢ tridimensionais, conscguiu
dar uma gencralizagio bem maiot ao método, introduzindo representagdes paramétyicas
dos clemcentos de superficic (clementos curvos com variacio quadratica) ¢ das [ungocs
de aproximagao das forgas de superlicic ¢ deslocamentos, consideradas com variagoes
lincarcs, quadraticas ¢ cabicas, As infegrais sao catculadas numericamente, utilizando as
formulas da quadiatura de Gauss, A (éenica de sub-regies ¢ utilizada ndo 80 para
modclar corpos ndo homogéncos, mas como um recurso para facilitar a resolugiio do
gistema final de equagdes, que passa, assin, a ser delimdo por blocos.

Deve-se 2 BREBBIA (1978a), a lormulagio das cquagdes integrais a partir do
método dos residuos ponderados. Combinagdes cntre o método das equagdes integrais ¢
outras téenicas numéricas, podiam, agora, sev cquacionadas dc mancira consistente,
atilizando-se as respectivas (ormulagdes o lermos de residuos ponderados. Foi
BREBBIA (1978b) quem denominou a éenica de "METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO" - MEC - em substituigdo a "Método das Equagdes Integrais de Contorno”
- BIEM -, alé entdo utilizado.

A partic de 1978, varias Conferéncias ¢ trabalhos publicados (denire cles,
destacam-se os de BREBBIA (1978¢, 1980, 1981 ¢ 1982)), tornaram o Método dos
Elementos  de Contorno mais conhecido, abrangendo as mais variadas  dreas de
cngenharia, podendo-se citar as relativas a: nido-lincaridade fisica ¢ geométrica,
plasticidade: viscoclasticidade: viscoplasticidade: no-tension; mecinica da {ratura;
mecinica dos solos ¢ das rochas; contato; percolagao; vibragdes; propagagio de ondas;

placas; cascas; concentragao de tensdes; propagacio de  (ensdes: interagdo solo-
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estrutura; combinagdes com outros métodos para analise de problemas diversos, dentre

oulros.

Ha que sc salientar os avangos aleancados na formulagdo de ndo-lincaridade
fisica ¢ geométrica, a parlir dos trabalhos de: BUI(1978), TELLES & BREBBIA (1979,
1980a ¢ 1980b). MUKERJEE (1982), NOVATIE & BREBBIA (1982), MUKERIEE &
CHANDRA (1984), MUK ERJEE & RAJIYAH (987), CATHIE & BANERIEE (1982),
BANERIJEE & DAVIS (1984) BANERIEE et al. (1985), MUSTOE (1984), BRUNET
(1982), NOVATTI & BREBBIA (1982), MAIER & NOVATI (1983), MAIER ¢t al.
(1984) ¢ GIODA ctal. (1984).

Em mecdnica dos fluidos, sio de grande importancia os trabalhos de: HESS &
SMITH (1967), HESS (1975), BEZINE & BONNEAU (1981), YANO & KIEDA
(1980) ¢ WU (1980, 1982, 1985 ¢ 1987), EL REFAEL et al. (1982).

Na formulagio do método dos clementos de contorno para placas destacam-se os
(rabalhos de: TOTTENHAM (1979), BEZINE (1978, 1980), BEZINE ¢l al. (1985),
TANAKA (1984), KAMIYA & SAWAKY (1982), COSTA & BREBBIA (1985) ¢
MORJARIA & MUKHERIEE (1980), dentre outros. Na andlise de tensdes no mcio
continuo, com aplicagdes ecm meios plasticos ¢ viscoplasticos, silo cxemplos os trabalhos
de BRADY & BRAY (1978), BRADY (1979), VENTURINI (1982) ¢ VENTURINI &
BREBBIA (1984).

Nas aplicagées do mctodo a problemas cnvolvendo agdes dindmicas, ¢
necessaro destacar-se os trabathos de: MANOLIS & BESKOS (1981), DOMINGUEZ
& ALARCON (1981), MANSUR (1983) ¢ WOLI" (1985).

Apbs um breve historico da evolugdo do método dos elementos de contorno,
cnumerar-se-ao 0s trabalhos mais relevantes, propondo formulagoes para a analise de
problemas de [undagdes em estacas em meio semi-infinitos ¢ aqueles que, devido s suas
caracteristicas, exigem a combinagao entre parles estruturais diferentes, tratadas por
métodos numdricos também diferentes.

A utilizagio primeira de cquages integrais na determinacio de deslocamentos
cm estacas ¢ bastante antiga ¢ deveu-se a POULOS & DAVIS (1968).

O trabalho considera uma dmica cstaca cilindrica incompressivel, submetida a

a¢dio de uma carga axial, cm um meio semi-infinito, isotropo ¢ homogéneo, admitindo-
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sc ndo existirem deslocamentos relativos entre o solo ¢ a estaca, A estaca foi discretizada
cm clementos cilindricos, submetidos ¢em scu contorno a uma {ensio de cisalhamento
uniforme ao fongo de cada um dos clementos, ¢ uma base alargada submetida apenas a
tensdo axial.

Foi empregada a solugio {undamental de MINDLIN (1936), considerando-se
apenas os deslocamentos verticais, As integragdes ao longo do comprimento da estaca
foram cfctuadas analiticamente ¢ no sentido circunferencial de 0 a 2r, numericamente
(em intervalos de /56),

No mesmo ano, POULOS (1968) apresentou um trabalho para a analisc de
grupos de cstacas, a parlir da formulagiio anterior. A andlisc considera a interagio entre
duas cstacas idénticas, igualmente carrcgadas ¢ dispostas verlicalmente, ¢ os incrementos
de deslocamentos verticais om cada cstaca, devido 2 inleragdo, sA0 CXPressos om termos
de um coeliciente o Estende-se o célculo para grupos de cstacas, simélricos, com
mesmas propricdades (isicas ¢ igualmente carrcgadas.

Um aprimoramento na {ormulagio surgiv com o (rabatho publicado por
MATTES & POULOS (1969), passando a considerar a compressibilidade da cstaca no
calculo dos deslocamentos verticais. [stes siio expressos em lermos de uma cquagdo
diferencial ¢ cscritos na forma de diferencas finitas. Impondo-se a compatibilidade dc
deslocamentos na interface solo-cstaca, determinam-se as lensoes de cisalhamento ao
longo da cstaca ¢, posteriermente, os deslocamentos.

POULOS (1971a) apresentou uma formulacdo similar a anterior para uma cslaca
vertical submetida a lorga horizontal ¢ momento, estendeu-a logo a seguir para grupos
de cstacas dispostas  simetricamente  (POULOS, 1971b).  BUTTERFIELD &
BANERIEE (1971a) retomaram a analise clastica para uma estaca ou grupo de estacas,
admitidas compressiveis ¢ submetidas a carga axial, agora com a utilizagio do mctodo
indireto das ecguagdes integrais, Neste (rabalho, consideram-se os deslocamentos
horizontais, advindos da carga vertical. No mesmo ano, BUTTERFILD & BANERJEE
(1971b) apresentaram um trabalho para grupo de estacas, considerando-se a interagdo
solo-cstaca-bloco de capecamento.

Uma lormulagio mais geral para a analisc de grupo de cstacas inclinadas foi

apresentada por BANERIEE & DRISCOLL (1976), utilizando o mélode indircto das
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equagdes integrais. O grupo de estacas sob um bloco rigido pode estar submetido 4 agao
de carga vertical, horizontal ¢ momento, mantendo-se a simetria do conjunto de forma a
reduzir as dimensoes das matrizes envolvidas. As (ensdes nas diregoes horizontal e
vertical sdo admitidas uniformes ao longo de cada elemento que compde a estaca. Sao
aplicados ao bloco deslocamentos unitarios nas diregoes vertical ¢ horizontal ¢ rotagao
unitaria, rotacio esta transformada em deslocamentos. Estes sfio transferidos as cabegas
das cstacas, os quais, levados ao sistema de cquagdes, apos resolvido, produzem uma
malriz de rigidez do conjunto de estacas de ordem 3.

Uma exlensdo ao trabatho anferior foi proposta por BANERJEE (1978), onde o
madulo de deformacio do solo ¢ considerado com variagio limear ao longo do
comprimento da estaca,

Com relagio ao desenvolvimento de formufagdes aplicadas  a solidos clasticos
tridimensionais, o trabalho de NAKAGUMA (1979} apresenta uma formulagio direta do
método dos clementos de contorno, bascado nas solugdes fundamentais de Kelvin,
Mindlin ¢ Boussinesg-Cerruti. A utilizagdo das solugoes de Mindlin ¢ Boussinesg-
Cerruli no estudo de solido de dominio semi-inlinito, com aplicagdes em interagao selo-
estruturas ¢ escavagocs, introduziu grande versatilidade ao método, visto que dispensa a
discretizacio da superlicic do meio por hipdtese livie de [orgas de superlicie.

A utiliza¢io do método dos clementos de contorno na analise de problemas de
cngenharia ficaria restrita s¢ 0 método ndo permitisse a combinagiio entre partes de
difcrentes naturczas, tendo também, muitas vezes, que serem tratados por mélodos
numeéricos diferentes. Algoritmos numdricos que combinam o MEC com outras téenteas
14 [oram propostos por diversos autores.

A idéia da combinacio do MEC com o MEF parcce ter sido utilizada,
inicialmente, por McDONALD & WEXLER (1972), para a andlise de problemas na
arca de cngenharia elétrica, ¢ por CHEN & MEI (1974), em meeanica dos fluidos.

Os trabalhos de ZIENKIEWICZ ot al. (1977), de SHAW & FALBY (1977) c de
OSIAS ct al. (1977), foram os primetros a tratar solidos onde uma parte ¢ analisada via
clementos de comorne ¢ o restante do dominio € discretizado ¢ analisado pelo mélodo

dos clementos initos.

Dois dos primciros trabathos que estudam a inleragdo solo-cstrutura, ¢ gue
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consideram a combinacio dc dois métodos numéricos, foram o de MATTES &
POULOS (1969), para a andlisc do comportamento de uma cstaca, ¢ o de
BUTTERFIELD & BANERIEE (1971a,1971b), que cstendeu a andlisc para grupos de
cstacas. Nestes trabalhos, o solo ¢ tratado pelo método dos clementos de contorno ¢ as
estacas, pelo método das diferengas finitas,

Outros trabathos seguiram-se, podendo destacar-se os de KELLY et al. (1979),
BREBBIA & GEORGIOU (1979) ¢ BEER & MEEK (1981), que tratam da combinacio
do MEF com o MEC, sendo que os dois altimos sc detém na analise de dominios
infinitos, com aplicagoes a problemas de Geomecanica.,

3 importante destacar, ainda, os tabalhos de VALLABHAN ¢t al. (1984),
VALLABHAN & SIVAKUMAR (1986), BEER (1986), PAULA ct al. (1987),
VALLABHAN (1987), MESSAFER & COATES (1989), dentre outros, todos voltados
a analisc da interacio solo-estrutura em dominios bi ¢ tridimensionais, com aplicacdes
em Geomecdnica. MEEK (1988) apresentou um sistema computacional envolvendo a
combinagio MEF - MEC, voltado a analise de problemas clasticos tridimensionais.

Ainda cm relagio a implementagdo da combinacio entre cstes métodos con
aplicagao a problemas de geomecinica ¢ de interacdo solo-cstrutura, podemos citar,
dentre outros, os trabalhos de BRADY & WASSYNG (1981), BEER (1983), OHKAMI
& KUSAMA (1985), CHEN & QIAN (1986), BEER & SWOBODA (1988), BELR
(1989), VON ESTORFF & BAUSEL (1989), LU ct al. (1991), BELYTSCHKO & LU
(1991), EBERHARDSTEINER ct al. (1993), FLOREN & DUDDECK (1993), PAIVA
& BUTTERFIELD (1994).

A aplicagio do método dos clementos de contorno ecm  problemas de
geomecdnica, para a andlisc de cstados de fensdes ¢ deformagdes, ndo lincaridades
[isicas, materiais ndo homogéneos no dominio cm anilise, exigindo o uso da téenica das
sub-regides, descontinuidade encontrada cm materiais  rochosos, meios  clasticos,
clastoplasticos ¢ clasto-viscoplasticos, sio alguns dos temas que tém despertado o
interesse de grande nlmero de pesquisadores, podendo destacar-se: BANERJEE &
BUTTERFIELD (1976), VENTURINI (1982,1983 ¢ 1984), ALARCON et al. (1983),
BESKOS (1988), MAIER & NOVATI (1987 ¢ 1988), MANOLIS ct al. (1993).

Iniimeros sdo os trabalhos envolvendo a andlise de problemas ndo lincarcs com o

emprego do método dos clementos finitos, podendo-se citar dentre tantos os dos
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seguintes autores: ZIENKIEWICZ et al. (1969}, ZIENKIEWICZ (1971), NAYAK &
ZIENKIEWICZ (1972), OWEN & HINTON (1986), COOK ct al. (1989), PROENCA
(1989), que foram tomados como basicos para o desenvolvimento do assunto nesle
trabalho.

As aplicagdes mencionadas do MEC em geomecinica podem, ainda, scr
estendidas para sc considerar as estruturas de fundagdes dirctas ou enterradas no meio
continuo, caso fregiiente na analisc de obras civis. Além dos autores ja nomcados, oulros
trabalhos também relevantes 1€m sido apresentados, por autores como: POULOS (1982,
1989), CHOW (1986), LEUNG & CHOW (1985), MADHAV & BUDKOWSKA
(1986), MITA & LUCO (1986), WOLF & DARBRE (1986), BUDHU & DAVIES
{1988), CHIN & CHOW (1990), CHIN ct al. (1990}, RAMALHO (1990), RAMALHO
& VENTURINI (1990), BUTTERFIELD & PAIVA (1993), KAYNIA (1993), LEE
(1993), PAK & JI (1993), contribuindo na formulacio de diversos procedimentos para
interagdo solo-cstacas.

Nas cstruturas de [undagdes, a diversidade de materiats que constituem o
dominio em analisc exige 0 uso da (éenica das sub-regides para tratar as diferentes partes
definidas pelo mesmo tipo estrutural. Diversos algoritmos numcricos [oram propostos
para a resolugio de sistemas de cquagdces, para tais situagdes. CROTTY (1982) propos
um algoritmo bascado na climinacao de blocos de zeros da mairiz principal. Outros
trabathos t&m sido publicados, apresentando algoritmos que  reduzem o {empo de
resolucdo  dos sistemas ou cmpregam oulras  formas de  trati-los, tal como o
procedimento de condensagdo estatica. Dentre estes, podemos citar: SHARMA ¢t al
(1985), DIVAKAR & FAFITIS (1989), KANE ¢ al. (1990), CAI ct al. (1991),
REZAYAT (1992), KANE & GURU (1993), MAIER ct al. (1993a).

[ importante mencionar os trabalhos que vém sendo desenvolvidos na EESC-
USP, particutarmente aqueles envolvendo a utilizagdo do método dos clementos de
conlormno ¢ sua combinagdo com o método dos elementos (initos em aplicagdes cm meios
inlinitos ¢ semi-infinitos.

CODA (1993) apresentou uma [ormulagio tridimensional dindmica transicnte
para a andlisc da interaglo solo-estrutura, em que a cstrutura ¢ modelada pelo MEF ¢ o
meio continuo, admitido clastico-hincar, ¢ modelado pelo MEC. O acoplamento da

estrutura com o meio continuo ¢ realizado considerando-se a téenica das sub-regides ¢
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sapatas rigidas sio admitidas como clementos de ligagao.
KOMATSU (1995) ecstudou uma combinagio MEC -MEF para cstruturas
reticuladas em dominio bidimensional. Os clementos de barras sio tratados pelo MEF,

enquanio o meio continuo, que pode ser homogénco ou nao homeogénco, ¢ modelado
pelo MEC.

BARRETO (1995) propde uma andlise de flexdo de placas sobre basc clastica ,
utilizando-s¢  apenas das  formulagdes do MEC, ou scja, tanto os problemas
tridimensionais quanto os problemas de placas sdo tratados pela formulagio de contorno

para casos clastostiticos ¢ clastedinimicos.

1.3 OBJETIVOS

Os objetivos deste trabatho estio relacionados a implementagdes em uma
formulagdo desenvolvida por FERRO & VENTURINI (1991 ¢ 1992) ¢ FERRO (1993},
aplicando-sc a combinagio MEC - MEF para a analise da interagiio solo-cstacas. Nela,
as cslacas sao consideradas como clementos de barras verticais ¢ modeladas pelo método
dos clementos finitos ¢ o solo, como um dominio inlinito, {ridimensional, homogéneo,
clastico-lincar ¢ tratado pelo método dos clementos de contorno. Com isto, obiéim-se um
sistema de cquagbces que, convenienlemente tratado, resulta cm uma matniz de rigidez do
conjunio solo-cstacas.

Dentro desse contexto, pretende-se efctuar os scguintes desenvolvimentos
formulagio existente:

1. Generalizagdo do modelo de estacas empregado, podendo, assim, considerar-
se cstacas inclinadas, isto ¢, disposigao geral dos elementos lincares, imersos
no ko continuo,

2, Consideragao de subclementos ou integragoes analiticas, quando os pontos de
carga ¢ dc campo cstiverem definidos no mesmo clemento que esta sendo
ntegrado, objetivando minimizar ecrros, visto que, devido ao pequeno

didmetro das cstacas, cstas inlegrais s&o quase-singularcs.
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3. Pretende-se desenvolver procedimentos de outras fundagdes ¢ outras formas
de carregamento que possam influenciar na fundagao em estudo,

4. Aplicagio de novos procedimentos de integracio numérica objctivando
minimizar possiveis crros envolvidos.

5. Finalmente, o desenvolvimento de uma  formulagdo para analise do

comportamento ndo linear do solo na interface com a estaca,

Apés a formulagdo matematica de cada um dos itens mencionados, cstes scerio
implementados cm algoritmos numéricos, desenvolvendo-se, assim, um programa cm

linguagem FORTRAN para microcomputador,

1.4 CONTEUDO DO TRABALHO

Com base nos objetivos enumerados no item anlerior, no Capitulo 2 sio
aprescntadas as relagdes da leoria da elasticidade lincar para s6lidos tridimensionais,
as cquagdes integrais de contorno ¢ as solugdes fundamentais de Kelvin, Mndlin ¢
Boussinesg-Cerruti.

No Capitulo 3, o contorno do solido (ndimensional ¢ discretizado em
clemientos cuja geonetria ¢ aproximada em fungdo de scus nds gecométricos por meio
de lungoes de interpolagdo. Sobre csses clementos sdo também aproximados os
deslocamentos ¢ {orgas de superficic, em fungio de scus valores nodais. Aplicando-
se as cquagoes integrais cm ndmero igual ao das incognitas, sio translormadas em
um sistema de cquaghes algébricas lincarcs que, apds impostas as condigdes de
contorno, pode ser resolvido, fornecendo as incdgnitas no contorno, com as quais
podem ser determinados os esfor¢os e deslocamentos em pontos do dominio.
Finalmente, sdo apresentadas algumas aplicagdes numéricas, mostrando a validade
da formulagio adotada,

No Capitulo 4, apresenta-sc a melusdo do fermo adicional nas
cquagdes integrais de contorno devido ds linhas de cargas correspondentes as cstacas,
formuladas de maneira geral. A discretizagio do contorno, a modelagem das estacas,
os procedimentos para a combinagio MEC - MEF, tanto para clementos reticulares

como para clementos triangularcs planos, sdo desenvolvidos. Apos a combinagio dos
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métodos, uma f{ormulagio para a obten¢lo da matriz de rigidez da fundagdo ¢
apresentada. A precisdo das integrais ¢ cuidadosamente cstudada, mostrando-sc a
técnica dos subclemcentos, que € entdo abordada.

O Capitulo 5 apresenta uma {ormulagio para a andlise ndo lincar do solo na
interface com as cstacas. Alguns concceitos ¢ hipoteses da teoria da plasticidade sdo
abordados, bem como sua aplicagdo ao problema ora em cstudo. Para a solugdo do
sistema ndo-lincar, admitiu-s¢ um algoritmo incremental ¢ iterativo, sem que haja a
nccessidade de atualizagdo das matrizes envelvidas, Sdo apresentados no final do
Capitulo, alguns exemplos numéricos.

As constderagaes finais ¢ as conclusdes do trabalho sdo apresentadas no

Capitulo 6.
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2 EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

2.1 INTRODUCAQ

Neste capitulo serio apresentadas as cguagoces para andlise clastica lincar de
solidos tridimensionais, cmpregando-se notagdo indicial, bem como as cquagdes
integrais basicas para a utilizagio do mctodo dos clementos de contorno.,

Dedica-se um item & apresentagio das solugdes fundamentats para o cspago
infinito (Kelvin) ¢ semi-infinito (Mindhin ¢ Boussinesg-Cerruti), discutindo-se as
refaches existentes entre clas.

Finalmente, serdo apresentadas as equacgdes integrais para pontos mternos ¢
externos ao dominio, assim como para os pertencentes ao contorno. O objetivo &
cscrever uma expressdo que relacione deslocamentos ¢ forgas de superficie cm
pontos do contorno. Esta cquagdo, posteriormente,  sera  aproximadamente
numericamente resultando cm um sistemia de equacocs algcbricas, o que sera

abordado no capitylo 3.
2.2 RELACOES BASICAS DE ELASTICIDADE

Seja um corpo §£2+1". em que € ¢ uma regido tridimensional aberta ¢ 1T
seu contorno, conforme apresentado na Fig. 2.1, Assume-se¢ que o material
constituinte desse corpo seja clastico linear, homogéneo ¢ isotropo, para o qual sdo
definidas duas constantes independentes E ¢ v, respectivamente, modulo de

deformagio ¢ cocliciente de Poisson. A partir destas, podem ser definidos o modulo
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de deformagio transversal G ¢ a constante de Lamé A, As rclagoes entre tais

constantes podem ser escritas em fungdo das duas primeiras como:

E
G= 2.1)
T 24v) (
= vi 2.2
xw(l+vX1-=~2v) 22

Q {g,v) r

FIGURA 2.1 - Corpo tridimensional de dominio £2 ¢ contorno T

Com o intuito de sc obterem expressoes mais concisas. optou-se. neste item.
pelo emprego da notagdo indicial. Desta forma. a representagio das coordenadas no
sistema cartesiano Oxyz scrd, agora, X, X» ¢ xi respectivamente. A convengdo
utilizada para somatorio serd:

alxi 2amxm = 31,‘{] "%“aZK‘E +33X3

Ay = Ay =8y T8y, + a4, (2.3)

min

para i=m=1,2,3.
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A notagdo de derivada parcial, 8, serd substituida por uma "virgula", como
nos exemplos:

N v,
axj -l

%x U, i 2.4
0x; )
J0;

ija
0x
O Delta de Kronecker, representado por 8y, ¢ definido como:

0, se i#j 2.5)
3

T, se i

Impondo-se as condigdes de cquilibrio estitico a um clemento infinitesimal,
obtém-se uma cquagdo diferencial de equilibrio da forma:

o+ b =0, (2.6)

onde Oy; ; ¢ o divergente do tensor de tensdes ¢ by o vetor das forgas volumétricas.
As relagoces cntre as deformagoes especificas ¢ deslocamentos podem ser

CXpressas por:

&y = %[“i._i "*““.;,i]- (2.7)

sendo &; o tensor das deformagoes e U, ; a derivada do vetor dos deslocamentos.
Ja as relacoes cntre o tensor das tensdes ¢ o tensor das deformagdes. sio
expressas pela lei de Hooke, na forma:

2G
Oy = e g4, By + 2Gey, (2.8)

I=2v

ou, na forma inversa,

i v
&y = 56 Oy mi:;GkE<8" (2.9)
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As componentes das forgas de superficie podem ser representadas em fungio
das componentes de tensdo de um ponto da superficie, resultando a relagdo:

p; =00, (2.10)

em que 1y A0 os cossenos dirctores da normal ao plano tangente & superficic no
ponto considerado, como mostra a Fig. 2.2,

Substituindo-se as cquagoes (2.8) ¢ (2.7) em (2.0), obtém-se a cquagdo
diferencial de equilibrio em termos de deslocamentos, conhecida com equagio de

Navicer.

LI 2.1
i—2v "G o

Wyt

FIGURA 2.2 - Componentes das forcas dc superficic no tetraedro de

Cauchy.
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As cquagoes de cquilibrio estitico (2.0}, a relagio deformagdo/deslocamento
(2.7) ¢ a lei de Hooke (2.8) ¢ (2.9), definem completamente um problema clastico
linear, combinado com as condigdes de contorno prescritas.

Tais condicdes para um ponto Q, pertencente a0 contorno, podem ser escritas
como:

u,(Q)=1,(Q) , Qel,,
e A (2.12)

p.(Q)=pQ), QeI
sendo U; ¢ Py as componentes de deslocamentos ¢ forgas de superficic prescritos no

contorno, respectivamente, como mostra a Fig. 2.3.

FIGURA 2.3 - Dominio Q com o contorno definido pelas condigoes W) ¢ P,

cm l—‘l ¢ 13
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2.3 SOLUCOES FUNDAMENTAIS

2.3.1 GENERALIDADES

Na formulagio das cquagoces integrais de contorno para o problema clastico, ¢
indispensdvel o emprego de uma solugdo fundamental da cquagio diferencial (2.6)
ou (2.11). Tal solucdo consiste ¢m sc considerar um dominio 2%, com contorno I'*,
que contém o corpo de dominio £ ¢ contorno I, conforme pode-se ver na Fig. 2.4.

A solugio fundamental ¢ definida como a resposta em um ponto "q",
conhecido como ponto de campo. devido 4 aplicagio de forcas concentradas F* no

ponto "s". denominado ponto de carga, como mostra a Fig. 2.5.

FIGURA 2.4 - Dominio £, contido cm £2*.
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w0t

FIGURA 2.5 - Resposta cim """ devido a uma forca Fi* aplicada cm "'s™.

O problema ¢ matematicamente formulado através da substituigiio das forgas

volumétricas pela cxpressdo:

b’ {a)=58(s,q)F, (). (2.13)

sendo que 8(s,q) ¢ a distribuigdo Delta de Dirac, definida por:

8(s,q)=0 se s = q;
S(S,q)mco s¢ S=(q; € (2.1

[, pla)s(s,a)ae2 =p(s)
sendo que p(s) ¢ uma fungdo qualquer.
Substituindo-sc as cxpressoes (2.13) em (2.6), as equagdes de equilibrio para
o problema fundamental sdo cxpressas por:
oy + 8(5,q)F; (s)= 0 (2.15)
De forma analoga, poderi-sc obter as demais expressdes que governam o
problema eldstico fundamental.  Assim, 2 equagdo dec Navier do problema

fundamental pode ser escrifa como:
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PN +§£§ﬂg‘§*i@mo (2.16)

Wi gy i

Calculando-sc os deslocamentos w® a partir da equagio (2. 16), as forgas de
superticic pi® podem ser obtidas para uma dada dirceao definida pelo vetor mi, a
partir da substituicao das cxpressoes (2.7) em (2.8) ¢, posteriormente, em (2.10),

resultando em:

* 7 * ZV &

Os deslocamentos w* ¢ as forgas de superficic p* no ponto "q", devidos as
forgas concentradas aplicadas no ponto "s™, tém a scguinte representagiio na forma

tensorial;
u; (q) = UL (s, F; (5)

p; (q) = Py (s, QF] (5), (2.18)

= B . . . .
sendo que, nos tensores de scgunda ordem U i € E’ﬁ , 0 primeiro indice corresponde

A direcdo da carga concentrada ¢ o segundo, & componente do deslocamento ou forga

de superficic, como mostram as Fig. 2.6 ¢ 2.7,

#*
.
aif >
&
Yoo
ey
\ 21
N2
)(3 <
s = >
<
F2= ] X,

Xy

FIGURA 2.6. - Componentes do tensor de deslocamentos fundamentais.
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FIGURA 2.7 - Componcentes do tensor de forcas de superficies fundamentais.

As cxpressoces correspondentes as trés diregoes dos cixos cartesianos, dados

pclas cquagoes (2.18), podem scr escritas na forma matricial como:

u @=U"6qF 6
) (2.19)

p (@) =P (5 F'(s)

sendo:
* *
1] (q): le .

o vetor das componentes dos deslocamentos no ponto "g':

Py
p"(a)=1p -
P3

o vetor das componentes das forgas de superficic no ponto "q™;



o]
[
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Fy
ORI
ks
o vetor das componentes das forgas concentradas atuando no ponto 's",

U, Un Ug
U#(S,q)z Uy Uy Uil
U%y Uy, U3
o tensor dos deslocamentos fundamentais. ¢
P P P
Ej*(gs(])ﬁ Py Py Py,
Py P Py
o tensor das forcas de superficic fundamentais.
E importante ressaltar que, para cada dominio ¥, assim como para
condigoes de contorno proprias, tem-se uma solugdo fundamental. Dcssa forma, para
dominios infinitos, obtém-se a solugdo de Kelvin, ¢ para dominios semi-infinitos, as

solugoes de Mindlin ¢ Boussinesq-Cerruti.

2.3.2 SOLUCAQ FUNDAMENTAL DE KELVIN

Na solucdo fundamental de KELVIN' apud LOVE (1944), o dominio
tridimensional €* ¢ considerado infinito. homogéneo ¢ clastico lincar, como mostra

a Fig. 2.8.

* KELVIN, L. (1863) Phil. Trans. Roy. Sec., v. 153 apud LOVE, A.LEH. (1944} A treatise on the
mathematicat theory of elasticity, New York. Dover Publications.
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FIGURA 2.8 - Problema Fundamental de Kelvin.

As expressoes para deslocamentos ¢ forgas de superficie fundamentais, cm

termos dos respectivos tensores, de acordo com BREBBIA (1978b), siao dadas por:

= ] 5
UMCOE %Tgrﬁv)}f G-av)s+ryr] (2.20)

af WWW_H_::!_HJQ 3 == iy
Pils.a)= gfr(luv)w{'.t”i[@ 2By +nr o 1 (2.21)

- (’1 - ZVXH i 1111"_1) }

em que, I = (s, q) ¢ a distancia entre os pontos s ¢ """, scndo dada por:

r=[r n]s n=x(a)-x )

Note que todas as derivadas sio relativas ao ponto "g". ou s¢ja, ponto onde
sdo obscrvados os efcitos considerados. Assim, tem-se:
or r
l"i i e
0%, (‘E)

i
g
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2.3.3 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE MINDLIN

A solucdo fundamental de MINDLIN (1936) ¢ empregada para dominios
semi-infinitos homogéneos, clisticos-lincares. Nestas condigdes, o plano x3 = 0 ¢
considerado como superficie do contorno T ¢ admitido como sendo livre de forgas
de superficie. O ponto “s” dc aplicagio de for¢a Fi* ¢ um qualquer do interior deste
dominio, ¢ o ponto s> seu simétrico em relagdo ao plano do contorno T, como
mosira a Fig. 2.9

Neste caso, as expressoes para as componentes do tensor de deslocamentos

podem ser escritas como:

5 3-4 34 20Z( . 3r}
Uy =K, r V*“E' 3 ( RV)T1 R’ ;12
+4(1va1:-—Zv) . v )
R+ R, R(R+R;)

* 1 3-av 6cz 4(1-v)i-2v)
U!ZﬁKdlliz ;{-4& R3 E{S R(R+R3)2

U, =K L L B4y 6CZR3A4(‘1~»«\/X‘1@2V)}

R RS RR+R,)
U;I = Ufz
B .2 Ay )2 . 2
U, =K, 3 !'4»'%’%4“%4“(3 ;f}‘z +Z§f ‘im‘:i
2
+§(1-=-v}(1=—2v) n }
R+R, R(R+R,)
U, = LU, (2.22)
I

R’ R(R+R,) RS

* 3—dvir, Ml-vl- ZR,
UHﬁKdgE{i ( v 4-v) Zv) 6C }
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& l'n, *
U,, =-=Uy
ry

r 1

v~k 2 Mo b
r -

+

6CZR’
R’ j

sendo:

r:("i "i)%

R:(Ri Ri)%

r = x(a)-x,()

R, = Xi(q)mxi(sv)

C=x,(s)>0

ZEX3(Q)>0
Lty
T 8rE(l - v)

i

Ky =
8(1—v)

(3-4v)R? -2CZ N

R3
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FIGURA 2.9 - Problema fundamentat de Mindlin.

As expressoes para forgas de superficie sdo obtidas através da equagao,

P; mG;L ny . (2.23)
isto &, em funcio do tensor de terceira ordem das tensocs ¢ das componentes do vetor
normal & superficic no ponto "q"

A seguir, sito apresentadas as vinte ¢ scte componentes do tensor de terceira
ordem das tensdes. necessarias a obtengdo do tensor das forgas de superficic.

Expressdes para as foras de superticie:

12y (1-»-2\;)(5 av) 3r] 3@-4v)

6;1 = K1y 3 " -5 RS
40~ indz\f) _r;3R+R,)
R(R+R,) R*(R+R;)

, €

3C-(3-2W)R, +S;f }
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\ 1-2v 1-2v 3rF 3@3—4v)k]
o, =K rz{——- Al A ( i +

r R’ r’ R®
_4(1-v)i-2v) ]“rf(SFH-RJ _6cz( si} \
R(R+R,) R’(R+R,)| R’ R?
. 1-2 -2 . 3!'21' 3(3 —4v ,ZR
0’]; - Ks{—"( rj\’)f?i +( R:’}S _ ;5 3 ( RS)] 34
_6C 5rfZR
-~ [LR ~(t=2v)! _Jiiﬁfi] }

S
Oy =0y

.2 B 2
o :Ksrl{l—zu(1w-2v)(3n-4v)_3;2 _3@-dav);

% k 5 5
. R r R’

' 2 - 2
m4(1»=-v)(1~2v)[1 o (3R+l{3)]+ ;S {C~(l~—2v)R$ . 5;222] \

RR+R,) R’(R+R,)
FEEAE S
i

f1
T3 =0

1 *1
Oy = Oy

ol = K 1- Zv 1- Zv 3] 3(3“4V)R§+
3 S RS

ﬁ\

mg[C+(l~2v)R +SiR ] }

2 2
o =Ko, {1 ~2v (1-2v)3-4v) 3r) 30~ éiv}fl .\

3 3 3
r R v
méé(lmVX]:_Z\;) 1MT12(3R+R3) +6(, (1 2V)R +SE’! }
R(R+R3)Z R-Z(R+R3)__ R’ R*
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0K l_!{ui—-2v+1—2v_‘3r22 _3B-av)y

8 r3 R3 rS RS
_4(1-vYi-2v) 1__r§(3R+R3) _scz( 5 )
R(R+R,) R}R+R,)| R’ R’

) *1
O3 =03

w2
G, =0y,

o Ksrz{— (1-2v) (-2v)5-4v)_3r; 33 méf;v}f N
TTRE

r3 RS rS
2
__4(]va1-22\;) 3_r22(3R+R3) 3¢ (3-20)R, +%r2£2 }
RR+R,)} | R(R+R,)| R’ R’
' K (t=2v), (Lmz\f}rq 3riry, 3(B-4v)nR, .
B r’ R’ ¢’ RS
2w
—»—M—[ZR (- - Srz‘éR } }
R -
Ty xﬁi‘g
Gy =05 (2.24)
6'3%:%@32

r.l !’5 R3
m3(3m4v)rfr3m5c113[(132v)zw2v(*] 30CIZR,
R® aeﬁ

41— VX]wZV){ r} ? ] \

R(R+R,)

o Ks{(l ~avl 3 (1=2v)(r ~4vR,)




Equagoes Tnlegrais de Contomo 29

op = K,nr, {* *n --3(3"4!‘})'.3 +4(1--vX1—2v)( r 2 ]+

r R’ R*(R+R,) | R+R;, R
30CZR,
- !
. -2 - 2 33~ —
ol =Ko, {_1 rﬁv L) Rfv_3f~; _3(3-4v)ZR, : 3C(32+C),
1 R
30CZR;
- }
'3‘2.: = ‘3"2
ol - Ks{(l ~ i\z}r3 B 3r.2"5r3 - zv)(sr_; ~4vR,)
i i R
3B -4v)r, - 6CR, [(1~ )2 —2vC]  30CH) 7R, )
R R7
Wé!-(‘imvﬁlc-Zv) (- i: B rzz }
R(R+R,) R(R+R,) R?
.2
ol - Ksrz{»« Iy 1=2v 3 3(3-4v)ER, -:3(:(324«(:)»%
¥ R r R-
30CZR ]
S
oy =04
6’1; EGE
— — -3
(j";: = s{m ,@;__E;g_}i.ﬁg, (1 2:}}‘3 — 3‘? 4+
r R r

3(3-4v)ZR} -3CR,(52-C) 30CZR; \
R’ - R’
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Como mostrado na Fig. 2.9, C representa a distancia entre o ponto de carga
"s" ¢ o plano de contorno x3 = 0.

Note-se que a0 fazer C tender ao infinito (C —> o), isto ¢, 08 pontos "s" ¢
"q" sc afastarem do plano de contorno T" (x; = 0), mantendo-sc r(s, q) inalterada, a
influéncia do contorno desaparcce, chegando-se i solugdo fundamental de Kelvin.

Procedendo de forma andloga. fazendo agora C tendendo a zero (C—» 0), 0
ponto "s* de carga estara situado no plano de contorno . obtendo-se a solugio
fundamental de Boussinesq-Cerruti, cujas cxpressoes serdo apresentadas no pProximo
item.

Uma formulagio para a solugdo fundamental de Mindlin semcthante & de
Kelvin. cm notagdo indicial, pode ser encontrada cm SA & TELLES (1986), a qual ¢
indicada para utilizagdes computacionais. bem como cm BREBBIA ct al. (1984).
Nesta formulagio, a solugio fundamental de Mindlin pode ser escrita como a soma
da solucio fundamental de Kelvin com uma parcela dita complementar, tomando a
seguinte forma:

OF =)+
sendo que, { ¥ ¢ (). representam as expressocs de Kelvin ¢ complementares,

respectivamente,

2.3.4 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE BOUSSINESQ-CERRUTI

As solucdes fundamentais de BOUSSINESQ (1885), para forca normal ¢
CERRUTI (1882), para for¢a tangencial, aplicadas no plano de contorno I' (xa=0).
de um dominio £2*, semi-inifinito, clastico-linear ¢ homogénco, podem ser encaradas
como um caso particular da solu¢io de Mindlin, admitindo-se o ponto "s", na
superficie tivre de forgas (x3 = 0), como mostra a Fig. 2.10. A partir das equagoes
(2.22), podem ser obtidas as cxpressocs para deslocamentos fundamentats da solucéo
de Boussinesq-Cerruti, fazendo-se € = 0, R = r ¢ Ry = r3. As componentes da

solugdo fandamental para deslocamentos, sdo dadas por:



: . |
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U, = Kl_(l —v )+ vrj‘]
sz = Kvr,r,

*

U, =K(0,5-v),

U, = K[ -v)+vii] (2.25)
U3 =KO.5-v),
Uy = K(1 ""’“V)

* * *

E3 E3 4 *
U, =U;, s Uy =-Uy s Uy =~Uy

em quc:
2alr
_ PLANO X320, LIVRE DE FORCAS
. DE SURERFICIE
[
- f‘2
X

o —— o e

FIGURA 2.10 - Problema Fundamental de Boussinesg-Cerruti,
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2.4 EQUACOES INTEGRAIS PARA PONTOS NO DOMINIO

As cquagoes integrais de deslocamentos para pontos pertencentes ao dominio
de um corpo tridimensional, clastico-lincar, podem ser obtidas a partir da Técnica
dos Residuos Ponderados ou do Teorema da Reciprocidade (Teorema de Betti).

Considera-sc um dominio clastico-lincar, isétropo ¢ homogéneo Q. com
contorno I° constituido de dois segmentos Ty ¢ T, nos quais estdo preseritos os
deslocamentos (ou condigdo essencial) ¢ torgas de superficic (ou condi¢do natural),
respectivamente, sendo I' = I' . Ty, conforme mostrado a Fig. 2.3.

As representagdes integrais de deslocamentos para pontos do dominio £2
podem ser obtidas a partir da cquagio (2.6}, utilizando-se a técnica dos residuos
ponderados (BREBBIA, 1978a), scndo que a fungao ponderadora w; ¢ substituida
pelas solugdes fundamentais para deslocamentos ¢ forgas de superficie, w* ¢ pi¥,

respectivamente, obtendo-se a scguinte expressao:

((Ttlj“%b}.ldg I(u uk)dl"%ﬁj(p p}udf (2.26)

Q
Integrando-sc por partes duas vezes a eq. (2.26), resulta:
[buidQ+ foy udQ= ~ [Pyujdl — [pyu dl+ [@p,dl+
Q 0 I, I, T
. (2.27)
+ j u,p,dl’

N

Agrupando-se as parcclas correspondentes aos segmentos I'e ¢ I'; do contorno

I", esta equagdo pode scr reescrita como:

- [oi @ (aaa)+ pi @) @)r©)-
iu? ()b, (Ci)dﬂ(q)+- i[ u; (Q)p, (Q)df(Q)

sendo "q" um ponto do dominio ¢ "Q" um ponto do contorno .

(2.28)

Substituindo-se na eq. (2.28) o termo diferencial do tensor de tensocs dado na

eq. (2.15) ¢ fazendo-se uso da terceira propricdade apresentada na cq. (2.14) e as ¢q.
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~ N - .
(2.18), ¢ tomando-sc cada componente F,", como independente ¢ igual a unidade,

obtém-sc a expressao:

u, (8) =~ Py (5,Q)u,(QAT(Q) + [ U3 (5, Q)p (Q)AT'(Q) +
r T
+ [ UG (s,q)b (q)d2(q)
Q

sendo que 0s pontos “s” ¢ “q” pertencem ao dominio Q. ¢ “Q” ¢um ponto do
contorno I,
A ¢q. (2.29) ¢ conhecida como [dentidade SOMIGLIANA (1886) ¢ forncce as

componentes de deslocamentos para os pontos “s” no interior do dominio €2,
scgundo os cixos de referéneia, uma vez que Uy ¢ Py scjam conhecidos para todos

os pontos do contorno.

2.5 EQUACOES INTEGRAIS PARA PONTOS NO CONTORNO

A identidade Somigliana fornece apenas os deslocamentos para pontos no
interior do dominio,

Necessita-se, no entanto, de uma cquagao integral vdlida ndo so para os
pontos no dominio €, como também para os pontos pertencentes ao contorno I'. Esta
expressao, aplicada a diferentes pontos no contorno, produz um sistema de equagoes
lineares que, uma vez resolvido, fornece os valores das varidveis no contorno.

No intuito dc obter cssa equagio, far-se-4 uma ampliacio do dominio original
Q + I, acrescentando-se, para isto, parte de uma csfera infinitesimal, denominado
dominio £, de raio g, centrado no ponto "'s”, conforme BREBBIA & DOMINGUES
(1984). Desta forma, o ponto "s" do contorno passa a ser considerado como ponto

do dominio, como mostra a Fig. 2.11.
Para o novo dominio € + Q. ¢ contorno I — 1" + I;, pode-se reescrever a

identidade Somigliana, da seguinte forma:



Equagges Integrais de Contorno 34

u,8)=- | u(s,Q)u @Nr@)+ [uy(s,Qp,QNr@)+

=T+ r-F+I
* e (2.30)

+ [uys.a)p,(ape(q)

Q+8,

Desmembrando-sc csta expressdo nos termos correspondentes a0 dominio ¢

20 contorno, tem-sel

t(S)'"“" I Py (8, Q)‘ (Q)“F(Q) jP.; (5,Q)u, (Q}JF(Q)"F
IF U, (5.Q)p, (QUr©Q)- IU (5,0, (Qur@)+ @31
+ I Uy (S ), @)+ I U[,(S ()

O proximo passo ¢ analisar separadamente os limites dos seis termos da
equagdo (2.31), com o objctivo de retornar ao dominio inicial, para o qual o ponto

"§'"  pertencentc  ou  cx(erno a0 CONOTNO. Para isso, faz-sc &3>0 ¢,

consequentemente, £ —» 0 ¢ r—0.

CONTORNO!

CONTGRNO [

FIGURA 2.11 - Acréscimo ao dominio € de uma semi-csfera infinitesimal de

dominio £2,.
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Dessa forma, obtém-sc os scguintes resultados para os limites das integrais no

contorno I — I :

| [}65.Q (QUE@)|-[FiG.OM@KIQ) . e

lgn [UL(5.Qp, (@Ur@Q) = [U; (5@, (K (Q) 2.3

Em razdo da descontinuidade que a fungdo Py® apresenta no lhmite, a
intcgracio da expressao (2.32) deve ser analisada no sentido de valor principal.
Considerando-se. agora, a quarta parcela, verifica-se que os valores de Uy*

. - - 2
sdo da ordem dc é enquanto a integragiio no contorno I, produz €%, podendo-sc

concluir que:

lin| | U;(5,Q)p,(QMr©)|=0 (2.34)
E—p I,

Quanto as duas ultimas parcelas, verifica-se que guando & — 0, a integral de
€2 representa o dominio todo do problema, enquanto gque €, tende a zero.

Resta, agora, analisar a segunda parcela de (2.31), que se comporta de forma
diferente. A integracdo dos valores do tensor Py™ no contorno Iy sdo da ordem de

mllm, cnquanto os tormos resultantes da integracdo sobre a superficic sdo da ordem g’
&

Portanto, a intcgral ndo tem valor definido quando € — G, mas produz um termo
independente, que pode ser calculado pela substituigdo das equacgdes (2.21) (em

Y

termos de forgas de superficic) ¢ a consideragio de que o ponto "S" pertence a um

contorno sem angulosidade (dito "smooth"). Assim, pode-se escrever:
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lim| [ P;(8.Q;(QUr@)|=

" 1
o O [ri6QMr@)|=u®]-5ai = e

1
= "‘“zfﬁij“.i(s)

Deste modo. substituindo-se os resultados dos limites das integrais, na

cxpressdo (2.31), tem-se:

Cij(S}"j(S)::“iPi;(SsQ}I}(Q}jF(Q)-i-lU;(S,Qk)j(Q}iF(Q)%’ B
* gfz Uy (S.q)b, ()d2(a) . (2.36)

que ¢ a expressao geral para pontos do dominio ¢ para pontos do contorno, sendo que
Cii(S) corresponde a:

1 1
Cy(8)=38; =58 = 5% (2.37)

Uma expressio integral para pontos fora do dominio pode ser escrita de
forma similar a cq. (2.36), cm quc o primeiro termo da equagao ¢ nulo. Isto decorre
da aplicagio da tereeira propriedade da distribuicio delta do Dirac, ou seja:

IQS(g,q}x(q)dQ = u(@)z 0 (2.38)

Pode-sc agora. conhecendo-se as expressocs integrais de deslocamentos para
pontos internos ¢ externos ao dominio ¢ para pontos no contorno, afirmar que a eq.
(2.36) ¢ uma representagdo geral, desde que, admita-se, para o coeficiente C ii(S) ,
0s seguintes valores:

85 —3 para pontos internos;

5

| .
ﬁ’fi"""?} para pontos no contorno sem angulosidade:

) —> para pontos cxternos.
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Considerando a forma matricial, tem-se:
oy =1,

sendo que I ¢ a matriz identidade de ordem 3.

Nos capitulos 3 ¢ 4, sera apresentado um tratamento numcrico para a

resolucdo das equagdes integrais de contorno, Cxpressas cm (2.36).
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA
SOLIDOS TRIDIMENSIONAIS

3.1 INTRODUCAQO

No capitulo anterior foram apresentadas as equagdes integrats para um sélido
tridimensional clastico bnear 1s6tropo. No entanto, tats cquagocs ndo permitem uma
aplicagdo imediata na solucido de problemas de engenharia, visto que sdo poucos ¢
simples os problemas que apresentam solugito exata. Assim, aproximagdes devem
ser introduzidas, de forma a permitir a solu¢io do problema, reproduzindo da melhor
forma possivel o problema real. Para tanto, o contorno do solido ¢ diseretizado em
uma scrie de elementos de superficic, cuja geometria ¢ aproximada cm fungio de
scus nos geométricos, mediante fungoes de  interpolagdo. Em cada um desscs
clementos, os deslocamentos ¢ forgas de superficie sdo, também, aproximados cm

rclagdo aos seus valores nodais,

3.2 DISCRETIZACAO DO CONTORNO

A discretizagio do contorno de um sélido tridimensional é realizada
dividindo-o em um niimero fintto de clementos de superficie, que podem ser planos
ou curvos (Fig. 3.1), denominados, também, clementos lincares ou quadriticos: os

mais utilizados sdo de forma triangular ¢ quadrilateral.
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FIGURA 3.1. - Tipos dc clementos utilizados para aproximar o contorno:

a) triangulares; b) quadrilaterats,

Um elemento gualquer fica inteiramente definido pelas coordenadas de scus

. k .
pontos nodais X . As coordenadas cartesianas X de um ponto P qualquer deste
elemento sdo expressas cm fermos de fungoes interpoladoras Y, ¢ de suas

coordenadas nodais:
x, =W, XF (3.
i k“*i - .
ou pela relagdo matricial:

x =W XY, (3.2)

sendo que:

X sdo as coordenadas cartesianas do ponto P.

™ - .
X™ : sdo as coordenadas dos pontos nodais do clemento:

W' o sio as fungoes aproximadoras ou interpoladoras.
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As funcoes interpoladoras  sao, geralmente, polinomials, previamente
escolhidas, cxpressas em coordenadas adimensionals, quc permitem, juntamente com
as coordenadas cartesianas dos pontos nodais, a defini¢do adequada da geometria do
elemento.

O dominio do solido também pode ser discretizado em elementos de volume,
denominados células, geralmente, de forma tetraédrica, pentacdrica ¢ hexaédrica,

como mostra a Fig. 3.2.

Yo —
i
i
!
!
I
i

PO P S

FIGURA 3.2 - Tipos de células para aproximar o dominio: a) tetraédricas: b)

pentaédricas: ¢) hexacdricas,

Fungoes interpoladoras W, sfo usadas para cxprimir as coordenadas

. . . N
cartesianas X dos pontos em cada célula, em termos das coordcnadas nodais X

c

da célula, isto &

X = T AD € (3.3)

Ye T
De mancira similar, sobre cada clemento, sdo também aproximadas as
varidveis envolvidas no problema, neste caso, deslocamentos ¢ forgas de superficic,

em funcdo de seus valores nos nos funcionais, empregando-se fungocs polinomiais.
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Tais fungdes podem ser constantes ou com variagdo lincar, quadratica ou de ordem

superior, como mostra a Fig, 3.3.

FIGURA 3.3 - Discretizacio do contorno de um corpo em  clementos:

a) constante; b) linear ; ¢) quadritico.

Da mesma forma que se aproximou a geometria, os deslocamentos U ¢ forcas

de superficic p podem também scr aproximados por meio de fungoces interpoladoras

. N N .
D ¢ valores nodais U7 ¢ P, respectivamente, como:

u=ao' U°
- (3.4)

p= . ng (3.5)

H

As forcas volumétricas b, de forma andloga as varidveis de contorno, podem

ser aproximadas sobre cada célula por fungdes interpoladoras @ ¢ valores nodais
T

B;\'
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b = (?'1' [}N (3.6)

¢
Apos expor a forma como a geometria ¢ a8 varidveis envolvidas podem ser
aproximadas, retomar-se-a a cquagio integral de deslocamentos (2.36 ) cm sua forma
matricial, cscrita como:
) u®)+ [’ (5,Q) u(QUNQ) =] 1 (5, Q) PQ)T(Q)
h h I~ - r -

. (3.7
+;{ 0’ (S,q) b(Q)dAq)

Discretizando-s¢ o contorno do solido em “J” clementos ¢ scu dominio cm

“hE” células, a equacdo integral para um no S qualquer do contorno, torna-sc:

I

W ) 7
Q(S)Q(S)+ZLI P (5.Q)0" (I |UM(Q)=
j'—=1 -~

I 1
-2 1.[ W (5.Q)0" (Q(Q) |PH(Q)+ (3.8
=4 I;

wl . ) 1.
e [ s.00 @dr@ 5@

m=1| Q.

Aplicando esta cquagio aos “NT pontos nodais do contorno do solido,
estabelece-se um sisterna de equagdes que, escrito em forma matricial, ¢ dado por:
N
CU+HU=GP+DB, (3.9

A

sendo que as matrizes H, G ¢ D resultam do cileulo das integrais da cquagdo

(3.8), as quais scrio tratadas posteriormente.
It

As matrizes C ¢ H da equagdo (3.9) sio somadas, resultando:

HU=GP+DB (3.10)
Conhecidos os valotes prescritos dos deslocamentos U das forgas dc
superficic P ¢ das forgas volumétricas B, as colunas das matrizes H ¢ G na

cquagio (3.10) sdo trocadas catre si. de mancira que todas as incognitas fiquem no
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primeiro membro; obtém-sc, assim, um sistcma de cquagdes algébricas com “3N”
incognitas, do tipo:

BX=F (3.11)
Neste sistema, X ¢ o vetor das incognitas, constituido por deslocamentos ¢

forcas de superficic, B ¢ a matriz cheia ¢ nio simétrica composta por colunas das

matrizes H ¢ G. ¢ F ¢ o vetor formado pela multiplicagdo dos valores prescritos

(U e P), com as correspondentes colunas de H ¢ G, mais a contribuigdo das

forgas volumeétricas.

A solugiio do sistema de equagdes (3.11) pode ser obtida. por cxemplo, como:

X=B"F. (3.12)

-1, o
onde B™ ¢amatriz inversade B.

3.3 GEOMETRIA DOS ELEMENTOS

Como ji foi dito, o contorno de sélidos tridimensionais pode ser discret izado
por clementos planos ou curvos, tendo a forma triangular ou quadrilateral. Neste
trabatho, serio utilizados os clementos triangulares planos para discretizar o contorno
dos solidos.

O clemento triangular linear fica definido sc forem conheeidas as
coordenadas cartesianas de scus pontos nodais localizados cm scus vértices (Fig. 3.4)
e as fungoes aproximadoras, expressas em coordenadas naturais (triangulares) ou

homogéneas.
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FIGURA 3.4 - Coordenadas globais ¢ naturais (locais) para o clemento

triangular plano.

As coordenadas homogéneas ou triangularcs facilitam a representagao de
funcdes de interpolagio ¢ simplificam integracocs quando sc opera com os mctodos
dos clementos de contorna ou dos elementos finitos, com clementos triangulares,

Examinar-se-4 o clemento triangular mostrado na Fig. 3.5. Admita-sc um
sistemna de coordenadas cartesianas local, cujos cixos yI ¢ p2 estdo contidos no plano
do clemento. Pode-se definir a posi¢do de um ponto P qualquer do tridngulo pelas
suas coordenadas (yI, ¥2), que. juntamente com os vértices do triangulo, definem as
dreas Ay, Ay ¢ Ax, tais ques

A=A +A,+A; (3.13)

sendo A a area total do tridngulo de vértices 1, 2, 3. Uma vez que os valores de Ay,
Ay ¢ Ay sdo tnicos para cada ponto pertencente ao triangulo, pode-se concluir que
estes podem ser usados para definir a posi¢ao de pontos no triangulo, isto ¢, como
coordenadas. Na pratica, contudo, ¢ melhor trabathar com valores adimensionais, As

coordenadas homogéneas ou triangulares sdo, entdo, definidas como:



tn

Métado dos Flementos de Contorno para Solidos Tridimensionais 4

A

gzz} (3.14)
A

ijf (3.15)
A ,

&= (3.16)

Note que, a partic das cquagdes (3.13), (3.14), (3.15) ¢ (3.16), podemos

verificar que:

Yap

& +8& +E5 =1 (3.17)

¥

¥

FIGURA 3.5 - Coordenadas cartestanas do ponto P,

Da equagdo (3.17), pode-se  concluir que nem todas as trés coordenadas

triangularcs sio independentes. A Fig. 3.6 mostra os valores das coordenadas

homouéneas (&; , &, &3 ) para alguns pontos televantes, cujos valores variam entre 0
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y2

(0,172,172}

Yi

FIGURA 3.6 - Coordenadas naturais para alguns pontos do triangulo.

Pode-se estabelecer relacdes entre as coordenadas triangulares ¢ cartesianas,
apresentando as expressoes para as dreas Ay, As ¢ Ax em termos das coordenadas

dos vértices do clemento triangular, como:

IY} y, 1

Ay=—ly; vy 1 (3.18)
2 3 3
yi y2 |
]yi y, 1

AZEEY; ‘yi 1 (3.19)
yi ¥y 1
1yi vy 1

A =5 vi v; f (3.20)
y, v, 1
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- - j (1544
Nestas equagocs, para o sistema de coordenadas local, yy. “i” corresponde
as dirceaes 1, 2 ¢ “j” o numero dos vértices do clemento triangular (1, 2 ¢ 3).

Tendo em vista a definicio de coordenadas homogéneas, verifica-se que:

A 1

Mg =Ly (2 -y eva (vl -y +yivi-vivd] ean
A 2A

A 1

Bog =il -y bi-vi)+vivi-vi] o2
Ay 1 1 2 2 1 1,2 1,1

=5 = W[Yﬁ()’z - YZ)+ Yz(}% - Yi)"*" Yiya— Y1Yz] (3.23)
A 2A

Assim, podcmos escrever urma cxpressio geral, como:

E =a,y,+by,+¢; (=123, (3.24)

scndo ques

1

a; = fi}f{(y% ﬂyi‘) (i=1,2,3) (3.25)
1 .

b, = gg(ﬁ‘ my"l) (j=2,3,1) (3.26)
1/ . .

¢ = -ﬂ(y‘iy’z‘ my‘l‘y"z) (k=3,1,2) (3.27)

onde, i. j ¢ k sdo tomados em seqiiéncia ¢ ciclicamente, como indicado acima.

A equagdo (3.24), apresentada matriciatmente, toma a forma:

j%ll Irai b Ql“ Y1 l
Erf=[a, by C;i¥2{. (3.28)
lézJ I.33 b, C.u“ i J

ou, ainda:

§=Cy (3.29)

Invertendo  a equagdo (3.28), obtém-sc a rclagao entre as coordenadas

cartesianas ¢ triangulares, cxpressas como:



Método dos Etementos de Contorno para solidos Tridimensionais 48

—
[ 3¥)

1 2
JY]L er1 yi ¥ H@ll
Y2 :L.Yz Y2 ¥ J & (3.30)
L 1 J | I S
Retornemos. agora, i Fig. 3.4: a partir da cquacdo (3.2), as coordenadas

cartesianas de um ponto qualquer pertencentc ao clemento triangular sdo dadas por:

=P EXY (3.31)
onde:
X,
X =1X, (3.32)

w' 00

‘?‘m 0 y'oo0 (3.33)
0 0 !
v v
,XN,

T '_1:

?{xz”f‘\g (3.34)
i
A

A funciio interpoladora Y. exibida na equagdo (3.33), podc ser expressa em

coordenadas homogéneas pot:

&y
y=1E, (3.35)
&)
As coordenadas cartesianas dos trés nos dos vértices do clemento triangular

podem ser represcntadas por:
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X" =

i

2y
Xir (=123,
3
Xi
sendo “IN o ntiimero do nd ¢ “i, a diregao.

Explicitando-sc, a equagdo (3.31) toma a forma:

Para o emprego de coordenadas triangulares, as ¢

(3.36)

Py
o

—

Xy (3.37)

3
X3

.

quagocs integrais escritas

originalmente cm um sistema de coordenadas cartesianas global, devem passar a ser

expressas em coordenadas homogéneas, jd que estas $3o utilizadas na aproximagdo

da geometria dos clementos, bem como das variaveis envolvidas. Assim, a seguinte

transformacio, valida para qualquer fungdo r, deve ser efetuada:

aqui, J ¢ o Jacobiano que relaciona a diferenciagio de

~

[ or | N@X] 0x, 5K3m [ or | '”QE”_
&, oL, o0 0§ i 0x, 0x4

<_“a};>ﬁ=. 0x, 0%, 03 < or >mJﬁ_QL
ok, oE, 0F, 0%, || 0x, -1 0%,
Or | | 8x, Oxy 0%y o || Or

L dn) Lon on  Onilox;) L 0% 54

- (3.38)

coordenadas homogeneas

para coordenadas cartesianas ¢ 1 ¢ 0 versor normal ao plano do elemento.

Na Fig. 3.7, cstdo indicadas as diferenciais do vetor posigdo r em relacio as

coordenadas homogencas,
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FIGURA 3.7 - Indicacio dos sistemas de coordenadas.

A partir da equagdo (3.38), pode-sc, agora, escrever a diferencial de volume:

or or 61‘
d€3 = o X d dé,d IJ\{‘! dec,d 3.39
5@] aé éi E;,z TI %1 @z T] ( )
A diferencial de drea do contorno dI pode ser representada como:
or or
dl" = ——dE, d ‘ }d d&,, 3.40
6%3 Béz %l %Z él é” (
onde:
or (ax, 0x, 6){;]
BhdolN hhitn BT S (3.41)
98, ~\ 0, " g, O&,
or (Bxl Ox, 8)&3}
9 , (3.42)
0%, o, 0k, 7l
o2 .
Note que (} ¢ igual a0 modulo do vetor normal 2o clemento, que, no caso

de clemento triangular plano. ¢ numericamenic igual ao dobro de sua arca “A™.
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O vetor normal ¢ dado pelo produto vetorial:

or Of

N=5E % BE, (3.44)

Suas componentes cm relagdo ao sistema de coordenadas global, ficam

definidas como:

0x, 0x, Ox, (3.45)
'ﬂ"’" a,n 1 an s a,n e
Escrevendo a cquacio (3.31) na forma indicial, tem-sc:
X; = £ XJ (3.46)

Difcrenciando a cquagio (3.46) em refagao as coordenadas homogeéneas & ¢
£, ¢ considerando-se a cquagdo (3.17), na qual se admitc & como varidvel

dependente, obt¢m-se:

X,
oX; X! - x3 (3.47)
0%,

(i=1,2,3)
oX., . _
IM X ex? (3.48)
0k,

3.4 FUNCOES DE INTERPOLACAO

As fungoes de interpolagio das varidveis envolvidas nas cquagdes integrais
para solidos tridimensionais. deslocamentos ¢ forgas de superficic, podem ser
aproximadas dc forma andlogas ds da geometria do elemento ¢ dependem apenas da
posiciio dos pontos nodais no elemento.

As funcoes de interpolagdo podem ser constantes, lincares, quadriticas ou dc
ordem superior. A scguir, serdo apresentadas apenas as funcoes de interpolacdo

constante e lincar, utilizadas em elementos triangulares.



i
I
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3.4.1 ELEMENTO TRIANGULAR CONSTANTE
O clemento constante considera apenas um ponto nodal tocalizado.

geralmente, om seu centroide, sendo que as varidveis sdo aproximadas pela fungdo

@ . como mostra a Fig. 3.8.

—2 D

Emfo nodal [

FIGURA 3.8 - Elemento triangular constante.

O clemento triangular constante presta-se para aplicagdes cm problemas com
qualquer tipo de descontinuidade. sem nenhum problema de  singularidade,
apresentando bons resultados como os obtidos por LACHAT (1975), NAKAGUMA
(1979) ¢ SILVA (1989). Uma desvantagem desses clementos ¢ a necessidade de um

grande namero de clementos para se obter resultados mats precisos.

Os deslocamentos ¢ for¢as de superficic sdo dadas por:

u = o' N (3.49)
p=@'P" (3.50)
sendo quc:
Uy Py
u=iuy[ : P=)P: (3.51)

s Ps



Método dos Elementos de Contorno para Solidos Tridimensionais 53

100
@"‘:{0 1 0]=1 (3.52)
) 00 1]

jU: P!
uY=3U!} pY=1P) (3.53)
o lu) T e

.

O indice N ¢ utilizado para indicar os valores dos deslocamentos ¢ forgas dc
" . . N N
superficic nos pontos nodais do clemento. Assim, U ¢ P, representam

respectivamente o deslocamento ¢ forga de superficie na dire¢ao i do ponto nodal N.
3.4.2 ELEMENTO TRIANGULAR LINEAR

O clemento triangular lincar conta com trés pontos nodais., os quais permitem
uma melhor aproximagio das variaveis do que o clemento constante. Entretanto, o
clemento lincar apresenta problemas de descontinuidade, especialmente em relagdo
is forcas de superficic. No que se refere a continuidade. o clemento pode ser

classificado como continuo, de transi¢do ¢ descontinuo (Fig. 3.9).

FIGURA 3.9 - Elementos triangulares lincarcs: a) continuo: b) ¢ ¢) de

transicdo: d) descontinuo.
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3.4.2.1 ELEMENTO TRIANGULAR LINEAR CONTINUO

O clemento triangular lincar continuo ¢ aquele cm que os pontos nodais

coincidem com os nos geométricos localizados nos vértices 1. 2 ¢ 3 do clemento.
onde as variaveis sdo aproximadas por fungdes dc interpolacio o' ¢ ¢ ¢,
respectivamente, como mostra a Fig. 3.10.

Cada funcio dc interpolagio ¢' tem valor unitario no ponto nodal i ¢ zero nos
demais pontos nodais; assim, cssas fungoces podem ser representadas por:

¢! =&,

¢F =&, | (3.59)

b2 =&,

2 X
sendo, 4‘;',', Ec £ as coordenadas homogéneas.

ponta nodal

&,
e

FIGURA 3.10 - Funcdes interpoladoras para o clemento triangular lincar

continuo.
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Este clemento ndo possibilita a inclusdo de descontinuidades; por esta razdo,

cle s6 podera ser utilizado em contornos onde nao existam angulosidades.

Para o clemento ora apresentado. os destocamentos ¢ (orgas de superficie sdo

dados por:
u=d (EU" (3.55)
p=0" (&P, (3.56)
onde:
u, P
w=yu,r o p=ip, (3.57)
U, P

o0 0 42 0 0 o' 0 0
dT={0 ¢ 0 0 o> 0 0 ¢ 0 (3.58)
0 0 ' 0 06 ¢ 0 6 ¢

u!l p!

U, P,

U} P

Uf P
Ut = 03 o PR =Py (3.59
R LV B |

U3 P}

U3 p;

(U3 P}

3.4.2.2 ELEMENTO TRIANGULAR LINEAR DESCONTINUO

No elemento triangular linear descontinno, os pontos nedais ndo coincidem
cont 0s nos geométricos localizados nos vértices do elemento. Os pontos nodais 1, 2

¢ 3 estio localizados internamente ao clemento ¢ posicionados sobre segmentos de
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retas paralelas aos lados do clemento . As variaveis sdo aproximadas por fungdes de
. - 2 e -
interpolagio ' ¢ c ¢* quc possucm valorcs unitarios nos  pontos nodais

correspondentes 1.2 ¢ 3’ ¢ zero nos demais (Fig, 3.11).

panto nodal

FIGURA 3,11 - Posicio ¢ fungdes de interpolagio dos pontos nodais do

clemento triangular lincar descontinuo.

Os pontos nodais 1,2 ¢ 3, desiocados para o interior do clemento, ficam

definidos cm funcio dos parimetros ¢y, €3 ¢ €3, determinados em  relagdo as
R ) ; . .

coordenadas homogeneas ElLE e £}, respectivamente. constituindo, assim, um novo

sisterna de coordenadas homogéneas &, &, ¢ &y (Fig. 3.12), dadas por:

£y — ¢4

glg

Cy
— - €
E, = G (3.60)
Cy
z G €
3 ¢,

sendo que:
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c,=1l-¢c;—¢,—¢, (3.61)

Al

3 (0,0,1) I 100] \ g
=§1

3{0,0.t) 1 (Loo)

FIGURA 3.12 - Sistemas  de  coordenadas  homogéneas &, ¢ &;, com

i=1,2.3

Bascados no trabalho de GIL RODRIGUEZ (1986), BARBIRATO (1991) ¢
TEJERINA CALDERON (1996) adotaran:

¢y =0y = ey = 0,1625 (3.62)

As funcdes interpoladoras empregadas para aproximar as variavels sao dadas
por:

¢I = gl

¢’ =& (3.63)

¢’ =&

Para o clemento triangular lincar descontinuo, os deslocamento e forgas de
superficic sdo dados por:

=@ (E)U" (3.64)
p=0"(§)P". (3.65)

onde:
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u, Pt
u=u, S P=EAP
u; P

O =0 ' 0 0 6 0 0 ¢ 0
0 0 6" 0 0 ¢* 0 0 ¢’

H Py
U P
U P
Ui P/
Ut =057 PY =Pl
| LS
U Py
U; Py
Us) LP3 )

FIGURA 3.13 - Descontinuidades no contorno de um solido {ridimensional.

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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O emprego deste tipo de clemento triangular lincar. dito descontinuo, permite
que as variaveis scjam descontinuas cm pontos do contorno correspondentes a nos
adjacentes. Isto ocorre em situagdcs onde existam vinculagdes diferentes catre
clementos que concorram para uni mesmo no ou angulosidades, como, por cxemplo,
om arcstas ¢ cantos como mostrado a Fig. 3.13. Nesle casos. o clemento triangular
lincar descontinuo ¢ mais adequado. apresentando resultados com boa aproximagio.
No entanto, a utilizacio cxclusiva deste clemento para discretizar todo o contorno
acarreta um aumento significativo no nimero de nos ¢, por conscqiiéneia, no NGMEro

de cquagdes do sistema.

3.5 INTEGRACAO SOBRE OS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste trabalho. as forcas voluméiricas b scrio negligenciadas, mesmo
sabendo que, em geral, apresentem valores conhecidos. Assim, serdo consideradas
apenas as varigveis de contorne do sélido tridimensional.

Assim. a cquagdo (3.8), passa a rcpresenta apenas o contorno do solido

diserctizado em ~§" clementos, ¢ toma a forma:

J . , N
S uE)+ Y| fp (5.Q)@ (QI(Q) |UT(Q) =

r (3.69)

I

i=1

fu’ (5.0 (@QMr(Q) |PT(Q)
Vi ,

Os dois termos integrais, explicitados na cq. (3.69), podem ser definidos,

respectivamente Como:

h= fp(5.Q)@ " (Q)I'(Q) (3.70)
I
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g= [u'(5.Q)® " (Q)dI'(Q) 3.71)

~ rim -

As posicdes do ponto de aplicagio S (ponto fonte) ¢ do ponto resposta Q
(ponto campo). em relagdio ao clemento a ser integrado, definem o tipo de integragao
mais apropriado, podendo  ocorrer duas situagdes: quando os pontos ScQ
pertencem  a clementos distintos ¢ quando perlencem a0 Mmesmo clemento,

denominadas, respectivamente. de integragio niio singular ¢ integragao singular.

3.5.1 INTEGRACAQO NAO SINGULAR

No caso em que os pontos § ¢ Q pertengam a elementos distintos, pode-se
utilizar a integracio numdérica para clementos triangulares apresentada  por
HAMMER ot al. (1956), que ¢ cfetuada em relagdo as coordenadas triangulares

homogéncas &; deste modo, a equagdo (3.69) pode ser escrita como:

12
hm‘G” jf éi*‘%Z?és}léi &, (3.72)
- o\ @
que. representada na forma de somatorio, lica:

MZ* (%n%ze@fs}’vw (3.73)

Nesta cquacdo, fem-sc:

tGi : jacobiano da transformagao;

B : numero de pontos de integragao;

EiLELEL . coordenadas homogéneas dos pontos de integragio:
W, : pesos associados aos pontos de integragdo;

f (gl,gz..z:;}) - integrando da integral na expressio (3.70).
~h

Utilizando procedimento andlogo com a equagdo (3.71), obtém-se:
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g=lGli§g(§2,§é~§3)ﬂ (3.74)

sendo (éi ,é2,§3) o integrando da integral na expressao (3.71).
~p

Estc processo de integragao cncontra-se disponivel na lilcratura para o
emprego de até treze pontos de intcgragio, com os quais s¢ obtém valores cxatos
para funges polinomiais de sétimo grau. Contudo, mesmo com c€sse timitado
namero e pontos de integragio, o0s resultados sio satisfatérios, cspecialmente
quando 08 pontos § ¢ Q encontram-sc suficicntemente afastados. No entanto. quando
esses pontos ¢sldo Proximos, mesmo pertencendo a clementos diferentes, ha a
necessidade de um namero maior de pontos de integragao para s¢ obter resuliado
mais preciso.

Uma alternativa para aumentar o nimero de pontos de integracdo, scgundo
NAKAGUMA (1979), consisic  cm subdividir o clemento  triangular  cm
subelementos, em cada um dos quais podem ser utilizados até treze pontos de
integragiio. Deste modo, o nimero de pontos de integragio no clemento triangular ¢
incrementado de acordo com o namero de subdivisdes em subclementos.

Obviamentc. com csses subclementos ndo scrdo criados quaisquer nos
adicionais no clemento: cles apenas serdo empregados para o caleulo das integrais
numéricas nos subclementos, sem modificar o niamero total de incognitas do sistema
de cquagdcs.

Para a divisio do elemento cm subelementos. sio necessarios dois sistemas

de coordenadas homogéneas dilerentes; &; . associada ao clemento, ¢ éi, associada ao

subelemento, como mostrado a Fig. 3.14.
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3 (0,0,1) z’ 111,0,0)
i

FIGURA 3.14 - Coordenadas (riangulares homogéncas do clemento ¢

subclemento.

As coordenadas cartesianas X de um ponto P pertencente a um elemento (Fig.

3.14), cxpressas em {ungdo das coordenadas homogéneas &, siio dadas pela cquagio

{3.31). ja apresentada, 1sto ¢:
T A
x=P(E)X (3.31)
Analogamente, as mesmas coordenadas cartesianas X do ponto P pertencente

ao clemento (Fig. 3.14), expressas agora em funcdo das coordenadas homogéneas

%i, podem scr representadas como:

=¥ @)x" (.75

sendo :

e s C . N
v (%) - as {uncdces de iterpolagao do subelemento:



Métode dos Elementos de Contorno para Solidos Tridimensionais 63

X - 4 coordenadas cartesianas dos nés do subclemento.

A partir da cquagdo (3.31), ¢ oscrevendo as coordenadas cartesianas dos nos

N - ~ . : .
do subelemento X cm [ungdo das coordenadas cartesianas dos nos do clemento

N )
X" tem-se

=T EN) XN (3.76)

onde éf“ sio as coordenadas & dos nos do subclemento.

Substituindo-sc a equagiio (3.76) na equagdo (3.75), obtém-sc:
_w ey eNyyN
x=P (¥ (£ X (3.77)
Igualando-se as coordenadas cartesianas X dadas pelas equagdes (3.31) ¢
(3.77). tem-se:

‘?(é);‘“{’(éﬁ)‘?(%) (3.78)

Para os clementos com funcio interpoladora com variagio linear, a cquacio

(3.78), escrita cm forma explicita. torna-se.

e (D 1) (3 v
& gl g g &,
2 Wiy _
g, r=l8" &Y B NE, (3.79)
{1 2) Hlle
g | g e el

E.c; sao  as coordenadas  homogéncas  do  clemento e subclemento,

. () .
respectivamenic, ¢ E;ij . as coordenadas &; de cada um dos nos j do subelemento.

As coordenadas &, serdo dadas pelas coordenadas homogeneas dos pontos de
ooraci w cada subel . i WENY serd O ,
intcgragio para cada subelemento ¢ a matriz (E™) serd formada pclas
coordenadas &; dos nos de cada subelenicnto.

A subdivisio do clemento em subelementos pode ser fcita de forma que estes
sgjam obtidos com as mesmas caracletisticas geometricas do clemento gerador, cono

mostra a Fig. 3.15. Isto sc consegue dividindo os lados do clemento em partes iguais
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¢ unindo os pontos assim determinados por segmentos de retas paralelos aos lados do
clemento. Deste modo. dividindo-se os lados do clemento ¢m duas paries iguais,
serdo obtidos quatro subclementos: em irés partes iguais, nove subelementos; ¢,
assim, succssivamente, podendo-se observar uma variagao quadritica no niimero de

subclementos gerados. em relagio ao numero de subdivisdes dos lados do elemento.

7 AN 7 AN

FIGURA 3.15 - Divisdo de um clemento em subelementos.

Para cxemplificar, vejamos um clemento dividido em quatro subelementos,

apresentados na Fig. 3.16, sendo que as matrizes W(E") apresentam os seguintes

valores:
1 1/2 1/2 1/72 0 8
¢ 1/2 ¢ /2 1 1/2
6 0 1/2 0 0 1/2

subelemento | subelemento 2
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1/2 1) 1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0 1/2 0
0 1/2 1/2 1/2 1/2 1
subelemento 3 subelemento 4
1 (1,0,0}

(172,172,0) £ \ (1/2,0,1/2)

N2 .
2(0,1,0) (0,172,172} 3(0,0,1)

FIGURA 3.16 - Elemento dividido cm quairo subelementos.

O ndmero de subelementos pode ser determinado em fungio da distdncia
entre o ponto fontc ¢ o clemento a ser integrado. ou scu centronde, Quanto menor
essa distdncia, maior scrd o namero de subclementos uttlizados. NAKAGUMA
(1979) empregou scte pontos de integragio om cada subelemento ¢ admitiv os

seguintes intervalos para determinar o numero de subelementos:

0<R<L 9 subclementos:
L<R<2L 6 subclementos;
R>2L 3 subclementos.

Aqui, R ¢ a distancia entre o ponto fonte ¢ o centroide do clemento e L, a
média dos comprimentos dos lados do clemento.
Com o objetivo de obter resultados mais precisos, optou-se, neste trabalho,

por utilizar também scte pontos de integragdo cm cada subclemento, mas s¢
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adotando os scguintcs intervalos para a determinaciio do namero de subelementos,

conforme TEGERINA CALDERON (1996):

0<R<L 25 subelementos:
IL.<R<2L 16 subclementos:
2L < R<4L 9 subelementos:
R > 4L 4 subelementos.

Tendo o clemento sido dividido cm subclementos, as cquacoes (3.73) ¢ (3.74)
assumem a forma:
NS

h=Y[GIF (€5 EDW,. (3.80)

” k=1 i=l ~h

Ns .0 o .
g = Z‘QZf (&1 5565w, (3.81)
~ k=l i=l~g
sendo, G o jacobiano da transformagao realizada.
Outra alternativa para aumcntar o numero de pontos de integragio foi
sugerida por TELLES (1986}, que consiste em transformar o clemento de dominio
triangular em quadrangular, podendo-se. assint, recorrer aos pontos de integragdo da

conhecida guadratura do Gauss, aplicados cm duas diregdes ortogonais.

3.5.2 INTEGRACAOQO SINGULAR

Quando os pontos § {ponto fonte) ¢ Q (ponto campo) focalizam-sc N0 Mesmo
clemento. a integragdo numérica, segundo Hammer, ndo permitc uma boa
aproximagio, devido @ singularidade existente. indicando a necessidade de sc
recorrer a um procedimento aiternativo,

Um artificio utilizado para solucionar esse problema consiste no cmprego de
um sistema local de coordenadas cilindricas (v, 8. z), com origem 1o ponto S ¢ocixo

z perpendicular ao plano do clemento. como mostrado a Fig. 3.17.
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Xy

FIGURA 3.17 - Sistema de coordenadas tocais cartesiano ¢ cilindrico.

Procedendo-se desta forma, reduz-se a ordem da singularidade nas integrais

. b
f P

das submatrizes ¢ ¢ h. que sio L ¢ L. respectivamente, ¢ o clemento a ser
integrado [icard em [ungdo apenas de v ¢ 0: assim. as cquagdes (3.73) ¢ (3.74)

poderdo ser rescrilas como:

h={ [p (5,Q)@ (Q)rdrd0(Q) (3.82)
[

g= | [u'(5,Q)@"(Q)rdrd8(Q). (3.83)
~ 0 -
seado

dI" = rdrd0 (3.85)

As solucdes fundamentais de Mindlin, cscritas em [ungdo de @ ¢ P,

podem scr apresentadas sob a seguinte forma:
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+ kyr; +krrr, .
p =k, ————+Kk[ (R) (3.85)
~ r

. k,+k,rr; _
u =k, ———L+k,f (R). (3.86)
N v

onde:
k; sdao cocficientes constantes;
r;.r;crysio os cossenos dirctores do vetor 1.
f.(R) ¢ £,(R), sdo fungdes relacionadas a distincia entre o ponlos campo Q ¢ o
ponto §°, sendo este Gltimo simétrico ao ponto fonte S, em relagdo ao plano
x3= 0 (veja Fig, 2.160).

As integrais que contém as fungdes f(R) ¢ fy(R) tem comportamento
distintos dependendo da posicio do ponto 8. Assim, gquando o ponto S (fonte) néo
osta contido no plano x3 = 0, solugdo {undamental de Mindlin, as integrais sdo ndo
singulares, visto que o ponto $* fica sempre fora do clemento; portanto as integrais
poderdo ser caleuladas como indicado no item anterior, isto &, resolvidas como
intcgrais numéricas. No entanto, quande o ponto S cstd contido no plano X3 =
(solucio fundamental de Boussinesq-Cerruti), o ponto 8’ coincide com o ponto 5 ¢,
portanto R = r. Nestc caso, as integrais sdo singularcs ¢ deve-se observar os
procedimentos que a seguir se indica para a solugdo dessas integrais.

Considerando-sc apenas 0s termos em ¢ das solucdes {undamentais (3.85) ¢

(3.86); as integrais (3.83) ¢ (3.84) assumem a scguinte [orma:

E;;j' J“kh;:c?"’(Q)drdS(Q); (3.87)
4 r

g=[ [k, ®"(Q)drd6(Q) (3.88)
- a4 r

nesias, (ém-se:

ky, =k (kr, +k,prpr) (3.89)

e, =k, (k, +k,rr) (3.90)
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N T .
As funcoes interpoladoras @ ° para um clemento linear, cxpressas em Crmos

de coordenadas cartesianas locais Y, tomam a seguinte forma geral, ji apresentada

anteriormenic:
& =a,y,+byy,+¢; (i=1,2,3) (3.24)

sendo que:

I i Lk P
aizzigg(j2~—y2) (i=1,2,3) (3.25)
i .
SRR [ S s
1 : .
o= galvivi-vivl) aean 620

onde, i, j ¢ k sdo tomados em seqiiéneia ¢ ciclicamente, como indicado acima.

Transformando-sc as coordenadas cartesianas ¥ em coordenadas cilindricas,

tém-sc:
y, = rcos@ (3.91)
y, = rsend (3.92)
yy= =10 (3.93)

Escrevendo-se a equagio (3.24) em coordenadas cilindricas ¢ substituindo-a

nas cquages (3.88) ¢ (3.89), obtém-se:

hxj quhi(aircosﬁwi«birsene%mci)drdG(Q), (3.94)
oo T

gm[ fkg(ai:“cose+hii°sen8+ci)drdG(Q) (3.95)
- 0 r

onde, i=1,2,3.
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FIGURA 3.18 - Esquema de integragio em 1.

Constata-se¢ que a utilizagio de coordenadas cilindricas eliminou  a

singularidade nas integrais da submatriz g, permitindo-se integrar analiticamente em

v (Fig. 3.18), (icando:

w2 =2
= [ly(n; eos0+ b, sen6 4 ¢, )d0(Q) 3.96)
- 0

sendo que F, ¢ a equagdo do lado k do clemento triangular, dada por:

¢
: k (3.97)
a, cosO -+ b, send

i‘ et

L.

A singularidade nas inlcgrais da submatriz h foi reduzida de -4 para 1:
= ¥
~ r

portanto, serd necessario que a integragdo scja cfetuada no sentido do valor principal,

1sto ¢
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h=lim j'_[kh[aic059+biSen9+cji)drd6(Q) (3.98)
- £ 0 e r
h= th(aifk cos6 + b1, sen@ +¢;In Fk)dB(Q) -
T
lim| [k, c; Ined6(Q) (3.99)
£ -+0 0

Integrando-se cm relagio a 6 o termo com o limite, obtént-se:

27
lim{ [k,¢, Inedd(Q) |=lim| ¢, Ing [k, d6(Q) (3.100)
30 a g0 o

O calculo da integral cm 0 conduz a valores nulos, uma vez que o integrando
Kk, contém uma combinagio dc fungdes de seno ¢ cosseno de 6. Portanto,

reescrevendo a cquagdo (3.99), tem-se:

h= ‘fkh(aiﬁ cos0 + b,1, sen0 + ¢, lan){ig('Q) (3.101)
0
Apds a integragdo analitica cm ¥, as cquagoes (3.96) ¢ (3.101), sao,
geralmente, infegradas numericamente em 8. utilizando-se o processo de Gauss,
Outra forma de calcular as integrais (3.96) ¢ (3.101) ¢ transformando-as cm
integrais sobre o contorno do elemento triangular, considerando-se este tltimo como
sendo lormado por trés elementos lincares (Fig. 3.19), através da substituicdo da

diferencial cm 0 pela seguinte relagao:

df@ =rd0. (3.102)
on

sendo que dI” ¢ sdo relativos aos clementos linearcs que formam o clemento

on

triangular.
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FIGURA 3.19 - Intcgragiio para ponto de colocagdo interno sobre os lados do

clemento triangular,

Os lados do elemento triangular formam o “contorno ficticio™ do mesmo ¢
podem scr considerados como se fossem “clementos de contomo lincares”™. Assim, as

integrais (3.96) ¢ (3.101), assumem a seguinte [orma:

I or -
-~ F r, on
Yik Vo or o
y e k,[a.w+b.w+c.) —dI” 3.104
5 ;[ My Ty )5 Q@ (100

Integrando-se (3.103) ¢ (3.104) ao longo dos trés lados do clemento

triangular, utilizando-se a quadratura de Gauss, obtém-se:

L AR
h=3 > ({;E)wi, (3.105)
- i=1 " h

k=1
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7o

313

k=t i=1"8

5= (é’i)wi ' (3.106)

sendo que:
k representa cada um dos trés clementos lincares;

n ¢ o numero de pontos de integragio;

~

€, sdo as coordenadas homogéneas dos pontos de integragio,

W, sdo os pesos dos pontos de inlegragdo:

~

J} ¢ 0 jacobiano da transformagao:

A

f (é;) e f (é;) s30 os integrandos das integrais (3.103) ¢ (3.104).
~g ~h

respectivamente . em  fungdo  da  coordenada
homogénca &, .

Os procedimentos utilizados neste item, cmbora tenham considerado o ponto
S (fonte) situado no interior do clemento triangular, sdo também validos para as
situagdes em que estc ponto csteja localizado nos lados ou mesmo nos vertices do
mesmo, desde que, haja continuidade tanto na geometria, quanto nas condigdes de

contorno nos elementos cnvolvidos.

3.6 MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACOES

Negligenciando as (orgas volumétricas, a cquagio integral de deslocamentos

{(3.8), toma a forma;

J . !
CEwS)+Y| [p'(5,.Q)0 (Qdr'(Q) (U™ (Q) =
) =t - -

- : ' (3.107}

v

= Y| [u' (S, Q)@ (Q)dr(Q) [PT(Q)+
+ I; - -

i=1
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Esta cquagdo scrda aplicada em um nimero igual aos pontos nodais do
contorno, para formar um sistema de cquagdes compativel com o namero de
incognitas, porém, cla ndo precisa ser aplicada, necessariamente, 10s proprios pontos
nodais. Assim. no caso de um clemento lincar continuo, ¢m que 08 pontos nodats
cstio situados nos vértices. a cquagio pode ser aplicada em um ponto 5 situado no
interior do clemento (Fig. 3.20), dando origem ao “ponto de colocagio ndo nodal” ¢
a0 “elemento de colocacio ndo nodal” (FERREIRA, 1990). Este tipo de aplicagdo ¢
utilizado para superar cventuais descontinuidades nos pontos nodais de clementos

adjacentcs a contornos com angulosidade.

FIGURA 3.20 - Elemento de colocag@o nao nodal.

Ao aplicar tal procedimento ter-se-¢ varios nds no contorno com as mesmas
coordenadas. porém com cada um pertencendo a clementos distintos, dando lugar ao

que se denomina no multiplo.
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FIGURA 3.21 - Representagiio de nos multiplos.

Apbs a integragio do clemento de colocagdo ndo nodal, que corresponde a
integragio singular, ¢ dos demais clementos (integragdo ndo singular), os
deslocamentos do ponto de colocagio ndo nodal sido interpolados em fungdo dos
valores nodais situados nos vértices do clemento, por meio de fungdes de

interpolagao, como:
u(s) =o' (5)UN(Q) (3.108)

Admitindo-sc quc a, b ¢ ¢ s¢jam os pontos nodais de um clemento

(Fig. 3.20). a equagdo (3.108) explicitada, toma a scguinte forma:
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a@)) (6 0 0 o> 0 0o ¢ o o]|U
w,@©)P={0 ¢ 0 0 ¢* 0 0 ¢ o0 RU"L (3109
UJ(S) 0 0 ¢l 0 0 ¢2 0 0 ¢3 Ut

A cquagdo (3.107), cscrita explicitamente para o ponto S situado no interior

do clemento ¢ relacionado ao ponto nodal “a” deste, fica;

U
C(5)6' () C(S)H*(S) g(S)¢3(S)]<§J" .
U

+[f, b h - R h }U%g

~al ~aa ~ ab ~ Ac ~aiN

x[g e g g g e g }P , (3.110)
~ai ~ 4 ~ah ~ac - N =
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Somando-s¢ 0§ ¢

U*. U" e US, obtém-sc:

_~nal

sendo:

~aa

h

i}

g

~ a9

h

~ab

g

~ah

h =h +CEP(S)

h =h +CS) )

~ ab

~ag¢

h =h +C5)'S)

h

~ae

~af

orrespondentes coeficientes relativos 20s deslocamentos

-~ alN

o } phL (3.111)
AN

(3.112)

(3.113)

(3.114)

As cquagdes (3.110) ¢ (3.111) aprescntadas na forma matricial para todos os

pontos nodais. respectivamente, tlomam 2 seguintes formas:
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COU+HU=GP (3.115)

HU=GP (3.116)

Aplicando-s¢ as condigdes de contorno & equagao (3.116) ¢ cfetuando-se as

trocas de colunas das matrizes H ¢ G, de forma que todas as incognitas {iquem no

— o~

primeiro membro, scrd obtido um sistema dc equagoes algébricas semeihante ao
dado pela cquagio (3.11), cuja solugdo fornccerd as incognitas do problema,

A utilizacdo do elemento de colocagiio nao nodal em clementos adjacentes a
descontinuidades (clemento de canto) facilita a montagem do sistema de cquagdcs.
em razdo do ponto fonte situar-sc no interior do clemento. ficando sempre cm um

contorno sem angulosidades; portanto, os coeficientes ndo nulos da matriz C valerdo

(.5, isto &

0.5 0 0
CS)={ 0 05 0 3.117)
0 0 05

Caso a cquacio (3.118) seja aplicada ¢m pontos nodais de um clemento de

canto. as submatrizes h da diagonal principal da matriz H poderio ser calculadas

indirctamente por movimento de corpo rigido, conforme NAKAGUMA (1979).

Assim, para um ponto nodal “a”, tem-se:

NA
h Q“ZE (j#a) (3.118)

~ aa - .
i=1 aj

Esta expressio ¢ valida para regides finitas, Para regides infinitas (solugio
fundamental de Kelvin) ¢ semi-infinitas (solugdes [undamentais de Mindlin ¢
Boussinesq-Cerruti), tem-sc:

N

)

~ Al ;

i=1

=z

+I(j=a) (3.119)

aj
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Neste (rabatho, sera utilizado o clemento lincar continuo em todos 08

clementos do contorno, cxceto nos clementos de canto, no qual serd empregado o

elemento de colocagio ndo nodal.

3.7 DESLOCAMENTOS EM PONTOS DO DOMINIO

Os deslocamentos em pontos do dominio sdo determinados em fungao dos
deslocamentos ¢ forgas de superficic no contorno do solido, como cxposto

anteriormente. wlilizando-se a identidade de Somigliana aproximada (cquagdo

(2.29)). isto &

ol , 1 .
u(s) =-Y| [p' Q@ (QWI(Q) |U(Q)+

-~ . rj-’“

i . 1 .
+3| Ju'(5,Q)@(Q)dI(Q) [P (Q)+ (3.120)

i=t Ry

-
+ 2| Ju' G (@) B (@

mrzlQO ]

O ponto fonte pertence, agora, ao dominio ¢, portanto, todas a integrais de
contorno serio calculadas numericamente como integrais nio singularcs. As {orgas
volumétricas, como dito , nio serio consideradas neste trabalho, nao sendo, assinm,

nccessario calcular as integrais de dominio correspondentes s mesmas.
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3.8 APLICACOES NUMERICAS

Neste item, serio apresentadas algumas aplicagdes do Método dos Elementos
de Contorno para sélidos tridimensionais, envolvendo as solugoes [undamentais de

Mindlin ¢ Boussinesq-Cerruti.
3.8.1 EXEMPLO 1 - Area circular uniformemente carregada

Neste exemplo, como mostra a Fig. 3.22, uma area circular de raio igual a |

cm. situada na superficic do mcio semi-infinito. cstd submetida a uma carga
. . - , . . . 7 ; -

uniformemente distribuida, de intensidade igual a 10 N/em®, médulo de elasticidade

longitudinat de 10 kN/cmy® ¢ coeficiente de Poisson 0.3,

i 1em \

| I
é}%}é}ﬁéé;ﬁéﬂ%} q=10 N/cm®
SIS LS SLS LIS NS LSS S S S
E =10 kN/cm?

v=0,3

X3

FIGURA 3.22 - Area circutar untformemente carregada.
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A Fig. 3.23 mostra a discretizagdo da arca circular através de clementos

{riangulares.

FIGURA 3.23 - Discretizag@o da area circular carrcgada.

A solugio cxata deste problema ¢ apresentada em TIMOSHENKO &
GOODIER (1975) ¢ scrd comparada aos resultados obtidos, utilizando-se a solugdo
fundamental de Mindlin, com a érea circular sendo discretizada cm  dezesseis
clementos (Fig. 3.23) ¢ trinta ¢ scis clementos ¢ apresentados nas tabelas ¢ graficos a

seguir.
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TABELA 3.1 - Valores correspondentes aos deslocamentos verticais obtidos

a partir da solugdo exata ¢ numeérica.

X Solugio Kxata Soluciao de Mindlin
(cm) (x!{)'4 cm) 16 elementos 36 elementos
(:9(10‘4 cm} (7(10'4 cm)
0,00 18,2000 17,966 18,154
0.25 17,9122 17.619 17.802
0,50 17,0027 17,152 17,153
0.75 15.2764 14,711 14,967
1.00 11,5865 11,147 11,455
2,00 47076 4,535 4,634
3,00 30773 2,966 3,029
400 22932 2211 2,258
5,00 18200 764 1,801
6.00 15220 1,468 1,498
7.00 13030 1,257 " | 283
8.00 1,1400 1099 " 1122
9,00 1.0127 0.977 0,997
10,00 09111 0879 0,897

As Fig. 3.24 ¢ 3.25 mostram os deslocamentos verticais a0 longo do cixo xq ¢
do eixo X, respectivamente, obtidos a partir das solugoes fundamentais de Mindlin,
a0 quais sio comparados com os valores cxatos (TIMOSHENKO&GOODIER,
1975).
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Lixo Xl - om

0.0 2.0 4.4} 6.0 8.4 10.0
@‘f*f*fxgjﬂmwzf}”‘wwm
T

400 —
.
E
3 -

-
1
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FIGURA 3.24 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo xp,
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FIGURA 3.25 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo xa.
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3.8.2 EXEMPLO 2 - Area retangular uniformemente carregada

Neste exemplo, apresentado na Fig. 3.26, analisa-sc uma drca retangular na
superficic do espago semi-infinito, submetida a um carregamento uniforme jgual a

95,76 N/m*. O solo apresenta médulo de clasticidade longitudinal igual a

44 48 KN/m” ¢ cocliciente de Poisson 0.3.

[LTTLETTII Ty weore vt

W/ il

Eg= 44,48KN/m?
v = 013
Ky
AX,
£
E
S.j_m e o AR e s s e —— %
ol | X2
%
!
18.288 m

FIGURA 3.26 - Area retangular uniformemente carregada.

A Fig. 327 mostra a discretizagdo da drca rclangular cm (rinta e scis
clementos triangulares linearcs, quc represcntam exatamente a drea carregada, nao

existindo qualquer aproximagdo quanto a geometria.
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X2

- BR4Rm |

FIGURA 3.27 - Discretizaciio da area retangular carregada.

Os resultados foram obtidos utilizando-se as solugdes fundamentais de
Mindlin e comparadas com os valores exatos obtidos a partir
{TIMOSHENKO&GOODIER, 1975). Séo determinados os deslocamentos verticais
na superficie do meio continuo, ao longo do eixo x; e do eixo x,, mostrados nas Fig.

3.28 e 3.29, respectivamente.
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FIGURA 3.28 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo x;.
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Eixo Xz - m
0.0 10.0 200 300

Desiocamentos u3 - om

3.00

FIGURA 3.29 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo x.

Os deslocamentos verticais ao longo do eixo x3 e de um eixo também vertical
que passa por um dos vértices da area retangular, so mostrados nas Fig. 3.30 ¢ 3.31,

respectivamente.
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FIGURA 3.30 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo x3.
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FIGURA 3.31 - Deslocamentos verticais ao longo de um eixo paralelo ao

¢ix0 x3 que passa pelo vértice da area retangular.
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4 A COMBINACAO MEC-MEF

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresenta-se um modelo para a determinacdo da matriz de rigidez
de fundagbes em estacas, considerando-se a interacio solo-fundagdo. O objetivo é de
adapta-lo a um programa de elementos finitos, para o caleulo de estruturas de edificios,
seguindo a linha proposta por RAMALHO (1990), que define uma matriz de rigidez
para sapatas rigidas, utilizando o Método dos Elementos de Contorno. A idealizagdio do
modelo, tem como caracteristica principal a combinagio do Método dos Elementos de
Contorno com o Métode dos Elementos Finitos. Todas as ctapas envolvidas nessa

formulagiio, serdo detalhadas nos proximos itens deste capitulo.

4.2  INTERACAO DE UM MEIO TRIDIMENSIONAL COM
ESTRUTURAS DE BARRAS

No caso do problema a ser equacionado, o de estacas cravadas no meio continuo,
¢ necessario incluir no segundo membro da equagio (2.34), 0 termo adicional
correspondente 4 aplicagdio de uma carga distribuida a0 longo das estacas, no sistema
global de referéncia, conforme VENTURINI (1988), ¢ como mostrado na F igura 4.1. A
deducdo de tal termo, pode ser feita, por exemplo, a partir do limite da integral de

dominio das for¢as volumétricas.
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N
AT :
'SUPERFICIE LIVRE'.

. QE FoRgas OO

FIGURA 4.1 - Dominio tridimensional com linha de carga.

Para um dominio com Ny, linhas de carga, correspondentes as estacas, a equacio

de deslocamentos {2.34) pode ser agora modificada chegando-se a seguinte forma:

Cyy(S)u;(8) = —[ P(S,Qpu (Q)AT(Q) +
r

+ JUH(S,Q)p;(QUI(Q) + [ U (S, )b (g)dQ(q) +
I o

Ny,
+ 2 JU(5,Q)q} (Q)dr(Q)

b=1 Iy,

sendo, q;’ (Q) representa as forgas de interagio aplicadas ao solido tridimensional, N,

(4.1)

¢ o niimero total de barras correspondentes as estacas e I ; as linhas onde essas forcas

estdo aplicadas. Na eq. (4.1), a parcela correspondente as forcas volumétricas pode ser

negligenciada, para as aplicagdes a serem aqui desenvolvidas. Dessa forma, a equacio

integral de deslocamentos, pode ser escrita como:
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ci;(S)u,-(S)=n~lJ; P} (S,Q)u;(Q)dI(Q) +

N (4.2)
+{ U}(S,Q)p;(Q)AI(Q) + ; 1{ U;(S,Q)q>(Q)dr(Q)

43  DISCRETIZACAO DA EQUACAQ INTEGRAL DE
CONTORNO

A equagio integral (4.2), pode ser transformada em uma representacdo algébrica,
bastando para isso dividir a superficie de interagio (ou de carga) em analise, por um
nimero finito de elementos, e aproximar as varidveis reais do problema, utilizando-se
valores nodais e fungbes de forma. Conhecidas as coordenadas dos pontos nodais de um
elemento, qualquer ponto interno desse elemento, tem suas coordenadas representadas

por:

;= yixd (4.3)
senido:

10,

X;, a coordenada de um ponto, referente ao eixo "i";

\yj , a fungio interpoladora;

Kij . a coordenada referente ao eixo "i" do ponto nodal "j".
A expressio (4.3), escrita na forma matricial, fica:

=y x" (4.4)

onde X ¢ o vetor de coordenadas de um ponto, ou seja:
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De forma analoga, as variaveis do contorno, sio aproximadas através de fungdes

interpoladoras, expressas matricialmente como:

u=¢" U"
i (4.5)
q=¢"'Q"

sendo que,

U e (, sdo os vetores que contém as componentes de deslocamentos e de forgas

de interagdes, segundo os trés eixos coordenados, respectivamente;

(¢, ¢ a matriz das fungdes interpoladoras,

n n . .
U" e Q7 os vetores que contém os valores nodais de deslocamentos e forgas

ad P

de interagio.

Exceto a superficie do meio continuo, o contorno ¢ dividido em “M” elementos
planos. As linhas internas sdo divididas em "J" elementos unidimensionais e “N” pontos
nodais ¢ as forgas de interacfio, como mostrado acima aproximadas por polindmios.
Assumindo aproximacdes também para deslocamentos e forgas de superficie em todos
0s elemenfos apds a discretizacio do contorno do solido, a equagdo iniegral de

deslocamentos (4.2), escrita para 0 16 "S" no contorno, agora discretizada ¢ dada por:

wl
CEMES) =2 [P*(5,Q)¢ " (Q)I'(Q) |[U"(Q) +
. = T3 ~ ~

M

+ 2.1 JU'(8,Q)0" (Qar(Q) [P"(Q) + (4.6)
E ’

i=1

J
Y1 US,0)6"(Q)dr©Q) Q"(Q)

o -

Aplicando-s¢ a eq. (4.6) aos “N” pontos nodais do contorno do solido,

estabelece-se um sistema de equagBes, que escrito na forma matricial, resulta:

CU=-HU+GP+RQ (47)
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sendo que, as matrizes H ¢ G resultam do calculo das integrais da equagciio (4.6) € ja

tadas detathadamente noO

foram tra
¢ H da equagio (4.7) s0 somada

capitulo 3.
S, resultando:

As matrizes C
(4.8)

HU=GP+ RQ
sendo, Q, © vetor que coptém os valores das componentes nodais das forgas de
os os nos e R 2 matriz dos coeficientes de influ

(4.8).

(4.6),¢ explicitados na €4-

éncia calculados a

interagdo em tod

partir da integral correspondente na 4.
mitidas no dominio, equagdes adicionais

vas incognitas Q, sio ad

Como as no
ecionando apropriados ponto

5 de colocagao, isto €,

precisam ser escritas sel
(4.9)

u=—H U+ GP+RQ
sendo que, W & o vetor que contém todos 08 destocamentos associados aos pomtos

niernas.

ados ao longo das linhas 1
ante a eq. (4.6).

roblema sob

tom
alculadas de forma semelh

Todas as matrizes na €q. (49)sdo ¢

e, usualmente, apenas forgas gfio prescritas para o P

Considerando-se qu
(4.8) pode-se escrever:

consideragdo, a partir da eq-
E:}::ig“Jr%Q (4.10)
onde E:I ® representa 08 ofeitos das for¢as preseritas €,
S = E}”‘ R (4.11)
Substituindo-se, 2 expressio de E} dada na eq. (4. 10) na eq. (4.9), tem-5¢-
n=u’+§Q (*12)
em (ue,
5 =R-H'S @)
€,
e @
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A eq. (4.12) relaciona todos os deslocamentos para pontos com forcas de interagdo

atuando a0 longo das linhas internas (estacas).

44 A COMBINACAO DO METODO pOS ELEMENTOS DE
CONTORNO COM O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

0 método dos elementos de contorno, como ja foi dito, tem-s¢ mostrado bastante
oficiente na modelagem de meios infinitos ou semi-infinitos. Esta caracteristica &
empregada na formulagio desenvolvida, onde a superestrutura se apoia em blocos
considerados  rigidos. Tais blocos sdo utilizados, como clementos  estruturais
intermediarios, para iransferir as cargas da superestrutura para, as estacas, que por sua
vez transferem sen carregamento a0 meio semi-infinito.

A partir da formulag3o inicial apresentada, atraves do método dos elementos de
contorno, consegue-se a interagfo entre O meio semi-infinito e as estacas queé nele se
encontram.

As estacas, por sua VezZ, ¢io tratadas como elementos esiruturats de barras
dispostas no espago (ridimensional, pelo método dos elementos finitos, cujo sistema de

equages lineares, Qque relaciona  deslocamentos nodais, U e forcas nodais

equivalentes de imeracio K e F* $ o vetor independente de forcas preseritas, pode ser
~F ~F

escrito como!

K U =F +F (4.16)
~F ~F ~F ~F

onde K ¢ a matriz de rigidez do conjunto de estacas referida ao sistema global de
~ ¥

referéncia.
No vetor U , sdo considerados os deslocamentos segundo as 1rés diregdes
~F
coordenadas e as rofagdes em ormo dos eixos x; € Xa. Desta forma, o sistema de

equagdes (4.16) ¢ de ordem 5N, onde N € numero de pontos nodais das estacas. Para se

considerar a interagao meio continuo-elementos de barras, emprega-se uma formulagio
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que permite 2 combinagio do método dos elementos de contorno com © método dos
elementos finitos. Varios autores tém-se dedicado a estudar esse assunto, dentre eles
podemos  citar: BREBBIA & GEORGIOU (1979), BEER & MEEK (1981),
VALLABHAN & SIVAKUMAR (1986), dentre outros, como fol apresentado no
Capitulo 1.

Para apresentar 2 técnica da combinagao, considera-se o dominio da Fig. 4.2,

onde a regido €2, esta discretizada em elementos de contorno e a regido Q, é tratada

via elementos finitos, sendo que entre as duas regides ¢ definida a interface 1}

FIGURA 42 - Dominic discretizado em elementos finitos ¢ clementos de

contorno.

Duas alternativas sao conhecidas para efetuar a combinagdo. Uma em que O
sistema de equagOes obtido a partir do método dos elementos de contorno €
transformado em um sistemna similar, em forma, 40 proveniente do método dos
clementos finitos, ¢ outra, pelo contrario, converie as equagdes referentes ao método dos
elementos finitos, em um sistema com as caracteristicas das equagoes do método dos

elementos de contorno.
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Optou-se aqui, pela primeira alternativa, visto que um dos objetivos € o de se
obter uma matriz de rigidez da fundagdo. Para tanto, vamos inicialmente reescrever a

eq. (4.12), apresentando-a em termos de valores de componentes de forcas nodais de

interagao:

Q=§"u-Q’ (4.17)
sendo ,

Q° = §°“‘ ‘j“ (4.18)

Lembrando que F na eq (416) representa forgas nodais equivalentes,
~F
enquanto ) naeq. (4.17) corresponde a valores de componentes de forgas, portanto de

diferentes naturezas, € necessario alterar-se 2 €4. (4.17) para s¢ obterem sistemas de

equagdes de formas analogas. 1850 ¢ feito multiplicando-se & €d. (4.17) pela matriz T

que transforma componentes de forcas nodais, em forcas nodais cquivalentes, podendo-

ge desta forma escrever.
K u=F +F (4.19)
~p~ ~B ~B
sendo,
K =TS8 (4.20)
g~
F . TQ (421)
e?
Ef; =TQ" (4.22)

A eq. (4.19) é uma representagdo algébrica para dominios semni-infinitos em que
as forgas nodais (conhecidas © incognitas) sio aplicadas ao longo das linhas internas.

QOutras forgas conhecidas atuando sobre o conforno ou sobre a superficie do meio

continuo sdo consideradas através de Q° (ou F?)
N ~B

A matriz K representa 1no sistema de coordenadas global uma matriz de
~ B

rigidez equivalente, de ordem 3N, onde N € 0 aamero de nos das estacas.
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A associagiio do solido semi-infinito ¢ as estacas € agora efetuada combinando-
se adequadamente O0S sistemas expressos em (4.16) ¢ (4.19), levando-se em
consideracdo as condigdes de compatibilidade de deslocamentos e de equilibrio, a0

longo das interfaces estacas-meio-continuo, isto €:

I}; = 1}; (4.23)
e’
Fl ek =0 (4.24)

em que, o indice 1, indica a interface.

De uma forma geral, considerando-se as condigBes impostas nas €q. (423) e
(4.24), para a associacio dos sistemas apresentados em (4.16) e (4.19), obtém-se a

seguinte esirutura para a representagdo do sistema

U F
r 51: H] =F LF

N Y : 0 (4.25)

K
B | I

sendo, KK ¢ K as matrizes de rigidez obtidas a partir do método dos elementos
~F ~B

. . i .
finitos e de contorno, respectivamente, ¢ " o vetor de deslocamentos da interface.

O sistema representado na eq. (4.25) seré reordenado, com 0 objetivo de agrupar
os coeficientes de rigidez correspondentes aos pontos nodais nos topos das estacas, que
passaremos a denominar de nos de superficie, e 08 demais pontos nodais das estacas,

denominados nds internos.
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Assim, a matfiz de rigidez pode seT apresentada como constituida por quatro

submatrizes, ¢ 0 sistema passa a tera seguinte forma.

K K ||U ¥

~ 5% ~ si ~ 8 -

= (4.26)

No proximo item, sera apresentada a forma pela qual 2 partir da associago do

MEC/MEEF, s¢ determina a matriz de rigidez da fundag@o.

4.5 RIGIDEZ DO ELEMENTO FU‘NDAC&G EM ESTACAS

A partir da combinagdo dos dois métodos, 0 Proximo passo ¢ o de calcular, pela
definicio, a matriz de rigidez em relagiio a um ponto qualquer de cada um dos grupos de
estacas sob cada um dos blocos de capeamento, podendo-se, pard efeito  de
simplicidade, adotar-se 0 centro geometrico do grupo de estacas.

[sso se faz, impondo-5¢ 4 cada um dos blocos, considerados perfeitamente
rigidos, e com 10 minimo duas estacas, irés deslocamentos unitanos, segundo 08 eixos
%y, ¥p € %35 € irés rotagbes unitarias, em oMo dos mesmos eixos, sempre 1 relagdo
a0 sistema global de coordenadas. Cada um desses seis graus de liberdade deve ser
imposto de forma independente. A Fig. 4.3 mostra 0 deslocamento gnitario em relagdo
a0 cixo X, € a rotagdo em iormo de X,. Lsses graus de liberdade sd0 referidos a0s

ponios nodais localizados nos topos das estacas, aqui depominados como nos de

superficie, deixando livres todos os demais nos, considerados internos.
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FIGURA 4.3 - Deslocamento unitrio em relagio ao eixo X e rotagdo em torno

do eixo X,.

As rotagdes em torno dos trég eixos coordenados, sdo transformadas em
deslocamentos, para cada um dos nos superiores das estacas do bloco, mantendo-se

ainda tais rotagOes unitarias para cada um desses nos.

Assim, para exemplificar, tomemos um grupo de trés estacas, ocupando 08
vértices de um tridingulo, sob um bloco de capeamento rigido no qual sdo aplicados irés
deslocamentos unitaros e {rés rotagtes também unitarias, que $30 transformadas em
deslocamentos para 08 nos superiores. Tais deslocamentos & rotagdes produzirdo seis

vetores, que eXpressos em suas formas transpostas, assumem a forma:

UT:{IO(}(}{)O‘IOO(}(}(}IOOOOO}
-1

UT:{010000010000010000}
-2

UT:{001000001000001000} (4.27)
~3

UT:{OGA,10600A210000A3100}
~ 4

UT:{ﬁG'Bl810008201000’83010}
~5
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UT:{C11)10000C2020000C3D30000}
~6

sendo que, U €0 vetor correspondente ao ;-ésimo grau de liberdade para um
~i

determinado bloco de estacas.

Qs parametros A.B,CeD sio distancias dadas por:

A, =X,(no i) — x,(c. geom.)
B, = x(¢ geom. ) — x,(noi) (4.23)

C, = x,(¢. geom. ) — x,(no i) '

D, = x4(noi) ~ x,(c. geom.)

O conjunto formado pelos deslocamentos obtidos para 0s 1nos superiores das
estacas do bloco considerado e mais cinco valores nulos para cada um dos nos
superiores das estacas dos outros blocos, constitui um vetor que deve ser levado ao
sistema apresemado na eq. (4.26). Quando todos 08 movimentos unitarios tiverem sido

considerados, ter-se-a um total de 6NB vetores, onde NB ¢ o numero de blocos, sendo 0

sistema final representado por

K K Ju) ¥

~ §8% ~ 5 ~ 8§

I

- (4.29)

K K |\U 0

~ is ~ i ~i -~

sendo que, 3s cubmatrizes K (5Nex5SNE), K [5Nex5(NN-NE)], K [5(NN-
; ~ s

~ 58 ~ BE
NE)XSNE] ¢ K [S{NNaNE)XS(NNw«NE)] 40 compostas por cocficientes de K¢
K ,U (SNExGNB) & a matriz que contém as componentes de deslocamentos €
~B 5
rotagbes  dos nos da  superficie, enquanto U [S(NNHNE)xtiNB] contém 05
~i

deslocamentos € rotagdes dos nos internos das estacas, ©  (SNEx6NB) ¢ a matniz que

contém as forcas nodais equivalentes incognitas que tratada de forma conveniente, dara

origem & matriz de rigidez da fundagéo.
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Na representacio das matrizes feitas acima, NN & o numero total de nos das
estacas, NE o nlimero total de estacas e NB ¢ o nimero de blocos de capeamento (igual
a0 niimero de nos da superestrutura ligados & fundagdo).

O sistema expresso na €dq. (4.29), pode ser reescrito de outra forma, sem no

entanto altera-lo, ficando:

K K (U 0 )

~ ii -~ is ~ i

$r=3 L (430)

K K LU LF

|~ si ~s5 L~ 8
Dois sistemas de equagdes podem ser obtidos a partir da eq. (4.30), escritos

como.

K U+K U =0 (431)

~ i~ ~ i§ ~ 8

K U+K U =F (4.32)

~ s ~1i ~ g8 ~ 8§
A partir da eq. (4.31), pode-se determinar U , como:
~ i
U=-K'KU (4.33)

Substituindo-se a €4. (4.33) na eq. (4.32), obtém-se.

K K'K U+K U =F (4.34)

g o~ s — 8 ~ 5§ ™ %

Aeq. (4.34), ¢ reescrita colocando-se 0 vetor U , em evidéneia, ficando:

K -K K 'K JU =F (4.35)

ou,

K'U =F (4.36)

em que!

is

K =K —-K K 'K (4.37)
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Um procedimento mais elegante, ¢ o de se empregar a técnica de condensacdo

resentada por MEEK (1971) ¢ WILSON (1974), e que consiste em

K em uma matriz identidade © K em uma matriz nula,
~ si

estatica, ap

transformar a submatnz
~ i

passando O sistema (4.30), a ser €xpressa como:

1 i (CARNER

1 zw L (4.38)
0 K" ||U F
L~ ~ss_,L"S L~

o sistema de equagoes de (4.38), pode ser representado como:

0 segund

Eisgs =F (4.39)
ou,

E? U = ¥ (4.36)

Utilizando-se a técnica de condensagiio estatica, desenvolveu-se um algoritmo,

que foi implementado em um programa de computador, com a finalidade de se calcular

o matriz de rigidez da fundagao em estacas 1K , de ordem 6NB.

Essa matriz é obtida a partir da maifiz I obedecendo-se as seguintes etapas:

Os coeficientes da matriz I, sdo obtidos a partir da matriz ¥, somando-se 88

contribuigdes dos coeficientes de cada uma das estacas do bloco, relativas a respectiva

diregio.

4.6 - TRANSLACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

A matriz de rigidez K determinada em relagdo a cada um dos ceniros

geoméiricos dos grupos de estacas, deverd ser transferida para 0S correspondentes
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pontos de ligagdo com a superestrutura, atraves de transformagdes convenientes, de

acordo com MEEK (1971).
Considerem-se as forgas F, E e F; e os momentos M,, M, e T\Tf:,,

aplicados no ponto O, como mostra a Figura 4.4. Para a transferéncia dessas forgas e

momentos para o ponto O, pode-se escrever:

(F,) [ 1 o 0 0 0 O]fF)
F, 0 1 0 0 0 0| F,
Fy | 0 O 1 0 0 0| F
) = i [ (4.40)
Ml 0 - €5 €, 1 00 Ml
M, e, 0 -—¢ 0 10 M,
M,] |-e, e 0 0 0 1||M,]
E{E!
E‘él
clw“? 0 g
N (S B -
_/ rd
Z B —
Ty o
. -

FIGURA 4.4 - Translagdo da rigidez do ponto () para o ponto O.

Resumidamente, tem-se:

F=LF (4.41)
onde F e F sdo as forgas e momentos atuanies em O e O, respectivamente, © L é

a matriz que realiza a transformagao.
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A matriz L, pode ser particionada em quatro submatrizes, & apresentada como:

1 O
L=13 5 442
L=1w 1 (4.42)
A sua matriz mnversa, pode ser escrita como:
. 1 0

L =0 | 4.43
. wT 1 (4.43)
E a transformag#o inversa, ¢ dada por:

=L F (4.44)

A transformagio correspondente aos deslocamentos e rotagoes, que ocorre do

ponto O para o ponto O, ¢ dada por:
U=L"U (4.45)

onde, U ¢ WU sdo o0s deslocamentos € rotagoes relativos aos pontoQ) e O,

. T , .
respectivamente, € L' éa transposta da matriz L.

Para o ponio 0, sendo K a matriz de rigidez da fundagio que relaciona forgas

e deslocamentos, pode-se esCrever.

KU=F (4.46)

Substituindo-se na €q. (4.46) as equagoes (4.44) e (4.45), obtém-se:
T RS |
KL U=L F (4.47)

Multiplicando-se a expressio de (4.47) pela matriz L tem-se:

LK LYU=F (4.48)

P -

ou,

KU=F (4.49)
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sendo,

K =LKL’ (4.50)

~

sendo, K’ a matriz de rigidez da fundagdo, sransladada para os pontos de ligagdo

bloco-superestrutura € K a matriz de rigidez da fundagio referida aos centros

geométricos dos respectivos grupos de estacas.

b conveniente lembrar que & matriz de rigidez K ¢ composta de (NB % NB)

submatrizes, onde NB é o namero de blocos de estacas, existentes na fundacdo,

podendo ser representada por:

K K - K|
~1 =12 ~1n
K Kk K
- -~ 22 ~ 2n (4.51)
K K - K
| ~ nl ~ 2 -~ R

sendo que, K & a submatriz de rigidez de ordem seis, que relaciona forgas €

~ g
1t L]

deslocamentos dos blocos "1 € 7}

A matriz L, que realiza 2 translagiio da matiiz de rigidez, pode ser expressa

cOomo:

i
y P
ol

it

(4.52)

L =
R T

el @

H
——
Ll
-
i

onde L., ¢ a matriz da expressao (4.40), que iranslada a matriz de rigidez do centro

geométrico das estacas do bloco i, para © corresponidente  ponto de ligagdo bloco-
superesirutura.

A matriz de rigidez final da fundagdo relacionando deslocamentos € forgas
nodais ¢ assimétrica devido a natureza das equagdes integrais usadas durante seu

desenvolvimento. No entanto, esta matriz assimétrica devera ser combinada a uma
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matriz. simétrica oriunda da formulagdo de elementos finitos aplicada a superestrutura
do edificio, ¢ entdo, resolvida considerando as caracteristicas de cada uma das

subestruturas envolvidas.

Uma alternativa, que parece ser a mais recomendavel, consiste em proceder uma
subestruturagdo no sistema algébrico resultante da aplicagdo do método dos elementos
finitos na superestrutura, de forma que o sistema de equacdes final seja condensado para

0s mesmos pontos de ligagdo pilar-bloco sobre estacas.

Resolve-se 0 sistema final de equagdes apos a combinagio dessas matrizes,
obtendo-se os deslocamentos dos nos de ligagdo. Conhecidos 08 deslocamentos € as
correspondentes forcas nodais, pode-se determinar os deslocamentos para todos 08 nos,
tanto da superestruturd quanto para 0s conjuntos solo-estacas, assim como 03 esfor¢os

de extremidades para 08 clementos das duas subestruturas.

47 TAINHAS DE CARGA NO DOMINIO

Aeq. (4.9), permite caleular os deslocamentos associados aos pontos tomados a0
Jongo das linhas internas. A influéneia das linhas de carga em S¢U proprio
deslocamento, € representada pelo Gltimo termo da eq.(4.9).

A aproximagio em linha, como considerado no item 4.2, introduz singularidade

att

nos termos da matriz R', quando os pontos de carga "s" e de campo ", estdo

localizados no mesmo elemento. Por esta razio, 0 uso do conceito de linha de carga
para simular a acio de uma estaca cravada no meio semi-infinito, deve ser modificado,
sendo portanto necessario considerar 0 diametro da estaca, € € conseqiiéneia as
integragOes deverdo set ofetuadas ao longo da superficie de interagdio entre a estaca € O
meio continuo semi-infinito.

Estas integragdes s30 efeiuadas numericamente, entre o ponto de carga s,
localizado 1o €iX0 da estaca e o ponto de campo "Q", na superficie da estaca. Para
determinar as coordenadas do ponto campo e relagiio ao ponto fonte, admite-s¢ uma
estaca em posi¢ao qualguer no meio contipuo. Seu eixo central, em relagdo a um

sisterna de coordenadas global, determina os angulos o, Bed, respectivamente em
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relagiio aos eixos Xi, X2 € X3. A Fig.

rr. As coordenadas de um ponto b na sup

106

4.5 mostra uma sego transversal da estaca, de raio

erficie da estaca, podem ser escritas em fungdo

das coordenadas de um ponto K no centro desta segdo, pelo qual fica defimido um

sistema de coordenadas locais, como:

b =k
Xy =X
.
Xy = X5 + 1; cos0
X} = x5 +rysen0

As eq. (4.53), representadas

bk
X =X +Mrg
onde o vetor M, ¢ dada por:

0
cos0

M

sen©

FIGURA 4.5 — Sistema de ¢

As coordenadas do ponto

expressas, como:

(4.53)

na forma matricial, fica:

(4.54)

(4.55)

oordenadas locais para uma segdo da estaca.

b, no sistema global de coordenadas podem ser
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(4.56)

. T
coordenadas do ponto b no sistema global de coordenadas € R .,a

b
sendo, X as
as de coordenas local ¢ o glob

al. A matriz

matriz transposta que relaciona os sistem

=T .,
R, é dada por:
i cos B c0s 0L €00
cosa =5 g 2 p
cos” o +cos P cos? o +cos” B
cosPecosd
il et (4.57)

cosd

RT =leosp 5" 3, e
- cos” oL+ cos” B \/cos2 o +cos B

L 0 cos” oL+ cos’ B

e, para o ¢caso particolar de esta

c0SO

- . . =T
ca na posigao vertical, a matriz R, toma a forma:

9 0 -1
RT={6 1 O (4.58)
10 0

gubstituindo-se, 0 Vetor de coordenadas locais do ponio b da eq. (4.54) na €q.

(4.56), tem-s¢&-
«Ti—

x" =R X+ Mrf) (4.59)

onto k, na eq. (4.59), escritas no sistema

As coordenadas no sistema local do p

global, ficam:

X = R™ (R* x* -+ Mg ) (4.60)
o que resulta, em :

X = x -+ Ny (4.61)

onde, o vetor N vale:
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—cosPcosO - coscosdsent

N= ! cos o cos 0 — cosPeos dsend (4.62)

I B 2
+
cos” o +cos” (ccs2 o +cos’ B ,sen@

Assim, qualquer ponto “campo” na superficie de uma estaca cilindrica, tem sua

posigdo definida em relagiio a um ponto “gonte” localizado no eixo da estaca.

Estas integrais que correspondem aos coeficientes da matriz R', foram alvo de

uma cuidadosa anélise, tendo como objetivo 0 aumento de precisdo. Para tanto, Optou-se
por efetua-las de maneira diversa, conforme a posigdo dos pontos "s'* ¢ "Q" nas
estacas.

Em todos os casos, as integragdes a0 longo das estacas sao duplas e calculadas
qumericamente, sendo gue, uma € 10 sentido circunferencial de 0 a 2pi, e a outra ao
longo do eixo da estaca.

No entanto, quando os pontos de carga "s" e de campo "Q", estdo a uma
distineia menor ou igual a metade do comprimento do elemento, queé estd sendo
integrado, mesmo que em estacas distintas, ¢ utilizada a técnica de integragdo por
subelementos.

Observe-se que, para distancias maiores que 2,5 vezes O comprimento do
elemento que esta sendo integrado, o erro entre 08 valores obtidos por integragio dupla
ou simples (considerando a estaca objeto da integragio como uma linha) ¢ da ordem de
3 107 Este valor é muito pequeno, podendo-se, portanto, optar por qualquer uma das
duas formas de integragao.

As forcas de interagdo ao longo das barras, sdo aproximadas por fungdes
polinomiais € representadas como componentes de forgas nodais. Assim, um modelo foi
desenvolvido, onde o elemento adotado é o linear, e a fun¢do interpoladora para as
forcas na superficie de contato ¢ a quadratica. A Figura 4.6, mostra 0 clemento, 08

pontos nodais e as fungbes interpoladoras.
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as respectivas fungoes de

Flemento linear continuo, ¢©

FIGURA 4.6 -
interpolagdo.

o' 0 0 o> 0 O o> 0 0
oT=|0 ¢ 6 0 6> 0 0 o7 0 (4.63)
: o 0 ¢ 0 O > 6 0 o
Dessa forma, as variaveis do contorno podem ser expressas como nas eq. (4.5):
u=¢" U
B B (4.5)

QZ¢T?“
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sendo:
u, q,
u=+u, e q=144; {4.64)

L1 ¥} ) q3
U} q
U; 2
Ui 3
Uj . L
U3 3
U; 3
U3 2
U3) Q3

onde, U} e Q'} s¢io a componente de deslocamento © de forcas de superficie na

interface solo-estaca, nondic diredo j, respectivamente. Essas forcas de superficie sa0
admitidas constantes no contorno de uma dada segfio transversal da estaca ¢ variavel ao
fongo de seu comprimento. Tais componentes de forgas de superficie devem ser
iransformadas em componentes de forcas de interagdo, variavel ao longo do

comprimento da estaca, da seguinte forma:
Pl = 2mr Q) (4.66)
sendo que:
¥, ¢ o raio do fuste da estaca no eJemento em analise.
A Fig. 47 mostra-s¢, om representacao gsquematica, a distribui¢do das

componentes de forgas de interagfio para um elemento de estaca.

Para completar a combinagio do método dos elementos de contorno com O
método dos elementos finitos, as componentes de forgas de interagdo devem ser
alteradas para forgas nodais equivalentes. Esta mudanga & feita a partir da energia

potencial devido ao carregamento, que ¢ dada por:
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i+l

n ‘;“'
SuENERN

§21,2,3

1o L.,}a 1+2 .
p1+2
)|

FIGURA 4.7 — Representagio da distribuigiio das forgas de interagdo em um

clemento de estaca.

N
Q= -2wr; Iﬂl} pds (4.67)
sendo £, o comprimento do elemento.
Escrevendo-se a expressio da energia potencial das cargas externas em termos
de coordenadas adimensionais, tem-se:
(4.68)

£ o1 1
Qm—Zﬁ:rf-iLif gjdé
As variaveis, no caso, deslocamentos @ ¢© forcas distribuidas ao longo do

pressas em termos de componentes nodais, que substituidas

elemento, p podem ser ex

na eq. (4.68), resulta:
(4.69)

Q= ~27w; gU"’T j} y OdEP”
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onde, ¥ e @ sdo as fungdes aproximadoras para deslocamentos e forgas distribuidas,

definidas no método dos elementos finitos.

Calculando-se a varia¢io da energia potencial do carregamento, tem-se:

3Q = -2xr; %ESU"’T jl %T ddgP” (4.70)

A partir da variagio da energia potencial, dada na equagdio acima, as forgas

nodais equivalentes sdo calculadas como:

F =27, -g‘- j_‘l x " O dEP” (4.71)

As forcas nodais equivalente, F . de acordo com a eq. (4.71), sdo calculadas
~B
em fungio das componentes de forcas de interagio P" . Assim, pode-se escrever que:
F =2nr, TP (4.72)
~B i

A eq. (4.72) tem a mesma representagao matricial que a eq. (4.21). Portanto, a

matriz T, pode ser escrita para N, elementos de barras, como:

f] Ne 1 T
?:E-Z L.x @ dE (4.73)

SR
onde ¢; ¢ 0 comprimento do elemento j.

A fungio aproximadora das forgas de inieragio, @ ¢ adotada do 2° grau,

enquanto que, a fungdo aproximadora dos deslocamentos, ¥, para as diregdes xq € Xz nO

método dos elementos finitos, é exata quando do 6° grau, no entanto, dispbe-se de
apenas seis valores nodais, isto &, trés deslocamentos e trés rotagies, como mosira a Fig.
A7 Por esta razio adotou-se uma fungio aproximadora de 5° grau para ©0s

deslocamentos, que pode ser escrita Como:

n(&), = AL® + BE + CE® + DE? + EE+ T (4.74)

I para as rotagOes, tem-se:
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%Béi_ ~0(E), = 5AE* +4BE® +3CE? +2DE+E 75

sendo, i = 1,2 e representa as direges Xy € X2.

FIGURA 4.8- Valores nodais para deslocamentos e rotagbes nas directes x4 €

X3.

Os deslocamentos podem ser expressos na forma matricial como:
wé) = oo (4.76)
sendo,
5 ¢4 g3 g2
e S S A @7

Das condicdes de deslocamentos e rotagOes impostas nos pontos nodais,

pode-se escrever para as direg0es X1 © Xz
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Ut =

Que matricialmente pode ser escrito como:

y = > O U

U" =Na

IS S — =R

[ T =T

Podendo-se escrever o vetor (L cOINo.

a=N"U"

Substituindo-se a expressio (4.80) na expressio (4.76), obtém-se:

ug)=oN U’

1](A)
0oilB
1{lc
o||D
i1||E
of|F

R | .
sendo que, a matriz N, apresenta os seguintes valores:

-2
-5

0

0

i=1,2

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

Os deslocamentos e rotagbes para as direcdes x; € %z, podem entdo ser

e8Crt0S COMmo;
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365 — 284 —5E% 4487 |
of2Es -t -g2+E) | |6
4gt-882+4 | U

0] 24E> — 8E> + 48) 0;

_ 385 — 2% +587 + 487 U}
/2 e -8 -E |07

Para a diregio x3, a fungdo aproximadora exata seria do quarto grau, no

3 i=1,2 (4.83)

w®) =

R

entanto, dispde-se de apenas trés deslocamentos nodais por elemento, e por esta
razio, adotou-se uma fungdo aproximadora parabolica, representando-se 08

deslocamentos nessa diregiio da seguinte forma:

u(); =GE&” + HE+ 1 (4.84)
Das condigdes de deslocamentos impostas Dos pontos nodais, iém-se para a
direcdo 3.
ull [t -1 1[G
: 2
U ={U05:=10 0 1yxH (4.85)
vl 1 1 1t

A inversa da matriz N | escrita apenas para a direcio x3, sera:

}. i -2 1
N :g -1 0 1 (4.86)
0 2 0

Entio, os deslocamentos na dire¢do %3, podem ser expressos como:

|oe-s (ol
u(E), = — 25"+ 1) U (4.87)
2 | |

A expressiio geral para os deslocamentos nas trés diregdes, assim, ganha as

seguintes forma:
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[

>
-
o
o o
<
v
N
&> =
<
W
s’

[
-~ =

u(g) =

A
-
[t

L (4.88)

b
a3

o |
=]
=
Ea
.
- =
<
=
543
o <&
- =
<
=
W b

u(g)=xU" (4.89)
sendo que:

'X,l - 3(25 - Zéé . 5@3 ¥ 4{32

F=4E® 887 + 4

oF =385 —2gt 88" ag?

1t =UE" - E)

(= 41-87)

1 =25+ &)

Apos efetuarem-se as integragdes, a matriz T, para um determinado

(4.90)

elemento j, pode ser escrita como:

‘57 ¢ O 44 0 O -3 0 O
5 ¢ ©0 44 ¢ 0 -3 O

7.
- L %ilg 6 0o 6 192 6 0 16 0O (4.91)
~ 210 2

0o 0 28 0 06 224 0 28

3 o 0 44 © 0 57 9
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A matriz T pode ainda ser determinada, admitindo-se dois elementos

consecutivos, cada um de comprimento ¢/2. Utilizando-se as condigdes de
equilibrio ¢ de contorno, em um procedimento, sem aproximagdes, semelhante ao
utilizado em analise matricial, determinam-se as agoes nodais equivalentes em cada

06 e em cada uma das diregbes principais, obtendo-se a matriz ‘T , que esta abaixo

representada.

74 0 0 56 0 0 —-10 O 0 |

o 74 0 0 5 ¢ ¢ -10 O

0 0o 70 0 ©0 60 O 0 -—10

L 16 0 208 0 0 16 0 0

T=-+ "l ¢ 16 o0 o0 208 ¢ 0 16 0 (4.92)
~ 240 2

0 6 20 © 6 200 O 0 20

4.8 RESISTENCIA DE PONTA

Foi desenvolvido um procedimento que permite a consideragio da resisténcia
de pontada estaca e incorporado ao presente modelo.

A estaca pode ser discretizada em um nimero qualquer de nés, desde que
compativeis com a fungdo aproximadora das forgas de interacdo, admitida
parabolica. Para o Gltimo elemento da estaca, um no interno adicional j* é

introduzido, como apresentado a Figura 4.9.

Assim, as forcas de superficie ¢ e consequentemente oS deslocamentos U

podem ser eXpressos em um ponto $ qualquer (no caso j’) do elemento, em termos

N N , . o
de seus valores nodais U ¢ Q, através de trés fungdes imterpoladoras, eq. (4.5),
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obtendo-se equagdes adicionais, a ser incorporadas ao sistema de equagdes do

método dos elementos de contorno.

O mesmo ocorre em relagdo ao sistema de equagdes do método dos elementos

finitos, visto que, um novo elemento deve ser considerado.

Os demais procedimentos séo semelhantes aos ja descritos para a combinagdo

dos métodos dos elementos de contorno e o método dos elementos finitos.

FIGURA 4.9 - Representagio do ultimo elemento de uma estaca, com

indicagdo do né adicional para considerar a resisténcia de

ponta.
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4.9 APLICACOES NUMERICAS

Neste item sio apresentados alguns resultados obtidos a partir dos modelos

formulados, além de comparagdes com outros modelos.

4.9.1 Estaca vertical sob carga vertical

Considera-se uma estaca cilindrica vertical, em concreto, com comprimento
de 8 m e didmetro igual a 50 cm, submetida a uma carga vertical de 100 kN, no topo
da estaca. O modulo de deformagio do concreto da estaca € igual a 20 GN/m*. O
solo & admitido homogéneo, elastico linear, com modulo de deformagcdo igual a 10

MN/m? e coeficiente de Poisson (v) igual 2 0,3.

Neste exemplo a estaca foi discretizada com apenas trés nos. Comparam-se 08
resultados do presente modelo, como obtidos usando-se 08 procedimentos indicados
por POULOS (1968), discretizando-se a estaca com quatro nos ¢ admitindo-se as

forgas de superficie constantes em cada elemento.

Os resultados em termos de deslocamentos e forgas de superficie $30
apresentados , respectivamente, nas Figura 4.10 e Figura 4.11. Observa-se uma boa
concordancia entre 08 resultados obtidos a partir da presente analise e a proposta de

POULOS.



A Combinagio MEC-MEF 120

P e

Coordenadas relativas da estaca - x3/

0.00 020 0.40 0.60 080 1.00

8

2.00

Deslocamentos uyd -~ mm

210 -

220

FIGURA 4.10 — Deslocamentos ao longo da estaca tia dire¢do X3.

Goordenadas relativas na esfaca - x3n
000 0.20 0.40 0.60 080 100

‘ L i i

16.00 -

%5 - kN/mZ

na diregac

12.00 -

BOD -

Forgas de superfgle

400 ---

FIGURA 4.11 — For¢as de superficie a0 longo da estaca na diregdo %3
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e

O mesmo exemplo foi empregado para considerar a cesisténcia de ponta. No
presente modelo foi adicionado um 1O, localizado na cota xy=6 m, enquanto na
configuragio proposta por POULOS, foi acrescentado um no na extremidade inferior

da estaca.

Nas Figura 4.12 e Figura 4.13 sdo apresentados 08 resultados das duas
formulagdes, em termos de deslocamentos Da diregdo X3 € forgas de supetficie a0
longo do comprimento da estaca, também na diregao Xxs. Novamente, observa-se uma

boa concordancia dos resultados obtidos a partit dos dois procedimentos

apresentados.
Coordenadas relativas da estaca - Y34
0.00 0.40 0.80 1.20
150t mﬂﬂmiw.”_ﬁﬁm"“.}wm,_ny,. ,L,w_wﬁ
&
&
Y180
€7
i |
th
g
[d
3]
€
©
[&]
A2
@ 200
)

FIGURA 412 — Deslocamentos a0 jongo da estaca na diregdo %3,

considerando-se a resisténcia de ponta.
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-

Coordenadas relativas da estaca - ®3/
0.60 0.40 0.80 1.20

4.00 [ TR SO e b

- kN/m2

-~ e

i

4o %3

6.00 —

8.00 -

Forgas de superficie na direg

10.00 -

Figura 4.13 — Forgas de superficie 20 fongo da estaca na direcio X3,

considerando-se a cesisténcia de ponta.

4.9.2 Intera¢io entre duas estacas sob carga vertical

O acréscimo de deslocamento vertical em uma estaca em meio semi-infinito,
tridimensional, devido a outra estaca idéntica e igualmente carregada, € representado

por um fator de interagao o, definido como:

deslocamento yertical adicional devido a estaca adjacente
o= b P T ——
deslocamento vertical da estaca isolada

A Figura 4.14, ilustra @ redugdo do efeito de interagdo, com © aumento do
espagamento entre as estacas. Note-se que o fator &, varia ndo s com O espagamento

entre estacas, Mas também com O coeficiente de Poisson (v) do solo , 2 relagio entre

F cstac:
o modulo de deformagio da estaca € 0 modulo de deformagao do solo (K = E"f—i—*mi ),

Bgolo
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além da relagao comprimento/didmetro da estaca (4&“), que no presente exemplo fot

mantida constante.

Pode-se observar que mesmo para grandes espagamentos entre estacas, ©
valor do fator o ainda & significativo.

Em POULOS (1968) pode-se encontrar gréaficos semethantes ao0s aqui

apresentados.
' 040 X
0
W I
4 Y
- z
A
3 0.20 \‘;}
o Ut ",
o W
2 ;
® 1
u-

0.00 — s e (i E S

0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00
Relacao espagamenio diametro - (sl/d)

FIGURA 4.14 — Representagio da interagfio de deslocamentos na diregdo X3

entre duas estacas verticals com cargas verticais, para

«=500.
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- ——— T ——

0.80 -

0.40 -

Fator de interagédo - alfa

0.00 -~ 1

0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00
Relagéo espagamento diametro - (s/d)
FIGURA 4.15 - Representacdo da interacio de deslocamentos na direcio %3

enire duas estacas yerticals com cargas verticais, para

x=100000.

Mostra-se na Fig. 416 os deslocamentos horizontais em relagdo ao CiX0 X1,
das duas estacas verticais submetidas a carga vertical de 100 kN, aplicada em cada
uma delas, tendo o solo cocficiente de Poisson v=0¢ «=500. . Pode-se observar que
enquanto 0s topas das estacas se aproximam, suds extremidades inferiores 5¢
afastam, tendo em vista uma maior transferéncia de carga das estacas para o solo,
proximo das pontas das estacas. O afastamento proximo ao topo das estacas pode ser

explicado devido 2 rigidez das estacas.
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i L : : 1 H i

0.00 0.25 0n.50 0.79 1.00
Coordenadas relativas das estacas *34

FIGURA 4.16 - Destocamentos na direcdo X1, para duas estacas sob carga

vertical, v=0 € 1x=500.

4.9.3 Estaca saclinada seb carga vertical

Uma estaca cilindrica em concreto, comt comprimento de 8 m €
modulo de deformagio igual 20,7 GPa/m®, foi instalada no solo com uma inclinagdo
de 1:3coma vertical. No topo da estaca estd aplicada uma carga vertical de 100kN.
O solo € admitido homogéneo, elastico linear, com modulo de deformagido jgual a 10

MN/m? e coeficiente de Poisson (V) jgual a zero.

Os deslocamentos verticals € horizontais $a0 mostrados na Figura 417 ¢

Figura 4.18, 188D ectivamente.
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FIGURA 4.17 — Deslocamentos horizontais na dire¢io x3 ao longo do

comprimento de uma estaca inclinada.
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Coordenadas relaiivas da estaca x3/t

FIGURA 4.18 — Deslocamentos verticais na dire¢io x3 ao longo do

comprimento de uma estaca inclinada.
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[ E—————

4.9.4 Estaca inclinada sob carga horizontal

Apresenta-se a seguir 0s resultados obtidos a partir da modelagem da mesma
estaca inclinada descrita no exemplo anterior, agora sob carga horizontal de 20 kN,
na dire¢io X; € NO MeESMmo sentido da inclinag@o da estaca.

Na Figura 4.19 s@o mostrados os deslocamentos horizontais na dire¢do Xy, a0
longo do comprimento da estaca.

Na Figura 4.20 representa-s¢ a distribuicio das forgas de superficie

horizontais na direcéo xy, ao longo do comprimento da estaca.

Coordenadas relativas da estaca x3/

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

0.10

M -
- M“W

A

Desiocameantos horizontais x1 - mm

0.00

FIGURA 4.19 — Deslocamentos horizontais na diregdo x; ao longo do

comprimento de uma estaca inclinada, sob a a¢do de uma

carga horizontal.
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Coordenadas relativas da estaca w3

0.00 0.40 0.80 1.20

10.00 —

Forgas de superficie na diregdo x1 - kN/m2

S
8

FIGURA 4.20 — Forcas de superficie na dire¢do x4 a0 longo do comprimento
de uma estaca inclinada, sob a agdo de uma carga

horizontal.
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5 MODELO NAO-LINEAR PARA O ACOPLAMENTO DO
SOLO A ESTACA

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, estende-se a formulagio anteriormente desenvolvida para
considerar o comportamento nio-linear na interface entre O solo e a estaca. Sera
utilizado um modelo elastopléstico para a modelagem do comportamento das forgas
interativas enire 4 superficie da estaca € do solo. Para tanto, apresenta-se, inicialmente,
alguns conceitos da teoria da plasticidade para casos unidimensionais que sio a seguir
generalizados para gstados multidimensionais €, que governam O comportamento
elastoplastico dos materiais, bem como, sd0 introduzidas as expressoes necessarias ao
equacionamento do problema.

Posteriormente, 30 apresentadas as hipoteses © simplificagbes introduzidas
tendo em vista sua aplicagio em problemas de inferagio solo-fundagiio em estacas,

assim como, o procedimento para a solugiio numeérica de tais problemas.

Ao final do Capitulo, alguns exemplos numéricos sio analisados, considerando-
se 0 comportamento nio-linear do solo, com 0 objetivo de se verificar a adequagiio da

formulacdo apresentada a0 problema proposto.

59 PRINCIPIOS BASICOS DA TEORIA DA PLASTICIDADE

Apresenta-se, neste item, os conceitos basicos da teoria da plasticidade, utilizados

na solugdo de problemas que apresentam nao linearidade fisica. Um {rafamenio mais
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detalhado sobre o assunto pode ser encontrado em HILL (1950), HODGE (1959),
MELDELSON (1968), CHEN (1982), dentre outros.

Basicamente, 0 comportamento plastico de um material fica caracterizado pelo
aparecimento de deformagdes irreversivels &P mesmo quando se anula a solicitacdo a

que O COTpO esta submetido. Essas deformacdes plasticas, que ¢jo consideradas

independentes do tempo de aplicagfio do carregamento, aparecem apos atingida a tensdo
de inicio de escoamento do material Go. A Fig 5.1 mostra esquematicamente uma

possivel curva tensio-deformagio, no €aso de um ensaio uniaxial, para um material com

estas caracteristicas.

a % CARGA
Oy fmme =
~. DESCARRE GAMENTO
;o . .
o 1=~ oty REGIAO ELASTICA
'
u
|
[
|
/ i
! !
ol _p %

FIGURA 5.1 — Diagrama tensio-deformagio para um ensaio uniaxial.

A configuragao deformada ¢ dependente do nivel de tensio e da historia do

carregamento. Observa-se fa Fig. 5.1, que, para solicitagdes que provocam niveis de
tensdo inferiores a Oy, O comportamento do material & elastico, © deste modo, para

sucessivas situagdes de carga © descarga, 0 caminho percorrido encontra-se sempre no
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irecho linear inicial OA., nio revelando portanto 0 aparecimento de deformagdes

permanentes ou residuais.

Entretanto, quando o corpo ¢ solicitado por um nivel de tensdo superior a tensdo
de escoamento, caracteriza-se 0 comportamento pléstico do material, no qual se verifica
que, ao efetuar a descarga, esta nao se da pelo mesmo caminho percorrido durante a
carga, mas segundo uma reta aproximadamente paralela a reta inicial ao do regime

clastico. Em consegiiéncia, para um nivel de tensdo nula, verifica-se o aparecimento de

uma deformagdo irreversivel, denominada deformagao plastica A

Constata-se que, a partir da situagio atual ao efetuar um novo carregamento, este

se dard segundo O MESMO caminho linear do descarregamento, até que seja atingido um
novo valor para a tensdo de escoamento, Gy, que € fungio da deformagio plastica

acumulada até entdo. Este fenbmeno € denominado de endurecimento ou encruamento

do material.,

Para que se obtenha uma formulagio de uma teoria que permita modelar 0
comportamento elastoplastico de um material, devem ser conhecidas relagGes explicitas
entre tensio e deformagido que descrevam este comporiamento em regime elastico, €
também, outras relagdes que representem O comportamento  do material pos-
escoamento, que caracteriza 0 regime plastico. Finalmente, precisa também ser
conhecido, um critério de escoamento que indique o nivel de tensio a partir do qual

surgem deformagdes plasticas.

5.3 PROBLEMAS ELASTOPLASTICOS UNIDIMENSIONAILS

Para situagBes unidimensionais, O modelo ¢ facilmente definido apenas em
funcio da curva tensio-deformagfo, obtida a partir de ensaio uniaxial de um corpo de
prova do material em estudo. Usualmente, algumas curvas tensdo-deformagao
idealizadas sio admitidas para representar o comportamento do material, objetivando

simplificar a analise elastoplastica.

A idealizacio mais simples corresponde a0 comportamento elastoplastico

perfeito, e que €2 adotada no presente trabalbo, ja que conduz a resultados satisfatorios
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para a analise elastoplastica dos problemas que aqui serao tratados. O material, cujo ©

diagrama tensio-deformagdo esta apresenta_do na Fig. 5.2, tem comportamento

puramente elastico para nivels de tensOes inferiores @ tensdo de escoamento Oo

Entretanto, quando a tensio ¢ igual a tensio de escoamento Go, verifica-se ©O

aparecimento de deformag0es plastica A

FIGURA 52 — Diagrama tensio-deformagdo pard material elastoplastico

perfeito

A deformaglo total, devida a qualquer estado de carregamento, pode ser

ot () P - ,
decomposta em uma componente elastica, £, e emuma componente plastica, gP isto &

g =g +&' (5.1

O nivel de tensdo para © material elastoplastico perfeito esta limitado & seguinte

condigdo:
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6—-69 <0 (5.2)

Um outro comportamento consiste em assumir uma curva bilinear, apresentada
na Fig. 5.3, com endurecimento linear do material apos © escoamento. Neste €aso, para
tensdes abaixo da tensio inmicial de escoamento  Go, (ponto A da curva), ©
comportamento do material ¢ elastico © seu modulo de elasticidade igual a E. Atingida a
tensio de escoamento, uml incremento de tensdo acarreta um incremento de deformagao,
com o aparecimento de deformagdes plasticas , gP, segundo uma inclinagao denominada
de modulo tangente Ey. assim, apos 0 escoamento inicial, conforme mostra a Fig. 5.3,

fem-sel

do = Epde (5.3)

FIGURA 5.3 — Diagrama tensdo-deformagdo para um material elastoplastico

com endurecimento linear.
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Com o incremento de deformagdo total d&, podendo ser decomposto em uma

componente elastica e outra plastica, ou seja:

dg = de° +de” (5.4)
A partir da observagio da Fig. 5.3, pode-se constatar que, mesmo apos o inicio

do escoamento, incrementos de tensio correspondem a incrementos de deformagio

elastica, dada por:

do = Ede® (5.5)

No caso do material em estudo que apresenta curva tensdo-deformagdo bilineat,

ametro de endurecimento, como a relagdo

define-se o pardmetro H’, denominado de par

io de escoamento € OS

entre os incrementos de tensio que excedem a tens

correspondentes incrementos de deformagdo plastica, isto €

H'= E (5.6)

dsP
ou seja,

H“~wiklw« (5.7)
de —de

Substituindo-se as eq. (5.3) € (5.5)naeq. (5.7), resulta:

E.
H'w—— (5.8)

A tensio de escoamenio Gy, em um ponto qualquer B, pode ser escrita em

funcio da tensdo de inicio de escoamento, somada aos incrementos de tensdo enire 08

pontos A e B, como:

B

G, =0y + jciﬁ' (5.9)
A

s incrementos de tensdo estdo relacionados a deformagio

(5.6) na eq. (5.9), tem-se:

Pode-se verificar que o

plastica ocorrida. Assim sendo, substituindo-se a €q.

B
nysu+jﬂwk” (5.10)
A

que, apos efetuada a correspondente integragio, resulta em:
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o, =g, +H'e’ , (5.11)

ettt

sendo &F a deformagio plastica acumulada no intervalo AB.
O nivel de tensdo para o material elastopldstico descrito esta limitado a seguinte
condigio:
-0y < 0 (5.12)
O primeiro membro desta inequagdo pode ser entendido como uma fungao de

escoamento que ndo pode agsumir valores positivos, ou seja.
F(o,k)<0 (5.13)
ou,
c—¥Y(k)s0 (5.14)
Comparando-se as expressoes (5.12) e (5.14), constata-s¢ que Y(k) ¢ uma

fungiio que representa a tensio de escoamento atual, Cy. Portanto, pode-se verificar, a

partir da eq. (5.11), que a fungdo Y (k) depende apenas do parfmetro k, associado a

histéria € a0 comportamento quanto a0 endurecimento do material.

A expressio F(o,k)=0, dada pela eq. (5.13), determina a superficie que limita a

regidio elastica atual e corresponde a um ponto sobre a curva tensio-deformagio.

5.4 TEORIA DA PLASTICIDADE NO ESPACO
TRIDIMENSIONAL

A generalizacio da analise elastopléastica para estados multiaxiais de tensdo pode
ser feita por meio das hipoteses basicas da teoria da plasticidade juntamente cOm ©OS

conceitos para o caso unidimensionais apreseniados anteriormente.
No meio continuo, as relagdes entre tensio e deformagao podem ser estabelecidas
através das suas componentes tensoriais Gij © &ij- Assim, 0s incrementos de deformagio

total dey, de forma analoga ao €aso uniaxial, podem ser €Xpressos através das

componentes elasticas e plasticas, ou seja:
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de; = dej; +dej, iji=1,2,3 (5.15)

A relagdo tensdo-deformagdo, que descreve o comportamento do material na fase

clastica, é obtida da eq. (2.8) e expressa como.
Oy = Cijklﬁfu (5.16)

onde Cip, € o tensor de quarta ordem das constantes clasticas, que para materiais
isotropicos, ¢ dado por:

Ciju = AB;; 8y + H; 0y + nd; oy (5.17)

sendo A e p as constantes de Lamée Sij o delta de Kronecker.

Para estados de tensdo multiaxiais, um critério de escoamento determina o
estado de tensio para o qual iniciam-se as deformages plasticas € pode ser escrito,

genericamente, sob a forma:

F(o,;,k) =1(c;) - Y(K)=0 (5.18)

sendo que, f(oy) € a fungdo do estado de tensdo atual Gij, podendo ser interpretada
como uma tensio efetiva ou equivalente uniaxial & . A fungiio Y(k) depende apenas do

pardmetro de endurecimento do material, k, podendo ser entendido como um valor

convencional da tensdo de escoamento, obtida a partir de ensaios uniaxiais.

O critério de escoamento definido pela fungdo F pode ser representado 1o
espago das tensbes por uma superficie, denominada de superficie de escoamento, a qual,
separa os estados de tensoes elasticas daqueles que geram deformacdes permanentes ou
plasticas.

No espago de tenmsOes, © estado de tensdio G em um ponto do corpo €
representado por um ponto 1o interior ou sobre a superficie.

Admitindo-se validas as hipoteses de que o material permanece homogéneo €
isOtropo, 0s eIXos coordenados no espago tridimensional podem ser relacionados as trés
tensbes principais, sendo possivel assim uma representagio iridimensional para a
superficie de escoamento.

A superficie que limita a regido elastica inicial, como no case uniaxial, ¢ fungdo

apenas do estado de tensiio, e portanto, a partir da eq. (5.18), pode-se escrever.
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F(Gij):ﬂ ) (5.19)

De acordo com essa representagio, sendo F = 0, acréscimos de estado de tenséo
que conduzem 2 valores negativos de F indicam situag#o de descarga ou entrada no
regime elastico. Acréscimos de tensdio que verificam a €q. (5.19) indicam uma situaglo
limite ou carregamento neutro. 14 acréscimos de tensdio que conduzem a valores
positivos de F sd0 ditos inadmissiveis, pois indicam 0 aparecimento de deformagoes
permanentes. Nesta situagdo, a superficie inicial de escoamento deve evoluir no espago
das deformagdes de tal modo que o ponto que representa 0 NOVO estado de tensdo ainda

resulta sobre a superficie.

Assim, alguns modelos descrevem a evolugdo da superficie de escoamento no
espago das tensoes. Na Fig. 5.4.a esta representada a superficie de escoamento para um
material plastico perfeito, sendo que a tensdo de escoamento ndo depende da

deformacdo plastica ocorrida anteriormente.

Para materiais que apresentam endurecimento, dois modelos descrevem tal
comportamento. O primeiro denominado isotropico, sndicado na Fig. 5.4.b, admite que
a superficie de escoamento evolua, mantendo a sua forma imicial, sem sofrer translagdo,
gerando superficies subseqiientes, através de expansio uniforme da superficie inicial.
Quando as superficies subseqilentes preservam a forma e orienta¢do, mas apresentam
translagdo no espago das tensdes, como COIPo rigido, © modelo é dito cinematico,

conforme ilustrado na Fig. 54.c.
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FIGURA 5.4 — Modelos de representagiio de comportamento com endurecimento.

No presente trabalho, o modelo para materiais plasticos perfeitos é adotado,
tendo em vista que, esse modelo, pode representar satisfatoriamente 0 comportamento
dos problemas de interagio solo-fundaciio. No entanto, visando uma formula¢io mais
abrangente, optou-se em apresentar O desenvolvimento matematico tendo como base o
modelo com endurecimento isotropico.

O desenvolvimento progressivo da superficie de escoamento ¢ definido a pariir
da variagio da fungdo de escoamento do material Y(k), que pode ser relacionada a
deformagdio plastica por meio do pardmetro de endurecimento k. Duas sio as hipoteses
admitidas para a defini¢do deste pardmetro. A primeira, conhecida como work
hardening, estabelece o parmetro k como uma fungiio do trabalho plastico, Wy,

acumulado durante as deformagdes plastica, isto €
. - P
k=W, =[o,de] . (5.20)

em que di—;% é a componente da deformagfo plastica ocorrida durante o incremento de

deformacdo.
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A Segunda hipotese, denominada de strain hardening, relaciona o pardmetro K

com a medida da deformagao plastica total, denominada de deformagao plastica efetiva

ou equivalente, £?, definida por:
k=8"=[dE" . (5.21)

sendo,

dg? =

%}‘;(dgﬁl )y (dey)* (5.22)

0O estado multiaxial de tensdo ost4 associado ao estado de tensfio unidimensional,

por meio da tens3o equivalente G ¢ da deformagio equivalente g¥, que devem
reproduzir a tensdo ¢ ¢ a deformagdio plastica g” do ensaio uniaxial. Portanto, a relagio
incremental entre tensao e deformagdo, pode ser escrita de forma semelhante a eq. (5.6),
ou seja:

do = H'dg” (5.23)

A partic da definigio da fungio de escoamento, dada na eq. (5.18) e
considerando-se 0 endurecimento do material, 0s estados de tensdo para 08 quais f <
Y(k), caracterizam um comportamento elastico do material. Quando { = ¥(k), atinge-se

o estado plastico e uma variagdo incremental na funcdo de escoamenio devido a uma

variagio incremental de tensdo, é dada por:

Gy
Portanto, a partir da observagao da variagio da fungio de escoamento, podem

ser caracterizadas as seguintes situagOes:

a) df<0  ocorit descarregamento, caracterizado pelo comportamento elastico, € 0
ponto representativo do estado de tensfo retorna para O interior da

superficie de escoamento;

b) df=0  carregamento neutro, que ocorre para materiais plasticos perfeitos,
permanecendo o pouto sobre a superficie de escoamento inicial, que €

fixa,
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¢) df>0 carregamento plastico, no qual o material tem comportamento plastico
com endurecimento, ¢ 0 ponto que representa O estado de tensdo

permanece na superficie de escoamento em expansio.

para a formulagio de um modelo elastoplastico, ¢ necessario estabelecer
relacbes constitutivas que representem O comportamento do material na fase pos-
escoamento. Assim, faz-se uso de uma hipotese adicional da teoria de plasticidade que
consiste em considerar que 0 incremento de deformacdo plastica seja proporcional a0
gradiente de tensio de uma grandeza escalar denominada potencial plastico Q,

podendo-se escrever:

def} = dxégl (5.25)

955

sendo dA uma constante denominada muldtiplicador plastico.

Aeq (5.25)¢ denominada regra de fluxo, uma vez que indica o fluxo plastico
apos 0 escoamento. Quando se considera o potencial plastico ) coincidente com a

fungdo de escoamento F(G‘ij,k), tem-se a regra de fluxo denominada associativa, €

neste caso a eq. (5.25) pode ser escriia como.

O¥(o;,K)
del, = dA~ LK , (5.26)
063
ou,
of (o)
del = dA— e, (5.27)
de
uma vez que Y(k) ndo ¢ dependente do estado de tens@o.
Aeq. (5.26) ¢ conhecida como condigdo de normalidade, uma vez que —— §¢

]
constitui em um vetor normal 4 superficie de escoamento no ponto que representa o

estado de tensdo.

A partir da teoria da plasticidade ¢ como consequiéncia da lei associativa de
escoamento, ¢ possivel demonstrar que, 4 condicdo de irreversibilidade das deformagdes
plasticas implica na realizagio de trabatho plastico positivo durante uim ciclo completo

de tensio. Este fato garante a convexidade tanto da superficie de escoamento inicial,
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quanto de todas as superficies de escoamento subseqgitentes. As condi¢des de
normalidade de fluxo plastico e convexidade da superficie de escoamento sdo
adequadas aos materiais com comportamento elastoplastico perfeito ou com

endurecimento, garantindo a unicidade da solugdio do problema.

Apos o inicio do escoamento, 0 material passa a apresentar um comportamento
elastoplastico. Para a determmaqao da relagio tensdo-deformagio pés-escoamento,
substitui-se o incremento de deformagdo elastica da eq.(5.15) na eq. (5.16), de forma

que o incremento de tensdo seja expresso por:
_ p
Gy = Ci;kl(dgm ~dey;) (528)

Substituindo-se na eq. (5.28) o incremento de deformagdo plastica dado na eq.
(5.27), tem-se:
doy; = Cijkl(dgkl —adA) > {5.29)
sendo,

BF(G’knk) af(fjkl)
Ay = T A

> 5.30
96y 961y 629

Considerando-se que durante a ocorréncia de deformagoes plasticas ©

ineremento da fungio F(0),K) ¢ nulo, tem-se:

ar = 2 o+ Dl =0 (5.31)
do; ok
ou, ainda,
Y (k)
a;;doy; — K —tdk =0 (5.32)

Substituindo-se, na eq. (5.32), o valor de dk ¢ utilizando-se a hipotese de

endurecimento formulada na eq. (5.20), tem-se:

a.do;, SY() . dA =0 (5.33)

i} U ak 'l i}

O segundo termo da eq. (5.33), tendo em vista a €q. (5.30), toma a forma :
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of (o,
vk oy A5) g = ¢ (5.34)
ok V8o

Sendo f uma funciio homogénea de grau unitario, e aplicando-se 0 Teorema de

Euler para as fungOes expressas na €q. (5.34), tem-se:

dY (k) oY (k)

e

f A (535
P (o;)d (5.35)

ij a‘jdk =

Considerando-se f(o ;) como uma tensiio equivalente © , para 0 ¢aso uniaxial

e utilizando-se a definigio de endurecimento dado na eq. (5.20), pode-se reescrever 4

eq. (5.33), como:

V)¢5, )d = HIdA

5.36
Y ; (5.36)

sendo que o pardmetro de endurecimento H’, expresso na 4. (5.23), relaciona 08

‘nerementos de tensdo e de deformago plasticas equivalentes.
Substituindo-se a eq. (5.36) e a eq. (5.35) na eq. (5.33), obtém-se:

O multiplicador plastico dA pode ser determinado em fungdo do incremento total

de deformagio, a partir das eq. (5.29) e da eq. (5.37), resultando:

a4 i—’l;kl
dA = _THTNE de,, (538)
a5 + HF
sendo,
di; = G (5.39)

Finalmente, substituindo-se a eq. (5.38) na eq. (5.29), obtém-se a relagdo

incremental entre tenso e deformagdo, dada por:

dijamngmnkl

1
on Gpan H

doj; = | Cija

i dey

, (5.40)

Visando a implementagao computacional, ¢ conveniente expressar o incremento

de tensdo em suas componentes elastica e plastica, ou seja:

doj; = dﬁ";j ”’df"% , (5.41)
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sendo a parcela elastica do incremento dada por:

enquanto a componente plastica resulta em:

d;;a,, e

G 5
a_ d +H

mp

dof| = - (5.43)

Nesta Gltima equagdo, d()‘f,m representa o incremento de tensio, devido ao

incremento total de deformagio, admitindo-se o comportamento elastico, de acordo com
aeq. (5.42).

5.5 CRITERIOS DE ESCOAMENTO

Um critério de escoamento tem por finalidade interpretar as solicitagdes
combinadas, indicando o inicio das deformagoes plastica. Assim, a teoria da
plasticidade faz uso das mesmas superficies de escoamento F, definidas na eq. (5.18),

interpretando-as, de outro modo, como critérios de plastificagdo do material.

Dada a grande variedade de materiais empregados (dicteis, frageis e outros nao
tio bem caracterizados), que apresentam comportamento distintos, niio ¢ possivel ter um
{ini¢o critério.

Neste trabatho tendo em vista que, o solo apresenta resisténeta a ruptura a tragao

simples diferente da resisténcia a compressdo, serio considerados apenas 05 CTitérios '

que mais se adaptam a este comportamento.

Um critério de escoamento é independente da orientagdo do sistema de
coordenadas empregado. Assim, é conveniente escreve-los em fingio do invariante do

tensor hidrostatico , Ir, dado por:
I, =04 (5.44)

e dos invariantes do tensor anti-esférico, 8, dados por:

J, = }"Sijgij

5 : (5.45)
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1
J3 = ESI]S ikski 5 (546)
sendo as componentes de S, dadas por:

1
S z(‘ij"“-;’f“ésij('f"kk (5.47)

Uma representagio alternativa para estes invariantes, consiste em substituir o

invariante Js, pelo dngulo 9, originalmente introduzido por LODE (1926), e dado por:

0= }?arc sen mé}éi@_ﬂ i (5.48)
3 2 33

com o dngulo 8 variando no intervalo [-m/6, /6].

Com os trés invariantes, &, J2 ¢ J3 ou 0, é possivel definir varias superficies de
escoamento as quais representam oS diversos critérios de plastificago. Ao longo do
tempo varios critérios foram estabelecidos, sendo os mais conhecidos os critérios de
Von Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager. Os dois primeiros critérios
apresentam resultados mais satisfatorios para materiais dicteis, enquanto os demais s&0
mais indicados para materiais frageis.

No estudo da plasticidade em solos e rochas, geralmente s&0 utilizados 05

critérios de plastificagio de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager.

551 CRITERIO DE MOHR-COULOMB

A superficie de escoamento definida pelo critério de Mohr-Coulomb ¢ uma
generalizagio da teoria de atrito de Coulomb, apresentada em 1773 ¢ demonsirada
inicialmente por Mohr em 1882. Neste critério, a plastificagdo do material em um
determinado ponto ocorre quando a tensio de cisalhamento alcanga um valor critico,

dado por:

t=¢c—0o g0 (5.49)
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al no plano de ruptura, ¢ éa

sendo que, T € a tenséo de cisalhamento, ¢ € a tensdo norm

coesdo e ¢ o angulo de atrito intermo do material.

Da observacio da Fig. 5.5, constata-se que.

g, +0
G =2 (5.50)
2 _
e"
o, C
Teosh = ——> (5.51)
pJ
Portanto, a eq. (5.49), pode ser escrita na forma:
G, O G, +0C
(o, ~03) 3 3)+M( ! Qsend;xccosd) (5.52)
ou, rearranjando 0s termos, tem-se.
(5.53)

(o, ~63)x 2¢c0s 0~ (o, +63)sm¢ _para Gy 20, 20,

» “¢ Cos @
@
| 1B . ]
a

¢
9
]

Oz

— g+ Gl 0
& [P S

T

FIGURA 5.5 — Representago do eritério de Mohbr-Coulomb.

F possivel escrever 0 critério de escoamento em fungio dos jnvarianies Iy, J2 ¢

J; ou O edos parfmetros ¢ ¢ $, como:
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F:}gllsen¢+m[cose——j——g—senesen¢)wccos¢:0 (5.54)

5.5.2 CRITERIO DE DRUCKER-PRAGER

O critério proposto por DRUCKER&PRAGER (1952) é uma modificagfio do
critério de escoamento de Von Mises, acrescentando-se uma parcela relativa ao primeiro

invariante, I;, obtendo-se:

F=al, +J, k=0 (5.55)

onde « e k sdo constantes positivas, refacionadas aos pardmetros ¢ ¢ d, e com

valores particulares para cada caso de aproximagao desejada.

Esta superficie, representada no espago das tensoes, tem a forma de um cone,
enquanto que a superficie determinada pelo critério de Mohr-Coulomb tem a forma de

uma pirdimide hexagonal irregular (fungio do valor do angulo ¢). As duas superficies

tém vértices coincidentes no ponto ¢ = G, = 03 =¢cot od ( Fig. 5.6).

Drucker - Prager

Mohr - Coulomb

FIGURA 5.6 — Representagio geométrica das superficies de escoamento de Mohr-

Coulomb e Drucker-Prager no espago das tensdes principais.
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por exemplo, pode-se admitir a hipotese

engio dos valores de a e K,
de Mohr-Coulomb. Assime

Para a obt

que © Cone de Drucker-Prager circunscreve a piramide

2send 6ccosd
dsiantt S K= ———— 3 (5.56)
) 30— send)

*T Jg(}—semb)

0, S¢ 0 cone estiver inscrito a pirdmide, tem-se:

Por outro lad

Zsemb . K= 6ccosd (5.57)
«/3(3+sen¢)

¢ = 33 +send)

{ustra a comparagdo no pl
sentativa do eritério de Mohr-

A%

ano 01-0z entre o8 cones inscritos €

A Fig. 5.7,

Coulomb.

circunscrito a pirdmide repre

50 geomeétrica dos critérios de Mohr-Coulomb €

FIGURA 5.7 — Representag
Drucker —Prager, 1o

plano de tensoes o102

Outros valores para as constantes o € K podem ser definidos na tentativa de
amento clastoplastico, tanto de solos cotno de rochas.

melhor representar O comport
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56 FORMULACAO MATRICIAL DAS RELACOES
CONSTITUTIVAS

Visando a implementagdo computacional, € conveniente que algumas expressoes
anteriormente apresentadas, sejan escritas na forma matricial. Inicialmente, a eq. (5.18)

(ue representa o critério de escoamento é reescrita na sua forma original,

que por diferenciagio, obtém-se:

d :—““—(?Edﬁ*%— dikﬂ(} (5.58)

dc ~ Ok

ou, na forma matricial,

aldo-HdA=0 (5.59)
sendo @, o vetor de fluxo, dado por:

+ OF oF OF oF OF oF  oOF
a = =3 s e T Ty A (5.60)
- a g 8@1] 86’22 8633 8623 _8631 8612

A eq. (5.40), que relaciona os incrementos de tensdo ¢ deformacio apds o

escoamento, fica:

do=D dsg (5.61)

?
s o ep -

sondo, D a matriz elastoplastica, dada por:
~ ep

Eaa E
D =|E-—Fo—— (5.62)
~o |~ a'Ea'+H'

onde F ¢ a matriz de constantes elasticas do material.

Portanto, para a determinagao da matriz elastoplastica, indicada na eq. (5.62),

basta que se conhiega 0 vetor de fluxo @ para cada critério de escoamento, que como ja
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descrito, pode ser denotado em fungdo dos invariantes. De acordo com NAYAK &

ZIENKIEWICZ (1972), o vetor & pode ser expresso de forma geral, como:

a=C,a +C,a +C;a , (5.63)
~ ~1 ~2 ~3
sendo,

r_9h

~1 00
12

a :QQ%L (5.64)
~2 oG
a"f _ 6J3
~3 0G

Assim, somente as constantes C1, Gz € (3 sdo necessarias para definir 0 critério

de escoamento. No caso do critério de Mohr-Coulomb, estas constanies valem:

C, = %sen(i}
C, =¢os Bl(i +tg0 tg39)+ sen ¢{tg30 - tg@)/ V3 ] (5.65)
B }fgsene +cosOsend
? 24, cos 30

Para o crifério de Drucker-Prager as constantes s&0 dadas por:

C,=u
C,=10 (5.66)
C, =00

A superficie de escoamento de Mohr-Coulomb, definida geometricamente no

espago das tensdes como uma pirdmide, apresenta descontinuidade nas derivadas em

alguns pontos (arestas). Por exemplo, para 0 =+30° a direcio das deformagdes

plastica sio indeterminadas. Uma aproximago consiste em substituir a superficie de
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Mohr-Coulomb, pela superficie de escoamento de Drucker-Prager, quando ]9‘ >29°,

ajustada de modo a estar inscrita ou circunscrita a piramide de Mohr-Coulomb.

57 UM MODELO  SIMPLES PARA A  ANALISE
ELASTOPLASTICA DE SOLOS NA INTERFACE COM
ESTACAS

Ao formular o presente modelo matemético para a analise da interagdo solo-
fundagio em estacas, no espago tridimensional, varios sio os fatores que contribuem
para um comportamento nio-linear, podendo-se citar: a nao linearidade inerente a0
comportamento do proprio solo, além de efeitos que ¢ revelam na interface estaca-solo,
como o escorregamento ou deslizamento, que s¢ caracteriza pela niio compatibilidade de
deslocamentos entre o solo e a estaca, ¢ a separaciio que pode ocorrer em razio do tipo

de carregamento a que a estaca esta submetida.

O escorregamento tem inicio, simultaneamente como escoamento do solo, tal
que, na interface solo-estaca estabelece-se um estado de tensdo, que corresponde a um
ponto sobre a superficie de escoamento do solo. A partir dai, os deslocamentos dao-se
de forma distinta enire o solo e a estaca, sendo que na estaca, os deslocamentos 80

muito superiores A0S que ocorrent no solo.

A aplicagio de um carregamento lateral 3 estaca, pode provocar 0 aparecimento
de tensdes de tragdo no solo, que quando superam a tensao de ruptura & tragdo, levam a
separagdo entre a estaca ¢ O solo. Este efeito pode se considerado mediante uma

formulagio do MEC para fratura mecinica (VENTURINI ,1994).

Estes dois efeitos ndo serdo tratados neste irabalho, embora seja possivel resolve-

Jos, também via tratamento mumérico, dando continuidade a presente linha de pesquisa.

Neste modelo, como apresentado 1o Capitulo 4, a solugdo ¢ obtida a partir de uma
combinagio MEC-MEF. Assim, as equagbes vistas no item anterior, apOs serem
convenientemente modificadas, podem ser utilizadas na anlise do comportamento ndo-

linear do solo.



Modelo Ndo-Linear para o Acoplamento do Solo a Estaca 151

para um incremento de carga genérico, dF , ¢ admitindo-se 0 comportamento

elastico, o incremento de deslocamentos correspondente, dUe, ¢ obtido, a partir da eq.
(5.26), como:

dU =K' dF (5.67)
sendo, K a matriz de rigidez equivalente do sistema solo-estaca.

Os incrementos de deslocamentos determinam na interface solo-estaca O
aparecimento de incrementos de componentes de forgas nodais, que podem ser calculados a

partir da eq. (5.17) e expressa coma:

d4Q° =8 1dU°-dQ’ (5.68)
sendo que,dQe , Tepresenta os incrementos de componentes de forgas de interagdo ¢

0. . .
A}, os incrementos de forgas conhecidas atuando sobre o contorno ou sobre a superficie

do meio, nas trés direges coordenadas.

As componentes de forgas nodais determinam no solo em sua interface com a estaca
o seguinte estado de tensdo. No plano Xp-xz ,as componentes de forgas sdo somadas
vetorialmente, obtendo-se uma resultante. A tensdo normal neste plano é obtida pela divisdo
desta resultante pelo didmetro da estaca. A componente de forca na diregdio x3, por sua vez,
ao ser dividida pelo perimetro da estaca, determina uma tensio de cisalhamento em um
plano vertical. Uma outra componente de tensio normal, na diregiio vertical, pode ser
incluida ao modelo, como consegiiéncia do peso proprio do solo. Assim, fica definido um
estado plano de tensdes, dado por:

o1
6" =405 (5.69)

)

Diferentemente  de outros modelos de comporiamento ndo-linear onde se
estabelecem relaces entre tensdes ¢ deformagdes, neste €aso as tensGes estdo relacionadas

diretamente aos deslocamentos, COMO MOStram as €q. (5.67)e(5.68).
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Apos o escoamento, as relagdes incrementais apresentada na eq. (5.40), podem ser

escritas na forma:

CaaTC
do=|C—————|de (5.70)
~ ~ a Ca+H'| ~

sendo que C a matriz de constantes elasticas dada por:

3 1

< e

(5.71)

| = @

v
i
le

PR ——

>

i 2

onde, E e v sdo 0 modulo de deformagio ¢ © coeficiente de Poisson do solo,

respectivamente. O vetor de fluxo, @, por sua vez, para o estado plano de tensdo € dado

por:
oF ol ; ¢
al w4y oF , oF (5.72)
- 66 8611 8622 8612
Tendo em vista as eq. (3.38) ¢ (5.39), pode-se escrever a 4. (5.70) como:
do=dc —~dAd | (5.73)
sendo que:
T g
a
dA = —— T—dg (5.74)
a Cat+H -~
e
d=Ca (5.75)

A partir da eq. (5.75), o vetor d , pode ser explicitado na forma:
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[ 7

*““—E"’"al +M1
d, 1+v
~ 1+v
d; Ga,

. 7

na qual, G ¢ o modulo de deformagio fransversal do solo , a1, 4, € a3 S0 as

componentes do vetor & ¢ M, vale:

_ Ev(a, +a,)

- (5.77)
i—v

i

Pode-se observar que a parcela dAd da eq. (5.73) representa a componente

plastica do Incremento de tensdes, que deverd ser reaplicada ao sisterna COMO
incremento de carga. Assim, as componentes plasticas de tensdo sdo transformadas em
incrementos de componente de forgas nodais, segundo um procedimento inverso ao
ofetuado anteriormente ao se converter componentes de forcas nodais em tensoes.

Determinados os incrementos de componentes de forgas nodais, estes sio transformados

em incrementos de forgas nodais equivalentes, utilizando-se a matriz T, como indicado

na eq. (5.21), ou seja.
dF =TdQ (5.78)

Assim, a resultanie dos incrementos de forcas nodais equivalentes, obtida a

partir da eq. {5.78), sera reaplicada ao sistema coOmo um incremento de carga.

58 PROCEDIMENTO NUMERICO PARA A SOLUCAO DO
PROBLEMA NAO-LINEAR

Utilizando-se o equacionamento descrito nos itens anteriores, ¢ apresentado a

seguir um procedimenio numérico para a solugfio de problemas elastoplasticos, baseado
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no processo das tensdes iniciais proposto por ZIENKIEWICS et al. (1969), para ©

método dos elementos finitos.

Tendo em vista a natureza incremental da relagdo tensdo-deformagdo para ©
comportamento pos-escoamento, dada pela eq. (5.61), 0 processo numeérico para a
solugdo do problema requer que 0 carregamento aplicado & estaca seja feito de forma
incremental. Utiliza-se, entdo, um algoritmo incremental-iterativo, sem atualizagdo das
matrizes envolvidas, conhecido como método da rigidez inicial, analogo ao apresentado
por OWENS & HINTON (1980). Nesta referéneia, esta detalha a abordagem numérica
que € empregada no presente trabatho, apresentando-se a seguir apenas 0S aspectos

gerais do algoritmo.

Para um incremento de carga genérico ¢ admitindo-se o comportamento elastico,
pode-se determinar o incremento de deslocamentos aplicando-se a eq. (5.67), ¢ as
componentes de forcas nodats, através da eq. (5.68), que conforme mostrado no item
anterior, resultam em incremento de tensdes no solo, nos pontos da interface estaca-
solo. Este incremento de tensdes ¢ acumulado ao estado de tenstes atual. Se algum
ponto atinge 0 escoamento, o incremento de tenstes reais, que verifica a condigio de

escoamento, deve ser calculado € o excesso de tensdes, que consiste no incremento de

tenstes plasticas, Ao’ deve ser reaplicado a0 sistema na forma de incremento de

cargas.
Um procedimento que pode ser utilizado é o de se obter a solugiio eldstica para
um carregamento total previsto e definir os :nerementos de cargas a partir de uma fragdo

B; do carregamento. Assim, paca um incremento de carga genérica i, O incremento Nas

tensoes elasticas, vale:
e e -
Ao =p;0 (5.79)
~j ~
A medida que o carregamento vai sendo aplicado, os fatores p; vao sendo
acumulados.
A seqiiéncia basica atilizada para cada incremento de carga pode ser

resumidamente descrita cOmMo:

(a)  Calcula-se 0 incremento elastico das tensoes, Ao’ através da eq. (5.79), para a

primeira iteragdo, a partir do incremento de carga. Para as demals iteragoes,
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(b)

(©)

(@)

e, . - .
Ao é calculado a partir do excesso de tensdes, que corresponde ao incremento

fastico, Ac® , que transformado em componentes de cargas nodais, ¢
p 1 q
-

aplicado como incremento do carregamento, de acordo com a eq. (5.78):

AF =TAQ" (5.80)

SR
Em cada ponto do solo, calcula-se o estado de tensdes suponde-se ©
o . £ ~ .
comportamento elastico, somando-se o mcremento A G as tensbes verdadeiras
~i

da iterac¢o anterior, ou seja:

6'=6 +Ac" (5.81)

~1i ~i-1 ~ i

O proximo passo consiste em se verificar a condigdo de escoamento. Ou seja , se

f (Gej<6y (k); o ponto ainda esta em regime elastico e 0 valor de G esta
- ~ i

correto. Na desigualdade acima, o, (k) ¢ a tensdo de escoamento atualizada no

final da iteragfo anterior, sendo dada por:

o,(k)=0c,+H'E], (5.82)

sendo que, E?ﬁl é a deformagio plastica acumulada até a (i-1)-€sima Iteragio.

Se no entanto, f(fi‘e)Z(?y(k) e f(ﬁ‘ ):: o, (k}, entdo o ponto sob
~i ~ -1

consideraciio ja havia escoado na iterago anterior e as tensoes ainda estio sendo
aumentadas. Portanto, todo o excesso de tensdes deve ser reduzido, de forma que
o ponto permanega na superficie de escoamento. Neste caso, o incremento de

tenses deve ser calculado através da eq. (5.73), isto €

Ao =Ac —drd (5.83)

e o estado de tensdes nesta iteragdo, que satisfaz o critério de escoamento, sera.

6 =o¢ +Ac —dAd (5.84)

~i o~ ~
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®

O ultimo termo da eq. (5.84), corresponde a componente plastica do

incremento de tensdes na iteragdo em curso, ou seja:

Ac” =dAd (5.85)

-.-i- o~

. T P
Este incremento de tensio plastica é acumulado com & e € aplicado na

proxima iteragiio como incremento de carga.

O calculo do incremento da deformagio plastica efetiva ¢ feito a partir do

conceito do trabalho plastico, dado na eq. (5.20), ou seja:

dw, =c de’ =dra' o ' (5.86)

~i ~i ~ o~
ou, reescrevendo-se em termos de tensdo efetiva e deformacio efetiva, tem-se:

GdeP =dAa' © (5.87)

Portanto, a deformagio plastica efetiva ou equivalente, sera:
T
a o
P =gl +dA—= (5.88)

G5

onde, a tensfio efetiva ou equivalente, &, , é igual ao valor de i (G” ) .

~1
e . N
Se f((i‘ )2: o, (k) e f(ﬁ" ) < &, (k), significa que o ponto estava
~i ~ -
em regime eldstico no inicio e houve escoamento durante a iteragdo coirente,
Determinam-se, entdio os valores de tensio que satisfazem o critério de

escoamento. A parcela acima destes valores deve ser reduzida 4 superficie de

escoamento, de modo analogo ao apresentado no item anterior.

Verifica-se a convergéncia. Caso nio tenha ocorrido retorna-se ao passo (a) para
uma nova iteracio. Quando ocorre a convergéncia, um novo incremento de carga
¢ aplicado, repetindo-se todos os passos descritos, até que o carregamento total
seja aplicado. Considera-se, neste trabalho, que a convergéncia ¢é verificada
quando o excesso de tensdes efetivas fica abaixo de uma certa percentagem da

tensdo de plastificagfio da iterago atual.
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5.9 APLICACOES NUMERICAS

Apresentam-se, a seguir, alguns exemplos simples para analise do
comportamento ndo-linear do solo, na interface com a estaca. O modelo desenvolvido €

comparado, com ensaios realizados, ou com valores obtidos a partir de outros métodos.

5.9.1 Exemplo 1~ Ensaio de Whitaker e Cooke

Tste ensaio estd apresentado em POULOS & DAVIS (1980). Uma estaca
vertical em concreto, com comprimento de 12,2 m e didmetro igual a 0,61 m, ¢
submetida a uma carga vertical. O solo é caracterizado com argiloso, com modulo de
deformagio de 2. 10* kKN/m® e coeficiente de Poisson igual a 0,5 e uma resisténcia ao
atrito lateral igual a 37,9 KN/m®. O concreto da estaca apresenta modulo de deformagio

igual a 2,067.107 kN/m’.

A estaca foi discretizada em sete ponto nodais € 0 problema foi processado com
79 incrementos de carga. Considerou-se o solo com comportamento elastoplastico
perfeito. A carga para a qual ocorre o escoamento do solo nos sete pontos nodais € de
886 kN. Para qualquer incremento de carga aplicado 4 estaca apos alcangado este valor,
nio se obtém mais a convergéneta, como era de se esperar. Para a carga de 886 kN, o
valor do deslocamento vertical medido no ensaio foi de 4,45 mm. O presente exemplo
foi processado para trés valores de médulo de deformagio do solo iguais a 80000
kN/m?, 110000 kN/m® ¢ 200000 KN/m?. Para este valores do modulo de deformagéo do
solo o deslocamento observado para a carga Gliima da estaca é de 5,37 mm, 4,39 mm ¢

3,29 mm, respectivamente.
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Carga vertical aplicada - ki
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FIGURA 5.8 — Curva carga-deslocamento no topo da estaca.

Os resultados do ensaio ¢ das analises estdo apresentados na Fig. 5.8. Este
exemplo tem a finalidade basica de aferir 0 modelo e verificar o comportamento das
eurvas carga-recalque, considerando além dos fatores intrinseco ao modelo a variagio
do moduto de deformagdo do solo, nesse comportamento. Assim, tendo em vista o solo
ser um material com caracteristicas e propriedades que ndo permiter classifica-lo como
homogéneo ¢ isatropo, hipoteses assumidas ao desenvolver o modelo, entende-se que 0s

resultados obtidos sdo bastante satisfatorios.

592 Exemplo 2~ Estaca vertical com carga vertical

Neste exemplo, uma estaca de concreto protendido, pré-moldada, com
comprimento de 8,5 m ¢ segdo transversal quadrada de lado 04 m ¢ constderada.
Segundo CHEUNG et al. (1991), para efeito de modelagem, admitiu-se um didmetro de
0,451 m, dando a mesma area de segiio transversal. A estaca fol cravada em um solo

siltoso com modulo de deformagdo igual a 5000 kN/m®, coeficiente de Poisson de 0,35
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o resisténcia de atrito lateral de 44,84 KN/m?. O solo foi admitido tendo comportamento
elastoplastico perfeito. A estaca ¢ vertical, sob carga vertical, aplicada em seu topo,
tendo modulo de deformagdo igual a 2,068.107 1N/m2. Neste exemplo tambeém a estaca
foi discretizada em 7 nos, e foram aplicados 23 incrementos de carga, sendo que no
gltfimo ndo se obteve a convergéncia. Na Fig, 5.9 indica-se, em curva carga-
deslocamento, os resultados da prova de carga, a solucio obtida com a utilizagdo do
modelo de Duncan-Chang, usado para analise ndo-linear pelo método dos elementos
finitos, o modelo Cambridge modificado, o modelo Yin € 08 resultados obtidos pelo
modelo proposto considerando-se dois valores para 0 modulo de deformagdo do solo

(5000 kN/m” & 7000 kN/m®).

Carga Vertical Aplicada - kN
0.00 200.00 400.00 600.00

£
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+©
&
=
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@
£ 1
g 40.00 - Presente modek Es=5000 kblfm2
% e AlOTES medidos
8 i Modelo de Duncan-Chang
-~ Modelo Ca%ﬁi}ridge modificado
Modelo de Yin-
Presente models Es=7000 kN/m2 L
» b
60.00 -

FIGURA 5.9 - Curva carga-deslocamento no topo da estaca.

para a carga de 540 kN, correspondente a carga de ruptura, o deslocamento

determinado em ensaio ¢ de 58,4 mm, enguanto os caleulados a partir do modelo de



Modelo Nio-Linear para o Acoplamento do Solo 4 Estaca 160

Duncan-Chang ¢ de 41,9 mm, modelo Cambridge modificado 53,3 mm, modelo de Yin
48 4 mm, enquanto para 0 modelo proposto é de 50 mm e 28,6 mm, considerando-se 0
médulo de deformagio do solo igual 2 5000 kN/m* ¢ 7000 KN/m”, respectivamente.
Pode-se constatar uma boa concordancia de deslocamentos para a carga de colapso da
estaca entre o ensaio e 0 modelo ora proposto (para Eg=5000 kN/m?). No entanto, como
pode-se observar a Fig. 5.9, os deslocamentos calculados, para pequenas cargas
aplicadas sao maiores do que aqueles medidos no ensaio. Assumindo-se para o modulo
de deformagio do solo um valor igual a 7000 kN/m’, essas diferencas, tendem a
diminuir para pequenas cargas aplicadas, mas, para a carga de ruptura os deslocamentos
calculados, na presente analise, tornam-se inferiores aos obtidos no ensaio. Isto
demonstra que o solo sofreu um pré-adensamento quando da instalagdo da estaca. Este
efeito de pré-adensamento pode vir a ser considerado no modelo, por exemplo, a partir
da adocio de um diagrama tensio-deformagio trilinear, tornando o modelo mais

realista.
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6 CONCLUSOES

Neste trabatho foi desenvolvido uma combinagio entre o método dos elementos
de contorno (MEC) e o método dos elementos finitos (MEF). Cada um dos métodos se
mostra mais conveniente para tratar determinados tipos de dominios. O método dos
clementos de contorno ¢ mais adequado na andlise de problemas que envolvam solidos
iridimensionais de dominio infinito ou semi-infinito. A adogdo da solugio fundamental
de Mindlin para esta formulagao ¢ indicada pois elimina a necessidade de discretizacio
da superficie livre, reduzindo o numero de incognitas do problema e, consequentemente,

as dimensdes das matrizes envolvidas.

As equaghes das estacas, consideradas aqui como elementos de barras dispostas
no meio continuo, sio analisadas pelo método dos elementos finitos. Estas equagoes,
combinadas com as obtidas do método dos elementos de contorno, resultam em um
sistema unico de equagdes, 2 partir do qual s@o determinados coeficientes que
representam a rigidez do conjunto solo-fundagao. Este procedimento possibilita analisar
a superestrutura considerando-se o comportamento global do conjunto solo-tundagio-

superestrutura.

Urna extensio a esta formulagéo foi desenvolvida para considerar a resisténcia
de ponta por meio da inclusdo de um no interno adicional ao elemento de extremidade
da estaca. Tal consideragdo, permite analises mais abrangentes ¢ tornam o modelo mais
consistente, apresentando resultados, bastante satisfatorios . quando comparados a

outras formulagdes existentes.

Visando o estudo mais adequado da fundaciio, foi proposto um modelo para a
analise da plasiificagdo do solo nos pontos de interface com as estacas.

Algumas simulagdes foram feitas com a utilizaglio desse modelo para analise do

comportamento néo-linear do solo, mostrando a viabilidade da formulagio proposta.
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Embora seja um modelo que considera o solo como um material homogéneo €

possivel vislumbrar uma analise mais realista com o aprimoramento dessa proposta.

Mesmo com todas as dificuldades de caracterizagio do solo, 0s resultados
obtidos para exemplos disponiveis na fiterafura, mostraram-se muito proximos das

cargas limites apresentadas nos ensaios.

Verificou-se também que, para solos com médulo de deformagio elevado, os

deslocamentos sio mais proximos dos resultados dos ensaios.

A partir desses resultados iniciais é possivel acrescentar a formulagdo
desenvolvida outros fatores que influenciam nesse tipo de analise. Para tanto, podem ser
implementados outros critérios de escoamento Ou curvas tensio-deformagio para o solo,

sem grandes dificuldades.
Pode ainda ser considerada a variagio das propriedades dos solo, através do

emprego de sub-regibes € a inclusio no modelo de uma formulagdo que considere 0

escorregamerto das estacas.
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