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RESUMO

O plano de trabalho proposto insere-se no ambito da linha de pesquisas em
Mecanica de Materiais com aplicacdo da Mecanica do dano Continuo, dando-se
énfase para a questdo de localizacdo de deformagdes decorrente do emprego de
modelos constitutivos com encruamento negativo (softening). Em particular, a
motivacdo ¢ oferecer uma contribui¢do ao estudo de uma das técnicas de
regularizacdo da resposta numérica, que objetivam eliminar a dependéncia dos
resultados com relacdo a discretizacdo adotada. Tal técnica de regularizagdo
consiste na consideragdo de gradientes da variavel de dano na formulagao dos
modelos constitutivos. Tanto aspectos tedricos como de aplicacdo numérica sao
explorados, destacando-se nos primeiros uma andlise do efeito da inclusdo de
gradientes de ordem superior na relagdo constitutiva e o emprego do Método dos
Elementos Finitos em sua formulacdo em varidveis generalizadas no segundo
aspecto. Outros aspectos complementares sao também discutidos, relacionados a
formulagdo variacional e algoritmos de integragdo em passo finito dos modelos
em estudo. Os exemplos de aplicacdo consistem de analises estatica e dinamica de
estruturas, realizando-se um confronto com resultados disponiveis na literatura ou

mesmo com observacoes experimentais de ensaios de laboratorio.
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ABSTRACT

This work is inserted in the researches in Material Mechanics with an application
in Continuum Damage Mechanics, emphasising the issue about localisation of
deformations according to the use of constitutive models with softening. In
particular, the motivation is to offer a contribution to one of the regularisation
techniques of the numerical response, aiming to eliminate mesh dependence of the
results. This regularisation technique consists in considering gradients of the
damage variable in the formulation of constitutive models. Theoretical aspects as
well as numerical application are explored, highlighting the analysis of the effect
of the inclusion of gradients in the constitutive relation in the first aspect, and
using Finite Element Methods with generalise variables in the second one. Other
complementary aspects will also be discussed associated to the variational
formulation and integration algorithms in finite steps of the studied models. The
examples consist in dynamic and static analysis of structures, comparing with

numerical and experimental results available in the literature.



Capitulo

INTRODUCAOQO

1.1 Aspectos gerais e objetivos do trabalho

Fissuracdo progressiva em materiais quase - frageis como o concreto resulta em
perda de resisténcia e rigidez. No contexto da mecénica do continuo, a
representacéo grafica da relagdo tenséo — deformacéo, exibe um ramo softening, ou
de encruamento negativo, devido a diminuicdo de resisténcia. Nesse ramo, a rigidez
tangente do material deixa de ser positiva definida e a rigidez secante diminui
progressivamente, também devido a danificacdo, podendo-se incorporar ou nao
deformacgdes permanentes. Os trabalhos pioneiros de Rice !, Maier & Hueckel 2,
tratam dos problemas da formulacdo de modelos constitutivos com softening e do
mal posicionamento das equacdes governantes.

Com uso de modelos constitutivos com encruamento negativo em uma analise
numérica em elementos finitos, os resultados dependem da discretizacdo adotada.
O estudo da localizacdo de deformacbes em combinagdo com tais tipos de
modelos constitutivos, permite esclarecer a razao desta ndo objetividade (Benallal et
al. 3, Rizzi *). De fato, os modelos locais incluem, em resultados numéricos, uma
resposta ndo homogénea que converge para uma descontinuidade com dissipacdo
nula de energia.

Uma maneira de contornar este problema é formular o modelo constitutivo como
ndo local (Bazant et al. >, Pijaudier-Cabot & Bazant ®) de onde derivam as chamadas
técnicas de regularizagdo. Em Gltima analise, estes modelos restringem a zona de
localizacdo a uma zona de largura finita, 0 que permite recuperar a objetividade.



Larissa Driemeier

Entre as vérias técnicas de regularizacdo da resposta numérica existentes na
literatura, este trabalho trata daquela que consiste na introducdo, no modelo
constitutivo, de gradientes de ordens superiores de variaveis relacionadas a
plasticidade (Muhlhaus & Auifantis ’, Slyus ®) ou dano — Frémond & Nedjar °, Comi *°,
Comi & Driemeier ™%,

A principal contribuicdo do trabalho esta no estudo e implementacdo de um
modelo de dano com gradientes de segunda e quarta ordem.

1.2 O conteudo dos capitulos da tese

No segundo capitulo discute-se o fendmeno da localizacdo e mostra-se que 0s
modelos constitutivos com softening incluem a resposta localizada, além daquela
homogénea. Essas caracteristicas sdo ilustradas no exemplo sugerido por Billardon *?
e reproduzido neste capitulo. Os problemas relacionados a dependéncia de malha
sdo ilustrados através de dois exemplos classicos envolvendo modelos de
plasticidade (Slyus , Sluys et al. *, Pamim **, Comi & Perego ). Em seguida, séo
revistos, brevemente, os métodos de regularizagdo propostos na bibliografia e que
pretendem oferecer alternativa para a recuperacdo da objetividade das respostas
numericas.

O terceiro capitulo apresenta 0 método de regularizagdo com gradiente em
modelos elastoplasticos. A analogia entre o problema de localizagdo e o da
propagacdo de ondas permite interpretar as principais caracteristicas do modelo
proposto. Neste particular, este trabalho estende a anélise proposta por Slyus ®,
incluindo-se o gradiente de quarta ordem. Um exemplo analitico em campo
unidimensional, ilustra o estudo desenvolvido. Além disso, evidenciam-se algumas
caracteristicas ja ressaltadas por Zbib & Aifantis °, Mihlhaus & Aifantis ’, como a
possibilidade de localizagdo com encruamento positivo (hardening).

O quarto capitulo apresenta inicialmente a forma local do modelo de dano
sugerido em Comi ¢t al. . Em seguida, discute-se uma verséo ndo - local do mesmo
modelo, com a introducdo dos gradientes de segunda e quarta ordem na funcgéo
critério de danificacdo, incorporando-se, ainda, um pardmetro de difusdo ndo
constante e dependente do nivel de dano. Desta maneira, trés formas particulares
do modelo sédo definidas. Um estudo analitico unidimensional mostra que a
consideracdo do gradiente de quarta ordem permite identificar situacdes de dano
critico (para inicio de localizagdo) que podem ocorrer antes do pico de tenséo.
Conclui-se o capitulo com um estudo de propagacdo de ondas, que proporciona
uma analise sobre a largura da zona de localizagdo.



Capitulo 1 Introducéo

No quinto capitulo, trata-se da discretizacdo no tempo e no espaco do modelo de
dano. No processo iterativo de integracdo do modelo constitutivo, utilizam-se uma
formulacdo variacional para fase elastica de previsao e outra para fase ndo-linear de
correcdo. A utilizacdo de dois funcionais distintos é discutida em Comi'® e Balbo *.
Para cada tipo particular de elemento utilizado, apresentam-se os funcionais
discretizados em varidveis generalizadas (Comi ¢t al. %), as fungGes de forma, e as
equacdes governantes dos problemas de previséo e correcao.

O ultimo capitulo reune exemplos de aplicagdo do modelo de dano com gradiente,
em analises estatica e dindmica. Os resultados numéricos indicam que a
consideracdo de um parametro de difusdo ndo constante leva a uma zona de
localizagdo de largura finita.



Capitulo

FENOMENO DE LOCALIZACAO

2.1 Apresentacdo do fenomeno de localizacdo

Muitos materiais empregados na engenharia, ddcteis e quasi-frageis, apresentam
resposta caracterizada por um regime elastico bem definido, onde todos os processos
sdo considerados reversiveis, e um regime nao elastico, resultado da manifestacdo de
fendmenos irreversiveis que precedem a ruptura. Neste ultimo, normalmente
identificam-se os encruamentos positivo (hardening) e negativo (softening), sendo que o
encruamento negativo é consequéncia do aparecimento de pronunciados gradientes
de deslocamento em zonas restritas do meio, chamadas zonas de localizagdo de
deformagdo. O fendmeno da localizagdo, por sua vez, pode ser induzido pela geometria
do corpo, condi¢cBes de contorno ou heterogeneidade e defeitos locais do material.

As zonas de localizacdo foram primeiramente observadas em ensaios experimentais
de tracdo de corpos de prova metélicos. Neste caso, as deformacdes plasticas acabam
por se concentrar, em nivel macroscopico, na forma de bandas de cisalhamento ou bandas
de Lider. Na literatura, estdo disponiveis muitas publicacbes sobre a observacdo
experimental da localizagdo de deformagdes em metais — Nadai %, Asaro?, Perzyna &
Perzyna®® ¢ Olmstead et al. %,

No caso de materiais como o0 concreto, o principal fenémeno dissipativo € a micro -
fissuracdo, cuja evolucdo decorrente do aumento dos niveis de solicitacdo mecanica,
por exemplo, tende a concentrar-se em uma zona de largura muito pequena. A
justaposicdo de microfissuras contidas nessa zona acaba por levar a formacdo de uma
macrofissura, conforme Cedolin et al. . A largura e direcdo da zona de localizagdo
dependem do tipo de concreto e dos defeitos nele contidos, da geometria, condi¢es
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de contorno e carregamento (Pamin ). A Figura 2.1 ilustra a evolugdo da fissuragdo
no concreto.

Na modelagem matematica de estruturas em concreto, pode-se tratar cada
macrofissura individualmente, como sugere 0 método da fratura discreta, ou modelar
0 processo de evolucdo da microfissuragdo inteiramente via lei constitutiva local,
vélida ponto a ponto, como sugerem os modelos de meios continuos equivalentes,
como os da mecénica do dano.

! t !

R T L L ka
Attt y)

! | v

(2) (b) (c)
Figura 2.1. - (a) Fissuracio em estégio inicial de solicitagdo: distribuida ao longo da estrutura;
(b) Localizagéo do fenbmeno de fissuracéo; (c) Formagdo da macrofissura.

Apesar de todos os méritos de cada método, ndo se pode, por exemplo, em uma
estrutura de grande escala, modelar cada fissura individualmente, como sugere o
método da fratura discreta. Esse método também pressupde a existéncia inicial da
macrofissura, desconsiderando todo o processo anterior de evolucdo da
microfissuracdo. Por outro lado, para modelar a localizacdo de deformagdo em
combinacdo com os modelos continuos, 0 maior problema que se apresenta é o da
identificacdo e orientacdo da zona de localizacdo. Além disso, alguma forma de
adaptacdo de malha deve ser adotada para que se possa inserir dentro da zona
elementos com lei de encruamento negativo bem definida.

Mas ai uma outra questdo surge; supondo que tenha identificada uma regido de
localizacdo, qual a largura da zona?

Nos modelos constitutivos classicos, baseados em uma descricdo local do
comportamento do material, a largura da zona de localizagdo tende a zero, uma vez
que a simulacdo procura encontrar uma condi¢cdo compativel com uma fratura
discreta. Basta pensar, por simplicidade, em elementos com deformacdo constante
para 0s quais necessariamente a largura da zona de localizac&o fica associada as suas
dimensdes. Com o refinamento da malha, a largura da zona tende a zero, obtendo-se
solucbes que convergem para uma resposta de energia dissipada nula.
Matematicamente, diz-se que o problema de valor de contorno resulta mal

5
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posicionado (no sentido de existéncia de um numero finito de solugdes linearmente
independentes que dependem continuamente dos dados). O mal posicionamento,
nestes casos, ocorre com perda de elipticidade em anélise estatica e perda de
hiperbolicidade em analise dinamica, ou quando as condi¢des complementares de
contorno e interface ndo se correspondem (Benallal ¢t al. ®). Neste caso, a descricdo
matematica deixa de ser uma representacdo coerente da realidade fisica.

E possivel, entretanto, empregar, na formulagdo continua, técnicas que n&o
necessariamente sofrem de perda de elipticidade do campo de equa¢bes quando a
zona de localizacdo de deformacdes se desenvolve estando, portanto, capacitadas a
prover solucdes numéricas representativas dos problemas de valor de contorno
envolvendo encruamento negativo e localizacéo.

Uma técnica bastante simples de regularizacdo seria impedir que numericamente a
zona localizada tendesse a uma linha, impondo-se a ela uma largura minima e
encontrando-se a condi¢do de ruptura ou formacgédo de uma fratura discreta, quando o
estado de deformacdo dentro dela atingisse um valor limite. Para que a fixacdo de
uma largura ndo pareca ser um recurso ndo muito bem fundamentado, uma
justificativa que se encontra na literatura € imaginar que ela seja uma ‘propriedade’ do
material.

Mas uma maneira mais elegante e a0 mesmo tempo matematicamente correta de
implementar esta idéia consiste em formular o problema de modo que a largura da
zona esteja implicita no modelo resultante. Essa maneira é proporcionada pelos
chamados modelos ndo-locais como os modelos com introducédo de gradientes de
ordem superior da deformacdo plastica ou da variavel de dano na funcdo de
escoamento ou de danificacdo - Frémond & Nedjar °, Peerlings ¢t al. ®, De Borst et al.?,
Comi **?", Comi & Driemeier %, Este trabalho trata exatamente desse tipo de modelo.
Entre outras técnicas de regularizacdo existentes destacam-se: teoria micropolar — de
Borst & Muhlhaus #°, Steinmann & Stein *, lordache & Willam *, integral ndo-local -
Pijaudier-Cabot & Bazant >, energia de fratura — Oliver *,

Resta outra questdo importante: onde se inicia a localiza¢do?

Em muitos problemas a identificacdo da regido de localizacdo pode ser diretamente
decorrente da distribuicdo de esforcos (naturalmente nas zonas mais solicitadas) e de
descontinuidades geométricas. Porém quando ela depende da distribuicdo inicial de
defeitos do material, a qual possui aleatoriedade, a resposta torna-se mais dificil de ser
prevista. O problema torna-se ainda mais dificil quando se combina a distribuicdo de
defeitos os efeitos de condi¢Oes de vinculagdo (pode ser observada no caso simples
de tracdo uniaxial).
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Deixando-se de lado o efeito dos vinculos de contorno, a localizagdo por defeitos se
da nas partes menos resistentes do material. Mas ai a simulacdo numérica deve
recorrer a funcdes de distribuicdo as quais permitem identificar os pontos mais frageis
do meio. Neste trabalho ndo se fara uso de tais funcbes, uma vez que 0 objetivo
principal é estudar uma técnica de regularizacdo; quando necessario opta-se por
provocar a localizagdo pela adogdo de uma resisténcia menor em determinados pontos
da estrutura.

No que segue, apresenta-se exemplos que ilustram a questdo da ndo - objetividade de
resposta dos modelos locais e discute-se, sucintamente, outras técnicas de
regularizacao.

2.2 Exemplo ilustrativo do fenbmeno na analise numeérica

Com o objetivo de ilustrar o fendmeno da localizagdo, serd analisada uma barra
uniaxial (Figura 2.2), por meio de um modelo de dano, para 0s casos de respostas
homogeénea e localizada. Este estudo foi originalmente realizado em Billardon *2,

L, =8L,
S =3,

i u
Figura 2.2. Dados geométricos da barra.
A Figura 2.3 ilustra a lei constitutiva do material, que é dada pela cléssica relagdo:
o =E(- D) (2.1)
D ¢ a variavel representativa do grau de danificacdo e varia entre [0,1], onde D=0

representa 0 material sem dano, enquanto D=1 representa a fratura do material. A lei
de evolugdo da variavel de dano é dada por:

D = ke (2.2)

onde k é uma constante do material.



Larissa Driemeier

As equac0es de equilibrio e compatibilidade para o problema séo:

6151-6252=0

(2.3)
81L1 + 82L2 = U

onde U é o deslocamento imposto na estrutura.

Da equagdo 2.3a tem-se, em qualquer instante, s,
Portanto, igualando-se o valor da tensdo maxima (o ax

s,, uma vez que S;=S,.
E/4k) nos dois elementos,

segue que:
E = ﬁ =a (2.4)
E02 k2

1/(2K) 1/k

Figura 2.3. Curva tensdo x deformacéo do modelo.

Ou, ainda pela condi¢édo s, =s,, pode-se igualar a lei constitutiva particularizada
para cada elemento e substituir na lei de evolugdo do dano, de modo a obter-se:

Dl = D2 = k181 = k282 " €1,€9 (25)

para carregamento monotono crescente.
A estrutura pode apresentar os comportamentos: homogéneo, localiza¢do de dano no

elemento 1, localizacdo de dano no elemento 2. A seguir, estuda-se com detalhes cada
um destes comportamentos.
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2.2.1 Solugcdo homogénea
Considerando-se as equacdes 2.4 e 2.5, a solugédo do sistema 2.3 € do tipo:

U aU
_ e -2 2.6
e, 2T Eep (20)
Portanto:
Feos=f 0y, Bl 20 (2.7)
g +B)l,  @+B)LS" 5
com uma taxa de deformacéo:
fp=——gym O Vil (2.8)
(@ +p)L, (@ +B)L, g€y @

A Figura 2.4 ilustra as variagOes de F e ¢,/¢,com o deslocamento U. Para o caso
homogéneo, £,/¢, é constante até a ruptura (D=1). Isto significa que &; € e,
crescem proporcionalmente durante toda a historia de carregamento: e ; = ae ,. N&o
ha localizacdo de deformagdes em nenhum dos elementos.

F 81 B
i} £y
S Eo|
4k, .
1
B a
I I - U \ U
IEL2 Ll 0 |—2 L1 I‘2 I—l
_8 + _I _— 4+ — -+ —
o &2k, 2k g Koo K ko K

(a) (b)
Figura 2.4. Para solucdo homogénea do modelo, curvas (a) Forca e (b) Relacéo entre taxas de deformacéo,
versus deslocamento.
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2.2.2 Respostalocalizada em 2

A partir do valor de deslocamento que provoca tensdo maxima em um dos
elementos, ha a possibilidade de descarregamento no outro elemento. Neste caso,
supondo que o elemento 1 sofre descarga elastica com valor de dano constante D, e
0 elemento 2 carga com evolugdo de dano, o sistema 2.3 passa a ser escrito na forma:

L181 + L282 =U (210)

A Figura 2.5 ilustra a lei constitutiva de cada elemento. Quando o elemento 2 atinge o
valor méximo de tensdo, este inicia 0 ramo de encruamento negativo, provocando
descarga elastica no elemento 1, que volta a origem, uma vez que o modelo de dano
ndo admite deformacéo plastica.

S; s,
Eoe/(3ka) Eoo/ (4k:
1 . . .
ke | vek) Uk

(@) - (b)
Figura 2.5. Lei constitutiva para o elemento (a) 1 e (b) 2.

Da equacdo 2.9:

a(l- Dy)eq- (L- Kpep)ep =0 (2.11)

ou, em termos de taxas:

a(l- Dy)ép - (L- 2Kyep)e, = 0 (2.12)

10
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Da equacdo anterior:

g1 _ (1- 2kye,) (2.13)

Por outro lado, de 2.10:

Y e (2.14)

que substituida em 2.9 conduz a:

U=Lie—+———=<tr- —=<¢&
éB 0,(1- Dl)g (X.(l- Dl)
Derivando a equacéo anterior:
du | é1 1 0 2kl (2.16)
—=Lje—+ ~—u- -
d82 éB OL(l' Dl)g (X,(].‘ Dl)
obtém-se os valores maximos de ¢, e U:
a(l- D,)é1 1 U
€2max ~ ( 1)é_+ ——= U (2.17)
2k2 "B o (1 Dl)g
2
L el 1 u :
Upay = ——a(l- D —— (2.18)

E ¢, para os valores de U, € ¢, correspondentes:

D€ )
o(l- D) 1 1, (2.19)

é
2k, ea2(1- D) B4

€lmax ~

Portanto, o snap-back na resposta global se inicia para o valor de U, que
corresponde as deformacgdes &1, € ¢,.,, dOs elementos 1 e 2, respectivamente.

11
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Pode-se pesquisar a relagdo ¢, /¢, nos casos:

= c - e + i 2.20
27 2k, AT ok, g of(l- Dy)g (2.20)

Substituindo em 2.13 as equacdes 2.20a e b, tem-se, respectivamente:

1 LR (2.21)
€2 e2 P

Para que U,,, ocorra dentro dos limites admissiveis de ¢, , a seguinte condi¢éo deve
valer:

1

g9 £ — (2.22)
k2

ou ainda, substituindo-se a equacédo 2.20b na equagéo anterior:

o 1

—£ — (2.23)

B (L- D)

2.2.3 Solucéao localizadaem 1

Neste caso, 0 elemento 1 atinge o valor maximo de tensdo e inicia o ramo de
encruamento negativo com acrescimo de dano, enquanto o elemento 2 descarrega

com valor de dano constante D,. O sistema (2.1) passa a ser escrito na forma:

L181 + L282 =U (225)

Seguindo de maneira andloga ao item anterior, tem-se:

& (- 2Key) (2.26)
8.1 (1- Dz)

= L2 D +ofle; - A 82
U= (L- Dz){[(l- D)8 +a ey - aky 1} (2.27)

12
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Derivando a equacéo anterior obtém-se os valores maximos de &, e U:

1 ~
€ 1max = Tkl[(l- DZ)B + OL] (228)
L, - 2
Upax = It By) Dg)[(l- D,)B +a| (2.29)

E ¢, para os valores de U, € .. correspondentes:

S S (i- D )Zﬁﬁ (2.30)
ZmaX 4k1(1' Dz)e 2 az

O CC

de modo que agora pode-se pesquisar a relagdo ¢, / ¢; nOSs casos:

1 o +(1- Dy)p (2.32)

2k1 Slmax - 20, kl

Substituindo em 2.26 as equacdes 2.31a e b, tem-se, respectivamente:

€1 €1

Valendo a seguinte condicao:

S (2.33)

2.3 Exemplos numéricos

Primeiramente, ilustra-se o fen6meno da localizagdo dando valores ao estudo feito no
item 2.2. Posteriormente, através de dois exemplos, caracterizam-se os problemas
numéricos das teorias convencionais que empregam modelos locais com
encruamento negativo.

13
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2.3.1 Anélise do exemplo unidimensional
A Tabela 2.1 mostra os valores numéricos empregados para a analise do item 2.2.

SIMBOLO | VALORES
$=5,=S, |[1.0
k, 1000
Kk, 2000
E,, 2000
E,, 4000
L 200 L, =0.2L =40 L, = 0.8L =160
_En 05
Eq '
B = i 1 B < 200
L, 4
Tabela 2.1. Valores para estudo numérico do item 2.2.
F 06 Solugdo homogénea
Localizagdo no elemento 1
i Localizagdo no elemento 2
0.4 —
0.2 —
0.0 f i \
0.00 0.04 0.08 0.12Y

Figura 2.6. Curva FxU para respostas homogénea e localizadas.

A Figura 2.6 ilustra as respostas globais FxU da barra para os trés tipos de solucdo
apresentados no item anterior e para os valores da Tabela 2.1. Percebe-se que a
localizacdo no elemento 1 provoca snap-back na resposta global da estrutura, ou seja, 0
elemento que estd carregando (1) € menor que o elemento que descarrega (2).
Quando ocorre a localizagdo no elemento 2 o carregamento prepondera sobre o
descarregamento elastico e a curva FxU ndo apresenta o fendmeno do snap-back. As
Figuras 2.7a,b ilustram ¢, /<, x U para o caso respostas localizadas nos elementos 1 e

2, respectivamente. Até a localizacdo, a variacdo é constante, significando que ambos

14
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0s elementos apresentam carregamento com evolucdo de dano. Porém, quando um
dos elementos inicia 0 descarregamento elastico, a relagdo ¢,/¢,passa por zero e
torna-se negativa, uma vez que ¢, € £, tem sinais opostos. Conclui-se, através das

Figuras 2.6 e 2.7, que a resposta da estrutura esta fortemente ligada a dimensdo do
elemento.

10
€ )
._1 €13
€ 2 b I
€
05 22
_ 1 !
u U . U U
0.0 \ \ N \ 0 \ \ ’ \ \
002 004 00 008 010 . 002 004 006\ 008 010
-05 — P
i o]
_10 | _
4
(a) (b)

Figura 2.7. Diagrama da variacao relativa de deformacéo em funcéo do deslocamento total U, para (a)
localizagdo no elemento 1 e (b) localizagéo no elemento 2.

2.3.2 Exemplo barra axialmente tracionada

Neste exemplo considera-se uma barra axialmente tracionada por uma carga aplicada
na extremidade livre e engastada na outra extremidade. A barra é discretizada por n
elementos finitos de deformacdo constante, conforme ilustra a Figura 2.8.

Ay

D
|

L »

m

Figura 2.8. Barra sujeita a carregamento uniaxial.

A resposta admitida para o material € tal que antes de alcancar a resisténcia a tracéo
o Vvale uma relacdo linear entre tensdo (normal) s e deformacéo e seguida de um
pequeno regime de encruamento positivo proximo da tensdo de pico. Depois de
alcancada a resisténcia de pico, vale uma curva de encruamento negativo de acordo
com um modelo constitutivo de dano, que sera detalhado mais adiante.

Para fins de provocar a localizagdo, adota-se para um dos n elementos uma resisténcia a
tracdo um pouco menor que a dos outros. Uma vez alcangado o limite a tracdo, num

15
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processo de deformacdo controlada, ira ocorrer, nesse elemento, evolucdo das
deformacdes com reducdo dos niveis de tensdo normal, até o colapso da barra (dano
unitario ou proximo dele). Porém, os elementos vizinhos nos quais a resisténcia a
tracdo ndo foi excedida, irdo descarregar elasticamente. A Figura 2.9 mostra, para o
caso de n=3, a curva sXe de cada elemento. A Figura 2.9b refere-se ao elemento
central com resisténcia a tragdo menor, que entra em regime de encruamento negativo
até a ruptura, enquanto a Figura 2.9a mostra o descarregamento dos demais
elementos. Convém ressaltar que os demais elementos descarregam com uma rigidez
menor em funcdo da danificacdo que apresentam ja no regime de encruamento
positivo. Tomando-se, por outro lado, a deformagdo média da barra definida pela
relacdo comprimento final sobre inicial, a resposta para varios valores de n € mostrada
na Figura 2.10.

S 7 S 7

3 3

2 — 2|

1 1

0 T i i i e 0 T \ \ i e
OE+0 2E-4  4E-4 6E-4  8E-4  1E-3 OE+0 2E-4  4E-4 6E-4  8E-4  1E-3

Figura 2.9. Curva sxe durante a analise em elementos finitos para n=3: (a) descarregamento dos
elementos 1 e 3; (b) carregamento do elemento 2.

A resposta ilustrada na Figura 2.10 é similar também para a relacdo carga-
deslocamento no ponto de aplicacdo da carga. Percebe-se que ndo ha objetividade de
resultados, isto €, ndo parece ocorrer convergéncia para uma curva de ruptura pos -
pico real. Isto ocorre porque as equagbes governantes prevéem O mecanismo de
ruptura como uma linha, ou zona de localizagdo com espessura zero. A solucéo por
elementos finitos simplesmente tenta captar esta linha localizando as deformagfes em
um unico elemento, independente das dimensdes deste.

Um resultado que se observa na curva Tenséo - Deformagdo média é o fenébmeno ‘snap-
back’: o descarregamento elastico proporciona recuperacdo de deformacbes que
prevalecem sobre aquelas do elemento em carregamento; assim, para um ndmero
infinito de elementos (n ® ¥) a curva pos - pico coincide com uma curva de
descarregamento elastico.
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S [MPa] 4
N Resposta homogénea
9
1
04 — € [mm/mm]

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Figura 2.10. Curva Tenséo - Deformagdo média.

Uma outra maneira de interpretar o ‘snap-back’ e sua tendéncia para uma curva de
descarregamento elastico quando n ® ¥ é que neste tipo de simulacdo a energia
dissipada tende a zero com o refinamento da malha, porque a zona na qual o
processo de ruptura ocorre também tende a zero.

2.3.3 Exemplo bidimensional

A Figura 2.11a mostra um espécime analisado por de Borst ¢t al. **, Sluys et al. *, Comi &
Perego > com um modelo de plasticidade com gradiente; Comi *°, Comi & Driemeiert
para 0 caso de modelos de dano com gradiente. Aqui trata-se de ilustrar o problema
que surge com uma analise usual através de um modelo de dano local.

O3 s
i o(t) 4

\4

l¢

 —
(2) (b)

Figura 2.11. (a) Espécime analisado. (b) Carregamento dindmico.

17



Larissa Driemeier

O especime esta sujeito a carregamento de compressdo aplicado segundo a lei descrita
na Figura 2.11b e foi analisado dinamicamente considerando-se um regime de
deformacdo plana. Para a discretizacdo, usaram-se quatro malhas diferentes de células
quadradas formadas por quatro elementos triangulares com deformagdo constante.
Maiores detalhes da analise serdo dados no Capitulo 6, quando voltaremos a estudar a
mesma estrutura.

A Figura 2.12 mostra os espécimes deformados. Neste caso, a restricdo imposta aos
deslocamentos em pontos do contorno induz a formacdo da banda de localizacéo
conforme ilustrado. Pode-se perceber que com o refinamento da malha a deformacéo
tende a se concentrar em uma linha de espessura nula em um elemento, levando a
resultados diferentes em termos de carga-deslocamento para cada malha adotada.

(@) (b) (c) (d)
Figura 2.12. Malhas deformadas ao final da anélise.
A Figura 2.13 mostra a distribuicdo do dano correspondente para cada uma das
malhas, a0 mesmo instante de tempo em que foram obtidas as deformacdes ilustradas
na Figura 2.12.

0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00

Figura 2.13. Perfil de dano para as malhas (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 4.
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2.4 Métodos de regularizacao

Todos os métodos de regularizacdo incluem um comprimento interno, considerado
como uma caracteristica do material, que define uma zona onde se concentram as
deformagoes.

2.4.1 Continuo Micropolar

As forgas exercidas por uma parte do corpo em outra podem ser representadas,
segundo continuo de Cosserat ou Micropolar: pelo tensor de tensdes (tensdes
normais e de cisalhamento) e, diferentemente do continuo classico, inclui-se um par
de momentos de tensdo, responsaveis pela existéncia de microcurvaturas
suplementares.

GWT Wy
—>ch b/\

VA

dy

dx

2 X

Figura 2.14. Componentes de tensdo e pares de momento para o continuo de Cosserat.

Deste modo, considerando-se os dados da Figura 2.14, as equacdes de equilibrio séo
definidas como:

06 yx N 90 yx

0 0 =0

X y

0 0
o LWy (2.34)
oX oy

Oly;  OWy

p + o -(ny-cxy)=0

Com a ultima equacdo, percebe-se que o tensor de tensdes € simeétrico se:

ou ou
Xz, vz _ 0
oX oy
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Uma vez que foram adicionadas componentes relacionadas ao par de momentos no
tensor de tensdes, deve-se incluir graus de liberdade rotacionais w, independentes dos
deslocamentos u, para um compativel tensor de deformacgdes. Dessa forma, o tensor
de deformagBes ¢ é construido com a contribuicdo das micro — curvaturas k, que
derivam do gradiente das micro — rotacOes, além da classica contribuicdo do gradiente
de deslocamentos. Para o caso bidimensional:

ﬂWZ ﬂWZ
Kox = ax kzy = 1y (2.35)

Com respeito as tensdes, admitindo-se isotropia e que u,, € u,, S30 proporcionais as
respectivas micro - curvaturas:

Hzx = GEzkzx , Hzy = Gézkzy’ (2.36)

onde G é o modulo eléstico de cisalhamento e ¢ é um comprimento interno do
material.

Deste modo, as componentes de deformacdo k,, ¢ e K, ¢ e tensdo p,, /¢ € p,y /¢

devem ser acrescidas aos termos de distor¢do angular e tensdo de cisalhamento dos
tensores classicos de deformacdes e tensdes, respectivamente.

A teoria elastica do continuo de Cosserat pode ser estendida para elasto-plasticidade e
aplicada na anélise de localizacdo de deformacdes. A presenca de micro - rotacdes é
especialmente relevante para o caso de materiais granulares como o solo, e o
comprimento interno determina a espessura das bandas de cisalhamento, conforme
Miihlhaus & Vardoulakis *.

A aplicacéo da teoria € limitada, entretanto, aos casos em que os graus de liberdade
rotacionais estéo ativos durante a deformacéo. Portanto, a regularizacdo ocorre para
problemas com cisalhamento dominante e ndo serve para o caso de tenséo pura.

2.4.2 Integral ndo - local

Segundo Bazant ¢t al. ®, 0 modelo néo local trata as variaveis de estado ndo mais como
funcbes exclusivas das varidveis no ponto, mas como uma integral média destas
variaveis em uma certa vizinhanga:

Y (X)= y(s)Y (X + s)dV (2.37)
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Capitulo 2 Fendmeno da localizagdo

onde Y ¢é a variavel de estado ndo - local e g(s) uma funcdo que preserve a nogdo de
carater ndo - local de uma lei constitutiva. Uma escolha possivel para g(s) é a classica
funcéo peso (de Borst & Miihlhaus %):

/ e (%2

16)= 5= o0

I-O:

(2.38)

Q

de modo que a medida que aumenta a distancia s do ponto considerado, o efeito néo-
local diminui. O parametro ¢ representa uma escala interna caracteristica do material,
com a dimensdo de comprimento. Este parametro determina a dimensdo da
vizinhanca do ponto x que afeta a fungéo ndo local Y .

Deste modo, a equagdo 2.37 pode ser rescrita de modo que:
+¥ 5252

: C\f- A Y(x +5)ds (2.39)

N3

Y (x)=

Quando Y(x +5s) é desenvolvido em uma serie de Taylor por volta de s=0, a
equacao anterior passa a ser escrita da forma:

é+¥ €232 + ¥ 6252 +¥ 9 5252 2 U
- 0 a4 -——dY (x) s¢ - ——dY(X) .
Y (X)= € 4 Y(X)ds+ Aye 4 ds+ ~y—¢ 4 ds+...u
B 2meG T YET 0 dx 02 % G
B v - ¥ - ¥ d
(2.40)
Desprezando-se termos de ordem superior, pode-se escrever Y como:
_ 1 d2Y(x)
() =Y ()7
Para Y representando, por exemplo, a deformacio plastica ¢ °, tem-se que:
2.p
g—p(x)=gp(x)+i2d © Z(X) (2.42)
dx
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A equacéo anterior € dita ndo-local, pois inclui gradientes da variavel plastica, de modo
que o valor da deformacédo plastica em um ponto depende de uma vizinhanca deste
ponto. Estes termos de ordem superior agem como estabilizadores e garantem a
elipticidade das equacOes estaticas governantes. MotivacOes fisicas para 0 uso de
modelo ndo local encontra-se em Bazant *,

2.4.3 Energia de fratura

Esta técnica se baseia no critério de Griffith sobre a propagacdo de uma fratura
discreta que consiste em admitir que a formacdo de uma macrofissura requer uma
certa quantidade de energia, por unidade area da zona fraturada, considerada uma
propriedade do material e chamada de energia de fratura.

Tendo-se em vista os resultados apresentados no item 2.3, e que mostram uma
tendéncia de reproducdo de uma dissipacdo nula em correspondéncia a ruptura
segundo uma linha, compreende-se que a imposicdo da energia de fratura como uma
propriedade do material funciona como um limite inferior a dissipacdo simulada. Isto
equivale a impor uma zona de localizacdo cuja espessura € definida por um
comprimento interno caracteristico, conforme se mostra no que segue.

S S

S S

] i DU

\ ‘ ‘ : e 1
] | ‘E“!

Figura 2.15. Gs = (DW) + (DU), para o caso de softening linear.

Matematicamente, esta energia é igual a area sob as curvas de carregamento e
descarregamento saindo do pico de tensdo, conforme Figura 2.15 (Oliver ¥, Bazant &
Cedolin *). Em Bazant & Cedolin *® divide-se esta area em DW (trabalho realizado em
regime softening) e DU (energia dissipada pela microfissuracdo durante o hardening). De
acordo com a definigéo:

Gy
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Capitulo 2 Fendmeno da localizagdo

onde s ¢ uma dimensdo igual a espessura da zona de localizagdo, denominado
comprimento caracteristico.

No caso de softening linear e E, @E, = E, a Figura 2.15 e a expressdo 2.43 fornecem:

DW =6 > DU=5 >
2h 2E
- _G—zsgelJr 1s (2.44)
f - ——C— -
2 éh Eo

Da relacdo anterior segue que o modulo de encruamento negativo h é dado por:
1 26y 1
—= - = (2.45)
h so E

Nas simula¢cdes numéricas, a técnica de regularizacdo em questdo consiste em associar
s a uma das dimensdes do elemento finito adotado (quando se trata de elemento com
deformacdo constante). Nessas condi¢cbes 0 modulo h passa a ser definido pela 2.45
para cada malha, garantindo-se G; constante e contornando-se o problema da
dependéncia de discretizacdo. Analisando novamente a barra da Figura 2.8 com n
elementos, sendo um elemento com resisténcia a tracdo menor que os demais, a
deformacdo média ao longo da barra vale:

c (c-0)al 1b
e =—+ —+ —=
E n &h Es

(2.46)

e obtém-se a seguinte relagdo tangencial entre a tensdo s e deslocamento u na barra:

o(u/L .
M - 1 + lg‘l + 12 (2.47)
oo E néh E@

A localizagdo resultante da andlise classica em elementos finitos ocorre em um unico
elemento, ou seja, s = L/n. Usando a equacdo 2.45, pode-se rescrever a equacgao
anterior como:

2G,
Lo 2

o(u/L)
0o B

(2.48)

1
—+
E
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que mostra que a solucdo pos - pico e dependente dos parametros do material E, G,
o e do comprimento estrutural L. Quando se utiliza o parametro G; como um
parametro adicional, a resposta global For¢a x Deslocamento se torna independente da
discretizacao.

Entretanto, localmente nada foi alterado e a localizacdo ainda ocorre apenas em uma
faixa de elementos, apesar da energia dissipada permanecer constante. Por este
motivo, Pamin ** e de Borst ¢t al. 3 referem-se a energia de fratura como um truque de
regularizacao.

2.4.4 Modelos com gradiente

Na teoria classica, a funcdo de escoamento f tem sua evolucdo governada por uma
medida da deformac&o plastica equivalente g Para situacdes de encruamento negativo
a forma local do modelo constitutivo é apropriada desde que as deformacdes
plasticas se distribuam de modo difuso no meio, e formas especificas de f(g) séo
justificadas pela propria observacdo da microestrutura. Enquanto para muitos casos
esta consideracao apresenta boa aproximacdo, isto ndo ocorre quando a deformacéo,
a partir de um certo valor, passa a se localizar em uma zona estreita e a
homogeneidade é perdida com relacdo a escala do elemento. Para levar em conta o
efeito da distribuicdo heterogénea da deformacéo, a teoria do gradiente propde que f
passe a depender também de gradientes de g Portanto, os termos com gradiente
complementam a teoria classica local com informacdes sobre o comportamento do
material em uma escala menor em torno do ponto considerado.

Miihlhaus & Aifantis * demonstram que os modelos ndo locais sdo um caso particular
dos modelos com gradiente.

Varios autores consideram ainda que os efeitos do tempo no modelo constitutivo
regularizam o problema. Comi & Perego *® apresentam um modelo de dano
simplificado com viscosidade, e mostram que a resposta ainda apresenta dependéncia
dos resultados na discretizacdo da estrutura para valores de dano maiores que
aproximadamente 0.5. Dubg et al. *%° demostram que a introducdo da viscosidade
impossibilita a formacdo de ondas estacionarias (assunto do proximo capitulo).
Needleman * demonstrou a existéncia de um comprimento caracteristico que é
introduzido implicitamente pelo modelo viscoso.

24



Capitulo

METODO DE REGULARIZACAQO COM GRADIENTES

3.1 Introducéo

Considere-se 0 seguinte conjunto de equacdes:

C's =ru

e=Cu (3.1

s =E€° e=¢e’ +ef a,b,c,d,e,f)
ef =In

fs,/)E0 130  fl =0

f=0

que define o problema elasto — plastico em sua forma local. Na equacdo de
equilibrio dindmico (3.1a) s é um vetor que contém as componentes de tenséo, C é
a matriz dos operadores diferenciais e r é a densidade. Para pequenos gradientes
de deslocamento a matriz C pode ser também usada para relacionar as
componentes de deformacdo, reunidas no vetor e com o vetor deslocamentos u
conforme indica a equacdo de compatibilidade 3.1b. A equacdo 3.1c relne tensdo e
deformacéo elastica relacionados pelo tensor constitutivo de rigidez elastica E. No
campo das pequenas deformacOes, estas podem ser divididas em uma parcela
elastica e outra plastica. Em 3.1d, empregando-se uma lei associativa, n é um versor

normal & superficie de plastificacio f =0 determinado por n=1f /s , e | é um
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escalar ndo negativo representativo da intensidade da taxa de deformacdo plastica.
As condicdes de complementaridade 3.1e e de consisténcia de Prager 3.1f, permitem

determinar | de modo que as condi¢Bes de carregamento pléstico ou
descarregamento elastico estejam satisfeitas.

3.2 Propagacéao de ondas

O fendmeno da localizacdo de deformacbes em meios homogéneos tem suas
caracteristicas evidenciadas pelo estudo das condicbes de propagacdo e
estacionariedade de ondas no meio.

De um modo geral, ondas referem-se a perturbacdes que se propagam ao interno do
material. Em termos matematicos o vetor deslocamento de um ponto provocado
por uma onda é definido por uma expressdo do tipo

U=u(n=x- ct)m (3.2)

onde u é uma funcio em principio de classe C¥ , dependente do vetor x, reunindo
as coordenadas do ponto, e do tempo t — Clough 2, Whitham *, Bland *. As direcdes
N e m representam a direcdo de propagacdo e a direcdo do deslocamento,
respectivamente; ¢ € a velocidade de propagacdo do fronte de onda F. A funcédo
f (M xx - ct) € genericamente denominada fungdo de onda simples (a forma da

perturbacdo ndo se altera durante a propagagdo no meio), e 0 argumento f xx - ct €
a fase da funcéo de onda. A Figura 3.1 ilustra as consideracdes em questao.

F
m X
n
ot
fronte de onda plana
(b)
Figura 3.1. (a) Propagacéo do fronte de uma onda. (b) Em t,® ¥, a onda pode ser considerada como

plana.
Para ilustrar analiticamente o problema da localizacdo associado a propagacdo de
onda em meio elastoplastico, reproduz-se o problema analisado por Bazant &
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Capitulo 3 Método de regularizacdo com gradiente

Belytschko®. Trata-se de uma barra de comprimento 2L, com secdo transversal
unitaria e densidade r , submetida a deslocamentos impostos nas extremidades

livres. A Figura 3.2 ilustra a geometria da barra, a forma de carregamento e o
diagrama tensdo - deformagdo.

3 r

(2) (b)
Figura 3.2.a) Barra analisada, com deslocamento imposto vt nas extremidades livres, b)Lei constitutiva
com encruamento negativo.

Supondo que a barra ndo ultrapasse seu limite elastico, as equacdes 3.1a,b,c podem
ser combinadas na forma da equacdo de onda elastica:

AL (3.3)

onde, para o caso unidimensional u = u(x,t).

Admitindo-se que a barra esteja inicialmente em repouso e impondo-se as
condicdes de contorno:

u(L,t)=vt

u- L,t)=- vt (34)

parats 0, asolucdo da equacédo 3.3 é:

=-v<t- L+X>+v<t- L X> 35)
Ce Ce
onde (-)=- se ->0 e (-)=0 se - £0. Para 0 caso elastico (v/c,<e/2), a

equacdo 3.5 é valida para t £ 2L /c, , ou seja, até o instante em que as duas ondas
percorreram todo o comprimento da barra.
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Considerando-se que a origem do sistema de referéncia esta no centro da barra, a
solucéo se apresenta na forma de duas ondas arbitrarias, cada uma se propagando

da extremidade para o centro da barra com velocidade ¢, = \/E/r .

Para e = Tu/1x (conforme 3.1b):

=iZHg Xgmg%- L-x% (3.6)
Cee e e 2 e Ce a0

onde H representa a funcdo de Heaviside (H(-)=1se - >0; H(-)=0se - £0).

Para o desenvolvimento que segue, é importante definir:

tl = - t2 = (37)

0s tempos que as ondas levam para sair da extremidade direita e esquerda da barra,
respectivamente, e chegar ao ponto de coordenada X.

Para um instante de tempotonde t >t; e t <t,, por exemplo:

u=v(t- ty)
LoV (3.8)
"

ue e recebem a influéncia somente da onda que saiu da extremidade direita, pois a
onda que se propaga a partir da extremidade esquerda ainda ndo atingiu o ponto de
coordenada X, no instante t. Deste modo, enquanto as ondas ndo se encontram, u
cresce linearmente com o tempo e e permanece constante no ponto.

Parat>t;et>t,,

u=v(t- ty)- v(t- ty)

v
e=2—
Ce

0 deslocamento é uma combinagdo linear da influéncia das duas ondas e a
deformacdo dobra seu valor.

(3.9)

28



Capitulo 3 Método de regularizacdo com gradiente

Para estudar a localizacdo, supde-se agora que o limite elastico seja ultrapassado
quando as ondas se encontrarem em X = 0,ouem f = L/c, .

No caso de resposta elastoplastica e impondo-se um modelo linear de encruamento
negativo, o critério de plastificacdo pode ser escrito na forma:

f=s-s-heP (3.10)
comh<0.

Conforme 3.1b,c e impondo-se ainda f =0, a variacdo s /1x pode ser escrita
como:

fs _fs fe _ Eh f%u (3.11)
X fe X E+hqx?

Substituindo-se 3.11 em 3.1a tem-se , portanto, a equacdo de propagacdo de onda
para uma barra plastificada:

E+hﬂ2u
2 2'h
¢, it X

1°u _
-

0 (3.12)

Sendo h > 0 tem-se uma resposta real e a equacdo 3.12 se mantem hiperbdlica, para
h = 0 a velocidade de fase € nula e para encruamento negativo (h < 0), a velocidade
de fase é imaginaria e a equacdo 3.12 passa a ser eliptica. Ondas com velocidade
Imaginaria ndo se propagam, portanto, na medida em que a resposta do meio passa

para um regime de encruamento negativo, o seu efeito passa a ser localizado ndo se
estendendo e permanecendo numa vizinhanga infinitamente pequena.

A Figura 3.3 mostra a interface entre as regides elastica W° e plastica w*, situada a
uma distancia fixa vt da extremidade esquerda da barra, onde 7 € a velocidade da

interface. L ¢ a distancia entre a extremidade esquerda da barra e P é um ponto a
direita da interface.
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A
A

Figura 3.3. Regido plastica (W), elastica (We) e a interface entre as regides.

Os deslocamentos de pontos a direita e a esquerda da interface sdo dados,
respectivamente, por:

c

T=lve’(X- W) (3.13 a,b)
U =0- e®(WVt- %) o

onde T é o deslocamento na interface, e® e e° sdo as deformagdes imediatamente
a direita e a esquerda da interface, respectivamente. E suas derivadas materiais:

w

(3.14 a,b)

i

C;D <
o Q.

sdo as velocidades materiais no ponto. O balango da quantidade de movimento
linear para meios continuos postula que a taxa de variagdo da quantidade total de
movimento no elemento € igual ao vetor soma de todas as forcas atuantes neste elemento. Ou seja,

para o elemento de comprimento L, tem-se:

~

anr(‘[j’-’\]’ee)di(+ c‘;;r(’lj'-V’es)dYE:SS-se (3.15)

|—_~1
> D

t

=

Assim, obtém-se uma relacdo para o salto de tens6es e deformacdes na interface:
ss-se:rVZ(es-ee) (3.16)
Seja ainda 2s a largura da zona central de localizacdo, adjacente a x = 0, com valor

inicial s=0 em t = f. Para s pequeno, pode-se admitir a deformacdo e ® na zona
de localizagdo como sendo constante, e, portanto:
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us =e®x CSEXES t>t

uezv?‘ﬂ(-tgﬂ' (m), m=t- L- X
é Ce o Co

(3.17 a,b)

g t-t)Ex<-s

onde j € uma funcéo arbitraria que descreve a propagacdo da onda na direcdo da
extremidade esquerda da barra. A equagdo 3.17a define o deslocamento na zona
plastica enquanto 3.17b define o deslocamento na zona elastica. Deste modo, a
deformacdo na parte elastica é dada por:

eezcl(v+j qm)) S Gt-t)ex<-s (3.18)

comj «m)=dj (m)/dm.

Usando as condices de interface, impde-se continuidade de deslocamentosem X = -s:

et = 12y (i) mot. B2 (3.19)
Sgé Ce 2 a ‘.

Sabe-se que as tensdes na interface devem obedecer a condicéo 3.16. O plano da
interface no lado esquerdo da barra (conforme Figura 3.3), pode movimentar-se

para esquerda, ou permanecer estacionaria (s® 0). Supondo a primeira 0pgéo,
tem-se pontos entrando em regime softening a medida em que a interface se move.

Para que isso ocorra, s °=s e, portanto, s ©3 s *. Porém, e’ <e <e®, pois a
deformacdo deve ser maior que e dentro da zona de localizacdo e menor que e na

zona eléstica. Da equacdo 3.16 conclui-se que V2 <0, ou seja, velocidade
imaginaria. Portanto, a Unica alternativa possivel é que a interface ndo se move

(V' =0) e a zona de localizagdo permanece infinitamente pequena com s® 0. Da

equacdo 3.16 tem-se s° =s°, ou seja, tensdo continua em x =s, embora as
deformacdes sejam descontinuas.

Portanto, supondo s® 0 (que resultaem e®® ¥ ), obtém-se uma expresséo para

i (m):

j (m):-Vm=-V<t+X' L> (3.20)

31



Larissa Driemeier

e as expressdes completas paraue e para 0£t £2L/c, e X <0:

L+X L- X
U=-v(t- - V(t-
C C
: : (3.21)
ezigngt- L+xg_ Hg%- L-xgg
Cee e Ce [ e Ce a0

Para o lado direito da barra, aplica-se uma solucéo simétrica. Consequentemente:

—-2v<t- L> X® 0
" (3.22)

u=2v<t- £>, X® 07
Ce

tem-se um salto nos deslocamentos em x = 0 para t > f de dimenséo:
[[u]] = 4v(t - t) (3.23)

e, portanto, a deformacéo:

& .
e—iéHf& 2 Hg%- L- X9+ 4> <d(X)u
Ceg & . g & ¢ o Q
X £ 0, O£t£EE
Ce
(3.24)
onde d(x) é a funcdo delta de Dirac.
A tensdo é calculada como:
< = _Ev ?ngt L+X9 ngt L - ng (3.25)
e & € (c @ e Ce 9y

A tensdo em x = 0 é nula e, portanto, 0 ponto se comporta como um contorno
livre. Conforme Achenbach “, em um contorno livre, a onda se reflete como um
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Capitulo 3 Método de regularizacdo com gradiente

pulso com tensdo inversa a tensdo do pulso incidente. Interacéo entre a zona softening
e a zona elastica, passa a ser caracterizada pela descontinuidade nos campos de
deslocamento e tensdes.

3.3 Consideracéo de gradientes de ordem superior

Como ja foi dito, um método de regularizacdo para os modelos com encruamento
negativo consiste na introdugdo de gradientes de ordem superior na funcéo de
escoamento ou na relagdo constitutiva tensdo - deformacdo. Neste trabalho, limita-se a
estudar o caso em que as alteragdes sdo feitas na funcdo de plasticidade, de modo
que a mesma passa a depender do parametro | e de seus gradientes de ordem
superior:

1 R2 R4 )=s - ki +6R2 - cR (3.26)

Na relacao anterior, ¢; =¢;[I | (i=1,2) sdo chamados parametros de difusdo e
intrinsecamente envolvem comprimentos internos relacionados a banda de localizagéo (
Miihlhaus & Aifantis 7).

Os sinais dos termos com gradiente garantem a hiperbolicidade do modelo
conforme demonstra o Anexo A.

Limitando-se ainda ao exemplo simples utilizado no item anterior, porém, agora
com encruamento negativo linear (h constante) para melhor visualizacdo do
problema, a 3.26 assume a forma:

fzs-§-heP+oR%P-c,R%"P (3.27)
e a equacdo governante do problema passa a ser dada por:

4 4 6 6., = 2 2
1 6 1 6 E+h
qel Ul Tu o MU 1l fu 9 Erhiu T, (329)

- - (; —_— - -
dixt o2ax%tle Céix® 2 axqtls 2 ft? I

Considerando-se a propagacéo de uma onda harmonica simples de amplitude A,

U(x 1) = Ah(@%-wt) (3.29)
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e supondo, primeiramente, que a onda ndo ultrapasse seu limite elastico,
substituindo-se 3.29 na equacéo de onda elastica 3.3, resulta:

Cf:%:% (3.30)

percebe-se que a velocidade de fase ¢+ & uma constante independente do numero

de onda g. Significa que ondas curtas se propagam com a mesma velocidade que
ondas longas, e que o0 meio é, nessas condigdes, dito ndo dispersivo. Caso ¢ s néo seja
constante, mas dependente de ¢, diz-se que 0 meio € dispersivo. Dispersdo € um
fendOmeno importante porque governa a mudanca da forma de um pulso durante

sua propagacdo através do meio (Graff ¥). Como o meio é homogéneo e estd em
regime elastico, a velocidade de fase é a propria velocidade de propagacéo elastica.

A equacdo diferencial 3.28 ndo apresenta mais a forma de uma equagdo de onda
simples de modo que uma solugdo na forma g(x + ct), portanto, pode nao mais

satisfaze-la. Além disso, uma solucédo exata do problema, como anteriormente para
modelo local, se torna inviavel.

Uma vez que a principal caracteristica da solugdo g(x = ct) € a propagagdo de um

pulso sem distorcdo, para um sistema governado pela equacdo 3.28, espera-se que
algum tipo de distorcédo ocorra.

O primeiro passo € determinar as condi¢Ges necessarias para propagacdo de ondas
harmonicas. Ou seja, as condicbes em que a solugdo 3.29 satisfaz 3.28.
Substituindo-se 3.29 em 3.28, tem-se que:

W, h+6,0° +cp0" (3.31)
VE+h+cg?+c0°

ou ¢ =c¢(q). Portanto, uma onda harmdnica de freqliéncia w tem sua velocidade
de propagacéo ¢ s governada pelo nimero de onda g.

Supondo um pulso no tempo t=t, formado pela superposicio de ondas
harmonicas, com o avan¢o do tempo, cada componente passa a Se propagar na sua
propria velocidade ¢ ¢, de maneira que a forma do pulso se torna cada vez mais

distorcida.
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W
08 w imaginario
w real
0.6 |
04 |
0.2 |
‘ q
0.5 1 O 15 2

Figura 3.4. Spectrum de frequiéncia para modelo de plasticidade linear com gradientes segundo e quarto.

Existem valores de nimero de onda g, para os quais se tem velocidade de fase nula
ou imaginaria, o que corresponde & uma perturbacdo que néo se propaga no espaco.
Dois graficos tipicos ilustram o problema: o spectrum de freqiiéncia (Figura 3.4) e a
curva de disperséo (Figura 3.5).

A Figura 3.4 mostra uma velocidade imaginaria para valores de q menores que 7.
Em g =q tem-se o valor limite (velocidade nula), a partir do qual a velocidade se
torna real.

12

0.8

—— velocidade de propagacao elasticac,

04 —— velocidade de fase ¢.

g 2 3 4 5 6 g

Figura 3.5. Curva de dispersao.

Conforme a Figura 3.5, para altos nimeros de onda, que correspondem a curtos

comprimentos de onda (I *) e altas freqiiéncias (f ), os valores da velocidade de fase
se aproximam dos valores da velocidade de propagacéo elastica, que correspondem
ao caso sem dispersdo, indicando que o efeito da plasticidade € minimo.
Entretanto, para numeros de onda muito baixos (q® 0), correspondentes a

I"® ¥ e f ® 0,avelocidade de fase diminui rapidamente ¢ ® - ¥ .
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Considerando-se, portanto, o valor limite como aquele que zera o numerador da
equacdo 3.30, tem-se as seguintes relagdes para numeros de onda que garantem
velocidades de fase reais:

q3q=1/-£ parac; >0 e ¢ =0
€1
(3.32)

- 01+ w/clz - 4cyh

gz q-= para ¢, qualquer ecy, >0
2C2
Por outro lado, como o comprimento de onda é definido por | = 2 seguem as
relacdes:
¢y _
= |- o para ¢;>0 e ¢,=0
| £2p/ com o (3.33
£=\/ ; para ¢; qualquer e c,>0  ab)
- 0y +4/Cf - 4oy

O comportamento do movimento dentro da zona de plastificacdo é de caréater
estacionario (¢; = 0), pois pontos fora desta zona ndo recebem resposta plastica. A

zona de plastificacdo, portanto, apresenta extensdo coincidente com um
comprimento de onda | =2p/. A regido softening € limitada pelo nimero de onda
q . Ondas com namero de onda maior ndo ocorrem pois provocariam perturbagdo na

Zzona elastica.

Em continuacdo ao estudo da largura da banda de localizacdo, considera-se a
andlise da barra ilustrada na Figura 3.6.

| L J L N <4

* MR -

| RitRARR | 0
r
- e 3
(a) (b)

Figura 3.6.a) Barra analisada, b)lei constitutiva com encruamento negativo.
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Conforme Figura 3.6, admite-se que a deformacéo plastica esteja localizada em uma
largura 2s simétrica em relacdo ao centro da barra. Da condicdo f =0 tem-se a

seguinte equacao:

P ge? P (3.34)

s =s +heP - C1€ Sx + €28 Yuxx

cuja integracdo fornece a deformacdo plastica de acordo com o modelo elasto -
plastico com gradiente de quarta ordem.

Considerando-se, primeiramente, somente o gradiente segundo (¢, =0) e as

condicdes de contorno e =0 para x = +s, recuperam-se resultados ja obtidos
por de Borst & Miihlhaus *®. A solugdo da equacdo (3.34) é:

ep _ S - S_é i COS(X /él)g (335)
h & cos(s/¢q)q

onde:

()= -% (3.36)

O deslocamento da barra na extremidade direita pode ser calculado como:
L S
0= e‘dx + e dx (3.37)

Substituindo-se a equacdo 3.35 e a definicdo de e®=s / E na equacdo 3.37, e
dividindo-se por L, tem-se o valor da deformacdo média da barra:

S -s

Lh

5=%=%+ [s- £ytan(s/t,)] (3.38)

Considerando-se a solucéo critica como aquela que dissipa a menor energia, 0 que
equivale a minimizar e com s, vale a condigéo:

d—e =0 (3.39)
ds
Portanto:
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cos®(s//4) = 1 (3.40)
De modo que resultam valores explicitos para a largura da banda de localizagéo s,
S=np !, n=1, 2, 3, ... (3.41)

Nota-se que para s=1, 2s coincide com o valor de | dado pela 3.33a.
Substituindo-se a equacdo 3.41 para n=1 nas equagdes 3.35 e 3.38 tem-se que:

P -

(3.42)

s s-sp/y
_+ _
E h L

e= (3.43)
Levando-se em conta o gradiente de quarta ordem no modelo, primeiramente,
deve-se considerar novas condicdes de contorno: e =0 e e,'f( =0 para X = #5.

Esta Gltima condicdo é compativel com uma implementagdo numeérica, que requer
continuidade na derivada das deformagdes plasticas. A solucdo da equacéo 3.34 é:

3 bs f,bx - bx ) _ a2hs ¥
p_5-S h_ ae™ (™ +e ™ )sen(as)- b(1- e )cos(ax){; (3.44)
h asen(as)(1+e**)- beos(as)(1- e**) b
onde:
\/ C, + 4th
202 (3.45)

_\/cl+w/cl2 4he,

O deslocamento da barra na extremidade direita pode ser calculado como pela
equacdo 3.37. Novamente, substituindo-se a equacdo 3.44 e a definicdo de
e®=s [/ E na equacdo 3.37, e dividindo-se por L, tem-se o valor da deformacédo
média da barra na extremidade direita:
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sen(as)(1- e**)(a® +b?)

a’bsen(as)(L+e**)- ab®cos(as)(1- e**)¢

(3.46)

OC O

Considerando-se a solucéo critica como aquela que dissipa a menor energia, Ou Seja,
aquela que reproduz a curva softening mais acentuada do diagrama s - e (equagdo
3.39), tem-se que:

2
_é 2bs 2bs )
s I._hs €a(1- e**)cos(as) + b(1+¢ )sen(as)g o (3.47)

ca(1+ % )sen(as) - b(1- e**)cos(as)

CD(‘D> CD>

A Figura 3.7 mostra a equagdo 3.47, adimensionalizada pelo termo Lh/(s - s),
em funcgdo da largura de banda s, para valores de a e b quaisquer. Percebe-se que a

raiz ndo é Unica.
20 40 60 80 100

0
equacdo 3.47
Figura 3.7. Equacéo 3.47(y) em funcéo da largura de banda s (x).

De modo a obter um valor explicito para a largura da banda de localizacdo w, foi
feitas a seguinte simplificag&o:

62 555 1 (3.48)
Portanto:

1 \
S==—.+n arctan n=123.. 4

a e+ P ¥ 8 ﬂu (3 9)

Convém observar que a equacao acima, que representa a largura da banda via um
exemplo resolvido analiticamente, apresenta o termo arctan(a/b)/a, que ndo

aparece na equacdo 3.33 (largura de banda calculada através do estudo de
propagacdo de onda). Apesar da imposicdo inicial da condicdo de contorno

homogénea ef( =0 para X = £S5 na resolucdo analitica, encontrou-se 0 mesmo
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valor quando ndo impde-se esta condic¢do inicialmente, deixando a solucdo em
funcédo de constantes. Estas constantes se anulam e o resultado coincide com 3.49.

Substituindo-se a equacdo 3.49 para n=1 nas equacdes 3.44 e 3.46 e fazendo-se as
devidas simplificacdes (conforme 3.48) tem-se que:

s s y} a2e - b/a[p +arctan(a/b)]( ) b /a + b2 cos(ax)“
e’ = h |’1 a . b2 y (350)
f b
.8 ,S°° y éb(p + arctana/b)- au (3.51)

E Lh § ab

O CN

A Figura 3.8 ilustra a deformacéo plastica (definida pela equacdo 3.50) ao longo da
barra para varios niveis de tensdo.

P
€ 0.002

0.001

-L =S S L
Figura 3.8. Distribuicdo de deformacao plastica ao longo da barra.

Definindo-se a largura s como as segunda e terceira raizes da equacédo 3.49, tem-se,
como mostra a Figura 3.9, duas e trés zonas de localizacdo, respectivamente. Pode-
se simular numericamente a existéncia de multiplas zonas de localizagao.

eb

-25 0 25

(2) (b)
Figura 3.9. Distribui¢do de deformacéo plastica ao longo da barra, para largura de banda w relativas a(a)
segunda ou (b) quarta raiz da equagéo 3.49.
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Para uma distribuicdo de deformacéo plastica ao longo da barra definida através das
equacdes 3.45 e 3.50, a Figura 3.10 mostra a influéncia de cada pardmetro de
difusdo (cq,¢,) individualmente. As Figuras 3.10a,b mostram a influéncia do
parametro ¢, (variando linearmente de 0 a 200), quando ¢, = 0 e quando ¢, é
constante e igual a 100, respectivamente. Percebe-se que 0 pardametro ¢, tem
influéncia direta na determinacéo da largura de banda.

1E3 2

€1=0 (limite inferior) ¢,=200

——¢1=200 (limite superior) ¢,=0
x{mm] X[mm]

I \
-100 -50 0 50 100

@

84
S

-100 -50 0

(a) (b)

1E-3e0 1E_3ei)
W ¢,=0 i\ — ¢,=800
———  ¢,=800 ¢,=0
x[mm] x[mm]

| | | |
-100 -50 0 50 100 -1‘00 -5‘,0 0 5‘0 180

(©) (d)

Figura 3.10. Influéncia de c; quando (a) c; = 0 e quando (b) c; € constante e igual a 100. Influéncia de c;
guando (c) ¢; = 0 e quando (d) c; é constante e igual a 100.
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As Figuras 3.10c,d mostram a influéncia de ¢, (variando entre 0 e 800), quando
¢, =0e quando ¢, é constante e igual a 100, respectivamente. Os resultados

mostram que ¢, deve ser maior que ¢, em valor numérico para se obter a
regularizacdo numa mesma largura de banda. Essa conclusdéo porém, € apenas
qualitativa, pois ¢, e ¢, ndo podem ser comparados diretamente, uma vez que tem
dimensdes diferentes.

O parametro ¢, sozinho modifica pouco o pico de deformagdo plastica, mas para ¢,

constante e diferente de zero, o parametro ¢, diminui o valor da deformacdo
plastica conforme aumenta a largura da banda.

3.3.1 Estudo de bandas de cisalhamento

Com o objetivo de ressaltar algumas caracteristicas dos modelos com gradiente,
considera-se um corpo com deformacdo inicialmente homogénea, e pretende-se
determinar as condi¢cGes em que, em uma analise estatica, as equacdes diferenciais
admitem solugdes ndo - homogéneas, além da solucdo fundamental homogénea
(Zbib & Aifantis'® e Miihlhaus & Aifantis ).

Para o critério de plastificacdo de Von Mises (Mihlhaus & Aifantis *):

| =+/26" xe? (3.52)
t=y%

com J, 0 segundo invariante da parte desviadora do tensor de tensdes. A primeira
equacdo refere-se a hipotese de encruamento por deformacdo e t € a tensdo
equivalente.

A equacéo 3.1e pode ser rescrita na forma:

f=3,-ql] (3.53)

Conforme 3.1.c, a deformacdo pode ser dividida em uma parcela elastica e outra
plastica. Substituindo-se 3.1d em 3.1c expressa em taxas:

d

6=Els +1 > (3.54)
2t
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onde s®=s-s,l1 é a parte desviadora do tensor de tensbes, com

sm=(s1+s,+s3)/3 atensdo hidrostatica, onde os indices 1, 2 ¢ 3 indicam a
direcdo no espaco tridimensional.

Por simplificacdo, despreza-se a compressibilidade elastica do material e considera-
se 0 caso de deformagéo plana, s 3 =1/2s; es , =0.

A taxa de deformacdo pode ser escrita na forma:

. _(-n) 4 . N g
el = TS 1 ez = ES 2 (355)
onde G = e 0 modulo de elasticidade transversal. A deformacdo plastica,

2(1+n)
conforme a segunda parcela de 3.54:

b=ty b= Iy (3.56)
12 2 2

Deste modo, paran =1/2:

s] =2GG, - % E (3.57)
s5 =26, + % S, (3.58)
s'{ = 2Gg, (3.59)
Substituindo-se 3.57-3.59 na condicdo de consisténcia f = 0, tem-se que:

2Ge; = (G +h) - ;R4 + R4 (3.60)
Sup0e-se a existéncia de solugbes particulares do tipo:

| = |‘Oe(iqy) 0 = qu(iqy) (3.61)

onde:
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y = - (sing )X; + (COSq )X, (3.62)

onde g é o nimero de onda. O plano y contem a banda de localizacédo, q € 0 angulo
entre a normal de y e a direcéo X,.

Pode-se definir:

u i u i
U, = ALE = er(lqy) COSq U, = = = qu(qu) senq
1X5 X4

(3.63)

Substitui-se 3.57-3.59 nas condicBes de equilibrio estatico, e aplica-se 3.61-3.63 a
soma das equac0es resultantes. Finalmente, tem-se que:

| o(sen2q) + Uyq2 = 0 (3.64)
Substituindo-se 3.61-3.63 em 3.60:

- 0,Gq2(sen2q )+ (h + G +¢,q% + 0% ) o = 0 (3.65)

Com as equagOes 3.64-3.65 pode-se escrever o seguinte sistema homogéneo de
equacoes:

. 2 4

T b s
é(h+G+Clq + 050 ) q%sn2g U%l.o)r;— :

é G s

E a existéncia de solugdes ndo triviais leva a:

h 2 C1. 2 Cp 4
—=%n“2g -1- =q°- = 3.67
s q Gq Gq (3.67)

A Figura 3.11 ilustra %xq para varios valores de ¢, e ¢,, considerando para g 0

valor maximo q,, = pZ
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(b)

(c)

h/G |

Figura 3.11. Valores de h/G para (a) c2 =0, (b) c2>0, (c) c2 <0
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Parac, >0 e c, =0 tem-se gz sen?(2q)- 1- Calq2 < 0 para qualquer valor de q,

conforme mostra a Figura 3.11a. O valor maximo da relagdo h/G, que conduz a
um minimo de energia, obtém-se para g, = 0, de modo que a relagédo h/G critica é
definida como:

A (3.68)

Portanto, para modelos associativos locais e ndo locais com ¢, >0 e ¢, =0, a
localizagdo ocorre a partir do pico de tensdo, quando se inicia a resposta softening.

: h : c
Para ¢, <0 e ¢,=0 (Figura 3.11a) tem-se 6= sin®(2q)- 1- Elq2 >0 para
qualquer valor de g, o que ndo € razoavel, pois indica que ndo ocorrera localizagéo,
ou resposta homogénea em softening. Uma situacdo igualmente inaceitavel seria para

¢, < 0 e ¢y qualquer, conforme mostra a Figura 3.11c.

Para ¢, >0 e ¢, >0 (Figura 3.11b), obtém-se a mesma situagdo de ¢; >0 e ¢, = 0,
com localizagdo a partir do pico de tenso.

Uma ultima possibilidade ilustrada na Figura 3.11b seria para ¢; <0 e ¢, > 0, onde
0 valor méximo da relagdo h/G obtém-se para q, =./- ¢;/2¢, , de modo que a
relagdo h/G critica é definida como:

2
hy _ ¢ (3.69)
G 4G,

Ou seja, a localizagdo pode, matematicamente, iniciar-se em regime hardening
(h, > 0). Nos modelos locais, este tipo de comportamento pode ocorrer somente
em modelos multidissipativos ou ndo-associativos (Rizzi*).
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Capitulo

MODELO DE DANO COM GRADIENTE

4.1 Introducéo

Neste capitulo, é proposta a introducdo de gradientes de ordem superior em um
modelo de dano local proposto por Comi ¢t al. . Com uma formulagdo adequada
em elementos finitos, objetiva-se obter resultados coerentes para problemas de
analise estatica e dinamica na presenca do fenémeno de localizagao.

4.2 Modelo de dano

Na mecénica do dano classica, a lei constitutiva secante é descrita com a
introducdo de uma variavel de dano D, responsavel pela perda de rigidez do
material, conforme ilustra a Figura 4.1.

De grande importancia para a formulagdo de uma relagdo constitutiva de um meio
com dano, tratado como meio continuo, € o estabelecimento de uma hipétese de
equivaléncia de deformacéo, de tensdo ou de energia. Ou seja, 0 material com dano
pode ser substituido por um material integro, desde que a deformacéo, a tenséo ou
a energia sejam substituidos por valores efetivos ou equivalentes.

Para 0 modelo em questdo foi adotada uma hipotese de energia equivalente expressa
da seguinte forma: o trabalho virtual interno do material danificado pode ser
obtido através de um material integro, envolvendo tensdo e deformacao efetiva.
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N A1=E)
i ‘ \ \
OE+0 4E-4 8E-4 e

Figura 4.1. Modelo de dano classico unidimensional.

A equivaléncia energetica fornece uma aproximagdo intermediaria entre as
hipoteses de deformagéo e tensdo equivalente (Rizzi*). A condicdo de equivaléncia
em energia Se escreve como ¢ ¢ =¢ ¢ e Se verifica para:

" (@ D)
£=(1- D) (4.2)

(4.1)

AN

onde s e ¢ sdo a tensdo e a deformacdo efetiva, respectivamente. A variavel de
dano varia entre 0 e 1, D=0 corresponde ao estado elastico inicial, sem dano,
enquanto D=1 corresponde a ruptura do material.

Portanto, no material integro vale a relacdo , a qual substituindo-se as 4.1 e 4.2
resulta:

o = (1- D)’Es (4.3)
A rigidez secante Eg, do material danificado é entdo definida por:
E. = (1- D)’E (4.4)

sendo E a rigidez elastica inicial.

Deste modo, considera-se 0 seguinte modelo de dano local proposto por Comi et
al.l”:
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y =%(1- D)% TEs (4.5)
o :%: (1- DYEe: Y = - ZLD: (1- D) xEe (4.6)
f =%Y +by(L+b,D)(L- D)e, - byD- k£ 0O 4.7)
f£0; D= 0; fD=0 (4.8)

A equacdo 4.5 define a energia livre de Helmholtz como funcdo do tensor de
deformacbes ¢ e da variavel isdtropa de dano D. Na equacédo 4.6 Y é a forca
termodindmica associada ao dano e interpretada como energia liberada em
correspondéncia ao dano criado. O dominio elastico e as condicdes de
carregamento - descarregamento sdo definidas nas equacdes 4.7 e 4.8, f é a funcéo
de carregamento; ¢, = | x¢ é a deformagéo volumétrica (I € o tensor identidade de

segunda ordem), b; e k sdo parametros ndo - negativos do material.

Na equacdo 4.7 a parcela envolvendo a deformacéo volumétrica permite considerar
0 comportamento dissimétrico em tracdo e compressdo, exibido em materiais
como o concreto. O parametro k € uma energia inicial que define o inicio da
evolugdo da variavel de dano. Os parametros b, e h; permitem definir a tensdo de
pico, com a existéncia ou ndo de encruamento positivo, bem como a inclinagdo da
curva em correspondéncia com o encruamento negativo.

J, [MPa]

I, [MPa] f

(2) (b)
Figura 4.2 (a) Projecdo do modelo na superficie de Watergaard; (b) Comportamento dissimétrico em tracéo e
compressao permitido pelo modelo.
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A Figura 4.2 mostra a evolucdo de f no plano I,-,/J,, onde I, é o primeiro
invariante das tensdes e J, o segundo invariante da parte desviadora (Comi 1°).

Esta lei constitutiva € uma simplificacdo da versdo proposta por Comi et al. *'.
Importante observar que, para 0 modelo dado pelas equacdes 4.5-4.8 0 dano pode
alcancar o valor limite D=1 somente no caso de deformacg6es infinitas, mas a
correspondente energia de fratura (definida conforme Bazant & Cedollin *) é
limitada.

Uma versdo ndo - local do modelo pode ser obtida introduzindo-se na fungéo
critério de danificacdo gradientes espaciais da varidvel de dano D. Considera-se a
seguinte forma geral que inclui termos com ‘gradientes de segunda e quarta ordem’:

C
fo= fiy +ﬁDD- ¢,D’D £ 0 (4.9)

sendo ¢, um parametro de difusdo com dimenséo de forga, ¢, outro parametro de

difusdo com dimenséo de forca vezes comprimento ao quadrado e a um parametro
adimensional variando entre O e 1.

As parcelas ndo locais da equacdo 4.9 sdo aqui referidas genericamente como
termos de gradiente de segunda e quarta ordem da variavel interna de dano. Trata-se de uma
questdo de afinidade com a nomenclatura adotada em toda a bibliografia estudada
(destaca-se, entre outros, Slyus 8 Pamim **, Muhlhaus & Aifantis ’, Comi 1°). Na

verdade, aqueles termos envolvem o Laplaciano (D) e Laplaciano segundo (DZ) da

varivel interna de dano, respectivamente.

Trés modelos diferentes, que sdo considerados a seguir, podem ser obtidos da
equacdo (4.9) admitindo-se para 0s parametros ¢4, ¢, e a as seguintes condigdes:

- Modelo A - ¢, =0, a=0, ¢, >0 - somente o termo com gradiente de segunda
ordem esta presente no modelo, coincidindo com aquele proposto por Comi*;

- Modelo B - ¢, =0, a>0, ¢, >0 - somente o termo com gradiente de segunda

ordem esté presente no modelo, mas a funcéo de difusdo ¢, /(1- aD)cresce com o
valor do dano. Em particular o valor a = 1 sera considerado;
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- Modelo C - ¢, >0, a=0, ¢, qualquer - o termo com gradiente de quarta ordem
também é considerado. Os dois parametros de difuséo sédo constantes.

A presenca de termos em derivadas de ordem superior na funcdo de escoamento
implica que apropriadas condi¢des de contorno da variavel de dano devem ser
especificadas. Neste trabalho, estas condi¢6es de contorno adicionais sdo dadas na
forma proposta por Mihlhaus & Aifantis " para o caso de plasticidade:

¢[NDx]D=0 emGp, para os modelos A e B. (4.10)

i 4 s s i
:'clﬂ D xn - ¢,N[DD]xn + cngDdiv(n) - div[DDn]gyD =0 emGp
i e up

n . 4.11
[c, DD]N D =0em Gy (4.11)

para modelo C.

onde Gp é o contorno da regido com D >0. O gradiente N foi dividido em

-

S n S
gradiente de superficie N e gradiente normaln N: K ° N+n

4.2.1 Localizagdo como singularidade do tensor acustico

Conforme apresentado no capitulo anterior para o caso de plasticidade, para
determinar as condi¢Bes em que as equagOes governantes admitem solugdo nédo
homogénea, além da homogénea inicial, supde-se a existéncia de soluc¢des do tipo:

0 = v D = D' (4.12)

onde n é o vetor normal a banda de cisalhamento e g € o nimero de onda, v, e D,
sdo amplitudes.

Este estudo é apresentado em Benallal & Tverggard *° para o modelo de plasticidade
proposto por Mihlhaus & Aifantis © modificado com a consideracdo de grandes
deformacdes, e em Comi & Driemeier *° para este modelo de dano.

Substituindo-se 4.12 na condicéo de equilibrio estatico:

div(s) = div(E(L- D)*Nu - 2E(1- D):D)=0 (4.13)
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e na condicdo de consisténcia:

f = Ee(l- D)xNu- gg xEg + bg+chD- ¢,D?D =0 (4.14)

(por simplificagdo, considera-se b; = b, = 0 e by = b ) obtém-se, respectivamente:

g%(1- D)*E(nA n)v, - 2ig(l- D)NEe Dy = 0 (4.15)
ig(1- D)Esn =g + (h+0,q2 + ¢,q*)Dg = 0

1 . N . :
onde h = ¢ xEe + b €, por definicdo, o pardmetro de encruamento do material; e

9(q) = clq2 + 02q4 € uma funcéo que surge devido ao carater ndo local do modelo.

Elimina-se D, substituindo-se 4.15b em 4.15a. Para solucéo diferente da trivial do
sistema 4.15 (vq * 0):

detf Q(nA n)]=0 (4.16)

onde Q(nA n) é chamado tensor acustico e depende dos parametros do material
danificado:

(1- D)Ee A (1- D)Ee
h+9()
No caso, a condicdo de localizacdo 4.16 pode ser interpretada como singularidade

do tensor acustico e é conhecida como condicdo fraca de localizacdo ou condi¢do de
compatibilidade de Maxwell [Rizzi .

Q=(1- D)’E-

(4.17)

Se existem, portanto, soluc6es bifurcadas de formas 4.12 em uma dada direcéo n,
entdo o nimero de onda é fixo e dado por:

h+g@)=[E(A )] " {(Es A Ec)n A n)] (4.18)

Com ¢, e ¢, tendendo a zero, tem-se a condi¢do classica de localizagdo para um
continuo local. Se h, é o valor critico de h para 0 modelo local, ou seja, para o lado

direito da equacéo 4.18, entéo:

min[g(q)] = min[h, - h] (4.19)
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Modelo de dano com gradiente

e o valor que dissipa a menor quantidade de energia durante o encruamento que

precede a ruptura.

0(a)
(@) |

0()
(b) ]

0(a)
(c) .

- C1:O
c,>0

— ;<0
— ;=0
c,>0

Figura 4.3. Grafico g(q) x q para: (a) c2 <0, (b) c2=0, e (c) c2 > 0.
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As Figuras 4.3a,b,c mostram a relacdo g(q) x q para 0 caso de, respectivamente,
¢, <0,¢c,=0ec,>0.

Pela analise da Figura 4.3a, verifica-se que o minimo ocorre para g, ® ¥ .
Significa que ndo ocorrera localiza¢do, ou seja, resposta homogénea em softening.

A Figura 4.3b mostra que para ¢; >0 e ¢, =0, tem-se 0 minimo em q, =0.

Portanto, em uma analise estatica, a bifurcacdo ocorre a partir do pico de tensdo
para modelos locais e ndo locais com gradiente de segunda ordem. Uma situacédo
analoga ocorre para ¢; >0 e ¢, > 0 (Figura 4.3c).

Para o0 caso de ¢;<0ec,>0 (Figura 4.3c), h atinge o minimo valor de g(q)
correspondente a um ndmero de onda critico g,, no qual a solugdéo néo -
homogénea comeca a se desenvolver.

Convém ressaltar que através da analise estatica, a largura da zona de localizacdo
ndo é identificavel.

Para examinar as conseqiiéncias do uso do modelo nédo local, convém analisar o
caso unidimensional. A Figura 4.4 mostra a resposta homogénea uniaxial do
modelo em termos de tensdo - deformagdo.

s [MPa].
Ac¢=5N ,=0

3-|  CgeiB Be=1N ¢, = 18 Nmm?

Cy=-02 ¢, = 18 Nmm?2

1 D D¢ =-03 ¢ = 18 Nmm2
27
1-

e
0 \ \
0.0005 0.0010

Figura 4.4. Resposta tensao — deformacao uniaxial e pontos de localizacdo para diferentes valores dos
parametros de difusdo. E=20000 MPa, b =.0018, k = 65 Pa.

Portanto, a equacgdo 4.18, para o unidimensional, pode ser rescrita na forma:
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Capitulo 4 Modelo de dano com gradiente

E(l- D)’ ¢ 3_ 2 4l
~ —Ee“+b+c0°+c,q" -=0 (4.20)
hecgl+c,q' 8 2 Ry

A condicéo critica é obtida para:

. 2E82+b+01q2+02q420 (4.21)

Supondo-se um estado inicialmente homogéneo (com gradientes nulos de dano) e
desfrutando-se da relacdo f =0, a equacdo anterior pode ser equivalentemente

expressa em termos da varidvel de dano:

+010° +¢,0" =0 (4.22)

Deste modo, para valor de dano critico do inicio da localizagdo como sendo o
menor valor que satisfaz a expressdo 4.22, tem-se:

b- 3k+c,q° +c,0°

4.23
4h + .92 + c,0° (4.23)

D, = mqin[D(q)] D(g)=3

A Figura 4.5 mostra o valor do dano D(q) em funcdo do numero de onda ¢ para
diferentes valores dos parametros de difuséo.

=0
¢, = 18 Nmm2 .
02 = 18 Nmm? AN
0.2 / —0u=-03 =18 Nmm? 01+ \\\
N N/ q DCI’
00 ‘ | | | ‘ 00 | !
0 01 02 03 04 05 000 010 020
Cq
2¢,
(a) (b)

Figura 4.5.(a) Curva q x D,, e (b) Zoom na curva(a)
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Portanto, teoricamente, o gradiente quarto prevé uma localizacdo em um ponto
diferente do pico da curva tensdo x deformacéo, pois:

Doiw =D = ° D¢ (4.24)

% 0
oe

para os modelos local e ndo - local com gradiente de segunda ordem. Porem:

2
b- 3k- L

2

D, =D =— =2 (4.25)
q- [ 4b - i
2CZ 2C2

para modelo ndo - local com gradiente de quarta ordem. A Figura 4.4 apresenta 0s
pontos de dano critico, considerando-se os diferentes valores dos pardmetros de
difuséo utilizados nesta analise.

Ou seja, como para 0s modelos com plasticidade, o modelo de dano com
gradientes de segunda e quarta ordem prevé localizagdo antes do pico de tenso,
ou em hardening, para sinais particulares dos pardmetros de difuséo.

4.2.2 Propagacao de onda

As caracteristicas de cada modelo proposto podem ser analisadas de maneira mais
ampla no contexto dindmico. Considera-se, por simplicidade, a propagacdo de uma
onda unidimensional, conforme ilustrado no capitulo anterior para o caso de
plasticidade.

Partindo-se de um estado homogéneo, com a propagacdo através de uma barra
com dano de uma onda harménica de frequéncia w, nUmero de onda @, 0S campos
de velocidade e de evolucéo do dano sdo expressos na forma:

0 =vge @ oY D= Dye ™ ©Y (4.26)
Através da substituicdo direta nas seguintes equagdes de movimento:

Gx=pl & =(1- D)E[(l- D)u, - 2D¢] f=0 (4.27)
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Capitulo 4 Modelo de dano com gradiente

segue que a velocidade de fase ¢; °© o /g = /(2z /2) depende do nimero de

onda g. No caso, um meio dispersivo, onde a velocidade de fase varia e as ondas se
dispersam.

Assumindo, por simplificagéo, na fungdo de escoamento, b, =bh, =0 e by =b, a
velocidade de fase para os modelos A e B é:

3 - 20 é 1 2 u 2
(1- aD)g‘o- “Ee’2+aj(l- D)ZEs®- bD- ki +cyq
¢f =—=(L- D), : ° & & d

g (1- aD)§B+;Egzg+ag(l- D) Ex?- bD- kg+clq2

(4.28)

e para 0 modelo C é:

32 2 4
b- ~Ee”+¢40° + 00

t;=—=¢,(L- D) Z (4.29)
q b+EE.gZ+clq2+czq4

onde ¢, ° \/E/p éa velocidade de propagacio elastica na barra.

Para 0 modelo local, a velocidade de propagacéo vale:

(4.30)

e ndo depende de q OU o.

As velocidades de fase 4.28-4.29 sdo reais se 0 numero de onda € tal que os
numeradores destas equacgdes séo positivos. Deste modo, tem-se que apenas ondas
com comprimento . £ A, propagam-se, onde:
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2n o 9 2(;1 .
=—"°2n 4.31
"o (L- aD)(3Es* - 2b)+a[2bD + 2k - (L- D)Es "] (4.31)
(modelos A, B)
ou
A = 2,y Zczaes (modelo C) “32)
qc 2 0 2 o 4.32
- cl+\/c1 +4C282 Ee bfa

Devido ao comportamento dissipativo do material altas freqliéncias sdo
desprezadas, e obtém-se uma onda de localizacdo harménica estacionaria de
comprimento de onda A =x,; este comprimento representa 0 comprimento

interno de localizagéo.

1200 —

g 80

P

!4(3

= |

S

- —3=0.05 N, ¢;= 0.00 Nmm?2

_—8 400 — —;=0.00 N, ¢;= 6.25 Nmm?

& ¢1=-1.0 N, ¢=131.25 Nmm?

g

0 ' | | I |
00 04 08 12 16

comprimento de onda [1/mm]

Figura 4.6. Velocidade de fase para modelos de dano A, B e C.

A evolucdo da velocidade de fase com o nimero de onda é mostrado na Figura
4.6, para D=0 e pardmetros do material: E = 20000 MPa, ¢, =1000 m/s,
b =k=0.0002 MPa e ¢, ¢, que fornecam o0 mesmo numero de onda critico

g, = 0.089 mm™. Apesar do comportamento qualitativo semelhante, ie. a

velocidade de fase cresce de zero a velocidade de propagacdo elastica, a presenca
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Capitulo 4 Modelo de dano com gradiente

do gradiente de quarta ordem induz a um crescimento mais rapido com o ndmero
de onda.

Considerem-se estados homogéneos iniciais diferentes, caracterizados por valores
fixos de dano e deformacdo pertencentes a funcéo de escoamento, i. e.:

%(1- D)Es? = bD + k (4.33)

Das equacdes 4.31 e 4.33, 0 comprimento caracteristico apresenta a seguinte forma
para 0s modelos A e B:

_y \/ cy(1- D) (4.34)

A, =21
(1- aD)(3k - b + 4bD)

Deve-se ressaltar que, diferentemente do caso da plasticidade ilustrado no capitulo
anterior, se a=0 a largura da zona de localiza¢do diminui com o aumento do dano,

I c
iniciando com o valor 2z 3 L ; e tendendo a zero quando o dano tende ao

valor critico um (Figura 4.7, curva 3). Como consequéncia, o efeito de
regularizacdo do termo gradiente tende a desaparecer. Este comportamento, que se
por um lado é fisicamente admissivel, uma vez que permite a simulagdo da
transicdo de uma zona altamente danificada para uma macrofissura, por outro lado,
requer um refinamento de malha adaptativo ou a transicdo de uma aproximacéo
continua para uma discreta na qual descontinuidades de deslocamento séo
consideradas.

80

20 | (1) &= -1.N, ¢,= 131.25 N mm’ \
(2)¢,=0.N, ¢,= 625 Nmm* — a=0

1](3) ¢,= 005N, ¢,= 0. N mm’

(4)c,= 0.05N, c,= 0. N mm* —a=1

comprimento de onda critico [mm]
=
\

0
Figura 4.7. Comprimento de onda cfitico pard modelo de grédieﬁte de quarta e segunda ordem.
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

dano
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Se a=1, o comprimento caracteristico também diminui com o dano, mas tende a

Cq
+
localizagdo ndo se torna uma linha (Figura 4.7, curva 4). Recupera-se, portanto, a
objetividade de resposta em uma analise numérica com uma largura finita de
banda.

um valor positivo ndo nulo 2r se D tende a um. Neste caso, a zona de

Das equacOes 4.32 e 4.33, tem-se para 0 modelo C:

N 26,v1- D
=24n
C 641 D+ Je2(1- D)+ 4oy(3k - b+ 4bD)

(4.33)

Novamente a largura da banda diminui para aumento do dano, tendendo a zero
quando o dano tende ao valor critico um, mas vai a zero mais lentamente que no
caso ¢, = 0 (compare curvas 1 e 2 com curva 3 na Figura 4.7).
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Capitulo

IMPLEMENTACAQ DO MODELOQO DE DANO

5.1 Introducéo

A analise de solidos ou de estruturas em regime anelastico sujeitas a uma dada historia
de carregamento requer uma dupla discretizacdo, no espago e no tempo, para obter
resultados numericos.

A discretizacdo no espago tem como objetivo definir aproximacdes para a solugdo do
problema de analise estrutural expresso por equacdes diferenciais ndo - lineares e
inequacdes. O método dos elementos finitos é uma importante ferramenta usada com
este objetivo, modelando campos desconhecidos através de convenientes
interpolacdes sobre o dominio.

A discretizacdo no tempo visa reduzir as equag6es diferenciais mencionadas acima em
uma seqliéncia de problemas algébricos néo-lineares aproximados (incrementos ou
passos finitos).

Como ja visto, em modelos com gradiente, a relacdo constitutiva envolve as variaveis
de estado e suas derivadas espaciais. Varios autores propGem uma maneira para
incorporar estas caracteristicas em uma estratégia numérica apropriada ao contexto
do método dos elementos finitos, entre eles cita-se Comi & Perego > de Borst &
Miihlhaus %, Sluys®.

Neste capitulo, discretiza-se 0 modelo de dano com gradiente no espa¢o, com uma
formulacdo em elementos finitos, proposta inicialmente por Corradi *>°, reestudada
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por Comi et al. *° e utilizada no estudo de modelos de plasticidade com gradiente por
Comi & Perego >,

Existem outras estratégias em elementos finitos para implementacédo de modelos com
gradiente (que ndo serdo utilizada neste trabalho), cita-se, por exemplo, de Borst &
Miihlhaus %, Slyus®.

Observa-se que na etapa de implementacdo computacional, adicionaram-se
subrotinas relativas ao modelo de dano com gradiente no programa de Elementos
Finitos sugerido por Zienkiewicz & Taylor >,

5.2 Problema em passo finito

Considere-se a evolucdo de um corpo de volume w e contorno G, sujeito a forcas de
volume R(t) forcas de superficie r(t) em G, , descrita pelo modelo de dano do

capitulo anterior e equacdes de equilibrio dindmico e compatibilidade linear.

Supbe-se tg,tq,...,t,,t,,1 =t, + Dt,... instantes de tempo ao longo do intervalo
onde a resposta dindmica da estrutura estad sendo observada, sendo que em t =t,
todos valores sdo conhecidos, e a solugédo deve ser computada em t,,, para dados
incrementos de carga DR e Dr.

Utilizam-se as aproximagoes:

Du=Dtu,,, = Dt[(l- v )0, +v Un+1] (5.1)
Du=Dtu,,, = Dt[(l- v Uy +y Un+1]

com parametro y 7 ]0 1] para velocidades e aceleracoes (subscritos n, n+1e n+y
representam valores em t,, t ., e t,, respectivamente, D. representa o
incremento da variavel - sobre Dt).

O problema dindmico de passo finito é obtido impondo equilibrio dindmico e
compatibilidade geométrica no final do passo: resolvendo a equacéo 5.1 e integrando
a lei constitutiva de acordo com um esquema implicito:

T * * .
L's,,i+Rp.1=p Uy, EM W; Mo 4,1 = y,q €M Gy (5.2)
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Capitulo 5 Implementacdo do modelo de dano

Cun+1:8n+1 em wj Un+1:Un+1em Gu

(5.3)
ope = (1 Dn+1)2 Eep.g €M W

(5.4)
fis1 £0 emw

(5.5)
DDz 0 frsyDD=0 emw

(5.6)
¢,[NDxn]D =0 em Gp, para 0s modelos A e B.

(5.7)

i - é > S ad
ichDn+1n - (N [DDn+1] XN+ 0 éDDn+1dIV(n)' dIV[DDn+1n]QyDDn+1 =0
T e u

em Gp (5.8)

n
[CZ DDn+1]N DDn+1 =0em GD

para modelo C.

Nas relacbes acima, C € o operador diferencial de compatibilidade linear; m é a
normal a superficie G U é o vetor de deslocamentos impostos. Convém lembrar que
os modelos A, B, C referem-se aqueles apresentados no Capitulo 4, a partir da
equacao 4.9, para valores particulares dos parametros de difuséo ¢4, ¢, e da constante

a.

Ainda, p” eR.,, sdo definidos como:

* 1 . * él- vy 1 1 u
° 2 .92 P Rn+1 ° Rn+1 tpea un + 2 u, + 2 .2 Un (59)
y “Dt 6 v y “Dt Dt 0

O algoritmo de integracdo acima apresenta os parametros de Newmark y *, p ~de
modo que: y =2p ;p € a densidade de massa. Para y =1/2 (ie. p  =1/4,
v = 1/2) obtém-se o método de aceleracdo média, e faz parte do programa de elementos
finitos de Zienkiewicz & Taylor >>*°,
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5.3 Formulacéo variacional

Utiliza-se uma formulacdo variacional para o problema em passo finito. Neste
trabalho, elaboram-se dois funcionais independentes para as fases de previsdo e
correcdo do problema néo linear, conforme sugere Comi *° para implementagdo
numérica de modelos com gradientes em variaveis generalizadas. Balbo *, sob uma
analise matematica, também propde a resolucdo do problema procurando-se
condi¢des otimas de dois funcionais distintos.

Uma vez apresentados os funcionais, cada variavel do funcional serd discretizada
independentemente, conforme o método dos elementos finitos em variaveis
generalizadas. O Anexo B apresenta uma breve discussdo sobre as variaveis
generalizadas. As equacbes resultantes das condi¢cBes Otimas dos funcionais
discretizados sdo implementadas no programa em elementos finitos de Zienkiewicz &
Taylor >>*°,

5.3.1 Fase de previséo

A formulacdo variacional da fase de previsdo na forma de um principio tipo Hu-
Washizu pode ser estabelecida, como em Comi . Ou seja, a fase de previsdo é
equivalente ao seguinte problema de ponto - sela:

min max{L, e o )}

U,e G

L o @%p*uTudW o%(l—Dn)ZgTEs dw+ g5 T (Cu- & )dw (5.10)

Y
'\ w w
- RTudw- y'Tude
W

Gr

A fase de previsdo coincide com um problema dinamico (integrado no tempo para obter
um problema equivalente quase - estatico) para um corpo elastico com modulo de

elasticidade E(1- Dn)z. Stolarski & Belytschko > analisam este tipo de problema
baseando-se no classico principio misto da elasticidade Hu-Washizu.

5.3.2 Fase de correcao

Para os valores de e obtidos na fase de previsdo (g 0 g') pode-se escrever dois

variacionais para a fase de correcdo que diferem entre si somente da forma de
discretizacdo adotada. A solucdo dos seguintes problemas de minimizagdo:
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min{L} DD K ; K o {oDT CYpD 2 0 em w}
oD

L. (OD)° &¢-(- D)%e "Ee - 2b,PTs - k)D- (by(b, - VP - by )D? +3b1b2PTgD3EdW+
W 2 3
age-D?8- 2D% TEe + (P Te - K)D? + 2, (0, - DP T - b )D3 - 1byb,P e D* dw +
We2 e 3 g 3 2 0]
+ §1(RD)" K Ddw

w

(5.11)

para os modelos A e B apresentados no Capitulo 4, e

min{L.} pDi K ; K o {oDi CYpD: 0 em w}
DD

L.(DD)e \%(1- D)% TEe - 20,PTc - K)D - (oy(b, - P - bg)ngdW
W
+ 5obyb,PTeD%W + 5, (ND)T RDdw + g, ([ %D)’ § 2Ddw
3
w W w
(5.12)

para 0 modelo C apresentado no Capitulo 4, sdo também solucdo da fase de correcéo.
P é 0 vetor de projecdo isétropa (P © {1110 0 0})eK €éoconeconvexo

de funcdes ndo - negativas e continuas em suas primeiras derivadas. Para solugdes
fisicamente admissiveis, a solu¢éo deve ser restritaa D=D, + DD£1 .

Uma formulagcdo mista alternativa pode ser obtida para o0 modelo C pela introducéo
do gradiente do dano Q como uma variavel independente, adicionando ao funcional
a restricdo Q = ND, ponderada por um mutiplicador de lagrange .

Esta formulago requer continuidade C° para o campo de dano e é mais conveniente
para a formulagdo em elementos finitos.
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min max{L¢ } pDT K™ K™ {oD7 C%pD= 0 em w}

DD u

L (0D.Qiw)e (\Jg%(l_ D)’s "Es - 2(b1PTg - k)D‘ (bl(bz 1P Te - bs)DZEdW
W

+ c\)%blePTst*dm51Q2dw+52(mq)quw+ QRu(RD- Q)dw

w w w '\

(5.13)

Uma importante caracteristica da formulacdo é que o incremento de dano no
problema de minimo 5.12 e de ponto - sela 5.13 possui a restricdo somente de ndo ser
negativo. Além disso, pode-se provar que as condi¢des de contorno (equacdes 5.7 e
5.8) sdo satisfeitas implicitamente para os funcionais acima, conforme demonstram
Comi & Perego ©* para o caso de modelo elastoplastico com gradiente de segunda
ordem, e Comi ® e Comi & Driemeier™* para modelo elastico com dano com gradiente
segundo e gradientes segundo e quarto, respectivamente.

5.4 Processo iterativo de solucéo

O problema nédo linear do valor de contorno no passo finito deve ser resolvido
através de um processo iterativo. No esquema adaptado, cada iteracdo consiste em
duas fases: uma fase linear de previséo e uma fase ndo linear de corregdo (a Figura 5.1
mostra, de maneira esquematica, a seqliéncia implementada, para as duas fases), e um
teste de convergéncia:

o Fase de previsdo - Na iteracdo i+1 para um valor de dano fixo, igual ao valor

encontrado no final do passo anterior D = D, e com forgas externas iguais as
forcas residuais da iteracdo anterior i, compute o vetor estimado dos

deslocamentos nodais u'** das equacdes lineares de equilibrio e compatibilidade e
lei de Hooke.

o Fase de corregdo - com os valores das deformagdes da fase de previsio &' ** = Cu' ™!,
compute o incremento de dano usando as condicdes de carregamento -

descarregamento e as condicBes de contorno com D,,, =D, +DD'*! e
e,,1=¢ "+.Com o valor do dano calculado, atualize as tensées.

o Teste de convergéncia - Compute o vetor de forgas residuais R'*! e r'*! com o valor
corrente das tensdes e cheque a convergéncia comparando uma norma dos
residuos com um valor fixo da tolerdncia. Se ndo passou no teste, faca nova
iteracao.
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SOLUCAOQ ITERATIVA: ESQUEMA
mprevisao elastica
correcdo néo linear do dano

1

FORMULACAO
VARIACIONAL DO
PROBLEMA DE CORRECAO

Minimo de um funcional da
variavel u:
incremento de dano

Modelamento independente para todos os campos:
v(X)=N, v

Propriedades do funcional discretizado I
Condigdes
I Otimas de
Kuhn-Tucker

Equacdes governantes do
problema de correcdo
discretizado
(Problema de
complementariedade)
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5.5 Implementagcdo numerica

A Tabela 5.1 descreve os elementos implementados, que serdo utilizados no capitulo
seguinte.

ELEMENTO DESCRIQAO SIMBOLO
Elemento de barra* TRUOQ-2
Elemento de barra TRU-2

Comi *°, Comi & Driemeier *

CST - elemento triangular a deformagdo CST-3
plana
Comi*®, Comi & Driemeier

Elemento de barra TRU-3
Comi & Driemeier ™

NIRRT

*sem varidveis generalizadas
Tabela 5.1. Elementos finitos implementados.

5.5.1 Elemento TRUO-2

Elemento TRUO-2 é um elemento de barra com interpolacdo constante para tensoes,
deformacdes e dano, e interpolagdo linear para deslocamentos. Sobre a
implementacgdo, ndo apresenta nenhum ponto a ser discutido, uma vez que se trata de
um elemento simples e classico em elementos finitos. Implementado com o modelo
local de dano, este elemento é utilizado somente para mostrar a dependéncia da
discretizagdo nos resultados obtidos.

5.5.2 Elemento TRU-2

Elemento TRU-2 é um elemento de barra com interpolacdo constante para tensdes e
deformacdes, e interpolacéo linear para deslocamentos e variavel de dano.
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5.5.2.1 Discretizacao do funcional

N,,N,,NpeN_ sdo as matrizes globais de funcBes de interpolacdo definidas
sobre todo o conjunto de elementos da estrutura. Cada campo (deslocamentos,
deformacdes, tensdes e incrementos de dano) serd modelado separadamente em
termos de parametros independentes (representados por barras sobre a letra que
representa a variavel); o indice h representa campos discretizados:

u"(x) = N, (x)T, ¢"(x) = N, ()¢,

X o (5.14)
DD (X)=Np(x)DD, 6 "(X)=N_ (X)o
55.21.1 Fase de previsao
O funcional da fase de previséo, conforme equacdes 5.10, discretizado:
min max{L, } com 50 =00ng,
dU,8¢ 6o

1 s To0T 1 = 2o T T _
Lo og-p 60" NINTdw+ 5 (-NpD, Poc ' NTEN scdw+
p O,F u "NMu o, D c c
w2 W " (5.15)
+ (‘JSET NJ (C N 50 - Nga{)dw- @RiT N 0 dw - @riT N 50 dG
'\ '\ Gr

As condigdes 6timas do problema 5.15 séo:
Lsa+C 66 =F' (5.16)
5 = Eoc (5.17)
Cslu=3s¢ (5.18)
onde 0s seguintes vetores e matrizes generalizados séo definidos:
Lo gp NINydw; Co gNICN,dw;

W w
F'o gN/R'dw+ gN[r'dg; (5.19)

w G

= = — \2
E,° E(D,)° oft- NpD,) N/EN, dw;

w

69



Larissa Driemeier

L, p, F e f foram definidos no item 5.2. As equagdes 5.15-5.17 governam o problema

discreto de previsdo. As equagdes 5.15 e 5.17 expressam o equilibrio dindmico e a
compatibilidade na forma fraca, enquanto a equacdo 5.16 é a lei de Hooke

discretizada.

5.5.2.1.2 Fase de corregéo
O funcional da fase de correcédo, mostrado na equacdo 5.12, discretizado:

min{L.}com pD 3 0
DD

(5.20)
.o ao(- Np(D, +pD)’e TNJEN, s - 20,PTN, - b, )N (D, + DD )dw

El\gl—\

- fou by - DPTN, & b3 kN (D, + DD)) dw + b%blbsz N,&(Np (D, + pD))*dw
W

=

+ (\le(ND(ﬁn + DS))TN(ND(ﬁn +DD))}dw

_ 5.21

pD:0, f'DD=0 (5:21)
onde 0s seguintes vetores e matrizes generalizados séo definidos:
—( Vo T%E—T T — Ty =0 -
o () ONDgzs N, EN_¢ +b,P NeeEdW,

w
as)e c‘,gaeigTNjEng- by(b, - DPTN, e ONT N pdw;

we?2 2 (5.22)

b e ¢psNpNpdw:
W
T _
co §uliNp) RNpdw; ko gNJkdw;
W W
d(,D, +DD)° Jub,PTN, &N (D, + D) NEN (D, + DD )dw

w
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Para o caso de um pardmetro de difusdo ndo constante (conforme equacdo 5.11),
optou-se por b, =b, =0, e by =b. O funcional discretizado obtido é analogo ao
anterior e, por brevidade, exp0e-se aqui somente as matrizes finais:
5 ()° (‘)NBSGEETNSTENSEQdW;
e2 2

a@)e (‘p"’e(“—”f NTEN £ INSNgdw;

e 2 2

W

b o ofb- ak)NpNpdw;

w

- T = T
co c‘fl(NND) NNpdw; ko gNpkdw;
w

(D, + D)o @?%ETNJENSE- N5 (D, +0D) NENo (D, + oD )iw
W

(5.23)

de acordo com a equacgéo 5.21a.

5.5.2.2 Sobre implementacéao

Note que, devido a necessidade de continuidade na interpolagdo das fungdes N e

N, as matrizes a,b e ¢ exibem uma estrutura de banda, mas ndo diagonal. Portanto,
a lei constitutiva em varidveis generalizadas ndo pode ser imposta em um ponto
especifico, mas deve referir-se a toda a estrutura discretizada. O problema ¢é
facilmente resolvido, uma vez que o conjunto de equagdes 5.21 tem a forma de um
problema de complementariedade ndo - linear (PCNL). Caso d = 0, tem-se o problema de
complementariedade linear (PCL) e a solucdo é menos complexa.

oA NE=3 NG =
b, - ¢\ D, W

Ul G UZ Ne :Ne :%_ 19 Ll}l-

PR s

—e_Pwez 10_ —e_ei iu

6 &l 24 g i o H
E® :WeE}1+%(512 + 522 + 5152)- (51 + 52)%

)

Figura 5.2. Matrizes e vetores do elemento TRU-2.
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Adota-se a solucdo para PCL sugerida em Mangasarian *® e discutida em Pang>® e Noor
& Zarae © e utiliza-se o programa Path para PCNL. Path é um programa
desenvolvido por Dirkse & Ferris®* em Linguagem C, e cedido pelo prof. Dr. Michael
C. Ferris, da Universidade de Wisconsin.

As expressdes explicitas das funcbes de interpolagdo e as matrizes e vetores
generalizados validos para os todos os modelos A, B, C, estdo na Figura 5.2. Os
Quadros 5.1 e 5.2 sdo particularizados para os modelos A,B e C, respectivamente.

_e:We(g_ +2blg) e Wkllu
4 Alﬁ’ 2 4{,’

w* [Es‘2 - 2by (b, - 1)5] e 1y
12 &1 2f
_ezb_s(?Z 1u Ce—Wclel -1y
6 & 2§ %1 1Y

b1b2 lDl +*D1D2 *Dzlr’

de

Quadro 5.1. Matrlzes e vetores de variaveis generalizadas do elemento TRU-2, para o caso b;b, 0.

e _ WeEEZ‘llu. e _ WK k|1u

¢ | yl - y1
4 Tlp 2 1p
WEs? & 1g
at=(l+a)—— -
L= g o
5e - - ak)e2 lu ot WClel - 1o
6 el 2U’ - 662 e 1 1u'
A 2 — — 1 =9 -
d—e:a(Es_z-Zb)lDlz”’D1D2+D22|

4 rDl 7D1D2+Db

Quadro 5.2. Matrizes e vetores de varidveis generalizadas do elemento TRU-2, para o caso at 0.

5.5.3 Elemento CST-3

O elemento CST-3 é um elemento triangular com deformacéo plana, interpolacéo
constante para tensdes e deformacdes, e interpolacdo linear para deslocamentos e
dano. Este se refere a0 modelo de dano com gradiente de segunda ordem, com
variavel isotrépica de dano.
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5.5.3.1 Discretizacao do funcional

55.3.1.1 Fase de previsao
A formulacéo é a mesma apresentada para o elemento TRU-2.

5.5.3.1.2 Fase de corregéo
A forma discretizada do problema de corre¢do € dada novamente, por um PCNL.:

(5.24)

—
/'\
v

4 /—\
/'\
N

+
o
+
D
~—
—~
v/
=S
+
O
O
~
o
—
]
O
+
O
O
~
=~
o

Os vetores e matrizes foram definidos considerando os casos: a =0 e b;b,* 0, e
at 0eh.b, =0, respectivamente:

o (e)e° ON g—gTN EN_&+bP N, —&’jvv

a(5)e \391

§TNTEN ¢ - b (b, - DPTN, e ININdw;
e (]
W

bo gPsNDNpdw: c° & [UNp) INpdw; Ko gNDkdw;
w w w (5.25)
d(,D, + DD)° pib,P TN, &NL (D, + DD) NNy (D, + DD )dw

w

o) ¢ Nggel - TNTEN_ & +b,PTN_ & 2dw;
w €2 9
aE)e oge(La)gTNjENas—QNgNde;
we 2 2
_ - 8 T _ -
bo abs- akNINpdw: T &, (WNp) RNpdw; Ko NIk dw:
W W W

d(,D, + DD)e° Oagel—gTN EN,z - bys P NS (D, +pD) NJNg (D, + D )iw

(5.26)
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No caso, enquanto as matrizes e vetores 5.25 consideram o0s parametros de
dissimetria do modelo b, e b,, em 5.26 permite-se a utilizacdo do parametro de

difusdo ndo constante a* 0.

5.5.3.2 Sobre a implementacao

A Figura 5.3 mostra o0 desenho do elemento, as fung¢bes de forma adotadas e as
matrizes da fase de previsao explicitas.

h
2 ¢ ¢ 1 ¢ ¢
1 Ns :1;N0 :W;NU = D :[N1N2N3];
X 1 b& +cin
Nj = =422 00
3 2W
3 N ..
: : €, :J
o iu.u g=ie y,0
u:iu y i n"' éd;; dp 3-13[]
_ ks ek .8 . oo 1 & by Db
Dl = ,\a21 8.22 a23l£j, 2We gcl CJ Ck 81
gy adyp dgH
gl") v 0 31 3 63 5wt _ U
_ 2 o W
E'=— 5 &y, 1.u 0 @w-+aehaDDs: D
(l+l))(1' 20)? 0 0 1- U[EIT Pl;j:l 17} 3 Qb
g 2 H

: 2
1e1|'.4(We)+bibj(<i'2 i 2)*
AW" ¢ 9 12
CiC i

bic. +¢ib; i
j i i(2, 2, 2
TR B 7 en? o)

p

% (ﬁiﬂi”imj*ikﬂk)* 1

Figura 5.3. Func@es de forma, vetores e matrizes da fase de previsdo para o elemento CST-3.
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Implementacdo do modelo de dano

Os Quadros 5.3 e 5.4 mostram os vetores e matrizes explicitas da fase de correcgéo,

para as formulagdes 5.25 e 5.26, respectivamente.

1[] éa a dqisu
o W TEe v 2bPTe i oo Ee- (- DPTee i
¢ 5 : ¥ 2 ?21 22 2319’
Tlp gd31 a3 as3y
édy; dpp adggl ?blz C1 bib, + ¢4, by + 5 U
b* = bsgam a2 6‘233?(7e = 43/9 g by +c; oy +°2°33
€31 83 AgsH g sim b3 +¢3 d
i3 3
'|'éé_DIDQVNNNdW|
il Ti=1j=1 I
i,e _ Wek! Je _ T t 03 03 N D . el,
k _Tll d —-ble 8|aaDID]QveN2NIN]dWy
i1 ri=lj=1 i
I b '|' 3 3 o |
|éé_DDJQVeNNN dw’®
ti=1j=1 b

Quadro 5.3. Vetores e matrizes de variaveis generalizadas do elemento CST-3, para o caso bib,* 0.

1 1 djp 8pp  dg3U
e W TEsiLi (1+a) Eeceg 0.
=—— " ilya = ad,, a, a
6 | ?/ 5 gdo1 A Az,
i1p €d31 a3 dazH
éd;; dpp  ai30 ebl2 + C12 biby +ciCp  bybg + C103 u
—¢ é Ue_ 0 € 2 . .2
b = (b - ak)é321 822 823 U,C_ = 4We a b2 + CZ b b3 + C2C3L'J
€31 A3 Agh g SIm b3 +¢3 N
i3 3
id a D D. Q/ve N N N dW T
N Ti=1j=1 |
- Wek:l _ T i3 3
ke:—il d°=-a(c Es- 2b)i& & D;Djq. NNiN; dWy
3 .
| p 'I' 3 3 o
'|' é. é. D QNe N N N dW |
Ti=lj=1 b

Quadro 5.4. Vetores e matrizes de variaveis generalizadas do elemento CST-3, para o caso at 0.
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5.5.4 Elemento TRU-3

Elemento TRU-3 € um elemento de barra com interpolacdo constante para tensoes e
deformacdes, interpolacdo linear para deslocamentos e variavel de dano e
interpolacdo parabdlica para gradiente de dano. Este se refere ao modelo de dano
com gradiente de segunda ordem, com variavel isotrépica de dano.

Deve-se observar que o programa ndo permite que um exemplo apresente, a0 mesmo
tempo, gradientes segundo e quarto (¢;,c, * 0) com pardmetro de difusdo nédo

constante, at* 0. As implementacdes seguem 0s modelos A, B e C definidos no
Capitulo 4.

5.5.4.1 Discretizacao do variacional

55411 Fase de previsao

Para a fase de previsdo, a forma discreta do problema é a mesma apresentada para o
elemento TRU-2.

5.5.4.1.2 Fase de corregéo

Para a fase de correcdo, adaptou-se uma formulagédo mista (Comi & Driemeier ), de
modo que apenas continuidade C° é requerida para aproximagdo do campo de dano,
mesmo quando termos em quarta ordem estdo presentes no funcional.

A formulacdo variacional mista pode ser obtida introduzindo o gradiente de dano Q
como uma variavel independente e adicionando ao funcional a restricdo Q = ND,
ponderada por um multiplicador de Lagrange p.

O variacional discretizado:

min max{C;} com pD s 0
pDD,Q ®»

L. (0D,Q;u)e ‘é%(l- NpD)*e TEe + 2k NDD+b3(ND5)ZEdW

w

(5.27)

+ (\jl(N pQ) dw + 2 (\NpQ)' (RNpQ)iw
'\ w

+ RN, &) (WNpD - NpQ)dw
W

76



Capitulo 5 Implementacdo do modelo de dano

O PCNL da forma discreta da fase de correcao:

fog(e)- (a(e)+Db)D, +pD)+d(s,D, + DD)- k- g £0 (5.28)
pDs0, f'oD=0 (5.29)
6,0 +5,Q - hg =0 (5.30)
g’D-h'Q=0 (5.31)
onde:

7o WNG) N dwe ¢ o NN dw
w (5.32)
VT _ -
C,© c‘fz(NNQ) NNydw;  he gNoN, dw

w w

Considera-se np, n, e n, o nimero de variaveis generalizadas D, Q e p,

Q
respectivamente, considerando todo o agregado de elementos finitos e nfy, n
0 numero das mesmas variaveis por elemento.

e

e
Qenu

No modelamento do multiplicador lagrangiano p € descontinuo através dos
elementos, a equagdo 5.31 se desacopla a nivel de elemento e pode ser usada para

condensar tantos graus de liberdade Q dos pontos internos quanto o nimero de
multiplicadores generalizados de Lagrange por elemento ni. Por exemplo, se u €
constante em um elemento ni =1, como para o elemento TRU-3, uma variavel

generalizada interna Q; pode ser eliminada. Deste modo, as N, equagdes 5.30
permitem computar as nvariaveis p e as (ng - n, ) variaveis restantes Q como

funcdo de todas as variaveis D . Devido & necessidade de continuidade do campo
aproximado Q, esta parte deve ser computada a nivel estrutural, mas apenas uma vez
na analise toda.

Finalmente, substituindo estes valores na funcdo generalizada de escoamento 5.28
obtém-se a fase de correcdo discretizada, na forma de um problema de
complementariedade néo - linear, diretamente obtido do principio da minima energia:

(5.33)
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onde a matriz G, que depende das matrizes de interpolacio N,,Np e N,

considera os termos gradientes.

O processo de solugdo do problema seguido neste trabalho para a fase de correcéo
pode ser interpretado como ‘Método de restricdes discretas de Kirchhoff' (discrete
Kirchhoff constraints approach). Este método foi introduzido no contexto da elasticidade
para formulacdo de elementos de viga, membrana e casca que permitem que se
despreze a deformacdo por cisalhamento (conforme Zienkiewicz & Taylor>>>°).

55.4.1.3 Sobre a implementacéo
Os vetores e matrizes para a formulagdo mista do elemento estdo resumidos na
Figura 5.4.
le NS -1 NP =1 NE-1
- ) ° S We 15
T Cr g | |
D — D, neoneoG®. Xo Xu
= %S - VIR
Ql g QZ
_ — ée x?2 x 06 & x2 X 0
U ° U, IN¢ = &2 - 3 +1lr ¢4 +d4-—=
ge /° g e gt Ug
— pW é2 1y —~e €& 1 u

£ - wEl1+ (07 + 0 +D,,)- (0, D)

Figura 5.4. Elemento de viga: variaveis generalizadas, modelo de dano com gradiente de quarta ordem.

O vetor G, em fungéo de ¢;,¢,,N,,Np N, néo aparece na Figura 5.4, uma vez

que é obtido com uma seqiiéncia de calculos, resumida no Quadro 5.5.
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Ldoel -3 10 é 9 3 uu Weilu
. W iCy a ! C. A A i i
Af= e 1le 525 12 S 12Uy B = - T4y,
30.2°€ a g2 @ u?’ 6 . 2
a3 75 g 3 9 4! 11}
P B ¢! g Hp I +p
A seqliéncia é feita apenas uma vez, no inicio da
e 1 61 0 1y 40 é1l 0 Low anélige: P
- W iCh A ! C. A i
Ct= =58 0 81+—222 0 2%, o
10/¢ i 2°¢ u s € U @ calcular A®B°.C*, D
T & 10 1H g 1 0 - 1Hp @ reunir em uma matriz global
W A'A®, B; C:.C*e D:D*
D¢ =- _{ 1 0 1}; ® inverter A (e selecionar apenas as Ultimas ne
/¢ linhas), onde ne: nimero de elementos da
estrutura.
@ calcular as Ultimas ne linhas de:
: — -AlceE
Quadro 5.5. Seqiliéncia de calculo para obter o vetor G . ® calcular G=D.E
® amatriz final G aparecera no problema de

complementariedade, multiplicada pelo vetor
de dano.
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Capitulo

EXEMPLOS

6.1 Introducéo

Neste capitulo serdo apresentados um exemplo unidimensional e trés exemplos
bidimensionais, com o objetivo de mostrar as consequéncias numéricas do
fendmeno da localizacdo e a resposta obtida com o modelo de regularizagdo. Os
elementos finitos usados neste capitulo foram apresentados no Capitulo 5.

6.2 Exemplo unidimensional

6.2.1 Exemplo tedrico unidimensional

Para o exemplo unidimensional, considere-se a discretizacdo em 40 (malha 1), 80
(malha 2) e 160 (malha 3) elementos de uma barra dinamicamente tracionada,
conforme Figura 6.1. Para integracdo dindmica, a amplitude do passo de tempo é
Dt = 5x107. Com relagdo a carga aplicada F(t), S refere-se a tensdo maxima, a
partir da qual se inicia a danificacdo do material e o regime softening.
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L =100 mm

§|III|||||||||||||||||||||||||||||||||||If&) A =1mm?
T T O O O T T T AT f&)

r =2x10"% Ns?/mm*
f&) o b -0
) L 1-V2 -

) e ho_ o104
| 10 pamt<O by =b, =2 10"*MPa
(U= 535 para t+ 0 E = 20000 MPa

Figura 6.1. Exemplo unidimensional: dados geométricos, de carregamento e do material.

A Fig. 6.2 mostra a reacdo no engaste em fun¢do do tempo (linhas solidas), para as
trés diferentes discretizacbes, com o modelo A de dano a gradiente (c; = 0.05N,
¢, =0,a=0).

A linha pontilhada representa a solucdo elastica. O bloco de onda anda
elasticamente até encontrar o engaste. Devido a reflexdo, a tensdo dobra
(s =1.065") e se inicia a danificacdo ao longo da barra. O exemplo mostra que ha
independéncia dos resultados na discretizacéo.

RIN]
4i

O J
T ‘ T T ‘ T ‘ T ‘
00E+0 50E-5 10E-4 15E-4 20E-4 25E-4

t[s]

Figura 6.2. - Evolugdo da reacdo no engaste para as trés malhas.

A curva da malha 3 da Figura 6.2 € individualizada (curva vermelha da Figura 6.3),
e compara-se a evolucdo da reacdo no engaste com o a evolucdo do valor de dano
ao longo do tempo. Percebe-se que a reacdo tende a zero para o valor de dano
tendendo a unidade.
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— valor de dano
— reagdo no engaste

s

4
; \
2
1 1
0 | — T — T T
0 5E-5 1E-4 15E-4 2E-4 25E-4

Figura 6.3. Curva R ou D x t para 0 modelo de dano néo - local.

As Figuras 6.4a,b mostram o perfil de dano para trés valores diferentes dos termos
de difusdo ¢, e ¢,, respectivamente, mantendo constantes os demais parametros.
Observa-se, na Figura 6.4a, que o gradiente do dano é nulo na extremidade do
engaste, enquanto que na Figura 6.4b, percebe-se que o Laplaciano é nulo no
engaste; mostrando coeréncia com as condic¢Oes de contorno estabelecidas.

1.0

0.8+

0.6+

0.4

0.2+

0.0

D

¢,=0.025 N

1.0+

0.8

0.6

0.4

0.2-

0.0

D

¢,=12.0 Nmm?

¢,=24.0 Nmm?

¢,=48.0 Nmm?
X [mm]

\ \ \ ' \ '

\
20 40 60 80 100

(b)

Figura 6.4. Perfil de dano em t= 2.x10-4, para (a) modelo A e (b) modelo C de dano, para trés valores
diferentes dos termos de difuséo.

A barra da Figura 6.1 é analisada para valores particulares dos parametros de
difusdo e da constante a:¢; = 0.05N,c, =0,a=0 (modelo A, conforme Capitulo
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4), ¢; = 0.05N ¢, =0,a=1 (modelo B) e ¢, = 0.05N ¢, =12 Nmm?,a = 0 (modelo
0).

A Figura 6.5 apresenta a dissipacdo de energia para os trés modelos. Percebe-se
que a regularizagdo, como era de se esperar, mantém a dissipacdo de energia
constante para as analises feitas com diferentes malhas, diferentemente dos
resultados obtidos com o modelo local.

P [N mm]
1.0E-2 —
Gradiente segundo
Gradiente quarto
Modelo local
75E-3 —
5.0E-3 —
2.5E-3 — 40 elementos
| / 80 elementos
4 160 elementos
00E+0

0.0E+0 5.0E-5 1.0E-4 1.5E-4 2.0E-4 2.5E-4
t[s]
Figura 6.5. Dissipacéo de energia no tempo para os modelos de dano local, A e B.

Os perfis de dano no final das andlises, sdo mostrados na Figura 6.6a,b,c,
respectivamente. Eles convergem rapidamente para um perfil independente da
malha, com o refinamento. A evolucdo do dano durante a analise, para a malha 2, €
mostrada nas Figuras 6.6d,e,f.

A evolucdo do dano durante as analises dos modelos A e B, em alguns elementos
da malha 3, € mostrada nas Figuras 6.7a,b, respectivamente (elemento 1 € o
elemento mais proximo ao engaste e o elemento 60 é o ultimo elemento que se
danifica durante a analise).

No inicio do processo inelastico, de t = 10* e t = 1.4 x 10* s, a zona danificada
aumenta e um nudmero cada vez maior de elementos entra em regime de
danificacdo; depois forma-se a banda de localizagdo e sua largura diminui
progressivamente; os elementos distantes do engaste descarregam e 0 dano
estaciona para um numero cada vez maior de elementos. Percebe-se que, para o
modelo B, este fendmeno é menos pronunciado.
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D D D
1.0 — 1.0 — 1.0 —
08 —| 0.8 — 08
0.6 — 0.6 — 0.6 5
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04 — / 80, 160 elementos 04 — elementos 0.4 —
0.2 — 0.2 — 0.2 —
00 | | | | | 00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 00
0 20 40 60 80 100 0 20 4 60 80 100 0
X [mm] x [mm]
(a) (b)
D D D
10+ 1.0 — 10—y
08 | 08 | 08—\
0.6 —| 0.6 —| 0.6 —
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00 | | | | \ 00 \ | | I |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0
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40, 80 e 160 elementos

(d)

20 40 60 80 100
x[mm]

(e)

\ \ \
20 40 60 80 100

X[mm]
(f)

Figura 6.6. Dano no final das analises e a evolucdo do dano para os modelos A(a,d), B(b,e) e C(c,f), respectivamente.
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D D
1.0 — é 1.0 —
i | 1
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04 —| 20 0.4
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02 — 30 0.2 —| 30
| 40 — 40
0.0 \ I 88 0.0 \ I 88
0.0E+0 1.0E-4 2.0E-4 3.0E-4 0.0E+0 1.0E-4 2.0E-4 3.0E-4

(a)

tfs]

t[s]

(b)

Figura 6.7. (a) Evolucédo do dano para modelo A. (b) Evolugdo do dano para modelo B.

6.3 Exemplos bidimensionais

6.3.1 Exemplo dinédmico

A Figura 6.8 mostra as caracteristicas geométricas e de carregamento. O mesmo
exemplo foi analisado em plasticidade com gradiente por Slyus 8, Pamim' e no
contexto da mecanica do dano por Comi*°, Comi & Driemegier™.

120 mm

05} S T
|
60 mm
(a)

max

Foax = 65.MPa

G = 4000. MPa
n =0.49

b, =b, =0.

by = 0.25MPa
b, = 0.4 MPa

(b)

v

9 NS2

mm*

(c)

r =5.10°

Figura 6.8. (a) Caracteristicas geométricas, (b) dados do carregamento e (c) caracteristicas do
material.

85



Larissa Driemeier

O problema, foi analisado a deformacéo plana primeiramente com o modelo local
(¢c; =¢, =0). A onda de compresséo se propaga elasticamente até atingir a base do

espécime, quando a reflexdo produz dano que se localiza para formar a banda de
cisalhamento.

u[mm] ed u[mm]
20 A 288 elementos a 20
1 B,b: 512 elementos local | -
16 - C,c. 800 elementos 16 Mode:o A d
: D,d: 1152 elementos : Modelo B c
. . b
1.2 1.2 — a
g %d
B a 7 a
0.8 | 0.8
04 04
0.0 \ \ 0.0 \ \
0.E-4 1.E-4 2.E-4 t[s] 0.E-4 1.E-4 2.E-4 t[s]
(a) (b)

Figura 6.9. Deslocamento no tempo para modelos (a) de dano local e modelo B e (b) modelos B e A.

A Figura 6.9 mostra o deslocamento do ponto x para as diferentes malhas: depois
da localizacdo a resposta se torna fortemente dependente da discretizacdo. Na
mesma figura ¢ mostrado o resultado obtido para 0 modelo de dano B, com
parametro de difusdo variavel. Neste caso, depois da localizacdo os resultados
permanecem praticamente independentes da malha, até que o dano se aproxima do
valor critico um na zona de localizacdo. Neste estagio, novamente se observa a
dependéncia dos resultados na discretizacdo espacial. Isto ocorre devido ao fato
que o comprimento caracteristico do modelo de dano a gradiente, implicitamente

introduzido pelo parametro de difuséo 10—1DN ’D, diminui com o valor do dano;

portanto malhas cada vez mais refinadas S0 necessarias para representar
corretamente o fendbmeno com o aumento do dano (‘mesh refinement’ ).

Como solucéo alternativa, sugere-se a apropriada substituicdo do modelo continuo
para um descontinuo, onde € permitida descontinuidade de deslocamento. O
fendmeno da dependéncia de malha é muito mais pronunciado com um parametro
de difuséo constante, como mostra a Fig. 6.9b.
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(b) =

OO

Figura 6.10. Configuracéo deformada para: (a) modelo local, (b) modelo A, (c) modelo B.

As Figuras 6.10a,b,c mostram o espécime deformado para quatro diferentes

malhas, quando a analise atinge t = 1.65° 10" “s: (a) modelo local, (b) modelo A (c,
=30. N, a=0), (c) modelo B (c;=30. N, a=1). A Figura mostra a independéncia na
discretizacdo para os modelos néo - locais. Devido a maior difusdo do dano para o
caso do modelo B, a resposta perto do nivel critico (fraturamento) € menos
localizada.
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6.3.2 Viga parede com entalhe

O teste experimental de Mazars ® em um espécime de concreto é simulado
numericamente (Figura 6.11a). O mesmo exemplo foi tratado por Frémond &
Nedjar ® usando um modelo de dano com gradiente em taxas.

Os dados experimentais disponiveis do material sdéo 0 modulo elastico e resisténcia
a tracdo e compressdo, que ndo sdo suficientes para identificar os parametros do
modelo de dano: b e ¢. Portanto, foi escolhido b, = 0, de modo que se obtém um
Problema de Complementariedade Linear para a fase de correcdo e 0S outros
parametros (b;,bs,k) foram manipulados de modo a melhor adaptar os resultados
numéricos aqueles experimentais em termos de for¢a de abertura F. Os parametros
obtidos para o modelo sdo: E=30,000MPa, n =02, b, =14946MPa,

b, = 0.0028 MPa, k = 0.00016MPa, ¢; = 9.N. Metade do espécime foi discretizado

em duas malhas de elementos finitos triangulares a deformacdo constante
(conforme elemento CST-3 do capitulo anterior), Figuras 6.11b,c.

0.6 m

05m

fu () I

«— N 0.25m

0.115m

pozoiozoiozoioozonze

[

largura: 0.12 m

(a) (b) (c)

Figura 6.11. (a) Dados geométricos do espécime; Malhas com (b) 516 e (¢) 1230 elementos.

Forca de abertura F versus abertura do no 2U estdo plotados na Figura 6.12,
juntamente com o0s resultados experimentais obtidos a partir das referéncias
Mazars® e Frémond & Nedjar °. Além do comportamento analogo entre resultados
numéricos e experimentais, os resultados das duas discretizaces sdo similares.

As evolucbes das deformacdes sdo mostradas nas Figuras 6.13 e 6.14, com
deslocamentos aumentados 500 vezes. As Figuras 6.13 e 6.14 correspondem as
malhas de 516 e 1230 elementos. Ao final da analise, com o surgimento da fratura
(dano atinge valores proximos a unidade), as figuras mostram a tendéncia da
deformacdo concentrar-se novamente em uma unica coluna vertical de elementos.
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FIKN]
25—
20—
(7Y L
15—
¢
10- * @  Experimental Mazars®
&  Experimental Frémond & Nedjar®
5 — Malha 516 elementos
——— Malha 1230 elementos
0 \ \ \
0 0.10 0.20 2U[mm] 0.30

Figura 6.12. Forca aplicada versus abertura do entalhe.

(2) (b) () (d)
Figura 6.13. Evolucgédo da deformacéo, malha de 516 elementos e aberturas de (a)0.1, (b)0.18, (c)0.26 e
(d)0.34 mm.

(a) (b)

(d)
Figura 6.14. Evolucdo da deformacao para malha de 1230 elementos e aberturas: (a)0.1,(b)0.18,(c)0.26 e
(d)0.34 mm.
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A evolucdo da zona com dano é mostrada na Figura 6.15. AS Figuras 6.15a,b,c,d
correspondem as aberturas de 0.1, 0.18, 0.26 e 0.34 mm, respectivamente para as
mesmas dimensdes de abertura das figuras anteriores. Observa-se que, devido ao
termo gradiente, o dano inicialmente se difunde (conforme Figuras 6.15a,b),
porém, com a evolucdo da analise (Figuras 6.15c,d) a largura da zona de dano se
mantém constante. O valor do dano cresce no centro, em uma estreita faixa
vertical, simulando corretamente a fissuracdo do espécime.

6.3.3 Viga com entalhe

O terceiro exemplo bidimensional refere-se a um teste em uma viga com entalhe
de concreto, analisada por Meyer ¢t al.** assumindo uma aproximagdo de fissuragéo
continua (smeared crack approach). Os testes experimentais deste exemplo também
foram realizados por Meyer ¢t al. * com controle de deslocamentos. A Figura 6.16
mostra os dados geometricos da viga e os parametros do modelo A de dano,
obtidos de maneira a melhor adaptar a curva numérica de tracdo uniaxial do
concreto aquela experimental fornecida em Meyer et al. ®. A analise foi feita usando
trés malhas A, B e C de 724, 1412 e 2148 elementos CST-3 (Figura 6. 17).

E = 30000 N/mm?

l - IZOOmm b, = 32.0 N/mm?

’ b, =0

| 100 mm b,=0.0004 N/mm?

< » — 2

“ 2000 mm largura = 50 mm | k= 0.001 N/mm

¢, =9.0N
Figura 6.16. Geometria da viga e pardmetros do material.
(@) (b) (c)

Figura 6. 17. Malhas usadas na analise da estrutura: (a) 724 (malha 1), (b) 1412 (malha2) e (c) 2148
(malha 3) elementos.

Na Figura 6.18, mostra-se as respostas Forca - Deflexdo. Pode-se observar uma
boa aproximacdo entre resultados numericos e experimentais. Além disso, as
curvas computadas convergem para uma solucdo independente da malha, com o
refinamento, também no ramo descendente.
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FIN]
1000 -

Dados experimentais,
800 — conforme Meyer et al [1994]

600 —

400 —

B 724 elementos

200 —

1412 elementos

——— 2148 elementos

0 | | |

0.00 0.30 0.60 0.90
deflexdo [mm]
Figura 6.18. Curva Forca (P) - Deflexao (u).

A Figura 6.19 compara as configuracbes deformadas, para uma deflexdo de 0.5
mm, obtida com as trés malhas (fator de ampliacdo 300). Devido a localizacdo do
dano, altas deformagbes podem ser observadas perto do entalhe, mas a
configuracdo de deformacéo € praticamente independente da malha.

g
DM
RO

0l

(2) (b) (©)
Figura 6.19. Configuracéo da deformada com deslocamento central imposto de 0.5 mm, para as malhas
(@)1, (b)2e(c) 3.

A Figura 6.20 mostra as superficies de dano da regido sombreada da Figura 6.16
para a malha 2 a deflexdo imposta de u = 0.3 mm, u = 0.7 mm, u = 0.9 mm e
u = 1.1 mm. O dano inicialmente se desenvolve ao redor da ponta do entalhe e
depois cresce em uma faixa vertical, permitindo a simulacdo da propagacdo de uma
macrofissura, levando ao colapso.
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Capitulo

Sintese do Contelldo e Conclusdes

O trabalho enfoca o problema de localizagdo de deformacbes decorrente do
emprego de modelos constitutivos com softening.

O segundo capitulo apresenta 0 fendbmeno da localizagdo que, em uma analise
numérica, explica o surgimento de problemas como a dependéncia dos resultados
com a discretizacdo adotada. Em outras palavras, nos modelos constitutivos
classicos, baseados em uma descricdo local do comportamento do material, a
largura da zona de localizagdo tende a zero, uma vez que a simulacdo procura
encontrar uma condi¢do compativel com uma fratura discreta.

Entre as técnicas de regularizacdo da resposta numérica propostas na literatura, o
trabalho trata daquela que consiste na incluséo de gradientes de ordem superior na
funcéo de escoamento. Os parametros que acompanham os termos com gradiente
sdo chamados parametros de difusdo e sdo considerados neste trabalho, como
caracteristica do material.

No capitulo 3, através de exemplos simples com modelos elasto-plasticos,
apresenta-se uma analise do efeito dos gradientes de segunda e quarta ordem. A
analogia com o estudo do surgimento de ondas estacionarias permite interpretar de
maneira mais clara a questdo da largura finita da banda de localizacdo que surge
com a regularizacdo do modelo.

Segue o estudo de regularizacdo dos modelos elasticos com dano. Diferentemente
do modelo elasto-plastico, regularizado com gradientes segundo e quarto e
parametros de difusdo constantes, ndo se apresenta, no modelo de dano, uma
largura de banda fixa e finita, sendo que a mesma tende a zero na medida que o
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valor do parametro de dano tende a unidade. Trés modelos com gradiente foram
estudados: gradiente segundo com pardametro de difusdo constante, gradiente
segundo com parametro de difusdo ndo constante, gradientes segundo e gradiente
quarto com parametros de difusdo constantes. Novamente a questdo da largura da
banda de localizacdo foi abordada via uma analise de propagacdo de ondas.
Conclui-se que € possivel reproduzir uma largura finita ao final da analise, no caso
de parametros de difusdo variaveis com o dano; o gradiente quarto tende a retardar
0 processo de formacéo da descontinuidade, ou largura nula.

Os modelos apresentados foram implementados com o emprego do Método dos
Elementos Finitos em sua formulacdo em variaveis generalizadas. A base
variacional de tal técnica permite uma implementacdo numérica do modelo a
gradiente sem a necessidade de impor a priori condi¢Ges extra de contorno. Os
aspectos relacionados a formulacdo variacional e algoritmos de integracdo em
passo finito dos modelos em estudo estdo detalhados no Capitulo 5 desta tese.

Os exemplos ilustram os diversos aspectos do modelo, evidenciados nas analises

teoricas realizadas no Capitulo 4, e apontam limites de aplicabilidade da técnica de
regularizacdo adotada.
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Anexo

Discussao sobre problema bem posicionado

Introducéao

Na formulacdo diferencial de um problema, estabelecemos o equilibrio e as relacGes
constitutivas de elementos diferenciais em termos das varidveis de estado. Isto leva a
um sistema de equacdes diferenciais onde é possivel que todas as condi¢bes de
compatibilidade, contorno e valor inicial estejam contidas nessas equagoes.

O problema resulta bem posicionado se:

v' existe a0 menos uma solucdo linearmente independente
v' esta solucdo é Unica

v" asolucdo depende continuamente dos dados

Se uma das condicdes é violada, o problema resulta mal posicionado. Em uma analise
matematica do bom posicionamento, deve-se classificar as equacdes diferenciais
governantes relacionadas ao problema fisico que estas representam.

Classificacao das equacdes diferenciais a derivadas parciais de segunda
ordem

Considera-se equacdes diferenciais parciais de segunda ordem no dominio (x,y), de
modo que:
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2 2 2 .
u o°u o°u ou ouo
+ 2B( X, +C(X,y)——=6dcX, VU, —,—=
>+ 2B( y)axay ( y)azy beX YU, "

0
A(X,Y)
oX

(A.1)

onde u é a variavel de estado desconhecida.

Dependendo dos coeficientes em A.1 a equacdo diferencial é eliptica, parabdlica ou
hiperbdlica,

i<0 eliptica
B2- AC{ =0 parahlica (A.2)
L'>0  hiperbdlica

As diferencas entre as trés categorias de expressdes sdo aparentes quando relacionadas
com os problemas fisicos que elas governam. Na forma mais simples os trés tipos de
equacdes podem ser identificadas com equacdo de Laplace, equacdo de condugdo de calor e
equacdo de onda, respectivamente.

Em problemas elipticos, os valores das variaveis de estado desconhecidas (ou suas
derivadas) sdo dadas no contorno. Estes problemas séo, por esta razdo, chamados de
problemas de valor de contorno. Assim, a solu¢gdo em um ponto qualquer interior
depende dos dados de cada ponto do contorno. Equacdes diferenciais elipticas
governam a resposta estatica do sistema.

Em contraste com a equacdo eliptica, as equac6es parabdlicas e hiperbdlicas incluem
tempo como uma variavel independente e, portanto, definem problemas de
propagacdo. Estes problemas sdo também chamados de problemas de valor inicial
porque a solugdo depende das condicdes iniciais.

Modelos de dano com gradientes de segunda e quarta ordem

Para o caso do modelo com gradientes de ordens superiores tem-se um sistema de
equacdes diferenciais nas variaveis plasticas e velocidade. Para verificagdo do bom
posicionamento sugere-se Benallal & Tvergaard *° no caso de consideragdo somente de
gradiente de segunda ordem.
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Para 0 modelo de plasticidade apresentado neste trabalho, que envolve termos com
gradientes até quarta ordem, o sistema de equacOes diferenciais, correspondente ao
caso estatico, e formado por:

f=o-h+eR% -c,R% =0 (A.2)
div(c ) = div(ENu - Exn)=0 (A.3)

Considera-se as partes principais do sistema das equagbes A.2 e A3 (Benallal &
Tvergaard *°), respectivamente:

o4 =0 (A4)
div(ERn) = 0 (A.5)

A matriz caracteristica do sistema é dada por:

¢E(N A N) 0

M = & , (A.6)
S0 NN,

O problema em questdo deixa de ser bem posicionado ou perde a elipticidade, quando

0 determinante da matriz se anula, para N * 0O:
c,(N xN)det] E(N A N)]=0 (A7)
Por outro lado, € possivel analisar a estabilidade da solucéo localizada também pelo

sinal do determinante da matriz caracteristica. No caso, as solu¢cdes localizadas tem as
formas:

U= quiqnxx, 7\. = Xoeiqnxx (A8)

e a matriz caracteristica resulta:

L4 .
M = 2C2q 023 (A.9)
¢ 0 Eq°g

Para a forma caracteristica A.9, o determinante é sempre positivo, ja que ¢, >0 e
E > 0. Quando o pardmetro ¢, é nulo (somente gradiente segundo), ¢, > 0 garante a
elipticidade. Portanto, justificam-se os sinais contrarios de ¢, e ¢,.
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Elementos finitos com variaveis generalizadas

Introducéao

Neste trabalho, emprega-se na discretizacdo o Método dos Elementos Finitos na sua
formulacdo em variaveis generalizadas. A nocdo de variaveis generalizadas foi
primeiramente introduzida por Prager 2. O assunto é discutido mais tarde por Corradi®**,
Comi et al. **, Comi & Perego . Este Apéndice contém informacdes resumidas sobre a
teoria desta discretizacao.

Ao Politecnico di Milano, onde foi estudada a parte numérica deste trabalho, o método esta
implementado no programa de Elementos Finitos de Zienkiewicz & Taylor >,

Variaveis generalizadas

Varidveis generalizadas podem ser entendidas como valores representativos de
deslocamentos, deformacdes, tensdes, ou outras varidveis internas obtidos por integrais
ponderadas no dominio do elemento. As funcBes de ponderacdo de cada variavel
podem, a principio, ser quaisquer e independentes.

Introduz-se matrizes de interpolacdo N para o campo de deformacdes e e tensdes s ,
e(x)=N,e, s(x)=Ngs, xT W (B.1)

onde € e S representam os vetores de variaveis generalizadas para o elemento W,
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Segundo Corradi ®, para que a solugdo do problema elastico resulte da minimizacdo de
um funcional com respeito aos campos de deslocamentos, tensoes e deformacgoes (cada
um desses campos discretizado com funcdes de interpolacdo independentes), as variaveis
generalizadas devem se conforme Prager ®2 na forma de pares conjugados.

Os pares conjugados sao definidos pela equivaléncia com produto interno:

S><e=(‘j§><edW "s ,e (B.2)
w

Substituindo-se as equacdes (B.1) em (B.2), tem-se as seguintes relaces:

s_XE:S_Td\ISTe dW:€Td\IeTs dW:s_Td\ISTNe dw e Sy (B.3)
W W W
e_:(‘j\lsTedW, s_:d\lgs dw, d\lsTNedwzl (B.4)
W W W

As equaces B.4a,b expressam as variaveis generalizadas como integrais ponderadas dos
campos mencionados anteriormente, usando-se como pesos as interpolacées do campo
conjugado.

A equacdo B.4c apresenta uma condicdo de interdependéncia entre as duas
interpolacdes. Esta condicdo é satisfeita se, por exemplo, depois de haver
arbitrariamente escolhido o modelo de deformacdo N_, o campo de tensdes €

modelado pela matriz de interpolagao:

e

-1

N, = N, coNTN ¢ (B.5)
Ew u
De B.4c e B.5, segue que:
% 6" é o’
ijNedw:ngstdwi . N, =N, ggNIN, dwy (B.6)
W W g 8w g
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Outra alternativa seria escolher interpola¢des de modo que:

QW ININ, dw=w1i
w (B.7)

Pode-se seguir o mesmo caminho para o par de variaveis incremento de dano D e forca
termodindmica associada ao dano Y. Adaptando-se sobre o elemento W as

interpolacoes:
D(x)= Np (x)D, Y (x)= Ny (X)Y (B.8)

A equivaléncia de produto interno resulta:

DY = gP(X)Y (x) dw “D,Y (B.9)

w

As seguintes equacdes sdo equivalentes a B.4a,b e B.5:

. e
D = Ny Ddw 0N Ydw Ny = NpegNpNp qu (B.10)
8
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