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RESUMO

BARBIRATO, J.C.C. Método dos elementos de contorno com a reciprocidade dual
para a andlise transiente tridimensional da mecénica do fraturamento. S&o
Carlos, 1999. 246p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de S&o Paulo.

O presente trabalho desenvolve uma formulacéo do Método dos Elementos de
Contorno para andlise de problemas tridimensionais de fraturamento no regime
transiente. Utilizam-se as solucdes fundamentais da el astostética para obter a matriz
de massa, empregando-se 0 Método da Reciprocidade Dual e a discretizagdo do
dominio por células tridimensionais. Para a integracdo no tempo sdo utilizados os
algoritmos de Newmark e Houbolt. O fendbmeno do fraturamento é abordado através
da consideracdo de um campo de tensdes iniciais, introduzindo-se o conceito de
dipolos de tensdo. Os tensores desenvolvidos que se relacionam aos dipolos,
derivados das solucBes fundamentais, sio também apresentados. E utilizado o
modelo de fratura coesiva O contorno € discretizado utilizando-se elementos
triangulares planos com aproximacao linear, e elementos constantes para a superficie
ficticia de fraturamento. Sdo feitas varias aplicacbes cujos resultados obtidos
confirmam a importancia e a adequacdo da formulacdo apresentada para 0s

problemas propostos.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno; Método da Reciprocidade

Dual; Fratura Dindmica.
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ABSTRACT

BARBIRATO, J.C.C. Boundary Element Method for Three-dimensional Transient
Analysis of Fracture Mechanics using Dual Reciprocity Method. Sdo Carlos,
1999. 246p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de S&o Paulo.

This work presents a Boundary Element Method (BEM) formulation for
analysis of three-dimensional fracture mechanics transient problems. Elastostatics
fundamental solutions are considered in order to obtain the mass matrix, using both
Dua Reciprocity Method and three-dimensional cell discretization. Newmark and
Houbolt algorithms are employed to evaluate the time integrals. The fracture effects
are captured by using dipoles of stresses, derived from an initial stress field. The
tensors related to those dipoles, developed in the present work, are presented. The
cohesive crack is the adopted model. Body boundary is discretized though linear flat
triangular elements and the fracture surfaces are approximated by constant flat
triangular elements. Some applications are processed to show the efficiency of

presented BEM formulations.

Key words. Boundary Element Method, Dual Reciprocity Method, Dynamic

Fracture.



CAPITULO 1

CONSIDERACOES INICIAIS

1.1 - INTRODUCAO

O Meétodo dos Elementos de Contorno (MEC) tem se destacado no campo da
engenharia como um importante método de simulacdo numérica, com boa precisao
em seus resultados para varios problemas da mecanica do continuo. Sobretudo nas
ultimas duas décadas, o MEC teve grande desenvolvimento. Para problemas de
elastodindmica e fratura mecanica em particular, o método tem-se mostrado eficiente
e confiavel. Em casos de fratura mecanica, o acompanhamento da propagacao desta
requer pouco esforco computacional, evitando-se refazer a rede de elementos
(VENTURINI, 1994b; 1995).

O estudo com problemas da elastodinamica justifica-se por esta ser a teoria
mais genérica e proxima das leis da natureza, quando comparada a elastostatica.
Cada vez mais os efeitos dindmicos fazem parte da andlise estrutural, determinando-
se seu comportamento frente as condigdes de servico e seguranga (em prédios,
pontes, plataformas “offshore”, veiculos, etc.) sob a agdo de solicitagdes dindmicas
(agOes sismicas, vento, ondas, trafego, impacto mecanico, dentre outras).

Também ¢é preocupacao da engenharia avaliar o comportamento estrutural na
presenca de trincas, inerentes ao material empregado ou provocadas por
carregamentos. Observando-se as publicagdes sobre o assunto (BROEK, 1989;

ALIABADI et al., 1994, entre outras), nota-se a tendéncia cada vez maior do estudo



da Mecanica da Fratura. Vé-se, por exemplo, que algumas lacunas ainda existem na
analise transiente tridimensional da mecanica da fratura, conforme constata
DOMINGUEZ (1993).

Portanto, a abordagem transiente tridimensional da mecanica da fratura,
objeto deste trabalho, esta presente nas discussdes sobre o desenvolvimento
tecnoldgico atual.

O presente trabalho apresenta-se, portanto, no contexto da Mecanica da
Fratura para problemas elastodinamicos. Seu objetivo principal é desenvolver uma
formulacao do Método dos Elementos de Contorno capaz de analisar problemas
transientes tridimensionais da Mecanica da Fratura, empregando, para tanto, o
Método da Reciprocidade Dual, para a obtengdo da "matriz de massa", juntamente
com a inclusdo de um campo de tensdes iniciais.

A partir do objetivo principal surgem os objetivos especificos, que subsidiam
o primeiro com suas formulagdes. Sdo eles: o aprofundamento nos conhecimentos
sobre a formulacdo do método dos elementos de contorno para problemas
elastostaticos tridimensionais, utilizando as solugdes fundamentais de Kelvin e
Mindlin; as formulagdes do MEC para problemas elastodinamicos, sobretudo as
relacionadas a matriz de massa, obtidas através da discretizagdo do dominio em
células e pelo Método da Reciprocidade Dual; estudo da Mecénica da Fratura,
inclinando-se para o modelo de fratura coesiva; formula¢cdes do MEC para analise de
fratura mecanica, escolhendo aquela onde uma superficie ficticia carregada por

tensdes particulares, dipolos, simula a presenca da trinca.

1.2 - ESTRUTURACAO DO TRABALHO

O trabalho esta estruturado de forma a permitir a abordagem isolada de cada
assunto, com suas caracteristicas particulares, formando uma seqiiéncia de
formulagdes que vao se interligando para compor a formulagio do MEC para
problemas tridimensionais de fratura dindmica. Assim, apds as consideragdes iniciais
do presente capitulo, é apresentada no capitulo 2 a formulagao tridimensional eléastica

do Meétodo dos Elementos de Contorno, bem como as equagdes basicas da



elasticidade linear, representacdes integrais e as correspondentes equacoes
algébricas, utilizando-se elementos triangulares planos com aproximagao linear nas
discretizacdes. Sao abordados, ainda, alguns procedimentos de integra¢do (semi-
analitico e numérico), encerrando-se o capitulo com algumas aplicagdes.

Em seguida, no capitulo 3, ¢ apresentada uma formulacao do MEC para a
elastodindmica, utilizando-se o M¢étodo da Reciprocidade Dual e a Técnica da
Integracdo Direta para a defini¢do da “matriz de massa”. Nesta formulagdo, as
solugdes fundamentais requeridas sdo as mesmas da andlise estatica, o que facilita o
seu desenvolvimento tedrico. Sdo apresentados exemplos processados para testar a
formulacdo apresentada.

O capitulo 4 ¢ dedicado a teoria da mecanica da fratura. Em uma abordagem
sucinta, definem-se as bases sobre o assunto e introduz-se o modelo de fratura
coesiva utilizado.

A mecanica da fratura ¢ objeto de estudo no capitulo 5. Tomam-se as
equacdes da elastostatica apresentadas no capitulo 2 e introduz-se um campo de
tensOes iniciais a fim de caracterizar uma zona de descontinuidade (a fratura).
Define-se o ente “dipolo” capaz de modelar a presenga da fratura, que vai se
formando obedecendo ao modelo coesivo apresentado no capitulo 4. E apresentada a
formulagcdo do MEC para analisar este problema, finalizando-se com aplicagdes que
evidenciam a importancia do método.

No capitulo 6 ¢ apresentada uma formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno para analise da mecanica da fratura, com os procedimentos vistos no
capitulo 5, porém no regime elastodindmico, baseando-se na formulag¢do apresentada
no capitulo 3. Também ai estdo incluidas aplicagdes para avaliar a formulagdo
apresentada.

O capitulo 7 trata dos algoritmos computacionais utilizados, apresentando os
fluxogramas das rotinas mais importantes.

Por fim, sdo apresentadas algumas considera¢des finais sobre os assuntos
abordados, as conclusdes gerais e as possibilidades de extensdo deste trabalho.

Seguem-se os anexos, com o desenvolvimento e apresentagdo de equagdes
importantes para o completo entendimento dos diversos assuntos abordados. Em

seguida, ¢ apresentada a bibliografia utilizada.



1.3 — AREAS DE ABORDAGEM

A seguir sdo apresentadas algumas caracteristicas e justificativas a respeito

das areas de abordagem escolhidas para o presente trabalho.

1.3.1 - O Método dos Elementos de Contorno

O M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) ¢ o método numérico mais
recente do ponto de vista de aplicacdes computacionais, dentre os mais utilizados.
Ganhou esta denominacdo a partir do trabalho de BREBBIA (1978).
Resumidamente, o MEC consiste em obter a solucao das equacdes diferenciais que
descrevem o comportamento de um corpo no seu dominio, através da solucdo de
equacdes integrais sobre o contorno. Isso reduz de uma unidade as dimensdes de
problemas lineares analisados, o que leva a menores quantidades de dados de entrada
e, conseqiientemente, menor sistema de equacdes algébricas. Por outro lado, a matriz
do sistema ¢ geralmente cheia e ndo simétrica.

Para obter-se a equagdo integral de contorno que possibilite a analise do
problema, o MEC necessita de uma solu¢do fundamental. Esta representa a resposta
em um ponto do dominio infinito devido a aplicacao de forga unitaria em outro ponto
do mesmo dominio. A utilizagdo de uma solucdo fundamental, que genericamente
pode ser classificada como uma desvantagem, na verdade proporciona versatilidade e
precisdo ao método (segundo BECKER, 1992).

O MEC tem emergido como uma forca alternativa, principalmente nos
problemas cujos dominios sdo estendidos ao espago infinito (ou semi-infinito).
Nestes casos, a rede de elementos utilizada pelo MEC na discretizagdo do contorno
necessita modelar apenas parte deste, uma vez que a solucdo fundamental utilizada
no método ja contempla a influéncia do infinito (ou semi-infinito).

Outros métodos, como por exemplo o Método dos Elementos Finitos (MEF) -
COOK et al. (1989), utilizam contornos ficticios para representar o infinito. Isto pode
causar sérios erros nos resultados numéricos, sobretudo na elastodinamica, onde

ondas podem ser refletidas por tais contornos.



1.3.2 - Elastodinamica

Vérios problemas governados pela teoria da Elastodindmica tém sido
estudados nos diversos centros de pesquisa do mundo (agdes dinamicas em edificios,
em pontes, em torres, analise dindmica da mecanica da fratura, analise dindmica da
interacdo solo - estrutura, dentre outras), conforme BESKOS (1987) e MOAN et al.
(1993).

A formulagdo elastodinamica no dominio do tempo permite melhor
aproximacdo para resolver alguns problemas da engenharia e, em alguns destes,
trata-se da Unica formulacdo capaz de fornecer resultados aproximados, segundo
DOMINGUEZ (1993).

A formula¢do no dominio do tempo ¢ adequada para problemas transientes, ja
que uma solu¢do, a mais precisa quanto possivel, ¢ necessaria para o inicio da
analise. Outra aplicacdo para esta formulacdo, com dependéncia geométrica no
tempo, refere-se a problemas de propagagdo dinamica de fraturas.

O Método dos Elementos de Contorno tem aplicagdo destacada na analise de
problemas da elastodinamica. Suas caracteristicas permitem analisar problemas da
elastodindmica no espaco tridimensional (infinito ou semi-infinito) com
consideraveis avangos em comparagdo a outros métodos numéricos, utilizando para
tanto o conceito de "matriz de massa".

Na anélise elastodinamica com o MEC, surge um termo de dominio em sua
equacdo integral. Dentre as varias técnicas para tratamento desta parcela esta a da
Reciprocidade Dual, cuja utiliza¢do tem trazido 6timos resultados (PARTRIDGE et
al., 1992). Pode-se obter melhores resultados com esta técnica utilizando-se uma
fungdo alternativa para a obtencdo da "matriz de massa", como utilizado em CODA

(1990) e CALDERON & VENTURINI (1991).

1.3.3 - Mecanica da Fratura

Os soélidos sempre contém alguma fissura em seu interior, resultado do

processo de fabricagdo ou simplesmente devido as cargas atuantes. Essas fissuras



agem como pontos de elevacdo de tensdes e a sua propagacao pode levar a
degeneracdo da resisténcia da estrutura.

E interessante para a engenharia poder analisar estruturas onde existem
trincas, conhecendo sua intensidade e seu modo de propagacdo. Neste contexto se
insere a Ciéncia da Mecanica da Fratura, cujo significado pratico na engenharia ¢
importante, pois define a base racional para o calculo da resisténcia de estruturas
com trincas e permite a determinacao das taxas de propagacdo das mesmas na fadiga.

Solugdes analiticas para problemas da mecanica da fratura sao limitadas a um
pequeno numero de situagdes idealizadas, nas quais o dominio ¢ bem definido e o
carregamento relativamente simples. Na pratica, os problemas de mecanica da fratura
tém caracteristicas geométricas e carregamentos complexos.

As trincas relacionadas a problemas eldsticos lineares sdo analisadas pela
formulacao da Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL). A MFEL ¢ aplicavel a
uma série de casos praticos e por isso o fator de intensidade de tensdo (pardmetro que
quantifica a magnitude do campo de tensdo na ponta da trinca) ¢ tabelado para uma
quantidade expressiva de configuragdes de carregamento e geometria. Entretanto, a
engenharia se depara freqiientemente com casos cujas solucdes ndo sdo conhecidas,
surgindo, assim, a necessidade da investigacdo propria utilizando métodos
numericos.

O MEC ¢ um dos métodos numéricos utilizados na determinagdo do fator de
intensidade de tensdo em uma trinca ¢ a propagacdo da mesma (como em
INGRAFFEA & MANU, 1980; CRUSE, 1988; LUCHI & RIZZUTI, 1987;
GUIMARAES, 1992; NISITANI & CHEN, 1993; PORTELA et al., 1993; entre
outros).

Para o problema de trincas no espago tridimensional elastico, o0 MEC esta
sendo utilizado e, segundo BAINS et al. (1993) e DOMINGUEZ & SAEZ (1998),

com ganhos computacionais relevantes frente a outros métodos numéricos.



1.4 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

A técnica de transformacdo da equagdo diferencial de um determinado
problema em uma equagdo integral constitui a base matematica do Método dos
Elementos de Contorno. A literatura especializada remonta a 1823 o registro da
utilizacdo por Abel de uma equagdo integral para resolver o problema chamado
“péndulo isdcrono” , segundo Elliot' apud SILVA (1996).

A representagdo integral para a elastostitica ¢ estabelecida por
SOMIGLIANA? (1886) apud DOMINGUEZ (1993), conhecida como Identidade
Somigliana.

Desde esta época até os anos cinqiienta, alguns trabalhos utilizando equacdes
integrais sdo desenvolvidos, principalmente no campo da mecanica dos fluidos e
potencial, tornando-as mais conhecidas. Nesse contexto, pode-se citar os trabalhos de
FREDHOLM (1903), MUSKHELISHVILI (1953), VOLTERRA (1956), MIKHLIN
(1957).

As equagdes integrais sdo até entdo conhecidas como um método indireto de
analise, isto €, a solugdo de um problema ¢ obtida por fontes ficticias aplicadas ao
contorno em que, apés a determinagao de seus valores, calculam-se as variaveis
fisicas do problema, como em KUPRADZE (1965).

Outra formulacdo, denominada direta, utilizando as préoprias variaveis fisicas
do problema, ¢ apresentada em RIZZO (1967). Com aplicagdes na elasticidade
bidimensional, este trabalho apresenta a discretizagdo do contorno feita por
segmentos de reta, sendo os deslocamentos e forcas de superficie constantes em cada
um deles com a integragdo realizada analiticamente. Constitui-se em um dos
primeiros registros onde o Método das Equagdes Integrais toma forma de técnica
numérica, similar a de outros métodos - Método das Diferencas Finitas e Método dos
Elementos Finitos.

Virios trabalhos seguiram-se ao de RIZZO (1967), divulgando o que se

denomina Método das Equacdes Integrais de Contorno. Dentre estes, podem ser

" ANDERSEN,R.S. et al. (1980). The application and numerical solution of integral equations.

Alphen aan den Rijn, The Netherlands, Sijthoff & Noordhoff.

2 SOMIGLIANA, C. (1886). Sopra I’equilibrio di un corpo elastico isotropo.ll Nuovo cimento. Ser. 3,
v. 17-20.



citados CRUSE & RIZZO (1968), CRUSE (1968) e RIZZO & SHIPPY (1968). Os
trabalhos de CRUSE (1969), CRUSE & VAN BUREN (1971) e CRUSE (1973)
utilizam o método para a analise de problemas tridimensionais.

Mas foi a partir dos trabalhos realizados por LACHAT (1975),
DOMINGUEZ’ (1977) apud DOMINGUEZ (1993), BANERJEE & BUTTERFIELD
(1977), BREBBIA & DOMINGUEZ (1977) e BREBBIA (1978) que o Método das
Equagdes Integrais de Contorno ganha forma consistente de método numérico,
utilizando-se a técnica dos residuos ponderados e fun¢des de forma tdo utilizadas no
Método dos Elementos Finitos. Passa, entdo, a ser denominado de Método dos
Elementos de Contorno (MEC).

A aplicacdo do MEC para o estudo de problemas tridimensionais tem como
precursores os trabalhos CRUSE (1968) e LACHAT (1975), ja citados. Este tema
também é abordado em NAKAGUMA (1979), CUROTTO (1981), SA & TELLES
(1986), SILVA (1989), BARBIRATO (1991), CODA (1993), entre outros. Em
NAKAGUMA (1979) e BARBIRATO (1991) sdo utilizadas formulagdes do MEC
para analise tridimensional com as solu¢des fundamentais de Kelvin e Mindlin.

A utilizagdo na eclastodinamica do MEC tem inicio nos trabalhos de
FRIEDMAN & SHAW* (1962) ¢ BANAUGH & GOLDSMITH’ (1963), apud
DOMINGUEZ (1993). Mas ¢ nos trabalhos de CRUSE & RIZZO (1968) e CRUSE
(1968) que a formulacdo direta do MEC para a resolu¢do de problemas da
elastodindmica transiente apresenta-se pela primeira vez. Seguem-se os trabalhos de
MANOLIS & BESKOS (1981), NARDINI & BREBBIA (1983; 1985), MANSUR &
BREBBIA (1982; 1985), CODA (1990), CODA & VENTURINI (1990a; b),
DOMINGUEZ & GALLEGO (1991), ARAUJO (1994), CHIRINO et. al. (1994),
entre outros.

A anélise tridimensional transiente através do MEC ¢ também abordada nos
trabalhos de CODA (1993), onde foi apresentada uma formulagdo mista entre 0o MEC
e o Método dos Elementos Finitos (MEF), e CODA & VENTURINI (1995a; b).

> DOMINGUEZ, 1. (1977) Computation of stresses near anchor plates: an application of the
boundary element method. Ph.D. Thesis, Univ. of Seville, Spanish

* FRIEDMAN, M.B. and SHAW, R.P. (1962). Diffraction of pulses by cylindrical obstacles of
arbitrary cross section. J. Appl. Mech., Vol. 29, pp. 40-46.

> BANAUGH, R.P. and GOLDSMITH, W. (1962). Diffraction of steady elastic waves by surfaces of
arbitrary shape. J. Appl. Mech., Vol. 30, pp. 589-597.



Outro trabalho relevante neste contexto ¢ o de DOMINGUEZ (1993), que discorre
sobre varios campos dentro da elastodinamica.

CODA & VENTURINI (1996) estudam o MEC para anélise elastodinamica
transiente tridimensional para solu¢do de problemas praticos, utilizando aspectos
importantes das solugdes fundamentais no dominio do tempo — cléssica e alternativa
(CODA; 1993). Constatam que, apesar de similares, as duas formula¢des mostram
resultados completamente diferentes quando aplicadas a alguns problemas
particulares. Para problemas com razdes grandes entre contorno e volume, a
formulacao classica produz resultados instaveis. Para razdes pequenas, como no caso
do dominio finito (e com adogdo de colocacdes singulares), essa formulagdo mostra
bons resultados. Por outro lado, a solugdo fundamental mais recente, proporciona
representacdo integral muito mais conveniente, e, consequentemente, relagdes
algébricas mais apropriadas e resultados mais precisos e estaveis.

Em LEITAO (1998), tem-se a descri¢do da aplicacdo do método de Trefftz
com multi-regides, na andlise de problemas de fratura mecanica elastica linear
bidimensional.

Diferentes técnicas tém sido desenvolvidas para tratar o termo de dominio,
segundo PARTRIDGE et al. (1992). Dentre elas, pode-se destacar: integragdo
analitica das integrais de dominio; expansdes em série de Fourier; vetor de Galerkin;
Reciprocidade Multipla e Reciprocidade Dual.

A técnica da Reciprocidade Dual, proposito deste trabalho, ¢ apresentada
primeiramente por NARDINI & BREBBIA® (1982) apud PARTRIDGE et al. (1992),
que procuram tratar o problema dindmico como sendo estdtico, considerando as
forcas de inércia como forgas de dominio. Baseada nesta idéia, a Reciprocidade Dual
obtém um conjunto de fungdes que transformam a integral de dominio em uma série
de integrais de contorno.

BREBBIA & NARDINI (1983) propdem um procedimento alternativo para
analise dindmica transiente na mecanica dos solidos utilizando a abordagem integral
de contorno. Nesse trabalho obtém-se a “matriz de massa” usando valores de

contorno com a aplicagdo de uma classe especial de func¢des coordenadas. Essa

6 NARDINI, D. and BREBBIA, C.A. (1982). A new approach to free vibration analysis using boudary elements.

in: Computational Mechanics Publications, Southampton,
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técnica permite a aplicacdo do MEC em elastodinamica, sem necessitar da
implementagdo computacional de integrais de dominio. Entretanto, sdo necessarios
alguns pontos base localizados no dominio, denominados pdlos, para garantir
respostas mais precisas.

CODA (1990) e CODA & VENTURINI (1990a,b) apresentam uma
formulacdo alternativa que transforma a integral de dominio em uma soma de
integrais de contorno. Em VENTURINI (1994a) ¢ apresentada uma andlise critica
das vérias formas de o tratamento das integrais de dominio. Propde uma familia de
fungdes para uso da técnica da Reciprocidade Dual, mostrando sua utilidade para
analise de problemas ndo-lineares. Em PARTRIDGE (1995), tem-se, dentro da
Reciprocidade Dual no MEC, a comparagdo de funcdes locais e globais de
aproximagdo em problemas de conveccdo, de difusdo e similares, sendo que tais
solucdes dependem, entre outros fatores, da funcao escolhida.

FEDELINSKI et al. (1996) utilizam o DBEM (M¢étodo dos Elementos de
Contorno Dual) em trés abordagens (dominio tempo, transformada de Laplace e
Método da Reciprocidade Dual) no comportamento dindmico de fraturas
estacionarias no dominio finito e em duas dimensdes, € aplicam essas mesmas
abordagens em problemas de fratura de modo misto. Concluem, entre outros
aspectos, que a implementagdo computacional realizada pelo dominio do tempo e
pela transformada de Laplace sdo mais rapidas, embora a cada intervalo de tempo,
duas novas matrizes grandes sao calculadas. Por outro lado, o M¢étodo da
Reciprocidade Dual consome mais tempo de processamento, mas a solu¢do em cada
passo de tempo ¢ mais rapida (ja que ndo sdo criadas novas matrizes). Constatam,
ainda, que o dominio do tempo e a transformada de Laplace sdo particularmente
eficientes para analise de dominios infinitos, ¢ que o Método da Reciprocidade Dual
pode ser facilmente aplicado para condig¢des iniciais ndo homogéneas e forgas de
volume.

BARBIRATO & VENTURINI (1997) apresentam uma formulagdo do
Método dos Elementos de Contorno para a analise de problemas transientes de
solidos tridimensionais, utilizando o conceito de matriz de massa obtida a partir do
emprego do Método da Reciprocidade Dual. Concluem que a formulagdo ¢ adequada

ao problema, tendo em vista o exemplo numérico mostrado, comparando os
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resultados com os obtidos através do procedimento que discretiza o dominio em
células.

ALIABADI & ROOKE (1991) mostram uma formulagdo utilizando o
Meétodo dos Elementos de Contorno Dual na resolugdo de problemas de fratura
dinamica em material eléstico-linear. Mostram exemplos de implementacdes
computacionais dos fatores de intensidade de tensdo dindmicos usando as aberturas
da trinca que demostram a eficiéncia da estratégia apresentada. Da mesma forma,
CISILINO & ALIABADI (1998) utilizam o mesmo método na analise elastoplastica
tridimensional de corpos fraturados, encontrando resultados precisos para problemas
onde o fronte da trinca ¢ curvado.

CHEN & CHEN (1998) mostram a extensdo da técnica dos elementos de
contorno dual para andlise de contato friccional em superficies de fraturas para
formas e distribui¢des arbitrarias.

As aplicagdes do Método dos Elementos de Contorno na Mecanica da Fratura
em trés dimensdes sdo introduzidas por CRUSE & Van BUREN (1971). Seguem-se
os trabalhos de CRUSE (1974) e o de SNYDER & CRUSE (1975), onde ¢
apresentada uma solu¢do fundamental - uma funcdo de Green - que embute uma
trinca linear sem cargas no meio infinito. Em CRUSE & MEYERS (1977) sao
calculadas distribuicdes do fator de intensidade de tensdo através do MEC,
utilizando-se uma variag¢ao da taxa de energia de deformagao, devido Griffith.

ROCHA & VENTURINI (1998) formulam, no contexto da mecanica do
continuo aplicada a problemas de fratura, um novo critério para iniciagcdo de trincas
em soélidos deformaveis, baseado no critério de Griffith propondo uma forma tedrica
estendida a problemas dinamicos e processos nao isotérmicos.

TELLES & GUIMARAES (1998) obtém a solugio da fun¢do de Green para
problemas gerais de fraturas mecanicas, como em simulacdes de multi-fratura curva,
estatica e harmonica em 2-D e 3-D. Mostram, portanto, que a fun¢do de Green
numérica pode ser implementada em um programa computacional de elementos de
contorno, na forma de solucdo fundamental, produzindo resultados eficientes e

precisos.
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Os trabalhos de CARTWRIGHT & ROOKE (1985) e ALIABADI et al.
(1987) mostram bons resultados na utilizacao do “Método da Funcao Peso”, baseado
na interpretagio da integral J de RICE’ (1968) apud ALIABADI & ROOKE (1991).

RIGBY & ALIABADI (1993) aplicam a técnica da integral J de Rice para
obten¢do de fatores de intensidade de tensdo em problemas com modos de fratura
combinados.

WEARING & AHMADI-BROOGHANI (1999) discutem a aplicacdo do
MEC para a determinacdo dos fatores de intensidade de tensdo em problemas de
placas, utilizando o método da integral J, o método da extrapolacdao do deslocamento,
o elemento “quarter-point” e o método da extrapolacdo da tensdo. Os resultados, em
comparagdo com os analiticos ou utilizando o método dos elementos finitos, foram
considerados satisfatorios.

Outra vertente na aplicacdo do MEC a Mecanica da Fratura ¢ a que utiliza a
“Técnica dos Dominios Multiplos”, conforme LACHAT & WATSON (1976).
CROUCH & STARFIELD (1983) utilizam o Método da Descontinuidade de
Deslocamento, apresentando uma discussao extensiva sobre o assunto.

Em BRADY & BRAY (1978) sdo analisadas inclusdes finas e
descontinuidades em escavag¢des de minas, utilizando-se a formula¢do indireta do
MEC juntamente com forgas ficticias chamadas “quadripolos”. Em ROCHA (1988)
sdo analisados problemas com inclusdo de descontinuidades, utilizando-se a
formulacao direta do MEC juntamente com os dipolos. O assunto pode ser visto
ainda em VENTURINI (1994b), VENTURINI (1995), SALEH & ALIABADI
(1994), entre outros. Em VENTURINI (1994a e b; 1995), LOPES JR (1996), as
formulagdes referem-se a andlise de problemas bidimensionatis.

BARBIRATO & VENTURINI (1998) apresentam uma formulagao do MEC
para analise de fratura mecanica em solidos tridimensionais, utilizando o conceito de
dipolos. Apresentam os tensores derivados da solucdo fundamental de Kelvin (para
3D) e verificam o potencial da formulagdo ao mostrar os resultados obtidos da

aplicagdo processada.

7RICE, I.R. (1968). A path independent integral and the approximate analysis of strain concentration
by notches and cracks. Trans. ASME, J. Appl.Mech., 35, 379-386.
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CARPINTERI (1989); ALLIABADI & ROOKE (1991); ALIABADI &
BREBBIA (1993) e ALIABADI et al. (1994) trazem formulacdes completas sobre
aplicagcdes do MEC a mecanica da fratura nas analises estatica e dindmica.

O modelo de fratura coesiva tem sido empregado com eficiéncia para
representar o comportamento do material do tipo "quasi-brittle" frente ao processo de
fraturamento. Em HILLERBORG & MODEER (1976), o modelo ¢ testado e
modificado utilizando-se corpo de prova homogéneo e de area constante, solicitado
até a ruptura, em ensaios laboratoriais. E definida uma zona de fratura (ou zona de
processo) com largura limitada na direcdo da tensdo, formada em algum lugar do
modelo de prova. Esta zona de fratura perde gradualmente suas propriedades
mecanicas @ medida que o dano causado pelo surgimento de microfissuras aumenta,
e, portanto, tem-se um comportamento de material coesivo. Da mesma forma, em
CARPINTERI (1989) sao encontrados novos experimentos e analise através de
modelagem numérica de fraturas coesivas no intuito de descrever a influéncia do
efeito escala no processo, constituindo-se em uma referéncia importante sobre o
assunto.

O M¢étodo dos Elementos de Contorno também ¢ aplicado a Mecanica da
Fratura Linear Elastica em GUIMARAES (1992). Uma formulagio mista para
deslocamentos e forgas de superficie ¢ utilizada juntamente com o elemento “quarter-
point”.

GUIMARAES & TELLES (1994) discutem a aplicagdo da equacio integral
de contorno hipersingular (formulacdo de tracdo) na resolucdo de problemas
envolvendo fraturas mecanicas lineares e eldsticas. Enfatizam a importancia de se
considerar continuidades na implementacdo numérica ¢ no uso dos elementos
“quarter-point”.

Uma extensdo na aplicabilidade da formulagdo do MEC com as fungdes de
Green para fraturas Unicas e multiplas, ¢ apresentada no trabalho de TELLES et al.
(1994).

CARRER & MANSUR (1995) apresenta uma formulagio do MEC
empregando o conceito de parte finita de integral nas representacdes integrais do

método para o calculo de deslocamentos e de tensdes nos pontos internos. Constatam
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a vantagem do método no emprego de expressdes mais compactas, € sugerem a
extensdo dessa formulacdo nos casos que envolvam plasticidade e visco-plasticidade.

WEN et al. (1995) desenvolvem a aplicagdo dos métodos da carga ficticia e
de descontinuidade de deslocamento para mecanica da fratura dindmica
tridimensional, obtendo resultados substituindo as solu¢des fundamentais de Laplace
em um programa de célculo estatico.

SILVEIRA & TELLES (1997) propdem uma formulagdo do MEC para
solucdo de problemas planos de Mecanica da Fratura Linear Elastica com trincas
internas de geometria qualquer. Utilizam a solugdo fundamental de Kelvin para
deslocamento e for¢a de superficie e parte complementar, para obten¢do da funcao de
Green. Os resultados numéricos dos exemplos apresentados mostram a correta
implementagdo das expressdes propostas.

BARRA et al. (1997) mostram a expansdo do procedimento da fungdo Green
Numérica para o célculo de fatores de intensidade de tensdo dindmicos transientes
obtidos através da formulagdo no dominio transformado de Laplace, obtendo bom
desempenho na aplicagdo.

CASTOR & TELLES (1997) enfocam a aplicagdo da fung¢do de Green
numérica (FGN) a problemas tridimensionais, apresentando resultados numéricos
para problemas de fissuras internas, introduzindo, da metodologia aplicada para
problemas bidimensionais, algumas técnicas para regularizacdo das integrais de
partes finitas. Concluem que a precisao alcancada se deu a partir da aproximagao
geométrica da fissura e da forma de calculo dos fatores de intensidade de tensdes (a
partir das aberturas da fissura).

BARRA & TELLES (1999) mostram a extensdo da abordagem da fung¢do de
Green numérica para problemas de fraturas elastodinamicas, com aplicagdes que
demonstram boa precisao para problemas de trincas multiplas e geometria geral.

DOMINGUEZ & SAEZ (1998) mostram uma formulagdo de elementos de
contorno para problemas de fratura estatica e dinamica tridimensional em corpos
solidos isotropicos e transversalmente isotrépicos. Comprova a precisdo e robustez
da abordagem utilizada, comparando os resultados obtidos com solugdes ja

existentes.
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ZHAO et al. (1998) estudam o M¢étodo das Equagdes Integrais de Contorno
de Deslocamento e Descontinuidade para um so6lido elastico, isotrdpico
transversalmente e tridimensional, utilizando equacdes hipersingulares, obtendo
deslocamentos e tensdes proximos da borda de uma trinca.

CARRER & MANSUR (1999) desenvolvem equagdes integrais para calcular
as componentes de velocidade e tensdes na andlise elastodindmica transiente do
MEC. Os exemplos apresentados demonstram a precisdo da formulagdo, comparada
a solucdes analiticas e com a utilizagdo da formulacdo alternativa do MEC que
emprega a solu¢ao fundamental estatica.

WEN et al. (1999) desenvolvem o Método dos Elementos de Contorno com a
Reciprocidade Dual no dominio de Laplace, para a anélise de problemas da mecanica
da fratura elastodinamica tridimensional com modos de fratura combinados.
Apresentam exemplos numéricos que demonstram boa concordancia com solugdes ja
existentes.

MUKHERJEE et al. (1999) utilizam equagdes integrais de contorno
hipersingulares em elasticidade linear tridimensional, para a mecanica da fratura
termoeldastica.

Outras aplicagdes do MEC para problemas de propaga¢do de fraturas podem
ser vistas em LUTZ et al. (1992), MARTHA et al. (1992), MI & ALIABADI (1994)
e SOUZA et. al. (1995), entre outros. Particularmente em SOUZA et al. (1995) sdo
mostradas diretrizes para simulacdo tridimensional de propagacdo de fissuras.
Destaca-se a apresentacdo de um modelo para representar o fronte da fissura, que
pode ndo ser necessariamente plana e contida em so6lidos de geometria arbitraria.

Dois trabalhos trazem uma revisao de literatura sobre mecanica da fratura em
seus aspectos computacionais. Em NISHIOKA (1994) ¢ apresentado o estado da arte
da mecanica computacional da fratura dindmica. Em CRUSE (1995) encontra-se um
breve historico sobre a utilizagdo do Método das Integrais de Contorno na Mecanica

da Fratura.
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CAPITULO 2

FORMULACAO ELASTOSTATICA TRIDIMENSIONAL
DO MEC

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo ¢ apresentada a formulacdo estatica do Método dos Elementos
de Contorno (MEC) para sélidos elasticos tridimensionais.

Inicialmente, pretende-se indicar a notagdo matemdtica que deve ser
empregada em varias expressoes ao longo do texto da tese. Passa-se, entdo, para uma
breve revisdo da elastostatica, apresentando suas relacdes e constantes mais
importantes. Mostram-se os problemas fundamentais e suas solugdes, que serdo
utilizadas para deduzir as representagdes integrais para pontos do dominio e
especificamente para o contorno. Na seqiiéncia, sdo apresentados os elementos de
contorno usados na discretiza¢do do contorno do corpo, determinando-se as equacdes
matriciais do método dos elementos de contorno propriamente dito, bem como os
procedimentos utilizados para a integracdo numérica e semi-analitica necessarias a
solucdo do método. Sao ainda apresentadas as expressoes para o calculo de
deslocamentos e tensdes em pontos do dominio e tensdes em pontos do contorno. Por

fim, apresentam-se alguns exemplos para mostrar a eficiéncia da formulagao.
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2.2 -NOTACAO INDICIAL

Muitas das expressoes que sdo apresentadas neste trabalho estdo escritas
utilizando-se a notagdo indicial. O resultado desta escolha ¢ a forma sucinta e
elegante de escrevé-las.

Por exemplo, o sistema de coordenadas cartesianas, geralmente representado
pelos eixos X, y € z, passa a ser X,, X, € X;, respectivamente. Portanto, as diregdes
cartesianas sdo definidas pelos indices 1, 2 e 3, ou, de maneira genérica, por X,.
Outras varidveis que aparecem ao longo do texto, referidas as dire¢des cartesianas,
tém o mesmo tratamento indicial (deslocamentos, u,; forgas de superficie, p;; forgas

de volume, b, ; aceleragdes, 1, ; tensoes, Gis deformacdes, €5 dentre outras).

A convengdo implicita de somatério também ¢ utilizada neste trabalho. O

surgimento de um indice repetido em uma expressao representa um somatorio. Por

exemplo,
3
c;=a;b, +a,b, +a;b, = Z:aijbi = ab, (2.2.1)
i=1
e
NPG 3
o= WD ab, = Wj(aijbi) (2.2.2)
=1 i=l

Nesta forma de representacdo sucinta, as indicagdes tradicionais de derivadas
parciais com relagdo ao espago ddo lugar a uma simples virgula, conforme mostram

os exemplos dados a seguir:

o€,
o, =Gy (2.2.3)

00 ..

ij
oX, =0k (2.2.4)

62Gi.
! G (2.2.5)

0x,0x,
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O Delta de Kronecker, utilizado ao longo do texto, ¢ definido da seguinte

forma:

5 — I,se i=] (2.2.6)
10, se i#] o

Pode-se encontrar maiores detalhes matematicos requeridos pelo método
consultando-se os trabalhos de ROCHA (1988), BREBBIA & DOMINGUEZ (1989),
KANE (1994), entre outros.

2.3 - RELACOES DA ELASTOSTATICA

Considere-se um so6lido elastico-linear tridimensional, homogéneo e
isotropico, definido pelo dominio € e seu contorno I', conforme apresentado na

figura 2.3.1.

FIGURA 2.3.1 - Defini¢ao do objeto de estudo: sélido tridimensional de dominio Q
e contorno I".

Admitindo-se que o corpo esteja em equilibrio estatico, pode-se afirmar que

um de seus elementos infinitesimais, tomado como referéncia, também encontra-se

equilibrado. Portanto, equacionando-se o equilibrio das for¢as que agem nas faces

deste elemento e as forcas volumétricas, chega-se a expressao diferencial

o, (x)+b;(x)=0 2.3.1)
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onde,

c;.;(x) representa a derivada do tensor das tensdes;

b. () o vetor das forgas volumétricas; e

¥ representa o ponto material analisado.

Por sua vez, o equilibrio rotacional das forgas que agem sobre o elemento em
questao indica a simetria do tensor das tensoes, classicamente chamada de condi¢cdo

de Cauchy. Portanto,

Gjj () = Gy (1) - (2.3.2)

Para a andlise completa do equilibrio de forcas atuantes no corpo, deve-se
tomar, ainda, um elemento infinitesimal situado em seu contorno. Surgem, entdo, o
que se convencionou chamar de forgas de superficie, p,, conforme mostra a figura

23.2.
XS

Xl
FIGURA 2.3.2 - Tetraedro de Cauchy.

As componentes das forgas de superficie, representadas por p,, podem ser expressas

em fungdo das componentes de tensdo, considerando-se o equilibrio nas trés dire¢des

cartesianas, onde n; sdo os co-senos diretores dos angulos entre a normal a face
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inclinada (superficie do contorno) e o eixo cartesiano X;. Chega-se, portanto, na

seguinte relagao:
p:(x) = o;(0)n;. (2.3.3)

Quanto as deformacdes que se desenvolvem no corpo eldstico linear,

considerando-se as hipoteses de continuidade de deslocamentos, estas podem ser

representadas pelo tensor

1
ey(x) = E(Ui,j () +uy; (x)), (2.3.4)

linearizado para pequenas deformagdes (relaciona deformagdes aos deslocamentos).
A expressao diferencial conhecida como Lei de Hooke relaciona os tensores

de tensdo e deformagdo de um determinado solido elastico-linear isotrépico, € se

apresenta da seguinte forma:

A%
() =267 858w (1) +2Ge; (1) , (2.3.5)

ou ainda na forma inversa

1
g;(0) = E(Gij(x) —ﬁﬁkk (x)SiJ : (2.3.6)

Na lei de Hooke aparecem as constantes eldsticas basicas, dadas a seguir:

v, representa o coeficiente de Poisson;

G, modulo de elasticidade transversal, ou modulo de elasticidade ao

cisalhamento; e, ainda, (2.3.7a-c)

E, médulo de elasticidade longitudinal, ou mdédulo de Young;
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As relagdes entre as constantes elasticas sao dadas a seguir:

G- E
S 2(1+Vv)
- 2Gv vE (2383-b)

1-2v _ (1-2v)(1+ V)

Substituindo-se a expressao (2.3.4) em (2.3.5) e o resultado desta em (2.3.1),
obtém-se a equagao diferencial do problema elastico em termos de deslocamentos,

conhecida como equagdo de Navier-Cauchy para a estatica, ou seja:

1
u; ;i (0) + U0+ 5 bi(0) =0 (2.3.9)

1-2v

Para que o problema elastico-linear fique completamente definido, além das
equagdes diferenciais de equilibrio (2.3.1), deformagao/deslocamento (2.3.4) ¢ a Lei
de Hooke (2.3.5) ou (2.3.6), € necessario conhecer as condigdes de contorno. Assim,

considera-se o contorno do sélido, denotado por I', composto por duas partes: I, e

I, (sendo I' =T, +T,), conforme mostrado na figura 2.3.3.

FIGURA 2.3.3 - Defini¢ao das condi¢des de contorno.
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Pode-se, entdo, definir os valores prescritos das variaveis de interesse para a

analise (deslocamentos u, e forgas de superficie p,) em cada uma das partes,
estabelecendo-se
u.(Q)=1,(Q), QeI', (condigdes essenciais)

(2.3.10a-b)
p:(S)=p,(S), Sel', (condi¢des naturais)

onde a barra sobre as varidveis representa valores prescritos.

2.4 - SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Para que as formulagdes do Método dos Elementos de Contorno fiquem
completamente definidas, torna-se necessario o conhecimento prévio da solugdo de
um problema padrio da area que se deseja analisar. A este problema da-se o nome de
"problema fundamental", conforme apresentado em BREBBIA (1978). Utilizam-se
no presente trabalho os problemas fundamentais de Kelvin e Mindlin com suas
respectivas solugdes.

Para a defini¢do do problema fundamental, considere-se Q° um dominio
infinito cujo contorno é denotado por I'". O s6lido que se deseja analisar, de dominio
Q e contorno I', estd contido em Q. O problema particular indicado pelo asterisco

¢ chamado de problema fundamental e encontra-se definido na figura 2.4.1.

FIGURA 2.4.1 - Defini¢ao do problema fundamental e a interdependéncia do

problema que se deseja analisar.
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Aplica-se uma forga unitaria estatica em um ponto s (ponto fonte) do dominio
. ~ . . * . . . ~ .
na dire¢do cartesiana i, F, (s), e avaliam-se os seus efeitos nas direcdes cartesianas
em um outro ponto, q (ponto de campo), conforme mostra a figura 2.4.2.

. *
Observe-se que nas respostas para deslocamentos e forgas de superficie ,u; e

* . . . , . . ~ . . ~
p; respectivamente, o primeiro indice representa a diregéo cartesiana de aplicagéo

da forca e o segundo a dire¢do do efeito medido. Estas respostas da carga unitaria sao

chamadas de solugdo fundamental do problema particular analisado.

FIGURA 2.4.2 - Efeitos das forgas unitéarias aplicadas em Q" : solug¢io fundamental.

As expressdes analiticas da solug¢do fundamental de deslocamentos e forgas
de superficie sdo obtidas substituindo-se o termo das forcas volumétricas na equagao
de equilibrio para o problema estatico (2.3.1) e na equacgdo de deslocamentos (2.3.9)
pela distribuicao Delta de Dirac (ver anexo A), que passa a ser um multiplicador da

forca unitaria aplicada no ponto fonte s. Isto resulta em:

b;(q) =0(s,q)0; , (2.4.1)
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o, +9(s,4)8,; =0, (2.4.2)

1 1
Wity Y T 55(& Q)3 =0 (2.4.3)

respectivamente.
Por defini¢do, a solucao fundamental ¢ origindria de um problema conhecido

e particular. Portanto, dependendo das caracteristicas do problema fundamental, tais

como o espago a que seus dominio Q" e contorno I'" pertencem (infinito ou semi-
infinito, por exemplo) e, resolvendo-se as equagdes (2.4.2) e (2.4.3), tem-se
diferentes solugdes fundamentais.

Neste trabalho utilizam-se as solu¢des fundamentais dos problemas de
Kelvin, para o dominio infinito, ¢ de Mindlin, para o dominio semi-infinito, ambos

tridimensionais.

2.4.1 - Solu¢ao Fundamental de Kelvin

A solucao fundamental de Kelvin é, sem davida, a mais difundida e utilizada
pelo meio técnico. Esta solugdo classica foi desenvolvida por Lord Kelvin, conforme
LOVE (1944), considerando solidos tridimensionais elasticos, isotropicos e
homogéneos, cujo dominio Q" se estende ao infinito. A figura 2.4.3 mostra a
defini¢ao do problema apresentando o ponto fonte s com suas forgas unitarias, o

ponto de campo q com as respostas das forcas unitarias (deslocamentos fundamentais

u; e forgas de superficie fundamentais p;), e a variavel esférica r e suas

componentes cartesianas.
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FIGURA 2.4.3 - Defini¢ao do problema fundamental de Kelvin.

As expressoes de deslocamentos e forgas de superficie para o problema de

Kelvin sdo:
uGD =TT G 11_ NGr {(3 —4v)o; + r,ir,j} (2.4.4)
(1-v)
« 1
p;(s,4) = TSl — v {[(1 —=2v)8; +3r;1; ]f,n —(1=2v)(r;n; —r;n; )} (2.4.5)
onde,
r= I'iI'i = |S—q|
=X(@) - X;(s) (2.4.6a-c)

;—g
Il
|
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2.4.2 - Solug¢ao Fundamental de Mindlin

A solucdo fundamental de Mindlin (MINDLIN, 1936) caracteriza-se por ter
seu dominio Q" um semi-espaco infinito, sélido eldstico, isotropico e homogéneo. A
figura 2.4.4 apresenta o problema definindo o ponto de campo g, o ponto fonte s ¢
sua imagem s' distante ¢ do plano x,x,. Define, ainda, as varidveis esféricasre R e
suas componentes cartesianas. O plano x, = 0 (ou I') representa parte da superficie

de contorno onde admite-se a auséncia de tragdes.

FIGURA 2.4.4 - Defini¢ao do problema fundamental de Mindlin.

As expressdes fundamentais de Mindlin para deslocamentos e forcas de
superficie sdo apresentadas a seguir, apdés a definicdo de alguns parametros

mostrados na figura 2.4.4 e que serdo utilizados nas expressoes:
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r, = X, (q) = X;(s)
R, =X;(q) - X;(s")

I =,/I;T;
R =,R.R,
c=X,(8)20 v
2= X,(q) >0 (2.4.7a-m)
o
4 16nG(1-v)
R N
s 8n(l-v)
C,=1-v
C,=1-2v
C,=3-4v
C,=3-2v
C,=5-4v

A seguir, tem-se as expressoes para deslocamentos (2.4.8):

\ C, rf 1 C; 2z, 3r7) 4C,C, 1]
u, =K —+S5+—-+—5+—F|1-—5 |+ 1—
r r R R' R R*)"R+R, | R(R+R,)

. 1 C -
u, =K,nr, r_3+R__ = — (2.4.8a-d)

. r, Cir; 6czR, 4C,C,
u = Kyry 7y 3 s T
r R R R(R+R,)
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\ C, r;, 1 C,; 2z 3r,) 4CC, r;
U, =K\ —+S5+-+—5+—=|1-—7|+ 1-
r r R R R R*) "R+R,|" R(R+R,)

* r_2 *
Uy = I, U
u; K, r_33+ C,r, N 6czR, ~ 4C,C, (2.4.8¢-i)
T

R* R R(R+R,)

. C, 1‘32 SCf -C, C3R§ —2cz 6CZR§
U, =Kyy—+5+ + 3 + S
r r R R R

As expressoes para as forcas de superficie s3o obtidas em func¢do do tensor de
terceira ordem das tensdes, do problema fundamental, e das componentes do vetor

normal a superficie no ponto q (n, ), ou seja:

T =oin,.
Py = Ol (2.4.9)
As expressoes do tensor de terceira ordem das tensdes, sdo (2.4.10):
. C, 3rf C,C, 3C,r
(2.4.10a)

4C,C, r’(3BR+R,) +@ e CR +Srfz
R(R+R,)' L R'(R+Ry| R’ T
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r’ r° R’ R’
_4cc, 1_r12(3R+R3) _6ez 1_5r12
R(R+R,)| R’(R+R,)| R’| R’

C.r. 3r’r. Cr. 3C.r’R
*1 273 173 273 371 3
G = Ks{ 3 5+ -

o, =Kr

S

{cz 32 C, 3C,r
A ———— —+

r r R’? R’®
6 R _C , SrzZR;
R ZR, 21 e

C 31‘2 C,C 3C I'2
*1 E( 2 2 23 372
srl {_3_ I_5 + R 3 R 5 +

4 B3R +R 2
_4cC, 2 l_rzg +R,) +6_<z C_C2R3+5r222
R(R +R,) R’(R+R,)| R R

1K I CR, ber Ry 2.4.10b-h
Gy = srer_rS_ RS +Rs C2+R2 (2.4.10b-h)

. C, 3r; C, 3C,R; 5zR;
G :Ksrl{—z—i——z—#+§—c[c+C2R3+ ; 3}}

S

. C, 3 C,C, 3C,
Gl?ZKrz{rT_ 1,51 + R> Rsl +

4C,C, rGR+R,)] 6c 5127
- T ReREry TR TR R
R(R+R,) (R+R,)

Y Kr{ C, 32 C, 3C3r22+
1

- +
R R’

4C,C, ) r; B3R +R;) 6cz1 5r;
R(R+R,)’L R'R+Ry| R R’
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[
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3; C, 3C,2R, ECCAN 30czR? }
R7

r r’ R’ R’
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3r; C, 3C,zR, 3c(3z+c) 30czR;
c RO R R R

C
*3_ ~2 3 T2
Gy = Ksrz{_ P + -

; C,r, 3r; C,r, 3C,zR? 3cR,(5z—-c) 30czR;
G3é=KS _ 233_ 53 n 233_ 35 34 3(5 )_ 7 3 (2.4.10q-1)
T r R R R R
O problema determinado por Mindlin veio preencher uma lacuna entre dois
problemas ja devidamente conhecidos e equacionados: o problema de Kelvin (item

2.4.1) e o problema de Boussinesq-Cerruti (NAKAGUMA, 1979), de aplicagdo de

forcas somente na superficie livre do semi-espago infinito (I na figura 2.4.4).
Portanto, a medida que o parametro c¢ cresce os valores encontrados nas expressdes
fundamentais de Mindlin coincidem com os obtidos através de Kelvin. Por outro
lado, com o parametro c igual a zero, as expressoes de Mindlin coincidem com as de
Boussinesq-Cerruti (ver NAKAGUMA, 1979 e BARBIRATO, 1991).

Pode-se, de outra forma, definir o problema de Mindlin a partir do problema
de Kelvin, somando-se a este uma parcela complementar (BREBBIA et al., 1984).

Isto resulta em

(GZ()M = (sz)K +(o;f)c. (2.4.11a-b)

Nas expressoes (2.4.8) e (2.4.10), os primeiros termos (cujos denominadores
se referem a variavel r), s3o os mesmos obtidos com a solucdo fundamental de
Kelvin. Os demais, relativos a variavel R, sdo reunidos na parcela complementar.

As expressoes fundamentais de Boussinesq-Cerruti sdo muito simples, o que
torna seu emprego mais indicado do que as de Mindlin, para for¢as agindo na

superficie livre de tragdes. Sao elas:
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uTl = > r(C1 +vrf)
urz VI T,
-1 ) l—v
B 2nGr '\ 2
u, =u,
2 ”1 (2.4.12a-1)
u; o r(Cl +vr§)
u, ! l—v
» 21Gr 2\ 2
u; = u>1k3
u; = u;
. 1
U = 27nGr !
e
p; _o (2.4.13)

2.5 - EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

As representagdes integrais para pontos do dominio e do contorno servem de
base para o Método dos Elementos de Contorno (ver BREBBIA et al., 1984,
ROCHA, 1988, dentre outros).

2.5.1 - Para Pontos do Dominio
A representacdo integral para pontos situados no dominio do sdélido

tridimensional pode ser obtida através da utilizacdo da técnica dos residuos

ponderados ou do teorema de Betti, da Reciprocidade Estatica. Com os residuos
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ponderados a formulagao do Método dos Elementos de Contorno ganha portabilidade
para a associacdo com outros métodos numéricos (por exemplo, Método dos
Elementos Finitos). Mas foi utilizando o teorema de Betti que Somigliana' chegou a
representacdo integral de deslocamento, conhecida como identidade Somigliana,

apresentada da seguinte forma:

u,(s) = = p; (5, Qu,(Q)Ar(Q) +[ u; (5,Q)p (AT (Q) +
r r (2.5.1)
+ [ u}(s,0)b,(q)dq)

A equacdo (2.5.1) fornece o deslocamento no ponto s do dominio na direcao
cartesiana i, a partir dos valores de deslocamentos e forcas de superficie no ponto Q

do contorno e, na presenga de forgas de volume, das componentes b; no ponto q do

dominio.

Uma vez determinada a representagdo integral para deslocamentos em pontos
do dominio, basta utilizd-la na equagdo (2.3.4) e substituir o resultado na lei de
Hooke (2.3.5), para que se chegue na representacdo integral de tensdes para pontos

do dominio.

() = =] S5, (5,Q)u, (QAI(Q) +] D}, (5,Q)p, (Q)A(Q) +
T r (2.5.2)

+ [ D}, (5,9)b, (9)dq)

A expressao (2.5.2) fornece os valores das tensdes no ponto interno s a partir
dos valores de deslocamentos e forcas de superficie do ponto Q do contorno,

acrescidos da parcela relativa a forcas de volume, ponto q do dominio, quando

considerada. Os tensores S e Dy que nela aparecem séo determinados através da

derivagdo dos tensores de deslocamentos e forcas de superficie do problema

fundamental, respectivamente. Portanto, suas componentes sdo dadas pelas

" SOMIGLIANA, C. (1886). Sopra I’equilibrio di un corpo elastico isotropo./l Nuovo cimento. Ser. 3,
v. 17-20.
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expressoes inerentes a cada solu¢ao fundamental escolhida. Assim, para Kelvin, tem-
se as seguintes expressoes:
pom ot ( ) ]
3r, [d- 2\/)8ijr’k +v Bikr,j + Sjkr’i =Sty |+

" An-v)r? ’ (2.5.3)
+ Z%\/(nir,jr,k +nrr, )+ 1- 2\/)(3nkr’ir’j +n;8, +n,0; )+

—(1-4v)n,3, |

. 1

Dy, = —Sn(l o {(1 —2v)(8kir,j +0,1; —Sijr,k)+ 3r,ir’jr,k}. (2.5.4)

As expressdes dos tensores S, ¢ Dj, para a solugio fundamental de Mindlin

estdo na forma implicita, uma vez que as expressdes de deslocamentos (2.4.8) e de

forgas de superficie (2.4.9), tendo em vista (2.4.10), sdo extensas. Assim,

i =[18,0,+6(07; + 00, )n, (25.5)
(S
Dy =—0y. (2.5.6)

As derivadas do tensor das tensdes, obtidas de LAETHEM et al. (1984)

encontram-se apresentadas no anexo B.

2.5.2 - Para Pontos do Contorno

A identidade Somigliana (2.5.1) ¢ valida apenas para pontos contidos no
interior do solido em estudo. Para o M¢étodo dos Elementos de Contorno ¢
fundamental que se tenha a expressdo correspondente para pontos que pertengam ao
contorno I'. O artificio utilizado correntemente ¢ o de transformar o ponto de

contorno em um de dominio, onde se pode aplicar a identidade Somigliana,
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acrescentando-se parte de uma esfera (€2, ) centrada no ponto do contorno e de raio

e (ver figura 2.5.1). Assim, um ponto S do contorno passa a ser um ponto s do

dominio.

ponto S do contorno
(b)
FIGURA 2.5.1 - Transformaga@o de um ponto do contorno para o dominio: a)

acréscimo no dominio em torno do ponto S—=>s; e b) detalhe de AA".

Com a modificagdo sugerida, um novo dominio fica estabelecido: Q+Q_ . O

Contorno do sélido também softe alteragdes, passando a ser I' — T + I', . Portanto, a

identidade Somigliana (2.5.1) passa a ser escrita com novos trechos:

5 =— [pj(QuQdr@+ [u}(sQp,(Qr(Q)+
r-T+T, r-T+T, (2.5.7)

+ [ ui(s.9)b,(q)dAq)

Q+Q,

Agora, encontrada a identidade (2.5.7), deve-se efetuar o procedimento

inverso, ou seja, o de levar as novas parcelas (correspondentes ao acréscimo de

dominio) ao limite quando ¢ - 0, Q. ,I,T . — 0 e o ponto volta a ser de contorno,

quando s — S. Em ROCHA (1988), por exemplo, sdo mostrados todos os detalhes

destes limites. A expressao resultante de particular interesse para este trabalho é:
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¢;(S)u;(8) = =[ p;(S,Q)u;(Q)Ar(Q) +[ uj (S, Q)p; (QAT(Q) +
- : (2.5.8)
+ [u;(S, @)b;(9)d(q),

1 : " 29\, .
onde ¢;(S) = 5 I para pontos de um contorno sem angulosidades ("smooth™); e I ¢ a

matriz identidade (aqui de ordem 3x3, para cada ponto de colocacao S).

A identidade encontrada para pontos do contorno ¢ semelhante aquela para
pontos do dominio (2.5.1) e ¢ também valida para pontos localizados fora do

dominio do sélido. O coeficiente multiplicador ¢; passa a caracterizar a natureza da

localizag¢ao do ponto, assumindo os valores:

, para pontos externos ao dominio (2
Cy

0
=1 %, para pontos do contorno I (2.5.9)
1

, para pontos internos ao dominio 2

A representacao integral (2.5.8) ¢ determinada considerando-se que o so6lido
tridimensional ¢ definido mantendo-se a orientacdo do vetor normal ao seu contorno
sempre para fora. Assim, os problemas relacionados a escavagdes e cavidades ainda
ndo estdo equacionados. Uma vez que neste trabalho utiliza-se a solu¢do fundamental
de Mindlin, e sua aplicacao em escavagoes e cavidades proximas a superficie livre €
imediata, faz-se necessario conhecer a representacdo integral para esses problemas.

Considere-se um solido tridimensional, elastico-linear, homogéneo, de

dominio Q e contorno I', e que contém uma cavidade definida pelo contorno T
(ver figuras 2.5.2 e 2.5.3). Este solido, definido por '+ Q + T, em forma de uma
esfera de raio r, centrado em um ponto S do contorno I" da cavidade, esta contido
no espago Q infinito (ou semi-infinito). O procedimento utilizado para obter a sua
representacdo integral passa por acrescentar a identidade (2.5.8) parcelas

correspondentes ao dominio Q e contorno I' e, depois, fazer com que o raio da

esfera tenda para o infinito (r, — o), situagdo limite do problema. Apds efetuarem-

se os limites descritos, por exemplo, em ROCHA (1988), verifica-se que a expressao
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resultante ¢ a mesma (2.5.8), ou seja, a representacao integral determinada para os
problemas de geometria finita também ¢ valida para regides infinitas, e, portanto, fica

estabelecida uma formulagdo para andlise de problemas de escavagoes.

/ 44

3 d
L -
ys I
-
n
r
Q
_ o]
0

IO e

FIGURA 2.5.2 - Regido infinita - espago de Kelvin.

FIGURA 2.5.3 - Regiao semi-infinita - espaco de Mindlin.
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2.6 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Até aqui foi apresentada uma formulagdo, baseada nas equagdes integrais de
contorno, que permite a andlise de solidos eldsticos tridimensionais, isotropicos e
homogéneos. Entretanto, sua utilizagdo pratica se verifica com a transformacdo em
equacdes algébricas. Portanto, neste item ¢ detalhado o procedimento numérico
conhecido por Método dos Elementos de Contorno (MEC). As matrizes serdo

representadas por caracteres em negrito.

2.6.1 - Discretizagoes

Toma-se o solido que se deseja analisar e mapeia-se todo o seu contorno por
um numero finito de elementos: planos ou curvos, triangulares ou quadrangulares

(conforme a figura 2.6.1).

nto nodal
ponto nodal / po

P ponto nodal

X3

% (c)

FIGURA 2.6.1 - Sélidos discretizados por elementos de contorno: (a) constante; (b)

linear; e (c) quadratico.
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Um elemento qualquer ¢ geometricamente definido pelas coordenadas

cartesianas de seus pontos nodais, X". Adotando-se as fungdes de interpolagdo W,

as coordenadas de um ponto qualquer do elemento sao obtidas através de:

X =9"X". (2.6.1)

As variaveis fisicas do problema (deslocamentos e forcas de superficies) sdo
aproximadas através de fungdes interpoladoras utilizando-se os respectivos valores
nodais (valores dos nds funcionais). De acordo com a escolha das fungdes
interpoladoras, os elementos de contorno recebem uma classificagdo: constantes;
lineares; quadraticos; e de ordem superior, para fun¢des polinomiais (ver figura
2.6.1).

Os valores de deslocamentos e forcas de superficie (u e p) , aproximados

por seus valores nodais (U" e P"), sdo portanto expressos por:

u=¢'U"
: (2.6.2a-b)
p=¢ P",

onde ¢ sdo as funcdes interpoladoras.

A discretizagdo do dominio ¢ feita, de maneira mais direta, dividindo-o em
células tridimensionais, geralmente na forma de hexaedros e tetraedros. Porém, a
equacdo basica do Método dos Elementos de Contorno (2.5.8) fica expressa por um
termo de dominio, o que de certa forma ndo estad coerente com o principio do
método. Outras técnicas sao apresentadas na tentativa de utilizar somente elementos
de contorno, dentre elas a Reciprocidade Dual e a Integragdo Direta (que serdo
abordadas em detalhes no proximo capitulo). Mas, para permitir a discretizacao geral
de (2.5.8) por ora, seguem-se as relacdes necessarias para o uso de células. As

coordenadas X, de um ponto qualquer da célula ficam definidas em termos das

fungdes interpoladoras W, e das coordenadas X! dos pontos geométricos da mesma.
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X, =¥'X". (2.6.3)

As forcas de volume b, por sua vez, podem ser aproximadas sobre cada
célula por fungdes interpoladoras ¢ e valores nodais B" (nos nés funcionais).

A fim de utilizar as expressdes aproximadas mostradas neste item, ¢
conveniente apresentar a identidade (2.5.8) na forma matricial, onde a substituicdo

daquelas ¢ imediata. Assim,

e(S)u(s) = -[p’(S.Qu(Q)dr(Q) +/ u"(8,Q)p(Q)Ar(Q) +
r r (2.6.4)
+ [u" (S.q)b(q)dA(q)

Portanto, aproximando o contorno do sélido em "J" elementos, com "N"
pontos nodais (nds funcionais), e o seu dominio em "M" células, a representacio

integral para deslocamentos, (2.6.4), passa a ser:

e(Sus) = —Z[Jp*(S,Q)d)T(Q)dF(Q)}U" +

+2 fu*(S,Q)¢T(Q)dF(Q)}P“ + (2.6.5)

=T

Ju s (q)dQ(q)}B“

Uma vez resolvidas as integrais de (2.6.5), com procedimentos que serdo
vistos no item 2.6.3, e escrevendo-as para cada ponto de colocagdo S, tem-se a

seguinte equacao matricial:

cU+HU =GP +DB, (2.6.6)
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onde as matrizes H, GeD vém, respectivamente, dos somatorios das integrais
sobre cada elemento j, definidos em (2.6.5).

Observando-se a equacao (2.6.6), nota-se que ¢ possivel agrupar as matrizes

que multiplicam o vetor dos valores nodais de deslocamentos (H:E+ﬁ),

resultando na equacao:
HU = GP + DB. (2.6.7)

Um sistema de equagdes algébricas pode ser montado a partir da defini¢ao
das matrizes H, G ¢ D e dos valores prescritos de deslocamentos U, forgas de

superficie P e forcas de volume B. Assim,
AV, =F. (2.6.8)

onde:

A ¢ uma matriz de ordem 3Nx3N que contem elementos das matrizes H e

G devidamente trocados (troca de colunas) para agrupar todas incognitas do lado
esquerdo da igualdade, sejam elas deslocamentos ou forgas de superficie;

V,: € o vetor das incognitas, deslocamentos e for¢as de superficies, de

acordo com as condi¢des de contorno; e

F o vetor independente formado pela multiplicagdo dos coeficientes das
matrizes H e G relativos as componentes prescritas de deslocamentos e forgas de
superficie, somando-se, ainda, valores da parcela das forgas de volume.

A solugdo do sistema (2.6.8) ¢é simples, podendo ser representada por:
Ve =A7'F. (2.6.9)

Podem ser utilizados os ja consagrados métodos de resolucdo de sistema
linear de equagdes, como por exemplo o algoritmo de Gauss. Entretanto, ¢ necessario

lembrar-se que a matriz A € cheia e ndo simétrica.
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2.6.2 - Elementos de Contorno

Neste trabalho utiliza-se o elemento triangular plano para a discretizacdo da
superficie de contorno do solido tridimensional. Este elemento € bastante conhecido,
uma vez que foi desenvolvido para uso no Método dos Elementos Finitos — MEF
(COOK et al., 1989). Portanto, as coordenadas obliquas (ou homogéneas) e as
fungdes interpoladoras utilizadas no MEC sao praticamente as mesmas utilizadas nas
formulacdes do MEF. Vale ressaltar uma diferenga entre as exigéncias feitas para
ambos os métodos: para a formulagdo do MEF ¢ necessario garantir a continuidade
de deslocamentos, enquanto que para o MEC nao.

A geometria do elemento triangular plano ¢é determinada a partir das
coordenadas cartesianas dos trés nos posicionados nos vértices (no6s geométricos),

para o sistema global de coordenadas ( X, ) ou para um sistema local de coordenadas
cartesianas (X, ). Recomenda-se ainda a adog¢do de um outro sistema local utilizando
as chamadas coordenadas homogéneas ou obliquas (&;). A figura 2.6.2 mostra o

elemento e seus sistemas de coordenadas. No item 2.6.3, tem-se os procedimentos de

integragdo que justificam a utilizacdo de varios sistemas de coordenadas.

FIGURA 2.6.2 - Geometria do elemento triangular plano a partir dos diversos

sistemas de coordenadas.

Tendo em vista as coordenadas homogéneas, um ponto qualquer do elemento

¢ determinado pela expressao (2.6.1) modificada, ou seja,
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X =P ()X (2.6.10)

A variacdo das coordenadas homogéneas ¢ de 0 a 1 e, por definicao, a

coordenada &, ¢ funcdo das outras duas (&, € &, ), como mostra a figura 2.6.3.

e

FIGURA 2.6.3 - Variagao das coordenadas homogéneas.

A formulagdo integral até aqui apresentada diz respeito ao sistema de
coordenadas cartesianas. Na mudanga para o sistema de coordenadas homogéneas,
aparece um valor que relaciona os dois: o Jacobiano de transformagao (denotado por

|G|), a partir da utilizagdo da regra da cadeia:

x Ko g @ 2.6.11
GE, T, OX,  MaX, 26.11)

ou, matricialmente,

or X, 00X, 0JX;||8X,
og, | _| 05 & o | or

a [T oX, X, X, ||ax, [ (2.6.12)
o, o0&, g, 0g, | or
X,

Obtendo-se o determinante para a matriz G em (2.6.11), chega-se ao valor do

Jacobiano de transformacao para o elemento triangular de area A, equivalente a:
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|G| =2A. (2.6.13)

Uma vez discutido o aspecto da geometria do elemento a ser empregado ao
longo deste trabalho, passa-se a abordar as func¢des de interpolacao que sdo utilizadas

para as variaveis do problema: deslocamentos e forcas de superficie.

2.6.2.1 - Elemento Constante

Utilizando-se a mais simples das fun¢des aproximadoras, o elemento passa a
ser denominado constante. Possui um unico ponto funcional, cuja posicdo € no
centréide de sua area. Trata-se de um elemento facil de ser implementado de boas
respostas obtidas. A precisdo dos valores ¢ conseguida a partir de uma discretiza¢do
com um numero relativamente grande de elementos, se comparada com outras
discretizacdes com elementos lineares, quadraticos, etc. Uma vantagem importante
no elemento constante ¢ que as descontinuidades sdo perfeitamente consideradas. A

figura 2.6.4 mostra o elemento constante com sua funcao aproximadora ¢ e também

a defini¢do do né funcional.

FIGURA 2.6.4 - Elemento triangular constante.

As aproximagdes dos valores de deslocamentos e forg¢as de superficie (sobre

cada elemento) sdo expressas por:

u=¢"(g)U" =IU"

b T(E P 1P (2.6.14a-b)
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onde U"eP" possuem os valores de deslocamentos e forgcas de superficie,

respectivamente, no centroéide do elemento (n6 funcional).

2.6.2.2 - Elemento Linear

O elemento linear permite aproximag¢des muito boas das varidveis do
problema. Porém, surgem alguns problemas com relag@o a descontinuidade de forgas
de superficie, solucionados pela aplicagdo conveniente dos tipos de elementos

lineares que existem: continuo, de transi¢ao e descontinuo (ver figura 2.6.5).

2o

No Funcional

2’

(c) (d)
FIGURA 2.6.5 - Variagdes do elemento linear: (a) continuo; (b) e (c) de transi¢do; e

(d) descontinuo.

O elemento linear continuo, ou isoparamétrico linear, tem seus nos funcionais
coincidentes com os nds geométricos (figura 2.6.5a), o que significa que a
descontinuidade ndo pode ser modelada através de seu emprego.

O elemento linear descontinuo, nao-conforme ou de coloca¢ao nao nodal, tem
os trés nds de colocagdo deslocados de seus nds e estdo associados a um unico

elemento (figura 2.6.5d). Permite, portanto, representar descontinuidades.
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O elemento linear de transi¢ao tem alguns de seus pontos de colocagdo
coincidentes com os nods geométricos (figuras 2.6.5b-c). Como indica o proprio
nome, ¢ ele que tem a tarefa de unir os elementos descontinuos aos continuos,
permitindo uma discretizagdo mais racional (com o nimero de pontos de colocacao
estritamente necessario). Sua formulacdo ¢ uma combinacdo das formulagdes dos

elementos continuos e descontinuos.

A) Elemento Triangular Linear Continuo

O elemento triangular isoparamétrico linear tem seus trés pontos de
colocacdo coincidentes com os nds geométricos, conforme mostra a figura 2.6.6.

Note-se as fungdes de interpolacdo ¢ observando-se a localizagdo de seus valores

extremos, O e 1.
No Geomeétrico

€' N6 Funcional

3

FIGURA 2.6.6 - Elemento triangular isoparamétrico linear.

As aproximacgdes das variaveis do problema sdo expressas matricialmente

por:
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wl [e, 0 0 & 0 0 g o ofU
u,f=[0 & 0 0 & 0 0 & O0KUZle (2.6.15)
w) 00 g 0 0 & 0 0 gfuU

b & 0 0 ¢ 0 0 & 0 O Pl2
p,¢=l0 & 0 0 & O 0 & O P22 ; (2.6.16)
p; 0 0 ¢ 0 0 & 0 0 & P32

onde u; e p, representam as componentes de deslocamentos e forgas de superficie,

respectivamente, na diregdo i para um no6 qualquer e U e P as componentes

nodais na direcdo i de deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente.
No presente trabalho o elemento triangular linear continuo s6 ¢ utilizado para
contornos suaves, sem angulosidades, o que significa que a matriz ¢ da equagdo

(2.6.5), tendo em vista os valores (2.5.9), tem os seguintes elementos:

Lo

2 2.6.17)
¢S)=|0 = ol
S 5

0 0 L

L 2




48

B) Elemento Triangular Linear Descontinuo

O elemento descontinuo tem os trés pontos de colocac¢do deslizados para o

seu interior, conforme figura 2.6.7, que define ainda as fungdes de interpolacido ¢ .

Observando-se a localizagdo de seus valores extremos, 0 e 1, nota-se que o no
funcional continua coincidente com o geométrico, havendo uma interpola¢do nos
valores das variaveis (deslocamentos e forcas de superficie), ja que as equacdes de

deslocamento sdo escritas para os pontos de colocagao (internos).

2 N6 Geometrico

FIGURA 2.6.7 - Elemento triangular descontinuo.

As aproximacdes das varidveis do problema expressas por (2.6.15) e (2.6.16)
sdo também validas para o elemento descontinuo. A modificagdo se dd por

interpolagdo, efetuada sobre a matriz ¢ em (2.6.6), ou seja,

Voo o
€S)=| 0 % oo & o 0 & 0 0 & 0], (2.6.18)
0 0 M0 0& 0 0 & 0 0 ¢

o]
(e
Jre
(3]
(@]
Jre
w2
(@]
[a)

onde as coordenadas homogéneas &, referem-se ao ponto de colocagdo S deslizado

para o interior do elemento sobre a mediana do lado oposto ao vértice do tridngulo
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relacionado ao ponto. Tomando-se a distancia d entre o vértice do tridngulo e o seu

centroide, a posi¢do do ponto de colocacio fica definida utilizando-se
0,35d ou 0,475d, (2.6.19)

ressaltando-se que estes percentuais sao utilizados a partir do centrdide. O percentual

0,475 implica nos seguintes valores para as coordenadas homogéneas de um dado
ponto S: El :EZ =0,175 e E3 =0,65.
Alguns testes foram processados modificando-se a posi¢do dos pontos de

colocacdo. Os resultados foram mais precisos quando o ponto de colocagdo estava

relacionado ao intervalo entre os valores definidos em (2.6.19).

2.6.3 - Integragdes Numéricas

Considere-se a equacdo (2.6.5) sem o termo das forcas de volume, por
simplificag@o. Seus dois primeiros termos envolvem integrais sobre cada elemento de
contorno. Definem-se, agora, duas matrizes g ¢ h apresentando as seguintes

expressoes:

g=[u'(5,Q)0"(QAr(Q)

L ) (2.6.20a-b)
h=[p’(5,Q¢"(Q)dr(Q)

As solugdes analiticas de (2.6.20a-b) s3o de dificil obtencdo, dada a
complexidade das funcdes a serem integradas. Portanto, justifica-se o emprego de
esquemas numéricos de integracdo para viabilizar um procedimento padrdo e
eficiente de obtencdo das matrizes g ¢ h.

As integrais (2.6.20a-b) sdo calculadas para duas situagdes distintas: quando

o ponto de colocagdo S situa-se no elemento a ser integrado (integragdo singular ou
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semi-analitica) e quando posiciona-se fora (integragdo numérica). As duas

integracdes sdo definidas a seguir.

2.6.3.1 - Integragdo Singular

Na caso em que o ponto de colocagdo pertence ao elemento j, a integragdo ¢
. ~ * * . ~
chamada de singular, uma vez que as expressdes de u e p , escritas em funcdo da
coordenada esférica r, apresentam singularidades nas vizinhangas do ponto S.
Um procedimento bastante utilizado para determinacdo de uma integral
singular, e que tem apresentado excelentes resultados, adota um sistema de eixos

(X, yez) de modo que o plano Xy contenha o elemento. O contorno I';, que € o

elemento, ¢ substituido por uma relagdo entre as variaveis polares r ¢ 6, conforme
mostra a figura 2.6.8. A integracdo singular ¢é, entdo, efetuada em duas etapas:

integragdo analitica em r e numérica em 0.

X3
X, ~ %e
< y Voo
Z
2. o2
3’ Z 1’
o {) é) L 2
3 1 59? 3 Tz ??

X

FIGURA 2.6.8 - Defini¢do de parametros para a integracdo singular.

Para a solu¢do fundamental de Kelvin (definida em (2.4.4) e (2.4.5)) a

integracao analitica em r pode ser resumida em trés parcelas distintas:
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parcl(?) = Jlﬁgdl"
r

T

LI,

parc2(i, j, /) = j g,dr . (2.6.21a-c)

T

Tr.
parc3(i,() = [ &,dT
T

T

r

No plano xy, da figura 2.6.8, as coordenadas homogéneas podem ser obtidas

a partir da expressao:

1
g, =g[ae +B[X+v[y], (2.6.22)

onde

O, =X ¥ =X\ Y;

B, = Yi =Y«
Tr= X, (2.6.23a-d)
(=123
j=231
k=312
Sabe-se, ainda, que
X =rcosH
¥ = rsen® (2.6.24a-b)

Portanto, para utilizar (2.6.22), tendo em vista (2.6.24), ¢ necessaria uma

transformagdo de coordenadas, indicada da seguinte forma:

cosp senep O

X X
yr=|—seng cos¢ ORyr+yy, . (2.6.25)
z 0 0 1|z
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Assim,

1 _ _
S =S lA +B5X+Cz.‘/] (2.6.26)

onde

A, =a,+B,x,+7,y,

B, =B, cosp—v,seng (2.6.27a-c)
C,=pB,senp+7y,cosop

Determinadas as coordenadas homogéneas, as integrais (2.6.21a-b) em r

podem ser efetuadas, sendo dI" = rdrd6, chegando-se em:

B
parcl(/) = i](Aﬁ +7frcose +%rsen Ojrde

0

1 . . (2.6.28a-b)
arc2(i,j,/)=—|r.r.| A, + —rcosO+—-rsen® [rdo.
parc2(i, J, £) 2A£,_J(5 5 5 }

A parcela trés, parc3(i, /), ¢ singular para r =0 e, portanto, necessita de

analise mais detalhada. A integrag¢do toma a seguinte forma:

parc3(i, /) = i'[r’i (A[Ln(r) +B,rcos0+C,rsen 6}19 +

Y (2.6.29)
- Llrgl J- A, Ln(e)r;do
0

Analisando-se o integrando da parcela do limite indicado em (2.6.29),
verifica-se que a derivada da variavel r em relagdo a dire¢do cartesiana i pode ser

representada por:

r; =m; cos®+m;, sen0d, (2.6.30)
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onde m; sdo os cosenos diretores no ponto em analise em relagdo a x; . Portanto, se

a variacdo de 0 obedece ao intervalo 0 <0 <2m, a integral tem valor nulo e o limite

¢ igual a zero, ou seja,
2n
Li%l I A ,Ln(g)(m;, cos® +m;, sen0)d0 = 0. (2.6.31)
£ 0

Logo, a parcela trés passa a ser:

parc3(i, /) = ij.r’i (A(Ln(r) +B,rcos0+C,rsen 9)19 . (2.6.32)

0

Cabe aqui uma consideragdo importante: a expressao (2.6.32), que representa
a parc3, apos a realizagdo do limite (2.6.31), s6 ¢ verdadeira para os extremos
inferior e superior iguais a 0 e 27, respectivamente, ou seja, se o ponto de colocagdo
estiver deslocado para dentro do elemento (elemento descontinuo). Em elementos
misto e continuo isto so se verifica se a soma dos intervalos para a variavel angular
0, de cada elemento concorrente ao nd, atingir o extremo superior igual a 2n. Em
cada elemento ndo ha condi¢do de limite, mas, quando sao somadas as contribui¢des
de cada elemento, chega-se no valor dado pela expressao (2.6.32).

Na determinacgdo das expressdes para as parcelas (2.6.21a-c), utiliza-se ainda
um procedimento numérico para a integragdo em 6 (2.6.28a-b) e (2.6.32). Pode-se

efetuar a integracdo numérica diretamente em O, ou transformar cada elemento

triangular plano em um dominio cujo contorno [ tem trés elementos

unidimensionais retos (figura 2.6.9).
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1 0 ¢ 1
% —
—T
} L/2 } L/2 }
n L
df:?d{‘
(a) (b)

FIGURA 2.6.9 - (a) integracao no contorno ficticio do elemento triangular; (b)

elemento unidimensional utilizado.

Para representar o elemento de superficie através de trés elementos lineares

de contorno, a diferencial em 0 deve ser substituida por:

1or

o =——rdl (2.6.33)

Assim,

B .
parcl(ﬁ):ij A, +—“rcos9+&rsen9 afdl“
2A ¢ 2 2 on

r

1 B C or .~
arc2(i,j,/)=—|rr| A, + —Lrcos®O+—LrsenO |—dI 2.6.34a-
parc2(i, /) ZAJ[ : 5 jaﬁ (2.6.342-¢)

parc3(i, /) = LJ.ri(A(Ln(r) +B,rcos0+C,rsen e)lidf
A% r on

Substituindo-se ainda as funcdes cosO e send em (2.6.34a-c), tendo em vista

os valores dados em (2.6.24) e (2.6.25) mais os parametros (2.6.23), tem-se:
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1 or
parcl(f) = Kl(zaé +BF(X+XO)+y((X+X0))%dF

1 or
parc2(i,.0) =[x, (20, +B, (x+x) 47, (x4 x,)) dl
r (2.6.35a-c)

parc3(i, £) = i rT {a,Ln(r) +B,[x+x, (Ln(r) - 1)] +

+7,[y+y,(Ln(r) - 1)]} %dﬁ

As integrais (2.6.35a-c) sdo, entdo, calculadas numericamente através da
quadratura Gaussiana (KANE, 1994). A figura 2.6.9b define o elemento linear
utilizado no contorno ficticio do elemento triangular, bem como seus parametros

mais importantes. Assim, as matrizes g ¢ h (2.6.20a-b) ficam determinadas por:

Npg _
g=> f,©Ow,
- (2.6.36a-b)
h =) f,Ow,,

=1

onde |J| é o jacobiano de transformacio de coordenadas para o elemento

L
unidimensional reto, e vale E(metade de seu comprimento); w, € o peso no ponto

¢, para a quadratura Gaussiana; f, e f, representam os integrandos (2.6.20a-b) ja

devidamente transformados utilizando-se convenientemente as parcelas apresentadas
em (2.6.35a-c); e Npg representa o numero de pontos de Gauss.

As expressdes (2.6.35a-c) foram deduzidas a partir da solugdo fundamental
de Kelvin. Para a solu¢do fundamental de Mindlin, que pode ser entendida como uma
parcela de Kelvin e outra complementar (BREBBIA et al., 1984), a aplicacdo dessas
expressoes ¢ direta. Para a parcela complementar de Mindlin, tendo em vista que a
imagem S’ do ponto fonte, conforme a figura 2.4.4, ndo pertence ao elemento que
estd sendo integrado, o procedimento usado ndo ¢ o de integracdo singular
apresentado até aqui, e sim o proximo procedimento para integracdo numérica

utilizando Hammer.
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2.6.3.2 - Integragao Numérica

Na integragdo numérica, o ponto de colocagdo nao pertence ao elemento a ser
integrado. Para este caso, as tabelas de integracdo numérica de Hammer da bons
resultados.

A integracdo numérica ¢ feita com relagdo as coordenadas homogéneas,
utilizando-se o Jacobiano de transformagcio |G/, (2.6.13). As integrais em (2.6.20a-b)
para o caso onde o ponto de colocacao nao pertence ao elemento a ser integrado,

passam a Ser:

SN ACRR T
h=olf)| [ 1, (6.8 1, e,

(2.6.37a-b)

onde as fung¢des f, e f, sdo os integrandos de (2.6.20a-b).

Aplicando-se o procedimento de integragdo numérica de Hammer a expressao

anterior, tem-se:

NPII
g=|G[D 1, (&.&)w,
. (2.6.38a-b)
h =[G, &1.&)w,,
(=1

onde Npy representa o numero de pontos de integragdo de Hammer e w, o valor do

peso no ponto /.

E importante salientar que os pesos do procedimento de Hammer
apresentados nas diversas tabelas (como em BREBBIA et al., 1984), leva ao dobro
do valor das integrais. Portanto, ¢ necessario dividi-los por 2 (dois) a fim de
equacionar os procedimentos de integracdo singular e numérico.

O procedimento numérico de integracdo de Hammer no presente trabalho,
tem sua precisdo afetada pela distancia (r) entre os pontos fonte S e de campo Q, ja

que as fungdes envolvidas sdo singulares. A figura 2.6.10 mostra dois casos distintos



57

que aparecem no procedimento numérico. Em (a) vé-se que a distancia entre os
pontos S e Q ¢ relativamente grande quando comparada com o tamanho dos lados
dos elementos triangulares. Portanto, o procedimento de Hammer fornece resultados
bem satisfatorios. Em (b) o ponto S estd muito proximo do elemento a ser integrado.
Neste caso, por causa das fungdes envolvidas, a precisdo da integracdo numérica

diminui, comprometendo substancialmente os resultados.

(a) (b)
FIGURA 2.6.10 - Proximidade dos pontos fonte S e de campo Q.

Um procedimento utilizado para aumentar a precisdo das integracdes
realizadas numericamente ¢ aquele em que se divide o elemento j em sub-elementos
e, em seguida, aplica-se o procedimento de Hammer a cada um deles (como em
KANE, 1994). A divisdo em sub-elementos pode ser feita de forma escalonada e ndo
regular, em fun¢do da distincia r entre S e Q. Neste trabalho, optou-se pela divisao

unica e regular, através de 25 sub-elementos, conforme mostra a figura 2.6.11.
1

> O\,
@206\
Y096\,
I AN ATAvAT

@ &)

@\ @
18 19 20 2

1

FIGURA 2.6.11 - Divisao do elemento triangular em 25 sub-elementos.
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2.6.4 - Deslocamentos e Tensoes em Pontos do Dominio

A representagdo integral (2.5.1) fornece os valores de deslocamentos em
pontos do dominio, conhecidos os valores de deslocamentos u e forg¢as de superficie
p no contorno. A discretizagdo discutida no item 2.6.1 ¢ também utilizada aqui,

definindo (2.5.1) de forma semelhante a (2.6.5), ou seja:

u(s) = —Z[Ip*(s,QW(Q)dr(Q)]U“ +

=T

Iu*(s,Q>¢T(Q>dr(Q>}P“ + (2.6.39)

.[ u’(s,9)¢, (Q)dQ(q)]B“,

onde as respostas de deslocamentos sdo

u(s) =qu, (. (2.6.40)

As parcelas integrais de (2.6.39) sdo calculadas através do procedimento de
integracdo numérica, semelhante aquele usado no caso onde S e Q pertencem a
elementos diferentes. Também aqui adota-se a divisdo do elemento triangular em
sub-elementos, a fim de melhorar a precisao dos resultados.

Representando (2.6.39) na forma matricial, tem-se:
u=-HU+GP+DB (2.6.41)
Para o calculo das tensdes em pontos do dominio, utiliza-se o mesmo

tratamento dispensado a equacdo de deslocamentos. Assim, a representacdo integral

(2.5.2) passa a ter a seguinte forma:
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o(s) = —Z{ J s*(s,Q>¢T<Q)dr(Q)}U“ +

J

2| [DGs Q)¢T(Q)dF(Q)]P” + (2.6.42)

> [D )b/ (q)d@(q)}B",

m=1

onde

o(s)=|oc, G, O, ou of(s)=

(&)
(&)
(0
On (2.6.43a-b)
(o)
(&)

As integrais em (2.6.42) s3o resolvidas numericamente através do
procedimento de Hammer, semelhante ao que j& foi usado para os deslocamentos,
observando-se que os tensores envolvidos, agora, sdo S* ¢ D* - (2.5.3), (2.5.4),

(2.5.5) ¢ (2.5.6).

Representando-se (2.6.42) na forma matricial, tem-se:

c=-HU+GP+D'B. (2.6.44)

2.6.5 - Tensoes em Pontos do Contorno

As tensdes em pontos do contorno podem ser obtidas através da equacdo

(2.6.41) com alguma manipulacdo algébrica. Entretanto, os nucleos das integrais

n

apresentam singularidades do tipo r™", motivo pelo qual este procedimento ¢

evitado.
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Uma maneira mais simples e eficiente de se determinar tensdes em pontos do
contorno consiste em utilizar uma aproximac¢ao das deformagdes a partir dos valores
nodais de deslocamentos de cada elemento. Esse procedimento ¢ indicado em
LACHAT (1975) e BREBBIA et al. (1984).

Considere-se a figura 2.6.12, que traz um elemento posicionado no contorno,
com seus sistemas de coordenadas cartesianas global e local, para a andlise de
tensdes. Um elemento deste ponto foi extraido, apresentando-se as suas componentes

de tensao.

sS4

FIGURA. 2.6.12 - Ponto do contorno para analise de tensoes.

O sistema local X, ¢ definido tendo um de seus eixos perpendicular ao plano

do elemento em questdo, e os outros dois posicionados no plano do elemento.

Através de (2.3.3) e (2.3.5), pode-se dizer que:
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6, =2G+N)e,, +A(g,, +€53)

G, =2Gg,

G,, =(2G+L)e, + A(g,, +£5,) (2.6.45a-1)
G, =P

G, =P,

G, =P,

Neste caso, € possivel eliminar a deformagao na direcdo 3 ja que se conhece o

valor da tensao nesta direcdo. Assim,
Gy, =P, =(2G+A)e;,; + Mg, +&y,), (2.6.46)
0 que resulta em

1

€33 = M[Ps _7‘(811 + 822)] .

(2.6.47)

O valor encontrado (2.6.47) deve ser substituido em (2.6.45a-c).
Por outro lado, as deformagdes (2.3.4) estdo escritas em fungdo dos

deslocamentos, aqui aproximados pelos valores nodais U, e a fungdo aproximadora

T .« eqe . . .
¢, ja utilizada nos itens anteriores. Assim,

u(§,,8,)=0,U; =,(U; - UN)+E,(U; -UDH+ U], (2.6.48)

cujas derivadas sao:

(2.6.49a-b)
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Mas as derivadas necessarias para se utilizar (2.3.4) sdo relativas as coordenadas

cartesianas. Assim, utilizando-se a regra da cadeia, tem-se:

6ui _ aXJ 6ui
o€, 0k, ox,

(2.6.50)

As coordenadas cartesianas locais também sao escritas em funcdo de seus

valores nodais, da seguinte forma:
x,(8.,8)=0x" =& (x, —x)+&,(x) - x)+x], (2.6.51)

cujas derivadas sao:

& oxi—x
%,
0X, s
=X, —X
&, ! ! (2.6.52a-d)
Sroxiox
0,
X oxi-x)
¢,

O Jacobiano de transformagdo entre o sistema cartesiano local e o de

coordenadas homogénea ¢ |G| =2A, definido em (2.6.13). Com todos os parametros

estabelecidos, a partir de (2.6.50), pode-se obter os valores aproximados para as

deformacdes, dados a seguir.
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Mo ()0 0) - (s - ) U3 - )]
1
G_XL ) i (i =) (U7 = U1) = (] =] )(U} - 1) (2.6.53a-d)
T Lt (URIH I (R
gzz = i(Xi =X (U3 - U3) = (x] - x7)(U} - U;)]

Portanto, os valores das tensdes em pontos do contorno ficam estabelecidos,

de forma aproximada, pelas expressoes:

G, = b ZG(%+ v%j + VP,
l1-v 0X, 0X,

Gy, = G( o, v%j

ox,  0x (2.6.54a-f)
5, - 2G(8u2 + v%j + VP,
l1-v 0X, 0X,
631 =5
632 =P,
633 P3

2.7 - APLICACOES

2.7.1 — Aplicagao 1: Solido elastico paralelepipédico submetido a uma forga estatica.

O primeiro caso a ser processado ¢ um solido eldstico paralelepipédico
solicitado por uma forca estatica de tracdo, vinculado na base para evitar o

deslocamento axial nestes pontos e totalmente contido nas laterais, conforme
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apresentado na figura 2.7.1. Além dos parametros geométricos definidos nesta figura,

sdao considerados: E = 100.000Pa; v =0,25.

q=1Pa

a E=100.000Pa
v=0,26
*b

(a) (b)
FIGURA 2.7.1 — Definic¢ao do solido e suas condigdes de contorno: (a) contorno
contido lateralmente e pontos para avaliacdo; e (b) sélido, carga e condigdes de

contorno parciais.

A formulacdo do método dos elementos de contorno apresentada neste
capitulo foi testada utilizando-se duas discretizagdes: com 12 elementos triangulares
descontinuos (36 pontos de colocacdo) e com 40 elementos (120 pontos de
colocagdo), conforme mostra a figura 2.7.2. Os n6s de cantos sao avaliados através

do no6 deslocado dos elementos descontinuos.

(a) (b)
FIGURA 2.7.2 — Discretizagdes do contorno por elementos triangulares planos

descontinuos: (a) 12 elementos e (b) 40 elementos.
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Os programas computacionais utilizados no processamento deste exemplo
implementam as solu¢des fundamentais de Kelvin e Mindlin. Os resultados sao
apresentados na tabela 2.7.1 e evidencia a adequag¢do da formulagdo apresentada,
uma vez que os valores tedricos sdo alcangados pela simulagdo numérica. Deve-se
lembrar que, para a solugao de Mindlin, € necessario fazer com que o parametro “c”
seja grande o suficiente para que esta coincida com a solugdo de Kelvin. Entretanto,

"on

por serem as exatas as funcdes aproximadoras, os resultados obtidos para "c

pequenos coincidem com os anteriores (neste caso).

TABELA 2.7.1 — Deslocamentos na diregdo axial, X, (x10° m).

Ponto Valor Sol. Fund. Kelvin Sol. Fund. Mindlin
Observado | Teodrico 12 elem. 40 elem. 12 elem. 40 elem.
a -3,333... -3,332 -3,333 -3,332 -3,333
b -1,666... -1,667 -1,667 -1,667 -1,667
c 0 0 0 0 0
TABELA 2.7.2 — Tensdes na diregdo axial, X ;, (Pa).
Ponto Valor Sol. Fund. Kelvin Sol. Fund. Mindlin
Observado | Teodrico 12 elem. 40 elem. 12 elem. 40 elem.
1 1 1 1 1
b 1 1,0002 1,0002 1,0002 1,0003
c 1 1,0013 1,0013 1,0013 1,0013

As tensdes transversais encontradas com o emprego da formulagdo
apresentada correspondem também aos valores teoricos obtidos através das relagdes
da elasticidade; a saber:

o)’ =o)™ =0,333, enquanto que os valores tedricos sio :6,, =G,, =0,333... .

Embora o exemplo processado seja extremamente simples, os resultados

obtidos mostram que a formulacdo apresentada neste capitulo ¢ adequada para a
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analise de solidos elasticos tridimensionais. O elemento triangular plano com
aproximacao linear, de facil implementagdo, possibilita uma discretiza¢do coerente.
A aproximacao linear descontinua adotada elimina os problemas surgidos na
analise dos nds de canto. As integragdes utilizadas, tanto a numérica quanto a semi-
analitica, mostram-se eficientes junto a formulacdo. Por fim, a relagao entre as
solucdes fundamentais de Kelvin e Mindlin apresentada neste capitulo se verifica a

medida que os valores obtidos por ambas sdo coincidentes.
2.7.2 — Aplicacdo 2: Viga elastica solicitada a flexao.
Neste exemplo, ¢ analisada uma viga engastada em uma extremidade e livre

na outra, solicitada por uma forca perpendicular ao seu eixo aplicada na extremidade

livre. A figura 2.7.3 apresenta a viga em questdo cujos pardmetros elasticos sdo:

E=2.100kN/cm” e v=03.

P=40kN

E=2.100kN/cm®
v=0,3

80cm

—
<
S @

FIGURA 2.7.3 — Viga engastada com carregamento transversal na extremidade livre.

Duas discretizagdes sdo utilizadas para representar a superficie de contorno

da viga, conforme mostrado na figura 2.7.4. A primeira utiliza 40 elementos



67

triangulares planos com aproximagao linear (120 pontos de colocacdo) e a segunda

72 elementos (216 pontos de colocagdo).

(b)

FIGURA 2.7.4 — Discretizacdes utilizadas: (a) 40 elementos triangulares planos; e

(b) 72 elementos.

Apds o processamento dos dois casos, foram encontrados os valores

apresentados na tabela 2.7.3 e na figura 2.7.5. Foi utilizado o c6digo computacional

obtido utilizando-se a formulacao do MEC com a solucao fundamental de Kelvin.

TABELA 2.7.3 — Linha elastica da viga analisada (valores em cm).

Coord. X, Teoria de Vigas Discretizagao (a) Discretizagao (b)
40 elementos 72 elementos
0 0,2438 0,232 0,235
20 0,1540 0,146 0,149
40 0,0762 0,071 0,074
60 0,0209 0,019 0,021
80 0 0 0
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Os resultados obtidos, representados graficamente na figura 2.7.5, permite
dizer que a formulagdo do Método dos Elementos de Contorno apresentada ¢
coerente com o problema analisado. Note-se que, a medida que a discretizagdo
envolve mais elementos, os valores obtidos na analise se aproximam daqueles

utilizando-se a teoria classica das vigas.

0,05

—

=)

5]

N

N

% 0,10

g

)

o .

= —m— Teor. de vigas

S 015 f----

g —A— 40 elementos

§ r 72 elementos

5] ‘

Q020 e
I
I

- I
0,25 L i L
80 60

Eixo X3 (cm)

FIGURA 2.7.5 — Linha elastica da viga obtida das trés formas.

2.7.3 — Aplicagao 3: Soélido cruciforme.

O exemplo apresentado consiste de um soélido elastico em forma de cruz,
carregado com forgas auto-equilibrantes t, e t, de tragdo, conforme mostra a figura
2.7.6. O sistema global de coordenadas ¢ adotado com a origem no centro do sdlido,

para manter a simetria apenas para facilitar a andlise dos deslocamentos e tensdes,

uma vez que nao ¢ necessaria para a exatidao dos resultados.
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¢ W E=2.100kN/cm”
2

v=0,3

40cm

FIGURA 2.7.6 — Sélido elastico em forma de cruz.

A discretizagdo do contorno do soélido ¢ feita utilizando-se elementos
triangulares planos com aproximacdo linear. Os problemas relacionados aos nos de
canto estao solucionados a medida que o elemento descontinuo ¢ utilizado. A figura
2.7.7 mostra o arranjo de elementos utilizado na discretizagdao, formado por 152
elementos rebatidos em um Unico plano, de forma que a normal ao elemento esta

sempre para fora deste plano.

FIGURA 2.7.7 — Discretiza¢do em 152 elementos triangulares planos com

aproximacao linear (456 pontos de colocagdo).
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Adota-se, como primeira investigagdo, o par de for¢as t, e t, de valores

iguais a 0,10kN/cm’. Os valores de deslocamentos nas extremidades do s6lido sdo

obtidos na andlise dos respectivos valores em pontos pertencentes aos elementos do

contorno. A tabela 2.7.4 mostra esses valores nas duas direcdes investigadas.

TABELA 2.7.4 — Deslocamentos axiais maximos nas dire¢cdes X, e X;.

Eixo Desloc. Maximo (cm)
X, 0,00216 (along.)
X, 0,00216 (along.)

Adota-se, ainda, uma malha de pontos internos localizada na regido de
intersecdo das duas direcdes do so6lido, a fim de analisar o campo de tensdes
provocado pelas forgas solicitantes. A figura 2.7.8 mostra a regido central do solido
onde estao localizados os pontos internos (apenas em um quarto da regido, por razdes

de simetria), e as dire¢des principais das tensdes, obtidas da investigagao.

_ L

2
44+ ::O,lOkN/cm

+ X X X X ]
+X XXX
+ A X X X 2

T + 4% X ﬁ

TR

0,10kN/cm”

FIGURA 2.7.8 — Direg¢des principais das tensdes em pontos internos.

Outra investigacao adotada para este solido utiliza valores diferentes para o
par de forgas solicitantes, ou seja, t, = 0,J0kN/cm’ e t, = 0,20kN /cm? (t; =2t,).
Os valores obtidos dos deslocamentos nas extremidades estdo mostrados na tabela

2.7.5.
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TABELA 2.7.5 — Deslocamentos axiais maximos nas dire¢does X, ¢ X;.

Eixo Desloc. Maximo (cm)
X, 0,00200 (along.)
X, 0,00449 (along.)

Feita a andlise das tensdes nos pontos internos definidos na investigagao

anterior, os resultados qualitativos obtidos apresentam-se na figura 2.7.9.

| -

= 0,10kN/cm®

FU Srar
+
-
-
WK *+

L

N N

AL

0,20kN/cm?®

FIGURA 2.7.9 — Direg¢des principais das tensdes em pontos internos.

A formulagdo do Método dos Elementos de Contorno, apresentada neste
capitulo, mostra-se adequada para a andlise tanto das varidveis de contorno,
deslocamentos e for¢as de superficie em pontos de contorno, quanto das de dominio,
deslocamentos e tensdes em pontos internos. Permite, por exemplo, que sejam
tracadas as dire¢des principais de tensdes, identificados os pontos de concentragdo de

tensdes e possiveis superficies de ruptura.

2.7.4 — Aplicacao 4: Carregamento uniformemente distribuido sobre a superficie

livre do semi-infinito.

Neste exemplo, uma carga uniformemente distribuida age sobre uma area

retangular localizada na superficie do semi-infinito. A figura 2.7.10 mostra o
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retangulo de lados 9,15m e 18,3m, com a carga de 0,0956kN/m2, modulo de

elasticidade longitudinal igual a 44,42kN/m” e coeficiente de Poisson 0,3.

q=95,6N/m?

=//=//=//=//= =//=//=//= =
E=44,42kN/m"?
X

r=0,3

3

9,156m

18,30m

FIGURA 2.7.10 — Area retangular na superficie livre do semi-infinito,

uniformemente carregada.

Este problema encontra-se resolvido em SA (1986), com valores apresentados
para eixos diferentes aos utilizados na presente aplicacdo. Portanto, os resultados
apresentados aqui sdo obtidos através do processamento utilizando as formulacdes
apresentadas neste capitulo, com as solu¢des fundamentais de Kelvin e Mindlin.

As discretizagdes da superficie de contorno sdo apresentadas na figura 2.7.11.

Novamente, utiliza-se o elemento triangular plano com aproximacao linear.

(b)
FIGURA 2.7.11 — Discretizagoes utilizadas: (a) 16 elementos; ¢ (b) 64 elementos.
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Como primeira analise, faz-se a comparacdo entre os resultados obtidos
utilizando-se a discretizacdo (a), da figura 2.7.11, tanto para a solu¢do fundamental
de Kelvin quanto para a de Mindlin. A solu¢do fundamental de Mindlin ¢ adequada
para este tipo de problemas, ou seja, relacionados ao semi-infinito com
carregamentos ou escavacodes proximos a superficie livre. Com esta formulagdo,
apenas as superficies escavadas ou carregadas precisam ser discretizadas, como ¢ o
caso do presente exemplo e das discretizagdes apresentadas. Ja para a solugdo
fundamental de Kelvin, adequada para o espaco infinito, ¢ necessario discretizar,
além das superficies escavadas e carregadas, a superficie livre de tracdes do semi-
infinito. A analise apresentada utiliza a mesma discretizacao para ambas as solugdes

fundamentais. Os resultados encontram-se nas tabelas e graficos dados a seguir.

TABELA 2.7.6 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm).

X, S.F. de Mindlin (a) S.F. de Kelvin (a)

0 2,829 2,742
4,575 2,416 2,248

8 0,551 0,556

15 0,311 0,310

0’0 I I I I I I I
~ 05 ! 3 | 1 ? |
E | | | | | | |
S0 A S L P A
on L | | | | | |
> : | I T o
g | | | |
O I
8 —B—S. F.deMindlin(a) | 3 """"
% —eo—S. F.deKelvin(a) |- f ———————
A N P
8 10 12 14
Eixo X1 (m)

FIGURA 2.7.12 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm) — comparagdo

entre as solu¢des fundamentais de Mindlin e Kelvin (discretizacao (a)).
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TABELA 2.7.7 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm).

X, S.F. de Mindlin (a) S.F. de Kelvin (a)
0 2,829 2,742
4,575 2,780 2,748
9,15 2,020 1,827
15 0,364 0,359

=4
[=]

=]
h
J

—_
[=]
"

=
()]
' T

N
=
]

—m—S. F. de Mindlin (a)
—m—S. F. de Kelvin (a)

Desloc. em X3 (cm)

i i
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

FIGURA 2.7.13 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm) — comparagdo
entre as solu¢des fundamentais de Mindlin e Kelvin (discretizagao (a)).

Os valores obtidos e apresentados nos graficos acima mostram uma pequena
diferenga entre as formulagdes com a solugdo fundamental de Mindlin, adotada como
referéncia, e a de Kelvin, prejudicada pela discretizagdo apenas da regido carregada,
ndo interpretando de maneira correta a existéncia da superficie livre de tragdes.

Os resultados mostrados na seqiiéncia referem-se a comparacdes entre a
mesma solu¢ao fundamental, de Mindlin, variando-se as discretizagdes da superficie
de contorno, apresentadas na figura 2.7.11.

Pode-se verificar que os resultados sdo bastante proximos, mostrando o grau
de influéncia das discretizagdes utilizadas. E interessante ressaltar que a discretizagio
feita com mais elementos consegue captar melhor a influéncia das variaveis de
contorno sobre as de dominio, o que resulta em valores para pontos internos mais

precisos.
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TABELA 2.7.8 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm).

X, S.F. de Mindlin (a) S.F. de Mindlin (b)
0 2,829 2,790
4,575 2,416 2,221
8 0,551 0,552
15 0,311 0,311
0,0 :
~O0S5 - EE———— ; fffffffffffff
= I
Q L
=% e e
g i L L L L
S 20 —m—S. F. Mindlin (a)
g 25 —e—S.F.Mindlin(b) |~~~
Q 3’0 1 ' 1 ' 1 ' 1 ' 1 ' 1

10 11 12 13 14 15
Eixo X1 (m)

FIGURA 2.7.14 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm) — comparagao
entre as discretizacdes (a) e (b) para a solugdo fundamental de Mindlin.

TABELA 2.7.9 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm).

X, S.F. de Mindlin (a) S.F. de Mindlin (b)
0 2,829 2,790
4,575 2,780 2,653
9,15 2,020 1,970
15 0,364 0,363
20 0,257 0,257
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FIGURA 2.7.15 — Deslocamentos em X, ao longo de X, (em cm) — comparacdo

entre as discretizagdes (a) e (b) para a solucao fundamental de Mindlin.

TABELA 2.7.10 —Tensdes G5, ao longo do eixo X, (Pa).

X, S.F. de Mindlin (a) S.F. de Mindlin (b)
0 -0,0956 -0,0956
1 -0,0911 -0,0911
2 -0,1000 -0,1012
4 -0,0889 -0,0881
8 -0,0521 -0,0516
15 -0,0204 -0,0203

=
[=3
o]

uo 5
S

=
f=3
\e]

—m—S. F. Mindlin (b)

wl o~

—0—S.F.Mindlin(a) |..

Tensg")es $33 (kPa)

Eixo X3 (m)

FIGURA 2.7.16 — Tensdes o5, ao longo do eixo X; (em Pa) — comparagdo entre as

discretizacdes (a) e (b) para a solugdo fundamental de Mindlin.

A formulagdo do MEC com a solucdo fundamental de Mindlin mostra-se

adequada para a analise de problemas onde ha carregamentos proximos a superficie

livre do espago semi-infinito.



77

2.7.5 — Aplicagao 5: Cavidade proxima a superficie do semi-infinito.

Neste exemplo ¢ analisado um problema de escavacdo proxima a superficie
do sélido semi-infinito — o solo. Trata-se de uma cavidade na superficie do solo com

uma carga distribuida em uma regido da superficie proxima a escavagao, conforme

mostra a figura 2.7.17.

E=8.000N/cm
v=0,3

(a) CAVIDADE E CARGA

2m 3m | 3m |

3m

|

XS
(b) CORTE AA
| 2m | 2m 2m
XB
(c) CORTE BB

FIGURA 2.7.17 — Defini¢ao do problema: cavidade no meio semi-infinito, proxima
da superficie, com carga distribuida agindo na superficie.
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Com o emprego da formulagdo do Método dos Elementos de Contorno
usando a solu¢do fundamental de Mindlin, o problema ¢ resolvido de maneira mais
adequada, pois a discretizacdo utilizada apenas precisa ser feita no contorno da
escavacao e na regido da carga.

A discretizagdo do contorno utilizada ¢ formada por 152 elementos

triangulares planos com aproximacao linear, conforme mostra a figura 2.7.18.

FIGURA 2.7.18 — Discretizacao utilizada: 152 elementos triangulares planos.

As investigacdes sdo efetuadas no lado da escavagdo mais proximo da area

carregada (plano X,X;, com X, =0), onde sdo medidos os deslocamentos em

varios niveis, conforme mostram as figuras 2.7.19 e 2.7.20.
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Desloc. em X2 (cm)

Eixo X1 (m)

FIGURA 2.7.19 — Deslocamentos horizontais na face mais proxima da carga, em
X, =2m.

Eixo X3 (m)

ol i P
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030
Desloc. em X2 (cm)

FIGURA 2.7.20 — Deslocamentos horizontais na face mais proxima da carga, no eixo
X;.

Os valores dos deslocamentos obtidos descrevem uma superficie, onde os
graficos mostrados nas figuras 2.7.19 e 2.7.20 sdo tragos desta, relacionada ao que se
chama bulbo de pressio na area de Mecanica dos Solos. A superficie de
deslocamento da face vertical mais préxima da carga estd representada na figura

2.7.31, apresentada na forma de curvas de nivel.
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FIGURA 2.7.21 — Superficie de deslocamento da face vertical da escavacdo mais

proxima da carga: curvas de nivel (valores em cm). A graduagdo do eixo vertical do

grafico estabelece seu zero em X,; =3m.
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CAPITULO 3

FORMULACAO ELASTODINAMICA TRIDIMEN-
SIONAL DO MEC - MATRIZ DE MASSA

3.1- INTRODUCAO

A mudanga com o tempo da posi¢do relativa de um corpo no espago ¢
chamada de movimento. Para se falar de movimento, é necessario estabelecer uma
forma para descrevé-lo e um referencial para observa-lo. Estabelecido isto, ¢ possivel
escrever a expressdo denominada “equagdo de movimento”, que rege o problema
dindmico.

Neste capitulo ¢ apresentada uma formulagdo dindmica do Método dos
Elementos de Contorno para solidos elasticos tridimensionais. A formulacao ¢
desenvolvida utilizando-se o conceito de “matriz de massa”.

Inicialmente, apresentam-se as relagdes mais importantes da elastodindmica,
de forma sucinta, referenciando o que ja foi desenvolvido para a estatica no capitulo
anterior. Indicam-se as representagdes integrais tanto para pontos do dominio quanto
do contorno. Para transformar os termos de dominio para o contorno, relativos as
forcas de inércia que surgem nas representacdes integrais, sdo apresentados o
Método da Reciprocidade Dual (MRD) e a Técnica da Integracdo Direta. Para os
dois procedimentos sdo mostradas as equacdes basicas e discretizadas através do
emprego de elementos triangulares planos (apresentados no item 2.6.2). Indicam-se,

ainda, os algoritmos de Newmark e Houbolt para a integracdo no tempo. Por fim,
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apresentam-se alguns exemplos para mostrar a eficiéncia do método, comparando-se
os resultados com os dois procedimentos indicados para transformar o termo de

dominio para o contorno.

3.2 - RELACOES DA ELASTODINAMICA

Considere-se um so6lido eldstico, homogéneo, isotropico e com distribuicdao
continua de matéria em seu dominio Q, cujo contorno ¢ I', conforme mostra a

figura 3.2.1.

FIGURA 3.2.1 - Defini¢do do objeto de estudo: sdlido tridimensional de dominio Q

e contorno [ (nos instantes t e At).

Um corpo qualquer, durante o seu movimento e sob a acao de um sistema de
forcas, deve obedecer aos principios de conservagdo da quantidade de movimento
linear e da conservacdao da quantidade de movimento angular, de forma a se ter
garantidas as condi¢des de equilibrio dindmico. Assim, a equacdo de equilibrio para

o problema elastodindmico ¢:

G, +pb; —pii; =0, (3.2.1)
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onde:

c;.;(x,t) = a derivada no espaco do tensor das tensoes;

b, (y,t) = as forgas volumétricas por densidade;

p(y) = a densidade de massa e

. o’u,
i, = a aceleragdo do ponto na dire¢do X., ( atl;l ] .

A equacdao de equilibrio (3.2.1) ¢ semelhante a (2.3.1), diferenciando-se
substancialmente & medida que depende de uma varidvel no espaco (como na
estatica) e de uma variavel no tempo. As demais relagdes do equilibrio estatico
também sdo validas para o problema dinamico, incluindo-se a variavel tempo.

A simetria do tensor das tensdes apresenta-se da seguinte forma:
c; (X, =0,;(1:1). (3.2.2)
Adapta-se, também, a expressdo das forcas de superficie,
p;(x.t) =0, (x,t)n;(x), (3.2.3)

e a relacdo cinematica

Sij(x’t) = %(ui,j(X:t) + uj,i (X,t)) , (324)

A equacdo constitutiva do material ¢ semelhante a ja apresentada em (2.3.5).
A relagdo linear entre as componentes de tensao e deformacao, conhecida como lei
de Hooke, equagdo (2.3.5), também se aplica para o problema dinamico. Observa-se,
entretanto, que as componentes de tensdo e deformacdo estdo expressas em funcdo

das varidveis no espago x € no tempo t. Assim,
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£ Y (3.2.5)
(I+v) (1 _ 2\/)) 08 (X, ) +&;(2, 1) |-

o, (x.1) =

As constantes elasticas da lei de Hooke sdo apresentadas em (2.3.7a-c). Com
as equacdes aqui apresentadas, que juntas formam um sistema completo de equagdes
que governam o movimento de solidos elasticos tridimensionais, pode-se obter a

equacdo diferencial do movimento em termos de deslocamentos:

1 1
u; (0 + u (.t + apbi (%, 1) _Epﬁi (x,t)=0. (3.2.6)

(1-2v)

Para a andlise completa do problema elastodinamico, faz-se necessario
estabelecer as condigdes de contorno. Aqui, também, do mesmo modo que o
problema elastostatico, tem-se as definicdes das condigdes essenciais e naturais,
(2.3.10a-b), relativas ao espaco. Sdo necessarias, ainda, as condi¢des iniciais para

qualquer ponto y do s6lido Q no tempo t =0, que se traduz em:

u; (,0) = vy (x)

u, (x,0) = v, (%) (3.2.7a-b)

3.3 - REPRESENTACOES INTEGRAIS
3.3.1 - Equacdes Basicas

Analogamente ao que foi feito para o caso estatico, pretende-se aplicar o
teorema da reciprocidade de Maxwell-Betti a dois estados independentes de
deslocamento: um elastodinamico e outro elastostatico. Para este ultimo foi escolhido
o fundamental. Tendo em vista a equagcdo de equilibrio dindmico (3.2.1), estes

estados tém as seguintes caracteristicas:
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- estado elastodinamico:

Gij,j(Xﬁt)’ ui(x’t)’ pi(X’t)’ i’ii(XBt) ¢ bi(Xat)

.. 3.3.1a-b
4,0 =l (. )+ b, 1.1) O340
- estado elastostatico (problema fundamental):
) uw(y), pr b,
o) wil piG) e bi(x) (3328:b)

o;.(x)=b;(x)=8(x. 93

Aplicando-se o teorema da reciprocidade aos dois estados escolhidos, tem-se:

l(lﬁ%,j ‘“icz,j)dg = l(u}kpi - u;p; M (3.3.3)
Sabe-se que:

* * *
u. =ukj8ik =u

] (&

o u (3.3.4a-b)
p; = pkjSik =Dy -

Apo6s alguns desenvolvimentos matemadticos, chega-se na versdo para a

elastodindmica da representagdo integral de Somigliana (2.5.1) que é:

u,(s,0) == pj(s,Q)u; (Q, )T +[ uj(5,Q)p,(Q, 1) +

R . . (3.3.5)
+ jpu i (s, q)bj (q,)dQ2 - Ipu i (s, q)uj (q,t)dQ2,
) )

lembrando-se que Q representa um ponto no contorno I'; q e s sdo pontos no
dominio Q; et a variavel tempo.

Estabelecida a equacdo integral de deslocamentos para o problema
elastodindmico, com o auxilio das equacdes (3.2.4) e (3.2.5), pode-se determinar a

equagao integral para as tensdes em pontos do dominio Q:



86

0;5(5,8) = =[S (5, Qu, (Q, )T +[ D (5,Q)p, (Q, H)dT +

) . ) (3.3.6)
+ [ PD} (5,)by (a,)AQ — [ pDj (5, )i, (9, )AQ.
Q Q

£

* . \ ~ ~
Os tensores S;, e Dy, relativos a solugdo fundamental empregada séo os

mesmos ja apresentados para a elastostatica, ou seja, as expressoes (2.5.3), (2.5.4),

(2.5.5) € (2.5.6).

3.3.2 - Para Pontos do Contorno

A obtengdo da representacdo integral de deslocamentos para pontos do
contorno, a partir de (3.3.5), segue o mesmo procedimento utilizado para a
elastostatica, mostrado no item 2.5.2. Sendo assim, a representa¢do integral em

deslocamentos para pontos do contorno é:

¢;(S,1) ==[ p; (8, Q)u;(Q, I +[ u}(S,Q)p,(Q,t)dI +

. . . (3.3.7)
+ [puj(S. a)b; (g, 4R - [ pu(S,)ii (g, 1A,
Q Q

lembrando-se que ¢;; possui os mesmos valores dados em (2.5.9).

As tensdes em pontos do contorno podem ser obtidas utilizando-se o
procedimento apresentado no item 2.6.5. As tensdes, entdo, sdo obtidas a partir dos
valores aproximados das deformagdes, escritas em fungdo dos valores nodais de
deslocamentos. Na elastodindmica, esse procedimento ¢ utilizado para cada instante
de tempo.

Os valores das tensdes em pontos do contorno sdo calculados de forma

aproximada, utilizando-se as expressoes:
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1-v 0X, 2
5, (1, t)= G( %éixj i %gix,t)]
: 1 (3.3.8a-f)
o (1) = 1_1\/ ZG(augiX’th auéixjt)ng(x’t)}
ESI(X’t)z P, (X,t)
[ (X,t)z P, (X,t)
[S29 (X:t): P, (X:t)
onde:
&léfft) = Lo <0 U0)- (-2 U0 020
auéix,t) = Lot UR0) - U 0)- (3 - i) 02 )]
2 (3.3.9a-d)
%giaf,t) = Lo k- v0)- (et -2 NuR)- v (0]
augg,t) N L) CHORTHO S HORHY)

3.4 - METODO DA RECIPROCIDADE DUAL

3.4.1 - Formulagao Integral

Neste trabalho, o Método da Reciprocidade Dual (MRD) ¢ utilizado para
transformar o ultimo termo de dominio de (3.3.7), considerando as forgas de inércia
como for¢as de volume e tratando o problema dindmico com as solucdes
fundamentais do problema estatico. A partir disso, aplicando-se o Teorema da
Reciprocidade na referida parcela, pela segunda vez na formulagdo do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) (dai a denominacdo ‘“dual”), chega-se a uma

representagdo somente com termos de contorno.



88

Embora nao se utilize a discretizacdo do dominio em células tridimensionais,
o MDR pode exigir a consideracdo de pontos internos, chamados de “polos”, para
dar mais precisdo aos resultados.

O Me¢étodo da Reciprocidade Dual (MRD) foi originalmente apresentado em
NARDINI & BREBBIA (1982), aplicando-o na solugdo de problemas
elastodindmicos.

Considere-se, entdo, o termo integral de forgas de inércia isoladamente,
[ pu; (8,9 (g, 0dC2. (3.4.1)
Q

Na transformacdo do termo de dominio (3.4.1) para o contorno, faz-se

necessario definir uma aproximagado para a densidade {ii,, incognita do problema. O

MDR pode ser interpretado como sendo uma superposicao de solugdes particulares

localizadas, e sugere uma série de fungdes, tais que:

u;(g,t) =ai (Of,(x.q) e (3.4.2a-b)
(g, t) =a; (Of, (%9,

onde f sdo funcdes linearmente independentes, definidas sobre todo o dominio

(escritas para pontos do dominio e do contorno), @ coeficientes a serem
determinados, € m a somatéria (m=1,2,---,M).

Considerando-se a aproximacao (3.4.2), o termo de dominio (3.4.1) passa a

Ser:

[puj(S.0)ii;(a,0dQ = ( [pujs o, (x,q)dﬂjdﬁn (1)

(3.4.3)
= [ [pui(S, @8, f, (. q)d@jd;: (1).
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Adota-se um estado elastostatico no dominio infinito devido a aplicacdo de

forcas de volume f_(q) na dire¢do k, com as seguintes caracteristicas:
ih(ea)l  pbl(na)=—f,(.a)d,; e ph(x.q), (3.4.4a-0)

onde U e pj sdo solugdes particulares do problema adotado, governado pela

equacao:
(;j/z,/, +6 ,f, =0 (3.4.5)
Por outro lado, o problema fundamental elastostatico fica caracterizado por:
ujls,ak pbj(s,a)=3(s a8, ¢ pjs.a). (3.4.6a-)

Aplicando-se o teorema da Reciprocidade de Betti aos dois estados

apresentados, (3.4.4a-c) e (3.4.6a-c), chega-se em:

¢ (085 (0 = =[ i (s, i} (AT +[ uj (5, )P} ()l +
r r

3.4.7
— [} (s, Df, (x,)8;,dQ2, (47
Q

ou, ainda,

[u} s, @, (6 D)8, dQ = —c;, 0} (1) — [ P} (5, (1, Q)dT +
Q r

. (3.4.8)
+ [ui(s,)pj () .
r

Substituindo-se (3.4.7) em (3.4.3), chega-se na representacdo transformada

para o contorno do termo de dominio, ou seja:



90

p[uj(s,q)ii;(q,)dQ = p(— ¢y (AR (0) = [ P (s, 8] (4, q)dT +
Q r

(3.4.9)
+ [ui s P} (1, q)dFJdﬁ“ (t).

Portanto, a representacdo integral de deslocamento (3.3.7), desconsiderando-
se a parcela referente as for¢as de volume, passa a ser escrita somente com termos do

contorno, tendo em vista (3.4.9). Assim,

¢;(9)u;(S,1) =~[p;(S.Qu,(Q, )T +[uj(S,Q)p,(Q, )T +
+p[cij (x)ﬁj-il(x)+1p§}(s,q)ﬁ}i(x,q)df+ (3.4.10)

- IUI} (s, )P} (% q)dFJd{? (1),

onde u; e p; sdo os tensores ja apresentados em (2.4.4) e (2.4.5) para Kelvin, e

(2.4.8) e (2.4.9) para Mindlin; y pode ser um ponto do dominio ou do contorno, € os
coeficientes c; sdo aqueles ja definidos em (2.5.9). Os novos tensores que surgem
em (3.4.10) sdo as respostas, deslocamentos e forgcas de superficie referentes ao
problema particular (3.4.5), que dependem da fungao f  adotada.

Nos trabalhos PARTRIDGE et al. (1992), VENTURINI (1994a), podem ser

encontradas familias de fun¢des adequadas para os diversos tipos de problemas da
engenharia, além de discutirem as vantagens e desvantagens de utilizar-se de cada

uma. Neste trabalho adota-se a seguinte funcao:

£ =1+r. (3.4.11)

Portanto, resolvendo-se (3.4.5) para a fun¢do adotada, chega-se as expressoes

para os tensores de deslocamentos:
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(1-2v) - 1 11 ,
uj :mr’mr’jr m —4V 8 ’mr’j r, (3.4.12)

e de forcas de superficie:

im (1=2v) [ (1+2v) 1 1 or
pj 3-2 ) (1—2V)ran +Erjnm +58mja T+
o (3.4.13)
1 or
+ m[(S —6v)r;n, —(1-6v)r,n; + ((5 —6V)3, — 1,1, )g}rz _

A representacdo integral para pontos localizados no dominio ¢ obtida
utilizando-se o procedimento classico, baseado na lei de Hooke (2.3.5), substituindo-

se convenientemente as derivadas da expressao (3.4.10) de deslocamentos. Assim,

o, (5,t) = =[S}, (5,Q)u;(Q, AT +[ D}, (5, Q)p,(Q, t)dl +

o0y, (s,q) aaj (s, CI) o (s,q)
+pﬂx8w X +G( 3 X H (3.4.14)

+ ISI}/, (s,q)u (s,q)dll —f D, (s, )P’ (s, q)df}d? (1),
T r

* * ~ ~
onde os tensores Sy e Dy sdo os mesmos apresentados nas expressdes (2.5.3),

(2.5.4), (2.5.5) e (2.5.6). Efetuando-se as operacdes algébricas do termo entre

colchetes, relativo ao termo independente U7, , chega-se a expressdo de um novo

tensor, definido por ﬁijk :

D, = (I- 2v){(1+2v)rk81 —8kr +16 N } s (3.4.15)
ToGB-2v)|(d=2v) T 2
W_)[(s 6v)(r,8 +1.8y )~ (1= 6v)r, 8, -1 1, |r

A deducdo do tensor (3.4.15) ¢ apresentada no anexo C.
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Portanto, as tensdes em pontos do dominio sdo obtidas através seguinte

representacdo integral:

o,(s,t) = - l S§i (5, Qu;(Q,t)dl +£ Dj; (5,Q)p;(Q.0dI + (3.4.16)

- p{ﬁ!; (5.9)+ [y, (.} (s.q)dT - [ D}, (5.0)p} (s,q>dr}d: ()
r r

3.4.2 - Discretizacoes

As representagdes integrais aqui apresentadas sao discretizadas utilizando-se
os elementos e as aproximagdes definidos no item 2.6.

Além dos “J” elementos de contorno, dos “N” pontos nodais (n6s funcionais),
deve-se considerar o nimero de pélos, denotado por “Np”.

Considere-se a expressdo integral para deslocamentos (3.4.10). Substitui-se
os deslocamentos e forcas de superficie (u e p) pelo produto entre as fungdes
aproximadoras e seus respectivos valores nodais, expressoes (2.6.2a-b). O mesmo

deve ser feito para os tensores dos deslocamentos e for¢as de superficie do problema

particular (0 epj ). Adotando-se as mesmas fungdes aproximadoras de (2.6.2a-b)

chega-se as mesmas matrizes H ¢ G do contorno, também para o termo de dominio

transformado para o contorno em (3.4.10). Portanto, adotam-se:

m (3.4.17a-b)

A expressao (3.4.10), na sua forma discretizada, passa a ser:
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=T

(S, (S, 1) = —2{ [p' Q0" (Q)dr}un Q)+

J

* Z[Iu (S,Q)¢" (Q)dF]P“ (Q,t)+
- (3.4.18)
+ p{c(s)ﬁm(s, t)+ Z!J'p 50" (q)dF}U;(S,q) .

- Z [fﬂ (8,0’ (q)dF}P;l (s, q)}dm ().

Calculadas as integrais de (3.4.18) para todos os pontos de colocagdo, chega-

S€ em.:
TU+HU =GP +p(cU+HU-GP)d (3.4.19)
ou
HU =GP +p(HU - GP)dt . (3.4.20)

Os coeficientes o sdo determinados tomando-se a forma inversa de (3.4.2b),

uma vez que as func¢des f  sdo conhecidas. Assim,

a@=F'U. (3.4.21)

Substituindo-se o valor desses coeficientes em (3.4.20), determina-se a

equacdo matricial representativa do problema dindmico em questdo:
HU =GP + p(HfI —~ Gﬁ)F’lﬂ . (3.4.22)

Finalmente, utilizando-se o conceito de matriz de massa, obtém-se a equagao

do movimento para um sistema dindmico for¢ado sem amortecimento:
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MU +HU =GP, (3.4.23)
onde a matriz de massa M ¢ definida por
M =—p(HU-GP)F . (3.4.24)

As matrizes aqui apresentadas possuem caracteristicas proprias que devem
ser conhecidas para sua perfeita montagem. Iniciando-se pelas matrizes de
deslocamentos e forcas de superficie do problema particular, dadas em (3.4.22),
apresentam-se suas submatrizes e as respectivas ordens. Fica estabelecido que N € o
numero de pontos funcionais no contorno; N, o numero de pontos funcionais no
dominio, ou pdlos; e N, é o nimero total de pontos funcionais. Os simbolos que
representam o dominio € e o contorno I'" sdo utilizados para indicar a localizagao

dos pontos envolvidos. Assim,

- [on, o, s [P RS ]
U= oer oo € P= por 9%} ) (3.4.25a-b)
NpxN NpxNP _|\nxNn NpxN NPXNP I\ N
€
f. 0 0 f, 0 0 -
o f 0 0 f O
FIT  Fre 00 f, 0 0 f
NxN NxN
F{Fm Fm"} =|f, 0 0 f, 0 0 (3.4.26)
NpxN NpxNP _| NnxNn 0 f 0 0 f 0
0 0o f 0 0 f,

As matrizes em (3.4.23) tém a seguinte configuracao:
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M My . [0Ok
M= {MQFN MO e U=16n [ (3.4.27a-b)
NpxN NpxNp NnxNn Np Nn
Hy, 0y UL
H= {HEFN oo e U= UE pe (3.4.28a-b)
NpxN NpXNP | NnxNn Np ) Nn
Grrx Orf PL
G= [GEFN 00 ¢ P=iia( ; (3.4.29a-b)
NpxN NeXNP_|nseNn Np J \n

onde 0 representa a matriz nula e I a matriz identidade.

Pode-se, ainda, determinar os deslocamentos em pontos do dominio
utilizando-se os valores nodais de deslocamentos, forcas de superficie e aceleragdes
determinados a partir da resolucdo do sistema dado por (3.4.23). Assim, partindo-se

de (3.4.18) para pontos do dominio, chega-se a

u=-HU+GP-MU. (3.4.30)

Para o célculo das tensdes em pontos do dominio, utiliza-se o mesmo

procedimento de discretizacdo executado para a equagdo de deslocamentos (3.4.18).

Assim, sua representagdo integral tem a seguinte forma:



ou

onde

M’ =

G(S,t)z— [IS Q)¢ Q)dF] ( )
+ZJ:[ID (5, Q)" ( )dF]P“(Q,t)+
+ p{A “(s,q)+ i[js*(S,Q)q)T(Q)dl“}ﬁk(s, Q)+

Z[j D'(s,Qk"(Q F}f’k(s,q)}F'(S,q)ﬁ“(q,t),

=-HU+G'P-M'U,

—p(D+HT-GP)F"

3.5 - TECNICA DA INTEGRACAO DIRETA
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(3.4.31)

(3.4.32)

(3.4.33)

3.5.1 - Transformag¢do do Termo de Dominio para o Contorno - Forcas de

Inércia

Deseja-se transformar o termo definido sobre o dominio para o contorno,

referente as forcas de inércia na expressdo integral (3.3.7), desconsiderando-se o

termo de forgcas de volume. Isto pode ser feito discretizando-se 2 em células

tridimensionais, procedimento bastante utilizado no Método dos Elementos Finitos

(como em BREBBIA & FERRANTE,

1975) e incorporado ao M¢étodo dos

Elementos de Contorno (MEC) em diversos trabalhos, como em NAKAGUMA,

1979. Esta solucdo, porém, ndo corresponde, a principio, a idéia do Método dos
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Elementos de Contorno de resolver os problemas aplicando somente integrais de
contorno para problemas lineares. Uma alternativa viadvel para se contornar este
problema, mas ainda utilizando células, ¢ aquela que transforma a parcela integral de
dominio para o contorno das células. Como conseqiiéncia, na expressao (3.3.7) so
restam termos sobre o contorno, ¢ as células podem ter forma qualquer, ndo mais
obedecendo as formas preestabelecidas. Na realidade, a razao mais forte pela qual se
optou por este procedimento ¢ a eliminagdo da singularidade que ele proporciona.
Assim, este ultimo procedimento ¢ utilizado pelo presente trabalho, cuja formulagao
¢ apresentada a seguir.

Destaque-se o termo de dominio referente as forcas de inércia da expressao

(3.3.7):

[pul(s,q)ii(q,)d02. (3.5.1)

Observa-se (3.5.1) que ¢ necessario utilizar uma forma aproximada para as
componentes da aceleragdo utilizando-se seus valores nodais e funcdes

interpoladoras. Define-se, portanto,
ii;(q,t) = ¢;,,() UL (q,1). (3.5.2)

Utilizando-se a aproximacgao (3.5.2) para as aceleragoes, o termo de dominio

(3.5.1) passa a ser:
[ pu (s, @i, (g, a2 = U pui}(s,qmjm(q)dszj Un(a.). (3.5.3)

Em seguida, adota-se um tensor T;; que satisfaz a seguinte condigéo:

VT = vy (3.5.4)

A primitiva T; pode ser determinada a partir dos procedimentos mostrados

por CRUSE (1975) e DANSON (1981), entre outros, uma vez que O tensor
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fundamental de deslocamentos ¢ conhecido. Os trabalhos citados utilizam o tensor de
Galerkin para chegar na primitiva. Outro procedimento, consiste em efetuar a
integracdo direta em relacdo a coordenada radial de um sistema de coordenadas
polares associado. Neste trabalho, utiliza-se este ultimo procedimento, cujas
dedug¢des encontram-se no anexo D.

Admitindo-se a existéncia de uma primitiva para (3.5.4), a expressao (3.5.3)

pode ser rescrita, tornando-se
[ pu; (8,010, ()42 = [ pV T; (S,),(9)d2 (35.5)
Q Q

Para transformar o termo de dominio de (3.5.5), ¢ preciso integra-lo por

partes, duas vezes, resultando na seqiiéncia:

pf w (8,0, (q)dQ2 = p( [T, 8,00, (@n, (@dl - [T, (s,q>¢jm,4(q)d9] (3.5.6)

pf (S, 1 (q)dQ2 = p(f T;,(S,Q)¢,, (9)n,(q)dl

) ) (3.5.7)
— [T (8,00 1, (@0, (AT + [ T} (S,0) 1. (q)drj

A funcdo de interpolagdo ¢ aqui adotada ¢ a linear, j& definida no item 2.6.

Portanto, o ultimo termo de (3.5.7) tem valor nulo, uma vez que a derivada segunda
da funcao de interpolagdo € zero. Assim, substitui-se (3.5.7) por (3.5.1), resultando

cm

p u5(S.0)ii (.04 = p[ (T, (5.0)0,, (@) = T; (5., Jn, (AU (@) (35.8)
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A expressao integral (3.5.8) representa a transformagao do termo de dominio
para o contorno. Ressalte-se que o dominio deve ser discretizado por células
tridimensionais, de forma qualquer, cujo contorno é, por sua vez, discretizado por

elementos bidimensionais.

3.5.2 - Discretizacoes

As discretizagdes das representagdes integrais aqui apresentadas sdo
efetuadas utilizando-se os elementos e as aproximagdes definidos no item 2.6 do
capitulo anterior.

A forma discretizada da representacdo de deslocamentos equacao (3.3.7),
desconsiderando-se o termo de for¢as de volume e observando-se o que foi

encontrado em (3.5.8), ¢

J=1

i

e(S)us, t) = —Z[ [p' Q" (Q)dr}U“ Q)+

J (3.5.9)
* Z[ [u' s, (Q)dr}Pn (Q,t) +

Ry

- Zcp{ [(T;(5.Q00" (Qdr - T (5,Q) . (Q)dT h dT" [U" (q.1).

c=1

Escrevendo-se (3.5.9) na forma matricial e efetuando-se as integrais sobre

todos os elementos para todos os pontos de colocagdo, tem-se
CU+HU=GP—p(T,0-T¢,)U. (3.5.10)

Obtém-se, agora, a expressdo matricial do problema dindmico, com o
conceito da matriz de massa, semelhante a que foi obtida para o Método da

Reciprocidade Dual:



100

MU +HU =GP, (3.4.23)rep.

onde a matriz de massa M ¢ definida por
M=p(T,¢-T9,). (3.5.11)

As divisdes em submatrizes apresentadas em (3.4.27a-b), (3.4.28a-b) ¢
(3.4.29a-b) sao também aqui consideradas.

Pode-se, ainda, determinar os deslocamentos em pontos do dominio
utilizando-se os valores nodais de deslocamentos, forcas de superficie e aceleragdes
determinados a partir da resolucdo do sistema dado por (3.4.23). Assim, partindo-se

de (3.5.9), para pontos do dominio, chega-se a
u=-HU+GP-MU. (3.4.30)rep.

Para a andlise das tensdes em pontos do dominio, basta diferenciar a
expressao de deslocamento, equagdo (3.5.9), e substituir convenientemente os

resultados na equacao (3.2.5). Assim, resulta em:

o(S,t)=-)

]
j=1

[ S (S,Q¢" (Q)dl"}U" Q.0+

J (3.5.12)
+ Z[J D', Q)¢T(Q)dF}P“ Q0+

j=1

N

- p[I(T;‘(s,Q>¢T<Q>dr—T*<S,Q)¢,5<Q>dr)mdr U (g,1),

=1

)

o

ou:

c=-HU+GP-M'U (3.4.32)rep.
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onde

M’ =p(T,6-T'9,). (3.5.13)

A deducdo dos tensores em (3.5.13) encontra-se no anexo E.

3.6 - ALGORITMOS PARA INTEGRACAO NO TEMPO

Até aqui, foram determinadas as equacdes que permitem a andlise de
tensdes e deslocamentos para solidos tridimensionais no regime dindmico.
Diferentemente do caso estatico, a solucdo dessas equagdes requer o uso de
procedimentos numéricos especificos. COOK et al. (1989) e DOMINGUEZ (1993),
entre outros, apontam dois algoritmos proprios para as equacdes dinamicas
apresentadas de Houbolt e de Newmark. Neste trabalho, optou-se por utilizar o
algoritmo de Newmark sem amortecimento para resolver as integrais no tempo, dado
o seu extenso uso em diversos casos. Sua formulagdo, portanto, garante seguranca
com relagdo a convergéncia e precisdo. Também, em KATONA & ZIENKIEWICZ

(1985) pode-se encontrar as formulagdes para os algoritmos de Newmark e Houbolt.

3.6.1 — Algoritmo de Newmark

Em WARBURTON (1976), pode-se encontrar a apresentacdo detalhada da
formulacao do algoritmo de Newmark que, resumidamente, possui duas equacdes
basicas: uma usada na partida do processo numérico de resolugao e outra para os
demais passos de tempo. A equagdo para a partida do processos sem amortecimento

¢

1
[M+BAtH|U, = AtBF, + At{(z— Bj I}FO, (3.6.1)
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onde B ¢ o parametro que permite a calibragem do algoritmo; At representa o

intervalo de tempo entre dois instantes consecutivos; F, o vetor das forgas atuantes

€C 99, € 9

no instante de tempo “s”; e U, o vetor de deslocamentos no instante de tempo “‘s”.

Vé-se em (3.6.1), que o algoritmo necessita dos valores das forcas atuantes
nos instantes de tempo 0 (zero - de partida) e 1 (um - o de partida, mais o intervalo
At) para que se determine os valores dos deslocamentos no instante 1, lembrando
que o solido esta em repouso no instante 0 (prescrigao deste trabalho).

Para os demais instantes de tempo s, o algoritmo Newmark fornece a seguinte
equacao:

[IM+BACH|U,, = AC[BF,,, +(1-2B)F, +BF, ]+
+em-a-2p)aHU, - [M+BACH]U, (3:62)
utilizando-se os valores dos deslocamentos nos dois instantes de tempo subsequentes,
e os valores das for¢as em trés instantes consecutivos: o atual e dois anteriores.

A aplicacdo imediata de Newmark a equagdo (3.4.23) ¢ inadequada pois as
suas incognitas, deslocamentos e forgas de superficie, podem estar dos dois lados da
igualdade. Portanto, ¢ necessario fazer um arranjo nas matrizes desta equacdo de
modo que as incdgnitas sejam apenas deslocamentos e aceleragdes. Assim,
considerando-se a divisdo em: parcela onde as forcas de superficie sdo prescritas,

representada pelo indice 1; e deslocamentos prescritos (nulos), indice 2, tem-se

M M2 H"' H?]|(U! G"' G"?l(p
{le Mzz:Hﬁz}"{Hzl H22:|{U2}:|:G21 Gzz}{Pz}- (3.6.3)

Desenvolvendo a equagdo (3.6.3), determina-se a equagdo do movimento

resolvida pelo algoritmo Newmark. Surge, entao,
M'U'+H'U' =F', (3.6.4)

onde
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M! = M" _Glz(Gzz)*le
H =H" _Glz(Gzz )—lel (3.6.5a-c)
F! = [Gll _Glz(Gzz)—lel]Pl

Determina-se, ainda, a equagdo das forcas incognitas:

p2 :(Gzz)_l(letII L HAU! _GZlPl) (3.6.6)
E conveniente que se monte as matrizes ja na forma particionada, bastando

utilizar um vetor indice para ordenar a colocacdo de seus elementos. Este assunto

sera abordado mais detalhadamente no capitulo 7.

3.6.2 — Algoritmo de Houbolt

Em DOMINGUEZ (1993), pode-se encontrar as expressdes sucintas do

algoritmo de Houbolt.
Considere-se a equagdao do movimento definida no item 3.4.2, explicitando-se

o instante de tempo genérico.
MU, +HU,,, =GP, (3.4.23)rep.

t+At

Adote-se a seguinte aproximagao, em diferengas, para a aceleracao.

(3.6.7)

. 1
Uiy = F(zUH—At -5U, +4Ut—At _Ut—ZAt)

Sao necessarias informagdes, deslocamentos, de trés instantes de tempo anteriores,
t—2At, t—At et, para se obter a expressao da aceleragdo em t+ At.

Substituindo-se (3.6.7) em (3.4.23)rep., encontra-se:



At

ou

1
At

Pode-se escrever (3.6.9) de forma resumida, resultando:

HU,, =GP, +F

t+At t+At

onde

— 1
Ft+At = M|:A_'[2 (SUt - 4Ut—At + Ut—ZAt ):|

1
M|:_2 (2Ut+At - SUt + 4Ut—At - Ut—ZAt ):l + HUt+At = GPt+At

2
[_2M + H:|Ut+At =GP, + M[F (SUt —4U_, + U,y ):l
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(3.6.8)

(3.6.9)

(3.6.10)

(3.6.11a-b)

E possivel, agora, trocar as colunas de H e G para deixar as incognitas

convenientemente em um Unico vetor do lado esquerdo da igualdade. Assim, a

equagdo (3.6.10) passa a ser:

AXHAt = Ft+At

cuja solucdo ¢ imediata.

(3.6.12)

As matrizes envolvidas nessa formulagdo possuem elementos relacionados

com forcas e deslocamentos, o que pode gerar algum distirbio nas respostas; além do

fato das matrizes ndo serem simétricas.

Pode-se trabalhar com as matrizes particionadas, semelhantemente ao que foi

utilizado no algoritmo de Newmark, homogeneizando-as (apenas deslocamentos

incognitos).
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3.7 — APLICACOES

3.7.1 — Aplicagdo 1: Sélido contido lateralmente.

Como primeira aplicagdo da formulacdo elastodinamica abordada neste
capitulo, apresenta-se um soélido contido lateralmente com uma extremidade livre
(axialmente livre), conforme mostra a figura 3.7.1. A forca ¢ aplicada bruscamente
na extremidade, mantendo-se constante ao longo do tempo. Siao adotados os
seguintes valores para os pardmetros elastodindmicos: E =1x10°Pa, v= 0,25,

p=1lkg/ m’ e At=0,004s.

ql £()=1Pa

E=100.000Pa

b g v=0,25 1

v=0,0

FIGURA 3.7.1 - Caracteristicas geométricas do s6lido, condi¢cdes de contorno e

comportamento temporal da forca f(t).

(a) (b)
FIGURA 3.7.2 - Discretizagdes do contorno por elementos triangulares planos: (a)

40 elementos e (b) 80 elementos.
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Caso Formulagdo Discretizagdo “Polos” Internos Células
RD1 Reciprocidade. Dual a 0 -
RD2 a 15

RD3 b 15

CT1 Células a - 2
CT2 Tridimensionais b 2

A andlise ¢ feita tomando-se as duas discretizagdes do contorno apresentadas

na figura 3.7.2, seguindo o roteiro de casos da tabela 3.7.1, utilizando-se o algoritmo

de Newmark para integracdo no tempo. Os resultados para v = 0,25 s3o mostrados

nas figuras 3.7.3 e 3.7.4, para as discretizacdes (a) e (b), respectivamente. Os

sentidos das reagdes de apoio e deslocamentos estdo relacionados ao sistema de eixos
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0,00

Desloc. na Extremidade Livre, U3 (x10%-5m)

— S.Exata
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0,0000
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FIGURA 3.7.3 - Resultados para a discretizacao (a).
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FIGURA 3.7.4 - Resultados para a discretizacao (b).
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Realiza-se, ainda, um teste comparativo entre os algoritmos de integragdao no

tempo, Newmark e Houbolt. Os resultados sdo mostrados na figura 3.7.5 -

deslocamentos em um ponto da extremidade livre do so6lido analisado e forga de

&
N
2N

<
)
)

s
[=3
=}

vinculagdo.
o o
G/ o ./ 0\.
2 : b
/ \ / o
= S SN
o { \ fdl \
= /
/ L
.2 g °, o \
2 L
< ° ° \
) o f Y
g 007 “aLé
1§ % ; .
& —— S.Exata \
—eo— Newmark \‘
Houbolt .\‘
2 I ‘
0,0000 0,0231 0,0462 0,0693 0,0924
Tempo (s)

FIGURA 3.7.5 - Resultados de comparagdo entre os algoritmos de Newmark e

— S.Exata

—e— Newmark
Houbolt

0,0000

Desloc. na Extremidade Livre, U3 (x10"-5m)

Houbolt.

0,0231 0,0462

Tempo (s)

0,0693

0,0924

Considere-se o coeficiente de Poisson nulo, v =0,0. Os resultados do

processamento deste exemplo para tal valor encontra-se nos graficos da figura 3.7.6,

mostrados a seguir.

— S.Exata

—e— Newmark

—
£
M
2 N . ee 2% <
; — ‘ =
/o \. / . ./ \. Ra” 4
g - Fol [ V] B
a9 / ; ® ; : / ° : o Y
~— [ ] s
o 1 9 \i i IV e g
3 / . / ° o . E
2 > Ao \ )
< | . F ° . o
© S N |\ 3
'g 0 oo ‘4.30". ) S
i) E 0
g g
~ 4L —SExata é
—eo— Newmark g
s 2
: : 2
2 i i i i i i A
0,00 0,02 004 006 008 010 0,12 0,14 A 0,00
Tempo (s)

0,02 0,04 0,06

0,08

0,10

Tempo (s)

0,12

0,14

FIGURA 3.7.6 - Resultados do processamento utilizando-se Newmark parav =0,0.

Como conclusdo genérica, pode-se dizer que o Método dos Elementos de

Contorno se mostra adequado a andlise transiente de solidos tridimensionais,
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formulado através da Reciprocidade Dual e da utilizacdo de células, conforme os
valores apresentados nas figuras 3.7.3 € 3.7.4.

O wuso do elemento triangular com aproximacdo linear, de facil
implementagdo, exige que a discretizacdo seja mais refinada, na busca de melhores
resultados. A integracdo temporal através do algoritmo de Newmark permite os
resultados apresentados.

Deve-se ter especial atengdo com o passo de tempo At adotado, uma vez que
pode haver suavizacdo da resposta ou divergéncia, de acordo com a escolha de
valores maiores € menores, respectivamente.

Os resultados obtidos através do MEC com a Reciprocidade Dual tendem
para os valores da solu¢do exata, observando-se o mesmo para os obtidos com a
utilizagdo de células, estes ultimos um pouco mais precisos. J4 o tempo
computacional gasto no processamento pelo MRD ¢ bem maior, uma vez que a sua
formulagdo exige a inversdo da matriz das fungdes f,. Entretanto, tal observacao ¢
irrelevante quando se analisa a evolucdo tecnologica dos computadores, cada vez
mais velozes e disponiveis.

O teste comparativo entre os algoritmos de integragdo no tempo, mostra uma
pequena vantagem para o algoritmo de Newmark frente ao de Houbolt. Este tltimo
apresenta varia¢do dos resultados nos passos iniciais, como mostra a figura 3.7.5. A
expectativa € que essa variagdo possa ser bastante diminuida com a redug@o do passo
de tempo At, ou ainda, formulando o método com diferengas que nado a central, para
melhorar as respostas dos passos iniciais. O teste realizado ndo tem a pretensdo de
responder de forma definitiva a questdo formulada. Trata-se apenas de um teste
comparativo das formulagdes apresentadas dentro do contexto desta aplicacao.

Quando se altera o coeficiente de Poisson para o valor nulo, resultados na
figura 3.7.6, verifica-se que o processamento apresenta comportamento estavel ao

longo do tempo, diferentemente do que se nota nas figuras anteriores a esta.

3.7.2 — Aplicagao 2: Sélido a flexao.

Esta aplicacdo consiste em analisar o comportamento do sélido eléstico

tridimensional solicitado por uma distribuicdo transversal ao seu eixo, caracterizando
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um impulso cisalhante. O soélido, engastado na base e livre na extremidade, ¢
definido na figura 3.7.7. Na mesma figura, ¢ definida a forca aplicada bruscamente
na extremidade, que desaparece algumas fra¢des de segundo depois. Sao adotados os
seguintes valores para os pardmetros elastodindmicos: E =1x10°Pa, v= 0,25,

p=1lkg/m’ e At=0,015s.

f(t)=1Pa
Xy Xy 7 //"/' f(t)
o
) E=100.000Pa 1

g v=0,25
<

0,02 t(s)
& %
FIGURA 3.7.7 - Caracteristicas geométricas do s6lido, condi¢gdes de contorno e

comportamento temporal da forga f(t).

Pretende-se calcular os deslocamentos vertical e horizontal do ponto A
definido na figura anterior.
A discretizacao do contorno ¢ feita através de elementos triangulares planos

com aproximagao linear. Sao utilizados 80 elementos, conforme figura 3.7.8.

FIGURA 3.7.8 — Discretizagao do contorno do solido — 80 elementos triangulares

planos.

Juntamente com a discretizagdo do contorno sdo definidos podlos, pontos

internos, constituindo trés casos para processamento numérico, intencionando a
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utilizacdo do Método dos Elementos de Contorno com a Reciprocidade Dual. Os
casos sdo:

- 80 elementos no contorno e 1 polo interno;

- 80 elementos no contorno ¢ 3 polos internos; e

- 80 elementos no contorno e 28 polos internos.

As figuras 3.7.9 e 3.7.10 trazem os graficos dos deslocamentos vertical e

horizontal do ponto A para os trés casos definidos.

2,0
i —mE—RD- 1 pdlo
fé\ 15 __ n —®—RD - 3 pdlos
T ook e / \ RD - 28 polos
() : \ =
> ) \es | %
X osH\ /BT [ Byera
—_ / ]
s I e \ LN
% 0,0 &+ \ / \
CO| " :
S 05t W / e
2 r /\/ \" /I '\
8 -10F S 8/
D | A3
1,5 i i . i .
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

FIGURA 3.7.9 — Deslocamentos verticais no ponto A ao longo do tempo.

6
—~ 5K —m—RD- 1 pélo
g 7 OO SOUSUR U USURUSURUSUROS AU —@—RD -3 pélos
i L ! : n ,
S 3fbo N U o RD - 28 pdlos
— h : | e }
£
g
N0
=
S
an
)
3
7
[
A

Tempo (s)

FIGURA 3.7.10 — Deslocamentos horizontais no ponto A ao longo do tempo.

A inclusdo de mais pontos internos (poélos) ndo representa, neste caso,
melhoria nos resultados obtidos; os valores encontrados para os trés casos simulados
sdo bastante coincidentes. As curvas apresentadas nas figuras 3.7.9 e 3.7.10 sdo
semelhantes aquelas mostradas por PARTRIDGE et al. (1992) para uma aplicagao

bidimensional.
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O aumento do valor do passo de tempo At pode trazer como conseqiiéncia a
suavizagdo da curva, como mostra a figura 3.7.11. Valores menores de At permitem
a inclusdo de modos secundarios de freqiiéncia que interferem na resposta procurada.
Os modos secundarios alteram os valores oscilando sobre a resposta principal do

problema (figura 3.7.12).

6 : :
— | —m—RD-At=0,015s
& ab e . —@—RD-AE0,025 g
é 7:\.\ : ?.‘.\.
= T H °. 3
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T r . n u ]
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S "\u > N
) r o m '/3 o m-/
A 4 i e-® | i te-®
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

FIGURA 3.7.11 — Suavizag¢ao da resposta a medida que se aumenta o valor de At.

—@—RD - At=0,015s
— m—RD - At=0,012s

Desloc. Horizontal (x10"-4m)

0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

FIGURA 3.7.12 — Oscilagao da resposta a medida que se diminui o valor de At.
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CAPITULO 4

MECANICA DO FRATURAMENTO - MODELO
COESIVO

4.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo ¢ apresentada uma introdu¢do a Mecanica do Fraturamento.
Enfoca-se a parte inicial de seu desenvolvimento com os trabalhos classicos dos
precursores, chegando-se nas expressdes dos fatores de intensidade de tensdo para o
caso tridimensional. Apresenta-se, ainda, o modelo de fratura coesiva utilizado neste

trabalho.

4.2 - MECANICA DA FRATURA ELATICA E LINEAR

4.2.1 - Generalidades

Segundo TIMOSHENKO (1953), os primeiros relatos sobre a observagao do
fenomeno de fraturamento devem-se a Leonardo da Vinci, a partir de um estudo
sobre a variagdo da resisténcia de materiais em corpos de prova de diferentes

comprimentos ¢ mesmo didmetro. O efeito do tamanho, hoje denominado “efeito
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escala”, ¢ também estudado para o aco por Lloyd and Hodkinson', assim como
Anderegg’, apud OWEN & FAWKES (1983), para lamelas finas de vidro e fibras.
Mas ¢ em 1913 que se apresenta uma aproximagdo matematica para
representar o efeito do fraturamento, em INGLIS (1913), que serve de base para a
mecanica da fratura. INGLIS (1913) ensaia experimentalmente uma chapa solicitada
por tensdo constante na presenca de um furo eliptico com o raio maior na direcao
perpendicular a da aplicagdo do carregamento, conforme figura 4.2.1. O furo age
como um concentrador de tensdes, provocando o colapso do material assim que a
tensao na ponta do entalhe (regido proxima ao eixo x) ultrapassa a resisténcia do

material.

y

o)
1 A D Y A M M

R N N 2 2R 2R 4

g
FIGURA 4.2.1 - Modelo experimentado por Inglis - furo eliptico em uma placa

solicitada por tensdes constantes.

Como resultado, ¢ determinado que a méxima tensdo ocorre no ponto
extremo do eixo maior da elipse onde o raio de curvatura é minimo (p =b’/a), cujo

valor ¢

o™ =c(l+2a/b). (4.2.1)

" TODHUNTER, I. & PEARSON, K. (1886). History of the theory of elasticity and of the strength of
materials from Galileo to the present time, Cambridge University Press.
2 ANDEREGG, F.O. (1939) Industr. Eng. Chem., 31, 290.
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No limite quando o eixo b =0, situacdo real de uma trinca, o valor da tensdo

maxima proxima da ponta da mesma tem o valor infinitamente grande, dado por

. (4.2.2)
=

Como conseqiiéncia, poder-se-ia dizer que o elemento estrutural que
apresentasse alguma trinca ndo suportaria carregamento algum. Estes resultados sdo
reavaliados em trabalhos posteriores, como em GRIFFITHS (1924).

GRIFFITHS (1924) realiza experimentos com placas de vidro, material de
ruptura fragil, na presenca de uma trinca centralizada, semelhante a figura 4.2.1. Ele
propde que uma trinca pode tornar-se instavel somente quando a taxa de decréscimo
de energia de deformacdo eléstica, devido ao aumento da trinca, excede a taxa de
acréscimo da energia de superficie associada a nova forma da superficie da trinca. A
taxa de energia de deformagdo na formagdo da trinca de comprimento a, em um

corpo inicialmente homogéneo ¢ definida por:

2

c ) .
—ma’, para o estado plano de tensao;
U= 22E (4.2.3a—b)

G—E ma’ (1 —v? ), para o estado plano de deformacao,

onde E representa o modulo de elasticidade; v o coeficiente de Poisson; G a tensdo
aplicada perpendicularmente a trinca e 2a o comprimento da trinca.

Como conclusdo, GRIFFITHS (1924) determina que a taxa de energia de
deformacao critica liberada no fenomeno de fraturamento ¢ uma propriedade
intrinseca do material, j& que esta associada ao rompimento das forcas atdmicas de
coesdo na ponta da trinca. Isto permite determinar a resisténcia de uma peca,

composta de material fragil, relacionando a sua tenacidade (resisténcia ao

fraturamento) ao tamanho da trinca a_.
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As investigacoes cientificas para os materiais ducteis, por exemplo os metais,
sdo iniciadas por IRWIN (1948) e OROWAN (1955), baseando-se no balanco
energético devido a GRIFFITHS (1924). A extensdo para os materiais ducteis, cujo
fraturamento ¢ acompanhado de uma deformacdo permanente, originou a seguinte

expressao:

G>2TC+A (4.2.4)

onde

G representa a taxa de energia de deformacao liberada;
I' representa o trabalho necessario para a formagao de uma nova trinca; e
A representa o trabalho ndo recuperado, relativo a deformag¢do permanente

na ponta da trinca.

Para os materiais ducteis, os metais por exemplo, o valor de A ¢ bem maior

do que o de I', ao ponto de se considerar apenas

G=A. (4.2.5)

Isso explica porque os materiais dlcteis necessitam de maior trabalho para
ser fraturado em comparagao aqueles considerados frageis ou quase-frageis.

O postulado fundamental da Mecanica da Fratura Eléstica Linear (MFEL) diz
que o comportamento das trincas ¢ determinado somente pelo valor dos fatores de
intensidade de tensdo. Existem trés modos bésicos de deformagdo para um corpo
fraturado: modo I, abertura; modo II, de deslizamento; ¢ modo III, de rasgamento.
Esses modos sdo caracterizados pelos movimentos relativos das duas superficies da

trinca, conforme mostra a figura 4.2.2.
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AN
g (a) (b) (c)
FIGURA 4.2.2 - Modos de Fraturamento: (a) modo I - abertura; (b) modo II, de

deslizamento; (c) modo III, de rasgamento.

A figura 4.2.2 (a) mostra o modo fundamental de fratura I, cuja conseqiiéncia
¢ a abertura das superficies da trinca, uma vez solicitada por tensdes de tracdo. A
figura 4.2.2 (b) mostra o modo II, com deslizamento relativo das superficies da
trinta, provocado por tensdes cisalhantes. A figura 4.2.2 (¢) mostra o modo III, com
rasgamento entre as duas superficies, provocado por tensdes cisalhantes.

A partir dos valores dos fatores de intensidade de tensdo dos modos de
fraturamento K;, Ky e Ky, s3o determinadas expressdes para o calculo das tensdes

em um ponto “p” nas proximidades da frente da fratura (ponta da trinca), definido

pelas coordenadas esféricas (r, 6 ¢ ¢ ) — como em HARTRANFT & SIH (1977) —

conforme mostra a figura 4.2.3.

ponta da trinca

FIGURA 4.2.3 - Frente da fratura - sistemas de coordenadas.
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HARTRANFT & SIH (1977) determinam as expressdes para tensoes €
deslocamentos nas dire¢des normal e tangenciais, trabalhando em um plano
perpendicular a frente da fratura. Estendendo-as para um ponto qualquer sobre uma

“ 2

esfera centrada no ponto (pertencente a frente da fratura), tem-se as seguintes

expressoes:

0
{2VK CoS— +2VKH sen—}

2rcos 2

- K, sen— }
2rcos

2rCos {KIH 0%y }

PPN PRI ) NN AN INE
Preoss Ico senzsen2 nSen | 2+coscos— (4.2.6)

30 0 0 30
K, sen cos sen—+K, cosE l-sen—sen—

2r cos 2 2 2

]]]]]]

0 30 6 06 30
chos 1+sen sen2 + K, sen—cos—cos—

2r cos 2 2 2 2

4.2.2 - Fatores de Intensidade de Tensao

Através de experimentos de varios problemas eléstico-lineares
bidimensionais de fratura, IRWIN (1957) verifica que ha uma regularidade de forma
no campo de tensdes nas proximidades da ponta da trinca. Propde, entdo, uma
representacdo matematica para o campo de tensoes, tomando-se por base um ponto

da ponta da trinca, isto €,

K
o(r0) = T+ (4.2.7)
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onde r ¢ O sdo coordenadas polares. Os demais termos da série apresentada em
(4.2.7) sao constantes ou tendem a zero. Mas o primeiro, observando-se a
coordenada r bem proximo da origem (ponta da trinca), eleva consideravelmente o
valor das tensoes, fazendo-o dominante aos demais. A constante K ¢é batizada de
Fator de Intensidade de Tensdo - FIT (SIF em inglés). Portanto, o FIT caracteriza o
campo de tensdes nos pontos bem proximos a ponta da trinca.

IRWIN (1957) determina, ainda, uma relag@o entre o fator de intensidade de

tensdo e a taxa de energia de deformagao liberada,

K2 oG . (4.2.8)

A constante de proporcionalidade de (4.2.8) ¢ fun¢do das constantes elasticas
do material. Essa relagdo origina-se de uma ligagdo entre o campo de tensdes na
ponta da trinca e a energia requerida para propagacao da mesma. Isto significa que o
critério de balanco de energia para a propagacdao de uma trinca pode ser interpretado
em termos dos valores criticos de K para o inicio da trinca.

Partindo-se da consideracdo basica da Mecanica da Fratura, a de que o
controle da propagacdo da trinca (estavel ou instavel) ¢ feito através do campo de
tensdes na ponta da mesma, pode-se dizer que a propagagdo ¢ caracterizada através
do parametro K. Isso significa que duas trincas diferentes, de valores iguais a K, tém
0 mesmo comportamento. Assim, para se prever a propagacao de uma trinca em um
componente estrutural, ¢ necessario avaliar os fatores de intensidade de tensdao do
mesmo. De um modo geral, K ¢ fun¢do dos comprimento e forma da trinca, do tipo
de carregamento e configuragdo geométrica da estrutura. O fator de intensidade de

tensdo pode ser escrito da seguinte forma:

K=Yo+/ma. (4.2.9)

onde o representa uma tensdo, a ¢ a medida do comprimento da trinca e Y ¢ uma

fun¢do adimensional da geometria.
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Desde o trabalho pioneiro de IRWIN (1957) muitos outros t€ém se seguido,
estabelecendo-se varios procedimentos para a obtengdo dos fatores de intensidade de
tensao. Os procedimentos mais comuns, divididos em trés grandes categorias, sao:

- métodos tedricos simples: superposicdo, concentragdo de tensdes,

distribuicao de tensoes, fungdes de Green e fungdes peso;

- métodos teodricos avancados (numéricos): colocacdo (mapeamento),

transformagdes integrais, técnicas alternativas, Método dos Elementos de

Contorno, Método dos Elementos Finitos; ¢

- métodos experimentais.

A utilizacdo dos fatores de intensidade de tensdao, uma vez determinados,
pode-se verificar em trés areas diferentes:

- na determinacao da resisténcia estatica de uma estrutura fraturada (obtengao
da resisténcia residual);

- na determinagdo da taxa de propagacdo de uma trinca em uma estrutura
submetida a cargas variaveis (fadiga); e

- na determinagdo da taxa de propagacdo de uma trinca em uma estrutura

carregada em um ambiente corrosivo (tensoes de corrosio).

4.3 - MODELO COESIVO

O modelo de fratura coesiva tem sido empregado com eficiéncia para
representar o comportamento do material do tipo "quasi-brittle" frente ao processo de
fraturamento. Em HILLERBORG et al. (1976), o modelo ¢ testado e modificado
utilizando-se corpo de prova homogéneo e de area constante, solicitado até a ruptura,
em ensaios laboratoriais. E definida uma zona de fratura (ou zona de processo) com
largura limitada na direcdo da tensdo, formada em algum lugar do modelo. Esta zona
de fratura perde gradualmente suas propriedades mecanicas a medida que o dano
causado pelo surgimento de microfissuras aumenta e, portanto, tem-se um

comportamento de material coesivo. Da mesma forma, em CARPINTERI (1989) sdo
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encontrados novos experimentos ¢ analise através de modelagem numérica,

constituindo-se em uma referéncia importante sobre o assunto.

O modelo de fratura coesiva apresentado por HILLERBORG et al. (1976) ¢
considerado neste trabalho. O modelo ¢ recomendado para os casos onde a zona
plastica (ou zona de processo) ¢ suficientemente fina ao ponto de se poder
representd-la por uma superficie sem que isso ocasione perda de precisdo. A

idealizagdao do modelo ¢ apresentada na figura 4.3.1.

FIGURA 4.3.1 - Defini¢do do modelo idealizado - distribui¢do de tensdes na zona

coesiva.

E definida, na figura 4.3.1, a existéncia de duas extremidades para a trinca: a
real, localizada no ponto onde o valor critico da abertura da trinca w, ¢ atingido,
onde a tensdo normal a superficie da trinca ¢ nula; e a ficticia, definida no ponto

onde a tensdo normal atinge o seu valor maximo f;, onde a abertura da fratura ¢ nula.
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O modelo de fratura coesiva baseia-se nas seguintes consideragoes:

- a linearidade geométrica (pequenas deformagdes) ¢ considerada;

- o material ¢ considerado homogéneo e elastico linear, exceto na superficie
de fraturamento;

- a zona de fratura coesiva ou zona de processo (fig. 4.3.1) inicia o seu
desenvolvimento quando a tensdo principal maxima atinge a tensdo f;; e

- 0 material na zona de processo estd parcialmente danificado, ou seja, ainda
consegue transmitir tensdes. Quando a abertura da trinca atingir o deslocamento w,
(fig. 4.3.1), o material ndo mais transmite tensoes.

Portanto, as trincas coesivas surgem quando a méxima tensdo principal de
tragdo atinge seu valor limite, f;, conforme mostra a relacdo constitutiva apresentada
na figura 4.3.2a. Admite-se que a resisténcia do material sofre uma continua reducao
até o valor zero, quando o comprimento da abertura da trinca chegar no seu valor

limite w, , figuras 4.3.2b,c.

O O O

f fi f

(a) (b) (c)
FIGURA 4.3.2 - Leis constitutivas do material: (a) tensdo x deformagao; (b) tensao x
abertura da trinca - modelo ideal; (c) tensdo x abertura da trinca - modelo

simplificado.

O modelo simplificado, figura 4.3.2¢, conduz a resultados satisfatorios para
materiais classificados como “quasi-brittle” (concreto, cerdmicos, por exemplo). Este
modelo ¢ definido apenas por dois pardmetros, f; ¢ w¢, 0s quais podem ser obtidos
experimentalmente em laboratorio. A relacdo constitutiva do modelo coesivo pode
ser escrita através da forma classica dos critérios de plasticidade, conforme mostrado
por CEN & MAIER (1992). Essa representagdo ¢ usada no presente trabalho e tem a

seguinte forma:
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D(c) = f[l ﬂ]
(@)=o-f{1-7"], (4.3.1)

onde o ¢ a tensdo de tracdo na direcdo perpendicular a superficie da trinca, e w
representa o deslocamento normal entre as superficies da trinca (comprimento da
abertura da trinca), desprezando-se as tensdes tangenciais coesivas. As seguintes
condigdes devem ser levadas em consideragdo, uma vez que regulamenta o

funcionamento do critério (4.3.2):

(4.3.2a-b)
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CAPITULO 5

FORMULACAO DO MEC PARA PROBLEMAS DE
FRATURAMENTO - TEORIA DAS TENSOES INICIAIS

5.1 —-INTRODUCAO

Uma das caracteristicas positivas do Método dos Elementos de Contorno ¢ a
representacao adequada de problemas com gradientes altos em corpos elasticos com
precisdo, como em fraturamento, onde ha pontos com alta concentracdo de tensdes.

No presente trabalho utiliza-se uma formulacao do Método dos Elementos de
Contorno para a analise de fraturas coesivas, utilizando os conceitos apresentados em
VENTURINI (1994a, 1995) e LOPES Jr. (1996), estendidos para problemas
tridimensionais. O modelo coesivo idealizado por HILLERBORG et al. (1976) ¢
incorporado a formulagao.

Neste capitulo ¢ apresentada uma formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para andlise de fratura mecéanica em soélidos tridimensionais,
utilizando o modelo coesivo. A partir da imposicdo de campos de tensdes iniciais,
formulados através da definicdo de dipolos, sao modelados os efeitos de separacdo
entre as superficies da fratura. Sdo calculados deslocamentos e tensdes para o corpo
sem fraturamento, da maneira usual do MEC, e, em seguida, corrigidos através dos
efeitos da distribui¢do dos dipolos, representando o corpo fraturado. Para a

discretizagao do contorno do sélido sdo utilizados os elementos triangulares planos
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com aproximagao linear - continuos e descontinuos. Sao inseridos elementos
descontinuos @ medida que a trinca se propaga. Apresentam-se, ainda, exemplos

processados para mostrar a precisao da formulagao.

5.2 - EQUACOES GOVERNANTES

Considere-se que um so6lido elastico isotropico esteja submetido a um estado
de tensdo, igual ao que foi apresentado no capitulo 2, e, ainda, submetido a um
campo de tensdes iniciais. Admite-se que este campo de tensdes tenha provocado
deformagdes, denotadas por deformagdes iniciais.

No intuito de tentar visualizar o comportamento do sélido na presenca de
deformagdes iniciais, toma-se o exemplo da Teoria da Plasticidade, mostrado na

figura 5.2.1.

FIGURA 5.2.1 - Modelo Elastoplastico — parcelas de deformagao.

A teoria estabelece que a deformagdo total € pode ser entendida como a

soma das parcelas elastica €° e plastica €, ou seja,

el (5.2.1)

Como a natureza da deformacdo plastica, ou permanente, ¢ a mesma da

deformacao inicial, pode-se assumir que
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€ = g; +g° (522)

ij

onde &; representa o tensor da deformagdo total,

g; representa o tensor da deformagdo elastica e

(=]

g; representa o tensor da deformagio inicial.

A relagdo entre tensdo e deformagdao (2.3.5), a lei de Hooke, sofre
modificacdes uma vez que utilizam-se as deformacdes elasticas obtidas a partir da

diferenca entre as deformacdes total e inicial. Assim, para um material elastico, tem-

se
G, = kSij(skk - aﬁk) + ZG(Eij - 83) , (5.2.3)
ou
o, =M3&, +2Ge; —o}, (5.2.4)
onde
oy =A3,&,, +2Gs;. (5.2.5)

A lei de Hooke (5.2.4) em termos de deslocamentos, considerando as tensdes

iniciais, equivale a

0

Oy = Ayl +2G(ui,j +uj,i)_ G- (5.2.6)

A equacgdo de equilibrio de Navier, em termos de deslocamentos, envolvendo

tensOes 1niciais, €
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1 I
Wi Ty Yid +abi ~G O =0. (5.2.7)

u

Estabelecidas as equagdes constituintes do material, Lei de Hooke e equagdo

de Navier, a formulagao fica definida no tocante as equagdes governantes

5.3 - EQUACOES INTEGRAIS

A formulagdo empregada baseia-se na equacdo Somigliana (2.5.1),
acrescentando-se um novo termo correspondente a um campo de tensdes iniciais

aplicado no dominio, o que se traduz em:

u, +.[pfkukdl“ = J-ufkpkdl"Jr qukbde+ Iszkc?de. (5.3.1)
r r Q Q,

A inclusdo de um termo ¢ valida uma vez que a representagdo integral ¢é
sempre escrita para um meio infinito, ficando os limites de determinado sélido
definidos pelas condigdes de contorno a ele impostas. Portanto, vale a superposi¢ao
de efeitos.

De outra forma, a equagdo integral (5.3.1), valida também para o contorno,

sem as forgas volumétricas, apresenta-se como

Cy Uy + fpfkukdr = jufkpkdr + J-‘g;kg?kdg- (5.3.2)
r r Q

c

Excetuando-se a parcela correspondente as tensdes iniciais em (5.3.2), as
integrais ja foram devidamente resolvidas nos capitulos anteriores. Portanto, todos os
procedimentos apresentados daqui por diante serdo referentes a nova parcela.

Passando-se a trabalhar com deslocamentos e ndo com deformacoes, tem-se:

* o _ % o
€Ok = WijxO ji- (5.3.3)
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Considere-se uma sub-regido estreita € (figura 5.3.1), representando uma
area onde sdao aplicadas as tensdes iniciais, sendo transformada em superficies de

descontinuidade. Note-se que o contorno I', dessa regido de tensdes iniciais ou de

descontinuidade pode ser dividida em duas partes, I',' e T'.?, desconsiderando-se as

C

extremidades da mesma. Assume-se que a espessura 2a ¢ muito pequena em

comparacdo com o comprimento dessa faixa estreita. Assim, a integral sobre I',, que
aparece na equacdo 5.3.2, pode ser aproximada levando-se em conta somente as

integrais sobre as superficies independentes I',' e T'.”.

FIGURA 5.3.1 — Defini¢ao da descontinuidade no meio (fratura).

Para o desenvolvimento algébrico que sera aqui utilizado, consideram-se os

sistemas de coordenadas global e local apresentados na figura 5.3.2:

N
40
X3
Xq
=g
X, m
X,

FIGURA 5.3.2 — Coordenadas globais e locais para a superficie de fraturamento.
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A parcela integral de (5.3.1) correspondente as tensdes iniciais passa a ser

escrita utilizando-se a derivada do tensor de deslocamentos, (5.3.3), ou seja,

*

. ou;;
Jsijkc?de = J.aX—G?de. (5.34)
a, OX

QC
Para transformar esta parcela integral de dominio para o contorno, reduzindo sua
singularidade, utiliza-se a técnica da integracdo por partes que, aplicada a (5.3.4),

resulta em:
au: o * __0 S
I o OndQ2= I u;65n, dl"— j u;0% . dQ. (5.3.5)
Q, Yk I, o,

Considere-se a variavel pj que representa as forgas de superficie relacionadas as
tensoes 1niciais atuantes na faixa estreita €. Pode-se substituir o valor destas forgas

em (5.3.5), sabendo-se que p‘j’ = G‘J?knk , resultando em
L
[3ond0 = [ujpiar - [ujos,d0. (5.3.6)
o, Y%k I o,

Passa-se a tratar cada uma das parcelas integrais dadas em (5.3.6)
isoladamente. Primeiramente, tendo em vista a figura 5.3.1, desenvolve-se a parcela
integral sobre o contorno (no caso, contorno da fratura).

Define-se por “a” a semi-largura da faixa estreita que representa a fratura,
cujo valor ¢ muito menor que a de seu comprimento, e as superficies da sub-regido
por S+a e S-a, sendo S um ponto deste contorno particular.

Pode-se, agora, escrever a primeira integral de (5.3.6) - parcela sobre o

contorno I', - admitindo-se a existéncia das duas superficies que definem a fratura.

Assim,
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[u;p2dr = [uj(p.S-a)pS(S—a)dl + [uj(p.S+a)p®(S+a)dl .
R i

129

(5.3.7)

Adota-se a diregdo do eixo coordenado local x, (figura 5.3.2) normal a

. . 1 2 ~ ;.
fratura. Assumindo-se que as superficies da fratura I', e I'; estdo bem proximas,

pode-se escrever as seguintes expressoes:

* * 8u:<]
u; (p,S+a)=u;(p,S) + a(p,s)a

1

ij
8X3 (p7 S)a

u;(pas_a) = u;(pas)_

Levando-se (5.3.8) para (5.3.7), chega-se a:

. . Gu;; 3
J.uijp?dr = J- uij (p: S) __(pss)a 3) (S)dr +
; ks 0X,

{ e Ou; }p
+J. u; (p,S) +——(p,S)a |p;" (S)dl’
0X,

T

c

ou, resumidamente,

*

J.ufp‘»’dl“ = '[Za%p‘?3dl“
; ijtj : 6X3 j

(5.3.8a-b)

(5.3.9)

(5.3.10)

Portanto, com a integral (5.3.10) chega-se na influéncia da componente

normal de tensdo sobre a fratura.

A parcela de dominio em (5.3.6) tem, ainda, que ser desenvolvida.

Explicitando-se esta parcela e ja substituindo o valor da diferencial de volume, tem-

S€:
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* 0o _ * 0
_[uijcjk,de = J.uijcsjk,kdxldxzdxy
QC
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(5.3.11)

O termo das derivadas das tensdes iniciais deve ser desenvolvido, pois a sua

defini¢ao utiliza sistema de coordenadas globais e (5.3.11) o sistema local, ou seja,

o
0 06 ji

o
0G5,

o o
ocj, 0o

o. = =
L) GRG) ¢

(5.3.12)

oX,  0X,

Utilizando-se a regra da cadeia e levando-se em conta que as derivadas na

dire¢do normal a fratura (x;) sdo nulas, pela consideragdo de que of, € constante,

(5.3.12) passa a ser:

o 80?1 X, 803‘)1 X,
Ok = +
mEox, 0X, 0%, O0X,
doj Ox,  0op %, (5.3.13)
ox, 0X, 0x, 0X,
dcf, ox, 0o ox,
ox, 0X;, 0x, 0X,
Utilizando-se os co-senos diretores definidos na figura 5.3.1, tem-se
oG, oo (5.3.14)
Chx = o, m, + o, s, +
oo}, " oc’, .
ox, - 0x, °
(olops olopt .
ox, °  o0x,
ou, resumidamente,
. o (. o ( . (5.3.15)
ij,k :a(cjkmk)+£(cjksk)
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onde as componentes das tensdes iniciais ja encontram-se escritas em fungdo das
coordenadas locais.
Substituindo-se o resultado de (5.3.15) na expressao (5.3.11), esta passa a se

apresentar da seguinte forma:

J-uucsjk dQ = J- u; [&il(cs?kmk)Jraxi(G}’ksk )}dxldxzdxy (5.3.16)

Q. 2

Admitindo-se que ndo hé variacdes na distancia entre as superficies da

fratura, na sua direcdo normal, e que a integral correspondente a diferencial dx; ¢

igual a 2a, a integral (5.3.16) passa a ser:
J.uucsjk dQ = J.J.u (ijmk)2adx dx, +_Uu < (les )2adx dx,. (5.3.17)

Obtém-se, neste ponto, a transformagado da parcela de dominio para o contorno.
Integrando-se por partes os dois termos integrais do lado direito da igualdade

em (5.3.17), tem-se

*

ou!
ﬂ u ax( m, J2adx,dx, = uUGkak2a(xf—x})—ja—;cj’kmk2adr (5.3.18)
rC

1

*

ou;
J.j ul] ax (GJkS )2adX dXZ - ulJG]kmkza(Xi - Xlz) - J.ax_JG;)kSk Zadr . (5319)
T, 2

Os primeiros termos de (5.3.18) e (5.3.19) apos a igualdade tendem a zero

quando a abertura da fratura, 2a, tende a zero. Assim, (5.3.17) passa a ser

E3 *

* auij Guij
[ujos,d=-] = 0%, 2adl - j—cax ©s,2adl’. (5.3.20)
Qc rc 1 Fc 2
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Utilizando-se, novamente, as componentes das forcas de superficie na fratura,
agora para as diregdes dos eixos X, € X, (pj.’1 =o5m, € p?z =048, ), a integral

(5.3.20) torna-se

[uio, o= jzaau ldr - jzazu dr, (5.3.21)
Q

e representa a influéncia das componentes tangenciais de tensdo sobre a fratura.

As duas parcelas integrais de (5.3.6) encontram-se determinadas em (5.3.10)
e (5.3.21). Portanto, a parcela relativa as tensodes iniciais em (5.3.2) fica devidamente

resolvida, apresentando como resultado

* * *

[e)00d0= jz My e jz My ptar jz My rar (5.3.22)
J ljkG_]k agp + amj + ! a.@xﬂ)J .

c c

ou, resumidamente,

6‘13 :
[er,0%d0= jza podr. (5.3.23)

QC

As manipulacdes algébricas realizadas até chegar a (5.3.23), sdo efetuadas
tendo como sistema de referéncia os eixos X,, X, € X;, ou seja, o sistema local de
coordenadas (relativo a superficie da fratura). Esse pode variar em relagdo ao
referencial global a medida que a trinca vai se propagando. E necessario, portanto,

obter a resposta algébrica em fungdo das coordenadas globais X,, X, e X;. A

transformagao ¢ feita como se segue:
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au_;p(?(f — Gu; a><m p9/
ox, ' oX, ox,

_ Ouy X, Y 4 ou; 0X,
X, ox, 1)

potz au’ij 5X3 of

(5.3.24)
of o
oX, ox, ' X, ox, !

onde aparecem 0s novos co-senos diretores que relacionam os sistemas global e local
de coordenadas, representados por:

_ 00X,
.
14

_8X2
a 0x,
_ X

! 0X,

(5.3.25)

Portanto, pode-se determinar um tensor das forcas de superficie aplicadas na
fratura, escrito nas coordenadas globais, utilizando-se uma matriz de transformagao,
ou seja,

=~ om

_ of
p; =T.p; (5.3.26)
onde
m, m, m, p;' (5.3.27)
T.,=|s 5§ 5 € p?é = p})z
ﬁ1 ﬁ2 ﬁ3

(5.3.28)
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Pode-se, entdo, escrever (5.3.23) em funcdo das coordenadas globais:

*

[er00d0=2 My orgr 5.3.29
Qgijkcjk —r‘ a@X/’pj . (5.3.29)

As dedugdes realizadas até aqui, baseiam-se na definicdo da faixa estreita de
inclusdo da descontinuidade (fratura), mostrada na figura 5.3.1. Quando a sua
espessura tende para zero, sdo necessarias tensoes iniciais de valores infinitos devido
a natureza do problema abordado. Assim, para se escrever o termo integral
correspondente as tensdes iniciais, no qual ¢ possivel assumir que a espessura da
faixa ¢ igual a zero, ¢ necessario definir um novo tensor, denominado “dipolo” de

forgas, representado por:

—o/

!
q; =2ap; . (5.3.30)

Essas forcas recebem este nome por analogia ao caso do dipolo elétrico. Uma
de suas caracteristicas € permitir a inclusdo de um campo de tensdes no meio
continuo sem apresentar uma resultante de forgas.

De (5.3.29) desenvolve-se, ainda, a derivada do tensor dos deslocamentos
fundamentais, representada por

*

G! o 5331
ij_aX#" ( )

Portanto, (5.3.29) passa a ser:

Is;kcj.’de = ij}qde, (5.3.32)
T

Q

c c

que ¢ a parcela adicional na expressdo Somigliana devido a presenga da fratura, cuja

influéncia ¢ considerada através dos dipolos. Portanto, a representacdo dos
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deslocamentos, ja levando-se em conta a contribuicdo das tensdes iniciais

concentradas em uma superficie, ¢

¢y Uy + [pu,dl = [ujp, dl' + [ Giq;dr . (5.3.33)
r r I

5.4 -SOBRE O INTEGRANDO CORRESPONDENTE AOS DIPOLOS

Com os indices i, j e ¢ variando de 1 a 3 (no espaco tridimensional), a Gltima

parcela de (5.3.33) tem suas componentes explicitadas conforme (5.4.1):

Gija; =Gia; +Giaj +Giq;

1] 1
Giq; =Gjq, +Gjq; +Giq; (5.4.1)
Gi,q; +Gh4q; +Ghhd;

Gi,q; +Ghas +Ghas

1

Na forma matricial, tem-se

[6i G. G, G G G Gi G Gifjai (5.42)

A defini¢do das componentes dos dipolos é obtida considerando-se a
superficie da fratura, ou seja, determinando-se as tensdes neste contorno particular.

Considere-se a figura 5.4.1 mostrada a seguir:
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FIGURA 5.4.1 — Elemento do contorno da fratura com o seu sistema local de

coordenadas e vetor normal.

Na forma classica, as tensdes no contorno apresentam as seguintes

expressoes, ja apresentadas em (2.6.45a-f):

C, = I_V[VG33 +2G(.s11 +vs22)]
o), =2Ge),
1
G, = :[v033 + 2G(e~:22 + vsn)] (5.4.3a-f)
O =D
O =P,
O3 = D3

Admitindo-se que as deformagdes €,, € €,, sdo nulas no plano da fratura,

chega-se em

(5.4.4a-b)

Considere-se a figura 5.4.2 mostrada a seguir:
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FIGURA 5.4.2 — Elemento infinitesimal no contorno da fratura com as componentes

dos dipolos.

A aplicagdo de q, produz “empuxo” entre os pontos de aplicacdo das forgas,

causando perturbagdes na distribuicdo de tensdo, devido ao coeficiente de Poisson.
Para eliminar este empuxo devido a q;, deve-se aplicar dois dipolos q, e q, tais que
impec¢am a deformagdo na dire¢do transversal.

Relacionando-se os dipolos necessarios para o equilibrio na regido das
tensOes iniciais com as componentes de tensdo de um elemento infinitesimal, chega-

se aos seguintes valores:

CI} =q,
Q=0
qla =q;
q; =0
4 =4, (5.4.5)
q§ =a3
=4,
q; =q,
qg =dq;
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Utilizando-se os resultados de (5.4.3), (5.4.4) e (5.4.5), obtém-se as
componentes dos dipolos necessarias a analise do efeito da fratura em meio continuo

devidamente relacionadas entre si.

q; =4,
q: =93
Y 5.4.6a-d
q; __qg ( a-d)
1-v
Y
q, =:q§

E possivel reduzir as matrizes apresentadas em (5.4.2) utilizando-se as
relacdes (5.4.6) encontradas para as componentes dos dipolos escritas em fungdo das

componentes independentes. Assim,

q3

1

(G}, +G?2)+Gf’3} Q- (5.4.7)
q;

A%
GL+G) GLeGh

Pode-se escrever (5.4.7) de forma concisa, bastando definir uma matriz de

contribui¢do dos dipolos [K], o que resulta em

[K]{q} - (5.4.8)

As componentes da matriz [K] sdo:

_ ol 3
K = Gi3 +Gil

2 3
K, =G5 +Gj (5.4.9a-c)

K = i(Gill + Gizz)+ G133
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Portanto, para um ponto qualquer da superficie de fratura, o integrando da

ultima parcela integral de (5.3.33), escrito de forma matricial, é

K, K, Kj; qf
K, K, Ky (a3 (5.4.10)
K; Ky Ky q;

Os valores das componentes da matriz de influéncia dos dipolos estdo
relacionados a solucdo fundamental utilizada, posto que suas expressdes decorrem da
derivagdo do tensor de deslocamento fundamental, conforme (5.3.31).

Escolhendo-se a solu¢do fundamental de Kelvin, apresentada na secao 2.4.1 -

expressao (2.4.4) - chega-se a:

a ) ij RELY o
ij aX/ aX, 167[(1—\/)(} r i i , ( )

obtendo-se o nucleo singular

1
¢ _
i 16n(1-v)Gr?

{— 3- 4v)r/8ij + r’jES(,,i + r,iSKJ. - 3r,ir’jrj} , (5.4.12)
cujas dedugdes encontram-se no anexo F.

Por outro lado, escolhendo-se a solu¢do fundamental de Mindlin, apresentada
na secao 2.4.2 — expressao (2.4.8), tem-se mais de trabalho algébrico. Entendendo-se
a solu¢ao fundamental de Mindlin como sendo formada por duas partes: a parcela de
Kelvin e outra complementar, conforme apresentado em (2.4.11a), divide-se o nucleo

G da seguinte forma:

:(Gf)K+(G€)C_ (5.4.13)

] 1

(65)"
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Uma vez que ja se obteve a expressdao do nucleo para Kelvin, procura-se
efetuar as derivadas parciais indicadas em (5.3.31) apenas para a parte

complementar. Assim,

c (2C,—1) 3C.,r} 6cz 3r7) 12cz( 1t}
(Gil) :Kdrl{ 1{3 - R351 R (1_R12 + R é_l +

4CC,  4CCyn
R(R+R,) [R(R+R3)2]2

GLS
3y R+4r R, + R +

8C,C,
[R(R+R3)2]
2\C 1 3C,;) 6cz(, 3r)) 12cz 4C,C,
(Gll) =KLy o555 o3l -5t 7 2
R R R R R R(R+R3)
(5.4.14a-¢)
4C,C,1 R:
T SRHAR,
[R(R+R3) ]
c R 2c 3r] 3C.r’R, 6¢czR 3r?
(Gfl) :Kd{_R_g-i_E(l_Rlzj_ 1115 3_ RS 3(1_R12)+
12¢zr/R, __4CG : (1"‘&) N
R (R+R,)
4C,C,r R}
g (21{2 1+ 5RR, +4R? +ﬁj
[R(R+R3) ]

12 -

R3 RS RS + R7 R(R+R3)2
, 4G . 8C,C,t} 3
R(R+R,) R*(R+R,)

¢ C,r, 3C,r} 6¢cz 30czr] 4C,C,
(G ) — Dalz - -

R3 RS RS R7 R(R n R3)2
,_4cCor ., 8C,C,t; 3
R*(R+R,)” R*(R+R,)

(62)° - Kdrl{c3rl 3C,r; 6oz N 30czr;  4C,C,




3C,R, 6¢ 30czR 4C,C,R
(sz)c = Kdrlrz{_ 35 : ——(;+ CZ7 3 4 1~ R .
R R R R3(R+R3)

G ), R_)}
R(R+R,) R

(G13>C _ Kd{c3r3 3C,r’r, 6czR, N 30czr/R,  4C,C,

R® R R R "R(R+R,)

_ AC,Cyry B 4C,C,r}
R (R+R;)" R'(R+R,)

2\C _3C3r3 3OCZR3_ 4C,C, B 4C,C,
(6) _Kﬁﬁ{ R' R RY(R4R,) R%R+RJ}

‘ C, 3CnR, 6 30c7R}
(G133> =Kdrl{R_é_%_E(Z+R3)+ = 3

—&(H&)_M
R(R+R,)’\ R/ R(R+R;)

(G;Z)C:Kdn{___ 2 Cz(l— 2)4_ &L 1~2

4C,C,r; R2
L0 - (3R+4R3 +?3j
[R@+R3]

R3 R5 RS - R2 + RS R2

4C,G, 4C,Cor,
— —— .
) Jaron)

méf:K&{QQ_D_Kmﬁ_&%ESQJ nuﬂguﬂ+

,R:
3, R+41,R; + R +

__8GC,
[R@+RJ1
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(5.4.14£-1)



c R. 2c¢ 3r2) 3C.’R, 6¢czR 3r?
(ng) :Kd{_R_g-'_F(l_Réj_ ;25 3 R53(1_R22]+

12¢czr;R,  4C,C, (1 R3)+

R”  (R+r,)’V R
4C,C,1; 2 2 R}
| 2R 4 SRR, +4RS
[R(R+R3) ]

(G123)C =i_2(Gi3)C

1

¢ C,r, 3C,r’r, 6¢czR, 30czr/R, 4C.C,
(G31> =K, 3 s T 5T 7 +
R R R R R(R+R,)

s 4C,C,1} .\ 4C,C,1}
RZ(R+R3)2 R3(R+R3)

(63)° =Kyn |- 25 - 20, GGG } (54.14mw)

R’ R "RY(R+R,) R*(R+R,)

MR RTOR

&( &j ACGR,
"R(R+R,) R +R3(R+R3)}

(G;)C _K, 1{(33 3CinR, | 6c (2+R,)- 30;27R§ .

(Glsz )C = i_z(Glsl )C

1

2 —
(G;3>C =K,r, {_M_%(—2CZ+ CzRi)— 30CZR§ }

R’ R’
2 \C (SC? _C3> 3 ,y 30czR:
(G33> =Kdr2 —T—E(—2CZ+C3R3>— R7

2 —
(G§3)C =K, {— (8C1 R3C3)R3 s +1§S3R3 — 3RRS3 (—2cz+C3R§) +

12¢zR, 6¢cR:  30czR]
TR R R
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5.5 - CONTRIBUICAO DOS DIPOLOS PARA A ABERTURA DA
TRINCA

A abertura da trinca ¢ dada pelo deslocamento relativo entre as suas
superficies em um determinado ponto. Tal valor pode ser determinado através da
analise dos deslocamentos obtidos pela aplicacdo da equacdo integral (5.3.33) as
imagens do ponto escolhido sobre as superficies da fratura. A figura 5.5.1 mostra a
representacdo de uma das faces da fratura com a definicdo do ponto a ser estudado,

sua imagem e os parametros envolvidos na analise.

2
1—‘0
(€]
<
Xl
(€]
cse®
X3
Xy 7
3 el
%:TSGBQCOS'}/ }F

0

FIGURA 5.5.1 — Esquema de dois pontos proximos da fratura — representado o da

esquerda; o da direita ¢ de forma similar.

Da figura 5.5.1 obtém-se os seguintes parametros:



r, =rcos® - r, =cosO
r, =—rsenfseny — r, = —senOseny

r; =rsenOcosy — 1, = senOcosy

dS = r’ sen0d0dy

or 1
a = ;(I‘IH1 + r,n, + r3n3) = 1”,3
rz

or
dar L —ds—dr = dod
on 7 g

cosy
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(5.5.1a-f)

A ultima parcela integral de (5.3.33), escrita na forma matricial, é aqui

analisada uma vez que através dela ¢ introduzida a descontinuidade no meio

continuo. Assim, toma-se somente

[[K]{qdr.

FC

(5.5.2)

Considere-se a figura 5.5.1, onde é mostrada a imagem do ponto “P” a

esquerda da superficie média da fratura. Quando a imagem representada por p’ tende

para o plano médio da trinca (o mesmo ocorre para o ponto p’’ a direita), onde serdo

dispostos os elementos especiais de contorno para simular a trinca, chega-se no

seguinte limite:

ou, ainda,

Lim{u}

p'—p

p'—p

r'»olc-Te r'—>ole

Lim{u}” = Lim [[K]{q}dr + Lim [[K}dr{q}"

r'—ole-Te r'-ol.

"=Lim [[K]{a}dr +Lim [[K]{q}dr

termo independente

(5.5.3)

(5.5.4)
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., . P
onde I', ¢ a parte do contorno da trinca com centro no ponto p e {q} sdo valores

nodais dos dipolos, por isso retirados da integral.
Procurando-se efetuar o limite para o termo independente de (5.5.4),

genericamente, tem-se:

2

r
dodyq’
cosy 14 (5.5.5)

KiquS' = J:Kijq?dr = _U Kij
r, T,

Para o ponto p’ situado a esquerda do plano médio da trinca valem os

seguintes limites para os angulos (mostrados na figura 5.5.1):

K3
2 (5.5.6a-b)

IN |8

<y <
<r

0<6

O resultado para a andlise da imagem do ponto a esquerda, tendo em vista

(5.5.5) ¢ (5.5.6), é

—. 1
1= —E
K>, =0
K5 =0
K% =0
o 1 (5.5.7a-1)
e22 = —E
K®; =0
K¢ =0
K5, =0
— 1-2v

Para o ponto p’’, imagem do ponto P, situado a direita do plano médio da

trinca, modificam-se os limites para os angulos envolvidos na andlise, passando a ser
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T 3
2 2, (5.5.8a-b)
n<0<2n

cm:

—y 1
11 — 2G

K% =0

K% =0

K% =0

1 (5.5.9a-1)
272G

K5 =0

K% =0

K% =0

— (I-2v)
¥ T 41-v)G

Fazendo-se a diferenca entre os deslocamentos a esquerda e a direita,
tomando-se o valor absoluto, chega-se aos deslocamentos relativos entre as faces da

trinca (que € a abertura da trinca). Assim,

1
=~ 0 0
AW, G q;|"
(AW} =1aw, ¢ =|{u}” —{u}”]=] 0 = 0 ¢ (5.5.10)
AW 0 o (=29 |l
i 2(1- V)G |

Portanto, a abertura da trinca ou modo I de fraturamento, ¢ dada por:

_ (1=2v)

AW, =——-q;.
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Ja os deslizamentos no plano da fratura, modos II e III, sao dados por:

1
AW, = —q] (5.5.12)
1

5.6 — CONTRIBUICAO DOS DIPOLOS NAS TENSOES EM PONTOS
INTERNOS

Pode-se obter a representacdo integral das tensdes para pontos internos

utilizando-se o procedimento classico baseado na lei de Hooke, ou seja,

c; = AO;g,,, +2Ge;

ij“ww

1 ﬂ_i_ Ou, (5.6.1a-b)
“i72\ox, T ox,
Portanto,
du, du,  du, (5.6.2)
o, =A\d. —+ "
m moX,, oX = 0X,

Utilizando-se a representacdo integral para deslocamentos, (5.3.33), e

efetuando as suas derivadas convenientemente a (5.6.2), chega-se a:

Cim = _I Sim W dl + IDimkpkdr +
i ' (5.6.3)
4
{m "o j G!,qdr + Ga— j Glqldr e ijqu }

Os tensores S e D em (5.6.3) sdo os ja conhecidos da formulagdo cléssica do
MEC. Os termos que encontram-se entre parénteses em (5.6.3) referem-se a fratura e,

devido a presenca de singularidade, devem ser analisados com cuidado.
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Considere-se isoladamente o termo de (5.6.3) conforme a seguir:
= f Gjq;dr (5.6.4)

Utilizando-se o conceito de integral singular devido a Miklin, conforme
VENTURINI (1982), pode-se obter a derivada parcial antes de realizar a integragao,
assumindo que as densidades q satisfazem a condi¢do de Lipschitz com expoente

positivo. Assim, (5.6.4) equivale a:

1= aa 6/q!dr]-q j rGir, do (5.6.5)

r,“*m

Pode-se, agora, escrever (5.6.3) da seguinte forma:
Gin = =[Syl + [ D,y p dl + [ G2 /D + g2 [, (p)] (5.6.6)
r r T,
onde:

0
gi'(p) = o0 (5.6.7)

para o calculo da tensdo plastica ou elastica, respectivamente, ¢

y 8G., (oG. &G!,
GM =18, — 4+ G| L4 (5.6.8)
oX, | oX, oX,

Efetuando-se individualmente as derivadas parciais de (5.6.8), observando-se
que as mesmas tém sinais negativos, ja que a derivagdo ¢ feita para o ponto p e ndo

para o ponto s, chega-se na expressao:
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oG r.
i | SE TPV LN LTS
oX, 16n(1-v)G oX, \r* )" oX \r
o (r, o (1 3 o 5.6.9
*K(_}S‘j o e
_i ar’J _i ar’[ r.r
rPoxX, o1t eX, A

I

ARTESY

% ri3(3r r, =5, (5.6.10a-g)
)2

_ %(r,mr,i -5,,)

_ %(rmr’j ~3,)
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Substituindo-se (5.6.10) em (5.6.9), encontra-se

oGy 1
X 16m(1-v)Gr’

m

{_ (3- 4V)(8ij8m(f =33t 1, )_(Smlsﬁ - Smis”j)-'_

ijo,m

+3(5,0 T, + 80l + 8, L, L+, + Smir,jr,4>+ (5.6.11)

(5 ,m ijo,mo,i

-,

Aproveitando-se o resultado de (5.6.11) para as outras derivada em (5.6.8),

encontra-se:

0G,; 1
X,  16m(1-v)Gr’
+3(6(,r.r,,/ + 8Ll + 0,10, +0,r,1,+8 ‘r,r,,/)+

11 mj,m-,1 -, m mi,j

{_ (3- 4V)(8mj81/, - 30 i )_(Sijs(fm + 8mi8fi)+

mj-,i

(5.6.12)

~15trnr, |

oG,  (1-2v)

oX,  16m(1-v)Gr’ (28, -61,1,) (5.6.13)

Levando-se as expressdes obtidas, (5.6.11), (5.6.12) e (5.6.13) para (5.6.8),

chega-se no tensor:

m/ 1
moo_— l1-2v)(5,.5,, +8.5, —5,..8,)+3(1-2v)( 1.1, +
ij 87[(1—\/)[‘3 {( )( mj il ijo/ ;,_]) ( )( 50,0 (5614)

+9,r,.1r,-9, r,r,f)—3(8 [0, +0,,0.0, +0,r rj)»ISr’ArAr r,m}.

ijo,m"/ im~,j fi7,m fit,m=, in,jn0

Uma vez definido o tensor (5.6.14) hipersingular dos coeficientes de
influéncia dos dipolos para as tensdes em pontos internos, pode-se organizar a

penultima parcela de (5.6.6), resultando em
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ml 0 __ ml 1 m2 2 m3 3
G q; =Gy q; +Gi"q; +Giq;

ml ¢ _ ~ml_1 m2 2 m3 3
Gi'q; =G q,+G;q +Gi7q; +

' ! (5.6.15)
+Gh'a, +G'q, +Giyg, +
+Giy'q; +Gii'q; +Gia;
E conveniente escrever (5.6.15) na forma matricial, ou seja,
a,
a
ds
q;
Gt Gn Gn G GE G GF GE GT|iq (5.6.16)
a3
a;
a
a;

Tendo em vista o mesmo procedimento utilizado para condensar as

l
ij 2

componentes tensor G, que resultou em (5.4.7), pode-se rescrever a expressao

(5.6.16), obtendo-se:

3
q;
[G;g“ +G™ GM 4 GM IL(G;‘;1 +G) +Gg3} Ot (5.6.17)
-V
q;
ou, ainda, na forma concisa
[Ks}al. (5.6.18)

Portanto, para um ponto qualquer da superficie de fratura, o integrando da

penultima parcela integral de (5.6.6), escrito de forma matricial, é
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KS KS5 KSh||q]
KSh  KS§, KSh [q)f- (5.6.19)
KSI KS) KS%||q;

As componentes da matriz [KS] sio:

KS = Gf;l +Gi“1‘3
m __ m2 m3
KS; =G5 +Gy, (5.6.20a-c)

Kst= (G} + G )+ G

As expressoes das componentes da matriz [KS] encontram-se no anexo G.

5.7 - DISCRETIZACOES

Mostradas as expressdes matematicas da formulagdo, necessarias a analise do
problema proposto, necessita-se, agora, transforma-las para uso em um algoritmo
computacional para a solucdo automatica do problema. Assim, sdo utilizados
elementos planos triangulares descontinuos com aproximacgao linear (com trés pontos
de colocagdo) para a discretizagdo do contorno do corpo. Para a fratura sdo utilizados
0os mesmos elementos com aproximagdo constante (um ponto de colocagdo).
Elementos com outras aproximagdes poderiam ser utilizados sem nenhum prejuizo a
formulacao, lembrando-se que as fraturas impdem descontinuidades ao contorno
(quando o atinge), e sdo somente representadas por elementos descontinuos.

Escrevendo-se (5.3.33) para os pontos de colocacdo definidos no contorno do

corpo e nos elementos da fratura, obtém-se:

HU = GP +KQ (5.7.1)
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onde as matrizes H e G s3o as ja conhecidas do MEC. A matriz K ¢ obtida a partir
dos nucleos dados em (5.4.12), observando-se convenientemente as componentes
necessarias e a relacdo entre elas (conforme figura 5.4.2). Fazendo a troca de colunas
entre as matrizes H ¢ G, do modo usual do MEC, a fim de estabelecer um vetor de
incognitas (deslocamentos e forcas de superficie) e um vetor de valores prescritos,

obtém-se o seguinte sistema de equagdes algébricas:

X=M+RQ (5.7.2)

onde

M=A"'F
(5.7.3a-b)
R=ATK

A equagdo (5.7.2) pode ser usada na forma incremental, para calcular os
efeitos dos incrementos da carga dados por M ou AM, ou incrementos dos dipolos,
AQ, requeridos para corrigir o nivel de tensdo sobre a superficie da fratura.

A expressdo integral para as tensdes (5.6.6), ¢ transformada de forma
semelhante a de deslocamentos, com as matrizes usuais do MEC H' ¢ G' ( tensores
S* e D* - (2.5.3), (2.5.4), (2.5.5) e (2.5.6)), mais a matriz K' obtida com os nucleos
dados por (5.6.14). O resultado é:

c=-HU+GP+KQ. (5.7.4)

Da mesma forma que a expressdo para deslocamentos, a de tensdes pode ser
escrita separando-se em duas parcelas, uma eléstica e a outra que corrige a primeira

pelo emprego dos dipolos. Assim,

c=N+SQ (5.7.5)

onde
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N=F-A'M

S — K! _ A!R (5.76a'b)

5.8 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS

O algoritmo empregado na solucdo das equacgdes apresentadas até aqui, ¢ do
tipo incremental iterativo. Calculam-se as incognitas, deslocamentos e forgas de
superficie e, eventualmente, tensdes internas com as parcelas elédsticas das equacdes
(5.7.2) e (5.7.5) para cada passo incremental. Verifica-se, entdo, se o critério de
resisténcia ¢ atingido e, em caso afirmativo, entra-se em um processo iterativo. Os
valores verdadeiros de deslocamentos, forgas de superficie e tensdes sao obtidos
corrigindo-se os valores elasticos através das parcelas relacionadas com os dipolos.
Os valores dos dipolos devem ser estimados a partir do valor local das tensdes de
cada elemento de fratura ou nd, como se fossem campos independentes, j4 que o
processo ¢ nao-linear. Portanto, com os valores residuais das tensdes e das sub-
matrizes de S, obtém-se de modo simplificado os valores parciais dos dipolos, que
sdo posteriormente acumulados em Q. Obedecendo-se ao critério do modelo coesivo
apresentado em (4.3.1), verifica-se o surgimento da abertura de fratura limite, we,
condi¢do necessaria para se afirmar que neste n6 houve fraturamento.

E importante destacar que o emprego de elementos descontinuos na
discretizacdo do contorno € necessario para permitir o surgimento de fraturas.

O procedimento descrito ¢ similar a outros ja empregados em conjunto com o
MEC; e pode ser utilizado no estudo de solidos quaisquer sujeitos ao surgimento de
uma linha de fratura ou a multifraturamento.

Nesta formulag¢do apresentada, as matrizes G e H usuais do MEC sofrem
inclusdes de linhas e colunas a medida que novos elementos sdo exigidos para
representar o crescimento da fratura. Portanto, ndo se trata de redefinir uma nova
rede de elementos, e sim de aproveitar os valores das componentes dessas matrizes,

jé calculados, aumentando a economia de tempo computacional.
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Sendo hipersingulares os nucleos envolvidos nesta formulagdo, deve-se ter
cuidado especial com os procedimentos de integracdo, principalmente se o ponto de
colocagao pertencer ao elemento integrado (utilizando-se o conceito de parte finita

de Hadamard, conforme PORTELA, 1993).

5.9 — APLICACOES

A seguir, sdo apresentados alguns exemplos de aplicacdo da formulagao

apresentada.

5.9.1 — Aplicagao 1: Solido paralelepipédico elastico com deslocamento uniforme

aplicado.

E escolhido um caso simples da mecanica da fratura, um solido
paralelepipédico, definido conforme a figura 5.9.1, que ¢ analisado assumindo-se
deslocamentos prescritos sobre suas duas extremidades. S3o adotados os seguintes

valores que definem as propriedades fisicas do s6lido bem como os parametros do

modelo coesivo: E =1x10°, v=0,0, f, =10 e w, =0,00004.

; /
(c)

2
(a)

(b)

FIGURA 5.9.1 — S¢6lido para andlise. (a) geometria e deslocamentos prescritos; (b)

discretizacao do contorno; (¢) discretizagao da superficie da trinca.
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Na figura 5.9.1a sdo definidos quatro pontos: um na extremidade livre, outro
préximo aos apoios e dois na metade do comprimento (um imediatamente acima da
metade e outro abaixo). Para esses pontos sdo apresentados valores de deslocamentos
para alguns passos de célculo do algoritmo apresentado.

A discretizagdo do contorno do corpo ¢ feita através de elementos
triangulares planos com aproximacdo linear, conforme figura 5.9.1b, e sdo
descontinuos para permitir o surgimento de trincas ao longo do comprimento do
corpo. A superficie ficticia de fraturamento ¢ discretizada por elementos triangulares
planos com aproximacao constante (figura 5.9.1¢) e divide o corpo hipoteticamente
em dois cubos.

Os resultados obtidos do processamento sdao apresentados a seguir. A figura
5.9.2a mostra que, ao ser atingida a tensdo limite, inicia-se o processo de
fraturamento, obedecendo-se ao critério adotado em (4.3.1) e verificando-se o
deslocamento relativo entre os pontos 2' e 2" (abertura da fratura). Na figura 5.9.2b
observa-se bem o trecho de deslocamentos elésticos, que sdo corrigidos no segundo

trecho, moldando-se a nova situacao de fraturamento.

0.8 e IERS ’
‘\o\. / \

0,6 ~, 06t .

04} M 04t / \

02t \ 0zt

. . . . T . . . .
0.0 0,2 0.4 0.4 0.8 1,0 1,2 0.0 0,2 0.4 0.6 0.8 1,0 1.2

offt
/
pitt

wiwe ufwe

(a) (b)
FIGURA. 5.9.2 - Resultados: (a) tensdo em um no da fratura x abertura da fratura;

(b) forca de superficie na extremidade do sélido x deslocamento no n6 2°.

Os valores de deslocamentos obtidos para os quatro pontos definidos na

figura (5.9.1a) estdo resumidos na tabela 5.9.1:
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Fase Elastica Fase Fraturada
No o=0 0=0,25 | a=0,50 | 0=0,75 | a=1,00 | a=1,00 | a=1,25
1 0 0,000010 | 0,000020 | 0,000030 | 0,000040 | 0,000040 | 0,000050
2 0 0,000005 | 0,000010 | 0,000015 | 0,000020 | 0,000040 | 0,000050
2" 0 0,000005 | 0,000010 | 0,000015 | 0,000020 | 0,000000 | 0,000000
3 0 0 0 0 0 0 0

Os dados da tabela 5.9.1 revelam duas fases distintas do comportamento do
corpo em questdo. Na primeira, o corpo integro deforma-se elasticamente até que a
tensdo limite ¢ atingida. A partir dai, j& no processo iterativo, sdo determinados os
dipdlos que fazem a correcao dos valores eldsticos neste incremento, para os valores
verdadeiros, ja com o corpo fraturado. A segunda fase caracteriza-se pelo
descolamento das duas partes do dominio, uma permanecendo imovel e a outra tendo
deslocamento de corpo livre. A configuragdo final do corpo, apds o fraturamento,

esta apresentada na figura 5.9.3.

A"

FIGURA 5.9.3 — Configuracao final do corpo fraturado.

A formulacdo apresentada neste capitulo mostra-se adequada para solucionar
o caso simples de problema tridimensional de fratura coesiva. O algoritmo ¢
convergente e bastante versatil. Apos discretizado o contorno do corpo e encontradas
as matrizes usuais do MEC, basta que se acrescente os elementos na superficie

ficticia da fratura, gerando novas linhas e novas colunas, mantendo-se a rede de
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elementos do contorno. Isso traz uma economia de tempo computacional e da ao
Método dos Elementos de Contorno uma formulacdo elegante para a andlise do
processo de fraturamento. Vale destacar que esta formulagdo ¢ valida para quaisquer

outros modelos que ndo o coesivo, inclusive o elastico.

5.9.2 — Aplicacdo 2: Soélido paralelepipédico eldstico com deslocamento linear

aplicado.

Apresenta-se um sélido paralelepipédico engastado na base e livre na outra
extremidade, conforme mostra a figura 5.9.4. E imposto um deslocamento
escalonado de forma triangular na extremidade livre. Sao adotados os seguintes
valores que definem as propriedades fisicas do s6lido bem como os parametros do
modelo coesivo: E =1x10°, v=0,0, f, =10 e w, =0,00004.

Na figura 5.9.4 estdo definidos 3 pontos ao longo do comprimento do sé6lido:
ponto 1, na extremidade livre, e 2’e¢ 2’°, imediatamente acima e abaixo da sua

metade, respectivamente.

e // - Aug

X E=100.000Pa
3
, v=0
2
’27’
V /e

FIGURA 5.9.4 — Geometria e deslocamentos prescritos.
A discretizagdo do contorno ¢ feita utilizando-se o elemento triangular plano

descontinuo, com uma so distribui¢ao, conforme mostra a figura 5.9.5.
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FIGURA 5.9.5 — Discretizacao do contorno do sélido: 40 elementos triangulares

planos.

A superficie da fratura ¢ discretizada por elementos triangulares planos com
aproximag¢do constante (figura 5.9.6), e estd posicionada no plano X; =2m. Trés
diferentes distribui¢cdes sdo utilizadas para analisar deslocamentos e tensdes em
pontos da fratura: discretizagdo (a) com 32 elementos, (b) com 64 elementos e (c)

com 64 elementos.

Xz "X X2
(a) (b) (c)
FIGURA 5.9.6 — Discretizacdes da superficie ficticia da fratura: (a) 32 elementos

constantes, (b) 64 elementos e (c) 64 elementos.

Através de um processamento incremental dos deslocamentos prescritos, e
outro interno de carater iterativo, chega-se na analise do solido quando uma trinca

vai se propagando. A tabela 5.9.2 apresenta os valores da abertura de fratura obtidos
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para as trés discretizacdes consideradas. A resposta ¢ mais precisa & medida que a

rede de elementos ¢ melhor definida (melhor caso: discretizacdo da figura 5.9.6c¢).

TABELA 5.9.2 — Valores de w_ (abertura da fratura) ao longo de X, para

Au,; =0,00008.
Valores da abertura da fratura (x 10~ m)
X, (m) Discretizacao (a) Discretizacao (b) Discretizacao (c)

0 0 0 0
0,1 2,156 2,407 2,386
0,2 3,546 3,167 3,213
0,3 4,045 3,839 3,823
0,4 4,444 4,424 4,459
0,5 4,906 4,930 4,989
0,6 5,435 5,418 5,507
0,7 5,894 5,898 6,042
0,8 6,256 6,355 6,503
0,9 6,609 6,790 7,041

1 6,99 7,225 7,615

Na figura 5.9.7 € mostrado o grafico dos valores apresentados na tabela 5.9.2,
comparando a abertura de fratura determinada utilizando-se as discretizacdes
adotadas. Considera-se a discretizacdo 5.9.6(c) a que melhor representa o

comportamento do sélido no fraturamento.

8

—m— Discret. (a) 32 elem. /.4‘
-/
2 or —A—Discret. (b) 64 elem. “/“/
r
w Discret. (c) 64 elem. _a”"
S 4r n ;.‘/
z A
o gL }
= /
0

Eixo X1 (m)

FIGURA 5.9.7 — Abertura da fratura para as discretizagdes adotadas.
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A figura 5.9.8 mostra os deslocamentos na dire¢do do eixo X, para os trés
pontos definidos previamente. No ponto 1, o deslocamento u, ¢ imposto
externamente. O ponto 2’ tem deslocamento u, igual & metade do prescrito, até

atingir o limite de tensdo estabelecido, passando a ter um novo coeficiente angular,
tendendo ao valor prescrito. J4 o ponto 2”’°, localizado na metade inferior do sélido,
tem aproximadamente o mesmo valor do 2’ até atingir o limite de tensdo, tendendo

para o valor zero.

-2,0
‘ ‘ e
—m— Ponto 1 : : ,l’=‘.
1 | | -
—@— Ponto 2’ g g a" d
: - .
A5 —A—Ponto2" | ’.'. ,,,,,,,, /. ,,,,,,,,,,,,,,
o
‘ l'. 3 o
[ : .0’
i - | o®
E o /
ol -1,0 i .. """"""""""""" o
= - 2
A a" °®
St - | .
.,. : °®
: - : o f
oSk o gpfidatastan
’ L 244
o 122“2 : ‘\A“‘
L " g2t 2 ! A A
a7 3 3 \
At 3 : 3 A A A
0’0 4 1 | 1 | 1 | 1
0,00000 -0,00002 -0,00004 -0,00006 -0,00008

Desloc. prescritos em X3 (m)

FIGURA 5.9.8 — Deslocamentos na dire¢do do eixo X, para os trés pontos

previamente definidos.

O critério adotado do modelo de fratura coesiva € verificado, conforme

mostra a figura 5.9.9.
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c/c_ad

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Wc/We_ad

FIGURA 5.9.9 — Redugao gradativa da capacidade de resisténcia da zona de

fraturamento — modelo coesivo.

A formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para analise de fraturas
mecanicas, apresentada neste capitulo, mostra-se adequada para avaliar s6lidos onde
ha propagagdo de fratura. O exemplo apresentado mostra a importincia da
discretizacdo da superficie ficticia da fratura para se chegar a valores mais proximos

dos reais.
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CAPITULO 6

FRATURAMENTO DINAMICO - TEORIA DE TENSOES
INICIAIS E MATRIZ DE MASSA

6.1 - INTRODUCAO

Duas formulagdes para o Método dos Elementos de Contorno foram até aqui
desenvolvidas: uma para a andlise dinamica (com células ou reciprocidade dual) e
outra para a analise estatica de fraturamento. Agora, a inten¢do ¢ unir as duas
formulagdes a fim de trabalhar com a analise dinamica de fraturas.

Neste capitulo € apresentado o problema de fratura dindmica e suas equagdes
basicas. Aplicam-se os procedimentos numéricos para resolucdo do problema
utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno. Sao apresentadas as equagdes
integrais discretizadas, utilizando-se o elemento triangular plano com aproximagao
linear para o contorno e constante para a superficie ficticia de fratura, além dos
pontos internos, quando necessarios, adequados ao uso do Método da Reciprocidade
Dual. S3o analisadas aplica¢des através de um codigo computacional, a fim de

mostrar que o método ¢ adequado na resolucao desse tipo de problema.
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6.2 - EQUACOES GOVERNANTES

Considere-se um solido elastico, homogéneo, isotrépico e com distribuicao
continua de matéria em seu dominio (2, submetido a um campo de tensdes iniciais,

conforme mostra a figura 6.2.1.

Litat

o q(X,t+At)

T

QCH—At

FIGURA 6.2.1 — S¢lido em movimento com uma regido de tensdes iniciais Q.

Admite-se que esse campo de tensdes provoque deformagdes, denominadas
de deformagdes iniciais, caracterizando uma regido de descontinuidade
representando a fratura.

Considerando-se, ainda, as equagdes basicas apresentadas nos capitulos 3 e 5,

chega-se a lei de Hooke adaptada para o problema,

E Y% 0
o; (1. 1) = a+v) {(1 ~ ZV))SU%(X, )+, (% t)} —Gj. (6.2.1)

onde:

oy =A3,&,, +2Gs;. (6.2.2)

A equacgdo constitutiva (6.2.1) em termos de deslocamentos equivale a:
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051 t) = 18,0, (0 1)+ 2G(u, (1, O + 1, (1,1)) - o) 623)

Pode-se obter a equacdo diferencial do movimento para deslocamentos -
equacdo de Navier — admitindo-se a presenga de uma regido submetida a tensdes

iniciais:

1 1 .. 1
Uy i (x.t) + U, (% t)+apbi(xa t)_apui(xa t) _Ecg,j =0. (6.2.4)

o
(1-2v)

Para a andlise completa do problema elastodindmico, faz-se necessario
estabelecer as condi¢des de contorno. Aqui também, do mesmo modo que no
problema elastostatico, tem-se as definicdes das condicdes essenciais € naturais
(2.3.10a-b), relativas ao espaco. S3o necessarias, ainda, as condigdes iniciais para

qualquer ponto ¥ do s6lido Q2 no tempo t = 0, definidas em (3.2.7a-b).

6.3 - EQUACOES INTEGRAIS

A formulagdo empregada baseia-se na equacdo Somigliana (2.5.1),
acrescentando-se um novo termo correspondente a um campo de tensdes iniciais
aplicado no dominio, além da influéncia dindmica provocada por forgas externas
atuantes. Portanto, considerando-se as parcelas de forcas de massa e de tensdes
iniciais, a seguinte representacdo integral de deslocamentos pode ser escrita para

pontos do dominio:

u; + J.p?kukdr = J.ufkpkdr —p Iu:kﬁkdg‘*‘ .[8 ;kG ?de (6.3.1)
r r o o

C

As operagdes algébricas realizadas nos capitulos anteriores, tanto para a
formulagdo dindmica quanto para a formulagdo de fratura, sdo também utilizadas

para a obtenc¢do de (6.3.1). Assim, considerando-se o conceito de dipolo definido em
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(5.3.30) e as transformagdes pertinentes para que (6.3.1) também tenha validade para

pontos do contorno, tem-se:

Cyl, +Ip?kukdr = J.u?kpkdf -p '[u?kiide+ JGngdF (6.3.2)
r Q I,

r

Os tensores u, e p; sdo os utilizados na elastostatica, expressdes (2.4.4),
(2.4.5), (2.4.8) e (2.4.9). O tensor correspondente ao dipolo ¢ o mesmo apresentado
em (5.4.12) e (5.4.13). Os coeficientes c, sdo aqueles ja definidos em (2.5.9) e
permitem o emprego da equacdo integral de deslocamentos (6.3.2) para pontos do
contorno, dominio ou fora dele.

A representacdo integral para as tensdes ¢ obtida derivando-se a equagdo de

deslocamentos (6.3.2), semelhante ao que foi feito para as equacdes apresentadas em

(3.3.6) ¢ (5.6.6). Assim,

G;(5.1) = =[Sy (5. Qu, (Q. T +[ D (5.Q)p, (Q. AT +

) ) ) (6.3.3)
+ [ PD} (5,)by (q,)AQ — [ pDj (5, )i, (9, QR+
Q Q
+ [ Gl (s, 9} (0.5l + gl [0, (p)].
FC
onde:
g (p) = ’ (6.3.4)
ik Gg > .

para o calculo da tensdo plastica ou elastica, respectivamente.

Os tensores S;ke D;k em (6.3.3), relativos a solu¢do fundamental
empregada, s3o os mesmos ja apresentados para a eletrostatica, ou seja, as
expressdes (2.5.3), (2.5.4), (2.5.5) e (2.5.6). O tensor G} é o mesmo definido em
(5.6.14).
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6.4 — EMPREGO DO METODO DA RECIPROCIDADE DUAL

Na transformagao do termo de dominio em (6.3.2), excetuando-se o termo
referente as forgas de volume, ¢ utilizado o Método da Reciprocidade Dual (MRD),
apresentado em detalhes no capitulo 3. Assim, a representagdo integral de

deslocamentos passa a ser:

¢y (S)u;(8,0) = =[ p;(S,Q)u; (Q, I +[uj(S,Q)p; (Q, 1)dI +
+p(cij(x>ﬁ;?;(x>+ljp;(s,q>ﬁ;‘;<x,q)dr * 64.1)

- Iui}(saq)ﬁﬁl(x ,q)dfjdf(t) + J'ijqjdr _
l—‘C

r

A representagdo integral para pontos localizados no dominio ¢ obtida
utilizando-se o procedimento classico, baseado na lei de Hooke (6.2.3), substituindo-

se convenientemente as derivadas da expressao (6.3.2) de deslocamentos. Assim,

6 5(5,0) = =[S}, (5,Q)u;(Q, )T +[ D} (5,Q)p;(Q, )dI" +

+p {155( (s,q) + ISZ'}( (s,q)uj (s,q)dl —IDZ'}Z (s,9)p (s,q)df}d'km )+ (6.4.2)
Tr T

+ [ Gl (s, (0. 0dl + gl o, ()],
FC

*

onde os tensores S;k e Dy, sdo os mesmos apresentados nas expressoes (2.5.3),

(2.54),(2.5.5)e(25.6) ¢ ﬁijk ¢ o tensor definido em (3.4.15).
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6.5 - DISCRETIZACOES

As representagdes integrais (6.4.1) e (6.4.2) sdo discretizadas utilizando-se os
elementos e as aproximacgdes definidos no item 2.6.
Além dos “J” elementos de contorno e dos “N” pontos nodais (nds

funcionais), deve-se considerar o nimero de polos, denotado por “Np”, e os “J_
elementos constantes utilizados na superficie ficticia da fratura.

Considere-se a expressdo integral para deslocamentos (6.4.1). Substituem-se
os deslocamentos e forgas de superficie (u iep j) pelo produto entre as fungdes
aproximadoras e seus respectivos valores nodais, expressoes (2.6.2a-b). O mesmo
deve ser feito para os tensores dos deslocamentos e forcas de superficie do problema
particular (0} epj; ). Adotando-se as mesmas fungdes aproximadoras de (2.6.2a-b),

chega-se as mesmas matrizes H ¢ G do contorno, também para o termo de dominio

transformado para o contorno em (6.4.1). Portanto, adotam-se:

i, =¢"0U" e
] k ¢T o (3.4.17a-b)rep.
pk = ¢ Pm .

A expressao (6.4.1), na sua forma discretizada, passa a ser:

(S, (S, 1) = —Z{ [orc. Q)¢T(Q)dF]U“ Q.0+

=

* Z[j“*(& Q)(I)T(Q)dl"] P"(Q,t)+

F

J+],

: : . 6.5.1
+p{C(S)ﬁ“‘(s,t)+Z{ Jp a0 (q)dF]Um(s,q)+ (61

J+J,

—Z, Iu*(s,q)ch(q)dl“} Po(s,q) ™ (t) +

1y

+>° jG*(s,q)dr} Q(q, 1).

J
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Efetuadas as integrais de (6.5.1) para todos os pontos de colocagao,

representadas na forma matricial, tem-se:
€U+ HU =GP + pleU + AU - GP i + KQ, 652)
ou, ainda,
HU = GP-MU +KQ, (6.5.3)

onde M ¢ a matriz de massa definida por

M =—p(HU-GP)F ', (3.4.24)rep.

A equagdo de deslocamentos para pontos do dominio estd também definida

em (6.5.2), ou seja,

u=-HU+GP-MU+KQ. (6.5.4)

Para o célculo das tensdes em pontos do dominio, utiliza-se o mesmo
procedimento de discretizacdo efetuado para a equagdo de deslocamentos que

aplicado a equagdo (6.4.2), resulta em:

o(s, 1) :—M [ [s"(s.Qp" Q)dF]U“(Q t)+

J+]

+Z[ [D°(s,Q)" Q)dF]P“(Q t)+
+p D (s > [IS }Uk(s’cm (6.5.5)

- Zl [D(s,Q)" (Q)r ]13“ (S,q)}F‘ (s,q)0*(q.t)+

£y j G, (s,q)dr]Qm,t),

T
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Escrevendo-se (6.5.5) de forma matricial, tem-se

c=-HU+GP-MU+K'Q (6.5.6)

M’ =—p(D+HU-GP)F". (3.4.33)

6.6 — SOLUCAO DAS EQUACOES

No item 3.6.6 sdo apresentados os algoritmos de Newmark ¢ Houbolt para a
integragdo no tempo, destacando-se as equagdes bdsicas e o conveniente
particionamento das matrizes H, G e M. Ja no item 5.7 é apresentado um algoritmo
incremental iterativo para resolucdo das equagdes de deslocamentos e tensdes,
levando-se em conta a contribui¢do do dipolos (representando a existéncia da
fratura). A intencdo, agora, ¢ unir os dois algoritmos (integragdo no tempo e

iterativo) para a solu¢do do problema de fratura dindmica.

6.6.1 — Algoritmo de Newmark

Admitindo-se a separagao das matrizes em sub-matrizes convenientemente,

conforme 3.6.1, a equacdo de deslocamentos (6.5.3) passa a ser:
MU +HU = GP +KQ (6.6.1)

Empregando-se a equagdao de Newmark para a partida do processo (3.6.1) a

equacdo do movimento (6.6.1), obtém-se o sistema algébrico:

AU, =F, +KQ, (6.6.2)
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onde:

A =M +p(at) H]

— — 6.6.3a-b
F, = (A)?BF, + (At){(% - BH F, (6.6.32-0)
A soluc¢do do sistema (6.6.2) € obtida por:
U, =M, +RQ, , (6.6.4)
onde:
M, = A"'F,, representa a parcela elastica dos deslocamentos; (6.6.5a-b)

R = A"'K, representa a parcela ndo-linear, relacionada a
presenga

da fratura.

Para os demais termos e adotando-se Newmark, considera-se a expressao
(3.6.2) que aplicada a (6.6.1) resulta em:

AU = Ft+1 + KQt+l ’ (666)

onde:
A =[M +B(At)*H]
B =[2M - (At)*(1-26)H] (6.6.7a-c)

F., = (A0)*[pF,, +(1-2P)F, +BF_ |+BU, ~ AU, .

A solugao do sistema (6.6.6) é:

Ut+1 = MHI + RQt+1 (668)
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onde:
M, =A"F, (6.6.9a-b)
R=A"K

De maneira semelhante ao que foi feito para a representacdo de

deslocamentos, pode-se trabalhar a expressao de tensdes (6.5.6). Tem-se, portanto,
c+MU+HU=GP+K'Q . (6.6.10)
Aplicando-se a expressdo do algoritmo para o termo de partida, tem-se:
c,+AlU=F+K'Q,, (6.6.11)

onde:

A= M +p(At)H|
F/ =(At)’B F, +(At) K%_B HE :

(6.6.12a-b)

Utilizando-se os deslocamentos calculados em (6.6.4), para o primeiro termo,

pode-se escrever (6.6.11) da forma:

o, +A|(M, +RQ, )=F/ +K'Q, (6.6.13)
ou
5, =N, +8Q, (6.6.14)
onde
N, =F -A'M, (6.6.15a-b)

S=K'-A'R .

Aplicando-se o algoritmo de Newmark para os demais termos, tem-se:
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c,+AU, =F  +KQ, , (6.6.16)
onde:
A’'=[M'+p(At) H]
B’ =[2M’ - (At)*(1-2B)H'] (6.6.17a-c)

F., = (A)’[BF,, + (1-2B)F, +BF_ |+ B'U, ~A'U_, .

Utilizando-se os deslocamentos calculados em (6.6.8), a expressdo (6.6.16)

passa a ser:

o +A (M, +RQ,,)=F,, +K'Q,, . (6.6.18)
Portanto, as tensdes no instante de tempo t+1 sdo calculados utilizando-se
ct+l = Nt+1 +SQ1+1 s (6619)
onde:
N.. =F,-AM,_, (6.6.20a-b)
S=K'-AR .

6.6.2 — Algoritmo de Houbolt

Considere-se a equacdo do movimento definida em (6.5.3). Utilizando-se a
formulagdo do algoritmo de Houbolt apresentada no item 3.6.2, tem-se, para um

instante de tempo genérico,

Mﬁt+At +HU_, =GP_, +KQ, (6.6.21)
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ou
ﬁUH—AI =GP, +Ft+At +KQ,. u » (6.6.22)

onde

=

I
[

=

_J’_
_H

(6.6.23a-b)

1
Ft+At = M{F(SUt _4Ut—At + Ut—ZAt )i| .

Fazendo-se a troca de colunas entre as matrizes H e G, do modo usual do
MEC, a fim de estabelecer um vetor de incognitas (deslocamentos e forcas de

superficie) e um vetor de valores prescritos, obtém-se a seguinte solugao:

X = Mt+At + RQt+At s (6624)

t+At
onde:

X, = vetor misto de incognitas

Mt+At = A71 (GPt+At + Ft+At ) (66253—0)
R=ATK

De maneira semelhante, manipula-se algebricamente a equacdo das tensdes
(6.5.6) resultando em:
=G'P

Ix’
c.,THU

t+At

eon T L FKQ (6.6.26)

onde:
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(6.6.27a-b)
v/ ' 1
Ft+At =M _z(SUt _4Ut—At + Urfzm) .
At
A expressao (6.6.26) pode ser ainda escrita na forma:
Cua TAX o =Fla 1 KQy (6.6.28)
onde:
X, = vetor misto de incognitas
, , =, (6.6.29a-b)
Ft+At = G Pt+At + Ft+At
Utilizando-se o vetor de incognitas definido em (6.6.24), tem-se:
G = Niae 75Quac (6.6.30)
onde:
Nia = t’+At - A'MtJrAt (6.6.31a-b)

S=K'-AR .
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6.7 — APLICACOES

6.7.1 — Aplicagao 1: Problema de Chen.

O problema de uma chapa com uma fratura central e solicitada por tensdes
dindmicas nas extremidades opostas foi resolvido em CHEN (1975) utilizando
diferencas finitas. Constitui-se em um trabalho de referéncia para a avaliagdo de
outras formulagdes sobre fratura dinamica. Neste exemplo, para testar a formulacao
apresentada, tem-se a resolucao desse problema (na forma tridimensional).

Considere-se o problema de um sélido paralelepipédico solicitado por tensdes
de tracdo nas extremidades opostas, conforme mostra a figura 6.7.1. Define-se,
ainda, uma descontinuidade em sua se¢do transversal média. Os parametros

elastodindmicos adotados sdo: E=2x10°GPa, v=0,3, p=500kg/m’,

At =0,0004s, f, =0,0Pa e a largura da fratura 2a = 4,8mm .

FE=2x10"GPa

- r=0,3

40mm

5 \V ‘\/, | | B B
0021;2 L JV\ 6\{0

r&@

FIGURA 6.7.1 — Defini¢ao do objeto de estudo: geometria do sélido, condig¢des de

contorno e comportamento temporal da forca.
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O contorno do soélido ¢ discretizado utilizando-se 80 elementos triangulares

planos, conforme mostra a figura 6.7.2.

FIGURA 6.7.2 — Discretizagao do contorno do sélido por elementos lineares.

A descontinuidade na secdo média do solido ¢ discretizada por elementos

triangulares com aproximagao constante (figura 6.7.3).

@{2

FIGURA 6.7.3 — Discretizagdo da superficie da trinca na se¢ao central do sélido.

O exemplo ¢ resolvido utilizando-se um algoritmo computacional
incremental (no tempo) e iterativo, cuja formulagdo encontra-se no item 6.2.2 deste
capitulo. Sao medidas as tensdes em pontos proximos da linha “extremidade da
trinca” e apresentadas na forma de fatores de intensidade de tensdo (relativos ao
modulo I de fraturamento), a fim de comparar com a curva apresentada em CHEN

(1975). Os resultados sdo mostrados na figura 6.7.4.
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35

3.0 | n —@— CHEN (1975)
L .\ —m—MEC

25 F \
- @

2,0 [ ] \
L — @

15 F

Wl

Fator de Intens. de Tensdo (modo I)

Tempo (us)
FIGURA 6.7.4 — Valores de K, (normalizado por c+/na ) ao longo do tempo.

De acordo com a figura 6.7.4, comprova-se que a formulacdo apresentada
fornece bons resultados, estando em conformidade com valores apresentados por

outras solucgdes.

6.7.2 — Aplicagdo 2: Soélido paralelepipédico eléstico solicitado por tensdes

dindmicas.

Como outro teste da formulacdo apresentada, considera-se o exemplo de um
solido paralelepipédico engastado na base e livre na outra extremidade, solicitado
bruscamente por uma forga na extremidade livre, conforme mostra a figura 6.7.5. Os

pardmetros elastodindmicos adotados sdo: E=1x10°Pa, v=0,0, p=1lkg/m’,

At=0,003s, f, =1,0Pa e W, o =0,00004m .
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p=1 £(t)
. Xz$x1
< E=100.000Pa
3
v=0
o
5 . |°

FIGURA 6.7.5 - Defini¢ao do objeto de estudo: geometria do solido, condigdes de

contorno e comportamento temporal da forga.

Na figura 6.7.5 estdo definidos 3 pontos ao longo do comprimento do sélido:
ponto 1 na extremidade livre, e 2’e 2”°, imediatamente acima e abaixo da sua metade,
respectivamente.

Na fase transiente da resposta do so6lido a solicitacdo, verifica-se o
surgimento de uma fratura, definida na sua secdo transversal central através da
discretizacdo de uma superficie ficticia por elementos triangulares planos com
aproximagao constante. O contorno ¢ discretizado por elementos triangulares

descontinuos. As discretizagdes sdo mostras na figura 6.7.6.

(a)

FIGURA 6.7.6 - Discretizagdes: (a) contorno do solido e (b) superficie da fratura.
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O exemplo ¢ resolvido em um algoritmo computacional incremental (no

tempo) e iterativo. Ao atingir a tensdo limite f,, o s6lido comeca a se separar em

duas partes, tendo a se¢dao central como a fratura propriamente dita. Os resultados

encontrados sdo apresentados nas figuras 6.7.7, 6.7.8 € 6.7.9.

-0,0004 /

-0,0003

T
N\,

-0,0002

-0,0001

T
N\

Desloc. na ext. livre, U3 (m)

0,0000 &

. 1 . 1 . 1 . 1 .
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Tempo (s)

FIGURA 6.7.7 — Deslocamentos no ponto 1 na direcdo X,, ao longo do tempo.

10 7

oo
T
[ ]

Abertura da Fratura (Wc/Wc_ad)

09-0-0-0-0-0

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
Tempo (s)

FIGURA 6.7.8 — Abertura da fratura [W %v j ao longo do tempo.
c_ad
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-0,0004 /
[ ]

-0,0003 = | —m— Ponto 2" /
’g | —e— Ponto 2' o
N .’.’.
jag] /
) ®
2 0,002 | /
= /.
QE) i )
8 o- ./
2 .0,0001 b i
83 /

[ J
A 29 /
- Ne.g-®
o m-E-E m-E_ _E-m ~u-n
o,oooor"' . "~ _,-/ N M e
~ - ~m- Wy~ L]
i 1 .u 1 i . 1 i . 1 i
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
Tempo (s)

FIGURA 6.7.9 — Deslocamentos (corrigidos) dos pontos 2’ ¢ 2”°.

Os parametros utilizados no cddigo computacional impdem que a abertura de
fratura se observa apenas quando o deslocamento relativo das superficies atinge o

valor w__, =0,00004. A formula¢do deve ser capaz de permitir a separacdo das

duas partes, apresentando, portanto, a fratura. Para tanto, foi necessario adotar
células diferentes para as partes a fim de possibilitar a separagdo também em termos
da matriz de massa.

O codigo computacional elaborado, tendo em vista a formulacdo apresentada,

consegue fornecer respostas adequadas para o problema de fratura com solicitagdes

dindmicas.
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CAPITULO 7

IMPLEMENTACOES COMPUTACIONAIS

7.1 —INTRODUCAO

Os codigos computacionais para a implementacdo das formulagdes
apresentadas foram elaborados utilizando-se a linguagem de programacao C++, para
uso em microcomputadores (Pentium' MMX 200MHz ou mais atual) com 64Mb de
memoria central.

A estrutura principal dos cédigos computacionais ¢ formada por moédulos
ligados a arquivos de informagdes armazenados em memoria de massa. A idéia ¢
permitir 0 uso racional da memoria central e avaliar varias alternativas sem a
necessidade de processar toda a formulagao.

Neste capitulo sdo apresentados os fluxogramas principais e de algumas
rotinas mais importantes dos codigos computacionais elaborados para as diversas

formulagdes deste trabalho.

7.2 — ALGORITMO ELASTOSTATICO

O algoritmo elastostatico implementa computacionalmente a formulagdo

apresentada no item 2.6 deste trabalho.

! Processador Intel, marca registrada
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O desenvolvimento do algoritmo ¢ feito a partir de quatro modulos, na

tentativa de dividir tarefas para ndo repeti-las, conforme figura 7.2.1.

<Inicio do Projeto Elastostético>

v

Moédulo I: Calculo das
Matrizes He G

v

Moédulo II: Estabelece as
Sub-matrizes de He G

v

Moédulo III: Solugao do
Sistema de Equagdes

Modulo IV: Deslocamentos
e TensOes em pontos Internos

|

( Fim do Projeto ElastostéticD

FIGURA 7.2.1 — Desenvolvimento em modulos do algoritmo elastostatico.

A) Modulo I:

O modulo I tem a finalidade de calcular as componentes das matrizes H e G.

A seqiiéncia das rotinas envolvidas ¢ mostradas na figura 7.2.2.
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( Inicio do Médulo I >

v

Inicializag¢do de Variaveis

v

Leitura de Dados

v

Pontos de Colocacao

v

Montagem do Vetor indice

v

Saida de Dados de Entrada

v

Montagem das matrizes H e G

v

Saida de Resultados

v

< Fim do Médulo I >

FIGURA 7.2.2 — Rotina principal do Modulo I do programa elastostatico.

A sub-rotina “Inicializagdo de variaveis” define as matrizes do tipo ponteiro
obedecendo o limite estabelecido para nimero maximo de elementos e de nos, nas

primeiras linhas do programa e define, ainda, as variaveis simples do programa.

A\Y

define NmaxNos 500 // ... numero maximo de nds

define NmaxElem 350 // ... numero méximo de elementos

”

A sub-rotina “Leitura de dados” permite a entrada dos parametros elasticos e

geométricos do problema. O arquivo de entrada ¢ mostrado a seguir:



Médulo de Elasticidade

100000

Coef de Poisson

0.25

Numero de Elem. no Contorno
80

Numero de Elem. no Dominio

0

Numero de Células no Dominio
0

Numero de Nés no Contorno

42

Numero de N6s no Dominio

0

Numero de Load Points no Contorno
240

Nimero de elem em cada celula
0

Coordenadas X Y Z dos Noés Cont e Dom

1 -1 -1 0
2 1 -1 0
3 0 0 0
4 -1 1 0
5 1 1 0

Conectividades dos Elem. de Cont. e Dom.
1 19 24
1 27 19
15 19 27
15 31 19
16 19 31

g d w N

Elemento no Dominio Cada Célula

185

Cédigo e Valores prescritos p os Lpoints cod valor cod valor c

od valor
110101 O
210101 0
310101 O
41 0101 O
510101 0
610101 0
710101 O
81 0101 O
910101 0
101 0101 O
P/ desloc
208

P/ reacéao
206
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A sub-rotina “Pontos de colocac¢do” define as coordenadas dos pontos para os
quais sdo escritas as equagdes integrais de deslocamento. E definida, ainda, a
conectividade de cada elemento frente aos novos pontos. A sub-rotina utiliza os
valores estabelecidos no intervalo (2.6.19) para deslocar os pontos dos vértices do
elemento triangular para seu interior (elemento descontinuo).

Na forma classica de montagem das matrizes H e G utiliza-se a ordem de
defini¢ao das coordenadas, ja que todos os valores prescritos sao levados para um
unico vetor misto (contendo deslocamentos e forgas de superficie) e, portanto,
encontrando-se respostas também mistas. Este procedimento da bons resultados e ¢
empregado tradicionalmente nos algoritmos elastostaticos.

Outro procedimento que pode ser utilizado, faz a montagem das matrizes H e
G de forma particionada, estabelecendo os blocos de coordenadas com valores
prescritos para forcas de superficie e deslocamentos, conforme mostra o item 3.6.1.
Assim, o vetor das incognitas ¢ definido apenas para deslocamentos e as forgas de
superficie, calculados em uma etapa posterior. Trata-se de um artificio visando o
algoritmo elastodindmico, como por exemplo, Newmark.

A sub-rotina “Montagem do vetor indice” estabelece a ordem em que as
componentes de H e G devem ser arranjadas para que o particionamento das matrizes
aconteca de forma direta. E utilizado o vetor “c6digo” que define a caracteristica dos
graus de liberdade: se 1 (um), a for¢a de superficie é prescrita; se 0 (zero), o
deslocamento ¢ prescrito.

Na sub-rotina “Saida de dados de entrada” armazena-se um relatorio dos
dados de entrada e mais alguns gerados (coordenadas dos pontos de colocagao,
conectividade dos elementos para estes pontos, etc.) em um arquivo tipo texto:
“EX1.SAI”, por exemplo. O arquivo recebe mais dados a medida que as varidveis do
contorno sdo calculadas (Mdédulo III).

A sub-rotina “Montagem das matrizes H e G” efetua as integracdes
estabelecidas no item 2.6.3, que resulta nas componentes das matrizes citadas. O

fluxograma desta sub-rotina ¢ mostrado na figura 7.2.3.



Inicio da Montagem das
Matrizes He G

v

..................................... < elem-i =1 até NElemCont

v

..................................... < no = 1 até NLPCont

Sim

Nao

0 “no” pertence
ao “elem-i?

Integral Singular Integral Regular

Nao

Tem algum LP

no dominio?

Sim

................................ < elem-i =1 até NElemCont

v

.................. < no = (NLPCont+1) até NLPTotal >

v

Integral Regular

v

Adigéo dos valores ¢; em H

Armazena
HeG

Fim da Montagem das
Matrizes He G

FIGURA 7.2.3 — Fluxograma da sub-rotina “montagem de He G”.
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Para efetuar a sub-rotina “integral singular” sdao utilizados os passos
apresentados no item 2.6.3.1.

Na sub-rotina “integral regular”, os procedimentos sdo os do item 2.6.3.2,
lembrando-se que a divisdo do elemento em sub-elementos, utilizada neste trabalho,
propicia resultados mais precisos quando o ponto de colocagdo estd proximo do
elemento a ser integrado.

Na sub-rotina “Saida de resultados” sdo armazenadas no arquivo tipo texto
“EX1.SAI”, informagdes, por exemplo, sobre a matriz H calculada, e valores que

medem seu nivel de precisao.

B) Médulo IT:

O moédulo II € destinado as operagdes de particionamento das matrizes H e G.

Na forma tradicional do algoritmo do MEC, o médulo II pode ser dispensado,
passando-se diretamente para a resolugdo do sistema (mddulo III), envolvendo um
vetor de incdgnitas misto, ou seja, com deslocamentos e forcas de superficies
desconhecidos.

Pensando-se em utilizar a seqiiéncia da figura 7.2.1 também para o algoritmo
elastodindmico, busca-se o particionamento das matrizes H ¢ G e as operagdes
matriciais necessarias, definidas no item 3.6.1, expressdes (3.6.5a-c) e (3.6.6).

Os valores necessarios para as operagdes sao lidos dos arquivos
“MATH.MEC”, “MATG.MEC”, “DAD.MEC” e “IND.MEC”, armazenados na

memoria de massa.

C) Modulo III:

O modulo IIT ¢ dedicado a resolugao do sistema de equagdes algébricas
obtido na formulagao.
No modo cléssico, basta utilizar o algoritmo de Gauss para resolver o sistema

de equagdes simultaneas, onde
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-1
Vor =AF. (2.6.9)rep.

Com a opc¢ao pelo particionamento das matrizes H e G, pode-se utilizar o
primeiro termo de Newmark para obter os valores das varidveis de contorno,
obtendo-se as mesmas respostas que (2.6.9).

Para o médulo 111, sdo requeridas as informagdes armazenadas nos arquivos
“DAD.MEC”, “IND.MEC”, MATG.MEC” ¢ “MATH.MEC”. As matrizes do tipo
ponteiro sdo inicializadas com as ordens passadas do arquivo “DAD.MEC”,
utilizando-se a memoria central requerida especificamente para aquele problema.

O arquivo de saida “*.SAI” acumula informagdes do mddulo I e se completa
no moddulo III com os valores das varidveis do contorno, conforme mostra a listagem

a seguir:

**x*xxx Arquivo de Resultados *****

Problema ... ESTATICO

Arquivo de Entrada ....... : cruzlest.dat

Numero de Elem. Contorno..: 152

Numero de Elem. Dominio...: O

Numero de Células.........: O

Numero de Nos - Contorno..: 78

Numero de Nos - Dominio...: O

Numero de Load P./Cont....: 456

Numero de Load P./Dom..... : 0

Numero de Pontos Internos.: O

Médulo de Elasticidade Long. ...: 210000.000
Coeficiente de Poisson P 0.300
CONTORNO

No Coord-x Coord-y Coord-z

1 0.000 0.000 -50.000

2 -10.000 -10.000 -50.000

3 -10.000 10.000 -50.000

4 10.000 10.000 -50.000

5 10.000 -10.000 -50.000
DOMINIO

No Coord-x Coord-y Coord-z

CONTORNO

LP CLP-x CLP-y CLP-z
1 3.500 -7.833 -50.000
2 -=-3.500 -7.833 -50.000
3 0.000 -4.333 -50.000
4 7.833 3.500 -50.000
5 7.833 -3.500 -50.000

DOMINIO
LP CLP-x CLP-y CLP-z



mConectividade dos
1 5 2 1
2 4 5 1
3 3 4 1
4 2 3 1

mConectividade dos

mConectividade dos

1 1 2 3
2 4 5 6
3 7 8 9
4 10 11 12

mConectividade dos

Elementos - Contorno

Elementos - Dominio

LPoints - Contorno

LPoints - Dominio

Elementos que Constituem a Célula

Valores de FI para

1 0.567 0.217 0.
1 0.217 0.567 0
1 0.217 0.217 0
2 0.567 0.217 0
2 0.217 0.567 0
2 0.217 0.217 0

Verificacdo da Mat

No: 1

Linha Colunal
1 0.000027
2 -0.000137
3 0.000201

No: 2

Linha Colunal
1 0.000027
2 0.000137
3 -0.000201

No: 3

Linha Colunal
1 -0.000001
2 0.000000
3 0.000000

cij
217
.217
.567
217
.217
.567

riz [H]

Colunaz2
-0.000123
-0.000028
-0.000124

Coluna?2

0.000123
-0.000028
-0.000124

Coluna?2

0.000000

0.000003
-0.000001

*x% %% VALORES ENCONTRADOS *****

passo ... 1
Lpt Desl x
1 -0.00014523 0.
2 0.00014523 O.
3 0.00000000 -0
4 -0.00014395 -0
5 -0.00014395 0.
6 0.00000050 O.

D) Modulo IV:

Desl y Desl z
00014361 -0.00216359
00014361 -0.00216359

.00000055 -0.00216289
.00014462 -0.00216384
00014462 -0.00216384
00000000 -0.00216290

Coluna3
-0.00016
0.00012
0.00000

Coluna3
0.00016
0.00012
0.00000

Coluna3
0.00000
0.00000
0.00000

Forc x
.00000183
0.00000183
0.00000000
.00000408
.00000408
.00000229

Forc y

.00000302
.00000302
.00000170
.00000132
.00000132
.00000000
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Forc z

.00031249
.00031249
.00037017
.00031263
.00031263
.00037023

Este médulo ¢ destinado ao célculo das varidveis em pontos do dominio,

conhecidos os valores das variaveis do contorno ¢ implementadas as expressdes do

item 2.6.4.
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Sao requeridas para o modulo IV as informagdes dos arquivos “EX1.DAT”,
“EX1.INT” e os demais auxiliares. O arquivo “EX1.DAT” informa os dados de
entrada (modulo I). O arquivo “EX1.INT” fornece o nimero de pontos internos e

suas coordenadas cartesianas, conforme mostra a seqiiéncia a seguir:

Numero de pontos internos

7
Coordenadas dos pontos internos(x,y, z)
1 0 0 0.5

2 0 0 1.0

3 0 0 1.5

4 0 0 2.0

5 0 0 2.5

6 0 0 3.0

7 0 0 3.5

Se o usudrio ndo se satisfizer com a andlise para os pontos estabelecidos,
pode-se definir um novo arquivo “EX1a.INT” e processa-lo sem envolver os outros
modulos, o que traz versatilidade ao algoritmo.

O modulo IV fornece os valores de deslocamentos e tensdes calculados para
pontos internos através do arquivo “*.DT”. Sua forma apresenta-se conforme trecho

do arquivo a seguir:

CRUZ1EST.DAT
CRUZ1EST.INT

(KELVIN - ESTATICO)
Problema ... ESTATICO

Numero de Pontos Internos..: 24

PONTOS INTERNOS
No Coord-x Coord-y Coord-z

1 0.000 0.000 0.000
2 0.000 2.500 0.000
3 0.000 5.000 0.000
4 0.000 7.500 0.000
5 0.000 10.000 0.000
PInt Desl x Desl y Desl z
1 0.00000000 0.00000000 0.00000000
2 0.00000000 0.00006801 0.00000000
3 0.00000000 0.00013573 0.00000000
4 0.00000000 0.00020493 0.00000000
5 0.00000000 0.00028127 0.00000000
PInt Sig 11 Sig 12 Sig 13 Sig 22 Sig 23 Sig 33

1 -0.26701201 0.00000000 0.00000000 8.05935621 0.00000000 8.05935621
2 -0.24647722 0.00000000 0.00000000 8.04719896 0.00000000 8.08112107
3 -0.19526662 0.00000000 0.00000000 8.05122498 0.00000000 8.02915113
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4 -0.13650587 0.00000000 0.00000000 8.22719659 0.00000000 7.53762657
5 -0.08927089 0.00000000 0.00000000 8.76741544 0.00000000 6.21021219

E importante enfatizar que as sub-rotinas apresentadas até aqui servem para
qualquer solucdo fundamental. A particularizagdo pode ser feita modificando-se as

sub-rotinas de integragdo regular e singular do médulo I e a regular do médulo V.

7.2.1 — Solu¢ao Fundamental de Kelvin

Considerando-se a solugdo fundamental de Kelvin, item 2.4.1, a sub-rotina

“Integral Singular” segue os passos mostrados a seguir:

void Integral_Singular(void)

{
int coll, col2, col3, k1, k2,In,cl1,cl2,cl3;
double 1, drdn;

Coord_Elem i();

Load_Point();
Parametros_Preliminares();
lin=3*no-3;
coll=3*mConect_lp[elemi][1]-3;
col2=3*mConect_lp[elemi][2]-3;
col3=3*mConect_lp[elemi][3]-3;
for(elem=1;elem<=nel;elem++)

{

Parametros_Elemento_Linear(); // ... elemento triangular representado pelo

1=Compto/2.0; seu contorno — trés seguimentos lineares ...
dh=1/(8.0*Pi*cl);
dg=1*(1.0+v)/(8.0*Pi*c1*E);
for(iG=1;iG<=12;iG++) // ... integragdo unidimensional de Gauss ...
{
xq=Bx+GI[iG]*Ax;
yq=By+GlI[iG]*Ay;
zq=Bz+GI[iG]*Az;
rx=(Xq-xs);
1y=(yq-ys);
17=(2q-z8);
r=sqrt(rx*rx-try*ry+rz*rz);
drdn=(rx*Eta[ 1 [+ry*Eta[2]+rz*Eta[3])/r;
dgl1=dg*OME[iG]*drdn;
dh1=dh*OME[iG]*drdn;
Zera_ag_ah();
Sol Fund de Kelvin_S(); // ... expressdes de Kelvin para a

for(k=1;k<=3:k++) integragdo singular ...
for(i=1;i<=3;i++)
{
k1=3+i;
k2=6+i;

In=indt[lin+k];
cll=indt[col1+i];
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cl2=indt[col2+i];
cl3=indt[col3+i];

mG[In][cl1]=mG[In][cl1]+ag[k][i] *dg]l;
mG[In][cI2]=mG[In][cI2]+ag[k][k1]*dg]l;
mG[In][cl3]=mG[In][cl3]+ag[k][k2]*dg]l;
mH[In][cl1]=mH[In][cl1]+ah[k][i] *dh1;
mH[In][cI2]=mH[In][cI2]+ah[k][k1]*dh1;
mH[In][cl3]=mH[In][cl3]+ah[k][k2]*dh1;

}

A sub-rotina “Integral Regular” faz uma verificacdo preliminar para avaliar a
distdncia entre o ponto funcional e o elemento integrado, € empregar ou ndo, a

subdivisdo do elemento. Assim, tem-se:

void Integral Regular (void)

{

double xc, yc, zc, dist, 1;

Coord_Elem i ();
Load Point ();
xc=(xe[1]+xe[2]+xe[3])/3.0;
ye=(ye[1]+ye[2]+ye[3])/3.0;
zc=(ze[1]+ze[2]+ze[3])/3.0;
dist=sqrt(pow((xc-xs),2)+pow((yc-ys),2)+pow((zc-zs),2));
1=1.0746*sqrt(Area_2[elemi]);
if (dist > (1.5*1))

Integral Regular 2 ();
else

Integral Regular 1 ();

A sub-rotina “Integral Regular 1 tem os seguintes passos:

void Integral Regular 1(void)
{

int coll, col2, col3,In,cll,cl2,cl3;

lin=3*no-3;
coll=3*mConect_lIp[elemi][1]-3;
col2=3*mConect_lp[elemi][2]-3;
col3=3*mConect_lIp[elemi][3]-3;
for(sElem=1;sElem<=nst;sElem++)
{
Parametros_sElemento(); /... parAmetros do sub-elemento ...
dh=sArea/(8.0*Pi*(1.0-v));
dg=sArea*(1.0+v)/(8.0*Pi*(1.0-v)*E);
for(iH=1;iH<=npH;iH++) // ... integra¢do numérica de Hammer ...
{
xq=0.0; yq=0.0; zq=0.0;
for(k=1;k<=3;k++)
{
xq=xqtksi[iH][k]*sxe[k];
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ya=yqtksi[iH][k]*sye[k];
zq=zq+ksi[iH][k]*sze[k];
}
rx=(Xq-xs);
1y=(yq-ys);
17=(2q-28);
zp=z4;
cp=zs;
r=sqrt(rx*rx-try*ry+rz*rz);
Rx=rx;
Ry=ry;
Rz=cp+zp;
R=sqrt(Rx*Rx+Ry*Ry+Rz*Rz);
Zera_ag_ah();
Calcula_Fis_Globais();  //... fungdes ¢ no elemento ...

Sol_Fund_de Kelvin_R(); // ... expressoes de Kelvin para Integragao
dgl=dg*OME_A[iH]; numérica de Hammer ...
dh1=dh*OME_A[iH];
for(k=1;k<=3;k++)

for(i=1;i<=3;i++)

In=indt[lin+k];

cll=indt[col1+i];
cl2=indt[col2+i];
cl3=indt[col3-+i]

b}

mG[In][cl1]=mG[In][cl1]+ag[k][i]*dg1*FiGlobal[1];
mG[In][cI2]=mG[In][cl2]+ag[k][i]*dg1*FiGlobal[2];
mG[In][cl3]=mG[In][cl3]+ag[k][i]*dg]1*FiGlobal[3];
mH[In][cl1]=mH[In][cl1]+ah[k][i]*dh1*FiGlobal[1];
mH[In][cI2]=mH[In][c]2]+ah[k][i]*dh1*FiGlobal[2];
mH[In][cl3]=mH[In][c13]+ah[k][i]*dh1*FiGlobal[3];

}

7.2.2 — Solucao Fundamental de Mindlin

Para a solugdo fundamental de Mindlin, os trechos do programa
computacional apresentados sdo validos modificando-se apenas as chamadas das
sub-rotinas das expressoes de Kelvin para Mindlin. Utiliza-se a solu¢do de Mindlin
como sendo formada pelas parcelas de Kelvin e complementar, conforme (2.4.11a-
b). Outra opgdo consiste em usar as expressoes de Boussinesq-Cerruti, quando o
ponto funcional encontra-se na superficie livre de tragdes. Assim, a seqliéncia de

cddigos para a sub-rotina “Integral Singular” ¢ como se apresenta a seguir:



void Integral_Singular(void)

{

}

int coll, col2, col3, k1, k2,In,cl1,cl2,cl3;
double 1, drdn;

Coord_Elem _i();

Load_Point();
Parametros_Preliminares();
lin=3*no-3;
coll=3*mConect_lIp[elemi][1]-3;
col2=3*mConect_lp[elemi][2]-3;
col3=3*mConect_lIp[elemi][3]-3;
for(elem=1;elem<=nel;elem++)

{

}

if(zs>erro)

Parametros_Elemento Linear();
1=Compto/2.0;
dh=1/(8.0*Pi*cl);
dg=1*(1.0+v)/(8.0*Pi*c1*E);
for(iG=1;iG<=12;iG++)
{
xq=Bx+GI[iG]*Ax;
yq=By+GI[iG]*Ay;
zq=Bz+GI[iG]*Az;
rx=(Xq-xs);
ry=(yq-ys);
17=(2q-28);
zp=7q;
cp=zs;
r=sqrt(rx*rx+ry*ry+rz*rz);
Rx=rx;
Ry=ry;
Rz=cp+zp;
R=sqrt(Rx*Rx+Ry*Ry+Rz*Rz);
drdn=(rx*Eta[ 1 ]+ry*Eta[2]+rz*Eta[3])/r;
dgl=dg*OME[iG]*drdn;
dh1=dh*OME[iG]*drdn;
Zera_ag_ah();
Sol Fund de Kelvin_S();
if(zs>erro)
Sol_Fund de Kelvin_S();
else
Sol_Fund de Boussinesq_Cerruti_S();
for(k=1;k<=3;k++)
for(i=1;i<=3;i++)
{
k1=3+i;
k2=6+i,
In=indt[lin+k];
cll=indt[col1+i];
cl2=indt[col2+i];
cl3=indt[col3+i];
mG ln] [cl1]=mG
In][c12]=mG
G[In][cl3]=mG
H[In][cll]=mH
[
II

n][cll
n][cl2
n][cl3]+a;

1[cll]+ag[k]
1[c12]+ag[k] ]*dgl
1[c13]+ag[k]
n][cl1]+ah[k]
1[c12]+ah[k]
1[c13]+ah[k]

[i

[

[k2]*dgl;

[i] *dh1;
n][cl2]=mH [
n][cl3]=mH [

n][cl2]+al

1
1
1
1
1
In][cl3

1—11—11—11—11—11—1
— e e, e, —

1
HJl
H[l
H[l

Sol Fund_de Mindlin_S();

1]*dhl;
21*dh1;
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As demais sub-rotinas, definidas para a solucao fundamental de Kelvin, sao

modificadas da mesma maneira descrita acima.
7.3 — ALGORITMO ELASTODINAMICO

O algoritmo elastodindmico ¢ semelhante ao elastostdtico mostrado no item
anterior. A unica modifica¢cdo consiste na inclusdo da matriz de massa, calculada no
modulo 1. Portanto, o esquema mostrado na figura 7.2.1 ¢ também representativo
deste algoritmo.

A figura 7.3.1 mostra a seqiiéncia principal de rotinas do modulo I para o

( Inicio do Modulo I >

Inicializagdo de Variaveis

v
'

Montagem das Matrizes H e G

v

Montagem da Matriz de Massa

v

Saida de Resultados

< Fim do Moédulo I >

FIGURA 7.3.1 — Rotina principal do algoritmo elastodinamico.

algoritmo elastodinamico.

A sub-rotina “Montagem da matriz de massa” € particular para cada técnica
usada para obtencdo da matriz de influéncia dinamica. Neste trabalho utiliza-se o
M¢étodo da Reciprocidade Dual e a Técnica da Integracdo Direta, cujos algoritmos

sdo descritos a seguir.
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7.3.1 — Método da Reciprocidade Dual

O moédulo 1 correspondente ao algoritmo elastodindmico com a
Reciprocidade Dual sofre algumas alteragdes em relacdo ao original, iniciando-se
pelo arquivo de dados de entrada (“*.DAT”) que passa a prever a definicdo de pontos

no dominio (polos), conforme mostra a listagem a seguir:

Médulo de Elasticidade

100000

Coef de Poisson

0.25

Numero de Elem. no Contorno

80

Numero de Elem. no Dominio

0

Numero de Células no Dominio

0

Numero de Nés no Contorno

42

Nuimero de Nés no Dominio

10

Numero de Load Points no_ Contorno
240

Nimero de elem em cada celula

0
Coordenadas X Y Z dos Noés Cont e Dom
1 -1 -1 0

2 1 -1 0
Conectividades _dos Elem. de Cont. e Dom.
1 1 19 24

2 1 27 19

Elemento no Dominio Cada Célula
Cédigo e Valores prescritos p os Lpoints cod valor cod valor c
od valor

110101 0
210101 O
P/ desloc
208
P/ reacéao
206

Nas tultimas linhas do arquivo de entrada sdo informados dois nos, escolhidos

para dar saida em seus valores de deslocamentos e for¢as para um arquivo
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“GRF.DAT” que pode ser lido por um aplicativo grafico (Origin’, por exemplo) e
tracado seus graficos na variavel tempo.

Outra modificagdo necessaria no modulo I, para o regime elastodindmico, ¢ a
inclusdo da sub-rotina “Montagem da matriz de massa” que, para a Reciprocidade

Dual apresentada no item 3.4, tem o fluxograma mostrado conforme a figura 7.3.2

<Inicio da Montagem de rnM>

Montagem da matriz mUh

.

Montagem da matriz mPh

v

Montagem da matriz mF

v

Inversdo da matriz mF

v

mM = (mH.mUh — mG.mPh)mF

— 3
Gim da Montagem de ml\/D

FIGURA 7.3.2 — Fluxograma da sub-rotina de montagem da matriz de massa.

As demais sub-rotinas sdo as mesmas apresentadas para o algoritmo

elastostatico.

? Microcal Origin, da Microcal Software Inc.
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7.3.2 — Técnica da Integragdo Direta

O modulo I do algoritmo elastodindmico, onde a matriz de massa ¢ obtida a
partir da discretizacdo do dominio em células ndo convencionais, necessita de dados
de entrada referentes aos elementos do contorno de cada célula e sua quantidade.
Portanto, o arquivo de entrada (“*.DAT”) passa a ter novos campos, conforme

mostra a listagem a seguir:

Mébdulo de Elasticidade

100000

Coef de Poisson

0.25

Numero de Elem. no Contorno

80

Numero de Elem. no Dominio

80

Numero de Células no Dominio

8

Numero de Nés no Contorno

42

Numero de N6és no Dominio

3

Numero de Load Points no Contorno
240

NUimero de elementos em cada célula
20
Coordenadas X Y Z dos Noés Cont e Dom
1 -1 -1 0

2 1 -1 0

3 0 0 0
Conectividades _dos Elem. de Cont. e Dom.
1 1 19 24

2 1 27 19

3 15 19 277

4 15 31 19

Elemento no Dominio Cada Célula

1 1 67
1 2 68
1 3 8
1 19 89
1 20 90
2 1 70
2 2 69
8 18 60
8 19 78
8 20 77



Cédigo e Valores prescritos p os Lpoints cod valor cod valor cod valor

o
10
20
30
4 0
238 0
239 0
240 O

OO OO

O O O

0
0
0
0
0

0
0

P/ desloc

205

P/ reacéao

230

0
0
0
0

O O

1

1
1
1

O O

OO OO

O O
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Na listagem acima, surgem informagdes adicionais quanto ao ntimero de

células (Ncel), nimero de elementos no dominio (nas faces internas do contorno das

células — NelemDom), nimero de ndés no dominio (NNosDom), numero de

elementos em cada célula (nelemcel) e quais os elementos que constituem cada

célula (mElemDom([i][j]).

Nas tltimas linhas do arquivo de entrada, semelhante ao apresentado no item

7.3.2, sdo informados dois nds, escolhidos para dar saida em seus valores de

deslocamentos e forcas para um arquivo “GRF.DAT” que pode ser lido por um

programa grafico (Origin, por exemplo) e tragado seus graficos ao longo do tempo.

Outra modificacdo exigida ¢ apresentada na sub-rotina “Montagem da matriz

mM?”, onde as expressdes envolvidas ndo possuem problemas de singularidade e,

portanto, o algoritmo segue a forma da sub-rotina “Integral regular” da elastostatica,

implementando-se (3.5.11), e tendo-se em vista o que ¢ estabelecido no anexo D.

7.4 — ALGORITMO PARA FRATURA MECANICA

trés modulos, como mostra a figura 7.4.1.

O algoritmo para analise de fratura mecanica ¢ desenvolvido considerando-se



201

Qnicio do Projeto Fratura Mecénica >

v

Moédulo I: Calculo das
Matrizes He G

v

Moédulo II: Cialculo das
Matrizes K e KS

v

Médulo IIT: Célculo dos
Deslocamentos, For¢as de
Superficie e Tensdes

v

<Fim do Projeto Fratura MecénicD

FIGURA 7.4.1 — Desenvolvimento em modulos do algoritmo para anélise de fratura

mecanica.

A) Mddulo I:

O moddulo I deste item segue a mesma seqiiéncia apresentada para o
algoritmo elastostatico, figura 7.2.2, apenas excluindo-se a sub-rotina do vetor
indice. O arquivo de entrada ¢ o mesmo, assim como o fluxograma da sub-rotina de

montagem das matrizes H e G, figura 7.2.3.

B) Modulo II:

O modulo II do algoritmo da fratura mecanica ¢ destinado ao calculo das

matrizes K e KS, que contém os coeficientes de influéncia dos dipolos relacionados a
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deslocamentos e tensdes, respectivamente. Implementa computacionalmente a
formulagdo apresentada nos itens 5.4 e 5.6.
A sub-rotina usada para determinar a matriz K (mK) ¢ mostrada na figura

7.4.2.

Inicio da Montagem da
Matriz K

v

< elem-i = (NelemCont+1) até NElemTotal >

v

..................................... < no =1 até NLPCont >

Sim Nao
0 “no” pertence
ao “elem-1"?

Integral Singular mK Integral Regular mK

Armazena
mK

Fim da Montagem da
Matriz K

FIGURA 7.4.2 — Fluxograma da sub-rotina que calcula a matriz K dos dipolos.

As sub-rotinas “Integral singular mK” e “Integral regular mK” sdo elaboradas
da mesma forma que as “Integral singular” e “Integral regular” do algoritmo
elastostatico. A expressdo utilizada na determinacdo dos coeficientes de K, exp.
(5.4.12), tem singularidade forte igualmente encontrada nas expressoes (2.4.4) e

(2.4.5) da elastostatica.
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A sub-rotina que determina a matriz KS (mKS) ¢ mostrada na figura 7.4.3.

Inicio da Montagem da
Matriz KS

v

< elem-i = (NelemCont+1) até NElemTotal >

v

S < nos = 1 at¢ NLPDom >

v

no = NLPCont+nos

Sim Nao

0 “no” pertence
ao “elem-i"?

Integral Singular mKS Integral Regular mKS

Armazena
mKS

Fim da Montagem da
Matriz KS

FIGURA 7.4.3 — Fluxograma da sub-rotina que calcula a matriz KS dos dipolos.

A sub-rotina “Integral regular mKS” na figura 7.4.3, ¢ elaborada seguindo-se
os moldes da “Integral regular” da elastostatica, item 7.2, utilizando-se a integragao
numérica de Hammer e a subdivisdo do elemento.

A sub-rotina “Integral singular mKS”, referenciada na figura 7.4.3, segue a
forma da “Integral singular” da elastostatica. E utilizado o procedimento de

transformar a integral sobre o elemento triangular em uma integral em seu contorno,
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efetuando-se a integragdo analitica na variavel r e numérica (Gauss) na variavel 0.
Sendo hipersingular a expressdo que determina os coeficientes de mKS, exp.

(5.6.14), a integracdo em r deve ser efetuada considerando-se a parte finita de

Hadamard (PORTELA, 1993).
C) Modulo III:

O modulo IIT do algoritmo de fratura mecanica é responsavel pelos calculos
dos deslocamentos e forcas de superficie em pontos do contorno, bem como as
tensdes em pontos internos para as diversas etapas de um processo incremental (de
forcas ou deslocamentos). Portanto, os célculos sdo efetuados para o so6lido integro e
na presenca da fratura.

Sdo implementadas as equagdes matriciais apresentadas no item 5.7.

O fluxograma principal do modulo I1I é mostrado na figura 7.4.4.

( Inicio do Médulo II1 >

v

Leitura de Dados

v

Saida de Dados

v

Montagem das Matrizes
Globais

v

Procedimento Incremental

v

( Fim do Médulo 111 >

FIGURA 7.4.4 — Rotina principal do Modulo III do programa de fratura mecanica.
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A sub-rotina “Leitura de dados” recebe informacgdes dos arquivos “*.DAT”,
“DAD.MEC”, “MATK.MEC”, “MATKS.MEC”, “MATH.MEC” ¢ “MATG.MEC”,
arquivos de dados iniciais e os gerados nos modulos I e II.

A sub-rotina “Saida de dados” prepara os cabecalhos dos arquivos de
relatorio (“*.SAI”, continuagdo) e de graficos (“GRF.DAT”), que sdo alimentados
com os dados calculados no processo incremental.

A sub-rotina “Montagem das matrizes globais” tem a finalidade de calcular
as matrizes M e R, exp. (5.7.3a-b), e N e S, exp. (5.7.6a-b), para deslocamentos e
tensdes, respectivamente.

A sub-rotina “Procedimento incremental” calcula, para cada passo
incremental (de for¢a ou deslocamento), deslocamentos e forgas de superficie com o
solido no regime eléstico e verifica se o limite de resisténcia estabelecido foi
atingido. Nesse procedimento, existe uma varredura sobre os pontos funcionais dos
elementos de fratura para determinar quantos e quais excederam o limite
estabelecido. A partir dai, ¢ chamada uma sub-rotina iterativa que calcula os valores

dos dipolos correspondentes a fratura (figura 7.4.5).

(Inicio do Proc. Incremental>

....................... » < inc = 1 até NMaxInc >

Processo
Iterativo

o} =aiNj+[s[{Q}
{DF} =a{Mj+[R}Q)

|
¥

(Fim do Proc. Incremental >

FIGURA 7.4.5 — Fluxograma do procedimento incremental.
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O fluxograma da sub-rotina iterativa ¢ mostrado na figura 7.4.6.

(Inicio do Processo Iterativo>

(a0}~ {aw,} - {40}
v

< petl = 1 até Npct >

pet = {vpet ™

lac) = fo}™ - {6{1 )

WC

0}

{AS} = {s}

{aq}=
{ }"“ - "“+[K]( )

{ }"“ -{aq}

=

Q™

b o Bl

Sim

(Fim do Processo Iterativo >

FIGURA 7.4.6 — Fluxograma do procedimento iterativo de fratura mecanica.

O fluxograma do processo iterativo mostra as principais operacdes efetuadas
para se determinar os valores dos dipolos, responsaveis pela correcdo dos valores
obtidos na analise elastica do corpo. Calculam-se os acréscimos de tensdo, levando-
se em conta o critério adotado do modelo de fratura coesiva (item 4.3) e, em seguida,
encontram-se os valores dos dipolos correspondentes. Calculam-se, entdo, os valores

da variavel abertura da fratura, que retroalimenta a equacdo do modelo coesivo em
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uma nova iteragdo. Uma vez atingida a abertura de fratura limite, o procedimento ¢

finalizado, estabelecendo-se antes os novos valores para deslocamentos e forcas de

superficie, considerando-se agora o sélido fraturado.

Algumas informacgdes sobre as matrizes envolvidas neste modulo III do

algoritmo de fratura mecanica, quanto a ordem e componentes, estdo mostradas a

seguir. Inicialmente, considere-se que:

Assim,

SS

KS

imk

S

imk

imk

=[KS]™ =

=[S]™ =

nt = 3* NLPTotal
nd = 6 * NLPDom .
ndl = 3* NLPDom

On
1
O, ‘{G}
2
G3 {o}
= {o} =1’
G
023 {G} NLPDom
G33
SSllk Ssnm 1
Sslzk SSlZnt
Ssl3k Ssl3m
= [SS] =
SSZZk sszzm
Sszsk Ssz3m
SS33k Sss3m B
Ksllk Ksllndl 1
KSl2k KSIanl
KSIBk KSI}ndl - [KS]
KSZZk o KSZanl
Ksz3k o KSZSndl
KS33k o KS33nd1 i

11nd1

12nd1

13nd1

22nd1

23nd1

n N v \Ln 1 N
S
~

»n nn . »n \rn L2

33nd1 |

[Ss]'
[Ss]?

[ S S] NLPDom

nd x nt

[KS]'
[Ks]*
nd x nd1

[ KS] NLPDom

= [S]

[ S] NLPDom

= [SS]’

, €
= [KS]

nd x nd1

(7.4.1)

(7.4.2)

(7.4.3)

(7.4.4)

(7.4.5)
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7.5 — ALGORITMO PARA FRATURA DINAMICA

O algoritmo para andlise de fratura dinamica esta dividido em trés méddulos
usados para implementar as equagdes apresentadas nos itens 6.5 € 6.6, como mostra a
figura 7.5.1. Estes modulos reunem partes dos algoritmos referenciados neste
capitulo.

O modulo I deste item ¢ o mesmo abordado no item 7.3.

O modulo II do algoritmo para fratura dindmica ¢ o mesmo apresentado no
item 7.4.

O modulo III corresponde aproximadamente aos modulos IV do algoritmo
elastodindmico e III do fratura mecanica. Em relacdo ao mddulo III, o processo
incremental da lugar ao processo dindmico. O procedimento iterativo permanece
praticamente 0 mesmo, exceto por uma nova instru¢do para avaliar os efeitos da

for¢a nao mais monotonica.

<Inicio do Projeto Fratura Dinémice)

v

Médulo I: Calculo das
Matrizes H, Ge M

v

Moédulo II: Calculo das
Matrizes K e KS

v

Moédulo III: Calculo dos
Deslocamentos, Forcas de
Superficie e Tensoes
(solicitacdo dinAmica)

< Fim do Projeto Fratura Dinémi@

FIGURA 7.5.1 — Desenvolvimento em modulos do algoritmo para anélise de fratura

dinamica.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

Neste trabalho desenvolveu-se uma formulagao do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para andlise de fratura dinamica, a partir de formulacdes
independentes da elastostatica, elastodinamica e fratura mecanica.

Na elastostatica tridimensional, confirmou-se que o MEC ¢ uma alternativa
vidvel com alguma vantagem frente a outros métodos numéricos - com discretizagao
apenas do contorno do so6lido. O elemento triangular plano com aproximacao linear,
utilizado nas discretizagdes, mostrou-se adequado a forma do so6lido e aos valores
das variaveis envolvidas.

E necessario, porém, atengdo as integragdes numéricas efetuadas quando o
ponto de colocagdo estd muito proximo do elemento em operacao. Uma alternativa,
utilizada neste trabalho, ¢ a subdivisdo do elemento triangular empregado, que
mostrou dar bons resultados.

As solugdes fundamentais adotadas dao versatilidade ao algoritmo
computacional elaborado. A solucao de Kelvin ¢ utilizada para sélidos de dominio
finito, resultando em respostas com satisfatorio grau de precisdo. J4 para problemas
envolvendo escavagdes proximas a superficie do solo (problema no espago semi-
infinito), as solugdes fundamentais de Mindlin e Boussinesq-Cerruti mostram-se
mais adequadas, pois a discretizagdo necessaria se da apenas na regido do
carregamento.

O algoritmo computacional, elaborado em quatro modulos, permite melhor

uso da memoria central do computador, além de efetuar os calculos das varidveis de
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contorno isoladamente. Com isso, varias investigacdes em pontos do dominio podem
ser feitas, bastando informar o novo arquivo de dados dos pontos de dominio.

Na elastodinamica tridimensional, o MEC ¢ testado utilizando-se as solug¢des
fundamentais da elastostatica, através do emprego do Método da Reciprocidade Dual
(MRD) e da discretizacao em células. As formulagdes, empregadas na analise de
problemas transientes, apresentam bons resultados, em consondncia com trabalhos
publicados. Sabe-se, entretanto, que discretizagdes com maior numero de elementos
(com relacdo ao que foi utilizado neste trabalho) sdo recomendadas para o problema
dindmico.

O MRD mostra-se inserido com o propdsito principal do MEC que € o de
analisar problemas com equacgdes escritas para pontos no contorno, embora necessite
da inclusdo de pontos internos (pdlos) em alguns casos. Na formulacdo em células, ¢
aplicado um procedimento que permite parametriza-las através de seus contornos,
permitindo a existéncia de células de forma qualquer. Os resultados desta sdo um
pouco melhores do que os apresentados com o emprego do MRD, além de necessitar
de menor tempo computacional. Os algoritmos de integracdo no tempo escolhidos
(Newnark e Houbolt) apresentam bons resultados, com valores bem proximos entre
eles.

A formulacdo do MEC para fraturas mecanicas apresentada mostra-se
eficiente e versatil, j4 que o uso de dipolos de forcas permite a representacdo das
superficies de fratura apenas introduzindo uma rede de elementos na superficie
média da mesma. Seus valores corrigem as respostas provenientes do calculo elastico
das variaveis, efetuado na forma cldssica do método, com economia de tempo
computacional, uma vez que as matrizes envolvidas na discretizagdo do contorno
permanecem as mesmas, apenas acrescentando-se as componentes relativas aos
pontos internos (na superficie ficticia da fratura), 8 medida que estes sdo definidos.

Os exemplos processados ao longo do trabalho demostram a eficiéncia das
formulagdes. As expressdes das contribui¢des dos dipolos para deslocamentos e
tensdes, representadas pelas componentes dos tensores deduzidos e apresentados, sao
contribuigdes efetivas para o desenvolvimento desta area de conhecimento. O
algoritmo computacional elaborado mantém a caracteristica basica de moddulos,

acionados para tarefas especificas, racionalizando o uso da memoria central e
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permitindo investigacdes diferentes sem a necessidade de processar toda a
formulacgao.
A discretizagdo do contorno do solido, feita através de elementos triangulares
planos com aproximagdo linear descontinua, permite a abordagem de
descontinuidade entre dois elementos, o que efetivamente representa a possibilidade
de fraturamento. A superficie ficticia de fratura ¢ discretizada pelo mesmo elemento
com aproximagdo constante, ¢ os resultados sdo bem satisfatorios, demostrando a
validade de seu uso.
A formulag¢ao do MEC apresentada para fratura dinamica utiliza os conceitos
apresentados para as formulagdes elastostatica, elastodindmica e da fratura mecanica.
Os resultados obtidos comprovam o bom condicionamento da formulagdo para a
analise deste problema, demostrando ser mais uma ferramenta alternativa entre
varias outras de resolu¢dao. A formulagdo € precisa e permite que a rede de elementos
seja acrescida de outros na superficie ficticia da fratura, ndo necessitando de uma
redefini¢ao total da rede, com diminui¢dao de tempo computacional.
O presente trabalho envolve trés grandes dareas de conhecimento:
elastostatica, elastodindmica e mecanica da fratura, e limitou-se, entre as muitas
alternativas possiveis de abordagem, ao desenvolvimento de formulagdes do Método
dos Elementos de Contorno de uma parte da mecanica da fratura. Portanto, algumas
possiveis extensdes da presente pesquisa podem se constituir em temas para
investigacoes futuras, sugerindo-se, entre elas:
- trabalhos de iteracdo solo-estrutura, utilizando-se a solu¢do fundamental
de Kelvin para o solido (estrutura) e a solu¢do de Mindlin para o solo
(meio semi-infinito);

- trabalhos de iteragdo solo estrutura, utilizando-se formulagdes do Método
dos Elementos Finitos (MEF) para a estrutura acopladas a formulacao do
MEC com a solu¢ao fundamental de Mindlin;

- utilizagdo, a partir dos trabalhos citados nos itens anteriores, de elementos

curvos ou planos com aproximacao de ordem superior a utilizada;

- trabalhos no ambito da elastodindmica com combinagdao do MEF com o

MEC;
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avaliagdo de outras familias de fungdes para uso do Método da
Reciprocidade Dual;

avaliacdo dos algoritmos de integragdao no tempo, Newmark e Houbolt
por exemplo, de forma mais sistemadtica, partindo-se da caracteristica de
ndo simetria das matrizes envolvidas;

avaliacdo de problemas de multifraturamento concorrentes;

utilizacdo de elementos descontinuos com aproximacao de ordem
superior a que foi utilizada na discretizacdo da superficie ficticia de
fratura;

avaliacao de algoritmos eficientes de propaga¢do da superficie ficticia da
fratura;

trabalhos para elaboragdo de pré e pds-processadores graficos para os
diversos algoritmos computacionais elaborados, permitindo uma

apresentacdo mais adequada.
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ANEXO A

DELTA DE DIRAC

Neste anexo ¢ mostrado o importante conceito da distribui¢ao Delta de Dirac,

utilizada na formula¢do do Método dos Elementos de Contorno.
A distribui¢do Delta de Dirac, denotada por d(s,q) ou &(s,q)=A",

corresponde a um pulso retangular unitario, como mostra a figura A.1.

F F .
1/a
—
1/%
4 X 4 x

FIGURA A.1 — Pulso retangular unitario.

A fungdo F(x,d,a) representada na figura A.1, tem como caracteristica o valor

unitario de sua integral qualquer que seja o dominio. E definida da seguinte forma:

0; X<d—%
| a a (A.1)
F(x,d,a) =1—; d——£x£d+5.
a
0; X>d+i
2
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Denomina-se de distribui¢do Delta de Dirac o limite da fun¢ao pulso unitario

quando a largura “a” do retangulo tende para zero, ou seja,

3(x —d)= LimF(x,d,a) (A.2)

Para dominios n-dimensionais, a distribuicdo Delta de Dirac apresenta-se

com as seguintes propriedades:

3(s,q) =0, se q#s;

5(s,q) =0, se q=s;e (A.3a-c)
[ P(@)(s,q)d2 = p(s)

Q

onde s e g sao pontos do dominio Q, e p(q) uma funcao qualquer.

Pode-se obter maiores informagdes sobre o assunto em KANE (1994).



215

ANEXO B

DERIVADAS DO TENSOR DAS TENSOES PARA A
SOLUCAO FUNDAMENTAL DE MINDLIN

Neste anexo sdo mostradas as derivadas do tensor de terceira ordem das
tensoOes utilizadas para a determinagdo de S;k e D;k da solugdo fundamental de
Mindlin.

As derivadas foram transcritas do trabalho de LAETHEM et al. (1984).

Os parametros K, r,, R, ¢ e z sdo definidos no item 2.4.2 do capitulo 2. A

seguir, sao definidas as expressoes auxiliares:

A =(1-2v)

A, =03-4v) (B.la-d)
Ay =(1-v)

D =25, -1

As expressdes indiciais a seguir sdo denominadas de (B.2a-j).

o, 6rd, 15r7r
C/(i4)= -
6A,r,8, 15A,r’R.D

R’ R’

Cz(i:j):



216

. 4AA r’(BR+R,)[RD ) {KD j
C.G0, i k) = i N 1 iZ(R+R, P +2R(R+R, | == +5,
3(1: ) ) RZ(R+R3)4 |: RZ(R+R3) R ( + 3) + ( + 3 R + 3 +

R
_ 4AA, [26R+R)5, LR T +rj2(3R+R3)
R(R+R,*| R*R+R,)  R*R+R;) R*R+R,)

[ZRiD(RJr R;)+ RZ[% +3 ﬂ

7 2

65, 30cR.D 51’z
C,G4,3,k, 0,m)=| —* — = lme—(k-1v)R, +—— |+
(1] ) {RS R }{ ( R, R ]

6c 10r.z5. 10r.zR.D
+ & oo, 08 0R0]

. . 5r? 10r.8. 10r’R.D
Cs(i,j):{—62831+3OCZR1D}|:1— J}_6CZ{ 3; 105, }

R® R’ R?| R°| R? R*

. 65, 30cR,D 5rjzR
CG(I,_]):|:— Rz + o7 }|:ZR3—A11‘J~2— ;2 3}+

10r.zR.8. 5r’zd. 10r’zR.R.D
_6_2{2% +F2A S H— - }
R

R? R? R*

2 2
6rjr3_6ij 3rj O 15rj Lt

C,(4))= 5 + S 17
6A,r1,8. +3A,r’8,  6(R, +2)8.(Az-2 12¢R V5.,
C, (i) = 2IiT;05; : 2l Osi (R, +2) 315 1Zz—2ve) 12c 35V 3
R R R
5(3A2rj2r3 —6cR;(Az —2vc))RiD
+
R7

—308,;r/zR, —30<:rj2283i +60cr;zR ;3 N (210crjzzR3)RiD

C9(19J) = : R7 R9

Colip—t T D IRD (R )] A
10(I’J)_RZ(R+R3)2 _R(R+R3)_R2 R R T _R(R+R3)

Bl (R0, )] 2 2D
R(R+R3)+R2(R+R3)2 R TR TRTRT O ) | TR T R




Expressoes das derivadas do tensor de terceira ordem, denominadas de (B.3a-r):

_ 3A1rj _ 3A1(5 —4V)RiD n
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Gfl,il = —icfll +K,r1, r R’
f +C, (1) +C, (1,1) + C, (1,1,3) + C, (1,1,3,2,3)
\ 5. . 3Ar 3ARD . . . ]
csu,f=—r—§' 15+Ksr{— r;r‘— L5+ G+ C, )+ C (LD + Co (i)
A8, 3Arnr Ad, 3ArLRD 318, o 3ALRS,
+R,C,(1,1) +C, (1)) |
3A,r, 3A,A,RD
* 1 81i % 1 - 5 - 3 +
Op; == Opn + K., r R
! +C,(1,2)+C,(1,2) + C,(1,2,1) + C, (1,2,1,2,])
35, I5nr 3A.8, L I5A.R.RD +_
r r’ R’ R’
e 1 O, Oy | w1 66,;, 30cR.D 5zR,
G, =|-———"l0,, +K. 1|+ L ! A, + +
23,1 |: rl I_Z :| 23 sT172 |:R5 1{7 1 R2
6¢c | 5z8,, 10zR,R.D
R°| R?  R*
[3A T . A.R.5. 15A.R*R.D |
3A51r1 +3A1%1D+Cl(i,3)—6 2 53831 N SA, 73 iZ
r R R R
. o O; +A 0, +
Gaail :_icaal +K,1 2 ’ a
’ I, 65,, 30cR.D 5zR5 |  6¢ | 10zrd,;
+— - - C+tAR; +—F— |+—~|———-
R R R R°| R
10zR ,.DR’}
R4
. o, 3A.r 3A.A,R.D . . . .
cnf=—%clf+Ksr{ r;r‘— SO +Clo,l)+Cz<1,1>+cz(1,1,1)+c3(1,1,2,1>}
2
. 5. . 3A,r 3A.R.D _ . . .
o - 122+Ksr1[— r;r‘ - +cl(l,z)+c2<1,2>+ca(l,z,1>+cs<l,2>}
1
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3A, 3A,(5-4vRD . , _
: Oy _» — —+C,(1,2)+C,(1,2) + C,(1,2,3) +
022,12 = _lczzz +K,r, r’ R’ 1(1,2) »(1,2) 5(1,2,3)

2 +C,(1,2,3,2,3)

Ady 3Arnn Ad; 3AnRRD

3 5 3 5

. 2 —K, r i r R R
_3A,18

5

+C,(i,2)+R,C, (i,2)

+C,(1,2)

x 2 T 1 x 1 T 6 .
— 22 T2
O3, = . O3; T03; (811 2 )

1 T L

-, ~ A1§3i . 3A15r3ri A G+ ?v)83i £ - 3A, (3r, —4SvR3)RiD .
c,;, =K r r R R
+Cy (i,1) + Cy (i,) + C, (i,1)

1355 15n, L 3A8, ISARRD

r’ r’ R’ R’
3028, (R, +¢) L 210czR.RD ~ 4AA,
R’ R’ R’(R+R,)

x 3 Sli 82i 3 _(RD)
o { R }G”ﬁKsrlrz Amﬁ CRD|  4AA, Lo
(R+R,) R’ | R*R+R,’|R+R, R

2R .D(R +RS)+R{Q+83i ﬂ
R

I : . 3A,28, —38,(3z+2c) |
_3A51r1 _3A11{1§1D +C1(i,3)— ZZ 3i R531( Z C)+
r
o om 3 o'+ Kor |+ 5(3A,7R 3c7(3z+c))RlD , 210czRIRD
T, R R
308,,zR; +60czR 5,
_ -

. _ A1383i + 3A1:3ri +C,(31,2) - A1(3 - ?’V)SSi _ 3A1(3r3 _45VR3 )RiD +
Gy, =K r r R R
C,(1,2)+C,y(1,2)+C,,(1,2)



* * %3 6 :

023,i3 :r_2013,i3 +0y;; |:61i r_zz_i}
L L5
(A8, 3Arnn A8, 3ArRD , 958, 150 210czRIR,D +_
r’ r’ R’ R’ r’ r’ R’

£ 3 6A,zcR 0, -3(R, +c)63i(52—c) 3cR,0,,

O, =K - % + R +
N 5(3A,7R2 =3cR,(52-¢)R,D _ 30zR38,, +90czR 35,
R’ R’
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ANEXO C

DEDUCAO DO TENSOR D

No capitulo 3, a equacdo (3.4.15) apresenta um tensor utilizado na equagao
de tensdes do Método da Reciprocidade Dual. Aqui, sdo apresentados alguns passos
para a deducao deste tensor.

Considere-se o tensor de deslocamentos (3.4.12),

a, = alr’ir’jr2 Jraz(.'c138ij —r’ir’j)rz' (C.1)
onde:
4 = 1-2v
bo(6-4v)G
a S (C.2a-c)

Considerando-se a lei de Hooke para o tensor U, estabelece-se que:

. oa, on, o0
Dy, = A3, 1+ G L
X oX, oX,

w

(C.3)

Sabe-se que:
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r,iw = l(6iw - r,irw )
r
1
Ljw :;(SJW _rJrW) (C.4a-d)
rfN =2rr,,
er = 3r2r’W

Efetuando-se as derivadas de (C.3), utilizando-se (C.4a-d), chega-se a:

A

wj

= (4a1r,j)r + a2r2(3a3r,j —5r,j),

(C.5)
aXlJ = alr(Sikr,j +6jkr,i)+ a2r2 (3a35ijr,k _6ikr,j _Sjkr,i —I"iI',jI',k), € (C6)
k
y
aXJ = alr(Skir’j +8jiqk)+a2r2 (3338kjr’i —Skil",j _Sjir,k _r,kr,jr,i)- (C.7)
Levando-se as derivadas (C.5), (C.6) e (C.7) para (C.3), tem-se:
o (1=2v) [(+2v) 1
D., = r o,.1r. +—\d,r. +8.r )|+
ijk (3—2V) |:(1—2V) ik7,j 2( jki ij.k ):| (C 8)

I,2

’ 24(1-v)

[(5 - 6V)(8ijr,k +8,1; )_ (- 6V)6ikr,j ERELRIN ]
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ANEXO D

DETERMINACAO DE UMA PRIMITIVA

A formulacdo empregada no item 3.5 exige a determinagdo de uma primitiva
relativa a expressao do tensor de deslocamentos fundamentais.

A expressao (3.5.4) estabelece a relagdo entre dois tensores:

2% _
VT =uy. (3.5.4)rep.
Portanto, o objetivo ¢é encontrar T;. Para tanto, pode-se utilizar o
procedimento de integrar em relacdo a coordenada radial de um sistema de

coordenadas polares.

O tensor dos deslocamentos é:

. 1
u;(s,q) = T6m(1—v)Gr {(3 —4v)d; +r; r,j} (2.4.4)rep.

Uma primitiva possivel para (3.5.4), tendo em vista (2.4.4), é:

* 1
i = X l6ni—v) (7-8v), —r.rf (D.1)
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ANEXO E

DETERMINACAO DE TENSORES PARA M’
Considere-se a expressdo de uma primitiva possivel para a relagdo (3.5.4),

* 1
Tij :m{(7_8\’)81j _r,ir,j}9 (E.1)

e a sua derivada

T;/ = d
T 4x16n(1-v)G

{(7 —8V);r, =6, 1; — 8, 1,11 } (E.2)

Na expressio das tensdes (3.5.12) surgem dois novos tensores T,

e _ _*4
j ey, =T

y

utilizados na composi¢ao de M'. A determinag¢do de ambos é como se segue.

Sabe-se que:

— OT i OT i OT
T, =AS. +G + .
ik ik an (an 8Xl J (E3)

Efetuando-se as derivadas em (E.3), tem-se:



or; @ 1
axw_axWLxlma—v)G((7 Bu) rr’wr’j)]

Determinam-se as derivadas auxiliares:

or
=—T
oX,, ™
0
(r.) _ l(SWW rr)
X, r
8(1" ) 1
aXiv = ;(SJW il )
Levando-se (E.5a-c) para (E.4), tem-se:
oT,,.
M 1 F(7-8v)5,r, =3r, -1, +3r,}
oX, 4xlon(l-v)G ’ o ’
ou, ainda,

*

oT,, 1
_ _8(1=v)r .
0X.  4x16n(1-v)G (80-vi)

Portanto, a primeira parcela de (E.3) é:

*

2, aT,, 1 16vr 3,

= — X
X,  4xlén(l-v) (1-2v)

Para a outra derivada de (E.3), tem-se

8T5 0 1
oX, 0X,|4xlén(l-v)G

(-89
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(E.4)

(E.5a-c)

(E.6)

(E.7)

(E.8)

(E.9)
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Efetuando-se as derivadas de (E.9), encontra-se a segunda parcela de (E.3):

*

oX, 4xléon(l-v)G iTk 7O0u T —Opl; R )
Para a altima derivada de (E.3), tem-se
0Ty _ @ 1
= 7 _8V —1ITr, 1. . E.ll
oX; 0X, {4x 16n(1-v)G (( r ko )} (E.11)

Efetuando-se as derivadas de (E.11), encontra-se a ultima parcela de (E.3):

*

OT,; _ G
oX, 4xlén(1-v)G

F(7-8v)o,r, =8, 1, —8,r, +3r,r,r, |. (E.12)

Levando-se os resultados (E.8), (E.10) e (E.12) para (E.3), chega-se a

expressao do tensor procurado, (E.13):

= 1
Ty =" {(7 - SV)(_ Oy, — Byt )_
4x16n(l-v) (E.13)
- 2(1 + %)&kg =8, 1, =91, +obr;r;r, }
Repete-se o procedimento utilizado acima, agora para Tij*‘; .
Sabe-se que:
o T, oT; Ty
T, =Ad, +G + . (E.14)
oX ., oX, O0X,

Efetua-se individualmente as derivadas definidas em (E.14), como se segue:
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oT, or or. or. or.
ax k-8B s s, a>ril Yax, et
K K K k k (E.15)
or; or,
L 1rJ}
15), NG). &
Determinam-se as derivadas auxiliares:
or 1
ox. =1 Oxnm)
o 1 E.16a-c
8XJk = ;(Sjk - r,jr,k) ( )
or; 1
— =—|§, —rr
axk r( ik 1 k)
Levando-se as derivadas auxiliares (E.16) para (E.15), encontra-se:
oT.. v,
x = &l —lkv)r {Sj[ —rﬁjr,(} (E.17)
As demais derivadas de (E.14) resultam em:
oT. 1 1
1= —(7-8v)5.5, —r,r, )-8,6, —3.,0, +
an 167[(1 —V) r {( )61]( rk N ,k) ir™ jk ik (E18)
O, LTy + 8Tty + Oy Lt + 81T, + 0,11 — 3r,ir,jr,kr,z}
oT,. 1 1
= —\7-=8v)p,. (5, —1,1,)]—0,,0, 5,0, +
ﬁXi 161_[(1 N V) r {( )6](]( J41 N ,1) k(™ ji ki (Elg)

O, 0 + 8,11 8, 1L, +0,0, 1, + 8,11 — 3r,kr,jr,ir,4}



227

Levando-se os resultados (E.17), (E.18) e (E.19) para (E.14), chega-se a

expressao do segundo tensor procurado, (E.20):

o 2x16n(l-v)r
+ (1 - 4\’)(_ Siijé + Sikr,jr,é)+ Siér,jr,k + S(kr,ir,j - 3r,ir,jr,lfr,k}

{(3 - 4V)(8ij8/,k + Skjsif - Sijr,/,r,k - Skjr,/,r,i )+
(E.20)
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ANEXO F

DESENVOLVIMENTO DAS DERIVADAS PARA SE
OBTER O TENSOR G/, SUAS COMPONENTES E A

ij9

MATRIZ K

O tensor da equagdo de deslocamentos associado aos dipolos estd definido

em (5.4.11), considerando-se a solugdo fundamental de Kelvin. Assim,

o o 1 [(3-4@6 R } car
:- - - ij _rr . . . .
170X, X, [16n(1-v)G il ( Jrep

A derivada da segunda parcela de (5.4.11) ¢

0 (1 ) 0 (1] 1 or 1 or
—I'iI'« = — I'iI'»—f-— r. +-— I'i
oX,\r ") X, \r)" roX,0X; 7’ roX,0X; -

_ (_%I"erjr’j +l|:l(5ﬁ _r,(:r,i):|r,j +l|:l(84j _r,/,r,i)j|r,i
n T rir

Levando-se o resultado (F.1) para (5.4.11), e efetuando-se a derivada da

(F.1)

primeira parcela, tem-se:
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0 1

1
G=— 3-4v)d, ——=rrr, +
! 16n(l—v)G{ 7t 05~ ALt

1 1 (F.2)
"‘r_z(SA _r,zr,i)r,j +r_2(6éj _r,(’,r,j)r,i}
ou
l
G; = m{— (3=4v)r, 8, +1;8, +1;0,— 3r1rjrp} (5.4.12)rep.
As componentes do tensor Gf; sdo:
G, = 16n(1—v)Gr { (3—4Vv)r,6, +1,0; +1; —Srfr’i}
b= 16n(1—v)Gr2 { (3—-4v)r,8;, +1,9,; _3r,1r,2r,i}
Gila 167(1— V)Gr2 { 3- 4V)r,1813 + r,3811 - 3r,1r,3r,i}
2
G = 16n(1—v)Gr2 { (B-4v)r,8; +1,8, _3r,2r,ir,l} (F.3a-i)
G;, = Tom(l— V)Gl‘2 { (B3=4V)r,0,, +1,0, +1; — 3r§r’i}
Gl = Tgm s v)Grz - 34w, 1,8, ~ 3,1
Gi31 16TE(I—V)GI‘2 { (3_4V)r,3811 +r,1831 _3r,3r,ir,l}
b= 167(1— V)Grz { (3-4v)rd;, +1,85 — 3r,3r,ir,2}
G}, = T6m(l— V)Gr { (B=4V)r 0, +130, +1; — 3r,23r’i}

A formulagdo desenvolvida neste trabalho utiliza as componentes do tensor

GfJ de forma condensada, definida em (5.4.9a-c), ou seja:
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K = Gi13 + Gi31
2 3
K, =Gi; + G, (5.4.9a-c)rep.
A%
K = I_V(Gill +Gi22)+Gi33

Operando-se algebricamente as expressoes (F.3), tendo em vista (5.4.9a-c),
chega-se as componentes da matriz de coeficientes de influéncia dos dipolos, matriz
K:

_ _ _ _ 2
Ku = TG 2r,[- (1-2v) - 312

1
K, = m(—@lrﬂ,g)
1 Li 2 2 2 2
K, = T6m(1— v)Gr? r, (1_\))[1—(1—4\/)\/—3\/(r,1 +15 —r’3)—3r’3]
1
K21 = 167[(1_ V)Grz (_6r,lr,2r,3) (F4a'1)

_ _ _ _ 2
Ko = 6ri =G 2r,[- (1-2v) - 312

K, = 1 &
B 16m(1-v)Gr? (1-

1
K = Tera—vyar?

v [1 —(I-4v)v- 3v(rj + rj - ré) - 3ré]
2r [~ (1-2v) - 3r7]

1 2
K, = er,z [— (I-2v)—3r; ]

K, = ! =
B3 16m(1-v)Gr? (1-

V) [— 1+(7-4v)v— 3v(rj + ré - ré) - 3r,§]
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ANEXO G

COMPONENTES DA MATRIZ DE CONTRIBUICAO
DOS DIPOLOS AS TENSOES EM PONTOS INTERNOS

As componentes da matriz de contribuicdo dos dipolos para as tensdes em

pontos internos KS sdo definidas por (5.6.20a-c), ou seja,

m __ ml m3
KSil _Gi3 +Gi1

m __ m2 m3
KS;; =G5 +Gy;, (5.6.20a-c)rep.

KS" = IL(G?;1 +G)+GY

De forma explicita, pode-se escrever:

KS =— — 6rr,[1-5
R 7 CEY) Va ’3[ ’1]
1 1 2
KS}, =—————6r.r, [a-2v)-512]
1 =v)r (G.1a-c)
1 | |

= - 1_3V+2V2 +3 r2+r2—5r2r2 +
B gr(l-v)r? (l—v)[( )+3(ry 415 -5115)

—3V(=2r] + 51} =15+ 50,15 4305 = 5r;13) — 6V (-] +15 — 15 )]



KS!, =
KS!, =
KS!, =
KS!, =
KS., =

1 —_—
33~

KS? =
KS?, =

KS?, =

2

21

2 —_
2 =

KS?, =
KS?, =
KS2, =
KS?, =

KS?, =
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61,1, [v = Srj]

Sn(l—v)r
1
8n(l—v)r' or,1 [v — 513 ]
1 3rr 2[(1+v+4v) —5(ri+riv+riv—r v)]
8n(l-v)r’ (1-
m[z(l 2v) +6(— 5r1r3+r§v+r,23v)]
(1w O [v—5r?]
1 [(1+3v) 5(r; +riv+riv—r v)]
8n(1 1v)r (1— V) o
m&’z T, [V - Srf]
m 6r 1, [v - 5ré ]
1 3r,r
8m(1-v)r’ (1ij)[(1+v+4vz)_5(r,23 + VATV =T3V)
1
sr e o la-2v s
e
1
1-3v+2v? +3r +r? 5r Sr3)+
875(1 v (1- v)[ ( )+3(r; +13 2)
S 3v(=2r2 +51h — 124 5r2rd 432 5y - v () =1k 1)
1
sy o[ v-sed]
8(1—[2(1 2v) +6(— 5r2r3+r2\/+r3v)]
T
1 [(1+3v) 5(r+rjv+rv—r V)]
8n(1-v)r’ (1
m[ﬂl 2v) +6(=5r115 + 1 v+r3v)]
m6r,lr,2[v—5r§]
1

3
33~

8n(l1—- V)I‘

: r)[(1+3v) 5(r; +riv+rov—r v)]
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KS] :;& r [V—Srz]
21 8n(1—v)r3 112 3
1
KS3, = SV [(2 —4v)+6(=5r5r5 +1ov+ rév)]
1 3r,r,
KS, = ——(1+3v) -5(3 +1r’v+1iv—13
3= (1= w)r’ (l—v)[( V) =S +riv ey -aiv) (G.1v-aa)
1
KS: =————6r,1,[1-5r1]
31 87‘[(1—\/)1‘3 N ,3[ ,3]
1
S}, =——————6r,r,|1-5r3
P 8n(l-vyr' 7 sh-sri]
. 1 1

o o) [ (—1+5v—6v2)+32r2 -5+

2 2 2.2 2 4 2.2 2,2 2 2
=3v(—r; =15 + 51,15 —2r5 =515+ 515r3) —6v (1) +1) +15 )]
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