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RESUMO

ROCHA, J. A. de L (1998). Contribuicéo para a teoria termodinamicamente consistente da
fratura. S&o Carlos, 1998. 201p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Séo
Carlos, Universidade de Sdo Paulo

Como ponto de partida para a formulagdo da teoria termodinamicamente consistente
da fratura, parte-se das cinco equagdes globais do balango termomecénico (massa,
momentum linear, momentum angular, energia e entropia), aplicadas ao caso de um sdlido
dentro do qual superficies internas regulares podem evoluir, continuamente, com o processo
de deformagdo, simulando fissuras. Faz-se a passagem das equagbes globais &
correspondentes equactes locais de balanco, inclusive nos pontos das superficies de avango
das fissuras, e chega-se ao critério termodindmico geral de fratura. Fazendo-se uso da nocéo
de energia livre de Helmholtz, particulariza-se o critério para 0 caso isotérmico. Na
sequéncia, contando-se com o auxilio da Andlise de Sensibilidade & variagdo de forma, da
Otimizagdo Estrutural, aplicada ao caso da fratura, obtém-se o parémetro termodinamico de
fratura, valido para uma parte arbitréria do sélido contendo uma fissura. Assim, o problema
fica reduzido a obtencdo do valor de uma integral sobre a fronteira da parte do sdlido
considerada. O Méodo dos Elementos de Contorno é utilizado para a obtencdo de
resultados aproximados desse par@metro, que é alternativo aintegral J de Rice. Conclui-se,
com uma proposta de experimento de laboratério, acoplado a um experimento numérico,
para o caso de um problema bidimensional. A partir da comparacéo entre resultados do
experimento de laboratdrio e do correspondente experimento numérico, sugere-se que sera
possivel a calibragdo de paré@metros associados ao comportamento ndo linear do material

nas proximidades da extremidade de uma fissura.

Palavras-chave: Mecanica da Fratura; Termodinamica da Fratura; Fratura, Teoria da Fratura,
M étodo dos Elementos de Contorno, Andlise de Sensibilidade.
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ABSTRACT

ROCHA, J. A . deL (1998). Contribution to the thermodynamically consistent theory of
fracture. Sdo Carlos, 1998. 201p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Séo
Carlos, Universidade de S&o Paulo.

The construction of a thermodynamically consistent theory of fracture, is here
proposed assuming that the five global equations of the thermomechanical balance (mass,
linear momentum, angular momentum, energy and entropy), of Continuum Mechanics, are
valid in the case of a solid containing flaws, simulating initial cracks. Considering the
possibility of crack advances, the passage from global equations to local ones conducted to
local balance, also for points taken over the crack advancing surfaces. As consequence, a
genera thermodynamic fracture criterion is obtained. Then, using the concept of Helmholtz
Free Energy, this fracture criterion is particularised to the isothermal case. The Shape
Sensitivity Analysis, used as a tool of Fracture Mechanics, conducted to a fracture
thermodynamic parameter G;, whose physical meaning is analogous to the Griffith’s energy
release rate (or the Rice’s J integral) but that parameter is based on the strain energy instead
potential total energy. The Boundary Element Method is used in the construction of a
strategy of coupling numerical and experimental tests, viewing the construction of a
particular fracture criterion, valid to plane problems. In conclusion, one proposes that this
numerical and experimental coupling be adopted for calibration of non-linear models of

material behaviours, valid in the neighbouring of crack’s onset.

Keywords: Fracture Mechanics, Fracture Thermodynamics, Fracture, Fracture Theory,
Boundary Element Method, Sensitivity Analysis.



INTRODUCAO

O objetivo do presente trabalho é contribuir para a organizacdo de umateoria
termodinamicamente consistente da fratura, fundamentando-se na idéia chave da
Termomecénica do Continuo, que é a passagem das equaces de balanco global
(massa, quantidade de movimento linear, quantidade de movimento angular, energia,
principio da irreversibilidade ou desigualdade de Clausius-Duhem), tomadas como
axiomas, para as respectivas equacles locais, nos pontos interiores do sblido. A
novidade esta em examinar-se a extensao desse procedimento, ao caso de um solido
contendo vazios, isto é, fissuras cujas superficies internas tenham a possibilidade de

evoluir de maneirairreversivel.

A presente proposta é de natureza essencialmente tedrica, embora nela
também se inclua uma proposta de verificagdo de sua validade prética, com o auxilio
de uma metodologia que associa a experimentacdo de laboratério com a

experimentacdo numeérica.

Para evitar dubiedade na aplicacdo de duas palavras que aparecem com
bastante frequéncia no texto, e que, na lingua portuguesa, costumam ter aplicacéo

ambigua, definem-se inicialmente:

1. FRATURA (fracture) é o fendmeno irreversivel caracterizado pelo
crescimento das éreas das superficies internas dos vazios de um sélido em

processo de deformagéo.

2. FISSURA é um ente cuja extensdo fisica € caracterizada somente pela
medida de sua fronteira, possuindo uma dimensdo a menos que qualquer
conjunto formado por pontos materiais do solido em que esta inserida.
Nesse sentido € que se identifica com o0 vazio. A medida de seu

crescimento irreversivel, € dada pelo acréscimo da area de sua fronteira



ocorrido no processo de fratura. O valor da &rea da superficie de uma
fissura € sempre, por hipétese, diferente de zero. Existem fissuras que
ficam totalmente imersas no interior do solido (cracks), e outras que

adentram a partir da fronteira do solido (notches).

CARACTERISTICAS ESSENCIAIS DA TEORIA TERMODINAMICAMENTE
CONSISTENTE DA FRATURA:

a) E considerada a parcela dissipada nas superficies de avanco das fissuras;

para efeito do balanco de energia;

b) associada ao processo de avanco de uma fissura incluida em uma parte
arbitraria do solido, aparece uma grandeza, a densidade termodinamica superficial
de fratura, definida em cada ponto dessa superficie de avanco, através da qual pode-
se verificar se como o acoplamento de influéncias entre a temperatura absoluta e a

velocidade de propagacéo, influencia a estabilidade do processo.

C) no caso do regime guase estatico e isotérmico, resulta o parametro
termodindmico de fratura, grandeza cuja determinacdo, através da Andise de
Sensibilidade, decorre da consideracdo das Leis da Termodinamica, em lugar do
Principio da Minima Energia Potencia Eléstica estendido por Griffith para o estudo

dafratura
MODELO FiSICO:

a) Tal como na Mecanica do Continuo, parte-se do pressuposto que, para um
solido sujeito a fratura, sdo sempre atendidas as cinco equacdes termomecanicas de

balanco global, inclusive nas superficies de avanco das fissuras.

b) a Primeira e a Segunda Leis da Termodinamica fornecem a base para a
construcdo de um critério de fratura termodinamicamente consi stente;

C) no caso particular em que o regime de deformacdo € quase estatico e
isotérmico, 0 processo termodindmico s6 progredira, espontaneamente, entre dois
estados, se a funcdo energia livre de Helmholtz Y (para todo o sblido) sofrer um

decréscimo, de um estado para o outro. O crescimento das fissuras €, portanto,



irreversivel. Mas a simples ocorréncia de um decréscimo nafungdo Y ndo é condicéo
suficiente para indicar que ele tenha sido provocado pelo avango de uma fissura. O
decréscimo da energia livre de Helmholtz &, pois, uma condicdo necessaria, mas néo
suficiente, para a ocorréncia de fissuracdo no solido. Isto porque podem ocorrer
outros fenbmenos dissipativos durante a deformacdo dos sdlidos, tais como a

plasticidade e o dano.

d) a evolucdo do processo de fissuragéo pode ser modelada como se estivesse
ocorrendo uma seqiiéncia de iniciagdes de fratura, apds cada uma das quais o
dominio do problema precisaria ser atualizado.

MODELO MATEMATICO:

a) Ditado pela fisica do problema, esse modelo busca acompanhar, nas
sucessivas representagdes atualizadas do corpo, a interacdo continua entre
fendmenos que ocorrem no IR® (pontos interiores ndo atingidos pela fissuracéo) e

aqueles que ocorrem no | R? (superficies de avanco das fissuras);

b) A aternativa a energy release rate, de Griffith-Irwin, sera o parametro
termodindmico de fratura, calculado como a derivada material da energia de
deformacéo do solido, em relacdo a um parametro geométrico de fratura. A Andlise
de Sensibilidade & variacéo de forma, da Otimizacdo Estrutural, sera utilizada como
ferramenta, no célculo dessa derivada.

Como orientacdo basica para o aprofundamento no tema, procurou-se
examinar, diretamente, as publicacdes tidas como fundamentais no estudo da fratura,
a partir do trabalho pioneiro de GRIFFITH (1920). E a pesquisa do instrumental
adequado aos objetivos propostos, exigiu um aprofundamento tedrico geral nos
campos da Mecanica do Continuo, da Andlise de Sensibilidade, e dos métodos
numeéricos da Fisica Matematica, com destague para o Método dos Elementos de
Contorno (BEM).



No Capitulo 1 apresenta-se um apanhado dos conceitos bésicos da
Termodinamica, aplicados a interpretacdo dos processos que se desenvolvem nos
solidos deforméveis.

No Capitulo 2, que contém a principal contribuicdo trazida pelo presente
trabalho, desenvolve-se a pesquisa da possibilidade da extensdo, ao caso da fratura,
do procedimento da passagem das equacfes globais as locais, procedimento que é o
tipico do balanco termomecénico da Mecéanica do Continuo. O desenvolvimento
apresentado nesse capitulo € uma alternativa ao proposto por ZHANG &
KARIHALOO (1993), baseado no Teorema de Transporte de Reynolds. Aqui, optou-
se por um caminho pelo qual se chega a uma equagdo gera de balanco local, vélida
para cada ponto das superficies de avango das fissuras. De posse desse resultado,
parte-se para a interpretacdo, uma a uma, das cinco equacdes locais. Assim,
consegue-se completar algumas lacunas contidas no trabalho antes citado, ensejando
a perspectiva de aplicacdo a objetivos de interesse pratico, dos resultados da teoria

termodi namicamente consi stente.

O Capitulo 3 centra-se exatamente em tal perspectiva, através da busca de
conexao entre a metodologia aqui proposta e a sugerida por GRIFFITH (1920, 1924),
cujo conhecido critério de iniciacdo da fratura considera somente a Primeira Lei da
Termodinamica (conservacdo da energia). Com o auxilio da Primeira e da Segunda
Leis, no caso em que o fenbmeno se desenvolve em regime quase estético e
isotérmico, é feita ainterpretacdo termodinamica do critério de Griffith, chegando-se
a formulagdes que se desdobram em critérios de fratura que, a despeito de certa
semelhanca de forma, sdo, em esséncia, diferentes do original, por conta da

consisténcia termodinamica.

No caso gera, ndo isotérmico, embora tenha sido completamente
desenvolvida a teoria, ndo foi explorada a possibilidade de aplicagdes préticas,
ficando na dependéncia de desenvolvimentos posteriores, em razéo da aparecimento
de parametros cuja determinag&o exigiria uma nova filosofia experimental .



No Capitulo 4 apresenta-se a ferramenta cuja utilizacdo veio facilitar a
generalizacdo, para 0s casos de problemas tridimensionais, tanto do célculo da
integral J, de RICE (1968), baseada na noc&o de energy release rate (Griffith-lrwin),
guanto da obtencdo do parametro termodinamico de fratura, surgido com o presente
trabalho. Trata-se da Andlise de Sensibilidade a variagdo de forma, um campo de
estudos cujas aplicacdes tradicionais sdo na area da Otimizagdo Estrutural, mas que
vem sendo recentemente aplicado, com sucesso, a Mecénica da Fratura,
principalmente por TAROCO (1996). Nesse particular, a contribuicéo trazida pelo
presente trabalho, contida no Capitulo 4, é o célculo da derivada material da energia
de deformacdo, em relacdo a um parémetro geométrico de fratura, base para a
simulagdo da deflagracdo do avango de uma fissura no sblido. Decorre desse
processo de derivacdo, a possibilidade do emprego de um método numérico, visando

ao calculo aproximado do parametro termodinamico de fratura.

No Capitulo 5 desenvolve-se, com o auxilio do Método dos Elementos de
Contorno, uma aplicacdo simples, que permite a programacdo automética do
esquema de célculo aproximado do parametro termodindmico e também da integral
J. Trata-se do problema de fratura em uma chapa. E uma mera demonstrago da
possibilidade de uma alternativa numérica que, com bastante simplicidade, podera
dar bons frutos, no que se refere a aplicacdo tecnoldgica. O programa automéatico (em
FORTRAN), desenvolvido com base no conteldo desse capitulo, denominado
ELCFRAT (v. Anexo E), apresenta um elemento de contorno retilineo,
isoparamétrico, com interpolacdo linear, sub-elementacdo automética e a

possi bilidade de colocacéo de nds duplos.

No Capitulo 6, discorre-se sobre a Andlise Experimental na Mecanica da
Fratura, destacando-se as metodol ogias correntes de ensaio e analise, basicamente as
propostas pela ASTM, para 0os acos. Apresenta-se ai, um esboco de proposta de
ensaio de laboratorio que, em associacdo com a experimentacdo numeérica, realizada
sobre um modelo do mesmo corpo de prova ensaiado, é capaz de fornecer um critério

de fratura, baseado no valor critico do parametro termodinamico.



No Capitulo 7, apresentam-se exemplos de aplicacdo, sendo calculados a
integral J e o parametro G;, com o auxilio do programa ELCFRAT. Além desses
resultados, que visam demonstrar as possibilidades da metodologia aqui proposta,
sd0 também apresentados alguns outros, com base em outro programa automético,
em desenvolvimento pelo Prof. Humberto Coda, do Departamento de Engenharia da
Escola de Engenharia de S&o Carlos - USP. Nesse caso, como 0 programa inclui
modelos elastoplasticos, permite que a metodologia proposta seja explorada de
maneira mais completa, particularmente na calibracdo de parametros associados ao

estado daregido de processo da fissura

No Anexo A, apresentam-se alguns resultados Uteis, de Algebra e de Andlise
Tensorial. Do Anexo B constam os conceitos basicos da Mecénica do Continuo,
sobre a aplicagdo deformacéo, e sobre a derivagdo material. No Anexo C, sdo
mostrados alguns resultados Uteis a aplicacdo da Anadise de Sensbilidade ao
problema da fratura. No Anexo D, apresentam-se alguns desenvolvimentos
essenciais a compreensdo das particularidades do Método dos Elementos de
Contorno, aplicado a problemas bidimensionais. Inclui-se ai 0 desenvolvimento de
uma técnica de sub-elementacdo, especiamente desenvolvida para este trabalho, que
aumenta sensivelmente a preciséo dos resultados do programa ELCFRAT.
Finalmente, no Anexo E, encontra-se a descricdo do programa ELCFRAT, assim
como observacdes sobre a entrada de dados e a saida dos resultados.

SINTESE HISTORICA:

Visando prever o limite da capacidade resistente dos materiais, 0 homem vem
buscando compreender, desde os primordios, 0 mecanismo do rompimento das
ligacOes interiores, responsavel pela perda da integridade dos corpos sblidos

submetidos a agbes externas.

Se 0 acompanhamento da evolucdo dos procedimentos utilizados nesse tipo
de previsdo comeca na fase mais recente da histéria, marcada pela aplicacdo do
conhecimento cientifico a compreensao dos fendmenos da resisténcia dos materiais,
verifica-se que Galileo Galilei (1564-1642) foi pioneiro também nesse terreno. Tido



como um dos precursores da Mecanica dos Materiais, Galileo destaca em sua obra
Duas Novas Ciéncias a preocupacdo com “a coeréncia das partes nos corpos
solidos’ e com a “resisténcia dos solidos a fratura”, temas sobre os quais
desenvolve a conversacdo entre os personagens Salviati, Sagredo e Simplicio, nas
duas primeiras jornadas de seu famoso livro, GALILElI (1945). Ai apresenta
proposi¢des que ja revelam uma clara compreensdo dos mecanismos da resisténcia
dos materiais, alimentada certamente pela necessidade prética imediata de resolver os
problemas surgidos na atividade de projeto e construcdo que entdo desenvolvia no
arsenal de Veneza. A énfase de Galileo foi colocada na busca da resisténcia a fratura,
isto € na obtencdo de informagdes sobre a capacidade resistente do material no

momento da ruptura.

Diferente foi a orientagdo decorrente das experiéncias de Robert Hooke
(1635-1703) com molas. Baseado na analogia que intuiu entre elas e o
comportamento dos materiais, Hooke levou a entdo incipiente Mecanica dos
Materiais a optar pela hiptese da linearidade da relacdo forca x deslocamento nas
pecas e estruturas, cujo reflexo é evidente na simplificagdo dos modelos para o
estudo dos fenbmenos dessa area. 1sso parece ser a razdo fundamental para o
abandono da énfase na questdo da fratura, ou na resisténcia limite dos materiais,
prevalecendo, até recentemente, a opcdo pelo limite elastico como referéncia basica

no estudo do comportamento mecéanico dos materiais.

A despeito de Saint-Venant (1797-1886), com sua plasticodinamica, segundo
TIMOSHENKO (1953), ter dado os primeiros e seguros passos no sentido do
desenvolvimento da teoria da plasticidade, seguindo-se a ele um grande nimero de
contribuicbes relevantes, a volta a énfase original de Galileo, centrada no
comportamento limite dos materiais, reforca-se bastante a partir da década de 20 do
presente século com a contribuicdo de Griffith (1893-1963), a quem se deve o inicio

da Mecanicada Fratura.

E curioso verificar-se que a idéia fundamental, base para a retomada da
énfase naresisténcia limite de fratura, GRIFFITH (1924), decorre do aproveitamento
criativo de resultados da prépria el asticidade linear, a saber, da andlise de problemas

sobre concentracdo de tensdo em torno de reentréncias e orificios, divulgados num



trabalho de INGLIS (1913) inspirado em problemas préticos da indUstria naval. A
proposta tedrica de Griffith parte do pressuposto de que ndo se criam fissuras no
interior de um sdlido, e sim que elas crescem a partir de vazios preexistentes na
matéria. Assim, em seu modelo plano, a fissura é assimilada a um furo eliptico cujas
dimensdes lineares variam, no processo de deformacdo, de acordo com um Unico
parametro o comprimento a do semi-eixo maior da elipse. Admitindo o carregamento
externo constante, Griffith calcula a variagdo da energia potencial elastica da chapa
contendo o furo eliptico, quando a aumenta para a+da. Obtém, assim, a expressao
dU/da, que revela a sensibilidade da energia potencial eléstica em relacdo a variacéo
ocorrida no comprimento a, quando o furo se amplia. A grandeza G=dU/da,
denominada mais tarde strain-energy release rate, é€ considerada, desde Griffith, um
pardmetro chave na caracterizacdo do fenémeno da fratura. O problema, portanto, é

reduzido a verificacdo da estabilidade de uma fissura.

Quando ocorre o crescimento da fissura, alguma quantidade de energia deve
estar associada a areada superficie do furo acrescida nesse processo. Griffith propde
quantificar essa energia com base em um pardmetro que denomina densidade
superficial de energia g, que seria, segundo sua compreensdo, uma propriedade

intrinseca do material.

Em funcdo dos resultados dessa andlise, concluiu que, se fosse possivel uma
intervencdo no processo de producdo do material, com o intuito de diminuir o
tamanho médio dos vazios num solido, entdo a tensdo limite de fratura poderia ser
artificialmente aumentada. Devido ao sucesso tecnoldgico representado pela sintese
de um materia de alta resisténcia, a fibra de vidro, com base nessa idéia, € que se
deu a grande difusdo do critério de iniciacdo de fratura por ele proposto. Ao diminuir
as dimensdes dos vazios interiores no vidro, Griffith conseguiu aumentar bastante o
valor da tensdo limite de ruptura. Chegou a esse objetivo através da producéo de
finissimas fibras desse material, que seriam depois aglomeradas em uma matriz de
resina, para formar painéis de facil moldabilidade e grande resisténcia. Em sintese,
como consegiiéncia da formulac&o do critério que leva o seu nome, Griffith chamou
atencdo para o fato muito relevante de que a resisténcia dos materiais ndo esta
rel acionada somente com a capacidade de coesdo das mol éculas mas, também, com a



presenca de espagos vazios entre elas. Assim, segundo ele, para bem caracterizar
mecanicamente 0s materiais, ndo basta apenas o conhecimento dos limites de
resisténcia, mas também a determinacdo experimental de alguma(s) grandeza(s)
capaz(es) de dar conta da tenacidade (toughness, ou fracture toughness) do materia,
uma propriedade associada a capacidade de impedir o crescimento de fissuras. Para
isso seria fundamental, em um solido sujeito a acdes e restricdes a seu deslocamento,
a determinacgéo da energy release rate G . Na visdo de Griffith, a comparagdo dessa
grandeza com a tenacidade do material ( uma caracteristica associada a densidade

superficial de energia g) forneceria um critério para aferir aintegridade do sdlido .

Paralelamente a Mecanica da Fratura, a Fisica também tem contribuido na
busca de modelos para explicar, do ponto de vista microscopico, particularmente a
resisténcia dos solidos cristalinos, VOLTERRA (1907). As imperfeicdes detectadas
na rede cristalina (discordancias) séo utilizadas para explicar os fendmenos da
resisténcia e da fratura nesse tipo de sdlido. O movimento das discordancias no
interior da rede cristalina, ocasionado pela aplicacéo de esforcos, faz com que elas
aflorem na superficie. O niUmero de discordancias contadas na superficie externa do
solido esta diretamente relacionado com o estado de tensdo no interior. Foram
desenvolvidos métodos para a contagem dessas discordancias e isso permitiu
importantes interpretacdes Uteis ao interesse tecnoldgico, particularmente no campo
da metalurgia. O comportamento ductil (tomado como distinto do comportamento
fragil de um material), particularmente na extremidade de fissuras, tem merecido um
sem numero de interpretacdes a base do conceito de discordancia, RICE &
THOMSON (1974).

Com o objetivo de estender a aplicacdo do critério de Griffith aos materiais
ducteis, OROWAN (1952) sugeriu que, além da grandeza g, deveria ser considerado
uma outra, gy, que faria as vezes de uma espécie de componente plastica da
densidade de energia superficial, servindo para corrigir o critério de Griffith nesses
casos. A experiéncia mostra que tal parcela assume valores muito maiores que g A
rigor, a soma dos dois parametros produziria um valor critico, que seria uma

caracteristica do material. Assim:



10

Geit=20+0

onde Ggit serviria para caracterizar 0 material, sendo uma grandeza macroscopica
capaz de permitir a ampliacéo das aplicacdes da Mecanica da Fratura a andlise dos
problemas correntes da engenharia estrutural, principalmente no caso daqueles em
gue os materiais utilizados tivessem um comportamento mais predominantemente
dictil.

O passo seguinte ao de Griffith, no sentido do aperfeicoamento da utilizacéo
da Mecénica da Fratura na caracterizacao da integridade das estruturas e na sintese
de novos materiais, deve-se Irwin, e esta baseado numa série de trabalhos por ele
realizados na década de 1950, IRWIN (1957). Embora tendo 0 mesmo sentido da
contribuicdo de Orowan, que era estender as possibilidades da Mecénica da Fratura
para além do estudo dos materiais frageis, a idéia central de Irwin conduz a uma
nova interpretacdo da energy release rate, a qual, por possuir dimensdo de forca por
unidade de &rea, permitiria ser interpretada da seguinte maneira: “Quando a fissura
cresce, alguma energia passa de mecanica (ou de deformacdo) para outras formas,
na vizinhanca da fissura. O processo € tal que predomina a energia calorifica.A
grandeza G da a medida dessa energia externa associada com a extensao unitaria
da fissura e pode ser considerada como a forga tendente a causar o crescimento da
fissura” , IRWIN (1957).

Utilizando as expressbes das componentes de tensdo e de deslocamento
apresentadas por WESTERGAARD (1939), Irwin analisa o caso de uma chapa de
espessura unitaria, em estado plano, através da aplicacdo da teoria das funcbes de
variavel complexa a elasticidade plana, sendo a(s) fissura(s) simulada(s) através de
segmento(s) de reta contido(s) no plano médio da chapa. Tal andlise também
facilitou a simulagdo geométrica de uma faixa com dimensdes finitas, sendo
apresentado, em seu citado trabalho, a solucéo para um exemplo muito Util, o de uma
faixa de comprimento infinito, porém com largura finita e submetida a uma tracéo

uniforme, aplicada no infinito.
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O problema tratado por Irwin, embora sofrendo da mesma limitagdo do de
Griffith, por situar-se no &mbito da elasticidade linear, revelou uma caracteristica que
passou a influenciar grandemente o estudo da fratura. Trata-se da observacéo da

ocorréncia de um tipo especia de singularidade nas componentes do tensor tenséo,

em problemas planos de fratura (da ordem del/ Jr, onder é adistancia do ponto
considerado a extremidade da fissura), evidenciada em todos cinco exemplos

apresentados no seu mais citado trabalho sobre o tema.

Ora, se as expressdes das componentes de tensdo apresentam alguma parcela
singular, entdo elas tendem parainfinito quando r tende para zero. Mas, obviamente,
no tratamento matematico do problema s é possivel trabalhar-se com as hipbteses
da elasticidade linear enquanto as componentes de tensdo estiverem abaixo do limite
elastico. Esse fato conduz a uma contradicdo, que sO pode ser resolvida se excluir do
dominio, zonas de acomodacao plastica, situadas préximas das extremidades das
fissuras. A consideracdo dessas zonas passou a ser, entdo, um novo problema, porque
elas sb poderiam ser incluidas se 0 modelo constitutivo previsse a dissipacdo de
energia associada a0 avango das fissuras. Irwin procurou fugir dessa exigéncia,

elaborando 0 seguinte raciocinio: Se os deslocamentos calculados sdo da ordem de

\Jr, entdo o trabalho empregado na abertura da fissura é finito, na medida em que
ele é calculado através de uma integral cujo integrando envolve o produto de forca
(que teria 0 mesmo tipo de singularidade da tenséo) por deslocamento, na vizinhanca
das extremidades das fissuras. E certo que isso elimina a questdo da singularidade, o
que ele desgava, mas ndo elimina a existéncia de dissipacdo, por ele considerada
simplesmente como trabalho. Vé-se, portanto, que Irwin recorre a mesma
simplificacdo de Griffith cuja idéia de energia superficial equivale a de trabalho
desenvolvido na zona proxima a extremidade da fissura. Isto quer dizer que, usando
a elasticidade linear, Irwin intuiu um resultado que da conta da plastificagéo local,
na vizinhanca da extremidade da fissura, o que, a despeito de ser coerente com a
idéia de Orowan, € inconsistente, do ponto de vista tedrico, porque a dissipacdo de

energia desenvolvida no processo ndo foi considerada.



12

A partir da hip6tese de que a regido plastificada em torno da extremidade da
fissura € muito pequena, Irwin introduz os fatores de intensidade de tensdo, K|, K, e
K, grandezas-chave da chamada Mecénica da Fratura Linear, que sd0 0s
coeficientes das parcelas néo-lineares, presentes nos respectivos desenvolvimentos
em séries, que aproximam os valores das componentes planas do tensor tensdo, em
cada um dos trés modos sugeridos por Irwin, denominados. de abertura, de
deslizamento e de rasgamento. Os fatores de intensidade de tensdo estdo
funcionalmente relacionados com os respectivos valores da energy release rate, G,
associados a esses trés modos, e com 0 médulo de elasticidade, E, do material. Tais
grandezas, segundo Irwin, seriam capazes de caracterizar, do ponto de vista da
fratura, o estado de uma peca submetida a esforcos, desde que a zona de acomodagéo
plastica proxima a extremidade da fissura ndo fosse relevante. Para a finalidade de
avaliacdo da integridade de um sblido contendo fissuras, seria feita comparacéo
dessas grandezas, calculadas para determinada configuracdo de agOes aplicadas e
deslocamentos prescritos no contorno do sélido, com os respectivos valores criticos,

Kie Kiic € Kijie,, determinados experimental mente.

Segundo KNOTT (1993), a contribuicéo de Irwin deu vez ao surgimento da
Engenharia da Fratura, enquanto Griffith seria, para ele, o criador da Ciéncia da
Fratura. No entanto, como antes ja foi comentado, a introducéo dos fatores de
intensidade de tensdo, por Irwin, faz uso da mesma base fisica utilizada por Griffith,
isto € o recurso a elasticidade linear, que ndo da conta do carater irreversivel do
fenbmeno da fissuracdo. A diferenca dos dois enfoques esta somente em que, para
simular afissura Irwin substituiu o orificio eliptico por um segmento de reta, tirando
dai conclusBes sobre a interpretacdo da energy release rate como sendo uma forca
por unidade de area da superficie de avanco da fissura. Embora possa parecer que 0s
valores criticos dos K's, obtidos experimentalmente, sejam capazes de caracterizar 0s
materiais do ponto de vista da fratura, diferentemente da densidade de energia
superficial de Griffith, isso ndo é verdade, pelo fato de que sua determinacéo também
depende de uma série de variaveis, tais como a escala da peca ensaiada, e outras de

natureza ambiental.
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Uma importante vertente tedrica na interpretacdo do fenébmeno da fratura
deve-se a Escola Russa, liderada por G. |. Barenblatt que, entre 1959 e 1961,
apresentou uma série de trabalhos nos quais elabora um principio geral (valido,
segundo ele, para uma série de fendmenos da Mecanica do Continuo), aplicavel ao
fendbmeno da fratura. Ai ele busca adaptar a idéia de Griffith & consideracdo de
aspectos microscopicos do fendbmeno, presentes nas extremidades das fissuras. O
principio é baseado, segundo seu autor, na formulac&o de hipoteses fisicas, fundadas
em observacdes experimentais capazes de assegurar a unicidade da solucéo de

problemas dependentes de parametros.

No caso da Mecénica da Fratura, a busca de tais hipoteses fisicas teria,
segundo Barenblatt, a finalidade de assegurar a finitude da tensdo nas extremidades
das fissuras. Tais agdes caracterizariam um efeito coesivo, capaz de produzir uma
variacdo gradual da tensdo em uma minuscula zona especia de interagdo entre as
duas faces da fissura, proximo a extremidade. A exigéncia da finitude da tensdo
induziria, inclusive, a necessidade de uma concordancia tangencial entre as duas
faces, na extremidade da fissura, conformando algo com o aspecto de uma clispide. E
importante observar-se também, que outra das preocupacdes de Barenblatt é a
formulacéo de uma Mecénica da Fratura capaz de dar conta do problema da pressdo
de fluidos no interior de macicos rochosos. Essa exigéncia de concordancia
tangencial entre as faces, nas extremidades da fissura também est& relacionada com
sua observactes experimentais nesse campo, BARENBLATT (1959, 1960, 1964). A
contribuicdo de Barenblatt lanca novos elementos na discussdo a respeito do carater
do fendbmeno da fissuracdo, se reversivel ou irreversivel. Conhecedor que era das
contribuicdes de Westergaard e de Irwin, a respeito das distribuicdes de tensdo e de
deslocamento tipicas dos modelos mateméaticos do problemas de fratura, introduz
fatos exteriores a teoria da elasticidade, a saber a interacdo materia ao nivel
microscépico nas extremidades de fissuras, para justificar a reversibilidade. Ndo ha
divida que o aproveitamento de suas idéias, na formulacéo de modelos adequados a
materiais caracterizados pela grande presenca de microfissuras durante a evolucéo do
fenbmeno da fratura, permitiu o desenvolvimento paralelo de uma interpretacéo que
associa a reversibilidade ao comportamento coesivo do material na vizinhanga das

extremidades de fissuras.
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Essa interpretacdo deu origem a modelos aplicados principalmente ao
concreto, dentre os quais se destaca o da fissura ficticia, assim denominado por seu
principal autor, Hillerborg. Segundo ele, "Uma vantagem do modelo da fratura
ficticia sobre o convencional da Mecéanica da Fratura € que, aém de ele ser usado
para analisar a estabilidade do crescimento de fissuras, pode também ser usado paraa
andlise da formacgdo de fissuras', HILLERBORG (1990). Isto significa a introducéo
de uma hipdtese essencialmente distinta da tradicional, devida a Griffith que néo
admite a possibilidade de a fissura surgir no sdlido, s6 podendo crescer a partir de
um vazio preexistente. Segundo o préprio Hillerborg, no artigo antes citado: "Como
uma fissura real ndo pode transferir tensdo entre suas faces, a fissura que admite
transferéncia de tensdo foi chamada de fissura ficticia - dai 0 nome do modelo". E
continua: "A expressdo modelo de fissura ficticia tem sua origem derivada nas
aplicacdes do método dos elementos finitos onde tem sido adotado, nas quais ndo se
admite nem fissura ficticia nem zona de fissuracéo infinitamente estreita, adotando-
se, no entanto, que a deformagéo adicional ocorrida dentro da zona de fissuragdo tem

de ser considerada como derivada de umarelacdo tensdo-deslocamento”

Pelo que se percebe, o0 modelo da fissura ficticia parece ficar mais
adeguadamente incluido em um outro campo da Mecanica dos Materiais, a Mecanica
do Dano, segundo a qual a interpretacdo do fendmeno da fratura ganha sentido
enguanto considerado em uma seqiiéncia, no processo deformacao dos solidos, até a
ruptura, que, em geral, inicia-se pelo comportamento eléstico, passando pelo plastico
(ou elastoplastico), seguindo-se o regime de dano e, finalmente, o de fratura. A
passagem do regime de dano para o de fratura decorreria da exaustdo de um estado
de microfissuracdo distribuida (dano), a partir do qual ocorreria a localizacdo do
fenbmeno em uma regido limitada do sdlido na qual se instalaria uma macrofissura
preferencial, caracterizadora da bifurcacéo do equilibrio local, gerando uma bem
determinada porcdo amolecida do material, por onde a ruptura, finamente, teria
curso, LEMAITRE & CHABOCHE (1990 ).
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A partir da década de 1960, as investigagdes no campo da Mecénica da
Fratura intensificam-se bastante, estendendo-se para uma ampla gama de materiais,
gue vai dos materiais metdlicos aos materiais derivados de polimeros e aos
compositos, particularmente o concreto, passando a desenvolver-se segundo duas
grandes vertentes. A primeira, no campo experimental, orienta-se para a pesquisa de
parémetros, e sua conseqliente determinacdo em laboratério, visando a quantificacéo
da tenacidade dos materiais. Destaca-se, neste particular, os métodos da ASTM para a
determinacéo dos valores criticos dos fatores de intensidade de tensdo em materiais
metalicos, e para a determinacdo da energia de fratura, aplicada ao concreto, com o
método normalizado pela RILEM.

A segunda vertente € a da pesquisa de métodos numéricos visando a
determinacéo aproximada de parametros caracterizadores da iniciagcdo e da evolugéo
do fenbmeno da fratura, todos eles de certa forma relacionados, ou com a
metodologia de Irwin, dos fatores de intensidade de tensdo, ou com a metodologia de
RICE (1968), que introduz a integral J, uma integral independente do caminho cuja
utilizacdo vem crescendo amplamente.

Na aplicacéo dos métodos numéricos no cédculo aproximado dos fatores de
intensidade de tensdo ou daintegral J, tem sido destacada a utilizacdo do Método dos
Elementos Finitos (MEF). Mais recentemente, a partir da década de 1980, no
entanto, o Método dos Elementos de Contorno (BEM) passou a ser também aplicado
intensamente, a partir de grande uma variedade de model os mateméticos que, muitas
vezes padecem de uma perigosa inversao, que € a de colocé-los a frente do modelo
fisico. As principais contribuicdes nesse campo estéo sintetizadas em VENTURINI
(1995a) e VENTURINI (1995b).

Um dos mais dificeis problemas da M ecénica da Fratura é a obtencado, por via
analitica, da energy release rate G, particularmente porque, para ser feita de forma
direta, é necess&rio o conhecimento da expressdo que fornece a energia potencial
elastica (ou total) do sdlido fissurado, em funcdo de parametros de fissura, ja que, em
geral, os métodos da Mecanica da Fratura partem da andlise da evolucéo de vazios
preexistentes no meio, sejam eles contidos inteiramente no solido, ou se iniciando no
contorno, cujas dimensdes estdo associadas a esses parametros.
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Mesmo que para um nimero ainda limitado de casos, tal dificuldade pode ser
superada através do célculo da integral J, que se realiza sobre um contorno regular
contendo uma extremidade de fissura em seu interior. O método da integral J foi
inspirado, segundo revela seu proprio criador, “na componente estética do tensor
momentum-energia, uma grandeza introduzida por ESHELBY (1956) para
caracterizar forgas generalizadas atuando sobre discordancias e defeitos pontuais em
meios elasticos’. O significado fisico dessaintegral (originalmente com dimens&o de
Jm?) é, segundo ele, o de uma grandeza associada a0 estado médio da deformagao
na vizinhanca da extremidade da fissura. Além disso, possui a seguinte propriedade:
Se realizada em qualquer contorno de um meio continuo ndo contendo fissura
passivel de avancar, o valor da integral J é nulo.

Recentemente, a aplicacdo da integral J ganhou um engenhoso suporte
matematico, com o qual € possivel calcula-la como a energy release rate (derivada
da energia potencial elastica em relacdo a um parametro geométrico de fratura), sem
que seja necessario conhecer-se uma expressao explicita da expressdo dessa energia
em funcdo de par@metro(s) de fratura, TAROCO (1996). Isso esta baseado em uma
adaptacdo, ao problema da fratura, da Andlise de Sensibilidade a variacéo de forma,
do dominio e fronteira do sdlido. Com o auxilio dessa técnica, advinda da area de
Otimizacdo Estrutural, pode-se construir um modelo tedrico do problema da fratura,
a partir de uma analogia deste com o problema da deformacéo, da Mecanica do
Continuo, num caso em que se considera que a evolucao de uma fissura configura
uma variacdo de forma do dominio e do contorno do sdlido. Isso permite que o
célculo da energy release rate (ou integral J) sgjafeito na configuracéo atualizada do
solido, na qual torna-se nulo o parametro que controla a variagdo do dominio e do
contorno do sdlido. A integral J, segundo essa interpretacdo, portanto, pode ser
calculada com o auxilio da derivada material da energia potencial eléstica associada
a0 solido fissurado, em relacdo a um parametro que tem a propriedade de poder
simular uma especia ateracdo geométrica do dominio e da fronteira do sélido, que
imita 0 movimento relativo entre uma fissura que avanga, e a fronteira distante de
uma regido que contém essa fissura. Foi com o auxilio dessa ferramenta que tornou-
se possivel, mesmo que somente para problemas isotérmicos, conseguiu-se, no

presente trabalho, chegar-se a algum resultado numérico, o que serve para aquilatar-
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se a potenciaidade prética do desenvolvimento, essencialmente tedrico, a seguir
explicitado.

O objetivo principal desta tese € contribuir para a formulagdo de uma teoria
termodinamicamente consistente da fratura, a partir da qual busca-se construir uma
base para a elaboracdo de critérios de iniciacdo e propagacdo de fratura, utilizando-se
a Andlise de Sensibilidade como instrumento para a construcdo de um esguema de

resolucdo numérica aproximada, de um caso particular do problema dafratura.

Inicialmente, estabelecem-se as condi¢des para a aplicacdo dos principios da
Mecénica do Continuo a Mecanica da Fratura, ,propondo-se a introducdo, em cada
uma das cinco equacdes cléssicas do balanco termomecanico global, de uma parcela
nova, referente ao que ocorre na superficie de avanco das fissuras. Surge entdo, em
decorréncia da operacdo de passagem da equacdo de balanco global da energia paraa
correspondente equacdo local, nos pontos da superficie de avanco da fissura,
ROCHA & VENTURINI (1997), um critério termodinadmico generalizado de fratura.

Na sequéncia, adotando-se a metodologia de Griffith (mais em sua forma do
gue na sua esséncia), faz-se a utilizagdo da Analise de Sensibilidade para chegar-se a
um critério de fratura valido para casos em que O processo € quase estético e
isotérmico. Ja orientando-se para o uso do BEM, chega-se a da variacéo da energia
de deformacéo do solido fissurado, que pode ser reduzida a uma funcdo definida na
fronteiraregular, por partes, de umaregido interior arbitraria contendo a extremidade
de uma fissura iniciada no contorno do sdlido. E um procedimento em tudo
semelhante ao desenvolvido por TAROCO (1966) para a integral J, s que naquele
caso, como dito anteriormente, foi usada a energia potencial elastica, e ndo a energia
de deformagéo agui adotada.

A opcdo de método aproximado, para o clculo do novo pardmetro
alternativo a integral J, ora denominado parametro termodinamico de fratura, G,
recaiu, como jafoi dito, sobre o BEM. A opcdo de se realizar o cdlculo automatico,
tanto desse parémetro, quanto da integral J, obedeceu ao interesse da comparagéo
com resultados existentes na literatura, dessa Ultima, obtidos através do MEF,
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particularmente o de CUNHA et a. (1995), que também utiliza o recurso da Analise
de Sensibilidade aplicada a fratura.

No caso dafratura fragil, a semelhanca do que ocorre também com afadigae
com o impacto, manifesta-se a dependéncia do fendmeno em relacdo ao tamanho
(volume) do sdlido. Uma discussdo sobre esse fato foi realizada com o apoio da
interpretacdo estatistica, fundada na conjectura conhecida como hipétese do elo mais
fraco, introduzida no estudo da resisténcia dos materiais por WEIBULL (1939).
Baseado na hip6tese do carédter aeatdrio da resisténcia, ponto a ponto, nos solidos,
Weibull mostrou que, para um dado material, se sdo feitas duas séries de ensaios de
tracdo, em corpos de prova com os volumes, respectivamente, Vi e Vs, por exemplo,

0s correspondentes valores da resisténcia Ultima obedecem a seguinte rel agdo:

,.Um
(Su)y B0

(S ult)2 Vlg

onde m é uma constante do material, qualquer que segja o tamanho dos corpos de
prova. Os experimentos sugeridos por Weibull, foram realizados por
DAVIDENKOV (1947), que obteve resultados bastante concordantes com ateoria.

Uma abordagem recente e promissora do problema da fratura busca recuperar
essa importante contribuicdo de Weibull. A chave dessa vertente é a articulacéo do
comportamento local (na vizinhanca da extremidade da fissura), com o
comportamento a disténcia, medido em um caminho, situado no interior do solido

contendo afissura, com auxilio daintegral J.

Enfatizada por BEREMIN (1983), MINAMI et a. (1992), RUGGIERI &
DODDS (1996a) e RUGGIERI & DODDS (1996b), o essencial dessa abordagem
parte da constatacdo de que os problemas préticos de verificacdo da integridade de
componentes de estruturas, ndo podem se valer diretamente dos resultados de ensaios
de laboratorio, tais como foram projetados e incorporados as normas técnicas
correntes, devido ao que denominam, diferenca do nivel de restricdo, do campo de
tensdo, entre o ensaio de laboratério e as estruturas reais.
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Distribuigbes de Weibull, de dois ou de trés par&metros, costumam ser
utilizadas nessas andlises, cujo objetivo é estabel ecer a correlacdo entre atensdo (Sy)
e 0 parametro m, de Weibull, determinados em funcdo de uma interpretacdo
estatistica do fenémeno localizado, na vizinhanga da fratura, e aintegral J, associada
a0 carregamento atuante e a configuracéo fisica do sdlido, considerado o regime
elastoplastico na vizinhanga da extremidade da fissura. RUGGIERI et. a (1997)
desdobra ainda mais a andlise, em relacdo ao significado do parametro de escala m,
questionando sobre se, de fato, pode, ou ndo, ser ele considerado um parametro
caracteristico do material, no contexto do estudo da dependéncia de m em relacéo a

temperatura, no regime de transicao ductil-fragil dos acos.

Tudo leva a crer que o resultado amejado pelo presente trabalho podera ser
muito Util ao aperfeicoamento, principa mente da vertente que acaba de ser analisada,
principalmente pelo fato de que o tratamento estatistico parece ser o0 mais adegquado
para a andlise de um fendmeno, tal como o da fratura, em que esta téo fortemente
presente a interacdo entre oS hiveis micro e macroscopico, ressaltando-se as
heterogeneidades e as singularidades ao nivel local, e a possibilidade do uso da
hipétese da continuidade, a nivel global do sdlido. Neste sentido, o presente trabalho
pode contribuir para o aperfeicoamento do modelo fisico do fenémeno da fratura, ja
gue centra-se na consideracéo da presenca de dissipacdo de energia durante o

crescimento da fissura.

A despeito de todo o grande desenvolvimento até agora experimentado pela
Mecanica da Fratura, as teorias em voga so consideram, explicita (como em Griffith),
ou implicitamente (como em Irwin e Rice), o Principio de Conservacdo da Energia
(Primeira Lei da Termodindmica). Por isso, h4 muito que que o estudo da fratura
necessita de um tratamento tedrico capaz de dar conta dos aspectos termodinamicos
envolvidos com a irreversibilidade do fendbmeno. Sabe-se que nem a Teoria de
Griffith, nem a de Irwin ou a da integral J, de Rice, cogitam da Segunda Lel da
Termodinamica e, por essa razdo, ndo podem refletir o fato de que a fissuracéo € um

processo irreversivel.
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Espera-se, portanto, que a contribuicéo tedrica trazida pelo presente trabal ho,
centrada essencialmente no aperfeicoamento do modelo fisico do fenémeno da
fratura, possa ser desdobrada em novas metodologias de ensaio de materiais, € no
aperfeicoamento de uma base conceitual Util, tanto a concepcdo de novos modelos
mateméticos, quanto ao melhor aproveitamento dos métodos mateméticos
aproximados, no estudo da fratura dos materiais.
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CAPITULO 1

ELEMENTOS DE TERMODINAMICA

A Termodinamica é a parte da Fisica que trata do calor e da temperatura,
fazendo a ponte com a Mecanica através da equivaléncia entre calor e trabalho, cujo
fator de conversdo foi determinado por Joule, em meados do século X1X. A obtencdo
precisa desse fator de conversdo € um marco fundamental na construcéo conceitual
da Termodinamica, reforcando-a enquanto instrumento na busca da interpretacéo das
possibilidades de interacdo entre trabalho e energia. Tanto que as Leis nas quais se
fundamenta, a partir da sistematizacéo de Clausius, em torno do ano de 1850, déo-lhe
uma caracteristica bastante geral e de grande importancia filoséfica na interpretacéo
dos fenémenos do Universo. E através da Termodindmica que se chega, por exemplo,
a uma explicacdo, ao nivel macroscdpico da matéria, sobre a origem fisica da flecha
do tempo, isto €, sobre a razéo pela qual os fendmenos fisicos parecem caminhar em
umn sO sentido, marcando com isso a distincdo entre passado e futuro,
NUSSENZVEIG (1990).

S0 quatro as Leis da Termodindmica: a chamada Lei Zero, é a que da sentido
ao conceito de temperatura, baseado no equilibrio térmico, segundo o qual, dois
corpos estdo a mesma temperatura somente se estdo em equilibrio térmico com um
terceiro. A Primeira e a Segunda Leis, em gera as de maior utilizac8o prética, serdo
discutidas em detalhes, a seguir. E a Terceira é aquela segundo a qual a temperatura

possui um limite inferior, o chamado zero absol uto.

Em gera, a aplicacdo da Termodinamica € Util quando ha interesse na
caracterizacdo de sistemas com um grande nimero de particulas, com o auxilio de
variavels tais como pressao e temperatura, que representam o estado médio dessas
particulas, refletindo, no fundo, uma abordagem estatistica dos fendmenos da

natureza. Dai a razédo de sua grande utilizagdo no estudo dos fluidos e, mais
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recentemente, também na Mecéanica dos Solidos. Nesse Ultimo caso, 0 interesse
concentra-se na busca da resposta do sélido as acles externas, tanto as exercidas a
distancia quanto as que derivam do contato direto com outros corpos. O estudo com
base na Termodinamica € uma opcao que, além de permitir a consideracdo do calor
como uma forma de energia presente nas interacdes entre os solidos, também permite
uma interpretacdo mais rigorosa da aplicacéo dos conceitos de trabalho e energia,
fundamentais para a compreensdo das transformagdes sofridas pelos corpos

deforméaveis.

De acordo com BROPHY et a. (1972) : “As leis da Termodinamica séo
generalizacOes da experiéncia comum. Podemos tomar medidas simples de presséo,
volume, temperatura, composicdo quimica e outras quantidades apropriadas; tais
dados determinam o estado do objeto ou regido de interesse (sistema) e todas suas
propriedades. Se um sistema ndo estiver sujeito a perturbactes, €le atingira, depois de
certo tempo, o equilibrio, e todas as suas propriedades ndo mais variardo em funcéo
do tempo” (BROPHY et al., 1972, p. 1).

1.1 Processo termodinamico reversivel®

A capacidade térmica, C, de um corpo, € definida como a relacéo entre
variacdo de calor a ele transferido, DQ, e a variagdo de temperatura, DT, por ele
sofrida nesse processo. Como C é uma grandeza proporciona a massa do corpo, € a
variacdo da temperatura é dada por DT=DQ / C, tal variacdo pode-se tornar muito
pequena, se for bastante grande o corpo que transfere calor para o sistema em estudo.
No caso limite, qguando esse corpo tiver massainfinita, o sistema observado n&o sofre
qualquer aumento de temperatura. Um corpo infinito com essa carateristica,
denomina-se reservatorio térmico. A atmosfera e 0 oceano sdo exemplos de
reservatérios térmicos. No entanto, para fins préticos, até corpos menores podem ser

também considerados reservatdrios térmicos.

A Figura 1 ilustra como é possivel ser feita a transferéncia de calor, de

maneira reversivel, a um sistema. O tracgjado em torno do corpo, indica que as
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paredes estdo isoladas termicamente. A inferior € uma parede diatérmica, em contato
com o reservatorio térmico, através da qua a transferéncia de calor € livremente
permitida. T; é a temperatura inicial do sistema (representado em contato com um
reservatorio térmico, a essa temperatura). Em seguida submete-se o sistema a um
reservatério térmico de temperatura Ti+dT, aguardando-se até que se estabeleca o
equilibrio térmico. Dai, nova transferéncia é feita, agora para um reservatorio térmico
de temperatura T;+2dT, aguardando-se mais uma vez, até que o novo equilibrio
térmico se estabeleca. E assim sucessivamente, até que sgja atingida a temperatura

final T;, completando-se assim a transferéncia de calor desejada.

WY
A
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T, +2dT

FIGURA 1 - TRANSFERENCIA REVERSIVEL DE CALOR A UM SISTEMA (ADAPTADA DE
NUSSENZVEIG (1990))

No sentido de exemplificar a possibilidade concreta de um processo
termodinadmico reversivel, a Figura 2 ilustra o caso de um gas em equilibrio térmico,
ocupando um recipiente cilindrico de area da base A e atura x, sendo o volume,
portanto, V=AX, sujeito a uma pressdo p. A base superior € um pistdo, que supde-se
poder desocar sem atrito, no contato com as parede lateral do reservatorio.
Imaginando-se que aforga, F=pA, esteja equilibrada pelo peso de um monte de areia
colocado sobre o pistdo, suponha-se que o gas sofra uma expansdo, decorrente de um
deslocamento dx, do pistdo, para cima (devido a retirada de um gréo de areia do
monte, por exemplo). O trabalho realizado pelo gas, nessa expansdo, €
d’' W=Fdx=pAdx=pdV. Conforme sera retomado adiante, a razdo de usar-se a hotacdo

d' W em lugar de dW, € para enfatizar que afuncéo W ndo € umadiferencial exata.

! A elaboraco do texto e das ilustracdes dessa secdo, baseia-se em NUSSENZVEIG (1990), texto
recomendado para quem desegjar maiores detal hes acerca da Termodinémica..
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Se esse procedimento for repetido, pode-se, gradativamente, atingir a expansdo finita
desgjada para 0 gas. Com a recolocacéo da areia, gréo a gréo, pode-se voltar, pelo
caminho inverso, ao estado inicial. Um processo assim realizado é chamado de
reversivel. Em sintese, para que o processo termodinamico seja considerado como
reversivel, é necessario que as seguintes condicdes sejam satisfeitas: a) deve realizar-

se muito lentamente; b) O atrito deve ser desprezivel.

WL

Pistiio ™ @

FIGURA 2 - PROCESSO TERMODINAMICO REVERSIVEL ( ADAPTADA DE NUSSENZVEIG (1990))

Para que a condicéo (a) sgja atendida, o lapso de tempo entre o estado do
sistema e um estado de equilibrio termodinamico deve ser um infinitésimo, o que
caracteriza o processo denominado quase-estatico. Imaginando-se que a condicéo (b)
ndo segja atendida, isto €, que haja atrito entre o pistéo e as paredes, entdo a presséo do
gas seria p’ < p, sendo o trabalho realizado na expansdo igual a p'dv< pdV, a

diferenca representando o calor gerado por atrito.

Na reversdo de processo de expansdo quase-estatico e sem atrito, chega-se a
situacdo inicial, realizando um trabalho positivo igual a -pdV (isso porque o volume
sofre uma diminuigdo, nesse caso). Obviamente, no caso de haver atrito entre o
pistdo e as paredes do cilindro, mesmo que O processo inverso sgja conduzido

lentamente, ele ndo atingira a situacdo inicial
1.2 A Primeiraea Segunda Leisda Termodinamica

A Primeira Lel da Termodindmica € uma generalizacdo do Principio de
Conservacdo da Energia, sendo sua caracteristica marcante a consideracéo do calor
como uma forma de energia, em certo sentido distinta das demais porque € para ela

gue todas as outras parecem tender. Por essa razéo, o calor € a forma de energia cuja
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observacdo permite uma oposicdo mais nitida entre energia e trabalho, este
entendido como a outra categoria em que se desdobra a possibilidade de interacdo
entre os sistemas fisicos. Util & formulago da Primeira Lei da Termodinamica,
concebe-se a energia interna de um sistema como uma funcéo de estado (isto porque
ndo depende de qualquer processo), correspondendo a soma do trabaho realizado

sobre esse sistema, com adiferenca entre o calor cedido e o produzido no processo.

Citando ainda BROPHY et al.: “De acordo com a Segunda Lei, o calor jamais
poderd ser inteiramente convertido em trabalho®, e ele nunca se transforma
espontaneamente em trabalho. Um tal comportamento é descrito pela maximizagéo
de uma nova funcdo de estado, a entropia, que cresce a medida que o sistema se
aproxima do equilibrio, e se torna maxima no equilibrio. Calor e trabalho séo
quantidades relativamente faceis de se medir e permitem a previsdo do estado de
equilibrio de qualquer sistema termodindmico. A ocorréncia espontdnea de um
evento natural pode ser descrita em termos da diminuicdo na funcdo energia livre?
apropriada’. (BROPHY et. a., 1972, p.3)

Entropia é uma palavra cunhada por Clausius, a partir do grego, significando
transformacéo. Para compreender seu significado, € necessario o conhecimento dos
processos em que € possivel atransformacéo de calor em trabalho, dos quais pode-se
tirar proveito para a construcdo de maquinas térmicas, tais como a maguina a vapor,
0s motores térmicos e o refrigerador. A pratica comprova que s € possivel construir-
se uma maguina térmica se elafor composta de uma fonte quente e de uma fonte fria.
Para que se possa realizar trabalho com o auxilio de um sistema denominado motor
térmico, por exemplo, € preciso que se forneca a esse sistema uma quantidade de
calor Q1, a uma temperatura absoluta T;, e sgja retirada uma quantidade Q,, a uma
temperatura absoluta T,. Admitidas as quantidades Q; e Q, com sinal positivo, para

gue o motor possa funcionar é necessario que o valor do trabalho mecanico

2 A respeito dessa afirmacao, de que é impossivel a transformacao total de calor em trabalho, convém
observar que ela so é verdadeira se for aplicada a um processo ciclico. V. paginas 332 e 333 de
NUSSENZVEIG [1983].

% Essa grandeza, que serd logo adiante definida, segundo a vers3o de Helmholtz, tem importante papel
no desenvolvimento dainterpretacdo termodinamica da fratura aqui proposta.
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WE=Q;1 - Qp, produzido no processo, sgja maior que zero. Portanto, Q; tem de
ser maior do que Q.. A experiéncia mostra que, para isso, T; tem de ser,
obrigatoriamente, também maior do que T,. O principal responsavel por essa
descoberta € 0 engenheiro francés Sadi Carnot que, ao pesguisar a maguina térmica
de maxima eficiéncia, concluiu gque tal situacéo ideal s poderia ocorrer se a relacéo
de entrada, Q1/T,, fosse igual arelacéo de saida, Q./T,. Esse seria 0 caso da maguina
ideal, na qual ndo ocorresse qualquer perda de energia interna. Adotando-se, nesse
exemplo da méquina térmica, uma outra convencao de sinal, segundo a qual o calor
serd positivo quando fornecido ao sistema, entdo Q, terd sinal positivo e Q,, sind
negativo. Usando essa convencao, e sintetizando a contribuicdo de Carnot, Clausius
mostrou que, em cada ciclo reversivel desse processo, na maquina térmica ideal, a
condicdo para a producdo do trabalho W exige a que a seguinte condicdo sga
satisfeita:
A,

=0. 11
T T, 0 (1)

Generalizando o resultado, na forma de um teorema que hoje leva seu nome,
Clausius mostrou que, em um ciclo continuo de uma maquina térmica qual quer, real
ou ideal, no qua o calor sgja fornecido em parcelas infinitessmais, impondo ao
sistema sucessivos estados de equilibrio, vale a seguinte expressao:

@‘fr—Q £0, (12)

gue é a sintese do chamado Teorema de Clausius, segundo o qual ndo é possivel um
processo termodinamico cujo Unico efeito sgja a conversdo de calor emtrabalho. Na
expressao (1.2), aigualdade vale para os ciclos reversivels, como, por exemplo, o da
maquina térmica ideal, explicitado pela eq.(1.1). Ja a desigualdade aplica-se a ciclos
irreversiveis, que € o caso da méaquina térmica real, e de todos os fenébmenos que
ocorrem espontaneamente na natureza. A eg.(1.2) pretende dar uma descricéo, ao
invés de uma explicacdo, dos fendmenos abordados a luz da Termodinamica. Para o
cumprimento dessa finalidade, introduz-se a nocdo de entropia, uma variavel

termodindmica que permite tornar mais clara a interacdo entre calor e trabaho,
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principalmente no caso dos fendmenos caracterizados pela irreversibilidade. A
andlise da méaquina térmica ideal de Carnot permite uma boa compreensdo do
significado da entropia: no processo nela realizado, como se viu, vale tanto o
principio de conservacdo da energia, quanto também se conserva a relacéo Q/T, na
entrada e na saida. A relacdo (Qu/T1), correspondente a entrada, isto é, ao que foi
fornecido pelo exterior a maquina térmica, seria a entropia de entrada, e ao final, a
relacéo (Quz), referente ao que foi devolvido por ela, seria a entropia de saida da
maguina. Se, ao invés de uma maguina ideal, ela fosse uma maquina real, haveria
algum calor gerado pelo atrito interno, o que faria aumentar a entropia de saida,
justificando assim a afirmacdo basica da Segunda Lei da Termodindmica, segundo a
qual a entropia do conjunto formado pelo exterior e pela maquina térmica, sempre
tende a crescer, quando qualquer processo termodinamico é levado a efeito no

Universo.

Para 0 caso de um ciclo reversivel, como ja foi dito, vale a igualdade na
expressao (1.2). No caso em que a andlise € feita entre dois estados A e B quaisguer,

do caminho seguido pelo processo termodinamico, vale analisar aintegral:

Q..
Ot

= (1.3)

A

que, em razdo da hipétese de reversibilidade, s6 deve depender dos estados inicial e

final, e ndo do caminho. O integrando de (1.3) €, portanto, uma diferencial exata, a

ds=—>rer (1.4)

onde s, é definida como a entropia, que se caracteriza por ser uma funcéo de estado,

na medida em que so depende dos estados inicial e final.

Pela eq.(1.2), e de acordo com a discussdo acima, conclui-se que, para uma

mesma mudanca de estado:
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Considerando-se uma mudanca de estado arbitrariamente pequena, na qua é

transferida a quantidade de calor dQ ao sistema, ent&o, de acordo com a eq.(1.5):
dQ £ dQ,, - (1.6)

Pelo fato de ser determinada apenas pelos estados inicial e final, a variagdo de

entropia do sistema independe de 0 processo ser reversivel ou irreversivel. Dai:

erev
dsi, =3 1.7)
Como dQ é infinitessmal, a vizinhanga do sistema pode voltar a seu estado
inicial mediante a reposicdo do calor dQ. Entdo, a variacdo da entropia dessa

vizinhanca (que a ele haviafornecido o calor dQ) &

_-@@

T (1.8)

ds;,
Assim sendo, a variagdo liquida de entropia, ocorrida em consequéncia de uma

mudanca diferencial de estado tal como o acima, sera:

d
dsj = dSyq +ds;, =— - ° 0, (1.9)

onde aigualdade, uma vez mais, refere-se a reversibilidade. Um processo que ocorre
espontaneamente, € irreversivel por natureza. Do contrario, ndo ocorreria. A
reversibilidade s6 pode ser atingida quando o equilibrio esta tédo préximo, que
nenhuma mudanca observavel possa acontecer. A eq.(1.9) revela, portanto, que ha
sempre um aumento da entropia liquida, quando ocorre um evento espontaneo. E a

igualdade, naquela equacdo, revela que a entropia torna-se maxima no equilibrio.

A conseqliéncia mais importante do que acima foi dito, liga-se a constatacdo
de que a parte da energia que ndo pode ser transformada em trabalho, em um dado
processo, esta associada a variacdo liquida da entropia (do conjunto formado pelo

sistema e sua vizinhanga). Mas, na maioria das vezes, quando se procura calcular a
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variagcdo total da entropia que acompanha um evento determinado, verifica-se que a
unido do sistema com sua vizinhanca € algo tdo complicado, que tais calculos sdo
muito trabalhosos, sendo impossiveis. Dai surge a necessidade da introducdo de uma
funcdo, denominada energia livre de Helmholtz, Y, que retira da energia interna o
produto temperatura absoluta T~ entropia s do sistema, como forma de evidenciar

a parcela da energia interna disponivel para a transformacéo em trabal ho:
Y =E- Ts. (1.10)

De fato, a afirmacéo de que a entropia do conjunto exterior-sistema tende sempre a
crescer, € 0 mesmo que dizer-se que a energia livre do sistema isolado tende sempre
para um valor minimo. Com maior rigor, e no interesse do propdsito deste trabalho,
Y pode ser também definida como a maxima quantidade de energia interna do
sistema que, num processo irreversivel, esta disponivel para a realizacdo de
trabal ho.

1.3 Interpretacdo termodindmica do processo de deformacdo de um sdlido

Com o intuito de fixar conceitos, sera apresentada, a seguir, umailustracdo do
uso da Termodinamica na interpretacéo do processo de deformacdo de um solido,
supondo-se que nele ainda ndo se encontre instalado qualquer processo dissipativo,
segja de plasticidade, dano ou fratura. Admitindo-se que as grandezas aqui tratadas,
referentes a0 sdlido deforméavel, estejam associadas exclusivamente a volume, a
expressao do balango energético (PrimeiraLel da Termodinamica), tomada entre dois

estados infinitesimal mente préximos, equivale a:
dE =d®Q+deV, (2.11)

onde E corresponde a energia interna do solido; Q, a quantidade de calor trocada
entre 0 sdlido e o exterior e W, ao trabalho mecanico realizado no processo. Aqui, 0
valor de W sera tomado como positivo quando se referir a trabalho fornecido ao

sistema (e ndo pelo sistema, como normalmente se considera no caso de méaguinas
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térmicas), e Q sera positiva quando corresponder a calor fornecido ao sistema, pelo
ambiente. Observe-se que W equiival e a energia de deformagdo armazenada no sblido.
Como antes ja foi observado, d'Q e d' W indicam diferenciais inexatas, e elas de fato
0 sdo, porque nem calor nem trabalho sdo funcbes de estado, e sim funcbes do
caminho seguido pelo processo, que inclui a deformacgéo, e a troca de calor com o
ambiente. Sua soma, no entanto, eg. (1.11), € uma diferencial exata, porque a

energia interna, por definicdo, € uma funcdo de estado.

Diferenciando-se a eg. (1.10), no mesmo sentido anterior, em que a
diferencial de uma variavel é entendida como a variagdo por ela sofrida, entre

estados infinitesimal mente préximos, e considerando aeq. (1.11), tem-se:
dY =d@® +daeN - Tds-sdT . (1.12)

Na hipotese de um processo de deformacdo reversivel, i. e., em que ndo ha dissipacdo

interna, e o regime é quase-estético, a entropia sera dada por d€Q=Tds. Ent&o:
dY =dev-sdT. (1.13)

Como o fendmeno de deformacdo ocorre no meio ambiente, e este € um
reservatorio térmico, entdo o equilibrio térmico sempre se estabelece, de tal forma
que a variacdo de T é desprezivel. Diz-se, portanto que o fendmeno ocorre em

condicdes isotérmicas e, assim sendo, dT=0 e, entdo, a eq. (1.13) fica:
dY =dan. (1.14)

Isso quer dizer que, na auséncia de fenbmenos dissipativos, um solido sujeito a
deformagéo e troca de calor com 0 seu entorno, apresenta uma variagdo de energia
livre, entre dois estados de equilibrio termodindmico, equivalente & variacdo de sua
energia de deformacgdo. A eqg. (1.14) confirma, portanto, a definicdo de energia livre

como a parcela da energiainterna disponivel para arealizacdo de trabalho.

No capitulo seguinte, os conceitos termodinamicos agqui apresentados, serdo
utilizados, em um grau mais avancado de generalidade, no exame das condi¢des para

aaplicagdo da Mecénica do Continuo a Mecanica da Fratura.
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CAPITULO 2

O FENOMENO DA FRATURA A LUZ DA MECANICA
DO CONTINUO

Desde quando Irwin, a partir do final da década de 1940 e durante a seguinte,
passou a divulgar sua importante contribuicdo ao estudo do fenémeno da fratura,
generalizou-se aidéia de que o modelo da el asticidade plana, resolvido com o auxilio
das funcdes de variavel complexa, forneceria a base metodol 6gica adequada para o
ataque ao problema do surgimento e da propagacdo de fissuras nos solidos. Assim
nascia a Mecanica da Fratura Elastica Linear, com a esperanca de que fosse um
importante passo ha superacao das deficiéncias crénicas identificadas no modelo de
GRIFFITH (1920). A principal dessas deficiéncias, considerada naquele momento,
eraalimitacdo da validade do critério de Griffith, para a previsdo do inicio dafratura,
aos casos de solidos formados por materiais de comportamento fragil. Outra
deficiéncia residia na verificagdo de que o parametro experimental proposto por
Grifith para compor seu critério, a energia superficial especifica, ndo era, de fato,

uma caracteristica tecnol dgica do material.

Com base em resultados obtidos por WESTERGAARD (1939), com auxilio
dos potenciais complexos introduzidos por Kolossov-Muskhelishivili  (uma
dternativa as funcdes de Airy), no estudo dos problemas da elasticidade
bidimensional, IRWIN (1957) introduz os fatores de intensidade de tensao,
identificando-os, entéo, com a energy release rate (grandeza cuja denominagéo a ele
se deve), identificada como a forca responsavel pelo avanco da fissura. Tal grandeza
que, embora ainda sem essa denominagdo, fora usada por GRIFFITH (1920) na

formulacéo de seu critério, corresponde a variacdo da energia potencial elastica do
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solido contendo uma fissura, em relagdo a um pardmetro geométrico (metade do

comprimento) dessa fissura.

Os resultados de Westergaard, baseados na elasticidade linear, sGo obtidos na
forma de séries de fungdes, uma para cada componente do tensor tensdo plano, e
apresentam (em todos o0s cinco casos tratados no citado trabalho de Irwin) uma

caracteristica comum: Cada uma das séries de funcdes contém uma parcela singular

do tipo 1/ Jr , onder é adistanciade um ponto genérico do plano médio da chapa, a
extremidade da fissura contida no mesmo plano. O surgimento de tal tipo de
singularidade, em problemas da elasticidade linear, ocorre, simplesmente, porque a
fissura é ssmulada como um segmento de reta (algo que pode ser entendido como o

caso limite da elipse usada por Griffith, quando o eixo menor tende para zero).

A razdo para a difusdo da idéia de que a fratura envolve, necessariamente,
singularidade nas expressdes das componentes de tensdo, decorre dessa idealizagéo
de Irwin gue, seguramente, ndo simula melhor a realidade, do que a proposta de
Griffith segundo a qua os raios de curvatura na extremidade da fissura devem ser
diferentes de zero, tal como em uma elipse achatada. Como conseqiiéncia de seu
modelo, Irwin identificou nos coeficientes das parcelas singulares, nas diversas
representacbes em série das componentes de tensdo, em trés casos simples,
grandezas gque passou a denominar de fatores de intensidade de tensdo. Em sintese,
os fatores de intensidade de tensdo podem ser entendidos como conseqliéncia da
simulagdo da fissura como um vazio preexistente, localizado no plano médio de uma
chapa de material elastico-linear, submetida a cargas nesse mesmo plano. Sua
utilizagcdo prética, portanto, teria que ser feita com base na consciéncia precisa da
limitacdo dateoria que |he da suporte. Essa teoria, €lastico-linear, fornece expressdes
para as componentes do tensor tensdo, contendo parcelas singulares, as quais
encerram em s mesmas uma contradicdo, pois, naturamente, na vizinhanca do
extremo do segmento de reta representativo da fissura, as componentes de tensdo
tendem ao infinito, caracterizando, assim, uma impossibilidade fisica, diante da

hip6tese do comportamento linear do material.
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A rigor, a idedlizacdo de Irwin, do segmento de reta, ou corte matematico,
para simular o vazio (fissura) preexistente, exigiria a delimitacéo, a priori, de um
entorno da extremidade do segmento, onde uma hipétese de plasticidade teria de ser
adotada, para assim poder-se proceder a uma andlise mais realista. Nesse caso, 0s
resultados ndo mais envolveriam singularidade e, em conseqiéncia, ndo mais
apareceriam os fatores de intensidade de tensdo! Entretanto, a justificativa para
atenuar, na metodologia de Irwin, a ndo consideragdo da acomodacdo pléstica na
extremidade da fissura, como necessidade, esta em admitir-se que é muito pequena a
regido onde ocorre a plastificacdo, sendo, portanto, desprezivel a quantidade de
energia nela dissipada. O problema esta em que, para uma teoria ser consistente, é
necessario que nela estgja incluida algo que torne possivel a delimitagdo de seu
campo de validade. Para isso, deveriam estar claros o0s instrumentos conceituais
capazes de especificar a medida da regido, na vizinhanca da extremidade da fissura,
além da qual a hipotese de comportamento linear do material ndo mais seria
recomendada. 1sso, entretanto, ndo € cogitado na metodologia de Irwin, o que afeta
sua objetividade.

Para complementar a metodologia de Irwin, € exigida a determinacdo
experimental dos valores criticos dos fatores de intensidade de tensdo, cuja
comparagao com os respectivos valores calculados, para um solido elastico qualquer,
serviria para aferir sua integridade, no que diz respeito a fratura. Muito foi feito nesse
terreno, visando a determinacdo desses parametros em laboratério, ao tempo em que

sua validade cientifica ainda € motivo de grande controvérsia.

De fato, a metodologia de Irwin instalou-se muito fortemente entre os
estudiosos, e mais ainda entre os usuarios da Mecénica da Fratura, como se fosse
uma verdade imutével, acabando por cristalizar uma cultura tecnoldgica que, do
ponto de vista da Mecanica dos Materiais, apresenta graves deficiéncias. 1sso porque,
além de o fendbmeno da fratura ser essencialmente ndo linear e irreversivel, o que a
metodologia de Irwin, evidentemente, n&o pretende captar, a complexidade do
fendbmeno da deformacdo ndo pode ser abarcada somente com o auxilio de trés

modos simples de fratura, pois, pelo menos do ponto de vista do modelo de tenséo de
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Cauchy, o problema do acoplamento de influéncias entre componentes tangenciais e
componentes normais, em tensdo e em deformacdo, € muito complexo para ser

tratado somente com o auxilio dos trés tradicionais modos de fratura.

Na elaboracdo dos modelos fisico e matematico do fenémeno, duas opc¢des
principais foram feitas. A primeira, € sobre a questdo do inicio do processo de
fissuracdo: inicia-se a partir de um vazio preexistente, tal como Griffith e lrwin
consideram, ou pode surgir a partir do estado de continuidade, como quer Hillerborg,

por exemplo?

Do ponto de vista fisico, dado que qualquer sdlido € composto por uma
quantidade imensamente maior de vazios do que de matéria compacta, a hipotese do
vazio preexistente parece ter mais sentido. O problema estaria ao nivel do modelo
matematico, para considerar adequadamente tantos, e téo irregulares, vazios contidos
no sdlido real, de onde, potencialmente, o processo poderia avancar. O tratamento da
questdo do surgimento de uma descontinuidade no solido é no entanto, mais
complexo do que o exigido para o caso de uma fissura que cresce a partir de um
vazio preexistente, mesmo que o estudo se faca com o auxilio de um modelo néo
determinista. Mesmo assim, o tratamento descontinuo envolve dificuldades
superaveis. Adota-se aqui, portanto, a hipétese do vazio preexistente, com base em

um model o determinista

A segunda opcéo ganha maior destaque, por dizer respeito a algo que ainda
ndo foi avaliado em todas as suas consequéncias. Tratase da questéo da
irreversibilidade da fratura. Admite-se, aqui, que ocorre, necessariamente, dissipacao
de energia na superficie de avanco da fissura, o que implica na adocéo da hipotese da
irreversibilidade do processo de fissuracdo. Esse € o ponto essencial de divergéncia
ente os model os anteriores e 0 agui € proposto, sendo que a critica a eles feita, sb tem
0 sentido de acrescentar uma outra visdo do problema que, espera-se, poderd

contribuir para aperfeicoa-los.

A pionera contribuicdo de Griffith, para a compreensdo do problema da

fratura, é responsavel pela opinido unanime segundo a qual foi ele o iniciador da
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ciéncia hoje denominada Mecénica da Fratura. A sua refinada intuigdo do fendbmeno
fisico, ao admitir que tudo ocorreria como se as fissuras crescessem a partir de vazios
preexistentes, mais tarde também adotada por Irwin, permitiu a justificativa para a
observacao separada entre fendmenos associados a volume, e outros que ocorrem nas
superficies de avanco, apés iniciado o processo de fissuragdo. 1sso € aqui retomado,
em outra perspectiva, na intencdo de organizar-se uma teoria da fratura cuja

caracteristica basica reside no recurso a Mecéanica do Continuo e a Termodinamica

O exame minucioso dessa possibilidade é o objeto do presente capitulo, que
apresenta a formulacdo de um modelo matematico do problema da fissuracéo, em um
solido considerado inicialmente como um meio continuo contendo vazios a partir dos
quais fissuras poderdo se desenvolver. A compatibilizacdo agui buscada, da
Mecénica da Fratura com a Mecanica do Continuo e a Termodinamica, visa

aproveitar as vantagens do status cientifico dessas Ultimas, em proveito da primeira.

As bases para alinha de investigacdo aqui desenvolvida situam-se no pioneiro
estudo de EFTIS & LIEBOWITZ (1976), que afirma a insuficiéncia da formulacéo
original de Griffith (na perspectiva de aperfeicoala), a saber, que a energia
superficial especifica ndo é uma propriedade do material, mas sim uma grandeza
mais complexa, dotada das seguintes caracteristicas: funcéo de ponto, composta de
trés parcelas, associadas, respectivamente, a energia livre, a temperatura e a
energia cinética nas faces de avanco das fissuras. Com essa interpretacdo criam-se
as condicOes para a construcdo de modelos nédo lineares e termodinamicamente

consistentes, na M ecénica da Fratura.

O trabalho de ZHANG & KARIHALOO (1993) segundo o qual “a condigcdo
necessaria para o crescimento de fissuras em um meio é o cumprimento das leis de
balanco, ndo somente no volume do corpo mas também nas superficies das fissuras
gue vao sendo irreversivelmente criadas’, também representa uma consideravel
contribuicdo no sentido da linha aqui adotada. Ao provar que tal condicao é satisfeita,
fazendo uso da equacdo de transporte generalizada de Reynolds (aqui, uma outra
dternativa é desenvolvida), encontrase, naguele trabaho, o instrumental

metodol 6gico bésico para a passagem das equacdes de balanco global as de balanco
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local, inclusive nos pontos das superficies de avango das fissuras. Esse Ultimo
constitui-se em significativo avanco, em relacdo ao citado trabalho de EFTIS &
LIEBOWITZ (1976), porquanto nagquele ainda era negada, a priori, a possibilidade

do tratamento do problema da fratura com o auxilio da Mecanica do Continuo.

A saida para a nova interpretacdo, no entanto, so foi possivel em razdo do
exaustivo esforco cientifico desenvolvido no citado trabalho de Eftis & Liebowitz,
parajustificar a introducdo, nas equacdes globais de balango termomecanico, de uma
expressao propria das grandezas associadas as superficies de avanco das fissuras
criadas durante o processo, ensgjando assim a possibilidade da contribuicdo aqui

lancada.
2.1 Descricdo matematica do processo de fissuracéo

O pressuposto da continuidade de um corpo sblido B, permite que se faca
uma associagdo dele com um conjunto limitado, fechado e de fronteira suave,
denominado configuracgo de referéncia (Col I1R?). Imagina-se que a evolucdo desse
corpo deformével podera ser acompanhada mediante uma seqiiéncia de aplicacdes
biunivocas, capazes de associar, instante a instante, cada ponto Xi Co a um e um so
ponto xI C; onde C{i IRe é a configuraco atualizada do corpo B, no instante t. Cada
aplicacdo dessa sequiéncia (também chamada de deformacdo) é biunivoca, continua,

inversivel e com inversatambém continua, isto € um homeomor fismo.

No presente modelo, nada impede que haja mais de uma fissura no interior de
B (0o nimero delas sendo naturalmente finito). Sem perda de generalidade, no
entanto, a andlise estara concentrada numa parte Pi B que, para facilitar, supde-se
conter somente uma fissura. Na configuracdo de referéncia, tal parte sera
representada por Py, e P; é sua representacdo na configuracdo atualizada

correspondente ao instante t. Portanto, Poi Coe Pl C..

Diz-se que um ponto pertence a fronteira de um conjunto genérico K, se
qualquer vizinhanga desse ponto possuir a0 menos um ponto do interior e outro do

exterior de K. Define-se, entdo, como contorno fP;, a fronteira da configuracéo
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atualizada Py (IPo, no caso da configuracdo de referéncia Po). Considera-se, também,
que as representacbes de referéncia e atuadizada, do contorno de um vazio
preexistente em P, sO pertencem, respectivamente, a P, e a {P;, enquanto ndo ocorre
o crescimento irreversivel da fissura. Essa é uma opcdo que sera adiante justificada,
pois no presente modelo, excluem-se, deliberadamente, de TP, e de de f[P; os pontos

representantes do avanco da fissura.

Em raz30 dessa exclusdo, supbe-se a existéncia de um conjunto, I Py, com o
auxilio do qual registra-se 0 crescimento da fissura com o tempo, mediante uma
seqiiéncia de aplicacdes g, que leva pontos de S(t) a pontos do conjunto ()i P.

Vale enfatizar que S(t) esta contido em Py, endo em Po.

FIGURA 3.- A DEFORMAGCAO NO CASO DE UM SOLIDO NAO FISSURADO (@) OU CONTENDO UMA
FISSURA (b)

Insiste-se que, no presente modelo, por principio, uma fissura nunca podera
surgir no sdlido, podendo apenas crescer, a partir de um vazo preexistente. A Figura
3 ilustra 0 modelo cléssico da Mecéanica do Continuo, quando no interior do corpo
existe um vazio. Enquanto o movimento do corpo € realizado, em condicdes sob as
quais existe areversibilidade (regime elastico, por exemplo), Figura 3a, as alteractes
das dimensbes do vazio sdo consequéncia de fenbmenos associados a volume. No

estudo dos fendmenos espontaneos, tais como a fissuracdo, na hipétese do avanco de
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uma fissura, a superficie do vazio preexistente, a partir do qual afissura pode evoluir,

sofre um acréscimo irreversivel em sua area, Figura 3b.

Do ponto de vista da termodinadmico, a incoeréncia do modelo de Griffith (v.
Capitulo 1), por exemplo, esté relacionada com o fato de o ponto de partida para sua
formulagdo ser um problema da elasticidade linear, que ndo comporta, obviamente, a
possibilidade de uma associacdo entre a energia superficial e a dissipagéo de energia

ocorrida na superficie de avanco das fissuras.

A aplicagdo das Leis da Termomecéanica a P, conduz a que se postulem as
equacOes de balanco globa (da massa, da quantidade de movimento linear, da
quantidade de movimento angular, da energia e do Principio da Irreversibilidade, ou
desigualdade de Clausius-Duhem). No caso do problema classico da Mecanica do
Continuo é sempre possivel partir-se das equacdes de balanco global e chegar-se a
relagdes diferenciais validas ao nivel local, isto é, ao nivel de cada ponto, em P.. A
possibilidade da generalizacdo desse procedimento, para o caso de meios fissurados,

€ 0 que sera discutido a seguir.
2.2 Leis da Termodinamica aplicadas aos solidos continuos

Definem-se os campos escalares e e h, denominados de energia interna e
entropia, por unidade de massa, respectivamente. Dai, a entropia e a energia

interna, numa parte genérica P do solido, sdo dadas, no instante t, por:

O edv e O hdv,

R R

onder € amassa especifica, uma funcéo de ponto, e dv é o elemento de volume, na

representacdo atualizada P;. A energiatotal E(P,t), dessa parte, € definida como:

\ 1 hY
E(P,t)=(Qedv+_ g v.vdv, (2.2)
R 2R

sendo v a velocidade do ponto x=x(X,t), comxI P..
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Admitindo-se que, de alguma maneira, seja fornecido ou retirado calor de P,
numa troca entre parte e seu exterior, quantifica-se possibilidade através de
uma taxa r, de calor fornecido, por unidade de massa, em P;, e pelo vetor fluxo

calorifico g, em YP;. Dai, obtém-se as grandezas:

O rdv e - Of-nds,
R TP
ambas com dimensdo de poténcia mecéanica, correspondendo as taxas temporais de
variacado da energia, no interior e na fronteira de Py, respectivamente. Observe-se que
0 sinal negativo na segunda expressdo decorre da convencdo para o vetor unitario
normal n, positiva quando dirigido para fora, em cada ponto do contorno P;. 1sso
significa que a quantidade de calor ) € convencionada positiva, quando fornecida &

parte considerada do solido (sistema).

A partir das poténcias das forgas aplicadas (b.v, por unidade de volume e s.v,
por unidade de area), onde b € a densidade das forcas de corpo, por unidade de
volume, e s € a densidade das forcas, por unidade de superficie, tem-se a seguir a
expressdo matematica da Primeira Lel da Termodinamica, que equivale a Lei de

Conservagdo da Energia:

DRt E(P,t) = (Yr r +b.v)dv+ Q (sv-g.n)d s (2.2)

Pt 1R
onde a expressdo D/Dt indica derivada material no tempo.
Substituindo naeg. (2.1) o valor de E(P,t) daeg. (2.2), tem-se:

D . 1 N
Dt g (e+5vv)dv=(r r +b.v)dv+ o) (s.v-g.n)ds (2.3)
R R

2
TP,

A taxa de calor trocado com o0 exterior, correspondente a P, €&

Q(P,t)= (y rdv- (p.nds (2.4)

P P
t 1 t
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De acordo com a Segunda Lel da Termodindmica, a taxa de entropia
produzida em P; é sempre maior ou igual a taxa de energia trocada entre essa parte
e o exterior, dividida pela temperatura absoluta, no volume e no contorno. Dai:

D . r
—orhdv=orhdv3 ¢or —dv- ()ﬂ.nds, (2.5

Dt T T

A A A "

onde o ponto sobre a variavel também indica derivada material no tempo.

Observe-se, na eq (2.5), que a passagem da derivada material D/Dt para dentro da
integral s6 afetou a varidvel h. Essa propriedade da derivada material, que adiante
serd usada, tanto para a integracdo no volume quanto na superficie, pode ser
demonstrada com o auxilio da eq. (B.12), do Anexo B, levada em conta a

conservagao da massa.
2.3 Tratamento termodinamico do problema da fratura

O tratamento classico dos problemas da Mecéanica da Fratura, baseado nas
contribuicdoes de Griffith e de Irwin, considera, ainda que ndo explicitamente, a
Primeira Lel da Termodinamica. Segundo ZHANG & KARIHALOO (1993), ta
tratamento € insuficiente, merecendo que se adote o tratamento termodinamicamente
consistente, isto €, aguele em que se leva em consideracdo tanto a Primeira quanto a
Segunda Lel da Termodindmica. A justificativa para o tratamento
termodi nami camente consistente do problema da fratura, decorre, portanto, do carater
irreversivel do fenbmeno, cuja analise exige a consideracéo de aspectos relacionados

com a evolugdo da entropia

2.3.1 Passagem das equacdes de balanco global as equacdes de balanco

local

Ao nivel global, de uma parte P do solido (este considerado como um meio
continuo), postulam-se cinco principios, denominados principios de balanco
termomecanico, cuja validade, a priori, € o ponto de partida para a construcéo de

qualquer modelo capaz de enquadrar o estudo do movimento de um corpo, no caso
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em que esse movimento inclui a deformagdo como possibilidade. Os cinco balancos
globais sdo: de massa, de momentum linear, de momentum angular, de energia, e de

entropia (Desigualdade de Clausius-Duhem, ou Principio da Irreversibilidade).

Para 0 estudo de um sblido contendo vazios, e estando prevista a
possibilidade de um processo de crescimento irreversivel das superficies internas
desses vazios, assimilados a fissuras, é preciso uma adaptacdo do modelo tradicional
da Mecanica do Continuo, para que ele possa dar conta da andlise do fendmeno. A
saida, advém da proposta original de EFTIS & LIEBOWITZ (1976), e consiste na
inclusdo de uma nova parcela, em cada uma das cinco equagdes de balanco global,
uma integral de &rea, para cada caso, a ser calculada sobre as superficies de avango
das fissuras, isto €, sobre a parte irreversivel da expansao sofrida pelos vazios no

CUrso movimento.

Somente com o0 sentido de sintese, serd desenvolvido, a seguir, um
procedimento geral, capaz de enquadrar, formalmente, os cinco principios
termomecanicos classicos, estendidos agora da Mecanica do Continuo para a
Mecanica da Fratura. Quatro deles sdo principios de conservacdo: da massa, da
quantidade de movimento linear, da quantidade de movimento angular, e da energia.
O quinto, € o Principio da Irreversibilidade que, embora sgja expresso por meio de
uma desigual dade, pode, mediante um artificio, desenvolvido logo mais, ser colocado
em forma de igualdade. Assim, a expressao geral, a seguir desenvolvida na forma de

uma igualdade, podera ser especializada para cada um dos cinco principios.

Sdam F e F~ dois campos (ambos escalares ou ambos vetoriais) definidos
em P; e em (t) respectivamente. O balanco global, em sua forma geral, expressa-se

por:
R‘Fo|v+3‘ “ds= ¢} .nds+ O gav 2.6
Dt @ pt 9, 9= @ -nds+Qgav. (2.6)

A novidade, repita-se, € que o primeiro membro dessa equacéo geral desdobra-se em
duas parcelas, uma associada ao volume e outra a superficie de avanco da fissura. O

segundo membro, que expressa a interacdo de P; com o exterior, tem duas parcelas, a
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primeira é uma integral tomada na fronteira da parte e a segunda € uma integral no
volume. D/Dt representa a derivada material no tempo; | representa grandezas para
as quais faz sentido a aplicacéo ao vetor n, podendo ser um vetor, ou um tensor de
segunda ordem, tais como o tensor de Cauchy, o fluxo de caor, etc. E g expressa
uma densidade volumétrica (de forcas de corpo, de quantidade de calor trocada com
0 exterior, etc.), todos tomados na configuracdo atualizada P;. n € o vetor normal
unitario externo, em pontos de P, contorno considerado regular o suficiente para
gue sb exista um unico valor de n em cada ponto. Os elementos infinitesimais dv e ds
S50 relativos, respectivamente, ao volume de P, e as fronteiras [PE s(t)]. Como se
vé, a diferenca que surge, no caso do meio fissurado, em relacéo ao tradicional da
Mecénica do Continuo, € a inclusdo de uma segunda parcela no primeiro membro da
eg. (2.6), cuja justificativa fisica, conforme ja foi dito, encontrase em EFTIS &
LIEBOWITZ (1976).

A seguir, serd desenvolvido o artificio algébrico que transforma em uma
igualdade o quinto principio, o da Irreversibilidade que, de fato, tem a forma de uma

desigualdade. Assim, sera possivel enquadra-lo na expressio geral da eq.(2.6).

Tome-se como referéncia a inequacdo (2.5), valida para a Mecanica do
Continuo tradicional, e adicione-se a seu primeiro membro uma integral, a ser
realizada numa possivel superficie de avanco da fissura, na qual aparecem as
densidades r * e h*, andlogas as que aparecem na integral de volume, s6 que agora
definidas por unidade de superficie. Entdo, a equacdo de balanco de entropia, na parte

considerada, supondo que nela haja pelo menos uma fissura em crescimento, ser&

D D * % r q
—orhadv+— or h ds- or —dv+ o —.nds3 0. 2.
Dt o or v+ o5 27

t st () R TR
Definindo-se, em seguida, uma taxa x (30) de producdo de entropia por

unidade de massa, associada aP;, tal que:

. . D .+ D. . .
OXV= Y (h- Dydvt O (—h")ds+ Ot ds3o, 2.8)
. R Dt s@ D "
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chega-se ao Principio da Irreversibilidade que, passa a enquadrar-se na forma da eq.
(2.6):

D . D . « = < 0 <gd.n
aghdv+a orh ds:()"g%+xgdv- qT S. (2.9)
R s (1) R 1R

O préximo passo, no caso da Mecénica do Continuo tradicional, € a passagem
das equactes de balanco global (na forma integral), para as respectivas equagdes de
balanco local (na forma diferencial). Essa processo de passagem é um importante
recurso, que atesta a versatilidade da metodologia da Mecanica do Continuo,
porquanto evidencia a presenca das Leis de Newton, da Mecénica, e da Primeira e

Segunda L eis da Termodinamica, como os fundamentos bési cos da formul agéo.

O que sera feito a seguir, inspirado em ZHANG & KARIHALOO (1993),
embora por um caminho alternativo, € o desenvolvimento matemético que conduz a
passagem das equacOes de balanco global para as correspondentes equactes de
balanco local, a partir da forma gera dada por (2.6), validas para o caso em que ha
vazios podendo crescer, irreversivelmente, dentro do meio continuo. Esse caminho
aternativo é vantgjoso porque conduz a uma equacdo geral, de carédter local, muito
atil na obtencdo das conclusdes aqui apresentadas em primeira méo, particularmente

nos pontos situados nas superficies de avanco das fissuras.
2.3.2 Formas gerais das equacdes de balanco local

Supondo-se F (x,t) limitado e continuo em todo ponto xi Py, onde x=x(Xt) e

Xl Py, entdo ai ntegral de volume, no sentido de Riemann, sera:

J
OF (x,t)dv = nlé)rg a F(x(X,t),t)Dv,. (2.10)
R i=1

O segundo membro da eq.(2.10) expressa que a integral pode ser obtida através da
particdo de P; em subdominios de medidas Dv; (i = 1 ... n), sendo cada ponto
x=X(X,t), obrigatoriamente, um ponto interior do correspondente subdominio de P:.

Para as condi¢des em que F (x,t) foi acima definido, obtém-se, portanto, segundo
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independentemente da particdo, do volume de Py, utilizada.

Por definicdo, a derivada material no tempo, da integra de volume do

primeiro membro da eq.(2.6) &

5 F(x,)avd

Dt Q F(x,t)dv = [;tléno X , (2.11)
gue resultaem, (v. Anexo B ):

D . _ . .DF .

aq:dv— Q[E+Fd|vv]dv. (2.12)

Na sequiéncia, sera calculada a derivada material no tempo da segunda parcela
do primeiro membro da eq. (2.6), através de um procedimento em tudo semelhante

ao anterior (v. Anexo B), a partir da definicéo:

B * 0
D%Q © F (x,t)dsa

%Q(I)F*(x,t)ds: im = , (2.13)
gue resultaem:

%q:*ds: Q[D[;* +F “diw]ds. (2.14)
Levando as egs.(2.12) e (2.14) aeq.(2.6), tem-se:

. DF _ .. DF ., . .

Q[H+Fdlvv]dv+q[ Dt +F dlvv]ds:% .nds+quv. (2.15)

No caso de ndo haver crescimento da fissura, desde o instante inicial até o
instante t, a funcdo F~ sera identicamente nula, e a eq.(2.15) corresponderd a
tradicional expressdo do balango global da Mecéanica do Continuo. Para examinar o

que ocorre numa vizinhanca infinitesimal V(ay), de um ponto qualquer ail Py , seréa
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aplicado o Teorema de Gauss (da divergéncia) a primeira parcela do segundo

membro da eq.(2.15) que, reorganizada, fica

DF
t

Q(al) [F + Fdivv]dv - Qi(al') Nav - Q(al) gadv =0. (2.16)

Como o ponto a; € genérico, tem-se a expressdo do balanco local em pontos néo

atingidos pela passagem da fissura:

DF _ ~ -

Ft-”:dlw_i N-g=0, " al P. (2.17)
Observacdo: A grandeza genérica j pode ser, ou um vetor, ou um tensor de

segunda ordem, e a notac&o usada tem o seguinte significado: a) j .N sempre equivale

adivj ; b) j .n equivale ao produto interno dos dois vetores, quando j for um vetor e

c) Quando j for um tensor de segunda ordem, j .n equivale a aplicacdo de um tensor

aum vetor. O simbolo N indica o gradiente espacial, entendido como um vetor, cujas

componentes sdo, respectivamente, as derivadas parciais nas direces dos trés eixos

do sistema cartesiano ortogonal.

Caso haja crescimento da fissura, contida por hipétese na parte Py, entdo, para
cada ponto al P; pode-se construir uma vizinhanca de raio t40 pegqueno que a fissura
passara por fora dela. Essa situacdo configura-se idéntica a anterior. Imagine-se agora
um ponto ayl Py, que possua uma vizinhanca V(ay) cuja fronteira possua intercessio
com a superficie de uma das faces da fissura que avanga, no instante t. Entéo,
V(a)=T1V(ax)Es(t), em que Y:V(ay) é a parte da fronteira de V(ay) onde a fissura
ndo penetrou, e & =(t) € a intercessdo da fronteira dessa vizinhanca com uma das
faces da fissura que avanca. Também nesse caso, havera pelo menos uma outra
vizinhanca infinitesimal U(a,), de a,, toda contida em P;, 0 que implica na validade
da eq.(2.17) para esse ponto. Substituindo-se a eg.(2.17) na eq.(2.15), esta

particularizada para a vizinhanca V(ay), tem-se:
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Y < LéDF° . U .
Qi -N)av+ oeD—t+F divvids= i n)ds. (2.18)

V(a,) Ds; 8 b wa)

Aplicando-se 0 Teorema da Divergéncia a primeira integra do primeiro
membro, desdobrando-a em duas parcelas, sendo uma em Y;V(ay) e outra em Ds,
tem-se:

N N N éD i L l:l N
i n)ds+ (i n)ds+ O%"‘F divvids= (i -n)ds,
Ds; ©

Lv(a DS 8 0] w(a
1(2) ! 1(2)

cuja simplificacdo, leva a seguinte equacdo, ainda na forma integral, vaida na

superficie de avancgo dafissura

\ . €DF «. U
Qi -nds=- oeD—t+F divvigds. (2.19)
DS, bs; e 8]

Finalmente, como € genérico o0 ponto a,, escolhido na vizinhanca da face da
fissura em crescimento, chegase a expressdo diferencial que corresponde ao

balanco local na superficie de avanco da fissura:

*

. (DF
ST

+F "divv). (2.20)

Essa equacéo, cujos desdobramentos serdo explorados adiante, sintetiza um dos
principais objetivos do presente trabalho, que é demonstrar a possibilidade de

utilizacdo da Mecanica do Continuo na analise do fenbmeno da fratura.
2.4 Teoria termodinamicamente consistente da fratura

De posse do resultado acima, pode-se partir para a elaboracéo de uma teoria
termodinamicamente consistente, desenvolvida com base no suporte conceitual da
Mecanica do Continuo. Como adiante se vera, o presente trabalho ndo esgota toda a
generalidade aberta pelos resultados aqui obtidos, porque, em decorréncia do

desenvolvimento tedrico, algumas grandezas surgirdo que, para serem
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completamente caracterizadas, acredita-se, exigirdo um trabalho adicional em
laboratorio, 0 que esta fora dos objetivos do presente trabalho. Tais grandezas sdo: a
densidade r *, com dimens&o de massa por unidade de superficie; eh” e e, entropia
e energia interna, ambas por unidade de massa, respectivamente, definidas em
pontos da superficie de avanco da fissura, s(t). O fato de serem grandezas definidas,
ponto a ponto, na superficie de avanco das fissuras, é 0 aspecto curioso que as

envolve.

Vale destacar que o0 aparecimento de tais grandezas ja havia sido previsto no
trabalho inovador de EFTIS & LIEBOWITZ (1976). Aproveitadas por ZHANG &
KARIHALOO (1993), em outra perspectiva, 0 surgimento delas foi apresentado
como base para uma nova interpretacdo da energia superficia especifica, g, de
Griffith. A nova grandeza, g, seria denominada densidade de energia superficial
termodindmica de fratura, e dada por: g=r [y +Th +(1/2).v.v], onde T é a
temperatura absolutaey ~ é a densidade superficial de energia livre (por unidade de
massa), consequéncia da definicdo da energia livre de Helmholtz, sendo dada por
y =e-Th". No presente trabalho, como & frente ser4 mostrado, surge uma nova
interpretacdo, segundo aqual r ', h” ee nao sdo independentes, podendo reduzir-se a

somente duas.

Sejam, definidas em Py, as grandezas r , massa especifica; ee, h, r, x, TeL a
energiainterna, a entropia; a taxa de fornecimento de calor e a taxa de producdo de
entropia, todas por unidade de massa; a temperatura absoluta e a dissipagdo interna
por unidade de volume, respectivamente. Sejam também, X, v, f, n e q os vetores de
posicdo, velocidade, forca de corpo por unidade de massa, vetor norma unitério
externo e fluxo de calor; e T, D, os tensor tensdo de Cauchy e o tensor taxa de

deformacéo, respectivamente.

Na sequéncia, com o auxilio das grandezas acima definidas, serdo
particularizadas as equacdes globais e as equagdes locais de balanco, de acordo com
os resultados do desenvolvimento gera redlizado na Secdo 2.3, mediante a

especializacdo da eg. (2.6) para cada um dos cinco principios do balanco
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termomecanico. Assim, serdo adotados os campos F e F~ vélidos, respectivamente,
para os casos das leis de conservacdo da massa, da quantidade de movimento linear,

da quantidade de movimento angular, da energia e do Principio da Irreversibilidade.

Se cada conjunto de tais grandezas for levado a eg.(2.6), obtém-se a
respectiva equacao de balango global. Se levado na eq.(2.17), chega-se a equacéo de
balanco local em cada ponto de P;. Finamente, se substituido na eg. (2.20), sera
obtida a equacdo de balanco local, em cada ponto da superficie de avanco da

fissura.
2.4.1 Equac0es de balanco

a) Principio de conservacdo da massa

F=r, F=r’, i =0 e g=0. (2.21)
Equacéo global:
D . D . «
Y dv + o O ds=0. (2.22)
t R t s (1)

Equacéo local, nos pontos do interior do corpo:

Usando-se a eq.(2.17), com as grandezas particularizadas pelas egs.(2.21),

tem-se:
r +r divv =0. (2.23)

Equacéo local, nos pontos situados nas faces das fissuras:

Usando-se a eq.(2.20), com as grandezas particularizadas pela eq.(2.21), tem-

Se:

r "+ "div v=0, (2.24)
b) Principio de conservacéo da quantidade de movimento linear:

F=rv, F'=r'v, i =T e g=r b. (2.25)
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Equacéo global:

% (‘yvo|v+3t O vds = 3r.nds+ Q) r bav. (2.26)

R Pts @) 1R R

Equacéo local, nos pontos do interior do cor po:

Fazendo-se uso da eq.(2.17), particularizada para o caso, usando-se as

grandezas definidas pelas egs (2.25), tem-se:

M+rvdivv-T.K|- rf=0, (2.27)
ou

rv+rv +rvdivy - T.N-rf=0, (2.28)
ou ainda:

rv+(r +rdivv)v - T.N-rf=0. (2.29)

Considerando-se a eg. (2.23), que expressa 0 principio de conservacdo da massa,
vem:
T.N+r(f-v)=0, (2.30)
que corresponde a equacdo de equilibrio dindmico, num ponto do interior do sélido.
Equacéo local, nos pontos situados nas faces das fissuras

Levando-se em conta a eq.(2.20), utilizados os valores das egs.(2.25),

tem-se:

D(r *v)

Dt +r vdiw), (2.32)

T.n=-(

ou:



50

Ton=-(r +r diwyv-r v, (2.32)
Considerando-se o principio de conservacdo da massa nas superficies de fissuras,
expresso pela eq.(2.24), chega-se, finalmente, a:

Tn=-r"v. (2.33)

Esse € resultado importante, que pode ser interpretado como uma espécie de
Teorema de Cauchy para superficies fissuradas, segundo o qual, quando afissura esta
se propagando, atraction que surge em um ponto da superficie de avanco, no instante

em que se da a abertura, equivale aumaforca de inércia por unidade de area.

c) Principio de conservacéo da quantidade de movimento angular

F=rp’v, F=r'p’v, j=p'T e g=rp’f, (2.34)
onde p=x-Xo.

Equacéo global:

D N , D N * \ ’ \ ,
ag p vdv+Ft Q' p vdss dp T).n ds+Qrp fdv. (2.35)
R st (1) 13} R

Observacdo: A notacdo j =p” T tem sentido quando sefaz (p” T).n, como equivalente

ap (T.n).
Equacéo local, nos pontos do interior do corpo

Usando-se aeq.(2.17), com os valores particulares da eq.(2.34), tem-se:

D(rp” v)

ot +(rp” vdiw- (p" T) N-r(p” f)=0, (2.36)

ou:

F(p” V)+r(p v+p  v)+r(p” vydiv- (p” T) N-r(p” f)=0. (2.37)
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Reagrupando convenientemente e levando em conta que p v =0, ent&o:

(@ v)(r+rdiw)- (p” T) N-rp” (f-v)=0. (2.38)

Levando-se em conta o principio de conservacdo da massa, expresso pela eq.(2.23) e
0 principio de conservacdo do quantidade de movimento linear, expresso pela
eg.(2.30), tem-se, dai, a expressdo representativa do principio de conservacdo da

quantidade de movimento angular:
(p" T).N=p" (T-N). (2.39)

Para provar-se que tal expressao responde pela simetria do tensor tensdo de Cauchy,
inicialmente premultiplicam-se (produto interno) ambos os membros dessa igualdade

por um deslocamento infinitesimal rigido arbitrario, w, integrando-se apds, isto &

OV [(p” T) Nldv=cw.[p” (T N)dv. (2.40)

R R

Mediante a aplicagdo do Teorema da Divergéncia (Gauss), 0 primeiro

membro dessa equacéo fica:

ov [(p” T) Nldv= @ [(p” T) nlds. (2.41)

R TR

Usando a propriedade do produto misto, tem-se:

OV [(p” T) nlds=gw [p” (T n)lds= YT n) (w” p)ds. (2.42)

R R R

Aplicando-se, a Ultima expressdo, a definicdo de tensor transposto, e reutilizando o

Teorema da Divergéncia parafazer aintegral voltar ao volume, tem-se:

T n) (w” p)ds= gT"(w” p) nlds= (‘jTT(W’ p)]-Ndv, (2.43)

TR 1R R

gue € a nova forma do primeiro membro da eg. (2.40). Isso faz com que aguela

equacado fique:
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GT (w” p)] Rdv=¢w [p” (T Rdv. (2.44)

R R
Porém, de acordo com a sexta propriedade das egs.(A 89), Anexo A, tem-se:
[TT(w’ p)] N=T:N(w’ p)+(w" p).(T-N).

De acordo com a propriedade de circularidade do produto misto, verifica-se
gue a segunda parcela do segundo membro dessa Ultima expressdo € o integrando do
segundo membro da eg. (2.44). Dai, a substituicéo desse resultado na eq. (2.44) da

Or:N(w " p)dv=0. (2.45)
R

Mas, o deslocamento infinitesimal rigido, w, possui uma propriedade segundo a qual
existe um unico tensor (W) a ele associado, que é anti-simétrico, tal que w” p=Wp,
qualquer que sgja p. Isso levado a eq.(2.45), junto com o fato de que, no caso,

N(Wp)=W RNp, conduz a:

O : (W Np)dv=0. (2.46)

R

Levando-se em conta que Np é o tensor identidade, e que o deslocamento

infinitesimal rigido, w, é arbitrério, tem-se:
T=T", (2.47)

em razéo da propriedade segundo a qual, ao ser nulo o produto interno de um tensor
genérico por um tensor anti-simétrico (W), entdo esse tensor € obrigatoriamente

simétrico. Ver eq. (A52), no Anexo A.
Equacéo local, nos pontos situados nas faces das fissuras:

Levando-se em conta a eg.(2.20), com as variaveis definidas pela eq.(2.34),

tem-se:



53

D(r *p’ V)

T (r'p” v)divv. (2.48)

(p"T)n=-

Desenvolvendo-se 0 segundo membro de maneira andloga ao realizado com a eq.
(2.36), obtém-se:

(@ T)n=-r"p’v. (2.49)
Levando-se em contaa eg. (2.33), tem-se:
(p" T) n=p” (T n). (2.50)

Ao revelar uma mera definicdo de notagdo aqui utilizada, o resultado
expresso pela eg. (2.50) ndo acrescenta qualquer informac&o especial sobre o tensor
T, nas superficies fissuradas. Convém observar que a propriedade de simetria desse
tensor, ja foi revelada, anteriormente, para pontos do interior do corpo, por meio do
desenvolvimento que conduziu a eg.(2.47). Como a eg. (2.50) ndo imp&e qualquer
nova restricdo ao tensor de tensdo T, o teorema de Cauchy ai se aplica normalmente,
revelando, simplesmente, que a traction em cada ponto, corresponde ao respectivo

valor de contorno.

d) Principio de conservacéo da energia

1 e w1
F=r e+§rv.v, F=re+ Er Vv, i =v.T-q e g=rv.f+rr (2.51)
Equacao global:

D . » 1«

— a[?e+£rvv9dv+2 A aEr)e +=r vvéds—
Dt B °72 e oy 0" T MY

2
= dv.T-q).nds+ drv.f +r r)dv (2.52)
TR R
Equacéo local, nos pontos do interior do corpo

De acordo com as egs.(2.17) e (2.51):
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D 1
Fgaee+—rv v9+gre+—rv V—dIVV (v.T-q).N-r (v.f +r) =0. (2.53)

Desenvolvendo-se as derivagdes e agrupando-se adequadamente, obtém-se:

re+(e+%v.v)(r+r divw)-(v. T-q) N-rv(f-v)-rr=0 (2.54)

Levando-se em conta as egs. (2.23) e (2.30), de conservacdo da massa e de

conservacao da quantidade de movimento linear, respectivamente, a equagao anterior

fica
re- (v.T).N+q N+v (T N)-rr=0. (2.55)
Porém, de acordo com a sexta propriedade das egs.(A 89), Anexo A, tem-se:
(v.T).R=T:(v. N)+v (T N), (2.56)
gue substituida na equacéo anterior, fornece:
(2.57)

re- T:(v.N) +divg- rr =0.

Em raz&o da simetria de T, somente a parte simétrica do tensor v.N, que é o tensor
taxa de deformacdo D, interfere nos célculos. Obtém-se assim, finalmente, a forma

local do principio de conservacdo da energia, nos pontos do interior do corpo:

re-T:D+qN-rr=0 (2.58)

Equacéo local, nos pontos situados nas faces das fissuras
De acordo com a eq.(2.20), e com a particularizacdo das varidveis, feita

através da eg.(2.51), tem-se:
* % 1 *

D(r e +§r V.V)

(2.59)

N R _
. - . =- - — }
(v.T-q).n " (re *Srv v)divv,
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cujo desenvolvimento leva a:
* " * . 1 " * .
(v.T-qg) n=-r e*-r v.v- (e*+§v.v)(r*+r divv). (2.60)

A consideracdo do principio de conservacdo da massa leva a anulacdo da

ltima parcela do segundo membro, ficando ent&o:

(v.T-q).n:-r*é*-r*v.v. (2.61)

Considerando-se agora, aidentidade:

* * * - * D * 1
i CrtvvE-r (e v ), 2,62
re-r vv=-r Dt(e SV V) (2.62)

e nela substituindo € pela express3o que relaciona esta grandeza com a temperatura
absoluta e com as densidades superficiais de entropia e de energia livre de

Helmholtz, isto é e =y "+Th’, aeqg. (2.61), tem-se, finalmente:
(vT-q) n= r*R(y*+Th*+1v V) (2.63)
' @-n= Dt 2 '

Se colocada na forma de uma integral, sobre a representacéo atualizada, s(t),
da superficie de avanco da fissura, a eq.(2.63) fornece uma boa base de informacdes

acerca do processo de fissuraggo. Assim:

N . N * * * 1

- Qv T-0) nds=G, G= (g (y +h T+§v.v)ds, (2.64)
St (1) St (1)

onde

* * * 1 *

r(y +Th +§v.v):g (2.65)

define-se como a densidade de energia superficial termodinamica de fratura, por
unidade de area, a mesma obtida por EFTIS & LIEBOWITZ (1976). Segundo esse
trabalho, no entanto, o desenvolvimento da Mecanica da Fratura nunca poderia se

apoiar na metodologia da Mecéanica do Continuo, porque 0 acompanhamento do
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processo de deformacdo, mediante uma seqiiéncia de aplicacBes continuas, com
inversas continuas, a base da Mecéanica do Continuo, seria prejudicado por conta das
descontinuidades impostas a0 meio, quando uma fissura viesse a avancar.
Retomando as contribuigdes essenciais daguele trabalho, ZHANG & KARIHALOO
(1993) negam, entretanto, essa argumentacdo, resolvendo o problema mediante a
inclusdo de uma parcela exclusiva da superficie de avanco da fissura, no primeiro

membro da equacdo geral de balanco (2.6).

€) Principio da Irreversibilidade

_ * ok x o _ w; 9
F=rh, F =r h, i =q/T e g—r%_l_+xb. (2.66)
Equacéao global

D D * % O .

= ghdv+—- §rihds= F & rxcv- yirds. (2.67)
Dt 5 0 RCT ™"

Equacéo local, nos pontos do interior do corpo

De acordo com a eq.(2.17), e levando-se em conta a definicdo de variaveis
dada através da eq.(2.66):

D(rh) . N 3
Dot +rhd|vv+(_|_).N r(_I_+x)—O (2.68)

Desenvolvendo-se a derivacéo material no tempo e agrupando adequadamente, vem:

h(r+rdiw)+rh+(%).|§|-r%-rx=0. (2.69)

Levando-se em conta 0 Principio de Conservacdo da Massa, eq. (2.23), e a
identidade:

9 q=dgividy = Lgiva. -1
(T).N—d|v(_|_)—_|_d|vq Tzq.gradT, (2.70)
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aeg.(2.66) torna-se:
rxT=rhT+d|vq-?q.gradT-rr. (2.71)

Mas, levando-se em conta a eg.(2.58), expresséo local da Primeira Lel da

Termodinamica, tem-se que:

divg- rr=-re+T:(v.N), (2.72)

cuja substituicdo na eq.(2.68) conduz finalmente a equacéo que exprime localmente o

Principio dalrreversibilidade:

rxT=L - %q.gradT30 (2.73)

L=rhT+T:D-re, (2.74)

que corresponde a taxa de dissipacao de energia por unidade de volume. A eq. (2.73)
revela, portanto, que a taxa de producdo de entropia em P;, quando dentro dela uma

fissura esta avancando, é dada por:

L 1
X=—- ~gradT 3 0. 2.75
(T o2 (2.73)

Equacéo local, nos pontos situados nas faces das fissuras

Levando-se em conta a eq.(2.20) e considerando as variaveis definidas através

daeq.(2.66), tem-se:

n=
Dt

r “h divv . (2.76)

—Hla

Redlizando-se a derivacdo material no tempo e reunindo 0s termos

adequadamente, tem-se:
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n=-r h* - h"[r " +r diw]. 2.77)

—la

Levando-se em conta o principio de conservacdo da massa, chega-se,
finalmente, & equagd@o que exprime o Principio da Irreversibilidade, nos pontos das

faces das fissuras:
“—=r"h (2.78)

Observe-se que, se 0 resultado representado pela eg. (2.78) for levado a
segundaintegral do segundo membro daigualdade, na expressio (2.8), entéo:

o xav = ¢y (h - %)dv+ (‘)q‘T—”ds+ (‘)q_'l_—nds3 0 (2.79)
R R it s (1)

A expressdo (2.79) revela, portanto, que a producdo de entropia € positiva,
consideradas as fontes de fornecimento de calor a P;: radiagdo (calor por unidade de
massa, r); conducdo (fluxo de calor q, trocado com o exterior, através do contorno
TPy e, finamente, calor gerado pelo avanco da fissura, no instante t, dado pelo fluxo
g na superficie s(t), através da qual atroca com o exterior passa a ocorrer, a medida

que afissura se abre.

A luz do conjunto dos resultados acima obtidos, decorrente da passagem das
equacdes de balanco global para as de balanco local, é possivel uma (Util
reinterpretacdo do pardmetro g, dado pela eg. (2.65). Para isso, parte-se da eq.
(2.61). Mediante a aplicagcéo da definicdo de tensor transposto, ao integrando do

primeiro membro dessa equacéo, e devido a simetria do tensor T, tem-se:

(v.T-q).n=nT'v-g.n=n.Tv-g.n=- e’ V.V, (2.80)

onde n.T=t é o vetor de Cauchy, ou traction, em um ponto da superficie de avanco

dafissura.
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Como consequéncia dos balangcos de quantidade de movimento linear e de
entropia, nos pontos da superficie de avanco da fissura tem-se, levando-se as eq.
(2.33) e(2.78) aeg. (2.80), tem-se:

G

e =Th" . (2.81)
Considerando-se agora a relagdo e =y +Th’, de Helmholtz, em sua forma local,

vélida na superficie de avanco da fissura, tem-se que y " =0. Entfo, a eg. (2.63)

simplifica-se para:
« D 1
T-9).n=-r —(Th +=v.V), 2.82
(v.T-a)n=-r S (Th +2v.v) (282)

0 que conduz, consegiientemente, a uma mudanca na expressdo definidorade g, que
ndo maisinclui uma parcelarelativaaenergialivre. Assim, aeg. (2.65), simplifica-se

para:
* * * 1
g =r (Th +Ev.v). (2.83)

Verifica-se, portanto, que g, na verdade, é constituido de duas parcelas, uma
relacionada com dissipacéo de energia na superficie de avanco da fissura, e outra
com a velocidade de fissuragdo. Comprovada, assim, a possibilidade de aplicagéo da
Mecanica do Continuo a Mecanica da Fratura, os capitulos seguintes serdo dedicados
a formulacdo de uma metodologia envolvendo a experimentacdo numeérica e de

|aboratério, em busca de um critério de fratura termodinamicamente consi stente.
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CAPITULO 3

CRITERIO TERMODINAMICAMENTE CONSISTENTE
DE FRATURA

O estudo da previsdo do inicio da fratura nos solidos mereceu, na Inglaterra, a
elaboracdo de dois trabahos, GRIFFITH (1920, 1924), que sdo considerados,
unanimemente, como 0S marcos iniciais do campo de estudos a partir dai
denominado Mecénica da Fratura. Neles, o autor formula um critério, com o uso do
qual pode-se prever, a partir de um vazio (eliptico) preexistente em uma chapa, se

haverd, ou ndo, o seu crescimento.

Na fundamentacdo de tal critério, no primeiro dos citados trabalhos, afirma
Griffith: “According to the well-known ‘theorem of minimum energy’, the
equilibrium state of an elastic solid body, deformed by specified surface forces, is
such that the potential energy of the whole system is a minimum. The new criterium
of rupture is obtained by adding to this theorem the statement that the equilibrium
position, if equilibrium is possible, must be one in which rupture of the solid has
occurred, if the system can pass from the unbroken to the broken condition by a
process involving a continuous decrease in potential energy.” E continua: “In order,
however, to apply this extended theorem to the problem of finding the breaking loads
of real solids, it is necessary to take account of the increase in potential energy which
occursin the formation of new surfacesin the interior of such solids. It is known that,
in the formation of a crack in a body composed of molecules which attract one
another, work must be done against the coesive forces of the molecules on either side
of the crack”. E agora a conclusdo: “This work appears as potential surface energy,

and if the width of the crack is greater than the very small distance
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called the ‘radius of molecular action’, the energy per unit area is a constant of the
material, namely, its surface tension.” (GRIFFITH, 1920, p. 165)

Vé-se na citacdo acima que a proposta de Griffith é de que o trabaho
associado ao crescimento da fissura, seja quantificado com auxilio de um parémetro,
por ele denominado energia superficial especifica, que seria uma constante do
material. De acordo com esse raciocinio, uma certa quantidade de trabalho é
realizada no processo de abertura da fissura, cujo valor é proporciona ao acréscimo
de area das faces da fissura, ocorrido durante o crescimento. Ressalte-se também, que
o critério é formulado dentro do pressuposto de que o material € elastico linear, ja
gue o ponto de partida de Griffith € o trabaho de INGLIS (1913), no qual é
examinado o problema da concentracdo de tensdes em uma chapainfinita, decorrente

da presenca de orificios.

Neste capitulo sdo examinados os pressupostos admitidos por Griffith para a
formulacdo de seu critério, a partir, basicamente, do contelido das citacdes acima
apresentadas. Na sequéncia, o critério de Griffith € examinado com o auxilio da
interpretacdo termodindmica, tomando por base o que foi apresentado nos dois
capitulos anteriores. O objetivo € a obtencdo de um crité&rio termodindmico de
fratura, usando-se o de Griffith, em certo sentido, como modelo. Embora a
interpretacdo termodinamica da fratura, que aqui se propde, negue veementemente a
idéia utilizada por Griffith, de estender o Principio da Minima Energia Potencial ao
problema da fratura, aproveita-se sua idéia de fundamentar o estudo do fenémeno da
fratura no exame do balanco de energia, entre um estado anterior e outro posterior ao
avanco da fissura. Além disso, e principalmente, a idéia de uma parcela de energia
associada as superficies de avanco da fissura, concebida por Griffith, embora em
sentido distinto do que aqui se usa, pode ser considerada a sua grande contribuic¢éo
metodol 6gica para 0 desenvolvimento da teoria termodinamicamente consistente da

fratura.
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3.1 A forma original de obtencéao do critério de Griffith

Aproveitando os resultados do citado trabalho de Inglis, Griffith considera o
caso em que a chapa contendo um furo €liptico achatado (livre de for¢as no contorno)
de eixo maior 2a, € submetida a uma tragdo s, no infinito, uniformemente
distribuida nas bordas paralelas a0 eixo maior da €elipse. Com as expressdes das
tensdes, ele calcula a reducdo da energia potencial elastica, entre o caso da chapa
infinita sem furo e o da mesma chapa com furo, mantido o carregamento. O valor da

variacdo da energia potencia elastica, U, &

2 2
SpPa

U= :
E

(3.1)
onde E' é igual a0 modulo de elasticidade E do material, no estado plano de tensdo.
Jano estado plano de deformacao E’'= E/(1-n?), onde n é o coeficiente de Poisson do

material.

Griffith supbe que, no processo de deformagéo, as dimensdes lineares do furo
eliptico achatado variam de acordo com um Unico parametro, 0 comprimento do
semi-eixo maior da elipse, de valor a. Assim sendo, para 0 caso de uma chapa de
espessura unitaria, a superficie interna do furo é aproximadamente igual a 4a, as
semi-elipses superior e inferior fazendo as vezes da face superior e daface inferior da
fissura, respectivamente. Introduzindo o parémetro g, por ele denominado energia
superficial especifica, e admitindo o aumento da area da superficie interna do furo
gue simula a fissura, a medida que esta cresce, Griffith calcula, entdo, a variacdo da
energia potencial associada a0 aumento da fissura, mediante a suposicdo que €
proporcional a é&rea acrescida da fissuraa Somando as duas contribuicdes
infinitesmais chega a a diferencial de uma grandeza, também por ele assim

denominada: a energia potencial total* da chapa:

! A expressio energia potencial total é usada por Griffith paraindicar a soma da energia potencial da
chapa com um furo éliptico, mais a energia superficial, associada a superficie da fissura.
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du _ - ZaSapzp _
4 +4gda=0 b Ec +4gda=0, (3.2

que permite a obtencéo de seu critério:

20E¢
S =1 o (33

O vaor absoluto, G, da grandeza dU/da utilizada por Griffith no desenvolvimento
acima, corresponde a strain-energy release rate, assim denominada por IRWIN
(1957), que a interpretou como sendo a forca capaz de provocar o crescimento da

fissura.

A eq. (3.3) revela que a tensdo aplicada, S, cCOmporta-se como se estivesse
em uma espécie de equilibrio com a fissura de comprimento 2a. Isto significa que, se
o valor de a decresce, atensdo de fratura, em equilibrio com esse tamanho de fissura,

cresce, como mostraa eg. (3.3).

Em funcéo do resultado expresso pela eq.(3.3), Griffith concluiu que, se fosse
possivel, mediante intervencdo no processo de producdo do material, diminuir o
tamanho médio dos vazios num solido, tamanho esse parametrizado por um
comprimento tipo a, entdo a tensdo limite de fratura, s, poderia ser artificialmente
aumentada. Devido ao sucesso tecnol 6gico representado pela sintese de um material
de altaresisténcia, a fibra de vidro, com base nesse raciocinio, € que se deu a grande

difusdo do original critério de Griffith.

Ao diminuir as dimensdes dos vazios interiores no vidro, ele conseguiu
aumentar bastante o valor de s5,. Chegou a esse objetivo através da produgdo de
finissimas fibras constituidas desse material, que seriam depois aglomeradas em uma
matriz de resing, para formar painéis de facil moldabilidade e grande resisténcia. Em
sintese, como conseqiiéncia da formulagdo do critério que leva seu nome, Griffith
chamou atencéo para o fato muito relevante de que a resisténcia dos materiais ndo
esta relacionada somente com a capacidade de coesdo das moléculas, sendo que a

presenca de espacos vazios entre elas € também muito importante para a definicdo da
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capacidade resistente. A partir dai passou-se ao entendimento de que, para bem
caracterizar os materiais, do ponto de vista de seu comportamento mecanico, ndo
basta apenas o conhecimento de tensbes limites de resisténcia, mas também a
determinacdo experimental de uma grandeza capaz de dar conta da tenacidade do
material (toughness, ou fracture toughness), isto é, a capacidade do material de se

opor afratura.
3.2 Versao termodinamica do critério de Griffith

Embora ndo tenha justificado seu critério a partir dos principios da
Termodinamica, ndo resta divida que Griffith, para formulé-lo, realizou um balanco
de energia entre dois estados proximos, um anterior e outro posterior ao crescimento

da fissura, como fica claro na citagdo apresentada no inicio deste capitulo.

Numa reconstituicdo da esséncia de seu raciocinio, admitindo-se o processo
como quase estatico, a expressao local que corresponde ao balango termodinémico
(PrimeiraLei da Termodindmica), DYM & SHAMES (1973), &

de=d g+d'w, (3.4

onde e é a energia interna (funcdo de estado) por unidade de volume; q é a
quantidade de calor trocada com o exterior (positiva, quando o solido recebe calor),
por unidade de volume; e w € o trabalho, por unidade de volume, realizado sobre o
sistema (positivo, portanto, quando acdes externas realizam trabalho sobre o corpo).
Na verdade, Ultima parcela corresponde ao trabalho interno, ou energia de
deformagéo, armazenado no solido, em conseqiiéncia das agdes a ele aplicadas. A
semelhanca do que foi apresentado no Capitulo 1, as parcelas d'gq e dw sdo
diferenciais inexatas, porque nem calor nem trabalho sdo funcbes de estado, mas
fungbes do caminho seguido pelo processo de aguecimento e de deformacéo, em
cada ponto. No entanto sua soma, tal como revela a eq.(3.4), tem de ser uma

diferencial exata.

Admitindo-se a existéncia de um vazio inicial no sélido, a partir do qual uma

fissura podera evoluir, imagina-se aqui, diferentemente de Griffith, qgue somente com
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a gquebra das ligacGes materiais é que a fissura poderd avancar, havendo, em
conseqUiéncia, uma dissipacdo de energia associada a superficie adicionada ao
orificio inicial, quando do avanco irreversivel dafissura’. A idéiaoriginal de Griffith,
como demonstra a citagdo apresentada no inicio deste capitulo, ndo era que fosse

uma energia dissipada, mas que teria o carater de energia potencial.

A consideracdo da irreversibilidade do processo de fissuracdo é a novidade
introduzida com a presente andlise que, auxiliada pelo recurso a Termodinamica, traz
consigo também uma nova interpretacdo de g, de Griffith. Esse parametro passa a ter,
na nova formulagdo, um carater absolutamente distinto do anterior. Trata-se agora de
algo bem palpavel, isto € g passa a ser interpretado como energia dissipada na
superficie de avanco da fissura. E esse parametro mede o limite da capacidade do
material de se acomodar & dissipacdo localizada de energia, antes de se desintegrar. E
evidente que uma parcela dessa energia dissipada localmente, no entorno da
extremidade da fissura que cresce, poderd estar relacionada a outros fendbmenos,
associados a volume, tal como a plasticidade, por exemplo. Essa questdo sera
retomada adiante, apos a apresentacdo do instrumental tedrico adequado para bem

coloca-la

A energia dissipada quando o eixo maior do furo achatado sofre um
acréscimo irreversivel da, vale, portanto, -4gda, tendo sinal negativo porque
corresponde a um trabalho realizado pelo sistema, na superficie de avanco da fissura.
Integrando-se a eg.(3.4) no volume V do sdlido fissurado, entre os dois estados
considerados, adicionando-se agora o calor dissipado na superficie de area 4gda,

surgida com o avango da fissura, tem-se:

gdedv = (d'w dV + 'qdV - 4gda. (3.5)
\% \% \%

A perspectiva da construgdo de uma teoria que leve em conta a

irreversibilidade do processo de fissuragdo exige a consideragdo da entropia S

2 E evidente que o orificio simulador da fissura pode aumentar el asticamente sua superficie interna,
sendo essa operacdo reversivel. Mas a parcela da energia relacionada com isso ja esté incluida na
energia associada a volume, no sdlido.
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através da qual é estabelecida uma relacéo entre a variacdo da quantidade de calor
trocada com o exterior (de um estado do corpo para o outro) e a temperatura absoluta
de equilibrio T. Se ndo houvesse a formagdo de fissura no interior do sdlido, entéo
d’ g seriaigua a TdS Mas, admitindo-se que hgja o crescimento de uma fissura no
interior do sdlido, como constada eg. (3.5), acresce-se ad’ g a parcela correspondente
adissipacao de energia associada ap avancgo da fissura. Portanto, apds a integracéo no

solido, tem-se:
Oday)dV - 4gda = XTdS)dV . (3.6)

De modo semelhante ao que foi feito no Capitulo 1, introduz-se a grandeza
y=e-TS energia livre de Helmholtz, onde y € uma funcédo de estado que, quando o
processo € irreversivel, corresponde a maxima quantidade de energia disponivel
para transformacao em trabalho, LEWIS & RANDALL (1961). Diferenciando-se

essa grandeza, resulta:
dy =de-TdS- &dT. (3.7)

Usando-se o valor de de, dessa Ultima expressao, na eg. (3.5) e também aintegral de

TdSdaeq.(3.6), substituindo-os na eq.(3.5), rearrumando-a posteriormente, vem:

dy )aV = Ydw)dV + 4gda - (Y SAT)aV . (3.8)

A primeira parcela do segundo membro da eq.(3.8) corresponde a variacdo do
trabalho interno (energia de deformacdo) entre os dois estados, antes e depois do
crescimento irreversivel do furo eliptico. O valor desse incremento, integrado no
solido, sera aqui representado por dEg, diferencial da energia de deformacdo no
solido. Admitindo-se que o processo sgja isotérmico, na medida em que supde-se que
estgja sendo realizado no meio ambiente, entdo, na expressao anterior, dT=0, e o

bal ango termodinamico, expresso pela eg.(3.8), conduz a:
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Oy dV =dE, +4gda, (3.9)
av
onde o primeiro membro corresponde a variacdo da energia livre de todo o sdlido.

Reorganizando-se aeg.(3.9), fica
&e 0]
- dE, =4gda+ ¢- Oy dV+. (3.10)

Passa-se agora a interpretacdo do fendbmeno a luz da Segunda Lei da
Termodindmica, usando-se a equivaléncia dessa Lei como seguinte resultado,
relacionado ao conceito de energia livre de Helmholtz Para ocorrer a iniciagdo
espontanea de um fendmeno, fato que caracteriza sua irreversibilidade, € necessario
que haja um decréscimo na energia livre y, decréscimo que deverd ser 0 minimo
possivel, LEWIS & RANDALL (1961). Isso significa que a segunda parcela do
segundo membro da eq.(3.10) deve ser positiva, na hipétese aqui admitida, de haver
um avanco da fissura. Logo, isso € suficiente para que a seguinte inequacdo seja
vélida

-dEs>4gda. (3.12)

Essa expressdo, que guarda certa identidade com a obtida por Griffith, eq. (3.2),
resulta, portanto, da interpretacdo termodindmica da fratura. Evidentemente, a
desigualdade (3.11) n&o cogita de quéo grande deve ser o0 valor da segunda parcela do
segundo membro da eg. (3.10), podendo estar ai uma fonte importante de imprecisao
do critério de Griffith. E observe-se que ela depende das caracteristicas constitutivas

do material.

A eg.(3.11) revela um resultado que, embora dentro do espirito da teoria
de Griffith, tem uma importante distincdo em relacdo ao que consta da
expressdo de seu critério original: O primeiro membro da eq.(3.11) ndo é o valor

absoluto da variacdo da energia potencial total (dU), como afirmou Griffith®,

% Convém mencionar que, embora a fundamentag&o tedrica do critério de Griffith, tal como esta em
GRIFFITH (1920,1924), seja baseada no conceito de energia potencial total, o que ele usa mesmo nos
célculos é a expressdo da energia de deformacdo. E convém frisar que isto ndo exime sua interpretacdo
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mas o valor simétrico da variacdo da energia de deformacéo dEg, entre dois
estados infinitesimalmente proximos, um antes e outr o ap6s o avanco da fissura.
Como o segundo membro dessa desigualdade €, por definicdo, positivo, e a energia
de deformacao € uma forma positiva definida, isso quer dizer que h4 um decréscimo

da energia de deformacao entre os estados anterior e posterior ao avango da fissura.

Fazendo-se um paralelo com a energy release rate, G, definida como a
derivada da energia potencial eléstica em relacdo ao parémetro de fratura, define-se
agora a derivada da energia de deformacdo em relacdo ao parametro de fratura,
Gi=dEg/da, uma grandeza que mede algo como a sensibilidade da energia de
deformacdo do solido, em relacdo ao paréametro de fissuragdo a. Para que sga
possivel a aplicacdo pratica do critério dado pela expressdo (3.11), sera necessario
determinar-se experimentalmente uma grandeza, de natureza termodinamica, andloga
a g, uma espécie de valor limite de dissipacdo energética, por unidade de érea da
fissura, a partir do qual a fissura tende a crescer. Consta do Capitulo 6, a discusséo a

respeito da possibilidade de determinagéo experimental de tal grandeza.

A introducdo do critério termodinamico representado pela eg. (3.11) é a parte
essencia da contribuicdo trazida pelo presente trabalho que, no entanto, ndo teria
sido concebida se o critério de Griffith ndo existisse. Por esse motivo, o critério da
eg. (3.11) sera aqui denominado de critério termodindmico de Griffith. A introdugéo
do paréametro termodinamico, G;, no estudo da fratura traz, naturalmente, um
questionamento sobre algumas concepgdes tidas como bem consolidadas na
Mecanica da Fratura, a exemplo dos fatores de intensidade de tensdes e da integral J.
Por definicdo, essas grandezas estdo relacionadas com G, que, por sua vez, esta
associada a extensdo do principio da minima energia potencial a Mecéanica da
Fratura. A utilizacdo de tal Principio, como revela a citagdo do inicio deste capitulo,
foi feita impropriamente por Griffith, porque ele ndo pode ser aplicado quando o
processo de deformacdo € marcado pela presenca de dissipacdo de energia, tal como

ocorre no caso em gue o fenémeno da fratura esta presente.

da critica que agui se apresenta, porque a variacdo da energia de deformacgdo que aparece na eq.
(3.11), relaciona-se com uma quantidade de energia dissipada, algo que Griffith ndo considera em sua
teoria.
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Sem que se estgja fazendo qualquer juizo de valor a respeito da extensa e
significativa gama de trabalhos realizados com o auxilio das teorias anteriores,
decorre da interpretacdo termodinamica do fendmeno da fratura, que os fatores de
intensidade de tensdes, parametros de larga utilizac8o tecnol6gica, perdem arazédo de
ser, smplesmente porque a utilizacdo de modos simples de fratura, baseados na
elasticidade linear, s&0 um contra-senso dentro de uma teoria que associa crescimento
de fissura a dissipagdo energética. Nesse sentido, embora tenha um significativo
papel historico, a Mecanica da Fratura Elastica Linear deixa de fazer sentido, frente a

formulagdo termodinamicamente consistente.

A opcdo aqui adotada, da construcéo de uma Mecénica da Fratura fundada em
um modelo termodinamicamente consistente, terd de enfrentar dificuldades,
naturalmente, ao nivel dos modelos matematicos, para que a nova idéia possa ser
levada a prética. Nesse plano, muito do esforco anteriormente desenvolvido,
principamente por Griffith, Irwin e Rice, podera ser aproveitado. As possibilidades
metodol 6gicas ensegjadas pela idéia da integral J, por exemplo, seréo examinadas no
Capitulo 4. L4, com o auxilio da Analise de Sensibilidade & mudanca de forma, uma
técnica adaptada, do campo da Otimizacdo Estrutural para o estudo da fratura, serd
utilizada para calcular a derivada material da energia de deformacao, em relacéo ao
parametro de fratura, trazendo desdobramentos importantes na construcéo de

métodos aproximados de célculo.

Na seguéncia, ainda dentro do mesmo espirito, sera buscada uma
generalizacdo do critério termodindmico aqui obtido, eg. (3.11), com o auxilio de
resultados dos Capitulos 1 e 2, com destaque para a utilizacdo da idéia de densidade

de energia superficial termodinamica de fratura.
3.3 A dindmica da propagac¢do de uma fissura e o critério de Griffith

No processo de propagacdo dafissura, mesmo que o solido esteja submetido a
um carregamento estético, o proprio movimento da fissura gera a necessidade da

incluséo no balanco, de uma parcela de energia cinética, algo que, como se viu, hdo
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foi cogitado por Griffith, na formulacdo de seu critério. A andlise que a seguir se
desenvolve, busca considerar também o aspecto dinamico do processo, em uma
formulagdo ainda ndo completamente geral, mas adequada a fixagdo de conceitos

importantes para a generalizacao a ser realizada na se¢éo seguinte.

Seguindo-se 0s mesmos passos da secdo anterior, usados na interpretacéo
termodindmica que conduziu ao critério termodinamico de Griffith, ainda
considerando, somente para simplificar, o problema plano®, vai-se substituir aenergia
superficial especifica, g, pardmetro do material obtido no caso de um processo quase
estatico, por outra, gy, capaz de incorporar 0 aspecto dindmico da propagacdo da
fissura, denominada densidade dinadmica de energia superficial. 1sso corresponde a
um primeiro passo, no sentido da completa generalizacdo do parametro g, a ser feita
adiante. A grandeza gy € como se fosse a anterior energia superficial especifica, g,
acrescida de uma componente cinética, relacionada com o avango da fissura. Nessa
versdo, para fazer-se o balanco energético local, basta que se tome a eq.(3.4) e
adicione a seu primeiro membro uma parcela dk, correspondente a energia cinética.
Essa parcela dara conta dos efeitos inerciais, ao nivel local, no volume do solido.

Assim sendo:
de +dk=d g+d'w. (3.12)

Procedendo-se de maneira analoga ao caso anterior, obtém-se, entdo, a versao global

daeq.(3.12), vaidapara o volume total do corpo:

gfedv + (pkdV = gd'w dV + gV - 4g,da. (3.13)
\ \% \ \%

Refazendo-se, a partir da eq. (3.13), uma seqUéncia similar a realizada no

desenvolvimento que levou aeq. (3.5) aeq. (3.11), chega-se &

-dE, + (ypkdV >4g,da, (3.14)
\%

* Embora o raciocinio esteja sendo desenvolvido para um problema plano, a extensio para 0s
problemas tridimensionais pode ser feita sem dificuldade.
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expressaon que representa a versdo do critério termodinamico de Griffith em que o

aspecto dinamico do processo é considerado.

Comparada com a eq.(3.11), a eq.(3.14) revela que a influéncia dindmica
sobre o processo de fissuracdo faz-se, no primeiro membro dessa Ultima, pela
presenca de umaintegral que representa a energia cinética do volume do sélido, e no
segundo membro, através de gy, uma grandeza influenciada também pela energia

cinética dos pontos da superficie de avanco da fissura.
3.4 Critério termodinamicamente consistente de fratura

O objetivo desta secéo é a andlise da possibilidade de um critério de fratura, o
mais geral possivel, capaz, de prever, tanto o inicio da fratura quanto o caminho a ser
seguido por uma fissura, apés iniciado seu processo de crescimento. A base para a
construcao do critério geral € o balango de energia no solido fraturado, que deve levar
em conta, por um lado o que ocorre no volume, e por outro, o fendmeno
desenvolvido na superficie de avanco da fissura. Tudo se comporta como se houvesse
um limite maximo de dissipac8o energética capaz de ser acomodado pelo material.
Acima desse limite, medido com o auxilio da densidade termodinamica superficial
de energia, g, na sua forma mais geral, dada pela eq. (2.83), a resposta do material
poderia ser na forma de um processo orientado segundo determinada direcéo, que
poderia levar a0 avanco de uma fissura. Convém observar que a andlise sera
formalmente realizada em uma parte do sdlido contendo inicialmente um s vazio
preexistente. Partindo-se do pressuposto, bastante factivel, de que o nimero de
fissuras desenvolvidas no solido sgja finito, sempre sera possivel isolar-se uma sub-
regido em cujo interior s6 hgja uma fissura. 1sso ndo impede, entretanto, que apds o

inicio do processo, outra fissura venha a penetrar no dominio daregido em estudo.

Outra questdo importante, no contexto do presente estudo, diz respeito a
consideracao de outras causas de dissipacdo, que ndo as relacionadas imediatamente
com afratura. A pergunta chave seria: E possivel isolar-se, no modelo, as causas de
dissipacdo associadas a plasticidade e ao dano, da causa da fratura? A resposta, em

primeira instancia, seria a de que esse ndo parece ser um problema da formulacéo



72

termodinamicamente consistente mas, pelo contrério, uma solucdo, na medida em
gue passa a existir agora, a possibilidade concreta de um modelo capaz de integrar 0s
trés fendmenos, compreendendo a plasticidade, o dano e a fratura como se fossem

graus, em uma escala crescente, no rumo da perda da capacidade resistente do sdlido.

No caso geral, agora tratado, ndo mais pode ser utilizada a interpretacéo
baseada na energia livre de Helmholtz, porque ela s6 pode substituir a Segunda Lei
da Termodinamica quando o regime € isotérmico. O ponto de partida tera de ser,
portanto, a equacdo de balanco global de entropia (2.67), obtida em termos da taxa de
producéo de entropia X, tal como definida pela eg. (2.73), na Secdo 2.3. Assim,
chega-se a0 Principio da Irreversibilidade, ou Desigualdade de Clausius-Duhem), no

qual jase achaincorporadaaPrimeiralel da Termodinamica:

(\)_dqf s+ (‘)'Tnds3 0, (3.15)

O xdv = ¢y (h- —)dv+
R T st (1) s}

R

sendo que X, € dada pela equacdo abaixo:

L 1
X :F_ — g.gradT 20, (3.16)
onde
L=rhT+T:D-re. (3.17)

L é a de dissipacdo de energia por unidade de volume. A eq. (3.15) &, portanto, a
expressao do critério geral de fratura, valido para o caso geral, inclusive em caso de
regimes ndo isotérmicos. No caso do regime isotérmico, como ja se viu, as eg. (3.11)
e (3.14) sdo expressdes mais simples que a (3.15), por valerem-se da metodologia
gue deu origem ao critério original de Griffith. Nagueles casos, exatamente por conta
de o regime ser isotérmico, a Segunda Lei da Termodinamica pode ser aplicada com
o auxilio da afirmacéo equivalente, de que a ocorréncia espontanea de um fendmeno
associa-se uma diminuicdo da energia livre do sistema, energia livre que € a maxima

parcela da energia interna capaz de ser transformada em trabalho. No caso do critério
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geral, da eg. (3.15), no entanto, usaram-se, diretamente, as equagdes dos balancos de
energia e de entropia, apresentados no Capitulo 2. E evidente que sua aparéncia foge
completamente da forma mais simples, obtida para 0 caso isotérmico. Convém
observar gue € a condicdo isotérmica que prevalece, na maioria dos fenbmenos que
ocorrem no meio ambiente, por conta de ser ele um reservatorio térmico (v. Capitulo
1). A aparéncia simples, no caso dos critérios validos para o caso isotérmico, deve-se,

sem sombra de divida, aimportante contribuic¢éo metodol 6gica de Griffith.

Subjacente a esses critérios, pode-se pesquisar também a direcéo preferencial
segundo a qual a fissura ir4 avancar. A orientacdo de tal avango sera fornecida, a
partir do seguinte raciocinio: Se, a0 crescimento da fissura esta associada a
diminuicdo da energia livre, sendo essa diminui¢cdo a menor possivel, a direcdo (ou
direcBes?) a ser seguida pela fissura, deve ser aquela que corresponda a0 minimo
decréscimo dessa grandeza. Isso serd aproveitado na elaboracdo do programa
automatico ELCFRAT (v. Anexo 5).

Por oportuno, vale recordar que, no caso em que a deformacdo do sdlido
ocorre sem a presenca de fissura no meio, sendo o processo, por hipétese, reversivel
e isotérmico, tal como o analisado no final do Capitulo 1, a energia livre corresponde
aparcela (e ndo a maxima parcela) da energia interna que pode ser transformada em
trabalho. Nesse caso, e sO nesse caso, como revela a eq. (1.14), a energia livre
equivale a energia de deformacdo armazenada no solido (ou o trabalho realizado

pel as forgas e momentos aplicados sobre ele).

Observe-se que as expressbes (3.11), (3.14) e (3.15), que representam
critérios de fratura, em diversos graus de generalidade, sdo condic¢des suficientes, mas
ndo necessarias, para 0 avanco da fissura. Isso porque outros fendémenos
espontaneos, ocorridos no curso dos processos de deformacdo dos materiais, rumo a
ruptura, podem-se constituir em causa de dissipacdo sem que, necessariamente, uma

fissura se apresente.

Até o presente capitulo, a énfase foi colocada no aperfeicoamento do modelo

fisico do fendbmeno dafratura, buscando-se tratar o problema a partir da constatacéo
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da irreversibilidade do processo de fissuragdo. Os critérios de iniciacdo de fissura
utilizados até agora na Mecanica da Fratura, a rigor, ndo incluem a consideracéo da
irreversibilidade. A decisdo de tomar-se esse partido, traz como consequéncia a
exigéncia de modelos matematicos e esquemas numeéricos que permitam a obtencéo
aproximada de resultados Uteis a resolugdo dos inimeros problemas tecnol 6gicos
identificados no crescente campo de aplicacdo da Mecénica da Fratura. Sem a
intencBo de esgotar o conjunto de possibilidades abertas com a formulacéo
termodinamicamente consistente da fratura, a busca de solugbes aproximadas, a ser
encetada a partir do proximo capitulo, estara baseada na utilizacdo de um recurso
recente, advindo de uma adaptacdo a Mecanica da Fratura, da Andise de
Sensibilidade a variagdo de forma, uma técnica prépria da Otimizagdo Estrutural.
Essa ferramenta, ja utilizada com sucesso no célculo da integral J, via Método dos
Elementos Finitos, adiante sera adaptada para o calculo da variagdo da energia de
deformacdo, considerada como o parametro decorrente da andlise termodindmica da

fratura, obtida com o auxilio do Método dos Elementos de Contorno.
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CAPITULO 4

A ANALISE DE SENSIBILIDADE APLICADA NA
OBTENCAO DA DERIVADA MATERIAL DA ENERGIA
DE DEFORMACAO

No Capitulo 3 chegou-se ao critério termodindmico geral de fratura,
representado pela desigualdade (3.15). A consisténcia termodinamica faz com que,
em tese, esse critério sgja capaz de dar conta do problema da fratura em um solido
deformével qualquer, sujeito as acdes mais gerais, incluindo as de carater térmico e
dindmico. Neste capitulo, no entanto, o critério de fratura sera particularizado para o
caso das eg. (3.10), ou mesmo (3.14), que correspondem a situacbes em que o

processo € isotérmico.

A aplicacdo da Andlise de Sensibilidade & Mecanica da Fratura, como se vera,
€ util para resolver o problema do calculo da energy release rate, ou integral J, de
uma maneira mais geral que a tradicional, gerada a partir da definicdo original de
RICE (1968). Aqui, ser& aproveitada a metodologia da Analise de Sensibilidade, para
o cculo do parametro termodinamico de fratura, G;, identificado com a variacéo da

energia de deformacéo, quando varia o parametro geométrico da fissura.

Antes, porém, sera feito um ligeiro apanhado sobre a integral J, de Rice. O
paradelo entre a metodologia de interesse do presente trabalho e a do célculo da
integral J, seguird por todo o desenvolvimento deste trabaho, tanto que o mesmo
programa automatico, via Método dos Elementos de Contorno, sera utilizado para o
calculo aproximado daintegral J, e do pardmetro G; (v. Capitulo 5). Ressalte-se que a
formulacdo aqui obtida € absolutamente geral, valendo para o caso de problemas

tridimensionais, e podendo ser estendida para problemas dinamicos. No entanto, o
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calculo automético serd realizado para o caso particular do problema bidimensional,
quase-estatico e em regime isotérmico. O que sera mostrado, servira mais para a
fixagdo de conceitos relacionados com a nova proposta, do que para explorar todas as

suas potencialidades.
4.1 Aintegral J de Rice

Para o0 estudo da fratura em problemas da elasticidade plana, RICE (1968)
introduziu uma integral independente do caminho, conhecida como integral J. Nesse
mesmo trabalho, mostrou também que a ela estd associada a grandeza que Irwin
denominou energy release rate, G, correspondente ao caso de uma chapa, com cargas
situadas no plano médio, contendo uma fissura. Para criar a no¢éo de integral J, Rice
afirmater se inspirado no tensor momentum-energia, definido por ESHELBY (1956)
“como um ente matematico capaz de caracterizar as forcas generalizadas nas
discordancias e nos defeitos pontuais em campos elasticos’ (RICE, 1968, p.379). A

integral J seria, segundo seu criador, a componente estatica desse tensor.

No trabalho de Rice, a integral J € definida para o caso plano, através da

seguinte expressao:

_a Tu
3=Q(F dx, - t.ﬂ—deG) : (4.2)
onde
f =f (€)= gy, de, (4.2)
0

é a densidade de energia de deformacdo. Na integral da eq. (4.1), G é uma curva
arbitréria e regular, que se desenvolve em torno da extremidade da fissura. Percorrida
a curva no sentido anti-horario, a regido interna fica sempre a esguerda do
observador, sendo o vetor normal unitario, em qualquer ponto de G, orientado para
fora. Ao vetor deslocamento u esté associado o tensor de deformagdo infinitesimal
e=[e;]. O vetor de tensdo de Cauchy é notado por t (traction), e dGé o comprimento

do elemento de arco do caminho G.
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Havendo uma fissura no interior daregido contornada por G aintegral J capta
um campo local associado ao estado tensional da extremidade da fissura. Caso

contrario, ndo havendo fissura no interior daregido, aintegral J se anula.

A principal vantagem do uso da integral J estd em sua propriedade de
independéncia do caminho. Isso permite a escolha de curvas G distantes da zona
perturbada, de tal forma que os campos envolvidos no célculo da integral J possam
ser determinados com melhor precisdo, porque ai 0 material, caracterizado através de
uma funcéo densidade de energia, tem um comportamento mais suave, i. e., menos
influenciado pelos efeitos da ata concentragdo das tensbes na vizinhanga da
extremidade da fissura. A rigor, aintegral J sO pode ser calculada se 0 caminho de
integracdo for constituido de pontos nos quais seja possivel definir-se uma funcéo

densidade de energia de deformacéo.

¥,

FIGURA 4- FISSURA RETA CRESCENDO NA DIRECAO x,

As hip6teses admitidas por Rice, para a obtencéo da integral J, segundo CUNHA et
al.(1995), podem ser assim sintetizadas:

1. O material é hiperelastico, ou sgja, € caracterizado por uma funcéo densidade de
energia, f, que é um potencia a partir do qual podem ser obtidas as componentes do

tensor de tensdo, isto &
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I
i~ e,

2. Nao existem deformacfes iniciais, nem cargas no dominio, havendo somente

cargas aplicadas no contorno, e as bordas da fissura estdo livres de tensdes,
3. A fissurainicia éretae se propaga na mesma diregao;

4. A base de referéncia (e1, ) € ortogona e e; coincide com a direcdo da fissura,

como estaindicado na Figura 4.1.

Restringindo-se ao problema bidimensional, levando-se em conta, na eqg.

(4.1), asrelacles.
dx, =n.edG, t=Tn e  fu/Tx, =(Nu)e,,
e usando-se a defini¢éo de tensor transposto, ent&o:

J=Qlf ne,- Tn (Nu)e,]dG= e.QIf I- Nu'T]ndG= e,.(BndG (4.3)

onde S=fI-Nu'T é conhecido como o tensor momentum-energia de Eshelby.

A energy release rate G, apresentada no Capitulo 3, € definida como o valor
simétrico da variacao da energia potencial elastica do sdlido, por unidade de area do
avanco de uma fissura. Interpretada por Irwin como uma forca (por unidade de area),
associada ao crescimento da fissura, G tem sido calculada para cada um dos trés
modelos cléssicos da Mecénica da Fratura: de abertura, de cisalhamento e de
rasgamento. A comparacao entre esses valores de G (obtidos através de métodos
exatos, ou de métodos aproximados) com seus valores criticos, por sua vez
relacionados aos fatores de intensidade de tensdo criticos, formam o quadro de
referéncia tradicional utilizado na afericdo da integridade estrutural dos solidos e

estruturas, fundamentada na M ecanica da Fratura.

A interpretagdo termodinamica do fendmeno da fratura evidencia, no entanto,
a necessidade daintroducéo de uma nova grandeza gque, diferentemente da tradicional

G, estgla associada a dissipacdo de energia ocorrida com a quebra de ligacOes
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materiais que provoca 0 avango da fissura. Como adiante se justificara, essa nova
grandeza deve ser calculada a partir da variacdo da energia de deformacéao, e ndo da
variacdo da energia potencial elastica, como supde-se que Griffith tenha indicado,

para a obtencéo de G.

Nesse particular, convém esclarecer que, em seu trabalho pioneiro de 1920,
embora tenha definido uma grandeza, por ele denominada energia potencial total,
como a soma da energia potencia eléstica com a energia superficial desenvolvida nas
faces da fissura, Griffith produz uma certa confuséo, ao usar, de fato, a energia de
deformacéo, e ndo a energia potencial elastica, nos calculos para a obtencéo de seu
conhecido critério. Ver GRIFFITH, 1920, p. 169, egs. (4.7) a (4.10). Ressalte-se
ainda que, no seu trabalho de 1924, Griffith continua a defender o uso da energia
potencial eléstica, como base para a construcdo de seu conhecido critério. A razéo
desse segundo trabalho, alias, é quase que sb para apresentar a expressao corrigida do
primeiro membro da inequacao que representa o critério (somente um coeficiente de
Poisson é eliminado da formula original, nessa correcdo). Ai, Griffith assegura que o
erro cometido no primeiro trabalho deveu-se somente a um equivoco que cometera
em uma passagem matematica. Embora ndo segja mostrado o desenvolvimento
matemético responsavel pela corrego, é certo’ que ele tenha continuado a referir-se,
de fato, a energia de deformacao, e ndo a energia potencial elastica, embora sempre

afirmando o contrario!.

O fato de ndo se ter apercebido desse equivoco, de 1920 até agora, parece ser
explicavel somente por achar-se que a sugestéo de Griffith estaria de acordo com a
extensdo natural de um principio de uso bastante generalizado na Mecéanica dos

Materiais, a saber o Principio da minima energia potencial eléstica (chamado, por

! A certeza baseia-se num fato ainda pouco conhecido da histéria da Mecanica da Fratura: Trata-se do
surgimento do trabalho “Zur Bruchtheorie von A. Griffith”, de 1923, cujo autor, K. Wolf, o enviou ao
criador da Mecénica da Fratura, sugerindo a corre¢do, que foi feita no trabalho de 1924, embora sem a
referéncia explicita de Griffith.
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Griffith, de Principio da minima energia potencial total). Como pode ser
verificado através da leitura cuidadosa de seus dois citados trabalhos, Griffith ndo
definiu de maneira muito precisa, a natureza da energia associada a0 avanco da
fissura, acreditando que néo seria problemético tomé-la como se fosse uma parcela
com caréter de energia potencial. Ndo atentou, porém, para o fato de que, para a
fissura crescer, teria de ocorrer uma dissipacdo de energia, que nao pode,
evidentemente, ser enquadrada como energia potencial, no sentido estrito da
expressao®. 1sso s seria possivel se ocorresse a reversibilidade da fissura, fazendo
com que pudesse voltar a sua situagéo original, cessado o carregamento. |magine-se,
por exemplo, que existissem molas lineares ligando pontos opostos, nas duas faces de
uma fissura inicial, antes de ela comegar a crescer. Se as molas, por hipétese os
anicos elementos responsaveis pelo controle da abertura da fissura, pudessem
manter-se integras e elasticas, de modo que, a0 serem retiradas as acbes sobre o
solido, ele voltasse a seu estado inicial, entéo, parcela de energia poderia ser
considerada como potencial, totalmente recuperavel, portanto. Mas, se pelo menos
algumas molas se rompessem, para assim ficar caracterizado o avanco do processo
de fissuracdo, ndo mais seria possivel desprezar-se a parcela de energia dissipada,

evidentemente ndo recuperavel e, portanto, ndo associavel aum potencial.

Como fica bastante bem evidenciado em TAROCO (1996), o conceito de
integral J esta diretamente relacionado com a idéia de Griffith, de estender o
Principio da Energia Potencial Eléstica para o estudo da fratura. E nos trabalhos
classicos de KNOWLES & STERNBERG (1972) e GURTIN (1979), fica evidente a
necessidade de que o caminho de integracdo usado para o cédlculo de J, estga
totalmente inserido em uma regido hiperelastica. Além disso, esses Ultimos trabalhos
associam aidéia de ESHELBY (1956), base para a concepcao da integral J de Rice,
ao Teorema de Noether, segundo o qual pode-se partir da propriedade da invariancia,
em relacdo a determinados par@metros, de funcionais associados a principios
variacionais, para a obtencdo de algumas leis de conservacdo da Mecanica, tais como

a da conservagdo de energia e da quantidade de movimento linear, NOETHER

2 Diz-se no sentido estrito, porque hoje utiliza-se a expressio potencial simplesmente para representar
alguma grandeza cuja derivada serve para definir uma outra. No sentido original, dado por George
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(1918)® apud LANCZOS (1986). Com o auxilio desse raciocinio fica resolvida,
também, a questéo da legitimidade do uso da integral J quando se leva em conta a
acomodacdo plastica ocorrida na vizinhanga da extremidade de uma fissura: para
todos os efeitos, J e G sempre coincidem, e tém sua legitimidade garantida, desde
que o caminho de integracéo sobre o qual seu célculo sgja feito, esteja imerso em
uma regido hiperelastica do sdlido, da qual exclui-se, naturamente, a vizinhanca

plastificada em torno da extremidade da fissura

E dificil a obtenco de solucdes fechadas, tanto para o célculo de G (a partir
da energia potencia €eléstica), quanto para o aqui denominado parametro
termodinamico de fratura, G; (a partir da energia de deformacéo). Essa dificuldade
vem sendo superada, no entanto, a partir do cdculo indireto de G, auxiliado por uma
técnica recente, baseada na aplicacd a Mecanica da Fratura, da Andlise de
Sensibilidade a variagdo de forma, originéria da area de Otimizacdo Estrutural. Tal
técnica vale-se da analogia existente entre o problema da fratura e um outro, no
contexto da otimizagdo estrutural, no qual é estudado o efeito particular da variagcéo
da forma do dominio do sdlido, e de seu contorno, em relacdo a um determinado
paréametro real. Utilizando-se, no essencial, o desenvolvimento matemético contido
em TAROCO (1996), para o calculo de G, passa-se a apresentacdo dessa técnica,
visando a obtencdo de uma medida da sensibilidade da energia de deformacéo em
relacdo a um parametro do dominio. Ta parametro, como a frente se vera, é
concebido de uma maneira que, com o auxilio de sua variagdo, pode-se simular o

avanco dafissura.
4.2 Derivada material da energia de deformacéao

O desenvolvimento que se segue, baseia-se na analise de sensibilidade a
variacdo de forma, cujos fundamentos sdo apresentados no Anexo C. A base para as

operacdes mateméticas que se seguem, encontra-se também nos Anexos A e B.

Green, e aqui adotado, s tem sentido falar-se em potencial no caso de sistemas conservativos.
¥ NOETHER, E.(1918). Invariante Variationsprobleme. Goett Nachr. p.235-257 apud LANCZOS,
C.(1986). The Variational Principles of Mechanics. 4% ed. New Y ork. Dover Publications, p.384.
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Para cada forma do corpo, associada a0 dominio parametrizado W, expressa-se a

energia de deformacéo, E4, como:
Eq = th dw , (4.9)

ondef; éaenergiade deformacao especifica associada ao dominio W.

Para obter-se a taxa de variacdo da energia de deformagdo armazenada no
solido, quando o dominio sofre modificagéo, € necessario derivar ambos os membros
da eq.(4.4) em relacdo ao parametro t. Apds, calcula-se o valor da derivada quando o
valor desse pardmetro € zero, o que fornece a medida da tendéncia de evolucéo da
energia de deformacdo do sblido, na configuracdo considerada. A derivacdo em
relacdo ao parametro t guarda analogia com a derivagdo material no tempo, usada no
balango termomecanico, da Mecanica do Continuo. Os Anexos A e B contém os

resultados da Andlise Tensoria, Uteis ao desenvolvimento matematico gque Se segue.

A derivada Ed , da energia de deformacdo em relacdo at, em t=0, € uma
grandeza associada ao solido real, ou melhor, a configuracéo atualizada do solido

real, e mede a sensibilidade dessa configuracdo, em relagdo a variacdo de forma do

dominio. E'd pode ser obtida da mesma forma como se calcula a derivada material no

tempo, da Mecénica do Continuo. Assim:

- dE, . .
Eqg _Tt=o = Q/(f +f divv)dw. (4.5)

Ainda conforme o Anexo B:
f =f ¢+ Nf.v. (4.6)

Considerando-se a simetria de T e usando da comutatividade entre operacoes

lineares, tem-se;
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f¢= Nuc®=T:Nué® =T:Ru¢. (4.7)

d(RuS)
Entdo aeq. (4.5) fica
E, = Q(T:Nue+ R .v +f divv)dw. (4.8)

Mas, de acordo com o resultados expressos pelas egs. (A.89b) e (A.89d):

T:Nu¢=div(Tu - uddivT (4.9)
e
Nf .v +f divv =div (f v), (4.10)

cuja substituicdo na eq. (4.8) conduz a

E'd = 3 div(Tug - u¢ divT +div(f v)]dw. (4.12)

Aplicando-se o teorema de Gauss (da divergéncia) a primeira e a terceira parcelas da

integral do segundo membro daeg. (4.11), vem:

E'd = g [Tuen + f v.n]dTW- g, ucdivT dw. (4.12)

Adotando-se 0 vetor das forgas de corpo como identicamente nulo, e levando-se em

conta o equilibrio do sélido, entdo divT= 0, eaeq. (4.12) fica

E'd = q[Tuen + f v.n]dTW. (4.13)

Em virtude da simetria de T, e considerando-se as defini¢cdes de tensor transposto e

de tensor identidade (Anexo A), tem-se, finalmente:

Ey = §ulTn.uc+ (f 1)n.v]dIw. (4.14)
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Essa expressao fornece, pois, a derivada material no par@metro t, em t =0, da energia
de deformacdo armazenada no solido. Os campos T, f e u¢ ai presentes, estéo
associados ao estado inicid, i. e., ao solido ndo perturbado pela variagdo de forma
(t=0). T e f correspondem, portanto, a configuracdo do solido associada a t=0.
Quanto ao campo u¢ verifica-se que adquire uma forma especial, relacionada com a
estratégia utilizada para a simulacdo do avanco da fissura, com auxilio da Analise da

Sensibilidade, tema que seré tratado a seguir.
4.3 A simulagéo do avanco da fissura, via Andalise de Sensibilidade

Conforme ilustrado através das Figuras 5 e 6, 0 avanco da fissura sera

simulado com auxilio de uma trandacéo dos pontos do sdlido e de sua fronteira, de
modo que, para todos os pontos de G, v = -e e, para todos os pontos de Gr, v =0, ta

como se a fissura estivesse parada, e a fronteira G estivesse em movimento,

dirigindo-se para ela em sentido inverso ao da propagacéo.

Assim, pode-se provar (v. Anexo C) que, u¢=0, tanto em G, como em Gr. A
exigéncia sobre v, relembrando, € que sga um campo definido em W, capaz de
simular a perturbacdo causada no sdlido por uma fissura, ndo necessariamente reta,
de comprimento caracteristico inicia igua a ap, partindo do contorno W, e

evoluindo segundo a orientacéo dada pelo vetor unitério e, Figura 5.

Como antes ja foi dito, a extensdo Gr, do contorno da parte P, € tomada téo
proximo a extremidade da fissura, quanto sgja necessario para o isolamento de uma
regido Wy, a ela solidéria, de forma a garantir que P estegja, completamente, em uma
regido hipereléstica. Os limites dessa regido sdo implicitamente estabelecidos em
funcdo da extensdo da zona de acomodagdo plastica, tipica da vizinhanca da
extremidade da fissura. Isso corresponde a uma simulagdo bastante razoavel do
movimento da fissura, cuja orientacdo € dada pelo vetor unitério e que, como se vera
no Capitulo 5, ser& considerado de orientacdo inicialmente variavel, cuja definicéo
serd dada em funcdo da condicdo de minima variagdo da energia livre. Para

completar-se o contorno fechado da parte P, passa-se a analisar como seria a
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descricéo adequada para o campo v, nas partes planas do contorno de P, i. €, em Ge

emG, eassim completar-se 0 modelo.

FIGURA 5- A DELIMITACAO DA PARTE P E O AVANCO DA FISSURA

Admite-se, por necessidade, que as tractions nas faces da fissura devem ser
nulas, isto € Tn=0, em G e G. Por conta do compromisso de manutencéo da
continuidade geométrica, sera aqui adotado um campo de translacdes v, variavel

segundo uma le linear, em G eG ", de tal modo gque seu valor sga nulo nas

. ~ + - . . ~
intercessbesde G e G com Gr, eigual a-e, nas intercessoes G

De acordo com o esguema acima exposto, Figura 5, o desdobramento da

€g.(4.14) no contorno de P fornece:
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(I'Ed)P = @p[Tn.uc (f1)n.v]dIW= g[Tn.(0) + (f I)n.(-e) |dG+

L
1 - L
ATn.uc (fl)n.( SL L)e]dG+ @ [Tn.0+(f1)n.0]dG+ (4.15)
0 1
LZ
+ (‘)[Tn.ud}(fl)n.(-L—se]dG_
0 2

FIGURA 6- SMULACAO DO AVANCO DA FISSURA

Observe-se que, na segunda e na quarta integrais do segundo membro da
ultima equagdo, em virtude de v ndo ser um campo de translagdes constantes, nessas
partes da fronteira de P, a derivada espacial u¢nao foi substituida por O, embora isso

sgja verdade nos limites das integracdes. Dai a exigéncia de que sejam nulas as
tractions en G e G, para que as parcelas (desconhecidas), envolvendo ug

desaparecam dessas integrais. Assim, aeg.(4.15) reduz-se a

. hs- L 2S
(Ed)P :Q(-fl)n.edG+blf)(Tf )ds- b, C)(Tf)ds (4.16)
0 o L,

1

onde

b;=n.e, constante em G+, (4.179)
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b, = n.e, constanteem G. (4.17b)

Como se observa na eg. (4.16), as duas Ultimas integrais do segundo membro
sd0 realizadas nos trechos planos da superficie do entalhe. Vé-se, portanto, que os
valores de b; e b, seréo nulos quando o avango da fissura for na direcdo do vetor
unitério e, que € normal ao vetor unitério n nessas superficies. No caso daintegral J,
por definicdo, exige-se que o vetor e tenha sempre a direcdo paraela as faces do
entalhe (supondo que o angulo entre elas sgja bem proximo de zero). No entanto, no
caso de G, iss0, hecessariamente, ndo ocorre, embora se possa admitir, com boa
aproximacao, no caso de entalhes de faces retas, que a contribuicdo das integrais

nelas realizadas tende a se anular. No caso em que isso ocorre, aeg. (4.16) fica

(Eq), =a(-f1)ndG.e (4.18)

Referida a uma parte P do sdlido contendo uma fissura, o valor simétrico da derivada

material da energia de deformacéo, (éd) o serd doravante denominado parametro

termodinamico de fratura, sendo notado por G:..

Com base na estrutura da eq. (4.18), o programa automatico também calculara
a integra J, dada pela eg. (4.3), que pode ser obtida, segundo TAROCO (1996),
como a derivada material da energia potencia eléstica em relagdo ao parametro t,
guando t=0. Para isso, basta a troca do tensor (fl) da eg. (4.18), pelo tensor

momentum-energia, S, daeg. (4.3).

Desprezadas as forcas de corpo, e sob um regime quase estético e isotérmico,
a €0g.(4.16) é aplicavel a qualquer parte P do sblido que contenha uma fissura.
Convém lembrar, também, que a eq. (4.18) foi deduzida com o intuito de permitir a
andise do fenbmeno desenvolvido na parte P do dominio W, partindo-se do que
ocorre nos pontos do caminho regular G que a delimita. Fica-se, portanto, com a
liberdade de estendé-la, de modo a incluir pontos cada vez mais distantes da

extremidade da fissura (alterando-se, por consequiéncia, o contorno G).
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E o que dizer sobre afronteira Gr, da Figura5? Como se viu, nasimulagéo do
avanco da fissura via Andlise de Sensibilidade, a trandacdo dos pontos dessa
fronteira é tomada como nula. Isto simula uma espécie de adesdo dos pontos da
regido proxima da extremidade da fissura, ao provavel movimento da mesma. Passa-
Se a usar, a proposito, a expressao zona de processo, tomada de empréstimo a
HILLERBORG (1991), para caracterizar regido plastificada, vizinha da
extremidade dafissura. A delimitacdo estabel ecida para Gr, deve ser, portanto, aquela
gue seja capaz de assegurar, implicitamente, a vigéncia da condicdo hiperelastica em
todos os pontos da parte Pl W, lembrando-se que ela é delimitada por G, Gy, e

também pelas faces da fissura, Ge G, como naFigurab.

Do ponto de vista da organizacéo do programa automatico para o calculo de J
e de G, 0 risco sO estaria em escolher-se um caminho de integragdo G, de tal forma
gue algum de seus pontos estivessem fora da condicdo de hiperelasticidade. Assim, é
necessario que se pesquise os limites da zona de processo da fissura. Obviamente,
preocupacado sO tem sentido no caso em gue, ho programa automatico, estiver
incluido um modelo de elastoplasticidade, capaz de considerar a hipétese de

acomodacao pléstica na vizinhanca da extremidade da fissura.
4.4 Discussao sobre o significado e a obtencdo dos parametros J e G;

A eg. (4.18) mostra que o parametro G; esta associado ao tensor fl, que
guarda certa semelhanca formal com o tensor momentum-energia S=fI-(Nu)'T,
TAROCO (1996). A partir do tensor S, a integral J pode ser obtida mediante uma
variante da equacdo (4.18), a eq. (4.3), como ha pouco foi explicado. A integral J
coincide com a energy release rate G, quando o0 materia € hiperelastico em toda a
parte P. Valida esta Ultima hipotese, sabe-se que aintegral J possui a propriedade de
independéncia do caminho. Mas, essa propriedade s6 se verifica porque o vetor
unitario e esta orientado em uma diregdo paralela as faces do entalhe a partir do
qual a fissura se desenvolve, como revela a eg. (4.3). Com maior grau de precisdo e
generalidade, isso é mostrado no trabalho de GURTIN (1969).
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Vale destacar a importante distingdo entre os tensores f| e S, refletida nos
respectivos parametros, G; e G (ou J), gerados a partir deles, como as respectivas
projecoes dos fluxos definidos na fronteira de P, sobre o vetor e. O que resulta, em
geral, é que sdo calculados como integrais no contorno de uma parte arbitraria do
sdlido circundando a fissura (Figura 5). O tensor fl, por um lado, surge em

decorréncia da interpretacéo termodinamica do fenbmeno da fratura, portanto, com
base em um modelo que considera a dissipacdo de energia em W, vizinhanca da

extremidade da fissura, quando esta sofrer um avango. Tal tensor, como se viu, €
calculado como a variacao da energia de deformacdo da parte P, em relacdo ao
parémetro geométrico da fissura. Ja o tensor S, ndo esta associado a dissipacéo de
energia, porque € obtido como a variacdo da energia potencial elastica do sdlido,
em relacdo a0 mesmo parametro geométrico da fissura. Do ponto de vista prético,
nisso se resume a diferenca entre a abordagem com base naintegral J, e aque agui se

desenvolve, baseada no parametro G..

Em razdo do extenso uso tecnoldgico de J como parametro de fratura, e da
introducdo de G; como uma alternativa, associada a formulag&o termodinamicamente
consistente, cabe uma discussdo comparativa. A propriedade de independéncia do
caminho, de J, é atraente e importante, no entanto, convém observar que a obtencéo
dessa grandeza a partir de uma integral realizada sobre uma variedade bidimensional
(ou superficie interna) do sdlido, baseia-se no pressuposto de que a fissura avanca
segundo alguma direcdo que, necessariamente guarda relacdo com as faces da fissura
prévia (essarelacdo é de paralelismo, no caso de umafissuraoriginal de faces planas,
por exemplo). A possibilidade da aplicacdo de um critério de integridade do solido
baseado nesse parametro, dependerd, naturamente, da obtencdo experimental de
algum valor critico, J;, por exemplo, que devera ser conseguido mediante um ensaio
que sgja capaz de reproduzir as mesmas caracteristicas de crescimento da fissura,
exigidas pela definicdo da integral J. Assim sendo, a rigor, a utilizagdo dos dados
experimentais sO teria sentido, na avaliagdo da integridade, se a situacdo na qua a

hipétese de crescimento da fissura, no solido real, obedecesse estritamente a da
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integral J, isto é, que afissurareal precisaria crescer segundo uma diregdo paraela as

faces da mesma.

Reconhece-se, evidentemente, a importancia de J que, se bem utilizada, pode
ser um eficiente sensor da presenca, ou auséncia, de uma fissura em uma regido
fechada: no caso de o caminho de integracéo néo circundar qualquer extremidade de
fissura, seu valor é zero; caso contrario, € diferente de zero. Mas, do ponto de vista
fisico, a propriedade de independéncia do caminho ndo acrescenta a integral J,
qualquer qualidade especial como, a primeira vista, parece fazé-lo. A propriedade da
independéncia de caminho &, pois, simplesmente uma propriedade decorrente da
concepcdo atribuida a Griffith, de que o Principio da minima energia potencial
elastica pode ser estendido ao estudo da fratura. De outro modo, mais pelo lado
estritamente matematico, aduzido pela interpretacdo advinda da Andlise de
Sensibilidade, no caso de uma fissura reta, a integral J pode ser definida como a
projecao (nadirecdo original dafissura), do vetor fluxo do tensor de Eshelby, tomado
sobre o caminho de integracdo. O certo € que, ainvarianciadaintegral J ndo pode ser
interpretada como se isso fosse uma propriedade do sélido, ou do material, como as
vezes transparece, em aplicagbes simplificadas da Mecanica da Fratura,
particularmente quando se trabalha com uma expressdo assintética, que relaciona
integral J com fator de intensidade de tensfo. E claro que a base sobre a qual Rice a
concebeu, o trabalho de ESHELBY (1956), por sua vez baseado no Teorema de
Noether (1918), da Mecénica, deu a integral J um suporte matematico sofisticado,
embora isso ndo se possa afirmar, no gue respeita ao suporte fisico, porque assim so
0 seria, se fosse possivel, de fato, a extensdo do Principio da minima energia
potencial elastica para o estudo da fratura, como queria Griffith (e também Irwin,
que concebeu a idéia de forca, a chamada forca de Irwin, que seria a responsavel
pelo movimento da fissura). Isso quer dizer que Griffith, Irwin e Rice compdem a
mesma vertente na histéria da Mecanica da Fratura, isto é, aquela que propbe a
extensdo do Principio da minima energia potencial elastica a Mecanica da Fratura.
Ademais, conforme mostra TAROCO (1966), a integral J, sempre calculada sobre
um caminho em cujos pontos 0 material tenha um comportamento hiperelastico,

equivale a energy release rate G, de Irwin, e pode ser obtida com o auxilio da
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Andlise de Sensibilidade, para o caso mais geral, tridimensional, como a derivada
material da energia potencial eléstica (energia de deformacdo menos o somatoério
dos produtos das agdes exter nas pel os respectivos deslocamentos generalizados), em

relacdo ao pardmetro t, em t=0.

Com todo respeito a relevante as contribuicdes anteriores, particularmente as
dos trés importantes pioneiros, Griffith, Irwin e Rice, referéncias basicas para a maior
parte do que se produziu no campo dos estudos da fratura, o presente trabalho
propde-se a elaborar os desdobramentos advindos da substituicdo do Principio da
minima energia potencial elastica, pela consideracdo da Primeira e da Segunda Leis

da Termodinamica, na andlise do fendbmeno da fratura.

A concepcdo da qual emerge o parametro G; aqui obtido, que seria uma
alternativa aintegra J, tem sualegitimidade respaldada naidéia de um modelo fisico
do problema que inclui, como necessidade, a consideracdo do caréter dissipativo do
processo de qualquer avanco de uma fissura. Inerente a concepcao, a
determinacdo de G; estaria acoplada a obtencdo da direcdo do avanco da fissura (ou
do processo de dissipacéo), ndo precisando-se estabelecer a priori, portanto, como é
feito na definicdo da integral J, a direcdo do avango, como condicdo para a

independéncia dessa grandeza, em relacéo ao caminho de integracéo.

Uma consequiéncia pratica desse fato, no caso da adocdo da metodologia
baseada no valor critico, g, do parametro G;, seria, por exemplo, a de que ndo mais
seria necessario exigir-se (como se exige na determinacdo de Jic e na construcéo de
uma curva J-R), que um corpo de prova para um ensaio de fratura tivesse de conter
uma préffissura de fadiga, sob um carregamento rigorosamente simétrico, para

garantir um avanco da fissura sempre paralelo as suas faces originais.

Conquanto o resultado tedrico, até aqui, seja geral, organizado para o caso de
problemas tridimensionais, daqui em diante a andlise sera particularizada para o
problema de uma chapa finita, em regime isotérmico e quase estatico, contendo uma
fissura iniciando-se no contorno. Sera a oportunidade de se retomar o paralelo com a

teoria original de Griffith, cujo desenvolvimento foi discutido no Capitulo 3, agora



92

com base no resultado sintetizado através da eq.(4.18), Util inclusive ao propésito da

determinacdo da direcao preferencial de propagacéo da fissura.

Dentro dessa linha, organiza-se um programa automético (ELCFRAT), com o
intuito de demonstrar as possibilidades de aplicacdo da presente proposta. Na
verdade, afronteira Gy (Figura5), resulta, implicitamente, da exigéncia de que P sgja
completamente hipereldstica. Enguanto isso, no interior de W, o processo de
deformacdo € complexo, sendo necessario adotar-se um modelo elastopléastico, para
0s pontos dessa regido. Esta exigéncia ndo € cumprida pelo citado programa
automético ELCFRAT. Mais adiante, resultados sdo apresentados com o auxilio de
um programa mais completo (modelo elastoplastico, elemento de contorno
isoparamétrico quadratico, para problemas planos), adaptado para o caso aqui
estudado, que foi cedido gentilmente pelo Prof. Humberto Coda, do Departamento de
Engenharia de Estruturas da USP/S&0 Carlos.

A experimentacdo numérica agui desenvolvida, com a utilizacdo do Programa
ELCFRAT (Anexo E), organiza-se com base no que consta do Capitulo 5. Faz uso de
um modelo de elemento de contorno reto, isoparamétrico, cujo aumento da eficiéncia
numerica foi conseguido com auxilio de uma técnica de sub-elementagdo, também

desenvolvida no presente trabalho. O programa ELCFRAT realiza, tanto o cllculo de
J, quanto o de G;, em regime elastico. Corresponde, portanto, a um programa que s

cumpre o proposito de mostrar a simplicidade do processo de determinacéo dessas

duas grandezas, utilizando-se o BEM.

A comprovacdo da independéncia do caminho da integral J é fécil de ser
demonstrada, porque, para a escolha de caminhos de integragéo, utiliza-se a vocacdo
natural do BEM para o calculo de integrais sobre variedades. Para a avaliacéo prética
da integridade dos sblidos, com o0 uso do critério termodinamico apresentado no
Capitulo 3 e sintetizado na eg. (3.10), seria necesséria a determinagdo experimental
de g=. No entanto, a experimentagdo numeérica auxiliada pelo programa ELCFRAT,

revela que é possivel avancar-se um pouco, mesmo sem o conhecimento
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experimental do parémetro critico: um processo iterativo incluido no programa,
permite que se chegue, para cada problema particular, a um valor de G; que, se
ultrapassado, levara a instabilidade da fissura. O assunto serd explorado no capitulo

7, no qual sdo apresentados exempl 0s nuMéricos a respeito.

Convém repetir que a determinagdo, tanto de G (ou J), quanto de G;, com o

auxilio dana Andlise de Sensibilidade, exige a validade da hipotese de que o material
sgja hiperelastico na parte P do solido em andlise. Ja a sub-regido W,, considerada
solidéria a extremidade da fissura, enquanto esta se movimenta, ndo precisa ter seus
limites conhecidos a priori, para efeito de aplicacdo da Andlise de Sensibilidade.
Esta observacdo serve para mostrar como a metodologia baseada na Andlise de
Sensibilidade soluciona uma questéo que é muito freqlente na literatura, a respeito
da utilizacéo daintegra J (e G, por extensdo) em problemas elastoplasticos. A rigor,

J e G; sO podem ser calculados em uma regido hiperelastica. Por seu turno, a zona de
processo da fissura, W,, ndo hiperelastica por definicdo, sempre situa-se,
estrategicamente, fora da parte P. Um programa automatico que incorpore model os
elastoplasticos faz-se necessério, portanto, para que se delimite os pontos dessa
regido, balizando assim o caminho de integracdo, que deve estar todo contido no
exterior de W,

4.5 Particularizacao de G; para o caso de uma chapa de espessura
constante contendo uma fissura iniciando-se no contorno

O sentido do que se segue, € tracar um paralelo entre a metodologia aqui
proposta, e o critério de iniciacdo de fratura de Griffith, propondo-se o exemplo de
uma chapa de espessura constante, como tal representada por uma regido plana, W,

correspondente ao plano médio, e com um carregamento contido nesse plano.

Admite-se que a chapa esteja em equilibrio com um campo externo de cargas
t, aplicado em uma parte, G, da fronteira de W e submetida a restricdes de

deslocamento na parte complementar, G,, sendo que, nas faces da fissura, t é nulo.
Nessa chapa, que pode ser finita, supde-se a presenca de um entalhe retangular, de

comprimento de a, e pequena abertura, iniciando-se no contorno (Figura 5). Como a
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chapa tem espessura unitéria, essa fissura possui, consegientemente, uma &rea

aproximadamente igual a 2a.

Desde ja, convém esclarecer que 0 parametro g , de Griffith, tem um
significado distinto do de g, agui introduzido, que corresponde ao valor critico do
pardmetro termodindmico G;. Enquanto ¢ esta associado a variacéo da energia livre
de Helmholtz, ocorrida enquanto a fissura avancga, g estaria associado a uma suposta
parcela da energia potencial eléstica, que somada com a classica energia potencial

elastica do corpo, permitiria a obtencéo da energia potencial total, de Griffith.

O critério utilizado é semelhante ao da eq. (3.11), sO que , nesse caso, pelo
fato de a fissura iniciar-se no contorno, o segundo membro sofrerd uma ligeira

ateracdo, jAque a &readafissura é 2da, ao invés de 4da. Assim:
- dE>2¢: da (4.19)

ou, de acordo com aeq.(4.18) :

(-Ed)ch;t = [Qy(fn.edW] > 2g, (4.20)

Esta seria, portanto, a expressdo do critério termodindmico, para 0 caso de
uma chapa, em regime isotérmico e gquase estatico, sendo que a fissura se inicia a

partir do contorno da chapa.

Antecipando-se ao que vai ser feito nos Capitulos 6 e 7, imagine-se que ¢, 0
valor critico de G;, tenha sido obtido experimentalmente. A interpretacdo mais
adequada seria se a variagdo da energia de deformagdo, entre um estado
imediatamente anterior ao inicio do avanco da fissura, e outro, imediatamente
posterior, for tal que o critério da eq. (4.20) se verifique, entdo a fissura sofrera um
avanco inicial. Para saber se ela continuara avancando, seré necessario, do ponto de
vista da analise numérica do problema, uma atualizacdo do dominio e, do ponto de
vista da fisica do problema, a adocédo de um critério semelhante ao representado pela

eg. (3.14), porgue seria necessario adotar-se uma formulacéo capaz de levar em conta
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0 movimento, cabendo, assim, 0 uso de um parametro dindmico, g, a0 inveés de g

gue é adequado somente para o caso gquase estético.
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CAPITULO 5

A INTEGRAL J E O PARAMETRO TERMODINAMICO
DE FRATURA OBTIDOS COM O AUXILIO DO METODO
DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Conforme visto no Capitulo 4, se 0 material de uma parte P, de um solido
fissurado, é hipereléstico, isto €, quando estd definida, em todos os pontos dessa
parte, uma funcéo densidade de energia, entdo é possivel calcular-se umaintegral de
superficie (ou de linha, em problemas bidimensionais) que, no caso de uma fissura
formada por faces planas (ou segmentos de reta), € independente do caminho. Trata-
se da integral J, originamente concebida por Rice, para 0 caso bidimensional, que
também pode ser obtida, de maneira generalizada, com o auxilio da Andlise de
Sensibilidade. Nesse caso, € interpretada como sendo a projecdo, em direcdo paralela
afissura, do fluxo do tensor momentum-energia, sobre um caminho arbitrario que
circunda a extremidade da fissura. Na Andlise de Sensibilidade, a obtencdo da
integral J faz-se a partir da derivacdo material da energia potencial elastica, em
relacdo a um parametro ligado a simulacdo de alteracdo geométrica do dominio.
Como resultado da associacdo desse pardmetro com o parametro geométrico da
fissura, resulta que a integral J é equivalente a energy release rate G, TAROCO
(1966).

Para a obtencdo do parametro G;, eg. (4.20), tudo é feito de forma semelhante,
bastando que se substitua a variagdo da energia potencial elastica, pela variacdo da

energia de deformacéo em relacéo ao pardmetro geométrico da fissura.
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Neste capitulo, utiliza-se 0 BEM para calcular, com o auxilio da Andlise de
Sensibilidade, a grandeza G, dada pela eq.(4.20), do Capitulo 4. Verifica-se que,
diferentemente da integra J, o par@metro G; ndo € dado por uma integra
independente do caminho. Sua importancia decorre, entretanto, do fato de ter
emergido da interpretacéo termodindmica do fenémeno da fratura, isto € de uma
formulacdo que guarda consisténcia com as leis em relacdo & quais os fendmenos

naturais guardam obediéncia.

Feita a particularizagdo para o caso de problemas bidimensionais, os
resultados aproximados que, a frente serdo obtidos, com o auxilio dos
desenvolvimentos elaborados no presente capitulo, visam, exclusivamente,
demonstrar a possibilidade pratica das conclusdes tedricas decorrentes do conjunto
dainvestigacéo levada a efeito nos capitul os anteriores. Vale observar que o critério
de fratura aqui adotado, na forma da eg. (4.19), ainda ndo pode ser plenamente
verificado, porquanto ndo foi determinado experimentamente o parémetro
termodin@mico critico de fratura, ge. Esse parametro podera ser obtido mediante um

método, cujo esbogo € apresentado no Capitulo 6.

Optou-se por calcular também aintegral J, em primeiro lugar para facilitar o
balisamento do programa, na medida em que ela é um parametro bem conhecido,
com muita presenca na literatura. E em segundo lugar, mais especificamente para a
finadlidade de comparagdo de desempenho entre o0 programa aqui elaborado, que
utiliza o BEM, e outros que usam também a Andlise de Sensibilidade, embora
apliqguem o MEF, tais como TAROCO et a. (1994), CUNHA et a. (1995) e
TAROCO & FEIJOO (1997).

Convém observar que ha uma ligeira distingdo entre a metodologia para o
tratamento do problema da fratura, agui proposta, e as metodologias anteriores, em
particular a da integral J, em que é proposto o desenvolvimento paralelo de dois
procedimentos. um, o analitico, realizado sobre 0 modelo de uma estrutura real,
normalmente auxiliado por um método aproximado, que calcula algum pardmetro de
fratura e o outro, experimental, que fornece um valor critico do parémetro de fratura.

A comparacdo entre os dois valores, € a base do critério de integridade.
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No caso da presente proposta, diferentemente, o pardmetro critico
experimental, g, deve ser um dado inicial, para ser utilizado na andlise de fratura da
estrutura real. Dai, o programa automatico € organizado para responder se a
tendéncia da fissura é o avanco, ou a estabilizac8o. E se avanca, em que direcdo se

orienta.

Embora ndo conste da presente proposta a realizacdo de experimentos em
laboratério, apresenta-se, no Capitulo 6, uma proposta sobre a forma como o
experimento deve ser realizado, para que a metodologia possa ter sentido. Uma
primeira exigéncia € que o esguema montado para o caculo computaciona
aproximado de G;,, também segja aproveitado, para a localizacgo dos pontos em que
as componentes de deformacado devem ser medidas, com o auxilio de extensdmetros
elétricos de resisténcia, do tipo roseta, no caso particular de uma chapa de espessura
constante, em estado plano. A colocacdo dos extensdmetros elétricos de resisténcia
(strain gages) deve ser feita, portanto, em pontos de integracdo do método de Gauss-
Legendre, definidos pela experimentacdo numérica. Mais detalhes sobre a proposta

de determinacdo experimental de ge, 8o apresentados no Capitulo 6.

Na sequéncia, desenvolvem-se os algoritmos para a construcéo do programa
automatico (ELCFRAT), que calcula, sobre um caminho de integracéo eliptico

arbitrério, osvalores de J e de G..
5.1 Esquema tedrico para a determinacdo aproximada de G;no EPD

Obtém-se, a seguir, para o caso do estado plano de deformacgdo, a integral da
eq.(4.20), que fornece o valor de G, a partir de uma fissurainicia orientada segundo
0 vetor unitério e, consideradas nulas as forcas de corpo (para caso do estado plano
de tensdo, basta que se forneca ao programa automatico, o valor n/(1+n) no lugar do

coeficiente de Poisson, n).
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G, =[@(f1)ndGl.¢

considerando-se orientado para fora, da parte considerada do solido, o vetor normal

unitério n, em cada ponto do contorno percorrido no sentido anti-horério:

n —| dx /d(% (5.1)

A integral do segundo membro da eq. (4.20) ser&:

idx
OU| G

\ ]
gf HndG = O.Eé 0 £ de—
G G T de
J fax, i
(5.2)
((3 f dx 1?;

O contorno regular G, que pode ser arbitrario, sera agui adotado na forma de
uma elipse de eixo maior 2a (na direcdo x,) e eixo menor 2b (na diregéo X3), cujo

centro € o ponto O (Figura 7). Assim sendo:

FIGURA 7- CONVENCOES DE EIXOS E DE ANGULOS

xl:bcosq[kzsenzq+c:oszq]']j2 e xzzasenq[sen2q+k'2COSZQ]'y2,

onde k=b/a. Dai:

dx1 =- kzbsenq(kzsenzq + coszq)'3/2 dqg (5.39)
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e dx = k™ ?acosq(sen’q + k 2cos?q) ¥?dq (5.3b)

Considerando h a espessura constante da chapa, entéo aeqg. (5.2) fica:

qza}f k™ 2acos:q(s;enzq +k Zcoszq)' 3/2:9
df I]ndG: = 0:::f k2bsenq (k2 sen’q +cos’q)” %' 2 %’th- (54)
¢ q, f b

onde f € a densidade de energia, para a elasticidade linear (f = /2T.E), sendo T o
tensor de tensbes de Cauchy, e E o tensor de deformacdes infinitesimais, nos pontos
do caminho de integracdo G, onde vale a linearidade, na medida em que é escolhido a

distancia de extremidades de fissuras .

Visando a aplicacdo do esquema de integracdo de Gauss-Legendre, sera
realizada a mudanca da varidvel g, para a variavel z de forma a que os limites de

integragdo sgfam -1 e +1. Assim:
O=p+q ® dg=pdz. (5.5)
Fazendo com que, paraq =q: , z= -1 e, paraq =0y, z=+1, entao:

_ Q,-Qq, _ g, +Q,
=% 4= 5
Por conta de uma opcdo de programacdo, a funcdo densidade de energia de
deformacdo f seré colocada em termos das componentes do tensor T. Assim, no caso

do EPD:

ér, T.u ée u
T= éTll “a e E=ga" ?y onde:
el Txl &€ exl
e11 - En[(l' u)Tll - uT22]1 e12 - Enle’ €, = En[(l' U)TZZ - uTll)’
2m 2m
T = m[(l' u)e, - uey], T12 =2ne, € T, = m[(l' ue, - uey),

onde mé o mddulo de el asticidade transversal.
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Obtém-se, entdo, o valor def :

1 1 1
f= ET. E= Etr(TE) =5 (Tia€1 +2Tp81, + Tpo€) =

1

E conveniente obter-se f também em termos das deformagdes, para o EPD.

Assim:

= (1_n;u) [(1- u)(ey, +€5,°) +2(1- 2u)e,” +2ueyep,]. (5.7)

Com o vaor de f dado pela eg. (5.6), pode-se agora calcular o valor de G,
segundo a eg. (4.20), admitindo-se que o vetor unitério arbitrario e seja dado por
e={cog , senj }, onde ] é o angulo entre ele e 0 eixo dos x; (Figura 7). Assim, tem-

Se!

Gt =[@g(fI')ndG].e= (C,,D,) - (cos] ,senj ) = Clcosj + Dlsenj (5.8)

onde, de acordo com aeg. (5.4):

_h(, -q) 2o
T dfak cosq(sen g+k” 2cos q) (5.99)
D, = h@,-9) " bk? senq (k 3/2Uy4 5.9b
e 1——@ senq( senq+cosq) gz, (5.9b)
-1

onde dz=pdq.
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5.2 Obtencdo da direcdo segundo a qual a fissura avancara

A partir da eq. (5.8), pode-se determinar o angulo j (Figura 7), que da a
direcdo segundo a qual a fissura avancgara, no caso em que se dé a sua deflagracéo.
Trata-se de determinar o angulo para o qual G; atinge o0 seu valor critico, g, isto €,

parao qual aeg. (5.8) fica:

. .
Clcos,J +Dlsenj 9. (5.10)

O parémetro termodinamico critico,g= deve ser medido experimentalmente,
no exato instante da deflagracdo irreversivel do processo de fissuragéo.
Evidentemente, enquanto o processo for reversivel, a energia de deformagdo,
representada por gg, sera recuperada quando do descarregamento. No entanto, a
componente da fissura que estiver associada a fenbmeno irreversivel, tal como, por
exemplo, em decorréncia de plastificacdo, devera se refletir na medida experimental
de g, isto é, o calor dissipado no processo irreversivel devera ser automaticamente
subtraido da medida experimental de g=. O modelo tedrico, por seu turno, tem que
ser capaz de representar, 0 mais fielmente possivel, o que ocorre na experimentacdo e
nos solidos reais. Para isso, tem-se que escolher, adequadamente, tanto 0 modelo
elastoplético, quanto os parametros adequados a sua capacidade de representar um
dado material. A metodologia agui proposta tem o objetivo de permitir a calibracéo
de tais paréametros, de forma a bem caracterizar a acomodacéo pléstica que ocorre na
vizinhanca da extremidade de uma fissura. Os detal hes da experimento proposto para
fornecer o valor de g= , bem como a metodologia para a calibracéo de paréametros do
modelo elastopléstico, estdo no Capitulo 6.

Elevando-se ambos os membros da eg. (5.10) ao quadrado, e efetuando-se as

operacOes cabiveis, resulta:
2 2 2 : 2. (2=
(C1 +D1 ) sen<j 2gEDlsenj +9- C1 0, (5.11)

cujasolucéo &
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_ gEDl icl\/clz + D12 B gE2

%nj C12 + DlZ

(5.12)
A depender do sinal da expresséo sob o radical, na eg. (5.12), a solucéo para a eqg.
(5.11) podera dar:

a) dois valoresreais, no caso em queC,* + D,* >g.*, dados pela expressio (5.12);

9e Dy

b) um sb valor, no caso em que C,” + D,* =g, dadopor: senj = ——%——5-;
) que C* +D;* =g, por: senj = 7 b7

c) nenhumvalor rea, se C? + D,* <g.°.

Evidentemente, ocorre a situacdo em que alguma das raizes € estranha a eqg.
(5.10), devido & operacOes sobre €elas realizadas, antes de se chegar aeq. (5.11). No
entanto, isto € facilmente perceptivel ao ser feita andlise dos resultados, na medida
em que se faga 0 confronto entre o valor resultante da substituicdo das raizes na

expressdo (5.10) eo vaor limite de G..

Convém observar que, diferentemente da integral J cujo processo de
obtencdo serd analisado a seguir, a interpretacéo das hipoteses a), b) e c), revelam um
resultado novo, decorrente da premissa de que € possivel determinar-se o0 parametro
experimental g=. Como se sabe, a determinacéo da integral J baseia-se na hipotese
segundo a qual o avancgo da fissura deve ser simulado em uma diregdo paralela
faces da fissura, sendo por razéo que ela é independente do caminho. Ja no caso
do parametro G; isso ndo ocorre, porque ele é calculado para uma determinada parte
P, do sdlido, o que significa que ndo é independente do caminho. Assim, ndo se faz
qualquer exigéncia arespeito da direcdo para onde a fissura, a priori, deva-se dirigir,
contrariamente ao caso daintegral J. Evidentemente, a direcdo do processo de avanco
da fissura é definida fisicamente e, segundo a Termodindmica, a direcdo de seu
avango devera ser aquela para a qual a variacdo da energia livre de Helmholtz sgja
minima. Em suma, € isso que esta por trés da eg. (5.11). Sendo assim, suas raizes,
gque revelam o sentido do avanco da fissura, fornecem um resultado

termodinami camente consistente.
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5.3 Obtencao aproximada da energy release rate G (integral J) no EPD

Para o calculo aproximado de G, basta que se mude o nucleo da integral do
primeiro membro da eg. (5.2): Ao invés de T-f |, ele sera agora constituido pelo
tensor momentum-energia de Eshelby, calculado com base na consideracéo de que o
Principio da Minima Energia Potencial, pode ser estendido para a Mecéanica da
Fratura, TAROCO (1996). Nessa Ultima referéncia, o tensor momentum-energia de
Eshelby é calculado mediante um desenvolvimento semelhante ao anterior. Aqui,
com vistas aprogramagdo computacional, basta que se obtenham os valores Ce D, a
partir das expressdes andlogas & egs.(5.9a) e (5.9b), onde a Unica novidade reside na
introducdo, no programa, do gradiente do deslocamento,Nu, por suas componentes

cartesianas U;j. Assim:
G=[¢(fI- (Nu)TT +)ndG].e= (C,D) (cosj ,senj ) =Ccos] +Dsenj , (5.13)
naqual:
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(5.14b)

Mostra-se, a seguir, 0 esquema baseado no no BEM, através do qual serdo
obtidos, nos pontos de um caminho €eliptico, com a origem e os eixos arbitrariamente

fixados, o gradiente do vetor deslocamento e o tensor de tenséo, permitindo o calculo

OO OO OO/



105

aproximado das integrais das egs. (5.9) e (5.14), mediante a aplicacdo do esquema de
integracéo de Gauss-Legendre.

O ponto de partida é a expressdo que fornece as componentes do vetor
deslocamento nos pontos do interior do dominio W, em funcdo dos valores das
componentes, em cada ponto do contorno W, do vetor deslocamento e do vetor de

Cauchy (traction), no caso do problema elastico bidimensional, (v. Anexo D):
U (P) =- op; (P.s)u;(s)dG+ oul*J (P.s)p;(s)dG, (5.15)
w w

onde P indica um ponto genérico no interior do dominio W, e S, um ponto também
genérico, porém no contorno YW desse dominio. Dai, as derivadas parciais das

componentes do vetor deslocamento séo dadas por:
u ((P) = cui*j (P.S)p;(5)dG- op; | (P,S)u;(S)dG. (5.16)
w w

Observe-se que a derivacdo parcial, no indice k, por ser aplicada ao ponto P,
do interior do dominio, ndo afeta as variaveis dependentes de S, ponto do contorno.
Assim sendo, desde gue sgja assegurada a exigéncia de continuidade das funcdes, a
derivagdo transfere-se para os integrandos, no segundo membro da eg. (5.16), indo
afetar somente as solucdes fundamentais, u*i,- e p*i,-, gue dependem da variavel P. As

derivadas parciais das solugdes fundamentais u';; e p';, em relagio a X, obtidas no

Anexo D, séo:
* 1

Uij'k(P,S) :m{r’k[(s- 4u)dy +2r;r ] r’idjk -rd,} e (5179
x -1

P« (P.S) = - 0r? u)rz{Zr’n[(Zu - Ddyr - Arr g Frd g +rod 1+

+(L- 2u)[n;(dy - 2rry ) +2nrgr, - mdy - nydy1- 2 n

J

(5.17b)
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onde r,=rn,eijkl=12

Com o auxilio das egs. (5.17 a, b), obtém-se, através da substituicdo na eqg.
(5.16), as componentes do tensor de tensdo T e do tensor gradiente dos

deslocamentos Nu, para os pontos do caminho €liptico de integracéo.

Tendo em vista as aplicacBes que serdo apresentadas, a titulo de exemplo,
com auxilio do Programa ELCFRAT, aqui desenvolvido, convém utilizar-se as
expressoes que dao as componentes desses tensores em funcdo das derivadas das

componentes do tensor deslocamento em um sistema cartesiano ortogonal:

(Nu), =u, e (5.18)

T=_E €2 4 4y +u ! (5.19)
T 2+u) 8- 2g T T '

ondei, j emassumem osvalores1e 2.



107

CAPITULO 6

ASPECTOS EXPERIMENTAIS E NORMATIVOS SOBRE
PARAMETROS DE FRATURA

A determinacdo experimental de parémetros de fratura serve a andise de
estruturas (ou de seus componentes) submetidas a aces (mecanicas, térmicas, €etc),
auxiliando no projeto, visando garantir a integridade dos componentes e a
estabilidade da estrutura durante a vida Util da construcéo. Além disso, serve também
amanutencdo, ou recuperacao dessas estruturas, com o objetivo do prolongamento de
sua vida segura Util. Para isso, a Mecanica da Fratura formula critérios através dos
quais, parametros resultantes da andlise, em gera obtidos com o auxilio dos métodos
numeéricos aplicados a Mecanica dos Materiais, sdo comparados a seus respectivos

valores criticos, determinados experimental mente.

Seguindo-se o desenvolvimento histérico da Mecanica da Fratura, a partir de
Griffith, no inicio da década de 1920, o primeiro parémetro desse tipo que se buscou
determinar em laboratério, foi a energia superficial especifica de fratura, que
aparece em seu conhecido critério de de iniciagdo de fratura, e que seria, para ele,
uma caracteristica do material. Mais tarde, verificou-se que isso ndo era verdade e,
devido alimitag&o da aplicabilidade do critério de Griffith, vdlido somente para casos

de materiais quase gque perfeitamente frageis, o parametro deixou de ser determinado.

A interpretagdo do fendmeno da fratura, advinda da contribuigéo de Irwin, no
fina da década de 1940, ensgjou uma nova concepcdo sobre a determinacéo
experimental de parametros de fratura. A nogdo de fator de intensidade de tensdo,

decorrente da anadlise da singularidade de tensdes em problemas bidimensionais,
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levou Irwin a propor a determinagdo experimental de valores criticos de trés fatores

de intensidade de tensdo, 0 que daria a base para Mecanica da Fratura Elastica Linear.

A determinacdo dos valores criticos dos fatores de intensidade de tensdo traria
um grande desenvolvimento dos métodos experimentais, particularmente na
caracterizacdo de materiais metdlicos, permitindo a realizagdo de ensaios de grande
porte, ja que a necessidade de se garantir a realizagdo dos ensaios no estado plano de
deformagdo, exigiria 0 rompimento de chapas com grande espessura. Tabelas de
fatores de intensidade de tensdo, para as mais diversas configuractes de pré-fissuras,
em variados casos de condicdes ambientais (altas ou baixas temperaturas, presenca
de hidrogénio, radiacdo, agentes corrosivos, €tc), passaram a ser preparadas, no
intuito de prover os projetistas e 0os engenheiros de manutencdo, de instrumentos
capazes de auxili&los na avaliacdo da integridade de estruturas e de seus

componentes.

A énfase na producdo de novos materiais e a competitividade internacional
baseada na exigéncia de qualidade, caracteristicas da crescente corrida tecnoldgica
mundial, principamente apds a Segunda Grande Guerra, fizeram com que se
estendesse bastante 0 campo de aplicagdo da Mecénica da Fratura, levando-a
naturalmente, a gerar diversas sub-especializagbes, nos campos de estudo das rochas,
das ceramicas, dos polimeros, do concreto, do gelo, dos compésitos em geral e da
madeira, além de ter-se de sofisticar ainda mais, nos casos das aplicacdes mais
tradicionais, como as industrias da construcdo metdlica, ferroviéria, naval e offshore,

aeronautica, nuclear e espacial.

Em razdo do objetivo do presente trabalho relacionar-se com uma proposta
tedrica, que visa o aperfeicoamento da contribuicdo da Mecanica dos Materiais (mais
particularmente da Mecanica do Continuo), a Mecéanica da Fratura, sera dada aqui,
especial atencdo a experimentacdo relacionada com a integral J. O intuito ndo é
propriamente o de fornecer-se um exaustivo conjunto de técnicas de ensaios, e muito
menos o de induzir-se a que os resultados tedricos apresentados nos capitulos
anteriores servem exclusivamente para os acos. O objetivo € somente o de organizar-

Se 0 cendrio para a apresentacdo, em carater inicial, de uma proposta de ensaio de
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laboratorio que permita a determinac&o do valor critico do parémetro termodinamico
de fratura (e também da integral J). Optou-se, pois, pela descricdo suméria dos
procedimentos de ensaio de laboratério normalizados pela ASTM (American Society
for Testing and Materials), aplicados aos materiais metalicos, cujo uso é mais
fregliente em nosso pais. Para a organizacdo do resumo que se segue, foi de muita
valia, tanto o volume de informagdes, quanto o conteldo de cardter didatico de
DeAQUINO et al.(1998)

Diversos organismos internacionais vém elaborando procedimentos
normalizados de ensaios, visando medir a tenacidade a fratura (fracture toughness,
ou simplesmente toughness) dos materiais . Entre eles, destacam-se a DIN (Deutsche
Industrie Normen), da Alemanha, a BS (Britsh Sandards Institute), do Reino Unido,
e a ASTM, dos EUA. A maior parte dos paises industrializados possui suas proprias
entidades normativas, mas a ISO (International Standard Organization), vem
realizando esforgos no sentido de criar um padr&o internacional de normalizacéo

técnica.
6.1 Ensaios para as medidas da integral J e do CTOD

O primeiro ensaio proposto para a obtencdo da integral J, foi normalizado
através da E 813, da ASTM. A metodologia baseaia-se na utilizacdo de uma curva
relacionando J com a variagdo do pardmetro geométrico da trinca, Da (valor
estimado do avanco da fissura, como é definido nessa norma), a fim de determinar
um ponto através do qual fosse possivel caracterizar a tenacidade a fratura. Este
ponto, denominado Ji. é definido como o valor de J correspondente ao ponto
préximo a iniciagdo do processo de rasgamento ductil, responsavel pelo processo de

crescimento datrinca, caracteristico do caso da fratura dictil.

Em 1987, a ASTM elaborou seu segundo procedimento de ensaio para a
determinacdo daintegral J, aE 1152. A Figura 8 mostra a curva denominada J-R, ou
curva de resisténcia, que representa a variacdo de J em relagcdo a variacéo Da, a partir
de um comprimento inicial detrinca, ap . Essa curva expressa a propriedade bésica da

tenacidade a fratura, em regime elastoplastico. O desenvolvimento do procedimento
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de ensaio foi de tal forma aperfeicoado, que passou a bastar um Gnico corpo de prova
para a determinacdo de J. Exigéncias de tamanho sdo especificadas, de modo a
garantir a manutencéo das condicdes geométricas capazes de assegurar o small scale
yelding, ou escoamento de pequena escala, que corresponde a localizacdo do
fendbmeno da plastificacdo, de forma a resguardar a independéncia do resultado, em

relacdo a variagbes de tamanho e de geometria.

" fase 3

.

crescimento
fase 2: ;
FREa extivel
inicio do .
crescunento Esguema do perfil da frinca
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—
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i
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FIGURA 8 A EVOLUGAO DE UMA FISSURA TiPICA DOSACOS (ADAPTADA DE
DeAQUINO et al (1998))

Os ensaios de fratura visando a obtencéo de J correspondem a metodologia
predominante na determinacdo da tenacidade a fratura, particularmente nos casos em
gue o comportamento do material extrapola o limite eléstico linear. Nos EUA e em
muitas outras partes do mundo, incluindo o Brasil, a preferéncia € por ensaios desse
tipo. No Reino Unido, entretanto, predomina o uso do ensaio de tenacidade baseado

no CTOD (crack tip opening displacement).

Esse procedimento de ensaio foi primeiramente normalizado pela BS, em
1979. No entanto, a ASTM, pressionada por algumas indlstrias dos EUA,
principal mente as de soldagem, padronizou ensaios baseados no CTOD, publicados

em 1989, como anormaE 1290.
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6.2 Outros ensaios tradicionais

Os ensaios anteriormente descritos sdo realizados sob carregamentos lentos,
aplicados em forma quase estética. A aplicacdo de um carregamento dinamico pode
influenciar bastante o comportamento dos materiais a fratura. A norma E 399, da
ASTM, possui um anexo que trata do ensaio dinamico para a determinagéo do Kq4, a
tenacidade dinamica, medida em um estado plano de tenséo. Note-se que, até agora,
ainda ndo existe qualquer norma estabelecida para a obtencdo de J em regime

dindmico, mas somente para o fator de intensidade de tensdo dindmico, K q.

A capacidade de interrupcdo do crescimento de uma trinca, para um dado
material, também é quantificada através de um parémetro caracteristico da
tenacidade. O ensaio que fornece a tenacidade de parada de trinca (crack arrest) é
normalizado através da E 1221, de 1988.

Embora ainda ndo divulgada, estd sendo desenvolvida pela ASTM uma
metodol ogia especifica para o tratamento de problemas relacionados as soldas, tais
como: localizacdo da trinca, processo de pré-trincamento no corpo de prova, tensdes
residuais, etc. Nesse método, de acordo com os estudos ja realizados, a tendéncia é
para que 0s ensaios e a andlise dos resultados sgam baseados em normas ja

existentes.
6.3 Os procedimentos normativos mais recentes de ensaios

Os comités técnicos da ASTM trabalham sob a exigéncia de que as normas
sgjam reavaliadas de cinco em cinco anos. O Comité EO08, dessa entidade,
responsavel pelas areas de fadiga e de fratura, passou a adotar a tendéncia mundial de
unificacdo dos procedimentos de ensaios para a obtencdo da tenacidade a fratura.

Dentre tai s procedimentos, destacam-se:

a) A normacombinada de J
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FIGURA 9- AJUSTE DE INICIALIZACAO DE Da (ADAPTADA DE DeAQUINO et al (1998))

Trata-se danormaE 1737, aprovada em 1996, que inclui os procedimentos de
ensaios para a obtencdo da curva J-R, e do valor de J,,, aém de estabelecer regras
para a caracterizacdo de uma tenacidade a fratura associada a um ensaio de J
terminado por uma fratura instéavel, ou fragil (J;, ou J de clivagem). Uma outra
novidade, trazida pela E 1737, é a da inicializacdo dos dados, para a definicdo do
tamanho da trincainicial, na curva J-R. Através dessa determinacdo, evitam-se erros
na obtencdo de Ji., a partir de um gjuste linear dos pontos da curvaJ” Da, conforme

mostraaFigura9.
b) A norma unificada de tenacidade a fratura

Desenvolvida para incorporar praticamente todas as metodologias de ensaios
de obtencdo da tenacidade a fratura, a E 1820, publicada pela ASTM, em 1997,
objetiva medir, através de um unico procedimento, os valores de K, J e CTOD. Isso
porque as metodologias para a determinacdo desses parametros utilizam,
essencialmente, 0s mesmos corpos-de-prova e 0s mesmos procedimentos. Dessa
forma, a norma unificada produz resultados de tenacidade, em termos de K|, sempre
gue o ensaio revela um comportamento do material proximo ao elastico linear; no
caso da ocorréncia predominante de um comportamento el asto-pléastico, os valores da
tenacidade sdo baseados em J ou no CTOD.

c) A normade fratura para a transi¢ao ductil-fragil
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Aprovada em 1997, a norma ASTM que centra-se na metodologia para a
obtencdo de valores médios, e limites de confianga, para a tenacidade a fratura, na
regido de transicdo ductil-fragil em acos, é a E 1921. Essa é a linha mais recente, no
desenvolvimento de procedimentos e metodologias normalizadas de ensaios de
fratura. A caracterizacdo da tenacidade na transicdo ductil fragil, tem grande utilidade

prética, em particular naindustria de vasos de pressdo e nuclear.

6.4 Sugestao de experimentacao para a determinacéo do parametro

termodinamico critico ge

Como consequiéncia da proposta tedrica, sugerem-se aqui as linhas gerais de
um método experimental para a determinagdo do valor critico, g, do pardmetro
termodindmico de fratura. Evidentemente, entende-se que ndo é o caso de entrar-se
em mindcias, pois somente a experimentacdo real podera dar conta de detalhes
importantes, para a eliminacdo completa de toda dubiedade, exigéncia fundamental
para a padronizacéo de um método de ensaio. Pretende-se, pois, que esses elementos
iniciais sirvam de base para um projeto de trabalho experimental que, caso se
confirme a utilidade da proposta tedrica sugerida, sgja capaz de produzir um
verdadeiro método de ensaio para a determinacéo precisa de g=. O parametro g=(F),
cuja concepcao é apresentada no Capitulo 4, fornece, experimentalmente, a medida
da sensibilidade da energia de deformacdo de P, em relagdo a variagdo de um

parametro geométrico da fissura (enta he).

ConsideracOes gerais . Denomina-se parte P, uma regido da chapa a ser
ensaiada, limitada externamente por um segmento de superficie cilindrica de base
eliptica. Portanto, P € um segmento de cilindro oco, cuja altura é a espessura da
chapa, que contorna a aresta vertical de um dos entalhes. A modelagem tedrica
simplificada do problema, como um estado bidimensional de elasticidade, permite
gue a chapa seja representada por seu plano médio. Assim, aregido P, quase sempre
serd referenciada como tendo uma fronteira eiptica (v. Figura 5, no Capitulo 4), ao
invés de uma superficie cilindrica. A utilidade de g= (F) é calibrar modelos
elastoplasticos termodinamicamente consistentes, isto € modelos nos quais sga

considerada a dissipacéo de energia na vizinhanca da extremidade de uma fissura que
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avanca. A obtencdo desse parametro, que ndo possui a propriedade da
independéncia do caminho, refere-se a uma determinada parte da chapa, delimitada
por um dado caminho €liptico. g= (F) depende, portanto, da parte, P, escolhida no

sdlido. Logo, ndo é uma propriedade do material.

Objetivo do ensaio. Determinar o parametro termodinamico critico de fratura
& (F), associado a uma parte arbitréria, P, de uma chapa de espessura, B(L),

constante.

Preparacéo do corpo de prova. Devem ser feitos, previamente, na chapa, dois
entalhes angulares iguais, e simétricos (Figura 10) em relagdo ao eixo longitudinal da
peca, devendo ser realizados os procedimentos capazes de assegurar a maxima
atenuacdo possivel das tensdes residuais surgidas em decorréncia do processo de
entalhamento. Extensdmetros elétricos de resisténcia (strain gages), tipo roseta,
devem ser colados em ambas as faces da chapa, em pontos previamente determinados
dos segmentos de elipses iguais que delimitam aregido P. A fixagdo dos pontos de
colagem das rosetas decorre de um experimento numeérico feito previamente, com

um model o idéntico ao da chapa utilizada como corpo de prova

Quanto a espessura da chapa, sabe-se que uma chapa fina, submetida a
carregamentos e a restri¢oes de deslocamentos especiais, orientados segundo direcoes
contidas em seu plano médio, reproduzem o que se convenciona chamar, na
Elasticidade Bidimensional, de estado plano de tensdo (EPT). Na verdade, € uma
Situagdo que ndo guarda consisténcia com as equacdes de compatibilidade da
Elasticidade, embora tenha grande utilidade, enquanto aproximac&o, quanto menor
sgja a espessura da chapa. A outra possibilidade de problema plano € o estado plano
de deformacdo (EPD), em que um solido, também com com um carregamento
especial do mesmo tipo, pode ser estudado em uma secdo plana, representativo do
gue ocorre a certa disténcia de seus apoios laterais. O EPD € um estado €l asticamente
compativel, mas ndo adianta aumentar-se a espessura de uma chapa, em um ensaio de
laboratoério, na ilusdo de que o EPD venha a ser atingido, porgue isso levaria a
necessidade de chapas tao espessas que 0s equipamentos de laboratério teriam de ser

extremamente potentes e, mesmo assim, o resultado ainda seria aproximado, porque
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SO seria exato se a espessura fosse infinita. Do ponto de vista do célculo automético,
0 mesmo programa pode resolver problemas no EPD e no EPT, bastando, para isso,
no caso de um solido isbtropo, por exemplo, que se mude um Unico valor no arquivo
de dados, dterando o valor coeficiente de Poisson. Desse modo, a espessura da
chapa, no ensaio, deve ser a menor possivel, levando-se em conta, para isso,
principal mente a questéo da boa fixacdo das garras do equipamento, para produzir a

restri¢céo de deslocamentos controlada, nas extremidades do corpo de prova.

Y |

>

| A

FIGURA 10- ESBOCO DA CHAPA A SER ENSAIADA PARA A OBTENCAO DE g (F)

As demais dimensdes, no plano da chapa, devem ser tais que deixem o espaco
adequado para a boa colagem das rosetas de strain gages, e garantam um razoavel
afastamento das extremidades ligadas a maguina, para diminuir a perturbacdo devida

ainevitaveis efeitos localizados, decorrentes da fixacdo do corpo de prova.

Descricéo do ensaio. Na direcdo do eixo longitudina da peca, devem ser
aplicadas, em ambas as extremidades, uma restricdo positiva de deslocamento,
constante em todos os pontos de ambas as segcdes transversais acionadas pelo
equipamento de carga. O processo de deformacdo deve ser 0 mais lento possivel, de

forma a assegurar o regime quase estatico e i sotérmico.

As medidas das trés componentes planas de deformacdo, sobre os
predeterminados pontos dos caminhos €elipticos iguais, desenhados sobre as faces da
chapa, deverdo ser tomadas pelos extensdmetros, em intervalos regulares, durante o
periodo de realizacdo do ensaio. Os resultados deverdo ser as respectivas médias
dessas medidas em cada par de pontos opostos, nas faces, ligados pela mesma
perpendicular, no sentido da espessura. O esquema de aquisicdo de dados devera

alimentar um equipamento capaz de redlizar as médias, para cada uma das trés
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componentes planas de deformacdo medidas. Essas médias, entre os respectivos
valores, tomados nas duas faces, dever&o, por suavez, aimentar um sistema capaz de
realizar aintegral sobre o caminho €liptico, em tempo real, fornecendo o valor de G;
(F), em intervalos de tempo regulares. A informagdo sobre o instante de iniciagéo do
processo de fratura, que deverd ser obtida opticamente, no momento em que a
medida G; fornecera o valor critico g (F), devera ser registrada, dentro da cronologia
do ensaio. A saida dos resultados também podera ser na forma gréfica, fornecendo

algo semelhante a uma curva de G; x tempo.

Sobre a metodologia. A experimentagdo numeérica, complementar a de
laboratorio, centra-se na obtencdo aproximada de dois resultados importantes: o
primeiro, anterior a experimentacdo de laboratério, refere-se ao fornecimento das
coordenadas dos pontos do Méodo de Gauss, para a integracdo numeérica
aproximada, nos quais deverdo ser coladas as rosetas de strain gages no corpo de
prova. O segundo resultado diz respeito ao cdlculo do valor limite do paréametro
Gi(F), com o auxilio do BEM, ou do MEF, que devera ser feito para 0 mesmo
caminho eliptico usado na experiéncia de laboratério. Em particular, o programa
automético ELCFRAT (v. Anexo E), redliza, via BEM, em sua sub-rotina INTEGJ, o
processo numeérico iterativo que conduz ao valor limite de G¢(F). Uma parte desse
esquema, que realiza o processo de integracdo numérica, pelo esquema de Gauss-
Legendre, devera ser adaptada ao equipamento de integragdo acoplado ao

equipamento de aquisicao dos dados no laboratorio.

Obtido o valor de a partir do ensaio de laboratdrio, deve-se realizar uma nova
experimentacdo numeérica, usando-se o ELCFRAT, em que o dado GAMMA, que
poderia ser fornecido como um valor positivo arbitrario, seré fornecido agora como o
valor medido, ¢ (F). Como mostra o Anexo E, a saida do programa inclui a direcéo

dafissurae o vaor limite de G; (F). Caso esse ultimo valor for diferente do g= (F)

medido, podem-se aventar, por exemplo, algumas hipo6teses, ndo necessariamente

exclusivas:;
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1. O experimento foi mal realizado, por conta da falta de cuidados com a colagem
dos extensdmetros ou com a fixacéo do verdadeiro ponto, a partir do qual o processo

de crescimento da fissura seiniciou, etc.

2. A velocidade do ensaio foi maior do que agquela capaz de assegurar o carater de

regime quase estético e isotérmico do processo.

3. Os valores do moédulo de elasticidade transversal e do coeficiente de Poisson,
fornecidos ao ELCFRAT, néo correspondem aos do verdadeiro material do corpo de

prova.

4. A dissipacdo de energia na vizinhanga da extremidade do entalhe aterou, de tal
maneira, os valores das deformacdes, nos pontos do circuito eliptico, mesmo ele
estando imerso em uma regido hiperelastica, que o modelo elastico, do ELCFRAT,
foi incapaz de simular uma razoavel aproximacdo. Evidentemente, s6 a
experimentacdo podera levar ao aperfeicoamento da idéia de se caracterizar um
material, a fratura, a partir do parametro termodindmico aqui proposto. A intencdo é
mostrar que a proposta tedrica apresentada tem a possibilidade de ser posta a prova,,

na prética.

Por dltimo, convém registrar que FAUCHER (1994), partindo de uma série de
contribuigdes anteriores por ele sistematizadas, propds a medida experimental de J
critico com auxilio de um ensaio de tragdo. Sua justificativa esta baseada numa
referéncia a HANCOCK, et al. (1993)! apud FAUCHER (1994), segundo o qual, a
curva J-R pode alterar-se significativamente, em razédo do tipo de carregamento
aplicado, ndo valendo, segundo ele, a crenca de que os ensaios do tipo ASTM

fornegcam uma medida standard, capaz de caracterizar plenamente o0 comportamento

a fratura, sgja da peca, sgja do material.. Embora o sentido da presente proposta néo

sgja 0 mesmo da de Faucher, vale registrar que a idéia da realizacdo de ensaios de

YHANCOCK, J. W. , REUTER, W. G., PARKS, D. M. .(1993). Constraint and toughness
parametrized by T. In : Constraint Effectsin Fracture, ASTM STP 1171, E. M. Hackett, R.-H Schwalbe
and R. H. Dodds, Eds., American Society for Testing Materials, Philadelphia, 1993, p. 21-40 apud
FAUCHER (1994), B. Crack Lenght and J-integral expressions for specimens loaded in tansion.
Journal of Testing and Evaluation, v.22, n.1, p.30-35.
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tracdo, visando a obtencdo de parametros de fratura, ndo se origina no presente
trabalho.
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CAPITULO 7

EXEMPLOS DE APLICACAO

Os cdlculos referentes aos sete primeiros exemplos aqui apresentados, séo
feitos com auxilio do programa automético ELCFRAT, agui desenvolvido, cujos

detal hes encontram-se no Anexo E.

Os dois primeiros exemplos sdo, de fato, dois casos de carregamento para
uma mesma haste, constituida de material (elastico linear), (Figuras 11 e 12),
contendo um entalhe em forma de angulo agudo. Antes das consideracfes sobre
fratura, mostra-se, com o auxilio das Figuras 14 e 15, o resultado do experimento
numeérico no qual se ressalta a tendéncia a singularidade e atridimensionalidade do
estado de tensdo, na vizinhanga da extremidade da fissura. O Exemplo 1 corresponde
a um caso de tracdo simples. Ja no Exemplo 2, a haste é submetida somente a uma
forca tangencial distribuida na extremidade livre. E de se esperar que, quanto mais as
dimensdes da peca, no plano, tendam para valores infinitos, e o angulo entre as faces
do entalhe se aproxime de zero, a singularidade da tensdo vé-se tornando proxima de
1/Qx, tal como o previsto pela Teoria da Elasticidade. Nessa situag&o, de acordo com
IRWIN (1957), podem-se obter os fatores de intensidade de tenséo, K, e K;, a partir
da consideracdo de que eles nada mais sdo do que os coeficientes das respectivas
parcelas singulares, nas expressdes das tensdes, em casos como o0s dos Exemplos 1 e
2.
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EXEMPLO 1- HASTE SUBMETIDA A TRAGCAO SIMPLES (FIGURA 11) e EXEMPLO 2.
HASTE SUBMETIDA A FORCA TANGENCIAL NA EXTREMIDADE LIVRE (FIGURA 12)

DADOS:

NUMERO DE NOS DO CONTORNO =51

NUMERO DE PONTOS INTERNOS = 48

NUMERO DE PARES DE NOS DUPLOS= 13

NUMERO DE ELEMENTOS DE COTORNO= 38

CARGA DISTRIBUIDA NA EXTREMIDADE LIVRE = .2000000E+09 Pa
MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL = .8000000E+11 Pa
COEFICIENTE DE POISSON = .2000000E+00

ESPESSURA DA CHAPA = 0.3000000E-2

VALOR INICIAL DO PARAMETRO TERMODINAMICO CRITICO GAMMA= .5000000E+05
TOLERANCIA DE GAMA e= .3000000E-03

:_ X1 T X1
7 t
«— Xo X2
— t
‘_ t
FIGURA 11- EXEMPLO 1 FIGURA 12- EXEMPLO 2

FIGURA 13- HASTE DOSEXEMPLOS 1 E 2, INDICANDO OSPONTOS DE INTEGRACAO
DO CONTORNO ELIPTICO E OSNOSDO CONTORNO

Observacdes: i) A unidade de comprimento adotada para as medidas indicadas na
Figura 15 € o metro; ii) diferentemente do que é feito nos textos sobre fratura, a
unidade a seguir considerada para aintegral J € Joule/metro, ou Newton, em razéo de
incluir-se no caculo, por conveniéncia, a multiplicacdo pela medida da espessura da
chapa (constante), o que é excluido da definicéo classica de RICE (1968). Essa opcéo

tem o intuito de fazer com que sgja uma sO a unidade de medida da integral J e do
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paréametro termodindmico G;, da forma como sdo definidos para o caso de sdlidos

tridimensionais (v. Capitulo 5).

5.00E+09 T
4.50E+09 Ty
4.00E+09 T
3.50E+09 T
3.00E+09 T
2.50E+09 T
2.00E+09 T
1.50E+09 T

1.00E+09 T

5.00E+08 T

0.00E+00 t
%8QE-04 1.00E-03 2.00E-03 3.00E-03 4.00E-03 5.00E-03 7.00E-03 1.00E-02
-5.00E+

FIGURA 14- COMPONENTESS, 11 E t1,, COMO FUNGAO DE r, NO EXEMPLO 1

4.00E+10
T S11

3.50E+10 A
3.00E+10 + tio
2.50E+10 T
2.00E+10 T
1.50E+10 +
1.00E+10 T

5.00E+09 T

0.00E+00 t t t + + + 1
5.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 7.00 1.00
E-04 E-03 E-03 E-03 E-03 E-03 E-03 E-02

FIGURA 15- COMPONENTESS 3, S» E t;, COMO FUNGAO DE r, NO EXEMPLO 2
A seguir, apresentam-se os valores da integral J, calculados para o caso dos

Exs. 1, e 2, respectivamente, para diversos valores da medida do semi-eixo maior (a),
conformando os caminhos elipticos sobre os quais é calculada aquela grandeza. De
acordo com a Tabela 1, verifica-se a propriedade da independéncia do caminho, da

integral J, com boa aproximagao.
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TABELA 1-VALORESDA INTEGRAL J, CALCULADA PELO BEM (ELCFRAT), PARA O
CASO DE UMA HASTE COM ENTALHE EM ANGULO (g= 11,42°; aberturainferior =

2X10m)
Vaor dea Exemplo 1 Exemplo 2
m Jm Jm
0,250 629,749 21 774,2
0,300 630,183 21 809,2
0,400 630,640 218725
0,450 630,457 21980,4
0,490 630,156 22 253,8

A Tabela 2, na seqiiéncia, da uma idéia a respeito da influéncia do tipo do
entalhe sobre a integral J. Para os mesmos Exemplos 1 e 2, obtém-se, agora, 0
resultado quando o entalhe tem a forma retangular. Na comparacdo ente as Tabelas 1
e 2, é curioso observar que, mesmo para uma abertura muito pequena (2x10*m), do
entalhe retangular, o fato de de a fissurater um trecho horizontal reto, em seu final, e
nd um ponto, faz com que o valor da integra J, tanto no Exemplo 1, quanto no

Exemplo 2, sofra uma alteracdo significativa, segundo umarazéo préximade4 : 1.

TABELA 2-VALORESDA INTEGRAL J, CALCULADA PELO BEM (ELCFRAT),
QUANDO, NOSEXEMPLOS1E 2,0 ENTALHE E RETANGULAR (abertura = 10“m,

comprimento = 10"m)

Valordea Ex 1. Tragdo simples. Ex 2: Forcatangencial
0,250 144,982 5698,08
0,300 144,976 5695,27
0,400 144,954 5681,16
0.450 144,931 5664,14
0.490 144,903 5643.33

O Exemplo 3, ilustrado pela Figura 16, € (til para uma comparacdo com o
resultado obtido para a integral J, por CUNHA et al.(1991), através do Método dos
Elementos Finitos. Trata-se de uma peca plana, de espessura constante, com uma
fissura reta, central, cuja simetria permite que a andlise sgja realizada na quarta parte

da chapa, de acordo com a Figura 16. Na resolucdo via BEM, toma-se metade do
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caminho, isto € uma semi-€lipse de pontos de Gauss-L egendre, em torno de uma das

extremidades da fissura.
EXEMPLO 3: HASTE TRACIONADA, CONTENDO UMA FISSURA INTERNA

DADOS:

NUMERO DE NOS DO CONTORNO = 44

NUMERO DE PONTOS INTERNOS = 48

NUMERO DE PARES DE NOS DUPLOS

NUMERO DE ELEMENTOS DE CONTORNO-= 39

CARGA DE TRAGCAO, DISTRIBUIDA NA EXTREMIDADE LIVRE = .1000000E+09 Pa
MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL = .8080000E+11

COEFICIENTE DE POISSON = .2300000E+00

ESPESSURA DA CHAPA = 0.1000000E-2

VALOR INICIAL DO PARAMETRO TERMODINAMICO CRITICO GAMMA= .5000000E+05
TOLERANCIA DE GAMA e= .3000000E-03

>

) —a—

<
<4—

ATTA

FIGURA 16- EXEMPLO 3: PECA COM FISSURA CENTRAL

Na Figura 17 estdo indicados os nds dos elementos de contorno e os pontos
de integracdo situados na semi-elipse da parte superior esquerda da Figura 16. Sendo
assim, o valor real daintegral J, referente a uma extremidade da fissura, devera ser
igual a duas vezes o valor calculado pelo ELCFRAT (os valores colocados na
terceira coluna da Tabela 3, j& estdo duplicados). Observe-se que, com esse
programa, sO sera possivel o calculo daintegral J, no caso de fissura interna (Figura
16), quando o carregamento for simétrico em relacdo a um eixo, tal como a linha
pontilhada longitudinal daquela figura. Assim, ao ser subdividida a peca, com base
na simetria, para efeito de calculo, o sga de ta forma a simular-se uma fissura
iniciando-se no contorno. No caso, 0 contorno sera aguela linha pontilhada

longitudinal da Figura 16.

A seguir, na Tabela 3, apresentam-se os resultados referentes ao Exemplo 3,
comparando-os com os obtidos para a integral J, por CUNHA et a. (1991), que
utilizaram uma malha refinada de elementos finitos para efetuar a anaise do

equilibrio, realizando o célculo da integral J em pOs-processamento, com base no
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recurso ao tensor momentum energia de Eshelby. Trés caminhos de integracdo foram

utilizados no estudo.

FIGURA 17- EXEMPLO 3: SEMI-ELIPSE, METADE DO CAMINHO DA INTEGRAL J, EM
TORNO DE UMA DASEXTREMIDADES DA FISSURA

A mahall, como |4 éreferida, € obtida por um processo adaptativo, ou sgja, é
uma malha que permite uma melhor representacéo das tensdes proximo atrinca. Sdo
considerados elementos triangulares de 3 nds, e depois, elementos triangulares de 6
nos. Consta, ainda, daguele trabalho, a referéncia a um valor de K, calculado para o
mesmo problema , tomado de OWEN & FAWKES (1983), que seria K;=560
(unidade: ?), o que, pela expressdo J = K,?/E, no caso do Exemplo 3, daria o valor de
J =1,4933. No entanto, ndo fica claro, com a consulta afonte acima indicada, porque
esse valor de K; pode ser tomado como o verdadeiro. Os resultados, para o cdculo
daintegral J, com base no programa ELCFRAT, que aparecem na ultima coluna da
Tabela 3, sdo obtidos para trés caminhos dipticos distintos, e revelam, com uma
bastante razodvel aproximacdo, a propriedade da independéncia do caminho de J.
Porém, se comparados com os valores apresentados por CUNHA et al. (1995), eles
diferem entre si, em torno de 3% até 9%. Como h& pouco foi dito, o valor de
J=1,4933 , tomado no referido trabalho, como base para avaliacdo da eficiéncia, por
ser obtido a partir de K, fator de intensidade de tensdo do modo de abertura, néo
pode ser tomado como a expressdo mais proxima da verdade. Assim, pode-se
considerar que a Tabela 3 revela uma razoavel aproximacdo entre os resultados

baseados no BEM e no MEF, para a integral J. Quanto a questdo do sistema de
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unidades, embora ndo hagja referéncia ao que foi utilizado por CUNHA et al. (1995),
e nem mesmo sgja explicitada a unidade de medida de K|, o recurso foi admitir-se
que o exemplo apresentado deveria estar algo proximo de um que foi incluido em
CIMINI JUNIOR €. al (1991), no qual a unidade de forca adotado é o Newton, e a

unidade de comprimento é o milimetro.

TABELA 3- COMPARAGAO DO CALCULO DE J (J/m) PELO MEF E PELO BEM

CUNHA et al (1995) | CUNHA et al (1995) | Presente trabalho
MEF MEF BEM
linear quadrético linear
Caminho 1 1.4520 1,4120 -
Caminho 2 14074 14934 -
Caminho 3 14618 1,4990 -
Elipse 1 (a=0,10m) - - 153851
Elipse 2 (a=0,16m) - - 153912
Elipse 3 (a=0,18m) - - 153914

Assim sendo, os valores constantes em CUNHA et a. (1995), devem ser
K,=560 N/mm*?, E=210000 N/mm?. E o valor daintegral J, segundo ele retirada de
OWEN & FAWKES (1983), e calculada através da expressio J= K,%/E, deve ter o
valor 1,4933 Nmm/mm?. Com base nessa hipétese, adotou-se uma espessura de 1
mm para a chapa, a fim de serem compatibilizados os resultados constantes das
colunas 2 e 3da Tabela 3.

No intuito de explicar-se a metodol ogia baseada no parametro termodinamico
de fratura, serdo apresentados, a seguir, dois Exemplos, 0 4 e 0 5, com base nos
mesmos dados geométricos dos Exemplos 1 e 2, respectivamente. No entanto, ao
invés de uma carga uniforme aplicada em uma das extremidades da haste, tém-se
agora deslocamentos uniformes prescritos, em ambas as extremidades. No caso do
Exemplo 4, o valor dos deslocamentos prescritos, aplicados no sentido do aumento
do comprimento da peca, éigual a 10m. Na Tabela 4 s3o apresentados os resultados
referentes a esse exemplo, ficando evidenciado que, diferentemente da integral J, ndo
vale a propriedade de independéncia do caminho no caso do paréametro
termodindmico G;. Observe-se que € bastante razoavel a previsdo para a orientacéo

do possivel avanco da fissura, indicada pelos angulos das duas Ultimas colunas da
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Tabela 4: asimetria dos deslocamentos prescritos sugere que o angulo da fissura com
0 elX0 X; sga zero, e nessa tabela verificase que dédo sempre algo em torno do

décimo de grau.

Neste ponto, vale descrever em linhas gerais o procedimento para areaizacéo
dos experimentos numeéricos cujos resultados estdo sendo apresentados. Inicialmente,
fornece-se como dado ao programa ELCFRAT, um valor positivo arbitrério para o
par@metro g= e, também, uma valor de tolerancia, para o célculo iterativo do valor
limite de G;. A convergéncia paraum so valor do limite de G, revel a-se bastante boa.
Além disso, conforme revela a teoria (Capitulo 5), existem as possibilidades de uma,
duas, ou nenhuma solugéo para a diregdo de avanco da fissura, como solucéo para o
problema. Isto significa dizer que, para dado um carregamento, e para dadas
restricdes de deslocamento no contorno, o solido pode assumir uma dessas trés
opcdes. O que resulta mais freglente € haver, ao final do processo iterativo, duas
solugdes para 0 angulo da direcéo (em relacdo a x;) prevista para avango da fissura.
As duas solugdes, no entanto, vao sempre tendendo para um so valor, indicando que
s6 ha mesmo duas hipdteses em jogo: ou uma Unica solugdo, no caso em que a fissura

avanca; ou henhuma solugdo, caso em que afissura fica estavel.

TABELA 4- VALORESDE J, G.E A DIRECAO DE PROPAGACAO DA FISSURA:

EXEMPLO .4
Vaor dea Caso de deslocamento constante Angulo da direco de propagagio
m prescrito nas extremidades da haste dafissuracom o eixo x; (em
(Jm) graus)
J Gt ap a
0,200 1056,285 241,3896 0,1435836 -0,1435836
0,280 1056,589 365,0595 0,08337552 -0,08337552
0,345 1056,516 473,57781 0,08698883 -0,08698883
0,472 1058,628 703,0787 0,01428787 -0,01428787
0,495 1057,548 744,8425 0,05833340 -0,05833340

O método iterativo aqui utilizado revela, portanto, para cada caminho de
integracdo eliptico adotado, 0 minimo valor do par@metro critico, G, para 0 qual a

fissuratende a crescer.
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No Exemplo 5, a seguir, a prescricao é de um deslocamentos constante, 10
m, na direcdo tangencial, em todos os nés da face extrema esguerda, na Figura 12,
ficando a outra com deslocamento nulo na mesma diregdo. Note-se que ha uma
tendéncia clara de convergéncia para um valor do angulo de avanco da fissura em

torno de 16,8°, sentido horério, em relacdo ao eixo x; (Tabelab).

TABELA 5- VALORESDE J G, EDA DIRECAO DE AVANCO DA FISSURA: EXEMPLO

Vaor dea | Caso de deslocamento constante | Angulo da diregdo de propagacio
(m) prescrito nas extremidades da dafissuracom o eixo x;
haste (Jm) ( grau)
1 G a a
0,200 687,9999 356,3301 -10,24077 -10,25972
0,280 689,42519 438,4738 -11,65751 -11,70861
0,345 690,8777 486,9242 -13,73409 -13,77354
0,405 692,3343 522,0943 -15,27493 -15,32919
0472 689,7161 548,6402 -16,37041 -16,43787
0,495 680, 7566 550,9933 -16,72136 -16,76072
0,499 678,3267 550,9299 -16,80196 -16,83412

Evidentemente, G; € um pardmetro que depende do tamanho da parte P
contornada pelo correspondente caminho eliptico. 1sso faz com que a concepcdo de
G, sgja a do que se denomina, na Termodindmica, de uma grandeza extensiva.
Assim, quanto maior for a extensdo da parte P, mais aumenta a possibilidade do

valor de G; representar o que ocorre, narealidade, com o sélido inteiro.

Osvalores daintegral J, como se vé na segunda coluna da Tabela 5, mantém-
se razoavelmente proximos de uma constante, como o previsto pela teoria, fazendo
jus a0 significado de grandeza intensiva, da Termodinamica, semelhante a

temperatura, por exemplo, cujo valor ndo depende da extensdo do corpo.

Com o intuito de evidenciar-se a distin¢éo entre duas as filosofias, uma, a que
utiliza J, e outra, a que prople a utilizacdo alternativa de G, convém lembrar-se,

inicialmente, que as colunas 2 e 3 das Tabela 4 e 5, apresentam resultados obtidos
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pelo ELCFRAT, calculados, portanto, no regime eléstico. Dai, esta implicito que,
retirado o carregamento, tudo voltard a situacéo inicial, isto significando que esse
programa ndo detectou, por ndo ser capaz de fazé-lo, qualquer avanco irreversivel da
fissura. Os vaores de G; aqui calculados, sdo, portanto, valores limites dessa
grandeza, para um certo circuito eliptico, e para um dado caso de carregamento e de
restricbes de desdocamento no contorno da chapa. Isto significa que, se um
experimento for realizado em laboratério, com um corpo de prova em tudo igua a
chapa da experimentacdo numérica, entdo, no instante em que iniciar-se a fratura, o
valor de g, medido no mesmo circuito €eliptico, tera correspondéncia com o
respectivo valor limite de G;. Entenda-se por valor critico, g, 0 menor vaor do
parametro termodinamico de fratura, para um dado caminho de integracdo, medido
em laboratério quando o entalhe comeca a crescer de forma irreversivel. Ora, se 0
material fosse, de fato, elastico linear, com os valores de me de n corretos, e a
experimentacéo fosse feita com rigor absoluto, o valor de g= e o valor limite de G;
tenderiam a ser iguais. Mas, se a hip6tese aqui aventada , é de que a acomodagdo
plastica, presente na vizinhanca da extremidade do entalhe, deve envolver dissipacéo
de energia, é certo que o estado de deformacao, induzido por esse motivo, nos pontos
do caminho usado para o cdlculo de G, iralevar a que ocorra uma diferenca entre os
valores dos dois parémetros. Com base nesse raciocinio, a experimentacdo numérica
aliada aexperimentacao de laboratorio permitira, portanto, a calibracdo de parametros

constitutivos do material afetado pelo processo de fratura.

A metodologia de estudo da fratura baseada na integral J, estd fundamentada
na determinacdo experimental de valores criticos (Jic, por exemplo) dessa grandeza,
que deverdo servir de referéncia para critérios de integridade baseados na
comparagéo com J, correspondente a0 modelo tedrico de um sdlido em andlise. O
valor J ser& determinado teoricamente, em funcéo do carregamento e das restrices
de deslocamento & quais a pega estiver submetida. A partir de uma argumentacéo
fundamentada na propriedade da independéncia do caminho, costuma-se imaginar
que a concepcao daintegral J seja capaz de respaldar uma generalizacdo proxima ade

atribuir ao valor critico de J algo como uma propriedade do material. Isto é
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questionavel, bastando que se relembre a razéo pela qual a integral J possui a

propriedade de independéncia do caminho: conforme o apresentado no Capitulo 4.

Por outro lado, no caso da andise baseada em G;, vale observar-se que, no
referente & propriedades do material, a experimentacdo numeérica so esta informada
dos valores de me de n, no pressuposto de que o solido tenha um comportamento
elastico. Em razéo de que a realidade se afasta, naturalmente, dessa condicdo ideal, €
de se esperar portanto, que seja pouco provavel a coincidéncia entre o valor critico,
O, obtido experimentalmente, e o valor limite de G; obtido numericamente. Assim
sendo, o confronto entre esses dois valores, baseado na utilizagdo da experimentacéo
numeérica associada a experimentacdo de laboratério, nos termos em que aqui se
coloca, constitui-se em uma metodol ogia para a calibracéo de parametros de modelos
elastoplasticos, desde que, naturalmente, seja usado um programa automatico capaz
de simular hipiteses de relacdes constitutivas elastoplasticas do material, na

vizinhanca da extremidade da fissura.

Imagina-se que essa calibracdo de parémetros el astopl asticos podera ser feita,
utilizando-se qualquer parte do corpo que contenha a extremidade da fissura, desde
gue se assegure estar o caminho de integracdo, para os calculos de ge, por um lado, e
do valor limite de G;, por outro, dentro de uma mesma regido hipereléstica dessa
parte. Vaido esse pressuposto, podem-se fazer simulacBes, associando a
experimentacdo numérica com a de laboratorio, tanto para uma vizinhanga proxima a

fissura, quanto para outras mais distantes.

A apresentacdo do Exemplo 6, a seguir, cuja forma de carregamento esta
indicada na Figura 18, servira para suscitar uma discussdo a respeito da influéncia da
mudanca da escala geométrica e da escala do carregamento sobre os valores de J e
Gt. De um caso para 0 outro, todo o carregamento € alterado, linearmente, com o

auxilio de um paréametro.

De maneira independente, a geometria completa (inclusive o entalhe) pode
também ser alterada, com o auxilio de outro pardmetro. A espessura, no entanto, ndo
sofre a influéncia da escala geométrica, mantendo-se constante, e igual a 0,003m. A

Tabela 6 evidencia a propriedade comum, de J e de G, de variarem com o quadrado
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do pardmetro do carregamento. Por outro lado, percebe-se que ndo parece haver
gualquer fator de escala associando a variagdo de ambas as grandezas, com a

mudanca da escala geométrica da chapa.

EXEMPLO 6: HASTE COM GEOMETRIA PARAMETRIZADA, SUBMETIDA A
CARREGAMENTO MISTO, TAMBEM PARAMETRIZADO

NUMERO DE NOS DO CONTORNO =54
NUMERO DE PONTOS INTERNOS = 48
NUMERO DE PARES DE NOS DUPLOS= 16
NUMERO DE ELEMENTOS = 38

FATOR DE ESC.GEOMETRICO HORIZONTAL= .1000000E+01

FATOR DE ESC. GEOMETRICO VERTICAL= .1000000E+01

MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL = .8000000E+11

COEFICIENTE DE POISSON = .2000000E+00

ESPESSURA DA CHAPA = 0.3000000E-2
VALOR INICIAL DO PARAMETRO TERMODINAMICO CRiTICO= .5000000E+05
TOLERANCIA DE GAMA e= .3000000E-03
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FIGURA 18- CHAPA COM GEOMETRIA E CARREGAMENTO PARAMETRIZADOS

TABELA 6- ESTUDO DA VARIACAO DE JE G, , COM ASESCALASGEOMETRICA E DE

CARREGAMENTO
Vaordea| Fatorde Fator Exemplo 6: carregamento misto
m escala de escalado
geométrico | carregamento | J(IM) | I/ Jjinhar | Gt (Im) | G/ Gt linhar
0,495 1 1 588,3567 1 859,9191 1
0,990 2 1 1 358,960 2,304 1489,789 1,732
1,485 3 1 546,9216 0,930 149,7957 0,174
1,980 4 1 1042,105 1,771 5 799,524 6.774
0,495 1 1.5 1 323,803 2,250 1934818 2.250
0,495 1 2 2 353,427 4,000 3439,677 4,000
0,495 1 25 3677,230 6,250 5 374,495 6,250
0,495 1 3 5295211 9,000 7739,272 9,000
0,990 2 3 1223064 | 20,788 | 1340811 15,592
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Convém observar que, quando da utilizacdo do BEM, deve-se colocar nés
duplos nos pontos de transi¢céo brusca de carregamento, tais como 0s que aparecem

nesse exemplo.

EXEMPLO 7: CHAPA CONTENDO DUASFISSURAS INICIANDO-SE NO CONTORNO
DADOS:

NUMERO DE NOS DO CONTORNO = 68

NUMERO DE PONTOS INTERNOS = 48

NUMERO DE PARES DE NOS DUPLOS= 23

NUMERO DE ELEMENTOS = 45

FATOR DE ESC.GEOMETRICO HORIZONTAL= .1000000E+01

FATOR DE ESC. GEOMETRICO VERTICAL= .1000000E+01

MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL = .8000000E+11

COEFICIENTE DE POISSON = .2000000E+00

ESPESSURA DA CHAPA = 0.3000000E-2

VALOR INICIAL DO PARAMETRO TERMODINAMICO CRITICO= .5000000E+05

TOLERANCIA DE GAMA e= .3000000E-03

FIGURA 19- CASO DE DUASFISSURAS: DISCRETIZACAO PELO BEM E CIRCUITO
ELiPTICO INTERNO

O Exemplo 7 corresponde a0 caso de uma chapa contendo duas fissuras,
conforme a Figura 19, que mostra a distribuicdo dos nés dos elementos de contorno e
dos pontos do método de Gauss-Legendre sobre o caminho eliptico usado para o

clculo de J e G;. O carregamento, nesse caso, € do mesmo tipo do utilizado no
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exemplo anterior, tal como esta na Figura 18, sb que agora ndo parametrizado. Vé-se,

pela Tabela 7, que a precisio do calculo de J é menor do que nos casos anteriores.

Quanto a G;, verificase que cresce quando o circuito eliptico se amplia,
confirmando o0 seu cardter de grandeza extensiva. Observe-se que, também nesse
caso, 0 programa ELCFRAT faz a previsdo do angulo segundo o qual a fissura
tenderia a seguir, caso houvesse 0 avango. Mas, no caso, ha duas fissuras, de modo
que ainterpretacdo do resultado tem de ser dada em funcéo do instrumento analitico
gue esta por tras dessa determinacdo. No caso, tal instrumento € a Andlise de
Sensibilidade e como tal, o que prevé é a indicacdo de uma tendéncia média,
relacionada com a direcdo do avango do processo termodindmico associado ao

conjunto das duas fissuras.

TABELA 7- VALORESDE J E DE Gy, NO CASO DE UMA CHAPA CONTENDO DUAS

FISSURAS
Vaor dea(m) J (Jm) Gt (Jm)
0,30 533,0004 915,9679
0,35 554,2414 760,5400
0,38 560,3449 853,3931
0,40 559,8806 915,9679
0,43 550,7285 1 010,146

O Exemplo 8, aseguir, ilustra como se pode aproveitar os resultados de outro
programa automatico, seja baseado no BEM e/ou no MEF, para calcular-se o valor
limite de G;. Exige-se, obviamente, que o célculo das tensbes tenha boa precisio,
deslocando-se a questdo, assim, do ambito do estudo da fratura, para o anbito da

eficiéncia numérica do método aproximado.

No presente caso, utilizase um programa automatico de elementos de
contorno com mais recursos que o ELCFRAT. Trata-se de um programa organizado
pelo Prof. Humberto Coda, da EESC-USP, que faz uso de elementos isoparamétricos
quadréticos, estando apto a resolver problemas bidimensionais, estaticos ou
din@micos, podendo trabalhar com os modelos el astoplasticos de Tresca, von Mises,

Mohr ou Drucker-Prager.
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Do ponto de vista da metodologia agui adotada, a importancia da utilizacéo
de um programa com essas caracteristicas estd, em primeiro lugar, na possibilidade
de delimitar-se a zona de processo da fissura, isto €, o bulbo de plasticidade em torno
da extremidade. Em segundo lugar, serve também para de selecionar uma regido
hiperelastica, para assim balizar o caminho de integracéo sobre o qual sera calculado

o vaor limite de G;, atendendo aexigéncia dateoria.

FIGURA 20- CONTORNO ELIPTICO E CELULASINTERNASEM TORNO DA
EXTREMIDADE DA FISSURA

Para isso, faz-se uso do recurso da colocacdo de células internas em torno da
extremidade da fissura, tais como aquelas cujos pontos limitrofes estdo mostrados na
Figura 20. A colocagdo dessas células é obrigatoria quando o BEM é usado, porque
depende delas a possibilidade de serem incluidos os efeitos de plasticidade, naforma
de tensbes residuais, na sequéncia do processo incremental-iterativo utilizado na
andlise elastopléstica. Evidentemente, € necessério certa sensibilidade para a escolha

adeguada dessas células.

Por outro lado, o uso do recurso & células internas serve para que se delimite
0 bulbo de plasticidade formado em torno da extremidade da fissura, no pressuposto
de que o efeito de acomodacdo pléastica seja algo localizado e dependente, somente da

presenca dessa fissura.

No exemplo em andlise, utilizase o critério de von Mises, em que a
constante de hardening € tomada como nula, o que quer dizer, elastoplasticidade

perfeita.
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EXEMPLO 8 DESLOCAMENTO PRESCRITO NAS EXTREMIDADES:
d =.05mm. VON MISES, h=0.
DADOS:
NUMERO DE INCREMENTOS DE CARGA =5
MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL = .8000000E+11
COEFICIENTE DE POISSON = .2000000E+00
ESPESSURA CONSTANTE DA CHAPA = .003000000E+00
TENSAO LIMITE DE PLASTICIDADE= .2500000E+09
PARAMETRO TERMODINAMICO CRITICO= .5000000E+04
TOLERANCIA DE GAMA e= .3000000E-03

ﬂl
v

d=.05mm d=.05mm

t ¢t
vov v
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v

FIGURA 21 - CHAPA COM DESLOCAMENTOS PRESCRITOSNAS
EXTREMIDADES

Para a finalidade de inserir, como dados do problema de fratura, as tensdes
saidas da analise elastoplastica, elaborou-se um programa automatico, PLASTFRAT,
incluido no disquete que acompanha a tese, que fornece, para um determinado
circuito eliptico, a cada incremento de carga, o valor limite de G;,. Como ilustracéo,
apresenta-se, a seguir, a entrada de dados do PLASTFRAT, evidenciando-se que
pode ser facilmente adaptada para ler qualquer outra saida de tensdes, ressaltando-se
ainda que, em virtude de a subrotina que calcula a densidade de energia de
deformacdo ter sido feita para casos bidimensionals, o uso do PLASTFRAT fica
restrito a esses casos. No entanto, para problemas mais gerais, de placas, cascas, ou
tridimensionais, basta que se incluam as devidas parcelas do expresséo da energia de
deformacao, além, evidentemente, do caminho de integracdo, que pode ser umalinha
(no plano, ou no espaco), ou uma superficie, no caso tridimensional. O que vale a

pena comentar, € que a utilizacdo da metodologia do BEM facilita bastante a
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utilizacdo de caminhos de integracéo parametrizados, tal como é feito no ELCFRAT
eno PLASTFRAT, em que aopcao foi por caminhos de forma eliptica.

TABELA 8 - VALORES DE Gy EM UM CASO DE ELASTOPLASTICIDADE PERFEITA

Incremento de Comportamento Gt (Jm)
deslocamento
1 elastico 0,5494554
2 elastoplastico 0,025578
3 elastoplastico 0,415873
4 elastoplastico 0,949044
5 elastoplastico -0,131202

Os resultados acima referem-se a um circuito eliptico com centro no centro
geométrico da chapa, sendo o eixo maior igua a 0,3m e eixo menor igual 0,21m..
Como bem se observa na Tabela 8, os nimeros da terceira coluna carecem de uma
interpretacdo cuidadosa, por conta de que ndo seria de se esperar um valor negativo
para G;. No entanto, convém lembrar que as integracbes levadas a efeito
numericamente, dentro da metodologia do BEM, sdo muito sensiveis, havendo de se
verificar se 0 esquema de sub-elementacdo estd sendo adequado a preciséo exigida

pelo método, para o valor das componentes de tensao.

Para concluir, apresenta-se, a seguir, 0 esquema de entrada de dados do
programa PLASTFRAT, no caso de elastoplasticidade perfeita, 0 caso do Exemplo
8:

a) Dados gerais do problema, lidos em formato livre: NP, NIP, NIC, GE, ,XNU, TE,
TENPLAS, GAMMA, TOL.

. NP € 0 nlmero de incrementos de carga

. NIP é o0 nimero de pontos internos, onde tensdo e deslocamento sdo cal culados.
Tem de ser igual a0 numero de pontos de Gauss usados na sub-rotina INTEGJ. No
caso, esta fixado em 48.

. NIC é 0 nimero de pontos internos, os isolados mais os dos contornos das células.

. GE é 0 médulo de elasticidade transversal.
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. XNU sera o coeficiente de Poisson, n, se o0 estado plano for de deformacéo. Se o
problema é de estado plano de tensdo, entrar com XNU= n/(1+n)

. TE é aespessura da chapa.

. TENPLAS é atensdo limite de plasticidade.

. GAMMA é um nimero real positivo qualquer.

. TOL é atolerancia, para o processo iterativo que busca o valor limite de G;. Pode

ser dado como um nimero muito pequeno (abaixo de 10°%, por exemplo)

b) Dados do circuito €eliptico de integracdo, lidos em formato livre: X0, YO, CX1,
CY1,CX2,CY2, ELIPSY

. X0,Y 0 sdo as coordenadas do centro da elipse.

. CX1,CY1 sdo as coordenadas do primeiro ponto do circuito de integracdo, e
CX2,CY2, 0 mesmo, para o Ultimo ponto do circuito(sentido de percurso anti-
horario).

. ELIPSY é amedida do semi-eixo maior da elipse, no eixo Xo.

c) Leitura das componentes de tensdes vindas de outro programa: Convém observar

gue a leitura desses dados deve-se restringir somente aos pontos internos (os do
esquema de Gauss-Legendre) situados sobre o contorno eliptico. Seu nimero € dado
por NIP.
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CONCLUSOES

A iniciativa da aproximagao entre a Mecanica da Fratura, a Termodinamica, a
Mecénica do Continuo, a Andlise de Sensibilidade e o Método dos Elementos de
Contorno, organizada no presente trabalho, contribuiu para o refinamento dos
instrumentos tedricos e numeéricos de analise, com um objetivo bem delineado: atacar
o problema da fratura, a partir da busca de uma alternativa a hip6tese introduzida por
Griffith, segundo a qual seria legitima a aplicacdo do Principio da minima energia
potencial elastica a interpretacdo de um fendbmeno essencialmente dissipativo, como
o da fratura. Quando se imagina que além de Grifith, Irwin e Rice também
desenvolveram suas importantes concepcdes a partir da idéia de energy release rate
(derivada da energia potencial elastica em relacdo a um paréametro geométrico da
fissura), percebe-se que o presente trabalho contribui com novos elementos para a

discussdo sobre os fundamentos do tema em estudo.

Embora a idéia de uma teoria termodinamicamente consistente da fratura ndo
sgja original, alguns resultados aqui apresentados o sdo. Dentre eles, destaca-se a
obtencdo da equacdo geral do balanco termomecénico local, nos pontos da superficie
de avanco de uma fissura, eg. (2.20), no Capitulo 2, resultado que decorreu, por sinal,
da idéia de utilizar-se, diretamente, a definicdo da integra de Riemann para a
obtenc&o de derivadas materiais no tempo, apresentada no Anexo B. A aplicacdo da
funcdo energia livre de Helmholtz, para chegar-se a um critério de iniciagdo de
fratura, seguindo um caminho semelhante ao de Griffith, no caso quase estético e
isotérmico, também parece ser uma contribuicdo original. A maneira de utilizagdo do
BEM, tanto no célculo daintegral J, quanto no calculo de G;, bem como a deducéo
da expressdo vdlida para o contorno, via Andlise de Sensibilidade, para o céculo
desse Ultimo parédmetro, também sdo contribuicles trazidas pelo presente trabalho.

Além disso, a proposta , apresentada no Capitulo 6, para a determinacdo de
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experimental do valor critico de G;, com o auxilio de extensdmetros elétricos de
resisténcia (strain gages), € também uma contribuicdo, cujo desenvolvimento
posterior pode levar a elaboracdo de um procedimento normalizado com essa
finalidade.

Acredita-se que o principal objetivo da pesquisa foi atingido, com a
determinacdo do pardmetro G; adequado a aplicacdo pratica da interpretacdo
termodinamicamente consistente do fenémeno da fratura, no caso isotérmico e quase
estatico. Partindo da hipotese de que o fendmeno da fratura obedece a Primeira e a
Segunda Leis da Termodinamica, a pesquisa do parametro G; foi auxiliada pela
adocdo formal dos paradigmas de Griffith (critério de iniciacdo de fratura) e de Rice
(integral J), embora a negacdo da esséncia conceitual de ambos esteja implicita, em
razdo da opcdo do trabalho pela busca de uma interpretacdo termodinamica, com

base na consideracéo de que o0 avanco dafissura € um fendmeno irreversivel.

A percepcéo de que a energia livre de Helmholtz poderia ser utilizada, no
caso particular do regime isotérmico, para aperfeicoar o estudo da iniciagdo e do
avanco de uma fissura, a0 estilo da andlise de Griffith, forneceu uma saida
importante para o desenvolvimento do trabalho. Dai surgiram, tanto o parametro
termodindmico G, Util a constru¢cdo de um novo critério de iniciagdo, ou
continuidade, do avango da fissura, quanto uma nova forma de prever-se a direcéo

desse avanco .

Embora o recurso a Mecanica do Continuo tenha sido fundamental para o
embasamento das conclusdes praticas que emergiram ao final, é certo que s6 os
problemas em regime quase estético e isotérmico foram satisfatoriamente abordados,
restando ainda os problemas dinamicos e os ndo isotérmicos. No caso dos problemas
dindmicos, a base estd bem construida, bastando que se elabore melhor a questéo do
experimento capaz de fornecer o valor critico do G; dinamico. No caso dos
problemas n&o isotérmicos, no entanto, em razdo de ndo ser possivel, nesses casos, 0
recurso a energia livre de Helmholtz para a interpretacdo do avango da fissura, a
metodologia a ser desenvolvida, tende a ser bastante distinta da utilizada no caso

isotérmico. Mas, certamente, a base foi construida. Acredita-se, assim, que o



139

fundamento tedrico esta seguramente colocado e que a investigacdo de parametros
experimentais capazes de permitir o estudo termodinamicamente consistente da

fratura, também no caso ndo isotérmico, fica como proposta para a continuidade da

pesquisa.

A utilizacdo do Método dos Elementos de Contorno como ferramenta
numeérica para a obtencdo da integral J e do parametro G;, a partir de um método
baseado na Andise de Sensibilidade, revela-se bastante promissora como uma
alternativa simples para uso pratico, na medida em que a obtencéo de G; (ou também
da integral J) é praticamente um trabalho de pds-processamento, desde que sgjam
fornecidas as informagdes, sobre a distribuicdo de tensbes e dos gradientes de
deslocamento, advindas de programas automdticos que ndo precisam Ser,
necessariamente, especializados em Mecéanica da Fratura, nem em Elementos de
Contorno. Espera-se que, com isso, 0s problemas tridimensionais de fratura, ou de
placas e cascas, possam ser resolvidos com muito maior facilidade, em razéo de que
0 método desenvolvido, para percorrer-se o caminho de integracdo (eliptico, no caso
do programa automético aqui apresentado), pode ser facilmente adaptado para outros

tipos de caminho, inclusive sobre superficies, no caso problemas tridimensionais.

A possibilidade de aperfeicoamento do método de obtencdo, em laboratorio,
do valor critico, g, esbocado no Capitulo 6, pode levar, naturalmente, a um
procedimento normativo inovador, tanto para esse caso, quanto também para o caso
de J.. Além disso, aquela proposta abre a perspectiva de uma experimentacdo
bastante adequada a findidades de pesguisa de parametros de modelos

elastopl asticos, valida também para casos fora da M ecanica da Fratura.

A rigor, a sintese do resultado deste trabalho encaminha-se para o reforco da
idéia de unificagdo dos procedimentos de andlise, nos niveis tedrico, numérico e de
experimentacdo em laboratério, visando ao aperfeicoamento da caracterizacdo da
integridade dos solidos, sem a necessidade de distingdes qualitativas relevantes, e
dignas de tratamentos especializados, entre todos fendbmenos de caréter dissipativo
desenvolvido nos solidos, tenham eles o nome de microfissuracdo, dano,

plasticidade, ou fratura. Espera-se que a concepcao do parametro G, dependente do
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caminho, mas com uma fundamentacéo fisica segura, possa ser Util a calibracdo de
pardmetros caracteristicos de modelos elastoplasticos, podendo assim, servir a idéia

unificadora do estudo dos problemas de integridade das estruturas e seus

componentes.
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ANEXO A

ELEMENTOS DE ALGEBRA E DE ANALISE
TENSORIAL?
A. 1 Tensores

Seja E 0 espaco euclidiano pontual tridimensional. Os elementos desse
espaco sdo denominados pontos. A expressao vetor serd adotada para os elementos
do espaco vetorial associado, V. A diferenca entre dois pontos quaisguer, x ey de E,

define um vetor v, tal que:

V=X-y e -V=Y-X. (A.1)
A soma de um ponto e um vetor define um ponto:

X=Y+V . (A.2)
A soma de dois pontos ndo possui significado.

Escolhida uma base ortonormal {g} em V, a origem o de E e essa base formam um
sistema de referéncia, ou referencial de E. Dai, todo ponto de E pode ser escrito

como
X = (x-0) +0,
sendo suas coordenadas relativas a{ e}, definidas por:

X = (x-0).6 , (A.3)

! O presente Anexo valeu-se, basicamente, da sintese encontrada em FEIJOO (1978).
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na qual é usado o ponto paraindicar o produto interno (ou escalar) de dois vetores. A
definicdo de produto interno de um vetor qualquer u por s mesmo, leva, de uma

formanatural, ao conceito de norma de um vetor:
Jull =+/u.u. (A4)

Tensor. Chama-se tensor a qualquer transformagéo linear T: V® V, sendo V 0 espaco
vetorial associado ao espaco euclidiano pontual E. Isto significa que T associa a cada

vetor vi V um Unico vetor ul V:
u=Tv. (A.5)

Entende-se por transformacdo linear a aplicagdo que possui as seguintes

propriedades.
T(u+v) = Tu+Ty, "u,vIiV, (A.6)
T(au)=aTu "al IR," ul V. (A.7)

O conjunto de todos ostensores T, T: V® V, é denominado Lin. Se em Lin definimos

aadicao de dois tensores por:

(Ti+T)u=Tiu+T,u, "ul Vv (A.8)
e amultiplicacéo por escalar:

(@T)u=aTu "TiLin,"al IR,"ul vV, (A.9)

entdo Lin, munido dessas duas operagdes € um espaco vetorial. Neste espaco existe

um tensor nulo, representado por 0, tal que:
0u=0," ul V. (A.10)

Observe-se que o0 simbolo 0 também est& sendo usado para representar o vetor nulo

de V. O tensor identidade, designado por |, étal que:

lu=u," ul V. (A.11)
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O produto de doistensores, T e S, indicada por TS, é definida como a composicéo de

ambas aplicaces, isto é:

T S=T oS, onde

(T S) u=T (Su). (A.12)
Verifica-se que o produto de tensores possui as seguintes propriedades:

Associativa:

T (SD)=(T9) D, (A.139)
distributiva, em relacdo a adicdo de dois tensores:

T(S+D)=TS+TD, (A.13b)
(S+D)T=ST+DT, (A.13¢)
distributiva, em relagdo a adicdo escalar:

(ath) T=aT +bT "abl IR, (A.13d)
| T=T I=T. (A.13¢)

Quando TS=ST diz-se que T e S comutam, embora esta ndo sgfa uma propriedade

vélidano conjunto de todas as aplicacles linearesde V em V.

A definicdo de produto de tensores permite que se fale de poténcias de um

tensor. Assm:

TOL, T=T, T=TT, . , etc. (A.14)
A associatividade do produto permite que se tenha:

T (A.15)

Associando-se 0s conceitos anteriores, define-se polindmio de um tensor T como

sendo:

f(T)=a,l +aT'+.aT'+.aT", allR, (A.16)
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€ uma funcdo tensorial de argumento tensoria que pode ser associada a um

polinbmio de grau n, com coeficientes ag, a3, ...an.

Tensor transposto. O tensor transposto de um tensor arbitrario T € o Unico tensor,

T', com a propriedade:

Tu.v=u.T'v, " u,vi V. (A.17)
Dai resulta que:

(S+T) u.v=u.(StT)v=u.Sv+u.Tv=Su.v+Tv=(S+THu.v (A.18a)
e (@9'u.v=u.(@Syv=au.Sv=a S u.v, "al IR, (A.18b)

0 (ue assegura ser a transposicdo, uma operacao linear que associa cada tensor de

Lin a seu transposto, também em Lin.

O transposto do produto de dois tensores é definido como:

(ST)'=TT S". (A.19)
Defato:
(ST) u.v=u.(ST)v=u.S(Tv)=Su.Tv=(T"' SN u.v. (A.20)

Da mesma maneira, pode-se mostrar que:
(SH' =s.
Diz-se que um tensor é simétrico se:
s=9g', (A.21)
e anti-simétrico se:

=-g" (A.22)
Todo tensor admite uma decomposi¢éo Unica:

S=gsym St+skw S. (A.23)
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Assim sendo:
symS=(S+S") /2, partesimétricadeS, (A.24)
skw S=(S-S")/2, parteanti-simétricade S (A.25)

Por ser atransposi¢do uma aplicacéo linear de Lin em Lin, segue-se que:
(1) Toda combinac&o linear de tensores simétricos € um tensor simétrico, e
(2) toda combinacdo linear de tensores anti-simétricos € um tensor anti-simétrico.

Assim, o conjunto de todos os tensores simétricos, que sera denominado Sym,
e 0 dos tensores anti-simétricos, que serd denominado Skw, sdo dois subespacos de
Lin. Convém observar que o produto de dois tensores simétricos (respectivamente,
anti-simétricos) ndo € necessariamente um tensor anti-simétrico (respectivamente,

anti-simétrico).
Outros resultados dignos de nota s&o 0s seguintes:
(1) SejaEl ymeWIT Skw, tensores arbitrérios, logo:
u.Wu=0," ul V. (A.26)

Para demonstrar, basta a que se use as defini¢des de tensor transposto, eg. (A.17), e

de tensor anti-simétrico, eg. (A.22), paraum vetor u arbitrério:
u.Wu=W'u.u=-Wu.u b 2(u.W u)=0.

(2) SgaS=E+W, logo:

u.Su=u.Eu"ulV, (A.27)
uma consequéncia diretade (1).

Produto tensorial. O produto tensorial de dois vetores u, vi V, representado por
uAv, é um tensor que a cada vetor wi V, associa um vetor paralelo a u, dado por

u(v.w), isto &

(UAV)w=u (v.w), "wlV (A.28)
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Observe-se que uAv: V® V é uma aplicacdo linear e, portanto, € um tensor. Com

base na definicdo de produto tensorial, verifica-se que:

(1) (UAV)" = (VAu). (A.29)
Demonstracao:

Sgamd, w1 V vetores arbitrérios. Utilizando-se propriedades anteriores, tem-se:
(UAV)'d.w=d.UAV)wW=d.u(v.w)=(v.w) (u.d)=(v) (u.d).w=

=(vAu) d.w.

(2) (UAV) (cAd) = (v.c) uAd. (A.30)
Demonstracao:

Sgawl V, logo:

[(UAV) (cAd)]w=(uAvV) ¢ (d.w) = u(v.c)(d.w)=(v.cu(d.w)=

=(v.c) (UAd)w .

(3) Sga{e} umabase ortonormal deV, isto &, & . g=d;, delta de Kronecker, entéo:

I=elA e+ A et 3A e5=dj e.§.
(A.31)

Demonstracdo: Basta provar que dij (& A g) v =Vv. Defato, sev = g, tem-se:

dyj (A g)v=dij Vi(ex A g)&r= dij Vi (6 -&)v=dij Viex dir = Vig=v .

Produto anti-simétrico. Dados u,vi V arbitrérios, o tensor anti-simétrico uAv - vVAu

sera representado por u Uv, denominado produto anti-simétrico, ou produto externo.

Componentes de um tensor. Até agui o trabalho com tensores limitou-se a estuda-
los com o auxilio das definicdes e regras de composi¢cdo. Da mesma forma como os
vetores, em V, sdo independentes da base escolhida para representa-los os tensores,

em Lin, também sdo entidades independentes de qualquer base desse conjunto. No
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entanto, escolhida uma determinada base, pode-se determinar as componentes do

tensor nessa base de Lin.

Considere-se em V uma base { e}, ndo necessariamente ortogonal, chamando

de g;j 0s escalares provenientes do produto interno g, . g, isto &
& . §=0ij. (A.32)

Em razéo de {g} ser uma base, segue-se que o determinante da matriz [g;] €

diferente de zero. Existe, portanto a matriz inversa, denominada [gij] . Logo:
g’ g=d'x. (A.33)

Resultada eq. (A.32) que [g;j] € uma matriz simétrica. Por outro lado, dada uma base

{e} pode-se definir outra base, {ei}, denominada base dual de {e}, que fica

determinada, de modo Unico, através da condic¢ao:

é=g'g . e=gje. (A.34)
De (A.32), (A.33) e (A.34), resultaque:

d.g=d . d.d=g\ (A.35
Com i, j=1,3, demonstra-se que sdo bases de Lin 0s seguintes conjuntos de tensores.
{aAe}, {gAd}, {¢Ad}, e {€Ag}. (A.36)

Dessa maneira, a representacdo de um tensor pode possuir as seguintes

representactes possiveis, em fungdo de suas componentes nessas bases.
T=TjdAd=T'qAg=T|aAd=T/dAg. (A37)

As relagbes entre as diversas componentes séo deduzidas a partir da definicdo de

produto tensorial e das egs. (A.32) a(A.35). Por exemplo:

Tij eI A ei= Tij eI A e' (gika<A e'): Tij gika<A eiZTka(A ei, dai
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T=T;g" (A.38)

Em particular T e Tij recebem o nome, respectivamente, de componentes

contravariantes e covariantes de T, enquanto que Tij e Tij s80 denominadas
componentes mistas. A notacdo (A.37) permite que se reconheca facilmente, dado
um vetor v, em gue base esta representado o vetor Tv, quando T, por exemplo, esta4
expresso como T=Tj; ¢ A d. De fato, em razéo da definicdo de produto tensorial
resulta que, Tv esta representado por suas componentes relativas a base {ek}. Com

efeito, suponha-se v:\fa(. Entéo:
u=Tv= Tij (e' A ei)vka; Tij vk(e-i A e') (ST Tij \)( eid kj: Tij \) eI
ou, u:vi(-:-i » Vi= Tjj \).

A partir das definicdes anteriores, pode-se expressar a multiplicacdo de

tensores e a transposta, em termos de suas componentes:

a) Multiplicagéo de tensores:

B=TS=T;j(€ A ) Sin(axA €™ =T;; SY(€ A €M) dd = Tix Sin(e' A €M).
Por suavez:

B=Bim€ A €"b Bin= Tik S

b) Transposto de um tensor:

T=Tj€Ad)p T'=Ty(e A)=Ty(d A €).

Por outro lado:

TT =TT A €) , logo Tjj=Tij.

Se a base {e-i} for ortonormal, a posicdo dos indices é indiferente. Nesse caso as

componentes do tensor sdo chamadas de componentes cartesianas.
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Trago de um tensor. Define-se como traco de um tensor T1 Lin, a aplicagdo que

associa ao tensor um escalar, representado por tr T, e que satisfaz a

tr(uAv) =u . v. (A.39)
Decorre da definicdo de trago de um tensor:

(1) A aplicacéo tr T élinear, jaque o produto interno o é.

(2) A expressdo do tr T, em funcéo das componentes, € a seguinte:

trT= T tr ((—:-i A ei): Tij gij = Tii = Tii = 7 gij, 0 que significa que tr T esta bem
definido.

(3) Sgau A v um tensor arbitrario S, logo:
trS=trS'. (A.40)
Com efeito, trT=tr(u A v)=u.v= u.v=trS'.
(4) Se SeT sdo doistensores arbitrérios de Lin, entéo:
tr (ST)=tr (TS). (A.41)
Defato, daeg. (A.30), tem-se:
tr [(UAV) (cAd)] =tr [(v.c) uAd] = (v.c) (u.d)=tr [(d.u) cAv] =
=tr [ (cAd) (UAV)].
E de (A.31) tem-se!
(5) tr(I)=tr (dije.g)=djdj=3. (A.42)

Produto interno em Lin. Define-se o produto interno (produto escalar) de dois

tensoresSe T, simbolizado por S: T, o0 escalar definido por:
ST=tr(S'T). (A.43)

Mostra-se, agora, que essa defini¢éo satisfaz as propriedades de produto interno:



150

(1) Simetriaz S: T=T: S; defato, S. T=tr (S'T) =tr (S'T) =tr (T'S) =T : S.

(2) SSS3 0," S, sendo que ocorre o valor nulo se e somente se S=0. De fato, em

func&o das componentes cartesianas de S, tem-se;

SS=tr[Si(g A &) Sn(&A em)] = §j Santhidm=5; 5= & (§)?° 0.

Edai,seS: S=0, entdo Sx = 0, paratodo ik, logo S = 0, sendo a reciproca

imediata.

A introducdo do produto interno induz, de forma natural, o conceito de norma

de um tensor, representada por || . || . Logo:

|s|=r(s™s), " S Lin.

Algumas propriedades do produto interno:

Dtr (S =tr (1S =tr(S)=1:S=S:1.

@ R:(ST)=(S'R): T .

Defato, R :.(ST) =tr (R'ST) =tr (T'S'/R)=T:S'R=S'R: T
(B)u.Sv=S.(UAV).

Defato, S. (UAV) = tr [S'(UAV)] =tr [STUAv] =Su.v=u.Sv,

onde se fez uso daidentidade ST(UAv) = (STu)Av, que é verdadeira, pois:

S"(UAV)w = ST[(UAV)W] = STu(v.w) = (STUAV)W .

(4) Se ST Sym, entzo:
S:T=S:T'=S.(W2(T+T)=S:symT , " TI Lin.
Defato:

S:T=tr(ST)=tr (T’ =tr (ST =S:T".

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)
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(5) SeW T Skw, ent&o:

W:T=W: T =-W: T =W@W2(T-TH)=W:skwT , " Ti Lin. (A.48)
(6) SeSI ymeW T Skw, entso:

S:W =0, (A.49)

consequéncia da propriedade (4), ou da (5).

(7)SeT:S=0 " SentdoT=0. (A.50)
(8) SeT:S=0 "SI YmentdoTT Skw. (A.51)
(9)SeT:S=0 "T1 Sw,entioST Sym. (A.52)

Determinante de um tensor. Define-se como determinante de um tensor S,
det S, o determinante da matriz [S], associada a S a partir da escolha de uma base,

isto &
det S=det [9] . (A.53)

Pode-se demonstrar que esta funcéo € bem definida, no sentido de que, a cada tensor
S corresponde um Unico det S, isto significando que o determinante independe da

representacéo de S. Pode-se mostrar, também, que esta funcéo é ndo linear.
Séinversivel se existe um tensor, chamado tensor inverso de S, S*, tal que:
sst=gsls=]. (A.54)

Partindo-se da definicdo de determinante de um tensor, pode-se mostrar que S é

inversivel se e somentesedet St 0.
Valem as seguintes identidades:
(1) det (ST) =(det S) (det T), (A.55)

(2) det S'=det S. (A.56)
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As demonstracOes dessas duas identidades dependem de alguns resultados
encadeados de Algebra Linear que n&o estdo contemplados neste apéndice. Pode-se
encontré-laem FEIJOO (1978).

(3) det S* = (det 9. (A.57)
Demonstracao:

Basta considerar que 1=SS'e, pela propriedade (1), det (SSH)=det | = 1 = det S
detS™.

Desse Ultimo resultado, decorre que:

@) (ST)'=T"'s? (A.58)
(5) (SH'=(s"H, (A.59)
o quejustificaanotagdo S'=(SY)".

Diz-se que um tensor Q € ortogonal se preserva o produto interno, quando

aplicado aum vetor de Visto &

uv=Qu.Qv. (A.60)
A condicdo necesséria e suficiente para que um tensor Q, sgja ortogonal €
QQ'=Q'Q=1, (A.61)
0 que equivale a

Q'=Q™ (A.62)

Demonstracdo: Suponha-se que Q preserva o produto interno, logo, da

definicdo de tensor transposto:
u.v=Qu.Qv=Q'Qu.Vv e, portanto:

Q'Q=QQ'=1 b Q'=Q™.
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A reciproca, prova-se a partir de (A.62), mostrando-se que, se isso for verdade, entdo

o produto interno € preservado e, portanto, Q é ortogonal:
Q'Qu.v=Iu.v=u.v=QuQv.

Dado Q1 Orth, o conjunto de todos os tensores ortogonais, ent&o:
detQ=%1,. (A.63)
gue se prova mediante consideracéo das egs. (A.51),(A.52) e (A.62).

SeQl Orthedet Q =1, diz-se que o tensor Q € umarotagio. O conjunto de

todas as rotacOes é representado pela notacdo Orth”

Um tensor € positivo definido se a seguinte condicéo é verificada:
u.Su>0, paratodou? 0. (A.64)
A.2 Diferenciagao

Sejam U e V dois espacos vetoriais normados e sgjaf: U ® V, definida em
uma vizinhanga do zero de U. Diz-se que f(u) aproxima-se de zero mais rapidamente

que u, ou que é de ordem u, se a seguinte condi¢ao é verificada:

It ) _

T
lule o
uto

0. (A.65)

Se f(u) satisfizer a essa condicao, diz-se que:

f(u)y=o(u), parau® 0 ou, simplesmente:

f(u) = o(u).

Da mesma maneira, dadas duas funcbesf e g, diz-se que:

f(u) = g(u) +o(u) , (A.66)

seseverificaacondicdo  f(u)-g(u) = o(u). (A.67)
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Observe-se que essa Ultima definicdo tem sentido mesmo se f e g assumem cvalores
em E (espaco euclidiano pontual). De fato, segundo se viu, (f-g) assume valores em

um espaco vetorial associado aE.

Seja g uma funcdo a valores escalares, vetores, tensores, ou até mesmo

pontos. Suponha-se que seu dominio, D(g), sgja um intervalo aberto de IR. A

derivadadeg emt, g (t), caso exista, é definida por:

- d 1
9(t) = 4 9O =lim=—[g(t+a)- g(t)] . (A.68)

Verificase, partir de (A.68), que, se g € uma funcdo que toma valores em E, entéo
sua derivada € um vetor. Da mesma maneira, a derivada de uma funcdo de valor

vetorial é um vetor, para umafuncéo de valor vetorial, € um tensor.

Diz-se que g é regular se g(t) existe, para cada tl D(g) e se g(t) é continua

em D(g).

Dadefinicdo (A.68), segue-se que:
g(t+a) =g(t) +a g (t) +o(a), paraa ® 0. (A.69)

A parcela a g(t), em particular, € linear em a, logo:
g (t+a) - 9(t)
éigual aumtermo linear ema mais umtermo da ordemdea.

Para tratar-se com derivadas em espacos de dimensdo maior que 1, a
definicdo de derivada estard fundamentada no resultado anterior, do qual derivam as

seguintes definicoes:
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(1) A derivada de uma funcdo g € uma aplicacdo linear que se aproxima de g(t+a) -

g(t) paravalores pequenosde a.

(2) Sgam U e W dois espacos vetoriais normados de dimensdo finita, sendo C um
subconjunto aberto de U. Entdo g: D ® W é diferencidvel em X, se existe uma

transformacéo linear:

Dgx):U® W, (A.70)
tal que
g(x+u) = g(x) + Dg(x) [u] +o(u),  parallulle O (A.71)

A seguir, mostra-se que, se Dg(x) existe, entdo € tnica. De fato, de (A.71):
g (x+u) - g(x) - Dg(x) [u] = o(u) , logo:
1 d
Dg()[u] = lim —[g(x +au)- g(x)] =——g(x+au)
itk da

Seguindo-se as definicdes, Dg(x) é a derivada de g em x. Como duas normas em
espacos vetoriais finitos sdo equivalentes, entdo Dg(x) é independente das normas
adotadasem U e W.

Um caso particular importante € aquele em que D(g) | IR, para o qual,
aplicando-se (A.69) e (A.71) resulta:

Dg(t) [a] = a g(t), paratodoal IR . (A.72)

A seguir seréo apresentados alguns exempl os, que correspondem a casos de interesse

do presente trabal ho:
EXEMPLO 1. Sgaaaplicacéo f: V® IR, definidapelale f (v) =v.v. Tem-se

f(vtu) = (v+tu) . (vtu)=v.v+2v.u+u.u=1f(v) +2v.u+u.u=f(v)+ 2v

.u+o(u).
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Dai, Df (v) [u]=2v.u .

EXEMPLO 2. Sejaaaplicacdio G: Lin® Lin, definidapor G(A) = A3, " Al Lin.
Tem-se, entéo, que:

G(A+U) = (A+U)*= A3 + AU + A U A+U A%+ o(U) ,

Portanto, DG(A) [U] = A%U +A U A+U AZ.

EXEMPLO 3. Sgaatransformagéo linear L: U® V (observe-se que L € um tensor).

Ent&o:

L (v+u) =L(v) + L(u), logo:

DL(v) [u] =L u,, o que mostra ser aderivadaem v igual ao proprio tensor, isto &
DL(v) =L.

EXEMPLO 4. Sgaf: Lin® IR, definida através da seguinte lei:
f(A)=A:AtrA, Logo," Ul Lin, tem-se:

f(A+U) =tr (A+U) (A+U) . (A+U) =[tr (A)+tr (U) ] [A: A+2A: U+ U : U]=
=A:AtrA+2A:Utr(A)+A: Atr(U) +o(U).

Portanto, dai decorre que:

Df(A)[U=2A:Utr(A)+A: Atr(U).

EXEMPLO 5. Sgaf: V® V, definidapor:

f(v)=(a.v)v, paatodov V, sendoaum vetor fixo de V. Logo:

f(v+u) =[a. (v+tu)] (vtu)=(a.v)vt(a.u)v+(@a.viu+(@a.uju=
=f(v)H(a. u)v+(a. v)u]+o(u) .

Dai, adiferencial def, calculadaem v, paraum incremento u, é dada por:
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Df(v)[u[=(a.u)v+(a.Vv)u.

EXEMPLO 5 (diferencial de um determinante): Sgaf uma funcdo, definida no

conjunto de todos os tensores inversiveis A, tal que:
f (A) = det (A).

Aqui sera usado um resultado da Algebra de Matrizes, aplicado também aos tensores,

emr conseqiiéncia da definicdo de determinante de um tensor, segundo o qual:
det(S-al) =-a°+11(S) a%- 1(S) a+ 15(9), (A.73)

onde I; , I, e I3 S0 invariantes em relacdo a base de V, segundo a qual S é

representado. Seus valores sdo:

11(S) =tr (S,

12(S) = (V2)[(tr S)*- tr ()] ,

13(S) = det S.

Fazendo a=-1, naeg. (A.73), tem-se:

det (I+A) = 1 + trA +o(A),

para||A|® 0.Logo, seA éinversivel e UT Lin, é arbitrério, ent3o:

det (A+U) = det [(I+UA)A] = det(I+UA™) detA = (detA)[1 + tr(UA ™)+ o(U)]=
=det A + (det A) tr(UA™) + o(U) , para |U|| ® O.

Como aaplicacdo f: U ® (det A) tr (UA™) élinear, por ser linear a operacdo trago,

~

entao:
Df (A) [U] = (det A) tr (UA™), paratodo UT Lin. (A.74)

REGRA DO PRODUTO.
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No desenvolvimento da Mecanica do Continuo costumam aparecer operacdes
com uma estrutura comum de produto, que merecem ser vistas segundo umaregra

unificadora. Dentre elas destacam-se:

(1) produto de um escalar por um vetor: prod (a , v),

(2) produto interno, ou escalar, entre dois vetores. prod (u , V),

(3) produto interno de dois tensores. prod(U ,V)=U:V,

(4) produto tensorial entre dois vetores: prod(u,v) =u A v,

(5) aplicacdo de um tensor S sobre um vetor v : prod (S, v)=Sv, etc.

O objetivo, aqui, é estabelecer umaregra geral para calcular a derivada do produto de
duas funcdes. Para isso, observe-se que as operacdes-produto, definidas de (1) a (5)
tém uma propriedade comum: SAo todas bilineares. Generalizando, considere-se a

Seguinte operacao produto:
prod: F~ G® W,

onde F , G e W sdo espacos normados de dimensdo finita, e prod é uma aplicacéo
bilinear. Deste modo, o produto, h (x) = prod (f(x), g(x)), paratodo xI D. Suponha-se
gue o dominio comum, D, das funcdes f e g , sgja um subconjunto aberto de um
espaco normado de dimensdo finita U, ou do espaco euclidiano pontual E, associado

ao espaco vetorial V.

LEMA. Regra do produto. Sejam f e g duas funcdes diferenciaveis em xi D. Logo o

produto h = prod (f,g) é diferencidvel em x, €
Dh(x) [u] = prod (f (x), Dg(x) [u] ) + prod ( Df(x) [u], 9(x) ), (A.75)
para todo ul U.

Demonstracao:
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Como os espacos F , G, W e U sdo de dimensdo finita, a aplicacdo bilinear prod é
limitada, e as aplicacBes lineares Df(x) e Dg(X) sfo finitas. Logo, paratodo al F,

bl G,eul U, existem escaares ko, k; e ko, tais que:

|prod(a, b)] £ klalllb,
IDf ([u] | £ k| e
[Dg(x)ul| £ K, ul.

Por outro lado:
f(x+u)=f(x) + Df(x) [u] +o(u) ,

g(x+u)=g(x) + Dg(x) [u] +o(u) .

Usando agora a bilinearidade da operacdo prod, conjuntamente com as propriedades

listadas anteriormente, resulta:
h(x+u) = prod(f(x+u), g(x+u)) =
= prod (f(x), 9(x)) + { prod(f(x), Dg(x) [u] )+ prod(Df(x) [u], g(x))} +o(u).

Como se vé, aprimeira parcela do segundo membro é afuncéo h calculadaem x, e o
termo entre chaves € uma funcdo linear de u. Logo, a expressdo anterior demonstra a
eq. (A.75).

No caso particular em quef é umafuncdo constante, aeq. (A.75) reduz-sea:
Dh(x) [u] = prod (f (x), Dg(x) [u] ). (A.76)

Em uma situacdo mais particular ainda, quando o conjunto D é um intervalo aberto

de IR, tem-se que (A.76) reduz-se a
h(t) = prod( f (t), g(t)) + prod(f (t),g(t)) (A.77)

onde se substitui x por t, u por a, e Df(x) por f (t), onde se faz uso da bilinearidade

de prod. Observe-se que aausénciade a naeqg. (A.77), faz com que h(t) caracterize-

se como uma derivada e ndo como uma diferencial.
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A utilizacdo da regra do produto permite que se chegue aos seguintes

resultados:

(fv) =f v+fv,

(v.w) =V W+ VW,

(TS) =TS+ TS, (A.78)
(TS =T S+TS e

(Sv) =T v+ Sv.

REGRA DA CADEIA

Considere-se U, F e G espacos normados de dimensdo finita (ou espacos
euclidianos pontuais). Sejam C e D subconjuntos abertos de G e U, respectivamente,

esgam:
fC® F e g:D® G,ondeR(g)| C.

Regra da cadeia: Sgja g diferenciavel em x, e f diferenciavel em y=g(x). Logo, a

composicdo h=f o g édiferencidvel em x. E

Dh(x) = Df(y) o Dg(X), (A.79)
expressao que corresponde a uma simplificagéo de:

Dh(x) [u] = Df (g(x)) { Dg(x) [u] }, paratodouT U.

Em particular, se U = IR, entdo g sera uma funcdo de variavel real.

Escrevendo-se t em lugar de x, g(t) em lugar de Dg(x), e a em lugar de u, tem-se a

derivada definida por:

Df (g(t)) = Df (g0) [ 9(t)] - (A.80)
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PROPOSICAO: Sgja S uma funcio de valor tensoria definida em um intervalo
aberto D de IR. Enté&o:

) =9 °s (A81)

eseSéinversivel emtodo x1 D, entdo:

(detS) = (det S)tr (SS?) . (A.82)
Demonstracao: Inicialmente, define-se a operagdo transposi¢ao, como sendo
(.)": Lin® Lin, que esta definida por:

(.)" (A)=A"T ,"AT Lin, que é uma operacdo linear (v. definicdo de tensor
transposto). Portanto, os operadores transposicéo e derivacao , por serem lineares,
podem comutar, isto €&

(S =IO =) (9)=()",

com o qual se demonstra (A.81). O resultado (A.82) € uma conseqgiiéncia direta de
(A.74) e (A.80).

A.3 Gradiente e divergéncia

Pelo teorema da representacéo das formas lineares, sgjaf : V ® IR linear,

entdo existe um Unico vetor a, tal que:
f(v)=a.v," vl V. (A.83)

Campo escalar: Sejaf um campo escalar regular, definido em um conjunto aberto
Rl V. Portanto, para cada xi R, Df (x) é uma aplicacéo de V em IR. Pelo teorema da
representacio das formas lineares, existe um Gnico vetor, Nf (x), chamado gradiente

de emx, tal que:

Df (x) [u] =Nf(x).u, (A.84)
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de maneiraque aeg. (A.71) torna-se:
f (x+u) = fx)+ Nf (x) . u +o(u). (A.85)

CAMPO VETORIAL E CAMPO PONTUAL. De maneira semelhante a anterior, sgja
f um campo vetorial (ou pontual) regular, definido em R1 'V, entdo, para cada xi R,
Dv(x) é uma transformacdo linear de V em V, sendo portanto € um tensor. Neste

caso, Nv(x), chamado gradiente de v em x, serd usado para representar Dv(x), isto é:
D v(x) [u] =Nv(x) u . (A.86)

Considere-se agora um campo Vvetoria regular v, definido em R. O campo

escalar:
div v = tr (Nv) (A.87)
€ denominado divergéncia dev.

Com o operador definido pela eq. (A.87), pode-se introduzir o conceito de
divergéncia de um tensor, a ser representado por div S. Com efeito, div S € o0 Unico

vetor com a seguinte propriedade;
(divS).a=div (S'a), (A.88)
para um vetor a arbitrério.

PROPOSICAO. Segam f , v, w e S campos regulares, sendo f escalar, v e w

vetoriais e S tensorial, entdo valem as seguintes identidades:

N(fv)=f Nv+vA (Nf),

div (fv)=f divv+(Nf).v,

N(v.w) = (Rw)" v + (Nv)" w, (A.89)
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div (v A w) = v divw + (Nv) w,
div(STv)=S:Nv+v.divS e
div (£S)=f divS+S: Nf

Demonstracdo: Sejah =fv. Logo, daregra do produto, eg. (A.75), e das egs. (A.85)
e (A.86), tem-se:

N h(x) u=f(x) Nv(x) u+ (Nf (x) . u) v(x), logo:
{N(f v)} [u] ={f () Nv(x) + (v(x) ANF (x) } [u] ,
0 que provaaeg. (A.89);.
Dadefinicdo (A.87), tomando-se o traco de (A.89),, tem-se:
div(f v)=tr N (f v) =tr (f Nv+ v ARNf)=f divv+tr (vA Nf).
Relembrando aeg. (A.39), tem-se:
div (f v) =f divv+tr(vA Nf),
que prova (A.89),.
Sgaagora h=v.w, entdo, daeg. (A.75) resulta:
Nh(x) . u=v(x) . (Nw(x) u) + (Nv(x) u . w(x) = (Nw(x)" v(x) + (Nv(x))" w(x),
gue corresponde aprovade (A.89)s.
Observe-se que, se em (A.89); faz-se w=v, entéo:
N(v.v) = N(v?) = 2(Nv)" v . (A.90)

Para provar-se (A.89),, basta que se considere a definicéo (A.88), segundo a
qual:

divivA w).a=div[ (WA v)a]=div[ (w(v.a)]=(v.a) divw+w . N(v.a)=
(v.a)divw+w.(Nv)" . a,

onde se fez uso do fato de que a ndo depende de x. Logo:
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div(v A w) . a=[div(wv) + (Nv)w] .a, queimplicaem (A.89).,.

Para provar (A.89)s, parte-se do seguinte: Sgja v um campo vetorial regular,

logo:

v(x + u)= v(x) + Nv(x) u + o (u).

Seja A um tensor arbitrério independente de x, logo:

N(Av) = ANv, (A.91)

para todo tensor A e todo campo vetorial regular v. Tomando o trago de (A.91) e

considerando as definicdes (A.87) e (A.43), tem-se:

div (Av) =tr N (Av) = tr (ANv) = AT. Rv . (A.92)
Pode-se, agora, provar (A.89)s. De fato, da definicéo (A.87):

div (S'v) =tr N (ST v).

Pela regra do produto, N (S™ v) [x] é a soma dos termos: o gradiente, mantendo S
constante com o valor S = S (x), mais o gradiente mantendo v constante com o valor

Vo = V(X), isto &

N(S™v) [x] = R(S] v) [x] + N(S" vo) [X]. Logo:
div (S"v) [x] = tr {N(S] V) [X] + N(S" Vo) [X]} =div(S] V) [X] + div(S"vo) [X] .
Daeg. (A.92),comA = §] , tem-se:

div (ST v) [x] = S(x) . N v(x) + div(S"vo) [x] . A aplicacdo da eqg. (A.88), faz com
gue a Ultima expressdo resulte em:

div (ST V) [x] = S(x) . N v(x) + v(x) . (div S),

resultando demonstrada a identidade (A.89)s .

A demonstracdo de (A.89)¢ faz-se de maneira semelhante. Assim:
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div(f S) [x] =div (fo S) [x] + div (f So) [X]. (A.93)

Da definicdo de divergéncia de um tensor, pelaeq. (A.88), resulta:

div(foS) =fodivSs, (A.94)
e para um vetor qualguer a, independente de x , tem-se:

a . div (f ) = fo div(f SJa). Considerando agora, v =Sja naidentidade (A.89),

tem-se:
a.div(fS)=f div(S{a) + Sfa.Nf =a.SNf, eentdo:
div (f So) = SoRIf . (A.95)

Finamente, introduzindo as egs. (A.94) e (A.95) na eq. (A.93), chega-se a eq.
(A.89)6.

div (f S)[x] =f (x) div S(x)+ S(x) Nf (x).
Teorema da Divergéncia (Gauss)

A seguir, apresenta-se a terminologia essencial para 0 enunciado, sem

demonstracdo, desse teorema, que tem grande aplicacdo em todas as éreas cientificas.

Sgja X um espaco métrico. Para as seguintes definicdes, todos os pontos
referidos sdo pertencentes a X, assim como todos os subconjuntos estdo contidos em
X.

1. A vizinhanca de um ponto p € um subconjunto N;(p), formada por todos os
pontos q, paraos quais d(p,q)< r . A distanciar é chamadade raio de N;(p).

2. WO ponto p € um ponto limite de um conjunto E, se toda vizinhanca de p contém
a0 menos um ponto gt p, com QI E.

3. Diz-se que um conjunto E é fechado, se todo ponto limite de E é um ponto de E.
4. Um ponto p é um ponto interior de E, se existe uma vizinhangca N(p), tal que
NI E.

5. Um conjunto E € aberto, se todo ponto de E € um ponto interior.



166

6. Diz-sequeE élimitado se existe um niimero real M, e um ponto gi X.

7. Se E' for designado como o conjunto de todos os pontos limites de E, em X,
entdo a cobertura de E é o conjunto E= EEFE’.

8. Dois conjuntos sdo ditos separados se asintersecdes A C B e AC B s3o vazias.
9. Um conjunto E é conexo se e somwnte si ndo é a unido de dois conjuntos
separados ndo vazios.

10. Uma regido aberta € um conjunto conexo aberto, em E. A cobertura de uma

regido aberta é umaregido fechada.

Diz-se que uma regido € regular, se é uma regido fechada, com contornos
secciona mente regulares. Entende-se por contornos seccional mente regulares a uniéo
de um numero finito de superficies fechadas regulares, que ndo se interceptam, sendo
gue, em cada uma dessas superficies o vetor normal a mesma esta definidos em todos

0S pontos.

Teorema da Divergéncia :

Seja W umaregido regular, limitada, e sgjaj um campo regular (vetorial, ou
tensorial de segunda ordem), para o qua faca sentido (no segundo membro) a
operacdo (.) sobre o vetor normal unitério n. Entdo: (Y .N)dv = Qi n)ds, onde a

w Tw
notaczo j . N é o mesmo que divj .

Enuncia-se a seguir, outro importante resultado, o
Teorema da Localizagao:

Sejaf um campo escalar, ou vetorial, continuo e definido em conjunto aberto

Wde E. Entdo, dado um x1 Warhitrério, tem-se:

f(X)=lim————< ¢ av.

()= limSer(N. (9 Ng

Por suavez, se

¢J dV =0, paratodo Wi W, entéo: f =O0.
w
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ANEXO B

DERIVACOES MATERIAIS NO TEMPO

Admitindo-se que F (x, t) e F(x, t) sejam campos, aplicados & configuracdo
atualizada, com valores escalares ou vetoriais, e tenham propriedades compativeis

com as operacOes abaixo realizadas, entéo:

o . DEQ) F (x, )

Dt QF (xtav=Jim o . (B.1)
Mas,

D@a F (x, V8= QO FO(Xt+ D)+ D), - QF (XD, . (B2)
Desenvolvendo F (x(X, t+Dt), t+Dt) em série,

F(X(X,t +D),t +Dt) = F (x(X,t),t) +[(gradF )v +9F /9t| 1Dt + O(Dt), (B.3)

onde gradF é o gradiente de F em relacdo a x; o(Dt) representa a soma das parcelas

de ordens superioresaDt e
v=(D/Dt)(x(X,t)). (B.4)
Por outro lado:

dvl, = (det F)| dv e V.o = (detF)|, av, (B.5)
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onde dV é o elemento de volume em Po. As egs. (B.5) mostram as relagdes entre
volumes de elementos infinitesimais, em P; e P4, respectivamente, com o volume

de um elemento infinitesimal em Py. detF|; e detF|..x S80 0s determinantes jacobianos

de F, gradiente de F em relagdo a X, nos respectivos instantes. O desenvolvimento

em série, para detF .o, d&:

(detF)|,,, = (detF)| + F%*D(O'%F)% Dt + O(Dt) . (B.6)
Mas,
%g =[ (det F)tr (F F'Y)] . (B.7)

onde F =(D/Dt)F. Substituindo-se a eg. (B.7) na eg. (B.6) e apds, levando esta a
segunda eg.(B.5), tem-se:

M, o :[(det F)+(detFytr( FF* )(Dt +o(Dt))} dv . (B.8)

t

Substituindo-se a eq.(B.8) naeq.(B.2), e levando-a, depois, aeq.(B.1), entdo:

D% Ef (x,t)dv = H&é{gF (X(t + Dt),t + Dt)].[det F +
| (B.9)
+(det F)tr( FF )], dV - OF (X(X,1),t)(det F)| dv}.

Po
Considerando-se a eq.(B.3), reunindo-se em o(Dt) as parcelas de ordem (Dt)2 em
diante, e calculando-se o limite, entdo aeq.(B.9) fica

D s S
th:dV_Qo[gradF)V+ Tt +Ftr(F F"](det F)dv, (B.10)

onde F =F (x(X, t), t). A substituicdo da primeira das egs.(B.5). na eq.(B.10) permite
gue aintegracdo volte para a configuracdo atualizada, isto &
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D by _ X T“: . -
o GF V= Q[(gradF)y + -+ Fr(F £ o (B.11)

Levando em conta que FF'lzgradv, tr(F F1)=divv e

(gradF )v+iF /t=(D/Dt)F , tem-se:
D . _ ~;PF .
th:dV— q[ Dt + Fdiw]adv. (B.12)

Na seqliéncia, sera calculada a derivada material no tempo da segunda parcela
dessa equacdo. O procedimento € bastante semelhante ao anterior, no entanto é
necessario atentar que a aplicacdo, nesse caso, deve levar pontos de S(t) a (t).

Assim:

B * 0
. D%Q © F (x,t)ds;J

D * .
Dt Q © F (x,t)ds= DItIQEDnO Dt : (B.13)

onde F " (x, t), definida em s(t), € um campo (vetorial ou escalar), com propriedades
de continuidade e derivabilidade compativeis com as operacdes redizadas; e ds € 0

elemento de &rea em (t). Assim:

<) 0
G

D% OF (xt)dss= OF (x(X,t+Dt),t+Dt)ds,.o - OF (X(X,1),t)ds, . (B.14)
s (t) @ s (t+Dt) st (1)

Desenvolvendo F " (x(X, t+Dt), t+Dt) em série, tem-se:

F*(x(X,t+Dt), t+Dt) =

X A s (B.15)
=" (x(X,1), t) +[(gradF ") + 1 F /‘ﬂt]”t Dt +o(Dt)
onde gradF * é o gradiente dafuncdo F~ em relacdo a x. Por outro lado:
dd,o =(detF")| _dS e  dd =(detF")|ds, (B.16)

onde dS € o elemento de area de S(t). As egs. (B.16) mostram as relacfes entre areas

de elementos infinitesimais, na configuragdo atualizada e na configuracdo de
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referéncia, nos instantes t+Dt e t, respectivamente. Os determinantes jacobianos de
superficie, do gradiente F', nos instantes t e t+Dt, sdo, respectivamente, detF | e
detF .o . Considerando-se que o desenvolvimento em <érie, para detF |, €

analogo ao da eg. (B.6), entdo aeq. (B.14) fica

b

Dt O (x,t)ds= I%né}_ (IF " (x(t + Dt),t + Dt)]

st (1) 1 s (t+D1) (B.17)
é * * ) * * |:| * *
det(F ) +det(F )tr[ F (F ) 'gds- OF (X(X,t),t)(det F )| ds}.
e G  so t
Considerando-se a eq.(B.15), reunindo-se em o(Dt) as parcelas de ordem (Dt)?2 em
diante, e calculando o limite, aeq.(B.17) fica:

*

DRtQC*dS: Q {(gradF ")v +%+ F'r F*(F")"}detF")dS, (B.18)

onde F"=F "(x(X, t), t). Na equacdo acima, a omissdo do lugar e do instante onde as
varidveis estéo sendo calculadas, implica que tudo se refere a x(X, t) e t. A
substituicdo da segunda eg.(B.16) na eq.(B.18) permite que a integracdo volte paraa

configuragéo atualizada . Assim:

D N * o * T“:* * Cx *
th: ds—q{(gradF )V+T+F tr[ F (F ) ']}ds. (B.19)

Como F*(F*)'lzgrad(v), tr[ F*(F*)'lzdivv e (gradF "v+JF "/ft=(D/Dt)F ",

tem-se, finalmente:

D . . .DF’ e
— = —+ . .
Dt q: ds Q[ Dt F diw]ds (B.20)
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ANEXO C

ANALISE DE SENSIBILIDADE A MUDANCA DE
FORMA DO DOMINIO

De uma maneira um tanto quanto suméria, pretende-se analisar 0 que ocorre
quando um solido sujeito a determinado estado de tensdes, decorrente da aplicacédo
de acles externas e de deslocamentos prescritos no contorno, sofre uma mudanca de
forma ocasionada por uma transformacéo dependente de um parametro. O material
serd considerado homogéneo. E hiperelastico, porquanto supfe-se a existéncia de
uma funcdo densidade de energia de deformacdo, f, funcdo escalar de variavel

tensorial, assim definida:

df
f: R, T= —=f _, C1l
%H dE ,E ( )
onde Sym € o espaco dos tensores simétricos de segunda ordem (transformacgdes
lineares do R® em si mesmo), e f £ éaderivadade f em relacio ao tensor E=Nu®,
parte simétrica do gradiente material dos deslocamentos. Essa derivada é
simplesmente um tensor, tal que, no lugar de cada componente de E, tem-se a

derivada parcia dafuncdo f , em relacdo a respectiva componente deste tensor.

Apresenta-se, a seguir, o conceito de mudanca de forma, sendo estudado o
comportamento de funcdes definidas na representacéo do sdlido, no R, quando sua
forma é modificada, TAROCO (1996).

C.1 Conceitos béasicos

Inicialmente, o sdlido é identificado com um dominio W R®, limitado pelo

contorno MW R2 No contorno hé dois subconjuntos de pontos, em geral disjuntos,
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um, no qual ha tractions prescritas (W), e outro, no qual ha deslocamentos
prescritos (TW,). A mudanca de forma € descrita com o auxilio de um parametro
adimensional, t, e de um campo vetorial v=v(x), considerado conhecido a priori,,

que define a transformacéo de W em um dominio modificado W , como sendo:
X, =X, (X) =x+t v(x), (C.2

expressdo na qual o subscrito t lembra a dependéncia em relacéo a esse parametro.
Admite-se que a regularidade do campo v(X) sgja tal que sua aplicacdo ndo altere a

regul aridade geométrica da configuracéo do solido e de seu contorno.

O dominio modificado, W, pode ser entendido como uma peguena
perturbacdo do dominio inicial W, e a transformacdo de W em W como sendo uma

funcdo do ponto x e do parametro t, de maneira que:
Wi W, ; TW W, ; XX, . (C.3

A mudanca de forma é ssmulada, portanto, com o auxilio de uma familia de
transformacfes parametrizadas através de t, conforme mostra a Figura 22. Pode-se
fazer uma analogia entre a mudanca de forma e o movimento de um corpo: Para
diferentes valores do parametro t, o dominio W é o equivalente da trajetéria, na
Mecanica do Continuo, sendo que agora o parametro t faz as vezes do tempo t,
GURTIN' e MALVERN?. Nesse sentido, W pode ser visto como o lugar ocupado
por W, no tempo t. Quando t=0, o dominio W reduz-se ao dominio inicial W, que, a
rigor, poderia ser qualquer configuracdo atualizada do movimento (Mecéanica do

Continuo). Aqui, escolhe-se uma configuracdo de referéncia (ndo necessariamente a

configuracdo de referéncia do movimento), denominada W, por simplicidade, porque
ndo esta em guestdo o tempo verdadeiro t, do movimento real, e Sim o0 parametro t.
Dai:

! GURTIN, N. E. (1981) An introduction to continuum mechanics, Mathematics in Science and
Engineering, Academic Press, New Y ork apud TAROCO (1996).

2MALVERN, L.E. (1969) Introduction to the Mechanics of a continuous medium, Prentice Hall apud.
TAROCO (1996)..
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W ={x¢ 5 % = x+t v(x),xT W,t T R}

Desde que, paracadat, a mudanca de forma é uma transformacao biunivoca de Wem

W, existe atransformagdo inversa:

W®W Ww® W Xt ® X

FIGURA 22 - VARIACAO DE FORMA DO DOMINIO E DE SEU CONTORNO

Assim, qualquer campo (escalar, vetoria ou tensorial) associado a mudanca
de forma pode ser expresso tanto por uma funcdo definida em W, quanto por outra
definida em W. Continuando com a analogia entre a mudanca de forma e o
movimento, da Mecéanica do Continuo, essas duas transformacdes serdo chamadas de
descricdo material e descricdo espacial, respectivamente. No caso de um

deslocamento u, por exemplo, pode-se escrever, respectivamente:

(0

u=u(x,t) Ur=Ur(Xt,t)
xI Wil R x W, tT R

Introduz-se, a seguir, o conceito de gradiente da mudanca de forma, ainda dentro da

anal ogia proposta:

F=N[x+tv(x)] =1 + tNv, (C.4)
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onde (N) é o gradiente material, uma operacdo definida no dominio inicial W. Da
mesma forma, (div) € a divergéncia material definida no mesmo dominio. De
maneira similar, (Grad) e (Div), definidos em W, correspondem ao gradiente e a

divergéncia espacial, respectivamente.

Para a Andlise de Sensibilidade a mudanca de forma, sera introduzido, como
na Mecénica do Continuo, um conceito semelhante ap de derivada de campos
espaciais. Por exemplo, no caso do campo de deslocamentos u;, a derivada espacial

no parametro t, em t =0, € dada por:

(C.5)

1
ut=—u, (x _,t)
t
e t =0

Além disso, define-se a derivada material de u em relagdo at, nadirecdo dev, em X,

como sendo:
1 eq . ‘th y .

u=—u_ ((x(x, ,t),t) =é—u_ +divu, ——U =uc¢+vdivu (C.6)
qa t t 0 ant t t 9t ,t—o th=o

C.2 Calculo de utno caso em que v é arbitrado como uma translagéo

dos pontos do contorno

Em decorréncia da andlise de sensibilidade, aparece no desenvolvimento, em
algumas integrais no contorno, a grandeza u¢, que é a derivada espacial do vetor
deslocamento, tal como se define naeg. (C.5). Para simular o movimento das fissura,
imagina-se que um ponto genérico X, do sdlido, sofre uma transformagéo dada pela

transformacédo da eg. (C.2), daqual decorre que:
X =X - t V(X). (C.7)

Imaginando que, da expressao (C.7), sgja possivel explicitar-se o valor de x, com o

auxilio de umafuncéo vetorial f, tem-se:

x=f(xt ,t). (C.8)
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O objetivo, agora, € obter-se a expressio de u; , em funcio de x; el , que é a

transformacéao sofrida pelo vetor deslocamento, u = x - X. Assim:

U® ug=x¢ - X, (C.9
onde X é arepresentacdo de referéncia do ponto x. Dai:

up = X+t v(x) - X, (C.20)

onde v(Xx) € um vetor qualquer. Substituindo x da eg. (C.8) na equacéo (C.10), tem-

Se
ug =fF(X¢ , t)+t v(f(x¢ ,t))-X (C.11)

e entdo, pela definicdo da derivada material u¢, dada pela eg. (C.5), tem-se, para um

X fixo, que:

:ﬂltf(xt 0 et ) (C12)

u¢=lut (Xt 1, X)
it t =0

t=0

No caso particular, de interesse do problema da fratura, smula-se 0 movimento da
fissura na direcdo do vetor unitério e, através de um movimento, em sentido
contrario, da parte G da fronteira , isto é, v = -e. Por outro lado, em Gy, imagina-se

que v =0.. Entdo, asegs. (C.7) e (C.8) levam &
f(xt ,t)=xttte emGeaf(x ,t)=x%,emGr.
Dai, chega-se, finalmente, com auxilio da eqg. (C.12), que:

ut=e-e=0,emG (C.13)

e u¢t=0+0 =0, também em G.
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ANEXO D

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
APLICADO A PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS DE
ELASTICIDADE

O Método dos Elementos de Contorno aplicado a problemas bidimensionais
da elasticidade € uma extensdo do caso do potencial plano, para a qual obtém-se a
resposta na forma da solugdo de uma equacéo diferencial, nas componentes do vetor
deslocamento, apds a aplicacdo de uma carga tipo distribuicdo d-Dirac, na direcdo de

um dos eixos coordenados do plano, em um ponto genérico do dominio.

Obtém-se, inicialmente, a partir das exigéncias de equilibrio e de
compatibilidade da elasticidade, as expressdes das componentes do deslocamento,
em pontos do interior do dominio, em func&o dos valores prescritos no contorno, em
termos de componentes de deslocamento e de tractions. Depois, estende-se esse
resultado para pontos do préprio contorno, chegando-se, finalmente, as equactes
integrais que permitirdo a aplicacdo do método aproximado, cuja solucdo final
resultara da resolucdo de um sistema de equagdes algébricas, cujas incognitas sdo as

componentes de deslocamento e as tractions no contorno.

No caso da Mecanica da Fratura, necessita-se das componentes do tensor de
tensbes e das componentes do tensor gradiente do deslocamento, em pontos do
interior do dominio plano, o que devera ser fornecido, de forma aproximada, a partir
da utilizacdo de um programa automético, no qua € utilizado um elemento de

contorno reto, com fungdes de interpolagéo lineares.
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Mostra-se, a seguir, o esgquema baseado no Méodo dos Elementos de
Contorno, através do qual serdo obtidos, nos pontos de um contorno eliptico com
eixos arbitrariamente fixados, o tensor gradiente do deslocamento, e o tensor de

tens3o.

A equagdo integral que fornece as duas componentes cartesianas do vetor
deslocamento em pontos do dominio é BREBBIA & DOMINGUEZ (1989):

u (P) =- op; (P.S)u;(s)ds+ ou; (P.s)p; (s)dS, (D.1)
w w

onde P indica um ponto genérico no interior do dominio W, e S, um ponto também
genérico, porém situado no contorno, G, desse dominio. As solugdes fundamentais
Uy e pij, que aparecem nas integrais do segundo membro da eq. (D.1) sfo,
respectivamente, respostas a aplicacao de distribuicdes d-Dirac, associadas a direcéo
j. Essas fungdes, vaidas para o caso bidimensional, séo dadas através das expressoes,
(v. BREBBIA & DOMINGUEZ (1989)):

ui*j (P,s) = [(4u - Jdj Inr +r1ir ;] e (D.2)

L
8pG(1- u)

p; (P.s) = {[@- 2u)d +2rir I+ (- 2u)[nr ;- nyrl} s (D.3)

_ -1
4p (1- u)r
Para que se obtenham as componentes cartesianas do tensor gradiente do
deslocamento e do tensor de tensdo, € necessario a derivacdo da eg. (D.1) em relacdo

axg. Assim:
ui,k(P) ZmoNu;’k(P,S) p; (s)ds- mbmg*j’k(P’S)uj(S)dS' (D.4)

Observe-se que, por ser aderivacdo parcial em relacéo avariavel x, relativa ao ponto
P, do interior do dominio, isso ndo afeta as varidveis dependentes de S, ponto do
contorno. Assm sendo, desde que sga assegurada a continuidade das funcoes
integrandas, passa-se a derivagao para o interior das integrais do segundo membro da

eg. (D.4). Vé-se, portanto, que a derivacdo somente afeta as solucdes fundamentais,
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u*i,- e p*ij , que dependem do ponto interior P. Em resumo, somente as derivadas
parciais das solugBes fundamentais u’;; e p ij, em relagéo a variavel X, sfo calculadas,
entendendo-se que o seu sinal deve ser invertido, para que se mantenha a convencao
tradicional de r,; como sendo a derivada do raio em relacdo a varidvel relacionada

com o ponto do contorno. Efetuando as derivagdes, resulta que:

* 1
Uk (P.5) =m{rik[(3- au)d; +2r;r 5] ridy - 1 dy ) (D.5)
e

* -1

pijyk(P,S) = W{Zr,n[(Zu - l)dijr’k - 4r’iryjr’k + ryidjk + r’jdik] + (D.6)

+ (1_ 2u)[|’]J (dik - Zr,ir,k) + Znir’jr’k - nidjk - nkdij] - 2r’ir,jnk},

onde m € o modulo de elasticidade transversa e r, =rn, e i, j, k, =12

Substituindo-se as egs. (D.5) e (D.6) na eq. (D.4) obtém-se as derivadas das
componentes do vetor deslocamento, com as quais pode-se compor O tensor

gradiente do vetor deslocamento:

(Nu)lj = U (D?)

Obtido este tensor, pode-se formular a expresséo da densidade de energia, f, daqual

derivam-se as componentes do tensor de tensdo:

E é Y
T = d . +U . +U .4, D.8
I~ 2(+u) - 2 e THG T (D-8)

Com as componentes do tensor gradiente dos deslocamentos Nu e do tensor de
tensdo T nos pontos do caminho eliptico de integracdo, pode-se determinar, tal como

éfeito no Capitulo. 5, realizar o cdculode G e G .
D.1 A técnica da sub-elementacao

No intuito de melhorar a precisdo dos resultados, ja que as integracfes, no

Método dos Elementos de Contorno envolvem funcdes portadoras de singul aridades,
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que sd0 muito sensivels a disténcia do ponto de colocagdo, utiliza-se uma eficiente
técnica que consiste na possivel subdivisdo de um dado elemento reto, em sub-
elementos, a decisdo ficando por conta da disténcia do ponto de colocacdo em
relacdo ao elemento. Em sequiéncia, realiza-se a integracdo numérica, no dominio do
sub-elemento, com auxilio do Método de Gauss-Legendre, usando-se, no caso do
ELCFRAT, o mesmo namero de pontos de integracdo que o utilizado nos elementos

gue ndo precisaram de sub-elementacéo.

Para isso, usam-se duas opc¢des, segundo 0 seguinte esguema: na primeira,
imagine-se um elemento P;P,, e o ponto de colocagéo Py, cujas posicoes relativas
estdo indicadas na Figura. 23a. Um ponto genérico do segmento P;P, pode, entéo,

ser dado através da seguinte expressao:

®
P=PRtat,onde O£ a £ L, sendo L o comprimento do elemento, e
? :(Xz' Xp Ya-

T yl) , 0 vetor unitério da direcéio P;P».

Para a formular-se um critério de subdivisdo, o elemento P,P,, a seguinte condicéo

serda estabel ecida, no primeiro caso, em termos de distancias.
d(R,P)=d(R,,P). (D.9)

Como

d(R,P) =/(x- x)2+(y- ¥)? € d(Ry,P)=1/(Xx- %)2+(¥- Yo)?,

entdo, fazendo a substituicdo na eq. (D.9), chegase a definicdo do valor do

parametro localizador a:

_ Lg (X, - Xo)2 +(y:- YO)Z 8
2 é(xz = X)) (X = %)+ (Yo - Y)(Ys - yo)ﬂ

a= (D.10)
Pelo observado na Figura 23a, se 0 < a £ L, entdo o ponto P(x,y) definird o
sub-elemento P;P. No entanto, sea £ 0 ou a > L, entdo um segundo critério devera

ser utilizado.
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FIGURA 23-POSICOESRELATIVAS DO PONTO DE COLOCACAO EM RELACAO AO
ELEMENTO RETILINEO

A Figura 23b ilustra o segundo critério, para a definicdo do sub-elemento,

caracterizada pela seguinte condicéo:
d(P,R)=d(P,R), (D.11)

onde o ponto genérico P, do segmento P,P, agora é dado através da seguinte
expressao:

X0~ X Yo~
L ' L

direcéo P,P,. Asdisténcias de P aP; e de P a Py so dadas, respectivamente, por:

® ®
P=P+bt,sendo OEbEL e t=(

Y. .
1), o vetor unitario da

d(P,P) =4/(x- x)?+(y- y)? € d(P,R)=(x- %) +(y- Yo)?.

A aplicagdo dacondigédo (D.11) conduz ao seguinte valor de b:

b =% %)+ (¥, ¥o)? . (D.12)
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Fica evidente que o valor de b é sempre positivo, devendo no entanto obedecer a

condicdo O<bf L.

Em sintese, devera ser seguido o seguinte roteiro, para o teste e a aplicacéo do

processo de divisdo do elemento de contorno em sub-elementos:

1) Caculase a e b, correspondentes a0 ponto de colocagdo P,, usando-se as

expressoes (D.10) e (D.12), respectivamente;
2) Caso a atendaacondicdo 0 < a £ L, obtém-se o sub-elemento P;P,
onde P=(x;+a[Xz-X1]; yatalyz-yi] );

3) Seacondicdo anterior ndo for verificada, testa-se, nessa ordem, a segunda: bE L.

Caso esta sgja atendida, entdo P=(xy+b(Xo-X1); Y1+b(y2-y1))

4) Se ambas as condigdes ndo forem atendidas, ndo é necessaria aplicagio da técnica

parao par (Po, P1P2);

5) Se couber a aplicagdo da técnica a um par (Po, P1P,); a continuidade de sua
utilizacdo sera testada, podendo os dois critério irem se alternando, até esgotar-se o

processo, para esse par, passando-se, entdo ao seguinte, e assim sucessivamente.
D.1.1 Aintegracdo numérica no sub-elemento

Imagine-se uma funcdo f(s), integrével, definida no elemento reto AB, cujas
extremidades sgam dadas através dos valores s, e § do pardmetro s,
respectivamente. Para sua integracdo numeérica, num elemento de contorno, através
do Método de Gauss-Legendre, por exemplo, deve-se realizar uma mudanca da
variavel s (comprimento de arco) para varidvel adimensional X, de maneira que esta
assuma os valores -1 e +1, respectivamente, nas extremidades A e B desse elemento.

Para que tal condicéo seja obedecida, admitindo-se que s=ax +b, tem-se:

e ds= adx. (D.13)
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Para realizar-se a integracdo em um sub-elemento contido nesse elemento
reto, de extremidadesi e j, por seu turno, € necessario mudar-se da varidvel x para a
variavel h, de formaaque aintegral, nessa nova variavel, sgjarealizadaentre h=-1 e
h=+1, porque 0 esquema de integracdo aproximado sera 0 mesmo, com base no

Método de Gauss-Legendre. Assim:

X = ph +q, onde

p=2 0 q=5T% o k= pah. (D.14)

O caso do elemento reto, por exemplo, com uma funcéo de interpolacdo linear, esta

ilustrado na Figura 24:

A P, 05 P B

FIGURA 24- SUB-ELEMENTO DE UM ELEMENTO DE CONTORNO RETILINEO

Pode-se concluir, também, usando-se as expresses de s=5(x) e x=x(h), que:

S-S S-S
a= e b=g-x : D.15
X - % S-% X - X ( )
Considerando-se as egs.(D.13) e (D.14), aintegral dafuncéo f(s) sera
Sj Xj h=+1 +1
Of (99ds=aQf (s(x))dx =ap Of (s(x(h)))dh =apgg(h)dx, (D.16)
S %; h=-1 -1

onde g(h)=f(s(x(h))). Mas, de acordo com as equacdes (D.14) e (D.15):

ap:Sj-S:Lija
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onde L, tal como indica a Figura 24, € o comprimento do sub-elemento considerado.

Conclui-se também, a partir da manipulacéo dessas duas equagoes, que:
Lo o brAs-b

T T
€ dado pelaeg. (D.13).

p= onde L é o comprimento total do elemento AB, eb

Embora no presente caso, a opg¢éo tenha sido por uma fungéo de interpolacéo
linear, observe-se que 0 esgquema € valido, desde que o elemento sgja reto, quaisquer
gue sgjam as func¢des de interpolacdo, pois em nenhum momento se cogitou de

particularizar afuncéo f=f(s).

No caso do Programa ELCFRAT, atécnica de sub-elementos foi usada, tanto para as
integracdes visando a montagem do sistema de equacdes algébricas do Método dos
Elementos de Contorno, quanto para o calculo das componentes do tensor gradiente
do deslocamento. Além disso, também foi usada para calcular os tensores tensdo e de
deformacdo nos pontos internos da chapa, produzindo uma sensivel melhoria na
aproximacdo. No caso desse programa automético, a funcéo f(s) foi tomada como
linear, tal como ilustra a Figura 24, mas a utilizacéo de fungdes de interpolacéo néo-
lineares, em elementos ndo retilineos, pode ser desenvolvida sem dificuldade,

usando-se a técnica de sub-elementacdo aqui apresentada.
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ANEXO E

PROGRAMA ELCFRAT: CALCULO DA INTEGRAL J E
DO PARAMETRO TERMODINAMICO DE FRATURA
(Gy)*

Desenvolvido com afinalidade de ilustrar a possibilidade de utilizaco prética
do critério termodindmico de fratura, formulado teoricamente no Capitulo 4, o
programa automatico ELCFRAT, escrito em linguagem FORTRAN, para utilizacgo
em microcomputador, (Powerstation, versao 4), aplica-se a casos de problemas de
estados planos. A idéia que presidiu sua concepcao, foi a de testar procedimentos de
célculo baseados na Andlise de Sensibilidade, tanto aguele que permite a obtencéo da
integral J, a partir do tensor momentum-energia, de Eshelby, quanto o que calcula G;,
a partir do tensor ao qual se chegou, no presente trabalho. Embora agqui obtidos para
0 caso tridimensional, ambos os tensores sdo particularizados para problemas

bidimensionais, no caso do ELCFRAT.

O programa ELCFRAT utiliza o Método dos Elementos de Contorno (BEM)
como ferramenta de calculo numérico. A €ficiéncia do programa, em termos da
precisdo dos resultados, foi sendo gradativamente melhorada, tirando-se proveito,
para isso, da propriedade de independéncia do caminho, da integral J, da seguinte
forma: variando-se 0 nimero de pontos de integracdo de Gauss-Legendre, ia-se
realizando o calculo da integral J, para distintos caminhos, sendo a medida da
melhoria da eficiéncia dada pelos resultados, cada vez mais proximos, entre s,
quando as alternativas de uso de vérios caminhos elipticos, ia sendo utilizada. Parou-

se em numero de pontos de Gauss igual a quarenta e oito, para a integracdo no

L A listagem-fonte do programa ELCFRAT, bem como o arquivo de dados, e a saida dos resultados
referente a esses dados, gravados em um disguete, sdo parte integrante desta tese.
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circuito €liptico. Além desse nimero, ndo foi percebido qualquer aumento
significativo na precisdo, isto apos verificar-se um aumento bastante significativo na
eficiéncia do célculo de J, ap6s a utilizagdo da técnica de sub-elementacdo (v. Anexo
D), no caso do elemento de contorno utilizado (retilineo, isoparamétrico, e com

funcOes de interpolagéo lineares).

Em sintese, como ainda néo foi verificado, na literatura, qualquer registro de
metodologia utilizando o par@metro G; e, ao verificar-se, através da experimentacéo
numeérica, que ele ndo possui a propriedade de independéncia do caminho, a maneira
de aperfeicoar o0 seu célculo, foi buscada, indiretamente, através da melhoria da

eficiénciado célculo de J.

Ao fina, ficou-se com uma ferramenta capaz, tanto de calcular bem aintegral
J, quanto de aplicar a metodologia aqui desenvolvida, utilizando-se da vocacéo
natura do BEM, que é permitir a simplificacdo na redizacdo de clculos em
variedades (no presente caso, a realizacdo de integrais sobre caminhos de forma

eliptica, situados no interior da chapa).

O ELCFRAT pode ser entendido como um programa contendo dois sub-
programas. o primeiro, para o caculo do tensor de tensdo, do tensor de deformagao e
do tensor gradiente do vetor deslocamento, em um problema bidimensional contendo
uma, ou Mais trincas no dominio; e o segundo, um pos-processador desses valores,
para o calculo daintegral J e para a aplicacdo do critério termodindmico de fratura,
baseado no parametro G;. Nesse sentido, a inovagdo aqui apresentada reside,
basicamente, no segundo sub-programa, cuja generalizacdo, para O Ccaso
tridimensional, por exemplo, ndo é dificil. Assim, desde que o tensor tensdo, o tensor
gradiente de deslocamento e o tensor deformacéo sejam fornecidos, até mesmo por
um programa automético nao especializado em fratura, qualquer que sgja o sdlido, o
segundo sub-programa do ELCFRAT, basicamente a subrotina INTEGJ, se

encarregarado calculo de J e de G:.
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E.1 Descricdo do programa automéatico e entrada de dados
E.1.1 Subrotinas do ELCFRAT

LEDAD - Lé ou gera dados de entrada, imprimindo-os apds. E chamada pelo

programa principal.
CALCGH : Monta as matrizes G e H, formando, na sequiéncia, o sistema

A x ==f . Chama as sub-rotinas EXATIN e INTNUM, e é chamada pelo programa
principal .

INTNUM - Calcula as matrizes locais AG e AH, gquando o ponto de colocacédo € um
n6 de contorno situado fora do elemento, ou um ponto interno. As integragdes sdo
feitas de forma aproximada, através do método de Gauss-Legendre. E chamada por
CALCGH e TDDOM..

EXATIN - Calcula as matrizes locais AG e AH, quando o ponto de colocacdo esta
situado no elemento de integracdo. As integrais sio exatas. E chamada por
CALCGH.

SOLVE - Resolve o sistema de equacdes, pelo método de eliminacio de Gauss. E

chamada pelo programa principal.

SDMAT - Calcula as componentes das matrizes auxiliares, que iréo permitir a
obtencéo do vetor deslocamento, do tensor gradiente do deslocamento, do tensor
deformacéo e do tensor tensio, nos pontos do interior do dominio. E chamada por
TDDOM.

TDDOM - Cacula, e fornece como saida, os resultados, em termos de componentes
do vetor deslocamento e do tensor de tensdo, em pontos do interior do dominio. E

chamada pelo programa principal.

INTEGJ - E a sub-rotina que contém a inovacdo essencia trazida pelo presente
trabalho. Calcula e imprime o valor da integral J sobre caminhos elipticos. Calcula,
também para qualquer caminho eliptico, o paréametro G;, e aplica o critério

termodinamicamente consistente de fratura, na forma de um processo iterativo. Esse
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processo iniciase com o fornecimento de um valor positivo arbitrério, para o
parametro GAMMA, e um valor tdo pequeno quanto seja permitido pelos limites da
programacao, para a TOLERANCIA, fornecendo, como saida, o resultado do teste e
a direcdo tendente a ser tomada pelo possivel avanco da fissura. Esta subrotina é

chamada pelo programa principal.
E.1.2 Entrada de dados
a) Titulo: L& um titulo com até 80 caracteres.

b) Dados iniciais, lidos em formato livre: KEYF, NND, NDOUB, NE, NIP, FESCH,
FESCV, GE,XNU, TE, GAMMA, TOL.

. KEYF é uma chave. Se KEYF=0 P problema de elasticidade; KEYF=1

P problemade fratura

. NND é o nimero total de nés do contorno. Cada né duplo conta como dois.
. NDOUB é o nimero de pares de nés duplos

. NE. é o numero de elementos de contorno

. NIP é o nimero de pontos internos, onde tensdo e deslocamento sdo calculados. Se
o problema € de elasticidade, as coordenadas dos pontos internos sdo fornecidas ao
programa. Se o problema é de fratura, as coordenadas dos pontos internos sdo
geradas. Nesse Ultimo caso, NIP tem de ser igual a0 numero de pontos de Gauss

usados na sub-rotina INTEGJ. No caso, esta fixado em 48.

. XNU serd o coeficiente de Poisson , n, se 0 estado plano for de deformacgdo. Se o

problema é de estado plano de tensdo, entrar com XNU= n/(1+n)
. TE é aespessura da chapa.

. FESCH é um fator de escala geométrico horizontal : atera todas as coordenadas

horizontais, por multiplicacéo

. FESCV é um fator de escala vertical: altera todas as coordenadas verticais, por

multiplicacéo
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. GE € 0 médulo de el asticidade transversal
. GAMMA é um numero real positivo qualquer

. TOL é atolerancia, para o processo iterativo que busca o valor limite de G;. Pode

ser dado como um ndimero muito pequeno (abaixo de 10, por exemplo)

C) Lé pares de nés duplos: L€ os nimeros dos nds duplos, aos pares. Em qualquer

vértice contido no contorno, deve-se sempre colocar né duplo. Deve-se também

colocar um n6 duplo, em cada ponto de descontinuidade de traction.

d) Lé incidéncias dos elementos: L€ o nimero do elemento e os nUmeros de seus dois

nés, no sentido anti-horario.

€) Lé as coordenadas do vértice do entahe, XF, YF. De fato, podem ser as

coordenadas de um ponto qualquer, em relagcdo ao qual queira-se ter uma distancia.

SO é atil quando KEY F=0, isto é, quando o problema ndo € de fratura.

f) L& em qualquer ordem, os nimeros dos nés do contorno, cada qual seguido de

suas respectivas duas coordenadas.

g) OPCIONAL. Se o problema é de elasticidade (KEY F=0), & os numeros dos nés

internos, cada qual seguido de suas duas coordenadas. A numeracao dos nés internos

deve ser em seqiiéncia a dos nés do contorno.

h) OPCIONAL. Se o problema é de fratura, isto é, KEYF=1, |€ os seguintes dados,
em formato livre: X0, YO, CX1, CY1, CX2, CY2 e ELIPSY.

. X0, Y0: coordenadas cartesianas do centro do circuito eliptico situada

0 no plano médio da chapa.
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. CX1, CY1: coordenadas do ponto de intercessdo do caminho eliptico com a face
lateral do entalhe que corresponde ao inicio do processo de integragdo numérica, que

deve ser realizado no sentido anti-horario.

. CX2, CY2: coordenadas do ponto de intercessdo do caminho eliptico com a face
lateral do entalhe que corresponde ao final do processo de integracdo numeérica.

. ELIPSY: semi-eixo da €lipse, nadirecao de x,.

E.1.3 Saida do valor daintegral J , do valor limite de G; e do angulo

formado pela direcdo do avanc¢o da fissura com 0 eixo X;

Abaixo, mostra-se o trecho final da saida de resultados do programa
ELCFRAT, no intuito de interpretar-se, no caso do exemplo processado, o fato de
sairem duas solucdes, tanto para o valor limite de G, quanto para o angulo da diregdo
do avanco da fissura. De fato, o programa reflete o resultado tedrico, contido no
Capitulo 4, segundo o qual o problema da determinacéo do valor desse angulo
poderiater: duas, uma, ou nenhuma solugdo. A Ultima hipotese torna-se sem sentido,
porque o processo iterativo, em busca do valor limite de G;, sempre segue em frente,
guando verifica que o programa indica que a fissura ndo avanca. Em sintese, o que
ele busca determinar é o valor limite de G, isto € o menor valor do parametro

termodinamico, para que afissura avance.

O caso em que a solucédo € Unica ndo oferece novidade. JAno caso em que sao
duas as solucdes, verificou-se que, quanto menor o valor da toleréncia fornecida
inicialmente, para 0 processo iterativo, mais as duas solucdes tendem a convergir,
uma para a outra. Para um mesmo valor de G; limite, por um lado, e para um mesmo
valor do angulo q, por outro lado, como ilustra a saida de resultados abai xo:

*********************lNTEGRAL J****************************************

VALOR DE a(m) VALOR DA INTEGRAL J(Jm)
.495D+00 .5881123D+03

a=495D+00 m***\/ALOR(ES) DO PARAMETRO TERMODINAMICO DE FRATURA* ** %%k

VALOR DO PARAMETRO Gt= .8598855D+03 NA DIRECAO 1, TETA= -.1670175D+02

GRAUS

VALOR DO PARAMETRO Gt= .8598855D+03 NA DIRECAO 2, TETA= -.1671157D+02

GRAUS

*+*NUMERO DE ITERACOES= 334

*+x0%x TEMPO DE PROCESAMENTO DO EXEMPLO = .2119000E-+025* ** ***
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