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RESUMO

O objetivo bésico deste trabalho é o de estender a formulacéo elastoplastica
do método dos elementos de contorno, de modo a incorporar a analise de corpos
sujeitos ao fendmeno da localizagio de deformagdes. E utilizado um modelo de
plasticidade com gradiente a fim de se evitarem as dificuldades associadas ao
continuo local. Apenas o0 segundo gradiente é incorporado ao modelo constitutivo.
Uma representacdo integral para avaliacdo da tensdo no contorno na plasticidade é
obtida. O comportamento da formulagdo explicita classica do método dos elementos
de contorno na presenca de amolecimento € analisado para a plasticidade local e com
gradiente. Uma formulacdo implicita dos elementos de contorno utilizando o
conceito de operador tangente consistente adaptado ao algoritmo de tensdo inicial
também é implementada e analisada. Exemplos numéricos sdo realizadas para
mostrar a precisao dos resultados e comparar as formulacdes propostas. Os resultados
mostram alocalizacdo de deformagdes ao longo de faixas estreitas determinadas pelo
tamanho das células definidas pela discretizacdo. A captura do fenbmeno da
localizacdo é particularmente precisa quando se utiliza o procedimento implicito.
Uma nova formulagdo do método dos elementos de contorno utilizando o operador

tangente consistente também é proposta para a plasticidade com gradiente.



ABSTRACT

The basic purpose of thiswork is to extend the boundary element formulation
to incorporate the analysis of bodies where the localization phenomena occurs. A
gradient plasticity model is used in order to overcome the difficulties associated to
local continua. Only the second gradient is incorporated to the constitutive model. A
integral representation for boundary stress evaluation in plasticity is obtained. The
behavior of the classica explicit boundary element formulation in presence of
softening is analysed for local and gradient plasticity. A implicit boundary element
formulation using the concept of consistent tangent operator adapted to the inicial
stress agorithm is also implemented and analysed. Numerical examples are solved to
show the accuracy of the results and to compare the proposed formulations. The
results exhibit the strain localization along narrow bands given by the cell sizes
defined by the discretization. The capture of localization phenomena is particulary
accurate when the implicit scheme is used. A new implicit boundary element

formulation using the consistent tangent operator is also proposed.



0. Notacéo

Matrizes:

Vetores:

Base e componentes:

Notagdo matricial:

Vetor transposto:

Convencéao da soma:

Vetor normal unitério:

Produto escalar:

Produto vetorial:

[Al, [F], [X]
ab,g (a1,82,83), (b1,b2,b3), (91,02,93)

a=ayi1t+ aizx+ asis

a:[a]:(al a, as)

2,0
[a] = ca,=
&a,

a’= aa = a’+ a’ + ag
¢ (Gc=1)

ab=ab=[a] [b]"

a"b=la a, a,| = (absashy)i+
b, b, b,

+ (aghr-agbg)iz + (aubo-aghy)is



ilsep=q

Delta de Kronecker: Opg = %0 s« pl g
Tensores: T,Ss,e
Componentes de tensor: Tij, & (segunda ordem, covariante)

Produto tensorial (definicdo): (aAb)c = a(bc)
(TASR = T(SR)
(TASR =T;; S Ry
Produto tensorial: aAb=T

%3-1b1 a1b2 albag

) é u
aAb=[a]"[b] = @b ab, ab,y
&b, ab, abf

TAS=T;S (tensor de quarta ordem)
Base e componentes: T = TiiAi;  (sistema cartesiano)
aAb = a;b,- iiAij

TAS=T; S (iiAQ) A (iKAiy)

Produto escalar detensores: TS=T;S;  (sistema cartesiano)

Trago de um tensor: tr(T) = T



éﬂ-ll T21 T319
Tensor transposto: T =[T]"= ¢l Tn Tu+
%TB T23 T33 ﬂ
ou (aAb)"= bAa
Outros produtos: a=Tb=bT"' (Thb=bT se T é simétrico)
ou: [a] = [T][b]" = ((b][T]")"
ou: a = Tijb; (transformacéo linear)
Tensor de 4% ordem: CT = Ciju Tw

_ da, . .
Derivadanotempo: a=—<i, = a,i,

dt
Derivada: ri=Tr/Mx%
~ R .
Operador N: N= x e = T iy (como um vetor)
k
e 2
L aplaciano: N?=NN= e T2+92+92 (“escada”)
k
, ~ T1F . .
Gradiente de (campo) escalar: NF = ﬂ—xlk =Fd,=gradF
k

Laplacianodeum escalar: ~ N°F = F,



Divergente de um vetor:

Gradiente de um vetor:

ou:

Transposto de (bAN):

Divergente de um tensor:

diva =Na=[N] [a]" = a,

gradb =bARN =[b] T[ N] = by;

efb, fb fhbu
Sx 1% Txg
eflb, fb, Tby
ox, Tx TxU
&b, Tb b
g1x, 1x, x4

(jacobiano)

(bAN)" = NAb



1. Introducéo

A primeira secdo deste capitulo traz uma breve descricéo do tema, do trabalho
realizado, as metas e os limites estabelecidos. Na segunda e terceira segdes utiliza-se
um modelo simples, uniaxial, parailustrar o problema da localizacdo de deformactes

nateoria do continuo cléssico e a regularizacdo pelo gradiente plastico.

1.1 Descri¢do suméaria e metas

Seguem uma pequena descricdo do tema e da utilizacdo dos elementos de
contorno neste contexto, a definicdo dos objetivos do trabalho e seus limites, bem

como uma descricao do presente texto.

1.1.1 Localizagao de deformagdes

Ao se observar o comportamento mecanico dos materiais a0 nivel
macroscopico freglientemente verificase a ocorréncia de concentracdo de
deformagdes em pequenas regides. Nesses casos, nota-se que toda a deformacéo do
material ocorre em pequenas zonas, faixas estreitas de localizacdo, enquanto que nas
demais partes do materia verificase um descarregamento. As causas desse
fenbmeno podem estar relacionadas tanto com a geometria (como condigdes ou
forma do corpo), quanto com caracteristicas do material (tais como heterogeneidade
ou pequenos defeitos). A largura das faixas de localizac&o e suas direcdes depende de
fatores como as condi¢cdes geométricas, os parametros de material, as condicfes de

carregamento.



A origem da localizacdo, no entanto, deve ser procurada no nivel
microscopico, onde heterogeneidades no material produzem um comportamento
fortemente ndo linear (deslisamento e rotagdo de microestruturas, formagdo e
crescimento de mindsculos vazios, propagacdo de microfissuras existentes e
formagdo de novas), resultando num enfraquecimento naguela regido, uma
instabilidade local, percebida macroscopicamente como um amolecimento.

Quando a ordem de grandeza das deformagdes € suficientemente pequena e
distribuida regularmente, a escala caracteristica das deformagfes € muito maior que a
das heterogeneidades do material. Nesse caso, 0s modelos constituivos cléssicos, ou
locais, expressos em alguma forma de tensdo e deformacdo médias (equivalentes)
podem ser formulados na descri¢éo do continuo. Na presenca de amolecimento, no
entanto, esse pressuposto de que a escala caracteristica das deformagdes € muito
maior que a das heterogeneidades ndo é mais apropriado. O tamanho da
microestutura com suas heterogeneidades torna-se comparavel a escala de
deformagbes, os movimentos relativos nas microestruturas passam a contribuir
significativamente para a deformacao do corpo. A estabilidade material e estrutural
torna-se comprometida. Matematicamente, além da perda de unicidade da solucgdo, o
problema de valor de contorno torna-se mal posicionado, com perda da elipticidade
das equacdes diferenciais parciais que governam sua solucdo. Na solugdo numérica,
esses problemas traduzem-se numa grande dependéncia dos resultados em relacéo a
discretizacdo utilizada e dos dados para a integracdo no tempo (processo
incremental).

A localizagéo de deformacdes ocorre numa grande variedade de materiais,
sgjam duteis ou frageis (metais, sintéticos, solos, rochas, concreto, cerdmicos), de
modo que a existéncia de modelos constitutivos mais adequados seria bastante
importante. Diversas alternativas tem sido propostas ao continuo local - entre elas a
que se apresenta neste trabalho, na qual a plasticidade local € enriquecida com a

introducéo do segundo gradiente na funcéo de plastificacéo.



1.1.2 Método dos elementos de contorno

O método dos elementos de contorno constitui uma alternativa importante no
conjunto das técnicas numéricas mais utilizadas, como o método dos el ementos
finitos ou o das diferencas finitas. Em relacdo a esses ultimos, o método dos
elementos de contorno possui duas vantagens principais. Uma delas é a da
possibilidade de reducdo de uma unidade na dimensionalidade do problema. No
entanto, essa reducdo de uma forma completa nem sempre é simples, sendo em
muitos casos problemética para certos problemas ou termos das equacOes
governantes. A segunda vantagem parece ser mais importante e inegquivoca: as
equacles integrais que servem de base para 0 método dos elementos de contorno
partem de uma representacdo exata das quantidades fisicas do problema - ao
contrério do que ocorre com os elementos finitos ou diferencas finitas. E verdade
porém que essa vantagem ndo € obtida gratuitamente, e um preco deve ser pago no
tratamento das singularidades das equacOes integrais bésicas dos elementos de
contorno. Essas singularidades nas equacdes integrais certamente constituiram-se
num dos principais obstaculos ao desenvolvimento do método dos elementos de
contorno no mesmo passo que o alcancado pelos elementos finitos. Mas séo
justamente essas dificuldades que se encontram imbricadas as possibilidades de se
obterem solucdes aproximadas rel ativamente melhores.

Todavia, essa potencialidade tedrica de se obter resultados numericamente
superiores € bem distinta da disponibilidade de algoritmos de efetiva superioridade
relativa. No campo da plasticidade, por exemplo, agoritmos de resolucéo pelo
método dos elementos de contorno surgiram depois do desenvolvimento de
algoritmos similares para elementos finitos (cf. TELLES (1983)%7 e
VENTURINI(1983)!*¥, como exemplos pioneiros). Além disso, o nimero de
trabal hos nesse campo utilizando-se elementos de contorno ainda € muito inferior ao
volume de trabalho em elementos finitos no mesmo dominio. Desse modo, apesar
das potencialidades previstas para 0 método, esforcos relativamente pouco extensos
foram dedicados aos elementos de contorno, por exemplo em plasticidade. Também

0 estudo da localizacdo de deformacgdes, que tem recebido recentemente grande



atencdo na mecanica aplicada (incluindo os modelos com o segundo gradiente), no
que diz respeito ap aspecto das simulacBes numéricas, Situa-se no contexto dos
elementos finitos. Dentro do contexto do método dos elementos de contorno a
regularizacdo da localizacdo de deformacdes aparentementemente ainda ndo foi
computaci onalmente estudada, e mesmo sua simples constatacdo explicita quase nem
foi assinalada. (Além de FUDOLI, VENTURINI, BENALLAL 28121 MAIER et al.
(9 parece ser a tinica excegdo, demonstrando a localizagdo de deformacdes através
de uma formulagdo por elementos de contorno diferente da convencional - e tensdo
constante nas células. A regularizacdo através do gradiente pléstico ndo foi
computacional mente implementada no trabalho de Maier, apesar de ter sido proposta
uma formulag&o nesse sentido.)

A utilizacdo de formulagbes implicitas para a integracdo em problemas ndo
lineares é outra classe de problemas que recebeu relativamente pouca atencdo no
contexto do método dos elementos de contorno. Em particular, formulacdes
utilizando o conceito de operador tangente consistente tem sido utilizadas em
elementos finitos a partir do trabalho de SIMO e TAYLOR (1985)P®Y, enquanto que a
primeira implementacdo desse conceito em elementos de contorno € bem mais
recente (BONNET e MUKHERJEE (1996) [¥) e ainda precisa ser repetida em mais
implementagoes.

Outros aspectos relativos aos elementos de contorno, no entanto, tém sido
intensamente estudados. Um exemplo € o das singularidades, que tem recebido
bastante atencdo, especialmente nesta década, inclusive com resultados muito
recentes bem significativos. (ver, por exemplo, GUIGGIANI et al. 2
RICHARDSON [49)

1.1.3 Objetivos e delimitagcéo

Os objetivos iniciais do trabalho concentravam-se na formulacéo e andlise da
regularizacdo de solugbes em problemas de amolecimento, que envolvem localizagdo

de deformagdes.



Logo no inicio do trabalho foi necessério alterar a énfase, que passou a ser a
de obtencdo de umaformulacéo de elementos de contorno, partindo-se da formulagcdo
tradicional, que pudesse tratar adequadamente com aquela classe de problemas. A
formulac&o convencional mostrou ter certas limitagoes.

Diversos foram os procedimentos implementados para se melhorar os
resultados obtidos. Tanto ao nivel da formulagdo quanto (e sobretudo) de
implementagdo. Por exemplo, 0 esgquema de integragdo utilizando-se subelementos
guando o ponto de integracdo encontra-se proximo do ponto singular.

Destague deve ser dado para o0 desenvolvimento de uma formulacéo
utilizando-se representacdo integral da tensdo no contorno, 0 que ainda ndo havia
sido feito no caso da plasticidade ou n&o linearidade das equagOes constitutivas em
geral.

Outro ponto especialmente em destagque € o desenvolvimento de formulacdes
implicitas para a solu¢do do problema ndo linear, em particular utilizando-se o
conceito operador tangente consistente, que € 0 caso aqui apresentado, que neste
trabalho foi estendida para atender ao algoritmo de tensdo inicial.

Em vista das dificuldades encontradas no desenvolvimento de uma
formulacéo eficiente para lidar com a localizacdo de deformacdes, e a conseqliente
mudanca de énfase dos objetivos, o problema da regularizacdo pelo gradiente
introduzido no critério de plastificacdo foi estabelecido sob certas particularidades.
Tratam-se de simplificagdes, sem prejuizo da generalidade das formulagdes, bem
entendido. Por este critério, as implementagdes numéricas restrigiram-se a
plasticidade sob pequenas deformagtes, local e com gradiente, com encruamento
isotropo linear e critério de von Mises.

Foi implementado um programa computacional para o caso plano de tensdo,
utilizando-se o agoritmo de tensdo inicial. Quanto a discretizacdo, utilizou-se
interpolacéo linear para todas as variaveis dos problemas tratados, o que € bastante
razoavel.

Os exemplos numéricos tiveram como objetivo mostrar a adequacdo da

formulacéo do método dos elementos de contorno para problemas de localizacdo de



deformagdes, e mostrar a possibilidade de se resolver essas dificul dades com recursos

como o0 modelo da plasticidade com gradiente.

1.1.4 Descricao do texto

Apobs esta introducdo geral, o capitulo 2 reve os fundamentos da mecanica do
continuo e alguns resultados e principios gerais importantes para a teoria.

No capitulo 3 sdo apresentadas as equacbes constitutivas, incluindo a
elasticidade linear, a plasticidade classica, a plasticidade com gradiente. A
localizacdo de deformacdes também é apresentada naguel e ponto.

O capitulo 4 introduz as equacdes integrais, ponto de partida do método dos
elementos de contorno, que por sua vez € discutido no capitulo 5, incluindo uma
discussdo da obtencdo da representacéo integral da tenséo no contorno. No capitulo 6
€ detahada formulagdo implicita utilizando-se o conceito de operador tangente
consistente, para a solucdo do problema da plasticidade através dos elementos de
contorno. Neste capitulo € incluida também uma nova aplicacdo dessa formulacéo
para o caso da plasticidade com gradiente, formulacdo esta que € apresentada sem ter
sido ainda implementada.

No Capitulo 7 sdo apresentados os exemplos. No caso da formulacéo
explicita convencional os resultados sdo razoavelmente satisfatorios, chegando a
capturar a localizacdo de deformacdes em alguns casos, timida porém claramente, e
mostrando o efeito da introdugdo do gradiente na fungdo de plastificagdo. Os
exemplos também evidenciam o desempenho superior da formulacdo implicita para
solucdo do problema ndo linear, exibindo uma comparagdo sistemética com a obtida
pelo método explicito convencional. Os exemplos com a formulagdo implicita
capturam a localizagcdo de maneira extremamente clara. Exemplos para a plasticidade

com gradiente com procedimentos implicitos também sio apresentados.
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1.2 O problema da localizacdo de deformacdes

A utilizacdo de um modelo elementar constitui uma maneira ssimples de
ilustrar o problema da localizagd no continuo classico (PAMIN (1994) 4 de
BORST e MULHAUS (1992) 2 BILLARDON [#)).

O modelo pléstico uniaxia proposto abaixo permite fazer vérias
consideracBes embleméticas do problema localizacdo de deformagdes. Na Figura 1.1,

s,, corresponde ao maior valor de tensdo alcancado pelo material, representa limite

plastico inicial, a partir do qual passa a ocorrer deformacdo pléstica - parte

descendente da curva tenséo-deformagéo.

v

o
JURE

Figural.l - Relagdo tensdo-defor magdo de um modelo uniaxial.

€ representa a deformagdo méxima (ou de ruptura) do material.
A tensdo ndo pode nunca ultrapassar o limite pléstico sy (Figura 1.2), 0 que é

expresso pela condicéo de plastificacéo:

f:s-sy£0,

11



(1.1)

com

S. =S 0+hep,

(1.2)

sendo h 0 médulo de deformacéo pléastica:

(1.3)

Figura 1.2 - Variagdo do limite plastico com a deformag&o plastica.

A deformagdo total € dada pela soma das parcelas el astica e pléstica

12



e=e®+¢e°,

(1.4)

sendo a deformacao elastica dada pelalei de Hooke:

(15)

onde E € o modulo de deformacdo elastico. A parcela plastica restante vem da
relacdo (12):

(16)

Na parte elastica, €°=0, e a relagdo tensio-deformacdo em taxas pode ser
diretamente obtida pela diferenciacéo de ( 1.5) em relacdo ao tempo, enquanto para a
parte pléastica, essa relacdo tangencial deve considerar também as equacdes (1.4) € (

1.6). Considerando-se ambos 0s casos, tem-se

|

I s =Eé na parteelastica (e<s, /E)
|

|

L na parte plastica

b STE+n® parte p

(17)

Considere-se agora uma barra, engastada a esquerda e sujeita a um
deslocamento u na extremidade direita, cujo material satisfaz a0 modelo plastico

descrito acima (Figura 1.3). X refere-se ao eixo de coordenada.

13



Figura 1.3 - Barrapléstica, encruamento linear, negativo.

O problema é regido pelo sistema abaixo:

uU=e¢ X, +é,X,
S, =S, .

(18)

Na parte elastica da curva tensdo-deformacdo, ( 1.7 ), a Unica solucédo é

smplesmente Eé, = E&, . Na parte plastica, porém, também é possivel a solugéo

(1.9)

gue expressa uma Situagdo em gue ocorre carregamento com plastificacdo no trecho
X2, enquanto no trecho x; ocorre descarregamento eléstico (&, < 0).

Outra solucdo corresponderia a situacdo inversa, com carregamento no trecho
X1 € descarregamento em Xo.

Em resumo, para uma mesma taxa de deslocamento imposta na extremidade
livre da barra, apés atingida a parte descendente da relacdo tensdo-deformacdo, a
solucéo ndo é Unica.

Mas adém da perda de unicidade de solucdo, ha um segundo aspecto de

grande importancia no ramo descendente da relacdo constitutiva: a possibilidade de

14



descontinuidade de taxas de deformacéo. Em qualquer instante do ramo descendente,
plastico, a vizinhanca a esquerda de um ponto plastificado da barra pode estar em
descarregamento elastico, enquanto sua vizinhanca a direita esta em carregamento
plastico - ou o inverso. Em tal circunsténcia, no ponto a (Figura 1.3) haveria uma
descontinuidade de deformagéo.

O fenbmeno macroscopico da localizacdo de deformacgBes tem sido
interpretado como a formagdo desse tipo de descontinuidade. Ainda com respeito ao
caso uniaxial, haveria dois pontos com a condicdo de descontinuidade de
deformaces entre 0s quais se concentraria toda a deformacao pléastica da barra - com
a correspondente dissipacao de energia de plastificacéo.

A dificuldade, no continuo classico, ou local, é que ndo ha definicdo da
distncia entre esses dois pontos que satisfazem a condicdo de descontinuidade.
Dessa forma, os dois pontos devem coincidir - o que corresponde a configuragéo
critica. A consequiéncia dessa coincidéncia dos dois pontos € que haveria a perdatotal
da resisténcia do material sem nenhuma dissipacéo de energia, com a plastificacéo
ocorrendo em um trecho de comprimento nulo.

Na simulacdo numeérica, esse comprimento fica determinado pelo tamanho da
malha, que corresponde a menor distancia na estrutura discretizada. Quanto mais
refinada a malha, menor o comprimento de dissipacdo de energia. Da mesma forma
gue o tamanho do dominio com localizacdo de deformagbes busca o comprimento
nulo, na estrutura discretizada a localizac8o procura o tamanho minimo, definido
pelo tamanho da maha Desse modo, os resultados variam de acordo com a
discretizagdo. Quanto mais refinada a malha, menor a &rea de dissipagdo de energia,
e os estados de tensdo e deformacdo ficam iguamente dependentes. Com o
refinamento da malha ndo ha convergéncia para um resultado definido - pelo
contrario. Além disso, a situacéo de instabilidade e multiplicidade de solucdes, a

prépria convergéncia do procedimento numérico fica prejudicada.
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1.3 Regularizacéao pelo gradiente plastico

Diversas solucbes tem sido propostas para eliminar esse problema dos
model os constitutivos como a plasticidade com encruamento negativo ou a mecanica
do dano - isto €, dos model os com amolecimento do material, em geral.

O objetivo deste trabalho volta-se antes para a andlise desse problema no
contexto do método dos elementos de contorno que uma avaliacdo mais detalhada da
regularizacdo das solucdes. Nesse sentido, procurou-se desenvolver uma formulacéo
d os elementos de contorno para a plasticidade com gradiente, que constitui uma das
alternativas para lidar com o problema da localizagdo, e que recentemente tem sido
bastante explorada no contexto do método dos elementos finitos.

O mesmo modelo uniaxial anterior pode ser utilizado para ilustrar o efeito
regularizador do gradiente plastico no problema da localizacdo de deformagdes. O
gradiente plastico introduz um comprimento caracteristico ao material, definindo
assim uma largura dentro da qual alocalizag&o ocorre.

A plasticidade com gradiente é obtida introduzindo-se o0 segundo gradiente na
funcdo de plastificacdo. No caso uniaxial, o critério de plastificacdo ( 1.1 ) assume

uma nova defini¢éo parasy, no lugar de (1.2):

d?eP
dx?

— p_
sy—sy0+he W

(1.10)

A fim de se andlisar melhor o efeito da introducéo do termo do gradiente,

considere-se a solucéo da equagao ( 1.10),

(1.11)
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sendo B uma constante de integracdo, x refere-se aos pontos do intervalo pléstico da
barra, e | define o comprimento caracteristico, o qual controla o tamanho do

intervalo pléstico nabarra, e é dado por

o>|=s

(112)

Observe-se que 0 sinad de w deve ser positivo no caso considerado, de
encruamento negativo - e seria negativo para encruamento positivo. (Elasto-
plasticidade perfeita (h=0) ndo seria contemplada.) (Uma constante de sinal comum
aos dois casos poderia ser definidano lugar dew.)

Utilizando-se o fato de que, durante a plastificacdio, f =0 (para que a
condicdo (11) sgja satisfeita), pode-se derivar ( 1.11) em relagdo ao tempo, €, a
seguir, aplicando-se a condicdo de contorno €° =0, a constante B pode ser

determinada, resultando

@ X0
'P—$91 cos| =
e —hg = 1_1

& COSZIg

(1.13)

onde v representa o comprimento da parte plastica da barra. A taxa de deformacéo
total é obtida pela soma das parcelas elastica e pléstica da deformagdo em taxas,
como feito anteriormente para o caso loca. O comprimento plastico v ndo é
unicamente determinado, mas o0 caso de maior interesse € o de equilibrio mais critico,
Ou sgja, 0 que resulta na maior taxa de deslocamento na extremidade direita da barra,
U - que é obtido por integracdo da taxa de deformacdo total ao longo da barra.
Assim, a condicdo de maximizacdo de u, em relacdo a v permite a obtencéo do

tamanho do trecho pléastico no caso mais critico.
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O mais importante a notar, no entanto, € que o problema todo passa a ser
controlado pelo comprimento caracteristico, que é assim introduzido na descri¢do do
continuo, determinando um comprimento finito para a parte da barra em que ocorre
plastificacdo. Observe-se também gue a taxa de deformacao plastica, definida a partir
de ( 111 ), é continua em todo o trecho pléastico (e nula nas extremidades desse
trecho), de forma que ndo é mais possivel haver carregamento de um lado da
vizinhanga de um ponto e descarregamento na do outro. Esse continuo obtido pela
introducdo do gradiente plastico € dito ndo local porque a deformacdo no trecho
localizado é determinada para todos os pontos da regido, que nesse sentido dependem
uns dos outros, pela relacdo da deformacdo plastica, a0 contrario da descricdo
cléssica, em que a deformacdo plastica é definida para cada ponto

independentemente.
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2. Fundamentos

2.1 Tensodes

Sgjas o tensor tensdo num ponto, e fi o vetor normal a um plano que passa
por esse ponto, e a composicdo entre eles, representando o vetor tensdo, no limite a

forca de superficiet no ponto, na direcdo desse plano:

t=sh ou ti = sjn.
(21)
Se m representa a direcéo de um plano de tensdo principal,
sm=anm,
(22)
onde a representa a tensdo principal nadirecdo de m . Ou, com notacdo indicial,
(sy-ad;)m=0,
(23)
gue possui solugdo ndo trivial se 0 determinante dos coeficientes for nulo:
det [s” - adij]:o.
(24)
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A solugdo da equacdo de terceiro grau resultante dessa condicdo fornece os
valores das trés direcdes principais, cujas direcbes podem ser obtidas de ( 23 ),

lembrando-se que

mm = 1.
(25)
A equacdo cubica do determinante (2.3) pode ser expressa como
3 2 _
a‘-la“-l,a -1,=0,
(2.6)
onde 4, I, I3 SA0 oS invariantes de tensdo:
|, =S, +S, +S;3 =5, =tr(s),
_ 2 2 2
|2_511522+522533+533511'523'531'512_
1 1 1
— —_ 2 _ 2
_E(Siisjj - Sijsij)_z(ll - Sijsij)_z(tr (s)-ss),
Sll 812 813
|, =det s =Is,, S, Syl
S31 S32 S33
(2.7)

Um tensor de tensdo s pode ser decomposto em uma parcela hidrostética (ou

esférica) e outra desviadora. O tensor desviador expressa-se como

S=s -5, ,
(2.8)

onde, | é o tensor identidade (de segunda ordem), e o tensor hidrostético s, € dado

por
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1 1
sm:§I1:§tr(s).
(2.9)
Os invariantes do tensor desviador entdo resultam em
J, =0,
‘]zzg[sn'szz)z"'(szz'533)2"'(533'311)2]"'
2 2 2 _ ﬁ
+512+523+513 - 3' |2’
212 1.1
Jo=—"o - 241,
327 3 3
(2.10)
Um estado plano de tensdo define-se por
833=O’ 813=S31=O’ 823=S32=O’
ou sgja,
é%ll S12 Og
[S]zézl S» OL:j-
g0 0 Of
(2.11)

2.2 Deformacgoes

Sendo dS a distancia entre dois pontos de material em seu estado inicial e du

0 deslocamento relativo ocorrido entre eles num tempo t, e assumindo-se pequenas
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deformacdes (e deslocamentos), o deslocamento relativo unitério du/dS expressa-se

por

(2.12)

onde N representa o vetor normal unitério (de componentes dx;/dS) na direcéo da

disténcia dS entre os pontos. Em notagéo indicial:

du _ dy &
dS dx, dS '’
(2.13)
ou matricial:
éflu, U gﬂul Tu, ﬂulgéﬂxll]
91183 allx, X, 1%y ‘?'ﬂsg
gl el U Tuq gfix,
efSa  £x, Tx TxUefSa
9ﬂu3li| gﬂua Ty, ﬂu33§&g
g1sH eTx, 1x, ﬂxgggﬂSH
(2.14)

O jacobiano uAN pode ser divido em duas parcelas, o tensor de deformagso e

e o tensor de rotacdo (de corpo rigido) R:

- i i
uAN:e+R:§[uAN+NAu]+E[uAN-NAu],

(2.15)

ou, sgja,
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1 .. S
ezz[(NA u)" +NAu]J.

(2.16)

Em notacdo indicial e matricial, o tensor de deformacao expressa-se como

1 1

é U

é€u Eglz Eglzﬂ

e _18511ui+'|1ui9 ou e—[e]—g} e 1 3
T2 ﬂXj ﬂXjE - - é%ng ) 22 29120-
é a

ézglz Eglz €3 é

(217)

DiregOes principais de deformagdes e invariantes podem ser expressos de
forma andloga a do tensor de tensdo. Em particular, a deformacdo hidrostatica, que

expressa a dilatacéo ou alteracdo de volume, € dada por

e=tr(e).
(2.18)
Um estado plano de deformagéo define-se como
€5 =0, e,;,=€,4 =0, e,=€, =0,
ou sga,
?e 11 elZ Ol;'
a
[El=gexn €, Og.
&0 0 Of
(2.19)
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2.3 Principios Gerais

A seguir s8o enumerados alguns principios e teoremas importantes no
contexto deste trabal ho.

2.3.1 Equilibrio, transformacéo de integrais

Na auséncia de aceleracdo das particulas, as equacdes de movimento de
Cauchy reduzem-se as relagdes de equilibrio seguintes, muito importantes na

mecénica dos solidos:

— U 4p = ou divs +b=0.
(2.20)

onde b representa as forgas volumétricas e s € o tensor de tensdo. (O tensor s é aqui

assumido como simétrico - caso ndo polar).

Para uma funcdo escalar f(xi,X2,X3) com primeiras derivadas parciais
continuas, vale o teorema de transformacéo de uma integral de superficie em integral

de volume (teorema de Green):
ofn ds—()ﬂ—“"f dv
s va PR
(2.21)

sendo n; uma componente do vetor norma a superficie. A expressdo anterior,
aplicada as componentes de um vetor v conduz ao teorema da divergéncia (ou

teorema de Gauss):
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(2.22)
gue possibilita expressar aintegracéo por partes, naforma seguinte:
S dv = ¢ ds L] dv
Qﬁs” = Qsyyun - Q‘H)g U,
(2.23)
ou
Q(NA u)sdv = Q(ﬁs )u dS-Q(divs yudv.
(2.24)

Essa expressdo da integracdo por partes € particularmente importante, por
acarretar quase imediatamente principios fundamentais na mecanica das estruturas: o
principio dos deslocamentos (ou trabalhos) virtuais, o principio dos esforcos
virtuais, que por sua vez possibilitam expressar o teorema de Betti, e podem todos
ser apropriadamente apresentados a partir da primeira identidade de Green
(deslocamentos ou esforgos virtuais) e segunda identidade de Green (teorema de
Betti).

Observe-se que a expressao ( 2.23 ) pode ser retrabalhada, utilizando-se a
simetria do tensor de tensdo s , a equacdo de equilibrio ( 2.20 ), o equilibrio de

superficie (eg. (2.1)) e o tensor de deformacao e (eq. (2.17)), resultando na expressao

Qei‘ T, dv = (‘;)tjuj ds+ ijuj dv,

|

(2.25)
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gue ja aparece muito proxima do principio dos trabalhos virtuais (PTV), téo
importante no contexto do método dos elementos finitos.

Partindo-se de

O(NAdu)s av

(2.26)

e utilizando-se (2.24) obtem-se o principio dos trabalhos virtuais, em correspondéncia

COM a expressao (2.25):

Qsijdeij dv = Qtj du, dS+ ij du, dv .

(2.27)

A Unica exigéncia sobre du € que sgja cinematicamente admissivel; isto €, suas
primeiras derivadas parciais sejam continuas (classe C') e, por conveniéncia, tenha
valor nulo onde os deslocamentos sdo prescritos no contorno. Observe-se que ndo é
necessario que o campo de deslocamentos virtuais du sea infinitesmal

(contrariamente ao que se afirma a gumas vezes).

2.3.2 ldentidades de Green

Seguindo Hartmann®* ¥ considere-se dois campos vetoriais u e v tais que

ul C™ e vicCcm,

(2.28)

ou sgja, u e v possuem derivadas parciais continuas no dominio, de ordem 2m e m,

respectivamente, sendo 2m a ordem de um operador diferencial L sobre o dominio

(W). A aplicagdo sucessiva da integracdo por partes nos termos relevantes, iniciando

26



pela integral contendo o operador L, resulta numa expressdo contendo operadores
diferenciais | sobre o contorno (G (com os sobrescritos indicando sua ordem), que

representa esquematicamente a primeira identidade de Green:

m

G(u,v) = Q/(Lu)vdW - é(-l)i(:) (I*™'u) (I"*v)dG - 2E(u,v) = 0,

(2.29)

onde aparecerdo termos com derivadas parciais de ordem m em E(u,v), que sdo
termos integrais representando a energia de deformagdo. Os pares com 0s
operadores diferenciais | que aparecem em cada integral de contorno representam os
conjugados, com o termo de maior ordem do operador denotando “forgas’ e o menor
referindo-se aos “deslocamentos’ .

A aplicacdo dessa identidade serd ilustrada na proxima secéo para o caso da
elasticidade linear, que € o de interesse no presente contexto. A expressao ( 2.29 )
resultaria entdo no principio dos deslocamentos virtuais se no lugar de v fosse
imposto um deslocamento virtual cinematicamente admissivel du, reproduzindo

assim a expressao (2.27).

O principio dos trabalhos virtuais pode ser obtido diretamente de ( 2.29 ),
adotando-se um deslocamento virtual estaticamente admissivel du (isto €,
satisfazendo as relacdes de equilibrio ( 2.20 ) e, por conveniéncia, satisfazendo os

valores prescritos para o tensor de tensdo). Ou sgja,

G(du,u) = 0.

(2.30)

com du, u satisfazendo as condi¢fes ( 2.28), respectivamente.

Considere-se agora as condicoes
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uvi c™,

(2.31)

que permitem aplicar a primeira identidade de Green ( 2.29 ) duas vezes como segue,

obtendo-se a segunda identidade de Green:

B(u,v) = G(u,v) - G(v,u) =
= Q/(Lu)vdW - g(-niq)(lzf“'iu)(li'lv)de - Q/(Lv)udW =0.

(2.32)

As integrais de dominio E(u,v) e E(v,u) (energia de deformacdo) nas duas
aplicaces de G sdo idénticas, cancel ando-se reciprocamente.

No caso dos operadores da elasticidade linear, ( 2.32) corresponde ao teorema
de Betti.

A expressao (2.32) € 0 ponto de partida para a obtencéo das equacles integrais
utilizadas pelo métodos dos elementos de contorno. Basta tomar uma solucdo

fundamental no lugar de um dos campos vetoriais em (2.32).

Ressalte-se que as identidades de Green apresentadas acima configuram uma
abordagem formamente equivalente a técnica dos residuos ponderados,
frequentemente aplicada aos métodos numeéricos, e em particular no contexto do

método dos elementos finitos e no método dos el ementos de contorno.

28



3. Equacgdbes constitutivas

3.1 Elasticidade linear

A lei de Hooke estabelece as relagbes entre o tensor de tensdo e o de

deformacdo para a elasticidade linear isotropa sob pequenas deformacdes:

s=Ce ou s;=Cye,,

(3.1)
onde C é o tensor de rigidez elastico (quarta ordem):
Cljkl =1 cd ijd w T m(dikd il +dild jk)
(3.2)
sendo me| . as constantes el asticas de Lamé (paréametros do material).
Considerando-se (3.2) alei de Hooke pode ser reescrita como
Sij =| c ekkdij +2meij :
(33)

O problema de valor de contorno da teoria da elasticidade pode agora ser
escrito por completo, compondo-se das equactes de deformacdo ( 2.16), de equilibrio (

2.20) e das relagbes tensdo deformacao (3.1):
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1 o 1
eZEKNAu)+NAu]
Ns +b=0

s =Ce,

(3.4)

gue podem ser resumidas num sO conjunto, em termos do deslocamento u,

substituindose umas nas outras, resultando nas equagdes de Navier:

~ e m - .
(- Lu)=-mN(NA U)-mN(NU)—b

ou

m
(- Lyu)=-mu,, - 1- on Uy =B .

(35)

Portanto, o operador da elasticidade linear isOtropa sob peguenas

deformactes € 0 que aparece na expressao anterior:

m

L() = mdiv(grad( ) )" + 1o

graddiv( ) ,

(3.6)

com o problema de valor de contorno regido pelas equagdes (3.5).

3.2 Plasticidade

Para modelar o comportamento elastoplastico multiaxial é preciso especificar
um critério de plastificacdo, definir a composicdo do tensor de deformacéo total e sua
relacdo com as tensdes, e estabelecer a evolucdo dos pardmetros de encruamento e
das deformacdes plasticas. No modelo aqui tratado assume-se pequenas deformacdes
(BENALLAL e TVERGAARD [/, MUHLHAUS e AINFANTIS 1),
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Como tratase de um problema ndo linear, dependente do tempo
(pseudotempo), € preciso considerar as taxas. Com €° representando a taxa do tensor

de deformacéo total e €° a da deformagéo pléstica, a composi¢do das deformagdes e
relacdo com as tensdes S é expressa pelo incremento do tensor de tensdo de

Cauchy:

$ =C(e- &°),

(3.7)

sendo C o tensor de rigidez elastico.
O critério de plastificacdo € dado em fungdo do tensor de tensdo s e da

deformacdo pléstica acumulada p:

f(T,R(p)) =0,

(38)

com R representando o tamanho da superficie de plastificacdo e

p=+2e%e .

(3.9)

A regrade fluxo regendo a plastificacéo €

(D.
]
]
=
T

=a
[7)]

(3.10)

onde | é o multiplicador plastico e F(s,R) denota o potencial plastico, com
(TF/Ms)=(1if/ls) no caso da associatividade, aqui assumida, implicando na
normalidade da regra de fluxo.

A evolucdo do encruamento € dada pelaregra
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-O.
1
= | =
| T

(3.11)

O multiplicador pléstico que aparece nas duas expressdes anteriores deve
obedecer as condicdes de Kuhn-Tucker:

(3.12)
com | podendo ser obtido da condic&o de consisténcia,
f =0,
(3.13)

e utilizando-se as relagbes (3.7)-( 3.11), obtendo-se a expressao

(3.14)

(3.15)

Resumindo, o problema de valor de contorno em taxas fica dado por (3.7), (
3.10) e(3.8) sujeitaas condicdes de (3.12) (com (3.13)).
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3.3 Localizacao de deformacdes

No nivel macroscopico pode-se observar frequentemente a concentracéo de
deformacBes em pequenas regides de um solido, em decorréncia quer de fatores
geométricos (forma e condicbes de contorno), quer de imperfeicdes
(heterogeneidades ou defeitos locais). Os materiais em que se pode observar a
localizacdo de deformacbes podem ser diteis (plasticidade) ou frégeis (dano). O
fendbmeno esta relacionado com o enfraquecimento do material, amolecimento, e
pode ocorrer no caso de encruamento negativo (na plasticidade), ou com a evolucao

do dano (mecanica do dano).

O problema da localizacso é basicamente descrito a seguir (ver PAMIN 4
No contexto da mecanica do continuo classica define-se o conceito de
estabilidade material (HILL ¥ DRUCKER?3):

se>0,
(3.16)
com a estabilidade de um corpo definida como
(pedv >0,
(3.17)

sendo que existéncia de pontos em que a condicdo ( 3.16 ) € violada pode conduzir a
instabilidade estrutural.

A instabilidade material ocorre tipicamente em casos de enfraquecimento (por
exemplo naregido decrescente de um grafico da relacdo tensdo-deformacdo uniaxial).

Considere-se a equacao constitutiva em suaforma incremental:

s =C%e,
(3.18)
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onde C* ¢ o tensor de rigidez tangente. (No caso da plasticidade associada, assumido
aqui, C* é simétrico, mas isso ndo ocorre em geral). Carregando-se continuamente
um corpo, a condicdo ( 3.16 ) deixa ocorrer quando o tensor de rigidez tangente C*

ndo € mais positivo definido, o que pode ser verificado quando

eC¥e £ 0, (com é1 0).

(3.19)

Por outro lado, a situacdo limite da condicdo de estabilidade material também

marca a perda de unicidade da solucdo:

(3.20)

gue verifica-se quando

det [C¥] = |[C¥]|=0.

(3.21)

Ressalte-se que a perda de estabilidade material (condi¢cdo ( 3.19 )) ocorre
simultaneamente com a perda de unicidade de solug&o (condicéo (3.21)) das equacdes
congtitutivas ( 3.18), quando o tensor de rigidez tangente é simétrico, como ocorre na
plasticidade associada. Quando o tensor de rigidez tangente ndo é simétrico, pode
ocorrer perda de estabilidade material mesmo antes da perda de unicidade.

Substituindo-se agora a equacdo (3.14) em (3.10) e dai em (3.7), é possivel se
obter €=(C*)'s$,eda ST =C* &, paraentdo andisar €C*® &, como sugere a
condicdo ( 319 ). Conclui-se entdo que na plasticidade associada a perda de
estabilidade é possivel se h, 0 médulo de encruamento é negativo. H4 um estado
neutro, ndo estavel e ndo instavel, se h=0, que corresponde a elastoplasticidade

perfeita.



Por outro lado, considere-se agora a condicao estatica de localizagdo. Admita
se um corpo homogéneo, deformado também de modo homogéneo. Admita-se
também que, ao receber um novo incremento de deformacdo, apareca um plano, de
normal f, ao longo do qual ha uma descontinuidade no gradiente do campo de
deslocamentos: RUDNICK % ORTIZ et al.*!,

(3.22)

onde ‘{ }’ é utilizado pararepresentar o valor do salto no gradiente de um lado para o
outro do plano definido por i eossinais‘+’ e ‘- designam os valores de u;; de cada
lado do plano.

O valor da descontinuidade pode ser representado pela condicdo de Maxwell:

(3.23)

onde m é um vetor arbitr&rio. Usando-se a expressdo acima, o valor da

descontinuidade no tensor de deformacéo fica como
1
(e} =2(am +nm).
(3.24)

A eguacdo constitutiva ( 3.18 ) no momento da formacgéo dessa bifurcagcdo

fornece:

{s.} = cife.t.

(3.25)

admitindo-se que Cj; € continuo através da descontinuidade.
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Durante a formagdo dessa descontinuidade o vetor de tensfo t deve ser

continuo ao longo do plano definido por fi:

(3.26)

Substituindo-se ( 324 ) e (325 ) em ( 326 ) e utilizando-se a propriedade

Cijii=Ciji, Obtem-se a condi¢éo para que ocorra a bifurcagéo:

(nCyn)m =0.

(3.27)

O tensor Qu=niCjun € denominado tensor acustico e seu determinante

fornece a condi¢do procurada:

det [Q] = det(nCyn) = 0.

(3.28)

Portanto, a solucdo da expressdo anterior fornece fi, a direcéo do plano de
descontinuidade das deformacfes, que podera entdo ser usado em ( 327 ) para
determinar também o valor do salto de descontinuidade (nm).

A singularidade do tensor acustico corresponde a perda de €elipticidade das
equacdes de equilibrio em taxas BENALLAL et al. (1991) ¥, (Quando a equacdes
diferenciais parciais de equilibrio deixam de ser €lipticas, significa que o problema
de valor de contorno em taxas deixa de ter um nimero finito de solugdes continuas
linearmente independentes.) (Sob pequenas deformagdes, sO ocorre perda de
elipticidade se também tiver ocorrido perda de estabilidade material (de BORST
(1993) 1))

E importante notar ainda que a descontinuidade de deformagio tem sido
entendida como a responsavel pela concentracdo de deformacdo observada ao nivel

macroscdpico numa regido de um material. Teoricamente, isto se descreveria como a
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regido confinada entre dois planos de descontinuidades. A disténcia entre esses
planos fica no entanto indefinida no continuo cléssico, de modo gue os dois planos
deveriam coincidir, configurando uma distribuicdo de ata deformagéo ao longo de
uma faixa de largura nula. Em métodos numéricos, no contexto do método dos
elementos finitos sobretudo, isto foi largamente observado. Sob valores negativos do
modulo de encruamento, € possivel formar-se uma faixa onde se concentram
deformagdes intensas (com auséncia de deformagdes em outras regides), e essas
faixas seguem o tamanho da malha, isto €, assumem a largura da malha, buscando a
faixa menor possivel, conforme previsto pela teoria classica do continuo. Isto
acarreta problemas bastante indesgjaveis, deste a variacdo dos resultados de acordo
com o tamanho da malha, até a situacdo, carente de sentido fisico, de ruptura sem

dissipacéo de energia.

3.4 Plasticidade com Gradiente

A locdlizacgo de deformagbes tem sido um tema importante de andlise, na
tentativa de melhorar a simulacdo numérica do colapso de estruturas. Conforme visto
na secado anterior, a presenca de amolecimento por deformacdo nas equacOes
congtitutivas traz dificuldades fundamentais no ambito das teorias do continuo
classicas (ou locais). (BENALLAL et al. ® ¥ BENALLAL e TVERGAARD!"
PIJAUDIER-CABOT e BENALLAL ' RICE 8l RUDNICK e RICE ) Na seco
anterior também ilustrou-se como materiais com amolecimento por deformacéo
tornam-se matematicamente mal posicionados apos o inicio da localizacdo (perda de
elipticidade das equactes), porgue o continuo local (ou cléssico) permite a formagéo
de uma faixa infinitamente pequena na qual as deformagdes se concentram. As
dificuldades numéricas que surgem em decorréncia disso também foram analizadas.
(ARMERO 2" MANZOLI 2 | BAZANT et al. B de BORST (1988) 1'% Varias
abordagens tem sido propostas para superar essas dificuldades. Uma idéia é
enriquecer a teoria do continuo com relages congtitutivas ndo convencionais de tal
maneira que um comprimento interno ou caracteristico sgja introduzido. Teorias

n3o locais desse tipo sd0 o continuo de Cosserat ERINGEN e EDELEN & de
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BORST (1991) *¥' FLECK e HUTCHINSON ?¥ | as teorias dos gradientes de ordem
mais elevada TRIANTAFYLLIDIS e AINFANTIS ™ ateoria integral PIJAUDIER-
CABOT e BENALLAL ! e a teoria do gradiente LASRY e BELYTCHSKO ¥
MULHAUS e AINFANTIS Y de BORST e MULHAUS "2,

Neste trabalho € utilizado o modelo de plasticidade com gradiente
BENALLAL e TVERGAARD " para pequenas deformacdes. Esse modelo consiste
basicamente nagquele descrito na secdo sobre plasticidade, apenas modificando o
critério de plastificacdo ( 3.8), fazendo o tamanho da superficie pléstica R depender
agora ndo somente de p, mas também de seus sucessivos gradiente, mas tomando,

por simplicidade, apenas o segundo gradiente, o laplaciano de p, N ?p:

f(s,p,N?p)=0.

(3.29)

Uma consequéncia dessa ateracdo é que uma relacdo explicita para o
multiplicador pléstico |, a partir da condicdo de consisténcia ( 3.13 ), como foi feito

antes. Em vez disso, arelacdo de consisténcia ( 3.13) fornece uma equacdo diferencial

parcial:
f . .
ﬂ—Cé- HI + wN? =0,
s
(3.30)
com
H=h+ il cTE
7 qs qs’
(3.31)
e
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L, oTf TR TF
T IRT(N?p) TR

(3.32)

Outros termos aparecem em ( 3.30 ), mas eles podem ser omitidos aqui, pois
dependem de TF/R, que geralmente € uma constante e suas derivadas se anulam.
Analisando-se a expressao ( 3.30 ) conclui-se que w tem a dimensdo de H

multiplicado por comprimento ao quadrado:

w =a I?,
(3.33)

onde | € o comprimento caracteristico e a € um parametro do material. (w vai

controlar alargura dafaixa de localizagdo de deformagdes.)

O problema de valor de contorno continua sendo definido por (3.7) e (3.10),

mas agora com (3.29) no lugar de (3.8), e com (3.12) (e (3.13)) resultando na equagéo (

3.30), 0 que significa que a equacdo para | " fica acoplada ao problema, e tem de ser

resolvida no dominio pléstico.
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4. Equacoes Integrais
4.1 Equacdes integrais

4.1.1 Elasticidade

A fim de obter as equacdes integrais utilizadas no método dos elementos de
contorno, pode-se aplicar a segunda identidade de Green ( 232 ) a0 operador
diferencia da elasticidade ( 3.6 ) (equaces de Navier). A identidade de Green é
aplicada a dois campos de deslocamento correspondendo a estados el asticos distintos,

expressando neste caso o teorema de Betti, como segue:

B(U: 1U): d' I-|<|Ui*| )ude+ d pi*kuk - ui*k Py« )dG - d‘li*k(_ Lkl U, )dW =0
w G w
ou

B(u; u)= (- Lu; JudW+ (Yp;u- u;p)dG - Qi (- Lu)dw =0,
W G W

(4.1)

onde o estado elastico atual num corpo de dominio W e contorno G é representado
pelo campo de deslocamentos u, com o vetor de tensdo (forcas de superficie) p e
forgas volumétricas b; u; e p; representam deslocamento e vetor de tenso devidos a

uma carga concentrada na direcdo i em um ponto de um meio infinito (solucédo
fundamental de Kelvin).

As equactes de Navier sdo reescritas abaixo:
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(- Lgu)=-Gu, - ——=-U, =b

ou

L(u) = G div(grad(u) )" +

1o graddiv(u) = b,

(4.2)

onde G é o médulo de deformagéo transversal e n € o coeficiente de Poisson.
Para 0 estado plano de tensdo (que constitue o caso ds exemplos apresentados

neste trabalho), as solugdes fundamentais u; e p; s30:

u;(sq) = m[ (3-4n) Inrd, - rr; ]
e
B (800 = - oy L0 20, 0] g - (@ 2n)(on - )

(43)

onde n =n/(1+n), constituindo a correcdo para o0 estado plano de tensdo (a
expressdes ( 4.3) valem também para o0 estado plano de deformacdo, substituindo-se
A por n). O primeiro indice em u';; e p jj refere-se & diregdo de aplicagio da carga
no ponto fonte, e 0 segundo a direcdo do campo no ponto de observado.

Como o ponto fonte s contém a singularidade, o teorema de Betti ndo € vaido
em s, e devendo-se tomar 0 dominio excluindo-se uma vizinhanga em torno de s e

avaliando-se o limite:
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C) (' Lklui*l ) ude + dpi*kuk - ui*k pk)dG T
'We i

W GrG

N
e

- dji*k(' Lklul)dW
~ W—V\é

I u
I I
I I
) ] [}
lmb@ 0 : ?/ =0,
i i
i i
I p

(4.4)

G
W

Figura4.1 - Dominio com exclusdo deregido contendo o ponto singular.

A solucéo fundamental possui a seguinte propriedade:

1¥ ses=g¢
0

- Lu'(sq)=b; =i st g (deltade Dirac)

(45)

onde s representa 0 ponto de aplicagdo da carga na solucdo fundamental, e g é o

ponto de integracéo. Portanto, o primeiro termo da identidade de Green resulta nulo:

=0.

<K\—-ic

i
- IIII N\ *
limgol O Lyt ) udW y
| |
TW-We b

(4.6)

O campo de deslocamentos u (s,q) possui singularidade de ordem menor, O(r”

1). Como dWE=O(r?), mostra-se que:
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i u i u

“”le®o_:'_ Ou; p, dG ;/= 0, Iime®0.:'_ O (- Lyu) dWII)_'/: 0,
1% b TV b
! u
Iime®0_i Ol (- Lk|u|)dW_:).” = O (- Loy ) dw .
TW b W
(4.7)

Quanto aintegral em p’, seu maior grau de singularidade faz surgir um termo

livre:
! u
I \ * I \ *
linb@o_i, 0P« (sa) u.(a) d(%(Q))'/ = U (s OPk(sq)dG(q) = c.(s)us)
| |
G b G
ou
C(s) = OPk(sa)dG(a) ,
G
(48)
resultando
id,u, se sl W (pontosdo interior)
(U (9) = 16U, = sTG
lo s si W
(49)
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e observando-se que o termo C, depende da geometria da superficie do corpo no

ponto s, e vale 0.5 se o contorno é suave em torno do ponto s.

O teorema de Betti resulta entdo naindentidade de Somigliana:

G (s)uc(s) + d pi*kuk - ui*k P, )dG - dji*kka: 0
G w
ou

Clk(s) uk(s) + dp:U- u’;p)dG - C\)J:deZO,
G w

(4.10)

A representacdo integra do campo de tensdo pode ser obtida por
diferenciacéo daidentidade de Somigliana para deslocamentos, utilizando-se o tensor

de deformagao expresso através do gradiente de u nalei de Hooke, resultando em
S = oDijk P dG - OSjkude + bDijkbde ’
G G w
(4.11)

com os nucleos das integrais, no caso de estado plano de tensdo, dados por

Dy = m{[(l' ZrT)(r,jqk + r,idjk + r,kqj) + 2r,ir,jr,k} ,

__ G LI
Sk = 2p(1- rT)rZ{Z‘ﬂn
2rT(nir‘J.ryk +N,1r, )+(1- 2rT)(2nkr‘ir'j +njdik +nidjk )- (1- 4n_)nkdij} ,

[(1- 2rT)(r,kdij +n—(r,jdik +r,idjk )- 4r,ir,jr,k] +

(4.12)

com n referindo-se ao vetor normal no contorno.
Note-se que as derivadas sdo em relacdo ao ponto fonte. Observe-se também
que se o ponto fonte pertencer ao contorno, Sy« possui uma singularidade um grau

acima da de p; , e precisa receber um cuidado especial na integraggo. (O termo com



as forcas volumétricas ndo apresenta grandes dificuldades, por apresentar menor
singularidade, e ndo da origem a termo livre, 0 mesmo ocorrendo com a integral de
contorno em u;.) Na discretizagio pelo método dos elementos de contorno essa
integral é frequentemente avaliada de modo numérico no contorno (diferenciacéo das
funcbes de forma), a partir dos valores obtidos para os deslocamentos. A avaliagéo
exata dessa integral esta em discussdo na literatura, tendo sido propostas varias

aternativas. Este ponto voltard a ser tratado mais afrente.

4.1.2 Problemas nao lineares

Em problemas néo lineares o teorema de Betti (segunda identidade de Green)
ndo pode ser aplicado diretamente. Antes de aplicklo, é necessario definir
adequadamente o problema ndo linear, o que pode ser feito recorrendo-se a
formulacéo de tensdo e deformacéo iniciais, da teoria linear. Neste caso, 0 problema,
gue também deve ser dado em taxas, passa ser regido pelas equacBes abaixo, no

lugar de (3.4):

1 . .
e+ e = [ (NAu)" +NAu]
2
NS +b=0

s+ s%°=cCe,

(4.13)

que constituem um problema n&o linear porque a evolugcdo dos campos de
deformagdo e tensdo iniciais (€°,5°) depende ndo so do estado do material, como
também das quantidades (&,s ).

No agoritmo de tensdes iniciais, s80 acrescentados incrementos apenas de
s® ou sgja, €’=0, de modo que substituindo-se as equagbes anteriores umas nas

outras encontra-se 0 seguinte forma para o operador de Navier:
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N R R ey G e
(-Lu)=-N(NAuU)- 1o N(Nu)=b- Ns
ou

: : G S
(- Lyty)=-Guy - 1- on U =B - Sy, -

(4.14)

Agora € possivel aplicar a segunda identidade de Green, como na secdo

anterior, chegando-se a seguinte expressao, correspondente a (4.10):

Ci Uy = dui*k(pk - plf) - pi*kuk] dG + O‘Ilk(bk - S-k'I),I) dw .
w

G

(4.15)

com sP significando a especificagdo da ndo linearidade para o caso da plasticidade.
Utilizando-se a integracdo por partes no ultimo termo da segunda integral na

expressao anterior, tem-se

i (- s2,) dW = - (1 pPdG + O s AW
w G w

(4.16)

0 que permite escrever a identidade de Somigliana para a plasticidade utilizando

tensdo inicial:
Cy Uy = (\JJm P, dG - bpi*kude + c\)Ji*kbde"' (\)3 i*jks. jpde :
G G w w
(4.17)
Um procedimento analogo conduz a formulacdo para o agoritmo de
deformacdes iniciais (impondo-se s °=0), chegando-se a uma expressdo similar.
Da mesma forma que no caso eléstico, a representacdo integral das tensdes

pode ser obtida por derivagcdo da identidade de Somigliana e aplicacdo da lei de

Hooke. Observe-se porém que a integral com o termo plastico requer também um
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cuidado especia na integracdo. Como a integral é de dominio, € possivel reduzir o
grau de singularidade que aparece com a derivacdo do nucleo (o que ndo é possivel
com aintegral de contorno em p; , 0 caso mais critico: 1/r? no caso plano).

Para o tratamento dessa integral, adotou-se a solucéo proposta por Telled®,

A integraco resulta num coeficiente de termo livre:

g,(s %) =- %(2(1*' n)sf+(1- Sr]_)s"'pd”) !

(4.18)

tomando-se 0 cuidado, nos casos planos, de considerar o trabalho na terceira
dimensdo, isto €, s33 no estado plano de deformagéo ou e33 no de tensdo.

A representacao integral das tensdes (em pontos do interior) ficaassim:

Sij = d:)ijk P, dG - GSjkude + C)Dijkbdw"' C)Ejrrks n':de+ Ojj (S.n':k) ,
G w w

G

(4.19)
onde o termo Em surgiu da diferenciacéo daintegral pléstica e € dado por
_ 1 _
Eijkl = m{(l‘ 2n )[dikdlj +djkdli - dijdkl +2dij Myl )+
2rT[d“rerk +djkr,lr,i +d,r, r +dj|rviryk] +2dmryiryj - 8ryir'jrykry,} .
(4.20)

4.1.3 Representacao integral de tensao no contorno

A representacéo integral de tensdo, equacdo ( 4.19 ), foi derivada apenas para
pontos internos. A fim de estender aquela equacdo para pontos do contorno, € preciso
encontrar o limite quando um ponto interno s se aproxima do contorno. Desse modo

€ possivel encontrar a representacdo integral no contorno. Alternativamente, as
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tensdes no contorno podem ser calculadas diretamente dos valores ja obtidos no
contorno - um procedimento usado com muita freqtiéncia. As componentes normal e
tangencial podem ser aproximadas a partir dos valores das reacfes ja computadas. A
componente norma na direcdo do contorno pode ser obtida numericamente
utilizando-se os valores dos deslocamentos ja computados, derivando-se as funcbes
de forma. Essa abordagem é largamente utilizada, garantindo bons resultados, dentro
de um certo limite de precisdo. No entanto, a equagéo integral € a representacao exata
para a determinacdo da tensdo. Como no presente caso a intencdo era obter os
resultados 0s mais precisos possiveis, 0 que parecia importante neste contexto,
preferiu-se obter a representacdo exata.

A significativa melhoria na resposta obtida com a utilizag&o da representacéo
integral da tensdo no contorno, em comparacado com o0 método tradicional (derivacéo
das funcbes de forma) ja havia sido demonstrada para o caso da elasticidade, por
exemplo, por GUIGGIANI 3. Em artigo bastante recente, POON et al. [
constatam certas perturbacdes na resposta em exemplos da plasticidade tratados com
0 método tradicional, as quais eles acreditam estar relacionadas com a forma de
cdculo da tensdo no contorno. Essas perturbacBes, em forma de oscilacles, sdo
amenizadas por agueles autores recorrendo a uma correcéo da curva de resposta
através de uma curva média, pos-processamento. Eles sugerem a utilizagdo de um
procedimento como o utilizado Guiggiani para evitar essas perturbagdes e obter um
melhoria gera da resposta, embora ndo tenham ainda realizado essa tentativa. No
caso presente, onde estd envolvido o problema da localizacdo, é possivel que a
utilizacdo do método tradicional acarrete conseqiiéncias ainda mais negativas, talvez
dificultando a captura da localizagéo de deformagbes. Como os exemplos mostrados
neste trabalho utilizam todos a formulag&o com a representacéo integral da tensdo no
contorno, ndo foi feita uma avaliagdo desse ponto. Mas seria interessante comparar
uma versdo exatamente igual do programa computacional agui utilizado, exceto
quanto a utilizacdo do método tradicional de calculo da tensdo no contorno, para

verificar essa questéo.
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A obtencao da representacao integral exata para as tensdes ndo é tdo simples,
devido a presenca de integrais fortemente singulares, como as que exibem nucleos de
singularidade 1/r* e 1r® para problemas 2D e 3D, respectivamente. Diversas
contribuicdes tem sido feitas a este tema ainda aberto na literatura CRUSE e
SUWITOP GUIGGIANI e GIGANTE % GUIGGIANI et al. B3 GUIGGIANI
(33| UTZ et al. B8 RICHARDSON ¥ ZHU e SHAH ™, e talvez uma avaliacio
mais consistente dessas alternativas ja comece a ser vislumbrada (uma boa exposicéo
em RICHARDSON ). Neste trabalho, adotou-se a abordagem proposta em
GUIGGIANI et al. BY GUIGGIANI . Uma diferenca, para a extensio dessa
abordagem a plasticidade, € que foi necessario adicionar o termo com a integral de
dominio, por ser preciso levar em consideracdo o tensor pléastico.

A fim de se obter uma expressdo similar a equacéo (4.19), valida também para
pontos no contorno, deve-se atentar para as novas singularidades em quest&o.
Conforme observado anteriormente, é preciso realizar uma diferenciacdo e aplicar a
lei de Hooke. A diferenciacdo é realizada com relagdo ao ponto fonte, agora situado
no contorno. Portanto, uma expressdo distinta de ( 419 ) sera obtida, resultando um
novo termo livre devido ao carater hipersingular do nlcleo daintegral de contorno.

A diferenciacéo deve ser feita antes de se transformar a segunda identidade de
Green (ou teorema de Betti) na identidade de Somigliana. Embora em seus artigos
Guiggiani use a diferenciacéo do teorema de Betti, aparentemente nada impede que
se aplique o tensor de rigidez as derivadas daquele teorema, arranjadas de acordo
com alel de Hooke. Entdo, fazendo-se a diferenciacdo e aplicando-se a lei de Hooke

(apartir daidentidade de Green), obtém-se

Mg of Orc-e 16 D PG~ Ot s Sy G + O EyS W) = 0.

(4.21)

O termo de volume ndo acarreta em termo livre, e ndo € considerado aqui, por
simplicidade.
O limite acima pode ser resolvido removendo-se uma vizinhanca do ponto

singular, o ponto fonte S, definido por G,, W, e r ¢, COMo mostrado naFigura 4.2.
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Figura4.2 - Regido infinitesimal em torno do ponto fonte S.

A estratégia consiste em assumir que 0 campo de deslocamentos e sua
primeira derivada satisfazem a condicdo de Holder (ucT C' em s). A restricdo a
classe C! n&o é necesséria para a existéncia do limite ( 4.21), sendo imposta apenas
porque permite fornecer um procedimento suficiente para a regularizacédo das
integrais, eliminando as singularidades. Adotando-se esta restricdo é possivel

escrever a seguinte expansao (no caso 2D):

U () = U (S) + U 1 (S) (X, (A) - X (8)) +O(r?)
P (d) =S (AN, () =S (SN, () + O(r) ,
(4.22)

gue substituida na expressao anterior resulta em
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Iime®0{é(e_ee)[ Dijk pk(q)' Sjkuk(q)]qu-%)}

.‘I.C\)Ge{Dijk(pk(Q)' S m(s)N,(a)) ;j
+”me®o__ y

- Sy [0 (a) - U (S) - Uy n(A)(Xn(A) = X(S)) ] }dGe:i:)

—\

—_——

+1im of O { DS in(SINn(A) - Sy [0 (5)+ Uy ()X (@) - Xe()) 1 1G]

+Iirne®0{bW-WeEijkls‘kldV\<N-We} =0,

(4.23)

onde, em 2D, ,, , =057 para pontos de contorno suave (admitidos neste

trabalho como retos).

E conveniente reescrever a expressao anterior como

1+ 1+ 13+ 14=0,

(4.24)

onde cada termo representa um dos limites expressos em ( 4.23).

O limite |, precisa ser avaliado com cuidado, como se vera abaixo.

O limite I, éigua a zero, de acordo com a expansao ( 4.22) e considerando-se
que dG=0(e) em G, para o caso 2D (ou dG~=0O(e ?) em 3D).

Quanto ao limite I3, pode ser rearranjado da seguinte maneira:
im {0 DS (5 -5 (s x()-x 9)}dg}
[ N u
(4.25)

de modo que o primeiro e 0 segundo limites da expressdo acima resultam

respectivamente no primeiro e segundo termos seguintes:
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ik (S)U
e

s = Ciu(s)sy( )- Iink@o\iuk(s)

(4.26)

onde cjji e dijx S80 termos livres que dependem da geometria na vizinhanga do ponto
S no contorno.
Cijx € Similar ao termo cj; que aparece na expressdo ( 4.17 ). Para pontos de

contorno suave, ¢, s, =05s; .

dijx € 0 novo termo livre, que precisa ser avaliado de maneira apropriada. Ele
resulta num valor infinito quando e® 0, mas € cancelado com um dos termos que
resultam da integral 11, proveniente do nlicleo Sjx. Ou sgja, as expressdes que
precisam ser analisadas com maior cuidado provem das integrais I, e I3. Mais
especificamente, a maior dificuldade é encontrada nos seguintes limites, contidos

nagquelasintegrais, |1 el3:

i [N s . q . dy (s)u
'%@o%QG_ee) ijk(&q) u,(q) dGg.y + U,(Q) A f\;

(4.27)

Os Ultimos passos na regularizacdo das integrais, eliminando-se as
singularidades, sb seréo dados apds a discretizacdo. A maneira precisa como iSso
ocorre depende da discretizacdo. Mas o importante a ressaltar € que, sgja qua for a
discretizac8o adotada, a presente formulacdo garantird sempre o cancelamento das
singularidades, desde que os termos singulares resultantes de I; e I3 sgam
considerados em conjunto, possibilitando seu cancelamento reciproco. Observe-se

também que o termo de I; cujo nlcleo € Dy, possui singularidade mais suave, mas

pode ser tratado de forma andloga ao que é descrito a seguir, com respeito aos termos
singulares da expressdo anterior.
A regularizacdo deve ser obtida no contexto da discretizacdo. Conforme

procedimento habitual, em cada elemento de contorno o campo de deslocamentos
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pode ser descrito em termos de funcdes de forma e pontos nodais. Num ponto nodal

X:

u(x) = M*(x(x)) v,

(4.28)

onde X representa coordenadas intrinsecas e M® representa as fungdes de forma. No
caso plano, x é unidimensiona, e xI [-1,+1]. De maneira andoga, é possivel o
mapeamento da geometria de um elemento no contorno do espaco utilizado para o de

coordenadas intrinsecas X:

X (x)= N°(x) x°,

(4.29)

onde novamente N° representa fungdes de forma. O comprimento de arco elementar

também precisa ser expresso nas coordenadas intrinsecas:

dG = J(x)dx, ...dx, ,

(4.30)

onde J(X) representa o jacobiano da transformagéo de coordenadas e n a dimens&o de

X.

X2 a

v

-« | [

We (X)

We

Figura4.3 - Elemento de contorno em coordenadasintrinsecas

53



A expressao (4.27) pode entdo ser expressa (em 3D) como

!
I

N dijk(s)tj
Qe |

Si(hx) N(x) I(x) g b, + Ne(h) =

Is=limg,

(431)

onde h é aimagem do ponto fonte s em coordenadas intrinsecas.
Definindo-se agora um sistema polar de coordenadas com centro em h

(imagem de s), ou sgja,

x =h,+r1 senq
X, =h,+r senq
e
dx, dx, = r dr dq ,

(4.32)
aintegral |s pode ser escritacomo
N Y o G(S)f
I,=1liMgol @ O Zu(ra)dr dg + N°(h) =“—y,
fo a(eq) €
(4.33)

onde a(e,r) representa a vizinhanga de raio e nas coordenadas intrinsecas polares, r

€ a extremidade do elemento nadirecéo q, e

Z,(rg)dr dg = §;(h,x) N°(x) J(x)dx dx, .

(4.34)

O integrando Z da expressao acima pode ser expandido em série de Laurent:



Z o Z ..
Zijk(r ,CI) — (-2:‘|Jk2(q) + (-1):k(q) + O(l) .

(4.35)

Esta expansdo pode ser obtida de forma metddica (ver especiamente
GUIGGIANI et al. ®¥ e GUIGGIANI B¥). Para isso, é importante dispor da
expansdo em série de Taylor de a(er), a vizinhanca do ponto singular em

coordenadas polares intrinsecas:

a(eg)=eb(q)+e’g(q)+O(e’).
(4.36)

Outras quantidades gque aparecem na expressdo de Z também devem ser
expandidas em séries de Taylor em torno do ponto singular.

Somando-se e subtraindo-se os termos singulares de Z, aintegra | torna-se

12 T(9) (@) Zeyy(q)6 0 u
'I' N N Z r , _ (-2) ijk + (-1 ijk e dr d -I-
T I
I !
! » @ 7 !
= i of r 0 o 2y a y

T 0 a(eq) r T
T I
T I
I !
.I. ap T’ Z . d.. (s)( |
.I. + b (-2) ijk (q ) d dq + N C( h ) Ijk( ): '|.
1 r 2 e 3

0 0 a(eq) (7] b

(4.37)

O primeiro termo no limite acima € claramente regular, de acordo com a
expansao de Z na equacado (4.35).
No segundo termo, ap0s integracdo em r e utilizacdo da expansdo de a(er)

em série de Taylor (truncada no primeiro termo), resulta
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P2 r@zy () oo ()
lsey = liMeol O O l]‘ ddgy = O (l)le(q)Inb( )dq ,
f o a(em) b 0
(4.38)
tendo sido utilizada a seguinte propriedade intrinseca de Z.yy:
2p
Zyi(q) dg = 0,
(4.39)

que é conseqliéncia da prépria solucéo fundamental .
O ultimo termo em Z, que possui a maior singularidade, recebe tratamento
analogo, utilizando-se as quantidades desenvolvidas em série de Taylor e integrando-

seemr, obtendo-se

o Tz @) .()p
iy = liMeol O O — 5 drdg + N°(h)—"
1 0 a(eq)
P2 Zyu(a) .Jk( s) 1J

|
= limg,] O —2 27 d N°(h
|ma®o% 00 b(q) q + ( )

2p ..
ag(q) 1 0
(2)|Jk(q)8b (q) r_(q)gdq
ou
2 g(q) 1

Qo

Lo = Oz(z).,k(Q)gb 2(q) _(q): dg ,

(4.40)

pois

56



(4.41)

0U Sgja, 0s termos singulares cancel am-se mutuamente.

Reunindo-se esses resultados, | resulta nos seguintes termos integrais, todos

regulares:
20 T(4) o i (d) Z.,.(0)60
= 0 O %Z.(rg)- ¢ 220 ¢ T S d
S 00 a(gq )g Ijk( q ) g r 2 r 39 q
® e r(q) &g(q) 1 69

+ g)gz(_lmk(q)lnb(q) + Z(_z)ijk(q)gbZ(q) + r—(q)bbdq'

(4.42)

Ainda falta analisar o quarto termo, l4, da expressdo ( 423 ). Mas antes
algumas observagoes acerca do procedimento descrito acima.

O que h4 aressaltar neste procedimento, além da solucéo das singularidades,
é sua generalidade, desde que sejam satisfeitas suas condi¢des. E possivel aplicar
essa técnica a qualquer andlise pelo método dos elementos de contorno, deixando
aberta também a possibilidade de emprego de qualquer tipo de elementos ou grau de
funcbes de forma. Uma desvantagem € a restricdo de primeira derivada dos
deslocamentos continua nos pontos de colocagdo, para que a técnica possa ter efeito.
Uma segunda desvantagem € a de que se torna necessario obter os termos
regularizados em funcdo das caracteristicas da discretizagdo, o que significa realizar
todos os célculos indicados acima para cada estrutura de discretizagcdo ou novo tipo
de andlise desgjada.

Recentemente tem surgido uma estratégia alternativa que também parece
bastante interessante (ver RICHARDSON % como uma referéncia bésica). Neste
caso, a regularizacdo por relaxamento é obtida considerando-se a identidade de
Somigliana em conjungdo a um estado de tensdo composto de dois particulares

estados. um de tensdo constante e outro de tensdo linear. A equacéo integral de
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tensdo que resulta possui apenas singularidade fraca, evitando assim as dificuldades
envolvidas na regularizacdo de singularidades fortes habituais. Entre as vantagens
dessa da regularizacdo por relaxamento estdo a ndo exigéncia de continuidade da
derivada dos deslocamentos nos pontos singulares, e 0s procedimentos mais
genéricos e robustos, no sentido de ndo ser necessario particularizar expressdes de
cllculo em funcdo das caracteristicas da aproximacdo. Uma desvantagem é que ao
relaxar as singularidades alterando as equagdes integrais originais, aparentemente se
perdem também parte das informacfes daquelas relagbes primitivas. Isto porgque, na
formulacdo com singularidades fracas assim obtida, a aproximagdo tende a exigir
fungbes de forma de grau bem mais elevado. Nos primeiros resultados obtidos com
esta técnica, constata-se que a precisdo obtida por outros métodos necessita de
funcdes de forma de grau duas vezes menor que o necessario pela formulacdo com
singularidade fraca.

Essa érea parece estar em plena pesquisa nos Ultimos anos, e progressos tem
sido efetuados. Também parece haver indicios de que uma avaliagdo mais completa

dessas estratégias se apresenta mais proxima.

Agora de volta a integral 1, da expressdo ( 4.23). Embora o método descrito
acima tenha sido construido para a regularizacdo das representacfes integrais das
tensdes no contorno, ndo parece muito dificil adapta-lo para superar as singularidades
no interior do dominio. Por outro lado, as integrais de tensdo no interior do dominio
possuem singularidade menor que a do contorno, e solugdes para essas singularidades
tem sido utilizadas muito antes. No presente trabalho o tratamento das integrais de
tensio no dominio seguiram o procedimento utilizado em TELLES B¥ e
VENTURINI ¥, (Na verdade, o procedimento neste caso é similar a0 de Guiggiani,
embora particular e exato, enquanto no de Guiggiani é geral e sistematico, utilizando
expansdes em séries.)

O termo |4 € importante porque da origem a um termo livre, cujos valores
para pontos no interior do dominio sdo conhecidos dos trabalhos de Telles e
Venturini. Para pontos no contorno, € preciso calcular ainda os valores desse termo

livre, gue dependem da geometria em torno do ponto singular.

58



A derivagcdo do termo livre proposta neste trabalho parece mais direta que a
proposta por TELLES (541 gue utiliza a formula de Leibniz para derivadas de
integrai's, também que a de HARTMANN ¥ embora talvez tenha mais similaridade
com esta Ultima.

Para obtencéo do termo livre, é conveniente considerar-se o termo de dominio
gue possui a contribuicdo plastica do teorema de Betti, antes da aplicacéo do tensor

derigidez, ou sgja,

] u
b o .t
"”E@O:ﬁ O €S j’;dW%_/:
[ A b
] u
— t hY ;;k p N ﬂe:]k p t
_I|me®0:::0 q ]de - x ]de:?:/,
TW W b

(4.43)

lembrando-se que a derivacao é em relacdo ao ponto singular.

O primeiro termo no limite anterior é limitado. Isto pode ser mostrado, no
caso plano por simplicidade, utilizando-se coordenadas polares (r,q) em torno do
ponto singular e considerando-se a propriedade da solucéo fundamental ser expressa

nesse sistema como

Y u()

ijk — r

(4.44)

onde y ijk(q) € uma fungdo em g somente. Como 0 objetivo é apenas determinar a
existéncia do limite do primeiro termo no lado direito de ( 443 ), € interessante

reescreve-lo como
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i ; o % Ra),
: i Teg . 7 27y @) |
I'”E@O.:.O 1 Sj';dW_l)_/ = "me®0..ﬁ0 0] Jf S rdrdq
TW b i q 0

i
f

— ——— —

(4.45)

A singularidade (O(r™)) no integrando é cancelada, e a expressio parece
perfeitamente limitada. Falta entdo determinar o valor do termo livre, 0 que pode ser

feito a partir do segundo termo em ( 4.43), com auxilio do teorema da divergéncia:

(\) ﬂﬂ_x(e;;ks. j,I)<) dw = C) (e i*jks. j,;) ndg =
|
W G

e e

G

= Oeﬁk(sji - S-jFIJ((S)) ndG + si(s) ey n d& .
G
A e

(4.46)

Considerando-se imposi¢oes sobre a continuidade da tensdo (Holder), a
primeiraintegral se anulard quando avaliado o limite. Lembrando-se que ni(q)=-r i(s),

o termo resultante fica

60



i a
N f
limygol - si(s) oey I d& y
| |
i % b
] % e u
. . < LY (@) }
= ||me®o} - S i(s) OO—]kr r rdqy =
| |
t 9.9 b
q

2
= - S.jFIJ((S) (\)y |]k r,dg .
ql

(4.47)

Observe-se que o termo livre depende da geometria. Normalmente ele é
obtido para pontos do interior, [g1,02]=[0,2p] . Mas no presente caso ele deve ser
avaliado em pontos do contorno. Adotou-se um contorno suave, ou Sga,
[01,02] =[0,p] . Calculando-se os termos e agrupando-se de acordo com a lei de

Hooke, obtém-se o coeficiente do termo livre para pontos no contorno (suave):

1

16 (2(1+ m)sf +(1-30)sf dn) :

i (S. rEk) =-

(4.48)

justamente a metade do valor para pontos no interior.

4.1.4 Plasticidade com gradiente
Como visto no capitulo anterior, para resolver o problema da plasticidade

com gradiente, é preciso levar em conta a equacéo do multiplicador plastico | ((3.30

)). Neste caso, 0 valor escalar | ndo depende somente do estado local da tensdo,
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como no caso do continuo cléassico (equacdo ( 3.14)), sendo definido por uma equacéo
diferencia que est4 assim acoplada as equagdes de equilibrio na plasticidade.

Uma solucdo mais para esse problema das equacdes da plasticidade acopladas
a do multiplicador pléstico seria a solugdo simultanea dessas equagdes. 2 *4 ou
sga, no problema discretizado, seria resolvido um Unico sistema de equacdes
algébricas, com o multiplicador plastico (definido na regido plastificada) incluido
entre as incognitas.

Outra possibilidade ' [*¥ seria resolver o problema acoplado a partir de uma
formulacgo modificada. (Maier et al.*® propdem esta abordagem para o método dos
elementos de contorno, embora sem implementé-la.) Nesta segunda abordagem, o
problema de valor de contorno da plasticidade com gradiente é substituido por uma
aproximacao variacionalmente consistente, em termos de variaveis generalizadas, na
qual aparece apenas o primeiro gradiente do multiplicador plastico (em vez do
segundo na formulagdo original), de modo que o sistema algébrico resultante é
formalmente andlogo ao obtido na plasticidade local (com variaveis generalizadas).
Varias consequiéncias decorrem, como a reducéo do grau das funcdes interpoladoras
que devem ser utilizadas para a discretizagdo do multiplicador plastico (de C' para
C?%), pelo método dos elementos finitos.

Uma dternativa mais simples, fécil de implementar pelo método dos
elementos de contorno, consiste em se resolver os dois problemas separadamente.
Esta foi a estratégia adotada, 0 que parece razoavel. Neste caso, a equacdo do
multiplicador plastico é resolvida primeiramente, e seus valores utilizados nas outras
equacdes, como na plasticidade local.

Para resolver a equacdo do multiplicador pléstico através dos elementos de
contorno, deve-se transforméla primeiro numa representacdo integral, o que ndo €
dificil, conforme pode-se observar na literatura (em Brebbia et al !, por exemplo).
Ha diversas maneiras de se obter essa representacdo integral. Aqui serd escolhida

uma particular solugdo fundamental, utilizando-se 0 método da colocacdo. Seria

possivel tomar uma solucéo fundamental que considerasse o termo linear em ', 0
que permitiria evitar alguma indesgjavel integral de dominio. Mas devido a presenca

do campo de deformagdo, 0 primeiro termo da equagao( 3.30 ) ainda permaneceria.
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Entretanto, a solucdo mais simples a escolher neste caso seria a solugéo para o

problema de Laplace, dada por

(4.49)

e seu fluxo,

(450)

onde r é a disténcia entre o ponto fonte e o de integracdo em um dominio infinito
bidimensional, e m representa a derivada direcional na direcdo do vetor norma a
interface el stico-plastica.

Como o operador escolhido foi o de Laplace, tem-se:

~ f .
- LI = -wN? = ﬂ—SC'e- HI .
(451)
Aplicando-se a segunda identidade de Green, resulta
o’ -c‘j*ldG 0 £olc; ﬂc‘j*r dw+1(‘j*£ce dw
o fm s Tm W w, s ’
(452)

onde ¢ é o termo livre que resulta da regularizacdo daintegral com o fluxo da solucéo
fundamental.

Se em vez disso se tomasse 0 operador
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(453)

para o caso de H ser constante (como no encruamento isétropo linear com critério de

von Mises), e tomando-se a solucdo fundamental correspondente, |, a representacéo

integral resultariaem

G

IS i
cl —9 ‘ﬂde W\Ac/j s Cé dw .

(4.54)

Conforme afirmado anteriormente, uma integral de dominio desaparece, mas
a Ultima permanece, forcando a discretizacdo do dominio e a aproximacdo no
interior. Em termos computacionais, a existéncia de um segundo termo de dominio
n&o representa um esforgo extra significativo.

A equacdo ( 452 ) OuU ( 454 ) governa o campo do multiplicador pléstico na
regido pléastica do corpo, a qual pode se mover durante 0 processo de carregamento,
conduzindo a um problema de contorno mével.

Ainda é preciso estabelecer as condi¢bes de contorno para essa equacao.
Claramente, o multiplicador pléstico deve ser nulo no contorno entre as regifes
elastica e plastica. Resta 0 contorno externo do corpo, onde o multiplicador plastico
tem valor positivo a ser determinado; portanto, seu fluxo deve ser prescrito, e parece
natural que ele sgja nulo, ja que a regido plastica ndo deve se movimentar para fora

do dominio do corpo. Resumindo, a condic¢des de contorno devem ser as seguintes.

—=0 no contorno do corpo

| =0 no contorno daregiao plastica.

(455)



Para lidar com o problema de potencia representado pelo multiplicador
plastico pode ser preciso tomar cuidados especiais na abordagem numérica E
possivel que hgja deslocamento do contorno da regido pléstica apenas na direcéo
externa desse contorno. Esse € 0 caso em que apenas uma regido pléstica monoétona
crescente esta presente. Mas 0 esquema para identificar a regido pléstica precisa ser
mais geral. O contorno plastico pode se mover na diregdo de seu interior. Ou entdo é
possivel que se encontrem peguenas regides onde o multiplicador pléstico se torne
nulo. A fim de superar essas dificuldades, € proposto um outro procedimento que ndo
requer gue se encontre o contorno da regido pléstica no dominio. Para isso é preciso

modificar a equacdo ( 452 ) de modo a tornar possivel se prescrever potenciais em

pontos internos. Isto é feito considerando-se uma ‘forca de volume' ficticia, 5, gque
fara o papel de campo conjugado. Essa forca de volume ficticia ndo tem significado
fisico. Ela constitui aincdgnita quando o potencial € prescrito no interior do dominio,
mas seus valores ndo sdo utilizados diretamente na solugdo do problema da
plasticidade com gradiente.

Apos introduzir aforca de volume ficticia, a equagao( 3.30) torna-se

- f . -
b+ﬂ—Cé- HI +wN? =0.
s
(4.56)
Em consequiéncia, arepresentacéo integral do potencial torna-se
. Ny T” \T”* . \H *0° 1 N *ﬂf . \1 * T
| = —dG - I - ' dW+—0 —— W + | bdW .
C gj ‘ﬂde 91]_m dG \A(?VV d W\A(/j ﬂSCed V\% bd
(457)

Note-se que a equacdo acima representa 0 multiplicador pléstico também em

pontos internos (com c=1).
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5. Método dos elementos de contorno

A formulagdo do método dos elementos de contorno para problemas
elastopl asticos € apresentada neste ponto em sua forma mais usual. Sua extensdo para
a plasticidade ndo local (com o segundo gradiente do multiplicador pléstico) também
é formulada, e formas possiveis de sua implementacdo sdo discutidas. As
peculiaridades da formulagcdo do problema da plasticidade com gradiente pelo
método dos elementos de contorno em comparacdo com a dos €l ementos finitos sdo
brevemente comentadas. A discretizagdo adotada na implementacdo do programa

computacional € exposta.

5.1 Plasticidade local

Como se sabe, as equagdes ( 417 ) e ( 419 ) podem ser transformadas em
representacfes algébricas, aproximando-se adequadamente u e p ao longo do
contorno por elementos, assim como b e § podem ser divididos em células no
dominio. O problema deve ser resolvido em sua forma incremental. Pode-se escrever
tantas equactes algébricas quanto necessario. De modo similar, pode-se escrever um
nimero apropriado de equacdes algébricas para as tensdes, aquelas nas quais 0s
valores das tensdes sdo necessérias para se resolver o problema. Assim, assumindo-se
o dominio e contorno divididos em elementos e células, respectivamente, assim
como funcdes de forma para a aproximacao das varidvel's, as equagdes (4.17) € (4.19)

tornam-se

[HI[u]l =[GI[ pI +[VI[BI +[E][$"]

(5.1)
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[s1=-[H'I[u] +[G'I[pI+[V'I[BI+[E'][s"],

(5.2)

onde [u] e [ p] sfo vetores contendo os valores nodais para deslocamentos e
reacOes, respectivamente; [$] e [$P] sd0 os vetores das tensdes e das tensdes
iniciais, [H], [[H', [G], [G, [V] e[V] sdo as matrizes de influéncia computadas
pelaintegracédo de elementos e células.

Aplicando-se as condicdes de contorno, as equacdes anteriores reduzem-se a

[AIlX]=[F]1+[EI[s"]

(5.3)

[$1=-[AIXI+[X]+[V'I[BI+[E'][s"],

(5.4)

com [A] e [A'] contendo os coeficientes devido as incognitas no contorno; e [F],
[V/] sdo vetores independentes correspondentes aos valores prescritos no contorno e
as forcas de volume, respectivamente.

Também é bem conhecida a reducéo das equacdes anteriores a

[X]=[M]+[R][s"]

(5.5)

[s]=[N]+[S][s"],

(5.6)

onde [M] e [N] contem a solucdo elastica devido aos valores prescritos; e [R], [S
contem as influéncias das tensdes iniciais aplicadas.

Esta formulacéo pode ser aplicada na resolucéo de qualquer ndo linearidade
gue possa ser assumida como distribuida pelo dominio. Mediante uma modificacéo

adequada, também pode ser utilizada na solucdo de problemas anisotrépicos. (Ver
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por exemplo CHAVES, FERNANDES e VENTURINI ! para a flex&o de placas de
espessura variavel.)

Para se resolver um problema da plasticidade, deve-se condiderar a solucéo
algébrica em termos de deslocamentos e tensdes dadas pelas equacdes ( 5.5 )-( 5.6 ),
lembrando-se de que as tensbes plasticas devem ser calculadas a partir do
multiplicador pléastico governado pela equacdo ( 3.14). Assim, considerando-se que as
equacOes matriciais ( 55 ) e ( 56 ) podem ser adotadas para um incremento e o
multiplicador pléstico € dado localmente pela equacéo ( 3.14), a presente formulacéo é

adequada para a plasticidade cléssica.

5.2 Plasticidade com gradiente

No caso da plasticidade com gradiente , o multiplicador plastico € obtido da

equacdo (3.30) (ou (452)) deve ser utilizada. Uma forma discretizada da expresséo (

. . : I
3.30) também pode ser escrita, assumindo-se que os valores de contorno, | e :IHT—m ,

sd0 aproximados ao longo dos elementos. Além disso, os dominios também podem

ser escritos em termos algébricos dividindo-os em células e adotando fungdes de

forma convenientes para a aproximacdo do multiplicador pléastico | e do termo

f
independente It Cé. A representacao algébricadaequacdo (4.52) fica

Is
. P - AR .
[HI[16] = [G,] éc—2a- [[Ve] [Vul]le g+ [VII[B] ,
elima 6118

(5.7)
onde os subscritos ¢ e w aplicam-se a valores nodais no contorno e no dominio do

corpo, respectivamente; [Hy] e [G,] Sdo as classicas matrizes dos coeficientes para

problemas de campo escalar para valores no contorno; [V] € a matriz correspondente
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ao campo de dominio, e [V, ] e [V,,] correspondentes aos coeficientes do vetor de

| no contorno e no dominio, respectivamente.

Ressalte-se que, ao contr&rio do que ocorre na plasticidade local com
encruamento isétropo, ndo é possivel explicitar uma relacdo para o multiplicador
plastico, de modo que o sistema de equacles ( 5.7 ) precisa ser resolvido a cada
iteracdo, antes que o problemanéo linear (5.6) possa ser utilizado.

No contexto do método dos elementos finitos, a plasticidade com gradiente
tem sido formulada basicamente de duas maneiras. Numa das abordagens, utiliza-se
uma forma fraca (residuos ponderados) da condicdo de consisténcia (f =0) e o
sistema de equagdes do multiplicador pléstico é acoplado ao sistemas de equacdes de
equilibrio; o sistema resultante é resolvido, de modo que multiplicador pléstico e
equil fbrio sdo considerados simultaneamente (cf. de BORST e MUHLHAUS 2 e
PAMIN ™ como exemplos). Ressalte-se que neste caso 0 sistema de equagles a
resolver fica ampliado. Numa segunda abordagem, o problema origina é
transformado num equivalente, utilizando-se 0 conceito de varidveis generalizadas, e
o multiplicador pléstico pode entdo ser determinado, antes (em COMI e PEREGO
(81 ou DRIEMEIER 2! por exempl0).

Ressalte-se que em ambas as abordagens o problema ndo linear é resolvido
através de um método implicito, utilizando-se um operador tangente consistente ou

similar.

Ainda considerando uma formulagcdo explicita para a solucdo do problema
ndo linear (0 que corresponde a abordagem usual para elementos de contorno), pode-
se utilizar a equacdo ( 4.57) para a representacdo algébrica. Neste caso, os valores do
termo de volume ficticio b tém de ser aproximados pelas células de dominio. Onde
os valores da variavel de volume ficticia forem requeridos para a solugdo do
problema, devem ser introduzidos os termos correspondentes, de modo que a

expressao anterior torna-se

69



[H,000e] = [G,] egfu- [%]  [%I]§ | §
el ol wld

+ [VII[B] + [V]I[B]

(5.8)

Na medida em que se introduzem novos valores desconhecidos (no interior
do dominio, [I'W] ), novas aplicagdes das representacOes integrais devem ser
escritas para equilibrar o nimero de equacdes e incognitas. Devem ser expressas
relacBes do multiplicador pléstico para os nés internos usados de modo a completar o

conjunto final de equacdes:

| . o €1 4 ]u
)= - 0 8T et - [N W]
81,14
+ [VY][B] + [V¥][B] .
(5.9)

onde o0 sobrescrito  é utilizado para indicar que as matrizes assinaladas referem-se
aos pontos de colocacéo internos.

As expressdes anteriores, (5.8) € (5.9), podem ser reunidas numa so:

é[H,] [Olug Ju  ¢€é[Glu . . €é[Vo] [V, ]uél ]u
é geé a_ é a€ll ;U a aeé G,
e . Ge. aTe  afgmlc g e
gHyl [lggr,lg &cG1g® Y dve'l [VW'lad! .18

¢evIu  6IV] 0

é U é U, =

e ,alBlre  qlBl
av'lg Vv la
(5.10)
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sendo [0] umamatriz nulae[l] aidentidade.
O vetor [ B] com os valores de forca de volume para pontos internos é

avaliado resolvendo-se 0 sistema acima para todos 0s pontos internos onde o
multiplicador plastico € prescrito. Os valores obtidos, tanto quanto os valores do
fluxo no contorno, ndo sdo diretamente utilizados na solucdo do problema da
plasticidade, embora eles sgam considerados na resolugdo do problema do

multiplicador plastico, que possui essa condi¢do de contorno mista.

5.2.1 Esquemas de solucao e condi¢cdes de contorno

V arios esguemas podem ser adotados para a solugdo do sistema algébrico ou (

5.10), COM ou sem o termo de volume ficticio [ B ] conforme discutido a seguir.

5.2.1.1 Esquemal

No programa computaciona foi implementado um esquema utilizando-se as
equagdes do sistema (5.10) sem o termo de volume ficticio [ B] , e considerando-se

sua aplicacdo no corpo todo, ou sga, no dominio formado pela parte elastica e

plastica em conjunto. As condicdes de contorno sao as seguintes (ver Figura5.1):

T
ﬂ I’Tﬁ = O emtodo o contorno externo.

(Prescritos | = 0 no dominio elastico

B =0 no dominio elastico.)

O sistema de equacdes (5.10) neste caso reduz-se a
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¢ é[H,] [0]u  é[V,] [V,Juu €[l ]u é[V]
e e ua, e aa é U _ & “uarg
§§ w L:‘ é_W _WLEIL,‘ ? l;| - e Wl;l[ ] )
ggHy] [11g ave'l [V'1ag &!'wlaf av"'lg

(5.11)

onde o indice subscrito p em [ I'W] o foi utilizado apenas para lembrar que somente

0s pontos de dominio da parte plastica precisam ser incorporados ao sistema de

equacoes.
g
L= 0 Parte dlastica
Tm
Wy
e I,=0
| /
1
Ifm Parte plastica

Figura5.1 - Solu¢do do multiplicador plastico: esquema 1.

Esta estratégia € a mais compacta e econdmica. E necessario ter uma equagio
para cada ponto na regido plastica, apenas. As matrizes de coeficientes precisam ser
calculadas somente uma vez, sendo utilizados os elementos adequados na montagem
do sistema com os dados de cada iteracéo.

Ressalte-se porém que a prescricdo de valores para | na regido elastica,
embora vaida, ndo € estritamente correta. A formulacdo matematica do problema da
plasticidade garante uma correcdo para possivels erros no calculo de | . E com a
participacdo das equacdes de equilibrio, eventuais desvios no célculo de | podem
ser corrigidos durante o processo iterativo. Mas embora possibilite a obtencéo de
resultados corretos, esse esquema ndo pode ser considerado como inteiramente
consistente. A inclusdo do termo de volume ficticio, a fim de se prescreverem os

valores de | na parte elastica do dominio, parece mais consistente, mesmo se 0s
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reflexos desses termos nos resultados ndo forem necessariamente significativos.

Embora esse ponto néo tenha sido investigado neste trabal ho, constitui um tépico que

demanda um estudo mais detalhado.

5.2.1.2 Esquema 2

Um segundo esquema pode ser proposto para permitir a prescricdo de | = 0
na parte elastica do corpo, para a solucdo do sistema. Para isso, o termo de volume

ficticio [ B] € considerado. As condicdes de contorno sio as seguintes:

T
ﬂ TTG] = O em todo o contorno externo.

(Prescritos | = 0= B na parte elastica,

| = 0 nainterface elastoplastica,

B = 0 na parte plastica restante.)

O sistema algébrico resultante é

¢ é[H,]1 [0]u é[V,] [V,Juu €[l ]u
€ é u é gu e a
ee v Teu guddoe. 0T
gaHl [11g &Vl [Va'la g E!wl.H
e[Vlu é[viu
= & glBl+ S_WHIB] ,
avVig av'ig

(5.12)
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Parte elastica

1

m

Parte plastica

Figura 5.2 - Solugdo do multiplicador pléstico: esquema 2.

Uma desvantagem nesta estratégia € que o problema do multiplicador plastico
precisa ser resolvido para 0 dominio todo sempre, ou sgja, uma equacdo para cada
ponto nodal no dominio inteiro. Embora ndo tenha sido feito neste trabalho, seria
interessante investigar se essa estratégia pode trazer ganhos significativos de precisdo
ou correcdo de resultados, em diferentes situacOes de carregamento, de modo a

compensar esse aumento de custo computacional.

5.2.1.3 Esquema 3

Uma terceira aternativa consiste em se considerar apenas a regido plastica
para a solugdo do sistema ( 510 ), sem o termo de volume ficticio [ B]. Esta
estratégia, que ndo chegou a ser implementada neste trabalho, envolve um algoritmo

para atualizacdo do dominio pléstico, a cada iteracdo. As condi¢Bes de contorno,

neste caso, S840 mais intuitivas:

=0 NO contorno externo.

l ;=0 no contorno interno da regido plastica.
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Parte elastica

Ly >0

m_y

I
Tm Parte plastica

Figura 5.3 - Solucdo do multiplicador plastico: esquema 3.

Esta estratégia exige a construcéo de um algoritmo para a determinacdo da
regido elastica, a cada iteracdo. Uma segunda observacdo € que as matrizes dos
coeficientes tem de ser computada para cada iteracdo, de acordo com o dominio da
regido plastica corrente. Apesar do aumento do esforco computacional, ab menos
parte dele pode ser compensado pelo fato de que o dominio, ou seja, discretizacéo e

solucdo do problema, envolve apenas a parte plastica em cada iteracéo.

Uma observacdo interessante a fazer € que, apds a determinacéo do
multiplicador pléstico |, seu segundo gradiente, N2 pode ser diretamente
determinado retornando-se com o valor | na equacdo de consisténcia (f = 0) para
cada ponto. Portanto, ndo ha necessidade de se obter o gradiente a partir da derivacéo

das funcbes de forma para |, gue exigiria um grau maior para essas fungdes de
forma - como se faz por elementos finitos, na formulagdo (cf. PAMIN “%) por
residuos ponderados para o campo | . E suficiente utilizar aproximagao linear para
| como naformulagso por varidveis generaiizadas (cf. COMI e PEREGO 8. Outra
observacdo € que na formulagdo aqui proposta, as condices de contorno sdo
claramente determinadas - na formulagdo por residuos ponderados h& necessidade de

escol ha entre duas condicdes igualmente admissivels.
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5.3 Algoritmo para solucéao

Segue um resumo do algoritmo de tensdo inicial. Um resumo mais completo
€ apresentado no capitulo seguinte, utilizando-se a formulagcdo implicita para o
meétodo dos elementos de contorno.

Devido a natureza incremental do problema plastico, a equagdo ( 5.10 )
representa uma forma incremental, DI . Para um incremento de carga, o problema é
resolvido elasticamente, e o incremento elastico [N] é adicionado atensdo atual. Para
pontos que atingem o estagio plastico, o incremento € computado a partir da lei de
Hooke (( 4.13 )-c). Observe-se gue o incremento de deformacéo plastica é dado por (
310); DI vem de (3.14) no caso da plasticidade local, ou de ( 3.30) na plasticidade
com gradiente. O incremento de tensdo atual € a diferenca entre os incrementos de
tensdo plastica (CDeP) e “eléstica’ (CDe). Se os valores do incremento plastico
sdo suficientemente pequenos (de acordo com uma tolerancia especificada), toma-se
um novo incremento de carga. Caso contrério, inicia-se uma nova iteragdo, tomando-
se como novo incremento eléstico o produto da matriz [§ (equagdo ( 5.6 )) pelo

incremento de tensdo pléstica.

5.4 Discretizacao e implementacéo

As trés versdes (explicito local, com gradiente, e implicito local) que
contribuem com os exemplos numéricos apresentados neste trabalho referem-se a
plasticidade bidimensional, plasticidade associada com encruamento isétropo linear e
critério de von Mises.

Todas as versdes utilizam os mesmos elementos de contorno, retos, com
interpolacdo linear para deslocamentos, tensdo e multiplicador pléstico (na
formulacdo com gradiente). As céulas, triangulares, apresentam também
interpolagdes linerares para todos 0s campos.

Devido a0 emprego da representacdo integral de tensdo no contorno,
conforme 0 método descrito no capitulo anterior, era necessério ter continuidade da

primeira derivada dos deslocamentos nos pontos singulares. A fim de se manter a
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interpolacéo e elementos lineares, optou-se pela utilizagdo de nds duplos em todos os
elementos de contorno, situados das extremidades sempre da disténcia de um quarto
do comprimento do elemento. Essa formulagdo, embora satisfatéria para avaliacéo
geral do programa, sO pode ser considerada como provisoria, por representar uma
estratégia pouco natural e com certo desperdicio de recursos.

Para melhorar a precisdo dos coeficientes das matrizes na proximidade dos
pontos singulares, foram utilizados subelementos no contorno. Essa técnica consiste
em dividir-se os elementos para a integracdo numérica quando os pontos de
integracdo encontram-se proximos do ponto singular. Os elementos sdo divididos de
acordo com sua proximidade do ponto de colocacdo: Quanto mais proximos,
menores 0s subelementos. Dessa forma evita-se que a distancia entre os pontos de
integracdo e o singular tornem-se comparaveis ao tamanho do elemento, como
referénciado intervalo de integracdo numeérica.

Os resultados globais das construgdes das matrizes de coeficientes sdo bons,
normal mente préximos do limite de precisdo da méquina (com dupla precisdo). Nos
pontos mais criticos nos exemplos maiores, a precisao parece ndo ficar abaixo de 10

® ou muito préximo disso. Mas normal mente ficam mesmo na ordem de 10" a 10,

Segue uma conclusdo referente aimplementacdo realizada.

Varias tentativas para se melhorar o desempenho do programa foram
realizadas. Algumas exigindo um esforco maior, como a obtencéo e consequente
utilizac8o da representacdo integral exata da tensdo no contorno, ou a solucdo do
problema nédo linear discretizado utilizando-se o operador tangente consistente.
Outras alteracdes de carater mais simples, como alteragdes na precisio ou nimero de
pontos de Gauss, ou a utilizacdo de subelementos dividindo os elementos originais
em partes menores, na propor¢éo da proximidade do ponto singular. Ou ainda a

utilizacdo de bibliotecas numéricas para melhora do desempenho.
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Na verdade, a maior parte do tempo empregado neste trabalho foi, de longe,
gasto com a implementacéo, avaliacdo, e melhoras de desempenho do programa
computacional.

Partiu-se de um programa inicial construido pelo orientador deste trabalho.
Todas as rotinas sofreram ateracOes, muitas delas bastante significativas, algumas
novas ou completamente alteradas.

Apesar de o programa inicial apresentar um bom desempenho para problemas
habituais de plasticidade, desde o inicio encontraram-se dificuldades para a solucéo
de problemas mais exigentes, requisitando maior precisdo, convergéncia, ou
capacidade de procesamento.

O programa inicial, codificado em Fortran 77, aos poucos ganhou os
principai s aspectos da norma Fortran 90, nos pontos mais importantes.

Foi escohido um gerador de mahas de licenca publica: o “Triangle”’, de
autoria de SHEWCHUK B2 151 para geracso de malhas triangulares de elementos
finitos, e entdo foi construida uma rotina para efetuar a renumeracéo da malha para o
esguema de elementos de contorno adotado, o que incluiu ainsercéo de novos nds no
contorno (foram utilizados nés duplos no contorno).

Também foi construido um programa visual, que por sua vez utilizou um
programa especifico para a construcdo e manipulacdo de dados cientificos (Data
Explorer, IBM). A utilizacdo de visualizacdo mostrou-se essencia para a analise dos
resultados, conforme esperado.

Outro ponto importante para o programa foi a utilizacdo de bibliotecas
numéricas (no caso, a NAG) para as solugdes dos sistemas de equacdes lineares,
trazendo melhoria do desempenho.

O desempenho também foi trabalhado, conseguindo-se significativa melhoria
com o emprego de otimizagdes de compilacéo.

A capacidade de processamento foi significativamente ampliada

No final o programa parece satisfatoriamente robusto, com boa estabilidade
numerica, capacidade e velocidade de cdculo também boas. Foram utilizados

supercomputadores.
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Com respeito a aproximacao, agora.

A utilizagdo de fungdes de forma de grau mais elevado que as interpolactes
lineares utilizadas seria provavelmente interessante. Essa possibilidade foi
considerada, mas ndo chegou a ser implementada (apenas a utilizacdo de interpolacéo
constante chegou a ser realizada).

Uma versdo com tensdo constante nas céulas foi desenvolvida, embora ndo
tenha se mantido ativa, precisando ser atualizada paraa atual versao do programa.

Uma versdo contendo uma formulagdo implicita utilizando um esquema na
linha proposta por TELLES e CARRER ¥ ¥l também foi desenvolvida, tendo sido
testada e comparada com as outras utilizadas nos exemplos numéricos aqui

apresentados.

Com respeito a utilizacdo de representacdo integral para as tensdes, apesar de
interessante do ponto de vista tedrico, ndo foi analisado quanto os resultados foram
realmente afetados por essa formulacéo - embora seja provavel ter sido obtido um
ganho significativo. Uma investigacdo sistemética dessa alternativa em comparacdo
com a avaiacdo numérica habitual (derivacdo das funcbes de forma do
deslocamento) seria bastante interessante. Sabe-se que no caso da elasticidade a
melhora dos resultados é extremamente significativa, em certos casos. POON et al.
[l sugerem beneficios para seu emprego na plasticidade e declaram estar

trabalhando em sua implementacéo.

Quanto a formulacdo utilizando o operador tangente consistente, discutido no
capitulo seguinte, talvez seja 0 aspecto mais positivo dentre os realizados, em termos
de resultados. Mesmo a utilizacdo do algoritmo de retorno radial isolado, sem a
aplicacdo do método de Newton, ja parece trazer vantagens significativas,

possi bilitando um programa mais compacto computacional e um codigo mais claro.
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6. Formulacao implicita com operador tangente consistente

Foram implementadas duas formulacBes implicitas para a solucdo do
problema elastopléstico (para a plasticidade com gradiente ndo se chegou a
implementar a formulacdo do algoritmo implicito). A primeira de acordo com a
proposta de TELLES e CARRER (1991, 1994) ¥ ¥ 3 segunda utilizando o
operador tangente consistente, de forma similar a BONNET e MUKHERJEE
(1996).1%, porém fazendo sua adaptacdo ao algoritmo de tensdo inicial. Mas somente
a segunda formulacdo foi suficientemente testada e foi a Unica utilizada nos
exemplos.

No modelo elastoplastico do continuo cléssico, a evolucdo da tensdo pode ser

definida, a partir de um estado inicial s°, como

s =s’+ (C%de,
(6.1)
com o operador tangente continuo dado por
1s
C*®=——.
Te
(6.2)

No entanto, para o agoritmo de resolucdo ndo linear, a integracdo é
incremental para a deformagédo (De). Portanto, (conforme proposto inicialmente por
SIMO e TAYLOR ) o0 operador tangente deve ser consistente com o algoritmo do

incremento:
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coe =18

=a
O
(¢

(6.3)

ou sgja, a construcaéo do operador tangente deve ser feita de acordo com a relacéo
algoritmica existente entre o incremento de tenséo e o de deformacéo.

Os operadores coincidem para o incremento infinitesimal, mas podem diferir
significativamente, especidmente para incrementos maiores. (NO processo
incremental, de qualquer forma, ha um erro envolvido numa utilizacgo do operador
tangente continuo.

Telles e Carrer propdem um algoritmo implicito em que o operador tangente
provém dos incrementos de modo independente do modo como ocorre o retorno da
tensdo a superficie de plastificacdo, fundamentando-se numa formulagdo com
operador de rigidez tangente continuo. Bonnet e Mukherjee utilizaram pela primeira
vez no contexto dos elementos de contorno o conceito de operador tangente
consistente algoritmico, utilizando uma formulacéo para deformacgdes iniciais.

Ao contrario de Bonnet e Mukherjee, a formulagdo implementada neste
trabalho é de tensbes iniciais, de modo que foi necessario obter as rel acbes adequadas
para esse caso. Uma breve descricéo é dada abaixo.

Uma primeirafase consiste em se introduzir uma formulacéo implicita para se
obter o retorno radial para as tensdes durante a plastificagdo. Na plasticidade local
com critério de von Mises e encruamento linear descritos agqui isso € simples, mas
outros casos podem ser generalizados a partir desse, sem grandes dificuldades. Uma
etapa de previsdo considerando o incremento de carga como inteiramente eléstico é
utilizada como uma tentativainicial, que entdo € corrigida num segundo passo (etapa
de correcdo), de modo que o retorno é feito radiamente.

Esse algoritmo de retorno é entdo utilizado para se obter o operador de rigidez
tangente local que sera utilizado na correcéo darigidez global de modo consistente.

O algoritmo de retorno radial é obtido da maneira descrita a seguir.

A equacdo (5.6), somadade [ s P ] de cadalado, pode ser reescrita (em forma

incremental), como
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[Y(De,)] = - [1][C][De,] + [N,] + [S][ICI[De,]- [Ds,]] = 0,

(6.4)

com [C] representando o tensor de rigidez elastico e [I] a matriz identidade para
tornar o operador global, ([S]=[S]+[!]), D o incremento, o subscrito ,, 0

enésimo incremento, e De,, Ds, dados por
€w1 = €+ Dey

Spn = Snt+Dsn,

(6.5)

onde s;"(De,) édefinido pelo algoritmo de retorno utilizado, e s, é o fornecido

pela equacdo do método dos elementos de contorno.

Substituindo-se (6.5)-b em (6.4), tem-se

[Y(De,)] =-[1][C][De,]+[N,]
+[S1[iclDe,1-[s¥1+[s,]] = O

(6.6)

Uma maneira de se resolver a equacdo nado linear acima € através do método

de Newton. Nesta solucéo iterativa utiliza-se a seguinte defini¢do:

[bni+l :[bnl + d[bnl ’

(6.7)

onde' indicaaiteracio i.
O método de Newton estabel ece que
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T LY(De)]

[Y(De)] + iDe. '+ .. =0.
(6.8)
Utilizando-se apenas a primeira variagéo de [Y(Deni)] , resulta
[v(De,)] = [ [111C]- [S][[C]- [1 5% /9Dey] || [dDe] 1,
(6.9)

onde o termo que multiplica o vetor de deformac&o é o operador tangente consistente

para a formulacdo elastoplastica para o método dos elementos de contorno.

6.1 Operador tangente consistente para o algoritmo de tenséo inicial,
estado plano de tensédo, encruamento isétropo linear com critério de

von Mises

No programa computacional implementado para a obtencéo dos exemplos, foi
desenvolvida uma formulagéo do operador tangente consistente para o algoritmo de
tensdo inicial no caso do estado plano de tensdo. O operador tangente consistente
parece ter sido utilizado no método dos elementos de contorno apenas por Bonnet e
seus colaboradores, aimplementacdo de um caso plano ter sido implementada apenas
em seu trabalho mais recente. Bonnet utiliza o algoritmo de deformacao inicial, que
possibilita uma aplicacdo mais direta do operador tangente. Uma formulacdo para o
caso de tensdo inicia € apresentada a seguir, para 0 caso de encruamento isotropo
linear com critério de plastificacdo von Mises, tensdo inicia e estado plano de tensdo.
Uma extensdo dessa formulagéo para o gradiente plastico sera discutida noutra secéo.

O primeiro passo consiste na escolha de um adequado algoritmo de retorno
para a superficie pléstica. Isto é feito através do procedimento de tipo implicito

descrito a seguir, dividido em uma etapa de previsao e outra de correcao.
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Para o encruamento isotropo linear, o critério de plastificagdo de von Mises
estabelece que

S

3
fn+1 = \/;

-s,-h ,,£0,

n+1 n+1

(6.10)

onde s representa o limite elastico inicial, h é o médulo pléstico (inclinagdo da
curva tensdo por deformacdo plastica), | € o multiplicador plastico, S a tensdo
desviadora, e o indice ,, representa 0 enésimo passo de carga.

No incremento n+1, na etapa de previsdo admite-se um estado de tentativa,
sendo dado como conhecido o estado no incremento anterior, n. Nesse estado de

tentativa admite-se que o incremento € elastico, isto €,

(6.11)

onde o indice ' indica o estado de tentativa, € o tensor de deformacdo plastica
acumulada, e C o tensor de rigidez elastica.

Utilizando-se as relages para tensdo desviadora ( 2.8 ), do tensor de rigidez
elastico C (equacdo (3.2) )e observando-se que e’=treP=0 (a plastificacdo ndo produz
alteracdo de volume), a tensdo desviadora para o estado de tentativa no incremento

n+1 pode ser escrita como:

S.i =2m(e,,, - €7),

(6.12)



com e=tr(en+1), ma constante de Lamé (m=G, sendo G 0 médulo de deformagéo
transversal).
A tensdo desviadora no incremento n+1 pode entdo ser escrita como uma

correcao a partir do estado de tentativa:

S = 2M(e,,, - (ef + De?))
=2m(e,.,- e°)- 2mD n ,
ou
S.,=S,.,-2mD n,

(6.13)
onde De} =e,,, - e, vemde(6.7),com
TF _1f
n=——x=—,
s fIs
(6.14)

admitindo-se plasticidade associada (F=f). Substituindo-se f de ( 6.10 ) na expressao

anterior, obtém-se

n — ﬂfml _\/§ Sn+1
ntl ﬂsn+1 2 S ’

n+l

_ |3

Noall= E .

(6.15)
Observe-se que a equacao ( 6.13) pode ser escrita como
S.. 0
Sn+1t =§ - +2mD| n:n !

nn+1 7]

(6.16)

85



0 que mostraque Sy-1' e S-1 estdo ainhados (com n).

Para pontos sob o regime pléstico, pode-se entéo rescrever f,.1 como

3 n.,
f,= E(smt - 2mDl ) s - bl - hD =0,
n+l
(6.17)
0 que permite a obtencéo do multiplicador plastico DI y:
3 t nn+1
E Sn+1 - S0 - hl n f t
Dl — n+1 — n+1
" 3m+h 3m+h
(6.18)

Conhecido o multiplicador plastico, € possivel avancar na direcdo da
obtencdo de outro resultado necessario para a construcéo dessa formulacéo implicita:
a obtencdo do operador tangente local ou tensor elastoplastico algoritmico, que neste

caso pode ser derivado analiticamente a partir de Sp+1:

ce :ﬂsmlzﬂ (C(en+Den_ er?_ Dl nnn+1))
™ qDe, De '

n

(6.19)

Com a expressdo para o tensor de rigidez eléstico (equacdo( 32 )) e
observando-se que tr(nn+1)=0, a expressdo acima pode ser calculada. Lembrando-se

que (Ni(am) = aim + m A Na), obtém-se

'ﬂnnl+ ..‘ﬂDInQ

s .
C* = n., A =
De, ™ 91De, o

ml 1'|'D

™l=C ZaeDI
e, = g

(6.20)
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Resolvendo-se as derivadas e adotando-se a mesma notacdo de

PROENCA*", aexpressdo para C®, pode ser escritacomo

n+1

Ts.. 1 .6 _ .
c®, = ‘HDel -C- 2nqn+1§f| - SIALZ- 2y, (o An,)

n

com Q. = 2m—"
Sn+1
2 ] o]
_ ¢ N

e qn+1 = g :- qn+l "
1+ _—+
g 3mg

(6.21)

E interessante observar na expressdo anterior que C®, (algoritmo) tende a

n+1

C® (continuo) quando DI , tende a zero (g.+1® 0), ou sga quando o incremento

tende a zero (Dt® 0). Como o proceso € incremental, a adog¢do do operador continuo
implicaria na supressdo desses termos (em g,+1), acarretando numa diferenca tanto

maior quanto maior o passo de carga utilizado.

6.1.1 Estado plano de tensao, algoritmo de tensao inicial

Segue a particularizagdo da formulagdo acima para o caso de tensdo plana
com a plasticidade introduzida através do algoritmo de tensdo inicial.

Os tensores de tensdo e de deformagdo no estado plano de tenséo séo
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@11 S Ol;' éell €5 0 L\,‘
e u e u
é a é a
_Sx S Ol:I _ %y €» 0 u
[S ] - g l-,]! [e] - e u
é a é a
e G & o (en +e,)u
u
a0 0 O & 2m+1 .
(6.22)

sendo | . e mas constantes el asticas de Lamé.
Em formaindicial, a expresséo ( 6.21 ) do operador tangente local escreve-se

como

1 0 _
Cr?fl(ijkl) = Cljkl - 2ran+1§|ijkl - glijlkla' 2nqn+1(nn+1(ij)nn+l(kl)) .

(6.23)

Levando-se em conta esses resultados, considere-se novamente a expressao (
6.9 ) da formulacdo do método dos elementos de contorno utilizando o operador

tangente consistente:

[v(De,)] = | [cl-[S1]icl- [c31] ] dpei] |

(6.24)

onde [Cﬁfli] € obtido agrupando-se adequadamente os operadores C;‘fli locais
determinados pela expressdo mais acima. (O indice sobrescrito i representa a iésima
iteracéo.)

Neste ponto € conveniente observar que, no algoritmo de tensdo inicial é
preciso reaplicar o residuo em forma de tensdo. Isto é feito obtendo-se a tensdo
inicial multiplicando-se os valores de deformacdo encontrados da equacdo anterior
pelo tensor de rigidez elastico (C dDe) (que significa o sentido inverso do que foi

utilizado na obtencéo de (6.8) apartir de (5.6) ).
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Outro aspecto a destacar € que na solucdo do sistema de equagdes ( 6.24 ) foi
utilizada uma propriedade daquelas matrizes que possibilita reduzir o nimero de
incognitas somente ao nimero de pontos no regime pléstico na iteracdo considerada.
Conforme observado por BONNET e MUKHERJEE ¥, é possivel decompor o
sistema em duas partes, resolvendo uma delas e obtendo a segunda a partir da

primeira. Reescrevendo-se 0 sistema como

[Y(De,)] = [[CL,]][dDe!],

com

[1C1.1] = [te1-1s1[rer- tez'1]].

(6.25)
0 sistema pode ser decomposto como
€[Chilee [Clilee U dDe ], 0 _ €Y(De,)],U
e [ =i =i U € i u- € i (U
6[Cle [Cuulee addDe ]cg  dY(Dey)leq
(6.26)

onde os indices subscritos pe referem-se aos pontos no estado plastico e elastico,

respectivamente, naiteragdo i.
Observando-se que C;"‘;li = C paratodos os pontos em regime elasticos e

que amatriz elasticaglobal [ C] € quase diagonal, tem-se que

[6ni+1]PE =0 € [6ni+1]EE = [C],

(6.27)

de modo que o sistema de equacOes ( 6.26 ) pode ser resolvido apenas para 0s pontos

plésticos naiteracdo:

89



[Crilee [dDE ], = [Y(DE,)]5 ,

(6.28)

sendo os valores para 0s pontos elasticos obtidos posteriormente, a partir dos

plasticos:

[C_:ni+1]EE [dDein]E: [Y(Dein)]E - [C_:ni+1]EP[dDe:1]P ,

(6.29)

0 que acarreta numa consideravel reducdo do esforco computacional, quando o
nimero de pontos em regime elastico naiteracéo é significativo.
Registre-se que na implementacdo computacional, a correcdo da rigidez foi

utilizada em todas iteracoes.

6.1.2 Esquema do algoritmo computacional

O agoritmo computacional implementado representa uma outra diferenca em
relagio ao utilizado por BONNET e seus colaboradores [ ¢! mas deve ser visto
como uma extensdo do proposto por VENTURINI 8. As tensdes e deformactes

equivalentes sdo acumuladas a cada iteracdo. Segue um resumo desse algoritmo:

(i) Cdculo das tensbes elasticas [N, para cada incremento n em ( 66 ),
calculadas a partir da solucéo elastica[N] da equacéo (5.6).

Solucéo iterativa: i=0
(i)  i=i+1 Clculodatensdo inicial aser introduzida, através da equagdo ( 6.28),
Seguida de ( 629 ). Na primeira iteracdo de cada incremento, o residuo Y é o
incremento elastico dado por [Nn+1] .
(ili)  Classificag8o dos pontos el asticos e plasticos. fEQ ?
(iv)  Célculo do multiplicador plastico Dl 1, equacdo ( 6.18 ), para 0s pontos em
regime plastico.
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(v)  Atualizacdo da tensdo Ds'=C(De,, - De’,) (equacdo ( 37 )), dado que

i f
De”n = 11]1—SDI n (equacdo (3.10)).

i 2 i
(vi)  Atualizagdo da deformagdo equivalente acumulada, De)' = \/g Dl .

(vii) Célculo doresiduo, Y(Dej*)= De”' .

(viii) Célculo do operador tangente consistente local, C™..1' , expressio ( 6.23).

Montagem do operador tangente global.

(ix)  Verificagdo daconvergéncia, [Y(De!"')] <tolerancia. Em caso de
convergéncia, o residuo Y sera adicionado ao novo incremento eléstico (n+2).

(x) Retorno a (ii), até completar-se o processo.

6.2 Operadores tangentes para a plasticidade com gradiente

Os resultados contidos no capitulo seguinte mostram que a formulagéo
implicita do tipo Newton para 0 méodo dos elementos de contorno apresenta
respostas bastante mais satisfatorias que a formulagéo convencional, em problemas
mais exigentes quanto a precisdo, como € o caso da localizacdo de deformacdes, na
qual o comportamento do campo de deformagdes sofre aterages abruptas.

O melhor desempenho da formulacéo implicita sugere que esta também deve
ser considerada no caso da plasticidade com gradiente. No entanto, a formulagéo
implicita anterior, védlida para a plasticidade classica, ndo pode ser empregada no
caso da plasticidade com gradiente devido a elevacdo do grau da equacdo do
multiplicador plastico decorrente da presenca do termo do gradiente se segunda
ordem.

A seguir duas possibilidades para a formulacdo implicita do método dos
elementos de contorno sdo apresentadas para o caso da plasticidade com o segundo
gradiente do multiplicador pléstico. S0 novamente admitidos, sem restricdo a

generalidade, encruamento isétropo linear e critério de von Mises.
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6.2.1 Operador tangente consistente para a plasticidade com gradiente

Um primeiro procedimento implicito discutido aqui considera o operador
tangente consistente (algoritmico) para correcdo da rigidez. S&0 novamente
admitidos, sem restricdo a generalidade, encruamento isotropo linear e critério de von
Mises. O desenvolvimento segue aguele utilizado no caso da plasticidade classica.

Mas neste caso, o critério de plastificacdo exprime-se como

3
fn+1 = \/;

S - SO- hl n+1+W(NZI )n+l £ 0 '

n+l

(6.30)

sendo w um parémetro do material. A expressao anterior também pode ser escrita

como

-s,-h _-hD ,+w(R? ) +wD(R? ) £0.

(6.31)

Como no caso da plasticidade local, numa etapa de previsdo € utilizado um
estado de tentativa eléstico, a partir do qual é obtido o estado de tensdo correto.

Repetindo a relacdo obtida anteriormente entre esses dois estados, tem-se

S = Sn+1t - 2mD| nn+l '

n+1l n

(6.32)

observando-se novamente que S-1 € Si1, estdio ainhados com N1 (direcdo

N,/ |nn+1 ), fa+1 pode ser reescrito como
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fn+1:\/§(sn+lt - 2mD nnml)HELl"- So- hi n” hD n
n+1l
+w(R2 ) +wD(R2 ), £ 0,

(6.33)

gue possibilita a obtencdo do multiplicador plastico através do método dos elementos
de contorno, resolvendo-se o problema de potencial acima, ou

s
6\

t
n+1

S

+ wD(N2 ) =0,

n

- so- h, +w (R )ng - (3m+n)D

(6.34)

para pontos em regime plastico.
Uma vez determinado DI , pelo método dos elementos de contorno, conforme
indicado acima, é possivel retornar a equacdo anterior, a fim de se determinar o

gradiente pléstico:

S t

n+1

wD(N2), = (3m+h)Dl , - g\E

L0
- 5o~ h, +w (R hs

(6.35)

gue é necess&io no problema do gradiente e deve ser utilizado também na

determinacdo do operador tangente local C*

n+1?

0 que éfeito aseguir.

Da condicdo de consisténcia( f = 0) obtidaacima,

&3, . ., 0 -
G5 [Sa |- 50 - L +w (R )= + wD(R?1),

ez 2

" (3m +h)

(6.36)

Do tensor de Cauchy e da expresséo para a deformacao plastica, tem-se
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f
Ds = CDe - Cﬂ—DI
s

(6.37)

Para se obter o operador tangente algoritmico, deriva-se a expressao acima

em relagdo a deformagdo no “tempo” tn.1, €|, .Lembrando-se a notagio

n—ﬂ
=15
(6.38)
resulta
Is,.. € T Y
Chi=c3 = & - -(Cn,.D g ,
n+1 Te ., SC 'ﬂDe‘n( n+1 n)H
(6.39)

gue define o operador tangente algoritmo como no caso da plasticidade cléssica, ( 6.20
) - (6.22), expressando a relacdo entre tensdo e deformacdo total. A diferenca é que
neste caso o incremento do multiplicador plastico depende também do termo do
gradiente. No entanto, para o termo do gradiente, que exprime apenas uma correl acéo

espacial definindo o comprimento caracteristico, pode-se escrever

T (N ) _

Te 0.

(6.40)

Como os outros termos todos j& apareciam no operador tangente algoritmico
para a plasticidade local, a expressao obtida naquele caso é a mesma que representa

esse operador para a plasticidade com gradiente:
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S s _ 1.6 .
- 2y, 11 - SIALZ- 2, (A A

com ¢, = 2m—"
Shea
& o]
g —
e qn+1 = g qn+1
1+
§ Smﬂ

(6.41)

De um modo mais gera, a derivada de DI pode ser determinada
numericamente, como indicado a seguir. Para uma exposi¢cao geral mais completa e
detalhada, ver FUDOLI, VENTURINI e BENALLAL ),

A representacdo algébrica da equacdo ( 5.10 ) para DI pode ser reagrupada

como

(o1}, = [H (R}, +VI{B(De)}),

(6.42)

onde {DI } , representa o vetor de incognitas, { F}, corresponde ao vetor que resulta

dos valores prescritos e [ H] 'Xl amatriz de coeficientes das incognitas.

A derivadade DI num ponto k, resulta entdo em

ﬂD
b

fB(De,)

= {H} {V}, “gDe,

(6.43)

com { H}." correspondendo ak-ésimalinhade [H]." e{V}« ak-ésimacolunade[V].
Observe-se que os termos provenientes do laplaciano n&o contribui para a
derivadade Dl .
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6.2.2 Operador tangente continuo para a plasticidade com gradiente

A seguir, uma segunda formulagdo implicita do méodo dos elementos de
contorno é derivada, para efeito de comparacéo com o operador tangente consistente.
Neste caso é considerado o operador tangente continuo, estendido para o caso da
plasticidade com o segundo gradiente do multiplicador plastico.

Recorde-se que o problema é resolvido pela equagdo (5.6), ou

[Ce]l =[N]+[S][s"],

(6.44)
onde
s?P = Ce-s = Ce- CX,e.
(6.45)
Para obter o operador tangente continuo, considere-se a condicdo de
consisténcia:

nCé - HI + wD(N? ) = 0.

(6.46)

Substituindo-se o valor do multiplicador plastico da equacdo anterior no

tensor de Cauchy:

nCeé +w D (N? )0

) &
$ = C(é-nl')= Cgé-n
e H [}

(6.47)
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Derivando-se em relacdo a deformagdo total e considerando-se novamente

gue o termo do gradiente ndo contribui, resulta 0 mesmo que na plasticidade classica:

o CnAnC
Cip = C- gy
(6.48)
0 que permite gque se escreva
CnA nC
sP= — e, H=h+nCn,
H
(6.49)
ou ainda
CnAn
s? = De = H Ce, H=h+nCn.
(650)
Num passo n+ 1, pode-se entdo escrever
[Ce,]+[CDe,]=[N]+[S]([s,"]+[D,.][CDe,]),
(651)

ou

[s*][CDe,] = ([I]-[S][D,.])[CDe,] = [N]+[S][s,”]- [Ce,],

(6.52)

com [S™] representando a matriz de rigidez tangente global.
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6.3 Uma formulacdo alternativa para o método dos elementos de

contorno

Esta formulacdo ndo chegou a ser implementada no codigo computacional,
mas fica sugerida aqui. Pode constituir uma alternativa em algum caso, como talvez
na utilizacdo de leis congtitutivas mais complicadas que as detal hadas neste trabal ho.

A dternativa consiste em se utilizar a equacdo do multiplicador pléstico

acoplada com a seguinte, no lugar da equagao (6.9):

[Y(De,,Dl )] = [C][dDe,]
- [51][(rc1- c*° =) [dDe!] + C*° = naDt ],

(6.53)

onde

ﬂslf]a”i
TDeg |

CeCEL

(6.54)

representa um operador tangente el astico consistente.
Neste caso, portanto, a equacdo ( 6.53) € que fica acoplada a do multiplicador

pléstico, que por suavez é reescrita abaixo como

nCDe - HDI - wD(N? ) = 0.

(6.55)

A relacdo (6.53) é obtidade (6.9) a partir das expressdes
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(6.56)

O operador tangente elastico consistente pode ser obtido da relacéo

Ds=C(De- nD ),

(6.57)

gue deve ser derivada em relagdo ao tempo (simbolizada abaixo por ‘d’), resultando,

ap6s um reagrupamento dos termos,

ds = gt-ﬂ—ng-l(de- nd ).

fiso
(6.58)
Lembrando-se que n=(1f/{s), tem-se
arr -1
CepCEL: ﬂs :wc_ﬂzfg
Deg & s’g
(6.59)

Observe-se que a expressdo ( 653 ) reconduz ao procedimento explicito

convencional se amatriz tangente nuncafor atualizada, ou seja,

C¥E = C.
(6.60)
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7. Exemplos

S0 apresentadas trés séries de exemplos. Geometria e condi¢des de contorno
s80 as mesmas em todas elas. Os dados comuns séo apresentados na Figura 7.1. Trata-
se de um retdngulo sobre compressdo, imposta pelo deslocamento d prescrito na
extremidade. O valor de d em cada ssimulag&o pode ser observado na curva reagéo-
deslocamento, mas em nenhum caso € maior que 0,024 mm. Nos casos em que d é
menor que 0,024 significa que houve perda de estabilidade numérica antes desse
valor. O procedimento implicito tem convergéncia superior ao do explicito local, mas
as vezes o valor de d é limitado ao determinado na simulacéo pelo método explicito
local, para efeito de comparacéo. O procedimento explicito com o gradiente também

€ mais estavel que o local, gragas justamente ao efeito estabilizador do gradiente.

120 mm

6omm| | o

E = 2000 N/mm? h = -0.0125E q /

s =2N/mm? (limite déstico)

Figura7.1 -- Dados para o problema do retéangulo sob compressao.
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Os outros dados que faltam aparecem abaixo das figuras. n representa o
coeficiente de Poisson. w € o coeficiente do termo do segundo gradiente (um
parémetro do material).

As configuragbes mostradas nas figuras dos deslocamentos plésticos séo as
deformadas. Sdo considerados exclusivamente os deslocamentos plésticos (elasticos
eliminados).

As cores nas configuracdes deformadas referem-se a tensdo normal na diregéo

horizontal.

7.1 Primeira série: retangulo com enfraguecimento no canto

O menor quadrado no canto inferior tem seu limite eléstico enfraguecido em
10%. (Nas malhas mais refinadas, ainda toma-se 0 menor retdngulo. De modo que a

&rea enfraquecida diminui.)

Figura7.2 - Quadrado enfraquecido no canto inferior esquerdo do retangulo.

O enfraguecimento pelo limite de tensdo € uma maneira de precipitar a
localizacdo de deformagbes de forma mais controlada. Mas na presenca de
amolecimento por deformacéo, pode ocorrer localizagdo apenas devido a diferencas

produzidas pela aproximagado, ou pela propria precisdo numeérica.
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Figura7.3 - Série1: 128 células. Procedimento explicito. Plasticidade local.
d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Neste caso € possivel notar uma discreta manifestacdo da localizacéo,
conforme evidencia a figura seguinte, utilizando plasticidade com gradiente. Devido
a maha graida, o efeito da localizagcdo é pegqueno, pois a faixa de concentragdo de

deformacdes acompanha o tamanho da malha.
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Figura7.4 - Série1: 128 células. Procedimento explicito. Plasticidade com gradiente.
d=0,024 mm, n=0,0. w=500000 N. 400 incrementos de carga.

A comparagdo com a figura anterior mostra que o (discreto) efeito da
localizagdo detectado para a plasticidade local € anulado na formulagdo com
gradiente (dependendo do valor de w). A diminuicdo da reacdo € neste caso
governada pelo encruamento negativo, e ndo pela localizagdo, como na simulagdo
anterior. A deformagdo equivalente também € nitidamente diferente do anterior, e

mesmo a configuracdo deformada apresenta alteragdes perceptiveis.
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Figura7.5 - Série1: 128 céulas. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de car ga.
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No caso da simulacdo utilizando-se a formulacdo implicita, o efeito da

localizacdo se mostra muito mais acentuado. Todas imagens dessa figura mostram

gue o método dos elementos de contorno consegue neste caso capturar o fendbmeno

dalocalizagéo de modo bastante claro e qualificado.
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Figura7.6 - Sériel: 512 células. Procedimento explicito. Plasticidade local.

d=0,019 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Note-se que neste caso o deslocamento na extremidade chega apenas a 0,019
mm. A regido de dissipacdo de energia diminui com o tamanho da maha, e através
do procedimento explicito, ao iniciar-se 0 processo de localizacdo, a solucdo

instabiliza-se rapidamente.
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Figura7.7 - Série1: 512 células. Procedimento explicito. Plasticidade com gradiente.
d=0,024 mm, n=0,0. w=50000 N. 400 incrementos de carga.

Neste exemplo o efeito regularizador do gradiente € bem claro. A localizagéo
€ bastante suavizada. A curva reagdo-deslocamento é bem préxima do que ocorreria
num corpo homogéneo. A estabilidade do processo € mantida até o final, sem

problemas.
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Figura7.8 - Série1: 512céulas. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

A locdizacdo agora € ainda mais acentuada. Conforme esperado, a
diminuicdo do tamanho da maha torna mais critica a solucdo. Apesar disso, a

solucdo pelo método implicito ainda é completamente estével.
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Figura7.9 - Série1: 1024 células. Procedimento implicito. Plasticidade local

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Neste exemplo foi enfraquecido mais um ponto, na direcdo da faixa de

localizac8o, na sequéncia da diagonal do quadrado enfraquecido. Isto € indicado na

imagem bidimensional da deformac&o equivalente, observando um valor alto naquele

ponto.

A malha de 1024 células encontra-se numa posic¢ao desfavoravel em relacéo a

formacdo da faixa de localizagdo na diagonal. Na verdade a largura da faixa de

localizagdo n&o coincide muito bem com a menor largura da malha, e tenta se situar

em algum ponto entre a largura do menor quadrado e o dobro deste tamanho. O

resultado € que, para este problema, a malha de 1024 células € sensivelmente menos

estavel que a de 512 células. Neste caso sO6 foram obtidos resultados mais
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satisfatérios quando se enfraqueceu mais um ponto, para fora da diagonal do
guadrado enfraquecido de canto, que corresponde a diagonal do quadrado de lado
duas vezes maior que a largura da malha. A maha de 256 células também apresenta
0 mesmo tipo de comportamento.

Isto mostra que a largura efetiva da malha também depende de seu

posi cionamento em relagcdo aos campos de deformagéo ou tensdo.
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Figura7.10 - Série1: 2048 células. Procedimento explicito. Plasticidade local.

d=0,0178 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Nesta discretizacdo mais refinada, o procedimento explicito ndo consegue

mais capturar alocalizacdo, evidenciando uma limitagdo da convergéncia do método,
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nesta formulagdo. Além disso, 0 processo se instabiliza rapidamente, com as
deformacdes se concentrando no canto enfraquecido. Como néo se evidencia mais a
localizagdo com o modelo local, ndo faz mais muito sentido comparar o efeito do
gradiente. As deformacdes ja estdo se espalhando numa faixa, com valores ndo muito
altos (exceto no canto enfraquecido). Ainda assim, vale a pena olhar o resultado com
gradiente abaixo. Embora o efeito neste caso sgja muito pequeno, é possivel ao
menos verificar que o gradiente continua espalhando as deformacgbes. A faixa de

maior concentracdo de deformacéo € ligeiramente maior que no caso local.
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Figura7.11 - Sériel1: 2048 células. Procedimento explicito. Plasticidade com gradiente.
d=0,024 mm, n=0,0. w=5000 N. 400 incrementos de car ga.
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Figura7.12 - Sériel1: 2048 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,0178 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Nesta discretizacdo, os resultados obtidos com o procedimento implicito
comparados aos do explicito sdo impressionates. O procedimento também é
interrompido antes da imposicdo de d=0.024mm, o que € esperado, na atual
implementacdo, pois a deformagdo concentra-se agora numa faixa bem menor para

dar conta de toda dissi pacéo.
E conveniente observar-se que o procedimento implicito requer um nimero

menor de incrementos de carga. Aqui é utilizado o mesmo para facilitar a

comparagao.
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7.2 Segunda série: enfraquecimento central

O mesmo retangulo definido na Figura 7.1 € utilizado nesta segunda série. A
diferenca é que neste caso 0 enfraquecimento € imposto no centro do retangulo.
Conforme mostram 0s exemplos, esta é uma situacdo mais estdvel numericamente,
aparentemente porque as solugdes podem se manifestar mais livremente, enquanto no
exemplo de canto gpenas uma podia se desenvolver. A figura a seguir assinala os
pontos enfraquecidos, bem no centro do retangulo. S&o utilizados de um a trés pontos
enfraguecidos, nesta série. Nos exemplos utilizando método explicito sGo sempre
tomados trés pontos. Embora trés pontos nessa posi¢ao possa significar (conforme a
maha) duas vezes a largura da malha, ainda representa a diagonal do menor

retangulo.

Figura7.13 - PosicOes para osdoisou trésou um pontos centrais utilizados na segunda série.

Do mesmo modo que na série anterior, 0s pontos enfraquecidos possuem um

limite elastico inicial 10% menor que os restantes.
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Figura7.14 - Série2: 128 células. Procedimento explicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

0.0007

24.0

0.0008 .

Neste caso a visualizagdo da area com a concentracdo de deformacdo € muito

mais clara, embora a curva reacdo-deslocamento seja similar a do exemplo de canto

enfraquecido.

Observe-se que os trés pontos enfraquecidos se deformam mais.
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Figura7.15 - Série2: 128 células. Procedimento explicito. Plasticidade com gradiente.
d=0,024 mm, n=0,0. w=50000N. 400 incrementos de carga.

Novamente o efeito regularizador do gradiente pode ser observado.
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Figura7.16 - Série2: 128 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Note-se que apenas dois pontos foram enfraquecidos. o central e o da
diagonal inferior. Observe-se que a concentracdo de deformagdes € mais nitida na
metade inferior dafaixa.

Ressalte-se ainda que, mesmo tomando-se apenas dois pontos, os resultados
obtidos pelo procedimento implicito ainda sGo melhores que o do explicito local. As

deformacdes quase que se concentram somente na linha diagonal, na metade inferior.
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Figura7.17 - Série2: 512 células. Procedimento explicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Neste exemplo a localizagdo ndo se manifesta tanto na curva reacdo
deslocamento, porque as duas solucdes de localizacdo se manifestam fortemente,
aumentando assim a étrea de dissipacao.

O importante a observar € que, apesar do enfraguecimento ser colocado huma
das diagonais, induzindo assim a escolha por uma das solucBes simétricas, o

procedimento explicito acaba perdendo a maior parte dessainformacéo inicial.
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Figura7.18 - Série 2: 512 células. Procedimento explicito. Plasticidade com gradiente.
d=0,024 mm, n=0,0. w=5000N. 400 incrementos de carga.

Neste exemplo a necessidade de regularizacéo é pequena. Mas esta manifesta
mais umavez.

O procedimento explicito confirma sua dificuldade em identificar a solucéo
mais critica, dando igual énfase as duas solucdes, apesar do enfraquecimento imposto

apenas nadiagonal, em trés pontos.
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Figura7.19 - Série2: 512 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de carga.

Mais uma vez, os resultados obtidos pelo procedimento implicito mostram
um desempenho bem mais satisfatorio. Somente a solugdo indicada pelos pontos

enfraquecidos é capturada, com total clareza.
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Figura7.20 - Série 2: 2048 células. Procedimento explicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de car ga.

Neste caso o0 método explicito se sai melhor, fazendo uma nitida escolha pela
solucdo indicada pelos trés pontos enfraguecidos em uma das diagonais, apesar de
ainda permitir que a segunda solucdo se manifeste com uma certa intensidade. H4

uma melhora geral dos resultados.
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Figura7.21 - Série2: 2048 células. Procedimento explicito. Plasticidade com gradiente.
d=0,024 mm, n=0,0. w=5000N. 400 incrementos de car ga.

Como neste caso 0 procedimento explicito desempenha melhor seu papel, o
gradiente também tem uma boa oportunidade de executar 0 seu, conseguindo

espal har a faixa de deformagéo e agindo conforme esperado.
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Série 2: 2048 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.

Figura7.22

0,0. 400 incrementos de carga.

0,024 mm, n

d=

Novamente 0 método implicito retorna exatamente a resposta esperada.
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Figura7.23 - Série 2: 2048 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 10 incrementos de carga.

Esta figura mostra os resultados pelo método implicito utilizando-se apenas
10 passos de carregamento. SO abaixo de 20 incrementos esse exemplo as duas
solucdes simétricas manifestaram-se de forma comparavel. Os resultados séo apenas
um pouco piores do que os obtidos pelo procedimento explicito com 400
incrementos. Observe-se nas imagens de deformacdo equivalente que o incremento é
t&o grande que pode-se notar que a iniciagdo de novas linhas de localizag&o surgem
quase por toda parte, especidmente do lado direito do retangulo, indicando pura

perturbagdo numérica no processo.
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Figura7.24 - Série2: 512 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 20 incrementos de carga.

Como no caso da malha de 2048 células, apenas aumentando-se muito o
tamanho do incremento observa-se a manifestagdo das duas faixas, quando é

utilizado o método implicito. Além disso, apenas dois pontos sdo enfragueci dos.
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Figura7.25 - Série2: 256 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.

d=0,024 mm, n=0,0. 400 incrementos de car ga.

Neste exemplo ilustrativo, apenas o né central é enfraguecido. Como através
de um Unico n6 ndo é possivel quebrar a simetria, 0 resultado consistentemente

apresenta as duas solugdes igual mente criticas.
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7.3 Terceira série: procedimentos implicitos para a plasticidade com

gradiente

Nesta série € utilizado o mesmo reténgulo da segunda série, também com
enfraguecimento na regido central. Na primeira parte, resultados obtidos utilizando-
se operador tangente consistente para a plasticidade com gradiente sdo comparados
com os da plasticidade loca. Na segunda parte, apenas como ilustracdo
complementar, a mesma comparagado € feita utilizando-se operador continuo para a
plasticidade com gradiente, mostrando o trabalho realizado.

7.3.1 Operador tangente consistente
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Figura 7.26 - Série 3: w=0,01 N; trés pontos enfraquecidos no centro da diagonal; 2048 elementos.

Esta figura representa a referéncia para as préximas trés seguintes. O
comportamento local é simulado utilizando-se um valor muito pegueno para o

pardmetro w. Trata-se praticamente do mesmo resultado apresentado na Figura 7.22.
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Figura 7.27 - Série 3: w=0,01 N; trés pontos enfraquecidos no centro da diagonal; 512 elementos.
Comparada com a malha de 2048 elementos (em preto) (ver Figura 7.26).
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2048 elementos: 3 pontos (em preto) X quadrado (sem 1 vértice)

Figura 7.28 - Série 3: w=0,01 N; enfraquecimento no quadrado assinalado (exceto num vértice).

Nesta figura todo o quadrado assinalado é enfraquecido, exceto no vértice
superior direito. 2048 elementos. Novamente a comparacdo € feita com o caso local
da Figura 7.26 (em preto). Apesar da area enfraquecida ser bem maior, o resultado é
praticamente o mesmo, mostrando que o tamanho do defeito ndo é importante, desde

gue sgja bastante menor gque as dimensdes da estrutura, como neste caso.
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Figura7.29 - Série 3: w=0,01 N; enfraquecimento no quadrado assinalado (Smetria).

A mesma referéncia das figuras anteriores € mantida (em preto). Neste caso, a

simetria € mantida, e em consequiéncia as duas solucdes criticas sdo mostradas.
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Figura 7.30 - Série 3: w=500 N; 2048 elementos

O exemplo desta figura sera usado como referéncia nas duas seguintes.
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w=500, 2048 elementos: 3 pontos (em preto) X quadrado (sem 1 vértice)
Figura 7.31 - Série 3: w=500 N; 2048 elementos (quadrado enfraquecido - menos 1 vértice)

Novamente a comparacdo com o resultado de a &rea enfraquecida menor da
figura anterior (em preto no gréfico deslocamento X reacdo), mostra influéncia

desprezivel do tamanho da regido enfraguecida.
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w=500: 2048 (em preto) X 512 elementos
Figura 7.32 - Sériew=500 N; 512 elementos.

O exemplo da Figura 7.30 € novamente tomado como referéncia (em preto).
Devido a presenca do gradiente, a diferenca dos resultados entre os dois tamanhos de

mal ha € muito pegquena.
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Figura 7.33 - Série 3: w=1000 N; 2048 elementos.

Esta figura apresenta o exemplo de referéncia para as duas seguintes.
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w=1000: 2048 (em preto) X 512 elementos
Figura 7.34 - Série 3: w=1000 N; 512 elementos.

A comparagdo de resultados de malhas diferentes mostra que a influéncia do

tamanho das malhas € bem pequena, na presenca do gradiente.

129



A R B B EEBEBBEBEBEEEBBBEBEB

EBE%BEEEBE 1 P P P mmmmgm 180

100

~

& &0

(=]

§60

15}

B 4o

a0

[ | | s}
B 3 3 2 = R - T T T T S
EEEEE DG L - - -

2 0 d &9 4 4 T o Deslocamento (X1000 mm?

Deformacdo equivalente acumulada
w=1000, 2048 elementos: 3 pontos (em preto) X quadrado (sem 1 vértice)
Figura 7.35 - Série 3: w=1000 N; 2048 elementos (quadrado enfraquecido - menos 1 vértice).

Exceto pelo ponto de inicio de plastificacdo, o tamanho da &rea enfraquecida

ndo exerce influéncia significativa nos resultados.
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Figura 7.36 - Série 3: w=5000 N; 2048 elementos.

E areferéncia para afigura seguinte.
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Figura 7.37 - Série 3: w=5000 N; 512 elementos.

Com o aumento do valor do paréametro w, a diferenca de resultados nas duas

mal has é ainda menor. Os resultados praticamente coincidem.
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Figura 7.38 - Série 3: w=10000 N; 2048 elementos.

Referéncia para a figura seguinte.
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Figura 7.39 - Série 3: w=10000 N; 512 elementos.

Novamente a diferenca de resultados entre as malhas € insignificante.

Nos exemplos anteriores o encruamento negativo (h) € muito pegueno para
que se possa verificar o efeito da localizagdo nos graficos de deslocamento contra
reacdo na extremidade. Aumentando-se o valor da constante de encruamento obtém-

se um efeito visivel.
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h=0.025 E, local: 2048, 512 e 128 elementos
Figura 7.40 - Série 3: Plasticidade local, h=-0.025 E.

Os graficos deslocamento X reacéo evidenciam a dependéncia dos resultados
em relacdo ao tamanho da malha, conforme ja mostravam a Figura 7.16, a Figura7.19 € a
Figura 7.22, em conjunto. Quanto menor o tamanho da malha, menor a area de

dissipacéo de energia, resultando numa reacéo menor.

132



Heagao (N
2]
(=]
[TTTTTTITTII

. J i N ) A

|
o ¥ @ w B O o+ w o
o+ - o> @ = wm m
— o~ —

Deformacio equwa.lente a.cu_mula,da. Deslocarmnerts (1000 mind

2le —
240

h=0.025 E, w=5000: 2048, 512 e 128 elementos
Figura7.41 - Série 3: Plasticidade com gradiente: w=5000 N: h=-0.025 E.

A presenca do gradiente regulariza os resultados para os diferentes tamanhos

de malha. O tamanho, forma e posic¢éo do defeito € idéntico ao da figura anterior.

7.3.2 Operador tangente continuo

Como complemento a apresentacdo dos resultados dos procedimentos
implicitos, sdo apresentados exemplos utilizando-se o operador tangente continuo,
para a plasticidade com gradiente.

Os mesmos dados da segunda série e maior parte da série anterior séo

reutilizados nos exempl os seguintes.
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Figura7.42 - Série 3: w=1 N, 512 elementos, operador continuo.

Resultados obtidos com o operador tangente consistente (em preto) sdo
comparados aos do tangente continuo. Pequena diferenca para a simulagéo do caso
local (w=1N).
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w=10000, 512 elementos. operador algoritmico (em preto) X continuo
Figura 7.43 - Série 3: w=10000 N; 512 elementos; operador continuo.

As diferencas ndo sdo tdo grande devido ao pequeno valor da constante de
encruamento negativo. No entanto ja € possivel notar nas figuras um comportamento
diferenciado nos resultados obtidos com os dois operadores. Em especial, a

inclinagéo da parte descendente € diferente.
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Figura 7.44 - Série 3: w=500 N; 2048 elementos; operador continuo.

Neste caso apenas 0s resultados do operador tangente continuo sdo mostrados
no grafico deslocamento X reacdo. A curva ndo termina no valor pretendido
(024mm) porque a solugdo numéricatorna-se instédvel bem antes.

Embora os resultados obtidos com o operador em geral ndo fossem ruins,
notou-se uma grande instabilidade do agoritmo. De fato, poucos exemplos
numeéricos puderam ser realizados, com valores mais criticos, em relacdo ao

procedimento empregando o operador consistente.
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Figura 7.45 - Série 3: w=5000 N; 2048 elementos; operador continuo.

Em exemplos em que o agoritmo com operador continuo mostrou-se estavel

os resultados ndo foram ruins. Como € o caso deste exemplo, no qual o valor elevado
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de w favorece a coincidéncia dos resultado com o obtido com operador consistente.
Além disso, valores elevados de w também favorecem a estabilidade do algoritmo

com operador continuo.

7.4 Quarta série: localizacdo induzida por condi¢cBes de contorno

O reténgulo das séries anteriores continua considerado aqui, mas agora
alterando-se as condic¢des de contorno daFigura 7.1.

Nenhum ponto é enfraquecido, nos exemplos desta série. O retangulo é
considerado como compl etamente homogéneo.

Apenas 0 coeficiente de Poisson € aterado, em relagdo as duas séries
anteriores, para acentuar o efeito desgjado.

O aparecimento da localizagéo por efeito das condi¢bes de contorno contrasta
com o efeito de imperfeicbes, ssmulado pelo enfraquecimento de algumas células,
como no caso de todos os exempl os anteriores.

As novas condi¢des de contorno sdo as da figura abaixo:

|
|

| A

Figura 7.46 - Condigdes de contorno do retangulo homogéneo.
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Figura7.47 - Série4: 512 células. Procedimento explicito. Plasticidade local.
d=0,024 mm, n=0,4999.... 625 incrementos de carga.

Apesar do passo de carga bastante pequeno, alocalizacdo é muito ténue neste

Pode-se notar quatro faixas de localizagdo. O passo de carga muito pequeno
acaba induzindo preferéncia por uma das solugdes, que neste caso ocorre por conta
exclusivamente da simulacdo numérica, compreensivel num processamento em
tantos passos.

Observe-se 0 novo valor do coeficiente de Poisson, que é utilizado nesta

ultima série de exemplos (n=0,4999...).

137



120 |—
7045 —
100 |—
-
| = -
—1.0 | %3 ~ g —
| | 5 [
—15 | e
g |
@ 40 (—
-2.0 I
20
| A
A e I

<

e T T T - T R

24.0

|
) : ] ¥ @
[0 Deslocamento Plastico (X4000) N - T

Displacement (X1000 mm)

Hﬂﬂllﬂﬂﬂﬁ&ﬁ?mﬂlll

R
[ S B~ S - SO~ SR '~ S = e R RN
& 8 3 83 & 8 8 © v o b oo b o
a0 & & & & & & S @ v 0w & o oo
¢ < & 8 8 o 9 2 8 8 &8 8 8 §

SIS~ G S O S

Deformacao equivalente ccumulada Deformacao equivalente acumulada

Figura7.48 - Série4: 512 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.
d=0,024 mm, n=0,4999.... 625 incrementos de carga.

Vaem as mesmas observacdes da figura anterior. A diferenca estd no fato de

gue alocalizacdo de deformacfes neste caso é bem clara.

138



120

100

=y
<

a7}
=
FTTTTTTTT

Reaction (N)
IS
o

T
o

<
[

=+ @ & Eal < =t L &

|
] d ! d d 3 d d “ S
T Deslocamento Plastico (X4000) S N -

Displacement (X1000 mm)

S ¥ 3 & o8 ° » |
- =
$ 888§ § 3§ 38 3 3 g8
<o«
o © o @ © o o o 2 8B =2 2 2 B =
L e - T S
Deformacao egquivglente ccumulada Deformacao equivalente acumulada

Figura7.49 - Série4: 512 células. Procedimento implicito. Plasticidade local.
d=0,024 mm, n=0,4999.... 200 incrementos de carga.

O menor nimero de passos de carga ndo induz uma faixa preferencia, e as
guatro possibilidades apresentam-se como igualmente criticas. A presenca dessas
guatro solugdes simultaneamente também dificulta a percepcdo da localizacdo pela

curva reacdo-desl ocamento.
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200 incrementos de car ga.

Os mesmos resultados da figura anterior, para a malha mais refinada.
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8. Conclusdes

No inicio desta pesquisa, 0s objetivos principais eram o0 de estudar a
regularizacdo de solucdes de problemas envolvendo a localizagdo de deformactes
através do método dos elementos de contorno. Esta classe de problemas vem sendo
bastante trabalhada nesta década no contexto do método dos elementos finitos.
Portanto o objetivo central girava em torno da formulagdo desses problemas
utilizando-se a formulagéo convencional dos elementos de contorno para problemas
ndo lineares. Pretendia-se por exemplo, entre outras coisas, estender essa formulagdo
também para model os de dano.

No entanto, desde o inicio das implementacbes, constatou-se que a
formulacdo tradicional apresentava resultados pouco satisfatorios. Mesmo no ambito
da plasticidade local, a formulagéo classica apresentava dificuldades de precisdo e de
estabilidade numérica. Em problemas mais exigentes, com variagcbes grandes e
bruscas no campo de deslocamentos, surgiam dificuldades. Na implementacédo
computacional inicial, o refinamento de malhas ainda que modesto por si sO jatrazia
aguns problemas. Mas para lidar adequadamente com problemas como o0 da
simulacéo da localizagdo de deformagdes, porém, essas deficiéncias precisavam ser
melhor resolvidas. A partir desse ponto, o enfoque do trabalho se desocou,
concentrando-se na obtencdo de um programa operacionalmente funcional, confiavel
e robusto. As primeras tentativas de melhorar 0 desempenho do programa
computacional ndo apresentaram resultados satisfatorios, embora tenham constituido
um passo na obtencdo de um codigo mais robusto. Uma versdo utilizando tensdo
constante nas células foi elaborada, sem que ocorresse nenhuma ateracédo
significativa no padr&o de comportamento do programa.

Neste contexto, uma das decisdes foi a de implementar uma formulacéo

utilizando-se a representacdo integra da tensdo no contorno. Para problemas
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elésticos, isso € bastante importante, em certos casos, como o de concentragfes de
tensdo, por exemplo. N&o foi feita uma comparacdo com a forma de calculo
tradicional de tensdes no contorno, envolvendo a derivada das funcgdes de forma e
valores obtidos para os deslocamentos nodais - e fica esta como uma primeira
sugestdo de continuidade dos trabalhos. No entanto, h& alguns indicios de que isto
possa ter tido um papel importante na melhora do comportamento do programa,
conforme foi discutido no capitulo 4. Esta parece ter sido a primeira implementacéo
da representacao integral das tensdes no contorno em problemas n&o lineares.

Uma outra linha de trabalho, na tentativa de melhorar os resultados das
simulagdes, foi o de implementar um procedimento implicito para a solucdo do
problema ndo linear. Iniciamente partiu-se para a formulagdo do procedimento
implicito relativamente conhecida no contexto do método dos elementos de contorno.
Essa formulagéo foi implementada, embora néo tenha chegado a ser testada nem seu
desempenho foi analisado. Esta constitui uma segunda sugestdo de continuidade da
pesquisa, ou segja, comparar as duas formulagbes do método implicito
implementadas. Logo em seguida a primeira formulacdo e simultaneamente a sua
implementagdo, comegou-se a trabalhar na segunda formulag&o de um procedimento
implicito do problema ndo linear, desta vez utilizando-se 0 conceito de operador
tangente consistente. Teoricamente, o procedimento implicito com o operador
tangente consistente € mais adequado, por garantir convergéncia quadrética ao
processo iterativo. Neste trabalho o procedimento implicito utilizando operador
tangente consistente foi estendido para o algoritmo de tensdo inicial. Esta parece ter
sido a segunda aplicagéo distinta do operador tangente consistente no procedimento
implicito, no contexto do método dos elementos do contorno, ressaltando-se porém
de que neste caso foi utilizada efetivamente uma formulagdo bidimensional, tanto na
formulacéo quanto na apresentacdo de resultados numeéricos.

Além disso, foi proposta e implementada uma formulacdo dos elementos de
contorno para a plasticidade com gradiente utilizando o operador tangente
consistente. Esta aplicacdo ndo é direta, devido ao fato de ndo de dispor se uma

relacdo explicita para o multiplicador plastico, como na plasticidade local. Uma outra
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sugestdo 6bvia de continuidade da pesquisa € a implementacdo desta nova
formulacéo.

No final do trabalho, o programa computacional apresentava um
comportamento geral bem mais robusto, permitindo a simulacdo da localizacdo
mesmo utilizando-se o procedimento explicito da solugdo do problema néo linear.
Neste ponto foi possivel finalmente retomar a proposta original do trabalho e testar a
primeira implementagdo conhecida da plasticidade com gradiente através dos
elementos de contorno. Os resultados a esse respeito ndo foram té&o expressivos
quanto o desgjado, mas foram ao menos suficientes para mostrar como trabalha a
introducdo do segundo gradiente no comportamento da solugdo. Embora a
localizacdo tenha sido algo timida utilizando-se o procedimento explicito, foi
suficientemente clara, e o efeito do gradiente pdde ser constatado.

Na plasticidade com gradiente utilizando-se o operador tangente consistente
os resultados obtidos foram excelentes. Do mesmo modo, na plasticidade local a
superioridade dos resultados em relacdo ao procedimento explicito convenciona é
notével. A localizacdo manifesta-se de maneira extremamente clara e acentuada,
embora ainda haja vérios aspectos a incluir na formulagdo - como a limitacdo do
multiplicador plastico no modelo ou a consideracdo de “snap-back” (outras
sugestdes para a continuidade da pesquisa).

Enfim, o tempo diante do computador, trabalhando no codigo implementado
e seus resultados, consumiu a maior parte da pesquisa. O resultado foi satisfatério, no
sentido de que fenbmenos como a localizacdo de deformacfes podem ser simulados,
e mesmo a plasticidade com gradiente apresenta seus primeiros resultados positivos.

Talvez a maior contribuicdo sgja sintetizada na aplicacdo do operador
tangente consistente num procedimento implicito, apresentando resultados muito
expressivos com relacdo a formulacdo convencional. Se este tipo de resultados se
repetir em outras aplicacbes do método, como deve ocorrer, entdo esta abordagem
devera se tornar um padrdo, como ja tem ocorrido ha tempo no contexto dos
elementos finitos.

Mas 0 método dos elementos de contorno cobra uma taxa extra em custo de

implementacdo, como ilustra por exemplo a utilizagcdo da representacéo integral da
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tens&o no contorno, discutida neste trabal ho. Problemas formais deste tipo continuam
em elaboracdo para o desenvolvimento do método. Essas dificuldades adicionais
justificam em parte o relativo atraso em relacdo ao método dos elementos finitos -
como ilustra o caso da utilizagdo do operador tangente consistente. No entanto é um
custo que deve valer a pena, em vista das perspectivas oferecidas pelos elementos de
contorno, ilustradas n&o apenas pela possibilidade de reducéo da discretizacdo em
muitos casos, como pela possibilidade de obtencéo direta das tensdes, em contraste

com os métodos de deslocamentos.
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