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RESUMO

MALAKOSKI, J. (1998) Pilares esbeltos de concreto armado com segdo variavel,
175p. Dissertagdo (mestrado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos.

Universidade de Sido Paulo

Sdo descritas as recomendag¢bes da Norma Brasileira NBR-6118/1978 e do
Cdédigo Modelo do Comité Euro-internacional du Béton CEB-1990 para a verificagéo
da estabilidade de pilares esbeltos de concreto armado com segdo variavel submetidos
a flexdo normal composta, empregando-se a teoria do método geral. Para a obtengéo
dos momentos de segunda ordem s3o descritos os métodos de Engesser-Vianello e da
integragdo numérica das curvaturas das se¢des transversais ao longo do pilar. Para a
determina¢do do momento fletor absorvido pelas se¢cdes em fungdo da curvatura
proveniente da flexdo do pilar sob a agdo de uma for¢a normal, desenvolvem-se as
expressdes para segdes retangulares e circulares (cheias e vazadas) com base nas
relagbes de tensdo-deformagdio dos materiais segundo a norma e o codigo
supracitados. Apresenta-se também um programa para microcomputador, elaborado
em linguagem PASCAL, destinado a verificagdo da estabilidade de pilares com opgao
de adog¢do dos critérios da NBR-6118/1978 ou do CEB-1190. Nio foram abordados
os efeitos decorrentes de vibragdes, fazendo-se apenas a descrigdo dos métodos de

consideragdo dos efeitos decorrentes da deformagéo lenta.

Palavras-chave: Pilares de concreto armado - estabilidade, diagramas

momento fletor - for¢a normal - curvatura, deformagéo lenta



ABSTRACT

MALAKOSKI, J. (1998) Concrete slender columns with variable cross sections,
175p.  Dissertagdo (mestrado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos.

Universidade de Sao Paulo

The recommendations of Brazilian Code NBR-6118/1978 and Comité Euro-
Internacional du Béton Model Code CEB-1990 are described, for stability verification
of concrete slender columns with variable cross sections, subjected to axial load and
bending moment, using the exact method. To obtain the second order bending
moments, the Engesser-Vianello method and the numeric integration of the cross
section curvatures along the longitudinal axial of column method are described. To
obtain of bending moment supported by the cross sections due to curvature resultant
of the column flexure under axial load, expressions for rectangular and circular (full
and hollow) cross sections are developed, using stress-strain relations for materials
proposed by model codes above mentioned. It’s also presented a software written in
PASCAL language for microcomputer and destined to column stability verification,
with option to adopt the NBR-6118/1978 or CEB-1990 model code
recommendations. Effects due to vibrations were nor included. Methods to take in

account creep effects were described.

Keywords: Reinforced concrete columns - stability, second order effects,

bending moment - axial force - curvature diagrams, creep



1 INTRODUCAO

Entendem-se por pilares esbeltos aqueles em que os efeitos de segunda ordem
devem ser considerados. A Associagio Brasileira de Normas Técnicas, na
NBR-6118/1978 (Procedimento para Projeto e Execugdo de Obras de Concreto
Armado), e o Codigo Modelo/1990 do Comité Euro-Internacional du Béton (CEB)
apresentam limites de esbeltez acima dos quais, além dos esforgos de primeira
ordem, que abrangem os esforgos iniciais devidos as cargas aplicadas a estrutura e os
esfor¢os devidos as excentricidades acidentais, também devem ser considerados os
momentos fletores decorrentes das deformagdes da propria estrutura.

Na analise de pilares isolados, que tanto podem ser elementos Gnicos sujeitos
a compressdo ou partes integrantes de uma estrutura na qual podem ser considerados
isolados para efeito de projeto, ha ainda que se levar em conta a nfo linearidade
fisica dos materiais empregados.

Os efeitos decorrentes de vibragdes ndo foram incluidos neste trabalho,
constando apenas a descrigdo das formas de consideragdo dos efeitos oriundos da
deformacio lenta. Também nio foram objeto de estudo métodos simplificados (pilar
padrdo, pilar padrio melhorado ou momento complementar — NBR-6118/1978, item
4.1.1.3.C), por serem recomendados para barras retas de se¢@o e armadura constantes
ao longo do comprimento da pega.

No capitulo 2 sdo apresentados os objetivos deste trabalho que, de uma forma
didatica, procura fornecer informagdes relativas ao dimensionamento e verificagido
da estabilidade de pilares esbeltos de concreto armado com segdo variavel.

Definigdes e conceitos basicos da resisténcia dos materiais, que auxiliam na
compreensdo do comportamento das estruturas de concreto submetidas a solicitagdes
normais, encontram-se reunidos no capitulo 3.

O capitulo 4 trata das deformagdes transversais dos elementos sujeitos a

flexdo, tratando também das deformagdes longitudinais ocorridas no ago € no



concreto, apresentando-se os diagramas tensdo-deformagio propostos pela NBR-
6118/1978 e pelo CEB-1990.

No capitulo 5 foram abordados conceitos basicos sobre o comportamento de
barras sujeitas 4 compressdo e a flexo-compressdo, além de métodos para a obtengio
de cargas criticas.

As expressdes destinadas a obtengio do momento fletor absorvido por se¢des
retangulares e circulares de concreto armado (cheias e vazadas), em fungdo da
curvatura proveniente da flexdo da barra sob a a¢io de uma forca normal, sdo
apresentadas no capitulo 6.

No capitulo 7 encontra-se a descrigdio dos métodos de obtengdo dos
momentos fletores de segunda ordem, descrevendo-se a integragdo numéricas das
curvaturas e a analogia de Mohr.

As agdes e efeitos que devem ser levados em consideragdo para a verificagio
da seguranga contra os possiveis estados limites s3o listados no capitulo 8.

A rotina computacional desenvolvida para a verificagdo de pilares de
concreto com segOes retangulares e circulares (cheias e vazadas) € apresentada no
capitulo 9, juntamente com um exemplo de calculo para segdo retangular cheia,
adotando-se as recomenda¢des da NBR-6118/1978 e do CEB-1990.



2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho €é didatico, visando fornecer informacdes relativas
ao dimensionamento e a verificagdo da estabilidade de pilares esbeltos de concreto
com secdo variavel pelo método geral, partindo de conceitos basicos da resisténcia
dos materiais, desenvolvendo as expressdes utilizadas na elaboragio dos abacos de
dimensionamento e chegando a elaboragdo de rotina computacional para a

verificagdo e dimensionamento dos pilares, objetivando ainda:

- expor os critérios e as recomendagdes da NBR-6118/1978 e do CEB/1990 quanto
ao dimensionamento e a verificagdo da estabilidade de pilares isolados de concreto

armado com se¢do variavel;

- expor a teoria do método geral e do método do equilibrio;

- elaborar rotinas informatizadas de calculo, em linguagem PASCAL, para a
verificagdo de pilares isolados esbeltos de concreto armado com segdio variavel e
para a obten¢do de diagramas momento fletor - for¢a normal — curvatura (parte
integrante do programa destinado a verificagio dos pilares), segundo as diretrizes da
NBR-6118/1978 e CEB/1990, para se¢Bes transversais retangulares e circulares,

cheias e vazadas.



3 CONCEITOS DE RESISTENCIA DOS MATERIAIS

Serdo apresentados neste capitulo os conceitos basicos da resisténcia dos
materiais, relativos a flexdo e a flambagem, que auxiliam na compreensio do

comportamento das estruturas de concreto submetidas a solicitagio normais.

3.1 HIPOTESES DE CALCULO

Na Resisténcia dos Materiais, para pegas submetidas a flexdo, é admitida a
hipotese de Bernoulli — as segBes inicialmente planas permanecem planas apés a
deformagdo.

Para que esta hipotese seja valida para o concreto armado no estado limite

ultimo, segundo Fusco (1986), deve ser satisfeita a relagio.

A
d >2 (3.1)

onde Jy ¢ a distancia entre se¢des de momento fletor nulo e d € a altura util da se¢do
transversal.

Admite-se que a armadura e o concreto que a envolve sejam perfeitamente
solidarios, havendo igualdade de deformagdo especifica entre a barra da armadura e o

concreto que lhe € adjacente.

3.2 SOLICITACOES NORMAIS

As solicitagdes que produzem tensdes normais a se¢do denominam-se

solicitagcdes normais, as quais incluem momentos fletores e forgas normais.




Quando uma segéo ¢ solicitada apenas por um momento fletor (flex@o pura),

os esforgos resistentes ddo origem a tenses de tragio e de compressao.

3.3 FLEXAO

Pode-se classificar a flexdo nos elementos estruturais segundo a natureza
(flexdo simples ou composta) e dire¢io (flexdo normal ou. obliqua) dos esforgos
solicitantes.

Considerando-se os esforgos atuantes na se¢do transversal da barra indicada
na fig. 3.1, a existéncia da forca cortante V ndo altera a distribuigdo das tensdes
normais devidas a M, visto que as tensdes decorrentes de V sio tangenciais e estdo

contidas no plano da segio.

= ;_'L

Fig. 3.1 — Esforgos solicitantes na flexio.

3.3.1 FLEXAO NORMAL SIMPLES

Tém-se como esforgos solicitantes M e V, sendo que o plano de flexdo de M
contém um dos eixos centrais de inércia. O plano de agio do momento fletor é
perpendicular ao plano da segdo e a forga contida no plano da segio passa pelo centro
de gravidade desta (fig. 3.2).

As resultantes das tensdes de compressdo (Rc) e de tragdo (R;), originadas
pelo momento fletor (M), tém a mesma intensidade, porém seus sentidos sdo opostos
(Rc = ~R:). As resultantes das tensdes de tracdo e de compressdo formam um binario
cujo brago de alavanca € z. Tem-se como condi¢do de equilibrio (convencionando-se

positivos os sentidos apresentados na fig. 3.1):

Ri.z=-R..z=M 3.2)
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Fig. 3.2. — Esforgos solicitantes na flexdo normal simples.

Considere-se o plano de agdo do momento fletor coincidente com o eixo
central de inércia y de uma se¢do qualquer (fig. 3.3a), para a qual sdo validas a lei de
Navier e a hipotese de Bernoulli. Estas hipoteses de calculo podem ser feitas desde
que as propriedades fisicas (peso especifico, densidade) e mecanicas (resisténcia a
tragdo, resisténcia a compressdo) do material sejam as mesmas de ambos os lados do
eixo considerado e que as dimensdes da segdo transversal ndo sejam muito elevadas.

Desta forma, pode-se dizer que as tensdes distribuem-se uniformemente em uma

faixa de altura infinitesimal dy, transversal ao plano de agio do momento fletor, e de

forma linear ao longo de toda a segdo (fig. 3.3b), segundo a dire¢io do eixo

considerado.
Ay
Cy

yS
- ——

i
O
(a) (b}

Fig. 3.3 — Distribui¢io das tensdes na flexdo normal simples.



Pela lei de Navier, as tensdes normais (o) variam linearmente com a distancia

da faixa considerada ao eixo x, representada na fig. 3.3 pory.
o=a.y+c¢ (3.3)

Chamando de R a resultante das tens3es originadas pelo momento fletor e de

b a largura da faixa considerada, tem-se para toda a segdo:

Ys
R=R+R.= | o.b.dy (3.4)

- Vi

Substituindo 3.3 em 3 .4:

yS YS
R=0=a y.b.dy + ¢ b.dy

-Yi -Yi
A primeira integral fornece o momento estitico de toda a se¢dio, sendo
portanto nula; a segunda fornece a area da se¢do, assim:
R=0=a.0+c. A
Portanto, c=0 ¢
o=a.y 3.5

Fazendo a somatoria dos momentos devidos as forgas provenientes das

tensdes resultantes, tem-se:

Ys Vs

M= c.y.bdy = y.a.y.b.dy
-Yi -y
Ys



M=a.ILN

onde In € 0 momento de inércia da segiio em relagdo a LN (eixo de tensdes nulas).

De 3.5:
o
M= ILN
y
M
o =— (3.6)
w
onde W=Iin/y ¢ o modulo de resisténcia ou fator de forma da segdo.
Para se determinar o brago de alavanca (z) do binario:
M M
zZ = ———— =
R, -R.
YS M ys
R = o.b.dy = y.b.dy
IiN
0 0
M
R = M,
I~
onde M, € o momento estatico da parte tracionada em relagio a LN. Portanto:
In
M;

O brago de alavanca do binario formado pelos esforgos resistentes depende da

forma e das dimensGes da segdo transversal. As secOes mais resistentes a flexdo



apresentam maior area de material afastada da linha neutra (maior moédulo de

resisténcia).

3.3.2 FLEXAO OBLIQUA SIMPLES

O plano de a¢dio do momento fletor (M) ¢ perpendicular a segdo transversal,
porém ndo coincide com nenhum dos eixos centrais de inércia; a for¢a V contida no
plano da sec@o passa pelo centro de gravidade. Pode-se decompor o momento fletor
em dois outros, segundo os eixos centrais de inércia. Decompondo-se o vetor-
momento M nas componentes My € My, respectivamente nas dire¢des dos eixos x e y

(ver fig. 3.4), tem-se:

M, =M cos (o, — 90°) =M . sen a,

M, =M . sen (a, —90°) = —M . cos a,

Tem-se agora os vetores-momento cujos planos de agdo coincidem com os
eixos centrais de inércia. As tensdes originadas (ox e oy) tém a mesma dire¢do e sdo
somadas algebricamente para a obten¢do da tensdo resultante nos pontos desejados.

Para as tensdes de tragdo e respectiva soma algébrica, tem-se:

M, M . sen o,
Ox = — Yy = ——— Y
Ix Ix
M, M. cos o,
Oy = (-x) = X
Iy I,
M . sena, M. cosa,
o= y + X (3.8)
Ix Iy

Para a obteng@o da equagio da linha neutra (o= 0), que é uma reta passando

pelo centro de gravidade da segdo, faz-se:

M . sen o, M. coso,
0= y + X
I, Iy
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Desta expressio, resulta:

X . cotg O, (a < o) 3.9

¢

0\)()\é

By

-~

®
+*

o
°

(a} (b}

Fig. 3.4 — Momento fletor na flexdo obliqua simples.

Para a obten¢@do da inclinagdo da linha neutra, que forma um 4ngulo o com o

eixo x, considerando que tg a = y/x, de 3.9 obtém-se:

L

tgo = — cotg Qo (3.10)

Iy

Em uma faixa paralela a linha neutra, de altura dt, as tensdes s3o constantes
ao longo da largura desta faixa (fig. 3.4a) e proporcionais a distdncias a linha neutra.

Com base em 3.8 € 3.10, obtém-se.



M . sen a, I; . cos a,
= —— [y+——-—x

Iy . sen a,

0=—— (y-Xx.tga)

11

De acordo com a fig. 3.5, onde t é a distancia de um ponto qualquer da se¢do

em relagdo a linha neutra, tem-se:

M . sen o, t
o j
Ik Ccos o

Ay
KN
N
—_—— —
}'&) t/cos A=y-xtgQ
|
y {
/1
1 >

V//## '

Fig. 3.5 — Distancia de um ponto & linha neutra.

Novamente, de 3.10:

sen o I . cos o,
cos o I, . sen a,
sen oo COS o

Iy. cosa Iy . sena,

(3.11)
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Com esta expressdo e com a 3.11, tem-se:

c sen o, COS Oo
Mt I . cosa Iy . sen o,

o sen o, . COS O COS Ol . SEn o

2 2

Mt Iy . cos® a Iy . sen“ a

c sen O, . COS 0L — COS O . Sen o

2 2

M.t Iy.cos”a + I, . sen” a

o sen (0o — Q)
Mt Iin

M . sen (a,— o)
o= (3.12)
Win

A expressdo 3.12 fornece as tensdes na segdo, tendo como referéncia o eixo

correspondente a linha neutra.

3.3.3 FLEXAO NORMAL COMPOSTA

Além do momento fletor (cujo plano de agdo contém um dos eixos centrais de
inércia) e da forga cortante, atua na se¢do uma for¢a normal N, conforme indicado na
fig. 3.6.

As tensGes normais originadas por M e N sdo somadas algebricamente e a

expressdo para a obtengdo de seus valores é€:

o= + (3.13)
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—

Fig. 3.6 — Esforgos solicitantes na flexio normal composta.

Podem ser originadas tensGes de tragdo ou de compressio na se¢do
transversal. A linha neutra ndo sera mais coincidente com o eixo x da segdo (ver fig.
3.3), como na flexdo normal simples, mas sera paralela a este eixo. De 3.13 obtém-se

a expressdo que fornece a distancia da linha neutra ao eixo x, fazendo o =0:

N M

o= + y=0
A Ix
N. I

y=_
A M

Ix

y=- (3.14)

A.e
onde:

M

e= (3.15)
N

Maiores detalhes serdo apresentados na sec¢do 3.4.
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3.3.4 FLEXAO OBLIQUA COMPOSTA

Os esforgos solicitantes sio os mesmos da flexdo normal composta, sendo
que o plano de agio do momento fletor ndo contém nenhum dos eixos centrais de
inércia. Somando algebricamente as tensGes normais devidas aos esforgos

solicitantes, tem-se (ver expressdo 3.12):

N M . sen (0, — @)
G = + (3.16)
A Wrn

onde L’N’ (ver fig. 3.7) forma um angulo o com o eixo x (se a flexdo fosse simples,

L’N’ seria a linha neutra da se¢2o0).

S/
/
N /é/
e /
R _
/N )
Y
s\
o/
v/ \~
v/ /%\%Q
{a) {(b)

Fig. 3.7 — Posig3o da linha neutra na flexdo composta obliqua.

A linha neutra (LN) sera paralela a reta L’N’, distando tyn desta. Da fig. 3.7b,
tomando-se a distancia dos pontos de aplicagéo da forga N (tx) em relagdo a L’N’, e

da expressdo 3.15, tem-se:
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M . sen (a,— o)

i~

De 3.16, em uma fibra distante t de L’N’, tem-se:

N M . sen (a,— o)

o= + t (3.16)
A IL’N’
N N . tn

o= + t (3.17)
A In

Parat=tin» 0=0:

N N . tn
0 = + tiN
I
In
tin= — (3.18)
Aty

3.4 EXCENTRICIDADE DA FORCA NORMAL

A expressdo 3.15 representa o valor da distdncia do ponto de aplicagido da
forga normal (N), relativa a origem dos eixos centrais de inércia, para que resulte o
momento fletor (M).

Se o valor da excentricidade (e) conduzir & aplicagido da forca normal em um
ponto localizado dentro do nucleo central de inércia da segdo (pequena
excentricidade), tem-se, em toda a segdo transversal, tensGes normais de tragdo ou de
compressdo, dependendo da natureza da forga normal (N); caso contrario (grande
excentricidade), a seg¢do transversal tera tensGes normais de tragdo e de compressao e

uma reta ao longo da qual as tensdes serdo nulas (linha neutra).
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3.5 CONCEITOS DE INSTABILIDADE ELASTICA

O deslocamento lateral de um elemento, por instabilidade elastica, ocorre na
dire¢do do menor raio de giragdo da segdo transversal, quando atua uma forga axial
de compressdo, levando o elemento a ruina com uma for¢a menor do que a de
ruptura do material & compressdo. O elemento, a partir de um determinado valor da
forca de compressio (Nuu), abandona o regime de equilibrio estavel (pega
indeformada) e passa ao regime de equilibrio instavel, onde as flechas aumentam
para valores praticamente constantes da forca axial.

A determinagio da forga critica (Ncrit) pode ser feita pelo método do
equilibrio (determinagdo do valor da for¢a axial para que seja mantida uma
configuragdo deformada de equilibrio) ou pelo método energético (baseado nos
deslocamentos sofridos, no trabalho realizado pela for¢a axial e pela energia de

deformag@o da barra).

3.5.1 BARRAS PRISMATICAS
Considerando uma barra reta (fig. 3.8), constituida por um material que
obedeca a lei de Hooke e na qual se verifique a hipotese de Bernoulli, tem-se a

expressdo simplificada da linha elastica (ver segio 4.1):

d’y M
= - (3.19)
dx* E. 1
Sendo k? = N/EL, a solugéo da equagio (3.19) resulta:
y=C;.senkx + C;.coskx (3.20)

Fig. 3.8 — Barra prismatica sujeita a forga axial.
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Estabelecendo as condigdes de contorno e substituindo em 3.20:
-para x=0 2>  y=0

-para x=/ 2  y=0

obtém-se —sen k/ = 0, condig@io que se verifica para kI = 1 (menor valor positivo) e

que resulta:

E.I
Ng = = (3.21)
12

As forgas criticas para outros tipos de vinculagdo podem ser encontradas de

forma analoga e utilizando também a expressdo da rotagdo em um ponto da barra:
¢=dy/dx=C;.k.coskx — C;.senkx (3.22)

Normalmente, toma-se como caso fundamental a barra biarticulada (fig. 3.8),
usando-se para os demais casos os comprimentos de flambagem (fig. 3.9), passando

a expressdao 3.21 para a forma geral:

E.I
Na = 72 (3.23)
lzfl

4, =2f ATRYA A AT e {L:/Z/Z

777777 ﬂ7‘L77 /77777 S77777 77777

(a) (b) (c) (d) (e}

Fig. 3.9 — Comprimentos de flambagem.
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As barras sujeitas & agdo de forgas axiais podem romper por instabilidade
(pegas esbeltas) ou por esmagamento do material de que sdo feitas (pegas curtas). A

classificagdo destes elementos é realizada com base no indice de esbeltez da peca,

In
A= (3.24)
i

onde i € o raio de giragdo da pega na dire¢do considerada.

3.5.2 BARRAS NAO PRISMATICAS

Se a barra considerada tiver a seqdo transversal variavel, o valor da forga
critica € obtido de forma analoga 4 apresentada na secdio 3.5.1, sendo I = f (x),
resultando (LANGENDONCK, 1959).

E. Iy
Ng = = (3.25)
Py

onde Iy (momento de inércia de flambagem — momento de inércia “ficticio” da segdo
transversal em relagdo ao eixo que passa no centro de gravidade, perpendicularmente
a direg@o de flambagem) € uma constante. Para os casos de vinculagdo b, ¢, d, € e da
fig. 3.9, sendo as barras tronconicas ou tronco prismaticas, o comprimento de
flambagem ¢ igual ao das barras prismaticas e 0 momento de inércia de flambagem ¢

igual a2 média geométrica dos momentos de inércia das segdes do topo e da base:

I; = _/ Lipo - I base | (3.26)

Para os demais casos, ver o anexo I. O indice de esbeltez ¢ dado pela

expressao 3.24, com

(3.27)

onde Smin € a menor area das segdes transversais da barra.
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4 ESTUDO DAS DEFORMACOES

Serdo abordadas, neste capitulo, as deformagses transversais que ocorrem em
elementos sujeitos a flexdo. As deformagbes ocorridas no ago e no concreto, quando

sujeitos a tensdes, serdo apresentadas sob a forma de diagramas tensdo-deformagio
(o — &), de acordo com a Norma Brasileira NBR-6118/1978 e o Cédigo Modelo do

Comité Euro-Internacional du Béton CEB-1990.
Sdo também apresentadas as deformagdes de uma se¢do de concreto armado

no estado limite ultimo, conforme a ja citada NBR-6118/1978.

4.1 DEFORMACAO POR FLEXAO

Considera-se um elemento estrutural reto, cujo eixo esta representado na fig.
4.1, submetido a um carregamento que ocasiona compressdo nas fibras superiores e
tragdo nas fibras inferiores. Os pontos pertencentes ao eixo do elemento, sob a a¢gdo
do carregamento, sofrem deslocamento e o eixo toma a forma curva (representada
pela linha tracejada), caracterizando com a sua posi¢do deformada a linha elastica do
elemento: r representa o raio de curvatura da linha elastica.

Isolando-se um segmento genérico do elemento estrutural, indicado na fig.
4.2, desprezando-se os deslocamentos axiais e partindo-se da hipotese que o material
obedeca a let de Hooke, além das hipéteses de calculo citadas na segdo 3.1, a posigdo

dos vértices da secdo apods a flexdo € a dos vértices A-B-C-D:



|
)i X N
T‘ I / \ A
A ‘~~-_‘L\Y\:___]__L_________.‘———

Linha Elastica

Fig. 4.1 — Linha elastica.

Fig. 4.2 — Curvatura proveniente de flexdo.

20
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Lembrando que a deformagio especifica (€) é a razdo entre a variagdo de
comprimento e o comprimento inicial do elemento e que o modulo de elasticidade é

a razdo entre a tensdo a que estd sujeita uma fibra e a sua deformagio especifica,

tem-se:

Adx o

I
m
I

dx E

Sendo o= (M/I) . y, resulta:

M dx
Adx =

y (4.1)
E.I

que fornece o alongamento (Adx) de uma fibra distante y do eixo do elemento. Da

figura 4.2 e da expressdo 4.1, tem-se:

dx Adx M

= (4.2)

que € a curvatura do elemento genérico.

A expressdo exata da curvatura ¢ obtida pelo céalculo diferencial. Chamando a

curvatura (1/r) de k, tem-se:

d?v

dx?

k= 4.3)

312
dv 2

dx
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No caso de pequenos deslocamentos (teoria de 1* ordem), o termo (dv/dx)? é
muito pequeno em relagdo a unidade e, portanto, pode ser desprezado. Desta forma,
tem-se uma equagao simplificada da curvatura:

d*v

k= (4.4)

dx?

De 4.4 e 4.2, tem-se:

d*v M
= (4.5)
dx? E.I

A expressdo 4.5 ndo é valida para materiais que ndo possuam linearidade
fisica (relagdo linear entre as tensdes e deformagdes). A linearidade fisica € relativa
ao material de que é constituido o elemento estrutural. A linearidade entre as
deformagdes ocorridas em uma estrutura, ou em um de seus elementos, e as forgas
nela aplicadas € caracterizada como linearidade geométrica, sendo possivel neste
caso a aplicagdo do principio da superposigdo dos efeitos para analise dos efeitos das

forgas as quais esté sujeita a estrutura (teoria de 1* ordem).

4.2 ANALOGIA DE MOHR

E um processo destinado & determinagdo dos deslocamentos (v), em relagdo a
posigdo inicial, dos pontos dos eixos das barras fletidas. Foi desenvolvido a partir da
semelhanca entre a equagdo diferencial simplificada da linha elastica (4.5) e a
equagcdo diferencial da estatica (4.6); da derivada dos momentos em relagdo a x (4.7)
e da derivada dos deslocamentos em relagdo a x (4.8). Da semelhanga entre estas
equagdes diferenciais, concluiu-se haver analogia entre os momentos fletores (M) e
os deslocamentos (v), entre a forga cortante (Q) e os deslocamentos angulares (@) e

entre a forca imposta ao elemento (q) e a razdo M/EL

d*™M

= q (4.6)
dx?
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dM
=Q 4.7

dx

dv
— =y 439)

dx

A analogia de Mohr considera os deslocamentos (v ou y) como sendo o
momento fletor em uma barra equivalente, carregada com uma forga distribuida cuja
taxa de distribui¢do é M/EI, onde M é o momento fletor atuante na barra dada.

O momento fletor M sera considerado positivo quando tracionar as fibras
inferiores e comprimir as fibras superiores da se¢do na qual esta aplicado. O valor da
for¢a q sera positivo, aplicado verticalmente de cima para baixo, quando M for
positivo.

Empregando-se este processo, sio feitas as seguintes analogias:

- a razdo MV/EI referente a barra dada fornece a forga distribuida q da barra

conjugada;

- as forgas cortantes Q calculadas na barra conjugada, proveniente do

carregamento q, fornecem as rotagdes da tangente a elastica ¢ na barra dada;

- os momentos fletores M calculados na barra conjugada, provenientes da forga q,

fornecem o deslocamento vertical y na barra dada.

A determinagdo das vinculagdes da barra conjugada depende das vinculagdes
da barra dada. Com base nas analogias apresentadas, se houver um apoio simples
(fig. 4.3), onde o deslocamento vertical é nulo (y = 0) e a rotagdo € livre (¢ = 0),
deve-se ter um apoio na barra conjugada para o qual o momento seja nulo (pois o
deslocamento vertical na barra dada é nulo) e a forga cortante ndo seja nula (a
rotagdo angular € permitida no apoio da barra dada). Neste caso, o apoio da barra
conjugada serd o mesmo apoio da barra dada. A tabela 4.1 apresenta a transformagéo

dos vinculos para a barra conjugada (SUSSEKIND, 1987).
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Fig. 4.3 — Apoio simples.

Tabela 3.1 — Transformagio de vinculos para barra conjugada.

~cond.-contomo
Yp B
Pak0
A A Yoz 0
— S Bye0
i 3 5 4,0
A A y=0
—— ——p § 25 . g dir
A A
A A y%x 0
1 © ) J -y " gAequ(zdir
A
A A y=0 )
- — i

A barra conjugada de uma barra isostatica sera isostatica. A barra conjugada
de uma barra hiperestatica, sem recalques de apoios, sera hipostatica; neste caso o
seu carregamento (M/EI) propiciara o auto-equilibrio da barra. Este método aplica-se
as barras de inércia variavel, porém resulta da analogia ¢=M/EI um carregamento

mais complexo do que o obtido para uma barra de segao constante.

4.3 DEFORMACOES NO CONCRETO

A Norma Brasileira NBR-6118/1978 admite o uso de um diagrama
simplificado de tensdo-deformagdo do concreto, fig. 4.4, para a determinagdo da

resisténcia a compressdo de projeto. O diagrama € composto de uma paréabola de 2°
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grau, que passa pela origem e tem seu vértice no ponto de abcissa (deformagdo)
0,002 e ordenada (tens@o) 0,85 f.4, e de uma reta paralela ao eixo das deformagdes,
compreendida entre as abcissas 0,002 e 0,0035 e de ordenada 0,85 f.q. A resisténcia a
tragdo do concreto € desprezada no estado limite ultimo. Para os trechos OA e AB da

fig. 4.4, considerando-se positivos os encurtamentos, tem-se:

- trecho OA (0 <e. <&.)

2

€c €c
0.=0,85f4 |2 - 4.9
€c1 €t
- trecho AB (g; <& <&q) (4.10)
0.= 0,85 fy
onde:
€1 = 0,002
€ = 0,0035
A Ocd
A B
0,85 fcd _____
| !
[ |
| |
l |
| | -
0 €1 Ecy €c

Fig. 4.4 — Diagrama simplificado (o - €) para o concreto.

A fig. 4.5 mostra a forma genérica do diagrama tensdo-deformacgio do
concreto (Boletim n° 203, CEB-1990), onde € utilizado o valor médio para a
resisténcia a compressdo do concreto (fom).

Os valores de f., E.; ¢ E. a serem utilizados (médios, caracteristicos ou de

calculo) devem ser adequados ao tipo de analise que esta sendo efetuada, ou seja, a
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consideragdo dos efeitos advindos da ndo-linearidade fisica e da n3o linearidade
geométrica bem como aos estados limites a serem verificados (FRANCA, 1991,
CEB-1990):

- para analises ndo-lineares (apenas ndo linearidade fisica dos materiais), em
servigo ou estado limite ultimo, utilizam-se os valores médios da resisténcia a

compressdo (fum) € modulo de elasticidade (E.) obtido pela expressdo 4.12;

- para analises ndo lineares de segunda ordem (nio-linearidade fisica e geométrica)
para obtengdo das deformagdes e esforgos resultantes, utilizam-se os valores
caracteristicos com os adequados coeficientes de minoragdo (y. = yg = 1,2 — para

combinagdes fundamentais — itens 1.6.3.4 € 6.6.2.3 do CEB-1990);

- para andlise da capacidade resistente das segdes criticas, utilizam-se coeficientes

de minoragdo com valores iguais a 1,5 (valor usual).

O valor da tensdo de compreensdo do concreto, e também de seu modulo de
elasticidade, ainda sofrem influéncia de um coeficiente (@) utilizado para levar em
conta os efeitos das agdes de longa duragdo, resisténcia na idade do evento
considerado e temperatura do concreto, sendo o valor usualmente utilizado igual a
0,85, proposto por Riisch e adotado no diagrama parabola-retingulo. O CEB-1990
(boletins 195, 196 e 198) fornece parametros para a determinagdo dos coeficientes o
e agc em funcgdo da idade e temperatura do concreto. O EUROCODE-2 recomenda «
e agc = 1,0 para as analises ndo-lineares em servigo ou estado limite Gitimo e para
analises ndo-lineares de 2* ordem, recomendando a = 0,85 para a analise da
capacidade portante de segdes criticas, utilizando-se o diagrama parabola-retangulo.

Os valores de calculo serdo tratados com mais detalhes no capitulo 8.

o, A
femb————=
/7
g
/
// i O-Cu
/ ! 1\\
, Ec | [N
E 1 LN
"\‘Cl 1 | ~ -
€c1 Ecu Ec

Fig. 4.5 — Diagrama (o — €) para o concreto — CEB 1990.
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A relagdo o — € pode ser obtida pela seguinte fung¢fo, valida para le| <leal:

E. € g\
Ecl €c1 €l
o= — fom (4.11)
Ec €
1+ -2
Ecl |

na qual:

E. = modulo de elasticidade do concreto
o. = tensdo de compressdo (MPa)

g. = deformagdo a compressdo do concreto
€ = 0,0022 (encurtamento)

Ea = (fcm/0,0022) mddulo de elasticidade secante no ponto de deformagao €.

O modulo de elasticidade ¢ dado por:

Ec = o [ fon/fomo]” (4.12)
onde:
ag = 2,15x10* MPa
fomo = 10 MPa
fom = f« + 8 MPa

Para a parte descendente do diagrama o — € do concreto, a equagdo 4.11 s6 €
valida para valores de | od /fam >0,5. A deformagio € ndo tem outro significado a
nio ser o limite de aplicagdo da equagdo 4.11 e, para uma tensdo de compressdo igual

a metade do valor de fom, pode ser calculada pela expresséo:

1 E. 1 E. N I
2 \ 2Eq 4 2Eq 2

(4.13)
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Para deformag¢bes maiores que €cu, @ tensdo no concreto € obtida com a

expressao:
1 2 Ec 2
O-C — — . & — . . +
8(:(1/8(:] (SCU/SCI)Z 801
4 £ :
& . ——— | . fm (4.14)
Ecu/€cl €l
com:
SCU 2 Ec 8(:u EC
4 . -2 +2. -
8(:1 Ec] 801 Ecl
£= (4.15)
acu EC g
-2 | +1
€1 Ea

O codigo modelo do CEB (Boletim n° 204, CEB-1990) admite o mesmo
diagrama simplificado (fig. 4.4) adotado pela norma brasileira, empregando (devido
as influéncias das cargas permanentes) o coeficiente 0,85 e a tensao constante para as
deformagdes pertencentes ao intervalo entre €c; € &, sendo € = 0,002. Na flexdo

tem-se:

0,0035 para fx < 50 MPa

0,0035 (50/f4) para 50 MPa < f4 < 80 MPa

Para compreensio axial:

€ = 0,002
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O CEB cita ainda outro diagrama simplificado, que € o diagrama de tensdes

uniformes. A tensdo média é obtida por (f« em MPa):

- se¢Oes nao fissuradas

fu
fcdl = 0,85{ —— m— fcd (4.16)
250

- se¢Oes fissuradas

fu
fup = 0,60 { - }fcd (4.17)
250

As expressdes 4.16 e 4.17 sdo validas sob a condigdo de que a deformacdo

maxima ocorrida em qualquer ponto da se¢io ndo supere:

fu

£ = 0,004 — 0,002 (4.17)

100

No calculo das deformagdes da estrutura ou de um de seus elementos,
segundo o CEB-1990, o coeficiente de minoragdo da resisténcia do concreto (Yc)
pode ser reduzido para 1,2 ou 1,0 (no caso de combinagdes raras). Es € utilizado
quando apenas a analise elastica ¢ feita. E um modulo reduzido, a fim de levar em

conta a deformagdo plastica inicial.

E. =085 . E. (4.19)

A utilizagio do diagrama parabola-retangulo (fig. 4.4) leva a estimativas
exageradas das deformagdes. Sugere-se (FUSCO, 1986), para o calculo das
deformagdes de pilares utilizando diagramas for¢a normal - momento fletor -
curvatura (maiores detalhes serdo fornecidos no capitulo 6), confeccionados com
base no diagrama de deformagdes do concreto, a utilizagdo das curvas do digrama da
fig. 4.6, sendo:

- curva B: pilares com indice de esbeltez (A) maior que 140,
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- curva C: pilares com 80 < A < 140,

- curva D: pilares com A < 80 e contraventados; este digrama utiliza o valor

médio da resisténcia a compressao (fom).

A e

0,85fcm .I D
|
€c 2 i
o,ooz) ] }
|

0,85 fo - 1 C
:\\B |
oooz) ] {

0,85 fc d A
i
|
)] |
|
1
[
f
|

0,0035 €

Fig. 4.6 — Possiveis diagramas (o — €) para calculo dos deslocamentos.

4.4 DEFORMACOES NO ACO

Para os agos de classe A, laminados a quente, a NBR-6118/1978 permite a

adogdo do diagrama tensdo-deformagido simplificado da fig. 4.7, onde:

f
fyd = fycd =

Ys
Para os agos de classe B, encruados por deformagdo a frio, o diagrama
adotado é o da figura 4.8. Ha trés trechos definidos:

- 12 trecho: linear

0<es <07
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o, =€ . Es (4.20)

- 2° trecho: parabola

A 1 | o 2

& + ~07 4.21)

- 32 trecho: patamar

0: = fya (4.22)

TRAGAQ

fo
8
[¢]]
(8,

U ) ...

} yd 0,01 1>
|
| 2
| "
|
| b3
| S
| _
fyed

Fig. 4.7 - Diagrama (o — €) de calculo para agos classe A.
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Fig. 4.8 — Diagrama (o — €) de calculo para agos classe B.

onde:

fya = fulys

€07=0,7 . fu/(ys . E)
€ya = fu/(ys . Es) + 0,002

E, = 210.000 MPa (modulo de elasticidade do ago)

4.5 ESTADO LIMITE ULTIMO

32

(4.23)
(4.24)

Caracteriza o esgotamento da capacidade resistente de pecas submetidas a

solicitagdo normais. Por convengdo, ocorre quando hi esmagamento (ruptura) do

concreto ou deformacéo plastica excessiva da armadura tracionada.

A ruptura do concreto, por convengdo, ocorre quando seu encurtamento

alcanga os valores de 3,5x10° na flexdo ou 2x10” na compreensdo axial. O

alongamento das armaduras ¢ limitado a 10x10”

2

, €4 € €y S30 as deformagdes
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especificas de calculo para o concreto e para o ago, respectivamente. Estas
deformacbes caracterizam os dominios de deformag@o, definidos pela Norma
Brasileira NBR-6118/1978. O coédigo modelo do CEB-1990 néo apresenta valores
limites para o encurtamento maximo do concreto quando se utiliza o diagrama da fig.
45.

4.5.1 DOMINIO 1

O estado limite ultimo é caracterizado pela deformagdo especifica do ago:
£ = 0,01 (fig.3.9). Neste dominio ocorre tragdo axial e tragdo excéntrica de pequena
excentricidade. O concreto € suposto inteiramente fissurado, sendo a se¢io resistente

a se¢do das armaduras.

RETA A

— /
% éa

|

€gq 001 0 € OOL 0

(a) Tragdo axial (b) Tragdo excéntrica

Fig. 4.9 — Deformag¢des no dominio 1.

4.5.2 DOMINIO 2

O estado limite ultimo € caracterizado pela deformagdo especifica do ago:
g4 = 0,01 (fig. 3.10). Neste dominio ocorre tragdo excéntrica de grande
excentricidade, compressdo excéntrica de grande excentricidade e flexdo simples. A
deformagdo especifica do concreto varia de 0,0 a 0,0035. As armaduras de
compressdo podem ser consideradas apenas para a deformagdio especifica do

concreto variando entre 0,002 e 0,0035.
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€cd 00,0035

gz
y
ya

<

2

\

Esd 0,01

O

Fig. 4.10 — Deformag&o no dominio 2.

4.53 DOMINIO 3

O estado limite ultimo é caracterizado pela deformagio especifica do
concreto: € = 0,0035 (fig. 4.11). Neste dominio ocorre tragdo excéntrica de grande
excentricidade, compressdo excéntrica de grande excentricidade e flexdo simples.
Sdo as pegas subarmadas (ruptura do concreto ocorre simultaneamente com o0

escoamento da armadura). A deformagao especifica do ago varia de £yq 2 0,01.

€cd 0 0,0035

Fig. 4.11 — Deformagdo no dominio 3.

4.54 DOMINIO 4
O estado limite Gltimo é caracterizado pela deformagdo especifica do

concreto: . = 0,0035 (fig. 3.12). Neste dominio ocorrem as mesmas solicitagdes dos
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dominios 2 e 3. S3o as pegas subarmadas (a ruptura do concreto ocorre sem que haja

escoamento da armadura).

€ O 00035

o \\\\\\§\

€yd

Fig. 4.12 — DeformagGes no dominio 4.

4.5.5 DOMINIO 4A

O estado limite ultimo € caracterizado pela deformagdo especifica do
concreto: €4 = 0,0035. Ambas as armaduras estio comprimidas (fig. 3.13). Este
dominio s6 € possivel na compressio excéntrica com pequena excentricidade.

€ed 0 0,0035

L4

//I

0

Fig. 4.13 — DeformagGes no dominio 4a.

4.5.6 DOMINIO 5

O estado limite ultimo é caracterizado pela deformagdo especifica do
concreto: €. = 0,002 a (3/7)h da borda mais comprimida, ocorrendo na compressdo

excéntrica com pequena excentricidade.



Eed

0,002 €cd 0,002

~ |
-
s\\
&

o |
. ,i

(a) Compressao axial (b) Compressdo excéntrica

Fig. 4.14 — Deformagdes no dominio 5.
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S INSTABILIDADE DE BARRAS

Serao abordados neste capitulo alguns conceitos basicos sobre
comportamento de barras sujeitas a compressio e a flexo-compressio e métodos para
a obtengdo das cargas criticas.

Estudos mais detalhados sobre a instabilidade de barras sdo encontrados em
FUSCO (1986) e CEB/FIP (1978). Nio serdo abordadas, na determinagdo das cargas
criticas, simplificagdes relativas ao processo do pilar padrio, suficientemente
preciso apenas quando a barra é de se¢do transversal constante ao longo do
comprimento, inclusive a armadura, e quando ndo existem cargas transversais

aplicadas (FUSCO, 1986).

5.1 CONCEITOS SOBRE AS CONFIGURACOES DE
EQUILIBRIO

Considere-se a barra com carregamento centrado da fig. 5.1 constituida por
um material elastico ideal, com deformagdes diretamente proporcionais as tensdes
(fig. 5.2a).

Aumentando-se progressivamente a forga N, enquanto esta estiver abaixo da
forga critica (Nerit) de flambagem (ver secdo 3.5), os deslocamentos transversais (y)
da barra serdo nulos (trecho la da fig. 5.3). Quando N € atingido, chega-se ao
ponto de bifurcagdo do equilibrio. Para valores superiores sdo possiveis duas formas
de equilibrio: uma reta e instavel (trecho 1c da fig. 5.3) e a forma curva estavel

(trecho 1b da fig. 5.3).
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Fig. 5.1 — Barra com for¢a axial centrada.
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Fig. 5.2 — Diagrama o~ ¢.

Para o caso de compressio excéntrica (fig. 5.4), ainda sendo a barra
constituida por material elastico ideal, para cada valor da for¢a N correspondera uma
deformagio Y (curva 2 da fig. 5.3). A for¢a N pode ser aumentada até que seja
atingido, em uma das bordas das se¢des transversais da barra, o valor maximoda

tensdo que o material suporta (expressdo 3.13), sendo Mex =N . (e + Y).
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W Yt Yn2 Y

Fig. 5.3 — Curvas forga-deformacio.
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Fig. 5.4 — Barra com forga axial excéntrica.

Caso o material tenha um comportamento elastoplastico ideal (fig. 5.2b), apos
ter sido atingido o limite de escoamento, o comportamento resistente da segdo sofre
modificagdes. A capacidade resistente da pega ¢ esgotada quando N atinge o valor
Nerts; a plastificagdo da segdo transversal € avangada e, para pequenas varia¢des da
for¢a N, o momento interno (Mix) cresce menos que 0 momento externo (M.y). Para
N > Nerits, a barra atinge a ruina. Para aumentos da deformagdo correspondente a
causada por Neys, o equilibrio s6 sera possivel quando a for¢a N for reduzida

simultaneamente. O ramo descendente da curva caracteriza o estado de equilibrio
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instavel, pequenas perturbagdes podem conduzir ao colapso da barra
(LEONHARDT, 1977).

A expressdo 4.4 fornece o valor da curvatura aproximada da linha elastica,
caracterizada pelo eixo deformado da barra. Em principio, para forcas superiores a
forga critica de flambagem, a determinagio das flechas (Y) da barra exige o emprego
da equacdo diferencial da linha elastica. Estudos mais detalhados sobre o emprego da
equacgdo exata (expressdo 4.3) e da simplificada (expressdo 4.4) sdo encontrados em
FUSCO (1986) e PAULA (1988).

Para os materiais elasticos lineares, sdo validas as expressdes da Resisténcia
dos Materiais (capitulo 4), onde as curvaturas das segbes sdo fungdes dos momentos
internos resistentes (expressao 4.2). Para materiais com comportamento elastico ndo
linear ou elastoplastico, ndo ha linearidade entre tensbes e deformagdes, caso do
concreto (fig. 4.4 e 4.5) e dos agos (fig. 4.7 e 4.8) utilizados em concreto armado.

Considerando-se uma se¢do qualquer de uma pega constituida de material
elastico ndo-linear sujeita a flexdo composta, com as deformagdes ocorridas € as
tensdes provenientes destas deformagdes (fig. 5.5), a obten¢do do momento interno
(Mi) da segdo ¢ feita pela integragdo, ao longo da altura, dos momentos

provenientes das tenses relativas as deformagdes.

h/2

-h/2

€,(encurt) oP dA

CG.

€, (along.) bw L

Se¢do Transv.

Fig. 5.5 — Deformagdes e tensGes em uma se¢do, material elastico ndo linear.

O resultado da integral da expressdo 5.1 difere do produto (1/r) . E . L

A curvatura da se¢io pode ser obtida em fungdo das deformagdes:

© S :*:dY
h/2 ; y y
N__é | _ , Yo 1L : 77 . 4 ,

L.N
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1 — € €1
T h h
—t YO —_— YO
2 2
Os momentos externos solicitantes sdo obtidos pela expressio:
M =N. (e +Y) (5.3)

Onde Y € o deslocamento do eixo da barra sob a a¢do das forgas externas.
Para a manutengio do equilibrio da barra, a igualdade entre os momentos

externos € os momentos internos deve ser satisfeita em cada se¢io da barra.

Mint = Mex (5.4)

Adotando-se uma linha elastica senoidal para a barra da fig. 5.4 constituida

por material elastico ndo-linear, tem-se:

s
Y= Ymax. s€n ] X (5.5)
/

A adog@o da linha elastica senoidal e o emprego da equagdo simplificada da
curvatura levam a uma rela¢do linear do momento externo (M) em funcgio da
curvatura (FUSCO, 1986). Derivando duas vezes a expressio 5.5 em relagdo a x,

tem-se:

1 4
— =~ [ J - Yomax (5.6)
r l

Em valor absoluto:
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I ) 1
Y pax = , (5.7)

Com base nas expressdes 5.3 € 5.7, tem-se:

Mex=N.e+N. . (5.8)

Colocando-se em um mesmo grafico os momentos internos (fungio ndo-
linear da curvatura) e externos em fung¢io das curvaturas da segdo (fig. 5.6), com
valores crescentes para a for¢a N, verifica-se que para valores de N inferiores a forga
critica ha sempre configuragdo fletida de equilibrio estavel para a barra, uma vez que
a reta dos momentos externos encontra a curva dos momentos internos, satisfazendo
a condi¢do de equilibrio da expressdo 5.4. Quando N alcanga o valor Neg, a reta dos
momentos externos tangencia a curva dos momentos internos, caracterizando o

equilibrio instavel. Para valores maiores que Nerie, n3o ha equilibrio possivel.

Mext. ,Mint.

A

Mext.
M
ext RUPTURA DO MATERIAL
Mint.
' a\_
AN
wo
Mext.

EQUILIBRIO ESTAVEL

1k
enr/f)zl

Fig. 5.6 — Instabilidade na flexo-compressio, material elastico nio-linear.
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5.2 CALCULO DA FORCA CRITICA: METODO GERAL

Tem-se, para pilares de segio variavel, dois métodos para a verificagdo da
estabilidade da configuragdo de equilibrio: 0 método geral e o método do equilibrio.
Em ambos s@o consideradas tanto a ndo-linearidade geométrica do elemento quanto a
n3o-linearidade fisica do material do qual é constituido.

O método geral é aplicavel a qualquer tipo de estrutura com qualquer tipo de
carregamento. Deve-se determinar um diagrama forga-deslocamento, considerando-
se um pardmetro (o) que represente o carregamento aplicado e um ponto de
referéncia, normalmente o de maiores deslocamentos, para a aferi¢do da estabilidade
da configuragio de equilibrio (fig. 5.72). Um ponto de maximo relativo no diagrama

caracteriza a instabilidade da peca, determinando a forga critica (fig. 5.7b).

aN aN a

e € l
Y y CARGA CRITICA
= ) /

crit. —

,}ﬁir t Yref
aN

(a) {b)
Fig. 5.7 — Grafico carregamento proporcional - deslocamento.

Pode-se determinar a instabilidade da pega em fungdo da intensidade da forca
aplicada (processo do carregamento progressivo proporcional) ou da excentricidade

de aplicagdo da forga (processo das excentricidades progressivas).

5.2.1 PROCESSO DO CARREGAMENTO PROGRESSIVO
PROPORCIONAL
E um processo “exato” que deve ser empregado em pecas de grande esbeltez
ou de se¢do transversal variavel ao longo do comprimento (FUSCO, 1986). Para a

determinagéo da forga critica, adota-se a seqiiéncia a seguir:
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a) O carregamento ¢ aplicado por incrementos progressivos AN;, partindo de zero e

aumentando todas as forgas proporcionalmente a0 mesmo coeficiente a.

b) Para cada etapa de carregamento (oiN), calcula-se o deslocamento (yrf) da secdo
de referéncia. Além dos efeitos de 1* ordem, devidos ao carregamento oN;, devem

ser considerados os momentos de 2® ordem provenientes das deformagdes

causadas pelo carregamento da etapa anterior (fig. 5.8).

¢) O carregamento critico € obtido por o N, para o qual tende assintoticamente o

diagrama forga-deslocamento (fig. 5.9).
Ny = ON,

.

0

)
- '
e |
— [y
7] !
] [
- |
— |
= S J
AN
N N, .e
Ny AN, 1 1-€2
12 ETAPA
Noz AN+ AN,
‘ ™ ™
}
| i |
| |
l¥n -1 1 | ¥n
&) }
I i {
]
| |
<
1 Np NpYn-a [Nn.el
Np (
n® ETAPA

Fig. 5.8 — Etapas de carregamento.

A precisdo dos resultados depende da grandeza dos incrementos de forca
aplicados. As estruturas hiperestaticas sdo resolvidas a cada etapa de carregamento,

considerando-se a ndo-linearidade geométrica do sistema e a ndo-linearidade fisica
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do material. Os métodos para a obtengio dos valores dos deslocamentos serdo

tratados no capitulo 7.

AN

Nerit, (Qerit N)
Nn
Np-1

|

1 Yn-1 Y

Fig. 5.9 — Diagrama forga-deslocamento.

5.2.2 PROCESSO DAS EXCENTRICIDADES PROGRESSIVAS

A for¢a normal ¢ mantida constante, impondo-se a variacio & excentricidade
de 1* ordem (e;). Na primeira etapa do processo, aplica-se a excentricidade e, = Ae;
e calcula-se a flecha y)r.r, desprezando-se os efeitos de 2* ordem. Nas etapas
seguintes, considera-se a deformagdo causada pela excentricidade da etapa anterior
(fig. 5.10).

O valor critico da excentricidade € obtido com o valor assintotico e qy,
indicado na fig. 5.11. Conhecendo-se o diagrama excentricidade-deslocamento, pode
ser construido o diagrama momento total - deslocamento (fig. 5.12). Pela subtragdo
do momento de 2°. ordem (M, = F.y), pode ser obtido o valor critico do momento de
1% ordem (M orie).
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Fig. 5.10 — Etapas de calculo: processo das excentricidades progressivas.

€1 (M=N.ep)
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€1.n
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€11
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Fig. 5.11 — Determinag@o do valor de € cit -
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‘ M: M1+M2

_—

My, crit

M1=N.e1 /

M,= N.y

Fig. 5.12 - Determinagdo do valor de M .

53 CALCULO DA FORCA CRITICA: METODO DO
EQUILIBRIO

Este método, com o processo dos deslocamentos de referéncia, consiste em
garantir a seguranga contra o estado limite de instabilidade, através da verificagdo de
que, sob a agdo da for¢a de calculo Ny, ou da excentricidade de calculo e1q, a flecha
Yrea da seg@o de referéncia corresponde a uma configuragdo estavel de equilibrio.
Procede-se de maneira analoga a exposta na segdo 5.2.1, adotando-se a sequi€ncia a

seguir (fig. 5.13):

a) Calculo do deslocamento da se¢do de referéncia considerando apenas os efeitos de

1 ordem.

b) Calculo do deslocamento da segdo de referéncia considerando a deformagdo da

etapa anterior.

c¢) Repetigdo do passo b até a convergéncia dos valores dos deslocamentos da secdo

de referéncia, o que comprova a estabilidade da configuragio de equilibrio.

Pelo fato da seqtiéncia ser construida a partir da flecha decorrente dos efeitos
de 1* ordem, quando a série for convergente o equilibrio sera estavel,
correspondendo necessariamente ao ramo ascendente da curva forga-deslocamento

(FUSCO, 1986).
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Ng
Yn-11 €1

Fig. 5.13 Etapas do processo do deslocamento de referéncia.

A convergéncia é constatada numericamente. Quando ocorre, sabe-se que o

ponto Ny esta abaixo do ponto Nem € a estrutura tem seguranga abundante; porém

ndo fica quantificado o excesso existente. Com isso, calcula-se apenas um ponto do

diagrama forga-deslocamento (fig. 5.14).

nhecid
_— curva desconhecida

N
Yn
Yn-i
Y2 -
Y, P
Ng | ! -~
d i
ponto calculado
/7
/
/
/
/

yd,ref

yref

Fig. 5.14 — Deslocamentos calculados para Ng.
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6 DIAGRAMAS MOMENTO FLETOR - FORCA
NORMAL - CURVATURA

Estes diagramas sdo utilizados para o dimensionamento e estudo da
estabilidade de elementos de concreto armado, considerando-se a ndo-linearidade
fisica dos materiais e a n3o-linearidade geométrica do elemento estrutural.

Apresentam-se as expressdes destinadas a obtengdo do momento fletor
absorvido por se¢des retangulares e circulares de concreto armado (cheias e
vazadas), em fungdo da curvatura proveniente da flexdo da barra sob a agdo de uma
for¢a normal. Estas expressGes foram desenvolvidas com base nos diagramas tensdo-
deformaciio dos materiais constituintes dos elementos (segdes 4.3 e 4.4),
recomendados pela Norma Brasileira NBR-6118/1978 e pelo Codigo Modelo do
Comité Euro-Internacional du Béton CEB-1990, empregando-se para seu
desenvolvimento o software DERIVE 2.01 (1988-1990).

Segue-se aqui a metodologia utilizada por PAULA (1988), estudo realizado
para segdes retangulares cheias com diagrama parabola-retdngulo para as tensdes e
deformagdes no concreto, recomendagdo da ja citada NBR-6118/1978.

Secdes submetidas & flexdo obliqua ndo foram objeto de estudo deste
trabalho, podendo-se encontrar consideragdes relativas a este tipo de flexdo em

FUSCO (1986).

6.1 CURVATURA E DEFORMACAO DAS SECOES

Considerando-se a se¢do da figura 6.1a, sujeita a flexdo normal composta, €
as deformagdes genéricas ocorridas nesta se¢do (sendo valida a hipotese de

Bernoulli), segundo o eixo EE’ (fig. 6.2b), onde:
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€2 = deformagdo especifica do concreto na borda mais comprimida

(encurtamento).

€37 = deformagdo especifica no concreto distante de (3/7)h da borda mais

comprimida da segio.

¢ = deformagdo especifica genérica do concreto distante y do eixo do centro de
gravidade (LCG) da segio.

gs = deformag@o especifica do ago da armadura tracionada.

X => distancia da borda mais comprimida a linha neutra (LN).

Yo = distancia da linha neutra ao eixo do centro de gravidade da segdo.

d' = distancia do centro de gravidade da armadura a borda mais proxima da sec3o.

E
As €
e ©
h/2 <h 1/r x(+)
— —LN
d Y,
— -_— ‘tes—n -+ LCG
- Y(+)
b/ TRACAO Yol+) LE
| r P
(1 -
P
EI
a) b)

Fig. 6.1 — Deformagdes em uma segio de concreto armado.

Com base na figura 6.1b, pode-se expressar a deformagio especifica genérica

do concreto (€) em fungio de €., & € £3/7:

—€¢2

£= ——— (Y~ Yo) (6.1)
X

€5

g= —— (Y~ Yo) (6.2)
(h-d - x)
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€37
g= ———— (Y~ Yo) (6.3)
B/7Hh-x

As deformagoes especificas do concreto na borda mais comprida e a 3/7 da
altura, bem como a deformagdo especifica da armadura tracionada, sdo relacionadas

a curvatura da segfo pelas expressdes 6.4 a 6.6, onde tg (1/r) = 1/r:

€2 = — X (64)
r

1

&= (h—-d’-x) (6.5)
r
1 3

€37 = h-x (6.6)
r 7

Pela substituigio das expressGes 6.4 a 6.6 nas expressdes 6.1 a 6.3,

respectivamente, e pela figura 6.1b, tem-se:

g= ———— (¥~ Yo) (6.7)

que ¢ a deformagdo especifica do concreto em um ponto qualquer da segéo.
E usual expressar a posi¢do da linha neutra (x), de um ponto genérico da
se¢do (y) e dos demais pardmetros apresentados em termos adimensionais, ou seja,

divididos pela altura (h) da se¢do. Assim, tem-se:

By =y/h (6.9)
6=d/h (6.10)

Da figura 6.1b e da expressdo 6.7, tem-se:
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£ = (y - x + h/2) (6.11)

r

em termos adimensionais:

£= (By— Bx+ %) (6.12)

A expressdo 6.12 permite o calculo da deformagido especifica do concreto ou

do ago em um ponto genérico da segdo - distante y do eixo do centro de gravidade -
em fung¢do da curvatura e da posi¢do da linha neutra (By).
Para a caracteriza¢des das deformagdes genéricas ocorridas em uma segdo de

concreto armado (fig. 6.1b), é necessaria a adogdo da curvatura da seg¢do ¢ da
profundidade da linha neutra - definida na forma adimensional por Bx (expressdo
6.8). De acordo com a convengdo de sinais apresentada (fig. 6.1b), teoricamente B
pode variar de - (tragdo centrada) a +oo (compressdo centrada). Os valores deste
parametro adimensional e da curvatura da se¢do devem respeitar os limites Gltimos

de deformagdes do concreto e do ago (segdo 4.5).

‘€c2=3,5°/oo
©
L/r
_ — ———— LN
— — A|————LCG
®
‘/les=1o%o

Fig. 6.2 — Deformagdes maximas convencionais para uma se¢do de concreto armado.

Das figuras 6.1 e 6.2 pode-se obter a expressio que fornece o valor da

maxima curvatura, respeitando-se os limites de deformagao:

1 0,0135
= (6.13)
r d
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ou, na forma adimensional:

h 0,0135
= (6.14)

r (1-9)

Para a defini¢do do intervalo de variag@o de By, dentro dos limites altimos de
deformagdo e da convengdo adotada para a variagdo de By segundo o eixo EE’ da
figura 6.3, pode-se ter trés situagdes:
a)Px<0 = secdo totalmente tracionada;

b) 0 <Bx <1 = secdo parcialmente comprimida;

c)PBx=1 = segdo totalmente comprimida.

A Bx(-)

—

El

Y Bx(+)

Fig. 6.3 — Convengao para a variagdo do pardmetro adimensional fy.

Para By < 0, a se¢do encontra-se no dominio 1, o concreto € suposto
inteiramente fissurado e a profundidade da linha neutra (Bx) € determinada pela
deformagdo de tragao do ago (g; = 0,01), definindo o limite inferior (Bx) do intervalo
de variag@o da linha neutra (fig. 6.4).

A posi¢@o dimensional da armadura mais tracionada (fy), em relagdo ao eixo

do centro de gravidade, ¢ obtida por:
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By =[(W2) - d’}Jh
By=%-6 (6.15)

—_— g

Y (+)

Fig. 6.4 — Deformagdo em uma se¢do de concreto inteiramente tracionada.

Substituindo-se a expressdo 6.15 na expressdo 6.12 e limitando a deformag@o

especifica do ago em 0,01, para que ndo seja ultrapassado o limite ultimo de

deformagio, tem-se:

1-6-By |< 0,01

onde Bx = Bx; isolando-se Pui:

0,01

Bxi=— P +1-6 (6.16)
r .

Para 0 < Bx < 1, a segdo encontra-se nos dominios 2, 3, 4 ou 4a, o limite
inferior da variacdo da linha neutra (Bx) € definido pela expressdo 6.16 e o limite
superior (Bxs) pela deformagdo do concreto na borda mais comprimida (fig. 6.5), que

é limitada pelo valor —0,0035 (encurtamento).
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_ 0]
O
Bxsl h/r BY(-)
—_—t— 6
—— —z ———1LN

Fig. 6.5 — Deformagdo em uma se¢do de concreto parcialmente comprimida.

A posigio da borda mais comprimida da se¢io em relagio ao eixo do centro
de gravidade (LCG) € obtida por:

(- h2)

By =
h

By= —1/2 (6.17)

Substituindo-se 6.17 em 6.12 e limitando-se a deformagdo especifica do

concreto em —0,0035, tem-se:

h
£= [— BXJ > -0,0035
T

onde Bx= By, isolando-se Py

0,0035
Bisi < 7)— (6.18)
T

Para By > 1, a segdo encontra-se no dominio 5, determinando um segundo
valor para o pardmetro superior de variagdo da linha neutra, caracterizado pela
deformagdo -0,002 a (3/7)h da borda mais comprimida da se¢do (fig. 6.6).

A posigdo do ponto onde £37 = — 0,002 € definido por:

h 3
By= |- — - |- — n || /n
2 7
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By=-1/14 (6.19)
- O'
©
€3/7= 2 Yoo
———T——— ————LCG
BY(+)
BXSZ 1 /
|
| //
{r/(h/r
-y oy LN

Fig. 6.6 — Deformagio em uma segio de concreto inteiramente comprimida.

Substituindo-se 6.19 em 6.12 e limitando a deformagdo especifica do

concreto em — 0,002, tem-se:

g= ~Bx | = -0,002

Onde Bx = Bxsz

Isolando-se By, tem-se:

0,002 3
Brz < + (6.20)
(h/r) 7
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A escolha do pardmetro superior de variagido da linha neutra (Bx) depende de
qual dos valores, obtidos pelas expressdes 6.18 e 6.20, é atingido primeiro (menor

valor absoluto).

6.2 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Viu-se na se¢do 5.1 que a manutengdo do equilibrio da barra depende da
igualdade entre os esforgos externos solicitantes e os esfor¢os internos resistentes das
secdes das barras. Considerando-se valida a hipétese de Bernoulli, arbitrando-se
valores para a curvatura e profundidade da linha neutra da se¢do, obtém-se as
deformagdes dos pontos genéricos desta se¢do pela expressio 6.12. Com estas
deformagdes e os graficos tensdo-deformagdo dos materiais (segdes 4.3 e 4.4)
determina-se a distribui¢do das tensdes resistentes.

Os esforgos internos resistentes, empregados nas relagdes de equilibrio, sdo
obtidos pela integracdo das tensdes resistentes ao longo da segio. De modo geral, as
expressdes que fornecem a normal resistente (N;) e 0 momento fletor resistente (M)

sdo:

Ni=R.+Z Ry (6.21)

i=1

M =M, + ‘Z R . Yy (6.22)

i=1

onde:

n = numero de barras da armadura

R. = resultante de tensGes normais na regido comprimida da se¢do de concreto

M. = resultante das tensdes de compressao regido comprimida da se¢do de concreto

R;; = resultante de tensGes normais nas se¢des das barras de ago da camada i

Y, = distincia das barras de a¢o da camada i ao eixo do centro de gravidade da secdo
de concreto

i =indice relativo as posi¢des das barras de ago.
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R = o. . dA; (6.23-a)
Ac

Risi = A0 (6.23-b)

M. = Y. oc. dAc (6.24)
Ac

onde:

A = area das se¢des das barras de ago da camada i

A, = area de concreto

o. = tensdo normal no concreto

Os = tensdo normal nas se¢des das barras de ago da camada i

y = distancia do ponto de aplicag@o da resultante das tensdes de compressdo ao eixo

do centro de gravidade da segéo.

6.2.1 SECOES RETANGULARES CHEIAS
Considerando-se a se¢do da figura 6.7a e as deformagdes nela ocorridas (fig.
6.7b), além das expressdes 6.23 e 6.24, pode-se escrever as expressdes 6.21 ¢ 6.22

em funcdo da variavel y, sendo dA = by, . dy

Yo
-bh/2
Yo
M; = bw.y. 0. dy +§ly.0'si.Asi (6.26)

-h/2
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dl ESI‘\

Y o —_— p o e e

h/2 dy h/2 ©
. o Esn-1
+—— 7 — _———— ——LCG

—_——— — e

b2 . . Y (4) Yo S

a) b)

Fig. 6.7 — Deformag¢des em uma se¢do retangular de concreto armado.

6.2.2 SECOES RETANGULARES VAZADAS
Considerando-se a segdo da fig. 6.8a e as deformagdes ocorridas segundo os

eixos AA’ (fig. 5.8b) e BB’ (fig. 6.8¢), tem-se para os esforgos internos resistentes:

Yo Yo
N;= bw. o:. dy — b’w. oc. dy + '—21 Os . Asi (6.27)
-h/2 -h’/2
y0 YO

n

M= | be.y.0c.dy = bw.oc.y.dy + .Zlogi.Asi.Ysi (6.28)
i-

- h/2 -h’72
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Fig. 6.8 — Deformag¢des em uma segio retangular vazada de concreto armado.

6.2.3 SECOES CIRCULARES CHEIAS

Considerando-se a segdo circular da fig. 6.9a e as deformagdes ocorridas

segundo o eixo AA’ (fig. 6.9b), lembrando que:
RZ=x2+ y2
X = R? -y’

tem-se para os esforgos internos resistentes:

-R

M; = J ’ —y dy + Z Gsi . Asi . ¥si
‘R

(6.29)

(6.30)
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— LCG

a) b)

Fig. 6.9 — Deformagdes em uma segdo circular de concreto armado.

6.2.4 SECOES CIRCULARES VAZADAS
Considerando-se a seg@o circular vazada da fig. 6.10a e as deformagdes
ocorridas segundo o eixo AA’ (fig. 6.10b), tem-se para os esforgos internos

resistentes:

+R +R’
n
Ny = 2 cyc-/Rz—y2 dy -2 0'c~/ RI- ¢ dy + I o3 Ad
-R R’

(6.31)

M

+R +R’
2fy.0'c—/ R*- y* dy —-ZJy.ac-/ R’- y* dy+Zoy.Aq.Ysi
i=1
- -R’

(6.32)
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Fig. 6.10 - Deformagdes em uma segéo circular vazada de concreto armado.

6.3 EQUACOES ADIMENSIONAIS DO EQUILIBRIO

E conveniente, para o estudo das se¢des de concreto armado, expressar as
equacdes de equilibrio da segdio 6.2 na forma adimensional, independente das
dimensdes da peca e da tensio de calculo. Os limites de integracdo serdo
transformados em pardmetros de integrago, de forma analoga a das expressdes 6.8 a
6.10, e a forca normal resistente (N;) e o momento fletor resistente (M) serdo
colocados na forma adimensional através das expressdes 6.33 e 6.34,

respectivamente, onde h € a maior altura da segdo.

Ni
o= (6.33)
A, fu

M
W= — (6.34)
A;. . h. fy4

As expressdes adimensionais serdo desenvolvidas com base nos diagramas

tensdo-deformacdo do concreto - segundo a simplificagdo da NBR-6118/78 (fig. 4.4)
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e o CEB-1990 (fig. 4.5) - e nos pardmetros de integragdo apresentados nas figuras
6.11e6.12.

As expressdes adimensionais do equilibrio, para o esfor¢o normal resistente
(v1) e momento fletor resistente (), permitem calcular a forga normal e 0 momento
fletor resistente em uma segdo de concreto armado, em termos adimensionais, para

uma dada curvatura e profundidade da linha neutra.

Ocd
Y
h/2
L
—fE==F ——+——LC6
Y
L T =
Y(+) h/2 LN

Fig. 6.11 — Tensdes em uma se¢do de concreto armado diagrama parabola-retangulo.

Na figura 6.11 tem-se:
y1 = disténcia do eixo LCG até a borda mais comprimida
y2 = distincia do eixo LCG até o ponto onde €. = - 0,002

y3 = distancia do eixo LCG até a linha neutra (LN).

Ocd
chd
Y N —
Yo h/2
—_— s ———— | CG
Y.
3y vV LN
h/2
Y(+)

Fig. 6.12 — Tensdes em uma segdo de concreto armado diagrama CEB-1990.
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Na figura 6.12 tem-se:
y1 = disténcia do eixo LCG até a borda superior da se¢io
y2 = disténcia do eixo LCG até o ponto onde €. = g,

y3 = distancia do eixo LCG até a linha neutra (LN).

6.3.1 SECOES RETANGULARES CHEIAS
Serdo desenvolvidas expressdes adimensionais para o calculo da for¢a normal
e do momento fletor resistente utilizando, para as tensdes e deformagdes do concreto,

o diagrama parébola - retdngulo e o diagrama proposto pelo CEB-1990.

A) DIAGRAMA PARABOLA-RETANGULO

Substituindo-se £¢; por -0,002 na expressdo (4.9), tem-se:
0.=0,85 . fg. [-1000 . &, — (- 500 .¢&.)?] 6.35)

Multiplicando-se a expressdo 6.35 por —1, para que resulte em uma tensdo
negativa para estar de acordo com a convengdo apresentada na fig. 6.7 e colocando-

se €. (negativo para os encurtamentos) em evidéncia, tem-se:

0. =850 . foa. [ec (1 +250 . &.)?] (6.36)

que € a expressdo das tensdes no concreto, valida para o trecho parabolico do
diagrama das tensdes da fig. 6.11. Com base neste diagrama e nas expressdes 6.36 e

6.25, a expressdo da forga normal resistente para a segdo da fig. 6.7a é obtida por:

y2 Y3

Ny = by . (0,85 . fu) .dy + | bw.850 . fq[e..(1+250 .&)].dy +

i y2

_E Gsi . Asi (6.37)

i=1
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Definindo-se @ — taxa mecénica de armadura da se¢fio — e 1 — relagdo entre a

area de uma barra e a area total das barras da secgéo:

fra . As

0= ———0 (6.38)
fcd . Ac

n = As/As (6.39)

Efetuando-se as operagdes algébricas em 6.37, resolvendo as integrais,

levando aos limites e utilizando as expressdes 6.38 € 6.39, tem-se:

h (B3-B3)
vi= - 0,85 (B2—PB1) + 850 + B3-B2) ki +
r 2
h (B3- B2)
250 + (B3-BD ki + (Bs- B K +
r 3
o n
. Z Gsi - MNsi (6.40)
fyd 1=1

Para a obten¢io do momento fletor resistente adimensional, divide-se a
expressdo 6.26 por A; . y . fua . Procedendo-se de maneira analoga a da obtengio da

forga normal resistente adimensional, tem-se:

h B3B3  B3I-BY)
vr= - 0,425 (B3 - %) + 850 + ki +
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h (B3- B2) (B3- B2) (B5-B2)

250 +2 Kk + —— K +
r 4 3 2
@ n
D Osi . Nsi - st (6.41)
fq i=1

onde:

ki =% - By
B1=yi/h
B2 =y2/h
Bs =ys/h
Bsi = ysi/h.

B) DIAGRAMA DO CEB-1990

Substituindo-se € por -0,0022 na expressdo 4.11, tem-se:

454,55 . ka . &
Oc = +

1 +(-454,55 . ko +909,09) &,

206.611,57 . €%

e (6.42)
1+ (-454,55 . ky + 909,09) g,

onde k; = E/E.,.
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Substituindo-se €.; na expressdo 4.14, com & = ks (ver expressdo 4.15) e
Ea/Ec1 = ka4, para a parte descendente do diagrama o — € com deformagdes maiores

que £q, tem-se:

ks 2
Oc=— - . (206.611,57 . %) +
ky K3
4 1
—— — ks |. (454,55 .8) |.fu (6.43)

ks

Com base na figura 6.12 e substituindo 6.42 e 6.43 em 6.25, tem-se:

y2
k3 2
N = bw. - - .(206.611,57 . €2) +
V1 ks K%
4 -1
—— —k3 |. (454,55 .&) |.fa (. dy *
ks
y3 454,55 . k2 . &
b . +

V2 1 + (-454,55 .k, + 909,09) .



206.611,57 . €2
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1 + (454,55 . ko + 909,09) &,

z Osi - Asi

.fcd.dy+

|

(6.44)

Dividindo a expressdo 6.44 por A. . fu, substituindo €. pela expressdo 6.12 e

colocando os limites de integragdo na forma dimensional, tem-se

B2

dBy

kir . By + k1)* + kiz (By + ki)

B1
B3
k5 (By + ki)
1 +ks (By + ki)
B2
Q) n
X 0. M
f,0 i

B3
k7 (By + ki)?

dpy +
1+ke (By + ki)
B2

(6.46)

Resolvendo-se as integrais da expressdo 6.45 e levando-se aos limites,

resulta:



1 + ke (B2t ki)

1 + k¢ (B3 + ki)

vi=-—ks| = | ke(Bs—B2) + I
k2
k7 ke
k%
1 + ke(B3 + ki) 1
In F— Iy
1 + ke (B2 + ki) kiz

® n

.z Osi . 1si

i-1
fya

onde:

ks = —454,55 ky. Wr

ke =(—454,55k, + 909,09) . /r
k; =206.611,57.(h/r)?

ks k3 — 2
kn = k7
k3

l:ks (B3~ B%) + 2keky (B - Bz):|— ke (B3 — B2) +

kiz + ki (Bl + kl)

B1 +ki)

69

kiz + ki (B2 + ki)

(B2 +ki)

(6.46)
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4 - ks ks
kiz = (—454,55 . W/r)

ky

Para a expressdo do momento fletor resistente 6.26, de acordo com o digrama

de tensdes da fig. 6.12, tem-se:

y2 Y3

n

M; = bw.0c.y.dy + bw.Cc.y.dy + 2 0. ¥si- Asi

i=1
y1 ¥
(6.47)

Substituindo-se as expressdes 6.42 € 6.43 na 6.47, dividida por Ac. h . faae

colocando-se os limites de integragio na forma adimensional, resulta:

BZ
By
w = - dy -

ki By + ki) + ki (By + ki)

Bs

Bs Bs
ks (By + ki) . By k7 (By + ki) . By

dpy + dpy +

1+ks. (By + ki) 1+ks. By + ki)

B2 B2
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1) n

> Gsi . ﬂsi - Wi (6.48)

i=1

Resolvendo-se as integrais da expressdo 6.48 e levando-se aos limites,

resulta:
1 kiz + ki (B2 + k) kiz+ ki (Br + kl)l
w=— Bz.1In -Bi.In l -
kiz (B2 + k1) (B1 + ki)
1 kiz2 + ki1 (B2 + ki)
— | kiz. I + k| Badn [tk (Ba+ky) -
ki kiz + ki (B1 +ky)

kiz + ki (B2 + ki)
Biin | kin+k B +k)| + ki Iy BB |-
kiz + ki (B1 + k)

B2 +k;
Bain | Ba+ki| + By ln | Br. ki | —kiln +B2-P1 (-
B1 +k;
1 kis + ke B3
ks \——| kKE (B3 - B2 —kisks (Bs - B2) + K13 In +

k% ki3 + ke B2
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k ki3 + ke B2
ke (B3 —B2) +kis. In ' +
K% kiz + ke B3
1 ki3 k26
k7 Eﬁ—[f]— — | — B5-BY) - kinks (Bs-P2) +
3ke k§ 2
kis + ke B3 2k, ks
K23.07 + (B3~ B%) — ks ke (Bs— B2) +
kiz + ke B2 ki 2
ki3 + ke B3 K3
k213.l77 + k6 (B3 - B2) +
ki3 + ke B2 k%
ki3 + ke B2
kys. 17] +
kiz + ke B3
() n
X O Bsi. 7 (6.49)
fyd i=1

onde: k3= 1+ki ke,
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6.3.2 SECOES RETANGULARES VAZADAS

Para a determinagdo das expressdes adimensionais de equilibrio, é necessario
analisar as possibilidades de posicionamento dos pontos de mudanga de curvatura
dos diagramas o —& do concreto. Os pontos de mudanga podem estar localizados nos
trechos de A a D da fig. 6.13, influindo nos limites de integragdo para as expressdes
destinadas ao calculo da forca normal adimensional e do momento fletor
adimensional, uma vez que estes valores serdo obtidos pela subtragio das expressdes

correspondentes as se¢des das areas do esquema mostrado na fig. 6.14.

7

NN \\\

.

Fig. 6.13 — Trechos para a localizagdo dos pontos y; € ys.

NN
1]
SR

Fig. 6.14 — Esquema de calculo das expressdes adimensionais para uma segio vazada.

Com base nas se¢oes da fig. 6.14, tem-se as expressdes para o calculo da

for¢a normal e momento fletor resistente, na forma genérica:

Ni=R¢,~Re,+ T Ry (6.50)
i=1
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n

i=1
A) DIAGRAMA PARABOLA-RETANGULO

De acordo com as expressdes 6.50, 6.51 e 4.9, com as figuras 6.15 a 6.17,
além da expressdo 4.10 e da fig. 6.11, tem-se:

y2 Y3

Ni= | byw.(-0,85.f0).dy + | by.850. fuy [ec.(1+250 .€)].dy -

y: y2
Y2 ¥'3
b’w . (0,85 . fq) . dy — b’w.850 . f4 [ec. (1 +250.¢)].dy +
Yei Y2
n
2 Osj . As] (6‘52)
1i=1
y2 Y3

M= | by.(-0,85.£a)y.dy + |by.850 . fu [ec. (1+250.80)]y.dy —

1 y2
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y2 Y3

b’w . (0,85 . fg) y.dy — {by .850 . fy [e.. (1 +250.¢)]y.dy +

Yei Y2
L ai Ai.ysi (6.53)
i=1
onde:
Y2 = Yei s Yz <YV (fig. 6.15a)
Y2=V¥2 se Y2 > Yei (fig. 6.15b)
Y3 = Yes € Y3 2Yes (fig. 6.16a)
Y3=y3 se  y3 <Ves (fig. 6.16b)
Y3=ys s€ Y3 <Vei (fig. 6.17a)
Y’3 = Yei se Y3 > Ve (fig. 6.17b)

As integrais das expressdes 6.52 e 6.53 tém, para cada par e na forma
adimensional, resolugdo idéntica a das expressdes 6.40 e 6.41, variando apenas os

limites de integragdo.

€ €
AL % _ [1—2% |
©) Yo Yeil | i Yei L 2%,
Rz 1 L
@Y / /] : // | // _—
IS
a) b)

Fig. 6.15 — Possiveis localizagdes de y,.



~
[0,

B

0
NN
<

-_.._T____}__.
=41

® <
-
-~
2
u-<
=
~
u—(
< |
-

o
o

Fig. 6.16 — Possiveis localizagdes de ys.

s
© ?/ Z Y3 | Yei !7 Yei |/
Y % : Y3 :
|
ot U | L
a) b)

Fig. 6.17 — Possiveis localizagdes de y; (negativo).

B) DIAGRAMA DO CEB-1990

Séo validas as mesmas consideragdes feitas anteriormente, tendo-se para a

forma adimensional:

B2
dpy

ki. By + ki) + ki By + ki)
B1

Bs B3
ks (By + ki) k7 (By + ki)’

dfy + dp, +
1+k6-(By+k1) 1+k6‘(|3y+k1)
B2 B2




dBy

kit. By + ki) + ko By + ki)
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B2 B2

Bei
B B’
ks (By + ki) ks By + ki)’
dBy - dpy +
1+ks. By + ki) 1+ks. By + ki)
B2 B2
18 n
L o T (6.54)
fyd i=1
B2
By
o= - dy -
kit By + ki) ? + kiz (By + ki)
B
Bs Bs
ks (By + ki) . By k7 By + ki)*. By
dgy + dpy +
1+ke. (By + ki) 1+ks. (By + ki)
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B2
BY
dBy +
kit . By + ki) + kiz By + ki)
Bei
B’s B3
ks (By + ki) . By ky By + ki)* . By
dapg, - dg, +
1+ke. (By + ki) 1+ks. (By + ki)
B2 B2
© .
X Ok Bsi. M (6.55)
fyd i=1

onde:

B2=y2/h
B’3=y’s/h
Bei= yei/h.

As integrais das expressdes 6.54 e 6.55, trés a trés, tém solugdo igual as

integrais do item 6.3.1.B.

6.3.3 SECOES CIRCULARES CHEIAS
Os calculos relativos a estas segdes serdo efetuados com base no raio das
mesmas. Desta forma, as segdes terdo altura correspondente a 2R e, na forma

adimensional, R € igual a 1 e B, varia de —1 a +1.
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NI

+1

X

Fig. 6.18 — Secdo circular de raio unitario.

A) DIAGRAMA PARABOLA RETANGULO
Tem-se, para a for¢ca normal resistente, com base na expressdo 6.29 e nas

figuras 6.11 ¢ 6.18:

y2 y3
Ni=2 o T RP—y* . dy +Ioc. RP—y* .dyp +
i y2
Z oii. As (6.56)

Na forma adimensional:

B2
2
v = — —085.7 1-p2 .dp, +
kL
B1
Bs

850 .£c(1+250.8) 4 1 - B} dBy +

B2
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() n
— S os. (6.57)
fyd i=1
Resultando:

2
v} = — —0,425@2-{1—[3% —BI-J 1-p% +sen’ B2 — sen’” B1j+

h 1 k;

850 — | - —— [(1—[3%)3/2—(1—[322)3/2]"' - [33 ,1—323 -
r 3 2

B2 -J 1-p% + sen’ Bs - sen’! B;] +
h 1

250 — —[33(2323—1)V 1-pB3 —32(2322-1)_'/ 1-p2 +
r 8

2k

1
sen” B3 — sen’ Bz:l - El -y - (-8 )MJ +

3
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ki

———[Bs.l/ 1—B23 —Bz.fl—Bé +sen'1B3—sen'1B2] +
2

— Soim (6:58)

De forma analoga, para o0 momento fletor resistente, na forma adimensional,

tem-se:
B2
2
w=—= |-085. T1-p2 . B, .dp, +
T l31
Bs

850 .g. (1 +250&) 711-B} .By.dBy o +
B2

O n
_— X Osi . Thsi. Bsi (6.59)

i=1
fya

Resultando:
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2 0,85

f = |EI—B22)3/2 _ (1'521)3/2 :|+
T 3
h 1

850 — —[Bz(zﬁ%—l)h—ﬁ%, —Bz(zﬁé-lh_gg +
r 8

k

1

sen” B3 — sen’ B, :l— El - - 1-p3 )3’2:] +

3

h 1 '
250—|:‘—'—' I:B% f1-83 -p3711-83 +27 1-p3 -

r 15

24 1-8% 33 1-p1 +3p} 1-P} 'j +

ki

33(25%—1)4 1- B3 '—32(232—1)4 1- B3 '+ senlpy -

4

ki
sen'l Bzil . I:(l _ B§)3/2 _ (1 _ B%)NZil } +

3



L) n
— . Z Gsi . nsi.Bsi

fcd 1ol

B) DIAGRAMA CEB-90

83

(6.60)

Substituindo-se o, na expressio 6.56 pelas expressdes 6.42 e 643 e

colocando na forma adimensional, tem-se para a for¢a normal resistente

adimensional:

(" e

V= - dBy -
T kit. By+tk)? +  kiz. (By +ki)
B1
B3
By + ki) {1 -B3
k5 dBy +
1+ks. By + ki)
B2
B3

By + k)* 1 B3
ks dpy +
1+ k6(By+ kl)

B2
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(Y n
—— . X Gii. 7. B (6.61)

i=1

Integrando-se a expressdo 6.61 por partes, tem-se:

—B2
2 11~ B3 kiz + kn (By + ki)
v} = — In dBy +
T kiz (Br + ki)
5,

1 In ki +kn By + k)
—_ j By . dBy -

,ll—Bzy'

Bs

In |y + kil T1-p}
By~dBy —ks| —— I:l’*'ké(Berkl)_
112 K

B2

|
l77|1+k6~(By+kl)ﬂ+— dBy

By
.
k% LJ4 1-B3

By (By + ki) In|1+ks. By +ki) |
kéj dpy - ( By.dBy - +

7/1—82y ! J Jl—B@'
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_Bs
1- g2 1 g

k7 lE+k6.(By+k1£I —2[1+k6.(3y+k1§l +

k% 2

B2

I Il [1+ks. By + k)]’
lﬂ|1+k6.(By+kl)[]+_ L— By .dBy -

ki (2 T1-82

[1+ks. (By + ki)l
2 By . dBy +

1/1—B’y'

In|1+ke. By + ki)l

Jl—ﬁ’y'

By.dBy ~t

@ n

i=1

A primeira, segunda, quinta e oitava integrais da expressio 6.62 sdo
resolvidas pela transformagdo do logaritmo neperiano para a forma de série de

Taylor. De forma genérica, tem-se:
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£’ (a) £’ (a)
f(x)=f(a) + f’(a) (x —a) + ——(x —a)* + (x—a)® +
2! 3!
9 (a)
x-a)' +.. (6.63)
4!

O valor de a € uma constante e deve ser positivo e diferente de zero, para que
a série seja convergente, e diferente do valor de x, para que a série ndo fornega valor
nulo. Para uma convergéncia mais rapida - menos termos para o desenvolvimento em
série da expressdo 6.63 - o valor desta constante sera fixado a cada iteragdo do
calculo dos diagramas momento fletor - forga normal - curvatura. Tomando-se, como

exemplo, o logaritmo neperiano da primeira integral da expressdo 6.62:
In | kip+ku. By +k)| = In |x] (6.64)

A tnica variavel de x é By, variando de —1 a +1 para se¢des circulares. Para a
determinagdo da constante a, adota-se o valor de B, que conduza a um maior valor de

x, determinando-se a por:
ki +kyy 1+ k) =27
a=127+t1 (6.65)

A expressdo 6.65 destina-se a determinagdo de um valor para a constante a
que ndo conduza a zero o logaritmo neperiano de um numero diferente de 1,
adotando-se o maior valor (em modulo) obtido. Para o desenvolvimento em série da

expressao 6.64, tem-se:

(x — a)°
Inl kp+kn. By +k)| =inlxl = pla] ———+ (6.64)
o!
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1 (x —a)’ 1 (x-a) 2 (x—a)
a 1l a2 & 30
In |x| =Ci + Cy(x-a)- Cs (x—a)* +Cy (x - a)° (6.66)

Substituindo a expressdo 6.66 na 1° integral da expressio 6.62, com

ke =k + kit . ki — a, tem-se:

B2 B2
In lk12+k11-(By+kl)| By
By.dBy=Ci | —="4dBy +
JI~B§' Jl—B@'
B1 B1
B2 B2
By (ki1 . By + ke) By (kir . By + ke)’
C, dgy, - G dBy +
41—B§' Jl—Bil
B1 B1
B2
By (ki1 . By + ks)®
Cs dBy (6.67)
7/ 1-p3
B1

Desenvolvendo as demais integrais da expressdo 6.62 de forma aniloga ao

exposto, tem-se a expressdo para a obtengdo da for¢a normal adimensional:

(B>
2 -/1— B? kiz + ki (By + ki)

Uy = —— i dpy +
T ki By + ki)

. B




B3+ 2) {1- B}
kg il—B’; ]jl“ G l:—kzn [ J +

3

kll-hEen-IBy_B 1—ﬁ§:|~k%-/ 1—B§,:l+

Cs| Ku - - -

By+2){1- B3 3ki; k3




B3 +2) {1-6%

By'fl—BZy ]‘k9-/1—[3§ jl - C7,:— +

ko Een"By—By 11- B} J-ké{ 1- B@J +

3sen’! By B_f, —/1 - Bzy 3By-/ 1- Bzy

Cs — - _
8 4 8
By +2)7 1-3 3k%
3k29 + [sen'l By — By -/| — B?} ]_
3 2
B3
{1-8

kHl—Béj] ~ ks
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1

~ 1+ l‘6[By(ﬁyﬂ“kl)s*’f"1 By -

In [1+ks @y + kl)!} +
i

By 41 - B
(B3 — 1) sen™ B, — —kIEiysen'l By+,1 - B§|] _

ke

l:—CrJl—BZy + Cio l: [Sen'lBy—By-ll—B";J_

2

B}+2){ 1-8%
km—{ 1-83 J - Cy |-K +
3

1(61(10[5‘311.1[3y_ By-’l‘BZy:l —kzlo-{l_ﬁg' +

3sen” By By 41- B} 3By 'ﬁ - B}

8 4 8

Ci2 | k&
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By +2){1-p 3ke K*10
3kikyg + Een'l By — By ﬁ - Bzy ]_

2

./1—32y 1
k310‘f1 - B} :I ko I:_'[1'*’1(6(By"'k1)]2 -
ks 2
- L B3

2[1+k6(By+k1)]+lﬂ|1+k6(By+k1) |j! +

1 1

o —[—k(,kn Eiy-ll—ﬁzy —sen'IByj— -/1—B2y .

k3 2

ki B3+ 2)
K%y +————— ~kesen” By + (key + 2ki3) { 1-B} -

3

ke

Co 7 I—Bg' + Cuo l:‘_"' Een_lﬁy_ﬁy il—Bi -

2
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B3 +2)41-83
kio 1 1-B5 ) - Cu —k%( )+

Ciz | k& - - -

By +2){1-83 3ke k*10
3k3kio j*’ [sen'l By —Byq 1- B§/ j -

. X Osi. T (6.68)

i=1
fcd !




onde:

C1,Cs,Cy = Inlal
C2,C6,Cio = 1/a

Cs, C7, C1p = 1/(22%)
Cs, Cs,C12 = 1/(32%)
ke =kiz + kiy . k1 — a
ke =k; - a

kip =kiz— a

kis =1 + ke . ki,

Para o momento fletor adimensional, tem-se:

[
2 mJI—%'

=—<-
T kin. By +ki)* + ki (By+ki)
B
Bs
By By + ki) .{ 1 - B3
ks g, +
1+ks. By + ki)
B2
Bs
By By + ki) {1 B3
k7 dpy

1+ ké(By + kl)
B2

By -

93
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94

— Osi . Thsi. Bsi (6.69)

i=1

Resolvendo-se as integrais da expressdo 6.69 , tem-se:

[~ B2

2 k; 1
W =— <. T i — 177 l kll (By+kl)k12 | -
T k12 kn

\Ls,

ki | By +ky) | ki 1
1-B) + | —+ — | |-C 1 -} +
ki2 k12 kit
ki
Cz Een_lﬁy_By'{l_Bzy ] -
2

B3+ 2183
ks 1—[3@]—(:3 —kﬂl[ j +

3
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ki ksl}en'lﬁy—ﬁy-ll-ﬁzy —J— k% —,/1-[32y :l+

sen'B, B A1-8 3 {1- 8

Cs | K - _ _
8 4 8
B3+2){1-8% 3ky; k&
3K ke + [Sen-l By — By 11— B§ j_
3 2

ki 1
ke {1-B85 | - —|-Cs {1-B} + G [_[sen'l By -

kiz 2

B3+2) {1-6%
ﬁﬂll—ﬁzy ]—k941—3§:|+c7 +
3

ko |Een-lBy_By fl_Bzy :|—k29'f 1*Bzy:| +



Cs

3sen’ By Bz 'fl - BZ; 3By 11_ B?/

8 4 8

By +2)1-p% 3K%

3 2

Y
1 Il
KA1 -2 ]:l —ks | — S —— (ks + keBy)’ -
k% 2
L g,

2k13 (ki3 + key) + K13 77 | ki3 +keBy ’}-J 1- 87 -

1 1

- [—kzm-/l—ﬁg + ki ke (sen‘lﬁy—ﬁy 'fl—Bzyj_
k% 2

) ke

— B+ 241 -8} :|+ 2k3[2k13-fl“32y + —[sen'lﬁy -

3 2

96
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ks
By'fl—B?yJJ—kznlECr/l—Bzy +C10l: (sen'lBy =

2

B3 +2){ 1-83
Byﬁ—ﬁ’y}km/l—ﬁ’y ]' - Cu| -k +

3

ksklo[sen'lﬁy_ﬁy -/ 1- Bzyil - kle-’ 1- B3 [+

3sen™ By By {1- B} 3By -ﬁ - B}

8 4 8

Ci | ki

B +of1-p ) kK
+ [Sen-l By —By 41- By ]_

3ke K210
3 2

1

k310 ./1 - B"; } +k __l:klg +k63y—k13 In | k13+k6By[|-

K3
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By+2) 1-85
By 71 - B3 J*klo-ﬂ—ﬁ?y ] ~Cny |- K5 +
3
k"klol:sen-lﬁy_ By./ I_B";:' —kzlo-J 1- B3 |+

3sen” By Jl_—_By-l ‘/—1—_—37

Ciz | k& _
8 4 8

(B%’ + 2) ' 1 - B‘; \ 3k6 k210
3k6k210 L+ Een-l By - By _ Bi ]_
3 2
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- ~ Bs
K213 177|k13 +k63y|‘fl —Bzy
KA1 -p2 +ky [- — +
K2 k 6
_ -,
1 ke
—[—cg 41—3@ + Cro [—— (sen“ﬁy—ByJ 1-p2 j—
ke 2
B} +2) J1- 83
kio 7 1-p3 j - Cn l}k%( )+
3

ke k1o [Sen-lﬁy‘ By-’ 1- Bl;:l - k210~/ 1- Bg’ +

3sen” By By41- 87 38, 1-p3

8 4 8

Ci | k¥

B+D{1-BF ) 3kl
3k€k10 J+ [sen'l By ~ By' 1- Bg' ]_

2
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1 sen’ By B, (1 — B2)*?
K10 -“ 1 - B%,:l + li

+
ks 8 4
By‘/ 1 - B§ ki3 K
|+ (1-p2)y2 + By {1 - BY +
8 3Kk} 2k}
1 1
sen’ ByJ + 2k l: Ein + keBy)” ~
k ks 2
21(13 (k13 +k6[3y) +k213 177 |k13 +k63y} - i 1- B%’ -
1 1
T <= ———I:— K T 1—B§' + ki3 ke (sen'lﬁy - By '{ I_B?y ) -
k3 2
k%

ke
— Byt 241 —Bg, ]-{- 2k; l}kw -/1 - B"; +  — [sen’IBy _

} 2
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@By+2) 1-83

By 11 - B} ]—kw-ll—Bi J ~Cy |-k& +

kalolisen_IBy"By-/ 1- B“;] - 1<210-/ 1- B ]*

3sen” By By {1- B} 3By {1- B3

8 4 8

Ci | ks

(B%’ + 2) i 1 - B“; \ 3k6 k210
+

3 2

[sen’lBy—By-J 1- B3 ]_

3k% kio

1
K10 '/1 - B + k| — [k13+k6By"kl3l77 |k13+k6[3y|“| .

K%
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1
k31041 - B} ¥‘+k1 —|:k13+k6By—k13l”lk13+k6BY[|'
2

ks

@i+2) {1-B%
BY'Jl‘Bzijka'fl—Bzy :\ -Cn —k%[ j+

3

kéklo[sen-lﬁy_By-J 1- By jl—kzlo-ll—[fy +
e’ By, B {1- B 3y 1o B

8 4 8

Cia | k&
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3k%ek10

B+ 1-B ) 3kekho
+_—'—[Sen-ll3y_ﬁyil_3§j‘

3 2

1Y n
L oo B 7 (6.70)

=1
fea '

k%o'{l-ﬂgj +

6.3.4 SEC()ES CIRCULARES VAZADAS
Sdo validas as observages feitas na se¢do 6.3.2, sendo as resultantes de

tensdes obtidas pela subtragdo de valores esquematizados na fig. 6.14.

A) DIAGRAMA PARABOLA-RETANGULO

Tem-se, para a for¢a normal resistente, na forma adimensional:

B2
2
v =— —o,z:ss.-fl—ﬁzy .dB, +
i
B
Bs

850 .8, (1 +250.¢8.) 41-PB .dBy -

B1
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B2
-0,85 . 7/1—52y '.dBy -
Bei
B3

850. €. (1 +250.e.)11-B% .dB, ¢ +

B2
o n
+ - X Oy M- (6.71)
fyd i=1

A resolugdo destas integrais, duas a duas, € igual & apresentada na seg@o

6.3.3.A, ocorrendo o0 mesmo para o momento fletor:

B2
2
m=—o= |-085.8,1-B% .dB, +
T B]
B3

850 . €. (1 +250.sc)ByJ 1-8%  .dBy -

B2
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B2
-0,85. By ’1 - Biy .' dpy -
Bei
B’s
850 . & (1 +250.ac)[3y4 1-p% dBy o +
B2
® .
fyd i=1

B) DIAGRAMA DO CEB-1990
Seguindo a forma ja exposta, tem-se para a forca normal resistente e

momento fletor adimensionais:

B2
2 {1-83
vp= — { - dBy -
T kit. By + ki)? + kiz (By + ki)
B1
Bs
By + ki) 1-BF
ks dgy +

1+ks. (By + ki)
B2
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B,
jj[ B+ k). {1-B2
ks
dg, +
1+ks. (By + ki) y
B,
B’
ap, +

ki . (By + kl) 74 k12 (By + kl)

B3
By + k). | 1-B3
. 1-By
ks
dBy -
1+ks. (By + k1)
B2
B’3
By + ki)’ o 1-B3
H 1-By
k7
dBy +
1+ks. By + ki)
B2
o© n
L2 Osi - Thi
(6.73)

fyd i=1
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B2

2 f By {1-B3

= — dBy -
ki By + ki) + kia (By + ki)

B1

T

By (By + kl) 1- By

By +
1+ks. (By + ki)

By(By + ki)' . {1~ By

dpy +
1+ke. (By+ kl)

|
{
[

kit By + ko) ? + kia By + ki)

By (By + kl) 1- By

dBy -
1+ke. (By + ki)
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B’s

By(By + ki)' 4 1-B5
ks dfy ¢ +

1+ks. By + k1)
B2
[ n
+ 2 o BT (6.74)

£y i=1

6.4 ROTEIRO PARA A ELABORACAO DOS DIAGRAMAS

Os diagramas momento fletor - for¢a normal - curvatura sdo feitos de forma

iterativa, através dos seguintes passos (FUSCO, 1986):
1) Adota-se um valor para a curvatura adimensional (h/r).

2) Definem-se os intervalos para variagdo da profundidade da linha neutra (Bxi ©
Bxs)-
3) Calculam-se as forgas normais adimensionais.

4) Verifica-se se a forca normal de calculo esta entre o intervalo de valores

calculado no passo 3.

5) Caso ndo esteja, calcula-se novo valor para a profundidade da linha neutra,

interpolando entre os limites.
6) Calcula-se novamente a normal resistente.

7) Verifica-se o equilibrio entre a normal de calculo e a normal resistente; assim que

este se verificar, passa-se ao passo seguinte, caso contrario, volta-se ao passo 5.
8) Calcula-se o momento fletor adimensional.

9) Volta-se ao passo 1 com novo valor para h/r.
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7 METODOS PARA OBTENCAO DOS MOMENTOS
DE SEGUNDA ORDEM

Os momentos fletores de segunda ordem sdo decorrentes dos deslocamentos
ocorridos no elemento estrutural, devidos ao carregamento a que estd sujeito.
Utilizando-se a teoria do método geral, estes deslocamentos podem ser obtidos pela
integragdo numérica das curvaturas, ao longo do eixo do elemento, ou através da
analogia de Mohr (ver se¢do 4.2).

A determinagdo dos momentos fletores totais, no caso de verificagio da
estabilidade de elementos pré-dimensionados, € feita de forma iterativa pelo método
do equilibrio (seg¢do 5.3). Este método € a base do processo de Engesser-Vianello,
onde os deslocamentos sio obtidos através da analogia de Mohr.

Serdo apresentados, para integragdo numérica, o método da regra dos

trapézios e o da integragdo do polindmio interpolador de Lagrange.

7.1 INTEGRACAO NUMERICA

Considere-se uma barra engastada na base e livre no topo, com um
carregamento qualquer que produza um diagrama de momentos fletores como o da
fig. 7.1. Devido a variagdo do momento fletor ao longo do eixo da barra, as
curvaturas das segdes ao longo deste eixo também variam. Para a aplicagdo do
método geral, faz-se necessaria a divisdo da barra em segmentos, determinando-se as
curvaturas em cada extremo dos segmentos para, através da integragdo destas
curvaturas, encontrar as rotagdes das se¢les e através da integragdo das rotagdes

encontrar os deslocamentos transversais da barra.
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topo

Mbcse

Fig. 7.1 — Diagrama de momentos fletores.

O niimero de segmentos a serem utilizados depende do método de integragdo

e da precisdo desejada.

7.1.1 REGRA DOS TRAPEZIOS
A integral de uma fun¢do f(x), em um intervalo [a,b] (fig. 7.2), pode ser

aproximada pela area de um trapézio:

b
(b-a)
f(x).dx = |f{a) + f{b) 1
a 2
ta
f(b) f(a), £(b), f(x)
‘w) fix)
a b .

Fig. 7.2 — Diagrama de uma fungéo.
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Subdividindo-se o intervalo ab em varios intervalos de dimensdo h, tem-se
(HUMES, 1984):

h

f(x).dx = —— | f(x0) + 2f(x1) +..+ 2f(xa1) + £ (%)
a 2

(1.2)

Para o pilar genérico da fig. 7.3a, subdividido em segmentos, com as
curvaturas das se¢Ges (fig. 7.3b) e os deslocamentos transversais (fig. 7.3c), obtém-
se, para o extremo superior (k+1) de um elemento genérico K, a rotagdo através da

integracéo pela regra dos trapézios:

dv h

= — (Ut + 2/ +.. +2 (1) + (1rk+1 + C;
dX k+1 2

(7.3)

Integrando-se a expressdo 7.3, obtém-se o deslocamento no extremo superior

do elemento genérico K:

h dv dv dv dv

vik+tl = — — +2 +.+2 + +Cix+C,

2 dx_/ dx /, dx /x dx / x+1

(7.4)

As constantes de integracdo (C; e C;) s@o determinadas através das condigbes
de contorno da barra em analise (ver exemplo 7.3.1).
A precisdo depende do nimero de elementos em que € subdividido o pilar,

aumentando com o namero destes.
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M

k+1
{1/r) \Y
) elemento k kt1 k+1
k e WGV v
—

|

k
3 (1/r)3 ] V3
2 (1/r), 7 Vs
: (1/r); me Vi

(a) (b) (c)

Fig. 7.3 — Diagramas de curvaturas e deslocamentos.

7.1.2 INTEGRACAO DO POLINOMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE
Considerando-se a fungio y = f (x) representada na fig. 7.4, esta fun¢do pode

ser obtida através do polindmio interpolador de Lagrange (MILNE, 1968):
Pa(x)= yoAg (x) + yiA1(X) ..+ ya An (x) = f(x) (7.5)
onde:

(X—%0) (xX—x1)... (X —Xk1) (X — Xg+1) ... (X — Xq)

Ax (x) =
(xx — X0) (Xk — X1) ... (X ~ Xi-1) (Xk = Xk+1) ... (Xk — Xn)

(7.6)

Y

X0 X X2 Xi Xm-1 X*m

Fig. 7.4 — Diagrama de uma fungio.
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A expressdo 7.5 permite a obtengdo dos valores de y em fungdo de x. O grau
do polinémio interpolador é representado por n. No caso da integragio pela regra dos
trapézios, € utilizado um polinémio interpolador de grau 1 — uma reta (expressdo

7.7), aplicado sucessivamente aos pares de ordenadas (curvaturas e rotagdes).

(x1—%)yo + (X~ Xo)y1
Pi(x) = (7.7)

(x1 — Xo)

Pode-se obter o valor aproximado da integral de uma fun¢édo y = f{x) através
da integragdo do polindmio de interpolagio determinado pelos pontos dados.

A precisio depende da escolha do grau do polindmio interpolador. Pode-se
conhecer n valores numéricos de uma fungdo cujo polinémio interpolador de grau
2 (pardbola do segundo grau) conduza a valores suficientemente precisos.
Escolhendo-se um polindmio de grau 3 para a integragéio das curvaturas ao longo do
eixo de um pilar, tendo-se a finalidade de encontrar os deslocamentos transversais,
determinam-se trés rotagdes em pontos escolhidos e a partir destas rotagdes sio
encontrados os deslocamentos transversais em qualquer ponto deste eixo. Ndo ha
necessidade de escolher pontos eqiiidistantes como na regra dos trapézios, nem o
mesmo numero de pontos desejados para o conhecimento dos deslocamentos.

O exemplo 1 mostra os valores dos deslocamentos em um pilar engastado na
base e livre no topo, obtidos pela regra dos trapézios e através do polindmio

interpolador de Lagrange com grau 2 e 3.

7.2 ANALOGIA DE MOHR

O processo € descrito na se¢@o 4.2. O carregamento a ser aplicado na barra
conjugada nio ¢ obtido diretamente pela razdo M/EI em cada segdo, mas através da
utilizagio das relagdes momento fletor - for¢ca normal - curvatura, ja que ndo ha
linearidade fisica nos materiais da barra. A analogia de Mohr € utilizada no método
de Engesser-Vianello, destinado a determinagdo dos momentos solicitantes de

segunda ordem. Trata-se de um método iterativo, que consiste em:
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a) Divide-se abarraem n partes iguais;

b) Calculam-se os esforgos solicitantes de primeira ordem,
¢) Escolhe-se o sistema equivalente de Mohr;

d) Determinam-se os pesos elasticos (Wy);

e¢) Considera-se a barra carregada com cargas concentradas Wy nos pontos k e

determinam-se os valores de My e Qx;

f) Calculam-se os momentos fletores tendo-se em vista que M corresponde ao

deslocamento ocorrido sob a agio do carregamento ficticio W,

g) Se os momentos fletores calculados no passo f ndo forem aproximadamente iguais
aos momentos fletores da iteracdo anterior, volta-se ao passo d; caso contrario,
os momentos encontrados correspondem aos momentos totais em cada uma das

segcdes em que foi dividida a barra (ver exemplo 7.3.2).

7.2.1 DETERMINACAO DOS PESOS ELASTICOS

Sdo obtidos admitindo-se uma variagdo parabdlica das curvaturas,
determinadas através dos momentos fletores de primeira ordem e das relagdes M-N-
1/r. Os pesos elasticos sdo forgas ficticias, equivalentes as baricentrais que compSem
o diagrama de carregamento da fig. 7.5b, transmitidas para as se¢des da barra. Os

pesos elasticos equivalentes nos pontos isolados k, para o extremo superior da barra,

sdo definidos por (LEONHARDT, 1977):

Ax
Wo= —— | 3,5 (1/1')0 + 3 (1/1')1 - 0,5 (1/]‘)2 (78)
12

Para um ponto intermediario k:

Ax
Wiz — | 3501/ + 30k — 0,5(1/0)k+1 (7.9)
12
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Para o extremo inferior da barra:

Ax
Wos —— [ 3,5/ +3(/0)n-1 — 0,5(/1)n-2 (7.10)
12

Esta maneira de caracterizar as forcas ficticias simplifica o calculo dos

esforgos, principalmente na presenga de carregamentos parcialmente distribuidos.

(Vr)k k %wk

1 (1/r)n
Ng

(a) { b) {c)

Fig. 7.5 — Carregamento da barra equivalente.

7.2.2 REACOES E ESFORCOS NA BARRA EQUIVALENTE
As reacdes de apoio dependem do sistema estatico da barra. Para a barra

equivalente apoio-engaste (fig. 7.6a), a reagdo na se¢do 0 sera:
Rp = 2 Wy (7.11)

Para as barras equivalentes biapoiadas (fig. 7.6b) ou hipostaticas do tipo da

fig. 7.6¢:
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Rg= —————— (7.12)

Para a barra hipostatica da fig. 7.6c o carregamento ¢ auto-equilibrado, sendo
as rea¢des nulas em ambas as extremidades da barra.
Chamando-se o esforgo cortante ¢ o momento fletor equivalente de_Q_eM_

respectivamente, tem-se para a se¢do 0 dos casos a, b e c da fig. 7.6:
Q =Ro - Wo (7.13)
My = My (7.14)

No caso da fig. 7 .6d,a) eﬁo sdo iguais a zero. Para as demais segdes, tem-

se:
Qk = Q-1 — Wi (7.15)

_M_k = Qg.1.Ax + ﬁk-l (7.16)

10RO iy ol__‘y gHo 30 0

base ¥ n #n n n

(a) (b) (c) (d)

Fig. 7.6 — Barras equivalentes.
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7.2.3 NUMERO DE ITERACOES

Depende da precisio desejada e da tolerdncia fixada. Se os momentos fletores
da barra equivalente em dada iteragdo sdo suficientemente proximos aos valores dos
momentos da iteragdo anterior, pode-se encerrar 0 processo.

A cada iteracdio sdo calculados os pesos elasticos (W), os esforgos (Q_e 1\71-), 0s
momentos totais (My4) € as curvaturas em fun¢io destes momentos (1/r).

A ruina da pega é constatada através das relagbes M-N-1/r, caso o par de

valores de v e u conduzir a valores fora da envoltéria dos abacos (ver capitulo 6).

7.3 EXEMPLOS

O primeiro exemplo destina-se a uma comparagdo entre os processos de
integra¢do numérica, realizada através da regra dos trapézios e através da integragdo
do polinémio interpolador de Lagrange, com graus 2 e 3.

O segundo exemplo é um aplicagdo do método de Engesser-Vianello, para a
obten¢do dos momentos fletores totais em um pilar de concreto com dimensdes €

armadura definidas.

7.3.1 Supondo um pilar de segdo constante engastado na base e livre no topo (fig.
7.7) que tenha os deslocamentos transversais de seu eixo determinados pela fungio:
y=a. sen(n . x/lp). lN

M y=f(x)

—

50m

4ol
(a) (b)
Fig. 7.7 — Linha elastica de um pilar engastado na base.
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Tem-se para as curvaturas exatas das segoes (derivadas segunda em relagéo a

x da fungdo y):

T T.X
a . sen
1 lﬂ lﬂ
r
a.m 2 T.X 32
1+ . cos?
lﬂ lﬂ

Subdividindo-se o pilar em 10 elementos e adotando-se a = 0,1, tem-se para

as curvaturas em cada segio os valores indicados na tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Valores das curvaturas exatas.

x(m) | - Ur(exatn)
0,5 0,00154172
1,0 0,00304579
1,5 0,00447545
2,0 0,00579559
2,5 0,00697370
3,0 0,00798196
35 0,00879119
4,0 0,00938567
4,5 0,00974774
5,0 0,00986960

a) Determinagfo das constantes de integragao

Das condigdes de contorno do elemento, tem-se:

-parax={ —> arotagdo € nula
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As derivadas primeira e segunda da expressdo y = a . sen (n . x/Ig) fornecem

as rotagdes e os deslocamentos, respectivamente:

T.X
a.7.CoSs
dy 2
dX Kf!
T.X
a.‘n:z. sen
d2y ef[
dX2 fflz

Das condigdes de contorno anteriores e das derivadas acima, lembando-se
que o comprimento de flambagem (/) para o pilar em questéo € igual a 2/, tem-se

queCi=0eC;=za

b) Polinémio interpolador com n=2.
Utilizando-se a expressdo 7.6 para a determinagdo dos coeficientes A da

expressdo 7.5



(x—x1).(x—X2)

Ay =
(%0 — X1) (X0 — X2)
(x—X0).( X~ X2)
A1 =
(X1 — Xo) (X1 — X2)
(x—x%0).( x—x1)
Az =

(x2 — Xo) (X2 — X1)
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Integrando-se os coeficientes acima, tendo como limite inferior b=0 (origem

do eixo x) e como limite superior o ponto onde se deseja calcular a rotagdo ou o

deslocamento (valor da abcissa c):

C
2 X -3t x)Xx+6.%.%X2
Ap= [Xx
6 (X0 — X1) (X0 — X2)
b
c
2.%° -3 (Xot X)X+ 6 .%o . X2
A1= X
6 (x1 — Xo) (X1 — X2)
b
c

2.x2—3(x0+x1)x+6.xo.x1
A2= X

6 (Xz - X()) (Xz - X1)
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Escolhendo-se arbitrariamente as abcissas Xp, X1 € Xz, calculam-se as

correspondentes curvaturas (formula da curvatura exata).

X0 = 0,5 /o = — 0,00986960
X1 = 2,5 1/ry = — 0,00697370
X2 = 5,0 r, = 0

Substituindo-se os valores de x, determinando-se os coeficientes e utilizando-

se a expressio (7.5), obtém-se as rotagoes:

xo = 0,5 ¢ = 0,004956347
X1 = 2,5 ¢ = 0,022093331
Xy = 5,0 ¢ = 0,031622065

Com estas rotagdes e as constantes obtidas no item a, determinam-se os

deslocamentos nas se¢des da barra (ver tabela do item e).

¢) Polinémio interpolador com n=3.
Utilizando-se a expressdo 7.6 para a determinagdo dos coeficientes A da

expressdo 7.5, e integrando-se:

c
x* X X
Ay = - x1+xp+x3) + — | x1 (X2+x3) + X2.%X3 | —
4 3 2
b
-1
X1.X2.%3.% |.| (%0—%1) (X0 — X2) (X0 — X3)
c
x* X’ X2
Ay = t: - (%0 + X2 +x3) + _[XO (X2+X3)+X2-X3j|—
4 3 2
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-1

Xg.X2.X3.X .|:(X1“XO)(X1_X2)(X1_X3{|

X4 X3 X2
Ay - (X1 +X+x3) + — | X1 Xot+x3) + X.% | -
4 3 2

-1

X].Xo.X3.X .l:(xz—xo)(xz—xl)(xz—xs):l

C
X4 X3 X2
A; = [ - (x1+x2+X0) + —-l}l (X2+Xo)+X2.X0:|—
4 3 2
b

-1

X].X2.X0.X .|:(X3—x0)(X3—x1)(X3—x;):l

Arbitrando-se:

xg = 0,5 1/t = — 0,00986960
x; = 2,0 1/r1 = - 0,00798196
X2 = 3,5 1/r; = — 0,00447545
x3 = 5,0 /13 = 0

Substituindo-se os valores de x, determinando-se os coeficientes e utilizando-

se a expressdo 7.5, obtém-se as rotagdes:



xg = 0,5
x; = 2,0
X2 = 3,5
x3 = 5,0

¢o = 0,004903190

¢1 = 0,018466293
$2 = 0,027978705
é3 = 0,031408173
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Com estas rotagdes € as constantes obtidas no item a, determinam-se 0s

deslocamentos nas se¢des da barra (ver tabela do item e).

d) Regra dos trapézios

Utiliza-se a expressdo 7.3, determinando-se as rotagdes em todas as segdes da

barra. As rotagbes sdo empregadas na expressdo 7.4 e os deslocamentos transversais

sdo obtidos.

e) Resultados

Sdo apresentados na tabela 7.2 os deslocamentos obtidos para as segoes

transversais da barra através da expressdo 7.7 — y form — da regra dos trapézios — y

trap — e da integragdo do polindmio interpolador de Lagrange com grau 2 e 3 —y Lag

n=2eyLagn=3.

Tabela 7.2 — Deslocamentos transversais (em metros).

X (m) y form. y trap. | y Lagn=2 | y Lagn=3
0 0,00000 70,00044 0,00054 0,00001
0,5 0,01564 0,01601 0,01617 0,01566
1,0 0,03090 0,03120 0,03123 0,03090
1,5 0,04540 0,04563 0,04547 0,04543
2,0 0,05878 0,05895 0,05863 0,05880
2,5 0,07071 0,07083 0,07044 0,07072
3,0 0,08090 0,08098 0,08064 0,08090
3,5 0,08910 0,08915 0,08896 0,08911
4.0 0,09510 0,09513 0,09440 0,09513
4,5 0,09877 0,09877 0,09890 0,09880
5.0 0,10000 0,10000 0,10000 0,10000
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Os valores médios das diferengas entre os valores dos deslocamentos
calculados pela regra dos trapézios e pelo polindmio interpolador de Lagrange (graus
2 e 3) em relagio aos valores obtidos pela formula foram, respectivamente: 0,49%;
0,73% e 0,03%.

A precisdo dos resultados obtidos através do polinémio interpolador aumenta
com o grau do polindmio, havendo ainda a vantagem de ndo ser necessario o calculo
das rotacdes em todas as segdes para a determina¢do dos deslocamentos em cada
secdo (calculam-se as rotagdes apenas nos pontos que foram escolhidos para a
determinacdo dos coeficientes). O exemplo em questdo ndo apresenta cargas
concentradas, cargas parcialmente distribuidas ou momentos aplicados, conduzindo a
uma linha elastica sem variagdes acentuadas em sua deformacdo, fazendo com que
um polindmio de grau 2 ou 3 seja suficientemente preciso. O grau do polindmio deve
ser determinado de acordo com o carregamento, escolhendo-se para as secdes de
obten¢do dos coeficientes, no minimo, aquelas onde sdo aplicadas as cargas
concentradas e as segdes de inicio e final das cargas distribuidas, além das seg3es
inicial e final da barra, preferencialmente.

A precisdo da regra dos trapézios depende unicamente do nimero de se¢Ges
em que a barra é dividida, sendo necessaria a determinagdo das rotagdes em cada
se¢do para se obter os deslocamentos transversais da barra.

Ambos os métodos de integragio tornam-se mais viaveis com o emprego de
rotina computacional. Neste trabalho, optou-se pelo emprego da regra dos trapézios,
onde a precisdo é fungio da subdivisdo da barra, ndo sendo necessario que o usuario
opte pelo grau do polindmio ou que determine as segdes de determinag@o dos

coeficientes.

7.3.2 Seja o pilar bi-rotulado de segdo variavel (fig. 7.8a), com uma taxa mecéanica
igual a 0,80 e sujeito as forgas externas da fig. 7.8b. Supde-se concreto com fck =15
MPa, aco CA-50A e relagdo d’/d=0,10 (HOFFMANN, 1980).
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400 kN
/&\ 8,0 kN.m
g 15 kN/m
25m (0,3x0,25m)
0,25m
—_— —_—
70m 20m {0,6x0,25m)
et
110,3x0,25m)
2,5m / x

y 30kN/m
\Pe,om.m

400kN
(a) (b}

Fig. 7.8 — Pilar bi-rotulado.

Subdividindo o pilar em dez se¢des, tem-se:
Ax=0,70 m

Os momentos fletores de primeira ordem, calculados pela estatica, as forgas
normais e os momentos fletores adimensionais, as curvas relativas (k) e as curvaturas
das se¢des (1/r) — obtidas do abaco da fig. 7.9, confeccionado com o diagrama

parabola-retangulo para o concreto (HOFFMANN, 1980) — encontram-se na tabela
7.3.
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Tabela 7.3 — Momento fletores e curvaturas.

Se¢io | Mua(kNm)| p v -k |-am.10°
0 8,00 0,040 0,498 0,200 0,800
1 53,20 0,207 0,389 1,170 4,680
2 90,34 0,288 0,319 1,750 7,000
3 110,68 0,299 0,271 1,840 7,360
4 137,52 0,342 0,249 2,150 8,600
5 146,11 0,364 0,249 2,260 0,040
6 143,77 0,358 0,249 2,210 8,840
7 129,74 0,351 0,271 2,200 8,800
8 103,33 0,330 0,319 2,000 8,000
9 63,80 0,248 0,389 1,470 5,880
10 8,00 0,040 0,498 0,200 0,800

As curvaturas (1/r) da tabela 7.3 sdo as cargas a serem aplicadas na barra
equivalente. Determinam-se os pesos elasticos e os esforgos na barra equivalente,
obtendo os momentos fletores e assim os deslocamentos a cada iteragdo. A tolerancia
para os momentos fletores sera de + 0,4 kN.m.

Os momentos da coluna My, da tabela relativa a terceira iteragdo (pagina 128)
correspondem aos momentos totais na barra (primeira e segunda ordem).

O emprego do método de Engesser-Vianello justifica-se quando ndo se dispde
de suporte computacional para a realizagdo dos calculos. O método requer a
disponibilidade de diagramas momento fletor — forga normal — curvatura.

A precisio do método aumenta com o numero de se¢des em que € dividido o
elemento, porém, as interpolagdes efetuadas durante o emprego dos abacos € a

precisdo grafica dos mesmos influem na precisio dos resultados obtidos.
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12 iteragdo
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Seg | x(m)| W W.x | Q M |y(m)| Mg [|1r.10
0 7,00 | 0,778 | 5446 | 22,880 0 0 8,00 | 0,800
1 630 | 3,185 | 20,066 | 19,695 | 16,016 | 0,016 | 59,60 | 5,320
2 560 | 4,786 | 26,802 | 14,909 | 29,803 | 0,030 | 102,34 | 8,000
3 490 | 5203 | 25495 | 9,706 | 40,239 | 0,040 | 126,68 | 8,520
4 | 420 | 5973 [25087 ] 3,733 | 47,033 | 0,047 | 156,32 | 9,800
5 350 | 6,291 | 22,019 | -2,558 | 49,646 | 0,050 | 166,11 | 10,520
6 | 2,80 | 6,197 | 17352 | -8,755 | 47,856 | 0,048 | 162,97 | 10,280
7 | 2,10 | 6,116 | 12,844 | -14.871 | 41,726 | 0,042 | 146,54 | 10,120
8 1,40 | 5,523 | 7,732 | -20,394 | 31,317 | 0,031 | 115,73 [ 9,200
9 | 0,70 | 3,943 | 2,760 | -24,337 | 17,042 | 0,017 | 70,60 | 6,520
10 0 0,959 0 |-2529 | 0 0 8,00 | 0,800
22 itera¢do

Se¢ |x(m)| W | W=x| Q M | y(m)| My |1r.10°
0 700 | 0861 | 6,027 | 26289 0 0 8,00 | 0,800
1 6,30 | 3,617 | 22,787 | 22,672 | 18,402 | 0,018 | 60,40 | 5,520
2 560 | 5474 | 30,654 | 17,198 | 34,273 | 0,034 [ 103,94 | 8,160
3 490 | 6,008 | 29,439 | 11,190 | 46,311 | 0,046 | 129,08 | 8,840
4 | 420 | 6,827 | 28,673 | 4363 | 54,144 | 0,054 | 159,12 | 10,000
5 3,50 | 7,308 | 25,578 | -2,945 | 57,198 | 0,057 | 168,91 | 10,640
6 | 2,80 | 7,201 | 20,163 | -10,146 | 55,137 | 0,055 | 165,77 | 10,520
7 | 2,10 | 7,040 | 14,784 | -17,186 | 48,035 | 0,048 | 148,94 | 10,160
8 1,40 | 6,337 | 8,872 |-23,523 | 36,005 | 0,036 | 117,73 | 9,400
9 | 070 | 4387 | 3,071 | -27,910 | 19,538 | 0,020 | 71,80 | 7,120
10 0 1,036 0 |-28046| 0 0 8,00 | 0,800
3% iteragdo

Se¢ |x(m)| W | W.x I Q M | y(m)| My

0 7.00 | 0,891 | 6237 | 26,758 0 0 8,00

1 6,30 | 3,743 | 23,581 | 23,015 | 18,731 | 0,019 | 60,80

2 560 | 5,590 | 31,349 | 17,417 | 34,841 | 0,035 | 104,34

3 490 | 6216 | 30,458 | 11,201 | 47,033 | 0,047 | 129,48

4 | 420 | 6697 | 28,127 | 4,504 | 54,874 | 0,055 | 159,52

5 3,50 | 7,404 | 25914 | -2,900 | 58,027 | 0,058 | 169,31

6 | 2,80 | 7,350 | 20,580 | -10,250 | 55,997 | 0,056 | 166,17

7 | 2,10 | 7,089 | 14,887 | -17,339 | 48,822 | 0,049 | 149,34

8 1,40 | 6,491 | 9,087 | -23,836 | 36,685 | 0,037 | 118,13

9 0,70 | 4,748 | 3,324 | -28,578 | 19,999 | 0,020 | 71,80

10 0 1,135 0 |-29713| © 0 8,00
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8 VERIFICACAO DA SEGURANCA

Serdio abordados, neste capitulo, as agdes e os efeitos que devem ser levados
em consideragdo para a verificagdo da seguranga contra os possiveis estados limites,

sendo apresentadas as diretrizes sugeridas pela NBR-6118/1978 € pelo CEB-1990.

8.1 ESTADOS LIMITES

Sdao estados a partir dos quais o elemento ou a estrutura apresentam
desempenho inadequado as finalidades as quais se destina. Sdo divididos em estados
limites ultimos e estados limites de utilizag@o.

Os estados limites a serem considerados em uma estrutura devem ser

especificados pelas normas relativas ao projeto da estrutura.

8.1.1 ESTADOS LIMITES ULTIMOS
Sdo estados que pela sua simples ocorréncia determinam a paralisagdo, no
todo ou em parte, do uso da construgdo. Usualmente devem ser considerados os

estados limites Gltimos caracterizados por:

a) perda de equilibrio, global ou parcial, admitida a estrutura como corpo rigido;
b) ruptura ou deformagdo plastica excessiva dos materiais;

¢) transformagdo da estrutura, no todo ou em parte, em sistema hipostatico;

d) instabilidade por deformag@o;

e) instabilidade dindmica.

Em casos particulares, pode ser necessario considerar outros estados limites

ultimos.



130

8.1.2 ESTADOS LIMITES DE UTILIZAC;\O

Sdo estados que por sua ocorréncia, repeticdo ou duragdo causam efeitos
estruturais que ndo respeitam as condigdes especificadas para o uso normal da
construgdo ou que sio indicios de comprometimento da durabilidade da estrutura.

No periodo de vida da estrutura, usualmente s&o considerados estados limites

de utilizagdo caracterizados por:

a) danos ligeiros ou localizados, que comprometam o aspecto estético da construgao
ou a durabilidade da estrutura, tais como fissuragio ou deformagdes irreversiveis e

microfissuras;

b) deformagdes excessivas, que afetem a utilizagdo normal da construgdo ou seu
aspecto estético, deformagdes que déem origem a danos ndo aceitaveis nos
elementos ndo estruturais ou que afetem excessivamente a aparéncia ou a

finalidade da estrutura ou dos elementos ndo estruturais,

c) vibragdes de amplitude excessiva, vibragdes que resultem em desconforto,

apreensio por parte dos usuarios ou perda da utilidade da obra.

As vibragdes podem ser provocadas por alguns tipos de agdes variaveis, tais

como:

movimentos ritmicos provocados por pessoas, tais como: caminhar, pular, correr,
dangar;
— ondas causadas pelo vento ou pela agua,
— trafego rodoviario ou ferroviario,
— trabalhos de construgdo como trafego pesado, compressdo do solo por meio de
vibragdo, cravacio de estacas, trabalhos de demoligdo e explosdes.

Os estados limites de utilizagdo decorrem das a¢des as quais estd sujeita a

estrutura.

8.2 ACOES

Acdes sdo as causas que provocam esforgos ou deformagdes nas estruturas.
Do ponto de vista pratico, as forgas e as deformagdes impostas pelas ag¢bes sdo

consideradas como se fossem as proprias agdes.
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Os conjuntos das agdes, que tem probabilidade ndo desprezivel de atuarem
simultaneamente sobre uma estrutura durante um periodo de tempo pré-estabelecido,
especificam os carregamentos da estrutura.

As agdes serdo combinadas de diferentes maneiras a fim de que seus efeitos
mais desfavoraveis possam ser avaliados. As combinagdes das agdes visam a

verificagdo da seguranga em relagdo aos estados limites da estrutura.

8.2.1 COMBINACOES ULTIMAS SEGUNDO A NBR-8641/1984

Quando se verifica a seguranga em relagdo ao estado limite ultimo sdo usados
coeficientes de ponderagio (y), que levam em conta a variabilidade das acdes e
possiveis erros na avaliagdo de seus valores, e fatores de combinagdo e utilizagdo
(w).

Os valores de 7 ¢ y a serem utilizados nas trés combinag3es apresentadas na

seqiiéncia sdo os indicados nas tabelas 1 a 5 da supracitada norma, salvo indicagdo

em norma especifica relativa ao tipo da estrutura em estudo.

A) COMBINACOES ULTIMAS NORMAIS
O carregamento normal decorre do uso previsto para a construgao, admite-se

que tem durago igual ao periodo de vida estimado para a estrutura.

m n
Fq= izzlygi, FG.x t 7q FQ1K+JE2¢//0J..FQJ.K 3.1
onde:
FGx —» valor caracteristico das agdes permanentes;
FQ,x — valor caracteristico da a¢do variavel, considerada como principal,

wo -FQx  —valor reduzido das demais agdes variaveis.

B) COMBINACOES ULTIMAS ESPECIAIS DE CONSTRUCAO
O carregamento decorre da atuagdo de agdes variaveis de natureza ou
intensidade especiais. S3o carregamentos transitérios com duragdo muito pequena

em relagdo & vida Gtil da estrutura.
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n

Fg= X Ygi - FG1K + ¥q FQ1K+ hX V/Oj,ef'FQjK (8.2)
= j=2

i=1 i=
onde:

W0 _> fator de combinac@o para cada uma das demais agdes variaveis que
possam agir concomitantemente com Fy;; quando esta tiver um tempo de a¢do muito

pequeno, o pode ser tomado com o correspondente ¥ 2 i

C) COMBINACOES ULTIMAS EXCEPCIONAIS
Decorrem da atuagio de agdes excepcionais que podem provocar efeitos

catastroficos. O carregamento é transitorio, com duragdo extremamente curta.

n

m
Fg= X }/gi'FGiK+FQexc+yq'z y/oj,ef'FQjK (83)
= j=1

i=1
onde:

FQu. ™ valor da agfo transitoria excepcional.
exc

8.22 COMBINACOES ULTIMAS SEGUNDO O CEB-1990

Os valores de y e  a serem utilizados nas duas combinagdes previstas neste
codigo sdo os apresentados nas tabelas 8.1 e 8.2, respectivamente. Sdo valores de
referéncia, podendo ser substituidos por aqueles indicados em norma especifica do
CEB, relativa ao tipo de estrutura, ou pelos valores indicados pelas normas vigentes

no local onde esta sera executada.

A) COMBINACAO FUNDAMENTAL

Aplicavel a situagdes permanentes e transientes, correspondendo as situagdes

normal e especial da NBR:

m m
Fa = L% Ygisup~ FGiKsup + 2 Yg;inf ‘FGiKinf +
=1 j=1

3
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+¥q FQ1K+E l//oj.FQj 8.4)
i=2

j=

Os indices sup e inf referem-se as parcelas desfavoravel e favoravel das

agdes, respectivamente.

B) COMBINACAO ACIDENTAL

E aplicavel a situagdes acidentais, correspondendo as situagdes excepcionais
da NBR-8681:

(8.5)

Agq é a acdio acidental associada com a situagdo de calculo; se a agdo acidental
ndo for a geradora da combinagio ou se esta for o resultado de uma agdo
passada, Aq=0.

As agdes a serem incluidas em qualquer combinagdo sdo aquelas mutuamente
compativeis ou, com aproximagdo aceitavel, que possam ser consideradas como tal.
As agbes ndo-simultineas devem ser consideradas na mesma combinagdo se seus

efeitos forem simultaneos.

Tabela 8.1 — Fatores parciais y r — Valores Basicos.

Agles o Ef. Dgsfavoi'éveis EfF ayoréyeis
Permanentes 1,35 1,00
Variaveis 7 1,50 norm. desprez.
Protensdao % 1,10 1,00
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Tabela 8.2 — Fatores de combinagdo y

 NATUREZADASCARGAS | wo | w1 | w2
Edificios residenciais 0,3 | 0,4 0,2
Escritorios e lojas 0,6 0,6 0,3
Estacionamentos 0,6 0,7 0,6
Vento, neve 0,5 0,2 0

8.2.3 COMBINACOES DE UTILIZACAO

Consideram-se as a¢des permanentes, inclusive as deformagdes impostas
permanentes e as agdes variaveis, correspondentes a cada combinagdo, associadas
aos fatores de utilizagdio (w1 € yz). As trés combinagdes a seguir apresentadas sdo

adotadas pela NBR-8681/1984 e pelo CEB-1990:

A) COMBINACAO QUASE-PERMANENTE DE UTILIZACAO
Sio combinagdes que podem atuar durante grande parte no periodo de vida da
estrutura, da ordem da metade deste periodo. Todas as agdes varidveis s3o

consideradas com seus valores quase-permanentes 2 .. F QK -

Fami= L Fg,k + £ w2;.FQK (8.6)
i=1 j=1

B) COMBINACOES FREQUENTES DE UTILIZAGAO

Sdo combinagdes que se repetem muitas vezes durante o periodo de vida da
estrutura, da ordem de 10° vezes em 50 anos, ou que tenham duragio total igual a
uma parte ndo desprezivel desse periodo, da ordem de 5%. A agdo variavel principal

FQ, ¢ tomada com seu valor freqiiente y1 . FQK, e todas as demais agdes variaveis

sdo tomadas com seus valores quase-permanentes /2 . FQiK'

m n
Faw= z FGiK + l//].FQlK + X l/lzj.FQiK (3.7)
i=1 j=1
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C) COMBINACOES RARAS DE UTILIZAGAO
Sdo combina¢des que podem atuar no maximo algumas horas durante o

periodo de vida da estrutura. A ag3o variavel principal Fg, € tomada com seu valor
caracteristico FQ,k e todas as demais agBes sio tomadas com seus valores

frequentes v |. FQK:

m n
Fai= Z FGgk + FQK * Z v1,.FQK (8.8)
i=1 j=1

8.3 RESISTENCIA DE CALCULO

De forma genérica a resisténcia de calculo fy € dada por:

fi

fa= (8.9)

7 m

onde:
f « = resisténcia caracteristica;

¥ m = coeficientes de ponderagio ou de minoragdo das resisténcias.

8.3.1 VALORES DA NBR-6118/1978

De forma geral, utiliza-se para o concreto e para o ago, respectivamente,
y.=14¢eys= 115 No calculo das pegas em cuja execugdo sejam previstas
condi¢cdes desfavoraveis (mas condigdes de transporte, adensamento manual,
concretagem deficiente pela concentragdo de armadura), y . deve ser elevado para
1,5.

Para pegas pré-moldadas em usina, executadas com cuidados rigorosos, 7 c

pode ser reduzido para 1,3.
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Os coeficientes de minora¢do serdo multiplicados por 1,2 quando a pega
estiver exposta a agdo prejudicial de agentes externos, tais como 4cidos, alcalis,

aguas agressivas, 6leos e gases nocivos, temperatura muito elevada ou muito baixa.

8.3.2 CEB-1990

Os valores a serem utilizados sd3o apresentados na tabela 7.3 e variam de
acordo com a combinagdo das agdes e com o estado limite ultimo considerado (para
o estado limite Gltimo de flambagem — verifica¢do das deformagdes — ¥ . pode ser
minorado para 1,2 no caso de combinagdes fundamentais ¢ 1,0 no caso de

combinag¢des acidentais).

Tabela 8.3 — Coeficiente de minoragdo — CEB-1990.

“Var. Basica gy ~ Situagio de Projeto
Fundamental | Persistentes¢ Transientes . Acidental
Concreto
Tensdo de Comp. 1,5 1,2
Tensdo de Tragdo Valores especificos

Ac¢o comum ou de Protensio

Tensdo de Tracdo 1,15 1,0
Tensdo de Comp. 1,15 1,0

b4

8.4 FLEXAO OBLIiQUA

Em alguns casos ¢ possivel simplificar a verificagdo da seguranga efetuando-
se a redugdo da flexdo obliqua em duas flexdes normais (se¢do 3.3) ou outro
processo equivalente. Estas simplificagdes acarretam em imprecisdes que podem ser
contra ou a favor da seguranga (PINHEIRO, 1994).

As situagdes em que sio admitidas tais simplificagdes sdo apresentadas a

seguir.
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8.4.1 NBR-6118/1978

Quando o pilar em estudo for de segdo retangular e possuir armadura igual
nas quatro faces permite-se substituir a flexo-compressdo obliqua por uma flexo-
compressdo normal equivalente, em uma dire¢do principal, com excentricidade
(ex + B . ey . h/b) em que e e e, sdo as projegdes de e sobre os eixos principais,
considera-se a dire¢do x aquela em que e, > e, . h/b (fig. 8.1). Os valores de S sdo
dados em tabela no item 5.1.1.3 desta norma em fun¢do da taxa de armadura da

secdo e da for¢a normal adimensional.

Y
Y
Nd D . ° b
ey-ﬂ'-—' F——" Nd
] x h «
i h
b
Situagao para o cdlculo Situagao equivalente

Fig. 8.1 — Substituig¢do da flexo-compressédo obliqua.

8.4.2 CEB-1990

Para elementos de seg@o retangular a decomposi¢do da flexdo pode ser
realizada em dois planos principais, se a forga normal N esta localizada proxima de
um do eixos principais de inércia, correspondendo as areas hachuradas da figura 8.2.
As relagdes das excentricidades correspondentes exi/b e eyi/h devem satisfazer uma

das seguintes condigdes:

(eyi/h)/(ex1/b) < Va (8.10)
(ex1/b)/(eyi/h) < Va (8.11)

As excentricidades ey; e ey; sdo aquelas consideradas segundo as diregdes de
b e h, respectivamente, e incluem, além da excentricidade de aplicagdo da forga

normal, a consideragio das imperfei¢des geomeétricas (ver segdo 8.6).
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/b 1
S

J{ &= |
\
£

Fig. 8.2 — Condig¢des para a decomposigdo da forga obliqua.

8.5 DEFORMACOES

A necessidade de consideragdo dos efeitos de 2? ordem, seus métodos de
avaliag@o e limites de aplicagio sdo abordados neste item. O processo aproximado
citado nos sub-itens seguintes, comuns a NBR e ao CEB, € o método do pilar padréo
e/ou pilar padrio melhorado (FUSCO, 1986 e PAULA, 1988), ndo apresentados

neste trabalho.

8.5.1 NBR-6118/1978
O calculo com consideragdo das deformagdes, que abrange tanto o caso de
ruina por ruptura a compressdo do concreto como o de ruina por instabilidade, sera

feito:

— Pelo processo exato, obrigatoriamente quando A > 140, que considera a relagdo
momento-curvatura, baseada nos diagramas tensdo-deformagio do concreto e do

aco; a forga normal de calculo sera determinada com:
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=14 + 0,01 (A — 140) (8.12)

— Por processo aproximado, devidamente justificado, se 80 > A < 140;

— Por processo simplificado, se 40 < A < 80, através de acréscimo do momento
fletor de 1* ordem de um momento complementar My, agindo em plano paralelo a
excentricidade acidental com que se calculou 0 momento de primeira ordem,

sendo valido para pegas retas e de segdo constante, inclusive armadura e forga

normal.
A 1
M2d=Nde2 = Nd. . (813)
10 r
1 0,0035 + fy¢/Es
= comv + 0,5 > 1
r (v+05h
onde:
Fq4
U:
Ac . fu

h = lado, paralelo a excentricidade acidental considerada, do retangulo

circunscrito a se¢ao.

— O caélculo com consideragdo das deformagdes pode ser desprezado caso A < 40.

8.5.2 CEB-1990
Elementos isolados tanto podem ser elementos unicos sujeitos a compressao
ou parte integrante de uma estrutura, na qual podem ser considerados isolados para

efeito de projeto.



140

Métodos simplificados ou aproximados ndo devem levar a diferengas maiores
que 10%, na capacidade de resisténcia & flexdo do elemento considerado ou da
estrutura como um todo, maiores que 10%, na dire¢do da menor resisténcia, daquelas
obtidas com uma analise mais rigorosa de 2* ordem.

Os efeitos de 22 ordem, para colunas isoladas, podem ser negligenciados se o

indice de esbeltez (1) da coluna satisfaz o seguinte critério:
A <A (8.14)

onde A, é uma esbeltez limite apropriada que leva em conta o decréscimo da
capacidade de carga devido & consideragio dos efeitos de 2° ordem.

Os limites da esbeltez sdo sempre considerados afetados pela taxa de
armadura. Os valores abaixo sio os menores limites e s3o validos para a armadura
minima. Na auséncia de uma analise mais rigorosa, o limite de esbeltez A, pode ser

tomado como:

Elementos deslocaveis:

7,5
M=———— se Vg < 039 (8.15)
/ Ve |
Mm=12 se g > 0,39 (8.16)

Elementos indeslocaveis:

7>5 [2 - eOl/e()Z]
M= se v < 0,39 (8.17)
Usd
M= 12 (Z—em/eozj se s > 0,39 (8.18)

onde:
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eo1. menor valor da excentricidade do efeito da carga axial em uma das extremidades
do elemento considerado;

eoz: maior valor da excentricidade do efeito da carga axial em uma das extremidades
do elemento considerado,

Uy forca normal adimensional.

Um elemento é considerado indeslocavel quando a influéncia dos
deslocamentos sofridos por este elemento, quando da agdo de cargas, podem ser

desprezados.

8.6 IMPERFEICOES GEOMETRICAS

Os efeitos de 12 ordem devidos as imperfei¢gdes precisam sempre ser
considerados para colunas ou outros membros e estruturas, para 0s quais estas
imperfei¢bes sio explicitamente definidas. A ndo considerag¢do dos efeitos destas
imperfeicdes pode resultar em uma maior descontinuidade entre a capacidade de
resistir a flexdo entre os efeitos de 1% e 2 ordem.

Estes efeitos podem ser considerados de diferentes maneiras, dependendo do
tipo de elemento em estudo (porticos, elementos isolados).

Para elementos isolados, segundo o CEB-1990, os efeitos das imperfei¢des
geométricas podem ser considerados pelo aumento da excentricidade da forga normal

de projeto (e;) na dire¢do mais desfavoravel:

€ = Og. ™ (819)

onde:

1 1

o=
100 / / 200

I = comprimento do elemento (metros).

IA

(8.17)

!
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A consideragio destas imperfei¢des pela NBR-61118/1978 ¢ tomada como
igual a h/30, ndo sendo menor que 2 cm, sendo h a maior dimensdo da segdo na

direcdo em que se considera a excentricidade.

8.7 FLUENCIA

Os efeitos da fluéncia e da retragio do concreto sio normalmente avaliados
separadamente e de forma independente. Na realidade a fluéncia é significativamente
maior se for acompanhada pela retragdo (GILBERT, 1988).

A figura 8.3 mostra o desenvolvimento gradual da deformagdo de fluéncia em
fungdo do tempo. No periodo imediatamente posterior a aplicagdo do primeiro
carregamento (t.), 0 aumento da deformac@o ¢ muito rapido, porém depois de varios
meses a taxa de aumento decresce sensivelmente, tornando-se muito pequena apos
varios anos. E usual admitir que a fluéncia assume um valor limite quando o tempo
se aproxima do infinito.

A magnitude da fluéncia e sua taxa de desenvolvimento sdo afetadas por
varios fatores, alguns sdo relativos as propriedades do concreto e outros dependem
das condigdes ambientais e de carregamento. O aumento da resisténcia, da qualidade,
da quantidade e do didmetro maximo dos agregados reduz a fluéncia, que também

decresce com a idade do concreto.

T Deformagado
Deformagao lenta
——_t—-—
- Deformagdo instantdnea

e — —— ]r— —————— -

Deformagdo retragdo

\ P
0 12 t Tempo

Fig. 8.3 — Deformagdes do concreto sob tens@o constante.
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A fluéncia depende do nivel de tensdo a que esta sujeito o concreto. Enquanto
as tensdes permanentes forem menores que a metade da resisténcia a compressdo do
concreto, a fluéncia é aproximadamente proporcional ao nivel das tensGes e pode-se
empregar a teoria linear da fluéncia. Sob tensdes maiores a fluéncia aumenta em
taxas mais elevadas, devido ao aumento das microfissuras no concreto, € assume
uma relagio nio-linear, conforme mostra a figura 8.4.

As tensdes de compressdo raramente excedem a metade da tensdo admissivel

a compressdo do concreto em elementos submetidos as cargas de utilizagdo.

limite de ruptura

o
cd
t=0 /A*J\
Pra fluéncia nao linear
O,So‘cd__ P
b -
t=00 fluéncia linear

\

limite de fluéncia

Deformacao

Fig. 8.4 — Influéncia da intensidade e duragdo do carregamento nas deformagdes do concreto.

8.7.1 NBR-6118/1978

Quando for necessario levar em conta a fluéncia e a retragdo do concreto na
determinagio dos esforgos solicitantes, sua consideracéo podera ser feita conforme a
NBR-7179 — PROJETO DE ESTRUTURAS DE CONCRETO PROTENDIDO -
onde sdo oferecidas diretrizes para a determinagéo do coeficiente de fluéncia ¢, que €
a somatéria dos coeficientes de fluéncia rapida, (ocorre nas primeiras 24 horas apos
a aplicagdo da carga que a originou), coeficiente de deformagéo lenta reversivel e
coeficiente de deformagdes lenta irreversivel.

A deformacio lenta sera levada em conta se A > 80 e quando o elemento

estiver sujeito a cargas de longa durag&o.
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Em FUSCO-1986 sdo apresentados dois métodos, semelhantes aos sugeridos

pelo CEB, para a consideragdo dos efeitos da fluéncia.

A) FUNCAO EQUIVALENTE DE FLUENCIA
O calculo ¢ realizado como se toda a carga fosse de longa duragdo, adotando-

se para a fungdo equivalente de fluéncia o valor efetivo:

Pt = . B.J(Mo . tx) (8.20)

onde:
o = fracdo da for¢a normal que produz fluéncia;
B = fracdo do momento fletor de 1°. ordem que produz fluéncia,

é (to . t») = fungdo de fluéncia real do problema.

O coeficiente equivalente de fluéncia (ges) sera utilizado para a determinagdo
do diagrama o —¢ do concreto (fig. 8.5), a ser utilizado na obteng@o dos diagramas

M,N, 1/r (segédo 6).

AT
Pet=0 Pes#0
0,85f 4 — / ——
e
Ve
/ /
Cc o
/
/
/
] €c | 2%  3,5% (1+@,4)2% (1408,)35% €,

(1+Q,0€,

Fig. 8.5 — Diagrama o —¢ do concreto sob o efeito da fluéncia.

B) METODO DA EXCENTRICIDADE EQUIVALENTE
Este método admite que todo o carregamento seja de curta duragdo,

introduzindo-se para todas as forgas longitudinais uma excentricidade suplementar

(ec) de 1*. ordem, dada por:
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@ (t0,10) - Ng
e.= ey Jexp -1 (8.21)

onde:

N, = carga de longa duragio que produz fluéncia,

Ng =10 . E.. L./ carga de flambagem de Euler, com E. (médulo de deformagio
longitudinal do concreto) calculado de acordo com a NBR-6118/1978,;

e; = excentricidade de 1* ordem, na qual se inclui a excentricidade acidental.

8.7.2 CEB-1990
Os efeitos da fluéncia podem ser desprezados quando pelo menos duas das

seguintes condigdes forem satisfeitas simultaneamente:

53
A (f« em MPa) (8.22)
’ Ve | fl/ﬁ‘lck
e = 2h (8.23)
o.f <02 (8.24)
sendo:
Nsg
U =
fu . Ac
onde:

N, = carga axial sobre as agdes quase-permanentes;

e, = excentricidade inicial de N;

h = altura da segdo transversal,

o = relacdo entre a forga normal (combinagdo quase-permanente) Ny € a forga total

de projeto Ny, considerada no estado limite ltimo;
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B = relagdo entre o momento fletor de projeto obtido com a combinag¢do quase-

permanente (Ms,) € 0 momento fletor total considerado no estado limite ultimo

(Msd)~

Uma das duas simplifica¢Ges seguintes pode ser usada para considerar os

efeitos aproximados da fluéncia:

— O elemento ¢ calculado diretamente para o estado limite Gltimo, aplicando a
combinag¢do das a¢Oes mais desfavoravel e incluindo os efeitos das imperfeigdes
geométricas, utilizando uma relagdo tensio-deformag¢io modificada, que € obtida

pelo aumento de todas as deformagGes com o fator:

ks=1+a.8 (8.25)

— Os efeitos da fluéncia também podem ser introduzidos nos célculos como uma

excentricidade adicional e

¢
€ = |€o Tt €, | exp -1 (8.26)
NE / Ngg -1

onde:

Ng = forca axial permanente no elemento;

Ng = Ean . I . (/h)* carga critica de Euler para o elemento, I. é o momento de
inércia da se¢do de concreto ndo-fissurado, se a fissuragdo € passivel de
ocorrer sob agdes permanentes, uma apropriada redugdo de 1. € conveniente;

e. = é a excentricidade adicional remanescente devida aos efeitos da fluéncia,
quando o elemento é considerado hipoteticamente descarregado:

eo = excentricidade inicial;

e, = excentricidade acidental proveniente de imperfei¢Ges geométricas;

¢ = coeficiente de fluéncia.
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9 ROTINA COMPUTACIONAL

Apresenta-se neste capitulo rotina informatizada de calculo, elaborada em
linguagem PASCAL para microcomputador, destina da a verificacdo da estabilidade
de pilares de concreto de se¢do variavel, elaborada com base no método geral.
Apresenta-se também os resultados obtidos na verificagdo de um pilar de se¢do
retangular, mostrando os resultados obtidos com a adogdo das diretrizes da Norma

Brasileira NBR-6118/1978 e do Codigo Modelo do CEB-1990.

9.1 EXEMPLO DE APLICACAO

A verificagdo do pilar da fig. 9.1 foi efetuada através do programa da se¢do
9.2, utilizando-se a opgdo de seguir as recomenda¢des da NBR-6118/1978 e a opgdo
de seguir as recomendag¢des do CEB-1990. Este exemplo foi extraido de HOFFMAN
(1980), onde encontra-se verificado pelo método exato, através do processo de
Engesser-Vianello (utilizando a analogia de Mohr e dbacos momento fletor — forga

normal — curvatura).

Dados complementares:

- concreto: fx = 18 MPa,

- ago: CA-50A,

- cobrimento: 10 cm,

- 4rea de ago na base: 0,0085 m* (o = 0,4), barras dispostas junto as faces

horizontais da se¢@o.

O coeficiente de minoragdo da resisténcia do concreto (y.) utilizado na

verificagdo segundo a NBR-6118/1978 foi de 1,4, utilizando-se o diagrama parabola-
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retangulo para as relagdes tensdo-deformagdo do concreto, para a verificagdo
segundo o CEB-1990, foi utilizado coeficiente de minoragdo 1,2 € o respectivo
diagrama para as relagdes tensio-deformagdo do concreto, encontrando-se na tabela

9.1 os resultados obtidos para os deslocamentos e os momentos finais.

I000 kN

— 9 0.6x0.6m 20 kN > 400 kN.m

8

7

6 g 0.6m
5 L
o 5
@ €

°

4 —+

3

2

0.6x1.2m

T 7777777777 r7rr 7777

-

Fig. 9.1 — Pilar livre-engastado com segdo transversal variavel.

Tabela 9.1 — Valores dos deslocamentos e momentos finais.

ABNT HOFFMAN CEB
Secdo | Mom. Inic. | Desloc. | Mom. Fin.. | Desloc. | Mom. Fin. | Desloc. | Mom. Fin.
1 560 0,0 691 0,0 671 0,0 642
2 540 0,026 669 0,031 649 0,022 620
3 520 0,049 643 0,058 624 0,037 597
4 500 0,068 613 0,080 595 0,051 570
5 480 0,076 579 0,090 556 0,058 538
6 460 0,095 540 0,113 528 0,070 511
7 440 0,104 498 0,123 489 0,077 477
8 420 0,109 451 0,129 446 0,080 442
9 400 0,111 400 0,131 400 0,082 400

Momentos em kN.m e deslocamentos em metros.
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Os resultados de Hoffman foram obtidos pelo método de Engesser-Vianello,
com o emprego de abacos. A diferenca entre os valores dos momentos fletores finais
obtidos por Hoffman e aqueles obtidos pelo programa, segundo os critérios da
ABNT, varia de 1,1% a 4,1%, tendo como variagdo média 2,6%. As diferengas
observadas sdo decorrentes das interpola¢des necessarias a utilizagdo dos diagramas
momento fletor — forga normal — curvatura empregadospelo supracitado autor e as
tolerdncias adotadas no programa desenvolvido para a verificagdo do equilibrio da
forgas normais e dos momentos fletores solicitantes e resistentes, além da tolerancia
das curvaturas das se¢oes.

Os valores dos maximos momentos fletores finais (segdo 1) obtidos segundo
os critérios do CEB e da ABNT diferem em 4,3%, sendo esta diferenca decorrente

dos critérios constantes no codigo modelo e na norma.

9.2 PROGRAMA

Destina-se a verificagdo da estabilidade de pilares de concreto de segdo
variavel, utilizando a teoria do método geral. O programa foi desenvolvido para
pilares de segdo retangular ou circular, cheias ou vazadas, oferecendo opgdes de
calculo utilizando as relagdes de tensdo-deformagdo do concreto segundo o diagrama
parabola-retdngulo (NBR-6118/1978) ou pelo diagrama proposto pelo CEB-1990.

A entrada de dados pode ser feita via teclado, para a primeira inser¢iio de um
pilar (um arquivo com os dados inseridos € gerado) ou via arquivo de dados, caso
haja altera¢des no pilar calculado, fazendo-se as alteragdes diretamente no arquivo de

dados gerado pelo programa quando o pilar foi calculado pela primeira vez.

PROGRAM PILARES;

uses Printer;

TYPE PAL30=STRINGJ30];

TYPE VET10I=ARRAY [1..10] OF INTEGER;

TYPE VET150I=ARRAY [1..150] OF INTEGER;
TYPE VET5R=ARRAY][1..5] OF REAL;

TYPE VET10R=ARRAY [1..10] OF REAL;

TYPE VET150R=ARRAY [1..150] OF REAL;

TYPE MAT1050=ARRAY [1..10,1..50] OF INTEGER,
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VAR OP,OPS,NSP,i,j,k, . NTS NSC,N,TOLINTER,OPPROP NSD:INTEGER;
TA:CHAR;
FCK,FYK,EC EY,INCURV,TOLNOR,TOLMOM, TOLCURV,GAMAY,GAMAC,PES:REAL;
NE:VETI0],
QHIHF,TCD:VET3R,;
ES,ALS ESTO,ARACOS,BA . BATO,AL ALTO.DIA DIATO: VET10R;
VD,HD MD,NP,BASE, AL TUR,ESPES,SSEC,TAXARM,DIAM,ALSEC,VOL: VET150R;
ARS:TEXT,
NOME :pal30;
NCA: VETI150I,
HACO,ALCO:MATI1050;

PROCEDURE FAZ (var ops,nsp,nts,nsc,tolinter,opprop:INTEGER,;
var ta:CHAR;
var fck fyk ec,ey,incurv,tolnor,tolmom,tolcurv, pes, gamac gamay: REAL;
var ne:VET10I;
var es,esto,als,aracos,ba,bato,al alto,dia diato: VET10R;
var vd,hd md: VET150R);
VAR ARQS:TEXT,;
3, N:INTEGER;
NOME, TITULO:PAL30;
BEGIN
WRITE (NOME DO ARQUIVO PARA A GRAVACAO DOS DADOS =),
READLN (NOME),
WRITE (IDENTIFICACAO DO PILAR = ");
READLN (TITULO);
ASSIGN (ARQS,NOME);REWRITE(ARQS);
WRITELN (ARQS, TITULO);
WRITELN (FORMA DO PILAR [1] RETANGULAR CHEIO [2] RETANGULAR
VAZADOY;
WRITE (' [3] CIRCULAR CHEIO [4] CIRCULAR VAZADO ')
READLN (OPS); WRITELN (ARQS,OPS);
WRITE (NUMEROQO DE SEGMENTOS DO PILAR =";
READLN (NSP);
WRITE (‘(NUMERO TOTAL DE SECOES = ");
READLN (NTS); WRITELN(ARQS,NSP,' ' NTS);
FOR i:=1 TO NTS DO
BEGIN
ES[i]:=0;
ESTOVi]:=0;
BA[i]:=0;
BATO(i]:=0;
AL[i}:=0;
ALTO[i]:=0;
DIAJi}:=0;
DIATO[i]:=0;
VDIi]:=0;
HDJi]:=0;
MD(i]:=0;
END;

FOR i:=1 TO NSP DO

BEGIN
WRITELN (‘'SEGMENTO ',j);
WRITE (' No DE ELEMENTOS DO SEGMENTO =",
READLN (NE[i}); WRITELN(ARQS,'SEGMENTO',i);
WRITELN (ARQS,NE[i]);
WRITE ( ALTURA DO SEGMENTO =",
READLN (ALS[i]);WRITELN(ARQS,ALS][i]);



WRITE (AREA DE ACO DO SEGMENTO =";
READLN (ARACOSIi]); WRITELN(ARQS,ARACOSJi]);
IF (OPS=1) OR (OPS=2) THEN
BEGIN
WRITE (" BASES DAS SECOES INICIAL E FINAL =),
READLN (BA[i],BATO[i]); WRITELN(ARQS, BA[i] BATOIi]);
WRITE (' ALTURAS DAS SECOES INICIAL E FINAL =);
READLN (AL[i], ALTOIi}); WRITELN(ARQS, AL [i], ALTO}i]);
IF OPS=2 THEN
BEGIN
WRITE (ESPESSURAS DAS SECOES INICIAL E FINAL =);
READLN (ES[i], ESTO[i]); WRITELN(ARQS,ES|i].ESTO[i]);
END;
END;
IF (OPS=3) OR (OPS=4) THEN
BEGIN
WRITE ( DIAMETROS DAS SECOQES INICIAL E FINAL =');
READLN (DIA[i],DIATOVi]); WRITELN(ARQS.DIA[i], DIATOi]);
IF OPS=4 THEN
BEGIN
WRITE (ESPESSURAS DAS SECOES INICIAL E FINAL =",
READLN (ES[i],ESTOIi]);
WRITELN (ARQS,ES[i]. ESTOIi]);
END;
END;
END;
WRITE ('CONSIDERAR PESO PROPRIO ? [1]SIM [2]NAO = ";
READLN (OPPROP),
IF (OPPROP=1) THEN
BEGIN
WRITE ("VALOR DO PESO ESPECIFICO DO CONCRETO =",
READLN (PES);
END;
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WRITE (INFORME A QUANTIDADE DE SECOES COM CARGAS CONCENTRADAS =";

READLN (NSC),
WRITELN (ARQS,'CARREGAMENTO CONCENTRADO ');
WRITELN (ARQS,NSC,' ', OPPROP,PES);
FOR i:=1 TONSC DO
BEGIN
WRITE ('SECAO No. =),
READLN (j);
WRITE ('VALOR DA ACAO VERTICAL =),
READLN (VD[j]);
WRITE ('VALOR DA ACAO HORIZONTAL =";
READLN (HD[j]);
WRITE (VALOR DO MOMENTO APLICADO =");
READLN (MD[j]);
WRITELN (ARQS,j, VD[j],HD[j]. MD[j]);
END;

WRITE (INFORME A QUANTIDADE DE CARGAS DISTRIBUIDAS =),

READLN (NSDy;

WRITELN (ARQS,'CARREGAMENTO DISTRIBUIDO);
WRITELN (ARQS,NSD);

FOR i:=1 TO NSD DO

BEGIN

WRITE (CARGA REGULAR [1] CARGA DISTRIBUIDA [2] =");

READLN (TCDIi);
WRITE (VALOR DA CARGA 'i=");
READLN (Q[i]);
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WRITE (ALTURAS INICIAL E FINAL DA CARGA =");
READLN (HI[i] HF[i}]),
WRITELN (ARQS, TCD[i],Q[i],HI[i], HF[i});
END;
WRITELN ('CARACTERISTICAS DOS MATERIAISY,
WRITE (DEFORMACOES PELA [1] NBR/6118  [2] CEB-1990 =");
READLN (OPCAL);
WRITE (*VALOR DO fck, EM MPa =");
READLN (FCK);
WRITE ('COEFICIENTE DE MINORACAO DO CONCRETO=";
READLN (GAMACQ),
WRITE (‘'MODULO DE ELASTICIDADE DO CONCRETO, kN/m2 =),
READLN (EC);
WRITE ("VALOR DO FYK EM MPa =),
READLN (FYK);
WRITE ('COEFICIENTE DE MINORACAO DO ACO=";
READLN (GAMAY);
WRITE (MODULO DE ELASTICIDADE DO ACO, kN/m2 =";
READLN (EY);
WRITE ('TIPO DO ACO, AouB? "),
READLN (TA);
WRITELN ('DISTRIBUICAO DAS ARMADURAS"),
WRITELN (ARQS, DISTRIBUICAO DAS ARMADURAS'),
FOR i:=1 TO NSP DO
BEGIN
WRITELN ('SEGMENTO ',i);
WRITE (NUMERO DE CAMADAS ="),
READLN (NCA[i)]);
WRITELN (ARQS,NCA[I]);
FOR j:=1 TO NCAJ[i] DO
BEGIN
WRITE ('AREA DE ACODA CAMADA 'j,'=";
READLN (HACOVi,j]);
WRITE ('ALTURA DA CAMADA DE ACO face superior da secao =");
READLN (ALCO{i,j]);
WRITELN (ARQS,HACOI1,j],ALCO[i,j});
END;
END;
WRITELN (ARQS,'MATERIAIS");
WRITELN (ARQS,OPCAL FCK,GAMAC,.EC);,
WRITELN (ARQS,FYK,GAMAY.EY),
WRITELN (ARQS.TA);,
WRITELN (INCREMENTOS E TOLERANCIAS");
WRITE ('VALOR DO INCREMENTO DAS CURVATURAS =",
READLN (INCURYV),
WRITE (TOLERANCIAS PARA AS FORCAS NORMAIS, MOMENTOS E CURVATURAS =
"
READLN (TOLNOR, TOLMOM, TOLCURYV);
WRITE (NUMERO DE ITERACOES PARA CALCULO DA NORMAL E MOMENTO
INTERNO =');
READLN (TOLINTER);
WRITELN (ARQS,'INCREMENTOS E TOLERANCIAS');
WRITELN (ARQS,INCURV, TOLNOR, TOLMOM,TOLCURYV);
WRITELN (ARQS, TOLINTER);
CLOSE (ARQS);RESET (ARQS);
END;

PROCEDURE LE (var ops,nsp,nts,nsc,tolinter,opprop,nsd:INTEGER,
var ta:CHAR;



var fck fyk,ec,ey,incurv,tolnor,tolmom,tolcurv,pes,gamac, gamay:REAL,;
var ne:VET10I;
var tcd,q,hi,hf: VET5R,;
var es,esto,als,aracos,ba,bato,al,alto,dia,diato: VET10R;
var vd,hd, md: VET150R);
var nca: VET150I;
var haco,alco:MAT1050;
VAR ARQE:TEXT,
PALAVRA NOME,TITULO:PAL30;
k,j.N:INTEGER,;
BEGIN
WRITE ('NOME DO ARQUIVO DE DADOS =");
READLN (NOME);
ASSIGN (ARQE,NOME);RESET(ARQE);
READLN (ARQE, TITULO);
READLN (ARQE,OPS);
READLN (ARQE,NSP,NTS);
FOR i:=1 TONTS DO
BEGIN
ESfi]:=0;
ESTOIi]:=0;
BA[i]:=0;
BATO[i}:=0;
AL[i]:=0;
ALTO[i]:=0;
DIAJi]:=0;
DIAM[i]:=0;
ALSEC(][i]:=0;
DIATO[i}:=0;
VDIi]:=0;
HDJi]:=0;
MD{i]:=0;
END;

FOR i:=1 TO NSP DO
BEGIN
READLN (ARQE,PALAVRA);
READLN (ARQE, NE[i]);
READLN (ARQE, ALSJi});
READLN (ARQE,ARACOS[i]);
IF (OPS=1) OR (OPS=2) THEN
BEGIN
READLN (ARQE BA[i],BATOIi));
READLN (ARQE.AL[I],ALTOIi]);
END;
IF (OPS=3) OR (OPS=4) THEN
BEGIN
READLN (ARQE,DIAJi],DIATO[i});
END;
IF (OPS=2) OR (OPS=4) THEN
BEGIN
READLN (ARQE ES[i}, ESTO[i]);
END;
END;
READLN (ARQE,PALAVRA);
READLN (ARQE,NSC,OPPROP,PES);
FOR K:=1 TONSC DO
BEGIN
READLN (ARQE,j, VD[jL,HD{j],MDI[j]);
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END;
READLN (ARQE PALAVRA),
READLN (ARQE NSD);
FOR k:=1 TONSD DO
BEGIN

READLN (ARQE,Q[k],HI[k],HF[k]);
END,
READLN (ARQE,PALAVRA);
READLN (ARQE,OPCAL FCK,GAMAC,EC);
READLN (ARQE . FYK,GAMAY EY);
READLN (ARQE,TA),
READLN (ARQE,PALAVRA);
FOR i:=1 TONSP DO
BEGIN

READLN (ARQE,NCAJi]);

FOR j:=1 TO NCA[i] DO

BEGIN

READLN (ARQE HACOIi,j]);
READLN (ARQE,ALCOIi,j1);

END;
END;
READLN (ARQE.PALAVRA);

READLN (ARQE,INCURV,TOLNOR, TOLMOM, TOLCURV),

READLN (ARQE,TOLINTER);
CLOSE (ARQE);
END;

PROCEDURE DIMENSOQES (var ops,nsp,nts,n:INTEGER;

var fyk. fck,gamay,gamac:REAL;

var als,es,esto,ba,bato,al,alto,aracos,dia,diato: VET10R;
var base.altur,espes,ssec,taxarm,diam: VET150R;

var ne:VET10I),
VAR difba, difal difdia,difes:REAL;
Lj:INTEGER,;

BEGIN
FOR I:'=1 TONTS DO
BEGIN
ESPESJi]:=0;
VOL[i]:=0;
DIAMJi}:=0;
END;
L=1;
ALSEC[1]:=0;
N:=0;
FOR i:=1 TO NSP DO
BEGIN
N:=N+1;
IF (OPS=1) OR (OPS=2) THEN
BEGIN
DIFBA:=(BATOJi]-BA[i])/NEfi];
DIFAL:=(ALTOJi]-AL[i])NE[i];
DIFES:=(ESTO[i]-ES[i])/NE][i];
writeln (Lst.difba,difal difes);
BASE|[n]:=BA]Ji];
ALTUR[n]:=AL[i];
ESPES{n}:=ES{i];
SSEC[n]:=BASE[n]*ALTUR|[n];
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IF OPS=2 THEN
BEGIN
SSEC[n]:=SSEC|n]-((BASE|n]-2*¥ESPES[i])*(ALTUR[n]-2*ESPES[i)));
END;
TAXARM[n]:=((FYK/GAMAY)*ARACOS[i)/((FCK/GAMAC)*SSEC[n]);
FOR j:=(n+1) TO (n+NE[i]) DO
BEGIN
BASE][j}:=BASE[j-1]+DIFBA;
ALTURJj]:==ALTUR]Jj-1]+DIFAL;
ESPES{j]:=ESPES[J-1]}+DIFES;
SSECI[j]:-=BASE[j]*ALTURYjl;
IF OPS=2 THEN
BEGIN
SSEC{j]:=SSEC[j]-(BASEJj]-2*ESPES[j])*(ALTUR[j}-2*ESPES[j]));
END;
TAXARM[j]:=((FYK/GAMAY)*ARACOS[i]))/(FCK/GAMAC)*SSEC[j]);
ALSEC]j]:=ALSEC}j-1]+ALS[i}/NE[i];
END;
END;
IF (OPS=3) OR (OPS=4) THEN
BEGIN
DIFDIA:=(DIATO[i]-DIAfi])/NE[i];
DIFES:=ESTO[i]-ES[i})/NE[i];
ESPES[n]:=ES][i];
DIAM[n]:=DIAJi];
SSEC[n]:=PI*DIAM[n]*DIAM|n}/4;
IF OPS=4 THEN
BEGIN
SSEC[n]:=SSEC{n]-(PI*(DIAM[n]-2*ES{i])*(DIAM[n]-2*¥ES[i]/4);
END;
TAXARM[n}:=(FYK/GAMAY)*ARACOS[i])/((FCK/GAMAC)*SSEC[n});
FOR j:=(N+1) TO (N+NE[i]) DO
BEGIN
DIAM[j]:=DIAM]j-1}+DIFDIA,
ESPES[j]:=ESPES[j-1]+DIFES;
SSEC[j]:=PI*DIAM{j]*DIAM]j1/4;
IF OPS=4 THEN
BEGIN
SSEC|j}:=SSEC[j]-(PI*(DIAM]j]-2*ESPES[j])*(DIAM][j]-2*ESPES[j])/4);
END;
TAXARM[j]:=(FYK/GAMAY)*ARACOS[i)/((FCK/GAMAC)*SSEC[i]D;
ALSEC[j]:=ALSECI[J-1]+ALS[i}/NE]Ji];
END;
ALSEC[j]:=ALSEC]Jj-1}+ALS[I}/NEJi];
END;
N:=N+NEli};
ALSEC[N+1]:=ALSEC|N];
END;
IF (OPPROP=1) THEN
BEGIN
FOR K:=1 TO (NTS-1) DO
BEGIN
IF OPS=1 THEN
BEGIN
VOL[K]:=((ALSEC[k+1]-ALSEC[k])/3)*(SSEC[k]+SSEC[k+1}+SQRT(SSEC[k}*SSEC[k+1)));
END;
IF OPS=2 THEN
BEGIN
VOLI[K]:=((ALSEC[k+1}-ALSEC[k])/3)*((BASE[k]*ALTUR[k]+BASE[k+1]*ALTUR[k+1]+



SQRT(BASE[k+l]*ALTUR[k+l]*BASE[k]*ALTUR[k]))—((BASE[k]-
2*ESPES[kD*(ALTUR[k]-
2*ESPES[k]H((BASE[k+1]-2*ESPES[k+1])*(ALTUR[k+1]-
2*ESPES[k+1]))+SQRT((BASE[K]-
2*ESPES[k])*(ALTUR[k]-2*ESPES[k])*(ALTUR[k+1]-2*ESPES[k+1])*(BASE[k+1]-
2*¥ESPES[k+11))));
VOL[1}:==VOLIK];
END;
IF OPS=3 THEN
BEGIN
VOL[K]:=((ALSECfk+1]}-
ALSEC[k])/3)*PI*((DIAM[k+1]*DIAM[k+1]/4)+(DIAM[k] *DIAMIK]/4)+
(DIAM[k+1]*DIAM([k]/4));
END;
IF OPS=4 THEN
BEGIN
VOLI[K]:=(((ALSEC[k+1}-
ALSEC[k])/3)/4)*PI*((DIAM[k+1]*DIAM[k+1]+DIAM[k] *DIAM[k}+DIAM[k]*DIAM[k+1])-
((DIAM[k+1]-2*ESPES[k+1])*(DIAM[k+1]-2*ESPES[k+1])+(DIAM[k]-
2*ESPES[k])*(DIAM[k]-2*ESPES[k])+
(DIAM[k]-2*ESPES[k])*(DIAM[k+1]-2*ESPES[k+1])));
END;
L:=L+1;
END;
END;
END;

PROCEDURE MOMENTOS (var m,alsec:vet150R;
var nsc.nsd nts:INTEGER,;
var tcd: VET10[,
var g,hi,hf: VET10R);

VAR i,j:INTEGER,
qq:REAL;

BEGIN
FOR i:=1 TO NSD DO
BEGIN
FOR j:=1 TONTS DO
BEGIN
IF (HI[i]<ALSEC][j]) AND (HF[i]<=ALSECj]) THEN
M[j}:=M[j}+0;
IF (HI<ALSECIj}) AND (HF>ALSEC(j]) THEN
BEGIN
IF TCD=1 THEN
Mj1:=M[j}+(QLI*((HF[i]-ALSEC[i})*(HF[i]-ALSEC[i]))/2);
IF TCD=2 THEN
BEGIN
QQ:=(QIi)/(HF[i]-HI{i}))*(HF[i]-ALSEC[j]);
M][j]:=M[j]+(QQ*(HF[i]-ALSEC[i])*(HF[i}-ALSEC[i])/6);
END;
IF (HI[i]>=ALSEC[j}) AND (HF[i]>ALSEC[j]) THEN
BEGIN
IF TCD=1 THEN
Mj]:=M[j]+(QIil* HF[i]-HI[i])*((HF [i}-HI[i])/2+HI{i]));
IF TCD=2 THEN
BEGIN

QQ:=Qi)/(HI[i]-HF[i]);
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M[j]:=M[jJ+QQ*(HF[i]-HI[i])/2)*((HF[i]-HIfi])/3+HI[i]);
END;
END;
END;
END;
END;

PROCEDURE NORTOT (var 1.nts:INTEGER;
var np,vol,vd:VET150R;
var pes,gamac:REAL);

VAR i,j:INTEGER,

BEGIN
L:=NTS;
FOR i:=1 TONTS DO
BEGIN
VD[1]:=VD[l]+VOL[i]*PES*GAMAC;
L:=L-1;
VD:=VD[1]+VD[I-1];
END;
END;

PROCEDURE ADIMEN (VAR va,vd,ssec,m,desloc,alsec,ma,diam:vet1 50R;

var ops,nts: INTEGER;
var fcd:real;)

VAR ij:INTEGER,

BEGIN
IF (OPS=1) OR (OPS=2) THEN
BEGIN
FOR i:=1 TONTS DO
BEGIN
VA[i]:=VD[/(SSECIi]*FCD);
MA[i]:=(M[i+VD*DESLOCIi})/(SSEC[i]*FCD*ALSEC]i}),
END;
END;
IF (OPS=3) OR (OPS=4) THEN
BEGIN
FOR i:=1 TONTS DO
BEGIN
VA[i}:=VDI[i}/(SSEC[i]*FCD);
MAJi]:==M[il+ VD*DESLO[i])/(SSEC[i}*FCD*DIAM]i]);
END;
END;
END;

PROCEDURE FORACO (var fyd.fyk,gamay,ey,bto:REAL;
var ta:CHAR;
var hr,bx,bo:REAL;
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var nca: VETS0],

var eps,hr,ts,norac,taxarm: VET150R;
var haco,alco:mat1050;

var 1,j:INTEGER,;

VAR k:INTEGER;

BEGIN
FYD:=FYK/GAMAY;
IF TA=A THEN
EYD:=FYD/EY
ELSE
EYD:=FYD/EY+0,002;
FOR J:=1 TO NCAli] DO
BEGIN
BO:=ALCOVi,j}/AL[1l];
EPS[j]:=HR*(BO-BX);
IF ABS(EPS[i])>=EYD THEN
TS[j]:=FYD;
IF ABS (EPS[i]))<EYD THEN
BEGIN
TS{j}:=EPS[HI*EY;
IF TA=B THEN
IF ABS(EPS[i}>0.7*EPS[i]*ES THEN
TS[i]:=FYD*(O.7-22.5*FYD/EY+SQRT((22.5*FYD/EY—0.7)*(22.5*FYD/EY-0.7)+
45* ABS(EPS[j1-0.49));
END;
IF EPS[j]=0 THEN
TS[j1=0
ELSE
TS[j):=TS[j]*EPS[j]/ABS(EPS{j});
NORAC[i]:=NORAC[i]HTS[j]*HACOi,j/ARACO[i] *TAXARM|[i}/[FYD),
END;
END;

PROCEDURE MOMNOR (VAR bts,bti,bt1,btx,bt2,bt3,tol,na tolnor,
aux,auxl,aux2,btx1,btx2, norresl, norres2:REAL;

var tolinter,opcal,ops:INTEGER;

var nca:vet150L;

var norcon,norres, norac, momaco, taxarm:vet150R);

VAR k1,k2.k3 k4,k5,k6,k7 k8 k9,k10.k11 k1 2.k12.n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8,
n9,n10,n11,al,a2,a3,c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7,¢8,c9,c10,cl 1,c12:REAL;
VAR contrl: INTEGER;

BEGIN
NORCON:=0;
BTS:=0.035/HR;
IF BTS>1 THEN
BTS:=0,002/HR+3/7,
BTI:=-.01/HR+1-COB/H;
FOR i:=1 TO TOLINTER DO
BEGIN
IF i:=1 THEN
BEGIN
BT1:=BTI,
BTX:=BTl1;
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END
ELSE
BEGIN
BT2:=BTS;
BTX:=BT2,
END;
FORACO (fyd,fyk,gamay,ey,to,btx,bto,ta, hr,nca,eps,hr,ts, norac, taxarm, haco,alto, i,j);
IF BTX<=0 THEN
NORCON:=0
ELSE
BEGIN
BT1:=-0.5;
BT2:=-0.002/HR+BTX-0.5;
IF BT2<-0.5 THEN
BT2:=-0.5
ELSE
IF BT2>-1/14 THEN
BT2:=-1/14;
BT3:=0.5;
IF BTX<1 THEN
BT3:=BTX-0.5;
CONTRI1:=0;
AUX:=NORCON;
WHILE CONTR1<2 DO
BEGIN
IF (OPS=1) OR (OPS=2) THEN
BEGIN
IF OPCAL=1 THEN
BEGIN
K1:=0.5-BTX;
K2:=BT3*BT3-BT2*BT2,
K3:=BT3-BT2;
K4:=BT3*BT3*BT3-BT2*BT2*BT2;
NORCON:=-0.85%(BT2-BT1)+850*HR *(K2/2+K1*K3+250*HR*K 1 *(K4/(3*K 1)+
K2+K1*K3));
IF OPS:=1 THEN
BEGIN
CONTRI1:=1;
AUX:=0;
END;
END;
IF OPCAL=2 THEN
BEGIN
K2:=EC/EC]I,
K3:=XT,
K4:=EPC/EPCU,
K5:=-454.55*K2*HR,
K6:=(-454.55*K2+909.09)*HR,;
K7:=206611.57*HR*HR;
K11:=((K4*¥K3-2)/(K4*K4))*K7,
K12:=((4-K4*K3)/K4)*(-454.55*HR);
NORCON:=-K5*(1/(K6*K6)(K6*(BT3-BT2)+LN((1+K6*(BT2+K1))/(1+K6*(BT3+K1)))+
K7/(K6*K6*K6)(K6/2*(K6*BT3*BT3-BT2*BT2)+2*K6*K 1*(BT3-BT2))-
K6*(BT3-BT2)+LN((1+K6*(BT3+K1))/(1+K6*(BT2+K 1))+
/K 12*LN(((K12+K11*BT1+K1))/(BT1+K 1))/((K12+K 1 1*(BT2+K 1))/(BT2+K1)));
END;
IF (OPS=2) AND (CONTRI1=0) THEN
BEGIN
CONTR1:=0;



AUX:=NORCON;
END;
IF (OPS=2) AND (CONTR1=1) THEN
NORCON:=AUX-NORCON;
IF (OPS=2) AND (CONTR1=0) THEN
BEGIN
BTEL=-(ALTURJ[i])/2-ESPES|i])/ALTUR(i];
BTES:=(ALTUR][i]/2-ESPES{i})ALTUR]i];
IF BT2<=BTEI THEN
BT2:=BTEI,
IF (BT3>=0) AND (BT3>=BTES) THEN
BT3:=BTES;
IF (BT3<=0) AND (BT3<=BTEI) THEN
BT3:=BTEL
END;
END;
IF (OPS=3) OR (OPS=4)
BEGIN
IF OPCAL=1 THEN
BEGIN
K1:=0.5-BTX;
N1:=BT2*SQRT(1-BT2*BT2);,
N2:=BT1*SQRT(1-BT1*BT1);
ARCSEN(BT2,N3);
ARCSEN(BT1,N4);
N5:=EXP(3/2*LN(1-BT3*BT3));
N6:=EXP(3/2*LN(1-BT2*BT2));
N7:=BT3*SQRT(1-BT3*BT3);
ARCSEN(BT3,N8);

N9:=BT3*(2*BT3*BT3-1)*SQRT(1-BT3*BT3);
N10:=BT2*(2*BT2*BT2-1)*SQRT(1-BT2*BT2);

ARCSEN(BT3;N11);

NORCON:=2/PI*(-0.425*(N1-N2+N3-N4)+850*HR*(-(1/3)*(N5-N6)+K 1/2*(N7-
N1+N8-N3)+250*HR*((1/8)*(N9-N10+N11-N3)-(2*K 1/3)*(N5-N6)+

K1*K1/2*(N7-N1+N11-N3))));
IF OPS:=3 THEN

BEGIN
CONTR:=1;
AUX:=0;

END;

END:

IF OPCAL=2 THEN

BEGIN

K1:=-0.5-BTX;

K2:=EC/ECI;

K3:=XIT;

K4:=EPC/EPCU,
K5:=-454.55*K2*HR;
K6:=(-454.55*¥*K2+909.09)*HR,;
K7:=206611.57*HR*HR;
K8:=K12+K11*K1-Al;
K9:=K1-Al;
K11:=((K4*K3-2)/(K4*K4))*K7,
K13:=1+K6*K11;
K10:=K13-Al,
K12:=((4-K4*K3)/K4)*(-454.55*HR),
Al:=K12+K11*BT1+K1),
A2:=K12+K11*BT2+K1),
A3:=K12+K11*BT3+K1);
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N1:=SQRT(1-BT2*BT2),
N2:=LN(ABS((K12+K11*(BT2+K1))/(BT2+K1)));
ARCSEN(BT2,N3);
ARCSEN(BTI1,N4);
N5:=SQRT(1-BT3*BT3)
ARCSEN(BT3,N6);
N7:=SQRT(1-BT3*BT3),
ARCSEN(BT3,N8);
C1:=LN(A2),
C2:=1/A2;
C3:=1/(2*A2*A2);
C4:=1/(3*A2*A2*A2),
C5:=LN(Al);
C6:=1/Al;
C7:=1/(2*A1*Al);
C8:=1/(3*Al1*Al1*Al),
C9:=LN(A3);,
C10:=1/A3;
C11:=1/(2*A3*A3),
C12:=1/(3*A3*A3*A3),
NORCON:=2/PI*(N1/K12*¥N2+1/K12*(-C1*N1+C2*((K1 1/2)*(N3-BT2*N1)-
K8*N1)-C3*(-K11*K11*((BT2*BT2)*N1/3)+K11*K8*(N3*BT2-BT2*N1)-
K8*K8*N1)+C4*(EXPG*LN(K11)))*(3*N3/8-BT2*BT2*BT2*N1/4-3 *BT2*N1/8)-
3*K11*K8*(BT2*BT2+2)*N1/3+3*K11*K8*K8/2(N3-BT2*N1)-EXP(3*LN(N1))-
(-C5*N1+C6*0.5%N3-BT2*N1)-K9*N1)-C7*(-(BT2*BT2+2)*N1/3+K9*N3-BT2*N1)-
K9*K9*N1+C8*(3*N3/8-EXP(3*LN(BT2))*N1/4-3*BT2*N1/8-3*K9*(BT2*BT2*N1/3)+
3*K9*K9*(N1*BT2*N1)-EXP(3*LN(K9))*N1)))-K5*((N 5/(K6*¥K6))*(1+K6*(BT3+K1)-
LN(ABS(1+K6*(BT3+K1)))+1/(K6*K6)*(-N5+K6*(BT3*(BT3+K1)*N6-(BT3 *BT3)*N6-
BT3*N5/2-K1*(BT3*N6+N5))-(-C9*N5+C10*(K6/2*(N6-BT3*N5)-K 10*N5))-
C11*(-K6*K6*(BT2*BT3)*N5/3)+K6*K10*(N6-BT3 *N5)-K10*K10)+
C12*(EXP(3*LN(K6))*3*N6/8-BT3*BT3*BT3*N5/4-3*BT3*N5/8)-
3*K6*K6*K 10*((BT2*BT3+2)*N5/3)+3*K6*K10*K 10*(N6-BT3*N5)-
(EXP(3*LN(K10))*N5))+
K7*(NT/(EXPG*LN(K6))*(0.5*(1+K6*(BT2+K 1)*(1+K6*(BT2+K 1))-
2*(1+K6*(BT2+K1))+
LN(ABS(1+K6*(BT2+K 1))+ 1/(EXP(3*LN(K6)))*(0.5*(-K6¥K13*(N7-N8)-
N7*(K13*K13+K6*K6*(BT2*BT2+2)/3))-K6*N8+(K6*BT2+2*¥K13)*N7-CO*N7+
C10*((K6/2)*(N8-N7)-K10*N7)-Cl 1(-K6*(BT2*BT2+2)*N7/3)+K6.K10*(N8-
BT2*N7)-K10*K10*N7)+C12*((EXP(3*LN(K6))*3*N8/8-EXP(3*LN(BT2))/4-
3*¥BT2*N7/8)-3*K6*K6*K 10*(BT2*BT2+2)*N7/3+3*K6*K10¥*K 10¥(N8-N7)-
EXPG*LN(N7))))));
IF (OPS=4) AND (CONTR1=0) THEN
BEGIN
CONTR1:=0;
AUX:=NORCON;
END;
IF (OPS=4) AND (CONTR1=1) THEN
NORCON:=AUX-NORCON;
IF (OPS=4) AND (CONTR1=0) THEN
BEGIN
BTEI=-(DIAM][i]/2-ESPES[i]/DIAM]Ji};
BTES:=(DIAM]i]/2-ESPES{i])/DIAM]i];
IF BT2<=BTEI THEN
BT2:=BTEI
IF (BT3>=0) AND (BT3>=BTES) THEN
BT3:=BTES;
IF (BT3<=0) AND (BT3<=BTEI) THEN
BT3:=BTEL
END;
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CONTRI1:=CONTR1+1;
END;
END;
NORRES:=NORRES-NORCON;
TOL:=ABS(NA-NORRES)/ABS(NA);
IF TOL>TOLNOR THEN
BEGIN
NORRESI1:=NORRES;
IF i=2 THEN
NORRES2:=NORRES;

AUX:=TRUNC((NA-NORRES)/(ABS(NA-NORRES))+0,001);

AUX1:=TRUNC((NA-NORRES1)/(ABS(NA-NORRES))+0.001);

AUX2:=TRUNC((NFIX-NORRES2)/(ABS(NA-NORRES))+0.001);

IF AUX1=AUX THEN

BEGIN
NORRESI1:=NORRES;
BTX1:=BTX,

END

ELSE
BEGIN
IF AUX2:=AUX THEN
BEGIN
NORRES2:=NORRES;
BTX2:=BTX;
END;

END;
BT:=(NA-NORRES1)/((NORRES2-NORRES1)/(BTX2-BTX1))+BTX1;
BTX:=BTA;

END;
IF i:=TOLINTER THEN
WRITELN (LST,NUMERO DE ITERACOES DA NORMAL ATINGIDO SEM
CONVERGENCIAY;
END;
IF TOL<=TOLNOR THEN
BEGIN
MOMACO:=0;
FOR jl1:=1 TO NCAJij1] DO
BEGIN
MOMACO:=MOMACO+TAXARM][i]/FYD)*TS[j1]*ALCA[j1];
END;
IF BTX<0 THEN
MOMCON:=0
ELSE
BEGIN
CONTRI1:=0;
AUX:=MOMCON;
WHILE CONTRI1<2 DO
BEGIN
IF (OPS=1) OR (OPS=2) THEN
BEGIN
IF OPCAL=1 THEN
BEGIN
K1:=0.5-BTX;
MOMCON:=-0,425*(BT2*BT2-BT1*BT1)+859*HR*((BT3*BT3*BT3-BT2*BT2*BT2)/3+
(BT3*BT3-BT2*BT2)*K 1/2+250*HR*(EXP(4*LN(BT3))-EXP(4*LN(BT2))/4+
2*¥(EXP(3*LN(BT3))-EXP(3*LN(BT2)))*K1/3+BT3*BT3-BT2*BT2)*K1*K 1/2));
IF OPS:=1 THEN
BEGIN
CONTRI1:=1;
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AUX:=0;
END;
END;
IF OPCAL=2 THEN
BEGIN
K2:=EC/EC1;
K3:=XI,
K4:=EPC/EPCU;
K5:=-454.55*K2*HR,;
K6:=(-454.55¥K2+909.09)*HR;
K7:=206611.57*HR*HR, ’
K11:=((K4*K3-2)/(K4*¥K4))*K7,
K12:=((4-K4*K3)/K4)*(-454.55*HR);
K13:=1+K1*¥K6;
MOMCON:=1/K12*((BT2*LN(ABS((K12+K11*(BT2+K1))/(BT2+K1))-
BT1*LN(ABS((K12+K11*(BT1+K1))/(BT1+K1)))-
/K11*¥(K12*LN(ABS(K12+K11*(BT2+K1))/(K12+K11*(BT1+K1))+
K11*BT2*LN(ABS(K12+K11*(BT2+K1)))-BT1*LN(ABS(K12+K1*(BT1+K1)))+
KI1*LN(ABS((K12+K11*(BT2+K1))/)K12+K11*(BT1+K1)))-BT2+BT1))-
BT2*LN(ABS(BT2+K1))+BT1*LN(ABS(BT1+K1))-K1*)LN(ABS(BT2+K1)/(BT1+K 1))+
BT2-BT1)-K5*(1/EXP(3*LN(K6))*(K6*K6*(BT3*BT3-BT2*¥BT2)-K13*K6*(BT3-BT2)+
K13*K13*(BT3-BT2)+K13*K13*LN(ABS((K13*K6*BT3)/(K13+K6*BT2)))*
K1/(K6*K6)*(K6*(BT3-BT2)+K13*LN(ABS((K13-K6*BT2)/(K13+K6*BT3))))+
K7*(1/3*K6)*(EXPG*LN(BT3))-EXP(3*LN(BT2))-K13/EXP(4*LN(K6))*
(K6*K6/2*(BT3*BT3-BT2*BT2)-K13*K6*(BT3-BT2)+K13*K13*LN(ABS((K 13+
K6*BT3)/(K13+K6*BT2)))+2*K 1/(EXP(3*LN(K6))/K6*K6/2(BT3*BT3-
BT2*BT2)-K13*K6*(BT3-BT2)+K13*K13*LN(ABS((K13+K6*BT3)/(K13+K6*BT2))}+
K1*K1/(K6*K6)*(K6*(BT3-BT2)+K13*LN(ABS((K13+K6*BT2)/(K13+K6*BT3)))));
END;
IF (OPS=4) AND (CONTR1=0) THEN
BEGIN
CONTR1:=0;
AUX:=MOMCQOM,;
END;
IF (OPS=4) AND (CONTR1=1) THEN
MOMCON:=AUX-MOMCON;
IF (OPS=4) AND (CONTR1=0) THEN
BEGIN
BTEI:=-(DIAM][i}/2-ESPES]i})/DIAM]i];
BTES:=(DIAM][i]/2-ESPES[i])/DIAM[i];
IF BT2<=BTEI THEN
BT2:=BTEI,
IF (BT3>=0) AND (BT3>=BTES) THEN
BT3:=BTES;
IF (BT3<=0) AND (BT3<=BTEI) THEN
BT3:=BTEI,
END;
END;
IF (OPS=3) OR (OPS=4)
BEGIN
IF OPCAL=1 THEN
BEGIN
K1:=0.5-BTX;
NI1:=BT2*SQRT(1-BT2*BT2);
N2:=BT1*SQRT(1-BT1*BT1),
ARCSEN(BT2,N3);
ARCSEN(BT1,N4);
N5:=EXPG/2¥LN(1-BT3*BT3));
N6:=EXP(3/2*LN(1-BT2*BT2));



N7:=BT3*SQRT(1-BT3*BT3);
ARCSEN(BT3,N8);
N9:=BT3*(2*BT3*BT3-1)*SQRT(1-BT3*BT3);
N10:=BT2*(2*BT2*BT2-1)*SQRT(1-BT2*BT2);
ARCSEN(BT3:N11);

NORCON:=2/PI*(-0.425*(N1-N2+N3-N4)+850*HR*(-(1/3)*(N5-N6)+K 1/2*¥(N7-
N1+N8-N3)+250*HR*((1/8)*(N9-N10+N11-N3)-(2*K 1/3)*(N5-N6)+

K1*K1/2*(N7-N1+N11-N3))));
IF OPS:=3 THEN

BEGIN

CONTR:=1;

AUX:=0;

END;
END:
IF OPCAL=2 THEN
BEGIN

K1:=-0.5-BTX;

K2:=EC/ECI,

K3:=XI;

K4:=EPC/EPCU;
K5:=-454.55*K2*HR;
K6:=(-454.55*K2+909.09)*HR;
K7:=206611.57*HR*HR;
K8:=K12+K11*K1-Al;
K9:=K1-Al;
K11:=((K4*K3-2)/(K4*K4))*K 7;
K13:=14K6*K11;
K10:=K13-Al;
K12:=((4-K4*K3)/K4)*(-454.55%HR);
Al:=KI12+K11*BT1+K1);
A2:=K12+K11*(BT2+K1);
A3:=K12+K11*BT3+K1);
N1:=SQRT(1-BT2*BT2);
N2:=LN(ABS((K12+K11*(BT2+K1))/(BT2+K1)));
ARCSEN(BT2,N3);
ARCSEN(BTI1,N4);
N5:=SQRT(1-BT3*BT3)
ARCSEN(BT3,N6);
N7:=SQRT(1-BT3*BT3),
ARCSEN(BT3,N8);
C1:=LN(A2),
C2:=1/A2;
C3:=1/(2*A2*A2);
C4:=1/(3*A2*A2*A2);
C5:=LN(Al);
Cé6:=1/A1,
C7:=1/(2*Al1*Al);
C8:=1/(3*A1*Al*Al);
C9:=LN(A3);
C10:=1/A3;
Cl11:=1/(2*A3*A3);
Cl12:=1/(3*A3*A3*A3);

MOMCON:=2/PI*((-K 1/K12+1/K11)*LN*(ABS(K 11*(BT2+K1)*K 12))-
KI*LN(ABS(BT2+K1))/K12)*N1-+KI1/K12+1/K11)*(-CI¥N1+C2*(K 11/2*+(N2-
BT2*N1)-K8*N1))-C3*(K11*K11*((BT2*BT2)*N1/3))+K11*K8*(N2*BT2-BT2*N1))-
K8*K8*N1)+C4*EXP(3*LN(K11)))*(3*N3/8-BT2*BT2*BT2*N1/4-3*BT2*N1/8)-
3*K11#K8*(BT2*BT2+2)*N1/3+3*K 1 1*K8*K8/2(N3-BT2*N1)-EXP(3*LN(N1))-
(-C5*N1+C6*0.5*N3-BT2*¥N1)-K9*N1)-C7*(-(BT2*BT2+2)*N1/3+K9*N3-BT2*N1)-
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3*K9*K9*(N1*BT2*N1)-EXP(3*LN(K9))*N1)))-K5*(N5/(K6*K6))*(1+K6*(BT3+K 1)-
LN(ABS(1+K6*(BT3+K 1))+ /(K6 *K6)*(-N5+K6*(BT3*(BT3+K1)*N6-(BT3*BT3)*N6-
BT3*N5/2-K 1*(BT3*N6+N5))-(-CO*N5+C 10*(K6/2*(N6-BT3*N5)-K 10*N5))-
C11*(-K6*¥K6*(BT2*BT3)*N5/3)+K6*¥K 10¥(N6-BT3*N5)-K 10*K 10)+
C12*(EXP(3*LN(K6))*3*N6/8-BT3*BT3*BT3*N5/4-3*BT3*N5/8)-

3*K6*K6*K 10*(BT2*BT3+2)*N5/3)+3*K6*K10*K 10*(N6-BT3*N5)-

(EXP(3*LN(K10))*NS5))+

K7T*(N7Z/(EXP(3*LN(K6))*(0.5*(1+K6*(BT2+K 1)*(1+K6*(BT2+K1))-

2*¥(1+K6*(BT2+K 1))+

LN(ABS(1+K6*(BT2+K 1))+ 1/(EXP(3*LN(K 6)))*(0.5*(-K6*K 13*(N7-N8)-
N7*(K13*K13+K6*K6*(BT2*BT2+2)/3))-K6*N8+HK6*BT2+2*K 13)*N7-CO*N7+
C10*((K6/2)*(N8-N7)-K10*N7)-C11(-K6*(BT2*BT2+2)*N7/3)+K6.K10*(N8-
BT2*N7)-K10*K10*N7)+C12*((EXP(3*LN(K6))*3*N8/8-EXP(3*LN(BT2))/4-
3*BT2*N7/8)-3*K6*K6*K 10*(BT2*BT2+2)*N7/3+3*K6*K 10¥K 10*(N8-N7)+
CI12*¥(EXP(3*LN(K6))*(3*N8/8-BT3*N7/4-3*BT3*N7/8)-3*K6*¥K6*K 10*((BT3*BT3+
2)*N7/3)+3*K6*K10*K 10/2*(N8-BT3*-BT3*N8)-EXP(3*LN(N7))))));
IF (OPS=4) AND (CONTR1=0) THEN
BEGIN
CONTRI1:=0;
AUX:=MOMCON;
END;
IF (OPS=4) AND (CONTR1=1) THEN
MOMCON:=AUX-MOMCON;
IF (OPS=4) AND (CONTR1=0) THEN
BEGIN
BTEI=-(DIAM[i}/2-ESPES[i])/DIAM[i];
BTES:=(DIAM][i}/2-ESPES[i])/DIAM][i];
IF BT2<=BTEI THEN
BT2:=BTEI
IF (BT3>=0) AND (BT3>=BTES) THEN
BT3:=BTES;
IF (BT3<=0) AND (BT3<=BTEI) THEN
BT3:=BTEI,
END;
CONTR1:=CONTRI1+1;
END;
END;
MOM:=MOMACO+MOMCON;
END;

END:

PROCEDURE DESLOC (VAR nts:integer;
var hr,rot.desloc:vet1 50R;

VAR |,k ki kj.integer;
auxl,aux2:real;

BEGIN

FOR j:==1 TO2 DO

BEGIN

AUX1:=1;

AUX1:=2;

FOR k:=1 TONTS DO

BEGIN
ROT[k]:=HR[K],
AUX1:=AUX1+1;
AUX2:=AUX2+1,
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END;
DESLOC[1}:=0;
AUX1:=1;
AUX2:=1
FOR ki:=1 TONTS DO
BEGIN
AUX1:=AUXI+NTS;
FOR kj:=AUX2 TO (AUX1-1) DO
BEGIN
INTEGR:=((ROT[kj]+ROT [kj+1])*(ALSEC[kj+1]-ALSEC[kj}))/2+DESLOCI[Kj};
DESLOCIkj+1}:=INTEGR;
END:
AUX1:=AUXI1+I;
AUX2:=AUXI,;
DESLOC[aux1]:=DELSOCJaux1-1];
END;
END;

{RRRRRRRRR Rk kR ko ok kR oR R Rk R kR K Kok s Rk s ek ok
ok

PROGRAMA PRINCIPAL

BEGIN

WRITELN ('OPCAO DE ENTRADA DE DADOS:";

WRITELN (' [1] VIA TECLADOQOY;

WRITE (' [2] VIA ARQUIVO DE DADOS ');

READLN (OP);

IF OP=1

THEN
FAZ (ops,nsp,nts,nsc,tolinter,opprop,nsd.ta, fck. fyk.ec.ey,incurv,tolnor,
tolmom. tolcurv, pes,gamac, gamay, ne.q,hi hf.es.esto.als,aracos.ba,bato.al.alto,
dia.diato.vd.hd,md.nca,haco.alco)

ELSE
LE (ops,nsp,nts,nsc.tolinter,opprop.nsd.ta.fck.fvk ec.ey,incurv.tolnor,
tolmom.tolcurv.pes,gamac.gamay.ne,tcd.g.hi, hf.es,esto.als.aracos.ba.bato.al.alto,
dia.diato.vd.hd.md,ncanhaco.alco);

DIMENSOES (ops,nsp,nts,n.fyk.fck.gamay, gamac.als.es,esto,ba,bato,al,alto,aracos.
dia.diato,base,altur.espes,ssec.taxarm,diam.ne):

MOMENTOS (m,alsec,nsc,nsd,nts,tcd, m.qg,hi, hf);

[F OPPROP=1 THEN
NORTOT (1,nts,np,vol,vd,pes,gamac);

fori=1tontsdo

begin
writeln (Lst,base[i],altur[i], espes{i]);
writeln (Lst.ssec[i] taxarm[i].alsecli]);
writeln (Lst.diamii]);
writeln (Lst.volfi]);

end:

ADIMEN (va.vd,ssec.m,desloc.alsec,ma.diam,ops,nts.fcd);

FYD:=FYK/GAMAY:.
FCD:=FCK/GAMAC,
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AUX:=0;
FOR i:= 1 TO nts DO
BEGIN
HRJi]:=0;
END;
WHILE TOL<> TOLDESL DO
BEGIN
AUX:=AUX+I;
IF AUX<=TOLINTER DO
BEGIN
HR[i]:=HR{i]+INCURV:
MOMNOR
(bts,bti,bt1,btx.bt2,bt3,tol,na, tolnor,aux.aux 1,aux2. btx 1,btx2, norres1,norres2, tolinter,opcal,
0pS,1Ca.NOrcon, noITes, nOrac. momaco. taxarm).
DESLOC (nts,hr,rot,desloc);
MOMENTOS (m.alsec.nsc,nsd,nts.tcd.m,q,hi,hf);
END;
AUX:=AUX+1;
END;
IF AUX<=TOLINTER THEN
BEGIN
WRITELN (LST,”VALORES DOS DESLOCAMENTOS E MOMENTOS FINAIS™);
FOR I:=1 TONTS DO
BEGIN
WRITELN (LST.i,” *,DESLOC[i],”  “MIil);
END;
IF AUX>TOLINTER THEN
WRITELN (‘DESLOCAMENTOS NAO ESTABILIZADOS APOS AS ITERACOES
ESTABELIDAS™);
END.
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10 CONCLUSAO

Além da revisdo de conceitos de resisténcia dos materiais, da descrigdo do
comportamento do concreto e do ago sob tensdes segundo a NBR-6118/1978 ¢ o
CEB-1990 e da recomendagdes destas normas, relativas a verificagdo da estabilidade
de pilares isolados, este trabalho apresenta o desenvolvimento das expressoes
adimensionais (normais ¢ momentos) utilizadas na determinagdo da curvatura das
segOes de pilares de concreto armado submetidos a flexdo normal composta.

As expressdes adimensionais acima citadas foram incorporadas ao programa
computacional aqui apresentado. As recomendag¢des do CEB levam a obtengdo de
deslocamentos menores do que aqueles obtidos com as recomendagdes da NBR,
decorrente da adogdo de um valor menor do coeficiente de minorag@o da tensdo de
resisténcia a compressdo do concreto.

O programa aqui apresentado pode ser utilizado em estudos comparativos dos
pardmetros de calculo adotados, podendo-se incorporar ao mesmo rotinas que se
destinem a avaliagdo dos efeitos da fluéncia, adaptagdo de outros tipos de vinculagdo
ou outras alteragdes que o tornem mais abrangente.

O volume de calculo implicado na verificagdo da estabilidade de pilares pelo
método geral, principalmente quando sdo seguidas as diretrizes do CEB, requer a
utilizacdo de rotinas computacionais. O processo de Engesser-Vianello, que requer
dbacos para as relagdes momento fletor — forga normal — curvatura, torna-se um
recurso de verificacdo aproximada, devido as interpolagdes que se fazem necessarias

a0 crescente acesso aos equipamentos computacionais.
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ANEXO 1

CALCULO DO MOMEN TO DE INERCIA DE FLAMBAGEM

Na fig. A.1 estdo representados os casos de vinculagdo e as formas das barras
abrangidas pela tabela A.1, que é utilizada para a determinagdio do momento de
inércia ficticio de barras troncénicas ou tronco prismaticas, com uma extremidade
livre e outra engastada.

Além dos casos I e II, representados nas figuras A.1* ¢ Al.b, a tabela A.1
abrange o caso de uma barra biengastada (caso II), cuja variagdo da secdo
transversal seja a mesma da fig. A.1b. Para o caso IIL, tem-se como comprimento de
flambagem /q = /, de acordo com a notagao utilizada na figura A. 1.

O valor a ser atribuido a variavel a, utilizada na determina¢do da razdo a// da
primeira coluna da tabela A.1b. Os valores de n (constante dependente da forma e da
se¢do da barra) sdo determinados de acordo com a fig. A.lc, onde as formas das
barras estdo apresentadas em elevagdo e em corte (AA).

Nos casos de barras tronconicas ou tronco prismaticas, os valores adotados

para a € n s3o

a=0 e n=4

As notagdes usadas na fig. A.1 e na tabela A.1 sdo as que se seguem:



CASO T CASO IT

N N N 170
b b b b
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ey 24 ’ ’
/ ¢
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Zfl -/
(a) (b)

B
§ nz 1
AN

{c)
Fig. A1 - Forma das barras abrangidas pela tabela A 1.
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lo, Ip, I = momentos de inércia da seqdo transversal (em relagdo ao eixo que passa no
centro de gravidade, perpendicularmente & diregdo de flambagem), respectivamente
parax =0, 0<x< ex>
1 =la/Ib
n = constante (ver fig. A .1c)
a/l = razdo entre o valor a correspondente a cada barra e o comprimento | da barra
(ver figuras A .1a e A .1b).

As tabelas A.1 e A.2 fornecem o valor da razdo entre o momento de inércia
ficticio de flambagem e o momento de inércia Ib (ja definido anteriormente).

No caso de pilares com carga intermediaria, ver na figura A.2 os casos
abrangidos, a tabela utilizada € a A.2, onde as nota¢des sdo as mesmas ja citadas e N
€ a carga axial aplicada na barra. Para a utilizagdo desta tabela, determina-se a razdo

N2/N1 (ver fig. A.2).

CASO I CASO ¥ CASONT
iN]_ N1 N1
IG
N2 N2 N2

N=N1+ N2 N=Nj+N2 N=N1 +N2

Fig. A .2 - Casos de vinculagdo correspondentes a tabela A 2.
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a . caso I1 caso 111
— i caso I
l n= n=2ln=3|n=4|n=1|n=2|n=3|n=4
0 | 0,01 - 0,59 | 0,35 | 0,26 | 0,22 - - - -
0,1 - 0,66 | 0,55 | 0,51 | 0,49 - - - -
0,2 - 0,71 | 0,65 | 0,62 | 0,61 0,52 0,48 | 0,47 | 0,42
0,4 - 0,80 | 0,77 | 0,76 | 0,76 0,66 0,65 | 0,64 | 0,64
0,6 - 0,87 | 0,86 | 0,86 | 0,86 | 0,79 0,78 | 0,78 | 0,78
0,8 - 0,94 | 0,94 | 0,94 | 0,94 | 0,90 0,90 | 0,89 | 0,89
0,2| 0,01 | 0,015 | 0,72 | 0,48 0,37 | 0,32 - - - -
0,1 0,15 | 0,77 | 0,68 | 0,64 | 0,62 - - — -
0,2 .| 028 | 0,81 | 0,76 | 0,74 0,73 | 0,57 0,54 | 0,53 | 0,52
0,4 0,52 | 0,87 | 0,85 | 0,85 0,84 | 0,70 0,69 | 0,69 | 0,69
0,6 0,71 | 0,92 | 0,92 | 0,91 | 091 0,82 0,81 | 0,81 | 0,81
0,8 0,87 | 0,97 | 0,96 | 0,96 | 0,96 0,91 0,91 | 0,91 | 0,91
0,4 | 0,01 | 0,027 | 0,85 | 0,67 0,55 | 0,49 - - - -
0,1 0,24 | 0,87 | 0,82 | 0,79 | 0,78 - - - -
0,2 0,43 | 0,9 | 0,87 | 0,86 | 0,85 0,59 0,58 | 0,57 | 0,57
0,4 0,68 | 0,93 | 093 | 0,92 | 0,92 0,73 0,72 | 0,72 | 0,72
0,6 0,83 | 097 | 0,96 | 0,96 | 0,96 0,83 0,83 | 0,83 | 0,83
0,8 0,93 | 0,98 | 0,98 | 0,98 | 0,98 0,92 0,92 | 0,92 | 0,92
0,6 001 | 006 | 095 )| 087 | 0,81 0,76 - - - -
0,1 0,46 | 096 | 0,94 | 0,93 | 0,92 - - - -
0,2 0,68 | 0,98 | 0,96 | 0,95 | 0,95 0,64 0,62 | 0,61 | 0,60
0,4 0,86 | 0,98 | 0,98 | 0,97 | 0,97 0,76 0,75 | 0,75 | 0,75
0,6 0,94 | 099 | 0,99 | 0,99 | 0,99 0,86 0,85 | 0,85 | 0,85
0,8 0,98 1,00 | 0,99 | 0,99 | 0,99 | 0,93 0,93 | 0,93 { 0,93
0,8 10,01 {0,23 0,99 {098 {098 097 |- - - -
0,1 0,87 0,99 10,99 |09 099 |- - - -
0,2 0,95 0,99 10,99 099 0,99 0,73 0,70 10,69 | 0,68
0,4 0,98 1,00 | 1,00 | 1,00 1,00 |0,84 0,83 0,82 |0,82
0,6 0,99 1,00 | 1,00 1,00 1,00 | 0,91 0,90 (0,90 |0,90
0,8 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 | 0,96 0,96 |0,96 |0,96
1,0 | - 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00

FONTE:- LANGENDONCK. 1959 — Calculo de Concreto.



Tabela A.2 — Valores de Ig/I¢.

CASO tV

CASO Vv

CASO VI

NoM,

No /N

No /N,

0

0.2]04 |06

0.8

1.0

0 :02|04]|06

08|10 0 | Q2

0.4

0.6 | 0.8

1.0

g[~1=

05

Q.6

0.7

o8

0,03
Q.1

0,2
04
0.6
0.8
1.0

0.05
Ot
0.2
0.4
0.6
0.8

0,05

0,05
Ot
022
044
0,64
082
1,00

0.06

0.26
050
.72
Q.93
L2

007 10,08
0.13 10,15 0,18
'0,301
10,57 0.67

0.li
022
0.43
‘ 0.81
0,83 0.96(1.14
1061 122 (1,94

035

0.06 /0,07

1,27] 146 | 1,69

0,09/ 0,11

10,31

013014
025 10,29
048054
Q68 (0,76
085 |05
1,00 (1,11

0,08 10,08(0,11 |0.13
0,16 |018 [02! | 026
0,30 035 |04t | 049
055 1062|072 1085
0.74 |0.83/0,95 1,10
0,89 i0,991,12 11,28
100 ‘| 1 ,125 \l4l

0.25
0.49
0.88
119
143
163

Q17
033
0,61
1,02
1,30
1. 49
L.62

o1 043 I0|5 1049 1025
021 {025 |0.29| 036 |047
Q39 10451053 10,65 | 082
0,65 (0,74 '0,86 1,02 { 1,23
Q82 1092 1,05 | 122 {1.43
093 1,03 117 | 1,33 |153
1.00 L1 ;1241140 160

i . I
0,17 /0.2010.25 10,31 0,44
0,32 0,37 10,45 |057 [0.77
0,54 |0.63 10,74 (0,91 |11
079089 102{1,18(1.38
0,90 1,00 13 |1,28(1.45
096 | 1.06 i 118 | 1.32 | 1.48
loo\no 121 {134 150

032 <0391048|o.63 0,90
055 {0.65:0,78/096 /1,19
078 1088 11,00/ 1,14 |1.29
092 1,01 L1 1 iL2) |1.32
097:1L05 114 1,23 11,33
0,99 1,06 | 1,15 .1,24 11,34
1.00 [1.07 |16 1,24 11.34

0171021
033/0,40
0.62(0,73
0871 1,01
1.08{ 1,23
1.25] 142

Q14
oze
0.54
100
138
L7l

198

o7
033
062

1,90

023
044
079
.28
158
W77
.89

037
067
L
1.53
170
L79
183

0,70
0.4
1,47
1,60
.64
1.65
.66

133
1.40
1,42
.43
144
.44
.44

0,101 0,12
0.19/0.23

0.16]0.,24
0,31/0.47
0.3s5/043 |0.57/0.86
059/0.74 (0,97 .44
0.77:0.95] 1.26 /1.85
090! Lt | L4T7 [2,13

1,00 1,24

0A9
093

Y YCICYE
1o 023
1.69 (1. 14 0.34/0.43
278 11.1110.580,71
3.44/1,uf075 1091

387/1.11]o.88] 1,07

0,13/0.16

|62l234m|5n|u 100|120
0.22\032\065 6.25]0.13 10.16

0,16
0,31
056
092
L16
L35
150

0,22

0.24‘0.49
047|082
0.83(1.53
1,30 {208
159 {233
1.8012.53
197 ;270

\0.32 065

1.08
1.431
16

0.2410.30)0.40)060‘| 19 6.
0.43/053 |0, 1.99] 6,
0681084 | I.IOKI.58}2.79 | 6
Q83| 1,02|1,321187/3.12 | 6.
093] Li4 | 1.47:2,04:3.29] 6.
1,00| L22| 1,56 {216 |3.39] 6.25

0.I8}Q23l0.30l0.45i0.8914.
0331041 {Q54 10,80 |1.52 | 4.00
054 1 067 1 087 1,25 |2.15 |4.00
077 10941.20 {1.64 12,50 | 400
0.89 | 1,07 [ 1.35 [LBO 12,61 | 4,00
0.96 | 1,15 | 143 1,88 12,66 | 4,00
LOO 11,19 | 1,48 ’193 2,69 | 4.00

0,27 [033 1044 10,65 .25 | 2
046 |056 [0.74 11,05 |1.75 | 2.78
0.68 |0.82 |1.04 (140 (1,99 (2,78
086 .02 [1.25 I1L58 2,09 | 2.78
094 1,10 [1,32 {165 12,2 | 2.78
098i1.14 |1.36 |167 (243 | 278
1OOINL16 [138 1169 1214 | 278

0.43 10,53 10,69 10,97 1151 yzoq
0,65 |078 (0,97 {125 |64 | 2.04
0,83 |097 (115 |l.39|L69 2.04
094 (1,07 |L23 1144 [L71 | 204
0.97 110 (1,26 {146 172 | 204
0,99 'L!1 |L27 1147 1,72 |2,04
1.00 11,12 [1.2B{148[1.73 12,04

0,720,864 11.00 119 11,39 . 1.56
0,87!0,98 11,10 11,25 1,40 156
095104 1,15 11,27 1,41 1,56
0,981,07|1.17 i1,281L,41 - 1.56
0991.081.17 [ 1.29(142 i1.56
1.00(1.08 1,18 | 129142 | 1.56
I.OOH.OB‘I.! 8129142 156

0,24 10,30
0411051
063/Q75
078091
0891104
1,00 [ 116

Q18 '0.22
031 :038
0,48 1057
Q66 10,75
Q79 088
0,90 1,00
1LOO 1,11

026 (0,31

0,39 10,46
052 058
067 |Q.72
079 (0.85
0.90 {096
1,00/ 1.06

035/0.39
0.43 /0,47
Q52 Q55
0,67 i 0,70
079083
090!0,93
1,00 .03

037 :039
043 '0.45
0531055
0,70 i10,7}
0,82!084
0,92 (093
1,00 1,01

10,58 [1.04
0,90{ 1,31
L8152
1,35 1,68

040
0,65
093
1,10
i1.24
| 1.36

030
0,49
0,68
(087
(1.00
L2
123

10,40
053
0.64
0,79
091
1,03
W3

044

1,63 1195

|044 10,76
087 0,90
10,83 1.00
LWOQ iLIS
113 1,28
1,26 1,40
137 11,52

052 0.65
0,62 [0,70
0,71 iors
0,85 10,92
0,98!105
109116
120 1,26

048(052
050 054(057
059 0,65
a73 |a77/080
086 | 089 |0,92
097! 1,001 1,03
1,06 1 L09 1 1,12

0.41]042/044
046 10,48 0,49
056 | 0581 059
0,72 | Q741075
0.8508610,87
Q94 1095097
1,02 103 (1,04

283
2.87
2,97
315

3.33
3.50
3.66

1,60
1.65
L73
188
203
2,17
2,30

1,04
Lo8
116
1,30
.43
.55

.67

0,74
are
0.85
099
112

123
L33

0.56
0,60
0,69
083
095
1,06
L4

045
051

0,61
Q77
0.88
0,98
1,05

FONTE:- LANGENDONCK, 1959 — Calculo de Concreto.
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