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: valor de W, na solugdo fundamental;
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RESUMO

FERNANDES, G.R. (1998). O método dos elementos de contorno aplicado a
andlise ndo linear de placas. Sdo Carlos. 178p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola
de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Neste trabalho, desenvolve-se uma formulacao linear de placas através do Método
dos Elementos de Contorno, baseada na teoria classica de Kirchhoff, onde a integracdo
numérica, sobre os elementos do contorno, ¢ feita considerando-se a técnica de sub-
elementos. Estende-se essa formulagdo a analise ndo-linear de placas de concreto armado,
através da inclusdo de um campo de momentos iniciais, onde as integrais de dominio sao
calculadas aproximando-se o campo de momentos iniciais em células internas. Consideram-
se dois modelos constitutivos para o concreto: um elasto-plastico, onde o critério utilizado é
o de Von Mises, sem considerar resisténcia a tragdo, enquanto que o outro ¢ o modelo de
dano de Mazars. A distribuicao das tensoes ¢ aproximada, em uma se¢do qualquer da placa,
por pontos discretos, que seguindo um esquema gaussiano, permite a integragdo numérica
para o calculo dos esfor¢os. Em cada ponto, considerado ao longo da espessura, verifica-se o
modelo constitutivo adotado. Numa primeira aproximagao, considera-se que a linha neutra é
definida pela superficie média da placa e, numa aproximagao seguinte, a posicdo da mesma ¢

calculada de tal forma que a forga normal resultante seja nula.

Palavras-chave: Elementos de contorno, analise ndo-linear, flexao de placas.
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FERNANDES, G.R. (1998). O método dos elementos de contorno aplicado a
andlise ndo linear de placas. Sdo Carlos. 178p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola
de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo.

In this work a linear boundary element formulation for Kirchhoff plate in bending is
presented, including a precise numerical scheme based on sub-element integration to compute the
boundary matrices. Then, the formulation is extended to perform non-linear analysis of reinforced
concrete slabs by incorporating initial moment fields. The domain integral required to evaluate the
initial moment influences are performed by using the well known cell sub-division. The non-linear
behaviour of concrete slabs is included by considering two particular models: The Von Mises
criterion modified to consider no strength in tension and the damage model proposed by Mazars.
Those criteria are verified at points along the plate thickness, appropriately placed to allow
performing numerical integration to approach moments and normal forces using Gauss point
schemes. A first model was developed assuming that the plate middle surface is coincident with the
plate neutral axes. Then, this model is modified to find the proper neutral axis positions by enforcing

the normal force resultants to be zero.

Key Words: Boundary Elements, non-linear problems, Plate Bending



1 APRESENTACAO

1.1 Revisao Bibliografica

Grande parte dos problemas em engenharia apresenta complexidade na geometria do
solido ou ¢ constituido de materiais cujas leis constitutivas sdo bastantes complexas. Assim
sendo, as solugdes analiticas dos mesmos, que correspondem as solucdes exatas, sdo
praticamente impossiveis de serem obtidas, sendo entdo necessario a obtencdo de solugdes
aproximadas através de métodos numéricos, onde faz-se também simplificagdes nas leis
constitutivas dos materiais € na geometria do so6lido.

O trabalho proposto trata-se da analise ndo-linear de placas delgadas de concreto
armado, sujeitas a flexdo simples, através do Método dos Elementos de Contorno,
considerando-se dois modelos constitutivos para o concreto: o elasto-plastico € o de dano.

O primeiro trabalho sobre a teoria de placas ¢ devido a KIRCHHOFF (1850), que
desenvolveu a chamada Teoria Classica, que representa muito bem o comportamento de
placas delgadas sob acdo de carregamento transversal e onde o problema é representado por
uma equacao diferencial de quarta ordem.

REISSNER (1944, 1945) e MINDLIN (1951) desenvolveram teorias semelhantes,
chegando a uma equagdo de sexta ordem, que consideram as deformagdes por cisalhamento
transversal e que permitem a analise de placas delgadas e moderadamente espessas.

HENCKY (1947) ¢ KROMM (1953) desenvolveram teorias envolvendo os

deslocamentos da superficie média da placa e as rotagdes neste plano.



Mais recentemente, CHENG (1979) desenvolveu uma teoria, obtendo uma equagao
diferencial de ordem infinita para os deslocamentos transversais, onde derivadas maiores que
as de quarta ordem multiplicam os quadrados da espessura da placa. No limite, quando a
espessura tende a zero, obtém-se a equacgdo bi-harmdnica da Teoria Classica.

LEVINSON (1980) deduziu uma nova teoria, também considerando as deformagdes
por cisalhamento, permitindo a analise estatica e dinAmica de placas.

Em trabalho recente, REISSNER (1986) apresentou nova formulagdo, generalizando
as equagOes para a analise de placas considerando-se grandes deformagdes e obtendo um
sistema de equagdes diferenciais de décima ordem. Do mesmo autor, o trabalho de 1991
aborda a analise de placas ortotropicas.

Finalmente, BARRET & ELLIS (1988) desenvolveram uma extensdo da teoria de
Cheng, obtendo as expressoes das componentes de deslocamentos e tensdes em termos do
deslocamento transversal da superficie média da placa e suas derivadas.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), cuja formula¢do é baseada em
equacdes integrais, surgiu ha apenas 30 anos. Porém, desde o inicio do século, a partir do
trabalho de FREDHOLM (1903), as equag0es integrais s3o utilizadas para a solucdo de
alguns problemas fisicos particulares. Nos anos sessenta surge a primeira formulacdo indireta
do método dos elementos de contorno, embora ainda nao tendo essa denominagéo, de autoria
de KUPRADZE (1965), aplicado a problemas potenciais e elasticos.

Somente a partir de 1967, com a publica¢do do primeiro artigo sobre a formulagio
direta do método das equagdes integrais de contorno, para problemas elésticos
bidimensionais, de autoria de Frank J. RIZZO (1967), é que os métodos integrais comegam a
despertar interesse na comunidade cientifica.

A generalizagdo do método para sua utilizacdo ampla em problemas de engenharia
ocorre em 1975, com o trabalho de LACHAT (1975), quando as técnicas de resolugdo das
equacgdes integrais comegam a ser vistas como métodos numéricos.

O método passa a ser conhecido como “Método dos Elementos de Contorno”, com a
publicagdo do primeiro livro sobre o método pelo professor Carlos A. BREBBIA (1978),
onde o autor formula o método a partir do método dos residuos ponderados, usando uma
fung@o ponderada conveniente.

A analise de placas, por meio de equagdes integrais, teve como marco inicial o
trabalho de JASWON et al. (1967), onde os autores propde a solucdo de uma equacdo bi-
harménica. Bem mais tarde, HANSEN (1976) propde uma formulagdo para analise de placas

infinitas com buracos de contornos nédo carregados, utilizando-se duas equagdes integrais: as



representagdes integrais dos deslocamentos e de sua derivada. ALTIERO & SIKARSKIE
(1978) analisaram placas engastadas, considerando-se a placa real contida em uma outra de
maiores dimensdes para a qual era possivel estabelecer a fungdo de Green. Essa técnica foi
mais tarde generalizada para quaisquer condigdes de contorno por WU & ALTIERO (1979).
A formulagdo direta para flexdo de placas foi consolidada a partir de 1978. Os trabalhos mais
relevantes desta época sdo os de BEZINE (1978), TOTTENHAN (1979) e STERN (1979,
1983), onde utilizam-se as representagdes integrais de deslocamento e de rotagdo e como
problema auxiliar, a solu¢ao fundamental.

A partir da formula¢do direta foram desenvolvidos varios outros trabalhos que
generalizaram a formulagdo do MEC em placas para diversos tipos de anélises: BEZINE
(1980) propos uma formulagdo mista para analise de vibragdes; KAMIYA et al. (1982),
aplicaram o modelo a problemas sujeitos a variagdo de temperatura; VAN DER WEEEN
(1982) desenvolveu a formulagdo para placas espessas com trés graus de liberdade por no de
contorno e trés representacdes integrais: uma do deslocamento transversal e duas das
rotagdes, considerando as hipodteses de Reissner; COSTA & BREBBIA (1985) e também
BEZINE et al. (1985) estudaram placas sujeitas a instabilidade utilizando células internas
para integrar o termo de dominio; KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1984) apresentaram
formulagdes para analisar o problema de placas sobre fundagdo elastica.

Os primeiros trabalhos que trataram placas no contexto de estruturas de pisos de
edificios, foram os de BEZINE (1981) e HARTMANN & ZOTEMANTEL (1986), nos quais
a simulagdo de apoios de lajes de edificios foi feita através da imposi¢do de condigdes de
dominio. Em Sao Carlos foram diversos os trabalhos desenvolvidos nessa area. O primeiro
foi em 1987, quando Prof. Jodo Batista de PAIVA (1987) mostrou diversas associagdes de
placas com estruturas de barras, pilares e vigas. Além deste, destacam-se também os
trabalhos de mestrado de SILVA (1988), que estudou placas sobre fundagdo elastica;
CALDERON (1991) que tratou do mesma tema e introduziu aproximagdes alternativas para
a integral de dominio; ainda sobre o mesmo tema, o trabalho de MANZOLI (1992) que
considerou solu¢do fundamental propria; OLIVEIRA NETO (1991) analisou um
procedimento para a melhoria de valores de contorno. Pode-se citar, ainda, o trabalho de
CHAVES (1997), que desenvolveu a formulacao de placas delgadas, com espessura variavel,
considerando a Teoria Classica de Kirchoff. Quatro teses de doutorado também foram
finalizadas: RIBEIRO (1992) desenvolveu a formulagcdo de placas com as hipdteses de
Reissner considerando ndo-linearidade fisica; CHUEIRI (1994) implementou a formulagio
elasto-plastica, com modelos particulares de concreto armado, considerando-se as hipoteses

de Kirchhoff; SILVA (1996) desenvolveu uma formulagdo de placas com enrijecedores



utilizando a teoria de Reissner ¢ CALDERON (1996), que desenvolveu um estudo sobre a
interagdo de placas com o meio continuo, através do MEC.

Ainda, através do Método dos Elementos de Contorno, MORJARIA &
MUKHERIJEE (1980) desenvolveram uma analise ndo-linear de placas, considerando um
modelo viscoplastico e utilizando uma equagdo diferencial baseada na teoria classica de
Kirchhoff. MOSHAIOV & VORUS (1986) e KARAM & TELLES (1992) desenvolveram
uma formulagdo para a analise elastoplastica de placas, usando um esquema incremental-
iterativo e considerando momentos fletores plasticos iniciais, sendo que o primeiro trabalho
foi baseado na teoria classica de Kirchhoff e o segundo na teoria de Reissner.

Diversos tipos de modelos constitutivos tém sido utilizados para descrever o
comportamento do concreto, como por exemplo, modelos elasto-plasticos, modelos de dano,
de fratura e outros. PROENCA (1988) desenvolveu um estudo detalhado sobre varios
modelos constitutivos para o concreto. Nesse trabalho, sera utilizado o modelo elasto-
plastico, onde o critério adotado é o de Von Mises e o modelo de dano de Mazars.

Na analise de lajes de concreto armado, uma das propostas de generalizagdo do
critério de Von Mises para sua utilizacdo em rupturas frageis foi apresentada por YANG
(1980), incluindo a possibilidade de verificagdo do efeito de Bauschinger.
CHANNAKESHAVA et al. (1988) aplicaram a superficie de Von Mises, com modificagdes,
para verificagdo do concreto, analisando problemas de estado plano, através do Método dos
Elementos de Contorno. HU & SCHNOBRICH (1991) também introduziram uma adaptacao
do critério para a analise de placas e cascas de concreto, via Método dos Elementos Finitos.

Varios trabalhos considerando modelos baseados na relagdo momento-curvatura, t€m
sido apresentados, para a analise de lajes de concreto armado. Nesta linha, pode-se citar os
trabalhos de JOFRIET & MCNEICE (1971), AUFARE et al. (1986) ¢ CORREA (1991),
sendo que esse ultimo, desenvolveu um trabalho para a analise elastoplastica de pisos de
edificios, através do Método dos Elementos Finitos.

Contudo, no caso de lajes de concreto armado, ¢ mais indicado o uso de modelos
estratificados. Assim, considerando esse tipo de modelo, pode-se citar os trabalhos de
HAND et al. (1973) e LIN & SCORDELIS (1975), sendo que nesse ultimo, foi utilizado o
critério elastoplastico de Von Mises para a verificagdo da ruptura do concreto sob
compressdo biaxial. Ainda nessa linha, pode-se citar os trabalhos de FIGUEIRAS (1983),
que considera a resisténcia do concreto tracionado entre fissuras e a capacidade de
transferéncia do esforgo cortante do concreto fissurado por encaixe dos agregados, e HU &
SCHNOBRICH (1991), que considera o efeito de amolecimento do concreto comprimido,

através de um modelo no qual adota-se uma regra de fluxo ndo associativa.



A Mecanica do Dano Continuo, que tem como marco inicial o trabalho de
KACHANOYV (1958), ¢ atualmente uma importante ferramenta utilizada por pesquisadores
na analise do comportamento nao-linear de estruturas em concreto armado. Nas tltimas duas
décadas, a Mecanica do Dano Continuo tem sido aplicada na solugdo de varios problemas
dentro da engenharia, aos quais se incluem a modelagdo da deterioragdo lenta do material
(creep damage) (KACHANOV (1984) e MURAKAMI (1981)), dano por fadiga
(LEMAITRE (1984) e MARIGO (1985)), interacdo deterioragdo lenta-fadiga ( LEMAITRE
& CHABOCHE (1974) e LEMAITRE (1984)), dano em materiais dtcteis (SIMO & JU
(1987), TAI (1990) e HAN & MOU (1993)) e dano em estruturas de concreto armado
(MAZARS (1984)).

Em Séo Carlos foram desenvolvidos alguns trabalhos, que consideram o modelo de
dano de MAZARS, como o de ALVARES (1993), que faz a analise do modelo para o
concreto utilizando o Método dos Elementos Finitos ¢ DRIEMEIER (1995), que estuda o
comportamento do concreto sob solicitagdo ciclica. Pode-se citar, ainda, o trabalho de
BUSSAMRA (1993), onde o autor apresenta equagdes constitutivas para o concreto

baseadas na mecanica do dano continuo.

1.2 Objetivos e Justificativa

O objetivo do trabalho proposto é apresentar modelos, quer seja elastopléstico ou de
dano, que representem bem o comportamento do concreto armado, para a analise ndo-linear
de flexdo simples de placas delgadas de concreto armado, através do Método dos Elementos
de Contorno (MEC).

A formulag@o de placas utilizada é baseada na teoria de Kirchoff, onde a solucdo
ndo-linear do problema ¢ obtida considerando-se um modelo baseado no processo dos
momentos iniciais, utilizando-se o Método de Newton-Raphson Modificado.

A distribui¢do ndo-linear das tensdes ao longo da espessura da placa, € obtida através
de um modelo estratificado, onde se impde que a forca normal resultante no concreto armado
deve ser nula. Para o concreto, serdo considerados dois modelos bi-dimensionais: o modelo
de dano de MAZARS (1984) e o modelo elastoplastico com encruamento is6tropo negativo,
usando o critério de Von-Mises, onde serd considerado que o concreto tem resisténcia
somente a compressdo. Para a armadura sera considerado um modelo elastoplastico
unidimensional com encruamento isétropo positivo.

A integracdo numérica sera feita através da formula da quadratura de Gauss, onde

serd usada a técnica de sub-elementos, a fim de se obter uma melhor precisao nos resultados.



Os elementos do contorno serdo lineares, sendo que os deslocamentos e esfor¢os nos
mesmos serdo aproximados por uma fun¢do polinomial do segundo grau. Os momentos
iniciais no contorno e¢ no dominio da placa serdo aproximados por fungdes lineares definidas
em células internas.

Este trabalho representa o inicio de um programa mais completo para a analise de
pavimento de edificios, tabuleiro de pontes e outros, sendo suficiente para tal a imposicao de
condigdes internas ao elemento de placa e a associagdo do mesmo a outros elementos
estruturais através do acoplamento com o Método dos Elementos Finitos.

O Método dos Elementos de Contorno apresenta um bom desempenho para a analise
de placas. Neste particular, a precisio que mostra ¢ ainda mais notada em pontos de
concentracdo de esforcos. Logo, o método se apresenta com uma caracteristica importante
para a determinagdo de esforgos em uma estrutura de pisos de edificios, que usualmente
apresentam diversos carregamentos em areas de pequenas dimensdes, como ¢ o caso dos
pilares, e também carregamentos em linha, no caso de vigas cujas reacdes sao linha de cargas
e de momentos aplicados.

Deve-se notar que as representagdes integrais de momentos e forcas cortantes sdo
exatas; o erro introduzido é devido a aproximagdo dos valores de contorno. Assim,
momentos e forgas cortantes sdo obtidos com a mesma ordem de erros dos deslocamentos ¢
rotacoes.

A implementagdo em microcomputador da formulagdo proposta sera feita utilizando-

se a linguagem FORTRAN Power Station versao 4.0.

1.3 Conteuado do Trabalho

No capitulo 2 s8o apresentadas as hipoteses basicas da teoria de Kirchhoff, assim
como a expressdo dos deslocamentos e as relagdes elasticas entre tensdo e deformagdo que
resultam das mesmas. No mesmo capitulo, tem-se ainda, as expressdes dos esforcos, das
relagdes de equilibrio e a equacdo diferencial de placas.

No capitulo 3 sdo obtidas a equacao integral de um ponto do dominio da placa e a de
um ponto do contorno. E apresentado também nesse capitulo, a transformagio das integrais
de dominio que envolvem o carregamento da placa em equagdes de contorno, assim como as
solucdes fundamentais dos deslocamentos e esforcos de placa, que s3o utilizados na

formulacdo.



No capitulo 4 as equagdes integrais sdo transformadas em equacdes algébricas,
através da discretizagdo do contorno em elementos, sobre os quais os deslocamentos e
esforcos sdo aproximados por fungoes aproximadoras. Além das equagoes algébricas dos
deslocamentos, obtém-se as equagdes algébricas dos esforc¢os para os pontos do dominio e do
contorno. Tém-se, ainda, nesse capitulo, alguns exemplos numéricos, onde obtém-se a
solugdo linear de placas sujeitas a carregamentos transversais.

No capitulo 5 é apresentada a formulacao de placas considerando-se um campo de
momentos iniciais, onde sdo deduzidas as equagdes integrais e algébricas dos deslocamentos
e esforgos para os pontos do dominio e do contorno. Os momentos iniciais sdo aproximados
no dominio, através da discretizagdo do mesmo em células. Essa sera a formulagao utilizada
para se obter a solug@o ndo-linear de placas sujeitas a carregamentos transversais.

No capitulo 6 sdo apresentados os modelos constitutivos utilizados para o concreto e
a armadura. No caso do concreto, adotaram-se dois modelos bidimensionais: um elasto-
plastico e outro de dano e para a armadura, adotou-se um modelo elasto-plastico
unidimensional.

No capitulo 7 ¢ apresentada a solu¢do ndo-linear do problema, assim como o modelo
estratificado utilizado na integracdo das tensdes ao longo da espessura da placa e o processo
para zerar a normal resultante numa se¢do da placa. No mesmo capitulo, sdo apresentados
alguns exemplos numéricos da formulagido néo-linear proposta.

No capitulo 8 sdo feitas as conclusdes.



2 TEORIA DE PLACAS DELGADAS

2.1 Introduciao

Placa é um elemento estrutural caracterizado por apresentar duas das trés dimensoes
muito grandes em comparagdo com a terceira e cujo carregamento ¢ transversal a sua
superficie. Assim, a representagdo geométrica adotada para a placa é bidimensional, sendo os
eixos cartesianos Xx; X, definidos em sua superficie média, como mostra a figura (2.1), no

caso de uma placa retangular:

FIGURA 2.1 - Elemento Bidimensional de Placa

Cada ponto ao longo da espessura da placa ¢ definido pela cota x3, onde

t

t
—ESX3SE.



A placa é considerada sujeita a flexdo simples, isto €, ela ndo suporta for¢as normais,
sendo submetida apenas a cargas transversais, ou seja, paralelas a xs.

Para a construgdo do modelo de placas utilizado nesse trabalho, utilizar-se-a a Teoria
de Kirchhoff, que interpreta bem o problema de placas delgadas com pequenos
deslocamentos, e € construido a partir de algumas hipdteses basicas, as quais sdo mostradas a

seguir:

e Hipoteses

B Os deslocamentos transversais sdo pequenos quando comparados com a espessura t da
placa;

B Nio ha deformacéo da superficie média da placa, sob o efeito de cargas transversais;

B Os pontos situados inicialmente em uma normal a superficie média da placa permanecem
sobre essa normal depois da flexdo. Isso equivale a dizer que as segdes transversais
permanecem planas apos a flexao, sofrendo apenas rotacdo em relagdo aos eixos neutros.
Assim, o esfor¢o cortante ndo tém influéncia sobre a flecha, que ocorre unicamente
devido a flexao.

B As tensOes normais na direcdo transversal da placa ( o3 ), sdo desprezadas.

A terceira hipotese permite desprezar as deformagdes de cisalhamento transversal, ou

seja: Y, =7Y,3 = 0 e portanto, conclui-se que as componentes de tensdo T,3 € T13 também
sdo nulas. A deformagdo €, ndo serd considerada na formulagdo do problema, pois como a

componente de tensdo o3 ¢ desprezada, o produto o3. € 5, que aparece na equacdo (3.2) sera

sempre nulo.

2.2 Relacdes Basicas

2.2.1 Deslocamentos

Considera-se que as componentes do vetor deslocamento de um ponto qualquer da

placa sdo dadas pelos deslocamentos u;, U, us, respectivamente nas diregoes Xy, X;, X3 €
pelas rotagdes 0x, ¢ Ox, em relagdo as direcdes X; e X,. Quando o ponto pertence a

superficie média da placa, tem-se que:
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sendo que o deslocamento uz ¢ denominado de flecha w.

Assim, como a placa ¢ definida pela superficie média, apenas a flecha w fara parte da
formulagdo do problema. Contudo, para pontos que ndo pertencem a superficie média, a
terceira hipdtese permite conhecer u; e u, a partir de w(xy,X;), como mostra as figuras
abaixo, onde estdo indicados os sentidos positivos de a; € o, segundo a regra da mao

direita.

X, X,

‘ uperficie média ‘ erficie média
indeformada i

Suﬁéfﬁcie média |
X3 fletida X3 fletida

Superfjcie média

FIGURA 2.2 - Deslocamentos u; € u, de um ponto de cota x;3

W
onde o, = OX2 = ——— ¢ a inclinagdo em x; da deformada, ou seja, a rotacdo em torno de
X1
X, e o, = 0x, = 7— éainclinagdo em x, da deformada, ou seja, a rotagdo em torno de x;.
X
2

Desse modo, de acordo com a figura (2.2), os deslocamentos u; € u,, de um ponto de

cota X3, sdo dados por:

u, =Xx,tga, (2.1.2)

u, = —x,tgo, (2.1.b)

Considerando-se que o valor de w é pequeno, os angulos o; se confundem com o
valor de suas tangentes e portanto, na forma indicial, os deslocamentos, dados pelas

equagoes (2.1), resultam em:
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U, =—X,W,, (i=12) 2.2)

2.2.2 Deformacgoes

Considerando-se as hipoteses feitas no item (2.1), o tensor de deformagodes ¢ dado

por:

Ou,
0x,
o e fol 2] 23)
€y =1¢&, (= :
? 0x,
Yo [au1 auzj
+_
ox, 0x,/]

\

Considerando-se a equacdo (2.2), o tensor de deformagdes ¢ dado, na forma

explicita, por:

N

0*w
-X
c } axf
(e} = 1o oW (2.4.2)
€ =13€& = - X 4.a
2 3 6X§
Y12 o’w
-2x, ——
| ox,0x, |
ou na forma indicial:
€y = X3 W,y (41,j=1,2) (2.4.b)

onde:
® W, ¢ o tensor das curvaturas, sendo w,;; sua componente num plano paralelo ao x;x; e

W,2; sua componente num plano paralelo ao x,x3,

_Yu
* &€= 2

2.2.3 Tensoes
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Considerando-se as hipoteses feitas no item (2.1), tem-se um caso de estado plano de

tensdo o qual, considerando-se a lei de Hooke, é dado por:

Cu 1 v 0 €y
E
{0'} =30 (~ 2 v 1 0 € (25)
1-v 1-
v
Ti 0 0 5 Y12
ou indicialmente:
2Gv o
oy =2Ge; + 1 Eudy  (Ljk=12) (2.6)
onde: G= E ¢ o modulo de elasticidade transversal do material da placa,
' 21+ v)
v ¢ o coeficiente de Poisson do material,
E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do material.
Substituindo-se (2.4b) em (2.6), obtém-se:
Ex, -
G, =—m[vw,kk 5, +(1- v)w,ij] (i, j, k=12) 2.7)

2.2.4 Esforcos e Relaces de Equilibrio

As tensdes que agem em um elemento de placa de dimensdes (dx;, dx,, dx;) estdo
indicadas na figura (2.3). As tensdes oj; € T;; (com 1, j = 1, 2), causam, respectivamente, 0s
momentos My e Mj; e a tensdo T3 (com i=1,2), os esforgos cortantes. Desse modo, os

esforcos, no sentido positivo, que atuam no plano médio do elemento estdo representados na

figura (2.4).
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dX]

FIGURA 2.3 - Tensoes em um Elemento de Placa

M12+6M12dX1/aX1

M,,+0M,,dx, /aX2 M, +0M,,dx,/0%;

Qz"randXz/aXz

FIGURA 2.4 - Esfor¢os em um Elemento de Placa

Na figura (2.4) My; e M»,;, momentos de flexdo, ¢ My, ¢ M»;, momentos volventes,
sdo momentos por unidade de comprimento e sdo obtidos integrando-se as tensdes ao longo

da espessura x3, considerando-se a equacao (2.7), como € mostrado a seguir:

t t
Jz. E (82w+ 0 WJJZ‘ » D[62w+ ale
M, tcnx3dx3 1—v? \ax? oy )Y 30X; ox’ ox’
"2 2

onde D =————=, representa a rigidez a flexdo da placa.
12(1-v?)

Analogamente, obtém-se M, ¢ M,,. Na forma matricial, tem-se:



=

11 Et3

22
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ou na forma indicial:

M,

Invertendo a equagdo (2.8), obtém-se as curvaturas, a partir dos momentos:

12(1-v?)

S < -
S = <
P

|l @ o

N

= —D[VW,kk 8ij + (1_ V)W’ij]

N

0w
ox:
0w

] — F=

ox;
o'w
0x,0x, |

1 -—-v
-v 1
0 0

-2
| 0x,0x, |

(4,5, k=12)

0 M,
0 M,,
21+ v) || M,

14

(2.8)

2.9)

(2.10)

Os esforcos cortantes, dados por unidade de comprimento, sdo obtidos a partir de:

1 | =

Q,

T,;dX,

(SRS

Qz=

e

T 3 dX;

SIS

Contudo, como as componentes de tensdo T,3 € Ty3 sdo desprezadas, os esforcos

cortantes serdo obtidos através das equagoes de equilibrio do elemento, pois apesar dos

esfor¢os cortantes produzidos por uma carga transversal terem efeitos despreziveis sobre a

flexdo de uma placa delgada, os mesmos ndo podem ser desprezados nas equagdes de

equilibrio do elemento. Assim, considerando-se um carregamento distribuido g ¢ fazendo-se

o equilibrio das forgas verticais ¢ dos momentos em torno de x; € X,, obtém-se duas relagdes

de equilibrio, que sdo dadas a seguir na forma explicita e indicial:



6Q, o
a(j: " 62: te=0
ou
Q,,+g=0 (i=12)
62::2 . a;\:? ) 62:222 . ag:lu 0 - 0.0
ou
Mij,i—Qj=0 (4,j=1,2)

Logo, a partir das equagdes (2.9) e (2.12.b), obtém-se:

Q] = Ml = _Dw’kk] (L_]ak: 172)

1],

2.2.5 Equacao Diferencial de Placas

15

(2.11.a)

(2.11.b)

(2.12.2)

(2.12.b)

(2.13)

Diferenciando-se a equagdo (2.12.b) em relagdo a x; e considerando a equagdo

(2.11.b), obtém-se a equacao diferencial de placas em fun¢do dos momentos:

Mij’ij+g=0 (1,j=12)

(2.14)

Derivando-se (2.13) e considerando-se (2.14), chega-se a equacdo diferencial de

placas em fungdo dos deslocamentos transversais:

g
W = D (k,1=1,2)
Na forma explicita:
o'w . o'w .\ d'w g
ox; oxiox:  oxy D

(2.15.2)

(2.15.b)
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ou ainda: V2V2W=% (2.15.¢)
0’ 0’ 0’
de V? = =( + J ' dor de Laplace.
onde ox,.0x. ox.0x,  ox,0%, ¢ 0 operador de Laplace

2.2 6 Esforcos Segundo um Sistema de Coordenadas Genérico (n,s)

Nos problemas de placas, as incognitas do contorno sdo calculadas segundo o
sistema de coordenadas (n,s), sendo n a dire¢do normal ao contorno e s a diregdo tangencial
ao mesmo. Portanto, é preciso também conhecer os esforgos em relacdo a um sistema
genérico de coordenadas n e s. Assim, seja o plano médio de um elemento de placa abc,

onde o sistema ns ¢ adotado na face inclinada do mesmo:

FIGURA 2.5 - Esfor¢os no Elemento abc

Os momentos, nas dire¢des X; € X,, que atuam na face de normal n sao dados por:

{M }_{Mnl}_[Mll M12:|{n1}_{M11n1 +M12n2} (2.16)
! M, M, M, ||(n, M,n, + M,,n, .

onde n; sdo os cossenos diretores da dire¢do n
Fazendo-se a rotagdo de eixos, obt€ém-se a componente de momento M,,, na dire¢ao
n ¢ a componente de momento M, na direcdo s, a partir do vetor de momentos M,,, dado

pela equagdo (2.16). Logo, tém-se:
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n2

M
nl
M, = {nl nz}{M } =M;nn, +M;,nn,+M,nn, +M,n,n,

nl

MllS = {sl SZ} = Mllnlsl +M12s1n2 +M21nlsl +M22s2n2

M

n2

onde s; sdo os cossenos diretores da direcdo s.

Indicialmente, tém-se:

Mlm = Ml_]nln] (19.] = 17 2) (217)

M, =M;n;s; (2.18)
Fazendo-se o equilibrio das forgas verticais, obtém-se:

Q,=Qn, (2.19)
2.2.7 Forca Cortante Equivalente e Reacio de Canto

Para a solucdo da equacdo diferencial de placas (2.15), é necessario que sejam
satisfeitas as condigdes de contorno do problema. Nos problemas usuais, estas se referem as
cinco seguintes variaveis: o deslocamento transversal w da superficie média, a sua derivada
Ow / On ¢ aos esforgos M, My, € Q, dos pontos do contorno da placa, segundo as dire¢des
normal e tangencial & borda. Como a equagdo diferencial é de quarta ordem, pode-se ter
apenas quatro variaveis, das quais duas devem ser dadas como condi¢do de contorno, isto €,
devem ter seus valores prescritos. Assim, a fim de eliminar uma varidvel, KIRCHHOFF
(1850) demonstrou que as condi¢gdes de contorno relativas a forga cortante Q, ¢ ao momento
M,s podem ser agrupadas em uma unica condi¢do, relativa a um esfor¢o V,, que ¢
denominado for¢a cortante equivalente.

Assim, seja um ponto P pertencente ao contorno da placa, conforme a figura (2.6),
sobre o qual se define um sistema (n, s), nas diregdes normal e tangencial ao contorno,

respectivamente.
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d

FIGURA 2.6 - Momentos Volventes no Contorno da Placa

Considerem-se, ainda, dois elementos infinitesimais de comprimento ds (figura
2.6.a), onde em cada elemento atua um momento volvente resultante, dado por M,ds (figura
2.6.b), resultantes das componentes horizontais de tensdo na direg@o s (ver figura 2.3). Esse
momento pode ser substituido por duas forcas verticais de intensidades iguais a My,
aplicadas nas extremidades do elemento, conforme mostra a figura (2.6.c). Essas forgas
verticais M, serdo equilibradas pelas reacdes verticais do apoio. Assim, tomando-se dois

elementos consecutivos (figura 2.6.d), verifica-se que na jungdo dos elementos existe uma
forca resultante, dada por (aM e ! 6s)ds , que faz parte da reacdo de apoio. A soma desta

forca com a forga cortante no ponto P (Q,ds), resulta na forca cortante equivalente V,ds,

cuja intensidade por unidade de comprimento ¢ dada por:

V,=Q, +—— (2.20)

Essa substituicao de for¢cas ndo modifica a flexdo da placa, pois ndo altera os valores
de M,,, ecla afeta somente a distribui¢do de tensdes na vizinhanca do contorno, de acordo
com o principio de St. Venant.

Verifica-se agora, utilizando-se 0 mesmo esquema estatico, 0 que ocorre em um

canto da placa. Considere-se, assim, um canto i qualquer da placa, como ¢ mostrado na

figura (2.7), onde M}, ¢ M

; sdo, respectivamente, os momentos volventes posterior e

i
anterior a esse canto. Como indicado na figura (2.7), uma resultante ndo nula devido as
reagdes de apoio correspondentes a cada lado, aparece necessariamente no canto. Tal

resultante, ¢ denominada reagdo de canto e é dada por:

Rci = M:si _M;si (221)
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X.QA—V X1

X3

i+1

_ \
Mns(i+1) J

n

FIGURA 2.7 - Momentos Volventes em um Canto i da Placa

2.3 Condicdes de Contorno

No problema de pacas, de acordo com KIRCHHOFF (1850), tém-se quatro variaveis
em cada né do contorno (ver item 2.2.7): o esforgo cortante equivalente V,, o momento
fletor M,,, a flecha w ¢ a rotacdo Ow/0On, das quais duas sdo conhecidas, pois sdo impostas
como condi¢ao de contorno. De um modo geral, quando o deslocamento U; é conhecido, o
esforco correspondente P; € incognito, e vice-versa, sendo U; e P; variaveis generalizadas que
sdo dadas por: Ui=w, U,=0w/On, P;=V,, P,=M,. Nos casos classicos de vinculagdes em

problemas de placas (ver figura 2.8), tém-se:

(a) borda engastada: w=0w/on =0, e V,, ¢ M,, sdo desconhecidos;
(b) borda simplesmente apoiada: w = M, = 0 e V,, e dw/0n sdo desconhecidos;
(c) borda livre: V,= M, =0 e w ¢ Ow/0n sido desconhecidos.

Nesse trabalho, consideram-se também os deslocamentos e reagdes de canto como
variaveis do problema, sendo que em cada canto uma delas tem que ser dada como condi¢do
de contorno. Assim, no caso do canto pertencer ao contorno, tem-se que wc=0 ¢ Rc ¢
desconhecido. Porém, nos casos de simetria, em que se calcula, por exemplo, somente um
quarto da placa, tem-se que Rc=0 e wc¢ é desconhecido para o canto que coincide com um

ponto do dominio da placa.
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Borda Engastada

Borda Apoiada

Borda Livre

FIGURA 2.8 - Placa com Condi¢des de Contorno.

2.4 Equacio Diferencial e Esfor¢cos em Coordenadas Polares

Esse sera o sistema de coordenadas usado na formulagéo do problema, pois ¢ o mais
conveniente para se obter respostas devido a cargas pontuais, que corresponde ao caso do
carregamento fundamental. Assim, um ponto P de coordenadas ( x;, X, ) pode ser definido

em funcdo de r e 0, que sdo respectivamente, a distancia deste ponto a origem do sistema de

coordenadas ( x;, X, ) e o angulo entre o segmento OP e o eixo Ox; (ver figura 2.9).

O ,
0 X
r
P(Xl, Xz)
t r = OP
v X2

FIGURA 2.9 - Sistema de Coordenadas Polares

onde t é o versor perpendicular a direcdo de r. Seus cossenos diretores sdo dados por:
t,=-r,,=—senb (2.22.a)

t,=r, =cos0 (2.22.b)

As equacgdes que relacionam as coordenadas cartesianas as coordenadas polares sdo:

X, =r,=rcos0 (2.23.2)

X, =r,=rsen0 (2.23.b)
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As relacgdes inversas sao dadas por:

r?= xf + x§ =r -r (2.24.2)
r

0= arctg[—zj (2.24.b)
r

r
r, = 7‘ = cosO (2.25.2)
r,
r,,= LS sen 0 (2.25.b)
r sen 0
0, =-—=- (2.26.2)
r r
r, cos0
0,,=—= (2.26.b)
r r

Derivando-se as equagdes (2.25) e considerando-se as relagdes (2.22), obtém-se:

or,, t 227
ti

0, =— (2.28)
r

Considerando-se o deslocamento transversal w, como funcdo de r e 0, a derivada de

w(r,0) em relagdo a uma coordenada genérica x; ¢ dada por:

_ow _ow, M i=12 2.29
WiT ok, o T e =12 (2.29)

De onde define-se o operador diferencial de primeira ordem:

0 0 0

ox. = ar Fit g 65 (2.30)
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Desse modo, a segunda derivada pode ser expressa por:

0 0 ow ow .
W, = gr’i-l_%e’i a—l‘,J 50 9 (1,j=1,2) (2.31)

Desenvolvendo-se as derivadas, obtém-se:

Woiy = az‘;v (r’i r’j)+a—w(ar,j O,i) o'W (l‘,l 0,. it e,i)+

or or \ 00 oroe
62W ow ae’j aesj )
] (0,,0,,)+ ae( B 2.32)

Para os casos em que o problema apresenta simetria em relacdo a origem do sistema
de coordenadas, como ocorre no problema fundamental de placas, o deslocamento w ¢

funcdo apenas de r, ja que ndo varia com 6. Nesse caso, considerando-se as equagdes (2.27)

e (2.28), w,;; ¢ dada por:

d*w dw ( Or,; d*w dw t;
W,y = ar? (r,l r,J)+— 20 0, | = =4 (r,i r,j)+g tj? (2.33)

Assim, a partir da equacdo (2.33), pode-se definir o operador diferencial de segunda

ordem como sendo:

2 2
6):?6)(]. - (r’i r’i)%““%(titj)% (2.34)

Usando indices repetidos em (2.34) e considerando-se r, x 1, x =t, x t, x = 1, obtém-

se o operador de Laplace em coordenadas polares, que é dado por:

V= A AR 2.35
- OX0X,  dr? rdr (235)
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Logo, a equagdo diferencial em coordenadas polares ¢ dada por:

viy? d4w+2d3w 1 d2W+ 1dw ¢ 536
W= = - — = .
dr* rdr® r’dr? r*dr D (2.36)

Utilizando-se os operadores (2.34) e (2.35) na equagdo (2.9), obtém-se os momentos:

d’*w 1dw
M, =-Dy [Sijv+(1— v)(r,i r,j)]+;g[6ijv+(1— v)(titj)] (2.37)
Através dos operadores (2.30) e (2.35), obtém-se a derivada de terceira ordem, que €
dada por:
(d3w Jdiw 1 dw] 239)
Wya =TI - - .
S kki % dr3 r drl r2 dr

Substituindo-se (2.38) em (2.13), obtém-se o esforco cortante:

d*w 1d’w 1 dw _
- —— G=1,2) (2.39)

dr’ rdr? r?dr

X, h’
t
$ r
a
P
r R —> Contorno
da placa
0 X,

FIGURA 2.10 - Vetores n e s no Ponto P do Contorno da Placa
onde:  n;=cosa, n,=seno;
$1= -sena., s;= Cosq.;
R ¢ o raio da curvatura do contorno no ponto P;

r,, n, =cosf; (2.40)
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I, S; =cos(B+§) =—senf. (2.41)

A fim de deduzir as expressoes de M,,, M,;s ¢ V,, em coordenadas polares, considere
um ponto P do contorno, onde n ¢ s sdo, respectivamente, os vetores normal e tangente ao

contorno, com origem em P, como mostra a figura (2.10). Substituindo-se (2.37) em (2.17) e

(2.18), assim como (2.39) em (2.19), obtém-se as equagdes:

d*w v (1= v)(r,i ni)z] ¥ %((ii_v: v+(1- v)(r,i Si)z]} (2.42)

Mnn = _D{ 2
dr
d’w 1dw
Mns = _D(l_v)(r,i ni)(r’j sj)( drz _;E] (243)
Q, =-D(r, n )(dsw+1d2w—id—wj 2.44
n — % i dr3 r er l_2 dr ( : )

Substituindo-se (2.40) e (2.41) em (2.43), obtém-se um nova expressao para My :

d’w  1dw
M. =D(1- ——— 2.45
w =D v)cosBsenB( Pl dr) (2.45)

Para a obtengdo de V,, deve-se ter a expressdo da derivada de M,, em relagdo a

direcdo s, que ¢ dada por:

aMns _ aMns @+ aMns @ 246

o O Os or Os (2-46)
d'@— or 6x1+8r ox, _ _ 547
onde o = ax, as ' ox, a5 Si=senb 247
_cosp (2.48)

0 0 00
6[:_ a(:—g=(a,,sl+a,zsz)—(9,1s1+9,2s2)=% "
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Assim, derivando-se a equacdo (2.45) em relacdo a B e r, obtém-se os outros dois
termos de (2.46), a qual resulta em:

oM d’ 1d* 1d
6sns = D(l—v)cos[{sen2 B(— W Y= W] +

—— +
dr’ rdr? r’dr

£4sen2([3)—l](d2w 1 dwj]
+ = |+
r dr r dr

" M(1 —2sen’p) (dzw 1d—WJ

R dr? r dr

(2.49)

Levando-se (2.49) e (2.44) em (2.20), obtém-se a expressao de V,:

V. = _D(l_v)(nir,i){[(sjr,j)z - 1 }(d”v L1dw _Ld_w) +

—v{\dr® rdr? r?dr

+

1—4(sjr,j)2 (dzw 1d_wj

r dr’ rdr

_ 2
+¥[1_ z(sir,i)z](‘;rvzv —%i—v:) (2.50)
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3 EQUACOES INTEGRAIS PARA FLEXAO DE PLACAS SUJEITAS A
CARREGAMENTOS TRANSVERSAIS

3.1 Introducao

Para a aplicagcdo do Método dos Elementos de Contorno, é necessario, inicialmente, a
obtengdo de equagdes integrais que definam o problema, que podem ser obtidas através do
método dos residuos ponderados, ou a partir do Teorema da Reciprocidade de Betti. Neste
trabalho, tais equacdes serdo obtidas a partir do primeiro Teorema de Betti, onde a integragdo
da expressdo levara a equacgdo integral de deslocamentos para pontos internos, e entdo a

partir dessa obter-se-a a equacdo integral para pontos do contorno.
3.2 Equacio Integral para um Ponto do Dominio da Placa

O Teorema de BETTI (1872) relaciona dois estados distintos de tensdo ¢ deformacao
existentes num so6lido (placa) de dominio finito, causados por dois carregamentos nao

simultdneos. O mesmo ¢ dado pela seguinte expressao:

ij ~ij ij ~ij

[oletav=[oleldv  Gj=1.23) G.1)

Assim, escolhendo-se como estado 1 aquele relacionado ao problema fundamental,
ainda a ser obtido, e como estado 2 aquele relacionado ao problema real, pode-se escrever o

teorema da seguinte maneira:
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[oreav=[o,eqdv G,i,=1,2,3) (3.2)

Denotando-se por U o segundo membro da equacio (3.2) e considerando-se o estado

plano de tensao, tém-se:

Uzj(cnail +0 €5 +20'128’1’2)dv (3.3)

v

Considerando-se a equagdo (2.4) e fazendo-se a integragdo das tensdes ao longo da
espessura, a expressdo de U pode ser escrita em fung@o de uma integral sobre o dominio da

seguinte forma:

(cijs;‘j)dx3d£2 = —I T(cinSW,;’j)dx3dQ = —j (Mijw,;‘j)dQ (,j=1,2) (3.4)

Q-t/2 Q

— o [~

U=£_

SIS

Desse modo, considere uma placa isotropa qualquer de contorno I' ¢ dominio Q, a

qual esta contida em outra, de dominio infinito €, ¢ contorno I', conforme a figura (3.1).

FIGURA 3.1 - Placa de Dimensées Finitas, Contida em uma Placa Infinita

Define-se como problema fundamental, o caso de uma carga transversal unitaria g
aplicada em um ponto genérico q do dominio infinito Q,, denominado dominio fundamental,

I *
que provocara, em um ponto p qualquer da mesma, um deslocamento transversal w, um

estado de tensdo G;'j e um estado de deformacao 8:; O ponto q ¢ denominado ponto de
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carregamento ou ponto fonte € o ponto p ponto de deslocamento ou ponto campo. O centro

do sistema de coordenadas polares coincide com o ponto q, como ¢ mostrado na figura (3.2).

pxi(p), x2(p)]

FIGURA 3.2 - Pontos de Carregamento q ¢ de Deslocamento p e Sistemas de

Coordenadas (m, u) e (n, s) no Dominio de uma Placa Infinita.

onde 1 = [x,(p) ~ x,(a)]" +[x.(p) - x,(a)] (3.5)

¢ a distancia entre os pontos q ¢ p.
A carga g ¢é definida através da distribuicdo delta de Dirac, denotada por S(q,p) ,

cujas propriedades sdo:

. 0 para p=#gq
g’ =8(q,p)= {w bara peg (3.6)

,f ¢(p)3(q,p)a2,, = ¢(q) 3.7

Q.

sendo @ uma fun¢do continua qualquer. Observando-se as propriedades, dadas pelas
equacdes (3.6) e (3.7), conclui-se que a resultante do carregamento definido por S(q,p)

sobre o dominio fundamental é uma forca unitaria aplicada no ponto q

I S(q,p)de =1 (3.8)

QQ



29

O problema real é aquele relativo a um carregamento g qualquer distribuido em uma

area de dominio €, contida no dominio €2 da placa finita. Do mesmo modo, o carregamento

g provocara em p um deslocamento transversal w, um estado de tensdo G;; ¢ um estado de
deformagéo €.

Os deslocamentos e esforgos relativos ao problema fundamental sdo fungdes do
ponto q de aplicacdo da carga e do ponto p de deslocamento do dominio; se esse ultimo
estiver no contorno da placa, ¢ representado por P. Ja aqueles relativos ao problema real sdo
fungdes apenas do ponto p, pois a posi¢do deste carregamento € fixa.

Aplicando-se o teorema da divergéncia, ou integrando-se (3.4) por partes, em relagdo

a coordenada x;j, obtém-se:

= _.[(Mijw’: nj)dr_'_j(Mij’j Wa:)dQ (3.9)
Q

r

onde n; sdo os cossenos diretores do versor normal ao contorno da placa.

Integrando-se (3.9) novamente por partes, obtém-se:

~[(Myw,rn,)ar+f (M, won ar- (M, wolae  Ga0)

r r Q

Considerando-se as equacgdes (2.13), (2.14) e (2.19), a expressdo de U resulta em:

U=-[(Myw,;n,)dr +[(Qw*)dr + [ (gw*)ae 3.11)
T Q

r

e . _ow" ow’ 6n+6w* Os ow’ +8w* 310
onde: W= ox, On Ox, Os Ox, On Tt o % (3.12)

s; sd0 os cossenos diretores do versor tangente ao contorno.

Substituindo-se (3.12) em (3.11), tem-se:

"1'—5

(Munl . W S ]a;vs*]dF+Jl:(an*)dF+z[(gw*)dQ (3.13)



30

Considerando-se as equagoes (2.17) e (2.18), pode-se escrever:

U=—I(M M M ﬁ—Q w‘jdr+j'( w*)dQ (3.14)
T nn an ns as n Q g *

ow”
Integrando-se a parcela I (M . —j dI” por partes, obtém-se:

T os
l(Mm ag—s*jdr - [MW]E _ i al:;s"sw*dr (3.15)

onde I'y e I', representam os limites do contorno no qual se realiza a integragao.

Para contornos fechados, onde a representacdo paramétrica de M, ¢ a respectiva
derivada forem continuas, a primeira parcela do segundo membro da equacdo (3.15) se
anula, mas quando existirem angulosidades ou cantos no contorno, esta parcela ndo se anula,
dando origem a reacdo de canto R, (ver item 2.2.7). Assim, considerando-se (2.21), a

equagdo (3.15) pode ser expressa por:

aw* & * aMns *
I(MHSK)dF=—§Rde—I S dr (3.16)

r r

r 4 * r * .
onde N, é o niimero total de cantos e W ; ¢ o valor do deslocamento W no canto i.

Substituindo-se (3.16) em (3.14), considerando-se (2.20) e também o fato que g esta

distribuida em €, chega-se a:

ow

* N,
U=I(Vnw* -M,, —jdr + YR w + [ (gw)de, (3.17)
T on = a,

Analogamente, obtém-se o primeiro termo de (3.2). Considerando-se a propriedade

da funcao delta de Dirac, dada por (3.7), tem-se que:

£ (g'w)aQ = [5(q,p)w(p)a = w(q) (3.18)

Q
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onde w(q) ¢ o deslocamento devido a carga g.
Desse modo, obtém-se a equagdo integral do deslocamento de um ponto q do

dominio da placa, em func¢do dos deslocamentos e esfor¢os do contorno, que é dada por:

a)+] ( P)w(P)- M., (g, )_(P))dT(P)+lZI:Rc,(q, P)w, (P)-

T

ow* N, .
= [V (P)w*(a,P)- Mnn(P);V—n(q,P)jdr(PHZRﬁ(P)wd(q,P)+

i=1

+ [ (2w (a.p))a, (p) (3.19)

Q,

Derivando-se (3.19) em relagdo a m, obtém-se a equacgdo integral da derivada
direcional do deslocamento em relagdo a diregdo m, como ¢ mostrado no trabalho de PAIVA

(1987).
3.2.1 - Soluciio Fundamental de Placas
A solugdo fundamental corresponde ao deslocamento w~ de um ponto p, que é

causado por uma carga unitaria transversal aplicada em q. E obtida, substituindo-se g pela

distribuicdo delta de Dirac em (2.36), isto é:

ViViwk= += —~ + =
W dr! r dr* r? dr* r® dr D

d'w* 2d’w* 1 d*’w* 1 dw* 9dlq,
d " — LA —(qp) (3.20)

Considerando-se a equagao (3.6), pode-se dizer que esta ultima ¢ nula para todos os

pontos do dominio fundamental, com exce¢do do ponto q. Assim, w deve ser tal que

. ~ 2 2 N ~ . ,
satisfaga a equagdo V"V w* = 0 . Fazendo-se integra¢des sucessivas, obtém-se:

2

. C , r
w =Tr lnr+(C2—Cl)?+C3lnr+C4 (3.21)

A constante C3 = 0 ¢é obtida escrevendo-se a condicdo de simetria em relagdo ao

ponto q (figura 3.3), isto é, dw*/dr =0, parar = 0.
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X4

FIGURA 3.3 - Forgas Atuantes no Circulo de Raio r e Centro q.

Fazendo-se o equilibrio das forgas verticais atuantes em um circulo de raio r e centro
q (ver figura 3.3), sendo q o ponto de aplicacdo da carga unitaria, obtém-se que a forca
equivalente V, em um ponto p qualquer da circunferéncia, necessaria para equilibrar a carga

unitaria, vale:

1
V, =——— (3.22)
2wr

Nesse caso, a expressdo de V,, dada em (2.50), ¢ funcdo apenas de r, pois o dngulo

B, definido na figura (2.10), € nulo para todos os pontos da circunferéncia. Logo, tem-se:

d’w 1d’w" 1 dw’
— (3.23)

Vn=—D( Tt —
dr r dr r° dr

Substituindo-se (3.23) em (3.22) e expressando-se V, em fun¢do do Laplaciano em

coordenadas polares, tem-se:

d(d’w"  1dw’ 1
-D— T+ =— (3.24)
dr \ dr r dr 27r

Das equagdes (3.24) e (3.21), obtém-se: C, =1/ 21D . As constantes C, ¢ C4 sdo

obtidas a partir das condi¢des de contorno de um problema qualquer de placa, mas como no

problema fundamental o raio ¢é infinito, estes valores poderiam ser correspondentes a
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quaisquer deslocamentos de corpo rigido. Nesse trabalho sera adotada a sugestdo de
DANSON (1979),que também foi adotada por CHUEIRI (1994), que considera C, = C4=0.
Logo, substituindo-se os valores das constantes em (3.21), obtém-se a expressao da solucao

fundamental:

w*—irz(lnr 1) (3.25)
~ 87D 2 '

Para obter-se a expressdo da rotagcdo fundamental para um ponto p, basta derivar a

expressao (3.25) em relacdo a n, ou seja:

ow” _ dw” or dw” [ or 6xi(p)) _ dw”

= = = T, 3.26
on dr on dr \0x;(p) On dr il (3:26)
resultando em:
ow*__r, (ry;m,) 3.7
on  4nD AL (3:27)
A partir da expressdo de r, dada pela equagao (3.5), obtém-se:
or X; -X;
= r’i = M (328)
axi(p) r
621' rsi I',j Sij
=r,,=—— (3.29)
ox(p)ox,(p) ' T

onde 8 ¢ o delta de Kronecker.

Logo, derivando-se (3.25), e a partir de (2.42), (2.43) e (2.50), pode-se obter as
expressoes dos esforgos do problema fundamental, segundo um sistema de coordenadas (n,

s) qualquer (Figura 3.2), que sdo dadas por:

*

M =—ﬁ[(1+v)lnr+(1—v)(r,ini)z+v] (3.30)

n
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*

M, =—ﬁ(1—\')(r,i ni)(r,j sj) (3.31)

V, = r:nl:i |:2(1 - v)(r,j sj)2 -3+ v:| + i;—l:[l - 2(r,i si)z] (3.32)

onde r, e ry; sdo dados, respectivamente, por (3.5) e (2.25) e n;, s; estdo definidos na figura
(2.10).

Para o caso em que o contorno da placa é aproximado por elementos retos, a
curvatura R em qualquer ponto do contorno tende ao infinito. Nesse caso, a expressdo de V|,

passa a ser:

r,; n,

V. = [2(1 — v)(r,j sj)2 -3+ v] (3.33)

47nr

De acordo com o item (2.2.7), a reag@o de canto, referente ao problema fundamental,
¢ dada por:

*

R =M -M (3.34)

Para a obtengdo dos esforgos nos pontos internos, como ¢ mostrado no capitulo (4),
necessita-se das expressoes das derivadas segundas e terceiras dos deslocamentos e esforgos
fundamentais. Assim, derivando-se as expressoes (3.25), (3.27), (3.30) e (3.32) e

considerando a equacdo (3.29), obtém-se:

a_w* _ rin(r) 335
ox, (@P) == b ™ (3.35)
O (o) = (s 7y 8, In(P) 336
ox,0 j(q,p)— 47D r, r,;+6; In(r) (3.36)
o = L(1+ 2In(r)) 3.37
i( o'w' ]_ -1, .
Ox, \ 0x, 0x, (@.p)] = 27Dr (33%)
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ai [6;’1 (q P)) 4_157;)[1‘” (1‘,k nk)+ln(r)ni] (3.39)
0’ 0 1
6xi6x ( 6“:1 (q P)] M[(Sq _eri r’j)'(r9k Ilk)+ r,; n; +I‘,j ni] (340)
0’ ow’ r,. n
0x,,0x,, [an(q’p)j = onbr (3.41)
0 0* 0
axi(@xkaxk [ (;1)1 (q p))] 27Dr? [Zr Ly I ) n] (3.42)
aMns (1 V)
o @P) =T [ni(l'ae s,)+8; (s i) = 205, (030, (s, sf)] (3.43)

g;M @p) = ‘(;;Zv){[ 25, +4dr, 1, (1 8,) ~ 25,05, 215, (1 m, )

i

—2(1',J.ni +r,inj)(r,és().+nisj +sinj} (3.44)

oM, ——(q,p )—(l_ ){( rw)(r’k“k)}

0x, 0x,
(3.45)

3 (aZM (@p )) (1-v )[4r’ (t s )(02im, ) =, (10 5 )+

0x; \ 0x, 0x,
- si(r,, nﬂ)] (3.46)

6£(q,p) = —{(1+ v)r, —2(1 v)(r,k )[r,i (r,k nk)— ni]} (3.47)

2
j lglx (q,p) = 47:1'2 {(1+ V)(Sij -2r,, r,j) + 2(1— v)[ninj +
—2r,;n (l‘,k n ) —(Sij - 2r,; r,k)(r,k nk)2 +
- 2r,, (r,k nk)[nj — T, (r,k nk)] } } (3.48)
0°’M,
ax:\(;[;k (q,p) =~— 4nlrz {2(1 -~ v)[l -~ 2(r,k nk)z]} (3.49)
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0 (62M (q,p )J %{r,ﬁlni(r,k nk)—4r,i(r,k nk)z} (3.50)

0x; \ 0x, 0x,

{2(1 v) r,, s [4r,l r, n, ) ni]+
~4(1-v)r,,s,)(r, n,)s; +(3- v)[ —2r,,(r,, n, )] } (3.51)

v,
0x;0

(q,p) 3 {2(1 - V)(r,é 84)2[241‘” I‘,j (rak nk)+

_4[1-,i n; +r, n, +8ij(r,k nk)] :|+ 2(1—v)(r,1Z s,{)[Z(nisj + njsi)+
- 8(r,k nk)(r,i S+, si)] +4(1- v)(r,k nk)(sisj) +

+(3- v)[28ij (r,k nk)— 8r,r,; (r,k nk)+ Z(r,i n; +r,, ni)]} (3.52)

OV, __(- ) [4 1] 3.53
axkaxk (q’p) - 47[[' r’k r’/ ( . )

o ( 8V, 1-
a(axkaxk (q,p)} T ( nr“V) {(r,( S/)2[24r,i (r’k nk) - 4ni] +

1

(o, )[8s,(ry s, )+ 4r, |+ ni} . comijk1=12  (3.54)

3.3 Equacio Integral para um Ponto do Contorno da Placa

No caso do ponto pertencer ao contorno, o mesmo sera denotado por Q. Assim, a fim

de escrever-se a equagdo (3.19) para o ponto Q, torna-se o mesmo interior ao dominio pelo

acréscimo de um contorno circular I', , centrado em Q, com raio &, e pela retirada da parcela

I' do contorno, como ¢ indicado na figura (3.4). O novo contorno sera dado por

r-T+ Fé e o ponto Q sera do contorno quando o raio § e o contorno T tenderem a zero.

Portanto, o deslocamento w(Q) do ponto Q sera calculado a partir da equacdo (3.19),

fazendo-se T =T —T + F& e os limites de & e T tenderem a zero, como € mostrado a
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FIGURA 3.4 - Contorno Circular Acrescido a um ponto Q de um Canto da Placa

Da figura (3.4), pode-se tirar as seguintes relagdes:
r=R=E§,
r,,n, =1,
r,,s; =0,
dr’, (P)=&d¢.

Desse modo, a equagdo integral do deslocamento do ponto Q resulta em:

w(Q) +lim (V: (Q.P)w(P)- M:.,(Q,mg—j(w) dr(p) +

T>0 9_
> r

(3.55)
(3.56)
(3.57)

(3.58)

+lim j (V: (Q,P)w(P)-M_,(Q, P)Z—:(P)) dr, (P) + Z R.(Q,P)w, (P)+

+1im[ R, (Q.P)w,, (P)] +lim[R . (Q.P)w,,. (P)] =

= lim (V.,(P)w*(Q,P)—M,,,.(P)a; : (Q,P)) dT'(P) +
+limI(V (P)w*(Q,P)-M 2 (Q P))dl“ (P) +
>0 7, " ’ nn on ’ &

S +lim[R, (P ()] +
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+ ggg[Rw @PIw,., (®)]+ [ (g@rw*(Q:p))ae, (p) (3.59)
Qg

Os limites de T’ — 0 das integrais sobre o contorno (I" — f) na equagdo anterior

sdo iguais ao valor principal das mesmas. Logo, pode-se escrever por definigdo que:

lim (V: (Q,P)w(P)-M,,(Q, P)%(P)) dr'(P) =
e

. . 0
= j (Vn (Q,P)w(P)-M_,(Q, P)a—:(P)) dr'(P) (3.60)

a *
lim | (Vn (P)w (Q.P)- M, (1) (@, P)j dr'(P) =

*

5
j‘[v (P)w*(Q,P) - Mnn(P)aln(Q,P))dF(P) 3.61)

A parcela referente a integral sobre o trecho I'y, pode ser rescrita substituindo-se

w(P) por ( w(P) - w(Q) + w(Q) ) e ow(P)/on por ( ow(P)/on - ow(Q)/on + ow(Q)/on ).
Considerando-se valida a continuidade, ou, utilizando-se a condigdo de Holder (JASWON &

SYMM, 1977), que ¢ dada por:

w(P) - w(Q)| < C,r=*9 (3.62)

< C,ra(*Q (3.63)

2 (1)~ 2 (o)

onde C; e C, sdo constantes ¢ 0 < o; <1, com i = 1, 2, as parcelas (W(P) - w(Q)) e
(ow(P)/on - ow(Q)/On) se anulam. Considerando-se ainda que os valores de w(Q) e

ow(Q)/0n sdo valores do dominio e portanto, ndo variam ao longo do contorno l"g , tem-se

que:
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. . 0
lim (V,. (Q,P)w(P)- Mnn(Q,P)a—:(P)) dr, (P) =

* 6 *
= W(Q)lim [v:(Q,p)dr,(p)- a—VnV(Q) lim [M(QP)r,(P) (o4
Ty Ty

Substituindo-se em (3.64) os valores de  V, (Q,P) e M, (Q, P) , dados em (3.32)

e (3.30), respectivamente, ¢ considerando-se as equagoes (3.55), (3.56), (3.57) e (3.58), tem-

S€:

. " ow
lim | (V,, (Q.P)w(P)-M,, (Q,P)a—n(P)) ar, (P) =
33

2n—B, 1 6 2n—B. 1
= W(Q)lim j _ﬁ‘;’dd) + V;flq) lim _[ H[(H v)Ing +1]&do =
2n-B,
=——5 WQ) (3.65)
T

onde B, ¢ o angulo interno do canto da placa, indicado na figura (3.4).

Analogamente, as demais integrais sobre o contorno 1"g da equacdo (3.59) conduzem

a valores nulos, assim como ocorre com os limites das parcelas que envolvem as reagdes de

canto R, isto é:

STR: (02w ()« iR, (), (9] +imR., (@ P, (P)] -

S RL(Q.P)w,(P) (3.66)

Portanto, a equagdo (3.59), que representa a equacdo integral de um ponto do

contorno, pode ser escrita da seguinte forma:
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. . ow
K@w(Q)+] (V,. (Q.P)w(@)-M,,(Q, P)a—n(P)) dr(p) +

N, . ) a *
+ 2R (QP)w(P)= | (V,,(P)w (Q.P)-M,.® (. P)j dr(p) +
i=1 T
+ Y R(PIWL(Q.P) + [ (2w (Q.p))ae, (p) (3.67)
i=1 Q,
onde: K(Q)= B. se o ponto Q coincide com um canto,

2

K(Q) = % = % se o ponto Q ndo coincide com um canto.

Derivando-se (3.67) em relacdo a uma coordenada genérica m, pode-se obter a
equagdo integral da derivada do deslocamento 0w(Q)/0m, para um ponto do contorno, como

¢ mostrado no trabalho de PAIVA (1987).

3.4 Transformac¢ao das Integrais de Dominio do Carregamento em Integrais

de Contorno

Para a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno ¢ conveniente transformar as
integrais de dominio que aparecem nas equagdes (3.19) e (3.67), correspondentes as

influéncias do carregamento distribuido na area Q o » €M Integrais sobre o contorno Fg , onde

a mesma esta distribuida. Para isto, considere-se a figura (3.5), na qual estdo representados a

regiao Qg , seu contorno Fg e o ponto de carregamento q ¢ a partir da qual, obtém-se as

seguintes relacdes:

do = 2t gr 3.68
=R (3.68)

g

(3.69)

g

I, N,
ng =rdrd0 = rdr ———dT
R

onde R ¢ o valor de r para um ponto qualquer do contorno I',.
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FIGURA 3.5 - Regido Carregada Q, de uma Placa de Dominio Q

Fazendo-se a mudanga de coordenadas dada por (3.69), tem-se que:

[2@w (Q.p)ae,(p) = | ( J g(p)w*(q,p)rdrj ST, (3.70)
Q, 0

T,

Admitindo-se que a carga g(p) varie linearmente na regido €, e considerando-se as
relagdes entre os sistemas de coordenadas cartesianas e polares, com origem em q ( ver

figura 3.2), dadas por:
x,(p) =x,(q)+rcosb

X,(P) = X,(q) + rsend

pode-se escrever g(p) da seguinte maneira:

g(p) = Arcos0 + Brsen0 + g(q) (3.71)

onde g(q) = Ax,(q)+Bx,(q)+C, ¢ uma constante, correspondente ao valor de g no

ponto q.
Substituindo-se (3.71) e w*(q,p), dado por (3.25), em (3.70) e fazendo-se a

integragdo em relacdo a r, obtém-se:
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Ig(p)w*(Q,p)ng(p)= 5(a) IR{lnR—%)r,i ndrl, +

Qg 2

40 D (lnR - 0)(A cosO + Bsen O)r,i n.dl’, (3.72)

A integral de dominio sobre a regido carregada €, pode ainda ser calculada,
considerando-se um processo alternativo, no qual encontra-se a primitiva p* da solugdo

fundamental w¥*, tal que:

Vip*r=w* (3.73)

Integrando-se por partes duas vezes, pode-se escrever:

I g(p)w*dQ = Ig(p)V p*dQ = Ig(p) dr +
Q, Q, Ty
- IP ) g IP*V g(p)dQ (3.74)
T, on 0 .

O termo de dominio torna-se nulo para g linear. No caso de g ser de grau maior, esse

termo sera eliminado repetindo-se o processo com novas primitivas.
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4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A
PROBLEMAS DE PLACAS SUJEITAS A CARGAS TRANSVERSAIS

4.1 Introducao

A solugdo analitica das integrais, que fornece os resultados exatos, esta restrita a
poucos problemas, onde alguma simplificagdo é possivel para se ter a redugdo do nimero de
graus de liberdade a um numero finito. Assim € necessario, a utilizacdo de métodos
numéricos para a obtengao de solugdes aproximadas.

Neste trabalho, sera usado o Método dos Elementos de Contorno, que consiste na
divisdo do contorno da placa em segmentos, denominados elementos de contorno, sobre os
quais as variaveis w, ow/on, V,, ¢ M,, sdo aproximadas por fung¢des interpoladoras, definidas
em fungdo de pontos previamente escolhidos em cada elemento, ditos nés ou pontos nodais.
Assim, as equagdes integrais transformam-se em equacdes algébricas, que sdo escritas em
funcdo dos valores das variaveis nos nés do contorno, e portanto, sdo denominados de
valores nodais.

Tem-se duas incognitas por nd, pois duas das quatro variaveis nodais sdo dadas como
condic¢do de contorno. Logo, escrevendo-se duas equagdes para cada n6é do contorno, obtém-
se um sistema de equagdes lineares, onde as incognitas sdo os deslocamentos e esforcos dos
nos do contorno. Impondo-se as condi¢gdes de contorno ao sistema, obtém-se as incognitas do
contorno e entdo, com os valores das mesmas escrevem-se as equagdes em cada ponto

interno, obtendo-se as incdgnitas dos pontos do dominio.
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4.2 - Discretizacao das Equacées Integrais

A discretizagdo das equacdes integrais ¢ obtida através da divisdo do contorno em
segmentos, conforme indicado na figura (4.1). O nimero e a forma dos elementos devem ser
escolhidos de tal forma que representem adequadamente o contorno real da placa, de maneira

exata ou aproximada.

X1

X2

FIGURA 4.1 - Discretizagao do Contorno da Placa

4.2.1 Aproximacio da Geometria do Elemento

Nesse trabalho, a geometria dos elementos serd representada por uma fungao linear,
isto é os eclementos serdo retos. Como as integrais sdo resolvidas numericamente, ¢
conveniente expressar as coordenadas de cada ponto P em funcdo de coordenadas locais

homogéneas & como ¢ mostrado na figura (4.2).

X,

FIGURA 4.2 - Geometria do Elemento

onde: 1 ¢ ond inicial do elemento ao qual P pertence,



2 é 0 no final do elemento,
1 € o comprimento do elemento,
-1

—<I'<
2

1

-1<E<1 =

: >
rogl
el

1
dr = —dg.
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Da figura (4.2), tém-se que as coordenadas do ponto P sdo dadas por:

X] + X7} X7 - X}
X, (P) = ) +& )

X!+ X2 x2-x!
X, (P) =" 2+a[ e

N . ~ e r
onde: X ¢ a coordenada na diregdo i do n6 N.
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(4.1a)

(4.1.b)

(4.2.2)

(4.2.b)

As equagdes (4.2) podem ser escritas numa s6 equacao matricial da seguinte forma:

X|
{XI(P)} [¢gl(P) ¢ (P) 0 0 }Xf

X,®)| | 0 0 0,(P) ¢0,(P)||X!
XZ
2

onde: ¢y sdo as fungdes interpoladoras que sdo dadas por:

1
b (P) = (1-8).

bo (@) = 5(1+8).

(4.3)

(4.4.2)

(4.4.b)
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N 1, .
X" = ¢ o vetor dos valores nodais das coordenadas.

Assim, fazendo-se a discretizagdo do contorno em N, elementos ¢ a mudan¢a de

coordenadas cartesianas para coordenadas homogéneas, dada em (4.1.b), tem-se:

N, 12
1

e

[F@yar=3 [FT,ydr, = 52 [Fe)de 4.5)

=1 -1/2 i=1 1
4.2.2 Aproximacio das Varidveis do problema

As varidveis sdo aproximadas por fungdes polinomiais quadraticas, portanto sdo
necessario trés pontos nodais em cada elemento (ver figura 4.3). As fungdes interpoladoras

sdo definidas para os nos das extremidades do elemento e para o nd central do mesmo.

Assim, em coordenadas homogéneas, o n6 1 tem a coordenada E=§&, =—1, o nd 2
E=E,=0cond3 =&, =1 (Figura 4.3). As fungdes de forma ¢, que sdo as fungdes

de interpolagdo, sdo definidas de tal forma que sejam iguais a um (¢; = 1) para o no i e nulas

para os demais nos, como ¢ mostrado na figura (4.3).

Fungdo quadratica

FIGURA 4.3 - Fungdes de Forma em Aproximagao Quadratica das Variaveis



47

Desse modo, pode-se expressar os vetores de deslocamentos u e de esforcos p de

um ponto P qualquer do elemento, da seguinte forma:

u(P)=¢" (P)U" (4.6)

p(P) = <|~>T(P)1~’N (4.7)

ou, explicitamente:

U
U,

P P 0 P 0 P 0 2
u(P)={ul( )}=[¢1( ) ¢.(P) ¢5(P) }me,g)
- u,(P) 0 ¢, 0  ¢,(P) 0 ¢,(P)]|U;

uj

U2}
rP]] N
P,

P P P P ?

p(P) = {p‘( )} = P"( )0 e® 0 B0 } Plz . (4.9)
~ p,(P) 0 ¢,(P) 0 ¢,(P) 0 ¢;(P) P,
P’
(P )
onde: U} e P\ sdo os deslocamentos e esforgos na diregdo i do no N,
u, = w =flecha,
ow e
u, =—"=
2 =, = rotagdo,
p, =V, = cortante equivalente,
p, = M, = momento na dire¢do normal ao contorno,
¢, sdo as fungdes interpoladoras quadraticas, dadas por:
1
¢, (P) =— Eg(l— g), (4.10.2)
¢, (P)=1-¢7, (4.10.b)

1
¢5(P) =5§(1+ £), (4.10.c)
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As equagoes (4.10), sdo obtidas das fungdes de forma escritas para um caso geral,

onde adota-se & =-1 e &3 = 1. Assim, para um caso geral as fun¢des sdo dadas por:

ges-¢)

(P) = (4.11.a)
A (R
_ _§3+§1 1 2
D)= e, @11b)
¢3(P)=M (4.11.0)

g5(e,-€;)

No caso em que n3o haja descontinuidade nos valores das varidveis entre dois

elementos adjacentes, os elementos sdo ditos continuos, como ¢ mostrado na figura (4.4).

3 3
U” ouP 2 2

Valores continuos
das variaveis

FIGURA 4.4 - Elementos Continuos

Para representar a descontinuidade das varidveis, que ocorre em situagdes onde ha
variagdo repentina das condigdes de contorno entre dois elementos consecutivos, como
ocorre nos cantos, definem-se nés duplos (figura 4.5), que sdo dois nds definidos com as
mesmas coordenadas. Contudo, para ser possivel representar a descontinuidade, deve-se
escrever duas equagdes independentes para o ponto onde ha descontinuidade. Uma das
maneiras para se obter isso ¢ mudando o ponto de colocagdo de lugar, isto é, as coordenadas
do no duplo sdo recalculadas, de tal forma que ele se torne interno ao elemento € ndo mais

coincidente com sua extremidade (ver figura 4.5) e, entdo, escreve-se a equagdo para esse
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novo ponto. Isso pode se feito de duas maneiras: num primeiro caso, mantém-se os nos
extremos coincidentes com as extremidades do elemento (figura 4.5) e num segundo caso, o
né duplo deslocado coincide com um né do elemento (figura 4.6). A integragdo numérica, no
primeiro caso, é feita utilizando-se as fungdes interpoladoras indicadas em (4.10), isto &,
considerando-se & = -1 e & = 1 e, no segundo caso, tém-se que&, # —1 e/ou &, #1, e,
portanto, utiliza-se as fungdes interpoladoras indicadas em (4.11). Entretanto, essa segunda
alternativa ndo foi considerada nesse trabalho. Desse modo, o elemento que possuir um no

duplo sera um elemento descontinuo.

Elemento j

U? ou P?
Elemento j-1
N6 de canto =ponto

de descontinuidade U 3 ou P3

FIGURA 4.5 - Elementos Descontinuos

le N|
) 12 12 1
_ £=0 _
E=- , E=+1
| : |
g, & |

FIGURA 4.6 - Elemento de Contorno Descontinuo

O céalculo das coordenadas do nd duplo sera feito a partir da equagdo (4.3),
considerando-se 0,4 < ‘&‘ <0,6. O valor de & sera negativo se o ponto de colocagdo em

consideragdo for o no inicial do elemento e sera positivo se o mesmo for o no6 final. Adotou-
se esses limites para o valor de &, para que se tenha um afastamento conveniente entre 0s nos

locais do elemento, a fim de evitar problemas de singularidades no sistema de equagdes, que
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ocorre quando se tem duas equagdes linearmente dependentes. Como as incognitas estdo
expressas nas extremidades e no meio do elemento, tem-se a necessidade de se representar a
flecha w do n6 duplo deslocado Q em fungdo dos valores nodais da flecha do elemento, ou
seja:

w(Q)=¢,w' +¢,w’ +¢,w’ (4.12)

onde: W' é o deslocamento w do nd i do elemento,

¢, sdo as fungdes aproximadoras, dadas pelas equagdes (4.10).

4.2.3 Transformacoes das Equacdes Integrais em Equacdes Algébricas

A equagdo integral do deslocamento de um ponto Q dada por (3.67) pode ser escrita

da seguinte maneira:

KQw(Q)+ [ p*(Q, P)u(®)T (P)+ Y R, (Q,P)w,,(P) =

—[u @ P)p(Pyr®)+ 3R, (P)wi(Q,P)+

+ J 2(p)w"(Q,p)aq, (p) (4.13)
onde: P (QP)={V,(Q,P) -M,,(Q.P)} (4.14)
9*(Q,P)={w*(Q,P) —a(;v—l:(Q,P)} (4.15)
u(P) = {ul(P)} - avva(P) (4.16)

N u,(P)) |5 P
o))

*

V: , M, W' e dw*/0n sdo dados, respectivamente, por (3.33), (3.30), (3.25) e

(3.27).
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Fazendo-se a discretizacdo do contorno em N, elementos, ¢ substituindo-se as
variaveis por suas aproximac¢des em cada elemento dadas por (4.6) e (4.7), a equagdo (4.13)

fica:

K(Q)W(Q)+Z[I Q*(Q,P)¢~T(P)dT}U?+ZRZi(Q,P)Wci(P)=

=y { [ v@p ¢" (P)dr} PN+ Z R, (P)w,(Q,P)+

b +£gg(p)w*(Q,p)ng(p) (4.18)
Definindo:
hf(Q)=£ P*(Q,P)¢" (P)d . (4.19)
g@Q-=] v@Pe @B (420)
e t(Q) = J g(p)w*(Q,p)d, (p). @21)

g

a equagao (4.18) pode ser rescrita da seguinte forma:

K(Qw(Q)+ X, h'(QU;} + Y. R;(Q.P)w,,(P)=

Z Q)PN n ZRCI (P)w(Q,P) +tQ) (4.22)

i=1

Considerando-se o ponto de colocagdo em Q, soma-se as influéncias h'(Q) e
g'(Q) de todos os elementos, agrupando-se os coeficientes multiplicativos de um mesmo

valor nodal, para todos os ndés do contorno. Assim, pode-se escrever a equagdo (4.22)

matricialmente:
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K(QW(Q)+H(Q U+ H (Q)W, = G(QP+G (QR+T(Q)  (423)

onde:

1 i N
T . Ow ;. ow' N, Ow'™m
e U =1w vee W vee. WD

on on on

¢ o vetor dos valores

nodais dos deslocamentos do contorno da placa,

n n n

. PT={VI} M:l ... Vi ML U VA MN“} ¢ o vetor dos valores nodais

dos esfor¢os do contorno da placa,

w

ene } ¢ o vetor dos deslocamentos nos cantos,

RcN } ¢ o vetor das reagoes de canto,
c

e H(Q), G(Q), sao vetores de dimensao 1 x 2N,

e H_(Q) e G.(Q) sdo vetores de dimensdo 1 x N,

e N,, o nimero de ndés do contorno da placa,

e N,o0 numero de cantos.

Deve-se observar que o deslocamento w(Q) pode ser escrito em fungdo dos
deslocamentos nodais Ulj\I do elemento ao qual pertence. Considerando-se que para todo

canto, define-se trés pontos nodais (2 nés duplos € um né de canto), o ponto do contorno Q

tera angulosidade somente se for um no6 de canto. Assim, se 0 nd néo for duplo e nio for um
A

né de canto, tem-se que somar K(Q)=0.5 ao termo H(Q,2*Q—1) do sistema de

equacgdes, que € o termo referente ao deslocamento w do n6 Q, sendo Q o numero do né no
contorno. No caso de Q ser um n6 duplo, o mesmo ¢ levado para dentro do elemento, como ¢é
mostrado no item (4.2.2) e o deslocamento do mesmo ¢ escrito em func@o dos valores nodais

do elemento, como esta indicado em (4.12). Nesse caso, tem-se também que K(Q)=10.5 ¢

A

portanto, deve-se somar 0.5¢; ao termo H(Q,2*NO; —1), que é o termo referente ao

deslocamento w do no i, onde i = 1, 2, 3; No; é 0 no i do elemento ao qual Q pertence (ver

figura 4.5) e ¢; s@o as fungdes de forma dadas por (4.10). Logo a equagéo (4.23) fica:
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H(Q)U+H (Q) W, = G(Q) P+ G (QR +T(Q) (4.24)

No caso do ponto de colocacdo Q ser um nd de canto, a equagdo de deslocamento ¢

dada por:

K(QWw (Q+HQU+H(Q W, =G(QP+G(QR+T(Q) (425

A

onde os vetores ﬁ(Q), ﬁc(Q) , E(Q) e ac(Q) e o coeficiente T,(Q) sdo calculados,

respectivamente, de maneira andloga a H(Q) , H (Q), G(Q), G.(Q) e T(Q), indicados
na equagdo (4.23).
Nesse caso também, pode-se somar a constante K(Q)=f./2n ao coeficiente

A A

H. (Q,Q) da matriz He. (Q), que ¢ o coeficiente que multiplica o deslocamento w, do canto

considerado. Portanto, a equagdo (4.25) fica:

H(Q)U+H.(Q)w, = G(Q)P+G(QR +T,(Q) (4.26)

4.3 Sistema de Equagdes

Tém-se duas incognitas nodais em cada ponto do contorno e uma em cada canto,
portanto é necessario escrever duas equagdes para cada n6 do contorno e uma para cada
canto, para que seja possivel se obter a solu¢do do problema. Uma opgdo, ¢ escrever, para
cada nd do contorno, a equagdo algébrica do deslocamento w, dada por (4.24) e a equacdo
algébrica do deslocamento ow/Om, que pode ser obtida, derivando-se a equagdo (3.67).

Contudo, nesse trabalho sera usada somente a equacdo do deslocamento transversal w.
4.3.1 Pontos de Colocacio

O sistema de equagdes podera ser obtido de duas maneiras (ver figura 4.7): no caso a

sera escrito a equagdo de w em cada ponto do contorno Q e em seu respectivo ponto externo
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A e no caso b, a mesma sera escrita em dois pontos externos A; e A,. A integracdo numérica,
em ambos os casos, sera feita usando a técnica de sub-elementos (ver item 4.7.2). Assim,
para cada n6 simples ou duplo do contorno, tem-se dois pontos de colocagdo e para cada no
de canto, tem-se um ponto de colocacdo. Em cada canto sdo definidos trés pontos nodais (2

no6s duplos e um nod de canto), o que resulta em 5 pontos de colocag@o, como esta indicado na

figura (4.7).

+
N
N
N
N
N
N
N
N
N

| [a] | []
— C
e ot Aot oot
+ €1 -+ + lJ + . _Jr + _Jr
e Tt +te o
+. [PUSRS [ EE + + + + +
+ i Q - q + B R—— -t
N6 de canto N6 simples Nos duplos N6 de cantog | |
+ 4a + + F + o Ah
L4y Trd
FIGURA 4.7 - Pontos de Colocagao
onde: d=al, (4.27)

1 _ ¢é a média dos comprimentos dos elementos concorrentes no no, ou, se o nd for

m

interno ao elemento, ¢ igual ao comprimento do mesmo,
0.0001 < a, < 1.5 para evitar problemas numéricos,

I; € o comprimento do elemento j.

Para se obter a solu¢ao ndo-linear do problema (ver capitulo 7) ou a solugdo linear
considerando-se momentos iniciais (ver capitulo 5), ¢ necessirio que o dominio seja
discretizado em células, nas quais o campo de momentos iniciais sera aproximado. Como
nesse trabalho a integracdo numérica das células ndo foi feita considerando-se a técnica de
sub-elementos, o limite inferior de a; (equagdo 4.27) deve ser 0.1.

Além dos dois esquemas apresentados na figura (4.7), foi ainda testado um terceiro,
onde considerava-se dois pontos de colocagdo no contorno, como estd indicado na figura

(4.8.a), onde esta representada uma discretizagdo com 20 nds no contorno.
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2

S
IEZEG

FIGURA 4.8 - Dois Pontos de Colocagdo no Contorno
Na figura (4.8), os nos 1 ¢ 20, 5 €6, 10 e 11 e 15 e 16 sdo nos duplos. Para cada nd
do contorno definiram-se dois pontos de colocacdo Qg e Q,, no contorno, como esta indicado
para o no6 simples 2 ¢ o n6 duplo 5. Porém, neste caso, constatou-se que o sistema se torna
singular devido a dependéncia dos valores de contorno. Para que ndo ocorra singularidade no
sistema, ¢ necessario que pelo menos um ponto de colocagao seja definido fora do contorno.

4.3.2 Equacao de Deslocamento para um Ponto Externo

Ao escrever a equagdo (3.19) para um ponto externo, o seu primeiro termo sera nulo,

devido a propriedade da fun¢do delta de Dirac, dada por (3.6), que implica em:

[8(a,Pyw(P)aQ(P) =0, (4.28)
Q

pois, em Q tem-se que 3(A,P)=0.

Assim, a equagdo matricial do deslocamento para um ponto externo, ¢ dada por:

[P (A Pyu@)aT(®) + > R: (A, P)w,,(P) = [ u’ (A, P)p(P)dr(P) +

+ 2R, (PWL(AP)+ [ 2w’ (A,p)ae, (p) (4.29)
i=1 Qg
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onde todos os termos sdo analogos aos da equacao (4.13).
Semelhante ao que foi feito no item (4.2.3), discretizando-se o contorno em N,
elementos ¢ somando-se as influéncias de todos os elementos, pode-se escrever a equacdo

(4.29) matricialmente na seguinte forma:
HA)U+H, (A)w, =G(A)P+G_ (A)R_ +T(A) (4.30)

onde os vetores e matrizes sdo analogos aos da equagao (4.24), considerando-se K(A)=0.
4.3.3 Obtencao das Incognitas do Contorno e dos Cantos

A equagdo (4.24) de deslocamento de um ponto Q do contorno pode ser escrita

como:

U P
{H(Q) HC(Q)} w. =[(}(Q) GC(Q)] R_[+T(Q @31)

De maneira analoga, escreve-se a equacao (4.30) do deslocamento w para um ponto
externo A. Assim, escrevendo-se as duas equagdes de deslocamento, correspondentes a um
determinado ponto do contorno, em uma sé equagdo matricial, obtém-se para o caso a do

item (4.3.1), a seguinte equagao:

HQ H.Q](Uu] [6Q G.Q](P {T(Q)}
~ Ly (4.32)

H(A) H,(A)[|W.[T]|GA) G.(A)[|R[]T(A)

no caso b, tem-se:

H(A) H(AD][U] [GA) G.(A)](P {T(Al)}
+1 2 (4.33)

H(A,) H.(A,)[|W[T[G@A,) G.(A)[|R[F]T(A,)

As equagdes (4.32) e (4.33) podem ser escritas de maneira simplificada da seguinte

forma:
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U p
|:I:I H] w ={(~; G] R (+T (4.34)

onde H e G sdo matrizes de dimensdo (2x2N,), H. ¢ G, sdo matrizes de dimensdo (2xN.) € o
vetor T possui dois coeficientes.
Para um n6 de canto, a equagdo matricial (4.26) do deslocamento w, pode também

ser escrita da mesma forma:
- U L P
|:H I-!c] w (= |:§ (ici| R (1 T, (4.35)

Portanto, escrevendo-se a equagdo (4.34) para todos os nds simples ¢ duplos do

contorno e a equagdo (4.35) para cada canto, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

H H, (U G G,.|[P T

H H [|w.[7|C G, ||RSTT.

(4.36)

onde:

e H e G sio submatrizes de dimensdo 2N, x 2N, , compostas pelos vetores H e G, dados

em (4.34). Sao correspondentes as variaveis nodais;

e H, e G, sdo submatrizes de dimensdo 2N, x N,, compostas pelos vetores H, e G,

dados em (4.34). Sdo correspondentes as variaveis dos cantos;
e T ¢ o subvetor de dimensdo 2N, x 1, constituido pelos vetores T, dado em (4.34);
« H,G,H.cG

. Sdo submatrizes cujos coeficientes sdo semelhantes, respectivamente,

aosde H, G, H, ¢ G, , e sdo compostas pelos vetores indicados na equagio (4.35),

associada a um canto da placa. H ¢ G tém dimensio N. x 2N, ¢ ﬁc e Ec sao

quadradas de ordem N;
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e T, ¢ o subvetor de dimensdo N x 1, cujos coeficientes sdo semelhantes aos de T, e que

sdo obtidos quando se escreve a equagao (4.35) para todos os cantos da placa.

De maneira simplificada, o sistema (4.36) pode ser escrito como:
o o U o o P .
[H;n H;} w (= [G;n GZ} R (+T (4.37)

ou ainda:

HU=G P+T (4.38)

Apds a imposi¢do das condi¢des de contorno, o sistema (4.38) pode ser resolvido,
isolando-se todas as incdgnitas no vetor U, trocando-se as respectivas colunas das matrizes
——% —<* . . ~ . —<% _

H e G , fazendo-se a multiplicagdo dessa nova matriz G com o vetor P, que agora

’ . ’ . o . ’
contém os valores prescritos, e somando esse Gltimo com o vetor T . Assim, obtém-se um

sistema da forma:

AX=B (4.39)

onde: X ¢é o vetor solu¢ao, composto pelos deslocamentos e esfor¢os incognitos nos nés do

contorno e cantos da placae B = E* P+ T*.

4.4 Propriedades da Matriz H

P—
A matriz H possui propriedades, que podem ser estabelecidas através de
configuragdes de equilibrio particulares de uma placa.
Assim, admitindo-se um carregamento transversal nulo, os vetores dos esforcos

P—
nodais P, das reacdes de canto R e das integrais sobre a regido carregada T , do sistema

~

de equagdes (4.37), sdo nulos, podendo-se escrever:

Hy, .U+ Howg =0 (4.40)
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Este sistema de equagdo admite solugdes ndo triviais, correspondentes aos
movimentos de corpo rigido, isto €, deslocamento transversal e rotacdes em torno de eixos
arbitrarios, PAIVA (1987).

Assim, considerando-se um deslocamento transversal de corpo rigido w, na placa

(ver figura 4.9), o vetor de deslocamento U da equagao (4.40) fica:

U'={w, 0 w, 0 ... ... w, 0} (4.41)

o o

ou considerando-se apenas w,:

f={w0 w, W, ... wo} (4.42)

Substituindo-se (4.41) e (4.42) em (4.40), obtém-se a propriedade, relativa ao

movimento de corpo rigido na dire¢do do deslocamento transversal w, e portanto, que

r e . . .
envolve os elementos das colunas impares de Hy, , para qualquer linha i da mesma. Assim,

pode—se €screver:

Nn . Nc .
2 b+ 2 he =0 (4.43)
i=1 i=1

Wo

FIGURA 4.9 - Movimento de Corpo Rigido - Translagao
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Eixo de rotacio

FIGURA 4.10 - Movimento de Corpo Rigido - Rotagdo.

onde R ¢ o valor de r para um n6 genérico j e representa a distancia entre ¢ 0 n6 j e o eixo

de rotagdo; n’ e r! indicam, respectivamente, as diregdes da normal ao contorno e de r no né

j-



61

Considerando-se agora uma rotagao de corpo rigido a (ver figura 4.10), no sentido

indicado pelo eixo arbitrario €, os vetores de deslocamento ficam:

gT=OL.{R1 cosp, ... R, cosp;, ... Ry, cosBNn} (4.44)

Lasy

=a.{Rc1 R, R, .. Rch} (4.45)

onde cosB; =n;.r/, sendo que m; e r] sdo os cossenos diretores de n' e r,

respectivamente.

Substituindo-se (4.44) e (4.45) em (4.40), chega-se a segunda propriedade:

Nn

Nc
Z(h:,Zj—le + h:,zj COSBj) + Z hzi’chj =0 (4.46)
j=1

i=1
Estas propriedades podem ser usadas para verificacdo das matrizes H e H..
4.5 Deslocamentos e Esforcos para Pontos Internos

Apbs a determinagdo dos deslocamentos e esfor¢os no contorno da placa, ¢
necessaria a obten¢ao destes valores para os pontos do seu interior. O deslocamento
w(q) de um ponto interno ¢ dado pela equagdo (3.19). Assim, escrevendo-se a
mesma para N; pontos internos e fazendo-se a discretizacdo do contorno e a
aproximacdo das variaveis, de forma semelhante ao que foi feito para obter a
equacdo (4.23), os deslocamentos w dos pontos internos sdo dados pela equagdo

matricial:

w(@)+H (QU+H(@)w, = G () P+G(OR AT () (4.47)

onde:
e o vetor w((q) contém os valores dos deslocamentos w dos pontos internos e tem

dimensdo N; x 1,
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e os vetores {U}, {w.}, {P} e {R.} sdo os vetores de deslocamentos ¢ esforcos dos nos e
cantos do contorno, ja calculados,

e as matrizes [H'] e [G'] tém dimensdes N; x 2N, e seus coeficientes sdo obtidos por (4.19)
e (4.20),respectivamente,

e as matrizes [HZ] e [GZ , ttm dimensdes N; x N, e sdo semelhantes as da equagao

(4.23),

e ovetor T (q) tem dimensdo N; x1, e é semelhante ao da equagao (4.23).

O célculo dos momentos M; para um ponto interno € feito a partir da equagdo (2.9),
na qual as curvaturas W,; sdo obtidas derivando-se a equagéo (3.19) do deslocamento w(q)

em relagdo as direcdes x; € X,. Assim, a equagdo das curvaturas, na forma matricial, & dada

por:

woy(a) + [ 0¥ (@ Py u(RYAr (P) + 3. b, (4, P)w o (P) =

i=1 ~

= [w'(@,P)p(P)AC(®) + Y R, (P)uy(a,P)+ [gm)w, (6. p)a,(p) (448)
r ~ i=1 ~ o N

g

’w(q) 9’w(q) 0'w(q)
de: _ = 4.49
onee Wf’ (@ {6x16x, 0x,0x, 0x,0X, (449)
BCA'A b oM b ]
aXIaXI (q9 ) _6x16x1 (qa )
2 * 2 *
*(q,P) = n ,P) — L ,P 4.50
13((1 ) ox0x, (q,P) ox 0%, (q,P) (4.50)
2 * 2 *
n ,P _ n ,P
| 0x,0x, (. P) 0x,0x, @ )_
T ow
w (@) ={u,(P) w,(P}={w(®) —-(P) (4.51)
0’R%(q,P) 9’R.L(q,P) 0°R’(q,P)
*'T ,P — Cc1 cl cl 452
Pa (,P) { 0x,0x, 0x,0x, 0x,0x, (452)
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o’w’ b o (o'w’ b
0x,0x, @P) - ox,0x, {_ on (@ P)
*(q,P o7 P o o P
_ _ 4.
u*(q,P) ox,0x, (q,P) ox,0x, | on (q,P) (4.53)
o’w b ot (0w’ b
0x,0x, @P) - 0x,0x, \ on (@)
p"(P)={p,(P) p,(P)}={V,(P) M,(P)} (4.54)
T (q,P) = Ofwy P OTwy P ofwy P 4.55
U (q,P)= ox, 0x, (q,P) ox,0x, (q,P) ox,x, (q,P) (4.55)
T p o'w’ b o*w’ b o*w’ b
= b 9 4
W~g (q’ ) axlaxl (q’ ) axlaxz (q ) axzaxz (q ) ( 56)

onde as derivadas dos deslocamentos e esfor¢os fundamentais estdo indicadas no item
(3.2.1).
Apbs a discretizagdo do contorno e a aproximacao das variaveis, as curvaturas em N;

pontos internos sdo calculadas através da equacdo matricial:

U P
W,ij(Q){P}'(q) HN'C(Q)} VJC ={Q’(Q) GN'c(q)HR~ }+T’(q) (4.57)

~ ¢

onde:

°* W, (q) ¢é o vetor que contém as curvaturas nos pontos internos,

e os vetores {U}, {w.}, {P} ¢ {R.} sdo os vetores de deslocamentos ¢ esfor¢os dos nos e
cantos do contorno, ja calculados,

e as matrizes [H’] e [G’] tém dimensdes 3N; x 2N, e [H’ ], [G’] tém dimensdes 3N; x N..
Os coeficientes de [H’] e [G’] sdo provenientes das integrais sobre os elementos do

contorno discretizado expressas em (4.19) e (4.20), porém com p*(q,P) e u*(q,P)

definidos em (4.50) e (4.53).
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Os momentos elésticos, nos pontos internos, sdo obtidos, substituindo-se os valores

de w,; , dados por (4.57), na equagdo (2.9). Assim, pode-se escrever a equagdo dos

momentos elasticos, em N; pontos internos, da seguinte maneira:

WC c

ij:—|:H~" H] . +{G~" G;} R (+T" (4.58)

Ou de uma forma mais simplicada:

M; = [ (o +[G)ip}+ 7} (4.59)

onde:
o [ﬁ' '] e [E' '] , t€m dimensao 3N; x (2N, + No).

e {U} contém os deslocamentos nos pontos do contorno e nos cantos,

e {P} contém os esfor¢os nos pontos do contorno e nos cantos.

Considerando-se a equagdo (2.9), os coeficientes de [ﬁ' '] sdo dados por:

H'' (31~ 2,k) = -D[V(H' (31~ 2,k) + H' 3L k)) + (1~ v)H' (31 - 2, k)]
H''(31-1,k) =-D[(1- v)H'(31- 1, k)]

H'' (3L, k) = -D[ v(H' (31~ 2,k) + H' 3L, k)) + (1- v)H' (3L, k)]

onde I é o niimero do ponto interno, os coeficientes de H' sdo dados pela equagdo (4.57) e k
¢ 0 no do contorno ou de canto.
Procedendo-se de maneira andloga ao que foi feito para H'', pode-se obter os

coeficientes de G''.

A forga cortante Q; ¢ calculada a partir da equagdo (2.13), onde o valor de W, ;,

que ¢é calculado derivando a equagdo (3.19) do deslocamento w, é dado pela equacdo

matricial:
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Woug(0) + [ ¥ (@, PYu(P)AT(P) + 3 pi (0, P)w oo (P) =

~ i=1 ~

= [u'@P)p@)T(®)+ YR (P)uy(a.P)+ [a@)w, " (a.p)a0,(p)  (4:60)

g

9 azw(q)) 0 (azw(q)j
: o (q) = 4.61
onde WN""’(q) {axl ox,0x, ) 0x, \ox,0x, (46
o (o, P] 1( oM, P]'
ox, \ox,0x, (@.P) ox, \ox,.0x, (a.P)
p*(q,P) = 5 ( 8?V° 5 ('™ (4.62)
) : P)| - "~ (q,P
| 0x, \9x,0x, (@ )) ox, [Oxkéxk (@ )J_
T ow
u' ()= {u, (@) uw,(P)f={w(P) _(P) (4.63)
. G azR*.(q,P)] o (GZR*.(q,P)]
T _ ci ci
P (q’P)‘{aXIL ox,0x, ) ox,\ 0x.0x, (464

N—
— S N

C (ot i 5 5 (otw' i -
ox, | 0x,0x, (@.F) ox, | 0x,0x, { on (@.F)

u*(q,P) = ) e . (4.65)
~ o [ O'w 0 o2 o'w
axz(éxkéxk (q,P)J _6x2[6xk6xk[ on (q,P)J

p'®)={p,® p,®}={V,®) M, () (4.66)
TP o 1( o*wy PJ 9 (azw; P] i
Ui (q,P) = ox, \ ax,0x, (q,P) ox, \ ox, ox, (q,P) (4.67)
o p o[ o*w’ b o [ o*w’ b

WNg (q,P)= ox, | ox,x, (q,P) ox, | ox, ox, (q,P) (4.68)

onde as derivadas dos deslocamentos e esfor¢os fundamentais estdo definidos no item
(3.2.1).

Apos a discretizagdo do contorno ¢ a aproximagdo das variaveis, os valores de W,

em N; pontos internos s@o calculadas através da equagao:
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U P
w,kk,-(q){ﬁ'(q) ﬁ'c(q)} W, =[§'(q) +E'c(q)} R [(+*T(@ (469
onde:

e os vetores {U}, {w.}, {P} e {R.} sdo os vetores de deslocamentos ¢ esforcos dos nos e

cantos do contorno, ja calculados,

e as matrizes H' ¢ G' tém dimensdes 2N; x 2N, e ﬁ'c e G'  tém dimensdes 2N; x N..

c

Os coeficientes de H' ¢ G' sdo provenientes das integrais sobre os elementos do

contorno discretizado expressas em (4.19) e (4.20), porém com p*(q,P) ¢ u*(q,P)

definidos em (4.62) e (4.65).

As integrais de contorno da equagdo dos deslocamentos (4.47), da equagdo das
curvaturas (4.57) e da equagdo das derivadas das curvaturas (4.69) podem ser feitas

numericamente, ja que ndo havera singularidade nas fungdes fundamentais envolvidas.
4.6 Momentos (M;;) nos Pontos do Contorno

Os momentos em um ponto do contorno Q serdo calculados em fungdo dos valores

nodais de deslocamentos e esfor¢os do elemento ao qual pertence. Assim, seja o sistema
local de coordenadas (X,,X,) de um elemento qualquer do contorno, dado pela figura

A.11).

FIGURA 4.11 - Sistema Local de Coordenadas de um Elemento do Contorno
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Os valores nodais de M, = M“ Jja foram obtidos através da solugdo do sistema de

equagdes (4.36). Portanto, deve-se determinar as componentes dos momentos M, ¢ M,,

em relacdo ao sistema local, e entdo, através da rotagdo do sistema de coordenadas, obterem-

se estes valores em relacdo ao sistema global (X, X3).

A partir da equagdo (2.9), obtém-se o valor de Mu em fungdo da curvatura w,;,:

o*w
0x,0xX,

M,, =-D(1-v) (4.70)

Porém, de acordo com a equacdo (4.8), a rotacdo na dire¢do normal Ow/On é
aproximada por uma fun¢do quadratica sobre o elemento I'. Como a dire¢do X, corresponde

a direcao normal n (ver figura 4.11), tem-se:

ow ow

a_§1=a_n= {¢1(P) ¢,(P) (I)s(l))}<

. 4.71)

Assim, derivando-se a equagdo (4.71) em relagdo a X, , tem-se que:

ot

On

o’w _ |ob, o o9, 6E Db, O <5W2 (4.72)
ot ox, OE ox, ot ox,|| onm

ow’

N an J

0%, 0%,

Considerando-se a transformacao de coordenadas dada por (4.1.b), tem-se que:
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d’w _g{ad)l(P) 9, (P) a¢3(P)}<aW [ (4.73)

ox,0x, 1| 08§ & &

Calculando-se as derivadas das fungdes aproximadoras, dadas em (4.11) e

substituindo-se em (4.70), chega-se a equagdo :

—w(a-v)| (&,-28) aw' (26-&,-8)ow? (& -28) ow®
- - (4.74)
Mlz 1 &1(&;3 - &1) on * ‘:1&3 on ! &3(&1 - E.as) on

onde:
o &;c &; sdo as coordenadas homogéneas dos nds 1 e 3, respectivamente (ver figura 4.6).
Nesse trabalho, adota-se §; =-1 e & = 1.

e ¢ a coordenada adimensional do ponto P.

Considerando-se a equagio (2.9), obtém-se as expressdes para M,, ¢ M, :

M D( 0w + azwj (4.75)
=-D| v— — .
- ox;  0x)
M, =M D(alw + azw) (4.76)
= = — Vv .
" " ox;  ox,
A partir da equagao (4.76), obtém-se:
o'w M, o'w 47
= — -V .
ox; D ox,
Substituindo-se (4.77) em (4.75), obtém-se:
. 2
M,, =—D(1-v?)—— + VM, (4.78)

X,
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De acordo com (4.8), w é aproximada por uma fun¢do quadratica sobre o elemento
I';. Assim, derivando-se duas vezes a expressdao de w, em relagdo a X, e fazendo-se a

transformacao de coordenadas, dada por (4.1.b), pode-se escrever:

O'w _ i(an,l(p) 1, 0@ L 0P W3J w

o< 1P eer T o o€

Calculando-se as derivadas das fun¢des aproximadoras, obtém-se a expressdo de

W,2. Substituindo-se essa tltima em (4.78), chega-se a equagao:

o D(I—Vz) 8 w!— 8 wi+ 8 w
o lal-s) T RS E(6-E)

[+ VM, (4.80)

A transformag¢do de coordenadas do sistema local (X,,X, )(ver figura 4.11) para o

sistema local (x;, x,), associado aos eixos de referéncia do sistema global (X, X3), e, vice-

versa, sdo dadas por:
x,| [ sena cosa (X, L5l
X,] |[—cosa sena (X, 4381
X, [sena.  —cosa ] X, 480
X, |cosa seno ||X, (482)

Considerando-se as equagoes (4.81) e (4.82), obtém-se a transformacao do vetor de

momentos no sistema local (X,,X, ) para o sistema global (X, X,), que ¢ dada por:

M, sen’ q, 2seno. coso cos’a |[M,,
M,, t=|—senacoso. —cos’o+sen’a seno coso |{M,, (4.83)
M,, cos’ a. — 2sena cosa sen‘a || M,,

Fazendo-se M = M“ e substituindo-se os valores de M,, ¢ M,,, dados por

(4.74) e (4.80), respectivamente, na equagdo (4.83) obtém-se os momentos no ponto Q em

funcdo dos deslocamentos e esfor¢os nodais do elemento j ao qual pertence, ou seja:
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Mll
M, =[n]{U},; +[g] (P}, (4.84)

M
22Q

onde as matrizes h e g tém dimensdes (3x6) e U e P sdo vetores de dimensdo (6x1), que
trazem os valores nodais dos deslocamentos e esfor¢os do elemento j em questao.
Apoés acoplar todos os elementos que compde o contorno, chega-se a equacao

matricial de momentos para N, pontos do contorno, que ¢ dada por:

U P
M+{EI"(Q) H"c(q)} w, =[Q"(q) +G"c(q)] R (tT'(@ (4385

~ ~cC
onde:
e os vetores {U}, {w¢}, {P} ¢ {R.} sdo os vetores de deslocamentos ¢ esforcos dos nos e
cantos do contorno, ja calculados,

e as matrizes [H”] e [G”’] tém dimensdes 3N, x 2N,,
e [H”], [G”], tém dimensdes 3N, x N, mas sdo matrizes nulas.

Na montagem destas matrizes para os nés comuns a dois elementos distintos, que
ndo sejam nos duplos, adota-se a média entre os coeficientes relativos a cada um dos

elementos.
4.7 Integracdo Numérica Sobre os Elementos
4.7.1 Integracdo Normal

Para os casos em que o ponto de carregamento ou ponto de colocacdo ndo pertence
ao eclemento a ser integrado, as integrais sobre os clementos podem ser calculadas
numericamente. Como no caso de uma equagao relativa a um ponto interno, quer seja a de
deslocamento (4.47), a de curvaturas (4.57) ou a da derivada das curvaturas (4.69), o ponto
de carregamento interno q ndo pertence a nenhum elemento do contorno, as integrais sobre
os elementos que aparecem nas mesmas poderdo sempre ser feitas numericamente. O mesmo
ocorre com a equacdo de deslocamento escrita para um ponto de carregamento externo A.
Contudo, quando o ponto de carregamento ¢ um ponto do contorno Q, as integrais somente

poderdo ser feitas numericamente, se 0 mesmo ndo pertencer ao elemento considerado.
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Adotando-se esquemas particulares de integracdo, as integrais poderiam ser calculadas
numericamente, para o caso em que Q pertence ao elemento que estd sendo integrado,
porém, isso ndo serd feito nesse trabalho.

A fim de fazer a integracdo numérica, ¢ conveniente que essas expressdes sejam
escritas em funcdo de coordenadas homogéneas. Assim, tomando-se como exemplo as
integrais sobre os elementos, que aparecem na equacdo de deslocamento para um ponto do
contorno Q, dadas por (4.19) e (4.20), e fazendo-se a mudanca de coordenadas nas mesmas,

dada por (4.1.b), t€ém-se:

1

e
b Q=5 PLQPW,(PEEEP)  @=123) (k=12 (30

1 .
g (Q=5] u(QP)W,(P)EP) (487)

onde:

e n ¢ o0 nod local do elemento onde se mede a resposta da carga unitaria,
. . . . * * * * * *
e k indica a natureza da resposta medida em P. Assim, p, =V, , p,=M_,, u,=w ¢

nn >

u; = O0w*/0n, dados por (3.33), (3.30), (3.25) e (3.27), respectivamente.

De cada integral (4.86) e (4.87), resultardo seis coeficientes, pois em cada elemento
tem-se trés nos e duas variaveis por nd. A integragdo numérica ¢ feita pela formula de

quadratura de Gauss, que ¢ dada pela seguinte expressao:

J1@de =3 1w, (4.88)

onde:

e f(&) ¢éafuncdo a ser integrada, escrita em relagdo a coordenada &,

e N, ¢ o nimero de pontos de integragao,

e &, ¢acoordenada adimensional do ponto i de integragdo, definida em fungdo do N,
e W, ¢ o fator ponderador, também definido em fungdo de N.

No caso da integragdo numérica ndo ser feita através de sub-elementos, o nimero Ny
de pontos de integracdo deve ser escolhido em funcdo da distancia entre o ponto Q de

carregamento e o elemento a ser integrado, o comprimento do elemento e a fungdo a ser
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integrada ( GIL RODRIGUEZ, 1986 ), considerando-se, ainda, a precisdo que se pretende
alcangar.

Os termos do vetor de cargas T, que sdo obtidos a partir de (3.72), através da

integragdo sobre os segmentos lineares em que o contorno I'y do carregamento ¢ dividido,
também podem ser feitas numericamente, através da formula de quadratura de Gauss,
aplicando-se a mudanca de coordenadas, dada por (4.1.b), na expressdo (3.72). Nesse caso,
os valores obtidos com a integracdo numérica podem ser exatos, ja que nao se faz nenhum
tipo de aproximagao nas integrais, considerando que o carregamento seja linear. No caso do
contorno I'y do carregamento coincidir com o contorno da placa, em uma determinada
regido, pode ocorrer de se ter o ponto de carregamento Q pertencente ao segmento a ser
integrado. Neste caso, porém, as integrais sdo nulas, uma vez que o produto escalar r,.n; da

equacao (3.72) é nulo, para qualquer ponto do segmento.
4.7.2 Técnica de Sub-elementos

Quanto mais perto estiver o ponto de colocagdo A, Q ou q do elemento a ser
integrado, maior sera a influéncia desse no valor da variavel do ponto considerado. Para se
ter uma boa precisdo no calculo, a distancia entre o ponto de colocacdo e o ponto médio do
elemento ndo pode ser muito grande € quanto menor essa distancia, maior deve ser o numero
de pontos de Gauss usados na integragdo. Assim, a técnica de sub-elementos, adotada nesse
trabalho, consiste em dividir o elemento, considerado na integracdo, em sub-elementos, de
modo que a distancia entre o ponto de colocacio e o ponto médio do mesmo nao seja menor
que o seu comprimento, como ¢ mostrado na figura (4.12).

Se <60, o comprimento do sub-elemento sera tal que forme um tridngulo

isosceles entre o seu no inicial, seu no6 final e A (Figura 4.12), e portanto serd dado por:

rs
d=——— (4.89)
2cos0

Se ©® > 60, o comprimento do sub-elemento sera igual a distdncia entre A e 0 nd

final do sub-elemento anterior (Figura 4.12).
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FIGURA 4.12 - Divisdo de um Elemento em Sub-elementos

onde: rs ¢ a distancia ao no inicial do sub-elemento,
ai ¢ o comprimento do sub-elemento i,
lj ¢ o comprimento do elemento j,

¢ ¢ 0 angulo entre rs e o elemento j.

O sub-elemento tera um sistema de coordenadas homogéneas equivalente ao
utilizado para o elemento (Figura 4.2), onde a coordenada adimensional sera dada por . O
numero de pontos de Gauss usado na integracdo de cada sub-elemento serda definido em
funcdo da distancia rs (ver figura 4.12) e do comprimento do sub-elemento a; do seguinte

modo:

se rs<2a, = NG=8
se 2a,<rs<12a, = NG=4
se rs>12a;, = NG=2

As coordenadas cartesianas dos pontos de Gauss sdo calculadas a partir das
coordenadas cartesianas dos nés do sub-elemento e de m, como indica a equagdo (4.3).
Entdo, a partir das coordenadas cartesianas, determina-se a coordenada &;g do ponto de
Gauss em consideragdo, através de uma das equacdes (4.2), sendo & a coordenada
adimensional relativa ao sistema local do elemento. Com &, determina-se o valor das
fungdes de forma ¢y, ¢, e ¢3, dadas pelas equagdes (4.10), e finalmente faz-se o céalculo do

integrando. Logo, as integrais (4.86) e (4.87) serdo calculadas da seguinte maneira:
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| Foar, = 21: | Foar, =§;% [ Foan zz‘_“‘:%lg(lv(g)q)(g)) W (490)

A técnica de sub-elementos € empregada nas integrais sobre os elementos e sobre o
contorno do carregamento, que aparecem na equacdo de deslocamento de um ponto interno,
de um ponto externo ou de um ponto do contorno, e também nas equagdes das curvaturas e

derivadas das curvaturas de pontos internos.

4.8 Integracao Analitica sobre os Elementos

Quando o ponto de colocagdo Q pertence ao elemento a ser integrado, as fungdes
fundamentais envolvidas nas integracdes apresentam singularidades. Nesses casos, as
integrais (4.86) e (4.87) devem ser feitas analiticamente, sendo que no caso de singularidades
do tipo 1/r, as integrais sdo interpretadas no sentido do valor principal de Cauchy. Assim,
considerando-se um no n local do elemento ao qual Q pertence, as integrais (4.86) e (4.87)

sao expressas por:

h{(Q) = %I V. (Q,P)¢,, (P)dE(P) (=1,2,3) (491
h3(Q) =~ %I M. (Q,P)¢, (P)dE(P) (4.92)
£(Q= j W (Q,P)8, (P)IE(P) “99)
£(Q)=— I O (@), (P)E(P) (494)

Porém, no caso em que Q pertence ao elemento a ser integrado, tem-se que
r,.n=cos(90%) = 0, e portanto, conclui-se que as expressdes de V: e Ow*/On, dadas
respectivamente por (3.33) e (3.27), s@o nulas. As coordenadas do ponto singular Q sdo
obtidas a partir das coordenadas dos nos extremos (1 e 3), utilizando-se as fun¢des de forma
ds1 € ¢p, como mostra a equacdo (4.3). Assim, substituindo-se as expressoes dos

deslocamentos e esfor¢os fundamentais dadas no item (3.2.1) e as fungdes aproximadoras
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das variaveis ,dadas por (4.11), nas equagdes (4.91) a (4.94), fazendo-se a integracdo e

considerando-se as fungdes g1 € ¢g2, dadas pelas equagdes (4.4), obtém-se:

hi(Q)=0 (4.95)

1
h3(Q) =, {CH U+ V)[bya (o) + b0, (L)~ 1]+

+Ci(1+ v)_((l)ng)z In(4.¢,,,)— (¢gls)2 In(Z.¢,,,) - &_25} +

4

+CI1+V) §(¢g25)3 In(L.9,,,) + §(¢gls)3 In(L.9,,,) - %(1 + 3&:)} +

n n Cn
+v|:C1 +CIE + 33 (1+ 3@3)} } (4.96)

AN N o 2 5 3 5
8 (Q= SRD{ 3 [(d’g“) (l““‘q’gh)"gj +(¢gls) (ln(f-%s)‘EﬂJr

+ sz {(q)g%)“ (ln(ﬁ.d)gh) - %) ~(6,)’ (1n(z.¢gls) - %ﬂ +

. 4.:‘3‘ [(q)gz)s(ln(f-d)gh) _%) + (¢gls)5(ln(€.¢gls)—%) }} (4.97)

2:(Q)=0 (4.98)

onde & ¢ a coordenada adimensional do ponto Q (ver figura 4.12), 1 é o comprimento do
elemento, e {gis € Pg2s, SA0 0s valores das fungdes de forma ¢g € dg, dadas por (4.4.2) e

(4.4.b), no ponto Q.
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FIGURA 4.12 - Elemento de Contorno Descontinuo

Nestas expressdes, as constantes Cy,C5,C5 sdo relativas aos nos locais e portanto,

dependem das fungdes aproximadoras ¢,¢,,¢ ;.

genericamente, na forma:

IR ORa) S R
Y (e-e)(ea-gy)

C: =

(.-2.)(e.-¢))

onde m,i,j=1,2,3en=i=j.

Estes valores podem ser escritos,

(4.99.a)

(4.99.b)

(4.99.c)

Nesse trabalho, os n6és 1 e 3 (figura 4.12) coincidem com as extremidades dos

elementos e, portanto, tém-se & = -1 ¢ & = 1. Assim, substituindo-se esses valores nas

equagdes (4.99), obtém-se as expressdes de C;,C; e C; para esse caso particular.

4.9 Exemplos Numéricos

A seguir, serdo apresentados alguns exemplos de aplicacdo da formulagdo

elastica de placas desenvolvida até o presente capitulo. Serdo utilizadas diversas condi¢des

de contorno e carregamento e os resultados obtidos serdo comparados com as solugdes
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analiticas dadas por TIMOSHENKO (1959) e com solugdes numéricas que utilizam o
Método dos Elementos de Contorno, como o trabalho de PAIVA (1987), CALDERON
(1991), os quais utilizam elementos de fungido aproximadora linear, ¢ CHUEIRI (1994), que
utiliza aproximagdes quadraticas.

Em todos os exemplos apresentados a posicdo do nd duplo foi definida pela

coordenada adimensional &g = 0,6, embora a variagdo no valor de &g entre 0,4 ¢ 0,6 ndo

produza alteracdes significativas nas solugdes e o coeficiente de Poisson v utilizado foi igual

a 0,3 para os exemplos de placa.

4.9.1 Placa quadrada com dois lados opostos apoiados e os demais engastados,

submetida a carregamento uniforme

lllll

1/2

1/2

1/2 1/2

FIGURA 4.13 - Placa Quadrada Apoiada em Dois Lados Opostos e Engastada nos

outros Dois.

A placa apresentada na figura (4.13) foi calculada utilizando-se pontos de colocagdo
no contorno Q e externos A (ver figura 4.7.a). O contorno foi discretizado em 16 elementos,
0 que resulta em 36 pontos nodais no contorno, como esta mostrado na figura (4.14), onde os
nos 1 e 36,9 ¢ 10, 18 ¢ 19, 27 e 28 sdo nds duplos, definidos com as mesmas coordenadas.
Um dos objetivos do exemplo ¢ analisar a influéncia da posicdo dos pontos de colocagdo
externos nos deslocamentos e momentos fletores dos pontos A e B (ver figura 4.13), através

da variagdo do valor de a, que estd indicado na equagao (4.27).
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FIGURA 4.14 - Discretizacao da Placa

Na tabela (4.1), estdo indicados os resultados obtidos, a solugdo analitica de
TIMOSHENKO (1959) e as solugdes numéricas obtidas por CALDERON (1991) e
CHUEIRI (1994).

Pode-se observar nos resultados apresentados por CHUEIRI (1994), os quais foram
obtidos considerando-se a = 0,25, que a formulag@o proposta apresenta excelentes resultados,
mesmo quando utilizam-se apenas 4 elementos para a discretizagdo do contorno. Analisando-
se, ainda, a tabela (4.1), conclui-se que a posi¢do dos pontos externos tem maior influéncia
sobre os valores dos momentos do ponto B, sendo que os resultados que mais se aproximam
da resposta analitica dada por TIMOSHENKO (1959), foram os obtidos para a = 0,0001.
Comparando-se ainda os resultados obtidos para a = 0,25, com aqueles apresentados por
CHUEIRI (1994), conclui-se, que nesse caso, a técnica de sub-elementos ndo tem influéncia

significativa na solug@o.

TABELA 4.1 - Resultados do exemplo 1

SOLUCOES PONTO A PONTO B
w/(ql*/D) My /ql? M,,/ql* My /ql? My/ql?
TIMOSHENKO 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0209 -0,0697

CALDERON 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0203 -0,0701
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(40 elem.)
CHUEIRI
(4 elem.) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0207 -0,0689
(8 elem.) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0214 -0,0713
(16 elem.) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0209 -0,0699
PRESENTE
ESTUDO
(a=0,0001) 0,00192 0,0244 0,0333 -0,0209 -0,0697
(a=0,001) 0,00192 0,0244 0,0333 -0,0209 -0,0698
(a=0,01) 0,00192 0,0244 0,0333 -0,0210 -0,0699
(a=0,1) 0,00192 0,0244 0,0333 -0,0210 -0,0699
(a=0,25) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0210 -0,06999
(a=0,5) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0206 -0,0703
(a=0,7) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0212 -0,0705
(a=1,0) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0213 -0,0710
(a=1,5) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0215 -0,0717
(a=2,0) 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0217 -0,0723

4.9.2 Placa quadrada apoiada nos quatro cantos e submetida a carga

uniformemente distribuida

A placa indicada na figura (4.15), que apresenta os lados livres e apoios somente nos

cantos, serd analisada discretizando-se o contorno em 4 ¢ 16 elementos (ver figura 4.14),

considerando-se pontos de colocagdo no contorno e externos, sendo que, para esses ultimos,

utilizou-se diferentes posigoes.
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FIGURA 4.15 - Placa Quadrada Apoiada nos Quatro Cantos

Na tabela (4.2), estdo indicados os resultados obtidos, juntamente com a solucdo
analitica, dada por TIMOSHENKO (1959) e as solu¢des numéricas obtidas por PAIVA
(1987), CALDERON (1991) e CHUEIRI (1994).

TABELA 4.2 - Resultados do exemplo 2

SOLUCOES PONTO A PONTO B

w/(ql*/D) Mu/q>  My/q* wi(ql’D) My/ql

TIMOSHENKO 0,0260 0,090  0,1090 ___ 0,1404

PAIVA (40 elem.) 0,0246 0,1100  0,1100  0,0163  0,1404

CALDERON (40 elem.) 0,0271 0,139  0,1139  0,0194

CHUEIRI (16 elem, a=0,25) __ 0,0260 0,1103  0,1103 0,0173  0,1437
PRESENTE ESTUDO

(4 elem, a=0,01) 0,0263 0,1195 0,195 00178  0,1469

(4 elem.,a=0,1) 0,0257 0,178  0,1178 00174  0,1438

(4 elem., a = 0,25) 0,0253 0,1150 0,150 0,172  0,1438

(4 elem., a = 0,5) 0,0255 0,133 0,1133 00177  0,1498

(16 elem., a=0,01) 0,0260 0,131 0,1131 00182  0,1358

(16 elem., a = 0,1) 0,0256 0,125  0,1125 00178  0,1395

(16 elem., a = 0,25) 0,0256 0,122  0,1122 00178  0,1395

(16 elem., a=0,5) 0,0255 0,1120 0,1120  0,0178 0,1397
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Comparando-se os resultados obtidos com a discretizagdo do contorno em 4 ¢ 16
elementos, dados na tabela (4.2), observa-se uma melhora significativa nos resultados com o
refinamento da malha. Os valores mais proximos da solugdo analitica, dada por
TIMOSHENKO (1959), foram obtidos, no caso dos deslocamentos, para a=0,01 e, no caso

dos momentos , para a=0,5.

4.9.3 Placa quadrada engastada nos quatro lados, com carregamento

linearmente distribuido

Nesse exemplo, utilizou-se somente pontos de colocagdo externos (ver figura 4.7.b),
enquanto que o contorno foi discretizado em 16 elementos (ver figura 4.14), que define 36
pontos nodais. O valor de a;, dado em (4.27) ¢ que determina a posigdo do ponto externo
mais proximo ao contorno, sera fixado e o valor de a,, que determina a posi¢gdo do ponto
mais afastado, sera variavel a fim de analisar a influéncia do mesmo no valor do
deslocamento do ponto central 4 e dos momentos fletores dos pontos 1, 2, 3 e 4, indicados na

figura (4.16).

Qo N
e n
/
> - I
1 1
12
q
3 2
= + 4 -+
12
X2
A X,
}: :}: N
12 12 |

FIGURA 4.16 - Placa Engastada

Na tabela (4.3) estdo indicados a solugao analitica, dada por TIMOSHENKO (1959)
e as solu¢des numéricas obtidas por PAIVA (1987) e CHUEIRI (1994). Os resultados

obtidos com a formulacdo proposta nesse trabalho, estdo indicados a seguir, na tabela (4.4)
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onde o valor de a; foi fixado em 0,001, variando-se o valor de a,. Como pode-se observar na

tabela (4.4), os melhores resultados foram obtidos para a,=0,01.

TABELA 4.3 - Placa engastada com carga linearmente distribuida

VALORES TIMOSHENKO  PAIVA CHUEIRI

(40 elem.) (16 elem., a=0,25)
wa/(qol*/D) 0,00063 0,00063 0,00063
M1y qol’ -0,0077 -0,0077 -0,0077
Maaay/qol® -0,0257 -0,0259 -0,0258
Mi12/qol® -0,0334 -0,0338 -0,0336
Maa2)/qol® -0,0100 -0,0101 -0,0100
M 13/qol® -0,0179 -0,0181 -0,0180
Maa3y/qol® -0,0054 -0,0054 -0,0054
M1 y/qol® 0,0115 0,0115 0,0115
Maaay/qol® 0,0115 0,0115 0,0115

TABELA 4.4 - Resultados do exemplo 3

a, 0,01 0,1 0,25 0,5 0,7 1,0 1,5

valores

wa/(qol/D)x10™ 6,33 6,33 6,33 6,33 6,33 6,33 6,33
Miiay/qol’x107  -7,72 71,73 27,74 71,76 7,78 <181 -7,87
Maay/qol’x107? 2,57 -2,58 -2,58 2,59 2,59 -2,60  -2,62
Mii2/qol’x107  -3,35 -3,35 -3,36 337 3,38 -339 341
Maa/qol’x10%  -1,01 -1,01 -1,01 -1,00  -1,001  -1,02  -1,02
Mi13/qol’x10%  -1,80 -1,80 -1,80 -1,81 -1,81  -1,82  -1,83
Maay/qol’x107  -5,39 -5,40 -5,41 542 544 546 -5,49
Mii@/qol’x10% 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15
Maya/qol’x10% 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15

4.9.4 Viga apoiada com momento aplicado nas extremidades

A viga representada na figura (4.17), tem os lados de dimensdo 2b apoiados, sendo
os outros dois livres. O carregamento ¢ definido pelo momento M, de valor 10000 Kgfxcm,

aplicado nos lados menores (ver figura 4.17). A geometria da viga é dada por: a=75 cm, b =
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10 cm e a espessura t = 30 cm. Utilizou-se um médulo de elasticidade E = 300000 kgf/cm” e
um coeficiente de poisson v igual a 0. O contorno foi discretizado em 4 elementos, que
define 12 pontos nodais. O calculo foi feito considerando-se dois pontos de colocagio
externos, sendo a;=0,01 e a,=0,1. Também foi experimentada uma segunda alternativa, para
a qual foram adotandos um ponto de colocacdo externo (a=0,1) e outro no contorno. As duas

solugdes obtidas foram praticamente idénticas.

| J |

b 3 1p) 3
35— .
X2 4
b 2 »_X]

A

FIGURA 4.17 - Viga Simplesmente Apoiada

A seguir, na tabela (4.5), esta indicada a solucdo obtida no segundo caso, onde os

momentos s3o dados em Kgfxcm e os deslocamentos w em cm.

TABELA 4.5 - Resultados do exemplo 4

My Mii) M) M) M4y Wy Wi W3

10000 10000 10000  9999,8 0,16967 0,04167 -2x107 -6x10”

Como pode-se observar na tabela (4.5), obteve-se excelentes resultados, mesmo

discretizando-se o contorno em apenas 4 elementos.
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5 PROBLEMA DE PLACAS COM CAMPO DE MOMENTOS INICIAIS

5.1 Introducao

Até aqui, desenvolveu-se o equacionamento da solugdo linear do problema de placas
devido a um carregamento genérico transversal. Contudo, dentro da solucdo linear, deve-se
considerar também a possibilidade de ocorrer momentos iniciais decorrentes de campos de
deformagdes iniciais, tais como o efeito de temperatura ou retragdo. Além disso, os
momentos iniciais devem ser considerados para a obtencdo da solucdo ndo-linear do

problema, como sera visto no capitulo 7.
5.2 Equacdes Integrais com Campo de Momentos Iniciais
5.2.1 Equacdes Basicas

Supondo-se que exista, além do carregamento transversal, um campo de

deformagdes iniciais, o tensor de deformagdes pode ser escrito como:

gy =& & (5.1)

onde: &; ¢ o campo de deformagéo total,

sfj ¢ a componente elastica devido ao carregamento,
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0 . ~ e e .
g;; ¢ o campo de deformagdes iniciais.

Isolando-se a componente devido ao carregamento, tem-se:
gt =g.—g’ (5.2)

Considerando-se a lei de Hooke, tem-se que:

j

(3 ZGV (3 o e
oy =2Ge; + 1 Eudy (i,j,k=1,2) (5.3)

Substituindo-se (5.2) em (5.3), obtém-se:

G; =0C; — Oy 5.4
sendo:
. 2Gv . o . i
G = 2Ge it l—skkSij as tensoes devidas as deformagdes totais,
-V
e
2Gv

0 0 0 ~ \ N
c; =2Ge; + SkkSij as tensodes correspondentes as deformagdes iniciais.

1-v

Considerando-se que as deformacdes estdo relacionadas as curvaturas wy;, através da
equacdo (2.4), obtém a expressdo das tensdes em funcdo das curvaturas. Fazendo-se entdo, a
integracao destas tensdes ao longo da espessura da placa, obtém-se o campo de momentos

que atua na placa, que é dado por:

_ e 0 <.
M; =M; -M; 14,j=1,2) (5.5)
onde: ij sdo os momentos eldsticos devido as tensoes totais, e ¢ dado por:
M = —D[vw,kk 8, + (1- v)w,ij] (5.6)

0 , e e
Mij ¢ o campo de momentos iniciais, dado por:
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t/2
M; = J.chstS (5.7

—t/2

A partir da equagdo de equilibrio (2.13), podem-se obter os esfor¢os cortantes,

derivando-se a equagdo (5.5), isto é:

Q,=M,, =-Dw,,,—M]

ijoi ij,i

1,j,k=1,2) (5.9)

Derivando-se a equacdo (5.8) e substituindo na equagdo de equilibrio (2.11), chega-

se a equagdo diferencial de placas, envolvendo os momentos iniciais:

Wokkn =%(g_Mgaij) (5.9

5.2.2 Equacdes Integrais para Deslocamentos

Tais equagdes podem ser obtidas a partir do teorema de reciprocidade de Betti

(equagdo 3.1), de forma analoga ao que foi feito no item (3.2). Assim, tem-se:

] (MI}W,u)dQ = | (MEW,?;)dQ (,j=1,2) (5.10)

Q Q

Substituindo-se (5.5) em (5.10), obtém-se:

I(M;W’ij)dg = ,[(Mu +M§})W,I} dQ (i,j=12) (5.11)

Q Q

Desenvolvendo-se os dois membros desta equacdo, através de integra¢do por partes,
semelhante ao que foi feito no item (3.2), obtém-se a equagdo integral do deslocamento de

um ponto q do dominio da placa:
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w(a)+] (V: (q,P)w(P)-M_,(q,P )—(P))dl“(P) +IZ;R (g, P)w,(P)=

r

i=1

j( .(P)w*(q,P)- Mnn(P)a;V—n*(q,P)JdF(P)+ iRci(P)w’;(q,P)+

+I (e@w* (a:p))a2, (b) - [ (M} @Iw,; (0 ))a0p) (5.12)

Q

De forma analoga ao item (3.3), pode-se obter a equacdo integral de deslocamento

para um ponto Q do contorno, que ¢ dada por:

* ) 8
KQw(Q)+| (Vn (Q,P)w(P) - M, (Q, P)a—:(P)) dr'(P) +

T

N, ow”*
+ Y R(QPW(P) =] [V,, (P)w*(Q.P)-M,, (P)— —(Q, P)j dr'(P) +
+ Z R, (P)w5(Q.P) + [ (2@)w’(Q.p))d, (p) +
~ [ (MSpIWsy (Q.p))a2(p) (5.13)

Q

As equagoes (5.12) e (5.13) sdo iguais, respectivamente, as equagdes (3.19) e (3.67),

e e 0
a menos do termo que envolve os momentos iniciais Mj; .

5.2.3 Equacdes Integrais para Esforcos nos Pontos Internos

O calculo dos momentos Mij para um ponto interno ¢ feito a partir da equacao

(5.5), onde as curvaturas W,;; , que aparecem na expressao de M, sdo obtidas derivando-se

ij ?
a equacao (5.12) do deslocamento w(q) em relagdo as dire¢des x; € X,. Assim, a equagdo das

curvaturas, ¢ dada por:

o*wla) (o*w(q) )
0, 0%, =£6X16Xj] ox, axJJ2 ML (P) W1, (6:2))dOAp) (5.14)
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2 e
- (2*wl(q . o
onde: L—J ¢ a solucdo sem considerar momentos iniciais, dada por (4.48).

OX;0x
Denominado-se o segundo termo da equagdo (5.14), de I(a (q), tem-se:

62
Ox.0x .

1 J

1 (@)= [ (M @)W, (a,p))aQ(p) (5.15)
Q

* r
onde o termo W,,, ¢ dado por:
2w

0x,0x,

. 1
Wi (0, P) = (@.P) = = (r, 1,43, Inr) (5.16)

. . . * ~ r
A primeira derivada de w,,, em relagdo a x; ¢ dada por:

’w*(q,p) 1
ox,0x,0x,  4nDr

Wi (4,p) = [8urs 48,00 4801y —20 1y 1, (517)

Como pode-se observar a expressdo de If]ij (q) apresenta singularidades. A fim de

eliminar tais singularidades, a mesma sera calculada considerando o procedimento
apresentado por MIKHLIN (1962), o qual também foi adotado por BUI (1978), TELLES &
BREBBIA (1979), RIBEIRO (1992) e CHUEIRI (1994).

. . . . * .
Assim, a primeira derivada w,,,, pode ser calculada de forma normal no integrando,

(1}
i

pois ndo ocorrem singularidades fortes. Portanto, pode-se escrever I .., na seguinte forma:

1% @=— [ (M2, (0)Wor (42))AQAP) = —— V(@) (5.18)
Lij 6x : k1 9 kli ) aX. .

i i

A integral V(q), indicada em (5.18), possui singularidade no dominio €, portanto
deve-se verificar a possibilidade de diferenciagdo do ntcleo desta integral. Assim, supde-se
que, do dominio €, ¢ retirado um dominio circular €., onde esta a singularidade, de pequeno
raio € e com origem no ponto fonte q, definindo-se o dominio Q; = Q - Q,, conforme a

figura (5.1). Assim, a integral V¢(q) no dominio Q. ¢ dada por:
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V. (@ = [ (M} (@)W (:2))dQ, (p) = [ (M}, (P)Way, (0:P))dQp) +
Q

QE
— [(MY @)W} (4,P))AQ, () =V(@ - V(@ (5.19)
QC

FIGURA 5.1 - Dominios Qg e Q¢

onde: dQ . =rdrd¢, (5.20)
dr, = ed¢, (5.21)

~ 0 . . . ~
Assume-se que a fungdo M, ,(p) e suas primeiras e¢ segundas derivadas sdo

continuas na vizinhanca do ponto q. Assim, expandindo-se a mesma, em torno do ponto q,

através da série de Taylor, tem-se que:

M}, () = MU (@) +[X,, () = X, (@M, (@ (Lm=1,2) (522)

Substituindo-se a equacdo (5.22) no termo V_(q) da equagdo (5.19), obtém-se:

V(@) = MY (@) [ Wiy (4,p)Q(p) +

Qc

MY (@ [ [Xn ) = X, (@)]Wor (@,P)AQ (D) (5.23)
Qc

onde: X, (pP)— X,,(q)=r.r,, (5.24)
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Substituindo-se em (5.23) o valor de W,Li, dado em (5.17), considerando-se as

equacdes (5.20) e (5.24) e ainda, que no dominio Qc, o valor de r ¢é igual a &€ e que as

derivadas dependem apenas do dngulo ¢, chega-se aos resultados:

[ Wai (@,p)AQ(p) = 0 (5.25)
(&
I [Xm P)—-x, (q)]w’:li (q,p)dQ (p) = —ke’ (5.26)

1
onde: K = E(S axOm +0.0 i + Sklsim) ¢ uma constante.

Logo, pode-se dizer que:
V.(q) =-Ke’M},,,, (q) (5.27)

Desse modo, a derivada de V_(q) em relagdo a x; ¢ dada por:

ov.(q)
0x; (q)

= —KEZMﬁl,mj (q) (5.28)

Mas como ¢ tende a zero, esta Ultima também tende a zero quando toma-se o seu

limite, e portanto, I?ij (q) pode ser escrito na seguinte forma:

1"()=iV( =1i ij(M“ : )do 5.29
i @=7 ¢ (q) =1lim w(P)W, . (q,p) )dQ, (p) (5.29)

i >0 axj Q,

Pode-se demonstrar que, nesse caso, conforme MIKHLIN (1962) ¢ BREBBIA et al

(1984), aplicando-se a regra de Leibnitz para diferenciacdo de integrais, obtém-se:

0 . .
0x.(q) Wi (4, P)M, (p)dQ(p) +

J

I?ij(q)=j
Q
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-M, (q)I Wy (Q,p)r,; dT, (5.30)

T,

&

A primeira integral ¢ interpretada no sentido do valor principal de Cauchy e

considerando-se (5.21), a segunda integral pode ser escrita na seguinte forma:

2
le’;li (q,p)r,; dl’, = I €Wy (q,p)r,; do (5.31)

T, =0
Substituindo-se nesta ultima, o valor de W,Li (q,p), dado por (5.17), e fazendo-se
=g, tem-se que:

27
. 1
Iw’kli (q,p)r,; dI’, = I ~ 4D (Sikr’l+81ir’k+8klr’i_2r’k Ly r’i)r’j do
r =0

&

que resulta em:
le’f(li (q,p)r,; dI’;, = _L 838y +6;8,; +8,0; (5.32)
r 8D

Desse modo, a equagdo (5.15), de I?ij (q), pode ser escrita da seguinte maneira:

. 1
I?ij (@®= I (Mﬁl(p)w’klij (q,p))dQ(p) +Mﬁl(q) E(Sikslj +81i8kj +8k18ij)
Q
ou:
I’,(a) = [ ey (0:p)ML ()AQ(P) + g, (OML, (q) (5.33)
Q
onde: €y (4P) = Wyiiy (G5P) (5.34)
- 1
gijkl(q) = 8_D(6 ikalj + 81i8kj + Sklsij) (5.35)

Portanto, a equagdo das curvaturas nos pontos internos, ¢ dada por:
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o*wla) _ [azvv(q

axiaxj aXian ] _ie’;kl (qﬁp)Mﬁl (P)dQ(p)_gukl(q)Mﬂl(q) (536)

A forga cortante Qg, em relagdo a uma dire¢do xg ( = 1, 2), € calculada a partir da
equagdo (5.8), onde o valor de W,,,, ¢ calculado derivando-se a equagdo (5.12) do

deslocamento w(q) de um ponto interno:

o (owa))_[ o (owla)]],
oxg (@) \ 0x,0x, ) | 0x4(q) \ Ox,0x,

o f2'Wuw(ap) j
_8XB(q)-([( ox,.0x, M, (p) |dQ2(p) ., (5.37)

o [(2'w(a) : | -
onde representa a solucdo sem considerar momentos iniciais, dada
0x4(q) \ 0x,0x,,
por (4.60).

Denominando-se o segundo termo da equagdo (5.37), de IOB , tem-se:

v _ 0 [62w,il(q,p) ) J
I,B—axﬁ(q)!; ox._ox. M., (p) |dQX(p) (5.38)

Porém, considerando-se a equagdo (5.33), obtém-se:

= [(M8 PIW, i (@9))AQP) = [ (MY (DIWspm (a,P))AQP) +
Q Q

+Mﬂl(q) Y 46 kl j M. (P)Ws (q,p))dQ(p) +

Q

1
+E(M‘l’l +MY,) (5.39)

Desse modo, substituindo-se a equagao (5.39) em (5.38), pode-se escrever:
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P9 j’(M0 (P) Wy (05P))dQAP) +
B 6XB (q) ’ Kkl 9Kklmm 5
0 |: 1 ( 0 0 ):|
axﬁ(q) 2p M Mz 640

0*W, . (q,p)
Ox _0Ox

m m

Nesta Gltima, a integral V' (q) = _[ ( M), (p)) dQ(p) ¢ calculada de
Q

maneira analoga ao que foi feito para V(q) (5.18). Desse modo, denominando-se Vc'(q) a

parcela da integral V’(q) no dominio Qc, onde héd a singularidade, esta pode ser escrita

comao:

Vi(@=M l(q)Iw,mmm (4,p)AQ (p) +
+ MY @ f [, 0) = X, (@ ]Wahe (@.2)AQ () (5.41)

Substituindo-se nesta tltima o valor de W, ., considerando-se as equagdes (5.20)

e (5.24) e ainda, que o valor de r ¢ igual a € no dominio Q,, e que as fungdes envolvidas

dependem apenas do angulo ¢, chega-se aos resultados:

[ Worma (@,P)AQ(p) = 0 (5.42)
Qc
[§
J[%:0) = X, (@[ W (@:p)Q () = 0 (5.43)
Qc

Logo, pode-se escrever que:

V'@ _ .
axp(q) e>0 axp( )a

I Wia (0:P)AMY (P)2, (P) (5.44)

Aplicando-se a regra de Leibnitz para diferenciagdo de integrais, obtém-se:

ov'(q) _ J‘ ow,,
axp ()

) (@PIML(P)AQ(P) = jeﬁk.(q,p)M L()AQ(P)  (545)
l3
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Logo, substituindo-se (5.45) em (5.40), tem-se que:

1% = [ 5 (a,p)MY (P)AQP) + G2 (q) (5.46)

Q

1
el B =35 50 g M@+ M3 @) (547)
6 9* kl
¢ (4:p) = =" (q,p) (5.48)
- 0x, (q)

Assim, a equagdo da derivada das curvaturas ¢ dada por:

: [ww(q)}_ : (aZW(q)JZ
0xg(q) \ 0x,0x,, B 0x,(q) \ 0x,0x,

~ [ ehu (@, MY (P)AQP) - G! (@) (5.49)

Q

5.3 Equacdes Algébricas

De maneira analoga ao que foi feito no capitulo (4), pode-se transformar as equagoes
integrais obtidas no item (5.2) em equagdes algébricas, através da discretizagdo do contorno
em elementos ¢ do dominio em células, nas quais sera aproximado o campo de momentos

iniciais.

5.3.1 Discretizacdo do Dominio da Placa

As integrais de dominio envolvendo o campo de momentos iniciais, que aparecem
nas equagdes de deslocamento (5.12) e (5.13), das curvaturas (5.36) e da derivada das
curvaturas (5.49), podem ser calculadas numericamente, através da divisdo do dominio em
pequenas regides, ou células (Figura 5.2), nas quais os momentos iniciais sdo aproximados
por fungdes interpoladoras lineares W(p). Obtém-se, assim, as integrais das fungdes

envolvidas sobre cada elemento de area. Neste trabalho, adotam-se células de forma
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triangular (Figura 5.2), que s@o definidas, de modo a envolver todos os pontos do contorno e

internos.

Célula Q,,

-

X1

FIGURA 5.2 - Divisdo do Dominio da Placa em Células Triangulares e a Variagdo dos

Momentos Iniciais em uma Célula

5.3.2 Aproximacgao da geometria da célula e do Campo de Momentos Iniciais

&
k,=(0,1,0)

+ P(&Jl’ &.'2’ &.'3)
l

&0

k,(1,0,0)
k3:(050a 1)

FIGURA 5.3 - Célula Triangular com Sistema de Coordenadas Homogéneas

A geometria da célula é aproximada por uma fun¢do de interpolacdo linear y,, que €
funcdo de coordenadas homogéneas. Os nds k;, k;, k3 de uma célula triangular serdo

definidos por suas coordenadas homogéneas, como ¢ mostrado na figura (5.3). Desse modo,
as coordenadas cartesianas X} e X3 de um ponto p qualquer da célula, podem ser definidas

em fun¢do das coordenadas dos vértices Ky, k,, k3 da mesma, através de:
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T
. 9. 0 |IX7
X =y, X"V =| " - (5.50)
- 8 0 ¢; le

p
1
¢, =18 ¢ ¢ o vetor das coordenadas homogéneas do ponto p,
p
3

N k r . . . ~ _»
X, =19X;? ¢ ¢ o vetor de coordenadas cartesianas nodais, na dire¢do i

Ou na forma explicita:

XP =EIX[" +E5X +EEX) (5.51)

1
onde: &P =——(2A4% +b°XP +2°X?) a=1,2,3; j=2,3,1; k=3,1,2  (5.52)

“ T 2A

a® =X} -Xx! (5.53)
b® = X¥ - X! (5.54)
240 = XIXS - X(X) (5.55)

A ¢ a area do triangulo, que ¢ dada por:
1 1,2 2.1
= (b'a*~pb’a’) (5.56)
O campo de momentos iniciais M:: sobre cada célula sera aproximado por uma
fung@o de interpolagéo linear y. Desse modo, os momentos iniciais M0 (p) , em um ponto p

1

qualquer da célula, sdo dados por:

M’ (p)=¥" (pyM*® (5.57)
ol T Y
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My, (p)

sendo: 1\~’[:} (p) = M(l)2 (p) ¢ o vetor que contém os momentos iniciais no ponto p,
0
M., (p)

E» 0 0 & 0 0 & o0 0
Yi=10 & 0 0 & 0 0 & o], (5.58)
0 0 & 0 0 & 0 0 &

M O&D

e M°™ =MD L vetor dos momentos iniciais nos nés (ky, ko, k3) da célula

I\N/IO(kS)

a qual o ponto p pertence.

5.3.3 Integracio sobre as Células

A integracdo sobre cada célula pode ser feita através da formula de quadratura de
Gauss para dominio triangular, utilizando-se as coordenadas homogéneas. Nesse caso, o
Jacobiano da transformag@o de coordenadas ¢ igual ao dobro da area do triangulo da célula.
Porém, devido a natureza das func¢des envolvidas, hd necessidade de se utilizar um grande
numero de pontos de integragdo, para se obter uma precisdo aceitavel, dependendo da
posicao do ponto de carregamento em relagdo a célula. Por esta razdo, adota-se, neste
trabalho, um esquema semi-analitico de integragdo, utilizado por TELLES & BREBBIA
(1979) e VENTURINI (1982), o qual apresenta melhores resultados.

Para a implementagdo desse esquema, adota-se um sistema de coordenadas
cilindricas (r, 0), centrado no ponto de carregamento ¢, conforme a figura (5.4), que torna

possivel calcular analiticamente a integral sobre a coordenada r. Em relagdo a esse sistema, a

coordenada adimensional &Z, que aparece na fungdo de interpolacao \|IT, dada pela

equacao (5.58), ¢ dada por:
r
EP =Ed + a(b“ cosO+a“ sene), (5.59)

e &2 ¢ obtido da equagdo (5.52), para o ponto g ¢ 2%, b® e A sdo dados respectivamente,

por (5.53), (5.54) e (5.56).
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FIGURA 5.4 - Sistema de Coordenadas Cilindricas

Quando o ponto q coincidir com um dos cantos a do tridngulo, tem-se que:

: 1 se a=q 560
Sa = 0 se a#q (5-:60)

Na figura (5.4), quando o ponto p estiver no lado do tridngulo onde &, = 0 ou no
lado onde &, =0, o valor da distancia r, entre q e p, sera dada por Ry(8) e quando o mesmo
estiver no lado onde &, = 0, tem-se r = Ry(). Assim, usando-se esses valores particulares

de & na equagéo (5.60), obtém-se:

2AE&!

b® cosO + a® sen 6)

Rj(e)=—( (5.61)

onde: j=2,paraa=3¢j=1, paraa=1, 2.

Assim, utilizando-se esse esquema, as integrais sobre as células sdo calculadas
numericamente em relacdo a 0, empregando-se a formula de quadratura de Gauss. CHAVES
(1997) transforma as integrais obtidas utilizando-se esse esquema, que sdo escritas em

funcdo de 6, em integrais sobre o contorno da célula, através da seguinte transformacdo de

r,' n, oo, ~ . .
coordenadas: d0 = ———dI". E interessante essa transformacdo, pois ela permite a
r
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implementacdo da técnica de sub-elementos, descrita no item (4.7.2), aumentando-se, desse
modo, a precisdo do calculo.

Os itens (5.4.1), (5.4.2) e (5.4.3) discutem a possibilidade de integragdo numérica
das integrais que envolvem os momentos iniciais, que aparecem nas equagodes integrais dos

itens (5.2.2) e (5.2.3)
5.4 Integracdao Numérica Sobre as Células

5.4.1 Integracao sobre as células referente a equacao do deslocamento w de um

ponto do contorno ou do dominio

A integral (5.13) do deslocamento de um ponto do contorno, pode ser representada

matricialmente, de forma semelhante a equagdo (4.13), ou seja:

K(Qw(Q)+ [ p* (QP)u(P)ar (P) + 3 R, (Q,P)w,,(P)=

= [u'(@P)p(®)Ar (®)+ 3 R, (P)w(Q,P)+

- j K'(Q,p) M (p)d2(p) (5.62)
62 * a * 62 *
onde: 15*(Q,p)={aTW2(Q,p) 2— Z (Q.p) aX—WZ(Q,p)}, (5.63)

M?j (p) ¢ dado pela equagdo (5.57) e os outros termos estdo definidos em (4.13).

Discretizando-se o contorno da placa em N, elementos e aproximando-se os valores
dos deslocamentos ¢ esforgos nos mesmos, como foi mostrado no item (4.2.3), dividindo-se
o dominio em N, células e aproximando-se os momentos iniciais nas mesmas (equacao

5.57), pode-se escrever a equagao (5.62) na seguinte forma:

K(Qw(Q) =[K(@Qw(Q)]" - jk (Q.P) ¥ (P)AQ, () [MAV  (5:64)
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onde: [K(Q)W(Q)]e corresponde a equagdo de w(Q) do problema sem considerar
momentos iniciais, dada por (4.22).

Denominando-se de ¢™ (Q) a integral sobre cada célula Q,, que aparece na equagio

(5.64) referente ao deslocamento w de um ponto do contorno, tem-se:

e"(@=-[[Wi(QP) 2v(@P) Wa(@P]y (PR, @) (569

. . r m
Determina-se, portanto, nove coeficientes ao fazer o calculo de e (Q) sobre uma

determinada célula. Genericamente, os mesmos podem ser representados por:
e"(Q) = —I W (Q, P)E; (P)dQ,, (p) (k,1=1,2; a=1,2,3)  (5.66)
Kl Q,

Substituindo-se nesta Gltima os valores de Wfkl, dado em (5.16), e &P, dado em

(5.59), e considerando-se que r,, € r,, sdo fungdes apenas do angulo 0, indicado na figura

(5.4), pode-se escrever dQ,, como fun¢ado de dr e d6 (equagio 5.20), chegando-se a integral:

0;R,(0)

n 1
S
+ i(b“ cos0 + a® sen 9)} rdrd6 (5.67)

Fazendo-se a integragdo em relacdo a r, tem-se que:

1 % [Re 1
em(Q)=—4nDI§3{ 2( )|:r9k ra1+8kl(lnR2(e)_E)]+
kl 0,

_Ri® {r,k r,l+8kl(lan(9)—lﬂ}d6 +

2 2
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1 G, . R3(6 1
_%—Del(b cosO+a sene){ gA){r,k r,l+8kl(lnR2(9)—§)}+
R;(6 1
—%[r,k r, +3, (lan(G)—gﬂ}dO (5.68)

onde: R;(0) e R,(0) sdo dados por (5.61).

Analisando-se os termos da equagdo (5.68), pode-se concluir que, mesmo quando o
ponto de carregamento ¢ coincidir com um dos vértices do tridngulo, nenhuma singularidade
ocorre no calculo das integrais; assim, estas podem ser calculadas numericamente com
relagdo a 0, visto que o valor de Ry(0) torna-se nulo. Para um ponto q fora da célula, a

integracdo ¢ feita de 6, a 0, ¢ entdo de 0, a 03, conforme a figura (5.4).

5.4.2 Integracao sobre as células referente a equacido das curvaturas de um

ponto interno

No calculo das curvaturas de um ponto interno q, que sdo dadas pela equacdo (5.36),

—%

os coeficientes de e (g, p) , dados por (5.34), sdo obtidos através de integragdes sobre as

células, usando-se 0 mesmo procedimento descrito anteriormente. Pode-se, entdo, expressar

cada coeficiente genérico, proveniente de uma célula Qy,, como:
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Q

m

Desse modo, em uma determinada célula, sao calculados nove coeficientes para cada

*
componente de curvatura wy;;. Os valores de W, (q, P), podem ser expressos na forma:

Wi (G, P) = (6) (5.70)

4 D 2 l]kl
onde: fijkl (6) depende apenas do angulo 6, pois possui apenas as derivadas do raio em
relacdo as direg¢des x; € X».

Substituindo-se (5.70) e (5.59) em (5.69) e fazendo-se a integra¢do sobre r, obtém-

SE:

—m 1 63
e (q) = 4TC_D'[fijkl (9)[5';3 InR,(0) + (b“ cosO +a” sen 9) szk ):|d0 +
6,

0
i q a a 1()
_Hifﬁk,(e)[galan(eﬁ(b cosO + a sene) do (5.71)

Essas integrais podem ser feitas numericamente em relagdo a 0, no caso em que
R(0) for zero e o ponto q ndo coincidir com o vértice o do tridngulo, pois nesse caso, &7 ¢
zero. Porém, no caso em que Ry(0) for zero e o ponto q coincidir com o vértice a do
tridngulo, tem-se que §J =1, e, portanto, a segunda integral somente pode ser interpretada

no sentido do valor principal de Cauchy. Logo, deve-se reescrever a expressdo (5.72),
substituindo-se R;(0) por um pequeno valor constante €, conforme indicado na figura (5.5), e

tomando-se o limite, quando € tende a zero, ou seja:

Em _ 1 T q [+ a Rl(e)
i (q) = 4D Ifijkl )& lnRz(O) + (b cosO +a® sen 9)—2A do
9,

=D llm[é’;q In sj £ (0)dO HETN Ifukl (9) “cosO+a” sen O)de} (5.72)

onde f;,,(0) tem a seguinte propriedade:
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27
[ f,u(0)d0 =0, (5.73)
0

isto ¢, a soma das integrais de todas as células que concorrem no ponto q ¢ nula, uma vez

que, para qualquer célula, tem-se: r,; = cos0 e r,,= sen0.

&

'[ X2 =7 | )5
X1 q

FIGURA 5.5 - Sistema de coordenadas cilindricas, com origem no vértice da célula

Portanto, a primeira e a ultima parcela do limite tornam-se nulas tomando-se os
limites 0; = 0 ¢ 0, = 2@ e considerando-se a equagdo (5.73). Assim, a equacdo (5.72) resulta
apenas na parcela relativa a R»(8), que pode ser integrada numericamente em relagdo a 0,

através da formula de quadratura de Gauss.

5.4.3 Integracio sobre as células referente a equacio das derivadas das

curvaturas de um ponto interno

O mesmo procedimento de integragdo sobre as células, deve ser usado no calculo dos
coeficientes de e;kl(q,p) ,dados por (5.48), que aparecem na equacao(5.49) das derivadas

das curvaturas de um ponto interno q. Genericamente, cada coeficiente proveniente de uma

célula Q,,, pode ser escrito como:

*

,mmkl

0
ep.d(q)=—Qjmm(q,P)é‘;(P)de(p), Bk 1=1,250=1,2,3) (574)

As fungdes a serem integradas, nesta equagdo, podem ser expressas como:
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*

ow

,mmkl

(q,P) =

oxy (@) 7= " amp T ® 7

onde: fﬁk,(e) sdo fungdes das derivadas de r em relagdo as diregdes x; € X, e, portanto,

dependem apenas do angulo 6.
Substituindo-se (5.75) e (5.59) em (5.74) e fazendo-se a integracdo sobre r, obtém-

S€:

1 0, E)q
e;}‘kl(q)=ajfm(9) { (6) ( cos0 +a”sen0
8, 2

nR,(0
TG

InR,(6)

Ikal (9){ S (bOL cosO +a® senO) A

®.(0) e) }de (5.76)

Estas integrais podem ser feitas numericamente em relagdo a 0, a ndo ser quando
R;(0) for nulo. Assim, nesse caso, deve-se verificar as duas parcelas da segunda integral de

(5.76), envolvendo Ry(0). A primeira parcela envolve a integral:

I fou (9){ &(e)}de, (5.77)

que apresenta singularidade, quando o ponto q coincidir com o vértice o do triangulo e,
portanto, &? =1. Considerando-se, porém, a propriedade da fungdo fﬁkl(e), dada por

(5.73), a parcela (5.77) é nula, pois:
9,
[ 15, (8)d0 =0 (5.78)
o,

A segunda parcela de (5.76), envolvendo Ry(0), que é dada por:

A (5.79)

M}m |

83
Ifﬁkl (6)[(b°‘ cos0 + a” sen 9)
o,
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apresenta singularidade quando o ponto q coincidir com qualquer vértice da célula, pois,
neste caso, Ry(0) ¢ nulo. Entretanto, quando Ry(0) for substituido pelo valor € (figura 5.5),

fazendo-se o limite para € tendendo a zero, a equagao (5.79) se torna:

0
. Ing ¥ o «
181_1)13 EN é[ fon (6)(b cosO +a® sen G)dO (5.80)

Considerando-se que r,; = cos0, r,, = sen0 , a simetria em torno do ponto q ¢
também a caracteristica da fungdo fp,, (0), para a qual se tem:

2n

[ 1y, 5, (8)d0 = 0 (5.81)

0

2n

[r,, £y (0)d0 =0, (5.82)

0
na equacdo (5.76), permanecem apenas as integrais relativas a R,(0), as quais podem ser

feitas numericamente.
5.5 Calculo dos deslocamento es esforcos no contorno e no dominio

5.5.1 Sistema de equacdes

Apos a soma dos coeficientes de h'(Q) e g'(Q) de todos os elementos do

contorno ¢ da soma de em(Q) para todas as células do dominio, agrupando-se os

coeficientes multiplicativos de um mesmo valor nodal, e escrevendo o deslocamento w(Q)
em funcdo dos deslocamentos do elemento ao qual pertence, como ¢ mostrado no item
(4.2.3), pode-se escrever a equagdo (5.64), referente ao deslocamento de um ponto do

contorno, em sua forma matricial da seguinte maneira:

H(Q)U+H, (Q)W, = G(Q)P+G (Q)R, +T(Q)+EQM" (5.83)

onde:
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H(Q), G(Q), H.(Q), G.(Q) U, P, w_,e R, sdo os vetores indicados em

(4.25),
e T(Q) ¢ o coeficiente dado em (4.25),
r 3
0(i)
Mll
o M’ =9M"D P =2sMD L16 o vetor dos momentos iniciais nos nés do contorno e do
- - 0(i)
M22
L e

dominio e tem dimensdo 3(N;) x 1, onde N; € o nimero de pontos do contorno N, mais o
nimero de pontos internos N;,

e E(Q) representa a infuéncia do campo de momentos iniciais sobre o valor do

deslocamento w(Q) do ponto do contorno. Seus coeficientes sdo obtidos por (5.68).

Como foi visto no item (4.3), o sistema de equagdes pode ser obtido de duas
maneiras diferentes. Assim, escrevendo-se duas equacgdes do deslocamento transversal w

correspondentes a cada n6 do contorno e uma para cada canto, obtém-se o sistema de

equacoes:

H H, |(U G G |[P T E

~ - ~ ~ - ~ ~ ~ 0

ﬁ ﬁc Wc E Ec Rc + Tc + Ec M (584)
onde: M" ¢ o vetor dos momentos iniciais, de dimensdo 3N;x 1,

E ¢ uma sub-matriz de dimensdo 2N, x 3N, associada as duas equagdes de cada

no6 do contorno,

E. ¢ uma sub-matriz de dimensdo N, x 3N associada as equagdes dos cantos,

todos os outros vetores e sub-matrizes estdo definidos em (4.36).
Com a resolugdo do sistema (5.84) obtém-se as incognitas do contorno.

5.5.2 Deslocamentos e esforcos no dominio
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Analogamente, ao item (5.4.1), os deslocamentos w(q) de N; pontos internos sdao

dados pela equagdo matricial:

~ e

Y P
w(q) + [Hf(q) H (q)}{v;c} = [Q*(q) C{Z(q)HR~ }+ T (q)+E'M’  (585)

onde: E° ¢ uma matriz de dimensdo N; x 3N, cujos coeficientes sao obtidos de (5.68),
e o0s outros vetores e matrizes estdo definidos em (4.47).
De forma analoga, obtém-se a equagdo matricial das curvaturas W,; em N; pontos

internos, que ¢ dada por:

U P
w,ij(q)+[tl'(q) Iijc(q)}{v;c}{(}'(q) (}:°(q)Hli }+T‘(q)+1§'l\!° (5.86)

~ e

onde:

e E ¢ uma matriz de dimensdo 3N; x 3N,, que representa a influéncia dos momentos
iniciais nas curvaturas dos pontos internos e cujos coeficientes sdo obtidos somando-se os

termos éijkl (q), dados por (5.35), aos coeficientes de E;}lkl (q,p) , dados por (5.71), que

multiplicam as componentes Mﬂl do ponto q.

e 0s outros vetores e matrizes estdo definidos em (4.57).

De forma analoga ao que foi mostrado no item (4.5), pode-se escrever a equagao dos

momentos elasticos, dada por (5.6), em N; pontos internos, da seguinte maneira:

U P
ij.:—[ﬁ:' ﬁ;‘] W +[§" E;‘] R, +T"+E"M" (5.87)

onde:

e E'' tem dimensio 3N; x 3N, e seus coeficientes sdo obtidos a partir dos coeficientes de

E' da equagdo (5.86), de maneira analoga ao que foi feito para H'', no item (4.5),

e 0s outros vetores e matrizes estdo definidos na equacdo (4.58).
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Os esforgos cortantes nos pontos internos sdo dados pela equagdo (5.8), onde os

valores de W,,,, sdo calculadas pela equagdo (5.49). Assim, procedendo-se da mesma

maneira ao que foi feito para a obtengdo da equacdo das curvaturas nos pontos internos,

obtém-se a equacdo da derivada das curvaturas W, s para N; pontos internos:

U P
[ ) |ew Gl frweee oo

~ e

onde:

e E ¢ uma matriz de dimensdo 2N; x 3N, que representa a influéncia dos momentos
iniciais nos valores das derivadas das curvaturas dos pontos internos e cujos coeficientes
sdo obtidos somando-se os termos ﬁg (q) ,dados por (5.47), aos coeficientes de
eg’kl (q,p) , dados por (5.76), referentes as componentes M;’l e Mgz do ponto q.

e 0s outros vetores e matrizes estdo definidos em (4.69).

5.5.3 Momentos (M;;) nos pontos do contorno

Os momentos M nos pontos do contorno, em relagdo ao sistema local de

coordenadas (figura 4.10), de acordo com a equagao (5.5), sao dados por:

i =M; —M;, (5.89)

Como foi visto no item (4.6), tem-se que Mn =M _, valor conhecido apos a

n°?

resolucao do sistema (5.84). Logo, obtém-se:

M, =M, (5.90.2)
M,, = M{, - M}, (5.90.b)
M22 = Mgz - Mgz (5.90.0)

Substituindo-se as equacdes (5.90) em (5.89), obtém-se os momentos elasticos M;

nos pontos do contorno, os quais sdo dados por:
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M =M, +M], (5.91)
€ as componentes Mfz e M;z sdo dadas respectivamente por (4.74) e (4.80).
Considerando-se as equagdes de transformagdo de coordenadas, dadas por (4.81) e

(4.82), obtém-se o valor de M}, em fungio dos momentos iniciais no sistema global de

coordenadas (X, Xy):
M; = {sen2 o —2seno.coso  Cos’ a} M}, (5.92)

Assim, de maneira analoga ao mostrado no item (4.6), obtém-se os momentos
elasticos de um ponto do contorno Q, em fungdo dos deslocamentos, esfor¢os ¢ momentos

iniciais dos nos do elemento j ao qual pertence:

{me}, =[n], {0}, +[g] {P}, +[e];{Mm"}, (5.93)
onde:
e as matrizes [h] e [g] e os vetores {U} e {P}, estdo indicados em (4.84),
e o vetor {M"}, de dimensdo 9 x 1, é composto pelos valores nodais dos momentos iniciais
do elemento j,
e a matriz [¢”] tem dimensdo 3 x 9 e os coeficientes correspondentes a um determinado né

k do elemento sdo dados por:

sen’ o + vcos’ o
[e''], = {senacosa(v—1){sen’ o —2senacosa cos” a} (5.94)

cos’ o+ vsen’ a

Apo6s acoplar todos os elementos que compde o contorno, chega-se a equacdo

matricial de momentos para N,, pontos do contorno, que ¢ dada por:

v P
M+ [f}"(‘l) Hi'c(q):Hvs:c} = [Gj @ G (q)HR~ } FT(Q+E'M" (5.95)

~c

onde:
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e os coeficientes de E'', de dimensdo 3N, x 3N,, estdo indicados em (5.94),

0 . C . i
e ovetor M~ contém os valores dos momentos iniciais em todos os nds do contorno e tem

dimensdo 3N, x 1.
e 0s outros vetores e matrizes estdo indicados em (4.85).
Se 0 n6 Q for um n6 de extremidade, e ndo for duplo, calcula-se os coeficientes

referentes aos dois elementos ao qual pertence e faz-se uma média entre os mesmos.
5.6 Técnica de Solucao
5.6.1 Calculo das incognitas do contorno e deslocamentos w do dominio

O sistema de equagdo (5.84), do qual se obtém as incognitas de N, nos do contorno ¢
N. cantos, ¢ a equagdo matricial (5.85), da qual obtém-se os deslocamentos w em N; pontos
internos, sdo montadas em uma mesma equagdo matricial, porém resolve-se primeiro o
sistema de equagdes, para depois, com os valores das variaveis no contorno, se obter os
deslocamentos nos pontos internos. Assim, escrevendo-se as equagoes (5.84) e (5.85) em

uma mesma equagdo matricial, tem-se:

0 HHA 0y 1€ Clipy | T] |E
0 t+| H H. w (= G G. R (H1T.r+|E. M° (5.96)
wo| o0 1H|' |6 ¢ ' || |

onde 0 sdo vetores nulos, referentes as duas equagdes de cada ponto do contorno e as

equagdes dos cantos.

De uma forma simplificada, a equagao (5.96) pode ser escrita da seguinte forma:

U(qQ)+HU=GP+T+EM" (5.97)
onde:

e o vetor de deslocamentos U(q) de dimensdo (2N, + N, + N;) x 1 é nulo para as linhas

referentes ao sistema de equacgdes,
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e asmatrizes H e E tém dimensdo (2N, + N, + N;) x (2N,, + N;) ¢ a matriz E dimensio
(2N, + N, + N;) x 3(N, + N)),
e osvetores U ¢ P, de dimensdo (2N, + No) x 1, contém os deslocamentos e esfor¢os do

contorno,

e 0 vetor ? tem dimensao (2N, + N, + N;) x 1

0 . ~ , e e
e o vetor M", de dimensdo 3(N, + N;) x 1, contém os momentos iniciais nos pontos do

contorno e internos,

O sistema de equagdes (5.84) pode ser escrito, de forma simplificada, da seguinte

maneira:

HU=GP+T+E'M’, (5.98)

Com a solugdo do sistema (5.98), obtém-se as incognitas do contorno. Entdo, com
esses valores obtém-se os deslocamentos w dos pontos internos, resolvendo-se a parte
restante da equacao (5.96).

Para se obter um procedimento numérico mais conveniente para a analise ndo linear,
sao feitas operacdes matriciais sobre a equacao (5.98), visando-se deixar os termos referentes

aos momentos iniciais isolados. Assim, armazenam-se todas as incognitas do contorno num

—_ —_—
vetor X, trocando-se as respectivas colunas entre as matrizes H e G . Entdo, somam-se

em B os efeitos dos deslocamentos ou esfor¢os prescritos no contorno, ao efeito do
carregamento que atua na placa, obtendo-se:

AX=B+E M’ (5.99)

Multiplicando-se os dois lados dessa equagdo por A7, obtém-se as incognitas do

contorno:

X=L+RM"’ (5.100)

onde: L=A"B (5.101)
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(5.102)

*

, =

R=A"

R representa a influéncia dos momentos iniciais nos deslocamentos do contorno,

L representa a resposta eldstica, sem considerar os momentos iniciais.

Para os deslocamentos internos, de forma analoga ao que foi feito anteriormente,

tem-se:
w(@Q)=—H U+G' P+T+E'M'=—A"X+B+E'M’ (5.103)
Considerando-se a equacdo (5.100), obtém-se:
wup=—A(BA*+A*Eﬁwﬂ+BinNﬂ=1f+R*M° (5.104)
ond: R'=—-A"ATE+E (5.105)
(5.106)

L'=—-A"BA'+B’

5.6.2 Calculo dos esforcos nos pontos internos e no contorno

Pode-se escrever a equacdo dos momentos elasticos do contorno (5.95) e a equagéo

dos momentos elasticos nos pontos internos (5.87) em uma mesma equagdo matricial, dada

por:
H" H'c' U G" G: P ™' E"
i TR A R Ko L e A
Ou de uma forma simplificada:
M=-H"U+G"P+T"+E"M’ (5.108)
onde: H'" e G", tém dimensdo 3(N, + N;) x (2N, + N,),

E'"' tem dimensio 3(N; + Ny x 3(N,+N)),



113

T'"' tem dimensdo 3(N; + N,) x 1.

De forma analoga ao que foi feito para a equagao (5.98) e considerando-se a equacao

(5.100) obtém-se:

M =B"-A"X+E"M°’ =N+SM"* (5.109)
onde: N=B''-A"'LL (5.110)
S=E'"-A""R (5.111)

S representa a influéncia dos momentos iniciais nos momentos dos pontos

internos e do contorno,

N representa a resposta elastica, sem considerar os momentos iniciais.

As derivadas das curvaturas, nos pontos internos, sdo dadas pela equagdo (5.88), que

pode ser escrita na forma:

Wing =—H'U+G'P+T+E'M’ (5.112)

Procedendo-se da mesma maneira que foi feito para a equagdo dos momentos, tem-

SE:
Wop =B'— A'X+ E'M’ =N+ SM"* (5.113)
onde: N=B'-A'L (5.114)
S=E'-A'R (5.115)

Os esforgos cortantes sdo obtidos, substituindo-se os valores de W, 5 , dados por

(5.113), na equagdo abaixo:

Q, =-Dw,,,,—M] (5.116)

ij,i
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Os momentos sdo dados por:

M, =M; - M; (5.117)

onde ij sdo dados pela equacao (5.109).

Como ja foi dito, no inicio do capitulo, a solugdo ndo-linear de placas sujeitas a
cargas transversais € obtida através da formulacao apresentada nesse capitulo, onde admite-

se a existéncia de um campo de momentos iniciais na placa.
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6 MODELOS CONSTITUTIVOS UTILIZADOS

6.1 Introducao

Para o concreto serdo considerados dois modelos constitutivos bidimensionais: um
modelo elasto-plastico com encruamento isotropo negativo, sendo que o critério de
plastificacdo utilizado é o de Von Mises, onde considera-se que o concreto tem resisténcia
somente a compressdo ¢ o modelo de dano de MAZARS (1984). Para a armadura sera
considerado um modelo elasto-plastico bilinear ¢ uniaxial com encruamento isétropo

positivo.

6.2 Modelo Elasto-Plastico

6.2.1 Introducao

O comportamento elasto-plastico, ¢ caracterizado pelo aparecimento de deformagdes
plasticas na estrutura. Tais deformagdes sdo irreversiveis e aparecem quando anula-se a
solicitacdo a que o corpo estava sujeito, se essa ultima tiver provocado tensdes que
excederam o limite eldstico do material. Um tratamento mais detalhado sobre a teoria da
plasticidade pode ser encontrado mas publica¢des de HILL (1950) e MENDELSON (1968),
entre outras.

A teoria da plasticidade é ideal para materiais dicteis, como o ago, mas ¢ usada para
materiais frageis, como € o caso do concreto, de maneira aproximada. Para materiais frageis,
a ruptura, que ¢ devido a abertura de fissuras, ocorre sem plastificag@o significativa, pois t€ém

pequena capacidade de deformacdo, ao contrario dos materiais ducteis.
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Para modelar o comportamento elasto-plastico, deve-se ter relagdes explicitas entre
tensdo e deformacdo, para a fase elastica e a fase plastica, ap6és o escoamento. Deve-se
também ter uma lei de evolugdo do tensor de deformacgdes plasticas, um critério de
escoamento, ou de plastificagdo, que indica quando havera escoamento; e no caso de
modelos que considerem o encruamento, ¢ necessario uma regra de endurecimento, que

governa a variacao da tensdo de escoamento, em func¢ao das deformagdes plasticas.

6.2.2 Modelo Elasto-Plastico Perfeito

No caso uniaxial, o critério de plastificagdo f (G) ¢ dado por :
f(c)=lo|-c, <0 6.1)

onde G ¢ a tensdo a qual o ponto esta submetido ¢ G, ¢ a tensdo de plastificagdo ou de

escoamento, considerada constante.

correcao

/ ——
____________________ Descarregamento/
°© & /ﬂ . carregamento

e

FIGURA 6.1 - Comportamento Elasto-plastico Perfeito

onde o ¢é tensdo suposta totalmente elastica.

A resposta elasto-plastica fica evidenciada no caminho de descarregamento de um

ciclo de tensdo, como ¢ mostrado na figura (6.1), onde para 0<o, tem-se um
comportamento puramente elastico. Ndo se admite tensdes maiores que G, ou scja,

f (0') > 0. Quando isso ocorre em um determinado ponto, deve-se fazer a corregdo da

tensdo. Assim, o mesmo sofre descarregamento, pois ndo ¢ capaz de suportar o estado de
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tensdo a que esta submetido, havendo redistribuicdo de tensdo para os pontos vizinhos e
evolucdo da deformacgao plastica no ponto considerado. Se houver um novo carregamento,
esse sera efetuado sobre a mesma reta do ultimo descarregamento.

Assim sendo, a deformag@o total €, no regime plastico, ¢ composta por uma parcela

elastica €°, e outra plastica g:
e=¢g°+¢° (6.2)

A tensdo ¢ dada por :
c=Es* =E(a—8") (6.3)

Admitindo-se que €,0 e & sdo fungdes de tempo, define-se, em particular,

., de® :
el = dt e diz-se que as deformagdes irreversiveis aparecem quando €° #0. A

deformagdo plastica acumulada num certo intervalo de tempo [t;,t;] ¢ dada por:
t,

el = j €Pdt. O significado de tempo, nesse caso, ndo ¢ o fisico, mas a representagdo da
t1

‘histéria’ do carregamento, isto ¢, cada instante representa um incremento de carga. Do

mesmo modo, pode-se dizer que :
5=E:* =E(¢—¢") (6.4)

A equagdo acima, escrita em termos de taxas, pode ser escrita também, de modo

equivalente, em termos de incrementos, isto €:
Ao = EAg® = E(Ae — Ae”) (6.5)

Considerando-se um comportamento bilinear, isto é, simétrico em tragdo e
compressio, deve-se definir A como sendo o valor absoluto da velocidade de deformagio
plastica €, ou seja:

gP =2 se 6>0 (6.6.2)
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P =-L se o<0 (6.6.b)

Logo, considerando-se as equacdes (6.6), pode-se dizer que:
gl = Xsign(c) (6.7)

onde sign( G ) ¢ o sinal da tensdo a que o ponto esta submetido.

Considerando-se que nao se admite f(O') >0 e que no caso em que

t+At

f(O') aar < 0, tem-se um descarregamento, pode-se dizer que:

A=0 sc f(c),,, <0 (6.8.a)

A20 se f(o)., =0 (6.8.b)

t+At

Observando-se as condigdes anteriores, pode-se dizer que:
AM(c)=0, (6.9)

que ¢ denominada condi¢do de complementariedade.

A fim de ilustrar os casos de evolugdo ou ndo da deformag@o plastica, considere um

certo instante t, onde f (cs)t =0, como é mostrado na figura (6.2). Nessa situagdo, deve

valer f <0 pois f >0 implica em f (0) wac > 0, 0 que ¢ inadmissivel. Se f <0 (caminho
1), tem-se uma situagdo de descarregamento e portanto, ndo ha evolucdo da deformacgdo
plastica (X =0), mas se f=0 (caminho 2), tem-se evolugdo da deformagdo plastica
( A>0 ).

Seja agora um certo instante t, onde f (6) . < 0. Nessa situagdo, o ponto pode ser
carregado até o seu limite elastico, sem haver evolu¢ao da deformacao plastica. Desse modo,
no caso em que o ponto for submetido a uma tensdo exatamente igual ao seu limite elastico,

ter-se-a f (G) =0 cA=0.Casoo ponto seja submetido a uma tensdo maior que o seu

t+At

limite elastico, ele sofrerd descarregamento, havera evolucdo da deformagdo plastica e no

final da iteragdo ter-se a f (G) =0eA>0.

t+At
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Gt
o
2 f(o)eat =0
6, =0, f(c) = 0
f(o-)t+At§< 0
L. €
L
FIGURA 6.2 - Modelo Elasto-plastico Perfeito
onde: o} ¢étensdo suposta totalmente elastica no instante t,

G, ¢tensdo verdadeira no instante t,

f(o)a¢ € 0 valor do critério correspondente ao instante t+At.

Assim, pode-se dizer que:

A=0sef<0ecf<0 ( caso de descarregamento ) (6.10.a)

A>0sef=0ef=0 ( caso de carregamento ) (6.10.b)

Logo, conclui-se que:

AMf=0, 6.11)
que ¢ denominada de condicao de consisténcia.

Pode-se obter o valor de A , através da condi¢do de consisténcia (6.11). Assim, tem-

Se:
. of of oo of of of
______ of .y Of
f= "2 ot " 96°" oo ~E(g-¢")= P E(& - Asign(o)) (6.12)
of 6|c$|
mas — = —— = sign(o) (6.13)
oo

Portanto, substituindo-se (6.13) em (6.12), obtém-se:



121

f= % = sign(c)Eé — )LE[sign(cs)]2 (6.14)

Da relagdo de consisténcia tem-se que A >0 para f=0. Logo, fazendo f=0 na

equacao (6.14), obtém-se o valor de A , para o caso uniaxial:
A= &.sign(o) (6.15)

Vale portanto, a relagio €° = Xsign(c) =¢ para f(6)=0 ¢ f=0, isto ¢, no

escoamento, todo acréscimo de deformacao € plastico.
6.2.3 Modelo Elasto-Plastico com Encruamento Isétropo Positivo

Nesse modelo, o limite elastico inicial se expande, com a evolugdo da plastificagéo.
Isso se da de maneira simétrica em relagao ao centro do intervalo inicial, ou seja, o centro do
intervalo permanece inalterado, mas os limites elasticos de tragdo e compressdo se expandem
simetricamente (ver figuras 6.3 e 6.6), mantendo-se as caracteristicas iniciais de isotropia do
material. E adequado para situagdes de carregamento crescentes, como é o caso apresentado
nesse trabalho. No caso de encruamento cinematico, também ha evolucdo dos limites
elasticos, mantendo-se a forma e a dimensao da superficie, porém o centro do intervalo sofre

translacdo.
* CASO UNIAXIAL

Sera o modelo considerado para os pontos relativos as armaduras. Assim, sera
adotado a curva bilinear, isto ¢, um comportamento simétrico em tragdo € em compressao,
com endurecimento linear do material apds escoamento, como ¢ mostrado na figura (6.3),
que mostra um ciclo completo de tensdo. O trecho 1 representa a fase elastica; no trecho 2, o
material foi submetido a uma tensdo de tragdo maior que o limite elastico, ocorrendo
encruamento e evolucdo da deformagao plastica ao final do descarregamento. Na fase 3, apos

o descarregamento, o material é carregado elasticamente, no sentido inverso, até o novo

enc

y )- Na fase 4, 0 mesmo ¢ submetido a uma tenséo maior

limite elastico de compressao (— ©

que — c§"° , ocorrendo um novo encruamento € nova evolucdo da deformacao plastica, que ¢
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igual a anterior em valor absoluto, mas de sinal contrario. Assim, no final do ciclo, tem-se

uma deformagao plastica acumulada igual a zero.

Descarregamento
/carregamento

o, =2g°
€c 2
Ko,

FIGURA 6.3 - Caso Uniaxial de Encruamento Linear Isotropo

O critério de plastificacdo, nesse caso, € dado por :

f(o,a) =|o|- (cy + Ka) <0 (6.16)
onde:

e K é denominado médulo plastico, ou parametro de endurecimento, dado pela tangente a

curva (oxg"’),
e o ¢ a variavel interna associada ao encruamento, que ¢ dada por: A = |ép|, ou seja,

a=A , no caso da hipotese de encruamento por deformag@o, ou strain hardening
. O"y' =(Gy +Ka) representa a tensdo de escoamento na iteracdo n, depois que o

material tenha sofrido encruamento.

Considerando-se as equagdes de &P, dada por (6.7), e de &, dada por (6.4), e,
ainda, que o = A , a expressao para f ¢dada por:
of . of .

f= gc + aa = sign(c)Eé — A(E + K) (6.17)
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Aqui também valem as condigdes de consisténcia (6.11) e complementariedade (6.9),
mostradas no item anterior. Impondo-se f =0, a condicdo de consisténcia garante que

A>0c portanto:

i g sign(c)E¢

=0="F 1K) (6.18)

O valor de AA ¢ fungdo do incremento de tensdo que ultrapassa o limite de
escoamento, ou seja, o valor do critério no inicio da iteracdo considerada. Portanto, a

equagao anterior ¢ equivalente a :

f(c)”

A=G=7- 6.19
(E+K) (19
onde f (G)a ¢ o valor do critério no inicio da iteragéo
A tensdo plastica ¢ dada por:
6" =E¢” = EAsin(o) (6.20)

Assim, o modelo elasto-plastico uniaxial com encruamento is6tropo é dado por:

Ee¢ se A=0

6=y EK : (6.21)
ma se Az0
EK
t —
onde E' = (E+K) (6.22)

¢ o modulo elasto-plastico tangente.

Assim, analogamente ao que foi mostrado na figura (6.2), para o caso elasto-plastico
perfeito, em um dado incremento n+1, o ponto podera sofrer carregamento plastico (caminho
2 da figura 6.4), isto é, o ponto é submetido a uma tensdo maior que o limite elastico; ou
sofrer descarregamento elastico (caminho 1 ), onde o ponto é submetido a uma tensdo menor

a da iteragdo anterior.
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O-n
n+l __ v
c, =0,
Oy

FIGURA 6.4 - Modelo Elasto-Plastico com Encruamento

Para se obter o valor da tenséo verdadeira G, ,, procede-se da seguinte maneira:
¢ Inicialmente, supde-se que a iteragdo (n+1) ¢ elastica e portanto, tém-se :

_ e
€. =€, +Ac

n+l1

e _ p e _ __V e
Cp = E(8n+1 _Sn) ou 6,,=0, +A6n+1

p — P
8n+l _Sn
an+1 =a’n

e Verifica-se o critério: f,_, = ‘cfm

- (cy + Kocn+1) <0
Condigdo a ser satisfeita : AAf, ,, =0
= Se f,,, <0, tem-se que AL =0 e portanto: & | o

n+l Gn+1
= Se f,,

tal que f,,, = 0, como estd mostrado na figura (6.5). Calcula-se entdo AA , através da

equagdo (6.19) e o incremento de deformagdo plastica Ag®

n+1°

i 5 P . oP — P p —
Atualiza-se, entdo, os valoresde €0, e o ,,: €b,, =¢ed +Aed e, , =, +AN.

A tensdo verdadeira G, ¢ dada por:

— p
Ot = E(8n+1 - 8n+1)

(6.23.2)
ou

> 0, tem-se que AA > 0. Portanto, deve-se procurar um novo estado de tensdo

com a equagdo (6.7).

124
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o,,=0," +Ao}, =0, +Ac,,, —Ac’ (6.23.b)

n+1

P = 3 a
O 1 corregao fn+1
v
0-n+1

8n A8f1+l L

En+1

FIGURA 6.5 - Corregdo da Tensdo, num Modelo Elasto-plastico Uniaxial com Encruamento

onde:

Isétropo Positivo

Ac® ¢ o incremento de tensdo suposto elastico,

c° ¢ a tensdo total suposta eléstica,

o' ¢ atensdo verdadeira,

Ac?® ¢ aparcela plastica de Ac®, ou o excesso de tensdo,
Ac’ ¢ o incremento verdadeiro de tenso,

f? » € o valor do critério no inicio da iteragdo correspondente ao instante t+At.

* CASO MULTIAXIAL

Esse sera um dos modelos utilizados para a placa de concreto. O critério de

plastificacdo, ou de escoamento, no caso bidimensional ou tridimensional, é dado por:

onde:

fG,p)=6-0,(p)<0 (6.24)

e G ¢ atensdo efetiva, isto ¢, a tensdo equivalente ao estado uniaxial, que ¢ calculada a

partir do critério adotado, que, no caso desse trabalho, serd o Von Mises, com resisténcia

somente a compressao,

o O'y(p) ¢ anova tensdo de plastificagdo, apos o encruamento, dada por:
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cy(p) =(cy - p) (6.25)
e p= —lh(c,p) (6.26.2)
¢ a varidvel relacionada ao encruamento isétropo, que, nesse caso, ¢ dada por:

p=-Kg" (6.26.b)

e g’ ¢ a deformagdo plastica efetiva, ou seja, a deformagdo plastica equivalente ao estado
uniaxial,

* O, ¢ a tensao inicial de escoamento.

No caso multiaxial, o critério de plastificacdo serd representado por uma superficie
de plastificagdo (ver figura 6.6). Assim, em uma dada iteracdo n+1, pode-se ocorrer trés

Casos :

eSe f <0, tem-se descarregamento elastico ¢ o ponto estd dentro da superficie de

plastificacao.

oSe f =0, pode-se ter A>0 ou A=0. Na primeira possibilidade, tem-se carregamento plastico
(o ponto cai fora da superficie de plastificacdo, quando soma-se o incremento de tensdo
elastico a tensdo verdadeira da iteragdo anterior), com evolugdo da deformacao plastica e do
encruamento; ¢ na segunda, tem-se um carregamento neutro, que ocorre em materiais
perfeitamente plasticos, onde ndo ha evolugdo da deformagio plastica, ou seja, tem-se f =0
ao final de dois incrementos consecutivos, sem ocorrer encruamento no ultimo incremento
considerado, ou seja, a superficie de plastificacdo permanece inalterada e o ponto ‘anda’
sobre a mesma.

A decomposicao do tensor de deformacdes € dada por :
— gt P
&; =& +¢&; (6.27)

Ou em termos de taxas:

. ie . ap
€ =¢8&; ¢ (6.28)
A lei de plastificagdo, ou regra de fluxo, € expressa por :

¢! =Ar(o,a) (6.29)
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onde A é0 multiplicador plastico e r, que é dado por:
(6.30)

representa o gradiente de tensdo do potencial plastico Q e estabelece a ‘direcdo’ do fluxo
plastico.

Na fase elastica a lei incremental é dada por:
do; = Cydey, (6.31)

onde Cyy, € o tensor de constantes eldsticas para materiais isotropos.

Na fase plastica, o caso multiaxial ¢ associado ao caso uniaxial através da tensdo e da

deformagao plastica efetivas. Assim, a lei incremental ¢ dada por:
do = Kde” (6.32)

A relag@o elasto-plastica entre tensao e deformacéo é dada por:
Oy = Cijkl(skl - 8121) = G (6.33)

onde C* ¢ o tensor dos modulos elasto-plasticos tangentes.

Uma expressao para A pode ser obtida da relagdo para f:

f=f,.6+f,.p=1,.Cé~A(f,.Cr+f,h) (6.34)
Considerando-se a lei de consisténcia, A >0 56 & possivel se f=0. Logo, igualando a

equacao (6.34) a zero, obtém-se:

f,.Cé

A= m (6.35)

Substituindo-se as equagdes (6.35) e (6.29) em (6.33), obtém-se C:
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C se A=0
C* = (crect,) o (6.36)
Tfcr+fh N7

Considere um certo instante t, onde ocorreu uma mudancga incremental na funcdo de

escoamento, dada por df =a—d0'ij =f_do, devida a um incremento de tenséo.
o

Considerando-se que do ¢ tangente a superficie, conclui-se que f, deve ser normal a

superficie para que se tenha f; = 0.

Para um r arbitrario C®® é, em geral, ndo-simétrico. A simetria é recuperada quando
faz-se r =f_ (equagdo 6.30), ou seja, o potencial plastico Q coincide com a fungdo de
escoamento f. Nesse caso, a lei de fluxo ¢ dita associativa. Essa situagdo implica na chamada

regra da normalidade, pois o tensor taxa de deformagdo plastica passa a ter a diregdo da

normal & superficie de plastificagio, ou seja, £° = Af 5
Admitindo-se na equagdo (6.35) que f,.Cr+f h >0, ter-se-a A >0 somente se
f_.Ce > 0. Tendo-se em vista que f_ ¢ normal a superficie, conclui-se que o dngulo entre

f_ e Cg deve ser menor ou igual a 90°. Considerando-se que r =f

o a hipotese

c

f,Cr+f,h> 0,56 ¢ verificada para h = Kf , tendo em vista que C ¢ definido positivo.

Assim, considerando-se a lei associativa e a relagdo h = Kfp , as equagoes (6.26.a),

(6.29), (6.35) ¢ (6.36) resultam em:

&% = Af, (6.37)
p=-AKf, = -AK (6.38)
- f.Cf, +K (6.39)
C se A=0
C*=y  (cf, ®ct,) . (6.40)
C———°%2 se A>0

f.Cf +K
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Assim, considerando-se um algoritmo implicito no calculo das tensdes, o critério de
plastificacdo de Von-Mises, a lei da normalidade, e o encruamento isdtropo positivo, pode-se
dar uma interpretacdo geométrica ao problema no sistema principal, que ¢ mostrada na figura
(6.6). No caso de um algoritmo implicito, a correcdo do estado de tensdes ¢ feita segundo a
normal a superficie na posi¢do atual (n+1) e num algoritmo explicito, a mesma ¢é feita

segundo a normal a superficie da iteragdo anterior (m).

e
n+1

——>corregio

N n+l1

{ Nova
\ superficie de
e plastificacdo,

depois do
encruamenrto
positivo

FIGURA 6.6 - Representagao Geométrica do Critério de Von Mises no caso biaxial

onde: G} ¢é o estado de tensdo verdadeiro do ponto, na iteragdo n,
o, ¢ o estado de tensdo, suposto elastico, na iteragdo n+1,

o, ¢ o estado de tensdo verdadeiro do ponto, na iteragdo n+1.

Escrevendo-se as relagdes (6.37), (6.39) e (6.40) através da notacdo indicial e

considerando-se:

. 6f(0'ij) Pored 641)
° oo i oo i Y
c
d; =2a,Cyy, (6.42)
obtém-se:

&P =Aa, (6.43)

L j
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- aijCijklékl _ aijdij (6.44)
a,d,+K a,d,+K '
sendo G; o incremento de tensdo acima do limite elastico.
Ciu se L=0
C® = (dijamncmnkl) ' (6.45)
Copy———————— se A>0
i amndmn +K
Assim, o incremento verdadeiro de tensao ¢ dado por:
do; = doj; —do; (6.46)
onde: doj; = Cy, de, (6.47)
P dijamn )\’
dot =——do;, =d,d 6.48
! amndmn + K ™ ! ( )

A lei de evolugdo do encruamento ¢ dada em fungdo do trabalho plastico W,

realizado durante as deformagoes, segundo a hipotese de work hardening:

AW, = AE", .5V, = Ae’,,1,O} (6.49)

ij(n+1)

Escrevendo-se a equacdo (6.43) em termos de incrementos e substituindo-a em

(6.49), obtém-se o incremento de deformagdo plastica efetiva:

\%
AS? = A)"aijcij(nﬂ)
8n+1 - —v

cn+l

(6.50)

O Teorema de Euler para fungdes homogéneas diz que se f ¢ uma funcdo
homogénea, tem-se que f;.c = n.f, onde n ¢ o grau de homogeneidade da fungdo. Assim, no

caso do critério de Von Mises, tem-se que f ¢ uma fun¢do de grau unitario, e portanto, pode-

se dizer que G a; = f(csij) . Logo, conclui-se que:

Ae’ =AML (6.51)

n+l1
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e portanto, para os casos em que o parametro de endurecimento K é constante, a equacdo

(6.38) resulta em:

Ap = —KA®’ (6.52)

Assim, para se obter a tensdo verdadeira G

ii(ne1) ©M uma determinada iteracdo

(n+1), procede-se da seguinte maneira:

¢ Inicialmente, supde-se que a iteragdo (n+1) ¢ elastica, portanto t€ém-se:

e

Eijm+1) = Eijmy T Ag ij(n+1)

e — P _ v (3
O = E(Sij(n+l) - 8ij(n)) =0im T Acij(n+l)
=P _ =P
8n+1 8n

€ —e€ I on .
e Com Gy, calcula-se G ,,,, deacordo com o critério especificado.

e Verifica-se o critério de plastificagdo: f ,, = G|, (O'y + Ke? ) <0

n+l n+l1

Condigdo a ser satisfeita: AAf ,, =0.

\4 e

= Se f,,;, £0, tem-se AL =0 e, portanto: G,,1y = Cji(ns1y

= Se f . >0, tem-se AL >0 e, portanto, deve-se procurar um novo estado de tensdo tal

n+1
que f,,, =0, como estd mostrado na figura (6.6). Calcula-se entdo AA , através da

equagdo (6.44), o incremento de deformacdo plastica Ag®,,, com a equagdo (6.50),

atualizando-se o valor de €°,, : &b

— P P 5 .
P =¢&b +Agl. | epor fim, a tensdo verdadeira:

v oy v v e
Ciinry = Oijneny + A0 Gy = Ojjmy + A0y — ANdy (6.53)

~ ~ .. , . +1
onde G}, sdo as tensdes correspondentes ao limite eléstico o§" .

Assim, considerando-se resisténcia somente a compressdo, a superficie de

escoamento, representada na figura (6.6), é dada por:
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Nova K
superficie de <
plastificagdo,
depois do

encruamento

(o))

n+1

O correcao

FIGURA 6.7 - Representagao Geométrica do Critério de Von Mises no caso biaxial, com

Resisténcia somente a Compressao.

* CRITERIO DE VON MISES

Um critério de escoamento ¢ independente da orientagdo do sistema de coordenadas

empregado, sendo, usualmente, expresso em fungdo dos invariantes de tensdo. No critério de

Von Mises, o escoamento ocorre quando o segundo invariante atinge um valor k, ou seja,

quando:
\JJd, =Kk (6.54)
1 -
onde: J, = Esijsij 1,j=1,2,3) (6.55)
sendo S;; a parte anti-esférica do vetor de tensdes, que € dada por:
S;=0;—-08,0n (6.56)
L (6.57)
ec, =" . .
"3

Expressando-se (6.55) em funcdo das tensdes principais, obtém-se:

J, =%[(Gl—02)2+(02—63)2+(63—61)2] (6.58)

Considerando-se um caso bidimensional (¢, =0), o critério, que ¢ dado pela

equacao (6.54), pode ser escrito na forma:
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o +06;-0,0, <3k’ (6.59)

que € a equacao de uma elipse, como esta representado na figura (6.6).
Do ensaio uniaxial, obtém-se uma relagdo entre k e Gy(p), dado pela equagdo

(6.25), e o critério passa a ser:

f(5,p) = /39, —o,(p) =0 (6.60)

Logo, a tensdo efetiva ¢ dada por:
c=,/3J, (6.61)

Escrevendo-se agora a equagdo (6.55) de J,, para o sistema x;X,, obtém-se;
ot : o
J2—612+2 (0'11—0,“) +(022—0'm) +0, (6.62)

Desse modo, os valores de a;;, dados pela equagdo (6.41), resultam em:

oty A3 a1,
1703, 80, 2,3, 0o

a (6.63)

* MODELO ELASTO-PLASTICO COM ENCRUAMENTO ISOTROPO
NEGATIVO

Esse sera um dos modelos utilizados para a placa de concreto. A formulagdo ¢
idéntica aquela apresentada para o caso multiaxial com encruamento isétropo positivo. A
unica diferenga, ¢ que o modulo plastico K ¢ definido negativo, ao invés de positivo. Assim,
ao invés dos limites elasticos aumentarem de valor com a evolucdo da deformagdo plastica,
eles diminuem. Graficamente, para o caso uniaxial, considerando-se que nao haja resisténcia

a tracdo, o modelo ¢ representado por:
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c
L O e -
Ao’ =correcio a
Oy | A 7?______?_ foi
Ao o’ :
n+1 N+l oo e . —
5 Ac’
v H +1
—+ o, +KE o -
AV AV €
8:+1 8:’l+1
L
1

En+l

FIGURA 6.8 - Correcdo das Tensdes para o Modelo Uniaxial de Encruamento Is6tropo
Negativo

6.3 Modelo de Dano

6.3.1 Introducao

A Mecanica do Dano Continuo tem sido aplicada na solugdo de varios problemas
dentro da engenharia, aos quais se incluem a modelagdo da deterioragdo lenta do material
(creep damage) (KACHANOV (1984) ¢ MURAKAMI (1981)), dano por fadiga
(LEMAITRE (1984) e MARIGO (1985)), interagdo deterioragdo lenta-fadiga (LEMAITRE
& CHABOCHE (1974) e LEMAITRE (1984)) entre outros.

Esse sera um outro modelo a ser considerado para o concreto, onde se considera que
a ruptura ocorre devido ao processo de abertura de fissuras, que provoca perda nas
propriedades mecanicas, isto €, ha perda de rigidez e da resisténcia apos-pico. O fenomeno

de
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perda de resisténcia é conhecido como amolecimento ou ‘softening’ e é representado pela
reducdo do limite elastico; a perda de rigidez ¢ devido a redu¢do do modulo de elasticidade,
ou modulo de Young. Assim, esse modelo permite relacionar as alteragcdes na estrutura
interna, a nivel microscépico, com os fenomenos evidenciados macroscopicamente. Como
no caso do concreto a fissuracdo ¢ o fendmeno dominante que comanda o
comportamento ndo-linear, esse ¢ um bom modelo.

Assim, o modelo de dano, baseado na termodinidmica dos processos irreversiveis,
descreve a evolucdo local do processo de deterioragdo do material, através de variaveis
internas, partindo-se de uma configuragdo inicial ideal, sem defeitos, até um estado final
onde fissuras ou macrofissuras possam ser observadas. O meio deteriorado é tratado como
um meio continuo de rigidez e resisténcia reduzidas. O dano se inicia com pequenas
deformagdes, desenvolve-se progressivamente atingindo uma taxa maxima logo apos o pico
de tensdo e tende a um valor assintotico com o crescimento da deformagdo, como é mostrado
na figura (6.9), para o caso uniaxial, onde pode-se observar que a resisténcia do concreto a
compressdo ¢ aproximadamente dez vezes maior que a tracdo. A figura (6.9) ndo € referente
a nenhum modelo especifico, ela ¢ apresentada apenas com a finalidade de ilustrar o

problema.

FIGURA 6.9 - Modelo de Dano Uniaxial no Concreto

d , . Joon ~ . .
onde: 6" é o novo limite elastico em tra¢do do material danificado,

o ° ¢ a tensdo suposta elastica,
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G ¢ ¢ o limite eldstico inicial em compressao,

o' & o limite elstico em tragdo,

E é o modulo de elasticidade inicial,

E(1-D¢) é o moddulo de elasticidade do concreto danificado,
Dcr € o dano no concreto em tracao,

Dcc € o dano no concreto em compressao.

Na figura (6.9), tem-se a representagdo de um ciclo de tensdo, onde o trecho 1
representa um carregamento elastico em trag@o. No trecho 2, o material foi submetido a uma
tensdo de tragdo maior que o limite elastico, ocorrendo evolucdo do dano e da deformagdo

plastica ao final do descarregamento do trecho 3. Se houver um novo carregamento em

tragdo, ele se dara pela reta 3 ¢ o novo limite elastico de tragdo do material com dano ¢ c®.
Apos o descarregamento do trecho 3, o material é carregado elasticamente, no sentido
inverso, segundo uma rigidez igual ao do trecho 1 (caminho 4) Assim, pode-se observar o
comportamento unilateral do concreto, que ¢ traduzido pela recuperagdo da rigidez inicial
quando ha inversdo no sentido de carregamento, apds ter sido submetido a um nivel de dano
elevado, causado pela tensdo de tragdo. Isso ocorre, porque fissuras previamente abertas se
fecham. No trecho 4, o material é carregado elasticamente até uma tensdo de compressao
maior que o limite elastico, ocorrendo evolugdo do dano em compressdo e da deformagio
plastica ao final do descarregamento do trecho 5.

Estudos mostram que a resisténcia mecanica efetiva do concreto ¢ muito baixa em
relagdo a resisténcia tedrica necessaria para vencer a coesao molecular considerando o meio
como homogéneo ¢ livre de defeitos. Isso ocorre devido a presencga de defeitos internos do
material, os quais se apresentam sob a forma de poros, microfissuras ou vazios. Os poros se
encontram na pasta de cimento ¢ nos agregados; as microfissuras ocorrem mesmo antes da
aplicagdo dos esforcos devido ao fendmeno de retragdo mais liberagdo de calor que ocorre na
cura e os vazios sao causados por insuficiéncia no adensamento e/ou cura do concreto fresco.

Os modelos de dano podem ser escalares, isotropos, ou anisotropos, dependendo da
natureza da variavel de dano usada. A varidvel interna de dano muda de acordo com o
modelo considerado; assim, a mesma pode ser fungdo da deformacdo equivalente, da
densidade de vazios, de uma combinac¢do da parte hidrostatica e da parte desviadora do
tensor de tensdes ou de outros. Pode-se ter modelos que envolvam o comportamento
unilateral do concreto, outros que consideram a evolugdo da deformagdo plastica, onde as

mesmas sdo causadas por microfissuracdes e deslizamentos plasticos, outros, ainda, onde a
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evolucdo do dano é devido a uma combina¢do de mudangas da area ¢ da orientacdo dos
microdefeitos. Pode-se também, ter modelos de dano que combinam a teoria classica da
plasticidade com o modelo de fratura, outros que combinam a teoria da plasticidade e o
modelo de fissura localizada. Assim, a escolha do modelo apropriado dependera do tipo de
problema em questdo e da precisdo requerida, que é funcdo do numero de pardmetros a
serem identificados.

Nesse trabalho sera usado o modelo de MAZARS (1984), que, devido a sua
simplicidade, podera evidenciar o seu uso em conjunto com o Método dos Elementos de

Contorno (MEC).

6.3.2 Formacao e Propagacao de Fissuras

A nivel microscopico, o concreto ¢ considerado como um material composto de duas
fases homogéneas: a pasta de cimento e os agregados. Na zona de contato entre a pasta e o
agregado, a pasta ¢ mais porosa e portanto, menos resistente. Onde a ligacdo ¢ solicitada a
compressao, ela se compacta e onde ela é solicitada a tragdo, ela se rompe mais facilmente
que o resto da pasta e o agregado. Assim, as primeiras fissuras aparecerao primeiro na
interface pasta/agregado, para depois se propagarem na pasta e nos agregados. Se o agregado
apresentar resisténcia elevada, elas se propagardo primeiro na pasta, se ndo elas se
propagardo primeiro no agregado. A nivel macroscopico, o concreto ¢ considerado, no
estado inicial, como um material homogéneo ¢ isotropo.

A heterogeneidade do concreto ¢ devido aos seus diferentes constituintes e também a
ndo uniformidade do estado de tensdo interno, causada pela presenca de vazios, por cargas
ndo uniformes e pelas diferentes orientagdes das superficies formadas pela pasta e agregados
e entre agregados, em relacdo a dire¢do de uma for¢a aplicada. Com isso, os niveis de
solicitacdo local podem variar muito em relagcdo ao valor nominal da solicitacdo aplicada. A
presenca de vazios favorece a concentragdo de tensdes, sendo pontos favoraveis a formagao
de fissuras.

Na mecéanica da fratura, tem-se trés tipos basicos de abertura de fissura:

e Modo I: a abertura de fissura é devido a um esfor¢o perpendicular a superficie do defeito.

e Modo II: ha escorregamento das superficies da fissura devido a um esforgo cisalhante
aplicado no plano dessas superficies e paralelo ao defeito.

e Modo III: ha escorregamento das superficies da fissura, devido a um esfor¢o cisalhante

que atua no plano dessas superficies e em direcdo perpendicular ao defeito
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o=

Modo I Modo 11 Modo III

FIGURA 6.10 - Tipos de Abertura de Fissura

A nivel microestrutural, observou-se que no caso de tracdo uniaxial o crescimento
dos microdefeitos ocorre em diregdo perpendicular a da solicitagdo, isto é em modo I, até a
formacao de uma microfissura. Na compressao uniaxial, o efeito de Poisson, que ¢ traduzido
pelo aumento da resisténcia quando aumenta-se a menor tensdo de compressdo num ensaio
de tragdo-compressdo biaxial, e a heterogeneidade do material produzem alongamentos e
tensdes de tragdo que fazem com que as microfissuras se desenvolvam paralelamente a
solicitagdo, segundo um modo misto de abertura (modo I e II).

As microfissuras crescem predominantemente em modo I, sempre que o material,
sujeito a um esfor¢co genérico, apresentar alongamentos. Isso explica o comportamento nao

simétrico do concreto em tragdo e compressao.
6.3.3 Variaveis de Dano

Seja um soélido danificado do qual é retirado um elemento de volume representativo
(Figura 6.11). Tal elemento ¢ pequeno a fim de ser interpretado como um ponto material do
continuo, mas suficientemente grande para incluir as imperfei¢des e os varios ingredientes

do meio.

FIGURA 6.11 - Elemento de Volume com Dano
Na figura (6.11), S ¢ a area total da secdo definida pelo versor n e Sy é a area com
defeitos. Em S, as microfissuras ¢ microdefeitos que contribuem para o dano t€ém uma
distribui¢do aleatoria. Assim, sendo S a 4rea resistente efetiva, pode-se definir a area com

defeitos Sy, como:
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(6.64)

Através da hipotese de continuidade, pode-se ter uma medida mecanica do dano

local D, ou densidade superficial do dano, num determinado plano de normal n ¢ area S,

representando o caso de dano anisotrdpico, € que ¢ dada por:

. SO
D, =lim—- (6.65)
S—0

onde: 0<D <1
D, = 0 representa o material integro,

D, =1 representa o estado limite de dano.

o Hipoéteses de Isotropia

O modelo de dano isétropo € baseado na hipotese de que os microdefeitos t€m uma
distribui¢ao uniforme no elemento, isto ¢, a variavel de dano ¢ independente da normal n.

Assim, o dano ¢ representado por uma variavel escalar D¢ e a hipotese de isotropia ¢ dada
por:

=D, Vn (6.66)

6.3.4 Deformaciao Equivalente

Considere, no caso unidimensional de dano isotropo, um corpo em equilibrio

estatico, sujeito a uma forga F. Pode-se escrever a tensdao no mesmo como:

F
(6.67)

A variavel de dano isotropo é dada por:
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D, = 6.68
Considerando-se a equagdo (6.68), a area efetiva ¢ dada por:
S=s-5,=5(1-D) (6.69)

Pode-se definir a tensdo efetiva G como a tensdo aplicada a parte resistente da

secdo. Assim, considerando-se as equagdes (6.67) e (6.69), tem-se:

oS ___© (6.70)
s(1-p.) (1-p.)

o=

wI| =

onde: 620,
6 =0 representa um material integro,
0 — o representa um estado limite de deteriorizagdo.
A hipotese de deformacdo equivalente dada por LEMAITRE, CHABOCHE (1985) ¢
a seguinte: “O mesmo estado de deformagdes de um material com dano pode ser derivado do
material integro onde a tensdo usual ¢ substituida pela tensdo efetiva”. Pode-se ilustrar essa

hipotese da seguinte maneira:

—
Q

s
al

l, | 5

FIGURA 6.12 - Deformagdo Equivalente
Portanto, a deformacdo no material integro, que ¢ equivalente & do material com

dano, ¢ dada por :

m
I

6.71)

= al
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onde E ¢ o0 mddulo de elasticidade do material integro.

Logo, a deformagdo no material com dano ¢é dada por:

E=—=———v=—= (6.72)

onde E ¢ o modulo de elasticidade do material com dano.

6.3.5 Modelo de Mazars

Esse modelo apresenta bons resultados na analise de dano no concreto sujeito a carga
proporcional ou ciclica. A variavel de dano é funcdo da deformacgdo equivalente, que

caracteriza o estado local de alongamento do material.

* Hipoteses Basicas

® O concreto em processo de dano evolutivo tem comportamento elastico, isto €, ndo ha
evolugdo de deformagdo plasticas num descarregamento, como ¢ observado

experimentalmente.

® Supde-se que o dano seja causado somente pela existéncia de extensdes (alongamentos),

que ocorrera ao longo de uma, ou mais, dire¢des principais de deformagao.

® Em geral, o dano conduz a uma anisotropia do concreto, que ¢ considerado inicialmente
como isétropo, mas a fim de simplificar o modelo, o dano serd considerado como

isétropo.
® O dano ¢ representado por uma variavel escalar D¢, cuja evolucdo ocorre quando a

deformagdo equivalente € ultrapassar um limite elastico dado.

* Relacoes Elasticas entre Tensao e Deformacao

Pela lei de Hooke, o estado de tensdo elastico para um caso de estado plano de

tensdo, em uma iteragdo n, ¢ dado por:
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A%
1 0 |e (6.73)
0

onde: E é o médulo de elasticidade inicial ¢ v € o coeficiente de Poisson.
Passando-se as tensoes, dadas por (6.73), para o sistema principal, pode-se escrever a

tensdo em uma dada direg@o principal i como:

c,=0; +0; i=1,2) (6.74)
onde: (6.75)

Assim, pela lei de Hooke, pode-se obter as deformagdes €, devido as tensdes de

tragdo e as deformagdes €. devido as tensdes de compressdo, em cada diregdo principal:
1

1+v Ve
ey = ¢ c:—EZc; (6.76)
j=1
1+4v . v L
£, =g ci—Ezcj (6.77)
i=t

A deformacdo total €;, em uma dire¢do principal i, ¢ dada por:

€& =8 T8 (6.78)

* Defini¢do de Deformacio Equivalente &

A partir das deformacdes principais, dadas por (6.78), pode-se obter os alongamentos

+ di ~ C e el
Si nas airegoes principais i:
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+

3o

g;

1

) (6.79.a)

e/ =¢, se g >0

ou seja: (6.79.b)

e/ =0 se g <0

Com o valor dos alongamentos €; , obtém-se a deformagio equivalente €, que

representa o estado de alongamento no sistema principal:

— 2 2 2
sz\/af +&;, +¢€; (6.80)
Deve-se observar que, segundo as hipétese feitas nesse trabalho, tem-se €3 = 0.

e C(Critério de Dano

O dano aparece quando € = €y, que ¢ a deformagdo correspondente ao esforgo

maximo em uma prova de tragdo uniaxial, como ¢ mostrado na figura abaixo:

pico

FIGURA 6.13 - Prova de Tragdo Uniaxial

Assim, o critério de dano ¢ dado por:

f(g,D.)=g-S(D.)<0 (6.81)
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onde: S(0) = €4, € 0 limite eldstico inicial e S(DC) ¢ igual a deformagdo equivalente da

iteracdo anterior, se o ponto ja estiver danificado, pois caso contrario, S(DC) = S(O).

Analogamente ao caso elasto-plastico, a evolugdo do dano D¢ (LEMAITRE e

CHABOCHE, 1985), ¢ dada por:

D.=0 sc f(E,DC) <0e f(g, C) < 0 (caso de descarregamento) (6.82.a)

D
DC >0 se f(E,DC) =0e f(E,DC) = 0 (caso de carregamento) (6.82.b)

No caso bidimensional, pode-se ter também o caso de carregamento neutro
(f(E,DC) = (), onde ndo ha evolugdo do dano (DC =0).

Nao se admite f > 0 ; quando isso ocorre, ha evolugdo da variavel de dano e o0 novo

limite elastico passa a ser S(D¢), que € dado pelo estado de alongamento atual:

S(D.) = e+ +et’ (6.83)

€

FIGURA 6.14 - Superficie de Ruptura em Deformacao

A representacdo geométrica do critério no espago, ou seja, a superficie de ruptura, ¢é
dada por um quarto de uma esfera de raio S(D¢), como é mostrado na figura (6.14). Se o
ponto cair dentro da superficie, quer dizer que o estado de alongamento atual € é menor que
o limite elastico S(D¢) e, portanto, ndo ha evolu¢do do dano. Por outro lado, se o estado de
alongamento atual € for maior que S(Dc), o ponto cai fora da superficie e, portanto, ha
evolugdo do dano.

Para o caso bidimensional, a superficie de ruptura no espago das tensdes principais €

dada por:
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G,/ f,

c,/f,

-1

FIGURA 6.15 - Superficie de Ruptura em Tensdo
onde f. € a resisténcia a compressdo.

* Calculo da Variavel de Dano

Em tragdo uniaxial as microfissuras se desenvolvem perpendicularmente a direcao
do esforgo ¢ em compressdo uniaxial paralelamente, como ¢ mostrado na figura (6.16).
Portanto, para descrever esse comportamento nao simétrico do concreto, deve-se definir duas
variaveis escalares de dano, uma para compressdo Dcc e outra para tragdo Dcr, cujas

evolugdes sdo governadas por leis independentes.

FIGURA 6.16 - Microfissuracdo em Tragdo e Compressao Uniaxiais.

No caso multiaxial, cada uma das componentes de tensdo pode contribuir para a
evolugdo do dano, assim a varidvel de dano é uma combinacgéo linear de Dcr € Dcc, as quais
sdo definidas, de modo a representar com boa precisdo as curvas experimentais de tragdo e

compressao uniaxial para o caso de carregamento proporcional.

D.=a;D+aDec (6.84)
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onde: 0<a.<1,0<a,<lea,+a.=1,

e, \1-A A
D, =1- u - ) - ' , (6.85)
& exp[BT(§ — &, )]
e, \1-A A
D=1~ A = C)— > : (6.86)
& exp[BC(E —g, )]
>
8+
o, = (687)
T 8; s .
>
8+
=il (6.58)
C 84\-] s .
3
gy = z:s;i +E¢ (6.89)
i=1

onde &y € &c sdo obtidos, respectivamente, a partir das equagdes (6.76) € (6.77) ¢ €1 € €.

sdo obtidos considerando a equagdo (6.79).

e No caso de tragdo pura ter-se-a: 0.y =1, o =0 e portanto: D =D ;.

e Para compressdo pura ter-se-a: 0. =1, o.p =0 e portanto: D =D .

No trabalho de ALVARES (1993), ¢ descrito o processo de identificagdo dos

parametros E, Ar, Ac, Br, Bc ¢ €y, que sdo caracteristicos de cada material. Assim,

utilizando-se o ensaio de compressdo diametral para a identificagdo de €, , o ensaio de

compressdo uniaxial para a determinagdo de E, Ac B¢ e um processo analitico de
minimizacdo do erro entre a resposta numérica ¢ a experimental para a identificagdo de Ar,

Br, chegou-se aos seguintes valores médios:

E =29200Mpa, At =0.995, Br = 8000, &4, =0.00007, Ac =0.85, Bc = 1620.
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Assim, a partir do estado de tensdo elastico, dado pela equagdo (6.73), calcula-se a
deformagio equivalente €, através da equagdo (6.80), e verifica-se o critério. Se f> 0, deve-

se atualizar a variavel de dano D, através da equagao (6.84).

+* Estado de Tensao Verdadeiro

® (Considerando-se uma iteracdo n de um determinado incremento, através do incremento

de curvaturas, calcula-se o incremento de deformagdes elasticas Ag; pela equacdo (2.4).

Soma-se esse Gltimo ao vetor de deformacgdes da iteragdo anterior, obtendo-se o vetor de

deformacdes totais ¢,. Entdo, calcula-se as tensdes supostas elasticas oy através da

equagao (6.73).

® Passa-se ¢ para o sistema principal e através das equagdes (6.76), (6.77), (6.78) e (6.79)

calcula-se os alongamentos &; nas dire¢des principais. Entéo, calcula-se o alongamento
equivalente g€, através da equacdo (6.80).

® Verifica-se o critério:

= Se g, < €y, 0 ponto nao esta danificado: D¢my=0.

=Se g, > €4, O ponto estd danificado. Nesse caso, deve-se comparar &, com a

deformagéo equivalente da iteragéo anterior S(D.)=¢€,_;:

e Se f=¢g,—¢, , <0, tem-se um descarregamento e portanto, o incremento ¢ eldstico.
Nao precisa atualizar a varidvel de dano, ou seja: Demy=Dc-1).-

e Se f > 0, tem-se um carregamento. Deve-se atualizar a varidvel de dano, através da
equagdo (6.84).

® O estado de tensdo verdadeiro o, ¢ dado por:

oy =(1- DC(,,))D~0 :, (6.90)

onde Dy € o tensor elastico do material integro. Para o caso de estado plano de tensdo, tem-

S€:
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. carregamento
‘em Tracao

‘Pura

(6.91)

Caso de
descarregamento
em Compressao
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-
€, 7T*107°¢€,

FIGURA 6.17 - Modelo de MAZARS em Tragao e Compressao
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Através desse algoritmo, pode-se observar que se o ponto estiver danificado numa

iteracdo (n-1) e na iteragdo seguinte 0 mesmo sofrer descarregamento de tal forma que sua

deformagdo equivalente &, seja menor que €, , 0 ponto recupera sua rigidez inicial E. Essa

recuperagdo de rigidez ndo estd representada na figura (6.17), porém ela é considerada,

porque no processo iterativo utilizado para encontrar a posi¢ao correta da linha neutra (ver

item 7.3), uma das estimativas da posicdo da linha neutra ¢ feita considerando-se a secdo

toda comprimida. Desse modo, pontos que estavam muito danificados em tracdo, sdo

submetidos a tensdes de compressdo e, nesse caso, como ¢ observado experimentalmente, ha

recuperacgdo da rigidez inicial.
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7 SOLUCAO NAO-LINEAR DE PLACAS SUJEITAS A CARGAS
TRANSVERSAIS

7.1 Introducao

A solug@o ndo-linear de uma placa sujeita a cargas transversais, ¢ obtida através da
formulag¢ao de placas apresentada no capitulo (5), que considera um campo de momentos
iniciais. A solugdo numérica apresentada é baseada no processo de tensdes iniciais, descrita
no trabalho de ZIENKIEWICS et al. (1969), bastante empregada com o Método dos
Elementos Finitos (MEF). Nesse trabalho, sera considerado somente a ndo-linearidade fisica,
aqui representada por modelos elasto-plasticos e da mecanica do dano.

A solugdo de um problema nao-linear ¢ incremental-iterativa e depende da ‘historia’
do carregamento. E incremental, pois o calculo ¢ dividido em varios incrementos de carga,
para permitir a aproximacio linearizada do fendmeno. E iterativa, porque em um incremento
de carga, a solucdo ndo-linear ¢ obtida apds n iteragdes, quando o equilibrio da estrutura
tenha sido verificado, com um erro aceitavel. Se o processo nao convergir dentro de um
limite maximo de iteragdes prestabelecido, considera-se que a estrutura ndo é mais capaz de
encontrar um estado de equilibrio, isto ¢, a carga limite foi ultrapassada. No trabalho de
OWEN& HINTON (1980) esta detalhada a abordagem numérica que foi empregada no

presente trabalho.
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7.2 Modelo Estratificado

Admite-se que a placa é dividida em camadas, as quais podem ter espessuras e
propriedades diferentes, considerando-se, porém, constantes as propriedades sobre cada
camada, como ¢ mostrado no trabalho de FIGUEIRAS (1983). O calculo em camadas ¢
importante numa analise ndo-linear, pois permite representar a distribui¢do ndo-linear das
tensOes ao longo da espessura e ¢ essencial na andlise de placas compostas de materiais
diferentes, como € o caso da placa em concreto armado. Material e modelos constituivos
distintos podem ser admitidos para cada camada. Deve-se notar, entretanto, que a
distribui¢ao da deformacdo ao longo da espessura ¢ linear, mesmo se o estado de tensdo ja

tenha atingido o comportamento ndo-linear.

7.2.1 Calculo do Momento Interno Resultante em uma Secio da Placa

Para cada camada, atribui-se um valor de tensdo associado a sua superficie média e
considera-se que as componentes de tensdo sdo constantes ao longo da espessura t, da
camada (ver figura 7.1). Assim, a distribui¢do das tensdes ao longo da espessura poderia ser
representada por retdngulos, como estd mostrado na figura (7.1). Nesse trabalho, porém, a
distribuicao sera representada por polinomios. Nao ha necessidade de se definir a forma da
distribuicdo das tensdes nas camadas ou na espessura da placa, pois como a integragdo das
tensdes ao longo da espessura da placa de concreto, ¢ feita através da formula de quadratura
de Gauss, as propriedades do material e o valor das tensdes precisam ser especificados

apenas nos pontos de Gauss.

___, Camadas de

/ concreto
fo o8
Camadas _— ! n
de armaduras N
\J/ X3 A\ S
o.iSj(n)

FIGURA 7.1 - Modelo Estratificado para o Concreto Armado

onde: —t/2<x, <t/2,sendotaespessura da placa,
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t

X, = E_,E (7.1.a)
t

dx, =Ed§ (7.1.b)

Os pontos de Gauss, definidos ao longo da espessura em fungdo da coordenada
homogénea &, representardo as camadas de concreto, como ¢ mostrado na figura (7.1), e as
armaduras serdo distribuidas em pontos adicionais, cujas posi¢cdes sdo previamente
estabelecidas. A espessura equivalente de uma camada de ago € tal que a area correspondente
da armadura permanega inalterada. Os valores das deformacgdes seguem as regras de
Bernoullie, enquanto as tensdes devem obedecer o modelo constitutivo adotado.

A partir dessa aproximacdo, os momentos resultantes na secdo sdo obtidos pela

integragdo das respectivas componentes de tensao ao longo da espessura, ou seja:

t/2 Ns
C s .
M; = Icijx3dx3 + Zcij(")SijAs(n)xgs G(,j=1,2) (7.2)
—-t/2 n=1

C 4 ~
onde: O ¢atensdo naplaca de concreto,

Ns é o numero de armaduras,

X3g € a posi¢do da armadura n considerada,

G.S.(“)

ij ¢atensdo naarmadura n,

A

s © aarea da armadura n.

Para a integracdo numérica do primeiro termo de (7.2), é necessario um nimero
adequado de pontos de Gauss para que se obtenha uma boa aproximacgdo das tensdes e
esforgos resultantes satisfatorios.

Fazendo-se a mudanga de coordenadas, indicada nas equagdes (7.1) e a integragdo
numérica (item 4.7.1), a primeira parcela da equacdo(7.2), relativa a placa de concreto, pode

ser escrita como:

t/2 tz 1 tz Ng
ME = IG§X3dX3 =jj055d§=7205(m)§mwm (7.3)
—t2 e 1G=1
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onde Ng é o nimero de pontos de Gauss.
Logo, os momentos internos resultantes, em uma determinada se¢do da placa, sdo

dados por:

t Ng
ij - T z C(IG)glGWlG + ZGS(H)S AS(n)XSS (,j=1.2) (7.4)
1G=1

n=1
7.2.2 Processo para Zerar a Normal Resultante numa Se¢do da Placa

O valor do momento interno resultante, dado pela equagdo (7.4), é referente a uma
placa composta de somente um material, que tenha comportamento simétrico em tragdo e
compressdo. Nesse caso, 0 momento interno € calculado considerando-se que a linha neutra,
na secao considerada, passa pelo seu ponto médio (x3=0), isto é, admite-se que a distribui¢do
de tensdes € simétrica em tragdo e compressao. Contudo, deve-se levar em consideragdo, que
o comportamento do concreto ndo € igual em tragdo e compressdo e além disso, € usual que
as armaduras ndo sejam simetricamente distribuidas. Com isso, a linha neutra ndo coincide
mais com a superficie média da placa. Como no caso de flexdo simples, que é o caso
considerado nesse trabalho, a placa ndo pode ser submetida a for¢as normais, somente a
cargas transversais, deve-se procurar a nova posi¢ao da linha neutra para que se tenha a forga
normal resultante nula, a fim de se continuar a ter um caso de flexao simples.

O comportamento nao linear e/ou ndo simétrico dos materiais faz com que uma
mudanca na posi¢ao da linha neutra em uma determinada direcao (X;, X, ou X;X;) influencie o
valor da normal resultante em outra diregdo. Portanto, as posi¢des da linha neutra nas trés
diregdes sdo dependentes e consequentemente, cada vez que se estima a posi¢do da mesma
em uma direcdo, deve-se verificar a forga normal resultante nas outras dire¢des. Assim,
primeiro faz-se com que a normal resultante na dire¢do Xx; seja nula, entdo estima-se a
posicdo da linha neutra em x, e verifica-se o valor da normal em x;. Esse processo continua
até que a normal resultante nessas duas diregdes sejam nulas. Em seguida, estima-se a
posicao da linha neutra em x;x, e verifica-se as direcdes X; € X,. No final desse processo
iterativo, ter-se-a a normal resultante nula nas trés direc¢des.

A estimativa da nova posi¢do Z; da linha neutra, em uma diregdo ij, ¢ feita por

. ~ . , : 1
interpolagdo linear, como é mostrado na figura (7.2), usando-se os valores das normais N i ©

2 . . o~ 1 2 .
Nij previamente calculados, respectivamente, para as posi¢coes Zij e Zij da linha neutra.

Assim, a nova posi¢ao Z;; ¢ dada por:



"
Ni T
N
‘Nii:O
z; z, Z;

FIGURA 7.2 - Estimativa da Linha Neutra
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(7.5)

o L X 1a 2
Na primeira estimativa de Z; ndo ha um segundo ponto Z; para se fazer a

interpolacdo, entdo adota-se, 0 mesmo de tal forma que a secdo fique toda comprimida.

Assim, calcula-se o valor da normal para essa posi¢ao ¢ entdo faz-se a primeira estimativa de

Z;;., calculando-se a normal Nj; para essa posi¢do. A partir da segunda estimativa, ter-se-a

A . 1 2 . ~ . . . ~
trés valores de normais: N'ij e N'ij da interpolagdo anterior € Nj;. Assim, para a interpola¢do

. 2 1 Lo
seguinte, adota-se N = N; e Ny, serd igual a:

1 2 2 1
NL=N? se [22-z,|<|2i-z,

ou

Nj =Ny se (22, <[22,

ij ij

(7.6)

(7.7)

A cada nova estimativa da linha neutra, deve-se calcular o incremento de

~ LN ~ LN . B .
deformagdes Ag;" e de tensdes Ao, devido a mudanga da mesma. O incremento de

deformacdes € dado por:

Ag™ =(Zi°j - Zij)w,ij (.j=

1,2)

(7.8)
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0 ., o~ . . . ~ ’
onde Zij ¢ a posi¢do da linha neutra no inicio da iteragdo ¢ W,;; ¢ o vetor das curvaturas.
LN : ~ S e :
Somando-se Ag;~ ao incremento de deformagdes elastico Ag; devido ao
~ . . ~ T
carregamento (equagdo 2.4), obtém-se o incremento de deformagdo total Ag;;. Somando-se
1y o . . ~ . -1 ,
esse ultimo ao vetor de deformacdes verdadeiras da iteracdo anterior AS;; , obtém-se o

vetor de deformagdes totais 8;} , como ¢ mostrado na figura (7.3) para uma dada direcdo ij.

FIGURA 7.3 - Distribui¢do das Deformagoes em uma Se¢do da Placa

0
ij >

A fim de se determinar a posi¢do da linha neutra Z ., na dire¢do ij e no inicio de

uma iteragdo n, considere a figura (7.4), onde P representa um ponto de Gauss qualquer ao

longo da espessura. A posi¢do do ponto P em relagéo a linha neutra atual é dada por:
7" = —- (7.9)

e a posicao do ponto P em relagdo a linha neutra na posi¢ao (0, 0) € dada por:

t
Z" =28 (7.10)

Logo, de acordo com a figura (7.4), a posicao inicial da linha neutra ¢ dada por:

0 _ 0(P)
Z;= AR Z; (7.11)
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FIGURA 7.4 - Distribui¢ao de Deformagao Resultante em uma Secao

. ~ LN . ~ LN
Com o incremento de deformagdes Ag;;, calcula-se o incremento de tensdes AG

na placa de concreto, através da equacao (2.5). Entdo, no caso do modelo elasto-plastico,

LN . S ~ .
soma-se AG;" aos incrementos eldsticos de tensdo devido ao carregamento Acfj(“) da

. ~ . ~ . ~ T
iteracdo em consideragdo, obtendo-se o incremento de tensdo total AG ij - Somando-se esse

V(n-1)

Gltimo as tensdes verdadeiras da iteragdo anterior G , obtém-se uma nova distribui¢do

de tensdo Ac)'i"j na secdo, como ¢ mostrado na figura (7.5). Do mesmo modo, procede-se

com as armaduras, sendo que o incremento de tens@o nas armaduras, ¢ dado por:

S(LN) _ LN
Ao =EAg; "8 (7.12)

1

onde Eg é o0 médulo de elasticidade do aco

e

No caso do modelo de dano, calcula-se um estado de tensdo elastico G, , através

do estado de deformag@o total 8;; .

FIGURA 7.5 - Distribui¢do de Tensdo Resultante em uma Secdo
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Verifica-se, entdo, o modelo constitutivo para todos os pontos ao longo da espessura

e calcula-se a nova normal resultante, que ¢ dada por:

t/2 Ns
Nev = Joldx, +D058,A,, (7.13)
—-t/2 n=1

Fazendo-se a mudanga de coordenadas, indicada em (7.1) e a integracdo numérica

(item 4.7.1), obtém-se:

t & C(IG ~
—_ ) S(n)
Nea = 2 Z%( Wi + Zcij( 6ijAS(n) (7.14)
1G=1 o

Considera-se que a posi¢do da linha neutra em uma dada dire¢do esta correta quando

o valor absoluto da normal resultante nessa dire¢do € menor que:

N, < tolf .t (7.15)

onde f i ¢ a resisténcia a compressao, t a espessura da placa e tol a tolerancia de calculo.

7.3 Processo Incremental

Definido o carregamento total previsto, divide-se 0 mesmo em varios incrementos,
definindo-se, para cada incremento i, o coeficiente B; de multiplicagdo do carregamento total.
Assim, o novo incremento de carga pode ser definido de acordo com a perfomance do
processo iterativo anterior, ou seja, se no incremento anterior o processo iterativo alcangou o
limite maximo de iteragdes, diminui-se o incremento de carga, se ndo, aumenta-se o
incremento de carga. Logo, em trechos de forte ndo-linearidade, quanto menores os
incrementos de carga, melhor serd aproximada a curva ndo linear. Para cada incremento
define-se o numero méaximo de iteracdes, a tolerdncia de convergéncia e o coeficiente de
multiplicacdo do carregamento desejados.

Passa-se ao incremento seguinte, se o critério de convergéncia do incremento
anterior foi verificado, caso contrario, o calculo ¢ interrompido, mesmo se ainda houver

outros incrementos definidos.
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7.4 Processo Iterativo

No caso de ndo-linearidade fisica, procura-se o equilibrio em um dado incremento de
carga, através do Método de Newton-Raphson, considerando-se o nivel de carga (Mex)
constante, como ¢ mostrado na figura (7.6). Nesse trabalho sera considerado apenas o

M¢étodo de Newton-Raphson Modificado, descrito a seguir na figura (7.7).

Momento (M) 1
M exiiit1)
T« A [St = T 2
ol [s:]. _— T ¥
AM |
I |
Mint(i+1y i
M ex(iy = Minti 3
COAUMD L A |
| : Curvatura (1/r)
(1/1); (1/1)" (1/1)? (1/1)i41

FIGURA 7.6 - Método de Newton Raphson Padrao

onde:  [St]" é a matriz tangente na iteragdo n,
(1/r)" é o vetor de curvaturas da itera¢do n,
P" ¢ o vetor de residuo da iteragdo n,

Mexi+) € 0 vetor de momentos externos do incremento i+1,

AM*™ ¢ o incremento de momentos eldsticos da iteragdo n,
M is1) € O vetor de momentos internos verdadeiros da iteragdo m, do incremento

i+1,

(1/r); € o vetor de curvaturas do incremento i.

Na primeira iteracdo do incremento (figura 7.6), tem-se um incremento de momentos

AM | que foi calculado elasticamente, considerando-se as relagdes de equilibrio da

estrutura. Se o mesmo ndo for totalmente elastico, deve-se fazer novas iteragdes, até que se

encontre um estado de momentos internos aproximadamente igual ao estado de momentos
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externos. Deve-se observar, que no final da iteracdo, os incrementos de curvatura e de
deformagdo s3o os mesmos que aqueles no comego da mesma. Entretanto, ocorrera

mudancas nos estados de momentos e de tensdes, se a iteracdo ndo for elastica, isto €, se o

incremento de momentos verdadeiros AM] ,

obtido no final da iteracdo, ndo for igual

aquele aplicado inicialmente AM®™ . A diferenca entre os dois valores resultard no

incremento de momentos residuais W™ que sera aplicado ao sistema de equagdes, como um
campo de momentos iniciais, a fim de se obter o incremento de momentos eldsticos a ser
aplicado na proxima iteragdo. O incremento tera convergido quando esse incremento de
momentos residuais se aproximar de zero, em todos os pontos da estrutura, o que € traduzido
pelo critério de convergéncia utilizado.

A matriz [S ], que ¢ dada pela equagdo (5.111) e representa a influéncia dos
momentos iniciais nos momentos do contorno € do dominio da estrutura, é constante num
incremento linear, mas num incremento nao linear ela ¢ igual a matriz tangente a curva
incremental no tempo considerado, como ¢ mostrado no Método de Newton-Raphson padrao
(figura 7.6). Nesse caso, a convergéncia ¢ muito rapida e portanto, s3o necessarios poucas
iteragoes.

Nesse trabalho sera considerado somente o Método de Newton-Raphson Modificado,
que considera a matriz [S] constante e igual aquela obtida na primeira iteragdo do primeiro
incremento, como € mostrado na figura (7.7). O procedimento de calculo considerando-se o
M¢étodo de Newton-Raphson padrio esta descrito no trabalho de CHAVES (1997).

A

M

AM e [ 5 1 Y S T

A(l/r)! éA(l/ri)z

1/r

(1/1); | | (1/1)in

FIGURA 7.7 - Método de Newton Raphson Modificado

7.4.1 Critério de Convergéncia
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O critério de convergéncia do processo iterativo ¢ dado pela relagdo entre 0 modulo

de incremento de tensdo efetiva Ao, suposto eldstico, € a tensdo de escoamento 0'; da

iteracdo n em consideragdo, no caso de um modelo elasto-plastico, ou pela relagdo entre o
modulo de incremento de alongamento equivalente A€ e o limite elastico S(D¢) no caso do
modelo de dano. Toma-se os valores em modulo devido ao fato de que mesmo numa iteragdo
elastica, o momento interno pode ndo ser igual ao externo devido a presenga de armaduras,
as quais aumentam a rigidez da placa. Logo, em todos os pontos de Gauss e em todas as

armaduras, referentes a uma secdo da placa, deve-se ter:

(o) AN
—,~ < toler ancia (7.16)
Gy

ou no caso do modelo de dano:

|Ag] A
—— < toler ancia (7.17)
S(Dc)

A tolerancia no critério de convergéncia, deve ser tal que dé resultados coerentes,
sem a necessidade de realizar muitas iteragdes. Assim, tolerancias muito ‘frouxas’, produzem
resultados ndo muito confidveis, pois refletem falsos estados de equilibrio; e tolerancias
muito ‘apertadas’ elevam o esforco computacional, fazendo iteragdes desnecessarias.

No caso de solugdes divergentes, deve-se reduzir os tamanhos dos incrementos e
investigar a possibilidade de colapso da estrutura. Para solu¢cdes com convergéncia lenta,
deve-se reduzir o tamanho dos incrementos, aumentar a toleradncia de convergéncia, ou usar

o método Newton Raphson padrédo, sendo que essa tltima opgao ndo foi prevista no trabalho.
7.5 Procedimento de Calculo

No inicio de cada iteracdo, tem-se um estado de tensdo na estrutura, que ¢
estaticamente admissivel, pois verifica as condi¢des de equilibrio da estrutura. Deve-se,

entdo verificar se em toda a estrutura o modelo constitutivo ¢ obedecido. Assim, para uma
iteragdo n de um incremento i, tem-se um incremento de momentos elasticos {AMe} , para

cada ponto do contorno e do dominio, que ¢ determinado da seguinte maneira:
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{Am¢}] =, {N} se n=1, (7.18.2)

{ame}" =[s]{aM’}"" e n22 (7.18.)

sendo que {N} e [S] dados, respectivamente, por (5.110) e (5.111).
Assim, considerando-se um determinado ponto do contorno ou do dominio, deve-se

proceder da seguinte maneira:

e Com {AMe}:l , através da relacdo elastica (2.10) calcula-se o incremento de curvaturas
n
{A(l / r)e } e, entdo, para cada ponto ao longo da espessura, determina-se o incremento

de deformacgdes {Aae}? devido ao carregamento, através da equacao (2.4), obtendo-se

entao :

(e = +{a0/o)} (7.19)

{ehr ={e}" +{aCe)} (7.20)
e No caso do modelo elasto-plastico, calcula-se também o incremento de tensdes elasticas

n
{Ace }i , devido ao carregamento, através da equagdo (2.7) se for um ponto de Gauss ou

pela equacdo (7.12) se for uma armadura. Soma-se esse ultimo ao estado de tensdo

verdadeiro da iteragdo anterior e tira-se a tragdo nos pontos de Gauss. Para o modelo de

dano, calcula-se as tensdes elasticas {O'e}? através da equacdo (6.73). Verifica-se o

. . ~ . n .
modelo constitutivo, obtendo-se o vetor de tensdo verdadeiro {O'V}, . e 0 incremento de
1

. n ~
tensdo verdadeiro {AGV }i para o ponto em questdo. Procedendo-se, da mesma forma,

para todos os pontos de Gauss e armaduras, obtém-se uma nova distribui¢do de tensdo ao
longo da espessura.

e Verifica-se, entdo, a normal resultante nas trés diregdes. Se alguma ndo for nula, estima-
se a nova posi¢do da linha neutra, verifica-se de novo os modelos constitutivos em todos
os pontos e calcula-se a novas normais resultante. Esse processo continua até que as
normais sejam nulas nas trés dire¢cdes. Desse modo, obtém-se a verdadeira distribui¢ao de

tensOes ao longo da espessura.
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. n
e Com a equagdo (7.4), obtém-se o vetor de momentos verdadeiros {Mv }i , € 0 vetor de

n
i

incremento de momentos verdadeiros {AMv }

e Calcula-se, entdo, o vetor de momentos residuais :
aMe ] = () = {ame)-{am ) (7.21)

e Para todos os pontos ao longo da espessura, verifica-se o critério de convergéncia, através
da equacdo (7.16) se o modelo considerado for o elasto-plastico ou da equagdo (7.17) se

for o modelo de dano.

Segue-se 0 mesmo procedimento para todos os pontos do contorno e do dominio. Se
o critério de convergéncia ndo for verificado, para algum ponto, quer dizer que o estado de

tensdo na estrutura € tal que verifica o modelo constitutivo em todos os pontos, mas nao ¢é
. . ., . . n .
mais estaticamente admissivel. Assim, aplica-se {‘I’}l ao sistema como um campo de

momentos iniciais, obtém-se um novo incremento de momentos elasticos através da equagao
(7.18.b) e passa-se a iteracdo seguinte. Caso o critério de convergéncia seja verificado,
passa-se ao incremento seguinte. Portanto, o processo iterativo termina quando o estado de
tensdo na estrutura verificar ao mesmo tempo, as condi¢des de equilibrio ¢ o modelo
constituivo em todos os pontos da mesma.

Ao final de um incremento, tém-se:

X=L+RM' (7.22)
w(q@=L +R" M’ (7.23)
M=M" (7.24)
onde: M é vetor de momentos plasticos acumulados, ou vetor dos residuos acumulados,

0s outros vetores e matrizes sdo os mesmos definidos em (5.100) e (5.104).

7.6 Exemplos Numéricos
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A seguir serdo apresentados um exemplo de viga e dois exemplos de placas, sendo
que os resultados desses ultimos serdo comparados com os resultados obtidos
experimentalmente. Apesar de todos os exemplos apresentarem eixos de simetria, sera

considerado sempre a placa inteira, para evitar de se prescrever valores no dominio da

mesma.

7.6.1 Viga apoiada com momento aplicado nas extremidades

%
b
¥ .
b o4 X2
X1

v

A

N
"‘

FIGURA 7.8 - Viga Simplesmente Apoiada

Na viga representada na figura (7.8), os lados de dimensao 2b sdo apoiados e os
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outros dois s@o livres. O momento M, aplicado ao longo dos lados apoiados, ¢ igual a
50000Kgfxcm. A geometria da placa é definida por: a = 75 c¢cm, b=10cm e a espessura
t=30cm. Para a placa de concreto, utilizou-se um moédulo de elasticidade Ec = 300000
kgf/em®, coeficiente de poisson v igual a 0, tensdo de plastificagio fc = 300Kgf/cm® e
modulo de encruamento K¢ =-150000 kgf/cmz. Para as armaduras adotou-se Eg = 2700000
kgf/cmz, Ks = 1400000 kgf/cmz, tensdo de plastificacdo F, = 2400 Kgf/crnz, area A, = 0,5

cm’/cm e posicdo x; =12 cm.

17 16 15 14 13 5 11
18T F10
21 24 25
19 22 : 9
2015 8
1 2 3 4 5 6 7

FIGURA 7.9 - Discretiza¢ao da Viga

O contorno foi discretizado em 8 elementos, o que resulta em 20 pontos nodais no
contorno e o dominio foi discretizado em 24 células, o que requer a defini¢do de 5 pontos
internos, como esta mostrado na figura (7.9). O célculo foi feito considerando-se dois pontos
de colocagdo externos, sendo que suas posi¢does foram definidas por a,;=0,1 e a,=0,25, a
tolerdncia adotada para a definicdo da convergéncia foi de 0,1%. Para a integra¢do das
tensdes considerou-se 8 pontos de Gauss, ao longo da espessura da placa. O modelo
constitutivo utilizado para o concreto foi o elasto-plastico.

A carga foi aplicada em 30 incrementos, sendo que o primeiro foi definido para
B=0,57. No segundo incremento, onde o coeficiente de multiplicacdo do carregamento f era
igual a 0,6, observou-se plastificacdo nas armaduras. O concreto plastificou somente com

=0,77 e alcangou a deformagao de 0,003, que ¢ a méaxima permitida, com = 0,91.

0 IN\E & ¢ g & A
5-0,2 +
z 037
_0’4 4
-0,5
x1 (cm)

FIGURA 7.10 - Deslocamentos Transversais nos Pontos do Dominio
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A tabela (7.1) fornece os momentos na dire¢ao x; ¢ as flechas para f = 0,9 ¢ a figura
(7.10) representa a elastica obtida para o mesmo incremento. A figura (7.11) mostra o

deslocamento transversal do ponto central 23 (figura 7.9), ao longo do processo incremental

TABELA 7.1 - Resultados obtidos para § = 0,9

Node My (kgf.cm)  w(cm)

1 44983
2 44943
3 44969
4 44883
19 44995 0
20 44995
21 44999 0,2272
22 45038 0,3635
23 45069 0,4090
24 0,3635
25 0,2272
1
@ 08
[]
£ 06
ks
S 04+
8
o 0,2 4
0 f f f f
0 0,1 0,2 03 0,4 0,5

Flecha (w) (cm)

FIGURA 7.11 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central

Foi feito, ainda, um calculo da viga considerando-se 16 elementos ¢ 12 pontos de
Gauss ¢ os resultados obtidos foram muito proximos aqueles obtidos para 8 elementos ¢ 8
pontos de Gauss, como esta indicado na tabela (7.2).

A figura (7.12) mostra a influéncia do nimero de pontos de Gauss considerado ao
longo da espessura da placa, para a integrag@o das tensdes, na curva carga-deslocamento do
ponto central da viga. Observando-se a figura (7.12) e comparando-se com os resultados

obtidos para NG=8, pode-se concluir que a curva foi significamente alterada para NG=2,
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onde o célculo convergiu para =1, notando-se, portanto, um aumento na carga limite ¢ nos
valores dos deslocamentos transversais. Para NG=6, a carga limite permaneceu inalterada,
porém o deslocamento nos tltimos incrementos aumentou um pouco. Para NG=12 e NG=4,

observou-se uma diminui¢do nos valores da carga limite e do deslocamento.

—NG=2
NG=12
NG=4

——NG=8
NG=6

FIGURA 7.12 - Influéncia do Numero de Pontos de Gauss (NG) na Curva Carga-

deslocamento do Ponto Central da Viga

TABELA 7.2 - Comparagao dos resultados obtidos com as duas malhas

8 elementos 16 elem

NG=2 NG =4 NG=6 NG=8 NG=12 NG=12

w (cm) 0,56137 0,33819 0,44142 0,40143 0,3512  0,41312
B 1 0,83 0,89 0,89 0,83 0,89
erro (%) de w 35,9 18,1 6,85 2,83 14,99
erro (%) de B o 6,74 0 0 6,74

Na tabela (7.2), estdo indicados o coeficiente B correspondente a carga limite e o
deslocamento do ponto central no ultimo incremento, obtidos com as duas malhas. Tem-se,
ainda, o erro relativo aos resultados obtidos com a malha de 16 elementos. Deve-se observar,

que para NG=2, a carga limite ndo foi encontrada.

7.6.2 Placa apoiada com carga concentrada no centro
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FIGURA 7.13 - Placa Apoiada com Carga Concentrada

FIGURA 7.14 - Discretizagao da Placa

Nesse exemplo, serdo considerados dois modelos constitutivos para o concreto: o
elasto-plastico € o de dano. A placa indicada na figura (7.13) ¢ apoiada nos quatro lados, tem
dimensdo a = 36” e espessura t = 5,5”. A carga aplicada no seu centro ¢ distribuida sobre
uma area de 10”x10”, resultando numa carga distribuida g = 800psi. No calculo onde
considerou-se o modelo elasto-plastico para o concreto, foram utilizadas duas malhas: numa
primeira, o contorno da placa foi discretizado em 8 elementos e seu dominio em 32 células, o
que requer 20 pontos nodais no contorno e 5 no dominio, como esta indicado na figura (7.14)
e outra onde o contorno foi discretizado em 16 elementos € o dominio em 128 células,
resultando em 36 pontos nodais no contorno e 49 pontos internos. No caso do modelo de
dano, foi considerado apenas a malha de 8 elementos e 32 células.

Tém-se armaduras idénticas nas dire¢des X; € X,, as quais tém modulo de elasticidade

E; = 30000000 psi, modulo de encruamento Kg nulo, area transversal Ag = 0,04455%/”,
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tensdo de plastificagdo F, = 44000 psi e posi¢do x3 = 1,75”. O concreto tem modulo de
elasticidade Ec = 4000000 psi, tensdo de plastificacdo fc = 6920 psi, coeficiente de poisson v
= 0,15 e modulo de encruamento negativo Kc = - 5448819 psi. A analise foi feita
considerando-se dois pontos de colocagdo externos, sendo que as posi¢cdes dos mesmos
foram definidas por a; = 0,1 e a, = 0,25; a tolerancia adotada para o critério de convergéncia
foi de 0,1%. Foram utilizados 8 pontos de Gauss ao longo da espessura.

Este exemplo foi analisado também por CORREA (1991), através do método dos
elementos finitos, onde um oitavo da laje foi discretizado em 16 elementos e por CHUEIRI
(1994), onde o mesmo discretiza um quarto do contorno da laje em 8 elementos e o dominio

em 64 células.
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FIGURA 7.15 - Curva Carga-Deslocamento no Ponto Central

Na figura (7.15) esta indicada a curva carga-deslocamento do ponto central, obtida
considerando-se o modelo elasto-plastico para o concreto, para as duas malhas consideradas.
No caso da malha de 8 elementos, a carga total de 80 Kips foi aplicada em 28 incrementos,
sendo que a plastificagdo na armadura do ponto central foi observada no segundo
incremento, para a carga de 45,6Kips. Para a carga de 77Kips, que corresponde a carga
limite observada experimentalmente, ndo observou-se nenhuma plastificagdo no concreto e o
calculo convergiu. No caso da malha de 16 elementos, o calculo foi feito considerando-se 37
incrementos, sendo que nos ultimos 25, o coeficiente 3 foi igual a 0,01. A plastificacdo
ocorreu para 3 = 0,44, o que corresponde a P=35,2Kips. A armadura atingiu a deformacao
limite de 0,02, no ponto central, para a carga P=69,4Kips, onde o concreto ndo estava

plastificado. Pode-se observar que a diferenca entre as duas respostas ¢ muito grande.
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A figura (7.16) representa a curva momento-curvatura do ponto central,
considerando-se a malha de 8 elementos. Ainda com a malha de 8 elementos, estudou-se a
influéncia do nimero de pontos de Gauss considerado ao longo da espessura na curva carga-
deslocamento do ponto central e constatou-se que as respostas foram praticamente idénticas

para NG igual a 4, 6, 8 ou 12. Para NG=2, observou-se dificuldades para zerar a normal.
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FIGURA 7.16 - Curva Momento-Curvatura na Dire¢do x; no ponto Central
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FIGURA 7.17 - Curva Carga-Deslocamento no Ponto Central, Considerando o Modelo de

Dano

A figura (7.17) mostra algumas curvas carga-deslocamento do ponto central obtidas
considerando-se 0 modelo de dano para o concreto, onde limitou-se o valor da variavel de

dano D, dada por (6.84), em 0,9; 0,85 e 0,8. O calculo foi feito considerando-se 48

incrementos, sendo que nos ultimos 27 incrementos o coeficiente [ era igual a 0,01. No caso
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onde limitou-se o dano em 0,8, observou-se plastificagdo na armadura do ponto central para
P=46Kips e o concreto atingiu a deformag¢ao maxima permitida de 0,003, no ponto central,

para P=76,4Kips.

P(Kips)
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FIGURA 7.18 - Influéncia do Numero de Pontos de Gauss na Curva Carga-Deslocamento do

Ponto Central, Considerando Modelo de Dano

A influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo da espessura na curva carga
deslocamento do ponto central estd indicada na figura (7.18). As cargas limites e os
deslocamentos no ultimo incremento obtidos para NG=2, NG=4, NG=8 ¢ NG=12 estdo
indicados na tabela (7.3), assim como os erros relativos aos resultados obtidos

experimentalmente.

TABELA 7.3 - Influéncia do nimero de Gauss no deslocamento e na carga limite

8 elementos experimental
NG=2 NG =4 NG=8 NG=12
w (in) 0,90 0,785 0,817 0,80 0,8
P (Kips) 62,0 74,80 76,40 76,4 77
erro (%) de w 12,5 1,875 2,125 0
erro (%) de B 19,4 2,860 0,80 0,80

7.6.3 Placa apoiada nos cantos com carga concentrada no centro

A placa indicada na figura (7.19) foi analisada considerando-se o modelo de dano e o
elasto-plastico para o concreto. No caso do modelo de dano, o célculo feito com 8 elementos

e 32 células, somente convergiu até o incremento imediatamente anterior a plastificagdo da
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armadura, o que corresponde, aproximadamente, 8 metade da carga total. Na analise elasto-

plastica, foram consideradas as mesmas malhas de 8 e 16 elementos do exemplo anterior.

Ik

B

4”

AP,

FIGURA 7.19 - Placa apoiada nos cantos com carga concentrada

As dimensoOes da placa sdo as seguintes: a = 18” ¢ a espessura t = 1,75” ¢ para o
concreto, considerou-se: Ec = 4,15E6 psi, fc = 5500 psi, v = 0,15 ¢ mddulo de encruamento
Kc nulo. Tém-se armaduras idénticas nas direcdes X; € X, para as quais adotou-se: Eg =
29E6 psi, Fy = 29000psi, A, = 0,011135”%”, x5 = 0,435” e variou-se o moddulo de
encruamento Ks, como estd indicado na figura (7.20). A carga total de 3,2 Kips foi
distribuida numa area de 4”x4”, como indica a figura (7.19), resultando em uma carga
distribuida de 200 psi. Considerou-se 8 pontos de Gauss ao longo da espessura, uma
tolerancia de convergéncia de 0,1% e pontos de colocagdo externos, sendo que suas posigdes
foram definidas por a; = 0,2 e a, = 0,5.

Na figura (7.20) estdo representados os resultados obtidos com as duas malhas,
sendo que o modulo de encruamento do ago utilizado foi igual a 20% do seu modulo de
elasticidade para a malha de 8 elementos e 8% de Eg para a malha de 16 elementos.
Observando-se a figura (7.20), conclui-se que a diferenca entre os resultados obtidos com as
duas malhas s3o bastante significativas. O calculo, considerando-se a malha de 16 elementos,
foi dividido em 51 incrementos, adotando-se 3 = 0,43 para o primeiro incremento ¢ 3 = 0,01
para os outros. A plastificagdo no ago ocorreu para P=1,41 kips ¢ a carga limite foi de
2,98Kips, quando a armadura do ponto central atingiu a deformagdo de 0,02. Foi feito
também um calculo considerando-se a malha de 16 elementos e Ks=0. Nesse caso, a carga

limite foi alcangada logo apos a plastificacao.
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experimental
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FIGURA 7.20 - Curvas Carga-Deslocamento para o Ponto 1, Considerando-se Duas Malhas

Diferentes e Variando K

Esse exemplo foi analisado também por FIGUEIRAS (1983), CORREA (1991) e
CHUEIRI (1994). Nos dados fornecidos experimentalmente, nfo havia referéncia a
resisténcia Fy do ago. Assim, FIGUEIRAS (1983) adotou F, = 6000 psi ¢ CHUEIRI (1994)
adotou F,=5000 psi.
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8 CONCLUSOES

A formulagdo do MEC para a analise de placas, utilizando-se a teoria cldssica de
Kirchhoff, mostrou-se ser eficiente para a solugdo elastica linear de placas, sob diversas
condi¢des de contorno e carregamento.

O emprego da técnica de sub-elementos, aumentou significamente a precisdo do
calculo, possibilitando a obtengcdo de bons resultados, mesmo considerando-se uma
discretizagdo pobre do contorno.

Para a escolha da posicdo dos pontos de colocagdo, foram considerados trés
esquemas: um que considera um ponto no contorno e outro fora, outro onde se considera
dois pontos de colocagao fora do dominio e, ainda, um terceiro, onde adota-se os dois pontos
no contorno. Obteve-se bons resultados, para o primeiro ¢ o segundo esquemas, porém,
observou-se que o sistema de equagdes obtido com o terceiro era singular. Tal singularidade
poderia ser removida, ao considerar um ponto de colocagdo fora do contorno.

A viabilidade da utilizagdo do Método dos Elementos de Contorno para a analise de
placas foi comprovada pela precisdo dos resultados obtidos. O método possibilita modelar
placas com geometria qualquer, inclusive com descontinuidades de vinculagdo no contorno,
discretizando-se apenas o contorno, o que representa uma vantagem em relacdo a outros
métodos numéricos, onde ha a necessidade também da discretizagdo do dominio. Deve-se
ressaltar, que a area onde esta distribuido o carregamento, pode ter forma qualquer e é
independente da discretizacdo do contorno.

A inclusdo de campos de momentos iniciais na formulacdo obtida considerando-se

carregamentos transversais, possibilita a analise de placas sujeitas a efeitos de temperatura e
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retracdo, bem como a andlise ndo-linear. Na analise ndo-linear utilizou-se um algoritmo
incremental-iterativo, baseado no método das tensoes iniciais € no Método de Newton-
Raphson Modificado, onde as matrizes envolvidas ndo sdo atualizadas a cada iteragdo.
Entretanto, a necessidade de um maior nimero de iteragdes para se alcancar a convergéncia
do calculo, ndo implica em maiores prejuizos no tempo de processamento, uma vez que as
operagOes matriciais realizadas a cada iteragdo sao bastante simples.

O calculo dos esforgos ao longo da espessura da placa foi feito considerando-se um
modelo estratificado, onde a placa ¢ dividida em camadas nas quais verificam-se os modelos
constitutivos adotados para as armaduras e o concreto. O tensor de momentos internos ¢
obtido, integrando-se numericamente as tensdes na placa de concreto, de tal forma que a
normais resultantes nas direcdes X;, X € X;X, sejam nulas. Esse modelo mostrou-se ser
eficiente e conveniente, pois permite a introducdo de critérios diferentes em cada camada.
Utilizaram-se dois tipos de modelos constitutivos para o concreto: um elasto-plastico e um
de dano. Ambos os modelos, apesar de serem simples, mostraram-se ser estaveis, pois eram
capazes de encontrar a carga limite e convergiam para a solucdo exata com o refinamento da
malha ou o aumento do nimero de pontos de Gauss considerado na integragdo numérica das
tensdes. Constatou-se que os resultados obtidos para 8 ponto de Gauss eram bastante
razoaveis.

Esse trabalho ¢ a base para uma analise mais refinada de placas de concreto armado.
Assim, considerando-se modelos constitutivos mais complexos, pode-se obter modelos que
representem melhor o comportamento do concreto e utilizando-se o Método de Newton-
Raphson padrio, onde as matrizes envolvidas sdo atualizadas a cada iteragdo, pode-se
aumentar a velocidade de convergéncia. Além disso, transformando-se as integrais de
dominio sobre as células, em integrais sobre o contorno das mesmas, pode-se implementar a
técnica de sub-elementos na integragdo numérica das células, aumentando, assim, a precisdo

do calculo.
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