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Resumo

SANCHES JR, F. Calculo de esforcos e deslocamentos em pavimentos de
edificios considerando-se modelos préprios para o concreto armado. Sao
Carlos, 1998. 159p. Dissertacao (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao
Carlos, Universidade de S&o Paulo.

O objetivo deste trabalho é fornecer uma contribuicdo a analise
estrutural de pavimentos de edificios de concreto armado. Com esse fim,
foram implementados os modelos de DEBERNARDI e de GHALI & FAVRE,
préprios para barras de concreto armado. Os resultados séo obtidos para o
instante de aplicacdo de um carregamento e para um instante qualquer de
tempo, considerando-se a fluéncia.

Apresenta-se, no decorrer do trabalho, o equacionamento dos
modelos e das variaveis envolvidas no processo. Sdo mostrados exemplos
praticos de aplicacdo dos algoritmos desenvolvidos e discute-se, nos
capitulos finais, a redistribuicio de momentos que ocorre em estruturas

reticulares de concreto armado.

Palavras-chave: nao-linearidade fisica, concreto armado, estruturas

reticuladas, elementos finitos.
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ABSTRACT

SANCHES JR, F. Calculation of stresses and displacements in building floors
with proper models for reinforced concrete. Sdo Carlos, 1998. 159p.
Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

The aim of this work is to give a contribution to structural analysis of
reinforced concrete building floors. Therefore, DEBERNARDI's and GHALI &
FAVRE’s models for reinforced concrete were implemented. The results are
obtained at the loading application instant and at any instant of time,
considering therefore the creep.

In this work, it is presented the formulations of the adopted models
and the variables used in the process. Some practical examples of
application for the developed algorithms are shown. Finally, it is discussed
the redistribution of bending moments that may occur in reinforced concrete

grid structures.

Keywords: physical nonlinearly, reinforced concrete, grid structures, finite

elements.



Capitulo 1 : INTRODUCAO

1-INTRODUCAOQ

1.1-GENERALIDADES

A andlise de esforcos e deslocamentos em estruturas de concreto
armado tem como principal objetivo reproduzir matematicamente o
comportamento deste material. As classicas hipoteses fundamentadas na
Lei de Hooke para a modelagem do concreto armado, onde é assumida a
relacéo linear entre tensdes e deformacdes, sdo de largo uso tanto no meio
técnico quanto cientifico. Isso se da desde o surgimento desse material até
os dias atuais, constituindo-se na forma mais simples e freqliente de se
analisar um sistema estrutural.

Os modelos elastico-lineares sdo, certamente, os de mais facil
compreensao e de maior utilizacdo pelo meio técnico, pois dentre outros
fatores admitem a superposicdo de efeitos, evidentemente onde a
linearidade geométrica pode ser assumida. Entretanto, ha de se questionar a
validade de tais hipéteses para o concreto armado, cujo comportamento €
bastante complexo devido ao trabalho em conjunto dos materiais que o
constituem — concreto e armadura passiva — e, também, ao carater nao-
linear de cada um dos seus constituintes.

O concreto armado apresenta um comportamento que se desvia das
hipéteses elastico-lineares, mesmo quanto submetido a niveis baixos de
tensdo. Sua resisténcia a tracao é esgotada para niveis de tenséo cerca de
dez vezes menor que aqueles que causariam a ruptura na compressao.
Quando submetido a flexdo simples, a regido tracionada sofrera um
processo de danificacdo, dando inicio a formacdo de fissuras, exigindo

armadura passiva para que obtenha-se uma configuracao de equilibrio.
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Para um elemento de concreto armado submetido a flexdo simples,
fissuras espacadas entre si deverdo ocorrer. O alongamento maximo do aco
tracionado se dara na localizacdo da fissura, diminuindo a medida que se
caminha para o ponto médio entre fissuras sucessivas. Esse fato exemplifica
a contribuicdo do concreto integro entre fissuras, conhecido no meio
técnico por “tension stiffening”.

O comportamento que foi brevemente descrito € marcadamente néo-
linear., Uma maneira apropriada e simples para representar esse
comportamento é através das relacdes momento-curvatura. Outro carater
indispensavel para uma melhor modelacdo do concreto armado € a
consideragcdo das deformacgdes nao imediatas, tais como a fluéncia e
retracdo. O efeito desses fendbmenos também pode ser acoplado aos
diagramas momento-curvatura.

Como pode ser visto, uma melhor modelacdo das estruturas de
concreto armado deve ser baseada em critérios que considerem a
danificagdo do concreto armado e as deformagdes nao-imediatas. A
formulacdo deste problema néo-linear conduz a sistemas mateméaticos
extremamente complexos que ndo podem ser resolvidos analiticamente,
mas sim numericamente. Tais solu¢des numéricas somente sdo viaveis na
pratica quando rotinas computacionais devidamente implementadas em
equipamento programavel sao disponiveis.

A partir da década de 1960 surgiram 0S primeiros programas para
andlise estrutural via computador, empregando-se técnicas matriciais e
discretizacBes pelo método dos elementos finitos (MEF). O forte impulso que
a microinformatica vem apresentando, essencialmente nas duas Ultimas
décadas, permite uma evolucdo nos processos de célculo e os modelos
baseados na Lei de Hooke vao sendo substituidos por outros onde a nédo-
linearidade é acoplada, visando representar de maneira mais realista o
comportamento das estruturas em geral e dos materiais que as constituem.

A medida que os estudos sobre modelos mais apropriados para a
modelacdo do concreto armado avancam, e também que o0 uso de

7

computadores se torna cada vez mais frequente, & extremamente



Capitulo 1 : INTRODUCAO

interessante que se passe a agregar estes progressos ao célculo de
estruturas correntes de concreto armado, tais como o0os pavimentos de

edificios.

1.2-OBJETIVOS

O projeto de estruturas de concreto armado deve satisfazer as
condicGes de seguranca a uma possivel ruina, quer seja de um elemento
estrutural isolado ou desta como um todo; além de garantir que durante a
sua vida util apresente condigcbes adequadas a utilizacdo para cargas de
servico.

No passado as verificacdes pertinentes aos “Estados Limites de
Utilizacdo” ndo recebiam por parte dos projetistas 0 mesmo tratamento
dispensado ao célculo na ruina — “Estado Limite Ultimo”. Esse fato era, até
certo ponto, compreensivel haja visto que as dimensdes dos elementos
estruturais resultavam avantajadas. A medida que as técnicas de célculo
foram evoluindo, aliado ao emprego de materiais de maior resisténcia, as
dimensdes de pecas de uma estrutura de concreto armado foram tornando-
se cada vez mais esbeltas, 0 que exige uma verificagdo em servico mais
rigorosa.

Nesse sentido pretende-se fornecer uma pequena contribuicdo para a
analise em servico de esforcos e deslocamentos em pavimentos de edificios
de concreto armado. O fendmeno da fluéncia também sera tratado. Assim
sendo, cria-se uma ferramenta computacional — “software” — que possibilita
ao projetista de estruturas uma determinacao mais rigorosa de flechas; além
de proporcionar um calculo de esforcos solicitantes mais realista uma vez
que a diminuicéo da rigidez da estrutura é considerada. E possivel, também,
manipular as taxas de armadura visando uma distribuicdo de esfor¢os mais
adequada a forma estrutural.

Em se tratando do meio cientifico procuram-se efetuar comparacdes

entre modelos para barras de concreto armado, baseados em relacdes
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momento X curvatura, tanto para o instante inicial de carregamento quanto
da consideracdo da deformacdo lenta. Estudos futuros e mais completos
podem sugerir diretrizes sobre a escolha de um modelo mais apropriado a
ser empregado para 0s casos de interesse pratico.

A ferramenta computacional desenvolvida permite simular a aplicacao
de diversas etapas de carregamento num piso de edificio, levando-se em
conta o instante de tempo de cada etapa. Para esse caso a perda de rigidez
devida a deformacao lenta sera considerada. Desse modo, pode-se, a titulo
de exemplo, dizer que o peso proprio da estrutura é aplicado na ocasidao da
desforma, a alvenaria ap6s tempo especifico conhecido porém curto; idem
para as a¢cdes acidentais etc...

As finalidades a que se destinam as implementacdes referidas neste
trabalho sdo de emprego perfeitamente viavel a rotina de escritérios de
calculo pois os tempos de processamento requeridos mostram-se reduzidos.
Objetiva-se também que a nivel educacional seja possivel a utilizacdo do
programa desenvolvido para uma melhor exemplificacdo do comportamento
em servico das estruturas de concreto armado, através da manipulacdo com

taxas de armadura, por exemplo.

1.3-METODOLOQOGIA

O pavimento sera analisado como grelha, dessa forma trabalha-se
apenas com elementos lineares. As reacfes de apoio das lajes sobre as
vigas devem ser determinadas a priori empregando-se um procedimento
adequado para tal fim. O Método dos Elementos Finitos (MEF) é empregado
para a resolucdo do subsistema estrutural.

Emprega-se para a consideragdo da néo-linearidade fisica e dos
fenbmenos reoldgicos os modelos propostos pelos autores Ghali & Favre
(1986) e Debernardi (1983). Os parametros necessarios aos calculos
seguem as indicagcdes do CEB-90. O sistema de equac¢des nao-lineares

resultantes é resolvido numericamente através de algoritmos do tipo
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Newton-Raphson. Comparacdes com o0s resultados obtidos, quando
consideram-se 0os metodos classicos também sdo abordadas através de
exemplos.

Todas implementacdes necessarias foram executadas na linguagem
de programacdo FORTRAN com a utilizagcdo do compilador Power Station-
Microsoft. Os processamentos dos exemplos deram-se em microcomputador
equipado com processador Pentium de 200 Mhz, 32Mb de memodria.

1.4- ORGANIZACAO DO TEXTO

O segundo capitulo deste texto aborda alguns aspectos sobre o
comportamento em servico do concreto armado; visando, principalmente a
introducdo de conceitos e definicbes que serdo necessarios para 0S
capitulos seguintes. Algumas nocbes sobre os efeitos dependentes do
tempo nas estruturas de concreto armado serdo estudadas no capitulo 3. E
desenvolvido um conjunto de topicos que Sao0 necessarios para a
implementacdo numérica dos modelos de comportamento do concreto
armado.

Definidos os conceitos de estadios de solicitacdo do concreto armado
e introduzidas as noc¢les basicas relativamente as deformacbes nao-
imediatas, pode-se apresentar os modelos de comportamento em servigo no
capitulo 4. Serdo descritos os modelos de GHALI & FAVRE e de
DEBERNARDI.

Nocdes elementares sobre a andlise linear e ndo-linear de estruturas
serdo apresentadas no capitulo 5, com énfase para a determinacéo do vetor
de esforcos residuais a ser reaplicado numa estrutura, quando da
consideracdo da ndo-lineridade fisica. Nesse capitulo também é
apresentado o elemento finito usado neste trabalho.

No capitulo 6 sdo apresentados fluxogramas dos programas
desenvolvidos e, também, as consideracdo adotadas para a implementacéo

numeérica dos algoritmos.



Capitulo 1 : INTRODUCAO

Nos capitulos finais sdo apresentados varios exemplos de resultados
obtidos para estruturas de pavimentos de edificios. S&o efetuadas
comparacdes entre os resultados numéricos e dados experimentais que

constam da literatura.
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2-COMPORTAMENTO EM SERVICO DAS
ESTRUTURAS DE CONCRETO ARMADO

2.1-INTRODUCAO

Denominam-se ac¢des de servico aquelas que efetivamente ocorreréo
numa estrutura de concreto armado sem que a ruina seja atingida. As
verificacbes nesse estado de solicitagdo visam garantir condicbes de
utilizacdo satisfatérias para uma edificacdo. A grande preocupacdo dos
projetistas de estruturas é garantir a seguranca quanto a ruina. Apenas
recentemente é que as verificagdes em servico vém assumindo um papel de
importancia no meio técnico.

As deformacbes excessivas em lajes ou vigas de um pavimento
podem causar danos irreparaveis a uma edificacao tais como: fissuras nas
alvenarias que nelas se apoiam ou rompimento e inutilizagdo de caixilhos e
canalizacbes. De outro modo avaliacGes superestimadas da magnitude das
flechas podem induzir ao uso de contra-flechas exageradas causando um
mau aspecto arquitetonico. Ainda a néo verificacdo dos estados limites de
aberturas de fissuras ou fissuracao inadmissivel (ver préxima se¢édo) podem
fazer, por exemplo no caso de um reservatdrio, que estes percam a sua
capacidade de armazenamento de agua. Além disso, a durabilidade de uma
estrutura qualquer, e ndo somente um reservatério, pode ficar comprometida
pela exposicdo da armadura - estado limite de fissuragdo inaceitavel - a
agentes externos nocivos. Ressalta-se que a nova NB1 traz recomendacgdes

amplas quanto as verificacées nos estados limites de utilizacao.
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Com o emprego de materiais — concreto e ago — mais resistentes nas
estruturas correntes, as dimensdes dos elementos estruturais tornam-se
cada vez menos robustas aumentando a probabilidade de flechas
inadmissiveis, por exemplo. Além disso, existe uma tendéncia de aproximar
os calculos em ruina e em servico visando uma maior economia sem
comprometer a seguranca e a funcionalidade de uma edificagdo. Desse
modo o projetista pode conduzir a uma distribuicdo de esforgcos que seja
mais adequada a forma estrutural.

A forma mais tradicional e antiga de se proceder a analise em servico
de uma estrutura de concreto armado € aquela baseada nas hip6teses
classicas de estadios de tensdo onde considera-se a secao fissurada ou nao
dependendo do nivel de solicitagcdo ao qual estiver submetida. As situacdes
intermediarias entre um e outro estadio sdo as que melhor representam o

comportamento de uma peca estrutural.

2.2-ESTADOS LIMITES

Uma estrutura de concreto armado atinge um “estado limite” quando
em parte ou como um todo, ndo mais desempenha as principais finalidades
para as quais foi projetada e construida. Dessa forma existem dois tipos de
estados limites a serem considerados: os “estados limites de utilizacéo ” e os
“estados limites dltimos ” , que serdo descritos a seguir. Para este texto e
para os programas que foram desenvolvidos, deve-se ressaltar que todas as
andlises sao efetuadas em servico, ou seja, visando as condicdes limites de

utilizacao.

2.2.1-ESTADOS LIMITES DE UTILIZACAO

Os estados limites de utilizacdo sdo aqueles que ocorrem sem que a
capacidade resistente da estrutura tenha-se esgotado; dessa forma, fica

caracterizado pelo sistema estrutural ndo mais oferecer condicbes de
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durabilidade, conforto, estética ou funcionalidade devido a presenca de
grandes deslocamentos ou fissuracdo em toda a estrutura ou até mesmo em
parte dela.

Para os projetos mais comuns 0s principais itens que devem ser
verificados sdo os seguintes :

a) abertura de fissuras,

b) fissuracdo inaceitavel,

c) deformacéo excessiva,

d) vibracGes de grande amplitude,

e) outros, de acordo com critério apropriado do projetista.

Maiores detalhes devem ser procurados em literatura apropriada,
podendo-se sugerir FUSCO (1986), LEONHARDT (1977). Neste trabalho
terdo particular interesse a determinacdo das flechas em vigas solicitadas a
flexdo simples (momento fletor e forga cortante), para tanto serdo calculados
tensdes e deformacdes para as solicitacées em servico.

2.2.2-ESTADO LIMITE ULTIMO

Como o proprio nome sugere, o estado limite dltimo fica definido pelo
esgotamento da capacidade resistente da estrutura quer seja desta como
um todo ou em parte. Segundo o CEB-90 os mesmos podem ocorrer devido
as seguintes causas: transformacédo da estrutura em um mecanismo -
ruptura apoés plastificacdo; perda da estabilidade quando o elemento for
considerado como um corpo rigido; instabilidade por excesso de deformacao
e deterioracdo por fadiga. Ainda, segundo FUSCO (1986) também devem
ser consideradas as deformacdes elasticas ou plasticas, deformacédo lenta
ou fissuracdo que provoquem uma mudanca da geometria da estrutura,
tornando necessaéria a sua substituicao.

Para o caso do dimensionamento de uma secao de concreto armado,
de um modo geral, a ruina fica configurada quando a deformacdo maxima da
armadura tracionada atingir um alongamento plastica excessivo, ou quando

a fibra mais comprimida de concreto atingir determinado encurtamento limite.
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O estudo destes ndo compete ao escopo deste trabalho; sugere-se para
tanto que sejam consultadas as referéncias citadas na bibliografia.

2.3-ESTADIOS DE SOLICITACAO

Denomina-se estadios de solicitagdo as diversas fases de
comportamento em termos de tensfes pelas quais passa uma peca de
concreto armado quando submetida a um carregamento externo que varia
desde zero até provocar a ruptura. Imagine-se uma secdo de forma em
forma qualquer, como mostrada pela figura (2.1-a) solicita a flexdo simples
por um momento fletor M crescente.

Ainda nesta mesma figura sao ilustrados os diagramas de
deformacfes e tensdes da se¢do para quatro niveis distintos de solicitacédo
sendo que todos estes se devem a aplicacdo de cargas de servico. Cada
uma dessas fases de solicitacdo é denominada “estadio”. Ser4 empregada
neste trabalho a mesma nomenclatura utilizada por FUSCO (1986) e GHALI
& FAVRE (1986). No primeiro estadio, as solicitacbes sdo bastante
pequenas e designa-se a nomenclatura de estadio 1l-a , a medida que
crescem os esforcos se definem os demais estadios, a saber,
respectivamente : estadio 1-b , estadio 2 e estadio 3.

Para as cargas de utilizacdo, pode-se admitir com razoavel precisdo
gue as relacdes tensdo x deformacéo para o concreto comprimido e para o
aco podem ser admitidas lineares. Em se tratando do concreto, a
proporcionalidade pode ser considerada para tensées da ordem de 40 % a
50 % de sua resisténcia f; .

Define-se o0 estadio 1-a como sendo aquele onde a se¢do permanece
integra (sem fissuracdo) e as tensdes no concreto sdo de pequena
magnitude de forma que pode ser aplicada a proporcionalidade entre tensao
e deformacado para qualquer fibra da secao transversal, conforme ilustrado
pela figura (2.1-b). Tal fato somente ocorre para valores de M bastante

pequenos.
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Com um pequeno aumento nos esforgos solicitantes, o concreto ainda

permanece integro, entretanto o diagrama de tensdes nao € mais linear na
regido tracionada; novos incrementos nos esforcos aumentariam as
deformacbes ao longo da altura da secéo, entretanto as tensdes de tracéo
no concreto ndo cresceriam mais na mesma proporcao, caracterizando
assim a plastificagdo da zona tracionada. Na iminéncia da fissuracdo o
diagrama de tensbes para abaixo da linha neutra serd aproximadamente
retangular.
No instante em que o médulo da tensado na fibra de concreto mais tracionada
atingir a sua resisténcia a tracao, f¢;, tem inicio o estadio 1-b. Esse estadio
fica caracterizado pelo crescimento da fissura, ou fratura, em direcao a linha
neutra a medida que o modulo do carregamento aplicado cresce. Define-se
estadio 2 como sendo aquele em que o concreto abaixo da linha neutra nédo
mais resiste a tragdo. Conforme pode-se observar pela figura (2.1-d) existe
um trecho abaixo da linha neutra ainda resistindo a tracdo, entretanto sua
contribuicdo sera desprezada e admitir-se-a que toda regido abaixo da linha
neutra de tensdes esta fissurada.

Com o crescimento das cargas até se tornarem extremamente
elevadas, a secdo atinge o estadio 3 que é o estado limite de ruptura do
concreto na compressao. Deve-se distinguir este estadio do estado limite de
ruptura do concreto ou deformacdo plastica excessiva da armadura
tracionada (calculo na ruina), visto que este Ultimo é mais genérico e pode
ser caracterizado pelo estadio 3 ou, como ja foi citado, pelo alongamento
excessivo da armadura, ou, ainda, por ambos simultaneamente. Tal fato leva
a constantes confusdes entre os leitores mais distraidos, entretanto
referéncia a este foram extraidas de FUSCO (1986) e MACHADO (1989).

Atualmente as verificacbes ndo sao mais efetuadas considerando-se
os estadios 1 ou 2 isoladamente, mas sim atraveés de valores intermediérios
obtidos por meio de apropriadas interpolacbes entre estes visando a
consideracao da contribuicdo do concreto integro entre fissuras.

De maneira resumida, os estadios de solicitacdo ficam definidos da

seguinte forma, em relacao as tensoes :
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a) estadio 1l-a:

S Efue (2.1)

e

‘s_c E£f, (2.2)
b) estadio 1-b :

Sc|Efe (2.3)

e

S« =fq4 (2.4)
c) estadio 2 :

Sc|Efe (2.5)

e

€4° €y (2.6)
d) estadio 3:

s¢|=fe (2.7)

e

€y >> €y, (2.8)

onde S, é a tensdo na fibra mais tracionada; fy, e f, séo,
respectivamente, a tensao de proporcionalidade na tracdo e tensao que

provoca ruptura no concreto; f., e f_.tém o mesmo significado para a

compressdo; S, € a maior tensdo de compresséo; €, € o alongamento da

fibra mais tracionada e €, o valor limite para essa deformacao.
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Figura 2.1 : Estadios de solicitacdo de uma secao de concreto armado
solicitada a flexdo simples: a) geometria; b) estadio 1-a; c) estadio 1-b;

d) estadio 2; e) estadio 3.
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2.3.1-CALCULO CLASSICO NO ESTADIO 1 PARA A FLEXAO SIMPLES

O célculo no estadio 1 é aplicado as estruturas nao fissuradas de
concreto armado. Na prética isto devera ocorrer para as seguintes situacoes:
lajes onde a solicitacdo é de pequena intensidade, pecas onde é aplicado
um esforco de protensao tal que a secdo transversal esteja totalmente
comprimida, além de regides integras entre fissuras sucessivas de vigas. Os
dois primeiros casos ndo serdo tratados neste trabalho, entretanto o ultimo
terd grande importancia para o estudo da contribuicdo do concreto intacto
entre fissuras.

Pretende-se, no decorrer desta secdo, apresentar as hipéteses de
calculo e desenvolver expressdes que possam ser utilizadas na prética por
meio de algoritmos bastante simples possiveis de serem implementados em
qualquer computador, ou até mesmo resolvidos manualmente sem grande

trabalho.
HIPOTESES BASICAS :

O diagrama de deformacdes para a secdo transversal de um
elemento de concreto armado solicitado a flexdo simples por um momento
M, atuando no plano do eixo oy que passa pelo seu eixo de simetria, é
mostrado pela figura (2.2) . As hipoteses fundamentais para a consideracao
e 0 equacionamento do calculo no estadio 1 serdo apresentadas, item a
item, como segue :

a) A resisténcia a tracdo do concreto, f.; , Ndo sera atingida, dessa forma
nao havera formacéao de fissuras na secao.

b) Existe um eixo de simetria pertencente ao plano do esforco atuante.

c) E suposta a perfeita aderéncia entre as barras da armadura e o

concreto que as envolve. Dessa forma, é vélida a seguinte relagao :

€y :ec,y (p/ y= di - Xl) (2-9)
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1
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%7 &g
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d M ] h N linha neutra

| de deformacdes

<<

| 1r

[—1 &s
et
Figura 2.2 : Secéo transversal e deformacgdes para o estadio 1.

d) A classica hipétese de Bernoulli da manutencdo das secdes planas a
configuracdo deformada, para materiais homogéneos € estendida as secdes
armadas. Portanto, o digrama de deformacdes sera linear ao longo da altura

da secao e serdo validas as seguintes relacdes :

ey -1 (2.10)
y r

i:} (2_11)

d-x, r

d) A secédo gira em torno de um eixo perpendicular ao seu plano de simetria.
A este denomina-se “linha neutra de deformacdes”, que na auséncia de
deformacdes impostas coincide com a “linha neutra de tensfes”.

e) A relagdo entre tensbes e deformacéo sera linear tanto para o concreto
quanto para o aco, permitindo-se escrever as tensées no concreto e no
aco, respectivamente, pelas expressfes para uma fibra genérica descritas

abaixo :

S.y =Ec.€y (2.12)

sy =E,.eq (2.13)
onde E. é o modulo de elasticidade longitudinal do concreto e Es tem o
mesmo significado para o aco.
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HOMOGENEIZACAO DA SECAO :

Para a aplicacdo do método classico de calculo é necessario que a
secdo do elemento em analise seja composta por uma material homogéneo.
Isto pode ser obtido transformando-se uma secdo de concreto armado em
outra, ficticia, tomando o concreto como material de referéncia. Para tanto é

definido o coeficiente de homogeneizagao, as , da seguinte forma :
a.=—2 (2.14)

A obtencdo desse coeficiente pode ser facilmente demonstrada a
partir das hipéteses de perfeita aderéncia entre o aco e o concreto e
linearidade fisica dos materiais, ambas anteriormente descritas. Desse modo
0 que se busca é escrever a tensdo numa camada genérica de armadura,
localizada na fibra dj, em funcdo da tensdo na mesma se esta fosse
composta efetivamente de concreto, que € o material de referéncia. Assim,

com o emprego das expressoes (2.12) e (2.13) pode-se escrever:

Sy cy

_:%s =ags,, (c/y=d,) (2.15)

Assim, a area da secdo homogeneizada no estadio 1 , A; , pode ser
escrita da seguinte forma, descontando-se o0s espacos ocupados pela

armadura:

n
A =Ac,+a (a,- DAs (2.16)

i=1

7

Onde Ac, é a éarea total da secdo transversal, n € o niamero de

camadas de armadura e As; é a area de cada uma dessas camadas.
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CALCULO NA FLEXAO SIMPLES :

Considere-se a secdo de concreto armado apresentada na figura
(2.2); a seu respeito podem ser escritas as seguintes equacdes de equilibrio
em termos de forca e de momento, respectivamente :

By A, +a(a - DA 8___0 (2.17)

A

[

oy g %40 _
FBey YA +a(@as- DA g—+(x1 -d))=M (2.18)
A i=1 as o

c

Os significados de todas as varidveis empregadas nas equacdes
(2.17) e (2.18) ja foram anteriormente descrito.

A partir do diagrama de tensdes da figura (2.1-b) podem ser escritas
as seguintes relacoes :

_i:_sc’ylz SSi
X

2.19
Yy add- %) (249)

Fazendo-se transformacfes nas equacfes de equilibrio de esforcos

(2.17) e (2.18), de maneira a nao altera-las o significado, sdo obtidas as
seguintes expressoes :

O—‘SC'y'y . dA +a(a - DA, 3s i-j(x -d)=0
A Y i=1 8 ax-d)g =
...(2.20)
e:
\Sny' n2 C';1 S O
o (V)" dA.+a(as- DAy —S'( -d)?=
N Ea (5, - d)o

..(2.21)
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Os momentos estatico e de inércia, no estadio 1, para a secao

homogeneizada em relacao a linha neutra valem, respectivamente:

Sii= QY'dA, + a (@s- DAg (xy- d;) (2.22)
A, i=1

= QY) dA, + 8 (@s- DAG (X, - d;)? (2.23)
A i=1

c

A partir das equacdes acima descritas, € possivel escrever as
equacao de equilibrio de esforcos de forma resumida empregando-se para
tanto as condi¢cdes de compatibilidade de tensdes expressas pela relacéo
(2.19). Assim :

—£§,,=0 (2.24)
. Sh

e:

Sey =M (2.25)
X

Para a determinacao da linha neutra em secdes de concreto armado
nao fissuradas submetidas a flexdo simples, sera imposta a condicdo de
momento estatico nulo como pode ser observado pela expressédo (2.24).
Apos a determinagdo do valor de X; , 0 momento de inércia sera calculo

através da expressao (2.23).

2.3.2 - CALCULO CLASSICO NO ESTADIO 2 PARA FLEXAO SIMPLES

O calculo de deformacfes e tensdes no estadio 2 tem aplicacao as
estruturas fissuradas de concreto armado. Esta situacdo podera ocorrer nas
regibes mais solicitadas a flexao de vigas onde, em geral, deverdo aparecer
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fissuras. Nesta secdo serdo apresentadas as hipoteses fundamentais para o
estadio 2 e desenvolvidas expressdes para uma secao em forma qualquer
de concreto armado, do mesmo modo que foi efetuado na secao anterior
para o estadio 1.

HIPOTESES DE CALCULO :

de deformacdes

1/r

<=

L
-

1

-
\

Figura 2.3: Secéo transversal e deformagdes para o estadio 2.

Uma secado fissurada de concreto armado e seu diagrama de
deformac0des séao ilustrados pela figura (2.3). As notacdes utilizadas serao as
mesmas da sec¢ao anterior. As hipéteses basicas sao relacionadas a seguir :
a) O momento fletor atuante, M, tem intensidade suficiente para provocar a

fissuracdo do concreto na fibra mais tracionada.

b) Toda a regido de concreto abaixo da linha neutra sera totalmente
desprezada, mesmo que ainda haja um pequeno trecho resistindo a
tracdo, como pode ser observado na figura (2.1-d).

c) As hipodteses b, c, d, e, além de f empregadas na sec¢do anterior, onde

tratava-se do célculo no estadio 1 continuam validas para o estadio 2.
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HOMOGENEIZACAO DA SECAO :

O conceito € analogo ao exposto para o estadio 1, a Unica diferenca
estd no fato de que a area de concreto abaixo da linha neutra sera
completamente desprezada para o calculo dos momentos estatico e de
inércia em relacdo a esta. Deve-se lembrar que as areas ocupadas pela
armadura s6 devem ser descontadas para fibras na regido comprimida da
secdo. Desse modo a area da secdo homogeneizada no estadio 2, A, , sera
calculada de acordo com a expressao (2.26).

n, n
A,=A_+aA,@.,-)+ dA,a, (2.26)
i=1 i=n +1
onde A.. € a area de concreto comprimido; n. e n sao, respectivamente, o
namero de barras de a¢o na regido acima da linha neutra, devendo o espaco
ocupado pelas barras ser descontado e o numero total de barras na secéo.

CALCULO NA FLEXAO SIMPLES :

Do mesmo modo que foi desenvolvido para o estadio 1, séo escritas
as equacdes de equilibrio em termos de esforco normal e de momento para
uma secdo de concreto armado semelhante aquela da figura (2.3), com

secao de forma qualquer, tem-se :

By A~ aA 8__+ (A S4)=0 2.27)
A [ [

ForY A A2 206 d) 4
(2.28)
EolAsiSsi(Xz'di):M

i=1

Transformando-se as expressfes acima, de modo que as relacdes

expressas em (2.19) possam ser utilizadas tem-se :
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Scy' gc ae S . O
\—2>V'dA . - a.- DA, 3 (X, - d.)+
AO —Y cc .6=11( s ) sgas(xz_ di)ﬂ\ 2 |)
~ ...(2.29)
3 & S, 0]
+ A = -a.(X, - d)=0
i:entﬂ sgas(xz _ di)ﬂ s( 2 |)
e.
N Scy' "2 o e Sy 0 2
’ dA .- a.- DA, 3 (X, - d)°+
AO y. (y) cc |E=11( S ) sgas(xz_ di)ﬂ\ 2 |)
* (2.30)
3 & S, 0 5
i:?c-'-l Sgas(xz_ dl)ﬂ S( 2 )

Desenvolvendo-se as expressoes (2.29) e (2.30) da mesma forma
que foi efetuado para o estadio 1 chega-se as equacfes dos momentos

estatico e de inércia em relacao a linha neutra para o estadio 2, a saber :

Soz= WAL+ (@s- DA (- d)+ daA, (X~ d)  @23D)

A i=1 i=n +1

cc

e:

lno= 8Y)* dAe + 8 (s~ DAL (X - d)* + AasAy(x,- d)?

A i=1 i=n.+1

cc

..(2.32)

2.4-CONTRIBUICAO DO CONCRETO INTACTO ENTRE
FISSURAS — “TENSION STIFFENING”

Conforme foi anteriormente citado, um elemento estrutural de
concreto armado pode ter seu comportamento melhor descrito por uma
situacdo intermediaria entre os estadios de tensdo abordados. Tal fato se
justifica pela presenca de armadura na regido tracionada de uma secao
transversal. Diversos autores trataram desse assunto. Neste trabalho, serédo
apresentados os modelos propostos por DEBERNARDI (1983) e GHALI &
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FAVRE (1986), que foram empregados nas implementacfes computacionais
necessarias.

A diferenca basica entre estes modelos € caracterizada pela
utilizacdo, por GHALI & FAVRE, de uma apropriada interpolacdo entre os
resultados obtidos pelos estadios 1 e 2; enquanto DEBERNARDI, por sua
vez, faz um equacionamento relativo a configuracdo média deformada. Estes
métodos serdo descritos para a flexdo simples no capitulo 4.

Nesta secdo sera exemplificado o caso de um tirante de concreto
armado onde emprega-se o modelo de GHALI & FAVRE visando
unicamente uma melhor elucidacdo de como o concreto intacto entre
fissuras contribui para a diminuicdo dos niveis de deformacdo da armadura

tracionada.

2.4.1-TIRANTE DE CONCRETO ARMADO

Seja um tirante de concreto armado submetido a um esforgo axial N
conforme a figura (2.4); a primeira fissura ocorrera quando tomarmos para N
um valor igual a N; ( esforco normal de fissuragcdo) dado pela expressao
seguinte:

Nr = fCt[AC + (aS - 1)AS] @CI'AC (233)

Pouco antes de ocorrer a primeira fissura, a secdo se comporta de
acordo com as hipé6teses do estadio 1, sendo a tensdo no concreto igual a f;
e no aco as.fct . Imediatamente apOs a fissuracdo, a secdo onde esta
ocorreu terd comportamento tipico do estadio 2, a tensdo no concreto sera
nula, com toda a tracdo sendo absorvida pela armadura, desse modo para a

armadura nesta sec¢ao:

A
s fct[A—: +tag- 1 (2.34)

=N,
sr AS
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Figura 2.4 - Tensdes em um tirante fissurado de concreto
armado: a) tensdes na armadura; b) tensdes de aderéncia; c) tensdes

no concreto.

A tensdo no aco aumenta repentinamente (apds a fissuracéo) devido
a transferéncia da tracdo que antes era absorvida pelo concreto, produzindo
uma deformacéo da armadura incompativel com a deformacéo do concreto
adjacente o que resulta num aumento na abertura da fissura. A contribuicéo
do concreto intacto entre fissuras tende a diminuir a deformacéo do aco (ver
fig. (2.4)), e a uma distancia s, ocorre uma nova fissura. E interessante
lembrar que numa regido vizinha as fissuras o comportamento do concreto
ndo € governado pelo estadio 1 e nem pelo estadio 2. Ocorre que esta é
uma regido de transicdo e o estadio de tensdes pode ser definido pelo
aparecimento de um estadio intermediario causado pelo escorregamento da

armadura.
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Nas secdes fissuradas, as tensbes e as deformacdes no aco seréo

determinadas pelas expressoes (2.35) e (2.36), respectivamente.

N

S, =— 2.35

2 A (2.35)
s, _ N

€, =——=— 2.36

e~ T (2.36)

Quando N = N, a deformacdo na armadura correspondente a tensao

de fissuragao ss, pode ser escrita conforme a expressao seguinte:

—Ss _ N, (2.37)
ES

EAS

e

sr2

Entre duas fissuras consecutivas a tensao de tracdo no aco tera valor
menor que Ss2 , enquanto que a tensdo de tracdo no concreto € maxima na
secdo média entre duas fissuras. O fato de haver uma reducéo da tensao no
aco, deixa claro que esta foi provocada pela colaboracdo do concreto néo
fissurado. Uma consequéncia imediata é que a deformacdo da armadura
varia ao longo do comprimento do elemento, podendo-se definir uma

deformacéo média dada por:

e =L (2.38)

onde L € o comprimento total do elemento, e DL € o alongamento deste.
Pode-se dizer que ha uma reducdo da deformacdo do aco (D) causada

pela contribuicdo do concreto. Assim, escreve-se (2.38) na forma:

€4, = €y - Deg (2.39)
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O valor de e, esta compreendido entre e5; e es;, onde este Ultimo é

uma deformacéo hipotética do aco admitindo estadio 1 , dada por:

_ N N
. Ec(Ac+asAs) EcAl

eqg =€

(2.40)

O mddulo de Ds representa a diferenca numérica entre a deformacao
média e, e a deformacdo do aco na secdo fissurada. Esta diferenca
assume um valor maximo Des max NO inicio da fissuragdo, quando N = N, ,
segundo GHALI e FAVRE (1986) D varia parabolicamente com sSs»

conforme as equacgdes que seguem.

S
Des = Desmax —- (2.41)
S«
com:
S
D&s,max =(ep - €g)—" (2.42)
s2

Substituindo-se (2.41) e (2.42) em (2.39), obtém-se a expressao da
deformacéo média no aco:

g = (1- 2)ey +zeg, (2.43)

Onde z é um coeficiente de ponderacdo compreendido entre 0 e 1.
Para secOes nao fissuradas (N < N;) z assume o valor zero, quando N > N, ,

o valor de z é dado pelas expressdes seguintes:

z=1- 35)2 s, >s, (2.44)
s2

ou ainda:
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z=1- (%)2,N>Nr (2.45)

Para levarem-se em conta as condi¢cdes de aderéncia da armadura e
a duracao de aplicacéo ou a repeticdo dos carregamentos o CEB-FIP (MC-
90) faz um ajuste na expressao de z , introduzindo os coeficientes b; e b,

nas expressdes acima, resultando em:

z=1- blbz(z—g)z,ssz >s, (2.46)
2
e:
— Nr 2
z=1- ble(W) yN>N, (2.47)
onde:

considerando-se as condi¢cdes de aderéncia:
b; = 1,0 para barras de alta aderéncia (h,3 1,5)

b; = 0,5 para barras lisas (hp = 1,0)

considerando-se as condi¢gdes de carregamento:
b,= 1,0 para o primeiro carregamento, ou para cargas pouco
repetitivas, ndo permanentes.
b, = 0,5 para cargas permanentes ou com grande nuamero de

ciclos.
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3-FENOMENOS REOLOGICOS DO CONCRETO
ARMADO

3.1-INTRODUCAO

As estruturas de concreto armado estdo, de uma maneira geral,
sujeitas a sofrerem uma série de mudancas em seu estado de tensbdes e
deformacbes desde o instante em que um carregamento € aplicado, aqui
denominado “ty", até outro instante de tempo genérico, “t” maior que to.
Estas mudancas tém sido objeto de estudo de diversos autores, dentre os
guais pode-se destacar NEVILLE (1983) e BAZANT (1972).

As modificacbes nos estados de tensdes e deformacdes dos
elementos de concreto armado estéo relacionadas a diversos fatores dentre
0S quais assume grande importancia a fluéncia e a retracdo do concreto,
itens estes que serdo sucintamente estudados no transcorrer deste capitulo.
Para avaliar as mudancas nas deformacdes causadas por esses fenébmenos
torna-se necessario o emprego de funcdes de tempo apropriadas,
recorrendo-se as formulacbes empregadas por normas internacionais
conceituadas dentre elas o ACI e os Cddigos-modelo do CEB. Aqui optou-
se pelo MC-90 do CEB por apresentar uma formulacdo atual e facilmente
programavel.

Ao longo do tempo o mddulo de elasticidade do concreto sofre
sucessivos acréscimos em relacdo ao seu valor inicial; do mesmo modo
ocorre com a resisténcia a compressdo e a resisténcia a tracdo; para tais
casos sera aqui utilizada novamente a formulacdo do Coédigo-modelo de
1990 do CEB. Nessas recomendacfes utiliza-se na formulacdo um fator
denominado “b,” que DEBERNARDI (1983) em seu trabalho diz parecer
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uma tentativa de avaliar a fluéncia na aderéncia entre a armadura e o
concreto que o envolve, marcando ai mais um efeito dependente do tempo.

Nas estruturas isostéticas tanto a fluéncia quanto a retracéo, alteram-
se somente o0s deslocamentos destas, pois 0s esforcos solicitantes
dependem apenas de equacbes de equilibrio externo. Entretanto, em se
tratando de vigas, grelhas, porticos etc... hiperestaticos é possivel que
ocorra também uma redistribuicdo de esforcos; este fato sera visto mais
adiante e pode também ser encontrado em NEVILLE (1983).

As deformacdes que irdo ocorrer internamente numa estrutura devido
ao efeito da fluéncia do concreto implicardo num aumento da magnitude dos
seus deslocamentos ao longo do tempo. Para os casos onde o efeito de
segunda ordem nao for desprezivel, a deformacéo lenta também deve ser
considerada.

Outro fato importante a ser citado é que as estruturas de pavimentos
de edificios sofrem ao longo do tempo mudancas em suas condi¢bes de
apoio, isto se deve a presenca do cimbramento até a estrutura adquirir certa
resisténcia minima necessaria para a sua retirada. Desta maneira fica
evidenciado que deverdo ocorrer grandes mudancas tanto em termos de
deformacbes e deslocamentos quanto em termos de tensdes internas e
esforcos solicitantes.

O concreto € um material de comportamento dificil de ser analisado
com rigor, ainda mais quando o efeito do tempo é envolvido. Procura-se
reunir subsidios necessarios para as implementacdes de fendmenos
reoléogicos no programas desenvolvido e também para futuras

implementagdes nessa linha.

3.2-FLUENCIA DO CONCRETO

Considere-se uma barra prisméatica de concreto tal que a area de sua
secado transversal seja igual a “A” constante ao longo de todo o seu

comprimento e esteja apoiada continuamente sobre um plano ao longo de
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toda sua base, conforme mostrado pela figura (3.1). Se for aplicado em seu
extremo superior, num instante de tempo denominado inicial “t,”, uma acéo
uniformemente distribuida de médulo igual a “p” por unidade de area a
tensdo atuante num plano qualquer paralelo aquele que define o extremo

superior da barra tera o valor em modulo conforme a equacao (3.1).

Figura 3.1 : Barra de concreto carregada axialmente.
A
S P2 =p (3.1)
A

Neste caso a deformacdo elastica no instante “ty” assumird o
seguinte valor :
S

e (tg) = E (t.)

(3.2)

onde E, (t,) € o modulo de elasticidade longitudinal do concreto para o
instante de tempo igual a “ty”".

Supondo-se que 0 carregamento externo aplicado seja mantido
constante ao longo de um intervalo de tempo que varie de “to" até “t”, as

tensdes permanecerdo constantes ao longo do tempo; entretanto devido a
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um re-arranjo da estrutura interna do concreto, as deformagdes sofrerdo
acréscimos em seus valores. Dessa maneira a fluéncia é definida como
sendo o acréscimo de deformacfes sob tensdo constante. A deformacéo

total num instante genérico de tempo sera obtida por :
ec,tot (t) = ec (to) + ecc (t,to) (33)

onde e (t,t,) € a deformagéo no concreto por fluéncia. A expresséo (3.3)

também pode ser escrita da seguinte forma :
€t (D) =€ (L) (1+] (L,ty)) (3.4)

onde o termo j (t,t,) é relacédo entre a deformag&o no concreto por fluéncia
e deformacéo elastica inicial, também denominado coeficiente de fluéncia.
Ao se relacionar a deformacéo total com a tenséo inicial do concreto pode-se

definir uma funcéo de fluéncia na seguinte forma :

€c.ot (1) _ 1

f(t,ty)= E_(t,)

[1+] (L1o)] (3.5)

Suponha-se agora que agado externa seja abruptamente retirada no
instante de tempo igual a “t”. Logo de inicio existe uma diminuicdo no nivel
de deformacdes devida a recuperacao elastica. Esta deformacdo pode ser
determinada de maneira semelhante a equacéo (3.2), no entanto o sinal é
invertido por se tratar de descarregamento e, ainda, o modulo é menor
devido ao ganho de resisténcia e a diminuicdo da deformabilidade do

concreto. Assim :

S

E. (1)

e () =-1 c/ E,(t) AE, (t,) (3.6)
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No caso do descarregamento parte da deformacao devida a fluéncia
sera recuperada ao longo do tempo, a esta denomina-se de acordo com
NEVILLE (1983), “fluéncia recuperavel” ou “reversivel’. Por outro lado, a
parcela de deformacdo que ndo pode ser recuperada é divida em duas
partes, a saber: “deformacado lenta irreversivel” e “fluéncia rapida” que é
aquela que ocorre nas primeiras 24 horas ap0s o carregamento.

A evolucéo das deformacdes ao longo do tempo de uma barra do tipo
daquela da figura (3.1) sujeita a um estado de tensdes constante durante um
intervalo que varia de “ty” até “t” pode ser ilustrado pela figura (3.2) onde
e.(t,)eé a deformacdo elastica inicial; e, (t,t,) € o acréscimo de
deformagdes no concreto devido a fluéncia; e, (t) € a recuperacéo elastica

no tempo “t”; e., € a fluéncia recuperavel; e, € a parcela irreversivel desta

e e,

ca

é fluéncia rapida. Sera apresentada neste capitulo a formulacéo para

o calculo do coeficiente de fluéncia de acordo o MC-90 do CEB.

Quando se efetua a andlise de estruturas de concreto armado sujeitas
a flexdo, as tensGes acabam por sofrer variacdes ao longo do tempo e nao
existe mais fluéncia pura como no caso da barra da figura (3.1). Embora néo
se pretenda neste capitulo aprofundar-se nesse fenémeno deve-se ao
menos ser citado que para tais casos existe um equacionamento através de
uma integracdo ao longo do tempo e a deformacéo total passa a ser dada

por :

t
ot (1) =S¢ (1) X (1) T O ) IS¢ (1) (3.7)
tO

A equacdo acima pode ser resolvida através do emprego do método
AAEM (“Age Adjusted Effective Modulus”) e mais detalhes sobre esse

assunto podem ser encontrados na bibliografia citada.
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Figura 3.2 : Deformacgdes ao longo do tempo para barra comprimida de

concreto armado.

3.3-RETRACAO DO CONCRETO

Denomina-se retracdo a reducdo expontanea de volume que ocorre
em uma barra de concreto, mesmo na auséncia de carregamento externo
causando tens6es mecanicas ou de variacdo de temperatura. Pode também
ocorrer o inverso, ou seja, 0 aumento de volume quando a pega estiver em
ambiente extremamente Umido ou submersa; tais fatos séo ilustrados pela
figura (3.3) que mostra ainda que a retracdo é maior no inicio tendendo a um

valor constante com o envelhecimento do concreto.
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Figura 3.3 : Retracéo e expanséo ao longo do tempo.

As causas da retracdo e da expansdao estdo relacionadas
basicamente com a estrutura interna do concreto e, enumeradas em
PINHEIRO (1992), estdo as trés principais: quimica, evaporacdo da agua
dos capilares do concreto e carbonatacdo. Como o estudo mais aprofundado
destes fendmenos implicaria na elaboracdo de uma pesquisa muito mais
abrangente sobre a estrutura interna do concreto, indica-se o trabalho de
SMERDA (1988) além dos demais ja citados anteriormente.

Os fatores principais que influem na retragdo do concreto estao
relacionados basicamente com :

a) tipo do cimento: cimentos mais resistentes e de endurecimento mais
rapido apresentam maior retracdo; a finura das particulas também faz
com gue a retracdo aumente pois quanto mais fino for o grado mais agua
de amassamento é necesséria .

b) quantidade de cimento: quanto maior mais retracdo quimica havera.

c) 4gua de amassamento: quando maior a relacao agua/cimento maior sera
0 numero de capilares resultando maior diminuicdo expontanea de
volume.

d) tamanho dos agregados: quanto menor mais agua sera necessaria a

mistura.
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e) umidade ambiente: assume grande influéncia no processo de cura do
concreto, dificultando a retragéo.

f) temperatura: seu aumento favorece a evaporacao da agua, aumentando a
retracéao.

g) espessura dos elementos: quando menor, maior sera a superficie relativa
em contato com o ambiente provocando o aumento da evaporagao.

h) idade do concreto: o aumento de sua resisténcia com o tempo dificulta a
retracéao.

I) presencga de armadura: influencia na deformabilidade da peca dificultando

inclusive a deformacao expontanea.

3.4-RELAXACAO DO CONCRETO

Para a andlise do comportamento do concreto sob o efeito de acdes
de longa duracdo, além da deformacédo lenta, como ja tratado, deve-se
também ser considerado outro fenbmeno denominado “ relaxacao “.

Considere-se, para tanto, uma barra prismatica de comprimento L
como mostrado pela figura (3.4-a). Se num instante qualquer for imposto um

deslocamento DL (figura 3.4-b) a deformacé&o correspondente sera :

e=— (3.8)

Se 0 médulo de elasticidade da barra para esse instante for igual a E,
o valor da tensdo correspondente sera s (t,) = E e . Suponha-se, agora,
que DL e, consequentemente, e sejam mantidos constantes ao longo do
tempo com o auxilio de algum instrumento de controle apropriado; a tenséo
que inicialmente valia s; vai sofrendo uma diminuicdo em seu mddulo ao
longo do tempo até se estabilizar atingindo o valor s(t) num tempo infinito

conforme ilustrado pela figura (3.5).
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Pode-se dizer, entdo, que relaxacdo de um material é a “diminuicdo
de tenséo sob deformacao constante”; entretanto em estruturas de concreto
este fenbmeno se da juntamente com a deformacado lenta, ndo existindo
dessa forma a relaxacéo pura para o concreto.

A relacdo entre a tensdo num instante de tempo t qualquer, desde
que maior que to, e a deformacdo inicial de uma fibra do concreto é
denominada funcéo de relaxacéo, r(t,to); esta funcéo serd de importancia no
calculo do “coeficiente de envelhecimento do concreto”, X(t,tg), como sera

visto no item (3.8). Assim :

s(t)=er(t,t,) (3.9)

a) b)

Figura 3.4 : Deformacéo de barra prismatica.

X0

t0 t

Figura 3.5 : Relaxacao do concreto.
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3.5-CALCULO DA RETRACAO E FLUENCIA DE ACORDO
COM O CODIGO - MODELO DE 1990 DO CEB

3.5.1-APLICABILIDADE DO MODELO

Segundo o CEB (1990), o equacionamento apresentado é valido para
0S concretos estruturais correntemente usados na pratica podendo sua
resisténcia caracteristica a compressao, fc , assumir valores que variam
desde 12 MPa até o maximo de 80 MPa. As tensdes de compressao nao
devem exceder 40 por cento da resisténcia média a compressdao do dia
correspondente ao carregamento, ou seja is¢é a fcm(to). A umidade
ambiente deve estar compreendida entre 40 e 100% e a temperatura entre

5°C e 30°C . O modelo também ¢é valido para as solicitagdes de tracao.

3.5.2-PARAMETROS DE CALCULO

O célculo das deformacdes devido a fluéncia e retracdo do concreto
depende de varios fatores sendo que o0s principais sdo a resisténcia a
compressdo, a espessura equivalente, a idade do concreto, a temperatura
ambiente, a umidade e o tipo do cimento dentre outros. Todos estes
parametros sdo considerados no equacionamento como sera descrito a

seguir.

a) resisténcia a compressao :
O valor da resisténcia média a compressao aos 28 dias é dado pela
expressdo (3.10). Onde f, € resisténcia caracteristica a compressao

tomada aos 28 dias.

f. =fy +8MPa (3.10)
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b) espessura equivalente :

A espessura equivalente hg (cm) é determinada por :

h, =—¢ (3.11)
m

onde A é a area da secdo transversal (cm?) e m(cm) é o perimetro exposto
ao ambiente. Pode-se notar que pecas muitos esbeltas terdo uma grande

espessura equivalente e sofrerdo maiores deformagdes por retracao.

c) maturidade do concreto :

A temperatura média ambiente tem um efeito sobre a maturidade do
concreto que é levado em conta de modo a substituir a idade real deste por
outra, denominada “ idade ficticia “, tt , que sera exatamente igual a real se
a temperatura média ambiente for de 20°C. Dessa forma o intervalo total de
tempo deve ser dividido em sub-intervalos que caracterizem a

predominéancia de determinada temperatura média, assim sendo:

€ u
n e u
t- = S Dt,.exp- é 4000 - 13650 (3.12)
= 873+ (D) a
& To i

onde T(Dt;) é a temperatura média [°C] durante um intervalo de tempo igual

a Dt; em dias e To assume o valor de 1°C.

d) tipo do cimento :

O efeito do tipo de cimento no calculo da fluéncia do concreto é
considerado por meio da correcdo da sua idade por ocasidao do
carregamento ou seja, da idade inicial ou “ ty". Isto é feito por meio da
aplicacao da equacao (3.13).
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t t é 9 u 3 05di
of = lor-€ o050 Y o alia (3.13)
§2+(tOT/t01) S|

onde to; € igual a 1 dia, tor é a idade inicial do concreto, corrigida de acordo

com a expressao (3.12) e a poténcia a € funcao do tipo de cimento e
assume 0s seguintes valores :

a = -1 para cimentos de endurecimento lento tipos ( AF, POZ,
MRS,ARS );

a = 0 para cimento portland comum ( CP );

a = +1 para alta resisténcia inicial e rapido endurecimento ( ARI ).

3.5.3-CALCULO DA RETRACAO

O valor total da retragcdo do concreto que se desenvolve desde um
instante de referéncia, ts até outro aqui denominado t é dado pela seguinte

expressao :

es(tits) = ebs(t - to) (3.14)

onde t é idade real no instante em que se calculam as deformacdes; ts € a
idade real do concreto no dia a partir do qual a retracéo interessa a ser
considerada; e.so € 0 valor de referéncia da retracdo dado pela expresséo
(3.15); bs € funcdo da evolugédo da retragdo com o tempo e tem seu valor
dado pela equacéao (3.19).
O valor da retracdo de referéncia € dado por :
€0 = € (fem)Dur (3.15)

com :

€ (fom) =[160+ 100 (9- fopy / fomg)] - 10°° (3.16)
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onde f.n € a resisténcia média a compressdo do concreto aos 28 dias
conforme a expressao (3.10); fcmo € igual a 10 MPa e bg. € o coeficiente para
levar em consideracgéo o tipo do cimento e pode assumir um dos seguintes
valores abaixo :

bsc = 4 para cimentos de endurecimento lento tipos (AF, POZ,
MRS,ARS);

bsc = 5 para cimento portland comum (CP);

bsc = 8 para alta resisténcia inicial e rapido endurecimento (ARI).

O termo bygr, que aparece na equacéo (3.15), tem como funcao levar
em conta a umidade do meio ambiente, sendo calculado pela expressao
(3.17) ou pela (3.18)- conforme a umidade relativa do ambiente. Valores
negativos deste significam que houve diminuicdo de volume na peca, ao

passo que o sinal positivo para 0 médulo de byg indicariam uma possivel

expansao.
€ aRg U
byr =-155¢l- Sy 0 para 40% £ UR < 99% (3.17)
A 1009 p
e 9]
by =+0,25 para UR3 99% (3.18)

O desenvolvimento da retracdo com o tempo depende do intervalo
considerado e da espessura ficticia. Dessa forma o valor de bs (t,ts) € dado
por (3.19):

.05
t- i

e (0]
t- ts)=§ > H
350(hy / hyg )" + (t- t) Ity

by( (3.19)

onde t; é igual a 1 dia e h¢ vale 10 cm.
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3.5.4-CALCULO DA FLUENCIA DO CONCRETO

O valor da deformacdo devido a fluéncia no concreto, quando
submetido a uma tensdo constante, pode ser calculado pela expressao
(3.20) desde que as condicdes de aplicabilidade expressas pelo item (3.5.1)

deste texto sejam satisfeitas.

s, (to)
E, (28)

e (t,ty)= J g (t,tg) (3.20)

onde s (tp) € a tensdo no concreto; E. (28) é o modulo de elasticidade
longitudinal que tem seu valor de acordo com o item (3.6) e j 25 (t,to) € 0
coeficiente de fluéncia em relagédo a deformacéo aos 28 dias.

A deformacéo total num instante de tempo qualquer, devida a uma
tensdo constante aplicada numa fibra do concreto pode ser relacionada com
esta tensdo através de uma “funcdo de fluéncia” como ja foi comentado no

item (3.2). Dessa forma :
€t (1) =S¢ (to) . (t,ty) (3.21)
onde a funcao de fluéncia pode ser escrita na seguinte forma:

] 25 (8, %6)
E.(t))  E.(28)

f(t,t,)= (3.22)

CALCULO DO COEFICIENTE DE FLUENCIA:

O coeficiente de fluéncia € calculado da seguinte forma :

] zs(t’to):j obc(t' t0) (3.23)
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onde j o é o valor de referéncia do coeficiente de fluéncia para a idade t, e
b (t-tp) € um coeficiente que mede o desenvolvimento da fluéncia ao longo
do tempo.

A umidade relativa do ambiente, a espessura equivalente, a
resisténcia do concreto, o tipo do cimento e o instante da aplicacdo do
carregamento sao os fatores que influem no valor do coeficiente de

referéncia que é determinado conforme as expressfes seguintes :

jo=1I UR.b(fcm).b(to) (3.24)
com .
.. 1-UR/100
J = —~ (3.25)
0215(h,) 3
16,8
b(f J)=—"_ 3.26
(Cm) (fcm)O.S ( )
1
b(t,)=—— 3.27
( O) 011+(t0f)0.2 ( )

onde UR é a umidade relativa em %; hy é a espessura ficticia calculada
conforme a expresséo (3.11); f.m dado por (3.10) e tyr € a idade inicial
corrigida pelas equagbes (3.12) e (3.13), respectivamente.

O desenvolvimento da fluéncia com o tempo é dado por :

& (t-t))/t, 0
b (tt)=a > /"1 3.28
(L) ey +(t- t)/t, 4 (529
com:
i URS § h
b,, =150} 1+§?L 20 50 4+ 250£ 1500 (3.29)

onde (t-tg) € o intervalo real em dias, ndo corrigido; h,e € a espessura de

referéncia que é tomada como valendo 10cm; t; vale 1 dia.
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OBSERVACOES:

De acordo com as indicacdes do CEB, o célculo do coeficiente de
fluéncia é proposto como sendo a relacédo entre a deformacao por fluéncia
no instante “t” e a deformacao instantanea para uma tensao aplicada aos 28
dias, dai o fato de estar sendo usado na nomenclatura o simbolo j s . Assim
a partir da equacao (3.20) resulta :

€ (L 1o)
s (to) / Ec(28)

J 2 (tity)= (3.30)

Pode também ser interessante definir o coeficiente de fluéncia como a
relacdo entre a deformacgédo por fluéncia no instante “t” e a deformacéo
elastica para o instante inicial “t,”. Desse modo resulta uma expressao

semelhante a (3.30) descrita a seguir :

eCC (t’tO)
S (to) / Ec(to)

Jo(titp)= (3.31)

O coeficiente de fluéncia em relacdo ao tempo inicial pode ser obtido
a partir do valor calculado pelas recomendac6es do CEB, bastando para
isso isolar o termo correspondente a deformacdo por fluéncia nas

expressoes (3.30) e (3.31) e depois igualar as equacdes resultantes. Assim :

_Sc(to) ; _Sc(to) ;
t,t,)= . t,{y) = . t,t 3.32

ecc( O) EC (28) J 28( O) EC (to) J O( 0) ( )
portanto:

: : E.(t

Jo(L1)=] 5 (t,tO).ﬁ (3.33-a)
e, analogamente :

. : E. (28

J 28 (ttg)=] o (t,to). c(28) (3.33-b)

E. (to)
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3.6-VARIACAO DO MODULO DE DEFORMACAO
LONGITUDINAL DO CONCRETO

O modulo de elasticidade longitudinal, tangente na origem do
diagrama tensao x deformacéo, para concretos de peso especifico normal,

pode ser estimado da seguinte forma, de acordo com as indicacées do CEB
de 1990:

1
E.(28) = 21500 (f, +Df) / f 03 (3.34)

onde E. (28) tem seu valor em MPa e se refere a idade de 28 dias; fck é a
resisténcia caracteristica do concreto a compressao; fcmo € igual a 10 MPa e
Df € tomado como sendo igual a 8 MPa.

Para o caso de andlise em regime de elasticidade linear, com a
consideracdo da fluéncia e niveis de tensdo maiores é definido um maddulo
secante, E.s (28), que é na realidade uma minoracdo do modulo tangente;

estes fatos podem ser ilustrados pela figura (3.6) .

E. = 085E, (3.35)

Figura 3.6 : Modulos de deformacdo longitudinal tangente e secante

para o concreto.
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Para uma idade qualquer do concreto, diferente de 28 dias, o CEB-90
apresenta uma formulacdo para a avaliacdo do valor do modulo elastico

como sera apresentado a seguir :

E.(t) =bg().E.(28) (3.36)
Com:

be (1) = b (1) (3.37)
e:

be(t) = exp[s(l- m)] (3.38)

O termo “s” € um coeficiente que é funcao do tipo de cimento; seus

valores possiveis sdo 0s seguintes :

s = 0,20 para cimentos de endurecimento lento tipos (AF, POZ, MRS,

ARS):

(0]
I

0,25 para cimento portland comum (CP);

s = 0,38 para alta resisténcia inicial e rapido endurecimento (ARI).

3.7-DESENVOLVIMENTO DA RESISTENCIA COM O TEMPO

3.7.1-RESISTENCIA A COMPRESSAQO

O valor da resisténcia média a compressao, fcm, ja foi estudado no
item (3.5.2), pois seu conhecimento era de interesse para os célculos
relativos a fluéncia e a retracao. Naquela ocasido o valor calculado referia-se
aos 28 dias ap0s a concretagem, neste item pretende-se expor a formulacao
para avaliagdo das mudancas devido ao tempo nha resisténcia do concreto.
Novamente, as equacdes apresentadas serao relativas ao MC-90 do CEB.

Assim, para um instante genérico de tempo:

fom(t) = b (t)-Fom (3.39)
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onde be: (t) e fcm s@o calculados de acordo com as equagbes (3.38) e

(3.10), respectivamente.

3.7.2-RESISTENCIA A TRACAO

A resisténcia a tracdo do concreto tem uma variabilidade maior que
aguela a compresséo, por isso o CEB indica um valor inferior e outro
superior para o seu calculo, sendo que também estabelece uma média entre
ambos. Indica, ainda, que estes podem ser adotados na auséncia de outro
valor mais acuradamente determinado. Para os calculos a que este trabalho

se interessa sera adotado o valor médio obtido por (3.42). Assim :

2
f e min = 0s95(fck /fcko)g (3.40)
2
fctk,max = 1180(fck /fcko)5 (3-41)
2
fctm = 1140(fck /fckO)5 (3-42)

onde fcx € a resisténcia caracteristica do concreto a compressao para 28
dias e feko € igual a 10 MPa.

Segundo as recomendacdes do CEB, o desenvolvimento da
resisténcia a tracdo com o tempo é largamente influenciado pelo processo
de cura e pelas dimensfes da peca. Este codigo-modelo indica, como uma
primeira aproximacdo, que se pode assumir que o desenvolvimento da
resisténcia a tracdo seja semelhante a evolugdo da resisténcia a
compressédo para caos onde houve cura adequada e idade do concreto 3 28

dias.
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3.8-CALCULO DO COEFICIENTE DE ENVELHECIMENTO DO
CONCRETO

3.8.1-RELACOES BASICAS

Conforme ja foi dito em secBGes anteriores, dificilmente existe a
fluéncia pura nas estruturas de concreto. Assim sendo, a deformacao total
de uma fibra num instante qualquer de tempo (t) ser4 determinada pela

expressao abaixo :

t
€ (tt,) =Sect,) Kty TO 0ty XUSc (1) * s (1, (3.43)
t

0

onde t € um instante genérico entre to e t, ds (t) € um incremento
infinitesimal de tenséo aplicado na idade t, e (t,to) € a retracdo no periodo e

f séo as funcdes de fluéncia definidas a seguir:

_ 14 ()
f(tty)=—2"""2~ (3.44)
B (ty)
_ 1+ (L)
f(t)y=—"-"1""2 )
(t,t) E (1) (3.45)

onde j € o coeficiente de fluéncia conforme definido na secéo (3.5.2), Ec(to)
e Ec(t) sdo os modulos elasticos dependentes do tempo determinados
conforme o item (3.6) deste capitulo.

Analisando-se a expressao (3.43) pode-se pensar na fluéncia total da
seguinte forma: primeiramente a tensao inicial s; (to), se permanecesse
constante ao longo do tempo, causaria uma deformacéao total no tempo t de
valor igual ao primeiro termo do lado direito da equacéo (3.43); como na
realidade a tensdo € varidvel com o tempo, existindo um incremento de

tensdes, Ds. (t), existe outra parcela de deformacgéo (tanto elastica, quanto
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por fluéncia), cujo valor é dado pela integracdo que aparece na expressao
(3.43).

Como pode-se supor, Ds; (t) ndo € introduzido de uma s6 vez no
instante inicial e sim gradualmente variando de zero para o tempo t, até
Dsc(t) para t. Seja um intervalo t de tempo, um incremento Ds. (t)
introduzido gradualmente no decorrer deste provocaria menor deformacao
por fluéncia do que se fosse introduzido integralmente no inicio do intervalo.
Através de um coeficiente apropriado, adimensional, positivo e menor que a
unidade, x, é possivel supor que todo o incremento Ds. (t ) seja aplicado no
instante inicial do intervalo e mantido constante, simplificando bastante a

expresséo (3.43). A este denomina-se “coeficiente de envelhecimento do

concreto”. Assim, a deformacéo total no tempo t devida a Ds(t) € calculada
de maneira semelhante ao que se faz para s (top), com o coeficiente de
fluéncia j ¢ (t,to) multiplicado por x . Desse modo, a equacéo (3.43) pode ser

reescrita da seguinte forma:

€ (tt,) =S¢ (1) ] () T Ds. .f*(t’to) (3.46)
com :
1+cj o (t1)
E. (to)

f*(tyto): (3.47)

O valor do coeficiente de envelhecimento € funcdo basicamente dos
instantes inicial e final do intervalo de tempo, podendo-se afirmar que

c=c(t,t,). GHALI & FAVRE (1986) demonstram que é possivel relacionar

X com a relaxacao e a fluéncia do concreto, resultando na expresséao (3.48)

gue € bastante simples de ser empregada.

1 1

c(t,ty) = 1- r(tt) /E.(ty) ] o(tto)

(3.48)
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As determinacdes do coeficiente de fluéncia e do médulo de
elasticidade do concreto, empregados pela expressdo (3.48), ja foram
definidas em secOes anteriores restando apenas a definicdo do valor de
r(t,to) para o calculo de x. A funcéo de relaxacdo pode ser encontrada em
abacos propostos por GHALI & FAVRE (1986), onde também é apresentado
um algoritmo programavel para a sua determinacdo. Este Ultimo foi
implementado no decorrer deste trabalho de mestrado e sera descrito
resumidamente a seguir. Maiores detalhes e a deducdo completa do
algoritmo, podem ser encontrados também em BAZANT (1972) e
MACHADO (1989).

3.8.2-ALGORITMO “PASSO A PASSO” PARA O CALCULO DA
RELAXACAO DO CONCRETO.

O diagrama que expressa a variagado das tensdes ao longo do tempo
para uma fibra (de concreto) da secao transversal de um elemento de
concreto armado tem o aspecto da figura (3.7). Supde-se que uma tenséo
inicial, Ds¢1, é introduzida nessa fibra no instante de tempo to; esta tensao
vai aumentando gradualmente no intervalo de tempo (to,t). O acréscimo de
tensdo Ds.j é suposto no ponto médio do j-ésimo intervalo, no caso de
acréscimos bruscos de tensdo como ocorrem nos intervalos 1 e k o
comprimento da variacdo de tempo é considerado nulo. Ainda para o
intervalo genérico j, o tempo ti.1; define o seu extremo inferior, tj 0 ponto
meédio e ti;12 0 extremo superior.

A partir do emprego das equacbes (3.46) e (3.47) é possivel
escrever-se a deformacédo total no final do i-ésimo intervalo conforme as
expressao (3.49) e (3.50).
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Ac2 | }Té

JAYox|

Figura 3.7 : Divisao de tensdes com o tempo para a andlise

“passo a passo” darelaxacdo do concreto.

1+] o(ti+u2st1:to)+ (DSC)21+j O(ti+ﬂ21t2)+

e (ti12) =(Ds )y E.(t,) E.(t,)

| 1+] o (tisya»t)) N

1+) o (L0t
(DSC)J | J o (tiayasti)

(Ds.);

+e.5(tisy2to)

EC (tl) Ec (tl)
...(3.49)
A expressao acima pode ser escrita na forma compacta :
ci' é 1+J O(t'+]./2’t')l\J
e (tivyz)=a &Ds ), St ety o to) (3.50)
=18 E. (t]) 8]
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Para o caso em que todos os incrementos de tensdo sao conhecidos,
a equacdo acima fornece a deformacdo total para o instante ti1.. NO
entanto, para o problema do célculo da relaxacdo, o que se conhece é a
deformacédo total, e, que é imposta no instante t, e mantida constante
provocando uma tenséo inicial igual que vai sendo relaxada ao longo do
tempo; nesse caso, os valores dos incrementos Ds.j devem ser calculados
passo a passo e a tenséo total ao término do ultimo intervalo de tempo sera

determinada por :

Sc(ti+]j2)=(Dsc)1+(DSc)2+ """ +(DSc)j+ """ +(DSc)i

0 (3.51)
=a (Dsc)j

=1

As tensoes inicial e final serdo calculadas pelas expressoes (3.52) e
(3.53), respectivamente, onde r (t,tp) € a funcdo de relaxacdo do concreto no

periodo.

S.(tg)=E.(ty).e. (3.52)

S (tg)=r(tiym.tp) € (3.53)

O valor da relaxacao no final do dltimo intervalo pode ser determinado

igualando-se as expressoes (3.51) e (3.53), assim :

14
r(tiﬂjz’to):—_a (Ds.); (3.54)

c =1

Tomando-se o valor unitario para a deformacao imposta e, o valor da
relaxagdo fica definido como sendo a soma de todos os incrementos de
tensdo que ocorreram durante t, e t. Para a deducdo do algoritmo é
conveniente rescrever (3.50) isolando o dltimo termo da somatéria o que

resulta na expressao (3.55).
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1+] o (tisyz U

i61é
e (ti.y2)=a &Ds.);

E_(t ur
=1e : o "; d (3.55)
1+] o (L2t
Ds ). + e (t. 1
( C)I Ec(ti) cs( i+1/2 0)

Conforme ja foi dito, a deformacédo imposta inicialmente é mantida

constante ao longo do tempo, portanto e (tj) serd constante e igual a

unidade. Dessa forma € possivel escrever um incremento genérico de
tensbes (Ds¢); em funcdo do modulo de elasticidade e dos coeficientes de

fluéncia dos intervalos precedentes, assim :

{ec (tiay2) - et ty)-

(Dsc)i — : Ec(ti)
1+] o(tisy2:ti)

‘51é 1+j (ti+ ,t)U\J
a gDSc)j ° 2] L:b,/
=18 Ec(tj) q:)

(3.56)

A expressao acima dever ser aplicada sucessivamente para i=1,2...n,
onde n € o numero de intervalos em que o tempo total foi dividido. Dessa
forma ao se aplicar (3.56) para o calculo do incremento no i-ésimo intervalo
todos os incrementos precedentes, (Ds.)i , hecessarios para a sua resolucéo

ja estardo previamente determinados. Assim a relaxacao total sera :

Mt to)=Q (Ds.); (3.57)
j=1

O coeficiente de envelhecimento do concreto serd calculado de

acordo com a expresséo (3.48) aqui repetida por comodidade.

1 1
1- r(tto) /1 Ec(to) 1 o(tito)

c(tty) = (3.58)
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O numero total de sub-intervalos (n) em que o intervalo principal (to -
t) deve ser dividido influi na precisdo dos resultados, dessa forma se n for
um valor suficientemente grande conduzira, evidentemente, a melhores
resultados, entretanto a grande custo computacional. Por outro lado quando
0 numero de subintervalos for pequeno, o resultado sera impreciso, apesar
da facilidade computacional. BAZANT (1972) sugere que o tempo total seja
repartido em torno de 5 ou 6 parcelas. Através do programa computacional
efetuado para a andlise “passo a passo” da relaxacdo do concreto pode-se
perceber que para n>10 o valor obtido praticamente ndo se alterava, por
iISso neste trabalho, indica-se que o intervalo total de tempo seja dividido em
10 partes.

Ainda de acordo com BAZANT, a forma como os subintervalos sao
tomados influi significativamente nos resultados. Esse autor indica que
melhores resultados séo obtidos quando os comprimentos Dt; dos intervalos
sdo aproximadamente iguais quando colocados sobre uma escala
logaritmica. Sugere-se, neste trabalho, que estes sejam tomados da

seguinte forma :

D' =109(t) -nlog(to)

(3.59)

Assim, o extremo inferior de um intervalo i, t;.1», sera igual ao extremo
superior do intervalo i-1, que ja foi previamente determinado. Por outro lado,

ti-12 devera ser avaliado da seguinte forma :

log(t;,y,)=10g(t; 4,)+Dt (3.60)
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3.9-MODIFICACOES NOS ESFORCOS SOLICITANTES
DEVIDAS A FLUENCIA

Conforme ja foi citado no inicio deste capitulo a fluéncia pode, ao
longo do tempo, causar uma redistribuicdo de esforgos solicitantes nas
estruturas  hiperestaticas. Pretende-se nesta se¢do analisar as
circunstancias em que este fato ira ocorrer; para tanto sera aqui empregado
0 processo dos esforcos. Deve-se esclarecer que as demonstracfes que
serdo efetuadas a seguir podem ser encontradas em BAZANT (1972).

A determinacdo do momento hiperestatico sobre o apoio intermediario
de uma viga composta por dois tramos, conforme mostra a figura (3.8), é
tratado agora. Pode-se afirmar que a rotacdo relativa do eixo da viga em
relacdo a um ponto fixo sobre o apoio intermediario (di;) € nulo. O vinculo
que transmite momentos fletores entre os dois tramos serd liberado e, em
seu lugar, sera imposto um momento fletor F1 com o objetivo de restituir a
condicdo real da viga. A questdo entdo passa a ser determinar o valor de F
para que d;; seja nulo; o problema original hiperestatico passa a ser
representado por dois problemas isostaticos. Com o emprego do processo
dos esforcos pode-se escrever a seguinte equacao de compatibilidade entre

deslocamentos:

d, = dy, +F dy; =0 (3.61)
Assim :
M=F=- dio (3.62)
d11

Aplicando-se o principio do trabalhos virtuais, PTV obtém-se (3.63) e
(3.64).

dpp = §—=—1ds (3.63)
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M 2
d, = (‘)ﬁds (3.64)

est—c'c

onde My corresponde ao diagrama de momentos para o problema “0”
conforme a figura (3.9), e M; tem 0 mesmo significado para o problema “1” e

M serd o momento final sobre o apoio intermediario.

gUT TN
0

(r)

R R
Il
QU T
(0)
R
T (1)

Figura 3.8 : Aplicagao do processo dos deslocamentos.

SUTIPEU P tvoy
L IUE

Figura 3.9 : Momentos isostéticos.
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Supbe-se que ambos os tramos da viga tenham as mesmas
propriedades fisicas e geométricas e foram concretados no mesmo instante.
Transcorrido um intervalo de tempo (t-ty) novos deslocamentos devidos a
fluéncia irdo ocorrer na viga da figura (3.8). Para o caso das estruturas
isostaticas basta multiplicar o deslocamento inicial pelo ja definido
coeficiente de fluéncia. Pode ser escrita um equacdo de compatibilidade
semelhante a (3.61) em termos dos acréscimos de deslocamentos com o

tempo.
0] =dy +Mdyy) +DMdy;(1+]) (3.65)

onde j =j (t,to) € o coeficiente de fluéncia e DM é a variacdo de esforgos
solicitantes.

Como os valores de dyo, di; € M séo nao-nulos, a equacéo (3.65) so
pode ser satisfeita de DM for zero. Isso significa que para as estruturas
hiperestaticas com o mesmo coeficiente de fluéncia em todos os seus
membros a fluéncia ndo causa uma redistribuicdo de esforgos.

Em se tratando de estruturas de concreto armado, além da condicdo
anterior, os membros da estrutura devem ter idénticas taxas de armadura
positiva e negativa para que a redistribuicdo de esforcos devida a fluéncia
seja nula. Segundo BAZANT (1972) essa conclusédo se estende a todas as
estruturas hiperestaticas onde néo se considera efeitos de segunda ordem e
nao somente ao caso particular acima descrito.

Dessa forma, para as estruturas de concreto armado, a_grande

responsavel pela redistribuicdo de esforcos solicitantes é a presenca

de armadura. Deve ser efetuado um adequado equacionamento do

equilibrio nos instantes inicial e final de tempo e este obrigatoriamente deve
considerar a presenca da armadura, que de certo modo tendem a diminuir a

fluéncia e a retracéo.
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4-MODELQOS DE COMPORTAMENTO DO CONCRETO
ARMADO

4.1-INTRODUCAO

A modelagem do comportamento em servico do concreto armado,
através do método dos elementos finitos com a incorporacdo da nao-
linearidade fisica, pode ser feita através de duas maneiras distintas, a
saber:

1. modelagem das relacdes entre tensdes e deformacdes dos materiais
constituintes: concreto e aco;

2. modelagem via diagramas momento X curvatura de uma secao
transversal.

Os modelos do tipo 1 tém um campo de aplicagdo mais amplo do que
os do tipo 2 — podem ser empregados em qualquer tipo de elemento finito.
Os modelos do tipo 2 tém a virtude de considerar facilmente, através de um
modelo adequado, a contribuicdo do concreto intacto entre fissuras. Ambos
devem ter seus parametros aferidos experimentalmente.

Os resultados obtidos em estruturas de concreto armado
empregando-se as relacdes momento x curvatura sédo bastante satisfatorios
e nao encontra-se na literatura justificativa fundamentada que mostre serem
0os modelos do tipo 1 melhores do que os do tipo 2. Neste trabalho serdo
empregados modelos baseados nas relagdes momento x curvatura.

Serdo descritos neste capitulo os algoritmos propostos por GHALI &
FAVRE (1986) e DEBERNARDI (1983). A diferenca béasica entre eles é que

0s primeiros autores efetuam uma interpolacao direta entre os estadios 1 e 2



57
Capitulo 4 : MODELOS DE COMPORTAMENTO DO CONCRETO ARMADO

enquanto DEBERNARDI equaciona o equilibrio em relagdo a uma
configuracdo média deformada.

4.2-MODELO DE GHALI & FAVRE — FLEXAO SIMPLES

4.2.1-INSTANTE DA APLICACAO DO CARREGAMENTO

Para uma secdo néao fissurada de concreto armado sdo admitidas
todas as hipéteses do estadio 1, sendo que o calculo das propriedades
geométricas e da curvatura correspondente a secao integra sdo efetuados
conforme o capitulo 2 deste trabalho. Da mesma maneira procede-se para
secbes totalmente fissuradas — estadio 2, com as mesmas hipdteses e
consideragdes do cap. 2. Descreve-se a seguir a formulagdo desenvolvida
por GHALI & FAVRE para uma configuracdo média entre os estadios 1 e 2.

Considere-se que uma barra de concreto armado solicitada a flexao
simples conforme ilustrada na figura (4.1). Esta apresentara uma primeira
fissura quando o momento maximo ao longo da sua extensao atingir um
valor tal que a tensdo na fibra mais tracionada da secdo supere a
resisténcia média a tracdo do concreto, fom . Este momento € denominado
momento de fissuracdo, M, e pode ser calculado de acordo com a expressao

(4.1) proposta pelo CEB-90.

— fctmll
- x) P

As

&s

Figura 4.1 — Peca fissurada de concreto armado.
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onde |; e Xx; sdo, respectivamente, 0 momento de inércia da secao
homogeneizada e a posicdo da linha neutra no estadio 1.

Para a atuacdo de um momento fletor M > M, , as tensdes na
armadura de tracdo variam de um valor maximo nas sec¢fes das fissuras
para um minimo num ponto médio entre fissuras sucessivas. Assumindo-se
gue a contribuicdo do concreto entre fissuras — “tension stiffening”- causa um
efeito equivalente ao descrito para a tracao simples (vide secéo 2.4) para a
determinacdo da deformacdo média no aco, podemos escrever a
deformacdo média na fibra correspondente a armadura tracionada na

seguinte forma :
e =(1- 2)ey +2ze, (4.2)

onde es; é a deformacdo da armadura tracionada quando supde-se estadio
1, esy tem o mesmo significado para o estadio 2, z € um coeficiente de

ponderacédo definido por GHALI & FAVRE pela expressao que segue :

z=1- bjb,(=%)* =1- blbz(M

s 2
43
So M) (4.3)

onde b; e b, sdo coeficientes que levam em contas as condi¢cdes de
aderéncia e o tipo do carregamento, respectivamente. Assim :
a) condicdes de aderéncia:

b, = 1,0 para barras de alta aderéncia (hp3 1,5)

b, = 0,5 para barras lisas (h, = 1,0)

b) condi¢cdes de carregamento:
b,= 1,0 para o primeiro carregamento, ou para cargas pouco
repetitivas, ndo permanentes.

b,= 0,5 para cargas permanentes ou com grande numero de ciclos.
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No caso de uma analise estrutural onde os efeitos dependentes do
tempo foram considerados, ou seja com a consideracdo da deformacao
lenta, sugere-se que b, seja tomado igual a 1,0 para o instante inicial da
andlise e igual a 0,5 para um instante genérico de tempo.

Para um espacamento médio entre fissuras sy, , pode-se calcular a

abertura destas por:

W =S, Z€y, (4.4)

A curvatura 1/r para uma secao transversal fissurada ou nao,
admitindo-se as hipoteses da secdo plana assim permanecer apdés a
deformacé&o e da proporcionalidade entre tensbes e deformacdes, pode ser

expressa para a flexdo simples por :

i_M (4.5)
r ECI
ou, ainda:
l_e+e (4.6)
r d

onde E. é mddulo de elasticidade do concreto (conforme secédo 3.5), | é o
momento de inércia da se¢do, ec e e sdo respectivamente a deformacéo na
fibra mais comprimida de concreto e na fibra correspondente a armadura
tracionada e d é a distancia entre a fibra mais comprimida e a armadura
tracionada.

Assumindo-se a contribui¢cdo do concreto integro entre fissuras, pode-
se escrever a expressao da curvatura média — que € ilustrada na figura (4.2)
- por:

1 1

—=(1- z)1+2— (4.7)

'm I I,
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onde 1/r; e 1/r, sdo as curvaturas correspondentes a um momento fletor M,
calculadas conforme a expressao (4.5) assumindo-se estadio 1 e estadio 2
respectivamente. O coeficiente z tem funcédo de interpolar as curvaturas do
estddio 1 e do estddio 2. Uma vez obtido o valor de 1/r,, é possivel
determinar um modulo de deformacéo por flexdo médio — (Ecl)m , que na

verdade corresponde a uma rigidez secante para a sec¢éo, assim :

(4.8)

M
(El)py ==
o

M /
’ est/eidiol //
Z
M. / ~ estadio 2
M, |/ P
~
~
/
1 ar
M 'm N2

Figura 4.2 - Diagrama Momento-Curvatura - Flexdo Simples.

4.2.2-INSTANTE GENERICO DE TEMPO

Uma fibra genérica de concreto esté sujeita a sofrer uma mudanca em
seu estado de tensdes que vai ocorrer entre o instante em que o
carregamento € aplicado até outro instante de tempo qualquer. Isto se deve
a presenca da armadura que restringe a deformacdo lenta nas fibras de

concreto adjacentes a ela, supondo-se a inexisténcia de armadura pode-se
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afirmar que as tensdes nao sofrem alteracdes. A tensao total e a deformacéo
para o instante de tempo “t”, desprezando-se a retracdo sao dadas

respectivamente por :

Sc(t) :Sc(t0)+DSc(tvt0) (4-9)
— Sc(to) H DSC(t,tO)
el) = £y W (bt + oo m S (4.10)
onde:
= — Ec(to)
Ec(t,t,) —m (4.11)

Ec(t,to) € chamado de modulo elastico ajustado . GHALI & FAVRE

(1986) também apresentam em seu trabalho a seguinte relacdo que deve
ser atendida :
Ds . (t,to)

Peo(tto) = Ec(t,t,)

(4.12)

Da expressédo acima pode-se concluir que o médulo elastico ajustado
somente tem sentido para as se¢des com a presenca de armadura. Para o
caso de uma secao de concreto simples haveria variacao de deformacéo e a
mudanca no estado de tensdes seria nula tornando impossivel atender a

equacéo (4.12).
SECAO TRANSFORMADA:

Uma secédo transversal composta de concreto e armadura passiva
pode ser substituida por outra, homogénea, transformando a area de aco
numa area equivalente de concreto, ou qualquer outro material de
referéncia. Para esse fim define-se um coeficiente de homegeneizagéo ;. Em
se tratando da andlise de esfor¢cos que variam ao longo do tempo define-se
um coeficiente de homogeneizagao E(t,to) tal que a expressao (4.13) seja

atendida.
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— E
a(t,ty) :Wst) (4.13)
c\bLtp

A secdo ajustada, ou transformada, sera aquela onde a area e o

momento de inércia sdo calculados considerando-se que a area da

armadura sera multiplicada por a(t, t,) na homogeneizagao da secgéo.

EFEITOS DA FLUENCIA E RETRACAO PARA SECOES NAO-
FISSURADAS DE CONCRETO ARMADO:

Considere-se uma secao transversal de uma peca de concreto
armado como ilustrado na figura (4.3), a deformacao numa fibra O (centro da
secdo transformada) e respectiva curvatura da secdo sofrerdo mudancas
devidas a retracdo e a fluéncia. GHALI & FAVRE (1986) fornecem as

seguintes expressoes para a avaliagcdo dessas mudancas :

De, = (] (Lioleo(to) + (to)yel *eultlol) (439

1 . 1
D=k (1to)((to) +&y(to) Y5) +eu(tte) ] (415)

Cc C

onde e,(t,)é a deformacdo instantanea no ponto O; y. € a distancia entre
0s centros geométricos da secdo de concreto bruto e da secao
transformada; h é a relacdo entre a area da secado bruta de concreto e a
area da secdo transformada e k tem o mesmo significado em relacdo ao
momento de inércia, com I e | respectivamente os momentos de inércia da

area bruta de concreto e da area transformada em relacdo ao ponto O.

Assim :

h= % (4.16)
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(9]

(4.17)

2

r (4.18)

=le
Ac

Os termos h e k (equacdes (4.16) e (4.17)) sdo empregados por
GHALI & FAVRE visando considerar o efeito da armadura na diminuicdo dos
acréscimos de deformacdo e curvatura devidos a deformacdo lenta e a
retracdo. Para altas taxas de armadura, como pode ser observado nas
expressodes (4.17) e (4.18) tais variagbes tenderiam a zero, ao passo que
para sec¢des pouco armadas tenderiam a fluéncia e retracao puras.

A figura (4.3) tem por objetivo ilustrar as variaveis empregadas no

equacionamento.

T’_ C. G. da érea de
concreto
I o _
I ) Ye eo(to) De
C.G.daarea { N ? 1
transformada y E (t ) D=
i re° T

ES
A +=——SA_
Ec(t,t,)

Figura 4.3 — Efeitos da fluéncia e retracdo numa secao nao fissurada de

concreto armado.
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EFEITOS DA FLUENCIA E RETRACAO PARA SECOES FISSURADAS DE
CONCRETO ARMADO:

Numa secéo fissurada de concreto armado (vide figura 4.4), somente
parte da area de concreto estard sujeita a sofrer retracdo e fluéncia; uma
consequéncia disto € o deslocamento da linha neutra em direcéo a fibra
mais tracionada da secdo, aumentando a area de concreto comprimido, que
alteraria o equacionamento do equilibrio em termos de esforcos normal e
fletor. Desprezar esse fato ndo constitui um erro grande, além do mais
guando se comparar com 0s demais erros embutidos no processo.

Assumindo-se essa simplificacdo, os efeitos da fluéncia e retracdo
para uma secado transversal de concreto armado no estadio 2 séo tratados
por GHALI & FAVRE de maneira semelhante ao descrito para as secdes
nao-fissuradas. Assim as equacdes (4.14) e (4.15) permanecem validas. O

significado de cada um de seus termos é ilustrado pela figura (4.4).

Momento de inércia

em relagéo ao eixo 0 =I¢
C. G. da area de

AT T concreto
T 1 Ce A .
o 10 Ye
C. G. daarea - eo(to) eo(to)"'Deo
transformada : ‘ : I y 1
A 4 Es sp ! | 7 (t) Liyspd
c = sl —‘—A‘ | 2/ Tl "
Ec(t,t,) L i r r
Secéo transversal Deformagdes em to Deformagfes em t

Figura 4.4 — Efeitos da fluéncia e retracdo numa secado fissurada de

concreto armado.
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EFEITOS DA RETRACAO E DA FLUENCIA PARA UMA CONFIGURACAO
MEDIA:

A curvatura média num instante de tempo genérico “t” sera obtida
efetuando-se a interpolagcédo entre aquelas determinadas para os estadios 1

e 2, conforme jA mencionado neste capitulo. Assim :

T=a-2 w21 (4.19)
- Il I

Mr2

z =1- by, (t)( M

(4.20)

onde M, é calculado para o instante inicial do carregamento e by(t) € igual a
0,5.
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4.3-MODELO DE DEBERNARDI — FLEXAO SIMPLES

4.3.1-INTRODUCAO

O método de GHALI & FAVRE (1986), estudado na secdo anterior,
tem por objetivo apresentar expressdes simplificadas para o calculo de
deslocamentos e esforcos em elementos de concreto armado, quer seja este
fissurado ou ndo. Esse modelo é bastante atrativo para o uso na pratica,
uma vez que seu equacionamento é relativamente simples.

DEBERNARDI (1983) procura fazer uma analise bastante rigorosa
para o célculo da curvatura média. E considerado em seu modelo o efeito
simultaneo da fissuracao, fluéncia, retracédo, da fluéncia devido a aderéncia,
da colaboracdo do concreto entre fissuras e € descontado 0 espaco
ocupado pela armadura comprimida. Dessa forma o método de Debernardi
torna-se bastante complexo, sendo o de maior rigor entre os diversos
existentes atualmente — no campo das relagbes momento x curvatura.

A diferenca basica em relacdo aos outros métodos esta no fato de
ndo ser empregada uma interpolagdo entre os valores obtidos no estadio 1
e 2 para o calculo da curvatura. DEBERNARDI apenas utiliza interpolacéo
no célculo da deformacdo média da armadura tracionada. Ainda, seu
processo é formulado para uma sec¢éo de forma qualquer.

Neste modelo é analisado primeiramente o estado de tensbes e
deformacbes para um instante “ty". Para a consideracdo dos efeitos
reologicos (retracdo e fluéncia) no instante genérico “t”, Debernardi utiliza o
método AAEM (Age Adjusted Effective Modulus Method), admitindo que
esse procedimento seja valido independentemente da variacdo da posicao

da linha neutra com o tempo.
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4.3.2-HIPOTESES BASICAS

Entre as hip6teses admitidas esta a manutencdo das secdes planas
apos a deformacao para uma configuracdo média, onde séo escritas as
equacdes de equilibrio para a obtencdo das tensdes e deformacdes médias.
S6 é empregada a interpolacdo para o célculo da deformacdo média da
armadura tracionada - hipotese do C.E.B. Vale lembrar que para outros
métodos conhecidos na literatura a curvatura é obtida por meio de
interpolacdo entre as curvaturas nos estadios 1 e 2 , esta hipétese néo é
utilizada por Debernardi.

Os valores de tensdes, deformacbes e curvaturas serdo obtidos
diretamente, escrevendo-se as equacdes de equilibrio na configuracao
média entre os instantes “t” e “ty” . Por isso € admitida a extensdo da

hipétese das sec¢fes planas permanecerem planas a configuracdo média.

4.3.3-EQUACOES CONSTITUTIVAS
CONCRETO:

As tensdes no concreto ndo sdo constantes ao longo do tempo e,
portanto, ndo ha fluéncia pura. A deformacao total de uma fibra comprimida
de concreto, tomando em particular a que sofre maior encurtamento, &

obtida a partir da superposicao de efeitos, a partir de :

t

€ (tt) =Sc ) ¥ ) T ) *USc (1) tes (i) (4.21)
t

Apresenta-se, a seguir, a expressdo (4.22) que € a solucdo da
equacao integral (4.21) e pode ser obtida a partir do emprego do método
AAEM (Age Adjusted Effective Modulus Method). Maiores detalhes podem
ser encontrados em Debernardi (1983) e Machado (1989).
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6, =6,  +od) X +[s - s ]xe—&a 1 oic J 2t 1) 14
c(t C to 28 t,to c(t C to ~ t,to t,to
0= T, T T S g e g 0T G
.(4.22)
ARMADURA:

A deformacdo média e, da armadura tracionada As é obtida

efetuando-se uma apropriada interpolacéo entre os estadios 1 e 2, tal que :

S ks 0.8« (4.23)

esm:E X?:E- Yo s,

onde:

Ss1 - tensdo na armadura no instante anterior a deformacéo;

- deformacdo da armadura imediatamente antes da fissuracgéo,

devido ao momento ou esfor¢co normal de fissuracao;

Ss2 - tensdo atuante na armadura na secdo de fissura, apos a
fissuracdo - estadio 2;

- tensao atuante na armadura devido ao momento de fissuragao;
&2 - deformacéo da armadura no estadio 2;
es1 - deformacéo da armadura no estadio 1..

Os valores de b; e b, sdo os mesmos anteriormente definidos.

Deve ser lembrado que, conhecendo-se o valor da deformacdo no
centro de gravidade da armadura es,, 0 valor da tensao na armadura néo
pode mais ser tomado pelo produto do seu mddulo de elasticidade pela
deformacdo pois o diagrama, para valores médios, ndo é mais linear.
Portanto ssm ! em Es . Como a equacdo ssm = f (&sm) ndo € diretamente
explicitada o valor da tensdo ssy, sera obtido por meio de tentativas a partir

das equacdes de equilibrio.
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4.34-TENSOES E DEFORMACOES: SECAO NAO FISSURADA DE
CONCRETO ARMADO

Considere-se a secao de forma qualquer mostrada pela figura (4.5),
com armadura superior e inferior solicitada a flexdo simples por um momento
externo M de intensidade n&o suficiente para provocar a ruptura da sua fibra
mais tracionada. Como a secéo transversal é suposta nao fissurada, ou seja
s, <f

C ct 7

todas as hipoéteses definidas para o calculo classico no estadio 1
continuam validas.

As tensdes e deformacdes serdo calculadas para os instantes inicial e
final do intervalo de tempo, onde serdo escritas as equacfes de equilibrio
em termos de esforco de compressao, que nesse caso é nulo, e momento
fletor. A figura (4.5) é bastante genérica e admite que as linhas neutra de
tensdo e deformacdo possam nao ser coincidentes. Os diagramas de
deformacdes e tensdes sdo lineares, conforme foi estudado no calculo de
secdes no estadio 1, dessa forma € possivel escrever as seguintes relacdes

de compatibilidade de tensdo tomadas em maodulo :

s.()_  su)  _s)_sa_ s _ s
X, a,X,-d) y vy, a(d-X,) h-X,

S

(4.24)

O ponto de referéncia G1, da figura (4.5), corresponde ao centro de
gravidade da secdo homogeneizada no estadio 1 , podendo ser obtido com a
imposi¢cdo do momento estéatico igual a zero. Para o caso da flexdo simples,
esse ponto coincide com a profundidade da linha neutra de deformacbes e

tensdes, na auséncia de deformagdes impostas.
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Secao transversal

D!

)

y
Deformacoes
celto) cc)
o — ?
, " () Ssb)
z > ¢ (to) W =0
Es(to) Es(t)
A B
y celto) cc)
Tensoes
- Uc(to) B B Je(t )
31 . Gs) Ot
Wl W
X% g w9 GL | How
¥~ yO ]/ b
o y 55
Os(to) Js(t)
6&:('[0)

Figura 4.5: TensOes e deformacdes nos tempos “tp” e “t” parauma

secdo nao-fissurada de concreto armado.



71
Capitulo 4 : MODELOS DE COMPORTAMENTO DO CONCRETO ARMADO

TENSOES E DEFORMACOES INSTANTANEAS:

Os diversos elementos da secdao devem ser determinados,
primeiramente, para o instante de aplicacdo do carregamento. Dessa forma,
as deformacdes e tensOes para 0 tempo “tp” deverdo ser obtidas aplicando-
se as expressdes para 0 estadio 1 na flexdo simples. Sera empregado o
modulo de elasticidade para o instante inicial, Ec(to).

Apds a configuracdo inicial da secdo de concreto armado estar
completamente definida, procede-se ao calculo no instante de tempo igual a
“t”, onde sdo escritas equacdes de equilibrio em termos de momento fletor e
esforco normal, sendo que estas dependem do conhecimento das tensdes

iniciais ao longo da peca bem como das funcdes de fluéncia e retracao.
EQUACOES DE EQUILIBRIO NO INSTANTE “ t ”:

Serdo escritas para o tempo “t” duas equacfes de equilibrio, (4.26) e
(4.27), sendo que a primeira leva em conta o esforco normal e a Ultima
considera 0 momento fletor atuante na secdo. A area Ac, empregada no
equacionamento se refere a area liquida de concreto, descontando-se o0s

espacos ocupados pela armadura, ou seja :

n
An=Ac- 8 Ag (4.25)

i=1

onde A; é a area da secdo transversal bruta; As; € area de cada barra de

aco e n é o numero total destas. As equacdes de equilibrio séo as seguintes:

a) equilibrio de esfor¢co normal:

B () dA,, +As(t) +A s (1) =0 (4.26)
A

cn
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b) equilibrio de momento fletor (em relagéo ao ponto G1):

c\ﬁ(t)ydAcn + Asss(t) (d - XGl) +A'ssls(t)(d" XGl) =M (4.27)

A

cn

Da figura (4.5) é possivel escrever :
Y'=Yo-y (4.28)
e: Yo =X (1) - Xy (4.29)

Empregando-se as relacdes de compatibilidade de tensdes expressas
em (4.24) em conjunto com as expressdes acima, pode-se modificar as

equacdes de equilibrio transformando-as nas seguintes :

o3 Wy yyda, +As (1) +ALS.()=0  (430)

A

cn

Y S t ' ' ' 1 —
02 (4 - Y)Y dA L + ALS (D(d- Xop) +ALS (DA Xoy) =M
ACn
...(4.31)
A posicdo da linha neutra de tensbes pode ser expressa em funcéo

das tensdes das fibras mais extremas da seg¢éo, assim :

X (t)=— S (4.32)
Sc(t)'sc(t)

As deformacgdes das armadura inferior e superior podem ser escritas

em funcéo das deformacdes do concreto, como segue :

e.(t) =e,(t) - Lhec(t)d (4.33)
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e: es(t) =e.(t)- Mhe‘:(t)d' (4.34)

Os momentos estatico e de inércia da secéo liquida de concreto séao
determinados, respectivamente, pelas expressoes (4.35) e (4.36). Deve-se

lembrar que nestes célculos, a area ocupada pelas armaduras deve ser

descontada.

Sen = WAA, (4.35)
ACTI

I = Y7dA, (4.36)
Acn

As equacdes de equilibrio sao rescritas na seguinte forma :

a) esforco normal:

e ; u ;
& (- Se0-5cOy gy ScO-s.0Og
_é c h Gll’rJ cn h cn
€ u (4.37)
e : u e : u
8 e(D)-e) i.ar e e.(t)- ec(t) .o
+AsEs§c(t)' dE+AsEs§c(t)' h dllj_o
e u e u

b) momentos em relacdo a G1 :

e ; u ;
& (1) Sc®-ScMy G5 Sc®-5:.0)
e h u h
e u
e : u
A e.(t)- e.(t)
+A E S (1)- —2—2dUd- X))+
S Sé c() h QU( Gl)
e u
e : u
- e (1) - e(®) e
+A.E.Se (1)- =2 72dUd'- Xs,) =M
S Sé c() h QU( Gl)
e u

..(4.38)
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As deformacbes no concreto, para o instante de tempo “t”, serdo
determinadas a partir das deformacgfes iniciais, aplicando-se o método
AAEM para a resolucdo da equacéao integral da deformacao ao longo do
tempo. Desse modo:

a) para a fibra extrema comprimida :

eu() = i)+ 240 n(Lto)
= . (4.39)
+s(0)- sc(to)]e—+ . o)%u e(tito)
b) para a fibra extrema tracionada :
. _ C(to)
ec(t) =ec(ty) +— -] 2(titg) +
E.(28) (4.40)

)J 25 (L, to)l\J

& 0 5.k
"'gSC(t)' SC(tO)EgEcT c(t,t = (28) +ex(tty)

Define-se as variaveis f , q(t,) e d(to) com o fim de simplificar a

escrita de modo que as expressdes acima possam ser modificadas para :

e.(t) =q(ty) +s ()f (4.41)
e: ec(t) = q(ty) +sc(t)f (4.42)
onde :
f=_ L et leltl) (4.43)
E.(to) E.(28)

alty) = e(t)+sc(o>§% firea(tt)  @a

t,t U
(o) = es(to) + sd%)i‘% fireatia) @5
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Empregando-se a notacdo definida por MACHADO (1989) as
equacdes de equilibrio passam a ser expressas de maneira simplificada,
gerando um sistema de duas equacdes a duas incognitas (eq. (4.46) e
(4.47)) onde os termos nao conhecidos sédo os valores das tensdes nas

fibras extremas da secédo para o tempo “t”. Desse modo :

S (DE, +S (E, =N, (4.46)

s ()F +s.()F, =N, (4.47)

onde :
Ey = (N- Xe1)Ac - S +Ef[AL(h- d)+A(h-d)]  @49)
B, = XgiAn + Sen +1 Eg(Ad+A ) (4.49)
= (N Xe1)Sin - lon + E[AL(N- d)(d Xey) +A (- d)(d- Xgy)]
...(4.50)

I:2 = XGlscn +1 cn +f ES[A 'sdl(d" XGl) +ASd(d - XGl)] (4-51)

N, =- ALE[q(te)(h- d') +q(te)d']- AE[a(to)(h- d) +q(ty)d]
...(4.52)

N, =M - ALE (d- Xep)[d(to)(h- d') +q(to)d'] -

AE((d- Xgp)ld(te)(h- d) +q(to)d]

(4.53)

A partir da solugéo do sistema acima obtém-se as tensdes nas fibras
externas da secdo transversal, ja as tensdes nas armaduras sdo obtidas por

meio das relacdes de compatibilidade. Dessa forma :

N.,F - N,E

s (t) = E1|=2 - E2F2 (4.54)
1'2 2'1

s.(t) = NoE; - Nofy (4.55)

ElFZ - EZ I:1
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(0 = Efey(t) - %l (4.50

5.0 = Eey() - Sl (@57

As deformacdes no concreto, para o instante de tempo genérico “t”,
ficam determinadas a partir da aplicacdo das expressodes (4.39) e (4.40),
Para a determinacdo das deformacdes nas armaduras de compresséo e de
tracdo emprega-se as relacbes de compatibilidade expressas por (4.34) e
(4.33), respectivamente. Em hipdtese alguma, para o instante genérico de
tempo, pode-se supor a proporcionalidade entre tensdes e deformacgdes, ou

seja St Ee.

435-TENSOES E DEFORMACOES: SECAO FISSURADA DE
CONCRETO ARMADO

INTRODUCAO:

As tensbes e deformagOes para uma secao fissurada de concreto
armado sdo determinadas a partir do equacionamento do equilibrio de
esforgcos para os instantes inicial e final de tempo para uma configuracao
média deformada. Os esforcos solicitantes — momento fletor e esforco
normal — sdo admitidos constantes. A fluéncia e a retracéo séo consideradas
através da equacéo (4.22) aplicada a fibras adequadamente escolhidas. Os
esforcos solicitantes — momento fletor e esforco normal — sdo admitidos

constantes.
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Secéao transversal

©f | |
‘—
A's
© - M
As
Deformacdes

Sem(to) B Sem®

ER T 9

smto)  _ Ssm(®)

m(to) @ cm()
6cmo(to) éi A
T  Ceme®
Com (to) Esm(®)

Tensoes
| Oemo) Oem®

Figura 4.6 : TensOes e deformacdes para os instantes de tempos “ty” e

“t” para uma secéo fissurada de concreto armado.
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O deslocamento para baixo da linha neutra ao longo do tempo e o
consequente aumento na area de concreto comprimido sdo considerados no
equacionamento de DEBERNARDI, ao contrario do método de GHALI &
FAVRE. E necesséario que diversas configuracbes da secdo sejam
verificadas. O equacionamento € feito supondo-se uma secdo de forma
qualquer com armadura dupla.

A figura (4.6) ilustra o comportamento ao longo do tempo das sec¢des
fissuradas de concreto — configuracdo média deformada. Também séo
definidas as principais variaveis envolvidas no equacionamento desse item.
A figura (4.7) mostra o efeito da contribuicdo do concreto intacto entre

fissuras — tension stiffening.

LN no Estéadio 2
LN na Config. média

M
—_— LN no Estadio 1

. N
a) Elemento fissurado de concreto armado

Ce
Cc

e
|
|
|
|
i
|

m

b) Deformacgé&o na fibra de concreto que sofreu o maior encurtamento

—

" [7)]
(J\J (7)]
sRilinmmaiililmmi

c) Deformacgéo da armadura tracionada

0

Figura 4.7 : Contribuicdo do concreto intacto entre fissuras — “tension

stiffening” — na flex&o simples.
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CONFIGURACOES A SEREM VERIFICADAS:

A obtencéo das tensbBes e deformacdes na configuracdo média da
secao para os instantes inicial “t” e final “t” exige que essas grandezas
sejam previamente determinadas considerando-se as hipétese do estadio 2
para ambos os instantes de analise. A deformacdo média da armadura de
tracdo, esn, depende dos valores de s (to), Ssr(t), Ss2(to) € Ss2(t). Para
atender a todas as etapas de calculo serdo consideradas as seguintes
configuracoes:

a) configuracdo da secdo no estadio 2 para o instante to;
b) configuracdo da se¢do média no instante inicial to;
c¢) configuracao da secdo no estadio 2 no instante final (ou desejado) t;

d) configuracdo da secdo média no instante final (ou desejado) t.
CONFIGURACOES PARA O INSTANTE INICIAL (t =tp):

Calcula-se, de inicio, para uma dado par de esforcos M e N referidos
a um ponto O qualquer com os médulos de elasticidade reais do aco e do
concreto Es e E. , respectivamente, os elementos da secdo (inércia,
deformacfes e tensbes), no instante t = ty (é suposto ndo haver nenhuma
deformacédo imposta no instante inicial) para os estadios de solicitacédo 1 e 2.

Conhecendo-se o valor de esn(tp) a partir de s (to), da tensao Ssa(to)
e de e (to) substituidos na equacéo (4.23), as tensdes e deformagdes na
configuracdo média poderdo ser obtidas de forma iterativa ou direta

(analiticamente), conforme sera mostrado a seguir.
Célculo lterativo.

1) E atribuido, para considerar o concreto entre fissuras, uma rigidez ficticia

a zona tracionada , adotando-se de inicio um mddulo E_ > Es tal que :

a’ = E;/Ec(to) . Para a contribuicdo da armadura comprimida Ag e da
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area de concreto comprimida A so utilizados os modulos reais do aco

e do concreto. Um primeiro valor para E_ pode ser adotado como:

E — s2(to)

S(to)

(4.58)
Canito)

2) Com os esforcos M e N é efetuado o célculo no estadio 2 , determinando-

se s, e adeformacdo €, .
3) Compara-se e, com o valor conhecido de e, (t,). Se a diferenga entre

esses valores estiver dentro de uma tolerancia pré estabelecida,
considera-se que houve convergéncia. A partir da dltima iteracdo obtém-
se os valores para a configuracao média no instante to : a posicao da linha

neutra X =X e os valores das tensGes e deformacbes
ms (to) me(to)

S =S, e e

S

em(to)” S sm(ty) am(ty)

A curvatura média no instante t, € dada por :

e
1 —__ ) (4.59)

M) Xmefto) ™ @

e a resultante de tracdo na armadura para a configuracdo meédia sera:

S

Calculo Analitico
Para a obtencéo da solucéo analitica é escrita a equacéao de equilibrio

de momentos fletores em relacdo ao centro de gravidade da armadura
tracionada As , que no caso independe do mddulo de elasticidade ficticio E

e que simula o acréscimo de rigidez devido a contribuicdo do concreto entre
fissuras.

Seja Accm (to) a area de concreto comprimida na configuracdo média
para o instante tp, a equacdo de equilibrio de momentos pode ser escrita

por:
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sé,
o) Sm(to) >{d_ Xms(to) } yﬂ]dAccm(tO) } %XAQD(d- d©+

cx:m(to)

+S$n(t0) XAg)(d - d@"‘ Nes =0

A

...(4.61)
onde y, é a distancia em relacdo a linha neutra.
Da proporcionalidade entre tensdes e deformacdes obtém-se :
~ X ms(t,) ~ d¢
SGir) T@sSamr) X (4.62)
Xms(to)
Xms (t,)
Sam(t,) = Befty) Csm(te) g (4.63)
ms (t,)

Substituindo-se a tensdo meédia Scm(to) da expressdo (4.62) pela

expressao (4.63) resulta:

Xms(t,) ~ de
St,) = 25 Eeft) Conr, xﬁ o
ms(t,
Da figura (4.6), pode-se escrever :
S S
m(t,) _ em(t,) (4.65)
Yn B Xms(to)
e:
S i) =S ) X0 4.66
m(t,) ~ cm(t,) (4.66)
Xms(to)
A area elementar da zona comprimida é :
dA 1) = byy) >y, (4.67)
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Usando-se as expressoes anteriores e fazendo-se transformagdes na

equacao de equilibrio (4.61) , obtém-se :

! % Sy u
|[d ) Xms(to) X0 Yn ><b(yn) >y +.|_
I, ™ Xoms t0) yn I, +
' y
: o\ S () " y ]
T Y (v.) Yn Ay, T (4.68)
T Xm) 2N b
- d¢
¢ Xms (1, _
+A @, 1€ ey "ﬁ’(d - dg+Ne; =0
ms (t,

S t
A relacdo —

n

é constante no tempo to; portanto pode ser retirada

do integrando e a expressao (4.68) pode ser reescrita por :

[d- Xms(to)]xsccm(to) “eem(t,) - (as- 1)>€Ag:>{xms(to) - dq]>(d_ d@:

~ Ne. x Xms(t,) = @
= Ne, x
Ec(t,) Cam(t,)
..(4.69)
Onde S

e | sdo, respectivamente, 0 momento estatico e o
ccm(to) ccm(to)

momento de inércia da area bruta de concreto comprimido em relacdo a

linha neutra de tensdes. Assim:

0

Sccm(to) = do(yn) XY Xy (4.70)

™ X (10)

0

Iccm(to) = d)(yn) Xyr21 >ay , (4.71)

™ X 10)
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Os momentos estético e de inércia dependem da forma da secéo
transversal e tém seus valores dados em func&o da posi¢cao da linha neutra

de tensdes. Sendo e, conhecido, a equacdo (4.69) tem como incognita
X (ty) , que é a posicao da referida linha neutra.

I € pelo menos uma fungdo cubica de X s

S(,)’ Para segéo

cem(to)
retangular, e a equacao (4.69) é geralmente de grau superior a dois. Para
equacbes de ordem elevada podem-se obter as solucbes através de

métodos iterativos ou analiticamente.
INSTANTE GENERICO (tempo =t):

Para um instante genérico de tempo “t”, as equacdes que regem 0O
equilibrio serdo, de inicio, escritas para uma configuracdo média gerando um
sistema de equacdes lineares. A deformagéo média e,, deve ser conhecida
para a resolucdo do sistema; seu valor serd calculado mais adiante para a

configuragéo fissurada no tempo genérico t .
CONFIGURACAO MEDIA - instante t:

As equacdes que regem o equilibrio, tomando a configuracdo média
num instante t , podem ser escritas por :

a) equilibrio de esfor¢co normal:

(03 m(t)dAccmn(t) +S gn(t) *Ag- Rsm(t) +N=0 (4.72)

cemn(t)

A

b) equilibrio de momentos em relacdo ao centro de gravidade da armadura
de tracéo As :

0 Sm(t) >{Y' (d_ Xms(t))] >dAccmn(t) +S$n(t) XAQ)(d_ d(g_ Ne; =0

cemn(t)

A

.(4.73)
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onde A_. (t) é a area da secéo liquida de concreto comprimido para a

ccmn

configuracdo média, sendo sua diferencial expressa por :

dA = b(yn) >dyn (4.74)

cemn(t)
A partir da linearidade do diagrama de tensfes pode-se escrever:

S

m(t) _ cm(t) (4.75)
yn ) Xms(t)

S =-S xJn_ (4.76)
m(t) cm(t Xms(t) .

onde S ) € atensdo no concreto em uma fibra genérica.

Os momentos estatico e de inércia da secdo liquida de concreto
solicitado a comprimido séo, respectivamente:
0

Sccm(t) = d:)(yn) XYy - AQD{d(D- Xms(t)] (4.77)

R0

0

2
Iccm(t) = dj(yn) Xyﬁ )dyn B A9>{d¢- Xms(t)] (4.78)

™ Ko (1)

As equacbes de equilibrio podem ser modificadas de modo que o

termo s, (t)/y, fique em evidéncia. Empregando-se as expressoes (4.77) e
(4.78) obtém-se:
S

el _
S
a() _
B X >{Iccmn(t) B [d B Xms(t)] )Sccmn(t)} - AdPs gn(t) ><d ) dfg = Ne,

ms (t)

...(4.80)
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Para que o diagrama de deformacdes da secdo seja completamente
caracterizado, devido a hipotese da manutencao das secdes planas, deve-se
definir duas deformacbes correspondentes a duas fibras distintas ou a
deformacéo de uma fibra mais a curvatura da secédo. Neste trabalho optou-
se por determinar deformacdes nas seguintes fibras: a correspondente ao
encurtamento maximo do concreto e aquela que passa pela linha neutra de

tensdes no tempo t,.

Aplicando-se o0 AAEM através da equacao (4.22) obtém-se :
a) na fibra superior :

S

e —e + om(t,) | +
cm(t) cm(t,) E028 28(t.t,)
] . (4.81)
+ e + | 28(t.t,) l:|+
Sem(t) ~ Sem(ty) | €= TCte) = UT Gy,
8Eq,) B §
b) na fibra da LN das tensfes parat = tp, onde a tensao s ams (i) = 0:
e ze i +s. et o4c,  w G, e 4.82
cms(t) — “ems(t,) cms (t) éE( | t.ty) E a cqt.t,) (4.82)
clt, c28

As expressfes acima sao gerais, pois permitem que as linhas neutras
de tenséo e deformacédo ndo sejam coincidentes, nem no instante t,, devido
a existéncia de deformacdes impostas.

As deformac0fes, admitindo-se a hipétese das se¢Bes permanecerem
planas, podem ser escritas em funcdo da deformacdo na fibra mais

comprimida do concreto e_, (t) , assim:

X me(t) = d

Cam(t) = X Cem(t) (4.83)
X meft) ~ de

e = Gy (4.84)
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X

_ T me(t) T Xms(to)
ecms(t) - )ecm(t) (4.85)
Xme(t)
Da equacéo (4.84) resulta :
o [
Sgn(t) = E >egwn(t) = E )gl' :>ecm(t) (4.86)
Xme(t) (4]
Para uma determinada sec¢éo, pode-se escrever:
(4.87)

S cms cm(t)

(t) :83_ —Xms(t")gxs
t +

é Xms(t) %]
Define-se um parametro f, a ser empregado na equacao constitutiva

do concreto; para simplificar o equacionamento, assim:

1 j 28(t,t,)
¥\l

f= +C
Ec(to) (t4) Ecos

(4.88)

Substituindo-se (4.86) em (4.79) e (4.80); (4.85) e (4.87) em (4.82)

obtém-se :

5
de e +R =N (4.89)
%)

cm(t) sm(t)

- M)G +E >€AQ: &;]__
X " ccmn(t) s )é

X me()

)S(::iz ){I cemn(t) ~ [d ) Xms(t)] >6ccmn(t)} +

) (4.90)
AgE g 9¢ 2 Xd- d§ = Ne
) )g Xme(t) B it )
_ Scm(to) .
Cam(t) = Camlt,) 1 2g(1,) +(3 o) ~ Scm(to))xf tefry) (49D

E c28
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él me : cm(t) = ecms Xf )gl _+ ecs(tt ) (4.92)

Para simplificar as expressoes, define-se:

_ 1
Iy =5 ’{'ccmn(t) ] [d' Xms(t)]ﬁccmn(t)} (4.93)
é 0
Dom(t,) = Cem(t,) +S om(t,) *€ ) fO+exger,) (4.94)
8 “c2s 9]

Manipulando-se as expressfes deduzidas pode-se escrever um

sistema de cinco incégnitas e quatro equacdes (4.95-4.98):

S ae 0

_ Zom(t) S d¢ +R N .95
X ms (1) eom 1) sm(t)

de 6

an(t) "Gan(r) - ALEs ’é em(1) Xd- d§ = Ne, (4.96)

ecm(t) = me(tO) +fs cm(t) (4.97)

| 6 @ X0

1 — 1 xill' 1 ><éecms(t) é]_- Mi)ﬁcm(t) f +ecs(“)$

X X - e A 0 X : to) 7Y

me(t) ms(t,) 4 cm(t) 8 ms(t) @ a)

...(4.98)

Onde as duas primeiras sdo as equacdes em termos de equilibrio;
(4.97) e (4.98) sdo as duas equacdes de compatibilidade de deformacdes.
Para o caso da flexdo simples N é igual a zero es por consequéncia deve

assumir um valor tal que o produto N es resulte igual a M.
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O momento estatico, S_,,, (t), e o momento de inércia, S_,, (t), séo

ccmn

dependentes da posicdo da linha neutra de tensbes para um instante de
tempo t . As incégnitas do sistema formado pelas equacdes (4.95) a (4.98)
sao as seguintes : Xms (), Xme (1), €&m (t), Scm (1) € Rsm (t) que sera resolvida
de maneira iterativa.

Para simplificar o equacionamento sera definida a fungéo g, (to):

de
Yam(t,) = o [QZm(to) " Coms(t,) ecs(t,to)]_ Dom(t,)  (4:99)

Xms

Dessa forma, tem-se para a tenséo no concreto:

_ ESXAQ)(d- dg)gfam(to) - Noeg (4.100)

(oS de 0
E,AgX(d- dg)< >é1-

S cm(t)

T+ 0,
Xms(t)ﬁ i

A incégnita basica do sistema é a posicdo da linha neutra de tensdes

Xqs (1); a relacdo entre R, (t)e X, (t)n&o pode ser explicitada. Disto

resulta um sistema de quatro equac¢des com cinco incognitas, incluindo
Rg, (t).

A solucao pode ser obtida por iteracdes conforme o roteiro de célculo
que sera apresentado a seguir. E necessario uma condicdo suplementar
para tornar possivel e determinado o sistema de equacdes . Para tanto
calcula-se a deformacdo média da armadura de tracéo, eg, (t), a partir da
tensdo no acgo para a secao fissurada, conforme sera visto mais adiante. O

valor de e_, (t) serd uma condicdo que deve ser respeitada na resolucdo

do sistema.
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Roteiro para Solucéo do Sistema — Equacdes (4.95) a (4.98)

1) adota-se um valor inicial para Xms (t);

2) calculam-se f, gom (to) € gam (to) por meio das expressoes (4.88), (4.94) e
(4.99), respectivamente;

3) calculam-se os valores de Scemn (t), leemn(t), gim (t) por (4.77), (4.78) e
(4.93);

4) calculam-se os valores de S¢n (t), em (1), Xme (t), &m (1), respectivamente
pelas expressoes (4.90), (4.97), (4.98) e (4.83);

5) verifica-se o valor de e, (t).

Compara-se o valor de e, (t) obtido pelo passo (4) do roteiro acima
com o valor correto ja deve ser previamente calculado (sua determinacao
sera efetuada a partir da equacéo (4.102) do proximo item). Se os valores
forem proximos (dentro de uma tolerdncia previamente estabelecida)
considera-se que O processo convergiu e os resultados podem ser aceitos.
Caso contrario recomecga-se 0 célculo a partir do primeiro passo com um
novo valor para Xme (t) até que seja verificada a convergéncia. Quando esta

ocorrer o valor para a curvatura média sera :

—(t)=- —_ (4.101)

CONFIGURACAO DA SECAO FISSURADA. CALCULO DA
DEFORMACAO MEDIA NA ARMADURA TRACIONADA:

Para a solucdo do sistema descrito na secdo anterior torna-se
necessario conhecer a deformacdo média na armadura tracionada para um
instante genérico t, esm (t ), rescrevendo-se a expressao (4.23) em funcao

de t , obtém-se a seguinte equacao:
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S g(1) s 0 s
e = - b —L - g+ x—T— 4.102
mlt) =g T P20 g T S S o) (4.102)

onde b,,, € um coeficiente que considera a fluéncia do concreto devido as
tensGes de aderéncia e s, € a tensdo na armadura calculada para na

secao fissurada.

Os valores de e, e s, serdo os mesmos dos calculados para o

sr
instante inicial to , pois admite-se que a fissuracdo do concreto aconteceu no
tempo to .

Para a secdo onde ocorreram fissuras a resultante de tracdo na

armadura sera :

RS(I) = es(t) >ES XA\S (4103)

A deformacédo na armadura sera :

X
— %y (4.104)

C41)

ey B A (4.105)

Analogamente a configuracdo média, para a secao fissurada também
pode ser escrito um sistema de quatro equacdes. Ao invés dos valores
médios anteriormente empregados sao tomados agora os valores locais.

Assim:
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-Sﬂ& +E ><Agtai- ﬁ?)@ +Ry,y =N (4.106)
X5y cenft) %‘ ¥ oft) * s(t)
S 1) Yyy) - APES él' —_>ect {d- d¢) = Ne, (4.107)
€)= G(t,) *TS oy (4.108)
| é ® X0
1 — 1 x!']_- i"éecs(to) +C]1- S(to):)sc(t) xf +ecs(t’to)¥ (4.109)
Xe)  Xs(t) § ey 8 Xs(t) @ :

As incOgnitas basicas deste sistema s80 Xs(t), Xe(t), e(t), sc (t).

Para uma secao transversal de forma qualquer, o sistema deve ser resolvido
por iteracoes.

Roteiro para Solugcéo do Sistema — Equacgdes (4.106) a (4.109)

1) adota-se um valor inicial para Xxs (t);

2) calculam-se os valores de f pela expresséo (4.88) e os valores de g (tp) €
gs (to) respectivamente por:

éj N
Tz(t,) = Cefty) TS oft) "SM fg+ €t (4.110)
d¢
g3(t )~ gZ( to) cms( o) ecs(tt )|~ ( o) (4.111)

S(tO)

3) calculam-se os valores de Scen(t), lecn(t) € gui(t) pelas seguintes
expressoes:
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0

Seeft) = OP(y,) Y - Aét){d"" Xs(t)] (4.112)
" X5 ()
0 2
Loty = @Pyy,) Yn WY - Agt>{dd> xs(t)] (4.113)
“Xs ()
1
gl(t) - Xs(t) >{Iccn(t) - [d - Xs(t)])sccn(t)} (4.114)

4) calculam-se os valores de Xxs (t), Xe (1), & (t) e s¢ (t) através de

expressdes analogas aquelas da configuracdo média, assim :

ESXAQ:)(d- d©)g3(to) - N €

S ) = (4.115)

e, & (t) e Xe (t) sdo obtidos, respectivamente, pelas expressbes (4.108) e
(4.109).

5) verifica-se a equacéao (4.106)

Para que o valor adotado de x, (t)seja a solugéo do sistema, todos
os valores das incOgnitas anteriormente calculados devem satisfazer a
equacao (4.106), dentro de uma tolerancia pré-estabelecida. Se nao for
satisfeita esta condicdo, deve-se retomar o processo a partir do primeiro
passo com um novo valor para Xs( t ) até que a convergéncia seja verificada.

Obtida a solucéo do sistema, o valor de s, (t) é dado por:

S (1) = es(t) XES (4.116)

A partir da deformacdo na armadura tracionada, na configuracéo

média, e, (t), calcula-se finalmente a curvatura dessa sec¢éo por :

1(t) By - M (4.117)

F Xme(t) = A Ecpy X my
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5-ANALISE LINEAR E NAO-LINEAR DE ESTRUTURAS

5.1-GENERALIDADES

A energia potencial total de um sistema conservativo ou seja, de
comportamento elastico, pode ser expressa por duas parcelas: energia de
deformacédo (ou energia potencial dos esfor¢cos solicitantes) e energia
potencial das acfes externas. Pode haver também manifestacdes de energia
associada a trechos apoiados elasticamente sobre uma base ou, ainda,
apoios elasticos discretos (molas). A soma das duas principais parcelas de
energia pode ser expressa pela equacgao abaixo:

P=U+W (5.1)

onde P é o funcional que expressa a energia total do sistema, U representa
a soma das energias de deformacao dos varios elementos e W corresponde
a energia das acles externas.

A parcela correspondente a energia de deformacdo pode ser
entendida como o trabalho das tensdes internas ao corpo sobre as suas
respectivas componentes de deformacgao. Esta parcela pode ser escrita pela

equacéo (5.2) :

U=¢sedv (5.2)
V

Suponha-se que uma barra carregada por uma acao externa

especifica (ver figura 5.1) tenha sua linha elastica de deformacédo dada por
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uma funcédo v = v(x) . O trabalho de cada ac&o externa sera igual ao produto
do modulo desta acdo pelo respectivo deslocamento. No caso de

carregamentos distribuidos, deve ser efetuada a integral no dominio.

y q(x)

V(X)

Figura 5.1 : Viga com carregamento qualquer

Dessa forma, a energia potencial externa sera determinada por :

i == OA(X) v(x) dx (5.3)

Que é a equacdao do trabalho com sinal trocado.

5.1.1 - PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL

O principio da minima energia potencial total consiste na aplicacédo do
principio dos trabalhos virtuais -PTV- afirmando que na posicéo de equilibrio,
ao invés dos trabalhos virtuais interno e externo serem iguais, o trabalho
virtual total é nulo. Como em termos dimensionais trabalho e energia séo
iguais, pode-se dizer também que a variacdo de energia total dado pelo
funcional (5.1) € nula no equilibrio. Assim a expressdo da variacdo de

energia total para a posicéo de equilibrio é escrita por :
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dP=0 \ d—P: 0 (5.4)
dv,

onde v; expressa o deslocamento i do vetor de deslocamentos nodais. A
equacdao (5.4) sera usada para a obtencdo da matriz de rigidez e do vetor de

carregamentos nodais.

5.1.2-CASO NAO-LINEAR

Considere-se um material cujo comportamento seja nao-linear em
termos das relacbes entre tensbes e deformacdes. A partir das suas
relacées constitutivas pode-se observar que, também para o caso nao-linear;
a energia interna do sistema, expressa pela integral (5.2), deve ser igual a
energia potencial das acdes externas. Desse modo, o funcional de energia

pode ser reescrito pela seguinte expressao:

P=(U+U,)+W (5.5)

onde U, é a parcela de energia correspondente a integral do produto das

deformacdes residuais pelas respectivas componentes de tensao.

5.2-ELEMENTO FINITO DE BARRA

Considere-se um elemento de barra conforme ilustrado na figura
(5.2), tendo, em cada um de seus nds, aos seguintes graus de liberdade:
uma translacado segundo o eixo oy , uma rotacdo paralela ao eixo ox e outra
rotacdo paralela a oy. A expressao da energia de deformacdo passa a ser
escrita somente em funcdo das variaveis que séo de interesse, admitindo-se
as hipdteses da secdo permanecer plana apés a deformacdo e da

proporcionalidade entre tensdes e deformacdes. Dessa forma :
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(—+—) X (5.6)

Da teoria técnica da flexdo, obtém-se:

2 2

=- Eld— ®® d—:v (5.7)
dx? dx?

7263, 1% @@ Mx_4 (5.8)
fix X

A equacéo (5.9) pode ser decomposta, considerando-se os efeitos da
flexdo e da torcdo de modo independente, e reescrita na forma abaixo

(supondo a secéo transversal constante ao longo de um elemento) :

U=U_+U, (5.9)
onde :

U, =— 0\/“de (5.10)
e

Ur ==k gnldx (5.11)
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V4
RN .
O b
vi| O
=) - X -
I X IR

Figura 5.2 : Elemento de barra

5.2.1-MATRIZ DE RIGIDEZ : PARCELA DA FLEXAO

Os deslocamentos verticais ao longo do elemento s&o aproximados
por uma fungao polinomial de terceiro grau - expresséao (5.12). Os valores do
polindbmio sdo conhecidos para os pontos extremos do elemento (onde x=0 e
X = L). A partir desses valores sdo determinados os coeficientes do

polinémio.

v=a, +a, Xx+a;x° +a, x° (5.12)
dv

Ay =- =" %" 2a,x- 3a, x° (5.13)
X

Da imposicao das condi¢des de contorno, obtém-se:

év,u él 0 0 0 uéau
é, u é Uué, u
ehrg_é 10 0wy (5.14)
év,0 & L L* L® Géa,
e U é 20e. U
dog @ -1 -2L -3%&,0

Simplificando a notagdo pode-se reescrever (5.14) e (5.12),
respectivamente por :
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d.=Aa (5.15)

v=f(x)'a (5.16)

com (5.15) em (5.16) :

v=f(x)' A td, (5.17)

expressando a inversa da matriz A, obtém-se :

er* o o0 od
A-lzig o -L* o0 o0y 519
L4g~ 3L2 218 32 L3 3 '
g2L -L% -2L -L?%j

A curvatura da secdo em cada ponto ao longo do eixo do elemento
pode ser obtida de maneira aproximada pelo inverso da derivada segunda

do polinbmio que expressa os deslocamentos. Assim :

1opt de (5.19)
r

onde, empregando-se as equacdes ja definidas :

b=- f"fA-1 (5.20)

gue, efetuando as operacdes resulta em :

6(L- 2X) 2(2L- 3X) 6(L- 2X) 2(L- 3x)g

bt = é—
& L3 L2 L3 1> H

(5.21)
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Aplicando-se o principio da minima energia expresso na equacéao
(5.4) obtém-se a matriz de rigidez para o elemento de barra, considerando

apenas a parcela da flexao:

L
K¢ = pElb'dx (5.22)
0

5.2.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ - PARCELA DA TORCAO

Para a obtencdo da matriz de rigidez da parcela de energia devida a
torcdo de um elemento de barra deve ser empregada uma funcdo que
aproxime a rotacao em torno do eixo OX. Esta funcéo sera adotada segundo

uma aproximacao linear conforme a equacéao abaixo :
g, =a,+a,X (5.23)

A partir de (5.23) e repetindo 0 mesmo processo empregado
anteriormente para o caso da flexdo, obtém-se a matriz de rigidez de um
elemento de barra considerando de modo independente o efeito da torgéo.

A matriz de rigidez para o elemento de barra mostrado na figura (5.3)
€ apresentada a seguir, ja considerando a soma das parcelas relativas a

torcéo e a flexao.

& 12E , ~-6E -12B  -6Ely
BE L2 L3 12 U
e _ u
&0 S 9 0 Gk g
© 6l AEl  6El - o
e- e o <= u
k=¢ L’ L L O L (5.24)
=& 12[ 6EI  12FI 6El U
ST T N T
e u
e o Gk 0 G g
e L L u
€- 6El 2Bl 6El o 4B U
K L L2 L 4
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O vetor de cargas nodais equivalentes € obtido a partir da imposi¢céao
da condicdo de minima energia. Apresenta-se a seguir esse vetor relativo
aos graus de liberdade mostrados na figura (5.2), considerando-se uma acao
vertical e um momento torgcor ambos uniformemente distribuidos ao longo da

extensao do elemento.

c_él TL o-gl2 gL TL -qL2g
g2 2 12 2 2 12

(5.25)

o

5.3-CALCULO DOS RESIDUOS DE CARREGAMENTO NO
ELEMENTO

Considere-se um elemento de barra onde existe um residuo de
momentos ao longo da sua extensédo e deseja-se reaplica-lo a estrutura em
forma de esforco externo. A transformacdo desses residuos em esforco
externo é obtida através do emprego do Principio dos Trabalhos Virtuais —
PTV. Conforme ja foi citado, sabe-se que as curvaturas da secdo podem ser

relacionadas aos deslocamentos através da matriz b . Assim :

}:bﬁ (5.26)
"

onde w sdo os deslocamentos virtuais.
Pode ainda ser a relacdo entre uma variagdo no campo de curvaturas

e deslocamentos virtuais por :

di=p' d (5.27)
r

Para um elemento de barra de comprimento L o PTV impde que o

trabalho virtual do carregamento externo ce pelo deslocamento virtual
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relativo dw é a igual ao trabalho virtual dos residuos de momento pela

_ 1
deformacéo virtual d? ;

YJdj =¢PM gd}dL (5.28)
r
L
e:
Y dj =¢pDMdj dL (5.29)
L

Dividindo-se as equacdes (5.28) e (5.29) por dw, obtém-se o vetor de

esforcos residuais para o elemento e . Assim :

YT =PM TbdL (5.30)
L

onde a matriz b é aquela definida em (5.21) e DMy € uma funcdo apropriada
que deve descrever a variacdo dos residuos de momento ao longo do

elemento finito.

5.4-SOLUCAO NUMERICA

5.4.1-INTRODUCAO

O emprego do método dos elementos finitos na analise linear de

estruturas resulta num sistema de equacdes na seguinte forma :
Ku- F=0 (5.31)

onde u é o vetor dos deslocamentos nodais (que sdo o0s termos
desconhecidos do sistema), F é o vetor dos carregamentos aplicados
segundo um sistema de coordenadas globais previamente definido e K é a

matriz de rigidez da estrutura.
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Quando a nao linearidade fisica for considerada, os esfor¢os internos

e externos nao mais estardo em equilibrio e a matriz de rigidez da estrutura

é funcdo dos estado de deformacbes. A equacao (5.31) passa a ser escrita
por :

K(Wu- F=Y (5.32)

Os métodos de resolucdo de sistemas nao-lineares podem ser
classificados em iterativos, incrementais ou mistos. Segundo BATHE e
CIMENTO (1980) uma analise nao-linear pelo método dos elementos finitos
é feita usando uma formulacdo incremental, na qual as variaveis séo
atualizadas incrementalmente, correspondendo a passos de carga
sucessivos. Nesse tipo de solucdo, € importante que as equacdes de
equilibrio sejam satisfeitas a cada passo, de forma a se assegurar precisao
na resposta. Portanto deve-se usar um grande numero de incrementos, o
gue se torna o inconveniente de tais métodos. Além disso, o equilibrio ndo é
rigorosamente garantido em cada passo de resolucdo para um incremento
gerando, portanto, um erro em cada passo, e este erro € cumulativo.

Ja os métodos iterativos garantem o equilibrio na convergéncia, no
entanto exigem um grande trabalho computacional. Os métodos mistos
utilizam as vantagens dos dois métodos anteriores e seu emprego € 0 mais
indicado. OWEN & HINTON (1980) trazem uma completa discusséo sobre
esses métodos; apresentam-se a seguir 0s conceitos basicos dos

procedimentos incremental e iterativo, respectivamente.

5.4.2-Formulacéo incremental

A formulacéo incremental consiste em dividir o carregamento total, F,

em incrementos de carga, Df, de modo que:

F=4 Dff c/ Df=aF (5.33)

i=1
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Para cada incremento calcula-se a parcela de deslocamentos

correspondentes:

Du; =[K , (u;)] D, (5.34)

O deslocamento total sera:

n
u=4§ Du, (5.35)

i=1

com n sendo o numero de incrementos definidos , K; (u;) € o gradiente local
da relacdo esforco/deslocamento para o incremento i e a um coeficiente

menor que a unidade.

5.4.3-Formulacdo iterativa : método de Newton-Raphson

Esta formulacdo consiste em resolver uma equacdo nao-linear de
modo iterativo, de forma que a cada passo da iteragdo existe um vetor de
carregamentos residuais que é resolvido pelo passo seguinte; assim
sucessivamente, até que os residuos sejam suficientemente pequenos. O
vetor de esfor¢os residuais para cada iteracdo sera determinado de acordo

com a equacao abaixo :

Y =Ku- F1 0 (5.36)
ou:

Y = F- Finterno (537)

Com os esfor¢os residuais C determina-se um acréscimo ao vetor de

deslocamentos nodais da seguinte forma :

Du; =K ()] Y (5.39)
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O vetor de deslocamentos da estrutura para a iteracdo ‘i’ sera dado
por :

.1+ Dy, (5.38)

A formula de recorréncia para a solucdo de um residuo C € a

seguinte:

Y, =KDy, (5.39)

onde K{ é a matriz de rigidez tangente correspondente aos deslocamentos
u; e é dada pelo gradiente local tensdo-deformacéo.

O procedimento de resolucdo prossegue até que ocorra a
convergéncia dentro de certas tolerancias pré estabelecidas, para isso

deverdo ser atendidas simultaneamente as inequagdes expressas por :

M

A

||Du ¢ o

£e e (5.40)

A figura (5.3) tem como objetivo ilustrar os procedimentos de

resolucao de sistemas de equacdes nao lineares citados neste trabalho.
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Kt0 Kt2
Ktl

VAN

fint,1

ul u2 u3 Ureal U

s a)

Kt0

fint,1

ul U,real U
b)
AN
F
Ktn
fn+l
fn
N P>
+
un U
c)

Figura 5.3 - Métodos de Newton-Raphson: a) Método de Newton-Raphson puro;
b) Método da Rigidez Inicial ; c) Método de Newton-Raphson Modificado ou
Misto.
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6-IMPLEMENTACAOQ NUMERICA DE
ALGORITMO PARA ANALISE NAO-LINEAR DE
GRELHAS

6.1-INTRODUCAO

Neste capitulo pretende-se mostrar o desenvolvimento de um
algoritmo numérico para a determinacdo de esfor¢cos solicitantes e
deslocamentos em pavimentos de edificios onde o sub-sistema estrutural
“grelha” € empregado. As secdes transversais das barras de concreto
armado obedecem um critério ndo-linear escrito em termos da relacao entre
momentos e curvaturas. Foram implementados os modelos de GHALI &
FAVRE (1986) e DEBERNARDI (1983) para o concreto armado. O Método
dos Elementos Finitos é empregado na discretizacao da estrutura.

O programa foi desenvolvido de forma a permitir simultaneamente
basicamente trés tipos de analise, a saber:

Andlise de esforcos e deslocamentos na estrutura considerando a nao-
lineridade fisica para o instante de aplicacdo do carregamento;
Consideracdo da fluéncia do concreto e das alteracdes nos esforgcos
solicitantes e deslocamentos que ocorrerdo ao longo do tempo;
Simulacdo de fases de carregamento, onde cada acdo € considerada
aplicada num instante de tempo conhecido.
Cada um desses fendbmenos serd tratado nesse capitulo de maneira
isolada, por simplicidade. Para o célculo das propriedades mecéanicas do
concreto - tais como médulo de elasticidade, resisténcia a compressao,

resisténcia a tracao etc..., além das deformacdes dependentes do tempo e
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do momento de fissuracdo da secao e foram empregadas as
recomendacdes do CEB-1990. Serdo apresentados fluxogramas
simplificados do programa no decorrer deste capitulo.

O programa permite que se trabalhe com barras de secao transversal
em forma de “ | ” com apenas um eixo de simetria e armaduras superior e
inferior. Os dados de entrada sdo propriedades geométricas da secéo e séo

ilustrados na figura (6.1).

A N
’—S—| S

bfi

Figura 6.1 : Secéo transversal tipica.

6.2-NAO-LINEARIDADE FiSICA — INSTANTE DE APLICACAO
DO CARREGAMENTO

A consideracdo da nao-linearidade fisica na analise de estruturas de
concreto armado requer uma estratégia incremental-iterativa para sua
resolugdo. Esse assunto foi tratado no item 5.4 deste texto sendo que no
item 5.3 foi desenvolvido uma expressao, a partir da aplicacéo do PTV, para
o calculo do vetor de esforcos residuais num elemento de barra. Pretende-
se agora mostrar o procedimento utilizado nos algoritmos para a
determinacdo dos residuos, a partir da resolucdo da expresséao (5.30) aqui

repetida por comodidade.
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Y. =3PM(x)bdL (6.1)
L

Considere-se um elemento de barras conforme mostrado na figura
(6.2). Sao conhecidos nos seus nds os valores de duas rotacdes segundo os
eixos especificos — ox e oy - e um deslocamento vertical segundo o eixo 0z.
E possivel conhecer, de maneira aproximada, a curvatura em cada ponto do

elemento empregando-se a expressao (6.2). Assim :

%:b‘de (6.2)
onde :
5 (L-2x) ,(2L-3x) _(L-2x) ,(L-3X)u
bt =€ &l 2 6 2 63
g L3 2 L3 L> H ©9
e.
dte:[Vi qxi Vj qxj] (6-4)

g |

Figura 6.2 : Elemento de barra.

Como pode-se observar, a funcdo (6.3) tem uma variacao linear.
Como a curvatura real varia parabolicamente ao longo do comprimento do
elemento — isto para carregamentos uniformemente distribuidos — foi
utilizada uma correcdo no valor da curvatura que é empregada somente na
primeira iteracdo de cada incremento de carga. Assim, para 0S nos i e |
pode-se escrever a expressao (6.5).
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1 1
= ==-cor (6.5)
NKcor I
com.
2
cor = 8DI2|L (6.6)
m

onde Dp é o incremento de carregamento uniformemente distribuido e Ely, é
o mddulo de deformacéo por flexdo médio que sera definido neste capitulo.
Como o problema é nao-linear e emprega-se uma estratégia
incremental-iterativa, € necessario utilizar a expressao (6.2) para calcular, na
verdade, incrementos de curvatura para uma secdo em funcdo dos
acréscimos nos deslocamentos da estrutura que ocorrerdo a cada iteracao.

Assim, para cada n6 do elemento:

1 1t 1
= = + D= (6.7)
MNktot [k tot I k,cor

. L . . 1 _
onde o indice sobrescrito i indica a iteracdo e o termoD- € determinado
I k,cor

empregando-se as expressoes (6.2) a (6.6) substituindo-se, evidentemente,
os deslocamentos totais por incrementos de deslocamento. A figura (6.3)
tem por objetivo esclarecer essas consideracoes.

Uma vez conhecido o valor da curvatura total nos nés de um

elemento a partir dos seus deslocamentos nodais, determina-se, através do
emprego dos modelos de DEBERNARDI ou de GHALI & FAVRE, para o
instante de aplicacdo do carregamento (tratado no capitulo 4), o momento
correspondente a essa curvatura. O residuo de momento, DM, €
determinado para cada ndé do elemento de acordo com a expressédo (6.8)

onde o indice da iteracéo é suprimido por comodidade. Assim :
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onde M, , é funcdo da sec¢do transversal, dos seus materiais e da curvatura

total. A figura (6.4) tem por objetivo mostrar a avaliacdo dos residuos de
momento numa secgao.

Como a relacdo entre momento e curvatura € nédo-linear torna-se
necessario o emprego do método da biseccdo para a determinacdo do

momento correspondente a curvatura total acumulada, uma vez que os

modelos fornecem a curvatura a partir de um momento fletor conhecido.

A ASe AL

estrutura elemento segéo trans.
F M
Fext. .
& Y
| M/
\ —_— JA%I
\ \ :
\ \
| . -
N u 1" 1" I
u I kot I kot

MAm,

1 1/r
r

k,tot

Figura 6.4: Residuos de momento para uma secao.
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Conhecidos os residuos de momento fletor em cada ndé pode-se
escrever a funcdo bM(x) tendo em vista seu emprego na expressao (6.1).

Emprega-se uma aproximacao linear para cada residuo; assim:

DM (x), = DM, - %x (6.9)
DM ;
DM(x) ;= DM - L‘(L-x) (6.10)

Efetuando-se a integracdo da expresséo (6.1) com o uso de (6.9) e
(6.10) obtém-se os vetores de carregamentos residuais y « , considerando de

maneira isolada a contribuicdo de cada né do elemento. Assim resulta:

é DM é DM;u
€ u &€
¢ o o
_é DM; ¢ _é 0 1
Ye,i—é DM: g (611) Ye,j—é DM, 0 (6.12)
e e, u
e § e 5
e ¢ U
g 0 ¢ g DM; H

O vetor de residuos totais para um elemento sera a soma das
parcelas (6.11) e (6.12). Os esforgos residuais da estrutura serdo obtidos a
partir da consideragéo da contribuicdo de cada elemento.

A matriz de rigidez do elemento, para cada iteracdo, € determinada
pela expressdo (5.24) a partir do modulo de deformacdo por flexédo
“secante”, relativo a rigidez média do elemento, calculado pela expressédo
(6.13) que é ilustrada pela figura (6.5). Assim :

El = M. 1 (6.13)

Ik tot
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6 12EI o -S6El, -12E, o -6El0
é L3 L2 L3 L2 l]
é GJ - GJ U
e 0 e 0 0 t 0 u
é L L U
a- 6El 4EI . 6El, 2Bl 4
_é |2 L L2 L U
Ke=e 121 6El  12FI el 0 619
e—5 0 2 3 0 2 U
a L L L L2 |
é-6El, , 2El, 6El, o AEl, 0
g 2 L L2 L H
MAm.
M~ —— "~ /

|

El., |

|

|

1 1/r
I ktot

Figura 6.5: Determinagdo do modulo de deformagéo por flex&o secante.

Com o emprego dos parametros definidos nesta secao procede-se a
resolucdo da estrutura conforme mostrado no capitulo 5. Adotam-se dois
critérios de convergéncia para 0 processo iterativo sendo um em termos de
esforcos e outro em termos de deslocamentos. Assim, empregando-se as
expressoes definidas em OWEN & HINTON (1980), tem-se :

éd u
ea ‘u
8i- IEI
X100 £ TOL (6.15)
éd u
ea ()’
8i-1 g
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onde o numerador indica a norma da soma dos esfor¢os residuais, e 0
denominador a norma do total de forcas aplicadas; TOL é o valor pré-
estabelecido da tolerancia.

Em termos de deslocamentos, obtém-se:

—x100 £ TOL (6.16)

onde Du; é o valor do acréscimo de deslocamentos para a iteracdo r e u; €

o deslocamento total acumulado até a iteracao i.

LEITURA DE DADOS

RESOLUCAO DO SISTEMA

F=Ku
<
0o
02| | DETERM.DO VETOR DE
z0O RESIDUOS ¥
=g
o) nd
o L
251 | vERIFICAGAO DA
CONVERGENCIA

LOOPING DO
INCREMENTO

o< Comere >
o

V

IMPRESSAO DOS
RESULTADOS

\

FINAL DO PROGRAMA

Figura 6.6: Apresentacao de fluxograma de procedimento incremental-

iterativo.
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6.3-ESFORCOS E DEFORMACOES AO LONGO DO TEMPO

A variacdo nos esforgcos solicitantes e deslocamentos que devem
ocorrer na estrutura de um pavimento de edificio, entre os instantes de
tempo “to” e “t”, devido ao efeito da fluéncia sdo considerados no programa
desenvolvido através de uma estratégia incremental onde as deformacdes
visco-plasticas sao reaplicadas a estrutura na forma de esforcos residuais
nos nés dos elementos que a constituem.

Pretende-se nesta secdo mostrar, de maneira resumida, o
desenvolvimento de um procedimento utilizado para a andlise da fluéncia.
Os modelos de GHALI & FAVRE ou DEBERNADI fornecem um diagrama de

curvatura x momento resistente para o instante de tempo “t”, além daquele

para o instante “ty”, ja tratado na secdo anterior. A figura (6.8) ilustra esses
dois diagramas num mesmo grafico. Desse modo obtém-se para um

momento fletor M as curvaturas em “ty” e em “t”.

M
instante >t °

|
| |
| |
| |
1 1 1/
(to) (t) r

Figura 6.8 : Diagrama momento curvatura, com a consideragao

da fluéncia.

Suponha-se uma estrutura que foi resolvida para o instante “ty” e
deseja-se a sua resolucdo também no instante “t”. S&o definidos

incrementos de tempo Dt da seguinte forma:
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pr={t-t) (6.17)

n
onde n é o nimero de sub-intervalos de tempo.

Para o instante de tempo “to+Dt” determina-se, a partir dos modelos
. 1 1 ] :
utilizados, a curvatura —(t, + Dt) , lembrando-se que —(t,) é conhecido. O
r r

vetor de residuos a ser reaplicado na estrutura é determinado do mesmo
modo que aquele mostrado na sec¢do 6.2, onde o valor de DMy sera dado

por:
_& TN
DM =€>(to + D) - ~(to)ZEl (6.18)

A matriz de rigidez com a qual a estrutura deve ser resolvida é
determinada de maneira analoga ao utilizado na secao (6.2). A curvatura
real de uma secédo no instante “to+Dt” ndo € aquela determinada a partir das
relacbes constitutivas e deve ser calculada a partir dos deslocamentos
nodais dos elementos obtidos apds a resolucdo da estrutura, ja que houve
uma redistribuicdo nos esforcos solicitantes. Para instantes de tempo
diferentes de “to+Dt” procede-se da mesma maneira, sendo que a matriz de

rigidez é atualizada a cada incremento.

M
<]
(to) AtotAt)
M — L
| ’
=
| |
% (to) 1 (tetrt) AT
r

Figura 6.9: Residuo de momento devido a fluéncia para o instante de
tempo “to +Dt”.
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E apresentado, a seguir, um fluxograma simplificado onde as

deformacdes ao longo do tempo séo consideradas.

LEITURA DE DADOS

RESOLUCAO

P/ to

&

RESOLUGAO DO SISTEMA
F=Ku

LOOPING DA
ITERACAO

Y

DETERM.DO VETOR DE
RESIDUOS V¥

|

VERIFICACAO DA
CONVERGENCIA

< CowemanT=>
&)

v

LOOPING DO
INCREMENTO DE CARGA

IMPRESSAO DOS
RESULTADOS P/ to

RESOLUCAO

P/t

DETERM.DO VETOR DE
RESIDUOS V¥

Y

RESOLUGAO DO SISTEMA
F=Ku

Y

IMPRESSAO DOS
RESULTADOS P/t

LOOPING DO
INCREMENTO DE TEMPO

FINAL DO PROGRAMA

Figura 6.10: Fluxograma de procedimento incremental-iterativo para o

instante de aplicacéo das cargas e incremental para a consideragéao

das deformacdes ao longo do tempo.
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6.4-APLICACAO DE CARGAS NO INSTANTE DE TEMPO “t”.

O programa foi desenvolvido de modo a permitir a analise da
aplicacdo de diversos carregamentos distintos, cada um num instante de
tempo conhecido. Sdo consideradas as perdas de rigidez que ocorreram
antes da aplicacdo de um carregamento; provocadas por carregamentos
anteriores a este. Deste modo, a matriz de rigidez da estrutura é aquela
obtida a partir do médulo de deformacao por flexdo médio — ja definido neste
capitulo. A aplicacdo de um novo carregamento € ilustrada pela figura (6.11)

relativa a uma secao transversal.

M

Mol t

Novo Carregamento

Situacéo de equilibrio
antes da aplicacdo do
novo carregamento

El., |
|

|
|
|
|
L (t) k,tot r
r
Figura 6.11 : Novo carregamento na estrutura.

O novo carregamento deve ser aplicado a estrutura em incrementos
e, da mesma forma que na secéo 6.2, a nova configuracéo de equilibrio sera
obtida através de uma estratégia incremental-iterativa utilizando o mesmo
procedimento descrito naquela secao.

Os modelos de DEBERNARDI ou de GHALI & FAVRE a serem
empregados na resolucdo de um novo carregamento aplicado no instante de
tempo “t” devem considerar a fluéncia que ocorreu no intervalo de tempo
(to,t), visto que a estrutura sofreu alteracdes no seu estado de deformacdes

devidas a fluéncia nesse intervalo.
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O fluxograma apresentado na figura (6.10) € agora empregado para
cada etapa de carregamento conforme ilustrado pela figura (6.12).

LEITURA DE DADOS

RESOLUGAO DO SISTEMA
F=Ku

y

DETERM.DO VETOR DE
RESIDUOS V¥

y

VERIFICACAO DA
CONVERGENCIA

G
S

V

IMPRESSAO DOS
RESULTADOS P/ to

ITERACAO

LOOPING DA

RESOLUCAO

P/ to
LOOPING DO
INCREMENTO DE CARGA

LOOPING
ETAPAS DE CARGA

DETERM.DO VETOR DE
RESIDUOS V¥

!

RESOLUCAO DO SISTEMA
F=Ku

!

IMPRESSAO DOS
RESULTADOS P/ t

RESOLUCAO

P/t

LOOPING DO
INCREMENTO DE TEMPO

FINAL DO PROGRAMA

Figura 6.12: Fluxograma para andlise considerando carregamentos em

instantes de tempo distintos.
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6.5-DESCARREGAMENTO

O descarregamento foi considerado de maneira simplificada neste
trabalho, desprezando a danificagdo da estrutura. A matriz de rigidez da
estrutura, quando ocorrer o descarregamento, sera determinada conforme a
expressao (6.14) onde o modulo de deformacéo por flexdo seré igual ao
produto do médulo elastico do concreto pela inércia calculada no estadio 1 -

tanto para o instante “tp” quanto para o instante “t”. Assim:

El, =El, (6.19)

m

A figura (6.13) tem por objetivo ilustrar essa consideragao.

M

instante = t0
descarregamento

1/r

Figura 6.13: Descarregamento.
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7-EXEMPLOS

7.1-INTRODUCAO

Neste capitulo pretende-se mostrar alguns exemplos de aplicagdo do
programa desenvolvido. Serdo efetuadas comparagdes entre os modelos
implementados visando destacar as vantagens e desvantagens de cada
modelo. Procura-se também efetuar, em alguns exemplos, comparagdes

com dados experimentais conhecidos na literatura.
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7.2-EXEMPLOS DO BULLETIN-158 DO CEB

7.2.1-VIGA BI-ENGASTADA

O “Bulletin” informativo n” 158 do CEB (1990) apresenta os resultados
em termos de esforgos e deslocamentos para uma viga bi-engastada de
concreto armado solicitada por uma agao vertical uniformemente distribuida
conforme mostrado na figura (7.1). Foram consideradas as seguintes
caracteristicas para os materiais:

e concreto fex = 25 MPa;
¢ modulo de elasticidade longitudinal do ago igual a 200 Gpa;
e barras de aco rugosas.

O carregamento é suposto aplicado aos 28 dias. Considera-se a fluéncia
que ocorrera desde a aplicagdo da carga até um instante de tempo igual a
10000 dias, procurando-se aproximar o coeficiente de fluéncia calculado
pelo programa com o valor empregado pelo CEB (o CEB considera

o(t,10)=2,5 e um coeficiente de envelhecimento do concreto igual a 0,8).

TR

Figura 7.1: Exemplo 7.2.1- viga bi-engastada de concreto armado.



122
Capitulo7:EXEMPLOS

Para a resolugdo do exemplo a viga foi dividida em 20 elementos
finitos iguais e a carga foi aplicada do seguinte modo:
e 20 incrementos de 5%;

e tolerancia exigida no processo iterativo : 0,01%;
e numero maximo de iteracoes : 50.

Para a consideracao da fluéncia, o intervalo de tempo dos 28 aos
10000 dias foi dividido em 100 sub-intervalos iguais. A retracdo nao foi
considerada.

Apds a execugao do programa os resultados obtidos foram os
seguintes:

a) Diagrama de momentos fletores elasticos e apos a redistribuicdo de
esforcos — para 28 e 10000 dias. Foram plotados apenas os valores de
momento relativos ao modelo de Debernardi, visto que o modelo de Ghali

& Favre forneceu, para este exemplo, valores bem préximos.

a) Regime Elastico-Linear

88,54

20,90

s

44,10

32,16

b) Redistribuicao de Esforgos : Método de Debernardi
t=28 dias
— t=10000 dias

Figura 7.2: Diagrama de momentos para exemplo 7.2.1. (kN.cm)
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b) Deslocamento do ponto central da viga, para o instante =28 dias, em

funcado do percentual do carregamento externo aplicado :

desloc x % de carga

100
9 +
80 +
70 +
60 +
50 +
40 +
30 +
20 +
10

—&— Ghali & Favre

—— Debernardi

% de carga

desloc.

Figura 7.3 : Curva de Deslocamentos Para o Ponto Central da Viga

(mm).

O deslocamento vertical do ponto central da viga, obtido através dos
modelos implementados foi o seguinte :
- Debernardi : 5,97mm.
- Ghali & Favre :5,90mm.

O valor indicado pelo CEB é de aproximadamente 6mm. Através do

grafico da figura (7.3) pode-se perceber a evolugcédo da fissuragao da peca
que comega a ocorrer com cerca de 40% do carregamento total aplicado,
existindo o que aparenta ser uma transicdo entre os comportamentos de
estadios 1 e 2 para o carregamento variando de 40 a 70% do total, a partir

dai a estrutura se comporta como fortemente fissurada.

c) Os valores do deslocamento do ponto central da viga, para o instante
t=10000 sao os seguintes:
e Presente trabalho — Modelo de Debernardi : 10,71 mm;

¢ Presente trabalho — Modelo de Ghali & Favre : 14,71 mm;



e Bulletin 158 do CEB — Método exato com integracao : 12,20 mm;
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e Bulletin 158 do CEB — Método dos coeficientes globais : 16,40 mm;
e Bulletin 158 do CEB — Método bilinear : 16,00 mm.

Existe uma diferenca entre todos os valores para o instante de tempo

124

“t” sendo que nem os métodos sugeridos pelo proprio CEB s&o proximos do

valor obtido por integragdo (CEB). Debernardi faz um tratamento da

deformacgéo lenta bastante rigoroso, por isso acredita-se que conduza a um

valor mais preciso.

7.2.2-VIGA SIMPLESMENTE APOQIADA

A finalidade deste exemplo é comparar os resultados obtidos através

do programa desenvolvido com os resultados fornecidos pelo CEB para

varias taxas de armadura. A viga é ilustrada na figura (7.4).

Tabela 7.1: Taxas de armadura e carregamento para a viga Fig.(7.4).

p (%) 0,3 0,6 0,9
p’ (%) 0 0 0,15 0,30 0
g (kN/m) 8,9 16,9 16,9 16,9 25,0
Caso 1 2 3 4 5
VAP T
| at0m |

§ — onde:
o, p=AslAc
. g p= AslAc

Figura 7.4 : Viga bi-apoiada do exemplo 7.2.2.

4 a
v
. A

wog

CORTEA
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A viga foi dividida em 20 elementos finitos iguais e a carga foi aplicada
do seguinte modo:
e 20 incrementos de 5%;
e tolerancia exigida no processo iterativo : 0,01%;
e numero maximo de iteracoes : 50.

Para a consideracdo da fluéncia o intervalo de tempo dos 28 aos
10000 dias foi dividido em 100 sub-intervalos iguais. A retracdo foi
desprezada.

O deslocamento do ponto médio do vao € mostrado na tabela (7.2)
para o instante de aplicagdo do carregamento e na tabela (7.3) para
t=10000 dias.

Tabelas 7.2 e 7.3 : Deslocamento vertical do ponto médio do vao da

viga do exemplo 7.2.2 para os instantes “t,” e “t”, respectivamente.

BULLETIN DO CEB PRESENTE TRABALHO
Método método Método dos método de Método de
Caso Exato — CEB bi-linear coef. Globais Debernardi Ghali & Favre
(mm) (mm) (mm) (mm) (mm)
1 4,20 3,80 3,80 3,15 3,09
2 10,00 8,20 8,40 8,90 8,84
3 10,00 8,20 8,40 8,79 8,73
4 9,90 8,20 8,40 8,68 8,63
5 12,10 10,60 10,60 11,01 10,99
BULLETIN DO CEB PRESENTE TRABALHO
Método Método Método dos Método de Método de
Caso Exato — CEB bi-linear coef. Globais Debernardi Ghali & Favre
(mm) (mm) (mm) (mm) (mm)
1 10,90 11,20 11,00 9,25 9,30
2 16,20 15,00 15,60 16,18 14,97
3 15,50 14,40 15,00 15,38 14,29
4 14,90 14,00 14,30 14,69 13,72
5 19,20 18,50 18,60 20,20 18,00
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Pode-se mencionar, a partir da interpretagao das tabelas (7.2) e (7.3)

0 seguinte:

Para o instante de aplicagado do carregamento os Modelos de Debernardi
e Ghali & Favre conduzem a resultados bastante proximos - praticamente
nao existindo diferenga entre ambos; no entanto é possivel destacar que
para baixas taxas de armadura Ghali & Favre resulta num erro maior em
relagdo a Debernardi, indicando que quanto maior a taxa de armadura
mais proximos sao os valores.

Para o instante de tempo t=10000 dias, existe uma diferenca
consideravel entre os modelos implementados. O modelo de Ghali &
Favre resulta proximo aos modelos do CEB. A diferenga de resultados
entre ambos se deve ao fato de, neste trabalho, a deformacéo lenta ser
aplicada em incrementos.

Os resultados obtidos pelo método de Debernardi — com a consideracao
da fluéncia sdo bem préximos aos do CEB relativos ao método “exato”.

O valor “exato” do CEB ¢é obtido a partir da integracédo das curvaturas

ao longo do vao, visando considerar a redistribuicdo de esforcos. E utilizada

uma estratégia iterativa. Deve-se deixar claro que o valor exato referido é
uma indicag¢ao do Bulletin 158 do CEB.
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7.2.3-VIGA BI-APOIADA COM SECAOQ “T”

Este exemplo tem como objetivo mostrar os resultados obtidos pelo

programa para uma sec¢ao “T” de concreto armado. A viga é ilustrada na

W b b
VAR o0 AQ VAR
="

Figura 7.5: Viga do exemplo 7.2.3

Os demais dados deste exemplo sdo comuns aos exemplos
anteriores. Os resultados obtidos, para o deslocamento central da viga foram
0s seguintes:

e Modelo de Ghali & Favre : 5,75mm para t=28 dias e 9,43 mm para
t=10000 dias;

¢ Modelo de Debernardi : 7,04mm para t=28 dias e 12,34mm para t=10000
dias.

O Bulletin 158 do CEB indica os valores de 6,4mm para o instante de
aplicagao do carregamento e 13,0mm quando a fluéncia é considerada.
Esses valores sao calculados no CEB a partir da transformacao da segao T
numa sec¢ao retangular equivalente e da aplicagdo do método dos

coeficientes globais (ver Bulletin 158).
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Para esta viga pode-se observar que houve uma grande diferenca
entre os dois modelos implementados, esta se deve ao fato de Debernardi
equacionar sua formulagdo para uma sec¢ao transversal de forma qualquer
(neste trabalho, a segéo transversal pode ser no maximo secgao “I’). Neste
caso, pode-se dizer que os resultados obtidos pelo modelo de Debernardi
sd0 mais precisos que os demais. A precisdo para sec¢des de forma qualquer

constitui-se numa das grandes vantagens do modelo de Debernardi.

7.3-COMPARAGAO COM DADOS EXPERIMENTAIS

7.3.1-LABORATORIO DE ESTRUTURAS DA EESC-USP

ALVARES (1993) propés um conjunto de trés vigas que foram
ensaiadas no Laboratério de Engenharia de Estruturas da EESC-USP.
Segundo ALVARES, a resposta experimental de cada viga foi colhida de
uma prova realizada com controle de carga, sendo as leituras tomadas em
reldgios comparadores posicionados nos apoios € no trecho central, além de
extensObmetros elétricos nas faces superior, inferior e na armadura
tracionada. Os dados relativos as sec¢des transversais das vigas sao
apresentados na tabela (7.4). A carga “P” foi aplicada no ensaio até provocar
a ruptura das vigas. As propriedades mecanicas dos materiais sao
apresentadas a sequir :

e Modulo de elasticidade do concreto : 29200 MPa;

e Modulo de elasticidade do aco : 196000 MPa.

Empregando-se a expressao do CEB-90 (7.1) para o calculo do
modulo de elasticidade médio do concreto aos 28 dias em fungdo do fek
pode-se determinar o valor da resisténcia caracteristica do concreto a

compressao. Assim com :

E.p = 9500(f,, +8Mpa)"”’ (7.1)

29200 = 9500(f,, +8Mpa)"” (7.2)
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resulta f«=21,04 MPa, que € um parametro necessario para a analise

numeérica.

Tabela 7.4 : Viga do exemplo 7.3.1

Caso As (cm?) d(cm) A’s (cm?) d’(cm)
1 2,4 27,5 0,2 2,0 Pouco arm.
2 4,0 27,0 0,2 2,0 Normal.arm.
3 5,6 26,0 0,2 2,0 Muito arm.
\P(kN) \P(kN)
0.80m 0.80m 0.80m
0,12m _A's
AS
par

d £

: !

4 o

As

Figura 7.6 :Viga do exemplo 7.3.1
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O CEB sugere que o momento de fissuracdo para uma secao de

concreto armado seja calculado da seguinte forma :

M. = tfanlt (7.3)
h—x,

O emprego da expressao (7.3) conduz a valores maiores para 0s
deslocamentos, visto que considera uma passagem abrupta do estadio 1
para o estadio 2, desprezando a plastificacdo na tragdo. Neste exemplo,
pretende-se discutir um fator de corregcédo , “c >= 1”, a ser empregado na
expressao (7.3), tal que :

cf,.I;

M =—cml 7.4
! h —x, (7.4)

Utilizou-se apenas o modelo de Ghali & Favre que, para carregamentos
instantaneos, conduz a resultados bons quando comparados ao modelo de
Debernardi. As vigas foram discretizadas em 30 elementos finitos iguais e a
carga foi aplicada do seguinte modo:
¢ 50 incrementos de 2% cada;

e tolerancia exigida no processo iterativo : 0,01%;
e numero maximo de iteracoes : 50;
e a carga aplicada foi P=100 kN.
Os resultados obtidos sdo apresentados a seguir e confrontados com
aqueles obtidos nos experimentos de ALVARES.
Da interpretacéo das figuras (7.7) a (7.9) pode-se concluir o seguinte:
e O modelo de Ghali & Favre encontra-se bastante préoximo da curva
inferior experimental, para agdes em servigo — cerca de 70% da carga
ultima — para as seg¢des pouco e normalmente armada;
e Para a secdo muito armada, o modelo numeérico so € representativo para
acgdes inferiores a 60% da carga ultima;
e Acredita-se que isso se deva ao fato de nao ser considerada no
modelo a plastificagdo da armadura.
e A plastificacdo da armadura também ndo é contemplada no
modelo de DEBERNARDI.
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50 -
P
40 — //.
30 | /
| | ./{.
o
2 s . .
/;/é// —— Experimento - valores maximos
/4/9/// «— Experimento - valores minimos
10 F /,///é/ «— P. trabalho c=1,0
- /.;/ —+—P. trabalho c=1,2
oL ? —— P. trabalho c=1,4
| ) | ) | ) | ) | ) | ) ]
0 2 4 6 8 10 12
Deslocamento Vertical do Ponto Central da Viga (mm)
Figura 7.7: Resultados numéricos para viga pouco armada.
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Figura 7.8: Resultados numéricos para viga normalmente armada.
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— — Experimento - valores minimos
— — Experimento - valores maximos
P. trabalho c=1,0
—a— P, trabalho c=1,2
—e—P.trabalhoc=14

0 2 4 6 8 10 12 14

Deslocamento Vertical do Ponto Central da Viga (mm)

Figura 7.9: Resultados numéricos para viga muito armada.

Valores de ¢=1,0 na equagao (7.4) resultam em deslocamentos muito a

favor da seguranga

e Pode-se observar, para este exemplo, que o emprego de um fator
c=1,4 resulta em uma curva carga x deslocamento bem proximo

dos valores minimos da curva experimental.

Pode-se concluir, ainda, que os modelos sao confiaveis para as agoes de

servigco nas estruturas de concreto armado.
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7.3.2-ENSAIO DE BRESLER e SCORDELIS

Este exemplo visa comparar os resultados obtidos com o programa
com outros obtidos em experimentos, para esse fim, utiliza-se uma viga
biapoiada de concreto armado ensaiada por BRESSER e SCORDELIS e
que consta do trabalho de OLIVEIRA (1997). As caracteristicas da viga
ensaiada sao mostradas na figura (7.10). As propriedades mecanicas dos
materiais sdo as seguintes:

e Modulo de elasticidade longitudinal do ago igual a 195456,6 MPa;
e E.n,=23201,7 MPa
o fim=2,3413 MPa.

Os valores acima foram impostos na execugdo ao programa ou seja,

estas variaveis néo foram calculadas a partir de fe .
Deve ser citado que as unidades apresentadas por OLIVEIRA eram
originalmente polegadas e PSi . Estas foram convertidas para o sistema
internacional de unidades, exceto no grafico abaixo que representa o
deslocamento central da viga em relacdo ao carregamento aplicado (este
esta localizado na metade do vao).

Foi imposto c=1,5 para efetuar uma comparagdo com os valores de
OLIVEIRA. Com ¢=1,5; o momento de fissuragdo calculado pelo programa
desenvolvido condiz com os valores de OLIVEIRA, como pode ser

observado no grafico da figura (7.11).
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362,88 kN

|

3,6576m

2,86cm

4

45,72cm
55,245cm

<

As=25,81cm2

Figura 7.10 : Viga ensaiada por Bresler & Scordelis.

70

carga (PSI)

—s— OLIVEIRA
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—e— P. trabalho c=1,5
——P. trabalho ¢=1,0

0 T T T T T T T T 1
0 04 08 1.2 16 2 24 28 32 36

desloc. (10 x in)

Figura 7.11 : Resultados numéricos para viga ensaiada por BRESLER &
SCORDELIS.
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7.4-PAVIMENTOS DE EDIFICIOS

7.4.1-PAVIMENTO FICTIiCIO

Este exemplo tem como objetivo mostrar a redistribuicdo de esforgos

ao longo do tempo num pavimento de edificio ficticio, figura (7.13), e ilustrar

a aplicagao de varios carregamentos cada um num instante de tempo. Os

dados do pavimento sao os seguintes :

concreto fcx = 25 MPa;

modulo de elasticidade longitudinal do ago igual a 200 GPa;

barras de ago rugosas.

considerou-se, para o calculo dos coeficientes de fluéncia que a parte da
secdo exposta ao ambiente corresponde a 50% do perimetro total,
umidade relativa do ar de 70% e temperatura média ambiente de 20° C.

a inércia reduzida a torcéo foi considerada tal que resultasse um valor

bem préximo de zero.

Os carregamentos sao os seguintes :
peso proprio da estrutura G=7,0 kN/m, aplicado aos 14 dias apos a
concretagem;
sobrecarga devida as alvenarias Q1=7,0 kN/m, aplicada aos 150 dias;
sobrecarga devida a revestimentos Q2=3,5 kN/m, aos 300 dias.

Para a resolugcao do exemplo, o programa foi executado do seguinte

modo :

empregou-se o algoritmo de DEBERNARUDI;

cada carregamento foi aplicado em 4 incrementos de 25% cada;
tolerancia exigida no processo iterativo : 0,5 %;

numero maximo de iteragdes : 100.

cada intervalo de tempo foi dividido em 100 sub-intervalos para a
consideracgao da fluéncia.

Os resultados obtidos, para uma viga, sao apresentados a seguir.
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a) Deslocamentos ao longo da viga V01

0 mm

BN E E ——

\\ [ —— / 5 mm

ANAN Z/

N A

AN

15 mm
b) Diagrama de momento fletor para viga VO1
0 kN
o S /AN
N — e I e R " 25kNm
~T= = 50 kNm

Legenda :
Aplicacao de Q1, 150 dias
Aplicagcédo de G, 14 dias —— 300 dias
— 150 dias —— Aplicagéo de Q2, 300 dias

—— 1000 dias

Figura 7.12 : Resultados para viga V01.

Nesse exemplo pode-se observar que houve uma mudanga bastante
pequena nos esforgos solicitantes ao longo da viga e que a estrutura sofre
uma perda de rigidez devida a fluéncia. Entretanto, nesse exemplo, n&o esta
sendo considerado o ganho de resisténcia do concreto ao longo de seu

envelhecimento.
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7.4.2-PAVIMENTO REAL

Esse exemplo tem como objetivo mostrar a aplicagdo do programa
desenvolvido a uma caso pratico. Analisou-se o pilotis de um edificio de
alvenaria estrutural que foi construido na cidade de Brasilia-DF, cujo projeto
estrutural foi gentilmente cedido pela empresa TECSOF — ENGENHARIA DE
ESTRUTURAS, da cidade de Sao Carlos. O pavimento completo € mostrado
na figura (7.14).

Na discretizagao da estrutura foi considerada a simetria e desprezada
a caixa da escada, reduzindo assim o piso do edificio ao ilustrado na figura
(7.14). Os elementos finitos e nds sdo mostrados na figura (7.16); e os
carregamentos na figura (7.17).

As coordenadas dos nos podem ser encontradas no anexo C; a
incidéncia dos elementos no anexo D e as seg¢des transversais e respectivas
armaduras no anexo E. Os demais dados do pavimento sdo os seguintes :

e concreto fex = 20 MPa;

e modulo de elasticidade longitudinal do ago igual a 200 Gpa;

e barras de aco rugosas;

e considerou-se, para o calculo dos coeficientes de fluéncia um perimetro
exposto ao ambiente de 50% do perimetro da segéo, umidade relativa do

ar de 70% e temperatura média ambiente de 20° C;
e ainércia reduzida a torgao foi considerada por : I, = hb3/1200.

e as secdes transversais sdo mostradas nas tabelas em anexo.
e coordenadas dos nos e incidéncia dos elementos podem ser encontradas
no anexo.
Para a resolugao do exemplo, o programa foi executado do seguinte
modo :
e empregou-se o algoritmo de DEBERNARDI;
e cada carregamento foi aplicado em 2 incrementos de 50% cada;
e tolerancia exigida no processo iterativo : 0.5 %;

e numero maximo de iteragdes : 100;



139

:EXEMPLOS

Capitulo?7.

comportamento elastico-

28 dias e em “t’=1000 dias;

lises

e

€S CasOs para ana

~

consideraram-se tr

linear, comportamento ndo-linear em “ty

ido em 100 sub-intervalos para a

ivi

intervalo de tempo foi d

(0]

éncia.

~

deracao da flu

consi

‘o1o11p3

ap s1ojid : ojuswiAed : 12 eanbi4

o1 1 x 1 Al 1
0/0z | oA E
ov/0z
ov/0z < av/oz < ov/0Z < ov/0z < av/oz M ov/0z < ¥2d
ogd 5 6cd % 8¢d & Lzd N 9zd = szd s ki
< ) < N < N < na < I < N <
g S S 3 i3 3 5 3 & 3 5 3 N
8 8 5 8 3 8 8
s 661 s 8¢ N 187 3 91 N g6 N il 3
m av/az ov/0z m m ov/0z av/0z m m av/0z 0v/0T m.
o os/oz| [1EA £2d zed 0s/0z 62h  led ocd os/oc | [Zch  6ld 8ld 0s/0C | GZ\
n < < sttt < < shticstitle < < I
= o & N > S E
) > N} =} o b~ E|
3 ze 17 0¢ 621 221 mv%m ov/0z
or/oz ov/0z 0v/0Z
B 55 B B 7 LK
%4 08/0Z  ¢ZA 08/02 0v/07 \ZA 09/0Z| | ov/oz  BIA 08/0z LN
Lid N . Sid N o Cld N 3 o
8 8 8 8 8 8
3 3 5 5 3 >
g g 2 2 2 g
Vsl 9¢1 =l ¥Z1 €21 ze 127 0e 611 217 11 ElR o
<1 Sk 5T BBk 5T B
; —  — —  —  —  — o] o
ov/oc 0ld 60d o/oc 804 £0d Qo 90d 50d 10d §
+0d - b cod _ ! 20d - - g 9
z11 £ S & [In oLl N vl N 8071 801 S £V 5] bl L0 o
901 c01 ¥07 £01 z01 = 1077
0s/0z  CIA 0s/0z LIA 05/0z  GOA 1] mr 05/0z LON
0zi g 3 -
g s 5 5 s s
S 3 S 3 3 3
3 3 H H 3 3
L 5% N33 35T TIT T TIT \m23 122 L T T 9T i kid
ov/0z ov/0Z ov/0Z ov/0z
203d 103d z03d 103d
09/z1  COA 09/z1 L0A




140

:EXEMPLOS

Capitulo?7.

Lp1 al
N 05/02 cEN
ov/0Z < ov/0Z < ov/0z <
m /24 N w 9zd = w szd &
< S < N < S
N & = S = &
(o)) S oo S o S
3 9¢e1 3 Ge 3 ve1
ov/0C 0v/0Z 0v/02
0Zd 0s/02 LZA 6ld 8ld 050z GZA
< sabe sape < <
N = o
o [e)] H —
0€1 621 8Z1
0v/0Z 0v/02
m ¥ld W Zid
09/02 ov/0z 6LA 05/02 LLA
. cld N e
121 021 611 811 211 911
0v/0C ovioz 0v/0C WW 0v/0C 09/02 GLA
ABQ M Z0u A 90d Amoa
1 S 601 807 S &N 8 401
€01 201 107
0502 BOA 06/02 10A
ov/02 0v/02 0ov/0C
103d z03d 103d
09721 COA 09721 LOA

COA

05/02

ov/0z
lld

0v/02

10d

to.

1a NO pavimen

imetri

S

Figura 7.15



Capitulo7:EXEMPLOS

[}
©
©
—
[))
o - R
m O Hr
c O <t
8 g 0
— E C
e 2
& £
-
-— o)) <t
(O AN
E w Ne)
n O c
©
~ © (2] o <— o ™ < w ©
< o o =] -~ -~ — ~ - ~ ~ o)
o~ -~ -~ -~ - -~ - ~ — — - <
Tyl WL Ovl  eeL” 8eL  ZEL  9€l  GeL  vEL  €eb” cel
— o
] ©
& g
o
N (2]
N ® < [T} © o
N o o o o ~—
- - - -~ <
L€l o€l 6ch 8zl |y
(2] o ©
~ o - o Y g
©o - N~ 0 (o2} o o o
0 (&} o~ CDV‘ CDV‘ (&>} - -~ -~ |
TV 9L [sZh veh o €Zk e o b2k 0zh |~ 5
< | o ¥ o
o o o ©
© ~ - -
~ I . & ~ = ° B
& o ®
N~ Lw Lcﬁ w0
w I~ N (Sp] w
0 (2] [{o] N~ oo} (=] o - o @ < wn N~
6LL 8L | ZLL 9Ll Gl pbL s ELL 2Ll fdll OLL 60L 801~ 0L
o N © [© %
© o & ©
<t I~ (3]
® © ~
wn —
s & 3
o & o
q q (3]
w w0 ©
(sp] I~ N (sp]
< ~ e} © ~ © o o S
< ~ - ~ ~ ~ ~ ~ © <
90, ~ SOL | ¥OL €0L 2Ob  LOb 00L 66 i
w0 —
< (3p] w
I~ o o ™ < (2]
© @, © 007‘ (o] 3]
86 16 96 g6
(se] (=]
= wn
n o
~, o
[
®© © o 2
'8 = ©O=: g 8 8 & 8 8 B T & R 3
o o Z ¥6 = €6  ¢6 16~ ~06 68 88 /8 98 S8 = ¥8
o2 I S
Q o o
—
(=)
= N~
N <+
-~ o ~— N (3] (2]
() © LQV‘ © N
€8 28 18 08 g
<t
o > X
5] -~ < wn © N~ © (2]
[s2] e} -~ w w wn wn w wn o
6L 8L [ 1L 9L  SL  vL |y € 2 |m <
0 [N o | ~
- 1] N
o~ 5] A hnp
o <t
o~ - - < . S © <~
p= pa &
((\l (\— (o]
— I~ N o <t
< [Ie} © N~ © (=] o -~ o wn
- ¥ o 3 < <. < o | o Q_ «
LL70L 69 ~ 89 19 99 59 ¥9 €9 29 19

Figura 7.16 : Discretizagdo em elementos finitos.
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Figura 7.17 : Carregamentos no pavimento.

Capitulo7:EXEMPLOS
[ S vy ovh 66l 8er  Zeb 98b Seb - ¥eb esh eel
— o
N ©
o
N (2}
[Te)
bEL T 0eL 62k . sek |y
e}
o y
Tz "oz [z “wer “eer et giev | o0el kg 5
© [ce]
2 S e
~ ‘oo o 7o}
e} ~— N (sp} (e}
6L 81 [ 9l Sl WL el 2il mth C0bh 60b 8oL —Zol
[aV] (e} L(q;
< ©
o ~
I o -
[fe)
o o & 2
N
- o ) ©
901 GOL_| ¥OL €0L 20L L0k 001} 66 |
O ~—
<t (ep] [fe]
86 6 9% 6
o o
A [Te)
(§N] (=}
~— <t
~™v6 ~ € 26 16 06 68 88 I8 98 <S8  v8
— o
b <
o
= N~
<t
€8 z8 18 0% o
< <t
(2} (sp}
- v . - 2 "
[T6r sz T 22 oz <L v/ €l oIk <
o [se] (
R 2! 5
iy 3 "
~— N~ N (sp] <t
Y i "
1.~ 0L 69 89 19 99 g9 ¥9 €9 29 19

142



a) Diagrama de momentos para viga V10
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Alguns dos resultados obtidos s&o apresentados a seguir:
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Figura 7.18: Diagramas de momento fletor — exemplo 7.4.2

b) Diagrama de momentos para viga V33
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Tabela 7.5: Deslocamentos em pontos nodais.

Capitulo7:EXEMPLOS

Deslocamento
(mm)
N6 Elastico linear | Debernardi Debernardi
28 dias 1000 dias

1 0,10 0,02 -0,23
3 1,25 -2,75 0,02
4 1,24 2,79 4,68
6 0,30 -0,41 -0,43
8 0,79 2,06 3,22
11 2,64 6,33 10,04
14 -0,46 -1,00 1,78
17 1,37 3,99 6,04
19 0,17 0,94 1,35
21 1,04 3,44 4,94
25 -0,82 -2,11 -2,77
29 5,49 14,28 23,32
31 1,93 4,75 7,27
33 2,96 9,58 12,56
37 0,08 0,62 0,79
41 2,36 7,10 10,74
56 5,66 19,85 26,57
57 5,59 19,66 26,44
59 2,25 7,59 10,74
78 2,49 6,83 10,56
91 2,36 4,57 6,86
100 2,36 6,63 10,14
113 1,18 4,99 6,56
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Este exemplo permite uma discussao a respeito da redistribuicdo de
momentos fletores nos elementos de barra de um pavimento de edificio;
embora foram analisados os diagramas de momentos fletores apenas para
duas vigas, as conclusdes podem ser generalizadas para todo o pavimento.

Pode-se observar que os esforcos obtidos a partir da analise linear
praticamente nao sofrem redistribuicdo devida ao comportamento nao-linear
do pavimento, nem tampouco devida a fluéncia. Este fato se deve a armacéao
das vigas do pavimento ter sido efetuada de maneira apropriada, ou seja, de
acordo com a distribuicdo de momentos elastico-linear; o que vem a
tranquilizar os projetistas de estruturas de concreto armado.

Por outro lado, se ndo for efetuada uma armagéo adequada das vigas
do pavimento, ocorrera redistribuicao de esforcos na analise nao-linear e na
consideragao da fluéncia. Para ilustrar este fato imagine-se uma viga
continua tal que exigisse a disposicdo de armadura longitudinal negativa
sobre os seus apoios. Se 0 seu projetista optasse pela omissdo dessas
armaduras, o maximo momento fletor que seria permitido sobre tais apoios
seria aquele correspondente ao momento de fissuragdo das respectivas
secOes; dessa forma este poderia ser diferente do momento obtido pela
analise elastico-linear.

Outro fato que pode ser notado € relativo ao acréscimo dos
deslocamentos devido a fluéncia. Pode-se observar que a maneira mais
apropriada de analisar o comportamento estrutural ao longo da vida util da
estrutura é através do emprego de programas de anadlise nado-linear de
estruturas. Embora nao foram efetuadas comparagdes com procedimentos
de normas, fica evidenciado pela analise dos deslocamentos da tabela 7.5
que o acréscimo de deslocamentos devido a fluéncia nao é tdo grande como

a maioria das normas indicam
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8-CONCLUSOES

Através da interpretacdo dos resultados numéricos obtidos pelo
algoritmo computacional desenvolvido pode-se concluir, em relacdo aos
modelos implementados, que para secfes retangulares de concreto armado,
o modelo simplificado de GHALI & FAVRE para o instante de aplicacdo do
carregamento € mais vantajoso do que o modelo de DEBERNARDI,
considerado mais rigoroso do que o primeiro, cujo tempo de processamento
é cerca de 50 vezes menor.

Em se tratando de elementos de concreto pouco armado, o modelo
de DEBERNARDI conduziu, dentre varios exemplos analisados, a valores de
deslocamentos cerca de 1,5% maiores do que os valores obtidos pelo
modelo de GHALI & FAVRE. Por outro lado, nos elementos muito armados,
os valores sdao bem préximos para ambos os modelos; este fato se justifica
pelo fato de DEBERNARDI indicar que o célculo da deformacdo média da
armadura tracionada deva ser feito através da interpolacdo entre o0s
resultados obtidos entre os estadios 1 e 2, que é a hipdtese basica do
modelo de GHALI & FAVRE.

Desejando-se uma analise estrutural onde as deformacgdes néao-
imediatas devam ser consideradas, o modelo de DEBERNARDI mostrou-se
mais apropriado; do mesmo modo ocorre para as secodes transversais de
forma qualquer. Isto se deve ao fato deste modelo ser desenvolvido para
uma secao transversal de forma qualquer e para um instante qualquer apos
a aplicacao do carregamento.

A andlise estrutural de pavimentos de edificios de concreto armado,
onde nao houver grandes disparidades entre as rigidezes de cada tramo de

viga, pode ser feita em regime elastico—linear para o instante de aplicacao
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do carregamento. Observou-se que, nestes casos, quando a ndo-linearidade
fisica é incorporada a andlise praticamente nao existe redistribuicdo de
esforgcos, nem para o instante de aplicagcdo do carregamento, nem para um
instante qualquer de tempo. Portanto, os pavimentos usuais podem ser
armados, de maneira coerente, para os esforcos obtidos na estrutura em
regime elastico-linear.

A consideracdo da aplicacdo de varias fases de carregamento no
pavimento, em instantes de tempo especifico, foi implementada neste
trabalho de maneira simplificada e nao conduziu a bons resultados.
Entretanto, para seu melhor desempenho, basta efetuar a implementacao de
rotina que considere o ganho de resisténcia do concreto ao longo do tempo;
isto é bastante simples de ser incorporado ao programa desenvolvido.

Sugere-se para trabalhos futuros a implementacdo da consideracao
da retracdo. Todas as rotinas implementadas encontram-se preparadas para
a incorporacao da retracao; esta € atualmente uma variavel cujo valor é nulo.
Desse modo, basta ser implementado um elemento finito com um grau de
liberdade a mais do que o atual para a consideracdo de esforcos normais

que irdo ocorrer devido a retragao.
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ANEXQS

ANEXO A — FORMULACAO PARA SECAO “1” NO ESTADIO 1

Considere-se a secao transversal de concreto armado apresentada
na figura (A.1) onde todas as suas caracteristicas geométricas, bem como o
plano de atuacédo dos esforcos solicitantes sdo mostrados. Nesta secéo sera
inicialmente determinada uma equacao, em termos daquelas caracteristicas,
para a determinacao da posicao da linha neutra no estadio 1, posteriormente
sera calculado o momento de inércia. A secao serd homogeneizada e 0s

espacos ocupados pela armadura serdo descontados.

q Nllinha
neutra

A
N

As

hfi

bfi

Figura A.1: Secdo em formade*“ | ”.
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Aplicando a condicao de momento estatico nulo (S, 1=0) em relacdo a

linha neutra, Xy :

2
b.h +a .A..(x, - d') +auxshfs(x, - % +
b.(h- x )2 hfi o) (A
et SRR VNP ) ; i hfi S 0D, O
> a .A..(d- x,) aum.hﬂ.f?w 5 X1z
onde:
auxs=Dbfs- b
auxi = bfi- b (A.2)

a =a,-1

Isolando-se X;, a posi¢ao da linha neutra pode ser determinada pela

expressao abaixo :

b.h? auxs hfs® hfiZ 6

+auxi.§?1fi.h- o
4]

+a (A.d+A.d)+
X, =

b.h+a’.(A,+A)) +auxshfs+ auxi. hfi

(A.3)

O momento de inércia no estadio 1 em relacédo a linha neutra sera

2

b.h? g 9 , .
In,1:?+b.h.g§- Xi2 +al A - d)?+a A (d- x,)* +
3 .2 . .3 .
4 axshfs’ +aushisg, - o™, . +auxi.hfi. G- LN
12 2

(A.4)

1 .

.2
Q

1]
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ANEXO B — FORMULACAO PARA SECAO “1” NO ESTADIO 2

Serdo apresentadas férmulas praticas para a determinacdo da
posicdo da linha neutra , X, , e do momento de inércia, |, , para a secéo
transversal apresentada na figura (A.2). Impondo-se a condicdo de momento

estatico nulo em relacao a linha neutra resulta:

2
b';(z + auxshfs(x, - %S)Z +a A.(X,- d)-a,.An(d- x,)=0

(A.4)

A expressdo acima € uma equacado de segundo grau onde apenas
uma de suas raizes tem sentido fisico (pertence a secdo, para flexao
simples). Deve-se verificar, inicialmente, se a se¢do se comporta como se
fosse retangular, de base igual a bfs . Para esse fim é imposta esta
condicao, de inicio, e sera aceita se a posicao da linha neutra resultante

estiver localizada acima da mesa comprimida, desse modo:

b=2(a,.A,+a A,)/bfs
D=b%?+8(a,.A.d+a"A_.d)/bfs (A.5)
X,=(-b++D)/2

O momento de inércia no estadio 2, deste modo, sera dado pela

expressao abaixo, confirmada a hipotese de secao retangular :

3
DXz ta” AL(x, - d)2 +a Au(x, - d)? (A.6)

I, =

De outra forma, se X, >hfs, a secdo se comporta de maneira

diferente e os célculos devem ser refeitos, empregando-se as expressdes

abaixo:
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b=2[auxshfs+(a,.A +a .A)]/b

auxs hfs?

D=Db” +8,( +a A.d+a .A.d)/b (A7)

X, =(-b+~/D)/2

O momento de inércia para o estadio 2, em relagdo a linha sera

calculado de acordo com a seguinte formula :

3
DXz ya A(d- x,)2+a" AL(d - x,)? +

|, =
(A.8)

hfsg’

3
+M + auxs hfs§(2 - =
2 9

. bfs

d; - 0y
H> A's ‘“‘Q
X2
d M - hﬁlinﬁhai a)
neutra

b
— As Ejﬁ

bfi

Figura A.2: Estadio 2 : a) secao transversal; b) comportamento de

secao retangular; ¢) comportamento de secao “ I”



ANEXOS

152

ANEXO C — COORDENADAS DOS NOS DO EXEMPLO 7.4.2
Tabela A.1 : Coordenadas do exemplo 7.4.2

N6 X (cm) y (cm) No X (cm) y (cm) N6 x (cm) y (cm)
1 100.00 | 1039.50 51 100.00 310.88 101 1435.50 | 527.75
2 203.75 | 1039.50 52 100.00 178.00 102 1435.50 | 443.75
3 307.50 | 1039.50 53 307.50 963.63 103 1535.75 | 443.75
4 1012.00 | 1039.50 54 307.50 818.75 104 1535.75 | 357.81
5 1117.88 | 1039.50 55 307.50 749.75 105 1535.75 | 271.88
6 1223.75 | 1039.50 56 307.50 680.75 106 1535.75 | 185.94
7 1329.63 | 1039.50 57 307.50 611.75 107 1787.75 816.25
8 1435.50 | 1039.50 58 307.50 527.75 108 1787.75 744.75
9 100.00 887.75 59 307.50 443.75 109 1787.75 | 673.25

10 203.75 887.75 60 407.75 443.75 110 1787.75 601.75

11 307.50 887.75 61 407.75 357.81 111 1787.75 531.13

12 419.75 887.75 62 407.75 271.88 112 1787.75 460.50

13 532.00 887.75 63 407.75 185.94 113 1787.75 | 389.88

14 659.75 887.75 64 659.75 816.25 114 1787.75 | 319.25

15 787.50 887.75 65 659.75 744.75 115 1787.75 248.63

16 899.75 887.75 66 659.75 673.25 116 1787.75 | 178.00

17 1012.00 887.75 67 659.75 601.75 117 169.10 611.75

18 1117.88 | 887.75 68 659.75 531.13 118 238.30 611.75

19 1223.75 | 887.75 69 659.75 460.50 119 169.10 443.75

20 1329.63 | 887.75 70 659.75 389.88 120 238.30 443.75

21 1435.50 | 887.75 71 659.75 319.25 121 1085.35 | 611.75

22 1547.75 | 887.75 72 659.75 248.63 122 1154.55 | 611.75

23 1660.00 | 887.75 73 659.75 178.00 123 1297.10 | 611.75

24 1787.75 | 887.75 74 1012.00 | 963.63 124 1366.30 | 611.75

25 100.00 100.00 75 1012.00 | 818.75 125 1085.35 | 443.75

26 176.94 100.00 76 1012.00 | 749.75 126 1154.50 | 443.75

27 253.88 100.00 77 1012.00 | 680.75 127 1297.10 | 443.75

28 330.81 100.00 78 1012.00 | 611.75 128 1366.30 | 443.75

29 407.75 100.00 79 1012.00 | 527.75

30 533.75 100.00 80 1012.00 | 443.75




Tabela A.1: Coordenadas do exemplo 7.4.2 (continuagéao)

ANEXOS

31 659.75 | 100.00 81 911.75 | 443.75
32 785.75 | 100.00 82 911.75 | 357.81
33 911.75 | 100.00 83 911.75 | 271.88
34 989.75 | 100.00 84 911.75 | 185.94
35 1067.75 | 100.00 85 1223.75 | 937.50
36 1145.75 | 100.00 86 1223.75 | 818.75
37 1223.75 | 100.00 87 1223.75 | 749.75
38 1301.75 | 100.00 88 1223.75 | 680.75
39 1379.75 | 100.00 89 1223.75 | 611.75
40 1457.75 | 100.00 90 1223.75 | 527.75
41 1535.75 | 100.00 91 1223.75 | 443.75
42 1661.75 | 100.00 92 1223.75 | 377.31
43 1787.75 | 100.00 93 1223.75 | 310.88
44 100.00 | 937.50 94 1223.75 | 244.44
45 100.00 | 818.75 95 1223.75 | 178.00
46 100.00 | 749.75 96 1435.50 | 963.63
a7 100.00 | 680.75 97 1435.50 | 818.75
48 100.00 | 611.75 98 1435.50 | 749.75
49 100.00 | 527.75 99 1435.50 | 680.75
50 100.00 | 443.75 100 1435.50 | 611.75
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ANEXO D — INCIDENCIA DAS BARRAS DO EXEMPLO 7.4.2

Tabela A.2 : Incidéncia das barras do exemplo 7.4.2

Barra N6 N6 Barra N6 No Barra No No
inicial final inicial final inicial final
1 1 2 51 33 34 101 78 77.00
2 2 3 52 34 35 102 77 76
3 4 5 53 35 36 103 76 75
4 5 6 54 36 37 104 75 17
5 6 7 55 37 38 105 17 74
6 7 8 56 38 39 106 74 4
7 9 10 57 39 40 107 37 95
8 10 11 58 40 41 108 95 94
9 11 12 59 41 42 109 94 93
10 12 13 60 42 43 110 93 92
11 13 14 61 25 52 111 92 91
12 14 15 62 52 51 112 91 90
13 15 16 63 51 50 113 90 89
14 16 17 64 50 49 114 89 88
15 17 18 65 49 48 115 88 87
16 18 19 66 48 47 116 87 86
17 19 20 67 47 46 117 86 19
18 20 21 68 46 45 118 19 85
19 21 22 69 45 9 119 85 6
20 22 23 70 9 44 120 102 101
21 23 24 71 44 1 121 101 100
22 48 117 72 59 58 122 100 99
23 117 118 73 58 57 123 99 98
24 118 57 74 57 56 124 98 97
25 78 121 75 56 55 125 97 21
26 121 122 76 55 54 126 21 96
27 122 89 77 54 11 127 96 8
28 89 123 78 11 53 128 41 106
29 123 124 79 53 3 129 106 105
30 124 100 80 29 63 130 105 104




Tabela A.2 : Incidéncia das barras do exemplo 7.4.2 (continuacgéo)

ANEXOS

155

31 50 119 81 63 62 131 104 103
32 119 120 82 62 61 132 43 116
33 120 59 83 61 60 133 116 115
34 59 60 84 31 73 134 115 114
35 81 80 85 73 72 135 114 113
36 80 125 86 72 71 136 113 112
37 125 126 87 71 70 137 112 111
38 126 91 88 70 69 138 111 110
39 91 127 89 69 68 139 110 109
40 127 128 90 68 67 140 109 108
41 128 102 91 67 66 141 108 107
42 102 103 92 66 65 142 107 24
43 25 26 93 65 64

44 26 27 94 64 14

45 27 28 95 33 84

46 28 29 96 84 83

47 29 30 97 83 82

48 30 31 98 82 81

49 31 32 99 80 79

50 32 33 100 79 78
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ANEXO E — SECOES TRANSVERSAIS E ARMADURAS DOS

ELEMENTOS DO EXEMPLO 7.4.2
Tabela A.3 : Secdes transversais dos elementos.

Elemento| B (cm) | H(cm) [A's(cm2)| d' (cm) [As(cm2)| d(cm)
1 20 50 1.6 3 1.6 47
2 20 50 1.6 3 1.6 47
3 20 50 2.5 3 1.6 47
4 20 50 3.75 3 1.6 47
5 20 50 3.75 3 1.6 47
6 20 50 25 3 1.6 47
7 20 60 2.5 3 10 57
8 20 60 2.5 3 14 57
9 20 60 4 3 14 57
10 20 60 8 3 8.5 57
11 20 60 8 3 25 57
12 20 60 5 3 25 57
13 20 60 5 3 6 57
14 20 60 2.5 3 10 57
15 20 60 4 3 10 57
16 20 60 8 3 6 57
17 20 60 8 3 6 57
18 20 60 4 3 10 57
19 20 60 2.5 3 10 57
20 20 60 5 3 6 57
21 20 60 5 3 4 57
22 20 50 1.6 3 1.6 47
23 20 50 1.6 3 1.6 47
24 20 50 1.6 3 1.6 47
25 20 60 6 3 2.5 57
26 20 60 10 3 2.5 57
27 20 60 10 3 25 57
28 20 60 10 3 25 57
29 20 60 10 3 25 57
30 20 60 6 3 2.5 57




Tabela A.3: SecOes transversais dos elementos (continuagéo).

ANEXOS

31 20 50 1.6 3 6 47
32 20 50 1.6 3 6 47
33 20 50 1.6 3 6 47
34 20 50 1.6 3 6 a7
35 20 50 1.6 3 6 a7
36 20 50 16 3 6 a7
37 20 50 1.6 3 6 47
38 20 50 1.6 3 4 47
39 20 50 1.6 3 4 a7
40 20 50 1.6 3 6 a7
41 20 50 1.6 3 6 a7
42 20 50 1.6 3 6 47
43 20 50 1.6 3 4 47
44 20 50 0.6 3 8 a7
45 20 50 0.6 3 8 a7
46 20 50 0.6 3 8 a7
a7 20 50 0.6 3 8 a7
48 20 50 8 3 4 47
49 20 50 8 3 4 47
50 20 50 0.6 3 6 a7
51 20 50 0.6 3 6 a7
52 20 50 0.6 3 4 a7
53 20 50 6 3 4 47
54 20 50 6 3 4 47
55 20 50 6 3 4 47
56 20 50 6 3 4 a7
57 20 50 0.6 3 4 a7
58 20 50 0.6 3 8 a7
59 20 50 0.6 3 8 47
60 20 50 6 3 4 47
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Tabela A.3: SecOes transversais dos elementos (continuagéo).

ANEXOS

61 20 50 3.75 3 4 47
62 20 50 3.75 3 4 47
63 20 50 6 3 6 47
64 20 50 6 3 6 a7
65 20 50 6 3 4 a7
66 20 50 6 3 25 a7
67 20 50 6 3 2.5 47
68 20 50 6 3 2.5 47
69 20 50 3.75 3 25 a7
70 20 50 3.75 3 2.5 a7
71 20 50 3.75 3 2.5 a7
72 20 50 1.6 3 4 47
73 20 50 1.6 3 6 47
74 20 50 10 3 6 a7
75 20 50 10 3 4 a7
76 20 50 10 3 4 a7
77 20 50 10 3 4 a7
78 20 50 10 3 4 47
79 20 50 10 3 4 47
80 20 50 16 3 5 a7
81 20 50 16 3 5 a7
82 20 50 2.5 3 5 a7
83 20 50 2.5 3 2.5 47
84 20 50 10 3 2.5 47
85 20 50 10 3 2.5 47
86 20 50 10 3 25 a7
87 20 50 10 3 3.75 a7
88 20 50 25 3 3.75 a7
89 20 50 5 3 2.5 47
90 20 50 5 3 2.5 47
91 20 50 5 3 2.5 a7
92 20 50 5 3 2.5 a7
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Tabela A.3: SecOes transversais dos elementos (continuagéo).
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93 20 50 2.5 3 3.75 47

94 20 50 1.6 3 3.75 47

95 20 50 1.6 3 5 47

96 20 50 1.6 3 5 a7

97 20 50 2.5 3 5 a7

98 20 50 25 3 25 a7

99 20 50 1.6 3 2.5 47
100 20 50 1.6 3 3.75 47
101 20 50 4 3 3.75 a7
102 20 50 4 3 3.75 a7
103 20 50 8 3 2.5 a7
104 20 50 8 3 2.5 47
105 20 50 8 3 1 47
106 20 50 8 3 1 47
107 20 50 10 3 6 a7
108 20 50 10 3 6 a7
109 20 50 10 3 6 a7
110 20 50 10 3 14 47
111 20 50 6 3 14 47
112 20 50 14 3 14 a7
113 20 50 14 3 25 a7
114 20 50 14 3 25 a7
115 20 50 14 3 2.5 47
116 20 50 24 3 2.5 47
117 20 50 10 3 3.75 a7
118 20 50 10 3 3.75 a7
119 20 50 10 3 3.75 a7
120 20 50 1.6 3 25 a7
121 20 50 1.6 3 3.75 a7
122 20 50 3 3.75 a7
123 20 50 4 3 3.75 a7
124 20 50 3 2.5 a7
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126 20 50 8 3 1 47
127 20 50 8 3 1 47
128 20 50 1.6 3 5 47
129 20 50 1.6 3 5 a7
130 20 50 2.5 3 5 a7
131 20 50 25 3 25 a7
132 20 50 8 3 4 47
133 20 50 8 3 4 47
134 20 50 8 3 4 a7
135 20 50 4 3 4 a7
136 20 50 2.5 3 4 a7
137 20 50 5 3 4 47
138 20 50 5 3 4 47
139 20 50 5 3 2.5 47
140 20 50 5 3 25 a7
141 20 50 1.6 3 3.75 a7
142 20 50 1.6 3 3.75 a7
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