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RESUMO

MARTINS, C. H. (1998). Contribui¢do da rigidez transversal a flexdo das lajes na
distribui¢cdo dos esfor¢os em estruturas de edificios de andares multiplos, em teoria
de segunda ordem. Sao Carlos. Dissertagdo ( Mestrado ) - Escola de Engenharia de

Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo.
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O principal objetivo deste trabalho ¢ calcular esforcos e deslocamentos de estruturas
tridimensionais de edificios de andares multiplos, sujeitos as acdes verticais e
laterais, considerando a rigidez transversal a flexao das lajes, em teoria de 2% ordem.
O elemento finito de placa adotado na discretizagdo do pavimento, responsavel pela
consideracao da rigidez transversal das lajes na analise do edificio ¢ o DKT (Discrete
Kirchhoff Theory).

Para os pilares o equilibrio de forcas ¢ verificado na sua posi¢cdo deformada, ou como
¢ conhecido da literatura técnica, analise em teoria de 2* ordem, considerando a nao
linearidade geométrica.

Para o célculo dos esforgos e deslocamentos na estrutura sdo aplicadas as técnicas de
subestruturagdo em série e paralelo na matriz de rigidez global da estrutura.
Elaborou-se um programa de computador para o processo de calculo, utilizando a
linguagem computacional Fortran Power Station 90 e pré e pOs processadores em
Visual Basic 4.0 para ambiente Windows.

Finalmente sdo apresentados alguns exemplos para comprovar a validade do

processo de célculo utilizado.

Palavras-chave : Edificios andares multiplos; Rigidez transversal da Laje ; Segunda
Ordem
ABSTRACT

MARTINS, C.H. (1998) Contribution of bending stiffness transverse of slabs in the
forces distribution in structures of multistory buildings, in second order theory .
Dissertagdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao

Paulo
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The main aim of this work is to calculate stresses and displacements of three-
dimensional structures of multistory buildings, subjected to vertical and lateral loads,
considering the transverse bending stiffness of slabs, in second order theory.

The plate finite element adopted in floor discretization, responsible for considering
the bending stiffness contribution of slabs in the analysis of buildings, is the DKT

(Discrete Kirchhoff Theory).

For columns the forces equilibrium is verified for the columns in their deformed
position, which is known in the technical literature as 2™ order analysis, considering
the geometric non-linearity.

The techniques of serial and parallel analysis of substructures are applied to the
global stiffness matrix for the calculus of forces and displacements in the strucuture.
A computer program was developed for the calculation process, using the computer
language Fortran Power Station 90 and pre and post-processors in Visual Basic 4.0
for a Windows environment.

Finally, some examples are presented to check the validity of the employed calculus

Pprocess.

Keywords : Multistory buildings; Transverse stiffness of slabs ; Second order
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1 INTRODUCAO

1.1 Generalidades

O crescente aumento da densidade populacional associado a uma necessidade
continua de uma maior urbanizagdo, fez com que ocorresse um intenso processo de
verticalizacdo das edificacdes. Com isso torna-se cada vez mais necessario o
aprimoramento dos sistemas estruturais e das técnicas de analise das estruturas, de
forma a proporcionarem maior economia e principalmente uma adequada seguranga.

Visando o aprimoramento da analise estrutural, atualmente as frentes de
investigagdo estdo voltadas para o aprimoramento de modelagens para o
comportamento fisico dos materiais, introducdo de novos procedimentos nos
problemas de andlise em teoria de 2°. ordem, abordagem de novos sistemas
estruturais € a criagdo de pré e pods-processadores em ambiente Windows para
facilitar a utilizagdo dos sistemas computacionais gerados.

Neste trabalho as lajes contribuem com sua rigidez transversal a flexao na anélise
global da estrutura, pois devido ao seu comportamento de placa, essa rigidez a flexao
influenciard no comportamento estrutural. Para isto, sdo utilizadas as técnicas do
Método dos Elementos Finitos.

Sabe-se que os deslocamentos horizontais, causados pelas agdes do vento,
produzem esforgos adicionais, quando sdo aplicadas simultaneamente as acdes de
origem gravitacional. Sendo assim, ¢ feita para os pilares a verificacdo do equilibrio
de forgas na sua posi¢do deformada ou analise em 2* ordem considerando a néo
linearidade geométrica.

Com essas hipoteses para as lajes e os pilares, a dissertacdo pretende
contribuir para a andlise de edificios de andares multiplos, a fim de se obter

estruturas cada vez mais eficientes e econdmicas, tentando representar de uma forma



mais precisa o comportamento fisico real de uma estrutura tridimensional de

edificios de andares multiplos.

1.2 Alguns trabalhos desenvolvidos na EESC-USP

A linha de pesquisa em Estruturas de Edificios Altos teve um rapido
desenvolvimento no Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de
Engenharia de Sao Carlos - Universidade de Sao Paulo .

Sendo assim, dentro da area de estruturas de edificios de andares multiplos,
inimeros trabalhos foram desenvolvidos, buscando-se sempre o aperfeigoamento
através da eficiéncia, precisdo, técnicas de calculos e hipoteses, tentando-se ficar
com uma analise cada vez mais proxima da realidade. Dentre esses trabalhos podem
ser citados: BARBOSA, J.A. (1978), que estudou pela técnica do meio continuo e
pelo tratamento discreto, a determinagdo dos esfor¢os em edificios com paredes de
secdo aberta contraventadas por lintéis, sob carga lateral. Através das técnicas do
meio continuo o comportamento da estrutura fica expresso através de uma equagao
ou sistema de equagdes diferenciais. Através do método discreto o autor analisou a
estrutura pelo Processo dos Deslocamentos, utilizando as técnicas matriciais,
juntamente com a teoria da flexo-tor¢do. O autor também comparou os resultados
obtidos entre as duas técnicas utilizadas e concluiu que hd concordancia entre os
valores obtidos pelo processo continuo e discreto.

PRUDENTE (1983), analisou as estruturas constituidas de painéis de
contraventamento, formados por vigas e pilares rigidamente conectados entre si, e
pilares individuais ndo sujeitos aos efeitos de flexo-torcao.

As estruturas analisadas sdo formadas por subestruturas também tridimensionais, as
quais compdem um determinado numero de andares. Estas subestruturas por sua vez
sdo formadas por pilares individuais e os painéis, sendo estes compostos de vigas e
pilares rigidamente conectados entre si. A andlise estatica foi feita através do
processo dos deslocamentos. Na andlise do trabalho, o sistema estrutural considerado
foi de wuma estrutura tridimensional formada por subestruturas também
tridimensionais, que por sua vez, eram formadas pelos painéis e pilares individuais

travados horizontalmente pelas lajes.



BECKER, E.P. (1989), acrescentou os nucleos estruturais baseando-se na
teoria de VLASSOV (1962), no estudo da interacdo tridimensional entre os diversos
elementos estruturais. A experiéncia mostra que os nucleos estruturais (caixa para
escadas ou elevadores) quando presentes nas estruturas de edificios de andares
multiplos, sdo os grandes responsaveis pela absor¢ao dos esforgos decorrentes da
carga lateral do vento. E levada em consideragdo a rigidez do niicleo estrutural as
deformacgdes por empenamento.

RIOS (1991), analisou as estruturas de edificios de andares multiplos sem
observar a formagdo de painéis e nucleos, entretanto considerou as excentricidades
entre os elementos, e calculou ainda as envoltérias dos esforcos para diferentes
combinagdes de carregamento, segundo a NBR-8681, que trata o estado limite
ultimo para verificagdo da seguranca. Os edificios tratados sdo constituidos por vigas
e pilares interligados, ao nivel de cada andar, pela laje, unidos monoliticamente, sem
a consideracao de rigidez de vigas e pilares a torcdo. As se¢des das vigas podem ser
poligonais e sdo simétricas em relacdo ao eixo vertical, enquanto as se¢des dos
pilares podem ser circulares ou poligonais. Os pavimentos podem ser diferentes entre
si, no que diz respeito as se¢des diferentes de vigas ou pilares, arrumagao das vigas,
excentricidades, interrupcao de pilares em determinado pavimento etc. Foi utilizado
o processo dos deslocamentos, combinado a técnicas correntes de analise matricial
de estruturas.

Como conclusdes, o autor verificou que a associa¢ao de painéis desprezou esfor¢os
importantes, como o momento fletor em alguns pilares, justamente na base onde a
forca normal tem o valor elevado. E também evidente que a consideragdo de trechos
rigidos nas vigas alteram significativamente os esfor¢cos e deslocamentos na
estrutura. Isto ocorreu, devido ao fato de que no processo de associagdo de painéis
ndo se considera a rigidez do pilar na direcdo ortogonal aquela do pdrtico a que
pertence, alguns desses responsaveis pela diminuicao dos deslocamentos horizontais.
Nesta situagdo, pode-se observar que a influéncia dessa rigidez ¢ predominante na
base, sendo que nos pavimentos superiores ha diminuig¢ao desse efeito.

Finalmente o autor conclui que o modelo apresentado em seu trabalho traz algumas
vantagens em relacdo a associacao tridimensional de painéis planos, especialmente

quando se analisa edificios com alto grau de complexidade. No modelo adotado no



trabalho, a consideracao da excentricidade ¢ direta, as se¢des dos pilares e vigas
podem ter formas quaisquer e as vigas tém dire¢ao qualquer no plano da laje. Nessas
condigdes, € possivel analisar com maior precisao essas estruturas.

MATIAS (1997) fez a andlise ndo linear de estruturas tridimensionais de
edificios altos sob fundacdo flexivel, sobretudo os nucleos resistentes. Para isso o
autor desenvolveu um programa computacional, baseado no programa elaborado por
BECKER (1989), e posteriormente modificado por MORI (1992) para a analise em
segunda ordem.

O que se observa de comum nos trabalhos anteriormente citados, € que as
lajes trabalham como diafragmas infinitamente rigidos em seu plano horizontal, e
rigidez transversal desprezivel na analise global da estrutura. Entretanto, ¢ de se
supor que devido ao seu comportamento de placa, essa rigidez a flexdo terd
influéncia no comportamento estrutural.

Utilizando-se o Método dos Elementos Finitos, BRUNELI, A.C. (1987),
analisou diversas estruturas de edificios andares multiplos, sujeitas 4 agao do vento,
considerando a rigidez 4 flexdo das lajes. Para isto o autor empregou o método dos
elementos finitos, através do processo dos deslocamentos. Na discretizagdo da laje,
para representar o efeito de membrana, empregou-se o elemento retangular ACM
(ADINI-CLOUGH-MELOSH ). Posteriormente, BALCAZAR, E.A.S.G. (1991),
analisou estruturas tridimensionais, também considerando a rigidez a flexdo das
lajes, porém utilizou técnica e a inclusdo do elemento de chapa modificado, para
representar o comportamento dos pilares parede, melhorando a convergéncia dos
resultados. Para a melhor implementagdo do programa computacional desenvolvido
empregou-se as técnicas de subestruturacdo em série e paralelo. O elemento
retangular de chapa utilizado também foi o ACM. No entanto, esses dois ultimos
trabalhos aplicam-se apenas aos edificios em plantas retangulares.

Por ultimo, BEZERRA (1995) utilizando, também, o Método dos Elementos
Finitos, e a implementacdo de um elemento finito triangular DKT ( Discrete
Kirchhoff Theory ), que através da condensagdo estatica obteve facilmente um
elemento quadrangular, pode analisar edificios de planta qualquer, porém utilizando
teoria de primeira ordem para os pilares. No sistema estrutural nao considera a

presencga dos nucleos estruturais, pilares ou pilares-parede submetidos a flexo-torcao.



O processo para obtencdo da matriz de rigidez global da estrutura, através da
contribuicdo de cada elemento estrutural, ¢ analogo ao processo usado por
PRUDENTE (1983) e RIOS (1991), ja citados acima. A principal conclusao dessa
analise foi que ao computar a rigidez a flexdo das lajes na estrutura, os
deslocamentos horizontais nos pavimentos sao menores que os obtidos pelos
modelos que as consideram como diafragmas rigidos, com uma diferenca de até 17
% referente a translagdo do ultimo pavimento. Com os deslocamentos reduzidos,
verifica-se de uma forma geral uma redu¢do dos esforcos de flexdo nos elementos
estruturais e também do esfor¢o cortante. Portanto, as lajes tiveram uma participagao
consideravel na rigidez global da estrutura.

Finalmente pode-se concluir que no modelo estrutural adotado, as lajes tém
participacdo mais efetiva na interacdo dos esfor¢os e deslocamentos com os demais
elementos (vigas e pilares ), em comparagdo com os outros modelos que as
consideram apenas como diafragmas rigidos. Com a utilizagdo do Método dos
Elementos Finitos, foi possivel obter informagdes sobre os deslocamentos
independentes em diversos pontos do pavimento, tornando-se uma grande vantagem

em relagdo ao demais modelos.

1.3 Objetivos

O trabalho proposto objetiva basicamente determinar, em teoria de segunda
ordem, os esfor¢os e deslocamentos em edificios andares de multiplos submetidos as
acoes laterais e verticais. As lajes, geralmente admitidas como diafragmas rigidos em
seu plano, devido ao seu comportamento de placa também contribuirdo com sua
rigidez transversal a flexdo na andlise global da estrutura.

Na andlise do comportamento tridimensional dos pilares, serd levado em
considera¢do a sua ndo linearidade geométrica, ou seja, andlise em teoria de 2°
ordem. Serd dada uma continuidade ao trabalho de BEZERRA ( 1995 ), que utilizou

teoria de primeira ordem.

14 Metodologia



Na analise da estrutura tridimensional serdo utilizados elementos lineares
para os pilares e vigas e elementos de placa para as lajes, ambos pelo processo dos
deslocamentos. Neste caso os elementos de contraventamento horizontais deverdo
ser discretizados em elementos finitos de barra e a laje em elementos finitos de placa,
possibilitando assim, a determinacdo da rigidez do sistema estrutural do pavimento.

O elemento finito de placa empregado na discretizagdo do pavimento,
responsavel pela consideracdo da rigidez transversal das lajes na analise da estrutura,
¢ o DKT (Discrete Kirchhoff Theory ), que segundo BATOZ et al ( 1980 ), trata-se
de um elemento eficiente para a andlise de placas delgadas. Com este elemento finito
sdo obtidos otimos resultados em termos de rapidez computacional e principalmente
convergéncia. Além disso BEZERRA (1995) utilizou em seu trabalho este elemento
finito e obteve bons resultados.

Para os pilares, serd realizada a verificacdo do equilibrio de forcas na sua posi¢ao
deformada, ou como é conhecida da literatura técnica, analise em teoria de 2° ordem.

Para possibilitar esta analise serdo adotados processos da estdtica classica.

1.5 Resumo dos capitulos

No proximo capitulo descrevem-se as caracteristicas de todos os elementos
estruturais que formam o edificio. Sdo definidos também o sistema de referéncia
local e as coordenadas deslocamentos de cada elemento estrutural

No terceiro capitulo descrevem-se as matrizes de rigidez de todos os
elementos de barra ( viga e pilares ) e de placa ( DKT ), nas coordenadas locais ¢
globais. Sao utilizadas as técnicas correntes de analise matricial.

No quarto capitulo é realizado a montagem da matriz de rigidez global da
estrutura. Inicialmente ¢ construida a matriz de rigidez condensada do pavimento
através da subestruturagdo em paralelo. Em seguida, a estrutura é calculada através
das técnicas de subestruturacao em série.

No quinto capitulo apresenta-se a descricdo do programa computacional que

foi elaborado, para a determinagdo dos esforgos e deslocamentos na estrutura. Estdo



também listadas as janelas de didlogo do pré-processador elaborado em Visual Basic
4.0 para ambiente Windows.

No sexto capitulo sdo analisados trés exemplos numéricos e os resultados da
analise sdo mostrados em graficos.

No ultimo capitulo apresentam-se as conclusdes gerais do trabalho.



2 SISTEMA ESTRUTURAL

2.1 Introducao

Descreve-se a seguir o comportamento dos elementos que fazem parte das
estruturas de contraventamento dos edificios de andares multiplos. O conjunto de
vigas e pilares travados horizontalmente pelas lajes, constitui o sistema estrutural.

O modelo adotado permite uma analise tridimensional do sistema estrutural, onde
a interagdo de esforgos e deslocamentos ¢ estudada nas trés diregdes. As vigas e lajes
sdo analisadas em teoria de primeira ordem e para os pilares ¢ considerado a sua nao

linearidade geométrica. Para o material ¢ adotado um comportamento elastico-linear.
2.2 Descricao dos elementos estruturais
2.2.1 Vigas

As vigas s3o compostas por elementos lineares contidos no plano horizontal,
ao nivel das lajes. Suas extremidades podem estar conectadas tanto nos pilares como
em outras vigas. Para cada trecho de viga sdo admitidas se¢des quaisquer, permitindo
ainda varia¢do de secdo entre os diversos elementos.

No caso da extremidade do trecho de viga se conectar com um pilar, uma
excentricidade pode ser admitida em relacdo ao centro de gravidade do pilar, a fim

de que se possa considerar um trecho rigido, como mostra a figura seguinte.



Fyl

Viga 01 ‘

Ezl i
\ Fixo mddia

N
Viga 02

—>\(

Figura 01 :Considerac¢ao das excentricidades entre viga-pilar

2.2.2 Lajes

Para as lajes admite-se que elas tenham comportamento de um corpo rigido em
seu plano, compatibilizando as translagdes horizontais e funcionando como elemento
transmissor de forgas horizontais para os demais elementos horizontais do sistema de
contraventamento. As cargas verticais atuantes nas lajes sdo transmitidas a todos os
elementos conectados a mesma.

As lajes contribuem também com sua rigidez transversal a flexdo na andlise
global da estrutura. Para considerar a rigidez transversal a flexdo, utilizou-se o
Método dos Elementos Finitos, onde as lajes sdo discretizadas em varios elementos
finitos de placa.

No modelo adotado no trabalho o eixo do elemento de barra (viga) ndo coincide
com o plano médio da placa, e ao discretizar o pavimento em elementos finitos esta
excentricidade ndo ¢ considerada, fazendo com que o eixo da laje coincida com o

eixo médio da viga.
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Elementa de placa

Eixo da laje
T;/ — j{ / '

— — Elemento de boarra
\_Eixo da viga

o> Situacao Real k) Madelo adotaco
na Discretizacao

Figura 02 : Excentricidade laje-viga

2.2.3 Pilares

Os pilares que interpdem-se a dois pavimentos consecutivos devem
apresentar trechos lineares verticais e ter se¢dao transversal bi-simétrica. Nao se
considerou excentricidades entre pilares de uma mesma prumada.

Como na analise do sistema estrutural, o edificio é dividido em varias
subestruturas independentes, ndo ¢ preciso que um mesmo pilar esteja presente em
todos andares, podendo entdo ocorrer sua interrup¢ao em qualquer pavimento. Nao
se considerou o efeito do empenamento das se¢des transversais dos pilares na flexo-

tor¢ao.

2.2.4 Subestruturas

Cada andar do sistema estrutural ¢ representado pela subestrutura que
compreende os elementos horizontais (vigas e lajes), contidos no pavimento superior,
e os elementos verticais (pilares), que se ligam ao pavimento inferior.

Os pavimentos correspondentes a cada subestrutura podem ser diferentes
entre si, ocasionados por alguma variacao de seus elementos estruturais constituintes,
tais como : interrupcdo de pilares, nova distribuicdo das vigas, mudangas de

carregamentos, alteragdo nas segdes transversais, etc.
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2.3 Sistemas de referéncia

2.3.1 Sistema de referéncia global

Para a estrutura ¢ adotado um sistema de eixos cartesianos X, Y ¢ Z com origem
Og contida em um ponto arbitrario do plano da base do edificio. O sentido positivo
dos eixos ¢ adotado de acordo com a Figura 03, sendo que o eixo X tem diregdo
vertical e seu sentido sera considerado positivo da base para o topo.

A partir do sistema de eixos globais, definem-se todos os nos da subestruturas, dos
elementos de placa discretizadores das lajes e ainda:

- nés de vigas : encontro de dois ou mais trechos de vigas ao nivel da laje.

- nos de pilares: encontro do pilar com a laje, no centro de gravidade do

pilar.

[P
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Figura 03 : Sistema de referéncia global do edificio - SMITH (1991)

2.3.2 Sistema de referéncia local das vigas
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Para um trecho de viga, adota-se um sistema de referéncia local x, , yy € z, ,
dextrorso, com origem Oy no centro de gravidade da se¢do transversal, em uma de
suas extremidades. O eixo yy € o eixo longitudinal da pega e deve coincidir com a
superficie média da laje, o eixo x, ¢ paralelo ao eixo X do sistema global, sempre

orientado para cima.

Figura 04 : Sistema de referéncia local das vigas

2.3.3 Sistema de referéncia das lajes

O sistema de referéncia para as lajes ¢ definido por um sistema cartesiano de eixos
X, Y eZ, sendo Y e Z os eixos horizontais e X o eixo vertical, positivo para cima,
com origem Op, pertencente ao seu plano horizontal em um ponto arbitrario, como

mostra Figura 05.
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Figura 05 : Sistema de referéncia das lajes

2.3.4 Sistema de referéncia local dos pilares

A barra elastica cujo comportamento tridimensional serd estudado esta
referida a um sistema de eixos cartesianos X, y, € z, como indicado na Figura 06,
sendo y, € z, os eixos principais de inércia da se¢do e X, € o eixo longitudinal

passando pelo centro de gravidade da se¢do transversal do pilar.

L A

Figura 06 : Sistema de referéncia local dos pilares
2.3.5 Sistema de referéncia da subestrutura

O sistema de referéncia da subestrutura ¢ o mesmo das lajes, ou seja, com origem Os

no plano do pavimento correspondente.
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Figura 07 : Sistema de referéncia da subestrutura

2.4 Coordenadas deslocamentos

As coordenadas deslocamentos sdo orientacdes na direcdo dos possiveis
deslocamentos independentes, associados as extremidades de cada elemento
estrutural. Sendo assim, as coordenadas deslocamentos sdo convencionadas de

acordo com o sistema de referéncia local adotado para cada elemento.

2.4.1 Coordenadas deslocamentos das vigas

As coordenadas deslocamentos independentes nas extremidades das vigas

- rotacdo em torno dos eixos yy e z, do sistema local

- translagdo segundo o eixo x, do sistema local.

Entdo, para cada trecho de viga estdo associados seis coordenadas
deslocamentos, sendo trés em cada extremidade. Nao se considerou as deformacdes
axiais, devido a hipdtese das lajes trabalharem como diafragmas rigidos.

Dessa forma, a transposta do vetor de deslocamentos da viga, { u, }', em

coordenadas locais fica :

{uv }t = { 8le ¢yvl ¢ZV1 8XV2 ¢yv2 ¢ZV2 }
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onde :
- os indices 1 e 2 representam cada uma das extremidades da viga e dx a translagdo

segundo X, € as rotagdes ¢y € ¢, segundo yy € z,.

Figura 08 : Coordenadas deslocamentos locais de um trecho de viga

2.4.2 Coordenadas deslocamentos das lajes

Cada laje ¢ considerada como se fosse um diafragma infinitamente rigido em
seu plano horizontal. As forgas laterais do vento sdo aplicadas diretamente nas lajes e
em diregdes contidas no seu plano.

Cada pavimento apresenta trés coordenadas deslocamento associadas as lajes:

- translagdo segundo os eixos Y e Z do sistema de referéncia global ou da
subestrutura;

- rotagdo em torno do eixo X do mesmo sistema
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LAJE k

Figura 09 : Coordenadas deslocamentos de corpo rigido da laje

Entdo, a transposta do vetor de deslocamentos referente ao movimento do

corpo rigido { u }", fica :

{u }'= {8y 8 ¢x}

Como também se esta considerando a rigidez transversal a flexao da laje,
tém-se ainda trés coordenadas deslocamentos por no, pertencentes a cada elemento

de placa DKT, que compde a laje discretizada, que sao :

- translag@o segundo o eixo X do sistema global ( 0x ).

- rotacdo em torno dos eixos Y e Z do sistema global ( ¢y e ¢z )

Dessa forma a transposta do vetor de deslocamentos de cada elemento finito

DKT de placa { upkr }T , fica definido como :

T
{upkr } = {0x1 Ov1 ¢z1 Ox2 Ov2 ¢z2 Ox3 Ovs {z3 }

onde:

- os indices 1 , 2 e 3 representam os nos dos vértices do elemento finito triangular,

como mostra a figura seguinte .
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Flemento DKT

Figura 10 : Coordenadas deslocamentos do elemento finito DKT

2.4.3 Coordenadas deslocamentos dos pilares

Os pilares tém suas coordenadas deslocamentos representadas na figura 11.
Sao coordenadas de uma barra prismdtica vertical, de portico espacial, com trés
rotagdes e trés translagdes em cada extremidade, referidas aos eixos centrais de
inércia da secao transversal.

Dessa forma, a transposta dos deslocamentos dos pilares (u, }', em fungio

de suas coordenadas locais fica :

{up }t: { Oxp1 Oyp1 Ozp1 Oxp1 Pyp1 Gzp1 Oxp2 Byp2 Ozp2 Oxp2 Pyp2 Gap2 }
onde :

- os indices 1 e 2 indicam as extremidades superior ¢ inferior, respectivamente.
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Figura 11 : Coordenadas deslocamentos de um trecho de pilar

2.4.4 Coordenadas deslocamentos da subestrutura

Como cada subestrutura ¢ composta de diferentes elementos, suas
coordenadas sdo estabelecidas em funcdo de cada elemento constituinte. As
coordenadas locais de todos os elementos horizontais ( lajes e vigas ), sdo colocadas
em fungdo das coordenadas independentes dos elementos verticais ( pilares ).

Os deslocamentos da estrutura estao divididos em dois grupos :

- para cada n6 de pilar : para cada pilar tem-se os deslocamentos
independentes que sdo : rotagdo em torno dos eixos Y e Z, e a translagdo segundo o
eixo X do sistema de referéncia da subestrutura ( 0x , ¢y € ¢z ).

- para cada laje : para as lajes que formam o pavimento, t€m-se as suas
coordenadas deslocamentos referentes ao movimento de corpo rigido, que ¢ Unico
em cada pavimento. Estas coordenadas deslocamentos sao : rotacdo em torno do eixo
X e translagdo em torno de Y e Z ( ¢x ,0y € Oz ). A figura seguinte representa estes

dois tipos de coordenadas deslocamentos
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Figura 12 : Coordenadas deslocamentos da subestrutura

Dessa forma, deve-se compatibilizar as trés coordenadas que determinam o
movimento de corpo rigido das lajes, e também as coordenadas dos elementos DKT
que compdem as lajes discretizadas, devem ser condensadas para as coordenadas
independentes dos pilares (0x , ¢y e ¢z ), através de uma subestruturagdo em

paralelo, o qual serd visto mais adiante.



3 MATRIZ DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS
QUE FORMAM A SUBESTRUTURA

3.1 Introducio

Neste capitulo apresenta-se a matriz de rigidez de cada elemento linear (viga e
pilar), referente ao sistema de coordenadas locais e globais (subestrutura), sendo
desprezados os efeitos de deformagdes por forga cortante. Além disso, determina-se
também a matriz de rigidez do elemento finito DKT, responsavel pela consideragao

da rigidez transversal da laje.

3.2 Matriz de rigidez de um elemento de viga

Através das técnicas de analise matricial, a matriz de rigidez de um elemento

de viga, associada ao seu sistema de coordenadas locais, [ Ky ], segundo Figura 04,

¢ dada por :
[ 12EL, 6EI,  12EI, 6EI, |
P r P 0 -
GJ, GJ,
0 ; 0 0 - 0
GEL, .  A4EL,  GFL, o 2EL
[K,]= P [ ? /
W= 12EL, 6EL,  12EIL, 6EL,
P 0 P P 0 P
GJ, GJ,
0 — ; 0 0 ; 0
6EL, 2EI,  6FI, o AEL
L P / ? [
sendo :

E - modulo de elasticidade longitudinal do material
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G - modulo de elasticidade transversal do material
I,y - momento de inércia em relagao ao seu €ixo zy
Ji - momento de inércia a torgao.

1 - comprimento flexivel do trecho

A matriz de rigidez do trecho de viga apresentada anteriormente refere-se ao
sistema local. O que se deseja € que esta matriz seja referida em funcdo das
coordenadas deslocamentos da subestrutura. Para isso ¢ necessdrio fazer uma
transforma¢ao de coordenadas de rotacdo, através de uma matriz de incidéncia
cinemadtica correspondente.

Considerando um trecho de viga entre nés de pilares, temos as

excentricidades representadas pela figura seguinte.

c WZ

?e”z

Pilar 02

e 1 Eixo medio

Pilar 01

—»Y

Figura 13 : Trecho de viga entre nos de pilares

onde :

- eyv1 € €51 sd0 as excentricidades da viga em relagdo ao pilar 01 em que se

conecta.
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- eyv2 € €52 sd0 as excentricidades da viga em relagdo ao pilar 02 em que se
conecta.
- oy € o angulo formado entre o eixo Y da subestrutura e o proprio eixo da

viga, no sentido anti-horario positivo.

Os deslocamentos { u, } , do sistema local, sdo obtidos a partir dos
deslocamentos { U }, do sistema global, através da matriz { B, } de transformacao de

coordenadas, através da seguinte expressao :

onde [ By ] ¢ a matriz de incidéncia cinematica da estatica classica, que pode

ser escrita da seguinte forma :

1 e, -e,, 0 0 0
0 cos(a,) sin(a,) O 0 0
0 -—sin(a,) cos(a,) O 0 0
1=y o 0 1 e, e,
0 0 0 0 cos(a,) sin(a,)
0 0 0 0 -—sin(a,) cos(a,)

Agora, se um trecho de viga qualquer estiver compreendido entre nds de viga
as excentricidades ndo existirdo mais. Sendo assim, a matriz de incidéncia
cinemadtica ¢ analoga , porém com €,y = €,2 = €yyi =€y 2 =0 .

Com a matriz de incidéncia determinada, a matriz de rigidez das vigas, em
fungdo das coordenadas da subestrutura [ K,, ] , ¢ obtida através da seguinte

expressao :

k. ]=[8])1K,004]

sendo [ By ]" a transposta da matriz [ By ]

33 Matriz de rigidez dos pilares em teoria de segunda ordem
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Para a obtencdo da matriz de rigidez dos pilares em teoria de segunda ordem,

serdo feitas as seguintes hipdteses e simplifica¢des de célculo :

- as sec¢Oes transversais sao bi-simétricas
- 0 material ¢ elastico-linear
- ndo ha distor¢ao da secdo transversal no seu plano (empenamento ).
- a carga axial estd aplicada no centro de gravidade da pega ndo havendo
portanto excentricidades.
- ndo ¢ prevista a aplicagdo de cargas externas ao longo da barra.
Sendo assim, o sistema de equagdes diferenciais com as consideracdes acima,

regente deste problema, o qual encontra-se deduzido em MORI (1992) , ¢ dado pela

expressao :
EI V" +Py" =0
w "o__
E]ypw c+PwW' =0 (1)
.2 "_
~(GI,, - P.i’).4."=0
onde :

- W¢ € V¢ 830 dos deslocamentos do centro de gravidade da se¢do transversal.

Este sistema ¢ formado por trés equacdes independentes, sendo as duas
primeiras relacionadas a flexdo nos seus planos principais de inércia e a Ultima a
tor¢ao.

A solucdo geral dessas equacdes diferenciais em que o esfor¢o axial ¢ de compressao

ou de tracdo , no caso da flexdo nos planos xy e xz ¢ dada por :

[\®]

uzjx (2)

2
v, =C, +C,x+C, cos(hjx+ C, sen(
L L

2p, 2p,
wc:C5+C6x+C7cosTx+C8sen L X (3)

T
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onde :

No caso da tor¢do, temos que as constantes G, Iy, , P e i. podem ser definidas

como uma unica constante k; , dada por :

k,=GI,, - Pi’ (4)

onde :
G - modulo de deformagao transversal
Ip - momento de inércia 4 torgao

P - carregamento axial na barra
sendo ainda o raio de giragdo ( i, ) dado por :

o Iyp+lzp .
c S (5)

Dessa forma a equacao para a tor¢ao fica :

_kt¢c” =0
¢, =Cox+Cy (6)

ANTUNES (1978) resolve o sistema de equagdes diferenciais para diversos
tipos de se¢des transversais, inclusive as bi-simétricas A solucdo exata deste sistema
de equagdes diferenciais foi obtido supondo que os nds sdo suficientemente rigidos

para impedirem os empenamentos das segdes transversais. Essa hipdtese resume-se
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em adotar, como condi¢ao de contorno para o tramo da barra, nas duas extremidades
que a derivada primeira do 4ngulo de rotagdo é nula (¢, =0 ).

Com essa hipotese o sistema de equagdes diferenciais é resolvido para os
casos de carga P de compressdo ou tracdo. As expressodes dos esforcos ao longo das
barras sao determinadas e a matriz de rigidez do tramo da barra ¢ entdo calculada.

Os esforcos devido a deformagdo axial da barra, sdo idénticos aos de uma
barra em teoria de 1°. ordem, esteja ou ndo atuando o esforgo axial P, pois a segio
transversal do pilar ndo se altera.

Com os estes esfor¢os obtém-se a matriz de rigidez de cada tramo de pilar,

nas coordenadas locais, mostrada abaixo :

K], (K],

=] T
pl T
[, (%]
com ¢
[ES ]
— 0 0 0 0 0
L
EI, EI,
0 2SZ(1+CZ)m_,L3 0 0 0 -5, (I+c.) IE
EI, w»
0 0 2s,(1+c)) T 0 s, (Q+c)— 0
[K ] _ Y ) mll; ) y L
12 ’
! k
0 0 0 —+ 0 0
L
EI, EI,
0 0 s,(I+c¢,) IE 0 s, 3 0
El, EI,,
0 =-s.(I+c,)— 0 0 0 S,
L : L L J
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ES
_ == 0 0 0 0 0
L
zp zp
0 _2SZ(1+CZ)mZL3 0 0 0 -s5.(1+c,) IE
EI, 1,
[K ] _ 0 0 _ZS-V(I_’_C}.)myL} 0 Sy'(l+c}') 12 0
rl, k
0 0 0 - 0 0
g ET
0 0 -s,(1+c)) L;”’ 0 5,C, L”’ 0
EL, El,
0 s,(1+c,)— 0 0 0 s,c,—
I I L]
_E_S 0 0 0 0 0 |
L
0 2s(l+c) mzZ; 0 0 0 s.(1+c) L2zp
1 El
0 0 2s5,(1+¢c,) L0 —s(l+c)—" 0
L Y y L
K, = g
[ P’L k
0 0 0 Tl 0 0
EI, EI
0 0 =s,(I+¢)) Lép 0 s, —Lyp 0
EI, EI,
0 s(I+c)—F 0 0 0 s, ——
i I L J

onde :

E - médulo de elasticidade longitudinal

L - altura do pilar

S - area da secdo transversal

Iy, = momentos de inércia em relacdo ao eixo principal y,

I, = momento de inércia em relacdo ao eixo principal z,

k¢ - constante definida em ( 4 )

Temos que sy, ¢y, my € s, , ¢, , m, sdo as fungdes de instabilidade mostradas

na tabela seguinte :
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Tabela 01 : Expressoes para as funcoes de instabilidade

Carga Axial (P ) | Flexdo “xy “ Flexdo “xz”
. - 1-2p, cotg(2uy) - 1—2uzcotg(2uz)
v~ Hy tg(u,)—u, C tg(p,)-h,
P>0 ~ o, —sen(Zuy) . - 2u, —sen(2uz)
(compressio) T sen(2p,) —2p, cos(2u, ) " sen(2p,)—2p, cos(2u,)
2s,(1+c))

_ 2s,(I+¢y)
s 4y
sy( +cy)— K,

m, = 5
2s,(I+c,)—4p,

. - 1—2uycotgh(2py) . _ 1—2uzcotgh(2pz)
= Hy tgh(p,)—u, T tgh(p,) -,
P 2uy—senh(2uy) c = 2p, —senh(2p, )
€y = * senh(2p,)—2p, cosh(2p,)

( tragdo ) " senh(2p,)—2p, cosh(Zp,)
2s,(1+c))

2s (I+c,) m, =
- . “2s,(l+c,)+4u,’

m}’ = 2
2s,(I+c ) +4p,

Essas fung¢des de instabilidade sdo vélidas tanto para P de compressao ( P >
0) ou de tracdo ( P <0 ). Se ainda P for nulo (P = 0) as funcdes de instabilidade
continuam validas, com valores que serdo sy =sy=4,cy,=c,=05emy=my=1,¢ca
matriz de rigidez obtida sera a da teoria classica da estatica de 1°. ordem.

Para os pilares, também deve-se relacionar as coordenadas locais do pilar
com suas coordenadas na subestrutura ( globais ). As transla¢des segundo os eixos
horizontais, o, e d, , € a rotagdo em torno do eixo vertical ,¢x , que a principio se
poderia considerar para todos os pilares, sdo compatibilizados através de um tnico
no, devido a rigidez infinita admitida no plano horizontal das lajes, proporcionando
portanto, os mesmos movimentos desses trés graus de liberdade em cada pavimento.

Com isto, a matriz de rigidez do pilar associada as coordenadas da

subestrutura, pode ser obtida a partir de [ K, ], através de uma matriz de incidéncia
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cinematica , mostrada abaixo , referente a rotagao e translacao dos eixos horizontais.
Portanto, a matriz de incidéncia [ B, ] , que relaciona os deslocamentos globais

(subestrutura ) do pilar com seus deslocamentos locais, ¢ dada por :

- )

onde [ Bpi] e [ Bp2] s@o sub-matrizes referente as extremidades superior e inferior do

pilar, respectivamente

No caso da extremidade superior do pilar tem-se :

1 0 0 0 0 0 |

0 0 0 cos(ar,) sin(a,) dy,

0 0 0 —sin(a,) cos(a,) d,
[ﬂ,,l] ~lo 0 0 0 0 1

0 cos(a,) sin(a,) 0 0 0

0 —sin(a,) cos(a,) 0 0 0

onde :

- dy;, € dzp sdo as distancias dos eixos y, € z, do pilar a origem do sistema de

referéncia da subestrutura, dadas por :
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Figura 14 : Distancia dos eixos do pilar a origem

dy, =Y,.sin(a,)—Z .cos(a,)

d,, =Y,.cos(a,)+Z .sin(a,)

0, - angulo entre o eixo Y do sistema de referéncia da subestrutura e o eixo

yp do sistema local.

As distancias Y, e Z, sdo as coordenadas cartesianas Y e Z do pilar p,
associadas a origem do sistema de referéncia da estrutura.

O mesmo acontece para a extremidade inferior, j4 que ndo ha variagdo da
secdo transversal do pilar.

Assim, a matriz de rigidez do pilar, em teoria de segunda ordem, em fungao

das coordenadas da subestrutura , [ K,,; ] , ¢ obtida por :

&, =[] %18
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3.4 Matriz de rigidez do elemento de placa

3.4.1 Generalidades sobre o Método dos Elementos Finitos ( M.E.F.)

Sao numerosos os problemas na area de engenharia de estruturas, envolvendo
o elemento estrutural placa. Dentre os mais conhecidos, aparecem os pavimentos de
edificios, os tabuleiros de pontes e os reservatorios.

Tratar esses problemas matematicamente, sO seria possivel através da
resolugdo de um sistema de equagdes diferenciais. Porém com o surgimento dos
micro-computadores, foi possivel uma solu¢do mais adequada para os problemas
envolvendo um meio continuo (placa), através da discretizagdo do mesmo.

E nesta situagdo que insere-se o0 Método dos Elementos Finitos, que consiste
num método de implementagdo numérica, onde um meio continuo ( placa ) ¢
discretizado em varios elementos de dimensdes finitas, interligados através de seus
pontos nodais, onde sdo estabelecidas relagdes entre esforcos e deslocamentos.
Portanto, dessa forma, ao invés de resolver um sistema de equagdes diferenciais, a
solugdo recai em um sistema de equagdes algébricas, mais simples de ser resolvido.

Portanto, ¢ através de uma formulag¢ao através do método dos elementos
finitos, para as lajes discretizadas em elementos de placa, que pretende-se analisar a
contribuicdo da rigidez a flexdo das lajes nas estruturas de edificios andares de

multiplos, em teoria de segunda ordem para os pilares constituintes dos mesmos.

3.4.2 O elemento finito adotado - DKT

Como pode ser observado em BATOZ et al ( 1980 ), a andlise de flexao de
placas delgadas pode ser realizada genérica e eficientemente, utilizando-se elementos
finitos triangulares com nove graus de liberdade ( deslocamento e rotagdes nos
pontos nodais localizados nos vértices do tridngulo ). Em sua analise comparativa
dos elementos finitos ( com nove graus de liberdade ) disponiveis para analise de
flexdo de placas delgadas, este autor mostra em um pequeno historico, os problemas
apresentados pelos diversos elementos ja desenvolvidos, quando se pensa em

generalidade na aplicacio do mesmo. As dificuldades vao desde a falta de
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convergéncia para alguns tipos de malha, até a profunda variacao de resultados com
a mudanca da orientacdo da malha.

Concluindo, BATOZ et al ( 1980 ), apresenta dentre este varios tipos de
elementos, o elemento finito triangular DKT ( Discrete Kirchhoff Theory ), que se
apresentou como sendo um elemento eficiente sob o ponto de vista tedrico, numérico
e computacional.

Os elementos finitos DKT, que comporao a laje discretizada, possuem trés
graus de liberdade por nd , sendo translagcdo segundo o eixo X e rotacdo em torno

dos eixos Y e Z , como mostra a figura 15.

ponto nodal 1

_<
©
—<

¢
b ¢

=Y

Figura 15 : Elemento finito DKT com nove graus de liberdade

Portanto, com a formula¢ao desse elemento, determina-se a contribuicao da
rigidez da lajes a flexdo, possibilitando a implementacdo de um modelo mais

representativo do comportamento real da estrutura.
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3.4.3 Energia de deformacao para o elemento finito

A formula¢ao do elemento DKT, a ser detalhada neste trabalho, baseia-se em
BATOZ et al ( 1980 ) e CJEYACHANDRABOSE ( 1985 ), onde sdo inicialmente
consideradas as deformagdes por esforco cortante, da teoria de Reissner-Mindlin.

Sabe-se porém, que na teoria classica de placas delgadas , ou teoria de
Kirchhoff , a parcela da energia de deformacdo relativa ao esforgo cortante ¢
desprezivel quando comparada a energia de deformacao por flexao.

Sendo assim a hipotese classica de Kirchhoff , onde “ uma reta normal ao
plano médio indeformado da placa, mantém-se normal a superficie média apos a
deformagdo”, ¢ 1imposta discretamente ao longo dos lados do elemento,
discretamente nos seus pontos nodais, ¢ dessa forma a energia de deformagado
relativa ao esforgo cortante ¢ finalmente desprezada.

Deve-se ressaltar, que define-se placa delgada quando a relagdo entre sua
espessura ( h ) e seu menor vao, estiver compreendido entre 1/5 e 1/100. As lajes de
edificios usuais de concreto armado, em sua grande maioria, estdo neste intervalo.

Entdo, pela teoria classica, as rotagdes Py ¢ Pz de uma reta normal a
superficie média segundo os planos Y-X e Z-X, respectivamente, sdo diretamente
relacionados com as derivadas parciais dos deslocamentos transversais w’y € W', ,

segundo os eixos de referéncia Y e Z das lajes.

BY:__:_W‘Y (7)

Bz:__:_w'z (8)
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| |
SE— —
W
Y;
) \Y
By=-wy

Figura 16 : Deslocamento segunda a teoria de Kirchhoff

As rotagdes By e Pz sdo convencionadas positivas de acordo com a

figura abaixo :

X, W

nova normal

N IR

nova normal

Bz By

Figura 17 : Convencdes positivas das rotacdes By e Bz

Considerando-se a hipotese de Kirchhoff e admitindo-se pequenos
deslocamentos, as componentes de deslocamentos horizontais u e v, de um ponto
genérico da placa de coordenadas X ,Y e Z, sdo :

u=X.,(Y,2)

v=XJ,(Y,2)

w =w(Y,Z) , onde w ¢é o deslocamento transversal na diregdo de X.
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e vetor de deformacao por flexao { € }¢

O vetor de deformagao por flexdo { € }¢ ¢ dado por :

{S}f: €z (9)
YYZ

Da teoria da elasticidade linear temos as seguintes relagdes entre

deslocamentos ¢ deformagoes :

L
)¢
ov
1= (10)
e v
7yz:§+5

Dessa forma , com as ultimas expressoes, tem-se :

ou
8Y 883 BY'Y
e}, =4¢, = =~ [°X7 B = X.{k} (11)
Vvz) |ou ov Bvz+Bzy
oz oY

onde { k } € o vetor curvatura.

Observa-se que as deformagdes por flexdo variam linearmente ao longo da

espessura da laje. A componente 6x ¢ desprezada por ser pequena em relagdo as

componentes oy € Oz.
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A relacdo tensdo-deformacgdo na placa de material homogéneo e isotropico,

de comportamento eldstico-linear e com espessura h constante, num ponto genérico ¢

dado por :
Il v 0
E
(o}, =alv 1 0 |fg), (12)
1-v I-v
0 0
2
1 v 0
Chamando [D,]= TV 1 0 (13)
1-v l-v
0 0
2
Teremos :
o}, =[D,]{e}, (14)

Através de (11 ), em ( 14 ) chegaremos a :

Oy
{o}, =10, 1= XID,1{k} (15)
7'-YZ
A energia de deformacdo por flexdo pode ser escrita de acordo com a

seguinte expressao :

Lo
U, = [t} o}, dV (16)
2y
Utilizando as expressdes (11 )e ( 15) temos :

| 1
U, = l {el) to} v == l [X (k}]'[X[D, 14k} dXdYdZ
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Rearranjando os termos desta expressao :

U, = % [ty X*[D, 14k dxdYdz

Finalmente :
Lo
U = [ ik} '[D], {kjdA (17)
Sendo :
[D], = [% X’[DldX (18)

Realizando a integragdo ao longo da espessura da placa ( h constante ) encontra-se :

B 1 0
[D]; =———<|V (19)
12(1-v7) 0 1-v

2

S = <

Da equagdo ( 11 ), observa-se que o vetor de curvatura { k }, relaciona-se
com as rotagdes By e B,. Substituindo esta equacaoem ( 17 ) :

I~y 2
U = 24(1 a0y | B #Br +2VBuBay + = (B +B) VA (20)

Com a energia de deformagdo, ¢ possivel obter explicitamente a matriz de
rigidez do elemento DKT , ja em relagdo ao sistema de referéncia das lajes.

Deve-se salientar que a energia de deformacdo esta escrita em funcio apenas
das primeiras derivadas, que representam as rotacdes no caso da energia de
deformagdo por flexdo. Necessita-se portanto, apenas garantir a continuidade classe

zero (C"), com vistas para a conformidade do elemento.
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Para a obtencdo da matriz de rigidez do elemento DKT a partir da energia de
deformacao, sdo assumidas quatro hipdteses :

(1) As rotagdes By e Pz variam quadraticamente no elemento.

Considere entdo os seguintes polindmios:

B,(Y,Z)=0a,+a,Y+a,Z+a, Y’ +a,YZ+a, Z’ (21)

B,(Y,Z)=p, +p,Y+p,Z+p, Y’ +p.YZ+p,Z’ (22)
Observa-se entdo para que se tenha compatibilidade das rotagdes, o elemento

deve possuir trés nos por lado.

(0.0) (F.0) (1.0)

Figura 18 : Disposicdo inicial dos pontos nodais no elemento DKT nas

coordenadas homogéneas & en

Escrevendo-se as equagdes ( 21 ) e ( 22 ) na forma matricial, em fun¢do das

coordenadas homogéneas £ e m, tem-se agora :

a
(0
BY(&,m:{l &g & nZ} ClewEne) (2
o
a
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P
P,
p's
p',
p's
P's

Bz(ém)={1 & n & &n nz} =y(En{p'} (24)

Os parametros generalizados { o’ } e { p’ } sdo transformados para os
parametros nodais { By } e { Pz } , respectivamente, particularizando-se a fun¢do

para cada n6 do elemento, de acordo com os valores das coordenadas admensionais

en.

(2) A hipotese de Kirchhoff é imposta nos pontos nodais dos vértices e

nos pontos médios dos lados.

Esta hipotese possibilita relacionar as rotagdes com as primeiras derivadas

dos deslocamentos transversais.

a) Nos de vértice (Nos 1,2 e 3)
B, +w, 0
= = 2
i {Bﬁw,j M (25)

b) No6s de meio de lado (No6s 4,5¢e 6)

B, +w, =0 (26)
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onde o indice k representa os nds de meio de lado, e s uma coordenada que percorre

cada lado, no sentido anti-horario em torno de cada lado, de acordo com a préoxima
figura.

Figura 19 : Coordenadas dos nos do lado ij do elemento DKT

(3) A variacao de w é cubica ao longos dos lados do elemento.

Em coordenadas genéricas, a fungdo w num lado ij qualquer fica :

_ 2 3
W, =0,+a,s+0,S +0,8

(27)
Passando para coordenadas adimensionais, tem-se :
2 3
S s S
o ' ' [
WS—(X0+OLII—+OL212—"+OL313—" (28)
ij ] 1

E calculando-se a derivada primeira desta expressao.

' 2 ' 3 1 o2
. OL1+2—OLZS+—OL3S
l. lij

(29)
13ij
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A tabela abaixo fornece as expressdes de w para os nos dos lados do

elemento.

Tabela 02 : Expressoes de w para os nés dos lados do elemento DKT

no inicial i no central k no final j
S s 1 S
ij ij 2 11_]
w, =a' 1 1 1 w. =o' +a' +a', +a'
‘ 0 w, =o'\ +=a +—a,+=a', ! o
W =Ly 2
si 1 1 _— , , 3 , W'sj = —(X,‘1+—O(,'2+ OL'3
Y Wi =770 =0, +———0, 1 1
1 1 41, J J y

(4) Impéem-se uma variacio linear 3, ( rotacdo na direcio normal ), ao longo
dos lados.
Dessa forma, a fung¢do 3, em coordenadas homogéneas fica :

B, =0a,+&ax, (30)

De forma matricial :

B, =1 é]{%} (31)

Os parametros nodais ficam :

; 1 0
(AutRi
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entao :

o 1 O :

0 — Bnl ( 33 )
a, -1 1B,

Substituindo-se ( 33 ) em ( 32 ) encontra-se :

B, =[(1-¢) a]{g}

nj

Como o valor de B3, varia linearmente, de acordo com a hipdteses, o valor da
funcao no ponto nodal médio dos lados, escreve-se como média aritmética dos B, dos
vértices do referido lado. Portanto, para se encontrar o valor da fungdo no né central

1

k, basta igualar £ = — , e substituir na expressdo acima :

2
Bu = (Bni +an) (34)

Baseando-se nas quatro hipoteses anteriores € nas relagdes geométricas do
tridngulo, pode-se escrever By ¢ Bz em cada ponto do tridngulo em funcdo dos

parametros nodais { upkr } :

{upkr }' = {8x1 dvi dz1 Sx2 By2 0z Sx3 dvs 73 )
As rotacdes em fungdo dos parametros nodais { upkr }, ja definidos nas

coordenadas deslocamentos da laje , pode ser escrita como :

By = :a:{uDKT} (35)

Bz = :ﬁ:{uDKT} (36)
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sendo [G] e [ﬁ] , matrizes de ordem 1 x 9. Pode-se ainda reescrevé-las da

seguinte maneira :

[G]=[t ¢ n & & n]q]
[H]=[1 & n & & w]H]

ambas as matrizes [ G ] e[ H ] sdo de ordem 6x9, dadas a seguir :

0 6a, —6a, —6a, 6(a,—a,) O6a,
0 4b, 4b, -4b, —4(b,+b,) —4b,
1 —3-4c, —3—4c, 2+4c, 4(1+c5+c,) 2+4c,
0 —6a, 0 6a, 6(a, +a,) 0
[G]' =|0 4b, 0 —4b, 4(b,-b,) 0
0 —1-4c, 0 2+4c, 4(cy—c,) 0
0 0 6a, 0 —6(a, +a,) —o6a,
0 0 4b, 0 4(b, —by) —4b;
10 0 —1-4c, 0 4(cs—c,) 2+4cy ]
[0 6d, -—6d, -—6d, 6(d; —d,) 6d, |
—13+4e, 3+4e, —2—-4e, —4(1+e,+e,) —2—4e;
0 —4b, —4b, 4b, 4(b, +b,) 4b;
0 —6d, 0 6d, 6(d, +d,) 0
[H] =] 0 1+4e, 0 -2-4e, 4(c,—e¢,) 0
0 —4b, 0 4b, 4(b, -b,) 0
0 0 6d 0 —-6(d, +d,) —6d,
0 0 1+4e; 0 4(e, —e;) —2—4e;
| 0 —4b, —4b; 0 4(b, - b,) 4b, |

onde :
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Y, }
a, —1—2 d, =——
ij ij
_ 3Y,Z; 1, _ly,?
k 2 ij ij
41, e, = 4 22
lYi.z _lzi,z ij
c =4 27 L' =Y '+2;
k 2

sendo k =4,5 e 6 para os lados ij = 23, 31, 12, respectivamente.
Pode-se entdo agora escrever o vetor curvatura { k } , em fun¢do dos graus

liberdade do elemento finito da seguinte maneira :
{k} =[BJ{upr (37)

onde [ B ] ¢ a matriz de ordem 3 x 9 que relaciona o vetor curvatura com o vetor
deslocamento do elemento, explicitada em BATOZ et al (1980)
Sabe-se da equagdo ( 17 ) que a energia de deformagdo do elemento DKT, ¢

dada por :

j ,{k}avdz

Substituindo-se a equagdo ( 37 ) , na equacdo da energia de deformagdo

acima obtém-se :

= [t} [BYIDY, (Bt hYaZ (38)

A

l\)

Mudando as varidveis e os limites de integragdo , encontra-se :

I pr | (B [D], [ Bty }2 AdEd (39)

A
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1 'y
Uy =5 tune} |, { 2 A[BY'[ D], [Bldédn{u e, } (40)

Sabe-se que a energia de deformagdo, em fun¢do da matriz de rigidez [ K ] do

elemento, pode ser escrita como :

U, :%{uDKT}T[K]{uDKT} (41)
entao :
s
[K]=] [2A[B]'[D],[Bld&dn (42)

Efetuando-se as integragdes da equagdo anterior, determina-se explicitamente
a matriz de rigidez [ K ] do elemento DKT, ja em relagdo ao sistema de referéncia

das lajes ou da subestrutura.

3.4.4 FElemento finito quadrangular

As lajes que compdem os pavimentos de edificios apresentam geralmente geometria
retangular. Nesse caso uma discretizagdo do pavimento por malhas compostas de
elementos quadrangulares, principalmente os retangulares, torna-se mais simples do
que a por elementos triangulares. Além disso, a geracdo de pontos nodais para
formar quandrangulos apresenta menor complexidade que a geragdo de pontos
nodais para formar elementos triangulares.

O elemento quadrangular pode ser obtido facilmente pela composi¢do de quatro
elementos triangulares DKT, quando colocam-se os parametros internos, comum ao
elementos, em fun¢do dos seus pardmetros externos, através da condensagdo estatica,
conforme a figura seguinte:

A obtencdo do elemento quadrangular ¢ feita através da condensacdo estatica de

quatro (4) elementos triangulares DKT, conforme figura a seguir:
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Elemento
Quadrangular

h Condensagao Estatica

® Nos Externos

H NO interno

Figura 20 : Elemento quadrangular formado a partir de 4 elementos DKT

A relagdo entre forgas nodais { f } e deslocamentos { 6 }, do quadrilatero, pode ser

escrito da seguinte forma :

[k1{s}={r} (43)

Esta expressdo, pode ser reescrita, distinguindo-se o0s parametros externos
localizados nos vértices do quadrilatero {J.}, dos pardmetros internos do ponto

médio {d;} e, fazendo-se 0 mesmo para o vetor de cargas. Desta forma :

[Kee]llez [Kei]12x3 {56}12x1 _ {fe}12x1

[Kie]sxlz [Kii]3x3 {§i}3x1 ) {fl‘}axl (4)

onde :
- indice 1 indica parametro interno do elemento quadrangular

- indice e indica parametro externo do elemento quadrangular

Efetuando-se os produtos matriciais da equacao anterior, obtém-se :

o=k o) + [k e (45)
=[x o) +[& 8] (46)
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Da equacdo ( 46 ) pode-se obter {o; } da seguinte maneira :

(o} =[x {{£)-[xe.} (47)

Substituindo-se agora a equagao ( 47 ) em ( 45 ), obtém-se :

AR TR LTI PRI P 1% AT

Definindo:

) = -k ) (49)

[K]. = [Ko]=[Ka KT [K,] (50)

a equagao (48 ) fica :

{r} =[k11{s.} (51)

onde [K], representa a matriz de rigidez condensada do quadrilatero de ordem 12x12,
funcdo apenas dos parametros externos. Deve-se observar que as forgcas nodais

também foram modificadas, pois eliminou-se os pardmetros internos.



4 MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL DA
ESTRUTURA

4.1 Introducao

A matriz de rigidez global do edificio ¢ obtida através da contribui¢do das
rigidezes de todos os seus elementos estruturais componentes ( elementos de placas e
barras). Seria portanto, trabalhosa a analise global da estrutura, considerando-se de
uma so6 vez todas as coordenadas deslocamentos envolvidas, devido ao enorme
numero de incognitas presentes no sistema de equagdes correspondente.

Para que se tenha um sistema computacional eficaz na resolug¢ao de estruturas
de grande porte, como edificios altos, utilizam-se as técnicas de subestruturagdo, que
analisam a rigidez de cada andar independentemente, ao invés de resolver a
estrutura como um todo. Dessa forma, com a divisdo do edificio em varias
subestruturas, teoricamente ¢ possivel analisar edificios altos com um namero
qualquer de andares. As técnicas de subestruturagdo utilizadas sdo feitas em paralelo

e série.
4.2 Subestruturacao em Paralelo

A partir do sistema de referéncia de cada subestrutura, definem-se todos os
noés que compdem o pavimento. Os pontos nodais dos elementos finitos que se
conectam aos pilares sdo definidos como nos externos, e aqueles que ndo apresentam
conectividade com os elementos verticais, sdo os nds internos.

A matriz de rigidez e o vetor de forgas nodais do pavimento, devem ser
condensados para as coordenadas das subestruturas. Nessa primeira fase de
montagem da matriz de rigidez global do edificio, ¢ utilizada a técnica de

subestruturagdao em paralelo.
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Subestruturagdo em Paralelo

%/i‘

|
|
!
|
Y

Figura 21 : Subestrutura¢io em paralelo

Para se obter a matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais do pavimento em fungao
apenas dos nods externos, podem ser utilizados dois métodos de condensagdo estatica,
o método tradicional ou o método de “Choleski Decomposition” ROSEN (1970). O
método tradicional utiliza a liberacdo total das coordenadas dos nds internos para se
chegar a matriz de rigidez na forma condensada, com se fez por exemplo no item
3.4.4 na composicdo do elemento quadrangular, enquanto que o segundo método

envolve apenas a liberagdo parcial das coordenadas internas.
4.2.1 Meétodo “Choleski Decomposition”

Seja a equagao matricial de equilibrio do pavimento :

e

- (52)
{Fe

[R] [Re] |1
[

RH ] D]
[Rer] [Ree ]| D)
sendo :

I - indice que indica os pardmetros internos do pavimento

E - indice que indica os parametros externos do pavimento
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Este método pode ser formulado a partir da decomposi¢cao da matriz de rigidez num

triplo produto matricial.

{[Ru] [RIE]} { [£] [0 }{[ | [o] }{m’ [Rrr} (53)
(& ] [Re:]] LIRT] [ALLO] [R]][0] (1]

sendo :

L] - matriz triangular inferior com termos unitarios na diagonal principal

RT] - matriz retangular

0] - matriz nula

[

[

[

[I] - matriz identidade
[D] - matriz diagonal
[

* . . I3 .
R ] - matriz simétrica condensada.

Da equagdo ( 53 ), obtém-se as seguintes expressoes :

[R,]=[L]D]L] (54)
[Rei|=[Re] =[RTIDILY (55)
[R.:]|=[R"]+[RTID]RT]) (56)

Relacionando-se a equacao ( 53 ) em ( 52 ), encontram-se os seguintes sistemas

desacoplados :

o o) =1l (s)

onde :

oL o) &
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-
Da equagio ( 55 ), encontra-se a expressdo da submatriz [RT], como sendo :
[RT]=[R, ][[DL]] (60)
Da equagio ( 56 ) , tira-se :
[R*] =Ry ]-[RT] DI RTT (61)

Das equagdes ( 60 ) e ( 61 ), determinam-se as expressdes genéricas dos termos da

matriz [RT] e [R'], respectivamente.

1 il
RTi,j = D_Ri+NI,j - ZRTi,ij,ka,k (62)
i k=1
e
. N
Rij= Ri+NI,j+NI - ZL i’ka,k (63)
k=1
sendo :

Rj; - termo da matriz de rigidez original

NI - nimero de coordenadas internas.

Observa-se que a matriz [R"], pode ser determinada a partir da triangularizagdo de

Gauss até a coluna referente a ultima coordenada interna.
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[R)] [Re]| e [[L]7 [RT]
{[ 10 [R] (o4)

[R]{D;}={F ) (65)

lembrando-se que [R*] e [FE*] representam a matriz de rigidez e o vetor de forgas

nodais, em funcdo das coordenadas externas, respectivamente.

Da equagdo ( 58 ), conclui-se que :

{07} ={D,} (66)

(F :[L]{Fl*} (67)
{FE*} = [RT]{FI*} + {FE} (68)
{FE*}:{FE}—[RT]{FI*} (69)

Uma vez calculado {F; } da equagio ( 67 ), pode-se obter {D; }, de acordo com a

equagao (57):
[D]{D,"} ={F} (70)

A partir da equagdo ( 58 ), encontra-se a expressao do vetor deslocamento das

coordenadas internas {D;}, como sendo :
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(o} =[] ({p. ) ~[rT)" (D)) (1)

Analisando-se as equacdes ( 65 ) e ( 69 ), observa-se que ndo € necessario inversoes
. * * . y

de matrizes para se obter [R ] e {Fg }, resultando assim, num método de menor

nimero de operagdes numéricas ¢ menor esfor¢o computacional que o método

tradicional.
4.3 Contribuicio dos pilares 2 matriz de rigidez da estrutura

Devido a presenga dos pilares, a matriz de rigidez de cada subestrutura relaciona-se
com o pavimento superior e inferior. A contribuicdo da rigidez dos elementos
horizontais a subestrutura fica restrita ao proprio pavimento em que estdo contidos,
assim, para um pavimento K , a matriz de rigidez dos elementos horizontais, ja nas
coordenadas da subestrutura, sdo espalhadas apenas nas matriz [R]x k.

Entretanto, os termos da matriz de rigidez dos pilares, sdo espalhadas nas matrizes

[Rlkx, [R]lkx-1 € [R]k-1k-1, onde o indice K-1 representa o pavimento inferior ao K.

O enderecamento dos termos da matriz de rigidez condensada de cada elemento
contido no pavimento, a matriz de rigidez [R]x x da subestrutura, depende de suas
conectividades com os noés dos pilares. Sabe-se que as coordenadas envolvidas no

espalhamento da matriz de rigidez do pilar sdo :

- coordenadas independentes nos eixos do proprio pilar, com os

respectivos enderegamentos :

- 6)( = 3j—2
- oy = 3j-1
-0z=3j
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- coordenadas dependentes, referente ao movimento de corpo rigido das

lajes, que sdo :

—SY:NT—Z
-52=NT-1
- 0x =Nr

onde:

-j refere-se ao numero do n6 do pilar na discretizagdo do pavimento
-Nrt o niimero total de coordenadas da subestrutura, sendo Nt = 3*(Np +1) com

N, sendo o numero de pilares de cada pavimento

4.4 Subestruturacio em série

Como o sistema estrutural é dividido em varias subestruturas em série, a matriz de
rigidez global serd formada pela contribui¢do das matrizes de rigidez de todos os
andares ja na forma condensada, observando obviamente sua seqiiéncia de

numeragdo. Assim, o sistema de equilibrio global fica expresso por :

][] o (o) | [1F),
[R]Nfl,N [R]Nfl,Nfl [R]NTI,N72 [D]Nfl [F]Nfl
W [Rlo [R],. o f={mp

Rl [R], [’ o) ||,
1] &), []],, || 0], || ¥,

Os indices das submatrizes indicam os pavimentos a que se referem, sendo [D]x o
vetor deslocamento e [F]x o vetor de for¢as nodais de um pavimento genérico K,
considerando-se j& forcas nodais equivalentes. A primeira linha da matriz

corresponde ao ultimo pavimento N do edificio, e a tltima linha refere-se a base do
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edificio, representado pelo numero 0. Respeitando essa numeracao, observa-se que a

matriz de rigidez global ¢ uma matriz simétrica em faixa (banda).

Da primeira linha do sistema de equacdes ( 72 ) tem-se :

[R]xx[D] +[R]y [Pl =[Fy

Da segunda linha resulta :

(R [D]y +[R]y v [ D]y +[R] v oDl

(73)

(74)

Substituindo-se a expressdo de [D]x que se obtém em ( 73 ) na equagdo acima,

encontra-se :

{[R]N—I,N - [R]N—I,N [R]]_VI,N [R]N,N—l }[D] o1 T

+ [[R]N—I,N—Z [D]N—Z = {[F]N—l - [R]N—I,N [R];\/I,N [F]N}

Definindo :
[R]*N—I,N—l = [R]N—I,N—l o [R]N—I,N [R]I:II,N [R]N,N—l
e
[F];—l - [F]N—l a [R]N—I,N [R] I_\II,N [F]N
temos:

(75)

(76)

(77)

(78)
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Eliminando-se de maneira andloga os deslocamentos das equagdes de equilibrio
subseqiientes, num processo de substituicdo para frente (método da eliminagdo em

série), num andar genérico K, encontra-se :

[R][P]c +[R]i [Pl =[Fl (79)
onde

[R] ;,K = [R] KK [R] K,K-1 [R] ::1,1(71 [R] K-1,K ( 80 )

[l = [Fle =[RIce [R]Cen [T (81)

A ultima eliminagao da série, fica entdo :

[R],,[D], +[R],[D], =[F], (82)

Como a vinculacao na base ¢ susposta engastada, temos que [D]o = 0 ].
Sendo assim, com os deslocamentos na ligagdo estrutura-fundagdo conhecidos, volta-
se as equacdes anteriores, onde através do processo de retro-substituicoes, calculam-
se os deslocamentos de todos os elementos em cada subestrutura, da base até o topo

do edificio.
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Topo
N
- N—1
Serie
N—2
T 5 5 =
K
I
0 Base

Figura 22 : Subestruturacio em série

4.5 Deslocamentos locais nos elementos

4.5.1 Introduciao

Os deslocamentos calculados anteriormente, sdo relacionados as coordenadas globais
das subestruturas. A seguir , sdo descritas as técnicas de calculo matricial

empregadas na obtencdo dos deslocamentos e esfor¢os nas extremidades dos

elementos existentes, segundo seus sistemas de referéncia locais.

4.5.2 Deslocamentos locais nos elementos de viga

Os deslocamentos locais nas extremidades de cada elemento de viga sdo

obtidos através da seguinte expressao :

{u}, =[5 (U}
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onde :

{u}y : representa os deslocamentos nas extremidades de cada elemento de
viga, em coordenadas locais
{U} : representa os deslocamentos nodais determinados nas coordenadas da

subestrutura.

{B}v : matriz de incidéncia cinematica correspondente a cada elemento de

viga.

4.5.3 Deslocamentos locais nos pilares

Os deslocamentos locais nos pilares, de forma analoga para os elementos de

vigas, sdo obtidos através da seguinte expressao :

onde :

{B}p: matriz de incidéncia cinemética de cada pilar

{u}, : representa os deslocamentos nas extremidades de cada pilar, em
coordenadas locais

{U} : representa os deslocamentos nodais determinados nas coordenadas da

subestrutura.

4.5.4 Deslocamentos nos elementos de placa

Os deslocamentos nodais nos elementos finitos sdo calculados diretamente

pela equagao ( 67 ), j4 mencionada no item 4.2.1.

4.6  Forcas nodais
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O vetor de forcas nodais do sistema estrutural ¢ obtido pela contribuigdo direta das
forcas concentradas nos nos, mais as possiveis for¢as nodais equivalentes, devido ao
carregamento distribuido ao longo dos elementos.

{F}Z{F}N0+{F}EQV

onde :

{ F } : vetor de for¢as nodais, em coordenadas locais

{F},,: vetor de forcas concentradas diretamente aplicadas nos nos, em coordenadas

locais

{F} 4, : representa o vetor de for¢as nodais equivalentes, em coordenadas locais.

4.6.1 Forgas nodais equivalentes das vigas

O vetor de forcas nodais equivalentes { fy }rqv das vigas, segundo as coordenadas
locais, corresponde as for¢as segundo estas coordenadas, sem que existam
deslocamentos correspondentes. Por isso, a determinagdo das forcas nodais
equivalentes se resume nos esforgos de engastamento perfeito em cada extremidade.
E no caso de cargas uniformemente distribuidas no seu comprimento, de acordo com

as coordenadas deslocamentos adotadas temos :

{f }T _ —q,l 0 %/12 —q,l 0 _quz
") Egr 2 12 2 12
sendo :

| - comprimento de cada trecho

gv - carga uniformemente distribuida.

Qv
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)P A A

1 |

g, q,l’
12 12
q,l 2 & q,!
2 2

Figura 23 : Carga uniformemente distribuida no elemento de viga

O vetor de forcas nodais equivalentes da viga {Fy}gqv , agora nas coordenadas da

subestrutura, pode ser determinado através da seguinte expressao :

o =18 U

onde [By]" ¢ a transposta da matriz de incidéncia [ Pv ] ja mencionada em 3.2.
4.6.2 Forc¢as nodais equivalentes do elemento DKT

As forgas nodais equivalentes no elemento triangular DKT para um carregamento

uniformemente distribuido ¢, segundo BATOZ et al (1980), sdo dados por :

{FDKT}T:%{I 0010010 0

onde

A - 4rea do elemento triangular.
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©
v
el
wli

Figura 24 : Forcas nodais equivalentes no elemento DKT

Portanto, admite-se que as cargas uniformemente distribuida ¢ , fiquem

representadas apenas por cargas concentradas em cada n6 do elemento.

4.6.3 Forcas nodais na lajes

As forgas laterais do vento, sdo aplicadas no plano médio das lajes ao nivel de cada
pavimento, ¢ tém a sua resultante decomposta nas dire¢des Z, Y e momento nas
coordenadas da subestrutura.

Sendo assim, a contribuicdo das forgas laterais do vento ja ¢ feita diretamente no

vetor de forgas nodais da subestrutura.

4.7 Esforcos solicitantes nos elementos

Uma vez calculados os deslocamentos locais { u, } dos elementos de viga e

{up, } dos pilares e o vetor de for¢as nodais equivalentes, ¢ possivel o célculo dos

esfor¢os internos em cada elemento.

4.7.1 Esforgos solicitantes nos elementos de viga
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Os esforgos solicitantes em cada elemento de viga, sdo dados através da seguinte

expressao , da analise matricial :

{ S}y : esforcos nos extremos de cada elemento de viga

[Kv] : matriz de rigidez local de cada elemento de viga

{ £y }eqv @ vetor de forgas nodais equivalentes do elemento.

{ uy } : deslocamentos nas extremidades de cada elemento de viga, em

coordenadas locais.
4.7.1 Esforgos solicitantes nos pilares

Analogamente, para os pilares, os esfor¢os solicitantes ¢ calculado de acordo

com a expressao abaixo :

(s}, =[],

sendo :
{ up } : deslocamentos nas extremidades de cada pilar, em coordenadas
locais.
{ S }, = esforcos nas extremidades dos pilares

[K,1] = matriz de rigidez local de cada pilar

Observa-se portanto, que no caso dos pilares o vetor de forcas nodais
equivalentes ¢ nulo.

Os esforgos solicitantes que atuam em qualquer secdo do pilar s3o : dois
momentos fletores contidos nos planos principais de inércia, duas forgas cortantes,

um esfor¢o axial e um momento torgor.

4.7.3 Esforcos internos no elemento DKT
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Os esforgos internos presentes no elemento DKT sdo os momentos fletores
My e M, , o momento volvente Myz , € também as forgas cortantes Qy ¢ Q..

Os momentos fletores e volvente podem ser obtidos através da seguinte

equacao :
M, g
M} =M, = [{o},XdX (83)
M)

Utilizando (15)e(18).temos :

— |

{M} = |[D]{k}X*dX =[D], {k} (84)

N =

onde :

{M} - vetor dos momentos

{o}¢- vetor de tensdes devido a flexao

{k} - vetor de curvatura

[D] - matriz que relaciona tensdes com deformacdes.

[D]f - matriz ja definida em na expressao ( 19)

Substituindo-se a equagdo ( 37 ) em ( 84 ), obtém-se a expressao dos
momentos fletores { M } para qualquer ponto no interior ou contorno do elemento,

em fungdo dos seus deslocamentos nodais .

{M} = [D]f[B] {uDKT} (85)
ou entao :

M, 1 D, D, D, [1 & T]] [X]

M, =2 Du Da Dy [ & m] | [Y] f{uoer] (86)

My, D, D, D, [1 g Tl] [[Z]]
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As forgas cortantes ( Qy e Qz ), sdo obtidas através das expressoes da
elasticidade que relacionam as mesmas, com os momentos fletores e volventes .
Qy =My, +M,,,

(87)
Qz = Mz'z + MYZ'Z

4.8 Metodologia para analise iterativa em 2" ordem

4.8.1 Introducao

Para os pilares a matriz de rigidez é formulada em teoria de 2* ordem na sua
posicao deformada.

O célculo de uma estrutura em teoria de segunda ordem exige o
conhecimento prévio dos esfor¢os e deslocamentos, resultantes da sua andlise em
teoria de primeira ordem.

Apos a andlise linear, inicia-se o céalculo em teoria de segunda ordem, com
base nos resultados obtidos anteriormente. Os esfor¢os resultantes sdo novamente
guardados, pois deverdo ser utilizados na andlise da proxima itera¢do. Este processo
se repete varias vezes, sendo as acdes aplicadas constantes ¢ a matriz de rigidez da
estrutura ¢ atualizada em funcdo dos esforgos axiais dos pilares calculados na etapa
anterior. Estes esforcos contribuem para que ocorra uma degenerescéncia gradativa
da rigidez da estrutura, aumentando conseqiientemente os deslocamentos dos seus
nos.

Sendo assim esse processo iterativo prossegue para definir a posi¢do final de
equilibrio da estrutura.

O processo adotado ¢ a técnica de iteragdo direta, no qual os deslocamentos
resultantes deverdo convergir de acordo com um valor de tolerdncia  pré-definido.
A seguir apresenta-se um algoritmo simplificado deste processo iterativo de anélise

nao linear.



Analise da estrutura em teoria de 1* ordem

Calculo e armazenamento dos deslocamentos
de corpo rigido das lajes

Calculo e armazenamento dos esforcos axiais
P nos pilares

v/

Atualiza a matriz de rigidez local dos pilares
[Kp]' com os esforcos axiais P da iteragéo i

65

Calculo e armazenamento dos deslocamentos Nova iterag¢io

de corpo rigido das lajes
Calculo e armazenamento dos esforcos axiais P
nos pilares

Se gp > tolerancia definida ( TOL )

Verifica a

convergéncia

Se gp < tolerancia definida ( TOL )

Figura 25 : Algoritmo da analise iterativa em teoria de 2° ordem

4.8.2 Critério de convergéncia

O processo iterativo devera ser encerrado quando o valor da tolerancia TOL pré-

definida, for igual ou superior ao valor “g4” calculado por :

{51‘} B {5”_1}

o]

&, =

(83)
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onde :

H H - representa a norma Euclidiana de um vetor

{5 ,} - vetor dos deslocamentos no equilibrio.

{5,1_1} - vetor dos deslocamentos na iteragdo anterior a n
A definicdo do fim de um processo iterativo deve ser feita através de um

critério e segundo uma tolerancia pré-definida. O critério adotado, sera o critério de

convergéncia dos deslocamentos.

Como o valor final dos deslocamentos {5 } nao é conhecido ao longo da

.
resolu¢do do sistema de equacdes, ¢ usual utilizar como aproximagdo o ultimo
resultado obtido para o vetor dos deslocamentos {5n}, ou seja o vetor dos
deslocamentos obtidos na iteracdo n. Como neste problema, em teoria de segunda

ordem, ha uma tendéncia geral de crescimento dos deslocamentos, pois ¢ um

problema de degenerescéncia de rigidez, a norma {5;1} deverd ser menor que {é'f}

Entdo a aproximacao de {5n } no lugar de {5 f} atende ao critério de convergéncia,

sendo até mais rigoroso.

Com o intuito de evitar inconsisténcias de dimensdes separa-se o critério de
deslocamentos em dois outros :

- um envolvendo as translacdo do corpo rigido da laje nas diregdes Y e Z.

-outro envolvendo a rotacao do corpo rigido da laje na direcdo X.



5 PROGRAMA COMPUTACIONAL

5.1 Introducao

O principal objetivo deste trabalho ¢ a determinag@o de esforcos e deslocamentos na
estrutura respeitando as hipoteses de calculo feitas nos capitulos anteriores. Para
cumprir este fim, elaborou-se um programa computacional em Fortran Power
Station 90.
Além disso, elaborou-se também um programa interativo, em Visual Basic 4.0, para
auxiliar a montagem do arquivo de leitura de dados. Sua estrutura ¢ composta de
caixas de didlogo que facilitam para o usudrio a entrada de dados necessarios ao
processamento das estruturas. A comunicagdo entre as duas linguagens foi possivel
devido ao acesso de arquivos comuns de leitura.

O sistema de unidades de saida estd sempre de acordo com o sistema de
unidades de entrada, dispensando portanto as transformagdes entre unidades de

mesma grandeza.

5.2 Modularizacido do programa computacional EDIFICIO.F90

A linguagem computacional Fortran Power Station 90 permite que um
programa computacional de maior porte seja dividido em varios modulos ou
“Workspaces ““, de modo a organizar melhor o seu entendimento e com a intengao
também de aproveitar melhor a memoria do computador.

Dessa forma, o programa computacional EDIFICIO.F90 encontra-se dividido

em cinco “Workspaces “ ou moédulos descrito a seguir.

5.2.1 Workspace MATRIZ.F90
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Este moédulo do programa realiza a leitura de dados dos arquivos gerados
pelo programa interativo EDIFICIO.VBP elaborado em Visual Basic 4.0. Faz ainda

as seguintes etapas de programagao :

- montagem da matriz de rigidez local de cada elemento

- condensagdo estatica para a montagem da matriz de rigidez do elemento
quadrangular, a partir de 4 elementos finitos DKT.

- montagem da matriz de rigidez e do vetor de for¢as nodais de cada
subestrutura.

- montagem da matriz de rigidez condensada do pavimento, através da

subestruturagao em paralelo.

5.2.2 Workspace MONTAGEM.F90

Este médulo realiza a montagem da matriz de rigidez e do vetor de forgas nodais,
mas agora considerando todos os andares do edificio. Esta composi¢do da matriz de
rigidez global do edificio a partir da matriz de rigidez das subestruturas ¢ realizada
através da composicdo das rigidezes de todas as subestruturas a partir do ultimo
pavimento, adicionando-se sempre a parcela da rigidez das coordenadas de base da
subestrutura anterior com as coordenadas de topo da subestrutura seguinte, até que se
chegue ao primeiro andar do edificio. De acordo com a expressao ( 72 ), sabe-se que
o sistema de equilibrio global resultante apresenta a matriz de rigidez em banda, em

conseqliéncia da numeragdo sequencial adotada para os andares.
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Topo
N
. N—1
Serie
N—2
T F F =
K
1
0 Base

Figura 26 : Montagem da matriz de rigidez global da estrutura

5.2.3 Workspace SERIE.F90

Este moédulo, como o préprio nome diz, realiza a subestruturagdo em série do
sistema construido pela Workspace MONTAGEM.F90. Com a resolugdo desse
sistema sdo calculados os deslocamentos nos andares, isto €, deslocamentos nos
pilares e de corpo rigido das lajes. O processo numérico adotado para o calculo dos

deslocamentos foi 0 método de eliminacdo de GAUSS.

5.2.4 Workspace DESLOCAMENTO.F90

Este modulo determina os deslocamentos dos nos internos do pavimento,

representados pelos elementos de viga e placa.

5.2.5 Workspace ESFORCO.F90

Finalmente o tltimo médulo, que realiza o célculo dos esfor¢os em todos os

elementos de cada pavimento do edificio, referente as suas coordenadas locais.
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5.3 Tipos de analises realizadas

Com algumas simples alteracdes no programa computacional e/ou entrada de
dados, ¢ possivel encontrar resultados através de até 8 modelos de andlises,

considerando-se trés hipoteses de calculo descritas a seguir.

5.3.1 Analise tridimensional considerando ou nao a rigidez transversal das

lajes.

E possivel desprezar a influéncia da rigidez transversal das lajes na estrutura,
anulando-se os termos da matriz de rigidez dos elementos de placa ( elemento

DKT). Esta mudanga ¢ feita no sub-programa MATRIZ.F90.

5.3.2 Analise tridimensional em teoria de primeira ordem ou segunda ordem

para os pilares.

Para a analise estrutural em teoria de segunda ordem, deve-se alterar a matriz
de rigidez dos pilares com os esfor¢os axiais, que foram previamente obtidos em
teoria de primeira ordem.

Dessa forma, com os esfor¢os e com a mudanga da matriz de rigidez local dos
pilares, a analise da estrutura em teoria de segunda ordem, ¢ entdo realizada
iterativamente.

A mudanga ¢ novamente realizada no sub-programa MATRIZ.F90.

5.3.3 Analise tridimensional com trechos rigidos ou sem trechos rigidos
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Neste modelo, a simulacdo de trechos rigidos pode ser neglicenciada
desprezando-se as excentricidades entre viga-pilar. A mudanca deve ser feita na

entrada de dados, atribuindo-se valores nulos as excentricidades.

Temos portanto, que a analise estrutural pode ser feita considerando até 8
modelos estruturais diferentes, como ¢ mostrado na tabela a seguir.
O sub-programa EDIFICIO.VBP, permite-se a escolha com qual modelo ou

modelos o usudrio deseja que a estrutura seja analisada.

Tabela 03 : Tipos de modelos possiveis para analise

Modelo Consideracio ou ndo da Consideracio ou ndo | Teoria para os
Rigidez Transversal da Laje | de Trechos Rigidos pilares
1 NAO NAO 1°. ordem
2 SIM NAO 1°. ordem
3 NAO NAO 2% ordem
4 SIM NAO 2% ordem
5 NAO SIM 1°. ordem
6 SIM SIM 1°. ordem
7 NAO SIM 2% ordem
8 SIM SIM 2% ordem

5.4 Programacao em Visual Basic 4.0
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O VISUAL BASIC 4.0 ¢ um software muito interessante, pois permite ao
programador criar sofisticados programas para o ambiente Windows 95.

Como o nome sugere, grande parte do trabalho de programacao com o Visual
Basic ¢ feito visualmente. Isso significa que na fase de elaboracdo, vocé pode
verificar como o projeto ird comportar-se ao ser executado. Trata-se de uma grande
vantagem sobre outras linguagens de programagao, pois ¢ possivel alterar e testar os
programas até o programador ficar satisfeito com as cores, tamanhos e imagens
incluidas no programa.

Sabe-se que na grande maioria dos programas de analise estrutural, um dos
grandes problemas ¢ a entrada de dados, que ¢ normalmente fornecida via teclado ou
um arquivo com os dados da estrutura ¢ construido em algum editor de texto ASCII e
entdo o programa computacional executa este arquivo.

Porém, com as janelas criadas pelo Visual Basic, esse problema de erros
criados na entrada de dados ¢ extremamente diminuido, pois erros comuns de
consisténcia de dados sdo imediatamente avisados ao usuario, através de caixas de
didlogo. Além disso as janelas de didlogo facilitam a introducdo dos dados
necessarios ao processamento da estrutura.

Por esses e outros motivos, adotou-se o Visual Basic 4.0, para a criacdo do
pré-processador do programa Computacional para a analise estrutural.

E através do programa EDIFICIO.VBP que é realizada entrada de dados,
através de menus e janelas de extracdo de dados. Com isso a entrada de dados ¢

facilitada para o usudrio, fornecendo um maior profissionalismo ao trabalho.
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5.6 Resultados

Para cada estrutura analisada sdo criados 04 arquivos de saida, contendo os
resultados obtidos pelo programa computacional EDIFICIO.F90

As extensdes dos arquivos criados sdo de acordo com o tipo de modelo de
analise no qual a estrutura foi executada. Por exemplo, se a estrutura for executada

com o Modelo 1, os arquivos de saida serdo :

- ANDAR.MD1 : contém os deslocamentos independentes de todos os
pilares e também os deslocamentos de corpo rigido das lajes.

- PAVIM.MDI1 : contém os deslocamentos dos nos internos do pavimento,
com as respectivas coordenadas. Os nos internos dos pavimento sdo os nds dos
elementos de viga e placa que ndo possuem conectividade com os pilares.

- PILAR.MD1 : contém os esforcos nos pilares em todos os pavimentos do
edificio. Os esfor¢os nos pilares estdo relacionados de acordo com o sistema de
coordenadas locais.

- VIGA.MD1 : contém os esforcos nos elementos de viga, de acordo com o
sistema de coordenadas locais. Os esforcos solicitantes nas vigas sempre estdo

relacionados ao seu trecho flexivel.

Deve-se salientar ainda, que poderdo ser executados para a mesma estrutura
até os 8 modelos fornecidos na tabela 03. Sendo assim os arquivos terdo extensdao
MDI1 para o Modelo 1, MD2 para o Modelo 2 ; e assim sucessivamente at¢ MDS8
para o Modelo 8.

5.7  Limitacées do programa

Atualmente com o rapido avango computacional ¢ talvez obsoleto tratar o
assunto de limites de processamentos para os microcomputadores e softwares
existentes , ja que esses possuem uma grande capacidade de memoria para resolver

problemas de grande porte.
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O software Fortran Power Station 90, utilizado na elaboragdo do programa
computacional, permite realizar a alocagdo dindmica de memoria para matrizes e
vetores. Sendo assim, somente o espaco a ser realmente utilizado por determinada
matriz ou vetor serd ocupado. Sendo assim, ndo ¢ necessario reservar no inicio do
programa grandes areas de memoria para matrizes e vetores que poderdo ao longo da
execucdo do programa ter dimensdes menores que as inicialmente reservadas.

Com o objetivo de obter ainda um melhor aproveitamento da memoria do
computador, as matrizes de rigidez referentes as coordenadas internas e externas do
pavimento sdo armazenadas em vetores contendo apenas os elementos situados
acima da diagonal principal. Isto ¢ possivel devido a simetria das matrizes.

Como se esta usando o Método dos Elementos Finitos para a discretizacao do
pavimento, o tempo de processamento sera proporcional ao nimero de pontos nodais
utilizados na referida discretizagdao. Além disso, o tempo de processamento depende
do niimero de andares da estrutura. Porém como estd se utilizando técnicas de
subestruturagdo, o numero de andares nao ¢ um parametro limitante para o programa
computacional, pois o sistema de equacdes do equilibrio global da estrutura ¢
fun¢do apenas do proprio andar e dos andares superior e inferior, como pode ser

visto no item 4.4.



6 EXEMPLOS NUMERICOS

6.1 Introducao

Apresenta-se a seguir trés exemplos numéricos, cujos resultados sao
analisados com o intuito de se obter conclusdes a respeito do comportamento
estrutural dos edificios altos quando se considera a rigidez transversal a flexao das
lajes e a ndo linearidade geométrica dos pilares.

Para cada estrutura analisada sdo feitas comparagdes dos resultados obtidos
pelo programa computacional de acordo com os modelos de anélise ja apresentados,
na TABELA 03.

Para facilitar a entrada de dados das forgas do vento, o sistema de referéncia
do edificio localiza-se no centro geométrico de cada pavimento, dispensando assim
a inclusdo de sua componente de momento. Além disso, as forcas laterais do vento
sdo concentradas ao nivel de cada pavimento e a estrutura ¢ suposta engastada na
base.

Seria interessante a listagem dos arquivos de dados, porém, devido a grande
quantidade de informagdes que se obtém para cada edificio quando se utiliza o
M¢étodo dos Elementos Finitos, tornar-se inviavel a impressao de todos os resultados.
Dessa forma, optou-se por apresentar alguns dados na forma de graficos que

permitem uma melhor visualizagdo dos resultados encontrados.
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6.2 Exemplo 01

Neste exemplo estuda-se uma estrutura com todos os pavimentos iguais em

planta conforme a Figura 58, tendo as seguintes caracteristicas :

- Espessura constante da laje : 15 cm

- pé-direito dos andares : 290 cm

- nimero de andares : 15

- médulo elasticidade : 2000 kN/cm?

- coeficiente de Poisson : 0,25

- Carga uniformemente distribuida nas lajes : 8kN/m”

- Carga distribuida nas vigas : 10kN/m

- As dimensdes do pilares e vigas encontram-se na planta do pavimento tipo,

com suas medidas em centimetros.

As forgas do vento foram determinadas respeitando-se a norma NBR 6123 |
com :

- velocidade basica Vo = 40 m/s

- fator S; =1,0

- fator S, = 1,0

- fator S; - classificado na categoria V e classe B

Sendo assim apresenta-se a seguir as componentes das forca do vento

concentrada ao nivel de cada laje



Tabela 04 : Forcas do vento para o exemplo 01

95
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PAVIMENTO | FORCA F (kN)
15 30.84
14 61.13
13 60.54
12 59.92
11 59.24
10 58.51
09 57.71
08 56.84
07 55.86
06 54.75
05 53.47
04 51.94
03 50.04
02 47.47
01 43.38

A estrutura ¢ analisada de acordo com 04 modelos descritos a seguir :

MODELO 01 : Anélise tridimensional sem a consideracao de trechos rigidos e sem

a considera¢do da rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 1* ordem.

MODELO 02 : Analise tridimensional sem a considera¢do de trechos rigidos e

considerando a rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 1% ordem.

MODELO 03 : Anélise tridimensional sem a consideracao de trechos rigidos e sem

a considera¢do da rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 2* ordem.

MODELO 04 : Analise tridimensional sem a consideragdo de trechos rigidos e

considerando a rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 2* ordem..

Nas paginas seguintes, parte dos resultados encontrados pelo programa neste

exemplo sdo apresentados e dispostos em graficos.
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Figura 61 : Esforco Normal no P13
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Analisando a Figura 60, observa-se que ao computar a rigidez a flexdo das
lajes na estrutura, os deslocamentos horizontais dos pavimentos sao menores que 0s
obtidos pelo modelo que as consideram como diafragmas totalmente flexiveis. A
percentagem de redugdo dos deslocamentos foi em torno de 3 %, tanto na analise
linear como em teoria de 2* ordem.

Com os deslocamentos reduzidos, verifica-se de uma forma geral uma
reducdo dos esforcos de flexdo nos elementos estruturais, como pode ser verificado
nos pilares e nas vigas.

Com a considerag¢do da ndo linearidade geométrica para os pilares houve um
aumento nos deslocamentos laterais em torno de 11,5 %, como pode ser visto na
Figura 60. Com o aumento dos deslocamentos houve de maneira geral, uma
redistribuicao dos esfor¢os nos elementos. Isto deve-se ao fato de que ao considerar
o equilibrio do pilar na posi¢ao deslocada, ha o aparecimento de esforgos adicionais
na estrutura, os quais aumentam os deslocamentos.

Com a consideracdo da rigidez transversal da laje, em alguns casos, os

esfor¢cos em teoria de 2* ordem , foram menores que os esfor¢os em teoria de 1°
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ordem onde nao se considerou a rigidez transversal da laje. Isto pode ser visto
através das Figuras 61, 62, 68 e 72.

Através dos graficos € possivel observar uma redistribuicdo dos esfor¢os nos
elementos estruturais. Em alguns casos também, com a consideracdo da rigidez
transversal da laje alguns esfor¢os aumentaram e/ou com a consideracao da nao-
linearidade geométrica para os pilares alguns esforcos também diminuiram. Isto
ocorre devido ao fato que o equilibrio de esforgos na estrutura deve ser verificado,
independente de qual hipdtese de célculo esteja sendo adotado.

A Figura 59 traz o malha de elementos finitos quadrangulares que foi
utilizada no exemplo. Foram utilizados 262 elementos finitos quadrangulares, sendo
que cada elemento finito quadrangular ¢ formado a partir da condensagao estatica de
04 elementos finitos DKT. Foram testadas outras malhas mais refinadas, porém nao
se observou mudangas significativas nos deslocamentos e esfor¢os, porém o tempo
de processamento aumentou consideravelmente com o aumento do numero de

elementos finitos utilizados.

6.3 Exemplo 02

Neste exemplo analisa-se um edificio com todos os pavimentos iguais em

planta conforme a Figura 73, tendo os seguintes dados :

- Pé-direito : 300 cm

- Numero de Andares : 20

- Carga uniformemente distribuida nas lajes : 5,0 kN/m?
- Carga distribuida nas vigas : 12kN/m

- Espessura das lajes : 15 cm

- Médulo de Elasticidade : 3500 kN/cm®

- Coeficiente de Poisson :0,25



106

As dimensdes dos pilares e das vigas encontram-se na planta do pavimento

tipo, com suas medidas em centimetros ( cm )

As forcas do vento foram determinadas respeitando-se a norma NBR 6123 ,

com ¢

- velocidade basica Vo =40 m/s

- fator S; =1,0
- fator S, =1,0

- fator S; - classificado na categoria V e classe B

Sendo assim apresenta-se a seguir as componentes das for¢ca do vento em

cada pavimento

Tabela 05 : Forcas do vento para o exemplo 02

PAVIMENTO | FORCA F (kN) | PAVIMENTO | FORCA F (kN)
20 32.79 10 59.14
19 65.15 9 59.14
18 64.69 8 58.21
17 64.21 7 57.21
16 63.71 6 56.08
15 62.60 5 54.77
14 62.00 4 53.20
13 61.37 3 51.25
12 60.68 2 48.62
11 59.93 1 44.43

Novamente a estrutura foi analisada de acordo com os 04 modelos

apresentados abaixo :

MODELO 01 : Anélise tridimensional sem a consideracdo de trechos rigidos e sem

a considera¢do da rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 1* ordem.

MODELO 02 : Analise tridimensional sem a considera¢do de trechos rigidos e

considerando a rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 17 ordem.
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MODELO 03 : Anélise tridimensional sem a consideracao de trechos rigidos e sem

a considera¢do da rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 2* ordem.

MODELOQO 04 : Analise tridimensional sem a considera¢do de trechos rigidos e

considerando a rigidez transversal a flexdo das lajes, em teoria de 2° ordem.

Nas paginas seguintes, parte dos resultados encontrados neste exemplo sao

apresentados e novamente dispostos em graficos
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Verifica-se novamente que ao se levar em conta a rigidez transversal a flexao
das lajes ocorre uma reducdo dos deslocamentos horizontais nos pavimentos
(Figuras 74 e 75). H4 uma diminui¢ao da translacdo em Z de corpo rigido da laje
(Figura 72 ) na ordem de 9%, devido a contribui¢do da rigidez da laje. Considerando
teoria de 2° ordem essa reducdo foi de 10 %.

A Figura 77 evidencia o aumento na forca normal do Pilar 19, quando a
estrutura ¢ analisada em teoria de 2°. ordem comparada a analise em 1°. ordem.

Através das Figuras 81 a 83, verifica-se, em geral , que os esfor¢os em teoria
de 2" ordem considerando a rigidez transversal da laje, foram menores que os
esfor¢os em teoria de 1* ordem sem a consideragdo da rigidez de laje. Portanto,
também neste caso a consideragdo da rigidez transversal da laje, foi importante na
contribui¢do da rigidez global da estrutura.

Se calculada a translagdo do Pilar 06 na dire¢ao “Z”, que se encontra a 10,5
m da origem do sistema de referéncia adotado, devido a rotacdo do ultimo pavimento
do edificio obtido no Modelo 01 ( 0,1300 x107 ), o Pilar 06 neste nivel desloca-se
1,36cm, o que representa 24 % da componente do deslocamento horizontal
correspondente.

Sendo assim, dai vem a importincia de se considerar a estrutura no espaco
tridimensional para que tais efeitos nao sejam desprezados.

Para a discretizacdo do pavimento as conclusdes foram analogos as do exemplo 01,
com relagdao a numero de elementos finitos utilizados. Neste exemplo utilizou-se 216

elementos finitos quadrangulares.

6.3 Exemplo 03

Neste exemplo analise-se um edificio com todos os pavimentos iguais em

planta conforme a Figura 85, tendo os seguintes dados :

- Pé-direito : 270 cm
- Numero de Andares : 30

- Carga uniformemente distribuida nas lajes : 10,0 kN/m*
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- Carga distribuida nas vigas : 8 kKN/m

- Espessura das lajes : 15 cm

- Médulo de Elasticidade : 2000 kN/cm®

- Coeficiente de Poisson :0,25

As dimensdes dos pilares e das vigas encontram-se na planta do pavimento
tipo, com suas medidas em centimetros ( cm )

As forcas do vento foram determinadas respeitando-se a norma NBR 6123 ,
com :

- velocidade basica Vo =40 m/s

- fator S; =1,0

- fator S, =1,0

- fator S; - classificado na categoria V e classe B

Sendo assim apresenta-se a seguir as componentes das for¢a do vento em

cada pavimento

Tabela 06 : Forcas do vento para o exemplo 03

PAVIMENTO | FORCA F1 (kN) | PAVIMENTO | FORCA F1 (kN)
30 25.90 15 47.34
29 51.57 14 46.91
28 51.34 13 46.46
27 51.10 12 45.98
26 50.85 11 45.47
25 50.59 10 44.91
24 50.32 09 44.03
23 50.04 08 43.62
22 49.75 07 42.87
21 49.45 06 42.02
20 49.14 05 41.04
19 48.81 04 39.86
18 48.47 03 38.40
17 48.11 02 36.43
16 47.74 01 33.29

Este exemplo foi analisado através dos 08 modelos possiveis de andlise,

apresentados na TABELA 03.
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Porém para uma melhor visualizagdo dos graficos dos resultados, estes estdo

apresentados em dois casos separados :

a) Analise sem a consideracio dos trechos rigidos entre vigas e pilares

MODELO 01 : Analise tridimensional sem a consideracdo da rigidez transversal a
flexdo das lajes, em teoria de 1° ordem.
MODELO 02 : Analise tridimensional com a consideragdo da rigidez transversal a
flexdo das lajes, em teoria de 1* ordem.
MODELO 03 : Andlise tridimensional sem a consideracao da rigidez transversal a
flexdo das lajes, em teoria de 2° ordem.
MODELO 04 : Analise tridimensional com a consideragdo da rigidez transversal a

flexdo das lajes, em teoria de 2°* ordem.

b) Analise com a consideracao dos trechos rigidos entre vigas e pilares

MODELO 05 : Analise tridimensional sem a consideracdo da rigidez transversal a
flexdo das lajes, em teoria de 1° ordem.
MODELO 06 : Analise tridimensional com a considerag¢do da rigidez transversal a
flexdo das lajes, em teoria de 1° ordem.
MODELO 07 : Andlise tridimensional sem a consideracao da rigidez transversal a
flexdo das lajes, em teoria de 2° ordem.
MODELO 08 : Analise tridimensional com a consideragdo da rigidez transversal a

flexdo das lajes, em teoria de 2°* ordem.

Nas paginas seguintes, parte dos resultados encontrados pelo programa neste

exemplo sdo apresentados e novamente dispostos em graficos.
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Figura 86 : Discretizacio do pavimento tipo do exemplo 03
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Através dos graficos mostrados neste exemplo, verifica-se de forma geral que com a
consideragao dos trechos rigidos entre viga-pilar, ocorre uma redug¢dao dos
deslocamentos e uma redistribui¢do dos esforgos nos elementos estruturais. Porém o
comportamento da estrutura com ou sem a consideracdo de trechos rigidos ¢
semelhante, esteja sendo ou ndo considerada a rigidez transversal a flex@o das lajes.
Para a discretizagdo do pavimento foram utilizados 256 elementos finitos

quadrangulares.

6.5  Parametros de instabilidade global

6.5.1 Parametro o

O parametro de instabilidade, conhecido por “a” foi inicialmente proposto
por BECH & KONIG (1966) , como uma grandeza capaz de avaliar a sensibilidade
da estrutura em relagdo aos efeitos de 2°* ordem.

O modelo proposto considera um pilar engastado na base, com carga vertical
distribuida ao longo de sua altura, supondo-se comportamento eldstico-linear. O

parametro fica, entdo, definido do seguinte modo :

OLZH@ (89)

onde :
H - altura total do pilar

F - carga vertical caracteristica no pilar

EI - produto de rigidez do pilar
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Segundo a teoria desenvolvida pelos autores, para o superior a 0,60 , torna-se
necessaria a consideracdo do efeito de segunda ordem no pilar.

Posteriormente, FRANCO (1985) estendeu este conceito para o caso de
estruturas de edificios altos, uma vez que pode-se fazer analogia entre um edificio
alto a uma coluna engastada na base, com os pavimentos tipo conferindo as cargas
verticais o carater de carregamento uniformemente distribuido.

Dessa forma o parametro “a” fica melhor representado no caso de estruturas

de edificios altos pela expressao :

H F (90)
a =
¢ (El)eqk
onde :
ED.q - rigidez equivalente dada por :
(EDeqi - 1ig q p
q.H*
El,, = ;Tk (91)

onde :

gk - carga horizontal uniformemente distribuida ao longa da estrutura
ax - flecha no topo da estrutura
H - altura total da edificacao

Fy - carga vertical total na edificacao

Na analise de edificios altos, o parametro o serve como indicador da
necessidade ou ndo de se levar em conta os efeitos de 2° ordem. Assim, pode-se
desprezar os efeitos de 2* ordem quando o valor calculado de o for menor que Ouin
Isto equivale a dizer que os esforcos devido as cargas laterais, em segunda ordem,
ndo ultrapassam em 10 % os de 1* ordem.

Alguns valores de oy, para edificios de varios pavimentos, foram propostos

de forma a viabilizar a sua ulilizagao.
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De acordo com o CEB (1977), para edificios de varios pavimentos tém-se :

o, <02+0,1-n ;paran<3
(92)

o, <0,6 ;paran>4

lim

onde n indica o numero de pavimentos do edificio.

De acordo com o CEB(1977), deveria ser realizada uma analise de 2* ordem,

pois o valor de oy > 0,60.
6.5.2 Parametro yyz

Um outro parametro de instabilidade foi proposto por FRANCO &
VASCONCELOS (1991) como um coeficiente majorador dos esfor¢cos em primeira
ordem, para obtencao dos esforcos finais, os quais ja incluem os esforcos de segunda
ordem.

O parametro de instabilidade yz pode ser calculado pela expressdo :

1
_ 93
S 37 (93)

SF b,
onde :

P; - carga vertical total no pavimento i

F;i - carga horizontal aplicada ao nivel do pavimento i
z; - deslocamento horizontal total do pavimento i

h; - altura correspondente ao pavimento i em relagdo a base do edificio

Desse modo, pode-se obter uma aproximacdo dos esfor¢os em teoria de

segunda ordem da estrutura, com uma analise simplificada em primeira ordem.

6.5.3 Parametro ax eyz para o EXEMPLO 01



No caso do Exemplo 01 temos :

-a,=9,626 cm

- qk = 19,14 kN/m
-H=15%x290=43,5m

- Fx=3926 x 15 =58890 kN

g H' 19,14-(435)°
~ 8a,  8-0,09626

58890
o, =435 |———————=111 >0,6
88994489,66

Com o auxilio da Tabela 07 .o parametro yz pode ser facilmente calculado

- EI

eqk

= 88994489,66 kN.m’

1
2277119
> 18903,36

¥, = =117 >110

Tabela 07 : Tabela auxiliar no calculo do parametro yz
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Andar hi Fi Zi Pi Pi*Zi Fi*hi
- m kN cm kN kN.m kN.m
15 43.5 30.84 9.626 3926 377.91676 1341.54
14 40.6 61.13 9.076 3926 356.32376 2481.878
13 37.7 60.54 8.483 3926 333.04258 2282.358
12 34.8 59.92 7.861 3926 308.62286 2085.216
11 31.9 59.24 7.211 3926 283.10386 1889.756
10 29 58.51 6.538 3926 256.68188 1696.79
9 26.1 57.71 5.139 3926 201.75714 1506.231
8 23.2 56.84 4.423 3926 173.64698 1318.688
7 20.3 55.86 3.704 3926 145.41904 1133.958
6 17.4 54.75 2.989 3926 117.34814 952.65
5 14.5 53.47 2.283 3926 89.63058 775.315
4 11.6 51.94 1.597 3926 62.69822 602.504
3 8.7 50.04 0.9419 3926 36.978994 435.348
2 5.8 47.47 0.3504 3926 13.756704 275.326
1 2.9 43.38 0.3632 3926 14.259232 125.802

somatorio 2771.187 18903.36

Tabela 08 : Momento Fletor Superior MY no Pilar 16 ( kN.cm )




Andar Modelo 01 Modelo 02 Modelo 03 Modelo 04
15 -2565 -2491 -2911 -2784
14 -2596 -2601 -2992 -2941
13 -2851 -2840 -3255 -3191
12 -3096 -3074 -3506 -3431
11 -3328 -3297 -3742 -3655
10 -3547 -3507 -3962 -3865
9 -3748 -3700 -4160 -4055
8 -3926 -3873 -4332 -4221
7 -4077 -4022 -4473 -4359
6 -4193 -4139 -4575 -4463
5 -4267 -4219 -4630 -4525
4 -4287 -4250 -4624 -4533
3 -4223 -4208 -4523 -4459
2 -3982 -4010 -4223 -4210
1 -2485 -2558 -2582 -2630
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Através da Tabela 08, verifica-se que os momentos fletores aumentaram em média

10 % , comparando-se teoria de 1* ordem com 2" ordem, sem a considera¢do da

rigidez transversal da laje.

Porém, com a consideragio da rigidez da laje em teoria de 2* ordem esta diferenga

diminui para 8 %, em relagdo a andlise em teoria de 1° ordem sem a consideragéo dar

rigidez transversal da laje.

6.5.4 Parametro yz e ax para o EXEMPLO 02

No caso do exemplo 02 temos :

-a,=5,780 cm

- gk = 18,54 kN/m
-H=20x3,00=60m

- Fx=3871,5x20 = 77430 kN

g, H' 1854-(60.0)°

- EI =
8a,  8-0,05780

eqk

77430
a, =600,/ ———77—- =073 >0,60
5190633218

=5190633218 kN.m’



Com o auxilio da Tabela 08 o parametro yz pode ser facilmente calculado

Vz =

1
> 2667
73695739

=1,08

~ 1,10

Tabela 09 : Tabela auxiliar no calculo do parametro yz
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Andar h; F; Z; P, P;*z; F;*h;
- m kN cm kN kN.m kN.m
20 60 32.79 5.78 3871.5 223.7727 1967.4
19 57 65.15 5.646 3871.5 218.58489 3713.55
18 54 64.69 5.496 3871.5 212.77764 3493.26
17 51 64.21 5.326 3871.5 206.19609 3274.71
16 48 63.71 5.134 3871.5 198.76281 3058.08
15 45 63.17 4921 3871.5 190.516515 2842.65
14 42 62.6 4.687 3871.5 181.457205 2629.2
13 39 62 4.433 3871.5 171.623595 2418
12 36 61.37 4.159 3871.5 161.015685 2209.32
11 33 60.68 3.867 3871.5 149.710905 2002.44
10 30 59.93 3.557 3871.5 137.709255 1797.9
9 27 59.14 3.231 3871.5 125.088165 1596.78
8 24 58.21 2.889 3871.5 111.847635 1397.04
7 21 57.21 2.533 3871.5 98.065095 1201.41
6 18 56.08 2.166 3871.5 83.85669 1009.44
5 15 54.77 1.788 3871.5 69.22242 821.55
4 12 53.2 1.402 3871.5 54.27843 638.4
3 9 51.25 1.012 3871.5 39.17958 461.25
2 6 48.62 0.6212 3871.5 24.049758 291.72
1 3 44.43 0.245 3871.5 9.485175 133.29
Somatorio 2667.20024 36957.39

Tabela 10 : Momento Fletor Superior MY no Pilar 20 ( kN.cm )

Andar

Modelo 01

Modelo 02

Modelo 03

Modelo 04

20

-10560

-8783

-11040

-9182




19 -7896 -7100 -8326 -7480
18 -9210 -8240 -9696 -8667
17 -9873 -8992 -10400 -9460
16 -10600 -9774 -11180 -10280
15 -11290 -10540 -11910 -11090
14 -11960 -11280 -12620 -11870
13 -12590 -12000 -13290 -12630
12 -13180 -12690 -13920 -13350
11 -13730 -13350 -14510 -14040
10 -14240 -13960 -15050 -14690
9 -14680 -14540 -15520 -15290
8 -15070 -15060 -15930 -15840
7 -15380 -15520 -16260 -16310
6 -15620 -15900 -16510 -16710
5 -15760 -16210 -16660 -17020
4 -15800 -16410 -16690 -17230
3 -15650 -16440 -16510 -17240
2 -15210 -16240 -15980 -16970
1 -10580 -11840 -10930 -12210
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A Tabela 10 mostra os valores do momento fletor MY na extremidade superior do
Pilar 20 do exemplo 02. Verifica-se um aumento em torno de 5 % quando
comparam-se os esfor¢os em teoria de 1* ordem com os em teoria de 2% ordem.

De acordo com o CEB ('1977) como o parametro a > 0,60 , deveria ser realizada
uma andlise em teoria de 2° ordem. Porém o que se observa é que os esforcos em
teoria de 2 ordem considerando a rigidez transversal 4 flexdo das lajes sdo em geral
menores que os esforcos em teoria de 1° ordem sem a consideragdo da rigidez

transversal a flexao das lajes.



7 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Com a andlise dos resultados obtidos nos trés exemplos, observa-se que a
rigidez transversal das lajes influencia sensivelmente o comportamento estrutural do
edificio. Isto ocorre porque as lajes, com o modelo estrutural adotado, tém uma
participacdo mais efetiva na interacdo dos esfor¢os e deslocamentos com os demais
elementos ( vigas e pilares ), em comparacao a outros modelos que as consideram
apenas como diafragmas totalmente flexiveis. H4 portanto, uma andlise conjunta
mais realista proveniente da simulagdo relativa da rigidez entre os elementos
estruturais.

Com a utilizagdo do Método dos Elementos Finitos, foi possivel obter
informagdes sobre os deslocamentos independentes em diversos pontos do
pavimento, tornando-se uma grande vantagem em relagdo aos modelos que
tradicionalmente admitem as lajes sem qualquer rigidez transversal, onde tais
deslocamentos ndo podem ser avaliados.

Através dos graficos apresentados, notam-se diferengas significativas nos
deslocamentos laterais quanto comparam-se os modelos analisados. Percebe-se que
os deslocamentos diminuiram quando se considerou a rigidez transversal da laje.
Verifica-se que até para alguns casos a influéncia da rigidez transversal da laje
chegou a ser tdo significativa, que em teoria de 2* ordem considerando a rigidez
transversal da laje, os deslocamentos foram menores do que no modelo em teoria de
1* ordem sem a consideragdo da rigidez transversal 4 flexdo das lajes.

Foram realizados testes variando-se o nimero de elementos finitos utilizados
na discretizagdo, e constatou-se que com poucas subdivisdes das lajes os resultados
j& convergiram.

Como o objetivo principal do trabalho foi analisar a influéncia da rigidez transversal
a flexdo das lajes na estrutura global, e determinar seus deslocamentos e esforcos

correspondentes, ndo se ateve a discretizar o pavimento com diversas malhas de
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elementos finitos. Além disso, uma discretizagdo da laje com uma malha muito
refinada de elementos finitos aumenta consideravelmente o tempo de processamento.
Porém, deve-se salientar, que se o objetivo for conhecer a distribuicao de tensdes no
pavimento, € conveniente utilizar malhas mais refinadas.

Apesar do modelo estrutural ter-se mostrado bastante eficiente, ele ainda
pode ser aperfeicoado mais ainda com a consideracdo de outras hipoteses de calculo.
Pode-se considerar trechos rigidos verticais nas ligagdes pilar-pilar ou at¢ mesmo
excentricidades nas ligagdes laje-viga.

Com o elemento finito DKT utilizado na discretizagao da laje obteve-se bons
resultados, porém ¢ possivel adotar outro tipo de elemento finito de placa para
posterior comparagdo de resultados e ainda, diferentes discretizacdoes da laje
variando-se o nimero de elementos finitos utilizados.

A hipotese de diafragma rigido para as lajes pode ser substituida pela
consideracdo da deformabilidade das lajes em seu plano, que podera ser analisada
através de sua discretizacao em elementos finitos de chapa; dessa forma ¢ possivel
computar os esforcos axiais nas vigas quando a estrutura estiver submetida ao
carregamento lateral de vento.

Além disso, outros trabalhos deveriam explorar mais exaustivamente a
influéncia da rigidez transversal a flexdo da laje quando se considera a ndo
linearidade geométrica para os pilares, através da andlise de outros exemplos e um
estudo mais detalhado a cerca dos parametros de instabilidade global o e vz.

Outras sugestdes a trabalhos futuros dentro desta linha de pesquisa de
edificios altos, € a inclusdo de nucleos estruturais ou resistentes com seus lintéis, na
analise estrutural, avaliacdo da contribuicdo da rigidez das alvenarias de fechamento
(paredes) na analise da estrutura, ou ainda fazer a analise global da estrutura

considerando a ndo-linearidade fisica dos materiais dos elementos estruturais.
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Figura 58 : Planta baixa do pavimento tipo do exemplo 01



Figura 59 : Discretizacio do pavimento tipo do exemplo 01
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Figura 73 : Planta baixa do pavimento tipo do exemplo 02



Figura 74 : Discretizacao do pavimento tipo do exemplo 02
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