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RESUMO

MESQUITA. A D Uma formwducio do método dos elementos finitos aplicada & andlise
clastoplisiica e cascass Sio Carlos. 1998 Dhdp. Dissertacdo (Mestrado) - Fseola de
Frgenharu de Sio Carlos, Universidade de Sio Paulo

Um elemento finito para analises elastoplasticas de placas (em flexdo ou
nao) e cascas ¢ descrito. Este elemento apresenta geometria triangular ¢ € o
resultado do acoplamento entre um elemento de flexdo de placas (DKT) ¢ um
elemento de tensdo plana, baseado na formulagiio fivre (FF). O elemento DKT ¢ um
elemento fimto bem conhecido, considerado por muitos autores como um dos
methores de sua classe. O elemente FIY apresenta o grau de fiberdade rotacional
normal, que ¢ essencial quando se trabalha com cascas aproximadamente planas.
Alem disso, sua convergéneia ¢ garantida devido 2 Imposicio do “Teste do
Elemento Individual’. O comportamento elastoplastico é aproximado por neio de
teemcas de wtegragido implicita. Plasticidade  associativa ¢ constderada com
encruamento Isotropico e critéric de von Mises. Afim de preservar o taxa
assintotica de convergéneia quadsatica do metodo de Newton-Raphson. a matriz
tangente elastoplastica consistente ¢ aplicada Resultados demonstram a precisio e

eiiciéneia da fornudagio proposta

Palavras-chave: Flemento funto. Forowlagao e, Casce. Placa Membrana

Flastoplastico. haplicii



ABSTRACT

MESQUYTAL AL formdation of the finite element method applied for elasioplasiic analvsis of
shells. Sao Cardos. 1998 Bhp. Dissertagio (Mestrados - Escola de Engenhariy de Sio Carlos.
Universidade de Sio Panle

A fintte efement for elastoplastic analysis of plates (in bending or not) and
shells is described. This element presents tnangular geometry and is the result of a
coupling between a plate in bending efement (DKT) and a plane stress element,
based on the free formulation (FFy The DKT clement is a well-known finite
clement, considered by many authors as one of the best of its class. The FF elemeni
presents the normal rotation degree of freedom, what is essential when working
with near planar shells. Bevond this, its convergence is guaranteed due to the
imposition of the “Individual Element Test'. The elastoplastic behaviour is
approached by means of lmplicit mtegraiion techniques Associative plasticily is
considered with isotropic hardening and the von Mises criteria. In ordes (o preserve
the quadratic rate of asymptotic convergence of Newion-Raphson method. the
consistent elastoplastic tangent matrix is applied Results demonstrates the accuracs

and efficiency of the proposed formulation

Keywords Falte element. Free formulation. Shell, Plate, Membrane, Flasioplastc

fmiplici



Capitulo |
INTRODUCAO

LT GENERALIDADES

Devide a complexidade matematica dos modelos que representam a maioria
dos problemas na engenharia, poucas sio as solugdes analiticas encontradas. As
solugOes exatas obfidas para casos espeaticos, sho limitadas pela geometria do

problema e por hipoteses bastante simplificadoras.

A automagao atraves de computadores. viabiliza o emprego de metodos
RUNICTICOS, que representam o comportamento do problema abordado de maneira
mais precisa e eficiente. Um dos metodos numericos mais ditundido e aplicads em
toda a engenharia, € o Metodo dos Elementos Finitos (MEF)., Neste método o
continuo ¢ subdividido em pequenos subdominios, denonminados clementos finitos
sobre os quais se aproximam os campos incognitos associados ao problema que se
pretende analisar. O MEF, envolve procedimentos estensivos e, devido a namirera

repetitiva, torna-se deal pars a implemnentagdo em microcomputadores

3

Lima das varias aplicages do MEL ¢ a analise de estruturas formadas por s

ou nais  elementos  estruturals de superficle médis ndo-plana.
denominados cascas. As estrufuras em casca posstem um comportamento mecinico
bastante eficiente devido a sua geometria ¢ (acifidade de vencer grandes vios. Alpuns
exemplos deste tipo de estrutura poden: ser citados. para demonstrar a importancia da

mesiaa, tals como: silos, tanques, tinews. vasos de pressao. cascos de embarcacdes ¢



Lapitudo - T

acronaves, tubulaghes chammes, cobertmas, reservatonios  enferrados, abyiwns

subterrdneos, elc.

O MEF pode ser aplicado basicamente de quatro maneiras no que diz respeito
a0 tratamento  de cascas, conforme ZIENKIEWICZ & TAYLOR(1991) e
BATHE(1982) A primeira consistiria na aplicagio de elementos  planos que
mcorporam ¢ comportamento de flexdo (elemento de flexio de placas) e membrana
(elemento de membiang) Esta forma de abordar o problema de cascas é bastanic
simples. ndo deixande de ser eficiente. tendo-se ont vista o objeiivo de se Lratar
problemas nao-fincares. A segunda partinia da adocio de elementos (ridimensionais,
abordando o problema de casca como o de um meio continuo tridimensional. Tal
procedimento.  além de tornar a analise “antieccondmica”, leva a um  mal
condicionamento das matrizes quando se trata de cascas delgadas. A terceira
consisting  da aplicacdo  de  elementos  bidimensionais  curvos, fazendo uma
aproximacio das teorias classicas de cascas. Tal tratamento € muito trabathoso. de
dificil compatibitizacao com elementos de barra e sua eficiéncia, comparade com o
primetro  tipo  descrito. so ¢ significativa  quando a ordem  dos  polindmios
interpoladores cresce muito COWPER ef ol (1970). A guarta forma de abordar o
problema consiste na degeneracio de um elemento solido tridimensional em um
elemente de casca através de hipoteses mecanicas e cinematicas. Lniretanio,
elementos  desenvolvidos com base no conceito de  degeneragio. apresenian
problemas de travamento, tais como “shear locking” (travamento por cisalhamenio ¢
“membrane locking” {travamento por membrana). O efeito de travamento (ou
bloqueio) torna o elemento incapaz de reproduzir, no limite, a solugio analitva.

caracterizando uma sobrerigidez numérica, que toma maior importdncia a medida

se reduz a espessura. Uma forma de se evitar este fendmeno, consiste em reduzs

wthuencia da rigidez dazendo-se uma wa integragdo. ou seja, utilizando

quantidade de pontos de integracao inferior ao necessarie para se integrar e i

exata. Lntretanto, este procedunento, conhecido como integragio reduzida, |
infroduzir no elemento mecamismos internos indescjaveis, provocando problemas de

singularidade na matriz de rigidez. Fsses mecanismos, oriundos da  incorreis
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nitegragdo, geram um carmpo de deformagio que so anula nos pontos de imtegracio
nunmerica. Daioa origen do wome de modos de energia nulos ou inodos espurios de

Chergla para £5scs Mmecanismos.

Ceonforme YANG er o/ {1990} a concepgdo de andlises de cascas com
clementos planos que superpoem os efeitos de flexdo ¢ membrana foi inicialmente
sugerida por GREENE ef o/.(1961). Entretanto, o sucesso de tais analises foi adiado
at¢ o aperfeicoamento dos clementos de flexao de placa Entre as décadas de 1970 e
PUS0 swrgiramn alguns clemenios de bom desempenho, entre eles, o dleenio
triangular com dezoito gravs de liberdade apresentado em ARGYRIS ef . (1977).
Porém, estes clementos nao apresentavam o grau de liberdade rotacional. A falta
desta liberdade conduz a problemas de singularidade na matriz de rigidez global em

estruturas onde os elementos finitos sio coplanares ou aproximadamente coplanares.

A dificuldade em se formular clementos finitos com o grau de liberdade
rotacional decorre da ndo existéncia de uma Gnica relagdo entre a rotacido dos lados
do elemento ¢ o grau de Biberdade rotacional. Além disso. a maioria das definicoes
utihzadas para a liberdade rotacional nio eram invariantes com relacao ao sistema de
referéncia. Entretanto, a partiv da década de 1980, surgiram diversas publicacdes
apresentando novas formulagdes ¢ novos elementos com o inbwto de sanar o
problema da fakia da liberdade rotacional. BERGAN & NYGARD(1986) ¢ RERGAN
¢l al (1990} apresentam uma extensdo da Formulagio Livie de BERGAN &
NYGARD(1984} para analisc da ndo-lmear lisica e geométrica de cascas modeladas
por elementos planos. Alsuns novos elementos planos para cascas delgadas com a
liberdade ratacional sao apresentados. BERGAN & FELIPPA{1085) demonstram que
essas hberdades proporcionam um imelher desempenho para o elemenio. quando

comparadao com eiementos similares som as mesmas.

As referéncias ALVIN er o/ 1992 FELIPPA & MILITELL AHIOU2) e
FELIPPA & ALEXANDER(I992) apresentam estudos de elementos de membrana

com o grau de liberdade rotacional dentro do contexto dos principios variacionais



paramelrizados. Loses prncipos fosmecem base fversas leencas 4o consirugio

de elementos avancados, coma. A Formudagio Livie, a Formulacao Livie Hstendida e

a formulagao ANDES ( Assumed Natural Deviatoric Strain’y,

DHATT e «/(1986) apresenta unt novo elemento triangular discreto de
Kirchhott de placa/casca. O elemento de placa (DKTP) € similar ao elemento DT
(*Discrete Kirchhoft Triangle’), 36 que inclul um grau de liberdade (w) no meio de
cada Tado. A precisio deste novo elemento ¢ considerada da mesma ordem que o

i

alemento DT O o )

cinento de casca (IBLTP) possun (188 00s nos veriions com seis
graus de liberdades (u,v,w,0,0,8.) ¢ trés nos no meio dos fados com trés graus de
liberdades {uwwv,w). Fste elemento de casca ¢ formulado pelo acoplamente do
elemento DKTP com o clemento de membrana 1.ST ( Linear Strain Triangle’). O
clemento possul variagio linear do campo de deformacdo e utiliza rotacdes ficticias
para evitar o problema de singufaridade devido a falta do grau de liberdade rotacional
Nas analises de cascas com predominancia dos cfeitos de membrana, o clemento
apresenta resultados relativamente precisos.

CHEN(ED92Z) apresenta uma avaliagao do elemento tiangular plano de
membrana com graus de liberdades rotactonais desenvolvido por ALLMAN(1984 ¢
1988). € elemenio de membrana ¢ analisado tazendo uso de mtegragio normal e
reduzida ¢ na analise de cascas utiliza o elemenio de placa DKT para simular o
efeitos de flexdo. Resultados numéricos obtidos demonstram que 0 uso de infegracio

reduzida melhora o desempenho do elemento

Com relagdo a andlise elastoplastica, OWEN & HINTON(1980) aprescntam
aphcagoes do Metodo dus Blementos Finitos em problemas envolvendo plasticidade.
Consderamese em particutar, estados planos de tensio ulilizando-se varios crticrios
e plastificacdo, fazendo-se uso de un procedimento de integragdo explicito do

modelo constitulive, ntamantc copm uma tecics noremental de verificacan

eauilibrio



CARUIYES 1 aphea o metode dos elementos finttos pars analise ndo-

FIGU

hnear de placas e cascas anisotropicas ¢ em concreto armado. Duas diferentes
formutagoes de clementos finilos sdo apresentadas para a solugio de problemas
envolvendo materiais anisotropos, com especial énlase para estruturas em compostos

fibrosos e lanunares.

SIMO &  TAYLOR(1985). apresentam uma metodologia  para o
desenvolvimento do operador tangente consistente com algoritmos do tipo “Closest-
Point-Projection’ para aplicagio om analses clastoplasticas No ano scuuinte, SIMO
&  TAYLOR(I936)  apresentam ¢ desenvolvimento  de  um  algoritmo
mcondicionalmente estavel para analises elastoplasticas em estados planos de tensio.
Considerando-se A matriz tangente clastoplastica consistente da estrutura ¢ obtida,
para o critério de von Mises. pela finearizacdo da condigdo de equilibrio. O uso da
matriz tangente consistenic preserva a taxa de convergéncia quadritica do metodo

iterativo de Newton

JETTEURCIO86). apresenta ume algoritmo de integragao implicito para as
equacoes constitutivas elastoplasticas ent analises de estados planos de tensdo. O
algoritme ¢ implementado em um elemento quadrilateral de casea e, seaundo o autor.

o erro associado ¢ da mesma ordem dagueles enconrrados em andlises tridimensionais

com o algonimo de retormoe radial,

TALIYBE) om tese de doutoramento, apresenta estudo sobre modelos

matematicos do comportamento ndo-linear fisico do concreto lnicialmente. sao
abordados modelos cuja aplicagio esta baseada em procedimentos ncrementais-
tterativos  do tipe Newton-Raphson  sugeridos  em FIGUERIRAR(I98Y) ¢

! {

posteriormenie apresenia-se 4 aplicacdo da formulacio varizciona

clastoplasticos ne estudo do comportamenio do conerete
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s clastoplasticas ¢ elasto-viscoplasiicas sao

Adgortimos para analises numcn
apresentados em SIVMO & HUGHLSCIUSE). Estes expoem um tratamento algoritimico

para a plasticidade, mspirado em metodos de programagio matematica convexa.

ALFANG ¢f af (1990) apresentam um novo algoritmo implicito de integracio
das tensoes. Basicamente, o algoritmo difere dos procedimentos classicos na forma de
atualizar as variavets internas. O algoritmo ¢ confrontado com o proposto por SIMO
& TAYLOR(1985) e demonstra um melhor desempenho. Segundo os autores o novo

algortms apresenta uma wellior tava de convergéneia e ums acontuada estabilidade,

demonsirando superioridade sobre as estrat¢uias classicas.

L2 OBJETIVO

Lste trabalho tem como finahdade apresentar uma forulagio do Método dos
Elementos Finitos aplicada a analise elastoplastica de cascas. A estrutura em casca ¢
discretizada de forma aproximada atraves de clemenios planos Desse modo. guanto
mais refinada for a rede melhor representada estara a geometria da estrutura. Além
disso. estruturas formadas por superficies planas podem ser discretizadas de forma
exata. O elemento fintto apreseniado ¢ construido airaves do acoplamento entre uim
clemente de flexao de piaca ¢ um elemento de membrana {com grau de fiberdade
rotacional) A liberdade rotactonal proporciona uma modelagem mais coerente da
estrutura. aient de evitar os problemas de singulanidade na matriz de rigides om
situagdes onde os elemento finitos que compoem a estrutura sio coplanares ou
aproximadamente coplanares. O elemento fnito de casca possut parmetros oriundos

do elemento de membrana. Lsses parametros devein ser cquitibrados de torme a

proporcionar um melhor desempenho ao clemento de casca Dessa forma, uma amalise

sobre os valores otimos desses parametros deve ser realizada

0 material ¢ considerado como clastoplastico e o comportamento nio-linear ¢

modetado através da teoria da plasticidade. O modele constitutivo faz uso do eritério
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de plastiicacdo de von Mises, com consideracao da assoctatividade ¢ encraamento
positivo 1sotrope. Ne o anabse elastoplastica. adota-se um processo  incremental-
ierativo, aplicando-se o metodo de Newton-Raphson com procedimento implicito de
mtegragdo  das tensdes  Utilizar-se-d uma téenica de integracio, baseado na

quadratura de Gauss. que possibilitara a analise da plastificacio atraves da espessura,

1.3 ORCANIZACAO PO TRABALHO

Neste gem apresenta-se sucintamente o conteudo referente a cada capitulo. Os
capitulos estao organizados, o quanto possivel. de forma clara ¢ sequencial,

objetivando-se facilitar a compreensio dos conceitos abordados.

No capitulo 2 apresenta-se inicialmente uma abordagem sobre a aproximacio
da casca através de laminas planas, definindo, com basc nas hipoteses de Kirchhoil-
Fove, campos de deslocamento. deformagdo e rensio. Posteriormente. a formulacio
de Meétodo dos Elementos Finitos juntamente com um modelo estratificado sio
apresentados, fornecendo contribuigtes para a construcao do elemento de casca

atraves do acoplamento entre o clemento de flexdo e o elemento de membrana.

A formulagio do elemento de membrana e descrita no capituio 3 Nogoes
basicas a respeito da Formufagdo Livre sdo inicialinenic apresentadas. Posteriormente
sao deduzidas as expressdes para a matriz de rigidez ¢ matriz de deformacio,
necessarias na aplicagdo do modelo elastoplastico e para o acoplamento com o
slemento de ﬂéxéo na construcio do elemento de casea.

O elemento de placa que simulard os efeiios de flexdo na caser ¢ apresantado
no capituio 4 As teonas de Reissner-Mindlin ¢ Kirehhoill essenciais na forulagic
do elemento, sao inicialmente abordadas Analogamente ao elemento de membrana, 2
matriz de rigidez e a matriz de deformagio do elemento sio posteriormente

desenvolvidas.
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No capitalo & laz-se vina mitroducae 4 teone da plasticidade, apreseniandao-se
ima abordagem numerica do problema elastoplastico ¢ definindo-se os algoritmos e

procedimentos para a solugao do problema nao-linear,

Os resultados numéricos da implementagao computacional sio apresentados
no capitulo O nictalmente, sdo apresentados resultados numiéricos do elemento de
casca elastico linear, em scguida sio apresentados analises de estruturas em regene

clastoplastico.

O capttulo 7 apresenta as conclusoes © consideragoes finais dos estudos
desenvolvidos e propde sugestdes para o prosseguimento dos trabalhos nessa mesma

linha de pesquisa.



Capitulo 2

APROXIMACAO DA CASCA POR LAMINAS PLANAS

ZPINTRODUCAQ

Uma das caracteristicas das estruturas em casca, que decorre de sua geometria
ndo-plana. ¢ a presenga combinada do “estado de flexdo™ com o “estado de
membrana - Tal comportamento proporciona uma grande capacidade portante, razdo
pela qual essas estruturas conseguem vencer grandes vios com pegas bastante
delgadas. ssencialmente, uma estrutura em casca € um corpe hmitado por duas
superlicies curvas, possuindo uma das dimensdes, a espessura. bastante inferior as
outras. Ja as estruturas de superficie definidas por varios segmentos planos.
denommam-se  “folhas  poliedricas”.  Hntretanto,  conforme  sera  apreseniado
posteriormente, a superficie curva pode ser bem representada. uiiiizando-se a (éenica

dos elementos finitos, por uma superficie poliedrica

Em geral a casca ¢ caracterizada pela superficie média. definida como a

regido formada pelos pontos” equidistantes  das superficies Imitantes,  podendo

apresentar uma espessura uniforme ou que varie de ponto a ponlo  Assim a
geometiia da casca pode ser totalmente definida pela sua superticie wédia ¢ por sua
espessura. analogamente as vigas, aque sdo totalmenie cavacterizadas POT G eINe €
pela segao transversal. bsta definigio geometrica independe das propriedades do
material, de maneira que. até mesmo uma bolha de sabdo pode ser nela enquadrada.

Entretanto. em muitos casos. em virtude da cspessura ser extremamente delgada

conduzindo a distribuigdes de esforgos de flexdo desprezivels. ¢ mais usual empregar
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siras constinuise por tockdo, como um para-quedas ou um baldo.

Nareahdade, a estruiwa ein casea ¢ um corpo tridimensional, porém, devido a
sug caracteristica de possun uma das dimensdes muito inferior as outras, a maioria
das teorias de cascas simplificam o problema, obtendo-se um modelo bidimensional
menos complexe De modo simplificado, pode-se dizer que o comportamento da
casca resulia de wm estado de lex@o trabalhando em conjunto Cbm_ um ést_adb de

doo consequencia de uma distribuigBes de tensSes ndo-

Bptionne atraves ds espesstre, de mancia que, integrando-se estas, € possivel obter
momentos que tendem a flenr ou toreer a estrutura e esforgos cortantes gue tentam
cisathar a mesma. s o estado de membrana € caracterizado por uma distribuigdo
uniforme de tensoes avaves da espessura, resultando em esforcos normais e
tangencials. provocande os efeifos de alongamento (ou encurtamento) e distotgﬁ?io-na
estrutura Assim, em geral as tensdes ¢ os esforgos resultantes por unidade de
comprinento. atuando na superficie media de uma casca, podem ser definidos

conforme a figura 2.1

}
e ht”
X i 1
Wil X
H
P hi v

2ob e Dantstes ¢ aslargis atnando emoum clemento de casea

Constdore se novarseinic o caso de estruturas que quase ndo possuem
resisténeta a flexao o gue no entante sao capazes de suportar a aplicagdo de grandes

forcas. Tome-se por exemplo a casca de um ovo, formada por um material
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extremamente fragil, que porém, em fun¢iio de sua geometria € capaz de resistir a
clevadas cargaé de compressdo aplicadas em seus poOlos sem romper ou causar
grandes deformagdes. Nessas estruturas as forgas externas sio transfendas
primeiramente pelos. esforg;os normaxs e tangenma;s contidas em seu plam} medlo '

Assim, pode-se dizer que os efeztos de flexfio nao existem ou sdo tdo pequenos que_ .

pedem ser desprezados Essas conmderac;oes conduzem & teoria de membrana Nesta:_ n

teoria, supde-se que a estrutura nido. possul Trigidez apremavei a flexio e a tor(;ao

defonnando se de tal manelra que as forgas externas sdo totaimente suportadas pelos' s
esforgos normais e tangencm:s anaiogamente a uma mcmbrana “Assim, com essas-'
hxpoteses é possnvel venﬁc_ar_que 0 equzhbno é _sat;sfe;t{} apenas com a cons;derag:ao

dos esforg;os no_rrnajs e tangenciais N, N, e N, confonne apresentadc na ﬁgura

22 A teona de membrana pode descrever bem o comportamenio das cascas em' E
geral desde que sejam satnsfertas detennmadas condlcoes geométricas, de apozo [ de
carregamento Entretanto essas restngoes podem limitar demasxadamente sua: '

phcagao

FIGURA 2.2 - Esforcos atnando e_m 'r,:i'ﬂi__éle'hiént'o de casca segubefo a teoria de membrana

Em suma, pode-se cdn‘C_Iuir que, na maioria dos casos, a obten¢do das
equagdes que regem oS pro‘bier_rlas de casca é bastante dificil e dependendo das
simplificagdes adétad_as“ conduze_hi“ 8 difé:entes formulagbes ZIENKIEWICZ &

TAYLOR(1991). Porém,. umﬁ_ _ma'n_éira simples e eficiente de se abordar este
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problema, mediante o método dos elementos finitos, pode ser feita pela discretizagio

da casca utilizando-se elementos planos fig. 2.3.

i

FIGURA 2.3 - Discréﬁiag’:ﬁe_da casca utilizando-se de elementos planos

A geometria deste modéio se 'aproxi:ﬁa c.ada'.vez mais da f(')rrr'i real da
estrutura, quanto mais reﬁnada for a discretzzag:ao adotada Esta & a 1deza, basica para
a formuiagao de elementos ﬁmtos de cascas pela. teoria das “lammas planas
_ONATE(1992} Aiem d1530 esta teona é adequada para tratar estruturas formadas
por superﬁmes planas (cascas pohedncas chapas dobradas etc.), sxmphﬁcande 0
problema da discretizagio da geomctrta. Nos préximos 1_tens, esta fonnulag:ac serd
melthor descrita, apresentandé%sé_ as hipoteses adotadas e todo o equacionamento
envolvido na derivagio da mairiz de I"igidez pelo MEF, juntamente com o modelo

estratificado adotado.

2.2 CAMPO DE DESLOCAMENTOS

A formulagio aqui prcposta ¢ desenvolvida admitindo-se as hipoteses de

Kirchhoff-Love, consideradas fundamentais. Assim, tem-se:

1} A4 espessura dua casca é pecjuen‘a em relacdo as dimensdes e aos raios de
curvatura da superﬁcze média,

2 ) As tensdes normais a supe;ﬁae medza sdo desprezzvers em relagdo as demais.
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S2O8 PORIOS POrienceiies s i s rele norined 0 osaperficie modia ne S o
indeforniadea, cnconiram-se ent nater mesma refa noemical o superficie média na
sHncao Jde formeade.

4} s deslocamentos sao muito pequenos em relagio ¢ espessira, seido possivel
desprezar a influéncia dos mesmos no estudo das condigoes de equilibrio do

elemento de superficie.

Deve-se notar que a hipotese de Kirchhofl referente as propriedades do
material ndo foi incluida. pois. neste trabalho, prefende-se tratar materiais com
comportamento fisico nado-lincar. Assim, os deslocamentos de um ponto genérico B
(fig. 2.4), situado sobre a linha AB normal ao plano médio, sendo A o ponto onde a

normal corta o plano médio, podem ser definidos como:

Y Bm gy i
Iz S
/ / vt
; T
/ ; —
., . T,
e E
~ N 3
e ¥
i e T
: ks e, A
.ri‘ e
!5‘” it
4 ' i 4 v
w FARS)
ht i Cod -
B Lo B!
N A i ! D i

)
1y - { v{x.y, 2} ;-
| £}

onde u,, v, e w, representam os deslocamentos, em coordenadas Tocais do DO
A g 24) ¢ as rotagbes O, ¢ 0, sdo definidas como — dw, /ox e - Ow, /oy

respectivamente.
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As detormagoes podem ser decompostas em uma parcela oriunda dos efeitos
de membrana ¢ outra oriunda dos efettos de flex@o. Assim, aplicando-se as hipoteses
de Kirchholt e considerando-se pequenas deformacoes, pode-se escrever o vetor de

deformagoes da seguinte torma:

on % ou, 0w,
, -
e (’}K % [
“n r - l oy —~2
£ , i &4 { % i O W i vy
Qh( . {&’}m 5 {t’}f l L‘ i '(’}v P (’\*‘ FA (ﬁyg (.-;‘,i,}
T } é}ll t O F;u a v 4 ‘:}2 Wy
Ay Ox dy  x Oxy

onde {e}, e {e}, sdo os vetores de deformagdo. em coordenadas locais, referentes

acs efettos de membrana ¢ flexdo, respectivamente

24 CAMPO DE TENSORS

O campoe de tenstes, expresso na forma vetonal, € obude pela aplicacio da

relagdo constitutiva sobre o campo de deformages. como segue

b 1B} = (DI, 1 ) - fot,

ol

m‘
hys
B S C—
2
N
s
-
o

onde [D e s matng constfutiva para estado plane de tensdo Job ¢ o), <de os
vetores de tensao relerentes aos estados de membrana e flexdo. respectivamente.
Considerando um modelo elastico hnear ¢ as hipoteses de Kircchoff. observa-se que

as tensoes ¢, o, et varam lnearmente na espessura.
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Os esforgos solicitantes sdo delinidos pela Integracdo das tensoes atraves da

espessura. da seguinte forma

N\ CF\

N, G,
N T, ot |

~h 2 2

B g Lo Yy f 2 . Ef'ifa (2
! E Job B i
FRA1 .
E\iE"I} %‘f\ !(T\ !!{O}J

M, 0,

I\/Ei.‘ AT

onde (N} e (M} sho os velores que retne os esforgos de membrana e fexdo,
respectivamente. Observa-se que o esforgo cortante nio foi definido como o resultado
da integragdo das tensoes cisathantes, pois, como consequéncia direta das hipoteses
de Kirchhofl, este pode ser determinado por equilibrio. atraves da diferenciacio do
campo de momentos flefores. Além disso, como as distorgoes devido ao esforgo
cortante sdo desprezadas. na formulagio do MEF os valores das tensdes cisalhantes
nao sdo utihzados. Os esforgos apreseniados na equacio (2,45 podem ser visualizados

na figura 2.5, onde esta definida a convencdo de siais.

‘A

FIGURA 2.5 - Convenglio de sinais para o5 esforeos
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Para se obter as expressoes basicas da formulagio do método dos elementos
fimtos para um elemento plano de casca, torna-se necessario definir um campo de
deslocamentos aproximado. Dessa forma, supondo-se um elemento com n nos (fig,

c

E i
2.3), o campo de desiocamentos’ pode ser expresso como:

ol 101 [[1},,]
| i
OF el || @5, |
onde {0} e {8}, sdo os vetores de deslocamentos nodais do elemento, no sistema
local, relacionados respectivamente comi os estados de membrana e flexiio. Estes

podem ser visualizados na figura 2 3 e 30 expressos como:

B s v, 8w 0, 1efdy ~qw, 0, B w, - 0.1 (2.6}

118 i H iH ] X M {

Nota-se que o vetor de deslocamentos {8}, contém o grau de liberdade
rotacional €, caracteristica muito desejada para elementos de casca, pois a presenca
deste, permite uma modelagem mais coerente da estrutura além de evitar o
problemas de mal condicionamento da matriz de rigidez A submatriz {»]_ de orden
2 x 3dn, contém um conjunto de fungdes de forma referente ao estado de membrana.
Semethantemente, & submatriz fol, de ordem | x 3n, contém win conjunic de fungdes

de [orma referente ao estado de flexao

As deformacoes podem ser obtidas de acords com 2 equagho {220
diferenctando-se apropriadamente o caapo de deslocamentos apresentade o (2 %)

Jesia forma. ien-se.

' Pode-se desenvolver separadinnenie ambas as formulacdes tmembrana ¢ ooy ¢ Gzendo-se uso de
swrs matrizes de defermagiao e de ngides. pode-se construir o elemento de ousca. como sera
apresentade posteriormente. Isto se deve 4 lorma como esta eserito ¢ campo de deslocamentos
eq1.{2.5). nao existinde newhuma higagio entre as fungdes de forma dos dots estados.
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onde [B] e [B], siao as matrizes de deformagio correspondentes aos estados de

membrana e flexdo respectivainente e as expressoes |V, e [V, sdo definidas como:

(ofex 0 ofoy] . oo o
iv““ . ) / * e ivl: R T Y e (2.8)

¢ ooy Ofox gen oy OXOy

(A% . l. A :

A expressao da matriz de nuider pode ser obtida utilizando-se 2 definicao da

energia de deformacao I da seguinte torma
. T o T : <
U | ) {ohav - , | =y opeay (2.9)

substituindo-se a equacao (2 7) na equacio (2.9), encontra-se

| - 1 N d
U= zf BFIBIIDIBHSIAY - (51 [K])(5) (2 10)
onde [K| ¢ a matriz de rigidez definida pela expressao.
L | sl ey - §\, EB’il‘ i{!)fh%i;m o B, fav (200
LAY - 7 .

s

Para visualizar methor a expressao da matriz de nigidez. pode-se expandir a

equagao (2 1 1), resultando:

DK TSI
[ ] - E et ”E”’* | AR Y
LS TR

onde & sd0 respectivamente as matrizes de rividerz de membrana

e -

TR OSAs 0TS

flexdo e acoplamento entre as duas anteriores” Fissas matrizes sdo

Pode-se formaular separadamenie womo clementos distintos) as expressdes das matrices de
deformagdo de membrana (B, © fovde (B ¢ aplica-las nas expressées (2133 para constrair 4
mairiz de rigider da casca. Para se ofotuar as mfegrais tndicadas fav-se uso de éenicas muméricas de

HUCETACHO
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K], - L_}lij,'n[%)ni%[m dv -.L{mj'[i');m{mmd,i (2.13)

KL - [ 1B AD[B] v A IBLLIDL B A

sendo

i

I 2 il I . b2 i
1oL, [ e, | LY PRI | TR B[ (2.14)

I3k mif

Deve-se notar que as expressoes (2.13) sd@o validas para o caso mais geral,
onde as propriedades do material sido heterogeneamente distribuidas através da
espessura, ot mesmo em analises elastoplasticas Entretanto, se em uma analise
clastica kinear com material homogéneo ou distribuido simetricamente com relagdo ao
plano medio, a matriz [}, anula-se ¢ consequentemente também a matriz de
acoplamento [, .. Neste caso, a matiiz de rigidez do elemento pode ser obtida pela
sona direta das matrizes de sgides de membrana e flexdo que contribuem de forma

desacoplada. Assun, nesse caso. a matiiz de rigidez fica expressa como:

. o 10
ISE

L B N

Porem, em laminas de materians compostos com propriedades mecanicas
diferentes e nao simétricas com relagio ao plano medio (por exemplo” uma lamina de
concreto armado com distribuigao ndo simétrics de armadura) ou ate mesmo em um

modelo de lamina elastoplastico estrattficado, onde a mairiz constitutiva vara airaves

deve ser considerada

nf

da espessura, a matriz de acopiamento [K |



Fattierieas ploiees i

CLNTFHGIG I (s SN fn

Apos a deternunagie dos desfocamentos, obldnm-se as teasoes ubihzando-se a

relagao constitutiva detinida em (2 3} ¢ fazeadu-se uso da equagdo (2.7), resultando:
(o) 1Dl - IDIIBISY - (DB, 2B, (5} (2.16)

Os estorgos podem ser obtidos da equago (2 4), integrando-se as tensoes,

expressas em (2.10), atraves da espessura, da seguinte forma:

U XU RN
G g pdz e {51 (2.17)
low] "o | fonm, LIRERE

onde D] . ID], ¢ [D],, cstao definidas em (2. 14). Semecthantemente a
expressao da matriz de vigidez, para o caso de um material elastico com propriedades
fisicas distribuidas atraves da espessura simetricamente. com relagio ao plano médio,
a matriz D o€ nula ¢ os esforgos de membrana ¢ flexao podem ser caleulados de

torma desacoplada atraves de suas correspondentes matrizes e deformagoes.

Dots modelos de analise elastoplastica de cascas podem ser destacados. o
modelo estratificado e o ndo estratilicado. Em um modelo elastoplastico estratificado
os esforgos sao obtidos diretamente pela integragio numérica das tensées (oriundas
de procedimentos elastoplasticos) através da espessura. Nos modelos elastoplasticos
nao  estratificados  os esforgos  sdo  obridos  diretamente  de  procedimentos
clastoplasticos. Este Gitimo modelo, mas simplificado. apresenta a vantagem de ter
i custo compuiacional menor, principalmenie guando se trata de estruturas em

casci, entretanto, este nao pernute avaliar o processe de plastificacio atraves s

espessura. a0 contrario do prmeiro modelo. Neste rabatho, tes-se opedo
modelo estratificado, pois este abre majores horizontes para futuras pesquisas, al
como a consideragdo de materiais com propriedades mecdnicas variaveis ao longo da

espessura da casca.
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0 miodelo estratficadoe consiste na divisao da espessura do elemento finito em
camadas ou laminas. bste modelo ¢ bastante util em analises elastoplasticas, pols,
como dito anteriormente, permite acompanhar a evolugio da plastificacio através da
espessura. Além disso. sua aplicacdo  possibilita modelar estruturas laminares
compostas por materiais diferentes distribuidos ao longo de sua espessura. Na
integracio das tensdes ¢ das leis consiitutivas através da espessura, ¢ utilizada téenica
de Integracao numerica baseada na quadratura de Gauss Neste trabalho. @ aplicacio
do modelo estratificado tem como unica linalidade a andlise do processo de
plastificacdo atraves da espessura, dessa forma, serdo consideradas apenas liminas
compostas por um mesmo material. O nomero de ldminas tem correspondéncia com o
namero de pontos de Gauss distribuidos através da espessura (fig. 2.6). Nos pontos
de Gauss sdo computadas as tensoes, as deformacdes ¢ as relacdes constitutivas

elastoplasticas.
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FHGERA 2.0 - Modelo estratificado ¢ distribuiviio de tensdey

Para definir as expressoes referentes as inteeracdes numencas, atraves da
espessura. das grandezas envolvidas ¢ necessario adotar uma coordenada patural

£ Zeih que vama de -1 ate I com orivem na wwperficie media de clomenio

- i

(fig 2.6). As expressdes dos estorgos eq. (2 17). que serio wtilizadas no procedimento

de mtegragdo numérica. sdo definidas como:
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(2 18)

onde Ne refere-se ao nimero de pontos de Gauss distribuidos pela espessura, £ . ¢a
coordenada do ponto de Gauss i e w, seu peso, ambos previamente definidos pela
regra de guadratura. Observa-se que, para se aplicar as expressoes da quadratura de
Grauss ¢ necessario reescrever a mtegral, de forma que ela seja detinida em funcio da
varidvel natural § ¢ que sen limite varie de -1 até £ F importante observar que, se o
diagrama de tensdes for representado por fungdes polinomiais de grau 2NE-1,

mtegragdo ¢ feita de modo exato. Entretanto, emr uma analise elastoplastica de cascas,
em geral, a distribuigdo das tensdes na espessura ndo é previamente conhecida, dessa
forma, quanto maior o numere de pontos de Gauss utilizado, majs precisa sera a
integragio ¢ melhor representada serd a plastificagiio atraves da espessura. Porém.
deve-se ressaltar que a escoiha de um grande niimero de pontos de Gauss provoca um

EXCESSIVO CUusto computacional.

Para encontrar a expressio da matriz de rigidez eq.(2.12) por integragio
numérica. e necessario se definir as integrais em funcio das coordenadas naturais
associadas a espessura (£) ¢ 4 area do elemento (1) ¢ £}, Dessa forina, sahendo-se que

[B], ¢ |B], sdo constantes na espessura, as submatrizes apresentadas em (2.13), que

definem a matriz de rigides, podeny ser escritas da seguinte forma;

. " - L o . N
[ H 8| ; EFDAEIB], Hdndd - [;5 1,524 f'ﬂ NI N i B 1,05

O 5 _4 " TR /
=N Hii%i;é’:g{i%{;zﬁiﬁiim Jdnde, {

NLd

(K, j;t;;mj E_,il)[dgiﬁh Hdndc, } B ]m_(} LD, I, }mi},g.qwi
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oude KOy ¢ N7 a0 respectivainente o numero de pontos de Gaoss utilizado no dominio
O ¢ na espessura. O determinante da matriz jacobiana Wi relaciona o diferencial de
area com as coordenadas naturais (dxdy .Ffd ndC ). Demonstra-se facihmente que,
para o caso particular de tm clemento finito triangular de lados retos [ = 2A | sendc

A a arca do elemento. O {ermo w, ¢ 0 peso do ponto de Gauss j da arca do elemento

¢ w, ¢ o peso referente ao ponto de Gauss i localizado na espessura do elemento

Lima outra grandeza bustante vulizada e problemas nao-lincares ¢ o vetor de

forgas internas definido como:

T o | 18] fohaV (2.20)
\

Dessa torma, a expressdo para a imfegragdo numeérica fica

- _ -1 1 fof o RO
Fh -'-JHEBLL B, ]} l, %:wi_fi_&{;}fd&in(fq i[[;; Lo B H,{u‘ﬁg‘w (721}
ii’“;_' 7 Mlz i '\l ffJ

Fazendo uso destas expressoes, pode-se integrar numericamentie as grandezas

envolvidas, caracterizado assint, 0 modelo estratilicado,



Capitulo 3
FELEMENTO FINITO DE MEMBRANA

3.1 INTRODUCAQO

Para simular os efettos de membrana na casca utilizar-se-a o elemento
tnangular com graus de liberdade rotacionais desenvolvido por BERGAN &
FELIPPA(1985). Uma das vantagens desse elemento ¢ a presenca do grau de
liberdade rotacional (“drilling’) A liberdade rotacional propicia uma melhor
modelagem da estrutura. facilitando ¢ acoplamento com elementos de placa na
construgdo de elementos de casca, evitando que a matriz de ngidez global da mesma
apresente singularidade nos casos onde os elemenios da estrutura sdo coplanares ou
aproximadamente coplanares. Nas situagoes onde se utilizam elementos gue nio
possuem o “drilling’, tais como os efementos CST (Constant Strain Tringle) e 0 LST
{Linear Strain ‘Tringle), uma solugio unediata para elementos coplanares ¢ restringty o
deslocamento referente ao grau de liberdade rosacional inexistente ou sliminar o grau
de liberdade global. Uma forma de evitar as sinpulandades para elemenios quase
coplanares. seria atraves da imposicao de coeficientes de mola, de forma a ndo
interferir noy resuliados obtidos, o que nem sempre ocorre PLLETHIROTOUG) 4
utilizagao do elemente de membrana com graus de liberdade rotacionas nzo somente
climina tais singutandades, como também proporciona uma melhor interfuce dos

elementos de casca {ou mesmo de membrana) cont elementos de barra



O eiemento aquw estudado [on desenvolaido atraves da Pornmolacao Tivre
proposta por BERGAN & NYGARD(I984)  Dstes autores demonstram que as
propriedades de convergéneia de um clemento finito cstio associadas a rigides de
acoplamento entre 0s modos basicos e de alta ordem. Esta formulacio garante a
convergencia do elemento através da satistagdo do “Teste do Llemento Individual™ e
consequentemente do “Patch Test™. Através desta formulagao, mesmo que se utilize
fungdes nao-conformes de deslocamento, podem-se desenvolver clementos eficientes
e com convergencia garantida. Assim. torna-se imprescindivel uma rapida introdugio
sobre a Formulagio Livie ¢ sobre as condigtes para arantia de convergéneia, antes

do desenvolvimento espectiico do elemento de membrana

3.2 REQUERIMENTO DE CONVERGENCIA

Quando  se pretende  desenvolver um  elemento  finito  qualquer,  duas
cavacteristicas principais devem ser alcangadas pava possibilitar sua ampla aplicacio
em problemas da pratica. A primeira, usualmente chamada de performance ou
desempenho de um elemento finito. € a propriedade do mesmo apresentar resultados
Bastante proximos dos analiticos, mesmo se wtilizando malhas pouco refinadas Tal
caracteristica ¢ muito Importante, pois. permite que se fagam analises simples com um
sumero multo pequeno de elementos. reduzindo o esforgo computacional ¢ a
quantidade de dados a serem gerados ¢ analisados. Possibilita, tamben. que se tenha
uma boa previsio do comportamento fisico de problemas mais complexos através da

uttlizagdo de malhas relativamente pobres.

Esta previsao. para problemas mais complexos, nao pode ser entendida como
resuftado Bnal pois redes pouco relinadas nao podem simular aluuns fendmenos
ocalizados ¢ tnportantes como, por exemplo, concenirages de tonsan Por este

moivo, a segunda caracteristica, denominada convergéncia de um elemenio finiio,

deve ser garantida na claboracae do mesmo Convergénela ¢ definida coma a
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propriedade de um método numérico apresentar respostas cada vez mais proximas

(precisas) da solugfo analitica, quanto mais se refinar a matha.

Pode-se dizer que um elemento finito ¢ ‘confidvel’, quando este apresentar
simultaneamente boas caracteristicas de desempenho e convergéncia, resultando em
sua ampla utilizagdo. As exigéneias para a garantia de convergéncia de um elemento
finito, podem ser verificadas basicamente através do “Patch Test” e de uma versio
melhorada do mesmo conhecida como “Teste do Elemento Individual” que serio

descritos a seguir.

3.2.1 PATCH TEST

Uma maneira numérica de se verificar as propriedades de convergéncia de um
elemento ¢ através do ‘Patch Test’ apresentado em IRONS & RAZZAQUE(1972) e
IRONS & AHMAD(1980). O teste ¢ aplicado em uma rede de elementos (patch) e
requer que o elemento permita reproduzir corretamente as condicdes limites' de

movimento de corpo rigido e de deformagfio constante (fig.3.1).

MNos internos

™

\ “._ Nés do conforno
i
1

~

FIGURA 3.1 - Patch Test

' Refinando-se progressivamente a rede de maneira que o tamanho do clemento tenda a zero, ou seja,
no limite, o estado de corpo rigido e de deformagio constante, para gualquer problema analisado, ¢
sempre alcangado FELIPPA & BERGAMN(1987), por isso esse estado ¢ conhecido como condigio
limite.
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Segundo BERGAN ef al.(1978) ¢ BERGAN(1980), uma aplicagiio pratica do
‘Patch Test’ requer varios elementos em conjunto (fig. 3.1) em diferentes arranjos,
exigindo-se sempre que os nds internos satisfagam o equilibrio (a resultante de forcas
nos nos seja zero), quando sdo aplicados, em todos os nods pertencentes a rede,
deslocamentos correspondentes a um campo arbitrario que inclui movimento de corpo
rigido e deformagdo constante. Essa condigio pode ser verificada por um caminho
alternativo, aplicando-se deslocamentos nos nos do contorno e prescrevendo-se
forcas nulas nos nos internos, de forma que representem o mesmo estado
anteriormente mencionado. Neste caso, para a satisfagio do teste, exige-se que os
deslocamentos dos nos internos apresentem valores iguais ao correspondente campo

de deslocamentos aplicado.

3.2.2 TESTE DO ELEMENTO INDIVIDUAL

Devido a laboriosa aplicagio do ‘Patch Test’, BERGAN & HANSSEN(1976)
propuseram um procedimento equivalente para analisar as propriedades de
convergéncia do elemento, denominado ‘Teste do Elemento Individual’. O teste &
expresso por um conjunto de equacdes algébricas lineares que representam as
condigdes de movimento de corpo rigido e deformagfio constante impostas. O aspecto
importante do Teste do Elemento Individual, além do fato de envolver um (nico
elemento, € que suas equagdes podem ser aplicadas diretamente nas expressdes que
conduzem a matriz de rigidez do elemento. Dessa forma, um dos requerimentos de

convergéncia® do elemento finito fica automaticamente garantido.

Para expressar as equagGes do teste é necessario expandir o campo de
deslocamento conforme equagio (3.3). Como exigéneia basica da presente
formulagdo, o campo de deslocamentos deve ser expresso por um conjunto completo

de modos basicos (corpo rigido e deformacdio constante) e os modos de alta ordem

*A satisfagio do teste do elemento individual ndo ¢ a unica condigio de convergéneia para wm
clemento finito. E necessario, também, garantir que a matriz de rigider nio possua autovalores
negativos, conforme serd apresentado posterionmente no item {3.3).
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devem ser linearmente independentes entre si, de tal forma que, seja possivel
expressar os parametros generalizados em fungio dos parametros nodats.

W} = lolia} =[fol.. lol, ]{{{Z}}} 3.1

onde [¢], representa um conjunto completo de modos de corpo rigido e deformagio
constante (modos-rc) e {o}.. sio os respectivos pardmetros generalizados.
Semelthantemente, [@]. representa um conjunto de fungdes de alta ordem (modos-a) ¢

{or}a s@0 seus respectivos parimetros generalizados.

O vetor de deformagfes {e} ¢ definido pela diferencia¢io apropriada dos
modos de deslocamento apresentados na equagio (3.1), fazendo uso de um operador

de deformagdes especifico {V], da seguinte forma:
{e} = [VI{U} = {Vi[o]{o} = [Bl{a} (3.2)

onde [B] ¢ a matriz dos modos de deformagio correspondente aos pardmetros

generalizados {o} definida da seguinte forma;

[Bi=[[VIiel. [Vliel]=[1B]. [B]] (3.3)

Pode-se explicitar os deslocamentos nodats {8} em fungfo dos pardmetros
generalizados {a} aplicando-se a equacdo (3.1) nos nds do elemento, observando-se
que o pumero de parimetros generalizados deve ser igual ao namero de graus de

fiberdade nodais,

G taren T to)..
(6} = 1Al o} = (AL lAL]{{a}H} (3.40)
B} = [A), o HIA] ko), = B}, + 133, (3.40)

onde {0} . sdo os graus de liberdade associados aos modos de movimento de corpo

rigido e deformagio constante e {8}, os graus de liberdade associados aos modos de
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alta ordem. Sabendo-se que os modos sfo lincarmente independentes, ¢ possivel

inverter a matriz JA] e assim explicitar {o} em fungio de {5}

kﬁﬁﬂAlYSYZHUQ}:[HH“%ﬁ} (3.3)
[H],

F importante observar que as sub-matrizes em (3.4) e (3.5) possuem as

seguintes caracteristicas:

U] AL =11 (3.6a)
[H][A], = 1] (3.6b)
tH][A], -~ 10] (3.6¢)
[H],[A], =10] (3.6d)
[AIH] = [A] [H], +]AL[H], = 1] (3.6¢)
HI'[A]" = [H] AL, +[HETAL ={1] (3.60)

onde [} representa a matriz identidade e 0] uma matriz com os cocficientes nulos,

nio necessariamente quadrada.

Segundo BERGAN & NYGARD(1984), o Teste do Elemento Individual tem
por base a condigio do elemento, quando interagindo com seus vizinhos, ser capaz de
reproduzir identicamente um campo arbitrario de corpo rigido e de deformagio
constante. Nessa situagio, as forgas interelementaris transferidas consistentemente
para os nos (fig. 3.2), devem se cancelar aos pares. Ao se imaginar uma rede qualquer

de elementos, conclui-se que o ‘Patch Test’ sera automaticamente satisfeito.
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FIGURA. 3.2 - Contribuiciie de uma face do elemento para e vetor de forgas nodais

As tensdes nas faces do elemento, provocadas por um estado arbitrario de
corpo rigido e deformagio constante, podem ser transferidas para os nos, gerando o
vetor de forgas nodats {T}. , através de um caminho consistente, fazendo-se uso da

matriz [} conhecida como matriz “Lumping’™,

{1} =ILl{o},, (3.7)

onde {G}, € um vetor cuja as componentes sio tensdes constantes em todo o
elemento. E importante observar que, obviamente, o movimento de corpo rigido ndo
produz nenhum estado de tensdo e que as udnicas contribuigdes para {G}. 0
proporcionadas pelo estado de deformagio constante. Porém, € necessério, para a
satisfagio do teste, que o estado de movimento de corpo rigido também seja
reproduzido identicamente. O vetor de tensGes pode ser expresso em fungdo da

matriz constitutiva [D] e da matriz dos modos de deformagiio [B]_ correspondente

<

aos parametros generalizados {a}.., definida em (3.3). Dessa forma, tem-se;

{o}.. = IDIIB], {a},. (3.8)

3 N : . : : :
A matriz Lumping [L} ¢ apresentada de forma mais detalhada para o caso especifico do clemento de
membrana no item (3.4.1).
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Assim, substituindo-se (3.8) em (3.7), encontra-se;

{T},. = [LY[DI[B], {a},, =[P].{o},, (3.9)
onde
[P].. = [LED]B], (3.10)

Por outro lado, denominando-se {F},. o vetor de for¢as nodais produzidas
pela matriz de rigidez [K] (do elemento), durante um estado arbitrario de corpo
rigido ¢ deformagfio constante, e sabendo-se que os deslocamentos referentes a esse

estado sfo os apresentados na expressdo (3.4b), tem-se:

B = IKIP),. = IK][A] fo], (3.11)

Segundo BERGAN ef al (1978) a aplicagdo do teste estabelece que o vetor de
forgas nodais {T},. na expressio (3.9) seja igual ao vetor de forgas {F},. da expressio
(3.11) para qualquer campo de corpo rigido e deformagio constante, ou seja,
qualquer {a}... Dessa forma, tem-se;

[K][A]L, =1P] (3.12)

EENM

Portanto, a equagio (3.12) representa o teste do elemento individual com a
vantagent de se poder aplica-la em um tnico elemento finito, o que nio ocorre na

aplicagdo do ‘Patch Test’.

3.3 FORMULACAO DO MEF VIA ENERGIA POTENCIAL

A formulagiio padrio via energia potencial é baseada no funcional de encrgia ¢

quando se empregam fungdes de forma conformes® produz elementos que, segundo

‘ Elementos finitos conformes sio agucles compostos por fungdes de forma que garantem a
continwidade interelemental das varidveis.
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JRONS & AHMAD(1980), atendem ao ‘Patch Test’. Entretanto, alguns elementos
ndo conformes, desenvolvidos a partir desta mesma formulagio, também satisfazem
ao Patch Test e apresentam excelente desempenho. Assim, algumas condigdes que
possam garantir a satisfagio do Teste do Elemento Individual (e portanto o Patch
Test) para elementos ndo conformes, oriundos da formulagio padrio, devem ser
analisadas. Deste estudo resultam condi¢es importantes a serem impostas nos modos
de deslocamento ndo conformes, para o desenvolvimento posterior da formulagio

livre.

A expressdo de partida para se deduzir a matriz de rigidez de um elemento
finito, baseado na Formulagio da Energia Potencial, é a energia de deformagiio U,

expressa pela seguinte integral no volume V:

!

>, e eV (3.13)

1 T
U= [ ) oy -

onde [D] ¢ a matriz constitutiva, {o} o vetor de tensdes e {£} o vetor de deformagdes.

A energia de deformagio pode ser representada em fungio dos parfimetros

generalizados substituindo-se a equagiio (3.2) em (3.13).

i . . 1 I
U= fo3" [ (BT IDIBIViod = - foy" (K)o} (.14)

onde [K] ¢ a matriz de rigidez generalizada que pode ser particionada em relagio aos

modos-rc e modos-a da seguinte forma:

rea

T IKLC {Klrca -

;K]:{_, e 2 (3.15)
K. K],

sendo [K],, [K], e [K],,. respectivamente, as sub-matrizes referentes aos modos

corpo rigido/deformagio constante, alta ordem e acoplamento entre os dois, definidas

pelas relagdes:
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(K1, - [ [BILIDIB, AV = VBIL[D](B], (3.16a)
K], = [ [BI}[DI[B],aV (3.16b)
K], = | IBILIDIB],dV (3.160)

Substituindo-se a equagiio (3.5) na expressdo da energia de deformacio

(3.14), tem-se:

U T
U 25{5}'ifll [Ki{ll]{fi}-“—giﬁ} [K]{5} (3.17)

onde [K] representa a matriz de rigidez do elemento. Essa matriz pode ser expressa
fazendo-se uso da matriz [H] apresentada na equagdo (3.5), como:

[HE, + [ H K] [ H], + BEKLIHL,  (3.18)

ey

K] = HILIK] ], +[HLK]

rea

E importante investigar o comportamento da matriz de rigidez [K] em (3.18),
quando submetida ao Teste do Elemento Individual eq.(3.12). Visando simplificacdes
futuras, € interessante reescrever a sub-matriz [KJ,. Assim, sendo . a energia
potencial referente a um estado de corpo rigido e deformagfio constante, composta
pela energia de deformagio U e pela energia potencial das cargas externas V.., tal

COMmo:

e

o= U Vi = (@)K o, B30T, (.19

Substituindo-se a equagio (3.9) e a parcela referente da equagio (3.4b) em

(3.19), tem-se:

1 _ .
. = fed K], fad, - fodi [ALLIP] o, (3.20)
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Minimizando .. com relagio aos pardmetros generalizados, obtém-se:

{%} =Kl o} ~[ALIP]. o}, = {0) (3.21)
ou ainda,
K], = 1ALIP], (3.22)

Reescrita convenietemente a sub-matriz {K|_, inicia-se a aplicagio do Teste

do Elemento individual. Multiplicando-se a equagio (3.18) por [A],. e fazendo-se uso

das equagdes (3.6a) e (3.6d), resulta:

[KHAL, = [HI[IK], +[0}+ [HIIK], +[0] (3.23)

FCH

Substituindo-se a equago (3.22) em (3.23), obtém-se:

[(KI[AL, = [HI ALL[P]. +[H] K] (3.24)

1N

Por fim, pode-se escrever a equagio (3.24), fazendo-se uso da equagio (3.61),

COmo:

IKJ[AL, = (1= [HITAIDIPL, + [HTK], (3.25)

rea

Reordenando-se (3.25), tem-se:

[KIAL, =P +[H] (K], - [ALP]) (3.26)

{a
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Nesse ponto, ¢ importante observar que para satisfazer o Teste do Elemento
individual, representado pela equagfo (3.12), é necessario que a expressio entre
parénteses em (3.26) se anule, ou seja:

KT, = IALIPL, (327)

rea

Nesta equagdo estiio contidas as condigdes que devem ser impostas A matriz
de rigidez de modo a garantir a satisfagfio do Teste do Elemento Individual e indica a

dependéncia das propriedades de convergéncia com a matriz de acoplamento [K]

Entretanto, a escolha de modos de alta ordem que respeitem essas condigdes é
bastante dificil. Uma solugio simples, proposta por BERGAN & NYGARD(1984),

seria anular separadamente os dois termos da equagio (3.27), ou seja:

[AL[P], =10] (3.28a)

K], = [ IBILIDI[BL AV = o] (3.28b)

Segundo BERGAN & NYGARD(1984)° a primeira das equagdes (3.28) pode
ser traduzida como condigiio de oriogonalidade em for¢a e requer a escolha de
modos de alta ordem tais que {A]. seja ortogonal a [Pl.. Isto nem sempre é facil e
requer usualmente combinagbes de diferentes termos para se obter um modo-a (modo
de alta ordem), dependendo as vezes, da geometria do elemento. A segunda equagio
expressa nitidamente uma condigio de orfogonalidade em energia e deve ser
interpretada como a inexisténcia de ligagiio em energia entre os modos-rc e os modos-

a. Em particular, sendo [B]_ constante em (3.28b), para se obter a condigio de

ortogonalidade em energia, basta que:

j’v (Bl dV =[0] (3.29)

* Pré-multiplicando-se a expressio (3.28a) por {ou}f pos-multiplicando-a por {o},, ¢ utilizando-se
as definigdes contidas nas expressoes (3.1) € (3.9) escrevese {ou}] [ALL[P] o}, = 18} {71},. =0,
onde fica itediato o conceito de ortogonalidade em forga.
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Conforme BERGAN(1980), a condigdo de ortogonalidade em energia pode
ser satisfeita adotando-se a origem do sistema de coordenadas no centroide do

elemento e orientado-se o sistema de eixos nas diregdes dos eixos das principais,

Assim, pode-se concluir que, um elemento finito, desenvolvido a partir da
Formulagdo da Energia Potencial, baseado em um conjunto completo de modos-rc
mais um conjunto linearmente independente de modos-a, satisfaz o ‘Teste do
Elemento Individual’ e consequentemente o ‘Patch Test’, quando sfo escolhidos
modos-a de tal forma que verifiquem as condi¢des de ortogonalidade em forga e em

energia, BERGAN & NYGARD(1984).

3.4 FORMULACAOQ LIVRE

Conforme demonstrado no item anterior, as propriedades de convergéncia de
elementos finitos obtidos a partir da formulagio da energia potencial estdo ligadas a
sub-matriz de acoplamento entre os modos-rc € os modos-a. Com base nisto,
BERGAN & NYGARD(1984) propuseram, de forma a garantir a satisfago do Teste
do Elemento Individual, uma modificagfio na matriz de rigidez generalizada eq.(3.15),

aplicando-se a equagdo (3.27), resultando:

Kl  [PLIA]

K] = v 3.30
(K] [{AIZEPIH [KI], 539

E importante observar que as sub-matrizes (K}, e [K], sdo as mesmas da

Formulagio da Energia Potencial, ao contrario da sub-matriz de acoplamento K], .
Pode-se facilmente verificar que a equagfo (3.30) satisfaz o teste do elemento

individual eq.(3.12), da seguinte forma:

[
IKHAL, = [HEL  (HE K] iy Ak (3.31)
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Aplicando-se as equagtes (3 6a) ¢ (3.6d), tem-se:

[KI[A}, = [H].[K],. +[0]+[H][AL]P], +[0] (3.32)
Fazendo-se uso equagiio (3.22) e da equagio (3.6f), obtém-se:

[KI[AL. = (HILIAL, +[HL AP, =[P], (3.33)

Entretanto, apesar da satisfacio do ‘Teste do Elemento Individual’, BERGAN
& NYGARD(1984) observaram que alguns elementos obtidos através desta proposta
ndo convergiam e que isto era provocado pelo aparecimento de pelo menos um
autovalor negativo na matriz de rigidez. Este autovalor negativo ¢ oriundo da
preponderdncia do termo de acoplamento [P] [A], sobre a sub-matriz [K] . Fm
uma situacio normal de convergéncia, a influéncia dos modos de alta ordem deveria
diminuir a medida em que a rede fosse sendo refinada, e nos casos referidos isto ndo
ocorrta. Assim, para garantir a convergéncia, é necessario, além da satisfagdo do
‘Teste do Elemento Individual’ ou ‘Patch Test’, garantir a inexisténcia de autovalores
negativos na matriz de rigidez [K]. Pode-se ‘enxergar’ mais facilmente uma soluciio

para este problema explicitando-se os termos referentes aos modos-rc ¢ de
acoplamento da matriz [K] em (3.30). Assim, igualando-se a expressdo (3.16a) a

(3.22) e utilizando-se a igualdade (3.10), obtém-se:

(B, = ILIAL (3.34)

Substituindo-se a igualdade (3.10) nas sub-matrizes da expressio (3.30),

levando-se em consideragiio as expressdes em (3.22) e (3.34), resultam:

[ALIPL, = [ALILIDIBL, = [AL K], {A], (3.35a)
[PLIAL = [BEIDILIIAL = [ALLIK]IA] (3.35b)

[K], = V[BILIDHB], = [AL.IK]IA] (3.35¢)
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onde
1 .
K], = ;’,*ILIID]ILIr (3.36)

As equagdes (3.35) apresentam grande semelhanga nas suas formas finais.

Sendo assim, BERGAN & NYGARD(1984) propuseram, para eliminar a
predomindncia do termo de acoplamento sobre a sub-mairiz [K],, a adigdo, nesta

dltima, de um termo que ndo altera a satisfagdo do teste do elemento individual e que

possui a nesma analogia com as expressdes finais de (3.35):
[KE = [ALIKILIAL (3.37)

Dessa forma, escreve-se a matriz de rigidez em relagio aos pardmetros

generalizados como:

K- PA]H{K],D[A]“ AL K] AL, (3.38)

TALIKLIAL K], +IALIKLIAL

A matriz de rigidez do elemento, em relagdo aos graus de liberdade do

problema, pode entdo ser facilmente obtida pela seguinte transformagio:

[K] = [[H]} tﬂl’i‘hmm’“ (3.39)
Rl 1) 1) |

Fazendo-se uso das equagdes (3.6¢) ¢ (3.6f), pode-se expressar a matriz de
rigidez como:

K=K, + K], (3.40)

onde [K], representa a rigidez basica, idéntica para todos os elementos da mesma
classe com os mesmos graus de liberdade, definida em (3.36). O termo [K]. é

denominado rigidez de alta ordem sendo expresso da seguinte maneira:
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(K], = [H][K],[H], (3.41)
i1 importante observar que pelo fato de ser composta por formas guadraticas
de [D] e [K],, as quais sio ambas definidas positivas, a matriz de rigidez em {3.40),
além de ser simétrica, nfio possui auto valores negativos, ou seja, é também positiva
definida. Pode-se demonstrar também que [K] satisfaz o Teste do Elemento

Individual, da seguinte forma:

1 -
[K][A]L. = "“;I.LI{DHL]TiALc +[HL K], [H],[A], (3.42)

Fazendo-se uso das equagdes (3.6d) e (3.34), tem-se:

[KI[AL, = [LIID][B],, +[0] (3.43)
Por fim, aplicando-se a equacio (3.10), obtém-se:

(KllAL, = {P], (3.44)

A equagio (3.40) caracteriza o termo “Formulagio Livre”, pois, nio é
necessario a imposigio das condigdes de ortogonalidade em forga ¢ em energia nem a
conformidade (compatibilidade interelemental) para a satisfagio do Teste do
Elemento Individual, exigindo-se apenas que os modos basicos sejam completos e os
modos superiores sejam linearmente independentes. Uma outra caracteristica da
formulagio ¢ que, quando as condigdes de ortogonalidade em forga e em energia sio
satisfeitas a matriz de rigidez coincide com a desenvolvida pela Formulagio da
Energia Potencial. Pode-se ainda, multiplicar a rigidez de alta ordem em (3.40), por
um escalar positivo B, sem que as propriedades basicas de convergéncia sejam

destruidas, ficando:

1 : -
(K] = o [ILHDIL] + BRRITIKY, [H], (3.45)
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Resolvido o problema com relagio aos deslocamentos, parte-se para a
obtengio das deformagdes. A formulaglo Livre utiliza as mesmas expressdes da

formulacdo da energia potencial na defini¢fo das deformagtes eq.(3.2) e eq.(3.3).
£} =[VI{U} = [Vllol. ta}.. +{Vile] {o}, = [[EL,;{HLc +[BL[HL 6}  (3.46)

Esta definicio apresentada em BERGAN & NYGARD(1984) ndo é
consistente® com a expressdo da matriz de rigidez em (3.40), a ndo ser para o caso
particular onde as funges de deslocamento sdo ortogonais em forga ¢ em energia.
Uma forma alternativa para a expressio das deformagdes é apresentada em BERGAN

& FELIPPA(1985), como:

| N —
{et = {?{;[LI' +[B],[H], ]{5} (3.47)

O uso desta expressdo evita o calculo de {H] . No caso de elementos finitos

cujas fungdes de deslocamentos s&o ortogonais em energia, a equacio (3.47) torna-se
consistente com a expressdo da matriz de rigidez em (3.40). Para tornar a expressio
(3.47) consistente com a expressdo mais geral da matriz de rigidez apresentada em

(3.45), para o caso particular de elementos ortogonais em energia, BERGAN &
FELIPPA(1986) aplicam o fator \[g , de maneira que as deformagdes sdo escritas

como’

{e} = H[u“ + /BIB,1H], }{6} (3.48)

A partir das deformagdes, podem-se encontrar as tensdes utilizando-se as

relagdes constitutivas.

{o} =Dle} (3.49)

A matriz de deformagiio [B] serd consistente com a expressio da matriz de rigides definida pela
Formulagiio Livre s¢ quando aplicada na forma tradicional [K]= j IB}'[D]{BMV reproduza a
v

mesma expressio da Formulagio Livre.
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3.5 FORMULACAO LIVRE NAO-LINEAR

Nas formulagdes usuais do método dos elementos finitos para analise de nio-
linearidades fisicas, a matriz de rigidez dos elementos deve ser obtida através de

integragio numérica da seguinte expressio:
[K]=|_[BI"[D][BIV (3.50)

Isto € necessario, pois a matriz [D}, que contém as leis constitutivas do

material, varia ao longo do corpo e, consequentemente dos elementos. Dessa forma,
torna-se necessario derivar uma expressio para a matriz de deformagio |B] (referente
aos parametros nodais) que, quando aplicada na equagio (3.50), reproduza uma
expressao semelhante a matriz de rigidez em (3.45), satisfazendo o ‘Teste do

Elemento Individual® e sendo positiva definida. Dessa forma, [B] pode ser expressa

por:
1 X .
[B] = (11" + JBIBI H], (3.50)
onde
I
IB); =[B], - [, [Bl,av (3.52)

Pode-se observar que a equagiio (3.52) € “energeticamente ortogonal”, de

maneira que:
| IBL.av = 0] (3.53)

Entretanto, quando os modos de alta ordem satisfazem ortogonalidade em

energia, pode-se aplicar a equagio (3.29) em (3.52), anulando-se o ultimo termo
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desta, recaindo-se na expressdo (3.48) que ¢ consistente com a matriz de rigidez em

(3.45).

Aplicando-se a matriz de deformagio [B}, apresentada na equagiio (3.51), na

defini¢do padriio da matriz de rigidez em (3.50), sabendo-se que {L] ¢ constante e

[ B}, ¢ energeticamente ortogonal, obtém-se:

1 . —
[K]= 5 ILIPILIT + BIH] KL A, (3.54)
onde
(K], = |_{BL."[DI[BY; (3.55)

E importante observar que a expressdo da matriz de rigidez em (3.54) é

semelhante a expressdo em (3.45), com excegiio apenas da substituicio de Bl por

[BI,. Dessa forma, ¢ ficil verificar que a expressio em (3.54) satisfaz o Teste do
Elemento Individual, sendo positiva definida pelo fato de ser composta por formas
quadraticas de [D] e [K].. No caso particular de ortogonalidade em energia, como

¢ consequentemente a

a

apresentado anteriormente, {ﬁ}: se degenera em |B]
expressdo da matriz de rigidez em (3.54) se degenera na matriz de rigidez em (3.45).
Por fim, as deformacdes e as tenstes sdo obtidas utilizando-se a expressdo da matriz

de deformacgido em (3.51).

3.6 FORMULACAQ DO ELEMENTO DE MEMBRANA

O elemento finito de membrana de geometria triangular (fig.3.3) possui trés
nos nos cantos ¢ um {otal de nove graus de liberdade. Cada no apresenta

deslocamentos u e v segundo as dire¢des x e y do sistema de referéncia ¢ a rotagiio
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normal ao plano do elemento 0y (“drilling”). Dessa forma, o vetor de deslocamentos

nodais fica expresso por:

0=, v, 0, u v, 0, w, v, 06,1 (3.56)

(uj vy 65)

(u; v .95 )

FIGURA 3.3 - Geometria e grans de liberdade do elemento de membrana

A matriz de rigidez do elemento de membrana, utilizada neste trabalho, foi
desenvolvida através da Formulagiio Livre de BERGAN & NYGARD(1984),
apresentada no iftem anterior. Seguindo tal procedimento desenvolveram-se
separadamente a rigidez basica e a de alta ordem na construgiio da matriz de rigidez
total. Deve-se ressaltar ainda, que o desenvolvimento do elemento aqui apresentado
esta baseado principalmente em BERGAN & FELIPPA(1985-1986) e
PELETEIRO(1996).

3.6.1 RIGIDEZ BASICA

A rigidez basica expressa em (3.36), para um caso genérico, pode ser

apresentada, para o caso plano, da seguinte forma:

1 -
(K], =~ TLID, L] (3.57)
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onde [P}, € a matriz que relaciona os esforgos de membrana com as deformacfes.
Deve-se notar que, na equagio (3.57), o volume V foi substituido pela area A. A
matriz ‘lumping’ {L} apresentada em (3.7), no caso plano, relaciona os esforgos de
membrana devido a um estado arbitrario de corpo rigido e deformagio constante
{N}. (a0 invés das tensdes) com o vetor de forgas nodais {T3,, consistente com

(3.56). Dessa forma, tem-se;
{T},.. = [LIN},. (3.58)

Deve-se notar que, para derivar a rigidez basica, basta conhecer a matriz
‘lumping’, que pode ser encontrada aplicando-se a expressio do trabalho virtual, das

forgas de membrana atuando nos lados do elemento devido a um estado-rc:
OW,, =W+ dWIk 4w (3.59)

em (3.59) W1, 8WI* e 8W!" representam os trabalhos virtuais provocados

re ?
pelos esforgos de membrana, de um estado-re, atuando respectivamente nos lados i-j,

j-k e k-i, definidos genericamente por:

W' | U Ny ay (3.60)
sendo {5U}, i 0 vetor das fungBes de deslocamentos virtuais ao longo do lado i-f. O

vetor {N}'7* retne os esfor¢os de membrana distribuidos ao lango do lado i-j do
clemento, referentes a X ¢ ¥ (fig. 3.4a), que se relacionam com {N},., no sistema x ¢

¥y, da seguinte forma:
INL = IR INY, (3.61a)

{Nx}‘ i -
ny (L "7k

(3.61b)
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onde ¢ e s referem-se respectivamente ao co-seno ¢ seno do dngulo w que a normal

a0 lado faz com o eixo x, conforme figura 3.4.

{a) b)
FIGURA 3.4 - (a) Esforcos em um lade do elemento. (b) Destocamentos do lado i~j do elemento

O vetor das fungdes de deslocamentos virtuais, ao longo do fado i-j, pode ser
apresentado em fungio do vetor de deslocamentos nodais do mesmo, nas

coordenadas ¥ e y,

GLI N () M (3.62a)
S, |
&V,

5t ) 0 ap,. o. 0 op.. &0

6v,j 0 o, 0 0 o, 0 du,

- - ij

v,
30,
L L

A transformagdo do vetor {8}, ; definido no sistema ¥ e ¥ para o vetor

{3+}i , expresso nas coordenadas globais x e v, ¢ definida como:

{6‘(}” = IRL j{ﬁv}i i (3.63)
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onde
c s 0 0 0 0
-5 ¢ 0 0 0 ¢
- 0 01 0 00 o
[]”MO 0 0 ¢ s 0 (3.642)
0 006 -s ¢ 0
0 00 0 0 1]
B, =[ou, dv, 50, du, bv, 5elj]i__j (3.64b)

sendo que, ¢ e s sfo definidos da mesma forma que em (3.61).

Segundo BERGAN & FELIPPA(1985), para compatibilizar a nio existéncia
de uma unica relagdo entre as rotagdes do lado do elemento e a definicio da mecénica
do continuo, ¢ necessario introduzir o escalar o, conforme apresentado na equagio

(3.62b). As fungBes de forma @,,, 9,, @, € Gy, definem o deslocamento u
normal ao lado e so ambas fungGes cibicas, enquanto que ¢, e ¢, sio fungles

lineares e definem o deslocamento tangencial v do lado i-j do elemento. As equagdes

que seguem s&o apresentadas para ilustrar a construgio destas fungdes de forma.

Gy
U=0, +aL,y+ay o, ¥ =1 ¥ ¥ ¥ Zz (3.652)
V=P, +B,y=]1 y]{g"} (3.65b)

onde U e v s3o os deslocamentos mencionados anteriormente referentes aos €ixos x

e y (fig. 3.4b). Assim, aplicando-se as fungBes apresentadas nas equagdes (3.65) nos

nos i ¢ j do lado do elemento ¢ sabendo-se que 6, = — Ju/dy, tem-se:
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] [t o 0o 0 o

0,1 |0 -1 o o |,

[T O U PR F AR PN I (3.66a)
6y) |0 -1 2L, 3L |la,

vi] [t o},
SR

0 0
% o -1 o 0 ||
a, 3 2 3 I 10,
= (=] 12 1 S 3.67a
oy LiJ I’u Lu I"ij uj ( )
— 2 1 2 i
% el PRy — By
(T VA T F
T 1 0 Ir—
vi
{?}} - 1 {M } (3.67b)
v,
B.J |y 1, |V
Substituindo-se as equagdes (3.67a) em (3.65a) e (3.67b) em (3.65b), obtém-
se:

1 0 0 0
0 -1 0 0 ||
302 3 1 |le,.
=1 v ¥l Ea— TS = 3.68a
[ty v ¥ A A Y (3.68a)
2 1 2 1
ST VAR TR T3 U
i i i ‘i
0]
v=[t §]_ b L{V} (3.68b)
L. L. {LYi



Capitule 3 - Flemento finito de membrana 47

Manipulando-se as equagdes em (3.08a) ¢ (3.68b), resultam:

-ﬁi
. i — — — eZi
U= [(pui (pel'l (puJ (pﬁ‘j_j] ﬁ (369&)
j
7
— J— . Vi
i
onde
= 3 2, 2 3 2 2
Oy —l“i;ify '*"'fgy s Py :’i};‘j‘y ‘Ls; Y,
o 22 i . _ | 1
Pou =FHT—Y =3V Poy= ¥V 2V (3.70)
“if i ‘i 4ij
4 1 . 1
q)'kl - '_V_‘_y 3 (p\, -7 y
IJij i Ilij

Dessa forma, pode-se encontrar a expressio do trabatho virtual provocada
pelas forgas de membrana atuando no lado i-j, aplicando-se as equagdes (3.61) e

(3.62) em (3.60),
oW, = [ 37101, [R], N} dy (3.71)

Transforma-se o vetor de deslocamentos nodais para as coordenadas globais x

¢y, fazendo-se uso da transformacio (3.63), ou seja:

sWt = | 8.3 IRY ol IR (NS, dy (3.72)

A equagio (3.72) pode ser reescrita da seguinte forma:

W = B 3 (T (3.73)
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onde {T}'? é o vetor de forgas nodais consistentes, oriundo da contribuicio das

forgas de membrana atuando no lado i-j devido a um estado-rc, expresso como:
(ML= RT | (G1,491R), (N3, (3.74)

Efetuando-se as integrais remanescentes na expressio (3.74), resultam:

" 1.
o v — i J_ — T - 77&(
J.i __j(guidy - b iwj(f’ujd ) )
L L,
— — i _— - ij
Ay = Ay = — 3.
ji j(p{h:ldy 12 b _[J(p();_;dy 12 b ( 75)
L L,
TR 4
| @.dy 5 [ @4y >

Manipulando-se a equagdio (3.74) e levando-se em consideragio que

Lyc=y,~y, =y, e Lys=x, —x; = x,, chega-se a seguinte expressio para {T} 7.

T P yﬁ 0 xij
Tm 0 Xy Y
b z
ot I TS R 74
ST S S 6 3 N (3.76)
re T. 2 Y. 0 X, ¥ '
uj it i N
T, 0 Xy, e
2 2
[ Tos ), o i M XY
LT 6 6 3,

Semelhantemente, derivam-se as expressdes W1 ™ e W' apresentadas na
equagdo (3.59) e reordenando-as de forma que 8W,. seja igual a expressio do

trabalho virtual total provocado por {T}. na expressdo (3.58), tem-se:

OW,, = {6,317 {T},, = 6.} [LI{N},, ‘ (3.77)

onde {8} € o vetor de deslocamentos virtuais nodais semelhante a {8} em (3.56).
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Assim, a matriz lumping fica escrita em sua forma completa,

6y ., 0 6x
0 6x 6y ;.
a(y?k RY;) (I(Xii “xizj) za(xkiyik —Xinji)
6y, 0 6x
1
L]=7, 0 6x 6y, (3.78)
a(yj?i - y:j) a(x; - x?k ) 2{1(xijy3‘i — X ¥y)
6y, 0 6x
0 6x 6y,
__(I‘(y:;j ‘Yi) axy, “xie) 200(X ¥y~ XYy )g

Sendo o um pardmetro arbitrario, que pode ser manipulado para melhorar o
desempenho do elemento, entretanto, o valor de o adotado deve ser igual para todos
os elementos da estrutura, de forma a nio violar o Teste do Elemento Individual, ¥
importante observar que o valor o0 = 0 resulta na matriz lumping do elemento CST

(Constant Strain Triangle).

3.6.2 RIGIDEZ DE. ALTA ORDEM

A construgo da rigidez de alta ordem requer a consideracio dos modos de
deslocamento. Para se obté-la, é necessario conhecer, além dos modos de alta ordem,
os modos basicos. A exigéncia da Formulagio Livre com relagfio aos modos basicos,
¢ que eles sejam completos. Para o caso do elemento triangular de membrana, as

fungdes de deslocamento basicas podem ser expressas da seguinte maneira;

{uﬂ}xr 0 -nm £ 0 n'<(13> 3.79)
_— 3.
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onde £ e 1 sdo as coordenadas adimensionais com a origem no centréide do elemento

(fig.3.5), definidas da seguinte forma:

1

ﬁmﬁ(xwxc):l(xmxc) (3.80a)
1
M=y =My -y, (3.80b)

sendo x. e y. as coordenadas do centroide e “A” a area do elemento, definida como:

I
A= E(ijk TXY XY XY FXY X)) (3.81)

7

Mediana

FIGURA 3.5 - Sistemas de coordenadas

Os modos superiores devem ser linearmente independentes e podem ser
obtidos de forma que a condigio de ortogonalidade em energia seja satisfeita,
bastando para isso, conforme apresentado no item anterior, adotar a origem do
sistema de coordenadas no centroide e escolher o sistema com a direcdo dos eixos das
deformagdes principais. Dessa forma, BERGAN & FELIPPA(1985) sugerem os
modos de flexdo pura, de maneira a se conseguir uma melhor performance do

eiemento, CXPIessos como:

ﬁ:é‘n) Q:___;_g2‘ (382)
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Observa-se que a deformagdo cisalhante nas coordenadas x e § (cujas

versdes adimensionais sio § ¢ ) é nula, caracterizando as dire¢des principais.

G oL (3.83)
ny-—a& aﬁﬁ* .

Para expressar um modo de alta ordem definitivo é necessario fazer uso de
coordenadas invariantes, para os modos de flexdo pura na equagio (3.82), aplicando-

se as seguintes transformagdes:

H&} (3.84)
1n
. N (3.85)
s ¢ ||V

onde ¢ e § sdo, respectivamente, 0 co-seno e o seno do angulo w formado pelos

eixos £ e E_': (fig.3.5). Assim, substituindo-se as equagdes (3.84) e (3.85) em (3.82),

enconira-se;

1.. U U 2

u — E,%cz ¢’ Es:’ 1562 |6
v} = 1 1 &n (3.86)

e = T

Para se obter trés modos definitivos de alta ordem, é necessario escolher trés
valores para o dngulo ¢. BERGAN & FELIPPA(1985) propdem a escolha das
diregSes das trés medianas do tridngulo como eixo local %, obtendo-se o0s trés

dngulos ¢, ¥, e w,. Assim, as fungdes de deslocamento de alta ordem podem ser

apresentadas como;

2 2 2 2 2 2} [ %7
a +a +a a +a +a a + +
_13ud aEn+aym 128 25N+ a5 287 gt agm :; o (3.87)
o

H]
{Va } L’uéz +hyEn by’ bpE® +hyEn + by’ bsEl +byuEn+ byn’
9



Capitulo 3 - llemento finito de membrana 52

onde
1 I
- _W_A ~F ~3 —"—74\3 7.« ~ 23
A TS NG, 4y =6, Asi = 45 T,
by =82, — 2 &, by =8, b, 8% 3.88
Li *Sici_zcs: 27 78, 3.*251£i: (3.88)
s, =seny,, €, = oSy, .

Consequentemente, o conjunto total dos modos é expresso pela soma dos
modos basicos da equagio (3.79) e os modos de alta ordem da equagio (3.87), ou

seja:

SR
- + (3.89)
v A\ v,

Pode-se agora, compor a matriz {A], que relaciona o vetor de deslocamentos
nodais {6} com o vetor dos pardmetros generalizados {a}, conforme apresentado na
equagido (3.4a), fazendo-se a substituicdo apropriada das coordenadas nodais na
equagiio (3.89) e na defini¢io da rotagio 0, expressa pela Mecanica do Continuo

0, = H(ZE+ %“;). Desta forma, as sub-matrizes [A}. e {A]., sd0 apresentadas como:

1

I o - N éi 0 Tli-
G l‘ &i 0 Tll (t;i
0 ¢ A 0 0
O =my & 0 m
[Al.=]10 ¥ & 0 =n; &, (3.90)
6 ¢ A 0 0 0
1o g ék 0 M
0 1 &, 0 n, &,
g 0 A 0 0 6 |



1AL, (AL, (AL,
(AL =] {Ab, {Aby (Al (3.91)
W{A}a:il {A}asz {A} a33 |

onde

aljéiz tagm, + asjniz
{A}aij = b:j&? + bz_;f.,{'li + b."jjniz (3.92)
o A‘(éj(t‘si +§1~TL-)

As sub-matrizes dos modos de deformagio correspondentes aos modos

generalizados [B]_ e [B],, definidas na equagdo (3.3), s3o encontradas

diferenciando-se apropriadamente os modos de deslocamento, equacio (3.89),

resultando:

e fofx 0]
fe} =98, =1 0 /oy {v} = VL IeHa} = [B], o}, -+ [B],{a}, (3.93)
Y. 100y 0/dx

onde

0 0 ¢ 1 0 0
IBl,. = IVl lel. =20 0 0 0 1 0 (3.94a)
0 6 ¢ 0 0 2

2a,E +a,m 2a,E +a,m 2a,,f +a,n "
[BL, =1{V].lel, =A] b,§+2b;n b,,& + 2b,7m b,.E +2bym (3.94b)
~d4b, L -4da,m - 4b,E - da,m - ah £ 4313’1,

Fmalmente, deriva-se a rigidez generalizada de alta ordem, que para o caso

bidimenstonal pode ser apresentada como:

[K], = | IBI[D],|B],dA (3.95)
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A equaglo (3.95) representa a mesma equagio (3.16b), so que integrada
através da espessura. Escreve-se a i-ésima coluna da matriz [B],, da seguinte

maneira;
{B}, =E{B}, +n{B}, (3.96)

onde {B}, e {B},, sdo vetores que contém os coeficientes da i-ésima coluna de [B],

associados respectivamente com & e 1. Assim, os termos (i.j)-ésimos da matriz [K]_,

apresentada em (3.95), sdo escritos como:
K, (i) = .5 (BILIDL, (BY, + 1, ((B}5(D1, (B}, + (B LD, (BY, ) + T, (B34 [D],, (B}, (3.97)

onde Jgg, Jin € dyy 580 05 momentos de inéreia de rea,

J;}; - j‘isz = ‘i(&iéj +éj(i':)k +E;>kéi)

A

doy = {éﬂdA‘_'g(&ini +§,m, +1§k’nk) (3.98)

A ngidez de alta ordem ¢ finalmente encontrada fazendo-se a inversio
apropriada da matriz [A], que € composta pelas sub-matrizes definidas nas equagdes

(3.90) e {3.91), ou seja:
[K], = [H]"[K],[H] ; [Hi=[A]" (3.99)

Com relagiio ao calculo das deformagdes e consequentemente das tensdes, a
formulagio livre ¢ bastante flexivel, no que diz respeito ao modelo elastico linear,

apresentando diversas expressOes para a matriz de deformagio [B] necessaria para o
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calculo destes, conforme apresentado no final do item 3.3. Entretanto, para as
finalidades deste trabalho, torna-se necessario a utilizagio de uma matriz de
deformagiio que seja consistente com a expressio da matriz de rigidez. Assim,
levando-se em consideragdio que os modos de deslocamento do elemento de
membrana sdo energeticamente ortogonais, deve-se utilizar a expressio da matriz de

deformagio [B] definida na equagio (3.48), que é consistente com a expressio da

matriz de rigidez em (3.45).



Capitulo 4
ELEMENTO DE FLEXAO DE PLACAS

4.1 INTRODUCAQO

O elemento finito de placa adotado neste trabalho para simular os efeitos de
flexdo na casca ¢ o DKT (‘Discrete Kirchhoff Triangle’). Este elemento foi
inicialmente publicado em 1969, STRICLIN ef a/.(1969), e reexaminado por mais dez
anos para atualmente encontrar-se entre os melhores elementos de sua classe para

analise de flexdo em placas, como ja afirmou BATOZ(1982).

Segundo BATOZ(1982), o elemento DKT garante a continuidade de todas as
variaveis essenciais ao longo dos lados do elemento e a convergéncia para a solugio
do problema das placas delgadas. Sua formulagfo ¢ baseada inicialmente na teoria de
Reissner-Mindlin, onde a deformagio por esforco cortante ¢ considerada.
Posteriormente, as hipoteses da teoria de Kirchhoff sdo impostas discretamente ao
longo dos lados do elemento. Assim, é necessario uma maior descrigio das teorias
classicas anteriormente mencionadas, para uma melhor compreensio da formulacio

do elemento.

4.2 TEORIA DE KIRCHHOF¥

A teoria de Kirchhoft, especifica para tratar placas delgadas, é caracterizada

através das seguintes hipoteses:
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1) Os deslocamentos horizontais dos pontos do plano médio da placa  sdo
despreziveis.

2} As tensdes normais ao plano médio da placa séo desprezivels.

3) Todos os pontos contidos em uma normal ao plano médio possuem o mesmo
deslocamento vertical.

4) Os ponlos sobre relus normais ao plano médio indeformado, permanecem sobre

retas também orfogonais ao plano médio deformado.

A hipoétese 2 afeta as relagOes constitutivas e as hipdteses 1, 3 e 4 permitem

definir o campo de deslocamentos.

4.2.1 CAMPO DE DESLOCAMENTOS

Assumindo-se a hipotese de pequenos deslocamentos, considere uma se¢do de
placa paralela ao plano xz passando pelos pontos 4 e B juntamente com sua
configuragio deformada apresentada na figura 4.1

Qv =- Pw vy {¥)

FIGURA 4.1 - Posicio inicial ¢ final de uvma seclo de placa

O sepmento AB, inicialmente na vertical, sofre uma rotagio de — dw/dx .

Assim, o ponto B, situado a uma distincia z da superficie média sofre um

deslocamento na diregiio x expresso por:
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uzzex :z(;}‘(t (4])
ox

Analogamente, pode-se demonstrar que o deslocamento na diregéo y é:

v=20,6 =-z— (4.2)

Por conseguinte, o campo de deslocamentos da placa pode ser apresentado na

seguinte forma:

o
u(x,y,z) g?v

U =9 v(x,y,2) r =4 — z~(;3~; (4.3)
VYD) wixy)

4.2.2 CAMPO DE DEFORMACOES, TENSOES E ESFORCOS

O campo de deformagSes é obtido pela substituicio das expressdes dos

deslocamentos na defini¢io das deformagdes no estado tridimensional.

2
g, =M 0" (4.42)
ox Ox
2
e =M. 0 hd (4.4b)
oy dy
ow
s = — = 4‘4
b, (4.4¢)
2
'Y o il —(‘ai + —@ e --—ZZ QE (4;4(.1)
Oy Ox Oxoy
ou  Ow
e —— O 44
Yo = oot (4.4¢)
v
'sz i E_;Aiui}‘,‘i: 0 (44{)
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Das relagdes anteriores conclui-se que a quarta hipotese de Kirchhofl conduz
a nulidade das deformagbes cisalhantes vy, e ¥

.- As deformagtes podem ser
agrupadas em um vetor, tal como:
*w
£, 52
w
fe}=q€,r=1 2 o (4.5)
Y s 2
iy o'w
| oxdy

Através das relagbes constitutivas € possivel escrever o campo de tensdes em

fungio do campo de deformacgdes. Assim, o vetor de tensGes da placa pode ser

associade com o vetor de deformagdes pela matriz [D], denominada matriz
constitutiva.

g

X

{o} =<0, = [D]ig}

(4.6)
Ty
O campo de esforgos ¢ definido da seguinte forma:
M X ] b3
w2 n/2
M}y= M, |= J’ B o, iz mjw Holdz 4.7
M ¥ T Xy

onde M_ e M_ sio os momentos fletores provocados respectivamente pelas tenstes

normais ¢, ¢ ¢, em torno do plano médio ¢ M . o momento volvente produzido
pela tensdo cisathante © .

59
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4.3 TEORIA DE REISSNER-MINDLIN

A hipotese da ortogonalidade da normal ao plano médio da placa, nada mais ¢é
que uma aproximagdo para simplificar o problema, pois na situagio deformada a

segdo transversal se distorce como se mostra na figura 4.2 e o angulo 0_ (ou 0,)

varia na espessura,

Plano xz.

nlo g
s Law N s= g O
TN 0%, ¢ \ ax

x,\‘/ e <\\ T - o Y n
<\ S " -
\\_\ ‘\\{ L7 T - i
Deformada real da \..\;'__/'/./!/ \\ /! e VARG TECHD
normal ; /4 “’/
Deformada suposta ’ T
da normal

FIGURA. 4.2 - Posi¢io deformada de um elemento de placa

Ressalta-se que, as hipoteses de ortogonalidade sdo aceitas apenas para placas
delgadas. Para placas de moderada e grande espessura a distorgdo da segio ¢ bastante
acentuada, de maneira que, tal hipotese, se aplicada, torna-se uma aproximago
grosseira. Nesses casos a teoria de Reissner-Mindlin proporciona uma melhor

aproximagio para o problema.

As hipdteses basicas da teoria de Reissner-Mindlin sGo as mesmas hipoteses
citadas na teoria de Kirchhoff, item 4.2, diferenciando-se apenas na quarta hipdtese,
onde a ortogonalidade ndo ¢ mais imposta. Assim, a quarta hipotese € reescrita da

seguinte forma:

4) Os pontos que anltes da deformagdo estavam sobre a normal ao plano médio da
placa, permanecem apos a deformacdo sobre uma mesma refa, sem que esta

fenha que ser necessariamente ortogonal & deformada do plano médio (fig. 4.2).
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4.3.1 CAMPO DE PESLOCAMENTOS

Devido a quarta hipétese da teoria de Reissner, os giros da normal em um

ponto se compdem de duas parcelas (fig. 4.2) e ndo apenas de uma (— dw/dx ou

— Ow/dy ) como na teoria de Kirchhoff, entdo:

ow
ex - d)x - kajm (48)
. " fmsy&h Y
0, =9, oy (4.9

Constderando-se as hipoteses de Reissner o campo de deslocamentos pode ser

expresso da seguinte forma:

6, - 2%y
u(x,y,z) 20 (%, y) ) {,}6‘:
U =9 v(x,y,2) =920 (x,y) 1 =3 z($, — _('3;) (4.10)
w(x,y,2) w(X,Yy) w(x,y)

4.3.2 CAMPO DE DEFORMACOES, TENSOES E ESFORCOS

Substituindo-se as equagbes do campo de deslocamentos na definicio das

deformagdes no estado tridimensional, obtém-se o campo de deformagdes como:

ou o0,
£, =-——=1Z
x % o
o,
e Y A
¥ a}] ay
Ow
" 4.1
81 (5}1: ( )
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Observando-s¢ as equagdes (4.11), conclui-se que a hipdtese da ndo
ortogonalidade da normal afeta o campo de deformagdes, de tal forma, que as

distor¢des y,, e y,, ndo sio mais nulas e correspondem, respectivamente, aos

angulos ¢_ e ¢ . Assim, o campo de deformacdes pode ser escrito na forma vetorial
x ¥ p p

como:
A
z,?‘ﬁ
ox
£, a0,
2
£, oy
{e}, y B, 0y
fep=q - p=q Tis Z('—é;‘*‘g“) (4.12)
{g}c
LE 8 _l__a__\_v_
Yya * ox
E}‘_+Qf'~"i
C Oy

onde {e}, e {e}. representam os vetores de deformagdes devido aos efeitos de flexiio
e cisalhamento, respectivamente. O campo de tensdes ¢ represeniado pelas

componentes de tensdo normal o, o, e as componentes de tensdio cisalhante T,

T, € T, A tensiio normal ¢,, € desprezada devido & consideragio da segunda

KE

hipotese.
G!
G\"
@ L
{o}=< - = ' (4_}3)
ol
Ty,

onde {o}, e {o}.  sdo os vetores de tensdo referentes aos efeitos de flexdio e

cisalhamento respectivamente.
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As tensOes sdo relacionadas com as deformagSes através de relagdes

constitutivas, de tal forma que:

{G}f [Di - 0 {E}f
{0}:: P e I
{o}. 0 - [D ji{e}.

(4.14)

sendo | D}, a matriz constitutiva de cisalhamento.

O campo de esforgos obtido da teoria de Reissner é composto pelos

momentos M, M, e M, provocados pelas respectivas tensbes o,, 6, e T, €
pelos esforcos cortantes Q, e Q, que sdo as resultantes, na espessura, das tensdes

tangenciais transversais ©,, € T,,. Assim, o campo dos esforgos é definido como:

M, 70,
M i 2o},
ey :jhﬂ s ﬂzzjhfz o Wz (4.15)
w2 ..., ~h/2
0. . {o}.
Q, Ty

4.4 FORMULACAO DO ELEMENTO DE PLACA DKT.

O elemento de placa DK'T apresenta geometria triangular (fig. 4.3b). Possui 9

graus de liberdade (deslocamento transversal w e as rotagies 6 e 0 nos vértices).

A formula¢do aqui descrita, tem como ponto de partida o elemento triangular com
nos nos vértices e no meio dos lados (fig. 4.3a) e estd baseada em BATOZ ef
al (1980), COOK et al(1989), JEYACHANDRABOSE ef al(1985) e
ONATE(1992).
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— W,

¥ Yo Wy (@)
(3 0y 40 vy ) (wyBeuBys) &3 Wyt

S

VA

{(Bx5Bys) Vg /’ \\
1 g . i -
(wifimﬂyl) (wleﬂey’) X
X (W, By 0ya)
Z. W X, 11 7w X,
(a} n

FIGURA 4.3 - DPesenvolvimento do DKT. (a) Elemento inicial, (b)Elemento final,

Para a elaboracdo deste elemento, devem-se escrever fungBes de forma
independentes para as varidveis 8, e 0, . Isto se deve a aplicagio inicial das hipoteses
de Reissner-Mindlin. Portanto, estas variaveis ndo dependem apenas das respectivas
derivadas parciais dw/0x e Ow/dy, como apresentado na teoria de Kirchhoff, mas
também das parcelas oriundas da consideracdo da deformago por esforgo cortante
¢, e §, eq (48) e (4.9). Posteriormente, as hipoteses da teoria de Kirchhoff,
juntamente com outras, sdo aplicadas discretamente ao longo dos lados do elemento,
permitindo eliminar os graus de liberdade extras localizados no meio dos lados,
resultando no elemento da figura 4.3(b) com nove graus de liberdade. Assim, para o
desenvolvimento da matriz de rigidez do elemento DKT, os seguintes passos devem

ser adotados:

1) As rotagBes equivalentes 0, e O, variam quadraticamente sobre o elemento.

o,

6,=[1 ¢ n ¢ t W] =0 (4.16)
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Bl\
B,
Bs
B,
Bs
\gﬁ

o,=[1 ¢ n ¢ o w0 = 0B 417

onde £ e m sio coordenadas area (fig. 43a) ¢ o, ¢ B, sdo os parimetros

generalizados (coeficientes desconhecidos).

Aplicando-se as equagdes (4.16) e (4.17) nos pontos nodais do elemento da

figura 4.3{a), ¢ possivel expressar os parametros generalizados {o} ¢ {§} em fungio

dos respectivos deslocamentos nodais {0,} ¢ {0,}.

0.1 [t 0 0 0 o0 0],

9,, tr 1 0 1 o 0 |la,
{e.}:<e”3>:1 R Sl SRRTN (4.18)
y 0, 112 12 1/4 1/4 1/4|]a,

0, 1 6 12 0 ¢ 1t/4]la,

O, 11 1/2 0 1/4 0 0 ||o]

Explicitando-se o vetor de pardmetros generalizados {a} na equaco (4.18),

obtém-se:

o} =[A]"{0,} (4.19)

Analogamente para {B}, encontra-se:

By =—1A]"{6,} (4.20)
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onde
1 0 0 o0 o
-3 1. 0 0 0 4
L0306 10 4 0
A} = s 3 6 0 4 4.21)
4 0 0 4 -4 -4
2 0 0 -4 0]

Substituindo-se as equagdes (4.19) e (4.20) nas equagdes (4.16) e (4.17)

respectivamente obtém-se, as fungdes interpoladoras para 8, e 8, escritas em fungio

dos respectivos parmetros nodais {0,} e {0,}, como segue:

0, = {@}'[A]"{0,} (4.22)

0, = {0} [A]1{8,} (4.23)
Efetuando-se os produtos matriciais nas equagdes (4.22) e {(4.23), tem-se:

8, = Z(pie,_i (4.24)

0, =200, (4.25)

onde @, sdo as tun¢des de forma expressas por:

@, =2(1-C-m)1/2-C-m)

P, = C(ZC - 1)
¢ = n(2n—-1) (4.26)
P, =4Cn

¢ =4n(1-L-n)
P, = 4C(1-C—n)
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2) A variagdo do deslocamento transversal w ¢ cubica ao longo dos lados do

elemento.
ci
¢
w(s):[l s s s3] : (4.27)
C3
c'—i

onde ¢; sdo coeficientes desconhecidos e s € a vanavel independente definida nos

lados do elemento (fig. 4.4).

FIGURA 4.4 - Lado ij do elemento.

Aplicando-se a fungio w e sua derivada nos nés i e j do lado do elemento (fig.

4.4}, tem-se:

i i ii i z (4 28)
W, 0 1 0 0 e, '
w,;| |0 1 2L, 3L |lc,

Explicitando-se os coeficientes ¢, na equagio (4.28), tem-se:
o] | 1 0 0 0 | w,
c, 0 0 1 0 W,
(4.29)

€ ) 3Ly 3L <Ly ULy || w,
o) | YN, -2uy ik i ||\w,,
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Substituindo-se (4.29) em (4.27), tem-se:

3" 28’ sty 37 27 ~-s" 8’
W= (1= b = W (5~ —— W, H = W ()W (4.30)
| PR P s Ly L, L Ly Ly

Derivando-se a equagio (4.30) em relagdo a s, obtém-se:

~ 68 68 45 387 65 6s’ ~2s 3¢
W, = (“‘l'“:z”' + —L—‘I;)wi + (1 - L—u + “:zﬂ”)“’,ﬂ +(g - —E:i—)wj + (‘E;l_ + g)w,q (43 t)

Aplicando-se a equagio (4.31) no ponto médio k do lado ij do elemento,

encontra-se a seguinte expressio:

3 1 3 1
W,, = W, —— W, + W, W, (4.32)

oo, o4 o, o4

L]

3) Impondo-se variagdo linear da rotagdio 0_ (fig. 4.4) ao longo do lado L, pode-se

escrever o valor da mesma no ponto médio dos lados como:

1
Oy = E(Gs; +0,) (4.33)

4)As hipoteses de Kirchhoff sio impostas discretamente:

a) Nos nos dos vértices.

i=1,23 (4.34)

2

b)Nos nos intermediarios (adotando-se sentido anti-horario ao longo do contorno do

elemento).

Ow
0u+(50 =0 5 k=456 (4.35)

C
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69

Manipulando-se as equagdes (4.24), (4.25), (4.32), (4.33), (4.34) ¢ (4.35)

anteriormente apresentadas, fazendo-se uso de relagdes geométricas (transformacio

de coordenadas), podem-se eliminar os graus de liberdade extras no meio dos lados

do clemento e obter as rotagdes O, e O, em fungdo apenas dos graus de liberdade

dos vértices como:

0,=[t ¢ n & tn n|GIE}

6,=[1 ¢ n ¢ n w)HIE)

onde

B3 :[wz 8. eyl w, 0, 9,’2 w, 0, 6)-3]
[0 - 6a, —6a, oa, —6(a;—a,) —6a; |
0 4b, 4, —4b,  —4(bs+b,}  —4b,
I (-3-4¢) (S3-4c;) (2+4c) 4(1tegte) (2+4e)
] 6a, 0 —6a, - 6(a, +ag) 8
IGl' =@ 4b, 4 ~4b, 3(b,+b,) 0
0 (-1—4¢;) 0 (Z+4c;)  4{~¢, +c,) o
0 g 6a, 0 6{a, +a) —ba,
0 0 4b, 0 3(b, by  —dh,
0 0 (-1 -dcy) 0 (¢, +e5) (2+dey)]
6 6d, - G —6d, 6(d,; —d,) 6d,
-1 (3+4ey) (B+4ey) (-2-dey) ~4(l+e +ey) (-2-4e)
0 b, - 4b, 4b, 4(b, +by) 4b,
0 - od, 0 od, 6{d, +d,} 0
HI" ={ 0 (1+4e,) 0 {(-2—4e,)  4(e,—c,) 0
0 —db, 0 4b, 3(—b, +b,) 0
0 0 66 0 ~6(d, +d,) — 6,
0 0 (1+4e,) 0 de, —e)  (-2—dey)
6 —db, — 4b, 0 3(-b,thy) 4h,

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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Ly = (x5 +yy)

E importante observar que k = 4, 5 ¢ 6 para os lados ij = 23, 31 ¢ 12

respectivamente. Ressalta-se que as expressdes das matrizes [G] e [H] foram

extraidas de REZENDE(1990).

A partir das equagdes (4.36) e (4.37), encontra-se o vetor de deformagdes

referente a flexdo {e},, definido na equagiio (4.12), da seguinte forma:

{8}f = Z{K} = F e

onde {K} é o vetor de curvaturas.

(4.41)
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As componentes do vetor de curvatura sdo explicitadas da seguinte forma:

0, 1
?ggMzA[i C nlix1e;

a0, 1

m§:EFCnhm} (4.42)
('39,( (’39}“ o

‘5;‘?&‘2A[ ¢ nliz1{3}

onde

bz[Gh + ba[Gls
IX]=|2b,|G], + b,|G]; (4.43)
bZ{G]S + 2b3IG}6_

o [H], + ¢ [H],
[Y]= 2¢, 1], + ¢, [ H], (4.44)
¢, [Hfs + 2¢,[ H],

,iGL + ¢,1G; +b,[H], +b[H],
[Z] =] 2¢,[G], +¢,]G]; + 2b,[H], +b,[H], (4.45)
czIGls + 2‘:3[(;16 + bziﬂls + 2"‘)3{[{;6

sendo {G]i' ¢ [HJa i-ésima linha das respectivas matrizes [G] e [H] explicitadas em
(4.39) ¢ (4.40), A representa a area do tridngulo, b, =(y, ~y,) e ¢, = (x,, -x),

cotn 1, j, m assumindo ciclicamente os valores 1, 2 ¢ 3.
Assim, € possivel escrever o vetor de curvaturas, da seguinte forma:

{K}=[B]{5} (4.46)
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onde [B} ¢ a matriz de ordem 3x9 que relaciona o vetor de curvatura com o vetor de

deslocamentos nodais, expressa como:

| [t ¢ =Xy
B =~ [t ¢ njivl (4.47)
[t ¢ mfiz]

Na formulagdo deste elemento, a parcela da energia de deformagio devida ao
esforco cortante ¢ desprezada, sendo considerada apenas a parcela devida a flexdo.

Assim, a expressdo da energia total fica:
1 T
U= jv e} (o}, dV (4.48)
Aplicando-se a relago constitutiva apresentada em (4.14), tem-se:
1 .
U= [ Dl av (4.49)

Integrando-se {4.49) na espessura, obtém-se:

U =+ [ {K}[D], (K}dA (450)
2 da

onde

o}, = [ 2Dl @51)

Substituindo-se (4.46) em (4.50), encontra-se:

U= J, ®1BI DL IBIGA (45)
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Modificando-se os limites da integral em (4.52), tem-se:

1 1 et ;
U= [} |, “2ABI D] BldCdnts) (4.53)

A expressio da energia potencial em (4.53) pode ser reescrita como:

U= ;{6}"‘{.K1{6} (4.54)

onde [K] € a matriz de rigidez do elemento DKT dada por:

(1= [ “2A(B]" D], [BlGdn (4.55)

A expressdo explicita da matriz de rigidez {K] do elemento pode ser

determinada efetuando-se as integragdes em (4.55).

. X} DLIR] DLIR] D, IRITIX]
K= 1Y) D[R] Dy[R]| Y] (4.56)
[Z]} | sim. D[R] | [Z]

onde By sdo os termos da matriz [D]. definida em (4.51) e R} ¢ uma matriz. de

ordem 3x3 dada por:

(4.57)

—

\
b
Ll v
- B
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4.5 FORCAS NODAIS EQUIVALENTES

A aplicagio das hipéteses de Kirchhoff de mmaneira discreta, ou seja, sobre
pontos discretos no elemento, sem ter sido estendida para o interior do mesmo, faz
com que se perca a possibilidade de se escrever, de maneira explicita, o campo de
deslocamentos no interior do elemento. Tal caracteristica, impossibilita a obtengéo de
um vetor de carregamento nodal equivalente consistente para a aplicagiio de forgas

distribuidas quaisquer sobre o elemento.

Segundo BATOZ et al (1980), o carregamento uniformemente distribuido no
elemento finito DKT ¢ bem representado por cargas concentradas atuando nos nos do
mesmo. Assim, o vetor de forgas nodais do elemento, correspondente & carga

uniformemente distribuida q, ¢ apresentado como:

133 .;9?{1 00 10010 0] (4.58)

onde A é a area do elemento.



Capitulo 5
MODELO ELASTOPLASTICO

5.1 INTRODUCAQ

Neste capitulo define-se o procedimento nio-linear utilizado para modelar o
comportamento elastoplastico das estruturas estudadas. Inicialmente, apresenta-se
uma introducdo a teoria da plasticidade, expondo-se os conceitos necessarios para
uma melhor compreensdo do modelo adotado. Em seguida, definem-se as relagGes
do procedimento implicito de integragdo das tensdes, apresentando-se alguns estudos
sobre a equagio de consisténcia, bastante importante na atualizacdo das varidvels
internas. A matriz tangente elastoplastica consistente ¢ derivada a partir da
linearizago do algoritmo implicito. A aplica¢do desta matriz no processoe de solugdo
do sistema nfo-linear preserva a taxa de convergéncia quadritica do método de
Newton-Raphson. Por fim, apresenta-se, de forma simplificada, o procedimento

incremental-iterativo utilizado na modelagem do comportamento elastoplastico.

5.1 INTRODUCAO A TEORIA DA PLASTICIDADE

Devido a complexidade do comportamento rteal dos materiais ¢ da
necessidade de obter uma melhor representaco deste, diversos estudos ddo bastante
énfase ao problema da modelagem das relages constitutivas (relagdo tensio-

deformaciio). Entretanto, caracterizar e equacionar o comportamento dos materiais
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de forma exata ¢ uma meta extremamente dificil de se alcangar. Dessa forma, torna-
se indispensavel a adogdo de modelos simplificados que proporcionem solugdes

suficientemente proximas do comportamento real da estrutura estudada.

O comportamento plastico dos solidos se caracteriza por uma relagdo ndo
linear entre tensdes e deformacdes, ao contrario do caso da elasticidade linear. O
regime de comportamento plastico de um material fica caracterizado pelo
aparecimento de deformagdes irreversiveis, quando se anula a solicitacdo a que ©
corpo esteja sujeito. Essas deformagGes plasticas aparecem quando os niveis de

tensdo excedem o denominado limite de plastificagiio.

5.2.1 MODELO ELASTOPLASTICO PERFEITO (caso uniaxial)

Muitos materiais tem um comportamento proximo do modelo elastopldstico
perfeito, figura 5.1, e possuem uma tensdo limite (ou de escoamento) o . Observa-
se que, no material em estado virgem, enquanto ¢ <o, ciclos completos de tensdo
ndo revelam o aparecimento de deformagbes permanentes; portanto o material se
comporta em regime eldstico. Entretanto, quando o corpo € solicitado por uma
tensio o = ¢, durante um certo intervalo de tempo, ao se efetuar a descarga, 1o
sentido de se completar o ciclo de tensdo, observa-se que o caminho percorrido ndo ¢
o mesmo inicial mas segundo uma reta aproximadamente paralela a reta inicial de
carregamento. Ao se completar o ciclo de tensdo, verifica-se 0 aparecimento de uma
deformagdo residual. Portanto, nesse modelo a deformagdo total, ¢ composta por

uma parcela eldstica mais uma plastica,

g=¢g°+g® (5.1)

Se a partir da situagio atual, uma nova carga for efetuada, ela se dara
segundo o caminho da descarga anterior e a deformagfo pldstica somente sofrerd

variagio quando & = ,. Constata-se ainda, que a variagio da deformagdo plastica



Capitulo 5 - Modelo elastopldstico 77

deve ser sempre maior ou igual a zero para que caracterize um modelo

termodinamicamente consistente, pois o processo € irreversivel.

FIGURA 5.1 - Comportamento uniaxial: modelo elastoplastice perfeito.

5.2.2 MODELQ ELASTOPLASTICO COM ENCRUAMENTO (caso uniaxial)

Em um caso mais geral, o material elastopldstico com encruamento fig. 5.2,
possui a capacidade de admitir acréscimos de tensfio com acréscimos de deformagéo
plastica. Além disso, pode-se afirmar que o comportamento plastico implica na
variacio da regido eldstica, ou seja, quando a solicitacio o ultrapassar o valor o,
em um processo de descarga fica caracterizado ndo s6 a deformacio plastica, mas

também, um novo intervalo que define a regido elastica atual.

FIGURA 5.2 - Comportamento uniaxial: modelo clastopldstico com encruamento,

Neste modelo, semelhante ao que ocorre no modelo elastoplastico perfetto, o

caminho percorrido no descarregamento de um estado de tensdo localizado na regido
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plastica ndo é o mesmo inicial, mas segundo uma reta aproximadamente paralela 4
descrita no carregamento elastico. Dessa forma, efetuando-se um novo
carregamento, observa-se que ele se dard segundo o caminho da descarga anterior ¢
somente haverd variagio da deformacdo plastica quando for atingido o novo limite
de plastificagio. A expansdo da regifio clastica pode ser representada por dois
modelos basicos de encruamento. O primeiro ¢ caracterizado pela expansdo simétrica
da regido eldstica em relagio ao centro do intervalo inicial, denominado de modelo

isotropico.

Mdadulo plastico isetrdopico

do
ds*

FIGURA. 5.3 - Comportamento uniaxial: modelo elastoplstico com encruamento isotropico.

O segundo ¢ caracterizado pela translagdo do intervalo eldstico inicial com a
evolugdo do processo de plastificacdo, sem que seja alterado o seu tamanho,

correspondendo ao chamado modelo cinemdtico.

Madulo plastico einemdtico

_ do
det

EE,

K=t
E-E,

FIGURA 5.4 - Comportamento uniaxial: modelo clastopldstico com encruamento cinematico.
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E possivel ainda, combinar os modelos isotrépico e cinemdtico gerando
outros modelos denominados de modelos mistos. As situagdes descritas para
materiais elastoplastico perfeito e com encruamento, permitem concluir, que fixado
um certo nivel de tensdo, para que se possa determinar a deformagio correspondente,

€ necessario conhecer a histéria do carregamento.

5.2.3 SUPERFICIE DE PLASTIFICACAO

Como descrito anteriormente, em estados uniaxiais, os limites de resposta
elastica de um material, ficam definidos por um intervalo de valores de tensdo. Ja em
estados multiaxiais a regifio elastica ¢ limitada no espaco das tensdes principais por
uma superficie. Esta superficie, conhecida como superficie de plastificagdo fig. 5.5,
separa os estados de tensdo elasticos daqueles que geram deformagdes irreversiveis.
Assim, a plastificagio em um ponto fica caracterizada pela verificagdo da igualdade

na relagiio matematica (5.2), que define a superficie,
F({o},x,{o}) =0 (5.2)

onde {c} representa o estado de tensfio, ¥ e f{w} sHo varidveis internas

responsaveis, respectivamente, pelos modos de encruamento isotrdpico € cinematico.

Assume-se que as tensdes limite $6 serdo alcancadas se a relagio matematica
que representa a superficie for satisfeita ( F=0). Partindo-se desta hipdtese, um
descarregamento (retorno 2 regido eldstica) fica evidenciado por varagdes no estado
de tensio que conduzam a valores negativos de F. A situagio limite de
carregamento neutro € caracterizada por acréscimos no estado de tensdo que
conduzam a verificagio da eq_uagﬁo.(S.Z) com a igualdade. AlteragGes no estado de
tensio que determinem valores positivos de F sdo inacessiveis, pois indicam o
aparecimento de deformagdes frreversiveis, caracterizando uma situagdo de

carregamento  plastico. Nesta Ultima situagdo, de acordo com o modelo de
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encruamento do material, a superficie de plastificagfio tende a evoluir, de forma que

o novo estado de tensdo ainda resulte sobre a mesma.

- . &2 F=1
Regiio elistica
TN P //"" \
,\\
o1
I <
N,

\ >0

FIGURA 5.5 - Superficic de plastificaciio.

De forma analoga ao caso uniaxial, se com o processo de plastificagdo houver
uma expansdo uniforme da superficie de plastificacdo em torno da origem, com a
superficie subsequente mantendo a forma e a orientagdo da inicial, 0 modelo ¢ dito
isotropico fig. 5.6(a). Quando as superficies subsequentes mantém as dimensdes e
formas iniciais, mas transladam como corpo rigido no espago das tenses, o modelo
¢ dito cinemdtico fig. 5.6(b). Entretanto, se o modelo adotado for elastopléstico

perfeito a superficie néo evolui e ficard sempre fixa.

< - Superficie
Superficie —atual
inicial ko, L oy ;/
S S Superficie o
Py ™~ inicial N - ™
. e Carregamento N / Carregantenio
/ /, A A /// ™. B LT

j "1 \ // oy

N\ ) rd
I /4\ Superficie \ o
_ T atual

) B
)

(a) {h)
FIGURA 5.6 - Superficie de plastificagfo.(a)Meodelo isotropico. (b) Modelo cinematico
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5.2.3.1 SUPERFICIE DE VON MISES

Este critério, inicialmente proposto para metais, foi formulado por von Mises
em 1913 e admite que a plastificagfo inicia quando a tensdo cisalhante octaédrica em
um ponto atinge um valor critico ¥. O valor inicial de ¥ pode ser estabelecido por
um ensaio de tragdo simples ou cisathamento puro. O critério de von Mises pode ser

apresentado pelas seguintes expressdes matematicas:
Tt =K ou —J, =k (5.3)

onde T, ¢ a tensdo octaédrica e J, o segundo invariante da parte deviatorica do

tensor de tensdes. O critério & representado, no sistema friaxial das tensdes
principais, como um cilindro, cuja geratriz é paralela ao eixo hidrostatico fig. 5.7(a).
Uma analise geométrica permite concluir que acréscimos de tensGes hidrostaticas

ndo provocam plastificacio.

Ty

von Mises

\ . vou Mises
N Eixo T

(t’
4T - \'\ ' T hidrostatico

< = e (O1= dp= y)

(a) )
FIGURA 5.7 - Superficie de von Mises.

(a)Estade triaxial das tensdes principais. (b)Estado biaxial das tensdes principais.

Uma vantagem deste critério € a auséncia de irregularidades na superficie. A
continuidade da superficie facilita a defini¢do das derivadas, necessdrias para a

dedugiio das relagdes constitutivas elastopldsticas incrementais.
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5.2.4 RELACAO CONSTITUTIVA ELASTOPLASTICA

O comportamento elastoplastico tem sua modelagem fundamentada nas

seguintes defini¢des:
* Decomposicdo aditiva das deformacdes infinitesimais totais;
* Critério de plastificagdo;
* Lei de evolugio das deformagdes pldsticas;
* Lei de evolucdo do encruamento.
Decomposicdo aditiva das deformacées infinitesimais totals
Durante um acréscimo de tensfio {do} o acréscimo de deformagio total, para

um material elastoplastico, pode ser expresso em termos dos incrementos

wfinitesimais de deformagio eldstica e pldstica, como:
{de} = {de*} + {de”} (5.4)
Critério de plastificagio

O Critério de plastificagdo, para um caso mais geral, como apresentado no

item 5.2.3, ¢ uma funcdo do estado de tensdo ¢ do encruamento, de tal modo que:
F({o}x,{ah <0 (5.5)
Lei de evolugio das deformacoes plisticas (Flow Rule)

Segundo ZIENKIEWICZ & TAYLOR(1991), von Mises foi o primeiro a

sugerir que a taxa de deformagdo plastica estd relacionada com a superficie de

plastificagio. Muitos pesquisadores expdem diversos argumentos para demonstrar a
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validade da relagiio proposta, entre eles estio DRUCKER(1951) ¢ NAYAK &
ZIENKIEWICZ(1972) . Hoje em dia, a hipOtese mais aceita € a seguinte:

'dpwdl{@} 5.6
{de’} = . (5.6)

onde dA € uma constante de proporcionalidade denominada de multiplicador
pldstico, que deve ser determinada para se solucionar o problema ndo-linear. Esta
relagio ¢ definida como principio da normalidade, pois {0F/0c} ¢ um vetor de
direcdo normal a superficie de escoamento no ponto referente ao estado de tensio

considerado, no espaco das tensdes principais, fig. (5.8).

/'/ %SE %

FIGURA 5.8 - Superficie de plastificagiio: principio da normalidade.

Pode-se tornar menos rigida a restrigfio imposta 4 relagio (5.6) anteriormente

apresentada, tomando-se um potencial pldstico @ com unidade de tensdo, escrito em

funcdo do estado de tensdo {o} e das varidveis internas de encruamento «, {o},

Q = Q({o}, x, {a}) (5.7

que expresse o incremento infinitesimal de deformagao pldstica de maneira similar a

equagio (5.6), assim:

{de®} = dx{-‘;g} (5.8)
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Denomina-se plasticidade associada o caso particular onde Q=F. Se
Q+«F a plasticidade é dita ndo associada. Na deducdo da matriz constitutiva
elastoplastica adota-se a expressdo mais geral (Q # F). Desta forma, os imncrementos
infinitesimais de tensfio {do} e das deformacdes elasticas {de*} e plasticas {d&e”},

podem ser explicitados, utilizando-se uma notagfo vetorial, da seguinte maneira:

do, ) ds; (ds? | 2Q/00 )
do, de de? aQ/a()‘y
do, de; de? 0Q/do,
{do} = dr,, ; {det} = ar’, ry {dell= d’Y;’y = dAs aQ/aTxy > (5.9)
de,, dy ;g dyfrz aQ/ a’cw
de,, dv, dvE, /0.,

Os incrementos infinitesimais das deformactes eldsticas estdo relacionados
com os diferenciais de tensdo por meio de uma matriz simétrica [D] definida pela lel

de Hooke a qual ¢ independente do tempo e da histéria do carregamento, logo:
{de} = [D]" {do} (5.10)

Substituindo-se as relagdes (5.8) e (5.10) na expressio da deformagio total

(5.4), tem-se:

. Q
{de) = [D] {do) +dx{ ac} (5.11)

Supondo-se que o estado de tensdo atual verifique a funglo de plastificag@o,
num processo de carga, o ponto representative do novo estado de tensfo deve estar
sobre a superficie, logo F=0 ¢ dF = 0, que € a chamada condigdo de consisténcia.

Assim, diferenciando-se a equacfo (5.5), resulta:

dF“"’gF—d(f + oF do, + --+ﬁdf + x T d +§Ed =0 5.12
—aﬁ x oG ¥ ot x4 St {(I} £ LS ( )

X v X7
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de outra forma,

aFY”* -
{5;—} {do}—dAA =0 (5.13)
onde:
1{[or)" OF
A= %a({—az} {d(x}+:,};di(} (5.14)

As equacdes (5.11) € (5.13) podem ser agrupadas em uma Gnica expressao

matricial como:

w20

He e

o | {[{or)’? di
{ao} A

ou de uma forma mais explicita, tem-se:

dgs ] aQ/an dﬁ_‘
de, ; /00, | gg,
dc, D} aﬂ/jjz do.
dy, = 6Q/ R i (5.16)
dy. Y llde
v Nfor, *
dy OF OF OF OF OF OF A dt,,
0 ds, do, Bo, ot &, O, |lar

O multiplicador plastico dA pode ser obtido manipulando-se a expressdo
(5.15). Desta forma, pode-se determinar explicitamente a relagdo constitutiva

elastopldstica que relaciona infinitésimos de tensdo com infinitésimos de
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deformagio. Assim, levando-se adiante a determinagdo da constante d , multiplica-

se a primeira das equagdes (5.15) por {0F/8c}"[D], obtendo-se:

7 AT A aFr" _[3Q

{%} {do} = {ag} [D){de} - {6&} {D]{gg}d?u (5.17)
Substituindo-se a igualdade (5.17) na segunda equagio de (5.15), tem-se:

W Dder | 1FL /2@ _

{ac} [D]{de} Hac} {D}{aa}ﬂm}m =0 (5.18)
Explicitando-se dA , encontra-se:

{aF}Tin'l{ds}

dA = 6F8? 20 (5.19)

(o) o120 oA

De posse do valor de dA, busca-se, nos passos seguintes, a relagdo
constitutiva elastoplastica. Substituindo-se o valor explicito de dA eq.(5.19) na

primeira equagdio de (5.15), escreve-se:

{@}Tiﬂl{dﬁ}
{dg}:[D}“‘{dGH{%} aFaf 50 (5.20)
(2 mf)
Explicitando-se o valor de {do}, obtém-se:
Q) [aF)"
[Dl{é&‘}{;ﬁﬁ} [D]{de}
{do} = [D}{de} - (5.21)

LR
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Colocando-se em evidéncia o valor de {de}, resulta a relagdo constitutiva

elastopldstica procurada:

{do} = D], {de} (5.22)

sendo [D], a matriz tangente elastopldstica “classica” de um material com

encruamento misto, expressa por:

(20 (5.23)
{ae} DG

Para o caso particular da plasticidade associada (Q=TF), a matrz

constitutiva elastopldstica [D],, passa a ser:

oF | [oF |
[D]{Bg}{ac} (D]

{D]ep - ED} - BF T aF

A matriz tangente elastoplastica [D]

(5.24)

o> €scrita em fungdo da maliz
constitutiva para elasticidade linear [D], relaciona incrementos infinitesimais de
tensio com infinitésimos de deformacdo, dai a necessidade de uma andlise por

incrementos SUCessivos.

Nos casos de plasticidade ndo associada, a matriz [D], pode ndo ser

simétrica. Sendo assim, dificuldades serdo encontradas quando for utihzado um dos
métodos de Newton-Raphson, caracterizado pela atualizagdo da matriz de rigidez.
Neste caso, ndo € possivel fazer uso de técnicas de armazenamento em banda, muito
importantes na redugio do custo computacional, principalmente quando se tratam de

problemas ndo-lineares. Se a plasticidade ¢ associada, pode-se garantir que a matriz
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[D],, ¢ simétrica, como se constata na expressdo (5.24). Deve-se notar ainda, que

para um material considerado elastoplastico perfeito o pardmetro “ A” anula-se.

Lei de evolugdo do encruamento (‘Hardening Rule’)
A)Encruamento Isotrépico

Este tipo de encruamento ¢ caracterizado pelo aumento da superficie de
plastificagdo sem qualquer translagdo ou rotagdo no espago das tensOes, sendo

relacionado com ¢ parimetro k. Assim, para um corpo plastico um infinitésimo dx

pode ser representado pelas seguintes hipoteses:

A.1}) Encruamento por trabalho ('Work-hardening’)

O incremento infinitesimal dx € igual a quantidade de trabalho plastico que

se dissipa durante a deformacfio plastica, assim:

de = dW? = {o} {de”} = 6 def + o de’ +---+ v dy], (5.25)

de maneira que:
x = WP = j fo1 " fde?} (5.26)

A.2) Encruamento por deformacio ("Strain-hardening’,
P ¢5

O diferencial dx ¢é relactionado com a norma do tensor dos incrementos

infinitesimais de deformacdo pldstica, logo tem-se:

femyres p= 2 7 2 1 z 2 2
dic = d&® = K][ae? || =K(de" +de* +de? o @y rdy s +dy ) (5.27)
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dessa forma obtém-se:
k=g = [Kjae" | (5.28)

onde [de”] é o tensor dos infinitésimos de deformagGes plasticas, £ ¢ conhecida

como deformagéo plastica equivalente ou efetiva e K ¢é uma constante cujo valor
deve ser escolhido de tal forma que a partir do modelo generalizado possa-se
recuperar o caso unidimensional. Em particular, para um material que obedeca a
condigdo de incompressibilidade, onde estados hidrostiticos ndo influenciam no

processo de plastificagdo, verificando a seguinte expressdo:

de? + de? + de? = 0 (5.29)

pode ser demonstrado que K =./2/3. Deve-sc notar que, para esses materials

incompressiveis, a equago (5.27) pode também ser escrita em fungdo do tensor dos

infinitésimos de deformacdes plasticas desviadoras. Assim:

ey LR g_ Pl — g’; B
dc = d&" - \/; e 1] = J;, Jide1] (530)

onde [de®] ¢é o tensor dos infinitésimos de deformagdes plasticas desviadoras. Pode-

se ainda aplicar a equago (5.29), eliminando-se de} na relagdo (5.30), escrevendo-

se dx como:
e = A&7 = - (ds? e +detde? + o (dy® +dy” +dy” )" 5.31
K =ds —\/g( g, +del +de del 4( Yo FayL, +dyl D (5.31)

Observa-se que, na determinagio do pardmetro “A” definido na equagio
(5.14), para o caso especifico da superficie de plastificagdo de von Mises, as
formulacdes de encruamento por trabalho e por deformagdo coincidem, conforme

demonstrado em CRISFIELD(1991).
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B)Encruamento Cinematico

Neste modelo, admite-se que ndo ocorrem rotagdes nem alteragdes de
tamanho na superficie de plastificacfio, esta é apenas transladada no espago das

tensdes durante o fluxo pléstico.

Assume-se¢ como hipGtese que a translagdo da superficie, com relaglo a
origem, se dé segundo a dire¢io do incremento infinitesimal de deformagfo plastica.
Assim, sendo o vetor {a} responsavel pela localizagio do centro da superficie de

plastificagiio no espago das tensdes, um infinitésimo {do} pode ser expresso como:
{da} = Cide™} (5.32)

de forma que:
o} = | Clae?y (5.33)

onde € pode ser assumido como uma constante do material € para o encruamento
puramente cinemitico tem-se C =K, onde K ¢ o modulo plastico para o caso
uniaxial, definido na figura (5.4). E importante observar que a evolugio da variaveis

internas ¥ e {0} é sempre proporcional a evolugdo da deformagdo plastica.

5.3 ABORDAGEM NUMERICA DO PROBLEMA ELASTOPLASTICO

O comportamento plastico dos solidos, descrito de forma sumaria nos itens
anteriores, ¢ marcado por expressdes baseadas em quantidades diferenciais de tensdo
e deformacfio. A solugiio do problema fisico exige a integracdo dessas quantidades
diferenciais. Integram-se numericamente as expressdes da plasticidade,

considerando-se os diferenciais de tensfo e deformagdo como ncrementos finitos.
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Como a situagdo de equilibric ndo pode ser determinada de forma fechada,
algoritmos iterativos devem ser empregados. Neste itern, apresenta-se uma
abordagem numérica do problema elastoplastico, com o objetivo de esclarecer os
aspectos computacionais envolvidos na solugio do problema ndo-linear. Assim,

procurando-se enfatizar a forma incremental das relagdes, substituem-se 0s termos

diferenciais por termos incrementais representados pelo simbolo “A”.

5.3.1 PARTICULARIZACAO DO MODELO

As expressdes para a atualizagdo das varidveis internas, particularizadas para
o modelo elastoplastico implementado no clemento finito de casca, sio definidas
neste item. Adota-se a superficie de escoamento de von Mises para estado plano de
tensfo. Esta superficie, como citado anteriormente, ¢ bastante adequada para o
estudo de materiais metalicos. No modelo se incorpora também, a lei de fluxo
associativa, definindo-se a condi¢do de normalidade. Por simplicidade, adota-se uma
regra de encruamenio do tipo isotrépica, bastante apropriada para situagdes onde o
carregamento € monotonicamente crescente, utilizando-se uma lei de evolugdo

linear.

Critério de plastificagio

O critério de plastificagdo de von Mises pode ser escrito da seguinte forma:

F({o},x) = I({o}) - o(x) (5.34)

onde G ¢ uma fungiio dependente do pardmetro de encruamento isotrépico x,

podendo ser compreendida como um valor convencional da tensdo de escoamento,

analogamente ao descrito para o caso uniaxial. Adotando-se uma lei de evolugdo

linear, a fun¢do ¢ ¢ definida como:



Capimio § - Modelo elustopldstico 92

G(x)= —1—(03, + Hk)? (5.35)

sendo o, a tensdo de escoamento inicial ¢ H o modulo plastico de encruamento

isotrépico definido na figura 5.3.

A funcio escalar f pode ser interpretada como uma tensfio equivalente (ou
efetiva) uniaxial, dependendo apenas do estado de tensdo. Para o critério de von

Mises e estado plano de tensdo esta fungdo € apresentada como:
f Lo RE - Lyip 5.36
(io}) = j(o, to, ~a,0,+ Tw) = 5o} [Plo) (5.36)

onde [P] ¢ uma matriz simétrica,

|z -1
[Pl=7~1 2 0 (5.37)
0 0 6

Deformagées plasticas

Os incrementos das deformacdes plasticas podem ser obtidos, adotando-se

uma lei de fluxo associativa, como:

Ag? /oo, 26, - O,
{AcP} =1 Ae? r = A & /o, ¢ = Alg 26, ~ o, ¢ = AA|P|{c} (5.38)
Ay? orfor, 61,

A expressdo de atualizagio das deformac¢des totais em um instante i+,

segundo um procedimento implicito, pode ser escrita da seguinte maneira:



Capitulo 5 - Modelo elastoplastico 93

{e},,, = {7}, +{Ac?},, = {7}, + AM[P}{o},,, (5.39)

onde {&”}, ¢ a deformagdo plastica acumulada no instante anterior. O termo instante,

aqui, refere-se ao processo iterativo.

Pardmetro de encruamento isotropico

Utilizando-se a defini¢io de encruamento por deformacdo, definida para
estados multiaxiais e material incompressivel na equagdo (5.31), encontramos a

seguinte expressdo para estado plano de tensdo:

2 . 1
Ak = AB® = :/57(1385 +Aey +AslAe] +Z;AV';2)‘” (5.40)

Aplicando-se a definigio de {Ae”} eq. (5.38), na expressio (5.40), obtém-se:

2 ) 2
Ax = A" = 2 AMo] tol~o,.0, +305 )" = -ﬁA?\.f”z (5.41)

]

De forma semelhante ao descrito para as deformacgdes plasticas, a expressdo

de atualizagiio do pardmetro de encruamento, segundo um procedimento implicito, é:

2

_ 2
K,y :Ki+Ax;m:Ki+Asf,l:Ki+—\—[—§Akfm (5.42)

Tensdes

A expressio para atualizacfio das tensdes, pode ser obtida facilmente para a
superficie especifica de von Mises. Utilizando-se as relagBes diferenciais (5.4) ¢

(5.10), escreve-se a expressdo de atualizagdo incremental implicita para as tensOes:
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{6}ia = to} +{Ac},,, = {o}; +IDI({Ae},,, — {Ae},,,) (5.43)

onde |D] € a matriz constitutiva para materiais isotrépicos em estado plano de

tensdo,
1 v 0
E
D] = v v 1 0 (5.44)
0 0 (1-v)/2

Pode-se rescrever a expressio (5.43), definindo-se um estado de tensdo de

ten
i+t

tentativa puramente eldstico {o},%], como:

{o} = {o}; +IDl{As},,, (5.45)

Aplicando-se as equagdes (5.45) e (5.38) na expressdo de atualizagdo das

tensoes eq.(5.43), tem-se;
{6}, = {0} — AMDI[P[{c},,, (5.46)

Explicitando-se {c},,, na equacio (5.46), obtém-se a expressdo final de

atualizacfio implicita das tensGes,
{o},,, = [EI[D] {o} (5.47)

onde |®] ¢ a matriz tangente eldstica modificada (algoritmica) SIMO &

TAYLOR(1986), expressa da seguinte forma:

-1

2] =[P + Arpy] (5.48)
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5.3.2 ALGORITMO IMPLICITO (‘BACKWARD EULER’)

O procedimento implicito por si s6 fornece suficiente precisdo, evitando a
aplicagio de técnicas, tais como sub-incrementagdo, para methorar o seu
desempenho. Segundo JETTEUR(1986), o erro associado a este tipo de algoritmo,
para andlise em estado plano, € da mesma ordem daqueles encontrados em andlises
tridimensionais. O procedimeﬁto implicito ¢ “incondicionalmente estdvel” e
caracteriza-se, através de uma interpretagdo geométrica, por proporcionar um retorno

& superficie de plastificagdo segundo a dire¢do normal a prépria superficie na
posi¢do atval fig. 5.9.

[
{3

B

/ [Pl
Procedimento explicito /\\ ) ' .~ Procedimento buplicito
(solugfio incocrente) \ I () 3k
A 4 TR e
N\ T A PYo,
{G};Tl’ ,/'// / 4

EF At
s -
K
B

FIGURA 5.9 - Precedimento de integraciio implicito ¢ explicito

Para o caso especifico do critério de von Mises com lei de fluxo associativa e
encruamento isotropico, a projegio proporcionada pelo procedimento implicito
ocorre sempre na diregiio radial, sendo por isso denominado “Radial Return
Mapping” SIMO & TAYLOR(1985). Segundo SIMO & HUGHES(1988), este

procedimento permite a defini¢do de uma matriz tangente elastoplastica consistente

' Um procedimento numérico & “condicionalmente estdvel” se cle ¢ estivel apenas quando certas
condicdes no passo de tempo sfio satisteitas.
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com o algoritmo de retorno2. Dessa forma, fazendo-se uso da matriz tangente
elastoplastica consistente, a convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson
¢ garantida. As relagles do algoritmo implicito, particularizadas para o modelo

proposto, podem ser escritas, da seguinte forma:

Deformacdes fotais {e},, = e}, +IVI{U}

Deformacdes pldsticas {£P).,, = {e?}, +{Ae?},,, = {7}, + AA[PH{o},,,
Tensoes {o}.,, = DI{e},, — L)

Pardmeiro de encruamento K, =K, +tAx,,, =%, +AE], (5.49)

Deformagdo pldstica efetiva A&} = 1/?; “{A‘a" ]m% =% AM
Lei de Encruamento o(K,,;) = (o, + Hx,,, Y73

Critério de plastificacdo F({c}..,.x,; ) =f({o},,,) - ok, )<0

onde [V] ¢ o operador de deformagGes que atua sobre o campo de deslocamentos

{U? definido no passo de tempo [t, €+ At].

Integragio dus tensies

No processo de integragio das tensdes pelo procedimento implicito, €
necessario considerar um estado de tentativa (etapa de previsio), que € tomado como

um passo puramente eldstico, através das seguintes relagdes:

e}, = {8} + [VI{U}
{o} = DI}, —{&}) (5.50)
F({o},x,) = f({o}}) - o(x;)

No procedimento explicito a matriz tangente elastopldstica consistente nfio pode ser formulada sem a
perda de sua simetria conforme apresentado em SIMO & TAYLOR(1986).
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Se o estado de tensdo obtido na previsdo elastica ndo violar a condigho de
plastificagio (F <0), encontrando-se na superficie de plastificacdo ou em seu
interior, significa que o estado obtido é admissivel e compativel com o modelo
adotado. Por outro lado, se as tensdes obtidas estiverem fora da superficie de
plastificagdo (F > 0) um outro estado de tens3o deve ser procurado de modo a se

tornar compativel com o modelo adotado. Dessa forma tem-se:

{G}i-i'l = [E(Al)] ID! """ 1 {G}tm

i+t
Koy =K, + AR, =%, + 5 AMY (5.51)

:1' i+t

£} = {87 H{Ae%), = 7} + AAPH{o},,,

onde [H] ¢ a matriz tangente elastica modificada (algoritmica) definida na equagdo
(5.48). Deve-se observar que as expressdes (5.51) dependem da determinagdo do
pardmetro  AA (multiplicador plastico). Segundo SIMO & TAYLOR(1986), o
pardmetro AA pode ser obtido aplicando-se condigdo de consisténcia no instante

i+1, ou seja:
F({G}i-{»}?}{il-l ) = f({G(AK)}HI ) - E(K(Ax)i .&1) ={) (552)

Conforme apresentado em SIMO & TAYLOR(1986), JETTEUR(1986) ¢
SIMO & HUGHES(1988), para estado plano de tensdo com material isotrépico,
fazendo uso do critério de von Mises, a expressdo (5.52) possul uma forma

particularmente simples, expressa como:

ke, 1 2 1 f: 2 t 2
(" +o ") (c™ G;’“) +4(1)

¥ x xy

g (I 20+2GM)
]

G(AL) = %[sy + H{Ki + AR %f‘”ﬂ (5.54)

f(AL) = é (5.53)
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onde o, ¢ e T sdo as tenses de tentativa elasticas definidas na equacgdo

x 2 Yy v

(5.45) ¢ (5.50) ¢ G ¢é o madulo de elasticidade transversal. As expressdes (5.53) €
(5.54) sdo encontradas aplicando-se a expressdo de atualizagdo das tensdes definida
em (5.47) ou (5.51") na equacdo que expressa a condi¢do de consisténcia eq.(5.52).
Assim, pode-se resolver a equagdo (5.52), fungfio apenas da parAmetro AR,
utilizando-se métodos iterativos para encontrar os “zeros da fungfo”, tais como:
método secante, Newton-Raphson, etc.. O método utilizado no presente trabalho,
bem como o estudo da equagdo de consisténcia serdo apresentados no item 5.2.3.
Para uma methor compreensio de todo o procedimento implicito aqui discutido,

apresenta-se, de forma resumida, os passos do algoritmo na figura 5.10.

1. Atualizar as deformagdes e calcular as tensdes de tentativa
{eh = {8}, HIVI{U}
{o}i; = DIde}., —{&"))

2. Verificar o critério de plastificacdo com as tensoes de tentativa

F(fo}ih,x) = I({o}) - 6(k,)
3 Se By <0
Entdo: finalizar

Se nifo: Resolver a equacdo de consisténcia e determinar A)

F({o},1r%i) = f({o(AM)},,,)— G(x(AR),, ) =0

4. Atualizar as varigveis internas com o valor de A\
{6} = [B(AM[D]  {o})

i+l

— . 2. 2
K =K, HAR, =K, A AM{

{£7 )., = (&7} +{Ae}, = (&7}, + AMPl{c},,

FIGURA 5.10 - Algoritmo de integracio implicito para estado plano de fensio,
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5.3.3 ESTUDO DA CONDICAQ DE CONSISTENCIA

A condigfio de consisténcia definida nas equagdes (5.52), (5.53) e (5.54), para
o modelo descrito no item 5.2.1, possui um papel muito importante na atualizagdo
das varidveis internas. Através desta condigio, obtém-se o valor do multiplicador
plastico AA . Conhecido o valor de AA, encontra-se facilmente o novo estado de
tensdo compativel com o modelo adotado e consequentemente, as deformagdes
plasticas e o parimetro de encruamento. Para encontrar AMA, deve-se resolver a
equagdo de consisténcia obtendo os “zeros da fungfo” (ou “raizes da equagdo”).
Entretanto, essas rafzes ndo podem ser obtidas analiticamente através de formulas
explicitas. Assim, torna-se necessario aplicar métodos numéricos iterativos que

fornecem solucdes suficientemente aproximadas.

Para se adotar um método numérico, ¢ imprescindivel um estudo sobre a

funcdo de consisténcia. Na figura 5.11 apresentam-se gréficos da fungdo de

consisténeia referentes a estados de tentativa eldsticos que conduzem a ¥[7 <0,

i+l
estados de tentativa que verifiquem a equagdo com a igualdade ( ) = 0) ¢ estados

itl

de tentativa inadmissiveis (K] > 0).

i+l

i+l

| R =0 =Ky

R0 -~ S
o | A
FE = i N
2 ben //J . T e T A
¥ it <0 lim FY R, Fill = 1y

limyy e Ko =¥

FIGURA 5,11 - Aspectos da fungiie de consisténcia,



Capitulo 5 - Modelo elastopldstico 100

Observando-se a figura 5.11 ¢ possivel caracterizar alguns aspecios
importantes da fungdo de consisténcia. Esta fungo apresenta dois pontos de

singularidade definidos como:

(1-v)
AA, = — g (5.55)
1
Ak, = 3G (5.56)

Nota-se que esses pontos de singularidade independem do estado de tensfio de
tentativa e sdo sempre valores negativos. Dessa forma, ¢ possivel garantir a
inexisténcia de singularidades para o intervalo de interesse, ou seja, para valores de
AM > 0. Um outro aspecto da fungdo, € que esta pode possuir até quatro raizes reais.
Entretanto, pela caracterfstica dos pontos de singularidades serem negativos, esta
apresentard no maximo uma raiz positiva. A situagdo onde todas as raizes sdo

negativas, referc-se apenas aos estados de tentativa eldsticos que conduzem a

F' <(. Para estados de tentativa que conduzam a valores de K} =0, existe
apenas uma raiz real no intervalo [0,+00) que € exatamente AA = 0. Para estas duas
situagdes, anteriormente descritas, nfio € necessdric resolver a equagdo de
consisténcia, pois o estado procurado é exatamente o estado de tentativa eldstica
independente do multiplicador plastico. Dessa forma, pode-se concluir que para o
intervalo de interesse existe no maximo uma raiz real para a fungdo de consisténcia.

Esta raiz ¢ definida nas situacdes onde as tensGes de tentativa eldsticas conduz & um
estado de tensdes inadmissivel (F2} > 0). Pode-se ainda calcular os limites da

funcgdo de consisténcia para AL — +o0 e AL — —o0, €XPIessos como:

» 2 U::“*E‘O'{m 2 G'im—“(jtm 2 +4 I‘;n 2
B, tim By =~ o, o]k, 12 [ 7)ol e ) Ay ) (5.57)

frued 3 J3 : 16G*
12[ K J

3(1-v)

_ _1 2 G?n +0_::=.n 2 Cj.l:n k_(},:(eﬂ Z+4 ,zte;n i
F, = lim K, =-~—{o, +Hx, -5 f( ) +( r ) +Ay) (5.58)

V3 \jiz[_ E ]2 16G?
-
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Observando-se as equagdes (5.57) ¢ (5.58) e a figura 5.11, conclui-se que a
funcio apresenta um comportamento assintotico para os valores negativos F, ¢ F
quando AX tende a +o ¢ —, respectivamente. Analisando-se as caracteristicas
da fungdo de consisténcia, ressaltando-se a inexisténcia de singularidades no
intervalo de [0,+w), propde-se o método iterativo de Newton-Raphson para
encontrar a raiz de interesse. Esse método possui uma taxa de convergéncia
quadratica. Além disso, nfio ¢ necessario definir um intervalo, apenas uma
aproximag#o inicial para a raiz. A idéia basica para aplicago deste método, € partir
de uma aproximacdo inicial AA, para a raiz e, através de um processo Iterativo,
refinar essa aproximagdo. O refinamento consiste em calcular a interse¢do da
tangente (no ponto AX,) com o eixo das abcissas encontrando uma nova
aproximagdo AM,., para a raiz. Este processo € repetido até que a resposta atinja a

precisdo desejada. Na figura 5.12 ¢ possivel interpretar methor o método descrito.

Y : -
\\\ :: ﬁ i+] tg (lzﬁFi:,l(A?\'k)z I{i-il(mk) 0
NN A gy — Dby
N
AN g (O
Y Y. zAka_"g}lM, (k=012,...)
x;.,\‘ ¥ i (A‘A'k )
Fip1(AMd 1,
N
: "\Q\?\_.\__  Selwgde
| : e .‘ / procurada
Fprt@hg -1 7 /
| P
| 0‘/ AN 4 AL
A?&.k Alk.}.}\ \\- o

FIGURA 5.12 - Interpretagiio geométrica do método de Newton-Raphson

A expressio para Ar,,, do método iterativo de Newton-Raphson ¢
apresentada na figura 5.12. Deve-se ressaltar a importdncia da escolha da
aproximacio inicial AA,. Se forem adotados valores iniciais maiores que a raiz

procurada o método podera fornecer uma das solugdes negativas fig. 5.13(a) ou até




102

Capiinio 5 - Modelo elastopldstico

mesmo entrar em um processo de “looping” fig. 5.13(b). Dessa forma, como néo se

conhece a solugio do problema, a aproximagao inicial mais confidvel ¢ AA, =0.

) Fi i Firt
i i I ]
A iR
I i i
I H I
j ;
!i 1
!{ | L Solugdio I , Solugiio
Sohtgiio ndo ,’3 t — procurada . -~ proeurada
desejada \\i? E AXU . AM / | :‘E, Ay Arg
R - T Y . [
/ f ~ J H | A Sy VoL |
. TR S S
i ~ 1 t [ E |
T T ) ! |
R SR T |
o~ ’ e L e
~ "
.
(a) (b)

FIGURA 5.13 - Divergéncia do métode de Newton-Raphson

Na figura 5.14 apresenta-se o algoritmo de Newton-Raphson para o caso

especifico da fungiio de consisténcia utilizada neste trabalho.

1. Aproximagdo inicial e tolerdncia

Ak, =0 , Tolerdncia = ¥,

2. Definir constantes

C, = (™ 1c" , C,=2G,
C, =@ —ol) Hdy) . Co=o,tHk,
E 2
, C,=-=H.

V3

C, =
Po31-v)

3. Calcular ¥ no ponto A,

£t ! + <,
T 2] 6(1+ARCL)Y 20+ AN CLY
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o

§= —134[(25 + A 12, |

F=f-o

. Se !F(A?LB)! <%
Entéo: finalizar (AA, é a solugdo).
Se ndo: Faca
4.1. Calcular a derivada de ¥ no ponto Ak

. o S o o
TG+ ARC,) 201+AX,CL)

i i
G’ = ECG[ZCSJf_JrMCSf'AM +2C fAM  + CJ'A?L%}

Jr

Fl — ff — 6’
4.2. Calcular a nova aproximagdo AN,

F
ANy =My

4.3. Calcular F no ponto AR,

1 C, C,
f=— 5+ S
2] 600+ AMCY 21+ AN C))
1
G = g[cﬁ + a2, |
F=f-0
4.4 Se |F(A7L})] <y e ;Akl - A?Lui <X

Entdo: finalizar ( A\, é a solucdo).

Se ndo: Faca A\, = A\, e volte ao passo 4.1

FIGURA 5.14 - Algoritmo de Newton-Raphson especifico para a equagfio de consisténeia.
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5.3.4 MATRIZ TANGENTE ELASTOPLASTICA CONSISTENTE

A derivagio da matriz tangente elastopldstica consistente (ou algoritmica)
pode ser encontrada em RUNESSON & SAMUELSSON(1985), SIMO &
TAYLOR(1986), SIMO & HUGHES(1988) ¢ CRISFIELD(1991). Esta matriz ¢
consistente com o algoritmo de integragio implicito (backward Euler) e, segundo
SIMO & TAYLOR(1986), a aplicagdo desta preserva a caracteristica de
convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson. Técnicas padrio podem
utilizar a matriz tangente elastopldstica classica em (5.24), que é inconsistente’ com
o procedimento de integracio implicito, provocando a perda da caracteristica de
convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson CRISFIELD(1991). A
expressio da matriz tangente elastoplastica consistente pode ser obtida através da
linearizagio do algoritmo implicito. As expressdes de atualizagfo das tensoes e do

encruamento podem ser escritas como:

{6}, = DIE},, — (&%}, = IDI{e},, ~ {7} — ARMPHo},) (5.59)

_ 2 s
Ky =K, FAK =K, +AE], = K, + =AM (5.60)

@ i+1

Escrevendo-se os diferenciais das equagdes do algoritmo implicito (5.59) ¢

(5.60), para um 1nstante i+1, obtém-se:

{Acl,,, = [D]{As},,, — dA[D][P}{c},,, — AA[D][P]{Ac},, (5.61)
2 ar)’
AKill - \/g(d}“fi-«t +A7\‘{ aﬁ }hl{A(j};u) (562)

onde AAA foi escrito como dA ¢ representa a variagdo do proprio multiplicador

pldstico na iteragio estudada. Deve-se notar que o ultimo termo em (5.61) € omitido

3 A inconsisténeia é eliminada se o tamanho do incremento for infinitesimal
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na obtencdo da matriz tangente elastoplastica classica eq.(5.11). O segundo termo

diferencial da equagio (5.62) pode ser expresso como:

6({!/’2)}” {a,}{o«} [P]{G‘}}T 1 . ,
e R L T e {AG} = (o [P]{Ac;., (5.63)

do O i+t

Aplicando-se a equagdo (5.63) em (5.62) ¢ explicitando-se o valor de {Ac},,,

na expressao (5.61), obtém-se

{Ac},,, = [EI({Ae},,, — dMPlic},,,) (5.64)
Ax, ﬂdxf.‘:’i v Zfﬂ (o}IPHAG},) (5.65)

onde [#] é a matriz tangente eldstica modificada (algoritmica), defimida em (5.48).
Diferenciando-se a condiciio de consisténcia plastica expressa em (5.52), no instante

i+1, tem-se:

T e
AF,, = {5;;} O =0 (5.66)
i|1 i

" 2 . 2
AF,; = (0} 5 [PHAGY  — = HOIG ARy {c};*nwm}i.;——Eﬂffﬁmi.l:0 (5.67)

V3

Pode-se explicitar o escalar dA substituindo as expressdes de {Ac},, ¢

Ak .., apresentadas respectivamente nas equagdes (5.64) e (5.65) na equagdo (5.67),

it

de maneira que:

(O3 IPIEN AL,
(O} [PIEIP{a},, +A

d = (5.68)
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onde A ¢é definido como:

4H{

A=y omm 569

Substituindo-se o valor de dA eq.(5.68), na expressdo (5.64), obtém-se a

seguinte refagiio entre o incremento de tensdo {Ac},,, € o incremento de deformagdo

{Ag}il 172
{Aﬁ}m = [D]epc {AE}H 1 (5.70)

onde [D},, € a matriz tangente elastopldstica consistente expressa como:

wpe

[Z1[PHo}, {0k, [PIET
(ol IPIENPHo},, + A

D], = [E]-

(5.71)

epe

Deve-se notar que, quando o incremento de carga tende a zero, o pardmetro
AX\ também tende a zero, de maneira que a matriz algoritmica |[E] apresentada na

equagio (5.48) se degenera na matriz constitutiva elastica [D]. Dessa forma, a matriz

tangente elastoplastica consistente |3}, definida na expressio (5.71) reduz-se a

epe

matriz tangente elastoplastica clissica [D],, apresentada na equaciio (5.24). Segundo

SIMO & HUGHES(1988) esta caracteristica apresentada pela matriz |D] . expressa

epe

o requerimento de consisténcia.

5.3.5 PROCEDIMENTQ INCREMENTAL-ITERATIVO

Conforme comentado no inicio do item 52, em um material com
comportamento elastopldstico, a relagio constitutiva expressa em forma diferencial
conduz & necessidade de uma analise por incrementos sucessivos. Entretanto, em
uma simulagdo numérica, sé ¢ possivel aplicar incrementos de carga finitos e néo

infinitesimais. Consequentemente, um erro de aproximagdo é cometido. Pode-se
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reduzir este erro, reaplicando-se, através de um processo iterativo, o residuo de
forgas sobre a estrutura, de maneira que o equilibrio seja novamente estabelecido.
Este procedimento, conhecido como incremental-iterativo, serd aqui descrito de

forma sucinta, nos passos a seguir.

Tnicialmente, admitem-se conhecidas, no final de um instante (passo de
carga) t, as componentes de tensdo {o}' ,as componentes de deformagdo e} a
variavel interna «*' responsavel pelo encruamento e os deslocamentos nodais {8}'.

Ressalta-se que os indices i e t referem-se, respectivamente, ao processo iterativo e
incremental.

Passo 1 - Inicia-se um novo incremento de carga (instante t+ At)

{F}H/\t — {F}t + {AF}IHM (572)

Passo 2 - Calculam-se os deslocamentos nodais

Em cada iteracio assume-se um comportamento linear. Assim, os

deslocamentos sdo obtidos pela aplicacfio da matriz de rigidez tangente, da seguinie

forma:
{AS}:IAE :[K;i} (n-At){AF}tlAt (573)
{6}:_31“ — {6}1 + {Aa}?-m (574)

onde {AF}'™ ¢ {AS}'™ sdo os incrementos de for¢a e os incrementos de
deslocamentos nodais referentes ao instante €+ At, respectivamente. Na primetra
iteragio, este incremento de forga pode ser aplicado juntamente com o residuo de

forcas final do incremento anterior, methorando a precisio no equilibrio de forgas. A

i
i

matriz de rigidez tangente [K], ™ € expressa como:
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(K™ = j,[Bi'r [DI,,.' | BIAY (5.75)

onde [D]L;f’(i) ¢ a matriz tangente elastoplastica consistente com o procedimento
implicito de integracdo das tensdes, apresentada em (5.71). Deve-se notar que a
matriz de rigidez tangente ¢ sempre atualizada, correspondendo ao método de
Newton-Raphson classico. Porém, a atualizagio poderia ndo ser frequente,

caracterizando o método de Newton-Raphson modificado.
Passo 3 - Calculam-se as deformages
As deformagdes sfo calculadas nos pontos de Gauss distribuidos ao longo da

drea e da espessura do elemento ¢ sdo relactonadas com os deslocamentos atraves da

matriz de deformacio [B], da seguinte forma:

e} = [BI{3}"™ (5.76)
Passo 4 - Calculam-se as tensdes

Semelhantemente as deformagdes, calculam-se as tensOes nos pontos de

Gauss, através do algoritmo de integragiio implicito, apresentado na figura 5.10.

1

o™ = (o} + [ fdo), 5.77)

Passo 5 - Calculam-se as forgas internas

As forgas internas de um elemento finito, sfo obtidas através da integracio
numérica das tensdes em todo o volume do elemento. Posteriormente, estas forgas
sdo transformadas para as coordenadas globais e distribuidas em um vetor nas

posicdes dos respectivos graus de liberdades.
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Ry = [ 1B]"{o} ™AV (5.78)

onde {R}"™ & o vetor de forgas nodais equivalentes (forgas internas), geradas pelo

estado de tensio interno.

Passo 6 - Calcula-se o residuo de forgas

{\P};a--m _ {F}um _ {R}fr--m (5.79)

1

Passo 7 - Verificagdo da convergéncia

O critério de convergéncia verifica se a solugfo considerada ¢

suficientemente precisa. Este pode ser expresso basicamente de duas maneiras:

Comergéne ey |

onvergéncia em forca W <e, (5.80)
ErAL {1 Af

Convergéncia em deslocamento U{S}i 0} 4 “

A <e, (5.81)
o3

onde || il representa a norma euclidiana e os termos ¢, e e, referem-se a tolerdncia

em forca ¢ em deslocamento respectivamente.

Verificada a convergéncia, retorna-se ao passo 1, dando inicio a um novo
incremento de carga. Caso contrrio, retorna-se ao passe 2, substituindo-se apenas o
incremento de forgas {AF}*™ em (5.73), pelo residuo de forgas {¥}"™,

caracterizando assim, o processo iterativo.
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A estratégia de solugio anteriormente apresentada, pode ser melthor
compreendida através dos diagramas carga-deslocamento e tensdo-deformacio
(adotando-se uma lei qualquer) para o caso unidimensional, apresentados na figura

5.15.

LAt
F o 2 (e}
t+at i
]
_L Tigey 7
teat L -
148t — ‘{’g UHM hoso T
f 2 7 . tral
s AT doy
L B § S
P t+al
AFAL o LaaL T i4al ! ,." i j ld
F R, " = | B o, dv/ P !
1y i |
. oot ! ;
Lt4at t+at t+AL 1
PR | e M av P
vy | |
Cor ,r/ E ! :
L. - T .t | S— —_—
Pl =R ”-Jvﬁ otav Ty -
(+AL
. . g-ti"'"‘“:B(S | i

£4AL CRAL
£y =R

FIGURA 5.15 - Estratégia de solugiio incremental-iterativa (caso unidimensional)



Capitulo 6
EXEMPLOS NUMERICOS

6.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sio apresentados os resuliados numéricos da implementagao
computacional do elemento de casca com comportamento elastico-linear ¢
elastoplastico. Inicialmente apresentam-se estudos de convergéncia do elemento de
casca, considerando-se apenas o comportamento elastico-linear. A rede ¢ refinada
progressivamente, verificando sempre se o valor do deslocamento obtido converge
para a solugdo teorica. Nos graficos de convergéncia, com o objetivo de confrontar o
desempenho do elemento, serfio utilizados alguns elementos de casca considerados de
bom desempenho, com geometria e graus de liberdade semelhantes ao elemento aqui
proposto. Além disso, apresentam-se alguns resultados referentes ao estudo dos
pardmetros livres o e B, orlundos do elemento de membrana, com o objetivo de
propor valores 6timos que melhorem o desempenho do elemento de casca. Resultados
dos esforcos sio também apresentados com o intuito de demonstrar a validade da
formulagio proposta. No modelo elastoplastico implementado no elemento de casca,
adota-se um procedimento implicito de integragdo das tensdes juntamente com o
método de Newton-Raphson classico, ohde a matriz de rigidez tangente é construida
fazendo-se uso da matriz tangente elastopldstica consistente. O modelo incorpora o
critério de plastificagio de von Mises com encruamento isotropo linear considerando-
se a lei associativa. Inicialmente, estuda-se o comportamento e o desempenho do
olemento de membrana considerando-se os efeitos ndo-lineares fisicos.

Posteriormente, analisa-se o comportamento ndo-linear do elemento de flexdo de
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placas, verificando-se a quantidade de pontos de Gauss necessaria para se obter a
integracio numérica, suficientemente precisa, das tensdes e das relagBes constitutivas
através da espessura. Por fim, nos itens 6.33 e 6.34, sdo apresentados os resultados da

analise elastoplastica de estruturas em cascas.

6.2 EXEMPLOS NUMERICOS ELASTICO-LINEARES

Nos graficos de convergéncia dos exemplos analisados o elemento de casca ¢
confrontado com elementos considerados de boa performance. Dois elementos
triangulares planos de casca com grau de liberdade rotacional CHEN(1992) serdo
utilizados na comparagio. Estes elementos foram construidos pelo acoplamento entre
o elemento de flexdo de placas DKT e os elementos de membrana (com drilling)
desenvolvido por Allman com integragfio reduzida (ALLMAN 1) e integragio normal
(ALLMAN 2). O elemento triangular plano de casca TLCL apresentados em
ONATE(1992), também seré utilizado nas analises de convergéncia. Este elemento
nio possui o grau de liberdade rotacional, porém, o elemento de placa utilizado no
acoplamento ¢ formulado utilizando as hipdteses de Reissner-Mindlin onde a
deformagiio por esforgo cortante é considerada. Nas analises dos esfor¢os utiliza-se
também o elemento triangular plano de cascas TS3 da biblioteca do sistema LUSAS
que inclui modos incompativeis de alta performance, porém, ndo possui o grau de
liberdade rotacional. Os resultados para os esforgos foram obtidos nas coordenadas
locais do elemento finito com uma rede 8x8x2 elementos e sdo comparados com 08
resultados do elemento de casca construido pelo acoplamento entre o elemento de
membrana CST e o elemento de flexiio de placas DKT (CSDKT) para uma rede de
40x40x2 elementos. B importante ressaltar que, com o intuito de cvitar as
singularidades, o elemento CSDKT faz uso de artificio, restringindo o grau de
liberdade rotacional. Por conveniéncia, o elemento aqui apresentado ¢ denominado
FFDKT (Free Formulation Discrete Kirchoff Triangle). Nos gréficos apresentados, a

abreviacio FEDKT sera sempre precedida dos valores respectivos de « e B utilizados
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na referente analise numérica. Ressalta-se ainda que as unidades das grandezas

envolvidas foram omitidas assim como nas referéncias citadas.

6.2.1 EXEMPLO 1: COBERTURA CILINDRICA

A estrutura apresentada na figura 6.1(a) ¢ solicitada por umma acdo vertical ‘¢’
por unidade de érea, referente ao peso proprio. As extremidades da casca sdo
consideradas como paredes rigidas e os lados longitudinais totalmente livres. Devido a

sua simetria, discretiza-se apenas ¥ da estrutura. A estrutura deformada (utilizando-

se os valores de o=1,2 ¢ B=0,001) ¢ apresentada na figura 6.1(b), ampliando-se os
destocamentos em dez vezes. Os resultados para o deslocamento transversal do ponto
A, no meio do lado livre, sdo apresentados juntamente com os resultados de outros

elementos de cascas, confrontados com a solugfo analitica do problema fig. 6.2.

E = 4,32x10°
v =0,
R=250
L=350,0
h=0,25

q =900

(@) (b}
FIGURA 6.1-())Geometria e malha da estrutura. (b)Estratura deformada.

A estrutura analisada é um problema teste classico bastante utilizado na avaliagdo de
clementos finitos de casca. A casca ¢ bastante abatida, dessa forma, se forem
utilizados elementos que ndo possuam o grau de liberdade rotacional ¢ ndo for
aplicado nenhum tipo de artificio para suptir a inexisténcia desse grau, provavelmente,
na analise da estrutura, a matriz de rigidez apresentara problemas de singularidade,

pois os elementos finitos sdo aproximadamente coplanares. Entretanto, por ser
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bastante abatida e possuir curvatura Unica, o comportamento da estrutura pode ser
bem representado com redes pouco refinadas. Isto pode ser verificado na figura 6.2
onde a maioria dos elementos apresentam bons resultados para uma rede de 4x4x2
clementos. Nesta mesma figura observa-se as boas caracteristicas de convergéncia do
elemento aqui proposto, convergindo de forma monotdnica para os valores
apresentados de « e B. Note que € possivel obter valores para os parimetros o ¢ B
que melhoram a performance do elemento. Entretanto, os elementos de Allman com
integragio normal ¢ reduzida apresentam um desempenho ligeiramente superior. O
elemento TLCL possui uma convergéncia ndo monotdnica e mais lenta que os demais

elementos.

o T HRIGA000))
Z 04 .
g —a—- FFDRT(1,2;0,01)
03024 et FRDET(L5:,0,5)
) — o~ ALIMAN1
e O ALLMAN 2
Q2 b
e TICE
U ANAMIICO
2 x4 &8 16x16
REDE

FIGURA 6.2-Grifico de convergéncia do deslocamento transversal do ponto A,

Nas figuras 6.3 e 6.4 apresentam-se respectivamente a distribuigiio dos
esforcos My’ e Nx’ sobre a linha A-B fig. 6.1(a). A resposta tida como ‘exata’ para a
distribuigio dos esforgos foi obtida através do elemento CSDKT para uma rede de
40x40x2 elementos. Bste é um elemento simples, porém, tanto o elemento de
membrana CST como o elemento de flexio DKT possuem convergéncia garantida e
os resultados estio em concorddncia com aqueles apresentados em ONATE(1992),
Note, que as redes utilizadas pelos elementos confrontados possuem 8x8x2

elementos.
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EXATO(CSDKT-A0w40)
FEDET(E,2:0001)
FFDKT{1,2,001)
FFDKT(,50,5)

TLCL

CEXATO(CSDKT-40540)

s FEDKT(,20600)

s FIDET(L2001)

+  FFDKT(1,5.6.5)
o TLOL

FIGURA 6.4- Distribuigiio de esforge Nx° sobre a linha A-B.

Observa-se um melhor desempenho na distribuigio do esforgo Mx’ do
elemento aqui proposto para todos os valores apresentados de o ¢ B. O elemento
TLCL niio apresenta bons resultados no final do trecho A-B. Porém, na distribuicao

dos esforcos Nx’ ambos elementos apresentam um bom comportamento.
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6.2.2 EXEMPLO 2: CILINDRO COM PAREDES RIGIDAS

O cilindro com paredes rigidas nas suas extremidades € solicitado por cargas
concentradas radiais fig.6.5(a). Fazendo uso da simetria do problema, discretiza-se

apenas ¥ do mesmo. A estrutura deformada (utilizando-se os valores de a=1,2 ¢

(=0,001) ¢ apresentada na figura 6.5(b)} ampliando-se os deslocamentos em vinte
vezes. O grafico de convergéneia do deslocamento radial do ponto A (ponto de
aplicagiio da carga) é apresentado na figura 6.6 juntamente com oS resultados de

outros elementos de casca, comparados com a solugdo analitica do problema.

Parede Rigida E=3,0xt0°
v=E3
R=300,0
L= 66,0
h=30
P=10

(®) (h)

FIGURA 6.5-(a)Geometria e matha da estrutura. (b)Estrutura deformada.

Semelhantemente & cobertura cilindrica, esta casca possui Unica curvatura.
Entretanto, redes pouco refinadas ndo representam bem a geometria da casca, por
esta nfo ser uma estrutura abatida. Dessa forma, ¢ bastante compreensivel obter
resultados para as redes iniciais (pouco refinadas) tio distantes do valor tedrico
conforme apresentado na figura 6.6. Porém, observa-se no grafico de convergéncia
uma melhor performance do elemento aqui proposto utilizando valores para o=1,2 ¢

B=0,001.
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FIGURA 6.6-Grafico de convergéncia do deslocamente radial do ponto A.

A distribuicio dos esforgos My’ e Nxy’ sobre a linha A-B fig. 6.1(a) sdo

apresentadas nas figuras 6.7 ¢ 6.8, respectivamente. Semelhanternente ao exerplo

anterior, a resposta tida como ‘exata’ para a distribuigio dos esfor¢os foi obtida

através do elemento CSDKT para uma rede de 40x40x2. elementos.

= 7
b -0.04 .

004 oo

EPRE

L e e L P A
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% TICL

FIGURA 6.7-Distribuicio do esforgo My® sobre a linha B-A.
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0.001 |

B, e EXATO(CSDKI-40x40) |
0T : e s TICL

: et : ' 5 FFDKT(1,2:0,001 !
0001 | ¢ FFDRT(LZO00L |

T
= 0002 1

0003 -
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000 L

0006 | : i AN 4o !
0O © 18 27 36 45 %4 63 72 81 XN
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FIGURA 6.8-Distribuiciio do esforco Nxy” sobre a linha D-C.

Na distribuicdo do esforgo My’, ambos os elementos representam bem o
comportamento da esrutura. Nota-se também um bom comportamento dos elementos
para a distribui¢io do esforgo Nxy’ ressaltando-se uma melhor precisdo para os

resultados obtidos com o elemento TLCL.

6.2.3 EXEMPLO 3: CUPULA ESFERICA VAZADA

A estrutura ¢ solicitada por cargas concentradas radiais fig.(6.9a) ¢ devido a

sua simetria discretiza-se apenas ¥, da semi-estera.

E = 6,825x107
v =103

R = 10,0
h={,04
P=1,0

(a) »)

FIGURA 6.9-(2)Geometria ¢ malha da estrutura. (h)Estrutura deformada.
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A estrutura deformada (utilizando-se os valores de a=1,2 ¢ =0,001) ¢
apresentada na figura (6.9b) ampliando-se os desiocamentos em vinte vezes. Os
resultados para o deslocamento radial do ponto A (ponto de aplicagdo da carga)
apresentados pelos elementos s3o comparados com a solugdo do problema no grafico

de convergéncia da figura (6.10).

0.0924 [ B -
a8 |- e FEDKT(1,2:0,001)|
g ALIMAN 1
i ALTMAN 2
006 | T
o SEXATO
< e EAATY
004 L
002 - '
<2 4x4 8x8 16x16
REDE

FIGURA 6.10-Grafico de convergéncia do deslocamento vadial do ponio A

Das trés estruturas analisadas, a chpula esférica ¢ a que apresenta ©
comportamento mais complexo. Esta casca, alem de ndo ser abatida, possui dupla
curvatura. Eniretanto, o eclemento aqui proposto apresenta um destacado
desempenho, considerando o alto grau de complexidade da estrutura. O elemento
TLCL, semelhantemente ao primeiro exemplo, apresenta uma convergeéncia ndo
monotdnica, porém, superior aos elementos de Allman com integragdo normal e

reduzida.

Nas figuras 6.11 e 6.12 sdo apresentados respectivamente os resultados para &
distribuigiio do esforgo Mix* sobre as linhas A-B ¢ C-D. A resposta tida como ‘exata’
para a distribuigio dos esforgos foi obtida de forma semelhante aos dois exemplos

anteriores.
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{ —— ST
a 183
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FIGURA 6.12-Distribuiciio do esforgo Mx’ sobre a linha C-D.

Em ambas distribuigdes nota-se o melhor desempenho do elemento aqui
proposto. O elemento triangalar plano de casca TS3 da biblioteca do sistema LUSAS
que inclui modos incompativeis de alta performance, porém, nfo possui o grau de
liberdade rotacional, apresenta um desempenho inferior, principalmente para a

distribuigio do esforgo Mx’ sobre a linha C-D.

Deve-se ressaltar que os valores de a ¢ B foram estudados em diversas

andlises para as trés estruturas proposta neste item de exemplos elasticos-lineares.
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BERGAN & FELIPPA(1985) apresentam umi estudo dos parametros livres do
elemento de membrana, onde os valores 6timos para o parametro livre o sdo obtido
através da minimizagdo da energia de deformagdo e oS valores oOtimos para o
parimetro B sdo obtidos por uma téenica simplificada de balango de energia. Estes
verificam que os valores 6timos para o pardmetro o estariam enire 1 e 2, €
recomendam a utilizagio dos valores médios Otimos o=1,5 e p=0,5 para o elemento
triangular de membrana. Nas analises numeéricas do elemento de cascas constatou-se,
como esperado, que os valores Gtimos para o se encontram enire 1 e 1,5, dentro da
faixa proposta por Bergan & Felippa. Os valores 6timos do parAmetro livre 3, para as
estruturas em casca aqui analisadas, variam bastante de estrutura para estrutura. Na
cobertura cilindrica observa-se que $=0,5 proporciona um melhor desempenho ao
elemento, porém, para a cupula esférica vazada este valor de B prejudicava o
desempenho do elemento & flexdo. Entretanto, observou-se que valores f cada vez
mais proximos de zero conduziam a uma melhor resposta do comportamento de
flexiio na casca. Porém, valores de B muito pequenos reduzem a influéncia dos modos
de alta ordem do elemento de membrana, prejudicando o seu desempenho. Dessa
forma, pode-se concluir que para estruturas onde o efeitos de membrana predominam,
pode-se escolher valores de § proximos de 0,5 ¢ para estruturas onde a influéncia dos
efeitos de flexdio sdo predominantes, pode-se adotar valores de B proximos de 0,001
Por fim, é importante destacar, que para todos os valores de a e B utilizados nas
analises numéricas o elemento obteve convergéncia, apresentando-se como um

elemento bastante confidvel.

6.3 EXEMPLOS NUMERICOS ELASTOPLASTICOS

Nesse item apresentam-se aplicagdes do modelo elastoplastico implementado
o elemento de casca. Com a finalidade de verificar o desempenho do elemento em
analises elastoplasticas, na maioria dos exemplos, os resultados sdo comparados com
o de outros elementos. Inicialmente, verifica-se o comportamento do elemento de

membrana. Este elemento apresenta um excelente desempenho em analises elasticas
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lineares conforme apresentado em BERGAN & FELIPPA(1985-1986) e
PELETEIRO(1996), entretanto ¢ necessario verificar o seu desempenho em analises
elastoplasticas. No item 6.3 2, analisa-se o comportamento do elemento de flexdo de
placas DKT observando o seu desempenho com relagdo a diversas distribuigdes dos
pontos de Gauss (na espessura) necessarios para a integragdo numérica das tensoes ¢
das relagBes constitutivas. Nos itens 6.3.4 e 0.3.5, verifica-se 0 comportamento do
elemento finito aplicando-se o modelo elastoplastico na andlise de estruturas em
cascas. Ressalta-se que em todas as andlises foram utilizados 4 pontos de Gauss

distribuidos na area do elemento.

6.3.1 EXEMPLO 1: PAINEL DE COOK

Este problema proposto por COOK(1974) ¢ bastante utilizado na avaliagao de
clementos de membrana em andlises elasticas lineares. A estrutura analisada ¢ uma
viga engastada solicitada por um carregamento parabolicamente distribuido aplicado
em sua extremidade livre. A geometria e as grandezas envolvidas no problema sdo

apresentadas na figura 6.13.
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FIGURA 6.13-Geometria, maiha ¢ propriedades fisicas da estrutura,
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Na anilise do problema elastoplastico foram utilizados 30 incrementos
divididos em proporgdes iguais ¢ admitidas tolerancias em forca e em deslocamento
de 0,001%. Na figura 6.14 apresenta-se 0 diagrama %oCarregamento x deslocamento
transversal do ponto A (ponto no meio da extremidade livre). Os resultados do
elemento de membrana da formulagiio livre foram obtidos com uma rede de Bx8x2
clementos utilizando os valores de a=1,5 ¢ B=0,5 ¢ sio confrontados com 08

resultados obtidos com o elemento CST para uma rede de 16x16x2 elementos.

R o0 [
100 |
tw!cﬁ.gil'(m 6 |

s FFDKT(8:8)

40 -

o Carregamento
3

o b

FIGURA 6.14-disgrama %Yforca x deslocamento vertical do ponto A.

Nota-se que os resultados obtidos com o elemento da formulagdo livre
utilizando um total de 128 clementos e 243 graus de liberdade estio em boa
concordincia com os resuliados apresentados pelo elemento CST com 512 elementos

¢ um total de 579 graus de liberdade.

Na figura 6.15 apresentam-se os resultados do maximo esforgo normal obtido
em um ponto de Gauss proximo do ponto B. A resposta do elemento de membrana
com uma rede de 8x8x2 elementos ¢ confrontado com os resultados obtidos com o
elemento quadrilateral de 8 nés QPMS da biblioteca do sistema LUSAS utilizando

uma rede de 8x8 elementos.
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FIGURA 6.15-diagrama %for¢a x Nmiix nas proximidades do ponio B.

[evando-se em consideragio que o ponto de Gauss onde foram extratdos os
resultados para o elemento da formulagdo livre € 0 elemento QPMB ndo possuem as
mesmas coordenadas, nota-se 0 bom comportamento do elemento de membrana que

utiliza uma quantidade de graus de liberdade bem inferior ao elemento QPMS.

6.3.2 EXEMPLO 2: PLACA QUADRADA

A placa apresentada na figura 6.16 ¢ simplesmente apoiada ¢ esta solicitada
por um carregamento distribuido ‘q’. Devido a sua simetria analisa-se apenas ¥ da
estrutura. Esta mesma estrutura foi analisada por OWEN & HINTON(1980)
utilizando elementos quadritaterais heterosis de 9 nos. O elemento heterosis fot
formulado utilizando as hipéteses de Reissner-Mindlin onde a deformagdo cisalhante
transversal ¢ considerada. Nas analises efetuadas pelos referidos autores utilizou-se
uma rede de 2x2 elementos finitos adotando-se um procedimento explicito com
modelos estratificados e nfio estratificados. A quantidade de laminas utilizada na
analise com o elemento heterosis estratificado ndo foi divulgada, provavelmente foram
utilizadas 26 laminas que ¢ o méximo que o programa permite. Na analise com o

clemento heterosis nio estratificado, foi adotado um total de 100 incrementos e
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tolerincias em forca e em deslocamento de 10%, porém, para o elemento nao

estratificado estes dados ndo foram apresentados, provavelmente foram os mesmos.

Ly
E=10,92510° o _
Fim (- v)
A |
o, = 1609 M. - o b’
L=10 o A 1. -
h=10,01 A A
410 / /-
Apoinda - £ ] Simy.
A
s /
[/ v g x
2 ot e e
| Apoiada B ;

L i

FIGURA 6.16-Geometria, matha ¢ propriedades fisicas da estrutura.

Como o objetivo neste exemplo ¢ analisar o comportamento do elemento com
relagio a integragiio das tensdes e das relagBes constitutivas para varias distribuigdes
dos pontos de Gauss na espessura, optou-5¢ por discretizar a estrutura com a mesma
quantidade de graus de liberdade utilizada para o elemento heterosis. Dessa forma,
adotou-se uma rede de 4x4x2 elementos DKT. Neste trabalho a analise foi
desenvolvida utilizando 30 incrementos iguais e tolerdncias em forga e deslocamento

de 0,01%.

Na figura 6.17 sdo apresentadas as curvas carga x deslocamento transversal
do ponto A (centro da placa). O elemento de flexdio de placas DKT ¢ analisado com
3.5, 7 e 9 pontos de Gauss distribuidos na espessura ¢ 0s seus resultados sdo
comparados com a resposta do elemento heterosis utilizando os modelos estratificado

a nio estratificado.
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FIGURA 6.17-Curvas carga x destocamento transversal do ponto A.

Observa-se uma boa concorddncia do elemento DKT utilizando 5, 7e9
pontos de Gauss (distribuidos na espessura) com a resposta do elemento heterosis
estratificado. Os resultados com a distribuigio de 3 pontos de Gauss nao obtiveram
bom resultado indicando uma mé integragio das tensdes e das relagdes constitutivas.
Deve-se notar que a resposta para o elemento heterosis ndo estratificado € bem
diferente do modelo estratificado. Essa divergéncia ¢ devido a capacidade que os
modelos estratificados possuem de representar o processo de plastificagio através da

espessura, o que ndo ocorre com os modelos ndo estratificados.

A distribuigio do esforgo Mx obtido nos pontos de Gauss nas proximidades
da linha B-A em coordenadas globais ¢ apresentada na figura 6.18. Os resultados do
elemento DKT utilizando 3, 5, 7, € 9 pontos de Gauss distribuidos na espessura, sdo
confrontados com a resposta do elemento semiloof de cascas delgadas TSLO da
biblioteca do sistema LUSAS. Ambos os elementos utilizam uma rede de 4xdx2
clementos. O elemento triangular TSLG possui 6 nos e um total de 12 graus de
liberdade (considerando-se apenas os graus de liberdade de flexfo). Na andlise, 0
elemento TSL6 utiliza a regra de quadratura de Gauss com 3 pontos distribuidos na

area, e na espessura é aplicada a regra de quadratura de Newton-Cotes com 5 pontos.
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Ressalta-se que os resultados para o esforgo Mx foram extraidos no 26° incremento

referente a 86,667% da carga total aplicada.
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FIGURA 6.18-Distribui¢fio do esforco Mx nas proximidades da linha B-A,

Observa-se novamente um bom comportamento do elemento para a
distribuigdo de 5, 7 e 9 pontos de Gauss na espessura utilizando uma quantidade de
graus de liberdades inferior a0 elemento TSLG. Note que a integragdo das tensdes

utilizando 3 pontos prejudica o comportamento do elemento.

6.3.3 EXEMPLO 3: COBERTURA CILINDRICA

A estrutura analisada, uma casca cilindrica semelhante aquela apresentada no
item 6.2.1, é um “benchmarck” bastante utilizado em andlises com ndo lincaridade
fisica e geométrica. A casca apresentada na figura 6.19 ¢ solicitada por um
carregamento ‘q’ por unidade de area, referente ao peso proprio. As extremidades da
casca sdo consideradas como paredes rigidas e os lados longitudinais totalmente

livres. Devido a sua simetria, discretiza-se apenas % da estrutura. Na analise do
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problema elastoplastico foram utilizados 30 incrementos divididos em proporgdes

iguais e admitidas tolerancias em forga e em deslocamento de 0,1%
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FIGURA 6,19-Geometria, malha e propriedades fisicas da estrufura,

As curvas carga x deslocamento transversal do ponto A sio apresentadas na
figura 6.20. O elemento FFDKT ¢ analisado utilizando 5, 7 ¢ 9 pontos de Gauss na
espessura com valores de a=1,5 e f=0,5 e com 9 pontos de Gauss com os valores de

a=1,2 e f=0,001.
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FIGURA 6.20-Curvas carga x deslocamenio travsversal do ponto A.
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O elemento é comparado com o elemento de casca delgada TSL6 descrito no
exemplo anterior. Na andlise numérica, a estrutura € discretizada com uma rede de
8x8x2 para ambos os clementos. Porém, o elemento TSL6 utiliza um total de 1283
graus de liberdades enquanto o elemento aqui proposto utiliza 486 graus de

liberdades.

Nota-se na figura 6.20 o bom comportamento em todas as analises com o
elemento FFDKT quando confrontado com o elemento TSL6 que utiliza quase trés

vezes mais graus de liberdades que o elemento aqui proposto.

CTLS6(SPro-1283gh |
FFDET(1,50,5-5Pto-186g1)
FFDKT(, 5,0,5-Pto-486gh)
FFDKT(1,5.0,5-9Pto-486g1)
FFI)K’I‘(],2;0,0()1-9?&0-4865;1)‘

0001 B

FIGURA 6.21-Distribuigiio do esfor¢o Mmin nas proximidades da linha B-A.

A distribui¢io do momento fletor minimo Mmin e do esforgo normal maximo
Nmax extraidos nos pontos de Gauss .nas proximidades da linha B-A sfo
apresentados nas figuras 6.21 ¢ 6.22 respectivamente. Os resultados foram obtidos no
27° incremento referente a 90% da carga total. As respostas para a distribui¢io do
momento minimo Mmin ¢ do esfor¢o normal maximo Nmdax estdo em boa
concordancia com aqueles apresentados com o elemento TSL6, levando-se em

consideragio que este utiliza quase trés vezes mais graus de liberdade.
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e SL(5PLO-128381)
m  FEDKI(,50,5-5Pto-486g])
A FEDKT(1,50,57Pio-486g})

s FEDKT(1,50,5-9P0-486g])

& FFDKT(1,2;0,001-9Pto-486gh)

0 1.9 38 57 7.6
L(B-A)

FIGURA 6.22-Distribuigiio do esforco Nméx nas proximidades da linha B-A.

6.3.4 EXEMPLO 4: CASCA QUADRATICA ENGASTADA

Neste exemplo analisa-se uma casca quadratica com seus lados totalmente
engastados. A estrutura € solicitada por uma carga concentrada vertical aplicada em
seu centro. Fsta mesma estrutura foi analisada por FIGUEIRAS(1983) utilizando o
critério de plastificagio de Huber-Mises extendido por Hill para materiais

anisotropicos com as seguintes propriedades fisicas:

Material isotropico

E = E, =30000,0 , v =030
G, =G,=G,=11540,0 , =0, =0, =0, =300
Tipe = Tigo = Tpge = 17,32, E,=3000 , G, =100,0

Este discretizou apenas ¥ da casca com uma rede de 3x3 elementos heterosis
quadrilaterais de 9 nos, adotando um modelo estratificado com 8 laminas iguais.
Procurando representar o mesmo nimero de nos, no presente trabatho adotou-se uma

rede de 6x6x2 elementos fig. 6.23. Na analise elastoplastica da casca foram utilizados
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30 incrementos divididos em proporgdes iguais e admitidas tolerancias em for¢a e em

deslocamento de 0,1%.
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FIGURA 6.23-Geometria, malha e propriedades fisicas da estrutura,

As curvas carga x deslocamento transversal do ponto A {(centro da casca) sdo
apresentadas na figura 624. O elemento aqui proposto ¢ analisado de forma
semelhante ao exemplo anterior, comparando seus resultados com o elemento

heterosis.
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FIGURA 6.24-Cunrvas carga x deslocamento transversal do ponto A.
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Observa-se uma boa concordéncia dos resultados apresentados pelo elemento
FFDKT. Porém, se os modelos elastoplasticos de ambos os elementos utilizassem o

mesmo critério de plastificagio, provavelmente as respostas seriam mais coincidentes.

A~ FFDKT(1,5:0,5-incr: 5)
w3 FEDKCT(1,5,0,5-iner: 15)
ey FEDET(}, 5,0, 5-in or: 30)
a— FFDET(L,20,000-ner: 5)
e FEDKT(1,2;0,001-1ncr: 13)
e g FEDET(L2,0,008 <in cr: 30)
e FEDKCTEL, 5,0, 5-in0r: 30-Flastico)

[ f o FEDKT(1, 5,0.5-incr: 5)

- - FEDRT(1,3:.0.5-mer 15}
ey FFIKT( 8, 5,0, 5-mer: 30)
g TR, 20,001 -ner: 5)
g FFDKT(1,2;0,001-incr: 13)
—e-— FFDKT(1,2;0,001-incr: 30}

FIGURA 6.26-Distribuicio de esfor¢o Nx’ nas proximidades da linha A-B.
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Apresenta-se nas figuras 6.25 e 6.26 a distribuigio dos esforgos respectivos
Mx’ e Nx’ nas coordenadas locais, extraidos nos pontos de Gauss nas proximidades
da linha A-B. Os resultados foram obtidos para os valores de o ¢ B (1,50,5) ¢
(1,2:0,001) no 5%, 15° € 30° incremento de carga. A resposta linear referente ao ultimo

incremento (30°) é também apresentada para os valores de a=1,5 e §=0,5.

Nas analises para os esforgos a estrutura foi discretizada com uma rede de
16x16x2 elementos. Observa-se nas distribuigdes dos esforgos Mx* e Nx’ uma boa
concordancia entre as duas analises com os dois valores de o ¢ B propostos. Nota-se
também, comparando os resultados elastico e elastoplastico para o 30% incremento,

uma tentativa de uniformizar a distribuigio dos esforgos no modelo elastoplastico.



Capitulo 7
CONCLUSAO

Neste trabalho apresentou-se uma formulagio do Método dos Elemento
Finitos (MEF) para a modelagem elastoplastica de cascas. A estrutura em casca é
formada pela composigio de elementos triangulares planos que incorporam ©
comportamento de flexdo e membrana. Esta forma de abordar o problema é bastante
simples e de facil implementagio, visto que, s6 é necessario a existéncia das matrizes
de rigidez e deformagdo referentes aos estados de flexio (elemento de flexdo de
placas) e membrana (elemento de membrana). Entretanto, a discretizagio da
superficie curva € feita de forma aproximada. Assim, a estrutura é representada por
uma superficie poliédrica composta por uma rede de elementos planos triangulares,
que quanto mais refinada, melhor representard a geometria. Porém, apesar da
simplicidade, essa maneira de abordar o problema nfo deixa de ser eficiente,
principalmente quando se trata de problemas ndo-lineares. Além do mais, em grande
parte das situagdes praticas as estruturas sdo formadas por elementos planos, onde o
problema da aproximagio da geometria € eliminado e a estrutura é discretizada de

forma exata.

Uma forma mais elegante para tratar o problema pelo MEF seria através da
utilizagiio de elementos de casca curvos. Entretanto, esta abordagem é bem mais
complexa e trabalhosa. Além disso, a presenga da curvatura torna mais dificil a
representagdo dos modos de corpo rigido e a satisfagio da compatibilidade
interelemental de deslocamentos, pois os estados de flexfio e membrana trabatham de

forma acoplada BREBBIA & CONNOR(1975). Um outro ponto ressaltado por
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ZIENKIEWICZ & TAYLOR(1991), é a dificuldade, em certos casos, de fratar a
ligagio da cascas com nervuras e vigas de borda, dificuldades que niio sio

encontradas quando se utilizam elementos planos.

Pode-se ainda, abordar o problema das cascas como um meio continuo
tridimensional, utilizando-se elementos solidos. Esta formula¢io conduz a matrizes de
grandes dimensdes, aumentando excessivamente o custo computacional. Além disso,
quando a estrutura analisada ¢ delgada (sitvagdo muito comum nas cascas) podem

ocorrer problemas de mau condicionamento das matrizes.

Uma outra proposta para modelar as estruturas em casca, seria através da
utilizagio de elementos de cascas desenvolvidos a partir da degeneragio de um
elemento solido tridimensional. Porém, este tipo de abordagem em determinados
problemas apresentam alguns fendmenos indesejaveis conhecidos como travamento

(“locking™).

Neste trabalho, os efeitos de flex3o no elemento de casca sdo simulados pelo
elemento de flexdo de placas DKT (Discrete Kirchhotf Triangle) e o estado de tensio
plana ¢ representado pelo elemento de membrana desenvolvido através da formulagio
livre. Conforme apresentado em MILITELLO & FELIPPA(1991), tanto o elemento
de flexdo quanto o elemento de membrana sio considerados elementos de alta
performance, ou seja, esses elementos conseguem obter resultados precisos com redes
pouco refinadas e possuem baixa sensibilidade a distorgdes. Além disso, ambos os

elementos satisfazem o Patch test, possuindo portanto, garantia de convergéncia.

Na formulagio do elemento DKT, a contribui¢io da deformagio por esforgo
cortante nio ¢ considerada, tornando-o especifico para o estudo de placas delgadas.
Consequentemente, na analise de cascas os modelos devem ser restritos a estruturas
delgadas. Isto ndo chega a ser um problema, pois, como mencionado anteriormente,
esta situagio é muito comum nas estruturas em casca. Além disso, o elemento nio

apresenta o problema de travamento de cisalhamento (“shear loocking™), muito
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comum nos elementos formulados a partir das hipéteses de Reissner-Mindlin onde a

deformagio por esforgo cortante é considerada.

Ao contrario do elemento de flexfio de placas DKT, as funges de forma do
elemento que simula o comportamento de membrana na casca sdo nfo conformes.
Entretanto, este elemento possui garantia de convergéncia imposta pela formulagio
livre. Uma outra vantagem deste elemento, € a presenga do grau de liberdade
rotacional. A liberdade rotacional propicia uma modelagem mais coerente da estrutura
etn casca, além do mais, evita que a matriz de rigidez global apresente singularidades
nos casos onde os elementos da estrutura sfo coplanares ou aproximadamente

coplanares.

Nas situagbes onde se utilizam elementos de membrana que ndo possuem o
grau de liberdade rotacional, esse problema pode ser contornado pela restrigio ou
elimmagio deste grau, entretanto, isto nem sempre é simples. Uma outra forma de
evitar tais problemas, bastanté comum, porém de eficdcia duvidosa, é a imposicio de
coeficientes de mola nas posigdes referentes ao grau de liberdade roacional. Além
disso, um outro ponto importante com rela¢io ao grau de liberdade rotacional, é que
este facilita a ligagdo da casca com elementos de viga, permitindo uma perfeita

transmissdo de momentos enire estes elementos.

Com relagiio ao modelo elastoplastico, utilizou-se um algoritmo implicito de
integragdo das tens@es. Este algoritmo, detalhado no capitulo 5, é incondicionalmente
estavel. Um algoritmo ¢ dito condicionalmente estivel, quando ele deve obedecer
certas restrigdes com relagio a0 passo de carga para ser estivel. Além disso, o
algoritmo permite a definicho da matriz tangente elastoplastica consistente que
preserva a taxa de convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson, Outros
procedimentos, como o explicito, além de n3o serem incondicionalmente estaveis, ndo
permitem a definicdo (de f()rina siméirica) do operador tangente elastoplastico
consistente, inviabilizando sua aplicagio na atualizagio da matriz de rigidez tangente.

Para esses casos, utiliza-se a matriz tangente elastoplastica classica, definida para
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passos infimtesimais, provocando a perda da taxa de convergéncia quadratica do

método de Newton.

A matriz tangente elastoplastica consistente ¢ deduzida, para o modelo
elastoplastico proposto, através da linearizagdio do algoritmo implicito. Esta matriz é
utilizada juntamente com o procedimento incremental-iterativo adotado para a
solugdo do problema ndo-linear. Este procedimento ¢ mais adequado para tratar o
problema ndo-linear, pois, o erro provocado pela linearizagio do incremento é
reduzido através do processo iterativo. No procedimenio aqui adotado, a matriz de
rigidez tangente € sempre atualizada, fazendo uso de um modelo estratificado. Este
modelo consiste em dividir a espessura do elemento finito em camadas ou laminas,
sendo de grande importéncia em andlises elastoplasticas, pois, permite acompanhar a
evolugio da plastificagdo através da espessura, além do mais, é possivel modelar

estruturas laminares compostas por materiais diferentes utilizando este modelo.

Nos exemplos elastico-lineares analisados, pode-se verificar o bom
desempenho do elemento de casca. Os graficos de convergéncia demonstram uma boa
performance deste quando confrontado. com outros elementos considerados de bom
desempenho. Os resultados obtidos para os esforgos confirmam o seu bom
comportamento, representando bem a distribuicdo destes sobre linhas definidas nas
estruturas. Com relagio ao estudo dos par@metros livies o e §, foi possivel propor
valores Otimos para estes, permitindo melhorar de forma significativa o desempenho
do elemento de casca. Entretanto, ressalta-se a necessidade de estudos mais
aprofundados a respeito desses pardmetros, envolvendo um maior nimero de
estruturas em casca, Deve-se destacar ainda que, em todas as andlises de
convergéncia, para as trés estruturas estudadas, utilizando diversos valores dos
parametros o e B, o elemenio obteve convergéncia, demonstrando ser bastante

confiavel.

Inicialmente, nos exemplos ndo-lineares, procurou-se analisar o

comportamento isolado do elemento de membrana e do elemento de flexdo de placas.
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O elemento de membrana apresenta urn bom desempenho, levando em consideragio a
quantidade inferior de graus de hberdade, utilizado tanto na analise do deslocamento
quanto do esforgo. Ja na anilise do comportamento do elemento de flexdo, deu-se
énfase ao processo de integragio numérica através da espessura, verificando a
quantidade minima de pontos de Gauss necessdrios para se obter uma integragio
precisa. Observou-se que a distribuigdo com trés pontos de Gauss ndo proporciona
uma boa integragio das tensGes e das relagbes constitutivas. Dessa forma, para se
garantit uma boa modelagem da estratificagiio através da espessura, deve-se utilizar
mais de trés pontos de integra¢fo. Finalmente, nos exemplos n3o-lineares das
estruturas em casca, pode-se observar a boa concordincia dos resultados, verificando-
se novamente que distribuigdes através da espessura a partir de cinco pontos de Gauss
proporcionam uma boa integracao. Enﬁretanto, ressalta-se que, no caso de modelos
estratificados com propriedades fisicas diferentes para as camadas, ¢ necessario um
outro estudo sobre essa distribuiqﬁo, pois, provavelmente serd encontrada uma

quantidade minima de pontos de Gauss superior a ¢inco.

O modelo elastoplastico adotado, relativamente simples, serve de base para
futuras modelagem de materiais mais complexos, tais como: concreto armado,
compostos fibrosos, etc. A implantagdo de novos critérios de plastificagio especificos
para certos tipos de materiais, considerando-se uma distribuigio anisotrOpica
{possibilitando caracterizar diferentes taxas de armaduras em diferentes diregdes, para
o caso de estruturas de concreto armade, por exemplo), juntamente com um modelo
estratificado, proporciona maiores aplicagdes na andlise do comportamento
elastoplastico das estruturas em casca. Além disso, pode-se sugerir ainda, como
continuidade deste trabalho, a consideracfio dos efeitos ndo-lineares geométricos,

muito importantes no comportamento das cascas.
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