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RESUMO

OLIVEIRA NETO, L. Uma formula¢do do método dos elementos de contorno com
trés parametros nodais em deslocamentos para placas delgadas e suas aplicacdes a

problemas de engenharia estrutural. Sao Carlos.

Tese (doutorado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

J4

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar uma nova formulag¢do direta do
M¢étodo dos Elementos de Contorno (M.E.C.) para andlise de placas, utilizando a
teoria de Kirchhoff, admitindo trés pardmetros nodais de deslocamentos para sua
representacdo integral: deslocamento transversal e suas derivadas nas diregoes
normal e tangencial ao contorno.

Dois valores nodais sdo usados para os esfor¢os, momento fletor normal m,
e forca cortante equivalente V,,. Desta forma sdo escritas trés equagdes integrais de
contorno por no, obtidas a partir da discretizacdo da placa, segundo a forma usual do
método.

A vantagem mais perceptivel desta formulagao ¢ a possibilidade de se fazer
a ligacdo da placa analisada pelo M.E.C. com elementos lineares, representados por
trés valores nodais de deslocamentos que passam a ser compatibilizados diretamente,
para a analise de edificios.

Sao apresentados exemplos numéricos da formula¢dao e das ligagdes para

comprovagao da formulagao.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno; Placas delgadas; Analise de pavimentos.

ABSTRACT



OLIVEIRA NETO, L. A boundary element method formulation for plate bending
analysis with three nodal displacement parameters and its application for structural

problems. Sao Carlos.

Tese (doutorado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

The aim of this work is to present na alternative formulation for plate bending analysis,
using Kirchhoff’s theory, in wich the boundary equation for displacements and its derivative in
tangential and normal directions to the boundary for each boundary node are used. The efforts,
according to Kirchhoff’s theory, are the normal bending m, and the equivalent shear force V,.

This formulation is adequate for the analysis of plates coupled with flexible columns and
beams because these structural elements have three nodal displacement values at its nodes.

Many examples of single plates and buildings slab are presented using the formulation

proposed in this work.

Keywords: Boundary element method; Plate bending; Floor slab analysis.



1. INTRODUCAO

A Engenharia de Estruturas ¢ a area da Engenharia Civil onde se faz a
concepgao e, posteriormente, a analise comportamental dos elementos estruturais, e
suas interacdes, que compdem as diversas obras construidas pelo homem. O projeto
estrutural visa, a partir desta analise, dimensionar estes elementos estruturais, quando

solicitados por diversas agdes externas.

As placas s@o um destes elementos estruturais ¢ sdao identificadas como
elementos planos, submetidos a acdes externas na dire¢do transversal ao seu plano
médio.

Duas teorias principais foram desenvolvidas para a andlise do
comportamento das placas; a primeira, denominada Teoria Classica, foi formulada
por KIRCHHOFF (1850) cujas hipoteses simplificadoras, analisando apenas placas
delgadas, admitem quatro varidveis no contorno do problema, resultando uma
equago diferencial de 4* ordem; REISSNER (1944) e MINDLIN (1951) formularam
teorias que, considerando as deformagdes por cisalhamento, levam a equagdes
diferenciais de 6* ordem. Estas teorias apresentam, portanto, resultados mais
completos que os da Teoria Cléssica, inclusive permitindo a andlise de placas

CSpessas.

As solugdes analiticas dessas equacdes sdo limitadas, conhecidas apenas em
casos mais simples, porém, com a utilizagdo de técnicas numéricas de solucao de
sistemas de equacgdes diferenciais pdde-se ampliar os casos de andlise. Com os

computadores a analise numérica foi facilitada.



Atualmente dispdem-se de trés métodos numéricos, dois denominados
métodos de dominio - Método das Diferengas Finitas (M.D.F.) e M¢étodo dos
Elementos Finitos (M.E.F.) - que associam pontos no dominio ¢ no contorno do
problema em suas formulagdes, ¢ o mais recente, Método dos Elementos de
Contorno (M.E.C.), formulado com equacionamento integral ao longo do contorno

do problema, em contraposi¢do aos anteriores.

O Me¢étodo das Diferencas Finitas apareceu com o trabalho de

SOUTHWELL (1946) e ¢ ainda utilizado em diversos problemas de engenharia.

O M¢étodo dos Elementos Finitos, o mais difundido e utilizado, apareceu em

trabalhos desenvolvidos por TURNER (1956) e ARGYRIS e KELSET (1960).

J& o Método dos Elementos de Contorno teve seu aparecimento a partir de
estudos de problemas utilizando equagdes integrais, iniciados no século passado,
aplicadas a teoria da elasticidade por BETTI (1872). Os trabalhos com equagdes
integrais na elasticidade bidimensional continuaram sendo realizados pelos russos
nos anos 50 através de MUSKELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957) e
posteriormente por KUPRADZE (1965), nao utilizando-se ainda as variaveis reais do

problema, por isso foram denominados métodos indiretos.

RIZZO (1967) apresentou, ainda para a elasticidade bidimensional, o
método na sua forma direta, isto ¢, sdo envolvidas as varidveis reais do problema em

seu equacionamento.

Os primeiros trabalhos em formulagdo indireta na analise de placas foram
apresentados por ALTIERO e SIKARSKIE (1978) e por WU e ALTIERO (1979),
onde analisaram placas reais contidas em um contorno auxiliar infinito, de solu¢do
conhecida. TOTTENHAM (1979) também apresentou uma compara¢do entre as

formulagdes direta e indireta.

O método direto para analise de placas infinitas, com furos, de contorno nao
carregado foi proposto por HANSEN (1976) seguido de estudos de BEZINE (1978),
BEZINE e GAMBY (1978) e STERN (1979) que desenvolveram formulagdes
diretas baseadas na identidade de Green, considerando-se duas equacdes integrais
relativas ao deslocamento transversal e a sua derivada na direcdo normal ao

contorno.



VAN DER WEEEN (1982) propds uma formulacdo para analise de placas
espessas baseada na teoria de Reissner, escrevendo trés equagdes integrais para as
variaveis nodais, deslocamento transversal e as derivadas nas dire¢des normal e

tangencial ao contorno.

A partir dessas formulagdes bésicas, formulagdes indireta e direta e usando-
se as teorias de placas de Kirchhoff e de Reissner-Mindlin, diversas andlises de
placas se seguiram: estudos para aperfeicoamento numérico do método como sobre
quais equagdes integrais sdo utilizadas, do deslocamento transversal e de sua
derivada direcional ou apenas de deslocamento transversal para pontos distintos;
estudos sobre o melhor posicionamento do ponto-fonte, ao qual as equacdes
correspondem; estudos sobre os tipos de integragdo mais adequados (analitica ou
numérica) e sobre as func¢des aproximadoras das varidveis sobre os elementos;
formas de calculo de integrais singulares e quase singulares e de integrais de
dominio; andlise de placas sob diversos tipos de vinculagdo e de carregamento,
apoiadas sobre base eldstica e sobre estacas; andlise da associagdo com vigas e
colunas no contorno ¢ no dominio; analise ndo-linear, fisica e geométrica; vibragao
(anélise modal e transiente); placas com deslocamentos finitos; combinagdo do
M.E.C. com o M.D.F. e com o M.E.F. para diversas andlises aproveitando as

vantagens apresentadas por cada método.

A formulagdo indireta, apesar de ser a menos utilizada, tem sido motivo de
estudos como os de VABLE e ZHANG (1992), que utilizaram esquemas de
integracdo analitica e funcdes ficticias aproximadas por polindmios para analise de
placas, e o trabalho de VENTSEL (1997), com integrais singulares e hiper-

singulares.

A teoria de Reissner-Mindlin, também menos utilizada que a Teoria
Classica de Kirchhoff, foi utilizada em diversos estudos como os de KARAM
(1986), BARCELLOS e SILVA (1987), LONG et al. (1988), WESTPHAL E
BARCELLOS (1989) e RIBEIRO e VENTURINI (1989). Alguns trabalhos
analisando o comportamento nao-linear geométrico de placas foram apresentados
posteriormente como os de XIAO-YAN et al. (1990) e HE e QIN (1993). A anélise
ndo-linear fisica de placas foi realizada em trabalhos de KARAM e TELLES (1992)



e RIBEIRO (1992), ambos utilizando o método incremental-iterativo com momentos
iniciais.
A formulagdo direta, fundamentada na Teoria Classica de Kirchhoff, ¢ a

mais utilizada para analise de placas e diversos trabalhos importantes nas diversas

aplicagdes foram surgindo desde o inicio dos anos 80.

Surgiram formulagdes alternativas para a solugdo de problemas de placas
elasticas: utilizando-se integrais analiticas como a de CAMP e GIPSON (1990), com
funcdes interpoladoras hermitianas para aproximagao dos deslocamentos como os
trabalhos de HARTMANN e ZOTEMANTEL (1986) e de GUO-SHU e
MUKHERIJEE (1986), utilizando-se fung¢des lagrangianas e integragdes analiticas
para o célculo das integrais singulares como a de ABDEL-AKHER ¢ HARTLEY
(1989), ou ainda com fungdes complexas para defini¢ao das solugdes fundamentais,
considerando-se as deformagdes por cisalhamento para placas finas, como
apresentaram PILTNER e TAYLOR (1989).

Inicialmente, em alguns trabalhos analisaram-se placas com condi¢des diversas de apoio no
contorno e no dominio como os de BEZINE (1981), PARIS ¢ LEON (1985), PAIVA (1987) (1991) e
HARTLEY et al. (1992). Posteriormente, a possibilidade de associagdo de placas com vigas e colunas
sdo também propostas por diversos autores como PAIVA e VENTURINI (1985)(1987), NG et al.
(1989), HARTLEY e ABDEL-AKHER (1993), HU ¢ HARTLEY (1994), PAIVA e OLIVEIRA
NETO (1995), PAIVA (1996), HARTLEY (1996).

Os problemas considerando nao-linearidade geométrica de placas foram
inicialmente estudados por KAMIYA e SAWAKY (1982) e SAVAKI et al
(1989)(1990). A consideragao da nado-linearidade fisica do material foi inicialmente
apresentada em estudos de MOSHAIOV e VORUS (1986), que utilizaram um
modelo elasto-plastico através de um processo incremental-iterativo com momentos
fletores iniciais ¢ sendo o célculo das integrais de dominio realizado em células
obtidas da discretizacao do dominio da placa. Também foi utilizado este processo por
KAMIYA et al. (1981) ¢ por PARIS ¢ LEON (1987) na anélise de placas
considerando-se a variacdo de temperatura ao longo da sua espessura e para analise

de placas esbeltas por CHUEIRI (1994).

Ja a andlise dinamica de placas teve seu inicio em trabalhos de VIVOLI e

FILIPPI (1974) utilizando-se o método indireto sobre solugdes fundamentais



derivadas das fun¢des de Hankel e obtendo-se coeficientes da matriz de autovalores
em fung¢do da freqiiéncia. BEZINE (1980) a seguir formulou o método determinando
as freqiiéncias naturais através de um problema com matriz de autovalores onde os
coeficientes ndo dependem da freqiiéncia, necessitando porém da discretizagdo do

dominio da placa.

NIWA et al. (1982) também apresentaram estudos utilizando o método
indireto enquanto WONG e HUTCHINSON (1981) utilizaram o método direto.
Trabalhos posteriores de NARDINI e BREBBIA (1982), NIWA et al. (1981)(1982),
KITAHARA (1985), COSTA JR. (1985)(1988), TANAKA et al. (1987),
KATSIKADELIS (1989), PROVIDAKIS e BESKOS (1989) e WEISS e
MOSHAIOV (1993) também contribuiram de forma importante para a analise modal

de vibragdo de placas.

A andlise transiente teve como trabalhos iniciais o de CRUSE e RIZZO
(1968), para problemas de elasto-dinamica geral, e o de BEZINE e GAMBY (1982),
que utilizou solu¢des fundamentais de dinamica de placas esbeltas, em fun¢do do

tempo. Outro trabalho a ser citado, baseado no anterior, ¢ 0 de BARRETTO (1995).

A andlise de placas sobre fundacao eldstica também foi realizada em
diversos trabalhos, iniciada por KATSIKADELIS e ARMENAKAS (1984), COSTA
e BREBBIA (1985), seguidos de estudos realizados por SILVA e VENTURINI
(1988), TEJERINA CALDERON e VENTURINI (1997), PAIVA ¢ BUTTERFIELD
(1997), PAIVA e TRONDI (1996) ¢ PAIVA ¢ MENDONCA (1997), estes trés

ultimos analisando placas sobre estacas em associacdo com o solo.

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar uma formulagdo alternativa para o
método dos elementos de contorno para analise de placas delgadas, onde as equagdes
integrais do deslocamento transversal e de suas derivadas normal e tangencial ao
contorno sao usadas no sentido de possibilitar uma melhor analise de placas isoladas

ou em associagdo com outros elementos estruturais, como vigas e pilares.

Esta formulagdo considera trés valores nodais em deslocamentos: w , 0w/on
e Ow/0Os para cada ponto do contorno e, de acordo com a teoria de Kirchhoff, apenas
dois valores nodais para os esfor¢os momento fletor normal ao contorno m, e forca

cortante equivalente V.



A melhoria introduzida por esta formulagao aparece nos casos de andlise de
placas com borda livre e em casos de ligagdo de placas com outros elementos
estruturais, no caso vigas e pilares, que sdo também representados com trés
parametros em deslocamentos, modelados através de técnicas do método dos

elementos finitos.

Neste trabalho, no capitulo 2 sdo apresentados um resumo da teoria de
placas delgadas de Kirchhoff e a formulagdo teérica das expressdes diferenciais das
grandezas envolvidas na formulagdo de placas em funcdo do deslocamento
transversal w. Em seguida sdo determinadas as solu¢des fundamentais de placas

utilizadas na formulagao integral do método dos elementos de contorno.

No capitulo 3 sdo obtidas as equagdes integrais dos trés parametros em
deslocamento envolvidos na teoria de placas, deslocamento transversal w de suas
derivadas Ow/On e Ow/Os para pontos do contorno, segundo a formulagio proposta
neste trabalho, ¢ do dominio, utilizando-se as solugdes fundamentais obtidas no
capitulo anterior. A integral do dominio devida ao carregamento transversal da placa

¢ transformada em integral sobre o contorno da regido do carregamento.

No capitulo 4 ¢ introduzida a implementacdo numérica do método dos
elementos de contorno, onde ha a discretizacdo do contorno da placa em elementos
onde serdo aproximadas as variaveis do problema, deslocamentos e esforgos. Desta
forma sdo obtidas equacdes algébricas a partir das equagdes integrais da formulagao
do método. Neste trabalho as varidveis de contorno sdo aproximadas por fungdes
interpoladoras lineares ou cubicas. As equagdes algébricas, definidas para todos os
pontos de contorno obtidos da discretizacdo, formam um sistema de equagdes que,
apos serem introduzidas todas as condigdes de contorno do problema, pode ser
resolvido na forma [A].{X} = {B}. Alguns exemplos numéricos sdo apresentados

para avaliacao da formulagao.

No capitulo 5 sdo apresentadas as associagdes da placa, analisada pelo
método dos elementos de contorno pela formulagdo proposta, com elementos lineares
como vigas (grelhas) e pilares, com a finalidade de se analisar pavimentos de
edificios. Alguns exemplos numéricos sdo apresentados para avaliagdo da

formulacao proposta. No capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho.



Por fim, no capitulo 7 sdo apresentadas as referéncias bibliograficas citadas
neste capitulo e no capitulo 8 apresenta-se a bibliografia complementar, ndo citada,

utilizada para a edificag@o deste trabalho.



2. FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS DELGADAS

2.1. Introdugao

Os elementos estruturais sao classificados conforme a relagdo entre suas
dimensdes, e sdo denominados lineares (ou de barras), de superficies (ou laminares)
e tri-dimensionais (ou blocos) conforme apresentem, respectivamente, duas, uma ou

nenhuma dimensao pequena, quando comparada com as demais.

Placas sdo, por defini¢do, elementos estruturais de superficie, simétricos em
relagdo a um plano médio, cuja dimensdao menor esta na diregdo normal a este plano
e ¢ denominada espessura, h, da placa. O carregamento ¢ transversal ao plano
médio. Aparecem na pratica, por exemplo, como pisos de edificio, paredes de

reservatorios, etc..

De acordo com o material do qual ¢ constituida a placa ela pode ser
classificada como: anisotropica, com propriedades diferentes em qualquer dire¢do,
ortotropa, com propriedades diferentes em duas diregdes perpendiculares, ou
isotropa, com propriedades iguais em todas as dire¢cdes. Ainda de acordo com a
espessura, a placa pode se classificada como muito delgada (se, h/a < 1/80), delgada
(se,1/80 < h/a < 1/5) ou espessa (se, h/a > 1/5). Neste trabalho serdo consideradas
apenas as placas delgadas e isOtropas, submetidas a carregamento transversal e
ortogonal ao plano médio, e serd baseado na teoria de Kirchhoff, que interpreta bem
o comportamento de placas com relagao espessura/menor dimensdo, h/a, entre 1/5 e

1/80.

2.2. Hipoteses basicas

As hipdteses da teoria de placas delgadas sdo:



- a placa ¢ constituida de material elastico-linear e, portanto, segue a lei de
Hooke;

- os deslocamentos transversais s3o pequenos em relacdo a espessura, h, da
placa;

- ndo hé deformacao no plano médio da placa;

- as deformagdes na placa, devidas a flexdo, variam linearmente com a
distancia ao plano médio desta placa, ao longo de sua espessura, o que
equivale dizer que as tensdes normais, paralelas ao plano médio, também
variam linearmente com a espessura;

- as tensdes normais na superficie da placa sdo despreziveis em comparacao

com as tensOes normais devidas a flexdo.

2.3. Relagdes basicas para placas isotropas

Considere-se inicialmente o elemento de placa da figura 2.1.a onde estio indicadas as
tensdes solicitantes devidas a um carregamento transversal, g, distribuido. As resultantes destas
tensdes apresentadas na figura 2.1.b, momentos de flexdo e volvente e forga cortante, sdo obtidas das

seguintes integragdes sobre a espessura, h, do elemento:

m, = KZ/ G, zdz

(2.1.a)

m, = J% GyZdZ
Nz (2.1.b)

A

m_=| 1t zdz
’ '[/ ’ 2.1.0)

qx = J.f szdz
B (2.1.d)
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% 2.1.0)

Figura 2.1 — Elementos de placa com tensdes e esforcos atuantes devidos a flexao.

Das condic¢des de equilibrio de forgas verticais ¢ de momentos em torno dos eixos x ey,

obtém-se as seguintes expressdes:

0

%4y c Ay g=0

ox 0y (2.2.2)
om 8mxy

— =q,

X ay (2.2.b)
om, N om _q

ay ox ’ 2.2.c)

Agrupando-se as equacdes de equilibrio (2.2) numa s6 equagdo ¢

considerando-se my, = my, , obtém-se:
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2 2
62mx 0 m, +28 m,,

+ = -
ox’ oy’ O0x0y - 2.3)

As deformagdes relativas €x e &y e a distor¢do Yxy ao longo da

espessura z da placa podem ser expressas em fungdo das curvaturas da seguinte

forma:

0*w

& =—Z—
Ox (2.4.2)

e ——y 0w

- 2
’ ay (2.4.b)

2

vy = sy o°w

0x0y (2.4.0)

Obtidas as deformacdes de um ponto da placa tém-se, através da lei de

Hooke, as tensdes correspondentes neste ponto:

c, = E (8 + Ve ) (2.5.2)
X 1—V2 X y .
Oy = e (Sy +V8x) (2.5.b)

E
Tyy :mey (2.5.¢)

onde,
E : mddulo de elasticidade longitudinal,;
v : coeficiente de Poisson;

G : modulo de elasticidade transversal;
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2(1+v) (2.6)

Substituindo-se na equagdo (2.5) as expressoes (2.4) obtém-se também as

tensoes em funcao do deslocamento transversal w:

~E (0*w 0w
O, = 1—v2 | ax2 TV P z (2.7.a)
—E (0*w 0w
Oy = 1—v?2 8y2 TV Ox 2 z (2.7.b)
0w
t.. =-2G z
Xy ﬁxﬁy (2.7.0)

Retornando-se as expressoes (2.1) dos valores das resultantes das tensdes no

elemento de placa e introduzindo-se as expressoes (2.7), resultam:

m_=-D " w +V82W
X 5x2 ayz (2.8.3)
B o’w 0w
my = -D ayz tv o2 (2.8.b)
2
m,  =-D(-v) ow
Ox0y (2.8.¢)

onde,

D : rigidez a flexao, ¢ dado por:
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ERh®

12(1=v?) 9)

A equagdo (2.3) pode ser reescrita em funcdo do deslocamento transversal

w a partir das equagds (2.8), resultando na equacao diferencial de placas:

o*'w o'w  o'w g
T2t =
ox ox°0y” 0oy D

(2.10)
Utilizando-se o operador de Laplace:
2 2
v2 =0 - +6—2
ox* Oy 2.11)
a ultima equacao (2.10) resulta:
o> 0> \o° 0’
VZVZW: 82—'_82 azv_l_a‘;v :% (2.12)
X V X V '
e ainda,
¢ -2 (62\)&/ +asz
x T A 2 2
Ox\ 0x* 0y (2.13.2)

(2.13.b)
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Para a resolugdo da equacgao diferencial de placas deve-se impor condi¢des
de contorno relativas ao deslocamento w, ao giro ow/0m e aos esfor¢os (momento
fletor, momento volvente e forca cortante, por unidade de comprimento). Porém,
Kirchhoff demonstrou que podem-se escrever as condi¢des de contorno relativas a

forca cortante e a0 momento volvente numa unica condigao.

Para entender esta proposicao, considera-se um ponto genérico, P, na borda
da placa e dois elementos de comprimento ds, adjacentes a este ponto, conforme
mostra a figura 2.2. Também pode-se observar que estes elementos apresentam
momentos volventes resultantes de valores my,s ds e (my,s + Omy/0s)ds.
Interpretam-se estes momentos como resultantes de binarios de forgas atuando agora
nas laterais dos elementos de contorno, de tal forma que surja uma resultante final no

ponto P de valor (0m,s/0s) ds.

Figura 2.2 — Resultante do momento volvente em um ponto do contorno da placa.

O esforco resultante da soma desta for¢a com a forga cortante gy (ou qy )¢

denominado forga cortante equivalente, por unidade de comprimento, e vale:

ay (2.14.2)
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om

V,=q,+
O ox (2.14.b)

Podem-se escrever agora as componentes de tensdes e esfor¢os para um
sistema genérico de coordenadas (n,s), onde o eixo n forma um angulo o com o

semi-eixo positivo X.

Considere-se o elemento de placa 123 apresentado na figura 2.3, cujos lados 12 e 13 sdo

paralelos aos eixos X e y, respectivamente.

Figura 2.3 — Tensoes e esforcos resultantes no elemento de placa 123.

Podem-se escrever as relagdes das tensoes ¢ dos esfor¢os referentes ao lado

32 nas dire¢des n e s:

Op = Oy COS O + Gy sen o, + 2 Ty, Sen oL cos o (2.15.a)
— 2 2
Tns = (Oy - Ox ) sen o cos o + Ty (cos™a - sen”a ) (2.15.b)
2 2
m, = my cos a +my sen“a + 2 my, sen o cos o (2.15.¢)

mys = (Imy — My ) sen o cos o + myy (coszoc - sen’a, ) (2.15.d)
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Ja as relagdes das cortantes ¢, sdo obtidas pelo equilibrio de forgas

verticais do elemento. Entdo:

qn ds = gx ds cos a + gy ds sen a

ou

n = qx COS O + ¢y, Sen o (2.16.2)

Retomando-se as expressoes (2.14 ) pode-se escrever a forga cortante equivalente, por

unidade de comprimento, como:

! 0s (2.17)
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2.4. Equagdes de placas em coordenadas polares

Tendo em vista que neste trabalho a equagdo diferencial de placas ¢ aplicada
a um dominio infinito para a obtencdo das solu¢des fundamentais, torna-se
necessario escrever as equacoes das placas em coordenadas polares.

O sistema de coordenadas da Figura 2.4 mostra a relagdo entre as

coordenadas cartesianas e polares e suas componentes.

Figura 2.4 — Contorno da placa com diregdes r, n e s, em referéncia as coordenadas

cartesianas (x,y) e polares (r, 8), para um ponto genérico P.

O ponto P de coordenadas cartesianas (X, y) passa a ter novas coordenadas (r, 6), onde r
¢ a distancia de P a origem O do sistema de coordenadas e 6 o angulo formado pela direcdo de r e

0 semi-eixo positivo x. Assim as relagdes entre os dois sistemas ficam determinadas por:

X =r.c0s0 (2.18.2)

y =r.senf (2.18.b)
ou ainda,

r=x*+ y2 (2.19.2)

0 = arctg y/x (2.19.b)

Com estas relagcdes pode-se obter suas respectivas derivadas em relagdo ao

sistema cartesiano:
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ox 1 (2.20.a)
or vy

—===senb

dy 1 (2.20.b)

x : (2.20.¢)
00 x cosO
8_y — 2T (2.20.d)

Escrevendo-se agora as derivadas do deslocamento transversal w em

coordenadas (x,y) para se obter a equacao diferencial, tem-se, na direcdo x::

ou

ow Ow or  ow 00

= +
ox  or ox 00 ox 22D
8_w_8_wcose+ﬁw —sen 0
ox  or ol r (2.222)
Analogamente, na direcdo y ,tem-se:
oW _ow e 5_W(°089j
oy or ol ; (2.22.b)

As derivadas de segunda ordem resultam:

cos’ 0+

o’w 0 (5W oW senGj _O’w

- = cos 0 >
OX Ox \ or 00 r

2
+sen’ 0 1a_w+%a VZV —ZSenecoseg(la—w)
ror r° 00 or\r 00
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(2.23.2)
o°w 0 (8w Oow cos@j o'w
= ——sen 0+ =——-sen 0+
oy oy \ or 0 r or
2
+cos” 0 l@JrLQa Y |+ 2sen0cos0— g (1 awj
ror 1’ 00° or 00
(2.23.b)
c
o*w 0 (GW Ow sen 9]
=—| —cosO—— =
ox0y Oy \ or 00 r
low 1 0*w  0O*w
=—sen0cos0 ———t 55
ror r° 00 or (2.24)

+ (cos2 0 —sen? G)Q(la—wj
or\r 00

Somando-se as duas equacdes (2.23) obtém-se a representacdo do operador

diferencial de Laplace expresso em coordenadas polares:

ox> oy o’ ror 1 o0 (2.25)

Portanto, a equacdo diferencial de placas (2.12), expressa em coordenadas

polares resulta:

0’ 6 o0*w 82
ox’ 8y ox’ 8y

o 1 8 1 o° fo'w low 1 0°w g
ol Be I 2 Tt e TR
or r 8r r’ 00 or ror r° 00 D
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Substituindo-se as equacdes (2.23) e (2.24) nas relagdes (2.8) e (2.13), tém-se:

2

m, =—D{a \;V(cos 0+ vsen’ 9)+£l%+ 12 0w j
r

or

(sen29+vcos2 6) 21— v)sen@cos@
r r 89

(2.27.2)
2 2
m, =-D ow (sen 0+ vcos’ 9) l@+%avj
Y or’ or r° 00
(cos 0+ vsen’ O)+2(l v)sen 0cos0— 0 (1 8wj
or\r 09
(2.27.b)
2 2
=-D(1-v) 6\;\/_18W %6\2’ sen 9 cosO +
or ro r- 00
+ (cos2 0 —sen’ 6)E (l @ﬂ
or\r 00
(2.27.c)
o(o*w 1ow 1 0*w
q, =-D|cosO— —+——+5—5 |+
or\ or ror r° 00

+ +
or* ror  r? 00

_senB 0 (o'w low 1 d°w (2.27.d)
r 00

or ror r? 002
cosO 0 (82\)&/ low 1 62Wﬂ (2.27.¢)
+ +—

2 2
q, :—D[senﬁg(a \;V +lé’w +L28 Wj+

R +_
r 00\ orr ror r? o0°
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Com estas expressoes deduzem-se, também em coordenadas polares, as
expressoes dos esfor¢os m, , my,s € V, em um ponto genérico P do contorno da
placa. Estes esfor¢os tém como referéncia um sistema local de coordenadas
cartesianas (n,s), onde n ¢ a dire¢do normal e s a dire¢do tangencial ao contorno
neste ponto, como pode-se observar na Figura 2.4.

Ainda nessa figura estdo o angulo J3, entre os versores r € n, € o raio de
curvatura R do contorno da placa no ponto P.

Podem-se obter os esforcos em P substituindo-se nas equagdes (2.15) o

valor de o0 = 0 + [3 (Figura 2.4), resultando:

o*w low 1 o*w
=-D + H—+—
m_ (cos B+ vsen [3) o T e
- (2.28.2)
(sen B+ vcos’ B)+ 2(1-v)sencosP— 0 (1 P ﬂ

0w 18W 1 0*w
o> r or 1‘2 00* senpeosp+

5018 (2.28.b)
+ 2
(cos B —sen B)ﬁr(r v ﬂ

m, =-D(0-v) (

Para se chegar a expressio da forga cortante equivalente V, , em
coordenadas polares, deve-se derivar m,s , dado pela equagdo (2.28.c) em relacdo a

s. Para a cortante tem-se:

dn = qx cos (B+) + gy sen (6+P) (2.29)

Substituindo-se qx e qy pelas expressoes (2.27), resulta:
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+_
or ror 1t 00’
+sen5££82vv low 1 azwﬂ (2.30)

=—-D| cosp—
q, { Ba

6(62W 1 ow 1azwj
T

+ +—
r 00\ o ror 1?00

A derivada de m,s em relagdo a coordenada s vale:

om, Om, oOr Om, 00 om,  Of
= —+ —+ - (2.31)
0s oo 0s 00 0Os OB Os
O termo Or/0s pode ser escrito da seguinte forma:
@ — @a—xjugﬁ—y = cos O(—sen a) + sen O cos a
0s O0x 0s Oy 0s
e, da Figura 2.4,
a=0+p ou B=a-0
Entio,
or
— = —S8€n
™ B (2.32)
e analogamente,
00 —sen 0 cos 0 1
—=- (—sena) + cos o = —cos 3 (2.33)
0s r r

Sabe-se ainda que:



23

op 1 cosP
N 2.34
os R r (2.34)
onde,
R : raio de curvatura do contorno no ponto P.
Substituindo-se as equagdes (2.32), (2.33) e (2.34) na equagdo (2.31),
obtém-se:
om om om__ 1 om 1 cos
ns _ ns (—SenB)+ ns —COSB+ ns |~ B
0s or 00 r op \R r
(2.35)
Agora escrevendo-se V, com os valores obtidos de g, € Omy/0s , obtém-
se:
o(o*w 1ow 1 o°w 1 Om
Vio=|-DA—F+-——+—5—5 |+t———|cosP+
or\ or ror r° 00 r 00

Do(o°w low 1 0°w) om, (1 cosBj&mns
— | —— +——4— + senP+| —-—
r o0\ or? ror  r? 00° or R r oB

(2.36)
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2.5. Solugdes fundamentais de placas

A solucdo fundamental de placas é definida como o deslocamento
transversal w, representando a resposta em um ponto, q , genérico de coordenadas
[x(q),y(q)] no dominio fundamental da placa, geralmente infinito, devida a uma
carga unitaria aplicada em um ponto s, ponto de carregamento, de coordenadas
[x(s),y(s)] deste mesmo dominio.

A solucdo fundamental w ¢ obtida a partir da seguinte equacgao:

VViw = 8(s,q)/D (2.37)
onde,

0(s,q) : distribui¢do delta de Dirac.

Essa distribui¢do apresenta as seguintes propriedades:

d(s,q) =0 q#s (2.38.a)

0(s,q) = 0 q=s (2.38.b)
e

[ 8(s,q) dQ., = 1 (2.38.¢)

mostrando-se que a distribuicdo delta de Dirac, integrada no dominio, representa uma carga unitaria

resultante do carregamento transversal aplicado a placa no ponto s.

Assim, pode-se escrever:

[ 4(q) 8(s,q) 4 = ¢(s) (2.39)

onde,

¢(q) : uma fung@o continua qualquer definida no dominio Q.
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A solucao fundamental de placas ¢ obtida, entdo, a partir da equacdo diferencial aplicada a

todos os pontos do dominio da placa, exceto o ponto de carga s, resultando:
272 *
VViw =0 (2.40)

Para um sistema de coordenadas polares com origem em s e observando-se
a simetria do problema em relagdo a este ponto, o que elimina a dependéncia em

relacdo a coordenada 6, a equacdo (2.40) passa a ser escrita como:

d> 1d||d°w" 1dw”

VAW = | —+-— —+—
dr rdri dr r dr

=0 (2.41)

Efetuando-se as derivagdes, pode-se reescrevé-la como:

d'w* 2d°w® Ldzw* idw*

+— ———+ =0
dr* r d’ r® dr* r’ dr (2:42)
cuja solucao ¢é:
w =Alnr+Br’lnr+Cr’> +E (2.43)

Considerando-se a simetria do problema e o deslocamento finito pode-se

afirmar que a derivada dw /dr para o ponto s & nula, resultando:

A=0 (2.44)

Para se obter a constante B admite-se um circulo de raio r com centro em
s, sendo s o ponto de aplicagdo da carga unitaria (figura 2.5), onde surgird, em seus
limites, uma forca cortante equivalente V, uniformemente distribuida para manter

seu equilibrio. Assim:
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V, = (2.45)

Figura 2.5 — Forga cortante equivalente num circulo de raio r devido a carga

unitéria aplicada em s.

Para este valor, portanto, a expressao (2.36) de V,, agora escrita apenas em
funcdo de r (e para 3 =0 ) resulta:
o(o’w" 1
V, =-D—| =0+~
or\ or r

ow' 1o*w" | -1
o 2 00 ) 2m (246)

Substituindo-se a equagdo (2.43) na (2.46) obtém-se a constante B:

B=—— (2.47)

Assim a equagdo (2.43) de W passa a ter a forma:

*

1 2 2
w =—r1"Inr+Cr ' +E
3D (2.48)

As constantes C e E sdo obtidas a partir de condi¢cdes de contorno da placa
estudada; porm, para o caso da placa fundamental de raio infinito em questdo, essas
condigdes podem ser quaisquer.

STERN (1979)e BEZINE (1978) adotam:
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C=E=0 (2.49)
resultando,
% 1 2
w =——r"Inr
SD (2.50)
DANSON (1979) adota:
C -1
167D e E=0 (2.51)
obtendo,
A 1
W = r'(Inr——
27D ( 5 ) (2.52)

que sera e expressao usada neste trabalho.

Podem-se obter ainda as expressdes da sua derivada e dos esforgos
fundamentais. Sdo determinadas também as derivadas destas solugdes fundamentais
em relagdo a coordenada m de um sistema de referéncia cartesiano (m,u) com

origem em s, conforme mostra a figura 2.6.

Figura 2.6 — Sistemas de coordenadas (m,u) e (n,s).

A derivada do deslocamento no ponto s ¢ dada por:
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oW’ _Ow’ or
on . o on (2.53)

onde,

or or 0x(q) or 0y(q)
— + (2.54)
on 0x(q) on  0Oy(q) On

As derivadas de r em relagdo as coordenadas x e y, admitindo-se que

1(s,9) = [(X(@)-x(s))” + (y(@)-y(5))’]" .so dadas por:

or x(q)—x(s
——=r, = x(Q)=x(s) =cos0 (2.55.a)
ox(q) r

or —y(S
——=r, = Y@=y =sen0 (2.55.b)
9y(q) r

As demais derivadas, de segunda ordem, sdo:

ar’x 1- r’i
O (2.56.2)
8r,y _or,ry
xq) ot (2.56.b)
ar’x r,r,
=- 2.56.
oy(@ ot (209
Gr,y 1—- r,i
= 2.56.d
oy@ T (2300

ou, se escritas na forma indicial,
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o _x@-x0)
ox. (q) i r (2.57.a)
1
2
a f =1. = —SJI _r’i r’j
ox @y (@ 27
onde,
d;j : delta de Kronecker, cujo valor ¢ dado por:
0 =0 para 1+#] (2.58.a)
O =1 para 1= (2.58.b)
As derivadas em relagdo a n valem:
ox(s)
on =cosa (2.59.a)
0y(s)
on =sena (2.59.b)
Combinando-se as equagdes (2.55), (2.56) e (2.59) na equacgdo (2.54), tem-
se:
or
— =cosOcosa +senBsen o = cosf (2.60)
on '
portanto,
ow" T |
on  4nD nreosp (261)



30

Considerando-se T o versor associado a r, tem-se:

ow. __r lnr(ﬁf)—Llnr(n r.+n.r
on 47D ' 41D XX Yy (2.62)

ou usando-se a notacao indicial, tem-se:

*

w___T Inr(n,r;)
on 47D it (2.63)

As expressoes (2.28), (2.30) e (2.36) dos esforcos fundamentais m,*, mys™,

dn™, Vn* sdo obtidas a partir da expressao (2.52) e sdo dadas por:

m; =;—1[(1+v)lnr+(l—v)coszB+v] (2.64)
T
C=———cos
q. - B (2.65)
. 1=V
m_=——sen2
= B (2.66)
V= cosp [2(1—v)ser12 B—3+v]+ L=v cos2f3
= IR (2.67)

onde,
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e, portanto:
oW’ r .
= D lnr(nr) (2.68.a)

R 1 .

q, = —2—nr(n-f) (2.68.b)

m, = —ﬁ[(l+v)lnr+(l—v)(ﬁ.f)2 +v] (2.68.¢)
x I—v .\ -

mp = —4—7:(“)(51) (2.68.¢)

v =B WGEH 34 v Y 2GHET) sa
" A4nr 4nR o

As derivadas dos deslocamentos e dos esfor¢os fundamentais em relagdo a

dire¢do m no ponto s ¢ feita de forma analoga a do ponto q, isto é:

ow"  Ow’ Or
om o om 209
onde,
or or o0x(s) or 0oy(s)
= T (2.70)

om 0Ox(s) om  Oy(s) om

As derivadas de r em relagdo as coordenadas x e y, sdo dadas por:

or x(q)—x(s)
1, =——F 7 —_cosH (2.71.a)

ox(s) r



or

_ y@-y6)

=T
oy(s) 7 r

—sen O

As demais derivadas, de segunda ordem, sao:

or, 1= r;
ox(s) - r
ﬁr,y R
0x(s) o
(’91@X _ r.r,
oy(s) r
2
or, _ 1-1]
oy(s) r

ou, usando-se a nota¢ao indicial, tém-se:

or _ ~=_Xi(Q)_Xi(S)
Ox (s) ! r
o’r 8;—1,1
=1, =—
ox,(0y,(s) " :

As derivadas em relagdo a m valem:

o0x(s)

om

=cosy=m,
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(2.71.b)

(2.72.2)

(2.72.b)

(2.72.¢)

(2.72.d)

(2.73.2)

(2.73.b)

(2.74.2)
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0y(s)

Tom =seny=m, (2.74.b)

Agrupando-se as equagdes (2.71), (2.72) e (2.74) na equagdo (2.70), tem-se:

5—; =cosy(—cos0)+seny(—sen0) =—coso (2.75)
portanto,

ow’ ro

- = 2D nr(—coso) (2.76)

Pode-se escrever:

ow’ r o
> = 1D Inr(m.r) = In 1r(1rn,xlr’X + myyryy) 2.77)
ou ainda usando-se a notagao indicial, tem-se:
ow” r
2m - 27D Inr(m;r;) (2.78)

As demais expressdes sao escritas na forma indicial para uma forma mais

compacta:

ail(@g”n ]: om0+ (mn) ] @)

o fow ) _ofawa
onde se aplica om | on = or |l on lom na equagdo (2.62).
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Na sequéncia,

aq. 1
6?12 = Py [(mini)—2(miri )(niri )] (2.80)
—; - (1+v)(mr)+2(1-v)(nr,)|(mn,)—(mr)(n.r)
om 1 [ ]
om 4nr
(2.81)
om,, - (1-v) [(mini )(s;1;) + (mys; )(n,1;) — 2(myr; )(nr, )(S)1; )]
om 4mr
(2.82)
N, =— 12 {2(1 —V)(s;1; )[4(Siri Y(mr)(nr;) — 2(mys; )(nyr ) +
om 4nur

—(s;1;)(m;n, )]+ (3- V)[(mini) —2(m;r, )(niri)]} +

1—
(TCR\r)) (Siri)[(misi) - (miri)(risi)]
(2.83)
ou, vetorialmente,
Gaw = 4rD lnr(ﬁlr)
m T
0 (ow’ | SRR
2 2| @50+ ]
0 1 - - N —
%L [ 2]
% = 4L{(1 + )i Inr - 2(1— v)EE)|(fd) - ()R]
r

om’ 1=V e oy =\ (= =\ = o V= =\ =
o am [(m.5i (5.7 )+ (0.5 )(i.F) — 2(m.7 6.5 )(5.7)]




3. EQUACOES INTEGRAIS PARA FLEXAO DE PLACAS
3.1. Introdugao

Neste capitulo serdo obtidas as equagdes integrais, utilizando-se as solugdes
fundamentais do capitulo anterior, da formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno para placas. Conforme ja comentado, estas equagdes integrais sao
referentes ao deslocamento transversal w(s) e as suas derivadas direcionais ow(s)/on
e Ow(s)/0s de um ponto do contorno, relacionados aos esforgos no contorno e agdes
de dominio.

Estas equagdes serdo obtidas utilizando-se o primeiro teorema de Betti, ou teorema da
reciprocidade, em uma placa sujeita a dois carregamentos distintos, g e g* ,que resultam em dois
estados de tensdo ¢ de deslocamento correspondentes. A partir de integragdes por partes sobre a

expressao resultante da aplicagdo do teorema de Betti, obtém-se as equagdes integrais desejadas.

3.2. Equagdo integral para um ponto do dominio

Seja uma placa isotropa qualquer, de contorno I' e dominio Q , contida
em uma placa infinita de contorno I';, e dominio €, .

Aplicando-se a placa infinita dois carregamentos distintos, g distribuido
em uma regido de area €, ,e g* carregamento correspondente a solucdo
fundamental, obtém-se dois estados de tensdo, c;; € c;;* , e dois de deformagdo, g;;

e g;* , correspondentes.
O teorema da reciprocidade de Betti fornece a seguinte igualdade:

Ivcijaijdv = Ivcijsijdv o
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O termo da direita, denominado aqui de U, pode ser escrito explicitando-se

os indices do produto tensorial.

U:I[sti +Gy8;+628:+2(’t e, +1,€, +10_ €. )]dV (3.2)

Xy Xy Xz~ Xz yz~yz

Desprezando-se as tensdes relativas a dire¢do z, normal ao plano da placa,

tem-se:
U :.L(sti +0,8) +2rxy8:y)iV (3.3)

Substituindo-se agora os valores de tensdes e de deformagdes dados pelas

equagdes (2.7) e (2.4), tem-se a integral do primeiro termo de U da seguinte forma:

\ E o’w  0'w \o'w”
LGXSXdVZ V—m{—z2(axz +v ayzj o’ }dV (3.4)

Realizando-se a integracdo desta equacdo na espessura, a integral

transforma-se em integral sobre o dominio Q:

2 2 2., ,%
[o,e0V = [ D] T v EW |TW 4q
v o | ox? oy® | ox?
(3.5)

De forma analoga pode-se trabalhar com os dois termos restantes da

equagdo (3.3), resultando:



37

2 2 2 % 2 2 2 %
U=ID 8W+V8\72v 6“; +Da\;V+V8\72V a“; +
ay OxX oy OX oy

2 2 (3.6)
+2D(1-v)— Ow 0w
Ox0y
Com as equagdes (2.8) em vista, pode-se reescrever:
2 * 2 * 2 %
O=[fm 2, o, F g
Q OX oy oxoy 3.7)

que ¢ a integral de volume representada na equagdo (3.3) transformada em integral sobre o dominio Q.
Pode-se agora transformé-la em integral sobre o contorno trabalhando-se com cada parcela

individualmente. Integrando-se por partes a primeira parcela da equacdo (3.7), na dire¢do x, obtém-se:

om, ow”
Q OX OX (3.8)

- a—dQ I —nXdF

Q

Nx : co-seno diretor do versor normal ao contorno na direcdo x, conforme a

Figura 3.1.

Figura 3.1 — Coordenadas (n, s) no ponto Q do contorno

Integrando-se por partes a integral de dominio da segunda parcela da

equagao (3.8), obtém-se:
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2 % *
[ a0 |-m 2 M cosa I+
r ox 0x

(3.9)

Integrando-se por partes agora a integral de dominio da segunda parcela da

equacgdo (3.7), de forma andloga, na dire¢do y, tem-se:

_J' m, —dQ —Im —yn dI" + .[—aald (3.10)

Integrando-se novamente por partes a segunda parcela da equagdo (3.10),

obtém-se finalmente:

2w * om
— ma—deQ: —m, ¥ Lw’ I+
e 7 gy 7 oy oy
82my .
—I > w dQ

(3.11)

Reescrevendo-se agora a terceira parcela da equacdo (3.7), tem-se:

Integrando-se por partes as duas parcelas, em relacdo as direcdes x ey,

obtém-se:
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2 om -
— ZI Xya—dQ I m, o’ ——cosadl’ + —XyﬂdQ +
OXoy oy Q oOx oy
—J mxy8W enadF+I My %dQ
r OX OX

(3.13)

Integrando-se por partes as integrais de dominio da equagao (3.13), obtém-

S€:

ow’
- I rnXy _[ —cosa—my—senoc+
8X ox
2
aIrlxy * a]:an * *
+ W’ sena + W CcosQ
Ox

(3.14)

Com as equagdes (3.9), (3.11) e (3.14) pode-se reescrever U como:

U:—I (m ow ow seno +m cosa +m senocjdl“+
r X aX y Xy xy aX
' 6m om_ om,6 Om,
+J. x > lcosa + L4 * Isena [w dlC +
rl ox oy oy Ox

2 0’m 0’m
—_[ an;"+ =+ 2 2w dQ
ol ox* | oy oxdy

(3.15)

Retomando-se as relagdes (2.2) e (2.3) pode-se escrever:
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U:—I m @Cosowm %senowmx ——cosa+m,, ——seno |+
I X aX y 8}7 y ay Xy aX

+Irqnw d1“+J‘Qg gw dQ,
(3.16)
onde ), ¢ aregido carregada da placa.
Tem-se que:
ow"  ow’ ’
— =—"-C0C0Sa———8ena
OX on oS (3.17.2)
ow”  ow’ ow”
— =—-SenNa+——COoSs o
oy on 0s (3.17.b)

Substituindo-se as equacdes (3.17) na equacdo (3.16) e agrupando-se os

termos Ow*/on e Ow*/0s , tem-se:

*

U= —j {(mx cos’ o.+m, sen’ o +2m,, COSoLsen o) —— +
r y Xy an

*

2 2 ]V
+[(my—mx)senacosoc+mxy(cos o —sen oc)] 2 dF+(3'18)

+ anw*dr + IQ gw dQ,

Assim, a partir das equagdes (2.15) pode-se simplificar U como:

8W* 6W* * *
U=—Ir(mnﬁ+mm§‘qnw }‘“Lg Bl e

Integrando-se por partes o termo de m,; , obtém-se:
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r, om .
— 5w dl
L . (3.20)

onde I'; e I'; sdo os limites do contorno onde se faz a integracdo. Para um contorno fechado e sem
apresentar cantos, a primeira parcela se anula. Existindo cantos, surgirdo as reagdes de canto,

denominadas aqui de R.

Figura 3.2 — Cantos da placa e momentos volventes resultantes

Na Figura 3.2 pode-se observar uma placa com diversos cantos onde estao

representados os respectivos momentos volventes resultantes.

Admitindo-se o primeiro termo da equacao (3.20) como um somatorio para
todos os lados da placa, e tomando-se apenas dois lados desta para demonstragdo,

tem-se:

— % + % — * —+ *
(mnsiwi _mnsi1Wi—1)+(mnsMWi+1 _mnsiWi )

(3.21)

Para o canto 1 tem-se:
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+ - * *
o (rnnsi o rnnsi i _RciWi (3.22)

Com isto pode-se escrever o primeiro termo da equagao (3.20), antes expresso em termos

de somatorio dos lados da placa, em somatorio de seus cantos, a partir da equagdo (3.22) como segue:

N,

Z

=1

e *
F|2 21( s, i _ZRciWZi

onde,
N : nimero de lados da placa;
N, : nimero de cantos da placa;
wei* : deslocamento fundamental no canto i;

Iy e I : limites de cada lado da placa.

Portanto a expressao (3.20) pode ser escrita como:

* Nc
I m.. MW 4r = SR, w, _j Mo vy dr
: 0s = " 0s (3.24)

que, substituindo-se na equagao (3.19), resulta:

om

U:L qQ.w + answ —m —jdr-f-ZR W +I gw dQ,

S

(3.25)

Utilizando-se a equagdo (2.17), obtém-se:

. ow” & . "
U:IF VnW —mn E)dr—i_;Rchci +IQggW ng (3.26)

onde admite-se a carga g atuando em um dominio €,.
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Analogamente, obtém-se o termo da esquerda da equagdo (3.1) como:

U'= —j (m’; @+ m, ow _ q’;w)dl“ +I g wdQ
r on oS Q (3.27)

Assim, agrupando-se as equacgdes (3.26) e (3.27) a expressao do teorema de

Betti aplicado a placas resulta:

_-[Flimns g'i‘mn E—qnw}dl—‘ +ng wdQ) =

" ow” & \ \ (3.28)
= J.{Vnw -m_ E}dl“+;Rciwci +IQg gw dQ,

Aqui pode-se notar a introducdo, na formulagdo integral aqui apresentada,
da derivada ow/0s de pontos do contorno, que nao aparece na formulagdo classica

do método.

A titulo de comparacdo, a mesma expressao (3.28), se apresentada pela

formulacao usual do método, resulta na seguinte forma:

n

_J' [m* ow —V:w}dF+J. g"wdQ =
T an Q

* 6W* Nc * *
:J.F|:VHW _mn a—n:|dr+;RciWCi +IQggW ng

Ao reescrever a equacao (3.28) de forma a relacionar cada variavel como

funcao dos pontos na placa, observa-se:
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a) os esforcos e os deslocamentos correspondentes ao carregamento g

dependem apenas do ponto de campo Q;

b) a carga unitdria fundamental g* aplicada no ponto s do dominio da placa é

representada pela fungdo delta de Dirac d(s,q) e, portanto, é fungdo dos pontos de colocagdo de carga

s ¢ de campo Q;

¢) os esforgos e os deslocamentos correspondentes a carga g* dependem

dos pontos de carga s e de deslocamento Q.

Assim, reescrevendo-se a equagdo (3.28), resulta:

J [qi (5,QwW(Q)—m; (s,Q) % (Q -m;,(s,Q) gﬂ (Q) r(Q) +
S
+ J.Q g (Sa q)W(q)dQ(q) = IF |:Vn (Q)W (S, Q) —m, (Q) E (S, Q) I“(Q) n

+Y R, QWi(,Q)+ [ g@w (5,942, ()

(3.29)

Conforme ja mencionado, a terceira propriedade da distribui¢dao delta de

Dirac (2.38.c) garante que:
[ 3(s,Qw(@)dQ, (@) = w(s) (3:30)

Com isto a expressdo do teorema de Betti aplicado a placas fica:
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w(s)+

< q:<s,o>w(o>—m:(s,a)@(c:)—m:s(s,Q)%(Q)}dno)=

=1 | V,(QWw"(s,Q)—m (Q)—(S Q)}d (Q)+

+ZR S(8Q)+ [ glaw (5,610, (a)
(3.31)

Tem-se, portanto, a equagdo integral do deslocamento transversal w de um ponto s do
dominio da placa, expressa em fun¢do dos esforgos V,(Q) ¢ m,(Q) e dos deslocamentos w(Q),
ow(Q)/on e ow(Q)/0s de pontos do contorno, utilizando-se as solu¢des fundamentais obtidas no

capitulo anterior.

Derivando-se a equacdo (3.31) em relacdo a direcdo m, obtém-se a equagao
integral da derivada direcional do deslocamento transversal Ow(s)/0m para um

ponto s do dominio da placa:

ow(s) |
om
dr(@) - [ {VAQ)M—mn(Q)i{%( Q)ﬂdr(an
T om om
N (s,Q) ow’(s,q)
F2R @5 | ola)—5 dy(a) -

Nas equagdes (3.31) e (3.32) estdo representadas, portanto, as interrelagcdes
dos deslocamento transversal e de suas derivadas direcionais nos pontos internos da

placa com os deslocamentos w, ow/On e O0w/Os de pontos do contorno.
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3.3. Equacao integral para um ponto do contorno

As equagdes (3.31) e (3.32) sdo escritas para pontos s do dominio da placa, porém, para a
aplicag@o do método aos problemas de flexdo de placas, devem-se escrever as equagdes integrais para
pontos S do contorno. Para isto, considere-se a Figura 3.3 onde um ponto S do contorno passa a

pertencer ao dominio com o acréscimo I': do contorno, de raio & e com novos cantos A" e A

Com o acréscimo do contorno, a equagao (3.31) escrita para o ponto S do

contorno da placa resulta:

w(S) +

+_;_r[q§(S,Q)W(Q)—mi(S,Q)%(Q)—m; (S,Q)%(Q)}dF(Q)

o] [q:: EQWQ-m; (8,0 2HQ -, (&Q)%(Q)}dr@ Q=

g {vn Qv 8.0 -m, @7, Q)}dF(Q) +
. ow”

+ j V,(Qw"(S,Q) —m, (Q)——(S,Q) dI'.(Q) +
r, on

+ ZRci Qw;S,Q+R,_(Qw _(S,Q+R_ (Qw,,(5Q+

+], g@w" (8,42, (@)
(3.33)

Na condic¢do limite, quando & tende a zero, o ponto S pertencerd ao

contorno. Assim:
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w(S) +

i, [ | a2 8, Qw@-m; 8,02 @ -m. (8,02 Q) [r©)
r-r on 0s

#lim, [ [q: SQWQ-m QS Q- m;, (S Q)%(Q)}ﬂ} Q=

= lim__ L_{Vﬂ (Qw"(S,Q) -m,(Q) a;; (S, Q)}dl‘ Q)+
+lim, L {Vn (QWw"(S,Q) —m_(Q) oo (S,Q)}dl“a(Q)+

+Y R, QW (S,Q)+lim, R, (Qw, (5,Q)+R,, (QwS, (5, Q)]+

+ [ g@w’ (8,942, (@)
(3.34)

Figura 3.3 — Contorno circular acrescido a um canto da placa

Os limites das integrais sobre I' - T indicadas na equacdo (3.34), por
defini¢dao, representam o valor principal de CAUCHY das mesmas, conforme

PAIVA(1989). Assim,
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lim_, L_r[qi EQWQ-m; (6,Q 2 Q) -m S, Q)?(Q)}dF(Q) -
S
- [|ac.0m@-me0 2 @-m 0% o o
(3.35)
lime, f . {Vn Qw'(5,Q)-m, (Q)ﬁaln(s,cn}dr(cz) -
; ow”
- I{Vn (Qw'(8,Q)-m,(Q—— Q)}dF(Q)
(3.36)

Considerando-se agora as integrais sobre o contorno acrescido Iz , pode-se

escrever ainda:
lim,_, [, ()T, =lim, , [ [qn S.QWQ-m}(S.Q (-, (S,Q)E(Q)}dfg
(3.37)

Assume-se que as densidades w(Q), ow(Q)/on e oOw(Q)/Os satisfazem a

condicdo de Holder, com um expoente positivo, segundo PAIVA (1987) como

segue:
[ W(Q-w(S) <1 1(8,Q)
| 6w/on(Q)-ow/dn(S) | < ¢» 14(S,Q)
| ow/as(Q)-ow/ds(S) | < ¢3 13(S,Q)
O<u<l , i=1,2,3

onde,

C1 C» € c3 sdo constantes
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Pode-se entdo escrever a integral da equagao (3.37) como:

lim, [ 46, =lim._, [ [q: (S QIWQ) - WS-} (5 QS (Q) - S )]+
. ow ow . .
- 5 QIS (Q)—g(sn}drg Hlim, [ 0;(S. Qw(SKI +

+lim, jrg m; (8,Q)— (SN +lim, , jri m;, (5,Q)~ (S)
(3.38)
onde a primeira integral do lado direito desaparecera quando £—0.

Entdo a integral sobre o contorno I': passa a ser escrita como:

lim, o . $60HIT =i [ {qi(s, (DW(S)—HL“Z(S,Q)%(S)—H&(S,Q)%(S)}dfg

(3.39)
Pode-se escrever ainda, a partir da Figura 3.3:
2 ()= 2 ($)sen(0-1) - 2 (S)c05(0 1) (3.402)
oW oW oW
S)= S 0—v)+—(S 0—
2 S am( )cos(6—7) . (S)sen(B—7v) (3.40.b)

onde,

0: angulo entre os vetores N € T;

Y : angulo entre os vetores m € n;
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Aplicando-se as expressoes (3.40) e (2.68) a equacdo (3.39) resulta:

lim, [ o€, =lim,_, [ [ DA, +

2
Hlim [ IV InE+ (1 -EDF VI (S)sen0-1)~ 2 (§)c0s0- DI +
Hlim,_, [ - “ M EHEDIC (c0s0-1)+ - (Ssend- ]I
(3.41)
Da Figura 3.3 pode-se deduzir que:
(n.r)=1 (3.42.a)
(s.r)=0 (3.42.b)
dr: =& do (3.42.0)

Desta forma, introduzindo-se as condi¢des dadas nas expressdes (3.42) a

equagdo (3.41), tem-se:

lim, [ 9T, =tim, W) [—zina]ade +

+1lim, jj“‘B“ {—4—171[(1 +v)In&+ 1][?m (S)sen(0 —y) — % (S)cos(0 — )] A0

(3.43)

e ainda,

MW(S) (3.44)
27

im., [, [ %(nr)]W(S)dF -
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Os demais limites sobre ¢& , incluindo-se as parcelas correspondentes as

reacdes de canto, se anulam, de onde a equagao (3.34) resulta:

K(S)w(S) +

+]aEw@-m QT Q-m, (S,Q)%(Q)}dF(Q) -

- [V, Q@w 8.0 -m, @2, Q)}JF(Q) '

on

+ YR QWL E.Q+ [ g@w (.94, (@

(3.45)

onde,

K=,

(3.46)

Para um ponto S ndo pertencente a um canto da placa a constante K(S) resulta:

K(S) = 1/2 (3.47)
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Escrevendo-se agora a equacdo integral (3.32) da derivada direcional

Ow(S)/0m para o ponto S da Figura 3.3, tem-se:

ow(s) |,
om
r-T m om on
‘(s *
’ &{%W(Q)‘%%@ W%Q) r.()-
- {VH(Q)M—mn(Q)i(%(S,Q)ﬂdF(QH
Ir-r am am an
. (s Q) 5 ( ow
+), { —om mn<Q>a—m( (s, Q)ﬂ Q)+
+ZR (Q)awc'(s ) [Rm_(Q)w+RW(Q)M]Jr
om om
S,
+, g(q)#dgg (a)
(3.48)

No limite, para & tendendo a zero, o ponto S pertence ao contorno. Assim, a equagio

(3.48) resulta:
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@+

m

vim [ {ww(a)—%%@)—%m@}dm)
vlim, ji%w(@ M ANMW ) - W_(Q’}d @)=
_lim.__, jr_{vn(o)w—mn(Q)aim(ag”—r:(s,Q)Hdr(QH

“lim, , | [v (Q)&mQ) mn(Q)ai(—(S Q)J]dl“ Q)+

YR @MED iR, @M B R, (@M EDy,

o] s@™ B0 (q)

(3.49)
Os limites das integrais sobre I' - T' sdo os valores principais das integrais
sobre I'. Realizando-se um deslocamento vertical de corpo rigido com a placa igual
a -w(S), pode-se eliminar as singularidades que aparecem na equagao (3.49) quando
E—0. Assim a equacao (3.49) resulta:
W)

om

” ‘s (S
+J{%[w(a)—w(Sﬂ—W%(Q)_w%(Q)F(Q)

Hlimo | {% W(Q)-w(S)] —%%@)—%%(Q)}Q @-

(S, Q) o (ow”
_ f { mn(Q)%(E(S,Q)ﬂdr(QH

(SQ) o (ow”
+lim o [ {v (Q)T—mn(Q)%( (S Hdré(cm

ow, (5Q)
om

ow,(S,Q)

+ _NZC“RC (Q)a—m’ +lim._,[R,_(Q) ﬂ

om

+Ry.(Q) 1+

o], o )—q)dsz (@
(3.50)
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A integral sobre I': pode ser escrita como:

: , aq,(S,Q) om-(S,Q) .ow oW
lim, [, §EXIT, =lim. jré[ )~ WS- = (Q-—(S)]+
ﬁmns S,Q) ow ow
G GRS )1}1& ,
. om-(S,Q) ow . om- (S,Q) ow
~lim_ J‘réTE(S)dQ ~lim_ J'QT—(S)dF
(3.51)
Assumindo-se que as densidades ow(Q)/On e ow(Q)/0s satisfazem a
condicdo de Holder, ainda segundo PAIVA (1987), com um expoente positivo,
pode-se escrever a integral da equagao (3.51) como:
: : aq-(S,Q
lim, ,[r o(E)T :“man‘ 29,(5.Q) )[ w(Q)— w(S)ldT; +
3 é a
. m: (S,Q) ow om’ (S,Q) ow
—lim S)r, = S)r,
ol C —(SH —lim, o [ == == (S

om
(3.52)

Considerando-se a Figura 3.4 ,onde sao mostrados os pontos S e Q e seus

deslocamentos, quando £—0 pode-se escrever:

w(Q) - w(S) = a%(S) (3.53)

Aplicando-se a expressao (3.53) a equagdo (3.52) tem-se:

09, (S,Q) e ow (SN, +

om

lim, jri (EMT, = lim, j

om’ (S,Q) 8W
om

2 (5,Q) 5W
om

(S)dF
(3.54)

(SN, —lim, s X

~lim,_, j
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Figura 3.4 — sistema de coordenadas referentes aos pontos anterior e

: - +
posterior aos cantos A e A

Introduzindo-se a equacao (3.54) as expressoes das solugdes fundamentais

(2.80) a (2.82), obtém-se:

—lim, J.ré Llimg(ﬂv)(rﬁ.F)}%(S)dré ~lim_, J'rg [_ (1—\/)(_5,]'5)}@(3)(1&

Agrupando-se os termos referentes a Ow(S)/On , considerando-se que

(m.n) = (m.r), tem-se:

lim__, jré $(EMT, =lim,_, jri {2%:& [~ (mF)]- {4%&(1 + v)(rﬁ.F)}‘Z""—n(S)dri +

~lim__q Li(;g)(m_g)}%(&dfé

(3.56)
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ou ainda,

(3.57)

tem-se:

tim o [ P sen® I (Ssen6—) 2 (Seos6— b+

i [ € cos0- IS S)0050 1)+ 2 (Ssen0- )]0

(3.58)

onde,

v : angulo entre os sistemas de coordenadas (n, s) e (m, u), conforme mostra a Figura 3.4.

Rearranjando-se os termos internos as integrais, resulta:

lim, . $(EXIT, =

[ 3+ V)][8W (S)sen’ (@ —7)— ™ (S)sen(©—7)cosO—7) k0 +
4r all

[ V)[—(S)cos (0-1)+ 2 ()sen0-1)cos0-1)] Ko
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(3.59)
ou ainda:
im._o J, (e, =~ C o ar - 20, + sen2(y 4 p.) - sen2r] e (9)+
+ %[cos 2(y +B,)—cos 2Y]ZW—U(S)} +
- (1;1:) {% [4m— 2B, —sen2(y + B, ) + sen 2y]gﬂm(8) +
—%[cos 2(y +B,)—cos 27]88—\’:(8)}
(3.60)

Reagrupando-se os termos referentes as derivadas dos deslocamentos

transversais, resulta:

lim,_, jri HEM, = {— (2“2;5 J,a ;EV) [sen2y —sen2(y +B, )]% (S)+

(1

+

+V) ow
o [cos2y —cos2(y +. )]E (S)}

(3.61)
Os demais limites dependentes de & da equacdo (3.50) s@o nulos.

Apoés as substituicdes feitas na equagdo (3.50) obtém-se a expressdo da

derivada da equacdo integral em um canto do contorno:
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Oow ow
K, (S)ﬁ(s) +Ky(S) P

)+

S

+L[aqgi@w(@_&m(scz)a_w©_ams(s<»a_w(Q) 0=

m Y am &
* s
- L{vn@w—mn(@—FW (S,Q)}}GF(QH

O, dm, | ¢h
< owai(S, ow’
SRQIEB, [ )W B (g
= am, : am,
(3.62)
com,
KI(S)=ZB—T[+J8+7"[sen 2y —sen 2(y+B)] (3.63)
_1+v _
Ky(®)="¢- [cos 2y — cos 2(y + )] (3.64)
onde,
v : angulo entre os sistemas de coordenadas (n,s) e (m,u)
Indicando-se por K(S) a seguinte expressao:
K =
B e = AUV TR
oW oW
—IQ(S)an(S)Jer(S)E(S)
(3.65)

Admitindo-se que a coordenada m coincida com a dire¢do normal n; , anterior ao canto, e

v=0, conforme a figura 3.4, obtém-se:
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B, 1+v ow 1+v oW
K(S) = < ———sen?2 —(S)+——[1—cos2 —(S
®) [271: 81 b an() 8n[ Bc]és()
(3.66.2)
e para m = s, anterior ao canto, ¢ 'Y=TC/ 2:
K(S){Ec 1Y en g }—(S)—Hv[l c0s 2B, ]—(S)
T

(3.66.b)

Admitindo-se agora que a coordenada m coincida com a dire¢cdo normal n, , posterior ao

canto, e Y=TC—BC, obtém-se:

K(S) =| 2= - Ysen 2, | 2(9) -1V 11— cos 2,155
21 o)
(3.67.a)
e para m = s, , posterior ao canto, ¢ ’Y:3TC/2—BC:
K =| L sen 2, | 2 )+ f-cos 28,125 9)
2n 8w oS

(3.67.b)
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3.4. Integrais de dominio para o carregamento

As integrais de dominio das equagdes 3.31, 3.32, 3.46 e 3.52 serdo
transformadas em integrais sobre o contorno da regido carregada Q,. As integrais do

dominio sdo:

Jo, 9(@w (s,a)d04 (a) (.68
J‘ g(q)MdQ Q)
N —— . (3.68.b)
onde,
1'2

w =——(nr—-1/2

e ( ) (3.69.2)
ow” r
——=———Inrcoso (3.69.b)

om 47D

Figura 3.5 — Regido de carregamento €,
Considerando-se a Figura 3.5 que mostra a regido carregada €, com contorno I',, onde
admite-se a carga g variando linearmente em seu dominio. Com isto pode-se escrever, em relagdo ao

sistema de coordenadas (x,y):
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g@=Ax(q)+tBy(q+C (3.70)

Em relagio ao sistema de coordenadas ( x, §), de origem em s (Figura

3.5), tém-se:
x(@) = x(s) + x(q) (3.71.a)
y(@) = y(s)+ y(Q (3.71.b)

Reescrevendo-se a equagdo (3.70) tem-se:

g(q) = Ax(s) + By(s) + C+ A x(q) + B y(q)
=g(s) + A x(q) + B y(q) (3.72)

onde,

g(s) : valor da carga g no ponto s.

Substituindo-se a equagdo 3.72, realizada a transformacdo para coordenadas

polares, na equacao 3.68.a, obtém-se:

J;Z g(Qw’(s,q)dQ,(q) = J;Z [g(s) + Arcos 0 + Brsen 0w (s, q)dQ, (q)
(3.73)

Substituindo-se a equagado (3.69.a) na equacio (3.73), lembrando-se que g(s)

¢ uma constante e dQ, =r drd0 (Figura 3.5), tem-se:

jQ g(@W (.40, (@)= g( ) j [ j r*(Inr - 1/2)dr]d9)+

(3.74)
U (Acos0+BsenO)r*(Inr — 1/2)dr}d9

87‘CD

Fazendo-se a integragdo em r, com o angulo 6 constante,
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jQ g(@Qw’ (s,9)dQ, (q) = g(s) jeR“(lnR —3/4)d0 +

9 ol o (3.75)
R’(AcosO+ Bsen0)(InR - 0,7
407D -0 I ( X M
Da Figura 3.5 pode-se escrever:
ng cos 3 =Rd6 (3.76.2)
_ dI’, cos3 6760
ou, —R .76.

Substituindo-se a equacdo (3.76) na equacdo (3.75) obtém-se a integral de

dominio, transformada numa integral sobre o contorno do carregamento I',:

j g(q)w*(s,q)ng(q)zﬁj R*(InR —3/4)cospdl, +

20 D-[ R*(Acos0 + Bsen0)(InR — 0,7) cos BdI,
T

(3.77)

Analogamente, para a integral de dominio expressa na equagao (3.68.b):

J,

,q)dQ, (q)=— g()j R*(InR —1/3)cos @cospdl’, +

o DI R*(Acos0+ Bsen0)(InR — 0,25) cos @ cos3dI,
T

(3.78)



4. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO : IMPLEMENTACAO
NUMERICA

4.1. Introducao

Neste capitulo sera apresentada a solugdo numérica das equacdes integrais
obtidas no capitulo anterior dos deslocamentos transversais e de suas derivadas
direcionais, relacionados aos deslocamentos e esfor¢os no contorno.

A transformacao dessas equagdes integrais em equacdes algébricas para a
solucao numérica ¢ feita utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno. Neste
método divide-se o contorno em segmentos, chamados elementos de contorno, onde
as variaveis nodais correspondentes, os deslocamentos w, Ow/On e Ow/0s e os
esforcos V, e m, , sdo aproximados por fungdes interpoladoras.

As equagdes algébricas resultantes dessa transformagao, escritas para todos
os pontos do contorno, formam um sistema de equacdes lineares. O sistema ¢é
resolvido apos a imposicao das condi¢cdes de contorno para cada problema, podendo-
se obter posteriormente valores de deslocamentos e esfor¢os para pontos do dominio.

Ainda neste capitulo sdo apresentados os elementos utilizados no programa
para aproximagdo da geometria, procedimentos utilizados em casos de
descontinuidade da normal ou das condi¢des de contorno e na aplicagdo da reagdo
V., pontual. Sdo ainda comentadas as integragdes numéricas utilizadas em cada

elemento, lineares e cubicas.
4.2. Discretizacao das equacdes integrais
A discretizagdo do contorno de uma placa de forma qualquer deve ser feita

de modo que o contorno real seja melhor representado. Para isto adotam-se

elementos de geometria reta ou curva.
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A Figura 4.1 mostra uma placa cujo contorno I' ¢ dividido em elementos
de contorno T, cuja geometria é definida pelos pontos nodais correspondentes. As
variaveis de contorno sdo aproximadas por fungdes polinomiais interpoladoras,

também definidas para os pontos nodais correspondentes a cada elemento.

Figura 4.1 — Discretizagdo do contorno I' da placa.

Os elementos sao ditos continuos pela a continuidade das varidveis entre elementos
adjacentes. Em casos de descontinuidade da normal ao contorno ou de esfor¢os serdo utilizados nds

duplos, de iguais coordenadas, onde cada n6 assumira valores nodais diferentes na descontinuidade.

Esta situacdo ocorre, por exemplo, em um canto de placa, onde hd uma
mudanca brusca da dire¢ao normal ao contorno, ou ainda condi¢des de contorno de
deslocamentos ou de esforcos diferentes, como um lado da placa engastado e outro
simplesmente apoiado, ou livre.

A Figura 4.2 mostra o n6 duplo em um canto de placa, cada né pertencendo

a um elemento adjacente a este canto, com dire¢des normais ao contorno distintas.

Figura 4.2 — N6 duplo em canto da placa.

4.2.1. Aproximagao das variaveis do problema
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Na aplica¢ao numérica do M.E.C. utiliza-se a discretizagdo do contorno da
placa em segmentos, denominados elementos de contorno, em cujo dominio sdo
utilizadas fungdes aproximadoras para as variaveis envolvidas, deslocamentos e
esforgos.

Um problema surge na formulacao usual do M.E.C. na associa¢ao de placas
delgadas analisadas pelo método com elementos estruturais lineares (vigas e pilares).
Na formulacdo alternativa do M.E.C. para anélise de placas delgadas utilizando-se
trés parametros nodais, o deslocamento transversal w e suas derivadas Oow/on e
Ow/0s, permite a ligacdo compativel com os elementos estruturais lineares analisados
por métodos numéricos diferentes.

Na formulagdo classica do método, utilizam-se fungdes interpoladoras
lineares ou quadraticas para aproximacao das varidveis nos elementos de contorno.

Na formulacdo apresentada neste trabalho, os deslocamentos w serdo
aproximados por fun¢des aproximadoras cubicas ¢ (&), as coordenadas dos pontos
nodais x;, o esforco m, e a derivada na direcao normal do deslocamento Ow/on
por funcdes aproximadoras lineares ¢ (§) e a forga cortante equivalente V, sera
admitida como concentrada nos pontos nodais, apresentando melhorias nas

oscilacdes de seus resultados numéricos em alguns casos de vinculagdo, conforme

demonstrado em PAIVA (1991) e em OLIVEIRA NETO (1991).

Figura 4.3 — Coordenada adimensional & no elemento de contorno linear.
Considerando-se dois pontos nodais por elemento de contorno, as fungdes

aproximadoras lineares sdo as seguintes:
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o1 (8) ="2(1-9) (4.1)

2 (&) = 72 (1) (4.2)

onde,

dg = dr; / (L/2)

i : coordenada adimensional com origem no centro do elemento de contorno linear de

comprimento L.

Desta forma, as coordenadas dos pontos nodais x;, a derivada direcional do
deslocamento w na dire¢cdo normal ao contorno ow/on e o momento fletor m, serdo

representados como:

xi(&) = ¢1(8) xi1 + §2(8) i (4.3)

(2O < 0o (2] +0ute)( 2 4

my(S) = $1(8) Moy + $2(E) mpy (4.5)

Ja as fungdes aproximadoras cubicas ¢ (§) sdo obtidas em fun¢do dos dois

parametros nodais referentes aos dois nds de extremidade do elemento de contorno:

PE)=ag+ oy E+ o &+ oy & (4.6)

Com isto, o deslocamento w e sua derivada direcional na dire¢cdo tangencial
ao contorno Ow/0s serao representados pelas expressoes:

W@ = 0@ i+ @ 2] re@wre@( 2] @

1 2
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[aw(a)J =" (&) Wi + ¢"2(&) (%j

0s

@ w0 2

1 2

(4.8)
Figura 4.4 — Fungdes aproximadoras ctibicas (&)
As expressdes das fungdes @i(&) e @; (£) sdo:
¢1(8) = (2-35+8))/4 1 (8) = (-3+38)4
¢x(&) = (1-§-& +&)L/8 0> (§) = (-1 - 25 +38")L/8
P3(8) = (2 +3&-&")/4 03 (&)= (3 - 3&%)/4
Pu(&) = (-1-E+E +E)L/B 04 (§) = (-1 + 28 +3E)L/8

4.2.2. Transformagao das equagdes integrais em equagdes algébricas
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As equagdes integrais de placas obtidas no capitulo anterior apresentam
integrais sobre o contorno I' e as aproximagdes da geometria e variaveis sobre os
elementos que o discretizam sdao funcdes da varidvel adimensional &, cuja

transformagao de coordenadas ¢ dada pelo determinante jacobiano J da equagao

(4.9).

J=L1/2 (4.9)

onde,

L : comprimento do elemento de contorno de geometria linear.

Reescrevendo-se as equagdes integrais (3.45) e (3.61), levando-se em conta
a discretizagdo do contorno da placa em elementos e as fungdes aproximadoras das

variaveis apresentadas sobre os mesmos elementos, resulta na seguinte equacao:

Ne |

K(SUES)+ . j [J1.P*(S,Q).®'(Q).U(Q).dT, =

=1

=Y RLUQULEQ)+ Y JUIU (5,000 (QP(Q)I,. +

+ | 2(@U' (8,942, (q)

(4.10)
onde,

N, : nimero de elementos de contorno;

N : nimero de cantos da placa;

B./2n 0 0
KS)=| 0 K(S) Ky(S)
0 —Ky(S) K(S)

U's) = fws) [ 20 ) (S



69

PT(Q) = { mu(Q) myu(Q)}

U'Q) = (@) (242 (2] i) (22 (2D

Re(Q) = {Vu(Q) }

¢, 0 o, ¢; 0 o,
®'(Q).=|0 ¢, 0 0 ¢, O
¢, 0 o, ¢; 0 ¢,

®*(Q).=[¢, ¢,]

q'(SQ)  m,(S.Q) my(S,Q)

P's5.0)=| ALY Ll s.0) (m,s.0))
04 (S.Q) 0

Z(m1(5.0)) = (m(s.0))

ow’ (S, o (ow’ (S, o (ow' (S,
s (50 (5] 280

: o W (S.0) oW (8.9)
U8 = (WS~

ow’ (S,Q) ow’'(S,Q) \

U SQ = {wE.Q 5 -~
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Escrevendo-se as equagdes integrais dos deslocamentos (3.45) e de suas
derivadas nas dire¢des normal e tangencial (3.62), para todos os nés do contorno,

obtém-se o seguinte sistema linear:

[Hlw, =[GV, +{p} 4.11)
onde,
Wi = (W), (29, (29), (W), (29, (22).(W),, (29), (29), }
Vi ={(V,),.(m,),.(V,),.(m,),..(V,),.(m,), }
sendo,

[H] e [G] : matrizes resultantes das integragdes realizadas sobre os
elementos de contorno, em cujos integrandos estdo as solucdes fundamentais de

placas; ordem 3N x 3N, € 3N, X 2N, , respectivamente;

{p} : vetor de carregamentos conhecidos a que a placa estd submetida,

resultante da integragdo sobre a regido carregada €, ; ordem 3N,..
N : nimero de pontos nodais no contorno;

Com as condi¢gdes de contorno impostas por um problema com uma placa
em equilibrio, serdo conhecidas, para cada né do contorno, no minimo duas das cinco
varidveis nodais enquanto as demais serdo incognitas. Levando-se as varidveis

conhecidas para o segundo membro da equagdo (4.11), esta pode ser reescrita como:

[AX} = (B} 4.12)
onde,

{X} : vetor de incognitas do problema.
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Ap6s a resolucdo do sistema sdo conhecidos todos os valores nodais,
podendo-se obter os deslocamentos e curvaturas dos pontos internos aplicando-se as
equacdes integrais (3.31) e (3.32). A partir dos deslocamentos e curvaturas dos
pontos internos podem-se calcular os momentos fletores e volventes e for¢a cortante

nestes pontos, como sera visto posteriormente.

4.3. Deslocamentos para pontos internos

Calculadas as incégnitas do contorno apos a resolu¢do do sistema (4.11)
podem-se obter os deslocamentos w(s) , as derivadas direcionais Ow/Om e as
curvaturas em relacao a uma direcdo m, qualquer, para pontos do dominio. Para isto
utilizam-se as equagoes (3.45) e (3.61), respectivamente, aplicadas a todos os pontos
internos.

Desta forma obtém-se a seguinte equacao matricial, semelhante a ja descrita

para pontos do contorno (4.11):

{U(®)} +[H'] {U} =[G’]{P} + {p’} (4.13)

onde,
{U(s)}™= {w; (@w/dm), (OW/BU) ... Wxpi (OW/Om)npi (OW/OU)pi)
(4.14)

sendo,

N, : namero de pontos internos;

[H’] e [G’] : matrizes semelhantes a [H] e [G] ,obtidas para pontos

internos;

{U} e {P} : vetores dos deslocamentos ¢ dos esfor¢cos dos noés do contorno,

respectivamente;

{p’} : vetor resultante da integracdo sobre a regido carregada ), para os

pontos internos, semelhante ao vetor {p} da equacdo (4.10).
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4.4. Esforcos para pontos internos

Os momentos fletores e volventes e a forca cortante nos pontos internos sao

dados pelas equagdes (4.15), expressas na forma indicial:

0w 0w
M. =-D| V5. +(1- 4.15.
! YOi 0x ,0X (=) X, 0 | (4.15.2)
0w
. =—D——— 4.15.b
Q 0X,0X ,0X, ( )

com, i,j,/ =1,2

Substituindo-se a equacdo (3.31) da equagdo integral do deslocamento w de um ponto do
dominio da placa nas equagdes (4.15), e realizando-se as integragdes necessarias, obtém-se as

equacdes integrais para os momentos e forga cortante dos pontos no dominio da placa:

M, (s) = - [q; 5 QWQ)-m;, (.9 T (Q) -, Q)@(Q)}dF(Q) +
rp i n i 0s
« ow’
- {Vn @w, 6.Q-m, Q2 (,Q) Q)+

+YRQW S.Q+ . g@w, (5.9)d2, (q)

(4.16)

Q)= [q:; 5 QWQ)-m; 5.Q 2 (@ -m;, 6 Q)@(Q)}dF(Q) +
r n 0s
. ow"
+ I{Vn @w,5.Q)-m, Q2 (S,Q)}dF(QH
n i

Y RQW, G+ [ g@w, (5.9, (@)

4.17)
onde,

2 *

0°q. 0°q
—(q,P)+(1-v —(q,P 4.18.
o @D Z 2 )} (4182)

1 ]

CI:U (q,P)= _D|:V6 i
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. 82 2 *
mnﬁ(q,P)=—D{v6ija " (q,P)+(1- v) (q,P)} (4.18.b)
10 Xj

* 82 62
m, (q,P)=—D{v8U m, (q,P)+(1- v) m“s (q,P):l (4.18.¢)

J Ox 0K, X, 0%

3(q,P)=-D| v& oW (q,P)+( )azw* (q,P) (4.18.d

ij > - ij ° +U- ’ . .
Wiq v i 2% 0%, q % aXian q )
ow’ o’ (ow o (ow'
——1ij(q,P)=-D| V3, ——(q,P) |[+(1- WV (q.P
- ij(q, P) {v 2% ox (a (q )j (1-v) laxj[ (q, )ﬂ

(4.18.¢)

R (q,P)=-D|vé aZR‘;( P)+(1-v) o *C( P) (4.18.9)
e ox.ox, ¥ e
| @P)=-DC o’d, (q,P) (4.19.2)

)= ) 19.a

A2 Ox, | 0x,0X, a

m; (q.P)=-D—— azm:( P) (4.19.b)
n T ox; | 0x,0x, b S
L @Py=-D | S g py (4.19.)

my, (q, ) =-U—————1q, 19.c
w ox, | ox 0%,

[(@P)=-D- il (a,P) (4.19.d
Wil = 0x, | 0x,0x, @ 19.d)
ow’ 0 02 ow”

— 1(q,P)=-D ,P 4.19.
= i(q, P) x i{axlaxl [ n (q )H (4.19.¢)
: o | 0°Ry

R¢(qP)=-D—— ~(q,P 4.19.
ol (q,P) ox, |:6X15‘X] (q )} ( f)

As derivadas parciais das solugdes fundamentais (expressas no capitulo 2)
envolvidas nas equagdes (4.18) e (4.19), obtidas em relagdo a uma direcdo Xx; , com

xi=1,2 , sdo as seguintes:
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ow” r

o (q,P) = 2D Inrr, (4.20.a)
o'w” 1

7 (q,P) = 5 (1‘11‘j +9;In r) (4.20.b)
0w (q,P) = L(1+ 21nr)

aX]aX] q, 4TCD (4.20.0)
o | ow’ -1

’P = — .

ox | ax.ox, (q )} py—— (4.20.d)
0 (ow" -1

g 8—n(q’P)] = 47D [ri (n,r,)+n;In r] (4.21.a)

0° (ow” —1
( (q,P)j = m[(zrirj —0;)(n, 1 ) —n;1; — njri]

8Xiaxj on
(4.21.b)
82 8W* 1
,P) | =
8x18x1£ on (@ )} 27:rD(nkrk) (4.21.0)
a 82 aw* _1
)P =—|2r.(n, 1, )—n.
5Xi{5X15X1£ PG )j} 2M2D[ (r)-n] g2y
8q* 1
= n. —2r.(n,r
OX 2nr2[ =25, (n,1, )] (4.22.2)
d’q, 1
—(q,P) = —lérr, + 48, AT +1T
Ox,0x (q,P) P [( Ny i), 1)+4(nT, njrl)]
(4.22.b)
0°q
- (@,P)=0 (4.22.¢)
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= {0 20l -l
(4.23.2)
aa:aj (q,P) = {(1 £ V)3 21T +
+2(1- V)[ninj = 2n;15(n,. 1) — (8 — 2rirj)(nkrk)2 =2, (nkrk)[nj — 1 (nkrk)]]}
(4.23.b)
52 . -1
o (@P)- —R0-i-20,5)%) @230

—(1-v) _ 2
[ax s } b +2n,(n,1,) — 45, (n,1) |

r
(4.23.d)
om’, —(1-v)
o (q,P) = [(m.n,)(s,r.)+(m;s,)(n,r.)—2(m,r )(n,r)(s.r)]
(4.24.2)
’m
™ 8; (q,P)= {Z(n r)(85)(Q; —4rr)—n;s; —ns; +

+ 2[(811’1 )(nil’j — L )+ (nkrk )(sirj +51 )]}

(4.24.b)
o’m’, 1-v
m(q, P)= F(nkrk )(si5) (4.24.0)

0 | 0°’m}, ) )
ox, {axax< Pﬁ — [0 )sim) =0, =5, (0,
(4.24.d)

com i,j=1,2

e onde,

ry=ry= coso
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;= I, = send

n; = ny,= COSQ

n, = Ny, = sena

S| =Sy= cos(oc+900) = -seno

Sy= Sy = sen(a+90°%) = cosa

N Iy = Nk Iy + Ny I, = cosa cosO + sena send = cosB

S| 1= Sx Ix + sy Iy = -sena. cosO + cosa send = -senf

Com a discretizacdo do contorno em elementos e a utilizagdo das fungdes

aproximadoras ¢ e (@ , as equagdes (4.16) e (4.17) resultam em equagdes

algébricas de forma semelhante a equagao (4.13):

onde,

sendo,

{M(s)} =-[H”] {U} +[G’] {P} + {p”’} (4.25)
IM(8)} '={ M| M, ... My } (4.26)
M} '={M, M,, M, Q, Q,} (4.27)

N, : nimero de pontos internos;

[H’] e [G’’] : matrizes semelhantes a [H’] e [G’] ,obtidas para pontos

internos;

{U} e {P} : vetores dos deslocamentos e dos esfor¢os dos nos do contorno,

respectivamente;

{p’’} : vetor resultante da integracdo sobre a regido carregada €, para os

pontos internos, semelhante ao vetor {p’} da equacao (4.13).
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4.5. Propriedades da matriz H

Algumas propriedades apresentadas pela matriz [H] sdo uteis para sua
verificacdo e para a obtencdo, se necessaria, dos elementos de sua diagonal principal,
correspondentes as integrais singulares. Essas propriedades correspondem aos
movimentos de corpo rigido de uma placa, deslocamento transversal e rotagdo em torno

de um eixo qualquer.

Figura 4.5 — Placa com carregamento transversal nulo e deslocamento e giros de corpo rigido.

Considerando-se a placa da Figura 4.5, ja discretizada em elementos de
contorno, com carregamento transversal admitido nulo, tém-se os vetores da integragao
sobre a regido carregada {p} e dos esfor¢os nodais {P} também nulos.

Desta forma o sistema (4.11) resulta em:

[H] {U} = {0} (4.28)

que admite solugdes nao triviais correspondentes aos movimentos de corpo rigido.

Admitindo-se o deslocamento transversal de corpo rigido w, tem-se o vetor de
deslocamentos {U} na forma:

Ul={wy 0 0 wo 0 0 .. wo 0 O} (4.29)
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de maneira que, substituindo-o na equagao (4.11), pode-se escrever a primeira propriedade, referente as

colunas 3j-2, referentes ao deslocamento w, da matriz [H], como:

Nye
Y. (hizp) =0 i=1,3N, (4.30)

j=1

Considerando-se agora uma rotag@o, o, positiva, de corpo rigido em torno de um eixo t (figura

4.5), tem-se o vetor {U} da seguinte forma:

{U}={o.R; o.cosP; a.senf; o.R, a.cosP, a.senfs .. a.Rnpe 0.cOSPnpe asenPupe

§
4.31)

onde,
Ry : distdncia do n6 k ao eixo t;
cosPx = Ni.1k ;
senPx = Sk.I ;

Nj. : numero total de nés no contorno.

Levando-se a expressao (4.31) a equacao (4.11) obtém-se a segunda

propriedade para os elementos da matriz [H], escrita para as duas dire¢des n e s:
Npe

Z (hi,3j_2.Rj + hi,3j_1. COSBJ' + hi,3j- senBj) =0 1=1, 3Npc

i=1
(4.32)
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4.6. Avaliagao numérica da formulagdo proposta

Aplicou-se a formulacdo do método, desenvolvida neste trabalho, em
exemplos que visam mostrar sua utilizacdo na analise de placas usuais. Esta
formulacao permite uma melhor analise de placas determinando-se as inclinagdes na
dire¢do tangencial de bordas livres da placa, possibilitando inclusive uma melhor
ligacdo da placa com outros elementos estruturais como vigas e pilares. Os resultados
sdo comparados com resultados analiticos, com solugdes obtidas por outros
processos numéricos como Método das Diferengas Finitas ou Método dos Elementos
Finitos.

Os exemplos para as solugdes analiticas de alguns problemas sao
encontrados em TIMOSHENKO ¢ WOINOWSKY-KRIEGER (1970) e as obtidas
através do Método das Diferencas Finitas sao obtidas das tabelas organizadas por
BARES (1972).

Utilizou-se o programa computacional do Método dos Elementos Finitos
PAVIMENTO, DAVID (1995)", para obtencdo de resultados de alguns exemplos. O
programa utiliza o elemento finito DKT e analisou-se placas discretizadas em 200 e
400 elementos.

Na analise de placas com todo o contorno apoiado ou engastado a
formulacdo apresentada neste trabalho torna-se semelhante a formulacdo usual do
método, ou seja, apenas as equagdes integrais referentes ao deslocamento transversal
e a sua derivada na dire¢do normal ao contorno sdo efetivamente utilizadas, enquanto
a equagao integral da derivada na direcao tangencial ¢ anulada no sistema global.

Neste trabalho também ¢ utilizada a formulagdo proposta por PAIVA (1991)
onde as forcas cortantes equivalentes sdo admitidas concentradas nos pontos nodais,
que melhora efetivamente a analise diminuindo as oscilagdes dos valores destas
forgas ao longo da borda apoiada na placa, estas oscilagdes sdo devidas a presenca
das reagdes de canto. Esta melhoria também foi obtida por OLIVEIRA NETO
(1991).

* DAVID, R.A. (1995). Elaborado em programa de doutorado na EESC-USP. Professora assistente da
Faculdade de Engenharia, UNESP, campus de Bauru, SP
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Serdo mostrados exemplos onde demonstra-se a efetiva contribuicdo da formulagdo proposta para o

método.

Exemplo 4.1. Placa quadrada apoiada nos quatro cantos, com carregamento

uniforme.

Neste exemplo analisa-se uma placa quadrada apoiada nos quatro cantos e
submetida a um carregamento uniformemente distribuido, conforme mostra a Figura

4.6.

Figura 4.6 - Placa quadrada apoiada nos quatro cantos.

Os dados numéricos sdo v=0,25, dez elementos de contorno lineares em
cada lado de comprimento a e carregamento uniformemente distribuido . Foram
também utilizados 16 e 24 elementos de contorno no total, sendo obtidos resultados
satisfatorios, porém optou-se por padronizar este nimero em 40 elementos no total
garantindo resultados de precisdo aceitavel.

A Tabela 4.1. mostra os resultados obtidos pela formulagdo proposta,
comparada as solugdes analiticas encontradas em TIMOSHENKO ¢ WOINOWSKY -
KRIEGER (1970) e aos obtidos pelo Método dos Elementos Finitos, estes valores
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referem-se ao centro da placa.

Os valores obtidos pelo Método dos Elementos de Contorno que sio
apresentados na Tabela 4.1. em negrito referem-se a utilizacdo de pontos fonte fora
do contorno. Os valores obtidos com a utilizagdo de pontos fonte no contorno, sendo

necessaria a utiliza¢do de integrais analiticas, sdo apresentados entre parénteses.

Tabela 4.1 - Deslocamento e esfor¢os na placa apoiada nos quatro cantos

elemento finito form. proposta form. proposta valor fator de
DKT M.E.C. M.E.C. tedrico multiplica-
M.EF. aprox. linear ~ aprox. cubica ¢do
desl. Vertical w  2,52.107 2,28.10° 2,55.107 2,57.10° fw=q.a"/D
(2,35.107) (2,32.107)
Momento my 10,93.10° 11,81.107 11,06.10°  11,09.10° fm=q.a’
(10,78.107) (10,70.107)
Momento my 10,93.10° 11,81.10° 11,06.10°  11,09.10° fm=gq.a’

(10,78.10%)  (10,70.10°)

A Tabela 4.2 mostra os valores de deslocamentos e suas derivadas em
pontos ao longo da borda obtidos pela formulagdo proposta, utilizando-se
aproximagdes lineares e clbicas para os deslocamentos transversais w no elemento

de contorno.

Os valores obtidos pela formulagdo proposta do Método dos Elementos de
Contorno apresentados em negrito na Tabela 4.2 referem-se a utilizagdo de pontos
fonte fora do contorno e os valores obtidos por esta formulagdo utilizando pontos
fonte no contorno estdo representados entre parénteses. Os valores obtidos
utilizando-se o programa PAVIMENTO referem-se a utilizagdo de 200 elementos

para a discretizacao da placa.
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Tabela 4.2 - Deslocamentos ao longo da borda da placa apoiada nos quatro cantos

x/a (para y=0) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

M.E.C 4,84.10° 9,16.10° 12,53.10° 14,65.10° 1538.10°
linear (4,24.10°) (7,94.10°) (10,76.10°) (12,51.10°) (13,11.107)

w/fw ME.C 561.10° 10,38.10° 14,28.10° 16,65.10° 17,46.10°
cubica (4,73.107) (8,98.107°) (12,28.107°) (14,37.107°) (15,08.107)

M.EF. 5,50.10° 10,31.10° 14,02.10° 16,33.10° 17,10.10°

M.EC 154.10* 1,57.10° 160.10°  1,66.10° 1,70.10°
linear (2,02.107%) (1,69.107) (1,45.10%) (1,30.107) (1,25.107)

ow/on /fw M.E.C  2,18.10° 1,68.10°  1,35.107 L14.10°  1,08.10°*
cibica (2,00.107) (1,69.10%) (1,46.10°) (1,32.107) (1,28.107)

M.EF. 2,15.10% 1,67.10™ 1,33.10™ 1,14.10%  1,08.10"

M.E.C 2,94.10° 2,77.10°  2,09.107 L11.10™
linear (2,34.107%) (1,95.107) (1,39.107)  (0,72.107)

0
0

ow/os /| fw M.E.C  2,67.10%  2,20.10°  1,55.10°  0,80.10° 0
cubica (2,29.107) (2,19.10°) (1,37.10%)  (0,71.107) 0

M.EF. 261.10% 2,15.10™ 1,51.10* 0,77.10%  0,21.10°

Observa-se que os valores de deslocamentos e esfor¢os nos pontos do centro
e ao longo da borda da placa apresentam diferencgas da ordem de 6,0% a 12,0% para

a aproximacao linear e menores que 2,0% para a aproximacgado cubica.

E notadamente observada a melhoria introduzida com as aproximacgdes
clbicas para os deslocamentos transversais w no elemento de contorno, quando

comparados os valores com os obtidos pelo M.E.F.

Neste exemplo também aparece a vantagem da utilizacdo da formulag¢do que
admite a forca cortante equivalente como forga concentrada nos pontos nodais, de

maneira que os valores das reacdes nos apoios discretos sdo obtidos diretamente.

Exemplo 4.2. Placa quadrada com carregamento uniforme, com dois lados

adjacentes engastados e dois lados livres.



83

Neste exemplo ¢ analisada uma placa, conforme mostra a Figura 4.7, com
bordas adjacentes engastadas e as outras livres, demonstrando a boa precisdo obtida
pelo método nos valores de deslocamentos e de momentos fletores nos pontos da
placa para um numero pequeno de pontos na sua discretizagdo. Os dados numéricos
sao v=0,20 e dez elementos de contorno lineares sdao utilizados em cada lado de
comprimento a e carregamento uniformemente distribuido q. Os resultados obtidos
sdo comparados com os obtidos pelo método dos elementos finitos, onde uma divisao
de 144 elementos triangulares de seis pardmetros por n6é (T18) foi utilizada, e pela
formulagdo usual do Método dos Elementos de Contorno com dois parametros de
deslocamentos por no utilizados por PAIVA (1987). Na Tabela 4.3 observam-se
valores de deslocamento transversal w e de esfor¢os com diferencas nao
ultrapassando 8,0% relativos, e uma maior proximidade de valores da formulagao
aqui proposta utilizando trés parametros em deslocamento por ponto do contorno
com os valores obtidos pelo método dos elementos finitos. Neste exemplos foram
apresentados os valores obtidos com pontos fora de e no contorno, e aproximagao

cubica para o deslocamento transversal w.

Figura 4.7 - Placa com dois lados engastados e dois livres

Tabela 4.3 - Resultados obtidos pela formulacdo apresentada e pelos Métodos dos

Elementos Finitos e de Contorno para a placa da Figura 4.7
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M. E. C. M. E. C. M. E.C. M. E. F. fator
PAIVA FORM. FORM. PAIVA de
(1987) PROPOSTA PROPOSTA (1987) multi-
(pontos no contorno)  (pontos fora do contorno) plicacdo
Wig 0,0458 0,03914 0,04063 0,0407 qa'/D
Wi 0,0171 0,01522 0,01560 0,0156 qa'/D
Wi 0,0131 0,01187 0,01210 00121 qa'/D
My} -0,2630 -0,23625 -0,2445 -0,2409 qa’
My, -0,1944 -0,1750 -0,1800 -0,1824 qa’
my;3 -0,1318 -0,12395 -0,1271 -0,1268 qa’
My -0,0707 -0,0650 -0,0700 -0,0700 qa’
mys -0,0170 -0,0200 -0,0185 -0,0196 qa’
my14 -0,0229 -0,0173 -0,0189 -0,0191 qa’
my;s  -0,0652 -0,0583 -0,0607 -0,0608 qa’
My 16 -0,0318 -0,0249 -0,0267 -0,0269 qa’
my;7 -0,0418 -0,03136 -0,0337 -0,0337 qa’




5. PLACAS EM ASSOCIACAO COM OUTROS ELEMENTOS ESTRUTURAIS

5.1. Introducao

O objetivo deste capitulo visa apresentar uma formulacdo Método dos
Elementos de Contorno para andlise de pavimentos, onde a aplicacdo dos trés
parametros de deslocamento utilizados para cada ponto da placa pretende melhorar
esta analise, possibilitando-se realizar as ligagdes da placa com outros elementos
estruturais envolvidos, pilares e vigas (ou o conjunto delas, grelhas). Seguem-se os
itens onde sdo apresentadas estas associagdes, dando-se enfoque as modificacdes nas
equacdes integrais e as particularidades de cada associagdo, visando facilitar o
entendimento e a utilizagdo do programa computacional pelo usuario. Apresentam-se
ainda os casos de haver pontos de associagdo no dominio da placa, onde surgem
novas incognitas tornando-se necessarias novas equacdes integrais para estes pontos
para que possa ser resolvido o sistema global do problema. Segue-se o item de
exemplos numéricos em que estas associagdes sdo testadas e comprovadas como

possiveis de serem utilizadas para este tipo de andlise estrutural.

5.2. Associagdo placa-pilar

Considera-se neste item o comportamento elastico-linear para as colunas
(pilares) cuja se¢do transversal em contato com a placa permanece plana apos o

carregamento, conforme observa-se na Figura 5.1.

Desta forma, o deslocamento transversal w e suas derivadas Ow/0x e Ow/0y
serdo os mesmos para a placa e coluna. As tensdes normais na area de contato podem

entdo ser representadas pela seguinte expressao:
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(5.1)

onde,

x.v:coordenada em relacionaoseixosnrincinaisde inérciada seciodonilar:

o : tensao normal na se¢do do pilar na interface;

A : area da segdo transversal do pilar;
M _, M . : momentos fletores no pilar;

N : for¢a normal no pilar;

I_, 1. :momentos principais de inércia do pilar;

Figura 5.1 — Conjunto placa-pilar nas posi¢des inicial e deformada.

Podem-se relacionar os momentos fletores atuantes no pilar

derivadas Ow/0 x e ow/d y através de:

com as

_ _Kp;Eplf aw
Mz =—1""5 (5.2)
-K _E I
_ ThBppEply 5y
My =—7T—% (53)

onde,
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Ep : modulo de elasticidade do pilar;

lp : comprimento do pilar;
Kp =4 para o pilar engastado na base;
Kp =3 para o pilar articulado na base.

Tem-se a for¢a normal em fun¢do do deslocamento transversal Wp no centro

de gravidade da sec¢ao de contato placa-pilar como sendo:

N=—"—w (5.4)

Levando-se estas expressdes a equacao (5.1), resulta:

— ow, _ow, | E,
O, =7 1, [pryﬁ K XWJ _,,Wp (5.5)

Interpretando-se Gp como um carregamento aplicado a placa, distribuido na
area de contato placa-pilar, as equacdes integrais do deslocamento e de suas

derivadas no ponto S do contorno passam a ser escritas como:

K(SWS)+
+f {q: (5. OMQ) -1 (5,02~ (5. Q)%;”(Q)}F(Q) -

= gRﬂ- Ow.(S.0)+ jr{Vn Ow (S,0)~m, (Q)%* (S, Q)}F(Q) +
+[, 2w (5.0, () +

N, ow * B ow . B .
+Zlf— K, [EP] jgﬁw (SR, +K,, [EPJ L,, W (S,DP(DA +w, jQ W' (S, 1),
Jj= j J k
(5.6)
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K, (S)%(S)HQ <S>%(S)+

N N

oq, ow amm ow
[ { - (5.0 (Q)}"‘(Q)—

N, ow' .
=D R QTS0+ j{n@%(&@ (Q)—[ J(S Q)}’\‘(QH

<[ g(q)ﬁ(s, ax2, (g) +

N,
L (

+w, jQ o’ (S 1dQ, |

(5.7)

S,Dx(DdQy, + K, My
jy%< O + K, | —

]j L,, %j(s, DL, N

Os valores de 6wp/6 X e 6wp/8 ye Wp sdo constantes para cada interface
pois a secdes transversais dos pilares permanecem planas ap6s as deformacdes.

As integrais de dominio nos termos referentes as interfaces placa-pilar
podem ser calculadas de maneira andloga a realizada para o calculo das integrais de
dominio devidas ao carregamento transversal distribuido, demonstrado no capitulo 4.
As integrais podem ser transformadas em integrais sobre o contorno da interface
placa-pilar admitindo-se as tensdes atuantes como uma fun¢do linearmente
distribuida g(/) sobre a area da interface €. Nas primeiras integrais de dominio dos

ultimos termos das equacdes (5.6) e (5.7) pode-se admitir um carregamento igual a:

gD = x (5-8)

Pode-se escrever as coordenadas do ponto / da interface placa-pilar para o sistema de

coordenadas global (x,y) como:

x()=x(p) + x()) (5.9.2)
y() =y + y() (5.9.b)
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onde p é o ponto do c. g. do pilar, origem do sistema de coordenadas locais ( x, V).

Havendo alguma rotacdo dos eixos principais de inércia do pilar em relagao

ao sistema global de coordenadas (x, y), tem-se:

{x(l)} _ {x(p)} .\ {cosa ...... sen aH)E(l)} (5.10)
y(l) y(p) —sena...cosa || y(I)

Substituindo-se em (5.8), tem-se:

g() = cosa. x (1) +sena y () = cosa [x(]) - x(p)] + senat [y() - y(p)] =
=[- cosa x (p) - sena y (p)] + cosa x(/) + sena y(/) = C; + A1.x(/) + B;.y())

(5.11)

Analogamente, para as segundas integrais de dominio dos ultimos termos

das equacdes (5.6) e (5.7), admitindo-se uma fun¢do g(/) igual a:

gh=y (5.12)

resulta em:

g(D) = - seno x (1) + cosar y (1) = - senat [x()) - x(p)] + cosa [y(D) — y(p)] =
=[sena x (p) - cosa y (p)] - sena x(/) + cosa y(/) = Cy + Az.x(/) + Ba.y(/)

(5.13)

J& para as terceiras integrais de dominio dos Ultimos termos das equagdes

(5.6) e (5.7), admite-se uma fun¢do g(/) igual a:

gh=1 (5.14)

Apbs a discretizagdo do contorno da placa, estas equacdes formam um sistema linear de
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equagdes como segue:

[HHQ]{:VVF } =[G]V. +p (5.15)

onde,
wq : deslocamentos e suas derivadas nas interfaces placa-pilar, quando
localizadas no dominio da placa, introduz incdgnitas adicionais em

cada equacao.

Estendendo-se as equagdes (5.6) e (5.7) para todas os pontos de associacao
placa-pilar no dominio da placa, obtendo-se as equacdes do deslocamento transversal
w e suas derivadas Ow/0x e Ow/Oy para estes pontos, chega-se ao seguinte sistema de

equacoes:

[H'Hé]{zr}:[G']Vr +p (5.16)

Q

Agrupando-se os dois sistemas (5.15) e (5.16), tem-se:
HHQ Wr G V p
- = , +9 .
HH, |[Wq G| " |p (-17)

Com a solucdo deste sistema tém-se os valores nodais do contorno e os

deslocamentos dos pontos das interfaces placa-pilar, através dos quais podem ser

calculados os esforgos nos pilares utilizando-se as equagoes (5.2), (5.3) e (5.4).

5.3. Associagdo placa-grelha

Em estruturas usuais de edificios a placa, associada a elementos lineares que
trabalham a flexdo como vigas formando uma grelha, pode ser analisada de forma
mais simples considerando-se sua interagdo por pontos discretos, onde os esforcos de
interagdo sdo forgas verticais, como ja apresentado por PAIVA (1987) .

Estes esfor¢cos de interagdo podem ser considerados como carregamento
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externo a placa e nas equagdes integrais os deslocamentos transversais € suas
derivadas sdo incdgnitas nestes pontos de interacdo, conforme mostrado na Figura

5.2.

Figura 5.2 — Esforcos de interagdo placa-grelha.

De forma analoga ao ja feito para o caso da interacao placa-pilar, o sistema

de equagdes obtido apds a discretizagao do contorno da placa resulta:

[Hlw, =[GV, +[G 4P, +p (5.18)

onde,

P! ={P,.0.0.P,.0.0...P,.0.0}

sendo,

PQT : vetor de esforcos em todos os pontos de interagdo placa-grelha.

Escrevendo-se as equagdes de Ow/0x, Oow/dy e w para todos os nos da

grelha no dominio e no contorno da placa, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

[H'H‘Q]{XF}Z[G']VF +[G'Q]PQ +p (5.19)
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Combinando-se os sistemas dados pelas expressoes (5.18) e (5.19), tem-se:

o =| . |Vrp+| o |Pqg+y . (5.20)
HH, [|Wq G G, p

Da analise matricial usual de grelha obtém-se o seguinte sistema linear de

equacoes:

[R]w, =R, (521)
onde,
Wg © vetor de valores nodais ow/0x , Ow/0y e w de todos os nos de

grelha no dominio da placa e w, ow/on, 0Ow/0s dos pontos no

contorno da placa.

Explicitando-se as contribui¢des de dominio e de contorno, tem-se:

[RFRQ]{ZF } =P, (5.22)

Q

Levando-se a equacdo (5.22) ao sistema global do conjunto placa-grelha

dado pela expressao (5.20), resulta:

o -l b farfrmai ) e

Agrupando-se os termos em deslocamentos, tem-se:

it o=l o
H, H,, |[Wq G| "' p' (5:24)
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Apo6s a imposigao das condicdes de contorno, o sistema pode ser resolvido
para todas as incognitas do problema. Os esfor¢os dos elementos de grelha podem
ser obtidos de forma usual ao da andlise matricial de grelha.

Havendo grelha e colunas acopladas a placa, o sistema global de equagdes ¢
similar a equacdo (5.17), onde o vetor wq inclui os deslocamentos e suas derivadas

para todos os n6s do dominio conectados as colunas e a grelha.

5.4. Avaliagdo numérica da formulagdo proposta para andlise das liga¢cdes da placa

com elementos lineares.

Optou-se por mostrar mais exemplos numéricos apds a introdugdo das
formulagdes considerando-se ligacdes da placa com outros elementos estruturais, de
maior interesse pratico para o engenheiro civil.

Aplicou-se a formulacdo do método, desenvolvida neste trabalho, em
exemplos que visam mostrar sua utiliza¢do na andlise de placas usuais, inclusive de
pavimentos de edificios onde as liga¢cdes da placa com elementos lineares, grelhas e
pilares, sdo realizadas. Os resultados sdo comparados com resultados analiticos, com
solucdes obtidas por outros processos numéricos como o Método dos Elementos

Finitos.

Exemplo 5.4.1. Placa quadrada apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo dos

lados, com carregamento uniforme.

Neste exemplo analisa-se uma placa quadrada de lados de comprimento a,
apoiada nos quatro cantos, Figura 5.3, com vigas ao longo dos lados com momentos
de inércia I,=5.a.D/ E e submetida a um carregamento uniformemente distribuido

q. Utilizou-se v=0,25 e dez elementos de contorno retos em cada lado da placa.

Tabela 5.1 - Deslocamento e esforcos no centro da placa apoiada nos quatro

cantos com vigas de borda

elemento finito form. proposta form. proposta valor fator de
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DKT - M.E.F. M.E.C. M.E.C. teorico  multiplicaca
aprox. linear  aprox. cubica 0
desl. vertical w 5,16.10~ 5,43.10° 530.10° 5,19.10° fw=q.a"/D
momento m, 4,98.107 5,03.10° 4,99.10° 494107  fm=q.a’
momento my 4,98.10 5,03.10° 4,99.10° 4,94.10°  fm=q.a’

A Tabela 5.1. mostra os resultados obtidos pela formulagdo proposta, em
negrito, e foram comparados aos resultados analiticos encontrados em
TIMOSHENKO e WOINOWSKY-KRIEGER (1970) e aos obtidos pelo Método dos
Elementos Finitos utilizando-se 200 elementos de placa DKT do programa
computacional PAVIMENTO, DAVID (1995), em sua discretizagao.

Observa-se que os valores de deslocamentos e esforcos apresentam
diferengas maximas da ordem de 4,0 % nos pontos do centro da placa entre os

valores analiticos e os obtidos pelo Método dos Elementos Finitos.

Figura 5.3 - Placa quadrada apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo dos

lados.

A Tabela 5.2 mostra os valores de deslocamentos e suas derivadas nas
direcdes normal e tangencial em pontos ao longo da borda obtidos pela formulagao

proposta, em negrito, com as duas opg¢des de aproximacdo do deslocamento w ao
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longo do elemento de contorno, linear e ctibica, comparados aos obtidos utilizando-

se o programa PAVIMENTO.

Tabela 5.2 - Deslocamentos ao longo da borda da placa apoiada nos quatro

cantos e com vigas de borda

x/a (para 'y =0) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
M.E.C 3,50.10° 6,56.10°  889.10° 10,34.10° 10,84.107
linear

w/fw ME.C 3,14.10% 590.10°  8,01.10° 933.10°  9,78.10*

cubica

M.EF. 2.85.10% 540.10° 742.10" 8,71.10%  9,15.10™

M.E.C 3,53.10° 5,05.10°  6,21.107 6,92.10°  7,13.10°

linear

ow/on /fw M.E.C  341.10°  4,97.10°  6,15.10° 6,89.10°  7,13.10°

cubica
M.EF. 323.10° 476.10° 591.10°  6,61.10°  6,84.10”
M.EC 1,69.10° 1,37.10°  0,96.10°  0,49.10° 0,0
linear

ow/os/ fw M.E.C  1,51.10°  1,24.10°  0,87.10°  0,45.10° 0,0
cubica
M.EF. 137.10° 1,16.10°  0,84.10°  0,44.10” 0,0

Na Tabela 5.3 mostram-se os deslocamentos transversais w € 0s momentos

etores nas direcoes X € < € ara uma linha no eixo de simetria da placa
flet d y, m my , linh d tria da pl

(y/a=0,5), obtidos pelos dois métodos numéricos, apresentados seguindo-se a

convencao até aqui adotada.

Tabela 5.3 - Deslocamento transversal e momentos fletores ao longo do eixo
de simetria da placa apoiada nos quatro cantos e com vigas de

borda (y/a=0,5)
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x/a (para y/a=0,5) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

M.E.C 24,72.10° 37,00.10% 46,42.10* 52,33.10% 54,33.107

linear

w/fw  ME.C 23,56.10% 35,7510% 4511.10° 50,97.10% 52,97.10*

cubica

M.EF. 22,67.10% 34,64.10% 4389.10% 49,67.10* 51,61.10™

M.E.C 2,18.10° 3,57.10°  4,43.10° 4,89.10°  5,03.10°

linear

my/fm  M.E.C 2,16.10° 3,55.10°  4,40.10° 4,85.10°  4,99.10°

cubica

M.EF. 2,14.10° 3,52.10% 438107  483.10% 498.10°

M.E.C 2,36.10° 3,51.10° 4,35.10° 4,86.10°  5,03.10°

linear

my/fm  ME.C  229.10° 3,4510°  4,30.10°  4,82.10°  4,99.10°

cubica

M.EF. 232.10° 344.10% 429.10 481.107  4,98.10°

Na Tabela 5.4 mostram-se os deslocamentos transversais w , 0S momentos
fletores nas dire¢des x ey , my € my, € 0s momentos volventes myy para uma linha
paralela a borda da placa com coordenadas (y/a=0,2), obtidos pelos dois métodos

numéricos.

Nota-se nas tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 uma maior aproximacao dos valores
obtidos com a utilizacdo da aproximacao ctbica para os deslocamentos transversais
w, comparados aos obtidos pelo Método dos Elementos Finitos, apesar da

aproximacao linear de w também apresentar valores perfeitamente aceitaveis.

Tabela 5.4 - Deslocamento transversal e momentos fletores e volventes ao
longo de linha paralela a borda da placa apoiada nos quatro

cantos e com vigas de borda (y/a=0,2)
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x/a (para y/a=0,2) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
M.E.C 16,33.10% 24,72.10* 31,50.10° 35,61.10° 37,00.10°
linear

w/fw  ME.C 1548107 23,56.10° 30,36.10° 34,36.10" 35,75.10"
cubica
M.EF. 14,77.10" 23,03.10" 29,36.10"  33,33.10% 34,64.10"
M.E.C  1,60.10° 2,56.10°  3,12.10°  3,42.10° 3,51.10"
linear

m,/fm  ME.C 1,57.10° 2,51.10°  3,07.10°  3,36.10°  3,45.10°
cubica
M.EF. 1,56.107 248.10°  3,04.10°  3,34.10°  3,44.10”
M.E.C 1,75.10° 2,56.10°  3,12.10°  3,46.10°  3,57.10"
linear

my/fm  ME.C 1,69.10° 2,51.10°  3,09.10°  3,43.10°  3,55.10°
cubica
M.EF. 165107 24810° 3,07.10°  3,41.10°  3,52.10~
M.E.C 1,90.10° 1,58.10° 1,11.10°  0,57.10° 0,0
linear

my/fm  MEC 1L94.10° 1,61.10° 1,13.10°  0,58.10° 0,0
cubica
M.EF. 193.10° 159.10° 1,12.10*  0,57.10°  0,95.10"

Pode-se concluir neste exemplo que a aproximagdo cubica proposta neste

trabalho melhora a simulagdo das ligagdes da placa com vigas, com valores

comparados aos obtidos pelo Método dos Elementos Finitos.

Exemplo 5.4.2. Placa quadrada simplesmente apoiada em dois lados opostos e

com vigas flexiveis nos outros lados, com carregamento uniforme.
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Neste exemplo analisa-se uma placa quadrada de lados com comprimento
a, apoiada em dois lados opostos e com vigas com momentos de inércia I, = 6.a.D /
E e submetida a um carregamento uniformemente distribuido q. . Utilizou-se
v=0,25 e dez elementos de contorno lineares em cada lado da placa.

A Tabela 5.5 mostra os resultados obtidos pela formulagdo proposta,
apresentados em negrito, comparados as solugdes analiticas (TIMOSHENKO e
WOINOWSKY-KRIEGER (1970)) para o centro da placa e aos obtidos pelo Método

dos Elementos.

Tabela 5.5 - Deslocamento transversal e momentos fletores na placa apoiada
em dois lados opostos € com as demais bordas apoiadas em

vigas flexiveis

elemento form. proposta  form. proposta valor fator de
finito M.E.C. M.E.C. tedrico  multiplicacao
DKT aprox. linear aprox. cubica
desl. vertical w  4,49.107 4,72.10° 4,73.10° 4,54.10° fw=q.a'/D
momento my 4,72.107 4,64.107 4,64.10° 4,55.10°  fm=q.a’
momento m, 5,20.107 5,33.10° 5,34.10° 514.10° fm=q.a’

Tabela 5.6 - Deslocamento transversal e momentos fletores ao longo do
eixo de simetria (y/a=0,5) para placa simplesmente apoiada em

dois lados opostos com vigas flexiveis

x/a (para y/a=0,5) 0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5

w /fw MEC  1,074.10° 1,518.10° 2,862.10° 3,863.10° 4,493.10° 4,722.10°
MEF  0,753.10° 1,949.10° 3,005.10° 3,815.10° 4,318.10° 4,490.10°

m,/fm  MEC - 1,630.10° 2,937.10° 3,883.107° 4,454.107° 4,644.107
MEF - 2,068.10% 3,373.107 4,172.107 4,590.10~ 4,719.10°
m, /fm  MEC - 2,255.10° 3,754.10° 4,680.10° 5,178.107° 5,334.10”
MEF - 2,303.10% 3,537.107 4,458.107 5,015.107 5,200.10°

Na Tabela 5.6 mostram-se os deslocamentos transversais w € 0s momentos
fletores nas diregdes x e y , my € my , para uma linha no eixo de simetria da placa

(y/a=0,5), paralela a borda apoiada, obtidos pelos dois métodos numéricos,
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apresentados seguindo-se a convengao até aqui adotada.

Na Tabela 5.7 mostra-se a pequena oscilacdo dos valores da forca cortante
equivalente V, ao longo da borda apoiada, em valores pontuais, obtidos pela
formulagdo proposta, apresentada em negrito, ¢ os obtidos utilizando-se o elemento
finito DKT. O célculo destas forcas da maneira padrao do método, ou seja, com os
valores aproximados ao longo do elemento de contorno, apresenta oscilagdes

maiores, afetando os resultados numéricos globais da placa.

Tabela 5.7 - Esforco V, ao longo da borda apoiada para placa simplesmente

apoiada em dois lados opostos com vigas flexiveis

x/a (para y/a=0,0) 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Vi /(q.a) MEC -18,64 -4,545 -6,624 -7,685 -8,276 -8,458
MEF -19,12 -4,500 -6,483 -7,611 -8,225 -8,424

Exemplo 5.4.3. - Pavimento de edificio

Ampliando-se a aplicacdo da formulacdo proposta para a analisse de placas
ligadas a vigas, analisa-se neste exemplo um pavimento de edificio da Figura 5.4,
utilizando também o programa computacional PAVIMENTO para comparacdo de
resultados com a formulacdo proposta por este trabalho.

Sao utilizados os seguintes dados do pavimento: coeficiente de Poisson
v=0,2, E=32192,3900 kN/cm?, carga distribuida uniformemente q=0,00055 KkN/cm?,
vigas com secdo transversal de 11x50 ecmxem e carga distribuida qy =0,087 kN/cm.
O programa computacional PAVIMENTO foi utilizado com uma malha de 364
elementos.

Os apoios sdo considerados discretos e rigidos com relagdao ao deslocamento
transversal a placa. No caso da formulacdo apresentada neste trabalho, os apoios
discretos sao representados por colunas com rigidezes despreziveis a flexao e infinita
a deformacao axial.

A formulagdo apresentada neste trabalho permite considerar a rigidez a

torcao das vigas flexiveis, porém nos exemplos apresentados até aqui nao foi
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considerada esta rigidez.

Figura 5.4 - Pavimento de edificio (medidas em cm)

Nas Figuras 5.5 a 5.12 mostram-se os momentos fletores (kNxcm) dos
pontos da placa ao longo das linhas de coordenadas y = 159,60 cm (segdo A-A), y =
517,10 cm (se¢do B-B) , x = 259,75 cm (se¢do C-C) e x = 634,50 cm (secdo D-D)

obtidos a partir dos dois métodos numéricos.
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4,0000 4
2,0000 -

Mx para y=159,60 cm

/s

0,0000
-2,0000
-4,0000 |

-6,0000

o\”\g/zooo W 600,0 800,0
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— & — mx MEC —*— mx MEF

Figura 5.5 - Momentos fletores Mx , secdo A-A, y=159,60 cm
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My para y=159,60 cm

=T
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Figura 5.6 - Momentos fletores My , secao A-A, y=159,60 cm
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Mx para y=517,10 cm
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Figura 5.7 - Momentos fletores Mx , secao B-B, y=517,10 cm

My para y=517,10 cm
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Figura 5.8 - Momentos fletores My , secao B-B, y=517,10 cm
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Mx para x=259,75 cm
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Figura 5.9 - Momentos fletores Mx , secao C-C, x=259,75 cm

My para x=259,75 cm
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Figura 5.10 - Momentos fletores My , secdo C-C, x=259,75 cm




104

Mx para x=634,50 cm
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Figura 5.11 - Momentos fletores Mx , se¢do D-D, x=634,50 cm

My para x=634,50 cm
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Figura 5.12 - Momentos fletores My , se¢do D-D, x=634,50 cm

Conforme observado nas Figuras 5.5 a 5.12, os resultados obtidos pela
formulacao do método proposta neste trabalho para os esfor¢os apresentados podem
ser considerados bons, quando comparados ao valores obtidos pelo Método dos

Elementos Finitos, comprovando assim a validade e eficiéncia desta formulagao.
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Nota-se uma diferenca no comportamento dos valores dos momentos
fletores resultantes dos dois métodos numéricos. Nas Figuras 5.8, 5.9 e 5.101podem-
se observar picos dos valores dos momentos fletores, na direcdo das vigas, nas
confluéncias destas vigas com as se¢des consideradas, para os resultados obtidos
pelo Método dos Elementos Finitos. Estes picos ndo aparecem nos diagramas
referentes aos resultados obtidos pela formulagdo proposta, que apresentam variagdes
mais suaves ao longo de toda secdo considerada. Em consideracdo aos momentos
fletores nas dire¢des perpendiculares as direcdes das vigas - Figuras 5.5, 5.6, 5.7,
5.10 e 5.12 - os diagramas resultantes dos dois métodos numéricos sdo semelhantes,
ambos apresentando picos nas confluéncias entre os eixos das vigas com as secdes

consideradas, comportamentos ja esperados.

Exemplo 5.4.4. Placa simplesmente apoiada nas bordas com quatro colunas em

seu dominio

Neste exemplo analisa-se uma placa representada na Figura 5.13,
simplesmente apoiada em seu contorno € em quatro colunas em seu dominio,

submetida a um carregamento uniformemente distribuido.

Figura 5.13 — Placa apoiada em seu contorno e em quatro colunas em seu

dominio.
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A laje tem lados com comprimento a=12 m, espessura de t=15 ¢m, modulo
de elasticidade E=150,0 kN/cmz, coeficiente de Poisson v=0,1667 e carregamentos
uniformemente distribuidos totais da laje de q=11,25 kN/m”. Os pilares, de se¢do
transversal 100x100 cmxcm e altura 3,00 m, sdo engastados em suas bases. Os
resultados sdo comparados com os obtidos pelo programa computacional
PAVIMENTO utilizando uma malha de 288 elementos triangulares DKT.

Observam-se nas Figuras 5.14 a 5.19 os valores de deslocamentos
transversais (cm) e os de momentos fletores (kNxcm) ao longo de dois eixos da

placa, eixo de simetria e o eixo que passa pelos pilares.

deslocamentos w (cm) ao longo do eixo
simetria

—<¢— MEF.

—&— M.E.C.

0 200 400 600

x (cm)

Figura 5.14 - Deslocamentos transversais w , eixo de simetria, y=600,0 cm
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momentos fletores Mx

1,5 -

_e_MEF.

o,z . / _m—MELC.

Figura 5.15 — Momentos fletores Mx, eixo de simetria, y=600,0 cm

momentos fletores My

2
1,51
—*  ME.F.
1 ]
—®— M.E.C.
0,51
0
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Figura 5.16 — Momentos fletores My, eixo de simetria, y=600,0 cm




108

deslocamento w (cm) na linha das colunas

0,8
0,7 -
0,6 -
0,5
0,4 -
0,3
0,2
0,11

0

0

200

400

X (cm)

600

— ¢ — M.E.F.

—®— M.E.C.

Figura 5.17 - Deslocamentos w , eixo dos pilares, y=400,0 cm

momentos fletores Mx
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Figura 5.18 — Momentos fletores Mx, eixo dos pilares, y=400,0 cm
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momentos fletores My

10 200 400 0| —*— MEF.

-2 —=— M.EC.

x (cm)

Figura 5.19 — Momentos fletores My, eixo dos pilares, y=400,0 cm

Observam-se também os resultados obtidos pela formulagio proposta para o
M¢étodo dos Elementos de Contorno, que podem ser considerados muito bons quando
comparados aos obtidos Método dos Elementos Finitos. Optou-se por mostrar os
valores de dominio, porém os valores de contorno, isto ¢, as reagdes ao longo da
borda apoiada e os apoios nos pilares resultaram praticamente iguais pelos dois

métodos numericos.

Exemplo 5.4.5. Pavimento de edificio apoiado em colunas, sem vigas

Neste exemplo analisa-se o pavimento de edificio representado na Figura

5.20, cujos dados sdo:

Laje plana e macica com espessura de t=16 cm, modulo de elasticidade
E=1964,2 kN/cmz, coeficiente de Poisson v=0,15 e carregamentos totais da laje de
q=11,25 kKN/m”. ¢ Os pilares, de secio 45x45 cmxem e altura de h=5,50 m, sdo
engastados na base. O programa computacional PAVIMENTO foi utilizado com

uma malha de 288 elementos triangulares DKT.



Figura 5.20 - Pavimento de edificio apoiado em colunas
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Tabela 5.8 - Deslocamentos e reagdes de apoio nas colunas da placa

Colunas P1 P2 P7 P8
w MEC 0,02496 0,04285 0,02501 0,04322
(cm) MEF 0,02319 0,039381 0,02349 0,03978
dw/dx MEC 0,003850 0,002243 0,003808 0,0001002
MEF 0,003890 0,004003 0,003873 0,0000201
dw/dy MEC 0,008396 0,007163 0,008364 0,007144
MEF 0,008582 0,007318 0,0085560 0,007185
Rcoruna MEC 167,34 287,26 167,64 289,70
(kN) MEF 167,70 284,80 169,89 287,67
Mx MEC -27,50 -64,72 -26,93 -64,78
(kNxcm) MEF -31,39 -66,59 -31,58 -65,72
My MEC -25,13 -51,02 -24,42 -50,66
(kNxcm) MEF -30,93 -57,15 -31,98 -57,51
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Mostram-se as reagdes e deslocamentos nas interfaces das colunas na
Tabela 5.8.

Mostram-se nas Figuras 5.21 a 5.28 os valores de deslocamentos
transversais w (cm) e de suas derivadas nas diregdes normal e tangencial ao contorno
ao longo do eixo y=0,0 ¢ de deslocamentos e momentos fletores e volventes (x10?
kNxcm) da laje ao longo de dois eixos internos da placa obtidos pelos dois métodos

numéricos.

Deslocamentos w na borda da placa (para y=0)

1,00000 |
0,50000 - A
0,00000 ‘ ‘ ‘

-0,50008:00 20 0,0 1000, 1200, 1400,
~1,00000 -

0 00 00 00
-1,50000

—*—w - MEF —&®%—w - MEC

Figura 5.21 - Deslocamentos w , borda y=0,0 cm

Variagéo dos deslocamentos

0,01000

0,00500
N\, .
0,00000 ‘ \ , a ,
O,FO 200,00 400\\@@@7,()6 800,00 1000,0M20Q,0 1400,0

-0,00500
x (cm)

— % — dw/dn — B —dw/ds —*— dw/dn —%— dw/ds
- MEC - MEC - MEF - MEF

Figura 5.22 - Derivadas de deslocamentos dw/dn e dw/ds, borda y=0,0 cm
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Mx para y=465,00 cm
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X
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Figura 5.23 - Momentos fletores Mx , secdo com y=465,0 cm

My para y=465,00 cm
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Figura 5.24 - Momentos fletores My , se¢do com y=465,0 cm
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Mxy para y=465,00 cm
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200,00
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0,00 +— : :
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Figura 5.25 - Momentos fletores volventes Mxy , secdo com y=465,0 cm

Mx para x=452,00 cm
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Figura 5.26 - Momentos fletores Mx , secdo com x=452,0 cm




114

My para x=452,00
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Figura 5.27 - Momentos fletores My , secdo com x=452,0 cm
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Figura 5.28 - Momentos fletores volventes Mxy , secdo com x=452,0 cm

Das Figuras 5.21 a 5.28 confirma-se novamente os excelentes resultados
obtidos pela formulagdo do Método dos Elementos de Contorno proposta; tem-se

nesta formulacdo uma proposta de melhoria da analise de placas delgadas com
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bordas livres, onde a introdu¢ao da outra variavel de contorno que surge nestes casos,
a derivada do deslocamento na dire¢do tangencial ow/0s, traz nitidas melhorias nos
resultados de deslocamentos e esfor¢os, quando comparados com os resultados
obtidos pela formulacdo usual do método. A utilizagdo da aproximacdo cubica,
possibilitada pela introducdo da variavel ow/0s ao equacionamento, € a relacdo
conjunta desta varidvel com o deslocamento transversal w nos termos da matriz,
tornaram as equagdes destes deslocamentos acopladas, deixando de ser
independentes entre si, melhorando sensivelmente a consisténcia esta matriz ¢ do
sistema global de equacdes. A introducao da variavel ow/0s ao equacionamento traz
também a possibilidade da ligagcdo da placa com outros elementos estruturais lineares
envolvidos na andlise de pavimentos de edificio, como vigas e pilares, conforme
pode ser observado nestes exemplos numéricos finais.

Conclui-se que a formulacdo ¢ de grande valia para o Método dos
Elementos de Contorno, principalmente para a sua utilizacdo pratica na analise de
edificios.

Ainda s3o necessarios outros estudos para a real utilizagcdo pratica desta
formulagdo do método, como a implementacdo de pré e pds-processadores e uma

melhoria nas ligagdes da placa com vigas elasticas.
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6. CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi o de apresentar uma formulagao alternativa do
método dos elementos de contorno para a andlise de placas delgadas visando
possibilitar a sua utilizagdo pratica para analise de pavimentos de edificios e sua
associagdo com outros elementos estruturais envolvidos. E evidente a contribuigio
introduzida pela formulagdo utilizando trés parametros nodais em deslocamentos a
analise de placas isoladas, principalmente apresentando bordas livres, e obtendo bons
resultados na analise de pavimentos, considerando-se a melhor modelagem que
permite nas ligagdes placa-viga e placa-pilar, principalmente.

Na forma com que a formulacao tradicional ¢ equacionada, a derivada de
deslocamento na direcdo tangencial ao contorno Ow/0Os ndo aparece. Pela
formulagdo apresentada neste trabalho, os trés valores nodais de deslocamento
utilizados sdo os mesmos definidos nos elementos lineares, vigas e pilares, nos
outros métodos numéricos mais utilizados, em especial o método dos elementos
finitos. Desta forma, a estrutura ¢ melhor modelada para ser analisada como um
conjunto, onde a compatibilidade entre os trés pardmetros nodais em deslocamento ¢é
realizada diretamente. No caso da formula¢ao tradicional do método dos elementos
de contorno isto requer maiores esforcos para se analisarem caso a caso 0s
problemas, no sentido de contornar a ndo compatibilizacdo das varidveis.

Outro ponto importante a ser comentado refere-se a aproximagao cubica dos
deslocamentos transversais no elemento de contorno que, na forma como ¢ realizada
também no método dos elementos finitos, permite perfeita compatibilizagdo dos
deslocamentos da placa e da viga ao longo do elemento. Com isto a associacdo do
elemento de contorno da placa com elementos lineares ¢ realizada em niveis de
interpolacdo compativeis, melhorando com certeza a andlise numérica dos
problemas.

Pela forma como sdo ligadas placa e viga, cuja interagdo ¢ feita por pontos
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discretos, a proposta de se admitirem as forgas cortantes equivalentes como forgas
concentradas traz também vantagens, simplificando sobremaneira a andlise de placas
delgadas.

Esta formulacdo considerando as forgas contantes equivalentes como forgas
concentradas ja vinha sendo utilizada para os casos de placas isoladas, melhorando a
oscilagdo de valores em bordas apoiadas em proximidades de cantos. Estas
oscilagdes ocorrem devido as reagdes de canto, inerente a formulagdo de placas
delgadas, pois sdo forcas concentradas que afetam os valores de esforcos na sua
proximidade. Para o caso de analise de placas com bordas livres, com apoios
discretos ou ainda na associacdo com vigas e pilares, a consideracdo das forcas
cortantes equivalentes como forgas concentradas traz melhorias a analise conforme

observado nos exemplos numéricos.
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