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RESUMO iv

MUNAIAR NETO, J. (1998) Um estudo da formulacio de modelos constitutivos
viscoeldsticos e elasto-viscoplisticos e do emprego de algoritmos implicitos e
explicitos para a sua integracdo numérica. Sdo Carlos, 1998, 214p. Tese

(Doutorado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Séo Paulo.

O presente trabalho trata da formulagédo de modelos constitutivos viscoelasticos
e elasto-viscoplasticos nos apectos relativos a verificagdo da consisténcia termodindmica,
pela aplicagdo do Método do Estado Local, e de verificagdo da resposta numérica
decorrente da utilizagdo de um procedimento implicito de integragéo.

No contexto da verificagdo da consisténcia termodindmica, s3o revistos alguns
arranjos unidimensionais de elementos reoldgicos basicos, analisando-se, com maior
destaque, um arranjo misto denominado modelo elasto-viscoplastico completo. Nas
analises numericas em campo unidimensional e multiaxial, realiza-se um confronto entre
as respostas obtidas com procedimentos de integragdo Explicito € Implicito, bem como
um estudo para a defini¢do do passo de tempo, de modo a garantir precisdo nas

respostas.

Palavras-chave: Elasticidade; Viscoelasticidade - andlise estrutural;

Plasticidade; Viscoplasticidade - andlise estrutural.



ABSTRACT v

MUNAIAR NETO, J. (1998) A study of viscoelastics and elastoviscoplastics
constitutive modelling and the use of implicit and explicit numerical integration
algorithms. Sdo Carlos, 1998. 214p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de

Sdo Carlos, Universidade de Séo Paulo.

The present work treats of the formulation of viscoelastics and elasto-
viscoplastics constitutive models, on the aspects related to verification of the
thermodynamic consistency, by the Method of Local State, and of numerical responses
of a implicit integration scheme.

In the context of thermodynamic consistency, some unidimensional arrangements
of basics rheological elements are reviewed, where a named elasto-viscoplastic extended
model is enhanced. On what concerns to unidimensional and multiaxial numerical
analysis, confront is showed between the results obtained from the explicit and implicit
integration algorithms, and a study for time step definition aiming a good precision of

the responses is presented as well.

Keywords: FElasticity; Viscoelasticity - structural analysis;

Plasticity; Viscoplasticity - structural analysis.



CAPITULO 1

INTRODUCAO E OBJETIVOS GERAIS

O presente trabalho relaciona-se a formulagdo e implementa¢do numérica de
modelos constitutivos com dependéncia no tempo, associando-se comportamentos dos
tipos eldstico, viscopldstico perfeito ou com encruamentos isotropo, cinemdtico e o
isotropo/cinemdtico combinado, dando continuidade aos estudos iniciados na
dissertagdo de mestrado do autor, MUNAIAR NETO (1994).

Nagquele trabalho, foi apresentado um modelo reolégico, que teve como ponto
de partida um outro modelo, apresentado em OWEN & HINTON (1980), objetivando-
se a simulagdo do comportamento elasto-viscoplastico de estruturas reticulares (de
barras) e estados planos.

A expressdo da relagdo constitutiva foi deduzida segundo um procedimento
usual, baseado nas propriedades dos arranjos reoldgicos em série e em paralelo, e a
determinagdo das expressdes do modelo na forma incremental foi feita utilizando-se de
um procedimento puramente explicito de integracdo numérica.

No presente texto, inicialmente aborda-se a questdo da consisténcia
termodindmica dos modelos formulados via reologia e em particular daquele sugerido
em MUNAIAR NETO (1994). Esta consisténcia estd diretamente relacionada a
capacidade dos modelos, representados por fungdes matematicas e dependentes de

coeficientes determinados ateavés de observagdes experimentais, de simularem de forma
4
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coerente fendmenos fisicos. Para fins da verificagdo em questdo faz-se uma breve revisdo
das formula¢des dos modelos constitutivos empregando-se leis de conservagdo e
principios gerais da termodindmica, com base no "Meétodo do Estado Local" .

Aquele método postula a existéncia de potenciais termodindmicos e dissipativos,
cujas derivadas ddo origem as leis de estado e de fluxo, que compdem o modelo
constitutivo. E da particularizagio desse modelo ao caso unidimensional, que se verifica
se as relagdes deduzidas via reologia sdo recuperadas, o que confere a elas a chamada
"consisténcia termodinidmica".

Um outro aspecto abordado no presente trabalho refere-se a utilizagdo de
procedimentos implicitos de integragdo, os quais constituem-se em ferramenta adicional
para a analise ndo-linear fisica. Sua eficiéncia ¢ avaliada por uma comparagdo direta dos
seus resultados com os obtidos via integragdo explicita. Tal comparagdo € de interesse
uma vez que os algoritmos implicitos sendo "incondicionalmente estdveis" possuem,
a priori, uma grande vantagem em relagdo aos algoritmos explicitos, que sdo
"condicionalmente estdveis" .

Em linhas gerais, deduzem-se as formas implicitas das expressdes do modelo em
incrementos finitos, primeiramente para fins de analise unidimensional e, em seguida, faz-
se a extensdo dessas aos casos multiaxiais.

Como motivagdo para a formulagdo de modelos matematicos abordam-se, no
Capitulo 2, alguns mecanismos fisicos de deformagdo, porém, dentro do contexto da
microestrutura dos materiais. O objetivo € enfatizar alguns fendmenos que ocorrem a
nivel de microestrutura, colocando-se em destaque o defeito de linha ou discordincia,
de grande interesse nos estudos das deformagdes irreversiveis dos metais.

Introduz-se no Capitule 3, o Método do Estado Local, cujo postulado basico
menciona que o estado local de um material qualquer, num dado instante de tempo, pode
ser definido por um conjunto finito de variaveis. Adicionalmente, 0 mesmo método
admite a existéncia de potenciais (termodindmico e de dissipa¢do), os quais sdo escritos
em func¢io das mencionadas variaveis. Como o Método do Estado Local relaciona-se
diretamente com a termodindmica dos meios continuos, apresentam-se também nesse

capitulo a lei de balango de energia e a inequagdo de Clausius-Duhem:.
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Com base nos conceitos abordados nos capitulos 2 € 3, apresentam-se no
Capitulo 4, formula¢des do modelo eldstico linear e viscoeldstico linear (Kelvin e
Maxwell), destacando-se as expressdes representativas de potenciais termodinamicos
para os modelos em questio.

Analogamente, nos Capitulos 5 e 6, apresentam-se potenciais termodindmico e
de dissipacdo, agora para modelos de comportamentos pldsticos e viscopldsticos,
respectivamente. Deve-se ressaltar que as expressdes dos modelos constitutivos
resultantes, quando particularizadas a analise unidimensional, coincidem com aquelas
determinadas pela reologia dos materiais.

Uma vez que o modelo estendido apresentado em MUNAIAR NETO (1994)
consiste basicamente de uma associa¢do em série de modelos elastico, viscoelastico e
viscoplastico, a partir das verificagdes apresentadas nos capitulos 4, 5 e 6, apresenta-se,
no Capitulo 7, expressdes para os potenciais termodindmico e de dissipagdo para o
referido modelo estendido.

No Capitulo 8, determinam-se as expressdes gerais na forma incremental do
modelo estendido, com base em uma formulagdo para modelos elasto-plasticos e elasto-
viscoplasticos proposta por SIMO & HUGHES (1988).

Para tanto, utiliza-se um procedimento implicito de integra¢do numeérica na
determinagdo das expressdes de interesse, combinado com uma estratégia de “previsdo
e corre¢do” para as tensdes o qual, como sera visto no referido capitulo, tem por
objetivo a implementagio dessas expressdes em cddigos de calculo. Deve-se ressaltar
que as expressoes referentes a viscoelasticidade, ndo sugeridas em SIMO & HUGHES
(1988) e desenvolvidas no presente trabalho, seguem os mesmos moldes das
formulagdes (plastica ou viscoplastica) apresentadas naquela referéncia.

No Capitulo 9, apresenta-se o0 Método dos Elementos Finitos para a obtengio
dos deslocamentos nodais na analise de estruturas em campo unidimensional.
Apresentam-se também, nesse mesmo capitulo, a determina¢do do modulo algoritmico
tangente (correspondente a associa¢do dos trés trechos), com o objetivo de compor a
rigidez global da estrutura.

Finalmente, reunindo-se as expressdes obtidas nos capitulos 8 e 9, sugere-se um
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algoritmo para implementagdo em codigos de calculo, com referéncia ao modelo elasto-
viscoplastico. Esse algoritmo foi implementado em codigos de calculo denominados
Simab.for (analise unidimensional) e Simat.for (trelicas planas), cuja eficiéncia é
verificada com base em exemplos de aplicagio retirados de MUNAIAR NETO (1994).
Nos mesmos exemplos realiza-se uma comparagio dos resultados via procedimento
implicito com resultados da formulagdo explicita, apresentados naquela referéncia.

No Capitulo 10, desenvolve-se um estudo da precisdo da resposta numérica, a
qual esta diretamente relacionada com o tamanho do passo de tempo adotado. Estuda-se
a "dependéncia” entre resultados numéricos e a variagio do mddulo algoritmico
tangente, cuja expressdo € determinada no capitulo 9. A varia¢do da penalizagio da
rigidez € "sugerida" como critério para a escolha do tamanho adequado do passo de
tempo.

No Capitulo 11, faz-se uma generaliza¢do aos casos multiaxiais dos modelos
elasto-plastico e elasto-viscoplastico apresentados nos capitulos 8 e 9, também de
acordo com a proposta de SIMO & HUGHES (1988). Em especial, sdo estudados os
casos plano de deformagio e o tridimensional.

Tomando-se como referéncia as informagdes do capitulo 11 sdo apresentadas,
no Capitulo 12, expressdes para a viscoplasticidade perfeita e com encruamento
combinado, particularizadas para o critério de Mises. Para o equacionamento referente
a viscoelasticidade, sdo adotadas expressdes de fluxo com base nos modelos abordados
no capitulo 4 (expressdes via Lemaitre) e em SOBOTKA (1984), objetivando uma
comparagdo direta entre ambas. Para a determinagio das expressdes viscoelasticas na
forma incremental, também utiliza-se um procedimento implicito de integragdo.
Novamente, deduz-se a expressdo para a penalizag¢do da rigidez global da estrutura.

No Capitulo 13, as expressdes determinadas no capitulo 12 sdo reunidas em um
algoritmo para o modelo elasto-viscoplastico, o qual é implementado em um codigo de
célculo denominado Simap.for. Novamente, avalia-se a resposta numérica com base em
exemplos de aplicagdo retirados de MUNAIAR NETO (1994), confrontando-se
procedimentos explicito e implicito de integragdo, através de tabelas e graficos, para

comportamentos viscoplastico, viscoelastico € o combinado.
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Finalmente, no Capitulo 14, as conclusdes finais do trabalho, onde sio

comentados os principais aspectos observados com referéncia as expressdes teoricas,
para analises unidimensional e multiaxial, bem como os resultados obtidos com a

implementagdo dessas em codigos de calculo.



CAPITULO 2

A PLASTICIDADE COM BASE NA MICROESTRUTURA DOS
MATERIAIS - UMA BREVE ABORDAGEM

Os estudos a serem desenvolvidos nos capitulos que seguem, objetivam dar
continuidade aqueles ja apresentados em MUNAIAR NETQ (1994), onde foram
abordados os principais conceitos sobre a Reologia dos Materiais, bem como suas
relagBes constitutivas.

Dentro do campo da plasticidade, abordaram-se naquela referéncia diferentes
modelos, como por exemplo, o elasto-plastico perfeito onde, uma vez atingido o limite
elastico, um dado material ndo mais admite, localmente, acréscimos de tensio.

Estudou-se também um modelo de encruamento do tipo isotropo.
Adicionalmente, foi introduzida a variavel fempo nos fendomenos de plastificagdo, dando
inicio ao estudo da viscoplasticidade. Analogamente, estendeu-se os referidos estudos
a viscoelasticidade, de interesse para materiais como polimeros, borrachas, metais
submetidos a altas temperaturas, madeiras, etc. Tais estudos, no entanto, foram
realizados apenas no ambito macroscdpico, sem qualquer referéncia aos mecanismos
fisicos de deformacéo e de ruptura que justificam o modelo.

Nesse sentido, reune-se neste capitulo, uma revisdo sucinta dos mecanismos

fisicos microscopicos responsaveis pelas respostas macroscopicas elastica e
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elastoplastica, por exemplo. A revisdo restringe-se basicamente a dois materiais bastante

utilizados na engenharia civil: OS METAIS E O CONCRETO.

2.1-) METAIS OU LIGAS

Os metais ou ligas sdo materiais cujo arranjo cristalino € construido a partir de
um conjunto de 4tomos unidos através de forgas eletromagnéticas. A configuragio
atomica € estavel obedecendo a um critério de minima energia.

Uma hipotese do tipo "cristal perfeito” permite explicar os fendmenos de
deformagdo puramente eldstica e ruptura do tipo fragil (‘brittle fracture'), onde a perda
de coesdo ocorre sem a presenga de grandes deformagdes. Por outro lado, admitindo-se
a existéncia de pequenos defeitos no arranjo cristalino, LEMAITRE & CHABOCHE
(1990), torna-se possivel explicar outros fendmenos como a plastificagdo € a ruptura
ductil. Esses defeitos denominados de "defeitos nos Cristais", sio os seguintes:
® Defeitos Puntuais (localizados): insersio ou substituigdo de um atomo em um ponto
qualquer do cristal,
® Defeitos de Superficie: separagio de superficie entre cristais que possuem orientagio
ou natureza diferentes;
® Defeitos de Coesdo: defeitos de superficie que ddo origem a microfissuras;
® Defeitos de Linha (ou discordincia): defeito geométrico no arranjo atémico

podendo se apresentar ao longo de um ou mais alinhamentos.

Dos defeitos anteriomente apresentados, o Defeito de Linha é o de maior
interesse no presente trabalho, pois caracteriza-se como o principal responsavel pela
ocorréncia da plasticidade nos metais. Para um melhor entendimento deste defeito,
imagina-se uma estrutura atdmica regular, como ilustrado na figura 2.1a.

Quando as forgas eletromagnéticas sdo superadas pelo efeito de forgas externas
de cisalhamento, pode ocorrer um escorregamento entre blocos de cristal, gerando uma

nova configurag@o atOmica estavel, porém irregular que apresenta um defeito de linha.



A figura 2.1b ilustra o fendmeno da discordincia.

Defeito de Linha
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Figura 2.1 -~ Esquematizacio do Fendmeno da Discordincia

Apesar da figura 2.1b apresentar a formag¢do de apenas um alinhamento
defeituoso de atomos, ¢ perfeitamente possivel a ocorréncia de varios alinhamentos
defeituosos em toda uma estrutura de cristais. Ainda, uma vez ocorrido o fendmeno da
discordancia, a configuraco atOmica inicial ndo sera mais recuperada, o que caracteriza
um mecanismo de movimento atomico irreversivel, responsavel pelos processos

macroscopicos de deformagdo plastica ou permanente.

2.1.1-) Mecanismos de Deformacio

A movimentagado relativa dos atomos decorrente de uma solicitagdo aplicada
permite caracterizar os tipos de deformagio para uma dada tensdo aplicada:
® Deformacdo Eldstica: Decorre do movimento reversivel de atomos. Uma vez
retirado o carregamento aplicado recupera-se a configuragio atdmica inicial. Admite-se
ainda a existéncia de um limite elastico, abaixo do qual toda e qualquer varia¢do nos
niveis de tensdo provocara apenas variagdes nas deformagdes elasticas. Este limite
elastico, a partir de uma configuragio inicial, é caracterizado pela tensdo de escoamento

0,, determinando uma fronteira entre a elasticidade e a plasticidade;
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@ Deformacdo Plistica (ou Viscoplastica): O fendmeno responsavel ocorre ao nivel
de movimentacgo do arranjo cristalino. Decorre do movimento irreversivel de linhas de
discordancias, sendo evidenciado quando do descarregamento.

Ressalta-se ainda o caso da plastificagdo com encruamento, caracterizada pelo
aumento da densidade de discordancias. Esse aumento de densidade ¢ causado pela
presenga de um outro tipo de defeito, formando barreiras que impedem a livre

movimentagdo de linhas de discordancias.

2.1.2-) Mecanismos de Ruptura (ou fratura)

Diferentemente do que ocorre com as deformagdes elasticas (nivel atdmico) e
plasticas (nivel cristalino), quando a coesdo do material permanece inalterada, no
mecanismo de fraturamento a coesdo por defini¢do é totalmente destruida, criando-se
superficies de descontinuidade dentro do material. O fraturamento pode ser definido
basicamente por:
® Ruptura Fragil ('Brittle Fracture'): Ocorréncia de ruptura imediata com quebra das
ligagdes interatdmicas, sem plastificagdo. Este fendmeno ¢ influenciado pela presenca
de defeitos na estrutura atdmica do material ou imperfei¢des acidentais na geometria da
estrutura (vazios), que resultam em concentragdo de tensdes responsavel pelo inicio do
processo. Esse tipo de ruptura se da com pequenas deformagdes.
® Ruptura Dictil ('Ductile Fracture'): Ao contrario da anterior, a ruptura dactil vem
acompanhada de grandes deformagdes, em geral, tendo origem também em defeitos no

arranjo cristalino.

Deve-se ressaltar que, dependendo da densidade desses defeitos, as grandes
deformagdes (geralmente plasticas) podem ser ou ndo significativas. Em outras palavras
é possivel admitir, para um dado material em um instante qualquer, que a ruptura se da

por uma combinagdo dos tipos basicos de ruptura: frdgil e dictil.
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2.2-) O CONCRETO - UMA BREVE ABORDAGEM

® Composicio Basica do Material ¢ Mecanismos de Deformacio e Ruptura

O concreto, diferente dos metais e ligas, € um material granular cuja composi¢ao
resulta de uma mistura de cimento, agua e agregados.

As microfissuras iniciais no concreto, que ocorrem em consequéncia dos
processos de hidrata¢do e cura, por exemplo, antes mesmo da aplicagdo de qualquer
carregamento externo, proporcionam uma concentragdo de tensdes, e sua consequente
propagagio, quando de uma situagio de carregamento, leva a ruptura do material.

Na grande maioria das vezes, o crescimento ou propagacdo dessas microfissuras
ocorre rapidamente em fungdo do tipo ou magnitude do carregamento aplicado,
podendo-se entdo admitir a ocorréncia da superposi¢do de mecanismos de deformagdo
plastica ou permanente e ruptura brusca.

Para carregamentos que superam o limite eldstico do material, as microfissuras
crescem ao longo da superficie de contato entre o agregado gratdo e a pasta. A medida
que o carregamento aumenta de intensidade, essas fissuras abandonam o perimetro dos
agregados e propagam-se na pasta podendo ocorrer o escorregamento entre agregados
ou mesmo entre cristais dentro dos agregados (escorregamento intragranular). Ambos
os fatores contribuem para o aparecimento de deformagGes irreversiveis ou plasticas.

Deve-se ressaltar, no entanto, que apesar da deformacdo plastica constituir um
fator importante na analise e simulagdo de ruptura do concreto, o fendmeno
preponderante é a perda de coesdio com evolugdo gradual do processo de
microfissuragdo interna no material. Nesse caso, em lugar de se aplicar a teoria da
plasticidade, pode-se modelar o fendmeno em questdo utilizando-se a Mecdnica do

Dano.
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CAPITULO 3

OS PRINCIPIOS GERAIS DA TERMODINAMICA E O
METODO DO ESTADO LOCAL

O estudo desenvolvido no capitulo 2 indica que os modelos constitutivos para
analise macroscoOpica devem levar em conta fendmenos que ocorrem na microestrutura.
Em algumas situagdes diferentes fendmenos apresentam diferentes graus de acoplamento
que podem estar considerados nos modelos de acordo com o tipo de analise.

Um procedimento geral para a formulagio consistente de modelos constitutivos,
de modo a incluir fendmenos de interesse, deriva da aplicagdo do Método do Estado
Local, dentro da termodindmica dos meios continuos.

Segundo aquele método, o estado do material é definido, num certo instante, por
um conjunto finito de variaveis, divididas entre observaveis e internas. O método postula
a existéncia de dois potenciais: um termodindmico e um dissipativo.

Pelo potencial termodindmico, obtém-se as leis de estado que permitem definir
as variaveis associadas as variaveis de estado. Por outro lado, do potencial dissipativo
obtém-se as leis complementares ou de evolugdo das variaveis internas, associadas a

processos irreversiveis, como por exemplo, a evolugdo das deformagdes plasticas.
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Nos itens que seguem, apresentam-se a primeira e segunda leis da termodindmica

(balango de energia e entropia, respectivamente), a inequagdo de Clausius-Duhem e

alguns fundamentos do Método do Estado Local.

3.1-) PRIMEIRA LEI DA TERMODINAMICA - BALANCO DE ENERGIA

Considere-se num instante t um dominio de volume V e de contorno dV,

ocupado por um material qualquer. A primeira lei exprime a seguinte relagdo de balango:

d d 1
—(E+K )= P+Q » — er—v.v) dV = f.v+ dvs t.v-q. ds
4 (BK) - B0 dt£ ple—v.v) [ (£.ovr) avf (t.v-g.n)

v v

sendo que
1
E-{pedv Kc-ngPV-VdV ( 3.1a,b )
Q.frdv-fq.nds ( 3.1c )
14 2%

onde e ¢ a energia interna especifica por unidade de massa, r ¢ a densidade volumétrica
de calor induzido em V por irradiagio ¢ -q o fluxo de calor recebido por condugdo (de
fora p/ dentro).

Com vistas 2 uma forma local da primeira lei, reescreve-se a expressdo da
poténcia das cargas externas, na forma P=P,-P; (axioma do equilibrio), LEMAITRE
& CHABOCHE (1990), onde P, é a taxa de energia cinematica e P; a poténcia virtual

das forcas internas. Com referéncia a P, e P, escrevem-se:

dK
d1 pv.v dV - <
dt 2 . dt

P, -fpa.v av -

v

P, --[ 0.0 av
v
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onde D, é o tensor taxa de deformagdo. Portanto, reescreve-se a primeira lei, tal que

de dK, dK, dE
+ - - P, o+ - - - P 3.23.
dt  dt dt T ac "9 b ( ’
Ainda, pelo teorema da divergéncia
Q-frdv-fq.ndS-frdV-fdvg(q) dv ( 3.2b )
v :i% v v

e com a substitui¢do de 3.2b em 3.2a, chega-se a

dit-fype dv-io.D, dV+£rdV-£dvg(q) dv

Assim, escreve-se a primeira lei da termodinamica, na forma local:

d
p-a% - C.D + r-dvgl(q) ( 3.3a )

ou admitindo-se pequenas deformagdes

p€ - 0.€ + r - dvg(q) ( 3.3b )

A expressio 3.3b, refere-se a uma "interconvertibilidade entre trabalho e
calor”. No entanto, essa igualdade ndo impde restrigdes sobre o sentido da troca, ou
seja, é possivel admitir para uma mesma variagdo de energia total, trabalho produzindo
calor e vice-versa. A segunda lei da termodinamica, apresentada a seguir, impde uma

restrigdo para o sentido desta troca.
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3.2-) SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA (ENTROPIA) E INEQUACAO
DE CLAUSIUS-DUHEM

Tnicialmente, introduzem-se duas novas variaveis: a temperatura T, representada
por um campo escalar de valores positivos e definidos a cada instante t em V, € a

entropia S do sistema, definida por:

S - f pS dV ( 3 . 4 a )
v
onde s ¢ a entropia especifica por unidade de massa.
A segunda lei exprime que a taxa de produgdo interna de entropia € sempre igual

ou maior & taxa de entropia associada a transmissdo de calor. Expressa-se o segundo

principio na forma:

ds r q.n
== > — dv - —— ds
dt fy T afv T ( 3.4b )

Na expressio anterior, a igualdade vale para processos reversiveis e a
desigualdade para processos irreversiveis. Para a obten¢@o da forma local da segunda
lei, aplica-se primeiramente o teorema da divergéncia, permitindo-se passar, em (3.4b),

da integral de superficie a integral de volume:

f—%n ds.£dvg(%) dv ( 3.4c )

v
Substituindo-se 3.4a e 3.4c em 3.4b, obtém-se

ds
dt

r

g, .t
P dVg(T) 7

f

dvz0 ( 3.5 )
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A inequagio apresentada em 3.5 ¢ valida para qualquer regiio V do meio

material, de modo que sua forma local, resulta expressa por

g, £
[oY:4 dvg(T) TzO ( 3.6 )

No entanto, € possivel obter uma inequagido mais abrangente, que contenha ao
mesmo tempo o primeiro e o segundo principios. Para tanto, objetivando eliminar a

variavel r, isola-se essa em 3.3a e substitui-se em 3.6, obtendo-se:

ds

pdt

q 1 de
+ d — [ — — - . +
vg ( T) T (pdt C.D « dvg(q)) 2 0 ( 3.7 )

Multiplicando-se 3.7 por T(>0) e considerando-se, da mecénica do continuo,

que

dvg(d) - dvg(qrt) . VLD g grd(T)
T T 72

chega-se a
ds de grd(t)
r— - —| +0.D-gq Z27—->-2>0 .
p( dt dt) Ty (3.8)

A inequagdo 3.8 representa a combinagdo das duas primeiras leis da

termodinamica. Introduz-se entdo uma nova quantidade, a energia especifica livre §, na

forma:

Y =-e-Ts ( 3.9 )

sendo representativa da quantidade de energia que pode ser transformada em trabalho

mecanico. Considerando-se a variagdo no tempo da energia livre, escreve-se:
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oy . de ,ds _dr ds de (dy  dr
ot dt dt dt dt dt dt dt
a expressdo 3.8, passa a ser expressa na forma
dv dr grd(T)
- +5—)} +0.D-g —— 20
P( dat ar - q T ( 3.10a )

A expressio 3.10a é denominada Inequacdo de Clausius-Duhem, e representa
uma condigdo para que todo € qualquer processo seja termodinamicamente admissivel.

Pode-se ainda, no caso de pequenas deformagdes, reescrever 3.10a na forma:

-]

G.E-p(lﬁ-&STo) -q'id—ﬂ

7 >0 ( 3.10b )

3.3-) METODO DO ESTADO LOCAL: VA RIAVEIS DE ESTADO, POTENCIAIS
DE ENERGIA LIVRE, DE DISSIPACAO, LEIS DE ESTADO E LEIS DE
FLUXO

O método do estado local postula que o estado termodindmico pode ser
completamente definido (ou conhecido), para um ponto qualquer de interesse em um
instante qualquer, desde que sejam conhecidos os valores de um certo niimero finito de
variaveis. Essas variaveis, denominadas de variaveis de estado ou termodinamicas, sao

subdivididas em variaveis observaveis e variaveis internas.



17

3.3.1-) Variaveis de Estado - Observiveis e Internas

As varidveis observdveis podem ser entendidas como sendo aquelas cujas
medi¢des sdo possiveis e diretas, como por exemplo, a temperatura T (com o uso de
termometros) e a deformagéo total € (com o uso de extensometros). Deve-se ressaltar
que:

a-) as varidveis T ¢ € estfio sempre presentes nos fendmenos de comportamento elastico,
viscoelastico, plastico, viscoplastico, de dano e fratura;

b-) Para fenomenos reversiveis, o estado depende unicamente daquelas variaveis.

Por outro lado, no caso de fendmenos dissipativos, o estado depende também
de outras variaveis, chamadas varidveis infernas, que representam Os processos
irreversiveis, como por exemplo, a plasticidade ou a viscoplasticidade que impdem o
aparecimento de €” ou ainda de e, parcelas de deformagio plastica e viscoplastica,
respectivamente. Existem ainda outros fenomenos irreversiveis de interesse tais como
o encruamento, o dano e a fratura.

Para esses, faz-se necessaria a introducdo de novas variaveis internas que
representem o estado do material e cujas medi¢Ges ndo podem ser feitas por observagdes

diretas. Para os estudos aqui realizados, essas variaveis sdo representadas pela notagio

V, V.. Ve

3.3.2-) Potencial Termodinimico e Leis de Estado

Admite-se a existéncia de um potencial termodindmico, fungdo de variaveis de
estado, a partir do qual as leis de estado podem ser obtidas. Normalmente, adota-se para

potencial termodindmico o potencial de energia especifica livre, expresso na forma:

w'w(elTIEelepIVk) ( 3.11 )
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Para o caso da plasticidade ou viscoplasticidade, a energia livre ¢ escrita somente
em fungdo da parcela elastica de deformagéo; a parcela plastica aparece indiretamente
em fungio da decomposicdo aditiva e = e°+ ¢? - €°= ¢ - e”. Assim, reescreve-se 3.11

como.

UJ-UJ[(S-E"),T,Vk] - w'w(eelTIVK) ( 3.12 )

Admitindo-se uma varia¢do no tempo da expressdo 3.12, obtém-se:

+

ot et ar v, k

W g, Wge, SWp, Ve ( 3.13 )

Substituindo-se 3.13 na desigualdade de Clausius-Duhem, e agrupando-se os
termos em comum, chega-se finalmente & expressdo geral que condiciona 0s processos

como termodinamicamente consistentes:

)f-p_iaﬂ’_v"’ _q————grdT(T) >0 ( 3.14 )
k

v,

(c—p aw).s"e+ o.eP - p(sﬁuJ

Algumas particularidades com relag@o a 3.14 podem ser abordadas:
a-) Admitindo-se uma situagdio em que a temperatura ¢ constante (6T/3t=0), uniforme

(grd[T]=0) e sem ocorréncia de deformagdes plasticas e variaveis internas, obtém-se

c-pﬁw— .geZOﬂG-pw-oﬂc-pw ( 3.15 )
oe® (i oe®

b-) Numa outra variante possivel, admitindo-se um processo com ocorréncia apenas de

variagdes térmicas, resulta
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p(5+g‘i{)fzo*3+g“1{ - s a2 ( 3.16 )

As expressdes 3.15 e 3.16 definem as leis termodinamicas de estado, onde o e
s sd30 variavels associadas as varidveis observaveis £° e T, respectivamente. Cabe

>

ressaltar ainda que:

KL ]
oe* pae pasp

G-p
e portanto o ¢ também associado as deformagdes total e plastica. Analogamente,

definem-se forgas termodinamicas associadas as variaveis internas V,, tais que

oy
A= P ( 3.17 )
k

3.3.3-) Potencial Dissipativo e as Leis Complementares

Como apresentado anteriormente, o potencial termodindmico permite relacionar
variaveis observaveis e internas com variaveis associadas, utilizando-se as leis de estado.
No entanto, o modelo constitutivo se completa somente com as leis complementares
de evolugdo das variaveis internas, relacionadas a descrigdo de processos dissipativos.

Para tanto, admite-se a existéncia de um outro potencial, agora dissipativo, que
procura relacionar a evolugdo das variaveis internas €® (ou €'?) e V, com suas associadas
-c e A,

Este potencial deve ser escrito de modo a garantir que todo processo dissipativo
seja necessariamente positivo, conforme exprime a inequagdo de Clausius-Duhem.
Admitindo-se independéncia entre processos dissipativos térmico e mecénico, a

dissipagdo pode ser expressa na forma:
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¢'¢1+¢2 (3.18a)

® -c.& .4V @, - g - -2grd(1) ( 3.18b,c )

onde @, ¢ denominada dissipago intrinsica (ou mecanica), decomposta em uma parcela
plastica e outra associada a evolugio das variaveis internas. A variavel @, é denominada
dissipag@o térmica, relacionada a transmissdo de calor.

A condigio de ndo-negatividade do processo dissipativo ¢ mantida, postulando-
se a existéncia de um potencial ¢, fungdo de variaveis de fluxo, positivo, convexo e de

valor nulo na origem, representado por:

cp-cp(e"P,‘/"’k,%) ( 3.19 )

op A op 0P

C- o
Lk v, a( 9y ( 3.20a,b,c )

Entretanto € mais conveniente obter diretamente as leis de evolugdo das variaveis
de fluxo (na forma de taxas) como fung¢éo de suas variaveis duais. O potencial dual que
permite a obtenc@o direta dessas leis resulta da aplicagdo da transformada de Legendre-
Fenchel, a qual ¢ expressa matematicamente na forma:

¢ (C,4,9) - SUPR |(G.€°-AaV - g‘—;) - (P, V) %)
&8,/ L)

( 3.20d )

O termo SUPR (supremo), apresentado por LEMAITRE & CHABOCHE
(1990), objetiva determinar a maior diferenga entre as expressdes internas aos seus

parénteses. As leis de fluxo, resultam:
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op  0¢' e ¢ q o
e V, o= — B . &
= & A pe ag ( 3.21a,b,c )

Para a expressdo 3.21a, nos estudos a serem abordados nos capitulos que
seguem, sio admitidas como hipoteses validas o fluxo de deformagdo plastica
obedecendo uma dire¢do normal a superficie de plastificagdo (contorno que define o
limite elastico do material), bem como uma correspondéncia direta do potencial
dissipativo com o critério de plastificagdo a ser adotado. Ambas as hipoteses sdo
denominadas, dentro do contexto da plasticidade classica, como regra de normalidade

e lei associativa, respectivamente.
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CAPITULO 4

MODELOQS DE COMPORTAMENTO ELASTICO:
A ELASTICIDADE LINEAR E A VISCOELASTICIDADE.

Neste capitulo ilustra-se a aplicagdo do Método do Estado Local a formulagéo
de modelos em elasticidade e viscoelasticidade. Em uma primeira etapa, é abordada a
formulagdo termodinadmica da elasticidade linear, a qual esta diretamente relacionada
a inexisténcia de parcelas residuais, apresentando somente deformag¢Ges imediatas e
reversiveis, conforme o estudo da microestrutura desenvolvido no capitulo 2.
Em uma segunda etapa, apresenta-se a formulagdo termodindmica da
viscoelasticidade, mostrando que ¢ possivel recuperar resultados originais obtidos no
ambito da reologia dos materiais. No estudo aqui desenvolvido, seré considerada apenas

a viscoelasticidade linear.

4.1-) ELASTICIDADE LINEAR
4.1.1-) Dominio de Validade e Aplicabilidade

Fisicamente as deformagdes elasticas resultam de movimentos reversiveis de

atomos, moléculas ou cristais. Nesse caso, a hipotese de pequenas deformagdes
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permanece valida e a dissipagdo de energia é admitida como nula.
No caso dos metais, o "limite elastico” € usualmente identificado pela tensdo de

escoamento do material e depende basicamente de dois fatores:
a-) A temperatura, cujo aumento provoca uma diminuigdo nesse limite, podendo chegar

a zero quando proximo da temperatura de fusdo do material.

b-) O proprio carregamento que, ao contrario da temperatura, provoca um aumento ou

variagdes consideraveis no dominio, devido a fatores bastante conhecidos como os

encruamentos is6tropo e cinematico.

4.1.2-) Formulacdo Termodindnica

Para a aplicagdo do Método do Estado Local, a temperatura T e a deformagdo
total e sdo as variaveis de estado consideradas na formulag¢do termodindmica.

Para o caso de deformagdes isotérmicas, a temperatura funciona apenas como
pardmetro do qual o modulo de elasticidade é dependente. Nesse caso, apenas a
deformagéo elastica (igual a deformagio total) permanece como variavel de estado.

Para a obteng@o de leis de estado que definem as variaveis associadas para o caso
da elasticidade isotropica linear, parte-se de um potencial termodinidmico . Esse é
definido como um invariante quadratico do tensor de deformagdes, expresso em fungio
de uma combinagio linear do quadrado do primeiro invariante €; ¢ do segundo invariante

ey, tal que:

v-Y(e) - z_lp(xs§+ dpe ) ( 4.1a )

onde e € o tensor das deformagdes (de 2a ordem), p € a massa especifica do material,
e=tr(e)=e,te te, , e~[tr(e’))/2 e "A e p" as constantes de Lamé. A variavel
associada, nesse caso, € o tensor de tensdes obtido derivando-se o potencial em 4.1a,

tal que:
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oy (e)
o¢

c-p - Ntr(e)I + 2ue ( 4.1b )

onde o € o tensor de tensdo de segunda ordem e I um tensor identidade de segunda
ordem.
A relagdo inversa que exprime & em fungdo de o pode ser obtida utilizando-se

a correspondéncia existente entre tr(e) e tr(o), expressa na forma

tr(o) =0, + c,+0, - (N + 2p)Ytr(e) + 2Atr(e) = (3N + 2p)tr(e)

e portanto

tr (o) 1-2v £y

tr(e) = -
3}\+2'|,1 E

(o) (4.2)

Com base na expressio 4.2 reescreve-se 4.1b na forma e=e(0), tal que

(o) A
€ m — - ———  _tr(o)I
2n 21 (3N+211) r(o) ( 4.3a )

De outro modo, pode-se substituir as constantes de Lamé pelas formas

VE E
" tzvy ¢ P Tae T ¢ ( 4.3b,c )

onde E ¢ o médulo de elasticidade longitudinal, G é o modulo de elasticidade transversal
e v o coeficiente de Poisson. Finalmente, substituindo-se as expressées 4.3b,c em 4.3a,

escreve-se a relagdo constitutiva na forma

O’—Etr(O’)I ( 4.4a )
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Pode-se também obter a expressio 4.4a, derivando-se um potencial dual y"(o),

de modo que e=p (3 )/ds. Para tanto, faz-se necessaria a relagdo entre tr(e?) e tr(¢?),

a qual € expressa em fun¢io de E e v, na forma

tr(e?) - ——tr(o%) - = [tr(o)]* (4.4b )
Assim, de 4.1a, resulta
1 (1+v) 2 Vv 2
IJ»'(O')"'2—p{ z tr(O’)——E[tr(O')] } ( 4.4c )

A tabela 4.1, retirada de LEMAITRE & CHABOCHE (1990), apresenta ordem
de grandeza das propriedades basicas mencionadas anteriormente para alguns dos

materiais mais utilizados na engenharia civil:

TABELA 4.1 - Propriedades Eldsticas para Alguns Materiais

Material Temp (°C) E (MPa) Poisson(v)

20 216.000 0,290

Ago Carbono XC10 200 205.000 0,300

600 170.000 0,315

Concreto 20 30.000 0,200

Granito 20 60.000 0,270

Borracha 20 2 0,500

Pinho (dir. longit.) 20 17.000 0,450

Pinho (dir. transv.) 20 1.000 0,790
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4.2-) VISCOELASTICIDADE LINEAR

Modelos viscoelasticos podem ser usados para representar a comportamento de
solidos em fung@o do tempo e sdo em geral aplicados a materiais como agos (submetidos
a altas temperaturas), polimeros diversos, madeira ¢ mesmo o concreto.

Admitindo-se apenas o comportamento viscoelastico isotérmico tém-se, ao
contrario da termoelasticidade, apenas dissipagdo intrinseca, enquanto que a térmica e
nula.

Apresenta-se neste item a formulagdo termodinamica dos modelos viscoelasticos
de Kelvin-Voigt e Maxwell , colocando-se em destaque os potenciais termodindmico e
dissipativo. Sdo obtidas também as leis de estado e as leis complementares. Deve-se
observar, no entanto, que as formulagdes aqui desenvolvidas sdo validas apenas para
materiais estdveis para os quais nio é levado em conta fendmeno como o

envelhecimento.

4.2.1-) Modelo de Kelvin-Voigt - Formulacdo Termodinimica

O modelo de Kelvin-Voigt € composto por um arranjo reoldgico formado por
uma mola de nigidez E, associada em paralelo com um amortecedor de viscosidade 7,
como ilustrado em MUNAIAR NETO (1994).

Na sua formulagdo elastica a associag@o caracteriza-se por apresentar uma
mesma deformagdo em cada um de seus elementos, enquanto que a tensdo € composta
por uma parcela elastica, correspondente a mola, e outra viscoelastica correspondente
ao amortecedor.

Na formulagdo termodinamica considera-se que a parcela elastica de tensdo €
associada a variavel de estado deformacdo, através do potencial termodindmico. Ja a
parcela viscoelastica € associada ao _fluxo de deformagdo via potencial de dissipagao.

Para o potencial termodindmico adota-se o mesmo utilizado na elasticidade linear

(item 4.1), expresso por:
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(Ae? . 4pe ) ( 4.5a )

enquanto que, para o potencial de dissipagdo adota-se uma na forma quadratica

positiva, tal que:
¢ - () - (A6, + 4n6 ¢ ) ( 4.5b )
onde 6, e 6, sdo coeficientes representativos da viscosidade.

Pelo método do estado local, a lei de estado e a variavel associada ao processo

dissipativo sdo obtidas pela derivagdo dos potenciais, obtendo-se:

Ge-piw—a—(:—)-Atr(e)I+2ue ( 4.6a )
0o (¢ o
o, = ¢a(§) - AGAtr(Eo)I + 2116“8 ( 4.6b )

Uma composigio aditiva de ambas as parcelas de tensio, permite representar o

modelo constitutivo completo de Kelvin pela expressdo:

G-0,+0,=Altr(e) « 8,tr(€)1T+2p(e + 6¢) (4.7a )

ou na forma indicial

Cuy = ME,, +0,€,08, «2p(e, +0F,) (4.7b )

Os parametros envolvidos podem ser medidos experimentalmente em ensaios de
tracdo uniaxial € tor¢do, ambos em tubos metalicos circulares. Para o ensaio de torgio,

faz-se a representacdo do mesmo com base em 4.7b, pela expressdo:
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[+
C,, = 2p (e, eusu) ( 4.8a )

de modo que, para um ensaio de fluéncia (ou "creep") onde o ,=cte e admitindo que
e(t=0)=0, a equacdo diferencial 4.8a tem como solugio
012

EIZ-E

1_6?1} ( 4.8b )

A expressdo 4.8b permite a identificagdo dos pardmetros p e 6,. Por outro lado,

o ensaio de tragio ¢ também governado pela expressdo obtida de 4.7b, tal que:

G,, = [A(1-2v) » 2ple , + [A(1-2V)8, + 2pn6 1€, ( 4.8¢c )

Para esse ensaio, sabe-se que

A(1-2V) « 2p = E A(1-2v)8, + 2p6, - 1 ( 4.8d,e )

onde E é o Modulo de elasticidade longitudinal e i o coeficiente de viscosidade do
material. Assim, reescreve-se 4.8c na forma

o, - Eg, + NE ( 4.9a )

e portanto, para o, =cte ¢ &(t=0)=0, obtém-se
(=L
g, = —[l-e 7 ( 4.9b )
E
Da expressio 4.9b, uma vez determinadas as variaveis u e 8, € possivel

determinar experimentalmente E e 1), e consequentemente A e 6,, sendo que v pode ser

obtido a partir da relagdo e,, =-ve,;.
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4.2.2-) Modelo de Maxwell - Formulagio Termodinimica

O modelo de Maxwell ¢ formado pelos mesmos elementos reologicos utilizados
no modelo de Kelvin (mola e amortecedor), porém a associagdo de ambos €, nesse caso,
em série.

Novamente, a variavel de estado escolhida permanece sendo a deformagdo total
(observavel) e sua varidvel associada é a tensdo. A decomposicdo aditiva em parcelas
eléstica e viscosa ¢é feita agora em termos de deformacio, tal que e=e®+e’ - e°=¢-¢",
sendo que a parcela viscosa pode ser entendida como uma varidvel interna.

Analogamente ao modelo de Kelvin, a decomposi¢do da deformagio total é também

utilizada na determinag¢@o de um potencial termodindmico, o qual é escrito na forma

Yo-y(e®) = Y(e-e") ( 4.10a )

sendo que a partir de sua derivagio, obtém-se

oy oy
C=pPD—" =
pae page

( 4.10b )

Como a decomposi¢io aditiva ¢ feita com referéncia a deformacdo, fica mais

conveniente trabalhar diretamente com o potencial dualizado ", expresso por:

V(o) - 2—19{12’ tr(0?) - %[tr(c)]z} ( 4.11a )

cuja derivagdo determina

O‘—Etr(G)I ( 4.11b )
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Analogamente, adota-se um potencial dissipativo ¢=¢(0), também na forma

quadratica definida positiva, onde s3o adicionadas as variaveis t, € 1, :

WV r6?) - 2 [tr(o)]? (4.12 )
ET'l ET'2

1
Q= 9(0) '—2-

cuja derivada resulta em

g .ple0) IV, N oevr ( 4.13 )

dc ET ET;,

onde 7, € 7, sdo varidveis que também caracterizam a viscosidade do material.

Finalmente, obtém-se a relaggio constitutiva do modelo de Maxwell superpondo-
se as parcelas de deformagdes elastica (expresséo 4.11b) em taxas e viscosa (expressdo
4.13):

gofe, &, 1*V[6+ ")--\i(tr(c?w tr(o))r ( 4.14a )
E T E T
1 2
ou na forma indicial
o 1ev Oy \Y O i
€ 3 [dij * r') - ‘E[dkk* - 3, ( 4.14b )
1 2

Uma particularizagédo de 4.14a (ou 4.14b) ao caso da tragdo uniaxial, permite

reescreve-la na forma:

o 4 1+v Vv
S'E‘[ ] )c ( 4.15a )
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No entanto, como mencionado em LEMAITRE & CHABOCHE (1990), o

termo dentro do parenteses da expressdo 4.15a é admitido igual a 1/1. Nesse caso,

recsCreve-se €ssa mesma expressﬁo na forma

g"._+% ( 4.15b )

Para o ensaio de creep, onde a tensdo aplicada é constante, e admitindo-se que

e(t=0)=o/E, chega-se uma relagio constitutiva final, expressa por:

]

o)
g(t)..IT _— ( 4.15¢c )

E possivel notar que as expressdes 4.15a,b,c representam o comportamento de
um modelo denominado "fluido"”, para o qual uma situagdo de equilibrio jamais
ocorrera, pois apesar da deformagdo da mola ser finita, 0 amortecedor se deformara

indefinidamente.
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CAPITULO 5

MODELOS DE COMPORTAMENTO PLASTICO - PERFEITO E
COM ENCRUAMENTOS ISOTROPO E CINEMATICO

A teoria da plasticidade procura reproduzir matematicamente a existéncia de
deformagdes irreversiveis, partindo de modelos tais como o rigido pldstico, o elasto-
Pplastico perfeito e o elasto-pldstico com encruamento.

Quanto aos processos de encruamento, apesar de quase sempre gerarem
anisotropia, podem ser admitidos modelos isotropicos com boa aproximagio nos casos
de carregamentos proporcionais.

Neste capitulo demonstra-se como os modelos classicos em elastoplasticidade

podem ser recuperados via Método do Estado Local.

5.1-) DOMINIO DE VALIDADE E SUA APLICABILIDADE

Como ja mencionado, a teoria da plasticidade procura simular matematicamente
as deformagdes irreversiveis imediatas. Aplica-se de modo direto aos metais quando os
mecanismos de deformag@o estdo relacionados com os movimentos de discordancias,
sem influéncia da viscosidade. Seu dominio de validade deve ser limitado pelas seguintes

condigdes:
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a-) consideragdo de baixas temperaturas (limitada a 1/4 da temperatura de fuséo);

b-) carregamentos sem danificagdo.

Para outros materiais como os polimeros e madeira, as deformagdes irreversiveis
sdo modeladas de forma mais adequada pela viscoplasticidade, objeto de estudo no
proximo capitulo. Deve-se observar que a viscoplasticidade pode também ser aplicada
aos metais, quando esses estdo sujeitos a altas temperaturas.

Para o concreto, as deformagdes irreversiveis estdo diretamente relacionadas a
propaga¢do das microfissuras e cavidades inerentes do processo de hidratagdo. Como
ja mencionado anteriormente, esse material pode ser representado por modelos
matematicos mais coerentes que admitem o acoplamento entre elasticidade e mecénica

do dano.

5.2-) ELEMENTOS DA TEORIA DA PLASTICIDADE

5.2.1-) Caracteristicas do Modelo Uniaxial

O modelo uniaxial contém dois aspectos basicos do fenémeno em questdo: os
regimes elastico e plastico (com ou sem encruamento).

O regime elastico € caracterizado por um certo intervalo de tensdes;, havendo
evolugdo das deformagdes permanentes, as tensGes existentes para um certo nivel de
carregamento encontram-se nos limites daquele intervalo.

Outra hipotese importante é sobre o desacoplamento entre efeitos elastico e
plastico, de modo que a deformagio total pode ser dividida em parcelas elastica ou

reversivel (£°) e plastica ou irreversivel (e?). Portanto, escreve-se:

€ =g, gP ( 5.1 )
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O fluxo plastico, de/dt, pode ocorrer sem encruamento, isto €, tensdo constante
sem alteragdo dos limites do regime elastico ou com encruamento, onde a tensdo de

escoamento ¢ o limite elastico sd3o variaveis.

Ressalta-se que o fendmeno de encruamento esta fisicamente relacionado com
o aumento da densidade de discordancias, motivado por alguns defeitos a nivel da
microestrutura cristalina. Como consequéncia desse processo, novos incrementos nas
deformagdes s6 podem ocorrer as custas de incrementos nos niveis atuais de tensdes.

Justificada por observagdes experimentais, uma lei de encruamento que fornece

os novos limites do regime elastico, pode ser expressa na forma:

fmm )

cjs-cjy+1<yePMy ( 5.2 )

de onde resulta, (imediatamente):

ep (s "y ( 5.3 )

onde o € o limite elastico inicial, K, € o coeficiente de resisténcia plastica e M, € o
expoente de endurecimento, todos determinados em ensaios experimentais. O simbolo
< > relaciona-se a condi¢do de positividade, isto é: <x>=x, se x>0 e <x>=0, se x<0.
Portanto, € possivel afirmar que:

a-) Para solido elasto-plastico perfeito, onde o contorno ¢,=a,, tanto para o caso de
tragcdo quanto para compressdo, a relagdo constitutiva € expressa por:

se: [o| <o,=0, ~ e=¢e°=0/E

se. [o| =0,=0, ~ e=e°t¢ef

b-) Para os solidos elasto-pldsticos com encruamento apenas isotropo, a relagdo passa

a ser a seguinte:
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£ = g%, gP ( 5.4 )

i0'| -0 W

g® S\ sin (o) ( 5.5 e 5.6 )

]
m|Q
mMm
o]
L<

c-) Para os solidos rigido-plasticos com encruamento, as deformagdes elasticas sdo

desconsideradas, reduzindo-se o modelo em questdo a relagio:

¢ . gP . [%)Mzsin(c) (5.7 )

onde K, e M, sdo coeficientes também determinados com base em um ajuste entre

modelo tedrico e resultados experimentais.

Apresenta-se a seguir, uma tabela retirada de LEMAITRE & CHABOCHE
(1990), contendo valores dos paridmetros envolvidos nas expressdes 5.3, 5.6 € 5.7, para

alguns materiais:

Tabela 5.1 - Caracteristicas Pldsticas dos Materiais
Material e Temperatura Carregamento Monotonico
Tipo do Material T oy M, K, M, K,
C) | (MPa)

A¢o 35 NCD 16 20 1200 10.5 2990 3.1 3340
Liga IN 100 20 650 33.0 960 5.6 655
Liga IN 100 700 600 18.0 1150 6.8 354
LigaTA6V 350 300 10.2 940 4.3 884

Aga INCO 718 552 500 =12.2 1657 52 1658=
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5.2.2-) Critérios de Plastificacdo

Diferentemente da analise uniaxial, onde o dominio elastico ¢ determinado pela
tensdo de escoamento e um contorno plastico (ou limite elastico), na analise multiaxial
esse dominio passa a ser determinado por critérios, os quais ddo origem a superficies de
plastificagdo. Dentro da regido limitada por essa superficie, toda e qualquer variagdo nos
niveis de tensdo provocara apenas variagdo na deformagio elastica.

Os critérios podem ser escritos em fungdo das componentes dos tensores de
tensdes e das varidveis de encruamento, na forma de variaveis escalares (o,). Deste

modo, um critério pode ser expresso por:

£(0,,,0,) - 0 ( 5.8a )

ou ainda, como fungfo dos invariantes de tensdo

f-f£(0,,0,,/0,,,,0,) =0 ( 5.8b )

Nos metais, observa-se a ocorréncia da deformagio plastica sem variagdo
volumétrica, bem como o limite de escoamento independente das tensGes hidrostaticas.
Para esses materiais, € possivel considerar apenas a contribuigio da parte desviadora do
tensor de tensdes, e portanto, em termos dos invariantes de o', representados pelas

variaveis s;; e s, reescreve-se 5.8b na forma

£(s;;48;;;70,) =0 ({ 5.8¢c )

w|r

5i = 5trlo’) Sy = =tr(c”) ( 5.8d,e )

No que segue, apresentam-se de forma bastante sucinta, dois critérios bastante

utilizados no estudo da plasticidade.
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® Critério de Von Mises

Para Mises, o critério da plastificagdo esta baseado na "Energia Cisalhante

Elastica" ou de "Distor¢do". O critério é expresso na forma

£(5;,40,) = Srr -

6 -0 ( 5.9 )

w|r

ou ainda, sabendo que o,,= [(3/2) 0" 0'[’’, reescreve-se

f-ceq-os-o ( 5.9b )

A expressdo geral do critério de Von Mises pode ser explicitada na forma

[(0,0,)%(0,0,)%(0,-0,)%+ 6(0% +0°, +0%)1-02-0 ( 5.9¢ )

Xy vz xz

o

ou, no espago das tensdes principais

1
2

0,-0,)%(0,-0,)%(0,-0,)?]1 % - 0_=0 ( 5.9d )

1
— [ R
V2

O critério de Mises, no espago das tensdes principais, € representado
geometricamente por um cilindro de eixo igualmente inclinado com relagio ao sistema

de referéncia (0,,0,,0,) e raio R=(2/3)**a,, como ilustrado na figura 5.1.

® Critério de Tresca
No critério de Tresca, a plastificacdo estd associada a maxima tensdo de

cisalhamento. O critério €, nesse caso, eXpresso por:

f-f(0) - ileSX (lo, - o, ( 5.10a )
2 1*5

e em termos dos invariantes sy, e s;;, reescreve-se
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£(8,,18,;,) =48} -27s2 - 90°s2 .+ 60's - 0%.0 ( 5.10b )

II IIr s I s II s

O critério de Tresca, no espago das tensdes principais, é representado
geometricamente por um prisma de base hexagonal regular ¢ seu eixo também ¢
igualmente inclinado com relagdo ao seu sistema de referéncia, como ilustrado na figura
5.2a. Na figura 5.2b, ilustra-se uma superposigdo das proje¢des de ambos os critérios,
mostrando que o prisma esta inscrito no cilindro, o que permite caracterizar o critério

de Mises como uma regularizagdo do de Tresca.

G (o) (v}

Figura 5.1 - Representagdo Geométrica do Crit. de Mises
fa): Tridimensional e {b): Plano Desviador (ou I1z1)

Figura 5.2 - Representag¢do Geométrica do Crit. de Tresca
{a): Tridimensional e (b) : Plano Desviador (ou i)
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5.3-) LEIS CONSTITUTIVAS VIA POTENCIAIS TERMODINAMICO E
DISSIPATIVO

A elaboragio das leis constitutivas baseia-se novamente na decomposic¢do aditiva
em parcelas elastica e plastica, bem como na consideragdo de pequenas deformagdes.

Desse modo, a deformag@o plastica pode ser escrita na forma:

gP . g - g*®

5.3.1-) Potencial Termodinimico - Escolha das varidveis

Analogamente a elasticidade, escolhem-se aqui "&£ e T" como variaveis

observaveis e £” e ¥, como internas, o0 que permite escrever o potencial termodinadmico

na forma:

UJ-UI(€e,T,Vk) 'w(S'SPITIVk) ( 5-11a )

do qual obtém-se o tensor de tensGes e a entropia especifica pelas leis de estado

:2;& s - -;—N;, ( 5.11b,c )

c-p

A inequagdo de Clausius-Duhem, passa a ser reescrita na forma

o . o

Op 1
—)V - =q.grd(T 0
avk) kT 99T (T) > { 5.114d )

o.8° - p|

A representagdo do encruamento do material € feita por meio das variaveis

internas do conjunto V,, podendo ser adotada para o encruamento isdtropo, a forma:
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ro| =

do ( 5.12 )

‘ 2 op op
p-“;e (0) .7 (0)

onde p ¢ a deformagdo plastica total ou acumulada. A figura 5.3 ilustra graficamente o
encruamento isotropo, cuja caracteristica principal € a expansio do dominio elastico sem

mudanga na origem do sistema de referéncia.

sup._amplieda ; 4
i ™ {
sup inicind i
Sup inic N 3 i
N N e o e — =
e . nd
N F AR 2 S | S
S TN i
o ! N '
. i N \ i
4 A i
[ | C '
- X ' \ i
N >
i AT | ¢ ¥
v ~ ;| / <
X (F=0} \'\_\ / |
X . PN ib)
- N - ~.
~
a, ~ i A,
(a)

Figura 5.3 - Representacdo Grafica do Encr. Isétropo
[LEMAITRE & CHABOCHE (199%0)]

Adiciona-se a p a variavel interna «. representativa do encruamento cinematico,

que apresenta uma translagio do dominio elastico sem expansdo desse, como ilustrado

na figura 5 .4.
. 7
sup. transiadada + 4
. | SR e
‘\\ %/'/ . T o I
sup _inicial A AN ¥ 1
e 7 A — i
\\//__r"\f,m;,..\,_ T e V_V}A_
[} i ~ \
! } ‘\;f\—» ~b~‘~>‘- » - - »—----‘X
\ ) x |
HE \
r' \ i \ / T
LONAL A e
B NN 4 ¢ i P
- ~._ "~ e ‘v)
-~ el
=0T (6)
,-/ - N
g, 'y - g,
(o)

Figura 5.4 - Representag¢do Grafica do Encr. Cinematico
[LEMATTRE & CHABOCHE (198%0)]



41

Uma vez que a resposta elastica (rigidez observada no descarregamento) ndo é
afetada diretamente pela plastificagiio, é possivel desacoplar o potencial em uma parcela

elastica e uma parcela plastica, na forma:

Vv (e5T) « U (pyat, T) (5.13a )
oy oV
R-Da—p X-Da- ( 5.13b,c )

onde, R (vide figura 5.3) é a variavel associada ao encruamento isétropo, representativa
do 'tamanho' do dominio elastico no espago das tensdes e X (vide figura 5.4) ¢ a variavel
associada ao encruamento cinematico, representativa da posigio do centro daquele
dominio no mesmo espago.

Por outro lado, imaginando-se que de/dt, dp/dt e da./ot sdo independentes de
grd(T), a dissipagdo também pode ser separada em uma parcela referente a energia
dissipada em fungdo da plastificagio e em uma parcela de dissipagfio térmica. Nesse
caso, a inequagdo de Clausius-Duhem passa a ser reescrita em parcelas intrinsica e

térmica, nas formas:

o 1
¢;- c.8? - R.F-x.d >0 ;- -(—T)q.grd(T) >0

5.3.2-) Potencial de Dissipagio
O potencial de dissipagdo permite obter as leis constitutivas ou de fluxo, das

variaveis internas adotadas. Este potencial pode ser escrito em fungdo das variaveis

associadas e representado por:

¢ -9 (0,RX;T) ( 5.14a )
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Em uma primeira analise, visando a identificacdo da lei de fluxo para a
deformagio plastica admite-se valida uma regra de associatividade, ou seja, toma-se para
o potencial de dissipagio ¢" uma dada fungdio f representativa de um critério de
plastificagdo. A lei de fluxo resulta coerente com uma regra de normalidade, isto €, o

fluxo de deformacdo tem diregdo normal & superficie de plastificagdo. Nesse caso,

€SCreve-se:

L il ( 5.15a )

A expressdo 5.15a consiste em uma forma classica da plasticidade. Nessa,
aparece o parametro A, denominado multiplicador plastico. Em caracter complementar,
as variaveis representativas dos encruamentos isotropo e cinematico, resultam escritas,

respectivamente, nas formas

g- R d - R ( 5.15b,c )

Nos capitulos 8 e 12, com base em SIMO & HUGHES (1988), onde serdo
estudadas expressdes de fluxo para implementagdo em codigos de calculo, faz-se a
determinagdo tanto da expressdo geral para 4 (na forma de taxa), quanto para of/do,
porém, utilizando-se uma notagdo mais conveniente para o desenvolvimento das

expressdes de interesse.
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CAPITULO 6
—

MODELOS DE COMPORTAMENTO VISCOPLASTICO:PERFEITO
E COM ENCRUAMENTOS ISOTROPO E CINEMATICO

Como uma extensdo da plasticidade, a viscoplasticidade considera que a
evolugdo das deformagdes irreversiveis se da ndo de forma imediata, mas ao longo do
tempo. Dentre as diversas maneiras de se estudar fendmenos dependentes do tempo,
podem ser citados o ensaio de "Fluéncia", caracterizado por deformacgdes crescentes
a tensdo constante e o ensaio de "Relaxagdo”, caracterizado por tensdes decrescentes
a deformagio constante.

Neste capitulo, num regime de pequenas deformagdes, sio apresentados
potenciais termodinénico e dissipativo, bem como a determinacéo das leis de estado e

leis complementares, com vistas aos modelos viscoplasticos.

6.1-) DOMINIO DE VALIDADE E APLICABILIDADE

Como ja mencionado, a viscoplasticidade permite simular fendmenos
dependentes do tempo os quais, nos metais, sio dependentes da temperatura, quando
a mesma atinje valores da ordem de 1/3 da temperatura de fusdo do material. Ressalta-
se, no entanto, o caso de algumas ligas metalicas cuja temperatura de fusdo ¢ da ordem

de 1127°C e que apresentam comportamento visCOSO mesmo para temperaturas
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ambiente da ordem de 27°C. Outros materiais como polimeros e madeiras, podem ser
modelados com base na viscoplasticidade, independentemente de eventuais variagdes

térmicas.

6.2-) RELACOES CONSTITUTIVAS PARA VISCOPLASTICIDADE VIA
POTENCIAIS TERMODINAMICO E DISSIPATIVO

Apresentam-se a seguir as leis gerais para os casos da viscoplasticidade com
encruamento 1s4tropo, com encruamento cinematico e o combinado isétropo/cinematico.
Em cada caso, apresentam-se a formulagdo constitutiva do modelo e uma

particularizagdo a analise unidimensional.

6.2.1-) Formula¢do Multiaxial para Viscoplasticidade com Encruamento

do Tipo Isotropo

O potencial termodinamico, representado pela energia livre, pode ser expresso
em fungdo de varidveis "¢° e T" e da variavel interna "r", representativa do

encruamento is6tropo:
Y -Uy(es T, r) -we(Ee,T) + ¥ (r,T) ({ 6.1a )

vp

Para o potencial de dissipagido na forma dualizada, onde T e r sdo paridmetros,

escreve-se a fungio:

@ =-¢(0,R;T, )

Admitindo novamente a plasticidade incompressivel e isotropia do material, é

possivel reescrever o potencial dissipativo em termos dos invariantes J; e J;, tal que:
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¢ - ¢'[J,(0),J,(0),R; T, r] ( 6.1b )

cuja particularizagdo para o critério de Mises, resulta em

(P'-CP‘(Geq,R;T,r) ( 6.1c )

Admitindo-se ainda a existéncia de um limite elastico inicial representado por k,

o potencial viscoplastico representa-se na forma:

¢ -Q-Q(o, -R-k;T, 1) ( 6.1d )

Portanto, sdo validas as equagbes de fluxo:

"% "3 o "2 FPo ( 6.2a )
eqg ~eq

B ( 6.2b )

onde, da viscoplasticidade classica, a deformagdo viscoplastica acumulada (ou
equivalente) € escrita por

1
£P g2 ( 6.2¢c )

p-

wlr

Em LEMAITRE & CHABOCHE (1990), propdem-se expressdes para os

potenciais ¢ e £, as quais derivam de observagdes experimentais:

K O _-R-k ¥
Q-0 o« 2 (< )
P N +1 K

{ 6.3a )
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1} ( 6.3b )

onde k, K, N, O, Q, e b, sio coeficientes experimentais de calibra¢io, diretamente

dependentes da temperatura.

Derivando-se parcialmente a expressdo 6.3a com relagio a o, obtém-se a

expressdo de fluxo viscoplastico:

N
- N NI LR FE Y
00 Na-a-l a Ka Ka 2 Geq
v O’ - R - k Nl r ’
gr . 3( e y' 9 3p0 ( 6.3¢c )
K c 27 o
a eq eq

Quanto a variavel do encruamento isotropo, com base em 6.3c, escreve-se

1 _ _ N
g ooy 7 (Ceq W R~ Ky

K

£-p-( ( 6.3d )

w|~

Uma expressdo para R, obtida a partir da derivada parcial de 6.3b com relagdo

a p, é formada por um termo linear e um exponencial, tal que:

ov,
R-p app-Q1p+Q2[l-e"’P] ( 6.3e )

Fazendo uma particularizagdo de 6.3¢ a analise uniaxial, onde o,,=J,=0, p=¢"

e 0'=20/3, obtém-se:

go (O - R(E™P) - ke ( 6.4a )
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ou ainda, com o devido rearranjo:

(=)
G- Lk« R(e®)] .+ [K, €7 ") (6.4b )

A tensdo o ¢ composta por uma parcela de encruamento e uma parcela
usualmente denominada de tensdo viscosa. A lei assim obtida é do tipo aditiva.

Finalmente, 6.3e pode ser escrita na forma particularizada:

R(e™P) = Q€. Q[1 - e ®e™] ( 6.4c )

A dissipag@o intrinsica (ou mecénica) pode ser representada na forma:

® -0.87 R ( 6.5a )

1

podendo se explicitada, com base em 6.2a e b, obtendo-se:

3 o’ o 3 oo
d -0c.= - Rp = — - RD = O -R
! 2§ceq P32 cseqp? g - P (0, - R)

2 ® -pB(o, - R-k) + kP ( 6.5b )

Garante-se que @, > 0, pois admitindo-se que o,, - R - k < 0, tém-se que
dp/ot=0 e, portanto, ®, = 0. Por outro lado, se 0. - R -k >0, tém-se que dp/ot>0 e,

portanto, @, > 0, uma vez que k é sempre positivo.

® DOMINIO DE VALIDADE

Em LEMAITRE & CHABOCHE (1990), sio também propostos potenciais dos

quais derivam leis constitutivas do tipo multiplicativa. E possivel afirmar que ambas
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(aditiva e multiplicativa) possibilitam ajustar satisfatoriamente os resultados obtidos em
ensaios de laboratorio para encruamento isotropo.

Como ilustragdo, a figura 6.2 retirada daquela referéncia, apresenta uma
comparagdo dessas leis (aditiva e multiplicativa) com relagio aos resultados

experimentais de ensaios de fluéncia, para uma liga IN 100 submetida & uma

temperatura de 1000°C.
VP (%) e experimental
A - aditiva
D41 -—""7""7- roTTTos TTTT AT T T T T TN
i | o 1
t <] t i
{ o 1
g= 2391 MPa ;’ ?v : :
0.3 [~ " """ gm T e IR T o B
1 © L J 1 !
e ) 1 1 l
[ i i 1 !
(- B t 1 [
. i { ¢ 1
0‘2 k- TP A i e . - - ~ =
i 1 t i
i i i i
i i i i
H i 1 i
i i 1 i
0.1 S S U | S -
: G=,137 MPa] a
o ”_L”ﬂ.wawﬁ
{ i
: ; { 4 : >
0 100 200 300 400 tempo (s)

Figura 6.1 - Leis Aditiva e Multiplicativa para o Creep

Vale ressaltar que para R(e”), admitido como saturado (Q,=0 e &'~ «), o
modelo representativo da lei aditiva permite um descrigdo satisfatoria do creep

secundario, pela equagio:

R(SVP) - Qlevp . Qz[l _ e-(be"l’)] o 92 N E"VP _(
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6.2.2-) Formulagcdo Multiaxial para Viscoplasticidade com Encruamento

do Tipo Cinemdtico Linear

Correspondente a uma translagdo do dominio elastico no espago das tensdes
(para ocorréncia de um fluxo viscoplastico), esse encruamento é representado pela
variavel interna (tensorial) a., cuja for¢a termodindmica associada € X.

Os potenciais termodindmico e dissipativo, escritos como fungio do invariante

J, (novamente a influéncia de J; é negligenciada), escrevem-se nas formas:

YW, U, -, e 22020 -y, .

1
ca .o .
op 2 O ( 6.6a )

3p

K J (0-X) - k Myl
Q-0 JZ(O—X)-k;T]- 2 { 2(0%) )b

Nb+l K,

( 6.6b )

onde os coeficientes k, K, ,N, e C, sdo também diretamente dependentes da temperatura.

Ainda, define-se

1
J,(0-X) - {-;i(c'-xw.(c'-x')]3 ( 6.6c )

Por um procedimento analogo ao utilizado no encruamento is6tropo sdo
determinadas as taxas de deformagio viscoplastica e da variavel de encruamento, nas

formas finais

eovp aQ 3 anp G' - X’

3 3p_o X (6.7a )
66 " 293, g (o -x) 2 s

0Q Ovp
T ax C f ( 6.7b )
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- plgs2c) - S+ X ocd ( 6.7¢c )

6.2.3-) Formulagdo Multiaxial para Viscoplasticidade com Encruamento

Combinado Isotropo/Cinemdtico

Permite simular os fendmenos de "expansdo e translagdo” do dominio elastico,
simultaneamente. A inclusdo dos conceitos de encruamento isétropoe nas expressdes
referentes ao cinemdtico linear, é observada incluindo-se a variavel p nas expressdes

dos potenciais. Desse modo, escreve-se

1 1
- N Co .0 + —h
V-, 3o a .o o (p) ( 6.8a )
K J (0-X) - R-k Y1
Q.- _—° (2 ) ]
Nc+1 - ( 6.8b )

onde , novamente, k, N, K, e C, sdo coeficientes de calibragio também diretamente

dependentes da temperatura. Define-se ainda

e *BP 1

b 1}

1
hip) - _2-{ op’+20I[p-+

de modo que as expressdes de fluxo s3o escritas nas formas finais

E",VP--é-ﬁ o - X'

5 __—JZ(O'—X) ( 6.9a )
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.9 ovp
- ce— = &
- ( 6.9b )

PapPe-— . (=P, eP)? (6.9 )

e as forgas termodinimicas

a2 L
X P 3% R-pg-h'(p) ( 6.9d,e )

@ ANALISE DISSIPATIV A

Para Q, admite-se uma fungfio convexa, positiva e qua passa pela origem. Nesse

Caso, €screve-se:

) ( 6.10a )

Em uma primeira analise, observa-se que quando 0=X=0 e R=0 (admitindo que
k seja necessariamente positivo), o valor obtido dentro de <.> ¢ negativo. Nesse caso,
Q = 0, garantindo que a fungéo passa pela origem.

Uma outra analise faz-se com referéncia a poténcia mecanica dissipada (neste

caso intrinsica), na forma:

oy
® -0.¢7-x.d - RS ( 6.10b )
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No referente a dissipagdo mecénica, uma vez conhecido o potencial, reescreve-se

6.10b, tal que:

o - X'

3
@1-(G-X).-Eﬁm-Rﬁ (6.10C)
ou ainda
®- @405 [ T (0-X) -R-k |B+ [ k18 ( 6.10d )

Uma analise cuidadosa da 6.10d possibilita verificar que ambas as parcelas sdo
necessariamente positivas:
a-) Para J,(o-X)-R-k < 0, sabe-se que dp/ot = 0. Por outro lado, se J,(o-X)-R-k > 0,
tem-se que 9p/ot > 0. Ambas as consideragdes permitem afirmar que ®,* > 0;

b-) Para k positivo, tem-se que ®,° > 0;

As expressdes de fluxo obtidas por meio dos potenciais apresentados serdo
utilizadas, nos capitulo 11 e 12, para a elaboragdo de um algoritmo de integragdo via
procedimento implicito de integragdo numérica. Como esses algoritmos serdo baseados
nos estudos de SIMO & HUGHES (1988), sera necessaria a utilizagdo de uma notagdo
mais apropriada para as varidveis de interesse, objetivando apenas uma forma mais

conveniente de trabalho.
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CAPITULO 7

[

DETERMINACAO DOS POTENCIAIS TERMODINAMICO E
DISSIPATIVO PARA UM MODELO ELASTO-VISCOPLASTICO

Nesse capitulo, faz-se a verificagdo da consisténcia termodindmica do modelo
elasto-viscoplastico estudado em MUNAIAR NETO (1994), a qual esta diretamente
relacionada a capacidade desse modelo de simular fendmenos fisicos ou mecinicos
através de fungdes matematicas dependentes de coeficientes determinados através de
observagdes experimentais. Deve-se ressaltar que o modelo em questdo, ilustrado na

figura 7.1, é composto de trés trechos distintos: elastico, viscoelastico e viscoplastico.

O -4

i
_1.___..._.-.....-

Figura 7.1 - Modelo Elasto-viscopldstico
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Parte-se, para tanto, dos potenciais termodinamicos ¢ dissipativos apresentados
no capitulos 4 para modelos elastico e viscoelastico, e no capitulo 6 para modelo
viscoplastico, objetivando a determinagio de um potencial tnico € representativo do
modelo elasto-viscoplastico em questao.

Derivando-se esse potencial, obtém-se leis de fluxo que devem, quando
particularizadas aos casos unidimensionais, recuperar os resultados obtidos via Reologia
dos Materiais.

Nos itens que seguem, apresentam-se os potencias termodindmicos e
dissipativos, primeiramente para uma analise conjunta dos trechos elastico e
viscoelastico (modelo de Kelvin-Voight). Posteriormente, uma analise apenas para o

trecho viscoplastico e, finalmente, para o modelo completo. Para os trés trechos, faz-se

uma particularizagio a analise unidimensional.

7.1-) ANALISE CONJUNTA - TRECHOS ELASTICO E VISCOELASTICO
COM DETERMINACAO DOS POTENCIAIS TERMODINAMICOS
E DISSIPATIVOS

Admitindo-se validos os conceitos da elasticidade e viscoelasticidade
apresentados no capitulo 4, bem como os respectivos potenciais termodinamico e
dissipativo, ¢ possivel obter uma unica expressdo para o potencial dissipativo, na forma
dual ¢", cuja a derivada d4 origem & lei de fluxo, neste caso viscoelastica, representativa
do trecho em estudo.

Ressalta-se que, pela reologia dos materiais, a expressdo geral da taxa de
deformagio total para o caso unidimensional, ja conhecida, é escrita usualmente na

forma:

s°-e°°+e°"-—;i+yve (0 - E,e™) (7.1)
1
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O trecho em tela é composto da associagdo dos mesmos elementos reologicos
basicos (mola e amortecedor). Porém, como ilustrado na figura 7.2, os paradmetros
atribuidos & cada elemento sdo: Para a mola 1, s3o atribuidas as constantes de Lamé A,

e p,, para a mola 2 as constantes de Lamé A, e p, e para o amortecedor as constantes

representativas da viscosidade do material, 6,, € 6,,.

Mgtz

|
!
|
i

8 ¢ J‘ S v

Lah]

K
Yy

Figura 7.2 - trechos ELASTICO e VISCOELASTICO

Um estudo separado para cada sub-trecho, permite escrever suas respectivas
relagdes constitutivas, tal que:

@ Para o sub-trecho eldstico: valem as expressdes

Y- yle) - 2—1‘)[>\ltr(s>2 . 2p,tr(e?)] ( 7.2a )
o-p-g%-)\ltr(s)r+2uls ( 7.2b )

onde o e € sdo, respectivamente, os tensores de tensdo € de deformagéo e I o tensor

identidade de segunda ordem.

No caso, em fungio do arranjo em série, interessa mais uma relago inversa.
Assim, utilizando a relagdo entre tr(e) e tr(c) e a relagdo entre tr(e?) e tr(c?), bem como

as expressdes das constantes A e p, todas ja devidamente deduzidas e apresentadas no
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capitulo 4, obtém-se com base em 7.2a a expressdo do potencial termodinamico dual,

na forma:
1 1 ~~'\)1 9 \)1 9
Y (o) = tr(c) - —tr(0) ( 7.3a )
€ 20 E, E,
e portanto
aw 1 +vV AV
£e . . 6. Lltr(o)I .3
Pac E B, r(o) ( 7.3b )
1 +v Vv
£ . 18. Ler(8) I ( 7.3c )
El 1

onde E, ¢ o médulo de elasticidade e v, o coeficiente de Poisson, ambos referentes a

mola 1.

® Para o sub-trecho viscoelastico (Kelvin): valem as expressdes

1
2p

Y -y(e) = [Atr(e)? « 2p,tr(e?)] ( 7.4a )

1 o
®-@e) - E(}\Zekzé’i . 4n,0, £, ( 7.4b )

o, - p-g—tg = A tr(e)I + 2p,¢ ( 7.4c )
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9%

G, - °
d¢

v

- A0, tr(€)T . 2p0, ¢ ( 7.4d )

onde 8,, e 8, sdo coeficientes representativos da viscosidade do material.

Sabe-se, no entanto, que o arranjo desse trecho tem como caracteristica
importante a igualdade entre as deformagdes da mola, do amortecedor e do conjunto,
ou seja; e°=e*=¢", Outra caracteristica é a superposi¢do das tensdes: 0, ~0=0.10,.
Sendo validas tais consideragdes e reescrevendo as expressdes 7.4a,b na forma dual,

obtém-se os potenciais termodindmico e dissipativo, respectivamente :

1*\)2

1 1+\)2 v, S 01
-— t 2 -
v 20l & r(o?) = tr(o,) T

tr[(c-cvm-ﬁtr(c-ov)z ( 7.5a )
2 EZ

1{ 1+, v 1{ 1+v,

v
tr[(o-0,)*]-—=—tr(c-0)? ( 7.5b )
271 272 Eztl EZTZ

onde 7," e 7," sdo também coeficientes representativos da viscosidade. Deste modo:

ov, (o) oy (c-0,)
e ple el pgte v 7.5¢
£.-P oc e oc ‘ !
g ol dw(oo,) ( 7.5d )

0o oc

Como anteriormente mencionado, para o trecho viscoelastico de Kelvin, as
deformagdes em ambos os elementos sdo as mesmas. E possivel admitir, portanto, que
a determinacdo de uma expressdo geral para todo o trecho considerados pode ser feita

somando-se a expressdo 7.3¢ a expressdo 7.5¢ ou a expressdo 7.5d.
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Ambas as composi¢des permitem obter um potencial geral, representativo do
modelo da figura 7.2, por meio de dois procedimentos distintos:

@ SUPERPOSICAO 1: utilizando as expressdes 7.3C e 7.5d

o 0e Oy alU'e (8) o' (O'—O'e) acpvei

e v P
€u £%4 87 5 Fa € + € a . —_ - ( 7.6a )
P "o o P56
1|1y, v, 1w, v,
Q, - tr(8)-Ltr(8)% tr[ (o-c,)?%1- tr(c-0)? ( 7.6b )
' 2P El El EzT; Ezt;

resultando em

1+v v
£ o —18-2tr(8) n—2(0-0)-
E, E, E,T:

tr(o-c,) I ( 7.6c )

@ SUPERPOSICAO 2: utilizando as expressées 7.3c e 7.5¢

oy (o) oy (0-0,) 00, .

£ - 8%, g% e + £ . 2 ( 7.7a )
.- P 0c P 00 P i}
111w, v, 1w, v,

P, tr(c?)-—tr(o)% tr[(o-0,)%]-—=tr(o-0,)? ( 7.7b )
: 2p| E, E, E, E,

resultando em

1+v 1+v

& =

G——v—tr(G)L (G-Gv)—ltr(c-ov)r ( 7.7¢c )
E, 1 2 E,

Ambas as superposi¢des, como demonstrado, conduzem a determinagio da

relagdo constitutiva do modelo viscoelastico ilustrado na figura 7.2.
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No sentido de verificagdo da validade das mesmas, faz-se a seguir uma
particularizagdo das expressdes 7.6c e 7.7¢ a anélise unidimensional:

® Particularizagdo da expressdo 7.6c

1wy 1+v v v v
4] o
£y € = — 8. —£(0w0,) - | =8 —0——0,
1 E, T _El E, T, BT,
o 1+\)1__\£ . 1+\)2_ v, ) 1+\)2_ v,
» * * * e
B, E, Ty BT _E2T1 E,T5

onde, com as mesmas considera¢des admitidas no capitulo 4 com referéncia ao termos

entre colchetes, bem como sabendo que na analise unidimensional 6, = E, £*, chega-se

em;
1 Vv,V 1 1 1
£ ol—s2t-18. C - o, - S . (0-0,)
El El El nve nve El nve
o &
€ g YeelO - BET) (7.8a )
1
® Particularizagdo da expressdo 7.7d
. Ce . (1+\)1) (E1+E2) ) (E1+E2)\)1 . \)2- :|.+\)2 i E1+E26 i o,
11 v
E,E, E,E, E, E, E,E, E,

mas sabe-se que na analise unidimensional o, = n(0e"*/0t) e, portanto, obtém-se

[
& - E1+E20. _ nvee 5 £°Ve - 1 E1+E2
E1E2 E2 nve El

L

[
O'—EZE - £ - &
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[ [} 1
& m e, Yve ?c+?20- _ Ez(Ee Sve) - . Yve[c . E2(€e L Eve)]
1 1 1
o &
£ = 7 Y, (O - E,e7) ( 7.8b )
1

As particularizagbes apresentadas mostram-se idénticas entre si e a relagdo

constitutiva 7.1, obtida a partir da reologia dos materiais.

7.2-) ANALISE ISOLADA DO TRECHO VISCOPLASTICO - DETERMINACAO
DOS POTENCIAIS TERMODINAMICO E DISSIPATIVO

Utiliza-se aqui um procedimento analogo ao do item 7.1, onde aplicam-se os
potenciais (termodindmico e dissipativo) apresentados no capitulo 6.
A relagiio obtida sera particularizada para o caso unidimensional, objetivando-se

recuperar aquela deduzida via reologia dos materiais, expressa por:

€ .y, [0- (O (HK) E™)] (7.9)

onde H é o0 mddulo de encruamento cinematico e K é o modulo plastico (referente ao

encruamento is6tropo) e y,, o coeficiente de fluidez do material.

Para a obtencio dos potenciais termodindmico e dissipativo e,
consequentemente, das leis de fluxo, parte-se de um modelo composto também por uma
associagiio em paralelo de amortecedor e sélido com encruamento combinado, como

ilustrado na figura 7.3.
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Figura 7.3 - Trecho Viscoplastico

Ao conjunto solido com encruamento atribuem-se os seguintes parametros: uma
constante k representativa da tensdo de escoamento inicial, os coeficientes Q,, Q, e b
referentes ao encruamento isétropo e o coeficiente C, relativo ao encruamento
cinematico. Para o amortecedor, atribui-se a constante K,, representativa da viscosidade

do material. Sdo conhecidas as relagdes
€ = €5 ag” ag™P 0-0,+0

GS-k+R(Ql,QZ,b)e"P+x(c,£"P) c =K

Admitindo-se primeiramente a ocorréncia apenas do encruamento isdtropo
(C=0), ¢ possivel obter as leis de fluxo para o modelo em questdo, com base na lei
aditiva de encruamento viscoso apresentada no capitulo 6. Os potenciais termodinamico

e dissipativo s3o expressos, respectivamente, nas formas:

‘bL,_
op’+20,(p- e, ( 7.10a )

Yoy .

v 25
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m*-gzvp-le< 2 = ) a2 (= ) ( 7.10b )

N
op Ky 3 Oy -R-k o o
e ( X ) o ( 7.11a )
a0 o _-Rk M1 R o_-Rk N
.- -—2 . 2 + ed —_ (— eq
re - oI (N 1) ( - ) Ka( = ( 3 ) ( 7.11b )

( 7.11c )

Ainda, com referéncia ao potencial termodinamico, utiliza-se uma fungdo para

o encruamento isétropo na forma:

R - p% ) % 20p+20,(1- e®) |-0p-0,(1-e®™  (7.11d )

A expressdo 7.11d, com base em seus termos Q,p € Q,(1-e™), possibilita uma
representagio completa do ensaio de creep, em suas etapas primaria e secundaria.
Deve-se, no entanto, levar em conta, com base na figura 7.4a e em capitulos

anteriores, as seguintes consideragdes:
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g
A - ?
gl----------= -
Oyl
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l ! (v)
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: O‘f 88 &
1
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B
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] e
80 1 P : :
] L . >
DrupJ Creep J Creep Tempo e s
Primario Secundorio Terctario

Figura 7.4 - Creep e Encruamentos Isétropos

a-) Dentro da etapa do creep primario, toda deformagéo ocorrida € praticamente
recuperada quando do descarregamento e, portanto, € possivel afirmar que a existéncia
de deformacdes viscoplasticas acumuladas € praticamente nula (p=0). Deste modo, uma

analise sobre a expressdo 11.11d permite admitir que €™ =¢e°= 1, e assim:

R-0p-+0,(1-1) ~Qp ( 7.12a )

sendo esta relagfio responsavel pela linearidade do diagrama tensao x deformacéo, apos

atingida a tensdo de escoamento (ver figura 7.4b)

b-) Ao longo do creep secundério, a deformagéo viscoplastica ¢ significativa e ndo pode
mais ser desconsiderada. No entanto, apesar da variavel p crescer indefinidamente, deve-
se admitir um crescimento assintoptico de R (ver figura 7.4c), o que s6 € possivel

quando Q,p = 0.
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Tal situag@io ¢ denominada de "condigdo de encruamento saturado”, pois para
grandes valores de p, admite-se que €™~ 0. Sabe-se ainda que, durante o creep
secundario, a razio ou taxa de deformag@o é praticamente constante e, portanto, um

crescimento linear no tempo. Essa consideragdes permitem escrever:

R-0.0,(1-0) -0, ( 7.12b )

¢-) Fica claro que na interface entre o creep primario e o secundario, bem como para o
inicio do creep secundario, vale a expressdo 7.11d completa pois nesta etapa a
deformagéio plastica acumulada n3o € pequena o bastante para ser negligenciada
(situagdo a) e nem grande o bastante para atingir um valor constante para o encruamento

(situagdo b).

Ressalta-se ainda que, como mencionado em MUNAIAR NETO (1994), o
modelo elasto-viscoplastico estudado naquela referéncia d4 maior énfase a representagéo
do creep primario.

No sentido de se obter uma comparagdo mais adequada entre os resultados
obtidos via relagdes da reologia dos materiais e via formulagdo termodinamica, sera
adotada para os calculos que seguem a expressdo 7.12a para a representagdo do
processo de encruamento is6tropo.

Assim, particularizando-se a 7.11a para o caso unidimensional e fazendo o= o,

0'=20/3 e p = &7, obtém-se:

S|l = ( 7.12c )
(o)

Operando-se uma troca de simbolos onde substituem-se k pela tensdo de
escoamento o, , Q, pelo modulo plastico K e K, pelo coeficiente de viscosidade n,,,

chega-se na expressdo 7.12¢ em:
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. . gePy e
ge |2 (o, - Ke ™) ( 7.12d )

vp

B

Um arranjo da expressdo 7.12d, objetivando uma identificagdo mais clara das
parcelas das tensdes, leva a:

- (O, + Ke'™P) N,

onde a primeira parcela refere-se a tensdo no solido com encruamento e a segunda
parcela a tensdo no amortecedor, representada por uma relagdo que caracteriza uma
ndo-proporcionalidade entre tens@o e razéio de deformag@o viscoplastica. Ressalta-se
que tal relagdio em MUNAIAR NETO (1994) foi admitida proporcional, o que

possibilita afirmar que para a expressdo 7.12d, 1/N,=1 - N,=1. Portanto:

€°vp 1

[c- (o, +Ke™)] =y  [0- (O, + KeE™P)] ( 7.13a )

vp
vp

Assim, 7.13a resulta idéntica a 7.9 e o modelo viscoplastico para o encruamento
apenas isotropo € termodinamicamente consistente e admissivel. Cabe ressaltar ainda

que, para N,=1, a expressdo 7.10b pode ser reescrita na forma:

c_-R-k 2
Q- 51K, (——")) ( 7.13b )

Considerando-se agora a ocorréncia também do encruamento cinematico (C+0),
vale entdo o modelo completo ilustrado anteriormente na figura 7.3. Obtém-se assim as

leis de fluxo com base em potenciais, idénticos aos anteriormente apresentados para o
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encruamento isétropo, porém acrescidos das variaveis C e X, referentes ao encruamento

cinematico. S3o os seguintes:

[ )
1 1 ) P ]
- co .0 + + 2 + 7.14a
Vo, 3 T Q.p Q. (p 5 ) ( )
K J. (0-X) - R- k XMl
va- 2 (2 ) ( 7.14b )
Nb+l b
As novas leis de fluxo resultam nas formas:
oy mv J, (G-X) -R-k Nb 1 _5%
p_ P 3% y _o-X ( 7.15a )
oc 2 K, J,(0-X)
o0 J (0-X) -R-k M
. R/ G ) )
<3 R X ( 7.15b )
R - pa% - 0p+ 0, (l-e?®) ( 7.15¢c )
op
ov 2
X-p—2 . ZcCa .
P ) 3% ( 7.15d )

Por outro lado, das relacdes apresentadas nos capitulos 5 e 6, sabe-se que:

q ._GQVP .-(-_31( J,(0-X) -R-k [ g x

0x 2 K, J, (c-X)

) - &P ( 7.16a )

deste modo, reescreve-se 7.15d
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2 2 2 oy
X - oo - x°--§c<£‘-3cs°p ( 7.16b,c )

*

Novamente, faz-se uma particulariza¢io a analise unidimensional da lei de fluxo
obtida. Deve-se ressaltar, no entanto, que neste caso para um ensaio de tragdo ou

compressdo, os tensores de tensdo sdo escritos na forma:

%c 0 0
G00
s-looo| ; o-0- tr;"). o-% 0 ( 7.17a,b )
000
o o0-2
3 -
%x o 0 |
2(6X) 0 0
X
xx{ 0-3 0 cx% 0 -(o-X) 0 ( 7.17¢,d )
. 0 0 -(o-X)
o o0-=
3 -
Ay ,.rfi . _5’& RV e /f(\ Ul ”’l./),{'f“? e ‘;‘/;_/,; |

Com base nos termos o, o', X;; € (0'-X'),, dos tensores de tensdo
anteriormente apresentados, sabe-se que J,(0-X)=0-X, ¢'-X'=2(0-X)/3 e p=e™,

permitindo reescrever a expressdo 7.15a, na forma:

E°VP ( (0-X) -R-k )Nb_%c—X ( G-(X+R+k) )Nb
Kb 3 0-X Kb

L3
> (7.18 )

Novamente, operando-se a mesma substitui¢io de variaveis adotada para o
encruamento isoétropo, onde fez-se k=o,, Q;=K e K,=n,,, no sentido de priorizar a

representac@o do creep primario, obtém-se:
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oy G- (0 +« X+ KeP)
£P (o, ) ( 7.1%9a )

vp

Com referéncia ao expoente N, permanece também valida a hipotese de
proporcionalidade entre tensdo e taxa de deformagdo viscoplastica. Pode-se admitir

N,=1, o que confere a expressdo 7.14b uma forma quadratica

J,(0-X) -R-k ?

Q- 3 K, { K ) ) ( 7.19b )

Agora, uma analise com referéncia ao termo X;; do tensor X, é possivel
demostrar que, da expressdo 7.16c, resulta uma lei para o encruamento cinematico (em

analise unidimensional) na forma X=X'=2/3X. Portanto:

%x. %cs"f’ - X a(Ce'P ( 7.19¢c )

Substituindo entfo a expressdo 7.19¢c em 7.19a e impondo-se N,=1 e C=H, onde

H ¢é o modulo de encruamento cinematico, obtém-se finalmente a relagdo constitutiva:

é’vp- 1
I,

D

G- (o, Be® . ke vy, [0 (0, + (BEIEP)] ¢ 7.20 )

vp

Novamente, agora para o encruamento combinado, nota-se a igualdade entre as
expressdes 7.9 e 7.20, demostrando a consisténcia termodinidmica do modelo em

questéo.
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7.3-) ANALISE DO MODELO COMPLETO - OBTENCAO DOS POTENCIAIS
TERMODINAMICO E DISSIPATIVO E DAS LEIS DE FLUXO

Nos itens 7.1 e 7.2 anteriormente apresentados, foram estudados os potenciais
termodindmicos e dissipativos para os trechos eldstico/viscoeldstico e viscopldstico,
respectivamente.

Em ambos os casos, foram obtidas as leis de fluxo pela derivagdo dos
mencionados potenciais, bem como a particularizagdo a analise unidimensional no
sentido de uma comparaggo direta com os resultados obtidos nos estudos desenvolvidos
em MUNAIAR NETO (1994), com referéncia ao modelo elasto-viscoplastico.

Tais particularizagdes permitiram recuperar os resultados determinados naquela
referéncia, o que sugere uma consisténcia termodindmica do modelo em questéo.

A partir de agora, o objetivo € a superposigdo dos resultados obtidos nos itens
7.1 e 7.2, no sentido de formular potenciais gerais termodindmico e dissipativo, Gnicos
e representativos do modelo completo da figura 7.1.

Nesse sentido, reinem-se, a seguir, as expressoes de interesse para os trechos
elastico, viscoelastico e viscoplastico. Sdo as seguintes:

® Sub-Trecho Eldstico ( €°):

. 1 1+V1 2y Vi 2

U (o) - 2o | 2 tr(c?) ?ltr(c) ( 7.21a )

eo. oM@ e _a_[ v, (o) ( 7.21b )
oo ot oc

® Sub-Trecho Viscoelastico de Kelvin-Voigt ( € ):

1+\)2

v
tr[(G—Ge)z]——f—tr(G-Ge)z} ( 7.22a )

P, - @ (C-C) - =
ve e 2 EZ.[.Z

EY
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gre | a(p;e(c-ce) ( 7.22b )
dc

® Sub-Trecho Viscoplastico com Encr. Combinado ( €7 ):

1 J,(0-X) -R-k ?
¢ =ik, { )} ( 7.23a )
p 2"k K,
£ | f‘_’ﬁp_a(c‘_’” ( 7.23b )
(o)

Das expressoes apresentadas obtém-se um potencial dissipativo geral somando-
se 7.21a, 7.22a e 7.23a e, consequentemente, uma relagio constitutiva geral para o
modelo completo, que busca relacionar taxa de deformagéo e tensdo real. O potencial
dissipativo, aqui denominado de "Potencial Dissipativo Elasto-viscopldstico”, ¢,

bem como a mencionada relagdo constitutiva, sdo escritos nas formas:

1wy v 1+v
@, - B Ltr(d?) - =2 tr(d)?. 2 tr[(0-0.)2]
P o2p E, E, E, T3 :
v, ) J,(C-X) -R-k ?
- - tr(0-0,)% + K, < = >
E2T2 b
e'-'_gt'e*et've,,gvx:_p_(’%_ a_(l— alaute,,_z;.que,, %(p‘vp ( 7.24a )

sendo que 7.24a pode ser reescrita na sua forma explicita
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1 v 1'\)2 v,
8- —=tr(®yr. (o-0,) - [tr(o)-tr(c )11+
E, E, ET, ET,

(7.24b)

3 o-X'

SV, (00 (0,00 1

——sin{oc-x}
Z(o

onde:

p=[(2/3)e®e"]*®; J1,(0-X)=[(3/2)(0"-X).(¢"-X)]**;, o' =0 -[tr(c)/3]I

Para os potenciais termodindmicos, valem para cada trecho as seguintes

expressoes:

® Tensdo no Trecho Elastico ( 0, ):

v, (g) - ip[?xltrm2 + 2p,tr(e?)] ( 7.25a )
v,
ce-pa—s-hltr(s)r+2uls ( 7.25b )
O e S ; G ! ( 7.24c,d )
LT o) (12v) A S R Y E VY efey
® Tensdo no Trecho Viscoeldstico ( o,,):
Y (£70) = o [N tr(e7)2 + 2p,tr(e7") ] ( 7.26a )

m 2p



1
(pV(SVE) - —

m

oe

c_=-p = A tr(e"®) I+ 2p,e™®

op,

o€

oy oy
o, - AB, tr(e) I+ 2p,0 €™

O, = M, [tr(e™) + 8, tr(§™)11 . 2p, €7+ 0, €7

N \)E2 c
2" (Twv) (1-29) 4 Ham ®2 "

® Tensdo no Trecho Viscoplistico ( 0,,):

v,

P

1 1 ,
- —Ca.o -+ .2 .
30 %% 3 op 0 (p

ov,
R-p—=2-[0op-+Q(l-e® ]| _ -

alljvp - Eca‘ - __23_H8Vp

X =
e oo, 3

2 vp ovp
C - (O’y+Kp)I+ 3Hs +n,, €

> (2,0, tr(€7)2 + 2p,0, tr(£7)]

eP1

o )

Q,p - Kp

7.26b

7.26¢c

7.26d

7.26e

.26f,g

7.27a

7.27b

7.27¢c

7.27d

72
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CAPITULO 8

ALGORITMO DE INTEGRA CAO PARA MODELOS
CONSTITUTIVOS VISCOELASTICO E ELASTO-VISCOPLASTICO
EM ANALISE UNIDIMENSIONAL

Este capitulo trata da integragdo numérica dos modelos apresentados
anteriormente, baseando-se na formulagdo proposta por SIMO & HUGHES (1988).
Toma-se como ponto de partida as expressdes referentes aos modelos elasto-plastico e

elasto-viscoplastico, apresentadas naquela referéncia.

8.1-) O MODELQ ELASTO-VISCOPLASTICO COM ENCRUAMENTO

O modelo elasto-viscoplastico para encruamento combinado, ilustrado na figura
8.1, tem por base o arranjo de uma "mola” de rigidez E, em série com um conjunto em
paralelo "solido/amortecedor”, aos quais atribuem-se a tensdo de escoamento Y=o, €

o coeficiente de viscosidade n, respectivamente.
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| e° | gvP
e e .

Figura 8.1 - Modelo Reolégico Elasto-viscoplastico

sendo que para esse modelo, valem as expressdes:

€€ ag - g2 o O «Ee®aE(e - 7P ( 8.1a,b )

Vale lembrar, com referéncia a figura 8.1, que K é o modulo plastico
(representativo do encruamento isotropo) e H € o modulo de encruamento cinematico.

Em uma primeira analise, considera-se o caso da viscoplasticidade perfeita
(K=H=0), onde a tensdo no amortecedor denominada "tensdo extra" (o ) resulta,
nesse caso, da diferenga entre a tensdo total aplicada o e a tenséo de escoamento o,.

Desse modo, fazendo-se uso do operador que define o sinal da tensdo aplicada,

sin(o), escreve-se:

o, - (o] - 0,)sin(0) - £(0)sin(0) - ne® ( 8.2 )

Rearranjando-se 8.2 e considerando-se que (3f/d0)=f,=sin(c), obtém-se a

expressdo da taxa de deformag@o viscoplastica

1 9f (O)

&P C_ - (o] - o) sin(o) - E <f{o)> %

1
H ex

Bl
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o0f (O) 2 of (O)

£P . v <f(0)>
Y (0) 0o 00

- X sin(0) ( 8.3 )

onde y = 1/ ¢é o coeficiente de fluidez do material, f= f(o) o critério de plastificagdo

ou escoamento e 4 o multiplicador viscoplastico.

Para o modelo com K>0, as tensdes superam a tensdo inicial de escoamento.
Possui como principal caracteristica, ja mencionada no capitulo 6, uma expansio

simétrica com relago a origem do intervalo inicial (-0,,0,), como ilustrado na figura 8.2.

> &

["Oy ’Uy]_’ ["UJ’UJ]

Figura 8.2 - Representag¢do Grafica do Encr. Isdétropo

A mesma figura sugere que uma medida do encruamento isétropo seja
proporcional a quantidade de deformagdo plastica tomada em modulo, que se acumula
ao longo do processo.

Nesse caso, a fungdo representativa do critério de plastificagio passa a ser

acrescida do parimetro K e de um novo pardmetro o, representativo da deformagio
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viscoplastica acumulada. O critério € escrito na forma;

f(o,q) = |O] - (cy+ Ka) ( 8.4a )

onde, como apresentado em SIMO & HUGHES (1988)

d-1€P >0 ( 8.4b )

ou ainda, de 8.3

d-|€P - X sin(o)| - X ( 8.4c )

No encruamento cinematico o intervalo inicial se mantém constante deslocando-
se sua origem no sentido da deformagfo viscoplastica, conforme ilustrado na figura 8.3.

O valor q da translagio da origem ¢ denominado Tensdo de Retorno.

a, -

; >

~0, [—O‘y ,O'y] — [-O‘y‘,()‘;]

Figura 8.3 - Representag¢do Grafica do Encr. Cinemdtico
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No entanto, no presente item, ao invés de desenvolver apenas as expressdes
referentes ao encruamento cinematico, optou-se por apresentar um modelo misto,
resultante da superposigdo direta do encruamento cinematico e do encruamento

isotropo. A expressdo para o critério de plastificagdo escreve-se, entdio, admitindo ambos

os encruamentos, na forma:

f«f(0,q,Q) =|0-gq| - (cy+ch) <0 { 8.5a )

As expressdes de fluxo para a deformagdo viscoplastica e para as variaveis de

encruamentos is6tropo e cinematico, escrevem-se:

£P.2X sin(o - q) ( 8.5b )
d-1£7 - X ( 8.5¢ )
d-HEP ( 8.5d )

onde H, como ja mencionado, é o0 mddulo de encruamento cinematico.

8.1.1-) Integracio Numérica: Expressées em Passo Finito

Como se nota, as expressdes resultantes do modelo em quest@o sdo apresentadas
na forma de taxas. Para fins de aplicagdes numéricas, interessa as formas em incrementos
finitos as quais dependem do tipo de procedimento de integragio adotado.

Partindo-se de um instante de tempo #,~ n para um instante futuro £,,,~ n+1, os
procedimentos bastante empregados na integragdo numérica sio:

@ PROCEDIMENTO EXPLICITO ( ou Diferencas Ascendentes )
@ PROCEDIMENTO SEMI-IMPLICITO ( ou Diferencas Centrais )
@ PROCEDIMENTO IMPLICITO ( ou Diferencas Descendentes )
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Dos procedimentos citados, opta-se, para os estudos a serem realizados no
presente trabalho, pela utilizagdo do procedimento implicito. Assim, sendo x a
representacdo de uma dada variavel de interesse, a partir de um passo de tempo finito

qualquer At, escreve-se a expressdo geral na forma:

x(t - x(t,) + At R(t, )

8.1.2-) Procedimento de " Previsdo e Corregdo" para a Determinagdo das Expressoes

de Interesse em n+1

A determinagdo do valor da variavel de interesse envolvida na aplicagdo do
procedimento implicito decorre de um procedimento de previsio e corregdo.

Na etapa de previsdo, cria-se um "estado auxiliar de tensées (aux)", cuja
hipotese consiste em admitir que no instante nt+1, para um dado carregamento, o
comportamento € puramente elastico linear. Admitindo-se o caso de encruamento

isotropo, escrevem-se:

o¥*-E(e_,-¢€7P) =0, + EAg, ( 8.7a )
aux
R . g’® ot - ( 8.7b,c )
aux aux
£ - |op] - (o, + Ka) (8.7d )

onde o indice superior "aux", indica um estado auxiliar ou admitido.

Cabe ressaltar que o estado admitido (ou auxiliar) de fato se verificara no caso
de situagdes de descarregamento elastico ou de recarregamento que ndo produza
incrementos na parcela de deformagdo viscoplastica. Se for o caso, £, < 0, e

portanto:
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£,-f%¢<0= R.0= AA-0

n

€8 - e %, - s

Neste caso, ndo ocorre a necessidade de uma segunda etapa, a de "corregido".
Por outro lado, considerando f,,™ > 0, é possivel demonstrar que o estado auxiliar
passa a ndo mais coincidir com o estado real de tensGes. Portanto, ha ocorréncia de
incrementos de deformagdo viscoplastica. A figura 8.4 ilustra o procedimento a ser

utilizado para f,,** > 0.

oA Tt t
oy Ay Projegao 034"
t-n aur
p | (Onsr # Tnyy)
| Ag
Oy & :
E i
]
On [ |
; l
1 i
i {
1 t
p : \
En ! 1 >
5 En 1 AéEn
8 N
n+tf

Figura 8.4 - Projegdo do Estado Auxiliar

Uma analise da figura 8.4 mostra que, uma vez superado o limite elastico, deve-
se proceder a uma projegdo de o,,,,*™ sobre a regido de encruamento do diagrama o x

€.
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Essa projegdo caracteriza-se como uma etapa de "corre¢io" dos niveis admitidos
de tensdes, garantindo que o,,; ndo viole os niveis reais compativeis com o encruamento
do material. Assim, com relagdo ao estado auxiliar € possivel afirmar que:
se f,.,* <0 - Comportamento Elistico...........~ AL=10

se f,.,"* >0 - Comportamento Viscopldstico...~ A4 >0

Supondo que haja também encruamento cinematico, € possivel complementar o

conjunto das expressdes 8.7, considerando-se como validas as novas expressdes

a5 - q, ( 8.8a )
O -gNt =00 - q, ( 8.8b )

onde q,,,"™ e _,;" sdo respectivamente as tensdes de reforno e relativa, para o estado

auxiliar. Reescreve-se, portanto, a expressdo para o critério na forma

£aux loaux _ qnl _ (Gy+ K(Xn) . |£aux _ (0’y+ an) ( 8. 8c )

n+l n+l n+l

8.1.3-) Determinacdo das Expressées de Tensdo e Deformagdo em t,+1 com Base

no Estado Auxiliar de Tensoes

Nesta etapa, o objetivo passa a ser a obtengdo das expressOes basicas das
variaveis €,,,"%, Qui1> %ni1> Onep, AL, em fungdo do estado auxiliar de tensdes.

Para tanto, considera-se um caso geral de encruamento combinado, tomando-se
como ponto de partida a expressdo de o,,,, cujo rearranjo em termos de 0,,,** e AA,

conduz a:

vp _ e P _ VP, _
o-ml]: E(Sml - Sml) - E(eml envl) * en en n+l qml
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- E(e_,-&7P) - q, - HAe P - E(e’P-e'P) = (Op7-q,)-(E+ H)Ae'™®

oml_qn’l n+l

 Epa B - AME « H) sin(E ) ( 8.9 )
Fazendo-se uso do operador sin(.), sinal da variavel, obtém-se

1€ .1 sin - [£22%) sin(£2) - AN (E + H)sin(§ ;)

[1E .| «+ AN(E+H)] sin(§ ) = [E57] sin(E77) ( 8.9b )

Como AA>0, E>0 e H>0, o termo interno aos colchetes em 89b, €

necessariamente positivo. Portanto, ¢ possivel afirmar que

sin(f_,) - sin(§2%) ( 8.10a )

n+l

1€ .| + AN(E « H) = &2 ( 8.10b )

n+l

Em uma tltima etapa, faz-se a determinagdo do multiplicador viscoplastico. Para
tanto, determina-se primeiramente a expressio para o multiplicador plastico,

substitutindo-se 8.10b em 8 8c e usando «a,,,+ «, = AA, tal que:

f _| aux

n+l n+l

- ANP(E + H) - (O, + K&, )

- |E2%] - ANP(E « H) - O - KO, +KO - KO

f _‘ aux

n+l n+l

- (Gy+Kdn) - ANP(E + H) -A}\pK-fnfilx-A}\P(E+H+K)

ANP >0~ £, -0~ AN« £5%/(E+ H + K) ( 8.10c )
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Como sugerido em SIMO & HUGHES (1988), uma extensio a
viscoplasticidade consiste basicamente em multiplicar o resultado de 8.10¢ por um

coeficiente, fungio da viscosidade e do tempo, tal que:

aux

l n+l -i
ANP - ANP -
8.10
1., 0 (E+ H+K) + 2 ( & )
(E+H+K) At At

Com base em 8.10a,c¢ e admitindo-se como conhecidos os valores das variaveis
de interesse em um instante de tempo n, € possivel escrever as expressdes finais para o

modelo elasto-viscoplastico com encruamento combinado, nas formas:

aux_ _ VD aux_ gaux _ aux_ aux| _ .
Gml E ( 2 n+l g n ) n+l cml qn fml | gn+1 (cy Kdn)
VP _ VP VD aux - vp
gF - eP. ANP sin (£8%%) o, =0 AA
- - gP - . vp ' aux
c.,=E(e,,-¢€F) q., =g +ANP H sin(E77)

8.2-) FORMA INCREMENTAL DE UM MODELQ ESTENDIDO COM
ENCRUAMENTOQ APENAS DO TIPO ISOTROPO

Neste item, aplica-se o procedimento anterior para a obtengdo da forma
incremental do modelo estendido, discutido no capitulo 7. Vale observar novamente que
a idéia dessa nova associa¢do em série é gerar um conjunto de relagdes que incluam
como casos particulares as respostas viscoelastica e viscoplastica. Como consequéncia,
um mesmo codigo de calculo a ser gerado permitira realizar analises nos dois regimes
simultaneamente.

Apresenta-se na figura 8.5 o esquema do novo modelo reologico, com seus

novos parametros E, e n;.
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Figura 8.5 - Modelo Elasto-viscopldstico Completo

Pelas caracteristicas do arranjo mostrado na figura 8.5, pode-se afirmar que:

ve

a-) A deformagdo total ¢ a soma das parcelas elastica €°, viscoelastica €™ e
viscoplastica €.

£ w884 g7 L 8P o e"_e"e‘e"ve*é’vp

b-) A tens3o é a mesma em cada um dos trechos e igual a o. Portanto, escreve-se

o°-0"*"-0"P.cC

A expressdo da taxa de deformagio total apresentada no sub-item a, apenas para

o "encruamento isotropo (H=0)", é escrita na forma:

L (0-EE™) » —[0- (0, Ke™)] ( 8.11 )
nl nz

e. 8.
El

Em uma primeira analise com referéncia ao terceiro termo do lado direito da

igualdade, € possivel reescreve-lo em fungio de sin(0) e da deformagio viscoplastica
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acumulada o« (hipotese para encruamento is6tropo), na forma:

gvp.i[c-(cy+KaVP>sin(o) ] ( 8.12 )
2

Com consideragdes analogas, para a taxa de deformag@o viscoelastica introduz-
se uma nova variavel a*, aqui denominada de deformagdo viscoelastica acumulada.
Ressalta-se que, nesse caso em particular, a hipotese para o intercdmbio entre €™ € ™

s6 é valida para os casos de carregamento sem inversdo de sinal. Nesse sentido:

Ove
g

. Ll o-Eacsin(o) ] ( 8.13 )
1

Finalmente, com uma substituicio de 8.12 e 8.13 em 8.11, escreve-se

convenientemente a expressdo de interesse do modelo em questdo na forma

e & 1
E

- o - Ezdvesin(o)} + -—1-[0 - (csy*Kot“P)sin(O')] ( 8.14a )
1 1 2

ou de um modo inverso

E E
8-5f- 2o pursin(o)| - o - (oqkaP)sin(o)| ( 8.14b )
1 2

A expressio 8.14b é de fundamental importancia para a obtengdo da expressdo

final da tensdo em um instante n+1, segundo um modelo implicito, onde

C,, = 0, + G,,At ( 8.15a )

Basicamente, parte-se de uma substituigio da expressdo 8.14b em 8.15a,

obtendo-se
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o E At . E At .
O,, = O E sAt- O-E.0'%sin (c)]- [0- (O +KQ™P)sin (c)]
+1 n 1 n 2 n vy
1 2
E, E E.At E.E EK
1 1 1 . 172 ve 1 vp .
O, Gn+E1A€n_ ( n—l*n—z) Atcnel*( m, ) Uysm (°n~1) 4 ( M, - MR 1'1_2) uml}Stsm (Gnol)

Definindo-se coeficientes A" associados aos parametros do material, reescreve-se

a expressdo anterior na forma

* * 2 r gV e * gV, 3
C,, -0, + EAe -A0C ,+ACSin(c, ) + A7 + A4oznf’1]Ats1n (c,,)

onde

Finalmente, resulta

C,,[1-4]]1-00 + Ajo sin(0, ;) + |Ajarf + AQF Atsin(C, ) ( 8.15b )

n+1

Nota-se que a 8.15b depende diretamente dos valores de «,,,” e «,,,, 0s quais,
por sua vez, dependem diretamente do valor de o,,,. Essa inter-dependéncia de variaveis
também sera observada com referéncia as expressbes de e,," e e.,%, cujo
desenvolvimento faz-se mais adiante.

Objetivando eliminar a mencionada inter-dependéncia, adota-se um procedimento
que consiste em escrever as expressdes das variaveis « (em t,,,), em fungio de seus
proprios valores em t,. Para tanto, linearizando-as e utilizando as expressoes 8.12 e 8.13,

resultam

At

1

ve ve ve ve Ove ve
't - o’ s AEAL - Q% v € AL - Q0 . (lo

n

ve
¢1! - E2an+1)



escrevendo-se, finalmente

At
o - 2o, |
o'e nl
n+l
AtE,
my
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( 8.16a )

De modo analogo, para a parcela viscoplastica, obtém-se

t
AP - P+ @PAL - QP+ €2 |AL - QP+ A—(;c
n n+1 n n+l n n

- - vp
n+1 c_y Kan"l )
2

n+l |

v,,l[ +Ar:K) -a?. Bt 6 |- o)
N n n+ Y
P 2
At
n (!an‘ - oy)
P . 2
ol LAtK ( 8.16b )
n,

As expressdes 8.16a,b quando substituidas diretamente na terceira parcela do

lado direito da igualdade 8.15b, permitem determinar

At At
ve vp
an * n lcn*l an + (lcn{[' - cy)
A 1 + Al 2 At sin(oc_.)
: L AtE, ‘ 1 AtK el

n1 n2
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- 4;At sin(0 ) « A;At sin(C, ) - A’ + A}

Resolvendo para A, e A, separadamente, obtém-se

. EEAt E,E,At?
As T % Sln(cn«l) Y T Ao Cpa
n, + AtE, n,” + AtE,n,
E,KAt _ E,KAt® _
AG -—_— (X;P 51n (Gml) M S [Gml-O'y s1in (Gml) ]
n, + AtK n,” + AtKn,

Fazendo A," + A;" e substituindo em 8.15b, obtém-se

EAt EAt EEAt?  EKAt?
o-nol 1* * - 2 - 2
1'11 1'12 I]l +AtE2n1 nz +AtKI]2

- Hx -,
ml

(8.17)
E1E2At ElKAt
ve, QP sin{o, )
n+AtE, " 1Atk " a

E At E KAt?
- C +
nZ n22+AtKn2 Y

Com alguns rearranjos nas parcelas internas aos parénteses € admitindo (com

base em 8.10a) como verdadeira a igualdade sin(o,,)=sin(0,,,**), € possivel reescrever

8.17, na forma final:

o { E At }G R ( EEAE ., EKAL avp] sin (0%)
1 . e 41 . . 41
#1] n Atk 2 neALE, " NaALK ° n

(8.18)

nl 1 1
1+ + ElAt
nl*Ath n2¢AtK

Nota-se que 8.18 é fungdo apenas de varidveis no instante n, variaveis

correspondentes ao estado auxiliar de previsdo e pardmetros do material. Uma vez
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conhecido o valor de o,,,, passa a ser possivel a determinagio dos valores de «,,* e
..., através de 8.16a e 8.16b. Finalmente, levando-se em conta 8.13a,b, escrevem-se
n+l >

as expressdes incrementais para as parcelas de deformagdo, nas formas

nel

Oy . t .
\7- B vp f2} - VD ok ~ ¥D :
€ =€+ At =P [GM (csy+ otml)s in(g, ;) ]

2
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CAPITULO 9

—

UTILIZACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA
ANALISE DE ESTRUTURAS EM CAMPO UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo, sdio apresentadas as expressdes de interesse para a determinagdo
dos deslocamentos nodais (ou seus incrementos finitos) de estruturas compostas por
barras, com referéncia as expressdes desenvolvidas no capitulo 8, utilizado-se o Método
dos Elementos Finitos, o qual permite obter, no caso do processo dos deslocamentos,
uma correspondéncia direta entre forgas e deslocamentos, através da rigidez estrutural.
Em seguida, faz-se a determinagdo da expressdo geral do Mddulo Algoritmico
Tangente para o modelo elasto-viscoplastico.

Finalmente, sdo reunidas as expressdes aqui determinadas aquelas obtidas no
capitulo 8. O resultado € um algoritmo geral do modelo, o qual ¢ implementado em
codigos de calculo para analise unidimensional e para treligas planas, cuja eficiéncia ¢

testada em exemplos de aplicagdo com analise da resposta numeérica.
9.1-) O PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO

Admita-se que a estrutura ocupe um dominio B,=[0,L] discretizado por um

numero n, de elementos. Cada elemento ocupa um sub-dominio B.=[0,L.], como
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ilustrado na figura 9.1. Nos nos de extremidade, 1 e 2, discretizam-se as forgas € o0s

graus de liberdade em deslocamentos:

Ji 2 J2
—— ——
| L, ;
' 1
t §
! {
1
1
!
N
|
1 | : ll
: e: | e |
tAu ! oA, !

Figura 9.1 - Elemento de Barra

Com relagio ao elemento de barra ilustrado na figura 9.1, devem ser

considerados, para o equacionamento que segue, 0s seguintes pardmetros: 0 modulo de

elasticidade longitudinal do material E, a area da seg8o transversal S, o comprimento

total da barra L, o vetor de forgas nodais {f;°fy} e os incrementos de deslocamentos dos

nos 1 e 2 (Au,° e Au,’). Obtém-se entdo:

e
1 (ne1)

u

Ase

(n)

ue

1

(Au2e

+ Aur® u® =uf o+ Buf ( 9.1a,b )

2 (1)

- Aule)

L&

o ¢ - £ + Af ( 9.1C,d)
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Deve-se ressaltar que, como observado através da figura 9.1, o aparecimento de
incrementos de deslocamentos é resultado direto da aplicagdo de f. Nesse sentido, o
equilibrio local pode ser verificado a cada instante pela expressdo representativa do

equilibrio local

dvg(C) + £ = pa ( 9.2a )

onde dvg(o) é o divergente do tensor de tensdes, f. as forcas externas aplicadas, p a
massa especifica do material e a a aceleragio. Admitindo deslocamentos infinitesimais
(8u) e equilibrio estatico (a=0), reescreve-se para um corpo de volume V, pela Mecéanica

do Continuo, a expressio do Trabalho Virtual, sob a forma

[ [(e.3wyds « [(£.8mav ] - [(0.8e)av - BW, - 80, =0 ( g g

s v v

onde 8W, o trabalho das forgas externas e W, o trabalhos das forcas internas.

Uma forma alternativa para a representagdo matematica da espressdo 9.2b,
consiste em reescreve-la com base em integral de superficie. Para tanto, admite-se como
hipoteses basicas barras de inércia constante onde sabe-se que J ;dS=S, bem como valido

o intervalo B.=[0,L,]. Nesse sentido, ¢ possivel reescrever:

[ 0.8 dx - [ pb.8u dx - G.5u - &W, - 3W, - 0

B B

e &

( 9.2¢c )

onde b é a forga por unidade de massa e o termo ndo integrado representa a

possibilidade de admitir tensdes iniciais.
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9.2-) 0 EMPREGO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS EM
PROBLEMAS DE VALORES DE CONTORNO

Uma analise novamente com referéncia a figura 9.1, permite admitir que a fungio
deslocamento pode ser obtida através de uma interpolagdo entre os valores de

deslocamentos nodais. Assim, para o elemento, procede-se:

onde N,° e N,° sdo denominadas fun¢des de forma e o indice superior e indica uma

analise com referéncia a um elemento de interesse. Assim, escreve-se

e XX e X=Xy e e e e e i e e
Su - —L—éul * T 6u2 - N 5u1 + N, 51.12- N, (x)§ui (9.3b)
11

para a deformagdo; sabendo que e=grd[u] (gradiente dos deslocamentos) e com base nas

informagdes obtidas em 9.3a e 9.3b, procede-se

o5u¢ ONSduf®  ONfBuf

e - - e - - .
g, = grd(u®) 5€e grd(du ®) = o ™
du’
.-.5e.{-i i} Pl Bsue ( 9.3¢ )
€ L L dukt

Finalmente, com as informagdes observadas com referéncia as expressdes 9.3,
é possivel reescrever a expressdo 9.2c, admitindo-se a contribuicdo de todos os

elementos, na forma
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[dul® [F,(O) - F, ] -0 ( 9.4a )

ext

onde F(0) e F_,, sio respectivamente os vetores globais dos esforgos internos e forgas

externas aplicadas, cuja forma intrinsica é:

nel nel

e e

Fi(c) " A: fi (G) Fext - A: fext
e=1 e-1

onde ff(o)=f 5 (B'a%)dx é o vetor das forgas internas do elemento, f,,° € o vetor das
forgas externas do elemento e A., como apresentado em SIMO & HUGHES (1988) e
PROENCA (1989), é um operador que realiza o mapeamento dos graus de liberdade
locais para os globais, garantindo a contribuigdo de cada elemento no comportamento
global da estrutura.

Deve-se observar que a expressio 9.4a, quando escrita com referéncia a um

deslocamento du arbitrario, admissivel € ndo nulo, assume a forma

F (O) - F, =0 ( 9.4b )

O procedimento para a obtengdo dos incrementos de deslocamentos Au e Auy
(na figura 9.1), dé-se a partir de uma linearizagio da equagdo de equilibrio 9.4b de uma

iteragdo k a sua subsequente k+1. Desse modo:

oF, (0" .)
o-k+1 ext k i n+1 k1 ext
F.i( ml) -Fao- F1(°n+1) * ou* Auml -Fa- 0

n+l

Com o devido rearranjo, escreve-se
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oF, (cF.)
1 +1 +1 X
T}—A”fq --[ Fylogy) - T ( 9.%a)

n+l

De 9.5a, a derivada parcial apresentada, desenvolve-se pelo procedimento

oF, (0%.) nel ore" 9o, opec)
1 +1 5 1 +1 +1 "
K ~Autl . 2 f (—-) (—=) (—=) dx | Aufy
ou,; ot | B, 090;, 08, ou,7,
onde
et ek
afl - 6 (BT cek) - BT asn-&l B
ek et e n+1 e ek - e
ac(hl acn’l 6un*1
de modo que
oF (0% ) nel doc” nel
—au? - | A [ BI—T)B, dx | Buff - | A K| AulE
ou oe*¢
n+l el B, el e-l
oF, (0" )
. 1 n+l K+ k k+1
. ——a—uk—Aun+1 - K Au’ ( 9.5b )

n+l

onde K_,,° é a Matriz de Rigidez Tangente do elemento e K,,; a Matriz de Rigidez
Tangente Global. Uma substitui¢do de 9.5b em 9.5a, resulta na expresséo final para a

determinagdo dos incrementos de deslocamentos nodais, na forma:

[Auna - '[Kiﬁ]_l ( Fi(oﬁa) - Fz:ft ) ( 9.6 )<I

Deve-se ressaltar ainda que, com referéncia a expressio de K,,,°, essa pode ser
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reescrita na forma:

oc° "
fBT( 1y B dx-fBTCk B_ dx
e ekt e e n+l e
B, aEml B

onde C_,,* é denominado Mddulo Algoritmico de Rigidez Tangente, cuja determinagio
da expressdo final para a implementagio em codigos de calculo sera apresentada nos

itens que seguem.

9.3-) PROCEDIMENTO PARA A DETERMINACAO DA EXPRESSAO DO
MODULO ALGORITMICO TANGENTE C,,,

Objetivando complementar as expressdes apresentadas no capitulo 8, mostra-se
a seguir o desenvolvimento para a obtengdio da expressdo do Médulo Algoritmico
Tangente C,,,. Primeiramente, com base na expressdo da tensio apresentada no item

8.1.3 do capitulo 8. Admitindo f,,,** < 0, tem-se que:

aux aux

do; F) aux - F-lo M e
Cppm —on (022 EA__sin(£22)]. —2b. 2L L g (9.7 )
as 501 as §+1 as Ie1+1 as Iehl

onde E é 0 modulo de elasticidade longitudinal do material. No entanto, para f,,,"*>0,
a expressio de C,,, assume outra forma. Para sua determinagio, faz-se um rearranjo na

expressdo de o,,;, pelo procedimento:

G, - O - AAESIn(E2Y) + q, - @, - (O - q,) - g, - ANEsin(E5)

aux
aux A 2 n+1

cml - qn * Spa ‘Eaux
n+l

-qn+l

S (9.8)
lgml ‘
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Faz-se ainda, a partir de A A=(f,,,"*)/(E+H+K+n/At), a elaboragdo de uma

segunda expressdo a ser posteriormente utilizada para a obten¢do do modulo tangente,

tal que:
AN 1 a| E;ﬁn GE:;( E sin ( Eaux)
- = ml 9. 9
9 4 (E+ He+ K+ an) FEns 9%n (E+ H+ K+ .Z\n_t_) ( )

A determinagdo do modulo tangente surge da variagdo da expressdo 9.8, bem
como uma subsequente substituicdo de 9.9 nessa, obtendo-se para o caso do

encruamento is6tropo/cinematico:

0c
n+1 -E _ E Sin( BUX) aA}\.

E
C wE - E sin(&2%*y — __ sin(f%%
~l9e n1l7 ge ( )

n+l n+l

n+l E+H+K+ n
At

Finalmente, escreve-se na forma:

E? E (H+ K+ n/At)
cC ., =E- - )
ael E+ H+ K+ n/At (E + H+ K+ nN/AL) (9.10a )
particularizando-se para H=0 e At - «, obtém-se:
2
C1=E— E = E K { 9.10b )
w E+ K (E + K)

Uma analise simplificada com referéncia a 9.10a, permite afirmar que
® sef. <0~ C,=E
® se,f. . >0- C,, =EH+K+n/At)/(E+H+K+n/At)

Com as atengdes direcionadas agora para a expressdo geral da tensdo

apresentada no item 8.2 do capitulo 8, determina-se a expressd@o do médulo algoritmico
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tangente para o modelo elasto-viscoplastico completo, o qual objetiva atualizar a rigidez
global da estrutura. Sua determinagdo, para cada incremento de tempo, faz-se com base
na variagdo da tensdo aplicada com relagdo a deformagdo total, ambas em t,,;. O
procedimento para a sua determinag¢@o segue as seguintes etapas:

ac,_ , 1 g0

C - n+l

n+l € e

9 -l 1+ 1 + 1 ElA t 9
n,AtE, 1,AtK

n+l

mas € possivel demonstrar que

00%y O g (¢ e Eae"*1 E
de -68 1 m1'n>]" 1a€n |

n+1 +1

n+1

ainda, considerando a relagdo y=1/n, onde y € o coeficiente de fluidez do material,

escreve-se finalmente

"1 ge 9.11
n+1 Y] . vz ElAt ( . )
1. YlEZAt 1+ YgKAt

Uma verificagdo de 9.11 consiste em particulariza-la para uma analise elasto-
plastica, ou seja, desconsiderando-se o trecho viscoelastico (E,= y,= 0) e a fluidez do

trecho viscoplastico (y,=1 e At ~ «). Deste modo:

c - El - El - El
+1
g { E At ) 2 R
1+ KAt AE 1 K K
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E, E, K
" E .K E +K (9.12 )
K

Observa-se, portanto, uma igualdade entre as expressdes 9.10b e 9.12, referentes

a formulagdo apresentada via SIMO & HUGHES (1988) e para o modelo elasto-
viscoplastico, via MUNAIAR NETO (1994), respectivamente.

9.4-) ALGORITMO DO MODELQ ELASTO-VISCOPLASTICO COM

ENCRUAMENTO ISOTROPO PARA IMPLEMENTACAO EM CODIGOS
DE CALCULO PARA ESTRUTURAS DE BARRAS

O algoritmo apresentado a seguir, objetiva reunir em uma sequéncia conveniente
para implementa¢o em codigos de calculo, as expressdes determinadas no item 8.2 do
capitulo 8, juntamente com as obtidas nesse capitulo. As etapas sdo as seguintes:
® ETAPA I: Em um instante t, sdo conhecidas as variaveis

ve wp ve vp aux £ aux
Up, €4, €5 By 5 O, &5 &y, Oy :fn

® ETAPA 2: Para um passo de tempo At, obtém-se os incrementos de deslocamentos
e, consequentemente, de deformacgéo

o . . . { (Au::ll) e (Au::ll) ni]
Au - -[K 17 (F(O,,) - F7) Ae -

onde:
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Y, Y, .

C .« F 1+ + ElAt
p YlEzAt 1. YQKAt

n+l1 1

@ ETAPA 3: Obtencio das variaveis do estado auxiliar de tensdes e verificagdo de uma

possivel ocorréncia de plastificagdo

aux ve vp
8n+1 - sn * Aeml olml - E(Sn’l - Sn - € )

n

aux aux
fml - ‘ Gml

- (O'y + Kdn)

onde, com base nos coeficientes de viscosidade m, e m,, referentes aos trechos
viscoelastico e viscoplastico, respectivamente, valem as consideragdes
sen;=0en,=0 ... - regime elastico: final ou novo incr. de carga
sen,>0en,=0 ... ~ regime viscoelastico: ETAPAS 4,5e7

se n,=0, 1,>0 e f,,,** < 0 ...~ regime elastico: final ou novo incr. de carga

]

3

Tt
v
O
il

regime viscoplastico: ETAPAS 4,6 ¢ 7
se ,>0, n,>0 e f,,,** <0 ...~ regime viscoelastico: ETAPAS 4,5¢7

]
x
g
\Y
o
1

regime combinado.... ETAPAS 4,5,6¢7

® ETAPA 4: Nessa etapa, determina-se o valor da tensdo total em n+1, através da

expressdo geral.

ElAt ] ElEzAt ElKAt
o G sin (027) oe. o’?| sin (027)
mL| N AtK ] Y - NeALE, ° NpALK " :

nsl
1+ 1 - 1 ElAt
n-AtE, 1 AtK
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® ETAPA 5: Determinam-se os valores das deformagles viscoelasticas atual e

acumulada, em n+1.

an * n |cn+1| A
t .
oS - . g7e- €'+ — |0 -E,’¢sin(0,_ )
n+ At E2 n+ n nl n+ ¢23 D+
+
0,

® ETAPA 6: Determinam-se os valores das deformagdes viscoplasticas atual e

acumulada, em n+1.

At
o’P (lo,.,| -cy) A
t .
o8- 2 - e et o o ka®) sin(o,,)|
1. AtK n,
n,

® ETAPA 7: Faz-se o célculo do residuo, ¥ = F,,~ F,, # 0. Caso exista, esse sera
aplicado em uma proxima iteragdo na forma de incremento de carga, refazendo-se em
seguida as etapas 2 e 3. Esse procedimento sera respeitado até que ocorra o equilibrio
entre as forgas aplicadas e os esforgos internos, ou seja, zerar o residuo de cargas ou

leva-lo a uma tolerancia previamente estabelecida.

9.5-) IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO EM CODIGOS DE CALCULO DE
BARRAS E ANALISE DA RESPOSTA NUMERICA

Em uma primeira fase, implementou-se o algoritmo apresentado no item 9.4, em
um codigo de calculo de estruturas de barras para analise unidimensional, denominado
"SIMAB.FOR". Em uma segunda fase, implementou-se o mesmo algoritmo em um
codigo de calculo para o casos das treligas planas, denominado "SIMAT. FOR".

Ambos os codigos, em linguagem FORTRAN, utilizam o Método dos Elementos

Finitos para a discretizagdo e obtengdo dos deslocamentos nodais. Nos exemplos que
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seguem, os resultados obtidos com o algoritmo via procedimento implicito foram

diretamente confrontados com os resultados do algoritmo via procedimento explicito,

apresentados em MUNAIAR NETO (1994).

1o EXEMPLO DE APLICACAQ: ELEMENTO DE BARRA (TRACIONADO)

A barra ilustrada na figura 9.2, tem area constante e esta submetida a uma forga
axial aplicada através de dois incrementos (0.50+0.50) em uma de suas extremidades.
Adotaram-se Az = 0.025 e tolerdncia para convergéncia de 0.001, com referéncia aos

incrementos de deformagdes viscoplastica e viscoelastica.

elemento de barra

Figura 9.2 - Elemento de Barra Tracionado

® (s Dados iniciais sdo:

P=I5kN A=Icm’ E~10.000kN/cm’ E,=9.500 kN/cm* L=10cm
0,10 kN/cm?  K=5.000 kN/cm®  y=1/n=0,0009  y,~1/7,=0,001 H=0

Os resultados finais do confronto entre procedimentos explicito e implicito, estdo
apresentados nas tabelas 9.1, 9.2, 9.3 e 9.4, para as quais valem as seguintes
observagdes:

a-) C_, pela expressdo 9.11, € o valor do modulo tangente parat » «;
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b-) a primeira linha de cada tabela refere-se a uma analise via procedimento implicito
com atualizagdo da rigidez;

¢-) a segunda linha de cada tabela refere-se a uma analise via procedimento implicito sem
atualizagdo da rigidez;

d-) a terceira linha de cada tabela refere-se a uma analise via procedimento explicito sem
atualizagdo da rigidez;

e-) na tabela 9.3, sdo apresentados os resultados referentes a uma analise combinada
(v,~0 e v,>0), "com" evolugdo de €* apos o inicio da plastificagio;

f~) na tabela 9.4, sdo apresentados os resultados referentes & uma analise combinada

(v,>0 e v,>0), "sem" evolugdo de £ apos o inicio da plastificacdo.

a-) Andlise apenas viscoplastica: C,, = 3.333,33 kN/cm’

Tabela 9.1: VISCOPLASTICA ~ (y,=0,0; y,=0,0010)

Proc | Tempo | Iter Cois Ops1 e e e”
(unid) kN/cm? | kN/em? | (x107) (x10°) (x107)
IMP | 1725 | 70 8.182 15,0 2,49978 0,00000 | 0,99980
1,775 72 10.000 15,0 2,49974 0,00000 | 0,99977
EXP | 0,883 22 10.000 15,0 2,50000 0,00000 | 1,00000

b-) Andlise apenas viscoeldstica: C,=4.871,79 kN/cm?

Tabela 9.2: VISCOELASTICA - ( y,=0,0009; y,=0,0)

Proc | Tempo | Iter Coir Opit £ e* e’

(unid) kN/em’ | kN/em? | (x107) (x10°) (x10°)
IMP | 2075 83 8.436 15,0000 | 3,07874 1,57880 0,0000
2,150 86 10.000 | 15,0000 | 3,07872 1,57876 0,0000

EXP | 0947 | 36 | 10.000 | 15,0000 | 3,09910 | 1,57910 0,0000
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c-) Andlise combinada, com " apos plastificagdo: C, = 2.467,53 kN/cm?

Tabela 9.3: COMBINADA - (y,=0,0009; y,= 0,0010)
Proc | Tempo | Iter Coit Opis £ e e’
(unid) kN/em® | kN/em? | (x107) (x10°) (x10°)
IMP | 2,7500 | 110 | 7.104 | 15,0000 | 4,07894 | 1,57910 | 0,99985
2,9750 | 119 | 10.000 | 15,0000 | 4,07879 | 1,57893 | 0,99987
EXP | 1,2476 | 38 | 10.000 | 15,0000 | 4,08250 | 1,58030 | 1,00000
d-) Andlise combinada, sem & apos plastificagio: C,= 2.467,53 kN/cm’
Tabela 9.4: COMBINADA - ( y,=0,0009; v, = 0,0010)
Proc | Tempo | Iter Cpis Opis € e” e’
(unid) EN/em? | kN/em? | (x107) (x107) (x107)
IMP | 26750 | 107 | 7.104 15,0000 | 3,28903 0,78930 | 0,99975
2,8500 | 114 | 10.000 | 15,0000 | 3,28902 | 0,78928 | 0,99977
LEXP - - - - - - -

Uma analise sobre os resultados dos esforgos apresentados nas tabelas 9.1, 9.2

e 9.3, permite admitir como satisfatorio o confronto entre procedimentos explicito e

implicito. No entanto, observa-se pouca proximidade com referéncia ao parimetro

tempo.

Os resultados apresentados na tabela 9.4, quando comparados aos da tabela 9.3,

objetiva apenas proporcionar ao leitor uma discussido com referéncia a escolha de uma

forma mais adequada de simular fenonemos do tipo combinado, uma vez que o codigo

de calculo possibilita ambas as analises.

Objetivando ilustrar 0 mecanismo de convergéncia do codigo de calculo,

apresentam-se na figura 9.3 as evolugdes da tensdo (em kN/cm?) e das deformagdes,

com base nos dados da tabela 9.3.
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Figura 9.3 - Evolugdo dos esforcos na barra

20 EXEMPLO DE APLICACAO: TRELICAS PLANAS

Sistema composto por 5 barras de mesma area, ilustrada na figura 9.4, com carga
no no 1 aplicada em dois incrementos consecutivos (0.60+0.40). Adotaram-se A47=0.025
e tolerdncia para convergéncia de 0.0001, com referéncia aos incrementos de

deformagdes viscoelastica e viscoplastica.

+P

Figura 9.4 - Sistema de 5 Barras de Inércia Constante
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® Dados iniciais do exemplo:

P=180 kN  A=10cm’* E=E,=2.000kN/cm’ L =varigzvel H=0
0,=4 kN/em>  K=250 kN/em®  y=1/n;=0,0015  y,=1/1,=0.002

Apresentam-se os resultados para a barra 1-4, do confronto entre procedimentos
explicito e implicito, nas tabelas 9.5, 9.6, 9.7 e 9.8, devendo-se ressaltar que

permanecem aqui validas as observagGes mencionadas no primeiro exemplo.

a-) Andlise apenas viscopldstica: C.,= 222 kN/em?

Tabela 9.5: VISCOPLASTICA ~ (y,=0,0; y,=0,0020)

Proc | Tempo | Iter Coit Opiz £ e* e’
(unid) kN/em? | kN/em? | (x107) (x107) (x107)
IMP | 18,00 | 721 1.820 4,7383 5,3221 0,00000 | 2,95295

18,10 | 725 2.000 4,7383 5,3221 0,00000 | 2,95293
EXP | 6,839 34 2.000 4,7428 53,3465 0,00000 | 2,97504

b-) Andlise apenas viscoeldstica: C,, = 1.000 kN/cm*

Tabela 9.6: VISCOELASTICA - (y,=0,0015; v,= 0,0

o

Proc | Tempo | Iter Cosr Opis £ e e’

(unid) kN/em® | kN/em? | (x107) (x107) (x107)

IMP | 6825 | 273 1.870 6,1334 | 6,13334 | 3,06662 0,0000

6,850 | 274 | 2000 | 6,1334 | 6,13335 | 3,06662 | 0,0000
EXP| 2948 | 41 | 2000 | 6,1335 | 6,13400 | 3,06730 | 0,0000




¢-) Andlise combinada, com ¢* apos plastificacdo: C, = 200 kN/cm?
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Tabela 9.7: COMBINADA - (y,=0,0015; y,=0,0020)
Proc | Tempo | Iter Coit Opi1 £ e e’
(unid) kN/em? | kN/em® | (x10°) | (x10°) | (x10°)
IMP | 13,675 | 547 1.712 49271 | 8,03342 | 246442 | 3,70578
13,950 | 558 | 2.000 49271 | 863368 | 246431 | 3,70610
EXP | 6,7083 | 53 2.000 4,8956 | 8,69750 | 2,64630 | 3,06030
d-) Andlise combinada, sem &£* apos plastificacdo: C., = 200 kN/cm?
Tabela 9.8: COMBINADA -~ (y,=0,0015; v,= 0,002)
Proc | Tempo | Iter Chis Opis £ e" e”?
(unid) kN/ecm? | kN/em’ | (x10°) (x107) (x107)
IMP | 14,52 | 581 1.712 4,9722 | 8,21469 | 1,83988 | 3,88866
14,77 | 591 2.000 49722 | 8,21471 | 1,83987 | 3,88869
EXP| - - - : ; ; ]

Os resultados dos esforgos apresentados nas tabelas 9.5, 9.6 ¢ 9.7 também
demonstram uma proximidade satisfatoria entre procedimentos explicito e implicito. No
entanto, novamente no referente a variavel tempo, uma desigualdade ¢é verificada.

A ndo-proximidade do parametro tempo, observada em ambos os exemplos de
aplicagdo, sugere a necessidade de um estudo mais detalhado, objetivando conferir ao
modelo proposto uma maior confiabilidade.

No capitulo seguinte, serdo realizados estudos com referéncia ao tempo, mais
especificamente ao tamanho do passo de tempo, no sentido de garantir um ajuste entre
resultados tedricos obtidos com base nas expressGes exatas da Reologia dos Materiais,
em correspondéncia aos resultados numéricos, obtidos via codigos de calculo Simab.for

e Simat.for.
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CAPITULO 10

[

ESTUDO DA RESPOSTA NUMERICA EM REGIMES
VISCOELASTICO E ELASTO-VISCOPLASTICO

Foram apresentadas no capitulo 9, expressdes do modelo completo obtidas via
procedimento implicito, bem como um algoritmo de integragio o qual foi implementado
em codigos de calculo para estruturas compostas por barras.

Juntamente, foram apresentados resultados referentes a resposta numérica e
comparados com resultados obtidos via procedimento explicito. Naquele capitulo,
observou-se pouca proximidade para o tempo total, quando do confronto de ambos os
procedimentos.

Ressalta-se, portanto, uma questdo sempre presente a nivel numérico: a precisio
dos resultados obtidos, principalmente quando o objetivo € o de avaliar a evolugdo dos
deslocamentos e deformagdes ao longo do tempo. Na integragdo em passo finito, o
intervalo de tempo e o tipo de procedimento escolhidos tem influéncia direta sobre a
precisdo da resposta.

Evidencia-se assim a necessidade de um estudo com referéncia a um tamanho
do passo de tempo que garanta uma convergéncia estavel, bem como um ajuste
satisfatério entre resultados numéricos e exatos com referéncia as deformagdes onde,
como apresentado em MUNAIAR NETO (1994), para os trechos viscoelastico e

viscoplastico, valem as seguintes expressoes:



108

2

K+H

Para um estudo detalhado da escotha do passo de tempo adequado, toma-se
como ponto de partida o exemplo da barra tracionada (figura 9.2, do capitulo 9).
Primeiramente, para uma analise viscoelastica e a carga P aplicada num {nico
incremento, adotaram-se diferentes passos de tempo.

Os resultados obtidos estdo reunidos na tabela 10.1, onde vale a relagdo
Erro=[(2 .- yum) €0 }X 100, sendo C,; (expressdo 9.11 do capitulo 9) o médulo tangente

em correspondéncia a uma situag@o equilibrada e estavel, para o At escolhido.

Tabela 10.1 - Andlise Viscoelastica: C =4.871,79 kN/em? ~
At it T Cos £ pim £, Erro
(kN/em?) (x107) (x107) (%)

1 3 3,00 5.148,25 1,772 1,579 -12,22
05 | 3 | 150 | 539642 1,805 1,579 -14.29
0,2 12 | 2,40 6.008,87 1,579 1,579 0,00
01 | 16| 160 | 673321 1,579 1,579 0,00
005 | 25 | 125 | 760320 1,579 1,579 0,00
001 | 91 | 001 | 923437 1,578 1,578 0,00

0,005 | 172 | 0,86 9.586,30 1,578 1,578 0,00
0,001 | 819 | 0,82 9.911,55 1,577 1,577 0,00

sendo que C, (também determinado pela expressdo 9.11 do capitulo 9) € o valor do
modulo tangente para t-. Ainda, s3o definidos At, it € TT como o passo de tempo

testado, o numero de iteragdes, € o tempo total para a convergéncia, respectivamente.

Uma analise cuidadosa com referéncia a tabela 10.1, permite constatar a

igualdade dos resultados numéricos de deformagio para At < 0,20. Para valores
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maiores, verifica-se um acréscimo no valor final da deformagio viscoelastica, como
consequéncia de uma redugdo excessiva da rigidez estrutural quando da reaplica¢do do
residual de cargas. Observa-se também uma variagdo de C,.; com rela¢éo ao seu valor
em um tempo infinito, determinara pela relagio VMT=[(C,,,-C.)/C_]x100%.
Objetivando uma escolha adequada do passo de tempo, faz-se um estudo dos
resultados da referida tabela na forma de diagrama Deformagdo viscoelastica x Tempo,
adotando VMT como um critério para a determinagio do At correspondente ao melhor

ajuste. Primeiramente, plotando-se os valores da tabela 10.1 para At=0,20, obtém-se:

A [ JI ] i”'*\ »
2
P
1.8 »eo Numeérica
o~ [ %
o 1.6 / = e B 3B -3 —— 0 Tedrica
& =
/
. y
(@] 1.4 _,///’
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o fx%
w Iy
-0 | “/
© 0.8 I
o 11
O ;/r
$ 0.6 /{/
. /
L {
] 0.4 ///
o) /{/
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0 0.5 1 1.5 Z 2.5
Tempo Total Acumulado

Figura 10.1 - An. Viscoeldstica / 1 increm. / At=0.20

Observa-se, pela figura 10.1, um ajuste inadequado para um intervalo de tempo
entre 0 e 1. Plotando-se os esforgos para os demais passos de tempo, constatou-se que

um ajuste numérico-teoérico satisfatorio foi obtido para A¢=0.05 com VMT = 56,1%,

bem como um erro de 0.0%, como ilustrado na figura 10.2.
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Figura 10.2 - An. Viscoeldstica / 1 increm. / At=0.05

Observou-se ainda que, para passos de tempo menores, 0 ajuste numérico-
tedrico tende a uma pouca melhora, porém, as custas de um numero excessivo de
iteragdes. Ressalta-se que para At=0,10 e At=0,01, sdo observados ajustes também
aceitaveis onde s3o obtidos VMT=38% e VMT=90%, respectivamente. Nesse caso, €
possivel sugerir como critério para a escolha do passo de tempo um intervalo para
valores de VMT.

Para 2 incrementos de carga foram realizados testes comparativos, obtendo-se
um ajuste satisfatorio para 4¢=0.05, com variagio de C,,, de 56,1% com relag¢do a C,
e um erro de 0.0%, como ilustrado na figura 10.3.

Deve-se ressaltar que para um namero de incrementos de carga igual ou maior

que 3, os ajustes ocorreram de forma analoga ao apresentado na figura 10.3.
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10.3 - An. Viscoeldstica / 2 increm. / At=0.05

Para a analise viscoplastica, objetivando um estudo analogo ao anterior, utiliza-se

o mesmo exemplo da barra tracionada (figura 9.2 do capitulo 9) com a carga P aplicada

novamente em um unico incremento. Realizaram-se testes comparativos para os mesmos

passos de tempo da tabela 10.1, cujos resultados apresentam-se na tabela 10.2.

Tabela 10.2 - Andlise. Viscoplastica: C_=3.333,33 kN/cm’?

At it T Cosr € im &% Erro
(kN/cm’) (x107) (x107) (%)

1 10 10,00 3.750,00 8,3333 1,0000 -733
0,5 10 5,00 4.117,65 4.5782 1,0000 -357
02 | 10 | 2,00 5.000,00 13750 1,0000 37
0,1 25 2,50 6.000,00 1,0000 1,0000 0,00
005 | 40 | 2,00 7.142.86 0,9999 0,9999 0,00
0,01 153 1,53 9.130,43 0,9995 0,9995 0,00
0,005 | 291 1,45 9.534,88 0,9993 0,9993 0,00
| 0,001 | 1307 | 1,307 | 9.901,48 0,9991 0,9991 0,00
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A tabela 10.2 mostra a igualdade dos resultados numéricos de deformacdo
viscoplastica para At < 0,10. Para valores maiores, verifica-se novamente um acréscimo
no valor final da mesma, também como consequéncia de uma redugio excessiva da
rigidez estrutural quando da reaplica¢do do residual de cargas. Novamente, ocorre uma
variagdo de C,., com relago ao seu valor em um tempo infinito.

Utilizando o mesmo critério adotado na analise viscoelastica para a determinagdo

doAt adequado, plotaram-se os resultados da tabela 10.2 na forma de diagrama

"' Deformagdo viscopldstica x Tempo". Novamente, adotou-se VMT como critério para
a determinagdo do At adequado. Verificou-se que um ajuste satisfatorio entre resultados
numérico e teodrico foi obtido para valores de At=0.10, correspondente a8 VMT= 80%

com erro 0,00%, como ilustra a figura 10.4.
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Figura 10.4 ~ An. Viscoplastica / 1 increm. / At=0.10

Observou-se novamente, que para passos de tempo menores o ajuste numérico-
teorico tende a uma pouca melhora, as custas de um nimero excessivo de iteragdes. Para

At=0,20 e At=0,05, também foram observados ajustes aceitaveis, obtendo-se
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VMT=50% e VMT=114%, respectivamente.

Para estudos referentes a dois ou mais incrementos de carga, 0s quais ndo serdo
aqui apresentados, os resultados obtidos foram similares aos verificados pela analise
viscoelastica.

No que segue, faz-se um estudo analogo aos apresentados para a barra
tracionada, agora direcionado aos casos da treligas planas, tomando como referéncia

aquela apresentada na figura 9.3 do capitulo 9.

Deve-se ressaltar que, em fungdo da hiperestaticidade da referida estrutura, sera
apresentado apenas o estudo para o comportamento viscoelastico das cinco barras
(simultaneamente), uma vez que sabe-se que nesse caso fica garantida uma tenséo
constante a cada iteragdo. Tal fato permite a comparagio entre resultados numérico e
tedrico, uma vez que as relagdes constitutivas exatas, ja apresentadas, s3o escritas em
termos de tensdo constante ao longo do tempo.

Realizando-se os mencionados testes comparativos para a treli¢a, admitindo a
carga P aplicada inicialmente em um unico incremento obtém-se, para a barra 1-4, como

apresentado na tabela 10.3, os seguintes resultados:

Tabela 10.3 - AndliseViscoeldstica: _C.=1.000,00 kN/cm’

At it T Chit & im £ s Erro

(kN/em?) (x107) (x107) (%)

5 3 | 1500 1.03226 3,081 3,067 -0,45

10 | 12 [1200] 114286 3,067 3,067 0,00
05 | 16 | 800 | 125000 3,067 3,067 0,00
01 | 43 | 430 1.625,00 3,067 3,067 0,00
0,05 75 3,75 1.769,23 3,066 3,067 0,00
001 | 321 | 321 1.943,40 3,066 3,067 0,00
0,005 | 628 | 3,14 1.970,87 3,066 3,067 0,00
0,001 | 3088 | 3,09 1.994,04 3,066 3,066 0,00




114

Nesse caso, verificou-se um ajuste numérico-teorico satisfatorio para At=0.05
correspondente a uma variagdo de C_.,, de 76,9% com relagdo a C_, para um erro de
0.00%, como ilustrado na figura 10.5. Para passos de tempo menores o ajuste numerico-
tedrico resulta em pouca melhora, novamente as custas de um nimero excessivo de
iteragdes.

Para 2 incrementos de carga, foram realizados testes comparativos obtendo-se
um ajuste satisfatorio também para A7=0.05, com variagdo de C,,, de 56,1% com
relacdo a C_ e um erro de 0.0%, como ilustrado na figura 10.6. Novamente, para

At=0,10 e At=0,01, observou-se ajustes aceitaveis.
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Figura 10.5 - An. Viscoeldstica / 1 increm. / At=0.05
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Figura 10.6 - An. Viscoelastica / 2 increm. / At=0.05

Os resultados apresentados e as consideragdes abordadas, permitem sugerir um
intervalo para valores de VMT, para as analises viscoelastica e viscoplastica, objetivando
escolher o tamanho do passo de tempo correspondente a um ajuste satisfatorio (ou pelo
menos aceitavel) entre resultados numérico e teorico. Fica, como proposta, a utilizagdo
do critério da varia¢gdo do modulo tangente com o At quando da extensdo aos casos
multiaxiais.

Finalmente, com uma analise complementar sobre os diagrama "Tensdo x
Deformagio” para o caso viscoplastico, por exemplo, é possivel constatar a ndo-violagio
do critério de plastificagdo, garantindo uma evolugdo dos esforgos em correspondéncia
a uma rigidez igual a E;K/(E,+K). O mesmo fato também € observado quando da
analise viscoelastica, onde os esforgos evoluem diretamente proporcionais a uma rigidez
igual a E,E,/(E,+E,).

Em uma primeira analise, para o comportamento viscoelastico, novamente para
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a barra tracionada (figura 9.2 do capitulo 9) com seus respectivos parametros iniciais,
plota-se o diagrama "Tensdo x Deformagio", como ilustrado na figura 10.7, para 3

incrementos de carga (0,35 + 0,35 + 0,30) e At=0,05.

TP (AP o G U
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18
16 A
14 . <1y
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~ P P
= 56> &> N
£ / o
L8 P
P
9
a2 6 .
4 o .
=y
O 0.5 1 1.5 z 2.5 3 3.5
Deformagao Total {x 0.001)

Figura 10.7 - Tensdo x Deformagdo / An. Viscoeldstica

Nota-se, com referéncia a figura 10.7, um alinhamento entre a origem do sistema
de coordenadas com os pontos 1, 2 e 3, correspondentes as situagdes equilibradas para
o primeiro, segundo e terceiro incrementos respectivamente.

A inclinagdo da reta que passa por esses pontos pode ser obtida, através das
coordenadas dos mesmos. Tais coordenadas sdo obtidas com uma pesquisa sobre
arquivos auxiliares de saida dos resultados do codigo de célculo. Sdo as seguintes:
ponto 1: com coordenadas (1,08 ; 5,25 )
ponto 2: com coordenadas (2,16 ; 10,5 )
ponto 3: com coordenadas ( 3,08 ; 15,0).

Assim, determina-se a inclinag¢do da referida reta, tomando-se como valores de
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referéncia as coordenadas dos pontos 1 ¢ 3, tal que:

C . - 15 - 5.25 - 4875 kN/ecm?

1 (3,08 -1.08).10°3

e portanto, coincidente com o valor de C_, apresentado na tabela 10.1.

Em uma segunda analise, agora para o comportamento viscoplastico, para a
mesma barra, plota-se o diagrama "Tensdo x Deformagdo", ilustrado na figura 10.8, para
3 incrementos de carga (0,70 + 0,15 + 0,15) e At=0.10.

Com referéncia a figura 10.8, observa-se um comportamento eléstico inicial € um
comportamento viscoplastico, definido pela reta que passa pelos pontos 1, 2 e 3,
correspondentes as situagdes equilibradas para o primeiro, segundo e terceiro
incrementos, respectivamente.

A inclinagdo da reta que passa por esses pontos também ¢ obtida com base nas
coordenadas dos mesmos, determinadas com uma pesquisa sobre arquivos auxiliares de

saida dos resultados do codigo de célculo. Sdo as seguintes:
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Figura 10.8 - Tensdo x Deformagdo / An. Viscoplastica
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ponto 1: com coordenadas (1,15 ; 10,5 )
ponto 2: com coordenadas (1,82 ; 12,75 )
ponto 3: com coordenadas (2,5 ; 15,0)

Assim, a inclina¢io da referida reta, tomando-se o valor das coordenadas dos

pontos 1 e 3, resulta em:

c .- 15.0 - 10.5 - 3333,33 kN/cm?
(2.50 - 1.15).10°3

e portanto, coincidente com o valor de C_, apresentado na tabela 10.2.

Os resultados obtidos para o modelo elasto-viscoplastico, demonstram a
possibilidade de ajustes satisfatorios entre resultados numérico e teérico, bem como a

garantia da correspondéncia entre tensdo e deformag@o.
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CAPITULO 11

PLASTICIDADE E VISCOPLASTICIDADE:
UMA GENERALIZACAO A ANALISE MULTIAXIAL

Uma generalizagio das expressdes estudadas nos capitulos anteriores aos casos
multiaxiais leva, em uma primeira analise, 2 transformaco das varidveis escalares tensdo
e deformagdo em tensores o € &, respectivamente.

Adicionalmente, é possivel admitir o desenvolvimento dessas expressdes no
espaco das deformagdes. Nesse caso, o tensor de deformacdo total para o modelo

elasto-plastico, passa a ser representado pela decomposigéo aditiva:

€ « 824+ 8P 4 g% . - gP ( 11.1a )

sendo que para o tensor das tensdes, vale a expressdo

O =Ce®=C(e - &P) ( 11.1b )

CaXNI®I)2pIT -k, (I® I)s2p[IT- %(I@ I)] ( 11.1¢c )

lembrando que C € o tensor elastico, A e u s3o as constantes de Lamé e k, o médulo de
compressibilidade volumétrica (k,=A+2u/3). Ainda, I e II sdo os tensores identidade de

2a e 4a ordens, respectivamente.
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Analogamente & analise unidimensional, as expressdes para o fluxo de

deformacdo plastica, taxas das varidveis internas de encruamento, bem como as

condigdes de "complementaridade” e de "consisténcia" , escrevem-se nas formas:

€2 . Xr (0, q) d - -Xh (0, q) ( 11.2a,b )

Af-0 NE -0 ( 11.2¢c,d )

onde A, como na andlise unidimensional, permanece como uma grandeza escalar
positiva. Aparecem duas novas variaveis: r como a variavel tensorial que determina a
direcdio em que ocorre o fluxo plastico e h a variavel vetorial representativa do tipo de
encruamento corrente. A expressdo geral para 4, na forma de taxa é escrita com base

no desenvolvimento apresentado no "apéndice 3", na forma:

. f.C¥¢
A - S ( 11.3a )
fo.Cr + fq.h

Deve-se ressaltar que a expressio acima € valida desde que (f,.Cr+f h)>0 para

qualquer conjunto (0,q) € E_. Ainda, no caso de f(0,q)=0 e df{ 0,q)/0t=0, obtém-se:

X20- f£.CE-r.CE20 ( 11.3b )

Com a substituigdo de 11.2a e 11.3a na expressdo 11.1b, obtém-se a expressio

final do modulo algoritmico tangente C®, pelo procedimento:

G-Cle-8P) = BacC(f-67) -c(f-Rrlo,q)

[+]
f_.CE¢ cr® cr
8-clé - ° rh|c - ° _|§.cee¢ ( 11.4 )
£f,.Cr + fq.h fa.Cr+6qf.h
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Com relagdo a 11.4 cabem duas observagdes de grande interesse:
a-)nocasode A=0- CP=C
b-) para (o,q) arbitrario, o modulo tangente € geralmente ndo-simétrico, exceto para o

caso da plasticidade associativa, onde admite-se que r(o,q)=f,(0,q). Assim, escreve-se:

€% - Rf_(a,q) - Xa_f (0, q) (11.5 )

4 - -Xpf (o, q) - -ADd_f (0, q) ( 11.6 )

onde D é denominada Matriz dos Modulos Plasticos.

11.1-) EXPRESSOES DA PLASTICIDADE CLASSICA (J,) PARA ANALISES
TRIDIMENSIONAL E PLANA DE DEFORMACAO (E.P.D)

Apresenta-se, no que segue, o modelo classico de Von Mises (J,) bastante usado
nos estudos de plasticidade em metais e aqui dirigido particularmente as anélises

tridimensional e E.P.D.
11.1.1-) Critério de Von Mises (J,) para Plasticidade Perfeita

As expressdes no caso da plasticidade perfeita, baseiam-se nas hipoteses de
comportamento elastico linear, ndo ocorréncia de qualquer tipo de encruamento (h=0)
e plasticidade associativa (r=9,f). A fung¢fo de plastificagdo, neste caso, € expressa na

forma:

£(a) -\’ncﬂ2 ) é_(tr[c])z ] ,’%oy ( 11.7a )
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tr[c] -0, + 0, + O, ( 11.7b )

onde o € o tensor de tensdes € o, € a tensdo de escoamento do material. Aplicando-se
a hipotese de plasticidade associativa, obtém-se a expressio do fluxo plastico.

Primeiramente, determina-se:

2{(0 - %tr[c] I)

of (o) 1 9 L
AL - _56(0- 3tr[()‘]I)
lol? - = (tr[o])?
3
r_af(o> _[(Ir_i@I)]L.(II-iI@I)n'n
30 3 ol 3

onde ¢' = o - (1/3)tr[ o ]I é a parcela anti-esférica do tensor de tensdes. Finalmente, de

11.2a ou 11.5, escreve-se:

£2 . Xr(o) -Xfo.X_ﬂf—'-“- - Xn ( 11.8 )
o’

A obtengdo dos parametros 4 e C®, faz-se através da aplicagio de 11.3ae 11.4,
respectivamente. Conforme desenvolvimento apresentado passo a passo no “apéndice

4" desse trabalho, ambas as expressdes de interesse resultam em

[+]

on £ ¢

e AP SR ( 11.9a )
2n ¢

C® -k, I®I + 2n(IT - %I@I - n®n) ( 11.9b )
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11.1.2-) Critério de Von Mises (J,) para Plasticidade com Encruamento Combinado

Isotropo/Cinematico.

Os encruamentos isétropo e cinematico sdo, nesse caso, representados
respectivamente pelas variaveis a (deformagio plastica equivalente) no espago das
deformagdes e q (tens3o de retorno) no espago das tensdes. Nesse caso, escreve-se a

expressdo para o critério de plastificag@o, na forma:

(o, q) - Inl - «'-i— K(a) - Inl «’% (o, « Ka) ( 11.10a )

n=-o0-qg ( 11.10b )

lembrando que o' € a parcela desviadora do tensor de tensdes, K ¢ o modulo pléstico
(referente a0 encruamento iso6tropo) e q' a parcela desviadora do tensor das tensGes de
retorno (referente ao encruamento cinematico). Pode-se ainda reescrever a expressio

para o critério, em sua forma explicitada:
1 1 3 l 2 ' 2
f(G,q')-[(G-Etr[G]-q').(G—Etr[c]-q')]2 "\ 3% " 3Kc( ( 11.10c )

A determinacdo da lei de fluxo para a deformag@o plastica, faz-se com base na

expressdo 11.5. Nesse sentido

_Q.{. EM[(II——{I@I[}- _oa
06 2 jo-ql 3 lo-q’l

finalmente
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- A =An ( 11.11 )

Para as leis de fluxo das variaveis internas referentes aos encruamentos dos tipos
isotropo e cinematico valem, conforme o desenvolvimento apresentado no "apéndice 5"

desse trabalho, as expressdes nas formas finais

d.\jgx ( 11.12 )

2 2
ncf'-gf—rl—-gff"n ( 11.13 )

Finalmente, faz-se a determinagdo das expressdes finais de 4 e C*®, por um
procedimento analogo aquele utilizado no caso da plasticidade perfeita. Ambas as

expressdes, novamente com base no "apéndice 5", sdo escritas nas formas:

¢ -1
X_ n,¢ _(1+ K+H) n.€°
1. 1 3 £.0(G, q) 3 ( 11.14a )
2p 9
1 n®n
ep _ . .- _
c k,I®r + 2p | IT 3I®I —x ( 11.14b )

1+

3p
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11.2-) UMA EXTENSAO A VISCOPLASTICIDADE PERFEITA

Este modelo utiliza uma formulagio alternativa, proposta por Duvaut-Lions ¢
parte, em uma primeira analise, da viscoplasticidade perfeita com base no critério de Von

Mises (J,). Admite, para tanto, f=f{0) como um critério de plastificagio na forma:

1
£(0) - Ilo'llulécy - (0.0 2 - A)% <0 (11.15a)

o—:_g-%tr(G)I-O'—%(O'X+O'y+0'z)l'-0'—0'ml' (11,15b)

Desse modo, procede-se

E - 1 2 L[(II_E@I)] .9
8c 2 1o 3 lol
obtendo-se, portanto
gP . i<f(c)> o . i<f(<5)>n ( 11.16a )
n lol n
c-ka®I+2u[II--§-I®I] ( 11.16b )

lembrando que 1 € o coeficiente de viscosidade do material.

No capitulo que segue, serdo apresentados algoritmos para implementagio em
codigos de calculo dos modelos até aqui estudados, através de um procedimento
puramente implicito de integracdo. Ressalta-se que serdo abordadas também as
extensdes a viscoelasticidade e viscoplasticidade (com encruamentos is6tropo € o

cinematico).
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CAPITULO 12

-

ALGORITMOS VIA PROCEDIMENTO IMPLICITO DE
INTEGRACAO PARA MODELOS DE COMPORTAMENTOS
ELASTICO, VISCOELASTICO, PLASTICO E VISCOPLASTICO

Com a utilizagdo de um procedimento incremental-iterativo juntamente com uma
verificagiio do equilibrio estrutural, elaboram-se algoritmos de integragio numérica
tomando como referéncia as expressdes apresentadas no capitulo 11.

Através das condigdes iniciais do problema, determinam-se incrementos de
deformagio e, consequentemente, os valores atualizados das variaveis de interesse da
analise estrutural, com a utilizagdo de um procedimento implicito de integragdo
numérica, o qual também sera utilizado nesse mesmo capitulo para a determinagio de

expressdes referentes a viscoelasticidade.

12.1-) PLASTICIDADE DE VON MISES (J,) PARA ENCRUAMENTO
COMBINADO EM "3-D" E "E.P.D".

O critério de Von Mises ¢é representado por uma Hiperesfera no espago

desviador. A projegdo do estado auxiliar sobre a superficie da hiperesfera, ocorre na
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dirego do centro da circunferéncia (radialmente). Essa projecdo ¢ denominada Método
da Projecdo Radial e esta graficamente ilustrada nas figuras 12.1 e 12.2, retiradas de
SIMO & HUGHES (1988), para os encruamentos isotropo e combinado

isotropo/cinematico, respectivamente

\ PROJEGAO RADIAL

SOBRE 0 CONTORNO

OF,
Figura 12.1 - Projeg¢do Radial - Encruamento Isdétropo

Al

\PROJECAO RADIAL
NO CONTORNO

'y

3E,

Figura 12.2 - Projeg¢do Radial - Encruamento Combinado
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Como ja mencionado, q“(a,q) é o vetor das variaveis plasticas internas, n=0-q
¢ a tensdo relativa e n=n/|n| o vetor unitario normal a superficie de escoamento de
Mises. Considerando-se um intervalo de tempo At = t,- t, e utilizando um

procedimento implicito, escrevem-se

Dp o
gP - eP. g At -eP (N At)n =€+ N n ( 12.1 )
o -« d At 22 At 25 (12.2 )
el " n Y Yapa = an * 3 sl - an * E n+l ‘

o 2 2
g.-q +d At -q - }\.Atanml -q + EH)xmlnml ( 12.3 )
e, para as tensdes € o critério, no espago desviador
O . =C(g8 . -¢&P) o' . =-0C . - 1t:r((s )T 2
nel el el el Y el ( 12.4a,b )
o : £ 2 K ( 12.4¢c,d )
nn& - nel qn+1 el T || nml u - -5 (Gy * and) ° 4

lembrando que C=k,(IeD)+2p[II-1/3(Iel)] e o' € (' sdo parcelas desviadoras dos tensores
de tensdes total e de retorno. No referente ao estado auxiliar de tensdes, as expressdes

gerais apresentam-se na forma

Fo Lol cl(e

n+l

- eﬁ) =0, - cAen ( 12.5a )

n+1

e e - & ( 12.5b )

reescrevendo-as no espago desviador, assumem as formas
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o’ - o . %tr(c””")r ( 12.5¢c )

n+l n+1

aux 2
L T L B Lol -«bg(ofmn) ( 12.5d,e )

Ressalta-se ainda que as expressdes de tensdo e suas parcelas desviadoras, tanto
no estado real como no auxiliar, podem ser reescritas em formas alternativas. Como
desenvolvido no "apéndice 6", reescrevem-se as expressdes referentes a tensdo e sua
parcela desviadora, ambas para o estado auxiliar e com base nas parcelas desviadoras

dos tensores de deformagdes total e plastica, nas formas finais

Coy=2n(e, , -ef) « ktr(e )I ( 12.6a )

aux

o., =2ple,, -ef) -2n(e, - &7) ( 12.6b )

Através de um procedimento analogo, também apresentado no “apéndice 6", ¢

possivel obter as expressdes no estado real, escritas em formas alternativas:

G, -ktr(e )I.ol, -2pA ( 12.6c )

n+1 nIl+1

G;hl - 2]'1 (eml - Sﬁ) - zu}\mlnml - cz’-ul - zu}\'ndnml ( 12' 6d )

Outras relagdes de interesse para os desenvolvimento que seguem nesse item,
referem-se ao vetor unitario n,,;=7,.,/I M. |. Em uma primeria etapa, apresenta-se no

"apéndice 6", a relagdo:
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anx aux n;f‘;(
|| nml “ nml - nml - nml e ( 12. 6e )
demonstra-se no mesmo apéndice, da relagdo n, ;= [N, 0,1, que

||r]n,1|| 'nn,l'nn,l ( 12.6f)

As relagdes 12.6, anteriormente apresentadas serdo utilizadas na determinagao
da variavel 4., Para tanto, da expressio referente ao critério juntamente com a relagdo

12.6f, bem como admitindo-se a ocorréncia de plastificagdo, escreve-se:

' ' 2
fon - i Npa b - (cy * Kand) iR PR < E(cy * Kdml) -0

w|n

considerando-se, de 12.6d, a relagdo n,.; = N, - 2u + 2H/3)4,,,n,,, € admitindo

12.6f também vélida para o estado auxiliar de tensdes, procede-se

2 ' 2
[nﬁflx - (2}1 + §H> )\mlnml] 'nml - 3 (Gy * Kaml) - 0
I N | n_,.n -(2p+£H)}\. -4’3(0 + Kyt ) =0
nsl n+l ®""nel 3 n+1 3 vy n+l

aux 2 2
I n2 0 - .'g(oy CKQp) - (20 SH)A, - 0 ( 12.7a )

usando as expressdes 12.2 ¢ 12.5¢, em 12.7a

} 2 l 2 2
(Gy + Kdn) - -g E)\H'JK - (2].1 + EH)}\H*I - O

aux
ll n n+l -

N
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2 2
faux - (—§K+ Zu + EH)}\H*l - 0

n+l

btendo-se finalmente:

nl . 2 2 K+ H (12.7b)

Uma vez conhecida a expressio final de 4,,,, para ambos os encruamentos
admitidos como lineares, ficam determinadas as demais expressdes, viabilizando a
obten¢do das variaveis €,.;, .1, Opiq € Quir-

Uma outra expressio a ser determinada, objetivando a elaboragdo de um
algoritmo de implementagdo, é a do modulo algoritmico tangente, que pode ser obtida
a partir da relagio C,,,* = (90/0¢),,;. A determinagdo dessa toma como ponto de

partida a expressdo 12.4a, para a qual procede-se:

_eP )y . - CeP _
G- cle, 1 eP ) -ce . - CeEP Aml Cn_ .

sabendo-se que tr(n,,,)=0, € possivel demonstrar com referéncia a Gltima parcela da

expressdo da tensdo que

A, Cn . =A

n+l n+l n+1

[k, I®I + 2p(IT - %1@1) ln_,

A .Cn .= )\nq

n+1 n+l

1
[k, tr(n)I + 2un - 3 tr(n)I] - 2pA, n .

desse modo, escreve-se
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0c o¢ oeP o(A ) oA _n )
c ef - n+1 . C nsl c _ 211 n+1""n+l c - zu n+1" " nel
i a€ n+1 oe n+1 oe n+l oe n+1 oe n+l
2N on
C®.c-2 ® =L .\
n+l u[ nml ae n+l aen’l ] ( 12.8a )

A expressdo 12.8a é representativa do modulo tangente algoritmico escrito em
sua forma intrinsica. A soluc¢do desse, da-se pelo desenvolvimento em separado das

parcelas internas ao colchete, conforme apresentado no “apéndice 7", obtendo-se:

a}\“n,], l K + H -1
e Kom, Pt |3 = ( 12.8b )
n+l 2].] (1 . + ) u .
3n
an aux
2l . zix (II—iI®I) - alux n:‘ulx ® 2pn_,
LR b ey | 3 In2) 102
ou ainda, com o devido rearranjo e de 12.6¢
an"*l. 2 (II—-}-I®I-n ®n ) ( 12.8c )
9e,.  In2l 3 e '

Com a substituigdo das relagdes parciais 12.8b,c na expressdo 12.8a, determina-

se a expressdo final do médulo algoritmico tangente elasto-plastico, na forma:

ou ainda, usando C=ky(Iel) + 2u[I1-(1/3)I®I] e com alguns rearranjos
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ll %P k, I®I + 2p (0] (IT - %-I@r) - 2p(6731n,,®n ,  ( 12.9a ) l

onde
2uA
o%® .1 - i ( 12.9b )
" I 02
— KeH)T 2PN, K:H |2
6:{’1'[1*311) R RIS IR I ( 12.9b )
n+1

12.2-) UMA EXTENSAO A VISCOPLASTICIDADE DE VON MISES(J,) PARA
ENCRUAMENTO COMBINADO ISOTROPO/CINEMATICO

A viscoplasticidade aqui estudada consiste basicamente em uma extensdo do
algoritmo apresentado no item 12.1, tendo como principal novidade modificagdes na
expressdo do pardmetro 4=A4,,,. Sua equac@o na forma de taxa, bem como a do critério

de plastificagdo, passam a ser expressas nas formas:

X .- %<f(c, 9> ( 12.10a )

f(o,q) ~In, .l - A'%(cy + Kot ,) ( 12.10b )

e o fluxo de deformag&o viscoplastica, tal que

V. o I nn»
go_p 0£(0,q) i<f(c,q)> 1. -:T<f(<5,q)>nm1 ( 12.10c )

n+l n+l 60' n “ n - ﬂ
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aux>0

n+1

(ocorréncia de um processo de plastificacdo), obtém-se as expressdes para a

viscoplasticidade, as quais assumem as formas:

Atf
n

Ov,
VP VP P - vp
€ n+1 £ n € n+1A t € a * n+1nn¢1

'2 ’2 At
aml - an * E)\ml -Q, STfml

2 2HAt
qml - qn * EH }\mlnml - qn * 3n n’lnml

onde, como ja apresentado no item 12.1

aux
nml nn*l

T T R
nml Il n "

n+l

( 12.11a )

( 12.11b )

( 12.11c )

O procedimento para a determinagdo do pardmetro 4,.,, o qual encontra-se

novamente presente nas expressoes anteriormente apresentadas, consiste em tomar como

referéncia a expressdo 8.3.6f que relaciona n,,, € n,,,"". Dessa, é possivel obter uma

relagdo entre |n,.,] € |n,.,"*| através do seguinte procedimento:

ux 2 ux
Npa - n:& - (2p - EH)}\mlnml - n;l B

2Bt .

aux

n, , - N¥* - n

n+1 n+l n+1 n+1
n 3p

w
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Por um procedimento analogo ao utilizado no apéndice 6 (utilizado para a

determinagdo da expressdo 2c) , obtém-se finalmente

) 2pAt (1. H

- ) o ( 12.12 )

In. - In.%

Com base na relago apresentada em 12.12, é possivel determinar a expressdo
final do multiplicador viscoplastico. O procedimento consiste basicamente em
considerar, da expressdo do critério de plastifica¢do, que |n,, | =f.,, + Y(23)Ka,,, €

1M = £, + ¥ (2/3)Ka,. Desse modo, pelo algebrismo que segue:

l 2 ' 2 . ' 2 2uAt . H

fn+1 + EK(an + E}\n*l) - fr:l + -EK(XH - n (1+ 3u )fn*l
' 2 2 ux ; 2

fn+1 " _3_K(xn B EK)\ml * fn?l * EK(!H - 2p

2 2
f - - —KA + £AX N\ 2u1+—H
3 n+1 ( = 3 )

<
3p

L, ] (1.

n+l n+1 n+l

multiplicando e dividindo o lado esquerdo da ultima igualdade pela relagdo n/At

2
2us=H
(u3)

n+l

YV AN N - N
n n+l At n+l At 3 i+ n+
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2 2
At * EK * 211 * SH) }\ml - fz:;x

finalmente, obtém-se:

aux faUX
)\_ - n+l . ) nel .
" ; 12.13
n +—?-K+2p+_?.[{ 2pl1- n_ ., (K + H) ( )
At 3 3 2ult 3n

|
|

Novamente, como demonstrado anteriormente na plasticidade, a expressio final
de 4,.; para ambos os encruamentos admitidos como lineares permite determinar as
Variaveis ..y, @1, Opiq € Qo

A outra expressdo a ser determinada, o mddulo algoritmico tangente, pode ser
obtido analogamente ao desenvolvido no item 12.1, da relagdo C,,,"® = (do/0¢),,,. Como

ja demonstrado naquele item:

a}\nd an n+l ]

Y )\‘ml
de oe

( 12.14a )

n+1

C'Pac-2pn] nM@

n+l

Desenvolvendo separadamente as parcelas internas aos colchetes, € possivel
concluir que a unica diferenca € obtida na derivada parcial com referéncia a A_,,,
enquanto que o resultado obtido com a derivada de n,,, permanece idéntico ao obtido

no item 12.1, para o qual admite-se valida a relagio

anl‘hl 2].1 1
s " Toeq 73T ®1-n,®n) ( 12.14b )
n+l nml
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devendo-se desenvolver apenas a seguinte derivada

oA, i . 1 - I na ) ( 00, ) ( aeml)
ae n+l 2u 1 + n + (K * H) ac;::x aeml asn+1
2uAt 3n
para os termos entre parénteses:
gl Aotal 1, oite  nE
aux aux aux +1
8a;; dc;, 2 jogq1 Ing 7
aclnux a
n+l
—_— 2 - ef -2
de de,., L len - el .
de
nlo. g [& 1-itr(€ NIl - IT- i(I@I)
asnwl aE n+l i 3 i 3
com substitui¢bes convenientes, obtém-se
0N, n (K« H) [!
ol 1+ R n .
de__ 2pAt | 3p m (12.1dc )

Substituindo-se as relagdes 12.14b.c na expressdo 12.14a, determina-se a

expressdo final do Modulo Algoritmico Tangente Elasto-viscoplastico, para

implementag@o em codigos de calculo, na forma:
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VP, -
le C 2 ]—1

) 1 2pA
1,0, (K« H) n ®n .+ e 51 (Ir-il®r-n ®n )
2uAt 3 1 I 3 wl™nl

Como ja mencionado anteriormente, sabe-se que C=k,(Isl) + 2u[11-(1/3)I=I].

Assim, com alguns rearranjos, escreve-se:

C P k,I®I « 21 [077] (IT - —-I®I) -2p(6%1n_®n . ( 12.15a )

onde
2uA
er .1 - —== ( 12.15b )
i In2
P n (K+ H) [* v
1 + -1+Gn{"’1 ( 12.15¢c )

S TV 3
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12.3-) O MODELO ELASTO-VISCOPLASTICO COMPLETO - UMA EXTENSAQ
AO COMPORTAMENTO VISCOELASTICO

Neste item, complementam-se os estudos apresentados no item 12.2 com
referéncia & viscoplasticidade via Mises (J,). Tal complemento consiste em inserir
expressdes referentes ao modelo viscoeldstico de Kelvin (associagdo em paralelo de
mola e amortecedor) em conjunto com as obtidas para o viscoplastico. Deve-se ressaltar
que a associagdo de ambos os modelos sera admitida em série.

O objetivo principal é a determinagdo de expressdes gerais para procedimento
"puramente implicito de integragdo”, representativas do modelo elasto-viscoplastico
apresentado em MUNAIAR NETO (1994). Ressalta-se que, naquela referéncia, as
expressdes gerais foram obtidas a partir de um procedimento explicito.

Essa proposta viabiliza ndo s6 a determinagiio de um modelo mais completo, mas
permite também um confronto direto entre resultados "explicito” e "implicito”.

Inicialmente, admite-se como valida a decomposi¢do aditiva do tensor de
deformagdes totais, a qual € adicionada uma parcela de deformagio viscoelastica. Assim,

€SCreve-se:

g =65 vE% . o gf .g g’ g (12.16 )

n+1 n+1 n+1 n+1 n+l n+l n+l

sendo que para o estado auxiliar de tensdes, como ja demonstrado, valem as expressdes

aux

€r, =€, ,-€°-¢P ( 12.17a )
opf-=cle,  -er-¢e¥) ( 12.17b )

O desenvolvimento algébrico da 12.17b, sabendo-se que o tensor elastico €

C=k,,(IeD)+2y,[11-1/3(1=l)], resulta:
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2
Opit =k, (I®I)& |+ 2p ITe - % (1®1)e,, - k, (I®T)&° - 2p, ITe]° +
2n 2n
— L (1®r1)e’ - k, (I®I)e™ - 2p. ITeP . 1 (1®I)e"P
3 n b, n 1 n 3 n

aux
cml - 2u1[€n+1 - n+1

%tr(s )I-¢ev®. %tr(s"e)r - e, %tr(SZ“‘)I]+

n n

kblt:r(sml)I - kbltr(sze)I - kbltr(ez-”)I

A tultima relag@io pode ser escrita na forma
Opp =kytr(e - €.°-eP)T.2n (e, 6 -e’ e ( 12.18a )

onde ky,;=2,+211,/3 é o médulo de compressibilidade volumétrica e lembrando que "e"

¢ a parcela desviadora do tensor de deformagdes. Ainda, sendo tr(e*?)=0

o - kbltr(em1 -€9I+2p, (e, -e’°-¢€P ( 12.18b )

Consideragdes analogas devem ser feitas com relagdo a parcela desviadora do

tensor de tensdes, o', ,**. Partindo-se de sua expressdo na forma basica

aux 1
o - o - Ser(op) T

n+l n+l

substituindo-se a 12.18a, e levando em conta a relagdo tr(o,,,"*)= 3k,tr(e,,,), resulta

aux
G 2

n+l

- 2p, (e, - e - eP) -k, tr(e}® - €P)I ( 12.19a )J
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ou ainda, como tr(e**)=0

o -2p (e - e’ - €P) - kblt:r(s;e)r ( 12.19b )

A expressdo de o', ™, objetivando sua implementagio em codigos de calculo,

deve ser expressa com referéncia as dire¢des x,y,e z, nas formas:

gV, Ve aVe aVP avP g P
o - 2p,[e, —(€;e+s;")(n)+( x Tyt ta gt z)n]
{n+1) (n+1)
’ 3 (12.20a)
- ve avVe Ve VD, o VP, o VP
kbl(gx +€y+€2+ x+€y*€z )n
aux (S;e+sve*€"e*€‘7p+evp+€vp)
c_;/ - zul[ey _(e;e‘s;P) (n)-n- Y z X Y z n]
(n+1) (nel)
’ 3 (12.20b)
- ve ve ve vp vp vp
ky (e 58 %e Se PeelRelP)
aux (e7eeT% g% e PagPugTP)
o, . -2ule, -(el%eP) 4 ¥ ]
+. +1
- " 3 (12.20c)
- ve ve ve vp vp vp
kbl(€x+ y+€z+ x+£y+€z)n
,lllx ve Vp
Oy (1) 2u1[exy<n.1; - ey ) (m ] (12.20d)
’lux ve VP
O (1) 2111[6;(2““1} - e 80 (n)] (12.20e)
'lUX ve vp
Oz (1) 2u1[eyzm) - e 80 (] (12.20f)

Devem ser consideradas também as alteragdes necessarias com referéncia as

tensdes, uma vez que a determinagio das expressdes gerais dessa € diretamente
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dependente da decomposicao aditiva do tensor deformagdo total. Por um procedimento

analogo ao utilizado em a,,,™, procede-se:

_ ave _ avp
n+1 Snﬁl. eml )

novamente, de C=ky, (Iel)+2y,[II-1/3(I8)], obtém-se a expressdo final para a tensdo

>

em um instante n+1, na forma

cml - kbltr(gml - ef:l - EZi)I * 2u1(en+1 - entle - en‘:f) ( 12.21a )
para tr(e*?)=0
Cpy = kptrle - €5)I+2p, (e, -e7F-ek) ( 12.21b )

Pode-se reescrever 12.20a para as parcelas de deformagdes viscoelastica e

viscoplastica, nas formas incrementais:

Op = kptrle,, - AETS - AETB) T+ O - 21, [A€]S + AeTh
1 ( 12.22a )
- 3z:r(AeI‘;f1 + Ae'P)T]
sendo que para o',,;"", vale a expressdo 12.19a. Para tr(e'?)=0:
Cpa = kbltr(eml - AS;fl) I c;:x - zul[Ae:’:l * A&‘;ﬁ
( 12.22b )

1 v
- Str(hes) 1]

onde para o',,,™, vale a expressdo 12.19b.
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Ressalta-se que a inser¢do da viscoelasticidade provoca alteragdes necessarias
apenas nas expressdes 0,,,"", ¢',," e 0,,,. As demais permanecem inalteradas.
Adotando-se a expressdo 12.22a para implementagdo em codigo de calculo ¢

possivel, com o devido algebrismo e da relagdo A, = k,, - 2u,/3, reescreve-la na forma

'Aux ve vp ve vp
G,1-" kbltr(eml)I * Op - Zul[Aeml * Aeml] - Altr(ASM * Asml) I

sendo que para cada parcela do tensor de tensdes, valem as seguintes expressdes:

’lux _ ve . vp
cx(m) - kbltr(ex+ey+sz) w1 * Ok 1) 2p, (Ag’% + Ag? )(M)
(12.23a)
- }\1( A% + A% . AeT% . AsTP . AP L AgTP )
X v z X Y z
'aux _ ve vp
Gy(nd) - kbltr(sx+€y+sz) (1) * O-y () 2]11(A€y + ASy )(nfl)
(12.23b)
- Al( As?® + Ae® . Ae7C . AgTP . AgTP L AP )
X v z X y z
| aux ve . VD
2o kblt:r(ex+sy+sz) 1y * O w1y 2u, (Ae? Ag’ )(ml)
' (12.23c)
ve ve ve vp vp vp
-}\.1( Ae? +Asy + Ae’% . Ag? +Asy + AP )
- ,aux _ ve . vp
¥inay " Oxy (m,” 2P (BEL - BED) ) (12.23d)
'aux ve vp
X2y O (1) 2p, (Bey, » AED) (n+1) (12.23e)
,.HX R ve . VP
YZ (a1 Oy (a+1) 2u1(A€yz Aeyz) (n-1) (12.23f)

Uma vez introduzidas naquele algoritmo, viabilizam a implementagdo desse em

codigos de calculo. No item seguinte, elaboram-se expressdes viscoelasticas nas formas
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incrementais, objetivando uma complementagdo daquele conjunto de expressdes.

12.4-) EXPRESSOES GERAIS PARA A DEFORMACAO VISCOELASTICA
( EXPRESSOES DE FLUXO E NA FORMA INCREMENTAL)

Nesse item, o objetivo € a determinagdo das expressdes gerais para o trecho
viscoelastico, com base em expressdes de fluxo apresentadas em LEMAITRE &
CHABOCHE (1990) e SOBOTKA (1984), as quais sdo linearizadas e, com o devido
algebrismo, convertidas para a forma incremental. O objetivo nesse item consiste ndo sé
da determinagio de expressdes gerais de fluxo para o trecho em questdo, mas também
de uma comparagdo direta entre ambas as formulagdes, uma vez que os parimetros
envolvidos nessas s3o diferentes entre si.

Em uma primeira etapa, adota-se a parcela de interesse (viscoelastica) da
expressdo 7.6c¢ apresentada no capitulo 7, que teve como base os estudos desenvolvidos

a partir de LEMAITRE & CHABOCHE (1990). Ela é escrita na forma:

onde agora, E, ¢ o modulo de elasticidade longitudinal e v, o coeficiente de Poisson,
ambos para o trecho viscoelastico. Vale lembrar que t," € ©, sdo pardmetros
representativos da viscosidade do material, o o tensor de tensdes totais € 6° o tensor de

tensOes referentes a mola, para o qual valem as relages:

e E2

*ad) T (L1av,) (1-2V,)

[(1-v,)el®« v, (e7%el®) ] 0, ( 12.24a )
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E
e 2 ve ve «ve
- 1-v.)e"® . v _(g78%¢
Yinl) (1ev,) (1-2V,) [(1-v,)e] L (EX5E79) T ( 12.24b )

E

O:‘“’“ " (1) (21—2\) ) [Lvy) e v, (850 T ) ( 12.24c )
2 2

e 2 ve

- —= ¢ ( 12.24d )

XY (ne1) 1+v2 Y (ne1)

Parte-se da expressdo de fluxo adotada, para a qual admite-se um passo de
tempo finito qualquer. Nessas, através da substituigio das expressdes 12.23 e 12.24,
bem como de um algebrismo adequado, obtém-se as expressdes gerais na forma

incremental para a parcela viscoelastica:

ve - ve ve ave vp vp, vp
Ex (n+1) Ql * 2gx (n)+ QS(Ey +€Z ) (n)+ Q4A£x (ml)* QS (Aey +Asz )(nol)
(12.25a)
aux aux aux
RNt e U
gve =R +R#&"™ +R&"™ +R&" 4+ RAsP + RAs™P
Y (1) 1 27Xy T3 Y m 4T Z @ 5 Xy 6 Y (na
(12.25b)
R As'P Ro™ RO R, o™
TR T TBYx gyt Ty (1) 107z (na,
gve - R + R:7E R,&ve R gve R.As + R AgP
Z (1) e M b e T R At e
(12.25¢c)

R o_ au: ’lux

Vp 'IUX . IX
* RGAS Raox 107y (n~1)+ RQGZ (ne1)

+ +
Z (n1) (ne1)

aux

ve - £’ + R o - 21.AgP
Sxy(n‘l) Rll XY () 12 ( XY (n1) pl Xy(n‘l)) (12- 25d)
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as quais podem ser ainda reunidas, quando escritas na forma matricial, tal que

ve ve vp ,
eml - Ml * M2€n * MSASml * M4o-n¢1 ( 12.26 )

onde os esforgos sdo dispostos em matrizes-coluna, escritas nas formas

ve ve ve ve velt ve ve ve ve velt
gve . {sx AR exy}ml £7¢ - {sx £7¢ €] sxy}n ( 12.27a,b )
vp vp vp vp vplt
Ae’® {Aex Aey Aeg’ Asxy}w ( 12.27¢c )
, aux , aux , aux , aux , aux t
C- {0 o o o ( 12.27d )

e para as matrizes M,, M,, M, e M,, escrevem-se

0, 0,0 00 0, 0.0 0 0, 0.0 0

) R, R, R, O R, R, R, O R, Ry R, O
M- M,- M- M,

) R, R, R, O R,R R, 0 R, R, R, 0

0 000R, 000 -2uR, 000R,

onde os coeficientes Q; e R;, sdo definidos com referéncia a outros coeficientes 4, B,

C, D, G, H; e P, os quais estdo devidamente apresentados no ANEXO 1, do presente
trabalho.

Através de um procedimento analogo ao utilizado para a determinag¢do das
expressoes por LEMAITRE & CHABOCHE (1990), faz-se em uma segunda etapa, a
determinag@o daquelas, agora por SOBOTKA (1984). Parte-se, portanto, das expressdes

gerais de tensdes, escritas naquela referéncia, nas formas:



VZ
c,- 26, |e'%—=_ (¢

2F 12y,

V2
O = 2G, |78 —= (&
Y

21y 12y,

v,
O= 2G, |78 —= (¢
z 2 z

1-2\)2

ve . Ove
Txy'- 62€xy * nlexy
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nl l've+ \)2 (E?ve . E’;’ve . é’ve)
10t | F 1-2v: X ¥ z

ve . sve . EVE) N
Yy z

n [ v’ [ [ [
ve | S;e . E‘;e) R 1 sve 2 (eve . e;e . sze)

nl Oye \)2
-

* z *
:|.+\)2 1—2\)2

Ove Ove °ve)

(& + £ + &
X y z

ve | gve | sve) .
X y z

como definido em SOBOTKA (1984), G, é o modulo de elasticidade transversal,

v, e v,*(adotado como igual a v,) os coeficientes de Poisson normal e viscoso e 77, e

1, (sugerido como igual a 1,/3) os coeficientes de viscosidade normal e tangencial.

Em uma primeira etapa, a partir de um algebrismo com referéncia as expressoes

das tensGes, isolam-se as taxas de deformages viscoelasticas nas dire¢bes x,y,z € xy,

respectivamente. Com a inser¢@o de novos coeficientes A; , o procedimento proposto,

resulta em:

s"ve OX Al ve

X A3 .A X

Ove

ge S A
YA3AY

e e - SLES L8 ( 12.28a )
3 3

A ve ve
2 (efe . e f("x 7¢) ( 12.28b )
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o A a -
Pre Lz Tigve . Z2(gve £7e) - A(€7°. £ ( 12.28¢c )
A, A A, 4,
Oy 1 v
€y " - (T3 - G,e° ( 12.28d )
1

Em uma segunda etapa, aplica-se as expressdes 12.28 um procedimento implicito

para um passo de tempo finito qualquer. Faz-se, em seguida, uma substituicio das

expressoes 12.23, obtendo-se as expressdes:

ve ve ve ,‘ux _ ’.HX 'IUX
£x (1) @ Q8 (n )— Q, (8,%82%) o+ 2,0, (1) 0 (0, <0, ) (g
(12.29a)
R . P, A VP
QAL @ (AEPAER) ()
£ <R+ R’ . RE"® s”" o, Ro™
X (1) 1" 0%y (n)+ 37y (n) * Ry (n.1>+ 67V (na1)
- (12.28b)
- Ro" RAs® . RAeP AeP
707 ()’ (ne1) oA Y (n1) RyohE; (n:1)
g’ .R+RE"® . o -Ro™
Z (p1) 1 2% () 4 y (n) R3 Z () RS x (pe1) R7 Y (n+1)
aux (12-29C)
+ RO R AsP R _Asg"P R AP
€7z p. T RSy (ml)* 1077Y (n1y i (ne1)
ve ve , Bx R
Sxy(ml) Rllexy Rl?_( cxy (n+1) 2.I'llA (n‘l)) (12-29d)
ou ainda, escritas na forma matricial
>
( 12.30 )

ve , X vp
- M5 + MGEH + M7O'm1 + MBAsml

n+l

sendo que em 12.30, para os esforgos, permanecem validas as expressdes 12.27b,c,d,e

Para as matrizes M, M, M, e M,, escrevem-se
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- . - 1 -
1 QZ -93 _QS 0 Q4 -QS -QS 0 -QG _Q—} -97 0
) R, R, R0 R, R -R 0 R, R, R, O
MS. MG- M7- MB-
) R, R, RO R -R, RO R, R, R O
0 oo oR,| |000=Rr,| | 00 o02ur,

onde agora os coeficientes Q; e R; (diferentes daqueles apresentados para Lemaitre),
pertencem as matrizes M,, My, M, e M, e sdo definidos novamente com referéncia a
outros coeficientes 4, B, C, D, G; e H, apresentados no ANEXO 2 do presente
trabalho.

Finalmente, uma vez conhecidas as expressdes gerais de deformagGes
viscoelasticas, tanto para uma formulagdo por LEMAITRE & CHABOCHE (1994)
como para uma formulagdo por SOBOTKA (1984), é possivel uma determinagio da
expressdo do Modulo Algoritmico Tangente, com referéncia ao modelo elasto-
viscoplastico completo.

Basicamente, consiste em tomar como ponto de partida a expressdo geral da
tensdo o,,; = C(e,.,; - .47 - €41, CUja variagdo com referéncia a deformagéo total em

um instante de tempo n+1, resulta em

aevp asve

n+l n+1 _ n+l ve

-C- = - -

a g n+l n+l

n+l n+l

sendo que C,; ¢ a expressdo do médulo algoritmico tangente apresentada no item 12.2,

para o modelo viscoplastico. Nesse caso, para a determina¢do do modulo tangente para

ve

o modelo completo, basta apenas determinar C_,,"”, tal que:
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* ATRAVES DA EXPRESSAO GERAL 12.26 ( por LEMAITRE ):

ve _ ve | v, ,
€n+1 Ml + MZSn M3A€n+1 MO

47 n+l
ve oAe P Flo i
cre. % .M, =.coM =L ( 12.31 )
ae n+l ae n+1 ae n+1

« ATRAVES DA EXPRESSAO GERAL 12.30 ( por SOBOTKA ):

ve ve , aux VD
£ - M5 + Msen + M70m1 + MeAeml

n+1

e Lo oAe P

ve n+l n+l n+l

N - i s 7 ( 12.32 )
n+l n+l n+l

Deve-se ressaltar que as expressdes 12.31 e 12.32 ndo serdo desenvolvidas no
presente trabalho. O desenvolvimento dessas e uma consequente implementagio em
codigos de calculo fica como sugest@o para pesquisadores, cujo interesse é coincidente
com o contexto aqui abordado.

Apresentam-se, no capitulo que segue, um algoritmo geral onde sdo reunidas as
expressoes desenvolvidas nesse capitulo, bem como exemplos de aplicago para analise

da resposta numérica.
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CAPITULO 13
L ]

ALGORITMO DO MODELO ELASTO-VISCOPLASTICO
COMPLETO: IMPLEMENTACAO EM CODIGO DE CALCULO E
ANALISE DA RESPOSTA NUMERICA

Uma reunido das expressdes gerais apresentadas no capitulo 12, permitem
elaborar um algoritmo geral com referéncia ao modelo elasto-viscoplastico completo,
para implementagio em codigos de calculo. As etapas que compdem o algoritmo s3o as
seguintes:
® ETAPA 1 - Situacdo em um instante de tempo t,; Sdo conhecidas em um instante
I=t,, todas as varidveis de interesse, como por exemplo: e,, €, €%, o,eq’,
® ETAPA 2 - Situacdo em um instante de tempo t,,,: Para um instante de tempo
seguinte e com o Método dos Elementos Finitos, sdo determinados os incrementos de
deslocamentos Au,,, (de modo andlogo ao do algoritmo do capitulo 9), e

consequentemente os incrementos de deformagdo total Ae,,~BAu,., Ainda, faz-se:

anl - En + Aen’l

bem como a atualizag¢do da rigidez global da estrutura, pelas expressdes



evp
Cpam C 1P k, TQI

evp _ 1 _
n+l 1

2uA

n+1

02

v 1 -
+ 2p[0°7P] (IT - —§I®I) -2p[6.71n ®n_,

n+l

~ev n (K + H) -
evp 2 \
8.1 |1 . -1.87P
2uAt 3u
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® ETAPA 3 - Obtencgdo do estado auxiliar: Nessa etapa sdo calculadas as variaveis

referentes ao estado auxiliar ou puramente eldstico:

aux
(o) -

n+l

aux
nml -

cl

n+l

2p, (e

_qr;

n+1

1
€1 " €h - gtr(sml)r
- enve _ ean) - Zul(eml _ enve _ E;P)
"y fRLIX H auxﬂ 2K(a )
nel nml - E n

onde, com base nos coeficientes de viscosidade m; € m,, referentes aos trechos

viscoelastico e viscoplastico, respectivamente, valem as consideracdes

se N,=0 e n,=0

-

-

regime elastico: final ou novo incr. de carga
regime viscoelastico. ETAPAS 4, 6 ¢ 7
regime elastico: final ou novo incr. de carga
regime viscoplastico: ETAPAS 5,6 e 7
regime viscoelastico: ETAPAS 4, 6 e 7
regime combinado.... ETAPAS 4, 5,6¢7
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® ETAPA 4 - Cdlculo dos valores de deformagdes viscoeldsticas em n+1, por

LEMAITRE ou por SOBOTKA, pelas expressoes
€9 =M + MeT® . MAEP « MO (por Lemaitre)

47 n+dl

ve ve , aux vp
€ =M, » Mg ®+ MO+ MBA.E‘m1 (por Sobotka)

onde M,, M,, M;, M, M, M, M, e M, sio matrizes ja definidas no capitulo 12.

® ETAPA 5 - Sdo determinados o vetor unitario e o escalar multiplicador

viscopldstico, bem como a atualiza¢do das varidveis de interesse, para o instante de

tempo n+1:
ny £
nn’l aux - Aml -
Inal op 1. N, (K. H)
I 2pAt 3p
v, v, 2
ezfz{-,l = Snp * }\‘n*lnml A - Q-+ E}\nd
I ' 2 )\
9.1 49, EH 210

@® ETAPA 6 - Faz-se a determinago do valor da tensdo total, com base nos valores dos

incrementos de deformagdes viscoelastica e/ou viscoplastica.

’anx p ve vp
Lo S kbltr(sml)I + O, - 2p,[Ae}% + Ae'P] - N tr(Ae’s « AeR) T
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® ETAPA 7 - Verificagdo do Equilibrio: Com base na tensio obtida, faz-se o calculo
do residuo pela relagio ¥ = F,~ F,,, # 0. Caso exista, esse sera reaplicado em uma

proxima iteragdo na forma de incremento de carga, refazendo-se em seguida as etapas

2e3.

Implementou-se o algoritmo em um codigo de calculo para analises planas de
tensdo e deformagdo, denominado "SIMAP.FOR", codificado em linguagem
FORTRAN e elaborado a partir do cédigo de calculo VEPLAS.FOR, sendo esse ultimo
desenvolvido com base em um procedimento explicito e apresentado em MUNAIAR
NETO (1994).

Nesse sentido, fica claro que o codigo de calculo SIMAP. FOR, por incorporar
ambos os procedimentos, viabiliza analises viscoelastica e viscoplastica tanto para
procedimento explicito (com passo de tempo varidvel ou constante), quanto para
procedimento implicito (para passo de tempo constante).

Nos exemplos que seguem, os resultados apresentados para o confronto entre
procedimentos explicito e implicito, serdo obtidos a partir de SIMAP. FOR. Ressalta-se
ainda, que os exemplos 1, 2 e 4, apresentados a seguir, foram simulados em MUNAIAR
NETO (1994) para um procedimento puramente explicito.

Naquela referéncia, os resultados numéricos foram comparados com os de
origem, obtendo-se confrontos satisfatorios. Nesse sentido, tais consideragdes viabilizam
uma comparag¢io daqueles resultados com os obtidos, no que segue, via procedimento

implicito.

1o EXEMPLO DE APLICACAO: CILINDRO SUBMETIDO A PRESSAO
INTERNA (ANALISE VISCOPLASTICA)

Objetivando testar a eficiéncia do algoritmo, tomou-se como um primeiro
exemplo um cilindro de parede espessa, originalmente proposto por OWEN & HINTON

(1980), submetido a uma pressdo interna “"P", como ilustrado na figura 13.1.



155

200 mm | 200 mm

(a)

Figura 13.1 - Cilindro submetido & pressdo interna P

O carregamento, com base em 0, 70xP, foi aplicado em duas etapas (0.60+0.10)
e adotou-se uma tolerancia para convergéncia com referéncia a deformagéo viscoplastica

de 0,00001. Os dados iniciais sdo:

P=14,0 dN/mm* E;=21.000 dN/mm’ E,=0 0,=24,0 dN/mm*
¥/=0,0 ¥,=0,001 (dN.diwmm?)”"  K=H=0,0 v=0,30
Critério adotado: VON MISES Estado Plano de Deformagio
Discretizacdo (fig 13.1b): 12 elementos de 8 nos (51 nos)

Os resultados obtidos encontram-se na tabela 13.1 e referem-se ao deslocamento
da parede interna do cilindro u,, para procedimentos explicito e implicito,
respectivamente.

Foram testados diferentes passos de tempo para ambos os procedimentos,
devendo-se ressaltar que para o implicito foi admitida a atualizag¢do da rigidez estrutural

e que em OWEN & HINTON (1980), apresentam-se como resultados finais um



deslocamento da ordem de 0. 140 mm apds aproximadamente 9 dias.
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Tabela 13.1 - Deslocamento da Parede Interna do Cilindro

At Proc. Explicito Proc. Implicito

(dias) iter I(dias) | u, (mm) iter T(dias) | u, (mm)
50 - - - 9 450 0,14677
20 6 80 0,19788 9 180 0,14670
10 5 30 0,18143 9 90 0,14658
5 4 10 0,14605 9 45 0,14635
1 11 9 0,13921 9 9 0,14490

Uma analise com referéncia a tabela 13.1, mostra uma proximidade satisfatoria
com relagdo aos valores dos deslocamentos finais, para os passos de tempo iguais ou
menores que 5. Em especial, observa-se uma igualdade no valor do tempo total, para
At=1.0.

Nesse caso, adotando-se a variagdo do modulo tangente (VMT) como critério
para a escolha do At, toma-se como referéncia para a penalizagdo da rigidez, os
seguintes valores:
a-)VMT,,,.,= 2,53%: rigidez equivalente (ou normalizada) do elemento mais
plastificado, com relagdo ao seu valor em um tempo infinito. Basicamente, o célculo se

faz pela expressdo:

cemetd L\ feIn? . (cZ)7

n+1 n+l

(C3 Y2 4 aa.

npgy 2
n+l + (€ )

n+l

onde o super-indice "emp" refere-se ao elemento mais plastificado, "i"” o i-ésimo

elemento e "1,2,...,npg" uma referéncia aos pontos de Gauss.
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b-)VMT ;= 0,52%: rigidez equivalente (ou normalizada) dos elementos plastificados,

com relagdo ao valor em um tempo infinito. O célculo faz-se pela expressdo:

c P! -\/(c

il PN (CED) L (BN . L. (B2

n+l n+l n+l n+l

onde o super-indice "pl"” refere-se aos elementos plastificados, "ep(j)” ao j-ésimo

elemento plastificado, onde "j"” é o nimero total de elementos plastificados.

-)VMT = 0.21%: rigidez equivalente (ou normalizada) para todos os elementos, com

relagdo ao valor em um tempo infinito. O céalculo faz-se pela expressio geral:

A e R LN D

onde o super-indice "glb" refere-se a uma rigidez equivalente global e " (k)" ao nimero

total de elementos.

Deve-se mencionar, como observado pela tabela 13.1, que com referéncia ao
procedimento explicito, para At>20 ndo ocorre convergéncia, enquanto que para o

implicito, a convergéncia ocorre sempre.

20 EXEMPLO DE APLICACAO: CILINDRO SUBMETIDO A PRESSAO
INTERNA (ANALISE VISCOELASTICA)

Esse exemplo, originalmente proposto por CHEN et al.(1993), trata de um
cilindro de parede espessa, submetido a pressdo interna "P" e discretizado em 1/4 de

sua secdo transversal devido a dupla simetria, como ilustrado na figura 13.2.
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Figura 13.2 - Cilindro de Parede espessa submetido & P

O carregamento, com base em P, foi aplicado em um tnico incremento e adotou-
se uma tolerancia para convergéncia com referéncia as deformacdes viscoelasticas de
0,01. Os dados utilizados para calibragio do modelo, diferem um pouco daqueles

adotados em MUNAIAR NETO (1994) objetivando um melhor ajuste. S3o os seguintes:

R~=25,40cm  R,=50,80cm  P=7,031 kgffem’  E,=90 kgf/cm’
E=35 kgf/em* 1=0,40  y,=0,01(kgf.dia/cm’)”’  y,=0,0
Estado Plano de Deformacio
Discretizacio (fig 13.2b): 12 elementos de 8 nos (51 nos)

Os resultados obtidos em SIMAP. FOR estio apresentados nas tabelas 13.2 e
13.3, com relagdo aos deslocamentos das paredes interna (u;) e externa (u,) do cilindro.
A tabela 13.2 apresenta resultados para procedimento explicito para At < 0,50, pois com
passos de tempo maiores observou-se uma ndo convergéncia do programa e uma

imprecisdo dos resultados.
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Tabela 13.2 - Deslocamentos u; e u,: " Proc. Explicito"
At iter Tempo(dias) u(cm) u.(cm)
0,5 182 90,50 14,827 7,547
0,1 | 919 91,80 14,788 7,561

A tabela 13.3 apresenta resultados para procedimento implicito, com
formula¢des por Lemaitre (" FIVL") e por Sobotka (" FIVS"), sem a consideragio da

penalizagdo da rigidez.

Tabela 13.3 - Deslocamentos u; e u,: " Proc. Implicito”

At por Lemaitre (FIV1.) por Sobotka (FIVS)
it T u; u, it T u; u,
(dias) (cm) (cm) (dias) (cm) (cm)

5 31 155 13,893 | 7,940 39 195 18,975 12,505

1 93 93 13,891 | 7,938 | 205 205 18,960 12,479
0,5 | 181 91 13,891 | 7,938 395 198 18,953 12,459

0,1 | 850 85 13,891 | 7,938 | 1896 190 18,941 12,436

Em CHEN et al.(1993), sdo apresentados u;~13,88cm e u,~7,41cm para apenas
um tempo decorrido de aproximadamente 30 dias.

Ressalta-se as tabelas 13.2 e 13.3 foram elaboradas a partir de valores de
arquivos de dados, onde foi possivel constatar que a partir um periodo de
aproximadamente 40 dias, os valores dos deslocamentos permanecem praticamente
inalterados, como ilustrado através da figura 13.3a e 13.3b, para passo de tempo igual

alo.
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Figura 13.3a - Deslocamento da Parede Interna
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Figura 13.3b - Deslocamento da Parede Externa
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Uma analise com relagéo as tabelas 13.2 e 13.3 e as figuras 13.3a,b, permite
admitir que os resultados para procedimentos explicito e implicito por Lemaitre
conseguem ajustar-se satisfatoriamente aos resultados da referéncia de origem. Os
resultados por Sobotka resultam em pouca proximidade.

Os resultados por Lemaitre foram calibrados para z," = 9.5, valor para o qual foi

observado o melhor ajuste. Para r,” vale a relagdo:

T, - (\)21’1)/(1+\)2-E21*1y1)

30 EXEMPLO DE APLICACAQ: ENSAIO EM CORPO DE PROVA DE
CONCRETO (ANALISE VISCOELASTICA)

Retirado de FAIRBAIM et al.(1995), esse exemplo consiste basicamente de um
corpo de prova de concreto, de segdo transversal quadrada, submetido aos 28 dias apos
sua concretagem, a um ensaio de compressdo simples solicitado por uma sobrecarga
"p". Afigura 13 .4a ilustra o esquema experimental da corpo de prova e a figura 13.4b,

a discretizagdo utilizada na analise numérica.

Yy P Yy

g, s

concreto

discretizacdo

800 mm

(a)

I 100 mm x x

Figura 13.4 - Ensaio em Corpo de Prova de Concreto

(b)

—F
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148 4

Aplicou-se “p" em um {nico incremento e adotou-se uma tolerancia para
convergéncia com referéncia as deformagdes viscoelasticas de 0,01. Os dados utilizados

para calibragdo do modelo objetivando um melhor ajuste sio:

P=0,50 kN/cm? E=2.257,57 kN/em*  E,=1.100,00 kN/cm?
v=0,30 ¥/=0,000020 (kN.dia/cm?)” ¥,=0,0
Estado Plano de Tensao

Discretizagdo (fig 13.2b): 12 elementos de 8 nés (51 nos)

Os resultados de SIMAP. FOR apresentam-se nas tabelas 13.4a.b, e referem-se
ao deslocamento vertical do né 45 (v,), indicado na figura 13 .4.

A tabela 13 .4a apresenta resultados para procedimento explicito, devendo-se
ressaltar que foi observado durante os testes, uma n3o convergéncia para qualquer passo
de tempo adotado. Os resultados, porém, mostraram-se assintoticos a partir dos

periodos de tempo indicados na referida tabela.

Tabela 13.4a - Deslocamento do né 45: " Proc. Explicito”

At i, Tempo(dias) v,s (mm)
10 - 450 0,5192
5 - 448 0,5187
1 - 445 0,5184
0,5 - 440 0,5184

A tabela 13.4b apresenta resultados para procedimento implicito, com
formulagdes por Lemaitre ("FIVL") e por Sobotka ("FIVS"), ressaltando-se

novamente a ndo consideragdo da reducio da rigidez.
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Tabela 13.4b - Deslocamento do né 45: " Proc. Implicito"
At or Lemaitre (FIVL) por Sobotka (FIVS)
iter T(dias) v (mm) iter T(dias) v, .(mm)
10 49 490 0,5408 53 530 0,4314
5 96 480 0,5408 104 525 0,4314
1 458 458 0,5408 495 495 0,4313
0,5 | 908 454 0,5408 982 491 0,4313

Em FAIRBAM et al.(1995), ¢ indicado Vs ~ 0.52 mm para um tempo decorrido

de 267 dias. Ressalta-se novamente que, nos arquivos de dados, foi possivel constatar

que a partir um periodo de aproximadamente 280 dias, os valores dos deslocamentos

permanecem praticamente inalterados, como ilustrado através da figura 13.5, para passo

de tempo igual a 1,0.

DESLOCAMENTO » TEMPO TOTAL

0.6
o ~-><~~
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Z 0.4 T NN
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2 0.2
o
>
0 0.2
C
Q
£
G 0.1
02
7]
[0}
2 G

. G 50 106 50 200 250 300 350 400 450

Termpo Total Acumulade (dias)

Figura 13.5 - Deslocamento Vertical do né 45
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Das tabelas 13.4a,b e da figura 13.5, nota-se novamente que os resultados para
procedimentos explicito e implicito por Lemaitre conseguem ajustar-se satisfatdriamente
aos resultados da referéncia de origem. O resultado para procedimento implicito por
Sobotka novamente demonstra pouca proximidade.

Os resultados por Lemaitre foram calibrados para r,” = 50, valor para o qual foi

observado o melhor ajuste. Para 7", vale a mesma relagdo sugerida no exemplo 2.

40 EXEMPLO DE APLICACAQ: CALIBRACAO DO MODELO COMPLETO
(ANALISE COMBINADA: V-EL + V-PL)

O exemplo em questio, originalmente de OWEN & HINTON (1980), refere-se
a uma chapa solicitada por um esforgo de tragio na extremidade livre, a qual é composta
por dois materiais diferentes: um de comportamento viscoelastico e outro de
comportamento viscoplastico.

O objetivo principal consiste em calibrar 0 modelo completo, com base nos
resultados experimentais apresentados naquela referéncia, a partir de um unico material
que admite ambos os comportamentos. O esquema da chapa tracionada, composta de

um Unico material, esta ilustrada na figura 13.6.

> \\\\\

Figura 13.6 - Chapa Tracionada

Aplicou-se "o" em um Gnico incremento ¢ adotou-se uma tolerancia para
convergéncia com referéncia aos incrementos de deformagdes viscoelastica e

viscoplastica de 0.001. Os dados adotados para calibragdo do modelo sdo:



L=10,00 cm
E,=29.000 bar
Y= ¥~ 8.107(bar.dia)”

t=t,= 0,50 cm
K=5.500 bar

v=1024

0~=110bar E~1
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0.500 bar

H=0,0 vy,=y~810°%bar.dia)”

Discretizagdo: 8 elementos de 8 nos (37 nos)

Os resultados da analise combinada "V-el + V-pl", apresentam-se nas tabelas

13.5a e 13.5b e referem-se a deformagéo da chapa ao longo do tempo, na dire¢io da

tensdo aplicada, de 120 bar, para ambos os procedimentos, desconsiderando-se a

penalizagio da rigidez.

Apresentam-se, na tabela 13.5a, resultados para procedimento explicito, sem

convergéncia para qualquer passo de tempo adotado, porém, com resultados

assintoticos. A tabela 13.5b apresenta resultados para procedimento implicito, para

FIVL e FIVS, sem penalizagdo da rigidez.

Tabela 13.5a - Deformagdo na chapa: " Proc. Explicito”
At iter Tempo(dias) &%)
2,5 - 60 1,7834
1,0 - 61 1,7020
0,5 - 59 1,7015
0,1 . 59 1,7012
Tabela 13.5b - Deformacdo na chapa: " Proc. Implicito"
At or Lemaitre (FIVL) por Sobotka (FIVS)
iter T(dias) £ w20(%) iter T(dias) € .o(%
2,5 151 378 1,7965 79 198 1,685
1,0 348 348 1,7745 186 186 1,637
0,5 665 333 1,7547 363 182 1,604
0,1 | 3131 313 1,7428 1771 177 1,533
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Em OWEN & HINTON (1980), ¢ apresentados €29 = 1,70% para um tempo
decorrido de ~60 dias. Nos arquivos de dados, foi possivel constatar que a partir do

mesmo tempo, os valores de deformagio permanecem praticamente inalterados, como

ilustrado através da figura 13.7, para passo de tempo igual a 0.5.

—

—

—

—y

Deformagao Total na Chaopea (

0 10 20 30 40 50 60 70
Tempo Total Acumulado (dias)

Figura 13.7 - Deformagdo na Chapa para o = 120 bar

Uma analise com relagdo as tabelas 13.5a,b e figura 13.7, permitem admitir que
os resultados para procedimentos explicito e implicito por Lemaitre, ajustam-se
satisfatoriamente aos resultados da referéncia de origem.

Os resultados para procedimento implicito por Sobotka demonstram alguma
proximidade no periodo inicial e proximidade pouco razoavel para os valores finais. Para

formulagdo por Lemaitre, foi utilizado z,” = 35 sendo que para r,’, vale a mesma relacio

sugerida no exemplo 2.
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CAPITULO 14
_

CONCLUSOES FINAIS DO TRABALHO

Os modelos constitutivos viscoelasticos e viscoplasticos sdo de grande importancia
em muitos problemas praticos na engenharia civil (escavagdo de tuneis, por exemplo), onde
a previsdo da resposta estrutural ao longo do tempo ¢ de fundamental importancia no
referente a execugfio do projeto. Tais modelos constituem-se, desse modo, em uma forma
bastante adequada para o tratamento de problemas que levam em conta a deformagéo ao
longo do tempo, viabilizando a elaboragdo de projetos mais econdmicos e seguros.

Nesse sentido, o presente trabalho objetivou um estudo mais aprofundado com
referéncia aos processos de plastificagio do material, bem como aspectos relacionados a
formulagio e analise da resposta numérica, tomando-se como ponto de partida o modelo
elasto-viscoplatisco estudado em MUNAIAR NETO (1994), sendo que naquela referéncia
empregaram-se procedimentos explicitos de integra¢io numérica.

Assim, abordaram-se os Principios Gerais da Termodindmica em conjunto com
o Método do Estado Local, onde foram pesquisados potenciais termodindmicos e
dissipativos para modelos de comportamentos elastico, viscoelastico e viscoplastico, escritos

em fungéo de um niimero finitos de variaveis e consistentes termodinamicamente. Através
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desses potenciais, recuperaram-se os resultados obtidos via reologia dos materiais quando
de uma particularizagio a analise unidimensional.

Com base em uma reunido dos potenciais de cada modelo (elastico, viscoelastico e
viscoplastico), foi sugerida uma expresso para o potencial de dissipagio do modelo elasto-
viscoplastico apresentado em MUNAIAR NETO (1994). Uma vez que a consisténcia
termodindmica para cada modelo individualizado foi verificada, fica garantida,
consequentemente, a consisténcia termodindmica para o modelo completo.

Uma vez verificada a consisténcia termodinimica, direcionou-se os estudos do
presente trabalho para a utilizagdo de procedimentos implicitos de integragio numérica,
primeiramente em analise unidimensional, tomando-se como ponto de partida expressdes
apresentadas em SIMO & HUGHES (1988), para um modelo de comportamento elasto-
viscoplastico. Foram também elaboradas, nos mesmos moldes daquela referéncia,
expressdes para um modelo de comportamento viscoelastico.

O acoplamento de ambos os modelos viabilizou a elaboragdo de um algoritmo para
o modelo estendido, o qual foi implementado em codigos de célculo para estruturas de
barras, Simab.for e Simat.for. Os testes numéricos realizados com os codigos de caleulo,
recuperaram com bastante precisdo os resultados obtidos via procedimento explicito
apresentado em MUNAIAR NETO (1994), no referente aos esforgos.

O mesmo nio foi verificado com relagdo 4 variavel tempo. Nesse sentido, estudou-se
a correspondéncia direta entre o tamanho do passo de tempo adotado e o ajuste entre
resultados "numérico” e "tedrico”. Os resultados desse estudo para diferentes valores
deAt, apresentados na forma de tabelas e graficos, demonstraram a existéncia de um
intervalo adequado para o passo de tempo, dentro do qual é possivel obter um ajuste
(numérico x teodrico) satisfatorio sem o prego de um numero elevado de iteragdes.

Identificou-se também, para cada passo de tempo testado, uma varia¢do no valor do
modulo algoritmico tangente ("VMT"). Basicamente, observou-se que:
® Barra tracionada em regime viscoeldstico: Para At=0.05, uma correspondente

VMT=56%. Passos de tempo menores que 0.05 podem ser adotados, porém, o ganho no
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referente ao ajuste é muito pequeno quando comparado ao nimero elevado de iteragdes.
Ressalta-se, por exemplo, que para um passo de tempo igual a 0.0001 o ajuste é
praticamente igual ao obtido para 0.05, porém as custas de 8099 iteragdes,

® Barra tracionada em regime viscoplistico: Para At=0.10, uma correspondente
VMT=80%. Passos de tempo menores que .10 podem ser adotados, permanecendo validas
as considera¢des do regime viscoelastico, onde observou-se que para um passo de tempo
igual a 0.0001 o ajuste foi satisfatorio, porém, as custas de /13733 iteragoes,

® Trelica Plana em regime viscoeldstico: Para Ar=0.05, uma correspondente VMT=77%.
Passos de tempo menores que 0.05 podem ser adotados, permanecendo validas as
considera¢des j4 mencionadas para a barra tracionada, onde observou-se que para um passo

de tempo igual a 0.0001 o ajuste é praticamente igual ao obtido para passo de tempo de

0.05, porém, as custas de 29163 iteragdes.

Os resultados obtidos para a barra tracionada e para a trelica plana, evidenciaram
uma correspondéncia entre o tamanho do passo de tempo € a VMT, objetivando uma
relacdo "custo-beneficio" satisfatoria entre o ajuste e o niumero de iteragdes. Nesse sentido,
fica como sugestdo do autor do presente trabalho adotar a variagdo do mddulo tangente
como critério para a escolha do passo de tempo adequado. Com base nos resultados
obtidos, admite-se como satisfatorio o intervalo 60% < VMT < 80%, para analises em
regime viscoelastico e viscoplastico.

Os conhecimentos adquiridos através dos estudos realizados para a analise
unidimensional, contribuiram de forma direta para a extensio do algoritmo elasto-
viscoplastico a analise multiaxial, onde foram abordados aos casos planos de tensdo e de
deformag@o.

Novamente, tomou-se como ponto de partida as expressdes para a elasto-
viscoplasticidade apresentadas em SIMO & HUGHES (1988). Dentro dos mesmos moldes
daquela referéncia, foram elaboradas expressGes para a viscoelasticidade, com base em

formula¢tes por LEMAITRE & CHABOCHE (1990) e por SOBOTKA (1984).
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Como consequéncia, obteve-se um novo algoritmo, o qual também foi implementado
em um codigo de célculo, Simap.for. A andlise da resposta numérica, com base nos mesmos
exemplos de aplicagio sugeridos em MUNAIAR NETO (1994), foi apresentada na forma
de tabelas e graficos, onde foram confrontados resultados via procedimentos explicito e de
origem, com resultados via procedimento implicito. Os testes efetuados mostraram que os
resultados via procedimento implicito recuperam satisfatoriamente os resultados explicito
e de origem.

Para o cilindro em regime viscoplastico (primeiro exemplo de aplicagdo), foram
sugeridos diferentes caminhos para a determinagio da VMT, onde adotou-se o
procedimento via "elemento mais plastificado" como o mais seguro, uma vez que os demais
podem soffer significativas alteragdes, dependendo do nivel de carregamento.

Nesse exemplo, identificou-se como satisfatorio o intervalo 2.5% < VMT< 4.0 %,
para o qual foi possivel recuperar os resultados dos esforgos e do tempo total decorrido.
Ressalta-se que esse intervalo fica novamente como sugestio do autor, para um possivel
critério quando da escolha do passo de tempo adequado.

Para os demais exemplos, representativos dos regimes viscoelastico e combinado
(viscoelastico + viscoplastico), onde nd3o foi admitida a penalizagdo da rigidez estrutural,
observou-se novamente um ajuste satisfatorio quando confrontados os resultados "explicitos
e de origem" com o "implicito por Lemaitre (FIVL)". Os resultados "implicitos por Sobotka
(FIVS)" resultaram, na maioria das vezes, em um ajuste pouco satisfatorio.

De um modo geral, os resultados com referéncia aos estudos aqui realizados
resultaram bastante satisfatorios. No entanto, outros aspectos de fundamental importancia
para a complementac¢do dos estudos para o presente trabalho nio foram abordadados e
devem ficar como proposta de continuidade para pesquisadores que tenham interesse direto
nos assuntos aqui pesquisados. Para tanto, ficam como sugestdes:
® [dentificagdo dos pardmetros do modelo Elasto-viscoplastico através de ensaios de
caracterizacdo paramétrica do material em laboratorio. Consequentemente, uma validagdo

do modelo,



171

® [ncorporagdo da Mecdnica do Dano, objetivando uma simulagdo mais adequada de
estruturas de concreto, onde existe a influéncia da microfissuragdo do material;
® [ncorporagdo do efeito da temperatura, objetivando um estudo mais preciso de

estruturas compostas por barras metdlicas (trelicas planas ou tridimensionais).
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ANEXO 1
e e

Coeficientes Utilizados para a Determinacio das Deformacées

Viscoeldsticas obtidas por "LEMAITRE"

Apresentam-se a seguir, os coeficientes 4, B, C, D, G, H; e P, utilizados na
determinagdo de Q; e R,, pertencentes as matrizes M,, M,, M, e M, apresentadas no
capitulo 12, com referéncia a formulagio viscoelastica via LEMAITRE.

No que segue, ressalta-se que para as constantes elasticas e de Lamé, os sub-
indices "I e 2", referem-se as molas dos trechos "eldstico e viscoeldstico" (do modelo

completo), respectivamente. Em uma sequéncia logica de calculo, os coeficientes sdo

escritos nas formas:

® Determinacdo dos coeficientes A;:

2 BT (n+1)

1+\)2 v, v, At
A- - - At A - A kbl(ex+sy+ez)
272

A~ (A-24)A, A~ (2ppA)A2NA, A~ NA-(2p0N) AN A,

® Determinagdo dos coeficientes B;:

2
B~ (1:4,)° - (&) B,- (l.A-A.)A, By~ (A A1) A

2
B,- (A;)%(1+A,)A, B~ -A, By (1+2,-A.) A,

B~ (1.A,)A, + AA, By (144,)A, + A A, Be1+ A + (2AB,) /B
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® Determinagdo dos coeficientes C;

[A,-(2AB,) /B,] - [A,+(2A.B,) /B,] c [1+(B+B;) /B,1A,
1 B, 2" B, 3" B,
[A+(2A.B;) /B,] [A,(B.-B,) A;/B,]
c, Cy
BQ BQ

® Determinagdo dos coeficientes D;:

D, - (B;+B,C,)/B, D, - (1-¢c,)B./B, D, - (B,~B,C,) /B,

D, - (Bs*Bscs)/B1 D, - (Ba'Bsc4)/Bl Dy - (B7-B3C5) /Bl

D, = (BgB,C;) /Bl

® Determinagdo dos coeficientes G;:

E,(1-v,) V,E,
G, = G, =
1 2
(1+v,) (1-2v,) (1+v,) (1-2v,)

® Determinagdo dos coeficientes H:

H = 2C,G,-C,G,  H, = (G+G,)C-C,G,  H, = D,G+(D,-D,)G,

Hy - (Ds"D7)Gz'DsG1 Hg - (Ds'Ds)Gz*D7G1

® Determinagdo dos coeficientes P.:

2
P - l—H4-H5/ (l—H4) P,- HS/ (1-H4) P~ D, (l+P2) P,- D+D,P,



P D+D;P,  Pg H,(1+P,) P D (1.P))

® Determinagdo dos coeficientes Q,:

P1C1+2D1 (1+P2) H2 P

Q- Q,-
' P, (1-H)-2P.H, g

2P.H,-P.C, 0 (P;+P,) H,-P.C,

'y 5"
P (1-H))-2P.H, P (1-H,)-2P.H,
(P,-By) H,-P,C,

:
P (1-H)-2P.H,

® Determinacdo dos coeficientes R;:

R [(1+P,)D+P,0.1/P, R,- [P0,]1/P
R [P+P0.]1/P, Rg= [PyP.0,]1/P,
R- [P+P,0.]1/P Ry~ [P0,-P.1/P,

1

EZ
1+
2p, (1ov,) +E21‘1/At

R1o"[PGQ7'P9] /P1 Ry~

P,
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- DgD,P, P D.-D,P,

(1+P,) H,
-
P, (1-H,)-2PH,

__ CP-2PH,
6
P (1-H))-2PH,

R~ [1.P,0,1/P,

R [P4+P6Q5] /P1

Rge [PGQ"/*PB] /Pl

R12

R, ( 1+\)2)

2111 (1+\)2)+E2T'1/At

Ressalta-se que o procedimento utilizado para a determinagio dos coeficientes

apresentados, por resultar em um niimero bastante grande de substitui¢des e rearranjos

nas expressoes de interesse, ndo sera aqui apresentado.
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ANEXO 2
L

Coeficientes Utilizados para a Determinagio das Deformacées

Viscoeldsticas obtidas por "SOBOTKA"

Apresentam-se a seguir, os coeficientes 4, B, C, D, G; e H,, utilizados na
determinagdo de Q; e R, pertencentes as matrizes M;, My, M, e M,, apresentadas no
capitulo 12, com referéncia a formulagio viscoelastica via SOBOTKA.

Assim como no anexo A, ressalta-se que para as constantes elasticas e de Lamé¢,
os sub-indices "1 e 2", referem-se novamente as molas dos trechos "eldstico e
viscoeldstico" (do modelo completo), respectivamente. Em uma sequéncia logica de
calculo, os mencionados coeficientes sd3o escritos nas formas:

® Determinacdo dos coeficientes A;:

E,(1-v,) E,\V, N, (1-v3)
A- A- A-
(1)) (1-2v,) 2 (1w,) (1-2v)) (1+v%) (1-2V))
a. WV
(1+v3) (1-2V3)

@ Determinacdo dos coeficientes B;:

B

- Ap(21N)) At-

(N,At-A,)° _[1_ N, AteA, )
1 2

Aq(2ph,) At



(A,At+a,) At (AlAt+A4)2
By B, - LAt - 4,
A3+(2111+}\_1)At A3+(2}11+}\1)At
5 A At.a, A 5 (A AtsA,) N At (20.h) AL
2 FWPEINWYY: : © A (pah A P
(A At+A)) (2u.+N ) At A At:A
B T R TR AAt B . 1| aAt
A3+(2}11+}\1)At A3+(2],11+}\.1)At
(N, At+A ) A AL A At+A) A AL
By — 2 __ - aAt B, A JAAE A At
A3+(2111+}\1)At A3+(2}11+}\~1)At 2

® Determinacdo dos coeficientes C;:

2 (}xlAt+A4) B

C.= A {21,+A ) AL + ! C,- ALt -
1 3 1 1 Bl 2 5 B]_
(N At+A,) {(At-B,) 2(N At+A)B
o 1 4 3 CA' 1 4’75 (2111+}\1)At
Bl Bl
(N At+A)) (B,+B_) 2 (N At+A)B
Cor ———2 5 T . NAt Cp Lt 2. ANt
1 Bl

C.= + ANt
7 31 2
® Determinagdo dos coeficientes D;:
BZC'1+B4C2 B4At AtCl—B4C3 B3C1+B4C3
D« —— D, - Dy = —— D, » ———
Bl Cl Bl Cl Bl cl Bl cl
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BSC1-B‘1C‘i BGCI_B4CS B7C31-B4C5
D, - —— 11 D, - =12 p - 121>
Blcl Blcl Blcl
ByC,-B,Cq D - B,C,-B,C, . B,(C-B,C;
8 — 9" T o~ U —
Blcl Blcl Blcl
® Determinacdo dos coeficientes G;:
G, = 1D Dig G, - 2w G, = D, (1+G,) G, = D,(1:G,)
) 2" Tp 3 T Yty I AR
9 9
Gy = Dy-D,G, Gg = D,-D,G, G; = Dy (1+G,) Gg = DgD; G,
Gy = Dy+DeG, Gip = Dg(14G,)
® Determinacdo dos coeficientes H:
C2G1 - 2C7G3 (1~~C-?2)C7 AI:G'1 - 2C7C-'r'4
H1 -—_— - H2 - — H3 -
ClGl C’lG'1 C1G1
u (3'3G1 + (G'S—GS)C7 i C4G1 + 2C7G7 b C5G1 + (G8+G'9)C7
1" 5" 6"
ClGl C1G1 chl
q . . C'(;G1 + 2C7G10
/ ClGl
® Determinacgdo dos coeficientes Q;:
i S S S i TP S B
v H > H, * H tow > H & H 7 H,



® Determinagdo dos coeficientes R;:

Gy + G G102,
Rl' R2-
G, G
Gy + Gl Gy - GppQ
R5- Rs-
< G,
Ga ) G1oQ7
Rg-
G,
1
R .-
11 ) E,

2(1+v,) (2p,+0,/At)

178

. 1 GIOQ3 R. Gz - GloQ3
3 4
< G
G + G1pQ; G, - G1pQ
R~ Rg-
G, G,
G9 ) G1097
Ry o= )
1
Rll
Rlz'_‘_‘_,—""
(2p,n}/At)

Analogamente ao anexo 1, o procedimento utilizado para a determinagio dos

coeficientes aqui apresentados, por resultar em um niimero bastante grande de

substituicdes e rearranjos nas expressdes de interesse, ndo sera aqui apresentado.



179

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
e

ARGON, A S. (1975). Constitutive equations in plasticity. M.1.T. Press, Cambridge,
Mass.

ATKINSON, C.; BOURBE, 1.P. (1989). Stress Singularities in Viscoelastic Media.
Departament od Mathematics, Imperial College, London, Oxoford University

Press, J. Mech. Appl. Mathematics, Vol 42, Pt.3.

BENALLAL, A. (1989). Thermoviscoplasticité et endommagement des structures.

Laboratoire de Mecanique et Technologie, Cachan, Paris.
CADEC, U. (1988). Creep in Metallic Materials - Academia, Prague.

CELESTINO, T.B. (1982). Projeto de Revestimento de Tiineis em Concreto

Projetado. 10. Encontro Técnico do Comité Brasileiro de Tuneis.

CHABOCHE, J.L. (1988). Continuum Damage Mechanics. Part I - General
Concepts, Part Il - Damage Grounth, Crack Initiation and Crack Grawth, J.
Appl. Mech., 55(3), pp.59-64 and 65-72.

CHABOCHE, J.L.; ROUSSELIER, G. (1983a). On the Plastic and Viscoplastic
Constitutive Equations - Part I: Rules developed with internal variable

concepts, Joun. Press. Ves. Technol., 105(3), pp.153-158.

CHABOCHE, J L., ROUSSELIER, G. (1983b). On the Plastic and Viscoplastic
Constitutive Equations - Part I1: Applications of internal variable concept to
the stainless stell, Joun. Press. Ves. Technol., 105(3), pp.159-164.



180

CHEN, WH.; CHANG, CM.; YEH, J.T. (1993). An Incremental Relaxation Finite
Element Analysis of Viscoelastic Problems with Contact and Friction.
Comp.Meth. in Appl.Mech. and Eng, v.109, p.315-319.

CLEJA-TIGOIU, S.; SOOS, E. (1990). Elastoviscoplasticity Models with Relaxed
Configurations and Internal State Variables - Appl. Mech. Rev., vol.43,
pp.131-151.

COCKS, A.CF.; LECKIE, F.A. (1987). Creep Constitutive Equations for Damaged
Materials - Ad. in Applied Mech., Vol 25, pp.183-238. Academic Press, N.-W.

CRISFIELD, M.A. (1980). Incremental/Iterative Solution Procedures for Nonlinear
structural analysis. in Numericl Methods for Nonlinear Problems, Pineridge

Press, Swansea.

ENGEL, L.; KLINGELE, H. (1981). An Atlas of Metal Damage. Wolf Science
Books, New York.

ERINGEN, A.C. (1967). Mechanics of Continua. J. Wiley, New York.
FAIRBAIM, MR.; SYDENSTRICKER, RM.; COUTINHO, ALG.A. (1995).
Modelo da Cadeia de Maxwell para Materiais Viscoeldasticos com

Envelhecimento- XVI CILAMCE, pp.168-176, Coritiba, PR.

FINDLEY, W.N; LAL J.S.; ONARAM, K. (1976). Creep and relaxation of non
linear visco-elastic materials. North-Holland Publishing Company, Amsterdam.

FRIEDEL, J. (1964). Dislocations. Pergamon, London.

HILL, R. (1971). The mathematical theory of plasticity. The Clarendon Press, Oxford.



181

HUGHES, T.JR. (1987). The Finite Element Method - Linear Static and Dynamic
Finite Element Analysis. Stanford University, Prentice Hall, Inc., Englewood
Cliffs, New Jersey.

HULL, D. (1975). Introduction to dislocation. Pergamon, London.

HULT, J.; LEMAITRE, J. (1981). Physical non-linearities in structural analysis.
L. U.T.AM. Symposium Springer-Verlag, Berlim.

KACHANOV, LM. (1971). Foundations of the theory of plasticity. North-Holland
Publication Company, Amsterdam.

KACHANOV, KACHANOV, L M. (1971). Foundations of the theory of plasticity.
North-Holland Publication Company, Amsterdam.L.M. (1986). Introduction to
Continuum Damage Mechanics. Martinus Nijhoff, Dordricht.

KESTIN, J.; RICE, JR. (1970). A critical review of thermodynamics. Stuart Ed,
Mono book.

KRAJCINOVIC, D.; LEMAITRE, J. (1987). Continuum Damage Mechanics - Theory
and Application. CISM course. Springer-Verlag, Berlim.

LEE, S.H. (1988). Generalized Viscoelastic Model for Creep Analysis Coupled with
Plastic Deformation. Int.J Num Meth. in Eng, v.26, p.153-165.

LEMAITRE, J.; CHABOCHE, J.L. (1990). Mechanics of Solid Materials. Cambridge

University Press.



182

LOVEDAY, M.S; DAY, M. F.; DYNSON, B. F. (1982). Measurement of High
Temperature Mechanical Properties of Material. National Physical Laboratory.
Her Majesty's Stationery Office, London.

LUBLINER, J. (1972). On The Thermodynamic Foundations of Non-Linear Solid
Mechanics - Int. J. Non-Linear Mech., Vol.7, pp.237-254, Pergamon Press,

Great Britain.

LUBLINER, J. (1990). Plasticity Theory - Macmillan Publishing Company, New York.

LUBLINER, J; OLIVER, J; OLLER, S.; ONATE, E. (1989). A Plastic-Damage
Model for Concrete - Int. J. of Solid and Struct., Vol.25, N.3, pp.299-326.

MANDEL, J. (1973). Thermodynamics ans Plasticity in Foundations of
Thermodynamics - ed J.J.D Domingos, M.N.R. Ninas, and J.H. Whitelaw,
N.W., pp.283-304.

McCLINTOCK, F.; ARGON, A.S. (1966). Mechanical Behavior of Materials.
Addison-Wesley, Reading (Mass).

MESCHKE, G.; KROPIK, C.; MANG, H.A. (1996). Numerical Analyses of Tunnel
Linings by Means of a Viscoplastic Material Model for Shotcrete.
International Journal for Numerical Methods in Eng., v.39, p.3145-3162.

MUNAIAR NETO, J. (1994). Modelos de Comportamentos Viscoeldstico e
Viscopldstico na Andlise de Estruturas Planas. Sio Carlos, Sdo Paulo, Brasil,

Dissertagio (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de

S3o Paulo.

NEVILLE, A. M. (1973). Properties of Concrete. J. wiley, New York.



183

ODQVIST, F.K.G. (1974). Mathematical theory of creep and creep rupture.
Clarendon Press, Oxford.

ORTIZ, M ; SIMO, J.C. (1986). An Analysis of a New Class of Intregation Algorithm
for Elasto-plastic Constitutive Relations. Int.J Num Meth. Eng., v.23, p.353-
366.

OWEN, D.R.J.; HINTON, E. (1980). Finite Elements in Plasticity: Theory and
Pratice. Pineridge Press Limited. Swansea, UK., Cap.1, p.3-11; Cap.2, p.13-
31; Cap.3, p.33-94; Cap.4, p.95-119; Cap.6, p.157-214; Cap.7, p.215-268,
Cap.8, p.271-317.

PADMANABHAM, K. A ; DAVIES G.J. (1980). Superplasticity. Springer-Verlag,

Berlim,

PHILLIPS, D.V.; ZIENKIEWICZ, O.C. (1976). Finite Element Non-linear Analysis
of Concrete Structures. Proc.Inst.Civ.Eng., pt.2, v.61,p.59-88.

PIMENTA, PM.; YOJO, T. (1989). Trelicas espaciais de madeira em regime
viscoeldstico sob ndo-linearidade geométrica. Boletim Técnico do

Departamento de Estruturas e Fundag@es, Escola Politécnica de Sdo Paulo.

PROENCA, S.P.B. (1986). Nogdes Bisicas de Reologia. Publicacdes, Escola de
Engenharia de S3o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, 1986.

PROENCA, S.P.B. (1989). Notas Sobre Andlise Ndo-Linear Fisica de Estruturas.
Setor de Publica¢es, Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo

Paulo.



184

RABOTNOV, Y .N. (1969). Creep problems in structural members. North-Holland
Publishing Company, Amsterdam.

RUBERT, J.B. (1993). Estudo do Desempenho de Algoritmos Numéricos na Solugdo
de Sistemas Ndo-Lineares de Estruturas Formadas por Barras de Trelicas.
Sdo Carlos, Sdo Paulo, Brasil, Dissertagio (Mestrado) - Escola de Engenharia

de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo.

SALENCON, J. (1983). Viscoélasticité. Presses de I'Ecole Nationale des Ponts et

Chaussées, Paris.

SAKURAL S. (1978). Approximate Time-Dependent Analysis of Tunnel Support
Structure Considering Progress of Tunnel Face. Int.J Num. and Anal Meth.

in Geom, v.2.

SAWCZUK, A.; BIANCHI, G. (1985). Plasticity Today. (Conf. c.is.m. Udine).
Elsevier Applied Science Publisher.

SIMO, J.C., HUGHES, T.JR. (1988). Elastoplasticity and Viscoplasticity -
Computational Aspects, Cap.1, p.1-46; Cap.2, p.52-95; Cap.3, p.98-134.

SIMO, J.C.; TAYLOR, RL. (1985). Consistent Tangent Operators for Rate-
Independent Elastoplasticity. Comp Meth. in Appl. Mech. and Eng, v.48.

SINGH, R B.; SHARMA, K.G.; VARADARAJAN, A. (1988). Elasto-Plastic Analysis
of Tunnel Excavation in Layered Rock Medium by Coupled FEBEM.
Num.Meth in Geom, p.941-950.



185

SKRZYPER 1.J. (1993). Plasticity and Creep - Theory, Examples and Problems.
Krakow University of Technology - Krakow - Poland, C.R.C. Press, Inc., N.W.

Boca Raton.

SOBOTKA, Z. (1984). Rheology of Materials and Engineering Structures. Elsevier

Science Publishers, Prague, Czechoslovakia.

SOLOMON, L. (1966). Elasticité Linéaire. Masson, Paris.

SRIVASTAVA, RK ; SHARMA, K.G.; VARADARAJAN, A. (1986). Finite Element
Analysis of Tunnels using Different Yield Criteria. Int. Sym. on Num.Mod. in
Geom, p.381-389.

SWOBODA, G.; MERTZ, W ; BEER, G. (1987). Rheological Analysis of Tunnel
Excavations by Means of Coupled Finite Elemet (FEM) - Boundary Element
(BEM) Analysis. Int.J Num. and Anal Meth. in Geom, v.11, p.115-129.

VALLIAPPAN, S. (1981). Continuum Mechanics Fundamentals. D.A. Balkema /

Rotterdam.

TAYLOR, R L ; SIMO, J.C. (1986). A Return Mapping Algorithm for Plane Stress
Elasto-plasticity. Int.J Num.Mech.Eng., v.22, p.649-670.

TELLES, J.C.F.; BREBBIA, C.A. (1982). Elastic/Viscoplastic Problems Using
Boundary Elements. Int.J. Mech.Sci, v.24, p.605-618.

TEMAM, R. (1988). Mathematical Problems in Plasticity, Gauthier-Villars, Paris.

TRUESDELL, C. (1980). The elements of continuum mechanics. Springer Verlag,

Berlim.



186

VINOGRADOV, G.V.; Malkin, A. Ya. (1980). Rheology of polimers, Mir Publishers,

Moscow.

WARD, 1. M. (1971). Mechanical Properties of Solid Polymers. Wiley Interscience,
New York.

ZIEGLER, H. (1986). An Introduction to Thermomechanics, North-Holland,
Amsterdam.

ZIENKIEWICZ, O.C. (1971). Incremental Displacement in Non-linear Analysis.
Int.J Num Meth Eng., v.3, p.587-592.

ZIENKIEWICS, O.C. (1977). The Finite Element Method in Engineering Science.
McGraw Hill, New York, 1st edn (1967) - 3rd edn (1977).

ZIENKIEWICZ, O.C.; CORMEAU, 1.C. (1974). Viscoplasticity - Plasticity and Creep
in Elastic Solids - A Unified Numerical Solution Approach. Int.J Num Meth.
in Eng, v.8, p.821-845.

ZIENKIEWICZ, O.C.; MROZ, Z. (1984). Generalized Plasticity Formulation and
Applications to Geomechanics. in Mechanics of Engineering Materials, Cap.33,
p.655-680, Wiley, Chichester.

ZIENKIEWICS, O.C.; TAYLOR, R.L. (1991). The Finite Element Method: Basic
Formulation and Linear Problems. 4.ed. MacGraw-Hill, v.1.

ZIENKIEWICZ, O.C.; TAYLOR, R.L. (1991). The Finite Element Method: Solid
and Fluid Mechanics Dynamics and Non-Linearity. 4.ed. MacGraw-Hill, v .2,
Cap.7, p.211-271.



187

ZYCKOWSKI, M. (1981). Combined Loading in the Theory of Plasticity. Polish

Scientific Publisher, Varsovie.

ZYSSET, P.K.; CURNIER, A. (1996). An Implicit Projection Algorithm for
Simultaneous Flow of Plasticity And Damage in Standard Generalized

Materials. International Journal for Numerical Methods in Eng., v.39, p.3065-
3082.



188

APENDICE 1
—

SUBROTINAS UTILIZADAS NOS CODIGOS DE CALCULO PARA
ESTRUTURAS DE BARRAS: SIMAB.FOR E SIMAT.FOR

Os codigos de calculo SIMAB. FOR e SIMAT. FOR, para estruturas compostas
por barras (analise unidimensional e treligas planas, respectivamente), foram elaborados
por meio de um procedimento implicito de integragiio numérica.

Na elaboragéo desses, foram tomados como pontos de partida os codigos de
calculo UNIVEP.FOR E BIVEP.FOR, para procedimento explicito de integragdo,
ambos apresentados em MUNAIAR NETO (1990), cujas subrotinas referem-se,
essencialmente, a montagem das matrizes de rigidez global e do vetor de cargas, além
de subrotinas que incorporam as expressdes gerais do modelo constitutivo.

Apresentam-se, a seguir, as subrotinas referentes aos codigos de calculo
SIMAB.FOR e SIMAT.FOR, bem como suas respectivas fungdes, numa ordem

associada a sequéncia de operagdes realizadas dentro dos mesmos:

® SUBROTINA DADOS: E através dessa subrotina que se faz a leitura dos dados de
entrada do programa, como por exemplo, dados de contréle, pardmetros do material ou
materiais, coordenadas dos nos, incidéncia das barras, carregamentos externos, etc. Para
tanto, usa-se um arquivo previamente elaborado pelo usuario: "Dados-BA" e " Dados-

TA", para simab.for e simat.for, respectivamente.

® SUBROTINA INICIAL: Essa subrotina tem a fungdo de zerar as variaveis
acumulativas utilizadas nos programas, como tensdes, deformagdes, deslocamentos,

reacoes, etc.
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® SUBROTINA CARGAS: Através dos arquivos de entrada, faz-se a leitura dos dados
referentes aos incrementos de carga, nimero total de iteragdes por incremento e o valor

da tolerancia para a convergéncia dos resultados.

® SUBROTINA ALGORIT: Através dessa subrotina, atualiza-se ou ndo a rigidez

global da estrutura. Em caso de uma atualiza¢3o da rigidez, selecionam-se as etapas em

que ela sera considerada durante o processo incremental-iterativo.

® SUBROTINA MONTAGE: Utiliza os dados das matrizes de rigidez de cada
elemento para a montagem da matriz de rigidez global da estrutura e montagem do vetor
global de forgas nodais equivalentes. Faz ainda o calculo do médulo algoritmico

tangente, por barra, para instantes de tempo n+1 e no infinito.

@ SUBROTINAS GREDUC, RESOLV E BAKSUB: Resolvem o sistema de equagdes

{F}=[K]{d}, fornecendo os valores de deslocamentos parcial e total dos nos da trelica,

apos cada iterag@o.

® SUBROTINA INCVP: Nessa subrotina, faz-se o calculo dos valores de tensdo, da
deformago total e das deformagGes viscoelastica e viscoplastica, todos em n+1. Define
também o residual de forgas e verifica a ocorréncia ou nio da convergéncia, com base

na minimizag@o dos incrementos de deformagdes viscoelastica e viscoplastica.

@ SUBROTINA RESULT: E através dela que se obtém a saida dos resultados globais
do codigo de célculo, como dos deslocamentos dos nos, da tensdo total e das
deformagdes total, viscoelastica e viscoplastica. Todos esses valores sdo apresentados
a0 usuario através de arquivos de saida denominados "Saida-BA" e "Saida-TA", para

simab.for e simat.for, respectivamente.
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Para ambos os cddigos de calculo, valem as seguintes limitagdes:

® Niumero mdximo de elementos permitidos........... .. 100
® Niumero miximo de nos permitidos.......................: > 200
® Niumero mdximo de nos restritos permitidos.........: 80
® Niumero mdiximo de materiais diferentes...............: 10

® O tamanho do passo de tempo é sempre constante
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APENDICE 2

SUBROTINAS UTILIZADAS NO CODIGO DE CALCULO
PARA ANALISES PLANAS "SIMAP.FOR"

O codigo de calculo SIMAP. FOR, para analises planas de tensdo e deformagdo,
foi elaborado com base em um procedimento implicito de integragdo numérica.

Na sua elaboragdo, tomou-se como ponto de partida o cddigo de calculo
VEPLAS.FOR, apresentado em MUNAIAR NETO (1990), o qual foi elaborado a
partir de um procedimento explicito de integracdo. Nesse, foram inseridas as
formulag@es via procedimento implicito.

Desse modo, SIMAP.FOR define-se como um codigo de calculo que incorpora
ambos os procedimentos, explicito e implicito. Permite também ao usuario uma escolha
entre passos de tempo constante ou variavel (apenas para explicito).

Apresentam-se, a seguir, as subrotinas referentes ao codigo de calculo
SIMAP.FOR, as quais estdo dispostas em uma sequéncia logica de calculo, dentro de

8 (oito) sub-programas ou blocos, como apresentados no que segue.

@ SUB-PROGRAMA 1 = DATAG.FOR - Incorpora as Subrotinas.

® SUBROTINA INPUT: E por essa subrotina que se faz a leitura dos dados de
entrada do programa, como por exemplo, dados de contréle, pardmetros do material ou
materiais, coordenadas dos nos, incidéncia das barras, carregamentos externos, etc. Para
tanto, usa-se um arquivo "Dados-AP", previamente elaborado pelo usuario, cuja
consisténcia € verificada pelas subrotinas descritas a seguir, nesse bloco.

® SUBROTINA CHECKI: Essa subrotina faz a checagem dos dados de
controle do programa, fornecidos em "DADOS-AP" e informa sobre os possiveis erros

detectados.
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® SUBROTINA CHECK?2: Essa subrotina faz a checagem dos demais dados
de entrada do programa, referentes as vinculages, propriedades dos materiais, dos

elementos, coordenadas dos nos, etc.
® SUBROTINA NODEXY: E através dessa subrotina que se faz uma

interpolagdo para obter os nos intermediarios para elementos de 4 nos (generalizado para
8 nds) ou centrais para elementos de 8 nos (generalizado para 9 nos).
® SUBROTINA GAUSSQ: E através dessa subrotina que se determina os

pontos de integragdo de Gauss com os respectivos parametros peso para cada elemento

da malha.

® SUBROTINA DIMEN: Inicializa os parametros associados ao
dimensionamento dindmico, com valores de indexagdo previamente definidos pelo
usuario, como por exemplo, nimero maximo de elementos permitidos, nimero maximo

de nos, largura de banda maxima, etc.

@ SUB-PROGRAMA 2 = CARGAS.FOR - Incorpora as Subrotinas:

® SUBROTINA SFR2: Essa subrotina calcula as fungdes de forma e suas
respectivas derivadas, para elementos retangulares de 4, 8 € 9 nos.

® SUBROTINA JACOB2: Essa subrotina gera os elementos da matriz
Jacobiana e as derivadas cartesianas.

® SUBROTINA LOADG: Essa subrotina monta o vetor de forgas, para o qual
admite-se cargas concentradas nos nos dos elementos, cargas gravimétricas (peso

proprio) e cargas distribuidas nos lados dos elementos.

@ SUB-PROGRAMA 3 = ALGINC.FOR - Incorpora as Subrotinas:

® SUBROTINA ZERQO: Essa subrotina inicializa com zero, algumas variaveis
de interesse do programa, referentes as cargas, reagcdes nos apoios, deslocamentos nos
nods, tensdes e deformagdes nos elementos.

® SUBROTINA INCREM: Faz o controle dos incrementos de carga

(concentradas, gravimétricas ou distribuidas), aplicadas a estrutura.
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® SUBROTINA ALGOR: Seleciona a forma como sera atualizada (ou ndo) a

matriz de rigidez global da estrutura, através de quatro opgdes definidas pelo usuario.

@ SUB-PROGRAMA 4 = SOLSIS.FOR - Incorpora as Subrotinas:

® SUBROTINA MDELA: Calcula os elementos da matriz elastica D, para
comportamento puramente elastico, sem penaliza¢io de rigidez, para os casos planos e
0 axissimétrico.

® SUBROTINA MDTAN: Calcula os elementos da matriz tangente D(t), apenas
para um comportamento viscoplastico (viscoelastico ndo implementado), apenas para
os casos planos de tensdo e deformagdo.

® SUBROTINA BMATPS: Essa subrotina monta a matriz dos operadores B,
que garante uma correlagdo deslocamento/deformagio.

® SUBROTINA DBE: Faz o produto entre as matrizes D e B.

® SUBROTINA SOLSIS: Realiza a solugdo do sistema de equagdes, através
do Método de Gauss.

@ SUB-PROGRAMA 5 = VISCO1.FOR - Incorpora Subrotinas utilizadas apenas
para procedimento explicito

® SUBROTINA INVAR: Calcula os invariantes de tensdo e o valor corrente da
fungio de escoamento, com base no critério de plastificagdo adotado pelo usuério.

® SUBROTINA TENEXP: Calcula os incrementos de tensdo e deformacao
total, para uma analise puramente elastica.

® SUBROTINA VEPEXP: Essa subrotina faz o calculo do vetor de fluxo
viscoplastico, com base no critério de plastifica¢do.

® SUBROTINA FLUEXP: Determina as taxas e os incrementos de
deformagdes viscoelastica e viscoplastica.

® SUBROTINA PROEXP: Faz a chamada de todas as subrotinas apresentadas
nesse bloco, bem como a determinagdo do passo de tempo seguinte e do residual de

forgas, para a proxima iteragdo.
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@ SUB-PROGRAMA 6 = VISCO2.FOR - Incorpora Subrotinas utilizadas apenas
para procedimento implicito

® SUBROTINA TENIMP: Calcula os incrementos de tenséio, de deformagao
total e da parcela desviadora do tensor de tensdes, primeiramente para uma analise
puramente elastica.

@ SUBROTINA VARAUX: Essa subrotina faz o calculo das variaveis referentes
ao estado auxiliar de tensdes (ou puramente elastico), para verificagdo de uma possivel
ocorréncia de plastificagdo.

@ SUBROTINA FLUIMP: Determina as taxas e os incrementos de
deformagdes viscoelastica e viscoplastica, bem como da viscoplastica acumulada.
Calcula tanbém as tensdes reais e de retorno.

@ SUBROTINA PROIMP: Faz a chamada de todas as subrotinas apresentadas
nesse bloco, bem como a determinagio do passo de tempo seguinte e do residual de

forgas, para a proxima iterag@o.

@ SUB-PROGRAMA 7 = CONVEP.FOR - Incorpora as Subrotinas

@ SUBROTINA CONVER: Verifica a convergéncia do programa, através da
minimizac¢do dos incrementos de deformagdes viscoelastica e/ou viscoplastica.

® SUBROTINA RESGLO: Monta o aquivo de saida dos resultados globais do

programa, denominado "Saida-AP".

@ SUB-PROGRAMA 8 = SIMAP.FOR (programa principal): Faz a chamada de
algumas das subrotinas apresentadas, bem como o controle dos loops referentes aos
incrementos de carga e do niimeros maximo de iteragdes. As subrotinas sdo chamadas
na seguinte ordem de calculo: DIMEN, INPUT, LOADG, ZERO, INCREM, ALGOR,
MATRIG, SOLSIS, PROEXP (explicito) ou PROIMP (implicito), CONVER e
RESGLO.
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Valem as seguintes limitagdes:

® Niumero mdximo de elementos permitidos..................... : 300
® Nitmero mdximo de nos permitidos.......................eeeeee.’ 500
® Numero maximo de nos restritos permitidos.................: 50
® Numero maximo de materiais diferentes........................ 8

® Passo de tempo constante ou varidavel para procedimento explicito

® Passo de tempo apenas constante para procedimento implicito
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APENDICE 3

|

DETERMINACAO DA EXPRESSAO GERAL DO MULTIPLICADOR
PLASTICO "i" (apresentado no capitulo 11)

Com referéncia a uma situacio de Carga/Descarga (condi¢io de
complementaridade) e para um conjunto (a,q) , tal que f(0,q)<0, é possivel admitir

que:

Rf(c,q) -0 = KN-0= £€°.0

S.C(f-¢8P) .cf -ce®

Por outro lado, é possivel admitir um conjunto (o,q) onde f{0,q)=0. Nesse caso,

sdo possiveis diferentes analises:

.0 e flo,q<0, (A£-0): -0 e -0

X>0 e flo,q)-0, (Rf-0):eP+0 e d+0

Uma reuniio das informagdes anteriormente apresentadas com relagdo a
condigio de complementaridade e suas diferentes situagdes para qualquer (0,q) € E,

permite concluir:

I-) Para (0,q), tal que f(0,q)<0 = /=0 ........cococ... ( Carregamento eldstico )
II-)Para (0,q), tal que f{0,q)=0 - A/ >0 e gl <0

S /A <0 = A =0 e ( Descarregamento pldstico )
Se /A =0 = CAH =0 oo ( Carregamento neutro )

N A/ 0 e ( Carregamento plastico )
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Aplicando-se a condigio de consisténcia ( expressdo 11.2d, do capitulo 11) para
A>0, a regra da cadeia, bem como a substitui¢do de 11.2a e b do referido capitulo,

procede-se: e

. Coem )

, )

£.fo,q -0 0f 00 Of 8d . s, 4.0
ot 00 0t o0q ot ° q

(4 ] op o L4
f-fy.Cle-¢€)+f.d=rf,.C6-N(f,.Cr+ f . h) -0

e, portanto, escreve-se a expressdo geral na forma

-]
o f.C ¢

A -
f .Cr+ £ .h (1)
o q

Deve-se ressaltar que a expressao acima & valida desde que (f,. Cr+f,.h)>0 para

qualquer conjunto (0,q) € E,. Ainda, no caso de f(0,q)=0 e df(0,q)/0t=0, obtém-se:

N20- £,.C€ -9 f.CE 20 (2)

Uma verificagdo simples, consiste em particularizar as expressdes até aqui
estudadas para o caso de estruturas compostas por barras, admitindo-se a ocorréncia dos
encruamentos isotropo e cinematico, aqui representados por um vetor de variaveis

internas ¢, € ¢,, respectivamente. Desse modo, escreve-se

8
A

O critério de plastificagdo f=f{0,q), pode ser escrito com base nas variaveis de

encruamento,na forma:
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f-flo,q -|0-ql-gq - o, < 0

a partir do qual, obtém-se:

r(0,q) - 8,£(0,q) - sign(0-q,) ( 3a )
h Ddf K0 : ( 3b)
(0r@) =DoF =) 4 sign(o-q,)

Sabe-se que na analise unidimensional de barras, C iguala-se ao modulo de

elasticidade E. Uma substituigdo das expressdes 3a,b na expressdo 1, permite determinar

PN Sign(ﬁ-qz)Eeo sign(o-q,) E g
E[sign(0-q,)1° + K + H [sign(o-q,)]? E+K+ H
e portanto
. E(K+H) o °
o - E[e-Nsin(oO- - € «E®P ¢
[ (o-q,) ] PR

ambas idénticas aquelas apresentadas em SIMO & HUGHES (1988), com referéncia
aos algoritmos unidimensionais. De um modo geral, as expressdes de fluxo para as

variaveis internas dos encruamentos isotropo e cinematico, séo:

d o o| K 0 g 1
g-| | -2Xpor.R “ ( 4a )
d, q 0 H aqu
ou ainda, na forma explicitada
o Of o Of
‘fl - - AK— ‘fz - -AH ( 4blc )

0q, oq,
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APENDICE 4

DETERMINACAO DOS PARAMETROS " 1 e C? " PARA PLASTICIDADE
PERFEITA VIA CRITERIO DE VON MISES (J,)

Em um primeiro passo, determina-se a expressio para o multiplicador plastico,

com base na expressdo 11.3a do capitulo 11, para h=0, pelo procedimento:

o’ o
£ o .C €

° o€ € .ol
fG.CfG + fq.h o’ c o’
lol lol

lembrando-se que C =k, (Iel) + 2pu[ IT - 1/3(Iel) ]. Resolvendo-se por etapas:

a-) desenvolvendo-se primeiramente o numerador

£,.¢ € - £, k (I®I) « 2p[IT - %(I@I)] } €

- £ 4k, (I®I)€ + 2pIIE - 2—3‘1(1®r)s°}

(o2

[}

[ o 2u , 0
- kb(s'I)fO"I+ pro.IIS = ——3—-—(€.I)f .I

PO
o

,(r"

porém, € possivel demonstrar que f,.1 = tr(f;) = 0. Portanto:

] [+
£f,.C € = 2pnf . € ( 1la )
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b-) desenvolvendo-se agora o denominador

2]

£ .Cf = £ .4 k, (I®T) + 2 [IT - %(I@I)] } £

2p
f,.Cf = f o k (£ .I)T + 2pIIf_ - T(fo.I)I bef,.(0+2pf, -0)

f,.Cf = 2uf .f = 20p—.—— = 21 ( 1b )

Com uma substituigdo direta das expressdes 1a,b na expressdo da taxa de 4,

obtém-se:

N _° .f.f-n.¢ (2)

A determinagdo do Modulo Tangente Elasto-plastico, agora com base na

expressdo 11.4 do capitulo 11, faz-se pelo procedimento

ct_ ®cr
C®.C - g o -kbr®r+2u(rr-ir®r) -
f,.CE + £ .h 3

Cf, ® Cf,
f_.cf

o o

Como ja deduzido para o multiplicador plastico, Cf,=2uf =2un. Dessa

informagdo, escreve-se:

cf, Qcf -4p* n @ n ( 3a )

portanto, determina-se
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2
n®n . k

C®P = k IQI2p (IT - %I@I)_ 4112u L,I®L2p (1T - %I@I)—Zun@n

C .k, IQI + 2p (I - %I@I - n®n) ( 3b )
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APENDICE 5

DETERMINACAO DOS PARAMETROS " 1 e C? " PARA PLASTICIDADE
COM ENCRUAMENTO COMBINADO VIA CRITERIO DE VON MISES (J)

A determinac8o da lei de fluxo para a variavel interna referente ao encruamento

isétropo, toma como ponto de partida, analogamente a analise unidimensional, a relagio

d-| €7 ( 1a )

a qual, juntamente com 11.11 do capitulo 11, permite determinar

Q.1 ;Pu-\jxi.x no .y ( b )
i ni Inl

Analogamente, determina-se a lei de fluxo para a variavel interna referente ao
encruamento cinematico, onde associa-se (, (varidvel e respectiva expressdo,

apresentada no apéndice 3 do presente trabalho) a ¢/, tal que:

2(0-%tr[0]-q')

42 - ‘f’ - _):H__a_f_ - -):Hl (-1)
[(o-5trlcl-q').(0-Ztr(c]-q')]
finalmente
d - NH O -T2 Xy D . Run ( 1c )
o - q'l Ini

onde H é mddulo de encruamento cinematico.
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Ressalta-se, no entanto, que as expressdes de fluxo para a varidvel deformagéo
plastica (apresentada no capitulo 11) e variaveis de encruamento, apesar de terem sido
deduzidas de forma correta podem, quando estudadas com referéncia a uma solicitagéo
uniaxial, ndio apresentarem correspondéncia com o caso unidimensional.

Fica claro que, a particularizagio a uma situagdo de solicitagdo uniaxial, permite

reescrever as expressoes do referido capitulol, pelo procedimento:

%(G-q) 0 0 %(c - q)
n-o -q' - Y -%(G-q) 0 -ﬁ——;—(O‘—q) )
0 0 —Slog| |-Sto-a |
resultando em:
Inl -yn.n - \j%(c-qV . %(c—q)2 + Slo@? - | Slogl

de modo que, reescreve-se o critério apresentado no item 11.1.2 do capitulo 11 na forma

£(0,q) -4’—:2;|0'-q| "—2‘ (G, + Kat) € 0 ( 2a )

Nota-se que 2a ¢ multiplicada por uma constante extra, v(2/3), quando
comparada 4 expressio 8.5a, apresentada no capitulo 8. Nesse sentido, faz-se necessaria
uma verificagio analoga com referéncia as expressdes de fluxo, as quais devem

recuperar a expressdo do critério particularizado. Assim, procede-se:
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a-) Para a taxa de deformagdo plistica (apresentada no item 11.1.2, capitulo 11):

-

2 3
£ 5 (0-9) sin(0-q)
1
1 .
&P e°2 - N n . PN 1 ) -i(O‘—q) $ E ) ——551n((5—q)
o I il 2’ | 3 \ 3 )
3 —|0-q 1. ]
3 \' 3 —%(O’-q) 2s:.n(o q)

porém, da expressdo do critério, é possivel demonstrar que f,=(2/3)"’sin(o-q). Desse

modo:

( 2b )

Uma analise com referéncia a expressio 2b, permite observar uma

correspondéncia direta com a analise unidimensional.

b-) Para a varidvel de encruamento isotropo (apresentada no item 11.1.2):

op °p °p °p
oy t [ € € 3 O
Q-] €7 - eP. P J{ P 2 L L 1., ZeP
" | 1 2 2 1 2 2 2

Uma analise com referéncia a essa expressio, permite afirmar que para garantir
uma correspondéncia direta com a andlise unidimensional, basta que a expressdo 1b seja

multiplicada por v{2/3).
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¢-) Para a varidvel de encr. cinemdtico (apresentada no item 11.1.2, capitulo 11):

Tomando-se como base a expressio 1c, proposta como lei de evolugdo para o

encruamento cinematico, demonstra-se que para o caso unidimensional tal lei deve se

reduzir a forma

d-H):\jgsin(c-q) ( 2¢ )

No entanto, para o caso de solicitagdo uniaxal, obtém-se

sin(o-q) |
4 1,
g A tefm D g .}3 { ~sinicq)
2 Inl 3 )
d; —Esin(c—q)
d_{-d"-HX’A,%sin(c-q) ( 2d )

Com referéncia as expressGes 2¢ e 2d, uma vez iguais, nota-se que para garantir
uma correspondéncia direta com a analise unidimensional, basta que 1¢ seja multiplicada
por 2/3, para garantir admissivel a parcela 2q/3, usada em n=0¢'-q', quando da
determinag@o da expressdo 2a. Portanto, das considera¢Ges abordadas, escrevem-se as

expressoes finais de fluxo para o modelo em questio, nas formas:

° o I o
e8P a X —— -Xn 3a
Inl ( )

d.\l-%x’ ( 3b )




206

( 3¢ )

Com referéncia a uma determinagio das expressdes finais de 4 e C?, parte-se
de um procedimento analogo aquele utilizado no caso da plasticidade perfeita. Para o

multiplicador plastico, tém-se:

<O cé>
_— ° °
L Inl ) 2p n.¢ . n.g
n n 2p + 0 f.h(0O,q) 1
m.cun“ + aqf.h(O',q) g 1. 2p6qf.D6qf

resolve-se o denominador da expressdo apresentada, pelo procedimento

of

2
9Ka N3 L2
a f - - - 3
q of n
At — -n
oq’ Inl
e portanto
T kK 0 2
dfDBf-{|2 ) . 2 NTF (- L (k)
q q 3 0 —=H 3
3 -n
obtendo-se, finalmente
o g KH)1 o
A= n. - [1 + ) n.g¢
4a
1. 2o £.n(0,q) 30 ( da2 )
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Para a determinagdo da expressio final do Modulo tangente Elasto-pléastico,

procede-se:
C.fG®C.fO 1 4p°n ® n
Ce.cC - > -ka®I+2p(II-§I®I) S —
of-CEg+ 8 £.h 282 (o)

Finalmente, com um rearranjo conveniente, escreve-se

C%® .k, 1®I+2p | IT - Llmer- n®n

3
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APENDICE 6

EXPRESSOES PARA A TENSAQ E SUA PARCELA DESVIADORA (EM 3-D):
PROCEDIMENTO ALTERNATIVO

As expressdes de tensdo e sua parcela desviadora, tanto no estado real como no
auxiliar, apresentadas no capitulo 12, podem ser reescritas em formas alternativas.

Primeiramente, para o estado auxiliar:

aux
c2* . C (€

w1 - EP) = [k, (I®I) « 2p (IT - —%I@I)] (e,

_ ab
+1 €l’l)

.28 tr(eP)I

. 2
o%% 2ue_ -2pelk,tr(e ) I-k, tr(eP) _T-T‘J tr (e, ) 12

mas sabe-se que tr(e?)=0. Desse modo

1 1
c:fl"- 2p[(eml-3tr(s YI) - (sﬁ-gtr(sﬁ)r)] « k,tr{e ) I

n+l

w1~ a0t kbtr(E‘ml)I ( 1a )

Ainda, no referente a parcela desviadora, sabendo-se que vale da elasticidade

linear a relagdo tr(o,.,)=[3A+2pultr(e,. )=[3k,Jtr(e,.,), procede-se

aux 1

ux u l
Oy = Opy - FEX(Op) T = 2ule e f) « kytr(e, )1 - S [3k Jtr(e, )T

+1
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o - 2p(e - €P) ( 1b )

n+l

Através de um procedimento analogo, € possivel obter as expressdes no estado

real, escritas em formas alternativas. Desse modo, vale para a tens@o:

C,, - kytr(e )I+2ple ,-ef) =~Atr(e )I.2p(e -€2)) ( 1c )

n

ou ainda, numa outra variante, escreve-se

1
O, k,tr(e np ) T+21 em‘e,fl) - k,tr (€,.1) Is2nu [eml-e‘;f-é— tr{ sil) I]

O,.= k,tr(e )IL.2p(e, ,-€P-N 'n )= k tr(e )I2u(e, -€8)-2pA

n+l n " nsl" " nsl n+1nn+1

da relagdo 1b, escreve-se finalmente

Cpa = kbtr(aml) I+0,, - zu}\mlnml (1d )

No referente a parcela desviadora do tensor de tensdes, também com base na

relagdo 1b, procede-se

C,,=2unle, -ef) -2ule  -ef-A ,n.)

n+1""n+1

<j'Aux _ 211}\.

r - p - -
Gn+1 = 2]’1 ( en+1 € n) Zu}\nvlnml n+l n~1nn+1 ( le )

Outras relagdes de interesse para os desenvolvimento do capitulo 12, referem-se

a0 vetor unitario m,,,; =7,/ N1 Em uma primeria etapa desenvolve-se, com base na
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expressdo 12.3, a seguinte relagio:

aux
- ’ _ ' - 4 - - I - aux r - ’
n n+l Gml qml on«l 2 u)\‘mlnml qn+1 n w1t qn 2 u}\mlnml qml

. , ) 2
nz'z+1 - n:dX - zu}\mlnml - (qml - qn) = n:flx B Zu}\mlnml B gH}\mlnml

€ portanto

ux 2
nml = nz*l - (2].1 + gH) }\mlnne,l ( 2a )

da relagdo n,.;= N /INael, faz-se M= 110,400,44. Desse modo:

2 2 ax
" nn*]_" nn+1- n:ﬁz{( - (2u+—3—H)}\' n i “ nn.*l" nml * (211*3H) }\mlnml- n:,l

n+1""n+1

2
[In,,0 + 2u+ ZH)X | ] n =12 ( 2b )

n+1 n+1

mas, de 2a, € possivel demonstrar que

2
n:flx - nnyl M (21,1 * —H) }\no«lnnd

2
Npa = n:?lx - (2p v ZH)A 3

n+1nn+1
3

ux 2 2
Ingil = 0n,.0 « 1 (2p - SH)?\MHMH - In,.0 + (2p - gH))\“*l In, .0

2
A0yl = In, 0 - (2p . gH))‘ml (2¢c )

n+l

com uma substituicio de 2¢ em 2b, resulta que



naux

aux aux ad

|| nn’l || nlhl = nml - nn"l - “ auxn
nn+1

demonstra-se ainda, da relagdo 1,,4= | N ps1l Mar1> qQuUE

“ nml“ nn+1 - nml - " nml " nn+1'nn*1 - nml'nml

|| nm,lll = nn,l 'nrhl

211

(2d)

( 2e )
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APENDICE 7

DETERMINACAO DAS EXPRESSOES DE INTERESSE PARA A
OBTENCAO DO MODULO ALGORITMICO TANGENTE

A  expressao 1, apresentada no capitulo 12, é
representativa do médulo algoritmico tangente elasto-

viscoplastico, escrito em sua forma intrinsica.

2N on
€] n+l n+l
c®.c-2p(n, ® P +}\.m1a_€n_ ] (1)

n+l

+1

A solugdo dessa expressdo consiste Dbasicamente no
desenvolvimento separado das parcelas internas aos colchetes.

Nesse sentido, procede-se:

a-) Solugdo individual da parcela JA/oJ¢:

My 1 oer o dnml o de,
0€ .1 2n (1 + K3‘ H) 08 1 2p {1 - K3* H) 60;::)( oe, 08 4
B &

no referente aos termos entre parénteses, chega-se em:

aux
7 -

aln;yl  adloy,-qa'l

aux aux
’ I
aoml {:ksm1

, aux s anx
- i 2 Gml g - nn'l - n
aux aux
2 Jog-ql InZEl

n+l
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aux

%ha [2n(e -eP)] = 2
- u e +1-en - u
de . de, . 1
de ae
ot L[s l-itr( I - =22 [II-—l—(I®I)] - Ir-i(r®r)
as n+l as n+1 i 3 " as n+l 3 3
portanto, obtém-se finalmente
a)\lhl 1 zun K + H ‘1n
= n+1 = * n+l
BSM 21 (1 » K+H) 3n (2)
3p
b-) Solugdo individual da parcela on/o€:
on.. 8 auxp 1 pya auxg 1 O0na . ol n 2
ol ux ux uxy - n+ auxy -2 ux ®
as - asml “ nml n+1 " nml " aeml H nml u nml aeml
aI] a aux a BHXn
nd 1 N ) 1 _ 1 aax ® I Ny
0,  In® 9., |nu ge

n+l n+l

com procedimento analogo ao do item a,

obtém-se
anau:f( a l a
nl oule -t I-eP)-q’'] - 2 II-—I®I
aeml 6€m1{ B8 3 FEn) Fer) -] aeml[ he =
nz

1
— = a2 (II-=I®I
o¢ B 3I®)

n+l



au.
]

aln**  dlo,, -q'l
ae ae n+1

aux
Opa -4’ 0
au.

’ * I E
lo: g 9.

- % 2 [2n (e, ,-e7)]

n

n+1l

ol nal 1 oe 1
Lo 2u(Ir1-—=18r1 o (2 (II-=IQT1 -2
T n ,[2u( 3 )] 5% . (21 ( 3 )ln ., = 2un
finalmente

an aux

nl 21; (II-iI®I) - 1 flaa ® 2un_,

oe . In2%j 3 In®=s  In®
ou ainda

on

w20 (7. lr®r-n, ®n
o¢,., Inyy 3

n+l
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1-) Comentdrios Preliminares

Em algumas obras da engenharia civil, uma avaliagdo da evolugdo dos esforgos
ao longo do tempo ¢ de fundamental importéncia na elaboragio de projetos mais seguros
€ econdmicos.

Pode-se citar o caso de escavagdo de tineis em solos ou rochas, por exemplo,
onde uma pesquisa com referéncia & evolugdo das deformagSes com o tempo permite
determinar a quantidade de deformagdes que o magico pode sofrer sem que ocorra uma
eventual ruptura do material que o constitui. Consequentemente, permite determinar o
instante de tempo apds a escavagdo em que revestimentos nas formas de concreto
projetado (revestimento provisorio ou definitivo) ou cambotas metalicas (revestimento
definitivo), sejam aplicados a estrutura.

O estudo da evolugo dos esforgos ao longo do tempo também pode ser
direcionados a sistemas estruturais ou elementos estruturais (ou mecanicos), compostos
por materiais como concreto (deformagdes viscoelasticas), polimeros e madeiras
(deformagdes viscoplasticas), metais ou lligas submetidos a altas temperaturas

(deformagdes viscoplasticas), borrachas ou similares, etc.

2-) Ferramentas Utilizadas na Elaboragdo dos cédigos de cdlculo

Com o interesse de simular numericamente fendmenos dependentes do tempo,
foram estudados modelos constitutivos viscoelasticos e viscoplasticos, a partir da
Reologia dos Materiais, onde foram associados elementos reoldgicos basicos mola,
solido e amortecedor, objetivando a determinagio de expressdes de fluxo (na forma
taxa), com referéncia as deformagdes em regimes viscoelastico e viscoplastico.

Utilizando-se de um procedimento implicito de integragdo numérica para um
passo de tempo arbitrario, as expressdes de fluxo para as deformagdes dos regimes
mencionados, resultaram em expressdes na forma incremental.

Finalmente, adotando-se como ponto de partida codigos de calculo que utilizam

um mecanismo incremental-iterativo para a busca das sucessivas situagdes de equilibrio,
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tais expressdes foram, nesses mesmos codigos, implementadas. Como resultado final,

foram elaborados:

SIMAB.FOR: cédigo de calculo, em linguagem Fortran, para o estudo de barras em
regimes eldstico, viscoeldstico ou viscoplastico. Combinag¢des entre os

trés regimes em questdo podem ser consideradas.

SIMAT.FOR: codigo de calculo, em linguagem Fortran, para o estudo de trelicas
planas em regimes eldstico, viscoeldstico ou viscoplastico.

Combinagdes entre os trés regimes em questdo podem ser consideradas.

SIMAP.FOR: codigo de calculo, em linguagem Fortran, para o estudo de sistemas
estruturais em analises planas, para os regimes eldstico, viscoeldstico
ou viscoplastico. CombinagGes entre os trés regimes em questdo podem

ser consideradas.

Em todos os codigos de célculo anteriormente mencionados, foi utilizado o
Método dos Elementos Finitos, objetivando a determinag¢do dos deslocamentos nodais

ou de seus incrementos.

No caso do codigo Simab.for, utilizou-se elementos de barra com um grau de
liberdade por n6. Para o codigo de célculo Simat. for, utilizou-se elementos de barra com
dois graus de liberdade por n6. Finalmente, para o codigo de calculo Simap.for, foram

utilizados elementos retangulares de 4, 8 ou 9 nés por elemento.

3-) Codigos de cdlculo Simab.for e Simat.for - subrotinas utilizadas e

arquivo de dados de entrada

3.1-) Subrotinas Utilizadas e Aspectos de Interesse

Apresentam-se, a seguir, as subrotinas referentes aos codigos de célculo

SIMAB FOR e SIMAT FOR, bem como suas respectivas fun¢Ses, numa ordem



associada a sequéncia de operagles realizadas dentro dos mesmos:

® SUBROTINA DADOS: E através dessa subrotina que se faz a leitura dos dados de
entrada do programa, como por exemplo, dados de contréle, pardmetros do material ou
materiais, coordenadas dos nos, incidéncia das barras, carregamentos externos, etc. Para
tanto, usa-se um arquivo previamente elaborado pelo usuario: "Dados-BA" e " Dados-

TA", para simab.for e simat.for, respectivamente.

® SUBROTINA INICIAL: Essa subrotina tem a fun¢do de zerar as variaveis
acumulativas utilizadas nos programas, como tensdes, deformagdes, deslocamentos,

reacoes, etc.

® SUBROTINA CARGAS: Através dos arquivos de entrada, faz-se a leitura dos dados
aos incrementos de carga, numero total de itera¢Ges por incremento € o valor da

tolerancia para a convergéncia dos resultados.

® SUBROTINA ALGORIT: Através dessa subrotina, atualiza-se ou ndo a rigidez global
da estrutura. Em caso de uma atualizagdo da rigidez, selecionam-se as etapas em que ela

sera considerada durante o processo incremental-iterativo.

® SUBROTINA MONTAGE: Utiliza os dados das matrizes de rigidez de cada elemento
para a montagem da matriz de rigidez global da estrutura e montagem do vetor global
de forgas nodais equivalentes. Faz ainda o calculo do médulo algoritmico tangente, por

barra, para instantes de tempo n+1 e no infinito.

® SUBROTINAS GREDUC, RESOLV E BAKSUB: Resolvem o sistema de equagdes
{F}=[K]{d}, fornecendo os valores de deslocamentos parcial e total dos nos da treliga,

apos cada iterag@o.

® SUBROTINA INCVP: Nessa subrotina, faz-se o calculo dos valores de tensio, da
deformagio total e das deformagdes viscoelastica e viscoplastica, todos em n+1. Define

também o residual de forgas e verifica a ocorréncia ou ndo da convergéncia, com base



na minimizag3o dos incrementos de deformagdes viscoelastica e viscoplastica.

® SUBROTINA RESULT: E através dela que se obtém a saida dos resultados globais
do codigo de calculo, como dos deslocamentos dos nds, da tensdo total e das
deformagdes total, viscoelastica e viscoplastica. Todos esses valores sio apresentados
a0 usuario através de arquivos de saida denominados "Saida-ba" ¢ "Saida-ta", para

simab.for e simat.for, respectivamente.

Deve-se ressaltar, com relagio aos codigos de calculos Simab.for ¢ Simat.for,

0s seguintes aspectos NUMEricos:
a-) No codigo de calculo Simab.for, as analises de barras podem ser feitas apenas por

meio de um procedimento implicito de integragio, com as seguintes limita¢des:

Numero mdximo de elementos permitidos ............................ = 50
Nimero mdximo de nos permitidos .................cooceeeevennnnn. =100
Niimero maximo de nos FeStritos .............coeevveveeiceeeceeenennn. = 80
Numero madximo de materiais diferentes ............................... = 10

b-) No codigo de célculo Simat.for, as analises de treligas planas podem ser feitas apenas

por meio de um procedimento implicito de integragdo, com as seguintes limitagdes:

Niimero maximo de elementos permitidos ............................ = 100
Numero mdximo de nOs permitidos ...............c.cccoevveeeueannnnn. = 200
Nittmero maximo de nos restritos .............cooovceeeeeveeeeennennneen. = &80
Numero maximo de materiais diferentes .....................c........ = 10

3.2-) Arquivos dos Dados de entrada

Os aquivos dos codigos de calculo Simab.for e Simat.for, sdo elaborados de
modo formatado, ou seja, os comandos de leitura devem respeitar posi¢des previamente
estabelecidas para os valores de coordenadas nodais, incidéncias dos elementos,

vinculagdes, etc. Para o programa Simab.for, € utilizado o arquivo Dados-ba, na forma:



EXEMPLO: BARRA TRACIONADA - 4 ELEM - ANALISE DO MODELO COMPLETO

DADOS DE CONTROLE DO PROGRAMA:
NNO NEL NNR NMD NPR NPE INC ALG GLN OPC NPL NEC
5 4 1 1 8 22 1 1 1 1 1

M ELASTIC.1 AREA ESCOAM. MCINEM(H) MPLAST(K) GAMAVP
ELASTIC.2 GAMAVE

1 10000.0000  1.0000 10.0000 0.0000 5000.0000  0.001000
9500.0000  0.000900

INCIDENCIA DOS ELEMENTOS
EL NOi NOf MAT

1 1 2 1
2 2 3 1
3 3 4 1
4 4 5 1
COORDENADAS DOS NOS

NO COORDENADA

1 0.00000

2 2.50000

3 5.00000

4 7.50000

5 10.00000

NOS COM RESTRICAO AO DESLOCAMENTO
NO COD VALORPR
1 1 0.00000

CARREGAMENTOS nos NOS DOS ELEMENTOS
EL CARGANOi CARGA NOf

4 0.00000 15.00000
0.10000 1.00000 ......cooooiimmiirimienrniierecencenes linha 1
90000 1 0.50000 0.001000000000 .................. linha 2

90000 1 0.50000 0.001000000000 .................. linha 3



onde valem:

NNO, NEL e NNR : nimero total de nos, nimero total de elementos e nimero de nos
restritos.

NMD, NPR e NPE : nlimero total de materiais diferentes, nimero maximo de
propriedades por material (8) e niamero de nds por elemento.

INC, ALG e GLN : namero de incrementos de carga, tipo de atualizagio de rigidez

estrutural (1-cte ou 3-variavel, a cada iteragdo) e niumero de graus
de liberdade por no.
OPC: (1) - consideragdo de def. viscoeléasticas ap6s inicio das def. viscoplasticas.
(2) - desconsideragdo de def. viscoelasticas apos inicio das def. viscoplasticas
NPL : elemento a ser monitorado em particular, caso a barra tenha sido discretizada
em mais de um elemento. Os resultados sdo apresentados em arquivos de dados
complementares: Planl.ba, Plan2-ba e Plan3-ba.
NEC : nimero de elementos carregados.
ELASTIC. 1, ELASTIC.2: mod. de elasticidade para regimes elastico e v_elastico.
AREA, ESCOAM : area da barra e tensdo de escoamento do material.
H, K : médulos de encruamento cinematico e plastico, respectivamente.
GAMAVE, GAMAVP: coeficientes de fluidez para regimes v_elastico e v_plastico.
EL, Noi, Nof, MAT: elemento, no inicial, n6 final e tipo de material.
NO, COORDENADA: n6 e sua respectiva coordenada global em (diregdo x).
NO, COD, VALOR PR: no, codigo de restrigdo (O-livre e 1-restrito) e seu valor de

restrigdo ao deslocamento.

EL, CARGA Noi, CARGA Nof: elemento carregado, carga no né inicial e carga no
no final.
linha I: passo de tempo e multiplicador do passo de tempo.
linha 2 e 3: nimero de iteragdes, codigo de saida dos resultados (1-deslocamentos,
2-deslocamentos e reagdes e 3-deslocamentos, reagdes e esforgos),

incremento de carga e tolerdncia para a convergéncia.

Para o programa Simat.for, € utilizado o arquivo Dados-ta, analogo ao arquivo

Dados-ba, sendo que as diferengas basicas referem-se a incluséo da diregdo y para as
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coordenadas, restrigdes aos deslocamentos (vinculos) e carregamentos nos nos dos

elementos:

EXEMPLO: TRELICA PLANA / ANALISE ELASTO-VISCOPLASTICA

DADOS DE CONTROLE DO PROGRAMA:
NNO NEL NEC NNR NMD NPR NPE INC ALG GLN OPC PLN
6 5 1 5 1 8 2 1 1 2 1 3

M ELASTIC.1 AREA ESCOAM. M.CINEM(H) M.PLAST GAMAVP
ELASTIC2 GAMAVE

1 2000.0000 10.0000 4.0000 0.0000
2000.0000 0.001500

250.0000 0.002000

INCIDENCIA DOS ELEMENTOS
EL NOi NOf MAT
1 1 2 1

COORDENADAS DOS NOS NAS DIRECOES XEY
NO COORDENADA

1 500.00000 0.00000

6 1000.00000 450.00000

NOS COM RESTRICAO AO DESLOCAMENTO(X,Y)
NO COD VALORPR

2 1 0.00000 1 0.00000

6 1 0.00000 1 0.00000



CARREGAMENTOS nos NOS DOS ELEMENTOS NAS DIRECOES XE Y
EL FX-NOi FY-NOi FX-NOf FY-NOf
3 0.0000 -180.0000  0.0000 0.0000

0.05000 1.00000 .......oooovrviecrierrirrieneeeeeeeeas linha 1
90000 1 1.00000 0.00010000000 ................. linha 2
90000 1 0.50000 0.00010000000 ................. linha 3

4-) Codigos de cdlculo Simap.for - subrotinas utilizadas e arquivo de

dados de entrada

4.1-) Subrotinas Utilizadas e Aspectos de Interesse

Apresentam-se, a seguir, as subrotinas referentes ao codigo de céalculo
Simap.for, bem como suas respectivas fun¢des, numa ordem associada 4 sequéncia de
operagdes realizadas dentro de 8 (oito) sub-programas ou blocos, como apresentados no
que segue.

@® SUB-PROGRAMA 1 = DATAG.FOR - Incorpora as Subrotinas:

® SUBROTINA INPUT: E por essa subrotina que se faz a leitura dos dados
de entrada do programa, como por exemplo, dados de contréle, pardmetros do material
ou materiais, coordenadas dos nos, incidéncia das barras, carregamentos externos, etc.
Para tanto, usa-se um arquivo "Dados-ap", previamente elaborado pelo usuario, cuja
consisténcia € verificada pelas subrotinas descritas a seguir, nesse bloco.

@ SUBROTINA CHECKI: Essa subrotina faz a checagem dos dados de
controle do programa, fornecidos em "Dados-ap" e informa sobre os possiveis erros
detectados.

@ SUBROTINA CHECK2: Essa subrotina faz a checagem dos demais dados
de entrada do programa, referentes as vinculagdes, propriedades dos materiais, dos
elementos, coordenadas dos nos, etc.

® SUBROTINA NODEXY: E através dessa subrotina que se faz uma
interpolagio para obter os nos intermediarios para elementos de 4 nds (generalizado para

8 nods) ou centrais para elementos de 8 nds (generalizado para 9 nos).
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® SUBROTINA GAUSSQ: E através dessa subrotina que se determina os
pontos de integragdo de Gauss com os respectivos pardmetros peso para cada elemento
da malha.

® SUBROTINA DIMEN: Inicializa os parametros associados ao
dimensionamento dindmico, com valores de indexag¢do previamente definidos pelo
usuario, como por exemplo, nimero maximo de elementos permitidos, nimero maximo

de nos, largura de banda maxima, etc.

@ SUB-PROGRAMA 2 = CARGAS.FOR - Incorpora as Subrotinas:

@ SUBROTINA SFR2: Essa subrotina calcula as fungdes de forma e suas
respectivas derivadas, para elementos retangulares de 4, 8 € 9 nos.

® SUBROTINA JACOB2: Essa subrotina gera os elementos da matriz
Jacobiana e as derivadas cartesianas.

® SUBROTINA LOADG: Essa subrotina monta o vetor de forgas, para o qual
admite-se cargas concentradas nos nos dos elementos, cargas gravimétricas (peso

proprio) e cargas distribuidas nos lados dos elementos.

@ SUB-PROGRAMA 3 = ALGINC.FOR - Incorpora as Subrotinas:

® SUBROTINA ZERO: Essa subrotina inicializa com zero, algumas variaveis
de interesse do programa, referentes as cargas, reagdes nos apoios, deslocamentos nos
nos, tensdes e deformagSes nos elementos.

® SUBROTINA INCREM: Faz o controle dos incrementos de carga
(concentradas, gravimétricas ou distribuidas), aplicadas a estrutura.

® SUBROTINA ALGOR: Seleciona a forma como sera atualizada (ou nio)

a matriz de rigidez global da estrutura, através de quatro opg¢des definidas pelo usuario.

@ SUB-PROGRAMA 4 = SOLSIS.FOR - Incorpora as Subrotinas:
® SUBROTINA MDELA: Calcula os elementos da matriz elastica D, para
comportamento puramente elastico, sem penalizagdo de rigidez, para os casos planos e

0 axissimétrico.

® SUBROTINA MDTAN: Calcula os elementos da matriz tangente D(t),
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apenas para um comportamento viscoplastico (viscoelastico ndo implementado), apenas
para os casos planos de tensdo e deformacio.

® SUBROTINA BMATPS: Essa subrotina monta a matriz dos operadores B,
que garante uma correlagio deslocamento/deformago.

® SUBROTINA DBE: Faz o produto entre as matrizes D e B.

® SUBROTINA SOLSIS: Realiza a solugio do sistema de equagdes, através
do Método de Gauss.

@ SUB-PROGRAMA 5 = VISCOL.FOR - Incorpora Subrotinas utilizadas apenas
para procedimento explicito

® SUBROTINA INVAR: Calcula os invariantes de tensdo e o valor corrente
da fungio de escoamento, com base no critério de plastificagio adotado pelo usuario.

® SUBROTINA TENEXP: Calcula os incrementos de tensio e deformagio
total, para uma analise puramente elastica.

® SUBROTINA VEPEXP: Essa subrotina faz o calculo do vetor de fluxo
viscoplastico, com base no critério de plastificacéo.

® SUBROTINA FLUEXP: Determina as taxas e os incrementos de
deformagdes viscoelastica e viscoplastica.

® SUBROTINA PROEXP: Faz a chamada de todas as subrotinas apresentadas
nesse bloco, bem como a determinagdo do passo de tempo seguinte e do residual de

forgas, para a proxima iteragio.

@ SUB-PROGRAMA 6 = VISCO2.FOR - Incorpora Subrotinas utilizadas apenas
para procedimento implicito
® SUBROTINA TENIMP: Calcula os incrementos de tensio, de deformagio
total e da parcela desviadora do tensor de tensdes, primeiramente para uma analise
puramente elastica.
® SUBROTINA VARAUX: Essa subrotina faz o calculo das variaveis
referentes ao estado auxiliar de tensdes (ou puramente elastico), para verificagio de uma
possivel ocorréncia de plastificagdo.

® SUBROTINA FLUIMP: Determina as taxas e os incrementos de
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deformagdes viscoelastica e viscoplastica, bem como da viscoplastica acumulada. Calcula
tanbém as tensdes reais e de retorno.

@ SUBROTINA PROIMP: Faz a chamada de todas as subrotinas apresentadas
nesse bloco, bem como a determinagdo do passo de tempo seguinte e do residual de

forgas, para a proxima iteragio.

@ SUB-PROGRAMA 7 = CONVEP.FOR - Incorpora as Subrotinas

@ SUBROTINA CONVER: Verifica a convergéncia do programa, através da
minimizagdo dos incrementos de deformagdes viscoelastica e/ou viscoplastica.

® SUBROTINA RESGLO: Monta o aquivo de saida dos resultados globais

do programa, denominado "Saida-AP".

@® SUB-PROGRAMA 8 — SIMAP.FOR (programa principal): Faz a chamada de
algumas das subrotinas apresentadas, bem como o controle dos loops referentes aos
incrementos de carga e do nimeros maximo de iteragdes. As subrotinas sdo chamadas
na seguinte ordem de calculo: DIMEN, INPUT, LOADG, ZERO, INCREM, ALGOR,
MATRIG, SOLSIS, PROEXP (explicito) ou PROIMP (implicito)) CONVER e
RESGLO.

No codigo de calculo Simap.for, as analises planas podem ser feitas por meio
de um procedimento explicito de integragio (sdo admitidos os critérios de Tresca, Von
Mises, Mohr Coulomb ou Drucker-Prager) ou implicito de integragdo (¢ admitido

apenas o critério de Von Mises), com as seguintes limita¢des:

Numero maximo de elementos permitidos .......................... = 500

Numero maximo de nés permitidos ..., = 2500

Numero maximo de nos restritos .............occoooeiiiiiiiiinns. = 100

Numero maximo de materiais diferentes ............................. = 20

Procedimento explicito permite analises do tipo ................... =EPT, EPD ou Axiss, com

passo de tempo constante

ou variavel.
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Procedimento implicito permite analises do tipo ................... = EPT e EPD, apenas para

passo de tempo constante

4.2-) Arquivo dos Dados de entrada

O aquivo do codigos de calculo Simap.for, também foi elaborado de modo
formatado, ou seja, os comandos de leitura devem respeitar posigdes previamente
estabelecidas para os valores de coordenadas, incidéncias, vinculagdes, etc. Para o

programa Simap.for, € utilizado o arquivo Dados-ap, na forma:

EXEMPLO 4 : CHAPA TRACIONADA /P (bars) / 2 CAMADAS /V _ele V_pl

Npoin Nelem Nvfix Ntype Nnode Nmats Ngaus Nalgo Nerit Nincs Nstre
37 8 5 1 8 1 2 1 2 1 3

El Mat Nol No2 No3 No4 No5 No6 No7 No8 No9
1 1 1 6 9 10 11 7 3 2

8 1 27 31 35 36 37 32 29 28

No6 Coordenada-X Coordenada-Y

1 0.0000 0.0000
2 0.0000 0.2500
3 0.0000 0.5000
37 10.0000 1.0000

Nx<-V Tipo DELTA-X DELTA-Y ....... (TIPO: 10-X, 01-Y ou 11-XY)
1 11 0.0000 0.0000
2 1 0.0000 0.0000
3 11 0.0000 0.0000
4 11 0.0000 0.0000
5 11 0.0000 0.0000
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MAT
MODULOE1 POISSON ESPESS PESOESP ESCOAM MOD K
ANGLATRI GAMAVP MOD H FLUX @ MODULOE2 GAMA VE
1
10500.000 0.2400 1.0000 0.0000 110.0000  5500.0000
0.0000  0.0008000 0.0000 1.0000 29000.000  0.0000080

FhxkkExRR* TIPOS DE CARREGAMENTOS - 0: NAO EXISTE / 1: EXISTE ###soksk ook

*EE*kxx* CARGAS nos NOS  GRAVIMETRICO LADOS CARREGADOS *#*¥ %%
0 0 1

1-) CARREGAMENTOS nos NOS DA ESTRUTURA...... NNOCA/NOCA FX FY)

2-) CONSTANTES GRAVIMETRICAS............... (THETA,GRAVY)

2
7 33 34 35

-120.000 0.000 -120.000 0.000 -120.000 0.000
8 35 36 37

-120.000 0.000 -120.000 0.000 -120.000 0.000

KPROC KPASS FATEM THAUI1
1

......... (KPROC: 0-EXP / 1-IMP)

[un—

1.00000  35.000

FACTO PTEMP TOLER MITER NTP1 NTP2 NTP3 NTP4
1.00000 0.50000 0.00100 5000 1 3 0 1

Com referéncia ao arquivo de dados, apresentam-se as finalidades das suas

variaveis, tais que:

Npoin, Nelem, Nofix : nimero total de nos, nimero total de elementos e nimero de

nos com deslocamentos restritos.
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Niype, Nnode, Nmats : Tipo de analise (1- EPT, 2-EPD e 3-Axissimétrica), niimero total
de nos por elemento (4, 8 ou 9 nds) e numero total de materiais
diferentes a serem considerados.

Ngaus, Nalgo, Nerit : namero de pontos de integragdo de Gauss por elemento (onde
valem apenas Ngaus=2: implica em 4 pontos de Gauss e Ngaus=3:
implica em 9 pontos de Gauss), tipo de atualiza¢do da rigidez
estrutural (1:cte ou 2:variavel, a cada iteragdo) e tipo de critério
de plastificagdo (1:Tresca, 2:Von Mises, 3:Mohr-Coulomb e
4: Drucker-Prager).

Nincs, Nstre : namero total de incrementos de carga e variavel adicional para o tipo

de analise plana (Nstre=3: EPT ou EPD e Nstre=4:axissimétrica).

El Mat, Noi: elemento, material correspondente ao elemento e nos correspondentes
também ao elemento, informados percorrendo-se o sentido anti-horario
do contorno do elemento.

N6, Coordenada-X, Coordenada-Y: n6 e suas respectivas coordenadas globais nas

direcdes x e y (sistema de referéncia xy).

No-V, Tipo, Delta-X, Delta-Y: n6, tipo de vinculagdo do referido n6 (10: na direcdo x,
01: na dire¢do y e 11: nas dire¢des x e y) e limitagOes
para as restrigdes, em ambas as direg3es.

MODULQO E1, MODULO E2: méd. de elasticidade para regimes elastico e v_elastico.

ESPESS, PESO ESP, ESCOAM : espessura do elemento, peso especifico do material

e tensdo de escoamento do material.
POISSON, ANGL ATRI, FLUX@): coeficiente de Poisson, valor do 4ngulo de atrito
para materiais granulares e variavel de fluxo para
a plasticidade (sempre igual a 1).

MOD H, MOD K : médulos de encruamento cinematico e plastico, respectivamente.

GAMA VE, GAMA VP- coeficientes de fluidez para regimes v_elastico e v_plastico.

CARREGAMENTOS: nos nos do elemento, gravimétrico (considera¢do do peso
proprio) e nos lados do elemento. Se O:inexistente e se
1: existe o carregamento.

NNOCA, NOCA, FX, FY: nimero de nos carregados, no carregado, valor da carga na

diregdo x, valor da carga na diregdo y, cujo sinal da carga ¢
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definido com relagdo ao sistema de referéncia.

THETA, GRAVY: angulo do vetor peso que atua no centro de gravidade do elemento

com relagio a vertical e valor da acelera¢do da gravidade local.

NELCA: nimero de elementos carregados (para carregamento distribuido).

ELCA, PT1, P12, PT3: elemento carregado, nos referentes ao lado (do elemento) que

recebe o carregamento distribuido.

Fx, Fy: carga distribuida nas dire¢Ges x e y, respectivamente. O sinal da carga é positivo
para carga convergindo para o elemento e negativo para carga divergindo do
elemento.

KPROC: 0- procedimento explicito ou 1-procedimento implicito.

KPASS :0 - passo de tempo variavel ou 1- passo de tempo constante.

FATEM, THAUI: multiplicador do passo de tempo e variavel representativa da

viscosidade do material, onde:

THAU1=0 : seleciona formulagdo viscoelastica por Sobotka (ver capitulo 12 da Tese)

THAUI1>0 : seleciona formulagéo viscoeldstica por Lemaitre (ver capitulo 12 da Tese)

FACTO: fator de incremento de carga (de O a 1)

PTEMP, TOLER, MITER: tamanho do passo de tempo, tolerancia para convergéncia e

namero total de itera¢des, todos esses relacionados ao
incremento de carga.

NTP1, NPT2: variaveis de controle de saida dos resultados na primeira iteragdo de cada
incremento de carga e para a ultima iteragdo de cada incremento de carga
(1-deslocamentos, 2-deslocamentos e reac¢des, 3-deslocamentos, reagdes
e esforgos, 4-deslocamentos, reagdes, esforg¢os e tensdes principais € suas
diregdes).

NTP3: variavel de controle para informagGes das iteragdes intermediarias para cada

incremento de carga, referente ao arquivo de saida dos resultados:
NTP3#1 - ndo apresenta informagdes das iteragdes intermediarias.
NTP3 =1 - apresenta informagdes das iteragdes intermediarias.
NTP4: variavel de controle para informagGes das iteragdes intermediarias para cada
incremento de carga, referente aos resultados mostrados no tela (video):
NTP4+#1 - nfo apresenta informagdes das iteragdes intermediarias.

NTP4=1 - apresenta informagdes das iteragdes intermediéarias.



Vale ressaltar finalmente que:
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a-) informagdes adicionais podem ser encontradas na tese (ver titulo na capa desse

manual) referente aos codigos de

calculo até aqui apresentados

b-) para todos os codigos de calculo apresentados nesse manual, sdo possiveis as

seguintes analises estruturais:

se, GAMAVE=0 e GAMAVP=0:

se, GAMAVE>0 e GAMAVP=0:

se, GAMAVE=0 ¢ GAMAVP>0:
ou GAMAVP=I:

se, GAMAVE>0 e GAMAVP>0:

material com comportamento eldstico.
material com comportamento viscoelastico.
material com comportamento viscopldstico.
material com comportamento plastico.

material com ambos os comportamento.



