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BALBO, A.R (1998). Contribuicdo a formulagdo matematica de modelos constitutivos para
materiais com dano continuo.

A Mecanica do Dano Continuo é atualmente uma poderosa ferramenta para se
modelar o comportamento nédo-linear de varios materiais decorrente da evolucdo de um
processo de microfissuragdo. A perda de rigidez causada pelo processo fisico tem sido
considerada em modelos constitutivos através de varidveis de dano escalar, vetorial ou
tensorial. Quando o carregamento é proporcionalmente crescente as deformacges residuais
podem ser ignoradas e relagfes constitutivas simples podem ser obtidas, onde os efeitos do
dano aparecem por uma penalizacdo direta das propriedades elasticas. Por outro lado, efeitos
de dano podem ser acoplados com deformac6es residuais levando a relagcdes constitutivas
mais gerais.

Esse trabalho esté relacionado a esses tipos de modelos assumindo que o meio ideal
apresenta um comportamento elastico linear com danificacdo ou elastoplastico com
danificacdo. Um dos principais aspectos discutido relaciona-se a formulacéo variacional, a
qual esta baseada em conceitos de Andlise Convexa e Nao-Convexa.

Explorando o fato que a evolugdo do dano tem correspondéncia com a idealizacéo de
regime de encruamento negativo, a teoria de localizacdo de deformacdo é abordada e um
estudo da condicdo necessaria de singularidade ou perda da condicdo de elipticidade é
realizado. Na sequéncia, uma proposta preliminar para uma andlise de pos-singularidade,
baseada na Teoria de Bifurcacao, € feita no sentido de caracterizar pontos limite ou pontos de
bifurcacdo de solucao, em sistemas conservativos.

Palavras-chave: Mecéanica do Dano Continuo, Modelos com dano, Localizacdo de
deformacéo.
ABSTRACT



BALBO, A. R (1998). Contribution to mathematic formulation of continuum damage
materials constitutive models.

Continuum Damage Mechanics is nowadays a powerful tool to model the non-linear
behaviour of several materials due to evolution of a microcracking process. The lost of
rigidity caused by such physical process has been accounted in the constitutive models
through a scalar, vectorial or tensorial damage variables. When proportional loading is
considered the residuals strains can be ignored and simple constitutive relations can be
obtained in which damage effects appear by direct penalization of the elastic properties. On
the other hand, damage effects can be coupled with residual strains leading to more general
constitutive relations.

This work is related to such kind of models assuming that the ideal medium presents
a linear elastic-damage or an elastoplastic-damage behaviour. One of the main topics
discussed is related to the variational formulation which is based on Convex and Non-Convex
Analysis concepts.

Exploring the fact that damage evolution has correspondence with a softening
idealised regime, the strain localization theory is treated and a study of a necessary condition
for singularity or ellipticity lose condition is developed. In the sequence, a introductory pos-
critical analysis is proposed, based in the bifurcation theory and aiming to detect if the
singularity corresponds to a limit or a bifurcation point solution, in conservative systems.

Keywords: Continuum Damage Mechanics, Damage Models, Strain Localization.



Lista de variaveis.

LISTA DE VARIAVEIS

Espacos vetoriais.

B - volume de um corpo no espaco puntual euclideano;

I'" - Contorno do corpo;

I'y - Regido do contorno com deslocamentos distribuidos por unidade de superficie;
I's - Regido do contorno com forgas distribuidas por unidade de superficie;

W, D - Espacos vetoriais de deformagoes;

W, D" - Espagos vetoriais de tensées ou forgas internas;

U, V - Espacos vetoriais de deslocamentos;

U, V" - Espagos vetoriais de forcas externas;

Nos espacos vetoriais definidos acima o simbolo “ ~ ” representa o espaco dual.

Tensores de 42 ordem:

E - Tensor dos médulos de rigidez elastico; (E = [Eij] )
H - Tensor de rigidez tangente de dano ou elastoplastico com dano; (H = [Hiu] );

No texto, qualquer expressdo na forma “X “ denota um tensor de ordem superior a dois.
Tensores de 22 ordem:

o (&) - Tensor de tensdes de Cauchy; (o =[oj])

o° (&°) - Tensor de tensGes relativo ao modelo elastico;

o® (&) - Tensor de tensdes relativo ao modelo plastico perfeito ou com encruamento
positivo;

6 (&) - Tensor de tensdes relativo ao modelo elastico com dano;

o™ (&™) - Tensor de tensées relativo ao modelo elastoplastico com dano;

e (&) - Tensor de deformagdes; (&=[gj] )

g’ (&) - Tensor de deformacGes relativo ao modelo elastico;

g” (&")- Tensor de deformacdes relativo ao modelo pléstico perfeito ou com encruamento
positivo;

e? (&%- Tensor de deformac@es relativo ao modelo eléstico com dano;

e’ (&) - Tensor de deformacdes relativo a0 modelo elastoplastico com dano;

Q" - Tensor acUstico elastico com dano ou elastoplastico com dano;

fe - tensor gradiente da funcéo de fluéncia em relacéo a €

fs - tensor gradiente da funcdo de fluéncia em relacéo a o;

f, e f5 sdo tensores de 22 ordem se f é uma funcéo escalar de fluéncia ou de 32 ordem se f é

uma funcéo vetorial,

Nas variaveis vistas, 0 ponto sobre a letra indica variacdo em taxa dos tensores.

No texto, Q" =n. H(w) . n onde n é um tensor de 12 ordem.



Lista de variaveis.

Vetores ( tensores de 12 ordem)

& ou v - vetor taxa de deslocamento ou de velocidade;
& - vetor de aceleracao;

& - vetor taxa de velocidade;

B - vetores taxa de forcas externas;

Aj (75‘j ) - componente do vetor dos modulos plastico;

Escalares.

w () - representa a variavel de energia de dissipagao;

w? (W) - variavel energia de dissipacdo do modelo elastico com dano;

wP? (&™) - variavel energia de dissipacdo do modelo elastoplastico com dano;

W - representa um limite maximo para a energia dissipada;

o (a&&) - variavel de folga complementar que indica se existe energia a ser dissipada;
A (J@‘) - multiplicador (modulo) de dano para os modelos com dano;

G - Mddulo ou parametro de encruamento para 0s modelos com dano;

Notagdes.

(, ) - representa o produto interno entre grandezas duais;

® - representa o produto tensorial;

“.” - representa uma contracdo do produto tensorial sobre um indice (simples), dois
indices (dupla) ou indices variaveis, além do produto escalar usal.

O quadro abaixo mostra através de alguns exemplos as relaces equivalentes a serem
utilizadas.

Representacdo matricial Operacao Equivaléncia de notagéo Notac¢do Indicial
X=(X);y = (vi), ceR produto escalar xy=x'y=c Xiyi = C
A= (a); x = (x)); b= () contracdo simples A.x=Ax =b aj Xj= by
o = (oy); &= (gj) contracdo dupla G.E=¢€.0 Gijgi
E = (Eij); & = (ew) contracéo dupla E.e =Ee =0 Hij €x = o
K= (Ki); T = (Tjw) contragdo variavel K. T=KT=y Kik Tik = VYi
X=(X); Y =(y) produto tensorial X®y = A XiYj = aij

Utilizando-se o quadro acima, tem-se a equivaléncia da relacao:
e.E.e =¢"'Ee=Eec. e=¢. Eg,
a ser utilizada no texto.

Observacao: Alguns autores utilizam as notacfes “ : ” para representar a contracao dupla e
“p” para representar a contracao variavel.
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Introducao.

INTRODUCAO.

A formulacdo de modelos do comportamento n&o-linear de estruturas, em seus
aspectos gerais, exige um equacionamento matematico consistente de modo a se poder
garantir a existéncia de solugdo, pelo menos sob determinadas condicGes e possibilitar a
geracdo de solucdes aproximadas suficientemente precisas.

Em campo linear, fisico e geométrico, a chamada forma variacional fraca se constitui
num tratamento que permite satisfazer as condi¢Oes acima descritas, como no caso da
formulagdo via método da energia. Em campo ndo-linear, a consisténcia matematica depende
de certas caracteristicas do problema a ser estudado, como condic¢des de contorno e relacdo
constitutiva, por exemplo.

Ainda assim, a formulacdo variacional é aquela que permite colocar de modo mais
consistente 0 modelo matematico, seja através da imposicdo das condi¢bes de equilibrio,
mediante o principio dos trabalhos virtuais , seja pela caracterizacdo de modelos constitutivos
que vinculam tensfes e deformagdes, ou deslocamentos e reacOGes, a partir da
diferenciabilidade de potenciais.

Nesse trabalho desenvolve-se um estudo em campo tedrico, da formulacdo matematica
de modelos constitutivos para materiais em regimes elastoplastico, elastico com danificagéo e
elastopléstico com danificacdo. Em particular, estuda-se a questdo de unicidade de solucao
em relagBes constitutivas com encruamento negativo atraves de uma analise da teoria de
localizacdo de deformacbes. Obijetiva-se dar uma contribuicdo que envolva aspectos do
modelo mecéanico em si, que devido a sua complexidade e extensdo foi desenvolvido apenas
em campo tedrico, mas mostra a viabilidade da aplicacdo de algoritmos de otimizacdo para a
integracdo do modelo constitutivo e da verificacdo do equilibrio, associada ao Método dos
Elementos Finitos (M.E.F.), empregado como gerador de solu¢des aproximadas.

Na formulacdo dos modelos constitutivos, uma atencdo maior é dada aqueles que
acoplam danificacdo. A verificacdo de um critério definido no espagco das deformacdes
condiciona a evolucdo do dano. A resposta do modelo em regime de encruamento negativo é
assumida como linear e dependente da variagdo do trabalho de fratura ou da energia
dissipada, admitida limitada superiormente. Os modelos sdo apresentados nas formulagdes em
taxas e em incrementos finitos. Discute-se inicialmente, um modelo para material elastico
com danificacdo e em seguida, quando se consideram deformacdes residuais acopladas a
danificacdo, um modelo linear elastopléastico com dano é proposto, como uma extensdo do
primeiro.

Na formulacdo faz-se uso de potenciais escritos em funcéo de variaveis de estado, de
tensdes ou de deformagdes e variaveis internas, do qual derivam as relag@es constitutivas.

Com relagdo aos modelos de danificacdo, sdo definidos dois potenciais, um em
particular € denominado potencial convexo regularizador e o outro mais geral é ndo-convexo
e estd de acordo com o0 modelo linear de danificacao.

Sera demonstrado, no decorrer do trabalho, que para os modelos eléstico e
elastoplastico com encruamento positivo (“hardening”) a serem analisados nos capitulos | e
Il, a existéncia de solugdo é caracterizada em fungdo de hipoteses de convexidade dos
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potenciais e a unicidade de solu¢do provém da condicdo de convexidade estrita dos mesmos.
Enquanto que, para os modelos com danificacdo, em virtude da presenca de encruamento
negativo (“softening”), perde-se a hipdtese de convexidade dos potenciais, que nesse regime
sdo concavos, com consequente perda de unicidade de solucdo em deformacdo para os
mesmaos.

Em virtude desse fato, aborda-se a teoria de localizagéo de deformagdes, que estuda as
condicBes necessarias de perda de unicidade de solu¢do em deformacdo, denominada também
de condicdo de perda de elipticidade ou condicdo de bifurcacdo. Em seguida, dentro da teoria
da instabilidade, desenvolve-se uma abordagem preliminar sobre a suficiéncia da condicao de
singularidade e sobre a caracterizacdo da singularidade como um ponto de bifurcacdo ou um
ponto limite.

E importante ressaltar que a proposta de caracterizacdo da instabilidade ao nivel
constitutivo, aqui desenvolvida, restringe-se ao ambito matematico, ndo sendo ainda possivel,
no atual estagio de desenvolvimento, especular sobre o significado fisico dos resultados
obtidos.

Para se fazer o desenvolvimento dos topicos mencionados, foi necessario um amplo
estudo de conceitos encontrados dentro da Anélise Funcional, Anélise Convexa, Analise Nao-
Convexa e Teoria de Bifurcacao, os quais encontram-se reunidos nos Apéndices do trabalho.

A seguir, apresenta-se a divisdo do corpo do trabalho em seus capitulos e apéndices,
destacando-se o0s autores mais diretamente referenciados e as principais contribuicoes
encontradas, relacionadas aos capitulos IlI, IV, V e VI.

No capitulo I, inicia-se o estudo da existéncia de solucdo para o problema da analise
estrutural estatica em regimes elastico e elastoplastico perfeito, baseando-se em [Romano e
Rosatti, 1990] e em [Panagiotopoulos, 1985].

O modelo estrutural que explora a elastoplasticidade com encruamento positivo é
analisado no capitulo Il e baseia-se em [Feijod e Zouain, 1990].

O capitulo 111, seguindo estudos encontrados em [Proenca,1989], é dedicado a analise
dos modelos elastico com danificagdo e elastoplastico com danificacdo. A principal
contribuicdo encontrada nesse capitulo é relativa a uma nova formulagcdo matematicamente
consistente dos modelos mencionados. Sera mostrado que a formula incremental possibilita
uma resolucdo numérica do problema, ilustrada por um exemplo simples, mas ndo evita um
problema que j& ocorria na formulagdo encontrada em [Proenca, 1989]: o aparecimento de
rigidez negativa apés atingir o limite maximo de energia dissipada. Entdo, uma correcéo do
modelo é proposta, consistindo de uma alteracdo do passo de deslocamento proximo da
situacdo limite, conseguindo-se assim evitar o problema mencionado. Basicamente essas sdo
as contribuigdes desse capitulo.

No capitulo 1V, a contribuicdo dada diz respeito as defini¢cbes de potenciais que regem
0s modelos com dano, baseando-se na Teoria de Analise Convexa ([Ekeland e Temam, 1976]
e [Kubrusly, 1985]) e da Analise Nao-Convexa ([Clarke, 1983]). Inicialmente sera proposto
um particular potencial convexo associado aos modelos com danificagdo, denominado de
regularizador convexo, relacionado as variaveis de deformacéo (elastica e elastoplastica com
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dano) e a variavel de dano, do qual deriva a relacdo constitutiva completa, incluindo-se as
condi¢des de complementaridade e consisténcia. Em seguida sera proposto um potencial ndo-
convexo dependente apenas da variavel de deformacéo, associado ao modelo de encruamento
negativo linear e de acordo com o potencial geral que rege os modelos com danificacdo que é
nao-convexo.

No capitulo V, em virtude dos modelos com danificacdo perderem a unicidade de
solugdo no regime de encruamento negativo, faz-se um estudo de solugGes localizadas em
deformacdo baseando-se na Teoria de Localizacdo de Deformacdo encontrada em [Rizzi,
1995], [Hachich, 1994], [Benallal, 1992] e [Billardon, 1989], entre outros. Analisando-se as
equacdes de equilibrio local estatico e dindmico, a contribuicdo desse capitulo esta na
proposta de uma solucdo em deslocamento que caracteriza a localizacdo de deformacéo e
permite liga-la ao problema de estacionariedade de ondas de aceleragdo, no campo de
propagacao de ondas.

No capitulo VI sdo analisadas condi¢des suficientes de perda de unicidade de solugdo
em deformacéo, dentro da Teoria de Instabilidade de Solucdo e da Teoria de Bifurcacédo
abordadas por autores como [Zagottis, 1980], [Loula e Galedo, 1983], [Decker e Keller,
1980], [Jepson e Spence, 1985a] e [Jepson e Decker, 1986]. No caso do modelo de dano
is6tropo, associativo e conservativo, serd& mostrado que € possivel caracterizar
matematicamente a solucdo em dois casos excludentes: ponto limite ou ponto de bifurcacéo
de solugdo. A caracterizacdo do tipo de solucdo para esse modelo é a contribuicdo desse
capitulo.

Os estudos efetuados sobre Analise Funcional, Andlise Convexa, Analise Nao-
Convexa, Analise Tensorial e Teoria de Bifurcacdo, nas quais se apoiam os capitulos citados,
sdo reunidos respectivamente nos Apéndices A, B, C, D e E. Esses estudos se baseiam em
autores como [Luenberger, 1969], [Taylor, 1958], [Brézys, 1983], [Ekeland e Temam, 1976],
[Kubrusly, 1985], [Jepson e Decker, 1986] entre varios outros.

Finalmente, deve-se ressaltar a interessante unido proporcionada pelos temas
estudados entre areas aparentemente distintas mas que juntas podem contribuir para o estudo
do modelo estrutural: a Analise Funcional, Convexa e Nao-Convexa para o entendimento dos
Modelos de Danificacdo e a Teoria de Bifurcacdo na Andlise de Localizacdo de Deformacéo
e de Pds-Singularidade.
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CAPITULDO I - Existéncia de Solugio para o Modelo Estrutural.

Nesse capitulo analisa-se uma teoria geral do modelo estrutural, que faz uso de
relacdes ndo-lineares entre pares duais de varidveis de estado governadas por potenciais
convexos. Aplicam-se no seu desenvolvimento conceitos e métodos da Andlise Funcional e
Anélise Convexa (reunidos nos Apéndices A e B), propriedades de operadores lineares e
adjuntos (Apéndice D) e as propriedades de interseccao de conjuntos convexos.

Todos os resultados a serem vistos nesse capitulo, relativos a existéncia de solucéo
para o modelo estrutural, se baseiam naqueles encontrados em [Romano e Rosati, 1990].

E possivel mostrar que a existéncia de solucdes depende das propriedades de
interseccdo e estdo ligadas diretamente com o 0s conjuntos de admissibilidade das variaveis
de estado, bem como a andlise limite do problema, a serem vistas nas secdes 1.2 e 1.3,
respectivamente.

Na secdo 1.4, uma extensdo da teoria geral é exemplificada para o caso da analise
limite em problemas estruturais convexos ndo-lineares para modelos elastoplasticos perfeitos,
definidos em termos de taxas de tensdo e deformacao e também para o caso de problemas de
contato unilateral, definidos em termos de taxas de forgas externas e taxas de deslocamentos.

Na secdo 1.5, a andlise de elastoplasticidade perfeita é feita de maneira analoga aquela
vista na secdo anterior, explorando-se funcdes convexas de fluéncia plastica, de acordo com
[Panagiotopoulos, 1985].

I.1- Propriedades de intersec¢@o de conjuntos convexos.

Sejam, C = X um conjunto convexo fechado em um espaco vetorial linear X e X
espaco dual de X (definicdo Al.4).

Se o envoltério (“hull”) afim de C < X (defini¢do B1.3), definido como a intersec¢édo
de todos os conjuntos afins contendo C, ndo é o proprio espaco vetorial linear X, todo ponto
do envoltoério € um ponto do contorno de C, podendo ndo ser do seu contorno relativo.

Na definicdo B1.6, vista no Apéndice B, o conceito de contorno e contorno relativo é
genérica e ndo explora as propriedades geométricas envolvendo o conjunto C e hiperplanos
suportes a pontos do contorno. Serd visto que o problema de diferenciar contorno e contorno
relativo ocorre numa situacdo particular em que o conjunto C esteja contido no hiperplano
suporte ou em seu envoltorio afim.

E preciso diferenciar entdo, o conceito de contorno e contorno relativo dando uma
definicdo mais rigorosa que explora as propriedades geomeétricas citadas.

Antes de fazer-se a diferenciacdo desejada, considere as notacdes a serem adotadas e
as definigdes a serem utilizadas para se definir contorno e contorno relativo de um conjunto
Convexo.

NotacGes a serem adotadas:
bnd C - contorno de C
int C - interiorde C
relbnd C - contorno relativo de C
relint C- interior relativo de C
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Definigédo 1.1.1: Conjunto convexo de variagdes de C e seu ortogonal.
Denotando por Q¢, o conjunto convexo de variagoes de C:

Qc={zeX: z=x-ytalquex,y e C}. (1.1)
O conjunto ortogonal a Q¢ é:
Q¢ ={x"eX:(x"2)=0,z € Qc}. (1.2)

Definigédo 1.1.2: Cone normal externo a um conjunto convexo.
O cone normal externo N¢(X) para o conjunto convexo C em x € C é definido por:

Ne(x) ={x e X tal que (X', y-x) < 0, Vy e C} (1.3)

e admitido vazio se x ¢ C.

Alguns exemplos ilustrando (I.3) sdo vistos no Apéndice B, defini¢do B9.1.

Com as definicGes dadas, pode-se agora ser definido contorno e contorno relativo
de C:

Definigéo 1.1.3:

bnd C = {x e C, Nc(x) {0} }; (1.4)
relbnd C = {x € C, Nc(x) Q¢ }. (1.5)
A figura 1.1, da exemplos de conjuntos convexos com 0s respectivos hiperplanos

suportes a um ponto X do contorno e a partir destes ilustra a diferenca entre pontos do
contorno e pontos do contorno relativo.

i) ii) iii)

Figura I.1- i) e ii) hiperplano suporte Gnico a um ponto do contorno.
iii) infinitos hiperplanos suportes a um ponto do contorno.

Observe que, para todos os conjuntos acima, X € relbnd C pois N¢(x) # Qé apesar
de Q¢ # D emii) e iii).
Na figura 1.2 seguinte, V. Xe bnd C = X ¢ relbnd C pois N¢(X) = Qé.

L C 1
I 1

Figural.2- X ¢ relondCse Cc X =%R.

A figura 1.2 ilustra a existéncia de um hiperplano contendo o conjunto convexo C.
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Observacgdo: o problema de diferenciar contorno e contorno relativo ocorre sempre que
existe um hiperplano suporte ou um conjunto afim que contém o conjunto C.

Os conceitos a serem vistos nas proximas defini¢fes serdo utilizados no decorrer do
capitulo.

Definicéo 1.1.4: Indicatriz de um conjunto convexo.

A funcdo Indicatriz T'c: X — R de um conjunto convexo C, é uma funcéo convexa
de penalizacédo de pontos que ndo pertencem ao conjunto C, definida da seguinte maneira:

0 s xeC
_ (1.6)
Fe () {+ o se xgC’

Para mais detalhes da definicdo 1.1.4, ver Apéndice B, definicGes B3.3 e B4.2. As
relacdes entre (1.3) e (1.6) podem ser vistas nas proposi¢es B9.3 e B9.4.

Definicdo 1.1.5: Conjunto diferenca.
Considere 0s conjuntos convexos A #J, B %, entdo, o conjunto diferenca de A por
B ¢ definido por:

A-B={zeX:z=x-y, xeA, ye B} (1.7)
Baseado nessa definicdo vale o seguinte lema:

Lema l.1.1:
Se A e B sdo conjuntos convexos em X, a seguinte propriedade se verifica:

QX—B :ka Qé .
Justificativa:
=) ) )
Notando que z ¢ Q'ag <& (2)=0, Vz e Qas e que YV yaxae A,
ye.Xe € B, pode-se escrever:

(@, (Ya-Xs) - (Xays)) = 0, pois z = (ya-Xs) - (Xa-ys) € Qas; (1.8a)
(@, (yays) - (Xa- Xg)) = 0, pois Z = (Ya-Ys) - (Xa- X)) € Qas; (1.8b)
(@, (XayB) - (Ya- Xg)) = 0, pois Z = (Xa-Ys) - (Ya- Xs)) € Qas; (1.8c)

entdo:
somando-se (1.8a) e (1.8b) tem-se que (z', yg-xg) = 0 = z e Qg
somando-se (1.8a) e (1.8c) tem-se que (z, ya-xa) = 0 = z e Q-
Portanto 2 € Qxn Q5.
(<) Desde que,
Z e Qat= (7, yaXa) = 0; (1.9)
Z e Q= (Z,ysXe) = 0 (1.10)

entdo, subtraindo-se (1.9) de (1.10) tem-se que z € Q*as.
Portanto, Q. =Qxn Q3. O
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Propriedades envolvendo pontos do contorno e do contorno relativo.
Pontos, pontos do contorno e pontos do contorno relativo de conjuntos convexos séo
definidos pelas seguintes propriedades (teoremas).

Teorema I.1.1:
e pontos do convexo fechado C sao caracterizados pela propriedade variacional:

Xo € C < sup (X ,X) 2(xX Xo), VX e Ne(xo). (1.11)
xeC :

Justificativa:
Esse resultado € consequéncia direta da definicdo B2.1, vista no Apéndice B e é

ilustrado pela figura B.9. O
e Pontos do contorno de C pela propriedade adicional:
Xo € bnd C Nc(Xo) * {O} = (I12a)
< 3% eNe(Xo), X0 #0 < (1.12b)
< I xg #0: supXo Xy = (Xo XoY; (1.12c)
xeC

que estabelece que, o cone normal para C em Xp, ndo se degenera sobre o cone nulo, ou
equivalentemente, que existe um hiperplano suporte para C em X.

Justificativa:
- se Xo € bnd C = pelos teoremas A5.1 (Hahn-Banach) e B1.2, existe um hiperplano
suporte (Definicdo B1.7) H = (xo , Xo) para C em xo tal que:

(Xo , Xo) = (X0, X), VX eC = supXo,X)=(Xg, Xo). O
xeC

A figura 1.3 a seguir ilustra a propriedade (1.12).

6

i) X0 €intC i) xo € bnd C

Figura 1.3 - Existéncia de um hiperplano suporte para C em Xo.
Da figura 1.3, vé-se ainda que:
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- seXp € intC = existem, x € X  ex,y e C taisque, (X, X-Xo) < 0e(x,y-x)>0 e
entdo X € Nc(Xo) < X = 0, ou seja, 0 cone normal externo se degenera no cone nulo.

e Pontos pertencentes para o contorno relativo de C estdo caracterizados pela propriedade
mais estrita:

Xo € relbnd C < Ne(xo) = Q¢ < (1.13a)
< 3% ¢ Qg% € Nelxo) < (1.13b)

& Ix & QE:supXe Xy = (X0 Xo). (1.13c)
xeC
Desde que, para qualquer ponto x € C, tem-se Nc(x) o Q¢, a tltima equacdo define
condigdes para que a inclusdo seja estrita, isto €, que o cone para C em X ndo deve se
degenerar sobre o sub-espaco ortogonal para Qc .
Esta propriedade indica também a existéncia de um hiperplano suporte proprio para C

em Xo, isto €, um hiperplano suporte ndo contendo C.
Vejaafigural.4.

Xo

Figura 1.4 - O conjunto C = X = R®, um hiperplano suporte préprio (Hz) e um
improprio (Hy).

No Apéndice B, as figuras B.4, B.5, B.6 e B.7 ilustram hiperplanos suportes préprios e
improprios para conjuntos convexos.

Teoremas fundamentais sobre intersecgdo de conjuntos convexos.

Teorema 1.1.2:
A interseccdo de dois conjuntos convexos A e B em X é caracterizada pelas seguintes
propriedades equivalentes:
ANBz0 << 0ecA-B<& sup (2,X) > iné’(z*,y% vz e N, (X) " —Ng(y). (1.14)
xXeA ye
Justificativa:
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A primeira equivaléncia € trivial, enquanto que a segunda segue da primeira e do
teorema I.1.1 tomando-se xo=0e C=A-B. 0

Observando-se a figura 1.5, pode-se justificar a segunda equivaléncia da seguinte
forma: considere, ANB =@, z € Na (Xo) " -Na(Yo), tal que Ha =(z", Xo) é um hiperplano
suporte em A para xo € AN BeHg=(-Zz,yo) ¢ um hiperplano suporte em B para Yo
e A n B. Entéo, tem-se que:

emA,(zZ,Xx-X) <0, VxeA (ouxe AnB) < sup(z’,x)=(z",%X,),
XeA

emB,(-Z,y-yo) <0, VyeB (ouyecAnB)e supi-z',y)=(-2"y,)=inf(Z,y);
ye

yeB
Entdo, V X,y € AN B, tem-se: sup(z’,X)=(zZ" ,X,) > (-Z",y,) = in;(z*,y>.
XeA Yei

Portanto, ANB = < sup(z’',x) > in;(z*,y>.
xeA ye

A figura 1.5 a seguir ilustra os resultados vistos sobre a interseccdo de conjuntos
CONVEXOsS.

HA: HB

_Z*

Figura 1.5 - Interseccdo de conjuntos convexos A e B.

Na figura 1.5 vé-se que:

VZ'e Nan-Ng: emi) sup(z*,x>:ing<z*,y>; em ii) sup(z*,x>>ing<z*,y>
xXeA ye XeA ye
Os resultados vistos a seguir serdo importantes para o entendimento do modelo
estrutural.

Lemal.l.2:
Se AN B = I, entdo:

NA_B(O) = NA(Zo) M -NB(Zo), Yz, € ANnB. (|.15)

Justificativa:
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Tem-se que, zo € Nag(0) < (20,2)<0, Vze A-B.
Tomando-se z =X -Y, segue que:
(zo X) < (z0y), Vx e A VyeB.
Ou equivalentemente:
(Zo X—=20)<(Zo .Y-20), V Zoe AnB, (logo,z, € A-B)

Fazendo-se X = zo tem-se:

(Zo y—-20)2 0, Vye B < 79 € -Ng(z20).
Fazendo-sey = zo, tem-se:

<Zo*, X- Zo> <0, VX e A zp€ NA(Zo) O

Pode-se agora estabelecer dois resultados fundamentais sobre intersec¢do de conjuntos
CONVEXOS.

Um hiperplano é dito separar dois conjuntos convexos A e B, se A esta contido em um
dos semi-espacos fechados associado com ele e B pertence ao semi-espaco fechado oposto,
(para mais detalhes ver apéndice B, secdo B.1). Condigdes necessérias e suficientes sdo dadas
pelo seguinte teorema:

Teorema 1.1.3:
Se A n B = J, entdo, existe um hiperplano separando os dois conjuntos convexos se
e somente se as seguintes propriedades sdo verdadeiras:

0 € bnd(A-B); (1.16a)

Na-s(0) #{0}; (1.16b)

320 %20, 20 € Na(20) "~Ng(20), V20 € AN B; (1.16¢)

320" %0, {Sup( 20 x) = inf(z0'y) =(20' %), VzoeANB. (1.16d)
XeA ye

Justificativa:

A propriedade (I.16a) € equivalente & propriedade (1.16b) devido a definigdo 1.1.3.
A equivaléncia entre (1.16b) e (1.16c) segue do lema 1.1.2.
A terceira condicao (1.16¢) pode também ser escrita por:
(2o x) < (20,20) £ {20y), VX €A VyeB, Vzoe ANB,
e entdo, é equivalente a quarta proposicédo (1.16d) que expressa a existéncia de um hiperplano
separador entre A e B. O

Um hiperplano é dito separar propriamente dois conjuntos convexos A e B quando ele
ndo contém ambos 0s conjuntos. Isto ocorre se e somente se a interseccdo de A e B consiste
somente de pontos do contorno relativo para ao menos um dos dois conjuntos. As condicdes
para este caso sdo caracterizadas pelo teorema seguinte.

Teorema 1.1.4:
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Se A N B = I, entdo, existe um hiperplano separando propriamente os dois conjuntos

fechados se e somente se as seguintes propriedades equivalentes sdo verdadeiras:
0 € relbnd(A-B);

Na-g(0) = Qa_g;

E|Zo* & Qk—Bv Zo* € Na(zo) N -Ng(20), Yo e ANB;

320 ¢ Q5 g :{sup( Zo X) = inf ( 20y) ={z0,20), Yzo € AN B;
ye

XeA

d+ANB =relbnd Anbnd B =relbnd B ~bnd A =relbnd A n relbnd B;

-ANB; relintAnrelintB =J.

Justificativa:

A afirmacéo (1.17) € equivalente a (1.18) devido a definicdo 1.1.3.
A afirmacéo (1.18) € equivalente a (1.19) devido ao lema 1.1.2.
A afirmacéo (1.19) pode ser escrita por:

(Zo X) £ {20,200 £ (20 y), VX € A, VyeB,Vzge ANB;

(1.17)
(1.18)
(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

e (1.23) é equivalente a afirmacdo (1.20), que se relaciona a existéncia de um hiperplano

separando propriamente A e B.

Finalmente, dos lemas 1.1.1 e 1.1.2, a afirmacdo (1.18) pode ser expressa por,

= Zo* =0, Zo* S N/_\(Zo) M 'NB(ZO), Yzo € AN B,
e entdo uma das equagdes se verifica: z, ¢ Q% ou zo ¢ Q3.
Isto implica na afirmagéo (1.21).

O

A préxima secdo desse capitulo, trata propriamente da existéncia de solucdo para o

modelo estrutural e explora os resultados vistos nessa segéo.
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1.2- O modelo estrutural.

Nessa secdo sera dada a definicdo geral do modelo estrutural e os resultados aqui
obtidos sdo uma aplicacéo direta daqueles vistos na secdo anterior, relacionados a teoria geral
de analise convexa.

O modelo estrutural formal é definido pelos seguintes elementos:

Definigdo 1.2.1: Variaveis de estado e espacos vetoriais correspondentes.

Variaveis externas: { © © V (1.24)
p € V

onde u é um vetor de deslocamentos e p um vetor de forcas externas.

Variaveis internas: { © © D*; (1.25)
c €D

onde & represente o tensor de pequenas deformacdes, o representa o tensor de tensdes e 0s
espagos:

{V’ \D/ ; 580 pares duais de espacos vetoriais lineares. (1.26)
Definicéo 1.2.2: Equacdes de Campo.
Dadas as equac0es:
Tu=¢ (1.27)
To=p

onde, a primeira equacdo ¢ dita de compatibilidade cinematica e a segunda é de equilibrio
estatico definidas nos espacgos V, V', D e D da seguinte forma:

T:V - D (1.28)
T:D" > V'’

sendo ainda T e T~ um par de operadores lineares, ou seja, T € Lin(V,D), T e Lin(D",V) e
adjuntos, isto é, satisfazendo:

(t, TV)=(T'tVv),VteD \ VveV, (1.29)

( para mais detalhes da equacdo em (1.29) ver apéndice D, se¢do D2).

Definicdo 1.2.3: Relacdes de Restrigdes.
Considerando-se o potencial convexo ¢ de restri¢cdes internas e o potencial concavo §
de restri¢Bes externas, entdo, o par (c,e) e (p,u) devem satisfazer:

o€ 0p(e) < & €09 (c) = ¢e) + 9 (o) = (o) (1.30)
Uedt(p) © p € dU) e EU)+E ()= (puy; (1.31)

o que significa que (s,e) é um par conjugado para @ e @ se satisfaz (1.30) e (p,u) é um par
conjugado para £ e &, se satisfaz (1.31) ( ver a secdo BS8).

Exemplos:
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i) pode-se considerar o potencial total P+ associado a um corpo que ocupa um volume V
sujeito a deslocamentos u, deformacdo e, forcas externas p definidas, em um sistema
conservativo, por unidade de volume de corpo oV e forgas internas o, tal que:

Pr=[(¥)c.edv- [ p.uddv.
\V} ov

A Pt pode-se associar:  ¢(g) = }éo e; EU)=-p.u,
tal que, ¢ € um potencial convexo e & é um potencial cdncavo, sobre os conjuntos V e D
respectivamente. Se a figura 1.6 abaixo descreve as relagbes (c,e) e (p,u) para um
determinado corpo:
c p

r' A

‘;8

C, € C, u
Figura 1.6 - Relagéo (o,¢) € (p,u).

entdo, considerando-se essas relagdes, pode-se tracar as curvas ¢ e & ,de tal forma que
c € 0p(g)ep e 0&(u), de acordo com a figura 1.7:

Em Cy: Em C;:
/
() E(u)
o(e") /
/ / J
9'() e
o(e) /|
(o) & (u)

Figura 1.7 - Relacdo o € do(e) e p € &(u).
Analisando-se apenas o primeiro grafico, observa-se que:

10
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Ve', @ (0) > (0,8 - (e);
com a igualdade ocorrendo em &: @ (o) = (5,€) - ¢(e). Entdo, eme: o = Z—‘P.
€

s *
Analogamente, da anélise do potencial conjugado ¢ (o) tem-se ¢ = % .

Pode-se tirar relages analogas entre u e p considerando-se a figura 1.7,

i) um outro exemplo que representa diretamente a equacéo (1.30) € dado.

Uma classe de materiais normalmente considerada nas aplicacbes em engenharia,
analogamente ao exemplo i), € a chamada classe de materiais padrédo, do tipo hiper-elastico.

A existéncia de potenciais ¢(e) e @ (s) é postulada. Eles sdo duais no sentido da
transformada de Legendre (ver secdo B8), isto é, ¢(e) + ¢ (o) = e.c.

Esta relagdo escalar define a lei energética do material. O potencial ¢ representa a
energia de deformagdo e ¢  representa uma energia complementar que neste caso é o
potencial conjugado de o.

A afirmacéo acima é verdadeira pois, considerando-se:

o(e) = %( Ece)= %( e. E.¢): funcdo potencial energia de deformacdo,

¢ (o) = % (E's.0) = % (0. E*. ) : funcéo potencial de energia complementar,

onde E é o operador simétrico positivo definido de rigidez elastica, entdo, ¢ e ¢ s&o duais no
sentido de Legendre pois ¢ e ¢ séo diferenciaveis e diferenciando-se, @(e) + ¢ (o) = &. o,
em relacéo a ¢ e o, respectivamente, obtem-se a lei do material em uma forma vetorial:

_09 _ O~

c=— € g= ,
Os oo

ou seja,
o(e) = Ee, ¢(o) = Es,
As relacdes dadas nos exemplos i) e ii) acima sempre s&o possiveis se 0s vetores o, &,
p e u pertencem aos conjuntos convexos admissiveis definidos abaixo.

V o U =dom §&: conjunto de deslocamento admissiveis; (1.32)
V' 5 U" =dom 3 " conjunto de forgas externas admissiveis; (1.33)
D > W =dom ¢ : conjunto de deformagdes admissiveis; (1.34)
D > W =dom ¢ ": conjunto de forgas internas admissiveis. (1.35)

A seguir apresentam-se dois exemplos explorando os elementos dos conjuntos
admissiveis definidos acima, para 0s quais mostra-se a dualidade entre as variaveis de estado,
tensdo e deformacdo, forcas e deslocamentos. Serd visto também a correspondéncia entre
deformacéo e deslocamento através do operador linear T, bem como a correspondéncia entre
tensdo e forca, através do operador adjunto T~ .

11
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A figura 1.8, mostra em um plano as posi¢oes indeformada e deformada de uma regido
na vizinhanga de um ponto, admitindo pequenos deslocamentos e deformacdes.

< dx :

7'y " |
P } Vv + @ dX
l OX
—— g — T
-_ap’ ..............................................................

v B i X

i : B’

u+ aidy
- y

Figura 1.8 - Cinematica da deformacdo: situacdo indeformada e deformada.

De acordo com a hipdtese cinematica de Timoshenko um elemento do conjunto de
deslocamentos admissiveis seria dado por:
d=(dx,dy) = (-uv)= -ui +vj, (u,v) eU,onde: u= u(xyy) e v=v(x\y).
As relacbes de compatibilidade permitem caracterizar o elemento do conjunto de
deformacg6es admissiveis € € W:

_ady _ ou
& = = —,
OX OX

B ady_av
Ty oy

od
py = e Oy v o
oX ox oOx oy
As relagcGes acima podem ser escritas matricialmente por:

0 0
aXO g 8x0
AN N U el S -
oy ox||v Vo oy ox|
oy oy

A Lei de Hooke relaciona elementos de W com elementos do conjunto W

&y = %(cx +uoy) &y = é(oy - 06y Yxy = étxy em W=

_ _E
(1-v?)

onde v denota o coeficiente de Poisson.

Ox (8X+U8y);6y: (8y+U8x); Txy:G'ny em W*.

(1-v?)

12
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A figura 1.9 mostra um elemento infinitesimal de lados dx e dy sujeito ao estado plano
de tensdo o € W, cujas componentes estdo representadas em cada face do elemento. A forga
por unidade de volume f € U" apresenta componentes f; e f,, respectivamente nas direcées
Xey.

oc ot
v oy+ v dy [ Ty + Txy dy
_—
X
f Ty T de
< 1 X
Ox
—
— > oy + %x dy
f, o
—
Tyy
Oy

Figura 1.9 - Diferenciais de tensdo em equilibrio.

Para o caso ilustrado na figura 1.9 tem-se das relacdes de equilibrio que:

0
oo, Ty +f,=0;
OX oy
ot

~ Oc
y+ 4 +f,=0;

OX oy

Essas relagcdes podem ser escritas matricialmente por:

2 9 4l (o 2 9,

ox oy -k « 1. _lox oy

o & o™ {f} A PRI
ox oy) Sy ox oy

Os dois exemplos vistos acima servem também para ilustrar os resultados sobre
existéncia de solugdo do modelo estrutural vistos a seguir.

I.3-Existéncia de solucéo.
CondicOes necessarias e suficientes para a existéncia de uma solugdo do conjunto de

equacOes de campo e das relacdes de restricdes admissiveis sdo dadas pelo seguinte conjunto
tedrico de condigdes de consisténcia (a reciprocidade é valida devido ao teorema 1.1.2):

NTUAW 23 < 0e TU-W; (1.36)

expressa em termos mecénicos como segue: se existe a interseccdo, existe no minimo uma
deformacédo admissivel que é cinematicamente consistente com um deslocamento admissivel.

Condicdes sobre os conjuntos T"W™ e U sdo expressas da seguinte forma:

13
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iNTW NU 20 ©0eTW -U; (1.37)
0 que é equivalente a dizer que, mecanicamente existe ao menos uma forca externa admissivel
que estd em equilibrio com uma forga interna admissivel.

Pelo teorema 1.1.2, estas condi¢Ges podem ser escritas na seguinte forma variacional
equivalente:
i) sup(s,e) > inf (c,Tu), Vo e Nw(e): To e -Ny(u). (1.38)
ueu

ecW

Justificativa:
Devido a (1.36), 3 e € W talque Tu=¢ parau € U = peloteorema I.1.2 e pela
equacao (1.29) tem-se

sup (o) > inf (s, Tu) = inf (T o,u). 0O
8eW ueuU ueuU
i) inf (p,uy < sup (c,Tu), Yu € -Ny=(p) : Tu € Nw~(o); (1.39)
peU ceW” ’
onde:
Nw : cone de reagBes bloqueadas internas; (1.40)
-Nuy: cone de reagOes blogqueadas externas; (1.41)
-Ny=: cone de deslocamentos livres; (1.42)
Nw= : cone de deformacdes livres. (1.43)
Justificativa:
devidoa (1.37), 3pe U talque To=p para c € W = pelo teorema I.1.2 tem-
se inf (p,u) < sup (T o,u) = sup (s, Tu), devido a equacdo (1.29). O
pe oeW” oeW”

As condic¢des variacionais de consisténcia podem ser expressas em termos mecanicos
COMO segue:

i) Qualquer escolha significante de uma forca interna e da correspondente forca
externa equilibrada deve ser tal que, o trabalho virtual interno maximo ndo é menor que o
trabalho virtual externo minimo.

i) Qualquer escolha significante de um campo de deslocamento e da correspondente
deformacédo compativel deve ser tal que o trabalho virtual externo minimo ndo é maior que o
trabalho virtual interno maximo.

O méaximo e 0 minimo acima sdo avaliados permitindo-se aos respectivos conjuntos
duais variarem em seus conjuntos admissiveis.

Uma escolha significante é aquela para qual estes extremos sao finitos, ou seja, para 0s
potenciais operando em seu dominios efetivo, (ver definicdo A2.3).

Sobre as consideraces vistas, a validade das equacgoes (1.36) e (1.37) ( que se referem
a existéncia de solucdes), expressam condicOes necessarias para a existéncia de uma solucao
do problema estrutural.

14
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A prova da suficiéncia pode ser obtida assumindo-se convenientes condicbes de
regularidade sobre potenciais convexos, isto €, hipotese de continuidade em suas derivadas de
ordem superior.

Em problemas de mecénica de estruturas esta regularidade pode ser assumida sem
qualquer perda significante de generalidade. Por exemplo, serd visto na secdo 1.4 que, na
plasticidade perfeita este potencial é representado pela funcdo indicatriz (ver a definicdo
1.1.4), a qual pode ser aproximada por funcionais continuos e diferenciaveis (ver proposi¢cdo
B3.11) para fins de definicdo da taxa de deformacdo plastica, ou seja, regularizada.

Pode-se entdo concluir que, a existéncia de uma solucao para um problema estrutural
ndo depende somente dos potenciais de restricdes por si s6, mas também dos seus dominios
de definicao.

Analise Limite:

O estudo das propriedades de intersec¢do de conjuntos convexos Vistos na secéo 1.1
pode ser aplicado para caracterizar-se a existéncia de estados limites envolvendo condicdes de
equilibrio e compatibilidade em problemas estruturais.

Considera-se em detalhes a anélise limite para problemas de equilibrio.

Definicéo 1.3.1 - Estado Limite Estéatico.

Um estado limite estatico é atingido quando é possivel encontrar um deslocamento
ndo trivial tal que qualquer incremento adicional realizando um trabalho virtual positivo ira
fazer o problema de equilibrio ndo admitir solucgéo.

Do ponto de vista geométrico, esta definicdo é equivalente a assumir a existéncia de
um hiperplano separando dois conjuntos convexos T'W ™ e U”, tal que, pelo teorema 1.1.3,
pode-se estabelecer um teorema sobre o estado limite estatico.

Teorema 1.3.1:
Um par {po, oo} estd em um estado limite estatico se e somente se:
Too=po,coeW, po eU eJuy=0,80 € W com Tug = g, satisfazendo:

{_ Uy € Ny.(po) .
€ € Nyu(oo)
ou equivalentemente:

(Potio) = Inf (p.Uo) = SUP (o,80) = (c0.60): (1.44)

ceW

Nessas condi¢fes qualquer incremento adicional 8, tal que (8,up) > 0, irad tornar
impossivel o equilibrio pois, se o conjunto admissivel de forcas externas muda para U™ + §, a
equacao (1.44) se torna:

inf (p,up) = inf (p,ug) + (8,Ug) > SUp (o,0); (1.45)
peU + & peU *

oW

e entdo, a condicdo de existéncia (1.37) é violada.

Observagao:
No teorema 1.1.3 aparece um elemento z, que pertence a intersec¢do dos cones dos

conjuntos A e B em um elemento z, € A N B. Aqui, a aplicagdo € mais geral no sentido de
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que toma-se um elemento p € Ny(uo) e um outro o € Nw(sp), 0S quais estdo relacionados por
T eT: {p,uy = (T o,up)= {(o,TUy) = (o, &0).

Estado Limite Estatico Improprio.

Existem problemas estruturais, para os quais qualquer estado de equilibrio resulta em
um estado limite. Isto ocorre quando o envoltério linear de T"W™ e U™ é um sub-espaco
estritamente contido em V".

Nesse caso, para qualquer interseccdo de dois conjuntos convexos, existe a0 menos
um hiperplano separador contendo seu envoltério linear, isto é:

Jup € Q...+ Uo # 0 ou equivalentemente: Jug =0, Up € Qy., Tup € Qy..
Justificativa:

Up € Qi o Pelolemal.ll, ug € Q. e Upe Qry =

Upe Qe © WU T(6-60))=0, Vo,00 e W < (TVp,0-00)=0 <

Tvg € Qtv* & g € Qtv* (|46)
E o resultado segue. O

Do ponto de vista mecanico esta evidéncia ndo é pouco comum de ocorrer.

De fato, em qualquer problema estatico no qual exista um deslocamento rigido nédo
trivial, o envoltdrio linear do conjunto convexo T"W' é um subespaco estritamente contido no
Espaco \V'.

A figura 1.10 ilustra essa afirmacéo.

)

o

Figura 1.10 - Configuracdo em que existe um deslocamento rigido néo trivial.

Isto segue da relacdo:

TW cIm(T)=NT) < V; (1.47)
0 que mostra que paraf € N(T)" = V", onde :
N(T)Y: = {peU’| (pu)=0,ueNM} (1.48)
entdo, qualquer deslocamento u € N(T) esta relacionado com deformacéo nula, pois,
N(T)={ueU |Tu=g=0}. (1.49)

Além disso, o conjunto convexo U” é usualmente especificado como, a soma de um
incremento & aplicado e de um conjunto convexo R de reagdes de restricdo e desde que, neste
caso, o envoltorio afim de R é estritamente contido no espaco completo V", 0 mesmo ocorre
para U =8 +R talque (5, u)= 0.

Qualquer estado de equilibrio sera entdo chamado um estado limite estatico impréprio
e a separacdo dos dois conjuntos convexos pode entdo ser obtida por meio de qualquer
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incremento adicional  ndo pertencente ao seu envoltorio linear, isto é, tal que: (8,up) # 0
para a0 menos um Uy satisfazendo as condicdes previstas em (1.46).
A figura 1.11 ilustra essa configuracéo.

p

— Tl _—
<&

Figura I.11 - incremento adicional ndo pertencente ao envoltério linear de V"

Dessa forma é conveniente definir um estado limite mais estrito denominado estado
limite estatico préprio, que é mais significante.

Definicéo 1.3.2- Estado Limite Estatico Proprio.

Diz-se que, um estado limite estatico proprio é obtido, quando é possivel encontrar um
deslocamento n&o ortogonal ao envoltério linear de T'W™ e U™, tal que, qualquer incremento
adicional realizando um trabalho virtual positivo irda fazer o problema de equilibrio néo
admitir solucéo.

Do ponto de vista geométrico isto ocorre quando existe um hiperplano separando
propriamente os dois conjuntos convexos TW™ e U" .

Em virtude do teorema 1.1.4, um estado limite estatico proprio pode ser caracterizado
COMO segue:

Teorema 1.3.2: Estado limite estatico proprio.
Um par {po, oo} estd em um estado limite estatico proprio se e somente se:
Too=po,coe W, po eU eJup=0,use U,gg € W com Tup = &, Satisfazendo:

{_ Uy € Ny.(po) .
gy € Nyu(oy)
tal que ao menos uma das condi¢es € verificada:
Up & Qt*; (1.50)

ou
g0 & Ques (1.51)

onde a condicdo (1.50) indica um estado limite proprio externo e (1.51) um estado limite
préprio interno. Dependendo de uma ou outra condicdo se verificar, diz-se que um estado
limite estatico proprio externo ou interno ocorreré.

Uma discussdo analoga pode ser tirada para analise limite cinematica, investigando
propriedades de interseccao dos dois conjuntos convexos TU e W.
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I.4- Andlise Estrutural para Elastoplasticidade Perfeita.

1.4.1- Teoremas de colapso plastico.

Com relacéo ao teorema estatico de colapso plastico, todas as condicBes estabelecidas
até aqui pelo teorema 1.3.2 sobre estados limites estaticos proprios podem ser estendidas
diretamente para a teoria das estruturas em regime elastoplastico perfeito com regra associada
de fluxo plastico. As definicbes do estado de colapso e do correspondente mecanismo
plastico coincidem com as condi¢Oes vistas na se¢do anterior. Assim, se um estado limite
estatico proprio é obtido para estruturas neste regime, pode-se afirmar a iminéncia de um
colapso plastico para tal estrutura.

Esta € essencialmente a condicdo do teorema estatico de colapso pléstico.

O teorema cinematico de colapso pléstico, contrariamente ao teorema estatico, ndo
necessita nenhuma condicgé@o sobre a regra de fluxo plastico e determina um limite superior
para a andlise do colapso plastico. Estabelece assim um resultado geral de ndo existéncia de
solucdo para o modelo em regime elastoplastico perfeito quando € violada a condicdo
variacional de existéncia para o problema de equilibrio. O que é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.4.1.1- teorema cinematico generalizado.
O equilibrio é impossivel se existe um mecanismo tal que a poténcia virtual externa
minima é maior que a poténcia virtual interna maxima.

Este teorema pode ser estendido para a analise de estruturas em regime elastoplastico
perfeito com regra de fluxo plastico associado entendendo-se o termo poténcia virtual externa
minima como a poténcia associada as cargas externas adicionada a taxa de dissipacao plastica
das reacbes em correspondéncia ao incremento dado e o termo poténcia virtual interna
maxima por taxa de dissipacao plastica, resultando no seguinte teorema.

Teorema 1.4.1.2- teorema cinematico classico.

Um determinado incremento ndo pode ser suportado pela estrutura se existe um
mecanismo plastico tal que a soma da poténcia externa associada ao incremento dado é maior
que a taxa de dissipacao plastica interna.

Considerando-se a analise limite, para os materiais plasticos que obedecem a regra da
normalidade, a dissipagdo plastica interna tem uma propriedade de maximalidade e a
dissipacdo plastica externa tem uma propriedade de minimalidade regidas por potenciais
convexos e concavos respectivamente.

Este comportamento tem muitas vezes induzido para a enganosa conclusdo que o
resultado de ndo existéncia de solucdo estabelecido no teorema cinematico envolvendo estes
potenciais, seria valido somente com referéncia ao colapso plastico de materiais padrdao, nos
quais 0 modelo constitutivo pode derivar da existéncia de um potencial. Ao contrario, a
discussdo vista permite concluir que o teorema cinematico trata com consideracfes de
equilibrio puro e portanto ndo requer qualquer condicdo constitutiva do material.

1.4.2- Andlise da elastoplasticidade perfeita em taxas.

18



Capitulo I - Existéncia de Solucdo para 0 Modelo Estrutural.

A anélise limite em termos de taxas de tensdo e de deformacdo, analogamente ao
modelo estrutural visto nas se¢des 1.2 e 1.3, é regida por funcionais convexos elasticos,
funcionais convexos plasticos e seus correspondentes funcionais conjugados, decompostos
em uma soma aditiva cujas varidveis de estado sdo as taxas de tensdo e deformacao citadas,
para as quais existe uma relacdo reciproca, como sera visto a segulir.

Esta afirmacdo é valida pois, em regime elastoplastico perfeito (ver figura 1.12) com
regra de fluxo pléstico associada pode-se afirmar a independéncia entre a taxa de dissipacéo
plastica e a taxa de dissipacéo elastica.

Oy

Figura 1.12 - Relacdo tensdo-deformacao uni-axial para Elastoplasticidade perfeita.

Assim, considerando-se a taxa de deformacéo total & e a taxa de tensdo total &, tem-

se que estas podem ser decompostas aditivamente em:
& = & + & (1.52)
&= & - & (1.53)

onde & € a taxa de deformacéo elastica, & ¢é a taxa de deformagcéo plastica, &° € a taxa de
tensdo elastica e & é a taxa de tenséo plastica.

Considerando-se estas decomposicOes, é possivel definir-se o problema em questdo
através de potenciais convexos correlacionados com potenciais convexos conjugados,
decompostos em taxas elasticas e plasticas da seguinte maneira:

i) 0 potencial convexo das taxas de deformacdo eléstica e seu conjugado séo definidos pelas
formas quadraticas

2 * 2 -
o(&) =Y H&HE =Y&TE& e (&)=Y & HE =1 & E & (1.54)
onde E é o operador simétrico definido positivo, reunindo os mddulos elasticos de rigidez.

ii) o potencial convexo das taxas de deformacéo plastica e seu conjugado, sdo definidos pelos
funcionais convexos de penalidade perfeita:
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§&) = I'y,.(&) & &(&) = I'y, (&) (1.55)
onde Nw+(c) representa o cone normal externo ao dominio de tensdes admissiveis W™ no
ponto o € W™ e Nw(e) representa o cone normal externo ao dominio de deformacdes livres
W no ponto € € W, para o qual o passo incremental esta sendo executado e FNW*(G) e

I Ny () 580 definidos analogamente a definicao 1.1.4.

Fazendo-se uso das equacdes (1.54) e (1.55), pode-se definir o funcional convexo das
taxas de deformacéo e seu respectivo funcional convexo conjugado das taxas de tensdo, 0s
quais séo aditivamente decompostos na soma de dois potenciais convexos e de dois potenciais
convexos conjugados dados respectivamente por:

()= inf {§(&) + (&) tal que &= &+ &} =
= {8(&) + inf (&(&)) tal que &= & + &),

que é equivalente a:

W(8) = o(& (8)) +E(& (§); (1.56)
Analogamente,
V(&) = ¢ (&(K) + £ (&°(&)); (1.57)
onde &= & (&) + & (&) tal que:
{&*(& = Vo *(sE). (1.58)
L e og*(F)
e &=d& (&) - &(&) é tal que:
{&e(&) = Vo) (1.59)
& (® = —Vg&)

Desde que, & e Nw(g), € unicamente determinado V & € Nw~(c), € a reciproca nao é
verdadeira pois &° ndo é Unico considerando-se plasticidade perfeita , entdo as equacgBes
(1.56), (1.57) , (1.58) e (1.59) estdo bem definidas pois, os potenciais ¢ e ¢ sdo estritamente
convexos, inferiormente semicontinuos (i.s.c.), diferenciaveis e coercivos (ver apéndice A,
secdo A2, teorema B3.2 e definicdo B3.3), além disso, o potencial & € convexo, i.s.c.,
coercivo e diferenciavel, pois seu subdiferencial contém um Gnico &°. O potencial & é
convexo, coercivo mas nao se pode afirmar a sua diferenciabilidade, ja que &° n&o é Unico no
caso de plasticidade perfeita, logo, o seu subdiferencial pode conter mais de um ponto. Assim,
b, ¢ e & se relacionam respectivamente a uma Unica taxa de tenséo elastica &°, a uma Gnica
taxa de deformacéo elastica &° e a uma Unica taxa de tensdo plastica & .

De acordo com as definicdes de ¢, ¢", & e & o0s potenciais y e y~ podem ser definidos
explicitamente por:

W)= it {48 €+ Ty (8 (1.60)

V() = 368 + Ty (89, (161)
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Utilizando-se a inter-relagio entre o potencial convexo w e seu conjugado v,
definidos em (1.60) e (1.61), tem-se que as variaveis de restricdes internas podem ser escritas
como:

{‘& € y*(& (1.62)
& = Vy(&'

ou seja, &, & é um par conjugado com respeitoay ey .

Observacao:
Da maneira como foi definido, o potencial convexo y é conhecido como potencial
“inf-convolution™ e denotado por v = (¢pV &).

Analogamente aos resultados obtidos envolvendo as varidveis de restrigdes internas,
pode-se analisar o modelo elastoplastico em taxas de reacdes externas e deslocamentos
considerando-se:

&= & + &, (1.63)
como taxas de reacBes de restricGes, onde & é a taxa reacdo de restri¢do total, definida pela

soma da taxa de restricdo externa & com o incremento em taxa de restrigdo &.
Os potenciais cdncavos e respectivos potenciais conjugados sdo definidos entdo por:

j (&) =y(&) + (&, &), (1.64)
T8 = Y (&), (1.65)

tal que,
¥Y(#) = Ty (8) & Y (B) = Ty (R);
onde Ng(r) denota o cone normal externo para o dominio de reacdes admissiveis R e Ny(u)

denota o cone normal externo para o dominio de deslocamentos livres U, para o qual o passo
incremental esta sendo executado. Ressalta-se ainda que, I'ngr) € FfNU w tem definicdes

anélogas a definigcdo 1.1.4. Assim, as relacGes de restricdes externas podem entdo ser escritas

por:
& e y,w® (1.66)
B e O (@

se a condicdo de existéncia 1.4.3 ii) dada a seguir esta satisfeita.
1.4.3- Condig0es de existéncia.

Antes de determinar as condi¢fes de existéncia serdo definidos os conjuntos
admissiveis para as varidveis de estado do problema:

& = dom j = - Nr(r) c U; (1.68)
¥ = domj = & + & = &+Ny(u)cU"; (1.69)
W = dom y = Nw«(c) cW; (1.70)
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W= dom y" = Nw(e) c W (1.71)
As condicdes de existéncia.

i) A primeira condicdo de existéncia T& ~ W = & é trivialmente verificada pois
0eT&- W
i) A segunda condicéo de existéncia T V"~ & = & pode ser escrita como:

0eT Nwle)- &-Nyu) <

& e T  Nw(e) - Nu(u). (1.72)

Portanto, o problema elastoplastico incremental em taxa de reagcdo externa e em taxa
de deslocamento livre admite a0 menos uma solugcdo se e somente Se, para O passo

incremental & é valido:
(& &)< 0, Y& € -Ng(r); T& e Nws(o). (1.73)

A interpretacdo geométrica de 1.4.3ii) é que se esta condicdo se verifica entdo a
velocidade relativa & taxa incremental & de & com respeito a T" V" ¢ tal que os dois
conjuntos ndo tendem a separar-se. Note que neste caso a seguinte condicao de equilibrio esta
satisfeita:

;Q@f#ﬁ"@ < 2&3(&,& se (& &) < 0. (1.74)

Esta ndo é verificada se e somente se 0 passo elastoplastico incremental estd sendo
executado iniciando de um estado limite estatico, descrito a seguir.
Na analise elastoplastica em taxas, um cuidado que deve-se ter é quando:

(&) =0,V & e - Ng(r); T& e Nw+(0);
queéocasoemque 3 & € Q.. ., & =0 talque & € Qg e Tk e Qy. eentdo,

Qu = -Nr(r) e Q. =Nuws(o). (175)

A interpretacdo geométrica deste caso € que & = 0 gera um hiperplano separador
para 0s conjuntos T V" e & que contém ambos os conjuntos e entdo um estado limite
estatico improprio em taxas esta ocorrendo. Assim, para qualquer incremento & tal que
(&, &) = 0 tem-se a consequente separacdo dos conjuntos T " e &

Logo, a analise do problema somente estara bem definida se para qualquer passo
incremental dado a nova situacdo satisfaz as condi¢des do teorema 1.3.2 (teorema do estado
limite estatico préprio), que exclui o caso citado em (1.75).
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1.5- Introducédo a analise da elastoplasticidade perfeita relacionada a funcao convexa de
plastificagéo.

Formulagao no espaco das tensoes.

Em [Panagiotopoulos,1985] é visto que, para materiais elastoplasticos perfeitos em
regime de pequenas deformacdes é possivel definir um subconjunto convexo fechado em R°,

Ks={ o e Nw(e) / F(c) < 0}, (1.76)

tal que 0 e Ky, onde F: R® - R é uma funcéo continuamente diferenciavel chamada
funcdo de plastificacdo para o modelo, dentre as quais pode-se citar a funcao escalar de VVon-
Mises e a funcdo vetorial de Tresca, entre outras.

Desde que é valida a relacéo:

&= &(&) + &(&) € oy (&) =0(Y Sijk & &ij+ Ty, ) (S); (1.77)

onde S = E%  tal que, & < a(% Sk k) e (&) e oIy, ) (&), a qual é
equivalente a:

§%: Sijhk&hke &3 = ﬁi;—F, ﬁz > 0, F(G) <0, ﬁl F(G) =0; (|.78)
Gij

onde e R é conhecido como taxa de multiplicador plastico.
Logo,
&=&(&)+ &(&) € S& + oI\, (%)), onde S& = [Sijk&n] -
Portanto, nas hipoteses de convexidade e regularidade dos funcionais pode-se
escrever:

& = Sjune & = ;&i;—F, & >0, F(o)< 0, & F(c)=0. (1.79)
Gij

%

oF . .
Logo, &= gl 0. € 5 e portanto & deriva de um potencial convexo em c.
o

o

A interpretacdo geométrica de &° com relacdo a F e Fy é vista na figura 1.13, que
mostra também a relacéo elastoplastica perfeita para as variaveis €° e o.

Fl(O') =0

Fz(O’) =0
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Figura 1.13 - interpretacdo geométrica de &° com relagéo a F e Fy.

Assim, obteve-se as relagdes constitutivas para materiais elastoplésticos perfeitos em
regime de pequenas deformacdes, onde & e R°é um elemento do cone normal externo para
Ks no ponto 6 € Kg, 0 que é equivalente a:

& (oij" -oj) <0, Vo e K, (1.80)

que € o conhecido postulado de estabilidade de Drucker ou “o principio do maximo trabalho
plastico de Hill .
Se o contorno de K possui vértices, isto €, se

Ks = {o € Nw(e) / Fk(c) < 0} (1.81)

onde k = 1,..m e cada Fx é uma funcdo regular (pode-se citar por exemplo a funcdo de
Tresca), entdo para o vértice pode-se escrever:

&ij =& + & = IJhk&hk+ Z aFk 1 7gzk2 0, Fk(s) <0, 7§Lk- Fk(c) = 0; (1.82)

b o 0o
para k=1,..m.
Até aqui, somente o caso de carregamento foi considerado. Para incluir o caso de
descarregamento, basta considerar-se:

X=0se F(s) < Oou se F(c)=0 e K(s) <
e >0 se F(c) =0 e Bc) = 0. (1.83)

Dessa forma, pode-se escrever a lei do material elastoplastico perfeito na forma (1.80),
onde:
parac talque F(o) < 0, &; (6 - o5 ) < 0, vc e Kq;
e para o tal que F(s) = 0, & &; (1.84)

Formulacao no espaco das deformacdes.

E feito de maneira analoga ao efetuado para o espaco das tensdes, considerando-se de
(1.76) o conjunto K¢ = {& € Nw+(c) / F(e) < 0}.
Nesse caso, mostra-se também relac6es analogas a (1.78) e (1.79):

oF
&fj = Eijhk &y € 64}: ﬁig; > 0, F(e) < 0, X, F(e) = 0; (1.85)
ij
o€ *
@& & + 6Lp Eljhk&hk + 7& IS Euhk&hk + —. (|-86)
8ij 88"—
oF * i .
Logo, & 7§‘ — € a— e portanto &; deriva de um potencial convexo eme.

i &

O postulado de Drucker visto em (1.80) também é vélido nesse caso, & e R°é um
elemento do cone normal externo para K¢ no ponto & € K¢, 0 que € equivalente a:
(&E (i -&ij) <0, Ve e K
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As mesmas conclusfes tiradas anteriormante seriam validas aqui se o contorno de K,
possuir vertices, como em (1.81), isto €, se 0 conjunto K fosse tal que

Ke = {e € Nw+(o) / Fk(e) < 0} (1.87)
e relacOes analogas a (1.82), (1.83) e (1.84) podem ser tiradas.
A interpretacdo geométrica de &° com relagdo a & é vista na figura 1.14, que mostra
também a relacdo elastoplastica perfeita para as variaveis o e &”.

*

c g
t t

Oy &

-Oy Oy
-G,

VL VL

Figura I.14 - interpretacdo geométrica de &° com relacéo a & .

N&o se considerou até o momento para a superficie de plastificacdo o efeito de
encruamento positivo, que é o regime para o qual a superficie de plastificacdo pode mudar o
comportamento durante o processo de deformacdo, gerando deformacdes residuais. Isto
sera feito com maiores detalhes no capitulo seguinte, baseado no trabalho feito por [Feijod e
Zouain, 1990].

1.6- Unicidade de solucéo.

Até aqui discutiu-se a questdo da existéncia de solucdo para os modelos propostos,
sem se preocupar em afirmar a unicidade ou ndo da solugéo obtida.

Para se tratar a questdo de unicidade de solucdo é preciso que se tenha informacdes
sobre o tipo de convexidade dos potenciais, que determinam a relagdo ndo-linear entre os
pares duais de variaveis de estado.

A convexidade dos potenciais garante a existéncia de solucdo para os modelos. A
unicidade de solucdo pode ser afirmada se garantir-se a convexidade estrita dos potenciais em
questdo, o que pode ser visto nos teoremas B3.1 e B3.2, pois 0s potenciais ¢ e & eram
estritamente convexos parac € W',

Na secdo 1.4 foi visto que o tensor taxa de tensdo & € Nw(g), € sempre unicamente
determinado V& e Nw+(c) e a reciproca ndo era verdadeira pois & ndo era unicamente
determinado em plasticidade perfeita, j& que nesse regime &" era convexo (ndo estritamente)
em € € E, ndo se garantindo a condicdo de unicidade nesse caso.

No capitulo 11, sera definido um potencial, baseado em [Feijo6 e Zouain, 1989] que é
estritamente convexo para o0 caso de encruamento positivo, 0 que garantird a unicidade de
solucdo para & e &, ou uma relacdo reciproca de unicidade entre estas taxas.

No capitulo 111, qguando se admite o regime de encruamento negativo para os modelos
estudados, o potencial que rege os modelos € ndo-convexo o que implica em ndo se garantir a
unicidade de solugéo para esses, nesse regime.

Obviamente que no regime elastico sempre se tem unicidade de solugéo e foi visto que
0s potenciais elasticos eram estritamente convexos, coercivos e diferenciaveis.
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CAPITULO Il - Modelos Constitutivos Elastoplasticos.

Todos os resultados a serem vistos no decorrer desse capitulo sdo originais em [Feijoo
e Zouain, 1990] e também explorados em [ Proenca, 1989].

Apdbs ser definido o modelo proposto em [Maier,1976], que analisa os modelos
elastoplésticos através de funcgdes de plastificagdo (analogamente ao feito na secdo 1.5)
conjuntamente com as condic¢des de consisténcia satisfeitas por essas, um modelo constitutivo
elastoplastico é apresentado em suas formas em taxas e incremental, baseado em nocdes da
Analise Convexa vistas no Apéndice B. Serdo revistos potenciais elastoplasticos, formulados
em taxas e em incrementos finitos, dos quais derivam, respectivamente, taxas e incrementos
finitos de tensdo e deformacéo, como elementos dos respectivos subdiferencias, bem como a
relacdo de dualidade entre essas variaveis. A diferenca desse capitulo para o anterior é que
0s potenciais a serem obtidos podem ser aplicados ndo s6 a materiais elastoplasticos perfeitos
mas também a materiais elastoplasticos com encruamento positivo que satisfazem as regras de
normalidade e associatividade, de acordo com [ Feijéo e Zouain, 1990] e aqueles que nao
sdo associativos, seguindo o modelo de [ Proenca, 1989].

A definicdo do modelo sera feita no espaco das tensdes, ao contrério dos proximos
capitulos, e utilizara uma varidvel relacionada a plastificacdo, cuja funcdo € detectar se
ocorreu ou ndo o aparecimento de deformagdes plasticas ou residuais.

Nesse capitulo a funcédo de plastificacdo a ser utilizada € do tipo vetorial, relacionada a
funcdo de Tresca. Nos capitulos Il e 1V, os modelos idealizados se baseardo na fungédo
escalar de Von-Mises. Em ambos 0s casos, as funcgdes sdo (ndo estritamente) convexas.

11.1- Relagdes constitutivas em taxas para materiais elastoplasticos.
De acordo com o proposto em [Maier, 1976], um modelo elastoplastico para o

comportamento de uma grande classe de materiais, pode ser estabelecido como segue:
i) critério de plastificacéo:

f(o) < O; (11.1)

onde f é a funcdo de plastificacdo e f € R™, ou seja, f é uma funcéo vetorial com m
componentes f; , chamadas modos plasticos, que sdo funcdes requlares de tenséo o e do
multiplicador plastico A € R"™ representando a histdria das deformacdes plasticas.

A desigualdade (11.1) é verificada para cada componente e os modos plasticos f; sdo
admitidos convexos ( defini¢do B3.1) com respeito a G .

ii) Decomposicdo aditiva da taxa de deformacdo total &:
Sobre a hipotese de pequenas deformacdes, a decomposicdo aditiva de & é dada por

= &+ & (11.2)
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A figura 11.1 a ser vista, descreve o comportamento uniaxial para o concreto em tragdo
e compressao simples mostrando a decomposicdo aditiva da deformacdo € sem considerar
taxas.

/ 4

Figura I1.1- Analise tensdo-deformacéo do concreto em tracdo e compressao simples.

iii) Relagdo constitutiva eléstica:

& = Vo' (&); (11.3)
onde ¢ (&) = %&.E .& & um potencial diferenciavel, coercivo e estritamente convexo com
relacdo a & (apéndice A2, definicdo B3.1 e teorema B3.1).

iv) Leis de fluxo plastico associadas ao encruamento do material:

O tensor taxa de deformagcéo plastica & é dado para materiais padrdo com regra de
fluxo plastico associada por

&= % (11.4)
onde f; € um tensor de terceira ordem, denotando o gradiente de f com respeito a ¢ e
X e R™ é o vetor taxa de multiplicador plastico.

v) CondicGes de complementaridade e consisténcia:
f=0ef<0 K20 (11.5)

se f =0 entdo & %=0, %<0, & >0; (11.6)
as equacdes (11.5) e (11.6) implicam respectivamente em que cada componente X; de X esta
relacionada ao correspondente modo plastico fj de f e que somente modos plasticos ativos

(f; = 0) podem contribuir para a taxa de deformagéo plastica com ;= 0. A condigéo (11.6) é
consequéncia de (11.5) obtida derivando-se f; 75‘,- =0, que se verifica a qualquer instante e
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impde que contribui¢cBes em taxas de deformacéo plésticas nulas, isto &, )@‘j = 0, corresponde
para um modo plastico que sofreu descarregamento elastico local, ou seja, fgﬁ- < 0. Desta
forma a ndo negatividade monotonica de A € R™ ¢ escolhida para representar a histdria da
plasticidade.

vi) Derivada total no tempo:
A derivada total no tempo de f é dada por

R=fl &+ 11K (1.7)

onde f, denota o gradiente da funcé@o de plastificacdo f com respeito ao vetor multiplicador
pléstico A. Este gradiente esta relacionado as caracteristicas de encruamento do material e é
admitido simétrico negativo semi-definido , excluindo entdo regime de deformacdo em
encruamento negativo ( amolecimento) mas nao plasticidade perfeita.

11.2- Formulacéo variacional das relacdes constitutivas elastoplasticas.

Nesta secdo, as equagdes constitutivas elastoplasticas (I1.1 - 11.6) s&o escritas em uma
forma variacional global diferentemente das relagcdes estabelecidas no  capitulo I que eram
puntuais. Para isso, as seguintes defini¢cGes sdo consideradas.

Definicéo 11.2.1:

Considere B a regido ocupada pelo corpo material.

Sejam W™ e W de acordo respectivamente com as definicdes (1.35) e (1.34) do
capitulo I, espacos duais aos quais pertencem respectivamente os tensores taxa de tenséo e
taxa de deformacdo. Esses espagos vetoriais sao dotados com normas e produto dualidade
COMO segue:

| & w=(] &_&dB)% o lwe=(] &.&dB)%; (11.8)

(& & w = | &dB. (11.9)

B
Os tensores taxa de tensdo e deformagao sdo obtidos por:

&= VO, (&); (11.10)
onde ®"(c) é a energia elastica total para taxas de tensdo,
o (&)= | ¢'() dB; (1.11)
B

que é um funcional estritamente convexo, diferenciavel e coercivo em W'.
A energia elastica total para taxas de deformacdo ®. é definida como o funcional
conjugado de @, em W':
@e(&) = sup [(&&) - @ ()],
e Pavs e (1.12)

logo @, é também um funcional estritamente convexo, diferenciavel e coercivo.
Da dualidade entre ®, e ®, ou sendo estes funcionais conjugados (ver secdo B4),
tem-se que:

=VD(8) < &= VO, (&) (11.13)
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Definigéo 11.2.2:

Taxas de multiplicadores plasticos & (ou ) e a funcéo de plastificacdo f sdo definidas
nos espacos duais A, A” em B, respectivamente, tal que a norma e o produto dualidade s&o
definidos como segue:

| % [a=(] & fap) ) f e =(] FrdB) 2, (11.14)

(f, Rppar = | .8 dB. (11.15)

B

Definigéo 11.2.3:
Para um dado campo vetorial f, tal que f < 0 em B, 0s seguintes conjuntos séo
introduzidos:

A= {® e Atalque %>0 emB }; (11.16)
As = {ﬁz e Atalque Vj, f 7&1':0 emB }, (11.17)
A ={® e A'talque vj, f.X=0 emB}. (11.18)

S&o resumidas agora as hipoteses envolvendo a funcdo de plastificacdo f:
i) fj=fj(o,A) € uma funcéo regular dos campos o € W e A € A e (ndo estritamente)
convexa com respeito a o (ver figura 11.2).
02

f

fy

» O

(o

figura I1.2- superficie de plastificacdo linearizada.
ii) fg = fs(o,A) € um operador linear de A para W, admitido como:
ii.1) limitado inferiormente em Ay, isto é, para alguma constante ¢, > 0,
| fo® | 2co| B [a, VReAs. (11.19)

Esta propriedade garante que somente taxas de deformacéo plastica diferentes de zero
sdo consideradas combinando-se contribui¢cdes dos modos plasticos ativos.
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Note na figura 11.2 que em um Vvértice, % , 7§<J— > 0 e que a combinacdo linear de
fo R +fo, % %0 ouseja, & =f K= 0. Além disso, (11.19) também garante que existe

somente um X e A¢ tal que f, X é igual a um & prescrito.

i.2) fg A & continuamente dependente de & e W™, isto é, para ¢y > 0,
(S, fo Byl <o & w Ba, VEeA V&eW; (11.20)

A propriedade (11.20) garante que, dado um & € W~ tal que 3X e A, ou Seja, 0
carregamento provoque deformacdo plastica, a dependéncia continua expressa em (11.20)
implica em que a taxa de dissipacéo de energia (&,f ) seja finita. Isto quer dizer que, 0s
niveis de tensdo & considerados ndo provocam colapso no corpo material analisado, ou seja,
a nova superficie de plastificacéo € limitada ( 0 encruamento é positivo).

iii) f{ = f{ (o,A) é um operador linear de A em A” admitido simétrico e negativo semi-
definido (definicdo B3.1), isto €,
(fa BB < 0,V Ke As. (11.21)

A propriedade (11.21) é justificada através da condicdo de plasticidade: f =0, >0 e
R=f) &+ f] =0 Ento, tem-se f] &= -f] &, aqual implica:
B no caso de plasticidade perfeita, em & = 0, implicando em f{ X=0eentio f,=0
(pois K> 0) tal que (fy X, K)=0;
B no caso de encruamento positivo, em fl & > 0 implicando em f{ R <0 e entdo em fy,

ser definida negativa tal que (f; %, %) < 0. Essa propriedade é equivalente em qualquer
processo plastico, para algum hy > 0, a seguinte condicéo:

(o BB < -ho| B[], v KeAr (11.22)

Note que, muitos materiais ndo sdo perfeitamente plasticos mas ndo apresentam
encruamento positivo em todo processo plastico. Ver a figura 11.3.

1
/"\

> €

Figura 11.3 - Modelo uniaxial do ago classe A em tracdo simples.

As defini¢Bes 11.2.1, 11.2.2 e 11.2.3 vistas até aqui serdo importantes para a definicéo
dos potenciais plasticos, dados a seguir.

11.2.1- Determinacéo dos potenciais plasticos em taxas de tensao e deformacéo.
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Considere a condicdo (11.6) dada, que determina % para qualquer processo em taxa
(plastificacdo ou descarregamento elastico local). Esta € equivalente a seguinte inequacao
variacional:

KeA; (11.23)
(B - &y <o, V)@‘*EA]T. (11.24)

A equivaléncia é verdadeira pois:

~se K=0 =(& -%)Y<0o= (B &)y
Mas (& & ) < 0 pela definicéo de f, K e entdo (& &) = 0;

-se =28 = (R Ky<o.
Logo, (11.23) e (11.24) s&o equivalentes a (11.6).

De (11.7), essas condi¢cbes podem ser entdo escritas:

X A]T :
(Fle+ IR &-R%)<0, VR Al (1125
que sdo as condicdes de otimalidade necessarias do seguinte problema de otimizagé&o:
& (8) = sup [(& Tk )+ W (HR K], (11.26)

)@é‘eA?
devido a f, ser semi-definida negativa.

A condicgdo (I1.26) mostra que, quando & é finito, este é determinado para algum
Xque satisfaz as condicdes de otimalidade (11.23) e (11.25). Reciprocamente, se estas
condicbes se verificam para algum % entdo o supremo é finito e obtido a0 menos para este
particular .

A seguir é dada uma proposicdo que especifica as propriedades do potencial &p* dado
em (11.26) e cuja demonstracao é encontrada em [Feijéo e Zouain, 1990].
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Proposicao 11.2.1.1:
O funcional gp* é um potencial generalizado da taxa de deformacéo plastica &° =

f5 &, no sentido especificado abaixo, onde R identifica a verdadeira taxa de multiplicador
plastico, relacionada com & através das equac@es constitutivas (11.23), (11.25) e (11.26):

i) gp* é um funcional proprio, inferiormente semicontinuo (i.s.c.) e convexo;

ii) & éndo negativo e se &, < oo, entéo,

£ (&) = (& o B)=-Y(HRR R 20 (11.27)
Além disso, no caso de plasticidade ideal ( f, = 0), tem-se:

Eo (&) = Ip(&) = {fw S:e &;:P; (11.28)

onde I'p ¢ a funcdo indicatriz de P, onde P é o cone convexo de taxas de tensdes plasticas
admissiveis & definido para e A}, como segue:

P={&ecW talque (&, ®)< 0, v & ecA} (11.29)

iii) & é um subgradiente de &, , isto é para qualquer & € W' tal que &, < oo,
& =K e 08, (K); (11.30)

onde 8¢, (&) é o subdiferencial de &, (&) em &, isto &,

0Ep (&) ={&cWtal que &, (&)-&p (&) > (K- &, &), Y& € W} (11.31)

A proposicao 11.2.1.1 é a base para a seguinte derivacdo formal das relacGes elasto-
plésticas:
&= &+ &,
& = VO, (&), (11.32)
& c &y (&)
Aplicando-se agora o resultado, que o subdiferencial da soma de dois funcionais
convexos, i.s.c., coincide com a soma dos subdiferenciais de cada um, se um deles é continuo
ou diferenciavel (proposicdo B9.2), entdo, V& € W tal que &, < oo

&e 0¥ (&), (11.33)
tal que
Wop (&) = @' (&) + &' (&) = up [@ (&) + (& K )+ 10 (5, K K, (11.34)
eAt

f
que é um funcional convexo i.s.c., pois ambos os funcionais @, e ?’;p* S80 convexos e i.s.C..

Além disso, ®. € estritamente convexo, i.s.c., coercivo e diferencidvel. Note que, no
caso de plasticidade ideal, Wep, sera nédo diferenciavel.

A relagédo constitutiva inversa é derivada a seguir usando o funcional Wep( &) definido
como o conjugado de ‘Pep*(&):

Wer(&) = &SgRN*[<&'&> - Wep ()] (11.35)
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Logo, devido as propriedades de funcionais conjugados (secdo B.4) tem-se que para
&e W, tal que &, < oo

& € Wep(8) & &e ¥ (&), (11.36)

e o supremo em (I1.35) somente é determinado para o satisfazendo (11.36), que ¢ finito para
qualquer & e W e determinado para um dnico & € W’ pois W, € estritamente convexa e
coerciva. Assim, o subdiferencial de We, contém um Unico &, V& € W entéo Wep € sempre
diferenciavel e a relagéo (11.36) passa a ser:

&=V¥(&) & &e 0¥ (&). (11.37)

Além disso, no caso de encruamento positivo tem-se da convexidade estrita,
coercividade e diferenciabilidade de &, que:

& =K = V&, (&) (11.38)

Nestas condicBes, & < W é finito para qualquer & € W, e é Unico, tal como

& e W é finito para qualquer & W' e é unicamente determinado. Esta afirmagéo vem do
fato dos potenciais (11.34) e (I1.35), no caso de encruamento positivo, serem potenciais
proprios, estritamente convexos i.s.c. e diferenciaveis, assim, pode-se garantir a unicidade de
solucéo para os modelos propostos e também a relacdo de dualidade:

&= VWe(8) < &=V¥, (&) ; (11.39)

e naturalmente isto s6 é valido considerando também que &, (&) < co.

Nesse caso, a unicidade de solucdo garante a propriedade de convexidade estrita e
elipticidade para os potenciais dados. Consequentemente, a perda de unicidade de solucgéo
relativa ao regime de encruamento negativo implica em perda de convexidade e de
elipticidade do modelo, como é o caso dos modelos com dano a serem analisados no capitulo
I11. Isso possibilita uma analise mais complexa dos mesmos, a analise de localizacdo de
deformacéo, que seré discutida no capitulo V e a analise de bifurcacdo de solucdo, discutida
no capitulo VI.

Finalmente, obtem-se uma expressdo conveniente para o funcional Wep, substituindo
(11.34) em (11.35) vem:

Yoo(&) = LU }g&infM [(& & K) - @ (&) - YK, K] (11.40)
€ N

e W*
Desde que a funcdo:
L(R&) = (&, &-T,K) - @ (&)- Y\ K,
satisfaz as condicGes da proposigédo B11.8, ou seja:
i) vReAr 6 propria, concava superiormente semicontinua (s.s.c.) na variavel & € W';
ii) V& e W', é propria, convexa i.s.c, na variavel e Al
i) W e A{ séo conjuntos fechados ndo-vazios;
Iv) V&, € P, tem-se:
lim L(R &) = +o e lim. L(R, &) = -o0.

Rea}
i+ o
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Entdo, existe um ponto de sela ()@‘O,c&o) para L e o problema minmax primal (11.40) é
equivalente ao seguinte problema minmax dual:

Wep(&) = }g&infM &SUpw* [(& &-FK) - D (K)- %(fxﬁc,ﬁtﬂ (11.41)
€ f S

e 0 supremo em (11.41) pode ser calculado levando-se em conta que @, (&) e @ (&) sio
funcionais conjugados, ent&o:

Poo(&) = ﬁ&irelfA? [@ (&-T.K) - Y (BKE, K], (11.42)
As correspondentes condic¢des de otimalidade para este problema recaem em:
&= V(& - o), (11.43)
e Al (11.44)
(fod+ fTR K- R)y<0 v eAl. (11.45)

Na proxima secdo a condigdo de e Af+ é relaxada possibilitando determinar as
relacdes constitutivas em incrementos finitos de tenséo e deformacéo.

11.3- Relagdes constitutivas em incrementos finitos de tensdo e deformacao.

Nessa secdo, o problema de elastoplasticidade é colocado em termos de incrementos
finitos de tensdo e deformacéo, ja que a formulacdo vista na secdo anterior ndo contribui para
resolver-se o problema adicional de encontrar convenientes incrementos finitos, uma vez que
taxas exatas tenham sido calculadas.

O desenvolvimento de principios em termos de incrementos finitos, que serdo
definidos em uma formulagdo incremental, é completo no sentido que em nenhum
procedimento posterior sera necessario fazer calculos para verificar a admissibilidade plastica
de tensdes ou descarregamentos elasticos locais, como ocorre nos métodos previsores-
corretores explicitos.

E importante observar que, mesmo que a condicio de complementaridade imponha

que taxas de multiplicadores plasticos seja zero (J@‘ = 0) para modos plasticos ativos (£ < 0),
indicando que o regime é el&stico no estado inicial, essa condicdo podera algumas vezes ser
relaxada para que incrementos finitos de multiplicadores plasticos possam ser produzidos
dentro do passo considerado. De fato, esse modo plastico em taxa pode ser ativo no passo de
tempo considerado, mas produzir um incremento de multiplicador plastico diferente de zero.
A relaxacdo da condicdo acima mencionada é equivalente a substituicdo do conjunto

Af+ por A* de acordo com a seguinte funcdo indicatriz (definigdo 1.1.4):

_ 0 se KeA} (11.46)
FA? (%) {+oo se KeA' —A}

e e obtida de (11.26) por

& (&) = sup [(& oK)+ %<fﬂ§“,9§‘>-1‘@ (Re)]. (11.47)
R o AF
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Uma aproximacgdo assintotica pode ser derivada pela substituicdo de FA+, por
f

(—%) (f, )@‘) , para 8 — 0", pois esta penalidade é zero se R e A} e positiva quando
R e A" Assim:

Ep ()= sup [(& f k) + L (BR, R + (1), %] (11.48)
o c A*

e se espera que &2 € 0&sp (&) reproduza & e 98, (&) parad — 0" .
Note que, a funcdo indicatriz definida em (11.46) é descontinua, assim a aproximacao
assintdtica dada para & — 0" por (—%) (f, )@‘) ¢ uma maneira de regulariza-la e torna-la

diferenciavel (ver proposicdo B3.11).

O processo de convergéncia considerando § — 0" é de dificil implementagio pois
depende de taxas exatas em lugar de boas aproximagfes incrementais. Entdo, no lugar do
processo limite, utiliza-se aproximagdes de Euler, procedendo-se em termos de incrementos
finitos de tensdo, deformacéo e multiplicadores plasticos, expressos por:

q=20 . g=B8. g Ah. (11.49)
At At At

para o instante t definido no intervalo [t,t + At].
Substituindo-se (11.49) em (II.48) obtém-se:

&p(Ac)- Sup. [<—f %(k— A};>+(%)<f,%>]. (11.50)

Fazendo-se 6 = At em (I1.50), chega-se no seguinte funcional estendido:

Ep (Ac)= sup [(Ac, T AL) + 10 (FALAR) + (F, AV)]; (11.51)
AL eAt
onde f, f5, e f), correspondem a valores conhecidos de o € A no instante t.
Assim, o incremento de multiplicador pléstico AA correspondente para Ao, verifica as

seguintes condicBes de otimalidade: Z

AN € AT, (11.52)
(f+fgAc + fTAL AL - AL) < 0, VAL e A'; (11.53)
que é equivalente a:
(F+flAc + fTAL). AL=0 em B; (11.54)
f+fl Ao + fTAL < Oem B. (11.55)

Além disso, a relacdo constitutiva incremental aproximada sera:
Ae? =fsAL € 0, (Ao); (11.56)
para AA satisfazendo (11.51) ou (11.52) e (11.53).
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Portanto, tomando-se & = At, f linear por partes de tal forma que fs e f, séo
constantes em relacdo a ¢ e A entdo, sdo validas as afirmacdes:
i) as expressoes (11.54) e (11.55) correspondem ao valor exato de f no instante t + At, isto &,

[flc+ Ao, A + AN)] . AL = 0 em B; (11.57)

f(c+ Ao, A + AL) < 0, AL > 0 em B. (11.58)

i) o estado de tensdes ao final do incremento é plasticamente admissivel e incrementos
exatos sdo obtidos quando o processo verdadeiro produz descarregamento elastico local ou
sequéncia de deformacdes puramente elésticas seguidas pelo processo de plastificagdo. Isto
quer dizer que o incremento exato € diferente do incremento aproximado quando 0 processo
envolve plastificacdo seguida por descarregamento elastico local do mesmo modo pléastico.

11.4- Formulacéo variacional cinematica das relagdes constitutivas.

Seguindo o procedimento encontrado em [Proenca, 1989], a formulagdo variacional
feita para 0 modelo nas secGes 11.2 e 11.3, pode ser colocada de uma outra maneira, tanto para
0 modelo em taxas como para 0 modelo incremental e que é valida também para modelos
nédo-associativos redefinindo-se a equacéo (11.4) para:

P= go K (11.59)

onde g, € o gradiente em o de um potencial plastico g = g(c,A).
Dessa forma, as relagdes (11.1), (11.2), (11.3), (11.5), (11.6) e (11.59) podem ser satisfeitas
em qualquer ponto do corpo através da inequacao variacional:

para K € A};
(B R Ry= [ & (X -RydB <0, v et (11.60)

B
Sabendo-se que e & podem ser explicitas por:

R=fgd + T8,
& = VO(&) = E(&- &) =E(&-gsX); (11.61)
entdo (11.60) se torna:

| o E(&-geR)+ TR (K -R)dB <0, vE cAt. (11.62)

B

No caso associativo em que g, = f, a equacdo (11.62) € condicdo de otimalidade para o
seguinte problema de minimizacéo:

ﬁilgf {f 1Y% (t.E fs- fI)R & (,E. & &1 dBY (11.63)
A}“ B
onde & e W.

A relaxagdo de yS= A7 é feita analogamente as equacgOes (11.46) e (11.47)
adicionando-se a indicatriz FA+ (J@‘) em (11.62), resultando para e A%
f

| B (8-go ®)+T 84T ,(B)]. (¥ -HdB< 0, Vi cA” (11.64)
B f
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A regularizacdo de FA+ é feita analogamente a (I1.49) considerando-se a funcao
f

diferenciavel;
GARESE (—%)l f. R dB; (11.65)
para & — 0", cujo valor é zero se R ¢ A; e positiva quando R oe A"
Nestas condices, (11.64) passa a ser escrito para Ry e AT por:
j [(%f-f..E. &+ (1, E. gc-fl))&g]. (R - R)dB > 0,V K eA™; (11.66)
que Zm caso de lei associativa € condicdo de otimalidade de:

ﬁi{gf { 1% GEf-fHRE- (G, E.& R - ¥f. %] dB}. (11.67)
At B

11.4.1- Formulag&o variacional cinemética incremental.

A formulacdo variacional incremental das relagdes constitutivas elastoplasticas € feita
utilizando-se a definicdo dada em (11.50). Considerando-se & = At, a equacdo (I1.65) se
transforma em:

| [(F+1s.E.(Ae-goaL)+fT ANL (AL -AN)dB <0, VAL € A; (11.68)
B
que em caso de lei associativa é solucao do problema:
int {] [ (s E.fo- fT)AL AL - (fo.E Ag). AL - f.02] dB}. (11.69)
AReAt B

Para a equacdo (11.68) sdo validas as mesmas relacdes dadas em (11.52), (11.53),
(11.54), (11.55) e (11.56), quando f e g sdo lineares por partes e as mesmas conclusdes tiradas
no final da secdo I1.3 podem ser feitas aqui.

Observacao: A formulacdo cinemaética feita em (11.66), pode ser reformulada em termos de

velocidades v (ou &e U) e velocidades de multiplicadores plasticos R tais que:
i) v € um campo cinematicamente admissivel com restricbes de contorno bilaterais
homogéneas na parte 0B, do contorno do corpo, ouseja,ve Vg={v e U:v=0em 0B, },
onde U esta definido em (1.32);
ii) a velocidade de deformacdo & = Dv e R estdo relacionadas através da relacdo constitutiva
plastica;
iii) a velocidade de tensdo o, relacionada a v e R através da equacgdo constitutiva
elastoplastica, deve estar em equilibrio com a velocidade de carga.

Esse problema em sua forma variacional é expresso por:
para § — 0%, encontrar o limite de vs e A; satisfazendo:

o Vs eVscVee K e A'tal que,
| (¥f-fo EDV)+(fe. E.go-fT) R (¥ - R)dB 2 0, v & <A’

. I (EDv-gs®s). DV dB =L(V), VW' e Vs.

B
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Essas expressdes, no caso particular de lei associativa, sdo condicdes
necessarias de otimalidade para o seguinte principio de minimo:

para 8 — 0", encontrar vs € Vse X € A" solucdes de,
iv%{l [} EDV.DV+Y (fo. E . fo-fT) R - (fs. EDv). & - Y. K] dB - L(v)};

onde veVse & eA”

E possivel também definir o problema cinemético em termos de velocidades na forma
incremental, de uma maneira analoga aquela feita em (11.67) e (11.68), o que ndo sera feito.

Até aqui, estudou-se modelos elastoplasticos, perfeito e com encruamento positivo,
formulando-os nas formas em taxas e incrementos finitos, gerando potenciais convexos e seus
conjugados, que garantiram uma relacdo de dualidade entre as variaveis de tensdo e
deformacéo.

No proximo capitulo, estudam-se modelos de dano, em suas formas, em taxa e
incremento finito, que estendem a teoria vista até aqui, admitindo que no modelo possa
ocorrer 0 regime de encruamento negativo. Nesse caso, perde-se a convexidade dos
potenciais que regem o modelo, mas ainda assim, sera visto no capitulo 1V que existe um
potencial convexo resolvente que resgata a relacdo reciproca entre as varidveis, quando o
modelo é linearizado e a ramificacdo gerada pelo encruamento negativo é pre-fixada.
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CAPITULO III - Formulag¢io de Modelos Constitutivos para Meios, Elastico e
Elastoplastico com Dano.

Até aqui foram analisados os modelos elastoplastico perfeito e elastoplastico com
encruamento positivo. Nesse capitulo, apresenta-se uma proposta de estudo sobre a
formulacdo variacional de modelos constitutivos para materiais com danificacdo. O tema é
relacionado sobretudo a Mecanica Computacional, explorando-se, particularmente, as
questBes de consisténcia matematica do equacionamento.

O estudo se baseia em um trabalho originalmente desenvolvido em [Proenga, 1989].

A diferenca do que foi desenvolvido naquele trabalho para o que se apresenta em
seguida estd, basicamente, no formalismo matematico. Porém alguns aspectos
complementares ndo abordados foram introduzidos, como a corre¢do do passo de deformacéo
na existéncia de rigidez residual negativa, bem como a existéncia de um potencial convexo
resolvente e de um potencial ndo-convexo, particulares, que regem o modelo, a serem vistos
no capitulo V. Por uma questdo de conveniéncia, desenvolve-se a formulacdo para dois casos
de resposta do material os quais apresentam caracteristicas distintas. Num primeiro caso
considera-se que o meio é representado por material ideal de comportamento elastico.
Admite-se que o dano induz somente reducdo de rigidez, ndo apresentando deformacdes
permanentes ou residuais em um processo de descarga total. Portanto as propriedades
elasticas variam com a evolugdo do processo de danificacdo distribuida. O modelo
constitutivo é apresentado em suas formas em taxas e incremental, ilustrando-se a resposta
numérica que pode ser obtida através de um exemplo simples. Em particular, mostra-se que se
0 encruamento negativo é linear e o incremento de deslocamento ndo viola o limite maximo
de energia dissipada, o0 modelo é integrado em forma exata. Caso contrario uma rigidez
residual pode aparecer, o que leva a discussao de um procedimento de correcdo sobre 0 passo
de deslocamento.

Num segundo caso, 0 modelo € estendido para a consideracdo de deformacbes
residuais, apresentando o meio plastificagdo e dano continuo. Analogamente ao caso anterior,
o0 modelo proposto € desenvolvido em suas formas em taxa e incremental.

A extensdao dos modelos para o caso multi-axial é feita no final desse capitulo.

O desenvolvimento dos modelos aqui propostos € feito no espago das deformacdes, ao
contrério do capitulo anterior, onde se trabalhava no espaco das tensdes e se baseia em funcao
escalar de dano ( por exemplo, a de Von-Mises).

I11.1 - Modelo constitutivo para um meio elastico com dano.

No que segue, admite-se que 0 corpo em estudo ocupa um volume B do espaco
pontual euclidiano, sendo I, e T's as regides complementares do contorno onde deslocamentos
e forcas distribuidas por unidade de superficie so, respectivamente, prescritos. O material se
deforma dentro de um regime de pequenas deformacGes apresentando uma resposta elastica
linear com dano progressivo.

Localmente o dano afeta as propriedades elasticas, de modo que a relacdo constitutiva
em forma secante é expressa na forma

o= EWY)¢; (111.1)
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onde o é o tensor das tensdes, € € o tensor das deformacdes e E é o tensor constitutivo de
rigidez elastica de 42 ordem , em funcéo da energia w* dissipada no processo de danificacéo.

A figura 111.1 apresenta a motivacdo para o modelo em campo unidimensional.

Figura I11.1 - Resposta elastica com dano :
1) energia dissipada no processo de danificacéo
i) reducéo de rigidez e componentes dos incrementos de tenséo e deformacao

II1.1.1 - Leis constitutivas puntuais.

De modo a considerar um processo evolutivo, a relagdo constitutiva valida para
qualquer ponto x € B pode ser expressa em taxas na forma :

s=Ew") &+ B(whs=6 +6'; (I1-2)
f(e,w") < 0; (111.3)

w' - w? <o (111.4)

5= Rhew) (111.5)

W= Rorewd): (111.6)

f<0 R0 K=o (111.7)

se f=0 entio A £ =0, < 0. (111.8)

Em particular, a relagdo (111.3), uma funcgdo de valor escalar, define um critério para
caracterizar a evolugdo do dano e a desigualdade (111.4) imp&e uma limitacdo para a energia
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dissipada, além da qual o material perde completamente a resisténcia. O vetor h(e,w®) > 0
define uma direcdo para &, normal, por exemplo, a superficie representativa de um potencial
de dissipacdo. Por sua vez, r(e,w®) < 0 é uma funcéo de valor escalar que contém, através de
w* um registro da histéria prévia de danificacdo. As condigdes de complementaridade e de
consisténcia (I11.7) e (I11.8) sdo relacionadas as possibilidades de carregamento e de
descarregamento, respectivamente, permitindo-se levar em conta, portanto, a irreversibilidade
do processo.

Alternativamente, a desigualdade expressa em (111.4) pode ser imposta através de
uma outra condicdo de complementaridade. De fato, introduzindo-se uma variavel escalar
a > 0 uma nova funcéo g(a,w") pode ser definida tal que:

glawh=-a-(w'-w?)<o. (111.9)
Entdo, uma condi¢do complementar adicional resulta :

ga =0comg < 0e a >0. (111.10)

Essa condicéo implica que:
se g<0=>w'>w'e a=0;

se g=0=>w!<wlea=w'-w'>0

Adicionalmente, como gl= -&-- %" e §< 0 entfio -w < &L< 0. Em particular, se =0
entio Gk= - W,

Seguindo-se um caminho padrdo no sentido de se obter uma forma tangente do
modelo constitutivo a partir das relaces anteriores, em primeiro lugar o multiplicador x, que
aparece nas relacdes (I11.5) a (I11.8), pode ser determinado aplicando-se a condicdo de
consisténcia. Nesse sentido, tomando-se a derivada total de f resulta :

H=f_ .8l +f W (11.11)
Impondo-se, entdo, £= 0 e considerando-se a (111.6) segue que
f_. & - kf , riew’) =0, (111.12)

ou ainda

_ (fs'm _ (fa'g —
e o~ 6 oM B=Tar>0 (11.13)

Na Gltima relagdo é suposto que f , r(e,w®) >0, com f , < 0. Entdo, 0 mddulo ou
w w

pardmetro de encruamento G pode assumir somente valores positivos. Além disso, f_. &> 0

indica que a evolucdo do dano ocorre quando a taxa de deformacdo aponta para fora do
dominio eléstico.
Pela substituicdo de (111.13) em (111.5) a relacéo para &* se torna:

h®f,
G

Como pode ser observado, no caso geral, & é ndo simétrico. A simetria pode ser
recuperada assumindo a associatividade entre h e f_ . Nesse caso:

& :_(f.c, ifs el (111.15)

& =-( )&, (111.14)
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Pela combinacdo de (111.2) e (111.14) a relacdo constitutiva pode ser expressa, no caso
ndo associativo como:

&=Hmw" &= [E w- " 2fey1 805 Ko, (111.16)
0OU No caso associativo como:
& = Hw) &= [E(wd) - (2 8)]£3e R >o. (111.17)

Usando as relacgdes (111.6) e (111.13), a lei de evolugdo da energia dissipada pode ser
expressa por:

d _ (fe'g d _ (fs&
W - r ou W —-—fd : (111.18)

w

0.8

wd

Na ocorréncia de g =0, entfo &L= - W' =

Além do mais, considerando-se (111.18) e (I111.13) a relacdo entre7§‘ com d&kpode ser
expressa por:
K =y dL (111.19)
com
y=r?<0. (111.20)

Portanto, &- < O e % > 0.

Por outro lado, algumas vezes, ao invés de se usar a funcdo escalar r(e,w") ou %’ é
mais conveniente tratar diretamente com o tensor de rigidez elastico com dano. Nesse caso,
considerando-se que,

E&(wd):E d‘@d (111.22)
w
e levando-se em conta (111.6), a (111.21) pode ser escrita por:
E(w?)=-2 E . r=—AT ; (1-22)
onde T=E wa b € um tensor de quarta ordem que da uma direcéo para E.
Entdo, considerando-se (111.13), tem-se:
po (a8 (111.23)
G
Da relacgdo (111.2), a taxa em tensdo com dano pode ser expressa como:
&d — @( Wd) € (|”24)
ou usando (I11.23) por:
f. .
&d:_%ﬁn: (_T*‘?g)fs ) (111.25)
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Combinando-se (111.5), (111.22) e (111.24) obtém-se:

h=Te, (111.26)

que indica que, no caso associativo, a simetria para &* pode ser recuperada. Nesse caso, 0

tensor T assume uma forma particular T.
Finalmente, uma expressdo para o escalar y resulta de sua definicdo (111.20),

combinada com (111.5), (111.6) e (111.24):

yo meEa o (11272
[

que para 0 caso associativo torna-se:

(f; ®¢).E_, (111.27b)
[

\V:

II1.1.2 - Formulac¢io variacional em taxa.

Um tratamento matematico alternativo para a representacdo do modelo constitutivo,
resulta da introdugéo de uma forma variacional que inclui as condi¢des de consisténcia e de
complementaridade.

Nesse sentido, considerem-se, inicialmente, 0s seguintes conjuntos :

At ={k20/f.¥=0 YxeB}; (111.28)
A;={% >0 VxeB} (111.29)
Ag={d&<0 VxeB} (111.30)

Entdo, para k e A} as condigOes de complementaridade e consisténcia (111.7) e
(111.8) podem ser expressas de modo equivalente por

113 E.(F-%)dB < 0; V%*EAF—. (111.31)

A equivaléncia com as condicdes (I11.7) e (111.8) pode ser facilmente verificada
adotando-se para %" sucessivamente os valores 2% e 0, analogamente a (11.24) .
Pela substituticdo da (111.12), a relacdp anterior resulta

[ If,. 8- kf ,rew)] (¥ -%).dB <0; VE cA}, (111.32)
B w '
ou entdo por meio do médulo de encruamento G :

[ [f,.&- RG]l (R -BydB < 0, v & e A7 (11.33)

Entretanto, a condicao * e A7 € ainda bastante restritiva e pode ser relaxada
considerando-se uma funcéo indicatriz dada por :

L]0 s Rel (11.34)
Ay +o se KeA,-A%’
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A funcdo indicatriz pode ser introduzida na formulagcdo, de modo mais conveniente,
através de sua forma regularizada ou aproximacao assintotica :

=(—1 +
1 = ( A)]f3 f. XdB com 5 — 0", (111.35)
Portanto, a relacdo (111.32), agora para 7§ze A, torna-se:
; [% ot 8- Rt rewy] (R -R)dB< 0, v KeApand 5507, (111.36)
B W

Finalmente pela substituicdo de 9& = ydLem (111.36) chega-se em:

f . . 111.37
LD 0, 8 g G (ve -yl OB < 0, V6 e A, (111.37)

B
notando que Ke Ay implicaem ke A, .

Por outro lado, é interessante observar que a condicdo (111.4), que impde um limite
para a energia dissipada, coincide com a condi¢do de otimalidade do seguinte problema de
maximizacao :

max | [~ %)) -(w* -W*)a"]dB; (111.38)

a*e Ag B
onde Ag={a :a (x)>0,Vx e B}.
A condic¢&o de otimalidade de (111.38) é entdo dada por:
[ [Fa-(w'-w")](a -a)dB<O; (111.39)
B

ou [ g(a -a)dB<O; (111.40)
B
a qual é equivalente a (111.10).

II1.1.3 - Relacio constitutiva incremental.

Uma forma variacional incremental, de maior interesse para as aplicagdes numéricas
porque permite tratar o problema em passo finito, resulta de uma discretizagdo no tempo
usando-se aproximacdes de Euler do tipo

Ae = At ; Ao = GLAL; (111.41)

onde Ae e Aa sdo incrementos no intervalo de tempo [t, t + At].

Pela substituicdo da (I11.41) na (111.37), com Ao € A,, resulta a seguinte forma

g1
incremental :
f % *
][3 [Atg+f8.As -fwd Aa].(yAa -yAa)dB< 0,V Aa € A,. (11.42)

Uma forma ainda mais apropriada obtém-se com a condi¢cdo & = At. Entdo :

[ [f+f,.Ae -f dAa].(\onc*-\pAa) dB < 0,V A’ €A, (111.43)
B w
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Localmente a relacédo (111.43) corresponde a :
[f +f_. Ac -fwdAoc] <0, VAa €Ay ; (111.44)

[f+f,.Ae -f ;Aa].yAa =0, VAaeA,. (111.45)

Nota-se que a forma local é expressa por um problema de complementaridade, o qual
pode ser resolvido com o emprego de algoritmos de programacdo matematica. Em particular,
se f for linear por partes, a solugdo da (111.45) contém incrementos exatos Aa. que verificam
f =0 no passo t + At . Como consequéncia, a relacdo constitutiva é representada de modo
exato para qualquer At que implique somente em crescimento do dano ou entdo em um passo
puro de descarregamento.

I11.1.4 - Exemplo de aplica¢io numérica.

A resposta numérica do modelo proposto pode ser avaliada por uma aplicagcdo simples
em campo unidimensional. As caracteristicas do elemento estrutural estudado estéo ilustradas
na figura 111.2 .

E=1000
s=1 L
L=10
o
i TR
— p=10
G =10 | < wi
c »:
: Ue=0.1 u=-04 U
SO E .
e 5 =004

Figura I11.2 - Elemento de barra submetido a tragdo uniaxial.

No caso uniaxial pode-se escrever uma expressio para E” e as relacdes gerais do modelo
passam a ser dadas por:

a-(wl-w?)<0; (111.46)
[-o-(w'-W*)]a =0, a 20; (111.47)
Wiz O & (e*=eh) (111.48)
2(e-¢°)
d/ — e

fzpog = _[(2w _(8_-8 ))+8e]; (111.49)

cE
f=1:1, :_2(5_-fe ; (111.50)

w ce
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2w

Ee‘e*

E'=(1- YE;

(fs ®8*).Ewd

Ir.[

Y= , y<0;

[f+f .Ae -f ; Aa].yAa = 0, VAaeA;g
[f+f .Ae -f , Aa]<0;
Aw'=-Aa;

Ac =E Ae - yAo,

(111.51)
(111.52)
(111.53)
(111.54)
(111.55)
(111.56)

Para este exemplo é possivel escrever diretamente expressdes para 0s incrementos de

deslocamento Au e de carga AP :

[u-u + Au - Lf qAa]<0;
onde

*

f=zu-u;

« Au
AP =E T VA .

Também para esse caso particular foi adotado:
B —2e*
~ (015w® +001)%

v

Os principais resultados numéricos estdo ilustrados na figura I11.3:

Figura I11.3 - Resposta numérica.
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Na figura, apresenta-se uma histéria de deslocamento imposto que inclui um
descarregamento, indicado pelo ponto 3, entre 0s passos 2 e 4 e duas possibilidades de
carregamento a partir do passo 4 . Na primeira possibilidade, o incremento de deslocamento
leva a uma deformacdo, representada pelo ponto 5, correspondente ao limite exato para a
energia dissipada w? prescrita. Além desse ponto a rigidez obtida é nula para qualquer
incremento adicional, como por exemplo, o indicado pelo ponto 6. Na segunda possibilidade,
o incremento de deslocamento imposto leva a uma deformacdo que ultrapassa aquela
correspondente ao limite de energia dissipada. Em consequéncia o0 modelo determina uma
rigidez residual representada na figura por uma linha tracejada passando pelos pontos 7 e 8 .

Os principais resultados numéricos obtidos estdo reunidos na tabela I11.1 .

Points | Au Ao \ AP u g w' E f
A |0.08 0 0 8 01 | 0.01 0 1000 | -.02
1 | 0.05] -0.02 -200 1 0.13 | 0.013 | 0.02 | 69230 | 0
2 1009 | -0.06 | -153.85 -3 0.22 | 0.022 | 0.08 | 27273 | O
3 1-0.03 0 * -0.82 | 0.19 | 0.019 | 0.08 | 272.73 | -.03
4 1009 | -004 | -9091 |-1.182|0.28 | 0.028 | 0.12 | 14285 | O
5 1012 | -0.08 | -71.43 -4 04 | 0.04 | 0.2 0 0
6 |0.03 0 -71.43 0 04 | 004 | 0.2 0 0
7 1015 -01 | -71.43 -5 043 | 0.043 | 022 | -2325 | O
8 | 0.03 0 -46.51 | -0.07 | 0.46 | 0.046 | 0.22 | -23.25 | O

Tabela I11.1: Principais resultados numéricos.

(*) - Valor indeterminado para .
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111.1.5 - Sobre uma corregéo do passo de deformacéo.

O inconveniente representado pela rigidez residual tem origem na prépria condicéo de
limitagdo para a energia dissipada. De fato, a definicdo proposta para a varidvel o > 0 nédo
elimina o caso onde :

a=0ew'-w?>o. (111.61)
Tal caso implica em uma violagdo da seguinte condicao:
e < E. (111.62)

No sentido de estabelecer uma correcdo para aquela possibilidade, considere-se uma
funcao de relaxacédo definida por :

iBe)=- P -(s-&) <0 com B >0. (111.63)
Ent&o, um problema de complementaridade resulta:
{ se j<0 = B=0 e e<t

s j=0 = £>& = P=g-5>0’ (111.64)

onde a condicdo j < 0 e, portanto, B = 0 implica que (111.62) é satisfeita, enquanto j =0 e
B > 0 representa uma violagéo da condigéo.
E entdo possivel estabelecer uma relagio de complementaridade entre oe B :

a=Ww'-w’>0; Bp=0 e g<e
af=0 < 4 4 _ ;
a=0; W'sw® e B=g-€2>0 (111.65)
onde a condicdo (o > 0 e B = 0)significa que (111.10) e (111.62) séo satisfeitas, enquanto que
o =0 e B >0 representam uma violacdo para ela.
Finalmente, tendo-se em vista (111.65), uma corregédo para a deformacéo total no passo
resulta de :

e=¢* sea=0 epB=0
ge=e*— B sea=0 eB>0" (111.66)

onde ¢” ¢ a atual deformac&o total imposta. Com o valor corrigido de € é possivel determinar a
variavel associada & energia dissipada por danificagdo w® e o médulo de rigidez elastico com
dano E.

Aplicando-se a correcdo sugerida em (111.66) ao exemplo desenvolvido, obtém-se a
resposta ilustrada na figura 111.4 . Deve-se destacar que :
i) os pontos A, 1, 2,3 e 4 apresentama.>0e f=0, oug=¢;
i) impondo-se um deslocamento Au = 0.15 a partir do ponto 4, o processo de correcdo leva a
B=g-&= 0003 e e= g - B=0.043 - 0.003 = 0.04. Com esses valores, as equacdes
(111.48) e (111.51) fornecem w® =0.2 e E" =0 (ponto 7).
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iii) para qualquer deslocamento adicional a partir do ponto 4, no ponto 8, resulta a = 0,
w! =02 e E' =0.

10

>
nNo

5=7 8

Figura I11.4 - Resposta numérica corrigida.

111.2 - Modelo constitutivo para um meio elastoplastico com dano

A formulacéo apresentada para o caso elastico com dano é agora estendida para o caso
elastopléastico com dano, de forma a incorporar os efeitos de plastificagdo do material
idealizado, cuja resposta uniaxial € ilustrada na figura I11.5.

A
!jl
| P
’ 4
/o o g

o /) —t  |eoe | A

/ | o

/ Vs |

A/ t d A/ pa
I LS ot 1| 40
I
fr’ | -3dd 0 | 8
B T 4
/f ¢ # 9€ \ ’ pd I //
. 7y
/ s pd
f.-"' /r (& . AW o~ :
/ / = :
/ // }
T/ : |
L |
. —
dei . ‘ g°® ‘ ®

) i)y T t

Figura I11.5 - Resposta elastoplastica com dano:
1) reducdo de rigidez e componentes dos incrementos de tensdo e deformacéo
i) energia dissipada no processo de danificacao e plastificacdo

Uma quantidade de energia w™® é assumida ser dissipada em correspondéncia aos
processos de dano e plastificacdo.

Em sua forma secante, a tensdo total esta relacionada ao tensor de deformacéo elastica
por meio do tensor dos moédulos secante de rigidez elastica:

o = E(wP)e®; (111.67)

onde a rigidez elastica E é uma fungéo da energia dissipada w"®, considerada no passo atual.
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A figura 111.6 seguinte, ilustra essa relacdo para o caso uniaxial.

(e)
A
/,/
o
e E(Wpd) .
‘ o !

Figura 111.6 - relacdo secante uni-axial para o caso elastoplastico com dano.

111.2.1 - Relagdo constitutiva em taxas para material elastoplastico com dano.

A relacdo constitutiva valida para qualquer ponto x € B, no caso elastoplastico com
dano, pode ser expressa localmente em taxas na forma:

&= Ew™) &+ B(w) e = 6° + 6™ (111.68)
fle e W) <0, (111.69)

W W™ <0, (111.70)

&M= - Rh(ee w) (111.71)

P = - Ror(e, ™, wh) (111.72)
f<0 R0 Kf=o; (111.73)

se f=0 entio K # =0, < 0. (111.74)

Nas relacdes anteriores, &™ é a parcela de relaxacdo de tensio devido a evolugdo do
processo de danificacdo e plastificacdo, wP? ¢ a energia dissipada no mesmo processo,
limitada superiormente como indica a (111.70). Em particular o tensor h(e,e™ WP > 0 é
considerado normal a superficie representativa de um ‘potencial elastoplastico com dano’ e
r(e,e”wP% < 0 é uma funcdo de valor escalar que contém as informacdes da historia da
plastificacdo e dano previstas. As condi¢des de complementaridade e consisténcia (111.73) e
(111.74) sdo analogas aquelas vistas para o0 caso elastico com dano, onde a funcdo f constitui-
se em critério de plastificacdo e dano.
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Em particular, aparece também a variavel €™ que retine a parcela de deformagéo
residual €” e a parcela associada & reducéo de rigidez ° .

Analogamente ao caso anterior, a desigualdade expressa em (111.70) pode ser imposta
através de uma outra condicdo de complementaridade. Assim, introduzindo-se a variavel
escalar a > 0 uma nova funcéo g ( o, wP®) pode ser definida tal que:

glawP?) = - a - WP -wP?) < 0. (111.75)

Entdo, a seguinte condicdo de complementaridade pode ser estabelecida em analogia
com (I11.10):

goa =0 com g < Oand a >0. (111.76)

Além disso, como §= -&L- WP? e ¢< 0 entdo -WP? < &L< 0, destacando-se ainda que,
para ¢/= 0 vale &= - W9 .
Com o objetivo de se obter uma forma tangente do modelo constitutivo a partir das

relagBes anteriores, procede-se inicialmente "a determinacdo do multiplicador)& > 0,
aplicando-se a condicdo de consisténcia. Nesse sentido, tomando-se a derivada total de f
resulta :

_ d d
L PR Y R (11.77)
Entéo, utilizando-se a relagdo & = - E(wP%) £" e, portanto, que
gM=—E*(w) o™ (111.78)
e substituindo-se a (111.78) em (111.77), em uma situagio em que = 0 segue que:

LA AT L ET J&f (111.79)

ou ainda,

R (1_:; i) _f.#& (111.80)
—f E*f +f,r G

Nessa ultima relacdo supbe-se que G = - fSpd E7f 4+ f

r >0 é o modulo de
whPd

encruamento elastopléstico com dano, com f od < 0. Entdo, o parametro de encruamento G
w

pode assumir somente valores positivos. Além disso, f_. & > 0 indica que a evolugdo do dano
ocorre quando a taxa de deformacédo aponta para o lado externo ao dominio elastico.

Considerando agora (I11.71) e (111.80), a relacéo para & ,no caso ndo-associativo, &
expressa por:

h® f
pd = g (111.81)
& G
Entéo, a relagéo constitutiva tangente resulta como:
&= Hw?) &= E w - "2y 18 e K> (111.82)
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No caso associativo a relacdo (111.82) € equivalente a:
f.®f
&= Hw™) &= [EW™) - (= =) 1 &), se 20, (111.83)

Analogamente ao modelo visto na secdo Ill.1, usando-se as relacdes (111.72) e
(111.80), obtém-se:

\@pc‘:-%r. (111.84)
Além disso, a relacdo entre dke » pode ser dada por:
R il (111.85)
com
— -1 .
y=r"<0 (111.86)

onde, y é determinado em analogia a (111.27a) e (111.27b), com Ed substituido por Erd
naquelas relacdes.

Para determinar-se separadamente as partes, pléstica e com dano, do tensor ™ é
conveniente considerar as seguintes relacoes:

&' = B(w™) ¢ (111.87)

&M =hr W= hy W (111.88)
&= 6" + 6% (111.89)
Bw)=E . (111.90)

Entdo, combinando-se tais relacfes obtém-se:

&= \rd Ewpdae e & = @ (- Ewpdge +yf,); (11.91)

onde é admitido que ‘ rf, ‘ >‘ E .4 €°| . Um inconveniente das relagbes vistas em (111.91) e
w

(111.67) é que essas sdo expressas em funcdo de &°. Mas, deve ser enfatizado que &° pode ser
determinado em funcéo de & e W™ ou seja:
e = & (e,w").

111.2.2 - Formulag&o variacional em taxa.

Considerando-se os conjuntos (111.28), (111.29) e (I11.30) e procedendo-se como
anteriormente, para Re A} tem-se que:
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P E R R <o, v el (111.92)
B

Utilizando-se (111.77), a (111.92) é equivalente a:

(111.93)

jIf, 8+ AT, E* f - &f ] (R-BydB <o vRecar.

d
B p

A Ultima inequacdo € equivalente as condi¢bes de complementaridade e consisténcia
(11.73) (111.74).

Utilizando-se o parametro de encruamento determinado em (111.80), a relagéo (111.92)
pode ser escrita também por:

P [f, .8 RG) (R -RydB <0, v K cA?. (111.94)
B

A condigé&o restritiva 9&6 A7 pode ser relaxada, considerando a funcdo indicatriz |
f

definida em (I11.34) e introduzida no modelo por meio de uma aproximagdo assintética de
acordo com (111.35).

Portanto, utilizando-se a relagéo assintotica (111.35), para 7@‘ e A, a(l11.94) se torna:
; [% +f, & RGL( K- BydB< 0,V B'cArand 50" (111.95)
B

Finalmente, pela substituicao de 9& = ydk, chega-se em:

I [%+fa,& - Gyal]. (o~ yél) dB < 0, V& e Ay,
B

(111.96)
notando que )&E A implicaem ke Ag.

A condicdo (111.70) que imp6e um limite para a energia dissipada, coincide com a
condicéo de otimalidade do problema de maximizagéo (I11.38).
A condicdo de otimalidade é agora dada por:

I [a- (WP -wP)] (a” - @) dB <0, (111.97)

equivalente a (111.39) e (111.40), a qual € equivalente a relagéo (111.10).

111.2.3 - Formulagéo variacional incremental.

Uma forma variacional incremental resulta de uma discretizacdo no tempo, utilizando-
se (111.41).

Pela substituicdo de (111.41) em (111.96), com Aa. € A
resulta:

g aseguinte forma incremental

f * *
| [Atg+f8.A8-\|lGA0c].(\|;Aoc -YAa)dB< 0, VAo €Ay. (111.98)
B
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Em particular, fazendo-se 6 = At, um funcional estendido resulta:

é [f +f, . Ae -yG Aq]. (yAa - yAa)dB < 0, VAa*eAg. (111.99)

Localmente a ultima relagédo corresponde a:

[f +f,.Ae -yGAa] <0,VAa € Ay; (111.100)
[f+f,.Ae -yGAa] yAa = 0; (111.101)
VAaeAy. (111.102)

As relag6es locais (111.100), (111.101) e (111.102) sdo equivalentes a um problema de
complementaridade linear, o qual pode ser resolvido por métodos de programagdo matematica
e as mesmas conclusdes tiradas no final da secéo 111.1.3 podem ser feitas aqui.

111.2.4 - Simplificacdo do modelo elastoplastico com dano.

O modelo elastoplastico com dano pode ser simplificado, considerando-se a
redefinicdo das equacdes (111.69), (111.71) e (111.72) para:

f(ewP) < 0; (111.103)
& = - RhEew™): (111.104)
WP = - (e, W), (111.105)
Aplicando-se a condicdo de consisténcia e tomando-se a derivada total de f resulta :
— pd

Bt gl f P (111.106)

Entdo, utilizando-se a relagdo (111.105) em uma situacdo em que f = 0 segue que:
f,.8- Rt r=o. (111.107)

w
A determinacdo do multiplicador 9& > 0, a partir de (111.107) é dada por:
B (8 _ (0.8 (111.108)
prd r G
Nessa ultima relacdo considera-se G = f oa T2 0, 0 modulo de encruamento
W

elastoplastico com dano, com f od < 0. Entdo, o pardmetro de encruamento G pode assumir

w
somente valores positivos.

As demais relacdes sdo deteminadas analogamente aquelas vistas nas se¢des anteriores
(11.2.2), (111.2.2) e (111.2.3).

111.3 - Generalizacdo do modelo.
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A generalizacdo do modelo para o caso multi-axial é feita de maneira analoga ao
procedimento efetuado até aqui.
Considerando-se a redefinicdo das variaveis e pardmetros envolvidos para o caso
multiaxial tem-se que:
M ccWeoeW  ondeW eW' so respectivamente os conjuntos de deformacdes e
tensGes admissiveis, s&o assumidos como tensores de 22 ordem nas variaveis €ij € Gij;

m O tensor dos médulos elasticos E é assumido como um tensor de 42 ordem nas variaveis
Eijkl;
B f é uma fungdo escalar dependente do tensor de 22 ordem ¢ e do escalar energia de

dissipacdo w” o que implicaem f_ ser um tensor de 22 ordemeemf _ ser um escalar;
€ pd
w

m & & um tensor de 22 ordem dependente do escalar taxa de multiplicador

elastoplastico com dano X e do tensor de 22 ordem f., no caso associativo ou do
tensor de 22 ordem normal & superficie de dano h, que representa a regra de fluxo néo-

associativa;
B r é uma fungdo escalar dependente do tensor de 22 ordem ¢ e do escalar energia de

dissipacdo wP?, que contém a histdria da plasticidade associada ao dano prevista.

Desde que, a definicdo das equacdes vistas nas se¢Oes anteriores foram feitas levando-
se em consideracdo a natureza das varidveis no caso multi-axial, entdo, para o caso multi-
axial, a definicdo das variaveis envolvidas sdo feitas de maneira analoga aquela vista nas
secOes anteriores.

Vale ressaltar que, da maneira como foram elaborados os modelos, esses sdo versateis
no sentido de que, se 0 modelo considerado é o modelo elastoplastico com dano, desde que
Wiz 0 pode ser particionado em Wi e Wi, a particdo implica em encruamento positivo quando
Wi’ =0 e em elasticidade acoplada ao dano quando Wi = 0.
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CAPITULO 1V - Potenciais: Convexo Regularizador e Nao-Convexo para os Modelos
com Dano.

A contribuicdo desse capitulo se encontra na definicdo de potenciais particulares,
sendo um convexo e outro ndo-convexo, que regem 0s modelos lineares de dano vistos no
capitulo anterior.

Sera mostrado que o potencial convexo se relacionara diretamente ao modelo
elastoplastico com dano, mas particularmente é valido também para o modelo elastico com
dano desde que ndo se considere deformacdes residuais. Porisso esse potencial sera
denominado de potencial convexo regularizador ou convexo resolvente dos modelos com
dano. Esse nome esta baseado no fato que, apds determinar-se o multiplicador em taxa de
dano, a definicdo do potencial acopla a diferenca entre um potencial estritamente convexo
(potencial elastico) e um potencial convexo escrito em funcdo da variavel multiplicador de
dano, gerando um particular potencial convexo, como sera visto. Esse potencial esta
relacionado ao modelo corrigido, ou seja, onde 0s pontos gerados através da derivacdo desse,
estdo localizados exatamente na curva de encruamento. A sua definicdo tem analogia ao
estudo encontrado em [Feijoo6 e Zouain, 1990] e explora resultados reunidos no Apéndice B.

A definicdo do potencial ndo-convexo € vista com maiores detalhes na secdo IV.5 e
explora resultados reunidos no Apéndice C.

IV.1 - Hipoteses adicionais.

As hipoteses adicionais consideradas sdo anadlogas aquelas encontradas em [Feijoo e
Zouain, 1990], as quais sdo observadas, obtidas e comprovadas na pratica.

Considere B a regido ocupada pelo corpo material. No corpo B as hipoteses adicionais
gue seguem sdo consideradas.

i) sejam W™ e W subespacos duais em B, ndo vazios, aos quais pertencem respectivamente
o0s tensores taxa de tensdo e taxa de deformacédo. Estes espacos vetoriais sdo dotados com
normas e produto dualidade como segue:

| &lw=(] & &B) 2 ;| & |w =(] & &dB)>; (IV.1)
B B

(& & = | &&dB. (IV.2)
B

ii) taxas de multiplicadores plasticos & ( ou A) e a funcdo de plastificacdo e dano f sdo
definidos nos espacos duais A, A~ em B, respectivamente, tais que as normas e o produto
dualidade sdo definidos como segue:

| # a=(] K fds) ) f as = (] frds)? | (IV.3)
B B

(f, Rypaar = | .5 dB. (IV.4)

B

iii) para um dado campo vetorial f, tal que f< 0 em B, os conjuntos A{, At e Ay definidos
respectivamente em (111.28), (111.29) e (111.30) também séo considerados aqui;
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iv) sdo resumidas agora as hip6teses envolvendo a funcdo de plastificacdo e dano f e a
funcéo gradiente f :

iv.1) f=f(e,e™ wP) é uma funcéo regular em campo escalar do campo tensorial € € W, do
campo escalar A € A e convexa com respeitoa ¢ (ver figura IV.1).

Funcdo de Tresca

fa.
Funcéo de Von-Mises

o

Figura IV.1 - funcéo de plastificacdo e dano de Tresca e Von-Mises.

iv.2) f.=1, (gA) € um operador linear de 22 ordem definido de W x A em W* x A,

admitido como:
iv.2.1) limitado inferiormente e superiormente em Ay, isto é, para alguma constante hy > 0 e

ho” > 0, tem-se,
ho| B x| foR [ > ho

R, VR eAs (IV.5)

Essa propriedade garante que somente taxas de tensdo plasticas com dano diferentes
de zero sdo consideradas pela contribuicdo dos modos pléasticos ativos &, ou Seja,
6™ = - X f_ » 0 e que somente estdo considerados valores finitos para &™. Além disso,

(IV.5) também garante que existe somente um & e A; tal que X f_ é igual a um &™

prescrito.
iv.2.2) K f. é continuamente dependente de & € W , isto €, para h; >0,

(& R ) <h | &|w| R s, VEeA V&eW. (IV.6)
A propriedade (IV.8) garante que, dado um & e W™ tal que 3% e A, ou seja, 0

carregamento provoque deformacdo plastica associada ao dano, a taxa de dissipacdo de
energia (& XK f. ) e finita. Isto quer dizer que, os niveis de tensdo & considerados

provocam um dano continuo e limitado no corpo material analisado, levando-o continuamente
ao colapso total, ou seja, a nova superficie de plastificacdo e dano é limitada.

v) O tensor dos médulos elasticos E é simétrico e definido positivo, tal que para h, > 0 e
he>| E [,
h, " & ”2 < <E &,&)Sh3 " & ”2, vV &e W. (|V.7)

vi) O modulo de plastificagdo e dano G é tal que, parahs;>0¢e hs > G,

ha| & |2 <(GRR) < hs| K |%V KeAs. (IV.8)
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Desde que, & pode ser particionado em & e %°, a propriedade (1V.10) implica em
encruamento plastico positivo quando (G &% %% = 0 e em dano acoplado & elasticidade
quando (G P &Py =0, se (G K, &) =0.

IV.2 - Definicé@o do potencial convexo regularizador.

Inicialmente, considere o seguinte potencial, ¢1 : WX A — R, tal que:

(&R = {¥ (E&&+ (-Rf & + ¥ (GRR)} (IV.9)

Para esse potencial, sdo validas as seguintes propriedades:
P1) ¢1 € convexo nas variaveis & e W e K e A7,
Justificativa:
Tal fato se confirma diretamente de (I1V.7) e (1V.8), ja que o operador E é simétrico

definido positivo e o pardmetro G é positivo, ou ainda porque, ¢; é definido como a soma de
um potencial quadratico com um potencial linear em qualquer das variaveis. O

P2) o1 6 continuo nas varidveis & e W e K e A}.
Justificativa:
¢1 6 continuo na variavel & e W pois, v & e & e W, para & e A7 fixo, tem-se:

01 (&%) - 40 (8,%9] =
| Y (E & &) - Y (E&&- (R &)+ (K &+ LG R LG R <

< | Y (EE+&), & & + (Ri & &) <
< VIE|| &+& || & &+ | #f, || &- &<
< Yhs| &-& ||| &+& | +ho| # || &-& |
< K| &-&;
onde, K= Yhs | &+& [+ ho| % |

Logo, ¢ € limitada em &, e entfo, ¢; é continua em &.
Analogamente, se prova que ¢, é continua em X e AT O

P3) ¢1 € coerciva nas variaveis & e W e K e A,
Justificativa:
Para & e W e K e A} fixo,

01 (&%)={} E&&+ (- K, & + ¥ (G ¥ K)}>
Yho| & 2- (& &t )+ % GRE > Yny| & 2- (& &f, )] 2
> oh | & |-hy | & & | = (he| & -h| ®])] &]
Logo, lim ¢ (&%) = + .

[l->+c

Portanto, ¢; é coerciva.
Analogamente, prova-se que ¢; é coerciva em X e AT O
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Proposicéo 1V.1:
Considerando-se agora o seguinte potencial, ¢: Wx A — R,

o (&%) = inf ¢, (& X&), ou seja,
r &
o (& 3ex) = R 1y E&&+ (Kf, & + ¥ GKEY, (IV.10)

vdeWw e Ke A7, entdo, desde que W e A sdo conjuntos convexos, fechados e nao-
vazios, ¢ possui infimoemW e Af.

Justificativa:
Devido ao fato de ¢; ser convexa, continua e coerciva nas variaveis & e W e
R e Af,comW e Af conjuntos convexos, fechados e ndo-vazios, entdo, ¢, € fracamente

inferiormente semi-continuo e apresenta a propriedade do crescimento (ver proposic¢des B3.9,
B3.10). Em consequéncia disso, tem-se que ¢ é limitada inferiormente nas variaveis & € W

e Kc A7 epossui infimoemW e A7, 0

Proposicao 1V.2:
Se ¢ possui infimo em W e Af entdo ¢ € inferiormente semi-continuo (i.s.c) em

We AT.

Justificativa:
Sejam & e W e e A{, admitidos como infimos para ¢, nesses conjuntos.
¢ € is.c.em & e W, pois para n — o

lim inf( inf { ¥ (E & &)+ - R, & + 1/ G KR} >
& & & R % %

> lim inf(inf{ ¥ (E &,&+ (- Kf &) + ¥ G Ky} >
& & & }é %

> Y EL )+ KL &) + Y GRR = o(& K

Portanto, lim ¢(&", )&) > (&, Xg‘*) e de acordo com a definicdo A2.4 do
& &

Apéndice A, ¢ é inferiormente semicontinuo (i.s.c.).

Analogamente, prova-se que ¢ € i.s.c. em )&E AT O
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Proposicao 1V.3:
& é propria nas variaveis & e W e S AT,

Justificativa:

& é propria nas variaveis & € W pois:
o(&0) = ¥ (E&& > 0e é um valor finito na hipstese de pequenos

deslocamentos e deformacdes.
Além disso, §(&, &) > - o pois para & e W admitido como infimo para ¢ em W

e R'c At fixo tem-se:
W& > 1y E& &)+ 1, K&+ 1 R K
> Y EL )+ K& > Y ELE- (1, K& > -
pois, ¥ (E &, &) > 0 e -[(f, K, &) =-n | & || K |>-.

Portanto, ¢ € propria na variavel & e W .
Analogamente, prova-se que ¢ é propriaem e Af. O

Proposicao 1V .4:
¢ ¢ diferenciavel nas varidveis & e W e X e A},

Justificativa:

Para se provar que ¢; é diferenciavel nessas varidveis utilizara-se a diferencial total
com relagéo as varidveis & e W e R e A}, Assim:

|61 (&, K) - 4 (& R)(E & &~ &-(-Kf,, & &-(-(K- Ry, &-(GR K- Ry|=

= [{YE & &)+ (K1, &) + 1 G RK)}-{UE && + (-, K&+
+Y GRRY-EQ&- &+ (K, & &+ (K- R)f, & - (GRE-RK |

= | Y (E(&- &), &- &+ 1 (G (R-R), KR+ - (BB f,, &-&) <
< | Y (E(&- &),&- &) +| 16 (R-R), KRB + [ (R-BYf, & &
< Wpho| &K P hy| &-& || KR | 430 | KR
Essa Gltima condicdo implica que ¢,  diferenciavel para & > & e Ko K

Portanto, ¢ é diferenciavel nas variaveis & e W e e AT O

Proposicdo 1V.5

60



Capitulo IV - Potenciais: Convexo Regularizador e Nao-Convexo para 0s Modelos com Dano.

As condicgdes de consisténcia para 0 modelo elastoplastico com dano estdo satisfeitas.

Justificativa:
Desde que ¢ é convexa, i.s.c., propria e diferenciavel em Xg‘* e A, entdo 3)@‘ e AT
admitido como infimo de ¢ em A{ satisfazendo as seguintes condicdes de otimalidade:

Vi (&R R > 0, vR e o
(Fo. &+ GRL KR >0 v cAl o
(fo.&- GR KK < 0, VR Ay

a qual é equivalente as condicdes de consisténcia para o modelo elastoplastico com dano. O

IV.3 - Existéncia do funcional conjugado (dual) ¢ para ¢ em & e W.

Desde que ¢, escrito na variavel & € W , para 7&* e A7 fixo, € um funcional
convexo, i.s.c., proprio, se definido em um subconjunto fechado ndo vazio W , entdo, na
hipétese de W ser fechado e ndo-vazio, existe o potencial ¢ : W™ — R com relacdo a ¢ em
& e W, definido por:

06, 5) = sup { (6, & - (&K} V& e W (IV.11)
SeW

e para ¢ (&, )&*) < oo, existem os conjuntos de subdiferenciais o,0(&, )&*) e 05 ¢ (&, 7@‘*),
fechados e ndo-vazios, tais que a seguinte relacao de dualidade pode ser estabelecida:

8 e 0. 0(&K) & & e 096, K, (IV.12)
onde,
0. 0(& K ={y eW talque vV & e W, $(& K- o(& K >
> (& & v, para K c A}} (IV.13)

e de maneira analoga se define 05 ¢ (&, 9&*).
Desde que ¢ é diferenciavel em & e W, entdo &/ univocamente determinado em

0: d(&, 2% definido em (1V.13), ou seja, &= V, ¢(& ).
Assim,

6=V, 0(& K= E& - KF, =68+ & (IV.14)

Portanto, a relagdo dualidade seguinte é valida:
&=0.68&K) o &e o, 46K (IV.15)
A relagio & = 6, ¢’ (&, 7&*) ndo é valida para todo S A}, pois podem existir

&e &emos (&, 9&*) correlacionados a um Gnico & € W',
Logo, ¢ nem sempre é diferenciavel em & e W',

Ate aqui, se conclui que, ¢ € um potencial convexo, l.s.c., proprio e diferenciavel nas
variaveis & e W e 9&* € A{, que verifica as seguintes condices de otimalidade:
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I& cWe KeA?, tais que,

(fo.&- GR KK < 0, VR Ay

além disso,

8=V, 0(& K= E& - Bf, =68+ &

0 gue mostra que as condi¢Oes, constitutivas e de consisténcia estdo satisfeitas com relacdo ao
modelo elastoplastico com dano e existe o potencial conjugado ou dual ¢ relativo a ¢.

Extensdo para dte A .

Vale ressaltar que, os resultados vistos e demonstrados até aqui continuam sendo
validos se considerar-se 9@‘: v &L w = rt < 0, de acordo com a (111.19) e (111.20), com

dle Ay, onde, y € expressa, analogamente a (111.27b), para o caso associativo elastoplastico
com dano, por:
_(fe®e).E p (IV.16)
- 2
[

Nesse caso € possivel definir um potencial convexo resolvente equivalente ao
potencial ¢ visto em (1V.10), da seguinte maneira:

¢z (&,6F) = it Y, (E& &)+ (-yélfy & + 1 (GydLyéb}, (IV.17)

que satisfaz as mesmas propriedades do potencial ¢, ou seja, € convexo, l.s.c., proprio na
variavel &k e A e desse potencial derivam as condigGes constitutivas e de consisténcia para

os modelos com dano. A existéncia e definicdo do potencial dual ¢, também pode ser dada,
analogamente a (1V.11) por:
¢2 (6,65) = sup {(&,&) - ¢(&é)}VEeW.
SV (IV.18)

No que segue, j& pensando em fazer-se um tratamento numérico do modelo s&o
estendidos os resultados anteriores para incrementos finitos.

1VV.4- Forma variacional incremental.

A condicao restritiva 9@‘6 A]T definida em (111.28) pode ser relaxada, considerando a
fungéo indicatriz IAJTF definida em (111.34) e introduzida no potencial definido em (1V.10)

através da aproximacao assintética vista em (111.35).

Utilizando-se aquela aproximacdo assintética , o potencial definido em (1V.10), para
e AfeV e Ay, se tora:

. . . e
ds( & 3ex) = g;{}gE&,&)-(?&fS,&ﬂ 14 (GK ,;&*>+<g,)§<>}; (IV.19)

com & — 0" e se espera que &5 € 0, ds(&, 9&*) seja convergente para & € 0, ¢(§2,9§‘*),
quando & —0".
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A substituicao de 7& = ydk, leva (1V.19) para o potencial equivalente:
X *N 1 z 2 * * * f * 9.
oo(&60) = Ipf (37 (B 8,8 - (vdl &) + )7 Gydl ydl) +(wdl)) - (V.20)

V&Ll e Agcom 8 — 0", notando que )&E Ay implicaem ke Ag.

Uma forma variacional incremental resulta de uma discretizacdo de Euler, definida
na variavel t € [t, t + At], dada por,

Ac = 6AL; Ac = SAL | AL = KAt (IV.21)
Pela substituicdo de (1VV.21) em (1V.19), com AA € Ag, resulta o seguinte potencial:
-~ *, - * * * f *
b 5(Ag,AN)= N }nng . { 1 (EAe,Ae)-(AN'f  ,Ag)+ 1) (GAL A, yHAtS AMY (1V.22)
Em particular, fazendo-se 6 = At, um funcional estendido resulta:
¢ (A, ALY = A{ngs {1 (E AeAe) - (AN T Ae)y + 1) (GAL ALY +(F.AL ")} (IV.23)
e espera-se que Acs € ag[’ﬁ s(Ag,AL”) seja convergente para Aceég$ (Ae,AL"), quando 8— 0"
Localmente , V AL € A ouV Aa. € Ag , arelacdo (1V.23) corresponde a:
[f +f..Ae -GAA]=[f +f_.Ae -yGAa] <O0; (IV.24)

[f+f,.Ae -GAA]. AL =[f+f . Ae -yGAa] yAa = 0. (IV.25)

As relagbes locais (IV.24) e (IV.25) sdo equivalentes a um problema de
complementaridede linear o qual pode ser resovido por métodos de programacao matematica.

Em particular, se f € linear por partes, um algoritmo capaz de resolver (1V.25)
produz incrementos exatos AA ou Aa. 0s quais verificam f =0 no passo t + At .

Como consequéncia, a relagdo constitutiva é representada em uma forma exata para
qualquer At que ndo implique dano seguido de descarregamento.

Extenséo para 0 caso ndo-associativo.

Os potenciais ¢ e ¢, vistos respectivamente em (IV.10) e (1V.17) também podem ser
definidos de modo a contemplar o caso ndo associativo, ou seja, considerando nas leis vistas
a funcéo f, substituida pelo potencial normal a superficie de dano h, visto em (I11.71) com

& definido por &™ = - 7&* h, de acordo com (111.71). Também nesse caso, as mesmas
relacdes vistas podem ser estendidas para a ndo associatividade.

A sequir, utilizando-se alguns conceitos de Analise Nd&o-Convexa reunidos no
Apéndice C, sera proposto um potencial ndo-convexo que rege o modelo linearizado
elastopléstico com dano.
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V.5 - Sobre um potencial ndo-convexo para 0os modelos com dano.

Foi visto na secdo IV.2 que a convexidade do potencial proposto somente é valida
para aquele modelo particular de elastoplasticidade e dano, porisso aquele potencial foi dito
resolvente convexo do modelo. Essa questdo é importante, pois é sabido que se existir um
potencial geral que rege modelos que acoplam elastoplasticidade e dano, esse potencial é ndo-
convexo. Na verdade, se o modelo considerado € o linearizado, entdo, o potencial
correspondente é resultado da diferenca de potenciais convexos (relativo aos regimes de
elasticidade e de encruamento positivo) determinando um potencial convexo, com um
potencial concavo, do regime de encruamento negativo.

O potencial ndo-convexo a ser proposto aqui, explora mais diretamente 0 modelo de
elastoplasticidade e dano linearizado, mas particularmente é valido também para o modelo
elastico com dano, como sera visto. A figura IV.2, ilustra-o no caso uni-axial.

(¢

A

™
m

Figura IV.2 - Modelo elastoplastico com dano linearizado.

Analisando-se a figura V.2, vé-se que é possivel definir potenciais, &: W — R,
E2xW —> R, &:W —> R, taisque,

E(8) =1 (E&&); &(&)=1 ((FB)&&); &(&) =1 (K& &); (IV.26)
onde,
0< ((fBE)&& < (E& &) e (K&, &) < 0; (IV.27)

tal que, B e K sdo sequencialmente tensores de 42 ordem, podendo se reduzir a um escalar

se a variacdo de perda de rigidez provocada pelo dano for a mesma em todas as diregdes,
guando do carregamento efetuado.

A partir desses potenciais é possivel definir um outro potencial mais geral, ndo-
convexo, da seguinte forma:

Y1 W — ﬁ, talqueys =& - & +&s:
(&) = {¥% E&& -1 (fE)&& + ¥ (K& &} (IV.28)

Considerando-se a validade de (1V.27), justifica-se a ndo convexidade de y; definido
em (IV.28) por esse ser definido pelo acoplamento de dois potenciais convexos (&; e &)
gerando o potencial convexo &; - &, , somado com um potencial concavo (&g).
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A figura 1V.3, vista a seguir ilustra os potenciais &; , &, e &z definidos em (1V.26) que
se relacionam diretamente as relagdes entre € e o vistas na figura 1V.2

€1,82, &
t

Figura IV.3 - Os potenciais &; , &, e &s.

Para 0s potenciais &; , & e &; existem 0s potenciais conjugados &, , & e &; que
podem ser gerados através da relacdo linearizada (o). Em campo unidimensional a figura
IV.4 ilustra a relacéo &(c) e os potenciais conjugados &, &, e & .

>

> O

Figura IV.4 - A relacdo uniaxial g(c) e 0s potenciais conjugados &; , & e s

O potencial y1 pode ser escrito de maneira equivalente por:

(&) = {¥ ([E+K-(fE)]& &)} (IV.29)

Definindo-se T =K - (fE), entdo tem-se 0 seguinte comportamento para y::
convexa se ((E + T)& & >0

n(&) = cohcava se ((E + T)& & <0’ (1V.30)
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obviamente que y; é convexa se T =0, ou seja, se 0 regime é puramente elastico ou se K =0
e f >0, caracterizando o regime elastoplastico com encruamento positivo (ver secéo I11.2).

Vale ressaltar que, particularmente, se f =0 e K <0, entdo o potencial definido em
(IV.29) estéd relacionado ao modelo eléstico com dano, visto na secéo I11.1.

A maioria dos resultados a serem utilizados aqui, sdo encontrados na analise nao-
convexa reproduzida no Apéndice C. Ja os resultados apresentados no Apéndice C exploram
o fato do funcional ser lipschitziano. Entdo, para se utilizar desses resultados no modelo em
questdo é necessario introduzir a proposicéo a seguir.

Proposicao V. 6.
O potencial y; € Lipschitziano, se o regime considerado é o de pequenas deformacdes.

Justificativa:

v (&) -y ()] =] Y ([E+TI& &) - V([E+TI&&) |=
| WE+TIE + &), (& - &) [< | L (E(& + &), (& - &) | <
<hIE|N &+&]] &-&|<C| &-&]
onde, C= ¥ hs| & +& .

Portanto, y; é Lipschtziana (o que é obvio pois y; € composta da soma de potenciais
convexos com cOncavos) e diz-se que y; é Lipschitziano de rank C em uma vizinhanca de
& ¢ W (definicio C.1). O

Considere-se agora o seguinte potencial definido a partir de (1V.29):

inf yi(& se (E+T)&& >0

V(%)= up 7,(8 se ((E + T & <0 (IV.31)

entdo, y é Lipschitziano de rank C em uma vizinhanca de & € W. Além disso, de acordo com
a definicdo C.3, 37%(& &- &), V& e W, expresso de acordo com a definic&o C.2 por:

¥ (S t(Se— Q) —7(R) |

Y(&&- &) = lim sup

e t (Iv.32)
t—0,
pois pela proposicéo C.1, v° é finito, positivo homogéneo, sub-aditivo e satisfaz:
(& &- &) <Ci| &- & ; (IV.33a)
V(& (&- &) =-y(&&- &) (IV.33b)

Com esses resultados € possivel definir o conjunto de gradientes generalizados de y
para & e W, dado de acordo com a definicdo C.3, por:

0y (&) = {& eW talque Y(&&-&) > & &, v& eW}, (1V.34a)
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0 qual é um conjunto ndo-vazio e tal que: B
Y& &- &) = maximo {(&, &- & talque & € o (&)} (IV.34b)

Obviamente, a definicdo (1V.34b) ¢é equivalente a (1V.32).

Desde que da definicdo dada em (IV.31), vy é convexa ou cOncava, entdo, da
proposicéo C.3iii),

0e g (&), (1V.35)

condicio necessaria de minimo (ou méaximo) paray se ( [E + T]&,&)>0(<0).

Nesse caso particular, y e diferenciavel pois y; € definida como a soma de potenciais
quadraticos e se caracteriza em uma regularizagdo do modelo linear de encruamento, o qual
reune encruamento linear positivo e negativo, 0 que pode ser provado analogamente a
proposicéo 1V.4.

A figura V.5 ilustra o potencial y.

Y

A

(E+Tle,e)=0 g<[E+T]a,8><0 - €
Figura IV.5 - O potencial y.
Existéncia do potencial conjugado y .

Por demonstracdo andloga aquelas feitas nas proposi¢fes vistas na secdo IV.2 e
utilizando-se, da proposicdo C.7, que convexidade implica em regularidade, é possivel
mostrar que:

B se ([E+T]&,&) > 0,entdoyéum potencial convexo, proprio, i.s.c. e regular;
analogamente,

B se ([E+T]&,&) < 0, entdoy éum potencial concavo, proprio, s.s.c. e regular;
logo, para esse y particular, existe o potencial conjugado y: W™ — R, tal que

sup {&&-y(&) se (E+T)&& =0

T iy (-v(8) s (E+ TS <0 (1v-39)

Nesse caso, utilizando-se das defini¢des B4.1 e B6.1, conjuntamente com o corolario
C.3 do teorema C.2, é valida a seguinte relacdo dualidade:
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(&, -1) € Nyw(&y (&) = le 0.1 = de d.7(6) = (IV.37)
< (& -1) e Ny w 1(&7(8));

tal que, [y, W] denota o epigrafo de y definido pelo conjunto de pontos sobre e acima o
grafico de v e Npy.w(&y (&) é o cone normal externo relativo ao ponto (&y (&)
pertencente ao grafico de y. O cone normal externo Npy,w; 1(&y (&)) pode ser definido de
acordo com as equagdes (C.27) e (C.28), por:

Nryw(&y(8)={( 8!",-1) € W'x 9 tal que (&7",-1),(&-&1)) <0, (IV.38)
v& e Tryw(&y(8)}
onde, o cone tangente gerado no epigrafo de y no ponto (&y (&)), denotado por Tyy,w; € tal
que:
T (&y (8) = {(&r) e Wx R tal que, (&, &-& < Y (& &-&) <, (1V.39)
vl e Ny (S:3(8))}-
Nota-se na equagio (IV.39) que Tpy.w (&y(&)) é equivalente ao epigrafo de
v(& &"- &), onde y° é definida em (1V.34b).

O conjunto égy (&) visto em (I1V.34a), pode ser definido de acordo com (IV.38)
como:

oy (&) = {6'e W tal que (&-1) € Nywi(&v(&) }. (IV.40)
Analogamente define-se Ny ,w 1(&.y (&)).
Observacao:

A interpretacdo geometrica dos cones, normal e tangente definidos nas equacfes
anteriores, pode ser feita de maneira analoga aquela feita nas figuras 1IV.3 e 1V 4.

O conjunto do gradiente generalizado de 1y, denotado por 507*(&), pode ser
definido para & € W', analogamente & equagéo (1V.34a) por:

0oy (6)={&ecW talque (y) %66 - &) >(& &-&), V& e W'} (IV.41)
Da equacéo (1V.34b), (y) %(&.& - &) é tal que,
¥ %(&.,6"- &) = maximo {(&, &"- &) tal que & e 0.y (6)}, (IV.42)

sendo um conjunto n&o-vazio e cujo maximo é atingido para algum & W correlacionado
com & € W', pois, de (1V.36):
B se ([E+T]& & > 0,entdoy éum potencial convexo, proprio, i.s.c.;
B se ([E+T]& &) < 0,entdoy éum potencial concavo, proprio, s.s.C.;
Entdo, em ambos 0s casos 0 maximo é atingido em 567*(&).

Na relacdo (IV.37) é possivel determinar uma expressdo para &, pois esse é
univocamente determinado em 0.y (&). Portanto, y é diferenciavel e entfo,

E=V (& =EK+T &=6"+ ™ (IV.43)

E importante lembrar que, a relacdo de dualidade para funcionais ndo convexos nem
sempre é valida. A existéncia do potencial conjugado y relacionado ao potencial vy, so foi
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possivel porque a lei de particdo do funcional y gera dois potenciais que s&o ou convexo ou
cbncavo. Assim, y € um exemplo de um potencial ndo-convexo que permite definir o seu
potencial conjugado. Note-se que, considerando-se o potencial y; como o funcional que rege o
modelo considerado, ndo é possivel postular a existéncia de seu potencial conjugado v, , pois
a ndo-convexidade ndo permite que se tenha um ou outro caso, convexo ou concavo.

Relagbes de consisténcia.

Do potencial y; visto em (1V.30) derivam somente partes das relacdes que compdem o
modelo constitutivo elastopléstico com dano.
As relagOes de consisténcia podem ser recuperadas, considerando-se no modelo a

hipétese adicional #. 9& = 0 associada ao seguinte potencial ndo-convexo:

inf W (®+1() se ((E + T)&& 20

V(& )&): sug {yl(é@—r()@‘)} se ((E + T)&& <0’ (1V.44)
&

onde,
t(Ry= - YRR,

Nesse caso adotou-se a seguinte condicdo de consisténcia:
FR=0 o f.(R-B)<0,v e (IV.45)

O potencial ndo-convexo vy, é Lipschitziano e regular (ver defini¢do C.6), pois yi1e 1,
sdo definidos por funcionais quadraticos e portanto sdo Lipschitzianos e regulares
(proposigdo C.7). Na forma como foi definido, o potencial y, recupera todas as relagdes

constitutivas do modelo, se a ele estiver associada a condigdo . 9& =0.
Como consequéncia da definigdo do potencial vy, em (IV.44), devido a y, ser convexo
ou concavo, existe o potencial conjugado y, : W'x A — R, dado por:

sup {(&&-v,(&K) se ((E+T)&& 20

(&, R = .
v (&%) nf (8- 7.809) s (E + T8 <0

(1V.46)

Analogamente a relacdo (IV.37), nesse caso também é vélida a seguinte relacdo
dualidade:

() -1) € Ney, wal(Sy2(& K)o dle 0,728 K) & &e 0.7, (6K (v47)
< (& -1) e Ny’ ,W*xA](&,Yz*(& )&))i

onde Ny, wxa(&y2(&, 7&)) e Ny, w2 (& 7&)) sdo definidos analogamente a
equacao (1V.38).
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Observacao:

E possivel definir y; de maneira simplificada utilizando-se a relagdo (I1V.43) e a

relagdo para & vista em (111.71), ou seja: &™ =- p53 h no caso ndo-associativo ou & = - Xg‘fs ,
no caso associativo.

f.. &
Sabendo-se de (111.80) que 9&= ST , tem-se que:

_ (f..& h® f
pd = = =~y (—F&
67 =T&=-Mn s h (G ) &
Entdo,
h®f, _ hof,
T&= - s yE = T=- G
Assim, y; pode ser simplificada por:
h®f,
(&) = L{(E&&- (— = &&}

No caso associativo substitui-se h por f_ na relagdo acima.

Todos os resultados obtidos no estudo de potenciais convexos e Nnao-convexos,
relativos ao modelo constitutivo podem ser incorporados num problema de valor de contorno
constituido, além das relagdes constitutivas, por condi¢des de equilibrio, compatibilidade e de
contorno, 0 que seré visto na proxima secao.

IV.6 - O Problema de analise estrutural elastoplastica com dano.

Seja 0 corpo considerado ocupando a regido B do espaco euclideano, onde I' — B,
representa a regido de contorno composta pelas partes I'y e I's , nas quais se prescrevem
deslocamentos u e cargas s, respectivamente.

Os campos de deslocamentos compativeis e cinematicamente admissiveis com as
restricbes de apoio, homogéneas e bilaterais, constituem um subespaco vetorial normado e
completo ( Espaco de Banach) U < V, onde U e V estdo definidos em (1.32) e (1.24)
respectivamente e para cada parametro t € R que define o processo evolutivo, 0s campos de
velocidade & (ou V) € U, sdo compativeis e também satisfazem as condigdes cinematicas de
contorno.

Considere-se ainda campos de deslocamentos virtuais, homogéneos em I'y, ou seja,
u=0 seu eIy, end-homogéneos em int B (interior de B), ou seja, u=0 se u € B.

Por outro lado, é possivel definir o espaco dual U” de U, constituido por funcionais
lineares continuos L, que caracterizam forgas de corpo b € B e de superficie s € I's. Esses
funcionais lineares representam o trabalho do sistema de forcas nos deslocamentos ou
velocidades de seus pontos de aplicagao:

L(u):J' budB + I s.udr; (1Vv.48)
B r
Bu)=[ b.&dB + [ s.&d=[ bvdB + | svdl=L(v). (IV.49)
B r B r
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A formulacdo cinematica do problema da elastoplasticidade e dano admite que, a
compatibilidade esta satisfeita. Além disso, a taxa de tensdo & € W', relacionadaav € U e

)& e Af ou dke Ay, através da equagdo constitutiva elastoplastica com dano, equilibra a

taxa de carga externa no instante t,de modo que pelo Principio das Potencias Virtuais vale a
relacdo:

[ &.&dB = &), vueU; (IV.50)
B

se e somente se,
[ &DvdB =L(), WeU; (IV.51)
B

onde a taxa de deformacéo é expressa por & = Dv com D um operador que transforma
velocidade v ou taxa de deslocamento & em taxa de deformacgio & e tal que, Dv se relaciona

com 7& através da relacdo constitutiva elastoplastica com dano.

Considerando-se & = E& - K f. = EDv - R f., para R e A7 (definido em
(111.28)) , a condicdo de equilibrio pode entdo ser escrita no caso associativo por:

[ (EDv-Rf)Dv'dB =L(), W e U, (IV.52)
B

ou entdo, de acordo com a relacéao (111.85), para 9& =yak, ke Ay (definido em (111.30):
[ (EDv- yé&if,).DV' dB = L(v), W' e U. (IV.53)
B

IVV.6.1 - Formulagéo variacional em taxas.

A formulacdo variacional em taxas do problema de anélise elastoplastica acoplada ao
dano, admite que a compatibilidade esta satisfeita identicamente e pretende encontrar, para
cada taxa de carga, velocidades v cinematicamente admissiveis e multiplicadores plasticos

acoplados ao dano 9& compativeis com o modelo constitutivo.
Considerando-se inicialmente as relagdes do modelo constitutivo vistas em (111.92) a

(111.95), com Re A7, relaxada, pela fungéo indicatriz | definida em (111.34) e introduzida
f

no modelo por meio de uma aproximacao assintética de acordo com (111.35), tem-se que para
5—>0"

1 . .
L1, 8 Rl (K -RydB>0,v K ecA, e 50 (IV.54)
B
e entdo, substituindo-se & = Dv em (IV.53) obtém-se:
1 . .
 [5f-f,.Dve RGl.(K-R)dB > 0, v eA;:VveUe 50", (IV.55)
B
Por outro lado, de acordo com o resultado (1.38), do capitulo I, a relacdo de equilibrio

(IV.52) pode ser relaxada de acordo com a seguinte equacéo:
sup{[ (EDv-%f,).Dv dB}> inf {L(V)} W e U. (IV.56)
V¥ B
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A desigualdade (1VV.56) garante a condicdo de compatibilidade do problema e diz-se
gue um estado limite estatico € alcancado, quando €é atingida a igualdade, ou seja, quando
(IV.52) esté satisfeita.

1VV.6.2 - Existéncia do potencial resolvente convexo.

As relacfes dadas em (1V.53) e (IV.55) sdo condi¢Bes necessarias de otimalidade do
seguinte problema de minimizagéo, para 75‘ € A (definido em (111.29)) e v e U:

inf {J 1% EDv.Dv' - Kf,. DV + 4 GR.K - Lt & dB-L(v)}
By B 0

v R e A VYV eUed—0" (V-37)
A relacdo (IV.57) é equivalente a:
', Box) = it € 1 ((E DV',DV) - (KF, DV ) + 1 (G R R -
v
(IVv.58)

1 '* *. % *
- <gf,7§‘> LY EY Ke A VvV eUes—0.

Analogamente a secdo 1V.2, Q(v*,lg‘*) é um potencial resolvente convexo para o
modelo elastoplastico com dano que incorpora em sua definicdo as relacdes de equilibrio,
compatibilidade e de contorno.

E possivel também definir as equacdes (1V.55), (IV.56) e o problema de minimizagio

(IV.57) ou (IV.58), pela substituicdo de = yak, &ke Ay . Os resultados sdo imediatos e
ndo serdo feitos aqui.

I1VV.6.3 - Equagdes variacionais em incrementos finitos.

As relacdes vistas na secdo anterior podem ser expressas em incrementos finitos
considerando-se 0s campos de incrementos incognitos:

AV=VAL ; AL = KAt (1V.59)
e fazendo-se nas relagbes em taxas & = At.
Nessas condicoes, as relagdes (1V.55) e (IV.56) sdo escritas por:
[ [f - AAf,. DAV + GAAL(AL" -AN) dB > 0,V AL'e Ag e VAV e U; (IV.60)
B
sup{| (E DAV -AALf,)DAV dB}> inf {AL(AV)}, YAV € U (IV.61)
AV* B *
e sdo condicdes de otimalidade do seguinte problema de minimizacéo:
inf E DAV .DAV - AL.f,_. DAV + 2, GAL™ . AL™ - f. AL'] dB -
Ax*,Av*{JE; 7 ¢ % ]
(IV.62)

AL(AV) 3 VAL € Af; VAV e U.
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Esse problema é ainda equivalente a:
inf E DAV DAV ) - (AL _,DV" ) + 1 (GAL ,AL") - (F, AL ) -
L F5CEDAVIDAV) - (ANF, DV) + ¢ Y- (F, AL")
x B « (Iv.63)
-AL(AV) }; VAL e As; VAV € U.
As relagbes incrementais consideradas, podem ser redefinidas considerando-se

A?»:q/Aa,AaeAg.

1V.6.4 - Existéncia do potencial ndo-convexo.

E possivel também definir um potencial ndo-convexo que incorpore as relacdes
constitutivas do modelo, as relagdes de equilibrio, compatibilidade e de contorno.

Denominando-se na relagdo (1V.29), T = K - (BE), se considerar-se em (IV.51) a
taxa de tensdo & dada por, & = (E + T) Dv, entdo tem-se que:

[ (E+T)Dv'dB =L, W e U. (IV.64)
B

Definindo-se agora Ci1: UXA — R dado por:

inf, (o, (v,®-L(v)} se ((E + T)Dv, Dv) 20

Ga(v, 9&) = (1V.65)

sup 0,(v,—L(v)} se ((E + T)Dv, Dv) <0’

onde,
0: (v, )= Y(E+T)Dv,Dv) - YRR,

O potencial ndo-convexo &; é Lipschitziano e regular, pois ¢; é definido por
funcionais quadraticos e lineares e L é linear, para alguma variavel fixada, em esforco ou
deslocamento.

Para essa definicdo do potencial yi, existe o potencial conjugado y; , mas esse ndo
estabelece uma relagdo dual direta entre & e Dv, que é de interesse e porisso ndo sera visto
aqui.

Desse potencial, derivam as relagcbes mencionadas, vistas em (I1V.45) e (IV.64) e ele
recupera todas as condi¢bes do modelo constitutivo, se considerar associada a ele a hipdtese

adicional &.9@1 = 0, caso contrario ele so dara informacg6es das relagbes constitutivas se em
qualquer instante a situacdo considerada é de carregamento efetuado. considerando-se a

hip6tese de 9& = 0 em qualquer instante, a situacdo de descarregamento é contemplada e
entdo todas as condi¢des do modelo constitutivo elastoplastico com dano sdo recuperadas.

Nesse caso, o potencial definido em (IV.65) torna-se equivalente aquele definido em
(IV.57).

No proximo capitulo, explorando o fato que em regime de encruamento negativo 0s
modelos com dano perdem a unicidade de solucdo, serd feito um estudo da localizagdo de
deformacéo, o qual determinard a condigdo necessaria para a perda da unicidade ou perda da
condicéo de elipticidade.

73



Capitulo V- Introducdo a Analise de Localizacdo de Deformacédo.

CAPITULO V- Introducéo a Analise de Localizacio de Deformac&o.

A contribuicdo desse capitulo esta ligada a proposta de uma solugdo em
deslocamentos que caracteriza a localizacdo de deformacdo para as equacOes estatica e
dindmica de equilibrio ao mesmo tempo em que satisfaz a condicdo fraca de propagacéo de
Maxwell e a condicdo forte de propagacdo de Fresnel-Hadamard. Essa solugdo permitira
dessa forma ligar o problema da localizacdo de deformacdo com o de estacionariedade de
propagacdo de ondas e servira para dar uma condicdo necessaria de perda de unicidade de
solucdo associada a singularidade de tensores constitutivos relativos ao modelos elastico com
dano ou elastopléstico com dano vistos no capitulo I11.

Os Modelos Elastico com Dano e Elastoplastico com Dano, induzem naturalmente a
uma analise de bifurcacdo de solucdo para 0s mesmos, ja que em seu estudo pode aparecer
solucdo em tensdo, relativa a superficie de dano elastico ou de dano elastopléstico,
correspondente a solugdes em deformacdo ndo Unicas. Consequentemente, 0s pontos em que
tal fendbmeno ocorre caracterizam pontos de bifurcacdo de solugdo para 0s mesmos.

Desde que, a andlise desses modelos é feita em taxas de tensdo e deformacdo, a
ocorréncia de tal fendbmeno esta associada ao aparecimento de taxa em deformacdo ndo Unica
relacionada a uma Unica taxa de tensdo, o que implica na perda de unicidade de solucdo para
o modelo. E importante observar que, a perda de unicidade esta associada & ocorréncia de
uma singularidade para os tensores constitutivos elastico com dano ou elastoplastico com
dano, mas matematicamente tal singularidade ndo implica propriamente em que o ponto seja
de bifurcacdo de solugcdo. Em um campo de estudo similar, o da analise da estabilidade do
equilibrio, a condicdo de singularidade pode estar relacionada a um ponto limite, em que o
equilibrio passa a ser instavel levando a estrutura a uma mudanca na sua configuracdo
geomeétrica e readquirindo estabilidade na nova configuracdo. Nao ha nesse caso a bifurcacao.
Alguns exemplos que diferenciam a ocorréncia de ponto de bifurca¢do ou ponto limite, com
relacdo ao comportamento de estruturas, serdo vistos no capitulo VI, secdo VI.1. Logo, a
condicdo de singularidade pode estar relacionada ndo s6 a pontos de bifurcacdo, como
também a pontos denominados limites (inflexdo, madximos ou minimos).

Ainda com relacdo aos modelos constitutivos em estudo, a singularidade apresenta-
se no ponto de mudanca do regime de encruamento positivo para o de encruamento negativo.
Nesse caso, a consequente perda da condicdo de elipticidade implica em perda de unicidade
de solucéo caracterizando entdo um ponto de bifurcacdo de solucdo. A partir desse ponto, 0
trecho de encruamento negativo da resposta do material, que implica em ganho de
deformacdo com decréscimo de tensdo, é instavel.

Desde que unicidade, convexidade estrita e elipticidade sdo relagbes reciprocas,
entdo pode-se afirmar que em um ponto de bifurcacdo a condicdo de perda de elipticidade
acarreta aos modelos a perda de convexidade, 0 mesmo ndo se podendo afirmar se o ponto
encontrado é um ponto limite. De fato, viu-se na anélise feita no capitulo 1V, se¢do IV.5, que
em regime de encruamento positivo, 0s potenciais que regiam os modelos eram convexos
enquanto que em regime de encruamento negativo 0S mesmos passavam a Ser CONCavos,
comprovando que a perda de unicidade acarreta em perda de convexidade.

A figura V.1 seguinte esboca para o caso uniaxial um modelo ndo-linear ilustrando
o0s regimes de elasticidade , “hardening” e “softening”.
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Figura V.1 - Modelo uniaxial ndo-linear relativo a plastificacdo e dano.

Pode-se admitir também que, a partir do ponto de bifurcacéo, dada a instabilidade do
regime que segue, encontra-se um estado de dano que implica localmente em ruptura. Esse
ponto passa a pertencer a um “plano de fratura” onde as deformacbes se localizam e as
subsequentes taxas de deformacdo se tornam descontinuas em relagdo a pontos vizinhos que
ndo tenham alcangado esse regime. A localizagcdo caracteriza-se entdo por um salto da
deformacéo no plano de fratura (ver figura V.2).

[ Deformagdo uniforme)

] -
/II/,I”,II { Deformagdo Localizada)
L

figura V.2 - Localizagdo de um ponto de bifurcagéo.

No que segue, pretende-se fazer uma analise de bifurcacdo para os modelos,
estudando a condicdo necessaria de perda de estabilidade, denominada condicdo de perda de
elipticidade ou condicdo de localizacdo, para posteriormente investigar no capitulo VI,
condigdes suficientes para caracterizar os pontos singulares como pontos de bifurcacdo ou
pontos limite. Nas secbes V.1, V.2 e V.3 sequintes, se faz a analise da condicdo de
bifurcacdo ou critério de localizagdo para um meio homogéneo e infinito bem como uma
interpretacdo mecéanica e geométrica da perda de elipticidade, baseando-se em [Burger, 1987],
[Hachich, 1994], [Rizzi, 1995], [Billardon, 1989], entre outros.

V.1- Analise da condicdo necessaria de perda de estabilidade para um meio homogéneo
e infinito.
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Considere a hipotese do corpo B se constituir num meio homogéneo e infinito,
sujeito no infinito a carregamentos uniformes com variacdo continua no instante t, que déo
origem as solugBes homogéneas, em deslocamento u € U, em velocidade & € U, em
aceleracdo &, em taxa de aceleracio &, em tensdo o € W', em taxa de tensdo &e W', em
carregamento p e U", eem taxa de carregamento &  U”, onde os espacos de Banach:

U, U e W', estdo definidos no capitulo I. Com essa hipétese a equacdo de equilibrio
dindmico pode ser dada por:

dive + p = p & (V.1)

onde p é a densidade de massa do continuo. Denotando-se v = &, tem-se que a relagéo (V.1)
implica na seguinte relacdo em taxas,

div& + &= p & (V.2)

Se a taxa em deslocamento & é constante, entdo, a relacdo (V.1) € equivalente a

relagdo de equilibrio estatico,

dive + p=0 (V.3)
e (V.2) é equivalente a relacdo de equilibrio estatico em taxas:
dive& + g&=0. (V.4)
A relacéo (V.2) pode ser expressa considerando-se do capitulo 111,
& = H(w) &(u), (V.5)
por:
div Hw) &u) + &= p &; (V.6)

onde & e W (definido no capitulo 1) e; no caso asociativo, se w = w" entdo H é o tensor

elastico com dano, definido em (111.17) ou se w = w” entéio H é o tensor elastopléstico com
dano, definido em (111.83).

Para se verificar a unicidade de solucdo em velocidades e ja procurando atender a
hipotese de localizacdo de deformacéo, se considera para um ponto X € B em um instante t
R, a existéncia de uma outra solugdo composta por velocidades &' (x,t) e & (x,t), que dividem
o corpo B em duas partes B* e B, tais que, a diferenca entre elas expressa uma solucéo

ok
continua em velocidades, mas que possuem gradiente de velocidade, [[ V&]] = [[ &]],

descontinuo ao passar de B para B, ou seja,
[[&x,D]] = &"(x,1) - &(x,1) =0; (V.7)

[[V&]] = V&' -V& = 0. (V.8)

A equacdo (V.8) é conhecida como condicdo de compatibilidade de Maxwell e
representa um “salto” de deformagéo.
Admitindo-se a hipdtese de pequenos deslocamentos e deformacdes, a solugéo (V.7)
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deve satisfazer a condicdo de equilibrio (V.2), de modo que sua substituicdo naquela
equacdao verifica a condicdo abaixo:

div H[[ &)1 = p [[¥]]; (V.9)

onde,
[€]]= & - & = 0; (V.10)
(&= & () - &) = 0; (V.11)

ou seja, a descontinuidade do tensor gradiente de velocidade no ponto (x,t) implica na
descontinuidade da taxa de aceleracdo e na descontinuidade do tensor taxa de deformacéo,
que pode ser expresso como a parte simetrica de [[ V &]]:

[[&Wl = Y1 V& + V& ]]= 0. (V.12)

Por outro lado, a hip6tese assumida de homogeneidade do meio, permite fazer uma
correlacdo entre o estudo da localizacdo da deformacdo e o da “propagacdo de ondas de
aceleracdo”. Nesse caso, a solucdo bifurcada em deslocamento para o problema de equilibrio
dindmico (V.2), se relaciona diretamente as solugdes harménicas simples que representam
ondas planas, provocadas por alguma perturbacgéo local no meio. De fato, imagina-se que uma
perturbacédo local no meio homogéneo provoca um fronte de onda F que se propaga com
velocidade c, na direcdo de um versor n. Isto posto, nesse estudo, os campos de
deslocamentos com as caracteristicas de (V.7) e (V.8) serdo definidos por func¢des u(x,t), de
natureza vetorial, associadas ao ponto X, no instante t, na diregédo de um vetor g e dependente

de funces escalares de onda d(x,t), denominadas pulso de onda, tais que:
ut) = d(xt) gm) = e'™ < g(n), (V.13)

onde as variaveis de (V.13) séo:

e - é a funcdo exponencial definida em campo complexo;

u - é 0 vetor deslocamento;

c - € a velocidade de propagacao da onda;

M- é o versor direcdo de propagacdo da onda ;

g - é a direcdo de polarizacdo do deslocamento;

® - é uma funcdo de onda de classe C” tal que =0 e Oy = 0;

No que segue, mostra-se que a solucdo (V.13) permite associar o problema de
localizacdo da deformacdo com o da estacionariedade de ondas de aceleracdo. Isso sera feito
provando-se nos itens i), ii) e iii), a seguir, que a solucdo em deslocamento u satisfaz a
condicdo fraca de propagacdo de Maxwell e a condicdo forte de propagacdo de Fresnel-
Hadamard.

Assumindo-se para u(x,t) em (V.13) as caracteristicas ja descritas de continuidade,
ao atravessar o fronte de onda F de B para B, ou seja, [[u(x,t)]] = [[&(x,t)]] = 0, e gradiente
de velocidade descontinuo ao passar de B para B, isto é, [[Vu]] 0, [[V&]] = 0 e [[&]] =
0, tem-se:

i) na hipotese de continuidade do deslocamento u(x,t), o fronte de onda F se propaga no
espaco com velocidade c, na dire¢do de propagacéo n.

Justificativa:
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considerando-se x; , X2 € B(8) (bola de raio & — 0%), com Xx; # Xo , relacionados
respectivamente at; e t, , com t; = t; tal que dx =X, - X3, dt =t - t; , a continuidade de u,
implica em,

e X2 ch) gy = ¢ X el gm) = ne- x) =c(t-t)
e entdo,

dx =cndt, (V.14)
que se constitui em uma relacdo causa e efeito entre propagacdo de onda e deslocamento de
pontos do corpo, ou seja, 0 deslocamento se da na diregdo de propagagéo da onda. O
i) A condicdo de compatibilidade cinematica de Maxwell, denominada de condicédo fraca de

localizacéo, dada por,
c[[V&]]=-[[&]] ®n, (V.15)

esta satisfeita para a classe de funcbes considerada.

Justificativa:

Inicialmente, se mostrara a validade de (V.15) para depois mostrar que (V.13)
satisfaz essa condigéo.

Na hipotese de [[&(x,1)]] =0, [[V&Xx,t)]] #0e[[&]] =0, entdo,
[[ &(x+dx,t+dt)]] - [[&(x,t)]] =0, o que implica

0
[[&Oc+dx,trdn)]] - [[&(x,O]] = - [ &(x.O]]dx - [[&(x.0) J]dt = 0.
Utilizando-se agora (V.14), obtém-se,
0
- [5 &x Dl e dt =[x J]dt,

e entdo,

0
o[, &x.Oln =- [[&(x.5) 1.

Levando-se em conta que m € um versor e que (& ® n)n = &, a relacdo anterior
pode ser escrita na forma (V.15).

Resta mostrar agora que a funcdo deslocamento definida em (V.13), satisfaz (V.15).

De (V.13), tem-se que,
[[&(x,b)]] = -i ¢ Dx,H) F(n); (V.16)

[[& (x,)]] =- ¢ (x,t) T(M); (V.17)
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entao,
[[& (x)]1®n=- ¢ D1 (FM) ®n). (V.18)
Por outro lado, desde que, da proposi¢do D5.3.1i),
V(pw) = oVW + (W ® Vo), (V.19)

empregando-se (V.16), (V.17) e (V.19) tem-se que,
[[V&]]=V(icd(xt) gmn)) = -icdXHV(G(N)) - ic(TM) S VD(x1))=
= -ifc O(x)(F(M) ®N) = cD(XH)(F(n) ®n).

Logo, pode-se expressar,

[[ V&1 = c D(xH(F(n) ® 7). (V.20)
Entdo, multiplicando-se (V.20) por -c em ambos os lados tem-se:
o[ V@] = - ¢ (x.H(F () ® ). (V.20a)
Logo, da igualdade entre (V.18) e (V.20a) demonstra-se que a condicdo de Maxwell
(V.15) esté satisfeita. [

iii) A solugdo em deslocamento u, definida em (V.13) satisfaz a condi¢do de propagacéo de

Fresnel-Hadamard, expressa por,
Q" um)= pc* T(n); (v.21)
onde, Q" = [n.Hn].

Justificativa:

Analisando-se diretamente a equacdo (V.9), tem-se a esquerda da igualdade que:
div (H[[&u)1] = (div H ) [[&(u) 11 + HI[V &(u)]] = HI[V &)1, (V.22)

resultado obtido de uma extenséo da proposicédo D5.3.1v) e da simetria menor de H.
Substituindo-se (V.12), em (V.22) resulta:

[V&wN= {HVI[Y (v&+V& )]} =0 (V.23)
Entdo, considerando-se a simetria menor de H, chega-se na equagéo:
HIV &u)ll = HIV(V &ll; (V.24)

pois Hiju (V2 &) = Hijik (V2 &) (pela simetria menor de H).

Com [[V &]] calculado em (V.20), e utilizando-se a proposicdo D5.4, tem-se que,

V(V&) = V{[c D(x) F(M)] ® n} = V[cd(x,) F(M)] ®n + (cP(X,)F(M)) ® V[n]
entdo, pela proposicao D5.3i),
V(V&) = V[cd(x,)g(m)] ®&n =i c D(x,1)(g(n) ®n ®m),
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Logo,
(V&I =i cx)(F(n) ®n®n). V.25)
Voltando-se agora em (V.24), obtém-se:
HIV(V &) =i c@(xt) H(G(n) ®n ®mn). (V.26)
Desde que, da proposi¢do D5.1.2iii) € valido,
H(G(n) ®n®mn) = [n.Hnlg(n), (V.27)
voltando-se com (V.27) em (V.26) tem-se,
HIIV(V&)]] = ico(x,Hn.Hn1g(n). (V.28)
Fazendo-se em (V.28):
u(n)=icoXxt)g(n), (V.29)
tem-se que a esquerda da equacao (V.9) :
div H[[&u)]] = [n.H.n]T (). (V.30)
Denotando-se Q" = [n.H.n] em (V.30), resulta-se:
div[[&]] = div H[[&(u)]]= Q" T (m). (V.31)

Se H = Hw") entdo Q" ¢ denominado de Tensor Acustico Elastoplastico com
Dano. Se H = Hw®) entdo Q" ¢ denominado de Tensor AcUstico Elastico com Dano.

O tensor acUstico Q" é simétrico se e somente se H é um tensor simétrico.

Para chegar-se a condicdo de propagagdo de Fresnel-Hadamard, basta efetuar a
direita da relacdo (V.9) o calculo de:

pl[&]]=i p ¢ D(x.t) T(n) = pc® T(n); (V.32)

onde p é a densidade de massa do continuo.
Logo, na relagédo (V.9), tem-se por (V.31) e (V.32) que,

Q" um)= pc® T(n), (V.33)
que é a conhecida condicdo de propagacdo de Fresnel-Hadamard e se caracteriza por ser uma
condicao forte de localizacéo. O

A equacdo (V.33) pode ser transformada em um problema de autovalor,
considerando-se:

[Q" - pc’lT(n) = 0. (V.34)

A propriedade espectral de Q" em (V.34), define a condicéo de propagacdo de uma
onda de aceleracdo em um meio elastico com dano ou elastoplastico com dano, ja que nessa

equagdo, pc’ pode ser associado a um autovalor de Q" e o autovetor correspondente T (n);
define a direcdo de polariza¢do do meio, enquanto que n € a direcdo de propagacdo da onda.
Fazendo-se v = pc?, entdo a (V.34) passa a ser escrita por:
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Q"u(m)-y U(m) =0, (V.35)

que é a equacado espectral a ser estudada para se pesquisar a existéncia ou ndo de pontos
estacionarios para 0s modelos com dano.

E importante notar que a analise feita até aqui para se estudar pontos estacionarios,
considerando-se a equacdo dinamica de equilibrio (V.2), gerou um problema de autovalor
genérico. O problema de localizacdo ou de velocidade de propagacdo estacionaria, se
caracteriza se a velocidade de propagacdo ¢ — 0, ou seja, a onda passa a ser estacionaria em
algum instante t da andlise. Isso implica em pesquisar-se autovalores nulos no autoproblema
(V.35). Em outras palavras, a condicdo de localizacdo de deformacdo ou de estacionariedade
de onda, se verifica para umasolugdo U =0 se:

Q" d(m)=0. (V.36)

Tal relacdo admite uma solu¢do homogénea diferente da trivial, ou seja T =0, se a
seguinte condicdo é verificada,
dne R talque detQ” = 0, n | =1 (V.37)

Logo, o problema em velocidades para um meio infinito admite uma Unica solucéo
homogénea enquanto a condicdo det[n. H. n] > 0 é satisfeita para toda direcdo n. Nesse
caso, as equacOes de equilibrio sdo ditas elipticas. A condicdo necessaria de perda de
elipticidade ocorre quando a equacao (V.37) € satisfeita e consequentemente da uma condicéo
necessaria de perda de unicidade de solucéo do problema em velocidades (V.2).

Observe que, se a andlise que foi feita até aqui considerando-se a equacdo (V.2),
fosse feita para a equacdo em taxas estatica (V.4), a condicdo de localizacdo recairia
diretamente no autoproblema (V.36) e a perda de elipticidade ocorreria se (V.37) estivesse
satisfeita.

Pode-se afirmar também que, v = 0 é uma condic&o necessaria mas néo suficiente
para se ter o problema de autovalor nulo dado na equagéo (V.36). Sera visto na se¢do V.4.4.1
que, para 0 caso nao-associativo isétropo, em que o tensor Q% é néo simétrico, podem ocorrer
autovalores complexos conjugados que satisfagam a condicéo de perda de elipticidade (V.37).

A concluséo que se chega é:

“Em qualquer caso de existéncia de autovalor nulo, na anélise das equacdes (V.2) e
(V.4), tem-se localizacé@o, mas pode-se ter localizacéo associada a autovalor ndo nulo™.

Considerando-se por outro lado, o versor g = vii, onde v = [T ™, substituindo-o em
(V.35) e pré- multiplicando-se escalarmente por g, resulta a seguinte equacéo, para v # 0:

g.Q"g -y =0. (V.38)

A forma alternativa (V.38) é uma equacdo quadratica algébrica do segundo grau em

g, dependente de y", ligada diretamente com as solucdes limites de (V.37) e importante para

se associar o problema da localizacdo a perda de condicéo de elipticidade. 1sso sera visto com
mais detalhes no final da secdo V.4.2.

V.2 - Interpretacdo mecanica - Perda de elipticidade e Localizacdo da deformagéo.

De acordo com [Hill, 1962] e [Mandel, 1966], e como foi aqui visto, 0 estudo da
localizagdo pode ser enquadrado no ambito da “propagacédo de ondas de aceleragdo” . A
propagacdo de ondas ponto a ponto em um meio qualquer é provocada por uma excitacao
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local (podendo ser um carregamento). Se a rigidez do meio € finita, podem surgir em pontos
quaisquer do corpo ondas de aceleracdo estacionarias, e ai diz-se que uma deformacdo
localizada ocorreu.

O que permitiu ligar a perda de elipticidade ao aparecimento de ondas de aceleracéo
estacionarias foi um estudo da equacdo homogénea (V.9). Viu-se que a analise de
estacionariedade € equivalente a se pesquisar para aquela equacéo solugdes na forma:

[[& (x,D]] =@(x,1) g(n), (V.39)

pois, substituindo-se (V.39) na relacdo (V.9) obteve-se a condicdo necessaria de
estacionariedade (V.36), com U substituido pelo autoversor g.

Pode-se concluir também, que na perda de elipticidade, o problema em velocidades
admite solucGes na forma:

&(xt) = & +Dd(xt)g(m); (V.40)

onde n é uma das diregdes satisfazendo (V.37), g € um versor proprio relacionado a autovalor
nulo y* do tensor Q" e & é uma solucdo da equacdo homogénea (V.9). Na ®(x,t), a
velocidade de propagacao c, diretamente proporcional a rigidez da estrutura, é de fundamental
importancia pois se relaciona diretamente aos autovalores vy de Q" e, assim, permite ligar a
condicdo de perda de elipticidade (V.37) ao aparecimento de ondas de aceleracdo
estacionarias, as quais ocorrem para ¢ — 0.

O problema em velocidades também admite solucdes gerais na forma:

&(x) = o + Y g Dx), (V.41)

se a série Zgj ®I(x,t) é convergente para @ g.
i
A seguir, uma interpretacdo geometrica da condicdo de localizacdo ou perda de
elipticidade sera feita.

V.3- Interpretacdo geométrica da perda de elipticidade.

Considerando-se 0 meio homogéneo e infinito, a propagacdo de ondas provocadas
por alguma perturba¢do em um ponto do meio, pode ser interpretada associando-se o fronte
de onda a superficie de uma esfera e as direces de propagacdo as direcdes radiais. Para
distancias consideraveis entre o ponto de excitacdo local e o fronte de onda, esse fronte pode
ser descrito por um plano e denominado de fronte de onda plana. O fronte é entdo
caracterizado pela dire¢do n, perpendicular ao plano e essa dire¢cdo é denominada de direcdo
de propagacdo. Se a onda é estacionaria, a velocidade de propagacdo c tende a zero.
Associado ao fronte de onda plana, deslocamentos quaisquer de pontos do meio séo regidos
pela equacédo (V.13) e a estacionariedade fica entéo caracterizada pela singularidade do tensor
Q" , vista em (V.37), em algum ponto do plano Q. Também em [Gurtin, 1972], o campo de
deslocamentos é descrito por uma equacdo matematica, que inclui uma funcéo representativa
de uma onda plana se propagando no meio com velocidade de propagacédo c, e uma direcdo
definida por um autoversor g, de acordo com a relagao:

u(x,t) = d(x.n - ct) g. (V.42)

Assim, os deslocamentos sdo proporcionais a direcdo g e essa € denominada de
direcdo de polarizacdo. Nota-se que, na forma como foi definido u(x,t) em (V.13), sdo
equivalentes as equacdes (V.13) e (V.42). Tanto em uma como na outra definicdo do
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deslocamento u(x,t), a finalidade é ligar o problema de estacionariedade de ondas ao
problema de localizacdo e a inter-relagdo entre estacionariedade e localizacdo é vista da
seguinte maneira: se a propagacdo de ondas é provocada por uma excitacdo local proveniente
de esforcos ou cargas aplicadas, o ponto onde a velocidade de propagacdo é nula tem
correspondéncia com um ponto de localizacdo de deformacdo e o conjunto desses pontos
definem uma regido no plano ©Q denominada de banda de localizacdo. Quando uma
localizagio ocorre, o plano Q divide B em duas partes B* e B entre as quais o vetor de
velocidades &(x,t) é admitido continuo e tem a mesma direcdo do autoversor g, que em geral
ndo coincide com a dire¢do n de propagacdo da onda, sendo porisso chamado de direcdo de
polarizacdo. Mas o tensor V & € descontinuo ao passar de B* para B™ e essa descontinuidade
pode ser vista como um salto de deformacédo no plano. Nesse caso, Q2 pode ser denominado
de plano de fratura. A figura V.3 ilustra o comportamento de & e & ( dependente de V &)
numa banda de localizacéo.

& &
A
— B —_—
< > X < > X
Figura V.3a) - Solu¢cdo homogénea.
9% ) ¢ g 8
A r N
B
B* B*
e—>0
&7T +0
) > X > e > X
&=0

Figura V.3b) - Solucéo bifurcada com localizacdo numa faixa.
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le |

< > X

A
v
X

Figura V.3c) - Solucéo bifurcada com localizagdo numa banda.
Figura V.3 - Interpretacdo geométrica de &e & numa banda localizada.

Em termos préticos, descrever o salto de deformacdo através de um plano de
descontinuidade € possivel mas a dificuldade se encontra no fato que nesse plano pode-se ter
o lado “-” em descarregamento enquanto o lado “+” esta carregando. Desse modo é melhor
descrever a localizacdo da deformacdo através de dois planos paralelos que formam uma
“banda de localizag&o”, distantes de uma dimensé&o e (que pode ser nula) segundo a normal n
(figura V.4). Nesse caso pesquisa-se uma solucgéo bifurcada que coincida com & no exterior
da banda (banda de descarregamento) e que assuma o valor & no interior dessa banda
(banda de carregamento). Assim, a solugdo em velocidades descreve o salto atraves dos dois
planos limitando a banda e a caracterizacdo da localizacéo é feita impondo-se:

- as condic¢des de equilibrio,
- as condi¢Oes de compatibilidade cinematica ;
- e as leis constitutivas.

Figura V.4 - Planos paralelos delimitando a banda localizada.
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Se a condigdo (V.37) é satisfeita, & possivel determinar-se n e g e o salto de
deformacdo através dos planos delimitando a banda é determinado, considerando-se que
(V.12) é equivalente a:

[[&1]= ¥ ([[&]] ®n + n@[[&]]) (V.43)
e entdo, de (V.13) e (V.17) tem-se que:
[[ &11=- ¥, c*O(x.t) [ g®n +n®g]. (V.44)

O tipo de localizagdo fornecido pelo modelo de dano pode ser identificado , de
acordo com o resultado do produto interno de g por m, que caracteriza o comportamento dos
dois planos um em relacdo ao outro. Ou seja, diz-se que o0 salto ocorre em forma de abertura
se g é paralelo a n (modo 1), em uma banda de cisalhamento puro (modo Il) quando g é
ortogonal a n ou em um modo misto (tor¢do ou rasgamento - modo I11) quando o angulo 6
formado entregen etalque 0<6 <n/2, como mostra a figura V.5, abaixo.

n I g M 0 .9 n
g
n’7g nlg
0<0O< %
Figura V.5 -i) modo I; ii) modo II; iii) modo IlI

Na proxima secdo, sera feita uma analise mais aprofundada, da condicéo de perda de
elipticidade (V.36) e (V.37), explorando-se diretamente a equacdo (V.35), de acordo com o
proposto em [Rizzi, 1995], entre outros.
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V.4 - Andlise espectral do Tensor Acustico de Dano.

Uma maneira usual de se pesquisar a condicdo necessaria da perda de unicidade de
solucéo, consiste na investigacdo do sinal do determinante do tensor acUstico de dano Q".

Vérios autores como [Hachich, 1994], [Benallal, 1990], [Billardon, 1993] e
[Rizzi, 1995], entre outros, fizeram tal analise. Nesse contexto, aqui serd feita essa analise
seguindo mais diretamente o encontrado em [Rizzi, 1995].

Viu-se que o problema em velocidade analisado nas se¢des anteriores, admite uma
Unica solucdo homogénea se a condicdo det Q" > 0 esta satisfeita para toda direcdo n. Nesse
caso, as equacOes de equilibrio sdo ditas elipticas. Se det Q" < 0, o problema se torna
instavel; entdo se investigard aqui a condicdo necessaria critica para a ocorréncia da
instabilidade, isto &, a condicdo de perda de elipticidade,

det Q" =0. (V.45)

A analise de (V.45) sera feita de uma maneira geral, para tensores simétricos (com lei
de fluxo de plastificacdo e dano associativa) e para tensores ndo-simétricos, considerando-se
sempre 0 caso de isotropia. No que segue, o estudo se inicia por um problema de autovalor
generalizado, explorado para analisar-se a singularidade de Q".

V.4.1 - Andlise espectral para o problema generalizado.
O tensor acustico elastoplastico com dano Q" ¢é expresso em uma forma geral,
considerando lei de fluxo ndo-associativa , por:
1
Q" =n.HWm = n.Ew)n - Z[nf,)®(g, )] (V.46)

onde w = w" ou w = w"", de acordo com o modelo considerado.
Note que de acordo com a notacdo adotada pode-se escrever:

T]fszang e gsn:ggn
A simetria de Q", é verificada para lei de fluxo associativa. No caso associativo um

primeiro resulado que se tem é: g_= f_. Utilizando-se esse resultado conjuntamente com a

proposicdo D5.1.2i), para o caso associativo a equacado (V.46) é equivalente a:
Q" =mn.E(w)n - é[(fs-n)®(f8-n)], (V.47)

a qual mostra a simetria de Q".
Para se fazer a analise espectral de Q" , considera-se na equacéo (V.37), a substituicdo
de @ (n) pelo versor v''g(n). Entdo para v = 0 aquela equagéo é equivalente a:

Q" g(n)- v g(m) =0, (V.48)
que € equivalente ao problema de autovalor:
[Q"- vl g(m) = O; (V.49)

onde I, é o tensor identidade de segunda ordem.
Se a equacdo (V.49) admitir um autovalor nulo " = 0, entéo essa equagdo espectral
pode ser escrita, nesse caso por:

Q"g(m) =0, (V.50)
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a qual, tem solucdo diferente da trivial (nula) se a condigdo (V.45) esta satisfeita, para n €
R talque | n| =1

Para se analisar (V.45), a melhor estratégia ndo € explorar diretamente a equacéo
(V.48), mas sim a seguinte equacao:

Q" g(n) - v Qg(n) =0; (V.51)
com Q definida por,
Q=n.EWw).n (V.52)
ou ainda, para o caso de materiais isétropos,
Q= (A+um®n + plz; (V.53)
onde A, sdo as constantes de Lamé, com E(w) definida por,
Ew)= 2uw) I + AW) L ® I,. (V.54)

A andlise da equagdo (V.51) é equivalente ao seguinte problema de autovalor
generalizado:

[Q'Q"- vl g(n) =0 (V.55)
e 0 estudo de (V.55), ndo fornece diretamente os autovalores do tensor acustico Q", mas é
util para determinar-se a condicdo de singularidade desse tensor.

A equivaléncia das equacdes (V.49) e (V.55) para a existéncia de autovalores nulos é
justifificada a seguir, para 0s casos simetrico e ndo-simétrico.

Para o caso do tensor Q" simétrico, tem-se da proposicdo D3.2 que existe uma base
ortonormal gerada pelos autoversores {g;, j = 1,2,3}, associados aos autovalores y,-*, tal que o
tensor Q" pode ser representado nessa base. Além disso, Q" ¢é semelhante a uma matriz
diagonal A, ou seja,

Q"=G"AG; (V.56)
onde G é um tensor cujas colunas sdo formadas pelo autoversores ng e A é o tensor diagonal

A =diag[y: 2 vs ]. Se gj, ] = 1,2,3, ndo séo ortonormais, podem ser ortonormalizados pelo
processo de Grahm- Schmidt.
Se o tensor Q" é simétrico, tem-se também que os autovalores y; sdo reais e

independente da simetria ou ndo de Q", seu determinante pode ser calculado por:
det Q" = Yl* YZ* Y3* . (V.57)
De uma maneira analoga a (V.57) o determinante do tensor Q'Q" é determinado
pelo produto dos seus autovalores associados, da seguinte forma:

det Q'Q" = y1727s. (V.58)
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Com os resultados (V.57) e (V.58) tem-se que, pesquisar autovalores nulos para a
equacdo (V.49) é equivalente a mesma analise feita em (V.55), desde que:

detQ"
lAw —
det Q'Q" = detQ V112 =
det Q" =detQ y1727s, (V.59)
ou seja,
det Q" =vy1 v2 y3 =detQ y1v27s, (V.60)

o0 que implica em det Q" = 0 para o caso da existéncia de autovalor nulo y = 0.

Para o caso de Q" ser ndo-simétrico ( lei de fluxo ndo-associativa), ele pode néo ser
diagonalizavel, o que invalida o resultado (V.56), mas ndo invalida as relagdes (V.57), (V.58),
(V.59) e (V.60), relativas a singularidade de Q". A nado simetria de Q", pode implicar na
existéncia de autovalores complexos na analise espectral, mas em [Ottosen e Runesson,
1991b] é demonstrado que para uma classe de lei ndo associativa suficientemente geral os
autovalores v;, j # i, permanecem reais, 0 que vem a excluir a ocorréncia de autovalores
complexos. Ainda assim, na secdo V.4.4 é dada uma equacdo para se estudar a ocorréncia de
autovalores complexos, além disso, uma interessante estratégia encontrada em [Rizzi, 1995],
a ser vista na secdo V.4.3, é definida para se fazer a analise espectral de tensores néo-
simétricos.

Sera visto, no decorrer dessa secdo, que os tensores Q" e Q'Q" podem ser escritos
como modificagbes de posto no méximo 2 do tensor identidade. Seus autovalores e
autovetores serdo caracterizados explorando-se essa caracteristica peculiar, devido a
resultados encontrados em [Pearson, 1969], reunidos no Apéndice D.

Considere-se 0 tensor acustico com dano, dado em (V.46), escrito da maneira
simplificada abaixo:

- 1 :
Q"= Q-;a®b; (V.61)
ondea=nf_ e b =g_.mn.Lembre-se que, no caso associativo, de acordo com a equagao
(V.47)tem-seza=b =f_.n.

Utilizando-se (V.61), o tensor do autoproblema generalizado (V.51) pode ser
escrito na seguinte forma:

Q'Q"=1, -2 Q'a®h). (V.62)

Observe que, no caso de elasticidade isotropa, utilizando-se a formula de [Sherman e
Morrison, 1950], vista na secdo D4, o tensor Q pode ser invertido da seguinte maneira:

Q' =ply - (A+p) [n(A+2u]" (n®n). (V.63)

A resolucdo de det Q'Q" = 1 v, y3 = 0 é feita notando-se que em (V.62) o tensor

Q'Q" é uma modificacdo de posto 1 do tensor identidade I, . Baseando-se nisso e utilizando-
se resultados dados na secdo D3.1 do apéndice D, tem-se que o autovalor y = 1 tem

multiplicidade dois para o tensor Q'Q" . Sem perda de generalidade, assumindo-se que
y1= v2 = 1, resta somente determinar o valor de y; para se fazer a anélise desejada.
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O célculo do autovalor y; é entdo feito da seguinte forma:

detQ" (V.64)
det Q'Q" = = = s,
QQ detQ M1 E s
entdo, do resultado dado pela equagéo (D.11), que det(l+a®b) = 1+ b .a, tem-se que
detQ'Q" =1- 2 b.Q"a. (V.65)
De (V.64) e (V.65) se conclui que:
_ 1 -1
Yg—l-ab.Q.a. (V.66)
A condicdo necessaria de localizacdo de deformacdo se reduz a impor que:
det Q'Q" = y; =0, (V.67)
ou seja,
é b.Qha= 1 <b.Q%ha= G. (V.68)
Substituindo-se o valor de G, visto em (111.80) em (V.57), onde G é dado por:
G=-f°f .E’l.f8+fwr (V69)
gv '
e sendo nesse caso w = w"? e g = ¢™, obtém-se a seguinte condigio de localizagéo:
b.Qha+f .E™*.fg-fur=0. (V.70)
gv '
O valor méximo para n que satisfaca a equagéo (V.70) e tal que | n | = 1, assinala

um indicio da deformacdo localizada onde m é a correspondente direcdo de localiza¢do. Esse
problema, pode ser formulado da seguinte forma:

maximizar {e'n: b(n) QLam)+ f .E* .fo - fur=0;| n| =1} (V.71)
g '
onde e’ =(1,1,1).

Se a restricdo (V.70) estd satisfeita, entdo a determinacdo do versor m é feita
resolvendo-se (V.71)

V.4.2- Andlise dos autovalores de Q" para materiais istropos.

Considerando-se materiais isétropos, tem-se que Q é definida de acordo com (V.53),
com A =A4w) e u=p(w); Q" édefinida de acordo com (V.61) e a sua substituicdo em
(V.49) resulta em:

[(=7) I +(A+w)n®N - < (@®b)] g = 0. (V.72)

Nota-se que o tensor de (V.72) é uma modificacdo de posto 2 do tensor identidade I,
entdo, utilizando-se resultados encontrados na secdo D3.2, do Apéndice D, tem-se que
y1 = p é um autovalor para (V.72). Os dois autovalores restantes sdo obtidos da equagdo
(V.59) por:

det Q" =detQ v172vs < Y1 ¥2¥s =detQ yayays < py2vs = pop (A+2p) vs
que fornece:

Y2 vs = n(A4+2p)vs =B, (V.73)

cujo valor é zero parays = 0.
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Precisa-se de mais uma equacao para se determinary, e ys . A operacéo traco de Q"

vista em (D.33), define tal relacdo:

Yi + VY2 +v3 =

tr(Q™) = tr (Q) - é tr(a ® b)
2u + A +2u- éb-a= Bty +y3 =
* * 1 _
y2+y3_3u+/1-ab.a = ao. (V.74)
Entdo, (V.73) e (V.74) definem duas equagdes para se determinar vy, € vs :
Yo + Vs = @ (V.75)
Y2¥s = B

e as solucdes de (V.72), sdo as raizes de uma equacdo do segundo grau em y', ou seja,

) - ay +p=0. (V.76)

Resolvendo-se (V.76), chega-se aos valores dey, e ys procurados.

Observacdes:

i)

Em [Ottosen e Runesson, 1991b] demonstra-se que em geral v, > y3 ey = 0sey3 = 0.
Além disso, se existir algum ys < O entdo, em correspondéncia y; < 0, com
correspondente velocidade de propagacdo imaginaria (pois ys = pc§ ). Como foi visto
pela proposicdo D3.1, devido a simetria de Q%, ndo existem autovalores complexos para
(V.49) ;eles s6 poderdo ocorrer para tensores ndo-simétricos (secédo V.4.4.1);

A equacdo g.Q".g =y , vista em (V.38), é uma equacio algébrica quadrética em g,
dependente diretamente dos autovalores y~ obtidos no estudo de (V.49). Entdo, os valores
de vy~ servem diretamente para especificar, 0 comportamento dessa equacao:

-sey >0, entdo tem-se que det Q" > 0, Q" é definida positiva e a equag&o representa um
elipsdide em %> (note que se Q¥ =1, , aeq. g.1.g =7 é a eq. de uma esfera se y > 0).
Desde que um elipséide (ou elipse em 9?) é estritamente convexo, sempre tem-se
Q"9 . (g -0) <0, vg e R ndo colinear com g (ver a figura V.6) e uma condicdo de
perda de elipticidade ocorre se Q"g.(g"- g) > 0, condicdo que é satisfeita se y < 0, como
sera visto a seguir. Q"g pode ser visto como o gradiente da funcdo f(g) = g.Q%.g, e é
tangente a cada ponto do contorno da elipse vista na figura V.6;

- se existir algum y" = 0, entdo tem-se a perda da elipticidade da equaco, que se degenera
agora em planos ou retas no R?, ja que g.Q".g = 0 implica na singularidade de Q", para se
ter solucdes diferentes da trivial nessa equacdo e consequentemente posto(Q") < 3, o que
degenera a equagdo no espaco de representacdo. Porisso essa equacdo € chamada de
equacdo de uma conica degenerada;

-sey <0, entdo, tem-se que det Q" < 0, Q" &, portanto, definida negativa e a equacéo
representa um hiperbol6ide em %* (ou hipérbole em R?).
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QW c ERZXZ; g ESRZ

9.Q"g = v

Figura V.6 - Condicdo eliptica em R?,

iii) considerando-se o modelo escalar de dano de Mazars, as definicbes de A e p, do tensor
elastico E° para materiais is6tropos, recaem em:
A= (1-D)Ag; p = (1-D)o; E%= (@1-D)[2u0 s + A0 1, ® I];

onde D é a variavel de dano de Mazars tal que, 0 <D < 1.

Assim, na anélise efetuada para materiais isotropos, Q pode ser substituida por Q° tal
que:

Q" = (1-D)[ 1o I2 + (Ao + 210) N®n]

e resultados andlogos aqueles obtidos para Q, vistos nessa se¢do, podem também ser obtidos
para Q°.

V.4.3 - Analise espectral do tensor simétrico Q' .

O estudo a ser efetuado aqui € importante para a analise de materiais ndo-associativos
nos quais Q" é ndo-simétrico.

Considere o tensor acustico elastoplastico com dano Q", escrito de maneira explicita
por:

Q"=nHW").n =n. E(WW).n-éa®b =Q -éa@b; (V.77)
onde a : nf, e b =g_..m. (f,= g, parao caso associativo).
E possivel definir o tensor Q" como a soma de uma parte simétrica Q' com a parte
anti-simétrica Q%' , ouseja, Q"= Q¢ +QY, onde:

QY= 2(Q"+(@Q))=Q- 5 (a®b + b®a) (v.78)
vos Q@) =Q- o . V.79
Qa = 7@ -(Q))=Q-75(a®b -b®a) (V.79)

Em geral, as propriedades espectrais de Q¢ e QY , sdo diferentes da propriedade

espectral de Q". Essa afirmacgdo é feita baseando-se na desigualdade de Bromwich, que
estabelece que:

Y min (Q) < re(y (Q") < v 'max (Q3); (V.80)
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* 1 . * * 1
Y min (T Q\év) < im(y (Q")) < ¥ max (T Q\E;.V); (v.81)
onde re e im indicam a parte real e imaginaria de um namero complexo, respectivamente. A

desigualdade (V.80) implica que, um autovalor de Q¢ pode se anular, mas o correspondente

autovalor de Q" permanece positivo. Isso implica que, ao se estudar a condicdo de
estacionariedade da velocidade de propagacdo de onda y = pc® = 0, essa resguarda a
propriedade espectral do tensor simétricoQ¢', mas é uma condigdo de estacionariedade forte
para 0 equilibrio estatico, pois de (V.80), pCmin (Q) < re(pc?)min(Q™)) e entéio é uma
condicdo de localizacdo mais restritiva para tensores ndo-simeétricos. A seguir, € feita a
analise de perda de elipticidade forte, que pode ser uma estratégia a ser usada para tensores
ndo-simétricos.

A analise do problema espectral (V.55) é agora feita para Q¢ definida em (V.78)
resultando no seguinte problema equivalente a (V.55):

[Q"Q{ - v12] g(m) =0; (V.82)

onde
QW = Iy - (& ’ : V.83
Q Q4 = Iy ZG(a®b +b’'®a); (V.83)

coma =Q'a eb =Q'b
A substituicdo de (V.83) em (V.82), resulta no seguinte problema espectral:

1
[(2-7)l- 5 (a®b +b'®a)jg =0 (V.84)
e nota-se em (V.84), que o tensor espectral € uma modificacdo de posto 2 do tensor identidade

I, , entdo os resultados vistos na secdo D3.2, podem ser utilizados para a analise de (V.84):

detQY! _ (b.Ql.aj_ {(a.Ql.a)(b.Ql.b) i (b.Ql.a)Z} (V.85)

-1 W _
0etQ Qs =460 G 4G?

Zerar (V.85) é equivalente a resolucdo de uma equacdo do segundo grau dada por:

G= % [(b.Q".a) + {(@.Q.a)b.Q".b). (V.86)

Substituindo-se em (V.86) o valor de G dado em (V.69) e considerando-se
G:- fSW.E_l .fg e Gc:'prd r,
resulta:

G =G + % [(b.Q'.a) + J@Q* .a)h.Q'.h). (V.87)

Desde que G ¢ determinado tal que G >0, entdio G - G. > 0.
1
Chamando-se de G’ = 5 [(b.Q'.a) + {(@.Q* .a)(b.Q*.b), entio tem-se que,

o valor méximo para ocorréncia da condicdo necessdria de “softening” é obtido para
Gc- G’ =0seesomentese G’ > 0, pois G’ é uma folga complementar com relacdo a
G. > 0.

G -
G -
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Assim, em (V.87), G’ deve ser escolhido tal que:

G’:% [(b.Q.a) + {(@aQ*.a)b.Q*.b) >0, (V.88)

para se ter a condicdo necessaria de localizacdo de deformacéo.

Note que, se tiver-se a hipotese de associatividade, o segundo termo entre parénteses
na equacédo (V.85) se anula e (V.85) se torna idéntica ao caso associativo.
Entdo, € mais interessante fazer-se a analise do problema espectral (V.82) somente

para materiais ndo-associativos, pois nesse caso Qg' ndo coincide com Q" e G’ > 0 em
(Vv.88).

V.4.4 - Determinacdo de autovalores e autovetores de Q" para materiais istropos.

No caso de elasticidade isétropa , o tensor de localizacdo de deformacdo Q" é

expresso atraves de uma modificacdo de posto 2 do tensor identidade:
QY= pl +(A+p) M@ - £ (@®b). (V.89)

Para se fazer analogia com a se¢do D3.2 do apéndice D, considere:
Q"= nlz + Uy (V.90)
onde Uz = (1 +p)m®n - é (a®b).
Seja agora o problema:

[U2- ol2] g(n) = 0. (V.91)

Os autovalores associados a equacdo (V.91), seguindo resultado visto em (D.17), tem
a forma:

o = % [a1.d; + ax.dp + \/(al.dl -a_.d )?+4(@ .d )@ d)] (i=1,2); (V.92)

onde, m; (w;) € asoma (diferenca) das parcelas entre colchetes e,
a=n; di=(A+pun; ax=a; dz=-éb: (V.93)

sendo entdo expressos por:

1 A+ .
o= [+ - @ b) i\/(k tu o+ Jgab) -4 Dmamb)] (12, V9
Assim, de (V.92), os autovalores de Q" paraa equacéo (V.49) sdo dados por:
W= pte (i=12) e v = p; (V.95)
com w; calculado em (V.94).

Note que, para G — oo; as equacOes (V.94) e (V 95) recuperam 0s autovalores para a
analise de problemas puramente elasticos, ouseja, 2 = y3 = p € 11 = A+2p.
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Utilizando-se mais uma vez os resultados vistos na se¢do D3.2 do apéndice D, tem-se
que, 0s autovetores associados a o, no problema (V.91), tem a forma:

g=aim +opa; (V.96)
onde 0s a;’s sdo calculados por:

2
Z(di.aj -0 0;=0, (I=1,2 e ®=0m 0U ®=my); (V.97)
j=1
comdi a (ij=1,2) expressos em (V.93). Substituindo-se (V.93) em (V.97) obtém-se o
seguinte sistema para determinar 0s a.;’s:
A+p-o)a, + (A+ u)(n.a)oa2 =0

(—}/G)(b.n)otl + ((—%;)(b.a)_co)q2 _ 0 (V.98)

Entdo, com 0s o;’s determinados em (V.98), tem-se, com relacdo ao autovalor ®, 0s
seus autovetores relativos.

V.4.4.1 - A condigéo de localizagéo.
A condicdo de localizagdo det Q" = 0, é obtida quando o autovalor y,  definido em

(V.95), expresso utilizando-se @, em (V.94) como a diferenca entre os dois termos naquela
equacao, se anula. Isso acontece quando em (V.95):

Mm=-H. (V.99)
Por sua vez, a relacdo (V.99) sé é valida se em (V.94):
A+
b)? —4(—)(n.a)(n.b) = 0. (V.100)
(h+p +}gab) —4(=SH)m.a)n.b) 20

Isto ocorre se o problema for associativo, o que implica no tensor Q" ser simétrico e
entéo, da proposicdo D3.1, na existéncia de autovalores reais para Q".

Supondo-se que (V.100) esteja satisfeita, entdo, a resolucdo de uma equagdo do
segundo grau com respeito a G em (V.94), determina a seguinte condicao de localizacao:

_ (1+2u)(a.b) ~ (1 + w)(n.a)(n.b) (v.101)
n(h +2u) ’

a qual coincide com a substituicdo de Q= ul, - (A + ) [w (A + 2u]" (n®n ) em (V.68).

G

No caso ndo-associativo podem existir autovalores complexos. Isto ocorre se, interior
a raiz quadrada de (VV.94) tiver-se:

Gi=(1+w’ G+ [2(A+p)(a.b)-4(1+w) (na) (b)]G+(a.b)> < 0.  (v.102)
Note-se que, para o estudo em questdo, se a inequacédo (V.102) estiver satisfeita, entdo

de (V.95) a Unica solugdo complexa possivel gera uma raiz real (s ) e duas raizes complexas
conjugadas tais que, yi = p + re(o) + im(o), i = 1,2, com,
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re(@)= (A+p)- < (@.b);  im(@)=iG, ; (V.103)

onde re(m) é a parte real de @ e im(w) é a parte imaginaria de o, 0 que implicaemy;,” e v,
serem complexas conjugadas. Assim, em (V.95), os autovalores y poderiam ser escritos por:

7= ptre(e) +ime); v = po+re(o)-im@); 3 = . (V.104)

Entdo, a condigdo necesséria de localizacao recae em:
detQ" =y 12 15 =0 © 11 2 =0 < p* +2ure(w) + re(w)’ - (im(w))’ =0 (V.105)

e a anélise da condicdo necessaria de localizacdo, no caso da existéncia de autovalores
complexos, é expressa por:

W2l & @b+ () 5 @ b +Gi=0; (V.10

com G; dado em (V.102), a qual determina o valor critico de G, resolvendo-se com alguma
dificuldade, uma equacdo do segundo grau. A resolugdo de (V.106) mostra que existem
autovalores complexos v~ diferentes da solucéo nula que implicam na singularidade do tensor
Q", na resolucéo do autoproblema (V.49).

Determinacdo dos autoversores de Q.

Supondo-se que os autovalores foram calculados em (V.94) e (V.95), entdo é possivel
resolver (VV.98) e determinar os autovetores associados, definidos na equacéo (V.96), dados
por, g=o1n +oa.

Uma relagdo possivel para a, € a; , considerando-se a primeira equagdo em (V.98), é:

o (A+pm.a (V.107)
a, o-(A+p)’
Considerando-se a validade de (V.99), entdo, tem-se na condicdo de localizacdo que
®2 = - u e substituindo-o em (V.107) resulta:
o (+pna (V.108)
o,  (A+2w

Utilizando (V.107), tem-se em (V.96) que:

(A+pn.a (V.109)

9= l(-=5 5 ) n+al

Com o valor de g expresso em (V.109) é possivel agora caracterizar 0s seguintes
modos de bifurcacéo (ver figura V.5):
- se g esta alinhado com n e a esta alinhado com n, entdo a bifurcacéo é do modo de abertura
(modo 1);
- se g é perpendicular a n e a é perpendicular a n, entdo a bifurcacdo é do modo de
cisalhamento puro (modo II);

- se g ndo esta alinhado com n, nem com uma direcdo perpendicular a essa, a localizacao € do
modo misto (modo I11).
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Capitulo V- Introducdo a Analise de Localizacdo de Deformacédo.

Na analise da condi¢do de perda de elipticidade feita aqui, optou-se por estudar a
singularidade do tensor aclstico Q“, mas a mesma andlise pode ser feita explorando-se
diretamente a singularidade do tensor elastico ou elastoplastico com dano H, analisando-se a
condicdo necessaria de localizacdo, det(H) = 0. Aplicando-se os resultados aqui obtidos,
relacbes anadlogas seriam tiradas. Essa analise pode ser encontrada em [Rizzi, 1995], entre
outros.

No préximo capitulo, seguindo resultados obtidos até aqui, faz-se uma analise pos-

bifurcacdo ou pds-singularidade do problema da localizacdo, utilizando-se resultados
encontrados em [Jepson e Spence, 1985a] e [Decker e Keller, 1980], reunidos no Apéndice E.
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CAPITULO VI - Introducdo a Andlise Pos-Bifurcagdo Relativa a Instabilidade de
Solucéo.

No capitulo anterior, um amplo estudo da condicdo de localizacdo ou de perda de
elipticidade foi efetuado sem se preocupar em analisar o que ocorreria apés tal condicao estar
satisfeita.

A contribuicdo desse capitulo se relaciona a caracterizagdo do tipo de instabilidade de
solucdo numa analise pos-singularidade da equacdo de equilibrio, para sistemas conservativos
com relacéo a forgas, isétropos e associativos, explorando a singularidade do tensor acustico
de dano visto no capitulo anterior. Utilizando-se de alguns resultados daquele capitulo, se
tentara dar condicdes de caracterizar as solugdes pos-singularidade, objetivando detectar se
essas solucBes representam instabilidade por bifurcacdo de equilibrio ou instabilidade
associada a pontos limites (inflexdo, minimo ou maximo) baseando-se em resultados da
Teoria de Bifurcacdo reunidos no Apéndice E.

Esse aspecto é importante em funcdo do tipo de interpretacdo fisica que se possa
associar. Por exemplo, se a solugdo encontrada € um ponto limite, pode-se interpretar que a
localizacdo ndo implique em ruptura, ou em propagacao instavel de dano, de tal forma que, a
instabilidade global ocorrida ndo leva a estrutura ao colapso, mas se caracteriza por uma
mudanca para uma nova configuracdo onde a estabilidade é novamente alcancada . No outro
caso, quando ha instabilidade por bifurcacdo de equilibrio, a propagacdo de defeitos pode
caracterizar globalmente um estado limite Gltimo da estrutura, onde qualquer incremento
positivo de carga aplicado pode leva-la ao colapso.

Antes de se iniciar a analise de pos-bifurcacdo do modelo constitutivo, serdo revistos
alguns conceitos relativos a instabilidade das estruturas, que auxiliardo no entendimento desse
capitulo, baseados no proposto em [Zagottis, 1980] e [Loula e Galedo, 1983].

V1.1 - A definic¢éo de estabilidade e instabilidade de solucéo.
O conceito de estabilidade: (no sentido de Liapunov)

Considere uma configuracdo de equilibrio de um sistema mecénico em relacdo a um
dado referencial. Diz-se que a configuracdo estd em equilibrio estavel se, dadas pequenas
perturbacOes arbitrarias no sistema, através de modificacdes de posicdo e da imposicdo de
velocidades iniciais, 0s movimentos resultantes permanecem pouco afastados da configuracéo
de equilibrio e tdo mais proximos dessa quanto menores forem as perturbacdes dadas. Diz-se
ainda que a configuracdo estd em equilibrio assintoticamente estdvel se para o tempo
tendendo ao infinito a configuracdo do sistema perturbado tender, em termos de posigédo e
velocidade, a configuracédo de equilibrio.

O conceito de instabilidade:

A configuracdo estd em equilibrio instavel se dadas pequenas perturbacdes arbitrarias
ao sistema, os movimentos resultantes tenderem a se afastar progressivamente da
configuracdo de equilibrio, embora esse ndo seja propriamente o caso geral.

A figura V1.1 vista a seguir ilustra os conceitos vistos.
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B D E
Figura VI.1 - comportamento estavel e instavel de uma esfera em um trecho A-E.

De acordo com as defini¢des acima:
- aconfiguragdo B é de equilibrio estéavel;
- a configuracdo C é de equilibrio instavel;
- a configuracdo D também é uma configuracdo de equilibrio instavel, pois qualquer
movimento imposto em D produz um movimento que ndo se mantém préximo de D e mais
afastado quanto maior for a perturbacdo. No entanto, se a perturbacdo for exclusivamente de
posicdo, sem impor velocidade inicial, o sistema permanece em equilibrio na posi¢cdo em que
for colocado e entdo diz-se que a nova configuracdo adquirida tem uma equilibrio indiferente.

Esses tipos de configuracdes serdo importantes para se caracterizar em uma analise
estrutural estética para sistemas conservativos com relacdo a forgas, mas ndo-conservativos
com relagéo a dissipacao de energia (por plastificacdo, dano, plastificacdo e dano, etc...), se a
configuracdo encontrada em uma analise pos-bifurcacdo esta relacionada a instabilidade do
equilibrio por bifurcacdo ou associada a pontos limites.

A maioria dos resultados a serem alcancados nesse capitulo, estdo ligados diretamente
ao Apéndice E, que além de discutir as condi¢des de identificacdo dos pontos singulares em
limite ou de bifurcacdo, caracteriza também o tipo de trajetéria alcancada e o tipo de
bifurcacdo ocorrida. Se o ponto é limite, a trajetoria pode ser do tipo quadréatica, cubica ou
eliptica. Se o ponto é de bifurcacdo, a trajetoria pode apresentar uma ramificacdo simples, em
garfo, ou em ilha. As figuras representativas desses tipos de trajetdria, bem como sua analise
se encontram no apéndice E e se baseiam na pesquisa encontrada em [Jepson e Spence,
1985], [Decker e Keller, 1980].

Os primeiros exemplos a seguir, servem para ilustrar, o aparecimento de bifurcagéo de
equilibrio e de instabilidade associada a ponto limite em problemas de andlise estrutural
estatica (sistemas conservativos).

Exemplo 1:
O exemplo 1 se baseia em uma andlise estatica de uma barra prismética constituida
por um material homogéneo e elastico linear, considerando-se apenas a massa m concentrada

na extremidade livre, ou seja, desprezando-se a massa da coluna. A figura V1.2, ilustra a
configuracéo.
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Figura VI.2 - barra prismética vertical engastada em uma extremidade e submetida a
uma forca de compressao centrada p na extremidade livre.

A condicdo de equilibrio na posicdo deslocada da coluna mostrada engastada em
x = 0 na figura VI.2a) e sujeita a uma forca de compressdo centrada p, aplicada na
extremidade livre, X = L, leva a seguinte equacdo, quando desprezam-se as forcas de inércia:

ELv(x) = p(f-v(x)),

onde E é o modulo de elasticidade do material, | € o momento de inércia da secdo transversal
com relagdo ao eixo em torno do qual se d& a flexdo, L € o comprimento da coluna e f é a
flecha na extremidade livre.

Adotando-se uma solucéo geral na forma:

V(X) = 1 senBx + c, cospx + F,

onde B = %I , € utilizando-se as condi¢Ges de contorno v(0) =0, v(L) =fev’(0) =0,

. nrw , L.
determinam-se as constantes c; , C;, B = E) e obtém-se os valores das cargas criticas de

Euler ou cargas de flambagem dadas por:
3 n’n’E
STE
Dessa analise conclui-se que:
i) parap < py, aUnica forma de equilibrio possivel é v(x) = 0, ou seja, 0 modo retilineo;

, paran=1,35,..

nnx
ii) para p > pn, além da solucdo v(x) = 0, existem as solucBes vn(x) = f( 1 - cos%),

correspondentes a uma configuracdo de equilibrio curvilineo, visto na figura V1.2b);

iii) a qualidade do equilibrio do modo retilineo, v(x) = 0, pode ser resumida da seguinte
maneira:

- para p < pg, 0 equilibrio € estavel,

- para p > pg, 0 equilibrio € instavel,

onde p; é a primeira carga critica.

A figura VI1.2c) representa a relacdo forca-deslocamento, onde para p < pi, O
equilibrio é estavel até atingir o primeiro ponto critico p;, enquanto que para p > p;, O
equilibrio é instavel, com o sistema podendo apresentar uma outra configuragdo de equilibrio
possivel nas proximidades da configuracdo critica. Em outras palavras, a partir do ponto
critico o sistema ndo pode suportar acréscimos de p sem uma mudanca radical na sua
configuracdo, caracterizando o tipico caso de instabilidade por bifurcagédo do equilibrio.
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Exemplo 2:

Considere-se a configuragdo dada na figura V1.3i) e V1.3ii) onde duas barras retas e
indeformaveis, sdo articuladas nas extremidades, sendo a mola elastica com rigidez k para
deslocamentos longitudinais. O sistema encontra-se em equilibrio, sem carregamento, na
posicdo caracterizada pelo angulo o. Com a aplicacdo do carregamento estatico p, o sistema
desloca-se (o0 ponto B desloca-se para B’e o ponto C, para C’) e a mola deforma-se, sendo a
nova posicao de equilibrio caracterizada pelo &ngulo 6.

Figura VI.3 - Sistema formado por barras retas articuladas nas extremidades.

Analisando-se a figura V1.3iii), o equilibrio no né B permite escrever:
P
N= 2sen(a — 0)
e 0 equilibrio do né C permite obter a forca F que age na mola:
F =N cos (a- 0).
Por sua vez o deslocamento Ah em C ¢ dado por:
Ah =2 L (cos (a- 6) - cos o).

Sendo F= KAh
P
; 2KL - 0) - = -
decorre (cos (a- 0) - cos o) 2sen(c— 0) cos (a- 0)
e portanto,
cos(a. — 0) — cos
P (2 -9) ¢ sen (a- 0).

4K~ cos(a—6)
Fixando-se o. em 30° e fazendo-se variar o angulo 6, obtém-se um conjunto de valores
representado geometricamente pela figura V1.4 abaixo:
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60? T 9

Figura V1.4 - representacio da curva forca-deslocamento para o. = 30°e 6 variando.

O gréfico mostra um valor méaximo de p para 6 = 12° e uma configuracéo de equilibrio
estéavel até esse valor de 0, onde p é crescente. Para, 12° < 0 < 48°, a configuracéo mostra um
equilibrio instavel, onde p é decrescente, se anula para 6 = 30° e atinge um valor minimo
negativo para 6 = 48°. Para 6 > 48°, a configuracéo indica novamente equilibrio estavel, onde
p é crescente e se anula para 6 = 60°.

E importante notar que, fazendo-se p crescer a partir do valor zero, ao atingir o
primeiro ponto critico (ponto de méximo), o sistema passa a ter equilibrio instdvel mas sem
ter outra configuracdo de equilibrio possivel nas proximidades da configuracédo critica. Para
poder suportar acréscimos de p a partir do ponto critico o sistema deve sofrer uma mudanca
radical na sua configuracdo; ndo ha portanto, bifurcacdo de equilibrio. Denominam-se 0s
pontos criticos em questdo de pontos limites e diz-se que no sistema tem-se instabilidade
associada a um ponto limite, em contraposicao a instabilidade pelo aparecimento de um ponto
de bifurcacao.

Observa-se por outro lado, que considerando-se sistemas nao-conservativos com
relacdo a forcas (tais como, acdes de vento, forcas variando no tempo, fluxo de fluidos, etc...),
ndo se consegue a instabilidade como associada a ponto de bifurcacdo ou a ponto limite.

Nesse tipo de sistema é possivel ocorrer instabilidade por multiplos pontos de
bifurcacdo ou por bifurcacdo em pontos limites multiplos. No apéndice E, é apresentado um
simples estudo das condicBes necessarias para a ocorréncia desse tipo de comportamento de
solucdo. Essa analise sera objeto de pesquisa futura e ndo sera desenvolvida aqui. O exemplo
dado a seguir, extraido de [ Loula e Galedo, 1983] e resolvido através de uma analise
dindmica, mostra que para sistemas com forgas ndo-conservativas ndo € possivel caracterizar
a ocorréncia de bifurcacdo ou ponto limite.

Exemplo 3:

Considere-se agora um problema variante do exemplo 1, onde a forga de compresséo
p aplicada na extremidade livre, X = L, é sempre tangente a deformada, (forca seguidora) e tal
que a configuracao do sistema € ilustrada na figura V1.5 abaixo.
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A

A

Figura V1.5 - barra vertical submetida a forca seguidora.

A equacdo do movimento, fica expressa nesse caso por:
Elv’(X)=p(f-v)-pd(L-x)-M(L-x)&
onde & é o angulo formado entre a vertical e a tangente ao eixo deslocado na altura da
ordenada X e M ¢é a massa do sistema considerada na extremidade livre. Nessa expressao
consideraram-se as aproximacoes:
-Px=pCcosd=p, py=psend= pad.

Analise dinamica.
Considerando-se solucdes gerais na forma:
v(x) = V(x)e™: ft)=Fe™ &(t)=35eM
e aplicando-as na equagdo do movimento, tem-se:

M
V' + B2V = BF-PAB(L-x)- A2 E(L-X)F.
A solucdo geral é:

M
V(x) = ¢y senBx +cz cospx + F -3 (L - x) - xza (L - X)F.

Utilizando-se as condigdes de contorno do problema:
v(0,t) =0, v’(0,t) =0, v(L,t) = f(t), v’(L,t) =3(t)
e impondo-se condicOes de existéncia de solu¢bes néo triviais, ou seja, que o determinante do
sistema gerado pelas condi¢cdes de contorno seja nulo, tem-se a seguinte solucdo em
autovalores:

mai \/ [ 1
=i :

M senBL - BLcospL

A analise do autovalor A obtido acima caracteriza a ocorréncia ou ndo de
instabilidade:

i) Para qualquer valor de B, tem-se que A é sempre diferente de zero, logo ndo ocorre
frequéncia nula, ou seja, ndo ocorre instabilidade divergente estatica, ou seja, ndo ha
bifurcacdo estatica.

i) Para senBL - BL cos BL > 0, A € imaginario puro, 0 movimento € oscilatério com
frequéncia » = im(), crescente com a carga p e tem-se estabilidade;

iii) Para senpL - BL cos BL =0 ou tg BL = BL, a frequéncia do sistema atinge valor infinito;
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iv) Para senpL - BL cos BL <0, A assume valores reais de sinais contrarios, o que implica em
solugdes ilimitadas e portanto em instabilidade.

Analise estatica.

Se esse mesmo exemplo fosse resolvido atraves de uma analise estatica, utilizando-se
a solucéo geral:
v(X) = ¢y senPx + ¢z cospx + -8 (L - X),

considerando-se as condi¢des de contorno, teria-se que o determinante do sistema resultaria
sempre diferente de zero, o que implicaria em uma Unica forma de equilibrio possivel : a
retilinea. Logo, ndo existiria nenhum valor de p capaz de manter em equilibrio um modo
curvilineo qualquer dessa estrutura.

De acordo com [Loula e Galedo, 1983], a solucdo denominada ponto de bifurcacéo
pode ser caracterizada como uma bifurcacdo simétrica estavel enquanto que uma solucéo
denominada ponto limite é caracterizada como bifurcacdo simétrica instavel ou bifurcacao
assimétrica instavel. Um exemplo dado por esses autores, visto a seguir, caracteriza esses trés
tipos de comportamento, ilustrados nas figuras V1.6b), V1.6c) e V1.6d).

Considere-se uma barra rigida, elasticamente engastada na extremidade inferior,

através de uma mola com rigidez k e sujeita a uma forca de compressdo p na extremidade
superior.

u(OZ]:

Figura VI.6a - barra vertical elasticamente engastada na extremidade.

Os tipos de solucdo encontrados permitem caracterizar os trés tipos de bifurcacdo
citados, caracterizados por p em funcéo do deslocamento u(6):

p

A A A

> u(0) > u(0)
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b) c) d)

Figura VI.6b - bifurcacdo assimétrica instavel.
Figura VI.6¢ - bifurcacdo simétrica instavel.
Figura V1.6d - bifurcacéo simétrica estavel.

A classificacdo explorada nos itens i), ii), iii) e iv) acima pode ser utilizada para se
determinar os tipos de instabilidade que ocorrem na pratica, o que sera feito a seguir.

V1.2 - Classificacao geral da instabilidade de solucéo.

Antes de se fazer uma analise pos-bifurcacdo de solucdo, que é a proposta desse
capitulo, € interessante relembrar algumas caracteristicas relativas ao problema de
instabilidade das estruturas e obter uma classificacdo dos tipos de instabilidade que ocorrem
na préatica. Essa classificacdo segue a proposta de [Zagottis, 1980] e evidencia a complexidade
dos problemas gerais ligados a instabilidade.

A instabilidade pode ser de dois tipos: divergente e oscilatdria.

Instabilidade divergente:

A instabilidade divergente se caracteriza pelo sistema estrutural abandonar sua
configuracao inicial de forma definitiva, buscando novos e eventualmente inexistentes estados
equilibrados.

Instabilidade oscilatoria:

A instabilidade oscilatéria se caracteriza pelo sistema estrutural oscilar em torno de
uma configuragdo de equilibrio, em periodos maiores devido a crescente absor¢do de energia
mecanica, tipica do processo.

Classificacao da instabilidade divergente:

A instabilidade divergente pode ser de dois tipos: estatica e dinamica.
i) Instabilidade divergente estatica:

E o tipo de instabilidade divergente que pode ser estudada através de analise estatica,
se manifesta pelo aparecimento de pontos limites ou pontos de bifurcacdo, sendo tipica de
sistemas estruturais sujeitos a forcas conservativas. Ela aparece em estruturas reticuladas
planas ou espaciais, estruturas laminares, estruturas compostas, etc... e na forma de
instabilidade local de barras isoladas ou por instabilidade global, sem que as barras isoladas
percam a estabilidade.

ii) Instabilidade divergente dinamica:

E tipica de sistemas estruturais sujeitos a forgas ndo conservativas, entre as quais se
destacam as produzidas pelo vento, forcas variaveis no tempo ou forcas decorrentes de fluxo
de fluido, devendo ser estudada por processos dindmicos de anélise.

Classificacao da instabilidade oscilatoria:

A instabilidade oscilatéria manifesta-se de diferentes modos, por ressonancia e flutter,
entre outros.

i) instabilidade oscilatdria por ressonéncia
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Manifesta-se quando forcas ndo-estacionarias e periodicas agem sobre o sistema
estrutural de modo que a sua frequéncia se iguale a uma das frequéncias proprias da estrutura,
levando a velocidade de propagacéo e a amplitude de ondas a uma quase constancia.

ii) instabilidade oscilatéria por flutter

E o tipo de instabilidade oscilatoria provocada por forcas ndo conservativas sobre as
estruturas. Pela acdo dessas forcas, passam a existir movimentos ciclicos rapidos, sendo que
em cada ciclo, o sistema estrutural absorve energia mecanica do meio e por consequéncia as
amplitudes de ondas e velocidades de propagacao se tornam crescentes com o tempo.

Outros tipos de instabilidade oscilatéria podem se caracterizadas pela interacdo da
instabilidade por ressonéncia e por flutter.

De acordo com o estudo feito até aqui e do proposto em [Zagottis, 1980], uma
classificacdo geral da instabilidade é dada abaixo pelo quadro I, relativa a seu género e
espécie:

Quadro I:
instabilidade |
divergente oscilatéria
| | | |
estatica dinamica Ressonancia| |Flutter Outros
Ponto Ponto de

Limite Bifurcacéo

V1.3 - Classificacdo da instabilidade para os modelos explorando os autovalores do
tensor acustico.

Analogamente a andlise dinamica feita no exemplo 3, ao nivel de modelo
constitutivo, a caracterizacdo dos tipos de instabilidade que podem acontecer, pode ser feita
matematicamente, explorando-se os autovalores do tensor aclstico Q" ou do tensor rigidez

tangente H.

Em principio é possivel também propor uma classificacdo para a “instabilidade
material por localizagdo” como sendo do tipo divergente ou oscilatéria.

E importante ressaltar que a proposta de caracterizagdo da instabilidade ao nivel
constitutivo aqui desenvolvida restringe-se ao ambito matematico, ndo sendo ainda possivel,
no atual estagio de desenvolvimento, especular sobre o significado fisico dos resultados
obtidos.

Em particular observa-se que, no caso de imperfeicdes da estrutura, o estudo
encontrado em [Zagottis, 1980] e em [Loula e Galedo, 1983], mostra que uma imperfeicdo
pode levar a estrutura ao colapso antes que o valor critico de carga, obtido pela anéalise
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perfeita, seja alcancado, e nesse caso a instabilidade € resultante de uma bifurcacdo
assimétrica instavel (ver a figura V1.6b).
No caso do modelo constitutivo, o problema da imperfei¢cdo das estruturas, pode ser

estudado considerando-se o tensor simétrico Q¢', ja que os autovalores desse sdo limitantes

inferiores para o tensor Q" (ver secdo V.4.3) se esse é nao-simétrico, podendo detectar um
ponto critico antes daquele obtido na analise do tensor Q“, mas esse assunto ndo sera
abordado aqui.

Considerando-se o problema de autovalores (V.49) relativo a equacao de equilibrio
dindmico (V.1), visto no capitulo V, dado por:

[Q"- y'llg(n) = 0 (VI.I)
e impondo-se a hipotese que o modelo analisado é o modelo is6tropo, entdo, os resultados
obtidos no capitulo V, secdo V.4.1, podem ser utilizados para se caracterizar o tipo de
instabilidade ocorrida. Daquele estudo, tem-se que um dos autovalores de (VI.1) é positivo,
v = >0, logo restam apenas dois autovalores de (V1.1) a serem analisados. Essa analise
sera desenvolvida nas secdes VI.3.1 e VI.3.2. O caso do modelo geral, ndo-isétropo, nao-
conservativo e ndo-associativo é tratado na secdo V1.3.3.
A classificacdo sera feita explorando-se dois tipos de sistemas de equilibrio
considerados no capitulo V: o equilibrio estatico e o equilibrio dindmico.

V1.3.1 - Classificacdo para modelos is6tropos, associativos e conservativos.

Considerem-se as hipoteses do modelo ser isétropo, associativo e conservativo (em
forca). A hipotese de associatividade é considerada para se ter o tensor QY simétrico e
garantir a existéncia de autovalores reais, somente. A hipo6tese de isotropia é feita para
utilizar-se os resultados obtidos nas secbes V.4.2 e V.4.4. A hipOtese de sistema sujeito a
forcas conservativas € feita para se poder caracterizar pontos limite ou pontos de bifurcacdo
de acordo com o quadro I.

Isto ndo impede que a analise dos autovalores de Q" seja feita através da equacdo
(VI.1) relacionado ao equilibrio dindmico. Lembre-se que a equacgdo de equilibrio estatico em
taxas é equivalente a equacao de equilibrio dindmico se a velocidade de propagacéao c € nula
(equacbes V.2 e V.4). Nesse caso ocorre 0 aparecimento de pontos criticos de carga e
investiga-se a ocorréncia de um dos autovalores y,” ou ys ser nulo.

Sem perda de generalidade, considere-se y;” = p > 0:

- se y3 = 0 entdo, utilizando um resultado demonstrado em [Ottosen e Runesson, 1991b],
que em geral y;° > v3 , entdo, 7y, > 0 e a instabilidade ocorrida é do tipo divergente
estatica. Essa afirmacdo é verdadeira pois, v = pci® =0, i = 1,2,3; 0 que exclui a
ocorréncia de velocidade de propagacdo imaginaria e portanto de instabilidade divergente
dindmica.

Nesse caso, y3 = 0 implica na singularidade de Q" e consequentemente na existéncia
de uma zona de localizacdo e de um ponto critico, a partir do qual pode-se ter instabilidade
por bifurcacdo ou instabilidade associada a ponto limite.

E valido ressaltar que, o sistema é conservativo com relagdo as forcas, mas é nio-
conservativo com relacdo a dissipacao de energia (nos regimes de encruamento), podendo-se
ter a ocorréncia de autovalor negativo. Assumindo-se y; < 0 entdo de (V.95), y2° > 0 e

*

y1 = u > 0. Nesse caso tem-se a ocorréncia de velocidade de propagacdo imaginéria, pois

*

vs = pcs® <0 e a instabilidade é do tipo divergente dinamica.
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No estudo a ser feito nas sec¢des V1.4, V1.5 e V1.6, somente sera considerado o caso de
instabilidade divergente estética (ys = 0) para fazer-se a analise de singularidade do tensor
Q".

Mas é importante dizer que no tratamento numérico do problema, a ocorréncia de
autovalor negativo (ys < 0) implica em um ponto critico e em uma zona de localizacio ja
terem sido alcancados. Note que, se ys < 0 entdo detQ" < 0, o que implica em encruamento
negativo e na solugédo obtida ser um ponto de bifurcacdo (ndo caracterizado pela analise de
singularidade).

V1.3.2 - Classificagdo para modelos isdtropos, ndo-associativos e ndo-conservativos.

As hipoteses de isotropia, de ndo associatividade e de sistema ndo-conservativo,
implicam:

i) no tensor Q" ser ndo simétrico, o que possibilita a ocorréncia de autovalores complexos;
i) na possibilidade de ocorrer instabilidade divergente dindmica ou instabilidade oscilatéria.

A hipétese de isotropia garante que, um dos autovalores é positivo, ou seja, y1” = p >0

e utilizando-se os resultados obtidos no capitulo V, se¢édo V.4.4 tem-se:
- seoautovalory; é negativo entdo y, & positivo,
- se 0 autovalor y3 for complexo entdo v, é complexo e conjugado em relagdo a ys .

Com essas consideracGes chega-se a conclusdo que, s6 € possivel caracterizar a
instabilidade através de uma analise dindmica, analoga aquela feita para o exemplo 3. Nesse
caso as seguintes situacdes podem ocorrer:

i) se ys3 <0, entdo, y, >0 e a instabilidade ocorrida é do tipo divergente dindmica, com
correspondente velocidade de propagacao imaginaria (pois ys = pc§ );

ii) sevys éum autovalor complexo, entdo a instabilidade é do tipo oscilatério existindo duas
possibilidades:

- se Re(ys)#0, ainstabilidade é do tipo oscilatoria por “flutter”;

- se Re(ys) =0, a instabilidade é do tipo oscilatéria por ressonancia.

VI1.3.3 - Classificagdo para modelos gerais: ndo-isétropos, nao-associativos e néo-
conservativos.

Nesse caso a analise é mais complicada pois podem aparecer os chamados fendmenos

acoplados ou interativos. Por exemplo:

i) se ys <O0e y, éimaginério puro, tem-se instabilidade divergente dinamica acoplada &
instabilidade oscilatoria ressonante;

i) se y3 <0e vy, & complexo com parte real ndo nula, entdo, tem-se instabilidade
divergente dindmica acoplada a instabilidade oscilatoria por “flutter”;

i) se ys é imaginario puro e y, é complexo com parte real ndo nula, entdo, tem-se
instabilidade oscilatdria ressonante acoplada a instabilidade oscilatoria por “flutter”;

Nas proximas sec¢les, V1.4 e VI.5, exploram-se as hipdteses e os resultados da se¢do
V1.3.1 e resultados reunidos no Apéndice E para se definir em uma anélise estatica, condi¢des
que caracterizem instabilidade por bifurcacéo ou instabilidade associada a ponto limite.

Essa analise seréa feita explorando a condicdo de existéncia de autovalores nulos para o
Tensor Q“, ou seja, admitindo-se que a velocidade de propagacdo ¢ se anule em uma
determinada regido do meio considerado, denominada no capitulo V de banda de localizagéo.

Justifica-se a analise estatica porque, conforme visto no inicio do capitulo V, se a
velocidade de propagacdo € nula, o problema de equilibrio dinamico se torna equivalente ao
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problema de equilibrio estatico. Explorando a condigédo de equilibrio estatico da estrutura, ou
seja, desprezando-se forcas de inércia, faz-se uma analise estatica do problema, a nivel local,
relativa as propriedades fisicas do material e a nivel global, relativa as propriedades
geomeétricas da estrutura.

V1.4- Condicao de existéncia de pontos singulares.

Pretende-se fazer a andlise pos-bifurcacdo, explorando-se as equacdes de equilibrio
estatico e constitutiva combinadas na seguinte forma:

div & + &= div Hw) &(u) + &= 0. (V1.2)
Denotando-se,
K(w, &) = div H(w) &( u), (VL.3)
tem-se a equivaléncia de (V1.2) com a seguinte equagao:
f(&w, £) =div Hw)&u) + &= K(w, &) + £=0. (V1.4)

A funcdo vetorial K definida em (V1.3), relaciona deformacdes & (em funcédo de
deslocamentos u), com forcas & e est4 associada as propriedades fisicas do material. Essa
relacdo é puntual ou local.

Para se fazer a analise pds-bifurcacdo de (V1.4), considera-se na definicdo dessa um
parametro u eR, pré-multiplicando #&, cuja fungdo sera auxiliar a descrever o tipo de
trajetéria provocada por incrementos de carga, apés a condicdo de singularidade estar
satisfeita. Em outras palavras, cada uma das solucbes analisadas dependem do parametro
1 €R e, entdo, esse parametro define uma familia de configuragdes de equilibrio, denominada
trajetdria de equilibrio . A equacéo (V1.4), entdo se torna:

f(&w, 1) =div Hw)&u) + p #= K(w, &) + pn £=0. (VL.5)

A condicdo de existéncia de pontos singulares para (V1.5), implica em que V gf seja
singular, caso contrario o teorema da fungdo implicita garantiria a existéncia e unicidade de
solucdo. Entdo, a condicdo de singularidade é equivalente a se pesquisar para um versor
¢ € R®, @ =0, a seguinte equacdo homogénea:

[Veflo =0 < [VaK + nVg& ¢ =0. (V1.6)

Antes de enunciar-se a proposicdo abaixo, que utiliza a hipOtese do sistema
considerado ser conservativo € valida a seguinte colocagdo: “ para sistema conservativo, ao

nivel do material f é forca por unidade de volume; = 0 implica que ndo hé variacdo da
densidade do material e Vf = 0 que a distribuigdo de densidade é homogénea”.

Proposicao VI.1:
Considere-se a equacao (V1.6) e sejam d(x,t) e u expressas por :

O(x)= e ™ KD ke R; (V1.73)

u(x,t) = d(x,t) T(m); (VI.7b)
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onde U é um versor de polarizacdo e a funcdo de onda ®(x,t) é definida independente da
velocidade de propagacdo ¢, uma vez que a analise de equilibrio relativo a (VI1.2) é do tipo

estatico e garante que & e &(u) sdo nao singulares. Das relagdes (V1.7a) e (V1.7b) decorrem:
&=-i k O(x,t) T(n); (V1.83)

&(u) = 1 ko(xt) [Ten +n®T]; (V1.8b)

entdo, para carregamento conservativo, uma condic¢do de singularidade analoga a (V.36) vista
no capitulo V, é também uma condicdo de singularidade para (V1.6).

Justificativa:
Levando-se em conta a simetria menor de H e os resultados obtidos no capitulo V,
dados nas equacdes (V.16) até (V.31), tem-se que,
(V&K) ¢ = {V &[div Hw) &u)l}¢ = {V(k® [n.Hn] U)} o=
=V(ko(Q" U) =ik ®[Q"T ®nle =ik Q" [U ®n]e
Entéo,
VeKe =ik d((n.e)[Q"T ] (V1.8c)

Assim, se existir n satisfazendo a equacéo (V.71) entéo,
[VaK]o@= 0 se esomente seik ®((n.e)[Q"T ]=0,
a qual implica em Q" ser singular.

Logo, a singularidade de Q" é uma condicdo necessaria para que [V &K ] seja
singular.

Levando-se em consideragdo, que o sistema é conservativo, entdo [V & &] = 0, e entdo,
[V&®o =0, Vo. Logo, tem-se que, se Q" for singular, entdo [V &f] o =0, 0 que resulta
na condicao de singularidade (V1.6) satisfeita.

Portanto a condicéo de singularidade de Q" é também a condicdo de singularidade de
V &f e aproposicao fica demonstrada. O

Definindo-se:

gm) =ik ®dU(m), (V1.9a)

entdo a singularidade de Q" implica em g ser um autoversor de Q" associado a autovalor
nulo. Entdo, da proposicdo VI.1 e de (V1.9a) tem-se que:

Vaf (&w, 1) = fe(&w, 1) =Q"g®n =Q" [g®n]. (V1.9b)

A andlise de (VI.5) e (VI.6) é equivalente a se pesquisar solu¢es para o seguinte
sistema estendido:

f(&w, ) (VI1.10)
P&w,p) = (Ve f(&w,wep =0,
o] -2
o qual, pela proposicdo VI.1 é equivalente ao seguinte sistema estendido simplificado:
f(dw,pn)
f&w, p) = 1 Q% | =0, (VI1.11)
lof -1
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com g definido em (V1.9a). Por sua vez, o sistema definido em (VI1.11) também pode ser

simplificado por:

(VI.12)

f(&w,
B (dw) = { éetgw“ )}

pois, do capitulo V, secdo V.4, a condicdo necessaria de singularidade , detQ" =0, é
equivalente a se analisar autovalores nulos do seguinte problema espectral,

[Q"-y'1219=0, || =1, (V1.13)

ou seja, determinar autoversores g associados a autovalores nulos y" = 0, o que é equivalente
a,

Q"g=0, g =1. (V1.14)

A equivaléncia entre detQ" = 0 e a equacdo (V1.14), conjuntamente com a proposicdo
V1.1, mostram que sdo equivalentes os sistemas estendidos (V1.10), (V1.11) e (VI1.12), e estéo
bem definidos.

Essa afirmacdo € importante pois, a analise de pos-bifurcacdo agora pode ser feita,
explorando-se o estudo de problemas de bifurcacdo para dois parametros ( w e p) para
sistemas estendidos, visto na defini¢do (E.26),da secdo E2 (Apéndice E), andlogo ao sistema
(VI1.11) ou ao sistema (V1.12).

Viu-se que, na andlise de instabilidade divergente estatica tem-se instabilidade por
bifurcacdo ou instabilidade por ponto limite. Isso implica de acordo com resultados
encontrados na se¢do E1 (apéndice E), que o nucleo de V gf , denotado por N(V &f), é gerado
por um Unico vetor ¢ € R°, ou seja, N(V&f) = span{¢} tal que, dim N(V&f) = 1.

Essa hipoOtese, descarta a possibilidade de se ter bifurcacdo em ponto limite ou
multiplos pontos de bifurcacdo relacionada a uma mesma variavel, ja que, esse tipo de
bifurcacdo ocorre se e somente se dim N(V &f) > 1 ( ver a defini¢do E3.1).

Esse resultado (dim N(V &f) = 1) é sempre verificado nas hipoOteses assumidas do
modelo ser isétropo e associativo, 0 que garante que o tensor é simétrico e possui trés
autovalores distintos. Logo, a cada autovalor esta associado um Unico autovetor. Portanto, o
autovalor nulo gera um Unico autovetor ¢ e R ou seja, N(Vgf) = span{¢} e
dim N(V &f) = 1. Nesse caso uma possibilidade exclui a outra, ou seja, ou se tem instabilidade
estatica por bifurcacdo ou por ponto limite, de acordo com a secdo E1.

V1.5 - Anélise pos-singularidade envolvendo propriedades fisicas do material.

A analise pos-bifurcacdo relacionada as propriedades fisicas do material, explora
diretamente as equac@es de equilibrio (V1.5) e (VI.6).

Foi visto na secdo anterior que, a condicdo de singularidade para (VI.6), era
equivalente a se ter,

detQ" = det[n.H(w).n] = 0. (VI1.15)

Se (VI.15) é verificada, o primeiro passo para se iniciar a analise de pos-bifurcacéo,
consiste em determinar um autoversor g associado a autovalor nulo (y* = 0), solugdo da
equacdo (VI1.14). Vale lembrar que para se determinar o autoversor g, é necessario antes
determinar o versor m, o qual, pode ser obtido para modelo associativo e isotropo,
resolvendo-se o problema de maximizacdo (V.71), visto no capitulo V. Ap6s o versor m ser

110



Capitulo VI - Introducdo a Analise P6s-Bifurcacdo Relativa a Instabilidade de Solucdo.

determinado, o autoversor g é calculado pela expressao (V.96), vista no capitulo V e é dado
por:

g=o1m toza; (VI1.16)

onde oy e a, sdo determinados resolvendo-se o sistema (V.98). O autoversor g definido em
(V1.16) é equivalente aquele visto em (V1.9a) se 0 modelo considerado é o modelo isétropo e
associativo.

Com o autoversor g calculado, pode-se iniciar a analise de pos-bifurcacédo. Para isso,
considera-se uma solucdo ramificada (&(&),w(&),z4(&)) relacionada ao ponto singular obtido
(&(Eo),W(Ep), (&) = (&o,Wo, £1p). Todos os resultados obtidos a partir de agora sdo aplicagdes
diretas dos resultados obtidos no apéndice E, se¢do E2.

A anélise de p06s-bifurcacéo se inicia efetuando-se os calculos de ,
VAR FICIVANE (VI1.17a)

onde, de (E.4a) y" e N([f%]"), com:
f =, (&(Eo)W(&o), (E0)) = T, (&, Wo, 100); (VI1.17b)
for = Fuy (&(E0).W(Eo), (&) = Ty (&oWo, £10). (V1.17¢)

Inicialmente serdo caracterizadas as condic¢des de ponto limite e ponto de bifurcacao,
sem a preocupacao de se determinar os valores de fﬁl e 9.

De acordo com a equacéo (E.16), do Apéndice E, y é determinado resolvendo-se:
R (V1.18a)

Considerando-se ff& = T &(&,Wo, 1), onde f ;, esta determinado em (V1.9b), € feita a
anélise da equacéo (V1.18a):

[fal'v =0 < [Q"g®n]"y" =0 & M®Q"gly =0 &
= Meg(Q"l'y)=0 = M®gQ"y)=0,
pois da lei associativa e isotropia tem-se que Q" é simétrica (ver equacéo (V.47)).

Logo,
[fal'v' =0 oMm®gQ"y)=0= (g.Q"yM=0 <
= 9.Q"y =0 & Q"y =0,
0 que implica na singularidade de Q".

Entdo, por resultados analogos aqueles obtidos na proposicdo VI.1, a equacdo
(V1.18a) implica em,

Q"y =0. (V1.18b)

Portanto, y~ é um autovetor associado a autovalor nulo de Q%, o que implica em poder
se considerar y =g, e a analise de (V1.17a) é equivalente a anlise de:

g.fheqg.fy. (V1.18c)
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Observacao:

Na anélise de (VI.9b) e (VI1.18a) aparecem respectivamente 0s tensores [g ® n] e
[n ® g]. Note que, esse tensores sdo singulares se g for paralelo a n (modo I) ou g for
perpendicular a n (modo 1) ou ainda se g ndo é paralelo nem perpendicular a 1, mas Q" é
singular. Desde que, Q" ¢é singular se g for paralelo an (modo I) ou g for perpendicular a n
(modo 1) entdo a singularidade de [g ® n] e [n ® g] ocorre sempre que Q" ¢é singular.

Portanto, a singularidade de Q" é uma condicdo suficiente para a andlise de
singularidade de (VI1.9b) e (VI1.18a).

V1.5.1 - Condicgéo de ponto limite simples.

Baseando-se nos resultados (E.23a), (E.23b), (E.23c) e (E.23d), vistos no apéndice E,
para problemas com um parametro, para se ter no problema de dois parametros (VI1.11),
somente a ocorréncia de pontos limites em ambas as variaveis x e w, deve se ter:

g.f, #0e g.fy=0, (VI1.19)

com g calculado em (V1.16), tal que,
-se ar # 0, 0 ponto limite obtido ¢ do tipo quadratico, em qualquer das variaveis, onde

ar = @. [fo0l0 #0; (V1.20)
-se af =0,dy, #0edw =0, 0ponto limite € do tipo cibico em qualquer das variaveis,
onde,

Ay, = 0. [[F5010 + [ 0100+ 5,61 #0 (V1.21a)

dw= 0. [[Faud] & + [Fasdl &+ Fig, 6] =0. (V1.21b)
As condigdes dr, = 0 e dnw # 0, sdo ditas condigdes de ndo degeneracdo das curvas que
passam pelo ponto singular (&o,Wo, 10) ( ver equacdo (E23.e)).
A determinacéo de ¢ , ¢ € d;o resulta do desenvolvimento que segue.

Inicialmente, utilizando-se dos resultados (E.10) a (E.16), da secdo EI1, e
considerando-se para simplificacdo de notagcdo & = &, entdo ¢ deve ser determinado tal

quea

fa( % - Agdo) = 0, (V1.223)
com ¢ obtido na resolucdo de,
fado =- 17, (V1.22b)
0 que implica em
& - &Ko e N(fy). (V1.22¢)

Desde que, em um ponto limite, & =0, entdo
fa (%) =0 (V1.22d)
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e como & = ¢ - Ko entdo & = ¢. Logo ¢ deve ser determinado tal que, ¢ = 0, ou seja,
& e N(f%). Lembrando-se que, f3= V&f° entdo tem-se que, ¢ é um autoversor de V gf °,
associado a autovalor y* nulo, logo, ¢ pode ser substituido por g, determinado em (V1.16), ou
seja,

¢=9. (VI1.23)

Com o resultado (VI1.23), nas equagdes acima, onde aparecer ¢, esse pode ser
substituido por g.
Vale ressaltar que, o mesmo resultado obtido em (VI.23), serd encontrado
considerando-se, para a determinagéo de ¢, a equagéo:
fol & - o) = 0.
Como W, =0 (condigéo de ponto limite), recai-se novamente na equacéo (V1.22d).

Logo, seguindo a equacdo (E.10), a determinacdo de ¢o é feita resolvendo-se o
seguinte sistema:

fado =- ), (V1.24a)
enguanto que, a determinacdo de $0 é feita analogamente, resolvendo-se:
5, 0= -3, (V1.24Db)

No apéndice E, a proposicdo E2.1 da informacdes sobre o tipo de dobra que ocorre na
vizinhanca do ponto (i&,Wo, o) Se a; = 0, ou seja, se a dobra é a direita ou a esquerda na
vizinhanca. Para se ter essa informacéo, basta entdo aplicar os resultados citados, o que ndo
sera feito aqui. Um outro resultado encontrado no apéndice E, visto no teorema E2.4, é que se
0 ponto encontrado é um ponto limite, a dobra ndo muda na vizinhanga de (\&o,Wo, o). ESses
resultados também sdo validos se g.ffl #0ou g.f% =0, 0 que caracterizaria um ponto limite

em apenas uma das variaveis.
V1.5.2 - Condicgéo de ponto de bifurcacéo.
Para se ter ocorréncia de pontos de bifurcacdo para a equacgéo (VI1.5), ndo é necessario
que se verifiguem ambas as situacoes:
gf; =0e gf}=0, (V1.25)
ou seja, basta que uma ou outra se verifique.
Baseando-se em (V1.25), sdo reunidas a seguir resultados tirados da secdo E2.3 do

apéndice E relacionados a ocorréncia de pontos de bifurcacéo .

O ponto (&y,Wp, 16) € um ponto de bifurcacdo se uma ou outra condi¢do dada a seguir
se verifica, de acordo com os resultados (E.18) a (E.20),

g.fu=0; g.f) #0 e A=(bw)” -arcw #0 (V1.26)
ou
g.f% =0; g.f4,=0 e A=(by)’ - cruar =0; (V1.27)

onde, das equacoes (E.18), (E.19a), (E.19b) e (E.19c) tem-se,
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ar = 0. [fludlo = 9. [F0l0; (V1.28a)

bty = 9. [ [f gsddo + T, 6 1= 0. [ [Fe01d0 + fi5,, 1 (V1.28b)
b = 0. [ [Foud]d + Figy & 1= 0. [ [Flasl b+ Figy O; (V1.28¢)
Ctu = 0. [ [Faadoldo+2 Fi, b0 + ), 1; (V1.28d)

Cw = 0. [[fo®ol do+ 2k, o+l 1, (V1.28¢)

com ¢o e&;o determinados em (V1.24a) e (V1.24Db), respectivamente.
A caracterizacdo dos pontos de bifurcacéo segue de:

- considerando-se A >0,

i) pelo teorema E2.4, se as = 0, 0 ponto (&,Wo, 1) implica em bifurcacdo simples ou
bifurcagcdo perturbada transcritica e a curva que passa pelo ponto, em uma vizinhanga
V(&o,Wo, 16), € uma quadratica simples, nesse caso hiperbdlica; (figura E.5, apéndice E);

i) pelo teorema E2.5, se ay = 0, 0 ponto (\&y,Wo,z0) implica em bifurcacdo em garfo e a
curva passando pelo ponto, em V/(i&,Wo,z0) € clbica, em forma de cuspide, (figura E.6,
apéndice E).

- considerando-se A <0,

iii) pelo teorema E2.6, se ar # 0, 0 ponto (\&,Wo,z0) exibe bifurcacdo em ilha e a curva
passando pelo ponto, em uma vizinhanga V(&y,Wo, ) € uma quadratica simples, nesse caso
eliptica; (figura E.7, Apéndice E);

Observagéo:

A consideracdo feita em (VI.25), é importante pois, pode-se fazer a analise de pds-
bifurcacdo de solugdo, considerando-se um dos pardmetros como parametro de controle ou
continuacdo, por exemplo o parametro g, enquanto que o outro pardmetro € associado a
bifurcacdo. Para isso, basta definir-se s tal que, g.f& # 0 com a condi¢cdo de ndo

degeneracdao dr, # 0, dada em (VI.21a), satisfeita.
Isso simplifica os calculos efetuados, ja que a analise de bifurcacdo propriamente dita
recai apenas no parametro w .

V1.5.3 - Determinacdo dos coeficientes de A.

Voltando-se as equacdes (V1.28a), (V1.28b) (V1.28c), (V1.28d), (VI1.28e), (VI.21a) e
(V1.21b), para a determinacdo daqueles coeficientes, deve-se efetuar os célculos de:

Faso T T Fup € faw
Desde que, de (V1.8c),

fo=Vaf = VaKW, &) =ik ®[Q"g ®n]; (V1.292)

d d . (1] =
fu= o (K(w, &) = - [div(HW) &U)] = Ku(w, &),

Logo, pela simetria menor de H,
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d
fu = Ku(w, &) = - [div(H(w) VU] = [div(H Y VW) (V1.290)
Essa expressdo pode ser melhorada utilizando-se a proposicdo D5.3.1 e resultados da
secdo D5.3, do Apéndice D.
Entdo, partindo-se de (VI1.29), pode-se efetuar o célculo dos coeficientes desejados,
obtendo-se:

fae = -k @ [Q"g®MI®n; (V1.30a)
fg, = 0 (pois f, ndo depende de 1), (\V1.30Db)
resultado obtido pela aplicagdo da proposi¢do D5.3.1;
fay =1 K@(Qy0)®n, 0onde Qy =n. Hy. 7; (V1.30¢)
f .= 0 (pois f, ndo depende de 1); (V1.30d)
d
fow = W( Kw(w, &) = Kyw(w, &) (V1.30e)

A determinacdo dos coeficientes fica completa voltando-se em (VI1.28a), (V1.28b)
(V1.28c), (V1.28d), (V1.28¢e), (VI.21a) e (V1.21b) com os resultados obtidos e com os valores

de ¢o e ¢, determinados, respectivamente, em (V1.24a) e (V1.24b) por:
fado = -fh < ik[®[Q" g®n]go=- K (V1.31a)

fad = -fhe ikO[Q™ g®n] ¢ =-Kj, (VI1.31b)

Na anélise feita até aqui para (V1.5), apesar das dificuldades encontradas no estudo de
det Q" = 0 e no calculo complicado de operacdes envolvendo gradientes de primeira e
segunda ordem, esses dois problemas foram resolvidos algebricamente com éxito:

- utilizando-se resultados encontrados em [Rizzi, 1995], vistos no capitulo V, se¢do V.3.1,
para analisar a condicdo necesséria de perda de estabilidade, det Q" = 0, para modelos
isGtropos e associativos;

- conseguindo-se determinar de maneira explicita ou indicando-se como efetuar o calculo dos
operadores gradiente de primeira e segunda ordem.

Esses mesmos problemas, a serem analisados na se¢éo V1.6 seguinte, quando explora-
se as propriedades geométricas da estrutura poderdo ser resolvidos com procedimentos
analogos aos efetuados aqui, mas ndo se terd& uma forma explicita para se calcular os
operadores gradiente de primeira e segunda ordem.
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V1.6 - Andlise pds-singularidade envolvendo propriedades geométricas da estrutura.

Nessa se¢do, uma andlise pos-singularidade anédloga aquela feita na se¢do VI.5 para
equacOes envolvendo propriedades fisicas do material, é feita explorando-se as propriedades
geométricas da estrutura.

J& foi visto no capitulo 1V, secdo 1V.6, que pelo Principio do Trabalhos Virtuais
(PTV), pode-se expressar as condi¢des de compatibilidade ou equilibrio do modelo estrutural,
envolvendo, taxa em tensdo (& € W), taxa em deformacéo (&le W), taxa em deslocamento

(&e ), forcas de corpo (i e B) e forcas de superficie (e I's = B) que definem o espaco

de Banach de forgas U™ (dual de U), além de deformacdes virtuais (8¢ € W) e deslocamentos
virtuais (8u € U), tal que a relagdo valida é expressa por:

[ &8edB = | ®sudB+ | W dudls. (V1.32)
B B Iy

Considerando-se que:

i) a deformacéo virtual pode ser escrita como uma transformacdo linear dos deslocamentos
virtuais,

de = Ddu; (V1.33)

onde D é um tensor de transformacéo de 3% ordem;

ii) a taxa em deformagdo &lpode ser escrita como uma transformacéo linear de deslocamentos,
#u) =D« (V1.34)

iii) das equacgdes (111.17) e (111.83) do capitulo I11, o tensor & pode ser expresso por,

& = H(w) &(u), (V1.35)
entdo, substituindo-se (V1.33), (V1.34) e (V1.35) na equacéo (V1.32), obtém-se:
[[ D.Hw).D &dB]du = [[ dB+ [ @dls]du. (V1.36)
B B I'g

Supondo que o sistema em questdo é conservativo, ou seja, e & ndo dependem de
&, entdo, de (V1.36) chega-se a seguinte condigédo de equilibrio:

R(w, &) +&= 0; (V1.37)
onde

R, &) = | (D.Hw).D)&dB; &=-[[ &dB+ [ Bdrg] (V1.38)
B B T'g
e a funcdo vetorial R, estabelece a relagdo entre forcas & com deslocamentos& e esta
associada a propriedade geométrica global da estrutura.

Introduzindo-se na equacdo (V1.37), um pardmetro u R, pré-multiplicando #, cuja
funcdo serd auxiliar a descrever o tipo de trajetdria provocada por incrementos de carga, tem-
se que:
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f(&w,0) = R, &) + u &= 0; (V1.39)

com R definida em (V1.37) por R(w, &) = _[ (D. H(w). D) & dB
B

Note que, para (V1.39), o operador V & f édado por:

Ve f = Rg (W, &); (V1.40)
onde R g€ o tensor de rigidez tangente de 2° ordem, associado a deslocamentos (&) e
forcas ().
O tensor de rigidez tangente R ;, torna-se singular nos pontos limites ou de bifurcacao,
0 que pode ser expresso, considerando um versor ¢ € R*, ¢ = 0, pelo seguinte problema de
autovalor nulo,

[Ry-71219=0 [ =1, (V1.41)
o qual é equivalente, para y = 0, a;
Rg(W, &) ¢ = 0. (V1.42)
A solucdo em (V1.42) é diferente da trivial se,
det R z(W, &) = 0. (V1.43)

Logo, a andlise de pos-bifurcacdo, para o problema (V1.39) é equivalente as equagdes
(VI1.10) e (VI.11) da secdo V1.2, ou seja, pode ser analisada por uma das equacdes dadas a
sequir:

f(&w, 4)
P (&) = R, (&W)G} =0 (V1.44)
o)1
ou
_ [ T&w, )] _ (V1.45)
P(&w,) = { R }_o.

V1.6.1 - Condicéo de ponto limite:

Para se determinar tal condicdo explorando os resultados da secdo E2 (apéndice E), e
de uma maneira analoga a secdo V1.3.1, considera-se a hipotese de N(V & f ) ser gerado por
um Unico vetor ¢ e R°, ou seja, N(V &f) = span{ @ }, entdo dimN(V &f)=1, 0 que descarta a
possibilidade de se ter bifurcacdo em ponto limite (ver Apéndice E, defini¢do E3.1)

Analogamente a secdo V1.5.1, a solucdo (&o,Wo, i), € um ponto limite para a equacao
(V1.39) se:

¢.f) #0e ¢.1,%0; (V1.46)

com ¢ calculado resolvendo-se (V1.42), tal que;
-se a- = 0, 0 ponto limite obtido € do tipo quadratico onde,

a; = ¢ (fab)¢ 20; (V1.463)
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-sea; =0, dr #0e dg =0, oponto limite é do tipo cubico onde,

dr, = . [ TPl +[fau@lBo+ fg 8] =0; (V1.46b)
di, = §.[MT@®16 +[Thb1B,+ Ty, §1=0. (V1.46c)
Nas expressoes vistas, Bo e EO , 580 determinados por,
T Bo =- T (V1.46d)
fa Bo= - T, (V1.46e)

De maneira anéloga, as conclusdes feitas no final da secdo VI1.5.1 serdo feitas aqui
nas se¢des seguintes.

V1.6.2 - Condicéo de ponto de bifurcagéo.

O ponto (&o,Wo, 1) € um ponto de bifurcacdo se:

¢.fw=0,¢.7T0 #0;e A=(by ) -a;c. # 0 (V1.47a)

fw f

ou
(B.fﬁ =0, ¢.f0%0 e A :(bfﬂ)z-cﬂlaf #0 (V1.47b)

onde, das equac0es (E.19a), (E.19b) e (E.19c) do apéndice E, tem-se,

a: = ¢.[fuole; (V1.48a)
be =0 [[fudlfo+ fou ®1: (V1.48b)
br =6 [[F%01B, + Ty, @1 (V1.48c)

C;, = @ [[FisBo] Bo +2 fo, Bo+ 0,1 (V1.48d)
Cew = O [[ffs&ﬁo] Eo +2 fug:/v B0 + FV(\)IW I (V1.48e)

com o e EO determinados em (V1.46d) e (V1.46e), respectivamente.

A mesma caracterizacdo dos pontos de bifurcacdo feita na se¢do VI1.5.2, que utiliza
resultados do Apéndice E, secdo E2, pode ser feita aqui.

V1.6.3 - Determinacdo dos coeficientes de A.
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Analogamente a secdo VI.5.3, para a determinacdo desses coeficientes, deve-se

efetuar os calculos de f , fyg,, fg, . fW e fw

Uma dificuldade que surge aqui, é ndo ser possivel efetuar esse calculo de maneira
explicita, como foi feito naquela secdo. Mas ao final desse trabalho, no Apéndice F, é
indicada uma estratégia encontrada em [Jepson e Decker, 1986], explorando métodos de
continuacao, para se solucionar tal problema.

Desde que, de (V1.40),

Ve f = Rg(&w) (V1.49a)
e considerando também,
~ d
- = V1.49b
f i R(&W) = Ru(&W), ( )

entdo, partindo-se de (VI1.49a) e (VI1.49b), pode-se indicar o célculo dos coeficientes
desejados, por:

fag = Vi R g (&W) = R go(&W); (V1.50a)
fgu = O (pois T nao depende de 4); (V1.50b)
T2, = 2 Ry (&) =Ry, (&) (V1.50c)
f,. = 0 (pois f, ndo depende de ); (V1.50d)
~ d d
o = g0 (g (R (&) = Runs(8w) (V1.50e)

Voltando-se em (V1.48a), (V1.48b) (V1.48c), (V1.48d), (V1.48e), (V1.46b) e (V1.46¢),
com os resultados obtidos, os coeficientes ficam determinados de maneira implicita, ja que

ndo se tem uma expressao explicita para V & f .

As dificuldades encontradas na analise de (V1.44) e (V1.45), se encontram no estudo
de det Q" = 0 e no célculo complicado de operagdes envolvendo gradientes de primeira e
segunda ordem.

Observacdes:

i) no estudo efetuado até aqui, apenas resultados relativos & se¢do VI1.3.1, para materiais
isotropos e associativos, foram abordados, devido ao fato de somente instabilidade estatica
por bifurcacdo ou instabilidade por ponto limite poderem ocorrer, com um caso excluindo o
outro. As conclusdes tiradas nas secdes VI.3.2 e VI.3.3, quando se considerou
respectivamente, modelos: isétropos, nao-associativos e ndo-conservativos; ndo-isotropos,
ndo-associativos e ndo-conservativos, geram tipos de instabilidade onde ndo se caracterizam
mais um ou outro tipo de instabilidade, por bifurcacdo ou ponto limite.

Nesse caso pode-se ter a ocorréncia de multiplos pontos de bifurcacdo ou bifurcacao
em pontos limites maltiplos se,
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dmN(V&f)>1 = N(V&f) = span{¢,i=1,..m}, m> 1. (V1.51)

Solugdes do problema com essa caracteristica sdo abordadas no Apéndice E (secdo E.3),
quando se analisa , na se¢do E3.2, Equacdes Algébricas de Bifurcacdo em Pontos Limites
Multiplos (LPBE) e na secdo E3.1, Equacdes Algébricas de Multiplos Pontos de Bifurcacédo
(ABE). Ressalta-se que esse estudo € objeto de pesquisa ligado a continuagdo desse trabalho,
ficando portanto em aberto aqui;

i) o estudo efetuado aqui foi particularizado para variaveis de deslocamento u, de
dissipacédo de energia w e de trajetoria de carga , mas € importante notar que os resultados
dados no Apéndice E e utilizados aqui sdo resultados gerais e podem ser aplicados para
analises envolvendo qualquer outro tipo de variavel,

iii) uma andlise completa de (VI1.12) e (V1.45), de uma maneira analoga aquela encontrada
em [Wriggers, 1990] e [Paula,1997], pode ser efetuada aqui utilizando-se métodos de
continuacéo, tipo Newton ou do tipo comprimento de arco (das cordas) para se estudar
ramificacOes de solugdes. A analise de solucdes ramificadas de (VI1.5) e (V1.12) encontra-
se no Apéndice F e explora uma estratégia de ramificacdo vista em [Jepson e Decker,
1986], abordada nas secGes E3.3 e E3.4, do Apéndice E. Analogamente, os resultados
podem ser estendidos para (V1.37) e (V1.45).
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CONCLUSOES.

No que segue, algumas conclusbes séo tiradas sobre os capitulos subsequentes,
abordando os estudos efetuados, as contribuicbes e algumas questbes que podem ser
exploradas dando continuidade a esse trabalho.

Resumidamente, os varios temas estudados nesse trabalho se subdividiram da seguinte
forma: nos capitulos I, IlI, 11l e IV, foram apresentadas formula¢Bes que incluiram um
tratamento variacional para os modelos elastico, elastoplastico perfeito, elastico com
danificacdo e elastoplastico com danificacdo; nos capitulos V e VI, explorando as
caracteristicas dos modelos com dano, foram abordadas questdes relativas a teoria de
localizacdo de deformacdo e a analise pos-bifurcacéo relativa a instabilidade de solug&o.

Olhando mais diretamente para cada capitulo, as seguintes conclusbes podem ser
tiradas.

No capitulo I, seguindo resultados encontrados em [Romano e Rosati, 1990], a
existéncia de solucdo para os modelos matematicos do comportamento estrutural foi
postulada, definindo-se conjuntos convexos contendo solugbes em tensdo, deformacéo,
deslocamento e forca, estabelecendo-se um tratamento variacional baseado em principios da
Anélise Limite e nas propriedades de interseccdo de conjuntos convexos, as quais regem a
existéncia de solucdo para os modelos. Em particular, para estruturas em regime
elastopléastico, o estudo se fundamenta nos conceitos de cones normais externos a conjuntos
convexos, que estabelecem uma inter-relacdo de convexidade entre deformacdo e tensao e
entre deslocamento e forca. Como consequéncia resulta uma relacdo variacional entre
deformacéo cinematicamente consistente com deslocamento admissivel e entre forca externa
admissivel compativel com forga interna admissivel. Também nesse capitulo, discutem-se
para 0 modelo elastoplastico perfeito, relacBes variacionais envolvendo taxas de tensdo e de
deformacéo, ou de deslocamento e forca, que derivam de potenciais convexos nos campos
de deformacdo e deslocamento. A convexidade desses potenciais leva a existéncia de seus
respectivos potenciais conjugados nos campos de tensdo e forca, dos quais derivam as taxas
de deformacéo e deslocamento, respectivamente.

No capitulo Il, baseando-se em [Feijoo e Zouain, 1989], estudou-se o modelo
elastoplastico com encruamento positivo. Seguindo os moldes do capitulo |, através de
principios variacionais foram obtidas as formulacdes em taxas e incrementos finitos, no
espaco das tensdes. Mostrou-se a existéncia de potenciais convexos e potenciais convexos
conjugados dos quais derivam taxas e incrementos finitos de tenséo e deformacao, dentro dos
respectivos conjuntos de subdiferenciais convexos, satisfazendo as condi¢Bes de
complementaridade e consisténcia do modelo. Essas Ultimas condi¢cGes foram analisadas
considerando-se uma funcgéo vetorial convexa de plastificacdo e multiplicadores plasticos que
determinam a solucdo do modelo em ambas as situacOes, de carregamento e descarregamento,
na hipdtese de ndo haver plasticidade seguida de descarregamento.

Os capitulos | e I deram a base formal para os estudos efetuados nos outros capitulos.
Como ja foi mencionado no decorrer desse trabalho, as contribuigdes dadas se iniciaram no
capitulo 111, quando se estudou os modelos com danificacdo. Esses por sua vez possibilitaram
dar sequéncia aos estudos feitos nos capitulos posteriores, permitindo que alguns novos
resultados fossem conseguidos.
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No capitulo I11, foram estudados os modelos com danificacdo definidos no espaco das
deformacdes, cuja formulacdo inicial se encontra em [Proenca, 1989]. Analogamente ao
estudo para o modelo com encruamento positivo, esses modelos foram apresentados
incluindo-se as formas em taxa e em incremento finito de tensdo e deformacéo. A novidade
nesses modelos foi a inclusdo de uma variavel associada a energia dissipada no processo de
danificacdo e limitada superiormente por uma maxima energia de dissipacéao.

Uma das contribuicbes encontrada nesse capitulo se relacionou a uma nova
formulacdo matematicamente consistente dos modelos mencionados, a qual permitiu que se
obtivessem novas relacOes para esses modelos.

Considerando-se uma resposta linear de encruamento negativo, inicialmente foi
desenvolvido um modelo que ignora a existéncia de deformacdes residuais, considerando-se
apenas o efeito do dano penalizando as propriedades elésticas; esse modelo foi denominado
de elastico com dano. Mostrou-se que a formula incremental possibilita uma resolucéo
numérica do problema, ilustrada por um exemplo simples. Mesmo na nova formulacdo o
exemplo mostrou que a analise incremental pode levar ao aparecimento de rigidez negativa
apos atingir o limite maximo de energia dissipada, problema esse que ja ocorria na
formulacdo encontrada em [Proenca, 1989]. Entdo, uma correcdo do modelo foi proposta,
consistindo de uma alteracdo do passo de deslocamento ou de deformacdo proximo da
situagcdo limite, conseguindo-se assim evitar o problema mencionado. Concluiu-se esse
capitulo, combinando-se a existéncia de deformagdes residuais com danificacdo por uma
extensdo do modelo elastico com dano para um outro denominado de modelo elastoplastico
com dano.

Em tempo, tanto no capitulo Il como no capitulo Il a formulagdo incremental,
expressa em sua forma local por um problema de complementaridade e consisténcia,
evidencia a possibilidade de aplicacdo de métodos de programacdo matematica.
Particularmente, se a funcédo de plastificagéo e ou dano for linear por partes mostrou-se que a
solucdo numérica é exata se 0 processo nao envolve, na mesma iteracdo, plastificacdo ou dano
seguido de descarregamento.

No capitulo 1V, a contribuicdo dada diz respeito as definicdes de potenciais que regem
0s modelos com dano. Inicialmente foi proposto um particular potencial convexo associado
aos modelos de danificacdo, denominado de regularizador convexo do qual deriva a relacédo
constitutiva completa, incluindo-se as condi¢bes de complementaridade e consisténcia.
Consequentemente, as taxas ou incrementos finitos de tensédo ou deformacédo pertencem aos
respectivos conjuntos de subdiferenciais convexos. O potencial regularizador resulta da soma
de dois potenciais convexos, um relacionado as varidveis de deformacdo (elastica e
elastoplastica com dano) e o outro associado a variavel de dano e é convexo quando avaliado
em cada uma dessas varidveis. Em seguida foi proposto um potencial ndo-convexo
dependente apenas da variavel de deformacdo, associado ao modelo de encruamento negativo
linear, pois sabe-se que o potencial geral que rege os modelos com danificacdo é ndo-
convexo. Com relacdo a esse potencial, ele é ndo-convexo por ser gerado pela soma de um
potencial convexo com um outro concavo. Mesmo assim foi possivel definir o seu conjugado,
pois para esse potencial vale uma particdo em sua formulacdo que leva a dois casos, um
potencial convexo e outro potencial cncavo, para os quais é possivel definir seus conjugados.

No capitulo V, em virtude dos modelos perderem a unicidade de solugdo no regime de

encruamento negativo, fez-se um estudo de solugdes localizadas em deformacao, analisando-
se as equacdes de equilibrio local estatico e dindmico. Foi proposta uma solucdo em
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deslocamento que caracterizou a localizacdo de deformacao e permitiu liga-la ao problema de
estacionariedade de ondas de aceleracdo. Nessa analise chegou-se a uma condi¢do necessaria
de localizagdo relacionada a singularidade do tensor acustico de dano. Viu-se que tal condicao
estd associada a um problema espectral de autovalor nulo nos casos estatico e dinamico,
podendo existir autovalores ndo nulos no caso dindmico para tensores ndo-simétricos
(modelos isétropos ndo-associativos). Uma interpretacdo mecéanica e geométrica do problema
da localizagdo foi feita. Utilizando-se da relacdo de semelhanca do tensor acdstico com
tensores obtidos como modificacdes de posto um ou posto dois do tensor identidade,
conseguiu-se expressdes para calcular-se os autovalores e autovetores que implicam na
singularidade desse tensor.

No capitulo VI, foram estudados os varios tipos de instabilidade de solucdo que
podem ocorrer, através de uma analise pos-singularidade dos autovalores associados ao
tensor acustico. Fez-se uma classificacdo da instabilidade de acordo com os modelos
assumirem ou nao, isotropia e associatividade, e carregamentos conservativos ou ndo. De
acordo com cada caso, uma classificagao foi proposta explorando-se os autovalores do tensor
acustico. No caso do modelo isétropo, associativo e conservativo em que o tensor € simétrico
e 0s autovalores reais, foi possivel caracterizar matematicamente a solucdo em dois casos
excludentes: ponto limite ou ponto de bifurcacdo de solugdo. Os outros casos ndo foram
analisados nesse trabalho.

E importante ressaltar mais uma vez que, a proposta de caracterizacio da instabilidade
ao nivel constitutivo desenvolvida restringiu-se ao &mbito puramente matemaético, ndo sendo
possivel, no estadgio de desenvolvimento efetuado, especular sobre o significado fisico dos
resultados obtidos.

Nesse trabalho ndo se tratou da implementacdo dos modelos, objetivando-se testa-los,
confrontando-se a resposta numérica com resultados de problemas encontrados na pratica. De
qualquer modo notou-se a viabilidade de fazer-se tal implementacdo explorando-se a unido de
Métodos de Otimizacdo relativos a problemas de complementaridade com o Método dos
Elementos Finitos. A implementacdo do modelo para testa-lo e confronta-lo com problemas
encontrados na préatica é objeto de pesquisa futura para se dar continuidade desse trabalho.

Um outro campo a ser explorado futuramente se relaciona a continuidade da analise de
instabilidade de solugdo para os modelos: is6tropos, ndo-associativos e ndo-conservativos;
ndo-isétropos, ndo-associativos e ndo-conservativos. Isso serd feito utilizando-se dos
resultados de Teoria de Bifurcacdo reunidos no Apéndice E. Pretende-se investigar se tais
modelos geram solucdes relacionadas a maltiplos pontos de bifurcacdo ou a bifurcacdo em
pontos limites multiplos, cujas condigdes de ocorréncia se encontram naquele apéndice. Uma
outra possibilidade nesse campo diz respeito a exploracdo e implementacdo de Métodos de
Continuacao para se estudar o comportamento de solugcfes pds-singularidade. Nesse sentido,
um primeiro passo foi dado nos resultados encontrados no Apéndice F.
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Apéndice A - Revisdo de Anélise Funcional.
Al- Funcionais Lineares.

Defini¢cdo Al.1: Espacos Vetoriais Normados (E.V.N.)..
Um espaco vetorial real X é dito normado, se nele é definida uma fungéo

H : Hx: X — R, chamada norma, satisfazendo as seguintes propriedades:

i) |x|, 20, VxeX;

i) x|y =0 < x =0;

i) fox|, = lal|x];VxeXe ae®;

iii) ” X1 + XZHX < ||X1||X + "XZHX; Y X1, Xo € X,

Usa-se a notacdo simplificada || quando é evidente o espaco em que se opera a
norma.

Definicdo Al.2: Funcionais Lineares.
Um funcional f: X — R, onde X € um espaco vetorial normado, € linear se, para
quaisquer dois vetores xey € X eescalares o, B € R, se verifique:
flax +By) = af(x) + B(y).
Proposicao Al.1:
Se um funcional linear sobre um espaco vetorial normado X € continuo em um ponto
simples de X , entdo ele é continuo em todo X.

Definicdo Al.3:
Um funcional linear f sobre um espaco vetorial normado é limitado se existe uma

constantem >0, tal que |f(x)| < m|x| paratodox e X.

A menor constante m é chamada a norma de f e denotada |f|.
Portanto, [f| = inf{m >0: [f(x)| < m|x|, x € X} e satisfaz as condices usuais
de norma.

Proposicao Al.2:
Um funcional linear sobre um espaco normado qualquer € limitado se e somente se €
continuo.

Observagéo:

Funcionais lineares sdo elementos de um espaco vetorial e entdo o espaco de
funcionais lineares é um espaco vetorial, pois Vf;, f, definida no espaco vetorial X e
VX e X
i) (fu+12) (X) = f(x) + Fa(X);

i) () (ox) = a f(x);
i) fx)=0 < f = 0.

O espaco de funcionais lineares é chamado espaco algébrico dual de X.

O sub-espaco dual algébrico de funcionais lineares limitados (continuos) é um espaco
normado. Esse é denominado de espaco dual topoldgico de X.
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Norma do funcional f:
[f] = inf{m>o0: [f6| < m[x|, x e X}=

= supm= sup |[fx)| = sup [fx)|;

o x| s -1
e |f| satisfaz :
)| >0.ff=0 & f=o
i) Jaf] = off]; « >0;
i) | f+5,) < [ + [f]-

Definicdo Al.4: Dual de X.

Seja X: espaco vetorial normado.

O espaco de todos os funcionais lineares limitados sobre X é chamado espaco
normado dual de X e é denotado por X".

A norma de um elemento f e X: espaco dual de X, é dada por:
If] = sup [f() 1.
[x[<1
O valor do funcional linear X' € X para o ponto x € X é definido por x (x) ou
pela notagdo simétrica (x",x).

Definigdo Al1.5: Espagos de Banach.
Em campo real ou complexo, um espaco de Banach é um espaco vetorial normado e
completo.

Observacdo: Todo espaco vetorial normado de dimensdo finita é completo, logo é um
espaco de Banach.

Todos os resultados vistos até aqui para espacos vetoriais normados, sdo validos no
espaco de Banach se acrescentar-se a hipotese do espaco vetorial ser normado e completo.

Vale ainda lembrar que, um espaco vetorial normado € completo se toda sequéncia de
Cauchy é convergente nesse espaco. Além disso, a convergéncia pode ser fraca ou forte nesse
espaco. O mesmo resultado é valido para o espaco dual X

O quadro abaixo mostra os diversos tipos de convergéncia para as sequéncias
{xn}, Xne X e {fi}, foe X.

Convergéncia forte em X: {xp}, Xn € X, Xhn > X € X < H Xn - X HX —0;
Convergéncia fraca em X: {X,}, Xn € X, Xn = X € X <= (f, Xadxoxx = {F, X ) xonx,
Ve X
Convergéncia forte em X: {f.}, fo e X', fosfe X" o | f,-f HX —0;
Convergéncia fraca em X

{f}, fae X' fh = fe X o (F fa)xmcs = (F, f)xms, VFeX;
Convergéncia fraca estrela em X

{f}, foe X' fa > fe X o Xfdxoxr = (X Dxoxr, ¥V XeX;
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Espaco de Hilbert

Um espaco de Hilbert é uma forma especial de espaco vetorial normado tendo um
produto interno definido, que é analogo ao produto escalar de dois vetores se 0 espaco é de
dimensdo finita. Eles sdo importantes para se estudar por exemplo, o conceito de
ortogonalidade, que ndo é geralmente avaliado em espacos normados mas que podera sé-lo
nesses espacos. Uma outra aplicacdo dentro da Teoria de Otimizacdo é o Teorema da
Projecéo, que explora o principio de ortogonalidade.

Antes de definir-se espaco de Hilbert, sera definido em um espaco vetorial linear, o
conceito de produto interno.

Definigdo A1.6: Produto interno.

Seja X um espaco vetorial linear e considere a forma bilinear (.,.): XxX — R que leva
o0 par (X,y) no escalar (x,y), V X,y € X e para a qual sdo validas:
{(ax +fy,z) =(ax,z)+ (BVy,z),VXyez e X; a, P €R;
i) (x,y) = (y,x); (em campo complexo (X,y) = (X, Yy ), onde a barra denota o conjugado)
i) xx) 20 e Xx)=0 < x=0.

A forma bilinear definida acima, com as propriedades i), ii) e iii) é denominada de
produto interno.

Um espaco vetorial linear X munido com o produto interno é chamado de Espa¢co com
produto interno.

Definicdo Al1.7: Espaco de Hilbert.

Um espago com produto interno X de dimensédo infinita e completo (no sentido de
Cauchy) é denominado de Espaco de Hilbert ( real ou complexo, de acordo com o campo
escalar ser real ou complexo).

Observacao: Todo espaco com produto interno de dimensdo finita é completo, logo é um
espaco de Hilbert.

Se 0 espaco com produto interno X é de dimenséo finita ele € chamado de Espaco
Euclideano.

O operador norma em espaco de Hilbert.

Em um espaco de Hilbert a relagio (x,x)’2 , ¥ x e X , denotada por IX| satisfaz as

condigdes usuais de norma e portanto € uma norma. Essa relacdo também pode ser expressa
por:

X|? = xx), VxeX
que em espacos vetoriais normados e completos € expresso por:

X = xx,¥xeX

Existe uma definicdo entre o espaco de Hilbert munido com a operagéo norma, € 0
espaco de Banach, dada a seguir.
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Definicdo Al1.8:
Um espaco de Hilbert é um espago vetorial normado e completo e entdo é um espaco
de Banach completo.

Como foi dito, em espacos de Hilbert com dimensdo finita o produto interno é
equivalente ao produto escalar usual, ou seja:
XYy)=X.y,VXyeX
Nesse caso, se X = (X1, ...Xn ) € Y = (Y1,...,Yn), €NtA0 (X,¥) = X1y1 + ... + Xpyn € @
operacdo norma é definida no sentido usual por:

| = O+ x2 +.0x2) .

Em espacos de Hilbert s&o validas as seguintes proposigdes.

Proposicao Al1.3:
Em um espaco de Hilbert X € valido que:

Loy | < XML ¥ xy e X,
conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Proposicado Al.4: Continuidade do produto interno.
Seja X um espaco de Hilbert e suponha que X, — X e y, — Y, entdo tem-se que,

<Xn,Yn> — <X,Y>-

E na demonstracdo dessa proposicdo que utiliza-se a conhecida regra do
paralelogramo.
Veja a figura A.1

y

Figura A.1 - Regra do paralelogramo.
Exemplos envolvendo espacos duais de Banach e Hilbert:

i) O dual de R" (espaco de Banach):

Sejax € R", X = (XyX2,...,.Xn) cOM ||X|| =( ZH:X.Z )2,
i=1

Qualquer funcional f na forma f(x) = Xiyi, Vi € R € claramente linear.

n
i=1

Da desigualdade de Cauchy-Schwartz:

< (Zyjy(ij - (iy?]%nxu-

n
) = ‘zyixi
i:l -:1 |=1
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K

Vé-se que f é limitada com |f| < (%yf
i=1

Se X = (YrYa.yn) — |f] = (_zlyij .
i=

O espaco dual X* < R" € o proprio R", pois, para e = (0,0,..0,1,0,...0),
i=1,..ne

X= Zn:Xiei - f(X) = Zn:Xi f(ei).

i=1 i=1

n
Considerando-se y; = X (&) = f(x) = Z xiyi € anorma sobre X* é

- (ge)*

i) O dual do espaco de Hilbert:
Para y fixo, considere f(x) = (y,x). Entdo sobre o espaco de Hilbert, f € um funcional

linear na varidvel x. A desigualdade |f(x)| = [(xy) | < x| |y| mostra que o funcional f é

limitado com [f| <[y|. A relagdo f(y) = (y.y), mostra que de fato [f|=|y|. Obviamente,

vetores distintos y produzem funcionais distintos f .

Logo, no espago de Hilbert funcionais lineares limitados sdo gerados no proprio
espaco e todo funcional linear neste espaco é gerado desta forma. O teorema abaixo ilustra o
resultado geral sobre espacos de Hilbert.

Teorema Al.1: Riez-Fréchet.
Se f € um funcional linear limitado sobre o espaco de Hilbert H, existe um dnico

y € H, tal que paratodo x € H, f(x) = (x,y). Além disso, para x = y tem-se que |f|= ||y|| e
todo y determina um unico funcional linear neste sentido.

O teorema visto acima define condi¢des de existéncia para funcionais lineares no
espaco de Hilbert.

O préximo teorema estabelece que, um funcional linear limitado f definido sobre um
sub-espago M de um espago normado X pode ser estendido para um funcional linear F
definido no espago completo X e com norma igual a norma de f em M, isto ¢,

f(m)|

Il =[], =supr—t  m e M.
x =M = SEP ]

Teorema Al.2: teorema de Hahn-Banach na forma de extensao.
Seja X um espaco normado e p um funcional sublinear continuo sobre X, isto e,
P(X1+X2) < p(X1) + p(X2) e p(axi) = a p(Xy), paratodo a>0e VX, X2 € X.
Seja g um funcional linear definido em M c X, satisfazendo g(x) < p(x), para todo
X € M. Entdo, existe um funcional linear f definido em X que estende a g, ou seja:
f(x) = g(x), Vx e M;
f(x) <p(x), V x € X.
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A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em [Brézys, 1983] ou em
[Luenberger, 1969].

Corolario Al1.1:
Existe um funcional linear f em X que é uma extensdo de g em M < X e que tem
norma igual a norma de f em M.

O teorema de Hahn-Banach é um teorema de existéncia para o problema de
minimizacao a ser visto, pois, dado f em M néo € dificil estendé-lo para o espago completo X
e podem existir varias extensdes arbitrarias. O problema de norma minimo entéo é o problema
de selecionar qual destas extens@es € a de norma minimo, dentre todas as extensdes.

Definicdo A1.7: O segundo espaco dual.
Sejax e X'. Dado x € X, a equacdo f (X)) = (x*,x) define um funcional linear em
X". Ambos, f(x) = (X, x) e f (X) = (X ,x), definem funcionais lineares limitados em X
e X
O espaco de todos os funcionais lineares limitados sobre X~ é denotado por X e
chamado segundo espaco dual de X.

Definicdo Al1.8:
Sejag: X —> X tal que X~ = @(x) onde (X, X") = (X ,X).
O espago vetorial normado X é dito ser reflexivo se @: X — X é sobrejetora.
Neste caso X = X

Observagoes:
i) qualquer espaco de Hilbert é reflexivo;
i) um espaco de Banach é reflexivo se e somente se seu espacgo dual é reflexivo.

A2- Funcionais proprios, funcionais coercivos e semi-continuidade de funcionais.

E possivel para um funcional real qualquer, ndo-continuo atingir seus valores
extremos em um problema de minimizacdo, para isto basta que ele seja semi-continuo e
obviamente isso depende de outras hipdteses adicionais sobre os tipos de funcionais e 0s tipos
de conjuntos em que se opera, como sera visto no decorrer dos apéndices. Mas estes valores
extremos podem ser -co e + oo. A definicdo abaixo diferencia entdo o conjunto real R do

conjunto real estendido % para os valores -oo e + .

Definicdo A2.1: Conjunto real estendido.
O conjunto dos reais estendidos R € aquele que vem da unido do conjunto real R com
0s valores extremos -oo € + oo, 0U seja, R = [-00 ,+ 0],

Definicdo A2.2: Funcional Proprio.

Seja X um E.V.N..

Um funcional real qualquer f: X — % é dito préprio se f ndo é identicamente + oo e se
f ndo atinge nunca o valor - o, ou seja, f # + o0 e f > - o0

Para impor que f ndo atinja os valores - o e + oo, é definido a seguir o dominio efetivo
de f.
Definicdo A2.3: Dominio efetivo do funcional f.

Chama-se dominio efetivo do funcional f e se denota por D(f) ao subconjunto de X em
que f é finito, ou seja:
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D(f)={x e Xtal que - o < f(X) <+ o0}.

A seguir € dada a definicdo de semicontinuidade de funcionais, cuja importancia esta
na minimizacao de funcionais ndo continuos.

Definigdo A2.4: Semicontinuidade de funcionais.
Um funcional f: X — % é dito inferiormente semicontinuo em x, € X se, para toda
sequéncia {xn}, Xn € X, convergente para Xo (Xn — Xo ), tiver-se que:
lim inf f(x,) > f(xo);

n—oo
analogamente, f € dito superiormente semicontinuo se:
lim sup f(xn) < f(Xo).

n—oo

Definigdo A2.5: Semicontinuidade fraca.
Um funcional f: X — % é dito fracamente inferiormente semicontinuo em xo € X se,
para toda sequéncia {X,}, Xn € X, fracamente convergente para Xo, tiver-se que:
lim inf f(xn) > f(Xo).
n—o

Defini¢cdo A2.6: Funcional coercivo.

Diz-se que um funcional f: X — R é coercivo se para toda sequéncia divergente {X,},
X € X, tal que || X, | — + oo, entéo f(xn) — + o, ou seja:

lim f(xp) =+ .
[xnf>

Definigdo A2.7: Propriedade do crescimento.

Diz-se que o funcional f: X — R apresenta a propriedade do crescimento em X, € X
se existe r > 0 tal que f(x) > f(xo), V X € X, para todos os elementos x que satisfagcam
| x-x0 | >

Proposicao A2.1:
Se f: X > R € coercivo, entdo f apresenta a propriedade do crescimento para todo
X e X

A figura A.2 abaixo ilustra dois exemplos de funcionais coercivos, um nio-convexo e
o0 outro inferiormente semicontinuo (i.s.c.).

y y

4 y

>

i) i)

Figura A.2 - 1) funcional coercivo ndo convexo; ii) funcional coercivo i.s.c.
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A3- Alinhamentos e complementos ortogonais.

Em geral, para qualquer x e Xe X e X, tem-se (X' x) < | x || X'

No espaco de Hilbert, a igualdade nesta relacio ocorre se e somente se o funcional X é
representado por um mdaltiplo ndo negativo de Xx, isto é, se e somente se (X ,X) = (X,aX),
o>0.

Motivando-se pelas propriedades encontradas em espacos de Hilbert, introduzird-se a
definicdo:

Definicdo A3.1: Alinhamento.
Um vetor X e X é dito estar alinhado com um vetor x € X se:

) =] x x| e

Alinhamento é uma relacdo entre vetores em dois espacos vetoriais distintos, um
espaco normado e seu espago normado dual.

Definicdo A3.2: ortogonalidade.
Osvetoresx € X e X e X', sdoditos ser ortogonais se (X ,x) = O.

Definigdo A3.3:
Seja S = X. O complemento ortogonal S* de S, consiste de elementos X e X, tais
que x €é ortogonal a todo vetor de S.

Definicéo A3.4:
Dado U < X, define-se o complemento ortogonal de U em X como *U < X,
consistindo de todos os elementos em X ortogonal a todo vetor de U.

Definicéo A3.5:
SejaM < X, sub-espaco fechado do espaco normado X, entdo [M*] = M.

A4- Problemas na norma minimo.

Considere a questdo de determinar um vetor em um sub-espaco normado M < X, que
melhor aproxima um dado vetor x € X, no sentido da norma minimo em espacos de Hilbert.

O teorema da projecdo a ser dado a seguir, citado na se¢cdo Al quando definiu-se
espaco de Hilbert e importante dentro da teoria de otimizacao, explora essa questéo.

Teorema A4.1: Teorema Cléssico da Projecao.
Seja H umespaco de Hilbert e M < H. Correspondente para qualquer x € H existe um

(nico vetor mg € M tal que [x—mg| < [x-ml|, ¥ m e M. Além disso, uma condico

necessaria e suficiente para mp € M seja 0 Unico vetor minimizante é que X - mqy seja
ortogonal a M.

A figura A.3 ilustra esse teorema.
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Os teoremas vistos a seguir mostram a equivaléncia de dois problemas extremos: um
formulado em um espago normado e 0 outro em seu espaco dual.

Teorema A4.2:
Seja x um elemento de um espaco vetorial normado X e seja d sua distancia de um
sub-espago M. Entéo:

d=inf |x-m| = maxxx)
meM B!

com x e M*, onde o maximo da direita é determinado para algum o € M*. Se o infimo
da esquerda é determinado para algum mgy € M, entdo, X, esta alinhado com x - mg. Veja a
figura A.3:

XO*E Mt

X - Mo// Xo

/ 4

M* L xoy

M c xoy

14

X

Figura A.3 - x-mg alinhado com xz em M c R2.

Corolario A4.1:
Sejax e XeM c X.
Um vetor mp € M, satisfaz |x-mg| < [lx—ml| paratodo m € M se e somente se

existe um vetor X =0 em Mt <= X", alinhado com x-my.

Teorema A4.3:
SejaMc X e X e X adistancia d de M™*. Entgo:
d= min | x" - mH = sup(x’,x) com ||x|< 1,
m*e M* XeM

onde 0 minimo da esquerda é determinado para my € Mtc X',

Se o supremo da direita é determinado para algum xo € M, ent&o X - mo" esta alinhado
com Xp.

A5- Hiperplanos e funcionais lineares (Forma geométrica do teorema de Hahn-Banach).
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Funcionais lineares, muito mais que sendo visualizados como elementos de um espago
dual, sdo visualizados como hiperplanos gerados no espago primal.

Os resultados dessa secdo estabelecem uma correspondéncia entre hiperplanos
fechados definidos no espago primal X e elementos do espaco dual X

Definicéo A5.1:

Um hiperplano H em um espaco vetorial linear X é uma variedade linear maximal
propria, isto é, uma variedade linear H tal que H = X, e se V é qualquer variedade linear
contendo H, entdo V = X ou V =H ( ver figura A.4).

Az

SNy /A=

-
Y

X

Figura A.4 - um hiperplano H no espacgo .
Hiperplanos estdo intimamente ligados a funcionais lineares, como sera visto.

Teorema A5.1:
Seja H um hiperplano em um espaco vetorial linear X. Entdo, existe um funcional
linear f sobre X e uma constante c tal que H = { x: f(x) = c}.
Reciprocamente, se f € um funcional linear diferente de zero sobre X, o conjunto
{x: f(x) = c} é um hiperplano em X.

Observacao: este é o teorema de Hahn-Banach na forma geométrica.
Proposicao A5.1:
Seja f um funcional linear diferente de zero sobre um espaco normado X.

Entdo, o hiperplano H = {x: f(x) = c} é fechado para todo ¢ € ‘R, isto ¢, acada x € X
faz corresponder um Unico ¢ € R, pela aplicagdo de f, se e somente se f é continuo.

Os conjuntos {x: f(x) < c}, {x: f(x) <c}, {x:f(x)>c}e {x: f(x) >c} sdo chamados
semi-espacos gerados por f.

Observacao:
No teorema A5.1 e na proposicdo A5.1, associa-se f a um elemento X € X~ (espacgo
dual de X). Assim, H pode ser representado equivalentemente por:

H={ xeX: xX(x)=c}= {xeX: (X' x)=c}
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Apéndice B - Revisdo de Conceitos de Andlise Convexa.
B1- Hiperplanos e conjuntos convexos.

Definigdo B1.1: Conjuntos afins.
Seja X : espago vetorial linear.
Um subconjunto M < X, é chamado um conjunto afim se :
(A-X)x+Ay € Mparatodoxy e M e A € R.
E também denominado por: variedade linear, variedade afim, etc...

A dimensdo de um conjunto afim ndo vazio é definida como a dimensdo do sub-
espaco paralelo a ele. Assim, a dimensdo de vazio € -1 (convencdo) e conjuntos afins de
dimenséo 0,1 e 2 sdo chamados pontos, retas e planos, respectivamente.

Definicéo B1.2:
No espaco R", um hiperplano é um conjunto afim (n-1)-dimensional.

Exemplos:
Hiperplanos e outros conjuntos afins podem ser representados por funcdes e equacgdes
lineares do tipo:
H={xe R" talque (x,b)=PB, be R", Be R},
M={xe R" talque Ax=b, Ae R™" ,be R"}.

Definicdo B1.3: Envoltério afim ( envoltério linear).

Dado S < X, existe um anico conjunto afim contendo S dado pela intersecgdo da
colecéo de conjuntos afins M o S.

Este conjunto é chamado de envoltorio afim de S.

O envoltdrio afim de S = R™, consiste de todos os vetores da forma:

m
Mxt+ ApX 4 A X" talquex' €S, A, eRe YA =1
i=1
Definigdo B1.4: Conjuntos convexos.

Um conjunto C < X € dito ser convexo se 0 segmento de reta unindo dois quaisquer
pontos do conjunto, pertence ao conjunto, isto €, se xey e C, entdo, (1-A) X + Ly € C, para
A € [0,1], (ver figura B.1).

Pontos da forma (1-A) X + Ay sdo referidos como combinacdes convexas de X e y.

a) b)

Figura B.1 - a) Conjunto convexo, b) Conjunto ndo convexo.

Observacao: das defini¢des B1.1 e B1.4 pode-se concluir que, todo conjunto convexo é um
conjunto afim.
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Defini¢do B1.5: Envoltdrio convexo (afim).

Seja C um conjunto arbitrario em X.

O envoltdrio convexo de C , denotado por H(C) ¢é a colecdo de todas as combinagdes
convexas (afins) de C, isto €, x € H(C) se e somente se pode ser representado por:

n ) n
x=>2%;X talque Y A; =1, para x'x°..x" € C,

j=1 j=1
VejaafiguraB.2:

/ - /
/H(C)/

Figura B.2 - Exemplos de envoltorio convexos para conjuntos quaisquer.

Defini¢cdo B1.6: Fecho, interior, contorno e contorno relativo de conjuntos quaisquer.
Dado x € X, uma ¢- vizinhanga de x é definida pelo conjunto:
Ne () ={y: [y-xX|<e ,paray e X}.
SejaC < X.
Um ponto x é dito estar no fecho de C, se C " N¢g(X) #0 paratodo € > 0.

O fecho ¢é denotado por cl C.
Se cl C = C, entdo C é dito ser fechado.

O mesmo é dito estar no interior de C (int C), se N¢(x) — C parag > 0.
Se int C = C entéo C é dito ser aberto.

O ponto x é dito estar no contorno de C (bnd C), se Ng(x) contém ao menos um
ponto em C e um ponto ndo pertencente a C.

O contorno relativo de C ( relbnd C) é definido como o conjunto diferenca :
clC-intC.

Teoremas de separacao e suporte para conjuntos Convexos.

Teorema B1.1:

Seja C um conjunto convexo tendo um interior ndo vazio em um espaco vetorial
linear normado real X. Suponha V uma variedade linear em X ndo contendo pontos interiores
de C. Entdo, existe um hiperplano fechado em X contendo V mas nao contendo pontos
interiores de C, isto &, existe um elemento X" e X e uma constante k e R tal que:

(vx')=kparatodov e V; k e R;
(u,x’y <k paratodou e C.

Definicdo B1.7:

135



Apéndice B - Revisdo de Conceitos de Anélise Convexa.

Um hiperplano H em um espaco vetorial normado X é dito ser um hiperplano suporte
para C (convexo) se C estd contido em um dos semi-espacos fechados determinados por H e
H contém um ponto de bnd C.

Teorema B1.2: teorema do hiperplano suporte.

Se x ndo é um ponto interior de um conjunto convexo C que contém pontos interiores,
existe um hiperplano fechado H contendo x tal que C pertence a um dos semi-espacos
gerados por H.

Um hiperplano suporte pode ser construido contendo qualquer ponto do contorno de
um conjunto convexo C contendo pontos interiores.

Teorema B1.3: Teorema da separacao de Eidelheit.

Sejam C; e C, convexos em X, tal que C; contém pontos interiores e C, ndo contém
nenhum ponto interior de C;. Entdo existe um hiperplano fechado H separando C; e C,, isto
é existe X € X tal que:

sup (X', X) < inf (X', x).
XeCl XECZ

Veja a figura B.3:

H = (x"x)
Figura B.3 - Hiperplano separando dois conjuntos convexos.

Teorema B1.4:
Se C é um conjunto convexo fechado e x ¢ C, existe um semi-espaco fechado que
contém C mas ndo contém X.

Teorema B1.5:
Se C é um conjunto convexo em um espaco normado, entdo, C é igual a interseccdo de
todos os semi-espacos fechados que o contém.

O teorema B1.5 é considerado o fundamento geométrico da teoria da dualidade para
conjuntos convexos. Associando hiperplanos fechados ou semi-espacos gerados por

elementos de X, o teorema expressa um conjunto convexo em X como uma colecdo de
elementos de X .

Definicéo B1.8: Separacao propria.
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Considere H um hiperplano separador para os conjuntos convexos C; e C,, com C; e
C,c X: espaco vetorial normado.

Seja H={xe X:(xX'x) = k,parax'e X eke R }.

Se C; U C, & H, entdo, H é dito separar propriamente C; e C, (ver figura B.4).

H

Figura B.4 - Separacgéo propria de conjuntos convexos.

Defini¢cdo B1.9: Separacao estrita.
O hiperplano H é dito separar estritamente C; e C, se (x',x) > k para cada x € C; e
(X’,X) <k paracadax e C, (ver figura B.5).

Figura B.5 - Separacdo estrita para conjuntos convexos.

Defini¢céo B1.10: Separacéo forte.

O hiperplano H é dito separar fortemente C; e C; se (X ,X) > k+ € parax € Cy e
(X' X) < k+ ¢ parax e Co.

Veja a figura B.6:

Figura B.6 - Separacdo forte para conjuntos convexos.

Observagoes:
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i) de acordo com as figuras acima vé-se claramente que, separacdo forte implica em separacéo
estrita que implica em separacgdo propria.

i) separacdo impropria corresponde a hiperplanos separadores que contém ambos 0s
conjuntos C; e C,, conforme mostra a figura B.7:

Cl CZ

Figura B.7 - Separacdo imprdpria.

Defini¢cdo B1.11: Suporte de conjuntos convexos para pontos do contorno.
Seja X um espaco vetorial , C < X, um conjunto convexo.
Seja X e bnd C. Um hiperplano H = { X" e X" : (x',x - X) = 0}, é chamado um
hiperplano suporte de C para 3 se:
CcH talque (X' x-X) >0paracadax e C;

CcH talque (X' ,x- X) < 0paracadax e C.
Ver a figura B.8.

Defini¢do B1.12: Hiperplano suporte proprio.
Se em adicdo C ¢ H, C = &, entdo H é chamado hiperplano suporte préprio de C em
X e bnd C.
A definicdo é equivalentea: H={ x e X : (x’,x - X) = 0}, é um hiperplano suporte
de C para X e bnd C se:
%) =inf{xXx), x € C} ou (X, X) =sup {(x'x), x € C}.

A figura B.8 da exemplos de hiperplanos suportes proprios para um conjunto convexo.

X
X

Figura B.8 - Hiperplanos suportes proprios.
a) hiperplano suporte a um unico ponto do contorno;
b) infinitos hiperplanos suportes a um unico ponto do contorno;
¢) hiperplano suporte a mais de um ponto do contorno;
Observacdo: um hiperplano suporte improprio é aquele que contém o conjunto C. A
ilustracdo pode ser vista na figura B.7.
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O teorema a seguir determina que um conjunto convexo tem ao menos um hiperplano
suporte para cada ponto do contorno.

Teorema B1.6:
SejaC c X, C = U, convexoe X e bnd C. Entdo, existe um hiperplano que é suporte
para C em X, isto é, existe X € X', X =0, tal que (X',x - X) <0, para cada x < cl C.

Teorema B1.7:
Seja C = X, C = &, C convexo e X ¢ C. Entdo, existe X e X, X = 0, tal que
(X', x- X)< 0paracadax e cl C.

Teorema B1.8:

Seja C um conjunto convexo e seja D um subconjunto ndo vazio de C (por exemplo,
um subconjunto consistindo de um Gnico ponto).

Uma condigdo para que exista um hiperplano suporte ndo trivial para C contendo D é
necessario e suficiente que D seja disjunto de int C.

B2- Dualidade em problema de norma-minimo.

Deseja-se encontrar a distdncia minima de um ponto a um conjunto convexo
baseando-se nas noc¢des de hiperplanos separadores.

Principio basico da dualidade:

A distadncia minima de um ponto a um conjunto convexo C € igual ao maximo das
distancias do ponto para hiperplanos separadores, separando o0 ponto e o conjunto. A
ilustracdo desse resultado € feita na figura B.11.

Antes de enunciar um teorema que contemple essa afirmacéo, serdo vistas, a definicdo
B2.1 e o teorema B2.1.

Defini¢éo B2.1: ( Funcional Suporte)
Seja C um conjunto convexo em um espaco vetorial normado X.
O funcional:
h(x) = sup (X ,X);
xeC
definido sobre X", é chamado o funcional suporte de C.

Dado um elemento X" e X', considere-se a familia de semi-espacos {x: (x,x) < c},
quando ¢ varia. Quando ¢ cresce, estes semi-espacos tornam-se maiores e h(x’) é definido
como o infimo daquelas constantes ¢ € ‘R tal que C estd contido no semi-espaco. Em vista
desta definicdo, o fecho do conjunto C pode ser especificado através do conceito de funcional
suporte por:

clC=C=n {x&x < hx)}
X
Veja a figura B.9:
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X" x) > h(x) X" X) < h(x")

N\ g
"

h(x) = sup (X",X) = (X ,Xo)
xeC

Figura B.9 - Funcional suporte.

Teorema B2.1:

Seja C um conjunto convexo que estd a uma distancia finita do ponto nulo 6, seja
x e X" tendo [x*| =1 e suponha que o hiperplano H = {x: (x,x) = h(x)} é um hiperplano
suporte para C separando o ponto nulo 6 de C. Entéo, a distancia do ponto 0 para o conjunto
C é dada por -h(x)

Ver a figura B.10.

Figura B.10 - Distancia do ponto 6 ao conjunto convexo C.

O teorema visto a seguir, determina a distancia de um ponto qualquer diferente de 6
para um conjunto convexo C e € uma consequéncia direta do teorema B2.1. Ele estabelece o
principio basico da dualidade.

Teorema B2.2: Dualidade e norma minimo.
Seja x; um ponto em um espaco vetorial normado real X e seja d > 0, denotando sua
distancia do conjunto convexo C, tendo funcional suporte h, entdo:

140



Apéndice B - Revisdo de Conceitos de Anélise Convexa.

d = infx —x4] = max[ (X x1) - h(x)];
xeC

Ix*l<1
onde o méximo do lado direito é determinado para algum x,” € X'
Se o infimo do lado esquerdo é determinado para algum X, € C, entdo, -Xo esta
alinhado com X - X;.

A figura B.11, lustra o teorema B2.2, acima.

« X1

X r *

d=Ix1-%ol= X0 X1) -h(xo)

(X0, %) = h(Xo)

XX = (%", %) = Hy

Figura B.11 - Distancia minima entre ponto e conjunto convexo.
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B3 - Otimizacé&o de funcionais.

O estudo se baseia em duas representacdes de funcionais ndo-lineares:
i) representacdo de um funcional em de seu grafico:
Suponha que f é um funcional definido sobre um subconjunto D do espaco vetorial X.
O espaco X € entdo imerso no espago produto R x X, onde R é a reta (espago vetorial
linear de dimensdo 1). Elementos desse espaco consistem de pares ordenados (r,x). O grafico
de f é a superficie em R x X, consistindo dos pontos (f(x),x) com x € D (ver figura B.12).
Usualmente o eixo %R, isto é, pontos da forma (r,0), onde 6 é o vetor nulo de X, é
tomado como o eixo vertical e o valor do funcional para x como a distancia vertical do grafico
sobre o0 ponto x € D.

4

Figura B.12 - Gréfico de um funcional f no ®* (D < R?).

i) A outra representacdo é uma extensdo da técnica de representar um funcional linear por
um hiperplano. O funcional é descrito pelo seu contorno no espaco X.

Se f é diferenciavel em x e D, é natural construir hiperplanos tangentes ao contorno e
definir o gradiente de f em x. A vantagem é que, se X € D < R", entdo o espago de
hiperplanos esta contido em R"™™, (ver a figura B.13).

Y A fix) =K

T Vi x)

f . X

Figura B.13 - Curvas de nivel de um funcional n&o linear.
Definigdo B3.1: Funcionais convexos e concavos.

142



Apéndice B - Revisdo de Conceitos de Andalise Convexa.

Funcional Convexo: um funcional de valor real f definido sobre um subconjunto C,

em um espaco vetorial linear X é dito ser convexo se :
floxy + (1- a)xz) < af(xy) + (1- a) f(x2);

coma € [0,1] e x1 e X, € C, (ver a figura B.14).

Se a desigualdade estrita se verifica, entdo, o funcional f é dito ser estritamente
convexo.

Funcional Céncavo: um funcional g definido sobre um conjunto convexo €
(estritamente) cdncavo se -g é (estritamente) convexo.

>

of(x0) + (1- @) F(x2)

X=axXy + (1- o) Xz

f(x)

v

X1 X X2
Figura B.14 - Funcional convexo.
Caracterizacdo de convexidade e convexidade estrita para funcionais diferenciaveis.

Pode-se determinar a condicdo de convexidade ou convexidade estrita explorando-se
diretamente o teorema abaixo:

Teorema B3.1.

Seja f: C < X— R continua e duas vezes diferenciavel em C, conjunto aberto e
convexo e seja X € C e X + dy definido em uma vizinhanca V(x) de x. Utilizando-se
aproximacdo de Taylor de ordem 2 em torno de x tem-se:

f(x + ) = f(x) + V)dx + ¥ e .V2(X). dy;

onde V> é conhecida como hessiana de f em x, entdo é valido:
se dy . VA(x) . dy = 0 (> 0)entdo V(x) > 0 (> 0), é semidefinida positiva ( definida
positiva) e f é convexa (estritamente convexa) em uma vizinhanca de Xx.

Se a matriz hessiana V4f(x) > 0 (> 0), ¥x e C e C é fechado, entdo f é convexa
(estritamente convexa) em todo o conjunto C.

Definicao de epigrafo de um funcional convexo e suas propriedades.

Definicéo B3.2: Epigrafo do funcional f.

143



Apéndice B - Revisdo de Conceitos de Andalise Convexa.

Em correspondéncia a um funcional convexo f definido em um conjunto convexo C de
um espaco vetorial linear X, define-se o conjunto convexo [f,C] em R x X como:
[f,C]={(rx) € RxX: x € C, f(x) <r}

O espaco produto R x X é orientado de modo que, o0 eixo ‘R, isto é todos os vetores da
forma (r,08), é o eixo vertical.

Entdo, o conjunto [f,C] é tomado como a regido acima do grafico de f, (ver a
figura B.15) e denominado epigrafo de f.

[f.C]

f(x)

Figura B.15 - Epigrafo de f.

Proposicdo B3.1:
O funcional f definido sobre o dominio convexo C é convexo se e somente se [f,C] é
um conjunto convexo.

Proposicéo B3.2:
Seja f: X — R. Entdo f é i.s.c. (definicio A2.4) se e somente se [f,X] é fechado em
X x R, onde,
[f,X] = {(rx) € RxX: x € X, f(x) <r}

Continuidade de funcionais convexos.

Proposicao B3.3:

Se f é um funcional convexo sobre o dominio convexo C em um espaco vetorial linear
e C tem interior relativo n&o vazio C° entfo, o conjunto convexo [f,C] tem um ponto
interior relativo (ro, Xo) se e somente se f é continuo em x, € C°.

Proposicao B3.4:
Um funcional convexo f definido sobre um dominio convexo C e continuo em um
ponto simples no interior relativo C° de C , é continuo em todo C .

As conclusdes ou significados dos teoremas B3.3 e B3.4, resumem-se no corolario

seguinte.
Corolario B3.1:
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Um funcional convexo definido sobre um conjunto convexo de dimenséo finita e
interior relativo ndo vazio, e continuo em todo C .

A proposicdo B3.4 pode ser estendida para espagos vetoriais normados de acordo com
a proposi¢do abaixo, se restringir-se o contradominio de f ao dominio efetivo D(f), (ver a
definicdo A2.3).

Proposicao B3.5:
Seja X espaco vetorial normado e f: X — D(f), um funcional convexo. Se f € i.s.c. em
Xo € X, entdo f é continuo em Xo.

Observe que neste resultado f deve assumir valores em D(f), ou seja, valores finitos,
pois se assumir valores em +oo OU -c0, @ Proposi¢ao acima ndo é mais valida. Isto pode ser
Vvisto no seguinte contra-exemplo:

0 se xe[-11]
f(x) = ;
40 se X ¢ [-11]
gue é um funcional convexo, i.s.c. mas nao é continuo.

Proposicdo B3.6:
Seja f: X — R um funcional convexo. Entdo sdo validas a trés afirmac6es abaixo:
i) f é continua em um elemento x € X;
i) 3 V(x) tal que f é limitada;
iii) f é prdprio e continuo no interior de seu dominio efetivo D(f).

Proposicao B3.7:

Seja f: X — R, um funcional convexo e i.s.c., entdo f é continuo em seu dominio
efetivo D(f).

Existéncia de minimos globais e locais para funcionais convexos.

Proposicao B3.8:
Seja f um funcional convexo definido sobre um subconjunto convexo C de um espaco
vetorial linear. Seja p = .f(x), entdo:

i) 0 subconjunto C° = C, onde f(x) = p, é convexo.
ii) se Xo € um minimo local de f entdo f(xp) = pu e portanto xo € um minimo global.

As proposicoes, dadas a seguir caracterizam a existéncia de minimo para funcionais
convexos continuos e ndo necessariamente diferenciaveis.

Proposicao B3.9:
Seja X um espaco vetorial normado e C = X um subconjunto convexo fechado.

Se f: X - R, é um funcional convexo continuo e coercivo entdo f é fracamente
inferiormente semicontinuo e apresenta a propriedade do crescimento para algum
ponto xo € C.

Proposi¢ao B3.10:

145



Apéndice B - Revisdo de Conceitos de Andalise Convexa.

Seja X um espaco vetorial normado e C = X um subconjunto convexo fechado.
Se f: X > R, é um funcional fracamente inferiormente semicontinuo e que apresente

a propriedade do crescimento para um ponto X, € C entdo f é limitada e atinge seu minimo
em C.

O teorema dado a seguir caracteriza a existéncia de minimo para funcionais convexos
ndo necessariamente continuos e diferenciaveis.

Teorema B3.2:

Seja C < X um conjunto convexo fechado e f: C — R um funcional convexo,
préprio e inferiormente semicontinuo. Entdo, se C é limitado ou f é coerciva, existe pelo
menos uma solucdo x € C que minimiza o funcional f. Esta solucdo é Unica se f é
estritamente convexo.

Observacgao: de acordo com {Ekeland e Temam, 1976], a proposi¢cdo B3.10 e o teorema
B3.2, valem também na hipdtese de C ser um conjunto fechado ndo-vazio.

Regularizacao de funcionais convexos.

Se f € um funcional convexo ndo diferenciavel, uma das maneiras de se resolver este
problema na pratica é aproxima-lo por um outro que seja diferenciavel ou seja regularizar o
funcional. Isto pode ser feito seguindo o seguinte resultado.

Proposicao B3.11: B
Seja X um espaco vetorial normado e considere o funcional f: X — R, convexo, i.s.c.
e préprio. Seja agora o funcional fs: X — R dado por;

fo = min { Psh—yll, + 100

entdo, tem-se que:

1) fs(y) < f(y), Vy € X, 6>0;

i) lim fs(y) =f(x), Vy € X;
5—-0

iii) f5 € diferenciavel e ofs: X — X é dado por:
ofs(x) = % (x- Px);

onde Px é a solugédo que minimiza i).

Definicdo B3.3: Indicatriz de um conjunto convexo C.
Sejalc: X —> R tal que:
0 se xeC

I'e(x) = ;
cX) {+oo se xgC
I'c é denominada como funcéo indicatriz do conjunto convexo C.

Esta fungédo € convexa i.s.c., propria, mas ndo diferenciavel para pontos fora de C,
assim a proposicdo B3.11 pode ser usada para aproximéa-la por um funcional diferenciavel
guando de sua analise.

B4 - Funcionais Convexos Conjugados:
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Servem para:
- no estudo de conjuntos convexos [f,C], investigar a representacdo dual desses conjuntos em
termos de hiperplanos fechados.
- obtencdo de um principio de dualidade geral para problemas de otimizacdo que
particularmente resolvem problemas norma-minimo.

Defini¢céo B4.1:Funcional conjugado de Fenchel ou Transformada de Legendre.

Seja f um funcional convexo definido sobre um conjunto convexo C em um espaco
vetorial linear X. O conjunto conjugado C~ é definido como:

C'={x"e X sup[(X' x)-f(x)] <0},
x eC
e o funcional conjugado f * de f é definido sobre C* como:
£(x) = sup [ (X' ,x) - f(X)].
xeC

f* é conhecido como Transformada de Legendre ou como funcional conjugado de Fenchel.

A interpretacdo geométrica dessa defini¢do sera feita nas se¢bes B5 e B6.

Proposicao B4.1:
Na hipétese de [f,C] ser um conjunto convexo entdo, o conjunto conjugado C e o
funcional conjugado f~ sdo convexos e [f',C"] é um subconjunto convexo fechado de R x X~

Nessas condicdes, vale que: [f,C’]=[f,C] .

Note que, se f=0, entdo f(X') = sup (x’,x) e f se torna o funcional suporte de C".
x eC

Nesse caso particular, o problema geral de otimizi¢do recai no problema de norma-
minimo.
Exemplo:

Se X =R", xeR" e f(X)=%§‘, \xi|P,1<p<oo,
i=1

. . n 10 o «
entdo, f(x)=sup|X&x-=2[x|" |, parax=(&,,&,,....&,)
x Li=1 Pi=1

Diferenciando-se o lado direito encontra-se:

p-1 *, * 1 p 1n
= . ) f = 1 @A- =
&= [sanx = 6= Xk Y =2

) X ‘q,onde %+%:1.

Defini¢céo B4.2: Funcional conjugado de I'c.
O funcional conjugado de I'c, é o funcional suporte para I'c ( ver definicdo B2.1 )
definido da seguinte maneira:

Tc'(X) = sup (X x).
x eC

B5 - Relagéo entre funcional Conjugado e hiperplanos separadores.
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Sobre o espaco R x X, hiperplanos fechados séo representados pela equac¢ao na forma:
h(s,x) = s.r+(x',x)=k, ondesk € Rex e X determinam o hiperplano.

Definindo-se 0 eixo R como vertical, diz-se que um hiperplano é ndo vertical se
intercepta o eixo R em um e somente um ponto. O que € equivalente a ter-se na equacao que
representa-o, s = 0.

Se a atencdo € restrita para hiperplanos ndo-verticais, pode-se, sem perda de
generalidade, considerar somente aqueles funcionais lineares da forma h(-1,x), o que é
equivalente a -r +(x ,x) =k

Qualquer hiperplano fechado nao-vertical pode entdo ser obtido pela escolha apropriada
dex” e X.

Para desenvolver uma interpretacdo geométrica do funcional conjugado, note-se que,
quando k varia, as soluges (r,x) da equacdo (X ,x) - r = k, descrevem hiperplanos fechados
paralelos em R x X.

O valor f(x") é o supremo dos valores de k para o qual o hiperplano intercepta
[f,C].

Portanto, o hiperplano (x’,x)- r = k, é um hiperplano suporte de [f,C] para
k=f(x).

Na terminologia da outra secdo, f(x) é o funcional suporte (definicdo B2.1) do
funcional h(-1,x) para o conjunto convexo [f,C].

O resultado especial aqui é que somente considera-se funcionais da forma h(-1,x")
sobre R x X e deste modo elimina-se a necessidade de se recorrer a variaveis extras.

Para a aplicacdo em problemas de otimizacdo, a interpretacdo geométrica mais
importante de funcionais conjugados é que eles medem a distancia vertical para o hiperplano
suporte.

O  hiperplano suporte (X ,x)-r= f(x), intercepta o eixo vertical, isto &,
x =0 para (- (x),0).

Portanto, - f (X'), ¢ a altura vertical do hiperplano acima da origem.

Ver a figura B.16.

Figura B.16 - Funcional convexo conjugado.
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Uma outra interpretagdo, mais claramente, mostra a dualidade entre [f',C'] e [f,C], em
termos da representacdo dual de um conjunto convexo como uma colecdo de pontos ou
como a interseccdo de semi-espacos.

Dado o ponto, (kx) e R x X', considere-se 0 semi-espaco consistindo de todo
(r.X) € R x X, satisfazendo (x",x)-r < k.

Entdo, o conjunto [f',C’] consiste daqueles semi-espacos n&o verticais que contém o
conjunto [f,C]. Em particular para k = f(x") o conjunto [f,C] passa a consistir no
conjunto dos hiperplanos suportes a [f,C].

Nestas condicdes, [f,C] é a representacdo dual de [f,C].

Proposicéo B5.1:

Seja f um funcional convexo sobre o convexo C em um espaco vetorial X. Se [f,C] é
fechado, isto &, é possivel definir hiperplanos suportes em pontos do contorno de [f,C], entdo
[f.Cl1=[[f.CTI"

B6 -Funcionais concavos conjugados.

N&o € possivel tratar funcionais concavos, meramente multiplicando-os por -1 e
entdo aplicando a teoria de funcionais convexos, existe uma troca de sinal adicional.

Dado um funcional céncavo g definido sobre um subconjunto convexo D de um
espaco vetorial X, define-se:

[9,.D] ={(r,x): x € D, r<g(x)}.

O conjunto [g,D] é convexo e todos os resultados sobre continuidade, pontos
interiores, entre outros, ja vistos para o caso de funcional convexo tem extensdo direta aqui.
A figura B.17 ilustra [g,D].

Definicéo B6.1:
Seja g um funcional concavo sobre o conjunto convexo D. O conjugado D é
definido como:
D' ={x" e X: inf [(xX'x)-g(X)]>-0}
x eD
e o funcional g~ conjugado:
g'(<) =inf [(X"x) - gO)T):
onde D" é convexo, g é concavo sobre D e [g,D] =[g’,D].

A interpretacdo geomeétrica para funcionais conjugados concavos € andloga a
funcionais conjugados convexos.

O hiperplano (x",x) - r = g'(x’) é suporte ao conjunto convexo [g,D]. Assim
sendo, -g (x ) é a interseccdo deste hiperplano com o eixo vertical.
A figura B.17 vista a seguir ilustra a definicdo B6.1.
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XXy -r=g'(x)

A

Figura B.17 - Funcional concavo conjugado.
B7 - Problemas de otimizacéo dual.

Seja f um funcional convexo sobre C e g um funcional céncavo sobre D.
Suponha que C N D # J e que se deseja encontrar X e C n D tal que:

inf [f(x) - g(x)].
CnD

O problema pode ser interpretado geometricamente como aquele de encontrar a
distancia minima dos conjuntos [g,D] e [f,C].

Também geometricamente, € possivel visualizar que esta distancia é igual a maxima
separacao vertical de dois hiperplanos paralelos separando [g,D] e [f,C].

Esta relacdo entre um dado problema de minimizacdo e outra de maximizagédo
equivalente é a generalizacdo do principio de dualidade para problemas norma-minimo e
funcionais conjugados permitem expressar este principio algebricamente.

Desde que -f'(X) é a distancia vertical para o hiperplano suporte abaixo de [f,C] e
- g'(X") é a distancia vertical para o hiperplano suporte acima de [g,D], entdo
g’ (x) - f'(x") é a separacdo vertical dos dois hiperplanos (ver a figura B.18).

O principio de dualidade é estabelecido com detalhes no seguinte teorema:

Teorema B7.1:

Assumindo que f e g sdo respectivamente convexo e concavo sobre C e D em um
espaco vetorial X, que C m D contém pontos no interior relativo de C e D, que [g,D] e [f,C]
tem interior ndo vazio e que p = igf 5 [f(x) - g(x)] é finito entdo:

xXeln

w=_inf [fx)-900] = , max  [g'(x)-F(x)],
xeCrD D

X e Cn

onde 0 maximo da direita é determinado para algum xo* € C* N D* .

Se o infimo da esquerda é determinado para algum xo € C n D, entéo:
max [X, X0 ) - F(X)] = (X0, Xo ) - f(X0)] ;

min [(x, %0") - 9091 = (X, o) - g00)]

150



Apéndice B - Revisdo de Conceitos da Analise Convexa.

A figura B.18 ilustra os resultados da secéo B7.

A

X

n=g'(K)-F(x)

Figura B.18 - Distancia minima vertical entre dois hiperplanos.

Abaixo é dada a caracterizacdo de subdiferenciacdo de funcionais, que vem
generalizar a minimizacao de funcionais convexos mesmo no caso nao diferenciavel

B8 - Relagdo entre subgradientes e transformada de Legendre.

Pretende-se estabelecer a correlacdo entre elementos f* do dual X e sub-gradientes do
funcional f (convexo ou concavo).

Definigdo B8.1: subgradiente de f.

Seja X espaco vetorial normado e X seu dual.

Considerando C < X, convexo, C* = X e f um funcional convexo definido em C,
com valores finitos em C e « fora de C. Entdo um elemento x e C™ é dito ser um
subgradiente de f para o ponto x € C se:

f(y) - f() > (y xx), VyeC,
(X" é o declive de um minorante afim de f exato no ponto x).
O conjunto:
oHx)= {x eC talqueVy e C,f(y)-f(x) > (y-xx)}
€ 0 conjunto de subgradientes de f para o ponto x .
Se f é diferencidvel em x entdo of(x) =Vf(x).
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Proposicéo B8.1:
Sejam f, f, e f, definidos de X em R, funcionais convexos e préprios, entdo é valido
que:
i) 0f(x) é um conjunto convexo e fechado em X", Vx e D(f);
i) O (Mf)(x) = AOf(X) ,vx € D(f) e L € RT;
iii) O (fi+f)(X) = Ofi(x) + Ofx(X), VX € D(f1+f,);
além disso a igualdade em iii) é valida se um deles é continuo ou diferenciavel.

De acordo com a definicdo B4.1, a funcdo conjugada de Fenchel (transformada de
Legendre) f é definidaem X" por:
f(x?) = sup [{ux) - f(u)],

ueX
de tal forma que, a seguinte desigualdade se verifica se f € um funcional convexo:
) +f(x) > xx), ¥x e X exe X.

Além disso, x e X sdo ditos conjugados parafe f se a igualdade se verifica:
) +f(x) = (xx),
ou, equivalentemente: X" e af(x) e x e of (X).

Desde que of(x) é convexo, a seguinte desigualdade se verifica:
(' -x'z-x) 2 0,VzZ e of(x), VX e of(x) e Vx,z € X.

Considerando-se 0 espaco vetorial euclideano entdo, (x,x ) = x.X .
Logo, f'(x) + f(x) > x.X', e a igualdade,
f(x) + f(x) = x.x,
s6 é validaem x € X se e somente se, X e of(x) e x e of (X).

A interpretacdo geométrica de subdiferenciais, funcionais conjugados e hiperplanos
suportes é dada nas figuras B.19a e B.19b, vistas a seguir.

Figura B.19a) - Hiperplano suporte em um ponto em que f € ndo diferenciavel.
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/
o
/ T
f(x) % (X", x)
A\
f(x) e
-
T X X " X
f(x) f(x)+ f(x)=xx"
X =1 (x)

Figura B.19b) - Interpretacdo geometrica de subdiferenciais, funcionais conjugados e
hiperplanos suportes para f diferenciavel.

Definigdo B8.2: Cone normal externo Nc para o convexo C.
O cone normal externo de um conjunto convexo C para um ponto x € C é definido
como:
Ne(x) = {x e X talque (x,y-x) < 0,Vy e C},
onde X" é 0 espaco dual de X (definicdo Al.4). Veja a figura B.20.

PR

N AN

Figura B.20 - Cone normal externo de alguns conjuntos convexos.

Proposicao B8.2:
O subdiferencial convexo de I'c, onde I'c é a funcdo indicatriz do conjunto convexo C

(ver definigdo B.3.3) para 0 ponto x € C é o cone normal externo Nc em X.

Proposicao B8.3:

O dominio efetivo de I'c’, denotado por D(I'c ), onde I'c” é o funcional conjugado de
I'c (ver definicdo B4.2) é o cone convexo Nc¢ consistindo de todos os vetores normais
externos para C.
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B9 - Caracterizacdo de extremos para funcionais diferenciaveis.

Seja X um espaco vetorial normado, C < X um subconjunto ndo vazio. Considere
um funcional f: X - R diferencidvel Vx e C e que atinja seu minimo em C:

Teorema B9.1:
Se C < X for convexo, a caracterizacdo do ponto de minimo pode ser feita pela
seguinte inequacédo variacional:
(VI(x), x-y) > 0, Vy € C;
onde Vf: X — X, denota o operador gradiente do funcional f no ponto x.

Teorema B9.2:
Se C < X for um conjunto com interior ndo vazio e se 0 ponto de minimo xp € int C,
a caracterizacao pode ser feita pela equacéo:
Vf(Xo) = 0.

Proposicéo B9.1:
Se x é um elemento que minimiza um funcional préprio f: X — R, entdo, tem-se que
0 e Of(x), e nesse caso a solucédo do problema de minimizacdo é caracterizada por:
f(y)-f(x) >0,Vy e C.

Proposicao B9.2:

Se o funcional f: C — R, é a soma dos funcionais fi: C; - R e f,: C, — R, ambos
convexos e proprios, sendo f; diferencidvel em C , f, ndo diferencidvel, entdo vale para a
solucédo x € C do problema de minimizacdo de f:

(Vi (X), X-y) +T(y) - f2(X) 20,Vy e C.

Proposicao B9.3:

Um funcional f: C — R, C < X, convexo, préprio e inferiormente semicontinuo, pode
ter seu dominio estendido para todo o espaco X (teorema Al.2 de Hahn-Banach) sem perder
nenhuma dessas propriedades quando a ele é atribuido o valor + <« para todos os elementos
fora de C, isto ¢, definindo-se  : X — 9 tal que:

F(x) = {f(x) se X eC.
+0 se x¢gC

Baseado na proposicdo B9.2 e B9.3 ¢ valida a proposicao seguinte.

Proposicao B9.4:

Se o funcional f:C — R, C = X, é a soma dos funcionais f;:C; — R e ,:C, — R,
ambos convexos e préprios, sendo f; diferencidvel em C , f, ndo diferenciavel, e se f; e f, sdo
estendidos para todo o espaco X, gerando respectivamente fi: X — Re fxX->N
andlogas @ f da proposicdo B9.3, entdo vale para a solucdo x € C do problema de
minimizacao de f:

(VIa(X), x-y)y + fay)-fa(x) 20,VyeC.

154



Apéndice B - Revisdo de Conceitos da Analise Convexa.

B10- Problemas primais e duais.

Todos os resultados reunidos nessa secdo podem ser encontrados em [Ekeland e
Teman, 1976] e em [Kubrusly, 1986].

Definigdo B10.1: Problemas primais e duais.
Seja X um espaco vetorial normado e X seu dual. Considere um funcional real

qualquer F: X — R. Chama-se primal e se denota por (P) ao problema de encontrar o infimo
(ou minimo) de F em X, isto é:

inf Fe). P)

Condicoes suficientes de existéncia de solucdo para (P) ja vistas no teorema B3.2 é
que F seja convexa, i.s.C. e coerciva.

Definicdo B10.2: Problema primal perturbado.

B Sejam Y e Y* dois espagos vetoriais normados e considere o funcional ¢: XxY —
R, com a propriedade que ¢(x,0) = F(x), ¥x € X. Chama-se de primal perturbado e denota-
se por (P,) ao problema de encontrar o infimo de ¢(.,y) em X, isto &,

inf 6(x.y),y €Y. (Pp)

Defini¢céo B10.3: Problema dual.
Dado o problema primal (P) e o problema primal perturbado (Pp) pode-se definir o
problema dual (D) de (P). Para isto, seja ¢ X'xY" — %, a fungdo conjugada de ¢.
O problema de encontrar o seguinte*supr*emo:
yilig* {-0OQy)} (D)
é chamado problema dual (D) de (P) com respeito a ¢.

Proposic¢éo B10.1:
A seguinte relacdo entre o problema primal e o seu problema dual € valida:

-0 < sup {-9(0y)} < infd(xy) < + oo
y*eY* xeX

Proposicao B10.2: Existéncia de solucéo para (D).

Se existe solucdo finita para (P), se ¢ & convexo e se existe um elemento X, € X tal
que h: Y — R, tal que h(x) = ¢(Xo,y) é continuaemy =0, entdo a fungdo g: Y — R, tal que
aly) = im;(q)(x,y) é finita e subdiferenciavel em y = 0. Nestas condices, Iy, € Y~ solucdo

Xe

de (D) e além disso € valido que:
) 9(0.0) = -4"(0y0);
i) (0, Yo ) € 0¢(Xo,0).

B11- Lagrangeanos e pontos de sela.
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Definicdo B11.1: Funcdo Lagrangeana.
A funcéo denotada por L: XxY" — R, tal que:
L(xy)=- ygug*[w Y) - d(xy)l, VX e X, ¥y €Y,

é chamada de Lagrangeana do problema (P) ( ou de (Py) ) relativa a ¢.

Proposic¢éo B11.1: -
O funcional Ly~ Y — R, {y — L(xy) } para x € X, fixo, é concavo e
superiormente semi-continuo (s.s.c.). Além disso, se ¢ € convexo entdo o funcional

L X'> R, {x—>L(xy)}paray €Y, fixo é convexo, ndo necessariamente i.s.c..
Definido o lagrangeano, vale a seguinte representacdo para o problema dual (D):

sup {-¢°(0y)}= sup inf L(xy),
y*eY* y*ev* XexX
Justificativa:
d(xy)= sup [(xx) +<yy) - d(xy)] =
yeY

= sup [0 + Sup YY) - oyl =
= sup [0 - Lixy)l = -¢'0y) = inf LOuy). 0

No caso em que ¢ & convexo e i.s.c., vale também a seguinte representacdo para o
problema primal (P):
nfFeO = nf sup, Ly

A proposicdo dada a seguir € sempre valida para espacos vetoriais normados reais:

Proposicéo B11.2:
Se a funcdo L é definida em XxY com valores reais, entdo é valido que:

e, Jof L) < fnf, sup, Lixy)

Pode-se entdo relacionar o estudo dos problemas variacionais em dualidade com o
problema de encontrar pontos de sela da funcgdo lagrangeana.

Definigdo B11.2: Pontos de sela.
O elemento (X, V") € Xx Y é dito um ponto de sela para L se vale a relacio:

L(X,y) < L(X,¥) < LX, V), ¥xe X, ¥y €Y.

Proposicéo B11.3:
Se ¢ é convexo e i.s.c., (X,y ) éum ponto de sela de L se e somente se:

i) X ésoluciode (P) e y ¢ solucdo de (D);

) jnf o(<0) = 6(x.0) = sup {40y} = -4°0. Y.
Proposicéo B11.4:
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L possui um ponto de sela (X,y") se e somente se:
nax inf L(xy) = min Sup, L(xy).

Proposicao B11.5:
Seexiste X e X, V e Ye a e R tal que:

L(XYy) < o,V Yy eY;
LX, V) = a,VXeX;
entdo (X,y") é um ponto de sela de L se vale:
o = Inf sup, LOy)= sup inf LOuy).

Hipoteses sobre a funcdo L a serem utilizadas nas proximas proposicoes.

Admitindo-se que:

i) C c X é convexo, fechado, ndo vazio; (B.1)
ii) C" Y é convexo, fechado, nao vazio; (B.2)
e que L: CxC"— R satisfaca:

i) vx e C, {y — L(x,y)}éconcavass.c.; (B.3)
iv) Vy e C',{x— L(xy)}éconvexais.c.; (B.4)

pode-se enunciar as seguintes proposicaoes.

Proposicao B11.6:

Sobre as hipoteses (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) sdo vélidas:
i) 0 conjunto Cy x Co” de pontos de sela para L é convexo;
ii)se {y — L(x)y)} é estritamente concava, Vx e Cy entdo Co contém ao menos um ponto
ese { X > L(xy)} é estritamente convexa, V y e Cy, entdo C, contém ao menos um
ponto.

Proposicao B11.7: Caracterizagdo de pontos de sela para funcionais diferenciaveis.
Assumindo-se que as hipéteses (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) sdo validas e que:

i) vx e C, {y — L(x,y)} é diferenciavel em C;

i) Vy eC’,{x— L(xy)}édiferencidvel em C";

entdo (X,y") e CxC™ é um ponto de selade L se e somente se,

<é(>‘< V), x-X)>0,VxeC;
@( ’y 1 >— 1 E ]
a . . o
<—Oy*(x,y),y-y>so,Vy eC.

Proposicao B11.8: Existéncia de pontos de sela.
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Considerando-se as hipdteses (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) e também que:
Célimitadoe 3y, e C talque lim L(x, yo) = +o;
[X[—+o0

ou

C" é limitado e 3 o € C tal que Jim, L(x, y") = -o0;
[y*|—>+e0

entdo L possui um ponto de selaem C x C" e

mip Sup Lixy) = s inf LOey)

Para se conhecer mais resultados e também as demonstracdes das proposi¢fes acima
sobre problemas primais e duais, e Lagrangeanos e pontos de sela, indica-se pesquisar
[Ekeland e Temam, 1976] e [Kubrusly, 1986].
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Apéndice C - Alguns Conceitos sobre Anélise Ndo-Convexa.

Esse apéndice propde alguns resultados da Analise Nao-Convexa, que sdo utilizados
diretamente na secdo 1V.4 do capitulo IV. Eles estdo baseados naqueles resultados
encontrados em [Clarke, 1983] e [Panagiotopoulos, 1985].

Viu-se na secdo 1V.4 que, se existir um potencial geral que rege modelos que acoplam
a existéncia do dano, esse potencial € ndo-convexo e no caso particular do modelo
linearizado, esse é resultado da soma de potenciais convexos com potenciais céncavos.

Os resultados a serem vistos exploram a particularidade dos modelos propostos serem
regidos por funcionais ndo convexos mas Lipschitzianos e nesse contexto inicia-se esse
apéndice definindo-se a condicao de Lipschitz.

C1- Funcdes Lipschitzianas.

Defini¢éo C.1: A condicao de Lipschitz.
Seja Y um espaco de Banach e Y < X. Uma fungdo f: Y — R é dita satisfazer a
Condicao de Lipschitz (em Y) desde que, para algum escalar ndo negativo K, tem-se que:

[fy)- fo) < K| y-y
para todos os pontosy, y’ € Y.

Essa condicdo é também conhecida como Condigdo de Lipschitz de rank K. Diz-se
que f é Lipschitz de rank K proxima a y, se para algum & > 0, f satisfaz a condi¢do de
Lipschitz em uma & - vizinhanca de y, ou seja, no conjunto y + 6B, onde B representa uma
bola aberta centrada emy, de raio o.

(C.1)

Uma funcdo Lipschitziana, pode ndo ser diferencidvel em algum pontoy € Y e tem a
peculariedade de seu grafico ndo ser muito “ingreme”. Nos pontos em que a funcdo nao
admite a derivada direcional no sentido classico é definido um conceito mais geral de
derivacdo dada a sequir.

C2 - A derivada direcional generalizada.

Definicdo C.2: A derivada direcional generalizada.
Seja f lipschitziana proxima a um ponto x € X e seja v e X. A derivada direcional
generalizada de f para x na direcéo de v, denotada por °(x,v) é definida por:

Oy iy = I fly+tv)—f(y)
f(x,v) = Ilrg_)sxup : ; (C.2)
t—0
ondey € X et é um escalar positivo.

Essa definicdo ndo pressupde a existéncia de qualquer limite, desde que nela esta
envolvida somente limites superiores, isto é, ela envolve somente o comportamento de f em
pontos proximos a X, o que a diferencia da tradicional definicdo de derivada direcional, a
qual no ponto analisado o quociente da diferenca varia.

A derivada direcional generalizada tem as propriedades vistas na proposi¢éo a seguir.

Proposicao C.1:
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Seja f Lipschitz de rank K proxima a x e X. Entéo,
i) A funcéio v — f(x,v) é finita, homogénea positiva, sub-aditiva em x e satisfaz,
| x| < K| v |;
i) f°(x,v) é superiormente semi-continua como funcéo de (x,v) e, como uma funcgdo de v é
Lipschitz de rank K sobre X;
iii) £2(x,-v) = (- H2(x,v).

Justificativa:
Devido a condicdo de Lipschitz, o valor absoluto do quociente da diferenca na
definicdo de f°(x,v) é limitado por K | v | quando y esta suficientemente proximo a x e t

suficientemente proximo de zero. Daf, segue a propriedade | f°(x,v)| < K Iv |
O fato que f°(x,av) = o f(x,v) para qualquer a. > 0 é imediato e entdo f° é homogénea
positiva.

A sub-aditividade, parax, Vv ew e X, segue de:
f(y+tv+itw)—Tf(y) -

(x,v + w) = lim sup

y—X t
t—0
fly+tv+tw)—f(y+t fly+tw)—f
< lim sup (y+tv+tw) —f(y W)+Iim sup (y +tw) (y);
y+Hw—>X t y—X t
t—0 t—0

desde que o limite superior da soma é limitado acima pela soma dos limites superiores.
Logo, f(x,v+w) < f(x,v) + f(x,w), 0 que estabelece a sub-aditividade.
Logo, a propriedade i) esta satisfeita.

Para demonstrar que f° é superiormente semi-continua em (x,v), considere agora as
sequéncias {xi} e {yi} convergindo para X e v respectivamente.
Para cada i, pela defini¢do de limite superior, existe yiem X e t; tal que:

1
| yi-xi | +t< 5

Pl - % < T +ti\t/i)—f(yi) _ fly, +ti\t/i)—f(yi) L +tivi)t—f(yi Vi)

Note que esse ultimo termo € limitado em magnitude por K | vi - v |, em vista da

condicgéo de Lipschitz. Parai — « tem-se que:

lim sup (xi,vi) < f(x,v).
|—>00

Logo, f° é superiormente semicontinua em (x,v).
Para demonstrar que f° é Lipschitz de rank K em v, considere que, para v e w e X

ue:
! fly +tv)-fly) < fly+tw)-f(y) +K| v-w | t,
paray préximo de x e t tendendo a zero.
Dividindo por t e tomando o limite superior paray — X, quando t — 0, tem-se:
(V) < FPxw) + K || v-w |.
Logo, o item ii) esta provado.
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Para provar iii), calcula-se:
f(X+tv)-f(X) _

£(x,-v) = lim sup = Jim sup UM =DM _ oy
R>X t U—>X t
t—0 t—0
parau= X -tv.
E a proposicdo esta provada. O

C3 - O gradiente generalizado.

O teorema de Hahn-Banach garante que qualquer funcional homogéneo positivo e
sub-aditivo majora algum funcional linear sobre X. Nessas condigdes, existe a0 menos um
funcional linear limitado & : X* — %R tal que, para todo v € X, tem-se f(x,v) > &(v) , onde
X* é 0 espaco dual algébrico de X, composto de funcionais lineares continuos sobre X.

Lembrando-se que foi denotado &(v) = (§,v) no apéndice A, o gradiente generalizado

de f para x, denotado por & f(x) é definido abaixo.

Definigdo C.3: O gradiente generalizado de f.
of(x) = {& e X*tal que f'(x,v) > (E\V), YV e X}; (C.3)

tal que, H&“ «~ denotando a norma de & em X*, é dada por,

€ =sup{Evy:ve X, | v | < 1} (C.4)

As propriedades do gradiente generalizado definido em (C.3) sdo dadas na seguinte
proposicao.

Proposicao C.2:
Seja f Lipschitz de rank K proxima a x e X. Entéo,

i) 6f(x) é um conjunto no vazio, convexo, subconjunto compacto fracamente estrela de X*
e HF, < < K para todo & € Of(x);
i) Paratodo v em X, tem-se que,

(x,v) = max{ (E,v) : £ ¢ Of(X)}. (C.5)

Justificativa:

A justificativa de i) vem da proposi¢cdo C.1 e do teorema de Alaoglu (ver [Clarke,
1983)).

Justificativa de ii):

Suponha, por contradicdo, que para algum v e X, f°(x,v) excede o méaximo dado em
(C.5), ja que f(x,v) ndo pode ser menor que o maximo pela definicdo de A f(x). De acordo
com o teorema A1.2 de Hahn-Banach, existe um funcional linear & e X* majorado por f°(x,v)
e coincidindo com f° em v. Segue que & e of(x), e entdo, f(x,v) > (€,vy = f(x,v), 0 que é
uma contradicdo. Logo, ii) se verifica. 0

Exemplo:
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Para ilustrar o conceito de gradiente generalizado, calculara-se a seguir o gradiente
generalizado da funcéo valor absoluto no campo real, X = R e f: ® »>R, f(x) = x| .
Nesse caso f é Lipschitz, pela desigualdade triangular.

Se x é estritamente positivo, calcula-se:
+tv—
Pv) = lim sup oY =y
y—X t
t—0

tal que, of(x) é o conjunto de nimeros ¢ satisfazendo v > Ev para todo v € R, que se
reduz ao conjunto unitario 0 f(x) = {1}. Analogamente, 0f(x) = {-1} se x <0.
O ultimo caso a ser analisado é aquele tal x = 0. Nesse caso, encontra-se:

Py = { vV se VZO;
-v se v<O0
ou seja, F(x,v) =| v/ .
Portanto, o f(0) consiste de & e R satisfazendo, | v| > &v para todo v € R, ou seja,
of(0) = [-1,1].

Proposicao C.3:

Seja f Lipschitz de rank K proxima a X e X. Entdo, valem as propriedades:
1) Multiplicagéo por escalar:

Para qualquer escalar o, tem-se que :

0 (af)(X) = adf(x). (C.6)

Justificativa:

Note que, se f é Lipschitz entdo af o €.

Se o é ndo negativo, (af)’ = af’ e seque (C.6).

Se a é negativo, escolha o = -1. Um elemento § e X* pertence para o (-H(x) se e
somente se, - f°(x,v) > (&,v) para todo v, 0 que é equivalente a -& < - o (f)(X).

Portanto, & e o(-f)(X) < & e -0 (F(x). O

ii) Subdiferencial generalizado da soma:
Seja g: X — R, Lipschitz de rank K proximaa x e X, entdo:

o(f+g) (X) = of(x) + g(x). (C.7)

Justificativa:
Devido a propriedade de m&ximo ou supremo, tem-se das equacdes (C.3) e (C.5) que,

L+ edf+g (e B
E+& < (F+ g)O(X,V_) = max{(€1+ & Vv):&+& € d(f+0) (X} <
max{ (€1,v) : &1 e 0(f) (X} +max{ (&, v): & € 9(9) (X} <
< Pxv) +0°(xV) < E +E e 0f(X) + ag(X).
Portanto, o (f+g) (X) = of(x) + g(x). O

Essa proposicao € valida também para um somatério de n subdiferenciais.
iii) Extremo local:
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Se f assume um minimo ou maximo local em x, ent&o:
0 € of(x). (C.8)
Justificativa:
Em vista de i), 8 (-f)(x) = -0 (f)(x), é suficiente provar a proposicéo quando x é um
minimo local. Mas nesse caso é 6bvio que para qualquer ve X, tem-se f°(x,v) > 0.
Portanto, & =0 pertence a 0 (FH(x). O

Além disso, se f é convexa (respectivamente concava e limitada inferiormente em uma
vizinhanca de x € X), entéo,
0f(x) = of(x); (respectivamente 0 f(x) = - (-f)(X) ); (C.9)

para todo x onde f € finita, onde of € o conjunto de subgradientes visto na definicdo B8.1.
Se f é diferenciavel, em x, entéo é valido que,

of(x) = VF(X); (C.10)

ou seja, existe um Gnico & € of(x) tal &= VF(X).
Derivadas Classicas.

SejaF: X —> Y, onde X e Y sdo dois espacos de Banach.
A derivada direcional usual de F para x € X, na dire¢do de v € X é:

F(x+tv)—F(X) . (C.11)

F'(x,v) = lim
t—0 t
quando (C.11) € limitada.

Definicdo C.4: A derivada de Géateaux, Fréchet e Hadamard.
F é dita ser Gateaux diferenciavel para x, se F'(x,v) existe e é igual a (DF(x),v), onde
DF(x) pertence ao conjunto de funcionais lineares L(X,Y) c X*.

Isso é equivalente a dizer que o quociente da diferenca converge para cada v de tal
forma que,

F(x+tv) — F(x) = (DF(X)

F'(x,v) = lim

% c12)

e que a convergéncia € uniforme com respeito a v em conjuntos finitos.

Se na definicdo anterior a palavra finitos é trocada por limitados entdo a derivada
direcional é dita de Fréchet. Se for trocada por compactos entdo a derivada direcional é dita
de Hadamard. Quando X = R", a diferenciabilidade de Hadamard e Fréchet sdo equivalentes.

Quando F € Lipschitziana em uma vizinhanca de X, entdo, a diferenciabilidade de
Hadarmard e Gateaux séo equivalentes.

Definigdo C.5: Diferenciabilidade estrita.
F admite uma derivada estrita para x, desde que para cada v € X, se verifique:
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o . FX+tv)-F(x') _
Fc) = lim t = (DsF0Q.V) (C.13)

t—0
e desde que, a convergéncia € uniforme para v em conjuntos compactos, que é uma condicdo
imediata se F é Lipschitz proxima de x.
Note que essa é uma derivada estrita do tipo Hadamard.

Proposicgao C.4:
Sdo equivalentes as afirmacoes:
i) F é estritamente diferenciavel para x e DsF(x) = &, § € L(X,Y);
ii) F é Lipschitz proxima a x e para cada v em X tem-se:
F(X'+tv) — F(X'
lim ( )=F(X) =(E,V).

X'—=X t

t—0
Proposic¢do C.5:
Seja f Lipschitz proxima a x e considere Df(x) uma derivada de Gateaux (ou Fréchet,
ou estrita ou Hadamard). Entéo Df(x) e 2f(X).

Justificativa.

Por definicdo, f’(x,v) existe para cada v € X e é igual, por (C.12) a (DF(X),Vv).

Notando que, f* < f° ( basta comparar (C.2) e (C.12) ), entdo tem-se que,
°(x,v) > (DF(x),v), para todo v € X e a proposicao segue, da definicdo de o f(x).

Portanto, Df(x) e o f(x). O

Exemplo:
O exemplo a ser visto mostra que 0 f(x) possui mais pontos que Df(x).

Seja f: R — R tal que f(x) = x* sen (}().

f é Lipschitz proxima a x = 0 e f°(O,v) = | v |. Segue que, 6f(0) = [-1,1], o qual
contém a derivada ndo estrita Df(0) = 0.

Proposicdo C.6:
Se f é diferenciavel para x entdo f é Lipschitz préxima a x e 6f(x) = Dsf(x).
Reciprocamente, se f é Lipschitz proxima a x e 5f(x) se reduz ao conjunto unitario
{&}, entdo f é estritamente diferenciavel para x e Dsf(x) = €.

Regularidade.

Defini¢cdo C.6: Regularidade.

F € dita ser regular em x se:
i) para todo v, a derivada direcional usual unilateral ( C.11), f'(x,v) existe;
i) para todo v, (x,v)=f (x,v).

A regularidade implica na igualdade na condicdo dada na proposic¢édo C.3 ii).

Proposicao C.7:
Seja f Lipschitz proxima a x, entao:
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i) se f é estritamente diferenciavel para X, f € regular para x;

ii) se f é convexa, f é regular para x;

iii) uma combinacdo linear finita (por escalares ndo negativos) de funcdes regulares para x é
regular em x;

iv) se f admite uma derivada de Gateaux Df(x) e f é regular para x, entdo 0 f(x) = {Df(x)}.
C4 - Propriedades geométricas: cones normais e tangentes.

A seguir € dada a definicdo geométrica de cone normal e cone tangente em um ponto
X e Y, para uma funcdo qualquer Lipschitziana, que pode ser ndo convexa e nao
diferenciavel.

Definigdo C.7: Cone normal e cone tangente.
Define-se geometricamente o cone normal Ny e o cone Ty em um ponto X € Y inter-
relacionados da seguinte forma, considerando Y* o conjunto dual algébrico de Y:

Ny(x) = { & € Y*tal que (V) < 0, Vv € Ty(X)}; (C.14)

Ty(x)={veYtalque(v,§)< 0, VE € Ny(X)}. (C.15)

Pode ser provado que Ty € um cone convexo que contém 0 (zero) e que, além disso, a
defini¢do (C.14) coincide com a definicdo de cone normal externo a um conjunto convexo
(definicdo B9.1) se Y € um conjunto convexo.

A figura C.1, dada a seguir ilustra as defini¢bes (C.14) e (C.15) para uma fungédo nao-
convexa e ndo diferenciavel ( em alguns pontos).

Y < R?

Figura C.1 - Cones, normal e tangente para funcionais nao-convexos.

E possivel definir-se o cone tangente Ty relacionado a funcdo distancia definida a
sequir.

Definigdo C.8: A fungéo distancia.
Seja Y um conjunto nédo vazio de X. A funcgéo distancia dy: X — R, de um ponto
X € X para o conjunto Y, é definida por:

dy(X) =inf{| x-y |,y e Y}. (C.16)

Obviamente que, se X € Y entdo dy(x) = 0.
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Supondo agora que y € Y, entdo, um vetor v e X é tangente para Y emy se,
dd(y,v) = 0.
O conjunto de todas os vetores tangentes para Y emy é igual a Ty definido em (C.15).

Proposicédo C.8:

Seja f Lipschitz de rank K sobre X e Y < X. Suponha que f atinja um valor minimo
sobre Y em y. Entdo, para qualquer R > K, a funcéo g(x) = f(x) + R dy(x) atinge um minimo
sobre X emy. Se R > K e Y é fechado, entdo, qualquer outro ponto minimizando g sobre X
deve também pertencera Y.

Justificativa:
Suponha, em contradi¢éo, que exista um ponto X € X e 3 > 0 tal que,
f(x) + R dy(x) < f(y) - R&.
Seja ¢ €Y talque, | x-c | < dv(x) + 3. Entdo,
fic)< f(x)+ R | x-c | < fx)+ R (dv(x) + 3) < f(y),

0 que contradiz o fato que y minimiza f sobre Y.

Sejaagora R > K e x também minimizando g sobre X. Entdo,

dy (x
)+ R dv(x) =f(y) < )+ (R+ K) %

+K

2
que x €. O

a qual, pelo primeiro resultado aplicado para ( ), implica em dy(x) = 0, e portanto

Corolario C.1:
Suponha que f é Lipschitz de rank K proxima de x e atinja um valor minimo sobre Y

em x. Entdo, 0 € f(x) + Ny(X).

Justificativa:
Seja X uma vizinhanca de X, sobre a qual f é Lipschitz de rank K. Pode-se supor que
Y < X (desde que Y e Y n X tém o mesmo cone normal para X).
Entdo, pela proposicédo C.8, deduz-se que x minimiza f(y) + K dy(y) localmente.
Portanto, 0 € o (f+Kdy) (x) = 8f(x) + K ady(X).
Desde que, Ny(X) = CI{eYe 5dy(x); onde cl denota o fecho, o resultado segue. O
>0
C5 - Caracterizagao intrinseca do cone tangente.

Teorema C.1:

Um elemento v € X é tangente para Y < X se e somente se, para toda sequéncia x; em
Y convergindo para X e a sequéncia t; em (0,+) decrescendo para 0, existe uma sequéncia Vv;
em X convergindo para v tal que X + tj v; € Y.

Justificativa:
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=)
Suponha que v € Ty(x) e que a sequéncia X; — x (comx; € Y)e ti— O..
Deve-se produzir uma sequéncia v; que concorda com o teorema.
Desde que d$ (x,v) = 0, por hipotese, tem-se que,

lim dy (x; +t;v) —d, (X;) = lim M 0. (C.17)

1—00 ti 1—00 i

Sejay; € Y satisfazendo,
t
" Xi+ttivi-yi " <dy( X+ v+ TI . (C.18)

Escolha,
yi - Xi
o .

Vi =

Entéo, (C.17) e (C.18) implicamque | v -v; | > 0O, isto ¢, quev; — V.

Além disso, xj + tj vi =y; € Y, como desejava-se.
(<)

Seja v tendo as propriedades estabelecidas envolvendo sequéncias e escolha uma
sequéncia y; convergindo para x e t; — 0., tal que,

lim dy(y; +t;v) —dy(y;)

1—0 ti

(C.19)

= d$ (x,v).

Deve-se provar que d$(x,v) definida em (C.19) é ndo-positiva, para entdo v € Ty(x) pela
definicdo (C.15). Seja ¢ € Y, satisfazendo,

| ci-vi IISdY(yi)+tT‘ (C.20)

Segue que ¢; — X. Portanto. Existe uma sequénciav; —»> vtal queci+tivi € Y.
Desde que, dy € Lipschitziana, tem-se,
dy(yi+tiVi) < dy(Ci+tiVi)+ " Vi - Ci ” + " V - Vj " de(yi)+
ti
G v-vi |+,

diretamente de (C.20).

Logo, tem-se em (C.20) o limite ndo-positivo, 0 que completa a prova. O

Baseado no teorema C.1, o cone tangente Ty visto em (C.15) pode ser definido
equivalentemente da seguinte forma:

Ty (X)={v e Xtalque, parax; > X, Xe Y e ti— 0, existeviem X, Vv >V, (C.21)
tal que xj+tivi € Y}

C6 - Consisténcia entre tangéncia e derivada direcional generalizada.
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Epigrafos.

De acordo com a definicdo B3.2, do apéndice B, o epigrafo da funcdo f (convexo ou
i.s.c. ) sobre o conjunto X é definido da seguinte maneira:

[F,X] ={(r,x) € RxX: f(x) < r}. (C.22)

Obviamente que o epigrafo de f descreve todas as informacgdes sobre o funcional f.
Nesse contexto, [f,X] confirmard o fato de que, localmente, tangéncia é consistente
com a derivada direcional generalizada.

Teorema C.2:
Seja f Lipschitz em uma vizinhancga de X. Entéo:
i) o epigrafo de f°(x,.) é Tirx (X, f(X)), isto &, (v,r) € Ty (X, f(X)) se e somente se
r > f(x,v);
i) féregular para x se e somente se o epigrafo de f é regular para (x, f(x)).

Justificativa de i):

=)

Suponha que (v,r) € Ty (X, f(X)). Escolha sequéncias y; — X, ti — 0 tal que:

(C.23)

li
i—>o0 tl

i OO0 _ o

Note que (y;,f(yi)) € uma sequéncia em [f,X] convergindo para (X, f(x)), entdo, pelo
teorema C.1, existe uma sequéncia (vir) convergindo para (v,r) tal que
(yiflyi) + ti(vir) e [f.X].

Logo,

f(y. +t.v.)=T(vy.
(yi + .\t/.) (yi) <r

no limite, parai — o e da equacéo (C.23) tem-se que f(x,v) <r.

fly)) +tirp > flyi +tivi) =

O
E suficiente agora provar que,
Vv e X e V520, 0ponto (v, F(x,v) +8) € Ty (X, f(X)), onde,
Ty rxq (X, F(X)) = {(v,r) € XxNR tal que, parax; > X, X € X, ri—>re ti— 04 (C.24)

existe viem X, v; —» v; tal que xi +tivi € Xef(xi +tjvi) <f(x;) +tiri }.

Seja (xi,ri) qualquer sequéncia em Ty (X, f(X)) convergindo para (X, f(x) e ti — 0.
E definida uma sequéncia (vi,si) convergindo para (v, f(x,v) + 8) com a propriedade
que (xi,n) +ti (vi,si) e [f,X], para cada i, isto &, tal que,
n+tisi > f(xi+tivi). (C.25)

Definavi =ve:

i +tvi) — (X))
t.

si = max{ f(x,v) + 8,

1.

Observe que, s;i — f(x,v) + 8, desde que,
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< (x,v).

i FO ) — %)

i—o© tl

Para verificar (C.23) e completar a prova de i), tem-se,
ri+tisi >ri+ [f(x+tivi) - f(x)] = f(xi +tiv)
e ri >f(x), pois (x;,ri) € [f,X], chegando-se no resultado (C.25).
A demonstracdo do item ii) do teorema C.2 se encontra em [Clarke, 1983]. O
Corolario C.3:

Um elemento & de X* pertence para 0f(x) se e somente se (€,-1) € Ny (X, f(x)).

Justificativa:

€ e éf(x) se e somente se para qualquer v e X tem-se f(x,v) > (€,v), ou seja, Vv € X
evr > f(x,v) tem-se,

(1), (vin)) < 0; (C.26)

0 que implica pelo teorema C.3 que a relagdo (C.26) é valida para todos os elementos (v,r)
pertencentes a Tisx (X, (X)), isto é,

(€-1) € Niryq (X, f(x)). O
Assim, pode-se definir,
0f(x) = {€ e X* tal que (&,-1) € Npixg (X, F(X))}; (C.27)
onde, N[t é dado por,
Nt (x, T0) = {(&,-1) € X* x R tal que ((&-1),(v.n) <0, V(vir) € Tie (FONY  (c 08)
com Ty definido por,
Tirg (%, F(X)) = {(v.r) € X x % tal que (&,v) < f(x,v) < T, VE € Ny (X, F(X))}. (C.29)
A definicdo (C.29) é equivalente a (C.24).

A Funcao Indicatriz.

Considere a funcdo indicatriz definida em B3.3 com C — X ( nesse caso, C pode ser
ndo-convexo):
0 se xeC

40 se XgC'

Fc(X) = {

Sobre TI'c(x) é valida a seguinte proposicéo:

Proposicao C.9:

Seja x € C, entdo, dTc(x) = Ne(X) e T'c € regular para x se e somente se C é
regular para X.

Justificativa:
£e 0l'c(X) & (§-1) € Nircy (x,0) (onde [I',C] epigrafo de I'c sobre C).

169



Apéndice C - Alguns Conceitos sobre Analise Ndo-Convexa.

Mas, tem-se que, [I",C] = C x [0,%0) pois do teorema C.1 é valido que:
Ncxo (X) = Ne(X1) X Np(x2) onde (X1,x2) e CxDtal X=X;xX; e CcX;,Dc Xy, oqueé
equivalente a & € Nc(x) e -1 € Njo(0).

A reciproca desse resultado é sempre verdadeira.

A prova da regularidade segue da definicdo de regularidade vista em C.6.

C7 - Funcdes Nao-Lipschitz..

Varios resultados sobre func¢des ndo-lipschtizianas podem ser encontradas em [Clarke,
1983] e em [Panagiotopoulos, 1985]. A seguir sdo dados alguns.

Se f: X— R, é uma funcdo qualquer, que pode ser ndo-Lipschitziana e nao
diferenciavel, entdo, o subdiferencial superior (ou derivada direcional generalizada) é
definido por:

fT(x,v) = lim sup inf M;
VoV X—X t (C.29)
Fof(x)
t—0,

onde f(X) < f,a qual simplifica a definigdo (C.29), se f € uma funcdo inferiormente semi-
continua em x, ja que f pode ser substituida diretamente por f(X) em (C.29).
A funcéo fT(x,y) € convexa, i.s.c. e homogeénea positiva. Além disso, se f é convexa

entao,
fx+tV)-f -
f'(x.v) = lim inf % = Fr(x V):
Toov (C.30)
ff(x)
t—0,

que se simplifica em fﬁ(x,v) =f "(x,v) se existea>0et>0, tal que f(X) <a.

O subdiferencial inferior, v — f (x,v), € definido analogamente a (C.29) com “lim sup
inf” substituido por  “lim inf sup”, tal que f(X) > f.

Se f é Lipschtiziana, entdo, fT(x,v) =-f (x,-v) = 2 (x,v).

Analogamente a definicdo C.3 é definido o gradiente generalizado de f:

of(x) = {€ € X*tal que f'(x,v) > (£v), YV e X}; (C.31)
além disso, of(x) pode ser definido, como no corolério C.3 por,
of(x) = & € X~ tal que (&,-1)  Nisxq(x.f(x)) (C.32)
e analogamente a proposic¢édo C.2 ii), tem-se ,
i (x,v) = sup {EV) 1 € e OF(X)}. (C.33)

Para ver mais resultados pesquisar [Clarke, 1983] e [Panagiotopoulos, 1985].
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Apéndice D - Transformacgdes Lineares, Adjuntas e alguns Conceitos de Anaélise
Tensorial.

Os resultados a serem vistos, auxiliardo diretamente em alguns estudos feitos nos
capitulos I, 11, 1V, V e no apéndice E. Alguns resultados vistos na secdo Al do apéndice A,
para funcionais lineares continuos, podem ser estendidos para esse apéndice, 0 que pode ser
visto pela definicdo D1.1 a ser dada.

Todos os resultados a serem postos estdo baseados em [Hoffman e Kunze, 1961],
[Pearson, 1969] e [Gurtin, 1981], entre outros.

D1 - Transformacdo Linear.

Definicédo D1.1:
Sejam X e Y espacos vetoriais normados e considere o operador T: V — W , com
VcXeWcY,entdo, T édito linear se satisfaz:
T(ax +By)=aT(x) + BT(y),com a,Be R, X,y € V.
Nesse caso diz-se que T € Lin(V,W).

Proposicao D1.1: operadores lineares continuos
As seguintes afirmacdes sdo validas quando T: V — W é um operador linear:
i) T é continuo;
i) T é limitado;
iii) 3 >0 tal que||T(x)||W <ulxly, vxeW.

Dessa proposicdo pode-se afirmar que, todo operador linear T: V — W, continuo e
limitado é dito ser continuamente dependente na variavel x € V.

Definicdo D1.2: Nucleo e Imagem de Transformag&o Linear

Sobre os conjuntos V e W, com relacdo a transformacdo linear T, definem-se os
seguintes operadores:
N(T) ={x € V tal que T(x) = 0}, denominado de operador Nucleo da transformacéo linear T;
R(T) ={y e Wtal que T(X) =y, X € V }, denominado de operador Imagem da transformacao
linear T.

Se V < X é de dimensdo finita, e T é uma transformacdo linear sobre V, uma
proposic¢do valida é que, dimV =dimN(T) + dimR(T).

Um operador linear pode ndo ser continuo, mas ser limitado inferiormente, condicéo a
ser vista na definicdo seguinte.

Defini¢cdo D1.3: Operador limitado inferiormente.
Um operador T: V — W ¢ dito limitado inferiormente se e somente se, existe uma
constante p > 0 tal que,

[T, = wlixly, ¥ xeV. (D.1)

A importancia dessa definicdo é que, um operador limitado inferiormente possui
sempre um operador inverso continuo definido em seu contra-dominio, o que pode ser visto
no teorema a seguir.
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Teorema D1.1:

Sejam V, W espacos vetoriais normados e T: V — W , um operador limitado
inferiormente. Entdo, T tém um operador inverso continuo T™*: R(T) — V. Reciprocamente,
se existe um operador inverso continuo T R(T) — V, entdo, existe uma constante p > 0 tal
que, a equacdo (D.1) esta satisfeita.

Definigdo D1.4: Soma direta.
Sejam Vi, V...,V subespagos de um espaco vetorial V < X. Diz-se que V é soma
diretade Vi,i=1,...n se:
i) V=Vi+..+V, (Végerado por Vi, Va,...,Vy);
i) VinV; ={0},ij=1,...n;i=];
Vv e V entdo v pode ser representado porv= vy +Vvo +...+V,;Vvie Vi, i=1..n.
Nesse caso denota-se, V= V; ® V,..®& V,

Proposicao D1.2:
Se V ¢é soma direta de Vi, V,,...,.V, entdo, Vv e V., v = vi + Vv, + ... + v, tal que
Vi € Vi, i= 1,...n.

O teorema visto a seguir sera utilizado mais diretamente na se¢do E.3 do apéndice E.

Teorema D1.2: ProjecGes num espaco vetorial.
Seja o0 espaco vetorial V < X tal que V= V; ® V,..® V,,V; c V. Entdo, existem
n operadores Py, P»,..., P, sobre V tais que:
i) cada E; é uma projecio, ou seja, P; é idempotente (P;* = P;);
i) PiPj=0 sei=j;
iii) I, =Py + P+ ...+ Py;
iv) aimagemdeP; éV,.
Reciprocamente, se Pi, P»,..., P, sdo n operadores lineares sobre V que satisfazem as
condigdes i), ii) e iii) e se indicar-se por V; aimagem de P;, entdo V = V; @ V,..® V,.

Considerando-se da proposicdo D1.2, v= vy +Vvo + ...+ vy talquevi e Vi, i=1,...n;
entdo, cada P; pode ser definido como:
Piv=yvi=1..,n; (D.2)

e entdo tem-se que:

i) Pi élinear;

i) aimagemde P; éV;;

iii) onucleode Pi € N(P;)) =Vi1+ ..+ Vi1+ Vi +..+ Vy;
IV) X=P1 X+ Py X+ ..+ Pyx,ouseja, I,=P;+ P+ ...+ Py,

D2 - Operadores Adjuntos.

Defini¢do D2.1:

Sejam X" e Y os espacos duais algébricos de X e Y, respectivamente tais que, V'
X'e WcY.Dado T e Lin(V,W) ( transformacdes lineares de V em W), entdo o
operador T e Lin(W" V') ( transformacdes lineares de W~ em V'), é definido por
operador adjunto de T se a seguinte relacdo € valida:

(', Txy=(Ty",x). (D.3)

T" é também denominado de operador transposto de T.

172



Apéndice D - Transformac0es Lineares, Adjuntas e alguns Conceitos de Analise Tensorial.

Justificativa:

Dado um elemento fixo y € W', (y",Tx) € R paracada x € V e da linearidade de
T conclui-se que a expressao anterior € um funcional linear em V pelo qual sera um elemento
X € V. Desta maneira, a cada y € W', faz-se corresponder um elemento x € V.

Designando-se por T~ ao operador que estabelece tal correspondéncia tem-se que
Ty =x, verificando-se, entdo, a equacao anterior.

Além disso, pode-se mostrar a unicidade de T'. O

Esta relacdo pode ser vista através do seguinte diagrama dado na figura D.1:

xx)

Figura D.1- diagrama inter-relacionando os espacos vetoriais V,W e seus respectivos
duais V. \W
A relacdo vista na figura D.1 pode ainda ser vista da seguinte maneira:
dadox € V, existe y e Wtalque y=Tx, = )= TxX)e V =
= (Y, TX) = (X X) € V. Desdequedy e W talque X =Ty =
= (y, TX) = (T'y" ), completando-se a relagéo.
Exemplo:
Considerando-se: T:R" »>R™, T :R™ —>R", entdo:
de (y", Tx)=(T'y",x), obtém-se o operador adjunto T'= T" e vale a relacdo:
Gy TX)=y (TX) = (TTY)x=(Ty",x).
Além disso, se T é simétrica, entdo, T= T' = T, é a conhecida transformag&o auto-
adjunta.

Relagdes entre os operadores Nucleo e Imagem.

Analogamente & definicdo D1.2, considere os operadores N(T") e R(T").
Sobre os operadores N(T), R(T), N(T") e R(T"), sdo vélidas as seguintes relacdes:
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R1) N(T) = R(Ti)l;
R2) R(T)=N(T)%
R§> N(T:) =R(T)"; (D4)
R,) R(T) = N(T)*.

Justificativa:

A relacdo R; € valida pois:
sendo v e N(T) entdo Tv = 0, assim, é possivel considerar um elemento X e V" e efetuar o
produto dualidade com Tv, tal que, (x, Tv) = 0. Desde que, (x, Tv) = (T X ,v), entdo,
(T'X,v)=0.Como T'X e R(T") entdo v e R(T")*, o que demonstra a primeira relagéo.

As outras relagfes sdo demonstradas de maneira anéloga. O

D3 - O problema espectral.

Em toda essa secdo, T sera um operador linear sobre um espago vetorial n-
dimensional V sobre o corpo X.

Defini¢do D3.1: Vetores e valores caracteristicos.
Seja T um operador linear sobre o espago vetorial V < X, tal que,

T(e) = Te = pe; (D.5)
com e € X, (e ndo nulo), para algum escalar p. Esse escalar p é chamado de valor
caracteristico ou autovalor de T associado ao vetor caracteristico ou autovetor e. O conjunto
dos valores caracteristicos é denominado de Espectro de T enquanto que o conjunto dos
vetores caracteristicos determinados na resolucdo de (D.5) é chamado de Espaco

caracteristico associado ao escalar p.
Nesse contexto, (D.5) sera denominado de Problema espectral.

A equacdo (D.5) e equivalente a equacgéo (T - ply) e =0 e p € um valor caracteristico
de T se e somente se T - pl, for singular, ou seja, det(T - pl,) = 0.

Considerando que o espaco V tem dimenséo finita n, entdo p € dito ter multiplicidade
n. O Espectro de T é formado pelo conjunto {p1, p2,..., pp}, P < N, onde p; < py <... < pp S80
os autovalores de T, associados a cada autovetor e; , i = 1,...,p, com cada autovalor repetido
um namero de vezes igual a sua multiplicidade.

Proposicao D3.1:
Sendo T o tensor representativo da transformagéo linear definida em V, entéo, séo
validas as afirmacdes seguintes:

i) se T édefinido positivo, os autovalores associados a T sdo estritamente positivos;

ii) se T é simétrico, os autovalores associados a T Sd0 reais € 0S espacos caracteristicos
associados a seus autovetores sdo mutualmente ortogonais, além disso, se Vi € o espaco
caracteristico associado a e;j, entdo, V pode ser escrito pela soma direta dos espacos Vi, da

p
seguinte forma, V=V, ®V, ® .. ® Vye e e Vétal que,e = D a, &

i=1
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Independente de T ser ou ndo simétrica, ou seja, se T € um tensor arbitrério, cada V; é
um subespaco de V invariante sobre T, desde que T(Vi) < Vi e 0s subespacos V; sdo
independentes entre si.

Definicdo D3.2: Operadores Diagonalizaveis.
O operador linear T sobre o espaco V ¢é diagonalizavel se existe uma base de V
formada por vetores caracteristicos de T.

Note que na condicdo da proposicdo D3.1ii), ou seja, se 0 tensor T € simétrico entdo
T é diagonalizavel.

Proposicao D3.2:

Se T ¢ diagonalizavel entdo T é semelhante a uma matriz diagonal D = diag(p;) tal
que:

T=P'DP;
P=[P],Pj=e, ij=1..n.

onde nesse caso P" = P e e é um autoversor de T associado a pi.

Os elementos da diagonal de D, ndo precisam ser todos distintos. Eles podem ser todos
iguais, quando T é um multiplo escalar do Tensor Identidade.

Analogamente ao teorema D1.2, € valido o seguinte teorema:

Teorema D3.1:

Se T e um operador diagonalizavel sobre o espaco de dimens&o finita V e p1, pz,..., Pp
sdo os valores caracteristicos distintos de T, entdo, existem operadores lineares Py, Ps,..., Py
sobre V tais que:

I) T= p1 P, + P2 Po+...+ Pp Pp;
i) Pi?= Pi,i=1,..p;

1) PiPj =0 sei=#j;

iV) I, =P+ P+ ..+ Py

v) aimagemde P; éV;.

As secdes D3.1 e D3.2 vistas a seguir, estudam o problema espectral (D.5) para
tensores particulares e se baseiam nos resultados encontrados em [Pearson, 1969]. No
desenvolvimento dessas secOes utiliza-se a operacao produto tensorial que pode ser vista em
(D.28), na secdo D.5.

D3.1 - Andlise espectral para modificacao de posto 1 de um tensor.

Seja o tensor V1, representando a transformacdo linear T € Lin(R™,R™).
V1 é uma modificacdo de posto 1 do tensor identidade I, se V; pode ser definida por:

Vi= o+ a®d; = 1p + Uy (D.6)

coma; ed; e R™
A anélise do problema espectral, (I, + Ui )X = vX se resume entdo a pesquisar-se 0
autoproblema:
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Uma solucdo em autovalores para (D.6), determinada em [Pearson, 1969], é dada por:
M1 = as. dl. (D8)

Além disso, V1 possui m-1 autovalores unitarios e entdo os autovalores possiveis para
V; séo:

vi=1+a;. dy; (D.9)
V2 == vm = 1. (D.10)

Desses resultados tem-se que,
det(Vy) = det(l, + a;®d;) = 1 + a;. ds. (D.11)

Considerando-se d; = p b; entdo, relacionado ao autovalor pj, 0 autovetor relativo
pode ser calculado de:

Ui X3 =p (b1.xq) as; (D.12)

0 que sugere pesquisar-se autovetores do tipo:
= (D.13)

e sem perda de generalidade a; pode ser escolhido igual a um.
D3.2 - Andlise espectral para modificacdo de posto 2 de um tensor.

No caso de um tensor qualquer V, ser uma modificacdo de posto 2 do tensor
identidade I,, entdo V, pode ser definida por:
Vo=1+a1® d1+3.2®d2 =1, + U,. (D.14)

A analise do problema espectral,
(I2 + Uz )X =vX, (D.15)
se resume entdo a pesquisar-se o0 auto-problema:

A solucdo em autovalores para (D.16), determinada em [Pearson, 1969], resolvendo-se
uma equacao do segundo grau é dada por:

1 .
o= 5 [ad+ adot \/(al.dl-az.dz)z +4a.d)(@.d) (=12 (D.17)

e entdo, os autovalores ndo unitarios de V, S&0 expressos por:
vi=l+p  (i=12). (D.18)
Desses resultados tem-se que,
det(V2) = det(ly + a1®d; + a,®dz ) = (1 + a1.d1) (1 + az.dp) - (a1.02) (az.dy). (D.19)

A eventualidade de autovalores complexos no caso de U, ndo simétrica, dependem do
sinal do discriminante A,
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A = (a1.0; - a,.02)* + 4(a1.d) (a,.d1). (D.20)

Nota-se que, no caso simétrico (a; =d; e a,=d; ), 0 segundo termo em (D.20) assume
o valor positivo 4(a1)® (a2)?, 0 que exclui a existéncia de autovalores complexos.
Os autovetores de U, sdo expressos por:

Xj= O(.]_i ai + (Xzi s (| :1,2), (D21)
onde o’ (i,j =1,2) sdo determinados a seguir.

Tem-se de (D.11) e (D.12) que, U, x =ux e Vo x = v X, tal que:

Vox=(1+px=vx, (D.22)
esta satisfeita para vi =1+ (i =1,2).

Considerando-se d; = p; bj entdo, desde que:
2

Uy x = z ui(bi . x) aj, (D.23)
i=1
pois, de (D.12) o autovalor p; b; . a; satisfaz (D.23), 0 que sugere pesquisar-se solugdes do
tipo,

X =onart ardy (D.24)
para (D.23).
Substituindo-se (D.24) em (D.16) e considerando-se U, = a;® d; + a,®d, tem-se:
2 2
Z( Z(di-aj - i) o4 )ai:O. (D.25)
i=1  j=1

Agora, anulando-se separadamente os coeficientes de a; chega-se na equagéo para
calculo dos a;’s:

(di.aj - udi) aj =0. (D.26)

Os mesmos resultados podem ser estendidos para modificagcdes de posto n da matriz
identidade, o que ndo seré feito aqui.

D4 - A formula de Sherman e Morrison para inversao de um tensor.

Considere a transformagcéo linear B e Lin(R™R™), representada por B = A + u®v,
onde A e R"™M e u,v e R™, tal que A é ndo-singular.

O tensor B é ndo-singular se e somente se 1 + v.A.u = 0 e se essa condicio se
verifica tem-se que a inversa de B pode ser obtida pela férmula de Sherman e Morrison:

At u®v.Al _ (D.27)
1+v.Atu '’

B'=(A+u®v)t=At-

a qual verificaque: B B=BB™* = I,.
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D5 - Alguns resultados da Andlise Tensorial.

Os resultados propostos a seguir sdo encontrados em [Gurtin, 1981] ou sdo uma
extensdo direta desses resultados. Eles serdo bastante utilizados no capitulo V.

D5.1 - Algebra tensorial.

Defini¢cdo D5.1.1 - A Operacgao Produto Tensorial.
O produto tensorial de dois vetores ve w e V € um tensor denotado por (v ® w) que
ao ser aplicado em um vetor z produz o vetor (w.z)v, isto é,

vew)z = (w.2)Vv (D.28)
e em notacdo indicial € escrito por:
(V ® W)ij =ViWw;. (D.29)

De (D.28) e (D.29) nota-se que, o produto tensorial de dois vetoresvew € V geraum
tensor de segunda ordem T sobre 0 espaco V representado por

T =(v®w),ou, Tjj=Viw,. (D.30)
O produto tensorial do tensor T por um vetor z € V, gera um tensor de terceira ordem
S=T®z=(VOW)®z,o0U, Sik=ViW,Z. (D.31)

Se T=(v®w)eS= (z® a) entdo, H é um tensor de quarta ordem dado por,
H=TS= (V®W) ®(z®a) ou Hijk|:Vi W; Zg ay. (D.32)

Observa-se que, para o caso geral, o produto tensorial de um tensor de ordem m por
um tensor de ordem n gera um tensor de ordem m+n.

Definicdo D5.2: A operacdo Contracao.

E a operacéo, pela qual, de um tensor se obtém um outro tensor com a ordem inferior
ao primeiro em duas unidades.

Se o tensor € de ordem n, tal que n > 2k, entdo é possivel efetuar-se k contracdes nesse
tensor, gerando um tensor de ordem n - 2k. De acordo com o indice escolhido para realizar a
contragéo, diferentes tensores de mesma ordem podem ser gerados.

A aplicacdo dessa operacdo sera vista a seguir, quando seredo dadas as propriedades
do produto tensorial.

Defini¢cdo D5.2: A operacgéo Trago.
O operador linear traco, denotado por tr designa para cada tensor T de ordem dois, um
escalar dado por:

tr(T) =tr(v® w) = v.w. (D.33)

Definicdo D5.3: A operacdo Produto Interno.
E a operac&o que consiste na combinacao de um produto tensorial com uma contragao.
Em geral, o produto interno de um tensor de ordem m por um tensor de ordem n, com
k contracdes, fornece o tensor de ordem m + n - 2k.
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Por exemplo, considere , em particular, o produto interno dos vetores v e w.
Essa operacéo consiste na contragdo sobre dois indices do tensor (v ® w), tal que

V. W=VW,. (D.34)

A definicdo algébrica do produto interno de tensores, depende da operacéo traco vista
na definicdo D5.2 e é dada a seguir.

Definigdo D5.4: O produto Interno de Tensores.
O espaco dos tensores tem um produto interno natural definido por:

T.S =tr (TTS) = z Tij Sij. (D-35)
ij

E sempre possivel obter um escalar como resultado do produto interno de tensores de
mesma ordem, operando-se um numero adequado de contragoes.

Por exemplo, considere os tensores T=v® w e S =1z ® a. O produto interno entre
eles é obtido mediante duas contracdes sobre os indices do tensor de quarta ordem
H=v®w®z® a. Emcomponentes, T, Se H podem ser escritos por:

T=Vin ;S=z¢a eH= Hijkl-

Entdo, o produto interno dos tensores T por S € dado por:

T.S=(viz) (wjq) =(v.2z)(w.a); (D.36)
que é equivalente a:
TS=(v®Ow).(z®a)=(v.z)(w.a). (D.37)
Utilizando-se (D.35) e a propriedade P; tem-se que (D.37) é equivalente a:
TS=tr[(ve®w) z®a)]=tr[w® V) z®a)]=(v.z)(w.a). (D.38)

Analogamente, o produto interno de tensores de terceira ordem tal que o resultado seja
um escalar, é obtido mediante trés contracdes sobre os indices de um tensor de sexta ordem.

Propriedades envolvendo as operacdes vistas.

P.) (v®w)" = (w ® v); (transposto de um tensor)
P) (VW) (z®a)= (w.z) (v® a);

Aplicagéo de tensores de ordens diferentes.

P))(v®w®z)a = (z.a) (v®w); (ouem componentes (z; a;) VjW)
Py)(vRW®zZz)(@a®b)= [(W®z). (a® b)]v=(w.a)z.b)v; (ou (w;a)(zjbj)vk)
P)(vOw®z®a) (b®c®d)= [W®z®a). (b®c®d)]v=(w.b)(z.c)a.d)v;
Pe) vOW®z®a)(b®c)=[(z®a). (b®c)|(ve®w)=(zb)@a.c)(vew),

(ou em componentes: ( z; b )(aiC;) Viw, )

Em geral, para tensores de ordem diferente, a aplicagdo de um tensor de ordem m
sobre um tensor de ordem n (m > n) tem como resultado um tensor de ordem (m-n). Se os
tensores tiverem mesma ordem (m = n), entdo, a aplicagdo mantéem a ordem dos tensores.

Como o resultado da aplicacdo deve ser um tensor de ordem (m-n), entdo, deve-se
impor no produto interno que k = n.
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Observacao:

Outros tipos de contracdo podem ser gerados permitindo generalizar o conceito de
produto de tensores. Em particular, um tipo de aplicacdo que interessa € o da composicao
entre tensores que podem gerar tensores de ordem igual a do tensor de maior ordem que
compde a aplicacdo. Nesse caso, a composicdo de tensores de mesma ordem so € possivel se a
ordem dos tensores for par.

A composicao é entdo definida pela seguinte operagdo:

P7) (v®w)(z®a)= (wz)(v®a);, (ou (Wiz)vjax)
Pg) (VvOW®Z)(a®b)=(za)(v®w®Db); (ou (za)Vvjwgb)
Po) (vOW)(z®a®b®c)=(w.z)(v®a®b®c), (ou(w;cj)vjaxbiCm).

Outras propriedades envolvendo as operagoes.

Se e; é um vetor unitario:

0 se i#]
PlO) (ei®ei)(ej®ej): e.®e. se i:j;

P11) z (ei ® ) = Iy

P) trT =tr (Z Tijei®eg) = Z Tijtr (ei ®g) = Z Tij(ei.e) = Z Tii;
ij ij ij i

Pi)tr T =tr T;

P14) tr (TS) =tr (ST) ; onde S é um tensor sobre V;

Pis) T.S =tr (T'S)= >, Ty Sy;
i

P1s) R.(TS) = (T'R).S= (RS").T; onde R é um tensor sobre V;
Pi)v.Tw=T.(Vv®Ww);
Se T=(v®w)eS=(z® a), entdo,
P1g) T.S=1tr (T'S) = (v® w).(z® a) = (v.z) (w.a) ; em notagdo indicial, Tij Sij = (Vi zi)(w;
a);
P1g) SURV =S (URV) e VO SU= (V®uU)S";

Considerando o produto vetorial entre os vetores v e w € V, denotado por (v X w),
entdo, se os vetores a, v e w sao linearmente independentes, o operador determinante de T,
denotado por detT, pode ser calculado por:
Ta.(Tv x Tw)

Py) det T = (v X W)

onde a.(v X w), representa o volume do paralelepipedo P definido por a, v e w.
Proposigdo D5.1.1:

i) Se T ésimétrico, entdo, T.S = T.ST=T. {é (S+SH};

i) Se T é simétrico e S é anti-simétrico, entdo, T.S = 0.

Considerando-se sobre V que, v e w sdo vetores, T e S séo tensores de ordem dois e H
¢ um tensor de ordem 4, utilizando-se as propriedades acima e denotando-se
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(T ®T) (Www ) =w. (T ®T). w (expressao utilizada no capitulo V), entdo € possivel mostrar
a seguinte proposicdo a ser utilizada naquele capitulo.
Proposigdo D5.1.2:

) Tw®Tw=w. (T ®T).w.
Justificativa:
SejaT=a®b, coma, b tensores de ordem 1 em V.
Tem-se pelas propriedades que,

w. (TRT).w=(TRT)(wWO®w)=[a®b)® (a®b)] (w®w)=
@®b)(@®b). wow)]=(a®b) (a.w) (b.w) =
a(bb.w)®b(aw)=[@®b)w]®[(@®b)w]=
=Tw®Tw.

Portanto, Tw® Tw=w . (T ®T). w. 0

i) Tw® Sw=w. (T ®S).w.
A justificativa é analoga ao item i).

i) Hvew®w) = [w.H.w]v.
Justificativa:

SejaH=a®b®c®d.
A esquerda tem-se que,

Hvowew) =@®b®c®d)(vew®w)=
(b®c®d). (vew®w)a= (b.v) (c.w) (d.w) a. (D.39)

A direita tem-se que,
[wWHwlv=H w®w)v=
@®b®c®d)(ww)v=[c®d). (wew)](a® b=

(c.w) (d.w) (a® b) v =(c.w) (d.w)(b.v) a. (D.40)

Portanto, comparando-se (D.39) e (D.40), tem-se o resultado desejado, ou seja, que:
Hvewe®w)= [w.Hw]v. O

iv) SeE =a(l;®1,) +B 14, onde a,p sdo escalares, I, é um tensor identidade de ordem 2 e
14 é o tensor identidade de ordem 4, entdo, tem-se que:
wEwW=B 1l +a(l2 ® 1) (W® w).
Justificativa:
wEw=EWwWew)= Bl +a(l, ® I,)) (WS w). O

v) se H=E + ay( T®T) + B1( T ®T), entdo, tem-se que,

wHw= Bl +a(l,® 1)) (W W) + oy (TW® Tw ) + B (Sw ® Sw).
A justificativa vem diretamente dos itens i), ii) e iv). O
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D5.2 - A regra do produto.

Na &lgebra tensorial podem-se encontrar diversas aplicacdes envolvendo a operagao
produto:
D5.2.1 - Produto de numeros reais por vetores: Prod (o.,v) = av;
D5.2.2 - Produto interno de vetores: Prod(u,v) = u.v;
D5.2.3 - Produto interno de tensores: Prod(T,S) = T.S;
D5.2.4 - Produto tensorial de tensores: Prod(u,v) = u®v;
D5.2.5 - Aplicagdo de um tensor sobre um vetor: Prod(T,v) = Tv.

Essas operagfes produto representadas por Prod, tém uma propriedade em comum,

todas séo bilineares. Assim sendo, considere o seguinte produto:
Prod: (F,G) > W,
onde F,G e W sdo espacos vetoriais normados de dimensao finita contidos em Y e Prod é
uma aplicacéo bilinear. Sejam f e g duas func6es definidas em um subconjunto aberto V c X,
taisque, Vv eV,
f.Vo>F gV->G e hhVo>W,

onde a fungdo h é definida por h(v) = Prod(f(v),g(Vv)).

Pode-se demonstrar que, se f e g forem diferenciaveis em v € V, entdo é vélida a
seguinte regra do produto:

D h(v) = Prod(f(v),Dg(Vv) [x] ) + Prod(Df(v) [x], g(V)), ¥ x € X. (D.41)
Além disso, quando o dominio comum de f e g € um subconjunto aberto de R entéo,
parat e R, a equacdo (D.41) é equivalente a:

(1) = Prod(f(t), &(t)) + Prod(#(t), g(t)). (D.42)

D5.3 - Definicdo e propriedades envolvendo Divergente e Gradiente.

Para simplificar notacdes, considere V um subconjunto aberto no espaco puntual
euclideano. Uma funcgédo sobre V € dita um campo escalar, vetorial, tensorial ou puntual, de
acordo com seus valores serem escalares, vetoriais, tensoriais ou puntuais.

Para as definicdes e propriedades que seguem, considere qualquer campo considerado
diferencidvel em V.

Definicdo D5.3.1: Gradiente.

Seja, @ um campo escalar definido sobre um subconjunto I — V, ou seja, ¢: | — R.

Entdo, para cada x € V tem-se que, Do(X) é uma aplicacéo linear de V em R, tal que,
para v € V , pelo teorema Al.l, de Riez-Fréchet, para representacdo de formas lineares,
Do(X) [Vv] é o produto interno de uma funcéo vetorial a(x) com v.

Escrevendo-se Vo(x) como a fungéo vetorial a(x), tal que,

Do(X) [V] = Vo(x). v; (D.43)

entdo, Vo(x) é denominado de gradiente de ¢ para x. Nesse caso, tem-se a validade da
expresséo,

o(X +u) =@(X) + Vo(x). u +o(u); (D.44)

onde o(u) — 0, quando u — x.
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Semelhantemente, se v é um campo vetorial definido de I em V, ou seja, v: | — V,
entdo, De(x) é uma transformacdo linear de V em V, ou Do(x) € Lin(V, V) (é um tensor de
ordem 2). Nesse caso usa-se a notacdo padrdo, Vv(X) para Dv(x) e escreve-se,

Dv(x) [u] = Vv(X) u (D.45)
e o tensor Vv(x) é o gradiente de v para X.

Defini¢cdo D5.3.2: Divergente.
Dado um campo vetorial v definido de I em R, o campo escalar,

div(v) = tr(Vv); (D.46)

é chamado divergente do campo vetorial v.

Esse mesmo operador pode ser utilizado para definir-se a divergéncia de um campo
tensorial T, denotado por div(T). Logo, div(T) é o Gnico campo vetorial com a seguinte
propriedade:

div(T) . w = div(T w); (D.47)
para todo vetor wem V.

Proposicdo D5.3.1:
Sejam ¢, v, w e T campos diferenciaveis com ¢ escalar, v e w campos vetoriais e T
campo tensorial sobre V. Entéo:
i) V(pv)=9VVv+ vRVe;
i) div(ev) = ¢ div(v) + v. Vo;
i) V(v.w) = (Vw)Tv + (VW) w;
Iv) div (v ® w) = v divw + (VVv) w;
v) div(T'v) = T. Vv +v. DivT;
vi) div(eT) =@ divT + T V.

Justificativa do item i):
Seja h = @v. Entéo, pelas regras (D.41) e (D.45) tem-se:

V(h()u = o(X)Vv(x)u + (Vo(x).u)v(x) = [(X)VV(X) +V(X) ® Vo(X) ] u.
Portanto, Vh(x) = V(ev) = ¢VVv + v Vo. O

Justificativa do item ii):
Aplicando-se a operacdo (D.46) na igualdade i) tem-se o resultado ii). O

Justificativa do item iii):
Seja ¢ =Vv.w, entdo pelas regras (D.41) e (D.43) tem-se:
Vo(x).u =v(x).Vw(x)u +w(x). Vv(x)u =
= [Vw(x)" v(x) + Vv(x)" wx)] . u,

0 que prova iii). O

Justificativa de iv):

Utilizando-se (D.47) e ii),

a.div(vew) = div[(w®v)a] = div[(v.a)w] = (v.a) divw + w. V(v.a).
Entdo, por iii), V(v.a) = Vv'a, o que implica em:
a.div(vew) = (v.a) divw +w. (Vv'a) = [v divw + (Vv) w]. a,

de onde se conclui iv). O

Justificativa de v):
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Antes de provar V), note que para qualquer tensor A constante e qualquer campo
vetorial v é valida a igualdade,

V(Av) = AVy; (D.48)

pois, v(x+u) =v(x) + Vv(x)u + o(u), tal que o(u) — 0.

Logo, A v(x+u) = Av(x) + AVv(x)u + o(u), o que implica em (D.48).

Aplicando a operacdo traco (D.46) em (D.48) e utilizando-se P15 chega-se na
igualdade:

div(Av) = A", Vv. (D.49)

A prova da igualdade v), segue.
De (D.46), (D.47), da regra (D.41) e de (D.49) tem-se,
div(T™V)(xo) = tr V(T v)( xo) = tr [V(To" V)( Xo) + V(T" vo)( Xo)] =
= div(To" V)( Xo) + div(T" vo)( Xo) =
(To.VV)(Xo) + (Vo. DiVT) (Xo);
onde Ty = T(Xo) € Vo = V(Xo).
Portanto, div(T v)(Xo) = To. VV(Xo) + Vo. DivT(xo). 0

Justificativa do item vi):
Partindo-se da validade da igualdade:
div(eT)(Xo) = div(poT)( Xo) + div(pTo)( Xo), com To = T(Xo) € ®o = @(Xp).
Considerando-se que:
div(poeT) = @odiv(T);
w. div(eT) = div(eT'w), Vw € V;
e que por ii), para v = To'w, tem-se,
div(eTo'w) = Vo . (To' w) =w. ToVe;

entao, dIV((pTo) = T()V(p.

Portanto, div(eT)(Xo) = @o divT(Xg)+ To Vo(Xo). O

Uma outra propriedade importante é que: div (Vv' ) = V( div v).

Proposicao D5.4:
Sejam w e v campos vetoriais definidos sobre V, entdo, V(w®v) = VW®v + WRVV'.

Justificativa:

Considere A(X) = w(X)®V(X).

Observe que, se u é um vetor nao dependente de x entao,
V(A(X)u) = VA(X) u.

Assim,
V [w®v]u = V[(w®V)u]. (D.50)
Desde que,
VI(w&v)u] = V[(v.u)w]. (D.51)
Fazendo-se v.u = ¢ entdo, da proposi¢do D5.3.1i) tem-se que:
Ve w] = VW + w ®Ve. (D.52)

Da proposic¢ao D5.3.1ii) tem-se:
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Ve =V(v.u)=VW'u+VvVu'v=vv'u (D.53)

pois nesse caso Vu = 0.
Substituindo-se (D.53) em (D.52) vem:

VI(v.uw] = (V.u)lVw + w ®Vv'u. (D.54)
Prova-se utilizando as propriedades dadas que,
WRVV'U = [WRVV']u; (D.55)
(v.u)Vw = [Vw®VV]u. (D.56)
Entdo, substituindo-se (D.55) e (D.56) em (D.54) tem-se:
V[(v.u)w] = [VW®VV]u + [wRVV']u. (D.57)
De (D.57), (D.51) e (D.50) conclui-se que:
VIw®v]u = [VW®VV]u + [w®Vv']u. (D.58)
Portanto, V(W®v) = VWRVV + WVV'. O

As operagdes gradiente e divergente podem ser representadas em componentes, da
seguinte maneira:

&, &, o,
(V(P)i:%; (VW)= — = divv= Zg div (T = 2 —*.

i j j i
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Apéndice E - Alguns Resultados sobre Pontos Limite e Pontos de Bifurcagao.

A seguir sdo vistos alguns resultados da teoria de bifurcacdo para a analise de
singularidade relacionada a problemas com um parametro e problemas com dois parametros.

Inicialmente, nas se¢fes E1 e E2, a analise é feita considerando-se hipoteses que
implicam nos problemas analisados a ocorréncia de um ponto limite simples ou um ponto de
bifurcacdo simples. A ocorréncia de multiplos pontos de bifurcacdo ou de bifurcacdo em
pontos limite sera vista na secdo E3. Os resultados a serem obtidos se encontram em [Decker
e Keller, 1980], [Jepson e Spence, 1985a] e [Jepson e Decker, 1986].

E1l - Problemas com um parametro.
Considere a seguinte equagéo:

f(x,4) = 0; (E.1)

onde f: X1 x ® — X, , é uma funcéo de classe C* ; X; , X, séo espacos de Banach e 4 e%R.
Assuma que em um ponto (Xo, Ag) tem-se f(Xo, 4o) = 0. Na analise de curvas solucbes
ramificadas a partir de (Xo, o), se tiver-se que ) = fu(Xo, o) é ndo singular, entdo (o, Ao) €
um ponto regular para (E.1), e o teorema da funcdo implicita garante o resultado de
existéncia e unicidade de curva solugdo em uma vizinhanga V (Xo, Ao).
Se tiver-se que f° = fy(xo, o), € singular, entdo o comportamento de f em V(Xo, o)

pode levar aos seguintes resultados: (Xo, Ao) € um ponto limite ( minimo ou maximo, inflexdo)
ou (Xo, 4o) € um ponto de bifurcacdo; em (xo, Ao) ocorre bifurcacdo multipla ou bifurcacdo em
ponto limite simples.

Pretende-se nessa secdo, estudar resultados que déem condicdo de especificar se a
partir de uma singularidade para f°, o ponto encontrado é um ponto limite ou um ponto de

bifurcacdo, analisando o comportamento da curva de ramificacdo em V(Xo, o), mas colocando
hipdteses que excluem a ocorréncia de maltiplos pontos de bifurcacdo ou de bifurcacdo em
pontos limite.

Para analisar o comportamento da curva de ramificacdo no ponto (Xo, 4o), para o caso
de bifurcacdo simples ou de ponto limite simples, considere-se as seguintes hipoteses:

i) O Nucleo de f?, denotado por N(f?2 ), é gerado por um Gnico versor ¢, ou seja,

N(fS) = span{¢}; 4] = 1; (E.2a)

tal que,
dim N(f®) = 1 (E.2b)
X; =span{¢} ® V; (E.2c)

onde, V € um complemento de span{¢} em X ;
ii) A imagem do operador f, , denotada por R(f} ), é fechada e de codimensdo finita 1, ou
seja,

R(f?) é fechada , codim(R(f?)) = 1. (E.3)

Entdo, f) é um operador de Fredholm de indice zero;
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O fato de R(f?) ser fechada e de codimensdo finita 1, implica em que, o nicleo do
operador adjunto f° ", denotado por N(f2"), onde f°": X, — X, onde X, e X s&0 0s
conjuntos duais respectivamente de X; , X, , € gerado por um Unico versor y* ou seja,

N(F2") = spanfy '}, [w | = 1; (E.4a)
tal que,
dim N(f2 ") = codimR(f%) = 1. (E.4b)

Na hipétese (E.4b), desde que, R(f2) = N(f2")" (ver relacdo R3 vista em (D.4)),
entdo, o espago imagem de f? , pode ser expresso por,
R(f%)={y eX,tal que, y".y = 0} (E5)

e 0 conjunto X, pode ser expresso por:

tal que, paraw € W, deve-se ter y" . w = 0.
Para a analise de curvas ramificadas do ponto solucdo (Xo, Ao), em V(Xo, Ao), considera-se
agora os arcos solucdes (x(&), A(€)), de classe CP, p > 2, tais que,

f(x(€), A(€)) = 0, em V(xo, Ao); (E.7a)
f(x(& + d&), A& + d&)) = 0, em V(Xo, Ao); (E.7b)

com & — 0™ tal que (x(0), 2(0)) = (Xo, Ao).
Aplicando-se agora aproximacdo de Taylor de segunda ordem, na variavel
(X(€), A(E)), para exprimir aproximadamente (E.7b) e avaliando-se em & = 0, obtém-se:

3 %(0) +5 £0) = 0; (E.8a)

2 ®(0) +15 £0) = - {[F, R(O)]K(O) +2 Y &(0) £0) + %, (£(0))}. (E.8b)
Desde que,

)] )@(g) = a/;—(;g) = 0, se o0 ponto (Xo,40) € um ponto limite ou seja a trajetdria encontrada é

unica e regular em V (Xo, Ao);

i) }fi(g) # 0 e existe ¥(0) = 0, se 0 ponto (Xo, Ag) € um ponto de bifurcagdo, o que implica

em existir pelo menos duas ramificacdes e a perda de regularidade da trajetoria em V (Xo, Ao);
Ent&o, duas possibilidades podem ocorrer para (E.1):

f’ eR(f}) (E.9)

ou
O ¢ R(f2) mas £(0) = 0; (E.9b)

dessa forma, a equagdo (E.9a) estd associada a um ponto limite, enquanto que a equacao
(E.9b), estd associada a um ponto de bifurcacéo.
Para o resultado encontrado em (E.9a) é possivel encontrar um vetor ¢ tal que,

fldo = -1, (E.10)
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Voltando-se com (E.10) na equacéo (E.8a), tem-se:
£3%(0) +f5 £0) =1 %(0) - £} ¢ £0) = 0, (E11)

0 que implica em
f20%0) - £0)¢o ) = 0 = &(0) - £(0) do € N(f);
assim,
%(0) - £(0) ¢o = ¢ tal que ¢ € N(f°);
K(O0)=d + oo ¢o tal que ag = A0). (E.12)

Substituindo-se (E.12) em (E.8b), obtém-se:
O ®8(0) +f° &0) =
=-{[fo @+ao ¢)](d+ oo do) + 2, [(¢+ ao o) ao] + 5, ()} (E.13)

Multiplicando-se essa Ultima equagdo & esquerda por ¢~ e N(f® ") e utilizando-se de
(E.5) e de (E.9a) que,

v £ = 0,pois f4 eR(f2); (E.14)
entdo, de (E.10),
v (-7 40) =0; (E.15a)
que € equivalente a,
([F217w)- $o=0. (E.15b)

Desde que, ¢o € um vetor genérico, tal que ¢o = 0, tem-se que,
[fo1 v =0; (E.16)

de onde conclui-se que, y~ é um autovetor para [f° 1", associado a autovalor nulo.
O resultado (E.16) sera utilizado no capitulo VI.

Considerando-se (E.14) e (E.15a) na equacdo (E.13) essa é equivalente a seguinte
equacdo quadrética na variavel oo = }§(0):

W ((F5, do)o +2 £, o+, Jta? + ' (FS, $)do + 2 £, D)ot +y" (% d0)d0) = 0. (E.17)

El.1 - Equacdo de bifurcagdo simples (ABEs)

A equacdo (E.17) pode ser simplificada por:

Cpo’ +by a0 +ar =0; (E.18)

ar =y [(f),0) ¢]; (E.19a)

b =W [0+, 01 (E.19b)

Cr =W .[(FL d0)do+ 217, ¢o+ 15, 1. (E.19¢)

188



Apéndice E - Alguns Resultados sobre Pontos Limite e Pontos de Bifurcacdo.

A equacdo (E.18), é conhecida como Equacdo Algébrica de Bifurcacdo Simples
(ABEs;), e sua anélise é importante para caracterizar-se pontos de bifurcacdo para o problema
com um parametro (E.1).

Denotando-se A’ =4 (b, 2. arCy, ), a analise de (E.18) pode ser feita explorando-se

A= (bg,)’-ar Cyy; (E.20)
0 que serd feito no final dessa secéo.

E1.2 - Equacdo algébrica de ponto limite simples (LPBEsy).

Voltando-se a equagdo (E.9b), a andlise desta leva na ndo existéncia de um vetor ¢o
que satisfaca (E.9a) e assim, a solucdo geral (E.12) se escreve por:

%(0) = ¢, pois o = £(0) = 0.
Considerando-se n = 9@(0), se encontra que, a existéncia de uma solucédo #£(0) = ug
deve satisfazer a equacdo (E.8b) com )§(0) =0, resultando em:
fluo+f5n = - [F3 o 1¢; (E.21a)
denominada aqui de equacdo algébrica de ponto limite simples (LPBEs;). X X
A solucdo vp ndo é unica. Uma forma de se obter unicidade é considerar ¢ < X; tal

que,
¢’ Uo = 0. (E.21b)

Logo, uma condicdo de existéncia de ponto limite recai em:
v =0 (E.22)

pois nesse caso, f‘i ¢ R(f)) e considerando-se as equagdes (E.22) e (E.10), pode-se
determinar ¢, resolvendo-se a seguinte equacao:
2 d0=-f5 + (W .f)w, wew, (E.222)

pois nesse caso - + (y . f5)we Xz =R(f}) & W.

Utilizando-se dos resultados obtidos até aqui, encontrados em [Decker e Keller, 1980],
segue a caracterizacdo de pontos limites, pontos de bifurcacéo e sua classificacao.

E1.3 - Pontos limites.

A condicdo necessaria para se ter pontos limites, dada em (E.22) é:

v =0 (E.23a)
i) sear =0entdo (Xo, Ao) € um ponto limite quadratico simples; (E.23b)
ii) se ar = 0 (implicando em /@(0) =0)ed; #0; (E.23c)
entdo (Xo, 4o) € um ponto limite cubico simples com:
di = 3y . ([Fo,d]vo + v .[(FS, ¢)d] ¢ =0. (E.23d)
Seré visto na secdo E3 que a condicdo de ndo degeneracdo (E.23d) é equivalente a:
di =y [(FL 0+l o+ 10. (E.23¢)
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E1.4 - Pontos de bifurcacéo.
A condicdo necessaria para se obter pontos de bifurcacdo simples é
v % =0
i)se A>0 eaf =0, entdo (Xo, Ao) € um ponto de bifurcacdo transcritico;
i)se A>0,ar= 0e b, #0, entdo (Xo, 4o) € um ponto de bifurcagdo em garfo;
iii) se A<0, entdo (Xo, Ao) € um ponto de bifurcacdo em ilha.

A figura E.1 ilustra pontos limite e sua caracterizacéo.
X

A

Figura E.1- Pontos limite e sua caracterizacao.

A figura E.2, ilustra pontos de bifurcacdo e sua caracterizagéo
X

r'

Figura E.2- pontos de bifurcacéo e sua caracterizagdo

(E.24a)
(E.24b)
(E.24c)

(E.24d)

Observacdo: O caso de bifurcacdo em ponto limite, que ndo foi visto aqui, sera considerado

na se¢do E3. A figura E.3 vista a seguir, ilustra esse caso.

Figura E.3- bifurcagcdo em ponto limite.

E2 - Problemas com dois parametros.
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E usual em equacdes com dois parametros considerar-se um dos parametros associado
a bifurcacdo (parametro distinto) enquanto que o outro pode ser considerado como um
parametro de controle (parametro auxiliar), que pode ser fixado em um determinado valor ou
relacionar-se a um ponto limite simples, para se analisar a curva solucdo em relacdo ao
parametro de bifurcacdo. No que segue, essa afirmacéao € explorada com relacdo ao parametro
i, que sera fixado em algum valor ou considerado um ponto limite simples em qualquer
analise.

Considere a seguinte equagdo com dois parametros:

f(x,Ap) = O; (E.25)

onde f: X; x R x R — Xz, é uma funcéo de classe C* ; X; , X, s&o espacos de Banach e
A, 1 eR.

Considere tambem que as hipoteses (E.2), E.3), (E.4), (E.5) e (E.6) estdo satisfeitas.

Analogamente ao efetuado para problemas com um parametro, pretende-se analisar
aqui 0 comportamento de curvas em dobra no espaco S = f'(0), em uma vizinhanca
V(Xo, Ao,10). A analise se inicia, considerando que a variavel p, fixada em p = po, € um
parametro de controle caracterizando um ponto limite para (E.25) com respeito a A em
(Xo, Ao,pto), OU seja, (E.22) esté satisfeito, isto &, v f‘j1 # 0. Esta Gltima condigdo, ser util
para caracterizar-se pontos regulares de (E.25), vistos na se¢do E2.1, mas sera desconsiderada
nas se¢des E2.2 e E2.3, quando se estudara pontos limites e pontos de bifurcacdo para (E.25),
respectivamente.

Para se fazer o estudo desejado, considera-se o0 seguinte sistema estendido de (E.25),
dado por:

f(x, 4, 1)
By = f. 6 Lw)ép =0; (E.26)
Jol -1

comy = (X, ¢, 1), ¢ € X; . Na analise de pontos regulares ou singulares para (E.26), utiliza-
se 0 lema E2.1, dado a seguir:

Lema E2.1:
Seja
C= ( 0 v ff} .
a, b, (E.27)
Suponha que (E.2) a (E.6) estéo satisfeitos e considere y = (X, ¢, 4). Entéo,
dimN( £ 9) =dim N(C); (E.282)
codimR( £ ) =dim N(C); (E.28b)
fO 0 f°
By =% £ f5]; (E.280)
0 ¢ O

utilizando-se na equacéo (E.26) a equivaléncia entre H¢H 2.1=0,com¢.0=1 (¢'dp=1).
Justificativa:
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SejaT = (p,q,r) € X1 X X1 X R tal que, F 9T = 0, entdo,

fip+fr=0
[fodlp +fla+foér=0. (E.28d)
¢.q=0

Um possivel p que satisfaz (E.28d) é dado por,
P = v + ro, onde v, r e R sdo determinados de tal forma a satisfazer (E.8%), ou seja, p deve
pertencer a N(f?):

fep =15 (v +réo) = 0. (E.28¢)

Assim, multiplicando-se (E.28d) a esquerda por " e N(f *) e considerando (E.28e),
no sistema (E.28d) resulta,

ry“f) =0
oy ([ dDo + ry " ([T dlde) + A+ T50) +w".[fla]=0. (E.28f)
¢.q=0
Entdo, utilizando-se (E.18a), (E.18b) e (E.18c), tem-se que (E.28f) é equivalente a,

0 y'.f! (Uj . (E.289)

+ y .[f0q] = .q=0;

(af by, j )t vfal=0e ¢q=0;

0 que implica em,

frq=-va-rb e ¢.9=0. (E.28h)

Da equacdo (E.28h), tem-se o resultado (E.28a), ou seja, dimN( f 3) = dimN(C) =1;
enquanto que o segundo resultado é obtido utilizando-se que, R( £ 3) é fechada e de
codimensdo finita ,tal que, codim R(f2) =dim R( ) = 1. Logo, de (E.28a), chega-se ao
resutado (E.28b), ou seja, codim R( £ 3) =dim R( £ 3) =dim N(C), e o resultado segue. O

E2.1 - Caracterizacao de pontos regulares para o sistema estendido.

O lema E2.1 visto, implica diretamente no teorema E2.1 dado a seguir, que caracteriza
pontos regulares para (E.26).

Teorema E2.1:
Seja (Yo, wo) satisfazendo (E.26) com yo = (Xo, ¢, Ao) € suponha que (E.2), E.3), (E.4),
(E.5), (E.6) e (E.26) se verifiquem para (Xo,4o,10). Entéo, f (y’é ndo-singular se e somente se

(Xo, Ao,1t0) € um ponto limite quadratico de (E.25) com respeito a A , ou seja, y . f‘i =0 e
ar =0 (equacdes (E.23a) e (E.23Db)).

Coroléario E2.1:
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Seja (Yo, 1o) dado nas hipdteses do teorema E2.1 e assuma que (Xo,Ao,10) € Um ponto
limite quadratico ( equacdes (E.23a) e (E.23b)) com respeito a 4, para (E.25). Entdo, 3po > 0,
e uma funcdo y(n) de classe C° tal que, y(&o) = Yo e (y(&),n(8)) satisfaz (E.26) para
| & - £J < po, ou seja, pode-se definir uma curva regular na variavel &, para (E.25) em
V(Xo,40,110), pOr técnicas de continuacao padréo.

Denomina-se (y(¢),u(¢)) de dobra da curva regular (y(u),n) para (E.25) em
V(Xo,Ao,10), Se Y(E) e (&) sdo regularesem | &-&d < po e se (Y(&),u()) satisfaz (E.26).

E2.2 - A superficie S em relagcdo & dobra.

A proposicao dada a seguir serve para descrever como a dobra se comporta em relacao
a curva, ou seja, se a dobra é a direita ou a esquerda, no ponto (Xo,Ao,10).

Proposicao E2.1:

Suponha que (y(&),u()) é uma solugéo de classe C* de (E.26) € (Yo,10) = (¥(%0).1(&0))
¢ um ponto regular para (E.26). Suponha também que a parametrizacdo € feita tal que

| A@E) +] &g = 0parale- & < po. Entdo, a dobra é dita ser a direita (2 esquerda) para
=& se
ol (E.29)
<0 (>0).
{0y F9)%0) - (v .15) K&} (>0

A figura E.4 abaixo, ilustra o comportamento da dobra.

X,

tale), Ale ), ke ¥

Ade 0,
_-L,-d..llﬁ. 13 ;;l.E 1

2

i}

Figura E.4 - Comportamento da dobra a direita (i) e a esquerda (ii).
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A expressdo (E.29), da informacdes sobre a superficie de solugdo S, de (E.25), no
ponto (Xo,o,0)-

Corolério E2.2: (mudanca do comportamento da dobra)
A mudanca no comportamento de uma dobra com respeito a uma curva de classe C”

(y(€),1(§)), pode ocorrer para pontos & = & se:
£ (y’é singular ou| )ﬁ‘(g)l +| &) =0. (E.30)

Justificativa:
A diferenciacio de (E.25) com respeito a & , multiplicada & esquerda por y, resulta:

(W f5) A@) + (v 1) &) =0.
Se (E.30) ndo esta satisfeita, entdo,
(AE), @) %0 e (v £,y 1) #0;
o que implicaem (y".f5) A@E) - (y". 1) &E) =0 e | A +| &E) =0.
Entdo, existe uma funcdo continua em § tal que f_z‘g(y(é’;),p(g)) é ndo singular,

| )§(§)| +| &) =0 e da proposicdo E2.1, pode-se se ter apenas um tipo de dobra, & direita
ou a esquerda, dependendo do sinal de (E.29). Mas, (E.29) pode zerar para & = &p Se e
somente se ar =0 e pelo lema E2.1, as =0 implica em £ (y’é singular.

O ponto limite quadratico pode ser de dois tipos, eliptico ou hiperbdlico. A definicao
dada a seguir caracteriza esses dois tipos.

Definicédo E2.1:
Assumindo que as condicbes da proposicdo E2.1 estdo satisfeitas, diz-se que
(Xo, Ao,10), € um ponto eliptico (hiperbolico) de (E.26) se:

—a
f (), &(E).n(&) >0 (<0); (E31)
(v f 80y e )@

onde n(&p) = ()ﬁ(&o), - &(&p)), ou seja, os tipos de curvas formados a partir da interseccédo da

dobra proxima a (Xo, Zo,Mo), com hiperplanos perpendiculares & normal a superficie de dobra ,
caracterizam o tipo de ponto, hiperbdlico se a dobra é a esquerda e eliptico se a dobra € a
direita. Esse comportamento caracterizara bifurcagdo simples ou em ilha, a serem vistas na
secdo E2.3.

Uma conclusdo importante pode ser tirada dessa se¢do, que pontos limites quadraticos
simples de (E.25), correspondem a pontos regulares do sistema estendido (E.26) e a dobra s
pode mudar para pontos singulares de (E.26).

Na préxima secdo serdo caracterizados, possiveis pontos limites simples para (E.26).

E2.3 - Pontos limites simples para o sistema estendido.
O grande interesse, em analisar-se pontos limites simples para o sistema estendido
(E.26) é que, a aplicacdo direta dos resultados obtidos nessa secdo, a serem vistos no teorema

E2.2, vao servir para caracterizar, na ocorréncia de pontos de bifurcacdo, se a bifurcacao é
simples, ou em garfo, ou em ilha.
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Cada singularidade genérica do problema (E.25) pode caracterizar um ponto regular ou
um ponto limite cubico para (E.26), dependendo de as = 0 ou as = 0, respectivamente.

Pretende-se agora caracterizar esses possiveis pontos.

Da teoria vista para problemas com um parametro viu-se que, (Y(&o),1t(€0)) = (Yo, lo) €
um ponto limite simples para (E.26) se e somente se:

P (Yo.1o) = 0; (E.32a)

N( £ 3) = span{®}, ® eX;x X3 X R; (E.32b)

R(FY) = {Ze XoxXKo xR W 220}, ¥ e X)X X, xR (E.32c)
PP = 0. (E.32d)

A seguir, encontram-se condi¢des para f(x,4,u) em (E.25) que sdo equivalentes a
(E.32). Aqui sera considerado somente o caso em que (E.2), E.3), (E.4), (E.5) e (E.6) se
verificam.

Teorema E2.2:

Suponha que (Yo,uo) satisfaca (E.26) e que as hipéteses (E.2), (E.3), (E.4), (E.5) e
(E.6) estejam satisfeitas. Seja C dado por (E.27). Entdo, (Yo,}o) € um ponto limite simples do
sistema estendido (E.29) se e somente se, uma das duas condic¢des abaixo se verifiquem:

i) sey'fl =0,y #0ear =y (f,0)0 #0 (E.33)
ou

i) ar=0; C temrank 1, (E.34a)
\p*f% #0eb g 0 (E.34b)

onde,
b s=v" ([T d19) +y'. ([f5;410) = O; (E.34c)
B o= (WiE)DA + . (E.34d)
A=-(y )2 + (v .f)u (E.34¢)
fRo=-5:¢6=0 (E.34f)

Considerando-se que a condicdo (E.34) se verifique, entdo, em (E.34a), a condicao de
C ter posto 1 implicaem que :

by, #0ey fo=0;0u b, #0e y.f5=0;0u y.fS=0eb, = 0. (E.34¢)

No caso (E.33) tem-se que (Yo,uo) € um ponto limite quadratico simples.

No caso (E.34), (yo,1o) € um ponto limite clbico se . fi =0ou (Yo,10) € um ponto
limite quadratico simples se . f(j1 # 0, resultado a ser dado no teorema E2.3.
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Para que as condicdes (E.34b), (E.34c) e (E.34f) fiquem completas, deve-se

determinar f%, f;‘, f°, efy,, 0squais, utilizando-se (E.34d) e (E.34e) séo expressos por:

fO :fO a_/g +f0 a_ﬁ (E34f)
R AeA M oou’
R R
0o _ g0 9K o Y&, E.34
FERE R (E.340)
fO = fO @ + fO @ (E34h)
A XA 54 xu 6/11
.I:O _fO a_/@ +.|:0 a/la . (E34|)
S Y xu APl
onde
a_,@ ey (E.34))
oA ’
OF _ g (E.34K)
ou #e
OR _ iy (E.341)
on =¥ T
8@ *
CE U (E.34m)
ou A

Pontos limite simples para (E.25).

A condicdo de ponto limite obtida no teorema E2.2, se relaciona diretamente a
variavel p, pois o fato de . f‘i = 0, implica pelos resultados vistos para problemas com um
parametro em que o ponto é de bifurcacdo com relagdo a variavel A.

Entdo, baseando-se nos resultados (E.23a), (E.23b), (E.23c) e (E.23d), vistos para

problemas com um parametro, para se ter no problema de dois parametros somente a
ocorréncia de pontos limites em ambas as variaveis, deve se ter:

y.f #0e y . f0=0; (E.35)
0 que é equivalente a afirmar que, para |A - Ad < po e |p- pd < po, tem-se
()@(&o), A&(Ep)) =0, ou seja, a curva solucdo é regular em (Xo, Ao, o).
Outro resultado sobre pontos limites, diz respeito ao comportamento da dobra. No
7 = - 0 - -
corolario E2.1 viu-se que, se ocorrer de f , Ser singular, a dobra da curva (y(&),u(&)) poderia
mudar de comportamento. A seguir sera visto que o comportamento da dobra ndo muda em
ponto limite.
Se no teorema (E2.2), a condicdo (E.33) se verifica, entdo, (Yo,Lo) € um ponto limite
quadratico simples, assim, pelo teorema E2.1, (Yo,1o) € um ponto regular para o sistema

estendido (E.26) e pelo corolério E2.2, a dobra ndo muda o comportamento nesse ponto.
Seré visto através do teorema abaixo que, na ocorréncia de ponto limite cubico, ou

seja, se na condigéo (E.34) ocorrer y . f% =0, adobra também ndo muda o comportamento.
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Teorema E2.3:

Suponha que (Yo,uo) € solucdo de (E.26), que as hipdteses (E.2) a (E.6) estdo
satisfeitas e (E.23d), (E.34), se verificam. Entdo, (Yo,l0) € um ponto limite quadratico (ou
clbico) se . foﬂf 0 (ou . foﬂ: 0). Aléem disso, existe uma curva em dobra regular

(Y(&),u(€)) paral &-&d < po, com (yo,u0) = (y(Eo),1e(Eo)) tal que:

Ao ="t (E.362)
b,;

FoF o Fo0q 20 (E.36b)
e também, para | & - &J < po suficientemente pequeno, a dobra é, a direita (a esquerda) se,

Todos os resultados vistos até aqui, sdo aplicados agora para se estudar a ocorréncia
de bifurcacdo perturbada e em ilha, a ser vista a seguir.

E2.4 - Bifurcacg0es, perturbadas e em ilha.

A analise de pontos de bifurcacdo sera vista com relacdo ao parametro A , ou seja,
considera-se a hipdtese do ponto (Xo,A,10) Ser um ponto limite com relagdo a p, mas 0s
resultados a serem obtidos também sdo validos com relacdo ao parametro . Essa mesma
observacdo pode ser feita com relacdo a pontos limite, estudados na secdo anterior.

Bifurcagéao perturbada.

Suponha que (Xo, Ao,10) € um ponto de bifurcagdo simples com respeito a A, de
f(x,4,10) , OU seja,

y.f5=0; (E.37a)
v . f,#0; (E.37b)
A=(bg, ) -arcy, >0; (E.37c)

entdo, a equacdo f(x,4,uo) = 0, exibe bifurcagdo perturbada em uma vizinhanga de (Xo, Ao,10)-

Existem dois tipos de bifurcacdo perturbada que serdo caracterizadas nos teoremas
abaixo.

Teorema E2.4 : (bifurcagdo transcritica)

Assuma que as hipoteses (E.2), (E.3), (E.4), (E.5), (E.6) e (E.37) estdo satisfeitas e que
ar= 0. Seja yo = (Xo, §, Ao) com ¢ tal que, ¢.¢ = 1. Entéo, (Yo,uo) € um ponto limite quadratico
simples para (E.26), que nesse caso é do tipo hiperbdlico.

Justificativa:
(Yo, o) € um ponto limite quadratico simples do sistema estendido (E.26), pois a= 0 e
v fi, # 0, 0 que verifica a condigédo (E.33) do teorema E2.2.
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Diferenciando f(x(§),4(€),10(§)) com relagdo a & , pode-se mostrar que para uma
escolha conveniente de &, a curva em dobra (y(§),u(§)), satisfaz,

Y(&o) = Yo, 1(&o) = Ho; (E.38a)

A(E0) =0, &(Eo) #0; (E.38h)

B)= ot w0 (E.38¢c)
v f,

com A >0, dado em (E.37c).
De (E.31) e as hipdteses (E.38b) e (E.38¢c) tem-se que,

& (B(eo), Bz N(E) = — oy <0
0/ 0))- 0 - % .
(v f280), v f24E,)).n(E) Lan (E-39)
e entdo, o ponto limite quadratico (Xo,40,1t0) € um ponto hiperbolico para (E.39). O

A figura E.5, ilustra o comportamento de um ponto com bifurcacdo perturbada
transcritica.

An %l

-— i

|
o
1)

Figura E.5 - bifurcacgdo transcritica perturbada.
i) projecéo da folha solugéo (ver figura E.4) sobre o plano (u,A);
ii) curvas de solucéo de f(x, A,u) =0 parapu > po, L=po€ W< po.

Teorema E2.5: (bifurcagéo em garfo)
Assuma que as hipéteses (E.2), (E.3), (E.4), (E.5), (E.6) e (E.37) estdo satisfeitas e que

ar=0edi=0. Seja yo = (Xo, §, Ao) com ¢ tal que, ¢.¢ = 1. Entdo, (Yo,1o) € um ponto limite
simples para (E.26), que nesse caso é do tipo cubico.

Justificativa:

Considerando-se yo = (Xo, ¢, 4o) com ¢ tal que, ¢.¢ = 1, entdo, (Yo,10) € UM ponto
limite simples do sistema estendido (E.26), se as hipoteses (E.34) do teorema E2.2 estdo
satisfeitas, 0 que € mostrado a seguir.

Desde que, as = 0, y . f‘i =0, tem-se que dimN(C)=1seb ., =0em (E27)ea

condicdo (E.34a) esta satisfeita.
Considerando . fi =0, entdo em (E.34d) e (E.34e) tem-se,
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A=(y" £
A=—-(y” _fﬁ);t ' (E.40)
Para se mostrar que (Yo,t0) € um ponto limite simples, deve-se ter em (E.34b) que

y.fy20eb = 0.

* * 85 * a * > a g
V=) DG = ()W) 2 Oeentio v £ 20

b 3 0 pois de,

b 2= v ([F5810) +v'. ([F;;010); (E.41)
tem-se que,
0 0 x
i, = 10, % +f§#£ = (W)

Calculando-se agora ¢ , tem-se que,

o =-f5="f)f. (E.41a)
Desde que,
b, = .[[f5 000+, ¢1 com £ o =-FY; (E.41b)
tem-se de (E.41a) e (E.41b) que,
¢ = (v 19, )do. (E.42)
Substituindo-se (E.42) em (E.41) e considerando-se que em (E.41b),

b fg:W*-[[f2x¢]¢0+fg/1¢];
chega-se no resultado,
bfﬁ:(-qf*.fi,)bm = 0 pois y.f5, = Oeb, = 0.

Logo, (Yo,Lo) € um ponto limite simples.
Para se mostrar que, (Yo,1o) € um ponto limite cubico, utiliza-se de (E.35) que d;= 0 e
do teorema (E2.3) juntamente com a equacao (E.40) tem-se que,

By 1) &=0se &=0

H=(y 1) &=0 s &=0

§=(\|; ) #=0 se #=0;
0 que prova que (Yo,1o) € um ponto limite cubico.

Nas hipoteses do teorema (E2.4), a equacdo f(x,A,up) = 0 tem uma ramificagdo
(x1(€),41(8)) tal que,
X1(Eo) = Xo, A1(&0) = Ao;
% (%) = ¢, 1) =0.

Diferenciando (E.25) com respeito a &, obtém-se:

199



Apéndice E - Alguns Resultados sobre Pontos Limite e Pontos de Bifurcacdo.

f

3,

Reo) =

0 que implica que, para di # 0, pode-se considerar uma parametrizacdo conveniente
}gf(&o) # 0, ou seja, (Xo,40) € um ponto de bifurcacdo em garfo. 0

A figura E.6, ilustra bifurcacdo perturbada em garfo.

Dobra

A fxf
f < Mo

ixoll
An-p i M < Mo
| K< Ko
} u : A
[]
Ho 0

Figura E.6 - bifurcacéo perturbada em garfo.

1) projecéo sobre o plano (w,A);
i) curvas de solucéo de f(x, A,u) = 0 para p fixo.

Bifurcacéo em ilha.

Teorema E2.6:
Assuma que as hipdteses (E.2), E.3), (E.4), (E.5), (E.6) estdo satisfeitas, que as =0 e
em (E.37) tem-se A < 0. Assuma também que, (Yo,1o) € um ponto limite eliptico simples para

af
"II ’ ' f;?
satisfazendo (u1 - po) & > 0, para (Xo, 4,11) em uma vizinhanga de (Xo, Ao,Lo).

(E.26), ou seja,

& < 0. Entéo, ilhas de f(x,4,u1) = 0, existem para p; constante

Justificativa:

Explorando-se a condicdo de ponto limite eliptico dada em (E.31) juntamente com as
hipdteses do teorema (E2.4), para cada valor de p; fixado, tem-se o aparecimento de ilhas
(elipses) em torno do ponto (Xo, Ao). 0

A figura E.7, ilustra o comportamento de bifurcacdo em ilha, para pontos limites
elipticos.
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A Ixf
B3,
— Dobra
o Il @ Ve
+ K ¢ — A
Ko Ag
) ii)

Figura E.7 - bifurcacdo em ilha a partir de um ponto limite eliptico do sistema
estendido.

a) projecdo sobre o plano (u,\);
b) curvas de solucdo de f(x, A,u) = 0 para u fixo.
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E3 - Bifurcagdo maultipla e bifurcacdo em ponto limite.

Na andlise de bifurcacdo de problemas com dois parametros, uma hipotese que pode
ser considerada é associar um parametro propriamente a bifurcacdo enquanto que o outro é
associado a um parametro de controle ou parametro de continuagao.

Essa consideracdo, simplifica a analise no problema com dois parametros, implicando
em que a analise de pds-bifucarcdo recaia em um problema com apenas um parametro.

No estudo feito no capitulo VI, pode-se fazer isso, associando-se o parametro
relacionado a trajetdria de carga ao parametro de continuacdo enquanto que, o parametro de
energia dissipada é associado a bifurcacdo propriamente dita.

Esta estratégia, além de simplificar o estudo, permite que se analise a ocorréncia de
bifurcacdo multipla e bifurcacdo em ponto limite, explorando-se resultados encontrados em
[Decker e Keller, 1980] e [Jepson e Decker, 1986], entre outros.

Considerando-se no problema com dois parametros, a variavel p associada ao
parametro de continuacdo, entdo o problema com dois parametros pode ser definido da
seguinte maneira:

X1 XRXR > X, feC?

f(x(w),A(n), p) = 0. (E43)

Considerando-se y(n) = (x(w),A(n)) , tem-se a equivaléncia da equacdo (E.43) a
seguinte equacao:

f(y(w), p) = 0. (E.44)

No que segue no decorrer dessa se¢do, as hipdteses abaixo serdo consideradas:

i) avaridvel A fixadaem A= Ay = A(uo), caracteriza um ponto limite simples com respeito a
variavel u para a equacdo (E.43) e sera utilizada para se fazer a andlise de bifurcacéo
propriamente dita do problema em x(u) e A(n), onde p € V (ug), 0 que sera feito nas
secOes E3.1e E3.2,;

i) nas secGes E3.3 e E3.4, explora-se a equacdo (E.44) definindo-se n em V (uo) para
estudar-se técnicas de continuagdo do problema nas variaveis y(u) e p, utilizando-se de
resultados obtidos nas se¢bes E3.1 e E3.2.

Nos dois itens é possivel analisar o problema utilizando-se resultados para problemas
com um parametro, vistos na secéo E1.

HipoOteses analogas aquelas vistas no inicio da se¢do E1, sdo novamente
reconsideradas, mas considerando dimN(f2) > 1. Assumindo-se que (Xo,Ao, Mo), tal que
Xo = X(1o), Ao = A(uo), € um ponto singular de (E.43) para o qual f2é um operador de
Fredholm de indice zero, ou seja,

1) Existem m vetores ¢s,....,om , linearmente independentes que formam uma base para o

NUcleo de f?, ou seja,

Ny =N(f} ) =span{¢i,i=1,...m}; (E.45a)

tal que,
dim N;=m; (E.45D)
X, =N, ® Ry (E.45¢)

tal que, R; € um complemento de N, em X ;
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ii) A imagem do operador f? , denotada por R(f} ), é fechada e de codimenso finita m, ou
seja,

R(f)) é fechada , codim(R(f2)) = m; (E.462)

o que implica em existir uma base de dimensdo m para N(f2"), f2™: X — X, onde X, e

X, s&o os conjuntos duais respectivamente de X; , X, , ou seja, existem vy, i = 1,...,m;
vetores linearmente independentes, que geram N(f° 9,

N, =N(f2 ) =span{y ,i=1,..m}; (E.46h)

dim N2" = codimR(f} ) = m. (E.460)

Na hipotese (E.46b), desde que, R(f2) = N(f°")*, entfo, o espago imagem de f°,
pode ser expresso por,
R,=R(f})={y eXytalque, y; .y=0,i=1,..,m} (E.47a)
e 0 conjunto X, pode ser expresso por:
X> =R, ® Ny; (E.47h)

tal que, N, é um complemento de R; em Xo.

Definicdo E3.1 - Condicdo de Ponto de bifurcacdo multipla.

Assuma que, parap € V (1), Xo=X(uo) € Ao = A(uo) Se tenha que, (Xo, Ao, Ho) € UM
ponto de singularidade para (E.43) e um ponto limite simples em Ay = A(uo), OU Seja,
Vi -fﬁ #0,j=1,..m. (E.48a)
Além disso, que a seguinte condicao esteja satisfeita,

f% € Rq, (E.48Db)

ou seja, que € possivel encontrar um vetor ¢, tal que
2 o + % =0; (E.48c)
¢i - $0=0,j=1,..m (E.48d)

e que as hipoteses (E.45), (E.46) e (E.47) estdo satisfeitas, entdo, o ponto (X, Ao, Lo) € dito ser
um ponto de bifurcacdo multipla na variavel A se ocorrer m > 1 (lembre que o caso de
bifurcacdo simples ocorria para m = 1).

Na restricdo (E.48d), (I)j* e Ry, para j=1,..m e essa restricdo serve para garantir-se
unicidade de solugéo em (E.48c). Além disso, f =f , (Xo,40, po) € fy =f, (X0, 40, Ho).

E3.1 - Equacdo algebrica de bifurcacdo (ABE)

A equacdo ABE, a ser definida, é quem dara condi¢cOes para analisar-se existéncia de
arcos de solucdo regulares (x(w),A(w),u ) satisfazendo,

f(x(u),A(w),u) = 0; (E.49)

203



Apéndice E - Alguns Resultados sobre Pontos Limite e Pontos de Bifurcacdo.

|1t - pol < p. 1ss0 porque, ndo se tem unicidade de soluc&o para ABE, e assim, podem existir
solugdes dessa equacdo, as quais geram arcos ndo regulares para (E.49), o que dificultaria
descrever a trajetéria de solucdo gerada por alguma técnica de continuacdo (método tipo
comprimento de arco ou método de Newton).

Considerando-se,

X(uo) = Zaiq)i tal que op = )@(MO); (E.50)
i=0
entdo, a equacdo (E.18) pode ser generalizada por:
A(a) o + 2 Baog + Cag?=0 (E.51)

onde A= (Aj) = (> a0 ); B =(b3); C= (Carnr Gn); @ = (ctyorct)”

tal que,
aijk = ;. ([F olok); (E.51a)
bij= wi. (F5 do+ 3, )by (E.51b)
Ci= v .[[fudoldo+2F,, do+f5, 1; (E.51c)

parai,j=1,..,m.
A unicidade de solucgéo para (E.50) pode ser requerida, impondo-se que:

m.a. + Moo - 1 = 0, tal que, m = (My,..., My)" € R™, mp € R; (E.51d)

que € uma condicdo de normalizacéo.
Escrevendo-se agora em uma forma conjunta as equacdes (E.51) e (E.51d), chega-se
na seguinte equacao:

2
Q(000) = %[A(a)a + ZBaaO + COLO] = 0: (E52)
mo+ma —1 :
0 0
que é denominada de Equacdo de Bifurcagdo Algébrica ( Algebraic Bifurcation Equation -
ABE).

Em resumo, uma condigdo necessaria para a existéncia de uma solugdo ramificada
regular  (x(w),A(u),u), € que, a tangente satisfaca (E.50) e (E.52), para algum vetor de
normalizag&o (m,mg).

Um resultado imediato que se tem é que a ABE (E.51) é equivalente a (E.52), com o
vetor de normalizagdo (m,mp) = (0,1).

Definicdo E3.2 - Raiz isolada para ABE
Uma solucdo (a,00) para a equacdo (E.52) é dita raiz isolada se o Jacobiano J(Q)
avaliado para (a,0L0) € ndo singular.

E valido lembrar, como ja foi dito, que, nem toda solucio de (E.52) pode garantir a

existéncia de arcos de solucdo regulares para (E.49). A importancia de raizes isoladas para
ABE, esta no fato da garantia de um arco de solucéo regular para (E.49), ou seja, € em raizes
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isoladas que se tem arcos solugdo regular e onde os métodos de continuacdo do tipo
comprimento de arco ou de Newton, sdo convergentes para uma solucdo continuada x(u). 1sso
serd visto na secdo final.

Determinagéo do Jacobiano J(Q)

De acordo com a definicdo de Q(a,00) em (E.52), tem-se que a matriz Jacobiana
relativa a Q é dada por:

Ia,a0) = (A(a) +Ba Ba+Ca |. (E.53)

m My

0
onde % 5 (A@) a)= A).

Representacdo de A(ar) + Bay através de operadores de projecéo.

Utilizando-se o resultado visto no teorema D1.2, considere 0s seguintes operadores de
projecéo:

o,
P1: X1 = N1, P1=(¢1,..., dm)| M|; (E.54a)
O,
tal que, ¢, € Ry e ¢, . =5;parai,j=1,..,m;
v,
P2: X2 > N2, P2=(y1,..., Wm)| M| (E.54b)
v,

tal que, yj e N2 e .y =§jparai,j=1,.,m.

Para os operadores projecdo P, e P, é vélido que:
PiXi=Nij; PiRi=0 (i=12). (E.54c)

Considerando-se fol € Ry e aplicando-se o operador P, em (E.8b) resulta:

P2 (9 ®(uo) + 5 H(uo)) = P2[FS (£(no) - do F(no))] = 0; (E.54d)

jaque, (B(uo) - do A(wo) € R

Considerando agora, que se tenha uma raiz (a,0p) para 0 ABE (E.51), que pode ser
calculada tomando-se (m,mg) = (0,1) em (E.52), entdo levando-se em conta a equacgdo
(E.54d), pode-se definir uma matriz com m linhas e m colunas dada por:

¢
D° = (y1,..., ym) D°| M|; (E.55)
On

onde, D°=(d}) tal que, dS =y .[ T2 (D o ¢x) + T do+ T2, 10y, parai,j =1,..m.
k=1
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Segue que, D° é ndo-singular se e somente se a matriz D for ndo-singular, resultado a
ser explorado no teorema E3.1, a ser visto.

Na forma como est& proposta a matriz D° e considerando-se o vetor de normalizacéo
(m,mp) = (0,1), o0 que implica em o= 1, tem-se que,

A(@) + Bag = D°=A(a) + B; (E.56)
0 que expressa A(a) + Bay utilizando operadores projecdo e que dard uma condigdo de ndo
singularidade para J(a,00) @ Ser vista a seguir.

A condigéo de ndo singularidade do Jacobiano J(a,a).

A seguir é enunciado um lema encontrado em [Decker e Keller, 1980], que da a
condicdo de néo singularidade para uma matriz equivalente a (E.53).

Lema E3.1
Sejam X e Y, dois espacos de Banach e considere um operador linear,
Z: X X R"— YxR', dado por:

A B
Z= (C Dj,A:X—)Y; BR'5Y; C:X>R D:R > R; (E.572)
entdo, se A é ndo-singular tem-se que Z é ndo-singular se e somente se,
(D -CA™B) éndosingular. (E.57h)

Nesse mesmo lema encontrado na referéncia citada, se considera ainda uma condic¢ao
de ndo singularidade de Z quando A é singular, o que nado sera visto aqui.
O lema E3.1 visto é agora utilizado diretamente no teorema a seguir.

Teorema E3.1 - A condic¢do de ndo singularidade para ABE.
Assuma que (o, a) € uma solugdo do ABE (E.56), com (m,mo) = (0,1).
Entéo, D° é ndo singular se e somente se (o.,0,0) € uma raiz isolada do ABE (E.56).

Justificativa:
Pela definicdo E3.1, (a,00) € uma raiz isolada de (E.56) se e somente se J(a,clo)
definido em (E.53) é ndo singular.

Utilizando-se o lema E3.1, tem-se que J(o,,a0) é ndo singular se e somente se D°.
Desde que D° ser ndo-singular é equivalente a D° ser ndo singular, conclui-se a prova. 0

Portanto, D° pode ser explorada para se estudar a condicdo de ndo singularidade de
ABE para uma solucdo (a,c). Se D° é néo singular entdo (a.,0,0) é uma raiz isolada para
ABE, e qualquer técnica de continuagdo pode ser utilizada para se explorar arcos de solugdo
regulares (x(u),A(u),n ) satisfazendo, f(x(u),A(w),n) = 0.

Esses resultados serdo tratados na secéo E3.4.
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E3.2 - Equagéo de bifurcagdo em ponto limite (LPBE).

Considere as hipoteses dadas em (E.45), (E.46) e (E.47) tal que m > 1.
Voltando-se a equacgdo (E.9b), a andlise desta leva na ndo existéncia de um vetor ¢o
que satisfaca (E.9a), se a solugdo encontrada é um ponto limite, ou seja, f(j1 ¢ R, e assim, a

solucgéo geral (E.50) se escreve por:

&(po) = D oy pois oo = A(uo) = 0. (E.58)
i=1
Além disso, considerando-se,
di= . f%; (E.59)
entao,
d= (dl,...,dm)T # 0. (EGO)

Fazendo-se n = @(po), se encontra que a existéncia de uma solucdo up, = &(uo)
satisfazendo a equacdo (E.8b), é obtida, inicialmente explorando a solucdo da equacdo
homogénea:

A(a) a+nd =0; (E.61)

a qual, pode ndo ter solucdo Unica. Para se requerer unicidade, considera-se a equacdo de
normalizagéo:

a.o=1; (E.62)
tal que, (E.61) e (E.62) podem ser definidas pela equacéo:
K(an) = (% [Ala)a+ ”d]j =0, (E.63)
oa.o—1

A equacdo (E.63) é denominada Equacdo de Bifurcacdo em Ponto Limite (LPBE).
Supondo que se tenha uma raiz (a’,n°) da equacdo homogénea (E.63), entdo, em
(E.58) tem-se que,

¥= k)= D a, (E64)
e uma solucéo geral para (E.8b) € dada por: -
foup +n’f9 = - [f% ¢"10", (E.65)
que terd solucdo Unica impondo-se que:
o .Up=0; ¢ eRy i=1,..m. (E.66)

Nem todas as raizes (a,n) do LPBE (E.63) podem gerar arcos solugdes regulares, no
entanto, arcos regulares existem se (a,,n) é uma raiz isolada.

Definicéo E3.3 - Raiz isolada para LPBE
Uma solucdo (o,n) para a equagdo (E.63) é dita raiz isolada se o Jacobiano J(K)
avaliado para (a,n) é ndo singular.
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Determinagéo do Jacobiano J(K)

De acordo com a defini¢do de K(a,n) em (E.63), tem-se que o Jacobiano relativo a K

é dado por:
J(o,n) = (AS‘) gj . (E.67)

Teorema E3.2 - A condicao de ndo singularidade para LPBE.
Assuma que (a,n) é uma solugdo do LPBE (E.63).
Entdo, (a,n) é uma raiz isolada do LPBE (E.63) se e somente se D é no singular,

onde D! ¢ dada por:

o,
D? = (Wi W) B® | M (E.68)
On
talque, . e Rie ¢, .¢;=8j;wje N2 e y;.y =5;parai,j=1,.,m.

Além disso,

m E.69
B°=(&) tal que, @ = y;.[fS (D o, &)1dy, paraij=1,.m. (E.69)

A prova desse teorema € analoga a aquela feita para o teorema E3.1.
Portanto, D? pode ser explorada para se estudar a condi¢do de ndo singularidade de

LPBE para uma solugdo (a,n). Se D? € ndo singular entdo (a,n) é uma raiz isolada para
LPBE, e qualquer técnica de continuacdo pode ser utilizada para se explorar arcos de solucédo

regulares (X(p),A(w),p ) satisfazendo, f(x(p), A(w),p) = 0.
Uma outra maneira de reescrever-se (E.61) pode ser feita considerando-se m vetores

linearmente independentes m; tal que,

m.d=0,i=1,..m (E.70a)
e (E.61) e equivalente a:
MA(@)a=0; d.A(@a+ndd =0; (E.70Db)
tal que,
= (m ,mtm' ). (E.70c)
Assim, (E.63) e (E.67) podem ser expressos por:
A
7, TA@)o (E.70d)
K(eun) = | % (d. A(@)a +nd.d) | =0
aa-1
e
IMA(a
Jaun) = ( ) )J . (E70¢)
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Uma raiz (a,,n) de (E.70d) é ndo singular se e somente se J(a,n) é ndo singular e esta
demonstrado em [Decker e Keller, 1980] que existem no maximo 2™ raizes isoladas para
LPBE e que cada raiz isolada gera um arco solugéo local.

A seguir sdo dadas condi¢Oes e teoremas encontradas em [Jepson e Decker, 1986] que
garantem a convergéncia dos métodos de continuacgdo para raizes isoladas.

E3.3 - Resolucdo de ABE e LPBE através de sistemas estendidos.

Para estudar a trajetdria de arcos-solucéo para o problema (E.43), uma estratégia que
pode ser utilizada é explorar a técnica de continuacdo de Euler-Newton, gerada por uma
equacao de normalizagéo N: X3 x R X R — X, dada por:

N(x,A,u) = 0; (E.71)
gue é conhecida como equacdo pseudo-comprimento de arco, onde p € o parametro associado

a continuagéo.
A adicdo de (E.71) a equacéo (E.43), resulta no seguinte sistema estendido:

_(FO), A _ E 72
F(y,u)—( N, 2. 11) j-o, y = (X,A). (E.72)

A vantagem de utilizar-se esse procedimento € que em pontos limite simples, Fj é

ndo-singular, ou seja, (Xo,Ao, Lo) € um ponto regular para (E.72) (resultado obtido de uma
extensdo do teorema E2.1, para m > 1). Além disso, ainda que F)‘; seja singular para pontos
de bifurcacdo, a convergéncia dos métodos de continuacdo de Newton e das Cordas

(Comprimento de arco) sera garantida por teoremas a serem Vvistos.
Uma férmula de normalizagdo definida para N é expressa:

N(X,4,5) = Ny . (X - Xo) + Ns(4 - Ao) - (1 - po); (E.73)

onde Ny e X; e N, é constante. Essa formula ndo é essencial para a analise algébrica do
problema mas é importante para a analise numérica do mesmo. Tem-se em (E.73), que
N(Xo,X0,1t0) = 0 e qualquer normalizacdo regular satisfazendo N(Xp,Ao, to) = 0, pode ser
definida como a normalizagdo (E.73) para p proximo a .

Baseando-se em (E.72) com N definido em (E.73), serdo vistos resultados que
garantem existéncia de raizes isoladas para (E.72) considerando ABE e LPBE.

Existéncia de raizes isoladas de (E.72) para ABE e LPBE.

Para chegar-se ao resultado desejado, serdo vistos os resultados seguintes.
) FQ é um operador de Fredholm de indice zero para (E.72) considerando-se ABE;

Para isso, considere:

o = (fo fﬁ]; co (fﬁi] (E.744)
N N, R
e (m,mo) = 0 tal que,
mi=Ny .¢i, i=1,...m; Mo =Ny.do +Ny. (E.74b)
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O espago nulo de F, pode ser determinado considerando-se que, Ff} ®; =0,see
somente se,

@i = (7 okt Yoo, vh); (E.752)
k=1
tal que
M.y +Mo v, =0, Y= (Vi V) (E.75b)

a qual possui m solugdes linearmente independentes. Logo, dim N(F;’) =m.
Analogamente se mostra que codim(R(Ff} ")) = m, verificando que ¥ Ff} =0, see
somente se ¥ = (y 1) satisfaz,

v iy + TN =0; (E.76a)

v .fi N =0 (E.76b)

Analisando-se F;j ®; = 0 a qual é equivalente a aplicar-se (E.76a) em v, ¢« + vy o €
(E.76b) em v e adicionando-se os resultados se mostra que, codim(R(Ff,’ MN=msee
somente se T = 0.

A prova de que Ff,’ é¢ um operador de Fredholm de indice zero para (E.72)
considerando-se LPBE é dada em [Jepson e Decker, 1986].

i) aexisténcia de raizes isoladas de (E.72) para ABE e LPBE.
Esses resultados sao justificados pelos teoremas a seguir demonstrados em [Jepson e
Decker, 1986].

Teorema E3.3:
Considere o sistema estendido (E.72) com N(x,A,u) definida em (E.73) . Ent&o, para

y(1o) = (Xo,ho) € ¥ definida por

= (ZOH i + ctodpo, 0o); (E.773)
k=1
tal que (ot,00) satisfaz
m.o +Moao=1, (E.77b)

entdo, W verifica a equacio:

0 0 —
se e somente se (o, 00) é uma raiz de ABE. Além disso, essa raiz é isolada se e somente se D°
é ndo-singular.

Analogamente aos resultados visto nos itens i) e ii), tem-se que F{} é um operador de

Fredholm de indice zero para (E.72) considerando-se LPBE, com o seguinte teorema valido
para a existéncia de raizes isoladas de (E.72) para LPBE:

Teorema E3.4:
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Considere o sistema estendido (E.72) com N(x,A,u) definida em (E.73). Entdo, W é
definido por

W = (iai i, 0); (E.783a)
tal que (a.,n) satisfaz, _
m.a =1 (E.78b)

Entdo W verifica (E.77c) se e somente se (a,n) € uma raiz de LPBE e
-1
n= ﬁp.A(a)a (de acordo com (E.70b)). Além disso, a raiz (a,n) de LPBE é uma raiz
isolada se e somente se B® (ou D°) ¢ ndo singular.

E3.4 - A condicdo de convergéncia dos métodos de continuacéo.

Suponha que para algum valor do pardmetro o, tem-se uma solugdo conhecida
(Y(uo),u0) satisfazendo (E.43), ou seja, f(y(uo),po) = 0. Além disso, suponha também que
f(y(1o),o) = f§ € singular nesse ponto, o que implica na ndo existéncia de

£ (o)) = (1)

Entdo, utilizando-se essa solucdo e alguma informacéo adicional sobre p = po, uma
solucédo estimadora ou previsora z(u) tal que z(uo) = zo, é feita para p # o, n € V(uo) €
processos iterativos utilizando z(p) como uma estimativa inicial podem ser definidos para a
geracdo de solucBes continuadas y(u), definidas em um arco regular que passa pelo ponto
singular (y(uo), po) de (E.43) mas ndo necessariamente satisfaz (E.43). Como sera visto, esses

processos iterativos dependem de f)‘/l( y(w),u) e deverdo entdo ser vistas condigdes para a

existéncia de f)‘/1 para p e V(uo).

Dois processos iterativos usualmente utilizados sdo, o método das cordas e 0 método
de Newton, que estdo definidos a seguir, considerando-se uma solucdo estimativa inicial

Zo = z(W) # Yo.

Sequéncia iterativa do método tipo comprimento de arco ou método das cordas:

2+l = Zic - fyl( 20, 1) f(zi,p), parak =0,1.., (E.79)
Sequéncia iterativa do método de Newton:
Zkel = Zk - fi/l( Z, 1) f(z«, n), parak =0,1... (E.79b)

Uma solucdo estimativa inicial proposta em [Jepson e Decker, 1986] é dada por:

Z(w, V) = z(w) + (1 - po)v; (E.80)
tal que v e X3 x R.
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Obviamente que, a existéncia das sequéncias definidas em (E.79a) e (E.79b) esta
relacionada a existéncia da inversa f;/l no ponto z, k=0,1,...

Trés questdes naturais que surgem sao:
- como garantir que o arco solucdo (z(u),u) passe por (y(uo), Ho);

- como garantir a existéncia de f)‘/l no ponto z, k = 0,1,...; se para (y(n), n) em uma

vizinhanga de (y(uo), o) ndo existe f)‘/l(y(u), w;

- como garantir a convergéncia dos métodos definidos em (E.79a) e (E.79b) para uma
solucdo continuada y(u).

Essas trés questdes estdo algebricamente resolvidas em [Jepson e Decker, 1986].

Um arco solucdo regular (z(u), p) que passe por (Y(uo), o), ou seja, tal que z(p) seja
tangente a um arco solucao y(u) é determinado da seguinte maneira.

Considerando-se a equacdo (E.43) escrita por:

fly(w), ) = 0. (E.81)
Diferenciando-se (E.60) com relacéo a u e aplicando-se em p obtém-se:
f)‘} w o+ ffl =0; (E.82)

que implicaem f, e R(fy) e entdo, P, f|; =0, onde P, esta definida em (E.54b).
Desde que, f; é singular, a equagdo (E.82) nio determina unicamente . Uma

segunda condicdo é entdo obtida diferenciando-se mais uma vez a equacdo (E.82) e
aplicando-se a projecdo P, nessa para obter-se:

Py ([fyy, WIW +2f) ®+f), )=0 (E.83)

Entdo, a condicdo para z(u) ser tangente a um arco solucdo y(u) é verificada se, em
adicdo a z° = z(wo) = Yo, as condicbes (E.82) e (E.83) estdo satisfeitas, o que responde a
primeira questéo.

A questéo da existéncia de f)‘/l(z(u), n) e f}'/l(z(u,v), ) é confirmada em p € V(uo)

se as seguintes condigdes estdo satisfeitas:
D°= P, (f}, W + f, )Py (E.84)

é ndo singular em ponde V(po) = {n € Rtalque 0 <| - ol < 8}, H v H < 8, comde d;
pequenas tolerancias positivas.

Se as duas primeiras questdes estdo resolvidas, ou seja, (z(u), 1) € um arco solucao
que passe por (y(uo), Ho) € D° é ndo singular para 0 <|p-pol < e H v H < &, entdo,
estd demonstrado em [Jepson e Decker, 1986] que existe um cone de convergéncia (figura

E.8) tal que os métodos definidos em (E.79a) e (E.79b) convergem para uma solucdo y(u) da
equacao (E.81), a partir de uma solugéo estimativa inicial z(u, v) = z(u) + (1 - po)v.
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A figura E.8 vista a seguir ilustra a existéncia de um cone de convergéncia para 0S
métodos vistos em (E.79a) e (E.79b).

)

Figura E.8 - cone de convergéncia na vizinhanca da solucdo bifurcada.

Para as condicbes (E.82), (E.83) e (E.84) vistas, ¥ pode ser definido da seguinte
maneira:

i) na ocorréncia de bifurcacdo mdltipla,

W = (Zoci ¢i + oodo, o)), tal que (a,010) € uma raiz de ABE onde m. o + mg o = 1;
k=1

i) na ocorréncia de bifurcagdo em ponto limite,

W = (Zoci ¢i, 0), tal que (a,n) é umaraiz de LPBE onde m.a =1.
k=1
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Apéndice F - Ramificacao de Solugdo Associada ao Problema Fisico.

Para estudar-se a trajetoria de arcos- solucdo para o problema (V1.5), do capitulo VI,
uma estratégia que pode ser utilizada, analogamente ao efetuado na se¢do E3.3 do Apéndice
E, é explorar métodos de continuacéo, como o método de Newton ou o método das cordas.

Para simplificacdo de calculo, considere o parametro p, como um parametro de
controle ou continuacdo associado a trajetéria de carga, enquanto que o0 parametro w é

associado a bifurcagéo. Para isso, basta definir-se i tal que, gfft # 0 com a condicdo de nao-
degeneracdo dr, # 0 dada em (V1.21a) satisfeita e redefinir-se (\V1.5) tal que:

f(&(1) W(w),u ) = 0. (F.1)

Analogamente a secdo E3.3, suponha que para algum valor do parametro o tem-se
uma solucdo conhecida y(uo) = (&(10), W(o)) = (&o,Wo) tal que, (Y(wo), o) € uma solucao
da equagéo (F.1) e f,(y(uo),1o) = f)? é singular nesse ponto, 0 que implica na ndo existéncia

de fyl( y(uo),po) = ( fy )%, Entéo, utilizando-se essa solucio e alguma informagéo adicional

sobre u = pp, uma solucdo estimadora ou previsora z(u) tal que z(uwo) = zo, € feita para
u# Mo, L € V(uo) e processos iterativos utilizando z(x) como uma estimativa inicial podem
ser definidos para a geracdo de solugdes continuadas y(«), definidas em um arco regular que
passa pelo ponto singular (y(uo), to) de (F.1), mas ndo necessariamente satisfazem (F.1).

Dois processos iterativos usualmente utilizados que dependem da existéncia de f}'/1

para u € V(uo) sdo, o método das cordas e 0 método de Newton, que estdo definidos a seguir,
analogamente a (E.79a) e (E.79b), para se fazer o estudo de solucBes ramificadas.

Sequéncia iterativa do método tipo comprimento de arco ou método das cordas:
Zen =2~ £ (20, 1) f(zi, 1), parak = 0,1... (F.2)

Sequéncia iterativa do método de Newton:

Zor =2 £ Yz p) f(ze, 1), parak = 0,1... (F.3)
Uma solucdo estimadora inicial proposta em [Jepson e Decker, 1986] é dada por:
Zo(p) = 2(u, v) = 2(w) + (u - po)V; (F.4)

tal que v € U, é uma solucdo em deslocamento admissivel, onde V é o conjunto dos
deslocamentos livres definido no capitulo I em (132).
Como j& visto na se¢do E3.3, a existéncia das sequéncias definidas em (F.2) e (F.3)

esta relacionada a existéncia da inversa fy' ! no ponto z, k =0,1,...

Trés questdes naturais que surgem sao:
- como garantir que o arco solugéo (z(),x) passe por (Y(io), to);

- como garantir a existéncia de f); ! no ponto zx, k = 0,1,...; se para (y(u), 1) = (Y(to), o)

ndo existe f); l(y(y), 1), pois fy é singular em (y(z0), to);

- como garantir a convergéncia dos métodos definidos em (F.2) e (F.3) para uma solucéo
continuada y(u);
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Essas trés questdes estdo algebricamente resolvidas em [Jepson e Decker, 1986], com
os resultados vistos na secdo E3.3.

F1 - Condicéo de convergéncia para ABE:.

No caso de (y(uo), to) Ser um ponto de bifurcacdo, um arco solucédo regular (z(w), u)
que passe por (Y(wo), o), ou seja, tal que z(u) seja tangente a um arco solucdo y(u) é
determinado a seguir.

Diferenciando-se (F.1) com relagdo ay e u, aplicando-se em 4 obtém-se:

fJ¥ + f,=0, (F.5)
que implicaem f}, € R( f;)(conjunto imagem de fyo).

Desde que, f; é singular, a equacdo (F.5) nio determina unicamente . Uma

segunda condigdo € entdo obtida diferenciando-se mais uma vez a equacédo (F.5) para obter-
se:

(f), R R +2M0, @ A0+ 1), (&)= 108 +1, A2 (F6)

Entdo, a condicdo para z(u) ser tangente a um arco solucdo y(u) é verificada se:

- Z(o0) = 20 = Yo;
- as condicoes (F.5) e (F.6) estédo satisfeitas, 0 que responde a primeira quest&o.

Uma solucdo ¥ pode ser escolhida de acordo com a se¢do E3.3, na ocorréncia de

ponto de bifurcacdo, ou seja, fﬁ e R( f;), por:
W =@ = (ad + aodo, o)) = (ag - &Ko, - &); (F.7)

tal que (o,00) = (at,- &) é uma raiz de ABE; (vista na secéo E1.1) expressa por:

Cfy oo’ +b fu 000 + @ o’ =0; (F.8)

com af , b fu € Ciy definidos (V1.28a), (V1.28b) e (VI1.28d), tal que, g € determinado em

(V.96) e ¢o determinado em (V1.24a).
A unicidade de solucéo é requerida impondo-se que,

mo+ mp o =1; (F.8a)
para (M, mg) € R, sendo algum vetor de normalizacéo.
A questio da existéncia de fy‘l(z(y), 1) e fy‘l(z(,u,v), 1) é confirmada se as
seguintes condicOes estdo satisfeitas:
D°=w (f), ¥ + )0, (F.9)
é ndo singular em ponde 0<|u- ol < 5, | v | < & tal que, 5e & sdo pequenas
tolerancias positivas, com W determinado tal que,
f;‘P =0, (F.10)
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Se as duas primeiras questdes estdo resolvidas, ou seja, (z(x), ) € um arco solucéo
que passe por (y(uo), o) € D° é ndo singular para 0 <| u- il < e H v H < 8, entéo,

estd demonstrado em [Jepson e Decker, 1986] que existe um cone de convergéncia (ver a
figura E.8, Apéndice E) tal que os métodos definidos em (F.3) e (F.4) convergem para uma
solucdo y() da equacdo (F.1) a partir da solucdo inicial dada em (F.4). Nesse caso, (a,0) é
dita uma raiz isolada de ABE;.

F2 - Condicdo de convergéncia para LPBE;.

No caso de (y(uo), 1) ser um ponto limite, a solucio ¥ é definida por:

W =@ =(ap, 0). (F.11)

Nesse caso, um arco solucédo regular (z(u), 1) que passe por (y(uo), o), OuU seja, tal
que z(u) seja tangente a curva solugédo y(u) é determinado de maneira que (o.,n) seja uma raiz
de LPBE; (vista na secdo E1.2). Essa equacao é dada por:

ar o’ +nd =0; (F.12)

tal que,
d= yf) =gf); (F.12a)
n= & (F.12b)

com mao =1, para se garantir a unicidade de solucé&o.

Nem todas as raizes (a,,n) do LPBE; (F.12) podem gerar arcos solugdes regulares, no
entanto, arcos regulares existem se (a,n) é uma raiz isolada, ou seja, se D° definida em (F.9) é
ndo singular.

Se (a,n) € uma raiz isolada de (F.12) entdo, tem-se a existéncia de f;l no ponto

Z, k = 0,1,...; para a sequéncias (F.3) e (F.4). Nesse caso, existe um cone de convergéncia tal
que os métodos definidos em (F.3) e (F.4) convergem para uma solucdo y(x) da equacao
(F.1), a partir de uma solucéo inicial zo(z) = z(z, v) = z(w) + (1 - o)V, dada em (F.4)

F3 - Métodos de continuacgdo para sistemas estendidos.

Para estudar a trajetoria de arcos- solucdo para o problema (V1.5), uma estratégia que
também pode ser utilizada, analogamente ao efetuado na secdo E3.3 do Apéndice E, é utilizar
0s metodos de continuagéo, explorando-se o sistema (V1.12) estendido por uma equacéo de
normalizacdo N: U x A X ® — R, onde U é um espaco de Banach, com U associado ao
espaco de deslocamentos visto em (1.32) e A associado ao espaco de dissipacdo de energia,
tal que:

N(&W,z) = 0. (F.13)

Essa equacao é conhecida como pseudo-comprimento de arco, onde p é o parametro
associado a continuacao.
A adicdo de (F.13) a equacdo (V1.12), resulta no seguinte sistema estendido:
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ﬁ(&u),w(u),y)} 0
N(&w, 1) ' (F.14)

A vantagem de utilizar-se esse procedimento € que em pontos limite simples,
Ff; é ndo singular, ou seja, (&, Wo, 1) € um ponto regular para (F.14) e a convergéncia dos

métodos definidos em (F.3) e (F.4) estd garantida se (o,n) é uma raiz isolada de LPBE;s,
resultados garantidos pelo teorema E3.3. Ainda que F)‘; seja singular para pontos de

F(&w,u) = {

bifurcacdo, a convergéncia dos métodos de continuacdo de Newton e das Cordas
(Comprimento de arco) sera garantida se (o,0p) € uma raiz isolada de ABEs, resultado
garantido pelo teorema E3.4. As raizes isoladas para esse caso sdo obtidas da mesma maneira
qgue nas secbes F1 e F2, respectivamente nas equacbes (F.7) e (F.11). Uma formula de
normalizacdo definida para N é expressa por:

N(&W,11) = N g (& - &) + Ny( W - Wo)- (1 - po); (F.15)

onde N:& e U (espaco de forcas admissiveis visto em (1.33)) e N,, é constante. Tem-se em

(F.15), que N(&o,wWo,10) = 0 e qualquer normalizagdo regular satisfazendo N(&o,Wo,10) = O,
pode ser definida como a normalizagéo (F.15) para p proximo a po.

Uma contribuicdo importante do sistema estendido (F.14) é que esse contém
informacdes sobre detQ", e entdo, uma das maneiras de se detectar pontos singulares de
(V1.5) é observando no processo iterativo definido em (F.3) e (F.4) se detQ" troca de sinal em
alguma iteracéo.

Observagoes:

i) Segundo [Wriggers, 1990], apesar da garantia tedrica de convergéncia dos métodos
propostos em (F.3) e (F.4), a melhor maneira de se fazer a analise de singularidade do
problema, consiste em explorar o método de Newton, que trabalha com aproximacgoes
para os operadores de primeira e segunda ordem. O método tipo comprimento de arco,
pode ser adaptado a analise, mas néo se ajusta bem para a implementacdo em Elementos
Finitos, devido a operacdo com gradientes ser trabalhosa e complicada.

ii) todas as consideracdes feitas aqui para a analise numérica de (V1.5) e (V1.12) podem ser
estendidas para:

- 0 problema relacionado as propriedades geométricas da estrutura visto em (V1.37);

- 0 problema estendido visto em (V1.45).
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