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RESUMO

No presente trabalho empregam-se operadores de diferencas finitas
hermitianos para formular matrizes de rigidez e vetores de a¢cdes nodais equivalentes,
tendo como base as teorias de Euler-Bernoulli, Timoshenko e a de fundagao sobre
base elastica bi-paramétrica. Examina-se também o caso da torcdo de elementos
estruturais através da teoria de Saint-Venant. Sabe-se que as formulagdes referentes a
esses temas sdo bastante conhecidas e objeto de consideracdo por diversos autores,
porém o objetivo desta pesquisa ¢ o de desenvolver uma nova metodologia para a
considera¢ao dos denominados erros de truncamento. Para tanto, sdo utilizadas as
técnicas de diferencas finitas hermitianas na geracdo de tais matrizes e vetores,
tendo-se em mente que as expressoes de erros locais resultantes, providenciam uma
medida da magnitude relativa desses erros. Sao feitas comparagdes entre as solugdes

obtidas e as formuladas através do método dos elementos finitos.



ABSTRACT

Hermitian finite difference operators are employed to formulate
element stiffness matrix and load vectors, based on Euler-Bernoulli, Timoshenko
beams bending theory and two-parametric elastic foundations. Elastic torsion of
structural elements by Saint-Venant’s theory is considered. It is well known that
approaches has been presented by several authors to solve these kind of problems, so
the aim of this research is to develop a special method in considering explicitly the
truncation errors. Finite difference techniques are used to derive such elements
matrix and vectors, having in mind that a local truncation error expression provides a
measure of relative errors magnitudes. The solutions attained are compared with

those given by the finite-element analysis.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Generalidades.

O progresso tecnologico alcangado nas ultimas décadas no campo do
processamento de dados tem sido acompanhado por uma extraordinaria divulgagao
de temas de interesse da Teoria das Estruturas, principalmente no que tange ao
desenvolvimento de pesquisas que utilizam métodos de analise numérica, ocupando
esse assunto um especial destaque na literatura em ambito mundial.

Ao se investigar a producdo cientifica nessa area do conhecimento,
percebe-se, com bastante clareza, que a atencdo do meio técnico em tempos mais

recentes tem sido direcionada em dois rumos principais :

a) A questdo da geracdo, aplicagdo e desenvolvimento de algoritmos

que permitam analisar com mais requinte o comportamento estrutural.

b) A questdo da confiabilidade da simulagao numérica, pois o controle
da ordem de grandeza do erro de tais simulacdes ainda estd um tanto longe de contar

com uma abordagem mais geral ou mesmo de aplicagao mais ampla.

Procurando acompanhar essa tendéncia, iniciou-se em meados de
1994, uma pesquisa desenvolvida no Departamento de Estruturas da Escola de
Engenharia de Sao Carlos - USP, com o objetivo de contribuir no campo da geracdo

de matrizes de rigidez aplicadas a solucdo de problemas de Engenharia de Estruturas,



empregando-se para tanto, uma formulagdo hermitiana livre que faz uso de
operadores de diferengas finitas hermitianos, na qual, o erro de aproximagao pudesse
ser levado em conta, permitindo-se a explicitacdo das ordens de convergéncia das
matrizes de rigidez resultantes.

Tal projeto de formulagdo ndo variacional de matrizes de rigidez (sem
basear-se em expressdoes de energia), mostrou-se auspicioso com o emprego dos
operadores de diferencas finitas hermitianos, deduzidos com o auxilio da
metodologia de COLLATZ [1966], advindo dai a denominagdo “formulagdo
hermitiana livre™; linha de pesquisa para a qual, em que pese a escassa bibliografia
existente, veio a propiciar um grande desafio, pois o assunto desenvolvido apresenta
uma série de informagdes importantes, dando origem a um longo caminho ainda a

percorrer, cujos primeiros passos pretende-se mostrar neste trabalho.

1.2 - Revisao bibliografica.

Sendo de interesse da pesquisa fazer consideragdes sobre a
formulagdo de matrizes de rigidez com o emprego dos denominados métodos
numéricos, ndo se poderia deixar de tecer comentarios a respeito de uma ferramenta
bastante conhecida na analise do comportamento das estruturas, que constitui-se da
aplicacdo do método das diferencas finitas, um assunto bastante antigo segundo
WAH [1970], primeiramente escrito em 1872, cuja utilizacdo mais efetiva ocorreu
entre os anos de 1955 a 1966.

Sdo encontradas em tempos mais recentes, um nimero imenso de
publicacdes sobre esse tema, nas quais se realizam substituicdes das equagdes
diferenciais que governam o problema a ser estudado, por equagdes algébricas de
diferencas finitas, como por exemplo ZHOU [1993], que trabalha o problema de
malhas irregulares (espagamentos diferentes nas dire¢des x e y); CHEN [1993] que
propde um modelo matematico para a anélise da interacdo solo-estrutura utilizando a
combinagdo de elementos finitos e diferengas finitas; PARK [1993] que descreve um
processo de emprego de diferengas finitas centrais e ascendentes para a andlise da

sensibilidade estrutural de viga em balango; SWARTZ [1995] que apresenta um



programa de computador para calculo de cargas criticas em placas carregadas
tranversalmente, em regime elastico, cujas expressdes analiticas sdo substituidas por
operadores de direngas finitas; ZHOU [1995] que menciona o emprego da técnica de
diferencas finitas para obter cargas criticas transversais em setores de placas;
KARAYANNIS [1995] que desenvolve algoritmo para analise do comportamento a
torcdo de elementos de concreto armado, com a participacdo de equacgdes de

diferencas finitas e tendo como base a teoria da tor¢ao livre de Saint-Venant.

Pois bem, outros trabalhos de qualidade e rigor indiscutiveis poderiam
ser mencionados como seguidores dessa filosofia de investigagdo, porém, observa-se
que o caminho seguido pelos pesquisadores ndo tem como objetivo um
aprofundamento em consideragdes que dizem respeito ao erro local introduzido,
denominado erro de truncamento (truncation error), que ¢ resultante do abandono de
termos da série de Taylor contidos nos operadores empregados.

Nessa linha, KRAUTHAMMER [1993], apresenta uma aproximacao
computacional para a andlise de vigas e placas de concreto armado solicitadas por
cargas transientes, através da teoria de Timoshenko, e que, ao se utilizar de
operadores de diferencas, menciona tdo somente o erro de truncamento (truncation

error) pertinente a cada um dos operadores empregados.

Por outro lado, trabalhos que fazem parte da linha de pesquisa voltada
para as aplicacdes de métodos numéricos de elementos finitos mostram uma
preocupacdo mais explicita a respeito do erro, como por exemplo PIAN [1967] e
OLIVEIRA [1968], que mencionam a necessidade do estudo sobre seu controle.

Nesse mesmo caminho, artigos publicados por BARNHILL [1973] e
CIARLET [1973] abordam com critérios matematicos a convergéncia de tal método
numérico, de maneira bastante meticulosa.

Novamente, com a preocupacdo da andlise do erro numérico,
BABUSKA [1981] estuda o aprimoramento das malhas de elementos finitos (h-
refinement), considerando também a elevacdo da ordem dos polindmios
aproximadores empregados (p-refinement); UTKU [1984] expde com detalhes uma

pesquisa sobre o estado da arte dos componentes dos erros das solugdes numéricas;



sendo na mesma linha, os trabalhos de ZIENCKIEWICZ [1987]; [1988]; [1991]; que
introduzem conceitos na estimativa de erros, discutindo detalhes de geracdo de
malhas, com a intensdo de implementar avaliadores de erros nos codigos de

programas comerciais de elementos finitos ja existentes.

Voltando o interesse para avaliagdo do erro local de matrizes de
rigidez, parece ser de grande importincia o desenvolvimento mostrado em
COLLATZ [1966] e [1972], onde a integragdo numérica de equagdes diferenciais ¢é
feita pela formulagdo hermitiana de operadores de diferengas finitas, que
contemplam de maneira imediata expressdes analiticas para o erro de aproximacao.

Veja-se por exemplo a linha de trabalho utilizada por MAKINSON
[1968], que emprega operadores de integragdo hermitianos de passo simples na
solucao de sistemas de equagdes diferenciais lineares de primeira ordem, mostrando
o parametro de erro de truncamento (truncation error) e o de NORSET [1974], que
em continuidade ao trabalho de MAKINSON [1968], estuda também o conceito de
estabilidade do método, retomando o problema do abandono de termos da série de

Taylor.

Por outro lado, embora nao explicitamente, os trabalhos de
MAKINSON [1968] e NORSET [1974] sinalizam que a tarefa de se levar a efeito o
controle do erro na simulacdo numérica, concomitantemente com a geragao de
matrizes de rigidez para andlise estrutural, ¢ bastante sugestiva, o que possibilitaria,
em nosso entendimento, a ligagdo dos dois rumos de pesquisa mencionados; e que
sdo tratados em separado, conforme mostra claramente a bibliografia consultada.

Esse procedimento encontra amparo em KEY [1973], pois segundo as
proprias palavras de tal autor, o método dos elementos finitos e o método das
diferengas finitas embora aparentem ser completamente diferentes, de fato estdo

extreitamente relacionados.

Com base nessas citadas publicagdes e a pertinente preocupacdo com
respeito a atualidade e ao interesse de linhas de pesquisa, no tocante a formulacao de

matrizes de rigidez que se pretende estabelecer, parece certo que o tema considerado



¢ de interesse da comunidade cientifica, bastando ter em vista que estudos desse teor
podem ser encontrados em tempos recentes, veja-se por exemplo FRIEDMAN
[1998] que trabalha o problema da matriz de rigidez para elemento finito de vigas
considerando a deformacdo por esforco cortante (teoria de viga de Timoshenko)
empregando fungdes de forma de modo a eliminar o bloqueio da solugdo;
AHMADIAN [1998], que expressa a preocupagao no sentido de que a analise do erro
seja introduzida de preferéncia quando da formulagdo do elemento, em vez de
empregada em testes a posteriori; e também em BETTESS [1998] que gera a matriz
de rigidez de um elemento finito retangular para resolver a equacao de Laplace, sem
recorrer as tradicionais fungdes de forma empregadas correntemente no método dos

elementos finitos.

1.3 - Objetivos.

A vista das sinalizagdes contidas na revisio bibliografica, o objetivo
desta pesquisa esta centrado em uma antiga preocupagdo expressa em PIAN [1967],
que sugere avaliar os méritos de diferentes matrizes de rigidez empregadas nas
analises via método dos elementos finitos, parece ser de grande interesse, por
vislumbrar um campo de pesquisa promissor, no qual este trabalho procura se inserir
e trazer alguma contribui¢ao.

A avaliacdo que se propde ¢ feita em termos do expresso em
HULBERT [1992], que menciona o fato de que, nas expressdes de erros de
truncamento locais (truncation errors), a poténcia do termo de ordem mais baixa (que
define a ordem de convergéncia do método numérico), fornece uma medida relativa
da magnitude desse erro, abrindo a possibilidade de comparagdo de diferentes
algoritmos, neste caso especial, de matrizes de rigidez, sendo os operadores de
diferengas finitas hermitianos encarregados de fornecer uma base de comparagao.

Parte dos resultados obtidos ja encontra-se publicada em LAIER e
RIGITANO [1995], mostrando-se a abordagem dos operadores hermitianos, da qual
¢ possivel deduzir-se a matriz de rigidez geométrica, indicando-se que o

procedimento ¢ bastante viavel quando comparado aos outros mais conhecidos, e que



possui ainda a vantagem de mostrar explicitamente o erro de aproximacgao, que ¢
propriedade inerente dos operadores hermitianos.

Esse tema ¢ retomado com maior profundidade, sendo partes inéditas
mostradas, quais sejam : o estudo de problemas especiais de flexdo e o da tor¢ao de
Sain-Venant.

Embora a teoria seja de carater geral, as aplicagdes aqui encontradas
sao dedicadas as estruturas reticuladas de barras e aos elementos triangulares e
retangulares mais comumente empregados em andlises da Engenharia Civil, para
comparagdes com problemas classicamente resolvidos nessa area, sendo utilizados
também os conceitos basicos da Resisténcia dos Materiais, cujas hipdteses
fundamentais consideram pequenos deslocamentos em teoria linear, valendo portanto

a superposi¢ao de efeitos.

1.4 - Conteudo do trabalho.

Nos diversos capitulos deste trabalho, apresentam-se de maneira
expedita, para efeito comparativo com as da formulagdo ora proposta, as solugdes
classicas da geracdo de matrizes de rigidez e dos vetores de agdes nodais
equivalentes obtidas através do método dos elementos finitos.

No capitulo 2 sdo apresentadas em detalhes, as metodologias classicas
utilizadas para a geracdo de operadores de diferengas finitas, em especial a variante
proposta por COLLATZ [1966], que consiste em se explicitar o erro de aproximagao
dos operadores.

O capitulo 3 ¢ dedicado a apresentagdo da formulagdo hermitiana
livre, empregando-se para tanto os denominados problemas axiais, especificamente o
caso de barras submetidas a agdes axiais e o caso particular de tor¢do livre de se¢do
estreita, onde sdo dados os primeiros passos no sentido de avaliar o erro de
aproximacdo do algoritmo desenvolvido. Tal teoria ¢ passagem obrigatéria para
estudos mais requintados desenvolvidos nos capitulos que se seguem.

O capitulo 4 trata da aplicagdo da formulagdo hermitina livre aos

problemas flexionais, abordando-se o caso da flexdo em teoria de segunda ordem,



procurando-se mostrar as providéncias tomadas no sentido de se elevar a ordem de
convergéncia das matrizes deduzidas, o que permite comparar o desempenho das
matrizes de rigidez geradas com diferentes ordens de convergéncia. Encerrando o
capitulo sdo feitos exemplos de aplicagdo envolvendo estruturas de vigas e porticos,
para os quais ¢ discutida a convergéncia do processo numérico, procurando-se
destacar o erro de aproximacao, propriedade inerente dos operadores hermitianos.

Na seqiiéncia, o capitulo 5 ¢ dedicado ao estudo de outros casos de
flexdo, iniciando-se pelo elemento de viga de Timoshenko, que considera a
influéncia do esfor¢o cortante nas deformagdes, sendo em seguida tratado o caso da
viga sobre base elastica, mediante modelo bi-paramétrico. Sdo mostradas
importantes informagdes que ndo fazem parte da geracdo das matrizes de rigidez pelo
método dos elementos finitos, constituindo-se uma vantagem inegavel da formulacdo
hermitiana livre. Encerrando o capitulo, encontram-se exemplos de aplicagdo as
vigas.

O capitulo 6 ¢ dedicado aos estudos preliminares para a solugdao dos
problemas bi-dimensionais, mais especificamente voltando-se a atencdo ao caso da
torcdo de Saint-Venant. Sdo geradas matrizes de rigidez e vetores de agdes nodais
equivalentes para elementos triangulares e retangulares, inspirados nas cléssicas
solucdes obtidas pelo método dos elementos finitos e inova, pois o autor nao
encontrou nenhuma referéncia na bibliografia disponivel que fizesse mengdo a
resultados obtidos de modo similar ou com o emprego da metodologia desenvolvida.
E mostrado também que as solugdes procuradas necessitam de operadores mais
especificos, que levem em consideracdo propriedades advindas do Teorema de
Gauss. O estudo tem o propdsito de dar continuidade as formula¢des desenvolvidas,
no intuito de aplica-las a elementos com maior nimero de pontos pivotais .

No Capitulo 7 apresentam-se as conclusdes a que se chegaram no

decorrer da pesquisa.



CAPITULO 2

OPERADORES DE DIFERENCAS FINITAS
LAGRANGIANOS E HERMITIANOS

2.1 - Introducao.

Este capitulo ¢ dedicado a apresentacdo das metodologias classicas
utilizadas para a geragdo de operadores de diferencas finitas, no qual mostram-se
inicialmente, de forma resumida, alguns operadores mais conhecidos, comumente
encontrados na literatura especializada, sendo a atencdo voltada para operadores de
diferengas finitas lagrangianos.

Em seguida aborda-se um refinamento da técnica de geracdo de
operadores de diferencas finitas segundo a variante proposta por COLLATZ [1966],
cujos resultados levam a operadores mais gerais, denominados de operadores de
diferengas finitas hermitianos. A escolha dessa abordagem decorre da propriedade
inerente dessa variante, que consiste em se explicitar o erro de aproximagao, objetivo

do presente trabalho.

2.2 - Defini¢do e geracio de operadores de diferencas finitas lagrangianos.

O classico método das diferengas finitas ¢ um importante processo de
integracdo numérica de equagdes diferenciais, utilizado freqlientemente em
problemas de Engenharia, que tem como vantagem uma conceituacdo matematica
bastante simples, baseada na definicdo geométrica da derivada, porém sem levar em

conta a passagem ao limite do argumento.



O emprego dessa formulagdo viabiliza a geracdo de operadores de
diferengas finitas, que aplicados a valores conhecidos da fungdo incognita nos pontos
pivotais (pontos de malha), permitem a avaliacdo das derivadas dessa funcao de
maneira aproximada, conforme mostrado na Fig. 2.1, a exemplo de CHAPRA

[1985], sendo y = f(x) uma funcao genérica.

De acordo com o ilustrado na Fig. 2.1, onde y; ¢ a derivada da

fungdo no ponto 0 (emprega-se a classica notacdo de derivada indicada por nimero

romano no expoente), y, e y_, os valores da fungdo nos pontos correspondentes aos

indices 1 e -1, sendo h o incremento da variavel independente (passo); tem-se :

I Y=Y,
= 2.1

que da origem a um operador de diferencgas finitas para a primeira derivada de y =
f(x) no ponto x,, com um certo grau de aproximagao, cuja magnitude sera objeto de

maiores consideracdes no que se segue.

y, verdadeira

y, aproximada

v
ol

1
b

Fig. 2.1 - Derivadas verdadeira e aproximada de fun¢ao y = f(x).
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Expressoes de derivadas de maior ordem sdao obtidas de maneira
similar, como, por exemplo o emprego recorrente de (2.1) na expressdo aproximada

da derivada de segunda ordem, ou seja :

I I
Y2 =Y -nn2
yII e (2.2)

0 h

onde os valores das primeiras derivadas nos pontos médios sdo calculados através de

(2.1) e dados por :

y] ~ Yi— Yo
h/2 = h
(2.3)
I ~ Yo" Y
Y w2 = —h
Substituindo (2.3) em (2.2) tem-se :
I 1
Yo = F(Y—l -2y, +y1) (2.4)

que consiste numa expressao aproximada da segunda derivada da fun¢do y = f(x) no

ponto X, , em termos de valores de f(x) nos pontos -1, 0 e 1.

E importante ainda observar, apenas por questio de nomenclatura,
que os operadores de diferencas finitas (2.1) e (2.4), assemelham-se ao polindmio

interpolador de Lagrange, representado concisamente por :

f(x)= §Li(x) f(x,) 2.5)

onde os multiplicadores L, (x) sdo dados por :
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L,(x) = g[(x -x,)/(x; ~ X))] (2.6)

J#i

permitindo-se, por analogia as formulas de integra¢do no formato de (2.5), conforme
COLLATZ [1966] e posteriormente KETTER [1969], que tais expressdes recebam a

denominacdo de operadores de diferencas finitas lagrangianos.

Como ¢ possivel de se notar nessa breve exposi¢cdo, as expressdes de
diferencas finitas foram deduzidas simplesmente através de consideracdes
geométricas, havendo entretando outros caminhos mais elegantes (menos expeditos),

que levam a obtencao de formulas analogas.

Um outro caminho para a formulagao de expressdes de diferencas
finitas, ¢ o que emprega polindmios interpoladores, montados com os valores
pivotais conhecidos da funcdo y = f(x); podendo-se citar como exemplo, a escolha de

um polindmio interpolador do segundo grau, ou seja :
y=a,+a,x+a,x’ (2.7)

conforme sugere SALVADORI [1956]; e também PILKEY[1994], levando-se aos

mesmos resultados (2.1) e (2.4).

Note-se ainda que os operadores de diferengas finitas até agora
estudados ndo contemplam de forma explicita o erro de aproximagdo, o que sera
considerado através de outra abordagem, com o emprego das séries de Taylor,

conforme serd mostrado no que se segue.
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2.3 - Emprego de séries de Taylor para a geracdo de operadores de diferencas

finitas lagrangianos.

Conforme sinalizado no item anterior, a maneira de se obter
expressoes do tipo (2.1) e (2.4) com indicacao do erro de aproximagao, consiste em
se utilizar o desenvolvimento da funcdo f(x) em série de Taylor, porquanto, através
desse expediente, introduz-se o denominado erro de truncamento (truncation error),
que ndo ¢ contemplado explicitamente quando sdo utilizados os principios

geométricos ou a adogcao de polindomios interpoladores.

Para tanto, define-se a expansdo em série de Taylor de uma funcdo y
= f(x) qualquer numa vizinhan¢a h, de acordo com o formato encontrado em um
nuimero imenso de autores, citando-se mais recentemente AKAI [1994] e CHAPRA

[1995], que ¢ a dada por :

2 3 n

f@+m=ﬂm+M%@+£f%@+£ﬁ“@ﬁm+—f%@+Rn (2.8)
2! 3! n!

na qual, ao se interromper a série no termo em derivada de ordem n, permanece

como resto a parcela :

hn+l
" (1)

N 2.9

com X < & < x + h, cujo principal inconveniente, em principio, ¢ o

desconhecimento do valor de £ no intervalo mencionado.

Embora com essa restri¢do, a equagao (2.9) possui grande importancia
na avaliacdo do erro de truncamento (truncation error), pois € possivel arbitra-lo em
fungdo dos termos a serem incluidos na série, motivo pelo qual, sua forma encontra-

se usualmente expressa na literatura como :
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R, = (0)h""' (2.10)

onde (0) h™' significa que o erro de truncamento é da ordem de h™"'; ou seja, ele é
proporcional ao tamanho do incremento h elevado a poténcia n+1. Tal fato ¢
extremamente util na avaliacdo do erro relativo, pois permite verificar, por exemplo,
que a divisdo por dois do passo h em uma férmula com ordem de erro 0(h*), implica

em se diminuir o erro pela quarta parte (o erro cai quatro vezes).

Para se considerar o erro de aproximacgao na geracao de expressoes de
diferencas finitas lagrangianas, observem-se os dois desenvolvimentos em série de

Taylor de uma funcdo y = f(x) nos pontos y , e y,, de acordo com (2.8) que sdo :

h? h? h*

Ya=Yo~hyo + 7y —?yg‘ TR O (2.11)
h? h? h*

\2 :y0+hyg+7yg+?ygl+ayév+.... (2.12)

Subtraindo-se os desenvolvimentos dados por (2.11) e (2.12) e

resolvendo-se em termos de primeira derivada tem-se :

y,-y, b’
yp= P Ty (2.13)
ou simbolicamente :
yl = Y 2—hy_1 +0(h?) (2.14)

que ¢ a mesma expressdo mostrada em (2.1), com a informagao adicional de que o

erro de aproximacao ¢ de segunda ordem, como (2.13) estd indicando; sendo que
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esse operador ¢ conhecido como operador de diferengas finitas centrais (a derivada ¢

fornecida no ponto central).

Para se obter um operador de diferencas finitas que forneca a segunda
derivada no ponto central, basta somar-se os desenvolvimentos (2.11) e (2.12), de

onde vem :

Y. —2y,+y, b’
§ =T h2° I—Ey}h,.. (2.15)

que simbolicamente pode ser escrito como :

-2y, +
yi = o) (.16)

expressdao idéntica a mostrada em (2.4), porém agora evidenciando seu erro de

aproximacao, que ¢ também de segunda ordem, conforme (2.15) esta a indicar.

2.4 - Emprego da variante de COLLATZ [1966] para a geracao de operadores

de diferencas finitas lagrangianos e hermitianos.

Utilizou-se no item 2.2 a denominag¢ao de operadores de diferencas
finitas lagrangianos, por analogia a formula (2.5) de Lagrange, porquanto as
expressdes obtidas envolviam termos apenas com os valores da fun¢do na
vizinhanca. Tipo similar de procedimento encontra-se COLLATZ [1966], onde esse
autor faz referéncia aos operadores de diferencas finitas hermitianos, agora por

analogia a férmula de interpolacdo de Hermite, que sdo do tipo :

f(x) = 2, f(x,)h, (x) + £ (x,)H.(x) + R 2.17)
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nos quais, além dos valores da fungcdo que sdo contemplados nos operadores
lagrangianos, também sdo empregados os valores das derivadas em diversos pontos,

o que confere a formulagdo um carater de maior abrangéncia.

Mais especificamente, segundo a propria formulagdo empregada por
COLLATZ [1966], o método de geragdo de operadores hermitianos esta baseado em

expressoes da forma :

F=20 (8%, +Ayl) (2.18)

onde sdo contempladas combinagdes dos valores de y e suas k-ésimas derivadas na

vizinhanga dos pontos pivotais x,, , determinando-se os termos a, ¢ A, de modo

i+v
que os coeficientes de poténcia de h nas séries de Taylor para a expressao F,
centrada no ponto x, sejam anulados preferencialmente, quanto mais alta for a

poténcia de h (ordem de convergéncia).

Essa formulacdo, como se depreende de (2.18), amplia o conceito
matematico ja descrito, pois passa-se a incluir, no operador, além do conjunto dos
valores da fung¢do na sua vizinhanca, os valores das derivadas superiores da fungao; o
que resulta em um processo de maior potencial de convergéncia, acrescendo ainda a
vantagem, de se explicitar de maneira imediata o erro de aproximagdo em fun¢do do
espagamento h, de forma idéntica a mostrada no item 2.3 ( operadores (2.14) e

(2.16)).

Visando uma apresentagdo mais expedita, os operadores de diferengas
finitas hermitianos podem ser expressos mais convenientemente, na forma sugerida

por MAKINSON [1968], e mais recentemente também por PILKEY[1994], ou seja :

2@y, +byl +cy" +..)=0+R (2.19)
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de sorte a facilitar a formulagdo de operadores, os mais genéricos possiveis,
atribuindo-se valores arbitrarios aos indices p, q, r e assim por diante (indices

definidores dos pontos pivotais).

Devido ao emprego de derivadas de ordem superior da fungdo y em
(2.19), faz-se necessario considerar o desenvolvimento dessas derivadas em série de

Taylor, o que pode ser obtido por recorréncia a férmula (2.8), ou seja :

2 3 n

' (x+h)=f" (x)+hf" (x)+% i (x)+% fw(x)+...+% f™'(x)+R, (2.20)

que consiste na expressao do desenvolvimento da primeira derivada; advindo assim

as outras ordens de interesse.

Para elucidar o emprego dessa variante de formulacao dos operadores
hermitianos, sdo apresentados a seguir alguns exemplos da obtencdo de operadores
classicos bem conhecidos de primeiras derivadas, que sd3o os de diferengas finitas
centrais, ascendentes, descendentes, encerrando-se com a formulacdo de um

operador de segunda derivada.
2.5 - Geracdo do operador lagrangiano de diferencas finitas centrais para
primeira derivada.

Para se deduzir o operador lagrangiano de diferencas finitas centrais
para a primeira derivada através da variante proposta por COLLATZ [1966],
escolhem-se em (2.19) valores dos indices p e ¢ de modo a resultar :

a_y_ +a,y,+a,y,+b,y; =0+R (2.21)

notando-se a liberdade de selecdo dos pontos pivotais incluidos na expressdo

pretendida.
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Em qualquer caso, a parcela R do resto compreendera os termos da

série de Taylor que ndo forem passiveis de anulacdo no decorrer do processo.

Prosseguindo de acordo com a variante de COLLATZ [1966],

desenvolvem-se os termos y , e y, de (2.21) em série de Taylor centrada em

Yo

conforme (2.8), ou seja :

h2 h3 - h4

y_ =[y, —hyy + =¥y SETRL +Zy§y ..... ]

2!
Yo =[¥o]
L2 B3 " (2.22)
Vi =[yo+hyy +57¥0 + %Yo + 7 Yo -]
: 0 07 2170 3170 gyl
Yo =[¥o]
tem-se, omitidas as parcelas em h* e substituido em (2.21) :
h2yll h3yIH
a—l[Yo_hYB+ 2|0 - 3,0 I+a,ly ]+
' ' (2.23)
h2y:)l h3y:)ll |
ou ainda, reunidos 0s termos comuns, assim se escreve :
Yo [ a,+ a,+ a,+ 0 1+
1 bO
+hy, [ —-a,+ 0+ a + N 1+
h?y! (2.24)
BTN [ a,+ 0+ a,+ O 1+
h3y.HI
+ 3'0 [ -a,+ 0+ a,+ 0 ]=0+R

faltando-se ainda a determinagdo dos parametros a_,,a,,a, € b,, o que ¢ feito

procurando-se anular as poténcias mais altas possiveis em h.
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Pois bem, anulando-se em (2.24) os termos até a ordem h*, ou seja :

a,+a,+a =0

bO
-a_ +a, +T =0 (2.25)

a +a, =0

resulta, tomando-se b, =1 ( COLLATZ [1966] ) :

1

7o

a, =0 (2.26)
1

BT

Os parametros (2.26), juntamente com b, =1, substituidos em (2.24)

levam a :

R=—"7yi' +.. (2.27)

permitindo-se escrever (2.21), que em termos de primeira derivada resulta :

y, -y, b’
yi = T—yygﬂ ..... (2.28)

encerrando-se a formula¢do do operador lagrangiano de diferengas finitas centrais de
primeira derivada, explicitando-se o erro de aproximagao, que ¢ de segunda ordem,

conforme mostram (2.13) e (2.27).
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2.6 - Geracao do operador lagrangiano de diferencas finitas ascendentes de

primeira derivada.

No caso da geracdo do operador lagrangiano de diferencas finitas

ascendentes de primeira derivada (expressdo aproximada de y; no ponto x, , em

termos de valores da fun¢do f(x) nos pontos 0 e 1), escolhem-se em (2.19) valores

dos indices p e q de modo a resultar :

a,y,+ay, +byy, =0+R

(2.29)

Tomando-se a_, =0 em (2.24), e anulando-se os termos até a ordem

h, ou seja :

a,+a, =0
b
al+f:O

resulta, com b, =1 (COLLATZ [1966]):

1
"
1
S
hy,
R=-7

(2.30)

2.31)

(2.32)
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que € o operador lagrangiano de diferencas finitas ascendentes de primeira derivada
procurado, j& explicitado o erro de aproximacao, que no caso ¢ de primeira ordem,

ou seja 0 (h), conforme (2.32) esta a indicar.

Note-se que a expressao (2.32) ¢ idéntica a obtida quando se
desenvolve a série de Taylor (2.8) no ponto f(0+h); interrompida nos termos

superiores a h’ , ou seja :

2

y, =Yy +hyl+h—yH+ (2.33)
1 0 0 2' 0 " .

posteriormente explicitando-se o termo 'y, (primeira derivada).

2.7 - Geracao do operador lagrangiano de diferencas finitas descendentes de

primeira derivada.

Para a geracdo do operador lagrangiano de diferencas finitas

descendentes de primeira derivada no ponto x,, em termos de valores da funcao f(x)

nos pontos -1 e 0, escolhem-se em (2.19) valores dos indices p e q de modo a

resultar :
ay_,+ayy,+ boyf) =0+R (2.34)

Arbitrando-se neste caso a, = 0 em (2.24), e anulando-se os termos

até a ordem h, ou seja :

a,+a, =0
(2.35)

-a_, +f:0

resulta, tomando-se b, =1 ( COLLATZ [1966]) :
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1
a =y
1
a, = _E (2.36)
hy
R=2—!+...

permitindo-se escrever (2.34) em termos de primeira derivada no ponto pivotal x, :

1 hyz)I

Yo = E(—y_l +y,)+ Y

T (2.37)

ou seja, o operador de diferencas finitas descendentes lagrangiano de primeira

derivada procurado, j& mostrado o erro de aproximacdo que ¢ de primeira ordem.

Para confirmar esse resultado, basta desenvolver a série de Taylor

2.8) no ponto f(0-h), omitindo-se os termos superiores a h’ , ou seja :
( p p ]

Y. =Yo—hys+—-yo—.. (2.38)

e explicitar-se a primeira derivada, obtendo-se expressao idéntica a (2.37).

2.8 - Geracao de um operador lagrangiano de diferencas finitas centrais em

segunda derivada.

Para se obter o operador de diferencas finitas centrais, escreve-se

(2.19) no formato :

ay_,+ayy,+ay, + coyéI =0+R (2.39)
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destacando-se a segunda derivada no ponto central y,.

Aproveitando-se os desenvolvimentos da fungdo y nos pontos y_, e y,

que constam em (2.22), ou seja :

., h o, h h’

Yo =[y0—hy3+;yg—?yo +Zy{)v—§y0 ..... ]

Yo =[¥o] (2.40)
_ h 1 ﬁ I h_3 it E v h_s \% '
YI _[YO+ YO+ 2' YO + 3' YO + 4| YO + 5' YO""]

Yo =[ys]
omitindo-se as parcelas em h” | o expresso em (2.39) ganha a seguinte redacio :

h2yf)l ~ h3y%)ll h4yf)V

a—l[YO_hyz)—I— 2! 3! + 4! ]+aO[YO]+
hzyn h3yIII h4yIV (2'41)
+a,[y, +hyg + 2!0 + 3!0 + 4!0 I+c,lys]1=0+R
ou ainda, reunidos os termos comuns :

Yo [ a,+ a,+ a+ 0 ]+

+hy, [ —-a,+ 0+ a,+ 0 ]+

h’yy 2¢,

g Lot O e (242)
h3yIII
+3—|° [ -a,+ 0+ a,+ 0 ]+

h4yi)V

41 [ a,+ O+ a+ 0 ]=0+R

Pois bem, anulando-se em (2.42) os termos até a ordem h” , ou seja :
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a,+a,+a, =0
-a_ +a, =0 (2.43)

2¢,
a, +a, +h—2=()

resulta, tomando-se ¢, = —1 ( COLLATZ [1966] ) :

1
a_; :h_2
-2
a, _h_2
(2.44)
1
a, = h_z
2
R=—yN+..
12 Yo

permitindo-se, finalmente, escrever o operador (2.39), que em termos de segunda

derivada, resulta :

~ 2y, + h?
yg=—y_l h};o YI—EyéVf.. (2.45)

idéntico ao operador lagrangiano (2.15), gerado com o auxilio da soma de
desenvolvimentos da fun¢do y = f(x) em série de Taylor.
2.9 - Colecao de operadores de diferencas finitas hermitianos apropriados para

a formulacio de matrizes de rigidez.

Exibe-se a seguir, uma cole¢do de operadores de diferencas finitas

hermitianos, deduzida com o emprego da variante de COLLATZ [1966],
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observando-se que as manipulagdes algébricas pertinentes foram omitidas, no sentido

de abreviar a exposi¢do, porquanto sdo analogas as mostradas nos exemplos dos itens

2.5 a 2.8. Tal colecao, em ordem crescente de precisao de operadores, ¢ a dada por :

“Yot¥i—

“Yot¥Yi—

“YotYi—

“Yot¥Yi—

Yo tYi—

h7y(;/ll

+ +...=
100800

h h3yIII

E(yf] +y{)+ 120 +.=0

h h’

E(yg+yi)+ﬁ(yo)+ A +..=0

4_ IV

h h? h'y
E(yé+y§)+a(y?l)— 240 +..=0

B2 h4y1v
3(y3+2%)+7(.‘/?)— 720 +..=0
h h? h’y,
5(Y%+Y1)—E(Y‘J—Yil)— 728 +..=
h h? h?

11

2 10 120

(s +yl) - —=(yh - y") =y + v

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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h 1 1 h2 1T 1T h4 v v
y0+YI_E(YO+Y1)_E(YO _Y1)+720(YO -y )+
(2.53)
h7y(\)/ll
=0
30240
h 3h? ;
yo+y1—E(Yfﬁy{)—g(yg—Yil)—g(yglwi“ﬁ
4 - (2.54)
h (ylv_yIV)+_¢+ -0
168070 Y1 25401600
h h? h
yo+y1—5(Y5+Yi)+?(yt‘—Yi‘)+§(y<‘§'+Yi“)+
4 5 . (2.55)
135h (v - lv)+23h (y¥ +y¥)— h7yg .~ 0
5040 Y0 Y1 )T 10080 Y0 T Y1) T 362880 7T

que vai ser utilizada para as formulagdes de matrizes de rigidez nos Capitulos que se

seguem.
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CAPITULO 3

OPERADORES HERMITIANOS PARA A GERACAO DE MATRIZES DE
RIGIDEZ E VETORES DE ACOES NODAIS EQUIVALENTES EM
PROBLEMAS AXIAIS.

3.1 - Introducio.

Este capitulo ¢ dedicado a apresentacdo de uma formulagdo ndo
variacional (sem basear-se em expressoes de energia) para a geragdo de matrizes de
rigidez, sendo a atencdo voltada aos problemas axiais; ou mais especificamente, ao
caso de barras submetidas a ag¢des axiais; e em seguida, ao caso particular de tor¢ao
de secdo retangular estreita.

A abordagem que ora se introduz, consiste na escolha e aplicacdo de
operadores hermitianos (apresentados no capitulo 2) ao conjunto de relagdes
constitutivas e de equilibrio nos pontos pivotais (pontos de malha) de um elemento
estrutural qualquer (por exemplo esforgos e deslocamentos nodais); que é realizada
com bastante liberdade, motivo pelo qual, passou-se a denominar essa técnica de
“formulagdo hermitiana livre”.

Antes de se desenvolver essa nova proposta de abordagem para a
solugdo numérica dos problemas citados, apresentam-se, de maneira expedita, apenas
para efeito comparativo, as solugdes classicas da geracdo da matriz de rigidez e do
vetor de acdes nodais equivalentes, obtidas através do método dos elementos finitos,
tendo como base a escolha das denominadas funcoes de forma.

Ressalte-se que o emprego da formulagdo hermitina livre possui ainda

a vantagem de mostrar explicitamente o erro de aproximag¢do das matrizes geradas
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(erro local), fato que decorre de propriedade inerente dos operadores hermitianos; e

que nao ¢ contemplado nas formulagdes do método dos elementos finitos.

3.2 - Emprego do método dos elementos finitos na formulacio da matriz de
rigidez e do vetor de acdes nodais equivalentes de barras, considerando-se

somente deformacoes axiais.

Apresentam-se para a barra eléstica ilustrada na Fig. 3.1, na qual sdo
considerados somente deslocamentos axiais u, as formulagcdes da matriz de rigidez e
do vetor das agdes nodais equivalentes as agdes externas, empregando-se o método
dos elementos finitos.

As dedugdes pertinentes a essa formulagao sdo bem conhecidas, razao
pela qual estdo colocadas de forma resumida no que se segue; sendo que informagdes
mais detalhadas sobre o assunto, podem ser encontradas em livros especializados,
como por exemplo : ZIENKIEWICZ [1971]; BREBBIA [1973]; COOK [1986]; e
PILKEY [1994].

No 0 No 1

u, —> —> u, — X,U
EA

Fig. 3.1 - Deslocamentos axiais em barra elastica.
Para tanto, conforme preconizam os classicos trabalhos sobre o tema,
emprega-se como fun¢do aproximadora dos deslocamentos u, que acontecem entre 0s

n6s 0 e 1 do elemento (Fig. 3.1), o polindmio do primeiro grau :

u=0o, +0,Xx (3.1)
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no qual o, sdo denominados parametros generalizados, preferindo-se passar para

parametros nodais (deslocamentos u, € u, dos nds); bastando verificar que :

U, =0,
(3.2)
u =a,+La,
cuja solucdo imediata ¢ dada por :
o =1
1 (3.3)
a, = I(—uo + ul)
Levando-se tais valores em (3.1); tem-se, em notagdo matricial :
L-x x T
u={ 3 I}{uo u, } (3.4)
ou ainda :
u={P}{u0 ul}T (3.5)

L- , o . .
onde o vetor {P}:{ LX %}, contém as fungdes classicamente conhecidas pela

denominacao de funcdes de forma, expressas neste caso em coordenadas cartesianas.

A primeira derivada do vetor de forma {P}, resulta :

_@_{ 1 L}
B="x UL T (36)

sendo a matriz de rigidez do elemento ( COOK [1986] ):
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[k] :]{B}TEA (B} dx (3.7)

0

onde, admitidos constantes E (mddulo de elasticidade) e A (area da secdo transversal

da barra); resulta, ap0s integracao analitica :
(3.8)

que ¢ a classica matriz de rigidez de barra elastica.

O vetor de cargas nodais equivalentes do elemento ¢ dado por

(COOK[1986]) :

{r.} = ]‘{P}Tpdx (3.9)

0

onde p ¢ a agdo axial uniformemente distribuida ao longo do elemento, Fig. 3.2;
expressao na qual, substituindo-se o vetor de forma {P} dado por (3.5), resulta, apds

integracao analitica :

.| ={E p—L}T (3.10)

que ¢ o denominado vetor das a¢des nodais equivalentes ao carregamento externo da

barra elastica ( GERE [1981]; COOK [1986]; e outros ).

— —> —> —>
N6 0 N6 1 _ ., X

F— L —F

Fig. 3.2 - Elemento de barra sob ag@o axial uniformemente distribuida.
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3.3 - Operadores hermitianos para a soluc¢io de problemas axiais.

A solu¢do de problemas unidimensionais (axiais) pela formulacio
hermitiana livre pode ser obtida através de um procedimento matematico expedito,
pois essa abordagem, quando referida aos casos axiais, consiste em se aplicar um
operador hermitiano a uma fun¢do e sua primeira derivada, conforme mostrado a
seguir.

Pois bem, escolhendo-se dentre os operadores da colecdo que consta

no capitulo 2 , o dado por :

h

~Yo+yi—5 (vo+yi)+

h3yf)“
12

+o.= 0 (3.11)

conhecido como operador trapezoidal, sua aplicagdo aos pontos pivotais 0 e 1 de uma
funcdo genérica y = f(x) e posteriormente a primeira derivada dessa fun¢do nos

mesmos pontos, levaa :

h h3ylll
—yo+y1—5(YB+y{)+ 120 +.= 0
(3.12)
h h3ylV
—y;+y{—5(yg+y?)+ 120 +.= 0

que escritas em notagdo matricial, ganham a redagao :

0 ol [Pys ]
o h JYOLJ 12N+WL={0} (3.13)

Procedendo-se a inversdo da matriz presente no segundo termo ou seja :
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r_h _h}
V ?J (3.14)

e manobrando-se algebricamente (3.13), tem-se :

vyl I =ty L1 Uy, [y
u i y i d{y?} %{y}o 1)

que é um novo operador hermitiano de ordem de convergéncia (0) h*; em formato

apropriado para a solucdo de problemas unidimensionais (axiais), tema dos préximos

itens.

3.4 - Consideracdes sobre o emprego do operador (3.15) em problemas axiais.

Visando-se uma sistematizacdo de célculo com o emprego da
operador (3.15), seja a sucessdo de n pontos espacados de h exibida na Fig. 3.3,
onde em cada ponto sdo considerados conhecidos os valores pivotais de uma fungao

e também de sua primeira derivada.

1 2 3 4 n
X
~ A~ ~ )
O ) ) ) ) —*
Foh o h fh ‘/

Fig. 3.3 - Sucessdo de pontos espacados de “h”.

Representando-se dois elementos contiguos dessa malha, conforme

ilustra a Fig. 3.4, onde "¢ ¢é o numero do elemento; y* e y' ' sio
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respectivamente os valores da fun¢do e de sua primeira derivada nos pontos de
extremidade correspondentes aos indices 0 e 1; e mais, tomando-se positiva a

I (e)

rotagdo dada por y '“ quando no sentido anti-horario; é possivel escrever-se uma

relacdo que expresse a diferenca das derivadas da fungdo em um n6é comum, do tipo :

Vi =y =k (3.16)

onde o parametro “k” serd nulo quando existir continuidade das derivadas, ou tera

valor conhecido no caso de descontinuidade da funcao.

() (e) (e+1) (e+1)

Yo VA Yo Yy
I (e) I (e) 1 (e+1) I (e+])
0 1 0 1
0© (e) G <\e+l)
| e | etl _/
v v [ L/
71 h 71 71 h 71

Fig.3.4 - Elementos contiguos de malha na diregao x.

Para trabalhar-se com matrizes simétricas, basta adotar nova

I (e)

convencao para os sentidos positivos das rotacoes y ', conforme exibe a Fig. 3.5,

o que significa trocar os sinais da segunda linha da expressao (3.15), ou seja :

T N e et
4 + t..= {0}
-1 1J[Y1(E)J 4 Ll IJ[Y}TMJ 12 [yf)"(e)J

,_
=
©
—
=
S
|

(3.17)

passando (3.16), que representa a discontinuidade das derivadas, a ser expressa por :

1 +y,"" =k (3.18)
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resultando assim na mesma conveng¢do utilizada para a montagem das matrizes de
rigidez segundo o método dos elementos finitos, e que serd empregada nos exemplos

que se seguem.

1(e) 1(e)
0 Yy

N6 0 ( ) N6 1
Le |
>

e

Fig. 3.5 - Convengao para sentido positivo das rotacdes.

3.5 - Exemplo de aplicacdo do operador (3.17) na geracio da matriz de rigidez e

do vetor de acdes nodais equivalentes de barra submetida a acio axial.

Considere-se a barra sob acdo axial uniformemente distribuida p,

conforme exibe a Fig. 3.6, onde N7, N9 u{® e ul®

sdo respectivamente 0s
esforgos normais ¢ os deslocamentos de extremidade do elemento, na convengdo

usual da Resisténcia dos Materiais.

uf)e) fo) p Ni” uﬁe)
— —> —> —> —>
«— — — >
EA
L L© L
A /]

Fig. 3.6 - Barra sob acdo axial uniformemente distribuida.
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A equagdo diferencial regente do problema, como se sabe, ¢ dada por

u'=— (3.19)

onde E ¢ o mddulo de elasticidade ¢ A a area da secdo transversal da barra. Tal

relacdo sendo derivada outra vez, resulta :

"= N (3.20)
EA

O equilibrio de um elemento de barra conforme mostra a Fig. 3.7, implica em :

N'=—p (3.21)
que substituida em (3.20), leva a :

u = —% (3.22)
e derivada novamente resulta :

u" =0 (3.23)

encerrando-se as relagdes diferenciais de interesse.

N +— ———————— — N + dN
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Fig. 3.7 - Elemento de barra sob agdo axial uniformemente distribuida.

Pois bem, aplicando-se o operador (3.17) a fungdo deslocamento u,

em um elemento genérico de comprimento L', tem-se :

T K G
+ +...= {0}

r
|
o Tl [l el e

(3.25)

expressao na qual, substituidas as informagdes dos pontos pivotais dadas por (3.19),

(3.23) e (3.24), resulta :

‘ (e [ p]
jNE’)LE{QIH ﬂd °()1+M 2L _ g, (3.26)
o) Fe ) |2

onde a matriz de rigidez e o vetor das agdes nodais equivalentes sdo idénticos aos
deduzidos pelo métodos dos elementos finitos (vide item 3.2), cumprindo-se
observar que a parcela do erro de aproximacao desaparece, porquanto neste exemplo
sdo nulas as derivadas da funcdo deslocamento u de ordem superior a dois (agdo

axial p constante em (3.23)).

Cumpre-se ainda lembrar, que o valor da constante k em (3.18), tendo

em vista (3.19), resulta :

N+ NED =k EA (3.27)
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que representam as forgas passiveis de serem aplicadas nos nds, ja na convengao

empregada pelo método dos elementos finitos.



36

3.6 - Exemplos de aplicacdo da expressdo (3.17) na solucdo do problema de

torcao de secao retangular estreita.

A tor¢do livre de elementos estruturais elasticos e homogéneos
(torcdo de Saint-Venant) ¢ regida pela equacdo diferencial dada por

(TIMOSHENKO [1980]) :

O™ +¢¥ =-2GO (3.28)

onde ¢ ¢ denominada funcdo de tensdo, G ¢ o modulo de elasticidade ao
cisalhamento ¢ 0 o angulo de giro por unidade de comprimento; na qual indica-se a
dupla derivagio parcial (0° / 0x” e 0> / dy”) pelas respectivas letras x e y colocadas
no expoente da fungdo de tensdo; sendo as tensdes de cisalhamento desenvolvidas na

se¢do transversal :

(3.29)

No caso particular do problema de tor¢do de se¢do retangular estreita,

Fig. 3.8, a equacdo (3.28) simplifica-se para (TIMOSHENKO [1980] ) :

o =-2G0 (3.30)

que, derivada mais uma vez para uso posterior, resulta :

4™ =0 (3.31)
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Segundo aquele autor, a equagdo (3.30) pode ser resolvida
analiticamente, tomando-se uma fun¢do que tenha valores nulos no contorno, do

tipo :

o= Ge[%— yzj (3.32)

Tal fun¢do sendo derivada uma vez e substituida nas rela¢des (3.29), resultam :

o, =2GOy
(3.33)

o, =0

onde nota-se a existéncia de tensdes de cisalhamento atuando somente na dire¢ao do

eixo x (vide Fig. 3.8).

XZ

b >>c
¥

N

Fig. 3.8 - Tensdes de cisalhamento em secdo retangular estreita.

3.6.1 - Exemplo de aplicacdo do operador (3.17) com o emprego de um

elemento finito.

Para a resolucao numérica do problema de tor¢ao de secdo retangular
estreita empregando-se apenas um elemento finito, basta aplicar o operador (3.17) a
fungdo de torgdo ¢ nas extremidades desse elemento; tomando-se para tanto h'® =c¢

(nenhuma subdivisdo da espessura), ou seja :
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j;“)l [ —11{%“1 1 ﬂj g““l 21_ glml
] T v = {0}

TS ST 1Y M Y YRS R PP
(3.34)

expressao na qual, considerando-se a nulidade da fun¢do ¢ nas extremidades 0 e 1; e

tendo em vista as relagdes diferenciais (3.30) e (3.31), resulta :

foir] foos
_ (3.35)
[ {“)J G6c

onde ¢'" sdo as tensdes cisalhantes nas extremidades do elemento, confirmando o
resultado analitico expresso em (3.33) (o sinal trocado decorre da convengdo
adotada em (3.29)).

Cumpre-se ainda observar que a parcela do erro de aproximagdo
inerente ao operador (3.34) desaparece (ordem de convergéncia 0 (c¢?)); porquanto
neste caso particular, a terceira derivada no ponto pivotal 0 se anula, conforme

registrado na equacao (3.31).

3.6.2 - Exemplo de aplicacdo do operador (3.17) com o emprego de quatro

elementos finitos.

Resolve-se o problema da torcdo de secdo retangular estreita
empregando-se agora quatro elementos finitos (vide Fig. 3.9), onde ¢ , sdo os

valores da fun¢ao de tor¢dao que se quer determinar, localizados nas extremidades dos

elementos 1 a 4.

V

7 D4
c/4 e=4 AY

74 D3
c/4 e=3 X

A > 2
c/4 e=2

e D1
c/4 e=1

74 D0
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LV b L
\ 71

Fig. 3.9 - Malha para solucao do problema de tor¢do em secao retangular estreita.
Pois bem, escrevendo-se o operador (3.17) para um elemento genérico

"e” de espessura h® =c/4, ouseja:

I I e

[ RS NS AT Y Y28 T Py

(3.36)

e aplicando-o em seguida aos elementos numerados de 1 a 4 da Fig. 3.9, obtem-se :

1(1) _ _

j ] Lﬂ“ ﬂ{%}ﬁ{ GG}_{O}

o) el 1lle) #l-co
1(2) _ —

7]l ﬂ%%}ﬁ{ GG}{O}

o) ol 1o, oo
1(3) _ —

j ! Lﬂh ﬂl{bz}ﬁ{ GG}_{O}

o) el 1) #loco

j é<4>l+i|f1 ﬂ{%%g{%}_ o
@) <l 1]le,) *l-ce

(3.37)
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e tendo em vista as conexodes dos nos, permitem a montagem da matriz de rigidez

global da estrutura, que assim se escreve :

o 1 -1 0 0 01, e
OV o1 2 -1 0 0le,] |-268
12 4 1o +% 0 -1 2 -1 0¢f¢, +§ 2Gor=(0  (3.38)
OIO 1@ 0 0 -1 2 -1lle,] I

1 0 0 0 -1 1o, e’

Eliminando-se em (3.38) as linhas e colunas correspondentes a condi¢cdo de contorno

onde a funcao de tor¢ao ¢ nula (¢ =0), ou seja :

(¢{<1)+¢5<2>] (2 1 o_fqﬂ e

4 c
J R i o I B | —
|¢1 (1)0 | c |¢2| 4

|—2G6 = {0} (3.39)
L¢{(3>+¢é“”} U Z_LU L—ZGGJ

e tendo em vista que ndo estdo aplicadas tensdes nos nés ( k =0 em (3.18) ); resulta

(0.1 [3G0/16]

42 CZJ GO/4L (3.40)

lo.)  |360/16)

S N—
=
8]
—~—
Il
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ou seja, os valores procurados da fun¢do de tensdo nos pontos 1 a 3; e que levados

em (3.36), permitem que se obtenham :

1(1)
o GOc

o' ] [-Gec/2

1(2)
0

(3.41)

1(2)
1

(1) 3) { 0
11(3) GOc /2
1(4) {

0

L(4)
1

verificando-se que as tensdes de cisalhamento ¢'

nas extremidades do elemento (o
sinal de o, estd trocado em em decorréncia da convengdo adotada em (3.29)), sdo
idénticas as deduzidas por TIMOSHENKO [1980] (vide equacdes 3.33), ndo
exibindo erro de aproximacgdo (fato ja comentado no exemplo anterior), em virtude

da nulidade das terceiras derivadas conforme registrado na equacao (3.31).

Para visualizagdo das tensdes de cisalhamento, resumem-se na Fig.
3.10 as solugdes analitica e numéricas, encerrando-se o estudo da tor¢do de secdo

retangular estreita com o emprego da formulagdo hermitiana livre.
Y aoe

\ y
A

%‘Y

e
=

%

e
Ny
>

LR

Q
N

Lk

Q
N
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% -GOc %

Fig. 3.10 - Diagrama de tensoes de cisalhamento em se¢do retangular estreita.

42
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CAPITULO 4

OPERADORES HERMITIANOS PARA A GERACAO DE MATRIZES DE
RIGIDEZ E VETORES DE ACOES NODAIS EQUIVALENTES EM
PROBLEMAS DE FLEXAO.

4.1 - Introducao.

Trata este capitulo da aplicagdo da formulagdo hermitiana livre aos
problemas flexionais, em particular a geragdo da matriz de rigidez e do vetor de
acoes nodais equivalentes do caso de flexdo simples; para em seguida abordar-se o
caso da flexdo em presenca de for¢a normal (efeito de segunda ordem).

Nos problemas em considerag@o, a necessidade de maior numero de
graus de liberdade nos nds, decorrente de condigdes adicionais de continuidade,
impede que seja realizado um expediente matematico mais simplificado ao estilo do
capitulo 3, onde operadores idénticos estdo aplicados a fun¢do e a primeira derivada,
sendo obrigatdrio, conforme se expde nos proximos itens, a utilizagdo de maior
variedade de operadores hermitianos.

A exemplo do capitulo anterior, apresentam-se as formulagdes
classicas das matrizes de rigidez dos casos mencionados com o emprego do método
dos elementos finitos, para em seguida aplicar-se a técnica ora introduzida, que leva
a resultados com diferentes ordens de convergéncia (dependendo dos operadores
escolhidos).

Encerrando-se o capitulo sdo feitos exemplos de aplicacdo

envolvendo estruturas simples de viga e portico.
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4.2 - Caso simples : Geracio da matriz de rigidez de flexao de vigas elasticas.

Apresenta-se para um elemento de viga a formulacdo da matriz de
rigidez elastica (matriz de rigidez de flexao), empregando-se inicialmente o método
dos elementos finitos, e em seguida a formula¢do hermitiana livre.

As dedugdes pertinentes ao método dos elementos finitos, que se
seguem, sdo feitas de maneira resumida (conforme j& exposto no capitulo 3), visando
ressaltar a diferenca de formulagao entre o citado método e a formulacao hermitiana
livre, que emprega, neste caso mais simples, operadores hermitianos aplicados

somente a funcao deslocamento v.

4.2.1 - Emprego do método dos elementos finitos na geracdo da matriz de

rigidez de flexdo de vigas elasticas.

A formulacdo da matriz de rigidez de flexdo para a viga eléstica
ilustrada na Fig. 4.1 (onde os graus de liberdade considerados sdo os deslocamentos
v e rotagdes ¢ das extremidades), ¢ realizada com o emprego do método dos
elementos finitos, adotando-se como funcdo interpoladora dos deslocamentos no
dominio entre os nos de extremidades 0 e 1 do elemento, o polindmio cubico

(PILKEY [1994]) :

V=0, +0LX +oX o X (4.1)

no qual a; sdo os denominados parametros generalizados.

(OF
EI
ﬁN(’)O No 1
C D
LYo v |
L -

Fig 4.1 - Elemento finito de viga elastica.
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Considerando-se pequenos deslocamentos (teoria linear), as rotagdes

da elastica do elemento sdo obtidas pela primeira derivada de (4.1), ou seja :

Q=0 + 20X+ 30, X’ (4.2)

preferindo-se passar para pardmetros nodais (deslocamentos verticais v,,v, €
rotacdes @, ,¢, nas extremidades 0 e 1 do elemento), que tém significado fisico mais

compreensivel; bastando verificar em (4.1) e (4.2) que :

vV, =0,
¢y =0, 43
v, =a, +La, + Ca; + Lo, (4.3)
¢, =0, +2La, +3lq,
Resolvendo o sistema (4.3), tem-se :
a, =V,
o, =0
3 2 3 1
oy = _FVO _I(Po +FV1 _I(Pl (4.4)
2 1 2 1
oy = FVO +F(Po _Fvl +F‘Pl

parametros que substituidos em (4.1) levam a uma nova expressao da elastica, em

notagdo matricial, dada por :

V:{Pl P, P, P4}{Vo Py Vy (P1}T (4.5)

onde os P, sdo classicos polindmios interpoladores hermitianos, quais sejam :

1
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3x*  2x° 2x? x°
Pl—l—?—i- B P, =x- L +F
3x*  2x° x* x?
3 12 I3 P4 = _f"‘F (4-6)

ou ainda em notagdo vetorial :

T
V= {P}{Vo ®y Vv (Pl} 4.7)
onde {P} denomina-se vetor de forma, expresso em coordenadas cartesianas.
Derivando-se duas vezes o vetor de forma {P}, tem-se :

d’ {P}
dx?

{B} = (4.8)

ou seja :

sendo a matriz de rigidez do elemento de viga ( COOK [1986] ) :
L T
(k] = J.O{B} EI {B} dx (4.10)

cuja integra¢do analitica, admitindo-se o produto de inércia EI constante, leva a :

12 6L -12 6L

417 —6L 217
(K] == (4.11)
L 12 —6L

| Sim. 417 |
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que ¢ a matriz de rigidez de flexdo da viga elastica, classicamente formulada pela
aplicacdo de deslocamentos e rotagdes unitarias nas extremidades da barra (GERE

[1981]).

4.2.2 - Emprego da formulacio hermitiana livre para a geracido da matriz de

rigidez de flexdo de vigas elasticas.

Considere-se um elemento de viga representado na Fig. 4.2, sob agdo
de uma carga q uniformemente distribuida na direcdo perpendicular ao eixo x, onde
V ¢ o esfor¢o cortante, M ¢ o momento fletor, sendo v a elastica. Pretendendo-se
determinar a matriz de rigidez de flexdo com o emprego da formulacdo hermitiana
livre, faz-se necessario descrever o problema por meio das relagdes constitutivas e de
equilibrio, sabendo-se de inicio, que o momento fletor estd relacionado a curvatura
v'' através da conhecida equagdo momento curvatura da Resisténcia dos Materiais,

dada por (SCHIEL [1984]) :

vi=—— (4.12)

onde EI ¢ o produto de inércia, no presente trabalho considerado constante;

expressao que derivada uma vez, resulta :

it

MI
= 4.13
Bl (4.13)

A geometria do elemento, conforme Fig. 4.2, permite obter-se outra

relacdo diferencial, que assim se escreve :

dv

tgo = d_x (4.14)
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sendo ¢ arotagdo; ou ainda considerada a hipotese de pequenos deslocamentos :

o=V (4.15)

Levando-se em conta o equilibrio do elemento, a soma dos momentos

em relagdo a face direita, desprezado o produto dos infinitésimos envolvidos, resulta

V=M (4.16)

e ainda, somando-se as for¢as na direcdo v, implica :

V'=—q (4.17)

Substituindo-se M' dado por (4.16) em (4.13), obtem-se :

Vil = —— (4.18)

encerrando-se a cole¢do de relagdes diferenciais de interesse do problema.

RERREEEEEE

e

M +dM
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Fig. 4.2 - Configuragdo de equilibrio de viga sob flexdo simples.
Estabelecidas as relagdes constitutivas e de equilibrio para o
problema, cumpre-se assinalar que a formulagdo da matriz de rigidez de flexao [k],
vem a ser uma decorréncia imediata da relacao entre deslocamentos ¢ rotagdes de

extremidades e os esforcos correspondentes (vide Fig. 4.3), que assim se expressa :

Vi Vo
Mo (Po
- [k] = {0} (4.19)
Vi \4
M, (OF

onde os parametros nodais, conforme (4.15), (4.12) e (4.18), sao dados por :

@y = Vo ¢ =V,

M, =-El v; M, =-El v} (4.20)
V, =-El v;' V, =—El v}

?y ¢, Vo Vi

C— O Ct——9
l v, l v, M, M,
A L A+ = L K
a) Deslocamentos nodais b) Esforcos nodais

Fig. 4.3 Parametros nodais de elemento de viga elastica.
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Pois bem, voltando-se a atencdo para a escolha dos operadores
hermitianos (fundamental no emprego da formulacdo hermitiana livre); a equagdo

(4.19), tendo em vista (4.20), pode ser escrita :

Vo vy
vy vy
k] +EI = (0 4.21)
Vl V?I
v v

da qual se depreende que os operadores apropriados para a geracao da matriz de

rigidez de flexdo, sdo os dados por :

I I it —
a,v, + byv, + c;v, + dyv; + v, + R, =0
I I I —
av, + bv, + ¢v, + dv, + ev, + R, =0
(4.22)
I I 11 —
a,v, + b,v, + ¢,v, + d,v; + e,v; + R, =0
1 1 I —
a,v, + byv, + cv, + dyv; + e;v; + Ry =0

onde os parametros e os restos desse conjunto sdo determinados com o emprego da
variante de COLLATZ [1966]) mostrada no capitulo 2, resultando nos operadores
(2.47), (2.48), (2.49) e (2.50).



Tais operadores aplicados a fungdo deslocamento v,

respectivamente a :

L L3 L4V10V
v, V1+E(V;+V{)—E(Vgl)— A +..=0
L2 L4Vf)V
v, V1+—(2V10+V{)+?<Vg)— 7 +..=0
L L3 L4VI)V
v, V1+5(V5+Vi)—E(ViH)+ o +..=0
12 L4Vf)v
v, V1+—(V;+2V{) ?(VF)+ 7 +..=0
e tendo em vista (4.20) :
B
+—=Q, + @, ) ——|—— |- =
Vom Vit @ TP T TR T 24
L r’( M,) L'vy
VO_V1+§(2(P0+(P1)+Z _E T 7 =0

—r
—v, + =@, + ) ——=| = |+ =0
Vom Vit @ 2T TR 24

L (M, L'vy
VO—V1+§((pO+2(p1)—? —E + 7 =0

que encerram as relacdes de interesse.

50

levam

(4.23)

(4.24)
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As expressoes (4.24) em notagdo matricial, ganham entdo a seguinte
redacao:
{F} +[k]{d} + {R} = {0} (4.25)
onde :
B ={v, M, V, M}

12 6L -12 6L
-6L -4 6L -2L°

3
L' 6L -12 6L

| 6L 217 —6L 4L?
(4.26)

L vy vy L vy - vy
2 12 2 12

R}" = {—EI El EI

sendo [k] a classica matriz de rigidez de flexdo; que possui sinais trocados na
segunda e terceira linhas em relagcdo a (4.11) face a convencao usual da Resisténcia
dos Materiais ora empregada, onde o momento ¢ a cortante na extremidade 0 ndo tem

a mesma orientacao na extremidade 1 (vide Fig. 4.2).

Note-se ainda, que a escolha da cole¢do de operadores (4.23) leva a

matriz de rigidez exata, pois os elementos do vetor {R}" representam as a¢des de

engastamento perfeito (ng :lfill)’ cumprindo-se observar que a parcela

correspondente & ordem de convergéncia desaparece, porquanto as derivadas da

elastica superiores a quatro sao nulas, sendo a carga q admitida constante.
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No que se segue, procura-se elevar a ordem de convergéncia dos
operadores, seguindo-se o mesmo estilo do exemplo da barra submetida a acdes

axiais, conforme ja mostrado no capitulo 3.
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4.3 - Caso com for¢a normal : Geracdo da matriz de rigidez geométrica e do

vetor das a¢des nodais equivalentes.

Considere-se o caso de flexdo de viga em presenca de forga normal N
constante, que contempla apenas a solicitagao por carga uniformemente distribuida q,

conforme exibe a Fig. 4.4.

VAL

Z
v
D
A
Z

Fig. 4.4 - Flexdo de viga em presenga de for¢a normal.

Esse tipo de solicitacdo axial, segundo MOREIRA [1977]; COOK
[1989]; PAZ [1991]; implica na alteracdo da matriz de rigidez de flexdo [k],
modificando a classica expressdo que relaciona os esforcos e deslocamentos nodais,

para o formato dado por :

{F} + (k] + [k,]) {d} = {0} (4.27)

onde [k,] denomina-se matriz de rigidez geométrica.

No que se segue, sdo feitas as dedugdes da matriz de rigidez
geométrica e do vetor das acdes nodais equivalentes ao carregamento externo para
um elemento de viga elastica; empregado-se em primeiro lugar o método dos
elementos finitos, € em seguida, a formulacao hermitiana livre, cuja abordagem neste
caso, faz uso de operadores aplicados aos esfor¢os e deslocamentos nodais do

elemento.
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Evidenciam-se nos exemplos apresentados, o aumento da ordem de
convergéncia das matrizes e vetores gerados, informacdo que ndo ¢ contemplada

quando da aplicacao do método dos elementos finitos.

4.3.1 - Emprego do método dos elementos finitos na geracio da matriz de

rigidez geométrica e do vetor de acdes nodais equivalentes de vigas elasticas.

As dedugdes pertinentes a formulacdo variacional da matriz de rigidez
geométrica e do vetor de agdes nodais equivalentes ao carregamento externo para a
viga elastica, sdo colocadas a seguir de maneira resumida, podendo ser encontradas
em COOK [1989]; que emprega para interpolacdo dos deslocamentos v, 0 mesmo
polindmio dado por (4.1), sendo decorrentes as fungdes de forma {P} mostradas em
(4.5).

Derivando-se uma vez tais fungdes de forma, tem-se :

dp, dp, dP, dP4}

{G}:{g dx dx dx (4.28)

ou seja :

G(6_6_][14_3_M6_6_M2_2_] (4.29)
G= [EANT L)\ e L '

sendo a matriz de rigidez geométrica do elemento de viga (COOK [1983]) :
iy
[k,]=1iG} N (Gyax (4.30)

expressdo que integrada analiticamente, sendo a for¢ca normal N constante ao longo

do elemento, resulta :
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36 3L -36 3L

3L 412 3L -3
[k,|=7— 4.31)
36 3L 36 -3L

3L -1 -3L 417

O vetor das ag¢des nodais equivalentes ao carregamento externo vem a

ser (COOK [1986]) :

{r.} =[P} q ax (4.32)

expressao na qual substituida a fun¢do de forma, cujos elementos sdo dados por (4.6)

e integrada analiticamente, resulta, tomando-se q constante :

T
gL gl qL gL’
{fe}={7 T (433)

ou sejam, as conhecidas reagdes de engastamento perfeito do elemento considerado.

4.3.2 - Emprego da formulacio hermitiana livre para a geracido da matriz de
rigidez de flexdo, geométrica e do vetor de acdes nodais equivalentes de vigas

elasticas.

Considere-se o elemento de viga da Fig. 4.5, sob agdo de forca N
concentrada e constante e carga q uniformemente distribuida, no qual manifesta-se o
efeito de segunda ordem.

Para a gera¢do de matrizes de rigidez com o emprego da formulacao

hermitiana livre, faz-se necessaria a descricdo do problema por meio de relagdes
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diferenciais constitutivas e de equilibrio, partindo-se, por exemplo, da derivada da

relacdo geométrica (4.15), que resulta :

o' =v" (4.34)

e tendo em vista (4.12), assim se escreve :

0 = —— (4.35)

Em continuidade, somando-se os momentos em relacdo a extremidade

direita do elemento da Fig. 4.5, tem-se :

M'=V+Nv' (4.36)

ou a vista de (4.15), pode ser redigida :

M'=V+No (4.37)

equacdo que substitui (4.16), notando-se que continuam validas as demais expressdes

empregadas no caso de flexao simples.

TR ERE R R RN

N —» /
[0} V+dv
dv
\%
Y
i
/]

M+dM
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Fig. 4.5 - Flexao de elemento de viga com efeito de segunda ordem.

Derivando trés vezes as expressdes (4.15), (4.12) e duas vezes a

expressao (4.17); tem-se, respectivamente :

(PIII — VIV
M" =—EIvY (4.38)
VIH — 0

encerrando-se a procura das relagdes diferenciais de interesse.

Tendo em vista (4.35), (4.37), (4.17), (4.15) e (4.12); escreve-se ainda

o conjunto de derivadas nos pontos pivotais dadas por :

V, =—q V) =—q (4.39)
Vo =9 vV, =,
M M
ey =1

convenientemente colocadas em fungdo dos esforgos internos, dos deslocamentos ¢
da acdo, que serdo utilizadas para a formulacao das matrizes de rigidez e do vetor de

cargas nodais equivalentes.

Voltando-se agora a atencdo para os operadores necessarios ao
emprego da formulagcdo hermitiana livre, exibe-se no Quadro 4.1 um resumo das
relacdes diferenciais que envolvem a fun¢do deslocamento e os demais parametros
do casos de flexdo simples ou em segunda ordem, cujo objetivo ¢ o de melhor

orientar a escolha dos referidos operadores.
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v ¢ a elastica.

v! ¢ a rotacdo ¢, de acordo com (4.15).

v relaciona-se com o momento fletor M, conforme (4.12).
v relaciona-se com o esforco cortante V, dado por (4.18).

Quadro 4.1 - Relagoes entre a elastica v e suas derivadas

Pois bem, tendo em vista o item 4.2.2, onde a aplicagdo de operadores
somente aos deslocamentos nodais v possibilitou-se a geracdo da matriz de rigidez,
seria elegante do ponto de vista matematico seguir-se o mesmo procedimento,
aplicando-se operadores a fungdo v e suas derivadas v' , v' e v", constantes do
Quadro 4.1 (os problemas axiais do capitulo 3 estdo resolvidos nesse formato).
Verifica-se porém que esse procedimento ndo conduz a explicitacdo esforgos e
deslocamentos ao estilo da equagdo (4.27), ou seja, ndo possibilita a geracdo das
matrizes almejadas.

Assim sendo, a solucdo do problema da flexdo em presenga de
segunda ordem, pode ser realizada através de aplicagdes de operadores hermitianos
ao conjunto das fungdes v, ¢, M e V do Quadro 4.1; operadores escolhidos
apropriadamente de modo a obter-se matrizes de rigidez simétricas, conforme sera

ilustrado nas duas formulag¢des que se seguem.

4.3.2.1 - Primeira formulacio da matriz de rigidez geométrica.

A formulacdo da matriz de rigidez geométrica, como se sabe, vem a
ser uma decorréncia da relacdo entre deslocamentos e rotagoes nas extremidades de
um elemento e os esforgos correspondentes. Para estabelecer-se essa relagdo com o
emprego da formulacdo hermitiana livre, aplicam-se operadores trapezoidais (2.46) a
rotacdo, ao momento fletor, a forca cortante e o operador (2.51) a deformada, ou

seja :
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_(P0+(P1_5(P{)_E(Pl+ 12 +..=0
L [3M™
0
M, +M, ZMB_EMi 1 +...=
(4.40)
L 3y
- —4..=0

L, L |5y |5y Lv,
—V{) —FlVi —EV:)I +EVF —7TOO+....=

tratando-se da menor ordem de convergéncia possivel (a opcdo de aplicar-se o

operador trapezoidal também a deformada, conduz a matriz de flexibilidade nula, e

impede a geragdo da matriz de rigidez, o que pode ser visto mais adiante).

Substituindo-se (4.39) em (4.40), obtem-se :

11

L(_%) L(_Mljﬁ&:o

TPt T T e )T U R T 12
L L L3MHI
0
_M0+M1_E(V0+N(Po)_3(vl+N(P1)+ 12 =0
(4.41)
L L L'vit
V0+Vl_3(_q)_3<_q)+ 120 _O

0

Lo, _ Lo, L_z(Mo) L_z(&)_ L'vy

— + — + — = =
VorVim T "ok ) 12UEL)T 720

conjunto que reunido matricialmente, ganha a seguinte redacao :
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[k'J{d} +[8"]{F} + )} + {R; } = {0} (4.42)

onde :

[0 -1 0 1 ]
o NL N
. 2 2
[k']=
0 0 0 0
L L
-1 = 1 ==
L 2 2
(4.43)
i 0 o9 = |
2FI 2FI
L
[5*]: 2 2
1 0 1 0
L L
0 0 -
L 12EI 12EI .

ou ainda, preferindo-se expressar o resto como fun¢do da deformada, tem-se, a vista

de (4.38) :
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(R}
12 12 720

a4 {L3VOIV _LElv,” LSVOV} 444)

Procedendo-se a inversio da matriz de flexibilidade [5°], e
manobrando-se algebricamente o expresso em (4.42) com (4.44), tem-se finalmente :

{F}+[k+k§]{d}+{r5}+{R6}:0 (4.45)

onde :

}T:{LZEIVV L'EI ., LEI , LZEIVW}
10 12 10 0 12

12 6L -12 6L
—6L —417 6L 217

(k] = EL (4.46)
12 6L -12 6L

| 6L 217 -6L 4L

o - o L

2 2

0 0 0 0
k_[=N

[g] 0 1_0 1_

2 2

L0 0 0 0 |

sendo [k] a matriz de rigidez de flexdo (idéntica a obtida pelo método dos elementos

finitos, vide (4.11)); ressaltando-se que a matriz de rigidez geométrica [k, ] (neste

caso ndo simétrica !) e o vetor das a¢des nodais equivalentes {r,}, sdo aproximagoes
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de ordem de convergéncia 0 (L*) em relagiio aos gerados pelo método dos elementos

finitos em (4.31) e (4.33) respectivamente, conforme (4.46) esta a indicar.
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4.3.2.2 - Segunda formulacio da matriz de rigidez geométrica.

A escolha dos operadores hermitianos (4.40), conforme mostrado no
item 4.3.2.1, leva a uma aproximagao da matriz de rigidez geométrica (sem simetria)
com ordem de convergéncia 0 (L*), solu¢io que pode ser otimizada através da
aplicacdo de novos operadores (tal formulagdo foi objeto de consideragdo em
trabalho do autor em co-autoria com seu orientador, divulgado nos anais da XXVII
Jornadas Sudamericanas de Ingenieria Estructural em 1995, conforme bibliografia

anexa).
No que segue, providencia-se o aumento dessa ordem de
convergéncia, sendo indispensavel para tal, obter-se outras equagdes diferenciais (de

maior ordem), que vao complementar as ja empregadas nos tOpicos anteriores;

iniciando-se, por exemplo, pela derivada da equagdo (4.35), que resulta :

11 MI
o' =— - (4.47)

ou, tendo-se em vista (4.37), pode ser redigida :
Q" =—L(V+N(p) (4.48)
EI ’

Derivando-se uma vez (4.37), tem-se :
M" =V'+N o' (4.49)

na qual, substituidas as relagoes (4.17) e (4.35); resulta:

M"=—q-N M (4.50)
EI
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que derivada outra vez, leva a :
M" =-N— (4.51)
e tendo em vista (4.37), assim se escreve :
it 1 2
M" = ~EI (NV+N-op) (4.52)

Derivando-se (4.12) conforme ja expresso em (4.13), ou seja :

Ml
M 4.53
— (4.53)
com a substitui¢ao de (4.37), tem-se :
v =—i(V+Ncp) (4.54)
EI '

Expressoes de derivadas de maior ordem das fungdes ¢, M e V,
escritas em termos da fun¢do deslocamento (para emprego na avaliagdo do erro de

aproximacao dos operadores), sdo obtidas em decorréncia de (4.38), ou seja :

(pv — VVI
MY = —EI v (4.55)
VIII — VIIII — 0

encerrando-se a procura das relagdes diferenciais de interesse.

A escolha de operadores mais precisos, feita no sentido de dotar as
matrizes de rigidez de um menor erro local, obriga que se tenha um maior niimero de

parametros pivotais, calculados através de (4.48), (4.50), (4.52),(4.54), e dados por :
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1 1
(PIOI :_E(VO_'_N(PO) (P{I :_ﬁ(V1+N(pl)
NM NM
MH — 0 MII - 1
0 q EI 1 q EI

(4.56)
MHI——L(NV +N%p,) MIH——L(PV +N%0,)
0 T TR 0 ®y LT TR 1 ?,

m 1 m 1
Vo :_E(VO +No,) vy :_E(Vl +No,)

que complementam o conjunto (4.39).

Para se estabelecer as relagdes entre deslocamentos, rotagdes ¢ os
esforcos correspondentes, com o emprego da formulagao hermitiana livre, aplica-se o
operador (2.51) a rotagdo, (2.52) ao momento fletor, novamente (2.46) a forca

cortante e (2.52) a deformada, ou seja :

L L L L Lo,

~Py + O, S0y~ 5@ — 5Py + @ — .= 0
(PO (Pl 2 (PO 2 (Pl 12 (PO 12 (Pl 720
L I L I L2 I L2 Jii
_M0+M1—5M0—5M1—EM0 +EM1 +
L I L’ il L7M(\)/ ! _
- 0 " TA M+ T————+. .=
120 120 100800
(4.57)
L L L3VHI
1 0
—V0+V1—5V(§—7VII+T+....=O
L L L L L L
—V, TV, _EVIO —EVi —Evg +EV? ——120 Vgl ——120 Vi“ +
L7VVII
0
+ +...=0
100800

tratando-se, conforme ja sinalizado, de maior ordem de convergéncia em relagdo aos

operadores (4.40).
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Substituindo-se (4.39) e (4.56) em (4.57), obtem-se :

L( M,) L[ M, L
T R (el Rl e (V0+N(P0)+

2\"E1J) 2 E1J" 12E1
L 0N
- V, +No, | - =0
12EI( +No) 720

L L’ NM,
_M0+M1_E(V0+N(Po) 2(V +N(P1) 10( 4= )"'

LZ( q—NM j i —(NV, +N (po)}

10 EI 120'_ EI
o 1 Umy"
NV, +N =
ool "m0 [+ 0500
(4.58)
L L L’v,"
-V, +V, ———q)—=|- =0
0 + 1 2 ( q) 2 ( q) + 12
_ J(Po_ﬂ_ﬁ(_Mo) ﬁ(_&j
VoY 2 10U Bl 10U BT
L3 [_ 1 1 L3 r 1 L7 Vll
~Taol~mr Vo * New) |- gl ~ (Ve + Ned) [+ {ogeeg =
conjunto que reunido matricialmente, ganha redacgao similar a (4.42), ou seja :
[k {d} +[8"[(F} + )} +{R; | = {0} (4.59)
onde :
td}’ :{Vo ¢ Vv (Pl}
B ={v, M, Vv, M| (4.60)

t3"={0 0 qL 0
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sao os mesmos vetores de (4.43), seguidos dos outros termos matriciais que se

alteram para :

NI N2
0 -1+ 1—
12EI 12EI
0 (&NLSJ (&+N2L3j
k"] = 2 " 120EI 2 " 120EI
0 0 0 0
() b
I 2 " 120EI 2 " 120EI) |
(4.61)
U L 5 L]
12EI 2EI 12EI 2EI
L NE) ( Nﬁ] (Ll Nﬁj ( NHJ
-—+ -1+ -——+ 1-
[5°] = 2 " 120EI 10EI 2 " 120EI 10EI
-1 0 1 0
L’ 15 L’ 15
L 120EI 10EI 120EI " 10EI J
{RH}TZ{_IjQX L'Mm" L'Vv" ljvy‘}
0 720 100800 12 100800

ou, preferindo-se expressar o resto como funcdo da deformada, resulta, a vista de

| |

Procedendo-se a inversio da matriz de flexibilidade [3”], e

(4.55) :
L7VVll

0
100800

5., VI
_LVO

720

L’ElvX
100800

ok

0

{R (4.62)

manobrando-se algebricamente o expresso em (4.59) com o erro dado por (4.62),

resulta, finalmente :

{F)+[k =k, ]{d} + {r.} + {R } = 0 (4.63)

onde :



66

¢ 2 12 2 12

(r }T:{_ L'El ., _L'EI ,, _LEI ,, _L“EIVVI}
0 8400 ' ° 720 "° 8400 ° 720 °

12 6L -12 6L
-6L 417 6L 217

(k] = EL (4.64)
12 6L -12 6L

| 6L 21 -6L 4L’

sendo {r,} o vetor de agdes nodais equivalentes ao carregamento externo; [k] a

matriz de rigidez classica de flexdo e [k,] a matriz de rigidez geométrica, com a

simetria que se queria obter.

Cumpre-se notar que os resultados expressos em (4.64) sdo
aproximagdes de ordem de convergéncia 0 (L'), idénticos aos obtidos com o
emprego do método dos elementos finitos (vide (4.11), (4.31) e (4.33),
respectivamente), observando-se que a assimetria verificada nos sinais vem a ser
mero resultado da convengdo adotada na formulagdo hermitiana livre (0 momento e o
esfor¢o cortante ndo tem a mesma orientacdo nas extremidades), bastando para tanto,

trocar o sinal das linhas centrais em ambas matrizes.
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4.4 - Exemplos de aplicacio.

4.4.1 - Primeiro exemplo : Carga critica em viga sob a¢do axial N constante.

Seja calcular a carga critica para a viga mostrada na Fig. 4.6,

empregando-se as matrizes de rigidez obtidas via formulac¢ao hermitiana livre.

No 0 No 1
EIl

/1
3
R

Fig. 4.6 - Viga submetida a carga axial N constante.

A resposta deste problema (carga critica de Euler), segundo

TIMOSHENKO [1961] ¢ dada por :

n’El
CRIT. = 412 (4.65)

podendo também ser determinada, sabendo-se que N ¢ critica quando a matriz de

rigidez se torna singular, o que leva os deslocamentos a crescer indefinidamente.

(DOMICIO[1977]).

Assim sendo, a carga critica ¢ obtida anulando-se o determinante da
matriz de rigidez de viga, eliminando-se de principio as linhas e colunas
correspondentes aos deslocamentos impedidos, providéncia que realizada para a viga

constituida de apenas um elemento leva a :
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=0 (4.66)
onde k;; sdo dados por (4.46) e (4.64), com ordem de convergéncia 0(L*) e O(L*),
respectivamente.

Utilizando-se o resultado da primeira formulacao da matriz de rigidez

geométrica, ou seja (4.46), obtem-se a vista de (4.66) :

|F_ 12EI (6EI , News ﬂ
pet | LoL 2 g (4.67)
SEL  4EI
L_ 2 L J
cuja solucao ¢ dada por :
4E1
CRIT. = 2 (4.68)

apresentando uma diferenga de 62,14 % em relagcdo a (4.65), solucdo que pode ser
refinada com o emprego de malha constituida por maior nimero de elementos
finitos, eis que possui pequena ordem de convergéncia, ou seja 0(L*), conforme

(4.46) esta a indicar.

Empregando-se o resultado da segunda formulacdo da matriz de

rigidez geométrica, ou seja (4.64), obtem-se a vista de (4.66) :

(12151 6NCR[TJ (6EI Cm)
5L L’

.

i

(6EI cmj (4151 2LNCRIT j J
2

0 (4.69)

"
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de onde vem :

EI
Newn = 24865 (4.70)

com diferenca de 0.77 % em comparacdo ao obtido por TIMOSHENKO [1961],
conforme mostrado em (4.65), lembrando tratar-se de matriz de rigidez com ordem

de convergéncia O(L").

Subdividindo-se a viga da Fig. 4.6 em dois elementos, empregando-se

a matriz de rigidez da segunda formulagao livre, ou seja (4.64), obtem-se :
EI
Neprr = 2,469F (4.71)

com diferenca de 0.08 %, praticamente desprezivel quando comparada a solugdo

mostrada em (4.65).

Ressalte-se neste exemplo que os vetores de erros dados em (4.46) e
(4.64) tendem ao infinito, porquanto seus elementos, que sdao constituidos de
derivadas superiores da fun¢do deslocamento, acompanham a evolucdo desses
mencionados deslocamentos, que crescem indefinidamente pela imposi¢do da matriz

de rigidez singular, conforme realizado em (4.67) e (4.69).

4.4.2 - Segundo exemplo : Analise de portico plano sob efeito de segunda ordem.

Seja analisar o poértico da Fig. 4.7 resolvido em GERE [1981] em

teoria de primeira ordem; considerando-se o efeito de segunda ordem e verificando-
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se o comportamento do erro de aproximagdo, quando a estrutura estiver subdividida

em dois, quatro e oito elementos.

P
l v

7% 9‘ EIA
0.75L U M; T R T > N
% M=L.P /Nm' v 1

-t et e

a) Agdes no portico. b) Coordenadas locais do elemento.

01875L |,
01875L |,
0187sL |,
01875 7|,

% L/4% L/4% L/4% L/4% L/4% L/4% L/47‘L

¢) Numerag¢do dos nos e barras para dois, quatro e oito elementos.

Fig. 4.7 - Portico plano sob efeito de segunda ordem.
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A solucdo do problema ¢ iterativa, devendo seguir-se os seguintes

passos :

a) Resolugdo da estrutura sem considerar o efeito de segunda ordem,
obtendo-se para as barras "i" os esfor¢os de compressio N, nos nos iniciais,

conforme coordenadas locais dos elemento da Fig. 4.7.b;

b) Substituicdo dos valores de N, nas matrizes de rigidez dos
elementos conforme expressao (4.64) que leva em conta o efeito de segunda ordem,

seguindo-se de nova resolucdo da estrutura, obtendo-se novos esfor¢os normais;

¢) Substituicdo dos novos esfor¢os normais em (4.64), repetindo-se

este ultimo passo até que haja convergéncia dos valores, caso exista estabilidade.

Empregando-se a rotina supra descrita para a subdivisdo da estrutura
em dois elementos, adotando-se os valores numéricos de E = 10000 KN/cm2, L =
100 cm, I = 1000 cm4, P = 10 KN e A = 10 cm2 (se¢do retangular), obtém-se os
resultados conforme Tabela 4.1, notando-se que foram necessarias apenas duas

iteragoes, tratando-se portanto, de problema estavel.

Tabela 4.1 - Esfor¢os normais nas barras do portico.

Passo N, N, Observacgoes
(KN) (KN)
a 6,344 13,860 Sem efeito de segunda ordem
b 6,351 13,868 Com efeito de segunda ordem - 1a. iteragdo
c 6,351 13,868 Com efeito de segunda ordem - 2a. iteragdo
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Na Tabela 4.2, encontram-se resumidos os esfor¢os ¢ deslocamentos

finais resultantes nos nds da estrutura (teoria de segunda ordem).

Tabela 4.2 - Esforcos solicitantes ¢ deslocamento nodais.

N6 | M (KN.cm) | N (KN) V (KN) Desloc. x (cm) Desloc.y (cm)

1 80,122 6,351 4,645 0 0
2 384,202 6,351 4,645 0 0,0373624
3 372,845 13,868 7,905 0 0

O vetor do resto para um elemento genérico do poértico, pode ser
obtido expandindo-se o vetor dos erros da viga dado por (4.64), considerando-se a
nulidade das parcelas correspondentes a for¢a normal conforme mostrado em (3.23)

e (3.25), ou seja :

T L'El ,, L'EI L'EI L'EI }
=10 - - 0 - vio_ Vit (4.72
} { 8400 ° 720 ' 00" " Vo[ 72

{RO

onde os elementos desse vetor estdo colocados em funcdo da deformada v, sendo

referidos a extremidade local 0 do elemento (n6 inicial).

Pois bem, a soma dos vetores do erro dos elementos, tendo em vista as
conexdes dos nds, permite a montagem do vetor de erro global da estrutura, sendo
para o caso de subdivisdao em duas barras, onde a primeira delas ¢ horizontal ¢ a

outra inclinada (vide Fig. 4.7 c¢), expresso por :
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L} EI o
8400 !

L} EI Y
720 !

L} EI o
14000 >
Lﬁ EI vii L42 EI viI

R.}= (_ 8400 "' T 10500 2 j

(_L‘t B, L EIVVI)
720 1 720 °?

L} El o
14000 *

LYEl
710500 2 (4.73)
~ L} EI g

720 ?

onde os elementos colocados entre paréntesis, correspondem ao erro referente as

coordenadas globais do n6 2 (subdivisdo em dois elementos da Fig. 4.7.c).

Substituindo-se em (4.73) os valores numéricos dos comprimentos
das barras, obtém-se para tal estrutura constituida de dois elementos finitos, os
elementos do vetor de erro correspondentes ao nd 2 (expressdes entre paréntesis)
mostrados na Tabela 4.3, onde estdo contidas as informacdes dos nos iniciais das

barras 1 e 2, conforme (4.72) esta a indicar.

Tabela 4.3 - Erros correspondentes ao né 2.

17438 EI v)"

~11904 EI v\ —23251EI v,"

—138888EI v," —339084 EI v,
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Subdividindo-se a estrutura em quatro elementos finitos, conforme
ilustra a Fig. 4.7 c, obtém-se para o n6 3, os elementos do vetor de erros mostrados

na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Erros correspondentes ao n6 3.

1089 EI v)"

~7440EI v," —1453EL v)"

—8680EI v)' —21192EI v'

Finalmente subdividindo-se a estrutura em oito elementos finitos,

obtém-se os elementos do vetor de erros para o n6 5, conforme mostra a Tabela 4.5.

Tabela 4.5 - Erros correspondentes ao né 5.

68EI v)"

—46EI v}" —90EI v."

—542EIv)" —1324EI v."

Conforme se verifica nas Tabelas 4.3 a 4.5, os valores dos erros
correspondentes aos nos 2, 3 e 5 comuns para as trés subdivisdes, tenderdo a zero se

forem empregadas outras malhas com maior nimero de elementos.

Ressalte-se ainda no exemplo que ora se encerra, o fato de nao haver
alastramento do erro local, eis que a sua interferéncia resume-se ao n6 inicial de cada

elemento, o que impede a propagagao para o restante da estrutura.
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CAPITULO 5

OPERADORES HERMITIANOS PARA A GERACAO DE MATRIZES DE
RIGIDEZ E VETORES DE ACOES NODAIS EQUIVALENTES EM OUTROS
CASOS DE FLEXAO.

5.1 - Introducao.

Este capitulo ¢ dedicado ao estudo de dois outros casos de flexao,
iniciando-se pelo elemento de viga de Timoshenko, em complementagdo ao capitulo
4, onde as aplicagdes estdo baseadas na teoria de Euler-Bernoulli; para em seguida
tratar-se do estudo da viga sobre base elastica, mediante modelo bi-paramétrico.

Na primeira parte, a atencdo ¢ voltada aos efeitos da deformagdo
causada pelo esforco cortante, pois € sabido que a solu¢ao do problema da viga de
Timoshenko, por intermédio do método dos elementos finitos encontrada em
ONATE [1993]; REDDY [1993]; e outros autores; pode apresentar o denominado
“bloqueio da solucdo™ (shear locking), fato possivel de ser visualizado com bastante
clareza quando da abordagem através da formulagdo hermitiana livre, sem a
preocupagdo de aprimorar-se a solucdo através de expedientes pouco tradicionais,
como por exemplo, o da integragdo numérica reduzida.

Numa segunda parte, passam-se as formulacdes das matrizes de
rigidez do elemento de viga sobre base elastica, com o emprego do modelo mais
requintado de dois parametros. Grande parte de trabalhos que dizem respeito as vigas
sobre fundacdo elastica consideram o modelo de um parametro de Winkler, que ¢
agora um caso particular do problema em consideragao.

Encerrando o capitulo encontram-se aplicagdes a vigas isostaticas.
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5.2 - Teoria de viga de Timoshenko : Geracdo da matriz de rigidez e do vetor

das acoes nodais equivalentes.

Passa-se a tratar nos proximos itens, da formulacdo da matriz de
rigidez e do vetor das acgdes nodais equivalentes para o elemento de viga de
Timoshenko.

A abordagem de aplica¢des de operadores hermitianos aos esforcos e
deslocamentos nodais que ora se introduzem; tem o propdsito de uma apresentacao
mais imediata do que a encontrada na literatura referente a0 método dos elementos
finitos, cujos resultados, para efeito comparativo, estao expressos de modo resumido

no que se segue.

5.2.1 - Emprego do método dos elementos finitos na geracio da matriz de
rigidez e do vetor das acdes nodais equivalentes para o elemento de viga de

Timoshenko.

Segundo ONATE [1993], ao se formular a matriz de rigidez para o
elemento de viga de Timoshenko com o emprego do método dos elementos finitos,
diferentemente da classica teoria de viga de Euler-Bernoulli, a deformada (v) e as
rotagdes (¢) podem ser consideradas varidveis independentes, o que permite a
interpolagdo em separado de cada uma delas, adotando-se, por exemplo, o polindmio

de primeiro grau mostrado em (3.1), ou seja :

V=0, +0,X

(5.1)

Q=0;+0,X

relacdes expressas em pardmetros generalizados, preferindo-se passar para
parametros nodais (deslocamentos verticais ¢ rotagcdes nas extremidades 0 e 1 do
elemento), que em vista de (3.5), levam as novas expressdes em notagdo matricial,

que assim se escrevem :
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T
V= {Pl Pz}{vo Vl}
(5.2)
T
¢= {Pl Pz}{(Po (Pl}
onde P, e P, sdo as fungdes de forma, dadas respectivamente por :
X
P, = l_f
(5.3)
p X
L

Fazendo-se uso de (5.2), tendo em consideragao (5.3), a curvatura ¢
dada por (ONATE [1993]) :

o=+ Lo, o) 54

(PIZ{O —% 0 %}{VO 0®, V, (pl}T (5.5)
ou em notag¢ao vetorial :

9 = {Bf} {VO ®, V, (pl}T (5.6)
onde {Bf} denomina-se vetor de deformagdo de flexdo do elemento.

A deformacio por cortante ¢ dada por (ONATE [1993]) :

ool ) o) () B o ot
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ou mais concisamente em notagdo vetorial :

I T

v _(P:{Bc}{vo Py Vv (Pl} (5.8)

onde {BC} ¢ o vetor de deformagdo de cortante do elemento.

A matriz de rigidez de flexdo, conforme ONATE [1993], vem a ser :

T

K= ["{B,} E1(B, Jax (5.9)

equacdo cuja integracdo analitica, admitindo-se constante o produto de inércia,

conduz a :

00 0 0

0 1 0 -1
=2t (5.10)

Lioo o 0 o

0 -1 0 1]

existindo também no problema a participacdo de outra matriz de rigidez, a qual leva
em consideracdo os efeitos do esforco cortante na deformacao, que ¢ a dada por

(ONATE [1993])
k]=["B.) GA" (B, }dx (5.11)

onde G ¢é o modulo de rigidez ao cisalhamento e A" é denominada 4rea reduzida,
que depende da forma da segdo (segdo retangular A" =5A/6; segdo circular

A" =6A/7).
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Substituindo-se {BC} em (5.11), tem-se :

1 L-x 1 X
i L I T
L-x x)Y —L+x (L-x)x
k]=J'Ga | UL o L (5.12)
¢ 0 1 ~L+x 1 X dx '
B L e L
X (L-x)x X X
L2 e e R

cuja integracdo analitica, admitindo GA™ constante, resulta :

11 1 1]

L 2 L 2

1L 1 L
42 3 26 513
[k.]=0GA IR (5.13)

L 2 L 2

1L 1 L

L2 6 2 3.

Pois bem, exemplos de aplicagdo das matrizes (5.10) e (5.13);
segundo os proprios termos de ONATE [1993], levam a conclusdo de que o elemento
de viga de Timoshenko ¢ incapaz de reproduzir a solugdo classica de vigas,
resultando num fendmeno narrado na literatura técnica como “bloqueio da solugdo”
(aumento da rigidez), o que impede a utilizagdo dessas matrizes em casos de uso
corrente, pois o elemento sé ¢ eficiente para vigas com relacdo comprimento/altura

pequena.

Para evitar que o fendmeno do bloqueio da solucdo (shear locking) se

manifeste, utiliza-se, conforme HUGHES [1987]; ONATE [1993]; REDDY[1993]; o
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artificio de se integrar numéricamente (5.12) com menor precisdo, o que em termos
praticos implica em se diminuir a importancia da participacdo da matriz de rigidez de

cortante dada por (5.13).

Pois bem, com o expediente da integracao reduzida (quadratura de
Gauss com apenas um ponto) aplicado a expressao (5.12), tem-se a nova matriz de

rigidez de cortante, que ¢ a dada por :

LU R

L 2 L 2

rLr L
el 2 4 2 4 514
[k.]=0GA IR (5.14)

L 2 L 2

rLr 1L

L2 4 2 4

cujas aplicacdes, na pratica, aliviam o efeito do bloqueio da solucdo (shear locking),
cumprindo-se salientar que tal modo de integragdo numérica, segundo as proprias
palavras de ONATE [1993], em que pesem suas propriedades “milagrosas”, deve ser

utilizado com extrema cautela.

O vetor de acdes nodais equivalentes ao carregamento externo € o

mesmo ja mostrado em (4.32), ou seja :

{r,}= }{P}Tq dx (5.15)

0

expressdo na qual substituindo-se o vetor de forma dado por (ONATE [1993]) :
{Py={P, 0 P, 0} (5.16)

com P, e P, conforme (5.3), resulta, apds integracdo analitica :
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)% 0 9 of (517)

vetor que contempla de forma aproximada, as reagdes de engastamento perfeito do

elemento considerado.

Note-se ainda, que esse mesmo problema encontra-se exposto em
REDDY [1993], onde o tal autor obtem outra solu¢do, com o emprego de fungdes
interpoladoras quadratica para a deformada v e linear para a rotacdo ¢, o que leva as
mesmas matrizes de rigidez (5.10) e (5.14), e a um novo vetor das agdes nodais

equivalentes diferente de (5.17), que ¢ dado por :

w)-j £ L o] -

demostrando através de exemplo numérico, que o emprego desse vetor (que contém
as componentes do momento devidas a acdo uniformemente distribuida); leva a
resultados mais precisos (maior ordem de convergéncia), com menor nimero de

elementos finitos, quando comparado a utilizagdo de (5.17).

Por outro lado, o estudo da influéncia do esforgo cortante na matriz de
rigidez de flexdo ja era preocupagdo bastante antiga, veja-se por exemplo
PRZEMIENIECKI [1968]; e posteriormente WEAVER [1971], que deduz a matriz
de rigidez para viga com deformacdes por esfor¢o cortante mediante o emprego do

denominado Método Direto (aplicagdes de deslocamentos e rotagdes unitdrias nas
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extremidades do elemento), obtendo os seguintes resultados para as matrizes de
flexdo e cortante, respectivamente :

12 6 12 6
v U
4 6 2
EI L U L
k]= (5.19
=1 2 6 )
o
Si 4
| Sim. s
0 0 0 0 ]
2 2
w1
[ke]= (5.20)
1+2¢g 0 0
2
Sim. =&
L L J
onde g ¢ uma constante dada por :
— ﬂ (5.21
ONTE 2D

verificando-se tratar de solugcdo que ndo apresenta o problema de bloqueio e que,

desprezada a participagdo do esforco cortante nas deformagdes (g = 0), resulta na
classica matriz de rigidez a flex3o.
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5.2.2 - Emprego da formula¢ao hermitiana livre na geracdo da matriz de rigidez
e do vetor das acOes nodais equivalentes para o elemento de viga de

Timoshenko.

Seja 0o mesmo elemento de viga ilustrado na Fig. 4.2 do capitulo
anterior, que representa a configuracdo de equilibrio de viga sob flexdo simples; para
o qual passa-se agora a considerar os efeitos de deformacgdo por esforgo cortante,

empregando-se a teoria de viga de Timoshenko.

Segundo ZIENKIEWICZ [1992], quando a participacdo do esfor¢o
cortante ¢ levada em conta nas deformacdes da viga, valem ainda as equagdes da

flexdo simples, ou sejam :

M'=V

Vi=—q (5.22)
. M

® = m

introduzindo-se para tanto uma nova equacao constitutiva, no sentido de considerar-

se o acréscimo da rotagdo causada pelo esforco cortante, que é a dada por :

v
GA

vi=op+

- (5.23)

expressoes nas quais, conforme se sabe, v, @, M e V, sdo respectivamente a

deformada, a rotagdo, o momento fletor e a forca cortante; E ¢ G sdo os modulos de
P \ ~ . J . 7 . ~ * r

elasticidade a flexdo e ao cisalhamento; I ¢ a inércia da secdo transversal e A a area

reduzida, que depende da forma da secao.

Derivadas de ordem superior de M, V e v em fun¢ao da rotacao ¢ sdo

obtidas com o emprego recorrente de (5.22) e (5.23), e que assim se expressam :
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M =-FI ([)I M' = —EI ([)H MM = —EI (pIV
V=M V =—El¢"
VH — _EI (PIV VHI — _EI (PV VIV — _EI (PVI
V! Vi vV

ol _ mo_ o _ VooV 4 _
YT 6aA VTP T6aA VoS TGA

m_ .19 mo_ II_EI(PIV v W_EI(PVI
TN VoS TGAT TN

(5.24)

encerrando as relacdes diferenciais de interesse.

Tendo-se em mente que a primeira das formulagdes realizadas no item
anterior, onde o emprego do método dos elementos finitos levou a matriz de rigidez
com o denominado bloqueio da solugdo (shear locking), passa-se a tratar tal assunto
através da formulacao hermitiana livre, mediante a escolha de operadores similares
aos utilizados no caso de flexdo em segunda ordem, conforme esclarecem as trés

formulacdes que se seguem.

5.2.2.1 - Primeira formulacio da matriz de rigidez da viga de Timoshenko.

Terminada a fase de consecugao das relagdes diferenciais de interesse,
a deducdo da matriz de rigidez pela formulagdo hermitiana livre faz-se de maneira
direta, voltando-se a atencdo somente para a a ordem de convergéncia dos
operadores escolhidos, aplicando-se nesta primeira formulagdo, para estabelecer-se a

relacdo entre esforgos e deslocamentos de extremidade dos elementos, operadores
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trapezoidais (menor ordem possivel) a rotacdo, a0 momento, ao esforgo cortante e a

deformada :

L L Loy’

o+ @ =0 =S+ He=0
L L C’'Mmy'
0
—M0+M1—EM{)—3M1+T+....=O
(5.25)
-V, V—EVI—LVI LV, =0
,+V, ) L+ T +..=
L, L, Lv
—V0+V1—5VO—EV1+ T +..=0
e tendo-se em vista (5.22) e (5.23), ou sejam :
N L(&j L(&j Loy
Pt U R ) 20U R 12
L L L3MIII
_M0+M1_5(V0)_5( 1)+ 120 =0
(5.26)
L L IBAVA
-V, +V,—=(-q)-=(- =
0+ 1 2( q) 2( q)+ 12 O

conjunto que escrito em nota¢do matricial, ganha a seguinte redagao :

[k J{d} +[8°](F} + ()} + {R; | = {0} (5.27)
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onde :

0 -1 0 1
0 0 0 0
[k"]=
0 0 0 0
.
L 2 2]
(5.28)
i 0 = o L]
2EI 2EI
L ! L
. 2 2
[6]=
-1 0 1 0
L L
e 0 ——— 0
L 2GA 2GA ]

i L’ 5 L’ 5
{RO}T={E<PL" oM Ve Ve

ou, expressando-se o erro de aproximagao como fun¢ao da rotacdo, a vista de (5.24),

resulta :

i |5 L’El L’El | EI
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Invertendo a matriz de flexibilidade [6*] em (5.28) e manobrando

algebricamente o expresso em (5.27), tem-se :

onde :

(Fl+[k +k ]{d}+{r.}+{R,}=0 (5.30)

: [ EI EIL El EIL
{R,} ={——<pé‘ -0 -0, ——cpff}

2g 4g 2g 4g
(5.31)

[0 0 0 0]
[k]_EO -1 0 1
Lioo o 0 o0
0 -1 0 1]

11 1 1]

L 2 L 2

1L 1 L

2 T4 2 a4

J=GAT T 1 0

L 2 L 2

1L 1 L

L2 4 2 4.

cumprindo-se notar que as aproximacdes obtidas sdo de ordem de convergéncia

0 (L’), como o menor exponente de L em {R O} esta a indicar.

Observe-se em (5.31) que a matriz de rigidez de flexdo [k] e o vetor

de agdes nodais equivalentes ao carregamento externo {r,} resultam idénticos aos
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mostrados em (5.10) e (5.17) respectivamente; sendo digno de nota que a matriz de
rigidez do esforco cortante [k, ], foi gerada diretamente, com alivio do problema do
bloqueio da solugdo, (veja-se (5.14)), e o que € mais importante, sem artificios do

tipo ndo convencional como integracao reduzida.

Ressalte-se ainda a impossibilidade da geragdo da matriz de rigidez
mostrada em (5.13), pois o rebaixamento da ordem dos operadores trapezoidais
aplicados ndo permite obter-se relagcdes entre esfor¢os e deslocamentos, tratando-se
de vantagem incontestavel em comparacdo as deducdes via método dos elementos
finitos, que fornece essa solu¢do matematicamente improcedente, sem se atentar ao

menos para o fato de ndo haver ordem de convergéncia.

5.2.2.2 - Segunda formulacio da matriz de rigidez da viga de Timoshenko.

Buscando-se a geracdo de matrizes e vetores de maior precisdo,

levanta-se a ordem do operador hermitiano aplicado a rotagao em (5.26), ou seja :

£ 1 E I L_2 I L_2 I Ls(p(\)/ _

que a vista de (5.24) assim se escreve :

Com T B ) 2 VEL) T 12\ BT 12 EBL) T 720 T

(5.33)

relacdo que altera a primeira linha da matriz de flexibilidade e o primeiro elemento

do vetor dos erros em (5.28) e (5.29), ou sejam :
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L L L L
12EI 2EI 12EI  2EI
Lo 2o
-1 0 1 0
L 0 L 0
L 2GA” 2GA” .
(5.34)
L’ L L L }
RT —<_ Voo oy =
{Ro} { 720% M Vo v
ou ainda expressando-se o resto como fun¢do da rotacao, resulta :
L’ L’El L’El L3( EI j}
R:\T —<_ \ A v v o _oV
{ 0} { 720(p0 12 (PO 12 (PO 12 (p0 GA (PO
(5.35)

Manobrando-se algebricamente (5.27) a vista de (5.34) e (5.35),

obtém-se :

¢ 2 12 2 12

(5.36)

(R,| - EIL* ,, EIL'(-1+10g) , EIL* , EIL'(1-10g) W}
o) =] 120g P0 240g P 10g P 240g 0

e também as matrizes de rigidez [k] e [k_ ] expressas em (5.31), cumprindo-se
observar que o resultado obtido ¢ uma aproximagdo de ordem de convergéncia

0 (L*), como o menor exponente em {RO} esta a indicar.

Pois bem, ¢ possivel de se notar, que a formulagdo hermitiana livre

conduz ao vetor de a¢des nodais equivalentes de maior precisdo; resultado que foi
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obtido providenciando-se apenas a escolha de um operador de ordem mais alta,
tratando-se de vantagem inegavel com relacdo ao emprego do método dos elementos
finitos, onde a ordem de convergéncia, conforme ja comentado, ndo ¢ mostrada

explicitamente.

5.2.2.3 - Terceira formulacio da matriz de rigidez da viga de Timoshenko.

E possivel ainda, com relacdo ao item anterior, elevar-se mais uma

vez a ordem do operador hermitiano aplicado a deformada, ou seja :

2 2
L, L, L , L ,

—V,+V, ==V =V === Vg + V| —

Vo 1 0 | 0 1

2 2 12 12

5.,V
Lv,

~0 5.37
720 © (3.37)

e que, a vista de (5.24), assim se escreve :

R o e (e e R e
Vo Vim o P " Ga ) 2\ " T GAaT ) 12U EB1  GA®

+£[_M1_ q*]_ L5 [(pf)v_ﬂ]:()
12 EI GA 720 GA

(5.38)

relagdo que altera a quarta linha da matriz de flexibilidade e o quarto elemento do

vetor dos erros dados por (5.34) e (5.35), ou sejam :

rooL L
12EI  2EI 12EI  2EI
L L
_E -1 _E 1 (539)
[87]=
-1 0 1 0
L L? L L?
L 2GA"™ 12EI 2GA° 12EL
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(RI)7 = _L5¢V _UERw,_)fm¢v _LS@W_@FEq
o 720 ° 12 "°° 12 "° 72007 GA”

Manobrando-se algebricamente (5.27) a vista de (5.39), resultam

finalmente :

L*EI LEI(-1+10 L’El LEI(-1-10
{Rnﬁﬁ={ g ToCITIE) o g ot g)$?}
10(1+2g) 120(1+2g) 10(1+2g) 120(1+2g)

(5.40)
12 6 12 6 |
[T T T
6 4 6 2
_ Bl T2 L2 L 541
m}ﬁ+% 12 6 12 6 (5.41)
[T R T T
6 2 6 4
L 2 L > L
[0 0 0 0]
2 2
g0 0T
[k.]= (5.42)
I+2g10 0 0 o0
—2g 2g
0o —= 0 ==
L L L.

tratando-se de uma aproximacdo de ordem de convergéncia 0 (L), como o menor

exponente do resto esta a indicar, sendo as novas matrizes de rigidez idénticas as de

WEAVER [1971] (vide (5.19) e (5.20)), bastando para tanto trocar os sinais das
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linhas centrais dessa matriz, em razdo da conven¢do adotada na formulagao

hermitiana livre.
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5.3 - Viga sobre base elastica : Geracdo das matrizes de rigidez e do vetor das

acoes nodais equivalentes.

O tema da fundagdo sobre base eldstica, que vem sendo tratado nas
ultimas décadas com o emprego do método dos elementos finitos de modo mais
simplista (modelo de Winkler), pressupde que as reacdes do solo sejam constituidas
por molas distribuidas de comportamento linear. Em complemento a essa teoria, tem
sido sugerido na literatura, conforme ZHAOHUA [1983], um outro modelo mais
preciso, o qual utiliza dois parametros reativos do solo, objeto de estudos mais
recentes, como por exemplo sugere YOKOYAMA [1996].

Pela importancia do assunto, passa-se a tratar nos proximos itens, da
formulacao da matriz de rigidez e do vetor das agdes nodais equivalentes para o
elemento de viga sobre base eldstica com o modelo da fundagdo de dois pardmetros,
mostrando-se de inicio sua dedugdo com o emprego do método dos elementos finitos,
para em seguida abordar o problema através da formulagdo hermitiana livre, que ¢
realizada com relativa simplicidade, pois faz-se uso imediato das equagdes

diferenciais regentes do problema.

5.3.1 - Emprego do método dos elementos finitos na geracido da matriz de
rigidez e do vetor das acdes nodais equivalentes para o elemento de viga sobre

base elastica.

Segundo ZHAOHUA [1983], a formulagdo das matrizes de rigidez
para o elemento de viga sobre base elastica, com o emprego do método dos
elementos finitos, pode ser realizada adotando-se uma interpolagdo cubica dos

deslocamentos idéntica a mostrada em (4.5), ou seja :

V:{Pl P, P, P4}{Vo Py Vy (Pl}T (5.43)
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onde os P, sdo classicos polindmios interpoladores hermitianos, conforme (4.6), ou

em notagao vetorial :

T
v=Pilve @ Vi@ (5.44)
sendo {P} denominado vetor de forma.

Derivando-se tal vetor de forma {P}, tem-se :

_ 4Py
1A} = dx
(5.45)
_d*{P}
Bl=—
ou sejam :
595869 9)
{}_ _L2+L3 _L+L2 Lz_L3 _L+L2
(5.46)

{22 (8 (5-2) (25
B} = o))\t Ut

sendo a matriz de rigidez do elemento constituida da soma de trés parcelas, dadas

respectivamente por (ZHAOHUA [1983]) :
[k] = LL{B}TEI{B}dx + JOL{P}Tk{P}dx + JOL{A}Tk1 {Aldx  (5.47)

ou ainda :

[k]="[k,]+[k, ]+[k:] (5.48)
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que levam em conta a participagdo da flexao (f), da fundacdo de Winkler (w) e da
fundagdo de Pasternak (T), cujas integracdes analiticas sdo feitas separadamente e,

sendo constantes o produto de inércia EI e os parametros do solo dados por k e k, ,

levam respectivamente a :

12 6L -12 6L |
2 2
8 E 412 —6L 2L
J=E
L3
12 —6L
| Sim. 417 |
13L 117 9L 1317 |
35 210 70 420
L_3 132 -I*
A 5
35 210
L3
Sim. —
| > 105 _
6 1 6 1]
5L L 5L 10
2L 1 L
15 10 30
[eal=t 6 1
5L 10
; 2L
i 1m. 15 ]

que sdo as matrizes de rigidez a flexao, da fundagdo de Winkler e da fundagdo de
dois parametros (Pasternak). O vetor das ag¢des nodais equivalentes ¢ o mesmo

deduzido no capitulo 4, conforme mostrado na expressao (4.33).
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5.3.2 - Emprego da formulac¢ao hermitiana livre na geracdo da matriz de rigidez
e do vetor das acdes nodais equivalentes para o elemento de viga sobre base

elastica.

Considere-se o elemento diferencial de viga representado na Fig. 5.1,
que mostra as acdes e reagcdes de uma fundacdo eldstica segundo YOKOYAMA
[1996]. Tal modelo, denominado de fundacdo elastica de dois parametros, esta
solicitado por uma carga q uniformemente distribuida na direcdo perpendicular ao
eixo x, cujas reagdes no solo sdo fungdes da elastica v e de sua segunda derivada,
influéncia considerada através dos parametros do solo dados por k (moédulo de
fundagdo de Winkler) e k, (mo6dulo da fundagdo de Pasternak); sendo os demais
elementos que constam na figura ja conhecidos dos problemas de flexdo dos

capitulos precedentes.

VIRV VIR I

M + dM

—s=

kv—kv' AT T TR0

S A

Fig. 5.1 - Configura¢ao de equilibrio de elemento de viga sobre base elastica.
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Pretendendo-se determinar a matriz de rigidez de flexdo com o
emprego da formulagdo hermitiana livre, faz-se necessario descrever o problema por
meio de relagdes constitutivas e de equilibrio, continuando validas algumas

expressoes da flexdo de vigas, quais sejam :

o= (5.50)

W (5.51)
EI

M =-El ¢' (5.52)

V=M (5.53)

que expressam respectivamente, a relagdo geométrica do elemento para pequenas
deformacdes, as relagdes constitutivas segundo a Resisténcia dos Materiais e o

equilibrio do momento fletor.

O equilibrio das for¢as na direcdo v, neste caso com a participagao

das reacdes do solo, leva a :

V! =—q+kv-kv" (5.54)

expressao que pode ser redigida :

Vi=Q' -V (5.55)

onde :

Q' =—q+kv (5.56)
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v, =k, v" (5.57)

cuja integragdo imediata de (5.55) levaa :

Q=V+V, (5.58)

assim colocada para a formulagdo em termos do esfor¢o cortante modificado Q

(ZHAOHUA [1983]).

A integracao de (5.57), fornece ainda :

v, = kv (5.59)

que a vista de (5.50), pode ser redigida :

V, =k, (5.60)

completando o conjunto de equagdes constitutivas e de equilibrio regentes do

problema.

Pois bem, no intuito de se organizar a seqiiéncia das derivadas de
maior ordem das fungdes @ M Q v, que sdo necessarias para uso nos operadores

hermitianos, obtem-se, a vista das equacdes (5.50) a (5.60) :

I:_M 11=_Q+k1(P
? =T ¢ EI
M'=Q-k M"=—q+k kM M" =k LS} -k

= N0 =-q+kv+—p; = <p+EI(Q R0))
MV = _EI(pIIX
QI :_q+kV QII — k(P QV — k(plll

M -Q+k

VIZ(.[) VII: VIII: Q 1(p

T EI El
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(5.61)

encerrando-se as relacoes diferenciais de interesse.

Para se estabelecer as relagdes entre deslocamentos, rotagdes ¢ os
esforgos correspondentes com o emprego da formulacdo hermitiana livre (que
permite
a geragdo das matrizes de rigidez e acdes nodais equivalentes pretendidas), aplica-se
o operador (2.51) a rotagdo e a forga cortante Q; sendo o operador (2.52) aplicado ao

momento fletor e a deformada, ou seja :

L L2 LS(pV
—cpo+<r>1—5(<P‘o+<P{)—§(<P§—<P?)— 720° +.=0
L I r r'm"
My + M, —— (M M~ (M MY = (MM
L 2 5 \%
0
-Q, +Q, _E(Q; +Qi)—a( 101 - il)—ﬁﬁ..: 0
2 L3 L7 VVII
—VotV, __(Vé +Vi>—E(VIOI —Vil)—m(vgl Vi“) —1008000+"'_
(5.62)

observando-se ainda, que outros operadores poderdo levar a matrizes de rigidez
consistentes, embora ndo necessariamente simétricas, cujas aplicagdes representam,
na pratica, uma menor ordem de convergéncia, exigindo se assim maior refinamento

da malha de elementos finitos.
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Pois bem, substituindo-se (5.61) em (5.62), tem-se :

L[ M, Mlj L (_Qo +ko, Q _k1(P1j L (P(\)]
Qo T S T T T + - =0
2 EIl EIl 12 El El 720

L
-M, +M, _E(Qo -ko, +Q, - kl(Pl) +

r k.M, k.M,

10 —q+kv, + El +q-kv, _—EI +

L (k k, o Ko j L' Elg,"
120 (Po EI (Q 1(P0)+ (P1 EI (Q 1(91) - 100800 -

L2 LSk(pIH
-Q,+Q, - (q+kV0 q+kV1) lz(k(po k(Pl) 720 =0

L L2 M M
VotViT 2(%“"1) TolU ' TE)T

( Qo+k1(Po -Q, +k1(P1)+ L7(p(\lll
120

EI EI 100800
(5.63)
conjunto que reunido matricialmente ganha a redagao :
[k J{d} +[8°](F} + ()} + [R5 | = {0} (5.64)

onde :

{F}T={Qo Mo Q1 Ml}

r}"=10 0 qL 0
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L7EI(ng _Lsk(pgl L7q)(\)/1 }

{R*}T _ {_ LS([)OV _
0 - 720 100800 720 100800
l . (1 leZJ . (1 leZJ |
T 12EI " 12EI
k> kL L [ kf] kK kL L [ kf]
_ _ k__ - k__
10 |2 1200 EY] 10 |2 1200 E
[k']=
kL kL? kL kL?
2 12 2 12
( L k1L3J [ L le3]
-1 = 1 =
I 2 120El 2 120E1)
L L L L]
12EI 2EI 12EI 2EI
L k1L3J [ k,I? ( L k1L3j ( k,L”
= B P [ 1+
5] =|\ 2 120EI 10E1) \ 2 120EI 10EI
-1 0 1 0
L L L L
[ 120EI 10EI 120EI T10EI

(5.65)

Procedendo-se a inversdo da matriz de flexibilidade [6*], e

manobrando-se algebricamente o expresso em (5.64), resulta :

{F}+[k, +k, +k J{d}+{r,} + {R,} =0 (5.66)

onde :

¢ 2 12 2 12
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T L*El L*El L*EI
R —_<_ VI _ v _ VI
Ry { 840070 T 720 P0 T 8400 %
(12 6L -12 6L |
_ _ 2 _ 2
[k ]_ gyl 6L 4L 6L 2L
T
12 6L -12 6L
| 6L 21 —6L 4L° |
[ 370 3112 13L —1912 |
100 600 100 600
3117 71} 191> 111°
k. ]=k 600 900 600 1800
v 13L 1917 37L 3112
100 600 100 600
—1912 11} 312 713
L 600 1800 600 900
[ 6 1 6 1]

(5.67)

Cumpre-se notar que as matrizes de rigidez de flexdo e do segundo
parametro [k,] e [k;] pertencentes a (5.66), sdo aproximagdes de ordem de
convergéncia 0 (L*) idénticas as obtidas com o emprego do método dos elementos

finitos (vide (5.48)), o mesmo ndo ocorrendo com a matriz de Winkler, embora as
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diferengas nao sejam tdo significativas, conforme mostra o segundo exemplo
inserido no proximo item deste capitulo.

Observe-se finalmente, que a assimetria verificada nos sinais das
matrizes expressas em (5.66), em relacdo as deduzidas com o emprego do método
dos elementos finitos, vem a ser mero resultado da convenc¢ao adotada na formulagao
hermitiana livre (0 momento e o esfor¢o cortante ndo tem a mesma orientagdo nas
extremidades), bastando para tanto, trocar o sinal das linhas centrais em ambas

matrizes.

5.3.3 - Observacoes sobre a formulacdo hermitiana livre da matriz de rigidez da

fundacao de Winkler.

De acordo com as deducoes realizadas no item anterior, a matriz de
rigidez da fundacio de Winkler gerada com ordem de convergéncia O(L*) conforme
(5.67) esta a indicar, difere da obtida pela formulacdo via método dos elementos

finitos expressa em (5.49).

Pois bem, providenciando-se o aumento da ordem do erro de
aproximacao dos operadores aplicados a rotagdo e a deformada do conjunto (5.62),

com o emprego de (2.53) e (2.54), ou seja :

L L2 L4 L7(PV11
0o+, = [0y +01) = (08 —ol )+l —ol')+ 5 += 0
L I I’ rm"
M, +M, —E(Mg +M) —E(M{} -M") —E(MgH M)+ 100880+___:
L L2 L5 QV
_Q0+Q1_E(QE+Q1)_E( [0[— H)—TOO+...:0
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L 317 }
—Vo+V1—5(V5+Vi) 23 (V‘o‘—Vi‘)——84(Vé”+Vi”)+
5.68
L4 L9yi)X ( )

v v
- B D R
1680(V° V') 25401600

e ainda outra possibilidade acrescentando-se os termos em quinta derivada no

operador aplicado a deformada com o emprego de (2.55), tem-se :

L L2 L4 L7(PVH
0o+, =50y +0l) =708 o) + (o ~ol') + 355 +-= 0

L L2 L3 L7MVH
M, +M, _E(M;JFM{)—I—O(MS—M{I)—EO(M(I)”JFM{“)Jr 1008E)O+'"=0

L 12 L'Q,
~Qu Q- 5(Q + Q1) - 17(Q - Q1) -5 -+.= 0

L 1 1 L2 1T 1 L3 1 I 135L4 v v
-V, +V, —E(VO +V1)+?(VO —V1)+§(VO +v, )+ 5040 (VO -V, )+
3L, o Fveo
+10080(V° )= 362880 7=
(5.69)

Substituindo-se em (5.68) e (5.69) o conjunto de derivadas nos pontos
pivotais que vao complementar as ja utilizadas em (5.63), omitindo-se as dedugdes
dessas relagdes diferenciais e as respectivas manipulacdes algébricas pertinentes,
apenas no sentido de abreviar a exposi¢do; resultam matrizes de rigidez com

elementos mais complexos, como por exemplo :
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403200 (BI* + E°I* k, L*) +12480 E*I’ kL' + k k7 L’
e 41 (8400E°I* + k7 LY)

(5.70)

somente para registrar um deles que ¢ comum a essas duas formula¢des de ordem
mais alta, no qual observa-se a impossibilidade da dissociacdo dos elementos da
matriz de rigidez conforme formato expresso em (5.49), ou seja em elementos
separados que representem as matrizes de rigidez de flexdo, da fundacao de Winkler
e da fundagdo de Pasternak; o que indica a existéncia de influéncia dos parametros

k, e k nos novos elementos da matriz de rigidez, interdependéncia resultante das

relagdes diferenciais regentes do problema, realcando uma propriedade que nao ¢

objeto de considera¢des nas dedugdes pertinentes ao método dos elementos finitos.

Tomando-se k, =0 nessas duas ltimas formulagdes, obtem-se :

3L 12 9L 130 |
35 210 70 420

-1 -} -1317 L
210 105 420 140 (5.71)
9L  -131* -13L 1117

70 420 35 210
-131.* -1} 1117 L
L 420 140 210 105

que ¢ a matriz de rigidez idéntica a da fundagdo de Winkler obtida pelo método dos
elementos finitos, notando-se a assimetria nos sinais das linhas centrais, em razao da

convenc¢ao adotada na formulag¢ao hermitiana livre.
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A seguir encontram-se dois exemplos de aplicagdo das formulagdes
livres que ora se encerram, envolvendo estruturas simples constituidas de vigas

isostaticas.
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5.4 - Exemplos de aplicacio.

5.4.1 - Primeiro exemplo : Deslocamentos em viga isostatica.

Seja calcular a flecha e a rotacdo na extremidade (n6 0) da viga
mostrada na Fig. 5.2 com o emprego das matrizes de rigidez da teoria de
Timoshenko, obtidas via formula¢ao hermitiana livre, subdividindo-se a estrutura em
1, 2, 4 e 8 elementos, adotando-se os valores numéricos de P = 100 KN, L = 100 cm,

E = 150.000 KN/cm2, G = 60.000 KN/cm2, I = 400 cm4, e A = 20 cm2 (secdo

retangular).

No 0

A%
EIA T T
<

N

e L

Fig. 5.2 - Viga em balango submetida a carga P constante e

coordenadas locais do elemento.

As respostas deste problema segundo a Resisténcia dos Materiais
(Teoria de Euler-Bernoulli), desconsiderando-se a deformacao causada pelo esforgo

cortante, sdo as dadas por :

3

f, = 3B 0,556 cm
. (5.72)
Py =5 or = 8,3*107° rad.

respectivamente flecha e rotacao do no 0.
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Empregando-se as matrizes e vetores deduzidos na segunda
formulacdo livre da teoria de viga de Timoshenko, conforme item 5.2.2.2, obtém-se

os resultados mostrados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1
N° Flechano n6 0 | Rotagdo no nd 0 Erro no Erro no
elementos (cm) (rad.) sentido local sentido local
de V de M

1 0,427 8,3*%107° 2314,81 Elgy | -74074,10 Elg;’
2 0,531 8,3*107° 144,68 Elg;’ 1591,44 Elg,’
4 0,557 8,3*%10° 9,04 Elgp,’ 538,01 Elgy’
8 0,563 8,3*%107° 0,57 Eloy’ 77,85 Elg,’

Empregando-se as matrizes e vetores deduzidos na terceira
formulagdo livre da teoria de viga de Timoshenko, conforme item 5.2.2.3, obtém-se

novos valores conforme mostra a Tabela 5.2.

Tabela 5.2

N° Flechanon6 0 | Rotagdo no nd 0 Erro no Erro no

elementos (cm) (rad.) sentido local sentido local
de V de M

1 0,566 8,3*%10 932,83 Elpy | -4975,12 Elgy’

2 0,566 8,3*%107° 194,10 Elg;’ 355,85 Elg,’

4 0,566 8,3*107° 29,04 Elg,’ 288,00 Elgy’

8 0,566 8,3*%107° 2,78 Elgy’ 63,96 Elgp,"

5.4.2 - Segundo exemplo : Flecha em viga isostatica sobre base elastica.

Seja calcular a flecha no ponto central da viga sobre base eléstica

mostrada na Fig. 5.3, mediante modelo bi-paramétrico, com o emprego das matrizes
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de rigidez obtidas via formulacao hermitiana livre, subdividindo-se a estrutura em 2,
4 ¢ 8 elementos, adotando-se os valores numéricos de P = 100 KN, L = 500 cm, E =

150.000 KN/cm2, I = 400 cm4, com os parametros da fundacdo k 6 = 0,4 KN/cm2
(Winkler) e k, = 600 KN (Pasternak).

% - A

i Mj
v v L L
7&4 L/2 Vi L/2 Vi ‘ Li i
Fig. 5.3 - Viga sobre base elastica e coordenadas locais do elemento.
Empregando-se as matrizes da formulagao via elementos finitos dadas

em (5.49), e as deduzidas através da formulagdo hermitiana livre, conforme (5.67)

obtém-se os resultados que constam da Tabela 5.3.

Tabela 5.3
Flecha Flecha

niamero obtida | obtida pela Erro no sentido Erro no sentido

de pelo | Formulaga local de Q local de M

elementos | ML.E.F o Livre (meio do vao) (meio do vao)

finitos (cm) (cm)

2 0,811 0,814 -465.029E1(p," +¢,") | -5.425.347EI(p, +9))

4 0,831 0,831 -29.064E1(9y)" +@3") | -339.084EI() +¢7)

8 0,832 0,832 -1816EI(p," +¢.") 21.192EI(@; +¢))

Ressalte-se novamente nos exemplos que ora se encerram, o fato de
ndo haver alastramento do erro local, eis que a sua interferéncia resume-se ao né

inicial de cada elemento, impedindo a propaga¢do no restante da estrutura.
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CAPITULO 6

OPERADORES HERMITIANOS PARA A GERACAO DE MATRIZES DE
RIGIDEZ E VETORES DE ACOES NODAIS EQUIVALENTES EM
PROBLEMAS BI-DIMENSIONAIS - Caso da Torcao de Saint-Venant.

6.1 - Introducao.

Trata este capitulo da aplicagdo da formulagdo hermitiana livre aos
problemas bi-dimensionais, em particular ao caso de tor¢ao de Saint-Venant; solucao
que também ¢ obtida empregando-se elementos finitos planos dotados de um grau de
liberdade por nd, a exemplo RAO [1989]; PILKEY [1994].

Essa nova abordagem nao pode ser realizada apenas com a procura de
operadores hermitianos nos moldes dos capitulos precedentes, sendo necessario a
priori, atribuir-se aos novos operadores hermitianos, uma cole¢do adicional de
parametros livres, que sao balizados pela da equagao regente do problema (equagao
de Poisson), com o emprego do teorema de Gauss.

No que se segue, o problema ¢ resolvido com a escolha de elementos
triangulares e retangulares, cujo objetivo ¢ o de se explicitar o erro de aproximagao,
que ndo aparece na solucdo via elementos finitos, e também investigar as
providéncias a adotar em elementos com maior nimero de pontos pivotais, cujo
proposito no caso ¢ o de dar continuidade as formulagdes desenvolvidas no presente
trabalho.

Encerrando-se o capitulo ¢ apresentado um exemplo de aplicacdo em
secdo transversal quadrada, conforme padrao sugerido por BATHE [1996],

empregando-se a configuragdo em elementos triangulares.
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6.2 - Emprego do método dos elementos finitos na geracio da matriz de rigidez
e do vetor das acées nodais equivalentes para o problema da tor¢ao de Saint-

Venant.

A formula¢do da matriz de rigidez de torcdo livre de elementos
estruturais elasticos e homogéneos (tor¢cao de Saint-Venant), com o emprego do
método dos elementos finitos, pode ser feita através do elemento bi-dimensional
triangular (primeiro membro da familia dos elementos triangulares), conforme RAO
[1989], onde os graus de liberdade considerados sdo os valores da fun¢do de tor¢ao

¢ em cada vértice, conforme mostra-se na Fig. 6.1.

y
no 2
b,

Y, .
sentido de
percurso

Yy

Yo

no 1
16 0 o,
b,
X
Xo X, X

Fig. 6.1 - Elemento triangular para a solu¢do do problema de torgao.

Adotando-se para a funcdo de tor¢do no dominio do elemento a

variagdo linear dada por (RAO [1989]) :

d=0,+o,x+a,y (6.1)
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na qual o, sdo os denominados parametros generalizados. Tendo-se em vista passar
para parametros nodais (valores de ¢ nos nds 0, 1 e 2), que t€m significado fisico
mais compreensivel; € o bastante verificar que :

by =0, +0,X, + 05y,

0, =0, +0,X, +a,y, (6.2)

(I)z =0, +a,X, +o,Y,

Resolvendo-se o sistema de equagdes (6.2) tem-se :

o, =(a,d, +a,0, +a,0,)/2A
a, = (bod)o + b1¢1 + bzq)z) /2A (6.3)
oy =(cyy +¢,0, +c,0,)/2A

onde A ¢ a area do elemento. Os parametros generalizados, cuja substitui¢do em
(6.1) levam a uma outra expressao da fun¢do de torcdo, em notagcdo matricial assim

se redige :

(I):{Pl P, P3}{(|)0 (I)l (I)z}T (6.4)

ou em notag¢ao vetorial :

¢:{P}{¢o ¢1 ¢2}T (6.5)

na qual {P} denomina-se vetor de forma, sendo seus componentes :

P, =(a, +byx+c,y)/2A
P,=(a, +bx+cy)/2A (6.6)
P, =(a, +b,x+c,y)/2A

onde as constantes pertinentes sdo dadas respectivamente por :
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4, =X¥Y, XY, 4 =X, —XoY2 4, = XY = XY
b=y, ~-y, b, =y,-Y, b,=y,~vy, (6.7)
Co =X, =% € =Xy—X, C, =X =X

Procedendo-se a derivagdo parcial dos elementos do vetor de forma

expressos em (6.6), tem-se (RAO [1989]) :

o, or, or.]
OXx O0Xx 0OXx
= 6.8
[B] {i o, @J (68)
y dy Oy
ou seja :
oo Bba]
[B]=— (6.9)
21Ax\~00 Cl CZJ

sendo a matriz de rigidez e o vetor de acdes nodais equivalentes dados

respectivamente por :

[k]=”[B]Té[B]dA (6.10)
(r.)=]]20(N}"dA (6.11)

onde G ¢ o mddulo de elasticidade ao cisalhamento e 6 o angulo de giro por

unidade de comprimento.

As integragdes analiticas de (6.10) e (6.11), tomando-se G ¢ 0

constantes, levam respectivamente a :
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(bé +C(2)) (byb, +c¢4c,) (byb, +¢4c,)
1
[k]:—4AG (b>+c?)  (b,b,+c,c,) (6.12)
| Sim. (b3 +c3)
20A 20A 20A
T= 6.13
A (6.13)

que encerram a formula¢do do elemento triangular com o emprego do método dos

elementos finitos.

A matriz de rigidez, ora em consideracdo, pode também ser formulada
utilizando-se o primeiro membro da familia de elementos retangulares, conforme

exibe a Fig. 6.2, ao qual ¢ voltada a aten¢do no que se segue.

% né 3 no 2
;s o,
b y
7\4 sentido de
X percurso
b

no 0 no 1
S 0,
A a —F a —A

Fig. 6.2 - Elemento retangular para a solugdo do problema de tor¢ao.

Neste caso, a funcdo ¢ no dominio do elemento empregada por

BETTESS [1998] para resolver a equagao de Laplace, ¢ a dada por :

=0, +a,x+o,y+a,xy (6.14)
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na qual a, sdo os designados pardmetros generalizados. A passagem para parametros

nodais ¢ imediata, tendo-se em vista que :

¢, =0a, —a,a—o;b+a,ab

¢, =a, +o,a—asb—oa,ab

A
¢, =a, +o,a+o;b+a,ab (©6.15)
¢; =0, —a,a+o,;b—o,ab

cuja solucdo leva a :
1
o, = Z(d)o + 0+ 0, + 93)
1
o, = E(_q)o + 0+ ¢, — ¢3)
1 (6.16)
o; = E(_d)o - ¢1 + (I)z + ¢3)
1
o, = E(d’o -0+ b, - 93)

que sdo os parametros generalizados, os quais substituidos em (6.14) permitem
escrever a expressdao da fun¢do de torcdo em termos dos parametros nodais, que ¢ a

dada por :

¢:{P1 Pz P3 P4}{¢o ¢1 ¢2 ¢3}T (6.17)

ou ainda em notac¢ao vetorial :

0={P}d, ¢, ¢, ¢} (6.18)

sendo {P} o vetor de forma, cujos elementos P, sdo dados, respectivamente, por :
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_(a=x)(b-y)

B 4ab

_@+x(b-y)

’ 4ab (6.19)

_(a+x)(b+y)
3 4ab

(a-x)(b+y)
4ab

Procedendo-se a derivagdo parcial dos elementos do vetor de forma

expressos em (6.19), tem-se (BETTESS [1998]) :

P,

P, =

|F oP, 0P, QP ap41|
[B1=| . bl ol (6.20)
Ly dy 0Oy 5yJ
ou seja :
L [Ebey) (b-y) (b+y) (-b-y)]
[B]= —] | (6.21)
4a

bL(—a+x) (—a—x) (a+Xx) (a—x)J

sendo as expressdes da matriz de rigidez e do vetor de agdes nodais equivalentes as
mesmas (6.10) e (6.11), e que integradas analiticamente, admitindo-se G ¢ 0

constantes, fornecem :

60 G-D (-2 (53]
K= - (28] (22 (-2
3G (%E) (1_

Sim. (

ij (6.22)

}
.

e também :



115

{r}" = {2ab0 2ab0 2ab® 2abo} (6.23)

encerrando a formulagdo do elemento retangular através do método dos elementos

finitos.
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6.3 - Emprego da formulacio hermitiana livre na geracio da matriz de rigidez e
do vetor das acdes nodais equivalentes para o problema da torcio de Saint-

Venant.

Para a determinagao da matriz de rigidez e do vetor das a¢des nodais
equivalentes na tor¢do livre de elementos estruturais elasticos e homogéneos (tor¢ao
de Saint-Venant), através da formulacdo hermitiana livre, ¢ preciso inicialmente,
conforme ja sinalizado nos capitulos precedentes, descrever-se o problema por meio
de relagdes diferenciais de interesse, o que € providenciado, neste caso, pela classica

equacdo de Poisson (TIMOSHENKO [1980]) :
o +¢” =-2GO (6.24)

na qual indica-se a dupla derivagdo parcial (6° /0x” e 8° /0y>) pelas respectivas

letras x e y colocadas no expoente da fungdo de tensao.

Procedendo-se a integracdo de (6.24) ao longo do dominio R

constituido pela secdo transversal de uma peca estrutural, obtem-se :

) (97 + ) dxdy = J) (2Go)dxdy (6.25)

R R

expressao que, admitindo-se o produto GO constante, passa a ser escrita :

) (6™ +¢=)dxdy = -2Goa (6.26)

R

onde A ¢ a area do dominio de integragdo; sendo possivel ainda rebaixar-se a ordem

da integracdo de (6.26) com o emprego do Teorema de Gauss (COURANT [1966]) :

§>(¢*dy—¢ydx) =-2GOA (6.27)

C
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providéncia que permite a integracdo numérica dessa equagdao no contorno C do
elemento, tomando-se as primeiras derivadas da fun¢@o incégnita ¢ (tensoes);
porquanto existe interesse em estabelecer-se outra relacdo diferencial envolvendo, de

forma direta, as tensoes resultantes e o produto das constantes GOA .

Tal variante de integragdo numérica passa a ser utilizada nas
formulagdes que se seguem, tendo-se em mente a pré-fixagdo de parametros livres
nos operadores hermitianos; providéncia fundamental no problema bi-dimensional de
torcdo (desnecessaria nos problemas de flexdo), empregando-se para tanto os

elementos finitos triangulares e os retangulares.

6.3.1 - Formulac¢io da matriz de rigidez e do vetor das acées nodais equivalentes

para o problema da torc¢ao de Saint-Venant com o elemento tringular.

Considere-se o elemento finito triangular representado na Fig. 6.3,
onde ¢, sdo os parametros nodais da funcdo de tor¢do a determinar; ¢* e ¢ as
derivadas parciais dessa funcdo, ou sejam as tensdes de cisalhamento o, ec,,

segundo TIMOSHENKO [1980]; elemento para o qual, admite-se o no inicial

localizado na origem do sistema local de coordenadas cartesianas.

y
y sentido de
2 062 percurso
0y, 05,03
Yy
no 1
O, 01,07
noé 0
0o .o . 9o X

X, X

Fig. 6.3 - Elemento triangular para a solu¢ao do problema de tor¢ao.
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Voltando-se a atengdo a escolha dos operadores hermitianos, cumpre-
se, de principio, assinalar que a matriz de rigidez a tor¢do vem a ser uma decorréncia
imediata da relagdo entre os valores da funcdo de tor¢cao nos nds do elemento ¢ os

demais parametros envolvidos, que assim se expressa :

[k]Jm AL (6.28)

cujo formato esta de acordo com as dedugdes realizadas com o emprego do método

dos elementos finitos no item 6.2.

Pois bem, inspecionando-se a expressdo (6.28) e a configuracao
exibida na Fig.6.3, & possivel inferir que o conjunto dos operadores hermitianos

apropriados para a geracdo da matriz de rigidez de tor¢do ¢ o dado por :

ady + byd, + ¢, + ady + boy + R =0

byd, + dob, + b, + a,07 + by + R, 0 (6.29)

Cody + €, + T, + ad; + by + R; = 0

onde procurou-se levar em conta um minimo de parametros pivotais (operadores que
contemplam somente termos da func¢do e das primeiras derivadas parciais); impondo-

se ainda a simetria dos elementos a,,b,,c,,d,,e, e f, (matriz de rigidez).

Assim sendo, passa-se a determinacdo dos parametros pertinentes a
(6.29), sendo necessario introduzir-se nesse conjunto de operadores hermitianos, de
principio, uma colecdo de parametros livres (providéncia adicional em relagdo aos

problemas de flexdo) e que permite, conforme sinalizado no item anterior, atribuir-se
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a referida colecdo de operadores, uma propriedade intrinseca, relacionando-se as

tensdes atuantes com as demais constantes de tor¢ao (GOA ).

Para tanto, procede-se a integracdo numérica das tensdes

representadas na Fig.(6.3), empregando-se a regra do trapézio, ou seja :

20 % (@ +01) 7+ @] +ODCT T (@3 +63) 2+

N . —x N (6.30)
@3+ 0D = @7+ =0+
na qual, reunidos os termos comuns, tem-se, a vista de (6.27) :
— X, +X
Joray-pax = —Gor ey + gy o
#2400 - e+ (63D)
Yi o« X
_714)2 + ?l(l)g ]

assim redigida, de modo a mostrar os parametros livres a,,b,,a,,b,,a; eb;

(multiplicadores das primeiras derivadas da fun¢do ¢ ) a se introduzir em (6.29).

Prosseguindo-se a determinagao dos parametros de (6.29), considere-
se o primeiro operador hermitiano dessa colegdo, ja substituidos a, e b, conforme

(6.31), ou seja :

—~ X, +
T2 45 4 X‘2 D247 1R, =0 (6.32)

2

y
ay0y +byd, +cod, + :

Os parametros restantes a,,b, € ¢, de (6.32), podem ser obtidos com
o emprego da variante de COLLATZ [1966] exposta no capitulo 2, procedendo-se as
expansdes dos termos ¢, e ¢, em séries de Taylor; neste caso para fun¢do de duas

variaveis, através da expressao dada por (PISKUNOV [1969]) :
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£(0,0)Ax>
f(x,y) = £(0,0) + £*(0,0)Ax + £¥ (0,0)Ay + —————+

£(0,0)Ay* . £%(0,0)Ax’

+ £7(0,0)AxAy +
(0,0)AxAy 5 p

. £¥%(0,0)Ax’ . £¥9(0,0)Ax* Ay .\ £7(0,0)AxAy”
6 2 2

£7(0,00Ay°  £7(0,00Ax*  £(0,0)Ax’Ay
+ + + +
6 24 6

(6.33)

que consiste no desenvolvimento centrado no ponto f(0,0) do sistema de coordenadas

cartesianas, que resulta em :

o, =[0, +dox, +byy, +, —+¢ 1y1+¢yy ¢xxx

4

X
Sxy IQ’YI + 0 12yl +(I)yyy +(I)xxxx ]
(6.34)
e também :
yz X3
b, =[do +dox, +05y, +¢" _+(|) 2Y2+¢yy_+¢xxx 6
4
o X22Y2 o X22Y2 wy 2 Y2 +¢xxxx o]
(6.35)

Substituindo-se (6.34) e (6.35) em (6.32), omitidas as parcelas em A*
(produto dos expoentes de x e y das séries de Taylor), e ainda, reunidos os termos

comuns, tem-se :
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d, [a, + b, + C, + 0] +
+¢r [0 + b,x, + CoX, o Y ;yz] "
y -X, + X,
+ (I)o [0 + boYl + CoYa + T] +
XX Xl2 X;
+ ¢, [0 + bOT + 007 + 0] +
+ ¢y [0 + byx,y, +  CX,y, + 0] +
2 2
+¢, [0+ b()y?1 + coyz—2 + 0] N
XXX Xf X;
+(1)0 [0 + bo? + 0? + 0] +
X2 X2
LMY [0+ b0_12y1 + co—22yz 0] N
X 2 X 2
+0) [0 + b, RAT Cy Y 0] "
2 2
3 3
+02 [0 + boy?l + coy?z + 0] + . =0
(6.36)

faltando-se ainda a determinagdo de a,,b,, ec,, o que ¢ feito procurando-se anular

as poténcias mais altas possiveis em x e y (produto dos expoentes de X e y).

Para a geragdo do segundo operador hermitiano, faz-se a substituicao

dos parametros livres a, e b, dados por (6.31) em (6.29), ou seja :
b Yo . x X5y
obo +dod, +e,0, +7<1>1 —74)1 +R,=0 (6.37)

onde a diferenca em relagdo ao primeiro operador (6.32) estd no desenvolvimento

dos termos ¢; e ¢ em séries de Taylor, que levam a (PISKUNOV [1969]) :

2

2
X X XX X XXX X XX X y
o} [0g +bo X, +057y, +bg 71"‘(1)0 "Xy, +0,” 71+]

(6.38)

2 2

X XXX X y
[67 + 05X, +07 Y + 05" -+ 97Xy, +07% T+ ]

=
— <
Il
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j4 omitidas as parcelas em A*; desenvolvimentos que substituidos em (6.37), com a

posterior reunido dos termos comuns, fornece :

d, [b, + d, + €, + 0] +
X Y2
+¢, [0 + dyx +  eyX, + 7] +
y X2
+¢0 [0 + doYl + CoY> + _7] +
x2 X
+o [0 + d, 71 + oexi/2 + 'Tyz] "
y V.Y, XX
+0y [0+ dyxy, + oeXyy, + 12 2 12 2] +
2 2
X
+¢7 [0 + d, % + e, % + —ZTYI] +
X X3 Xy
+¢0,0 [0 + d, ?1 + e é + %] +
X7y X3y X,¥,Y, XX
+ XXy 0 + d 171 272 17172 _ 1*2
" 1 "2 "2 2 4 17
Xy, X, ¥, Y1y, XX¥,
+0¥ [0 + d,— ——
d)o [ ' 23 ' % 4 22 "
y y X,y
+o [0 + dozl + eozz + —%] —

(6.39)

onde a eliminacdo do produto das poténcias mais altas possiveis de x e y, permite a

determinacdo dos parametros b,,d, e e, .

Finalmente, obtem-se o terceiro operador hermitiano do conjunto
(6.29) providenciando-se a substitui¢do dos pardmetros livres a, e b; dados por

(6.31) em sua expressao, ou seja :
Figx Xigy _
CO(I)O +eo¢1 + fo(l)z - 2 ¢2 + 2 ¢2 + R3 =0 (6-40)

para em seguida desenvolver-se os termos ¢; e ¢35 em séries de Taylor que fornecem

(PISKUNOV [1969]) :



;=

[bo +¢0 X, +d5'y, +

2
xxxX_2+¢
° 2

122

X,¥, 57 5+

2
X
[05 + 05 X, +477Y, +¢gxx72+¢gxyX2Y2 +oy" T+

(6.41)

0s quais, substituidos em (6.40) e de acordo com a seqiiéncia ja realizada para os

dois operadores precedentes, leva a :

b
+0;
+o;
o3
o)
7
3
-
0N

+07”

£, 0] +
y
fox, ?1] +
£ 2
0Y2 7] +
x2 X,y
e X 2 Y1
XX, =Y,y
fry, + Ry
2
Y, XY,
£ 22 2102
X X3y,
fo_2 2—] +
26 _ 4 2
£ X,¥, X,¥1Y, XIXZ] N
0 22 22 4
¢ X, ¥, —Yi¥, N X1 X,¥, N
2 4,2
y X,y
fozz 242] +...:O
(6.42)

de onde € possivel determinar-se as constantes c,, €, € f,.



123

Pois bem, anulando-se os termos de primeira ordem (correspondentes

a ¢, ¢,, ¢ ¢y) em (6.36), (6.39) e (6.42), tem-se, respectivamente, em notacao

matricial ;

._
—_
.
1
—\
o
(=]
S—
(wn)

1
(e
=
<
)
N
P——N——
(e
<)
[N
|
e
+
»
()
N—
JR—
(=)
—

(e
'_‘><

bel
0

|T1 1 ﬂ'fb(ﬂ 0
| Ij y
| 0 x, x, ||d0 | + 72

-X
[0 Yi Y2JteoJ 22

—
—_
—

(e)
e

Y1 sz[ij

1
(e

cujas solugdes resultam :

(Xl _X2)2 +(y, _Y2)2

a, =
0 2(x,y, = X,Y,)
o XX mX{HYY, -y
° 2(X,Y, —X,Y,)
—(X,X, +Y,¥,)
eo =

- 2(x,y, —X,Y,)

(0]
—JOL (6.43)
o)
(o]
N
||
o)
XX XYY 7Y
‘ 2(x,y, —X,Y,)
5 (6.44)
‘ 2(x,y, —X,Y,)
Xty
’ 2(x,y, = x,Y,)
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sendo os valores dos elementos da matriz de rigidez de tor¢do, a menos da constante

G, idénticos aos gerados com o emprego do método dos elementos finitos,

mostrados em (6.12).

O restos em (6.29), que consistem nas parcelas que nao foram

passiveis de anulacdo em (6.36), (6.39) e (6.42), sdo respectivamente :

R,

XX 2 X2 xy vy y? y;
o [by +c0 > 1+ 057 [box,y, +¢oX, ¥, ]+ 07 [b 7+007]+

3 3

X1y1 XzYz

+¢,[b, 6 —+c, 6]+"Xy [b, > +¢, 5 1+
3 3
LM [b, 1Y1 2Y2]+¢yyy b, _+ Y2]+m
6 6
X2 2 y yy X, X
0y°[dy ey 5+ 100 Tdgx Y, HegXoy, + 7 == F
S - zyl X3 X XY,
+07 [d07+607 1+007 [ +eo 6 +— 4 1+
Xy X3y, X,V,Y, XX
+(I)3Xy[d0 121 +eo 222 + 1 £ 2 _ 142]+
XY XY, YiYs XX,y
X 171 272 172 12271
+¢," [d, ) +e, ) + YR
3 3 X 2
Oy ey =G T
2 X2 y yy X, X
1 172 122
¢o [eo_ fo?_zxz]+¢gy[eoX1Y1+f0X2Y2_ 5 + > I+
2 2 3 3 2
y y, Xy X, X¥
e T+, D ey
2
X1y, XzYz X, Y, XIXZ
+0[e, ——+f - + +
¢0 [O 2 0 2 2 4 ]
2 2 2
X1y, XY, iy, XX,
+by” +f, - +
b 2 L) 4 2
3
+0P[e Oy—61+f Z+ 2:2]+...

(6.45)
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cuja soma vem a ser o erro R, no ponto origem do elemento. Substituidos os

elementos da matriz de rigidez (6.44) em (6.45) resulta :

—X,V, +X
R1+R2+R3 = [¢?+¢?][¥

X2y, +X° —X, +X,)(X,x, =2
O 2Y14 1Y2]+¢8xy[( 1 2)(4; 2 Y1Y2)]+

1+

=y, +y,)(2xx, _Y1yZ)]+¢yyy[_X2Y? +X1y§
4 0 4

]_|_...

+0,” [
(6.46)

ou, a vista de (6.24) e calculo analitico da area do elemento, assim se expressa :

R,+R,+R; = -2GO6A +

X2y, +X —X, +X, (XX, —2
O 2Y14 1Y2]+¢gxy[( 1 2)(4; 2 Y1Y2)]+

(=Y, +¥,)(2x X, _Y1yZ)]+¢yyy[_X2Yf +X1y§
4 0 4

oMl ]

(6.47)

ou ainda, distribuindo-se o primeiro termo de (6.47) nos trés operadores, permite

nova redacdo a (6.29), em nota¢ao matricial :

Yi—Y, & —-X, tX, y @
Irao b, CO—I((I)O] 2 bo + 2 %o 3 (Ro] (01
b, d, e }J¢ L+ Yo TRy L2004 +J 0 uoL
[ 0 0 OJ IJ 2 1 2 1 3
c, ¢, f,llo s Ky 2GoA [O 0
o e filles Lyt :

(6.48)

onde :



126

—X3y, +X; —X, + X, (XX, =2
RO =¢3XX 2y14 IYZ ]+¢z)(xy[( 1 2)(4? 2 YIYZ)]+
2 2
éyy[(_Y1 Ty, )(24X1X2 _YIYZ)]+¢gyy[_X2YI4+X1y2 ..

(6.49)

tratando-se de um operador hermitiano de ordem 0 (A’), conforme (6.49) esta a
indicar, sendo a matriz de rigidez e vetor dos carregamentos nodais coincidentes com
os obtidos pelo método dos elementos finitos (veja-se (6.12) e (6.13)), com a
vantagem de informar o erro de aproximacdo, parametro inexistente naquela

formulagao.

E importante ressaltar neste estudo que ora se encerra, da inexisténcia
de manobras algébricas para a inversdo de matrizes de flexibilidade (obrigatdrias nos
problemas de flexdo), sendo neste caso, a introducdo dos parametros (6.31) nos
operadores, suficiente para obter-se a matriz de rigidez com simetria, fato que nao
ocorre de forma imediata em outros tipos de elementos finitos (por exemplo no
triangulo quadratico), conforme mostraram formulagdes realizadas pelo autor, em

continuidade desta pesquisa.

No que se segue, emprega-se a formulacdo hermitiana livre para a
geracdo da matriz de rigidez de um elemento retangular, tendo-se em mente o
propdsito de investigar as providéncias a serem adotadas no estudo de elementos
com maior numero de pontos nodais, para os quais, ao que tudo indica, ndo sdo
possiveis de se obter de modo imediato, resultados idénticos aos proporcionados pelo

método dos elementos finitos.
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6.3.2 - Formulaciao da matriz de rigidez e do vetor das acdes nodais equivalentes

para o problema da torcio de Saint-Venant com o elemento retangular.

Considere-se o elemento finito retangular conforme exibe a Fig. 6.4,
onde ¢, sdo os valores da fungdo de torgdo, ¢* e ¢’ as derivadas parciais dessa
funcdo (tensdes) nos correspondentes nds do elemento; para o qual pretende-se

determinar a matriz de rigidez, com o emprego da formulacao hermitiana livre.

no 3 no 2

05,935,935 ¢,.95.03
b y

sentido de

% X percurso
b Pao)
7\4

n6 0 no 1

¢o.90,00 AN H

PV —

Fig. 6.4 - Elemento retangular para a solucdo do problema de tor¢ao.

Voltando-se a aten¢do para a escolha dos operadores necessarios a
formulacdao desse novo elemento, basta ter-se em mente as consideragoes feitas nos

item 6.3 e 6.3.1; de onde se depreende que o conjunto ora a empregar ¢ o dado por :

ao¢0+ bo¢1+ Co¢2+ do¢3+ al¢3+ b1¢g+ R, =0
byd,+ €0, + fo,+ gods;+ a, ¢+ b,¢]+ R,=0
Co(l)o+ fo¢1+ ho¢2+ io¢3+ a3¢)2(+ b3¢§+ R,=0

dody+ god, + ig¢,+ Jjob,+ a,éi+ bydi+ R,=0
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onde acrescenta-se um n6 em relagdo a (6.29), contemplando, a exemplo do elemento

triangular, somente termos da func¢do e das primeiras derivadas.

Pois bem, na determinagdo dos pardmetros pertinentes a (6.50),
conforme sinalizado no item anterior, as constantes a,,b,,a,,b,,a,,b;,a, eb,,
devem ser providenciadas a priori, levando-se em conta a integral numérica das
tensdes exibidas na Fig. 6.4 (derivadas parciais). Para tanto emprega-se a regra do
trapézio, pois a existéncia de dois pontos nodais em cada lado do retangulo impede a

escolha de algoritmo de maior precisdo, ou seja :

0T 403 03+0) . [orH0r o140l |
2Az{ 5 2b-—— 2b—L ST ZaJ} (6.51)

Reunidos os termos comuns de (6.51), tendo em vista (6.27), tem-se :

[ordy—¢vdx ~ —GOOZ(-b)+ of(-a)+
+¢7(b)+ o7 (—a)+

(6.52)
+¢5(b)+ ¢3(a)+

+05(=b)+  ¢3(a)+...]

expressdo da qual originam-se os parametros livres multiplicadores das primeiras

derivadas dos operadores (6.50), quais sejam :

a,0,+ byd,+ co0,+ dyo;— boyg— apg+ R, =0
bodo+ €0+ fo,+ god;+ bdy— ap{+ R,=0
Cobot+ o+ hyd,+ 130+ bdy+ apj+ R,;=0

dodg+ go0,+ 130, + jod;— bos+ apj+ R,=0

(6.53)
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onde os elementos da matriz de rigidez podem ser determinados com o emprego da
variante de COLLATZ [1966], de modo a minimizar o erro local pertinente a cada

um dos operadores.

Para tanto, desenvolvem-se os termos da funcdo de torcao referidos
aos nos do elemento retangular pertencentes a (6.53) com o emprego de séries de

Taylor centradas em ¢, ,, que levam a (PISKUNOV [1969]) :

2 b2
b= bt GL(+ B O 0N B @+ 03 ) -

2 b2
b= bt 0@+ B D+ 5 (5)+ 0 (ab+ 03 ) Fg 54

2

a b’
b= ot O @+ GO+ 05D GG 0P ) -

2

b2
b= Gut OuCRE G O R T 0N A 0% () e

X X XX Xy XXX i XXy Xyy E XXXX 373
dp = Doy + oo (—a) +dgg (=b) + gy (2 ) +bg, (ab) +dg” B )+on (= 6 )+(655)
a’ b 3
= 0O+ ()R () 6 ()
X X XX Xy b XXX a2 XXy b Xyy b2 XXXX 33
OF = oo oo (@) +gy (=b) + by ( ) )+doo’ (—ab)+dgg B )+ba ( 6 )+(656)
a’ b’ 3
01 = B0 (0) O D)+ () 0 (o) 3 () 07 )
X X XX Xy XXX a2 XXy Xyy b2 XXXX 8'3
05 = oo T (@) +dgg(b) + oy (7)+¢00 (ab) + (7) +boo (Z)+'..(6.57)

2 2

a b 3
01 = B+ 0 @)+ 05 () 103 (5)+0 @)+ 05 () +on (e

2 2

b 3
o= 0 +¢’.§$(—a)+¢3§(b)+¢i§6"‘(z)+¢$y(—ab)+¢3oyy(2)+¢3}0m(_a6)+”'(6_58)

a b 3
0= 0+ )05 (0)+ R () + 03 (ab) -4 () +0” (= e
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Em prosseguimento, passa-se a geracao do primeiro operador
hermitiano da tor¢do livre (Saint-Venant), substituindo-se (6.54) e (6.55) na primeira

linha de (6.53) e agrupando-se os termos comuns, providéncia que leva a :

Dol a, + b, + ¢ + d, + 0 1 +
+ ol (-a)a, + (a)b, + (a)c, + (-a)d, + (-b) 1 +
+ ol (-b)a, + (-b)b, + (b), + (b)d, + (a) 1 +

a’ a’ a’ a’
+ Ogol (?)ao + (?)bo + (?)Co + (?)do + (ab) ] +
+o2[  (ab)a, + (-ab)b, + (ab)e, + (-abd, + (@’+b) ] +
b2 b2 b2 b2
+ ¢(§(};[ (?)ao + (?)bo + (?)Co + (?)do + (ab) ] +
- a’ a’ a’ a’ -a’b
+ oo [ (_g)ao + (Z)bo + (Z)Co + (_E)do + ( b ) ] +
. —ab a’b a’b a’b , @
+¢00y[ ( B a, + ( T)bo + (7)00 + (7)‘10 + (mab ——) ] +
N SO
+doo [ (—2)a0+ (2)0 + (2)Co +(_2)o +(—2—a)] +
b b b b’ ab’
Howl e+ b+ e+ I+ 5D T+
. at a’ at at a’b
+¢00 [ (ﬂ)ao + (i)bo + (i)co + (ﬂ)do + ( 6 ) ] +
- a’b a’b a’b a’b a’b* a*
+hg [ (?)ao + (_?)bo + (?)Co + (_?)do + ( > +Z) I+
. a’b’ a’b’ a’b’ a’b’ ab’® a’b
+¢00yy[ ( 4 )ao + ( 4 )bo + ( 4 )Co + ( 4 )do + (7“'7) ] +
. ab’ ab’ ab’ ab’ b a’b?
+0y" [ G+ (_?)bo e+ (_?)do Gt 1
B O N Y
TGpa Gy Oge ¢ Od + () ] s
(6.59)

Pois bem, anulando-se os termos em ¢,,d5,,07 € dy de (6.59),

resulta (COLLATZ [1966]) :

Ifa b b a
wsleen) nli) w0 ey (00
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que sdo os elementos da primeira linha da matriz de rigidez, obtidos de forma direta,
sem a necessidade de manipulacdes algébricas (obrigatorias nos problemas de

flexao).

Para a geracao do segundo operador hermitiano da tor¢ao, substituem-
se (6.54) e (6.56) na segunda linha de (6.53), que resulta, apds organizacao dos

termos comuns :

Dol b, + €, + ) + 2, + 0 ] +
+ ool (-a)b, + (a)e, + (@f; + (-a)g, + (b) ] +
+ gl (-b)b, + (-be, + (b, + (bg, + (-a) ] +

a’ a’ a’ a’
+ 0ol (E)bo + (3)60 + (?) fp + (E)go + (ab) ] +
+oy[  (abb, + (-abe, + (ab)fy + (-abg, + (-a’-b) ] +
b’ b’ b’ b’
+ o5l (?)bo + (?)60 + (T)fo + (E)go + (ab) ] +
XXX a3 33 a3 a3 azb
+ oo [ (_E)bo + (Z)eo + (g)fo + (_E)go + (7) ]+
- -a’b a’b a’b a’b , a
+ooo [ ( 5 )b, + (- 7)60 (7) f, + (7) g, + (-ab"'——) ] +
X ab’ ab’ ab’ ab’ N
+opl (- T)bo + (7)60 + (7) f, + (- 7) g, + (? +a’b) ] +
b’ ’ b’ b’ ab?
R B e L e S I S - S G- B I
XXXX a4 a4 a4 a4 asb
+p [ (ﬁ)bo + (ﬁ)eo + (ﬂ)fo + (ﬁ)go + ( 6 ) ] +
XXX} a3b a3b asb azb aZbZ 34
+ o [ Ceb + ey + COf + (s + ) 1
o a’b’ a’b’ a’b’ a’b’ ab’ a’b
+ ¢00yy[ ( 4 )bO + ( 4 )eo + ( 4 )fg + ( 4 )gO + (7 + 7) ] +
. ab’ ab’ ab’ ab’ b a’b’
+ (I)O())’yy[ (?)bo + (_?)eo + (?)fo + (—?)go + ( Z _ 5 ) ] +
S N W b y
+ 05" [ (24) o T (24)60 + (24) o T (24)g0 + ( 6 ) ] +.=
(6.61)

onde a anulagdo dos termos em ¢, ,¢q,,0p € oy > leva a (COLLATZ [1966]) :
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b Ifa b a
-l sl aelE) s (062

tratando-se dos elementos da segunda linha da matriz de rigidez de tor¢do.

Para a geragdo do terceiro operador hermitiano da tor¢do, substituem-
se (6.54) e (6.57) na terceira linha de (6.53), providenciando-se o agrupamento dos

termos comuns, que resulta :

Dol C, + f, + h + i, + 0 1 +

+ dool (a), + (), + (a)h, + (-a)i, + (b) 1 +

+ o (b, + (bf, + (bh, + (b, + (@) 1+
o a’ a’ . a’ N a’

+ Gool (E)Co + (?) o T (3) ot (3)10 + (ab) ] +

+¢2[  (ab)e, + (-ab)f, + (abh, + (-ab)i, + (@ +b°) ] +
N SR o )

+ ol (2)00 + (2)0 + (2)0 + (2)10 + (ab) ] +
XXX a73 ais f a73 h a73 . a'zib

B R o T S N G B
XXy _azb azib f ﬂ h azib : b2 13

HRL e+ D6+ D+ i+ @) 1
. ab’ ab’ ab’ ab’ P

+ 050 (_7)00 + (T)fo + (7)h0 + (_7)10 + (4 +ab) ] +
B P - O

+¢00 (_6)00 + (_6)0 + (6)0 + (6)10 + (2) ] +
g A al at at a’

+do [ (24)Co + (24) o t (24) o T (24)10 + ( 6 ) ] +
- a’b a’b a’b a’b. a’d’ a*

+hy [ (?)Co + (_?)fo + (?)ho + (_?)10 + ( > +Z) 1+
oy a’b’ a’b? ¢ a’b’ " a’b’ . a7b3 aib

ST (e + G+ (O + (i ¢ () 1
. ab’® ab’ ab’ ab® b* a’b’

+o5” [ el + (I + oy + (i + Co+r—7) 1+
S v

+ 0% (24)00 + (24) ot (24) o T (24)10 + ( 6 ) ] +.=

(6.63)

e ainda, anulando-se os termos em ¢, ,$4,,$00 € Pop » tem-se (COLLATZ [1966]) :
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a 1fa b b
_ & Y L P 6.64
=0 fy (4bj 0 2(b+a) fo (4aj (6.64)

que s3o os elementos da terceira linha da matriz de rigidez de tor¢ao.

Finalmente, buscando-se o quarto operador hermitiano da torcao,

procede-se a substituicao de (6.54) e (6.58) na Gltima linha de (6.53), que resulta :

ool dy + £ + + Jo + 0 ]+
+tol  (ad, +  (a)g + ()i, + (-a)j, + (-b) 1+
+ ¢go[ (_b)do + (_b)go + (b)io + (b)jo + (a) 1+

a* a* a’ a’
+ ol (E)do + (z)go + (3)10 + (E)Jo + (ab) 1+
+opl  (abd, + (-abg, + (@@, + (-ab)j, + (a’-b) ] +
b b b b
+ ¢0y{y)[ (E)do + (z)go + (3)10 + (?)Jo + (ab) ] +
e a’ a’ a . a’ -a’b
+¢00[ (_g)do + (Z)go + (g)lo + (_z)]o + ( P ) ] +
- —a’b a’b a’b a’b 5 a’
+do [ ( D) )d, + (_7)g0 + (7)10 + (7)]0 + (ab +5) ] +
. ab* ab? ab® ab® b,
+ 0 5+ g+ iy + 0k v (- ]+
b b b b ab’
+o [ (_Z)do + (—Z)go + (Z)lo + (Z)Jo + (7) ]+
I Y N A N
+dgo [ (24) o T (24)g0 + (24)10 + (24).]0 + ( 6 ) ] +
e 2D a’b a’b_. a’b_. a’d’ a'
o'l Cody + (e v Gl v (bt ) 1
o a’b’ a’b’ a’b® a’b’ ab’® a’b
o'l T + (g + i + (5l v ) T
. ab’ ab’ ab® ab® b* a’b?
+é” (?)do st (?)10 + (_?)Jo + (_Z_ o)1
S S N N T
+ (24) o (24)g0 + (24)10 + (24)Jo + ( 6 ) ] +.=

e ainda, anulando-se os ja mencionados termos, tem-se (COLLATZ [1966]) :

a . b 3 1{a b
wli) wmo @) ) (600
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elementos que constituem a quarta linha da matriz de rigidez de tor¢do almejada, e
que encerra a formulagdao pretendida de maneira relativamente simples, dado que
realizada sem manipulagdes algébricas envolvendo inversdes de matrizes de

flexibilidade, tais como as providenciadas nos capitulos precedentes.
Substituindo-se os elementos da matriz de rigidez dados por (6.60),

(6.62), (6.64) e (6.66) em (6.59), (6.61), (6.63), (6.65); obtem-se os restos dos

operadores, que assim se escrevem :

b2
R, =ab(dy +07) +(—— )¢oo +(-ab” )y’ +(-a’b)pi’ +(_aT)¢0ygy +

2 2 2 212
a’b’ xxxy+ab(a +b7) a’b

ﬂ 00K xxyy xyyy ﬁ Yy
(6 Yoo +( 3 LU B boo” +( 3 W~ +( 6 )05+

R, =ab(¢g +di )+(—)¢oo +(-ab” )y’ +(a’b) +dg (- _)¢oo

a'b oAbl ab(a b)) a’d’ o ab’
(?)d)oo +(_T)¢00 d)ooyy (- )¢ozyy +(_)¢yyyy+

b2
R = b )+ (o0 - + oo+ +

ab(a® +b%) a’b’

2 ab3
5 o T( 3 )¢30yyy+(?)¢3§yy+

b | Ay |
o™ 500

2

R, =ab(¢gy +0m) +(= *)4)00 +(ab* )y’ +(-a’b)y’ +( )<I>yyy

2 2 b2 2
0 e D o g .

(6.67)

expressOes nas quais observa-se que o primeiro termo reune as duplas derivadas em

Xey,ouseja:
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ab(dgo + a0 (6.68)

e que, a vista de (6.24), pode ser redigido:

ab(o2 +9%%) = —2GOab (6.69)

o que leva de modo imediato aos elementos do vetor das a¢des nodais equivalentes,

passando (6.53) a ter a redagdo :

( a Rj b 0 a

b a 2a 2b b
b ( a Ej a 0

1| 2a b a 2b ¢,

2, a (_3_2) LI

2b b a 2a

a 0 b (3 Ej b

L 2b 2a b a/]
-b) o> + (-a)e?| [2abGe] [R,] [0
(b)d + (-a)or| [2abGO| |0 0

R _ AR (6.70)
(b)¢X  +  (a)o} 2abGO| | 0 0
-b) o> + (a)¢} 2abGO) | 0 0

onde a soma dos erros R, ,R,,R; e R, assim se expressa :

4a’b 4ab’
(R, = 33 X% L A 42 b)pR 4+ —

S OR (6.71)

cujo inconveniente, em principio, estd em sua localizagdo interna ao elemento

(origem do sistema de coordenadas locais).
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Note-se que a matriz de rigidez (6.70) € uma aproximagao com ordem
de convergéncia O(A*) diferente da deduzida pelo método dos elementos finitos,
veja-se (6.22); sendo o vetor das acdes nodais idéntico ao daquela formulagdo,
conforme mostra (6.23).

Tratando-se de formulacdo livre, ¢ possivel ainda introduzir-se um
fator multiplicativo w nos ultimos termos de (6.59), (6.61), (6.63) e (6.65);

previamente a determinacdo dos elementos da matriz de rigidez

(ao,bo,co,do,eo,fo,go,ho,io,jo), quais sejam :
90 (ab)a, + (-ab)b, + (ab)e, + (-ab)d, + w(a’+b*) ]
2l (abb, + (-ab)e, + (ab)f, + (-ab)g, + w(-a’-b*) ]
o[ (abe, + (-ab)f, + (ab)h, + (-ab)i, + w(a’+b’) ]

(-ab)g, + (ab)i, + (-ab)j, + w(-a’—-b’) ]
(6.72)

doo[ (ab)d,

+

artificio que viabiliza a geracdo de uma familia de matrizes de rigidez, sendo seus
elementos obtidos, conforme sabido, com a anulagdo dos termos em

$oo>Poo>Poo € Doy» Ora em fungio do novo pardmetro introduzido.

Tal procedimento leva aos sistemas de equacdes dados por :

11 1 1 [a, 0
-a a a -a b, -b
" = {0} (6.73)
b -b b b |lc, a
lab —ab ab —ab|ld,] [(w(a®+Db?)
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1 1 1 1 |lb, 0
-a a a -a e, b
+ — {0} (6.74)
-b -b b b [If, -a
ab —-ab ab -ab]lg, W(—a2 - bz)

1111 e, 0
-a a a -af, b
n — {0} (6.75)
-b -b b b |lh, a
ab —ab ab -ab](i, w(a® +b?)

11 114, 0
-a a a -ag, -b
. ~ {0} (6.76)
-b -b b b |li, a
lab —ab ab -ab]lj,) (w(-a®-b?)

Pois bem, fazendo uso de um processo de tentativas, toma-se w = 1/3
nos sistemas de equacdes (6.73) a (6.76), obtendo-se os elementos de uma nova

matriz de rigidez dados por :
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_ l(i+2j X _(—_a+£) _(1+Lj ; _(1 L)
=73 b a) P 7leb T3a) “T\6b T6a) T3 6a
X _(—_a+£) _ l(iﬁj ; _(1 Lj (1+£j
o6b "3a) T 3 a) T3 6a) 57 l6b 6a
_(1+£j ; _(1 3) . 1(3&) - _(—_a+£j
“=l6b 6a) b 6a) ° 3 a) " leb 3a

1+£j - _(—_a+£) _ 1(&&]
6b 6a) 7 \6b 3a) 17 73\p"a

(6.77)

sendo os novos restos EXpPressos por:

* XX yy ( b ) 2 xxy
R, =ab(¢g +dgo) + —3 . )¢ +(—ab” )y,
2 ab’ a’b. (@0 +4bY)
(—a"b)dgy’ +(—T)¢Sﬁy + ?)‘boo —]d) Y+
ab(a’ +b ) b’(4a”> +b%)

oy oy (B0
(I)O [ 9 ](I)OO +( 6 )(I)OO +

—2(a’ +b’
2@+ b)

R, =ab(gyy +63) +—

0ot ( )%o +(=ab” )y’

- ab’ —a’(a’ +4b%)
(@"b)dgy” +(_T)¢g§/ ( )¢00 —]¢
ab(a” +b7) +[—b (4a +b”)

B 00 9 ]¢gyyy + (?)d)%yy +...

( +b2 X 2
R =ab(dgy +i) +—— 0" + ( )4)00 +(ab” gy’
a’(a’® +4b%)
9
b*(4 b ab’
o) S

(@*b)y’ +(—)<1>yyy ( )¢00 +[

ab(a’ +b*)
2 ooyy +[

1o
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R = ab(l )+ )¢Xy WAL D)+ +
5 —a’(a’ +4b%)
(b +(f>¢m i D A
b 1 4a2 b
T e TS

(6.78)

nos quais tornam-se visiveis parcelas em duplas derivadas idénticas a (6.68), fato que
permite a formulacao do vetor de agdes nodais equivalentes; e ainda, em que pesem

as diferengas desses termos em relacdo a (6.67), levando-se ao mesmo erro local

dado por (6.71).

Isso posto, resume-se em notacao matricial a formulagdo da matriz de

rigidez e do vetor das agdes nodais equivalentes ora obtidos, que assim se expressam

{28 3 (22) -2 e
{2.2) (2-2) (2+2))w

1 +
. (3 Ej (—_a 2) A
b * a 2b * a ?
I Sim. —%"‘gj ds
(<b)or + (-a)or] [2abG6) [R,] [0
(b)o* + (-a)o!| |2abGe| |0 | |0
+ - + = (6.79)
> + (@é2 | l2aGel ol lo
b)e} + (¢ ) 2aGe] (0] o

cujo resto, conforme ja comentado, ¢ aquele mesmo dado por (6.71), qual seja :
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22%b 2ab°
(R, = 2 2% L 0(ab® +alb))r +

O+ (6.80)

tratando-se assim de um operador hermitiano de ordem 0(A*), como (6.80) estd a

indicar, sendo a matriz de rigidez e o vetor de a¢des nodais idénticos aos obtidos

através da formulagdo via elementos finitos, conforme mostrados em (6.22) e (6.23).

6.4 - Exemplo de aplicacdo com o emprego de elementos triangulares.

Seja calcular os valores da funcdo de tensdo ¢ nos pontos 3, 4, 5 ¢ 6,
para a secdo transversal quadrada, conforme o padrao sugerido por BATHE [1996] e
malha exibida na Fig. 6.5, empregando-se o operador hermitiano (6.48), cujo resto

esta expresso em (6.49).
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N6 Coordenadas (X,y)

(cm)

1 (00,10)

(10,10)
(04,07)
(08,07)
(02,02)
(08,03)
(00,00)
(10,00)

0w N N R WN

Fig. 6.5 - Secao retangular submetida a tor¢ao livre.

Trata-se de uma discretizagdo com 10 elementos triangulares segundo

uma configuracao de 8 nds. As matrizes de rigidez, os vetores de agdes nodais

equivalentes e os demais vetores resultantes das deducdes via formula¢do hermitiana

livre para cada elemento sdo os seguintes (conforme ordem de numeracdo dada na

Fig. 6.5) :
[-17
— 2
10
-
Sim.

20GO
20GoO

20GO

Elemento 1

(<492 —¢r] 1002 +202 — 4002 +5002*+...]  [o]

w e L

[—or+07 ) | 0 | o)




[ -17
10

Sim.

[-13
40

Sim.

[—25
52

Sim.

10
-1

-9
40
=37
40

13
-17

13

14
-29

56
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(6.81)

Elemento 2

2 ([0, @ (o1 40y (5063 4003~ +203* +10p2+...] (0]
o el | o L
_25|¢8|_203(}e+|¢8_¢8 |+| |_| |
Do 1250 Lo 0 J 1o
(6.82)
Elemento 3
E_[ 1 @ ﬁ y 344 7% — 2641 E XY AdYY (0]
20 ¢5 3 2 _¢5 ¢5 - 6¢5 + 2 ¢5 - ¢5 +...
10|l [ | P
40 |¢8|_ 3 [(F) 2 T Bl
o) |20 | grvap 0 lo]
ool |57 | erea
(6.83)
Elemento 4
~7 26GO| 1305 ., wy ay |, 905"
> (q)S]L Tl IS0 (3 saer 36 H
9 26GO
e |¢3|— 3 (T A0 0 =|0|
-29 2060| |5y L,
o) |55 | 0 o)
(6.84)
Elemento 5
% (6,) %Ge 202 —207 | [4462% —207 +190 1370 +...] (0]
ll d L_ LSGG + %_q)y + 0 L‘jOL
S0 ] Jaste| [ | N
?_[th 3 T+3<|>1y { 0 J lOJ




[—53
40

Sim.

[ 74
24

Sim.

1
E 0 [(I)G]
Sl
21
7_[4)3}
=l
G g
7
-1 |¢z
=53
?_[434
-17 7]
e
BN
40 4 |¢2|_
-5
7_L¢6J
4 4
24 3 8
=25 =2
24 3 |‘I’4
-2
?_“)1
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Elemento 6
16GO
- [ 2y | _16¢g“+32¢;XY+0¢‘W+16¢W+...] (0]
16GO
5 +|2¢:+2¢g|+ 0 |—J|0|L
16GO
=) L 20y ) 0 J o)
(6.86)
Elemento 7
8GO 3
5 ¢6_¢y (42 +28p2 +2102 + 892 +...] (0]
| ||
S ’ N
8GH -7
5 |5 | 0 J )
(6.87)
FElemento 8
7 X
203Ge %“bg —10¢§“+30¢§§W+1 0y +50957 +... o]
20G6 + ﬁ""‘by + 0 —JOL
3 2 72 BN
2060) | g, 0 lo)
3
(6.88)
FElemento 9
=3
12:?9 ¢3 4¢y [12¢§xx+32¢xxy 24¢;‘}’}’ +9¢yyy+ 1 O
12GO 3¢4 L J L
REERUE " | ’
12
—SGG 267 [ 0 J OJ

(6.89)



24 T 2
SRR NN
o ol ]
| Sim E_W 3 {

Elemento 10

50° 1| —4503 + 8505 + 091 +
3 X
d2>2 +4¢) |L+ 0
_3¢X
21 +<|>]yJ 0

4547
— Q0 +...

2
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Para a montagem da matriz de rigidez, do vetor das acdes nodais

equivalentes e dos vetores dos restos, basta considerar-se a conectividade entre os

elementos 1 a 10 ou seja :

(64 -7 79 -1 19 N O T
39 60 39 3 52 10 ‘
oL 37 0 0 o =il
24 12 40 :
-6017 53 177 17 0 o b
1092 24 182 56 ’
B o e
48 16 !
-23213 107 11
— 4 — Il d
3640 140 40
-3377 29 b
560 10 ¢
-17 -3
~  To o,
49
_Sim _E- b
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0 81¢;xx+56¢§xy+ ¢5 ¢5 +
2 2
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(6.91)
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As condic¢des de contorno implicam na nulidade da funcao de tor¢ao
nas bordas, que podem ser introduzidas em (6.91) eliminando-se as linhas e colunas
1,2,7,¢e8.

Isso posto, resolve-se o sistema restante negligenciando-se os restos
expressos em (6.91) conforme sugere AKAI [1994], obtendo-se assim os valores da
fun¢do de tensdo nos nos internos mostrados na Fig. 6.5, e que se encontram na
Tabela 6.1 abaixo, na qual constam, para efeito comparativo, os valores da solu¢do

com o emprego de séries segundo TIMOSHENKO [1951].

Tabela 6.1

Comparagao entre as solu¢des de Timoshenko e da formulacao hermitiana livre.

(1) (2) Erro da Diferenca
Solugao Solugao entre as
Solucao via via solugdes
de Formulagao Formulagao (He)
Timoshenko Hermitiana Hermitiana
Livre Livre %
¢, =12236GO | ¢, =10,869 GO | 124} +32¢) — 2443 + 993" +... 11,17
b, = 8,742GO | ¢, = 9,488GO —45¢;“+85¢§”+0¢;‘”+452‘y‘yy . 8,53
é,= 7,002GO | ¢,= 8814 GO SI165 + 5603 + 113;>5 . 155;1)5 L 25,87
b= 8742GO | ¢, = 9,995GO [-12¢ +600 +2102 +24¢ +...| 14,33

Note-se que os valores da fungdo ¢ mostrados na Tabela 6.1, sdo
idénticos aos obtidos pela formulagdo do método dos elementos finitos, tendo em
vista a igualdade das matrizes de rigidez e dos vetores de acdes nodais equivalentes
resultantes em ambos os métodos.

Ressalte-se ainda que as diferencas mostradas na ultima coluna da
Tabela 6.1, indicam a necessidade de refinamento da malha adotada na Fig. 6.5,

providéncia que nao consta do objetivo do presente trabalho.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Em primeiro lugar, ¢ digno de registro assinalar que procurou-se
avaliar na bibliografia consultada, caminhos alternativos no sentido da abertura de
uma nova linha de pesquisa, referente ao estudo de matrizes de rigidez e vetores de
acdes nodais equivalentes, o que, apesar de tratar-se de assunto bem conhecido,
logrou sucesso em nosso entender, conforme vem a demonstrar o desenvolvimento
deste trabalho.

Nesse sentido inovou-se, uma vez que a denominada formulagdo
hermitiana livre constitui-se em uma alternativa para a geracdo de matrizes de
rigidez e de vetores de a¢des nodais equivalentes; dispondo, além disso, da vantagem
de se abordar o erro de aproximag¢ao de maneira explicita.

Ao que tudo indica, tal formulagdo ¢ apropriada para aplicagdes mais
amplas do que as estudadas neste trabalho, que restringiu-se a aplicacdes no ambito
da Estatica das Estruturas.

O estudo aqui realizado mostra a possibilidade de se trabalhar, de
principio, com expressdes analiticas para o erro de aproximagdo de operadores
hermitianos e informar a ordem de convergéncia das matrizes de rigidez resultantes;
0 que possibilita uma medida relativa da magnitude do erro, para comparacdo de
matrizes de rigidez geradas por outras formulagdes, assunto de interesse por parte de
diversos pesquisadores do método dos elementos finitos, onde as avaliagdes de erro
sdo realizadas normalmente a posteriori.

Estando a ateng¢do do trabalho voltada ao erro de truncamento

(truncation error); assim denominado por originar-se do abandono de termos do
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desenvolvimento das funcdes em séries de Taylor, passou-se a empregar suas
propriedades num sentido mais amplo, ou seja, avaliar o erro de aproximagdo das
matrizes de rigidez, tema para o qual, presume o autor, acrescentou-se alguma
contribuigao.

Como ¢ possivel verificar, a abordagem que se faz, no tocante ao
emprego de operadores, ¢ totalmente diversa da realizada através do método
tradicional das diferengas finitas, cujo objetivo concentra-se, principamente nas
aplicacdes de operadores em malhas de pontos, com o objetivo da discretizagao das
estruturas, substituindo-se as equagdes diferenciais regentes do problema, por
aproximacoes de diferengas.

Na metodologia ora empregada foram conseguidos resultados
interessantes, tais como cole¢des de operadores apropriados a geracao de matrizes de
rigidez em problemas axiais; de flexdo em primeira ordem e de flexdo em segunda
ordem, onde existem duas questdes importantes a se preocupar : em primeiro lugar a
obten¢do de simetria nas matrizes resultantes, e em segundo lugar sua conseqiiente
ordem de convergéncia; propriedades que devem obrigatoriamente ser atribuidas
quando da escolha dos referidos operadores, advindo dai as dificuldades pertinentes
a formulagao livre.

E interessante notar que, diferentemente do vem sendo realizado via
analise matricial ¢ método dos elementos finitos, obtem-se um sé conjunto de
resultados, onde destacam-se as matrizes de rigidez e o vetor das acdes nodais;
conjunto que depende, conforme ja comentado, da escolha apropriada dos
operadores, pois deles constam as informacdes referentes as equagdes diferenciais
regentes do problema, de modo bastante acoplado, ao contrario da suposi¢do de
fungdes de forma adequadas (objeto do método dos elementos finitos), o que explica
a geracao da matriz de rigidez da teoria de viga de Timoshenko, conforme mostra o
capitulo 5, ja aliviada do problema de bloqueio da solucgao.

Também mostrou-se a impossibilidade da geragdo das matrizes da
fundacao sobre base elastica com o emprego do modelo bi-paramétrico idénticas as
obtidas pelo método dos elementos finitos, vantagem inegdvel em relacdo a esse
referido método, que nao deixa transparente nas formulagdes, as informagdes de

acoplamento aqui mencionadas.
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Muito ha de se fazer neste campo de atuagao, pois, ao que tudo indica,
¢ possivel vislumbrar a viabilidade de resolver também problemas mais complexos
da Teoria da Elasticidade por esta via de tratamento, dando ensejo a continuidade da
linha de pesquisa.

Para tal continuidade pretende-se, de inicio, estudar o problema da
fundagdo bi-paramétrica introduzindo-se a influéncia de for¢a normal via formulagao
hermitiana livre, tendo em vista ja estar realizada com o emprego do método dos
elementos finitos (YOKOYAMA [1996]); passando-se em seguida para um
aprofundamento do estudo do erro numérico de outros tipos de elementos finitos,
constituidos de um numero maior de pontos nodais.

Para tal, infere-se a necessidade do estudo de novos conjuntos de
operadores hermitianos, com maior grau de dificuldade que os ja4 empregados, pois a
questdo da simetria das matrizes nao fica tdo evidente, conforme j4 demonstrado para
o elemento retangular do capitulo 6.

Como ¢ sabido, as aplicagdes aqui encontradas sdo referentes aos
casos da Estatica das Estruturas, nada tendo sido comentado a respeito de aplicagdes
em Dinanica das Estruturas, campo extremamente promissor, conforme pode ser
verificado em LAIER [1998], que trata de formulacdo livre no campo de propagacao
de ondas.

E oportuno assinalar, que os problemas bi-dimensionais, e por indugao
os multidimensionais, estao ainda por explorar. Por enquanto, tendo em vista os
resultados mostrados neste trabalho, parece interessante aproveitar os algoritmos do
método dos elementos finitos, procedendo-se uma posterior explicitagdo do erro,
mediante o emprego direto de operadores do tipo hermitiano, providéncia que pode
testar a consisténcia matematica daquela formulacao.

Para finalizar, ¢ importante ressaltar que a formulagao hermitiana livre
vem a ser uma nova ferramenta de geracao de matrizes de rigidez e vetores de agdes
nodais equivalentes, cujos resultados podem ser inseridos nos cédigos de programas
de computador ja existentes e amplamente conhecidos, pois o fato de se fornecer
informagdes que ndo sdo objeto de consideracdes no método dos elementos finitos,
em nosso entendimento, ¢ um avang¢o que pode contribuir, sem a pretencao de

competir com aquele consagrado método de andlise numérica.
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