OTIMIZACAO DE SECOES TRANSVERSAIS DE
CONCRETO ARMADO SUJEITAS A FLEXAO
- APLICACAO A PAVIMENTOS

Autor: ENG. RODRIGO DE CARVALHO SOARES
Orientadora: Profa. Dra. ANA LUCIA H.C. EL DEBS



fevereiro/97

OTIMIZACAO DE SECOES TRANSVERSAIS DE
CONCRETO ARMADO SUJEITAS A FLEXAO
- APLICACAO A PAVIMENTOS

RODRIGO DE CARVALHO SOARES
Dissertacdo apresentada a Escola de Engenharia de Sao
Carlos da Universidade de Sao Paulo como parte dos
requisitos para obtengdo do titulo de “Mestre em

Engenharia Civil”.

Orientadora: Profa. Dra. ANA LUCIA H.C. EL DEBS

Sao Carlos



1997

A meu pai Zoroastro, minha mae Rita e

meus irmaos Ana e Tiago.



AGRADECIMENTOS

A Professora Dr. Ana Lucia H.C. El Debs pela orientacio de extrema
competéncia, confianga no meu trabalho e amizade.

Aos professores do Departamento de Engenharia de Estruturas da ESSC pelos
conhecimentos transmitidos e amizade.

Aos funcionarios do Departamento de Engenharia de Estruturas pelo apoio e
aconchego.

Ao amigo e colega Eduardo Walter pelas contribuigdes profissionais e
companherismo destes dois anos de mestrado e da propria graduacao.

A amiga Concei¢ao de Maria (Mana) pela corre¢ao do texto e principalmente
pelo apoio emocional e incentivo profissional sem os quais teria sido bem mais
dificil completar esta tarefa.

Ao meu pai pelo apoio de todas as formas, e a minha mae, em memoria, que
também com certeza de onde estiver estar ao meu lado.

Aos familiares que sempre me incentivaram ao aprendizado.

Aos amigos e colegas do Departamento pelo carinho e sabedoria que sempre
transmitiram.

Ao professor ¢ amigo Dr. Silvio Romero Frej da Fonseca Lima, da
Universidade Federal de Pernambuco, pelo apoio, incentivo e confianga na minha
vinda ao mestrado.

Ao professor Dr. Bernardo Horowitz, da Universidade Federal de
Pernambuco, pela contribui¢cdo no presente trabalho.

A CNPq. pelo apoio financeiro, sem o qual ndo seria possivel a realizacio
desta monografia.

A FAPESP pelo apoio financeiro, sem o qual ndo seria possivel a realizagdo desta

monografia.



SUMARIO

LISTA DE SIMBOLOS
LISTA DE TABELAS
LISTA DE QUADROS
LISTA DE GRAFICOS
LISTA DE FIGURAS
Resumo
Abstract
1 Introducio
1.1 Situacio do Problema
1.2 Proposta do Trabalho
2 Historico
2.1 Historia da Otimizacao Matematica
2.2 Tipos de Problemas na Otimizacao Estrutural
3 Condicoes Fisicas do Problema
3.1 Situac¢ao do Problema
3.2 Variaveis a Serem Otimizadas
3.3 Restricoes
3.4 Variaveis Especificas do Problema
3.5 Solicitagoes
4 Fundamentos da Otimizacio Matematica
4.1 Preambulo
4.2 Justificativa do Método Utilizado
4.3 Conceitos Matematicos
5 Formulacio Matematica para Minimizacido da Secao Transversal de uma
Viga
5.1 Localizacdo do Problema no Campo da Otimizac¢ao
5.2 Formulac¢ido da Funcio Objetivo e Restri¢coes
5.3 Resoluciao do Problema
5.4 Solucio do Sistema de Equacoes
5.5 Verificacido dos Resultados Obtidos



5.6 Verificacao da consisténcia dos Resultados
6 Soluciao Extendida as Se¢des Transversais de Grelhas
6.1 Introducio
6.2 Embasamento Matematico
6.2.1 Formulaciao do Problema
6.3 Procedimentos utilizados no “Software”
6.3.1 Calculo da Flecha
6.3.1.1 Aplicacdo da Analogia de Mohr para Vaos Apoiados nas
Extremidades
6.3.1.2 Aplicacdo da Analogia de Mohr para Vaos em Balanco
6.3.2 Esforcos Solicitantes
6.4 Obtencio da Secio Otima
6.5 Precisiao dos Resultados
7 Momento de Inércia
7.1 Introducio
7.2 Momento Critico de Fissurac¢ao
7.3 Momento de Inércia a Flexao
7.3.1 Momento de Inércia Segundo BRANSON
7.4 Analise Numérica do Coeficiente “m”
7.4.1 Exemplo - Viga Biapoiada
7.4.2 Exemplo - Viga com 2 Tramos
7.4.3 Exemplo - Viga com 3 Tramos
7.4.4 Exemplo - Viga em Balanco com 2 Tramos
7.5 Calculo do Momento de Inércia a Torcao
8 Experimentacio Numérica
8.1 Exemplos
8.1.1 Exemplo - Viga Biapoiada
8.1.2 Exemplo - Viga com 3 Tramos
8.1.3 Exemplo - Grelha Composta por 9 Vigas
8.1.4 Exemplo - Pavimento Composto por 7 Vigas
8.1.5 Exemplo - Pavimento Composto por 9 Vigas
8.1.6 Exemplo - Pavimento Composto por 13 Vigas



8.2 Comparagiao com Estruturas Existéntes
8.2.1 Edificio LIBERAL OFFICE
8.2.1 Edificio LAGO AZUL
8.2.1 Edificio RESIDENCIAL
9 Conclusao
9.1 Conclusées do Trabalho
9.2 Propostas para Pesquisas Futuras
Referéncias Bibliograficas

Apéndice A : Fluxograma

LISTA DE SIMBOLOS

€. - deformagdo da fibra comprimida do concreto;

€s - deformacgao da fibra tracionada do aco;

ps - peso especifico do aco;

Ay’ - area de aco trabalhando a compressao;

A - area de ago trabalhando a tracao;

by - base da secdo transversal;

C. - custo unitario do concreto;

Ct - custo unitario da forma;

C; - custo unitario do ago;

d’- distancia do centro de gravidade da 4rea de aco comprimida & face do banzo
comprimido;

d - altura 1til da se¢do transversal;

E. - médulo de elasticidade longitudinal do concreto;

E; - médulo de elasticidade longitudinal do aco;

F. - forga atuante no banzo comprimido da se¢do transversal de concreto;
f.q - resisténcia de calculo do concreto a compressao;

fek - resisténcia caracteristica do concreto a compressao;

Fy - forga atuante na area de ago comprimida;



Fy - for¢a atuante na area de ago tracionada;

fyq - resisténcia de calculo do ago;

fyx - resisténcia caracteristica do ago;

h - altura da se¢ao transversal;

I - momento de inércia a flexao;

Ip - momento de inércia a flexdo no Estadio I;

I, - momento de inércia a flexao no Estadio II puro;
Iservigo - momento de inércia a flexao no Estadio II;

M - momento fletor;

Mg - momento fletor de calculo;

M - momento fletor caracteristico;

M; - momento resistente ou momento de fissuragao;

P, - limite méximo para a taxa geométrica da armadura;
q - agdo transversal distribuida uniformemente no elemento;
Q - esforgo cortante;

X - posicao da linha neutra;

LISTA DE TABELAS

Tabela 2.1 - Trabalhos sobre otimizagao estrutural;

Tabela 2.2 - Caracteristicas principais da pratica da otimizagdo estrutural;

Tabela 2.3 - Identificacdo de fatores nos problemas estruturais;

Tabela 5.1 - Resultados de otimizag@o de se¢des transversais de uma viga biapoiada;
Tabela 7.1 - Coeficientes 1 fornecidos pelo SUSSEKIND para célculo do momento
de inércia a torgao;

Tabela 7.2 - Coeficientes 1 para determinar o momento de inércia a torgao;

LISTA DE QUADROS

Quadro 6.1 - Analogia de Mohr;

LISTA DE GRAFICOS



Grafico 5.1 - Variacao da altura da se¢do o6tima com respectivo momento fletor
solicitante - exemplo de uma viga biapoiada;

Grafico 5.2 - Variacdo do volume de concreto da secdo 6tima com respectivo
momento fletor solicitante - exemplo de uma viga biapoiada;

Grafico 5.3 - Variagao da area de ago da se¢do O6tima com respectivo momento fletor
solicitante - exemplo de uma viga biapoiada;

Grafico 5.4 - Variacao da flecha maxima com o momento fletor solicitante - exemplo
de uma viga biapoiada;

Grafico 5.5 - Variagdo do custo da secdo Otima com respectivo momento fletor
solicitante - exemplo de uma viga biapoiada;

Grafico 5.6 - Representacdo da fungdo objetivo sujeita as restricdes para uma secao
transversal - exemplo de uma viga biapoiada;

Grafico 7.1 - Momentos de inércia das alturas 6timas de uma viga biapoiada para
diferentes modelos de consideracdo do I;

Grafico 7.2 - Analise da variacdo dos momentos de inércia dos elementos de uma
viga biapoiada;

Grafico 7.3 - Momentos de inércia das alturas 6timas de uma viga com dois tramos
para diferentes modelos de consideragdo do I;

Grafico 7.4 - Analise da variacdo dos momentos de inércia dos elementos de uma
viga com dois tramos;

Grafico 7.5 - Momentos de inércia das alturas 6timas de uma viga com trés tramos
para diferentes modelos de consideragdo do I;

Grafico 7.6 - Analise da variacdo dos momentos de inércia dos elementos de uma
viga com trés tramos;

Grafico 7.7 - Momentos de inércia das alturas 6timas de uma viga em balanco para
diferentes modelos de consideracdo do I;

Grafico 7.8 - Analise da variacdo dos momentos de inércia dos elementos de uma
viga em balanco;

Grafico 7.9 - Comparagao de alturas o6timas de vigas para diferente modelagem do

momento de inércia dos elementos discretos;



LISTA DE FIGURAS

Figura 4.1 - Interpretacdo grafica dos multiplicadores de Lagrange - representacao
geométrica dos gradientes de um conjunto de fungdes;

Figura 4.2 - Exemplos de regides vidveis, conjunto de pontos factiveis para solucao
do problema de otimizagao;

Figura 4.3 - Exemplos de pontos de minimo de uma fun¢ao de uma variavel;

Figura 4.4 - Exemplos de restri¢des ativas e inativas;

Figura 4.5 - Exemplos de plano tangente;

Figura 4.6 - Definicdo geométrica da matriz L restringida ao sub-espaco M, que ¢
tangente a superficie de restricao;

Figura 5.1 - Secdo transversal sujeita a esforgos de flexao;

Figura 5.2 - Viga biapoiada;

Figura 6.1 - Flecha de um vao definida por diferenca relativa de deslocamentos
nodais;

Figura 6.2 - Analogia de Mohr, condi¢des de vinculagdo e carregamento para um
tramo apoiado nas extremidades - estrutura real;

Figura 6.3 - Analogia de Mohr, condi¢des de vinculagdo e carregamento para um
tramo apoiado nas extremidades - estrutura virtual;

Figura 6.4 - Analogia de Mohr, condi¢des de vinculagdo e carregamento para um
tramo em balango - estrutura real;

Figura 6.5 - Analogia de Mohr, condi¢des de vinculagdo e carregamento para um
tramo em balanco - estrutura virtual;

Figura 7.1 - Exemplo de viga biapoiada;

Figura 7.2 - Exemplo de viga com dois tramos;

Figura 7.3 - Exemplo de viga com trés tramos;

Figura 7.4 - Exemplo de viga em balango;

RESUMO



Nos tempos atuais, ja existe um forte desenvolvimento computacional no que
diz respeito a analise de estruturas com caracteristicas geométricas, de cargas e
vinculagdes previamente definidas. Assim como os processadores, tem-se investido
bastante em pré e pos-processadores, 0s quais sdo responsaveis pela maior parte do
tempo dedicado a um projeto. No entanto, pode-se dizer que a defini¢do automatica
das caracteristicas geométricas dos elementos estruturais deixa a desejar. Hoje, esta
etapa ainda ¢ feita pelo engenheiro, apenas com uma ajuda indireta da maquina. Este
trabalho apresenta uma maneira 6tima de fazer o pré-dimensionamento das vigas de
um pavimento de concreto armado. Para isso, desenvolveu-se uma formulacao de
minimizac¢do do custo de uma secdo transversal com a qual, através de um método de
aproximacdes combinadas, obtém-se o minimo custo do vigamento de um
pavimento. As varidveis envolvidas na fun¢do que representa o custo sdo: a altura da
viga e as areas de aco. E as restricoes do problema sdo: a taxa geométrica da
armadura, a taxa de armadura de compressdo em relagdo a de tragdo e a flecha

maxima pré-estabelecida pelo usuario.

ABSTRACT

In the actual time, exist a hard computing development in structural analyses
with geometrical loads and known boundary conditions. As the processors, on has
expand much effort in pre and pos-processors, which are responsible for the big part
of the time dedicated to a design. However, the automatic definition of the element
structural geometric characteristics are yet small. Today, this phase is yet do for the
engineer, only with an indirect help of the machine. This work presents an optimal
method to do automatically the “pre-dimensionamento” of the beams of the floor in
concrete reinforced. It was developed a formulation for minimization the transversal
cross-section cost, which, “atraves” of a combination approximation method, on has
the beams minimum cost of the floor. The function cost variables are: the beam depth

and the steel area. The problem constraints are: the steel geometric rate, the steel



compression with the steel tension rate and the limit displacement “pre-definided”

for the user.
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1- INTRODUCAO

1.1 - Situacao do Problema

Definido o projeto arquitetonico, o engenheiro de estruturas tem a
incumbéncia de langar e dimensionar a estrutura da forma mais econdmica possivel,
permanecendo dentro das especificagdes definidas por Normas e das limitagdes
praticas que causam impossibilidade ou dificuldade de execugdo da obra.

Entdo, o primeiro passo de um projeto estrutural ¢ o langamento da estrutura.
Para isso, o engenheiro deve determinar o posicionamento dos elementos estruturais
e suas respectivas dimensdes. Esta etapa do calculo pode induzir a um melhor
comportamento estrutural e consequentemente resultar numa estrutura mais
econdmica, que ¢ um dos objetivos principais dos engenheiros.

Existe um ntimero razoavel de variaveis na determinacao do posicionamento
dos elementos estruturais, principalmente no que diz respeito aos pilares,
dificultando ou inviabilizando a pratica da programag¢dao matematica neste assunto.
Além das caracteristicas dos materiais, geométricas e das acdes externas, a
localizagdo ideal dos pilares numa estrutura varia com o tipo de solo, processo
construtivo, forma de execu¢do, preco da mao-de-obra, preco das estruturas pré-
moldadas, tempo disponivel de construgdo, etc. Foram citadas algumas das variaveis
decisivas na localizag@o 6tima dos pilares, valendo ressaltar que um fator relevante ¢
a arquitetura. Além de todas as varidveis do projeto estrutural, o engenheiro se
restringe ao projeto arquitetonico, sendo muito dificil a coincidéncia de idealizacio
destes projetos. Devido a toda essa dificuldade, hoje em dia um dos poucos passos
que ¢ feito exclusivamente pelo homem, sem o auxilio do computador, ¢ a
determinagdo do posicionamento dos elementos estruturais, sendo esta distribui¢ao
dos elementos mais proxima da o6tima quanto maior a experiéncia do engenheiro.
Vale salientar que tudo que estd sendo dito no presente trabalho refere-se a
pavimentos estruturais de concreto armado.

Uma vez definida a localizacdo dos pilares, vigas e lajes, parte-se para o
predimensionamento dos elementos estruturais. Nesta etapa, o engenheiro de

estruturas precisa ter um certo conhecimento do comportamento estrutural para



determinar as dimensdes dos elementos de maneira a obter um menor custo para a
obra e respeitar prescricoes feitas pela Norma. As dimensodes dos elementos variam
com as cargas, vaos, materiais, tipo estrutural, etc. Como serd mostrado
posteriormente, entre outros objetivos, este trabalho propde uma maneira automatica
de determinar as dimensdes das vigas que fazem parte de uma grelha; de uma forma
pratica, buscar-se-4 um menor custo para o vigamento de um pavimento de concreto
armado.

Conhecidos o posicionamento e as dimensdes dos elementos estruturais
(lajes, vigas e pilares), inicia-se uma nova fase: o processamento dos esforcos e
deslocamentos. Nesta etapa, cabe ao engenheiro decidir qual modelo de célculo sera
utilizado (grelha, elementos finitos, etc.), sendo determinado qual modelo melhor se
adequa a situacao em fungdo do grau de precisdo desejado dos resultados. Para uma
maior economia, nesta fase do projeto, pode-se levar em consideragdo a plastificagdo
do material, que faz com que ocorra uma redistribuicao dos esfor¢os, resultando num
melhor aproveitamento dos elementos estruturais. Esta fase de projeto ja é bastante
automatizada, sendo necessario ao projetista apenas a conferéncia dos resultados,
verificando se a concepcao de calculo adotada estd ou ndo coerente.

Se os resultados obtidos até esta etapa estdo coerentes com os desejados pelo
engenheiro de estruturas, passa-se ao dimensionamento dos elementos estruturais.
Caso estes nao sejam satisfatorios, redefinem-se as dimensdes dos elementos e
realiza-se um novo processamento. O dimensionamento dos elementos estruturais
consiste na determinacao das areas de aco das segOes submetidas aos esforgos
solicitantes. Este dimensionamento deve ser feito nos dominios 2 e 3, uma vez que
no dominio 4 ocorre ruptura brusca da peca estrutural. De acordo com os esfor¢os
solicitantes e as dimensdes preestabelecidas, entre outros fatores, a se¢do de ago ¢
dimensionada, ndo sendo necessariamente a que torne a estrutura mais economica.
Enfim, encerra-se o procedimento de célculo de um pavimento de concreto armado
com a plotagem das pranchas de forma e de armagao.

Através do breve relato descrito acima, tentou-se mostrar o procedimento de
calculo de um projeto estrutural, e, entre as varias fases de calculo, tentar-se-4 inserir

o presente trabalho.



Com o passar dos tempos, os engenheiros de estruturas buscam cada vez mais
minimizar o tempo utilizado num projeto, visando a maiores condi¢cdes de
competitividade. Para reduzir este tempo, busca-se a automatizacdo dos passos de
desenvolvimento dos projetos. A respeito do calculo dos esfor¢os, dimensionamento
e detalhamento das estruturas, a automatizag¢do ja esta bastante desenvolvida. Com
relagdo a pré e pos-processadores, o desenvolvimento tem crescido bastante, e
continuard por mais algum tempo, pois sdo responsaveis por boa parte do tempo
empregado num projeto. Além disso, o forte estudo nesta drea também se da devido
aos recursos que a computacdo grafica agora estd oferecendo. Entretanto, apesar de
todo o desenvolvimento, ha uma certa deficiéncia na automatizagao da determinagao
das caracteristicas geométricas dos elementos estruturais, que ¢ onde se insere este

trabalho.

1.2 - Proposta do Trabalho

Pretende-se fazer um ‘“software” que determine, automaticamente, e de
maneira “6tima”, as alturas das vigas de um pavimento de concreto armado, e faca o
processamento da estrutura definitiva. Baseado numa formulacdo matematica
desenvolvida pelo autor, o “software” determinara alturas para as vigas de forma a
terem custo minimo dentro de um campo pratico da engenharia de estruturas. O
equacionamento matematico do problema estd sujeito a algumas restrigdes, tais
como: equilibrio dos esforgos, percentagem da area de aco em relagdo a area da
secdo transversal de concreto, e percentagem da armadura de compressdo em relacao
a armadura de tracdo. A respeito da restri¢do relacionada ao maximo deslocamento
admissivel, esta serd imposta fora da formulagdo matematica. Com uma altura 6tima
da viga ja definida pelo equacionamento matematico, serd verificado se a flecha
relativa a esta rigidez ¢ admissivel. Caso nao seja, serdo dados incrementos positivos
na altura da viga até que a inércia desta seja coerente para uma flecha admissivel.

O custo a ser minimizado ¢ colocado em funcdo do volume de concreto, da
area de formas e do peso do aco, sendo a fungdo objetivo aplicada a cada viga do
pavimento independentemente. A interacdo entre as vigas da estrutura ¢ feita através

de um processo iterativo, obtendo-se assim uma minimizagdo do custo das vigas.



Vale ressaltar que a formulagdo matematica foi feita para uma viga, e ndo para uma
grelha. Sendo assim, ¢ desconhecido se os resultados apresentados sdao os mesmos
que para a minimiza¢do de uma grelha como uma estrutura Unica. Neste trabalho,
parte-se do principio que a minimizacdo de um conjunto de vigas (grelha) ¢
equivalente a minimiza¢do da grelha, sendo a interacdo entre as vigas feita pelas
iteracdes internas do programa. Acredita-se que os resultados ndo sejam teoricamente
0s mesmos mas, para uma utilizacdo pratica, parece uma aproximagdo bastante
razoavel.

O processamento da estrutura ¢ feito pelo método dos elementos finitos, uma
vez que este proporciona resultados mais proximos do comportamento real da

estrutura, e consequentemente mais confidveis e econdmicos.



2 - HISTORICO

2.1 - Historia da Otimizacao Matematica

A teoria da otimizacdo estrutural tem alcancado avanco consideravel nas
ultimas trés décadas conforme ilustrado pelo grande ntimero de livros e artigos
publicados sobre o assunto. Por outro lado, a utilizacdo pratica da otimizagdo ¢
comparavelmente modesta, e reservada a problemas especificos, resolvidos por
especialistas em otimiza¢do. Baseado no estudo de um amplo catélogo, feito em 1992
por M. Z. Cohn, Fellow, Grierson, ¢ A. S. Dinovitzer publicado no “Journal of
Structural Engineering” em fevereiro de 1994, com cerca de 500 exemplos de
otimizagdo publicados, que abrange a histéria da otimizagdo estrutural até 1992, e
nas publicacdes a partir de 1992 até a atualidade, tentar-se-4 mostrar uma breve
historia da otimizacao estrutural.

Livros e artigos compdem a maior parte das fontes bibliograficas. Mas as
publicagdes em concreto armado e concreto protendido sdo, na maioria das vezes,
encontradas em artigos isolados: ndo ha muitos exemplos de otimizagdo em concreto
armado devido a sua heterogeneidade e anisotropia.

Na aplicacdo pratica da otimizacdo estrutural, estdo citadas estruturas do tipo:
e treligas planas;

e vigas, colunas e cabos;
e “frames’ ” ¢ arcos;

o trelicas espaciais;

e placas, cascas e chapas.

No estudo de teoria e pratica da otimizagdo estrutural COHN (1994) estima-
se que os registros publicados em otimizacao estrutural podem ser encontrados em
cerca de 150 livros e 2.500 artigos. A maioria das publicagdes aborda aspectos
matematicos da otimizacdo. Através dos anos, esforcos para aplicar técnicas de
otimizac¢do a problemas de engenharia estrutural tém sido refletidos por numerosas

publicacdes de revistas internacionais. Para maior compreensao do desenvolvimento

“estrutura aporticada, pértico ou grelha



da otimizacdo estrutural, apresentam-se na tabela 2.1, em ordem cronoldgica,

algumas dessas publicacdes.

ANO AUTOR DESCRICAO DO TRABALHO
1963 Schmit e Mallett i
1970 Rozvany e Cohn *
1971 Lapay e Goble *
1971 Reinschmidt *
1972 Mau e Sexmith *
1972 Pedersen *
1972 Vanderplaats e Moses *
1975 Kirsch *
1975 Moses e Goble *
1976 Rosenblueth *
1979 Kirsch e Moses *
1981 Lev *
1982 Ashley *
1982 Vanderplaats *
1983 Templeman *
1984 Cohn e Mackal *
1987 Levy e Lev *
3/1989 Amir e Hasegawa Estrutura discreta mista ndo-linear
5/1989 Frangopol e Klisinski Projeto 6timo de sistemas estruturais
6/1989 Hasegawa, Sakamoto e Sato Projeto elastico e plastico para carga
maxima
8/1990 WeiZ.eYeS. Secdo otima para “frame” usando
programacdo geométrica
3/1991 Pezeshk e Hjelmstad Projeto 6timo de estruturas aporticadas
planas baseado no critério de estabilidade
1992 Rajeev e Krishnamoorthy *
7/1992 Kirsch e Topping Projeto de peso minimo de topologia
estrutural
11/1992 Jenkins Em torno do projeto 6timo de estrutura
plana aporticada baseado no algoritmo
genético

“dados adquiridos em COHN et alli (1994)



ANO AUTOR DESCRICAO DO TRABALHO
11/1992 Chakrabarty Um modelo para projeto 6timo para viga
de concreto armado
3/1993 Lassen Projeto 6timo de estruturas tridimensionais
7/1993 Horowitz Esfor¢os em colunas esbeltas de

concreto sujeitas a flexdo biaxial

7/1993 Ramos, Stange e Ing Um sistema para projeto 6timo de

estrutura de concreto armado

7/1993 Moharrami e Grierson Projeto automatico de estruturas de

concreto armado

2/1994 Grierson, Cohn, Fellow e Aplicagdes da otimizagdo estrutural
Dinovitzer
12/1994 Salloum e Siddiqi Projeto de custo 6timo de viga de concreto
armado
2/1995 Thanedar e Vanderplaats Inspecao de otimizagao de variavel

discreta para projeto estrutural

5/1995 Chun-Man, Grierson e Projeto 6timo automatico para construgao
Sherbourne de estruturas aporticadas altas de ago
5/1995 Tseng, Wang e Ling Acrescentando o Método BRANCH-

BOUND para otimizacao estrutural

TABELA 2.1 - Trabalhos sobre otimizacao estrutural

Através de publicagdes do “Journal of Structural Engineering”, de
Congressos Internacionais e de publicagdes do Departamento de Estruturas da EESC
- USP, foi feita uma pesquisa da pratica da otimizacdo estrutural entre 1992 e 1995,
pois as publicagdes feitas antes de 1992 foram bastante exploradas por COHN et alii
(1994). Alguns dos exemplos adquiridos neste estudo foram organizados em forma
de tabela, a qual contém as caracteristicas mais importantes para conhecimento do

problema de otimizagdo. Cada item descrito abaixo corresponde a uma coluna da

tabela 2.2.

1. Descrigdo - trelica, viga, portico, grelha, etc.;
2. Data de publicacao;
3. Tamanho da estrutura: define o niimero de elementos da estrutura;

4. Incerteza: problema deterministico (D) ou problema probabilistico (P);
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Nivel de otimizagdo: secdo (SEC), membros (MEM), sistema estrutural
especificado (SYS), ou topolégicos (TOP) para sistemas estruturais nao
especificados;

Carregamento: estatico (E) ou dinamico (D);

Materiais: aco (S), concreto (C), ou composto (O);

Estado limite: estado limite ultimo (U), estado limite de servico (S) ou ambos (B);
Restri¢des: (9.1) tensdo, (9.2) flecha ou rotagdo, (9.3) fadiga, (9.4) construtivo e
(9.5) colapso global. Frequéncia relevante ou modo de vibragao sdo listados como
flecha ou restricdes de estabilidade para problemas de carregamento dindmico.
Restricdes em fissuragao, instabilidade e dano local nao foram verificadas nos
trabalhos pesquisados. As restricdes usadas em qualquer exemplo sdo

identificadas por (C);

10.Fungdo objetivo: tnica (U) ou multipla (M);

11.Métodos computacionais: algoritmo e/ou ‘software’ conhecidos no campo da

otimiza¢do estrutural. A seguir sera listada a classificagdo dos métodos
computacionais descritos na tabela abaixo:

GP - programacgao geométrica (critério 6timo);

SQP - programacado quadratica sequencial (critério 6timo);

OT - “optimal topologies” (critérios 6timos);

MP - programagao matematica;

NLP - programagao ndo-linear (programac¢ao matematica).

1 2134 5 6 7891 (9293 ]94] 95|10 11

placa 89| 1 | DfSYS|E|[O|S C C - - - U AD (all discrete) nlp

viga 8|1 | DfSYS|[E|[C|S C - C - - U AD




porticoplano |89 | IS D | SYS | E| S| S C C - - - U | AD, MD (mixed discrete),
AC (all continuous) nlp
trelica 89 |10 D| SYS |E[S|U]| C C - - - U -
treliga 89 (10| D| SYS | E|O|U| C - - - - U -
porticoplano [ 89| 3 | D | SYS [ E| S | S C C C C C | U -
viga 89|12 | D| SYS|E|[S|S|C|C - - - |U -
portico |3 |D|SYSS|[E|S]|S|C C - - - U GP
porticoplano |91 | 3 [ D | TOP | D| S| U | C - C - - | U NLP
trelica 92 (10| D SYS |E|S|[S| C C - - - |U OT - nlp
treliga 92|11 D| SYS|E|[S|S|C|C - - - U oT
trelica 92|11 | D| SYS|E|[S]|S]|C C - - - U oT
trelica 92 (21| D| SYS | E| S |S C C - - - U oT
viga 921 |D|SYS|E|C|S|C - - - - |U GNLP, SNLP -nlp
portico 9370 | D| SYS | E| S| S C - - - C | U NLP baseado em SQP
tridimensional
treliga espacial | 93 [ 31 | D SYS E S - C - - U NLP baseado em SQP
portico 93|12 | D|SYS|[E|[C|S C - C - - U MP processo iterativo
porticoplano [ 93 | 15| D | SYS [ E| C | S C - C - - U MP processo iterativo

TABELA 2.2 - Caracteristicas principais da pratica da otimizagdo estrutural

Num total de 501 exemplos citados no catdlogo COHN et alii (1994) e mais
18 na tabela 2.2, 460 (89%) sdo deterministicos ¢ 59 (11%) sdo probabilisticos,
caracterizando assim os exemplos deterministicos como sendo dominantes no campo
da otimizagdo estrutural. Entre os exemplos de otimizagdo apresentados como
pérticos, grelhas e arcos, 71 (15% dos exemplos deterministicos)  sdo
deterministicos e 27 (46% dos exemplos probabilisticos) sdo probabilisticos. Além
disso, entre as estruturas de ago hd 415 (90% dos exemplos deterministicos)
exemplos de otimizagdo deterministica e 57 (97% dos exemplos probabilisticos) de
otimizag¢do probabilistica.

A primeira decisdo num projeto estrutural ¢ considerar a escolha entre uma
aproximacao probabilistica ou deterministica. Entre os exemplos probabilisticos, ha
aproximadamente 27 “frames” (46% do total), dos quais metade sdo porticos planos.
Na otimizagdo probabilistica dos porticos, o colapso plastico ¢ geralmente o estado
limite 0ltimo que governa o problema, isto porque as falhas sdo facilmente
identificadas e expressas como restri¢cdes lineares. Treligas planas estdo em segundo

no ‘ranking’ da frequéncia de otimizacdo probabilistica com aproximadamente 16
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(27% do total) exemplos, com a maior parte projetada para restricdes no estado em
servico (tensao).

Exemplos de otimizagdo de chapas, estruturas de concreto ou com cargas
dinamicas, sdo escassos.

E interessante notar que exemplos de otimizacio para estados limite miltiplos
(SLS ou ULS) sdao muito mais frequentes em projetos probabilisticos do que em
projetos deterministicos (41% versus 4%). Isto ¢ de facil entendimento, ja que a
natureza da andlise probabilistica baseia-se em causas implicitas, as quais sdo
utilizadas para todas as combinagdes do estado limite.

Algumas dificuldades objetivas da otimizacdo relacionam-se a questdo de
modelagem de carga, variacdes de materiais dependentes do tempo, e outras fontes
de incerteza. E dificil, na pratica, determinar uma estrutura 6tima, uma vez que

existem varias incertezas na modelagem das mesmas.

e Tipo Estrutural: A maior parte dos exemplos de otimizacdo publicados referem-se

a trelicas planas, vigas, porticos, grelhas, trelicas espaciais e chapas. Dos 501
exemplos do catdlogo COHN et alii (1994), existem 200 tipos de estruturas
diferentes; isto significa uma média de 2,5 vezes a repeticdo de uma mesma
estrutura. Além disso, apenas seis tipos de estruturas particulares representam
cerca de 25% de todo o catalogo: treliga de 3 barras ocorre 23 vezes; treliga de 10
barras ocorre 23 vezes; poértico plano com 3 tramos ocorre 25 vezes; viga
simplesmente apoiada ocorre 26 vezes; viga em balanco ocorre 15 vezes; e treliga
espacial de 25 barras ocorre 12 vezes. Entre os exemplos citados na tabela 2.2,
trés tipos de estruturas particulares representam 44% dos 18 exemplos tabelados:
trelica com 10 barras ocorre 3 vezes; portico plano com trés tramos ocorre 3
vezes; € viga simplesmente apoiada ocorre 2 vezes. A frequéncia do uso desses
modelos ¢ explicada pelo fato da solugdo ja ser conhecida, o que € necessario para
testar e comparar novos algoritmos;

e Nivel de otimizacdo: A maioria dos exemplos de otimizacdo sdo de estruturas

dadas (52% deterministico e 80% probabilistico). Projetos de secdo e membros
sao de menor interesse para os engenheiros, ¢ otimizagdo de chapas ou sistemas

sdo de complexidade excessiva na pratica;
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e (Carregamento: A grande maioria de exemplos referem-se a um ou dois
carregamentos estaticos (89%). Sdo poucos os casos de arranjo de carregamentos
ou situagdes de carregamento mais complexas que encontraram seu caminho na
otimizagdo estrutural. O carregamento dinamico, ilustrado em aproximadamente
11% dos exemplos pesquisados, esta em crescimento no campo de estudos.

e Materiais: Com aproximadamente 92% dos exemplos pesquisados, o aco ¢ de
longe o material mais usado em exemplos de otimizagao, isto devido a facilidade
de modelagem de suas propriedades, material elastico/plastico e homogéneo.
Concreto e materiais compostos sdo menos ilustrados na literatura, e representam
apenas 5% dos exemplos pesquisados.

e Funcdo Objetivo: O niimero de exemplos de otimizacdo com fungdo objetivo

unica ¢ bem maior do que o com fungdo objetivo multipla. Lembramos que nos
projetos probabilisticos o nimero com fun¢do objetivo multipla ¢ maior do que
nos projetos deterministicos (25% versus 6%).

e Métodos Computacionais: Um maior numero de exemplos utilizam ‘softwares’

comerciais de otimizagdo, evitando o desperdicio da duplicacdo de pacotes ja
existentes. Segundo COHN et alii (1994), ‘softwares’ feitos em elementos finitos
e elementos de contorno sdo fundidos como pacotes de otimizacdo de Otima
eficiéncia. A programag¢do matematica ¢ largamente usada em estruturas de
tamanho moderado quando as restri¢des podem ser linearizadas ou se podem usar
técnicas aproximadas BORKOWSKI e JENDO (1990). Para problemas grandes
ou complexos, sdo preferidos métodos de critério 6timo SAVE e PRAGER
(1985), os quais se encontram dentro do campo da programacdo matematica. Os
métodos de critério 6timo dividem o problema de otimizagdo em subproblemas
garantindo a convergéncia dos resultados. Finalmente, algoritmos genéticos
mostram um bom potencial, mas estdo apenas comegando a serem aplicados em
otimizacao estrutural.
Podem-se diferenciar algoritmos genéticos dos outros algoritmos e

procedimentos de pesquisa de quatro maneiras GOLDBERG (1989):

1. Algoritmos genéticos trabalham com um cédigo de pardmetros fixos, ndo com
pardmetros deles mesmos.

2. Algoritmos genéticos pesquisam uma populagdo de pontos, ndo pontos isolados.
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3. Algoritmos genéticos usam informagdes de fungdes objetivo, ndo de derivadas ou
outros conhecimentos auxiliares.

4. Algoritmos genéticos usam regras de transicdo probabilisticas, ndo regras
deterministicas.

A otimizacdo de estruturas determinadas sdo mais largamente ilustradas do
que otimizagdo de secdo, membros ou sistemas genéricos. A pequena parcela da
vasta pesquisa produzida na otimizacdo que ¢ utilizada na pratica de projetos
estruturais, ainda ndo satisfaz as necessidades especificas do usuario. O nimero de
publicacdes de exemplos de otimizacao estrutural durante os ultimos trinta anos ¢
muito pequeno quando comparado ao numero de artigos e livros de otimizacio
matematica. Os exemplos de otimizagdo publicados nesta pesquisa ilustram ainda
uma regido limitada de problemas, na maior parte de interesse na engenharia
académica. Atualmente, como ilustragdes mais aceitaveis na pratica, os projetistas
podem encontrar exemplos de trelicas e porticos, com objetivo inico e otimizagdo
deterministica.

Para a otimizagdo se tornar mais atraente, os projetistas podem tomar como
exemplo estruturas reais, com condigdes de carregamento nos estados limites.
Quanto mais perto da estrutura real, menor fica o campo de solu¢des possiveis,
aumenta o numero de restricdes, € a solucdo global converge mais rapido.
Simplificando o trabalho do engenheiro e automatizando a maior parte das fases do
projeto, a otimizagdo torna-se uma eficiente ferramenta de projeto.

Ainda existe distancia razoavel entre o progresso da teoria de otimizagdo e
suas aplicacdes na pratica da engenharia civil, como ASHLEY (1982), LEV (1981),
e VANDERPLAATS (1982) tém notado. Este espaco nao foi reduzido durante a
ultima década, embora ocasionalmente sua existéncia, causas, € extensdo tenham
sido discutidas em varios encontros internacionais por GELLATLY ¢ DUPREE
(1976), HORNLEIN (1987), SOBIESKI et alii (1987), COHN (1993), entre outros.
Sugere-se que a maior razdo para o espaco entre a teoria e a pratica da otimizacao
estrutural € que a matematica ¢ usada sem levar em conta o aspecto estrutural da
otimizagdo. Para diminuir este espago, seria necessario utilizar as técnicas
matematicas junto com o problema explicitado fisicamente. A maioria dos trabalhos

feitos ¢ confinada a exemplos triviais, pretendendo apenas mostrar o sucesso de
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aplicacdo de um algoritmo particular. No uso académico, a otimiza¢do pode ser
utilizada para checar um algoritmo, mas ndo ¢ apenas isso que os engenheiros
precisam. Entdo, a distancia entre aspectos teodricos e problemas praticos da
otimizacao estrutural pode ser diminuida por limitagdes de variaveis, podendo trazer

beneficios para a pratica da engenharia estrutural .

2.2 - Tipos de Problemas na Otimizacio Estrutural

Pensando em projetos estruturais, ¢ necessario que se respondam algumas

das questodes seguintes:

e Quais sdo as variaveis conhecidas numa estrutura real ?

¢ (Quais sdo os objetivos praticos da otimizagdo estrutural ?

¢ Quais exemplos publicados podem ser usados em projetos praticos ?

¢ (Quais sdo os artigos ou livros de onde vém exemplos de otimizagao estrutural ?

Baseando-se em publicagdes recentes e na avaliagdo de um real estado-da-
pratica, ou seja, na pratica de projetos estruturais, tentar-se-a responder as questoes
explicitadas acima. A chave caracteristica do estudo ¢ a seguinte: seguindo a pratica
da engenharia, problemas sdo identificados primeiro por sua estrutura e depois pelas
caracteristicas matematicas, com prioridade para a sele¢cdo de varidveis e para a
modelagem da estrutura, e depois para sua solugdo algoritmica.

A otimizacdo do projeto é proposta para considerar uma melhor estrutura do
ponto de vista fisico e econdmico, visando a uma ou mais particularidades do
problema.

Com relagdo ao projeto 6timo, problemas estruturais podem facilmente ser
identificados por:

e Consideragdes de projeto ( deterministica ou probabilistica );
e Parametros e variaveis de projeto ( geometria, carregamento, materiais );
e Formulagdo do problema ( objetivo, estado limite, restrigdes ).
Para uma formulacdo ser concluida com éxito, a solugdo precisa ser

encontrada por um algoritmo conveniente, via programa¢ao matematica, critério de



optimalidade, ou algoritmos genéticos. Varios fatores na identificagdo do problema

estrutural sdo detalhados na tabela 2.3.

Um problema estrutural particular ¢ definido quando entradas apropriadas
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em cada coluna da tabela 2.3 sdo selecionadas.
Nivel de | Parametros e Variaveis Formulagdo Codigo
incerteza | Geométrico | Carga Material Objetivo Estado Restrigdes | Algoritimo
Limite
Aco SLS MP
- tensdo
Secao RC/PC/PP Unico Unico -
Determi Estatica deformagdo
nistico Membros C - fissuragdo
Multiplo Multiplo - fadiga ocC
Composto - rotagdo
- perturba
¢oes locais
Estruturas Elastico Desempenho SLS ULS
Probabi Economia - colapso
listico Sist. Dindmica | Elastico/ e peso ULS - dutilidade GA
Complexos Plastico e custo -
Vida util Outros instabilidade
TABELA 2.3. Identificagdo de fatores nos problemas estruturais COHN et alii

(1994).
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3 - CONDICOES FISICAS DO PROBLEMA

3.1 - Situacao do Problema

Como a programag¢ao nao-linear apresenta varias solugdes para o sistema de
equacdes formulado pelo problema, torna-se complexa qualquer andlise de
resultados. Mas, quando as variaveis possuem caracteristicas fisicas, o objetivo do
problema pode ser alcancado bem mais facilmente. No calculo estrutural, pode-se
dizer que todas as variaveis de projeto possuem este tipo de caracteristica, o que, no
ponto de vista do autor, ¢ um caminho que deve ser explorado pelo pesquisador de
otimizacdo de estruturas. Acredita-se que as variaveis ndo devam ser analisadas
isoladamente, e que a solucdo 6tima faz parte de todo o conjunto de elementos que
compde a estrutura. Sendo assim, com técnicas matematicas € uma boa concepgao
fisica das variaveis, a otimizagdo de estruturas torna-se muito mais facil e prazerosa.

Dentre os varios tipos estruturais, optou-se pela otimizagdo do vigamento de
um pavimento de concreto armado. Esta escolha foi feita devido a ndo existéncia de
um programa com tais caracteristicas, ¢ a necessidade de se conhecerem as
dimensdes dos elementos de viga, o que, até a atualidade, ¢ determinado pela pratica
do engenheiro. A nog¢do das alturas das vigas a serem utilizadas em escritérios de
calculo foi adquirida no decorrer dos anos, com experiéncias anteriores,
permanecendo ainda a necessidade de determina-las matematicamente, que ¢ o
objetivo deste estudo.

A estrutura sera calculada pelo método dos elementos finitos, podendo ser
discretizada por elementos de barra e de placa, com a compatibilidade entre eles feita
pelos deslocamentos dos ndés em comum. Os elementos finitos de placa t€m trés
graus de liberdade por nd, podendo este elemento ser triangular (DKT) ou
quadrangular (DKQ), este ultimo formado por quatro elementos finitos triangulares
através de uma condensacgao estatica. Os elementos finitos de barra sdo formados por

dois nds com trés graus de liberdade em cada no.

3.2 - Variaveis a Serem Otimizadas
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As variaveis a serem otimizadas serdo as alturas das vigas e as areas de aco
das segOes transversais obtidas pelo dimensionamento a flexdo da maior solicitacao
de cada viga.

Uma restrigao fisica de grande importancia para a formulagao ¢ que todas as
variaveis de projeto pertencem, ao menos teoricamente, ao conjunto dos numeros
reais, € nenhuma delas pode ser negativa.

A respeito do tratamento dado a varidvel altura da viga, o valor 6timo serd um
qualquer dentro do campo real positivo. Na pratica, a altura da viga ¢ variavel no
conjunto dos inteiros, com um incremento pré-definido pelo engenheiro de
estruturas. Na formulagao, sera calculada a altura 6tima para uma fungdo continua, e
depois de ja conhecido o valor 6timo, este serd apresentado ao engenheiro que
determinard um valor inteiro qudo préximo ele queira do valor 6timo. A altura da
viga deve ser maior ou igual a apresentada pelo programa para evitar
dimensionamento no dominio 4 ou flecha maior que a admissivel por Norma.

As outras varidveis que serdo otimizadas sdo as areas de ago de tracdo e de
compressao devidas ao esforco de flexdo, que ¢ consequéncia direta da altura da
viga. Embora na prética estas variaveis ndo constituam uma fun¢do continua, na
maioria dos programas existentes, inclusive este, elas serdo consideradas continuas,
pois a diferen¢a no custo devido a esta descontinuidade ndo ¢ de grande significado

quando comparado ao trabalho que seria tratar as varidveis com otimizagao discreta.

3.3 - Restricoes

Para maior facilidade de execucdo da obra, impds-se uma restricdo que limita
em 50% a area de aco de compressdo relativa a area de aco de tracdo. Esta
percentagem foi atribuida devido a técnica construtiva usual, j& que quando existe
muita armadura trabalhando a compressdo, torna-se dificil passar o vibrador,
impossibilitando assim uma boa execu¢do do concreto.

A maxima taxa geométrica deve ser definida pelo engenheiro de estruturas.
Esta restricdo foi estabelecida com o intuito de se evitar que existam secdes
transversais com area de ago exagerada, de tal forma que nao seja possivel posicionar

a armadura coerentemente.
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A secdo transversal de concreto armado a ser otimizada sera de forma
retangular, que ¢ usual e bastante genérica para pavimentos convencionais. Embora
ndo seja objetivo do presente trabalho, em pavimentos constituidos de lajes macicas e
vigas ¢ bastante comum considerar a secdo T, ficando esta consideracdo como
sugestao para uma pesquisa futura.

A limitagdo de flecha ¢ imposta pelo engenheiro de estruturas, devendo estar
de acordo com as prescrigdes da Norma. As flechas das vigas apresentadas pelo
programa sao calculadas considerando a rigidez do pavimento, uma vez que isto €

feito pela diferenca relativa dos deslocamentos nodais.

3.4 - Variaveis Especificas do Problema

O projeto arquitetonico ¢ fator decisivo na determinag¢do das dimensdes da
estrutura. Em geral, as larguras das vigas sdo limitadas pelas espessuras das
alvenarias de vedacdo e por isso ndo serdo consideradas como uma variavel a ser
otimizada. Ja as alturas maximas das vigas sao limitadas por portas, janelas,
descontinuidade das alvenarias de vedagao, etc., sendo assim bastante flexiveis suas
variagoes.

A escolha dos materiais utilizados na estrutura implica nas tensdes
admissiveis das se¢des de aco e de concreto, que t€m influéncia em todas as varidveis
do problema bem como nas restricdes em equilibrio, compatibilidade e deformagao
excessiva.

Uma varidavel de grande importdncia sdo as inércias dos elementos,
diretamente responsaveis pela distribui¢do de cargas nas vigas, e suas flechas. Esta
influéncia nos modulos das flechas altera sensivelmente os resultados obtidos pela
otimizagdo. A esta variavel sera dedicado o capitulo 7.

De acordo com a fungdo objetivo, um conjunto de dados de extrema
importancia nos resultados finais sdo os relacionados aos custos dos materiais.
Outros dados importantes, responsaveis pela precisdo dos resultados, sdo os erros
admissiveis, o numero de divisoes internas da malha e o nimero maximo de

iteragoes.
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3.5 - Solicitacoes

O principal determinante da altura da viga € o esforgo de flexdo, ja que para o
dimensionamento da se¢do a flexdo, ¢ decisivo o valor do braco de alavanca para
formar o binario resistente ao momento fletor. J4 o dimensionamento ao esforco
cortante depende da area da se¢do transversal, ndo existindo prioridade da altura
sobre a largura para o dimensionamento. Em geral, a armadura resistente a tor¢ao ¢
grande com relagdo as demais, e por isso € usual se conceber a estrutura de tal forma
que o momento de tor¢do ndo seja necessario ao equilibrio, ou seja, deixa-se a
estrutura trabalhar e verifica-se se os deslocamentos continuam admissiveis. Por
isso, foi considerado apenas o momento fletor na formulacdo matematica para se
determinar a altura 6tima da se¢do transversal das vigas.

Devido a simplificacdo descrita no pardgrafo acima, deve-se verificar se as
secOes transversais otimas sao coerentes com os esforcos cortantes e momentos de

tor¢ao considerados.
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4 - FUNDAMENTOS DA OTIMIZACAO MATEMATICA

4.1 - Preambulo

O conceito de otimizacdo matematica esta bem fixado como um dos
principios basicos da andlise de muitos problemas complexos. Ao utilizar a filosofia
de otimizacdo enfoca-se um problema de decisdo, que inclui uma sele¢ao de valores
para certo nimero de varidveis interrelacionadas, centralizando a aten¢cdo em um so6
objetivo designado para quantificar o rendimento e medir a qualidade da decisdo.
Este unico objetivo se maximiza ( ou minimiza, dependendo da formulagdo) segundo
as restri¢des que podem limitar a selecao dos valores das varidveis de decisdo.

A habilidade da otimizagdo esta relacionada a formulacdo do problema e a
interpretagdo dos resultados, a qual aumenta com a experiéncia pratica do usudrio e
com a compreensdo de uma teoria adequada para o problema.

Dentre os varios tipos de problemas, podem ser citados os de programacao
linear e ndo-linear, com e sem restri¢des.

A programacao linear ¢ o mecanismo mais natural para formular uma grande
quantidade de problemas com o minimo esfor¢o. Um problema de programacio
linear se caracteriza, como seu nome indica, por funcdes lineares das incognitas; a
fun¢do objetivo ¢ linear nas incognitas e as restricdes sdo igualdades ou
desigualdades lineares nas incognitas. Pode-se citar o método SIMPLEX como um
método importante para resolugdo deste tipo de problema.

Caso nao exista linearidade na funcao objetivo e/ou nas restrigdes, tem-se a
programacao nao-linear.

Em muitos problemas importantes ¢ possivel considera-los sem restrigoes, e,
as vezes ¢ facil converter problemas com restricdo em problemas sem restrigdo.
Muitos aspectos da teoria e dos algoritmos desenvolvem-se e verificam-se de forma
mais natural para os casos sem restricdes, antes de passar para 0s casos com
restrigoes.

Na engenharia, como em todo problema fisico, a maior parte dos problemas ¢

com restri¢do, facilitando, muitas vezes, conhecer a solu¢ao do problema proposto.



20

4.2 - Justificativa do Método utilizado

O objetivo principal do presente trabalho é minimizar o custo do vigamento
de um pavimento de concreto armado. Com o intuito de se obter um resultado
aplicavel a pratica, a idéia do procedimento de otimizacao parte do principio de que a
minimiza¢do do somatério das secOes transversais das vigas de um pavimento ¢ a
soma do minimo da sec¢do transversal de cada viga interagido com as demais vigas. A
interagdo entre as vigas do pavimento ¢ feita através de iteragcdes de calculo do
pavimento, até convergir a valores aceitaveis na pratica. Vale ressaltar que o
resultado obtido com uma formulag¢do feita nestas condi¢des provavelmente nao sera
o mesmo se fosse feita a minimizac¢ao da grelha como um unico elemento estrutural,
mas acredita-se que para resultados praticos ¢ bem razoiavel o uso desse
procedimento. Sendo assim, foi desenvolvida uma formulacdo matematica para
minimizar uma secao transversal de cada viga. Desta forma, o resultado do somatdrio
da minimizagdo de cada viga isoladamente fornecera um minimo global (de ordem
pratica) para a grelha.

Devido a interacdo entre as vigas, apds ser otimizada cada se¢do desejada, as
inércias de cada viga equacionada mudardo e, consequentemente, os esfor¢os nela
aplicados, perdendo-se a optimalidade da grelha. Sendo assim, é necessario fazer um
“loop” com a otimizagdo das se¢des transversais € o processamento da estrutura, até
ndo haver redistribuicdo significativa dos esfor¢os, € consequentemente variacao
significativa das inércias.

Devido a necessidade de se otimizar cada se¢do transversal desejada, e de se
fazer um “loop” com a otimizacdo das secdes transversais € o calculo dos esforgos,
pensou-se em algum processo de otimizag¢do de facil implementagdo no programa de
resolugdo de pavimentos e que este necessitasse 0 menor tempo possivel para a sua
convergéncia. Os pacotes computacionais que tratam do assunto apresentam entradas
de dados complexas, e em geral, quando a funcdo objetivo ou as restrigdes siao
fungdes ndo-lineares, na grande maioria das vezes os “softwares” que encontram
solugdes para estas funcdes utilizam processos iterativos. Como pode existir um
grande nimero de se¢des a serem otimizadas, isto tornaria o processo mais lento que

outro ndo iterativo.
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Devido as inconveniéncias oferecidas pelas rotinas de otimiza¢do encontradas
na literatura, partiu-se para o desenvolvimento de um “software” particular para este
trabalho. Neste “software”, o equacionamento matematico ¢ feito levando-se em
consideragdo condi¢des particulares do problema. A resolucao deste equacionamento
oferece resultados exatos, dentro das restricdes previamente estabelecidas,
encontrados através da aplicacdo do método dos multiplicadores de Lagrange para
extremizacdo de fungdes ndo-lineares sujeitas as condi¢cdes de Kuhn - Tucker. O
sistema de equagdes ndo-lineares ¢ resolvido analiticamente, evitando-se assim o
processo iterativo, e eliminando-se o problema oferecido pelas entradas e saidas de

dados dos pacotes computacionais existentes no mercado.

4.3 - Conceitos Matematicos

Antes de iniciar o estudo de conceitos matematicos necessarios a um bom
entendimento do método de otimizagao utilizado neste trabalho, sera introduzido um
apelo geométrico, figura 4.1, que facilitard bastante a compreensao deste capitulo. A
figura 4.1 mostra geometricamente como introduzir os multiplicadores de Lagrange,
que ¢ a base de todo o modelo utilizado.

Considere que f(x) seja a fungdo objetivo, e que h(x) represente as restrigoes
ativas, sendo cada restri¢do representada por h; (x). Considere também que X seja um
ponto solugdo, mas ndo 6timo, € que x* seja um ponto extremo (minimo ou maximo,
local ou global). Entdo, pode-se ter a representacdo geométrica dos gradientes da

seguinte forma:
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hi(x)

Interpretacio grafica dos multiplicadores de Lagrange -

FIGURA 4.1 -

Representacio geométrica dos gradientes.
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Através do apelo geométrico acima, verifica-se que para um ponto extremo

*
X , tem-se:

1

_Vf(x) = }\,1 Vh(x)l + }\,2 Vh(x)z + }\,3 . Vh(x)3 EE }\‘i . Vh(x)
ou —Vf(x) = X'Vh(x)

Atribuindo as restrigdes ativas, resulta o seguinte sistema de equagdes:
h(x) = 0

Embora neste instante possa ndo parecer claro o que acaba de ser mostrado,
no decorrer do capitulo serd de extrema importancia para um bom entendimento do
mesmo.

A seguir, serdo introduzidos conceitos, definicdes, teoremas e lemas
referentes a extremizacdo de fungdes sujeitas a restrigdes, os quais foram extraidos
de LUENBERGER (1989).

Considere-se o problema da seguinte forma:

minimize f(x)

sujeito a h; (x)=0 g1 (x) <0
h, (x)=0 2 (x) <0
hp, (x)=0 2, (x) <0
xe QcE",

onde Q ¢ uma regido vidvel, regido na qual pode existir solu¢do, e E" o espago que
contém €2, sendo aindam <n, e as fungdes f, h;,1=1, 2, .., me g;, j=1, 2, ..., p sdo
continuas. Considerando que i € I e j € D, quando I = ¢ e D = ¢, ou seja, ndo existem
as restrigdes h; (x) e gj(x) e ainda Q  E", diz-se tratar de um problema de otimizago
sem restricdes. Quando [ # ¢ e/ou D # ¢ diz-se tratar de um problema de otimizagao
com restrigdes.

Uma medida evidente da complexidade de um problema de programacao ¢
seu tamanho, medido em funcdo do niimero de varidveis incdgnitas e o nimero de

restricdes. O tamanho dos problemas que podem ser resolvidos com eficicia tem
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aumentado com o avanco da tecnologia computacional e com o progresso da teoria.
Segundo Luenberger, podem-se diferenciar trés classes de problemas: problemas de
pequena escala, que t€m cinco ou menos incognitas e restricdes, problemas de escala
intermediaria que possuem entre cinco € cem variaveis € problemas de grande
escala com mais de cem variaveis ¢ restricoes. Esta classificagdo nao ¢
completamente rigida, mas ela reflete, ao menos aproximadamente, tanto o tamanho
como as diferencas basicas de enfoque correspondentes aos problemas de distintos
tamanhos. Como regra geral, os problemas de pequena escala se podem resolver a
mao, com uma simples calculadora. Os problemas de escala intermediaria podem ser
resolvidos com computadores com linguagem de programagdo matematica de uso
geral. Os problemas de grande escala necessitam linguagens sofisticadas que tém
uma estrutura especial e precisam de grandes computadores para serem executadas.

A maioria dos algoritmos feitos para resolver grandes problemas de
otimizacdo ¢ de natureza iterativa. Como norma, ao buscar um vetor que resolve o
problema de programacao, elege-se um vetor inicial Xo e o algoritmo gera um vetor
melhorado Xi. O processo se repete e se encontra uma solucdo melhor Xo.
Continuando assim, se encontra uma sucessdo de pontos cada vez mais apropriados
Xo, X1, ..., Xk, ..., que tem um ponto solucdo X* . Nos problemas de programacgao
linear, a sucessdo gerada ¢ de longitude finita, obtendo-se o ponto solu¢do depois de
um numero finito de passos. Geralmente, nos problemas de programacao nao-linear,
a sucessdao ndo alcancgara nunca o ponto solu¢do. Do ponto de vista operativo, nos
problemas nao-lineares o processo termina a efeitos praticos quando se obtém um
ponto suficientemente préximo ao ponto solugao.

A teoria dos algoritmos iterativos pode se dividir em trés aspectos: o primeiro
se refere a criacdo dos algoritmos propriamente ditos, o segundo ¢ a comprovacao de
que um algoritmo dado gerara uma sucessdo convergente para uma solugdo (este
aspecto se conhece como andlise de convergéncia global), e o terceiro aspecto se
refere a andlise da convergéncia local, e trata da propor¢ao em que a sucessao de
pontos gerada converge para a solucdo. Um problema ndo pode ser considerado
resolvido s6 porque se conhece um algoritmo que convergird para a solugdo, pois
talvez se precise de muito tempo para reduzir o erro para uma tolerancia aceitavel.

Ao sugerir um algoritmo, ¢ essencial dispor de alguma estimativa de tempo
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necessario para se chegar a solugdo. O que difere qualitativamente e
quantitativamente um algoritmo do outro ¢ a quantidade de iteragdes necessarias para
chegar a um resultado aceitavel, e sua precisao.

Visando a minimiza¢ao no custo de estruturas, dar-se-a €nfase a fungdes nao
lineares com restri¢cdes lineares e/ou ndo-lineares, caso pratico que acontece neste
tipo de problema.

Serdo estudadas, agora, as condi¢des necessarias e suficientes que sdo
satisfeitas num ponto solucdo. Estas condigdes, além de caracterizarem solugdes,
definem os multiplicadores de Lagrange e certa matriz hessiana que, considerados
juntos, formam a base do desenvolvimento e analise dos algoritmos apresentados
para resolver problemas ndo-lineares.

Os problemas tratados sdo os do tipo geral de programagdo nao-linear da

forma
minimize f(x)
sujeito a h; (x)=0 g1 (x) <0
h; (x)=0 2 (x) <0
(4.1)
hp (X):O 2p (X) <0
xe QcE"

onde m <n, e as fungdes f, h; , i=1, 2, ..., me g; , j=1, 2, ..., p sdo continuas, e em
geral, supde-se que possuam segundas derivadas parciais continuas. Por simplicidade
notacional, introduzem-se as fun¢des com valores vetoriais h = ( h;, hy, ..., hy, ) e

g=(g,8, ..., g ) E entdo pode-se escrever (4.1 ) como

minimize f(x)
sujeito a h(x)=0 gx)<0 (4.2)
x e Q

As restrigdes h(x)=0 e g(x) < 0 se denominam restri¢des funcionais e a

restricdo x € QO ¢ uma restricdo de conjunto.
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Supde-se na maioria dos casos que Q é todo o espago E" e que a solugdo de
(4.2) esta no interior de 2 . Um ponto x € Q que cumpre todas as restrigoes
funcionais se denomina factivel. O conjunto de todos os pontos factiveis ¢
denominado de regido factivel ou vidvel I'. Exemplos de regides viaveis podem ser

vistos na figura 4.2.

xe xe

X1
CASO 1

o

X1
CASO e

FIGURA 4.2 - Exemplos de regides viaveis

Admitindo-se que a regido factivel Q ¢ limitada e fechada, entdo a solugao do

problema existird. Se a regido factivel ndo for limitada, o problema pode ser
ilimitado, ou seja, f(x) — °°. O problema também nao tera solucdo se a regido viavel

for vazia, ou seja, se ndo existir x € Q que satisfaca as restrigdes. Nesse caso, diz-se
que as restri¢cdes sdo inconsistentes.
Definicao 4.1:

Diz-se que um ponto x* € I" ¢ um ponto de minimo local ou ponto de minimo
relativo de f(x) se numa vizinhanga aberta de x*, B,(x*,r), f(x) > f(x*) para todo x €
Ba(x*,r) N I'. Se f(x) > f(x*) para todo x € By(x*,r) N I" e x # x* diz-se que x* ¢ um
ponto de minimo local estrito de f(x).

Definicao 4.2:

Diz-se que um ponto x* € I' ¢ um ponto de minimo global de f(x) se f(x) >
f(x*) para todo x € I'. Se f(x) > f(x*) para todo x € I', x # x*, diz-se que x* ¢ um
ponto de minimo global estrito de f(x).

A figura. 4.3 ilustra, para uma fun¢do de uma variavel, os pontos de minimo

local estrito ou nao, € o ponto de minimo global.
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Minimo -
FOxo LC‘)C‘QL MiNiMmo m{\ﬁgﬂot
estrito local glowa

FIGURA 4.3 - Exemplos de pontos de minimo

Um conceito fundamental que proporciona uma melhor compreensdo, além
de simplificar o desenvolvimento tedrico necessario, ¢ o de restricdo ativa. Uma
restricao de desigualdade g; (x) < 0 se diz ativa em um ponto factivel x se gij(x)=0, e
¢ inativa em x se g (x)<O . Adotar-se-4 a conven¢ao de considerar que qualquer
restricdo de igualdade h; (x)=0 ¢ ativa em qualquer ponto factivel. As restri¢des
ativas em um ponto factivel x restringem o dominio de factibilidade nas
proximidades de x, enquanto as outras restri¢des, as inativas, ndo exercem influéncia
nas proximidades de x. Portanto, ao analisar as propriedades de um ponto minimo
local, ¢ evidente que se pode centralizar a atencdo nas restri¢des ativas.

Na figura. 4.4 sdo ilustrados exemplos de restricdes ativas e inativas, onde a
restricdo g;(x*) € ativa em x* e as restrigdes g»(x*) e g3(x*) sdo inativas em x*.

Dado um ponto vidvel x, as restricdes ativas nesse ponto se comportam como
restricoes de igualdade. Além disso, as restrigdes inativas ndo influenciam nas
restricdes do problema. Por essa razao, pode-se considerar em cada ponto somente as
restricdes nele ativas, devendo, apds encontrar o ponto 6timo, verificar se a solucao

encontrada satisfaz a todas as restri¢oes.
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REGIAO FACTIVE

G3(x»=0

Gl1(x>=0
Gex»=0

FIGURA 4.4 - Exemplos de restricoes ativas e inativas

Entdo, com relagdo as restricdes locais ( ou relativas ), pode-se considerar o
problema como so tendo restricdes de igualdade. Com isso, inicialmente vai-se
desenvolver o raciocinio trabalhando com a igualdade ( solug¢des locais ) e depois
expandindo para a desigualdade, chega-se a uma solucdo global.

Para um entendimento mais facil da deducdo das condigdes necessarias ¢
suficientes para que um ponto seja um ponto de minimo local sujeito as restricdes de

igualdade, sera mostrada, a seguir, a representa¢ao do plano tangente.

Seja um conjunto de restri¢des de igualdade em E"
h; (x)=0
h, (x)=0
(4.3)

hy, (X)=0
Define-se, entdo, um subconjunto de E" , que se considera mais apropriado
ser tratado como uma hipersuperficie. Se as restri¢des sdo regulares em todas as
partes, esta hipersuperficie tem dimensdo (n-m). Se as fungdes h; , i=1, 2, .., m
pertencem a C', fungdes de 1° ordem , a superficie definida por elas denomina-se
uniforme. Associado a um ponto de uma superficie uniforme estd o plano tangente

neste ponto. Para formalizar a nogdo geral, comeca-se definindo curvas em uma



29

superficie. Uma curva em uma superficie S ¢ uma familia de pontos x (t) € S
continuamente parametrizados por t para a <t < b. A curva ¢ diferenciavel se existe
(d/dt)x(t), e ¢ duas vezes diferenciavel se existe (d*/dt?)x(t). Diz-se que uma curva
x(t) passa por um ponto x* se x* = x(t*) para algum t*, a < t* < b. A derivada da
curva em x* estd logicamente definida como (d/dt)x(t*), que é um vetor de E" .

Consideram-se, agora, todas as curvas diferencidveis em S que passam por
um ponto x*. O plano tangente em x* define-se como o conjunto de derivadas em x*
de todas estas curvas diferenciaveis. O plano tangente é um sub-espago de E" .

Para as superficies definidas por um conjunto de relagdes como (4.3), o
problema de se obter uma relagdo explicita para o plano tangente ¢ um problema
fundamental. Idealmente, seria desejavel expressar este plano tangente sob o ponto
de vista das derivadas de funcdes h; que definem a superficie. Introduzindo o sub-
espaco M, vem:

M={y:Vh(x*)y=0},

e se verifica em que condi¢cdes M ¢ igual ao plano tangente em x*. O conceito chave
para este propdsito € o de ponto regular. Na fig. 4.5, mostram-se alguns exemplos
para melhor claridade visual. Os planos tangentes ( que sdo sub-espagos ) se

transladam ao ponto x*.

Vh(x*) "

Plano Tangente

NG
h(x)=0
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Th(x*) "'

Plano Tangente

(b)

Th (x*)
2

Plano Tangente

‘ '?2(x)=o

FIGURA 4.5 - Exemplos de planos tangente (transladados a x*)

Definicao 4.3:

Um ponto x* que satisfaga a restricdo h(x*) = 0 denomina-se ponto regular da
restricdo se os vetores gradientes Vh; (x*), Vh, (x*), ..., Vhy, (x*) sdo linearmente
independentes.

Nos pontos regulares, pode-se caracterizar o plano tangente dependendo dos
gradientes das funcdes de restri¢ao.

Teorema 4.1:

Em um ponto regular x* da superficie S definida por h(x) = 0, o plano
tangente € igual a :

M={y:Vhx*)y=0}

A seguir, apresentam-se as condi¢des necessdrias de primeira ordem, ou seja,
condig¢des para extremar uma func¢do. As condi¢des indicadas abaixo sdo apenas para
restrigdes de igualdade.

Considere-se f, h € C!
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A deducgdo de condicdes necessarias e suficientes para que um ponto seja um
ponto de minimo local, sujeito as restrigoes de igualdade, ¢ bastante simples, agora
que ¢ conhecida a representacdo do plano tangente.

Lema 4.1:

Seja x* um ponto regular das restricdes h(x) = 0 e um ponto extremo local
(minimo ou maximo) de f sujeito as restri¢des. Entdo, todo y € E" que satisfaga

Vh(x*)y=0 (4.4)
deve satisfazer também

Vix*)y=0 (4.5)

O lema anterior expressa que Vf(x*) ¢é ortogonal ao plano tangente.
Continuando, conclui-se que V{(x*) ¢ uma combinag¢ao linear dos gradientes de h em
x*, uma relagdo que da lugar a introdu¢ao dos multiplicadores de Lagrange.
Teorema 4.4:

Seja x* um ponto extremo local de f sujeito as restri¢des h(x) = 0. Suponha,
ainda, que x* é um ponto regular destas restri¢des. Entdo, existe um A € E™ tal que

VE(x*) + A" Vh(x*) =0 (4.6)

Observa-se que as condigdes necessarias de primeira ordem

Vi(x*) + AT Vh(x*) =0,
junto com as restrigoes

h(x*) =0
proporcionam um total de (n + m) equagdes ( em geral, ndo-lineares ) nas (n + m)
variaveis que compreendem x*, A. Assim, as condi¢des necessarias sao um conjunto
completo, pois, pelo menos localmente, determinam uma solugao Unica.

Convém introduzir o lagrangeano associado ao problema com restrigdes,
definido como

I(x, L) = f(x) + A" h(x)

(4.7)

Entdo, as condigdes necessarias podem ser expressas da forma
VxI(x,A)=0 (4.8)
Vil(x, A)=0 4.9)
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A seguir, apresentam-se as condi¢des necessarias de segunda ordem, ou seja,
condig¢des para determinar se o ponto extremo de uma funcao ¢ um ponto de maximo,
minimo ou de inflexao.

Considere f, h € C?

Teorema 4.5:

Suponha que x* ¢ um minimo local de f sujeito a h(x) = 0 e que x* ¢ um
ponto regular das restri¢des. Entdo existe um A € E™ tal que

Vix*) + AT Vh(x*)=0

Se representar por M o plano tangente M = { y : Vh(x*) y = 0 }, entdo a
matriz L(x*) = F(x*) + A" H(x*) ¢ semidefinida positiva em M, isto ¢, y' L(x*) y >0
paratodoy € M.

Dado qualquer Al = [A1,A2, ..., Am] € En, se observa que a fungdo com valor

real A"f tem gradiente igual a 1" V£, e a Hessiana, denotada por A"V*f,), igual a

T N 2
A F(X) = ;XiFi(x) , onde F(X) =V f(x)

m
O teorema anterior € o primeiro encontro com a matriz L = F + E AH,, que
i=1

¢ a Hessiana do Lagrangeano. Esta matriz ¢ a base da teoria de algoritmos para
problemas com restrigdes.
Suponha que haja um ponto x* que satisfaga h(x*) =0, e um A € E™ tal que

Vix*) + A" Vh(x*)=0

Suponha também que a matriz Ly = Fio + inHi(x*) ¢ definida positiva

i=1
emM = {y:Vh(x*)y=01},istoé paray € M, y = 0, se cumpre que y' L(x*) y >0.
Entao, x* ¢ um minimo local estrito de f sujeito a h(x) = 0.

Conclusao:

L nao for positiva definida ; o ponto € um maximo local.

L for positiva definida ; o ponto ¢ um minimo local.

A matriz L restringida ao sub-espago M, que ¢ tangente a superficie de
restricdo, tem uma funcdo andloga, nas condigdes de segunda ordem, ao hessiano da

funcdo objetivo no caso sem restrigdes. Por isso, a estrutura de L restringida a M
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também determina as taxas de convergéncia dos algoritmos projetados para
problemas com restricdes, da mesma maneira que o faz a estrutura do hessiano da
funcdo objetivo para algoritmos sem restri¢cdes. Serd visto que os valores proprios de
L restringidos a M determinam as taxas naturais de convergéncia dos algoritmos
projetados para problemas com restri¢cdes. Portanto, ¢ importante compreender o que
representam  estes valores proprios restringidos. Primeiro, determina-se
geometricamente o significado da restricdo de L a M, que se expressa mediante Lm.
Em seguida, definem-se os valores proprios do operador Lm. Por ultimo, indica-se
como se podem calcular as quantidades.

Dado qualquer vetor y € M, o vetor Ly estd em E", mas ndo necessariamente
em M. Projeta-se, entdo, Ly ortogonalmente de volta a M, segundo mostra a fig. 4.6,
e diz-se que o resultado ¢ a restrigdo de L a M operando em y. Assim, obtém-se uma
transformacao linear de M a M. No entanto, a transformacao se determina de maneira
algo implicita, pois ndo se dispde de uma representa¢do matricial explicita.

Um vetor y € M é um vetor proprio de Lm, se existe um nimero real A tal
que Lmy=2Ay;
onde o A correspondente ¢ um valor proprio de Lm, que coincide com a defini¢ao
padrao. Em funcao de L, observa-se que y ¢ um vetor proprio de Lm se Ly pode ser
expresso como a soma de Ay e um vetor ortogonal a M (Ver figura. 4.7).

Para se obter uma representagdo matricial para Lm, é necessario introduzir
uma base no sub-espaco M. E mais sensato introduzir uma base ortonormal, por
exemplo e, €; ,..., € m . Define-se a matriz E como a matriz de n x (n-m), cujas
colunas constam de vetores e; . Entdo, qualquer vetor y em M pode ser expresso
como y = Ez para algum z € E™ ™ e, por suposi¢do, LEz representa a agdo de L sobre
cada vetor. Para projetar o resultado de volta a M, e expressa-lo em fungao da base e
, € ,..., € - m, basta multiplicar por E". Assim, E'LEz é o vetor cujas componentes
dio a representa¢io em func¢io da base; ¢ a matriz de (n-m) x (n-m) E' LE ¢ a
representacdo matricial de L restringida a M.

Os valores proprios de L restringidos a M podem ser achados determinando
os valores proprios de E'LE. Estes valores proprios sdo independentes da base

ortonormal determinada E.
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Lmy

3

FIGURA 4.6 - Definicao de Ly

FIGURA 4.7 - Vetor proprio de Ly

Agora serdo tratados problemas da forma

minimize f(x)

sujeito a h(x)=0 gx)<0 (4.10)

Admite-se que f e h sdo definidas como antes, e g ¢ uma fungdo
p-dimensional. Inicialmente, supde-se que f,he g e C'.

Ha varias teorias distintas sobre este problema, baseadas em diversas
condi¢des de regularidade ou classificagdes de restri¢cdes, orientadas para obtencao
de formulagdes gerais definitivas de condi¢des necessarias e suficientes.

Condi¢des necessarias de primeira ordem:

Com a seguinte generalizacdo da definicdo anterior, pode-se estabelecer um
paralelismo com o desenvolvimento das condigdes necessarias para as restrigoes de
igualdade.
definicao:

Seja x* um ponto que satisfaca as restri¢des

h(x*)=0 , g(x*) <0, 4.11)
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e seja J o conjunto de indices j para o qual g; (x*) = 0. Entdo, diz-se que x* é um
ponto regular das restrigdes (4.11) se os vetores gradientes Vh; (x*), Vg; (x*), 1 <1<
m, j € J sdo linearmente independentes.

Observa-se que, segundo a definicdo de restricdes ativas comentada
anteriormente, um ponto x* ¢ um ponto regular se os gradientes das restri¢des ativas
sdo linearmente independentes. Ou, de outra forma, x* € regular para as restricdes se
¢ regular no sentido da definicdo anterior para restrigdes de igualdade aplicadas as
restricdes ativas.

Se for definido que os multiplicadores de Lagrange sdo nulos para as
restricdes inativas, todos os resultados vistos até agora para problemas com restri¢des
podem ser resumidos no teorema conhecido como Teorema de Kuhn-Tucker
[LUENBERGER (1989)].

Condicdes de Kuhn-Tucker. Seja x* um ponto minimo relativo para o problema

minimize f(x)

sujeito a h(x)=0, gx)<0, (4.12)

e suponha que x* ¢ um ponto regular para as restrigdes. Entdo existe um vetor A €
E™ e um vetor p € E? com p > 0 tal que
Vix*) + AT Vh(x*) + p' Vgx*)=0 (4.13)
u'g(x*) =0 (4.14)

A condigdo p' g(x*) =0 ¢ chamada de condi¢io de complementaridade. Esta
condi¢do estabelece que, quando a restri¢do de desigualdade for ativa, ou seja, gj(x*)
= 0, o multiplicador de Lagrange p; pode ou ndo ser nulo, mas quando a restri¢do for
inativa, ou seja, gj(x*) > 0, p; serd sempre nulo.

Condig¢des de segunda ordem:

As condi¢des de segunda ordem, necessarias e suficientes, para problemas
com restricdes de desigualdade, deduzem-se essencialmente tendo em conta s6 o
problema com restricdes de igualdade implicado pelas restri¢des ativas. O plano
tangente apropriado para estes problemas ¢ o plano tangente das restri¢cdes ativas.

Condigdes necessarias de segunda ordem:
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Suponha as fungdes f, h e g € C* e que x* é um ponto regular das restri¢des
(4.11). Se x* ¢ um ponto minimo relativo para o problema (4.10), entdo existe A €
E™, u € EP, u >0 tais que se cumpram (4.13) e (4.14) e tais que

L(x*) = F(x*) + A" H(x*) + p' G(x*)

(4.15)
¢ semidefinida positiva no sub-espaco tangente das restricdes ativas em x*.

Condigodes suficientes de segunda ordem:

Seja f, h e g € C* . As condigdes suficientes para que um ponto x* que
satisfaga (4.11) seja um ponto de minimo relativo estrito do problema (4.10) sdo que

existam A € E™, u € E”, tal que

>0 (4.16)
u'g(x¥) =0 (4.17)
Vix*) + AT Vh(x*) + p' Vgx*)=0 (4.18)

¢ a matriz hessiana

L(x*) = F(x*) + AT H(x*) + p' G(x*)
seja definida positiva no sub-espaco

M’={y:Vh(x*)y=0, Vg;(x*)y=0paratodoj e ]},
onde

T={jrg(x*) =0, >0}

Foram estabelecidas, até aqui, condigdoes que devem ser satisfeitas para que a
solu¢do de um problema de programagdo matematica com restrigdes seja um ponto
de minimo local. Entretanto, se o problema possuir certas caracteristicas de
convexidade, a solucdo serd ndo apenas um ponto de minimo local mas também um
minimo global. Os conceitos de convexidade foram retirados da referéncia
MEDRANO (1994).

Considere-se entao o problema:

minimize f(x)
sujeito a gi(x)<0, (4.19)
xe QcE"

Adimite-se que as fungdes g; (x) sdo convexas no conjunto convexo Q.

Demonstra-se em [3] que o conjunto delimitado por cada uma das restrigdes gj(x) < 0
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¢ um conjunto convexo, assim como a intersecdo de varios conjuntos convexos
também ¢ um conjunto convexo. Conclui-se entdo, que a regido viavel I' delimitada
pelas restrigdes gj (x) é convexa. Se ainda, a fungdo f(x) for convexa em Q, diz-se
que (4.19) ¢ um problema de programacao convexa.

Relativamente a programacao convexa, valem os seguintes resultados:
Teorema 4.6:

Toda solucdo x* de um problema de programagdo convexa ¢ uma solucao
global, e o conjunto das solugdes globais S € um conjunto convexo.

Colorario 4.1:

Se no problema de programagdo convexa a funcdo objetivo for estritamente
convexa em (), entdo toda solugdo global ¢ tnica.
Teorema 4.7:

Se, num programa de programacdo convexa, as funcdes f(x) e gi(x), para
j=12 .., p, sdo continuas com derivadas parciais continuas até primeira ordem, e se
as condi¢cdes de Kuhn - Tucker estdo satisfeitas em x*, entdo o ponto x* ¢ uma
solucao global do problema de programagao convexa.

Ou seja, dado um problema de minimizagdo sujeito a restrigdes de
desigualdade, nas quais todas as fungdes sao uniformes, uma condi¢do necessaria que
se satisfaz em um ponto de minimo é que o gradiente da fungdo objetivo seja
ortogonal ao plano tangente da superficie de restri¢ao. Entdo, se o ponto ¢ regular, o
plano tangente tem uma representacdo que depende dos gradientes das funcgdes de
restricao, e a condi¢ao anterior pode ser expressa em fungdo dos multiplicadores de
Lagrange.

Se as funcdes tém segundas derivadas parciais continuas e ha multiplicadores
de Lagrange, entdo, a matriz hessiana do lagrangeano restringido ao plano tangente
desempenha um papel nas condi¢des de segunda ordem andlogo ao que desempenha
o hessiano da fun¢do objetivo nos problemas sem restricdes. Especificamente, o
hessiano restringido deve ser semi-definido positivo em um ponto minimo e/ou, se €
definido positivo em um ponto que satisfaca as condig¢des de primeira ordem, este
ponto € um ponto de minimo local estrito.

As desigualdades se tratam determinando-se as que sdo ativas em uma

solucdo. Entdo, a desigualdade ativa atua como uma igualdade, exceto que seu
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multiplicador de Lagrange associado nunca pode ser negativo devido a interpretagao

de sensibilidade dos multiplicadores.
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5 - FORMULACAO MATEMATICA PARA MINIMIZACAO DA SECAO
TRANSVERSAL DE UMA VIGA.

5.1 - Localiza¢do do Problema no Campo da Otimizagao

Neste item, sera desenvolvida a formulagdo matematica para minimizar o
custo de uma sec¢do transversal de concreto armado. Inicialmente, o problema
particular sera situado no campo da otimizagdo matematica. Em seguida, sera
explicitada a formulagdo da fungdo objetivo e das restrigdes, assim como a resolugao
do problema e verificacdo dos resultados obtidos.

A defini¢do do problema estrutural particular serd auxiliada pela tabela 2.3.

e Nivel de incerteza: serd um problema deterministico;

e Nivel de otimizacdo: a formulacdo matematica sera feita para uma se¢ao
retangular sujeita a um esforco de flexao simples predeterminado;

e Carregamento: sera considerado apenas carregamento estatico;

e Materiais: concreto, ago e madeira;

e Estado limite: o equacionamento sera feito para o estado limite Gltimo, quando a
restricdo for em tensdo, e estado limite de utilizagcdo, quando a restricdo for em
deslocamento;

e Restricées: na formulacgdo, estardo incluidas restri¢des de tensdo, flecha, colapso
global e restri¢des decorrentes da pratica da execucao da obra;

¢ Funcio objetivo: a funcio objetivo € Uinica, e constitui-se em determinar o custo
minimo;

e Método computacional: sera resolvido analiticamente o sistema de equagdes
obtido através do Método dos Multiplicadores de Lagrange. Este método pode ser

incluido na programacao matematica.

5.2 - Formulacio da Fung¢io Objetivo e Restricoes
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FIGURA. 5.1 - Sec¢do sujeita a esforcos de flexdo, equilibrio

Equacdes de equilibrio e compatibilidade

F,=08-X-085-f, b, (5.1)

F.+F, =F, (5.2)
X

F.-(d-d')+F, (d—o,szj =M, (5.3)

€ €

L= 5.4

X (d-X) G4

Desenvolvendo a equacao (5.4), encontra-se:

& d (5.5)

Lo

X =

Uma vez que a altura da viga ¢ varidvel, para determina-la fixa-se a posi¢ao
da linha neutra da secdo transversal a ser otimizada. Esta posicdo ¢ um dado de
entrada do programa.

Em fungdo de expressdes constantes serem muito grandes, estas serdao
substituidas por K;. E as expressdes que dependem exclusivamente da varidvel altura

da se¢do transversal serdo substituidas por F;.

£
Fazendo: K, =08 —*—.085-—% b
g te, 1.4
K, =1-04.—
€ +8C

Substituindo as constantes nas equagdes de equilibrio, tem-se:
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FC = Kl * d
K,-d+o;-A; —0,-A,=0
ol Ag (d—d')+K,-K,-d*-My =0
Para maior facilidade de visualizagdo matematica, as varidveis do problema

serdo denominadas de:

d =x,

A, =x,
!

A, =X,

Funcio objetivo:
F=b, (d+d')-C, +(As +As'j :py-Co+(by, +2-d)-Cp

ou, escrevendo em fung¢do de x:

F, =b, (x;+d)-C, +(x, +x3)-py - C +(by, +2-x,)-Cp

Restricoes:

Restri¢cdes em equilibrio e compatibilidade escritas em funcao de x:
K,x,+0.-x3-06,-x, =0
Gl X, -(x1 —d')-i—k1 -k, -X12 -M,; =0

Restrigao que limita o excesso de armadura, a qual podera causar fissuragdao
exagerada no concreto:
X3 +X, = Pye-by, -x;, <0

Restrigao que limita a percentagem de armadura trabalhando a compressao
em 50% da armadura de tracao:
x;—-05-x, <0

Para imposicao da restricdo que limita o deslocamento maximo da viga,
foram elaborados dois modelos neste trabalho. Eles diferenciam entre si basicamente
pela concepg¢do de calculo da inércia. Em um modelo, a inércia ¢ considerada
constante e calculada no estadio I. Nesta situag¢do, pode-se dizer que, para o céalculo
do deslocamento da se¢do otimizada, foi estabelecida uma relacao entre o quociente
do deslocamento e a inércia da viga antes e depois de determinada a altura 6tima da

viga. Pode-se exprimir esta relacdo com o seguinte equacionamento:



42

I.
Op =8; <8y ,
I;
onde:
b_-h°’
L = le — , inércia da se¢do antes de ser otimizada;
b, -h’ . o
I, = W—zf , inércia da segdo otimizada;
d; = flecha fornecida pelo programa de célculo de pavimento por elementos
finitos;

Or = flecha na viga com a sec¢ao otimizada.

No outro modelo desenvolvido, foi considerada uma inércia diferente para
cada elemento finito. Para o calculo desta inércia, foi considerada a area de concreto
comprimida, as areas de aco e a contribui¢ao do concreto entre fissuras, sendo estas
variaveis explicitadas pela formula empirica de BRANSON. O equacionamento
utilizado para determinar a inércia dos elementos foi o seguinte:

' . ! 2 .
X:—n-(AS+AS)+ {n (Ab5+AS)} +in~(d-As+d'~A')

N
w

w

3
Iz:bw +n'As'(d_X)2+n'Aé'(X_d,)2
E, b, -h’
n=— ;I():
E 12

Segundo BRANSON, tem-se a seguinte equagdo para determinar a inércia do

4 4
M M
Ifz(—Rj Ty + 1—(—1‘) -1, <I,

Em ambos os modelos, foram considerados os esfor¢cos no estado em servico.

elemento.

Vale salientar que as areas de aco sdo calculadas com os esfor¢os no estado limite
ultimo.
Uma vez determinadas as inércias dos elementos das vigas, as flechas das

mesmas foram calculadas de duas formas distintas: através dos deslocamentos
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relativos dos nds para as se¢des antes de passar por um tratamento de otimizagao, e
por analogia de Mohr durante o processo de otimizagdo, com o qual foi aplicada a
restricdo de deslocamento.

Quando a restri¢ao de deslocamento foi imposta ao problema, explicitada na
formulagcdo matematica para determinar um minimo, surgiu uma equagdo de ordem
elevada, dificultando a solucdo analitica do problema. Ciente que nao havera
mudanga nos resultados, esta restricdo foi imposta ap6s encontrada a solucdo 6tima.
Determinada a altura 6tima para cada viga, sdo verificadas suas respectivas flechas;
caso estas ultrapassem o valor limite, através do método dos intervalos encaixantes
seguido do método da bissecao, determina-se as alturas das vigas para que as flechas
das mesmas sejam admissiveis satisfazendo um erro absoluto de 0,5% pré-

determinado internamente no programa.

5.3 - Resolucao do Problema

Minimize: F) =b, -(x; +d')-C; +(x; +x3)-p, - Cy +(by, +2-%)-Cp
Sujeito a:

K,-x,+0.-x;-06,-%x, =0

Gl -X; -(x1 —d’)+kl -k, 'Xlz -M,; =0

X3 +X, =Py by, -x, 20

x;—05-x, <0

Para diminuir o niimero de restrigdes de igualdade, a varidvel x, serd

explicitada em funcdo das demais.

M, -K, K, -x,°
c. -(X1 —d')

X3:

Aplicando o Lagrangeano e substituindo x, pela expressdo acima, tem-se:
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M, -K, K, -x,°
c! -(x1 —d’)

i = by (x,+d")-C, +(x2 + J-ps -Cy+(by, +2-%;)-C

i 2
M, -K,;- K, x

M, K, K, o/
+U, Gg .(X] —d’)

Igualando o gradiente da funcao a zero, para determinar os pontos de minimo

locais:

M, -K, K, x>
iF=bW-CC+[—2-K1~K2~ , X1 ~— d 1 2 zlJ.ps-CerZ.CF
dx, G -(x1 —-d ) c! .(X1 —d’)

M, -K, K, x,°
+k1-K1+G;-{—2-K1-K2- . S R flJ
Gs'(xl_d) G;-(xl—d’)
M, -K, K, -x,’
| 2K K, -1 N < — ;(1 —Pyc by,
i Gs'(xl_d) 0;-(x1—d')
M, -K, K, x,°
| -2 K, K, X1 - d 1 22‘1 -0
Y (Xl_d) o (xl—d’)
d
—f=pCi =0 +1, =051, =0
dx,
M, -K, K, -x,’
if K, -x, +c/ - —4 e BT -0,-X,=0

Resolvendo o sistema de equagdes ndo lineares acima, e verificando se as
solugdes satisfazem as restrigdes inativas, encontram-se os pontos de minimo local

do problema.
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Solugdes possiveis:

Hipotese 01:  p, =0 ; pn, #0
Hipotese 02:  p, #0 ; n, =0
Hipotese 03:  p, =0 ; pn, =0

Quando se iguala o coeficiente p a zero, ou seja, torna-se a restri¢do inativa, é
necessario verificar se os resultados satisfazem a esta restri¢ao. Sendo assim, devem

ser verdadeiras as seguintes relagdes:

‘M, -K, K, x>
Hipotese 01: d 1" B +X, = Pyc by, "X, [ <0 ; L, >0
G;-(xl—d')
‘M, -K, K, -x,’
Hipotese 02: | —4 122" %1 5.4 <0 : >0
G;-(xl—d')
‘M, -K, K, x> |
Hipotese 03: d L BT +X, = Pyc by, -X; [ <0
i G;-(xl—d')

) i
Mg =K Ko X0 5.5, [<0
G;-(xl—d') ’ 2

Devido a dificuldade de resolugdo do sistema de equagdes, foram substituidas
algumas expressdes constantes por K; e expressdes que variam em X, por F; .
K, =-K, K, -K,
K, =K, -d’
Ks;=b,-C.,+2-C;
K¢ =K, =P,y -b,, -O!

N

w

K, =K;-4-K, K,

K¢ =-K4-d’

Ky =4-M,

K,p=-Ks-0p-d"—p-C;-K, -d’

K, =K5-0,-4-p,-C, K, -K, +p,-C,-K,
Ky =-Kyp-d"=2-p -C- My

K3 =Ko -K;-d’

Ky =K +2:p,-C K, -K,
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1
F=——
'l (x, - d)
1
F=———
2 cs;-(xl—d’)2

F,=M,-K, K, x}
F,=-2-K,K, x,-F -FF,
F, =K, +o!F,

Fo =F, —Pxc-b,,

5.4 - Solucao do Sistema de Equacoes

As expressoes abaixo descritas sdo solugdes para cada hipdtese considerada.
Depois de encontrados valores numéricos para as variaveis, ¢ necessario verificar a

consisténcia dos resultados, verificando se estes satisfazem as restri¢des inativas.

Hipotese 01:

X1:

2'K3
K, -
GS
— _kS _3'ps'cs'F4
=0

2] :2'(ps'cs_7\’1 'G;)>0

Hipotese 02:
X, =
! 2'K7
K, -
(&)
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_kS_ps'Cs'F4+ps'Cs'F6

7\41:

Wy :kl'cé_ps'cs >0

Hy =0
Hipotese 03:
2
X =_K13i\/K13 _4'K14'K12
] 2-Ky,
K, -
GS
-C
ny =P G
GS
=0
W, =

5.5 - Verificacao dos Resultados Obtidos

Para exemplificar a rotina elaborada, considere-se a viga biapoiada da figura

5.2

q
AN A S A A P S A A A

L
FIGURA 5.2 - Viga biapoiada

Caracteristicas geométricas:

by=15cm ; hj=70cm ; d’=3cm ; L=8,00m

Obs: - Os valores de d; e L foram fornecidos para possibilitar a execugdo da restri¢ao
de deslocamento. A inércia da viga serd calculada no estadio I, sendo esta constante

para todo vao.
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Para o célculo da flecha inicial, neste problema, foi considerada apenas a

flecha elastica e imediata, obtida da resisténcia dos materiais com a seguinte

expressao:

4% (L3—2-L-x2+x3)

8 = ——.
24-E, -1

q-I’
8

No meio do vao, tem-se: M =

™ |

Obtendo para flecha maxima a expressao abaixo:

5-17-M,

" 4.E_-b, -1’

- A flecha maxima permitida por Norma deste problema ¢é 2,667 cm.

Caracteristicas das agdes externas:

M; = 1000,00 kN.cm ; M¢=70000,00 kN.cm ; AM = 500,00 kN.cm,

onde M; - momento fletor caracteristico inicial,

My - momento fletor caracteristico final,

AM - incremento do momento fletor.

Para uma melhor compreensdo da relacdo de custo e de quantidades de

materiais de se¢des Otimas, foi feita uma variagdo de momento (como citado acima)

mantendo-se as caracteristicas iniciais do problema, de forma a se obterem as sec¢des

6timas para cada esforgo pré-definido. Desta forma, tem-se idéia de como variam as

dimensoes Otimas das secdes transversais,
caracteristicas.

Caracteristicas dos materiais:

Custo do concreto: 30% do custo total;

Custo do ago: 30% do custo total;

Custo da forma:  40% do custo total;
Concreto tipo C20, aco tipo CA-50A;
E.=26.000 MPa, Es = 210.000 MPa;

ps=7,5x 107 kN/cm3;

€= 3,5% ;

mantendo-se fixas determinadas

% maxima de aco em relagdo a area de concreto: 4%.
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Na tabela 5.1 podem-se observar alguns dos resultados obtidos neste

exemplo.

Mk d (cm) |As (cm?®) | As’ (cm?) | Volume de | Area de Flecha Custo
(kN.cm) concreto | ago (cm?) (cm) relativo
(cm’) ($/cm’)

1000,00 58,75 0,55 0,00 881,28 0,55 2,65 330,89
2000,00 61,01 1,08 0,00 915,11 1,08 2,66 342,84
3000,00 62,64 1,59 0,00 939,57 1,59 2,66 351,48
4000,00 63,76 2,10 0,00 956,38 2,10 2,66 357,43
5000,00 64,87 2,61 0,00 973,01 2,61 2,66 363,30
6000,00 65,87 3,11 0,00 988,01 3,11 2,65 368,61
8000,00 67,25 4,13 0,00 1008,75 4,13 2,66 375,93
10000,00 68,27 5,19 0,00 1024,11 5,19 2,67 381,36
15000,00 70,28 7,94 0,00 1054,20 7,94 2,66 392,00
20000,00 71,48 11,05 0,00 1072,18 11,05 2,66 398,36
30000,00 73,53 17,09 1,61 1102,92 18,71 2,67 409,24
40000,00 77,24 20,94 4,68 1158,62 25,62 2,66 428,94
50000,00 80,03 24,64 7,79 1200,48 32,44 2,66 443,74
50500,00 80,43 24,77 7,83 1206,43 32,60 2,64 445,84
60000,00 87,62 26,98 8,53 1314,24 35,51 2,42 483,94
70000,00 94,59 29,13 9,21 1418,85 38,34 2,25 520,91

TABELA 5.1 - Resultados obtidos no exemplo de viga em anélise

Em seguida, serdo apresentados alguns graficos obtidos com valores
encontrados quando o momento fletor variou entre 1000,00 e 70000,00 kN.cm com
incremento de 500,00 kN.cm.

Como pode ser observado no grafico 5.1, a inclinagdo da curva que representa
a altura da sec¢do transversal ¢ mais acentuada a partir do valor relativo do momento
fletor caracteristico de aproximadamente 50000,00 kN.cm, ponto a partir do qual a
restricdo de deslocamento deixa de ser principal, passando o problema a ser

dominado pela restri¢do de equilibrio dos esforgos.
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GRAFICO 5.1 -Varia¢io do momento fletor caracteristico com respectiva

altura da secio transversal otimizada
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GRAFICO 5.2 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectivo

volume de concreto da seciio transversal otimizada

Como ¢ de se esperar, o comportamento da curva de aumento da area de ago ¢
inverso ao comportamento das curvas dos graficos 5.1 e 5.2, pois enquanto a
restricdo de deslocamento ¢ predominante, a altura necessaria para a viga ¢ maior que
a altura otima exigida pelo equilibrio dos esfor¢os. Sendo assim, o aumento do
esfor¢o solicitante ndo causa grande variacdo na altura da secdo transversal, e, para

obedecer o equilibrio, € necessario um maior aumento nas areas de ago.
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GRAFICO 5.3 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectiva irea

de aco da secao transversal otimizada

Como ja mencionado anteriormente, o grafico 5.4 mostra claramente o
declinio da flecha, comprovando que esta deixa de ser restricao principal a partir de

certo valor do esforco solicitante.
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GRAFICO 5.4 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectiva flecha

da secio transversal otimizada

O custo aumenta mais rapidamente quando a restrigdo de flecha deixa
de ser dominante. Isto acontece porque nesta regido a altura aumenta mais rapido que
na regido inicial, e consequentemente ha um aumento maior da area de forma, sendo
estes componentes juntos responsaveis pela maior parte do custo da estrutura. Como
pode ser visto no grafico 5.5, para encontrar uma solugdo 6tima, deve-se usar mais

aco e menos concreto, 0 que muitas vezes nao ¢ feito em estruturas convencionais.
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GRAFICO 5.5 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectivo custo

da secio transversal otimizada

5.6 - Verificacao da Consisténcia dos Resultados

Devido a extensdo do equacionamento matematico que prova que o0s
resultados obtidos sdo pontos de maximo ou de minimo, optou-se pela verificagao
pratica desta condi¢do. O procedimento matematico utilizado foi de extremizagao de
fungdes, ou seja, as solugdes encontradas sao obrigatoriamente pontos de maximo ou
de minimo. Desta forma, se para uma secdo transversal qualquer, obedecendo as
restricdes impostas no problema, o custo for de maior valor que o custo para uma
secdo Otima, ter-se-a4 a solucdo obtida pelo equacionamento matematico como um
ponto de minimo.

Sera provada a consisténcia através da verificagdo do custo de uma se¢do
transversal com as mesmas caracteristicas do exemplo acima, exceto a altura, e
consequentemente areas de aco. Considere a secdo equivalente ao momento fletor
caracteristico de 60000,00 kN.cm, e uma altura de 97,62 cm, 10 cm a mais que a
secdo 6tima. As areas de aco obtidas para esta se¢do ndo 6tima sdo As=25,097cm’ e
As’= 4,540 cm”® . O custo para estes dados é 536,9527 $/cm’, provando assim que a
solugdo otima ¢ realmente um ponto de minimo, uma vez que o custo para esta ¢
483,94 $/cm’.

A seguir ¢ mostrado o grafico que representa a funcdo objetivo sujeita as

restricdes do problema em questdo. Os valores numéricos explicitados no grafico 5.6
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foram obtidos considerando as caracteristicas do exemplo utilizado acima, figura 5.2,
para um momento fletor caracteristico constante de valor 5000,00 kN.cm e a altura
util da viga variando entre 10 cm e 99 cm, com incremento de 1 cm.

No grafico 5.6, a abscissa representa as alturas da viga, a ordenada representa
a soma das areas de ago, a compressdo e a tracdo, e a cota representa a func¢ao
objetivo e as restri¢des, exceto restricao de deslocamento. As restrigdes de equilibrio
e compatibilidade estdo inclusas na funcdo objetivo, uma vez que as areas de aco
devem estar coerentes com a altura util da viga. Representa-se pela linha verde a
restricdo equivalente a limitagdo da drea de aco de compressdao em 50% da area de
aco de tracdo, pela linha vermelha a limitagdo da taxa geométrica da armadura, e
finalmente, pela linha rosa a fun¢do objetivo ja restrita ao equilibrio. A regido viavel
se caracteriza sobre a curva custo a partir do ponto no qual os valores numéricos que
representam as restrigdes sao negativos. Como pode-se concluir, a fungdo objetivo €
sempre crescente, mostrando mais uma vez que os resultados encontrados na

formulagdo representam um ponto de minimo global.

FUNGAO OBJETIVO
600,000
500,000M
400,000-
300,000-
200,000

-
100,000+4
0,000+

CUSTO e RESTRIGOES

\

\

-100,000

S < ™

© ® ™ @ [Te)
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g VT OI0B8IgR ok ¢ S AREA DEACO
¢l o Q'\Ooogo

N . &
ALTURA

GRAFICO 5.6 - Representacio da funcio objetivo sujeita as restricdes para

uma secao transversal
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5 - FORMULACAO MATEMATICA PARA MINIMIZACAO DA SECAO
TRANSVERSAL DE UMA VIGA.

5.1 - Localiza¢do do Problema no Campo da Otimizagao

Neste item, sera desenvolvida a formulagdo matematica para minimizar o
custo de uma sec¢do transversal de concreto armado. Inicialmente, o problema
particular sera situado no campo da otimizagdo matematica. Em seguida, sera
explicitada a formulagdo da fungdo objetivo e das restrigdes, assim como a resolugao
do problema e verificacdo dos resultados obtidos.

A defini¢do do problema estrutural particular serd auxiliada pela tabela 2.3.

e Nivel de incerteza: serd um problema deterministico;

e Nivel de otimizacdo: a formulacdo matematica sera feita para uma se¢ao
retangular sujeita a um esforco de flexao simples predeterminado;

e Carregamento: sera considerado apenas carregamento estatico;

e Materiais: concreto, ago e madeira;

e Estado limite: o equacionamento sera feito para o estado limite Gltimo, quando a
restricdo for em tensdo, e estado limite de utilizagcdo, quando a restricdo for em
deslocamento;

e Restricées: na formulacgdo, estardo incluidas restri¢des de tensdo, flecha, colapso
global e restri¢des decorrentes da pratica da execucao da obra;

¢ Funcio objetivo: a funcio objetivo € Uinica, e constitui-se em determinar o custo
minimo;

e Método computacional: sera resolvido analiticamente o sistema de equagdes
obtido através do Método dos Multiplicadores de Lagrange. Este método pode ser

incluido na programacao matematica.

5.2 - Formulacio da Fung¢io Objetivo e Restricoes
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FIGURA. 5.1 - Sec¢do sujeita a esforcos de flexdo, equilibrio

Equacdes de equilibrio e compatibilidade

F,=08-X-085-f, b, (5.1)

F.+F, =F, (5.2)
X

F.-(d-d')+F, (d—o,szj =M, (5.3)

€ €

L= 5.4

X (d-X) G4

Desenvolvendo a equacao (5.4), encontra-se:

& d (5.5)

Lo

X =

Uma vez que a altura da viga ¢ varidvel, para determina-la fixa-se a posi¢ao
da linha neutra da secdo transversal a ser otimizada. Esta posicdo ¢ um dado de
entrada do programa.

Em fungdo de expressdes constantes serem muito grandes, estas serdao
substituidas por K;. E as expressdes que dependem exclusivamente da varidvel altura

da se¢do transversal serdo substituidas por F;.

£
Fazendo: K, =08 —*—.085-—% b
g te, 1.4
K, =1-04.—
€ +8C

Substituindo as constantes nas equagdes de equilibrio, tem-se:
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FC = Kl * d
K,-d+o;-A; —0,-A,=0
ol Ag (d—d')+K,-K,-d*-My =0
Para maior facilidade de visualizagdo matematica, as varidveis do problema

serdo denominadas de:

d =x,

A, =x,
!

A, =X,

Funcio objetivo:
F=b, (d+d')-C, +(As +As'j :py-Co+(by, +2-d)-Cp

ou, escrevendo em fung¢do de x:

F, =b, (x;+d)-C, +(x, +x3)-py - C +(by, +2-x,)-Cp

Restricoes:

Restri¢cdes em equilibrio e compatibilidade escritas em funcao de x:
K,x,+0.-x3-06,-x, =0
Gl X, -(x1 —d')-i—k1 -k, -X12 -M,; =0

Restrigao que limita o excesso de armadura, a qual podera causar fissuragdao
exagerada no concreto:
X3 +X, = Pye-by, -x;, <0

Restrigao que limita a percentagem de armadura trabalhando a compressao
em 50% da armadura de tracao:
x;—-05-x, <0

Para imposicao da restricdo que limita o deslocamento maximo da viga,
foram elaborados dois modelos neste trabalho. Eles diferenciam entre si basicamente
pela concepg¢do de calculo da inércia. Em um modelo, a inércia ¢ considerada
constante e calculada no estadio I. Nesta situag¢do, pode-se dizer que, para o céalculo
do deslocamento da se¢do otimizada, foi estabelecida uma relacao entre o quociente
do deslocamento e a inércia da viga antes e depois de determinada a altura 6tima da

viga. Pode-se exprimir esta relacdo com o seguinte equacionamento:
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I.
Op =8; <8y ,
I;
onde:
b_-h°’
L = le — , inércia da se¢do antes de ser otimizada;
b, -h’ . o
I, = W—zf , inércia da segdo otimizada;
d; = flecha fornecida pelo programa de célculo de pavimento por elementos
finitos;

Or = flecha na viga com a sec¢ao otimizada.

No outro modelo desenvolvido, foi considerada uma inércia diferente para
cada elemento finito. Para o calculo desta inércia, foi considerada a area de concreto
comprimida, as areas de aco e a contribui¢ao do concreto entre fissuras, sendo estas
variaveis explicitadas pela formula empirica de BRANSON. O equacionamento
utilizado para determinar a inércia dos elementos foi o seguinte:

' . ! 2 .
X:—n-(AS+AS)+ {n (Ab5+AS)} +in~(d-As+d'~A')

N
w

w

3
Iz:bw +n'As'(d_X)2+n'Aé'(X_d,)2
E, b, -h’
n=— ;I():
E 12

Segundo BRANSON, tem-se a seguinte equagdo para determinar a inércia do

4 4
M M
Ifz(—Rj Ty + 1—(—1‘) -1, <I,

Em ambos os modelos, foram considerados os esfor¢cos no estado em servico.

elemento.

Vale salientar que as areas de aco sdo calculadas com os esfor¢os no estado limite
ultimo.
Uma vez determinadas as inércias dos elementos das vigas, as flechas das

mesmas foram calculadas de duas formas distintas: através dos deslocamentos
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relativos dos nds para as se¢des antes de passar por um tratamento de otimizagao, e
por analogia de Mohr durante o processo de otimizagdo, com o qual foi aplicada a
restricdo de deslocamento.

Quando a restri¢ao de deslocamento foi imposta ao problema, explicitada na
formulagcdo matematica para determinar um minimo, surgiu uma equagdo de ordem
elevada, dificultando a solucdo analitica do problema. Ciente que nao havera
mudanga nos resultados, esta restricdo foi imposta ap6s encontrada a solucdo 6tima.
Determinada a altura 6tima para cada viga, sdo verificadas suas respectivas flechas;
caso estas ultrapassem o valor limite, através do método dos intervalos encaixantes
seguido do método da bissecao, determina-se as alturas das vigas para que as flechas
das mesmas sejam admissiveis satisfazendo um erro absoluto de 0,5% pré-

determinado internamente no programa.

5.3 - Resolucao do Problema

Minimize: F) =b, -(x; +d')-C; +(x; +x3)-p, - Cy +(by, +2-%)-Cp
Sujeito a:

K,-x,+0.-x;-06,-%x, =0

Gl -X; -(x1 —d’)+kl -k, 'Xlz -M,; =0

X3 +X, =Py by, -x, 20

x;—05-x, <0

Para diminuir o niimero de restrigdes de igualdade, a varidvel x, serd

explicitada em funcdo das demais.

M, -K, K, -x,°
c. -(X1 —d')

X3:

Aplicando o Lagrangeano e substituindo x, pela expressdo acima, tem-se:
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M, -K, K, -x,°
c! -(x1 —d’)

i = by (x,+d")-C, +(x2 + J-ps -Cy+(by, +2-%;)-C

i 2
M, -K,;- K, x

M, K, K, o/
+U, Gg .(X] —d’)

Igualando o gradiente da funcao a zero, para determinar os pontos de minimo

locais:

M, -K, K, x>
iF=bW-CC+[—2-K1~K2~ , X1 ~— d 1 2 zlJ.ps-CerZ.CF
dx, G -(x1 —-d ) c! .(X1 —d’)

M, -K, K, x,°
+k1-K1+G;-{—2-K1-K2- . S R flJ
Gs'(xl_d) G;-(xl—d’)
M, -K, K, -x,’
| 2K K, -1 N < — ;(1 —Pyc by,
i Gs'(xl_d) 0;-(x1—d')
M, -K, K, x,°
| -2 K, K, X1 - d 1 22‘1 -0
Y (Xl_d) o (xl—d’)
d
—f=pCi =0 +1, =051, =0
dx,
M, -K, K, -x,’
if K, -x, +c/ - —4 e BT -0,-X,=0

Resolvendo o sistema de equagdes ndo lineares acima, e verificando se as
solugdes satisfazem as restrigdes inativas, encontram-se os pontos de minimo local

do problema.
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Solugdes possiveis:

Hipotese 01:  p, =0 ; pn, #0
Hipotese 02:  p, #0 ; n, =0
Hipotese 03:  p, =0 ; pn, =0

Quando se iguala o coeficiente p a zero, ou seja, torna-se a restri¢do inativa, é
necessario verificar se os resultados satisfazem a esta restri¢ao. Sendo assim, devem

ser verdadeiras as seguintes relagdes:

‘M, -K, K, x>
Hipotese 01: d 1" B +X, = Pyc by, "X, [ <0 ; L, >0
G;-(xl—d')
‘M, -K, K, -x,’
Hipotese 02: | —4 122" %1 5.4 <0 : >0
G;-(xl—d')
‘M, -K, K, x> |
Hipotese 03: d L BT +X, = Pyc by, -X; [ <0
i G;-(xl—d')

) i
Mg =K Ko X0 5.5, [<0
G;-(xl—d') ’ 2

Devido a dificuldade de resolugdo do sistema de equagdes, foram substituidas
algumas expressdes constantes por K; e expressdes que variam em X, por F; .
K, =-K, K, -K,
K, =K, -d’
Ks;=b,-C.,+2-C;
K¢ =K, =P,y -b,, -O!

N

w

K, =K;-4-K, K,

K¢ =-K4-d’

Ky =4-M,

K,p=-Ks-0p-d"—p-C;-K, -d’

K, =K5-0,-4-p,-C, K, -K, +p,-C,-K,
Ky =-Kyp-d"=2-p -C- My

K3 =Ko -K;-d’

Ky =K +2:p,-C K, -K,
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1
F=——
'l (x, - d)
1
F=———
2 cs;-(xl—d’)2

F,=M,-K, K, x}
F,=-2-K,K, x,-F -FF,
F, =K, +o!F,

Fo =F, —Pxc-b,,

5.4 - Solucao do Sistema de Equacoes

As expressoes abaixo descritas sdo solugdes para cada hipdtese considerada.
Depois de encontrados valores numéricos para as variaveis, ¢ necessario verificar a

consisténcia dos resultados, verificando se estes satisfazem as restri¢des inativas.

Hipotese 01:

X1:

2'K3
K, -
GS
— _kS _3'ps'cs'F4
=0

2] :2'(ps'cs_7\’1 'G;)>0

Hipotese 02:
X, =
! 2'K7
K, -
(&)
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_kS_ps'Cs'F4+ps'Cs'F6

7\41:

Wy :kl'cé_ps'cs >0

Hy =0
Hipotese 03:
2
X =_K13i\/K13 _4'K14'K12
] 2-Ky,
K, -
GS
-C
ny =P G
GS
=0
W, =

5.5 - Verificacao dos Resultados Obtidos

Para exemplificar a rotina elaborada, considere-se a viga biapoiada da figura

5.2

q
AN A S A A P S A A A

L
FIGURA 5.2 - Viga biapoiada

Caracteristicas geométricas:

by=15cm ; hj=70cm ; d’=3cm ; L=8,00m

Obs: - Os valores de d; e L foram fornecidos para possibilitar a execugdo da restri¢ao
de deslocamento. A inércia da viga serd calculada no estadio I, sendo esta constante

para todo vao.
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Para o célculo da flecha inicial, neste problema, foi considerada apenas a

flecha elastica e imediata, obtida da resisténcia dos materiais com a seguinte

expressao:

4% (L3—2-L-x2+x3)

8 = ——.
24-E, -1

q-I’
8

No meio do vao, tem-se: M =

™ |

Obtendo para flecha maxima a expressao abaixo:

5-17-M,

" 4.E_-b, -1’

- A flecha maxima permitida por Norma deste problema ¢é 2,667 cm.

Caracteristicas das agdes externas:

M; = 1000,00 kN.cm ; M¢=70000,00 kN.cm ; AM = 500,00 kN.cm,

onde M; - momento fletor caracteristico inicial,

My - momento fletor caracteristico final,

AM - incremento do momento fletor.

Para uma melhor compreensdo da relacdo de custo e de quantidades de

materiais de se¢des Otimas, foi feita uma variagdo de momento (como citado acima)

mantendo-se as caracteristicas iniciais do problema, de forma a se obterem as sec¢des

6timas para cada esforgo pré-definido. Desta forma, tem-se idéia de como variam as

dimensoes Otimas das secdes transversais,
caracteristicas.

Caracteristicas dos materiais:

Custo do concreto: 30% do custo total;

Custo do ago: 30% do custo total;

Custo da forma:  40% do custo total;
Concreto tipo C20, aco tipo CA-50A;
E.=26.000 MPa, Es = 210.000 MPa;

ps=7,5x 107 kN/cm3;

€= 3,5% ;

mantendo-se fixas determinadas

% maxima de aco em relagdo a area de concreto: 4%.
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Na tabela 5.1 podem-se observar alguns dos resultados obtidos neste

exemplo.

Mk d (cm) |As (cm?®) | As’ (cm?) | Volume de | Area de Flecha Custo
(kN.cm) concreto | ago (cm?) (cm) relativo
(cm’) ($/cm’)

1000,00 58,75 0,55 0,00 881,28 0,55 2,65 330,89
2000,00 61,01 1,08 0,00 915,11 1,08 2,66 342,84
3000,00 62,64 1,59 0,00 939,57 1,59 2,66 351,48
4000,00 63,76 2,10 0,00 956,38 2,10 2,66 357,43
5000,00 64,87 2,61 0,00 973,01 2,61 2,66 363,30
6000,00 65,87 3,11 0,00 988,01 3,11 2,65 368,61
8000,00 67,25 4,13 0,00 1008,75 4,13 2,66 375,93
10000,00 68,27 5,19 0,00 1024,11 5,19 2,67 381,36
15000,00 70,28 7,94 0,00 1054,20 7,94 2,66 392,00
20000,00 71,48 11,05 0,00 1072,18 11,05 2,66 398,36
30000,00 73,53 17,09 1,61 1102,92 18,71 2,67 409,24
40000,00 77,24 20,94 4,68 1158,62 25,62 2,66 428,94
50000,00 80,03 24,64 7,79 1200,48 32,44 2,66 443,74
50500,00 80,43 24,77 7,83 1206,43 32,60 2,64 445,84
60000,00 87,62 26,98 8,53 1314,24 35,51 2,42 483,94
70000,00 94,59 29,13 9,21 1418,85 38,34 2,25 520,91

TABELA 5.1 - Resultados obtidos no exemplo de viga em anélise

Em seguida, serdo apresentados alguns graficos obtidos com valores
encontrados quando o momento fletor variou entre 1000,00 e 70000,00 kN.cm com
incremento de 500,00 kN.cm.

Como pode ser observado no grafico 5.1, a inclinagdo da curva que representa
a altura da sec¢do transversal ¢ mais acentuada a partir do valor relativo do momento
fletor caracteristico de aproximadamente 50000,00 kN.cm, ponto a partir do qual a
restricdo de deslocamento deixa de ser principal, passando o problema a ser

dominado pela restri¢do de equilibrio dos esforgos.
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GRAFICO 5.1 -Varia¢io do momento fletor caracteristico com respectiva

altura da secio transversal otimizada
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GRAFICO 5.2 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectivo

volume de concreto da seciio transversal otimizada

Como ¢ de se esperar, o comportamento da curva de aumento da area de ago ¢
inverso ao comportamento das curvas dos graficos 5.1 e 5.2, pois enquanto a
restricdo de deslocamento ¢ predominante, a altura necessaria para a viga ¢ maior que
a altura otima exigida pelo equilibrio dos esfor¢os. Sendo assim, o aumento do
esfor¢o solicitante ndo causa grande variacdo na altura da secdo transversal, e, para

obedecer o equilibrio, € necessario um maior aumento nas areas de ago.
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GRAFICO 5.3 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectiva irea

de aco da secao transversal otimizada

Como ja mencionado anteriormente, o grafico 5.4 mostra claramente o
declinio da flecha, comprovando que esta deixa de ser restricao principal a partir de

certo valor do esforco solicitante.
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GRAFICO 5.4 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectiva flecha

da secio transversal otimizada

O custo aumenta mais rapidamente quando a restrigdo de flecha deixa
de ser dominante. Isto acontece porque nesta regido a altura aumenta mais rapido que
na regido inicial, e consequentemente ha um aumento maior da area de forma, sendo
estes componentes juntos responsaveis pela maior parte do custo da estrutura. Como
pode ser visto no grafico 5.5, para encontrar uma solugdo 6tima, deve-se usar mais

aco e menos concreto, 0 que muitas vezes nao ¢ feito em estruturas convencionais.



52

SECAO OTIMA
600
500 |
o 400 //
»n 300 +
o]
O 200+
100 +
0 . . . . . . . . . .
o o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o o
o [Te} o 7o) o [Te) o [Te] o o) o
~ N~ < o N~ [92] o o (32} [} o
-~ N N ™ < < Te] Yo ©
MOMENTO FLETOR CARACTERISTICO

GRAFICO 5.5 -Variacio do momento fletor caracteristico com respectivo custo

da secio transversal otimizada

5.6 - Verificacao da Consisténcia dos Resultados

Devido a extensdo do equacionamento matematico que prova que o0s
resultados obtidos sdo pontos de maximo ou de minimo, optou-se pela verificagao
pratica desta condi¢do. O procedimento matematico utilizado foi de extremizagao de
fungdes, ou seja, as solugdes encontradas sao obrigatoriamente pontos de maximo ou
de minimo. Desta forma, se para uma secdo transversal qualquer, obedecendo as
restricdes impostas no problema, o custo for de maior valor que o custo para uma
secdo Otima, ter-se-a4 a solucdo obtida pelo equacionamento matematico como um
ponto de minimo.

Sera provada a consisténcia através da verificagdo do custo de uma se¢do
transversal com as mesmas caracteristicas do exemplo acima, exceto a altura, e
consequentemente areas de aco. Considere a secdo equivalente ao momento fletor
caracteristico de 60000,00 kN.cm, e uma altura de 97,62 cm, 10 cm a mais que a
secdo 6tima. As areas de aco obtidas para esta se¢do ndo 6tima sdo As=25,097cm’ e
As’= 4,540 cm”® . O custo para estes dados é 536,9527 $/cm’, provando assim que a
solugdo otima ¢ realmente um ponto de minimo, uma vez que o custo para esta ¢
483,94 $/cm’.

A seguir ¢ mostrado o grafico que representa a funcdo objetivo sujeita as

restricdes do problema em questdo. Os valores numéricos explicitados no grafico 5.6
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foram obtidos considerando as caracteristicas do exemplo utilizado acima, figura 5.2,
para um momento fletor caracteristico constante de valor 5000,00 kN.cm e a altura
util da viga variando entre 10 cm e 99 cm, com incremento de 1 cm.

No grafico 5.6, a abscissa representa as alturas da viga, a ordenada representa
a soma das areas de ago, a compressdo e a tracdo, e a cota representa a func¢ao
objetivo e as restri¢des, exceto restricao de deslocamento. As restrigdes de equilibrio
e compatibilidade estdo inclusas na funcdo objetivo, uma vez que as areas de aco
devem estar coerentes com a altura util da viga. Representa-se pela linha verde a
restricdo equivalente a limitagdo da drea de aco de compressdao em 50% da area de
aco de tracdo, pela linha vermelha a limitagdo da taxa geométrica da armadura, e
finalmente, pela linha rosa a fun¢do objetivo ja restrita ao equilibrio. A regido viavel
se caracteriza sobre a curva custo a partir do ponto no qual os valores numéricos que
representam as restrigdes sao negativos. Como pode-se concluir, a fungdo objetivo €
sempre crescente, mostrando mais uma vez que os resultados encontrados na

formulagdo representam um ponto de minimo global.

FUNGAO OBJETIVO
600,000
500,000M
400,000-
300,000-
200,000

-
100,000+4
0,000+

CUSTO e RESTRIGOES

\

\
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GRAFICO 5.6 - Representacio da funcio objetivo sujeita as restricdes para

uma secao transversal
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6 - SOLUCAO ESTENDIDA AS SECOES TRANSVERSAIS DE GRELHAS

6.1 - Introduciao

Sendo conhecida a formulagdo matematica para a otimiza¢ao de uma se¢ao
transversal de concreto armado para uma determinada viga, pretende-se aplicar esta
mesma formulagdo a se¢des transversais de grelhas. Como se sabe, uma grelha ¢ um
conjunto de vigas interligadas, e, de alguma forma, cada viga da grelha influencia nas
caracteristicas das demais. Esta interagao entre as vigas de uma grelha ¢ que
diferencia o comportamento estrutural de uma grelha como elemento unico de um
conjunto de vigas. Ciente da diferenca entre estes dois tipos estruturais (conjunto de
vigas e grelha), pensou-se num modo de aplicar as grelhas técnicas matematicas ja
conhecidas para as vigas. Sendo assim, se a estrutura for processada ‘n’ vezes, € em
cada passo de processamento for determinada a altura 6tima para as vigas, com o0s
esforcos devidamente corrigidos, quando nao houver mais redistribuicao significativa
dos esforgos, e consequentemente variagdo da geometria das segdes transversais das
vigas, sera coerente utilizar o modelo para vigas em grelhas. E importante salientar
que os resultados obtidos com esse modelo ndo sdo necessariamente 0s mesmos que
se fosse feita a otimizacao da grelha como elemento Gnico, mas espera-se que, para
utilizagdo pratica, o modelo utilizado seja de precisdo razoavel. Acredita-se que ndo
deve haver diferencas significativas entre a otimizagdo da grelha como elemento
unico e como um somatorio de vigas corrigidas iterativamente.

A redistribuigdo dos esfor¢os de um pavimento estd diretamente ligada a
rigidez dos elementos estruturais; entdo, ¢ de absoluta importancia o uso de inércias
coerentes para as vigas, pois isto ¢ um fator decisivo no “caminho” das cargas, ¢
consequentemente na precisao dos resultados obtidos. Devido a extrema importancia
na precisdo da inércia do elemento de viga, ao estudo desta sera dedicado o

Capitulo 7.

6.2 - Embasamento Matematico
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Segundo KIRSCH (1993), os varios métodos aproximados de otimizagdo de
estruturas topologicas podem ser divididos nas seguintes partes:
¢ Aproximacées Globais - As aproximagdes sdo obtidas ao analisar a estrutura

como um todo, ou seja, a fun¢do objetivo ¢ formulada em todos os pontos de
projeto, sendo assim validos os seus resultados para todos os pontos espaciais.
Entretanto, aproximagdes globais podem requerer muito esforco computacional
nos problemas com um grande niimero de variaveis de projeto. Um exemplo deste
tipo de aproximacdo, ¢ formular a funcdo objetivo na grelha, ndo numa secao
transversal de uma viga.
¢ Aproximacdes Locais - Estas aproximagdes, baseadas em informagdes calculadas
em pontos isolados do projeto, sdo na maioria das vezes eficientes, mas elas sao
efetivas somente nos casos de pequenas alteragdes nas varidveis de projeto. Para
grandes alteracdes nas variaveis, a precisdo das aproximagoes ¢ deteriorada, e elas
podem tornar-se sem sentido. Para melhorar a qualidade dos resultados, podem-se
utilizar variaveis intermediarias. Um exemplo deste tipo de aproximacao, ¢ formular
a fun¢do objetivo na se¢do transversal de uma viga.
¢ Aproximacdes Combinadas - Com este tipo de aproximagdo, pode-se obter
resultados com qualidades globais através de aproximacdes locais. Este tipo de
aproximacao pode ser exemplificado com o presente trabalho.

No trabalho do KIRSCH (1993), uma aproximagdo para introduzir
Aproximagdes Combinadas ¢ definir a ordem da matriz de rigidez inicial, pois €
possivel que um elemento finito deixe de existir, reduzindo a ordem da matriz. No
presente trabalho, a matriz de rigidez tem ordem constante, € o que ¢ varidvel ao
longo das iteragdes sdo seus componentes, como serd visto adiante. A vantagem de
usar um método de Aproximagdes Combinadas ¢ que, semelhante as Aproximagdes
Locais, a solucdo baseia-se em resultados de andlises locais exatas; portanto,
utilizam-se de esfor¢os matematicos locais e obtém-se resultados aproximados de
qualidades globais. Este procedimento tem sido usado para varios tipos de variaveis

de projeto e funcdes.

6.2.1 - Formulacao do Problema
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Assume-se a seguinte nomenclatura:

F - vetor de cargas ou das agdes externas;
K - matriz de rigidez global,
Ke - matriz de rigidez global dos elementos de barra;

Kp - matriz de rigidez global dos elementos de placa;

~

U - vetor dos deslocamentos nodais em relagao ao sistema de referéncia;

~

B¢ - matriz de transformagéo de coordenadas globais para locais;

~

ke - matriz de rigidez do elemento de barra, em coordenadas locais;

8¢ - vetor de deslocamentos nas coordenadas locais;

P’ - vetor das a¢des de engastamento perfeito;

p° - esforgos nas extremidades dos elementos de barra.

~

Para o 1° passo de iteragdo, deve-se considerar o momento de inércia dos
elementos no Estadio I.
Fazer 1 = 0, nimero maximo de iteracdes ou erro admissivel.

1 - Dado um vetor de cargas, ou acdes externas F,a correspondente matriz de

rigidez K ,e os deslocamentos U sdo computados pelas equacdes de equilibrio.

K =Ke +Kp - F:{Ke.—i-Kp]Ui

~

Como os elementos de placa ndo sdo varidveis da otimizagdo, assume-se que

Kp= constante.

~

2 - Resolvendo o sistema de equacdes, obtém-se:

=K"F = &8 =p~U
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Assume-se que p° = constante.

1
3 - Aplica-se a rotina de otimizagdo aos elementos finitos desejados; neste
momento, todas as restrigdes do problema devem ser impostas. Uma vez definidas as

dimensdes dos elementos, calculam-se as inércias destes e segue 0 processo.

[§] €
p p

~ i h ~ i
ke — otimiza — < ~*!1 — rigidez — < ke
~ i U ~ i+l

i+l
U U
~i ~ i+l
hi+1 - hi
Se —— < erro, interrompe o “loop” e vai para o passo 5.

i+l

~

4 - Como a matriz de rigidez global ¢ formada pela superposi¢ao da matriz de

rigidez dos elementos, € necessario zerar seus termos.

Ki;; =0

~

Volta-se ao passo 1, com novos valores para a matriz de rigidez. Este “loop”
deve terminar quando um erro preestabelecido pelo usuario for satisfeito, ou quando
atingir um numero de iteragdes pré-definido.

5 - Mostra-se ao usudrio as alturas das vigas otimizadas; caso se deseje alterar
algum desses valores, recomega-se o processo de otimizagao, passo 1, e as vigas que
estdo livres continuam a serem otimizadas.

6 - Com as dimensdes dos elementos ja definidas, as inércias destes precisam
ser corrigidas. Como elas dependem da drea de concreto comprimida, do concreto
entre fissuras e da area de aco, necessita-se de um processo iterativo para sua

corregdo. Para isto, seguem-se os seguintes passos:
n
Igei = Zke i
J:l ~

K =Ke +Kp - F:[Ke.Jer]Ui
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€ €

P P
ke — rigidez — ke
~ i ~ i+l

U U

~i ~ i+l

Uiy

~

Se <erro, finaliza o processamento do programa, com os elementos

U.

1

devidamente dimensionados.
Este loop deve terminar quando um erro preestabelecido pelo usudrio for
satisfeito, ou quando se atingir um nimero de iteragdes pré-definido.

Fim do processo.

6.3 - Procedimentos Utilizados no “Software”

6.3.1 - Calculo da Flecha

A flecha ¢ calculada de duas formas distintas; por deslocamentos relativos
entre nos e por analogia de Mohr.

Para se determinar a flecha que serda apresentada no arquivo de saida do
programa (“*.SOL*), e a flecha imprimida ao longo das iteracdes no arquivo
(“*.0OTI*) como flecha inicial, ¢ feita a diferenga relativa entre os deslocamentos
verticais dos nos das extremidades do vdo em analise, e o referente ao
posicionamento da flecha. De acordo com as condi¢des de contorno do vao, se €
apoiado nas extremidades ou se estd em balanco, foram elaboradas as seguintes

expressoes para se determinar o médulo da flecha.
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FIGURA. 6.1 - Vao da secio a ser otimizada

L
a) Vao apoiado nas extremidades: F= _Tl . |d2 —-d, | +d;—d,
b) Vdo em balango do lado esquerdo: F=d,-d,
c¢) Vao em balango do lado direito: F=d,;-d,
onde:

L = comprimento do vao da viga no qual se localiza a se¢do que deseja-se
determinar a flecha;

L, = distancia da se¢ao na qual pretende-se conhecer a flecha a extremidade
esquerda do tramo;

d; = deslocamento do n6 da extremidade esquerda do vao;

d, = deslocamento do n6 da extremidade direita do vao;

d; = deslocamento do nd da secdo em que sera determinada a flecha;

F = flecha da viga na sec¢do desejada.

O outro método de obtengdo das flechas foi utilizado na imposicao da
restricdo de deslocamento na otimizagdo das se¢des transversais das vigas, cujos
resultados sdo apresentados no arquivo “*.OTI” como flecha final. O presente
trabalho apresenta dois modelos para o célculo das inércias dos elementos finitos,
cabendo ao usuario definir se esta serd calculada no Estadio I ou no Estadio II através
da formula de BRANSON. Tanto para inércia constante (Estddio I), como para
inércia variavel (Estadio II), a flecha para imposi¢cdo do deslocamento foi calculada

como apresentado em seguida.
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Para o modelo que considera a inércia da viga constante e calculada no
Estadio I, foi considerada a seguinte relagdo entre as flechas da viga antes e depois
da otimizagao.

F-L

Fl‘Ilef'If = Ff= ! !
If

onde:
F; = flecha obtida pelo programa de célculo de pavimentos (calculada por
deslocamento relativo entre os nds), antes da viga ser otimizada;
Fr = flecha obtida pelo equacionamento acima, apds a otimizagdo da se¢do
transversal;
I; = Inércia da se¢ao antes de ser otimizada,;
I = Inércia da secao depois de ser otimizada.

Para o modelo que considera a inércia de cada elemento da viga diferente,
Estadio II, variando com o esfor¢o nele aplicado, a flecha foi calculada por analogia
de Mohr, pois este procedimento ¢ de facil aplicag@o para vigas com inércia variavel.

De acordo com Mohr, tem-se a analogia apresentada no quadro 6.1.

Viga Dada Viga Conjugada

Deslocamento vertical Momento: M

Rotacdo da tangente a _
elastica Q=9 Cortante: Q
dy

®=ix <

Razdo entre momento q= M
fletor atuante e rigidez El M
da viga Carga: q = EI
M
E1 }

QUADRO 6.1 - Analogia de Mohr
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Como explicitado acima, para determinar a flecha do vao da se¢do que esta
sendo otimizada, basta calcular o momento fletor da viga conjugada. A carga
aplicada na viga conjugada ¢ variavel, pois ela estd em funcdo do momento da viga
dada que ¢ varidvel, e em fun¢ao da inércia da viga dada, que também ¢ variavel.
Para o célculo do momento fletor de uma viga sujeita a carga variavel (viga
conjugada) foi utilizado o Método dos Trapézios. Para garantir sucesso na sua
utilizagcdo, ¢ importante que a estrutura seja bem discretizada, e, para isso, foram
feitas divisOes internas dos elementos de viga, sendo este nimero de divisdes um

dado de entrada do programa, devendo ser coerente com o refinamento da malha.

6.3.1.1 - Aplicacao da Analogia de Mohr para Vaos Apoiados nas Extremidades

No caso de vaos intermedidrios ou apoiados nas extremidades, foi utilizado o
equacionamento explicitado a seguir para determinar a flecha na se¢do a ser
otimizada.

Com relagdo ao tramo que representa a estrutura real, os esforcos solicitantes
foram obtidos pelo programa SSPO, sendo suas condi¢des de contorno equivalentes

as das vigas ficticias mostradas nas figuras abaixo.

ML Mi M M2
X 9 &

Y

LRSI N

Ll ‘

FIGURA 6.2 - Viga dada
M* M’

Sentido positivo do momento fletor da estrutura real
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FIGURA 6.3 - Viga conjugada

Equacionamento para célculo da flecha:
O esforco cortante a esquerda do vao na viga conjugada pode ser

representado como:

L
M
Ve = J‘ (X) * i : dX
El ) L
0 X
A equacgdo que representa a flecha da estrutura real é:
My
F= VoL, - [0 (L, - x)-dx
o L

6.3.1.2 - Aplicacao da Analogia de Mohr para Vaos em Balanco

Os esfor¢os solicitantes para estruturas com este tipo de condicdes de

contorno sao obtidos da mesma forma apresentada no item anterior.

Mi M M
N 7
/Xx

!
L

FIGURA 6.4 - Viga dada
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AW

L1 |
- |

FIGURA 6.5 - Viga conjugada

Equacionamento para célculo da flecha.

De acordo com a analogia de Mohr, o esfor¢o cortante do tramo na viga
conjugada equivale a rotacdo da estrutura real no mesmo local, a qual foi calculada
pelo software SSPO. Assim sendo, a flecha no balango ¢ calculada pela seguinte

equacao:

6.3.2 - Fluéncia

Foi considerado a seguinte aproximacao para consideracdo da fluéncia:

f f
1 gl el
£ £
B:r_f: d _ B tEg
i i i
1 el vel gl el
15 d
£
{85 _85
£ i
{sc =m-¢g,
onde:

B - coeficiente de fluéncia;
&s - deformacgao do aco;

€. - deformagao do concreto;
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m - coeficiente de entrada do programa. Em geral considera-se igual a 2
quando a estrutura € carregada apds o sexto més de concretada e igual a 3 caso

contrario.

6.3.3 - Esforcos Solicitantes

E importante frisar que, em ambos os modelos, nio foi considerado o esforgo
cortante nem o momento de tor¢do para determinacdo da secdo Otima. Cabe ao
engenheiro de estruturas verificar estes esforcos, € se os elementos estdo
devidamente dimensionados para absorvé-los. A respeito do momento de tor¢ao, no
caso de tor¢do de equilibrio (resisténcia a tor¢do necessaria a manutengdo do
equilibrio em relagdo as cargas e as acdes externas), a grande queda de rigidez a
tor¢ao significa uma grande rotagdo, que facilmente pode atingir um valor capaz de
prejudicar a capacidade de utilizagdo. Nestes casos, ¢ necessaria a verificacdo da
rotagdo, pois esta pode ser determinante para o dimensionamento. No programa, foi
introduzido um coeficiente redutor de rigidez a tor¢do. A utilizacdo deste coeficiente
tem um efeito favoravel, desde que os momentos de tor¢do, que surgem por efeito de
coacdo (tor¢do de compatibilidade), frequentes em pisos de edificios, desaparecam

rapidamente com o aumento da carga até a ruptura, € por conseguinte possam ser

desprezados na verificagao da capacidade resistente.

6.4 - Obtencao da Secao Otima

Para se determinar qual se¢do da viga serd otimizada, faz-se uma pesquisa
sobre quais as se¢des que possuem maior momento fletor positivo, maior momento
fletor negativo e maior deslocamento. Otimiza-se cada uma destas se¢des, € assume-
se para a viga a maior altura fornecida pelas trés opcdes. Como se sabe, a maior
altura satisfaz obrigatoriamente as trés hipoOteses, e o contrdrio ndo ¢ verdade.
Fazendo este procedimento para todas as vigas completa-se um passo de iteragao. Em
cada passo, ¢ feita uma pesquisa em todos os nos da estrutura para determinarem-se

as se¢Oes mais criticas de cada viga; desta forma, quando uma viga ¢ otimizada, sua
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altura ¢ suficiente para satisfazer as restricdes impostas ao problema em todos os

seus nos.

6.5 - Precisao dos Resultados

Neste item, serdo discutidas algumas varidveis que possam causar imprecisao
nos resultados obtidos com o programa SSPQO. Como ja comentado anteriormente,
poder-se-4 ter alguma diferenga entre os valores 6timos para as alturas das vigas
obtidas pelo modelo em questdo, e a otimizagdo da grelha como elemento tinico. A
ordem de grandeza desta diferenca ¢ desconhecida, pois nao foram encontrados, na
literatura, programas que facam este tipo de estudo, mas, pelos resultados obtidos,
mostrados no capitulo 9, acredita-se que nao venha a ter diferenga de ordem pratica
entre os modelos.

Como a maioria dos programas feitos com o método dos elementos finitos, ¢
importante que a estrutura seja bem discretizada. Se for utilizada uma malha pobre,
possivelmente os resultados ndo serdo consistentes; entre outras variaveis, a rigidez
dos elementos, e consequentemente da estrutura, sera alterada, pois esta ¢
determinada em fun¢ao dos esfor¢os nas extremidades dos elementos. Aconselha-se,
para espacamento da malha de estruturas padrao de pavimento, que estes tenham em
torno de 50cm ou que os vaos das vigas sejam divididos em 8 a 12 partes. Ressalta-se
que a divisdo interna da malha para obter melhor precisdo no célculo das inércias dos
elementos finitos, utiliza-se de uma simplificagdo que ¢ a linearizagdo do momento
fletor. Sendo assim, se a malha nio for refinada o suficiente, mesmo se o numero de
divisdes internas dos elementos for grande, ndo haverd precisdo desejavel nos
resultados.

O programa dispde de um processo iterativo, um método secante, para
otimizar a estrutura, no qual uma das principais varidveis para a convergéncia do
modelo ¢ a rigidez dos elementos, a qual ¢ fun¢do dos esfor¢os neles aplicados.
Entdo, necessariamente as inércias dos elementos sdo dependentes dos esforcos
calculados no passo de iteragdo anterior, o que ndo causa variagdo significativa nos
resultados, uma vez que estes se confundem na iminéncia da convergéncia. Se no

instante em que se pede ao usudrio para fixar as alturas das vigas estas tém modulos
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muito diferentes dos expostos pela otimizag¢do, e o nimero maximo de iteragdes for
pequeno, podera haver pouca precisdo nas inércias dos elementos finitos. Aconselha-
se para nimero maximo de iteragdo um valor igual ou superior a 20.

Existe uma pequena variacdo entre os resultados oferecidos pelos modelos de
calculo das flechas, como se pode ver no arquivo “*.OTI” explicitado por flecha
inicial e final. Pela diferenca em mddulo das flechas inicial e final das vigas, pode-se
analisar a coeréncia do refinamento da malha lancada sobre a estrutura e a
convergéncia do modelo. E natural que os resultados nio coincidam exatamente, pois
eles sdo calculados por modelos distintos com precisdes diferentes. Nao foram
analisadas as flechas dos elementos de placa, que com certeza seria de extrema
importancia para o presente trabalho.

Devido a imposi¢do da restricao de flecha maxima ser um processo iterativo,
necessitou-se estabelecer um erro. Para tal, foi considerado um erro absoluto de
0,5%.

O modulo de elasticidade longitudinal do concreto ¢ um dado de entrada do
programa, o qual ¢ considerado constante ao longo deste.

Na determinag¢do do custo dos elementos estruturais ndo foi considerado o
referente ao aco, pois este ¢ funcdo do detalhamento, que ndo ¢ o objetivo do
presente trabalho. Para determinar o custo total da estrutura, as lajes foram
consideradas independentes das vigas, exceto as vigas com altura semelhante a maior
espessura das lajes. Ou seja, exceto para as vigas cujas alturas se confundem com a
maior espessura das lajes, ndo foi descontado o volume de concreto e a area de forma

em comum as vigas e lajes.
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7 - ANALISE DO MOMENTO DE INERCIA

7.1 - Introducao

Tem-se observado na pratica do concreto armado que devemos nos preocupar
cada vez mais com o estado em servigo. Com o desenvolvimento tecnologico e um
maior aproveitamento dos materiais trazendo como consequéncia estruturas mais
arrojadas, ndo ¢ suficiente que o engenheiro dimensione as estruturas considerando
apenas a capacidade resistente do elemento estrutural. Pelo contrario, ha necessidade
tanto de garantir a capacidade resistente da peca quanto um perfeito comportamento
no estado em servigo. Para garantir que a peca de concreto armado esteja
coerentemente dimensionada para representar o estado limite de utilizacdo, dois
fatores sao de importancia fundamental; sdo eles: fissuras e flecha. Qualquer fissura
que se torne visivel causa ao leigo uma impressdo de inicio de ruina ou de perigo,
embora muitas vezes nao representem nada disto. Para evitar a percep¢dao das
fissuras, a armadura deve ser dimensionada e disposta de tal forma que a abertura das
fissuras fique imperceptivel.

Tratando-se de materiais homogéneos, ha muito tempo ja ¢ conhecido o
calculo de deformagdes (e consequentemente flechas) de estruturas, pois estes
materiais apresentam leis constitutivas conhecidas. J& no caso de materiais
heterogéneos, como o concreto armado, as leis de deformagdao sdo fungdes nao-
lineares, o que traz uma maior dificuldade de representacdo algébrica. Para tais
materiais, muitas vezes na pratica fazem-se aproximagdes no calculo das
deformacdes das estruturas por eles compostas, sendo estas aproximagodes feitas no
equacionamento do problema ou por férmulas empiricas. No caso do concreto
armado, podem-se calcular de maneira andloga a materiais homogéneos, com
suficiente precisdo, as deformacdes no Estadio I, isto ¢, para o estado anterior ao
surgimento da primeira fissura no concreto. Para as deformagdes entre o inicio do
estadio II (inicio das fissuras) e imediatamente antes de atingir o Estadio II puro
(regido onde o concreto esta completamente fissurado), na maioria dos casos, tem-se
considerado as areas de aco de tragdo e compressao e a secdo transversal da peca

excluindo-se as areas tracionadas ¢ levando-se em consideracdo a contribuicdo do
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concreto na zona tracionada através de um coeficiente empirico. No Estadio II puro a
inércia do elemento ¢ de facil obtencao, através de um simples equacionamento.

Pela pratica de projetos estruturais, vé-se que as deformagdes calculadas
quando a peca estd parcialmente fissurada, na maioria dos casos, tém valores
exagerados, e, consequentemente, as vigas e lajes t€ém grandes alturas, pois estas
estdo diretamente relacionadas as inércias, que por sua vez relacionam-se as
deformacdes. Através de ensaios sabe-se ha muito tempo que a fissuracdo se estende
por uma variacdo de carregamento consideravel, e que, sob a acdo de cargas
permanentes ou frequentemente repetidas, a fissuracdo ocorre apenas parcialmente,
de modo que as deformacdes sao bem menores que aquelas nas quais o Estadio II
tenha sido integralmente atingido. Pretende-se estudar neste capitulo uma formulagado
adequada para explicitar a inércia de um elemento finito de concreto armado nos
Estadios I e II. Para esta inércia, serdo consideradas as arcas de aco de tragdo ¢
compressao, a area de concreto comprimida e também a contribuigdo do concreto

entre fissuras.
7.2 - Momento Critico de fissuracio

O momento critico de fissuragdo sera definido segundo a proposta para
revisdao da NB-1, apresentada no III Simpdsio EPUSP sobre Estruturas de Concreto.
Para sec¢oes retangulares, propde-se que o momento resistente tenha modulo igual a:
_byh®

Mr
3

f,,

onde f, =0,53-f,,, , para se¢des submetidas a flexdo simples. De acordo com a

regulamentagdo atual, no item 7.4.5.3 do CEB-FIP tem-se a seguinte expressao para
determinar a resisténcia do concreto a tragdo no instante em que a primeira fissura ¢

esperada:

f

ctsup 0’39 ) 3V f02k

7.3 - Momento de Inércia a Flexéo
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Assim como o momento critico de fissuragdo, a inércia a flexdo também sera
definida segundo a proposta para revisao da NB-1, apresentada no III Simpdsio
EPUSP sobre Estruturas de Concreto GRAZIANO (1993).

Para se determinar a inércia da viga dada, sdo consideradas duas situagdes:
antes e depois de se atingir o momento de fissuragdo. Antes da peca atingir o
momento de fissuragdo, ¢ considerada a inércia no Estadio I, ou seja,
b, -h’
o2
e, apos atingir o momento de fissuracdo, a inércia serd calculada segundo a formula
empirica de BRANSON, através de uma rigidez equivalente para o elemento finito
de barra.

Segundo a proposta da Norma, quando o diagrama de momentos tiver um
unico sinal, a rigidez da viga serd determinada na se¢do mais solicitada. No entanto,
quando houver reversao de sinais no diagrama de momentos, dever-se-a analisar cada
trecho de mesmo sinal no diagrama, determinando-se a rigidez representativa
daquele trecho pela sua secao mais solicitada, tomando-se como inércia equivalente
daquele vao a média ponderada da rigidez de cada trecho pelo seu respectivo
comprimento.

Embora a forma de avaliacdo da flecha imediata em vigas através de uma
rigidez equivalente para o tramo seja suficientemente aproximada, pretende-se
refinar ainda mais os resultados utilizando uma rigidez equivalente para o elemento
finito de viga. Uma das dificuldades de execucao deste modelo (rigidez varidvel para
cada elemento finito) ¢ que ndo se encontra na literatura uma formulacdo para tal
situagdo. Quando ¢ explicitada uma formula ou uma equagao que possa ser utilizada
para cada secdo da viga, esta ¢ geralmente em funcdo da curvatura, ndo da inércia.
Este obstaculo propos uma discussao interessante: qual coeficiente ¢ mais adequado
para a formula de BRANSON quando se deseja determinar a flecha imediata através
do momento de inércia proprio de cada elemento finito? Para a curvatura, que ¢
analisada em cada secdo ou n6 da malha da estrutura, sugere-se que este coeficiente
(m) seja igual a 4. E para o calculo da rigidez equivalente, constante para cada vao

da viga, modulo igual a 3. Com o intuito de responder a esta questdo, serdo
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analisados alguns exemplos no decorrer do capitulo, através dos quais sera decidido

que coeficiente utilizar na determinagao da inércia dos elementos.

7.3.1 - Momento de Inércia Segundo BRANSON

O célculo da inércia equivalente proposto por BRANSON considera a area de
concreto comprimida, as areas de ago da secdo transversal e o concreto entre as
fissuras.

A determinacdo do momento de inércia da pega toda fissurada, pode ser

explicitado pelo seguinte equacionamento:

b S

w

' . N\ TP .
xo T(ArAY {n (A, +As)} +2b 2 (d A, +d-AY)

w

onde: Eg= modulo de elasticidade do ago;

E. = mddulo de elasticidade do concreto;

by, = base da se¢do transversal;

d = altura util da secao transversal;

d’ = distancia do C.G. da armadura de compressdo a face da secdo mais
comprimida;

A, = armadura longitudinal devido ao esfor¢o de tragao;

Ay’ = armadura longitudinal devido ao esfor¢o de compressao;

X = posicao da linha neutra;

I, = momento de inércia a flexao no Estadio II puro.

Para momentos de servi¢o superiores ao de fissuragdo, M, > M, regido na

qual ¢ vélida a formula empirica de BRANSON, o momento de inércia equivalente

Ieq, € definido mediante a expressao:
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onde:
M, = momento fletor de fissuragdo ou momento resistente;
M = momento fletor de servigo;
Io = momento de inércia da se¢do no Estadio I;
I, = momento de inércia da sec¢do totalmente fissurada;
E. = médulo secante de elasticidade do concreto;
m = coeficiente discutido no item 7.3, a ser definido no decorrer do capitulo. Para
inércia constante no tramo, m = 3.
OBS.: neste trabalho sera considerado constante o valor de E.
Para o célculo das curvaturas das se¢des analisadas isoladamente, segundo
BRANSON, tem-se:

—1 m -1 m -1
(l) :(Mrj (lj + 1_(Mr) (l) - Mk>Mr
r M, r/, M, r/

€q

onde:
M, = momento fletor de fissuragao;

M = momento fletor de servigo;

1 s o ~ .
—| = curvatura em Estadio I para a secao de concreto simples;
)

1 .
(—) = curvatura em Estéadio II.
Iy

m = coeficiente discutido no item 7.3, serd definido no decorrer do capitulo. Para a
utilizacdo da formula de BRANSON em funcdo da curvatura de cada secgao,

considera-se m = 4.

7.4 - Analise Numérica do coeficiente “m”
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Pretende-se neste item, através de conceitos e de exemplos praticos, definir o
moddulo de “m” mais adequado para ser utilizado quando a inércia da viga varia para
cada elemento finito. Como os valores 3 e 4 foram obtidos através de formulas
empiricas, seria incoerente aplicar um tratamento matematico na busca da solucao
do problema. Por isso, este coeficiente serd determinado optando pela seguranga, ou
seja, a escolha deste valor devera satisfazer a ambos os modelos.

Devido a inércia do elemento de viga ser variavel em fungdo dos esforgos
nele aplicados, e estes diferem-se ao longo do elemento finito, foi considerada a
seguinte simplificacdo para se determinar esta inércia: dividiu-se o elemento em um
nimero de partes iguais definido pelo usudrio, e para cada extremidade dessas partes
foi calculado o momento fletor, através de uma linearizacdo dos momentos das
extremidades do elemento, que sdo determinados pelo SSPO. Apos obtidos estes
valores, foi feita uma média aritmética das inércias de cada divisdo interna da malha,
a qual resultou na inércia a flexdo do elemento de barra. Esta linearizagdo do
momento ¢ de aproximagdo razoavel, pois a malha langcada na estrutura deve ter
refinamento suficiente para fornecer bons resultados.

Para os exemplos analisados neste capitulo, considerem-se os seguintes
dados:

As alturas das vigas serdo determinadas pelo programa de otimizacao
desenvolvido no presente trabalho, e as bases tém mddulo igual a 15 cm.
Caracteristicas das a¢des externas: q = 20 kN/m
Caracteristicas dos materiais:

e custo do aco: R$ 1,7885 / kg ;

e custo do concreto das vigas: R$ 131,3900 / m’;
e custo da forma das vigas: R$ 24,7666 / m’;

e custo do concreto das lajes: R$ 131,3900 / m’ ;
e custo da forma das lajes: R$ 24,7666 / m’ ;

O CA-50A; fck > 20 MPa;

¢ deformagdo maxima do ago: € = f}];d = 2;l03(f0800 =2,0705%, ;

¢ deformagao maxima do concreto: 3,5000%, ;
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¢ limite da flecha do vao apoiado nos extremos: L / 300;

¢ limite da flecha do vao em balango: L / 150;

¢ taxa maxima de armadura: 4%;

¢ distancia do C.G. da armadura positiva a face da viga mais comprimida: 3 cm;
¢ cobrimento das armaduras: 2 cm;

¢ coeficiente de majoragdo das agdes externas (y¢): 1,4;

¢ coeficiente de minoragao da resisténcia caracteristica do concreto (y.): 1,4;
¢ coeficiente de minoragdo da resisténcia caracteristica do aco (ys): 1,15;

* numero de iteracdes: 20;

* numero de divisoes internas do elemento: 10;

* espagamento da malha de elementos finitos: 100 cm.

OBS: As unidades utilizadas nos exemplos sdo cm e kN.

Para cada exemplo utilizado neste capitulo foram feitas duas analise distintas:
Na primeira, considerou-se a altura da viga otimizada para cada modelo, ou seja, foi
determinada a altura da secdo transversal 6tima considerando o coeficiente “m” igual
a 3 e a 4, e ainda para inércia constante calculada no Estadio I. Nesta situagao, como
¢ de se esperar, as vigas tém alturas diferentes para os modelos, o que serad
comentado posteriormente.

Na segunda andlise, consideraram-se as alturas das vigas fixas, determinadas
pelo modelo que considera m = 4. Esta op¢ao para o coeficiente “m” foi devido ao
elemento apresentar menor inércia quando considerada a mesma altura da viga para
os trés modelos. Por conseguinte, as restricdes do problema serdo satisfeitas por
todos os modelos, fato que ndo seria verdade caso se optasse pela altura Otima

fornecida quando se utiliza m = 3 ou a inércia no Estadio 1.

7.4.1 - Exemplo - Viga Biapoiada
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Considera-se a seguinte viga:

800

FIGURA 7.1 - Viga biapoiada

ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura variavel p/ modelo
(6tima)

450000
400000
350000 =
300000 +
250000 +
200000 +
150000 T

100000 -+
1

INERCIA FLEXAO

4
2 3 4 5 6 7 8 9
EXV0101 - ELEMENTO - NO

‘—-—172-m:3 —o—1 2 -m=4 +171:cte.‘

GRAFICO 7.1 - Inércia relativa as alturas 6timas

Como pode ser visto no grafico 7.1, as inércias dos elementos da viga,
quando se considera o concreto fissurado, sdo praticamente constantes, sendo estas
de modulo mais elevado nas se¢des mais armadas. Isto ocorre pelo fato que, neste
tipo de estrutura, isostatica, ndo ha redistribuicdo dos esforcos. Exceto perto dos
apoios, onde o momento atuante ¢ menor que o momento resistente, as inércias
obtidas com o coeficiente m = 3 ou 4 e pelo Estadio I praticamente coincidem,
embora esses modelos apresentem alturas otimas diferentes. Este resultado ¢
coerente, pois a ordem de grandeza da rigidez da estrutura deve ser a mesma para

todos os modelos, uma vez que estes devem satisfazer a restricdo de flecha maxima.
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ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura constante p/ modelo
(6tima p/ m=4)

500000
450000 f i i i i i i i i
400000

350000
300000 -
250000
200000
150000 + T ———3 3
100000 f f f f f f f

1 2 3 4 5 6 7 8 9

EXV0101 - ELEMENTO - NO

‘—-—I_Z-m:S —o—12-m=4 +I_1:cte.‘

INERCIA FLEXAO

GRAFICO 7.2 - Inércia relativa as alturas determinadas com m = 4
Observa-se que ao considerar-se a altura 6tima obtida com m = 4, a rigidez

determinada pelos outros modelos ¢ maior, garantindo assim que nesta situacao os

resultados estar@o a favor da seguranga.

7.4.2 - Exemplo - Viga com 2 Tramos
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O

% 800 % 800

FIGURA 7.2 - Viga com dois tramos

ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura variavel p/ modelo
(6tima)
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GRAFICO 7.3 - Inércia relativa as alturas 6timas

No grafico 7.3, as inércias dos elementos da viga, quando se considera o
concreto fissurado, sdo bastante variaveis. Isto ocorre pelo fato de que neste tipo de
estrutura, hiperestatica, ocorre redistribuicao dos esfor¢os, o que fica claro ao se
observar a variagdo das inércias dos elementos ao longo da viga . Os elementos que
tém maior rigidez sdo aqueles onde o momento atuante ¢ menor que o resistente, no
local de transicdo entre momento fletor positivo e negativo e proximo aos apoios
extremos quando nao tém balango. Ressalta-se que a altura da viga obtida com o
modelo que considera a inércia no Estadio I ndo foi determinada pela restricao de
flecha maxima, como os demais modelos, por isso, esta se apresenta um pouco maior
que nos outros exemplos em condigdes semelhantes. Embora esses modelos
apresentem alturas 6timas diferentes, as inércias obtidas com o coeficiente m = 3 ou
4 praticamente coincidem nas regides onde a peca estd fissurada, mostrando mais

uma vez a coeréncia dos resultados.
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ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura constante p/ modelo
(6tima p/ m=4)

160000
o 150000 e
S 140000 T
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
EXV0201 - ELEMENTO - NO
| ——12-m=3 ——12-m=4 —=—1_|=cte. |

GRAFICO 7.4 - Inércia relativa as alturas determinadas com m = 4

Assim como na estrutura isostatica, no grafico 7.4 pode-se observar que o
modelo com m = 4 determina inércia de menor valor para a estrutura, porém nao
muito distante do caso m = 3, obtendo com isto resultados a favor da seguranca, e
sem ir de encontro a economia. J& quando comparado a inércia constante, Estadio I, a
rigidez desta ¢ bem maior, mas como ¢ mais distante ainda da representa¢do do

comportamento do material, quando utilizada € necessario majorar os resultados.

7.4.3 - Exemplo - Viga com 3 Tramos
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9
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FIGURA 7.3 - Viga com trés tramos

ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura variavel p/ modelo

(6tima)
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230000 -
210000 -

INERCIA FLEXAO
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GRAFICO 7.5 - Inércia relativa as alturas 6timas

Da mesma forma que na viga com dois tramos, observa-se no grafico 7.5, que
as inércias dos elementos, quando se considera o concreto fissurado, sdo bastante
variaveis. O tramo central apresenta maior rigidez, pois este ¢ menos solicitado; com
esta caracteristica, ele absorve mais esforco, e consequentemente alivia os vaos

adjacentes, obtendo-se um melhor comportamento estrutural.



ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura constante p/ modelo
(6tima p/ m=4)
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GRAFICO 7.6 - Inércia relativa as alturas determinadas com m = 4
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Observa-se que a diferenca entre os modulos de rigidez apresentados pelos

modelos com m = 3 e m = 4 ¢é bem pequena, e praticamente constante ao longo da

viga, tendo um decréscimo na regido mais fissurada. Na regido mais solicitada,

também pode-se observar que hd um aumento da inércia; isto ocorre devido ao

aumento relativo da area de aco. Para os momentos negativos este fato ¢ bastante

importante, pois sdo nestas regides que geralmente precisa-se de maior rigidez.

7.4.4 - Exemplo - Viga em Balanco com 2 Tramos

g

~— 300 —= 800 | 800 ~— 300 —~

FIGURA 7.4 - Viga em balango
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ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura variavel p/ modelo
(6tima)
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GRAFICO 7.7 - Inércia relativa as alturas 6timas

A maior rigidez da viga localiza-se no balango, posicdo que ndo contribui
para melhorar o comportamento da estrutura. A contribui¢do positiva do balango ¢é
que este alivia o apoio central, aumentando a rigidez dos elementos, e

consequentemente a concentracio dos esfor¢os em torno destes.

ANALISE - BRANSON (m) - Viga de altura constante p/ modelo
(6tima p/ m=4)
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1 23 456 78 91011121314151617 1
EXVB0201 - ELEMENTO - NO
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GRAFICO 7.8 - Inércia relativa as alturas determinadas com m = 4

Como pode ser observado nos exemplos 1, 2, 3 e 4, quando se utiliza a altura
Otima para as vigas, obtidas com o coeficiente “m” igual a 4, a rigidez dos elementos
nos demais modelos € superior ou equivalente ao mesmo. Através dos exemplos
conclui-se que ¢ mais adequado utilizar “m” igual a 4, ficando-se assim sempre a

favor da seguranca. Percebeu-se também que com este valor de “m”, ndo diferem
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muito os resultados dos obtidos com “m” igual a 3, diferentemente do que ocorre
quando a inércia ¢ calculada no Estadio I.

Uma outra forma de se optar pelo valor de “m”, esperando que os resultados
estejam a favor da seguranca, ¢ analisando a propria formula de BRANSON. Como o
momento atuante na se¢do ¢ elevado a um expoente negativo, o expoente que tiver
maior valor determinara a menor inércia, que por sua vez fornecerd a maior altura
para a viga a fim de que a restricdo de deslocamento seja satisfeita. Entdo, conclui-se
que ¢ mais adequado utilizar o coeficiente “m” com modulo igual a 4.

No grafico 7.9 mostram-se as alturas o6timas das vigas dos exemplos deste

capitulo para cada um dos modelos analisados.

ANALISE - BRANSON (m)

mIl 2-m=3
Wl 2-m=4
Wl 1 =cte.

ALTURA OTIMA DAS VIGAS

EXEMPLOS

GRAFICO 7.9 - Altura das vigas dos exemplos 1, 2, 3 ¢ 4 obtidas pelos trés

modelos

Como se pode observar no grafico 7.9, em todos os exemplos, a altura da viga
obtida com “m” igual a 4 ¢ maior que as demais, garantindo que as restrigdes do
problema sempre serdo satisfeitas em todos os modelos quando se considerar a altura
Otima para “m” igual a 4. Percebe-se também que para estruturas hiperestaticas, a

discrepancia entre as alturas otimas dos modelos ¢ menor. Percebe-se ainda a

variagdo das alturas 6timas das vigas com o grau de hiperestacidade.
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7.5 - Calculo do Momento de Inércia a Tor¢ao

Para o célculo da rigidez a tor¢do foram consideradas apenas deformagdes
elasticas. Devido a variagdo das alturas das vigas ao longo dos passos de iteracdo, foi
formulada uma equacdo que determina o momento de inércia a tor¢do em funcao das
caracteristicas geométricas da se¢do, possibilitando assim a varia¢do da rigidez a

tor¢ao a medida que a viga seja otimizada. Ver formulacdo abaixo.

I, = n-bzv -h ; b, <h

onde:
I; - Momento de inércia efetivo de tor¢ao;
by - menor dos lados da sec¢do transversal,

h - maior dos lados da sec¢ao transversal.

h/by 1 1,5 2 3 4 6 8 10

n 0,140 | 0,196 | 0,229 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,307 | 0,313

TABELA 7.1 - Coeficiente 1 fornecido pelo SUSSEKIND (1974)

Para pegas de concreto armado, dependendo do grau de fissuragdo, a inércia a
tor¢ao pode cair para 15% dos valores indicados nesta tabela.

Através de um programa que utiliza o método das diferencas finitas
desenvolvido para problemas de tor¢dao em se¢des retangulares, obteve-se a tabela

7.2.



h/by N h/by, n

1 0,140 3,5 0,27257
1,2 0,165833 40 0,27975
1,4 0,186429 45 0,285556
1,5 0,195333 5,0 0,2902
1,8 0,2166667 5,5 0,293818
2,0 0,228 6,0 0,296833
2,2 0,237273 8,0 0,305
2,5 0,2488 9,0 0,30778
2,8 0,2575 10,0 0,3099
3,0 0,262667

TABELA 7.2 - Coeficiente 1 gerado via diferencas finitas
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Utilizando-se os 19 pontos da tabela 7.2, foi feita uma regressdo numérica

resultando numa fungao ALOMETRICA CURVILINEAR , obtendo um r = 0,9959 ,

sendo n obtido em fungdo de by, e h cuja expressao ¢:

n = 0,1468297. (bi]

(0,7271532—0,4155907.LOG[LD
by

logo, o momento de inércia a tor¢ao em funcao de by, e h € dado por:

I, =0,1468297. [b

w

h

w

) [0,7271532—0,4155907.LOG(b—j}

b .h
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8 - EXPERIMENTACAO NUMERICA

Neste capitulo, através de exemplos praticos, tentar-se-4 mostrar o
desempenho do software desenvolvido. Para os exemplos mostrados no decorrer do
texto, sera verificada a convergéncia do programa, percebendo-se que, independente
das alturas iniciais fornecidas as vigas, o custo da estrutura sempre converge a um
valor minimo, mostrando assim que os resultados obtidos dizem respeito a um
minimo global da fun¢do objetivo. As alturas das vigas tendem a convergir a um
mesmo valor, em geral menor que o usado na pratica.

No dia a dia do calculo de projetos estruturais, para pavimentos
convencionais, usa-se, para pré-dimensionamento e muitas vezes 0 proprio
dimensionamento, altura para as vigas referentes a 8% do vao, em caso de vigas com
mais de um tramo, e 10%, quando a viga é biapoiada. Sempre que conveniente, 0s
resultados obtidos serdo comparados a estes valores, tomando-os como referéncia.

Em um dos exemplos, para se ter no¢do de comportamento estrutural, sera
verificada a variacdo das alturas das vigas em fun¢do das espessuras das lajes. Além
disto, serd analisado, também através de um dos exemplos, o refinamento da malha
de elementos finitos lancada na estrutura.

Por fim, comparar-se-do resultados de estruturas ja executadas por alguns
escritorios da regido com os obtidos processando a mesma estrutura no programa
SSPO. Acredita-se que, com essas analises, pelo menos fisicamente, se prova o

objeto do presente trabalho.

8.1 - Exemplos

Exceto quando explicitado, as caracteristicas citadas a seguir serdo utilizadas
nos exemplos mostrados no decorrer deste capitulo. Sao elas:
e custo do aco: R$ 1,7885 / kg ;
e custo do concreto das vigas: R$ 131,3900 / m;
custo da forma das vigas: R$ 24,7666 / m? ;

custo do concreto das lajes: R$ 131,3900 / m’ ;
custo da forma das lajes: R$ 24,7666 / m” ;
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¢ fo =20 MPa. ; aco tipo CA-50A;
0 E,=09-6600-,/f, +3,5 f.(MPa)

) f 434
¢ deformagdo minima do ago: € = yd = 348 =2,0705% ;
E 2100000

S

deformac¢ao maxima do concreto: 3,5000%, ;

limite da flecha do vao apoiado nos extremos: L / 300;

S 0 O

limite da flecha do vao em balanco: L / 150;
¢ taxa maxima de armadura: 4%;
¢ distancia do C.G. da armadura positiva a face mais comprimida: 3 cm;
¢ cobrimento da armadura: 2 cm;
¢ coeficiente de majoragao das agdes externas (yr): 1,4;
¢ coeficiente de minoragdo da resisténcia caracteristica do concreto (y.): 1,4;
¢ coeficiente de minoragdo da resisténcia caracteristica do aco (ys): 1,15;
* nuamero de iteragoes: 20;
* numero de divisOes internas do elemento: 10;
* 0o calculo da inércia sera feito com a féormula empirica de BRANSON.
OBS: - As unidades utilizadas nos exemplos sdo cm e kN;
- Os custos dos materiais foram tirados da revista Construgao n° 2523 junho
17/96.

Quando as estruturas forem analisadas como pavimento, as acdes externas
aplicadas a elas serdo distribuidas transversalmente e uniformemente ao longo das
vigas (V1 a V9) e das lajes. Quando a estrutura for considerada como grelha, as
acOes provenientes das lajes serdo distribuidas nas vigas adequadamente, de tal forma
que o somatorio das agdes externas seja o mesmo para as estruturas de grelha e de
pavimento (grelha + laje). Este somatério serd constante para possibilitar a
comparacao de custo entre os dois modelos.

Toma-se como mddulo das agdes externas os seguintes valores:

Considera-se um pé-direito de 3,00m.

Alvenaria: 2kN/m? —3,00x2=6kN/m



86

Lajes:
Sobrecarga: =2 kN /m’
Piso + Contra-piso + Peso proprio: =3 kN/m’
Total: 5kN /m?

Nos exemplos abaixo, quando ¢ verificada a convergéncia do modelo, foram
feitas trés situacdes para cada problema. As alturas iniciais das vigas na primeira
situacdo tém valores exagerados de acordo com a pratica. Na segunda, tém valores
modestos, que com certeza ndo satisfazem nem as restrigdes impostas pelo problema.
Finalmente, na terceira situagdo, foram fornecidas alturas iniciais para as vigas
aleatoriamente. Pretende-se com isso mostrar a convergéncia do modelo, pois se em
situacdes opostas e/ou aleatorias o custo converge para o mesmo valor, pressupde-se

que este seja 0 minimo global.

8.1.1 - Exemplo - Viga Biapoiada

Este exemplo refere-se a viga biapoiada da figura 7.1. Ap6s o primeiro passo
de iteragdao o problema convergiu para resultados exatos, os quais sdo mostrados na
tabela 8.1. Esta convergéncia imediata j4 era esperada, pois a fungdo a ser otimizada
foi elaborada para uma se¢do transversal de uma viga qualquer, € na viga isostatica

nao ha redistribui¢ao dos esforgos.

Situagdo 01 Situagdo 02 Situagdo 03
h; hopt h; hopt h; hopt 10% véo
\%! 60 71,15 | 20 | 71,15 | 100 | 71,15 80
Custo RS 415,90 415,90 415,90

TABELA 8.1 - Resultados numéricos das alturas 6timas da viga

No grafico 8.1 cada cor representa uma altura inicial diferente para a viga,
mostrando claramente a convergéncia do modelo. A linha verde com espessura mais

grossa equivale a 10% do vao, valor comumente usado na pratica.
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CONVERGENCIA - EXV0101
110,00
< I
S 90,00 \
=
E 70,00 +
5 50,00 4
=
2 30,00 |
10,00 : : : :
0 1 2 3 4 5
ITERACO ES

GRAFICO 8.1 - Anilise de convergéncia da altura da viga

8.1.2 - Exemplo - Viga com 3 Tramos

Devido a sua hiperesticidade e consequente capacidade de redistribuicao dos
esforcos, a viga da figura 7.3 convergiu na quinta iteracdo, diferentemente do
exemplo anterior. O resultado para cada situacdo do problema pode ser visto na

tabela 8.2.

Situacdo 01 Situacdo 02 Situacdo 03
h; hopt h; hopt h; hopt 8% vido
V1 60 57,51 20 57,51 100 | 57,51 64
Custo RS 1021,13 1021,13 1021,13

TABELA 8.2 - Resultados numéricos das alturas 6timas da viga
A convergéncia para um numero inteiro aconteceu apos o primeiro passo de
iteracdo, tornando-se exata apenas no quinto passo. Assim como na viga biapoiada, a

altura 6tima ¢ menor que a na maioria das vezes utilizada pela boa técnica.

CONVERGENCIA - EXV0301
100,00
S 8000 |
> 60,00 1
§ 40,00 |
=
= 20,00
0,00 } } t t
0 1 2 3 4 5
ITERAC O ES
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GRAFICO 8.2 - Anilise de convergéncia da altura da viga
8.1.3 - Exemplo - Grelha Composta por 9 Vigas

Pl Pe P3
20/40 1 15xVvaR 20/40 c0/40
200
V8 1Sx VAR,
200
oL ve 1sxvar
o [24
% g g ¥ %
: $ : : :
200 . 0 o o} e
P4 PS PS
> <+ n ~
ED/A!D V2 15xVAR, S]] 20740 i >||20/40

FIGURA 8.1 - Forma da grelha

Durante todos os passos iterativos, verifica-se que a restricdo dominante do
problema ¢ a de deslocamento. Isto implica que uma ma determinagdo dos vaos pode
mascarar os resultados. Vale ressaltar que a defini¢do dos vaos ¢ necessaria apenas
para definir os modulos dos valores limites das flechas, por isso esta varidavel ¢ de
extrema importancia na precisao dos resultados.

Apos 20 iteracdes, obtiveram-se os resultados apresentados na tabela 8.3 para

a grelha da figura 8.1
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Situagdo 01 Situagdo 02 Situagdo 03
h; hopt h; hopt h; hopt 8 ou 10% vao
\%! 100 47,75 20 47,72 60 47,55 64
V2 100 47,75 20 47,72 80 47,77 64
V3 100 56,44 20 56,45 40 56,42 60
V4 100 49,29 20 49,31 50 48,93 60
V5 100 64,68 20 64,71 80 64,72 60
Vo6 100 49,29 20 49,31 70 48,93 60
\%i 100 56,44 20 56,45 70 56,42 60
V8 100 44,42 20 44,47 70 44,93 64
\% 100 44,42 20 44,47 40 44,32 64
Custo RS 3.445,65 3.446,16 3.445,03

TABELA 8.3 - Resultados numéricos das alturas 6timas das vigas

Como se pode observar na tabela 8.3, independente das alturas iniciais
fornecidas as vigas, hd convergéncia a valores Otimos de ordem pratica na
engenharia, tanto para as alturas das vigas, como para o custo total da grelha
(concreto + forma).

As alturas 6timas das vigas com mais de um tramo mais solicitadas sdo na
ordem de 75% das alturas utilizadas pela boa técnica. J4 para as vigas menos
solicitadas, este percentual diminui para 69%. Ou seja, o percentual do vao ideal,
neste exemplo, para determinar as alturas das vigas com mais de um tramo ¢ de 6%.
E um pouco dificil comparar este valor com o utilizado na prética (8%), por ndo estar

sendo considerada a deformagao lenta no modelo.
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ANALISE CONVERGENCIA - EXG0901
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GRAFICO 8.3 - Anilise de convergéncia das vigas com mais de um tramo

Apenas a viga com um tramo mais solicitada, (grafico 8.4) possui altura

Otima superior a utilizada na pratica. Para este tipo de viga, existe uma maior

varia¢dao nos modulos das alturas 6timas que nas vigas com mais de um tramo, que,

além disto, convergem mais rapidamente para uma solug¢ao final.

Percebe-se que a convergéncia de ordem pratica das vigas com um tramo

praticamente se define ao fim do primeiro passo de iteragdo, mas, para a estrutura

como um todo, pode-se dizer que a convergéncia ocorre no décimo segundo passo.

ANALISE CONVERGENCIA - EXG0901
110,00
100,00 |
L 90,00 -
S oo
E 60,00 f\\r —W3
S 5000 ¢ V4
= 40,00 —V
30,00 — V6
20,00 - —V7
10,00 — 10% vao
(=] (9] <t Nel [%e) S S E S ® g
ITERAC O ES
GRAFICO 8.4 - Anilise de convergéncia das vigas com um tramo
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Assim como nas vigas, percebe-se claramente no grafico 8.5 a convergéncia
para um custo minimo da grelha. Na situacdo 2, antes de se processar a estrutura, o
custo ¢ inferior a0 minimo, porque a geometria das vigas ndo satisfaz as condigdes de
contorno do problema. Ou seja, as alturas iniciais fornecidas as vigas nao sao

suficientes para suportar as agdes a elas aplicadas.

CONVERGENCIA - EXG0901
7000,00
6500,00
6000,00
5500,00
5000,00
4500,00 +
4000,00 |
3500,00
3000,00 +
2500,00 +
2000,00 +
1500,00 t t t t t t t t t

I
T
(=] [g\] <t O [~2] o

ITERACOES
Sit. 01 Sit. 02 —Sit. 03

CUSTO

I
T

N

—

GRAFICO 8.5 - Analise de convergéncia do custo
8.1.4 - Exemplo - Pavimento Composto por 7 Vigas

Nos proximos trés exemplos, serda considerado o mesmo pavimento,
adicionando-se vigas a cada um deles.

A espessura das placas ¢ de fundamental importincia na andlise estrutural dos
pavimentos. Nos proximos exemplos, procurou-se adotar para as lajes espessuras
uniformes em todos elementos, com moédulo coerente com a pratica em projetos

estruturais.
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FIGURA 8.2 - Forma do pavimento

Situagdo 01 Situacdo 02 Situacdo 03
h; hopt h; hopt h; hopt 8 ou 10%

vao
V1 100 49,87 20 49,86 20 49,88 64
V2 100 49,87 20 49,86 100 49,88 64
V3 100 51,21 20 51,21 20 51,19 60
V4 100 39,72 20 39,62 50 39,74 60
V5 100 61,18 20 61,23 30 61,17 60
Vo6 100 39,72 20 39,62 70 39,76 60
V7 100 51,21 20 51,21 200 51,19 60

Custo RS 2.283,72 2.282,67 2.283,79

TABELA 8.4 - Resultados numéricos das alturas 6timas das vigas

Percebe-se que, independente dos valores iniciais fornecidos para as alturas

das vigas, ocorre convergéncia, de ordem pratica, para as mesmas alturas das vigas.

As alturas 6timas das vigas com mais de um tramo equivalem a 6,2% do vao,

valor bem inferior ao utilizado na pratica. J4 para as vigas com um tramo, ha uma

grande variag@o neste percentual.

No grafico 8.6, pode-se observar a rapida convergéncia das vigas com mais

de um tramo, em torno da sexta iteragdo, ¢ a diferencga entre a altura devido a boa

técnica e a altura obtida no programa. Quando se considera o elemento de placa na

analise, ndo existe prioridade de convergéncia entre as vigas hiperestaticas e
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isostaticas, pois ocorre redistribuicao de esforcos através dos elementos de placa. Isto
¢ mais uma razdo para se ter uma melhor precisdao dos resultados quando se

consideram as lajes no modelo.

ANALISE CONVERGENCIA - EXP0701

110,00
100,00 -
90,00
80,00 +
70,00 +
60,00 + K\ —Vi
50,00 + V2
40,00 +
30,00 +
20,00 -
10,00 +——+—+—+—+——+—+—+—+

ALTURA VIGAS

8% vao

GRAFICO 8.6 - Anilise de convergéncia das vigas com mais de um tramo

Observa-se no grafico 8.7 a convergéncia das vigas com um tramo. Pode-se

dizer que a convergéncia de todas as vigas ocorre no décimo passo iterativo.

ANALISE CONVERGENCIA - EXP0701
210,00 4
190,00 +
170,00 +
@ 150,00 +
< )
© 130,00 | V3
> — V4
5 110,00 ¢
2 90,00 | —V
270,00 £ — V6
50,00 ,7K V7
30,00 % 10% vio
10,00 } } } } } } } } } } } } } } } } } } }
= (o)l < O [ee] (=) o < =) [ee] =
— — — — — Il
ITERAC O ES

GRAFICO 8.7 - Anilise de convergéncia das vigas isostaticas

e grafico 8.8 mostra a convergéncia do custo da grelha a um valor tnico € minimo.
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ANALISE CONVERGENCIA - EXP0701
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GRAFICO 8.8 - Anilise de convergéncia do custo

8.1.5 - Exemplo - Pavimento Composto por 9 Vigas

Este exemplo ¢ semelhante ao 8.1.3 (EXG0901), diferenciando-se apenas
porque neste sdo considerados os elementos de placa, e no outro a estrutura foi
analisada apenas como grelha. O objetivo desta semelhanca ¢ a comparagdo entre os

custos finais fornecidos pelos dois modelos.
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FIGURA 8.3 - Forma do pavimento

Situagdo 01 Situagdo 02 Situagdo 03
h; hopt h; hopt h; hopt 8 ou 10% vao
V1 100 48,56 20 48,28 20 46,79 64
V2 100 48,56 20 48,28 100 46,85 64
V3 100 54,89 20 55,06 20 55,72 60
V4 100 44,92 20 43,52 50 33,67 60
V5 100 62,78 20 62,93 30 64,12 60
A\ 100 44,92 20 43,52 70 33,71 60
V7 100 54,89 20 55,06 200 55,72 60
V8 100 37,56 20 38,26 25 42,48 64
V9 100 37,56 20 38,35 150 42,45 64
Custo RS 3.253,95 3.254,78 3.243,80

TABELA 8.5 - Resultados numéricos das alturas 6timas das vigas

Percebe-se que quando as alturas iniciais das vigas sdo iguais, sejam
exageradas ou inferiores a necessaria, ha a convergéncia tanto para as alturas o6timas
como para o custo da grelha. Quando se inicia o processamento com alturas
aleatorias e razoavelmente discrepantes, pode-se dizer que o custo converge para
mesmo valor que as situagdes anteriores, com alturas iniciais das vigas iguais.
Entretanto, ha uma diferenga significativa nas alturas de algumas vigas. Isto ocorre
porque, se inicialmente ha uma grande diferenca de rigidez dos elementos de barra,
consequentemente estes elementos bem mais rigidos absorverdo muito mais cargas,
iniciando o problema com uma distribui¢do de esfor¢cos bem perturbada. Quando a
diferenca das alturas iniciais das vigas nao ¢ grande, ver exemplo 8.1.3, o programa
supera essa perturbacdo inicial sem maiores problemas, apenas a convergéncia fica
mais lenta.

Vale salientar que essa variagcdo inicial nas alturas das vigas ndo invalida o
modelo, pois hd uma equivaléncia entre as alturas das vigas, convergindo sempre a
um custo minimo para a estrutura.

Como era de se esperar, o custo desta estrutura analisada como pavimento ¢

inferior a0 da mesma analisada como grelha, sendo esta diferenca da ordem de 5,9%.
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A convergéncia do modelo quando processado como pavimento ¢ um pouco
mais lenta que quando processado como grelha. Isto ¢ natural porque, além dos
elementos de barra, os elementos de placa também se responsabilizam pela
redistribuicdo dos esforcos. A diferenca no nimero de iteragdes necessarias a
convergéncia entre os modelos ndo ¢ significativa, comparando-se com o melhor
resultado que se pode obter quando se analisa a estrutura como pavimento (grelha +
placas).

Observa-se no grafico 8.9 que as vigas com mais de um tramo tém alturas

sempre menores que a utilizada pela boa técnica. O valor percentual do vao da viga

mais solicitada ¢ da ordem de 6,0%.

ANALISE CONVERGENCIA - EXP0901
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GRAFICO 8.9 - Anilise de convergéncia das vigas com mais de um tramo

A convergéncia dos valores das alturas das vigas com um tramo ¢ verificada

no grafico 8.10. Contudo, ¢ significante a variacdo percentual dos vaos.
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ANALISE CONVERGENCIA - EXP0901
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GRAFICO 8.10 - Anilise de convergéncia das vigas com um tramo

Analisando-se o grafico 8.11, percebe-se que a convergéncia acontece

décima sexta iteracao.
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GRAFICO 8.11 - Analise de convergéncia do custo

na
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8.1.6 - Exemplo - Pavimento Composto por 13 Vigas

O pavimento seguinte equivale ao do exemplo anterior com a adi¢do de

quatro vigas.

P P2 3
P0/40 1 mevam, 20/40 20/40
200 h=2g h=28 h =28 h=28 h=28 h=8 [[h=28 h=28
VB 1sxvar
o h=g ho= 8 ho=8 ho=8 ho= 8 ho= 8 h=8 h =28
V9 15xvar.
i o o v Y w o
200 Alr=2 g n=8j n-=284d n=28§F n=84 n=8Fn=8 § n=8 3
P4 g . o P atl ) P&
of| 20740 2 N S SIESZ0EES L S 5] 20740
VB 15xVAR
——e00—f—200 —f=—200——200 —=}— 200 —}— 200—F+— P00 —=f=— 00—+

FIGURA 8.4 - Forma do pavimento

Situagdo 01 Situagao 02 Situagdo 03
h; hopt h; hopt h; hopt 8 ou 10% vao
V1 100 48,79 20 48,64 40 48,74 64
V2 100 48,79 20 48,64 100 48,78 64
V3 100 53,73 20 53,75 40 53,46 60
V4 100 28,70 20 28,29 50 36,10 60
V5 100 60,86 20 60,76 50 61,41 60
Vo6 100 28,70 20 28,24 70 36,12 60
V7 100 53,73 20 53,75 100 53,39 60
V8 100 35,77 20 36,09 40 36,54 64
A% 100 35,77 20 36,09 100 36,66 64
V10 100 34,20 20 34,05 40 35,71 60
V1l 100 49,40 20 49,43 50 44,47 60
V12 100 49,40 20 49,43 60 44,42 60
V13 100 34,20 20 34,05 70 35,70 60
Custo RS 3.828,30 3.827,40 3.877,84

TABELA 8.6 - Resultados numéricos das alturas 6timas das vigas
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Assim como no exemplo anterior, houve convergéncia no custo para as trés

situagdes, e em todas as vigas quando iniciadas com alturas iguais.
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GRAFICO 8.12 - Anilise de convergéncia das vigas com mais de um tramo
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GRAFICO 8.13 - Anilise de convergéncia das vigas com um tramo

O gréfico 8.14 refere-se a um “zoom” do grafico 8.13.
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GRAFICO 8.14 - Anilise de convergéncia das vigas com um tramo - “zoom”
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GRAFICO 8.15 - Anilise de convergéncia do custo

O grafico 8.16 refere-se a um “zoom” do gréfico 8.15.
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ANALISE CONVERGENCIA - EXP1301
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GRAFICO 8.16 - Analise de convergéncia do custo - “zoom”

Quando as alturas iniciais das vigas sdo muito discrepantes, pode-se perturbar
ou deteriorar o resultado 6timo. Para evitar que isto ocorra, aconselha-se que sejam
fornecidas alturas iniciais de igual modulo para as vigas, garantindo assim a perfeita
convergéncia do método.

Salienta-se a importancia da definicdo dos vaos pois, como comentado
anteriormente, estes tém influéncia direta nas alturas 6timas das vigas.

Percebe-se que o custo aumentou junto com o nimero de vigas do pavimento,
entdo surge a pergunta: Por que estas vigas adicionadas ndo sumiram no processo de
otimizagdo, uma vez que com sua auséncia a estrutura seria mais econdmica? A
resposta a esta pergunta € que no presente trabalho nao sdo analisadas as flechas das
lajes, e a partir do momento em que passam a existir vigas em determinados locais,
passam-se a ser verificados os deslocamentos daqueles nds que estdo sob as vigas, o
que antes ndo ocorria. Por isso, ¢ importante que as espessuras das lajes sejam
coerentes com a estrutura, uma vez que estas ndo sdo consideradas variaveis a serem
otimizadas. Aproveitando o comentario, fica como sugestio para uma proxima
pesquisa a implementagdo da verificacdo das flechas das lajes no programa SSPO.
Sabe-se que, em pavimentos convencionais de edificios residenciais, a principal
determinante nas espessuras das lajes ¢ a flecha. Se isto é verificado, facilmente

alcanga-se a otimiza¢ao do pavimento, ndo apenas da grelha.
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No grafico 8.17 ¢ feita uma andlise das alturas 6timas das vigas quando se
varia a espessura das placas do pavimento, sendo os valores numéricos desta analise
apresentados na tabela 8.7. Como era de se esperar, observa-se que a medida que se
aumenta a rigidez das lajes, as vigas vao sendo menos necessarias a rigidez global do
pavimento. No instante em que as vigas deixam de ser importantes para a estrutura,
elas ttm o mesmo comportamento, perdendo bruscamente o significado de sua
existéncia. Isto faz com que quando uma viga intermedidria desaparece, algumas
vezes haja perturbacdo nas vigas vizinhas. Coerentemente com o estimado pela
andlise estrutural, as vigas mais solicitadas sdo as Ultimas a desaparecerem no

processo de otimizagao.

espessura | hoy (cm) | hoye (cm) | hope (cm) | hope (cm) | hgpe (cm) hgpe (cm) hope (cm)

da laje V1= V3= V4 = V5 V8= V10=VI3 | V11=VI2
(cm) V2 V7 Vo6 V9

8,00 48,79 53,73 28,70 60,86 35,77 34,20 49,40
9,00 48,17 53,54 27,08 61,01 34,04 28,34 46,58
10,00 47,50 52,91 26,28 61,44 31,60 25,09 40,14
11,00 46,06 52,26 21,00 61,79 31,20 22,22 32,45
12,00 44,43 50,80 12,00 61,72 29,92 21,13 25,43
13,00 42,57 48,51 13,00 61,01 28,38 13,00 24,73
14,00 41,82 43,49 14,00 58,73 14,00 14,00 29,96
15,00 38,32 37,10 15,00 56,62 15,00 15,00 28,93
16,00 32,52 28,04 16,00 51,26 16,00 16,00 28,00
17,00 32,40 30,11 17,00 34,06 17,00 17,00 24,50
18,00 18,00 29,37 18,00 34,47 18,00 18,00 18,00
19,00 19,00 19,00 19,00 31,98 19,00 19,00 19,00
20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00
21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00

TABELA 8.7 - Analise da espessura das placas

A limitacdo inferior das alturas das vigas na tabela 8.7 ¢ devido a espessura

das lajes.
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ANALISE DA VARIACAO DAS ALTURAS DAS VIGAS COM A ESPESSURA

DAS PLACAS
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GRAFICO 8.17 - Variacio da espessura das placas

A respeito do necessario refinamento da malha, como j& comentado

anteriormente, o elemento de barra foi dividido em um nimero de partes definido

pelo usudrio. Mesmo assim, como se sabe, o programa utiliza um método discreto

para resolver a estrutura, e isto implica que esta deve estar bem discretizada para a

solucdo ter fundamento. Neste exemplo, com o intuito de avaliar o quanto o

refinamento da malha pode influenciar nas alturas finais das vigas, foram discutidos

os resultados com os vaos divididos em 6 e 8 partes (espacamento de 100cm), e os

vaos divididos em 12 e 16 partes (espacamento de 50cm).

Na tabela 8.8, apresentam-se os resultados numéricos nestas condigdes.
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espagamento espagamento
100cm 50cm

h; hop h; hop
V1 100 48,79 100 50,71
V2 100 48,79 100 50,72
V3 100 53,73 100 53,39
V4 100 28,70 100 33,54
V5 100 60,86 100 59,69
Vo6 100 28,70 100 33,54
V7 100 53,73 100 53,39
V8 100 35,77 100 33,20
V9 100 35,77 100 33,20
V10 100 34,20 100 34,04
V1l 100 49,40 100 50,49
V12 100 49,40 100 50,49
V13 100 34,20 100 34,04

Custo RS 3.828,30 3.854,63

TABELA 8.8 - Analise numérica do refinamento da malha

Como se pode observar na tabela 8.8, houve uma pequena variagdo nas
alturas das vigas e no custo final da estrutura. A rigidez dos elementos ¢ func¢do do
esforco de flexdo neles aplicados, que por sua vez t€ém uma certa variacdo com a
malha utilizada para discretizar a estrutura. Vale salientar que embora a estrutura
quando ¢ mais discretizada apresenta maior custo, nesta situacdo tem-se uma maior
proximidade do comportamento real da mesma.

Como se pode observar nos graficos 8.18 e 8.19, o refinamento da malha

praticamente nao tem influéncia sobre a velocidade de convergéncia do modelo.
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GRAFICO 8.18 - Analise do refinamento da malha - vigas com mais de um

tramo
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GRAFICO 8.19 - Analise do refinamento da malha - vigas com um tramo
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8.2 - Comparacio com Estruturas Existentes

Os exemplos 8.2.1 e 8.2.2 foram dimensionados e calculados pela TECSOF -
Engenharia de Estruturas, a qual gentilmente os cederam para o devido uso. Fica claro
que os comentarios feitos no decorrer dos exemplos sdo de carater académico,
pretendendo-se avaliar apenas os resultados do programa SSPO. Como se sabe, na
pratica existem muitas outras varidveis envolvidas que ndo foram consideradas neste
trabalho, e a TECSOF, reconhecida pela eficiéncia e competéncia de seus trabalhos, com
certeza as considerou.

Para a EPLAN - Engenharia de Projetos S/C Ltda. , que gentilmente cedeu o
exemplo 8.2.3, valem os mesmos comentdarios feitos a TECSOF.

Nos exemplos a seguir, foram feitas oito analises para cada um deles. A
diferenca entre os modelos foi em dois conjuntos de varidveis: a restricdo de otimizacao
da taxa geométrica da armadura méaxima, P,., variando em 4%, 3%, e 2%; e a inércia dos
elementos, que foi considerada ou em Servigo ou no Estadio I. Para cada percentual de
taxa geométrica de armadura, serdo analisados os resultados obtidos considerando as
inércias dos elementos em Servigo e no Estadio I. As tltimas duas analises serdo feitas
considerando-se as alturas das vigas fixas, utilizadas no projeto original, porém nao
Otimas, variando a concepg¢do de calculo das inércias. Estes modelos serdo feitos para se
analisar as flechas méximas das vigas das estruturas.

Pensou-se em variar a taxa geométrica para verificar, como ja comentado em
capitulo anterior, a variacdo do custo com a densidade de armadura utilizada na
estrutura. Um outro motivo, ¢ que esta varidvel ¢ muito particular de cada projetista, € os
resultados mostrados em seguida tentam abranger todo o campo comumente utilizado na
pratica.

Muitos projetistas consideram as inércias dos elementos no Estadio I, por isso

serdo mostrados e comentados resultados obtidos considerando tais caracteristicas.

8.2.1 - Exemplo - Edificio LIBERAL OFFICE
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Este exemplo consta do 1° pavimento do Edificio LIBERAL OFFICE, o qual ¢é
utilizado como transi¢ao para o restante dos pavimentos. Neste nivel, foi utilizado um
sistema de lajes macicas e vigas de concreto armado. Tanto o carregamento, quanto a
geometria e as caracteristicas dos materiais, foram considerados idénticos ao projeto
original.

A estrutura foi analisada como pavimento constituido de elementos de placa e de
barra, os quais foram discretizados com uma malha com espagamento em torno de 55
cm. A discretizagdo da estrutura foi feita por 1214 nos, 1124 elementos de placa e 366
elementos de barra, podendo sua forma ser vista na figura 8.5.

O tempo utilizado pela otimizagdo ¢ minimo, quando comparado ao usado com o
restante do programa, representando cerca de 8% do tempo total de processamento.
Apresentam-se na tabela 8.9, as alturas otimas das vigas obtidas com as trés andlises
efetuadas neste exemplo.

A segunda coluna da tabela 8.9 refere-se as alturas originais das vigas utilizadas
no projeto, sendo representado o custo total do volume de concreto + area de forma na
ultima linha. Da 3° a 5° coluna, as alturas das vigas foram obtidas considerando o
momento de inércia em Servigo, proprio para cada elemento finito, calculados conforme
apresentado no capitulo 7. Nas colunas 6, 7 e 8, para determinar as alturas das vigas, foi
considerado momento de inércia constante ao longo de todo seu comprimento, sendo
este calculado no Estadio 1.

A taxa geométrica da armadura ¢ utilizada como restricdo de maxima armadura,
aplicada diretamente a fung¢do objetivo de minimizacao do custo. Por isso, hé influéncia
desta variavel na determinagdo da h,,; independentemente da concep¢do do momento de
inércia a ser considerado.

Como a maior espessura das lajes ¢ de 10 cm, fica como limite minimo para as

alturas das vigas este valor.
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FIGURA 8.5 - Forma do 1° pavimento do ed



Vigas P.c=4% | Poe=3% | Poc=2% | Pic=4% | Poe =3% | Poc=2%
Iservigo Iy
hi(em) | hop (€m) | hop (€M) | Doy (em) | hope (€m) | By (cmn) | s (cm)
1 50 30.3 30.3 30.3 17.1 19.3 223
2 50 10.0 10.0 10.0 12.2 13.0 14.6
3 80 66.8 72.2 79.3 65.6 71.2 78.3
4 72.67 19.7 21.2 23.1 19.1 20.6 22.6
5 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
6 80 67.0 72.4 79.5 65.6 71.2 78.3
7 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
8 50 31.8 31.8 31.8 19.0 18.7 19.7
9 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
10 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
11 50 10.0 253 34.1 10.0 10.0 10.0
12 50 10.0 10.0 10.0 20.6 26.8 32.7
13 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
14 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
15 50 17.7 17.7 17.7 10.0 10.0 10.0
16 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
17 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
18 50 36.3 36.3 36.5 25.1 25.1 26.4
Custo R$ | 9.107,79 | 3.726,18 | 4.245,05 | 4.554,08 | 3.488,84 | 3.758,28 | 4.114,84
Num. 58 32 23 11 10 22
iteracdes

TABELA 8.9 - Analise das alturas das vigas do Ed. LIBERAL OFFICE
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Observa-se na tabela 8.9 que ha um aumento do custo a medida em que P, ¢

reduzido, concluindo-se que a estrutura ¢ mais econdmica quando ¢ mais fortemente

armada. Quando as alturas 6timas das vigas sao determinadas considerando as inércias

dessas no Estadio I, pode-se dizer que as flechas destas calculadas no Estadio II sdo

maiores que as admissiveis previamente determinadas pelo engenheiro. Pois, se a
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estrutura for calculada com estas alturas e consideradas as inércias dos elementos em
servico, as restricdes do problema ndo serdo satisfeitas. Nas vigas menos solicitadas esta
diferenca entre as alturas das vigas para os diferentes modelos ¢ mais perceptivel. Isto
ocorre porque a rigidez dos elementos também ¢ fun¢do da armadura a flexdo, e nestes
casos a taxa geométrica da armadura ¢ pequena.

Como se sabe, as flechas de uma determinada estrutura sao parametros de analise
fundamental. Quando se otimiza uma estrutura, ou se busca um melhor aproveitamento
da mesma, trabalha-se quase sempre na sua capacidade limite, sendo essencial e decisiva
a analise das flechas méaximas das vigas. A preocupacdo com esta variavel levou a
necessidade de se confeccionar a tabela 8.10, onde se mostra os valores parciais e
definitivos, oriundos de passos iterativos intermedidrios e finais respectivamente, das
flechas méaximas das vigas. Para cada modelo, foram impressos valores obtidos no
ultimo passo de iteracdo da otimizag¢do das segdes transversais Otimas. Estes valores
foram calculados pelo método dos elementos finitos (MEF;) antes das secdes serem
otimizadas; por analogia de Mohr (MOHR) apds ser realizada a otimizacdo; e pelo
método dos elementos finitos (MEFy) para as alturas das se¢des transversais 6timas com
respectivas rigidez ja corrigidas, resultados finais. Salienta-se que estas secdes onde
obtém-se as flechas finais podem ndo coincidir com as se¢des Otimas, deteriorando os
resultados apresentados na tabela 8.10.

Nas tabelas 8.10, 8.12 ¢ 8.14, quando for indicado para a flecha valor zero,
significa que a restri¢do predominante nao ¢ a flecha maxima. Quando for indicado (-
--), significa que a altura da viga tem modulo igual a espessura da laje, sendo eliminada

do processo de otimizagao.
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Viga hopt hopt hiixo hixo
] (cm) (cm) (cm) (cm)
Iservigo Iy Iservigo Iy

MEF; | MOHR | MEF; | MEF; | MEF,,, | MEF; | MEF; | MOHR | MEF; | MEF;

flecha | flecha | flech | flecha | flecha | flecha | flecha | flecha | flecha | flecha | flechajy,

(cm) (cm) a (cm) (cm) (cm) | (cm) (cm) (cm) | (cm) (cm)

(cm)

1 2.00 1.81 1.99 | 0.00 0.00 1.50 1.15 1.06 1.11 0.16 1.82
2 - - 2.08 | 0.00 0.00 1.00 | 0.44 0.38 0.43 0.07 1.09
3 0.79 0.00 0.89 | 0.56 0.00 0.61 0.69 0.65 0.77 0.38 1.82
4 0.00 0.00 0.91 0.00 0.00 0.34 | 0.23 0.19 0.23 0.02 1.09
5 - - 0.81 --- --- 0.53 0.34 0.25 0.34 0.05 1.09
6 0.79 0.00 0.89 | 0.56 0.00 0.61 0.69 0.66 0.77 0.38 1.82
7 - - 0.98 --- --- 0.83 0.48 0.42 0.47 0.09 1.09
8 1.96 1.82 1.96 1.81 1.81 1.81 1.19 1.12 1.15 0.19 1.82
9 - - 2.01 --- --- 1.69 | 0.88 0.82 0.85 0.11 1.90
10 - - 1.33 --- --- 1.21 0.67 0.61 0.81 0.20 1.90
11 1.39 -1.90 1.36 --- --- 1.14 | 0.67 0.61 0.80 0.13 1.90
12 - - 1.77 | 0.00 0.00 0.90 | 0.74 0.69 0.79 0.21 1.90
13 -—- - 1.35 --- --- 1.07 | 0.86 0.51 0.90 0.22 1.90
14 -—- - 1.01 --- --- 0.86 | 0.50 0.39 0.48 0.06 1.67
15 0.41 -1.04 0.49 --- --- 0.44 | 0.40 0.32 0.39 0.04 1.04
16 -—- - 0.58 --- --- 0.53 0.44 0.40 0.43 0.04 1.04
17 - - 0.62 --- --- 0.49 | 0.18 0.16 0.23 0.01 0.74
18 1.77 1.67 1.75 1.67 1.67 1.67 1.18 1.12 1.14 0.29 1.67

TABELA 8.10 - Analise das flechas maximas das vigas do Ed. LIBERAL OFFICE

processando a estrutura por diferentes modelos, adotado P,. = 3%.

Devido aos baixos valores dos esforcos solicitantes, boa parte das vigas foram

eliminadas do processo de otimizag¢do. As vigas V2 e V15 apresentam resultados de

flechas parciais inconsistentes, pois ha uma influéncia muito forte da geometria da

estrutura no calculo das mesmas. Quando a viga isolada apresenta um comportamento

muito diferente de quando se encontra na estrutura, pode haver inconsisténcia nos
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resultados apresentados pelos diferentes modelos, uma vez que MEF considera a
estrutura globalmente e Mohr, no presente trabalho, considera apenas o vao em andlise.
Nas demais vigas que sdo “bem comportadas”, ndo ha diferenca significativa nos
resultados, confirmando coeréncia do programa e consequentemente adicionando
confianga a0 mesmo.

Na figura 8.6 podem serem vistas as curvas de isodeslocamentos das placas da
estrutura. As alturas das vigas que deram origem aos resultados apresentados na figura
8.6 foram obtidas no modelo que considera a inércia em servigo € com uma maxima taxa
geométrica de armadura de 3%. De posse dos dados, estes foram processados pelo GLS,
programa da TECSOF, o qual utiliza o método dos elementos finitos. Os resultados
numéricos apresentados nao sdo exatamente os mesmos, pois foram obtidos por dois
programas diferentes (diferente tipo de elemento finito), com malhas diferentes,
possiveis diferengas nas vinculagdes, etc.. Entre as diferencas apresentadas pelos
programas, salienta-se a concep¢ao do momento de inércia; que no SSPO ¢ considerada
em Servigo pela formula de BRANSON e no GL5 ¢ considerada no Estadio I reduzida
de 30%. O processamento desta forma foi proposital, com o intuito de avaliar a ordem
de grandeza dos resultados do SSPO, obtendo com isso confianca no programa.

Como a compatibilidade entre as placas e os elementos de barra ¢ feita através da
igualdade de deslocamento dos n6s em comum para ambos os elementos (placa e barra),
através da figura 8.6, também ¢ possivel analisar os deslocamentos das vigas.

Analisando a figura 8.6, conclui-se que os deslocamentos da estrutura estdo de
acordo com os maximos preestabelecidos por Norma, mostrando a coeréncia dos

resultados.
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FIGURA 8.6 - Curvas de isodeslocamento do Ed. LIBERAL OFFICE



115

As flechas maximas das vigas obtidas pelo GL5 e pelo SSPO para as mesmas
consideracgdes utilizadas para obtengdo das curvas de isodeslocamentos apresentadas na

figura 8.6 apresentam-se na tabela 8.11.

Viga | Iservico Ip Vigas | Iservico Iy

S

SSPO | GL5 SSP | GL5

0]
flecha | flecha | flechaypy flech | flecha | flechay
(cm) (cm) (cm) a (cm) | m(cm)
(cm)

1 1.99 0.46 1.82 10 1.33 1.68 1.90
2 2.08 0.85 1.09 11 1.36 | 0.83 1.90
3 0.89 0.78 1.82 12 1.75 1.49 1.90
4 0.91 0.40 1.09 13 1.35 | 0.83 1.90
5 0.81 0.86 1.09 14 1.01 0.26 1.67
6 0.89 0.79 1.82 15 0.49 | 0.51 1.04
7 0.98 0.49 1.09 16 0.58 | 0.90 1.04
8 1.96 0.51 1.82 17 0.62 1.07 0.74
9 2.01 1.96 1.90 18 1.75 | 0.50 1.67

TABELA 8.11 - Analise das flechas maximas das vigas do Ed. LIBERAL OFFICE
processando a estrutura pelo SSPO e pelo GLS, adotado P,. = 3%.

Na tabela 8.11, pode-se observar que, na maioria dos casos, as flechas das vigas
quando calculadas pelo SSPO tém modulos mais elevados, isto € devido a concepgao do
momento de inércia. E importante perceber que as flechas méaximas satisfazem o limite
preestabelecido por Norma, com um erro menor que 10% quando considerado a inércia
fissurada e dentro dos limites quando considerado o momento de inércia no Estadio 1.

Os esforcos e consequente dimensionamento apresentados por ambos os modelos

foram analisados e verificada a consisténcia destes com valores coerentes com Normas.
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8.2.2 - Exemplo - Edificio LAGO AZUL

Seré analisado agora o pilotis do Edificio LAGO AZUL, o qual ¢ utilizado como
suporte para um prédio em alvenaria estrutural composto por 6 pavimentos. Diante disto,
verifica-se que as agdes verticais nele aplicadas sao de mddulos bastante elevados. Neste
nivel, foi utilizado um sistema de lajes macigas e vigas de concreto armado. Tanto o
carregamento, quanto a geometria e as caracteristicas dos materiais, foram considerados
idénticos ao projeto original.

A estrutura foi processada como pavimento com uma malha de espagamento em
torno de 70 cm, sendo sua forma vista na figura 8.6. Na discretizagdo da estrutura, foram
utilizados 1036 nods, 960 elementos de placa e 468 elementos de barra.

Pode-se dizer que o custo das vigas convergiu em torno da 11° iteragdo.
Apresenta-se na tabela 8.11 a varia¢ao das alturas 6timas com o modelo em anélise.

Como a maior espessura das lajes ¢ de 10 cm, fica como limite minimo para as

alturas das vigas este valor.
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FIGURA 8.6 - Forma do Pilotis



Vigas Pie=4% | Pouc=3% | Pu=2% | Poie=4% | Pie=3% | P,.=2%
Iservigo Io
h; (cm) hope (cm) | hype (cm) hope (cm) hope (cm) | hgy (cm) hope (cm)
1 50 29.4 31.7 34.2 28.6 30.7 335
2 70 53.5 57.4 62.0 50.0 533 57.5
3 70 51.1 54.8 59.2 48.2 51.1 55.4
4 70 41.4 443 48.0 39.9 43.0 47.1
5 70 44.8 48.8 53.9 44.8 49.5 55.6
6 70 43.5 47.6 52.9 44.5 49.2 55.4
7 70 55.1 59.6 65.3 50.4 54.7 60.1
8 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
9 70 51.0 55.0 60.2 49.7 539 59.2
10 70 443 48.2 53.3 44.4 49.0 55.0
11 70 40.9 44.8 49.7 422 46.7 52.2
12 70 42.1 45.1 49.1 40.1 43.0 47.2
13 70 53.2 57.1 61.6 49.8 53.0 57.2
14 70 449 47.7 51.5 42.5 45.0 48.2
15 50 29.6 31.7 34.3 28.6 30.7 33.6
16 50 30.2 32.7 35.8 29.3 314 34.0
17 70 10.0 10.0 10.0 10.0 16.2 24.7
18 70 10.0 10.0 10.0 10.0 16.5 254
19 50 20.9 22.0 27.9 23.7 28.6 34.0
20 50 20.9 22.0 27.9 23.7 28.6 34.0
21 70 53.4 58.1 64.6 54.1 59.4 65.7
22 70 55.0 59.9 66.4 55.7 61.0 67.3
23 50 15.3 16.4 17.7 15.3 16.0 17.0
24 70 51.0 55.5 61.0 51.2 56.1 62.1
25 70 50.7 55.2 60.7 50.9 55.8 61.8
26 50 17.7 19.5 22.0 234 25.9 28.9
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Vigas P..=4% | P..=3% Pic=2% | Pee=4% | Pie=3% | P.c=2%
Iservio Iy

h; (cm) hoy (cm) | hyy (cm) hyp (cm) hgy (cm) | hypy (cm) hop (cm)
27 70 524 56.4 61.6 48.8 523 56.8
28 70 54.7 58.9 64.1 50.2 53.7 583
29 50 16.1 16.1 16.1 17.5 19.7 223
30 50 18.7 20.9 24.0 25.8 28.2 31.2
31 50 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0
32 70 47.2 51.2 56.3 46.7 51.3 57.0
33 70 50.8 55.2 60.7 50.6 55.5 61.5
34 70 26.8 31.0 35.7 30.8 353 40.4
35 70 62.2 68.0 75.3 62.9 69.3 77.4
36 70 534 583 64.9 53.9 60.1 66.0
37 50 22.2 26.7 313 25.8 30.3 353
38 50 20.9 22.2 28.0 23.7 28.6 34.0
39 70 10.0 14.7 10.0 10.0 10.0 10.0
40 70 10.0 10.0 12.7 10.0 10.0 24.1
41 50 30.6 33.0 36.1 29.4 31.7 344

Custo R$ | 14.029,08 | 8.929,74 | 9.581,17 | 10.384,66 | 8.759,32 | 9.494,32 | 10.435,81

Num. 27 19 19 25 53 37
iteracdes

TABELA 8.11 - Analise das alturas das vigas do Ed. LAGO AZUL
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Na tabela 8.11, observa-se que poucas vigas foram eliminadas no processo de

otimizagdo; isto ocorre pelo fato da estrutura estar bastante solicitada. Percebe-se

também, que pelo fato das vigas estarem fortemente armadas, ndo ha grande diferenca

no modulo da altura na maioria destas, quando ¢ considerado o momento de inércia no

Estadio I ou em Servigo. Isto acontece pela contribui¢do do ago na rigidez das vigas no

calculo do momento de inércia em Servigo, fato que compensa uma fracdo do concreto

nao-fissurado no Estadio I.

Assim como no exemplo anterior, € clara a percep¢ao do aumento do custo com a

diminuigao da taxa geométrica da armadura.
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Mostra-se na tabela 8.12 resultados parciais das flechas maximas de cada viga.

Viga hopt hgp hiixo hiixo
s (cm) (cm) (cm) (cm)
Iservigo Io Iservigo Io
MEF; | MOHR | MEF; | MEF; | MEF,, | MEF; | MEF; | MOHR | MEF; | MEF;

flecha flecha flecha | flecha flecha flecha | flecha flecha flecha | flecha | flechayy,

(cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm)
1 0.00 0.00 0.90 | 0.00 0.00 0.57 | 0.51 0.43 0.49 | 0.15 1.12
2 0.00 0.00 0.40 | 0.00 0.00 0.16 | 0.32 0.26 0.31 0.06 1.12
3 0.00 0.00 0.42 | 0.00 0.00 0.16 | 0.31 0.25 0.30 | 0.05 1.12
4 0.00 0.00 0.37 | 0.00 0.00 023 | 0.19 0.16 0.26 | 0.04 1.79
5 0.82 0.00 0.87 | 0.61 0.00 0.64 | 0.53 0.48 0.54 | 0.26 1.23
6 0.84 0.00 0.89 | 0.61 0.00 0.64 | 0.53 0.48 0.55 0.26 1.23
7 0.00 0.00 0.51 | 0.00 0.00 0.29 | 0.40 0.36 0.40 | 0.14 1.27
8 0.00 0.00 0.18 | 0.00 0.00 0.13 | 0.00 0.00 0.11 0.00 0.72
9 0.00 0.00 0.64 | 0.00 0.00 042 | 0.49 0.44 0.48 | 0.21 1.27
10 0.83 0.00 0.88 | 0.62 0.00 0.65 | 0.53 0.48 0.55 0.26 1.23
11 0.89 0.00 093 | 0.63 0.00 0.65 | 0.53 0.47 0.54 | 024 1.23
12 0.00 0.00 0.42 | 0.00 0.00 025 | 0.24 0.21 0.30 | 0.05 1.79
13 0.00 0.00 0.41 | 0.00 0.00 0.16 | 0.32 0.26 0.31 0.06 1.12
14 0.00 0.00 0.52 | 0.00 0.00 0.12 | 0.24 0.20 0.24 | 0.04 1.12
15 0.00 0.00 0.89 | 0.00 0.00 0.57 | 0.51 0.42 0.49 | 0.15 1.12
16 0.00 0.00 0.75 | 0.00 0.00 0.50 | 0.47 0.41 0.46 | 0.14 1.59
17 --- --- 0.87 | 0.63 0.00 0.60 | 0.23 0.20 0.22 | 0.05 0.84
18 --- --- 0.89 | 0.64 0.00 0.61 0.23 0.20 0.23 0.05 0.84
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Viga hopt hopt hfixo hfixo
s (cm) (cm) (cm) (cm)
Lservigo Iy Iservigo Iy
MEF; | MOHR | MEF; | MEF; | MEF,, | MEF; | MEF; | MOHR | MEF; | MEF;
flecha flecha flecha | flecha flecha flecha | flecha flecha flecha | flecha | flechayy,
(cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm)
19 1.21 0.00 1.23 | 0.73 0.00 0.73 0.51 0.46 0.49 0.23 1.04
20 1.21 0.00 1.23 | 0.73 0.00 0.73 0.51 0.46 0.49 0.23 1.04
21 0.65 0.00 0.65 | 0.55 0.00 0.54 | 0.51 0.48 0.50 0.29 1.17
22 0.63 0.00 0.63 | 0.53 0.00 0.53 0.52 0.48 0.50 0.31 1.17
23 0.00 0.00 1.02 | 0.00 0.00 0.76 | 0.00 0.00 -0.40 | 0.00 0.92
24 1.01 0.00 1.02 | 0.84 0.00 0.84 | 0.75 0.71 0.74 0.44 1.44
25 1.01 0.00 1.02 | 0.84 0.00 0.85 0.75 0.71 0.74 0.44 1.44
26 0.00 0.00 0.33 | 0.00 0.00 0.13 0.14 0.09 0.19 0.03 0.92
27 0.00 0.00 0.78 | 0.00 0.00 0.60 | 0.61 0.55 0.59 0.26 1.44
28 0.00 0.00 0.73 | 0.00 0.00 0.54 | 0.59 0.53 0.58 0.25 1.44
29 0.32 -0.77 0.32 | 0.00 0.00 0.22 | 0.15 0.10 0.19 0.05 0.77
30 0.00 0.00 0.50 | 0.00 0.00 0.22 | 0.17 0.13 0.23 0.07 0.77
31 --- --- 0.12 --- 0.15 0.15 0.14 0.17 0.02 0.92
32 1.10 0.00 1.10 | 0.90 0.00 0.90 | 0.74 0.70 0.72 0.37 1.44
33 1.02 0.00 1.02 | 0.85 0.00 0.85 0.75 0.71 0.74 0.43 1.44
34 0.75 0.00 0.75 | 0.49 0.00 049 | 0.44 0.38 0.42 0.20 0.92
35 0.55 0.00 0.55 | 0.44 0.00 0.44 | 0.52 0.49 0.51 0.36 1.17
36 0.64 0.00 0.64 | 0.54 0.00 0.54 | 0.51 0.48 0.50 0.30 1.17
37 1.04 0.00 1.05 | 0.70 0.00 0.70 | 0.51 0.46 0.50 0.24 1.04
38 1.20 0.00 1.23 | 0.73 0.00 0.73 0.51 0.46 0.49 0.23 1.04
39 0.77 -0.84 0.78 --- 0.68 | 0.23 0.20 0.22 0.05 0.84
40 -—- - 0.87 --- 0.63 0.23 0.20 0.23 0.05 0.84
41 0.00 0.00 0.74 | 0.00 0.00 0.48 | 0.48 0.41 0.46 0.14 1.59

TABELA 8.12 - Analise das flechas maximas das vigas do Ed. LAGO AZUL

processando a estrutura por diferentes modelos, adotar P,. = 3%.
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Percebe-se através da tabela 8.12 que a maior parte das vigas tem a restricao de
otimizacao dominante no momento fletor negativo, ndo na flecha maxima. Este resultado
também ¢ devido ao alto grau de solicitagdo das vigas. As vigas V23 e V30 fazem parte
desse conjunto porque apresentam momento fletor negativo devido aos resultados
obtidos quando a estrutura foi modelada como pavimento. As vigas V29 e V39
apresentam flechas negativas quando estas sdo calculadas por analogia de Mohr. Isto
acontece porque estas vigas t€ém alturas bem proximas da minima, ou da espessura das
lajes adjacentes, quase se confundindo com a espessura das placas, e, nesta situagao, os
resultados apresentados por Mohr sdo deteriorados.

Nao ha praticamente diferenga entre os resultados das flechas obtidas com os
diferentes modelos. Isto ocorre pelo fato do “bom comportamento” estrutural do
pavimento em analise.

Mantendo-se as caracteristicas da estrutura, serd feita uma andlise dos seguintes
modelos:

1. Nao se considera a fluéncia e as inércias dos elementos sdo calculadas no Estadio II.
2. Considera-se a fluéncia e as inércias dos elementos sao calculadas no Estadio II.

3. Nao se considera a fluéncia e as inércias dos elementos sdo calculadas no Estadio I.
4. Considera-se a fluéncia e as inércias dos elementos sdo calculadas no Estadio 1.

Apresenta-se na tabela 8.13 o tempo de processamento para convergéncia dos
diferentes modelos. Ainda nesta tabela, pode-se observar a variagao do custo antes e
depois do processo de otimizagdo, assim como a sua taxa de redugdo ou economia em

relacdo aos valores iniciais.
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Modelo Tempo n®de Tempo por Custo Custo Custo final /
total (s) iteragdes iteragdo (s) inicial final R$ | Custo inicial
R$ (%)
1 748 19 39,36842 13925 9581 68,8043
2 1221 31 39,3871 13925 9576 68,7684
3 1811 53 34,16981 13925 9526 68,4093
4 1013 31 32,67742 13925 9569 68,7181

TABELA 8.13 - Analise do tempo e do custo apresentados pelos diferentes modelos
de analise do LAGO AZUL.

Como pode ser observado no grafico 8.20, a convergéncia do custo dos
diferentes modelos ¢ rapida, chegando proximo ao resultado final ja na segunda iteragao.
Como esta estrutura estd fortemente carregada, a restri¢do de flecha ndo ¢ predominante

na maioria das vigas, acarretando valores proximos para os custos finais dos diferentes

modelos.
CONVERGENCIA DO CUSTO

14000

13000 -

12000 —&— modelo 1
E —— modelo 2
& 11000 -
- modelo 3
1000 | M

s e RS e modelo 4
9000 -
8000
SN - - -
ITERACAO

GRAFICO 8.20 - Anilise da convergéncia do custo do LAGO AZUL.

O gréfico 8.21 mostra que houve uma redugdo razoavel nas alturas das vigas.
Caso se deseja utilizar valores praticos, como no caso do projeto original, que foram

utilizados apenas dois valores para as alturas das vigas, estes poderiam ser: 60cm para as
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vigas com alturas originais de 70cm e 30cm para as vigas com alturas originais de 50cm.

A aplicacdo pratica do programa SSPO para pre-dimensionamento das alturas das vigas

¢ claramente observada quando analisado o gréafico 8.21.

ALTURAS OTIMAS DAS VIGAS HORIZONTAIS

70,0
60,0
50,0
40,0
30,0
20,0
10,0

0,0

ALTURAS

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

VIGAS HORIZONTAIS

15

W Altura ndo
otima

m Modelo 1

W Modelo 2
Modelo 3

H Modelo 4

GRAFICO 8.21 - Anilise da variacio das alturas das vigas horizontais do LAGO

AZUL.
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8.2.3 - Exemplo - Edificio Residencial

Neste item, sera analisado o pilotis de um Edificio residencial, o qual ¢ utilizado
como suporte para um prédio composto por 4 pavimentos, que serd feito também em
alvenaria estrutural. Diante disto, verifica-se que as agdes verticais nele aplicadas sdo de
moddulos bastante elevados. Neste nivel, foram utilizadas lajes pré-moldadas e vigas de
concreto armado, caracterizando a principal diferenga do exemplo 8.2.2, que ¢ o
tratamento da estrutura como uma grelha, ndo mais como um pavimento. Tanto o
carregamento, quanto a geometria, as caracteristicas dos materiais e as vinculagdes,
foram considerados semelhantes ao projeto original.

A malha utilizada tem espacamento varidvel, girando entre 30 cm e 60 cm. Para a
discretizagdo da estrutura foram utilizados 385 nds, 390 elementos de barra ¢ 28
elementos de placa. As placas foram utilizadas para a modelagem das lajes em balango,

ver planta de forma, figura 8.7.



126

POl PO2 IE] U4 o5 e
2040 VIL &@/45 20/4 20/49 /4D VIE 20/15 20741 24/8n

N=L73

|
a1

I I : I

PO7 P FHg PID
2040 VIT EvAS 040 - E— /40 V04 24745 20740
7/ W/ PIL VIE B0/ 1S PL2 A || ozl
200 @:—:@EW
"
g
N
P14 ES‘N SE%/N o Flg i
=} o1 20/H covan T
7
; a0 VI PO/ H Bl/ 40 ? 7 Va7 Bl/45 7 >
bl 7/ -:% 7 7 7 ||
IIRENE
;U ] I J Iy
]7\//‘% j VIR g)4s | VIP VhRAS 2045 = L7/45

%
yp4
—

L pen pel 5=
2049 aoaa 20/4 20740 20/40 N1 /45
7 7

’ ’

§

<

s J o pe‘wj

740 > |20/ 40
|

L
Y
N=1 28
—

d
d -
L 1 ?
o ) o
P25 PEG
i 7 P22 24740 \l2 B0/1S PO/l PES PI0 S
= e0/4l =, 40 Erps B340 N
SRR M vl caas
? 77 / ) -
¢ 2 ?
2 T J =
b 5 K >
g s g .
o (=4 Pda o
— o — 2
=/ ap /4D 20/4q =/ 4p >
VY 2045

E—

Vi 2P0 %

~ag msaa
VES 24/ 45

o S
. T| [vi7 2i/4s P15 L S
T ol — 20/4 20/40 q
i ~ 0 &
5 g 2 >
2| o= o H oA
Z0/4p VI9 245 @/4p o Zq/4p VED 20745
7
>

FIGURA 8.7 - Forma do pilotis do edificio RESIDENCIAL

A convergéncia do custo ocorreu em torno da 6° iteragdo. Apresentam-se na

tabela 8.11 alguns dos resultados obtidos neste exemplo.



Vigas Poe=4% | Pie=3% | Poie=2% | P,c=4% | Poe=3% | Poe=2%
Iservico Lo
h; (cm) hope (cm) | hope (cm) | hope (cm) | hope (cm) | hope (cm) | hyp (cm)
1 45 25.7 26.6 29.1 243 26.0 28.3
2 45 25.7 26.6 29.1 243 26.0 28.3
3 45 329 354 38.6 32.8 35.2 38.4
4 45 329 354 38.6 32.8 352 38.4
5 45 21.5 21.4 21.4 18.1 18.6 20.2
6 45 23.1 23.0 22.8 16.2 16.1 17.1
7 45 23.1 23.0 22.8 16.2 16.1 17.1
8 45 339 36.7 40.7 339 37.6 37.7
9 45 339 36.7 40.7 33.9 37.6 37.7
10 45 23.4 233 22.8 214 19.8 324
11 45 23.4 23.3 22.8 214 19.8 324
12 45 21.5 214 21.4 18.1 18.6 20.2
13 45 339 36.5 39.8 34.1 36.6 40.7
14 45 339 36.5 39.8 34.1 36.6 40.7
15 45 37.2 40.1 43.8 37.1 39.9 43.6
16 45 37.2 40.1 43.8 37.1 39.9 43.6
17 45 16.1 16.1 16.1 12.0 12.4 13.3
18 45 16.1 16.1 16.1 12.0 12.4 13.3
19 45 333 332 354 30.9 32.5 35.5
20 45 333 332 354 309 32.5 35.5
21 45 16.3 17.7 19.8 15.9 18.6 16.0
22 45 19.6 21.2 23.1 19.1 20.6 22.3
23 45 24.1 24.1 24.1 20.6 21.2 23.7
24 45 42.5 46.0 50.6 43.0 47.0 49.8
25 45 23.4 23.4 23.5 18.4 18.4 19.8
26 45 32.3 34.7 37.9 30.0 32.0 35.7
27 45 25.1 25.7 28.0 24.0 25.8 28.1
28 45 37.7 40.1 43.7 38.2 41.1 45.0
29 45 37.7 40.1 43.7 38.2 41.1 45.0
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Vigas Pic=4% | Pie=3% | Poe=2% | Poc=4% | Pic=3% | Poc =2%
Iservigo Iy
h; (cm) hope (em) | hgy (cm) | hgy (em) | hoy (em) | hgy (cm) | hyy (cm)
30 45 25.1 25.7 28.0 24.0 25.8 28.1
31 45 323 34.7 37.9 30.0 32.0 35.7
32 45 234 23.5 23.5 18.4 18.4 19.8
33 45 24.1 24.1 24.1 20.6 213 23.8
34 45 42.5 46.0 50.6 43.0 47.0 49.8
35 45 19.6 21.2 23.0 19.1 20.6 223
36 45 16.3 17.7 19.8 15.9 18.8 16.0
Custo R$ | 8.137,96 | 5.605,34 | 5.846,86 | 6.204,84 | 5.366,95 | 5.641,39 | 6.145,01
Num. 5 4 6 6 6 9
iteracdes

TABELA 8.14 - Analise das alturas das vigas de um Ed. RESIDENCIAL.

Nenhuma viga sumiu no processo de otimizagao, isto se explica pelo fato da

“nao” existéncia de elemento de placa. Ou seja, neste tipo de modelo as vigas nunca

somem no processo de otimizagao.
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Viga hopt hopt hfixo hfixo
] (cm) (cm) (cm) (cm)
Iservigo I Iservico Ip
MEF; | MOHR | MEF; | MEF; | MEF,, | MEF; | MEF; | MOHR | MEF; | MEF;
flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flechayin
(cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm)
1 0.00 0.00 1.42 | 0.00 0.00 0.87 0.75 0.63 0.72 0.17 1.29
2 0.00 0.00 1.42 | 0.00 0.00 0.87 0.75 0.63 0.72 0.17 1.29
3 1.24 0.00 1.24 | 0091 0.00 0.91 0.90 0.77 0.87 0.45 1.29
4 1.24 0.00 1.24 | 0091 0.00 0.91 0.90 0.77 0.87 0.45 1.29
5 1.00 0.87 1.00 | 0.80 0.00 0.80 0.41 0.35 0.39 0.06 0.87
6 1.10 0.99 1.10 | 0.99 0.99 0.99 0.49 0.43 0.47 0.06 1.29
7 1.10 0.99 1.10 | 0.99 0.99 0.99 0.49 0.43 0.47 0.06 1.29
8 0.00 0.00 0.77 | 0.00 0.00 0.39 0.60 0.46 0.57 0.19 1.29
9 0.00 0.00 0.77 | 0.00 0.00 0.39 0.60 0.46 0.57 0.19 1.29
10 1.09 0.99 1.11 1.52 0.93 1.52 0.48 0.42 1.10 0.06 0.93
11 1.09 0.99 1.11 1.52 0.93 1.52 0.48 0.42 1.10 0.06 0.93
12 1.00 0.87 1.00 | 0.80 0.00 0.80 0.41 0.35 0.39 0.06 0.87
13 1.17 0.00 1.21 0.86 0.00 0.87 0.90 0.77 0.89 0.48 1.29
14 1.17 0.00 1.21 0.86 0.00 0.87 0.90 0.77 0.89 0.48 1.29
15 1.12 0.00 1.11 0.85 0.00 0.85 0.94 0.84 0.90 0.57 1.28
16 0.88 0.00 0.87 | 0.67 0.00 0.67 0.74 0.66 0.71 0.45 1.28
17 0.75 0.65 0.74 | 0.59 0.00 0.59 0.21 0.18 0.20 0.01 0.65
18 0.75 0.65 0.74 | 0.59 0.00 0.59 0.21 0.18 0.20 0.01 0.65
19 1.45 1.28 1.45 1.10 0.00 1.10 0.99 0.87 0.95 0.42 1.28
20 1.45 1.28 1.45 1.10 0.00 1.10 0.99 0.87 0.95 0.42 1.28
21 0.71 0.00 0.96 | 045 0.00 0.62 0.22 0.20 0.31 0.05 0.80
22 0.00 0.00 0.94 | 0.00 0.00 0.30 0.35 0.27 0.34 0.02 0.99
23 1.14 0.99 1.17 | 0.92 0.00 0.92 0.55 0.46 0.53 0.12 0.99
24 0.41 0.00 0.41 0.25 0.00 0.25 0.42 0.36 0.41 0.25 0.80
25 1.10 0.95 1.10 | 0.95 0.95 0.95 0.49 0.42 0.47 0.07 0.95
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Vlga hopt hopt hﬁxo hﬁxo
] (cm) (cm) (cm) (cm)
lScrvig:o I0 IScrvigo I0

MEF, [ MOHR [ MEF; | MEF; | MEF,, | MEF; | MEF; | MOHR | MEF; | MEF;

flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flecha flechay,

(cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm)

26 0.43 0.00 0.71 0.25 0.00 034 | 0.31 0.29 0.47 | 0.10 0.99

27 1.06 0.00 1.06 | 0.70 0.00 0.70 | 0.52 0.45 0.50 | 0.13 0.95

28 0.00 0.00 1.70 | 0.00 0.00 0.99 1.45 1.30 1.39 [ 0.75 1.65

29 0.00 0.00 1.70 | 0.00 0.00 0.99 1.45 1.30 1.39 | 0.75 1.65

30 1.06 0.00 1.06 | 0.70 0.00 0.70 | 0.52 0.45 0.50 | 0.13 0.95

31 0.43 0.00 0.71 0.25 0.00 0.34 | 031 0.29 0.45 0.10 0.99

32 1.10 0.95 1.10 | 0.95 0.95 0.95 0.49 0.42 047 | 0.07 0.95

33 1.14 0.99 1.17 | 0.92 0.00 092 | 0.55 0.46 0.53 0.12 0.99

34 0.41 0.00 0.41 0.25 0.00 0.25 0.42 0.36 0.41 0.25 0.80

35 0.00 0.00 094 | 0.00 0.00 0.30 | 0.35 0.27 0.34 | 0.02 0.99

36 0.71 0.00 096 | 0.46 0.00 0.62 0.22 0.20 0.31 0.05 0.80

TABELA 8.15 - Andlise das flechas maximas das vigas do Ed. RESIDENCIAL

processando a estrutura por diferentes modelos, adotar P,. = 3%.

Em boa parte das vigas ndo hd grande diferenga em suas alturas para os
diferentes tipos de modelagem. Mas para as flechas das mesmas existem diferencas
razoaveis. Isto ocorre pelo fato que provavelmente para estas vigas a restricdo de
minimiza¢ao dominante ndo ¢ a de flecha maxima.

A diferenca entre as flechas admissiveis e as flechas calculadas nas estruturas
ocorre devido a diferenga entre o modelo de calculo utilizado na otimizagao ¢ o utilizado
para determinar as flechas das vigas.

Obtiveram-se as alturas das vigas pelo programa SSPO, e, mantendo-se as
mesmas condi¢des de carregamento, vinculagdo e constitutiva, com excecdo da
concepcao das inércias dos elementos, a estrutura foi processada pelo TQS e obtidos os

resultados apresentados em seguida.
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A respeito da inércia, o SSPO considerou a secao fissurada, segundo formulacao
apresentada no capitulo 7. O TQS considera a deformacgao elastico-linear, com inércia no
Estadio I.

Os diagramas mostrados nas figuras 8.8 e 8.9 apresentam assimetria, embora a
estrutura seja simétrica. Isto acontece pela assimetria na discretizagdo da malha utilizada
pelo TQS. Se a estrutura ¢ simétrica, ¢ desnecessario conhecer informagdes de ambos os
lados, uma vez que estas informagdes tém um custo computacional.

Os resultados mais representativos de deslocamentos e de momentos fletores sao
explicitados numericamente nos diagramas 8.8 e 8.9. Na realidade, cada elemento
apresenta estes resultados, mas devido a escala do desenho nao € possivel enxerga-los.

Como se pode observar, assim como os deslocamentos, os momentos fletores

estdao de acordo com o modelo de calculo.
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FIGURA 8.8 - Diagrama de deslocamentos da grelha
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FIGURA 8.9 - Diagrama de momentos fletores da grelha

O resumo do dimensionamento, com os quadros de aco, da estrutura original e
otimizada, referentes as mesmas condic¢des utilizadas para obter os diagramas 8.8 e 8.9,

pode ser observado na tabela 8.16.



Estrutura original

Estrutura 6tima

Bitola Peso (kg) Peso (kg)

(mm)
$5.0 220 62
$6.3 88 209
8.0 212 333
¢10.0 305 320
$12° 354 358
016 558 1257
$20 678 654
922 20
$25 38

z 2415 3251

TABELA 8.16 - Consumo de aco do Ed. RESIDENCIAL.
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Houve um acréscimo de 35% no consumo de ago da estrutura, apds esta ser

otimizada. Em contra partida, ha uma redugdo significativa no volume de concreto,

como pode ser visto na tabela 8.17.

Estrutura original

Estrutura 6tima

€ixo face eixo face
Volume (m’) 18.6 16.7 12.7 11.3
Taxa (kg/m’) 129.8 144.6 256.0 287.7

TABELA 8.17 - Consumo de concreto do Ed. RESIDENCIAL.

Na pratica, para pavimentos de edificios usuais, a taxa ¢ em torno de 100 a

120kg/m’. Mas este pavimento recebe toda a carga do prédio que foi construido sobre

ele, trazendo como consequéncia uma taxa de armadura mais elevada.

Para determinar a area de forma apresentada na tabela 8.18, foi considerado que

todas as vigas (originais e otimizadas) tenham dimensdes iguais a 20cm de base e 45cm

de altura. Com essas dimensdes € o volume de concreto das vigas ja conhecido, obteve-

se uma area aproximada para as formas.
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Unitario Estrutura original Estrutura 6tima
Aco (R$/kg) 1,7885 4319,23 5814,41
Concreto ( R$/m’) 131,3900 2453,34 1668,65
Forma ( R$/m’ ) 24,7666 5630,27 3844,33
Total RS 12402,84 11327,39

TABELA 8.18 - Custo dos materiais do Ed. RESIDENCIAL.

Como pode ser visto na tabela 8.18, o preco final da estrutura representa cerca de
91% do preco inicial. E importante observar que este exemplo apresentou menor

diferenca entre os resultados originais e ap6s o processo de otimizagao.
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9 - CONCLUSAO

9.1 - Conclusoes do trabalho

A otimizagdo pode se tornar muito mais atraente e de facil implementacao
quando se utilizam técnicas matematicas associadas a conceitos fisicos das varidveis
envolvidas. Problemas praticos da engenharia podem limitar as varidveis, obtendo
assim uma convergéncia mais rapida aos extremos das funcdes objetivo. Para a busca
da otimalidade em estruturas ¢ necessario que se conheca bem as varidveis
envolvidas e quais sdo os objetivos praticos da otimizacdo estrutural. Definido o
problema fisicamente, busca-se um algoritmo matematico para extremar a funcao.
Dentre as solugdes possiveis apresentadas, volta-se a analisar fisicamente os
resultados, e verifica-se o mais adequado para o problema. Embora para os
engenheiros seja bem mais dificil, a busca da solugdo global do problema também
pode ser feita exclusivamente pela analise matematica.

Para minimizar o custo das se¢des transversais das vigas de um pavimento de
concreto armado, parte-se do principio que o somatorio dos minimos locais
interagidos representa o minimo global da estrutura. Devido ao principio de
otimizagdo escolhido, os valores Otimos para as alturas das vigas obtidos pelo
método em questdo podem ndo ser necessariamente os mesmos se a grelha for
otimizada como uma funcao objetivo Unica. Nao ¢ conhecida a ordem de grandeza da
diferenca entre os resultados possiveis obtidos com os diferentes principios, pois nao
foi encontrado na literatura programa que minimize as segdes transversais de uma
grelha de concreto armado. Através de exemplos, entre eles alguns apresentados
nesta monografia, acredita-se que ndo haja diferenga significativa entre os resultados
dos diferentes modelos quando sao analisadas estruturas-padrao.

O resultado obtido com o processo de otimizacdo utilizado ¢ independente
dos valores iniciais adotados para as alturas das vigas. Entretanto, pode haver alguma
perturbacdo nos resultados finais quando as alturas iniciais das vigas sdo muito
discrepantes entre si. Para evitar esta possivel perturbacdo, aconselha-se utilizar para
as alturas iniciais das vigas valores de igual mddulo, garantindo assim a

convergéncia do modelo para um resultado tnico.
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Para casos particulares, como o exemplo do edificio Liberal Office
apresentado no capitulo 8, de geometria e solicitagdes, pode haver uma troca
alternada na restrigdo dominante do problema a cada passo de iteragdo. Ou seja,
suponha que para um passo 1 da iteragdo a restricdo dominante seja a flecha,
resultando assim numa altura grande da viga para o esforco solicitante. No passo i +
1, devido a altura da viga ser grande e consequentemente ter maior rigidez e por
conseguinte os esforcos solicitantes terem modulos mais elevados, a restricao
predominante deixa de ser a flecha e passa a ser a tensdo. Nesta situagdo, as alturas
Otimas sdo reduzidas sensivelmente, e no proximo passo da iteracdo a restricdo
predominante volta a ser a flecha. Esta alternancia da restricdio dominante da
otimizagdo pode tornar a convergéncia do processo muito lenta. Mesmo lenta, a
convergéncia ocorre na restricdo de deslocamento, que satisfaz obrigatoriamente o
restante das restri¢des.

A alternancia das restrigdes descrita no paragrafo anterior, ocorre mais
frequentemente em estruturas pouco carregadas e quando o mddulo de elasticidade
longitudinal do concreto ¢ mais alto, ou seja, a estrutura ¢ menos deformavel.

A convergéncia do processo ¢ mais lenta para estruturas com menor grau de
solicitacdo, pois nesta situacdo, em geral a restricado predominante ¢ a flecha, a qual
exige maior esforco computacional para se chegar a solucdo A restri¢do de flecha ¢
imposta por um processo iterativo, enquanto as outras sao impostas diretamente. Pelo
mesmo fato, quando se considera a fluéncia, a convergéncia também ¢ mais lenta.
Todas as vezes que a restricdo de deslocamento ¢ predominante, a convergéncia ¢
mais lenta.

Em geral, o tempo de convergéncia necessario para a otimizagdo de uma
grelha ¢ pequeno. O tempo gasto pela otimizagdo das se¢des transversais representa
cerca de 8% do tempo total utilizado pelo programa. A convergéncia dos modelos
ocorre muito mais rapidamente no custo da estrutura, sendo um pouco mais lenta, em
termos relativos, nas alturas das vigas.

Para a implementa¢do do processo iterativo foi utilizado um método secante.
Tentou-se utilizar um método tangente, o de Newton-Raphson Puro, mas nao houve
convergéncia. O método de Newton Raphson Puro modifica a matriz de rigidez

através de um vetor residual de cargas. Como as alturas das vigas sdo fun¢ao dos
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esforcos nelas aplicados, estas aumentam com o vetor residual de carga, deteriorando
a convergéncia do método. Um outro motivo que pode explicar a ndo convergéncia
do método de Newton-Raphison ¢ que com a otimizagdo ha uma mudanga brusca na
matriz de rigidez.

Como todo programa que utiliza o método dos elementos finitos, ¢ necessario
que a malha esteja bem discretizada. A discretizagdo da malha implica diretamente
na rigidez dos elementos de barra, que por sua vez ¢ uma variavel de extrema
importancia para os resultados finais.

A concepcdo da rigidez dos elementos ¢ de extrema importancia para a
solucdo do problema. Se se optar pelo célculo dos momentos de inércia dos
elementos no estddio I, os resultados sdo desfavordveis a seguranga. Pois nesta
situagdo, as alturas Otimas das vigas sdo, em geral, menores que as alturas
encontradas quando considera-se as inércias dos elementos no Estadio II. Sendo
assim, quando se calculam as flechas das vigas da estrutura para inércia no estadio I e
com alturas 6timas obtidas considerando as inércias dos elementos no estadio II, os
resultados sdao coerentes, mas a reciproca nao ¢ verdade.

Quando se considera a inércia dos elementos no estadio II, estas sdo fungao
da area de concreto comprimido, do concreto entre fissuras e das areas de aco de
tracdo e de compressdo. Os métodos aproximados para concep¢ao da inércia, CEB e
ACI, propdem uma inércia constante para cada vao das vigas do pavimento, sendo
esta inércia determinada para a se¢cdo mais solicitada. Através de uma andlise feita
em um trabalho paralelo, do programa de aperfeigoamento ao ensino, PAE,
verificou-se que nem sempre a inércia da se¢do mais solicitada ¢ a menor do vao em
analise, podendo ser assim, desfavoravel a seguranca a adogao de um valor constante
baseado nesta se¢do. Se se observar que o valor da inércia ¢ proporcional a area de
concreto comprimida, estaria coerente adotar a inércia da se¢ao mais solicitada. Mas
¢ importante lembrar que esta variavel aumenta com a area de ago, que ¢ maior na
se¢do mais solicitada. Para uma melhor representagdo do momento de inércia dos
elementos, evitando que este seja desfavoravel a seguranca ou conservador em
excesso, indica-se que este seja variavel em um mesmo vao, constante para cada

elemento finito.
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Pode haver uma pequena variagdo entre as flechas limites das vigas e as
flechas calculadas pelo programa SSPO. Esta variacdo ¢ porque na imposi¢ao da
restricdo de deslocamento foi necessario um modelo para célculo de flecha que
dependesse de dados locais. Além disso, ainda na imposi¢ao da restricao da flecha na
otimizag¢do, os esforcos sdo considerados constantes no passo de iteragdo e as alturas
das vigas mudam. Como héa uma variacao na flecha com as dimensdes e esfor¢os dos
elementos, pode haver alguma interferéncia nos resultados. Os resultados finais
apresentados pelo programa sao obtidos por outro modelo, MEF, sendo estes os que
melhor representam os valores reais das flechas.

Devido a possibilidade de incompatibilidade dos modelos, ¢ necessaria a
verificagdo das alturas finais das vigas, precisando modifica-las manualmente se for
0 caso.

Quando se esta analisando um pavimento composto por elementos de placa e
de barra, algumas vigas podem sumir no processo de otimizagdo. A medida que estas
vigas vao sumindo, os esfor¢os solicitantes destas vao se redistribuindo pelas vigas e
lajes adjacentes, verificando-se uma maior economia com a eliminagdo de algumas
vigas.

Embora eventualmente o método apresente alguma incoeréncia, na grande
maioria dos exemplos encontraram-se solucdes adequadas para a pratica da
engenharia estrutural. Os resultados mostraram uma rapida convergéncia para uma
solu¢do tnica, reduzindo bastante o custo das estruturas.

Verificou-se que as estruturas mais econOmicas tém uma maior taxa
geométrica de armadura.

Na pratica, as alturas das vigas sdo em geral padronizadas, o que a principio
faria com que as solugdes expostas pelo SSPO fossem apenas tedricas. Mas, a
medida que o programa apresenta as alturas 6timas, o engenheiro as padroniza o
quanto mais perto do 6timo ele queira. Além do mais, possibilita a verificagdo da
necessidade da existéncia de determinadas vigas.

Para a otimizagdo das vigas, ndo foram considerados os esfor¢os cortantes,
momentos de tor¢ao, esfor¢os normais as barras e esforcos devido ao vento. Estas

solicitagdes poderiam alterar os resultados.
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Quando se otimiza uma estrutura, busca-se um melhor aproveitamento do
material mantendo as condigdes de equilibrio e compatibilidade de deformacgdes e
permanecendo dentro das especificacdes feitas por Normas. Este procedimento, em
geral, trabalha com as estruturas no limite, seja de utilizagdo ou de ruina. Devido a
estas caracteristicas, quando ¢ feita a otimizagdo de um elemento ou uma parte dos
elementos de uma estrutura, € necessario analisar os resultados considerando a
estrutura como elemento Unico. No caso das grelhas, com a otimizagdo muitas vezes
desaparecem vigas ou estas ficam com alturas pequenas, e ¢ preciso pensar na rigidez
horizontal da estrutura. As vigas sdo responsaveis pela formagdo de porticos, e se

estas nao existem, podem deixar a edificagdo muito flexivel a esfor¢os horizontais.

9.2 - Propostas para pesquisas futuras

¢ Implementar os esforcos cortantes, momentos de tor¢ao, for¢as normais as barras
e esfor¢os devido ao vento.

¢ A verificagdo das flechas nas lajes ¢ de extrema importancia neste tipo de analise.
Nas estruturas-padrao, a restricdo predominante nas lajes ¢ a flecha, se estas s@o
verificadas e suas espessuras alteradas em fun¢ao dos limites preestabelecidos por
Normas, os resultados apresentados seriam praticamente os equivalentes a um
pavimento 6timo.

¢ A implementacdo de critérios de plastificacdo nos elementos de placa levaria a
uma redistribuicao diferente dos esforcos, trazendo como consequéncia alturas
diferentes para as vigas.

¢ Pode-se melhorar o modelo de fluéncia.

¢ Quando uma viga desaparece no processo de otimizagao, a sua parcela na matriz
de rigidez nao foi eliminada, foi apenas considerada uma rigidez muito pequena
para seus elementos de barra. O correto seria quando a viga sumir, elimind-la da
matriz de rigidez.

¢ Otimizar a grelha como uma fung¢ao objetivo unica, ndo mais como um somatorio

de fungdes objetivo localizadas e interagidas.



APENDICE 1
I - FLUXOGRAMA PORMENORIZADO - PROGRAMA PRINCIPAL

Serd introduzido neste capitulo o fluxograma detalhado do programa SSPO,
no qual tentar-se-a explicar todo o algoritimo desenvolvido para a obtencdo de
se¢des transversais “Otimas”’de grelhas de concreto armado.

Devido a um grande numero de informagdes e a necessidade de posterior

mudangas ou corre¢des aconselha-se que a entrada de dados seja feita via arquivo.

Arquivo de instalagdo

e Numero maximo de iteragdes (NI)?
e Numero de divisdes internas da malha (ND)?
e Erro admissivel para sair do processo iterativo de otimizagao?
o Erro admissivel para sair do processo iterativo de corregdo das inércias?
e Custo dos materiais?
e Limites de deformagdo dos materiais?
e Limite minimo para as alturas das vigas (Hu,)?
e Limites de flecha?
e Maxima taxa geométrica de armadura?
e Cobrimento das armaduras?
e Coeficiente de majoracao das ag¢des externas?
e (Coeficientes de minoragdo da resisténcia dos materiais?
e Considerar o calculo da inércia no estadio I ou no estadio II quando o

esforgo ultrapassar o momento de fissuracdo?

Arquivo proprio do projeto

e Nome do arquivo de entrada?
e Nome do pavimento?
e Numero de no6s (N)?
e Numero de elementos de barra (B)?
e Numero de elementos de placa (P)?
e Numero de vigas (V)?
e Numero de pilares (PIL)?

1.1 - Dados da Estrutura

I.1.1 - Dados gerais

Erro na
entrada
de dados?

Sim C
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I.1.2 - Alocacao das variaveis
1.1

Incidéncia dos elementos de placa (P,4);

Codificagdo do tipo de placa - tridngulo ou quadrangulo (P);

Ag0es transversais uniformes nas placas (P);

Espessura das placas (P);

Momentos de placa; Mx, My e momento volvente Mxy (P,5);
Coordenadas nodais (N,3);

Carregamento nodal; P, Mx, My (N,3);

Restrigdes nodais (N,3);

Coeficiente de mola; direcdo z, x e y (N,3);

Deslocamentos nodais (3.N);

Momentos nodais, média dos momentos dos elementos, Mx, My, Mxy (N);
Incidéncia dos elementos de barra (B);

Acgoes transversais e momento de tor¢do uniformes no elemento de barra (B,2);
Momento de inércia a tor¢ao e a flexdo da barra (B,2);

Esforgos nas extremidades da barra (B,6);

Area de ago a tragio da barra (B,2);

Area de ago a compressio da barra (B,2);

Rotagdo nas extremidades da barra (B,2);

Apoio elastico uniforme ao longo da barra (B);

Erro do processo iterativo da corregdo das inércias dos elementos (B);
Erro do processo iterativo de otimizagado (V);

Altura da secdo transversal da viga (V);

Codigo de otimizacdo (V);

Associacdo dos elementos as vigas (V,99);

Maior momento positivo da viga com respectivo deslocamento nodal (V,2);
Maior momento negativo da viga com respectivo deslocamento nodal (V,2);
Maior deslocamento nodal da viga com respectivo momento (V,2);
Localizacdo das se¢des a serem otimizadas (V,3);

Area de ago a tragio da secio 6tima da viga (V);

Area de ago a compressio da se¢do otima da viga (V);

Determinagdo dos vaos das vigas (V,30);

Codigo de condigdes de contorno do vao, balango ou apoiado (V,30);
Nos extremos do vao no qual a altura da viga sera otimizada (V,60);
Custo da viga (V);

Flecha da secdo a ser otimizada antes da otimizacéo da viga (V);

Flecha da secgdo otima da viga (V);

Cocficiente que relaciona os momentos de inércia a torgdo e a flexdo (V);
Flecha ao longo da viga (V,100);

Localizacdo dos pilares (PIL);

Esforgos das divisdes internas dos elementos (ND+1);

Inércia das divisdes internas dos elementos (ND+1).

1.1.3 - Coordenadas nodais

Abscissag = ? X
Ordenadag = ? Y




Yo

1.1.4 - Incidéncia dos elementos de barra

>

i=1
/
ELM_B(i) =7 NO_I(i)
ELM_B(i) =7 NO_F(i)

/ ELM_P(I) =7? NO_l (i)
ELM_P(I) =7 NO_Z(,)
ELM_P(,) =7 NO_3(i)
ELM_P(,) =7 NO_4(1)

I.1.6 - Restri¢oes nodais

I.1.7 - Caracteristicas geométricas das vigas

/ bw(i) =7 bw
d(i) =7? d
M

M,
M

=9
(O] :
M




I.1.8 - Caracteristicas geométricas dos eldmentos de placa

d(i) =7

d

1.1.9 - Agdes externas aplicadas nos elemg

ntos de barra

/

i=1,B
Qn=7? Q
Mt(i) = r) Mt

1.1.10 - Acdes externas aplicadas nos elenjentos de placa

I.1.11 - Acdes externas aplicadas nos nos

v
Qp="7? Q
i=1,N
/ P(i) =7 P
M(i) =7 M
M= ? M;

I.1.12 - Rigidez adicional dos pilares
{ 1=1.PIL >

\ 4
( R ? R
X@) = ¢ X
Ry =? Ry

l



4.1

1.1.13 - Caracteristicas dos materiais l i

fck, E, v,
fyk, Es , ps

1.1.14 - Atribuicao as vigas dos elementos|que a elas pertencem

Vip="? elementos
1.1.15 - Localizac¢ao dos pilares na estrutyra
{ i=1,PIL >
v
/
Pan= 7 no

1.1.16 - Atribuicao as vigas os vaos que a |elas pertencem

i=1,V

v

Vm = {) VENIOS

7

1.1.17 - Atribuicao de base elastica aos elgmentos de barra

i=1,B

v

Basej) = ? base elastica




5.1

5.1

1.1.18 - Identificador de continuidade da|viga no processo de otimizacao

L i=1,V

v

COd(i) =7

codigo de otimizagdo

1.2 - Dados necessarios ao software

I.2.1 - Altura minima para as vigas

v

{i1i=1,P >
v
hmin 2? d(i)max M Hmin

1.2.2 - Inércia inicial para os elementos d¢ barra - Estadio I

1.2.3 - Vao das vigas

1.2.4 - Custo inicial da estrutura - volume de concreto + area de forma

A 4

Custo = Custo ;) + Custo




1.3 - Impressao dos dados da estrutura - ARQUIVO.ENT

¢ 6.1

Nome do arquivo

Identifica¢do da estrutura
Caracteristicas dos materiais
Numero de nos

Numero de elementos de placa
Numero de elementos de barra

Coordenadas nodais

Vinculag¢des nodais

N6 X Y

1 X(1) Yy
2 X(2) Yo
n X(n) Y

Incidéncia dos elementos de placa

No Rz 0x Oy
1 Rzgy  Oxa)y Oy
Rzp)  Oxp) Oy

n Rzuy  Ox@m)  Oyw

Incidéncia dos elementos de barra

Elem. No6 1 N02 N03 N04

1 n(')l(l) l’l(,)z(l) n(')3(1) n(')4(1)
2 no 12) 1’1(’)2(2) 1’163(2) 1’164(2)
1Y N1 m Nn6>m n6:(p)  NOam

Elem Né, NOf

1 n(')i(l) n(')f(l)
2 l’l(’)i(z) n(’)f(z)
b NOimy  NOam)

Caracteristicas dos elementos de placa

Elem. espessura
1 esp.q)
2 espo
1Y €SD.m)

Elementos associados as vigas

Viga  elemento

1 elem(l) e elem(i)
2 elem) . . . elem(i)
v elemm I elemm

Carregamento nodal

Carregamento na barra

Caracteristicas iniciais dos elementos de

Elem. Ix ly

1 IX( 1 Iy( 1)
2 Ixo)  Iyp
b IXim Iym

Vaos associados as vigas

Viga  vio

1 vﬁo(l) e VﬁO(i)
2 Vﬁ.O(l) e VE~IO(1‘)
\4 vao . . . VAo

No Fz Mx My Elem.
1 Fzgy  Mxg Myq | |1

2 Fzp)  Mxg My | |2

n Fz. MX¢m Myim b

Q Mt Elem. Q

Quy Mt 1 Quy
Q) Mt 2 Qo
QOm Mt ] p Om

Carregamento na placa




7.1

v

1.4 - Impressao dos dados para plotagem [da estrutura - ARQUIVO.PLT

Este arquivo seré lido pelo programg SSPLOT para plotagem na tela da
estrutura. ¢ 7.1

Numero de nés - Numero de elementos de placa - Numero de elementos de barra

Coordenadas e vincula¢des nodais

No X Y Rz 0x Oy

1 X(1) Yy Rzgy  Oxq)  Oyq
2 X(2) Yo Rzp  Oxe  Oyp
n X(n) Yon) Rzw  Ox@w  Oyw

Incidéncia dos elementos de placa

Elem. Né] Néz Né} N64

1 l’l(’)l(l) 1’162(1) 1’163(1) 1’164(1)
2 noy(2) Nnoy(2) Nno3(2) N04(2)
p N0 N0 N03(n) N04(r)

Incidéncia dos elementos de barra

Elem. No; No¢ Limitacdes do SSPLOT:
1 NOi(1)  MOf) e 1os = 1800
2 NOj2)  MNOf) e clementos de placa = 1800

e clementos de barra = 1000

b N0im N0k

”

L.5 - Impressao no ARQUIVO.OTI

Nome do arquivo
Identifica¢do da estrutura

Viga - bw - h - Ay - Ay - Flechainicial - Flecha da segéo




8.1
8.1

1.6 - Calculo da largura da semi-banda dI matriz de rigidez global

[SUBROTINA - BAND

1.7 - Inicio do “loop” de otimizacao das vigas - “loop” externo

Este loop apenas sera interrompido quando o usudrio fixar todas as alturas das
vigas.

>
A
L.7]1 - Inicio do “loop” de otimizac¢iao das [vigas - “loop” interno

Este loop se repetird o numero de itdgracdes vezes, ou serd interrompido
quando o erro do processo de otimizagdo piy-definido pelo usuario for satisfatorio.

£ S EERD

Zerando a matriz de rigidez global.

4,__

H

< <_| RB(L_]) =0 |

Nao

< Existe elemento >
\ -

0
de placa? e

\

Sim

—»
)
1_5




9.2

9.1

9.1

9.2

Elemento de placa Elemento de placa

triangular? quadrangular?
9.4 | Associa as coordenadas Associa as coordenadas
dos elementos dos elementos
9.3
¢ 9.5 ¢ 9.6
T + 9.5 + 9.6
o4 | Subrotina-DKT | | Subrotina - DKQ
9.3 Area do triangulo Area do quadrangulo
se Area <0 — Fim se Area <0 — Fim
| Carregamento nodal equivalente |
Contribuigdo do elemento de placa
na matriz de rigidez global - RB
v < '
Nao
« ' Existe elemento de

\ barra? /
\/

Associa as coordenadas
dos elementos

v

Determina o comprimento dos
elementos e o angulo entre o sistema de
coordenadas locais e o de referéncia

Carregamento nodal equivalente da barra
nas coordenadas globais
Subrotina - NOEO

Matriz de rigidez do elemento
nas coordenadas globais
Subrotina - BARGLO

Contribuicdo do elemento de barra
na matriz de rigidez global - RB

v '« $



>

Atribuicgdo das cargas nodais no
vetor de carregamento

v

Contribuigao da rigidez adicional
dos nos (pilares) - RB

* 10.3

10.1 10.2

A A

10.1 10.2
10.3

| Aplicar as condigdes de contorno |

Resolugdo do sistema de equagdes

Subrotina - SOLVER

v

Calculo e armazenamento dos esforgos e rotagdes
nas extremidades dos elementos de barra

.72

Determinacao das secdes que serag otimizadas.

Serdao acumulados os valores de momento, deslocamento nodal e o n6 das
secpeq que passardo por um processo de otnpizagao.

Determinagdo da se¢do de maior momento fletor
positivo, negativo e de maior flecha de cada viga

v

A—»

Mméx,(i) =0
des. 0= 0
no 0= 0

v

Enquanto existir
elemento na viga

'

P P
se M" > M 4 i)

P P

M méax.(i) — M

des.” = des.
n(')P(i) =no

se |M|N> |M|Nméx.(i)
MNméxA(i) = MN
des.") = des.
HéN(i) =no




se des.‘les‘ > des.:es'max.o)
eS. — CS.
Md o=M
des. max(i) = des.

rdes.

no g = no

< |
11.3
11.2

11.3
1.7.3 - Otimizacao das secoes das vigas

e VEEE)

A

11.2

Nao . )
A viga serd
otimizada?

Existe momento
positivo na viga?

Sim

< Nio ¢

Otimizagdo da se¢do de maior momento fletor positivo:

e determinacdo do vdo que serd otimizado;

e comprimento do vdo que sera otimizado;

e deslocamento relativo da segdo que sera otimizada - relagdo
entre o deslocamento da sec¢do e os das extremidades do vao -
flecha antes da otimizagao;

e flecha limite;

e atribuicdo da base, altura e inércia da se¢do a ser otimizada;

e comprimento, momento na extremidade esquerda e na direita
de cada elemento do vao a ser otimizado;

e rotagdo a esquerda e a direita do véo;

e numero de elementos do vao;

e verificacdo das condi¢des de contorno do vao;

e distancia da secdo a ser otimizada ao inicio do vao;

e otimizagdo da secgdo: subrotina - RTDES;

e armazenar flecha antes e depois da sec¢do ser otimizada;

e armazenar o valor da altura 6tima com respectiva area de aco;

e calcular custo da viga;

e armazenar erro do processo de otimizagao.

Existe momento
negativo na




12.1

12.2

Nao

12.5

12.5

Sim

12.6

¢ 12.6

Otimizagdo da secdo de maior momento fletor negativo:

otimizagdo da se¢do: subrotina - OTIM,;

Se a altura calculada nestas condi¢des for maior que a
encontrada para momento positivo maximo, entdo segue-se 0s
seguintes passos:

armazenar o valor da altura 6tima com respectiva area de ago;
calcular custo da viga;

armazenar erro do processo de otimizagao.

d

Otimizac¢do da se¢do de deslocamento maximo:

determinag@o do vao que sera otimizado;

comprimento do vao que serd otimizado;

deslocamento relativo da se¢do que sera otimizada - relagdo
entre o deslocamento da se¢do e os das extremidades do vao -
flecha antes da otimizagao;

flecha limite;

atribuicdo da base, altura e inércia da sec¢do a ser otimizada;
comprimento, momento na extremidade esquerda e na direita
de cada elemento do vao a ser otimizado;

rotagdo a esquerda e a direita do véo;

nimero de elementos do vao;

verifica¢do das condi¢des de contorno do vao;

distancia da se¢o a ser otimizada ao inicio do vao;

otimizac¢do da se¢do: subrotina - RTDES;

Se a altura calculada nestas condigdes for maior que a
encontrada nas situagdes anteriores, entdo segue-se os seguintes
passos:

armazenar flecha antes e depois da se¢@o ser otimizada;
armazenar o valor da altura 6tima com respectiva area de ago;
calcular custo da viga;

armazenar arrn_ do nracecen de atimizacin

>




13.3
13.2
A 133
Calcular as inércias a flex@o e tor¢cdo dos elementos de viga
Para cada viga:
L e calcular momento resistente;
e determinar em que estadio a inércia a flexao sera calculada
Inércia no estadio | Inércia no estadio 11
3 I
b, -d
I=—— I
12 t
I,
Se a inércia for calculada no estadio II; para cada elemento:
¢ momento e respectiva area de ago em cada se¢do da malha
interna;
¢ inércia a flexdo para cada secdo da malha interna;
O média das inércias obtidas no item anterior em cada elemento;
¢ inércia a torgao.
e somatorio do custo das vigas.
Impressdo no arquivo *.OTI de dados obtidos da otimizagao
1 buy by A Aoy Fo o Fry
2 bvo by  Ap Ao Fo  Fr
\ byv) by Aw  Alw Fiv  Fay
Custo das vigas no passo de iteragdo
Diferenca relativa entre o custo do passo anterior e o atual
Numero da iterag@o correspondente
Erro no processo de
44— Nio — otimizagdo satisfatorio

ou it = NI?




14.1 Impressao na tela de dados obtidos da otimizagao
Viga b, h A AJ
1 bW(l) h(l) As(l) As’(l)
2 by he A Ao
\4 byvy  hw A Adw

Tempo de processamento
Quer continuar a otimizagao?

Sim = cddigo =0 Nao = codigo =1

Se codigo =1, h =?

Sim = codigo =0

Nao = codigo =1

Alturas das vigas ja definidas

A 4

Calcular as inércias a flex@o e tor¢cdo dos elementos de viga

Para cada viga:
e calcular momento resistente;

e determinar em que estadio a inércia a flexao sera calculada

Inércia no estadio 1 Inércia no estadio II
b, -d’ I
I=—— I
12 t
It

Se a inércia for calculada no estadio II; para cada elemento:

¢ momento e respectiva area de ago em cada se¢do da malha
interna;

inércia a flexdo para cada se¢do da malha interna;

média das inércias obtidas no item anterior em cada elemento;
inércia a torgao.

somatorio do custo das vigas.

¢ SO




I.8 - Correciao das inércias dos elementos

15.1

finitos de viga.

Este loop se repetira o namero de itg

racdes vezes, ou serd interrompido

quando o erro do processo de correcdo das 'vércias pré-definido pelo usuario for

satisfatorio.

A

<

Nao

\\

AN

xiste elemento -
de placa? e

>

Sim

Elemento de placa

\triangular? s

Associa as coordenadas
dos elementos

v

| Subrotina - DKT |

Area do triangulo
se Area <0 — Fim

Elemento de placa

Wadran gular?/

>

Associa as coordenadas
dos elementos

v

Subrotina - DKQ |

v

Area do quadrangulo
se Area <0 — Fim




16.2
16.1

16.4

16.4
v

Carregamento nodal equivalente

Contribui¢ao do elemento de placa
na matriz de rigidez global - RB

K Existe elemento de

\ barra? /
\/

Associa as coordenadas
dos elementos

v

Determina o comprimento dos
elementos e o dngulo entre o sistema de
coordenadas locais e o de referéncia

Carregamento nodal equivalente da barra
nas coordenadas globais
Subrotina - NOEO

A4
‘ 16.3
16.2
16.1 l
<
Nao
<<
K
v <

Matriz de rigidez do elemento
nas coordenadas globais
Subrotina - BARGLO

Contribuigdo do elemento de barra
na matriz de rigidez global - RB

by

Atribuigdo das cargas nodais no
vetor de carregamento

v

Contribuicao da rigidez adicional
dos nés (pilares) - RB

Aplicar as condigdes de contorno




Resolugao do sistema de equagdes

Subrotina - SOLVER

17.1 + 17.2

1741 ¢ 17.2

Célculo e armazenamento dos esfor¢os nas
extremidades dos elementos de barra

v

Para cada viga:
e calcular momento resistente;

e determinar em que estadio a inércia a flexdo sera calculada

Inércia no estadio I Inércia no estadio II
b, -d’ I
I=—— 1
12 t
It

Se a inércia for calculada no estadio II; para cada elemento:

¢ momento e respectiva area de ago em cada se¢do da malha
interna;

inércia a flexdo para cada segdo da malha interna;

média das inércias obtidas no item anterior em cada elemento;
inércia a torgao.

somatorio do custo das vigas.

¢ O

Erro das inércias
satisfatorios ou it = NI?

Sim
1.9 - Calculo definitivo da estrutura

Zerando a matriz de rigidez global.




Niao

Existe elemento >
92
~ de placa? P

< Elemento de placa

\triangular? S

N

Associa as coordenadas
dos elementos

v

| Subrotina - DKT |

| Area do triangulo |

Elemento de placa >
Wadrangular?/

Associa as coordenadas
dos elementos

v

| Subrotina - DKQ |

v

| Area do quadrangulo |

K

v

| Carregamento nodal equivalente |

v

Contribuigdo do elemento de placa
na matriz de rigidez global - RB

Nao

K Existe elemento de

\ barra? /
\/

Associa as coordenadas
dos elementos

v



19.1

19.1

Determina o comprimento dos
elementos e o angulo entre o sistema de
coordenadas locais e o de referéncia

¢ 19.3
+ 19.3
19.2

Carregamento nodal equivalente da barra
nas coordenadas globais
Subrotina - NOEO

19.2

Matriz de rigidez do elemento
nas coordenadas globais
Subrotina - BARGLO

Contribui¢do do elemento de barra
na matriz de rigidez global - RB

< |

=

Atribuicdo das cargas nodais no
vetor de carregamento

v

Contribuigao da rigidez adicional
dos nos (pilares) - RB

| Aplicar as condi¢des de contorno |

Resolugdo do sistema de equagdes

Subrotina - SOLVER

I

Calculo do custo definitivo da estrutura - forma + concreto

Custo dasvigas=V;+V,+V;+.. . +V;+...+Vy
Custo das lajes=P; + P, +P;+...+P;+...+Pp

Custo total = custo das vigas + custo das lajes




20.1

l 20.1

Célculo das flechas das vigas

e IR

F’<j =1, nimero de Véos>

<Km 1,nimero de noés do}

Flecha(l k) = = Flecha

l

Calculo dos esforgos nas extremidades dos elementos de barra

Fommm s AN )

Subrotina - BARRA ‘

X(IJ) F3 5 F6
MY(l 3D =F,,F;s
Qzij=Fi, F4




21.1

l 21.1

Célculo dos esforgos dos elementos de placa - nds e centroide

<

>

Qual o tipo de
elemento?

Triangulo }i{ Quadrangulo

Subrotina - MOM Subrotina - ESFQ

E'T' B

sfor¢o(i,)) Esforg:ol |Esfor(;o(1,]) Esfor¢o

v

| Calcula a média dos momentos nos nos - Mx, My, Mxy |

l

Dimensionamento dos elementos de barra devido a flexao

—

<] = 1, nimero de elementos da viga >

v

| Subrotina - FLEX |

v

. As()l) As, As(]l)_A‘
AS(J,Z) As 5 As G.2) — A

22.1




l 2.1

Impressao no arquivo “ *.REA ”

Nome do arquivo

Identifica¢do da estrutura

Custo das vigas —— P> custo vigas
Custo das lajes —  »  custo lajes
Custo total ———Pp custo vigas + custo lajes

Inércias a flexdo dos elementos de barra

Elem. Inércia
B I(R\
Flechas dos nos das vigas Areas de aco, devido a flexdo, das barras

Viga  Elem. F Viga  Elem. No A Ay
1 1 F(l,l) 1 1 No; As(l,l) As’(l,l)
1 2 Fuyo 1 1 Nor Aqy  Ada
1 : : 1 . . . .
1 : : 1 : : : :
2 1 F(Z,l) 2 1 No; As(2,1) As’(l,l)
2 2 F(2,2) 2 1 Néf As(2,2) As’(l,l)
\ 1 F(V,l) Vv 1 No; As(\/,l) As’(l,l)
V 2 F(qu) V 1 Néf AS(V,Z) As’(l,l)
\'% : \% : : :
V A4




23.1

l 23.1

Impressao no arquivo “ *.SOL

Identifica¢do do arquivo

Deslocamentos nodais

No Desl. z Rot.x Rot.y

1 desl.z(l) I'Ot.X(l) I'Ot.y(l)
2 deSl.Z(z) I'Ot.X(z) I'Ot.Y(z)
n de Sl.Z(n) I'Ot.X(n) I'Ot.y(n)

Esforgos nas extremidades dos elementos de barra

Elemento No Fz Mx My

1 n(')i(l) FZi(l) MXi(l) MYi(l)
1 n0g() Fzg) Mxq) My
2 noj) Fz Mx;() Myiqy
2 n0f) Fzq) Mxq1) Myiy
B noj(p) Fzg) Mx;) Myig)
B noqg) Fzgg) Mxg) Myrp)

Momento no centréide dos elementos Momento médio nos nos - esforcos nas placas

Flem. Mx My Mxy No6 Mx My Mxy

1 Mxa)  Myay  Mxyg, 1 Mxa)  Myay  Mxyg,
2 Mxp Myp  Mxyg 2 Mx@  Myp  Mxyg
p Mxp  Myg  Mxyg, N Mxpy Myny  Mxyny

Reagdes de apoio

No Diregdo Z Diregdo X Diregdo Y
1 Rz Rxq) Ry
2 Rz Rx() Ry
N Rz Rx Ry

Somatdrio das reagdes verticais - Rz, + Rz, + ... + Rz




% 24.1

24.1

v

Fecha os arquivos

1.2 - FLUXOGRAMA - SUBROTINAS
1.2.1 - Subrotina BARRA

Esta subrotina visa ao calculo dos esforgos nas extremidades dos elementos
de barra.

Variaveis de entrada e saida
e comprimento do elemento;
e seno entre o eixo x do sistema de coordenadas locais e o eixo x do sistema de
referéncia;
e cosseno entre o eixo x do sistema de coordenadas locais ¢ o eixo x do sistema de
referéncia;
modulo de elasticidade longitudinal do material;
coeficiente de Poisson;
momento de inércia a tor¢do e a flexdo;
momento de tor¢do e acdo transversal uniformemente distribuidos na barra;
deslocamentos U, , U, , Us, Uy, Us, Ug , nas coordenadas globais;
esforcos nas extremidades dos elementos nas coordenadas locais;
rotacdes nas extremidades dos elementos.
Transformagdo do deslocamento nas coordenadas globais para as locais

v

Obtengao dos esforgos em coordenadas locais a
partir dos deslocamentos em coordenadas globais




1.2.2 - Subrotina BAND

Nesta subrotina, pretende-se determinar a largura da semi-banda da matriz de
rigidez global.

Variaveis de entrada e saida
namero de elementos de placa;
numero de elementos de barra;
codificagdo do tipo de placa - triangular ou quadrangular;;
codificagdo se existe ou ndo elemento de placa e/ou de barra;
incidéncia dos elementos de placa;
incidéncia dos elementos de barra;
largura da semi-banda da matriz de rigidez global.

v

Pesquisa a maxima diferénga de nds dos elementos de placa

v

Pesquisa a maxima diferénca de nos dos elementos de barra

v

Calcula a largura da semi-banda
LB = 3 x (maxima diferenga entre os n6s de um elemento + 1)

1.2.3 - Subrotina MATD

Pretende-se determinar a matriz das leis constitutivas com as propriedades
elasticas do material - elemento de placa.

Variaveis de entrada e saida
e mobdulo de elasticidade longitudinal do material;
e coeficiente de Poisson;
e espessura da placa;
e matriz com propriedades elésticas do material.




b
¢1

Monta a matriz das leis constitutivas com
as propriedades elasticas do material

1.2.4 - Subrotina DKQ

Esta subrotina ¢ responsavel pela contribuicdo da matriz de rigidez do
elemento de placa quadrangular na matriz de rigidez global, utilizando para isso
condensagao estatica. Quatro elementos de placa triangulares passam a ser apenas um
elemento quadrangular, eliminando o né central comum aos quatro elementos.

Variaveis de entrada e saida
carregamento uniformemente distribuido na area do elemento de placa;
espessura da placa;
modulo de elasticidade longitudinal do material;
coeficiente de Poisson;
coordenadas do elemento;
matriz de rigidez do elemento nas coordenadas globais - RG;
forgas nodais equivalentes nas coordenadas globais - F°.

v

Submatrizes para a condensagdo estatica
Subrotina - MATQ

v

Determinagdo da matriz de rigidez do elemento
nas coordenadas globais a partir da matriz de
rigidez do elemento nas coordenadas locais

v

Resolver um sistema de equagdes onde as
variaveis sdo matrizes - Condensacao estatica

'




Montar o vetor de for¢as nodais equivalentes - F°

1.2.5 - Subrotina BARGLO

Fornece a matriz de rigidez dos elementos de barra nas coordenadas globais.

Variaveis de entrada e saida
e incidéncia do elemento de barra;
e comprimento do elemento;
e seno e cosseno do eixo x no sistema de coordenadas globais com o eixo x do sistema
de coordenas locais;
e mobdulo de elasticidade longitudinal do material;
e coeficiente de Poisson;
e inércia a torgdo e a flexao;
e coeficiente de mola uniformemente distribuido no elemento;
e matriz de rigidez do elemento nas coordenadas globais - RV.

I

Zera a matriz de rigidez do elemento

v

Determina a matriz de rigidez do
elemento nas coordenadas globais - RV

1.2.6 - Subrotina SOLVER

Resolve um sistema de equacdes lineares, obtendo os deslocamentos nodais
da estrutura.

Variaveis de entrada e saida
e numero de nos;
e largura da semi-banda;
e matriz de rigidez global [RB];
e vetor de esforcos nodais - {P};
e vetor de deslocamentos - {U}.




1

v
Resolugdo do sistema de equacdes
{U}=[RB]" . {P}

1.2.7 - Subrotina DKT

Responsavel pela matriz de rigidez do elemento de placa triangular nas

coordenadas globais.

Variaveis de entrada e saida
e espessura da placa;
e mobdulo de elasticidade longitudinal do material;
e coeficiente de Poisson;
e coordenadas do elemento;
e matriz de rigidez do elemento nas coordenadas globais - RE.

v

Leis constitutivas do material
Subrotina - MATD

v

Determinagdo da matriz de rigidez do
elemento nas coordenadas globais

1.2.8 - Subrotina NOEQ

Célculo do carregamento nodal equivalente do elemento de barra.



Variaveis de entrada e saida
e comprimento do elemento;
e seno e cosseno do eixo x no sistema de coordenadas globais com
o eixo x do sistema de coordenas locais;
e carga transversal uniformemente distribuida no elemento;
e momento de tor¢do uniformemente distribuido no elemento;
e vetor de carga nodal equivalente.

'

Esfor¢os nas extremidades dos elementos
- coordenadas locais

I

Esforcos nas extremidades dos elementos
- coordenadas globais

1.2.9 - Subrotina MOM

Calcula 0 momento nos nés e no centroide dos elementos de placa triangular.

Variaveis de entrada e saida
espessura da placa;
modulo de elasticidade longitudinal do material;
coeficiente de Poisson;
coordenadas do elemento;
deslocamentos dos nos do elemento nas coordenadas globais;
momentos nos nos e centroéide do elemento - Mx, My, Mxy.

'




Leis costitutivas do material
Subrotina - MATD

1

v

v

Obtengdao dos momentos nos nos e
centroide do elemento - Mx, My e Mxy

1.2.10 - Subrotina ESFQ

Calculo dos esforgos no elemento de placa quadrangular.

Variaveis de entrada e saida
e carregamento transversal aplicado uniformemente na placa;
e espessura da placa;
e mobdulo de elasticidade longitudinal do material;
e coeficiente de Poisson;
e coordenadas do elemento;
e deslocamentos dos nds do elemento nas coordenadas globais;
e momentos nos nds e centrdide do elemento - Mx, My e Mxy.

v

| Subrotina - MATQ |

v

| Subrotina - MOM |

v

Obtencdo dos momentos nos nos e centroide
do elemento - Mx, My e Mxy




1.2.11 - Subrotina MATQ

Obtengdo de sub-matrizes para a condensacao estatica ¢ da matriz de rigidez
do quadrangulo (12x12).

Variaveis de entrada e saida
carregamento transversal aplicado uniformemente na placa;
espessura da placa;
modulo de elasticidade longitudinal do material;
coeficiente de Poisson;
coordenadas do elemento;
vetores e matrizes auxiliares para a condensagdo estatica do
carregamento e da matriz de rigidez respectivamente;
o vetor de forgas nodais equivalente;
e matriz de rigidez do elemento antes da condensacao estatica;
e matriz de rigidez do elemento ja feita a condensagao estatica.

'

Calculo da area do elemento - A
se A<0 ..STOP

v

Subrotina - DKT

4

Obtencdo da matriz de rigidez do elemento antes
de fazer a condensagdo estatica - K(;ss)

I

Fazer a condensagdo estatica da matriz
de rigidez do elemento - K(j12x12)




1.2.12 - Subrotina OTIM

Nesta subrotina, é feita a otimizagdo de uma segdo transversal de concreto
armado sujeita as restrigdes explicitadas no presente trabalho com execdo da
restricdo de deslocamento que serd imposta em outra subrotina como serd visto
posteriormente.

Variaveis de entrada e saida
e altura 1til da segdo transversal de concreto;
e area de ago a tragdo e a compressao devido a flexdo da pega;
e custo dos materiais;
e resisténcia de calculo do aco e do concreto;
e maxima taxa geométrica de armadura;
base da secdo transversal;
deformagdo maxima do aco e do concreto;
peso especifico do ago;
momento fletor de calculo;
distancia entre o centro de gravidade da armadura positiva ¢ a face da secdo
transversal de concreto mais comprimida (d’);
custo da segdo transversal por unidade de comprimento - ago, forma e concreto;
e custo da se¢do transversal por unidade de comprimento - forma e concreto;
e cobrimento das armaduras.

Definicdo das constantes

v

Definigdo de constantes e variaveis em “d ”
1° hipotese - K, Fy)
2° hipétese = K, Fg
3° hipotese - K, Fg)

I

Solucgdo das variaveis de otimizagdo
do sistema de equagdes ndo lineares

I

Verificagdo da consisténcia dos resultados
1° hipdtese > pr #0; n; =0
2° hipdtese —>p; = 0; ur, =0
3° hipotese > 1, =0; u;=0




¢ 1
Obtengao dos resultados da altura 6tima
d>d;,d,, d;

'

Calculo do custo por unidade
de comprimento da viga

1.2.13 - Subrotina FLEX

Dimensiona uma secdo transversal de concreto armado sujeita a esforco de
flexao.

Variaveis de entrada e saida
e resisténcia de calculo do aco e do concreto;
e mobdulo de elasticidade longitudinal do aco;
e altura til da se¢do transversal de concreto;
e distincia entre o centro de gravidade da armadura positiva e a face da segdo
transversal de concreto mais comprimida (d’);
e Dbase da secdo transversal;
o momento fletor de calculo;
e area de ago a trag@o e a compressdo devido a flexdo da peca.

v

Verificagao da existéncia da armadura dupla

)

Dimensionamento da se¢do transversal




1.2.14 - Subrotina RTDES

Nesta subrotina ¢ imposta a restricdo de deslocamento na otimizagdo da viga
de concreto armado.

Variaveis de entrada e saida
e custo dos materiais;
e resisténcia de calculo do aco e do concreto;
e mobdulo de elasticidade longitudinal do concreto e do ago;
e Dbase da secdo transversal;
e altura 1til da se¢@o transversal de concreto, antes e depois desta restri¢do;
e distancia entre o centro de gravidade da armadura positiva ¢ a face da segdo
transversal de concreto mais comprimida (d’);
peso especifico do ago;
percentagem maxima de armadura em relag@o a area de concreto;
deformagdo maxima do aco e do concreto;
momento fletor de calculo;
flecha limite do tramo ou véo da viga;
area de aco a tragdo ¢ a compressdo devido a flexdo da pega;
custo da secdo transversal por unidade de comprimento - ago, forma e concreto;
flecha inicial da viga na se¢do a ser otimizada;
codigo se a inérceia a flexdo sera calculada no estadio I ou II;
custo da secdo transversal por unidade de comprimento - forma e concreto;
momento fletor nas extremidades esquerda e direita de cada elemento do vao a ser
otimizado;
e numero de elementos finitos do vao;
e numero de elementos finitos entre a extremidade esquerda do vdo e a secdo a ser
otimizada;
comprimento do vao;
comprimento de cada elemento finito do vao;
distancia da se¢do a ser otimizada a extremidade esquerda do véo;
flecha apds a secdo ser otimizada;
namero de divisodes internas do elemento finito;
resisténcia carcteristica do concreto a tragao;
cobrimento das armaduras;
rotacdo a esquerda e a direita do védo a ser otimizado;
codificagdo se o vdo esta em balango ou ¢é biapoiado;
altura minima da viga;
coeficiente de majoracdo dos esforgos (yy).




Subrotina - OTIM

1

A %
Calculo das inércias dos elementos no estadio I ou I1?

| Subrotina - MOHR |

b. -h*

[=—w —

12

v

Verificagdo se a altura da viga satisfaz
a restricdo de flecha maxima ?

Nao
< Sim
v
Calculo do custo por unidade
de comprimento da viga

1.2.15 - Subrotina MOHR

Calcula-se a flecha de uma viga com inércia qualquer sujeita a momentos
fletores concentrados aplicados ao longo de seu comprimento. A viga ¢ composta
apenas por um tramo que pode ser biapoiado com momentos aplicados nas
extremidades ou um balango.



Variaveis de entrada e saida
resisténcia do ago e do concreto (fyd, fcd, fct);
mddulo de elasticidade longitudinal do concreto e do ago;
base da secdo transversal;
altura util da secdo transversal de concreto, antes e depois desta restricao;
distancia entre o centro de gravidade da armadura positiva e a face da segdo
transversal de concreto mais comprimida (d’);
momento fletor nas extremidades esquerda e direita de cada elemento do vdo a ser
otimizado;
numero de elementos finitos do vao;
niumero de elementos finitos entre a extremidade esquerda do vdo e a secdo a ser
otimizada;
comprimento do vao;
comprimento de cada elemento finito do vao;
distancia da se¢do a ser otimizada a extremidade esquerda do véo;
flecha apds a secdo ser otimizada;
namero de divisodes internas do elemento finito;
rotacdo a esquerda e a direita do védo a ser otimizado;
codificagdo se 0 vdo esta em balango ou ¢é biapoiado;
cobrimento das armaduras;
coeficiente de majoracdo dos esforgos (yy).

v

Calculo dos momentos fletores nas
divisoes internas dos elementos

'

Subrotina - FLEX
Calculo das inércias nas divisoes
internas dos elementos

I

Analogia de MOHR

'

Calculo da flecha
¢ Vao biapoiado — Fsx
¢ Balango extremidade esquerda — F s«
¢ Balango extremidade direita — Fp4,
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