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Dissertacao (Mestrado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade

de Sao Paulo.

Este trabalho trata da evolucdo natural do modelo de calculo em
regime elastico linear, largamente empregado no dimensionamento de
pavimentos de concreto armado, para um modelo com maior capacidade de
representacao.

A consideracéo da ndo-linearidade fisica do material concreto armado
€ incorporada a um sistema computacional em elementos finitos segundo
modelos ndo-estratificados, através da generalizacdo das formulacdes para
o campo dos esforcos. O elemento de barra é abordado em campo uniaxial,
verificando-se 0 escoamento produzido pela flexdo. Para o elemento de
placa, estabelece-se o critério de escoamento de Von Mises com leis
associativas particularizado ao estado plano de tensdes (EPT). Essas
tensdes sdo integradas ao longo da espessura do elemento, permitindo
escrever o critério em funcédo do terno de valores de momentos atuantes.
Por fim, os modelos de barra e placa sdo integrados ao sistema
computacional, resultando um sistema de analise ndo-linear de pavimentos
de concreto armado. A caracterizacdo do comportamento fisico da secao
transversal é feita segundo um diagrama momento-curvatura trilinear.

A aplicacdo do modelo proposto a elementos estruturais isolados, e a
um pavimento convencional, confirma a melhoria do sistema computacional,
e 0s tempos de processamento requeridos evidenciam a viabilidade do
emprego do modelo nao-linear fisico em projetos usuais de pavimentos de
concreto armado.

Palavras-chave: concreto armado, ndo-linearidade fisica, plasticidade,
pavimento, elementos finitos.

ABSTRACT

OLIVEIRA,R.S. Analysis of reinforced concrete building slabs with physical
nonlinearity. Sdo Carlos, 1997. 123p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Séao Paulo.
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This work deals with the natural evolution of the design model based
on linear elasticity, widely employed on reinforced concrete slabs designs, to
a improved design model.

The consideration of physical nonlinearity of the reinforced concrete is
introduced into a finite element computational system by nonlayered models
with generalization of the formulation to the bending moment field. The beam
element is treated in a uniaxial field, with bending moment yielding. In the
plate element it is established the Von Mises yield criterion with associative
laws particularized to the Plane Stress. These stresses are integrated along
the element depth, enabling to write the criterion with plate bending
moments. At last, the beam and the plate models are incorporated into a
computational system, resulting in a reinforced concrete slabs analysis
system. The characterization of the cross section physical behavior is made
by a trilinear bending moment-curvature diagram.

The application of the proposed model to isolated structural elements
and to a conventional slab confirms the improvement of the finite element
system and the required computational analysis times show the feasibility of
the nonlinear model application into usual reinforced concrete slab design.

Keywords: reinforced concrete, physical nonlinearity, plasticity, slab, finite
elements.



1. INTRODUCAO

1.1. Apresentagao

A utilizacdo de um modelo elastico linear para a representacdo do
comportamento do concreto armado, vem desempenhando fundamental
importancia nos cenarios técnico e cientifico desde o surgimento desse
material na segunda metade do século passado, e atualmente mantém-se
ainda como a hipoétese de calculo mais empregada no projeto de estruturas.
O largo emprego desta aproximacédo do comportamento ndo s6 do concreto
como dos demais materiais empregados em estruturas (como a madeira e 0
aco), deve-se ao fato da relativa simplicidade do seu eguacionamento
quando comparado com modelos de calculo mais refinados, como o faz a
andlise de estruturas considerando-se a né&o-linearidade fisica do material
que a constitui. As formulagbes deste comportamento n&o-linear, no entanto,
conduzem a problemas matematicos mais complexos, com solucdes
praticamente inviaveis sem o auxilio de computadores com boa capacidade
de trabalho, motivo pelo qual ndo s6 o estudo do comportamento ndo-linear
das estruturas, como metodos de célculo, dentre eles, o Método dos
Elementos Finitos (MEF), o Método dos Elementos de Contorno (MEC),
dentre outros, tiveram o seu desenvolvimento adiado por varios anos.

Com o crescente aperfeicoamento dos equipamentos de informatica,
tem ocorrido nos ultimos anos uma grande evolucdo nos processos de
calculo, buscando-se sempre representacdes mais realistas para o0

comportamento das estruturas e, sobretudo, a evolucdo de um modelo



razoavelmente limitado como o elastico linear, para outros com maior
capacidade de representacao.

Em 1947 surge a primeira tentativa de utilizacdo do computador no
calculo estrutural, e a partir da década de 1960 séo elaborados os primeiros
modelos que tratam da ndo-linearidade fisica dos materiais, através do
emprego do MEF.

A analise néo-linear fisica tem evoluido desde entdo tanto no aspecto
das formulacdes tedricas quanto na melhoria da qualidade das
implementagbes computacionais. Atualmente, buscam-se continuamente
proporcionar ndo s6 melhorias nos modelos néo-lineares, como otimizagdes
nas rotinas de calculo, de modo a agilizar-se o processamento de estruturas
usuais de concreto. Desse modo, essas rotinas podem se tornar viaveis para
0 emprego em escritorios de projeto de estruturas, sob a forma de
programas para microcomputadores.

Neste contexto, insere-se oportunamente o presente trabalho, que
busca o estudo e a implementacdo do comportamento ndo-linear fisico de
pavimentos de edificios de concreto armado, mediante a utilizagdo de um
modelo elastoplastico para o concreto armado.

Todos os algoritmos desenvolvidos foram implementados no Sistema
de Analise de Estruturas Reticuladas (ANSER), em funcionamento no
Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP. Assim como no
sistema ANSER, a linguagem de programacao utilizada foi o FORTRAN com
a utilizacdo do compilador Power Station da Microsoft. Os processamentos
dos exemplos deram-se em um microcomputador equipado com
processador Pentium de 100 Mhz, 8Mb de meméria RAM e disco rigido com
tempo de acesso de 9.14 ms (milisegundos), capacidade de transferéncia de

3.06 Mb/segundo e capacidade de armazenamento de 1.3 Gb.

1.2. Finalidades

A finalidade principal deste trabalho consiste em criar uma ferramenta

de auxilio para o projeto consistente de pavimentos de concreto armado. O

‘software’ resultante dos estudos aqui desenvolvidos, permite ao projetista



fazer hipbéteses de dimensionamento, e manipular as rigidezes dos
elementos (lajes e vigas) de modo a obter uma distribuicdo de esforcos mais
favoravel ao conjunto de formas do pavimento.

A verificacdo do estado limite de deformacgdes excessivas constitui em
um objetivo ndo menos importante. Através da andlise ndo-linear fisica, ou
elastoplastica, consegue-se determinar com maior exatiddo o0s
deslocamentos apresentados pela estrutura e bastante influenciados por
efeitos da fissuracdo e escoamento das armaduras de flexdo. Outra
finalidade que se coloca, € a de verificacdo de pavimentos atuando em
Servigo, uma vez que um programa com mais recursos para a representacao
da estrutura do pavimento permite chegar a conclusées mais proximas do
seu comportamento real.

Todas as finalidades a que se destinam as implementacoes
abordadas neste trabalho sé@o perfeitamente viaveis para emprego em
escritorios de projeto, pois, os tempos de processamento requeridos
mostram-se bastante reduzidos, em especial quando comparados aos

tempos absorvidos por outras atividades envolvidas no projeto.

1.3. Descrigao sucinta dos capitulos

Os capitulos foram organizados de modo a facilitar a compreenséao
dos fendmenos envolvidos, e a evolucdo do desenvolvimento das
formulacdes utilizadas.

O capitulo 2 contém uma pequena introdugdo dos conceitos basicos
envolvidos na formulacdo de modelos elastoplasticos. Definem-se algumas
regras de encruamento e critérios de escoamento, buscando-se abordar com
maior énfase a regra de encruamento isétropo e o critério de escoamento de
Von Mises.

Prosseguindo-se no desenvolvimento de um modelo elastoplastico
uniaxial para o elemento de barra a ser empregado as vigas de concreto
armado, colocam-se, no capitulo 3, formulacdes, algoritmos, e um

procedimento incremental-iterativo para a aplicacdo dos algoritmos



propostos a resolugdo de problemas elastoplasticos uniaxiais. Sdo também
abordados alguns aspectos das implementagbes das rotinas de barra no
sistema ANSER.

No capitulo 4, promove-se uma generalizacdo dos algoritmos
descritos em campo uniaxial para o campo triaxial. Objetivando-se o
emprego do modelo na resolugdo de placas sujeitas ao Estado Plano de
Tensbes (EPT), promove-se nova particularizacdo das formulacoes,
adaptando-as de modo que o EPT ndo seja violado no procedimento
incremental-iterativo. Logo apds, sdo abordados alguns aspectos relativos a
implementacg&o das rotinas relativas ao elemento de placa triangular T3AF e
do quadrilatero resultante da condensacéao de quatro elementos triangulares
no sistema ANSER, além de aspectos relativos a determinacdo dos
diagramas momento-curvatura representativos para seg¢fes de concreto
armado. Por fim, a Ultima parte desse capitulo € dedicada as rotinas para a
elaboracdo dos diagramas momento-curvatura convencionais para secoes
de concreto armado (vigas e lajes).

O capitulo 5 apresenta exemplos utilizados para a afericdo dos
modelos propostos para as vigas e lajes. Em seguida, dimensiona-se um
pavimento em concreto armado, apresentando-se uma proposta de
metodologia para esse tipo de andlise e dimensionamento em regime
elastoplastico.

Finalizando-se o trabalho, o capitulo 6 apresenta as principais
conclusdes obtidas dos estudos desenvolvidos e algumas sugestbes para

trabalhos futuros nesta area.



2. CARACTERIZACAO DO COMPORTAMENTO
NAO-LINEAR DOS MATERIAIS

2.1. Introducao

De acordo com PROENCA,S.P.B. (1988 e 1989), define-se que: “O
regime de comportamento plastico de um material fica evidenciado pelo
aparecimento de deformacgdes irreversiveis, ou permanentes, quando se
anula a solicitagdo a que o0 corpo esteja sujeito. Por outro lado, as
deformacfes plasticas aparecem simultaneamente com as tensdes que
excedem um determinado limite, denominado limite de escoamento.”

Para que a defini¢cdo colocada no paragrafo anterior possa ser melhor
compreendida, necessitam-se a caracterizacdo e a compreensdo dos
fendbmenos envolvidos no comportamento plastico dos materiais. Nos itens
gue se seguem, procura-se definir, de modo sucinto, alguns critérios de
escoamento e regras de endurecimento utilizadas para a composicao das
relacbes constitutivas elastoplasticas. Essas relacbes permitem reproduzir
analitica e numericamente o comportamento nao-linear de diversos

materiais.
2.2. Critérios de escoamento
Os critérios de escoamento sao imprescindiveis em um modelo

matematico para analise elastoplastica de estruturas, pois definem a partir

de que nivel de tensbes o material passa a apresentar caracteristicas de



plastificacdo. Os critérios de escoamento sdo expressos por relagdes
matematicas entre as componentes de tensdo atuantes em um ponto do
corpo analisado. Apenas a titulo de ilustracdo, coloca-se na FIGURA 2.1 as
superficies de escoamento e de ruptura do concreto no espaco das tensdes

principais, sugeridas por experimentacoes.

-Os
-O1 j superficie de ruptura
‘;“‘ superficie de escoamento
"‘ /
-0>
FIGURA 2.1 - Superficies tipicas de escoamento e de ruptura para o
concreto

2.2.1. Critério de Von Mises

Suponha-se um determinado ponto pertencente a um corpo e sujeito

a um estado tridimensional de tensées (o,,5,,6,,T 1,,)- Segundo o

xy’sz’
critério de Von Mises (1913), o material inicia a plastificacdo no instante em
que a tensdo octaedrica de cisalhamento (t,.,) no ponto atinge um valor K
correspondente a tensdo octaédrica de cisalhamento no escoamento. Desse
modo, o comportamento em regime elastico do material ocorreria até o limite
dado pela expressao:

Tou <K (2.1)

As tensbGes octaédricas ocorrem segundo os planos desviadores,
cujas normais sao igualmente inclinadas com relacao aos eixos das direcdes

principais. De acordo com a definicdo de plano desviador, podem-se obter



as expressdes para as tensbes normal (o,,), € de cisalhamento (1)

octaédricas, respectivamente:

Goct:szcl+02+03 _Oxto,+o, 2.2)
3 3
2
Toct = E‘JZ (23)
onde : J, = %[(cl ~6,) +(o,~0,) +(o, —03)2] - é 0 2° invariante das

tensdes desviadoras;

c,,0,,0, - tensdes principais do estado tridimensional de tensdes.

Reescrevendo-se o critério de Von Mises, tem-se:
1/%Jz <K (2.4)

Para um ensaio de cisalhamento puro, o valor K pode ser relacionado

a tensdo de escoamento por cisalhamento puro K:

— |2
K—\/;.K (2.5)

e, das relacbes 2.4 e 2.5, o critério passa a ser escrito:

Jd, <K (2.6)

Existe ainda a possibilidade de exprimir o critério em termos da

tensdo de tragdo o,. Para um ensaio de tracdo uniaxial

2
()
(6,=0, ,0, =053=0),tem-se 32:?1, 0 que resulta:

2 2 : L
§J2 =——o0o, ou, de modo a satisfazer ao critério:

J33; <o, 2.7)

onde: o, -tensao de escoamento do material por tragao.



De acordo com OWEN,D.R.J.;HINTON,E.(1980), pode-se definir uma

tensédo efetiva (c®) de acordo com a expresséo 2.8.

¢ =33, <o, (2.8)

Coloca-se a seguir, na FIGURA 2.2, uma interpretagdo geométrica do
critério de Von Mises para o estado tridimensional (ETT) e plano de tensfes
(EPT) no espaco das tensdes principais.

eixo hidrostatico

T, V2.K 6, =606, =0; oF
superficie de
escoamento
- V3.K
superficie de ot
escoamento O,
3K /
0, e
Os

(a) Estado tridimensional de tensdes (b) Estado plano de tensoées

FIGURA 2.2 - Interpretacdo geométrica do critério de Von Mises

Uma conclusdo imediata da interpretacdo geomeétrica deste critério, é

a de que estados de tenséo hidrostaticos (cs1 =0, = 03) né&o sao capazes

de provocar o escoamento do material. Por isso, o critério de Von Mises
mostra-se mais representativo do comportamento de materiais metalicos.

A aplicacao do critério de Von Mises ao material concreto, no entanto,
constitui aproximacdo que tem revelado bons resultados, como nos
trabalhos  realizados por LIN,C.S.;SCORDELIS,A.C. (1975) e
HU,H.T.;SCHNOBRICH, W.C. (1991), e em pesquisas desenvolvidas por
CORREA,M.R.S. (1991). A aplicacéo deste critério em detrimento de outros
mais apropriados ao comportamento do concreto, reside na relativa
simplicidade da sua formulacdo, pois as componentes de tensdao sao
independentes e podem ser agrupadas de modo a formar uma tenséo
efetiva (expressa por J;). Em modelos aplicados a elementos finitos nao-

estratificados (elementos cuja sec¢do transversal ndo é dividida em



camadas), o critério pode também ser facilmente escrito em funcéo do terno
de momentos de placa obtidos pela integracdo das tensdes ao longo da
espessura do elemento.

Existem, no entanto, outros critérios que melhor representam o
comportamento do concreto, como: o de Mohr-Coulomb, o de Drucker-
Prager, e o de Kupfer , dentre outros. Coloca-se, a seguir, uma breve

discusséo sobre alguns desses critérios.

2.2.2. Critério de Mohr-Coulomb

Em 1773, Coulomb definiu um critério de ruptura por cisalhamento
que seria aplicado a materiais como o solo, a rocha, e o concreto. Segundo
Coulomb, a tensado de cisalhamento limite para a ruptura do material (t) é
dependente da tensdo normal ao seu plano de acéao (o), do angulo de atrito

interno do material (¢ ), e da sua coeséo (c).

| = c—o.tgd (2.9)

Ja4 em 1882, Mohr demonstrou as relacées propostas por Coulomb
através do circulo da FIGURA 2.3, denominado Circulo de Mohr. Para a

construcao deste circulo, supde-se a ordenagéo ¢, 26, >2G,.

A

,, ‘703501 ‘: ‘T‘.cosd}

FIGURA 2.3 - Representacédo do Circulo de Mohr
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Analisando-se a FIGURA 2.3, pode-se escrever o critério em funcao

das tensdes principais ¢, e o,, pois o circulo é independente de o, .

o, -0y (o,+0;)
2.Cos¢ 2

tgd=c (2.10)

gue pode ser rearranjada na forma:

c,(1+sen¢)—o,(1-sen¢)=2.c.cos¢ (2.11)

A representacdo do critério no espaco das tensdes principais,
corresponde a uma superficie piramidal, cuja secdo transversal € um
hexagono irregular, como representado na FIGURA 2.4. Esse critério
apresenta o inconveniente de ndo haver limites para valores da presséo

hidrostatica (de compressao) suportaveis pelo material.

2.2.3. Critério de Drucker-Prager

O critério de Drucker-Prager foi proposto em 1952 como uma
aproximacao do critério de Mohr-Coulomb, através de modificacéo do critério
de Von Mises. A influéncia da componente do estado hidrostatico de tensao

no critério de Von Mises foi introduzida pela inclusdo do invariante I,

resultando:
al, ++/J, =K' (2.12)
onde: I, = 6, +0,+0, =0, +0, + 5, (1° invariante do tensor das tensoes);
_ 2ssen¢d .
J3(3£sen¢)’
K' = M (2.13)
\/5(3i sen¢)

Nas expressbes 2.13, tomando-se o sinal positivo(+) ou o sinal
negativo(-) no denominador, o Circulo de Drucker-Prager passa,
respectivamente, pelos trés vértices do hexagono de Mohr-Coulomb mais

proximos ou mais afastados do eixo hidrostatico. Na FIGURA 2.4, ilustra-se
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0 caso em que o circulo passa pelos vértices mais afastados do eixo
hidrostatico.

eixo hidrostatico
0, =0, =04

oF o
//1\\ N\
/ N | Drucker-Prager
/ /7 Mohr-Coulomb
// /
i
/ y
S
OO\C» / / O

Os

FIGURA 2.4 - Representacao dos critérios de Mohr-Coulomb
e de Drucker-Prager no espaco das tensdes principais

2.3. Relagdes constitutivas dos materiais

Com o objetivo de buscar uma representacdo do comportamento
elastoplastico de materiais, introduziram-se as relagdes constitutivas que
podem ser divididas em duas fases: a primeira, correspondente a fase
elastico linear do comportamento até que se atinja o limite de escoamento, e
a segunda, relativa ao comportamento plastico a partir de entdo.
Diferentemente do que ocorre com o modelo elastico linear, onde nao
caracteriza-se a plastificacdo, a relacdo constitutiva elastoplastica é
dependente do nivel de deformag&o plastica acumulada no carregamento,
ou seja, 0s niveis de tensédo e deformacdo sao relacionados em funcao do
nivel de deformacdo plastica atingido. Considera-se, também,
simplificadamente, que toda descarga da-se proporcionalmente ao modulo
de elasticidade longitudinal E (aproximacéo de descarga elastica).

De modo a facilitar a compreensao dos fen6menos de encruamento,

as relacdes constitutivas ilustradas a seguir referem-se ao comportamento
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elastoplastico uniaxial linearizado. Coloca-se ainda que as linearizagbes
propostas para 0 caso uniaxial serdo aplicadas também aos estudos
multiaxiais no espaco tridimensional das tensdes, mediante a utilizacdo dos

conceitos de tensao e deformacéo efetivas.

2.3.1. Relacéo elastoplastica perfeita

A relacdo constitutiva elastoplastica perfeita caracteriza-se por
apresentar um comportamento elastico linear até que se atinja a tensao de
escoamento do material. A partir desse instante o material perde a
capacidade resistente, e passa a deformar-se indefinidamente, mesmo sem

acréscimos de tensdes, como mostra a FIGURA 2.5.

Y / /
/ / ‘
/ /
/ /
/ / ‘
/ /
/ / ‘
o/ O/
Oy &/
oA o / ‘
o/ oy
/ @V) / ‘
/
/ o/
/ / ‘
/
/ /
A 7 \ S
/ /
/ /
3 LS B o
/
&+
/
/ /
/
/
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ 1o,
VA e

FIGURA 2.5 - Relacao elastoplastica perfeita - ilustracdo para o caso
uniaxial

Com base no diagrama da FIGURA 2.5, admite-se que as
deformacbes possam ser decompostas aditivamente, como segue:

e=¢%+¢Pf (2.14)
deste modo, pela teoria da elasticidade, pode-se escrever:

c=E.¢® =E(8—8p) (2.15)
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onde: ¢ - deformagao total,
¢” - parcela de deformacéao plastica acumulada,;
¢® - parcela de deformacao elastica acumulada,;
o - tensdo que esta sendo analisada;

c, - tensdo de escoamento do material;

E = tgB - modulo de elasticidade longitudinal do material.

As grandezas ¢,c, e &¢? devem ser expressas como fungbes do
tempo em um intervalo [0,T] < R, pois deste modo, se tornardo capazes de
representar a evolucéo das plastificacdes segundo um modelo elastoplastico

adotado. Assim, suas variacbes podem ser relacionadas por:

G=E.c® = E.(é— s'p) (2.16)

. do - de® - de - deP

. _ . e _ . _ . p_—_—
onde: o = _dt et = pro €= at e’ = pm (2.17)

R - conjunto dos numeros reais.

A condicao de plastificacao € representada por uma funcao f, onde os

estados de tensdo possiveis satisfazem a inequagéo:
fR>R/ f(G)=|G|—Gy <0 (2.18)

Define-se, também, um escalar positivo y gue corresponde ao valor
absoluto da velocidade de deformacado plastica que pode ocorrer quando
atingido o limite de escoamento (f(c) =0). O escalar deve estar associado a
um versor correspondente a direcdo do fluxo plastico. Para o caso uniaxial,
como a direcdo da velocidade de deformacado plastica € Unica, verifica-se

gue o seu sentido passa a ser dado pelo sinal da tensédo utilizada na analise,

que também é Unica.

&P = v.sin(o) (2.19)

onde: sin(c) € uma funcao a qual atribui-se o sinal da tenséo o .
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No caso multiaxial, por exemplo, essa tensdo de andlise deve ser a
tensdo efetiva associada ao critério escolhido, e a direcdo do fluxo

estabelecida pelo versor ‘r' a ser estudado no capitulo 4 desta dissertacao.

2.3.2. Relagéo elastoplastica com encruamento positivo

isotropo

A relacdo constitutiva elastoplastica com encruamento positivo
isétropo ilustrada na FIGURA 2.6, caracteriza os materiais que apresentam
comportamento elastico linear até que seja atingido o limite de escoamento,
e a partir dai, com a evolucdo da plastificacdo, passam a ampliar o seu
dominio elastico simetricamente em relacdo a meédia das tensdes de
escoamento positiva e negativa. Para o caso da FIGURA 2.6, essa média
das tensdes € nula, e a ampliacdo do dominio elastico se da simetricamente

ao eixo das deformacdes ¢.

2.0y
lintervalo eldstico inicidl
TJ\OOO*
P 0. y

2.0y +2.k.001
intervalo eldstico final

FIGURA 2.6 - Relacdo elastoplastica com encruamento positivo isotropo -
ilustragé@o para o caso uniaxial

Para o caso de encruamento isétropo, vale a mesma decomposicao

aditiva para as deformacdes e suas variagdes no tempo. O que muda, no
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entanto, € a condi¢cdo de plastificacdo que recebe a influéncia da variavel

interna de encruamento (a), e é escrita como:

fR—>R / f(c) = o[- (o, +k.a)<0 (2.20)

Para a caracterizacdo do processo de encruamento, define-se, de
acordo com o tipo de encruamento adotado para o modelo, a variavel interna
positiva o, que também pode ser expressa como funcdo do tempo. No
encruamento por trabalho, conhecido como ‘work-hardening’, a variacdo de

o, com 0 tempo é expressa por:

o=0c.g", ou o= |cs|q'( (2.21)

O encruamento por trabalho recebe esta designacao pelo fato de
associar a evolucdo da variavel interna de encruamento a evolucdo da
deformacéo plastica conjugada a tensédo de andlise. Esse conjugado tenséo-
deformacgédo exprime a conceituagao classica de trabalho.

O que normalmente utiliza-se, é a associacao da evolucdo da variavel
interna de encruamento a evolugdo exclusiva da deformacédo plastica,

designando-se assim o encruamento por deformacao ou ‘strain-hardening’.

Pl=y (2.22)

Como ilustracdo, coloca-se que o ponderador da ampliacdo do

dominio elastico na FIGURA 2.6, denominado de o,, corresponde a

deformacao plastica acumulada até o inicio do descarregamento (&), pois
trata-se de encruamento por deformacéo.

O moddulo plastico k € uma constante do material. Materiais com
comportamento elastoplastico perfeito, apresentam maddulos plasticos nulos
(iguais a zero), e materiais com encruamento positivo isétropo, apresentam k
positivo. Partindo-se da relagdo infinitesimal entre tensdo e deformacéo
plastica, escreve-se:

k(sp) - (% (2.23)
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nomeando-se o0 médulo de rigidez tangente a curva tensdo-deformacao pés

escoamento como Er=tgp *, tem-se:

do do 1 1 E
de? de-de® de de° 1 1 1_E7T
do do Er E E

2.3.3. Relacéo elastoplastica com encruamento positivo

cinematico

A relacdo constitutiva elastoplastica com encruamento positivo
cinematico, caracteriza-se pela translacdo do intervalo elastico inicial, a
medida que a plastificacdo evolui (FIGURA 2.7). A translagcéo ocorre porém
sem que haja alteracdo do intervalo elastico inicial, e 0 seu sentido é
governado pelo vetor fluxo plastico ‘r'. No caso uniaxial, 0 sentido é dado

pelo sinal da variavel de analise (sinc).

O

intervalo elastico final

2.0y

intervalo eldstico inicial

FIGURA 2.7 - Relacéo elastoplastica com encruamento positivo cinematico -
ilustragé@o para o caso uniaxial

Assim como nas outras relacbes, a decomposicao aditiva para as
deformacbes e suas variagbes no tempo sdo mantidas. A condicdo de
plastificacdo muda e passa a receber a influéncia da variavel interna de

encruamento do material (q). A variavel interna g é responsavel pelo novo
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posicionamento do centro do intervalo elastico (translacdo do ponto O para o
ponto O’).

fR>R/ f(c): |G—q|—0y <0 (2.25)

A evolucdo da variavel q é expressa em funcdo da velocidade de

deformacgéo plastica (,s'p ), € do médulo de encruamento cinematico (H):

q=Hzg" (2.26)

2.3.4. Relacdo elastoplastica com encruamento positivo

misto

A relacdo elastoplastica com encruamento misto caracteriza-se pela
combinacdo das relacdes elastoplasticas com encruamento positivo isétropo

e cinematico. A condicao de plastificacdo toma a seguinte forma:

fR—>R / f(c)=|o -0 —(o, +ka)<0 (2.27)

As relacdes obtidas para as variaveis internas (k e q) permanecem

como nos respectivos modelos tratados isoladamente.

As formulacdes apresentadas neste capitulo constituem a base para o
desenvolvimento, no capitulo 3, de um modelo constitutivo elastoplastico em
campo uniaxial para a representacdo do comportamento do elemento de
barra de grelha.
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3. UM MODELO ELASTOPLASTICO PARA AS VIGAS

3.1. Introducéao

O objetivo deste capitulo constitui o estudo e a implementacdo de um
modelo elastoplastico para o calculo de vigas de concreto armado
(dimensionamento e verificagdo), a partir dos conceitos introduzidos no
capitulo 2.

Todo o desenvolvimento tedrico é feito no campo das tensdes. No
entanto, com o objetivo de implementacdo do modelo a elemento finito de

barra ndo discretizado por camadas (modelo ndo-estratificado), procede-se,

ao final das deducdes, a integracdo da tensdo de andlise (cef) ao longo da

altura do elemento, e passa-se a analisar 0 comportamento elastoplastico do

elemento de barra com relagcdo ao momento fletor (M) e a curvatura.

Os modelos constitutivos desenvolvidos neste trabalho baseiam-se
nas hipoteses de relacdo constitutiva elastoplastica com encruamento
positivo isétropo linear, onde supde-se que o material tenha encruamento
por deformacéo (strain-hardening). Deste modo, visando a simplificagcdo na
exposi¢do do contetdo deste trabalho, toda a formulagdo desenvolve-se ja
particularizada a essas hipoteses.

O Anexo B traz um breve resumo sobre o elemento de barra de
grelha utilizado nas implementacdes.

3.2. Um breve histérico
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A aplicacdo das relagbBes constitutivas elastoplasticas baseadas na
teoria classica da plasticidade: HILL,R. (1950), PRAGER,W.;HODGE,P.G.
(1963), MENDELSON,A. (1968), tem oferecido a possibilidade de modelar
com sucesso 0 comportamento nao-linear dos materiais constituintes de
sistemas estruturais.

Na década de 1960, o Método dos Elementos Finitos (MEF) foi
estendido para a aplicacdo a problemas néo-lineares. YAMADA)Y. et al.
(1968) expbem as idéias basicas sobre a andlise elastoplastica via
elementos finitos.

NAYAK,G.C.;ZIENCKIEWICZ,0.C. (1972) generalizam  vérias
relacbes constitutivas, agrupando-as de forma sintética, para aplicacdo em
problemas elastoplasticos gerais. Datam dessa mesma €época, os trabalhos
expressivos de LIN,C.S.;SCORDELIS,A.C. (1975) e BASHUR,F.K;
DARWIN,D. (1978), considerando-se a estrutura estratificada em uma série
de camadas superpostas, o que possibilita a representacao de variacbes nas
propriedades do material ao longo da espessura.

Destacam-se, na primeira metade da década de 1980, a publicacdo
do ASCE (1982), sobre aplicacdo do MEF na analise de estruturas de
concreto armado (CA), e o texto classico de CHEN,W.F. (1982) sobre
plasticidade em CA.

A partir de 1984, SIMO,J.C. et al. iniciam uma série de publicacdes
nas areas da nao-linearidade fisica, viscoelasticidade e viscoplasticidade.
Em seus trabalhos, apresentam algoritmos voltados a implementacdo dos
modelos uniaxiais e multiaxiais desenvolvidos.

HINTON,E.; OWEN,D.R.J.(1986) editam uma coletanea de trabalhos
sobre modelagem computacional de estruturas de CA, e OWEN,D.R.J,;
HINTON,E. (1980) publicam extenso trabalho onde sdo enfocadas rotinas
especificas para a modelagem elastoplastica em campo uni e multiaxial.

PROENCA,S.P.B. (1988) trata de Modelos Matematicos do
Comportamento Nao-linear do Concreto, em tese de doutoramento.

3.3. Formulagéo basica do modelo elastopléastico
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Um modelo constitutivo, seja ele uniaxial ou multiaxial, deve abranger
leis, critérios e condi¢cdes capazes de torna-lo bem definido e consistente
com suas hipoéteses. A seguir, nos itens de ‘a’ a ‘d’, reunem-se as hipoéteses
de modelagem e os aspectos correspondentes a formulacdo basica de um

modelo constitutivo uniaxial a ser aplicado as vigas de concreto armado.
a) Decomposicao aditiva do tensor das deformacdes totais

Como exposto no capitulo 2, a decomposicdo aditiva das

deformac®es totais pode ser expressa por:

e=¢%+¢P (3.1)
b) Critério de plastificacéo

Por tratar-se de um modelo constitutivo uniaxial, o critério de

plastificacdo deve ser referido a uma Unica variavel de analise. Define-se,
entdo, uma funcdo f:R >R , denominada critério de plastificacdo e
pertencente a um espago de tensdes possiveis E_, convexo e fechado tal
que:

fR—>R / f(c)=o|- (o, +k.a)<0 (3.2)
E, = {o eR/f(c) <0} (3.3)

o interior de E, (intE,) representa o dominio elastico, e o contorno (JE, ), a

curva de plastificacdo do material em campo uniaxial.
¢) Uma lei de evolucéo das deformacdes plasticas

A lei de plastificacdo, que expressa a variacdo da deformacdo

plastica, é escrita em funcdo do produto de um escalar ({() por um vetor
direcdo. Para o caso uniaxial, como colocado no capitulo 2, a direcdo da
velocidade de deformacéo plastica € Unica, e verifica-se que o0 seu sentido
passa a ser dado pelo sinal da tensédo utilizada na analise.
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&P = v.sin(o) (3.4)

O escalar y >0 obedece a duas condi¢des, juntamente com a funcéo
que exprime o critério de plastificacao (f):

- condi¢cao de complementaridade ou de Kuhn-Tucker:

se y>0 e f<0 (pois f>0 implica f(t+ At)> 0, o que é inadmissivel)

~y.f=0 (3.5)

Essa condicdo exprime o comportamento simultdneo do par
velocidade de deformacédo plastica e critério de plastificacdo. Na regido

elastica do modelo, tem-se:

y=0 e f<0 (..y.f=0)

e na regido plastica, verifica-se que:

y>0 e f=0 (- y.f=0)

- condicao de consisténcia:

se f=0, tem-se f<0, portanto y.f:O (3.6)
A condicdo de consisténcia pode representar um descarregamento,

onde:

y=0 e f<0 (~y.f=0)
d) Uma lei de evolucao da variavel interna de encruamento (o)

A variavel interna relacionada ao encruamento isotropo do material

evolui de acordo com a deformacdo plastica, e pode ser expressa pelo

escalar y no caso de encruamento por deformagao:

(3.7)

I
N
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3.4. Formulacéo incremental do modelo elastoplastico

A formulacdo béasica apresentada no item 3.3 esta referida as taxas
de variacdo das variaveis. Para a obtencdo de um modelo constitutivo
passivel de implementacdo em cddigos de calculo, torna-se evidente a

necessidade de integragdo do modelo apresentado em um intervalo de

interesse At e[O,T] c R. Através de integracdo numérica, o0 modelo podera
ser escrito de forma incremental, tornando-se possivel atualizar as variaveis

de estado {c,sp,a}_ dadas no instante de tempo inicial t; , para seus valores
|

{o,ep,a}, no instante de tempo final t,; =t; + At apés um incremento de

i+1
forgas.

Dentre o0s procedimentos de integracdo numérica existentes,
destacam-se, para esse fim, o procedimento de integracdo explicito e o
procedimento de integracdo implicito (utilizado neste trabalho). No Anexo A
- ‘Procedimentos de integracdo numérica’, descrevem-se 0s procedimentos
de integracdo numérica, realcando-se as bases de suas formulacdes, assim
como as vantagens que podem ser obtidas com a utlizacdo do
procedimento implicito.

Da aplicagdo do procedimento de integracdo implicito as expressoes

do item 3.3, resultam:
da lei de evolucéo das deformacdes plasticas: gf = y.sin(c),

el =l + At.{(m.sin(cs(tﬂl)) =eP + Ay.sin(c(ti+1)) (3.8)

i+1

onde: Ay = At.y

i+1°

da lei de evolucéo da variavel interna de encruamento: a. =7y,

Ol =0+ At.oig = o; + At.y.(i+l =0q; + Ay (3.9)

do critério de plastificagéo: f(s) =|of —(Gy +k. a) <0,
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f(6i+l)=|6i+1|—(6y +k.0Li+1)SO (3.10)

da condicédo de Kuhn-Tucker: {/.f =0

Vi1-f(041) = Ay.f(5,1) = 0, pois At>0 (3.11)

Para que o processo iterativo possa ser iniciado, as expressoes 3.8 a
3.11 devem estar relacionadas a um estado de tensdes originario de uma
tentativa inicial que serd tomada, por simplicidade, como o resultado da
aplicacédo de relacdo elastica linear entre tensdo e deformacéo. A indicacéo
das variaveis relativas a esse estado de tensbes sera feita atraves do

superindice ‘t". Com a tentativa de comportamento elastico linear, resultam:

eP!) = &P (passo elastico) (3.12)
o' = E.[8i+l - 8?] (3.13)
Gy = (3.14)
iy =[ota| (o + ko)) (3.15)

As variaveis de estado {c,sp,a} no instante de tempo final

i+1
t,, =t + At, podem agora ser reescritas com relagdo aos seus valores

oriundos da tentativa em regime elastico linear, através de uma expressao

para Ay >0 obtida pela imposicéo da condic¢éo fi+;=0.

fia

Ay =
A partir de Ay >0, podem ser obtidas as demais variaveis de estado,

de acordo com as expressdes 3.17 a 3.19.

A expressao 3.17 ainda pode ser utilizada para provar

que: sin(cs}ﬂ) = sin(c.,).

G, =014 —E Ay.sin((sit+l) (3.17)



P _

€1 =

Qi = O + Ay

i+1

el + Ay.sin(cst )

i+1

3.5. O procedimento incremental-iterativo

7

A andlise elastoplastica de estruturas € elaborada numericamente
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(3.18)

(3.19)

através de um procedimento incremental-iterativo oriundo da integracdo do

modelo constitutivo, como o obtido nas equacdes 3.8 a 3.11. A FIGURA 3.1

ilustra as fases envolvidas no procedimento para o caso uniaxial. Para

estados multiaxiais de tensdo, ocorre a generalizacdo das curvas para

superficies de escoamento no espaco tridimensional das tensoes.

F
ext]
w(&i FPﬂ@i -
S -
ORI
LR
\

convergéncia sem a
atualizacdo da
matriz de rigidez

(2) (
i+1

estados de tensao de

9 tentativas elasticas
\
t(@
O
t(1)
- oo /|
[l I | retornos a
oot curva de
1@ escoamento
Oyl— — \ ‘
\
| \
O | |
O
| >
€ e
i i+1

FIGURA 3.1 - Procedimento incremental-iterativo para o modelo
elastoplastico

Os passos descritos a seguir, estéo ilustrados na FIGURA 3.1 com o

intuito de auxiliar a compreensao do processo, genericamente mostrado

para o incremento de forgas ‘i+1".

passo 1 - aplica-se o incremento de forcas ‘i+1’ somado ao residuo

de forcas do incremento de for¢as anterior ‘i’ a estrutura, quando existir. Isto

caracteriza o inicio da primeira iteragdo do incremento ‘i+1’. O ndo abandono
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do residuo de forgas final do incremento de forgas anterior, tem o objetivo de

promover o equilibrio final de for¢as no elemento com maior preciséo.

onde :

forcas

do equilibrio no incremento ‘', tem-se: y; =KZ.u + F™ (3.20)
no incremento ‘i+1’, aplicar-se-a o vetor de forcas:
AFSY = ARSY + (3.21)
v, - residuo de forgas do incremento de forgas ‘i’;

KiG - matriz de rigidez da estrutura, que pode ser Vvariavel

K® = K&(u;). Neste trabalho, a matriz de rigidez da estrutura ndo é
atualizada,
u’ - vetor deslocamentos nodais na iteracéo final do incremento ‘i';

F e - vetor de forgas nodais aplicadas a estrutura no incremento ‘i+1’
(correspondente & soma dos AF®* aplicados até o instante ‘i+1);

AF - vetor de incremento de forgcas de ‘" a ‘i+1’.

passo 2 - assume-se comportamento elastico linear entre o vetor de

aplicado e o de deslocamentos obtidos. Através dos deslocamentos,

determina-se o estado de tensdes relativo ao comportamento elastico linear

arbitra

onde :

onde :

do.

Au,, = [KE] AR (3.22)
portanto Ag;,; =B.Au;,; (3.23)
e Acj, =EAg, (3.24)

Au,,, - vetor de incrementos dos deslocamentos nodais de ‘I’ a ‘i+1’;

Ag,; - incremento das deformacdes globais de ‘i’ a ‘i+1’;

Ac!,, - incremento elastico das tensdes globais de ‘i’ a ‘i+1’;

B - matriz que relaciona as deformacdes aos deslocamentos nodais;

E - modulo de elasticidade longitudinal do material.

passo 3- acumula-se a tensdo total 6/, = 6, + Ac; (3.25)

i+1 i+1

o, - tensdo elastica global (tentativa inicial) a ser analisada.

passo 4- verifica-se o escoamento do elemento através do critério:
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o >0 (3.26)

i+1 Yi
onde : 67, = 6!, - tens&o efetiva para o caso uniaxial;

c, = (Gyifl + k.oci) - tensdo de escoamento para o caso uniaxial.

Yi

ef

Se ocorreu 0 escoamento, ou seja, ¢, =0, , faz-se a reducédo da

i

tensdo o/, para a curva de escoamento, obtendo-se o,,, de acordo com o

modelo constitutivo deduzido. Se ndo ocorreu o escoamento durante o

incremento ‘i+1’, cﬁfl<csy, conclui-se verdadeira a hipotese inicial de
I

t
i+1-

incremento elastico, e a tensdo ao final do incremento ‘i+1’ é: 6., = o
passo 5- através de integracdo das tensfes no dominio do elemento,
calculam-se as for¢cas nodais internas, que comparadas ao vetor de forcas

externas, determinam o residuo vy, ,. Se este for maior que a tolerancia

estipulada no modelo, retorna-se ao passo 1, aplicando-se porém, apenas o
vetor de forgcas do residuo, e caracterizando-se entéo, o inicio da 2° iteracdo
do incremento ‘i+1’. Caso contrario, se este for menor que a tolerancia
estipulada, conclui-se este incremento ‘i+1’ de forcas, e parte-se para um

novo incremento ‘i+2’, caso exista.

O estabelecimento do critério de convergéncia é de grande
importancia para 0 processo incremental-iterativo, e divide-se em
convergéncia de forcas e de deslocamentos. Para a caracterizacdo da
convergéncia segundo o critério de forgas, toma-se como referéncia a norma
do vetor residuo, que atua como um dos parametros de controle do
processo.

O vetor residuo de forcas em um elemento na iteragcdo ‘| do
incremento ‘', resulta da diferenca entre as componentes do vetor de forcas
aplicado e do vetor de forcas internas obtido através de integracdo das
tensdes no dominio desse elemento. A integracdo € efetuada segundo os

pontos-amostra de tensbes ou pontos de Gauss, que neste modelo
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confundem-se com os nos do elemento. Para a estrutura, o vetor de
residuos deve ser calculado com a contribuicdo de todos os elementos
finitos, como segue:

ne Le )
v, :[Z JBT.G{.dLej+Fie“ (3.27)

e=1l 0

onde : L - comprimento do elemento analisado;

ne - numero de elementos finitos.

Oportunamente, coloca-se que os referidos vetores de forca
abordados neste trabalho sdo compostos por for¢cas segundo o eixo global Z
(transversais), e momentos fletores concentrados nos nés da estrutura.

Estabelece-se que a convergéncia do processo iterativo, quanto as
forgas, foi atingida no instante em que a raz&o entre a norma do vetor de
residuos de forcas e a norma do vetor de forcas aplicadas esteja dentro da
tolerancia estipulada. A convergéncia em deslocamentos € atingida no
instante em que a razao entre norma do incremento de deslocamentos para
a estrutura (globais) entre duas iteracbes consecutivas, e a norma do

respectivo vetor global esteja dentro da tolerancia estipulada.

Il ol a2
T |
onde : H H - representa a norma Euclidiana de um vetor;

\yij - vetor residuo de forcas na iteragdo ‘j’ do incremento ‘i’;
F' - vetor de forgas no incremento 'i';

ul - vetor deslocamentos da iterag&o ‘j’ do incremento ‘’;

Au! - vetor dos incrementos de deslocamentos na iterag&o ‘j’;

t- e t, - tolerancias em forga e deslocamento respectivamente.

3.6. A implementagdo no Sistema ANSER
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Colocam-se neste item os aspectos relevantes da implementacao do
modelo proposto neste capitulo.

Como ja mencionado anteriormente, por tratar-se de um modelo nédo-
estratificado destinado a andlise de vigas de concreto armado, torna-se
necessaria a integragdo da tensdo de andlise (o) ao longo da altura da
viga, de modo a exprimirem-se as relacdes elastoplasticas coerentemente
em termos do momento fletor e da curvatura. Caracteriza-se como variavel

de andlise, entdo, o momento fletor atuante (M).

M= [o%.zdz (3.29)

onde: h - altura da viga.

Com o0 modelo expresso no campo dos momentos fletores e das
curvaturas, torna-se necessaria a quantificacéo da rigidez da viga em termos
de um diagrama momento-curvatura trilinear convencional como o proposto
FIGURA 3.2.

escoamento

u————;—— . -
My* — = | Situacgao
e | dltima
-

‘ :
e & a7

FIGURA 3.2 - Diagrama momento-curvatura trilinear idealizado para secfes
de concreto armado
onde: M, - momento de fissurac¢édo da secao;

My - momento de escoamento da secao;

My - momento relativo a situacao Ultima da secao;

1 . ~
(— - curvatura correspondente ao momento de flssurag;ao;

M,
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1
(—j - curvatura correspondente ao momento de escoamento;

My

1 - ~
(—j - curvatura correspondente ao momento Ultimo para a secao.
r

u

Para o campo de momentos fletores e curvaturas, a matriz
constitutiva ‘E’ deve ser substituida coerentemente pelo médulo de rigidez a
flexdo (E.l), e a matriz ‘B’, passa a relacionar os deslocamentos nodais as
curvaturas (1/r).

Os esforcos de analise devem ser obtidos nos pontos-amostra. A
determinacdo geométrica desses pontos no dominio do elemento é de
grande importancia, pois os esforcos solicitantes ocorridos nesses pontos
serdo representativos de todo o elemento tanto na verificacdo do
escoamento, como do seu emprego como pontos da integracdo de Gauss
(numérica) indicada pela expressdo 3.27. Muitos autores, como
OWEN,D.R.J.;HINTON,E. (1980), utilizam pontos-amostra localizados no
interior do elemento finito.

O elemento de barra de grelha implementado neste trabalho é dotado
de um campo de deslocamentos transversais (w) cubico ao longo de seu
comprimento. Desse modo, pode-se concluir que o campo dos momentos

fletores (M), seja linear dentro do elemento, pois sdo dependentes da 2°
derivada dos deslocamentos (M=-E.l.(w')). A adocdo de pontos-amostra

internos ao elemento, neste caso, levaria a introducdo de erro, pois, se a
distribuicdo dos momentos fletores é linear no dominio do elemento, os seus
extremos (n6s), devem apresentar os valores mais significativos para esse
esforco. Exatamente por esse motivo, neste modelo, 0s pontos-amostra
foram tomados como sendo os proprios nds dos elementos finitos.

A expresséo para a determinagdo do residuo de forgas indicada em
3.27, pode ser reescrita como uma soma (nos elementos finitos da estrutura)

da integracao do residuo de momentos fletores:

ne Le ) ne Le
yi =2 [BloldL,+F™ =3 [BAM..dL, (3.30)
e=1l 0 e=1l 0
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onde: L. - comprimento do elemento;

B - matriz que relaciona as curvaturas aos deslocamentos nodais;

AM, =M} —M, - representa a diferenca entre os momentos fletores

nodais oriundos da tentativa em regime elastico linear, e 0s momentos
fletores obtidos pela aplicacdo do modelo elastoplastico no elemento.

O modelo apresentado neste capitulo, apesar de simples em relagédo
a outros ja desenvolvidos pelos meios técnico e cientifico, mostra-se
bastante representativo do fenbmeno do comportamento nao-linear fisico de
vigas metélicas e de concreto armado, e os exemplos do capitulo 5 ilustram

e confirmam a sua eficiéncia.
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4. UM MODELO ELASTOPLASTICO PARA AS LAJES

4.1. Introducao

Este capitulo traz a proposta de um modelo elastoplastico destinado a
representacdo do comportamento de lajes de concreto armado. O modelo
proposto € incorporado ao elemento finito de placa triangular de formulacéo
livre denominado T3AF, e ao quadrilatero composto pela condensacéo
estéatica de quatro elementos triangulares. O Anexo B traz um breve resumo
sobre o elemento T3AF, abordando alguns aspectos de sua formulacao.

A caracterizacdo do comportamento elastoplastico do elemento de
placa ocorre segundo uma generalizacdo do modelo uniaxial, para o campo
triaxial. No entanto, a aplicacdo de um modelo generalizado (como o
tridimensional) a analise de placas poderia violar a condi¢do de estado plano
de tensbes (EPT). Deste modo, promove-se uma nova particularizagdo do
modelo objetivando-se a garantia da condicdo de EPT durante o processo
de analise.

O desenvolvimento tedrico é feito no campo das tensdes. No entanto,
por tratar-se de implementacdo a elemento finito ndo discretizado por

camadas (modelo ndo-estratificado), procede-se, ao final das deducbes, a
integracdo da tensdo de analise (cef) ao longo de sua espessura, e passa-
se a analisar o seu comportamento elastoplastico com relagdo ao momento

efetivo (Mef) escrito em funcdo dos momentos de placa (MX,My,MXy).
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O modelo desenvolvido baseia-se em relacdo constitutiva
elastoplastica com encruamento positivo isétropo linear ocorrendo por

deformacéo (strain-hardening), e critério de escoamento de Von Mises.

4.2. Um breve histoérico

Coloca-se, concisamente, um histérico sobre a evolucdo da
plasticidade em campo multiaxial, omitindo-se os trabalhos classicos ja
referenciados no item 3.2 deste trabalho.

A partir da década de 1960, o Método dos Elementos Finitos (MEF) foi
estendido para a aplicacao a problemas nao-lineares.
MARGCAL,P.V.KING,I.P. (1967) apresentam trabalho sobre a aplicacdo do
MEF a problemas elastoplasticos bidimensionais. A aplicacao particular as
placas é feita por ARMEN,H. et al. (1968) e MALLET,R.;MARCAL,P.V.
(1968). WHANG,B. (1969) analisa placas e cascas de comportamento
elastoplastico com o modelo em camadas. ZIENCKIEWICZ,0.C. et al.
(1969), publicam um importante trabalho em que o Método das Tensdes
Iniciais, largamente utilizado até a atualidade, é apresentado para a solucao
de problemas elastoplasticos com o uso do MEF-.

BELITSCHKO,T.;VELEBIT,M. (1972) utilizam elemento triangular de
momento constante para a analise elastoplastica de placas. Na década de
1970 aparecem os primeiros trabalhos que, com sucesso, aplicam a analise
elastoplastica com o MEF em lajes de concreto armado (CA), destacando-se
os de HAND,F.R. et al. (1973) e DOTREPPE,J.C. et al. (1973). Ainda na
década de 1970, LIN,C.S.;SCORDELIS,A.C. (1975) e BASHUR,F.K,;
DARWIN,D.(1978), publicam trabalhos considerando-se a estrutura
estratificada em uma série de camadas superpostas, o que possibilita a
representacdo de variacfes nas propriedades do material ao longo de sua
espessura.

Destaca-se, na primeira metade da década de 1980, a tese de
FIGUEIRAS,J.A. (1983), sobre a analise limite de placas e cascas
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anisotrépicas e de CA, com nao-linearidades fisica e geométrica, excelente e
detalhado estudo sobre o assunto.

A partir de 1984, SIMO,J.C. et al. iniciam uma série de publicacbes
nas areas da nao-linearidade fisica, viscoelasticidade e viscoplasticidade,
apresentando algoritmos voltados a implementacdo dos modelos abordados
para varios elementos estruturais. AUFARE et al. (1986) analisam lajes em
comportamento elastoplastico sob carregamento dinamico.

HU,H.T.;SCHNOBRICH,W.C. (1991) publicam trabalho sobre a
aplicacdo do MEF a analise de placas e cascas de CA sob carregamento
monotonicamente crescente. E assumido o modelo em camadas, com
relacdes constitutivas dos materiais bem elaboradas. Em tese de
doutoramento, CORREA,M.R.S. (1991) propds um modelo simples para a

analise de lajes de concreto armado.

4.3. Formulacéo basica do modelo elastoplastico

Procura-se, a seguir, de acordo com os itens de ‘a’ a ‘d’, definir as
hipoteses de modelagem e os aspectos correspondentes a formulacéo
basica de um modelo constitutivo geral (triaxial), segundo uma generalizacao

do modelo uniaxial.
a) Decomposicao aditiva do tensor das deformacdes totais

Devido a generalizacdo para o estado tridimensional de tensfes, as

deformagdes (¢) e as tensdes (o) sdo agora representadas por tensores.

Deste modo, a decomposi¢cdo aditiva do tensor das deformagfes totais é

expressa por:

e=Vu—> ¢ =¢°+¢€P (4.1)

onde: V®u - parcela simétrica do tensor gradiente dos deslocamentos;

e® - parcela elastica da deformagcao total;

P - parcela plastica da deformacéo total.
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b) Critério de plastificacéo

Em se tratando de um modelo constitutivo triaxial, o critério de

plastificacdo deve referir-se a uma variavel denominada de tenséo efetiva

(cef), que deve ser representativa do critério adotado. Para o critério de Von

Mises, a tensdo efetiva é expressa por: ¢ = V33, .

O critério definido pela funcdo f:LinxR™ — R, é denominado critério
de plastificacdo. As tensdes possiveis a um determinado critério devem

pertencer a um conjunto E_ convexo e fechado tal que:

f.LINXR™ — R/f(0,0) = |0

~(oy +ka)<0 (4.2)
E, ={(0,0) eLinxR™ /f(c,0) < 0} (4.3)

onde : ¢® =./3.J, -tenso efetiva para o critério de Von Mises;

m - niamero de componentes do vetor ‘q’ que relne os parametros e
as variaveis internas relacionadas com o encruamento;

Lin - espaco de tensores de 2% ordem.

O interior de E_ (f<0), representa o dominio elastico, e o contorno

OE, (f=0), a superficie de plastifica¢cédo do material.

intE, = {(G, q) eLinxR™ / f(c,q) < 0} e 0E, = {(G, q) eLinxR™ / f(c,q) = O}
¢) Uma lei de evolucéo do tensor de deformacdes plasticas

A lei de plastificacdo que expressa a variacdo da deformacéao plastica,
é expressa em fungéo do produto de um escalar ({() por um vetor direcao:

£ =7[r(c.q)] (4.4)

p

- de . ~ .
onde: ef = T representa a velocidade de deformacéao plastica;

r eLinxR™ — Lin - vetor que determina a direc¢do do fluxo plastico;

{( >0 é um escalar que obedece as condi¢bes de complementaridade
(Kuhn-Tucker), e de consisténcia.



35

As condicbes de Kuhn-Tucker e de consisténcia permitem-nos avaliar
0 que ocorre no processo de andlise em termos do estado de carregamento/
descarregamento, de acordo com as colocac¢des dos paragrafos seguintes.

Suponha-se, inicialmente, um estado de tenséo {c,q} eint(E,), que

leva, de acordo com a expressao 4.2, a f(c,q)< 0. Da condicdo de Kuhn-

Tucker, conclui-se que se {(.f:O e <0, entéao {(:O, ou seja, P =0.

Conclui-se que e=¢®, o que configura uma situacdo de resposta

instantanea elastica do material.

Por outro lado, admita-se agora que {cs,q} e0E_, 0 que implica em

o!?

f(c,q) = 0. Da condi¢do de Kuhn-Tucker, pode-se admitir y >0, 0 que gera

duas situacbes distintas a serem analisadas. Primeiramente, admite-se

f(o,q)<0. Da condicdo de consisténcia ({(f =0), conclui-se que {/:0, 0

que caracteriza o descarregamento de um estado plastico. Admite-se agora,

que se f(cs, q) =0, a condicdo de consisténcia € automaticamente satisfeita.

Neste caso, se 7>0, configura-se o carregamento plastico. Se yzo,

configura-se o chamado carregamento neutro. Em resumo, colocam-se:

f<0« (c,q) eint(E,) > y =0 - carregamento elastico;
f=0c (c,q) eoE,: f<0— y = 0 - descarregamento elastico;
f=0e y > 0 - carregamento plastico;

f=0e y =0 - carregamento neutro. (4.5)

O carregamento neutro caracteriza-se por modificar o estado de
tensBes, mantendo-o, no entanto, sobre a superficie de escoamento do
material sem provocar, consequentemente, a evolucdo da superficie de

plastificacdo (evolu¢cdo do encruamento).
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d) Uma lei de evolucdo do vetor que reune os parametros de

encruamento

Os parametros e as variaveis internas relacionados ao encruamento

do material, sdo dispostos em um vetor q eR™, cuja lei de evolugdo também

é obtida em funcéo do escalar y, e expressa por:

a=—7[h(c,0)] (4.6)

h eLinxR™ — R™ define o tipo de encruamento, e o sinal negativo da
consisténcia termodinamica ao processo dissipativo associado ao

encruamento.

onde:

Os vetores h(cs,q) e r(c,q) podem ser associados as derivadas

parciais da fungéo f(c,q), através das leis associativas:

s—f =f, =r(c,0) (regra da normalidade) (4.7)
(e}

of
D.a—q =D.f, =h(s,q) (4.8)

k 0 . , , "
onde: D= [ - matriz que reune os moédulos plasticos de encruamento;

k - médulo plastico de encruamento isétropo;
H - mddulo plastico de encruamento cinemaético.

Esta associacdo, ilustrada na FIGURA 4.1, tem como objetivo

principal estabelecer a perpendicularidade entre a direcdo do fluxo plastico e

a superficie de escoamento (JE, ), assim como f .
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FIGURA 4.1 - Representacéo gréafica do vetor fluxo plastico r(cs, q) sobre o
dominio elastico (intE_ ) no espago das tensfes

Segundo CORREA,M.R.S. (1991), “As nocbes de fluxo pléastico,
escoamento, regra da normalidade, etc. estdo associadas ao
comportamento dos metais ducteis. No concreto ndo ha fluxo plastico, e é
questionavel, sob o ponto de vista conceitual, a aplicacdo da regra da
normalidade”. Em termos praticos, a aplicacdo desses conceitos ao concreto
tem fornecido bons resultados, como atestado em muitos trabalhos, dentre
eles: HAND,F.R. et al. (1973), DOTREPPEJ.C. et al. (1973),
LIN,C.S.;SCORDELIS,A.C. (1975), BASHUR,F.K.;,DARWIN,D. (1978),
BERGAN,P.G.;HOLAND,I. (1979), ASCE (1982), CHEN,W.F. (1982),
FIGUEIRAS, J.A. (1983), KLEIN, D.G. (1986), CERVERA,M.;HINTON,E.
(1986), SIMO,J.C.:HUGHES,T.J.R. (1988), PROENCA,S.P.B. (1988), e
CORREA,M.R.S. (1991).

4.4. Formulagao incremental do modelo elastoplastico

As expressdes 4.1 a 4.8, que definem um modelo elastoplastico
basico, podem ser reescritas em funcéo da parte desviadora do tensor das
tensdes, aqui denotado por ‘S’. A expressao do critério de Von Mises, dada
por 4.2, pode ser reescrita como:

f(c,0) = y2., - g(cy +k.a) (4.9)

0 invariante J, pode ser escrito em fungéo do tensor das tensoées:
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1 1
Jz=§Wﬂ2—g@mf (4.10)
onde: S= c—itrc;

3

o - tensor das tensdes no espaco tridimensional,

trc =0, +0, + 05 - € 0 traco do tensor das tensdes o .

por sua vez, a norma do tensor ‘S’ pode ser escrita como:

5= lof* - 1(to)’ @)

a partir das expressoes 4.10 e 4.11, reescreve-se 0 critério como:

f@x®=mﬂ—Jg@y+ka) (4.12)

e redefine-se a evolucéo das deformacdes plasticas:

.5 .
P =y—=vyn (4.13)

S|
onde: n:ﬁ:r(o,q) - corresponde ao vetor unitario que determina a

direcéo do fluxo plastico segundo uma lei associativa (r(c, Q) = fc).

Necessita-se agora, a definicAo de deformacgéo plastica efetiva o.
Esta variavel deve ser definida de tal modo a recuperar-se o caso uniaxial.

Deste modo, a partir da definicdo classica de deformacéao plastica efetiva:

aozﬂjgswﬂp (4.14)
obtém-se:
o= %a (4.15)

e, a evolucéo da deformacéo plastica efetiva, torna-se:

&zy.é (4.16)
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De modo a adaptar as expressfes 4.12 a 4.16, a representacdo do
comportamento relativo ao EPT (GZ =Ty, =Ty, = O), necessita-se uma
particularizacdo das relacdes, através da introducdo de uma matriz ‘P’ que
relaciona o tensor de um estado plano de tensdes ao respectivo tensor
desviador 'S* (incompleto), omitindo-se a representacdo da componente de
tensdo desviadora segundo uma terceira direcdo, aqui denominada direcao
‘2’ (Szz).

S*=P.c (4.17)

onde: S= {SXX Sy Sy Sy } - representa o tensor desviador completo;

Cux Oy | .
Sz ="0m = _[T '

S*= {SXX Sy Sy } - representa o tensor desviador incompleto;

2 -1 0
P= 1 -1 2 0/ - matriz que relaciona o tensor das tensées c, com
0 0 6

0 respectivo desviador.

desse modo, pode-se reescrever ||S| como:

IS| =SS = {S*? +s2, =/S*? +5?, (4.18)
IS|=[S** +{o,(S* = || S*+{6n|S*= | S*+op ¢|Po
0 0 0

|S|=VoPo (4.19)

onde: o' - tensor das tensdes transposto.

Com base na equacao 4.19, reescrevem-se as expressoes 4.12, 4.13
e 4.16 como:

f(5,0) = Vo Po - \E(cy +k.al (4.20)
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&P = 7Po (4.21)
- . 2 T
o=y gg Po (422)

Integra-se, a seguir, o modelo triaxial adaptado ao EPT em um

intervalo de interesse Ate[O,T]cR. A integracdo ocorre segundo um

procedimento puramente implicito (0o Backward-Euler Difference Scheme),
proposto por SIMO,J.C.;HUGHES,T.J.R. (1988). As relagdes constitutivas

poderdo ser escritas de forma incremental, viabilizando-se a atualizacéo das

variaveis de estado {c,sp,&}_ dadas no instante de tempo inicial t; , para seus

valores {c,s”,&} no instante de tempo final t,, =t +At. Ap0s a

i+1

integracao, as expressoes 4.1 e 4.20 a 4.22 resultam:

e, = el +eb, At=¢l +y,_ AP, =P +7,,Po,, (4.24)
_ _ - . 2_ _ 2_
Qg =0 + i At =0 +y,,, At gfm =ait7,, §fi+1 (4.25)
Oiyy = C[8i+1 —8!11] (4.26)

onde: vy, = At.{(i+1 para simplificacdo da notacao utilizada;
Qi - deformacdo plastica efetiva no incremento ‘i+1’;

r T .
fig = \JGi+1PGi+1 ’

C - matriz dos modulos constitutivos de rigidez para o EPT.

A condig&o de complementaridade de Kuhn-Tucker, reescreve-se:
f(0111:Gisr) < 0

Vin 20

Visaf(0141,Gier) = 0, pois At>0 (4.27)
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Para que o processo iterativo possa ser iniciado, as expressoes 4.23
a 4.27 devem estar relacionadas a um estado de tensdes originario de uma
tentativa inicial que serd tomada, por simplicidade, como o resultado da
aplicacé@o de relagdo elastica linear entre tensdo e deformacéo. A indicacéo
das variaveis relativas a esse estado de tensdes sera feita atraves do

superindice ‘t'.

iy = C[8i+1 - Sip] (4.28)
gue resulta em:

€y =& + VU (4.29)

it = (4.30)

fly = f((’it+11CIi+1) (4.31)

Ei+1(Y) = [C_l + Yi+1p]_l (4.32)

Gij1 = Ei+1(Y)C_1Git+1 (4.33)

onde: Z.,(y) - representa a matriz elastica tangente modificada.

As expressbes 4.27, quando relacionadas ao estado de tentativa,
possibilitam verificar uma situacdo de carregamento em regime elastico ou

plastico, com base nas seguintes condi¢des:

a)se fl, <0—>f,, <0

e portanto: y;,,f,; =0— y,; =0 (incremento elastico)

i+1
b)se fl, >0 > #e,,, > Vi1 20>y, >0 (v, > 0 p/ definig&o)

e portanto: y;,,f,;, =0—f,; =0 (incremento plastico)

i+1 i

As expressoes 4.29 a 4.33, que representam o estado de tentativa em

regime elastico linear, dependem da determinagdo do parametro y, o qual

pode ser obtido pela imposicdo do critério (f=0) no instante ti.;. Assim, a
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expressao f:f(c,q), pode ser escrita na forma f=f(y). Suponha-se

(f(o,q) € aEc), entdo:
f(s,9) = f(o,0) - \E K(ai1) =0, (4.34)
onde: k(&m) = (cy + k.&m).

elevando-se ao quadrado ambos os membros da expressao, tem-se:

£2 F - Zf\/g k(am) +%.k2(&i+1) = %fz ~f, \/% k(&m) +%-k2(ai+l) =0

agrupando-se os termos semelhantes, vem:

%.fz —%.kz(am) \E.(E;f—l =0 (4.35)

k 0Li+1)

lembrando-se da expressao 4.34, onde:

f= \Ek(&m)

que, introduzida na expressao 4.35, fornece:

\/7 0€|+1
lf —1 a|+1 \/7 -1 —O

2 0C|+1
de onde conclui-se que:
1-2 1 —
Efi+l—§-k2(0€i+1)=0 (436)

gue pode ser escrita na forma:

[f(Y i+1)] ? = %[f(Y i+1)] ’ —[R(Y i+1)] g 0 (4.37)
onde: [R(y i+1)]2 = %[k(&m)r = %H&i + \/%.ym.fm(y Hl)} (4.38)

Para o caso de isotropia, a matriz constitutiva C, e a matriz P tém as
mesmas caracteristicas, e podem ser reescritas em funcdo de matrizes

diagonalizadas como:
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P=QApQ’ (4.39)
C=QAcQ’ (4.40)
11 0 1 v 0
1 E
onde:Q:T. -1 1 0 |; C=l >jv 10 |
2lo 0 V2 S I e
2
1 00 E 0
3 1-v
Ap=|0 1 Of; Ac=| 0 2 O
00 2 0 0

reescrevendo-se a expressao para f*, tem-se:

- \2

(m) —6"Po ='QApPQ s (4.41)
e, utilizando-se a diagonalizacdo dada em 4.39 e 4.40, manipula-se a
expressao 4.41 que pode, entdo, ser escrita segundo um estado de tenséo
relativo a tentativa em regime elastico.

t t)? t t)? )
[f(ynl)] = (GX +Gy) + (Gx _Gy) +4(T xy) (4.42)

IRE N

Em resumo, o procedimento de atualizagdo das variaveis de estado

{c,sp,&}_, para seus valores {c,sp,&} , devido a um acréscimo de
I

i+1

carregamento, pode ser descrito como:
- Imposicéo de incremento em regime eléstico linear

(expressoes 4.28 a 4.31);

— 2
- Resolugéo da equagéo 4.37 com [f(y i+1)] dado pela expresséo
4.42, obtendo-se o valor de v, ;

- A partir de v,,,, determinam-se as variaveis de estado no instante

‘i+1’, pelas expressoes 4.32, 4.33, 4.25 e 4.24 (na ordem indicada).
4.5. O procedimento incremental-iterativo
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O procedimento incremental-iterativo utilizado para a analise do
elemento de placa desenvolve-se similarmente ao procedimento empregado
na andlise do elemento de barra, e por esse motivo, 0 presente capitulo
contemplarda uma abordagem sucinta, ressaltando-se apenas 0s aspectos

que diferenciem este procedimento do abordado no capitulo 3.

estados de tensao
de tentativas

convergéncia sem a
F atualizacdo da

matriz de rigidez
ext@
w( )’7 P — —
1
i+1 Fi(ﬂf E 4 \
@ o mef - ‘A (2 ‘
+
| | AUy
. \
. |
ext
S . \
| . \
. |
| @\ \ Lo
© ©) @ ©
i Uit Ui Ui

FIGURA 4.2 - Procedimento incremental-iterativo para o modelo
elastoplastico triaxial

A FIGURA 4.2 representa o comportamento do estado de forcas e
seus respectivos estados triaxiais de tensdo em uma estrutura genérica. No

espaco das tensdes desviadoras, o critério de Von Mises corresponde a uma

hiperesfera de raio J2.R, ou, de acordo com a expressado 4.38:

J2.R= \/%.(k.am)-

passo 1 - aplica-se o incremento de forcas ‘i+1’ somado ao residuo
de forcas do incremento de for¢as anterior ‘i’ & estrutura, quando existir. Isto

caracteriza o inicio da primeira iteracdo do incremento ‘i+1’.

do equilibrio no incremento ' , tem-se v, =KZ.uf +F (4.43)
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no incremento ‘i+1’, aplicar-se-a o vetor de forcas:

AR = ARSY + v, (4.44)

passo 2 - assume-se comportamento elastico linear entre o vetor de

forcas aplicado e o de deslocamentos obtido.

Aunlz[KFT3AF§f , (4.45)

portanto Ag;,; =B.Au;,, (4.46)

e Ao, =C.As,, (4.47)
com a tentativa de comportamento elastico linear, resultam:

eP) = gP (4.48)

Qi = O (4.49)

passo 3- acumula-se o tensor de tensdes c;, = 6, + Ac},, (4.50)

onde : 6}, - tensor de tensdes elasticas (tentativa inicial) a ser analisado.

passo 4- verifica-se 0 escoamento do elemento através do critério de

Von Mises:

SN (4.51)

onde : f' =,/2.J;, - tensdo efetiva do critério de Von Mises relativo ao

estado de tentativa de acordo com a expressao 4.9;
2/ — ~ .
G, =0, + —(k.oci) - tens@o de escoamento para o caso triaxial.
i i-1 3

A atualizacdo da tensdo de escoamento se d& a partir da tenséo de

escoamento inicial (cy), sendo sua primeira atualizacdo dada

poric, =o,+ %(k.al).

Se ocorreu 0 escoamento, ou seja, ot > o, . faz-se a reducéo do

i
tensor de tensdes c,, para a superficie de escoamento, obtendo-se o;,, de

acordo com o modelo constitutivo deduzido. Se ndo ocorreu o escoamento
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durante o incremento ‘i+1’, of < o, » conclui-se verdadeira a hipétese inicial

i
de incremento eléstico, e o tensor de tensdes ao final do incremento ‘i+1’ é:

t
Giy1 = Ojy1-
passo 5- através de integracdo das tensdes no dominio do elemento,
calculam-se as for¢cas nodais internas, que comparadas ao vetor de forcas

externas, permitem determinar o residuo vy, ,. Se este for maior que a

tolerancia estipulada no modelo, retorna-se ao passo 1, aplicando-se porém,
apenas o vetor de forcas do residuo, e caracterizando-se entéo, o inicio da
2% iteracdo do incremento ‘i+1’. Caso contrario, se este for menor que a
tolerancia estipulada, conclui-se este incremento ‘i+1’ de forcas, e parte-se
para um novo incremento ‘i+2’, caso exista.

O vetor residuo de forcas para a estrutura na iteragdo ‘' do

incremento ‘' pode ser escrito como na expressdao 3.27:

v, = Z [BTcl.dA, | +F™.

e=1 A,

onde: ne - nimero de elementos;

A - area do elemento.

Assim como no modelo implementado as barras, a convergéncia do
processo iterativo (dentro de um incremento de forcas), é controlada
segundo dois critérios: critério de convergéncia de forcas e de
deslocamentos.

Estabelece-se que a convergéncia do processo iterativo quanto as
forgcas foi atingida no instante em que a razao entre a norma do vetor de
residuos de forcas e a norma do vetor de forcas aplicadas no incremento
esteja dentro da tolerancia estipulada. A convergéncia em deslocamentos é
atingida no instante em que a razdo entre norma do incremento de
deslocamentos para a estrutura (globais) entre duas iteragbes consecutivas,

e a norma do respectivo vetor global esteja dentro da tolerancia estipulada.

LT b @52
SR TR |
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onde : H H - representa a norma Euclidiana de um vetor;
\pij - vetor residuo de forgas na iteracao ‘j’ do incremento ‘i’;
AFS - vetor dos incrementos de forga no incremento i’
uij - vetor deslocamento do estado de equilibrio final do incremento ‘1’;

Auij - vetor dos incrementos de deslocamentos na iteracéo j’;

t- e t, - tolerancias em forga e deslocamento, respectivamente.

4.6. A implementacdo no Sistema ANSER

4.6.1. Determinac&o da raiz da fungéo f*(y)

Para a determinacao da raiz (y) da equacao 4.37, que representa a

superficie de escoamento de raio J2.R, empregou-se o Método de Newton
devido a sua rapida convergéncia (quadratica), e possivel aplicabilidade para

a resolucdo desta equacdo em especifico, pois um estudo sobre o
comportamento da curva fz(y)xy para varios estados de tenséo
significativos mostrou-a invariavel em seu aspecto. Como 1% aproximacao da
variavel v, inicializando-se a resolugéo, aplica-se o Método de Newton em
y = 0. Desta aplicagao, inicializa-se o método com vy, que, para 0S casos
analisados atingiu, na pior hipétese, 75% do valor final para a variavel vy .

A FIGURA 4.3 mostra o aspecto das curvas envolvidas, e os pontos

caracteristicos da curva f*(y).y paray=0ey =.
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ST, R, fo
—2
) {0 Yo = 1% aproximagéo
f(7=0)
tangente em >\ 0%
v=0 % (
S~

()

f(z o) — j:&
-R®)

FIGURA 4.3- Comportamento da Curva f2(y)xy

fz(yzoo):—— Gy+k. &i+1+ + <0

— 2
K.oi
fz(y—O)—%[(Gtx0;)2+0§.G;}+(T§y)t!%] 20;

t
xy

t

cx,c;,t - representam o estado de tentativa elastico para o EPT;

G = _E . maodulo de elasticidade transversal.
2.(1+v)

4.6.2. A integracao da tensao de analise

Por tratar-se de um modelo de analise aplicado a elemento finito n&ao-

estratificado, torna-se necessaria a integracdo da tens&o de andlise (¢°®) ao
longo da espessura da placa, de modo a exprimirem-se coerentemente as
relagbes elastoplasticas em termos de diagramas momento-curvatura
trilineares conforme o idealizado na FIGURA 3.2. Caracteriza-se como

variavel de andlise entdo, o momento fletor efetivo (M*") dado por:
M = [c*.zdz (4.53)

onde: h - espessura da placa.
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Para o EPT no plano xy, o momento efetivo pode ser expresso de

acordo com os esforcos de placa, através da integracdo da tenséo efetiva

dada por /2.J, :

Ve — \/%(MZ + M — MM, )+ 2.M (4.54)

A relacdo entre os momentos fletores e as curvaturas € dada pela

matriz ~ constitutiva ‘C’  adaptada  coerentemente  para @ ‘C*:

1 v 0
h3
C*ZE.C:D. L 1 0
00 1-v
2
3
onde: D = Eh )
12.(1—02)

E desse modo, a matriz ‘B’ passa entdo a relacionar o0s

deslocamentos nodais as curvaturas (1/r) no dominio do elemento.

4.6.3. A determinacdo do residuo de forcas

A expressado para o residuo de forcas indicado em 3.27 pode ser
reescrita em funcdo da soma da integracdo dos residuos de momentos
fletores nos pontos de Gauss para cada um dos elementos finitos:

e=1 e=l Ae

v, = {Z IBch.dAej +F™ = Z jBTAMe.olAe (4.55)
Ae

onde: B - matriz que relaciona as curvaturas aos deslocamentos nodais;

AM, =M} —M, - representa a diferenga entre os momentos de placa

(M‘X,M‘y,M;y)nos pontos de Gauss oriundos de tentativa em regime

elastico linear, e os momentos de placa (Mx,My e M,y) obtidos pela
aplicacdo do modelo elastoplastico.
4.6.4. Melhorias no Sistema
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O sistema ANSER ja possuia as rotinas de um modelo elastoplastico
integrado segundo um procedimento explicito. Encontrava-se implementado
o elemento de placa triangular com um ponto-amostra de esfor¢cos, ou ponto
de integracdo de Gauss (no C.G. do elemento), e com quatro pontos-
amostra (no C.G. e em mais trés pontos de Gauss no dominio do elemento).
Toda a parte referente a analise elastoplastica foi entdo removida, e em seu
lugar, introduzido o modelo elastoplastico abordado neste trabalho,
proporcionando todas as vantagens que um modelo integrado implicitamente
POSSUi.

O modelo elastoplastico deduzido neste capitulo foi incorporado ao
elemento finito triangular de placa T3AF, e ao elemento finito quadrilateral
formado pela condensacdo estética de quatro elementos triangulares. O
sistema ANSER passou a empregar 0s elementos triangulares e
quadrilaterais para a andlise de placas, de acordo com o procedimento

descrito a seguir:

a) utilizam-se elementos finitos triangulares com 4 pontos de saida de
esforcos quando estes sdo abordados isoladamente, e elementos
triangulares com 1 ponto de saida de esfor¢cos quando da composi¢do do
quadrilatero, como ilustrado na FIGURA 4.4.

CG do triangulo componente

4 pontos-amostra

\ CG do triangulo

CG do quadrilatero

4 pontos-amostra

FIGURA 4.4 - Pontos-amostra e acoplamento para a formacgéo do
quadrilatero

b) obtém-se as matrizes de rigidez (k®), momento-deslocamento (M),
e 0s vetores dos esforcos iniciais (M), e de forcas (F) para o quadrilatero a

partir do acoplamento das matrizes e vetores do elemento triangular, com
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posterior condensacao estatica dos graus de liberdade (gdl) internos do
quadrildtero. A subrotina de condensacdo utilizada foi a proposta por
WILSON,E.L. (1974). Deste modo, tem-se a reducéo dos gdl das matrizes e

vetores, conforme esquema a seguir:
k®(15,15) » k°(1212)
M(12,15) — M(12,12)
Mo (15) - M, (12)

F(15) - F(12) (4.56)

A partir das matrizes e vetores dos elementos triangulares (isolados) e

quadrilaterais, monta-se o sistema global de equacdes.

C) resolve-se o sistema de equacdes e obtém-se os deslocamentos. A

partir destes, determinam-se, através da matriz momento-deslocamento, os

esforgos M;,M;,Mf(y nos pontos-amostra dos elementos. Se um elemento

triangular escoou, faz-se o acerto do tensor dos esforcos para M,,M,,M,,,

de acordo com o modelo exposto neste capitulo. Posteriormente, através da
comparacao entre as for¢cas nodais aplicadas e a integracao dos esfor¢cos no
dominio do elemento determina-se o vetor de residuos que sera utilizado na
verificacdo da convergéncia do processo.

Se um elemento quadrilateral atinge o escoamento, o0 mesmo é
recomposto pelos quatro triangulos em que foi dividido inicialmente. Cada
um de seus 4 pontos-amostra (um por triangulo) é analisado como sendo o
centroide do correspondente triangulo componente do quadrilatero. Do
mesmo modo que no elemento triangular isolado, é feita a integracdo dos
esforcos no dominio do triangulo segundo um ponto-amostra, e ao final da
analise dos 4 triangulos (4 pontos de saida de esforcos), tem-se o vetor
residuo de forcas com 15 componentes e referido aos 4 vértices e ao C.G.
do elemento quadrilateral. Procede-se, entdo, a condensacado estatica do

vetor de residuos referente aos gdl do né interno do quadrilatero, utilizando-
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se para isso 0s mesmos pivds advindos da condensacao do vetor de forcas
do item b.

A andlise é entdo retomada como descrito no passo 1 do item 4.5.

Os modelos de barra e de placa apresentados, foram colocados em
funcionamento no sistema ANSER. A atuacdo conjunta dos dois tipos de
elemento exigiu que as tolerancias fossem determinadas globalmente, ou
seja, a tolerancia de forgas passou a ser calculada pela razdo entre o vetor
de residuo total nos nés (resultado dos residuos dos elementos de placa
somados aos dos elementos de barra), e o vetor global de forcas no
incremento.

A listagem da subrotina para a condensacgéao estatica dos gdl internos
ao quadrilatero encontra-se no Apéndice 1, e no Apéndice 2, encontra-se a

listagem da subrotina utilizada na determinacgéo da raiz da funcéo f(y).

4.7. Caracterizacéo de secdes de concreto armado

A andlise de pavimentos de concreto armado com a consideracdo da
nado-linearidade fisica envolve duas caracterizacdes distintas para o material
concreto armado. No processamento da estrutura, buscando uma maior
representatividade do comportamento mecanico do material em todo o
pavimento, os diagramas momento-curvatura convencionais para as secoes
devem ser elaborados a partir de valores médios de resisténcia. Ao final do
processamento, como prescreve a NB-1/78 ‘Projeto e Execucéo de Obras de
Concreto Armado’, efetua-se o dimensionamento das sec¢Oes a partir dos
valores de calculo de resisténcia do a¢o e do concreto.

Para o concreto, de acordo com as situacdes utilizadas, serdo
tomados o seguintes valores médios de resisténcia:
na compressao: fem = f+3.5 (MPa), como sugerido no item 8.2.5 da NB-1,
na tracao por flexdo (para a determinacdo do momento de fissuracédo M):
fam=1.5fc - para pecas de secao retangular (lajes e vigas isoladas)  (4.57)

fam=1.2fc - para pecas de sec¢ao T ou duplo T (vigas de pavimento). (4.58)
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moédulo de elasticidade: serda adotado o médulo de elasticidade secante
sugerido no item 4.2.3.1 da NB-1, mutiplicado por pelo fator 2/3, de modo a

contemplar, mesmo que simplificadamente, os efeitos da deformacao lenta.

R %x0.9x6600x1/fck +35 (MPa) (4.59)

coeficiente de Poisson: sera tomado o coeficiente relativo as deformacgdes
elasticas v = 0.2, de acordo com o item 8.2.6 da NB-1.

Para o aco, na falta de especificagcbes normativas, ou referéncias em
trabalhos técnicos, serdo adotados os valores médios iguais aos valores
caracteristicos. Esta aproximagdo mostra-se razoavel uma vez que ensaios
ja realizados com esse material evidenciam a ocorréncia de valores médios
proximos aos valores caracteristicos de resisténcia.

Os diagramas momento-curvatura constituem aproximacoes
linearizadas para a representacdo do comportamento de se¢cbes de concreto
armado solicitadas por momento fletor. Neste trabalho, como ja mencionado,

sera admitido um diagrama trilinear como o da FIGURA 4.5.

M Dr — Mf
| g
r r
1
Mu** —Du T D = My — M,
y | Y1 1
\ @ @
vt | M-V
T
‘ N ), \r

FIGURA 4.5 - Diagrama momento-curvatura trilinear idealizado para se¢des
de concreto armado

Os modulos plasticos de endurecimento isétropo correspondentes aos

dois trechos de encruamento (ky e k,) podem ser obtidos da expressao 2.24.



54

k Dy 4.60
y = Dy ( . )

"5

)

D

k, = —3 (4.61)

1-Bu

D

O momento de fissuracédo é determinado no estadio la desprezando-
se a existéncia das armaduras, em conformidade com o item 1.1.2 do Anexo
da NB-1/78. A resisténcia do concreto a tragdo na flexdo assume os valores
dados em 4.57 ou 4.58, conforme a secdo transversal. A FIGURA 4.6
representa a distribuicdo de tensdes e de deformacdes genéricas na secao

transversal.

© ©

FIGURA 4.6 - Fissuracao para o Estadio la.

O momento de fissuracao pode ser obtido pela expressao:

foim-D.0
M, = fom-D-N" (4.62)
6
da expresséo classica de flexao:
M = -E.1.(1/r)
deduz-se que a curvatura correspondente vale:
2.f
(Ej _ 2fom (4.63)
r’. E..h

C



55

O escoamento da secdo transversal, como utilizado por

CORREA,M.R.S.(1991), inicia-se com o escoamento da armadura

tracionada (csSt = fyk). O concreto tracionado ndo contribui, e as tensdes de

compressao tanto no concreto como no ago comprimido S&o0 proporcionais
as respectivas deformacfes, mantendo-se 0s respectivos modulos de
elasticidade longitudinais. A FIGURA 4.7 ilustra a distribuicdo de tensdes e

de deformagdes na secéo transversal.

\
“U% AS Xl & se

As

FIGURA 4.7 - Escoamento da secéo.

Fazendo-se o equilibrio de forcas na secéo transversal, obtém-se:

c..X.b
2

que, em conjunto com a compatibilidade de deformacgdes na sec¢éo:

+0g..Al =0 .A (4.64)

st*"'s

8C 8St 8SC
Sc _ _Ost _ 4.65
x d-x x-d (4.65)
fornece a equacgao para a obtenc¢ao da linha neutra:
2
~otg (A + Ay )+ \/ae.[ae.(As +Ay) +2b(ALd + As.d)}
X = (4.66)

b

S

onde: o, = - razdo entre os modulos de deformacéo.

C
A partir da posicdo da linha neutra pode-se observar um dos dois
fendmenos: escoamento da armadura tracionada, ou fibra mais comprimida

do concreto atingindo a tensdo o, =f,,. Supondo-se o escoamento da
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armadura de tracdo, a deformacao na fibra mais comprimida do concreto, e
a respectiva tensédo, podem ser obtidas por:

f A
g, = LS (4.67)

C
EC:ZX'bJFA\s-Es-(X;d\)

c-€c (4.68)

se (GC < fcm), entdo a hipdtese de escoamento da armadura € coerente, e
passa-se a determinacdo do momento fletor de escoamento dado pela
expressdo 4.71. Caso contrério, se (o, > f,,), a hipétese ndo se confirma.
Neste caso, parte-se para a verificacdo da segunda hipétese: fibra mais
comprimida do concreto com o, = f,,. Determinam-se, entdo, os valores da

tensao e da deformacao no concreto:

o, =f (4.69)
(e)
g, = Ef (4.70)

e, a partir desses, calcula-se 0 momento relativo ao escoamento dado pela

expressao 4.71.

(0} .X.b X [SC'(X_d\)] \ \
M, = =< .(d—§j+f.Es.As.(d—d) (4.71)
ea respectiva curvatura:
1 €t €.
ol = __&st  _ Zc 4,72
(rjy (d-=x) x (4.72)

Por fim, 0 momento ultimo para a secao é determinado segundo uma
das alternativas colocadas na FIGURA 4.8 ou 4.9. A primeira alternativa

consiste em admitir que a fibra mais comprimida do concreto atinja a

deformagéo de 0.35% (cc = fcm), enquanto a deformacdo na armadura de

tracéo atue com valores inferiores a 1.00% (Gst = fyk) . A segunda alternativa

admite deformacdo de 1.00% na armadura de tracdo, enquanto que a

deformagé&o na fibra mais comprimida do concreto situe-se entre os valores
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de 0.20% e 0.35%. Como permite o item 4.1.1.1 da NB-1, o diagrama
parabola retangulo foi substituido pelo retangulo equivalente. Uma terceira
alternativa consiste no caso em que a deformacé&o na armadura tracionada
atinge o valor maximo de 1%, sem que no entanto, a fibra mais comprimida
do concreto apresente deformacéo igual ou superior a 0.20%. Neste caso, 0
diagrama retangular deixa de existir, sendo substituido pelo diagrama

triangular representado na FIGURA 4.9, de acordo com uma 3% hipétese.

© ® ©

£e=0.35% 0.20%LEeC0.35% o . a5 Oe=fu

|
] — ot s B
4 | i S@ ffffff Nee 0,8.b.x. fex S
- o
- o
5
As Tk, As
i — I N
Ost =1,
EnLEt < 1.00% Ext=1.00% o
b
1% hipétese 2% hipétese

FIGURA 4.8 - Situacgéo ultima da sec¢éo - 1% e 2% hipoteses.
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FIGURA 4.9 - Situacao Ultima da secéo - 3% hipotese.
A partir do equilibrio de forcas na secao transversal, e da equacao de
compatibilidade, chegam-se as expressodes para a determinacdo da posicao
da linha neutra: para a 1°* e a 2% hipéteses.

~b-+b? -4.a
X — ac (4.73)

2.a




onde: a=08.b.f.,;

b= —[(0,8.b.fcm.d) +(00LAL.E )+ (As-fyk)]

c= [(0,01.A\s Eg.d')+ (A, .fyk.d)]

a expressédo para o momento fletor Gltimo é dada por:

My = 08.X.b. Ty (d = 04.%) + & .Eq. AL (d—d')

(4.77)
0,0035.(x - d')
onde: g, = - para a 1% hipétese;
X
001(x-d')
€gc = W - para a 2° hipétese.
—X
as curvaturas representativas das duas hipoteses iniciais sao:
(}) _ 00085 para a 1% hipotese;
r X

u

(}j _0010 para a 2° hipotese.
r’, d-=x
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(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

Se o valor da deformacgéo na fibra mais comprimida do concreto for

inferior a 0.20%, parte-se para o equacionamento da 3% hipotese das

equacdes de equilibrio e compatibilidade na secao transversal, tem-se que a

posicdo da linha neutra é dada por:

‘o —b++b?-4.ac

2.a

onde: a=E_.b;
b= [(Z.A\S.Es) +(200.As.fyk)];

c= [(2ALEqd') + (200.A, 1)

(4.82)

(4.83)
(4.84)

(4.85)

A partir do posicionamento da linha neutra, determina-se 0 momento

fletor Gltimo para a se¢édo de acordo com a expressao:

M, — As.fyk.(d—gj e ELAL(d - x)

u

(4.86)
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com ¢ dado pela expresséo 4.79.

No Apéndice 3 deste trabalho, encontra-se a listagem de um
programa utilizado para a determinacdo do diagrama momento-curvatura
trilinear de uma sec¢éo de concreto armado (de viga ou de laje).

As formulagbes desenvolvidas, bem como as implementacdes
realizadas neste capitulo e no capitulo 3 constituem a base para o

entendimento dos exemplos abordados no capitulo 5.
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5. EXEMPLOS

5.1. Introducéao

A elaboracédo deste capitulo tem o objetivo de abordar os aspectos
praticos deste trabalho. Procura-se mostrar as aplicabilidades dos estudos
desenvolvidos, discutindo a rotina de aplicacdo dos modelos elastoplasticos
na solugao de pavimentos de concreto armado, e na verificagdo quanto ao
estado limite de deformacéo excessiva.

Os exemplos séo apresentados de acordo com a ordem de
abordagem dos temas no corpo do trabalho, partindo-se da solucéo de vigas
até a solucdo de um pavimento completo.

Nos itens 5.2 e 5.3, estudam-se as vigas metalicas biapoiada e
biengastada apresentadas por OWEN,D.R.J.;HINTON,E.(1980). Em
seguida, no item 5.4, aborda-se uma das vigas de concreto armado
experimentadas por BRESLER,B.;SCORDELIS,A.C.(1963). Os resultados
experimentais sdo comparados a valores numeéricos obtidos por
CERVERA,M.; HINTON,E.(1986), e a resultados obtidos com o presente
trabalho. No item 5.5, aborda-se uma das vigas ensaiadas e estudadas por
ALVARES,M. S.(1993), e analisadas também por CARVALHO,R.C.(1994).

O item 5.6 apresenta uma placa metéalica isolada simplesmente
apoiada no seu contorno. Esta placa foi objeto de estudos realizados por
OWEN,D.R.J.;HINTON,E.(1980).

Finalmente, no item 5.7, apresenta-se um pavimento de concreto

armado estudado e apresentado por FRANCA,R.L.S.(1984) quanto aos
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efeitos das acdes laterais, e por CORREA,M.R.S.(1991), quanto & n&o-

linearidade fisica do material concreto armado.

5.2. Exemplo 1

A FIGURA 5.1 apresenta a viga biapoiada estudada por
OWEN,D.R.J.;HINTON,E.(1980).

Secao Transversal
Medidas em milimetros

7
L

P=1250 kN

!

300

1500 mm | 1500 mm 150
3000 mm

FIGURA 5.1 - Viga metélica biapoiada

A discretizagao da barra em elementos finitos pode ser observada na
FIGURA 5.2 onde, por simplicidade, optou-se apenas pela colocacdo da

numeracao dos nos.

P=1250 kN
®O 0000 |1 006000 0
@ e seea

J 10 x 300 mm = 3000 mm J
1 ?

FIGURA 5.2 - Discretizacdo / numeragao dos nés

Caracteristicas do material:
E=210 kN/mm? (médulo de elasticidade longitudinal);
k = 0.0 (parametro de encruamento is6tropo);

c, =0.25 kN/mm? (tensdo de escoamento).

A partir dos dados da secao transversal e do material, elabora-se o
diagrama momento-curvatura convencional para a viga, onde constam

apenas o momento de escoamento da secdo (My), e a respectiva curvatura
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G) , por se tratar de caso de elastoplasticidade perfeita. O diagrama obtido
y

esta apresentado na FIGURA 5.3.

b.h? 150%30072
y = 4 _Gy =

onde: Z, - modulo plastico da secéo transversal.

x0.25 = 843750.0 kN.mm

Da elasticidade, vem:

M
@ :E_yI: 8437500 5 =119x10° mm™
, E 210x[150X300J
12
M (kN.mm)
843750.0— — — —
/
/|
/ |
/
/ |
/
/,,/ |
k | L (1 /mm)
119 x 10°°

FIGURA 5.3 - Diagrama momento-curvatura convencional para a viga

Para a solucdo do problema elastoplastico da viga foram utilizados os
seguintes parametros de controle:

- 11 incrementos de forga, sendo o primeiro com 80% da forca total e
0s demais com 2% da forca total cada um;

- toleréncia em forca admitida para a convergéncia < 0.3%;

- tolerancia em deslocamento admitida para a convergéncia < 01%;

- maximo de 50 iteracdes por incremento.

Os resultados obtidos com o presente trabalho sdo comparados aos
apresentados por OWEN,D.R.J.;HINTON,E.(1980) no grafico da FIGURA
5.4. Os referidos autores apresentam os resultados para dois modelos de

analise: o nao-estratificado, com poder de representacdo semelhante ao
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apresentado neste trabalho, e o0 estratificado, com maior poder de
representacdo do fendmeno elastoplastico, ja que este modelo define a
secado transversal da peca analisada em camadas que podem apresentar
diferentes caracteristicas elasticas e de plasticidade. O modelo em camadas
mostra-se ainda mais eficiente na andlise elastoplastica de pecas de
concreto armado, pois tem a capacidade de definir o ago em uma das
camadas do modelo separadamente do concreto, com suas caracteristicas

elasticas e plasticas individualizadas.

1400 -
1200 1 /
1000 |
800 |
600 |
400
200 -

0 ¥ —
0 5 10 15 20 25

Deslocamento vertical do né central (mm)

Presente trabalho
—— 0O & H néo-estratif.
O & H estratif.

Forca 'P' aplicada (kN)

FIGURA 5.4 - Diagrama forca-deslocamento do no6 6

Por tratar-se de material com comportamento elastoplastico perfeito, e
o0 modelo mecanico ser o nao-estratificado, pode-se determinar a forca ‘P’
que transforma a viga em mecanismo, aplicando-se a teoria das rétulas
plasticas:

b _4M, _ 4x8437500

! L 3000
onde: L - comprimento da viga.

=11250 kN

O deslocamento do n6 central correspondente ao final do regime
elastico (w,) é obtido por:

P, 11250x3000°

w, = = =8.93 mm
48.E.| 3oo3j

48X210X(150X
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Como pode-se observar, os resultados obtidos pelo presente trabalho
encontram-se em perfeita concordancia com os apresentados pela teoria

das rotulas plasticas e pela elasticidade linear.

5.3. Exemplo 2

A FIGURA 55 apresenta a viga biengastada estudada por
OWEN,D.R.J.;HINTON,E.(1980).

Secédo Transversal
Medidas em milimetros

z o z
p =9 x (156.8 kN) Nl:V ]

200

3000 mm

N
o
o

FIGURA 5.5 - Viga metélica biengastada

A discretizacdo da viga em elementos finitos pode ser observada na
FIGURA 5.6.

b = 9 x (156.8 kN)

FIGURA 5.6 - Discretizacdo / numeragao dos nés

Caracteristicas do material:
E=210 kN/mm? (médulo de elasticidade longitudinal);
k = 0.0 (parametro de encruamento isotropo);

c, =0.25 kN/mm? (tensdo de escoamento).

Como colocado no item 5.2, a partir dos dados da secéo transversal e
do material de que é constituida a barra, elabora-se o diagrama momento-
curvatura convencional para a viga, conforme ilustrado na FIGURA 5.7.
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2
M, =Z,.c, = [M +20x200x(200 — 20)) x0.25 = 196000.0 kN.mm
1) _ 196000.0 _137%10° mm-t
r 3
y 210x(1°>‘160 + 2x(200x20x902 )J
onde: Z, - modulo plastico da secéo transversal.
M (kN.mm)
196000.0 | — — — /4
/|
/
/o
/ |
/
/ |
' — L (1 /mm)
1.37 x 10

FIGURA 5.7 - Diagrama momento-curvatura convencional para a viga

Neste exemplo ocorre a simulacdo de forca distribuida sobre a viga
através da aplicacao de forcas verticais concentradas nos nés pelos quais a
viga foi discretizada. O numero de elementos finitos, e como consequéncia
as forcas (qi) aplicadas aos nés do modelo, foram mantidos de acordo com a
citada bibliografia para que as solugcbes pudessem ser comparadas sem
restricoes.

Para a solucdo do problema elastoplastico desta viga ndo seriam
necessarios mais do que 5 incrementos de forca. Todavia, visando uma
determinacdo mais precisa dos pontos de inflexdo do diagrama da FIGURA
5.8, foram utilizados os seguintes parametros de controle:

- 28 incrementos de forga, sendo o primeiro com 46% da forga total
em cada no, e os demais com 2% cada um;

- tolerancia em forca admitida para a convergéncia < 0.3%;
- tolerancia em deslocamento admitida para a convergéncia < 01%;

- méaximo de 50 iteracdes por incremento.
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Os resultados obtidos com o presente trabalho, além dos
apresentados por OWEN,D.R.J.;HINTON,E.(1980), constam do diagrama da
FIGURA 5.8.

2140 .

X ]
0120 ]

\

100

0Ss no

Presente trabalho
—— O & H nédo-estratif.
O & H estratif.

80 |

60 |

40 7
20 -

Forca 'p' aplicada a

O:““}““\““\““}““

0 5 10 15 20 25
Deslocamento vertical do né central (mm)

FIGURA 5.8 - Diagrama forca-deslocamento do no6 6

Os resultados obtidos com o presente trabalho para o 1° ponto de
inflexdo do diagrama da FIGURA 5.8, correspondem a forca e deslocamento
além dos esperados pela teoria da elasticidade. Por outro lado, os resultados
obtidos referentes ao 2° ponto de inflexdo correspondem a forca e
deslocamento aquém dos esperados pela teoria das roétulas plasticas.
Ressalta-se, porém, que em ambos 0s casos foi considerada a hipbtese de
carregamento distribuido sobre a viga, como mostrado a seguir:

1° ponto de inflexdo - viga em regime elastico linear.

forca relativa a plastificacéao

_12M,  12x196000.0
L2 30002
onde: L - representa o comprimento da viga analisada.

g, =0.2613 kN/mm

Uma aproximacao razoavel para o carregamento nodal adotado pode
ser obtida pela multiplicacdo do carregamento distribuido pelo comprimento
de cada elemento finito.

p1 = 0.2613x300=78.4 kN

deslocamento correspondente a forca de plastificacao:
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gt 0.2613x3000*

W, = = =3.83 mm
384.E.| 10x160° N 2x( 200x203

384X210X( + ZOOXZOXQOZD

2° ponto de inflexdo - viga em regime elastoplastico.

De acordo com a teoria das roétulas plasticas apresentada por
NEAL,B.G.(1977), determinam-se:

forca relativa a ruptura
_16.M,  16x196000.0

L2 30007

e, fazendo-se a mesma aproximac&o tomada para o 1° ponto de inflex&o:

p2 = 0.3484x300=104.5 kN

deslocamento correspondente a forca de ruptura

a, =0.3484 kN/mm

M,.L2 196000.0x30007

W, = = =10.22 mm
12El 10x160° | (20020
12

12x210x( 2 + 200x20x902]]

A TABELA 5.1 compara os resultados obtidos pelo presente trabalho
com o0s teoricos esperados. As diferencas verificadas devem-se
exclusivamente ao fato de que a aproximacdo do carregamento distribuido
por forgcas concentradas nos nos leva a uma imprecisdo facilmente
detectada, por exemplo, quando da resolucdo da viga pelo processo dos
deslocamentos. Nesse processo observa-se que, ao transformar a forca
distribuida ao longo de um elemento em forcas nodais equivalentes,
resultariam unicamente forcas verticais aplicadas aos nés de 2 a 10, e forgas
verticais associadas a momentos aplicados aos nés engastados.

Desse modo conclui-se que os resultados do presente trabalho
referentes ao 1° ponto de inflexdo do diagrama da FIGURA 5.8
correspondam a um par forgca-deslocamento acima do esperado
teoricamente, pois 0 momento de plastificagdo nos engastes ocorre com um
quinhdo de forcas acima do deduzido analiticamente. Inversamente,

observando-se o par forca-deslocamento relativo ao 2° ponto de inflexao,
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verificam-se valores inferiores ao deduzido analiticamente. O nd localizado
no meio do vado teve também um acréscimo de momento positivo
proporcional ao quinhdo de forgas acrescido para atingir-se o 1° ponto de
inflexdo. Este n6 deve entdo plastificar-se com um carregamento inferior ao
esperado teoricamente. Como a plastificacdo da barra iniciou-se (no 1°
ponto de inflexdo) com forgas pouco superiores as deduzidas analiticamente,
e entrou em ruptura (2° ponto de inflexdo) com forcas inferiores as
deduzidas, conclui-se que a mesma tenha plastificado menos do que o
esperado no intervalo entre os dois pontos de inflexdo, e desse modo, o
deslocamento correspondente ao 2° ponto de inflexdo tenha sido reduzido

em comparacao ao esperado analiticamente.

TABELA 5.1 - Deslocamentos notaveis analiticos e numéricos

Pontos do Diagrama Forca (kN) Deslocamento (mm)
analitico numérico analitico numérico
1° ponto de inflexdo 78.4 79.6 3.83 3.89
2° ponto de inflexdo 104.5 103.6 10.22 9.36
5.4. Exemplo 3
Como ja mencionado neste capitulo, BRESLER,B.;

SCORDELIS,A.C.(1963) experimentaram uma série de vigas de concreto
armado. A viga apresentada na FIGURA 5.9, além de ter sido ensaiada
pelos referidos autores, foi também objeto de estudos realizados por
CERVERA,M.; HINTON,E.(1986). Coloca-se ainda que os dados
experimentais sao considerados de grande confiabilidade, e a viga tem sido
utilizada em inimeros trabalhos para a afericdo de formulacdes analiticas e
numeéricas. As unidades constantes no artigo original foram mantidas.
CERVERA,M.; HINTON,E.(1986) utilizam para analise da viga,
elemento finito tridimensional adaptado ao comportamento elastoplastico. O
modelo inclui ainda regra de endurecimento ndo-linear e um critério de

escoamento semelhante ao de Kupfer. A fissuracdo e a condicdo de
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esmagamento do concreto sdo também incorporadas ao modelo. Os autores
dividem a viga alternativamente em 10 e 20 elementos finitos iguais,
dispostos em duas filas ao longo da altura. Os resultados contidos na

FIGURA 5.12 referem-se a malha correspondente a segunda alternativa.

Secdo Transversal
Medidas em polegadas

1 kip = 453.6 kgf 5
17 =254cm e
P = 62 Kips S
YA ‘ ‘
™ o X ©
[ . J
Y 'y
;:/' Te)

.2
70" | 79" 2 x 2 in 9

9" 144" 9

FIGURA 5.9 - Viga em concreto armado biapoiada

Neste trabalho optou-se pela divisdo da viga em 10 elementos finitos

iguais, como pode observar-se na FIGURA 5.10.

P = 62 kips
OO0 0006 1 00060 0 0
@ e

| 10 x 14.4" = 1447 |
T T

FIGURA 5.10 - Discretizacdo / numeragao dos nés

Os parametros de controle utilizados na analise foram:

- 10 incrementos de for¢ca, com 10% da forca total cada um;

- tolerancia em forca admitida para a convergéncia < 10%;

- tolerancia em deslocamento admitida para a convergéncia < 01%;

- méaximo de 50 itera¢des por incremento.

Cabe salientar que, por se tratarem de pecas destinadas a ensaios,
0S valores de resisténcia divulgados por BRESLER,B.;
SCORDELIS,A.C.(1963) correspondem aos valores médios obtidos. Deste
modo, torna-se desnecessaria qualquer conversdo dos valores de

resisténcia colocados no trabalho original.

Caracteristicas dos materiais:
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Concreto
E.=3300 kips/in®> (médulo de elasticidade longitudinal);

f.m= 3.16 kips/in® (resisténcia & compressdo média);
fum= 0.333 kips/in? (resisténcia & tracdo média).

Aco
Es=27800 kips/in®> (médulo de elasticidade longitudinal);

f,=60.0 kips/in? (tensdo de escoamento do aco).
O diagrama momento-curvatura convencional para a secao de

concreto armado apresentado na FIGURA 5.11 foi determinado a partir das

formulacbes apresentadas no capitulo 4.

M (kips.in)

3072f- ———— — — — — — — — =

184384 — — — ——

|

|

|

| |
3944 1 | |
1

5 4

1.39x10° 7 1.13x10°

FIGURA 5.11 - Diagrama momento-curvatura convencional para a viga

Por tratar-se de um exemplo destinado a afericdo do modelo, optou-
se por procedimento rigoroso na determinacdo do referido diagrama,
considerando-se as duas camadas de aco em suas respectivas posicoes.
Em problemas correntes esse rigor nao se justifica, e o diagrama pode ser
determinado considerando-se toda a armadura concentrada no centro de
gravidade das duas camadas, seguindo-se as prescri¢coes do item 6.3.1.2 da
NB-1/78.

Na FIGURA 5.12, sdo comparados os resultados obtidos pelo
presente trabalho com os tabulados por CERVERA,M.; HINTON,E.(1986), e
por CORREA,M.R.S.(1991).
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FIGURA 5.12 - Diagrama for¢a-deslocamento do no 6

Como pode-se notar, os resultados obtidos com o presente trabalho
aproximam-se de modo bastante satisfatorio tanto da curva experimental
quanto da curva obtida por CERVERA,M.; HINTON,E.(1986) que dispunham
de um modelo mais completo e abrangente do que 0 exposto neste trabalho.
Essa proximidade dos resultados dé indicios ndo sé da boa capacidade de
representacdo do modelo proposto, bem como de uma correta
caracterizacdo da secdo de concreto armado através do diagrama momento-

curvatura trilinear proposto.

5.5. Exemplo 4

Ao estudar um modelo para o concreto, ALVARES,M.S.(1993) propds
trés conjuntos de vigas que foram ensaiadas no Laboratério do
Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP. Os resultados
dos ensaios foram utilizados por CARVALHO,R.C.(1994), que comparou-0s
aos obtidos por trés métodos para a consideracado da néo-linearidade fisica
do material concreto armado: o proposto por Branson, e os modelos dos
boletins CEB158, e CEB90. De um modo geral, esses métodos propdem a
variacdo do momento de inércia da secdo transversal pelo efeito da
fissuracdo apos a ultrapassagem de um determinado valor do momento

fletor atuante. Os modelos de Branson e do CEB158 propdem a reducéo do
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momento de inércia da secdo transversal a partir do momento fletor de
fissuracdo M,, enquanto o CEB90 propde que essa reducao inicie-se com

valores de momentos fletores inferiores a M,. Essa reducdo de M, &
conseguida com o fator /B, , que leva em consideragdo a superficie das

barras de aco que compdem a viga, e a duracdo das forcas aplicadas. O
modelo proposto pelo CEB90, por antecipar o inicio da fissuracdo, deve
conduzir a representacdes menos rigidas das estruturas.

Neste trabalho foram analisados os resultados referentes a viga da
FIGURA 5.13. CARVALHO,R.C.(1994) dividiu-a em 10 elementos finitos, e o

carregamento foi aplicado em 10 incrementos iguais.

Secdo Transversal
Medidas em centimetros

285mm

z 0
N
P = 50 kN P = 50 kN ] —-
3 X R
Y e
PAST TR
e 0
80 cm 80 cm 80 cm 3610mm /| 12 | -
240 cm T

FIGURA 5.13 - Viga em concreto armado biapoiada

Neste trabalho, optou-se pela divisdo da viga em 12 elementos finitos

iguais, como pode observar-se na FIGURA 5.14.

P = 50 kN P = 50 kN

D000 10001 00 0O
©) ©) =

| 12 x 20 cm = 240 cm
}

|
FIGURA 5.14 - Discretizacdo / numeracéo dos nés

Os parametros de controle utilizados na analise foram:
- 10 incrementos de forgca com 10% da forca total aplicada cada um;
- tolerancia em forca admitida para a convergéncia < 10%;

- toleréncia em deslocamento admitida para a convergéncia < 0.1%;
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- maximo de 50 iterag8es por incremento.

Do mesmo modo que no item 5.4, coloca-se que por se tratarem de
pecas destinadas a ensaios, o0s valores de resisténcia divulgados

correspondem aos valores médios obtidos.

Caracteristicas dos materiais:

Concreto
E.=2920 kN/cm? (médulo de elasticidade longitudinal)

fom= 2.40 kN/cm? (resisténcia & compresséo média)
fam= 0.268 kN/cm? (resisténcia & tragcao média)

Aco
E<=21000 kN/cm? (médulo de elasticidade longitudinal)

f,=50.0 kN/cm? (tensdo de escoamento do aco)

O diagrama momento-curvatura convencional para a secao de

concreto armado apresenta-se na FIGURA 5.15.

M (kN.cm)

3015.2 |
2775.9 ]

723.6 4

| (1 /cm)

e 4.40x10°"

4

9.18x10° ~ 1.11x10

FIGURA 5.15 - Diagrama momento-curvatura convencional para a viga

Em beneficio da clareza na exposi¢cdo dos resultados da FIGURA
5.16, optou-se por representar, dentre os modelos expostos anteriormente,
apenas aquele que mais se aproximou dos ensaios e, consequentemente,

dos resultados conseguidos neste trabalho.
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FIGURA 5.16 - Diagrama forca-deslocamento do no 7

Observa-se que os resultados obtidos com o presente trabalho
encontram-se bastante proximos dos resultados experimentais. O primeiro
ponto de inflexdo do diagrama forga-deslocamento, em torno dos 10 kN foi
extremamamente bem representado, e a partir dai, os resultados
experimentais e os obtidos numericamente seguiram bem préximos até o 2°
ponto de inflexdo. A partir dai os deslocamentos obtidos com o modelo

passaram a ser mais acentuados do que os obtidos no ensaio.

5.6. Exemplo 5

A figura 5.17 apresenta as caracteristicas geométricas de uma placa
quadrada estudada por OWEN,D.R.J.;HINTON,E. (1980). A placa ¢é
simplesmente apoiada e estd submetida a um carregamento distribuido “g”.
Serdo apresentados o0s resultados de duas andlises com relacdo ao
carregamento aplicado: na primeira, a placa sera submetida a 85,6% da
forca total distribuida, e na segunda, a forca total “q”. Os objetivos séo os de
observar primeiramente o comportamento forca-deslocamento da placa até a
iminéncia do colapso e, através do acréscimo de forca, verificar a
representacdo do seu colapso. Assim como na referéncia citada, omitem-se

aqui as unidades das grandezas envolvidas no exemplo.
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X regido a ser analisada

i

0

FIGURA 5.17 - Destaque de um quarto da placa apoiada

Os autores analisam o quarto de placa com quatro elementos
quadrilaterais Heterosis adaptados a teoria de Reissner-Mindlin que, de
modo sucinto, caracteriza-se pela consideracdo do esfor¢co cortante na
formulacdo do elemento finito pelo método da energia. O carregamento €
aplicado em cerca de 100 incrementos, com um maximo de 60 iteracdes por
incremento, e tolerancias estipuladas em 10% para forca e deslocamento.

Neste trabalho, optou-se pela mesma discretizagdo quanto ao nimero
de elementos, ou seja, 4 elementos quadrilaterais formados pela
condensacéao estatica de 4 elementos T3AF cada um, como pode observar-
se na FIGURA 5.18. Pela necessidade de representacao do diagrama forca-
deslocamento da FIGURA 5.20, aplicou-se para essa andlise, o
carregamento total em oito incrementos iguais, sendo 0 primeiro
correspondente a 80% do total, o segundo a 10%, o terceiro a 5%, e o0s
demais, correspondentes a 1% cada um, ndo sendo permitidos mais que
cinquenta iteragdes por incremento. As tolerancias em forga e deslocamento
foram tomadas iguais a 0.1%.

Para a segunda analise efetuada com 85.6% da forca total, como
desejava-se apenas o resultado final da analise, alterou-se unicamente o
namero de incrementos, que passou de oito para quatro, sendo o primeiro

com 80%, o segundo com 10%, e os demais com 5% cada um.
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FIGURA 5.18 - Discretizacao do quarto de placa apoiada

Caracteristicas do exemplo:

h=0.01 (espessura da placa);

E=10.92 x 10* (mddulo de elasticidade longitudinal);
v =0.30 (coeficiente de Poisson);

c,=1600 (tensdo de escoamento);

k=0.0 (parametro de encruamento is6tropo);

g=-1.0 (forca total uniformemente distribuida).

A partir das caracteristicas do material e da secdo transversal,
determina-se o diagrama momento-curvatura convencional ilustrado na
FIGURA 5.19.

004 — —
|
|
|
|
|

FIGURA 5.19 - Diagrama momento-curvatura convencional para a placa

2
Oo,.
onde: My = y4 = 0.04 (momento de escoamento para a Ssecao

transversal unitaria);
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Ej = 004 =4.40.

r 3
y 10.92x104x(1x0'01 j

Os resultados quanto ao comportamento forca-deslocamento,

submetendo-se a placa a forca total distribuida, constam da FIGURA 5.20.

25
’ E.h?
] D= T\
20 + 12.(1-v?)
o L2 157 Presente trabalho
1 ——O0 & H néo-estratif.
My 10 E,
5+
0 f—p 74—
0 5 10 15 20 25
w.D
M, .L?

FIGURA 5.20 - Diagran}l/a forca-deslocamento vertical do n6 3
A TABELA 5.2 apresenta os resultados para deslocamentos e
esforcos obtidos por OWEN,D.R.J.;HINTON,E. (1980),e pelo sistema

ANSER para uma forca de 85.6% do valor da forca distribuida total.

TABELA 5.2 - Resultados significativos para a placa

Esforcos e Desloc. Maximos O&H ANSER
Momento My (préx. ao no 3) 0.039997  0.038980
Momento My (prox. ao no 3) 0.039997  0.038980
Momento M,y (préx. ao no 7) -0.023087 -0.023081
Rotacao 6« (n6 9) 1.18879 1.168809
Rotacdo 6y (no 1) 1.18879 1.168809

Deslocamento transversal w (n6 3) -0.349631 -0.349040

E patente a proximidade de resultados, devendo-se realcar que s&o

coerentes os valores de My, e My maiores na analise com o elemento
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Heterosis, pois 0 ponto-amostra utilizado nesse caso estd mais proximo do
centro da placa do que com o elemento T3AF.
Os resultados da andlise da placa obtidos da aplicacéo de 85.6% do

valor da forca distribuida total estdo apresentados da FIGURA 5.21 a

FIGURA 5.24 como curvas de isovalor.

FIGURA 5.23 - Momento volvente Myy (x100)
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FIGURA 5.24 - Deslocamento transversal w (x100)

Oportunamente, processou-se 0 mesmo exemplo com a versao
anterior do sistema ANSER, que dispunha apenas de elementos triangulares
T3AF implementados para analise elastoplastica com as rela¢des temporais
integradas segundo um procedimento explicito. Dividiu-se o quarto de placa
em dezesseis triangulos, cada um com um ponto-amostra, e compararam-se
0s tempos de processamento requeridos para a analise com 85.6% da forca
total. Ressalta-se, ainda, que o0s demais parametros de controle

permaneceram inalterados.

TABELA 5.3 - Comparacédo dos tempos de processamento

Modelo Tempo de processamento (S)
Quadrilateros com proc. implicito 4.5
Tridngulos com proc. explicito 6.0
5.7. Exemplo 6

Consolidando-se os aspectos relativos a analise e dimensionamento
em regime nao-linear abordados neste trabalho, coloca-se a seguir, uma
proposta aplicada de procedimento para analise de pavimentos de concreto

armado.
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A figura 5.25 apresenta a forma do pavimento tipo simétrico de um
edificio de escritérios estudado por FRANCA,R.L.S.(1984) e por
CORREA,M.R.S.(1991).

N A
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125 545 | 545 | 395 !
|
PO3 ‘ PO4
‘ ‘ 20/200 w1 vo1! 45 /30 20,/200
Q ‘ P01 ‘ P02 Al
B 45/45 45 /45 Q O‘Q
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‘ LO1 ‘ ‘ ° LO2 ‘
5 h=16 3 h:‘16
00
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20/300 | w VOS5 15/30 20,/300
i
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45 /45 45/45 R
J I - - - 4% R o
Q %
- VO7/, 15/30
0 |

FIGURA 5.25 - Pavimento tipo - laje plana (medidas em ‘cm’)

Como pode-se observar, o pavimento a ser estudado € composto de
laje cogumelo com espessura de 16 cm. As vigas ocorrem apenas na caixa
da escada e de elevadores, unindo os pilares-parede. O concreto utilizado
no dimensionamento € o C-20, armado com a¢co CA-50A.

Para a andlise de meio pavimento, utilizaram-se 204 elementos finitos
quadrilaterais de placa compostos por 4 elementos T3AF cada um.
Empregaram-se 15 barras para a simulacdo de vigas (3 barras para cada
viga ou meia viga) e 4 barras para a representacdo dos pilares
(P01,P02,P07 e P08). Os pilares-parede P03 e P09 foram simulados por 4 e
6 molas de rotacdo respectivamente. A discretizacdo empregada ao longo
de todo esse exemplo esta representada na FIGURA 5.26, juntamente com

0s eixos ordenados (sistema dextrorso).
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FIGURA 5.26 - Discretizacado de meio pavimento

De acordo com as expressdes apresentadas no capitulo 4, as
propriedades médias dos materiais empregados sao:

Concreto
E.=1920 kN/cm? (médulo de elasticidade long. reduzido);

fom= 2.35 kN/cm? (resisténcia & compressdo média);
fum= 0.19 kN/cm? (resisténcia & tracdo média);
v = 0.20 (coeficiente de Poisson);

v = 25.0 kN/m? (peso especifico).

Aco
E<=21000 kN/cm? (médulo de elasticidade longitudinal);

f,=50.0 kN/cm? (tensdo de escoamento do aco).

O carregamento pode ser composto do seguinte modo:
Carregamento (além do peso préprio)

revestimento = 1.0 kN/m?;

divisérias = 1.0 kN/m?;

sobrecarga = 3.0 kN/m?.

A bem da simplificagdo dos resultados, omitiram-se aqui,

propositadamente, todo e qualquer tipo de armadura construtiva que sabe-se
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necesséria neste tipo de pavimento. Nos bordos livres, por exemplo, seria

necessario um arranjo de armaduras como o ilustrado na FIGURA 5.27.

2010.0mm_ (corridos) $6.3mm ¢/ 20cm

o laje do pavimento

FIGURA 5.27 - Armadura construtiva para bordos livres

A verificagdo quanto ao Estado Limite de Deformacgéo Excessiva sera
feita de acordo com a NB-1/78 - Projeto e Execucédo de Obras de Concreto
Armado, e a NBR 8681/84 - AcbBes e Seguranca nas Estruturas. Para a
combinagdo dos carregamentos, optou-se pela combinacdo rara de
utilizacdo por tratar-se de prédio destinado a escritorios dividido
internamente por divisérias. O coeficiente de ponderacdo das acbes sera
entdo tomado com valor unitario, e as acdes variaveis serdo consideradas
em seu valor total. O valor limite para a flecha estabelecido pela NB-1/78, é
de L/300 do vao tedrico L. Serd tomado como vao tedrico L na regido critica,
a distancia entre os eixos dos pilares (apoios) PO1 e P08, que € de 796 cm.
Desse modo, a flecha maxima permitida na regido situada entre os pilares
P01, P02, PO7 e P08, devera ser de 2.65 cm.

As figuras que expressam as curvas de isodeslocamentos ja estardo
referidas a combinacéo rara de utilizacdo de acordo com as prescri¢cdes ja
colocadas no paragrafo anterior, e os resultados de esforcos, serdo exibidos
em valores de calculo.

Iniciando-se o procedimento, processa-se 0 pavimento primeiramente
em regime elastico linear. Os resultados encontram-se nas FIGURAS 5.28 a
5.31 como curvas de isovalor para as lajes e, nas TABELAS 5.4 para as

vigas e os pilares.



FIGURA 5.28 - Deslocamento transversal w (cm)

FIGURA 5.29 - Momento fletor My (kN.m/m)

83
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FIGURA 5.30 - Momento fletor My (kN.m/m)

tim) Lx.

30y e

FIGURA 5.31 - Momento volvente M,y (kN.m/m)

TABELA 5.4a - ReagOes de apoio - valores de calculo
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Pilar F, (kN) My (kKN.m) M, (kN.m)
PO1 198.91 -70.49 49.22
P02 305.98 -77.07 1.73
P07 198.13 69.52 48.92
POS 309.68 76.24 4.14

Para a elaboracdo da TABELA 5.4b utlizaram-se os momentos
fletores (negativos) referentes ao extremo mais solicitado das vigas, pois

nenhuma delas apresentou momento fletor positivo.

TABELA 5.4b - Esforgos para as vigas - valores de calculo

Viga Momentos fletores (kN.m)

V01 -11.94
V02 -2.67
V03 -18.84
V05 -20.17
Vo7 -11.75

A partir dos resultados, elegem-se grupos que representam faixas do
pavimento a serem dimensionadas para resistir a determinados valores de
referéncia dos esfor¢os. De acordo com a distribui¢cdo dos esforcos (My e My)
obtida da anéalise em regime elastico linear, delimitam-se faixas do
pavimento de modo a compor um determinado grupo, ao qual sera imposto
um valor de referéncia para os esforcos permitidos no seu dominio no
decorrer da andlise. Este esfor¢co de referéncia sera o responséavel pelo
dimensionamento das sec¢des transversais do grupo, e deve corresponder ao
proprio valor maximo do esforgo obtido pela analise elastico linear (My ou My)
no seu dominio, afetado ou ndo de uma reducdo imposta pelo projetista. O
objetivo de reduzirem-se os picos esta em promover a uniformizacdo dos
efeitos no pavimento.

Estabelecidas as armaduras correspondentes a cada grupo,
determinam-se 0s respectivos diagramas momento-curvatura convencionais

que deverédo ser associados aos elementos finitos componentes dos grupos.
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Neste exemplo, as lajes constituem 3 grupos de materiais: o grupo |
engloba os elementos armados com armadura minima, e portanto, com
capacidade de resistir a um momento fletor de célculo da ordem de 15
KN.m/m; o grupo Il compde-se de elementos que deverdo, ao final da
analise, estar solicitados por momento fletor de calculo em torno de 21
kKN.m/m, e o grupo Ill que devera ao final da analise apresentar um
momento fletor maximo em torno de 28 kN.m/m (cerca de 80% do maior
valor obtido no procedimento elastico). A FIGURA 5.32 ilustra os grupos
delimitados pelos elementos finitos que foram adotados neste exemplo, e a
TABELA 5.5 mostra as correspondentes armaduras para os grupos de lajes.

O cobrimento utilizado nos elementos estruturais é de 2.0 cm.

Legenda:

Delementos grupo |

elementos grupo Il
elementos grupo Il

‘ \
\ A

FIGURA 5.32 - Grupos de materiais adotados

TABELA 5.5 - Armaduras longitudinais de referéncia para as lajes

Grupos Armadura positivaicm?m) Armadura negativa(cm?®m)
I 2.50 (¢ 8.0 ¢/20 cm) -

I 3.57 (¢ 8.0 c/14 cm) -
[l - 5.00 (¢ 8.0 ¢/10 cm)
A FIGURA 5.33 apresenta os diagramas momento-curvatura

convencionais para cada grupo de laje.
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FIGURA 5.33-a - Diagrama momento-curvatura do grupo |
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FIGURA 5.33-b - Diagrama momento-curvatura do grupo Il
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FIGURA 5.33-c - Diagrama momento-curvatura do grupo Il

O raciocinio colocado para as lajes deve ser repetido para as vigas,
notando-se porém, que a composi¢cao de grupos seja mais adequada para
as lajes nervuradas, pelo fato de as vigas serem geralmente pouco e
igualmente espacadas entre si. Com isso, os esforcos atuantes dentro de
determinadas faixas devem apresentar pouca variagao, possibilitando a

formacgéo de grupos.
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Neste exemplo, a distribuicdo dos esfor¢os nas vigas permite-nos a
divisdo das mesmas em dois grupos: ao primeiro contendo as vigas V01,
V02 e V07, sera imposto um esforco de referéncia de 8.00 kN.m, o que
corresponde a uma reducdo de cerca de 30% sobre o valor maximo da
analise elastico linear; ao segundo grupo formado pelas vigas V03 e V05,
serd atribuido um esforco de referéncia de 11.60 kN.m, correspondente a
reducdo de cerca de 40% sobre o valor maximo obtido da analise elastico
linear. As armaduras resultantes do dimensionamento feito segundo os

valores de referéncia encontram-se na TABELA 5.6.

TABELA 5.6 - Armaduras longitudinais de referéncia para as vigas

Viga  Armadura positiva(cm?  Armadura negativa(cm?)

Vo1 0.63 (2¢ 6.3 mm) 0.63 (2¢ 6.3 mm)
V02 0.63 (2¢ 6.3 mm) 0.63 (2¢ 6.3 mm)
V03 0.63 (2¢ 6.3 mm) 1.00 (2¢ 8.0 mm)
V05 0.63 (2¢ 6.3 mm) 1.00 (2¢ 8.0 mm)
V07 0.63 (2¢ 6.3 mm) 0.63 (2¢ 6.3 mm)

A partir das armaduras, determinam-se o0s diagramas momento-

curvatura convencionais dos grupos de vigas mostrados na FIGURA 5.34.
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FIGURA 5.34-a - Diagrama momento-curvatura das vigas V03 e V05
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FIGURA 5.34-b - Diagrama momento-curvatura das vigas V01,V02 e V07

Antes de iniciar-se a analise em regime nao-linear no entanto, cabe
observar que, como coloca a NBR8681/84, pode-se considerar o coeficiente
de ponderagéo das acdes y, como sendo o produto de dois termos: y,,, que
leva em conta a variabilidade das acoes, e y;, que pondera possiveis erros
de avaliagao dos efeitos dessas acbes. Com o emprego de modelos nao-
lineares, ndo ha proporcionalidade entre as acdes aplicadas e os esforcos
ou deslocamentos calculados. Nesse caso, de modo a evitar ampliacdes
irreais de efeitos pela majoracdo indevida das acbes, desdobra-se o

coeficiente y,, e carrega-se a estrutura com as agdes majoradas apenas por
Y - Ao final da analise, ponderam-se os efeitos com y,, para determinarem-
se as solicitacdes de calculo. Nesta analise, utilizou-se y, = 14 desdobrado
como vy, =125 e vy, = 112 seguindo-se as recomendagoes da NBR8681/84
de ndo tomar-se y,, menor que 1.1.

Definido o pavimento composto por grupos com caracteristicas pré-
estabelecidas, passa-se a processa-lo agora em regime elastoplastico. Para
esta analise, utilizaram-se 6 incrementos de forga, sendo o primeiro
correspondente a 50%, e os demais, a 10% do carregamento total. As
tolerancias utilizadas para o controle da convergéncia foram de 5% em forca
e de 1% em deslocamento, ndo permitindo-se mais que 40 iteracbes por
incremento. Adianta-se que as analises feitas neste exemplo convergiram
dentro dos parametros estipulados. O resultado para deslocamentos referido

a combinacao rara de utilizacdo encontra-se na FIGURA 5.35, e os esfor¢os
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em valores de calculo, encontram-se nas FIGURAS 5.36, 5.37 e 5.38 em

forma de curvas de isovalor.

FIGURA 5.35 - Deslocamento transversal w (cm)

FIGURA 5.36 - Momento fletor My (kN.m/m)
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FIGURA 5.38 - Momento volvente M,y (kN.m/m)

Listam-se também, nas TABELAS 5.7, as reacdes nos pilares
abordados na fase elastica da analise, e os esforcos nas vigas. As
solicitagBes estdo em valores de célculo, e assim como na TABELA 5.4-a, 0
peso préprio dos pilares ndo esta contemplado na TABELA 5.7a.
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TABELA 5.7a - Reagdes de apoio - valores de calculo
Pilar F, (kN) Mx (KN.m) My (KN.m)

PO1 206.86 -83.49 61.47
P02 294.45 -75.80 2.46
P07 203.06 73.86 58.86
P08 292.77 59.55 5.50

TABELA 5.7b - Esfor¢os para as vigas - valores de calculo

Viga Momentos fletores (kN.m)

V01 -9.56
V02 -2.92
V03 -16.13
V05 -16.58
V07 -9.60

Comparando-se as tabelas 5.4a e 5.7a, nota-se a tendéncia de alivio
dos pilares P02 e P08 com acréscimos de solicitacdes nos pilares POl e
PO7. Esse fenbmeno resulta da uniformizacao dos efeitos produzida por uma
mudanca no fluxo de forcas provocada pela fissuragcdo das regibes mais
solicitadas. No decorrer do processo de carregamento, as regides do
pavimento mais rigidas naquele instante tendem a absorver os acréscimos
de esforcos com mais intensidade do que as regifes mais fissuradas ou de
rigidez inferior. Esse efeito de uniformizacao é diretamente influenciado pela
escolha e introducdo dos grupos de materiais no pavimento com
caracteristicas de rigidez distintas.

Os resultados obtidos do processamento em regime elastoplastico
devem ser analisados quanto aos seguintes aspectos: a correspondéncia
entre os esforcos de referéncia de cada grupo adotado, e a distribuicdo dos
esforcos (My e My) obtida nos dominios desse grupo. Sugere-se que dentro
de cada grupo, o valor de esforco referencial pré estabelecido ndo seja
ultrapassado em mais de cerca de 10%. Se um dos grupos ndo atender a

um desses quesitos, aborta-se o procedimento, que deve ser reiniciado com
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a adocao de novos grupos de um dos dois modos distintos: alterando-se a
geometria das faixas que o compdem, ou modificando-se o valor de
referéncia imposto ao grupo.

Observando os resultados deste exemplo, pode-se verificar a
concordancia entre as faixas adotadas para os grupos e a distribuicdo dos
esforcos no pavimento. Desse modo, procede-se a armacao do pavimento
para os esfor¢os obtidos, como exposto na FIGURA 5.39 e na FIGURA 5.40.
A TABELA 5.8 apresenta as posicOes utilizadas na armacao das lajes, e a

TABELA 5.9, as armaduras de dimensionamento das vigas.
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FIGURA 5.39 - Armaduras positivas - regime elastoplastico
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FIGURA 5.40 - Armaduras negativas - regime elastoplastico
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TABELA 5.8 - Armaduras das lajes - regime elastoplastico

Pos.

0o N o o WDN P

Armaduras positivas

(I) Quant.
8.0 42
8.0 13
8.0 8
80 21
8.0 17
80 61
8.0 41
8.0 10

Comp. Comp. | Pos.

unit (cm) total (cm)
1211 50862 9
279 3627 10
365 2920 11
386 8106 12
298 5066 13
826 50386 | 14
416 17056 | 15
326 3260 16
17

Armaduras negativas

(1) Quant.
80 51
80 64
80 27
8.0 17
80 71
80 71
8.0 7
8.0 6
8.0 7

Comp. Comp.
unit (cm) total (cm)
318 16218
392 25088
165 4455
351 5967
326 23146
314 22294
373 2611
350 2100
292 2044

TABELA 5.9 - Armaduras longitudinais para as vigas - regime elastoplastico
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Viga Armadura positiva(cm?  Armadura negativa(cm?)
VOl 0.63 (2¢ 6.3 mm) 0.63 (2¢ 6.3 mm)
V02 0.63 (2¢ 6.3 mm) 0.63 (2¢ 6.3 mm)
V03 0.63 (2¢ 6.3 mm) 1.00 (2¢ 8.0 mm)
V05 0.63 (2¢ 6.3 mm) 1.00 (2¢ 8.0 mm)
V07 0.63 (2¢ 6.3 mm) 0.63 (2¢ 6.3 mm)

A fase final do procedimento consiste em processar-se novamente o
pavimento, agora com as taxas reais de armadura existentes nos grupos de
lajes e de vigas. Essas taxas, apesar de nao diferirem muito das taxas
obtidas com os valores de referéncia, que foram utilizadas para a
determinacdo dos diagramas momento-curvatura do modelo elastoplastico,
podem, em certos casos, influenciar os resultados e promover pequenas
mudancas nas distribuicbes dos esforcos. Neste ponto do projeto, pode-se
até considerar o efeito das armaduras de compressdo no diagrama
momento-curvatura, como é o caso do grupo lll. A bem da simplificacdo do
exemplo, ndo serdo colocados os resultados referentes a verificacdo do
pavimento no regime elastoplastico, mesmo porque ndo houve mudanca na
distribuicdo dos esfor¢cos que justificasse uma nova apresentacdo neste
texto. Coloca-se, apenas, que o deslocamento maximo obtido com o novo
processamento foi de 2.12 cm na regido critica situada entre os pilares P01,
P02, PO7 e P08.

Como pode-se perceber, o dimensionamento de pavimentos de
concreto armado com a consideragcdo da nao-linearidade fisica, recai em um
procedimento iterativo. Neste exemplo houve apenas duas iteracdes, mas
em outros casos podem ocorrer trés iteracdes ou até mais, originadas na
fase final de verificagdo. Isso devera acontecer quando a primeira
aproximagdo para os grupos produzir resultados superiores as tolerancias
sugeridas neste exemplo.

Para efeito de comparacdo, colocam-se na FIGURA 5.41 e na
FIGURA 5.42 as armaduras para o pavimento obtidas do processamento em
regime elastico linear. A TABELA 5.10 apresenta as posi¢cfes utilizadas na



96

armacdo das lajes, e a TABELA 5.11, as armaduras de dimensionamento

das vigas.
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FIGURA 5.41 - Armaduras positivas - regime elastico linear
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FIGURA 5.42 - Armaduras negativas - regime elastico linear
TABELA 5.10 - Armaduras das lajes - regime elastico linear

Armaduras positivas Armaduras negativas

Pos. (I) Quant. Comp. Comp. | Pos. (I) Quant. Comp. Comp.



8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0

N o o b~ WODN P

42
21
21
17
61
36
10

unit (cm) total (cm)

1211 50862
279 5859
336 7056
298 5066
826 50386
363 13068
326 3260

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18

8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0

61
81
16
17

80
83

14

97

unit (cm) total (cm)

302
393
158
346
176
232
313
299
309
280
153

18422
31833
2528
5882
528
928
25040
24817
2472
2240
2142

TABELA 5.11 - Armaduras longitudinais para as vigas - regime elastico
linear

Viga

V01
V02
V03
V05
V07

0.63 (2¢ 6.3 mm)
0.63 (2¢ 6.3 mm)
0.63 (2¢ 6.3 mm)
0.63 (2¢ 6.3 mm)
0.63 (2¢ 6.3 mm)

Armadura positiva(cm?)

Armadura negativa(cm?)

1.00 (2¢ 8.0 mm)
0.63 (2¢ 6.3 mm)
1.60 (2¢ 10.0 mm)
2.50 (2¢ 12.5 mm)
1.00 (2¢ 8.0 mm)

De acordo com a NB-1/78, para a verificagdo da laje com relacdo a

puncédo, sem a utilizacdo de armadura especifica para esse fim, chega-se a

um valor de célculo limite para a reacdo normal dos pilares mais carregados

(pilares de 45x45) de 314 kN. Como as rea¢bes maximas observadas foram

da ordem de 309 kN, conclui-se ndo haverem problemas com relacao a esse

fendmeno segundo qualquer uma das analises efetuadas neste exemplo.

O estado limite de deformacdes excessivas também foi atendido por

ambas as analises, ndo observando-se valores superiores a 2.65 cm.

Prosseguindo na analise do pavimento, colocam-se a seguir algumas

comparacdes entre o procedimento de calculo elastico

linear e o
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procedimento elastoplastico no tocante as armaduras requeridas segundo os
dois procedimentos. A TABELA 5.12 mostra o total em massa de armadura
requerida pelos dois processos, dividida em armadura positiva e negativa de
laje e armadura longitudinal de vigas. A FIGURA 5.43 ilustra os dados da

TABELA 5.12.

TABELA 5.12 - Comparacédo de consumos de aco

Procedimento Laje (kg) Viga (kg) Total (kg)
Arm. Pos. Arm. Neg.
elastico 542.23 467.33 14.92 1024.48
(100%) (100%)  (100%) (100%)
elastoplastico  565.13 415.69 13.30 994.12

(104.2%) (88.9%) (89.1%)  (97.0%)

1200
< 1000 |
X
§ 800
k3 M elastico linear
° 600 1 W elastopléastico
=
7 400
c
(@]
O 200 -

o a

Positiva
Negativa
Vigas
Total

FIGURA 5.43 - Comparacao de consumos de ago

Como parte final da analise, seria interessante testar o
dimensionamento em regime elastico linear. O que se quer verificar, € se 0
procedimento de dimensionamento em regime elastico linear pelos valores
maximos dos esfor¢cos em determinadas regides, levam a taxas de armadura
tais que permitam uma redistribuicdo segura de esforcos no pavimento
reprocessado em regime elastoplastico. De acordo com as FIGURAS 5.29 e

5.30, elegem-se dois grupos de lajes: ao grupo | sera atribuido um valor de
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referéncia de 22 kN.m/m, e ao grupo ll, o valor de referéncia de 30 kN.m/m.
Esses valores correspondem respectivamente aos valores absolutos dos
MAaximos momentos positivos e negativos obtidos da andlise elastico linear.
As vigas formarao dois grupos: ao primeiro, composto pelas vigas V01, V02
e V07, sera atribuido o valor de referéncia de 12 kN.m/m, e ao segundo,
composto pelas vigas V03 e V05, o valor de referéncia de 29 kN.m/m.

Na FIGURA 5.44, apresentam-se 0s grupos de lajes adotados para
essa verificagao.

Apéds o dimensionamento de cada grupo de vigas e lajes de acordo
com os valores de referéncia impostos, e da definicdo dos diagramas
momento-curvatura convencionais para as sec¢des de concreto armado
envolvidas, processa-se 0 pavimento em regime elastoplastico, obtendo-se
as curvas de deslocamentos segundo uma combinacéo rara de utilizacéo
mostradas na FIGURA 5.45, e os esforcos de célculo, de acordo com as
FIGURAS 5.46, 5.47 e 5.48.

Y

Legenda:

D elementos grupo |
7
elementos grupo Il

‘ Y
/\

FIGURA 5.44 - Grupos de materiais adotados para a verificacao
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FIGURA 5.45 - Deslocamento transversal w (cm)

FIGURA 5.46 - Momento fletor My (kN.m/m)
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FIGURA 5.47 - Momento fletor My (kN.m/m)

3; BO 0\0
7 -30

8

FIGURA 5.48 - Momento fletor M,y (KN.m/m)

Os esforgos para as vigas podem ser analisados na TABELA 5.13.

TABELA 5.13 - Esforcos para as vigas - valores de calculo
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Viga Momentos fletores (kN.m)

V01 -21.58
V02 -10.24
V03 -31.10
V05 -34.54
V07 -21.54

Observa-se que o dimensionamento das lajes pelos valores maximos
dos momentos fletores obtidos do processamento em regime elastico linear
leva a uma configuragdo de armadura segura. O reprocessamento do
pavimento em regime elastoplastico conduz a resultados de esforgos bem
proximos aos da analise elastico linear, inclusive no que se refere as
distribuicbes dos mesmos no pavimento. Quanto as vigas, observa-se que
algumas delas apresentam valores de momentos fletores superiores aos
suportaveis pelas armaduras de referéncia de seus grupos. Poderiam-se
promover maiores plastificacdes nas vigas, de modo a representar o que
certamente ocorreria com as mesmas em servico. No entanto, devido a
importancia maior das lajes neste exemplo, ja que as vigas sdo em numero e
dimensdes reduzidos, optou-se pelo ndo reprocessamento do pavimento em

regime elastoplastico.

5.7.1. Conclusoes

A grande vantagem da andlise de pavimentos com a consideracdo da
ndo-linearidade fisica consiste em seu poder de representar com maior
acuidade o comportamento dos efeitos de carregamentos sobre o
pavimento. Veja-se, por exemplo, que os deslocamentos tiveram acréscimos
de cerca de 130% (para a armacdo segundo 3 grupos), e de 90% (para a
armacdo segundo 2 grupos armados pelos valores méaximos do regime
elastico linear) sobre os resultados da andlise elastico linear. Ndo ocorre
neste exemplo, mas esse fato poderia inviabilizar um projeto concebido em

regime elastico linear.
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A contribuicdo dada pela uniformizacdo dos efeitos proporcionada
pela analise em regime elastoplastico pode ser de grande beneficio para
pavimentos que apresentem picos de esfor¢cos que inviabilizem o seu
dimensionamento, impondo modificacbes na forma. Aqui, esses efeitos
puderam ser percebidos na analise das rea¢fes de apoio nos pilares, e no
comportamento das curvas de momentos. Nota-se que 0s picos de
momentos negativos nas regioes dos pilares foram abatidos e restritos a
regides menores, o que possibilitou a armacdo negativa por regides e néo
continua como ocorria na andlise em regime elastico linear. Obviamente,
com a restricdo da acdo dos momentos negativos, teve-se um acréscimo
nas regides sujeitas a momento positivo. Em pavimentos que apresentam
diferencas significativas entre 0s momentos positivos e negativos, a
uniformizacdo ser4 melhor notada, e seus efeitos poderdo proporcionar
economia maior de armadura.

A economia de armadura neste exemplo nao foi significativa (3.0% no
total), pois o fato de os pilares serem representados puntualmente no
modelo em elementos finitos proporciona o aparecimento de picos de
momentos fletores no seu entorno. Desse modo, mesmo havendo a
tendéncia de uniformizacdo dos esforcos no pavimento, esses pontos
permanecem produzindo picos. A amenizacao desse fendbmeno poderia ser
conseguida abordando-se o pilar como apoio extenso no modelo em
elementos finitos, com a consideracdo das suas dimensdes reais. Essa
sugestéo fica como proposta para trabalhos futuros.

Coloca-se também que as plastificacbes promovidas no pavimento
sao limitadas pelo acréscimo das flechas provocadas por sua consequéncia.
Deste modo, mesmo que a principio se pudesse pensar em grandes
plastificacbes para uma maior economia de armadura, encontrar-se-iam nas
flechas o limitante deste procedimento. Neste exemplo, as reducles
impostas foram da ordem de no maximo 20%, pois tentativas maiores que
essa, levaram a resultados para as flechas no pavimento que ndo atendiam
as prescricdes de deslocamento ja comentadas.

O tempo de processamento consumido na analise elastico linear do

pavimento em microcomputador equipado com processador de 100MHz
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Pentium, foi de 4 segundos. Na andlise elastoplastica foram necessarios
242.17 segundos (4 minutos e 2.17 segundos). Apesar da diferenca
significativa do tempo consumido pela analise em regime elastoplastico com
relacdo a analise em regime elastico linear, nota-se que o tempo de
processamento requerido é ainda pequeno, o que torna a analise viavel para

a utilizacdo em escritorios de projetos.
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6. CONCLUSAO

Empregando modelos relativamente simples para a representacéo do
fendmeno elastoplastico em elementos de barra (representativos das vigas)
e de placa (representativos das lajes), e mostrando a viabilidade de suas
aplicacbes na andlise estrutural de pavimentos de edificios, procura-se abrir
um horizonte muito rico e ainda pouco explorado dentro da andlise de
estruturas.

O modelo uniaxial aplicado aos elementos finitos de barra néo-
estratificados, apesar de sua simplicidade, produziu boas representagcdes do
comportamento de vigas metélicas e de concreto armado, como pode-se
verificar nos exemplos apresentados neste trabalho.

As lajes de concreto armado tiveram seu comportamento aproximado
por elementos de placa também nao-estratificados, e com o critério de
escoamento de Von Mises. Apesar de ser um modelo relativamente simples
quando comparado ao modelo estratificado com outros critérios de
escoamento considerados mais apropriados ao concreto, produziu
resultados bastante satisfatorios, como os apresentados no exemplo 6 deste
trabalho.

Como conseqiéncia das implementacdes realizadas no sistema
ANSER, ressalta-se a melhoria do sistema de analise que passou a
incorporar o elemento finito de placa quadrilateral, além do elemento de
barra de grelha em andlise elastoplastica. Faz-se necessaria ainda, a
implementacdo de um modelo elastoplastico destinado a representacao das

barras de pilares, introduzindo-se o efeito do esforco normal.
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A aplicacdo de um procedimento de célculo de pavimentos de
edificios em regime elastoplastico pode trazer grandes beneficios a analise
estrutural, pois permite ao projetista atuar sobre a redistribuicdo dos esforcos
obtidos com um mesmo conjunto de formas, através da imposi¢édo de taxas
de armadura diferenciadas no pavimento.

Além disso, o dimensionamento em regime elastoplastico oferece a
possibilidade de determinar-se com maior precisdo os deslocamentos da
estrutura, pois considera a diminuicdo da rigidez dos elementos por
fissuracdo do concreto e escoamento das armaduras, dispensando-se
procedimentos aproximados para a determinacdo desses efeitos sobre os
elementos do pavimento. Com isso, estruturas projetadas em regime elastico
linear, e que satisfazem ao estado limite de utilizacdo de deformacdes
excessivas em uma primeira avaliagdo, podem, quando analisadas em
regime elastoplastico, ndo mais atender a esse critério de dimensionamento.

Como pode ser observado no exemplo 6 deste trabalho, uma outra
grande vantagem da analise elastoplastica de pavimentos, é a de promover
uma uniformizacdo dos efeitos (reacdes de apoio e esforcos distribuidos)
nos elementos do pavimento. Esse fato pode vir a viabilizar um conjunto de
formas preestabelecido, e 0 mais importante, uniformizar os conjuntos de
armaduras utilizadas na armacdo do pavimento, beneficiando-se,
consequentemente, o aspecto construtivo. Outra consequéncia importante
oriunda da uniformizacao dos esforcos, € a possivel economia de armaduras
no dimensionamento do pavimento. Através da eliminacdo de picos de
esforcos (negativos ou positivos), com o conseqliente acréscimo nos
esforcos de sinais contrarios (positivos ou negativos), forcam-se as secdes
de concreto a trabalharem em patamares de esfor¢cos proximos da média.
Deste modo, promove-se um melhor aproveitamento das sec¢les
transversais.

Para trabalhos futuros, ficam as sugestbes de estenderem-se o0s
modelos elastoplasticos ao comportamento dos pilares do pavimento, a
elaboracdo de um modelo elastoplastico estratificado para os elementos
estruturais, a consideragcdo de anisotropia introduzida por taxas de

armaduras diferentes em direcdes ortogonais, e a introducdo de outros



107

critérios de escoamento, complementando o modelo proposto. Verifica-se,
também, a necessidade de implementar modelos que permitam representar

os efeitos que variam com o tempo.
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ANEXOS

Anexo A - Procedimentos de integracdo numérica

Seja uma funcéo de interesse x(t) definida no intervalo At e[O, T] cR,

e f(x(t)) ‘R— R, de modo a caracterizar o seguinte problema de valor
inicial:

X(t) = f(x(1))

X(0)=xn

Deseja-se expressar a funcéo de interesse x(t), colocada em termos
de ‘taxas’, de uma forma incremental, promovendo-se para isso, a
integracdo da funcdo segundo um procedimento qualquer. Dentre os
procedimentos de integracdo possiveis, destacam-se o explicito, baseado
nas diferencas finitas ascendentes, e o implicito, fundamentado nas
diferencas finitas descendentes.

A teoria das diferencas finitas permite obter uma aproximagéo para a
derivada da funcdo de interesse no instante t; segundo trés métodos: as
diferencas finitas ascendentes, descendentes e centrais (ndo abordadas
neste trabalho).

diferencas ascendentes: Xi = % (A.1.2)

Xi — Xia

diferencas descendentes: x; = 'T (A.1.2)
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As aproximagbes dadas pelas diferencas finitas podem ser

rearranjadas de modo a caracterizarem os procedimentos:

explicito: x(t.;) = X(t;) + Atxi = X(t;) + At.f(x(ti)) (A.1.3)

implicito: x(t;,,) = X(t;) + At.xi.1 = X(t;) + At f(x(ti+l)) (A.1.4)

No procedimento explicito, a descricdo da funcdo de interesse x(t) no
instante t;,,, x(ti+1), é obtida com relagéo a derivada da propria fungéo no
instante t, (anterior). Ja& no procedimento implicito, x(ti+1) € expressa em

funcdo da derivada da funcdo no instante t;,, (atual).

Pelo fato de o procedimento explicito referir-se a derivada no instante

de partida (t), podem aparecer problemas de convergéncia, como sera

evidenciado para o caso geral no espaco tridimensional R® das tensdes
desviadoras obedecendo-se ao critério de Von Mises. O emprego deste
procedimento pode levar a uma indeterminacdo das variaveis de estado
caso o incremento de tensfes ultrapasse determinados niveis, como pode-

se observar graficamente na FIGURA A.1.1.

solugédo para o
procedimento explicito
(equivocada)

Gexp\\

i+1

solugéo para o
procedimento implicito

FIGURA A.1.1 - Representacao grafica dos procedimentos de integracao
para o critério de Von Mises
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Considere-se, inicialmente, a superficie de escoamento do critério de
Von Mises representada pela hiperesfera de raio \/E.Ri e centro ‘O’, ao final

do incremento ‘i’. Sobre essa superficie, tem-se o estado de tensoes:

e representado pelo ponto ‘A’. Neste ponto, o vetor normal a superficie é:

r(c:,q) = fo) (normalidade) (A.1.6)

Por ocasido do incremento de cargas ‘i+1’, procura-se o estado de
tensBes que atenda ao modelo constitutivo adotado e promova o equilibrio
do elemento. A primeira tentativa na determinacdo do estado de tensdes,

GH—]. 66E6i+1 em t: t

i+17

consiste em adotar o comportamento elastico linear
do elemento sujeito a um campo de deslocamentos nodais, o que poderia
conduzir ao estado de tensoes:

o, #0E (A.1.7)

Ois1
e representado pelo ponto ‘B’. A partir deste ponto, necessita-se fazer o
retorno a superficie de escoamento encruada (expandida), através de um
procedimento de integracdo do modelo constitutivo. A integracdo segundo

um procedimento explicito, levaria ao estado de tensdes:

o €, (A.1.8)

representado pelo ponto ‘C’, que é a interseccao entre a reta paralela ao

vetor f ; e a superficie de escoamento representada pela hiperesfera de

raio \/E.RM. A integracdo segundo um procedimento implicito levaria ao
estado de tensoes :

ol €0E, (A.1.9)

i+1
representado pelo ponto ‘D’, localizado na interseccao entre o segmento de
reta que une os pontos ‘B’ e ‘O’ e a hiperesfera de raio \/E.RM.
Pode-se deduzir, entretanto, que o retorno do estado de tensdes
oriundos da tentativa em regime elastico linear para a superficie de
escoamento, deve corresponder a minimizacdo da norma energia envolvida

neste retorno. Isso corresponde a afirmar que o retorno a superficie de
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plastificacdo deve ocorrer segundo a menor ‘distancia’ entre o estado de
tentativa em regime eléstico e a superficie de escoamento do critério
adotado no espaco tridimensional de tensodes.

Como se observa graficamente, o procedimento implicito sempre
proporciona um retorno a superficie de escoamento segundo a menor
distancia. O retorno da-se na direcdo do vetor fluxo no instante ‘i+1’,

fc(m) , correspondente a direcdo radial, que é a que proporciona a menor

distancia geométrica entre um ponto e uma superficie esférica.

Em funcdo do critério de Von Mises ser representado por uma
hiperesfera no espaco das tensOes desviadoras, a retro-projecéo
proporcionada pelo procedimento implicito ocorre sempre na direcdo do seu
centro, ou seja, radialmente. Por isso, denomina-se Método da Retro-
Projecédo Radial (‘Radial Return Mapping’).

Com o objetivo de minimizar a possivel distorcdo de resultados
provocada pelo emprego do procedimento explicito, autores como
OWEN,D.R.J.;HINTON,E. (1980) lancam mao do artificio de dividir o
incremento de tensdes em varios subincrementos iguais e de menor médulo.
Este procedimento, no entanto, contribui com a morosidade da andlise, uma
vez gque o particionamento em ‘n’ subincrementos leva a ‘n’ andlises de

reducao dos subincrementos a superficie de escoamento.
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Anexo B - Sobre os elementos finitos empregados

Este Anexo tem o objetivo de apresentar alguns aspectos dos
elementos finitos empregados neste trabalho. Colocam-se, de modo sucinto,
caracteristicas relevantes sobre as hipoteses e formulacfes utilizadas na

implementacgéo dos elementos de barra de grelha e de placa (delgada).

B.1. Elemento de barra

O elemento finito de barra de grelha utilizado nas implementacfes dos
modelos elastoplasticos unidimensionais apresentados no capitulo 3, possui
trés graus de liberdade (gdl) por n6, sendo uma translacao segundo o eixo Z,

e duas rotagOes segundo os eixos X e Y, como colocado esquematicamente

na FIGURA A.2.1.

FIGURA A.2.1 - Elemento de barra de grelha - coordenadas locais

onde: w - translacdo segundo o eixo Z;

0, - rotagdo em torno do eixo X;
0, - rotacdo em torno do eixo Y;

X - coordenada genérica no dominio do elemento;

Le - comprimento da barra.
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O elemento possui um campo de deslocamentos w(x) cubico no seu

dominio:

W(X) = a; + a,X+ azx* +a,x° (A.2.1)

Deste modo, podem ser determinadas as rotacdes (ey) em funcédo da

coordenada X :

dw(x
0,(x) = d>(( ) _ a, + 28X+ 3a,x? (A.2.2)
As rotagcdes em torno do eixo x (ex), possuem campo linear no

dominio do elemento, obviamente independente dos deslocamentos

verticais:
0,(X) = as +agx (A.2.3)

onde: a; - constantes.

Matricialmente, podem-se escrever os campos de deslocamentos:

{;vx((xj)}[l x ) 15 Z=j %{;t(:j)}[x]{a} (A.2.4)

ag
Os deslocamentos nodais podem ser escritos em funcdo das

constantes e dos campos de deslocamentos impostos, como segue:

w’ 1t 0 o o o o]a
o) lo 1 0o o0 o ola
w11, B L) o olla
09 (o 1 2, 32 Jo 0 a, — {u} =[A|{a} (A.2.5)
pW | |0 0 0 0 1 0 |a
p@| [0 0 0 0 1 L.|a

Da expressdo (A.2.5) conclui-se que {a}:[A]_l{u}, que levada a

expressao (A.2.4), permite reescrevé-la como:
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0.(%)

onde: [NW] - funcéo de forma relacionada aos deslocamentos verticais;

{%}ﬂxm1{u}=[Nw||Nex]{u}=[Nl{u} (A28

[NOX] - funcéo de forma relacionada a rotacdo em torno do eixo X;

[N] = [X][A]_1 - funcédo de forma total.

A relacdo entre os deslocamentos e as curvaturas no dominio do
elemento podem ser obtidas por:
d?w(x)

o [~ o, = [owieo. o ~[e}ju “27)
dx

onde: 0 - operador diferencial;

[Bw] - matriz que relaciona as curvaturas aos deslocamentos nodais;
[Bex] - matriz que relaciona as rotagées no dominio do elemento as

rotacdes nodais em torno do eixo X;

O e e el vl
Le Le € Le Le I—e e I—e e e
- funcéo de forma total. (A.2.8)

A matriz de rigidez [ke] de um elemento nas suas coordenadas locais
corresponde a:
Le Le
[k°] = [[Bw] ElBw]dx+ [[B6,]"GJ,[B6, Jdx (A.2.9)
0 0

onde: E - modulo de elasticidade longitudinal do material,
| - momento de inércia da secao transversal;
G - madulo de elasticidade transversal do material;
Ji; - momento de inércia a tor¢cao da secéo transversal.
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Efetuando-se as integrais indicadas, torna-se possivel escrever a

matriz de rigidez explicitamente como:

[ 12.El -6.El -12.El -6.El i
L3 L2 L3 L2 0 0
_6El AEl  6El  2El . .
L2 L, L2 L,
-12.El 6.El 12.El  6.El
L3 L2 L3 L2 0 0
kl=| 621 281 em  4E . . (A.2.10)
Lze Le Lze Le
G.J, G.J,
0 0 0 0 L L
GJ, G.J,
L 0 0 0 0 - Le Le -

Para a integracéo dos residuos de forcas indicada na expresséao 3.30
do capitulo 3 deve ser utilizada apenas a parcela [Bw] da matriz [B], pois o
modelo elastoplastico é uniaxial, com plastificacdo produzida exclusivamente

pelo momento fletor.

B.2. Elemento de placa T3AF

O elemento finito de placa T3AF foi proposto por BERGAN,P.G.;
HANSSEN,L.(1978), como um dos primeiros elementos de formulacao livre,
juntamente com o elemento T3AE. A idéia basica da formulacéo livre € a de
conceber o elemento finito impondo-se as condi¢cdes do “Patch Test” na
montagem da matriz de rigidez.

O elemento T3AF, cuja designacao significa Triangulo com 3 gdl por
n6é com coordenadas de Area homogéneas e ortogonalidade em Forca, foi
apontado por IRONS,B.M.(1983) como o elemento triangular de melhor
desempenho para a analise de placas delgadas. Essa afirmacéo, juntamente
com as experiéncias relatadas por CORREA,M.R.S.(1991) com o elemento
T3AF, levaram-no a ser empregado neste trabalho. Coloca-se na FIGURA

A.2.2 um desenho esquematico do elemento T3AF com seus gdl.
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FIGURA A.2.2 - Elemento de placa T3AF - coordenadas locais

O campo dos deslocamentos (w) segundo o eixo Z no elemento é
cubico, e descrito por um conjunto de modos basicos (responsaveis pela
descricdo do movimento de corpo rigido e da deformacdo constante)
composto com modos superiores (funcdes de forma de alta ordem,
responsaveis pela descricdo das variacfes da curvatura no dominio do
elemento).

w =[Ny [{oue | +[Np]{an } (A.2.11)
onde: w - campo dos deslocamentos no dominio do elemento;

[Nie]=[61 &2 &3 &6, E,83 E&3&;] - polindmio completo até o

grau que corresponde aos modos rigidos e de deformacao constante;

[Nh]=[e182(61-82) €28a(62—E3) &a€i(6s-E1)] - conjunto de

modos superiores;

{oe} {ay} - coeficientes associados;

&; - coordenadas homogéneas de area.

A relagdo entre os deslocamentos e as curvaturas no dominio do
elemento s&o dadas por:

VW = V[N J{ae |+ V[Np {oen } = [Bre]{otre | +[Bn]{otn (A.2.12)
onde: V - operador diferencial;
[Brc] - matriz que relaciona as curvaturas aos deslocamentos nodais

(modo basico);
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[Bh] - matriz que relaciona as curvaturas aos deslocamentos nodais

(modo superior);

Uma possibilidade de montagem da matriz de rigidez generalizada
[kg] de um elemento finito consiste em utilizarem-se modos basicos

completos em conjunto com modos superiores linearmente independentes,

do seguinte modo:

el _ [kgrc] [PrIGh]
[ka]_ [GEPrc] [kih] (A.2.13)

arc

onde: [ke ] [ sh] - submatrizes de rigidez referentes aos modos basicos e
superiores respectivamente;
[GJPYC] ,[Prth] - submatrizes de rigidez que acoplam os modos
basicos aos superiores;

[G] =[G] + [Gn] - matriz quadrada de ordem 9 que relaciona os

parametros generalizados {a} aos deslocamentos nodais {u} :
{uj =[6[{e};

[P] = [k®[Gee]-

A formulacdo do elemento de placa triangular T3AF colocada neste
Anexo constitui uma pequena introducdo ao assunto, colocada com a
finalidade de apoio para a compreensao das implementacdes elastoplasticas
realizadas no capitulo 4. O assunto é bem mais amplo do que o discorrido
aqui, e maiores esclarecimentos sobre a formulacédo deste elemento podem
ser encontradas em CORREA,M.R.S.(1991).
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APENDICE

Apéndice 1 - Subrotina para a condensacdao estética

Segue-se a listagem da subrotina utilizada na condensacao estéatica
dos graus de liberdade (gdl) referentes ao noé interno de um quadrilatero
composto por 4 elementos triangulares. Esta subrotina elimina os 3 ultimos
gdl (1 translacdo e duas rotaclOes referentes ao centro de gravidade do
elemento) do elemento quadrilateral, aqui denominados pelos gdl 13, 14 e
15. Esta subrotina também armazena os pivls a serem utilizados para a
condensacao dos residuos de forca e das tensdes iniciais referentes ao né
interno do quadrilatero. Para tal condensacdo, serdo necessarias as
variaveis PIVOTS e TES.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkhhkkhkkkhkkkkkkkkkkhhkkkkkkhkkkhhkkkhkkkkhkkkkkkhkkkkkkkkkkhhkkhkkkkhkkkkhkkkkkkkkkx

C$SCOND -CONDENSACAO GRAUS DE LIBERD. DO NO INTERNO DO
QUADRILATERO
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C Rotina feita em 28/04/96 com a finalidade de efetuar a condensacao estatica (ref. graus

C de liberdade internos) da matriz de rigidez ASA, vetor de cargas RF, matriz momento x

C deslocamento SA e dos momentos iniciais SF

C

C Principais variaveis

C ASA - matriz de rigidez

C RF - vetor de cargas

C SA - matriz momento x deslocamento

C SF - matriz de momentos iniciais

C NIF - nimero de graus de liberdade internos a serem condensados

C NEF - nimero de graus de liberdade externos do elemento

C NTF - nimero total de graus de liberdade do elemento

C PIVOTS - matriz que armazena os pivots para a condensagdo de RF nos residuos
C ASALL - vetor que armazena os elementos da diagonal principal de ASA

utilizados na condensacédo de RF nos residuos



C TES - matriz que armazena 0s pivots auxiliares para a condensacao de SF nos
residuos

SUBROUTINE COND(NTF,NEF,PIVOTS,TES,ASALL)

IMPLICIT REAL*4 (A-H,0-Z)

INTEGER 1,J,K,K1,L,N,NIF,NTF,NEF

REAL*4 PIVOTS(14,3), TES(12,3),ASALL(3)

REAL*8 T,C

COMMON/EM/ LM(24),ND,NS,PF(24),RF(24,4), XM(24),SA(12,24),SF(12,4),
* ASA(24,24),LMI(4),IX(7),1Y(7),EL(4), TLO(5,4),QQQ(696)

NIF = NTF - NEF
DO 200 N =1,NIF
K=NTF-N
L=K+1
IF (ASA(L,L).LE.0.)GO TO 200
DO 165 I=1,K
IF (ASA(L,).EQ.0.) GO TO 165
T = ASA(L,I)/ASA(L,L)
ASALL(N)=ASA(L,L)
C
C Matriz de rigidez [ASA]
DO 160 J=1,K
ASA(J,l) = ASA(J,I) - ASAJ,L)*T
ASA(1,J) = ASA(J,I)
160 END DO
165 END DO
C=RF(L,1)/ASA(L,L)
C
C Vetor de cargas [RF] com uma coluna
DO 180 I=1,K
PIVOTS(I,N)=ASA(I,L)/ASA(L,L)
RF(l,1)=RF(1,1)-ASA(l,L)*C
180 CONTINUE
C
C Matriz Momento x Deslocamento [SA] e Momentos Iniciais [SF]
IF(ASA(L,L).LT.1.0D-8) GO TO 200
DO 195 K1=1,12
T=Sa(K1,L)
TES(K1,N)=T
Sa(K1,L)=Sa(K1,L)/ASA(L,L)
DO 190 I=1,K
Sa(K1,l) = Sa(K1,l) - (ASA(l,L)/ASA(L,L))*T
190 CONTINUE
SF(K1,1)=SF(K1,1)+T*C
195 CONTINUE
200 CONTINUE
RETURN
END

0

Apéndice 2 - Subrotina para a determinacao da raiz de f(y)
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C$$SNEWTON

*%
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C
C Principais variaveis
C PM - escoamento/inflexdo (Mr ou My)
C EPSTN - deformacéo efetiva
C HL - parametro de encruamento isétropo (ky ou ku)
C E - médulo de elasticidade longitudinal
C G - modulo de elasticidade transversal
C NI - coef. de Poisson
C SE - momentos de placa relativos ao estado de tentativa (Mx,My,Mxy)
C GAMA - variévelfrocurada
C f - funcao f
C df - derivada da funcao f°
C fbar2 - funcéo f2
C R2  -funcdo R?
SUBROUTINE NEWTON(PM,EPSTN,HL,E,NI,SE,GAMA)
INTEGER cont
REAL*4 SE(3)
REAL*8 PM,HL,E,NI,EPSTN,dx,aux, GAMA,GAMAQO,fbar,f,df
C Aproximacao inicial para GAMA --> GAMAO
GAMAO0=0.
CALL FUNCVAL(PM,EPSTN,HL,E,NI,SE,GAMAO,fbar,f,df)
GAMAO=-f/df
GAMA=GAMAO
aux=0.
cont=0
dx=0.
DO WHILE (abs((GAMA-aux)/GAMA).GT.(1.0E-6))
CALL FUNCVAL(PM,EPSTN,HL,E,NI,SE,GAMA fbar,f,df)
dx=f/df
GAMA=(GAMA-dx)
aux=GAMA-+dx
END DO
RETURN
END
C$$
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FUNCVAL
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SUBROUTINE FUNCVAL(PM,EPSTN,HL,E,NI,SE,GAMAfbar,f,df)

REAL*4 SE(3)
REAL*8 PM,HL,EPSTN,E,NI,GAMA,G,fbar,f,df,
auxl,aux2,aux3,aux4,fbar2,R,R2,dfbar,dR

G=E/(2*(1+NI))
aux1=(1./6.)*(SE(1)+SE(2))*2/(((E*GAMA)/((3-3*NI))+1)**2)
aux2=(0.5*((SE(1)-SE(2))**2)+(2*(SE(3))**2))/(1+(2*G*GAMA))**2
aux3=-(2*E*aux1)/((3-3*NI)*((E/(3-3*NI))*GAMA+1))
aux4=E/(3-(3*NI))



fbar2=aux1l+aux2
fbar=SQRT (fbar2)
dfbar=(1./(SQRT(aux1+aux2)*2))*

* (aux3-((4*aux2*G)/(1+(2*G*GAMA))))
R2=(((((foar*GAMA*SQRT(2./3.))+EPSTN)*HL)+PM)**2)*(1./3.)
R=SQRT(R2)
dR=(((1./(6*fbar))*GAMA*SQRT(6.)*(SQRT(3.)/3.))*

* (((-2*AUX1)*AUX4)-(4*AUX2*G))+(1./3.)*fbar*SQRT(6.))*HL
f= (0.5*fbar2)-R2
df=(fbar*dfbar)-(2*(R*dR))

RETURN
END

Apéndice 3 - Programa para a determinacao do diagrama

momento-curvatura de uma secao transversal

C PROGRAMA PARA A DETERMINACAO DO DIAGRAMA MOMENTO x
C CURVATURA CARACTERISTICO DE UMA SECAO DE

C CONCRETO ARMADO (VIGA OU LAJE)

C

C Principais variaveis

C Ec - mAdulo de elasticidade longitudinal do concreto

C fcm - resisténcia média do concreto a compressao

C fctk - resisténcia caracteristica do concreto a tragao

C fctm - resisténcia média do concreto a tracdo na flexao

C Es - modulo de elasticidade longitudinal do aco

C fyk - tensdo de escoamento do aco

C b, h - dimensdes da sec¢do transversal

C d - altura (til da secao

C dl - cobrimento da armadura longitudinal de compressao

C As - armadura longitudinal de tracao

C Als - armadura longitudinal de compresséao

C M - vetor que armazena os momentos Mr,My e Mu

C curv - vetor que armazena as respectivas curvaturas

C alfae - Es/Ec

C ecc - deformacao especifica do concreto a compressao

C esc - deformacao especifica do ago a compressao

C est - deformacao especifica do ago a tragao

C Rcc - resultante de compresséo no concreto

C Rsc - resultante de trac@o na armadura longitudinal de tragao

C scc - tensdo normal de compresséo no concreto

C Xis - profundidades da linha neutra para as diversas situacfes

C Dr, Dy, Du - inclinag8es dos trechos do diagrama momento-curvatura trilinear
C ky, ku - pardmetro de encruamento isétropo correspondente ao primeiro ou

segundo trecho de encruamento
INCLUDE 'FGRAPH.FI'
INCLUDE 'FGRAPH.FD'
INTEGER tipo

REAL Ec, fcm, fctk, fctm, Es, fyk, b, h, d, dl, As, Als, M(3),
* curv(3), alfae, ecc, esc, est, Rcc, Rsc, scc,
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* xis(2), aa, bb, cc, Dr, Dy, Du, ky, ku

Entrada de dados
CHARACTER ARQ*15
RECORD/rccoord/curpos

Tela de abertura

CALL clearscreen ($GCLEARSCREEN)

CALL settextposition (8,1, CURPQOS)

WRITE(*,1)

FORMAT(PROGR. P/ A DETERMINACAO DO DIAGR. MOMENTOXCURVATURA',
/1X,'MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS',
/1X,'PROFESSOR - MARCIO ROBERTO SILVA CORREA',
/1X,;ALUNO - RICHARD SARZI OLIVEIRA',
I1111X,'NOME DO ARQUIVO DE ENTRADA (sem extensao): ',L10)

CALL settextposition (16,1, CURPQOS)

*
*
*
*

Leitura do nome do arquivo de dados de entrada
READ(*,2) ARQ
FORMAT(A10)

Abertura dos arquivos de entrada e saida
OPEN (3, FILE = ARQ/I'.DAT")
OPEN (5, FILE = ARQ/I".OUT")
WRITE(5,3) ARQ
FORMAT (17X,'’ARQUIVO DE ENTRADA (sem extensao): ',A15)

Leitura da opcao de calculo - 1:Viga retangular; Laje 2: Vigasecdo T
READ (3,%)tipo

WRITE(5,4) tipo

FORMAT (/3X,'Tipo de elemento (Viga,Laje=1, Secao"T"=2) -->",I11)

Leitura e gravacao dos dados da viga ou laje
READ (3,*)b,h,d,dl,As,Als
WRITE (5,5)
FORMAT (/3X,' == "I5X,
* 'DADOS GEOMETRICOS',/3X,' == "I5X,
* 'b',10X,'n",10X,'d',10X,'dl',10X,'As',10X,'Als",/)
WRITE (5,6)b,h,d,dl,As,Als
FORMAT(3X,F6.2,5X,F5.2,6X,F5.2,6X,F5.2,7X,F5.2,7X,F5.2)
READ (3,*)Ec,fcm,fctk,Es,fyk
WRITE (5,7)
FORMAT (/3X,' == "I5X,
* 'DADOS DOS MATERIAIS',/3X,' ="/5X,
* 'Ec',9X,'fcm’,8X,'fctk’, 7X,'Es', 10X, fyk',/)
WRITE (5,8)Ec,fcm,fctk,Es,fyk
FORMAT(2X,F8.2,2X,F8.2,3X,F8.2,4X,F8.2,3X,F8.2)

Determinacao da fissuracao ( Mr,(1/r)r)
IF (tipo.EQ.1) THEN

fctm=1.5*fctk
ELSE

IF (tipo.EQ.2) THEN

fctm=1.2*fctk

END IF
END IF
M(1) = (b*h*h/6.)*fctm
curv(1) = 12*M(1)/(Ec*b*h*h*h)



C
C Determinacao do escoamento ( My,(1/r)y)
alfae = Es/Ec
xis(1) = (-alfae*(As+Als)+(SQRT (alfae*(alfae*((As+Als)*(As+Als))+
* 2*b*(Als*dl+As*d)))))/b
ecc = fyk*As/( (Ec*xis(1)*b/2.)+(Als*Es*(xis(1)-dl)/xis(1)) )
scc = ecc*Ec
IF (scc.GT.fcm) THEN
scc = fcm
ecc = scc/Ec
END IF
esc = (ecc*(xis(1)-dI))/xis(1)
Rcc = (scc*xis(1)*b)/2.
Rsc = esc*Es*Als
M(2) = Rec*(d-xis(1)/3.)+Rsc*(d-dI)
est = ecc*(d-xis(1))/xis(1)
curv(2) = est/(d-xis(1))

C Determinacao da situacdo ultima ( Mu,(1/r)u)
aa = 0.8*b*fcm
bb = -((0.8*b*fcm*d)+(0.01*Als*Es)+As*fyk)
cc = (0.01*Als*Es*dIl)+As*fyk*d
xis(2) = (-bb-SQRT((bb*bb)-(4*aa*cc)))/(2.*aa)
ecc = 0.01*(xis(2))/(d-xis(2))
IF (ecc.LT.0.02)THEN
aa = Ec*b
bb = (2*Es*Als)+(200*fyk*As)
cc = -( (2*Es*Als*dl)+(200*fyk*As*d) )
xis(2) = (-bb+SQRT((bb*bb)-(4*aa*cc)))/(2.*aa)
ecc = 0.01*(xis(2))/(d-xis(2))
END IF
esc = 0.01*(xis(2)-dl)/(d-xis(2))
curv(3) = 0.010/(d-xis(2))
IF (ecc.GT.0.0035)THEN
ecc = 0.0035
esc = 0.0035*(xis(2)-dl)/xis(2)
curv(3) = 0.0035/xis(2)
END IF
Rcc = 0.8*xis(2)*b*fcm
Rsc = esc*Es*Als
M(3) = Rcc*(d-(0.4*xis(2)))+Rsc*(d-dl)
IF (ecc.LT.0.02)THEN
M(3) = ( As*fyk*(d-xis(2)/3.) )-( Rsc*(dI-xis(2)) )
END IF

C Determinacao dos parametros de encruamento
Dr = M(1)/curv(1)
Dy = (M(2)-M(1))/(curv(2)-curv(1))
Du = (M(3)-M(2))/(curv(3)-curv(2))
ky = Dy/(1-Dy/Dr)
ku = Du/(1-Du/Dr)

C Gravacdao dos resultados
WRITE (5,10)
10 FO R MAT (/3X1‘********************************' ,/5X,
* ‘DIAGRAMA MOM ENTO X CU RVATURA',/3X,'*********************************‘7/5X,
* o ME8X, (AN, 7X,' My, 8X, (A/n)y', 7X,'MU', 7X,'(1/nu',/)
WRITE (5,15)M(1),curv(1),M(2),curv(2),M(3),curv(3)
15 FORMAT(3(F9.2,2X,E10.2,2X))



WRITE (5,20)
20 FO R MAT (/3X1‘****************************' ,/SX,
* ‘POSICOES DA LI NHA N EUTRA',/3X,'****************************
* I5X,
* o XyL8X,'Xu'/)
WRITE (5,25)xis(1),xis(2)
25 FORMAT(2X,2(F6.2,4X))
WRITE (5,30)
30 FO R MAT (/3X1‘*****************************' ,/5X,
* ‘PARAM ETROS DE ENCR UAM ENTO‘ ,/3X,'******************************‘ ’/SX,
* o 'ky',12X,'ku',/)
WRITE (5,35)ky,ku
35 FORMAT(2X,2(E9.3,4X))
STOP
END



