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de coordenada.

Os simbolos ausentes nesta lista estdo definidos no texto, onde sdo utilizados.

RESUMO

MATIAS Jr., L.G. (1997). Andlise ndo linear de estruturas tridimensionais de

edificios altos com nucleos resistentes sobre fundagoes flexiveis. Sdo Carlos,
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1997. 197p., Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sdo Paulo.

O principal objetivo deste trabalho ¢ analisar a intera¢do tridimensional
entre nucleos e as estruturas usuais de contraventamento, tais como, trelicas, porticos
e pilares isolados, considerando a influéncia da flexibilidade das suas fundac¢des no
equilibrio final do sistema estrutural, sobretudo quando sdo introduzidos os efeitos
da ndo linearidade geométrica. A influéncia dos trechos rigidos e das excentricidades
entre os eixos longitudinais dos elementos, incidentes em um mesmo ponto nodal,
também ¢ pesquisada na rigidez global do sistema. Para possibilitar estas analises,
elaborou-se um programa em linguagem FORTRAN 90 com recursos para processar
estruturas complexas. A automac¢do dos calculos fundamenta-se no método dos
deslocamentos e nas técnicas de andlise matricial. Na determinagdo da rigidez do
sistema aplicou-se o principio da energia potencial total minima. As estruturas dos
edificios usadas na aferi¢do dos resultados, fornecidos pelo referido programa, sdo
reticuladas e suas lajes funcionam como diafragmas horizontais infinitamente rigidos
nos seus planos e sem qualquer resisténcia a flexdo. Os efeitos de segunda ordem sao
computados através de um processo de calculo iterativo, onde a matriz de rigidez da
estrutura tem seus coeficientes afetados pelo esfor¢o normal e no caso dos sistemas

com nucleos, além deste, os momentos fletores e os bimomentos.

Palavras - chaves: Nucleo; Nao linearidade geométrica; Base elastica
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MATIAS Jr., L.G. (1997). Non linear analysis of tridimensional tall building
structure with resistant core on flexible foundation., Sao Carlos, 1997. 197p,
Dissertagao (Mestrado), Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de

Sédo Paulo.

The principal aim of this work is to analyse the tridimesional interaction
between cores and the usual bracing structure, such as, trusses, frames and isolated
column, considering their foundation flexibility in the structural system final
equilibrium, even when the geometric non linear effects are introduced. The offsets
and the eccentricities among longitudinal axis of the elements, incidents in the same
nodal point, is researched in the system global stiffness as well. To make this
analysis possible, a program in FORTRAN 90 language was made with resourses to
process complex structures. The calculus automation is based on the stiffness method
and on the matricial analysis tecnique. To obtain the system stiffness, the minimum
total potential energy principle was applied. The building structures used to check
the results, given by the mentioned program, are reticulated and their slabs works as
horizontal diaphragm, infinitely stiffened in their planes and without any beding
resistance. The second order effects are computed thru a iterative calculus process,
where the structrure stiffness matrix has its coefficients affected by the axial force
and in cases of systems with cores, besides it, the bending moments and the

bimoments.

Key words: Cores; Non geometric linearity; Elastic foundations



1-INTRODUCAO

1.1 - Generalidades

O alto custo dos terrenos e a crescente demanda por imdveis nos grandes
centros urbanos transformou as construcdes verticais na alternativa mais viavel para
expansao do mercado imobilidrio, exigindo dos engenheiros, especialistas na area,
conhecimentos mais precisos relacionados a estabilidade lateral de suas estruturas. A
cada dia surgem novos trabalhos, cujas metas se resumem em propor um modelo
ideal que simule com maior realismo o comportamento estrutural dos edificios altos,
submetidos a acdo do vento, visando maior seguranca € economia.

Dentre os diversos sistemas estruturais propostos existem os porticos
planos ou tridimensionais, painéis trelicados, painéis-parede, nucleos resistentes,
pilares isolados e os elementos horizontais de contraventamento que sdo as lajes e as
vigas.

Os porticos planos sdo os mais conhecidos entre os pesquisadores e mais
usados na pratica. Sdo constituidos pela associag@o plana de pilares, vigas ¢ quando
necessarias diagonais, conectados entre si através de nos rigidos ou semi-rigidos.
Podem isoladamente compor a estrutura de contraventamento ou associar-se aos
demais sistemas.

Os painéis trelicados sdo formados por barras verticais e diagonais,
ligadas por nds perfeitamente articulados. Surgem como alternativa para aumentar a
rigidez das estruturas de contraventamento, sobretudo nos edificios de estrutura
metalica.

Os painéis-parede sdo os elementos, cuja secdo transversal possui uma

das dimensdes consideravelmente maior que a outra, ou seja, sdo paredes planas e



isoladas. Alguns autores os pesquisaram associados, no espago tridimensional, em
trés ou mais unidades continuamente ligados entre si, formando um elemento tnico
de secao transversal aberta. Neste tipo de andlise, eles assumem um comportamento
estrutural semelhante aos nucleos resistentes submetidos a tor¢do. A interagdo
tridimensional se dé& através das tensdes de cisalhamento distribuidas ao longo de
suas ligagdes.

Os ntcleos resistentes sao elementos de elevada rigidez, constituidos
pela associagdo tridimensional de paredes delgadas retas ou curvas, formando se¢des
transversais abertas. Sao usualmente posicionados nas areas centrais dos edificios, ou
seja, em torno dos elevadores, das escadas, depositos ou espagos reservados para
instalacdo de tubulagdes elétricas e hidraulicas. A caracteristica principal que o
distingue dos demais sistemas estruturais ¢ sua rigidez ao empenamento. Podem ser
parcialmente fechados pelas vigas, lintéis ou lajes, que contribuem com suas
resisténcias a flexdo para diminuir as deformagdes na dire¢do do empenamento. Em
alguns edificios altos eles podem isoladamente constituir a estrutura, absorvendo
tanto os esforgos horizontais como verticais, nestes casos as tensdes devido as
deformacdes por flexdo e empenamento podem ter a mesma ordem de grandeza,
devendo ser ambas consideradas, o que exige do projetista conhecimentos da teoria
da flexo-tor¢do, amplamente pesquisada por VLASSOV (1961).

Pilares isolados s3o elementos de comportamento tridimensional
inseridos nas estruturas de contraventamento, tendo sua rigidez ao empenamento
desprezada. Sdo interligados entre si ou a outros sistemas estruturais através de
barras horizontais (vigas), ou diagonais, formando poérticos espaciais.

A laje ¢ um elemento de travamento ao nivel dos pisos, ou seja, admite-
se a hipdtese da indeformabilidade do seu plano médio, tendo sua rigidez transversal
desprezada, porém ja existem trabalhos em que foi analisada a influéncia de sua
resisténcia a flexdo na estrutura de contraventamento. Esta hipotese é de extrema
importancia, devido ao fato de torni-la um elemento compatibilizador dos
deslocamentos horizontais, reduzindo sensivelmente o nimero de incognitas do
problema.

As vigas sdo barras horizontais posicionadas ao nivel das lajes. Sua

rigidez axial ¢ desprezada nos caso em que as lajes funcionam como elemento de



rigidez infinita no seu plano. Interligam pilares isolados entre si ou outros sistemas
estruturais. Quando conectam internamente os nucleos sdo denominadas lintéis.
Podem ainda ser discretizadas em elementos finitos de barra interagindo com as lajes
discretizadas em elementos finitos de placa, dando origem ao sistema estrutural do
pavimento, cuja resisténcia a flexao também podera ser considerada na estrutura.

Existe ainda um outro tipo de contraventamento denominado sistema
tubular, o qual ¢ formado for podrticos posicionados no perimetro do edificio. Estes
porticos sdo constituidos por pilares, vigas e, quando conveniente, diagonais,
interligados através de nods rigidos. Sao usados em edificios de planta quadrada ou
retangular, seus elementos verticais sdo posicionados proximos um do outro,
resultando em vigas com comprimentos pequenos quando comparados as suas
alturas. Este tipo de estrutura ¢ semelhante a um tubo fechado e vazio com diversos
orificios em sua superficie. A filosofia basica do sistema € concentrar na periferia
todos os elementos estruturalmente importantes com o objetivo de aumentar a rigidez
a flexdo.

Os varios sistemas estruturais, descritos anteriormente, podem ter seus
esforcos internos e deslocamentos determinados pelo método dos deslocamentos ou
da flexibilidade, utilizando-se técnicas de calculo matricial. Poderdo ainda ser
empregados outros recursos, conforme conveniéncia do projetista e o tipo do sistema
estrutural adotado, tais como o método dos elementos finitos, de contorno ou meio
continuo.

A tendéncia de verticalizagdo das edificagdes tem exigido também maior
atencdo no que diz respeito a esbeltez das estruturas. Em alguns casos os
deslocamentos horizontais, causados pelas agdes do vento, produzem esforcos
adicionais, quando sao aplicadas simultaneamente as agdes de origem gravitacional.
Sendo assim, ¢ necessaria a verificagdo do equilibrio de forgas na sua posi¢ao
deformada, ou como ¢ conhecida da literatura técnica, analise em teoria de 2* ordem.
Para possibilitar esta andlise serdo adotados processos da estdtica classica.
Considerando inicialmente a estrutura na sua posic¢ao indeformada e aplicando-lhe as
acOes verticais e aquelas originadas dos ventos determinam-se os seus esforgos
resistentes. Em funcdo desses esfor¢os, obtém-se os parametros caracteristicos de

rigidez de todos os seus elementos, cujo somatorio resultard na matriz de rigidez da



estrutura em teoria de segunda ordem, também conhecida por matriz de rigidez
secante. O calculo ¢ iterativo e os deslocamentos resultantes deverdo convergir de
acordo com um valor de tolerancia a ser definido mais adiante. A andlise consistira
em diversas atualiza¢cdes da matriz de rigidez e a cada iteracdo realizada ocorrera
uma degeneracao da rigidez da estrutura, provocando um aumento nas deformagoes,
que apdés em um certo limite introduz esfor¢os adicionais significativos,
denominados esfor¢os de segunda ordem.

Nas estruturas dos edificios altos existe ainda um problema relacionado
com a automacao dos calculos de seus deslocamentos e esforcos resistentes. Devido
ao elevado numero de elementos envolvidos ¢ a limitacdo na memoria central dos
microcomputadores, torna-se necessario o emprego de técnicas computacionais que
viabilizem o processamento. Os pesquisadores na sua maioria adotam o processo de
substruturagdo que ¢ baseado na divisao da estrutura em substruturas, as quais sao
resolvidas por partes utilizando a memoria central, armazenando na memoria auxiliar
dados necessarios para complementagdo dos calculos. Isto torna possivel a resolugao
de estruturas de edificios com elevado numero de pavimentos. Sendo assim a
limitagdo ¢ transferida para capacidade de armazenamento do disco rigido (memoria
auxiliar). Uma substrutura € constituida por um numero limitado de pavimentos,
sendo esta quantidade determinada conforme a dimensdao de sua matriz de rigidez
resultante. Nesta abordagem serdo adotadas substruturas com apenas um pavimento,
com a finalidade de simplificar a anélise.

A vinculagdo da estrutura também podera influir na determinacdo de sua
posi¢do final de equilibrio. A existéncia de deslocamentos nos seus nds de ligagao
com os elementos da base contribuem para aumentar ainda mais os desvios
horizontais, causados pela agdo do vento. Estes deslocamentos ocorrem quando os
elementos da fundagdo estdo embasados sobre solos compressiveis, os quais se
deformam proporcionalmente aos esfor¢os absorvidos. Para avaliar a influéncia
dessas ligagdes, serd aplicado o método energético, o qual consiste no principio da
energia potencial total minima (P.E.P.T.M) e possibilita avaliar a rigidez da
estrutura vinculada a fundacdes flexiveis. Para o nucleo, na direcdo do
empenamento, serdo previstos dois tipos de vinculos, os continuos e aqueles situados

em pontos localizados ao longo de suas paredes.



O método dos deslocamentos e as técnicas de analise matricial, serdo
utilizados para obtencdo dos esforgos resistentes e deslocamentos nodais das
estruturas tratadas nesta abordagem. Sendo assim, torna-se necessaria a adogdo de
elementos especificos, que simulem o comportamento estrutural dos sistemas de
contraventamento descritos anteriormente. As deformacdes dos materiais que

constituem estas estruturas serdo consideradas no regime elastico linear.

1.2 - Alguns trabalhos desenvolvidos em teoria de primeira ordem.

A andlise linear dos esforcos atuantes nos sistemas estruturais dos
edificios altos tem sido objeto de pesquisa para diversos autores, dentre eles pode ser
citado YAGUI (1971) que pesquisou um processo de céalculo aproximado para
nucleos resistentes com diafragmas transversais, usando técnicas de calculos
matricial. Cada parede foi substituida por uma estrutura plana equivalente,
constituida por um pilar flexivel e vigas de rigidez infinita a flexdo posicionadas ao
nivel desses diafragmas. Foram consideradas for¢as de cisalhamento atuando nas
ligacdes entre as suas paredes, cuja espessura ¢ constante no intervalo entre dois
diafragmas. Foram admitidos também vinculos externos completamente rigidos ou
elasticos, prevendo-se ainda os efeitos causados pela temperatura. Esta abordagem
embora ndo tenha sido dirigida diretamente as estruturas dos edificios altos, foi
utilizada por alguns autores citados mais adiantes.

Através dos métodos do meio continuo e discreto COSTA (1984) analisa
esforcos nas paredes de nucleos estruturais, contraventados por lintéis com
vinculagao elastica ao nivel da fundagdo. No tratamento discreto ¢ usado o método
dos deslocamentos com as técnicas matriciais tendo sido considerado para o nucleo a
mesma estrutura equivalente apresentada por YAGUI (1971). No tratamento
continuo foi usada a teoria de flexo-tor¢cdo, considerando para o nucleo
comportamento das barras de secdo aberta constituidas de paredes delegadas. Por fim
¢ feita uma comparacao que evidencia uma boa aproximagao entre os valores obtidos

nos dois tratamentos.



BECKER (1989) analisou os efeitos da associagdo tridimensional de
pérticos planos, pilares isolados, nucleos resistentes e elementos horizontais de
contraventamento (lintéis e vigas). Os nucleos foram considerados como elementos
tridimensionais constituidos por paredes delegadas e analisados pela teoria da flexo-
tor¢cao desenvolvida por VLASSOV (1961), HEIDEBRECHT e SWIFT (1970),
TARANATH e SWITH (1972), onde ¢ pesquisado o efeito da deformagdo por
empenamento da secdo transversal. Através do tratamento discreto utilizando o
método dos deslocamentos determinou-se a matriz de rigidez do nucleo modelando-o
como um membro linear com sete deslocamentos por extremidade, sendo seis
relacionados ao comportamento tridimensional e o sétimo atribuido ao
empenamento. Foram desprezadas as deformacdes por forca cortante e pelo
momento de flexo-torgao.

BEZERRA (1995) analisou a influéncia da rigidez a flexao das lajes nas
estruturas tridimensionais dos edificios utilizando o método dos elementos finitos e
as técnicas de calculo matricial. A laje teve sua rigidez transversal computada através
de sua discretizagdo em elementos finitos DKT' ¢ os demais elementos (pilares e
vigas) foram utilizados elementos de barra. A existéncia de excentricidades entre os
eixos longitudinais de elementos incidentes em um mesmo ponto nodal, também
tiveram suas influéncias avaliadas. No sistema estrutural ndo foi considerada a
presenca de nucleos resistentes. O autor conclui que em alguns casos quando
considerada a rigidez a flexdo das lajes, pode ocorre uma reducdo nos esforcos

absorvidos pelo elementos reticulados em até 17%.

1.3 - Alguns trabalhos desenvolvidos em teoria de segunda ordem.

Com o objetivo de conhecer o comportamento real das estruturas, alguns
pesquisadores desenvolveram trabalhos de extrema importancia, no que diz respeito
aos esforcos adicionais introduzidos nas estruturas devido sua deformacdo. Como
exemplo pode-se evidenciar o trabalho desenvolvido por ANTUNES (1978), cujo

principal objetivo foi fundamentado na determinagdo do carregamento critico de

! Discrete Kirchhoff Theory



instabilidade elastica geral. Foram analisadas as estruturas tridimensionais de
edificios altos constituidas por porticos planos e pilares isolados. Utilizando
equagdes diferenciais de equilibrio do elemento em sua posicdo deformada,
determinaram-se as matrizes de rigidez, em teoria de 2* ordem, para os pilares, cujas
segOes transversais possuem um, dois ou nenhum eixo de simetria, sendo
consideradas, em alguns casos, as suas propriedades setoriais. Para determinagdo dos
parametro de instabilidade foi considerado exclusivamente o esfor¢o axial.

MORI (1978) analisou esforgos solicitantes em barras de secdo
delegada aberta com vinculos rigidos e eldsticos submetidos a cargas torgoras
concentradas, uniformemente distribuida e bimomentos aplicados. As matrizes de
rigidez em teoria de 1* e 2* ordem, bem como o vetor de for¢as nodais foram obtidos
através do método energético e do processo de Ritz, adotando fungdes polinomiais
aproximadas para os deslocamentos.

YAGUI (1978) analisou a influéncia do esfor¢co normal em trés sistemas
estruturais, tendo como elemento principal e nucleo resistente de concreto armado,
utilizando as mesmas consideracdes descritas no seu trabalho de doutorado YAGUI
(1971). O primeiro contendo pilares periféricos, o segundo com pendurais
vinculados em trelicas de ago posicionadas no seu topo e o terceiro com pilares
periféricos vinculados nas suas extremidades superiores as treligas de topo. Além dos
esforgos ¢ determinado também o carregamento critico de instabilidade geral no
regime elastico.

SILVA (1989) apresentou em seu trabalho uma anélise do efeito P-0 nas
estruturas tridimensionais de edificios altos constituidas de poérticos e nucleos
resistentes. O nucleo tem o mesmo comportamento considerado nos trabalhos de
YAGUI (1978) e COSTA (1984) quando utiliza o método discreto. Levou - se em
consideracdo a influéncia das deformacdes por forgca cortante, bem como, a
existéncia dos nés de comprimento finito (trechos rigidos). O efeito P- estd baseado
em uma analise simplificada, a qual usa a estrutura de um programa em teoria de 1*
ordem. Através de calculos iterativos sdo acrescentas em cada pavimento forgas
horizontais calculadas com base nos deslocamentos laterais, obtendo assim, valores
para os esforcos de segunda ordem bastantes proximos aos dos métodos que utilizam

as matrizes de rigidez dos elementos em suas posi¢des deslocadas.



MORI (1992) - Acrescentou a analise feita por BECKER (1989) os
efeitos da ndo linearidade geométrica, usando as matrizes de rigidez dos elementos
afetada pelos seus respectivos esforcos internos. Para os pilares isolados, bem como
aqueles pertencentes aos porticos planos sdo consideradas as matrizes de rigidez em
teoria de 2* ordem, determinadas por ANTUNES (1978). No caso do nucleo
resistente a matriz de rigidez em teoria de 2* ordem ¢ obtida a partir da solugdao do
sistema de equagdes diferenciais de equilibrio obtidas com o elemento na sua posi¢ao
deformada na situacdo mais geral, ou seja, a se¢do transversal ndo possui eixos de
simetria e as cargas axiais aplicadas nas suas extremidades admitem excentricidades,
surgindo momentos fletores e bimomentos que também influirdo no calculo. As trés
equacdes resultantes dessas consideragcdes nem sempre sdo desacoplaveis o que torna
dificil a solu¢dao do sistema de forma fechada, sendo assim o autor optou pela sua
resolucdo usando técnicas numéricas com o auxilio da biblioteca de programas
NAG?2. Como na abordagem feita por SILVA (1989) o calculo também & iterativo,
tendo sido utilizada a técnica da iteracao direta.

Todos os autores citados anteriormente, adotaram para o comportamento

estrutural das lajes a hipdtese do diafragma infinitamente rigido no seu plano.

1.4 - Objetivos

Esta pesquisa tem como principal objetivo a andlise ndo linear de
estruturas tridimensionais de edificios altos sob fundag¢des flexiveis, sobretudo os
nucleos resistentes. Para isso foi desenvolvido um programa em linguagem
FORTRAN 90, baseado no programa elaborado por BECKER (1989),
posteriormente modificado por MORI (1992) para andlise em segunda ordem. O
programa proposto tem em sua estrutura alguns recursos adicionais, os quais sdo

relacionados a seguir:

? Numerical Algorithms Groups



Foram implementadas subrotinas para tornar possivel a consideragao de
trechos rigidos e excentricidades existentes entre os eixos longitudinais dos
elementos incidentes no mesmo no6 (excentricidades de projeto).

Para analisar a influéncia da deformac¢ao das fundagdes na estrutura, sdo
considerados na formulagdo da matriz de rigidez dos seus elementos, vinculos
elasticos nas sua extremidades inferiores.

Devido a complexidade do programa, foi adotada a técnica de
modularizagdo, a qual consiste em dividir o bloco unico de tarefas em sub-blocos
menores € mais simples, denominados subrotina e gerenciadas por um sub-programa
auxiliar, definido como programa principal.

Sdo ainda utilizados recursos da linguagem FORTRAN que permitem a
locagdo dindmica de memoria, possibilitando ao programa calcular estruturas de
qualquer dimensao. Estes recursos associados a técnica de substruturagdo citada
anteriormente transferem para o disco rigido as limitacdes relacionadas ao

processamento.

1.5 - Resumo dos capitulos

Nos proximos itens constam descricdes relacionadas com a teoria
utilizada para automacdo dos calculos. No segundo capitulo estdo as definigdes
referentes ao comportamento estrutural dos diversos elementos adotados. Sao
apresentados ainda os seus sistemas de referéncia e respectivas coordenadas. Foi
adotado ainda um sistema de eixos ortogonais para orientacdo dos deslocamentos na
estrutura.

No terceiro capitulo ¢ apresentado o calculo para determinagdo da matriz
de rigidez em teoria de primeira ordem e do vetor de forcas nodais para uma
substrutura, utilizando o principio da energia potencial total minima (P.E.P.T.M.).
No quarto capitulo ¢ apresentado o processo para obtencdo da matriz de rigidez em

teoria de segunda ordem a partir das matrizes de rigidez dos elementos, cujos
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coeficientes sdao calculados em funcdo dos seus respectivos esfor¢os internos, que
influem nos efeitos da ndo linearidade geométrica.

No quinto capitulo constam as definigdes dos processos de
substruturagdo usualmente aplicados. Sdo também apresentadas as condigdes de
contorno, o método utilizado para resolugdo do sistema de equagdes € os parametros
de instabilidade, que indicam a obrigatoriedade ou ndo de uma anélise ndo linear.

No sexto capitulo esta descrito o processo usado na obteng¢ao dos
deslocamentos nodais das substruturas tipo, bem como as técnicas de célculo
matricial empregadas para determinacdo dos esforcos e deslocamentos nas
extremidades dos elementos.

No sétimo capitulo sdo analisadas quatro estruturas, das quais trés foram
escolhidas nas teses e dissertagdes pesquisadas durante a realizagdo deste trabalho. A
ultima sera uma estrutura modelo idealizada com elevado nimero de pavimentos
contendo todos os tipos de elementos, definidos mais adiante, admitindo ainda a
existéncia de vinculos eldsticos, excentricidades de projeto e trechos rigidos. O
objetivo deste capitulo ¢ aferir os resultados obtidos com o programa proposto.

No oitavo capitulo consta apenas as referéncias aos trabalhos que

serviram de embasamento para a elaboracdo desta pesquisa.
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2. CARACTERISTICAS ESTRUTURAIS

2.1. Introducao

Pretende-se descrever o comportamento estrutural de varios elementos
que fazem parte das estruturas de contraventamento dos edificios altos, trata-se de
definicdes relacionadas com rigidez, absor¢do de esforcos e em consequéncia
deformagdes, cujos efeitos acumulados resultam em deslocamentos. Serdo ainda
adotados os sistemas de referéncia local e global com a fung¢do de orientar as
diregdes e sentidos de tais deslocamentos, os quais sdo representados por vetores
denominados de “coordenadas deslocamentos”.

Embora os principios fundamentais do método de calculo, utilizados
nesta abordagem, sejam os mesmos para todos os tipos de elemento, as definigdes
inerentes a cada um serdo apresentadas separadamente. Isto se deve ao fato de suas
caracteristicas basicas os tornarem representativos de uma determinada classe

estrutural.

2.2. Descricao dos elementos

Com excecdo das lajes, os demais elementos sdo reticulados, isto €, seus
comprimentos sao bem maiores que as dimensdes de suas se¢des transversais. As
ligagdes entre eles podem ser idealizadas como perfeitamente articuladas ou

completamente rigidas. Tais elementos sao divididos em sete tipos:

e laje

eclemento de trelica
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eclemento de portico plano

e clemento de portico espacial

e clemento de nucleo

e clementos horizontais de contraventamento

¢ clementos diagonais de contraventamento

2.2.1 - Laje

A laje ¢ considerada como um diafragma infinitamente rigido no seu
plano, tendo sua rigidez transversal desprezada. Compatibiliza as translacdes
horizontais, funcionando apenas como elemento transmissor de forgas horizontais

entre os demais membros do sistema de contraventamento.

2.2.2 - Elemento de trelica

Possui apenas rigidez axial, tendo como esfor¢o interno resultante uma
forca de tragdo ou de compressdo. Suas ligagdes com outros elementos sdo
perfeitamente articuladas e sua incidéncia na estrutura ¢ sempre normal ao plano da
laje. Simula o comportamento estrutural dos montantes das treligas, sejam planas ou
tridimensionais, pode ainda ser utilizado como escoras ou tirantes e sera identificado

por ELM-01.

2.2.3 - Elemento de pértico plano

Dotado de rigidez axial e a flexdo apenas no seu plano. Os esforgos
internos resultantes em qualquer secdo do elemento sdo: um momento fletor, uma
for¢a cortante, e uma forca axial. Suas ligagcdes com outros elementos podem ser
perfeitamente rigidas ou articuladas e sua incidéncia também serd normal ao plano da
laje. Simula o comportamento estrutural dos membros verticais dos porticos planos e

serd identificado por ELM-02.
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2.2.4 - Elemento de portico espacial

Tem rigidez nas direcdes de todos os deslocamentos no espaco. Os
esforcos internos que atuam em qualquer secdo do elemento sdo: dois momentos
fletores contidos nos planos principais de inércia, duas forgas cortantes, uma forca
axial e um momento torcor. Suas ligagdes com outros elementos também podem ser
perfeitamente rigidas ou articuladas e sua incidéncia na estrutura ¢ normal ao plano
da laje. Simula o comportamento estrutural dos membros verticais dos porticos
espaciais. Sera identificado por ELM-03, quando for desprezada sua rigidez a tor¢ao

¢ ELM-04 nos demais casos.

2.2.5 - Elemento de nucleo

Tem comportamento semelhante ao elemento de portico espacial (ELM-
04), porém as propriedades setoriais de sua secdo transversal dota-o de rigidez ao
empenamento, provocando assim o aparecimento de mais um esfor¢o interno
denominado bimomento. Suas ligacdes com outros elementos também podem ser
rigidas ou articuladas e sua incidéncia ¢ normal ao plano da laje. Simula o
comportamento estrutural dos nucleos resistentes, bem como dos pilares cujas secoes

transversais possuem propriedades setoriais. Serd identificado por ELM-0S.

2.2.6 - Elemento horizontal de contraventamento

Interliga os elementos ELM-02, ELM-03, ELM-04 ¢ ELM-05 ao nivel
da laje superior, constituindo nos perfeitamente rigidos. E considerada sua rigidez &
tor¢do e a flexdo no plano horizontal. A rigidez axial ¢ desprezada devido a
indeformabilidade do plano médio da laje. Os esforcos internos que atuam em
qualquer uma de suas se¢des sdo: um momento fletor, uma for¢a cortante ¢ um
momento torgor. Sera identificado por ELM-06, quando for desprezada sua rigidez a

torcao e por ELM-07 nos casos contrarios. Simula o comportamento estrutural dos
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membros horizontais dos porticos planos, quando ¢ do tipo ELM-06 e espaciais ou

barra de grelhas, quando do tipo ELM-07.

2.2.7 - Elemento diagonal de contraventamento

E caracterizado pela sua incidéncia obliqua nas estruturas. Interliga todos
os elementos verticais e possui rigidez axial e a flexdo. Os esforcos internos
resultantes nas suas se¢des transversais sdo: um momento fletor, uma forga cortante e
uma for¢a axial. E usado freqiientemente em estruturas esbeltas, onde os
deslocamentos horizontais relativos entre suas lajes sdo excessivos. E identificado
por ELM-08, quando for desprezada sua rigidez a flexdo e por ELM-09 nos demais
casos. O elemento ELM-08 simula o comportamento estrutural das barras diagonais
das treligas, pode ainda ser utilizado como escora ou tirante. O ELM-09 ¢ a barra

inclinada dos porticos planos.

2.3 - Sistema de referéncia

2.3.1 - Sistema global de eixos

Para a estrutura é adotado um sistema de eixos cartesianos X, Y, Z,,

n.n

com origem "o" contida em um ponto arbitrario no plano horizontal ao nivel da

fundagdo. O eixo X tem diregdo vertical e seu sentido positivo sera considerado da
base para o topo. O Y, pertence ao plano da fundagéo e tem sentido arbitrario. O Z,

tem sua direcdo e seu sentido positivo definido por uma rotagdo anti-horaria de 90

graus, partindo de Y, no sentido positivo de X, . As diversas substruturas existentes

serdo orientadas também por este mesmo sistema (ver figura 2. 1).
Para cada elemento constituinte da estrutura, também ¢é adotado um

sistema local de eixos cartesianos Xx.,y;,z;, sendo suas diregdes e sentidos

relacionados com X,,Y,,Z, , definidos nos itens a seguir. Para todos os sistemas de

referéncia sera valida a regra da mao direita.
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2.3.2 - Sistema local de eixos para o elemento de trelica

O elemento ELM-01 ¢ orientado por um Unico €ixo X, ,com origem
"0," localizada no plano da laje inferior. Este eixo passa pelo centroide de sua se¢@o

transversal e tem a mesma diregdo e sentido X, . (ver figura 2.1).

2.3.3 - Sistema local de eixos para o elemento de portico plano

O elemento ELM-02 ¢ orientado por um sistema de eixos cartesianos

X,,Y,,Z, ,com origem "0," localizada no plano da laje inferior. O eixo X, passa
pelo centroide de sua sec¢do transversal e tem a mesma dire¢@o e sentido de X,. O
y, tem sua dire¢do definida pela intersec¢do entre os planos de flexdo do elemento e
da laje inferior e seu sentido positivo ¢ arbitrario. O z, tem sua diregdo e seu sentido
definido por uma rota¢do anti-hordria de 90 graus partindo de y,, no sentido
positivo de x,. A relagdo entre x,,y,,z, ¢ X,,Y,,Z, ¢ dada pelo angulo a,,
medido segundo rotag@o anti-horaria partindo de Y, em dire¢do ao y, no sentido

positivo de X, . (ver figura 2.1).

2.3.4 - Sistema local de eixos para os elementos de portico espacial

Os elementos ELM-03 ¢ ELM-04 sdo orientados por um sistema de

eixos cartesianos X;,y,;,z; com origem "o," posicionada no plano da laje inferior. O
X; passa pelos centros de tor¢do de suas se¢des transversais € tem a mesma

orientagdo de X,. Os y; e z; t€m como dire¢des dos eixos principais de inércia. O

sentido positivo de y. ¢ arbitrario e o de z, ¢ definido por uma rotagdo anti-horaria
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de 90 graus partindo de y, no sentido positivo de x,. A rela¢do entre X.,y,,z; €

X,,Y,,Z, sera dada pelo angulo o, medido da mesma forma que o angulo o, do

item anterior.

Obs.: O indice i assume os valores 3 e 4 para os elementos ELM-03 ¢ ELM-04

respectivamente (ver figura 2.1).

2.3.5 - Sistema local de eixos para o elemento de nicleo

O elemento ELM-05 ¢ orientado por um sistema de eixos cartesianos

X5,Ys,Z5, com as mesmas caracteristicas dos eixos dos elementos de portico

espacial. A relagdo entre xy,ys,zs ¢ X,,Y,,Z, serd dada pelo angulo oy medido
segundo rota¢do anti-horaria partindo de Y, em diregdo ao y; no sentido positivo de

X, (ver figura 2.1).

2.3.6 - Sistema local de eixos para os elementos horizontais

Os elementos ELM-06 ¢ ELM-07 sdo orientados por um sistema de

" "

eixos X;,y;,z; com origem "o," no ponto da extremidade inicial escolhido

arbitrariamente. O eixo x; tem a mesma orientagdo de X,. O y; passa pelo
centroide da secdo transversal e seu sentido positivo € do n6 inicial para o final. O
z, tem a diregdo e sentido definidos por uma rotagdo anti-horaria de 90 graus
partindo de y; no sentido positivo de x;. A relagdo entre x;,y;,z; ¢ X,,Y,,Z, €

dada pelo angulo a;, medido segundo rota¢do anti-horaria, partindo de Y, em

dire¢do a y; no sentido positivo de X, .
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Obs.: O indice iassume os valores de 6 e 7 para os elementos ELM-06 ¢ ELM-07

respectivamente (ver figura 2. 1).

2.3.7 - Sistema local de eixos para os elementos diagonais

Os eclementos ELM-08 ¢ ELM-09 s3ao orientados segundo eixos

cartesianos local x;,y,;,z;, com origem "o, " na laje inferior. O eixo x; passa pelos

centroides de suas secdes transversais e seu sentido positivo € da base para o topo. O

y; tem sua direcdo definida pela intersecdo dos planos de flexao dos elementos e o
da laje inferior com sentido positivo arbitrario. O z; tem sua orientagdo definida por
uma rotacdo anti-horaria de 90 graus, partindo de y, no sentido positivo de x,. A
relagdo entre x,,y;,z; ¢ X,,Y,,Z, serd dada pelos angulos a; e B;. O primeiro
medido de X, para x;, tendo como referéncia o sentido positivo de y;. O segundo

medido de Y, para a proje¢do horizontal de X, , no sentido positivo de X, .

Obs.: O indice i assume os valores de 8 e 9 para os elementos ELM-08 ¢ ELM-09,

respectivamente (ver figura 2.1).

LAJE SUPERIOR

LAJE INFERIOR

Figura 2.1- Sistemas de referéncia para uma substrutura modelo e seus elementos.

2.4 - Coordenadas deslocamento
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Sao esquematizados a seguir os sistemas de coordenadas representativos
dos deslocamentos nas extremidades dos diversos elementos, referidas aos sistemas
de eixos cartesianos locais. Para os elementos verticais e diagonais, a numeragao ¢
iniciada na extremidade incidente na laje superior, no caso dos horizontais na
extremidade inicial. Para a substrutura ¢ apresentada a eliminagdo das coordenadas
deslocamento, devido ao comportamento estrutural admitido para as lajes. Com

relagdo a estrutura ¢ dada uma ideia simplificada do processo de substruturagao.

2.4.1 - Coordenadas para o elemento de trelica

O elemento ELM-01 possui apenas duas coordenadas de translagdo na

dire¢do do eixo x,, uma em cada extremidade. Seus sentidos positivos sdo indicados

por vetores na figura 2.2.

LAJE K+1

LAJE X

Figura 2.2 - Coordenadas deslocamento do elemento de treliga (ELM-01).

2.4.2 - Coordenadas para o elemento de portico plano

O elemento ELM-02 possui seis coordenadas, trés em cada extremidade,

uma rotacdo em torno do eixo y, e duas transla¢des nas dire¢des dos eixos X, € z,.

Seus sentidos positivos estdo indicados por vetores na figura 2. 3.
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All +1 @

Figura 2.3 - Coordenadas deslocamento do elemento de portico plano (ELM-02).

2.4.3 - Coordenadas para os elementos de portico espacial

2.4.3.1 - Elemento ELM-03

Possui dez coordenadas, cinco por extremidade, duas rotacdes em torno

dos eixos y, e z, e trés translagdes nas dire¢des dos eixos X,,y, € z;. Seus

sentidos positivos sdo indicados na figura 2.4.

LAJE K+1

Figura 2.4 - Coordenadas deslocamento do elemento de portico espacial (ELM-03).

2.4.3.2 - Elemento ELM-04

Possui doze coordenadas, seis por extremidade, trés rotagdes em torno

dos eixos x,,y, € z, ¢ trés translagdes nas dire¢des dos mesmos eixos. Seus

sentidos positivos sdo apresentados na figura 2.5.
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LAJE K+1 ®

Figura 2.5 - Coordenadas deslocamento do elemento de portico espacial (ELM-04).

2.4.4 - Coordenadas para o elemento de nicleo

O elemento ELM-05 possui catorze coordenadas, sete por extremidade,
onde seis sdo referentes ao comportamento tridimensional descrito no item 2.4.3.2 e

a sétima estd relacionada com a derivada da rotacdo em torno do eixo X;

(empenamento). Seus sentidos positivos sao indicados por vetores na figura 2.6.

LB K+l —

LAJE K

Figura 2.6 - Coordenadas deslocamento do elemento de nucleo (ELM-05).
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2.4.5 - Coordenadas para os elementos horizontais

2.4.5.1 - Elemento ELM-06

O elemento ELM-06 possui quatro coordenadas, duas por extremidade,

sendo uma rotagdo em torno do eixo z, e uma translagdo na direcdo do eixo X,.

Seus sentidos positivos sdo indicados na figura 2.7.

® /@ 777777777777777 ® 7@Y

LAJE K+1

Figura 2.7 - Coordenadas deslocamento do elemento horizontal (ELM-06).

2.4.5.2 - Elemento ELM-07

O elemento ELM-07 possui seis coordenadas, trés por extremidade,
sendo duas semelhantes ao elemento ELM-06 ¢ mais uma representativa da rotagao

em torno do eixo y,. Seus sentidos positivos sdo indicados por vetores na figura 2.8.
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/
/ LAJE K+1 /

Figura 2.8 - Coordenadas deslocamento do elemento horizontal (ELM-07).
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2.4.6 - Coordenadas para os elementos diagonais

2.4.6.1 - Elemento ELM-08

O elemento ELM-08 possui duas coordenadas, uma por extremidade.
Suas diregoes e sentidos positivos sao iguais as do ELM-01 e estdo esquematizados

na figura 2.2.

2.4.6.2 - Elemento ELM-09

O elemento ELM-09 possui seis coordenadas, trés por extremidade. Suas
diregdes e sentidos positivos sdo iguais as do ELM-02 e estdo esquematizados na

figura 2.3.

2.4.7 - Coordenadas para a substrutura

Devido a hipotese adotada para o comportamento estrutural das lajes,
cada elemento incidente na substrutura, terd suas coordenadas dependentes do
. 7 1 .
movimento de corpo rigido', transladadas para um ponto escolhido de forma
, . . , 2 . - .
aleatoria e denominado de né mestre”, ocorrendo com isso uma redu¢ao substancial
no nimero de incognitas do problema. Para possibilitar esta translagdo, os pontos
onde elas estdo localizadas devem ter suas ordenadas e abcissas horizontais
relacionadas aos nés mestres de suas respectivas lajes. Sendo assim, o eixo vertical

X, do sistema de referéncia global, deve intercepta-los em todos os pavimentos. Ao

nivel da fundagdo ndo ocorre esta translagdo devido a auséncia do diafragma (ver
figura 2.9).
Os no6s da substrutura sdo definidos pela intersecdo dos eixos

longitudinais dos elementos verticais com o plano médio da laje. Portanto cada no

! Séo as translagdes horizontais e a rotagdo normal ao plano da laje.

% Ponto que contém as coordenadas de translagdo horizontal e de rotagdo normal ao plano da laje.
Geralmente ¢ posicionado nas proximidades do centro elastico da estrutura, porém podem ocupar
qualquer lugar deste plano.
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gerado podera ter nuimero de coordenadas diferentes. Na tabela 2.1 sdo apresentados

os tipos de nos e a quantidade de suas respectivas coordenadas deslocamento.

Tabela 2.1 - Quantidade de coordenadas por nd

coord trans. p/ né mestre

Elemento Tipo do Trans. | Trans. Rot. rot. y | rot. Z | trans. X | empen. Total
noé Yg Zg Xg de

coord.
ELM-01 NNO-01 0 0 0 0 0 1 0 1
ELM-02 NNO-02 1 1 0 1 1 1 0 3
ELM-03 NNO-03 1 1 0 1 1 1 0 3
ELM-04 NNO-04 1 1 1 1 1 1 0 3
ELM-05 NNO-05 1 1 1 1 1 1 1 4

A numeracdo das coordenadas ¢ iniciada na laje de topo e a prioridade ¢
dada aquelas posicionadas nos nds gerados pelos elementos com menor numero de
coordenadas, isto ¢, inicia-se pelos ELM-01 e finaliza-se nos ELM-05. Em cada laje
as ultimas a serem numeradas serdo sempre as do ndé mestre, a primeira sera a

transla¢do na dire¢do do eixo Y,, a segunda a translagéo na dire¢éo do Z, e por fim
a rotagdo em torno do X, .

As coordenadas poderdo ser internas ou externas, conforme sua posi¢ao
na substrutura. Quando situadas nos nés das lajes comuns a duas substruturas sdo
consideradas externas ¢ as demais internas. Seus numeros de identificacdo sdo
denominados de indexadores e auxiliam na montagem da matriz de rigidez e do vetor

de forc¢as nodais, sendo calculados através das expressdes a seguir:

NCT = NEI +3-(NE2 + NE3 + NE4) + 4 - NE5 + 3 (2.1)
JK, = NCT +JK, (2.2)
Onde:

NCT = Numero de coordenadas em uma laje
JK, = Auxiliar p/ calcular o nimero da coordenada da laje superior.
JK, = Auxiliar p/ calcular o nimero da coordenada da laje inferior.

NE1 = Numero de elementos ELM-01 existentes na substrutura.
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NE2 = Numero de elementos ELM-02 existentes na substrutura.

NE3 = Numero de elementos ELM-03 existentes na substrutura.
NE4 = Numero de elementos ELM-04 existentes na substrutura.
NE5 = Numero de elementos ELM-05 existentes na substrutura.

a) Para coordenadas geradas nos n6s NNO-01

K, =1 (2.3)
JK, =NCT+3-J 24
Onde:

J = Numero de elemento.

JK; = Auxiliar p/ calcular o nimero da coordenadas na fundagao.

a.1) na laje superior

NCT, =JK, (2.5.a)

a.2) na laje inferior

NCT, =JK, (2.5.b)

a.3) na liga¢dao com a fundagao

NCT, =JK, -2 (2.5.0)
NCT, =JK, -1 (2.5.d)
NCT, = JK, (2.5.¢)

b) Para coordenadas geradas nos n6s NNO-02

Os nés NNO-02 dos elementos ELM-02, quando incidentes nas
estruturas, dependendo da sua posi¢do na laje ou ao nivel da fundagdo, passam a ter 3
ou 5 coordenadas, respectivamente. Isto ocorre devido a projecdo das coordenadas

de rotagdo em y, e translacdo em z, nos eixos globais Y, ¢ Z,. Assim as

expressoes para determinar o numero das suas coordenadas serdo:



JK, =NE1+3-J
JK; =NCT +3-NE1+5-J

b.1) na laje superior

NCR, =JK, -2
NCR, =JK, -1
NCT, =JK,

b.2) na laje inferior

NCR, =JK, -2
NCR, =JK, -1
NCT, =JK,

b.3) na ligacdo com a fundacao

NCR, =JK, -4
NCR, = JK, -3
NCT, =JK, -2
NCT, =JK, - 1
NCT, =JK,

c¢) Para coordenadas geradas nos nos NNO-03

JKy =NE1+3+NE2+3-J
JK: =NCT+3-NEI+5-NE2+5-]

c.1) na laje superior

NCR, =JK, -2

NCR, =JK, -1

NCTy =JK,
c.2) na laje inferior

NCR, =JK, -2

25

(2.6)
(2.7)

(2.8.2)
(2.8.b)
(2.8.¢)

(2.8.d)
(2.8.¢)

(2.8.9)

(2.8.g2)
(2.8.h)

(2.8.1)
(2.8])
2.8k)

(2.9)
(2.10)

(2.11.2)
(2.11.b)
(2.11.c)

(2.11.d)
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NCR, =JK, -1 (2.11.¢)
NCT, =K, 2.11.9)

c.3) na ligacdo com a fundacao

NCR, =JK, —4 (2.11.g)
NCR, =JK, -3 (2.11.h)
NCT, =JK, -2 (2.11.i)
NCT, =JK, — 1 (2.11,)
NCT, =JK, (2.11k)

d) Para coordenadas geradas nos nés NNO-04

JK, = NEI1+3-(NE2+NE3)+3-] (2.12)
JK; =NCT +3-NEl+5-(NE2+ NE3)+6-J (2.13)

d.1) na laje superior

NCR, =JK, -2 (2.14.2)
NCR, =JK, —1 (2.14.b)
NCT, =JK, (2.14.0)

d.2) na laje inferior

NCR, =JK, -2 (2.14.d)
NCR, =JK, -1 (2.14.¢)
NCT, =JK, (2.14.9)

d.3) na ligagdo com a fundagao

NCR, =JK, -5 (2.14.g)
NCR, =JK, —4 (2.14.h)
NCT, =JK, -3 (2.14.i)
NCT, =JK, - 2 (2.14.j)
NCT, =JK, — 1 (2.14.k)
NCR,, =JK, (2.14.)

e) Para coordenadas geradas nos n6s NNO-05

JK, =NE1+3-(NE2+ NE3 + NE4)+4-]J (2.15)
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JK; =NCT+3-NEI+5-(NE2+ NE3)+6-NE4+7.] (2.16)

e.1) na laje superior

NCR, =JK, -3 (2.17.a)
NCR, =JK, -2 (2.17.b)
NCT, =JK, -1 (2.17.c)
NCE,, =JK, (2.17.d)

e.2) na laje inferior

NCR, =JK, -3 (2.17.¢)
NCR, =JK, -2 (2.17.9)
NCT, =JK, -1 (2.17.¢)
NCE,, =JK, (2.17.h)

e.3) na ligagdao com a fundagao

NCR, = JK, —6 (2.17.i)
NCR, =JK, -5 (2.17,)
NCT, =K, —4 (2.17k)
NCT, = JK, - 3 (2.17.)
NCT, =JK, - 2 (2.17.m)
NCR, =JK, -1 (2.17.n)
NCE,, =JK, (2.17.0)

As substruturas da figura 2.9 sdo constituidas de um pavimento. A figura
2.9.a possui dois diafragmas horizontais e a 2.9.b apenas um, tendo as extremidades
inferiores dos seus elementos ligados diretamente a fundagdo. As coordenadas
deslocamento estdo representadas por vetores numerados com o auxilio das
expressoes apresentadas anteriormente. Ambas possuem todos os tipos de elementos

definidos neste capitulo.
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Figura 2.9 - Sistema de coordenadas em uma substrutura modelo.

2.4.8 - Coordenadas na estrutura

As estruturas sdo compostas pela associacdo de duas ou mais
substruturas. Esta associa¢do se da através dos nds contidos no plano das lajes de
base e de topo. Sabe-se que as matrizes de rigidez e os vetores de forcas nodais de
cada substrutura sdo calculados segundo sistema de coordenadas globais (interna e
externas), os quais podem ser reduzidos as externas através de um processo de

decomposi¢do matricial (ver item 5.2). Este processo de reducdo ¢ realizado em
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cada substrutura, com excec¢ao daquela ligada a fundagdo, iniciando na cobertura e
finalizando no primeiro pavimento. A contribui¢do da rigidez e das forcas nodais de
uma substrutura sob a outra se da através das coordenadas externas. A figura 2.10
apresenta uma estrutura plana constituida de trés substruturas, onde esta

esquematizado de forma simplificada o processo de substruturagao.

0 0 0
71 0 71 0 7l ) 777777777777
0 74 0 ~ ! - r | il
I ] e o L0
7 7 25 5 S
e A AR R
* W% * * . | | |
E £ Wi r>* ¥k D N S
S * I I I
= 0 0 0 R 0 0 0 I I I
£ NN DY :> R >0 ©:® T
3 * * *|0 * * * * % %
A A 4 ¥k >* S N . N
TR N 0 % ¥ F v |:> ¥ VP o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ) VL ()
G2 L5 2 ) 7 S S S R ORORNE
R v [ RN 0 [ 0 0 r 0
0 0 0 0
0 %o %ty YY) Do Yo %1
Nwel de Fundacao “0 0 D 0 0 0 9 K 0

0 Coordenadas Internas
% Coordenadas Externas

Substrutura i, 1=1,2,3.

Figura 2.10 - Esquema simplificado do processo de substruturagao.
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3 - MATRIZ DE RIGIDEZ EM TEORIA DE 1 ORDEM E VETOR DE
FORCAS NODAIS

3.1 - Introducao

Serdo calculados o vetor de forcas nodais e a matriz de rigidez em teoria
de primeira ordem, utilizando o método da energia. Para isso serdo determinadas as
expressoes da energia de deformagdo e potencial das cargas para uma substrutura
genérica com vinculagdes elésticas de translagdo, de rotagdo e na dire¢do do
empenamento. As acdes horizontais serdo aplicadas no n6 mestre da sua laje superior
e as de origem gravitacional nas extremidades superiores dos seus elementos
verticais.

O principio da energia potencial total minima (P.E.P.T.M.) sera
apresentado e sua aplicacao utilizada na obtencao das matrizes de rigidez de cada
tipo de elemento, com vinculos elasticos nas suas extremidades inferiores ligadas a
fundacdo. Para a contribuicdo destes elementos na rigidez da substrutura serdo
definidas matrizes de translacdo de coordenadas, onde estdo previstas a existéncia de
trechos rigidos e as excentricidades entre os eixos longitudinais dos elementos
incidentes no mesmo ponto nodal, bem como para simulacio da laje como

diafragma perfeitamente rigido no seu plano.

3.2 - Energia de deformacio da substrutura

Uma substrutura quando submetida a um carregamento qualquer, tem
seus pontos nodais deslocados, o que caracteriza a sua posicdo deformada,

responsavel pelo aparecimento de tensdes normais e tangenciais nas secdes
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transversais de seus elementos. Sendo assim, a energia de deformacdo especifica

dissipada por um volume infinitesimal ¢ fornecida pela eq(3.1)
U =1 ) 31
o =7 Ge+ Ty (3.1)

onde:

U, -E aenergia de deformacio especifica.

c - Tensdo normal as paredes do volume infinitesimal.

t - Tensao tangencial as paredes do volume infinitesimal.
€ - Deformacao referente a tensdo normal.
Y

- Deformacao referente a tensao tangencial.

Como mencionado anteriormente a estrutura trabalha no regime elastico
linear, ou seja, existe proporcionalidade entre as tensdes e deformacdes. Portanto as
relacdes (3.2) e (3.3), obtidas com base na lei de HOOKE, podem ser substituidas

em eq (3.1), a qual integrada no volume da estrutura resulta na expressao (3.4).

c

e=— 3.2
B (3.2)
G

y=— (3.3)
T
1o, Le o

Upr _2._E'[0 J.SG ds.dx+-|.0 Lr ds.dx (3.4)

Onde

U, - ¢€aenergia de deformacdo da substrutura.

E - mddulo de elasticidade longitudinal.

G - modulo de elasticidade transversal.

L - comprimento dos elementos existentes na substrutura.

S - area da secdo transversal dos elementos.

Desprezando as deformagdes causadas pelo esfor¢co cortante e pelo
momento de flexo-tor¢do, as tensdes normais e tangenciais em fun¢do dos esforgos
internos, resultantes nas segdes transversais dos elementos, sdo fornecidas pelas

eq(3.5) e eq(3.6), respectivamente.
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C=—+—z+—Ly+—.0 (3.5)

T= I—Xt (3.6)
X

onde:

N - Esfor¢o normal.

My - Momento torgor em torno do €ixo x.
M, - Momento fletor em relagdo ao eixo y.
M, - Momento fletor em relagdo ao eixo z.

B - Bimomento.

Iy - Momento de inércia a tor¢io.

I, - Momento de inércia a flexdo no plano y/x.

I, -Momento de inércia a flexdo no plano z/x.

I, - Momento setorial de inércia.

S - Area da secio transversal dos elementos.

t - Espessura da secdo transversal.

y - Ordenada na dire¢do y, com origem na linha neutra da se¢do transversal.
z - Ordenada na dire¢@o z, com origem na linha neutra da sec¢ao transversal.
® - Area setorial.

Substituindo as eq(3.5) e eq(3.6) na eq(3.4) e lembrando que os termos

emy, z, W, yZ, Wy € wz, sdo nulos na integracao sobre a secao, obtém-se:

U 1 IL N2 M2 M. B’ P LM3 37
= + +—=+—)dx+ | —d ,
o = ph Ot L, T g T ® )

As equacdes diferencias regentes dos problemas de deformacdo, em

teoria de primeira ordem, sao dadas por:

N = ESu’ (3.8.2)
M, = EI,.w" (3.8.b)
M, = EI,.v" (3.8.c)
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M, = G.I,.¢’ (3.8.d)
B = EI.¢" (3.8.¢)

onde:

u - Fungdo que define os deslocamentos de translagdo no eixo X, .

v - Fungéo que define os deslocamentos de transla¢do no eixo Y, .

w - Fung@o que define os deslocamentos de translagdo no eixo Z, .

¢ - Fungéo que define os deslocamentos de rotagdo em torno do eixo X, .

" - Simbolo de derivagdo em relagdo a X, .

Substituindo as eq(3.8) em eq(3.7), obtém-se:
1 1
U, = EIOL(E.S.u’Z +E.I,.w"* +E.L,.v"* + E.I.¢"*)dx +5LLG.1X.¢'2dx (3.9)

Deve-se ainda acrescentar as parcelas referentes a energia de deformagao
absorvidas pelos vinculos elasticos, os quais sdo representados por elementos de
molas, que se deformam proporcionalmente aos seus esforcos. Estes vinculos serdo
divididos em trés tipos; vinculos elasticos de translagdo, de rotacdo e na direcdo do

empenamento, sendo suas defini¢cdes encontradas nos itens a seguir:

3.2.1 - Vinculos elasticos de translacao

Os vinculos elasticos de translagdo, idealizados em uma substrutura
submetida a um carregamento qualquer, deformam-se absorvendo esforgos, cujos

valores sao fornecidos por eq(3.10) (ver figura 3.1).

R, =Kt,.5, (3.10)

Onde:

R, - Reagdo elastica na direcdo 1.
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Kt, - Rigidez do vinculo de translacdo na direcao i.

0, - Translagdes nas dire¢des dos vinculos i (8, serd iguala u,, v, ou w,, conforme
o exposto na figura 3.1).

I - Indice que podera ser substituido por X, y ou z caso o vinculo esteja posicionado

nas direcoes dos eixos X, y ou z, respectivamente.

AX

Ktz Z
W,

‘ Kitx

Figura 3.1 - Vinculos elasticos de transla¢do nas diregdes X,,Y, e Z,.

A energia de deformagdo de cada vinculo sera obtida através do trabalho
interno realizado pelo esfor¢o absorvido em suas respectivas deformagdes, de acordo

com as egs. (3.11).

1

Ut =5Ktx.ui2 (3.11.a)
1

Ut, :EKtY.ViZ (3.11.b)
1

Ut, =5Ktz.wi2 (3.11.c)

Onde:

Uty - Energia de deformagéo do vinc. elastico de translagéo na diregdo do eixo X, .
Uty - Energia de deformagéo do vinc. elastico de translagdo na diregéo do eixoY, .
Ut, - Energia de deformagéo do vinc. elastico de translagéo na dire¢do do eixoZ, .

u; - Deslocamento do ponto i na dire¢do do eixo X, .

1

v; - Deslocamento do ponto i na diregéo do eixo Y, .

1

w,; - Deslocamento do ponto i na dire¢o do eixo Z, .

1
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3.2.2 - Vinculos elasticos de rotacao

Os vinculos elasticos de rotagao deformam-se absorvendo esforcos de
flexdo e tor¢do, de acordo com suas posi¢des na substrutura (ver figura 3.2), e suas

reacdes elasticas sdo fornecidas por eq(3.12).

M, =Kr,.9, (3.12)
Onde:

¢, - Rotacdo em torno do eixo “I”.
Kr, - Rigidez do vinculo de rotagdo em torno do eixo “I”.
M, - Reagdo momento no vinculo elastico na direcdo ¢, .

I\ x

Krz 6 /\_§ Z,
W, ’ 0 Nl

Figura 3.2 - Vinculos elasticos de rotagdo em torno dos eixos X,,Y, ¢ Z,.

A energia de deformacgdo de cada vinculo também sera obtida através do
trabalho interno realizado pelo esfor¢o absorvido em sua respectivas deformagdes,

conforme as eqs (3.13).

1
Ur, =5er.¢f (3.13.2)
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1

Ur, = EKrY.wi’z (3.13.b)
1

Ur, = EKI‘Z.V;z (3.13.c)

Onde:

Ury - Energia de deformagéo do vinculo elastico de rotagdo na diregéo do eixo X, .
Ur, - Energia de deformagéo do vinculo elastico de rotagdo na diregéo do eixo v, .
Ur, - Energia de deformagéo do vinculo elastico de rotagdo na diregdo do eixoz, .
¢; - Rotagdo do ponto i em torno do eixo X, .

- Rotag@o do ponto i em torno do eixo Y, .

1

~

- Rotag@o do ponto i em torno do eixo Z, .

3.2.3 - Vinculos elasticos na dire¢io do empenamento

Serdo representados por molas, que impedem parcialmente os
deslocamentos axiais relativos entre os pontos posicionados na linha do esqueleto’
da se¢do transversal (ver figura 3.3.a). Estes deslocamentos sdo causados pelo
bimomento, o qual introduz tensdes normais, que produzem esforcos de tracdo e

compressdo na dire¢do destes vinculos. Seus valores sdo dados por:

R, = Kem,.uy, (3.14)
Onde:
R, - Reagdo eléstica no ponto i, que pertence a linha do esqueleto.

Kem, - Rigidez a translagdo do vinculo no ponto i.
u, - Translacdo do ponto 1, na dire¢do do eixo longitudinal.

Segundo a teoria da flexo-tor¢cdo os deslocamentos u, sdo calculados

pela eq(3.15):

u =o' (3.15)

! Segmento que divide eqiiitativamente a espessura das paredes que constituem a segdo transversal do
nucleo.
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Onde:

®, - Area setorial no ponto i na linha do esqueleto.
¢’ - Derivada da rota¢do da secdo transversal, onde esta situado o ponto i.

A energia de deformacgdo dos diversos vinculos, situados ao longo da
linha do esqueleto, serd dada pelo somatorio dos trabalhos internos realizados pelos

esfor¢os de tracdo e compressdo, absorvidos durante suas respectivas deformacdes.

1 N
Uem=—¢'2.)_ Kem,0,’ (3.16)

2 I=1
Sendo N o niimero de pontos na linha do esqueleto, considerados com

vinculagdo eléstica (ver figura 3.3.a).

A vinculagdo na direcdo do empenamento também poderd ser
considerada continua. Basta adotar um sistema de referéncia com origem "o" em um
ponto qualquer, ao longo da linha do esqueleto e com sentido arbitrario, e por fim

Hi"

imaginar os pontos situados a um distancia infinitesimal “ds” um do outro (ver

figura 3.3.b). Sendo assim, a energia de deformacao sera dada pela eq(3.17).

Uem=l(|)’2 Kem .[(Dzds (3.17)
A e g .

Onde Kem_ ¢ a rigidez do vinculo eléastico continuo (ver figura 3.3.b).

Linha 1do esqueleto
I
I

Figura 3.3 - Vinculos elasticos continuos e em pontos localizados (ntcleos).
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A energia de deformagdo da substrutura com os vinculos elasticos,
definidos anteriormente, serd dada pela soma das eq(3.9) eq(3.11), eq(3.13). Quando
os vinculos na dire¢do do empenamento forem continuos, adiciona-se ainda a
eq(3.17) e para vinculos localizados em pontos a eq(3.16). Como a substrutura

analisada ¢ genérica serdo considerados os dois casos.

(L 1
Uy :EJ.O (E.S.u? +EI,.w"? +EI,.v"? +E.1m.¢"2)dx+5jo G.Iy.¢"%dx +

1 N N N N N

E'(Z KtXI.uf +ZKtYI.Vf -I—ZKtzl.wf +ZKrXI.¢f -I—ZKrYI.WI'z +
1=1 I=1 1=1 I=1 1=1

N N N

D Kr, .vi2+ ) Kem.¢; .0} +Z¢’2.Kemc.jm2ds) (3.18)

1= 1=1 1=1 S

1

3.3 - Energia potencial das cargas atuantes

A energia absorvida no trabalho externo, realizado pelo carregamento
durante os deslocamentos nodais, ¢ denominada energia potencial das cargas e seu
valor ¢ fornecido pela eq(3.19), tendo sido adotada como referéncia a posi¢ao
indeformada da substrutura. As ac¢des horizontais foram aplicadas no n6 mestre da
sua laje de topo e as de origem gravitacional nas extremidades superiores dos seus

elementos verticais.

Upe = 2 (Px,.uy + My, .w] +Mz,.v{ + B,.¢] ) + Hy.vy + H,.wy + My 0y (3.19)

N
1=1

Onde:

Px, - Acdo vertical no ponto i.

My, - Momento fletor aplicado no ponto i, na dire¢do do eixo y.

Mz, - Momento fletor aplicado no ponto i, na diregdo do eixo z.

B, - Bimomento aplicado no ponto i.

Hy - Acdo horizontal na diregdo Y, aplicada no né mestre da laje de topo.
Hz - A¢do horizontal na diregio Z,, aplicada no n6 mestre da laje de topo.
Mx - Momento torgor aplicado no né mestre da laje de topo, na direcdo X .
vy - Translagdo horizontal do n6 mestre, na dire¢do Y,.
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wy - Translacdo horizontal do n6 mestre, na diregéo Z,.
¢y - Rotacdo do n6 mestre em torno do eixo X, .

3.4 - Energia potencial total

A energia potencial total da substrutura ¢ definida pela soma das suas

energias de deformacao e potencial das cargas e sera dada por:

Ut=U,, + U, (3.20)

Sendo a energia potencial das cargas com seu sinal trocado.

3.5 - Principio da Energia Potencial Total Minima (P.E.P.T.M.)

Seja uma estrutura qualquer submetida a um carregamento, constituindo
um sistema que sera dividido em dois. O primeiro relacionado a um conjunto de
forcas (cargas atuantes e tensdes) e o segundo relacionado com deslocamentos e
deformacdes. O PTV (Principio dos Trabalhos Virtuais) estabelece que para tal
sistema estar em equilibrio os trabalhos virtuais externos e internos devem ser iguais,
ou seja, forgas em equilibrio, no intervalo em que ocorrem deslocamentos

infinitesimais ou imaginarios dos seus pontos de aplicagdo, anulam o trabalho total.

Y P.8A = [ (.86 +1.57)dv (3.21)

Onde:

2P - Representa o sistema de cargas.
OA - Representa deslocamentos infinitesimais.
d¢ - Representa deformagdes infinitesimais normais a segao.

3y - Representa deformagdes infinitesimais tangenciais a se¢ao.

Imaginando deslocamentos infinitesimais na substrutura, pode-se
relacionar o primeiro termo da eq(3.21) com a sua energia potencial das cargas e o

segundo com a sua energia de deformacao. Sendo assim, conclui-se que a energia
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potencial total de um sistema estrutural em equilibrio ¢ estacionaria ou minima, isto
¢, a derivada da energia potencial total ¢ igual a zero, o que caracteriza o P.E.P.T.M.

(Principio da Energia Potencial Total Minima).

IMPLICA EM

SUp +8U . =0 SUt=0 (3.22)

A matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais da substrutura serdo
obtidos a partir das matrizes de rigidez e dos vetores de forcas equivalentes de seus
elementos, com o auxilio do principio da energia potencial total minima
(P.E.P.T.M.). Por esta razdo, a eq(3.20) deve ser adaptada as caracteristicas de cada
elemento definido no item 2 separadamente, para em seguida empregar-se o

procedimento apresentado a seguir.

1. Inicialmente define-se as equagdes diferenciais regentes dos problemas de
deformacao do elemento.

2. Adota-se uma fun¢do polinomial, a qual determina a forma exata de sua
elastica e em conseqiiéncia fornece a solugdo geral da equagdo diferencial do
procedimento anterior.

3. Aplica-se a fun¢do polinomial os valores de contorno, ou seja, os
deslocamentos nas extremidades deste elemento, obtendo assim um sistema
de equagdes lineares, onde as incognitas sdo as constantes da referida funcao.

4. Soluciona-se o sistema de equagdes, determinando as constantes em fungdo
dos deslocamentos nas extremidades do elemento.

5. Determina-se a func¢do polinomial em funcio destes deslocamentos.

6. Com a eq(3.20), devidamente adaptada as caracteristicas do elemento, e a
funcdo polinomial resultante da aplicagdo dos procedimentos anteriores,
obtém-se a expressdo da energia potencial total em fun¢ao dos deslocamentos

nas extremidades do elemento em analise.
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7. E por fim, deriva-se esta expressdo em relacdo a cada um destes
deslocamento, obtendo-se assim a matriz de rigidez e o vetor de forgas

equivalentes do elemento.

3.6 - Aplicacdo do P.E.P.T.M. ao elemento de trelica

A energia potencial total, para o elemento ELM-01 com um vinculo
elastico de translacdo na sua extremidade inferior e carregamento apenas no seu no

da laje superior (ver figura 3.4), sera dada pela eq(3.23).

Xi

o

Mz
Figura 3.4 - Deslocamentos de extremidade e vinculo eldstico dos ELM-01.
1 L r2 1 2
Ut, =5j0 E.Su.dx+- Kty ul - Px,.y, (3.23)

Onde:

Kty - Rigidez do vinculo de translagdo na extremidade 2.
Px, - Acdo vertical aplicada na extremidade 1.

u, - Translacdo na direcdo do eixo x, na extremidade 1.
u, - Translacdo na direcdo do eixo x, na extremidade 2.

3.6.1 - Matriz de rigidez e vetor de forcas do elemento de trelica

1. Equagdo diferencial:

E.S.u”" =0 (3.24)
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2. Polindmio exato que define os deslocamentos:

u=A.x+B (3.25)

Onde, A e B sdo as constantes polinomiais.

3. Condigdes de contorno:

IMPLICA EM
Para x=0 —— > u=u,

IMPLICA EM
x=L ————— u=u

4. Determinac¢do das constantes polinomiais:

Com as condic¢des de contorno descritas acima e eq(3.25), obtém-se um

sistema de equacgdes lineares, cuja solugdo fornecera os valores das constantes

polinomiais.
u L 1|[A 326
u,] |0 1[|B (3.26)
Solugdo: A =(u, —u,)/L (3.27.a)
B=u, (3.27.b)

5. Polindbmio em funcao dos deslocamentos:

Sera obtido pela substituicao das equagdes (3.27) em eq(3.25).

u=;.x+u2 (3.28)

6. Expressdo da energia potencial total em fungdo dos deslocamentos:

Substituindo “u” da eq(3.28) na eq(3.23) e integrando o resultado ao
longo do elemento, obtém-se a expressdo da energia potencial total em funcdo dos

deslocamentos (u, e u,) nas extremidades do elemento.
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1
1 :Z(uf —2.u,.u, +u§)+—KtX1.ug —Px,y, (3-29)

2

Ut

7. Determinacao da matriz de rigidez e do vetor de for¢a equivalente:

Conforme o P.E.P.T.M. descrito no item 3.5, as derivadas parciais da

eq(3.29) em relacdo aos deslocamentos u, e u, sdo iguais a zero.

out, ES  ES

. LW u, —Px, (3.30.a)
1

out, E.S E.S

ou, == 4 ( L +Kty,).u, (3.30.b)

Colocando as equagdes acima na forma matricial, obtém-se:

E.S
5 oes) H{P}
E.S E.S lu,| | O
" L K
ou

[Re ], {3e,}, = {Fe.j,

Onde:

[Re1 ]J - Matriz de rigidez do elemento J do tipo ELM-01.
{861 }J - Vetor dos deslocamentos nas extremidades do elemento J.

{Fe1 }J - vetor de forgas equivalentes

3.6.2 - Contribuicao da rigidez do elemento e suas a¢des aplicadas

3.6.2.1 - Consideracdes de trechos rigidos

A matriz de translacdo de coordenadas, das extremidades do trecho

flexivel para os pontos de intersecdo com as lajes, nos elementos ELM-01 ¢
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identidade de ordem 2. Nado havendo portanto modificagdo na matriz [Rel]l,

definida no item anterior.

3.6.2.2 - Matriz de incidéncia cinemaitica para rotacio de
coordenadas

A matriz de rotagdo de coordenadas para os elementos ELM-01 também

¢ identidade de ordem 2, devido seu unico eixo local x, estar na mesma dire¢do e

sentido do eixo X, de referéncia global.
3.6.2.3 - Consideracao da laje como um diafragma rigido.

O elemento ELM-01 ndo possui rigidez ao deslocamento lateral, nao
existindo portanto coordenadas a serem transladadas para o nd mestre. As
contribui¢des de sua rigidez e agdes aplicadas na matriz de rigidez e vetor de forgas

nodais da substrutura, sdo dadas pelas eq(3.31) e eq(3.32), respectivamente.

[Kl]:g[ReI]J (3.31)

NE1

{F} =2 {Fe }, (3.32)

J=1

Onde:

[Kl] - Matriz de rigidez da substrutura apenas com a rigidez dos ELM-01.

{Fl} - Vetor de forcas nodais da substrutura apenas com as agdes dos ELM-01.

Obs.: A posicao dos coeficientes de rigidez dos elementos ELM-01 e todos os
demais, definidos no capitulo anterior, na matriz de rigidez da substrutura ¢

fornecida pelas equagdes do item 2.4.7.

3.7 - Aplicaciao do P.E.P.T.M. ao elemento de portico plano

A energia potencial total, para o elemento ELM-02 com vinculos

elasticos na direcdo de suas coordenadas posicionadas na extremidade inferior e
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acoOes aplicadas apenas no seu extremo incidente na laje superior (ver figura 3.5),

sera dada pela eq(3.33).
Xy

Figura 3.5 - Deslocamentos de extremidade e vinculo eldstico dos ELM-02.

L 1
Ut, =EJ.0 (E.1,.w"? +E.S.u'2).dx+5(KtX2.u§ +Kt,,. w3 +Kry,.w)?) = (Px,.u, + My,.w})

(3.33)
Onde:
Kty, -Rigidez do vinculo de transla¢do na dire¢do do eixo x, .
Kt,, -Rigidez do vinculo de translag¢do na dire¢do do eixo z, .
Kr,, - Rigidez do vinculo de rotagdo em torno do eixo vy, .
Px, - Carga vertical aplicada na extremidade 1 na dire¢do do eixo X, .
My, -Momento fletor aplicado na extremidade 1 na dire¢do do eixoy, .

w, - Translagdo na direg¢do do eixo z, na extremidade 1.
w; - Rotagdo em torno do eixo y, na extremidade 1.
w, - Translagdo na dire¢do do eixo z, na extremidade 2.
w’ - Rotagdo em torno do eixo y, na extremidade 2.

3.7.1 - Matriz de rigidez e vetor de forcas do elemento de portico
plano

1. Equacdes diferenciais:

ESu” =0 (3.34.2)
E.I,.w"" =0 (3.34.b)
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A eq(3.34.a) fornecera os coeficientes de rigidez axial, ja& determinados
para o elemento ELM-01 no item 3.6.1. Os coeficientes de rigidez a flexdo serdo

calculados com auxilio da eq(3.34.b), empregando o mesmo procedimento do item

3.6.1.

2. Polindmio exato que define os deslocamentos devido a flexdo:

w=A+Bx+Cx’+Dx’ (3.35)

Onde, A, B, C e B sdo as constantes polinomiais.

3. Condigdes de contorno:

Para x=0 —— o2 ™M, w=w, e W =w)
x=L IMPLICA EM We=w e W =w
- — - Wi - Wi
4. Determinagdo das constates polinomiais:
w, |1 L 1* I A
w0 1 2.L 3L B (336)
w11 0 0o o0 | |C '
wil|0 1 0 0 D
Solugdo: A =w, (3.37.a)
B=w, (3.37.b)
3w, 2.wi 3w, Wwj (337.0)
— - + - o VN
L L ¢
2w, W, 2w, W
P=Tpt o e G379

5. Polindbmio em funcao dos deslocamentos:
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’ 3w, 2w, 3w, w/ 2w, Wi W[ o,
W=w, +W,.X+(— Z "L + E —L—).x +——-—).x (3.38)

6. Expressdo da energia potencial total em func¢do dos deslocamentos:

A energia potencial total, considerando-se apenas as deformagdes por
flexdo e as respectivas vinculagdes elasticas, bem como o momento fletor aplicado

(My, ), sera dada por:
1 L 2 1 2 2
Ut, :EL ELyw"dx + (Kb, w3 + Kry, w5') = My, . wi (3.39)

Substituindo a eq(3.38) em eq(3.39) e integrando o resultado no intervalo
de 0 a L (ao longo do elemento), obtém-se a expressao da energia potencial total em
funcdo dos deslocamentos nas extremidades do elemento ELLM-02, devido apenas a

flexdo.

Ut, = L3Y [2.3.w; =3.w,.w,.L-6.w,.w, =3.w,.w/.L+3.w, wi,.L+wi>. >+

1
3w, .w,.L+w>. L’ +3.w, +w;.w{.L)]+E(KtZZ.W§ +Kr,.w)?) - My,. w/

eq(3.40)
7. Determinacdo da matriz de rigidez e do vetor de forca equivalente
t 4EI EI 2EI ElI
8U12 = Y.W;—6 W, + y.w’2+6 —.w,-My, (3.41.2)
ow' L L L L
out,  6El 12.E1 6EI, , I12EI
awz =— L2Y.W1+ E Low, o+ LZY'WZ_ o L w, (3.41.b)
1
4E1
out, _2El, W+ 6'E'21Y W, 4+ (—+Kry,)w, - 6'E'21Y W, (3.41.0)
ow, L L L L
out, 6EI, , 12EI 6El, , 12EI
aw2 = Wi - E W, — T W) +(7L3 L+ Kt,,)w, (3.41.d)
1
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Colocando as equagdes acima na forma matricial e acrescentando os
coeficientes de rigidez axial e suas respectivas agdes, seguindo orientacdo

estabelecida no item 2.4.2, obtém-se:

[ 4EI, o _CEL 2EI, 0 6EI,
L L L L’
E E
S 0 0 —TS 0 wy | My,
12EI, 6EI, 0 _12ElL, u, Px,
I3 L2 'E Wl 0
4EI 6EI Tw: [~
L +Kry, 0 —— W2 0
L L u, 0
: ES
simet. T+K‘[X2 0 w, 0
12EI,
C +Kt,,
ou
[ReZ]J'{SGZ}J - {FGZ}J
Onde:

[Re2 ]J - Matriz de rigidez do elemento J do tipo ELM-02.
{6e2 }J - Vetor dos deslocamentos nas extremidades do elemento J.

{Fe2 }J - Vetor de forgas equivalentes.

3.7.2 - Contribuicao da rigidez do elemento e suas acdes aplicadas

3.7.2.1 - Consideragoes de trechos rigidos

A translagcdo das coordenadas das extremidades 1 € 2 do comprimento

flexivel do elemento ELM-02 para seus pontos nodais 1' e 2' (ver figura 3.6) sera

feita pela matriz de translacao [Tr2 ]J , apresentada a seguir:
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Figura 3.6 - Formagao de trechos rigidos nas extremidades dos elementos ELM-02.

(=], -

go~ooo
oc—ococoo
—coocoo

(=]

oo OoO—O
SOOoO —OO

Onde, AW, e BW; sdo os trechos rigidos nas extremidades superior e

inferior, respectivamente € a matriz de rigidez referida aos pontos 1' e 2' da figura
9

3.6, sera dada pelo triplo produto matricial da eq(3.42).

[Re] =[1r,]" [Re,] [T5,] (3.42)

3.7.2.2 - Matriz de rotacao de coordenadas

Conforme o exposto no item 2.3.3 o elemento ELM-02 podera incidir na

substrutura de um angulo o, qualquer (ver figura 3.7). Portanto suas coordenadas
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deverao ser rotacionadas do sistema local de eixos para o global, através da matriz de

rotacao [Be2 ]J , apresentada a seguir:

Figura 3.7 - Rotagdo das coordenadas dos ELM-02 p/ o sistema de referéncia
global.

e =) g

Onde:
cos.o,, sen.a, O 0 0
[be,]=| o o 1 0 0
0 0 0 -sen.a, cos.a,

A matriz de rigidez e o vetor de forca equivalente, referidos ao sistema

de eixos global, serdo fornecidos pelas eq(3.43) e eq(3.44), respectivamente.

[R=62]J = [Be.], [Re. ], [Be,] (3.43)

{Fe.}, =[Be. ] {Fe.}, (3.44)
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3.7.2.3 - Consideracao da laje como um diafragma rigido

Nesta fase as coordenadas dos elementos ELM-02, dependentes do

movimento de corpo rigido da laje, sdo transladadas para o né mestre através da

matriz de translagao [mt2 ]J , de acordo com a eq(3.44).

1 0 -Z
[mtz]J:{O 1 YJJ:|

— T
[rez]J = [mtz]J .[rez]J .[m‘[2 ; (3.45)
Onde:
Y, - Distancia y do né mestre ao elemento j.
Z, - Distancia z do n6 mestre ao elemento j.

[re 2]_ - Representa as quatro submatrizes quadradas de dimensdo 2, que retinem os
coeficientes de rigidez relacionados com o movimento de corpo rigido da
laje.

A contribuicdo da rigidez dos elementos ELM-02 e de suas agdes
aplicadas na matriz de rigidez e no vetor de forcas nodais da substrutura, sdo

fornecidos pelas eq(3.46) e (3.47) respectivamente.

NE2

[K.]= ;[R_ez]] (3.46)

NE2

(B} =2 {Fe,}, (3.47)

J=1

Onde:

[Kz] - Matriz de rigidez da substrutura apenas com a rigidez dos ELM-02.

{Fz} - Vetor de forcas nodais da substrutura apenas com as agdes aplicadas nos
ELM-02.

3.8 - Aplicagao do P.E.P.T.M. ao elemento de portico espacial

De acordo com as considera¢des de rigidez e admitindo vinculagdes

elasticas nas direcoes de suas coordenadas inferiores (ver figura 3.8), a expressao da
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energia potencial total para o elemento de portico espacial com acdes aplicadas na
sua extremidade superior serd dada pela eq(3.48).

X RS

|
kq}//w :

———

@

|

@& —~

KTX4

PLANO X,x7, PLANO X, xY,
Figura 3.8 - Deslocamentos de extremidade e vinculo elastico dos ELM-04.

1L 1cL
Ut, =5I0 (EI1,.w"* +E.I,.v" +E.S.u’z).dx+5LG.IX.¢’2.dX+

E(Ktm.u; +Kty,.vi +Kt,,.wi +Kry, .43 + Kry,. Wi +Kr,,.v)?) -

(Px,.u, +My,.w| +Mz,.v}) (3.48)

Onde:

Kt,, - Rigidez do vinculo de translag¢do na dire¢do do eixo x, .

Kt,, -Rigidez do vinculo de transla¢do na dire¢do do eixo y, .

Kt,, -Rigidez do vinculo de translag¢do na dire¢do do eixo z,.

Kr,, - Rigidez do vinculo de rotagdo em torno do eixo X, .

Kr,, - Rigidez do vinculo de rotagdo em torno do eixo vy, .

Kr,, -Rigidez do vinculo de rota¢do em torno do eixo z,.

Px, - Carga vertical aplicada na extremidade 1 na dire¢do do eixo x, .
My, - Momento fletor aplicado na extremidade 1 na dire¢do do eixoy, .
Mz, - Momento fletor aplicado na extremidade 1 na dire¢do do eixoz,.
v, - Translagdo na diregdo do eixo y, na extremidade 1.

Vi - Rotac¢do em torno do eixo z, na extremidade 1.

v, - Translagdo na dire¢do do eixo y, na extremidade 2.
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v, - Rotagdo em torno do eixo z, na extremidade 2.

3.8.1 - Matriz de rigidez e vetor de forcas do elemento de portico
espacial

1. Equagdes diferenciais:

ESu” =0 (3.49.2)
E.I,.w"" =0 (3.49.b)
E.L,.v"" =0 (3.49.c)
G.I.¢" =0 (3.49.d)

Os coeficientes de rigidez axial e a flexdo no plano xy, calculados com
auxilio das eq(3.49.a) e eq(3.49.b), sdo iguais aos obtidos para os elementos ELM-
01 e ELM-02, respectivamente. Quanto a flexdo no plano zx, sdo idénticos aos do
plano xy, devendo apenas trocar o indice "y " por "z". A eq(3.49.d) fornecerd matriz
de rigidez a torgdo.

Adotando a funcdo polinomial do item 3.6.1 e seguindo o mesmo
procedimento, utilizado para derivacdo dos coeficientes de rigidez axial do elemento
de trelica (ELM-01), encontra-se a matriz de rigidez a tor¢do e o respectivo vetor de

forcas de ELM-04, conforme a expressdo matricial abaixo.

G.I G.I
5 oy, 118
G.I, G.I, 19, 10
L L
ou
[Re‘cé‘]l.{ére“}J = {Fet4}J
Onde:

[Ret 4 ]J - Matriz de rigidez a tor¢ao do elemento J do tipo ELM-04.

{Sre 4 }J - Vetor dos deslocamentos nas extremidades do elemento J.
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{Fet s }J - Vetor de forgas equivalentes.

Considerando as segdes transversais dos elementos ELM-04
completamente assimétricas, havera excentricidades entre os eixos que passam
pelos centros de tor¢do (C. T.) e de gravidade (C. G.). Sendo portanto necessaria a
relacdo entre os deslocamentos nestes dois eixos (ver figura 3.9). Baseado na

indeformabilidade da laje no seu plano foi determinada a matriz [BC],, que tem a

fun¢do de transladar as coordenadas do "C. G.". parao "C. T.".

cr

Figura 3.9 - Translagdo das coordenadas de rotagdo e translacao vertical do centro
de gravidade para o centro de tor¢ao.

il {[bc] [o]}

[0] [be]
Onde:
1 0 0 0 O]
0 1 0 0 0
[bC] =|Zy — Vg4 1 00
0 0 010
| 0 0 0 0 1]

[0] - Matriz quadrada nula de dimensdo 5.
yu -Distdnciaydo "C.T." ao "C.G.".
z, -Distanciazdo "C.T." ao "C.G.".
Assim a matriz do ELM-04, que retine os coeficientes de rigidez axial e

a flexdo, serd referida ao centro de torcao através da eq(3.50)
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[rf,], =[BCT} [rf, ], .[BC], (3.50)

Onde:

[rf4]J - Matriz que reune os coeficientes de rigidez axial e a flexdo, referida ao
"C.G.".

[E]J - Matriz [rf4]J referidaao " C. T.".

Por fim serdo agrupados em uma tUnica matriz [Reé,]J todos os

coeficientes de rigidez do elemento ELM-04, com suas posi¢des definidas pelo

sistema de coordenadas estabelecido no item 2.4.3.2.

re4:|ss [re4151
IS

e, =

re4] [re4]ll
Fazendo, w_=E.S/L (3.51.a)
w,=2.E.l, /L (3.51.b)
w,=2.EI,/L (3.51.¢)
—Wy—Wx.th WY Zy -W,.Zy, 0 -3w,/L 0 i
W Vg-Zy 2W, =W, Yo WY, 3w, /L 0 0
[ W, .Zy W, Yy - W, 0 0 0
ala = 0 ~3w, /L 0  -6w,/L 0 0
3w, /L 0 0 0 -6.w, /L 0
0 0 0 0 0 -G, /L]
2.Wy+WX.Z§t “WxYgrZgt  Wx-Zgt 0 —3.wy/L 0
2.WZ+WX.y§t ~Wx-Ygi 3w, /L 0 0
_ w 0 0 0
[re4:‘ll B x 2
6.Wy/L 0 0
simet. 6.wy /12 0
G.Ii/L]

A submatriz [re 4]SS ¢ igual a [re 4]11 , exceto os coeficientes referentes as

coordenadas (1,5) e (2,4), bem como seus simétricos, que tém o sinal inverso. Aos
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elementos da diagonal principal de [re4]H devem ser adicionados os valores da

rigidez de seus respectivos vinculos elasticos.

IS ST

seguindo a mesma orientacdo e sera apresentado a seguir:

{Fe,}, ={My, Mz, Px, 0000000 0 0

3.8.2 - Contribuicao da rigidez do elemento e suas acoes aplicadas

3.8.2.1 - Consideracdes de trechos rigidos

A translacdo das coordenadas das extremidades 1 e 2 do seu

comprimento flexivel para pontos 1' e 2' (ver figura 3.10), sera feita pela matriz de

translacao [Tr4 ]J ., apresentada a seguir:

X Xy
W 6”
' ] 5’
/ i 2’
!
! // 8 1" 4
@)
/’/ / el P2 AWO
I //’\\
/ ; b
6
12 L
11,
| 24 9kg
, , 710
&
1/ !
8./
/ / 'y @ BWO
! / LM T
\ ! / 12
Y, | J ]

Figura 3.10 - Formagao de trechos rigidos nas extremidades dos elementos ELM-

04.
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Onde AW, e BW, sdo os trechos rigidos nas extremidades superior e

inferior, respectivamente e a matriz de rigidez referida aos pontos 1' e 2' da figura

3.10, sera dada por:

[Re,], =[Tr,], [Re,], [T] (3.52)

3.8.2.2 - Matriz de incidéncia cinemaitica para rotacio de
coordenadas

A incidéncia dos ELM-04 também podera ser definida por um angulo

o, qualquer (ver figura 3.11). Sendo assim a rota¢do das suas coordenadas do

sistema de referéncia local para o global serd fornecida pela matriz [Be4]J,

apresentada a seguir:

LAJE K+1
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Figura 3.11- Rotagdo das coordenadas dos ELM-04 para o sistema de referéncia
global.

[be.] [[o]] o] 0] |
10 [oe,] 0] o]
Be:d =l [ o) [oe] [0
[ [o] o] [0] [be,]]

Onde:

cos.a., sen.a, 0
[be4]: —sen.a., cos.o, 0
0 0

[0] - matriz quadrada nula de dimenséo 3

A matriz de rigidez e o vetor de forca equivalente, referidos ao sistema

de eixos global, serdo fornecidos pelas eq(3.53) e eq(3.54), respectivamente.

[Re.] =[Be.]! [Re.], [Be.] 653

{F_e“}J - [Be4]JT'{Fe4}J (3.54)

3.8.2.3 - Consideracio da laje como diafragma rigido

As coordenadas dos elementos ELM-04, dependentes do movimento de

corpo rigido da laje, também serdo transladadas para o né mestre. Sendo portanto

utilizada a matriz de translacao [mt 4 ]J e aeq(3.55).

10 -2,
[mt,] =0 1 v,
00 1

[E]J = [mt4]j.[re4]J.[mt4]J (3.55)
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OndeY, , Z, ,[rg]e[@] ttm o mesmo significado apresentado na

consideracdo do diafragma rigido para os elementos ELM-02.

A contribuicdo da rigidez dos elementos ELM-04 e de suas acdes
aplicadas na matriz de rigidez e no vetor de for¢as nodais da substrutura, sdo

fornecidos pelas eq(3.56) e eq(3.57), respectivamente.

[K,]-= I:ZE‘;[R=%L (3.56)

NE4

{F,} = 2 {Fe,}, (3.57)

J=1

Onde:
[K 4] - Matriz de rigidez da substrutura apenas com a rigidez dos ELM-04.

{F4} - Vetor de forcas nodais da substrutura apenas com as agdes nos ELM-04.

Obs.: Para determinagdo da matriz de rigidez e do vetor de for¢as equivalentes dos
elementos ELM-03, serdo validas as mesmas consideragdes feitas para o
ELM-04, eliminando-se apenas da sua matriz de rigidez e vetor de forcas as

linhas e colunas referentes a rigidez a torgao.

3.9 - Aplicagao do P.E.P.T.M. ao elemento de nucleo

A energia potencial total para os elementos ELM-05, com vinculacdes
elasticas nas dire¢des de suas coordenadas das extremidades inferiores (ver figura

3.12), sera dada pela eq(3.58). As agdes serdo aplicadas apenas nas extremidades

incidentes na laje superior.
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X5 L L5
; B, /1,
VA s :
/RO ® ®
Y A
5 5
L
" L 72’ .
Z5 S s @ R\ % @f— Y5 @ [ i
N

: v ;

My 0 2 0 v
ktys® ,j? Kry; Krys Ky " Kty K05
em

KTX5

PLANO X, 5% Z5 PLANO X 5X Y5 EMPENAMENTO

Figura 3.12 - Deslocamentos de extremidade e vinculo eléstico dos ELM-05.

1L 1cL
Ut =Ej0 (E.I,.w"* +E.I,.v"*> +E.S.u"? +E.Im.d)"z).dx+EIOG.IX.¢’2.dx+

Kem

Px;
My

Mz,

1
2 2 2 2 2 12
E(Ktxyuz + Kty . vy +Kt,,.wi +Kry,.0; + Kry, W) +Kr, vy +

Kem.¢)>. Y 02) — (Px.u, + My,.w! +Mz,.v] + B.¢}) (3.58)

i=1

- Rigidez do vinculo de translacdo na direcdo do eixo X,.

- Rigidez do vinculo de translacdo na direcdo do eixo y;.

- Rigidez do vinculo de translagdo na dire¢do do eixo z;.

- Rigidez do vinculo de rotacdo em torno do eixo Xx.

- Rigidez do vinculo de rotacdo em torno do eixo y;.

- Rigidez do vinculo de rotagdo em torno do eixo z;.

- Rigidez do vinculo na dire¢do do empenamento.

- Carga vertical aplicada na extremidade 1 na dire¢do do eixo X;.
- Momento fletor aplicado na extremidade 1 na dire¢do do
eixoys.

- Momento fletor aplicado na extremidade 1 na dire¢do do
€iX0 Z;.

- Bimomento aplicado.
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0, - Rotacdo em torno do eixo x; na extremidade 1.
O - Derivada da rotagdo em torno do eixo X na extremidade 1.
0, - Rotacdo em torno do eixo x; na extremidade 2.
(04 - Derivada da rotagdo em torno do eixo z4 na extremidade 2.

3.9.1 - Matriz de rigidez e vetor de forcas equivalente do elemento
nucleo

1. Equagdes diferenciais:

ESu” =0 (3.59.a)
E.I,.w""=0 (3.59.b)
E.L,.v"" =0 (3.59.¢)
E.I, .0""—G.I..¢" =0 (3.59.d)

As matrizes de rigidez axial e a flexdo nos planos principais de inércia
sdo fornecidas pelas equagdes eq(3.59.a), eq(3.59.b) e eq(3.59.c), ja definidas
anteriormente para os elementos ELM-01 e ELM-02. Os coeficientes relacionados a
torcdo e ao empenamento serdo obtidos através da eq(3.59.d) juntamente com a

funcao exata, que fornece sua solugdo geral.
2. Fungdo exata que define a elastica de rotacdo em torno de x,:

¢ = A + B.x+ C.cosh(a.x) + D.senh(a.x) (3.60)

Onde A, B,C e D sdo suas constantes € o € um valor adimensional,

definido por:

G.1,
= 3.61
*VElL (3.61)

3. Condig¢des de contorno:
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Para x=0
x=L

IMPLICA EM
IMPLICA EM 6= ¢2 ¢ 0= d);
> ¢ = ¢1 € ¢’ = ¢i

4. Determinagdo das constates polinomiais:

¢, 1 L cos(a.L) sen(a.L)| (A

o1 0 1 sen(a.L) cos(a.L)| B

o, [ |1 0 1 0 []|C (3.62)
o’ 0 1 0 1 D

Solucgao:

A= y.{(l—ch).d)l +(— L+%).¢; +(1+L.o.sh—ch).¢, +(L.ch—%j.¢;}
sh).¢, +(1-ch).¢] +(~csh).d, +(ch—1).4}]

=v[(o
C= y[ch—l .0, + %).¢{+(1—ch).¢2+(—L.ch+%).¢;}

D =y.[(-sh).¢, +(ch—1).¢! + (sh).¢2+(é+L.sh—%j.¢’}

Onde: sh=senh(a.L) (3.63)
ch = cosh(a.L) (3.64)
G.I;

Y= o ch+Lash (3.65)

5. Expressdo da elastica em funcdo dos deslocamentos:

Substituindo as constantes A, B, C e D na eq(3.58), obtém-se a expressao

da elastica em fun¢do dos deslocamentos nas extremidades (¢, ,d;,d, ed)) do

elemento.

b= y.[(l—ch).q)1 +(— L+%j.¢; +(1+ L.a..sh — ch). ¢, +(L.ch—%j.¢;}+
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y.[(oc.sh).d)l +(1=ch).¢! +(—a.sh).¢, +(ch— 1).¢;].x+

y._(ch— 1).9, +(L—%).¢{ +(1-ch).¢, +(— L.ch+%).¢;}cosh(oc.x)+

‘ ch

Y. (- sh).(l)1 +(ch—1).(|){ +(Sh).(|)2 +(é+ L.sh-— OL].(I)’}.senh(oc.x)

(3.66)
6. Expressao da energia potencial total em fun¢do dos deslocamentos:
A energia potencial total, considerando-se apenas as deformagdes por

tor¢cdo e bimomento e as respectivas vinculagdes elasticas, bem como o bimomento

aplicado, sera dada por:
_l : "2 12 l 2 12 N 2 '
Uty = J(E1x. 0" + Gl ¢"7).dx + - (Krg,.¢3 + Kem.g} Do’ -B.¢] (3.67)
i=1

Substituindo a eq(3.66) em eq(3.67) e integrando o resultado no intervalo
de 0 a L, obtém-se a expressdo da energia potencial total em fungdo dos

deslocamentos nas extremidades do elemento.
7. Determinacdo da matriz de rigidez e do vetor de forca equivalente:

Conforme estabelece o P.E.P.T.M., as derivadas parciais da expressao

da energia potencial total em rela¢do aos deslocamentos ¢, , ¢| , ¢, € ¢ sdo iguais a

Z€10.
% = y[(oc.sh).d)l +(1=ch).¢ + (- a.sh).¢, +(1—ch)-<l>;]—MX5
Ut sh) | sh :
20 y[(l—ch).q)l +(L.ch—;).(|)l +(ch-1).9, +(a —L)-%}—B
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ouUt Kr
5 :y.{(—a.sh).d)l +(ch—1).¢! +((oc.sh)+ XSJ.% +(ch—1).¢;}
00, Y
N 2
out; _ (1-ch) +(ﬂ lj '+(ch—1).0, + (L h ﬂjer /
200 =vy. ch).¢, o O +(c .0, .ch—— ; 0%
(3.68)
Colocando as quatro equagdes (3.68) na forma matricial, obtém-se:
‘ash  1-ch —a.sh I1—ch ]
sh sh
Lch-—— ch—1 —-L
[0 a ¢1 0
Kr '
v (oush)+ —25 ch—1 Il B
v n 0, o
h Z:Keml o’ | |4, 0
(Lch——j+ =
L a Y _
ou

[Rets]J.{Sres}J = {Fets}J

Onde:

[Rets]J - Matriz de rigidez a tor¢ao do elemento J do tipo ELM-05.
{8re5 }J - Vetor dos deslocamentos nas extremidades do elemento J.

{Fet s }J - Vetor de forgas equivalentes.

Nos elementos ELM-05 também poderdo ocorrer excentricidades entre
os eixos concorrentes nos centros de tor¢do e gravidade, Sendo assim a matriz que
retne os coeficientes de rigidez axial e a flexdo devera ser transladada, conforme

eq(3.69) parao" C. T." com auxilio da matriz [BC],, definida anteriormente.
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[rf;], =[BC]; [f; ] [BC], (3.69)
Onde:

[rfs]J- Matriz que retine os coeficientes de rigidez axial e a flexdo, referida ao
"C.G.".

[E]J - Matriz [rfs]J referida ao "C. T.".

Por fim serdo reunidos na matriz [Res]J todos os coeficientes de rigidez

do elemento ELM-05, com suas posi¢des definidas pelo sistema de coordenadas

estabelecido no item 2.4.4.

[rec] [res]

[Res]J = [re5]ls [re5 I

Lembrando as eq(3.51.a), eq(3.51.b) e eq(3.51.c) do item anterior,

definem-se as submatrizes de [Res]J .

_wy “WoZy  WoVgZy o —WZy 0 -3w,/L 0 0
W, Yo-Zy 2.wz—wx.y§1 WYy 3w,/L 0 0 0
—W,.Zy WY -Ww, 0 0 0 0
[re,], = 0 ~3.w,/L 0 -6w,/L 0 0 0
3w, /L 0 0 0 6w, /L 0 0
0 0 0 0 0 —v.a.sh  y(ch—1)
0 0 0 0 0 ylch-1) y(sh/a-L)
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_ ) _
2.wy+wx.zgt _Wx'ygt'zgt Wx'zgt 0 —3.wy/L 0 0
2
2'W2+Wx'ygt _Wx'ygt 3.WZ/L 0 0 0
w 0 0 0 0
X
[re], = 6w,/ 12 0 0 0
simet. 6.wy / L2 0 0
v.(0.sh) y.(ch-1)
i y.(L.ch—sh/oc)_

Obs.: Aos coeficientes da diagonal principal da submatriz [res]n, devem ser

adicionados os valores da rigidez dos seus respectivos vinculos elasticos. Na
dire¢do do empenamento, o vinculo poderd ser em pontos isolados ou

continuo (ver figura 3.3).

[res]sS ¢igual a [re,],, exceto os coeficientes referentes as coordenadas
(1,5) e (2,4), bem como seus simétricos, que tém o sinal trocado, sendo assim:

[res ]51 = [res ]ITS

O vetor de forgas equivalentes também tera seus valores posicionados

seguindo a mesma orientacao e sera representado por:

{Fe,}; =My, Mz, Px, B 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0f

3.9.2 - Contribuicao da rigidez do elemento e suas acoes aplicadas

3.9.2.1 - Consideracdes de trechos rigidos

Nas estruturas de contraventamento usuais, os nucleos possuem rigidez a
flexdo bem maior que os demais elementos. Portanto ndo ocorre a formagdo de

trechos rigidos ao longo dos seus comprimentos.

3.9.2.2 - Matriz de incidéncia cinemaitica para rotacdo de
coordenadas
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O elemento ELM-05 podera também incidir na substrutura de forma

genérica, tendo suas coordenadas rotacionadas do sistema de referéncia local para o

global pela matriz [Bes]J (ver figura 3.13), apresentada a seguir:

Xs

Xg 3 5

4
/!
écr !

7 14h19 /2/ &
9
<< s Tzzi\g LAJE K ;
I — 8 11
— =T O Y5 I

Iy Projecao horizontal LAJE K+1

LAJE K+1

(a) ()

Figura 3.13- Rotagdo das coordenadas dos ELM-05 para o sistema de referéncia
global.

Beh =l o) o B Be [ M)
o 0 N [ [be] N
RN

Onde:

[be4] - E definida no item 3.8.2.2, devendo trocar apenas o valor de o, por o;.

[1] - Matriz identidade de ordem 1.
[N] - Matriz coluna de ordem 3 nula.

[L] - Matriz linha de ordem 3 nula.

A matriz de rigidez e o vetor de for¢a equivalente, referidos ao sistema

de eixos global, serdo fornecidos pelas eq(3.70) e eq(3.71), respectivamente.
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[R=e4]J =[Be,]; [Re.], [Be,] (3.70)

{F_e“}l :[Be4]JT'{Fe4}J (3'71)

3.9.2.3 - Consideracao da laje como um diafragma rigido

As coordenadas dos elementos ELM-05, dependentes do movimento de
corpo rigido da laje, também serdo transladadas para o n6 mestre, seguindo o mesmo

raciocinio usado no item 3.8.2.3 para o elemento ELLM-04, conforme a eq(3.72).
— T
[res]J = [mté‘]J .[reS]J.[mté‘]J (3.72)

Onde: [res]e[res] ttm o mesmo significado apresentado na consideragcdo do

diafragma rigido para os elementos ELM-02.

A contribuicdo da rigidez dos elementos ELM-05 ¢ de suas agdes
aplicadas na matriz de rigidez e no vetor de for¢as nodais da substrutura, sdo

fornecidos pelas eq(3.73) e eq(3.74), respectivamente.

NES

[K.]= JZ}[R_eS J (3.73)

1B = 2 {Fey), (3.74)

J=1

Onde:

[KS] - Matriz de rigidez da substrutura apenas com a rigidez dos ELM-0S5.

{FS} - Vetor de forcas nodais da substrutura apenas com as agdes aplicadas nos

ELM-05.

3.10 - Aplicacao do P.E.P.T.M. aos elementos horizontais
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Para os elementos horizontais de contraventamento serdo determinadas
apenas as suas matrizes de rigidez. As acgdes atuantes ao longo dos seus
comprimentos sao transformadas em cargas equivalentes, aplicadas na dire¢ao das
coordenadas locais das extremidades superiores dos elementos verticais que lhes
servem de apoio. Nao havendo portanto vetores de for¢as a serem determinados,
assim a expressdo da energia potencial total se reduz as parcelas relativas as suas

deformacdes, conforme eq(3.75).

1 L
Uy, =5j0 (B.1,.v"* +G.I,)dx (3.75)

3.10.1 - Matriz de rigidez do elemento horizontal

1. Equagdes diferenciais:

E.L,.v""=0 (3.76.a)
G.I.¢" =0 (3.76.b)

Os coeficientes de rigidez a flexdo e a tor¢ao para o ELM-07, obtidos
pelas equagdes acima, sao iguais aos dos elementos ELM-02 ¢ ELM-04,

respectivamente, devendo apenas eliminar as parcelas relativas aos vinculos

elasticos. Seus valores estdo reunidos na matriz [Re7]J e suas posi¢oes foram

definidas seguindo a orientagdo do sistema de coordenadas, estabelecido no item

24.5.2.
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G.I4 G.Iy
0 0 — 0 0
L L
4.E.I, 6.E.I, 0 2.E1, 6.E.I,
L L L L
12.E.I, 0 6.E.I, 12.E.I,
_ L L L
[Re7 J G.I
L 0 0
) 4.E.1, 6.E.I,
simt. L — L
12.E.1,
L L ]

3.10.2 - Contribuicao da rigidez do elemento

3.10.2.1 - matriz de incidéncia cinematica para rotaciao de
coordenadas

As coordenadas posicionadas nas extremidades inicial e final dos
elementos ELM-07 devem ser rotacionadas do seu sistema de eixos local para o

sistema de referéncia dos elementos que lhe servem de apoio (ver figura 3.14). Esta

rotacao sera feita pela matriz [Be7 ]J , de acordo com a eq(3.77).

Ly

_ 1

Figura 3.14- Rotagdo das coordenadas dos ELM-07 p/ o sistema de referéncia local
dos elementos que lhe servem de apoio.



71

el T

[Re;]. =[Be,], [Re][Be, ], (3.77)
Onde:

cos.a.,, sen.a, O
[bem]: —-sen.a,, cos.o., 0
0 0 1
cos.o.; sen.a; O
[beﬁ]= —sen.a.; cos.a, 0
0 1

o, =a, -0,

Oz =0, —0;

o, - Angulo de incidéncia do elemento ELM-07.

o, - Angulo de incidéncia do elemento de apoio inicial.

o, - Angulo de incidéncia do elemento de apoio final.

3.10.2.2 - Matriz de incidéncia cinematica para translacao de
coordenadas

Sera prevista a existéncia de excentricidades entre os pontos de apoio do
ELM-07 e os centroides dos seus elementos verticais de apoio. Para isso serdo
determinadas matrizes de translagdo, cuja fungdo ¢é relacionar os deslocamentos
nestes dois pontos.

O ELM-07 poderd unir todos os tipos de elementos verticais com

exce¢do do ELM-01. Sendo assim, para cada tipo interligado haverd uma matriz de
translagdo especifica, constituida pela combinagdo das submatrizes [mt1]7 e [mt2]7

(ver figuras 3.15 e 3.16), definidas com base na hipotese de indeformabilidade da

laje no seu plano e de acordo com o tipo de elemento contraventado.

o Para elementos de apoio sem rigidez ao empenamento:
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= I

Figura 3.15 - Translacdo das coordenadas dos ELM-07 do seu ponto de incidéncia
para o centrdide da secdo transversal do elemento vertical que lhe
serve de apoio (sem propriedades setoriais).

I 0 000 0}

[mt,] =] 0 1 0000
dz, -dy, 1 0 0 O

e Para elementos de apoio com rigidez ao empenamento:

Figura 3.16 - Translacdo das coordenadas dos ELM-07 do seu ponto de incidéncia
para o centrdide da se¢do transversal do elemento vertical que lhe
serve de apoio (com propriedades setoriais).

1 0 0000 —dy,
[mt,] =/ 0 1 0000 -dg
dz, dy, 1 0 0 0 o

Onde:
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o - E a area setorial no ponto de incidéncia do ELM-07.

dy, edz, sdo as distancias nas direcdes y, e z,, entre centroide da segdo

transversal e o ponto de incidéncia do elemento ELM-07, dados por:
dy, =(YV —Yk).cos.ock +(ZV -7, ).sen.ov,k (3.78)

dz, = (ZV - Zk). cos.o, — (YV -Y, ).sen.ock (3.79)

Y, e Z, sdo as coordenadas do ponto de apoio de elemento ELM-07 em

relacdo aos eixos globais (ver figura 3.15).

Y, e Z, s3o as coordenadas do elemento vertical de apoio em relacdo aos

eixos globais (ver figura 3.15).

Obs.: A coluna 7 da submatriz [mt2 ]7 foi obtida da seguinte forma:

e Impondo-se uma rotagdo ¢, na diregdo da coordenada "6", o ponto de apoio

sofrera uma translagdo, cujas componentes sao:

8, =—dz, .0, (3.80)
8, =—dy,.¢; (3.81)

Sendo 8, e 8, nas dire¢des Y, e Z, , respectivamente.

e Derivando-se as eq(3.80) e eq(3.81) em relacdo a X, , obtém-se:

ds, ,
x " —dz, .¢! (3.82)
do, =—d ! 3.83
ka - Yk'¢6 ( . )

Sab ®, taca iti t do eixo Z ®,
abe-S¢e que, ka . € uma rota¢ao pOSl 1va €m torno do €ixo Kk c ka . c

uma rotacdo negativa em torno do eixo Y,
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o Impondo-se unitario o valor da derivada do giro ¢, segundo X, , conclui-se

que ocorrem deslocamentos na direcao das coordenadas 1' e 2', os quais sao

—dy, e —dz,, respectivamente.

e Da teoria da flexo-tor¢ao, sabe-se que o deslocamento vertical do ponto de

apoio de ELM-07 sera dado por:

u, = (0(])’6 (3.84)
Fazendo ¢ unitario o deslocamento na dire¢do da coordenada 3' sera

igual “”.

A matriz de rigidez de ELM-07 referida aos centroides dos elementos

que lhe servem de apoio serd dada por:

[R=e7]J =[mt, ] [Re ] [me, ] (3.85)

Onde [Mt7 ]J sera fornecida pelas combinagdes apresentadas a seguir:

e Primeira combinagao:

Os elementos contraventados nao possuem rigidez ao empenamento.

' [O] [mt1]7

e Segunda combinacao:

S6 o elemento de apoio inicial possui rigidez ao empenamento.
[mtz ] [0]
[Mt7 ]J - '
[0] [mtl ]7

e Terceira combinagdo:
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Ambos possuem rigidez ao empenamento.

) = b o

[me. ],

Com estas consideragdes a matriz de rigidez do elemento ELM-07
encontra-se referida aos sistemas de eixos locais dos elementos verticais de apoio
inicial e final, devendo ainda ser rotacionada para o sistema coordenado global,

através da eq(3.86).

[R;eyl ~[Be.] [Re:] [Be,], (3.86)

Onde:
N [Bel]m [O]
oe) - o o),

[Bel]m - Submatriz de rota¢do de coordenadas da extremidade superior do elemento
de apoio inicial.
[Bel]ﬁ - Submatriz de rotag¢do de coordenadas da extremidade superior do elemento

de apoio final.

A contribui¢do da rigidez dos elementos ELM-07 na matriz de rigidez da

substrutura sera dada por:

[K,]= ii:[R:@l (3.87)
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Obs.: As consideragdes feitas anteriormente, também sdo validas para o elemento
ELM-06, devendo apenas eliminar da matriz de rigidez as linhas e colunas
referentes a rigidez a torgao.

3.11 - Aplicacao do P.E.P.T.M. aos elementos diagonais

O elemento diagonal ndo possui carregamentos ao longo do seu eixo
longitudinal, sendo a expressao de sua energia potencial total definida pelas parcelas
relativas a sua deformacao.

e Para os elementos ELM-08:
1 rL 1
U, =5j0 E.S.u'.dx (3.88)
e Para os elementos ELM-09:

1 L "2 12
UDF:EJ.O (BE.I,.w"> +E.S.u'?).dx (3.89)

3.11.1 - Matriz de rigidez dos elementos diagonais

De acordo com as expressdes da energia de deformacao, as matrizes de
rigidez dos elementos ELM-08 ¢ ELM-09 sdo iguais as do ELM-01 ¢ ELM-02,
respectivamente, quando eliminados os coeficientes de rigidez dos seus vinculos

elasticos.

3.11.2 - Contribuicao da rigidez dos elementos diagonais

3.11.2.1 - Matriz de incidéncia cinemaitica para rotacio de
coordenadas
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As coordenadas dos elementos ELM-08 ¢ ELM-09 também serdo

rotacionadas para os sistemas de eixos locais dos elementos verticais contraventados,

utilizando as matrizes [Beg]J e [Beg]J e as eq(3.90) e eq(3.91), respectivamente.

e Para os elementos ELM-08:

[Re,] =[Be,] [Re.] [Be.] (3.90)

Onde:

e =) )

[bein]:[cos.OL8 sen.olg.cos.f3 sen.ocg.sen.BK]

[beﬁ]:[cosu8 sen.ol,.cos.B; sen.ag.sen.BL]

[0] - Matriz linha com trés posigdes nulas.

Bx =Bs — 0

BL=PBs—0

B, - Angulo definido no item 2.3.7 (ver figura 2.1).

o, - Angulo de incidéncia do elemento de apoio inicial.

o, - Angulo de incidéncia do elemento de apoio final.

e Para os elementos ELM-09:

e T

[Re, | =[Be, ], [Re, ] [Be, ], (3.91)

Onde:

ool 5! )
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—co0s.B;  sen.Py 0 0 0
[bem] = 0 0 C0S.0, Sen.a,.cosP,  sen.a,.sen.fy
0 0 sen.o., —CO0S.0L,.COSP, —CO0S.0l,.COS.[3
—cos.; sen.}; 0 0 0
[beﬁ] = 0 0 COS.0,, Sen.a,.cosP,  sen.o,.sen.},
0 0  sen.a, —cCO0S.0L,.COS3; —COS.0L,.COS.B;

[0] - Matriz nula de dimensdo 5 por 3.

By B, ,a; ea, tém os mesmos significados descritos para o elemento ELM-08.

3.11.2.2 - Matriz de incidéncia cinematica para translacio de
coordenadas

As excentricidades previstas para os elementos horizontais também

existirdo nos ELM-08 e ELM-09 e as matrizes de translacdo [rnt1 ]i e [mt2 ]i usadas

para suas consideragdes serdo apresentadas a seguir:

e Para os elementos ELM-08:

a) Elementos verticais de apoio sem rigidez ao empenamento:
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Figura 3.17- Transla¢do das coordenadas dos ELM-08 do seu ponto de incidéncia
para o centrdide da se¢do transversal do elemento vertical que lhe serve
de apoio (sem propriedades setoriais).

Yy

Figura 3.18 - Translacdo das coordenadas dos ELM-08 do seu ponto de incidéncia
para o centrdide da secdo transversal do elemento vertical que lhe
serve de apoio (com propriedades setoriais).
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dz, -dy, 1 00 0 o
[mt,] = 0 0 010 -dz, ©
0 001 dy, 0

e Para os elementos ELM-09:

a) Elementos verticais de apoio sem rigidez ao empenamento:

Zy|

Figura 3.19 - Transla¢do das coordenadas dos ELM-09 do seu ponto de incidéncia
para o centrdide da se¢do transversal do elemento vertical que lhe
serve de apoio (sem propriedades setoriais).

1 0O 000 O

0 1 000 0

[mt]] _|dz, =dy, 1 00 0
10 0 010 —dz
0 0 00 1 dy,

b) Elementos verticais de apoio com rigidez ao empenamento:
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Figura 3.20 - Transla¢do das coordenadas dos ELM-09 do seu ponto de incidéncia
para o centrdide da se¢do transversal do elemento vertical que lhe
serve de apoio (com propriedades setoriais).

1 0 000 0 —dz
0 1 000 0 ~—dy,
[mt29: dz, dy, 1 00 0 ®
0 010 —dz, 0
0 0 001 dy, O

Obs.: As colunas 7 das submatrizes [mt2 ]8 e [mt2]9 foram obtidas através de

um processo semelhante ao utilizado para o elemento ELM-07.

As matrizes de rigidez dos ELM-08 ¢ ELM-09, referidas aos eixos

locais dos elementos verticais contraventados serdo dadas por:

[R=ei]J Z[Mti]j-[R_ei]J-[Mti]J (3.92)
Onde [Mti]J sera formada pela combinagdo das submatrizes [mtl]i e

[mtz]i, conforme as consideracdes de rigidez adotadas para os elementos

interligados. Estas combinagdes serdo semelhantes as dos elementos horizontais de
contraventamento.

Com estas consideragdes a matriz de rigidez do elemento diagonal
encontra-se referida aos sistemas de eixos locais dos elementos verticais
contraventados, devendo ainda ser rotacionada para o sistema coordenado global,

através da eq(3.93).

[f} ~[Be, ' [Re, [Be,] (3.93)
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[Bel]in - Submatriz de rota¢do de coordenadas da extremidade superior do elemento
de apoio inicial.
[Bel]ﬁ - Submatriz de rotagdo de coordenadas da extremidade inferior do elemento

de apoio final.

3.11.2.3 - Consideracao da laje como diafragma rigido

A transferéncia das coordenadas do elemento diagonal, dependentes do
movimento de corpo rigido, para o nd mestre serd feita pela matriz definida no item

3.8.2.3 para o ELM-04. Os valores de Y, e Z; variam conforme as posi¢des dos nos

onde o elemento incide.

re.| =[mt, | [re ] [Mt, (3.94)
[re.], =[Me.], [re.], [m,],
Onde:

[rei]J - Submatrizes quadradas de dimensao 3 que retinem os coeficientes de rigidez

do elemento J dependentes do movimento de corpo rigido da laje.

A contribui¢do da rigidez dos elementos diagonais na matriz de rigidez

da substrutura sera dada por:
NEi F—

[k.]= Z[Rei} (3.95)
J=1 J

Obs.: O indice 1 assumird os valores 8 ¢ 9 para o elemento ELM-08 ¢ ELM-09,

respectivamente.

3.12 - Matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais para a substrutura
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A matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais da substrutura serdo dados
pelo somatorio da rigidez de todos os elementos constituintes e suas agdes aplicadas,

conforme as e€q(3.96) e eq(3.97), respectivamente.

(K], = Ii‘,[KI] (3.96)

5
I=

{Flo=>{E} (3.97)

1

A matriz [K]; e o vetor {F}, deverio passar por um processo de

decomposi¢cdo matricial para serem reduzidos as suas coordenadas externas, ou seja,
as coordenadas de sua laje inferior (ver item 5.2), para em seguida serem somados a
matriz de rigidez e ao vetor de forcas da substrutura imediatamente inferior. Antes,
porém, devem ser consideradas as excentricidades entre os eixos longitudinais dos
seus elementos verticais e os eixos dos elementos verticais, correspondentes na

substrutura subseqiiente (ver figura 3.21), conforme as eq(3.98) e €q(3.99).

REDUCAO DE COORDENADAS N *
(K] (K]

REDUCAO DE COORDENADAS *
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XG

NO MESTRE DA LAJE

SUPERIOR DA SUBST. K+1
B e B ———

SUBST. K+1
NO MESTRE DA LAJE
SUPERIOR DA SUBST. K
,,,,,,, —
SUBST. K

YG

Figura 3.21 - Excentricidade entre os eixos longitudinais de elementos verticais
pertencentes a substruturas vizinhas.

[f]s —[MS]L[K], [MS] (3.98)
{F}S ~[Ms]!{F'], (3.99)
Onde:

[K*L - Matriz de rigidez reduzida as coordenadas de base e transladada para os

centréides dos elementos verticais da substrutura subseqiiente.

{F}S - Vetor de forgas reduzido as coordenadas de base e transladado para os

centroides dos elementos verticais da substrutura subseqiiente.

[ms,];

K

[Ms]s = [mSZ]s

[msi]:_
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K
Sendo [msj]S a submatriz de translagdo de coordenadas do centro de

tor¢ao do elemento " J " da substrutura " K " para o correspondente elemento " J " da

substrutura " K-1 ", dada por:

s ] 10 0
o 1 o0
R PV

y

Onde: Dk, = Yi, - Yi, (3.100)

Dk, =Zi, - Zi, (3.101)
Yi, e Zi, sdo as ordenadas do ponto " 1" onde incide o elemento vertical " J "

da substrutura "K" (ver figura 3.21).

Yi, e Zi, sdo as ordenadas do ponto " 1 " onde incide o elemento vertical " J "

da substrutura "K-1" (ver figura 3.21).
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4 - MATRIZ DE RIGIDEZ DA SUBSTRUTURA EM TEORIA DE 2* ORDEM

4.1 - Introducio

A matriz de rigidez da subestrutura, em teoria de segunda ordem, sera
obtida através de um processo semelhante ao apresentado no capitulo anterior, sendo
considerada, no calculo dos seus coeficientes, a influéncia do esfor¢o axial, do
momento fletor e do bimomento. Para isso, serdo apresentadas as equagdes
diferenciais regentes dos problemas de deformagdo de um elemento genérico,
submetido a tais esforcos, determinadas pelo método da energia, com auxilio das
equagdes de Euler do calculo variacional. Estas equacdes serdo adaptadas a cada
caso e suas solugdes fornecerdo as matrizes de rigidez em teoria de segunda ordem
dos elementos de portico plano e espacial, de nucleo, e diagonal de

contraventamento.

4.2 - Equacdes diferenciais de um elemento genérico em teoria de 2* ordem

4.2.1 - Equagoes dos deslocamentos horizontais na linha do esqueleto

Devido a hipotese do diafragma rigido adotada para o comportamento
estrutural das lajes, a secdo transversal dos elementos verticais permanecem
inalteradas, na proje¢do sobre o plano Y, xZ,, apos a aplicagdo das agdes. Sendo
assim, as equagdes que definem os deslocamentos w e v, contidos neste plano, sdo

fungdes apenas de X, .
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Apo6s uma solicitagdo qualquer o ponto Q, situado na linha do esqueleto,
e o centro de tor¢do D sdo deslocados para as posicdes finais Q" e D' (ver figura

4.1). As translacdes de Q para Q' e D para D' t€m componentes w, € v, . Devido a
rotacdo ¢, em torno do eixo que passa pelo centro de tor¢ao deslocado D', o ponto Q'
passa a ocupar a posi¢do Q" de componentes v, e w, dadas pelas eq(4.1) e eq(4.2),

respectivamente.

Z
< TR ‘“—

1Y, 1y,
(b)

Figura 4.1 - Deslocamentos de um ponto genérico da linha do esqueleto.

v, =T1.¢.cosO 4.1)
w, =r1.0.5en0 4.2)
onde: cosO = _rZD ¢ senf = y_ryD . Sendo assim,

v =(2-2,)0 (4.3)
w,=(y=yp) (44)

A posigdo final ocupada por Q" sera fornecida pela superposicao dos

deslocamentos w, e v, com v, e w,, de acordo com as eq(4.5) ¢ eq(4.6).

V=VD+(Z—ZD).(|) 4.5)
w=wp,—(y=yp) (4.6)
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Onde: y, z e y,, z, sdo as coordenadas do ponto Q e do centro de tor¢do D,

respectivamente.

4.2.2 - Energia potencial dos esforcos internos de 1* ordem nas deformacdes de 2*

ordem.

Considerando uma substrutura submetida a um carregamento qualquer e
observando os deslocamentos que ocorrem nas extremidades de um elemento
infinitesimal de area “ds” e comprimento “dx” sujeito a compressdo, pode-se

constatar um encurtamento na dire¢do do seu eixo longitudinal (ver figura 4.2).
, dw i, | / I\/dwﬂdﬁ
= |

dx

(a) (b) (c)

Figura 4.2 - Deformagao de um elemento infinitesimal de area ds e comprimento dx.

Inicialmente o elemento translada dos pontos 1 e 2 situados nas suas
extremidades para 1' e 2" de tal forma que os seguimentos 12 ¢ 1'2' ficam paralelos,
sendo que o seu comprimento permanece inalterado (ver figura 4.2.b).

Ao ocupar a posi¢do final 1’ e 2’ ocorre uma rotacdo « no seu eixo
longitudinal, a qual provoca um encurtamento o, cuja expressdo que fornece seu

valor serd determinada a seguir (ver figura 4.2.c).

§ = dx.(1-cos.a) 4.7

Adotando as aproximacdes relativas ao célculo em teoria de segunda

ordem, obtém-se:

1 2
8=5.0c .dx (4.8)

Sendo a rotagdo a dada por:
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Vdv? + dw?
A 4.9

“= dx

Substituindo-se o valor de o na eq(4.8), encontra-se finalmente o valor

do encurtamento J .

6:%.(V’2+w’2).dx (4.10)

A parcela da energia potencial considerando apenas a tensdo normal ¢

sera dada por:

= |o.8.dv (4.11)

Substituindo as equagdes eq(3.5) e as derivadas de eq(4.5) e eq(4.6) em
eq(4.11), obtém-se a expressdo da energia potencial do esforco axial, de flexdo e

bimomento de primeira ordem, nas deformacdes de segunda ordem.

My B 2
P [ Gy AT @) (v (2 75) 80 (W (-3 )4’ ]} ds dx

(4.12)

Desenvolvendo-se as integra¢des indicadas acima, tem-se

U™ = [ I8 2,095 Wh 25V )0" V5 w5 T+2IMA (K, ~yp)+

B
My. (K, —=z,)].0"> = 2.Mz.w,.¢' - 2.My. v} .4’ +I—.Um.(|)’2}.dx

(O]

(4.13)
Onde: 1,, K, , K, e U sdo caracteristicas geométricas definidas a seguir:
i, € oraio de girag¢do polar em relagdo ao centro de tor¢do dado por:
I, +1
=yl 4z +——= (4.14)

S
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Ky e K, sdo as coordenadas do circulo de estabilidade ou do ponto do

Kinden.

K =Ljy.(y2+z2).ds (4.15.)
Y20,

K =L z.(y’ +2z%).ds (4.15.b)
Zo20, %

U, e uma caracteristica introduzida por VLASSOV (1961), conhecida como

caracteristica geométrica de Vlassov.

U, = jsm.(y2 +2%).ds (4.16)

Deve-se ainda determinar a parcela relativa aos esforgos cortantes e de
tor¢do. Considerando inicialmente a eldstica a flexdo apenas no plano xy (ver figura

4.3), a energia potencial relativa ao esfor¢o cortante Q, serd fornecida pela

eq(4.17).
X ‘ dx W‘
Q! | §+aq,
v,
V, +dV,
Y
Figura 4.3 - Eléstica de flexao no plano xy.
Uty = [ 1Qy-vp = (Qy +dQy)-(vy +dvy)].dx @.17)

Simplificando a equagdo acima, obtém-se:

Uty == Qy.vh.dx— | Q}.vy.dx (4.18)
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Onde:

— .vi,.dx ¢€ o potencial das for¢as concentradas
L Xy VD p
- ILQ§.VD.dx ¢ o potencial das forgas distribuidas (nas estruturas analisadas neste

trabalho sera igual a zero).

Analogamente determina-se a parcela relativa a elastica no plano xz.
Ut, == Q. wh.dx— [ Q). w,.dx (4.19)

Além da flexao nos dois planos haverd ainda a torc¢ao, a qual provocara
um acréscimo nos esfor¢os cortantes em y e z, representados na figura 4.4 e dados

pelas eq(4.20) e eq(4.21), respectivamente.

A

CG

Figura 4.4 - Acréscimo nos esforgos cortantes devido ao momento torgor.

QY :QY _QZ'q) (4.20)
Q,=Q,+Qy.¢ (4.21)

A energia potencial fornecida por eq(4.13) deve ser acrescida das

seguintes parcelas:

Utd = (-Q,.0).v}.dx (4.22)

UtZ = (Qy.0).wh.dx (4.23)
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Lembrando a relagdo diferencial entre momento fletor e forga cortante e

somando as eq(4.22) e eq(4.23), obtém-se:

Ut” = Uty + Ut} = ILMy’.d).Vb.dX—'[LMZ’.(i).W]').dX (4.24)

A energia potencial total dos esforcos internos de primeira ordem nas
deformagdes de segunda ordem sera dada pela soma das eqgs. (4.13), (4.19), (4.18) e
(4.24).

° 1 1 ! ! ! ! ! !
U’ ZEL N2 077 +2.(yp Wh =25 V5 )0 + V12 + W2 ]+ 2.[Mz(Ky —y, )+

B
My.(K, —7,)].¢'> —(2.Mz.w/, —2.My.V5).¢’+T.U(D.¢’2 +

(0]

2.(Mz'.w —My'.vp).¢}.dx (4.25)

4.2.3 - Energia potencial total em teoria de 2* ordem

Ser4 obtida a partir da soma das eq(3.9), eq(3.19) e eq(4.25) e estara

apresentada a seguir sob forma de um funcional.

Ut* = ILF.(VD,V;),V]'D',WD,W]'D,W{;,(I),d)',(I)”).dX—Z(Pxi.ui + My, . w!+Mz,.vi+B..¢!) -

i=1

(Hy.wy +Hy.vy +My.dy) (4.26)

Onde:

1
=5.{E.Iz.vgz +EI, Wi + By 0" +G.I1. 0" 2 +N.[i5.0" 7 +2.(Yp.- Wh —Zp.VH).0'+vi> +wh’ ]+

B
+2.[Mz(K, - yp) + My.(K, —2,)].0"° —2.Mz.w/,.¢' — 2. My.vj.¢' + I—.U@).qy2 +2(Mz'.wh — My'.v}).¢}.dx

®

(4.27)
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4.2.4 - Deducao das equacoes diferenciais em teoria de 2% ordem

Para obtencdo das equacdes diferenciais, regentes dos problemas de
deformacao do elemento genérico, serdo aplicadas as equacdes de Euler do célculo

variacional, apresentadas a seguir:

OF | OF | .| 9F | _p (4.28.2)
vy, | Ovp ovy,
OF | OF | |9 | _p (4.28.b)
owp [ Ow) owp,
oF {ﬂ{‘ﬂ:o (428.0
00, | Oy, o0y,

Derivando o funcional F conforme as eqs(4.28) obtém-se o sistema de

equacgdes diferenciais procurado.

E.L. Vi [N.(Vh —Zp.0)]' + 2.My".¢" + My.4" =0 (429.2)
E.L,. w!'=[N.(W), =y, .00] +2.Mz".¢" + Mz." = 0 (4.29.b)

. B
E1,.0"" = Gl.9" — {[N.ip +2.Mz.(Ky —yp) + 2.My.(K, —25) + .U, 1.} -

(Nowp) .y, +(N.ovp) .z, + Mz.w —My.vpy =0 (4.29.c)

4.3 - Matriz de rigidez do elemento de pértico plano em teoria de 2 ordem

A equagdo regente dos problemas de deformacgao do elemento ELM-02

em sua posi¢do deslocada, ou seja, com a influéncia do esforco axial sera dada por:

EI, wi+Pwj =0 (4.30)

Sua solucdo geral, para os casos em que o esforco axial P é de

compressao ou de tragdo, serd fornecida pelas eq(4.31) e eq(4.32), respectivamente.

2.1
w =A+B.x+C.cos.Ty.x+D.sen. Ly X (4.31)

y

2.
w =A +Bx +C.cosh. X +D.senh. Ey X (4.32)

Onde:
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L | [P
> (4.33)

A matriz de rigidez em teoria de 2* ordem [Re2 ]j do elemento ELM-02,

apresentada a seguir, foi determinada por ANTUNES (1978) através do célculo das
constantes A,B,C e D utilizando os valores de contorno (deslocamentos nas

extremidades do elemento), prevendo ainda a ocorréncia de ambos os casos.

[EI, EI, EI, I,
L S, 0 — s,(I+c¢,) T.Sy.Cy 0 L s, (I+c,)
L L
EI, 2s (I+c El EI, 2s (1+c
y 28,0ey) El s,(I+4c,) 0 ——2, (drey)
20 L m, L L m,
[Re, " = EI EI
Ly S, 0 Ty.sy(lJrcy)
. E.
simet. ES 0
L
El, 2s (I+c,)
| L m, |
Onde s, ,c, em, sdo fungdes de estabilidade, que variam conforme o

esforco P de compressao ou de tragao.

e Para o esforco axial P de compressao.

1-2.u, .cotg2.
S, = H,. By 078~ H, (4.34.2)
tg”‘y _Hy
2.1, —sen.2.
¢ Py Py (434)

v sen.2.u, —2.41,.c08.2.1,

B 2s,.(1+c)) (434.0)

m, = 2
25, (I+c,)—4p;

e Para o esforc¢o axial P de tracao
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1-2.u, .cotgh2.u,

S, =U,. (4.35.a)
g g tgh'uy - l"l'y
B 2, —senh.2p (435h)
* senh.2u, -2 .cosh.2.u, T
2s,.(1+c) (435.0)

y = 2
2s,.(I+c ) +4pu
Obs.: A rigidez dos vinculos elésticos, na direcdo das coordenadas da extremidade
inferior ligada a fundacdo, deve ser somada aos seus respectivos coeficientes

na diagonal principal, conforme resultado do processo de integracdo e

derivagdo utilizado no P.E.P.T.M., apresentado no capitulo anterior.

4.4 - Matriz de rigidez dos elementos de portico espacial em teoria de 2* ordem

4.4.1 - Elemento ELM-03

Para o elemento ELM-03 o sistema de equagdes diferenciais (4.29) se
transforma em duas equagdes independentes, relacionadas a flexao nos seus planos

principais de inércia.

E.I,.vi"%P.vl =0 (4.36.a)
EI,. Wi P.w! =0 (4.36.b)

Os coeficientes de rigidez da matriz [Re3]jo para o esfor¢o axial P de

compressdo ou de tracdo sdo iguais aos da matriz do elemento ELM-02, devendo

apenas mudar o indice "y" por "z" no plano de flexdo "xz".

[rec]y; [res],
20 Ie, ss re, .

b e e



95

[EI, 1, ]
L S, 0 0 0 T s,(I+c,)
El .
z 0 zs,(l+c¢ 0
s, Ssve,)
ES
[re,Ji = L 0 0
. El, 2s,(1+
simet. %M 0
L m,
El 42.sy(1 +c,)
L’ m,
EI, EI, ]
L S, 0 0 0 T s,(1+c))
0 El, s,.C, 0 E'z" s,(1+¢c,) 0
L L
ES
[rez]; = 0 0 T 0 0
0 CEL ave) o Bl 2s.(rc) 0
; L m,
El El 2s (l+c,)
Lzy s,(1+c,) 0 0 0 —TJYT
20 2,T
[re3]1s - [1'63]51

20

[re3]z; ¢ igual a [reS]H com excecao dos coeficientes (1,5) e (2,4), que

tém os seus sinais trocados juntamente com os seus simétricos € s, ,c, ,m, €

s, ,c, ,m, sdo as fun¢des de estabilidade, definidas no item anterior, sendo as

ultimas calculadas para o plano de flexdo " xz " através de u,, dado por:

P

El

z

u, =

L
> (4.37)

Quanto a rigidez dos vinculos elasticos deste elemento, permanece valida a observagdo

feita no final do item anterior.

4.4.2 - Elemento ELM-04

Na determinag¢do da matriz de rigidez em teoria de segunda ordem do
elemento ELM-04, apenas o esfor¢o axial influird na sua rigidez a flexdo e a torcao,
sendo assim, o sistema de equacdes (4.29) se transformara em:
El,.vi"*Pv] +P.y,.0"=0
El, w3+ P.w{ +P.z,.0" =0
EI, .¢""—(G.Iy —P.i}).¢" +P.z,.v} —P.y,.w!l =0

(4.38.2)
(4.38.b)
(4.38.c)
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ANTUNES (1978) determinou as matrizes de rigidez dos elementos

ELM-04 em teoria de segunda ordem, através da solucdo do sistema de equacdes

diferenciais (4.38) adaptando-o a varios tipos de se¢des transversais, os quais estdo

apresentados a seguir:

o Com um eixo de simetria passando por z, .

A primeira das eqs(4.38), que traduz a flexdo no plano Xy se torna independente das demais.

Yp =0
EI, v+ P.vy =0
El,. wp™*Pwp+P.z,.0" =0

EI,.¢"" —(G.I, —P.i).0" +P.z,.v! =0

e Com dois eixos de simetria.

Todas as equagdes do sistema (4.38) se tornam independentes.

yp=0¢ z,=0
EIL, . vi"+P.v) =0

El,. wp+P.w{ =0
EI,.0""—(G.Iy-P.i}).0"=0

« Para secdes transversais com area setorial nula.
1. Com um eixo de simetria passando por z,.

E.L, vl Py =0
EQ, . wi%P.wl +P.zy.0" =0
— (G4 =P.i2).¢" +P.z,.v} =0

2. Com dois eixos de simetria.

E.L,.vi% Py =0
El,.wi%P.w! =0
~(G.1, —P.i2).4" =0

(4.39.a)
(4.39.b)
(4.39.¢)

(4.40.2)
(4.40.b)
(4.40.c)

(4.41.2)
(4.41.b)
(4.41.c)

(4.42.2)
(4.42.b)
(4.42.c)



3. Sem eixos de simetria.

EL,.vi'+P.vi +P.y,.¢" =0
El, wi*P.wy +P.z,.0" =0
—(G.I4 —P.i}).¢" +P.z,. v} —P.y,.w) =0
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(4.43.2)
(4.43.b)
(4.43.c)

Para solucionar os sistemas de equagdes diferenciais (4.39), (4.40),

(4.41), (4.42) e (4.43) foram admitidos o esfor¢o axial de compressao e de tragdo. As

matrizes de rigidez encontram-se em ANTUNES (1978) nas paginas 66 ¢ 67,

devendo ainda ser somado aos coeficientes das suas diagonais principais o valor da

rigidez dos vinculos eldsticos, conforme a observacdo apresentada no final do item

4.3.

4.5 - Matriz de rigidez do elemento de niicleo em teoria de 2* ordem

O elemento de nucleo podera ter secdo transversal sem qualquer eixo de

simetria e os esforgos axial, de flexdo e bimomento influirdo na rigidez a flexdo, a

tor¢ao e ao empenamento, ndo havendo portanto alteragdes no sistema de equagdes

(4.29) transcrito a seguir:

E1, v [N.(Vvh —z5.0)] + 2.My".¢' + My.¢" =0
Eq, Wi [N.(W) —yp.0")] +2.Mz".¢' + Mz.¢" =0

B
EL,-¢"" =Gl d" = {[N.if, + Mz, + My.J, +-=.U, 19"}’ -

(N.wy)yp +(Novp) . zp + Mzwy —My. vy =0
Onde:

J, e J, sdo denominados de segmentos caracteristicos e sdo dados por:

(4.44.2)
(4.44.b)

(4.44.¢)

(4.45.2)
(4.45.b)
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As trés equacdes neste caso ndo sdo independentes e suas solucdes
fornecerdo os coeficientes da matriz de rigidez do elemento ELM-05 em teoria de
segunda ordem. Para obtencdo destas solugdes serd utilizado o processo
desenvolvido por MORI (1992), o qual consiste na aplicacdo de técnicas numéricas
auxiliadas pelas subrotinas ODEPACK' desenvolvidas por HINDMARCH (1983).

O sistema (4.44) devera ser colocado na forma da eq(4.46).
Y'=C(x).Y (4.46)

Onde:

' T —_ ’ " " " ! ” " " ’ " n "
Y _{VDVDVDVD Wp Wp Wp Wp (I)D p YD D}

" " 1 "

T _ ' " ’ " i
Y _{VDVDVDVD Wp W Wi Wil b ¢p ¢3 D}

€

C(x) ¢ uma matriz de ordem 12 X 12, cujos elementos sdo fung¢des de x.

Cada uma das doze equacdes diferenciais, obtidas com o emprego de
eq(4.46), serd integrada no intervalo de "0" a "L" pelas subrotinas LSODEZ,

resultando em uma matriz [ y] _ , fornecida por:

[y] , =[y.x=D) y,(x=L) - y,(x=L) - y,(x=L)]

Sendo o sistema (4.44) linear e homogéneo, sua solucao sera dada por:
y(x)=a,y,(x)+a,.y,(X)+-+a,.y,(X)+--+a,.y,(x) (4.47)

Onde a,,a,, -, a,

1

,-=-€ a,, sdo constantes arbitrarias. Aplicando as

condicdes de contorno para determinar a solu¢do geral de (4.44), obtém-se um

! Conjunto de subrotinas para resolugio de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias.
% Livermore Solver for Differential Equation.
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sistema de equagdes lineares, cujas incognitas a, ,a, , -, a,

1

,*=-€ a,,,constituem o

vetor Y'da eq(4.46), com seus valores calculados nas extremidades superior e
inferior do elemento. Maiores detalhes encontram-se em MORI (1992) no terceiro
capitulo.

Quanto aos vinculos elasticos também ¢ valida a observagao feita para o

elemento tipo ELM-02 no final do item 4.3.

4.6 - Matriz de rigidez do elemento diagonal em teoria de 2 ordem

O sistema de eqs(4.29) serda transformado por uma uUnica equacao,
relativa a rigidez a flexdo no plano do elemento, cuja solu¢do fornecera coeficientes
de rigidez em teoria de segunda ordem iguais aos da matriz do elemento ELM-02,

apresentados no item 4.3.

El,.wiP.w! =0 (4.48)
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5 - OPERACOES DE REDUCAO DE COORDENADAS, CONDICOES DE
CONTORNO, RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES E
METODOLOGIA USADA NO CALCULO EM TEORIA DE 2 ORDEM

5.1 - Introducao

A redugdo da matriz de rigidez e do vetor de forgas nodais da substrutura
as suas coordenadas externas poderd ser obtida pelo método de liberacdo de
coordenadas internas ou através da decomposicdo matricial, segundo ROSEN &
RUBINSTEIN (1977). Ambos serdo descritos e sera utilizado aquele que envolve
menor numero de operagdes matematicas.

Apo6s a aplicacdo de um destes métodos a todas substruturas, obtém-se
finalmente a matriz de rigidez e o vetor de forcas da estrutura reduzidos as
coordenadas da substrutura ligada a fundagdo, originando assim, um sistema de
equacdes lineares, ao qual serdo impostas as condi¢cdes de contorno, cuja descrigao
também fara parte do contetido deste capitulo.

Serd ainda apresentada a metodologia usada para realizacdo do calculo
em teoria de segunda ordem, bem como uma sucinta descricdo dos parametros de

instabilidade que indicam a obrigatoriedade deste tipo de andlise.

5.2 - Operacdes de reducio de coordenadas

5.2.1 - Liberacao de coordenadas internas

O sistema de numeragdo idealizado para uma substrutura, descrito no
item 2.4.7, possibilitard a obten¢do da sua matriz de rigidez e do seu vetor de forgas

nodais na seguinte forma:
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e e Wit -1 o
Onde:

[k], - Submatriz que retne os coeficientes de rigidez relacionados as coordenadas

internas, resultantes da aplicagdo de deslocamentos unitarios, um por vez,

em suas respectivas direcdes, mantendo as demais restringidas.

[k],. - Submatriz que reune os coeficientes de rigidez relacionados as coordenadas

internas, resultantes da aplicacdo de deslocamentos unitarios, um por vez,

em cada uma das coordenadas externas, mantendo as demais restringidas.

[k],, - Submatriz que retne os coeficientes de rigidez relacionados as coordenadas

externas, resultantes da aplicacdo de deslocamentos unitarios, um por vez,

em cada uma das coordenadas internas, mantendo as demais restringidas.

[k],; - Submatriz que retne os coeficientes de rigidez relacionados as coordenadas

externas, resultantes da aplicagdo de deslocamentos unitarios, um por vez,

em suas respectivas dire¢des, mantendo as demais restringidas.

As coordenadas internas serdo entdo liberadas, obtendo-se assim, a
relacao entre forca e deformacao referente as coordenadas externas, de acordo com a

equagdo apresentada a seguir:
[K]g-{8} = {F}s (5-2)

Onde [K]; e {F} sdo respectivamente a matriz de rigidez e o vetor de

forgas nodais da substrutura relacionados apenas as coordenadas externas. Da relagdo

fornecida por eq(5.1), obtém-se as seguintes equagdes:
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{f}l :[k]ll'{S}I +[k]m-{8}£
{f}E :[k]EI‘{S}I +[k]EE'{6}E

(5.3)
(5.4)

O vetor dos deslocamentos considerados internos, obtido a partir da
eq(5.3) sera dado por:

{8}, = [kl A}, = [k, [k {8} (5.5)

Substituindo a equagdo acima em eq(5.4) e reorganizando as diversas

parcelas, obtém-se a seguinte relacdo:

K] = [k [R5 K] 48 = (6, — [ KD £ (5.6)

Comparando os termos da equacdo acima com os da eq(5.2), chega-se a

conclusdo de que a matriz de rigidez e o vetor de forgcas nodais reduzidos as

coordenadas externas serdo dados por:

[K]; = [k]EE _[k]EI'[k];E‘[k]IE

{F)g = 1{f} — [kl L] A

(5.7)

(5.8)
5.2.2 - Decomposicdo matricial de Choleski

O processo de decomposicdo matricial consiste na transformacao da

matriz de rigidez [K]; em um triplo produto matricial, conforme eq(5.9).

{[[11:]] [[il]}:[[[lli]] [[(I)]]W[lg]] [Ef]]M[[LO]] [I[{IH (59)

Onde:
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[L] - Matriz triangular inferior, cujos elementos de sua diagonal principal sdo
unitarios.
R] - Matriz retangular.

0] - Matriz nula.

[
[
[1] - Matriz identidade.
[D] - Matriz diagonal.

[

K]’ - Matriz simétrica.

Da eq(5.9) serdo obtidas as seguintes relacdes:

[k], =[LL[D]IL]" (5.10)
(k] =[k]: =[RL[DL[L]" (5.11)
[kl =[K]" +[R][DL[R]" (5.12)

As eqgs(5.11) e eq(5.12) fornecerdo as matrizes [R] e [K]*,

respectivamente.
[R] =[k],,.{{DMLI"}" (5.13)
(K] =[k]s - {[RIDLR]"} (5.14)

Das duas ultimas relagdes, determina-se as expressdOes genéricas para

obtengdo dos elementos r, ; e k; ; das matrizes [R] e [K] .
1
L :d_ K i zrlL ARLI (5.15)

NI
ki,j = ki+NI,j+NI - Zliz,L'dL,L (5.16)
=1

Onde NI é o numero de coordenadas internas da substrutura, “I” e “d”

s30 os elementos das matrizes [L] e [D], respectivamente.
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Observando a eq(5.15), constata-se que [R] é a matriz transposta,
resultante da triangularizacdo da matriz de rigidez da substrutura até a coluna
correspondente a ultima coordenada interna. A submatriz [K] ¢ idéntica a [K]S da

eq(5.7) e também sera obtida pela referida triangularizacao.

|: [k]II [k]IE —| Oprocesso de triangularizagdo resulta em \H:L]T [R]T
[

Kler [ | L[] [x]

A substituigdo do triplo produto matricial da eq(5.9) em eq(5.1),

fornecera a seguinte relagao:

[D] [o] 1]{8},| J{F},
{[01 [K]*H[s];}:{m;} 17

Onde:

{fgg}:[[fg] [FIH{{{S}}} (5.18)

(&

B L _[IL] [o)] J{F},
{{F}E}{[R] [1]}'{{1:};} (5.19)

Da eq(5.17), obtém-se:
{F}; =[D].{3}; (5.20)

{F} ¢ =[K]" {8}, (5.21)

Sendo a eq(5.21) representativa do sistema " for¢a x deslocamento "
para as coordenadas externas, o qual ¢ desacoplado, tendo portanto sua solucio

independente. Observando a eq(5.18), conclui-se que:
{8} =181 (5.22)

Os vetores de forca, referidos as coordenadas internas e externas,
separadamente, serdo fornecidos pelas relagdes obtidas da eq(5.19) e apresentadas a

seguir:
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{F}; =[L]"{F}, (5.23)

{F}; ={F}, -[R].{F}; (5.24)

Para determinacdo do vetor dos deslocamentos internos {8}1, sera

utilizada a primeira das relagdes fornecidas pela eq(5.18), conforme o exposto

abaixo:
{8}, =[L]".{8}, +[R]".{8} (5.25)
{8}, =[L]""({8}; ~[R]".{5} ) (5.26)

Ambos os métodos de analise por substruturagdo, apresentados
anteriormente, poderdo ser utilizados, porém no método de decomposi¢do matricial
ocorre uma reducdo significativa no numero de operagdes matemadticas € nado
necessita de inversdes de matrizes, desaconselhdveis em tratamentos computacionais
devido a problemas de precisdo. Por isso o mesmo sera usado no desenvolvimento
deste trabalho (ver item 6.2).

O processo de reducao de coordenadas inicia-se na substrutura do topo e
e finaliza-se na substrutura da base. As matrizes [L] e [R] e o vetor {8},
resultantes da aplicacdo do método de decomposi¢ao matricial em cada substrutura,

serdo armazenados e posteriormente utilizados nos célculos dos deslocamentos

nodais da estrutura.

5.3 - Condicoes de contorno

A aplicacdo do algoritmo apresentado no item 5.2.2, a todas as
substruturas, fornecera um sistema de equagdes lineares em termos dos
deslocamentos. Este sistema ¢ representativo do equilibrio da estrutura e esta
relacionado apenas as coordenadas da substrutura ligada aos elementos da fundagao,

onde poderdo ocorrer trés tipos de vinculagdo, definidas nos itens a seguir.
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Imaginando uma estrutura modelo constituida por varias substruturas, seu sistema de

equacdes reduzido as "n" coordenadas da sua substrutura de base sera:

k11 klz k13 klN 81 fl
k21 kzz k23 kZN 82 fz
ky ki kg oo kg |18, p=11, (5.28)

5.3.1 - Vinculacdes com deslocamentos nulos.

Este tipo de vinculagdo ¢ semelhante a um engaste perfeito. Nesta
situacdo as linhas e colunas da matriz de rigidez e o elemento do vetor de forgas
nodais, correspondentes ao deslocamento restringido, sao anulados e o coeficiente
posicionado na diagonal principal se tornara unitario. Restringindo o deslocamento
na dire¢do da coordenada de numero 2 da estrutura modelo do item anterior, o seu

sistema de equacdes modificado passara a ter a seguinte forma:

k;, 0 kyj ki [ |9, f,

0O 1 O 0 J, 0
kgl 0 ks : ng . 5.3 =115 (5.28)
kNl 0 sz ' kNN 8N fN

5.3.2 - Vinculacdes com deslocamentos conhecidos

Sdo os caso de recalques diferenciais, tendo a matriz de rigidez o mesmo
tratamento apresentado no item anterior e o vetor de forcas nodais serd modificado
da seguinte forma; na posicdo referente a coordenada recalcada fica o valor do
recalque e os elementos restantes sdo subtraidos por este mesmo valor. Impondo

recalques de valores o e B na diregdo das coordenadas de nimero 1 e 3 da estrutura

modelo do item 5.3, sua matriz de rigidez e o seu vetor de forgas passardo a ser:
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(=]

1 0 - 0 |9, a
0 ky 0 - ko []9, f, =k .o —ky.B
0 Lo 0198, = p (5.29)

0 ky, 0 - kay|[8y] [fy—Kkn.a—ky,.B

5.3.3 - Vinculacdes com rigidez conhecida.

Sdo conhecidos como vinculos deformaveis ou elasticos. O sistema de
equacdes ndo sofrera alteracdes, com exce¢do dos coeficientes da diagonal principal
a eles relacionados, aos quais serdo adicionados o valor de sua respectiva rigidez.
Imaginando a estrutura modelo do item 5.3 com um vinculo, na direcdo da

coordenada de numero 3, de rigidez K, o sistema de equagdes representativo do seu

equilibrio tera a seguinte forma:

ki ko ks K |8, f,
Ky ky, ks Kon | |8, f,
kgl ky, ki + K, ng . 8.3 =11 (5.30)
Ky Ky ks o K Oy fy

5.4 - Método de resolucio do sistema de equagdes.

Apoés a aplicagdo das condi¢des de contorno & matriz de rigidez e ao
vetor de forcas nodais da estrutura, os deslocamentos dos seus nos deverdo ser
determinados. Para isso serd empregado o método de elimina¢ao de GAUSS (1977).
Inicialmente devem ser realizadas operagdes matematicas no sistema, com a
finalidade de anular todos os coeficientes da matriz de rigidez abaixo da sua diagonal

principal, iniciando na primeira coluna, conforme as eq(5.31) e eq(5.32). Ao fim do
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processo, a matriz serd triangular superior e o sistema tera o aspecto apresentado em

eq(5.33).

k|
k=1 Ko~k (5.31)
15]
' fi
fi = k_'ki—l,i—l ki (5.32)

Onde “i” varia de 2 até NL (nimero de linhas) e “j” varia de 1 at¢ NC

(numero de colunas).

kil kiz ki3 kIN 81 f{
0 kéz k;3 k;N 52 le
0 0 ki - ki |48, =1t (5.33)

0 0 0 - kiy|lox) IR

Sendo k{; e f/ os elementos da matriz de rigidez e do vetor de forgas

nodais modificados pelas operacdes matematicas de triangularizagao.
O mesmo processo devera ser utilizado para anular os coeficientes ki ;
acima da diagonal principal, empregando as mesmas equacdes definidas

anteriormente, iniciando desta vez pela Ultima coluna. No fim das operagdes os

elementos f! do vetor de forgas serdo novamente modificados € a matriz de rigidez

tera elementos diferentes de zero apenas na sua diagonal principal, conforme a eq
(5.34).
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dy 0 0 - 07(s,) (£’
0 dp 0 - 0 |5, |£
0 0 dy = 0 |48, =1£ (5.34)

0 0 0 - dy S.N f;:f

Onde d;; e f" sdo os elementos da matriz de rigidez ¢ do vetor de

forcas nodais respectivamente, modificados pelo processo de diagonalizagdo.
Finalmente os deslocamentos serdo dados pela razao entre vetor de forcas e a matriz

de rigidez diagonalizada, conforme eq(5.35).

{8} =[D]".{F} (5.35)

5.5 - Metodologia empregada para o cilculo em teoria de segunda ordem

O céalculo de uma estrutura em teoria de segunda ordem exige o
conhecimento prévio dos esfor¢os e deslocamentos, resultantes da sua andlise em
teoria de primeira ordem. Sendo assim, durante esta primeira fase, todos os dados
referentes as propriedades elasticas, as caracteristicas geométricas e as acgdes
aplicadas deverdo ser definidos e devidamente armazenados em arquivos
temporarios especificos. Para os elementos diagonais, de pértico e de nucleo, além
destes dados, deverdo ser também arquivados os valores dos seus respectivos
esfor¢os que influem nos efeitos de segunda ordem (ver item 4). Estes valores s@o
imprescindiveis para a determinagdo da matriz de rigidez, em teoria de 2* ordem, da
estrutura.

Ap6s a andlise linear serd iniciado o calculo em teoria de 2* ordem, com
base nos dados mencionados anteriormente. Os esfor¢os resultantes serdo novamente
arquivados, para serem utilizados na andlise consecutiva. Este processo se repetira
sucessivas vezes, sendo as acdes aplicadas constantes e a matriz de rigidez da
estrutura afetada pela influéncia dos esfor¢os resultantes da etapa anterior. Estes
esfor¢os contribuem para que ocorra uma degenerescéncia gradativa da rigidez da

estrutura, aumentando conseqiientemente os deslocamentos dos seus nas.
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As equagdes formuladas na analise em teoria de 2* ordem, em termos dos
esforcos nao sdo lineares, sendo portanto utilizado um processo iterativo para definir
a posicao final de equilibrio. O processo adotado ¢ a técnica de iteracao direta, o qual
constitui-se na verificagdo da convergéncia dos deslocamentos, resultantes de
sucessivas atualizagdes da matriz de rigidez. A base desta técnica estd na
determinacdo prévia de um valor de tolerancia "€, ", que funciona como indicador
da posicdo de equilibrio atingida pela estrutura ap6s a realizagdo de vdrias iteragdes,
conforme esquema apresentado na tabela a seguir:

Tabela 5.1 - Esquema do calculo iterativo utilizando a técnica de iteragdo direta.

mat. de rigidez| vetor dos desloc. vetor de forgas
1* ordem (K], 8, }=[KI".{F) i} =1, {5,

1 iter. em 2° ord. [K(fl )]N.L' {52} - [K(fl)];,L.'{F} {fz} = [K(fl)]N_L.{SZ}

2% iter. em 2° ord. [K(fz)]m, {53} - [K(fz)];L“{F} {f3} = [K(f2 )]N'L.{83}

ntiter. em 2%ord | [R(E] | {80 ) =[KED] AR | R =[KED] 8,0

Onde:

[K], ¢ amatriz de rigidez calculada em teoria de primeira ordem.
[K(f“)]NL ¢ a matriz de rigidez em teoria de 2* ordem calculada com a influéncia

dos esforcos {fn} .

{F} ¢ o vetor das forcas nodais.

O processo iterativo devera ser finalizado quando o valor de tolerincia

"g," for igual ou ligeiramente superior ao valor “ v “ calculado na eq(5.36).

H{Sn} B {Sn—l }H
Its.}

VvV =

(5.36)
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Onde:

H H - representa a norma Euclidiana de um vetor
{SH} - vetor dos deslocamentos na iteracdo n

{6 _1} - vetor dos deslocamentos na iteragdo anterior a n

Para cada iteracdo realizada, serd feita esta verificagdo no n6é mestre da
laje de topo, sendo analisada separadamente a convergéncia para os deslocamentos
de translacdo e rotacdo. Segundo BATHE (1980), em ambos os casos deve ser

adotado o valor de 0.0001 para "¢ "

5.6 - Parametros de instabilidade para o cdlculo em teoria de segunda ordem

O parametro de instabilidade, conhecido por "a" foi inicialmente
idealizado por BECH e KONIG (1966), com base na andlise de porticos rotulados,
contraventados por paredes, cujo comportamento estrutural ¢ semelhante ao de uma
viga em balanco. A finalidade de "o " ¢ avaliar a rigidez horizontal das estruturas
sujeitas a acao do vento e ¢ definido a partir da determinag¢do do carregamento critico

"P" para uma barra esbelta, constituida por um material elastico linear, articulada

nas suas extremidades (ver figura 5.1).

/2

/2

Figura 5.1 - Barra esbelta submetida a carregamento critico.
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"

A carga critica "P.; ", também conhecida como carga de EULER, ¢

definida como a intensidade de forga axial necessaria para manter a barra afastada da
sua configuracdo de equilibrio inicial, ou seja, da posicdo reta, fazendo-a permanecer
na posi¢do de equilibrio estavel ou na forma curva, mostrada na figura 5.1. Apenas
para determinacdo da carga ¢ utilizada a eq(5.37), que corresponde a equagdo
diferencial simplificada da linha elastica, ficando sua fecha "f" indeterminada

(aproximagao referente a teoria de 2* ordem).

L2y M (5.37)

1
Onde — ¢ a curvatura da barra.
T

O momento fletor "M "em uma secao transversal genérica sera dado por:
M=-P(f-y) (5.38)

Substituindo a equagdo acima em eq(3.37) e organizando seus termos,

chega-se a seguinte relagdo:

y'+k*y=k>f (5.39)
Sendo k* = P (5.40)
~EI '

A solugao geral da eq(5.39) sera dada por:

y = A.cos.kx + B.sen.kx + f (5.41)

Onde "A" e "B" sdo as constantes de integracdo, determinadas de
acordo com as condic¢des de vinculagdo da barra da figura 5.1, apresentadas a seguir:
e Parax=0 = y=0 e y'=0 eosvalores das constantes serdo:
A=-f
B=0

Portanto, a equacdo da elastica em funcao da flecha " f " sera dada por:
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y = f.(1—-cos.kx) (5.42)

o

e Para x=— = y=1{ eaequacdo da elastica fornecera:

f.cos.k.—=0 (5.43)

N o

Como a barra ¢ considerada na posicdo fletida (f#0), conclui-se que
cos.k.% sera nulo, definindo assim o valor da carga critica e em conseqiiéncia o

parametro de instabilidade " " procurado.

a=k.L
ou

=L i (5.44)
a=L. Bl )

Onde "L" é a altura total do edificio, "P" é o somatorio de todas as
acoes verticais atuantes na estrutura e " EI " representa a rigidez de todos os pilares
do edificio.

O valor de "a " ¢ definido apenas no regime elastico e sdo desprezadas a
influéncia das vigas e diagonais na rigidez global da estrutura. Entretanto, nos casos
normais, as ligacdes entre os pilares e esse elementos sdo monoliticas, o que
contribui para uma reducdo significativa no valor do parametro de instabilidade.
Estudos realizados por VASCONCELOS (1985) mostram uma reducao de até¢ 50%
de seu valor, quando s3o acrescidos os momentos de inércia das se¢des transversais
da vigas. Chegando, em alguns casos, a dispensar a analise ndo linear da estrutura em
questao.

Considerando uma estrutura com essas ligagdes, torna-se dificil a
avaliacdo de sua rigidez global, a qual n3o se restringe apenas ao somatorio da

rigidez de seus pilares. Devendo-se portanto adotar aproximagdes, como a

"

determinagdo de uma rigidez equivalente " (EID),, ",

apresentada a seguir:
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Sob acao de forgas horizontais € calculado o deslocamento " & " na laje
de topo, em seguida considera-se a estrutura como um unico pilar engastado na sua
extremidade inferior e livre na superior, submetido a um carregamento horizontal
uniformemente distribuido, equivalente ao utilizado para obtencdo de " & " (ver
figura 5.2). Sabe-se que o deslocamento horizontal da sua extremidade superior ¢
igual a flecha "f" que ocorre na extremidade em balango de um viga engastada

submetida a um carregamento distribuido, conforme eq(5.45).

f=—— (5.45)

Igualando-se a flecha "f" ao deslocamento " & ", determina-se o valor

da rigidez do pilar considerado, a qual ¢ equivalente a rigidez da estrutura original,

dada por:

q.H*
(EI)eq = W (5.46)
Onde:

H ¢ a altura total do edificio

q ¢ a acdo do vento distribuida ao longo da altura H

[ [

g ™ '
| ] S L} Bl W

Lﬁ . / i

|
/

{

[ F= E F, i |
- [

|

|

|

|

|

77 4 4 77 iz
I

Pilar livre no topo e
ESTRUTURA engastado na base

(a) () (e)
Figura 5.2 - Idealizagdo da estrutura como um pilar de rigidez equivalente

n

Realizando estudos comparativos entre os resultados do calculo de "o ",

obtidos para a ag@o horizontal distribuida ao longo da altura e concentrada no topo
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do edificio, FRANCA (1985) constatou que a primeira situacdo de carregamento

'

fornece valores de "o " mais proximos da realidade.

Os valores adotados pelo CEB (1978) e pela NB-1/1994 (ABNT), que

indicam o limite permitido para a andlise linear das estruturas sdo:

a<0,24+0,l.n para n<3 pavimentos.

o <0,6 para n>4 pavimentos.

Através de varios estudos VASCONCELOS (1986), determinou os

seguintes valores:

o < 0,80 para edificios com trés pavimentos.
o <£0,55 para edificios com dois pavimentos.

o <£0,50 para edificios com um pavimento.

O efeito de segunda ordem ¢ funcdo da forma da linha elastica, a qual
varia conforme o tipo de sistema estrutural considerado. FRANCA (1985) analisou a
deformacdo de trés estruturas de contraventamento (laje-viga, laje nervurada e laje
cogumelo) para um mesmo edificio, obtendo valores diferentes para "a ", conforme
o tipo de contraventamento predominante, introduzindo assim o conceito do

parametro de forma "y ", dado por:

(5.47)

Onde:

d,4- € o deslocamento horizontal, em teoria de primeira ordem, do ponto de
aplicacdo da resultante das cargas verticais de projeto.
d,- ¢ o deslocamento horizontal, em teoria de primeira ordem, do ponto de

aplicacdo da resultante das cargas verticais caracteristicas (ver figura 5.2).

f, - flecha de projeto no topo do edificio.
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f, - flecha caracteristica no topo do edificio.

FRANCA (1985) utilizando a condi¢ao de imobilidade dos nds das
estruturas, a qual estabelece que os esfor¢os adicionais causados pelos efeitos de
segunda ordem ndo devem ultrapassar 10% do respectivos esfor¢os de primeira

ordem, obteve ainda o valor limite do parametro de instabilidade " a, " em funcdo
da forma da linha eléstica "y ", conforme demonstracio apresentada a seguir:

O momento em teoria de primeira ordem na base da estrutura da figura
5.2.b e seu incremento, devido ao deslocamento "o " onde ¢ aplicada a resultante

das cargas "P ", serdo dados pelas eq(5.48) e eq(5.49), respectivamente.

q.H’
M, == (5.48)
AM, =38P (5.49)

Onde:

d, - é o deslocamento horizontal, em teoria de primeira ordem, do ponto de aplicacdo

da resultante das cargas verticais.

O momento em teoria de segunda ordem sera dado por:

M, =M, +AM, + AM; +:-- + AM, (5.50)

Onde AM; ¢ o0 acréscimo de momento, gerados na iteragéo " j

Considerando os momentos M,,AM,,AM;,--e AM;, como uma

progressdao geométrica decrescente de razdo r’ <1, onde:

AM, AM, AM;
I":—:—:"': (5.51)
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AM; =1".AM | | (5.52)
A eq(5.50) tera a seguinte forma:
M, =(1+1"+1"7 +17 + - +1'0) M, (5.53)

Quando " j " tende a infinito, o limite da soma da progressdo geométrica
da equacao acima valera:

1

: 2 3 (G- -
Lim, , (I+r"+1"" 41"+ 41 )'Ml_l—r’

M, (5.54)

Considerando " j " como a analise linear, tem-se:
b

AM, = AM, = AM (5.55)
€
AM,_, =AM, = M, (5.56)

O que implica em:
r'=—— (5.57)

O momento de projeto em teoria de segunda ordem sera obtido através da

substitui¢do da equacao acima em eq(5.54).

M, =———.M (5.58)

Mld

De acordo com a condi¢ao de imobilidade dos n6s da estrutura, chega-se

na seguinte relacdo:

1

—1 AM, M, <LLM, (5.59)
Mld

ou

Mld
AM, <—° (5.60)
Substituindo as eqs(5.37), (5.48) e (5.49) na equagdo acima, obtém-se:

dq4 H* i q d.H2

. P, <—. 5.61
V8 (ED, T 2 (5-61)

ou



118

H®.P, 4
<— 5.62
(ED,, ~ 1Ly (5-62)

A NB-1(1978) estabelece que, P, =y,.P,, onde vy, =1,4. Para reducgio

da rigidez, devido a ndo linearidade fisica, sera adotado 70% de (EI),, que

representa o valor utilizado na andlise com linearidade fisica. Segundo CARMO
(1995) este procedimento ¢ aceito pela maioria dos calculistas de estruturas em

concreto armado, sendo assim:

Hz.Pk< 4 07

(ED),, ~ 1Ly 14

(5.63)

Onde o segundo termo corresponde ao valor procuradode " o, "

2
= ’— 5.64
ale ll\v ( )

O parametro de forma " y " da equagdo acima deverd ser calculado

através da eq(5.65) quando se tratar de estruturas com linhas eldsticas ndo usuais.

np

1 z (Pik ‘Sik )
i=1

5 e
Z Py
i=1

Onde: P, ¢ o carregamento caracteristico do pavimento " i "

y= (5.65)

S, € o deslocamento lateral da laje do pavimento " 1i"

De acordo com a eq(5.63), a andlise ndo linear da estrutura sera
obrigatoria quando o valor do "a ", calculado com base na rigidez equivalente, for

maior que "o, ", obtido em fun¢do do parametro de forma da linha elastica " y ".
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6 - ESFORCOS E DESLOCAMENTOS NAS EXTREMIDADES DOS
ELEMENTOS

6.1 - Introducao

Os deslocamentos, calculados com base no algoritmo apresentado no
item 5.4 do capitulo anterior, sdo relacionados as coordenadas globais da substrutura
ligada aos elementos da fundacdo e deverdo auxiliar na determinagdo dos

deslocamentos nodais nas demais substruturas. Para isso, serdo usadas as submatrizes
[L] e [R] e os vetores {8}? , resultantes da aplicacdo do processo de redugdo de

coordenadas da estrutura, conforme o esquema apresentado neste capitulo.
Serdo descritas ainda as técnicas de calculo matricial empregadas na
obtencdo dos deslocamentos e esforcos nas extremidades dos diversos elementos

existentes, segundo seus sistemas locais de referéncia.

6.2 - Deslocamentos nas substruturas tipo

O vetor de deslocamentos nodais nas coordenadas internas da

substrutura genérica “1” {S}i sera obtidos através da eq(5.26), aqui transcrita.

of =[L] 6} -[R]" 6} 6.1)
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%

. 1 L I
As submatrizes [L] e [R] , bem como, os vetores {3}, , foram

I »
armazenados em arquivos temporarios durante a aplicacdao do algoritmo, apresentado

no item 5.2.2 do capitulo anterior, a substrutura “ I ”. O vetor de deslocamentos
externos {S}IE de “ 1~ ¢ constituido pelos deslocamentos na dire¢do das coordenadas

posicionadas na laje de topo da substrutura “I-1”. Caso existam excentricidades entre

os eixos longitudinais dos elementos verticais pertencentes as substruturas “1” e

“I-17”, 0 vetor {3}, de “I” sera fornecido por:

ol =[Mms}is}:” (6.2)
Onde:

-1 , . ~ ..
{8}" é o vetor que retine os deslocamentos na diregdo das coordenadas posicionadas

na laje de topo da substrutura “ I-1 .

[MS] ¢ a matriz de transla¢do de coordenadas definidas no item 3.12.

I -
Por fim o vetor {S}S da substrutura “I” com os deslocamentos na direcdo das

. , . - I I .
coordenadas externas e internas é determinado pela superposi¢do dos vetores {8}1 e {S}E, seguindo

orientagdo dos indexadores, apresentados no item 2.4.7.

6.3 - Deslocamentos e esfor¢os nas extremidades dos elementos

Apo6s a determinacdo do vetor {6}; referido ao sistema global de eixos

da substrutura “I”, poderao ser calculados os deslocamentos e respectivos esforcos
nas extremidades dos diversos elementos que a compdem, utilizando técnicas de

calculo matricial.

6.3.1 - Elementos de trelica
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Devido as suas caracteristicas, definidas no tem 2.2.2, os elementos

ELM-01 terdo seus deslocamentos determinados sem maiores dificuldades. A
s~ 1 ~ . 1 ’
posigdo destes deslocamentos no vetor {8} s sdo definidas com auxilio dos ntimeros

de suas coordenadas superior ¢ inferior, fornecidos pelas equagdes apresentadas no

item 2.4.7.a., sendo o vetor dos esfor¢os nas suas extremidades {fl }J dado por:
{t.}, =[Re ], {oe,}, (6.3)

6.3.2 - Elementos de pértico plano

No caso de ELM-02 os deslocamentos nas suas extremidades deverdo

ser localizados no vetor {S}IS através das equacdes do item 2.4.7.b e posicionados em
{%} de acordo com o sistema de coordenadas apresentado em 2.4.2. Devido ao
J

comportamento estrutural adotado para as lajes, os deslocamentos dependentes do
movimento de corpo rigido devem ser transladados dos n6s mestres para os nés de

incidéncia do elemento, utilizando a relacao abaixo:

{i}l - [MTZ]J.{i}J (6.4)

[1] 0
[mt2 ]
[1]

0 [mt2 ]

Onde [MT2 ]J =

e [I] é uma submatriz identidade de ordem 3 X 3 ¢ [mtz] esta definida no item
3.7.2.3.
Finalmente os deslocamentos, referidos ao sistema local de eixos, sera

dado por:
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(5.}, = [Bez]J.{g}J 6.5)

Caso o elemento possua trechos rigidos, os deslocamentos deverdo ser
transferidos dos seus pontos nodais para as extremidades do seu comprimento

flexivel com a aplicacdo da eq(6.6).
{SGZ}J - [Trz]l'{g}.l (6.6)

O vetor contendo os esforcos {fz}Jresultantes nas extremidades do

elemento " j " sera definido por:

(£}, =[Re,], .{3e, ], (6.7)

6.3.3 - Elementos de portico espacial

O processo para obtencdo do vetor de deslocamentos {E} ,
J

relacionado ao sistema coordenado global, para o elemento ELM-04 seguird o

mesmo raciocinio empregado nos elementos ELM-02, sendo utilizada na sua
montagem, as equacdes do item 2.4.7.d. O vetor {@} com os deslocamentos
J

dependentes do movimento de corpo rigido das lajes devidamente transferidos dos

nds mestre para os no6s de incidéncia do elemento, sera dado por eq(6.8).

{i}J - [MTJJ.{%}J 6.8)

Onde:
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1] 0
[mt 4 ]
[1]

0 [mt, ]

[MT4 ]J =

[1] ¢ uma submatriz identidade de ordem 3 X 3 e [mt,] esta definida no item

3.8.2.3.

A rotagdo de {864} para o sistema de referéncia local serd fornecida
J

pela relagdo apresentada a seguir:
(5, ), = [Be4]J.{£}J 6.9)

Havendo trechos rigidos, os deslocamentos de {E}Jdevem ser

transladados para as extremidades do seu comprimento flexivel através da eq(6.10).
{8e,}, =[Tr,] {8e,}, (6.10)

O vetor {864 }J de ELM-04, esta referido ao sistema de eixos do centro

de torcao e os momentos fletores, cortantes e esfor¢os normais nele resultantes atuam
na direcdo das coordenadas relacionadas aos eixos que passam pelo centro de
gravidade. Sendo assim, seus respectivos deslocamentos serdo transladados do " C.

T."parao" C. G. " através da eq(6.11).

foer}, =[BC], ol 6.11)
Onde:

{Sei} - ¢ o vetor que retne os deslocamentos relativos as deformagdes axiais e por
J

flexdo, segundo sistema local de eixos concorrente no centro de torgao.
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Os vetores de esforgos axiais e de flexdo {ff }J e de tor¢do {f;}J serdo

dados por eq(6.12) e eq(6.13), respectivamente.
(e}, =[rf,],-{3es (6.12)

{£1}, =[rt,], - {8es (6.13)

\% u 0 IVOS 3
Sendo 3¢, , 0 vetor que reine os deslocamentos relativos a

deformacao por torgao.

Obs: Os esfor¢os ¢ deslocamentos nas extremidades dos elementos ELM-03 serdo
determinados através da aplicacdo das equagdes apresentadas neste item,
devendo lembrar apenas que as linhas e colunas da matrizes e vetores das

referidas equacdes, relacionados a tor¢do, devem ser eliminadas.

6.3.4 - Elementos de nucleo

Utilizando o processo anteriormente empregado, e aplicando as equagdes

do item 2.4.7.e, determina-se o vetor de deslocamentos {S_es} nas extremidades do
J

elemento ELM-05 referido ao sistema coordenado global. A translagdo dos
deslocamentos, dependentes do movimento de corpo rigido, dos ndés mestres para os

noés de incidéncia do elemento sera dado por:
{3e,}, = [MTS]J.{E}J (6.14)
Onde:

{E} ¢ o vetor dos deslocamentos referido ao sistema global de eixos.
J
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[MTS ]J =

[1] é uma submatriz identidade de ordem 3 X 3 ¢ [mt, | esta definida no item 3.8.2.3.

O vetor {SeS}J relacionado ao sistema local de coordenada sera obtido

pela rotagdo de {E}J , conforme a relagdo apresentada a seguir:

{8e,} =[Be,] . {3e,}, (6.15)

Devido a magnitude do valor de sua rigidez a flexdo em relagdo aos

demais elementos, ndo havera formacao de trechos rigidos nas suas extremidades. Da

mesma forma que o elemento ELM-04 o vetor {SeS}Jde ELM-05 também esta

referido ao sistema de eixos do centro de tor¢ao e seus deslocamentos, na dire¢ao das
deformagdes axiais e por flexdo, devem ser transferidos para o " C. G. " através da

eq(6.16).
{sel}, =[BC], {oel} (6.16)
Onde:

delft - & o vetor que retne os deslocamentos relativos as deformacdes axiais e por
5
J

flexdo, segundo sistema local de eixos concorrente no centro de gravidade.

Os vetores de esforcos axiais e de flexao {fsf}J e de tor¢do e do

bimomento {f; }J serdo dados por eq(6.17) e eq(6.18), respectivamente.

{8e!} (6.17)

|
{£1}, =[rts],-{oet}, (6.18)
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Sendo {Se; }J o vetor que reine os deslocamentos relativos a deformacao

por tor¢cdo e empenamento da secao.

6.3.5 - elementos horizontais de contraventamento

Os deslocamentos nas extremidades dos elementos ELM-07, segundo

coordenadas locais dos elementos verticais que lhe servem de apoio, serdo dados por:

(5e, | =[Bg7]1.{§}1 (6.19)

Onde:

{E} ¢ o vetor de deslocamentos segundo sistema de referéncia global.
J

A translacdo do vetor {@} dos centros de tor¢cao das segdes
J

transversais dos elementos verticais contraventados para os pontos de apoio de

ELM-07, contidos nestas mesmas secdes, serd fornecida por:

(8.}, = [ML]J.{@J (6.20)

Onde a matriz [MT7]J sera constituida pelas submatrizes [mtI]7 e
[mt2]7, conforme combinacdo dos tipos de elementos verticais contraventados,

apresentada no item 3.10.2.2. E por fim o vetor de deslocamentos {867 }J , referido ao

sistema local de eixos, sera calculado pela seguinte equagao:

{3}, =[Be,],.{3e,}, (6.21)
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O vetor {f7}J dos esforcos, atuantes na direcdo das coordenadas locais

do elemento " j ", sera obtido por:

{t,}, =[Re,],.{3e,}, (6.22)
Obs: Os esforcos ¢ deslocamentos nas extremidades dos elementos ELM-06 serao
calculados por equacdes semelhantes as formuladas neste item, sendo
desprezadas as linhas e colunas das matrizes e vetores referente a coordenada

na direcao da deformagdo por torgao.

6.3.6 - Elementos diagonais de contraventamento

Os deslocamentos, dependentes do movimento de corpo rigido das lajes,
serdo transladados dos nos mestres para os nos de incidéncia do elemento ELM-0i,

através da aplicacdo da eq(6.23)

{afei}J =[MTi]J.{

Onde:

>

ei} (6.23)

{561} ¢ o vetor de deslocamentos do elemento "j" referido ao sistema global de
J
eixos

i ]

[MTi ] =

J [1]

[1] ¢ uma submatriz identidade de ordem 3 X 3 e [mt,] esta definida no item

3.8.2.3.
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Nesta fase o vetor {Sei} deve ser rotacionado para os sistemas de

referéncia local dos elemento verticais contraventados, para isso utiliza-se a relagdo

abaixo:

3., :[Bgi]J~{SEea}J (6.24)

Os deslocamentos serdo agora transferidos do centro de tor¢do dos
elementos verticais contraventados para os pontos de apoio inicial e final de ELM-

0i. Para isso sera empregada a seguinte relagdo:
fbe}, =[MT], {5e ] (6.25)

Sendo [MTi]J formada pelas submatrizes [mtl]i e [mtz]i , definidas no
item 3.11.2.2, conforme o tipo dos elementos contraventados. Finalmente usando a
€q(6.26), obtém-se o vetor de deslocamentos {Sei}J, referido ao sistema de

coordenadas locais.

{3e,}, =[Be,] .{3e,}, (6.26)
O vetor de forgas nas extremidades do elemento sera fornecido por:

(£}, =[Re;] {oe,], (6.27)

Obs: O indice "1" das equagdes deste item devera ser substituido por "8" ou "9",
conforme o elemento analisado for do tipo ELM-08 ou ELM-09,

respectivamente.
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7 - ANALISE DAS ESTRUTURAS

7.1 - Introducao

Baseado na teoria exposta nos capitulos anteriores, foi desenvolvido um
programa em linguagem FORTRAN 90 e para verificar a precisao dos resultados
por ele fornecidos, serdo analisadas quatro estruturas. As trés primeiras foram
extraidas das teses e dissertagdes pesquisadas durante a realizagdo deste trabalho e a
ultima tem como objetivo principal evidenciar os recursos existentes no referido
programa. Sendo assim, ela foi idealizada com elevada quantidade de elementos
distribuidos em cinco tipos de pavimentos diferentes (modelos). Nos seus nods
existem a formacdao de trechos rigidos, ocorrendo também as excentricidades
usualmente encontradas nos projetos estruturais dos edificios.

As curvas construidas com base nos valores obtidos com este trabalho e
por MORI (1992) aparecem superpostas, isto se deve ao fato das consideragdes e
hipdtese de calculo, adotadas por ambos, terem sido as mesmas. O confronto entre
estes valores tem como objetivo comprovar a coeréncia dos célculos realizados pelo

programa.

7.2 - Exemplo numero 1

Neste exemplo serd analisada a estrutura de um edificio de vinte
pavimentos com 2,80 m de pé-direito, constituida exclusivamente por um nucleo de
secdo transversal constante ao longo da sua altura, todas as suas paredes possuem
espessura de 0,35 m, sendo ainda contraventado por lintéis ao nivel de cada andar,

com a mesma espessura das paredes e altura de 0,45m (ver figuras 7.1.a e 7.1.c). Para
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o modulo de elasticidade longitudinal foi adotado o valor de 2,83 x10” kgf /m’e

para o coeficiente de Poisson 0,15. As a¢des aplicadas serdo um momento tor¢or de
3756,10 kgf.m atuando ao nivel da cobertura e 3182,20 kgf.m nos demais
pavimentos.

A estrutura tem fundag¢do em sapatas como mostra a figura 7.1.b. Serdo

feitas duas analises; a primeira considerando o solo indeformavel e a segunda

compressivel, tendo para sua rigidez o valor de 8x10° kgf / m* / m.

0,35m @ 1,00m
z5) @ % 1,37m 2,80m
@

Y
g 3.06m — (~—17,40m

®
@% o ﬁ
®
5,80m 1,00m.

(a) (b) (c)
Figura 7.1 - Detalhes da estrutura de nucleo idealizada por COSTA(1984).

O sistema de referéncia X,,Y,,Z, estd posicionado no centro de tor¢ao

[Pl

com origem “0” ao nivel da fundagdo. Todos os vinculos serdo considerados
restringidos, com excec¢do daquele na direcdo do empenamento, cujo valor da rigidez
sera definido a seguir. Esta mesma estrutura foi analisada por COSTA (1984)
utilizando os métodos continuo e discreto, onde foram adotadas as seguintes
consideragdes:

e O solo possui a mesma resisténcia a tragdo e a compressao.

e A pressado aplicada pelo solo ¢ constante na largura da sapata.

e As sapatas sao indeformaveis segundo a sua espessura.

Admite-se valida a seguinte relagao:
c,=Cy.u (7.1)
Onde:
o, - E a pressio aplicada pela fundagio.
u - E o afundamento do ponto da sapata igual ao correspondente na parede.

C, - E a constante de rigidez do solo.

A rigidez do vinculo segundo COSTA (1984) ¢ dada por:
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K EI, -
fC, I, (7:2)

Sendo I, o momento de inércia setorial da se¢do transversal da fundagao.

Nesta abordagem a rigidez do vinculo na dire¢do do empenamento ¢é
considerada continua. Seu valor serd calculado por comprimento unitario utilizando a
média aritmética entre a rigidez relativa a cada parede, conforme a eq(7.3).

np
2K,
Koy =" (7.3)
np
Onde: K, ¢ arigidez relativa a base da parede “1” e “np” ¢ o nimero de paredes,
cujas bases tém largura diferentes.
K, =A,.C, (7.4)
Sendo A, a area, por comprimento unitario da base da parede “i”. O valor da
rigidez do vinculo para este exemplo ¢ 9,07 x10° kgf/m.

Na tabela 7.1 estdao os valores dos deslocamentos de rotagdo em torno do

eixo X, representados pelas curvas do grafico da figura 7.2, com vinculo rigido e

flexivel, de acordo com as anélises feitas por COSTA (1984) e neste trabalho.

60
- v
501 ! g
[ v
J v
/ /
a v
40 o v
€ / /
- v
€ / /
o b v
./ /
= 30 / ~
| |
P v 7l
< / 2
] v
20 /-/ v
/ '/'/ ]
Va —m— COSTA (VINC. RIGIDO)
104 /- // —e —MATIAS(VINC. RIGIDO)
[ v COSTA (VINC. ELASTICO)
] /./ v/ —v— MATIAS(VINC. ELASTICO)
[
0 1 T

0,0 0,5 ' 1j0 ' 1:5 ' 2:0 ' 2j5 ' 3:0 ' 3,5 ' 4,0
ROTAGOES EM TORNO DE Xg (0,0001 rad )
Figura 7.2 - Curvas das rotagdes em torno deX,, no nucleo idealizado por

COSTA(1982).
Tabela 7.1 - Rotagdes em torno de X, no nucleo idealizado por COSTA(1982).
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pavimentos | altura(m) | ¢ . (x10~'rad) Gy (x107*rad) b (x107*rad) by (x107rad)
0 00.00 0.000 0.000 0.000 0.000
1 02.80 0.025 0.025 0.237 0.256
2 05.60 0.091 0.091 0.476 0.509
3 08.40 0.188 0.188 0.713 0.759
4 11.20 0.308 0.307 0.946 1.001
5 14.00 0.442 0.441 1.173 1.237
6 16.80 0.585 0.585 1.392 1.462
7 19.60 0.734 0.733 1.601 1.676
8 22.40 0.883 0.882 1.800 1.880
9 25.20 1.031 1.030 1.989 2.071
10 28.00 1.176 1.174 2.167 2.251
11 30.80 1314 1.311 2.332 2418
12 33.60 1.446 1.441 2.486 2.573
13 36.40 1.570 1.564 2.629 2.716
14 39.20 1.686 1.680 2.760 2.846
15 42.00 1794 1.785 2.880 2.966
16 44.80 1894 1.883 2.991 3.075
17 47.60 1.987 1.973 3.094 3.174
18 50.40 2.074 2.056 3.189 3.267
19 53.20 2.156 2.133 3.279 3.352
20 56.00 2.236 2.207 3.366 3.433

Onde:
dcr - Sdo as rotagdes obtidas por COSTA (1984) com vinculo rigido.

dur - Sa0 as rotacdes obtidas por MATIAS com vinculo rigido.

&g - Sdo as rotagdes obtidas por COSTA (1984) ¢/ vinculo elastico.

dye - Sdo as rotagdes obtidas por MATIAS ¢/ vinculo elastico.

Como pode-se notar, quando o vinculo ¢ rigido as rotagdes sdo
praticamente coincidentes, sendo o modelo analisado pelo método do meio continuo
um pouco mais flexivel. Com relag@o aos resultados para o vinculo elastico, embora
os valores também sejam praticamente iguais, 0 mesmo modelo se torna mais rigido.
Isto se deve ao fato de ter sido adotada por COSTA (1982) a teoria de secdo delgada
para obtencdo do coeficiente de rigidez da base eldstica. A relacdo
largura/comprimento da se¢do transversal da sapata corrida € superior a 10%, nao
permitindo portanto a adog¢do da hipdtese de distribui¢do uniforme das tensdes de
cisalhamento na sua largura, ou seja, o emprego da teoria de VLASSOV (1961) se
torna improprio. Porém os valores obtidos nos dois métodos sdo bastante
aproximados. De acordo com os valores da tabela 7.2 e as curva do gréfico da figura
7.3, verificou-se que os deslocamentos na direcdo do empenamento também sdo bem
proximos.

Tabela 7.2 - Deslocamentos, na direcao do empenamento, do ntcleo idealizado
por COSTA (1982)

Paviment | altura $Lr (x10°rad/m) dbr (x10°rad/m) Ol (x10°rad/m)




Onde:
der
Opr
Ock
Ok

08 (m) ik (x10°rad/m)

0 00.00 0.000 0.000 8391 9.090
1 02.80 1701 1,700 8519 9.082
2 05.60 2.977 2.966 8317 8.970
3 08.40 3.909 3.900 8411 8773
4 1120 4563 4.544 8222 8510
5 14.00 4991 4.969 7.966 8194
6 16.80 5.239 5214 7.658 7.836
7 19.60 534 5313 7310 7.447
8 2240 5.329 5.298 6.932 7.034
9 25.20 5227 5.101 6.533 6.606
10 28.00 5.055 5.013 6.122 6.168
1 30.80 4831 4783 5.705 5.728
12 33.60 4571 4516 5.290 5201
13 36.40 4289 4224 4.884 4.864
14 39.20 4,000 3.2 4.494 4453
15 42,00 3713 3621 4131 4.066
16 44.80 3.443 3332 3.803 3712
17 47.60 3.205 3.070 3512 3.400
18 50.40 3011 2.848 3.208 3.142
19 53.20 2.881 2.681 3.150 2.952
20 56.00 2.832 2.587 3.095 2.848

- Valores obtidas por COSTA (1984) com vinculo rigido.

- Valores obtidas por MATIAS com vinculo rigido.

- Valores obtidas por COSTA (1984) com vinculo eldstico.

- Valores obtidas por MATIAS com vinculo elastico.
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Figura 7.3 - Curvas representativas dos deslocamentos devido ao empenamento, no
nucleo idealizado por COSTA (1984).
Na tabela 7.3 encontram-se os valores das translacdes verticais dos

pontos situados em “4” (ver figura 7.1) e no grafico da figura 7.4 as curvas

representativas destes deslocamentos, obtidas por ambos os métodos.
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Tabela 7.3 - Translagdes verticais no ponto 4 em cada pavimento, no nucleo
idealizado por COSTA (1984).

pavimentos altura (m) uly (x107m) uly (x10%m) uly (x10%m) uly (x107m)
0 00.00 0.000 0.000 -7.753 -8.400
1 02.80 -1.570 -1.560 -7.871 -8.390
2 05.60 -2.751 -2.740 -7.870 -8.280
3 08.40 -3.612 -3.590 -1.772 -8.100
4 11.20 -4.216 -4.200 -7.597 -7.860
5 14.00 -4.612 -4.590 -7.361 -7.560
6 16.80 -4.841 -4.810 -7.076 -7.240
7 19.60 -4.936 -4.910 -6.755 -6.880
8 22.40 -4.942 -4.890 -6.405 -6.500
9 25.20 -4.829 -4.790 -6.037 -6.100
10 28.00 -4.670 -4.620 -5.675 -5.690
11 30.80 -4.464 -4.420 -5.271 -5.290
12 33.60 -4.224 -4.170 -4.888 -4.890
13 36.40 -3.963 -3.900 -4.513 -4.490
14 39.20 -3.695 -3.620 -4.153 -4.110
15 42.00 -3.431 -3.340 -3.817 -3.750
16 44.80 -3.182 -3.080 -3.513 -3.420
17 47.60 -2.961 -2.830 -3.253 -3.140
18 50.40 -2.782 -2.620 -3.047 -2.900
19 53.20 -2.662 -2.470 -2.910 -2.720
20 56.00 -2.617 -2.390 -2.860 -2.630

Onde:

u, - Valores obtidos por COSTA (1984) com vinculo rigido.
uyez - Valores obtidos por MATIAS com vinculo rigido.

u; - Valores obtidos por COSTA (1984) com vinculo elastico.
uwe - Valores obtidos por MATIAS com vinculo eléstico.
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TRANSLAGCAO DO PONTO 4 EM Xg POR PAVIMENTO (m)

Figura 7.4 - Translagdes do ponto 4, em cada pavimento, no nucleo idealizado por
COSTA (1982).
Através dos valores da tabela 7.4 e do grafico da figura 7.5 pode ser

notada a influéncia dos lintéis na rigidez da estrutura . Comparando os resultados
obtidos por COSTA (1982) com vinculos rigidos e lintéis aos desta abordagem sem
lintéis, pode-se constatar um acréscimo de aproximadamente 482% nas rotagdes, as

quais tendem a aumentar quando o vinculo ¢ elastico. Em alguns casos a ndo
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consideragao dos referidos elementos podera acarretar deslocamentos excessivos,

ndo permitidos pelas normas atuais.

Tabela 7.4 - Rotagdes em X, com e sem lintéis, no nucleo idealizado por COSTA.

Pavimentos Altura (m) o5k (x10™ rad) b3 (x107 rad) b3 (x10 7 rad)

0 00.00 0.000 0.000 0.000

1 02.80 0.025 0.058 1.810

2 05.60 0.091 0.223 3.660

3 08.40 0.188 0.481 5.550

4 11.20 0.308 0.821 7.450

5 14.00 0.442 1.231 9.370

6 16.80 0.585 1.701 11.290

7 19.60 0.734 2222 13.220

8 22.40 0.883 2.785 15.140

9 25.20 1.031 3.382 17.070

10 28.00 1.176 4.007 18.980

11 30.80 1.314 4.658 20.880

12 33.60 1.446 5.314 22.760

13 36.40 1.570 5.987 24.630

14 39.20 1.686 6.668 26.490

15 42.00 1794 7.352 28.330

16 44.80 1894 8.038 30.170

17 47.60 1.987 8.725 31.980

18 50.40 2.074 9.410 33.790

19 53.20 2.156 10.094 35.580

20 56.00 2.236 10.777 37.380

Onde:

L . , . .
- Valores obtidos por COSTA (1984) com vinculo rigido e lintéis.
oL . , . .
w - Valores obtidos por MATIAS com vinculo rigido e sem lintéis.
SL . ’ ;oL o g
w - Valores obtidos por COSTA (1984) com vinculo elastico e sem lintéis.

ALTURAem m

—Mm—COSTA (C/ LINTEL E VINC. RIGIDO)
—@—MATIAS (S/LINTEL E C/ VINC. RIGIDO)
MATIAS (S/LINTEL E C/VINC. ELASTICO)

0 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

ROTAGOES EM TORNO DE Xg (0.0001rad)

Figura 7.5 - Rotagdes em X, com e sem lintéis, no ntcleo idealizado por COSTA.

A importancia da rigidez ao empenamento neste tipo de estrutura ¢
evidenciada pelo grafico da figura 7.6 e pelos valores apresentados na tabela 7.5.
Quando a rigidez ao empenamento ¢ desprezada ocorre um aumento de 499% na
rotagdo da laje do ultimo pavimento. Sua consideracdo resulta em um acréscimo
significativo no valor do coeficiente de rigidez a torcao, tornando a estrutura mais

rigida as agdes horizontais aplicadas fora do seu centro elastico. No caso da estrutura

60“ —B— MATIS (C/RIG. AO EMPEN.) I ‘
- _®— MATIAS(S/RIG. AO EMPEN.) -
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analisada neste item, o valor do coeficiente em cada pavimento, com e sem rigidez

ao empenamento, serd 1,26x10° kgf/m e 5,40x10" kgf/m, respectivamente.

Figura 7.6 - Curvas das rotagdes em torno de X,, com e sem rigidez ao

empenamento, no nucleo idealizado por COSTA (1982).

Tabela 7.5 - Rotagdes em torno de X, com e sem rigidez ao empenamento, no
nucleo idealizado por COSTA (1982).

Pavimentos altura (m) ¢§I'; (X104rad) ¢§:5R (x10™*rad)
0 00.00 0.000 0.000
1 02.80 0.058 5.070
2 05.60 0.223 9.906
3 08.40 0.481 14.482
4 11.20 0.821 18.806
5 14.00 1.231 22.878
6 16.80 1.701 26.698
7 19.60 2222 30.267
8 22.40 2.785 33.585
9 25.20 3.382 36.650
10 28.00 4.007 39.464
11 30.80 4.658 42.026
12 33.60 5314 44.337
13 36.40 5.987 46.395
14 39.20 6.668 48.202
15 42.00 7.352 49.758
16 44.80 8.038 51.062
17 47.60 8.725 52.114
18 50.40 9.410 52914
19 53.20 10.094 53.463
20 56.00 10.777 53.76
Onde:
sk - Rotagdes em torno de X, com consideragdo da rigidez a0 empenamento.
SE

wr - Rotagdes em torno de X sem consideragdo da rigidez ao empenamento.
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Na tabela 7.6 e no grafico da figura 7.7 constam os valores das tensdes
normais no ponto “ 3 ” da se¢do transversal em cada pavimento(ver figura 7.1).
Através deles verifica-se que as diferencas entre os valores fornecidos pelos dois
métodos sdo minimas. No modelo utilizado por COSTA (1982) ndo ha tensdes no
ultimo pavimento, o que ndo ocorre na andlise feita neste trabalho. Isto ocorre,
devido a presenca do lintel, que provoca um bimomento e conseqiientemente uma

tensao.

Tabela 7.6 - Tensdes normais no ponto 3, em cada pavimento, no ntcleo idealizado

por COSTA (1984).
altura (m) O (t/m?) Oy (1/m?) o (t/m?) O e (t/m7)
00.00 -18.161 -18.187 -1.889 -2.175
02.80 -13.763 -14.096 -0.546 -1.087
05.60 -10.198 -10.759 0.538 -0.191
08.40 -7.312 -8.037 1.408 0.547
11.20 -4.978 -5.815 2.103 1.156
14.00 -3.097 -4.004 2.652 1.656
16.80 -1.586 -2.530 3.080 2.065
19.60 -0.380 -1.333 3.405 2.394
22.40 0.572 -0.367 3.640 2.654
25.20 1.313 0.405 3.797 2.852
28.00 1.875 1.013 3.881 2.990
30.80 2.280 1.447 3.897 3.071
33.60 2.549 1.813 3.846 3.092
36.40 2.690 2.031 3.724 3.050
39.20 2.712 2.136 3.527 2.939
42.00 2.615 2.126 3.247 2.749
44.80 2.395 1.998 2.870 2.467
47.60 2.042 1.740 2.381 2.075
50.40 1.541 1.337 1.759 1.553
53.40 0.870 0.767 0.977 0.873
56.00 0.000 -0.976 0.000 -2.314

Onde
c - Tensdes normais no ponto 3 obtida por COSTA(1982) ¢/ vinc. rigido.
CR
c - Tensdes normais no ponto 3 obtida por MATIAS ¢/ vinc. rigido.
MR
Cp Tensdes normais no ponto 3 obtida por COSTA(1982) ¢/ vinc. elastico.
Gyg - Lensoes normais no ponto 3 obtida por MATIAS ¢/ vinc. elastico.
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Figura 7.7 - Curvas das tensdes normais no ponto 3, em cada pavimento, no niicleo
idealizado por COSTA (1982).

7.3 - Exemplo niimero 2

Neste item sera analisada uma estrutura de nicleo em concreto armado,
que possui em seu topo uma trelica vinculada a pendurais de aco (ver figura 7.8).
YAGUI (1987) resolveu esta estrutura com a finalidade de evidenciar o efeito da
forca normal na sua flexibilidade considerando-a com e sem lintéis. Seu pé-direito €
igual a 4,00 m, as suas paredes possuem espessura de 0,25 m, os lintéis que a
contraventam nos pontos 1 e 6 tém secdes transversais iguais em todos os andares,

cujas dimensodes sdo 0,25m x 0,52 m . Os modulos de elasticidade longitudinal e
transversal sio 14486600 kN /m’® e 6036700 kN / m*, respectivamente.

As acdes horizontais aplicadas no n6 mestre ao nivel de cada pavimento
serd 56,7 kN, as verticais foram calculadas por YAGUI (1987) e tém resultantes

aplicadas nos pontos 1,2,3,4,5 e 6 das se¢des transversais do nucleo em cada andar e

sao fornecidas a seguir:
e Para a laje da cobertura as agdes verticais sao:
P, =P, =9,00kN
P, = P, =6970,30 kN
P, = P, =7141,30 kN
e Para as demais lajes sdo:

P =P, =10550 kN
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P, = P, = 240,50 kN
P, = P, =370,00 kN
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Figura 7.8 - Planta baixa e corte X, x Z, do nucleo idealizado por YAGUI (1987).

Os resultados obtidos por YAGUI (1987), MORI (1992) e os deste
trabalho, considerando as acdes acima, aplicadas simultaneamente na estrutura, serdo
comparados a seguir, tendo todos os seus vinculos com a chapa terra restringidos.

Com relagdo a flexibilidade da fundagdo serd analisada apenas o vinculo

na dire¢do do empenamento, o qual ¢ constituido por estacas de rigidez K,

posicionadas nos pontos 1, 2, 3, 4, 5 ¢ 6, conforme o esquema apresentado na

figura 7.9.
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Figura 7.9 - Vinculagdo, na direcdo do empenamento, para o nucleo idealizado por
YAGUI (1978).

Onde: K, =K, =K, =K, =K, =K, =85x10* kN/m

Nos graficos das figuras 7.10.a e 7.10.b estdo plotadas as curvas

representativas das translagdes na dire¢do de Z, e das rotagdes em torno do centro

de tor¢do, respectivamente, considerando todos os vinculos da estrutura
infinitamente rigidos. Os seus valores encontram-se nas tabelas 7.7 e 7.8 e foram
obtidos pela teoria exposta neste trabalho e também por MORI (1992).

Como mencionado anteriormente, o confronto entre os valores, obtidos
por MORI (1992) e os deste trabalho, tem com tnico objetivo avaliar a precisao dos
resultados fornecidos pelo programa, a qual poderd ser evidenciada através da
superposi¢ao das curvas das figuras 7.10.a e 7.10.b, bem como através da igualdade

entre os valores das tabelas 7.7 € 7.8.

60 - v a
7 / e 60
Vi e
V] o
50 - v/ /j e .
/“/ e
204 = o o
// V/ D/ 40 -
E I / / B
g v o s
g 301 ,ﬂ / D/ g
> i /V > 301
2] [7 o 2
20 v/ o/| T MORI (C/LINTEL EM 1a ORDEM) —8—MORI (C/ LINTEL EM 1a ORDEM)
? / MATIAS (C/LINTEL EM fa OEDEM) 20 —e—MATIAS (C/ LINTEL EM 1a ORDEM)
e o MORI  (C/ LINTEL EM 2a ORDEM) VORI (0] UINTEL M 20 OROEM)
T/ / —v— MATIAS (C/ LINTEL EM 2a ORDEM) e MATIAS (O INTEL 4120 ORDEND
N 7 —&—MORI (S/LINTEL EM 1a ORDEM) NOR! (S UINTEL M1 12 ORDEMY)
W VT MATIAS (81 LINTEL EM 12 ORDEM) 10 —A— MATIAS (S/ LINTEL EM 1a ORDEM)
| ? —o—MORI (S/ LINTEL EM 2a ORDEM) MOR! (&) UINTEL 11 20 OROEMY
j T MATIAS (S/ LINTEL EM 2a ORDEM) —0— MATIAS (S/ LINTEL EM 2a ORDEM)
0




141

(A) (B)

Figura 7.10 - Translagdes na dire¢do de Z, e rotagdes em torno de X, no nucleo
idealizado por YAGUI (1978).

Tabela 7.7 - Translagdes na dire¢do de Z, com vinculos rigidos, no nucleo
idealizado por YAGUI (1978).

pavs. Altura (cm) a(cm) b(cm) c(cm) D(cm) e(cm) f(em) g(cm) h(cm)
0 0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 400 0.121 0.121 0.132 0.132 0.291 0.291 0.490 0.490
2 800 0.437 0.437 0.480 0.480 1.105 1.105 1.896 1.896
3 1200 0.898 0.898 0.994 0.994 2.365 2.365 4.127 4.127
4 1600 1.468 1.468 1.634 1.634 4.000 4.000 7.090 7.090
5 2000 2.119 2.119 2.373 2.373 5.935 5.935 10.693 10.693
6 2400 2.832 2.832 3.190 3.190 8.120 8.120 14.847 14.847
7 2800 3.590 3.590 4.064 4.064 10.501 10.501 19.470 19.470
8 3200 4.380 4.380 4.928 4.928 13.031 13.031 24.482 24.482
9 3600 5.190 5.190 5.931 5.931 15.671 15.671 29.810 29.810
10 4000 6.009 6.009 6.898 6.898 18.387 18.387 35.387 35.387
11 4400 6.833 6.833 7.887 7.887 21.152 21.152 41.152 41.152
12 4800 7.652 7.652 8.856 8.856 23.945 23.945 47.053 47.053
13 5200 8.469 8.469 9.838 9.838 26.750 26.750 53.045 53.045
14 5600 9.276 9.276 10.812 10.812 29.557 29.557 59.090 59.090
15 6000 10.075 10.075 11.779 11.779 32.363 32.363 65.158 65.158

Onde:

a - Translagbes na dire¢do de Z, com lintéis em 1* ordem obtidos por MORI

(1992).

b - Translagdes na dire¢do de Z, com lintéis em 1* ordem obtidos por MATIAS.

¢ - Translagdes na diregdo de Z, com lintéis em 2* ordem obtidos por MORI (1992).
d - Translagdes na dire¢do de Z, com lintéis em 2* ordem obtidos por MATIAS.

e - Translagdes na diregdo de Z, sem lintéis em 1* ordem obtidos por MORI (1992).

f - Translagoes na dire¢do de Z, sem lint¢is em 1* ordem obtidos por MATIAS.
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g - Translagdes na dire¢do de Z, sem lintéis em 2° ordem obtidos por MORI (1992).

h - Translagdes na dire¢do de Z, sem lint¢is em 2 ordem obtidos por MATIAS.

Tabela 7.8 - Rotagdes em torno de X, com vinculos rigidos, no nucleo idealizado

por YAGUI (1978).

pavs. Altura (cm) a(rad) b(rad) c(rad) d(rad) e(rad) f(rad) g(rad) h(rad)
0 0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 400 0.092 0.092 0.095 0.095 0.409 0.409 0.759 0.759
2 800 0.308 0.308 0.316 0.316 1.549 1.549 2.944 2.944
3 1200 0.584 0.584 0.600 0.600 3.306 3.306 6.417 6.417
4 1600 0.882 0.882 0.909 0.909 5.576 5.576 11.034 11.034
5 2000 1.182 1.182 1.219 1.219 8.262 8.262 16.658 16.658
6 2400 1.469 1.469 1.516 1.516 11.283 11.283 23.152 23.152
7 2800 1.736 1.736 1.793 1.793 14.562 14.562 30.385 30.385
8 3200 1.979 1.979 2.044 2.044 18.036 18.036 38.236 38.236
9 3600 2.195 2.195 2.267 2.267 21.699 21.699 46.586 46.586
10 4000 2.383 2.383 2.462 2.462 25.356 25.356 55.333 55.333
11 4400 2.542 2.542 2.627 2.627 29.119 29.119 64.382 64.382
12 4800 2.674 2.674 2.763 2.763 32.909 32.909 73.649 73.649
13 5200 2.781 2.781 2.873 2.873 36.708 36.708 83.061 83.061
14 5600 2.864 2.864 2.960 2.960 40.505 40.505 92.560 92.560
15 6000 2.931 2.931 3.030 3.030 44.297 44.297 102.100 102.100

Onde:

a - Rotagdes com lintéis e em primeira ordem obtidos por MORI (1992).
b - Rotacdes com lintéis e em primeira ordem obtidos por MATIAS.

¢ - Rotagdes com lintéis em segunda ordem obtidos por MORI (1992).

d - Rotacdes com lintéis em segunda ordem obtidos por MATIAS.

e - Rotagdes sem lintéis em primeira ordem obtidos por MORI (1992).

f - Rotagdes sem lintéis em primeira ordem obtidos por MATIAS.

g - Rotagdes sem lintéis em segunda ordem obtidos por MORI (1992).

h - Rotagdes sem lintéis em segunda ordem obtidos por MATIAS.

De acordo com a afirmagdo de YAGUI (1987) e com os valores aqui
analisados, o efeito da for¢a normal tem maior importancia no modelo sem lintéis,
onde ocorre uma diferenca de aproximadamente 33 cm entre as translagdes
horizontais em teoria de primeira e segunda ordens. No modelo com lintéis essa
diferenga fica em torno de 1,7 cm, evidenciando que sua rigidez a flexao é pouco
afetada pelas acdes verticais. Quanto as rotacdes, no modelo sem lintéis a diferenca ¢é
de 57,8 radianos, o que mostra também a grande influéncia da for¢a normal na

flexibilidade da estrutura a tor¢do. Como pode-se notar, no sistema contraventado



143

por lintéis a rigidez a tor¢ao praticamente ndo sofre alteracdes e a diferenga entre as
rotagdes de primeira e segunda ordens ¢ inferior a 0,10 radianos.

Conforme os valores apresentados nas tabelas 7.9 e 7.10 e as curvas das
figuras 7.11.a e 7.11.b, a flexibilidade do vinculo na direcdo do empenamento
contribui para aumentar os deslocamentos tanto de primeira como os de segunda
ordem. Com vinculos eldsticos as diferengas analisadas anteriormente se acentuam
sobretudo no sistema onde nao foi considerada a rigidez dos lintéis. Com relagdo a
translag@o na laje de topo ocorrem acréscimos de 0,035 cm e 17,12 cm para o modelo
com e sem lintéis respectivamente. As rotagdes passam de 0,099 para 0,113 radianos
com lintéis e de 57,803 para 89,58 radianos sem lintéis. Esses resultados evidenciam
a importancia de se considerar a rigidez de tais elementos, que contribuem para
diminuir o empenamento da se¢do transversal do nucleo, aumentando sua resisténcia

a torcao ¢ a flexao.

Tabela 7.9 - Translagdes na dire¢do de Z,
nucleo idealizado por YAGUI (1978).

com vinculos rigidos e elésticos, no

Pavs. Altura (cm) a(cm) b(cm) c(cm) d(cm) e(cm) f(em) g(cm) h(cm)
0 0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 400 0.121 0.180 0.132 0.200 0.291 0.686 0.490 1.423
2 800 0.437 0.540 0.480 0.590 1.105 1.879 1.896 3.891
3 1200 0.898 1.024 0.994 1.125 2.365 3.501 4.127 7.283
4 1600 1.468 1.607 1.634 1.780 4.000 5.481 7.090 11.501
5 2000 2.119 2.267 2.373 2.528 5.935 7.755 10.693 16.446
6 2400 2.832 2.984 3.190 3.349 8.120 10.265 14.847 22.018
7 2800 3.590 3.745 4.064 4.227 10.501 12.960 19.470 29.124
8 3200 4.380 4.536 4.928 5.147 13.031 15.795 24.482 34.676
9 3600 5.190 5.364 5.931 6.097 15.671 18.732 29.810 41.592
10 4000 6.009 6.167 6.898 7.066 18.387 21.739 35.387 48.795
11 4400 6.833 6.991 7.887 8.044 21.152 24.789 41.152 56.219
12 4800 7.652 7.813 8.856 9.027 23.945 27.836 47.053 63.800
13 5200 8.469 8.628 9.838 10.006 26.750 30.946 53.045 71.498
14 5600 9.276 9.435 10.812 10.980 29.557 34.028 59.090 79.243
15 6000 10.075 10.236 11.779 11.974 32.363 37.109 65.158 87.024

Onde:

a - Translagdes de primeira ordem na diregéo de Z,, com lintéis e vinculo rigido.

b - Translagdes de primeira ordem na diregdo de Z,, com lintéis e vinculo elastico.
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¢ - Translagdes de segunda ordem na dire¢do de Z,, com lintéis e vinculo rigido.

d - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Z,

com lintéis e vinculo elastico.

e - Translagdes de primeira ordem na diregéo de Z,, , sem lintéis e vinculo rigido.

f - Translagdes de primeira ordem na diregéo de Z,, sem lintéis e vinculo eléstico.

g - Translagdes de segunda ordem na dire¢do de Z,, sem lintéis e vinculo rigido.

h - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Z,, sem lintéis e vinculo elastico.

Tabela 7.10 - Rotacdes em torno de X,, com vinculos rigidos e elasticos, no nticleo

idealizado por YAGUI (1978).

pavs. Altura (rad) a(rad) b(rad) c(rad) d(rad) e(rad) f(rad) g(rad) h(rad)
0 0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 400 0.092 0.212 0.095 0.219 0.409 1.141 0.759 2.503
2 800 0.308 0.500 0.316 0.515 1.549 2.984 2.944 6.647
3 1200 0.584 0.818 0.600 0.844 3.306 5415 6.417 12.273
4 1600 0.882 1.141 0.909 1.180 5.576 8.331 11.034 19.222
5 2000 1.182 1.456 1.219 1.506 8.262 11.641 16.658 27.335
6 2400 1.469 1.751 1.516 1.812 11.283 15.263 23.152 36.460
7 2800 1.736 2.034 1.793 2.095 14.562 19.125 30.385 46.446
8 3200 1.979 2.270 2.044 2.350 18.036 23.166 38.236 57.154
9 3600 2.195 2.488 2.267 2.576 21.699 27.733 46.586 68.452
10 4000 2.383 2.677 2.462 2.771 25.356 31.577 55.333 80.218
11 4400 2.542 2.836 2.627 2.937 29.119 35.869 64.382 92.343
12 4800 2.674 2.969 2.763 3.074 32.909 40.181 73.649 104.730
13 5200 2.781 3.076 2.873 3.184 36.708 44.495 83.061 117.290
14 5600 2.864 3.160 2.960 3.271 40.505 48.803 92.560 130.000
15 6000 2.931 3.227 3.030 3.340 44.297 53.104 102.100 142.680

Onde:

a - Rotacdes de primeira ordem com lintéis e vinculo rigido.

b - Rotacdes de primeira ordem com lintéis e vinculo elastico.

¢ - Rotacdes de segunda ordem com lintéis e vinculo rigido.

d - Rotagdes de segunda ordem com lintéis e vinculo elastico.

e - Rotagdes de primeira ordem sem lintéis e vinculo rigido.
f - Rotagdes de primeira ordem sem lintéis e vinculo elastico.

g - Rotacdes de segunda ordem sem lintéis e vinculo rigido.

h - Rotagdes de segunda ordem sem lintéis e vinculo eléstico.
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Figura 7.11 - Translagdes na diregéo de Z, e rotagdes em torno de X, com vinculos

rigidos e elasticos, no nticleo idealizado por YAGUI (1978).

As tabelas 7.11 e 7.12, bem como os graficos das figuras 7.12.a e 7.12.b,
mostram a funcdo dos lintéis como elemento de travamento, que impedem

parcialmente as translagdes na direcdo de X, dos pontos situados na linha do

esqueleto das secdes transversais do nucleo. Uma vez desprezada a rigidez ao
empenamento, nota-se pelas curvas das duas figuras que os deslocamentos de
primeira ordem no sistema com e sem estes elementos sdo exatamente 0os mesmos .
Neste exemplo, como no anterior, a rigidez ao empenamento ¢ de fundamental
importancia, sobretudo quando os lintéis fazem parte do sistema estrutural. Quando a
referida rigidez ndo ¢ considerada, as translagdes dos nés mestre na laje da coberta
aumentam de 10,08 cm para 150,32cm e de 32,37 cm para 150,32 cm nos modelos
com e sem lintéis respectivamente. Nas rotagdes ocorrem acréscimos bem mais
significativos; com lintéis passa de 2,93 para 263,23 radianos e de 44,30 para 263,23
radianos quando os lintéis ndo sdo considerados.

Tabela 7.11 - Valores das translagdes na dire¢do Z,, com e sem lintéis, no nucleo
idealizado por YAGUI (1978) .

pavimentos altura (cm) a (cm) b (cm) ¢ (cm) d (cm)

0 0.000 0.000 0.000 0.000
400 0.121 17.799 0.291 17.799
800 0.437 34.546 1.105 34.546
1200 0.898 50.224 2.365 50.224

w N - o
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4 1600 1.468 64.815 4.000 64.815
5 2000 2.119 78.307 5.935 78.307
6 2400 2.832 90.684 8.120 90.684
7 2800 3.590 101.930 10.501 101.930
8 3200 4.380 112.050 13.031 112.050
9 3600 5.190 121.010 15.671 121.010
10 4000 6.009 128.830 18.387 128.830
11 4400 6.833 135.470 21.152 135.470
12 4800 7.652 140.950 23.945 140.950
13 5200 8.469 145.250 26.750 145.250
14 5600 9.276 148.380 29.557 148.380
15 6000 10.075 150.320 32.363 150.320

Onde:

a - Translagdes com lintéis e com rigidez ao empenamento.
b - Translacdes com lintéis e sem rigidez ao empenamento.
¢ - Translagdes sem lintéis e com rigidez ao empenamento.

d - Translagdes sem lintéis e sem rigidez ao empenamento.

Tabela 7.12 - Valores das rotagdes em torno de X,, com e sem lintéis, no nucleo
idealizado por YAGUI (1978).

pavimentos altura a (rad) b (rad) ¢ (rad) d (rad)
(rad)

0 0 0.000 0.000 0.000 0.000
1 400 0.092 32.903 0.409 32.903
2 800 0.308 63.613 1.549 63.613
3 1200 0.584 92.129 3.306 92.129
4 1600 0.882 118.450 5.576 118.450
5 2000 1.182 142.580 8.262 142.580
6 2400 1.469 164.520 11.283 164.520
7 2800 1.736 184.260 14.562 184.260
8 3200 1.979 201.810 18.036 201.810
9 3600 2.195 217.160 21.699 217.160
10 4000 2.383 230.320 25.356 230.320
11 4400 2.542 241.290 29.119 241.290
12 4800 2.674 250.060 32.909 250.060
13 5200 2.781 256.650 36.708 256.650
14 5600 2.864 261.030 40.505 261.030
15 6000 2.931 263.230 44.297 263.230

Onde:

a - Rotacdes com lintéis e com rigidez ao empenamento.
b - Rotagdes com lintéis e sem rigidez ao empenamento.
¢ - Rotagdes sem lintéis e com rigidez ao empenamento.

d - Rotacdes sem lintéis e sem rigidez ao empenamento.
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Figura 7.12 - Translagbes em Z ; € rotagdes em torno de X, , com e sem lintéis, no
nucleo idealizado por YAGUI (1978).

Embora ndo tenham sido determinados para os nucleos, os pardmetros de
instabilidade apresentados no item 5.6 foram aplicados a estrutura analisada neste
exemplo com e sem lintéis, vinculada a fundacdes rigidas e flexiveis. De acordo com
os resultados, a mesma deve ser dimensionada com os esforcos calculados em teoria
de segunda ordem devido ao critério de imobilidade dos nods. A tabela 7.13 contém

os momentos na dire¢do de y, (eixo de referéncia local), os quais estdo plotados no

grafico da figura 7.13.
Tabela 7.13 - Momentos fletores, em cada pavimento e na direcdo do eixo local y.,
no nucleo idealizado por YAGUI (1978).

pavimentos | altura (cm) | a (kN.m) | b (kN.m) | ¢ (%)

0 0 2760 3130 13.41
1 400 2420 2780 14.88
2 800 2100 2450 16.67
3 1200 1800 2130 18.33
4 1600 1520 1830 20.40
5 2000 1270 1560 22.83
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6 2400 1040 1300 25.00
7 2800 829 1060 27.80
8 3200 645 848 31.47
9 3600 484 657 34.63
10 4000 346 488 41.04
11 4400 230 342 48.70
12 4800 138 221 60.14
13 5200 69 123 78.60
14 5600 23 49 114.00
15 6000 0 0 00.00

Onde:
a - Momentos em y de primeira ordem.
b - Momentos em y de segunda ordem.

¢ - Porcentagem de acréscimo dos momentos de primeira ordem.

Como mostra a ultima coluna da tabela 7.13, o momento de segunda
ordem na base ¢ 13,41% maior que o de primeira ordem e nos pavimentos acima este
percentual sobe gradualmente até atingir o valor maximo de 114% no décimo quarto

pavimento.

?\ —B—EM PRIMEIRA ORDEM
e —@— EM SEGUNDA ORDEM
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Figura 7.13 - Momentos fletores, em cada pavimento e na dire¢ao do eixo local y;,

no nucleo idealizado por YAGUI (1978).
A tabela 7.14 e o grafico da figura 7.14 mostram os bimomentos em cada

andar da estrutura, com e sem lintéis, em teoria de primeira e segunda ordens,
obtidos neste trabalho e por MORI (1992). No sistema sem lintéis existe maior
liberdade de movimento na direcdo do empenamento € em conseqiiéncia disto os
bimomentos surgem apenas pela variacio do momento torcor ao longo da altura,

resultando em valores bem menores que o do sistema com lintéis.
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Tabela 7.14 - Bimomentos de 1* e 2% ordens, com e sem lintéis, em cada pavimento,
no nucleo idealizado por YAGUI (1978).

Pavimentos altura (cm) a(kN.m) b(kN.m) ¢(kN.m) d(kN.m) e(kN.m) f(kN.m) g(kN.m) h(kN.m)
0 0 -3287.2 -3287.2 -3353.3 -3353.3 -12390.1 -12390.1 -22546 -22546
1 400 -2080.4 -2080.4 -2144.9 -2144.9 -10551.1 -10551.1 -20579 -20579
2 800 -1340.3 -1340.3 -1392.6 -1392.6 -8877.6 -8877.6 -18556.9 -18556.9
3 1200 -876.9 -876.9 -915.4 9154 -7363.3 -7363.3 -16518.9 -16518.9
4 1600 -577.7 -577.7 -603.9 -603.9 -6002 -6002 -14501.4 -14501.4
5 2000 -376.1 -376.1 -392.5 -392.5 -4788.5 -4788.5 -12536.2 -12536.2
6 2400 -232.7 -232.7 -241.9 -241.9 -3718 -3718 -10650.9 -10650.9
7 2800 -124.6 -124.6 -128.3 -128.3 -2786.3 -2786.3 -8869.2 -8869.2
8 3200 -38.6 -38.6 -38.6 -38.6 -1989.8 -1989.8 -7210.7 -7210.7
9 3600 322 322 34.7 34.7 -1325.3 -1325.3 -5691.3 -5691.3
10 4000 90.6 90.6 94.6 94.6 -790.2 -790.2 -4323.5 -4323.5
11 4400 135.6 135.6 140.3 140.3 -382.4 -382.4 -3116.7 -3116.7
12 4800 162.9 162.9 167.4 167.4 -100.4 -100.4 -2077.5 -2077.5
13 5200 162.9 162.9 166.6 166.6 -57 -57 -1210.4 -1210.4
14 5600 118.4 118.4 120.6 120.6 90.5 90.5 -517.6 -517.6

Onde:

a - Bimomentos de primeira ordem, sem lintéis, obtidos por MORI (1992).
b - Bimomentos de primeira ordem, sem lintéis, obtidos por MATIAS.
¢ - Bimomentos de segunda ordem, sem lintéis, obtidos por MORI (1992).
d - Bimomentos de segunda ordem, sem lintéis, obtidos por MATIAS.
e - Bimomentos de primeira ordem, com lintéis, obtidos por MORI (1992).
f - Bimomentos de primeira ordem, com lintéis, obtidos por MATIAS.
g - Bimomentos de segunda ordem, com lintéis, obtidos por MORI (1992).

h - Bimomentos de segunda ordem, com lintéis, obtidos por MATIAS.
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Figura 7.14 - Curvas dos bimomentos de 1* e 2* ordens, em cada pavimento, no
nucleo idealizado por YAGUI (1978).

As tabelas 7.15.a e 7.15.b contém os valores dos momentos fletores e
cortantes de primeira ordem, nas extremidades direita dos lintéis, obtidos por
YAGUI (1987), MORI (1992) e pelo programa desenvolvido nesta abordagem. A

representacdo grafica deste valores encontra-se nas figuras 7.15.a e 7.15.b.

Tabela 7.15 - Momentos fletores em Y, e cortantes em Z, de 1* ordem, no nucleo
idealizado por YAGUI (1978).

A (B)
pavimentos a(kN.m) b(kN.m) ¢(kN.m) pavimentos d(kN) e(kN) f(kN)
15 13.705 4.775 4.775 15 6.303 4.951 4.951
14 8.263 5.759 5.759 14 8.056 5.966 5.966
13 9.531 7.328 7.328 13 9.603 7.580 7.580
12 11.381 9.235 9.235 12 11.465 9.547 9.547
11 13.427 11.331 11.331 11 13.511 11.712 11.712
10 15.544 13.516 13.516 10 15.628 13.975 13.975
9 17.644 15.717 15.717 9 17.729 16.259 16.259
8 19.642 17.865 17.865 8 19.730 18.492 18.492
7 21.432 19.878 19.878 7 21.520 20.582 20.582
6 22.867 21.633 21.633 6 22.958 22.400 22.400
5 23.751 22.936 22.936 S 23.844 23.741 23.741
4 23.776 23.469 23.469 4 23.862 24267 24267
3 22.436 22.694 22.694 3 22.536 23.424 23.424
2 19.024 19.711 19.711 2 19.126 20.289 20.289
1 12.383 13 13 1 12.485 13.330 13.330
Onde

a - Momentos fletores de 1* ordem em Y,, obtidos por YAGUI (1978).
b - Momentos fletores de 1* ordem em Y,, obtidos por MORI (1992).
¢ - Momentos fletores de 1* ordem em Y,, obtidos por MATIAS.

d - Cortantes de 1° ordem em Z,, obtidos por YAGUI (1978).

e - Cortantes de 1* ordem em Z,, obtidos por MORI (1992).
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f - Cortantes de 1* ordem em Z,, obtidos por MATIAS.

15
Bl YAGUI 15 Bl YAGUI

14 I MORI 14 = MOR

13 B MATIAS Il VATIAS

- A A
- N W

10 10
y . 9
z 7 z 7
: z ’

5 5

4 4

3 3

2 2

1 1

L L L
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
M. FLET ORES DE 1a ORDEM NAS EXT. DREITA DOS LINTEIS (kN.m) CORTANT EDE 1a ORDEM NAS EXT. DREITA DOS LINTEIS (kN)
(A) (B)

Figura 7.15 — Diagrama de barras dos momentos fletores e cortantes de 1* ordem,
no nucleo idealizado por YAGUI (1978).

Na estrutura com lintéis sdo analisados os bimomentos de primeira e
segunda ordens na altura da laje inferior, em cada pavimento, e ao nivel da fundagao,
considerando seu vinculo na dire¢do do empenamento restringido, elastico e livre. A
tabela 7.16 retine seus valores, os quais estdo plotados no grafico da figura 7.16. Para
a base restringida, os resultados observados foram os maiores. Com relagdo a
fundagdo eléstica idealizada neste exemplo (ver figura 7.9), ocorreu a deformagdo
axial das suas estacas quando foram aplicadas as agdes na estrutura, resultando assim
em um alivio de tensdes nas sec¢des transversais proximas da base. Quando ndo
houve restricdes ao empenamento, o bimomento no vinculo foi nulo e os valores

obtidos foram os menores entre 0s trés casos.
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Tabela 7.16 - Valores dos bimomentos com vinculos livres, elésticos e restringidos
ao empenamento, no nucleo idealizado por YAGUI (1978).

pavimentos a(kN.m) b(kN.m) ¢(kN.m) d(kN.m) e(kN.m) f(kN.m)

1 -3290 -3350 -2390 -2460 0 0

2 -2080 -2140 -1550 -1610 -132 -129
3 -1340 -1390 -1030 -1070 -185 -182
4 -877 -915 -691 =723 -192 -188
5 -578 -604 -468 -488 -172 -168
6 -376 -393 =311 -323 -136 -137
7 -233 -242 -194 -200 -90.2 -85
8 -125 -128 -102 -103 -40.2 -34.4
9 -38.6 -38.6 -25 -23.7 11.5 17.6
10 322 34.7 40.3 43.6 61.9 68.3
11 90.6 94.6 953 99.9 108 115
12 136 140 138 143 146 152
13 163 167 164 169 169 174
14 163 167 164 168 166 170
15 118 121 119 121 120 122

Onde:

a - Bimomentos de primeira ordem com vinculo rigido.
b - Bimomentos de segunda ordem com vinculo rigido.
¢ - Bimomentos de primeira ordem com vinculo elastico.
d - Bimomentos de segunda ordem com vinculo elastico.
e - Bimomentos de primeira ordem com vinculo livre.

f - Bimomentos de segunda ordem com vinculo livre.
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Figura 7.16 - Bimomentos em cada pavimento com vinculos livres, elésticos e
restringido, no nucleo idealizado por YAGUI (1978).
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7.4 - Exemplo numero 3

Serd analisado um edificio de concreto armado com 15 pavimentos, cujo
pé-direito tem 4,00 m. Sua estrutura de contraventamento ¢ composta de quatro
porticos planos, quatro pilares isolados e um nucleo. Na figura 7.17 encontra-se a
planta do pavimento tipo, o qual tem vigas e pilares com secdes transversais
retangulares de 20 cm x 60 cm e 25 cm x 50 cm respectivamente. O nucleo tem
se¢do transversal em forma de “ U “ com paredes de 15 cm de espessura e suas outra
dimensdes estdo indicadas na mesma figura. Os modulos de elasticidade longitudinal

e transversal sdo 2000 kN /cm® e 800 kN /cm”, respectivamente.

Carregamento:
Acgodes aplicadas no ultimo pavimento.
e (Cargas uniformemente distribuidas ao longo das vigas - 10 kN/m

e (Carga aplicadas nos pontos 1, 2, 3 e 4 situados na secdo transversal do
nucleo:
Ponto 1 - 35 kN
Ponto 2 - 90 kN
Ponto 3 - 90 kN
Ponto 4 - 35 kN

* Agao horizontal aplicada na diregéo e sentido do eixo Y, - 25.5 kN

Agoes aplicadas nos demais pavimentos:
e Cargas uniformemente distribuidas ao longo das vigas - 20 kN/m
e (Carga aplicadas nos pontos 1, 2, 3 e 4 situados na segdo transversal do
nucleo:

Ponto 1 - 70 kN
Ponto 2 - 180 kN
Ponto 3 - 180 kN
Ponto 4 - 70 kN

* Agdes horizontais aplicadas na dire¢do e sentido do eixo Y, - 51 kN
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SILVA (1989) analisa esta estrutura em segunda ordem, considerando
apenas a parcela correspondente ao efeito P — 3. O objetivo € evidenciar a interagao
tridimensional entre porticos planos, pilares isolados e nucleos resistentes. O nucleo
¢ discretizado em painéis parede, os quais interagem entre si através de forgas

cortantes atuando ao longo de suas intersecoes.

MORI (1992) compara seus valores aos de SILVA (1989), adotando
para o nucleo a teoria de VLASSOV (1961) . Na andlise ndo linear foi utilizada a
matriz de rigidez da estrutura, calculada com as equacdes diferenciais dos elementos

na posi¢do deslocada.

Os resultados obtidos com o programa desenvolvido neste trabalho serdao
comparados com os dos dois autores, citados anteriormente, sendo ainda analisada a
flexibilidade dos vinculos na dire¢do do empenamento no nucleo e de rotagcdo a

flex@o nos pilares.
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Figura 7.17 - Planta baixa da estrutura de contraventamento idealizada por SILVA
(1989).
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As tabelas 7.17 e 7.18 e os graficos das figuras 7.18.a e 7.18.b

apresentam as translagdes na dire¢do de Y, e as rotagdes em torno do centro eldstico

da estrutura. Como pode-se observar, os resultados deste trabalho sao exatamente os
mesmos obtidos por MORI (1992) e com relagdo a SILVA (1989) ocorrem
diferengas minimas, o que revela uma boa aproximacgao entre os dois processos de

calculo utilizados, mesmo sendo as consideracoes bastante distintas.

Tabela 7.17 - Valores das translagdes na dire¢do Y, em cada pavimento, no sistema

de contraventamento misto idealizado por SILVA (1989).

pavimentos altura (cm) a(cm) b(cm) c(cm) d(cm) e(cm) f(cm)
0 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1 400 0.59 0.51 0.51 0.64 0.55 0.55
2 800 1.64 1.49 1.49 1.79 1.60 1.60
3 1200 2.90 2.68 2.68 3.17 2.88 2.88
4 1600 427 4.00 4.00 4.68 431 4.31
5 2000 5.72 5.41 5.41 6.26 5.82 5.82
6 2400 7.19 6.85 6.85 7.88 7.37 7.37
7 2800 8.65 8.30 8.30 9.48 8.93 8.93
8 3200 10.09 9.37 9.37 11.06 10.46 10.46
9 3600 11.49 11.12 11.12 12.57 11.95 11.95
10 4000 12.81 13.44 13.44 14.02 13.37 13.37
11 4400 14.07 13.70 13.70 15.39 14.72 14.72
12 4800 15.25 14.89 14.89 16.67 15.99 15.99
13 5200 16.36 16.00 16.00 17.87 17.18 17.18
14 5600 17.39 17.05 17.05 18.98 18.30 18.30
15 6000 18.36 18.05 18.05 20.04 19.37 19.37

Onde:
a - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Y, obtidas por SILVA (1989).

b - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Y, obtidas por MORI (1992).
¢ - Translagdes de primeira ordem na diregéo de Y, obtidas por MATIAS.

d - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Y, obtidas por SILVA (1989).
e - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Y, obtidas por MORI (1992).

f - Translagdes de segunda ordem na diregdo de Y, obtidas por MATIAS.
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Tabela 7.18 - Valores das rotagdes em torno de X, , em cada pavimento do sistema
estrutural idealizado por SILVA (1989)

pavimentos altura (cm) a(rad) b(rad) c(rad) d(rad) e(rad) f(rad)
0 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1 400 0.65 0.69 0.69 0.72 0.75 0.75
2 800 1.54 1.63 1.63 1.73 1.79 1.79
3 1200 2.33 2.45 2.45 2.64 2.70 2.70
4 1600 2.99 3.13 3.13 3.40 345 3.45
5 2000 3.54 3.69 3.69 4.03 4.06 4.06
6 2400 3.98 4.14 4.14 4.54 4.56 4.56
7 2800 4.33 4.50 4.50 4.95 4.94 4.94
8 3200 4.61 4.78 4.78 5.26 5.23 5.23
9 3600 4.81 4.98 4.98 5.48 5.44 5.44
10 4000 4.94 5.11 5.11 5.62 5.57 5.57
11 4400 5.01 5.17 5.17 5.70 5.63 5.63
12 4800 5.01 5.17 5.17 5.70 5.61 5.61
13 5200 4.95 5.1 5.1 5.62 5.53 5.53
14 5600 4.81 4.96 4.96 5.47 5.37 5.37
15 6000 4.62 4.75 4.75 5.26 5.14 5.14

Onde:

a - Rotacdes de primeira ordem obtidas por SILVA (1989).
b - Rotacdes de primeira ordem obtidas por MORI (1992).
¢ - Rotagdes de primeira ordem obtidas por MATIAS.

d - Rotacdes de segunda ordem obtidas por SILVA (1989).
e - Rotagdes de segunda ordem obtidas por MORI (1992).

f - Rotagdes de segunda ordem obtidas por MATIAS.

6000 6000 LS 4
WL
L
5000 5000 + —m—SILVA (EM 1a ORDEM) \.r» DY
—@—MORI (EM 1a ORDEM) | D\T
MATIAS (EM fa ORDEM) w-d o
—¥—SILVA (EM 2a ORDEM) |/ 7
4000 4000 MORI (EM 2a ORDEM) = @
—0— MATIAS (EM 2a ORDEM) /]
z — md oy
: 3 Vi
€ 3000 & 3000 yavi
= 2 /l_t jui
3 < 1 wa’ ‘;/
2000 - , 2000 - -f/ cr/
) /4 —8—SILVA (EM 1a ORDEM) /
//’3' —e—MORI (EM 1a ORDEM) 1 /"
o MATIAS (EM 1a ORDEM) .r‘g/
10004 —v—SILVA (EM 2a ORDEM) 1000 - /
/?V MORI (EM 2a ORDEM) P
77 —0— MATIAS (EM 2a ORDEM) 1
0 T T T y y y 0 — T T T
0 5 10 15 20 0 1 2 3 4 5 6
TRANSLAGOES NA DIREGAO DE Yg (cm) ROTAGOES EM TORNO DE Xg (rad)

A) (B)

Figura 7.18 - Curvas das Translagio na dire¢do Z, e das rotagdes em torno de X,

relativas ao sistema estrutural idealizado por SILVA (1989).
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Para a rigidez dos vinculos descritos anteriormente serdo adotados os
seguintes valores:

¢ Vinculo de rotacdo a flexao para os pilares - 30000 kN.m

e Para o nucleo na diregdo do empenamento serdo adotadas estacas de

rigidez K, , posicionadas nos pontos 1, 2, 3 € 4, como mostra a figura 7.19.

Figura 7.19 - Idealizagdo do vinculo elastico na direcdo do empenamento para o
nuicleo do sistema estrutural idealizado por SILVA (1989).

K, =K, =K, =K, =30000kN / m

Submetendo a estrutura ao mesmo carregamento da andlise anterior,
obtém-se os deslocamentos mostrados nas tabelas 7.19.a e 7.19.b, relativos a

transla¢do na direcdo Y, e a rotagdo em torno de X, respectivamente, em teoria de

primeira ordem. Nos graficos das figuras 7.20.a e 7.20.b estdo as curvas
representativas das elasticas de translacdo e rotacdo para os trés casos (vinculos
restringidos, elasticos na dire¢do do empenamento da secdo transversal do ntcleo e
na rotagdo devido a flex@o dos pilares e por fim livres nestas mesmas direcdes) .
Nota-se que nao ocorrem diferencas significativas nos deslocamentos laterais dos
trés modelos, isto se deve a elevada rigidez a flexdo do nucleo, o qual ndo teve seus
vinculos liberados nesta dire¢ao, mostrando com isso, que o efeito da flexibilidade

dos demais vinculos pouco interferem nos deslocamentos da estrutura.



Tabela 7.19 - Translagdes emY, e rotagdes em X
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.» ambos em 1% ordem, com

vinculos livres, elasticos e restringidos, para a estrutura idealizada por

SILVA (1989).

(A)

altura (cm) a(cm) b(cm) c(cm)
0 0.00 0.00 0.00

400 0.51 0.99 1.41
800 1.49 2.06 2.52
1200 2.68 3.26 3.73
1600 4.00 4.59 5.06
2000 5.41 5.99 6.46
2400 6.85 7.44 7.91
2800 8.30 8.89 9.36
3200 9.37 10.32 10.80
3600 11.12 11.71 12.16
4000 13.44 13.04 13.50
4400 13.70 14.30 14.76
4800 14.89 15.48 15.95
5200 16.00 16.60 17.07
5600 17.05 17.65 18.12
6000 18.05 18.64 19.11

Onde:

(B)

a - Transla¢des de primeira ordem na dire¢do de Y, com vinculos rigidos.

b - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Y, com vinculos elasticos.

¢ - Translagdes de primeira ordem na diregéo de Y, com vinculos livres.

d - rotagdes de primeira ordem com vinculos rigidos.

e - rotacdes de primeira ordem com vinculos elésticos.
f - rotacdes de primeira ordem com vinculos livres.
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Figura 7.20 - Curvas da translagdes em Y, e rotagdes em X,, relativas a estrutura

idealizada por SILVA (1989).
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Com relacao aos valores em teoria de segunda ordem, pode-se observar

pelas tabelas 7.20.a e 7.20.b, bem como através dos graficos das figuras 7.21.a e

7.21.b, que a estrutura se comporta da mesma forma, ocorrendo apenas um pequeno

acréscimo nos deslocamentos.

Tabela 7.20 - Valores das translagdes em Y, e das rotagdes em X, ambos em teoria

de 2* ordem, com vinculos livres, elasticos e restringidos para o
sistema de contraventamento misto idealizado por SILVA (1989).

A)

altura (cm) a(cm) b(cm) c(cm)
0 0.00 0.00 0.00
400 0.55 1.14 1.78
800 1.60 2.31 3.02
1200 2.88 3.61 4.33
1600 4.31 5.04 5.65
2000 5.82 6.56 7.28
2400 7.37 8.11 8.83
2800 8.93 9.67 10.38
3200 10.46 11.20 11.92
3600 11.95 12.69 13.41
4000 13.37 14.11 14.83
4400 14.72 15.46 16.18
4800 15.99 16.73 17.45
5200 17.18 17.93 18.65
5600 18.30 19.05 19.77
6000 19.37 20.12 20.84

Onde:

a - Translagdes de segunda ordem na dire¢do de Y, com vinculos rigidos.
b - Translagdes de segunda ordem na diregdo de Y, com vinculos elasticos.

¢ - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Y, com vinculos livres.

(B)

altura (cm) d(rad) e(rad) f(rad)
0 0.00 0.00 0.00
400 0.75 2.12 3.58
800 1.79 3.44 5.10
1200 2.70 4.37 6.07
1600 345 5.13 6.84
2000 4.06 5.74 7.45
2400 4.56 6.24 7.95
2800 4.94 6.62 833
3200 5.23 6.91 8.63
3600 5.44 7.12 8.84
4000 5.57 7.25 8.97
4400 5.63 7.31 9.03
4800 5.61 7.30 9.02
5200 5.53 7.21 8.93
5600 5.37 7.05 8.87
6000 5.14 6.28 8.55

d - Rotagdes de segunda ordem com vinculos rigidos.

e - Rotagdes de segunda ordem com vinculos elasticos.

f - Rotacdes de segunda ordem com vinculos livres.
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Figura 7.21 - Curvas das translagdes em Y, e das rotagdes em X,, ambas em 2°

ordem, com vinculos livres, elasticos e restringidos na estrutura

idealizada por SILVA (1989).

Para mostrar que a restricdo do vinculo de rotagdo a flexdo do nucleo
impede parcialmente os deslocamentos da estrutura com fundacdes flexiveis, serdo
acrescentadas ao sistema estrutural, em cada pavimento, quatro vigas do tipo 7
(ELM-07), ligando os quatro pilares isolados aos pontos 1, 2, 3 e 4 da segdo
transversal do nucleo (ver figura 7.22). O objetivo principal ¢ liberar o referido
vinculo sem tornar a estrutura hipostatica.

Quando foi analisada a flexibilidade da fundagao, o ntcleo teve todos os
seus vinculos restringidos com excecdo da rotagdo em torno do seu eixo de

referéncia “y”, o qual € perpendicular a acdo do vento. Os outros elementos tiveram

todos os vinculos de rotacdo liberados e os demais restringidos.
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Figura 7.22 - Estrutura idealizada por SILVA (1989) com nucleo contraventado por
elementos tipo ELM-07.

Na tabela 7.21 e no grafico da figura 7.23 constam as translagdes de

primeira ¢ segunda ordens na dire¢do de Y,, as quais confirmam a influéncia do

referido vinculo nos deslocamentos da estrutura. A vinculacdo na direcao do
empenamento, seja restringida, elastica ou livre pouco interfere na rigidez do
sistema estrutural. Quando a mesma ¢ liberada, ocorre apenas um pequeno acréscimo
nas rotacdes € como previsto, um aumento do empenamento das se¢des transversais

do ntcleo, sobretudo naquelas mais proximas da fundacgao.

Tabela 7.21 - Translagdes de 1* e 2* ordens em Y,, com vinculos rigidos, elasticos €

livres, no sistema estrutural idealizado por SILVA (1989), sendo o
nucleo contraventado por elementos ELM-07.

pavimentos Altura a(cm) b(cm) c(cm) d(cm) e(cm) f(cm)
0 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1 400 0.53 0.57 2.10 2.62 3.00 3.65
2 800 1.43 1.54 3.54 4.12 5.15 6.08
3 1200 2.44 2.68 4.97 5.75 7.15 831
4 1600 3.46 391 6.41 7.32 9.06 10.43
5 2000 4.85 5.18 7.85 8.87 10.88 12.44
6 2400 6.05 6.47 9.27 10.38 12.61 14.35
7 2800 7.26 7.75 10.63 11.85 14.24 16.15
8 3200 8.42 8.98 11.94 13.25 15.78 17.84
9 3600 9.53 10.16 13.18 14.58 17.22 19.41
10 4000 10.58 11.27 14.34 15.82 18.56 20.88
11 4400 11.57 12.30 15.42 16.97 19.80 22.24
12 4800 12.47 13.26 16.48 18.044 20.95 23.50
13 5200 1331 14.14 17.35 19.032 22.02 24.66
14 5600 14.09 14.96 18.21 19.95 23.01 25.74
15 6000 14.80 15.72 19.03 20.80 23.94 26.77

Onde:
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a - Transla¢des de primeira ordem na dire¢do de Y, com vinculos rigidos.
b - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Y, com vinculos rigidos.
¢ - Translagdes de primeira ordem na diregdo de Y, com vinculos eldsticos.
d - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Y, com vinculos eldsticos.
e - Translagdes de primeira ordem na diregdo de Y, com vinculos livres.

f - Translagdes de segunda ordem na diregdo de Y, com vinculos livres.
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Figura 7.23 - Curvas das translagdes em Y,, com vinculos elasticos, livres e

restringidos, no sistema estrutural idealizado por SILVA (1989),
sendo o nucleo contraventado por elementos ELM-07.

Para analisar a influéncia da rigidez ao empenamento, a estrutura da
figura 7.17 foi processada com todos os seus vinculos restringidos e o nucleo
modelado como um elemento do tipo 4 (ELM-04). Os resultados obtidos foram
comparados com os valores das quartas e sétimas colunas das tabelas 7.17 e 7.18,
transcritos para a tabela 7.22.a e 7.22.b. Como pode-se observar ndo ocorreram
diferencgas significativas nos deslocamentos (ver figuras 7.24.a e 7.24.b), o que
permite constatar que a rigidez ao empenamento do nucleo em sistemas de
contraventamento desse tipo pouco influi para aumentar a resisténcia do conjunto. O
coeficiente de rigidez a torcdo por pavimento, em teoria de primeira ordem, sofre

uma reducdo de apenas 2,17% quando ¢ desprezada a rigidez do nucleo ao
empenamento, passando de 1,243x10' para 1,216x10" kN.m.

Tabela 7.22 - Valores das translagdes em Y, e das rotagdes em X,, com e sem

rigidez a0 empenamento, no sistema estrutural idealizado por SILVA.
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altura(cm) a(cm) b(cm) c(cm) d(cm) altura(cm) e(rad) f(rad) g(rad) h(rad)

0 0.00 0.00 0.00 0.00 0 0.00 0.00 0.00 0.00
400 0.51 0.56 0.55 0.60 400 0.69 0.81 0.75 0.88
800 1.49 1.54 1.60 1.67 800 1.63 1.77 1.79 1.95
1200 2.68 2.74 2.88 2.95 1200 245 2.60 2.70 2.87
1600 4.00 4.06 4.31 4.38 1600 3.13 3.28 345 3.62
2000 5.41 5.45 5.82 5.89 2000 3.69 3.83 4.06 423
2400 6.85 6.91 7.37 7.44 2400 4.14 4.28 4.56 4.72
2800 8.30 8.36 8.93 8.99 2800 4.50 4.64 4.94 5.10
3200 9.37 9.79 10.46 10.53 3200 4.78 4.92 5.23 5.40
3600 11.12 11.17 11.95 12.01 3600 4.98 5.12 5.44 5.60
4000 13.44 12.50 13.37 13.43 4000 5.11 5.25 5.57 5.73
4400 13.70 13.76 14.72 14.78 4400 5.17 5.31 5.63 5.79
4800 14.89 14.95 15.99 16.05 4800 5.17 5.31 5.61 5.78
5200 16.00 16.06 17.18 17.24 5200 5.1 5.24 5.53 5.69
5600 17.05 17.11 18.30 18.37 5600 4.96 5.10 5.37 5.53
6000 18.05 18.10 19.37 19.43 6000 4.75 4.89 5.14 5.30

Onde:

a - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Y, com rigidez ao empenamento.

b - Translagdes de primeira ordem na diregdo de'Y, sem rigidez ao empenamento.

¢ - Translagdes de segunda ordem na diregéo de Y, com rigidez ao empenamento.

d - Translagdes de segunda ordem na diregdo de'Y, sem rigidez ao empenamento.

e - rotagdes de primeira ordem com rigidez ao empenamento.
f - rotagdes de primeira ordem sem rigidez ao empenamento.
g - rotagdes de segunda ordem com rigidez ao empenamento.
h - rota¢des de segunda ordem sem rigidez ao empenamento.

6000 - | I 4 6000 - mo Ay
\
/. oy
/ / NN
o ¥ me
5000 | _/'/ 5000 | \_ | K
// —®—1a ORDEM COM RIG. AO EMPEN. || T
Wl —® —1a ORDEM SEM RIG. AO EMPEN . /" T
4000 /. v 4000 | —v—2a ORDEMSEMRIG. AO EMPEN. /.. 7
- o' - we Ay
& / & /)
2 oy We Ay
& 3000+ < & 3000+ /4
v v
2 V% : 2
2000 v 20004 i
'// = 1a ORDEM C/ RIG. AO EMPEN. //
—8—1a . . e
"// —8— 1a ORDEM &/ RIG. AO EMPEN. /v//
2a ORDEM C/ RIG, AO EMPEN. >
1000 7 N// -v— 2:ORDEM S/ RIG. AO EMPEN. 1000 =
] _
X
0 T T T T T 0 T T T T T T
0 5 10 15 20 0 1 2 4 5 6

ROTACOES EM TORNO DE Xg (rad)

(B)

TRANSLAGOES NA DIREGAO DE Yg (cm)

Figura 7.24 - Curvas das translagdes em Y, e das rotagdes em X, , ambas em 1* ¢ 2°

ordens, no sistema estrutural idealizado por SILVA (1989), com e
sem rigidez ao empenamento.
Os momentos em teoria de primeira ordem nas extremidades inferiores

do pilar (ELM-04) de ntimero 3, obtidos por SILVA (1989), MORI (1992) e com o
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programa desenvolvido neste trabalho, encontram-se na tabela 7.23 e no diagrama de

barras da figura 7.25.

Tabela 7.23 - Valores dos momentos de 1* ordem no ELM-04 de numero 3,
pertencente a estrutura idealizada por SILVA (1989).

Pavimentos a(kN.cm) b(kN.cm) ¢(kN.cm)
1 135.8 133.78 133.78
2 96.1 113.39 113.39
3 94.1 107.58 107.58
4 88.7 104.44 104.44
5 83 99.51 99.51
6 76.2 93.54 93.54
7 68.7 86.59 86.59
8 60.6 78.94 78.94
9 52 70.79 70.79
10 432 62.33 62.33
11 344 53.74 53.74
12 25.5 45.17 45.17
13 17 36.92 36.92
14 8.4 28.53 28.53
15 4.5 24.86 24.86

Onde:

a - Momentos obtidos por SILVA (1989).
b - Momentos obtidos por MORI (1992).
¢ - Momentos obtidos por MATIAS.

I SILVA (1a ORDEM)
[ MORI (1a ORDEM)
Il VATIAS (1a ORDEM)

ALTURA (CM)

- N W A OO N ® ©

0 20 40 60 80 100 120 140

MOM. F. NAS EXT. INF. DE ELM-04 DE NUM. 03 (kN.cm)

Figura 7.25 - Diagrama de momentos fletores emy, (eixo local), resultantes no

ELM-04 de niimero 3, na estrutura idealizada por SILVA (1989).
A tabela 7.24 e o diagrama de barras da figura 7.26 apresentam os

momentos de primeira e segunda ordens nas extremidades inferiores do nucleo. Os

valores obtidos por MORI (1992) e os deste trabalho sdo praticamente iguais aos de
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SILVA (1989), mostrando mais uma vez a boa aproximac¢ao existente entre os dois

métodos.

Para fazer a comparacdo entre os valores de SILVA (1989) com os desta

abordagem utilizou-se a seguinte expressao:

M,.=M,+L5(N,+N,) (7.5)
Onde: M, ¢ o momento fletor atuante na parede 5

N, e N, sdo as for¢as normais nas parede 7 e 6 respectivamente (figura 7.21)

Tabela 7.24 - Valores dos momentos fletores em 1 e 2* ordens nas extremidades
inferiores dos ELM-05, no sistema de contraventamento misto

idealizado por SILVA (1989).

pavimentos a(kN.cm) b(kN.cm) ¢(kN.cm) d(kN.cm) e(kN.cm) f(kN.cm)
15 -9494.3 -9805 -9805 -10147.5 -10304 -10304
14 -7280.6 -7462.1 -7462.1 -7873.6 -7934.5 -7934.5
13 -5472.6 -5590 -5590 -5968.3 -6004 -6004
12 -3987.1 -4044.1 -4044.1 -4376.7 -4382.1 -4382.1
11 -2763.5 -2771.8 -2771.8 -3048.9 -3033.7 -3033.7
10 -1762.5 -1745.5 -1745.5 -1952.1 -1921.6 -1921.6
9 -952.7 -914.1 -914.1 -1059.1 -1018 -1018
8 -310.1 -257.1 -257.1 -347.8 299.6 299.6
7 183.6 245 245 199.4 251.8 251.8
6 542.3 608.5 608.5 595.7 650.3 650.3
5 774.9 841.5 841.5 851.5 906 906
4 886.4 949.7 949.7 9723 1024 1024
3 887.9 934.7 934.7 961 1008 1008
2 745.4 790.9 790.9 813.8 852.7 852.7
1 496 527.9 527.9 536.5 568.4 568.4

Onde:

a - Momentos obtidos por SILVA (1989) em primeira ordem.
b - Momentos obtidos por MORI (1992) em primeira ordem.
¢ - Momentos obtidos por MATIAS em primeira ordem.

a - Momentos obtidos por SILVA (1989) em segunda ordem.
b - Momentos obtidos por MORI (1992) em segunda ordem.
¢ - Momentos obtidos por MATIAS em segunda ordem.
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Figura 7.26 - Curvas dos momentos fletores, em 1* e 2* ordens, nas extremidades
inferiores dos ELM-05, pertencente ao sistema estrutural idealizado
por SILVA (1989).

Os momentos fletores nas extremidades inferiores do pilar 4 (ELM-04),
em cada pavimento, nos casos em que o nucleo foi modelado com e sem rigidez ao
empenamento encontram-se nas tabelas 7.25.a e 7.25.b ,bem como nos diagramas de
barra das figuras 7.27.a e 7.27.b. Nas andlises em primeira e segunda ordens,
observou-se um acréscimo em torno de 17% no valor da extremidade ligada a
fundagdo, quando foi desprezada a resisténcia do nucleo ao empenamento. No
primeiro pavimento o aumento foi de 1,6% para analise linear e 2,1 % para a nao

linear, nos demais andares praticamente ndo houve diferencas .



168

Tabela 7.25 - Valores dos momentos de 1?* e 2% ordens no pilar 4 (em relagao ao eixo

local z,), na estrutura idealizada por SILVA (1989), considerando
seu nucleo com e sem rigidez ao empenamento.

(A) (B)

Pavimentos a(kN.cm) b(kN.cm) pavimentos ¢(kN.cm) d(kN.cm)

1 159.82 186.73 1 166.41 195.4
2 208.07 211.37 2 225.94 230.63
3 198.4 198.88 3 217.3 217.99
4 190.03 189.91 4 207.27 207.13
5 181.72 181.6 5 196.92 196.73
6 173.82 173.71 6 187.03 186.86
7 165.9 165.8 7 177.31 177.17
8 157.67 157.59 8 167.51 167.4
9 148.93 148.87 9 157.45 157.37
10 139.52 139.48 10 146.96 146.9
11 129.33 129.31 11 135.92 134.88
12 118.26 118.26 12 124.2 124.18
13 106.27 106.25 13 111.75 111.7
14 92.85 92.83 14 97.98 97.95
15 85.79 84.56 15 91.11 89.84

Onde:

a - Momentos em primeira ordem com rigidez ao empenamento .

b - Momentos em primeira ordem sem rigidez ao empenamento.

¢ - Momentos em segunda ordem com rigidez ao empenamento.

d - Momentos em segunda ordem sem rigidez ao empenamento.
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Figura 7.27- Diagrama dos momentos de 1* € 2* ordens no pilar 4 (eixo local z,)

na estrutura idealizada por SILVA (1989), considerando seu nticleo
com e sem rigidez ao empenamento.
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Por fim a tabela 7.26 ¢ o diagrama da figura 7.28 apresentam os
momentos fletores no ntcleo, ao nivel de cada pavimento, para a estrutura com
vinculos rigidos, elésticos e livres. O nucleo tera vinculagdo flexivel na direcdo do
empenamento, sendo as demais restringidas. Nota-se que apenas nas extremidades da
base e do primeiro andar ocorrem pequenos acréscimos, quando os vinculos sdao
parcialmente liberados ou totalmente livres, sendo os valores nos demais andares

praticamente iguais.

Tabela 7.26 - Valores dos momentos de 1* ordem nas extremidades inferiores do
ELM-05, considerando os vinculos da estrutura idealizada por
SILVA (1989), rigidos, elasticos e livres.

Pavimentos a(kN.cm) B(kN.cm) ¢(kN.cm)
1 -980 -1010 -991
2 -746 =737 -739
3 -559 -560 -561
4 -404 -404 -405
5 -278 -278 -278
6 -175 -174 -175
7 -91.4 -91.2 -91.8
8 -25.7 -25.6 -26
9 24.6 24.7 243
10 60.8 61 60.7
11 84.1 84.2 84
12 95 95 94.9
13 93.5 93.5 93.4
14 79.1 79.1 79
15 52.8 52.8 52.8

Onde: a - momentos de primeira ordem para os vinculos rigidos;
b - Momentos de primeira ordem para os vinculos elasticos;
¢ - momentos de primeira ordem para os vinculos livres.

I VINCULOS RIGIDOS
139 [ VINCULOS ELASTICOS
I VINCULOS LIVRES

'”"D'I]IDIIDIIJ'”1

PAVIMENTOS

[T

w
!

|

o

-1000  -800 -600 -400 -200

MOM. "Y " NO NUCLEO EM DACA PAVIMENTO(kN .cm)

Figura 7.28 - Curvas dos momentos de 1* ordem nas extremidades inferiores do
ELM-05, considerando os vinculos da estrutura idealizada por
SILVA (1989) rigidos, elasticos e livres.
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7.5 - Exemplo numero 4

Trata-se de um edificio com elevado nimero de pavimentos, contendo
todos os tipos de elementos, descritos no capitulo 2. Sua estrutura de
contraventamento possui 5 modelos (pavimentos tipo), os quais podem ser vistos na
figura 7.29. O primeiro tem 5 pavimentos, o segundo 35 e os trés tltimos 5 cada um,
totalizando 55 andares. A inércia dos pilares tipo 3 (ELM-03) varia de um modelo
para o outro. O nucleo (ELM-05) tem a mesma se¢ao transversal em todos andares
e todas as suas paredes possuem espessura igual a 10 cm. As vigas (ELM-06 e
ELM-07), diagonais (ELM-08 ¢ ELM-09) ¢ os pilares do tipo 1, 2 ¢ 4 (ELM-01,
ELM-02 ¢ ELM-04) possuem secdo transversal constante ao longo da altura, cujas

dimensdes encontra-se a seguir:

e Secdes transversais que sdo constantes em todos os modelos:
ELM-01-10cmx 10 cm
ELM-02 - 20 cm x 40 cm
ELM-04 - 20 cm x 250 cm
ELM-06 - 15 cm x 60 cm
ELM-07 - 15 cm x 60 cm
ELM-08 - 10 cm x 10 cm

Em todos os modelos exceto o primeiro:

ELM-09 - 16 cm x 60 cm

Modelo 1: ELM-03 - 20cm x 40 cm
Modelo 2: ELM-03 - 20cm x 80 cm
Modelo 3: ELM-03 - 20cm x 120 cm

Modelo 4: ELM-03 - 20cm x 160 cm
Modelo 5: ELM-03 - 20cm x 200 cm
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Os modulos de elasticidade longitudinal e transversal sdo iguais a
2000 kN /cm® e 800 kN /cm?, respectivamente. O pé-direito em todos os modelos

vale 300 cm. Na figura 7.29 os elementos que constituem a estrutura sao
identificados nas plantas baixas dos seus respectivos pavimentos pelo esquema
exposto abaixo:
NE/Ei/ NI, NF
Onde NE ¢ o numero do elemento e Ei ¢ a identificagdo do tipo de elemento.

El = ELM-01

E2 = ELM-02

E9 =ELM-09
NI = Numero do n6 de incidéncia inicial do elemento.
NF = Numero do no de incidéncia final do elemento.
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Figura 7.29 - Planta baixa dos pavimentos tipo e fachadas lateral e frontal da
estrutura modelo do exemplo 4.

Todos os elementos de incidéncia vertical sdo do tipo ELM-03 com
excegdo daqueles que possuem uma de suas faces voltada para o pogo dos elevadores
e da escada (ver figura 7.29.a, b, ¢, d e e). As figuras 7.30 e 7.31 mostram as
excentricidades existentes entre os eixos longitudinais das vigas e pilares incidentes
nos nods periféricos, que estdo contidos nas fachadas 1 ¢ 3 em todos os modelos, as

quais podem ser vistas nas plantas baixas da figura 7.29.a, b, c,d e e.
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Excentricidades entre os eixos longitudinais dos ELM-03 ¢ EL.M-06.

MODELO (D MODELO (2 MODELO (3
ELM-0§ \TT Y“ ELM-06 \TT Y“ ELM-06 ‘
1 ELM—03 1 BLM-03
¢ |
|
|

|

ELM-03

z

|
|

FLM—06 ELM-06

ELM-03

% \Vl EYs
15cm
120em

|

Figura 7.30 - Excentricidades entre os eixos longitudinais dos ELM-06 ¢ ELM-03
da estrutura modelo do exemplo 4.

Excentricidades entre os eixos longitudinais dos ELM-04, ELM-08 ¢ ELM-06.

ELM 06
—| - ~ 15cm
X
S
EZ, E
=
150cm
Y
EZ
EZ,
ELM 06 ELM 08
15em JEN QU ﬁ(

E700771

Figura 7.31 - Excentricidade entre os eixos longitudinais dos ELM-04, ELM-08 ¢
ELM-06 da estrutura modelo (exemplo 4).

Os valores destas excentricidades sao fornecidos a seguir:

EY, =12,5cm
EY, =225cm
EY, =32,5cm
EY, =42,5cm
EY; =52,5cm
EZ, =67,5cm

EZ, =67,5cm
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Os comprimentos considerados rigidos dos pilares e vigas, estdo

esquematizados na figura 7.32.

o, VIGAS (ELM 07)

VIGAS (ELM 06)

PILARES

Figura 7.32 - Formagdo de trechos rigidos nas vigas e pilares da estrutura modelo
(exemplo 4)

Para os pilares os valores de Aw,e Bw, sdo constantes em todos os

pavimentos e ¢ igual a 30 cm, no caso das vigas ocorrem variagdes de acordo com o
tipo (ELM-06 ou ELM-07) e o modelo onde elas estdo localizadas. Os ELM-06 tém
0s mesmos comprimentos para seus trechos rigidos inicial e final, porém nos ELM-

07 ocorrem variagdes. Os valores para ambos, dados na seqiiéncia “Aw,e Bw,”,

serdo mostrados a seguir:

e Vigas do tipo 6 (ELM-06)

Modelo 1 -20cme 20 cm
Modelo 2 -30 cm e 30 cm
Modelo 3 - 40 cm e 40 cm
Modelo 4 - 50 cm e 50 cm
Modelo 5 - 60 cm e 60 cm

¢ Vigas do tipo 7 (ELM-07)

Modelo 1 - 125 cm e 20 cm
Modelo 2 - 125 cm e 30 cm
Modelo 3 - 125 cm e 40 cm
Modelo 4 - 125 cm e 50 cm
Modelo 5 - 125 cm e 60 cm
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A variacdo da inércia dos pilares tipo 3 (ELM-03), fazem surgir

excentricidades, cujos valores serdo mostrados nos esquemas da figura 7.33.

, I
400m | | ! 7400’/"«
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I I
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I I
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7-%—%1—«”—7 7W7
I I

Figura 7.33 - Excentricidades existentes entre os eixos longitudinais dos ELM-03,
pertencentes a modelos vizinhos da estrutura modelo (exemplo 4).

Acoes aplicadas no sistema estrutural:

Para todos os pavimentos dos 5 modelos as agdes verticais serdo iguais e
seus valores, por tipo de elemento, serdo dados a seguir:

ELM-01 - 80 kN
ELM-02 - 90 kN
ELM-03 - 135,55 kN
ELM-04 - 135,55 kN
ELM-04 - 135,55 kN
ELM-05 - 135,55 kN



As agdes horizontais foram calculadas com base na
considerando para o vento a velocidade caracteristica de 40 m/s, fator topografico
“1”. Imaginou-se a edificagdo construida nas proximidades de um grande centro
urbano e destinada ao uso comercial. A tabela a seguir contém os valores das forcas

resultantes, aplicadas em cada laje da estrutura.

Tabela 7.27 - Agdes horizontais aplicadas nos nds mestres das lajes da estrutura

(exemplo 4).

Modelos pavimentos

0NN B W= AW —

©

DA WD =R W= B W

direcdo y

S R = I R R =R R R R Rl - - I R R R R R = IR R R R - R R R R R - - - R R R R R R - I

dire¢io z

-076.62
-092.40
-103.09
-111.41
-118.33
-124.30
-129.60
-134.34
-138.68
-142.69
-146.41
-149.89
-153.16
-156.26
-159.19
-161.99
-164.67
-167.23
-169.69
-172.05
-174.33
-176.54
-178.67
-180.73
-182.73
-184.68
-186.57
-188.41
-190.21
-191.96
-193.66
-195.33
-196.96
-198.55
-200.11
-201.64
-203.14
-204.61
-206.05
-207.46
-208.85
-210.21
-211.55
-212.87
-214.16
-215.49
-216.96
-217.93
-219.145
-220.34
-221.53
-222.69
-223.84
-224.97
-226.09

mom. tor¢or

S - R R R R R R R S - - R R R R e R - - R R R R R R R R R - - s - - R - s - ===
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A estrutura sera inicialmente processada sem as excentricidades verticais
entre os pilares pertencentes a modulos diferentes, sem trechos rigidos e com todos
os seus vinculos restringidos. Em seguida serdo introduzidas apenas as
excentricidades verticais e por fim serdo acrescentados os nos de comprimento finito.
Os resultados serdo plotados em gréaficos e analisados com o objetivo de mostrar a
importancia destes detalhes. Com relagdo a flexibilidade das fundagdes, serdo vistos
exclusivamente os vinculos de rotacdo a flexdo em todos os pilares, exceto os ELM-
01, que terdo vinculos elésticos na direcdo dos seus deslocamentos de translagdo .
Para o nucleo, além da referida rotacdo, serd introduzido o vinculo elastico na

direcdo do empenamento.

e Analise dos resultados

Através dos valores encontrados na tabela 7.28 e das curvas da figura
7.34, observa-se que ndo ha diferencas entre os deslocamentos obtidos nos sistemas
de contraventamento com e sem excentricidades verticais, ndo ocorrendo portanto,
alteracdes nos esforgos resultantes nos elementos que ndo possuem variagdo de se¢do
ao longo da altura . Analisando os momentos fletores nas extremidades superiores
dos pilares periféricos do tipo ELM-03 (ver detalhes nas plantas baixas das figuras
7.29.a, 7.29.b, 7.29.c, 7.29.d, e 7.29.¢), nota-se que existem diferengas apenas nos
nos de transicdo entre os modelos. No sistema onde tais excentricidades foram
consideradas, verificou-se alteracdes, algumas com inversdes de esforcos (ver tabela
7.29.b e figura 7.34.b), que praticamente desapareceram apds trés pavimentos acima

e abaixo dos referidos nos.

Tabela 7.28 - Valores das translagdes em Z, ¢ dos momentos fletores no elemento

tipo ELM-03 indicado na figura 7.29 (eixo local y,), considerando a

existéncia ou ndo das excentricidades verticais entre os pilares
pertencentes a modelos vizinhos.

(A) B)

modelos Pav. altura (cm) a(cm) b(cm) modelos pav. altura (cm) ¢(kN.cm) d(kN.cm)

300 0.095 0.095 1
600 0.353 0.353
900 0.739 0.714
1200 1.228 1.231
1500 1.796 1.802

300 45816 45740
600 33748 34455
900 23070 21016
1200 17536 26256
1500 469.27 -31527

[C I VIR
(VR RV I
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modelos pav. altura (cm) a(cm) b(cm) modelos pav. altura (cm) ¢(kN.cm) d(kN.cm)
2 1 1800 2.433 2.441 2 1 1800 -6278.6 -10942
2 2100 3.129 3.138 2 2100 -9189.7 -8054.9
3 2400 3.876 3.885 3 2400 -11671 -11989
4 2700 4.664 4.672 4 2700 -13754 -13678
5 3000 5.487 5.494 5 3000 -15491 -15512
6 3300 6.337 6.345 6 3300 -16934 -16939
7 3600 7.221 7.218 7 3600 -18155 -18162
8 3900 8.103 8.109 8 3900 -19164 -19173
9 4200 9.101 9.015 9 4200 -20001 -20014
10 4500 9.928 9.932 10 4500 -20691 -20708
11 4800 10.850 10.857 11 4800 -21255 -21257
12 5100 11.785 11.787 12 5100 -21710 -21733
13 5400 12.719 12.719 13 5400 -22071 -22096
14 5700 13.653 13.652 14 5700 -22351 -22376
15 6000 14.586 14.583 15 6000 -22558 -22585
16 6300 15.516 15.511 16 6300 -22703 -22729
17 6600 16.441 16.434 17 6600 -22792 -22818
18 6900 17.360 17.350 18 6900 -22813 -22856
19 7200 18.271 18.295 19 7200 -22826 -22850
20 7500 19.173 19.158 20 7500 -22781 -22805
21 7800 20.066 20.048 21 7800 -22701 -22723
22 8100 20.947 20.926 22 8100 -22588 -22609
23 8400 21.816 21.791 23 8400 -22447 -22467
24 8700 22.672 22.643 24 8700 -22280 -22299
25 9000 23514 23.481 25 9000 -22090 -22108
26 9300 24.341 24.303 26 9300 -21881 -21899
27 9600 25.153 25.109 27 9600 -21656 -21674
28 9900 25.947 25.898 28 9900 -21418 -21437
29 10200 26.724 26.669 29 10200 -21179 -21200
30 10500 27.483 27.421 30 10500 -20923 -20950
31 10800 28.222 28.153 31 10800 -20754 -20783
32 11100 28.941 28.864 32 11100 -20332 -20393
33 11400 29.637 29.551 33 11400 -21047 -21058
34 11700 30.309 30.213 34 11700 -17743 -18038
35 12000 30.953 30.845 35 12000 -30335 -29835
3 1 12300 31.568 31.448 3 1 12300 -11143 -12508
2 12600 32.158 32.026 2 12600 -7413.7 -11097
3 12900 32.724 32.580 3 12900 -10178 -10045
4 13200 33.267 33.112 4 13200 -8484.2 -8479
5 13500 33.785 33.618 5 13500 -12265 -12059
4 1 13800 34.278 34.099 4 1 13800 790.23 1114.9
2 14100 34.749 34.559 2 14100 1114.8 1919
3 14400 35.200 34.999 3 14400 1468.9 335.94
4 14700 35.631 35.419 4 14700 1208.1 5363.1
5 15000 36.040 35.818 5 15000 34483 -6382.5
5 1 15300 36.427 36.194 5 1 15300 1182.7 4594
2 15600 36.798 36.555 2 15600 1830.4 2672
3 15900 37.158 36.906 3 15900 2160 2088
4 16200 37.511 37.251 4 16200 22443 2357
5 16500 37.861 37.592 5 16500 3039 3136
Onde:

a - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Z, sem excentricidades verticais.

b - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Z, com excentricidades verticais.

¢ - Momentos fletores de primeira ordem sem excentricidades verticais.

d - Momentos fletores de primeira ordem com excentricidades verticais.
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Figura 7.34- Curvas das translagdes em Z, e diagrama de barras dos momentos

fletores no elemento tipo ELM-03, indicado na figura 7.29 (eixo local
y;), considerando a existéncia ou ndo das excentricidades verticais

entre os pilares pertencentes a modelos vizinhos.

Acrescentando os trechos rigidos, esquematizados na figura 7.32 ¢

comparando os seus deslocamentos de translagdo na dire¢do de Z, com o mesmo

sistema considerando apenas as excentricidades verticais, verifica-se que as
diferencas sdo bastante significativas (ver tabela 7.29.a e figura 7.35.a), atingindo na
laje da cobertura uma redugao de 87,5 %.

Os momentos fletores nas extremidades do mesmo elemento da andlise
anterior encontram-se na tabela 7.29.b e estdo representados pelo diagrama de barras
da figura 7.35.b. Observando-os, constata-se que nos modelos 2 e 4 seus valores
aumentaram, quando foram considerados os nds de comprimento finito. Em 1,3 ¢ 5
verificou-se o inverso, porém de um modo geral o sistema estrutural torna-se mais

rigido e absorve mais esfor¢cos. De acordo com os parametros de instabilidade (ver
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item 5.6), os sistemas de contraventamento deste exemplo sem trechos rigidos devem
ser calculados em teoria de segunda ordem . A seguir sdo fornecidos seus valores:
e Sem trechos rigidos e sem excentricidades verticais
Oy =6,13x107 ¢ 0, =7,72x107"
e Sem trechos rigidos e com excentricidades verticais
o, =611x107" e o, = 7,69 x 107"
e Com trechos rigidos e com excentricidades verticais

Oy =6,12x107 ¢ a, =561x10"

Obs.: o, € a, estdo definidos no item 5.6 e conforme estabelece o critério de
imobilidade dos nos, que prevé a necessidade de andlise ndo linear, o, deve

ser maior do que o, condi¢do que ocorre apenas no sistema com trechos

rigidos.

Tabela 7.29 - Valores das translagdes em Z, e dos momentos fletores no ELM-03

(ver figura 7.29), considerando a existéncia ou ndo de trechos rigidos.

A (B)

modelos pavimentos altura (cm) a(cm) b(cm) modelos pavimentos altura (cm) ¢(kN.cm) d(kN.cm)
1 1 300 0.095 0.059 1 1 300 45740 25160
2 600 0.353 0.211 2 600 34455 8802.4
3 900 0.714 0.431 3 900 21016 -5729.4
4 1200 1.231 0.702 4 1200 26256 -4839.3
5 1500 1.802 1.013 5 1500 -31527 -47764
2 1 1800 2.441 1.366 2 1 1800 10942 19310
2 2100 3.138 1.753 2 2100 -8054.9 -16824
3 2400 3.885 2.167 3 2400 -11989 -22722
4 2700 4.672 2.602 4 2700 -13678 -24504
5 3000 5.494 3.054 5 3000 -15512 -26798
6 3300 6.345 3.517 6 3300 -16939 -28221
7 3600 7.218 3.990 7 3600 -18162 -29413
8 3900 8.109 4.470 8 3900 -19173 -30271
9 4200 9.015 4.955 9 4200 -20014 -30919
10 4500 9.932 5.443 10 4500 -20708 -31387
11 4800 10.857 5.933 11 4800 -21257 -31693
12 5100 11.787 6.424 12 5100 -21733 -31884
13 5400 12.719 6.915 13 5400 -22096 -31974
14 5700 13.652 7.404 14 5700 -22376 -31978
15 6000 14.583 7.890 15 6000 -22585 -31907
16 6300 15.511 8.374 16 6300 -22729 -31772
17 6600 16.434 8.854 17 6600 -22818 -31579
18 6900 17.350 9.330 18 6900 -22856 -31335
19 7200 18.295 9.800 19 7200 -22850 -31045
20 7500 19.158 10.265 20 7500 -22805 -30714
21 7800 20.048 10.724 21 7800 -22723 -30344
22 8100 20.926 11.176 22 8100 -22609 -29939
23 8400 21.791 11.621 23 8400 -22467 -29501
24 8700 22.643 12.058 24 8700 -22299 -29032
25 9000 23.481 12.478 25 9000 -22108 -28536
26 9300 24.303 12.907 26 9300 -21899 -28012
27 9600 25.109 13318 27 9600 -21674 -27470
28 9900 25.898 13.720 28 9900 -21437 -26890
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modelos pavimentos altura (cm) a(cm) b(cm) modelos pavimentos altura (cm) ¢(kN.cm) d(kN.cm)
2 29 10200 26.669 14.112 2 29 10200 -21200 -26339
30 10500 27.421 14.494 30 10500 -20950 -25634
31 10800 28.153 14.865 31 10800 -20783 -25320
32 11100 28.864 15.225 32 11100 -20393 -23841
33 11400 29.551 15.573 33 11400 -21058 -25727
34 11700 30.213 15.909 34 11700 -18038 -17873
35 12000 30.845 16.233 35 12000 -29835 -38480
3 1 12300 31.448 16.548 3 1 12300 -12508 -7660.7
2 12600 32.026 16.857 2 12600 -11097 -6461
3 12900 32.580 17.159 3 12900 -10045 -6667
4 13200 33.112 17.453 4 13200 -8479 -5267
5 13500 33.618 17.737 5 13500 -12059 -7883.4
4 1 13800 34.099 18.012 4 1 13800 1114.9 1478
2 14100 34.559 18.278 2 14100 1919 3224
3 14400 34.999 18.536 3 14400 335.94 -843.84
4 14700 35.419 18.784 4 14700 5363.1 7768
5 15000 35818 19.019 5 15000 -6382.5 -7779.2
5 1 15300 36.194 19.243 5 1 15300 4594 3639
2 15600 36.555 19.458 2 15600 2672 1853
3 15900 36.906 19.667 3 15900 2088 1758
4 16200 37.251 19.871 4 16200 2357 1946
5 16500 37.592 20.074 5 16500 3136 2742
Onde:

a - Translagdes de primeira ordem na diregédo de Z, sem trechos rigidos.
b - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Z, com trechos rigidos.

¢ - Momentos fletores de primeira ordem sem trechos rigidos.

d - Momentos fletores de primeira ordem com trechos rigidos.
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(A) (B)

Figura 7.35 - Curvas das translagdes em Z, e diagrama de barras dos momentos

fletores no ELM-03 (ver figura 7.29), considerando a existéncia ou
nao de trechos rigidos.
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Para analisar a influéncia da flexibilidade da fundacdo no sistema de
contraventamento, serdo adotados para os vinculos de translagdo, de rotacdo a flexdo

e na direcdo do empenamento os seguintes valores:

A rigidez dos vinculos de translagdo dos ELM-01 sera:

Kt =Kt, =Kt, =50x10° kN /cm

A rigidez dos vinculos de rotagdo a flexdo dos ELM-02 sera:

Kr, =50 x 10® kN /cm

A rigidez dos vinculos de rotagdo a flexdo dos ELM-03 ser3 :

Kr,, =65x10" kN/cm

A rigidez dos vinculos de rotagdo a flexdo dos ELM-04 ser3 :

Kr,, =75x10" kN /cm

A rigidez do vinculo de rotagdo a flexao para o ELM-05 sera:
Kr,, =65x10" kN/cm
Kr,, =75x10" kN/cm

e Para a rigidez do vinculo na dire¢do do empenamento no ELM-05

serdo adotadas estacas de rigidez axial K, posicionadas em cada um dos pontos

existentes na linha do esqueleto (ver figura 7.36).

Figura 7.36 - Idealizacdo do vinculo elastico na dire¢do do empenamento.
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K, =10 kN /cm, onde "i" variade 1 a 17
K!=10" kN /cm, onde "i" variade 2 a 3

K!”=10" kN /cm, onde "i" variade 2 a 3

Nas tabelas 7.30.a ¢ 7.30.b encontram-se os valores das translacdes na

direcdo de Z > para o sistema com vinculos restringidos, elasticos e livre, em teoria

de primeira e segunda ordens ¢ nos graficos das figuras 7.37.a e 7.37.b as curvas
representativas de suas respectivas elasticas. A estrutura ndo sofreu rotagdes devido a
simetria na geometria € no carregamento, portanto o vinculo na direcdo do

empenamento nado foi solicitado.

Tabela 7.30 - Valores das translages em de 1* e 2* ordens na dire¢do de Z, para a

estrutura do exemplo 4.

(A) (B)

Mods. Pavs. Altura a(cm) b(cm c(cm) Mods. Pavs. altura d(cm) e(cm) d(cm)
(cm) (cm)

1 1 300 0.095 0.471 1.121 1 1 300 0.099 0.4%2 1.162
2 600 0.353 1.006 2.139 2 600 0.369 1.037 2.227

3 900 0.739 1.598 3.034 3 900 0.777 1.657 3.233

4 1200 1.228 2.238 4.008 4 1200 1.294 2.332 4.200

5 1500 1.796 2919 4.892 5 1500 1.896 3.052 5.142

2 1 1800 2433 3.635 5.758 2 1 1800 2.573 3814 6.067
2 2100 3.129 4.387 6.617 2 2100 3.315 4.615 6.987

3 2400 3.876 5.169 7477 3 2400 4.112 5.542 7.909

4 2700 4.664 5.981 8.341 4 2700 4.955 6.320 8.838

5 3000 5.487 6.816 9.312 5 3000 5.835 7.215 9.775

6 3300 6.337 7.672 10.092 6 3300 6.746 8.133 10.720

7 3600 7.221 8.545 10.978 7 3600 7.683 9.070 11.673

8 3900 8.103 9.432 11.869 8 3900 8.640 10.021 12.632

9 4200 9.101 10.329 12.765 9 4200 9.612 10.985 13.595

10 4500 9.928 11.235 13.664 10 4500 10.596 11.957 14.561

11 4800 10.850 12.146 14.564 11 4800 11.588 12.937 15.528

12 5100 11.785 13.061 15.465 12 5100 12.568 13.916 16.495

13 5400 12.719 13.978 16.365 13 5400 13.586 14.998 17.461

14 5700 13.653 14.893 17.236 14 5700 14.586 15.878 18.422

15 6000 14.586 15.807 18.157 15 6000 15.583 16.856 19.379

16 6300 15.516 16.717 19.046 16 6300 16.577 17.829 20.324

17 6600 16.441 17.623 19.929 17 6600 17.564 18.795 21.272

18 6900 17.360 18.521 20.805 18 6900 18.543 19.753 22.207

19 7200 18.271 19.412 21.673 19 7200 19.514 20.702 23.131

20 7500 19.173 20.294 22.553 20 7500 20.474 21.640 24.044

21 7800 20.066 21.166 23.380 21 7800 21.421 22.567 24.946

22 8100 20.947 22.027 24.218 22 8100 22.356 23.480 25.834

23 8400 21.816 22.876 25.044 23 8400 23.277 24.380 26.708

24 8700 22.672 23.713 25.857 24 8700 24.182 25.264 27.568

25 9000 23.514 24.535 26.656 25 9000 25.071 26.133 28.492

26 9300 24.341 25.343 27.441 26 9300 25.943 26.984 29.239

27 9600 25.153 26.135 28.211 27 9600 26.797 27.818 30.049

28 9900 25.947 26.912 28.965 28 9900 27.631 28.634 30.840

29 10200 26.724 27.670 29.702 29 10200 28.446 29.429 31.613

30 10500 27.483 28411 30.422 30 10500 29.241 30.205 32.366

31 10800 28.222 29.133 31.123 31 10800 30.014 30.959 33.098

32 11100 28.941 29.834 31.803 32 11100 30.763 31.691 33.808

33 11400 29.637 30.514 32.463 33 11400 31.489 32.400 34.495

34 11700 30.309 31.17 33.099 34 11700 32.188 33.082 35.156

35 12000 30.953 31.798 33.709 35 12000 32.858 33.735 35.790

3 1 12300 31.568 32.399 34.291 3 1 12300 33.496 34.358 36.393
2 12600 32.158 32,974 34.849 2 12600 34.106 34.953 36.970

3 12900 32.724 33.526 35.384 3 12900 34.691 35.524 37.523

4 13200 33.267 34.055 35.897 4 13200 35252 36.071 38.053

S 13500 33.785 34.561 36.387 S 13500 35787 36.593 38.558

4 1 13800 34278 35.042 36.853 4 1 13800 36.295 37.088 39.038
2 14100 34.749 35.501 37.298 2 14100 36.780 37.561 39.495

3 14400 35.200 35.941 37.724 3 14400 37.244 38.013 39.933

4 14700 35.631 36.361 38.131 4 14700 37.687 38.445 40.350

5 15000 36.040 36.760 38,517 5 15000 38.107 38.855 40.747

5 1 15300 36.427 37.137 38.882 5 1 15300 38.504 39.242 41.121
2 15600 36.798 37.498 39.232 2 15600 38.884 39.612 41.484

3 15900 37.158 37.849 39.572 3 15900 39.253 39.972 41.828

4 16200 37.511 38.193 39.905 4 16200 39.616 40.325 42.168

5 16500 37.861 38.534 40.234 5 16500 39.974 40.674 42.506

Onde:
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a - Translagdes de primeira ordem na diregédo de Z, com vinculos rigidos.
b - Translagdes de primeira ordem na diregédo de Z, com vinculos elasticos.
a - Translagdes de primeira ordem na dire¢do de Z, com vinculos livres.

d - Translagdes de segunda ordem na dire¢éo de Z, com vinculos rigidos.
e - Translagdes de segunda ordem na dire¢do de Z, com vinculos elasticos.

f - Translagoes de segunda ordem na dire¢do de Z, com vinculos livres.
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Figura 7.37 - Curvas das translagdes de 1* e 2* ordens na dire¢do de Z, para a

estrutura do exemplo 4.

Para verificar a influéncia da resisténcia ao empenamento na rigidez
global do sistema de contraventamento, serdo aplicadas as acdes horizontais com
uma excentricidade, cujo valor corresponderd a 30 % da largura da fachada em cada
modelo. Os vinculos serdo todos restringidos e os resultados obtidos serdo
comparados a mesma estrutura, desta vez com o nucleo modelado como um pilar do
tipo ELM-04 (pilar isolado).

Analisando os graficos das figuras 7.38.a e 7.38.b, nota-se que ndo

ocorreram alteracdes na rigidez global da estrutura, pois os seus deslocamentos com
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e sem rigidez a0 empenamento sdo praticamente iguais. Devido a maior quantidade
de elementos existentes no sistema em analise, as diferengas entre seus
deslocamentos nos dois casos sao bem menores, quando comparadas as do exemplo
anterior (ver tabelas 7.22.a e 7.22.b e figuras 7.24.a e 7.24.b), o que permite concluir
que quanto maior for a rigidez a tor¢ao da estrutura em relagdo a do ntcleo, menor

importancia terd sua rigidez ao empenamento.
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Figura 7. 38 - Curvas das translagdes na dire¢do de Z, e das rotagdes em torno de
X, , ambas em teoria de 1* ordem, na estrutura do exemplo 4, quando

seu nicleo ¢ modelado com e sem rigidez ao empenamento.

7.6 - Consideracdes finais e sugestdes
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A teoria exposta nos capitulos anteriores viabilizou a andlise de
estruturas de contraventamento, considerando a ndo linearidade geométrica de seus
elementos constituintes. No equacionamento do problema empregou-se o método dos
deslocamentos associados as técnicas de calculo matricial, tendo sido utilizado o
principio da energia potencial minima para determinacdo da rigidez global do
sistema. A adocdo dos elementos, definidos no capitulo 2, teve como objetivo a
elaboragdo de um programa capaz de processar a estrutura de um edificio em varias
versdes, permitindo o confronto entre diversos modelos de concepcao estrutural. Em
todos os elementos foi adotada a hipétese de Navier', e para o nucleos, além desta,
as hipoteses da teoria de VLASSOYV (1961). Desprezou-se as deformagdes causadas
pelo esforco cortante em todos os elementos estruturais. As se¢des transversais dos
nucleo foram consideradas indeformaveis apenas na proje¢do horizontal,
desprezando-se assim as distor¢des causadas pelas tensdes de cisalhamento
provenientes do momento de flexo-tor¢ao. Isto significa que o centro de torcao ¢
determinado através do equilibrio entre os momentos torgores internos e externos, ou
seja, sua posicado passa a ser funcdo apenas da forma da secdo transversal.

Este programa torna-se util na medida em que possibilita ao projetista a
1dealizacao de uma infinidade de estruturas de contraventamento, utilizando varias
combinagdes entre os elementos, existentes nas suas subrotinas, deixando-o livre
para escolher o sistema que melhor se adaptar as formas arquitetonicas do edificio e
as condicdes de seguranga e viabilidade economica.

Pretende-se que fique como contribui¢do ao desenvolvimento das
pesquisas na area dos edificios altos, a possibilidade que o programa oferece de
analisar, em teoria de segunda ordem, a interacdo entre o nucleo e os sistemas de
contraventamento mais comuns (treligas, porticos e pilares isolados), considerando
ainda a flexibilidade dos seus vinculos com a chapa terra, sobretudo daquele
relacionado ao empenamento.

Como complemento as conclusdes tiradas na andlise da estrutura do
exemplo 1, podem ser evidenciadas as tensdes normais na se¢do da base, causadas

pelo bimomento, quando o vinculo na sua diregao ¢ restringido e elastico. Na figura
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7.39 constam os diagramas com os valores das tensdes resultantes nas paredes do
nucleo, ao nivel da fundagdo, para as duas formas de vinculagdo. Observando-os
constata-se novamente que existe uma boa aproximagdo entre os dois métodos, o
discreto e o continuo, sobretudo quando o vinculo ¢ completamente restringido (ver

figura 7.39.a).

VINCULO RIGIDO METODO DISCRETO
METODO CONTINUG -------
(a)

VINCULO ELASTICO
(b)

Figura 7.39 - Diagrama de tensdes normais na se¢do da base do nucleo idealizado
por COSTA (1982) em kgf /cm”.

No diagrama da figura 7.39.b ¢ verificada uma diminuig¢do das tensdes,
provavelmente devido a deformagdo da fundagao na dire¢ao do empenamento, a qual
libera parcialmente as translagdes verticais entre pontos pertencentes a se¢ao da base.
Embora ocorra um alivio de tensdes na estrutura, os deslocamentos em todos os seus
pavimentos aumentam, e em alguns casos podem exceder os limites estabelecidos
nas normas. Portanto ¢ aconselhavel, ao analisar estruturas deste tipo, admitir sempre
a possibilidade de flexibilidade dos seus vinculos, principalmente os de rotagcdo a
flexdo e na dire¢ao do empenamento.

No exemplo 2 analisou-se a estrutura de nucleo pesquisada por YAGUI
(1978), mostrando a influéncia do esfor¢o normal na sua rigidez a flexdo e a torcao.
Nos graficos da figura 7.12.a e 7.12.b ficou bem definida a importincia de se
considerar a rigidez ao empenamento em estruturas constituidas por um tnico
nicleo. Como pode-se notar as curvas da referida figura representam os

deslocamentos de primeira ordem, isto se deve ao fato das agdes verticais aplicadas

! Apos as solicitagdes as segdes transversais dos elementos, originalmente planas, permanecem
planas



191

no topo da estrutura serem superiores ao seu carregamento critico, quando a mesma ¢
modelada como um pilar isolado (ELM-04), impossibilitando assim uma analise em
segunda ordem. Todos os vinculos com a chapa terra foram considerados
infinitamente rigidos, com exce¢do daqueles que impedem o empenamento da se¢do

na base. Para este vinculo adotou-se estacas de rigidez K, posicionadas nos pontos

de area setorial conhecida, as quais se alongam ou se encurtam de acordo com o
esfor¢co nelas resultantes. Nos graficos da figura 7.11.a. pode-se perceber um

acréscimo nas translagdes Z,, devido as deformagdes axiais destas estacas, que

também contribuem para aumentar os efeitos de segunda ordem.

No item 7.4 foi analisado o sistema de contraventamento misto
idealizado por SILVA (1989) e através da flexibilidade dos vinculos de rotacao dos
seus elementos verticais com a chapa - terra, verificou-se a importancia da rigidez a
flexdo do nucleo na sua rigidez global. Quanto a rigidez ao empenamento, constatou-
se que a sua influéncia no aumento da resisténcia a tor¢ao do sistema ¢ minima, isto
se deve ao fato da sua consideracdo acarretar um acréscimo insignificante no
coeficiente de rigidez a tor¢do global, quando comparado a contribui¢do dada pela
rigidez lateral dos demais elementos.

A andlise da estrutura do item 7.5 teve como objetivo evidenciar os
recursos existentes no programa e mostrar as limitagdes relacionadas ao CEASO que
foram eliminadas nesta nova versdo. Por esta razdo a mesma foi projetada com
elevado numero de elementos distribuidos em 5 pavimentos tipo (5 modelos). Foram
considerados ainda trechos rigidos e excentricidades de projeto. Observando as
figuras e tabelas, relacionadas a este item, nota-se que a referida estrutura foi
modelada em varias versdes. Os resultados, inerentes a cada versao, foram obtidos
em um tempo de processamento que pode ser considerado satisfatorio (12 minutos
em teoria de primeira ordem), revelando assim o bom desempenho do programa. A
esta mesma estrutura foi aumentado progressivamente o nimero de pavimentos € o
limite para um microcomputador com aproximadamente 1 giga de memoria auxiliar
foi atingido quando a estrutura tinha 75 pavimentos. Isto revela apenas que a
limitagdo relativa as dimensdes da estrutura foi eliminada, porém permanecem

alguns limites referentes ao tipo de modelagem utilizada, os quais podem ser vistos
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no item 5 do exemplar que contém a descricao dos codigos computacionais usados
neste trabalho.

As analises das estruturas dos itens 7.2, 7.3 e 7.4 tiveram como principal
objetivo o confronto dos resultados fornecidos por esse programa com os obtidos por
outros autores, no sentido de aferir a precisdo entre os diferentes métodos e hipoteses
adotados por cada um.

Visando o desenvolvimento das pesquisas direcionadas aos edificios
altos, ficam para o leitor as seguintes sugestoes:

e Para todos os elementos com rigidez a flexdo acrescentar as
deformagdes causadas pelo esforco cortante.

e Consideragdo das deformagdes causadas pelo momento de flexo-
torcdo no nucleo. Isto implica na variacdo da posicao do centro de tor¢do de suas
secdes transversais ao longo da sua altura, sobretudo nas proximidades da fundagdo
com rigidez suficiente para impedir total ou parcialmente o empenamento ou em
regides onde existem variagdes abruptas do momento torcor. Estas mudangas na
posi¢do do C.T., mesmo sendo minimas, impedem a idealizagdo de um eixo
longitudinal retilineo, o que pode exigir a ado¢do de um novo modelo matematico.

e Consideracdo da rigidez a flexdo do pavimento através do método
dos elementos finitos. Neste caso os elementos de contraventamento horizontais
deverdo ser discretizados em elementos finitos de barra e a laje em elementos finitos
de placa, possibilitando assim, a determinagdo da rigidez do sistema estrutural do
pavimento. As lajes poderdo ainda contribuir com sua rigidez a flexao para diminuir
o empenamento da se¢des transversais dos nucleos.

e  Pode-se ainda associar o elemento de placa a um elemento de
chapa, criando-se um elemento de casca. A laje discretizada com este elemento ndo
mais funcionarda como um diafragma infinitamente rigido no seu plano,

inviabilizando a aplicacao da técnica de transla¢ao de coordenada para o n6 mestre.
Adotando-se para a deformagdo do plano médio do referido elemento, o médulo

de elasticidade longitudinal do material que constitui a laje, pode-se verificar a veracidade do seu

funcionamento como elemento compatibilizador dos deslocamentos horizontais. Quanto as agdes do

vento, anteriormente aplicadas no n6 mestre, seriam transformadas em forcas equivalentes, aplicadas
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na direcdo das coordenadas de translacdo horizontal dos ndés contidos no plano da fachada em que

atuam.

e Nesta abordagem utilizou-se o principio da energia potencial total
minima com o objetivo de determinar a rigidez da estrutura considerando seus
vinculos com a chapa terra elésticos. Estes vinculos representam a possibilidade de
ocorrer deformacgdes nos elementos da fundacao e exigem a determinacao prévia dos
valores de suas respectivas rigidezes, que sao introduzidos no programa sob a forma
de dados. Na tentativa de traduzir melhor o comportamento da estrutura e evitar o
cadlculo manual destes valores, sugere-se a elaboracdo de uma subrotina para
obten¢do da rigidez da fundagdo, a qual substituiria aquela que atualmente tem a
funcdo de impor as condi¢des de contorno ao sistema de equagdes. Na elaboragdo
deste algoritmo seria empregado o método dos elementos finitos associado ao
método dos elementos de contorno. Para determinar a rigidez da supra estrutura, a
mesma seria discretizada em elementos finitos € o solo em elementos de contorno,
em fim seria uma subrotina dotada de recursos numéricos para analisar a interagao da

estrutura com o solo.
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