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RESUMO

CHAVES, E.W.V. (1997). Andlise de placas com variacdo de espessura
através do método dos elementos de contorno. Sdo Carlos. 171p.
Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos,

Universidade de Sdo Paulo.

Este trabalho trata da formulacdo do Método dos Elementos de Contorno para
o problema de flexdo de placas através da teoria classica de Kirchhoff. Enfase
especial é dada a placas com variacdo de espessura uma vez que este tema é muito
pouco abordado. O estudo de flexdo de placas com variacdo de espessura é exercica
em varios campos, tais como engenharia civil, engenharia aeroespacial e projeto de
maquinas. Adotou-se uma variagdo linear da rigidez, resultando nas equacgdes
integrais de deslocamentos com termos de dominios, que serdo tratados por

discretizacdo do dominio em células.

Palavras-chaves: Placas - elementos de contorno - rigidez variavel.
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ABSTRACT

CHAVES, E.W.V. (1997). Analise de placas, considerando variacdo de
espessura, através do método dos elementos de contorno. Sdo Carlos,
1997. 271p. Dissertagdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos,

Universidade de Sdo Paulo.

This work deals with the formulation of the Boundary Element Method
applied to plate bending problem using the Kirchhoff’s theories. Special emphasis is
given to plates with varying thickness since this subject is not much tackled. The
study of the bending of plates of variable thickness is pursued in various fields, such
as civil engineering, aerospace engineering, and the design of machines. It was
adopted linearly varying rigidity, giving integral equations of displacements with

domain terms, that will be treated by domain discretization into cells.

Keywords: Plate bending - boundary elements - varying thickness.
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1 APRESENTACAO

1.1 Consideragfes Gerais

A grande maioria dos problemas em engenharia é governada por equacgdes
diferenciais, as quais satisfazem as condi¢fes de equilibrio e de compatibilidade,
juntamente com condi¢Oes de contorno apropriadas e condigdes iniciais. Podendo
apresentar complexidade na geometria do solido bem como materiais com leis
constitutiva complexas. Como resultado solugbes analiticas (exatas) desses
problemas sdo praticamente impossiveis de serem obtidas; para contornar esses
problemas tém sido utilizados métodos numéricos para a determinagdo de solucGes
aproximadas, que hoje sdo vidveis em muitos problemas complexos devido ao
advento dos computadores. Um método numérico pode ser do tipo diferencial ou
integral dependendo do tipo de representacgéo feita para desenvolver o problema.

Os métodos numéricos mais largamente conhecidos e utilizados sdo o
Método das Diferencgas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF),
ambos do tipo diferencial, isto é: solugdo obtida a partir da equacdo diferencial do
problema. O método das diferencas finitas € o mais antigo desses métodos, tendo
surgido provavelmente no século passado. Sua sistematizacdo pode ser vista em
SOUTHWELL (1946), e é utilizado ainda hoje, na solucao de diversos problemas de
engenharia. Este método transforma equacges diferenciais em equacdes algébricas
validas apenas nos nos dentro do dominio, atraves de aproximac6es das derivadas
por diferengas finitas, enquanto que o MEF transforma o proprio dominio em uma
série de subdominios finitos ou elementos conectados através de seus nds cujas
variaveis sobre cada elemento sdo governadas por fungfes aproximadoras continuas.
O MEF tem sua divulgacdo a partir dos trabalhos de TURNER et alii , em 1956,
ARGYRIS (1969) e CLOUGH (1960). Apesar de ter sido COURANT (1943) quem
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primeiro usou o conceito de discretizacdo da regido a ser tratada para problemas de
tor¢éo de St. Venant. A historia mais detalhada sobre o0 MEF pode ser encontrada em
CLOUGH (1990), ROBINSON (1985) e GUPTA & MEEK (1996). O crescimento
do metodo sO foi possivel devido ao avango tecnoldgico dos equipamentos
computacionais. Este método tornou-se o mais utilizado por diversas areas da
engenharia, mostrando-se extremamente eficiente para a solucdo de problemas
praticos. Atualmente, é empregado em sistemas computacionais para a analise de
estruturas, inclusive com a consideragdo de resposta ndo-lineares, que so foi possivel
devido a um melhor conhecimento do comportamento dos materiais. O MEF
apresenta muitas vantagens sobre o MDF tais como melhor conformidade para a
geometria do dominio, mais facil aplicabilidade das condi¢cdes de contorno e mais
facil construcdo de malhas de tamanho variavel. Essas vantagens tém feito do MEF o
método numérico mais utilizado entre cientistas e engenheiros, mesmo apresentando
entrada e saida de dados trabalhosas, especialmente em problemas que apresentam o
contorno bem complexo. Este tipo de problema pode ser contornado através de Pré e
P&s- Processadores com geragdo automatica de malhas com recursos graficos.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), que é baseado na formulacéo
integral do problema, tem emergido h& 30 anos como uma ferramenta computacional
poderosa. Este método necessita apenas da discretizagdo do contorno e ndo da
discretizacdo do dominio como no MDF e MEF. Esse fato faz o MEC mais eficiente
do que o MEF para um grande nudmero de problemas, embora em certos casos o0
MEC necessita-se também da discretizacdo do dominio em células para sua completa
formulacdo. Para alguns problemas a combinagdo dos dois métodos cria um arranjo
numérico excelente. O MEC tem sido utilizado com grande sucesso em problemas de
elastostatica, potencial, problemas elastoplasticos , viscoplasticidade
elastodinamica, analise da fratura, conducdo de calor, electromagnetismo , interacdo
solo-estrutura , interacdo estrutura-fluido e etc. O MEC s0 pode ser aplicado se uma
solucdo fundamental da equacdo diferencial é conhecida, as conhecidas func¢des de
Green. Basicamente existem dois tipos de MEC: Direto e Indireto.

e Direto: Nesta formulacdo as variaveis fisicas reais do problema aparecem

nas equacoes integrais.
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e Indireto: Na formulacdo indireta as equacdes integrais sdo expressas
completamente em termo de uma solucdo singular unitaria da equacgéo
diferencial original. Para isso utiliza-se variaveis ficticias distribuidas no

contorno que ndo tem significado fisico.

1.2 Revisao Bibliografica

Apesar de apenas nas Ultimas trés décadas ter crescido o interesse dos
pesquisadores pelo MEC, as equacdes integrais, base do desenvolvimento dessa
técnica, sdo conhecidas ha muito tempo. Segundo ELLIOT, foi ABEL, em 1823,
guem primeiro deduziu uma equacdo integral para o tratamento de um problema
fisico, o péndulo isécrono. Posteriormente, em 1837, LIOUVILLE transformou um
problema de valor inicial em uma equacao integral, que a resolveu por aproximacdes
sucessivas. Foi em 1903 que FREDHOLM publicou um trabalho rigoroso sobre
equacOes integrais. Até 1950, apenas problemas de valores de contorno relativos a
casos particulares foram estudados, baseados sempre nas equacdes integrais lineares
de Fredholm. A introducdo do segundo problema fundamental de contorno para o
campo das andlises elasticas é devida a KUPRADZE (1965), que utilizou a teoria de
Fredholm em equacBes com integrais singulares. Os trabalhos notaveis de autores
russos como MUSKHELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957), SMIRNOV (1964),
GAKHOV (1966) e IVANOV (1976) deram enorme contribuicdo ao inicio de uma
nova era do uso das equacdes integrais para resolucao de problemas fisicos.

Os métodos desenvolvidos por Trefftz e Prager em 1917 e 1928,
respectivamente, para resolucdo de equacdes integrais na mecanica dos fluidos
devem ser considerados como 0s precursores da moderna técnica de integracdo de
contorno. O método da equacdo integral como uma ferramenta pratica, geral e
eficiente comeca a aparecer na década de 60, um periodo caracterizado pela difuséo
do uso dos computadores, observando-se uma consideravel expansdo e
desenvolvimento do método durante a década de 70.

O trabalho de RIZZO (1967) é o primeiro que trata as equacles integrais

como forma de técnica numérica. Certamente esse trabalho é também o primeiro a
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propor a formulacdo direta para o tratamento das equacdes integrais do problema
elastico. As formulacBes até entdo apresentadas sdo baseados no procedimento
indireto. Inicialmente o método apareceu com o termo “BIEM (Boundary Integral
Equation Method)” introduzido por R1IZZO (1967) ja como técnica alternativa das
equacOes integrais. Outros autores seguindo a mesma terminologia como CRUSE
(1969), (1973) e (1974). CRUSE & RI1ZZO (1968) apresenta uma formulacdo do
método das equac0es integrais de contorno, para analise de problema elastodinamico
usando transformadas de Laplace com relagéo ao tempo.

RIZZO & SHIPPY (1968) utilizam o método das equacbes integrais de
contorno, considerando a elasticidade linear e sugerindo 0 uso de sub-regides para o
tratamento dos dominios ndo homogéneos. Em 1971, CRUSE & VANBUREN
aplicaram pela primeira vez a formulagdo a um sélido tridimensional, considerando a
influéncia de um *“crack” e SWEDLOW & CRUSE (1971) apresentaram uma
formulagdo para simulacdo de materiais elastoplasticos, anisotropicos e
compressiveis, considerando ainda a relacdo tensdo-deformacdo com encruamento.
Partindo de Sweldlon & Cruse, e utilizando outros critérios que permitiram a
modelacdo dos efeitos integrais, RICCARDELLA (1973) aplica o método das
equacdes integrais de contorno na analise tridimensional de tensdes, apresentando,
ainda, alguns exemplos numéricos. Este trabalho é considerado um marco dentro do
método por ser o primeiro a resolver problemas no campo da elastoplasticidade,
utilizando a formulacgéo direta e por servir de base para trabalhos que o sucederam.

O emprego das equagdes integrais para a resolucdo de problemas potenciais,
também de importancia para a ciéncia da engenharia, é apresentado em trabalhos
anteriores ao artigo de RIZZO (1967). JASWON (1963) e SYMM (1963)
apresentaram um processo numérico para a resolucdo da equacdo integral de
contorno de Fredholm.

O grande avanc¢o nos chamados metodos de contorno tem sua origem na tese
de LACHAT (1975), apresentada a Universidade de Southamptom, tratando de
problemas bi e tridimensionais. Esse trabalho apresenta um eficiente tratamento
numerico utilizando elementos curvos de segunda ordem com opgdes de variagao
linear, quadratica e cubica para as aproximacfes das varidveis do problema. As

integrais sdo calculadas numericamente por um sofisticado esquema de integracdo
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através das formulas da quadratura gaussiana. Foi em 1978 que BREBBIA usou a
terminologia BEM (Boundary Element Method) que pode ser obtida como um caso
especial de técnica dos residuos ponderados, assim estabelecendo uma coneccgéo
entre as varias técnicas numeéricas existentes.

A partir de 1978, com a publicacdo do primeiro livro de BREBBIA (1978),
ainda que bastante simples , tornou-se o MEC mais conhecido e estudado em
diversos centros importantes de pesquisa.

A primeira aplicacdo para problemas de flexdo em placas, utilizando as
equac0es integrais, foi introduzida por JASOW et alii (1967), que propds a solucdo
da equacédo biarmonica, via equacao integral e posteriormente aplicou-se na solucéo
de placas JASOW (1968).

ALTIERO & SIKARSKIE (1978) apresentaram uma técnica que consiste em
considerar a placa real contida em uma placa ficticia, cuja funcdo de Green é
conhecida. Posteriormente, WU & ALTIERO (1979) estenderam esta técnica para
incluir condicdes arbitrarias de contorno. Um trabalho similar foi desenvolvido por
TOTTENHAM (1979), que também apresentou uma formulagéo integral para cascas
abatidas.

A formulacdo direta para placas foi simultaneamente introduzida por
BEZINE (1978a), (1978b) e STERN (1979), (1983). Bezine apresentou uma
formulacdo integral usando elementos constantes e seus resultados se restringiram ao
estudo de cargas concentradas. Stern desenvolveu uma formulacéo integral geral,
mas ndo levou em conta a possibilidade da descontinuidade das condigfes de
contorno nos nés de canto.

GOU-SHU (1986), HARTMANN & ZOTEMANTEL (1986), adotaram
esquema de interpolacdo hermitiana para a flecha e discutiram o tratamento das
integrais de dominio, a consideracao de vinculos no dominio e as singularidades que
ocorrem na formulacéo direta via teoria de Kirchhoff.

Adotando ainda as hipéteses de Kirchhoff, PAIVA (1987) utilizou varias
alternativas para analise de placas, ora usando equacOes integrais para flecha e sua
derivada primeira na direcdo normal ao contorno, ora usando duas equagdes de
flecha para dois pontos singulares, um no contorno e outro fora do dominio. Esta

analise foi estendida a placas combinados com vigas e pilares.
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ABDEL-AKHER & HARTLEY (1988), (1989a), (1989b) estudaram
basicamente o0s problemas envolvendo as singularidades que aparecem nos
integrandos interno.

Segundo SILVA (1996), a eficiéncia e as vantagens do Método dos
Elementos de Contorno para andlise de placas, baseada na Teoria classica,
enfatizadas por HARTMANN (1988), chega a superar o método dos elementos
finitos para este tipo de problema.

Vaérios trabalhos foram publicados nos ultimos tempos tratando de placas
finas como PILTNER & TAYLOR (1989), KATSIKADELIS & ARMENAKAS
(1984), SAPOUNTZAKIS & KATSIKADELIS (1991), VITOORAPORN &
MOSHAIOV (1989).

O equacionamento de placas apoiadas sobre base elastica foi inicialmente
abordado por TOTTENHAM (1979), tendo como base as hipdteses de Winkler e
Kirchhoff. Nesta mesma linha surgiram os trabalhos de KATSIKADELIS &
ARMENAKAS (1984a), (1984b), COSTA JR.& BREBBIA (1985a), (1985b),
(1986), BEZINE (1988) e SILVVA(1988).

KATSIKADELIS & KALLIVOKAS (1986), (1988), retomando o estudo de
placas sobre base elastica, adotou 0 modelo biparamétrico de Pasternak para simular
a ligacdo solo-placa. KATSIKADELIS (1991) introduziu na formulacao do problema
a ocorréncia de grandes deslocamentos, tendo como base as equagdes de Von
Karman, permitindo comportamento néao linear entre o deslocamento e a resposta do
solo.

Outro problema importante € a analise de placas com né&o-linearidade
geométrica devido a ocorréncia de grandes deslocamentos. Este assunto, de grande
interesse para a engenharia de estruturas, foi tratado por TANAKA (1982) , KAIYA
& SAWAKI (1984) e YE & LIN (1985). O trabalho de TANAKA (1982) analisou
placas finas elasticas com grandes deslocamentos e apresentou uma formulagédo
integral e incremental equivalente as equagdes de Von Karman, enquanto que o
trabalho de KAMIYA & SAWAKI (1984) baseou-se na equacdo de Bergar.

Podem-se citar outros trabalhos nesta &rea como os divulgados por SAWAKI
et alii (1989), KATSIKADELIS & NERANTZAKI (1988), KAMIYA et alii (1982) e
KAMIYA (1989).
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O problema envolvendo vibracéo livre e forcada em placas finas elasticas foi
apresentado por PROVIDAKIS & BESKOS (1989). AKKARI & HUTCHINSON
(1988) além de estudarem vibracdes em placas finas, estenderam suas analises,
contemplando placas espessas.

Uma analise elastodinamica de placas, com interacdo solo-estrutura é feita
em BARRETTO (1995) onde tanto a placa quanto o solo sdo analisados via 0 MEC.

A ndo-linearidade fisica em placas, envolvendo deformacdo lenta,
plasticidade e fratura, foi objetivo de muitos estudos realizados por MUKERJEE &
MORJARIA et alii (1989), (1981) e MORJARIA et alii (1981a), (1981b). A analise
do comportamento elastoplastico de placas finas via Kirchhoff foi desenvolvida por
MOSHAIQOV & VORUS (1986), usando um esquema de carregamento incremental,
com a consideracdo de momentos fletores plasticos iniciais, calculado por processo
iterativo. A placa é dividida em células internas, onde as componentes do momento
plastico sdo admitidas constantes. RIBEIRO (1992) atuou nesta mesma area
considerando campos de momentos iniciais no dominio da placa, permitindo-se com
isto, a andlise de efeitos de gradiente de temperatura, além da consideracdo do
comportamento ndo-linear do material. Também nesta linha de pesquisa, tem-se
CHUEIRI (1994) que tratou da analise elastoplastica de placas, com as hipo6teses da
Teoria de Kirchhoff.

A instabilidade de placas sujeitas a cargas no seu proprio plano foi analisada
por COSTA JR. (1985) e também por BEZINE et alii (1985), utilizando-se células
internas para o célculo da integracdo de dominio.

A analise de placas através da Teoria de Reissner foi inicialmente tratada por
WEEEN (1982a) , (1982b). KARAM (1986), usando como referéncia os trabalhos de
Weeén, demonstrou a eficiéncia do método, através de varios exemplos de placas
isotrdpicas em regime elastico linear. RIBEIRO & VENTURINI (1994), seguindo a

formulagdo de WEEEN (1982a), (1982b), tomavam os pontos das cargas fora do
dominio, evitando com isto algumas singularidades. Os trabalhos de BARCELOS &
SILVA (1987) e WESTPHAL & BARCELOS (1989) abordaram também a flexdo de
placas usando as hipoteses de Reissner, identificando funcdes livres e funcdes

essenciais como componentes da solu¢do fundamental. A ndo-linearidade geométrica
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devido a ocorréncia de grandes deslocamentos, analisada sob a teoria de Reissner, foi
formulada por XIAO-YAN et alii (1990).

A solucdo de placas retangulares com variacdo de espessura tem sido de
interesse de muitos investigadores, durante as Gltimas décadas, e em diferentes areas,
tais como engenharia civil, engenharia aeroespacial, em projetos de maquinas e em
estruturas resistente a terremotos. Em caso de placas com espessura varidvel, a
equacdo diferencial que governa este tipo de problema tem vérios coeficientes, e este
fato aumenta a dificuldade de solucdo. H& solugdo de placas circulares e anelares
com variacdo da espessura ao longo do raio, sujeitas a carregamentos assimétricos,
bem como placas retangulares com variacdo da espessura em apenas uma direcao.
Neste ambito de estudo pode-se citar: TIMOSHENKO & WOINOWSKY-KRIEGER
(1959), CHEN (1976), BARES (1979), FERTIS & MIJATOV (1989).

Um perfil com espessura variavel e arbitrario s6 pode ser tratado via método
numérico, tal como Método dos Elementos Finitos-MEF. Embora haja bastante
aplicacdo do método dos elementos de contorno para analise de flexao de placas com
espessura constante, como ja foi citado anteriormente, este método ndo tem sido
empregado com muita frequéncia para analise de placas com espessura variavel. Isso
é devido a ndo possibilidade de obtencdo da solucdo fundamental da equagdo que
governa o problema. Pode-se citar alguns autores que trabalharam nesta area como:
SAPOUNTZAKIS & KATSIKADELIS (1991), GOSPODINOV (1988), DETO et
alii (1988).

1.3 Objetivos

O presente trabalho tem a finalidade de explanar o assunto de placas delgadas
com espessura constante e variavel baseada na teoria de Kirchhoff, utilizando a

formulacdo direta do Método dos Elementos de Contorno (MEC).
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O MEC tem sido bastante utilizado para analise de flexdo de placas com
espessura constante, obtendo-se bons resultados tanto para deslocamentos quanto
para esforgos.

Com a implementacdo da variacdo de espessura em placas, este trabalho dara
base para desenvolvimento de analise de pavimento de edificio, tabuleiro de pontes,
e etc., sendo suficiente a imposi¢cdo de condicGes internas ao elemento de placa e
associacdo com outros elementos estruturais através do acoplamento com o Método
dos Elementos Finitos e da utilizagdo de sub-regifes onde a espessura da laje é
constante. No tratamento da integral de dominio do problema de espessura variavel
sera necessario da utilizacao de aproximac@es definidas nas células internas.

Para atingir tais objetivos sera necessario a implementacdo em
microcomputador de toda a formulagdo requerida pelo método. A linguagem de

programacao adotada tem como compilador o FORTRAN PowerStation verséo 4.0.

1.4 Conteldo do Trabalho

No Capitulo 2, sdo apresentados alguns conceitos da teoria da elasticidade
para melhor entendimento do assunto e apresenta também a teoria de placas,
destacando-se 0s conceitos basicos e as equacdes da teoria de Kirchhoff para a flexao
de placas, bem como as solugdes fundamentais dos deslocamentos e esforcos de
placa, que sdo utilizados na formulacéo.

No Capitulo 3, determinam-se as equacOes integrais relativas aos
deslocamentos para pontos do dominio e do contorno, assim como, faz-se a
transformacdo das integrais de dominio, relativas ao carregamento, em integrais
sobre o contorno da regido carregada . Estas equac@es integrais sdo obtidas tanto
para problema de flexdo de placa com espessura constante quanto para o de variavel.

No Capitulo 4, as equacgOes integrais sdo discretizadas com a utilizacdo de
fungdes aproximadoras sobre o contorno, representando deslocamentos e esforgos.
Transformam-se, assim, as equacdes integrais em equacdes algébricas lineares.

No Capitulo 5, sdo apresentados alguns resultados que serdo processados pelo
sistema e comparados com alguns exemplos obtidos analiticamente. Neste mesmo

capitulo séo feitas as conclusoes.
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2 RELACOES BASICAS: TEORIA DA ELASTICIDADE E PLACAS

2.1 Introducéao

Neste capitulo serdo abordados as equacbes fundamentais para descrever o
comportamento de um sdélido através da teoria da elasticidade, tais equacdes sdo
classificadas em trés categorias de equacdes: relacdo deformacdo-deslocamento; leis
constitutivas; condi¢cdes de equilibrio. Estas relagdes sdao muitas vezes expressas
como equac0es diferenciais locais, podendo também ser escritas na forma integral.

Seré discutida também a teoria de placas, mais especificamente a teoria de
Kirchhoff.

2.2 Relacdo Deformacado-Deslocamento

Quando a posicdo relativa entre dois pontos quaisquer num corpo continuo é
alterada, é dito que o corpo sofreu deformacgdo. Se a distancia entre qualquer par de
ponto no corpo permanece constante durante 0 movimento, o corpo é dito rigido. O

movimento de corpo rigido é caracterizado apenas pela translacédo e rotagéo.

No sistema de coordenadas cartesianas adotado, as trés componentes, Uz, Uy,
us ou u, v, w, do vetor deslocamento no ponto do sélido sdo mutuamente ortogonais

e sdo tomadas positivas seguindo orientacdo dos eixos de coordenadas.

Considere dois pontos A e B no solido tridimensional, distantes entre si ds

(infinitesimal). Como resultado da deformacéo, o ponto A move para A’ e 0 ponto B
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para B’. Através de manipulacfes algébricas, obtém-se o tensor de deformagdes dado

por:
1 .
Sik =E.(uiyk +Uk’i+UM.Uk’k) (l,k,}\,=l,2,3) (2.1)
- Solido
Solido
X2 Indeformado Deformado

FIGURA 2.1 - Deformagdo de um Sélido Tridimensional

O tensor ¢;, € conhecido como tensor de deformagéo de Green, embora seja
usualmente considerado ter sido introduzido por Green e Saint-Venant.
Estas deformacdes sdo expressas em termo das coordenadas Xj, Xz, X3z no

estado indeformado, isto é, as chamadas coordenadas Lagrangeanas.

Alternativamente, ds'? —ds? pode ser escrito em termos de coordenadas no estado
deformado, isto é, coordenadas Eulerianas x;’, X2’, X3’. O tensor obtido a partir
destas coordenadas € conhecido como tensor de deformagéo de Almansi. Este tensor
de deformacéo foi proposto por Almansi e Hamel.

A descricdo Lagrangeana é preferida em andlise estrutural porque é mais

facil de caracterizar um corpo indeformado do que um deformado.
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Em muitos casos de importancia préatica, as deformacgdes nas estruturas séo
pequenas o bastante para que o termo quadratico da eq.(2.1) ndo tenha nenhuma
contribuicdo significativa e, portanto, negligencia-lo € justificavel. A simplificacdo

desta teoria resulta em expressoes lineares, tais como:

€0 =%.(ui,k tuy) (i,k=1,273) 2.2)

2.3 Lei Constitutiva

A lei constitutiva ou equacdo constitutiva proporciona uma relacdo entre a
tensdo (o) e a deformacdo (&). Na regido elastica linear de um sélido homogéneo, a
lei constitutiva é usualmente chamada de Lei de Hooke.

A generalidade das equacdes da lei de Hooke é devida a Navier-Stokes. Dali,
as seis componentes de tensdo, em qualquer ponto do solido elastico, serdo
relacionadas com as seis componentes de deformacéo pelas equages a seguir:

O

i = Ciji- €5 (2.3)

onde o tensor de quarta ordem Cj;,, € formado por componentes gque contém

constantes elasticas do material.

O coeficiente Cyy, da eq.(2.3), em geral, variam de ponto a ponto do meio

continuo. Entretanto, sendo admitidas as hipéteses de meio elastico, homogéneo e

isotropo, Cjy, pode ser considerado independente da posicao do ponto e, com isso,

reduz-se 0 numero de constantes elasticas para dois valores (E, v ), podendo-se entéo

rescrever a eq.(2.3) como:
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E.v E
Gij = (1+V)(1— 2\)) 'Sij'gkk + (1+V) 'Sij = )‘“Sij'gkk + 2|,l8u (24)
A forma inversa da eq.(2.4) é dada por:
1+v v
i =g -Cii _E'aij'ckk (2.5)

onde:

e §; € o tensor simétrico de segunda ordem mais simples conhecido como delta de

Kronecker ou tensor de substitui¢éo, definido por:
1 se i=j
% =10 se i #j

E.v
(1+v).(1-2.v)

.)\,=

) sao as constantes de Lamé;

e p=G=—
== sy

e v- coeficiente de Poisson;
e E - mddulo de elasticidade longitudinal do material;

e G - modulo de elasticidade transversal do material, que é fungdo de Ee v.

2.4 Condicbes de Equilibrio

A descricdo do equilibrio em qualquer ponto do corpo é caracterizada por
equacdes diferenciais envolvendo tensdes e forgas internas (volumétricas, de massa),

tais como a gravitacional.

X2 022 +022’2.dX2 X2
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. .

Gy +Gy,.0X,

G +0 ;. 0%y

%
Gy +6qp,.0X;

Xy

X5 [\
3 633+G333.dX3

G +Gg3.0X;5

G13+033;.0X;

Gy +0G4y,.0X;

=

Xy

Gy +G 50X,

G 3 +03,.0X,

-
G +0g33.0X;
G 33
G a3 +0G333.0X3
G
c
X3 23
G2
x2
dX3 | bz
|
T bl
i
dX2 b
3 X,
/
dx

FIGURA 2.2 - Campo de Tensdes em Trés Dimensoes.

Desde que o corpo como um todo deva estar em equilibrio, o elemento acima

considerado, figura 2.2, deve também estar em equilibrio considerando-se as tensfes

que agem em suas faces e as forcas volumétricas. Escrevendo-se as equacdes de

equilibrio nas direcdes X1, X, € X3, obtém-se:

Gij,j +b| = 0

(i,j=1273)

onde b; (i =1,2,3) sdo as forcas volumétricas.

(2.6)
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2.5 Forcas de Superficie

Dadas as seis componentes de tensdo em um ponto (levando-se em conta a
simetria do tensor) referente a algum sistema de coordenadas (Xi, X; e Xz), é
possivel determinar as tensdes agindo em qualquer plano passando por este ponto.
Isto pode ser feito por consideracdo do equilibrio estadtico de um tetraedro
infinitesimal formado por este plano e pelos planos cartesianos como mostra a figura
2.3a . Nesta figura, sdo mostradas as tensdes agindo nas faces contidas nos trés
planos cartesianos. Estas tensdes sdo admitidas conhecidas e pretende-se encontrar as

tensdes agindo no plano ABC cuja norma ON tem co-senos diretores A;, A, € A5.

Estas tensbes sdo conhecidas como Forcas de Superficie (Tractions) e sdo obtidas

através do equilibrio do tetraedro, resultando na seguinte expressao:

Pi =0jj. A (i'j = 1’213) (2.7)

(a) Tensoes (b) Forcas de Superficie

FIGURA 2.3 - Tensdes e Forcas de Superficie num Tetraedro Infinitesimal.
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X3
N
Ay = cos(N,xl) = cos(a.)
é\y Ay = cos(N,xz) = cos(B)
o p hg = cos(N,x;) = cos(y)
a X2

X1

FIGURA 2.4 - Co-senos Diretores do Vetor ON.

Para o caso bidimensional, figura 2.5, as componentes de tensdo na
superficie de um ponto devem estar em equilibrio com as forcas aplicadas na
superficie. As equacdes de equilibrio sdo obtidas como no caso tridimensional,

resultando na eq.(2.7), com i,j=1,2.

A Px2

Xz

G221

o3
= exl

n,,.ds
0
oY

Nyq.ds X,

FIGURA 2.5 - Tensdes e Forcas de Superficie no Caso Bidimensional.
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2.6 Elementos Estruturais

Os elementos estruturais tém a finalidade de transferéncia de cargas e,

conforme a relacédo entre suas dimensdes, sdo classificados como:

a) lineares (barra) - duas dimensdes pequenas quando comparada com a terceira

dimensdo; como exemplo, pode-se citar:

e Vigas;

e elementos estruturais de portico;
e elementos estruturais de trelica;
e elementos estruturais de grelha;

e elementos estruturais de arco.

b) de superficie (laminares) - uma dimensdo pequena quando comparada com as

outras duas dimensdes; como exemplo, pode-se citar:

e placas - superficie média plana com cargas aplicadas normalmente a este

plano;

FIGURA 2.6 - Exemplo de Placa.

e chapas - superficie média plana com forcas externas aplicadas neste plano;
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carreaamento

FIGURA 2.7 - Exemplo de Chapa.

e cascas - sdo estruturas com a superficie média curva;

FIGURA 2.8 - Exemplo de Casca.

c¢) tridimensionais (blocos) - as trés dimensdes tém a mesma ordem de grandeza;

como exemplo, pode-se citar:

e Dbloco de fundacéo, sapatas.

FIGURA 2.9 - Exemplo de Sapata.
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2.7 Placas

A placa é definida usualmente como um corpo limitado por duas superficies
geralmente planas. A superficie neutra é equidistante as duas superficies limites, cuja
distancia entre estas superficies, chamada espessura (que pode ser variavel), é

pequena se comparada com as outras duas dimensoes, isto é, t/a<<1, figura 2.10.

FIGURA 2.10 - Placa Delgada de Espessura t.

De acordo com o material do qual é constituida a placa, ela pode ser

classificada como:
a) anisotropa - cujas propriedades sao diferentes em qualquer direcgao;
b) ortétropa - cujas propriedades séo diferentes em duas direcdes ortogonais;
c) isotropa - cujas propriedades sdo as mesmas em qualquer direcéo.
Dependendo da relacdo (t/a) entre a espessura (t) e a menor dimenséo (a)

medida no plano médio, a placa pode ser classificada como:

t 1
a) muito delgada: —< —;

a 80’
1 t 1
< —<—;
b) delgada 80255

C) espessa: 1>1
pessa: s
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Vaérias hipdteses tém sido estabelecidas para teoria de placas. Dentre elas

pode-se citar: Teoria Reissner, Reissner-Mindlin e a de Kirchhoff.

O mais adequado ponto de partida para a andlise de placas espessas ou
moderadamente espessas parece ser a teoria na qual as hipoOteses bésicas da

deformacéo por tenséo cisalhante séo consideradas mas, com certa simplificacéo.

Primeiramente, REISSNER (1944) prop6s que as rotagfes das normais ao
plano da superficie media nos planos x;x5 e X,X5 poderiam ser introduzidas como
variaveis independentes, sendo por isso uma teoria mais refinada. MINDLIN (1951)
simplificou a suposicdo de Reissner, admitindo que as se¢des normais ao plano da
superficie média antes da deformacéo permanecem plana, mas ndo necessariamente
normais & superficie média ap6s a deformacdo e desprezando a tensdo normal a
superficie média. A teoria de Kirchhoff admite também que as se¢des normais ao
plano da superficie média antes da deformagdo permanecem retas e, além disso, que

permanecem normais a superficie média apos a deformacéo.

Normal ao plano
/ médio indeformado

y2|

t/2 ‘ ‘

| 0,0 =0

FIGURA 2.11 - Plano Médio Indeformado da Placa.
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Deformacéo da
normal de Kirchhoff W,

Deformacéo real da normal

FIGURA 2.12 - Plano Médio Deformado Conforme Teoria de Kirchhoff.

Deformacéo da normal Plano médio deslocado

de Reissner-Mindlin

FIGURA 2.13 - Plano Médio Deformado Conforme Teoria de Reissner-
Mindlin.

Neste trabalho, serdo consideradas placas com espessura constante ou
variavel, submetidas a carregamento transversal e ortogonal ao plano médio,
baseando-se na teoria de Kirchhoff, restrita a placas delgadas por desprezar o efeito

das deformacGes cisalhantes transversais.
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2.8 Hipoteses e Relagdes Basicas da Teoria de Kirchhoff

Em vista das limitagdes impostas, a Teoria de Kirchhoff leva a uma
simplificacdo do problema. Para a determinacdo das relacdes e equacgdes diferenciais

béasicas das placas delgadas, sdo necessarias as seguintes hipéteses:

1 - O material da placa é considerado elastico-linear, homogéneo e isétropo,

obedecendo a lei de Hooke;

2 - Os deslocamentos transversais sdo pequenos, gquando comparados com a

espessura t da placa;
3 - Né&o ha deformacéo no plano médio da placa (superficie neutra);

4 - Dada uma secdo plana e perpendicular a superficie média, esta permanece plana,

perpendicular e indeformada em relacdo aquela superficie apds a flexao.

A partir das simplificacbes admitidas nas hipdteses, pode-se determinar as
relagOes e equacgdes fundamentais da Teoria de Kirchhoff para placas delgadas e

isétropas.

2.8.1 Campo de Deslocamento

Os deslocamentos uj, u, e uz de um ponto qualquer da placa sdo expressos

pela deflexdo w e pelas rotacdes 8, e 0, da superficie média, que coincide com o

plano X;-x, do sistema de coordenadas. Na figura 2.14 sdo indicados o0s

deslocamentos positivos.



2 RELAGOES BASICAS: TEORIA DA ELASTICIDADE E PLACAS 24

’|
\
\ \l/ t/2
!
: X1
[
A 0 t/2
! x1
e L
/e |\
7 X2 W :
xgi us
Us

FIGURA 2.14 - Deslocamento Positivo de um Ponto Qualquer.

Das hipoOteses basicas apresentadas anteriormente, pode-se concluir em

relacéo as deformagoes, que:

€3=0 (i=123) (2.8)

. ous .
Sendo g4; =0, ao integrar Y 0, obtém-se:
3

Us = f(xl,xz) (2.9)

indicando que o deslocamento transversal ao plano médio da placa uj;, ndo varia

através da espessura da placa, isto €, ndo varia com X, sendo f(xl,xz)a funcdo que

representa os deslocamentos transversais do plano médio.
Considerando-se a segunda e a quarta hipotese basica, vistas anteriormente,
pode-se concluir que, dado um ponto p que dista de x5 da superficie média, apos o

carregamento, este ponto desloca-se na diregéo x, de um valor, em modulo, igual a
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ow — . ow . .
X3'67 e na direcdo X,, igual a xg.aT , ver figura 2.15. Logo, pode-se concluir
1 2

que:
u=-xz.w, (i=12) (2.10)
Antes do carregamento
m
A X
 Xa ;Fp 7777777777 t !
[ n |
| |
w ‘ ‘ :
[ ‘ |
| 7
} | : ApO0s o0 carregamento
|
|
|
|
X3

FIGURA 2.15 - Placa Antes e Apds o Carregamento.

2.8.2 Campo de Deformacao

Diferenciando-se a eq.(2.10), pode-se obter:
Uij = —X3.W,j (i,j=1,2) (2.11)

Substituindo (2.11) na relacdo deformacédo-deslocamento, dada pela eq.(2.2),
e ainda considerando o Teorema de Schwartz que diz que, em existindo uma funcéo

w = f(x,y) e esta, assim como as suas derivadas parciais: W,; , W,2 , W,12 , W,21 ,

forem continuas num determinado intervalo, entdo a igualdade w,;2 = w,;; €
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verdadeira, logo a equacéo que relaciona deformacao-deslocamento pode ser rescrita

como:

~Xg.W,j (i,j=12) (2.12)

ij =

2.8.3 Campo de Tenséao

As componentes de tenséo o,, ©, e o, da eq.(2.4) foram obtidas
utilizando-se as leis constitutivas do material. Ja as demais componentes ¢;,0,5 €
o,; Ndo podem ser obtidas a partir das leis constitutivas, uma vez que elas estdo
relacionadas com as deformagdes €;,&,5 € €,5, as quais foram desprezadas como

resultado das hipoteses basicas. Contudo, as equacdes de equilibrio (2.6) permitirdo
que estas tensdes sejam determinadas. Através de integracfes dessas equacdes, pode-

se obter:

3.q, 2.x5)°
0'i3=th'.[1—( :3) ] (i=12) (2.13)

3 2 2%, 1(2x3)°
GSZ_Z'qk,k-|:—§+ t3_§'( t3)] (2.14)

onde: q; sdo as forcas cortantes.

Pode-se observar que ;3 e 6,5 variam parabolicamente sobre a espessura

enquanto que o, Vvaria cubicamente, figura 2.16. Porém, essas tensdes

Ois (i = 1,2,3) sao pequenas quando comparadas com as tensdes o j; (i,j = 1,2) :
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FIGURA 2.16 - Distribuicdo de Tensdes.

Substituindo a eq.(2.12) na eq.(2.4), chega-se a:

Gij = —i—sz)[\’-w'kk 85 +(1—v).w,i,-] (i,j,k=12) (2.15)

Pode-se observar que oy, da €q.(2.15), varia linearmente com a espessura da

placa, figura 2.16.

2.8.4 Esforcos de Placas

Os esforcos em um ponto qualquer da placa podem ser obtidos atraves dos
resultados das componentes de tensdo que atuam em um elemento infinitesimal
(dx,.dx,) de placa. Para isso, considere-se o elemento de placa representado na

figura 2.17a, onde sdo mostradas as componentes de tensdo atuantes o;; nos seus

sentidos positivos.
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X2

(@) Tensbes (b) Esforgos

FIGURA 2.17 - Esforgos Atuantes em um Elemento Infinitesimal de Placa.

Os esforgos representados na figura 2.17b serdo dados pelas seguintes

integrais sobre a espessura da placa:

+t/2
my; = jzcu-xs-dxg (i,j=12) (2.16)
—t/2
+t/2
Qi = ]jGiS'dXS (i,j=12) (2.17)
—t/2

que representam, respectivamente, os momentos e as forgas cortantes em um ponto

qualquer da placa.

Substituindo-se a eq.(2.15) na eq.(2.16) e efetuando a integragéo, obtém-se as
equacOes dos momentos em termos dos deslocamentos transversais:
sendo D a rigidez a flexdo da placa dada por:

E.t3

°T12(1-v)

(2.19)
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2.8.5 Equacéao Diferencial de Placas

Considerando-se o equilibrio dos esfor¢os no elemento diferencial de placa
(dx,.dx,), figura 2.18, sujeita a uma carga uniformemente distribuida g, pode-se
estabelecer o equilibrio dos esforcos deste elemento diferencial, chegando-se, apos

algumas operacdes algébricas, as equacbes de equilibrio das forgas verticais:

Qii +9=0 (,j=12) (2.20)

e dos momentos:

mji; = =0 (i,j=12) (2.21)

FIGURA 2.18 - Esforgos em um Elemento Diferencial (dx,.dx,) de Placa.

Derivando-se a eq.(2.18), obtém-se:

Mij; = _D[V'Sij Wik +(1- V)'W1ijj] (i,j, k= 1,2) (2.22)
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e, utilizando-se da definicdo do tensor de substituicdo e do indice mudo, pode-se

escrever a eq.(2.22) como:

Substituindo-se a eq.(2.23) na eq.(2.21), resulta:

g = -D.w,j; (i,j=12) (2.24)

Derivando-se a eg.(2.24) e substituindo-se na eq.(2.20) resulta em:

_9

Wiiji =

(i,j=12) (2.25)

que é a equacdo diferencial de placas na notacdo indicial.

E possivel também, obter a equacdo diferencial de placas em termos dos

momentos, a partir das equacdes de equilibrio (2.20) e (2.21), chegando-se a:

m;.:+9g=0 (2.26)

ij.ij

2.8.6 Esforco Cortante Equivalente

Para a solucdo da equacdo diferencial de placas € necessario que sejam
satisfeitas duas condi¢des de contorno do problema. Nos problemas usuais, estas
condicdes referem-se ao deslocamento transversal do plano médio, as suas rotaces,
as forcas, momentos de flexdo e momentos de torcdo dos pontos do contorno da

placa.

Como a equacéo diferencial da placa é de quarta ordem, devem ser satisfeitas
duas condic¢bes ao longo da borda, envolvendo apenas quatro variaveis do problema.

KIRCHHOFF (1850), usando relacdo de energia, demonstrou que as condigdes de
contorno relativas a forca cortante q; (i=1,2) e a0 momento de torgdo

m; (i # j=12) devem ser agrupadas em uma Unica condicao, relativa ao esforgo

V; (i=1,2), denominado forga cortante equivalente ou forca de Kirchhoff. De
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acordo com o principio de St. Venant, esta substituicdo afeta a distribuicdo de
tensGes apenas na vizinhanca do contorno.
Estaticamente, 0 momento de tor¢do m;; (i = j=1,2) da figura 2.17b, pode

ser representado por um binério de forgas horizontais ou verticais, figura 2.19a.
Considere dois elementos sucessivos de comprimento dx, na borda x=a como mostra
a figura 2.19b. Conforme ilustra a figura 2.19c, em um elemento, 0 momento

volvente m,,.dx, € substituido por um binario estaticamente equivalente com
forcas iguais a m,, separadas por dx; e no elemento adjacente, o binario é formado
por forcas de valores (m 12 +Myp,. dxz). A soma destas duas forcas resulta em mi

e, adicionando a esta o esfor¢o i, obtém-se a forga cortante equivalente. Logo,

pode-se escrever que:

dx. (i#j=12) (2.27)

i

8 /[3 | g_ - T (m12+m12y2.dx2).dx2 my,.dx,
e_

\/ﬁ(z
dX2 (b)
e

m
21
mi,

My + My . dX, My, + My, ,.dX,

(©)

FIGURA 2.19 - Condigdes nas bordas.
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Um fendmeno interessante ocorre nos cantos da placa onde concentracdes de
forcas séo geradas devido ao momento volvente adjacente ao canto, figura 2.20. Isto
significa que, quando uma placa é simplesmente apoiada, as for¢as de reacao inclui,
ndo apenas as forcas cortantes equivalentes ao longo da borda, mas também, a reacéo
de canto R.. Se ndo ha suporte no canto, este tende a levantar ou a descer

dependendo do sinal de mys.

c
My, . dXy m;,.dx,

My my,

dX]_ dX2

(@) (b) (©)

FIGURA 2.20 - Reacéo de Canto.

2.9 Condicbes de Contorno

Serdo abordados aqui as diferentes condicdes de restricdes do contorno da

placa, sendo as mais usuais:
1 - Borda engastada:

A borda tem os deslocamentos nulos:
W=0y =64, =0 (2.28.a)
2 - Borda simplesmente apoiada

Admitem-se duas possibilidades:

2.1 - Condicao forte:
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Os deslocamentos transversais e as rotacdes na direcdo da borda sado

nulos:
w=06,=0 (2.28.b)
onde s é a direcdo da borda apoiada.
2.2 - Condicéo fraca:
S4o restritos apenas os deslocamentos transversais:
w=0 (2.28.c)
3 - Borda Livre

Borda Engastada

Borda Apoiada

L7

Borda Livre

FIGURA 2.21 - Placa com Condigdes de Contorno.

2.10 Placacom Espessura Variavel

Para problema de flexdo de placas retangulares com espessura variavel,
assumindo-se que ndo haja variacdo brusca da espessura, as equacdes (2.20), (2.21)
(2.22) sdo vélidas. Escrevendo-se a equacdo diferencial da placa em funcdo do

momento como na equacdo (2.26) e observando que a rigidez a flexdo da placa
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D(x,,X,) ndo é mais constante e sim uma fungéo de x, e x,, TIMOSHENKO &

KRIEGER (1959), obtém-se:

oD 0 oD 0
D.V’V’W+2.— . —V?’W+2.— . —V2w+V?D.V?w
O0X; 0%y O0X, OX,

02D 82w , 8D  d*w  o°D azw]

—(l—v).[

: -2 : + : = 2.29
OX: OX;  Ox,.0X, OX,.0x, OX; OX: ¢ @9
onde :
E.t3(X;,X,)
D(X{,X,)=—7F "5 2.30
(X =00y ) (230)
V2 é o operador de Laplace dado por:
82 62
Vis S+ (2.31)
OXi{ OX;

Neste trabalho sera considerado variacdo linear da rigidez, com isso ter-se-a

variacdo raiz cubica da espessura, figura 2.22.

(@) Rigidez Linear (b) Espessura - raiz cubica

FIGURA 2.22 - Variagdo Linear da Rigidez.
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2.11 Esforcos Segundo um Sistema Genérico de Coordenadas

Os momentos de flexdo e volvente e as forgas cortantes podem ser escritos
também em relacdo a um outro sistema qualquer de coordenadas (n,s) ortogonais,

como é mostrado na figura 2.23.

X5
p n
s B
7 nP
P }
v/
s |
a
sP ‘
p X
X3 1

FIGURA 2.23 - Sistemas de Coordenadas (x1,X») € (n,S)

A transformacéo entre os sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s) pode ser

’ }= [1] .{npp} (2322)
S
{::} = [T]T{XE} (2.32.b)

onde a matriz de transformacéo [T] é dada por:

escrita na forma matricial como:

cos(a)  —sen(a)

n, s,
1= {nz sj B Len(a) cos(a) } (2:33)
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Xy
‘ g X G
2
G TJJJ T T T SRV
#\V - *1 A Ny1.dS /
// ======= JX N " \\
/;%/\ 77777 - ’ : -C‘S>“< ds /\
AW Oy N
7 [
//%%/ _ /\
/:/j/ T a \\ o,
X, /| A AN
a ) Ve
c
S ns
(@) (b)
Xy

n ds.n,
my,
— =
m ns
My 4\ d,
/.
() (d)

FIGURA 2.24 - Tensdes e Esforcos no Elemento “abc”.

Considere-se o elemento de placa “abc” da figura 2.24a, cujo plano é paralelo
ao plano médio e distanciado de x, deste plano. Fazendo-se o equilibrio do elemento
mostrado na figura 2.24b e utilizando-se convenientemente as expressdes (2.32),
obtém-se as tensdes normais e tangenciais no sistema (n,s) a partir das tensoes

conhecidas no sistema (X1,X2). Logo:
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O-n =Glj.n|.nj

(2.34.a)
Gps =0y, (Lj=12) (2.34.b)

Os momentos atuantes na face ac do elemento (M,, M, e M), figura

2.24c, séo obtidos por:

+t/2 +1/2 +t/2
~t/2 —t/2 -t/2

Utilizando-se das equacdes (2.34) e considerando as equacfes (2.16), obtém-

se:
M, =m;.n;.n; (2.36.a)
Mg =mj;.s;.s; (2.36.b)
Mps =Mj;.N;.s; (2.36.c)

Da mesma forma que as tensdes, a forca cortante atuante na face ac pode ser

relacionada com as forcas cortantes relativas aos eixos X, e X, através do equilibrio

das forcas verticais, figura 2.24d, resultando em:
an, =Qq;.n; (2.37)
e com isso, a forca cortante equivalente deste sistema fica:

oM
0S

V, =0, + (2.38)
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X1

Mns .ds Mns Mns

OMns
S

Mns+- S50 g (d)

FIGURA 2.25 - Momento Volvente na Borda.

2.12 Equacdes de Placas em Coordenadas Polares

Na solucdo de certos problemas é conveniente que a equacdo diferencial,

assim como as outras relacdes, estejam referidas a um sistema de coordenadas

polares. E o caso da solugio fundamental para problemas de placas.

Para isso, considere-se 0s sistemas de coordenadas cartesianas e polares

definidas sobre o plano, figura 2.26. As coordenadas (x},x5) de um ponto p podem

ser definidas em funcdodere 0.

FIGURA 2.26 - Sistema de Coordenadas Cartesianas e Polares.
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Da figura 2.26, pode-se tirar as seguintes relaces:

X, = I, = r.cos(0) (2.39.2)

X, =r, =r.sen(6) (2.39.b)

r’=xi+x5=r.r (2.39.)
X X

tg(0)=—% =0= arctg(—zj (2.39.d)
X4 X1

Derivando-se (2.39.c) em funcéo de x; e de x,, obtém-se respectivamente:

]

=" =cos(0) (2.40.3)
r

r.,=-"=sen(0) (2.40.b)

Derivando-se (2.39.d) em funcéo de x, e de x,, obtém-se:

X, r, sen(0)
22 __2 __=>Y) 2.40.
01 r r? r (2.40.c)
X r cos(0
e,2=—§=—;=L (2.40.d)

Considerando-se a funcdo dos deslocamentos transversais w como uma

funcdo de I' e 0, a derivada de W(r,e) em relacéo a x; fica:

(i=12) (2.41)
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A partir de (2.41), pode-se definir o operador diferencial de primeira ordem,

dado por:

0 0 0
67_r" or —+0,,.—¢ 0 (2.42)

Com isso, a segunda derivada pode ser expressa por:

(e Ze0, ) (M0 i

Desenvolvendo-se as derivadas, obtém-se:

W =02—\;V.(r,i .r,j)+6—w-(&-9'ij + 36:2/9 .(O,j 1,40, .r,j)

aW 69,J ae,J aZW
+ ( L +—2.(e,i.e,j) (2.44)

00 00
onde:
aaLe = —sen(0) (2.45.a)
fﬁar_e = c0s(0) (2.45.b)
% _ Se:ge) (2.45.0)
ag'rz - C°f§9) (2.45.d)

Somando-se as expressoes (2.44) para i=j=1 e i=j=2 e fazendo-se as devidas

simplificacGes, obtém-se:

62 02 02 1 o 1 02
V2w = W | Tt ot | W (2.46)
oxZ x5 or? T re o0
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Portanto, a equacdo diferencial de placas, em coordenadas polares, fica dada

9> 10 ia)(aw 1 ow iasz
2 or> r'or r?

Substituindo-se a eq.(2.43) na eq.(2.18) e na eq.(2.24), obtém-se o0s

momentos fletores e forcas cortantes em coordenadas polares:

m; = _D{((:;ZTVZV.[SU.v+(1—v).(r,i .r,j)]+£ dw [5” v+(1-v). (t 1. )]}

(2.48)

0 0 0
of :—D_a—Xi_VZW= D|: r,; .a—V w-0,;. %V W:| (2.49)

onde t; sdo os co-senos diretores do versor t, indicado na figura 2.26, dados por:
t, =-r,,=—sen(0) (2.50.a)

t, =r,;=cos(0) (2.50.b)

Para todo problema que tem simetria em relacdo a origem do sistema de
coordenadas polares, como ocorre no problema fundamental de placas, pode ser
mostrado que o deslocamento w ndo é funcdo de 6. O deslocamento w € funcéo
apenas de r e a equacdo diferencial de placas em coordenadas polares (2.47), se

reduz a:

d> 1 d)(d’w 1d
v2v2w=(—+—.—J.(—V2V+—.—WJ =2 (2.51)
r r D

ou

(2.52)
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Utilizando-se do operador:

d> 1 d
2_| 2 =2
\% _[dr2+r'drj (2.53)
obtém-se:
d(d> 1d) (d® 1d> 1 d)
el TR —3+——2——2.— (254)
dr \dr* r dr dr r dr® r° dr
que possibilita obter:
Wi =T (ﬂ+1ﬂ id—wj (ilk=12) (255)
T dr® CrTdr? r?dr e '

Logo, o esforco cortante é dado por:

= -D.r (—dsw+l—dzw id—W] (=12 (256)
gi =—-b.r,;. drd " r dr?  r2 dr = :

Obtidas as expressées dos momentos e da forca cortante em coordenadas

polares, é interessante expressar estes valores em fungéo das coordenadas (n,s), M,,,

M, e V,, como definidas no item 2.11.
X, n

t r

Contorno da
P XU\~ Placa

FIGURA 2.27 - Vetores n e s no Ponto P do Contorno da Placa.
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Substituindo-se a eq.(2.48) na eq.(2.36) e (2.56) em (2.37), obtém-se as

equacoes:

M, = —D.{(jIZTVZV.[v+(1—v).(r,i .ni)2]+1 aw v+(1-v).(r, 'Si)Z]} (2.57)

rdr
d’w 1 dw
M, = —D.(l—v).(r,i .ni).(r,j 'SJ)'(W_F'EJ (2.58)
_ D( )[dg_w Edz_w id_wj 259
q”__'r’i'ni'dr3+r'dr2_r2'dr (2.59)
Sendo:
r,.n; = cos(B) (2.60.2)
r.s;= cos(%ﬂ}) = —sen(p) (2.60.b)
a eq.(2.58) fica:
d’w 1 dw
M, = D.(l—v).cos(B).sen(B).[?—F.E] (2.61)

Derivando-se a eq.(2.58), que é funcdo de r e B, em relacdo a coordenada s

do contorno, obtém-se:

OM,, _ OMy, Or oMy, 3B

: : 2.62
0s or 0s op Os (262)
As derivadas em relacdo a s podem ser escritas como:
or
- r,.S,= —sen(B) (2.63.a)
®_1_colp) (2.63.b)
o R r s

onde R € o raio da curvatura do contorno no ponto P, mostrado na figura 2.27.
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Da eq. (2.61), obtém-se as derivadas de M, em relagdo a r e f, as quais,

substituidas na eg.(2.62), juntamente com as equac0es (2.63), produzem a equacao:

oM
0s

rdr

3
[sen (B)( fw idw 2 2—W)

r dr? r'dr dr? rdr

2 2 2
jdsen (B)_l.(d W—l.d—wﬂ+ D.—(lév).(l— 2.sen2(B))-(d—W— 1-dWJ
(2.64)

Uma vez conhecidas as expressoes de q,, e

ns
os '
respectivamente, obtém-se a forca cortante equivalente V,, em coordenadas polares:

I (e RS

1-4(s,.r,)’ (dZW_l d_WJ +M.[1_2.(si.r,i)2](d2vv_l d_WJ

r r \dr?2 r'dr

* \dr?2 r'dr

(2.65)

. . - < ow
Além dos esforgos de contorno, é necessario obter a expressdo de on em

coordenadas polares. Lembrando-se que, para casos que apresentam simetria, w €

funcdo apenas de r e sua derivada direcional é dada por:

ow dw or
an = dron (2.66)
Como % = (ni : r,i), a eq.(2.66) fica:
ow dw
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2.13 Solucdes Fundamentais de Placas

Para problemas que tém como base o0 uso de equacles integrais, é necessario
0 estudo das solucdes fundamentais. Entende-se por solucdo fundamental a resposta
em um ponto genérico “p” (Ponto Campo) de um dominio infinito, devido a
aplicacdo de uma carga unitaria em outro ponto “g” (Ponto Fonte) deste mesmo

dominio, figura 2.28.

(Pong) Campo)

FIGURA 2.28 - Resposta em “p” Devido a Distribuicdo Delta de Dirac
3(q,p).

Pode-se definir este carregamento unitario através da distribuicdo delta de

Dirac, denotada por 3(q, p), cujas propriedades séo:
6(q,p)=0, para p#q (2.68.a)

8(g,p)=, para p=q (2.68.b)

Para uma funcdo continua qualquer ¢, tem-se que:

[6(p).5(q,p).dQ2,, = () (2.69)
Q,
uma vez que:

[3(a,p).da, =1 (2.70)
Q,
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Assim, conclui-se que a resultante do carregamento definido pela distribuicao

delta de Dirac sobre o dominio fundamental é uma forca unitéaria aplicada no ponto

“q.

FIGURA 2.29 - Funcéo Delta de Dirac.

Portanto, a solucdo fundamental é obtida a partir da equacdo diferencial

(2.51), substituindo-se g pela distribuicdo delta de Dirac, isto é:

_5(a.p)

29 200
w
Vv D

(2.71)

onde w" representa a solugdo fundamental que é obtida pela resolucdo da equacio
diferencial (2.71), para todos os pontos do dominio fundamental, com exce¢do do

ponto de carregamento “q”. Nestas condicdes, a equacdo diferencial fica:

VaViw =0 (2.72)
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Considerando-se um sistema de coordenadas polares com origem em ¢ e
levando-se em conta a simetria existente e também a eq.(2.51), que considera w

apenas como funcéo de r, ja que ndo varia com 0, pode-se escrever:

vovaw' —[i+1 i] [dzw* L2 dW*) -0 (273)
“\dr? ridr)(dr?2 ridr) '

ou seja,

dw’ 2 dw 1 dw 1 dw (2.74)
dr* r'dr® r? dr? 3 dr '
A equacdo diferencial homogénea (2.73) pode ser rescrita, utilizando a

identidade:

d?w” +1 dw” 1 i[r dw*J 2.75)
dr? r dr  ridr " dr '
resultando:
1d) d{1d{ do")]
FE{F.ELFELF.—dr JJ =0 (2.76)
Fazendo-se integracBes sucessivas, obtém-se o deslocamento w” :
« Ci , r’
W= .|n(r)+(c:2—cl).?Jrcg.ln(rHc4 (2.77)

Levando-se em consideragdo a condicdo de simetria em relagdo ao

*

d
ponto “q”, figura 2.30, pode-se escrever que d—V\;= 0, para r=0, obtendo-se, da
eq.(2.77):
w" =C, +C,.In(r =0) (2.78)

A expressdo (2.78) indica que o deslocamento é infinito. Para que isto ndo

ocorra, a seguinte condicéo deve ser satisfeita:

C,=0 (2.79)
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A constante C; pode ser obtida a partir da condicéo de equilibrio das forcas

verticais atuantes em um circulo de raio r, cujo centro é o ponto “q” de aplicacdo da
carga unitaria, como mostra a figura 2.30.

Xy

FIGURA 2.30 - Forgas Atuantes no Circulo de Raio r e Centro .

Assim, a forga cortante equivalente V,, em um ponto “p” da circunferéncia,

necessaria para equilibrar a carga unitaria, vale:

V. =- (2.80)

A expressédo de V,, dada na eq.(2.65), neste caso, é apenas funcéo de r, ja

que o angulo B é nulo para todos os pontos da circunferéncia. Portanto, tem-se:

d®w” 1 d®w 1 dw
Vn =—D.( dr3 +F. dr2 —r—z. er (281)

Substituindo-se (2.81) em (2.80) e expressando-se V, em fungdo do

Laplaciano em coordenadas polares, tem-se:

Di[dzw* ldw*]_ 1
“dr C2mr

dr? Ty dr (2.82)

Das equac0es (2.77) e (2.82), obtém-se:
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C,= (2.83)

Este valor, substituido em (2.77), juntamente com (2.79), leva a:

*

Wt g2 In(r)+(C L)ﬁ+C (2.84)
“8.nx.D 2 2m.D/) 8 4 '

As constantes C, e C,, no caso da placa fundamental, podem assumir

quaisquer valores. STERN (1979) e BEZINE (1978) apud PAIVA (1987) adotam
valores nulos. DANSON (1979) apud PAIVA (1987), adota os seguintes:

1
= — 2.

C 2.w.D (2.85)
C,=0 (2.86)

Substituindo-se (2.85) e (2.86) na solucdo fundamental w™ dada pela eq.
(2.84), resulta:

w o= 8.1:D .rz.(ln(r)—%) (2.87)
onde:
i
= {lx®)-x@]” + [y - y@]’} (289

Conforme se vera no proximo capitulo, é necessario determinar a solucéao
fundamental da derivada do deslocamento e dos esforgos definidos no ponto “p”, em

relacdo ao sistema (n,s), figura 2.31.
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Dominio infinito
FIGURA 2.31 - Pontos de Carregamento “g” e de Resposta “p”.

Assim a eq.(2.66), para solucao fundamental, fica:

on " dr on (2.89)

Como a derivada esta sendo calculada no ponto “p”, tem-se:

6r_ or 6xi(p)_

on ox,(p) on CiMi (2.90)
A partir da eq.(2.88), obtém-se:
or Xi (9) - X;(p)
=—r=——"—" 291a
ox; (p) r ( )
azr Sij—r,i.l’,j
=1, =— 2.91.b
ox,(P)-ox,(p) : (2910)
onde §;; € o delta de Kronecker .
Apos derivar X, e X,, dados na eq.(2.32.a), em relagéo a n, obtém-se:
oX
1(P) _ n, = cos(a.) (2.92.a)

on
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X, (p)
62n =n, =sen(a) (2.92.b)
Pode-se escrever explicitamente a eq.(2.91.a) como:
or
=1r,,=C0s(0 2.93.a
6Xl(p) 1 ( ) ( )
or
% (p) =r,,=sen(0) (2.93.b)
Substituindo-se (2.93) e (2.92) em (2.90), obtém-se:
or
an= cos(0).sen(a) + sen(0).sen(a) = cos(B) (2.94)
Logo, a eq.(2.89) fica:
ow’ r
o0 47D In(r).cos(B) (2.95)
ou
ow” r
on 4.n.D.In(r).(r,i.ni) (2.96)
Obtém-se, ainda, as equagdes:
. 1 2
M =—ﬂ.[(1+v).ln(r)+(l—v).(r,i n) +v] (2.97)
Mo = = (L=v).(r, -m) 1,y ;) 2.98
”5__4.7:'( = V)i N AT S (2.98)

. I.n

V; =ﬁ.[2.(1—v).(r,j.sj)2—3+v}+41.;.‘é .[l—2.(r,i.si)2] (2.99)
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onde:

r,;.n; =cos(B)
-r,;.s; =sen(B)

Conforme se vera no proximo capitulo, é também necessario determinar a
solugdo fundamental da derivada do deslocamento fundamental e dos esforgos

definidos no ponto “q” em relacédo ao sistema (m,u), figura 2.32.

X1
FIGURA 2.32 - Sistema de Coordenadas (n,s) e (m,u).
Analogamente a (2.89), (2.90) e (2.91) obtém-se:
ow'  dw’ ar
om _ dr “om (2.100)
or or 0x;(q)
= : 2.101
om 0x;(q) Jm (2.101)
or Xi (p) —x;(q)
ox () —r,;,=- . (2.102.a)
2 O;i — I, I,
or _ T i (2.102.b)

ox;(q).0x,(q) ~ r
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Com a ajuda da transformacdo (2.32.a), o sistema de coordenadas (m,u)

mostrado na figura 2.32, obtém-se as derivadas de x,(q) e X,(q) em relagdo a m,

dadas por:
ox,()
=M = Cos(y)
0%, (q)
azm = mZ = Sen(Y)

Pode-se escrever explicitamente (2.102.a) como:

or
=—r,;=—c0s(0
0x4(q) ! ©)
or
——=-r,,=-5en(0
ox,(q) 2 (®)

Substituindo-se (2.103) e (2.104) em (2.101), obtém-se:

.
P cos(0).cos(y) —sen(B).sen(y) = —cos(¢)

Portanto, (2.100) fica:

*

ow r
om = " a.n.p Nr)-cos(e)

Em funcéo dos versores F e M, (2.106) pode ser escrita como:

*

ow
om

r
=~ 2mp O

ou indicialmente:

(2.103.a)

(2.103.b)

(2.104.a)

(2.104.b)

(2.105)

(2.106)

(2.107)
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aw*_ r

om __4.n.D'|n(

rp.m) (2.108)

Para as demais solugdes fundamentais, derivadas em relacdo a m, obtém-se:

;n [%Vr\/n] - _4;,[) '[(r'i 'mi)-(ru' -mj)+(nj-mj)-|n(r)] (2.109)

6(;\:1; _ 4;.D .{(1+v).(r,j .mj)+2.(1—v).r,i .ni.[(nj.mj -r, .ni).(r,j .mj)]}
(2.110)

ag/lrr?s B 417_5\;) (r" 'n‘)'(sj'mi)_ 2'(r’j 'mj)'(r'i 'Si)'(r'i 'ni)+(r'i 'Si)'(nj'mj)]
(2.111)

A = : 2 -{2.(l—v)-(rvi -Si)'[(r’i 'Si)4'(r’i 'ni)'(r’i 'Si)'(r’j 'mj)

om  4.m.r

~2(r,; .ni).(sj.mj)—(r,i .si).(nj.mj)+(3—v).[(nj.mj)—2.(r,i n).

.(r,j .mj)]}+ Rl;vr .(r,i .si).[(sj.mj)—(r,i .si).(r,j .mj)] (2.112)
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3 EQUACOES INTEGRAIS PARA FLEXAO DE PLACA

3.1 Introducéao

Neste capitulo sdo desenvolvidas as equacdes integrais de placas, baseadas na
Teoria Classica de Kirchhoff, necessaria a formulagcdo do problema pelo Método dos
Elementos de Contorno. As equacdes integrais tém incognita no integrando, assim
como as equaces diferenciais tém incognitas fungdes que contenha pelo menos uma
derivada.

Inicialmente, sdo apresentadas as equacdes integrais basicas para placas com
espessura constante submetida a carregamento distribuido e, em seguida, para placas
com espessura variavel.

As equac0es integrais necessarias a formulacdo do MEC envolvem solucdes
fundamentais. A obtencdo destas equacOes pode ser feita utilizando o método dos
residuos ponderados ou a partir do teorema da reciprocidade de Betti que é o
procedimento adotado neste trabalho.

Aplicando-se o teorema de Betti a uma placa submetida a dois carregamentos
ndo simultaneos g e g*, que déo origem a dois estados de tensdo e deslocamentos
distintos, obtém-se, apds a integracdo da expressao obtida pelo teorema, chegar-se-a
as equacdes integrais, que relacionam o deslocamento w(q) de um ponto qualquer
do dominio da placa com os deslocamentos e forgcas de superficie ao longo do
contorno.

Determina-se também, a equagdo da derivada direcional do deslocamento,

ow(q)/om, que pode também ser empregada na formulagdo do método, veja-se

PAIVA (1987).
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3.2 Equacdo Integral de um Ponto do Dominio da Placa com

Espessura Constante

Seja uma placa isotropa qualquer de espessura constante t, contorno I' e
dominio Q, em equilibrio, contida numa placa infinita de contorno I",, e de dominio

Q. , da qual ela é apenas um subdominio, conforme mostrada na figura 3.1.

FIGURA 3.1 - Placa Finita Contida em uma Placa Infinita, Q € Q, .

Todos os campos do problema real estdo definidos em Q e todos os valores
de * estdo definidos em Q_ .Considere-se entéo, dois carregamentos ndo simultaneos
g, definido na parte finita, e g*, pode ser definido em todo parte, onde o simbolo * é
utilizado para definir o carregamento e a solugdo fundamental. Assim, associados a

estes carregamentos, tém-se as superficies elasticas w e w*, os estados de tensdes o;;

e o, e seus respectivos estados de deformacdes €

i e g;;, figura 3.2. Pode-se entdo,

ij

escrever o teorema da reciprocidade de BETTI (1872) da seguinte forma:

Jo; 8.0V =)o, 5.0V (i,j=123) (3.1
Vv Vv

onde
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Cjj-€ijj =011-811 70285 +C33.833 + 2-(012-812 +0y3.843 +023-823)

3.2)

Deformadas

w w

&ijj &ij
*

(o}

FIGURA 3.2 - Estados de Carregamentos Virtual g* e Real g.

Denominando-se U, o termo da direita da eq.(3.1) e desprezando-se as

deformacdes por cisalhamento transversal e as tensdes relativas a dire¢cdo normal ao
plano da placa, obtém-se:

U, = [oy.e5.dV (i,j=12) (3.3)
\Y

Substituindo-se em (3.3) a expresséo dada pela eq.(2.12), resulta:

U, = [[[] - o.x5.w,j .dx;].dQ (3.4)
Q X3

Integrando-se (3.4) ao longo da espessura da placa, isto €, em relacdo a xs, e

considerando a eq.(2.14), a eq.(3.4) transforma-se em uma integral sobre o dominio
Q, dada por:

U2=.[‘mij-W'E-dQ (,j=12) (3.5)
Q

Aplicando-se o teorema da divergéncia, ou integrando-se (3.5) por partes, em
relagdo as coordenadas X;, obtém-se:
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r Q

onde n; sdo os co-senos diretores do versor normal ao contorno da placa.

Conforme a figura (3.3), 0s co-senos diretores séo:
n, = cos(a)
n, =sen(a)

FIGURA 3.3 - Sistema de Coordenadas (n,s), Normal e Tangente ao
Contorno.

Integrando-se novamente por partes a segunda parcela da eq.(3.6), a

expresséao de U, fica:

r T Q

Considerando-se a equacdo diferencial de placas em funcdo dos momentos
(2.26), equacgdo de equilibrio (2.21) e equacdo (2.37), obtém-se para U, a seguinte
expressao:

U, =-[my.w,;.n;.dr +[g,.w.dr+ [g.w".d (3.8)
I T Q
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As derivadas de w™ em relagdo as coordenadas x; s&o:

*

. W aw an aw s

= = , . 3.9
i oX;  on X, "5 OX; (39)
ou seja,

. ow ow”

sendo s; os co-senos diretores do versor tangente ao contorno, conforme a figura 3.3.

Substituindo-se (3.10) na primeira parcela do segundo membro da equacéo
(3.8), tem-se:

* *

ow ow . .
U2=_I(mij'ni-nj- 6n_+mii'si'nj'g)dr+.[q”'w .d1"+.[g.w .dQ (3.11)
r T o

Considerando as equaces (2.31.a) e (2.31.c) pode-se escrever que:

* *

ow ow x *
U2=—.1[(Mn-E+Mns-E_qn'W )dl"+£g.w .dQ (3.12)

Integrando-se por partes o segundo termo da integral sobre o contorno que

figura no segundo membro da eq(3.12), obtém-se:

aW* * r2 aM ns *
l_[(Mns.gj.dr—[Mns.W ]rl—ly.w dr (313)
onde T, e ', representam os limites do contorno no qual se realiza a integracao.

A primeira parcela do segundo membro da relacdo (3.13) é nula para o caso
de um contorno fechado cuja representacdo paramétrica e a respectiva derivada

sejam continuas. Caso contrario, ela dard origem a reagdo nas angulosidades ou

cantos no contorno da placa.
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Pode-se escrever esta parcela sobre todos os lados do contorno, em fungéo da

reacdo R; de cada canto genérico i, indicado na figura 3.4, a qual é dada por:

Rci =M — M;si (3-14)

nsi

sendo M7 e M7, respectivamente, os momentos volventes posterior e anterior ao

nsi

canto i, figura 3.4. Deve-se observar que o0 sentido do momento volvente anterior foi

alterado, figura 3.4, resultando no sinal negativo na eq.(3.14).

X1
X - -
2 - - - _ AN
X3 N NN
AN\l
~ N . /\
S i+1 s
N - S - 7ﬁ7 | pd
n; / . M;si
nsi
FIGURA 3.4 - Momentos Volventes em um Canto i da Placa.
Considerando (3.14), a equacéo (3.13) pode ser escrita como:
ow” i . (M .
I(Mns.g).dl“=—ZRci.wci—j Sow .l (3.15)
T i=1 r

onde N é o nimero total de cantos do contorno da placa e w; é o valor do

deslocamento w™ no canto i.

Substituindo-se estas equacdes em (3.12), tem-se:
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*

* aM * Nc * *
Up = [ (apw +—"w —Mn.—é(,;n“)dr+ZRci.wci+jg.w dQ  (3.16)
r i=1 Q

0s

Utilizando-se a defini¢éo de V,, dada na eq.(2.38), e considerando-se que a

carga g esta distribuida em €, obtém-se:

U, =[(V,w —Mn.a—n).dr+;Rci.wci+jg.w dQ, (3.17)
r‘ =

Qq

O termo da esquerda da eq.(3.1) pode ser desenvolvido de modo analogo,

chegando-se a:

* * * aW NC * *
U, =jcyij.sij.olv=j(vn.w—Mn.a—n).o|1“+ZRci.wCi +fgwda @318
v r i=1 o

Finalmente, a partir das equacdes (3.1), (3.17) e (3.18), o teorema de Betti

aplicado a placas fica:

* * aW NC * *
I(Vn.w—Mn.%).dF+ZRci.wci +_[g W.dQ
r i=1 Q

=_‘-(Vn.w*

ow” & . .
—Mn.a—n).dF+Z;Rci.wci +[owide, (@319
r i=

Qq

Conforme foi mencionado, admite-se que g* seja uma carga unitaria aplicada
em um ponto “q” qualquer do dominio da placa ou do dominio Qe que sua
representacdo matematica € a distribuicdo delta de Dirac, 8(q,p), conforme (2.68).
Assim, os deslocamentos e esforcos fundamentais associados a este carregamento
sdo fungbes do ponto de aplicacdo da carga, chamado ponto de carregamento “q”, e

do ponto de deslocamento “p” no dominio ou “P” se estiver no contorno da placa.
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Os deslocamentos e esforcos provenientes do carregamento real g séo
funcbes apenas do ponto “p” ou “P”, onde os efeitos de g sdo medidos, pois a
posicdo deste carregamento é fixa.

Substituindo-se ent&o, g* por &(g,p) em (3.19) e usando-se a representacao
de cada varidvel em funcdo do dois pontos “q” e “p”, para os valores fundamentais, e

em funcdo de um ponto apenas, em caso contrario, obtém-se:

: . ow
[ 3(c.p).w(p).da(p) +I[vn (9.P).-w(P) - M} (q, P).a—n(p)}.dr(p)
Q T

N¢ .
Y RGP (P) = | {VH(P).qu,P)— Mn(P).aaW—n(q, P)}.dF(P)
i=1

r

Nc
+> R (P).w;(a.P) + [ g(p).w"(a.p).dQ, (p) (3.20)
i=1

Qq

Aplicando-se a propriedade da fungéo delta de Dirac, e considerando-se

g €Q, dada em (2.68), tem-se que:

[ 8(a,p).w(p).d(p) = w(g) (3.21)
Q

sendo w(q) o deslocamento no ponto de carregamento, devido a carga g.

Substituindo-se (3.21) em (3.20), obtém-se a equacéo:

* * aW
w(e) + | [vn (@,P)-w(P)~M; (q, P)'a_n(P)] dr(p)
r

N¢ *
£ RGP (P) = | {vn(P).w%q,P)— Mn(P).aaW—n(q, P |.dr(P)
i=1

r
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+ZRC.(P) we (g, P) + Ig(p) w’(q,p).dQ, (p) (3.22)

Qq

A equacdo (3.22) é a representacdo integral do deslocamento w de um ponto
“qQ” do dominio da placa de espessura constante, envolvendo as solucGes
fundamentais obtidas no capitulo 2. E os valores de contorno que no caso sdo 0s
deslocamentos w(P), ew(P)/on e w (P) e as forcas de superficie V,(P), M, (P)
e a reacdo de canto R; (P).

A partir de (3.22), pode-se obter, também, a equacdo integral da derivada
direcional do deslocamento em relacdo a uma dire¢cdo m qualquer para um ponto “q”
da placa, conforme indicado na figura 2.30. Derivando-se w em rela¢do a m, obtém-

Se:

* *

ow VA
o (@) +I{ _

r

:|.d1"(P)
+z Ro (q P).w; (P) = j{v (P)—(q P)-M (P)—[ain(q,P)}}dF(P)

+ZRC.(P) Oy (q P)+ j g(p)—(q p).dQ, (p) (3.23)

Qq
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3.3 Equacéao Integral de um Ponto do Dominio da Placa de

Espessura Variavel

As relagdes integrais bésicas para o problema de flexdo de placas sdo
usualmente deduzidas considerando-se a teoria da Reciprocidade de Betti, como foi
visto no item 3.2, que pode ser expressa em termos de tensdo e deformagdo, como na
eq.(3.1). A expressao da reciprocidade também pode ser escrita para o problema de

flex&o de placas utilizando-se curvaturas e momentos como na eg.(3.5).

Para um ponto de um solido, segundo o teorema de Betti, a seguinte
expressao é valida:

(3.24)

Através da eq.(2.16) e utilizando-se do artificio de multiplicar e dividir o
segundo membro da eq.(3.24) pela rigidez variavel da placa D(s), a €q.(3.24) pode

ser rescrita, como:

W, j .[— D, .(V.Sij W, g +(1— v).w,’fj)]

. D(s)
—w); .[— Do (.84 Wopge+(1- v).w,ij)].@ (3.25)
Fazendo-se manipulacdes algébricas chaga-se a:
« D(s) «

E.t3(s
onde D(s) = W()Z) que varia de ponto a ponto em fungéo da espessura t(s).
L=V
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O artificio utilizado para obter a expressdo do momento com variacdo de

espessura my; (s) € interessante, pois a solugdo fundamental continua sendo expressa

em funcdo de uma rigidez constante D,.

Integrando-se no dominio Q a eq.(3.26), resulta:

. D «
Q Q Do
Fazendo U, igual a:
U, = [w,;.m;(s).d (3.28)
Q

cuja integral pode ser representada através eq.(3.17) apds integracdes por parte,

podendo afirmar que:

*

. ow i . .
U, = _1[(—Vn.w + Mn-a_n)-dr_iz_l,Rci'Wci —g_!‘g-W .dQ (3.29)
- g

Considerando-se agora o segundo membro da eq.(3.27), dado por:

D(s) . -
u, =(j2 D(j)mij.w,ij.dg (i,j=12) (3.30)

Integrando-se (3.30) por partes, em relagdo as coordenadas X ;, obtem-se:

oD(s) m’i].dg (3.31)

OX: 4

r Q J

onde n; sdo os co-senos diretores do versor normal ao contorno da placa, conforme a

figura 3.3.
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Integrando-se novamente por partes a integral de dominio da eq.(3.31),

resulta:
* * * aD(S)
T r r J
oD(s) . .
Q ! Q
8°D ) oD ]
+IW. (s) .m;;.dQ +IW. (S).miji.dQ (3.32)
o 0X.0X; o 0Xj '

Sendo as derivadas de w em relag&o as coordenadas x; dadas pelas relacoes
(3.10) e considerando a equacao diferencial de placas em funcdo dos momentos
(2.24), a equacdo de equilibrio (2.19) e as equacOes (2.32), pode-se escrever a

eq.(3.32) como:

aW * aW * *
D,.U, =Ia—n.D(s).Mn.dF+Ig.D(S).Mns.d1‘—_[W.D(s).qn.dF
T r r

aD(s)

oD(s)
i 0X;

—J.w.aTm}}.ni.dl“ +IW

.q;.d@ - [w.D(s).g".dQ
r J Q Q

1 J

3°D(s) aD(s) .
+IW'6xi.6xJ—'m"'dQ+§[W' ox; .g;.dQ (3.33)

Q

Integrando-se por partes a segunda integral da eq.(3.33), obtém-se:

. oW . r, M, aD(s) . «
LY —S.D(s).dF=[MnS.W.D(s)]F1—iw.(D(s).?+ ~ .Mm].dr (3.34)

ns*
T 0

onde T, e I', representam os limites do contorno no qual se realiza a integracéo.
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Do mesmo modo que no item (3.2), a primeira parcela do segundo membro
da eq.(3.34) é nula para o caso de um contorno fechado cuja representacdo
paramétrica e respectiva derivada sejam continuas. Caso contrario, ela dara origem a
reacdo nas angulosidades ou cantos no contorno da placa.

Considerando-se a eq.(3.14), a eq.(3.34) pode ser escrita como:

- oW My 9D(s) |,
iMns = D(s)dr_-IZ‘IRC, Dy IW[D() T,Mm],dr (3.35)

Substituindo-se a eq.(3.35) na eq.(3.33), resulta:

ow . N,
DO.U2=i[a—n.D(s).Mn.d1“—iZ=;Rci.W ; ij(s)qn dr - ij(s) Mos 4

aD(s) aD(s) . oD (s)
_i[w B M. dl“—l_[w. ox, mij.ni.dl"+£w o, L.dQ - IW D(s).g".dQ
’D . D(s) «
+jw.a (S).mij.dg+jw.a (S).qj.dg (3.36)

Logo, a partir de (3.29) e (3.36), tem-se:
j— D(s).M’,.dI" - ZR;.W ; jw D(s).q.dI" - jw D(s) M 4r
=1

aD(s) oD(s)
—_[w B M,,. dF—IW.Wmij.ni.dFﬁ[w

r r J Q

aD(s)

o ".do - jw D(s).g".dQ
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oD .
.ﬁ.qj .dQ
i Q an

8°D(s) .
+IW'6x-.6x- .mij.dQ+jW

Q I

* aW* NC * *
= [(=V,.w +Mn.a—n).dF—Z;Rci.wci— [ow.de, @37)
r i=

Qq

Conforme mencionado no item 3.2, g~ é uma carga unitéria aplicada em um

ponto “qQ” qualquer do dominio da placa e sua representacdo matemética é a

distribuicdo delta de Dirac 8(q,p), e considerando-se a definig¢do (2.62) tem-se que:

[ w(p).D(s).9".dQ = D(a).w(q) (3.38)
Q

Substituindo-se entdo g~ por 8(q,p) em (3.36) e usando-se a representacio

de cada variavel em funcéo dos dois pontos, “q” e “p”, para os valores fundamentais,

e em fungdo de um ponto apenas em caso contrario, obtém-se:

Di[j D(s).[g—vnv(P)-M’;(q,P) - w(P).V, (a, P)}.dr - 2 Ru(@.P). W, (P).D,
Olr

i=1

aD(s) . « oD(s) «
_‘ﬂTMns(q,P) +a—xjmij(q,P).ni}.w(P)dF

oD . 8°D .
+| [2.%.% (q,P) Jrﬁ.mij (@, P)}.W(P).dQ - D(q).w(q)]

o OX; . 0X;

* NC
Wjﬁ - Y Ra(P).w; (a,P)

i=1

- j(_ V,(P).w™(q,P)+ M, (P).
r
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- [9(p).w"(a,p).de2, (3.39)

Qq

Reagrupando-se a eq.(3.39), obtém-se:

oD(s) . oD(s) .
TMHS*_?mU

D(q) 1
D—.W(q) + —J. .

. niJ.w(P).dF

[D(s).v;(q, P) +

0 r

1 ow * S * Dci
- D_oi[ D(s). 5, (P)-M;(a,P).dI + ; Rai(aP)-wei (P). *

2
[ZIGD(S) Py 20O

o, .g; (q +6xi.6x .mij(q,P)}.w(p).dQ

1
] j

- I(vn(m.w*(q,P)— MAP)W}W+ZRci(P>.w;(q,P)
T i=1
+ Ig(p).w*(q,p).ng (3.40)

3.4 Equacéao Integral para um Ponto do Contorno da Placa

As equacdes integrais de deslocamentos para placas com espessura constante,

eq.(3.22), e com espessura variavel, eq.(3.40), sdo validas apenas para pontos
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contidos no interior do corpo em estudo. Deseja-se, por outro lado, obter a expresséo
correspondente para 0 caso em que o ponto de colocacdo (q) pertenca ao contorno
I' , uma vez que o método necessita desta equagdo para a montagem de um sistema
de equac0es lineares.

O artificio utilizado comumente na literatura especializada, DOMINGUEZ &
BREBBIA (1989), para a avaliacdo de pontos pertencentes ao contorno(Q), consiste
transformar o ponto do contorno num ponto pertencente ao dominio, acrescentando-

se, para isto, parte de um circulo de raio &, denominado Q& , centrado no ponto de

colocacdo em questdo. Assim, um ponto Q do contorno, figura 3.5, passa a ser um

ponto g do dominio, valendo entdo, para este ponto, as equagdes (3.22) e (3.40).

F.h=cos(B)=1

FIGURA 3.5 - Contorno Circular Acrescentado a um Ponto Q .

Com esta modificacdo, 0 novo dominio torna-se Q+Q§. O contorno passa

entdo a ser I —1:+1“&. Considerando-se tal artificio na eg.(3.22), esta passa a se

apresentar da seguinte forma:
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w(Q)+ [ {VS(Q,P).w(P)—M:(Q,P).%(P)] .d'(P)

r-r

N¢-1
+ | {v: (Q.P).w(P) - ME(Q,P)-%(P)} .dr'(P) + D R (Q,P).w, (P)
i=1

Te

+R;  (QP).w; (P)+R; (Q.P)w; (P)
AT AT At At

- | [ }dr(m
r-r
{ } dF (P)
&
Nc-1 X
+ Y RG(PLWy(a,P) +R, (Q,P)w; (P)+R; (QP)w; (P)
i=1 A~ A At At
+ [9(p).-w*(Q.p).dQ (p) (3.41)

Q4

Assim, 0 ponto Q sera do contorno quando o raio & tender a zero e w(Q) sera

calculado na condicdo limite. Portanto:

w(Q)+lim | {VE(Q,P)-W(P)—MZ(Q,P)-Z—\;]V(P)] dr(P)

-0 TrI-T

+lim j {v (Q,P).w(P) =M (Q,P). —(P)} .dr(P) + ZRC.(Q P).wg (P)

E—0
g

*

+lim [RC (Q,P).w; (P)+R; (Q,P).w, (P)}
-0 A~ A~ At At
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ow
0

=lim | [Vn(P).W*(Q, P)— M, (P).

-0 r-T

(Q,P)}.dF(P)

n

*

ow
on

+lim ‘[[Vn(P).W*(Q,P)—Mn(P).

&E—0

@ P)}.drg(P)
e

Re (QP)w; (P)+R; (Q.P).we (P)
AT A~ At At

+ iRci(P).w;(Q,P) +lim [

E—0

+ [9(p).-w*(Q.p).dQ (p) (3.42)
Q

g
Os limites das integrais sobre (F—f) indicadas em (3.42), por definicdo,
representam o valor principal das mesmas. Assim:

lim | {VS(Q,P)-W(P)— M:(Q,P)-%(P)] dr(P)

-0 Tr-T

= ‘[{V;(Q,P).W(P)—M;(Q,P).Z—\;]V(P)} dC(P)  (3.43)
r

lim | |:Vn(P).W*(Q, P)—M, (P).

>0 r-T

ow”
an (Q, P)i|.d1"(P)

W

iy
o (Q,P)}-dF(P)

= I[Vn(P).w*(Q,P)— M, (P).
r
(3.44)

As parcelas referentes ao canto, resultam:
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1
[ZRAQHWJHHW Rc  (Q,P).w wHRZ(QmWC(mD
E—0 A~ A~ At AT

NC
= Y R5(Q,P).w,(P) (3.45)
i=1

1
[Z R.(Q,P). w (P) +lim |Rg (Q,P).w; (P)+R, (Q,P).w (P)D
£E—0 AT A~ At At

Nc
= 2.Ra(Q.P).W, (P) (3.46)
i=1

A parcela de (3.42) referente a integral sobre o trecho Fg , envolvendo w(P) e

ow(P)/on, pode ser rescrita da seguinte forma:

lim I {V (Q,P).w(P)-M_(Q,P). —(P)] .dr’(P)

E—0
Te

-mmj{vmpnmm M@]M(Qmﬂ—wr—%mﬂmwm
&E—0

T

g

+lim [ V(Q,P).w(Q).dT, (P) - lim | M(Q, P)—(Q) dre(P)  (347)

&—0 E—0
Te Te

Considerando-se valida a continuidade ou utilizando-se a condi¢cdo de
Holder, JASWON & SYMM (1977), dada por:

w(P)—w(Q) < c,.r 1Y (3.48)
| |
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< Cz.raz(P'Q)

ow
a_n(Q)

(3.49)

onde C, e C, sdo constantes e O<a; <1, com (i=1,2), a primeira integral de

(3.47) se anula. Como w(P) e ow(P)/on sdo valores do dominio e ndo variam,

portanto, ao longo de 1"& , 2 eq.(3.47) fica:

lim | {v (Q.P)-W(Q)~ M (Q.P). (Q)} .dr (P)

E—0
Te

=w(Q).lim [ V;(Q,P).dT (P)——(Q) lim [ M{(Q,P).dl(P)  (350)

€0 £—0
Te Te

Substituindo-se em (3.48) os valores de V,(Q,P) e M (Q,P), dados em

(2.99) e (2.97), respectivamente, e considerando-se ainda, que, no caso, r,;.n; =1,

r,;.s,;=0er=R=§,figura 3.5, obtém-se:

lim j{v (Q.P).w(Q) - M (Q.P).—~ (Q)] .dr; (P)

&E—0
Te

= w(Q).lim j— dry (P)——(Q) I|m j—[(1+v) Ing +1].dr (P)

E—0
£ F&
(3.51)

Sendo dl"& (P)=&.d¢, a expressdo (3.51) pode ser indicada na forma:
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lim {VS(Q,P).w(@—M’;(Q,m.g—ﬁ(c@)} .dr (P)

E—0
Te

2.1—B¢ 2.n—=Bc

. ow, 1
=W(Q).|&ITO { m.g.d¢+a—n(Q).gTo { 2@V ng+ 1] e.dg

(3.52)

onde B, € o angulo interno do canto da placa, indicado na figura 3.5.

Desenvolvendo-se as integrais de (3.52), obtém-se:

2.m—B

> n Q)

lim {v: (Q.P)-w(Q)~M;(Q P).Z—an(@} dry (P)= -
E—0
r
3

(3.53)

Analogamente, as demais integrais sobre Fg indicadas em (3.42) conduzem a

valores nulos. Assim, a eq.(3.42) pode ser rescrita como:

C(Q).w(Q)+I{v: (Q.P).w(P) - ME(Q,P)-%(P)} .dr'(P)
r

N¢ *
i=1 T

NC
+ > R4 (P).Wi(Q.P)+ [g(p).-w' (Q.p).d (p) (3.54)
i=1 Qq
onde:
c(Q) =2 (3.55)

2.1
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Para os pontos “A” fora do dominio, uma vez que o primeiro termo da

equacdo (3.54) se anula, devido a propriedade da funcdo delta de Dirac, ou seja:

[8(A.P).w(p).dQ(p) = w(A) =0
Com isso, pode-se concluir que:

(1,  QeQ (dominio

B ‘;E Q e T" (contorno) (3.56)

CQ) =15
{0, Q ¢ QN Q ¢ I'(externo)

Para ponto do contorno onde o elemento é linear, tem-se que B, = «t, logo:

C(Q)=0,5 (3.57)

De forma analoga ao efetuado no item 3.4, pode-se obter a equacdo integral
de rotagdo ow(Q)/ém, eq.(3.23), para um ponto do contorno, em relagdo a uma

coordenada genérica m. Como neste trabalho sera utilizado uma forma alternativa,
utilizando-se apenas as equacdes integrais de deslocamentos, ndo havera necessidade
da formulacdo da equacao integral de rotacdo no contorno, podendo esta deducao ser
claramente encontrada em PAIVA (1987).

Seguindo-se 0 mesmo procedimento a equacdo integral do deslocamento
transversal para a placa com espessura variavel (3.39) ou (3.40) pode ser escrita

como:

c@. 252 wQ)+ | .[D(s).v:: @P)+

or

aD(s) . . D(s)
as Mns ¥ 5 M

niJ.W(P).dF
J
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1 ow * S * DCI
_D_Oi D(s). 5 (P)- M (Q,P).dT" + ; R (Q/P)-wy (P). 5
1 6D(s) . 8°D(s) .
D, £|: X. q; (Q,P) + 3,0, .m; (Q, P):|.W(p).dQ
W (0P N, )
I(v (P).w' (@,P) - M, (), 2P )]-dr + 2R (P).W;(Q.P)
I i=1
+ [a(p).w'(Q.p).de, (3.58)
Qq
A parcela da integral de contorno da eq.(3.58):
oD(s)
ox, SLUITRLY (3.59)
pode ser escrita como:
oD(s) . .
M (3.60)

Escrevendo-se (3.60) na sua forma explicita, resulta:
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(@, )
. on~ ! st M}
D) ‘= A (3.61)
OX; (6_'3 n +6_DS) M
on %2 gs 2

Utilizando-se da transformacdo de coordenadas dada em (2.32.a) para

expressar M nas coordenadas n e s, pode-se escrever (3.61) como:

n, n,|[n; s,][M]
aD_(S).Mf — |:6_D 6_D:| e | " (3.62)
0X; ! on os ||s; s, ||n, s,||m

Fazendo-se as operacOes de matrizes, obtém-se:

ob(s) ,. . oD . oD .
T'sza_n'M”-'_E'M”S (3.63)
J

Substituindo-se (3.63) em (3.58), obtém-se:

D(Q)
DO

oD(s) .. 8D(s) )
55 M+ an M, |.w(P).dTl"

C(Q).

W(Q)+ Dij .(D(s).v;(Q, P)+2.

or

Dci
D

ijD M (pY.M’(Q,P).dT %C:R* P).w,; (P
"b,1 (8)- 5 (P)-M, (Q.P). +i=1 i (Q,P).wg; (P).

0

_Dij

0Q

2
[ 2,06 by, 2D6)

(Vn(P)-W*(q, P)- MJP).W}

= —

N¢
AT+ D R (P).w5(Q,P)
i=1
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+ [9(p).w'(Q.p).de,

Qq

(3.64)
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4 EQUACOES ALGEBRICAS DO MEC PARA PLACA DE KIRCHHOFF

4.1 Introducéo

Neste capitulo sera apresentada a formulagdo numérica para resolugédo
aproximada das equacdes integrais de placas vistas anteriormente.

As equag0es integrais do deslocamento e de sua derivada direcional, obtidas
no capitulo anterior, sdo praticamente impossiveis de serem resolvidas
analiticamente na maioria dos casos de interesse estrutural pratico. Tem-se entdo a
necessidade da aplicacdo de métodos numeéricos, transformando as equacles
integrais em equacOes algébricas envolvendo os valores nodais das variaveis do
contorno, que sdo os valores das varidveis associadas aos nos, obtendo-se, assim,
solugbes aproximadas. Essa transformacdo é feita discretizando-se o contorno da
placa em segmentos chamados “elementos de contorno”, onde os deslocamentos e
esforgcos sdo aproximados por fungdes previamente escolhidas. As integrais de
dominio que aparecem na equacao integral de deslocamento serdo transformadas em
integrais de contorno e estas também serdo resolvidas numericamente.

Neste capitulo mostra-se a transformacdo de uma equacdo integral em
equacdo algébrica. Como consequiéncia pode-se também gerar o sistema de equactes
lineares que governa o problema de placas.

Para o caso de placas com espessura variavel, aparece um termo de dominio

que acarretara em pontos internos como incognita de deslocamentos.



4 EQUAGCOES ALGEBRICAS DO MEC PARA PLACA DE KIRCHHOFF 81

4.2 Discretizacdo do Contorno

Considere-se a figura 4.1, onde o contorno da placa esta aproximado por um

nimero finito de segmentos ou “elementos de contorno” TI';. O nimero e a forma

dos elementos séo escolhidos de modo que o contorno real fique representado exato

ou aproximadamente. Para isto, pode ser adotado elemento de geometria reta ou

curva.
. L
n
S Q
1_‘2
X3
l_‘1
X1
FIGURA 4.1 - Discretizacdo do Contorno da Placa.
Quanto a geometria, os elementos de contorno mais usados podem ser, figura
4.2:

¢ retos - cada elemento é definido por dois pontos nodais;

quadratico, definido por trés pontos nodais;
® CUIVOS - circular, definido por trés pontos nodais;
cubico, definido por quatro pontos nodais.
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Nnoy

X1

(a) Elemento Reto

FIGURA 4.2 - Geometria dos Elementos de Contorno.

No3

noy

(b) Elemento Curvo

Xy

no»

Nnoy

Neste trabalho, adotam-se segmentos retos, ou seja, elementos lineares

quanto a geometria, figura 4.2a.

Como seréa visto mais adiante, as integrais sobre esses elementos, quando nédo

singulares, sdo feitas numericamente. Assim € conveniente expressar as coordenadas

de cada ponto “P” de um elemento em fungéo de coordenadas locais homogéneas &,

figura 4.3, da seguinte forma:

onde:

x(P)=y" (P).X"

(4.1)

(4.2)

(4.3)
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(4.4)

O indice N é utilizado para indicar valores nodais. Assim, x!' representa a

coordenada na direcéo i do ponto N.

FIGURA 4.3 - Elemento de Contorno Linear.

O vetor das funcgdes ¢ (P) é dado por:

¢1(P)} @3

d~’(F’)={¢2(P)

onde ¢; sdo funcdes da coordenada &, com origem no centro do elemento, expressas

por:

0,(P) =3 (1-9 (462)

o, (P) =%.(1+z;) (4.6.b)
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Escrevendo-se explicitamente a eq.(4.1), resulta:
( xﬂ

{xl(P)}ZHM(P) $(P) 0 0 wfo
@l o 0 4P ¢2(P)J{XéJ
X;

As fungdes ¢, (i = 1,2) séo conhecidas como fungdes de forma. Por definicdo,

(4.7)

as funcbes de forma descrevem a variacdo da variavel em questdo através dos
parametros nodais, isto é, elas indicam como as varidveis devem ser interpoladas

entre seus parametros nodais.

4.3 Aproximacao das Variaveis

. ow
Em cada elemento T, os deslocamentos — w (deslocamento vertical) e an

(rotagdo) —.e os esforcos — M, (momento de flexdo) e V,, (cortante equivalente)

— sdo aproximados por funcGes, que estdo associadas a um certo nimero de noés do
elemento. Os valores das variaveis relativos aos nés, denominados “valores nodais”,
associam-se aos valores referentes aos elementos atraves das fungdes de forma.

Pode-se expressar os vetores de deslocamentos u e esforgos p em um ponto

P, em termos de seus valores nodais U™ e PN, através das relacdes:

w
u(P)={aw =y (P).U" (48.2)
our =y

Mn
E(P)={V }=\|~1T(P).EN (4.8.b)

n
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O numero de valores nodais N e o tipo de funcdo que compde a matriz y '

vao depender do nivel de aproximacdo que se deseja.
As aproximagdes mais usuais, das variaveis nos elementos de contorno séo:

e constantes;

continuas;
e linearesy descontinuas:

mistas.

continuas;
e (quadraticasy descontinuas;

mistas.

4.3.1 Aproximagdo Constante

Para se ter a aproximagdo constante sobre um elemento a funcéo
aproximadora é definida apenas com um valor. O ponto correspondente &,

geralmente, escolhido no meio do elemento, figura 4.4.

1 1
1 1 Ui, ou P;
Ujs2 OU Py, i+l i+l
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Xy

FIGURA 4.4 - Aproximacdo Constantes.

4.3.2 Aproximacdao Linear Continua

A aproximacdo linear continua é definida por funcdo linear e ndo ha

descontinuidade entre elementos, figura 4.5.

Valores nodais das variaveis

Xy

FIGURA 4.5 - Aproximacdo Linear Continua.
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Como os valores nodais de deslocamento (L~JN) e de esforcos (EN) estdo

situados nos nos correspondentes as extremidades do elemento, figura 4.5, as

aproximac0es das variaveis podem ser feitas por fun¢bes ¢ idénticas a da geometria,
isto é:
1
¢:(P)=7.(1-9) (49.2)

02(P) = (1+9) (4.9b)

com os valores nodais:

UM =<7 ¢ (4.10)

pN _J Yn (4.11)

Com isso, as equacdes (4.8.a) e (4.8.b), que expressam os deslocamentos u e
esforcos p em um ponto P, em fungédo de seus valores nodais l_gN e EN, podem ser

escritas explicitamente como:

(P) (&)

w(P

6:P) 0 ¢,) 0 | \en

=< 0w = < \

1" {_6n(P)} { 0 %) 0 ¢2(P)} ; (@12
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Mn(P)} (4.13)

[¢1<P) 0  ¢,(P) 0 } Vi
0 &,(P) 0  ¢,(P)]

p(P) = {v (P)

Funcéo linear

U?ouP? /
UP ou PP

N2 ou

FIGURA 4.6 - Funcdes de Forma para Aproximacao Linear Continua das
Variaveis.

A presenca de descontinuidade das funcdes aproximadoras devido a
angulosidade ou vinculagdes diferentes no contorno de uma placa, figura 4.7, torna
necessaria a descontinuidade das variaveis nos casos praticos, podendo-se assim,
definir outros tipos de elementos com diferentes aproximacfes das varidveis, de

modo a expressar tal descontinuidade.
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~<— Pontos com descontinuidades

SRE

~®

FIGURA 4.7 - Descontinuidade do Contorno de uma Placa.

4.3.3 Aproximacdo Linear Descontinua

Os elementos lineares com aproximagfes descontinuas das varidveis se
caracterizam por expressar uma aproximacao linear entre dois nos e permitir que haja
descontinuidade das varidveis (deslocamentos e esforcos) entre dois elementos. Uma
das maneiras de se obter essa representacdo descontinua é através da definicdo de

noés no interior do elemento. Neste caso, as varidaveis u(P)e p(P) serdo

aproximadas pelas eq.(4.12) e (4.13), respectivamente, sendo as fungdes ¢ agora

dadas por:

0,(P) = (g,-¢) (4.14)

&-&1

1
$,(P)=——(8,-¢) (4.15)
81-&>
onde, conforme a figura 4.8, &, e &, séo as posi¢des dos nos com relagdo ao centro

do elemento, em coordenadas homogéneas; & é a coordenada homogénea do ponto

considerado e ; ¢, e ¢, sdo funcdes de forma.
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o,

N6 geométrico 2

N6 geométrico 1

Xy

FIGURA 4.8 - Funcdo de Forma Linear Descontinua para as Variaveis.

As funcgdes aproximadoras (4.14) e (4.15) estdo relacionadas aos nés@ e@
definidos em pontos internos do elemento, garantindo-se assim, a descontinuidade
das variaveis nas extremidades.

Para 0 caso particular em que os pontos nodais @ e @ coincidem,
respectivamente, com os extremos geométricos 1 e 2 do elemento (figura 4.8), isto é ,
£, =-1 e &,=1, as expressdes (4.14) e (4.15) ficam iguais as obtidas

considerando aproximagé&o linear continua, equacdes (4.9.a) e (4.9.b).

4.3.4 Aproximacdao Linear Mista

As aproximagdes mistas consistem de combinacOes entre aproximacgoes
continuas e descontinuas e sdo utilizadas quando se pretende expressar
descontinuidade em uma das extremidades do elemento, figura 4.9.

A utilizacdo de apenas elementos descontinuos, na discretizacdo do contorno
de uma placa, aumenta significativamente o nimero de nés e por conseqiiéncia o
nimero de equacBes do sistema. Quando utilizado apenas para modular

descontinuidade em vértices ou em pontos onde existe mudanca das condi¢cbes de
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contorno, torna-se vantajosa a sua combinacdo com os elementos com aproximacgoes
continuas e mistas das variaveis, GIL RODRIGUES (1985,1986).

¢,

X4 Xy

FIGURA 4.9 - Fungdo de Forma Linear Mista para as Variaveis.

4.3.5 Aproximacdo Quadréatica Continua

Esta aproximacdo requer trés pontos nodais por elemento, figura 4.10. S&o
usadas funcGes polinomiais quadraticas para a aproximagdo das variaveis em cada
elemento. N&o deve haver descontinuidade das variaveis envolvidas em um né

associado a dois elementos adjacentes.



4 EQUACOES ALGEBRICAS DO MEC PARA PLACA DE KIRCHHOFF 92

Funcéo quadrética e

r \ &/ / continua

FIGURA 4.10 - Aproximacao Quadréatica Continua das Variaveis no
Contorno.

Assim, pode-se expressar as variaveis u e p (deslocamentos e esforgos)

sobre cada elemento, através de funcBes aproximadoras do segundo grau. E

necessario relacionar as variaveis de um ponto qualquer P do elemento com o0s

valores nodais destas variaveis UN e PN. Para isto, usam-se as relacées (4.8.a) e

(4.8.b), sendo as fungdes de forma ¢, (i = 1,2,3) dadas por:

b= —(1-8) (@162)
0, =1-¢° (4.16.b)
03 =%-(1+&)-& (4.16.0)

com os valores nodais:
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u™ =<(6w 24 (4.17)

pN=¢ """ (4.18)

Com isso, as equacoes (4.8.a) e (4.8.b), que expressam os deslocamentos u e
esforcos p em um ponto P, em fungédo de seus valores nodais gN e EN, podem ser

escritos explicitamente como:

W
) [¢1(P) 0 %P 0 4(P) O }

u(P)= HeyTLo w® 0 wm 0 6

2]
on

(4.19)
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'

Vi (P)

0 (P) 0 6,(P) 0  ¢5(P)

Mo(P)] [6:(P) 0  ¢,(P) 0 ¢s(P) O ]|M;
p(P) = = 3

(4.20)

Funcéo quadrética

U2 ou P2
uP oup®
e
P utoupr!

FIGURA 4.11 - FuncGes de Forma para Aproximacao Quadratica Continua
das Variaveis.

4.3.6 Aproximacdo Quadratica Descontinua

Esta aproximacdo permite que haja descontinuidade das variaveis envolvidas
entre dois elementos adjacentes. Estes pontos nodais podem estar em qualquer
posicdo ao longo do elemento, permitindo que 0s né@ @ da figura 4.11 passem a
ter coordenadas locais &, e &, respectivamente, e 0 né@ localizado no centro do

elemento ainda permance com &, = 0, conforme indicado na figura 4.12 .
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Para esta aproximacéo as trés funcdes interpoladoras ¢,, ¢, € ¢ 5, Sdo dadas

por:
1
P)=——=.\& &) 4.21.
W= (6. -8 (4213)
_ _&3"“31 _ 1 .
bo(P) =178+ (8 =) 8 (4.21.b)
Py=————— (&, —&). 4.21.
%)= ) (e.-¢)-¢ (421.c)

FIGURA 4.12 - Funcdes Interpoladoras Quadraticas Descontinuas.

4.3.7 Aproximacao Quadratica Mista

Como ja visto no item 4.3.4, a aproximacdo mista € usada quando se
necessita da combinacdo de aproximagfes continuas e descontinuas, bastando, para

Isso, adotar valores de &, = —1 ou &, =1 nas fungdes interpoladoras (4.21).
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4.3.8 Aproximacado Adotada

Neste trabalho sera adotado o elemento de contorno com geometria linear
com aproximacao quadratica continua para as variaveis. Para isso, € necessario que 0
elemento linear tenha trés pontos nodais, como definido no item 4.3.5.

Nos pontos onde existirem descontinuidades, das varidveis, das vinculagdes
ou descontinuidade da geometria como o canto, sera utilizado o artificio do n6 duplo
para simular esta descontinuidade, figura 4.13. Os nds duplos caracterizam-se por
apresentarem mesma coordenadas, porém permitindo que haja descontinuidade.

Como ja foi mencionado, cada ponto de colocacdo esta associado a uma
equacdo integral de deslocamento, que serd transformada em equacao algébrica apos
a discretizacdo do contorno, dando origem a uma linha do sistema de equag6es. Com
a existéncia de n6 duplo, pelo fato de terem mesmas coordenadas, serdo geradas duas
equacOes algébricas que poderdo, em funcdo das condicBes de contorno, ser

linearmente dependentes e, com isso, 0 sistema de equagdes sera singular.

FIGURA 4.13 - NGs Duplos.
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Para evitar a singularidade provocada pelo né duplo, cria-se um ponto de
colocacéo, no interior do elemento, figura 4.14. Com o ponto de colocagédo deslocado
monta-se a equacdo algébrica correspondente. Como as incognitas estdo expressas
nas extremidades e no meio do elemento, tem-se a necessidade de representar o
deslocamento do ponto de colocagéo no interior do elemento, em termos dos valores
nodais. Para isso, utilizam-se as fungdes de forma ja definidas anteriormente,

resultando entdo:

Ponto de colocacéo
/N /no interior do elemento

—fe

Xy

FIGURA 4.14 - Ponto de Colocagéo.

4.4 Integrais de Dominio

Na equacdo (3.55), que representa a equacdo integral do deslocamento para
placa com espessura constante, aparece uma integral de dominio, sobre a regido do

carregamento Q, dada por:
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[a(p).w' (Q,p).d, (p) (4.22)

Qq

A integral (4.22) tem valor numérico conhecido, pois ndo envolve nenhuma
incégnita. g(p) corresponde ao carregamento distribuido, que, neste trabalho, serad

assumido linear sobre a regidgo Q, figura 4.15. w* representa a solucao fundamental

de deslocamento, fornecida pela eq.(2.80).

Variacao linear da
carga

FIGURA 4.15 - Placa com Carregamento Distribuido.

Existem varios métodos numericos para o célculo da integral (4.22). Dentre
eles, pode-se citar o Método de Monte Carlo que utiliza nidmeros randdémicos
(aleatorios). Pode-se usar também uma extensdo da quadratura de Gauss para obter
integrais maltiplas. Como terceira alternativa, a qual foi adotada neste trabalho,
pode-se transformar a integral de dominio em uma integral sobre o contorno do
carregamento (integral de linha).

Ja na equacado integral do deslocamento, para o caso de placa com variacdo de
espessura, eq.(3.58), além da integral de dominio (4.22), surge outra integral de

dominio dada por:
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L[, 00 o 200 o
o250+ o, Q@) W) (4.23)

i

Esta integral contém uma incégnita do problema, o deslocamento w(p). Para
resolver esta integral sera necessario dividir o dominio em células onde a fungéo
deslocamento sera aproximada por uma funcdo polinomial. Neste trabalho,
admitiram-se células com geometria triangular e funcéo interpoladora linear do

deslocamento no dominio, figura 4.16.

X1

FIGURA 4.16 - Divisdo do Dominio em Células Triangulares.

4.4.1 Integrais de Dominio para o Carregamento

Para transformar a integral de dominio (4.22) em uma integral de contorno,
considere-se a placa da figura 4.17, submetida a um carregamento “g” distribuido

numa regido Qg de contorno I'; e o ponto de carregamento “gq”. A partir desta

figura, obtém-se as seguintes relagdes:
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dQ, =r.dr.do (4.24)

r,.n;
do=—""1 gr (4.25)

Com isso, pode-se obter:

r,.n;
dQ, = r.dr. ==t .dr (4.26)

9

onde r,; e n; representam 0s co-senos diretores do vetor r e da normal n, ao contorno

da regido do carregamento.

FIGURA 4.17 - Regido Carregada Q.

Em conseqliéncia da mudanca de variavel indicada em (4.26), a integral de

dominio de (4.22) é expressa por:
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R * r,lnl
[ [op)-w" (@.p). == r.dr.d, (4.27)
Ty 0

onde R € o valor de r para um ponto qualquer do contorno Ty, figura 4.17.

Tendo-se admitido que a carga g varia linearmente na regido €, a expressao

de g(p) em relagdo ao sistema de coordenadas cartesianas (X,,x,) é dada por:

g(p) = A.x;(p) +B.x,(p)+C (4.28)

Em relacdo ao sistema (X,y), de origem em “q”, figura 4.17, tem-se:

{xl(p) = x;(q) + X, (p) (4.29)

X5 (P) = X,(Q) + X, (P)
Substituindo-se (4.29) em (4.28), resulta:

g(p) = A.x1(0) +B.x,(q) + C+ A.X;(p) + B.X,(p) = 9(q) + A.X;(p) + B.X,(p)
(4.30)

onde g(q) € o valor da intensidade da carga no ponto “q”.
Substituindo-se em (4.27) a eq.(4.30) em coordenadas polares e o valor de

w*(q,p) dado pela relagdo (2.39), obtém-se:

R 2 . .
rJ.g {(Q(Q)+A.r.cos(6)+ B.r.sen(G))-Sl;.Do .(In(r)—%).r.dr}. r,,F.{n, .dr,

(4.31)
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Resolvendo-se a integral interna, em r, de (4.31), resulta:

[90). W (@.p).dQ, (p) = g(Q) [r? (In(R)—%).r,i.ni.ng

Q Do 7,

7
R I R I I A. e B. e LT I.dr
D, f[g (n( ) 10)( cos(0) + B.sen( )) r,..n

. (432

Uma outra alternativa para a transformagdo das integrais de dominio em
integrais no contorno é a utilizacdo do Método da Reciprocidade Multipla, sugerido
por NOWAK & BREBBIA (1989).

Para os casos de uma carga g(p) qualquer, a integral (4.32) pode ser resolvida

dividindo-se a regido Q, em subregides menores, ou celulas, e fazendo-se o

somatorio das integrais sobre todas as células do dominio SILVA (1988).
Analogamente & discretizacdo do contorno da placa, como no item 4.2 pode-

se discretizar também o contorno do carregamento em elementos de contorno linear,

figura 4.18, sendo validas as relacfes (4.1) a (4.7). Devido a esta discretizacéo, pode-

se afirmar que:

J F(FG)'drg =2 J F(ng)-drgi (4.33)
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FIGURA 4.18 - Discretizacdo do Contorno do Carregamento.

4.4.2 Integrais de Dominio sobre as Células

Discretizando-se 0 dominio da placa em células internas, figura 4.19a, os

deslocamentos poderdo ser aproximados, transformando-se a integral (4.23) em

somatorio de integrais sobre estas células, obtendo-se a seguinte expresséo:

Ncel

> [ K(ap)wp).dQgy ()

i=1 Qg
sendo o valor de K" (qg,p) dado por:

oD(s) . 8°D(s)
—.0; (q,p) + ZW

— 1
K@p)=151% 5
! J

my;(d,p)

(4.34)

(4.35)
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&2

p(§1 l§7!<t:3)

X2
p3(0’011) \ pl(l!olo) E.’l
&2

(a) (b)

FIGURA 4.19 - Definicao do Sistema de Coordenadas de uma Células
Triangular “i”.

Um ponto “p” de coordenadas (x;,x5) pode ser definido em funcéo das

coordenadas dos vértices p;, p2 e ps de uma célula triangular “i” , figura 4.19b, da

seguinte forma:

xP =y . X" (4.36)
onde:
Xp
xP = ; (4.37)
X5
] vi O
v o= - (4.38)
: 0 vy
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X
y < Xf >
N - L1
2'( = N =9, n d (439)
Xl
< Xg >
\ \XSJ J
com
3
vi =18 (4.40)
&3
A coordenada x; do ponto “p” pode ser escrita explicitamente como:
Xi =81 Xi +&;. X{ +85. X7 (4.41)
A variavel adimensional ii em fungéo das coordenadas x{ do ponto “p”
fica:
P 1 o a P a P
te =5 5 (2A7 +b° ] +a%.x]) (4.42)
onde:
a® =Xxk-x! (4.43.a)
be = xJ - xk (4.43.b)
2.A% = XJ. XKk —xk x} (4.43.c)
1 1,2 2 41
=>(b".a%-p’.a") (4.43.d)

para a =123 j=231 k=312
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Como as integrais envolvem soluces fundamentais, as quais, por sua vez,
estdo expressas no sistema de coordenadas polares, € conveniente expressar a

equacao (4.42) em coordenadas polares (r,0), com origem no ponto “q”, figura 4.20:

g, =&g +ﬁ.(b“ .cos(0) +a® .sen(e)) (4.44)

onde &7 é obtido através da equacdo (4.41) para o ponto “q”.

FIGURA 4.20 - Célula Interna e os Sistemas de Coordenadas (X, X,),
(&1:&2)e(r,0).

De forma analoga a expressdo (4.35), pode-se escrever o deslocamento
transversal w(p) de um ponto qualquer da célula em funcdo dos deslocamentos

verticais dos vértices da mesma, figura 4.16, isto é:

w(p) =y ;.w" (4.45)

onde y, € dado em (4.40) e w", representa os deslocamentos verticais w*, w?, w?

nos vértices da célula.
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Substituindo-se em (4.34) o valor de w(p) dado em (4.45), considerando-se
apenas uma celula genérica “i”, e escrevendo-se Q; =Q., por simplificacao,

obtém-se:

[ K" (a,p).w(p).de; (p)

Q;

w
={Iai’.K*(q,p).dﬂi(p)jazK*(q,p).dszi(p) IaSK*(q,p).dep)}. w?
W3

Q; Qi Q;
(4.46.a)
ou:
Wl
[K(@p).wip).de;(p) = {A* A? A%} w? (4.46.)
Q; w3
onde:
A% = [&F K" (q,p)-de;(p) a=123  (4.47)
Q;
Considerando-se variagao linear da rigidez pode-se escrever,
D(x,,x,) = FD.X; + GD.x, + HD (4.48)
Assim suas derivadas ficam,
aD(Xl X3)
ox, =FD (4.49.a9)
oD
DEXe) _ o (4.49.b)

oX,
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0°D(Xy,X,)
ox 0%, (4.49.0)
Admitindo-se que:
* - r1|
b = 4.m.r (4:50)

pode-se obter o valor de K™ (q,p) para o caso de rigidez com variac&o linear, isto é:

2 r|2

Substituindo-se o valor de K™ (qg,p) na integral (4.46), a integral de dominio

resulta:

-2 I (FD.r,1+GD.r,2

Dodr) . ).W(p).dQ (4.52)

Transformando-se em coordenadas polares a integral de dominio resulta:

Do 4. n” (FD.r,,+GD.1,,).w(p).dr.de (4.53)

Substituindo-se na integral (4.53) a expressdo de w(p) dada pela equacéo

(4.44) e transformando-se gg para coordenadas polares, a equacao (4.53) fica:

” FD.r,;+GD. r,2) {gq L (b“ cos(0) +a* sen(e))}.dr.de

Do4.n 2.A

(4.54)

Integrando-se (4.54) em r, resulta:
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j r.ed.(FD.r,;+GD.r,,)+ r?.(b®.cos(6) + a® .sen(6)).

Do4d.w
(FD.r,;+GD.r,,) ” 155
4.A " ( " )
1 or r,;.n;
Substituindo-se de=F an drr =—— . .dI' naeq.(4.55), resulta em:

[ ~ J [ 2+r'(ba'cos(?’;aa'sen(e)) .(FD.r,1+GD.r,2).%.dFC w(a)

(4.56)

Transforma-se, assim, a integral de dominio (4.47) de uma célula em uma
integral de linha sobre o contorno da célula.
Considerando-se que a célula contém trés lados a integral (4.56) pode ser

rescrita como:

i=1

3 Ab%. 0 e, 0 P
[DO4 . ZU [gng r( cos( 4).;a sen( )) .(FD.r,1+GD.r,z).a—;.drc,ﬂ.w(a)

(4.57)
para o = 1,2,3.

4.5 Definicdo das Posi¢c6es do Ponto de Colocacéao

No problema de placas de Kirchhoff com espessura constante tém-se quatro

P ' « ow .
variaveis envolvidas no contorno da placa, que séo: V,, M,,w e n e devido a

existéncia dos cantos ttm-se mais duas variaveis envolvidas R, e w, associadas

apenas a esses pontos particulares.
Para cada ponto do contorno duas das varidveis devem ser conhecidas e duas

sdo incdgnitas. Ja no canto uma deve ser conhecida e outra incognita.
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Para o problema de placas de Kirchhoff com espessura variavel, além das
variaveis discutidas acima, surgirdo mais duas variareis envolvidas R; e w; onde
uma devera ser incognita e outra prescrita, devido a existéncia de pontos no interior
da placa. Com isso infinitas alternativas podem definir o sistema de equagéo integral

dos deslocamentos. Dentre estas alternativas pode-se citar:

- .. . ow
e Utilizando as equacdes integrais de w e o

Neste caso para cada ponto do contorno define as equagdes integrais de
deslocamento transversal e rotacdo podendo ainda assumir as seguintes
configuragdes:

e R. e w, sdo tratados como contribuigdo dos nos vizinhos em cada canto;
e R, e w, sdo tratados como variaveis do problema.

e Utilizando apenas a equacéo integral de w.

Neste caso para cada ponto do contorno terd dois ponto de carga onde serdo
definidas as equacdes integrais de deslocamento transversal, podendo ainda assumir
as seguintes configuracdes:

e R, e w, sdo tratados como contribuigdo dos nos vizinhos em cada canto;

e R. e w, sdo considerados como variaveis do problema.

As possibilidades do tratamento da montagem do sistema de equac®es citadas
acima estdo descritas em TEJERINA CALDERON (1991).

Neste trabalho optou-se por usar apenas a equacao integral de deslocamento
transversal para manter todas as equacGes de mesma natureza. Por utilizar apenas a
equacdo integral de deslocamentos, tem-se a necessidade também de expressar a
equacdo integral de deslocamento transversal em um outro ponto que ndo seja
incégnita do problema, podendo este ponto ser um ponto externo a placa (A), figura
4.21.

As variaveis de canto R, e w, serdo consideradas como variaveis do

problema. Devido a isso, serdo escritas equagdes integrais de deslocamentos também

para os cantos da placa, figura 4.21.
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Para os pontos internos também serdo escritas equacdes integrais de

deslocamentos. Logo pontos de colocacdo serdo definidas nas seguintes posicgoes:

( e

- N6s do contornos

- NOs de canto

- Nos internos

\

- NOs pertencentes ao contorno - Q{

- Nos externos - A

- N6s duplos
- N6s simples

b—

FIGURA 4.21 - Posig¢des do Ponto de Colocagéo.

A posicao do ponto “A” é definido na direcdo normal ao elemento, a uma

distancia do nd, figura 4.22, dada por:
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d=a.i, (4.58)

onde:

a - coeficiente maior que zero, cujo valor pode estar situado convenientemente

entre 0,5 e 1,50, SILVA (1996).

Am - Média dos comprimentos dos elementos concorrentes no no, ou simplesmente o

comprimento do elemento, no caso de n6 duplo.

FIGURA 4.22 - Coeficiente de Posicionamento a.

Quando o ponto de colocacao é um né duplo este devera sofrer um recuo para
o interior do elemento para eliminar a singularidade, como ja foi visto anteriormente,

no item 4.3.8. Este recuo do ponto de colocacdo deve ser adotado entre 0,4 € 0,6 em
termos de coordenadas adimensional em mddulo, figura 4.23.

Elemento de contorno
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FIGURA 4.23 - Recuo do N6 Duplo.

4.6 Transformacédo das Equacdes Integrais em Equacdes
Algébricas

A equacéo integral de deslocamentos de um ponto Q qualquer do contorno,

dado em (3.64), pode ser escrita em fungdo dos deslocamentos u, esforcos p e dos

respectivos valores fundamentais, na seguinte forma:

Nc
C(Q)-u(Q) + [ p"(Q,P).u(P).dT'(P) + X Py (Q,P).wy (P)
T~ i=1

Nc
— [ K7ty (p).dQg (p) = [ u"(Q.P).p(P).dr (P) + 2 U5 (Q.P).-R (P)
= i=1

Qs

+ [g(p).u5(Q,P).dQ, (p) (4.59)

Qq

onde:
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Q)= c(Q). 5 (4.60)
u(P)={u1(P)}— \éVV(VP) (4.61)
~ u,(P) —(P)
[P [Va(P)
b= {pz(P)} - {Mn(m} (462
. |1 ( (s) 6D(s)
P =1 Do D(s).V, (Q,P) + 2. B M (Q,P) + .M (Q,P)
{ P (o, P)}} (4.63)
Do
u (Q.P)= [w*(Q, P) } (4.64)
_* 1 oD(s) () .
K (q,p)-Do.[z o QRS i,-(Q,pﬂ (4.65)
ug(p)=w (p) (4.66)
ug(Q.p) =w (Q,p) (4.67)
u(Q) =w(Q) (4.68)
pm(Q P)_ ci* (4-69)
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D
D

o (4.70)

0

UZi(QP) = W:i'

Considerando-se o0 contorno discretizado por “Ne” elementos de contorno e
discretizando-se o dominio em células como feito no item 4.4.2, e substituindo-se as

variaveis por suas aproximacoes (4.8.a), (4.8.b) e (4.45), a equacao (4.59) fica:

j=1 Fj

Ne Nc
C(Q).u(Q)+Y, [P (Q.P).4(P).dT(P).U} (P) + Y s (Q,P).wg (P)
~ ~ ~ i=1

Nc Ne
-2 | Koyl me).w' =Y [u"(Q.P).¢" (P).dr;(P).P}
- J=11"J- - =

i=1 Qg

Nc
+2,u5(Q,P).R;(P) + Ig(p)- Uy (Q,P).dQ,(p) (4.71)
i=1

Qq

Assim, as integrais de contorno que aparecem na eq.(4.71) tém valores

conhecidos, portanto estas integrais podem ser calculadas para cada elemento T'; e

séo representadas, genericamente por:

Q) =[P’ (QP).4(P).dr;(P) 4.72)
Lj

g'(Q=[u"(QP).¢"(P).dr;(P) (4.73)
T

A integral de dominio, correspondente ao carregamento transversal, também
é conhecida. Sua obtencéo foi feita no item 4.4.1. Ap6s sua integracdo é conveniente

representa-la por:

t(Q) = [ g(p).u;(Q,P).d, (p) (4.74)

Qq
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A integral de dominio, correspondente ao deslocamento, pode ser expressa

em funcéo dos parametros nodais feito no item 4.4.2, apés integracdo obtém-se:

$1(Q) == | Kyl (p).dQy (p) (4.75)

Qgsi

Assim, a equacdo (4.71) pode ser escrita da seguinte forma:

Ne . Nc
C(Q).u(Q)+ 2 h.UN(P)+ X P (Q,P).w (P)
j=1 ~ i=1

Ncel Ne Nc
+ 2.8 W' (P) =2 9" P + 2 UG (Q,P).R(P) + 1(Q) (4.76)
A=1 ~ =1~ ~ i=1

O deslocamento do ponto de colocacdo (que ndo é valor de contorno
escolhido para o problema discretizado) devido a influéncia dos “Ne” elementos de

contorno, dos “Ncel” células e dos “Nc” cantos da placa, a eq.(4.76) pode ser escrita

|

.u(Q), quando o ponto de carga esta no contorno(Q);

como:

1 Cac

1]
1O
10

+G..R+T (4.77)

C(Q).u(Q) + EIL~J+ I:|~C.vzc+[§° Si}.{

sendo:

1 D(Q)
2°' D

e C(Q.u(Q)=

0

e C(Q).u(Q) =0, quando o ponto de carga esta no exterior (A);
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Quando o ponto de colocagéo estiver no contorno o deslocamento u(Q) pode

ser escrito em funcio dos deslocamentos U; do elemento ao qual pertence este

ponto Q, figura 4.24. Utilizando para isso as fungdes de forma, resultando em:

Unl

D D 1

Slc@u=p2 gl e e e Ut @
Un3

Desta forma, os coeficientes oriundos destes deslocamentos podem ser incorporados

ao vetor H , resultando em:

H+S® |U,+H,.w.+S".U, =G.P,+G,.R+T (4.79)
- = b c-e i —'b c c

Elemento que
contém o ponto
de colocacédo

Ponto de colocacéo
deslocado nl

Xy

FIGURA 4.24 - Func¢édo Quadratica no Elemento de Integracéo

Devido a influéncia dos “Ne” elementos de contorno, dos “Ncel” células e
dos “Nc” cantos da placa, sobre o ponto de colocacdo quando este esta sobre o canto,

a eq.(4.75) pode ser escrita como:
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C(Q).u(Q)+H .Ub+ﬁ;.wc+[§ .

sendo:
(4.81)

— D
. C@u@ =222y ()

0
Os coeficientes oriundos dos cantos podem ser incorporados ao vetor H.

resultando em:

(4.82)

1O

P,+G,.R +T,

[H+§].Ub+ﬁc.wc+§c.ui =

Analogamente a obtencéo de (4.76) e (4.79), quando o ponto de colocacéo for

definido no interior, a eq.(4.75) fica:

C(Q).u(Q)+H, .U,O+ﬁci.wc+{§i Si}. U. =§. b+%C.RC+T (4.83)

sendo:
. C@u@ =22y, (4.84)

0

Os coeficientes oriundos dos deslocamentos dos pontos internos podem ser

. L
incorporados ao vetor S, , resultando:

[ﬁi+§}ub+ﬁci.wc+s;.ui =G.P,+G..R+ T (4.85)

Agrupando-se (4.79), (4.82) e (4.85), resulta:
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I:|+S°] Ho si|[ G G ()
[~ ~ ¢ Up - ~ P, To
[@g} Ho Siliwf=[ G G [{ -+ T @)
~ -~ -~ ~ C
— = — f Ui = = - ?
[H~i+§i} Ho Sifl~) |G G L~ )
Sendo:
ow’ ow? ow™"
UT= 1 - 2 - Nn 487
=~ {W on " Tén " on (487)
PT={Vvi ML V2 MZ .. .. vi MY (4.88)
~CT ={Wc1 We, Wes o .o Wey } (4.89)
R~cT:{Rc1 Reo R Rch} (4.90)
U~i ={Wi1 Wigw Wiz -r Wingel } (4.91)
Pode-se, ainda escrever (4.86) como:
Up P, To
|:Hb H, Hii|-<Wc >=|:Gb Gcci|' F\: B T ( (4.92.9)
~ ~ ~ ~ -~ -~ c _
’ T

ou ainda:



120

4 EQUACOES ALGEBRICAS DO MEC PARA PLACA DE KIRCHHOFF

(4.92.b)

il

o
O
Il
=)
T

O sistema de equac0es lineares (4.92.b), pode ser resolvido isolando-se todas

-+

X O

o

X

X

o

;|

///A////// /

\\\\\\\\\\\

W//////////////////////////////

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

’"o

X

o

W\

/////////

as incégnitas no primeiro membro, isto é:

Obtendo-se assim, um sistema da forma:

(4.93)

Il
X

<

onde:

X é o vetor das incognitas, composto pelos deslocamentos e esforgos nos nos,

cantos e pontos internos da placa.

Resolvendo-se este sistema, obtém-se todas as incognitas da placa.
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4.7 Propriedades da Matriz H

As propriedades da matriz H podem ser estabelecidas através da

configuragdo de equilibrio de uma placa. Se for admitido um carregamento
transversal nulo, em uma placa com o contorno discretizado, os vetores dos esforgcos

nodais P e das integrais sobre a regido carregada T , no sistema de equacdes

(4.92), sdo também nulos, isto é:

Este sistema de equagdo admite solucdo néo triviais, correspondentes aos
movimentos de corpo rigido, isto €, deslocamento vertical e rotacdo em torno de um
eixo arbitréario, PAIVA (1987).

FIGURA 4.25 - Movimento de Corpo Rigido - Translagdo

Eixo de rotagao



4 EQUACOES ALGEBRICAS DO MEC PARA PLACA DE KIRCHHOFF 122

FIGURA 4.26 - Movimento de Corpo Rigido - Rotacao.

Considerando-se um movimento vertical na placa, o deslocamento de corpo

rigido w, nos nos é dado por:
UT={w, 0 w, 0 ... ... w, 0} (4.95)

CTz{wo W, W, ... WO} (4.96)

Uiz{w0 W, W, ... WO} (4.97)
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Substituindo-se estes valores em (4.94), resulta na propriedade, envolvendo

os elementos das colunas impares, para qualquer linha i da matriz H, ,e envolvendo

os elementos de todas a colunas das matrizes H, e H; :

Nn Nc Npi
zhl,Zj—l"'zhci,j"'zhii,j =0 (4.98)
=1 =1 =1

Considerando-se agora uma rotacdo de corpo rigido o, figura 2.26, no

sentido indicado pelo eixo arbitrario &, o vetor deslocamento fica:

uU'= a.{Rl cosp; R, cosB, ... R; cosB; ... Ry, cosBNn} (4.99)
V\’I‘;r = '{Rcl Rz Res oo Ry } (4.100)

onde R; € adistancia entre um nd genérico j e o eixo de rotagao e cosf; = nt.R,.

4.8 Deslocamentos e Esforgos para Pontos Internos

Apos a determinacdo dos deslocamentos e esfor¢os no contorno da placa, é
necessaria a obtencédo destes valores para pontos do interior da placa.

O deslocamento w(g) em um ponto do interior g é dado pela equacédo (3.40)
para o caso de placa com espessura varidvel e quando a rigidez for constante esta
equacdo recai na equacdo (3.22). A partir da equacdo (3.40), pode-se chegar as
representacdes integrais das curvaturas de pontos internos, segundo as diregdes X, e

X, de um sistema cartesiano com origem no ponto g. Assim, tem-se que:
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1 oV, oD 8*M., oD 8°M;
W (q)——I{Dq{D(s). ox o WP+ 250 G (@RI 5o o (@) wip)

r J

D(s) &°M, ow G 0°Ry
D “ox.ox, GP) (p)} =2 o, ox, @D
~ o2 (q.p).w(p).do

o ek axg

Do | o°w’ 92 (aw* J
= p).V.(p)=M._ (p). _— dr
+ Dq r{axi.axj (a,p)-V,(p) h(P) A, (p)

Do Nc 2

oo > R (D) *() OI()az
Dq cc\P q,p qgggp-axl

w
ox; (9,p).dQ, (4.102)

As equacdes do deslocamento e das curvaturas podem ser escritas atraves de
uma unica equacgdo, denominando-se, genericamente, os deslocamentos e esforgos e

suas derivadas, respectivamente, por u e ¢. Logo, as equacdes (3.40) e (4.102) sao

expressas, semelhantemente a (4.59), por:

Nc
u(@)+ [ P"(a.P).u(P).dT(P) + X" Py (a,P).wq (P)
r~ i=1 ~

= | ¥7(@.P).uy(p).dQ (p) = [ u” (@,P).p(P). ar(P) + U (0.P). Ry (P)

Qgs i=1 =~

+ [ g(p).u 15(,P).d€q (p) (4.103)

Qq

onde:
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[ w(q) |
6°w(q)
0X;.0%X,
u(a) =4 8*w(q) (4.104)
0X;.0X,
6*w(q)
| OX,.0X, |
. D(s) . . )
% (a,P) D() M, (a.P)
0
8°R"(q,P 0’ D(s) . .
(a.P) _D(s) M’ (. P)
0X;.0%, 0X;.0%, D,
N CHIER P, > (4.105)
- 8°R (q,P) 6> ( D(s) M (0, P)
0X4.0X, 0x,.0x,\ D, " @
8°R"(q,P) d? D(s) . .
oxpox,  ox.0x,0 D, V(P
1
R(q.P) = [ (D(s)v (q.P)+2. an;g) M (a,P)+ () M’ (q P)ﬂ (4.106)

O _| 1 [ 0Val@P) ) 3D(s) 9'Mps(.P)
ox;.0x; | Do’ " 0X;.0X; C 05 T 0X;.0X;
. ow’

w (qyp) _a_n(q,P)
o°w’(q,P) 0° ow’
0X,.0X OX,.0%,  on (@.P)
1 1 1 1
u(q,P) = A .
(a.P) o°w"(q,P) 0° 6W( P)
0X4.0X, 0X.0X, n
a°w’"(q,P 2 i
Ak TSP
| 0X3.0X, 0X,.0X, n

, 9D(s) 8°M,(a.P)
on = 0x;.0X;

(4.107)

(4.108)
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D R%(q,p)
D0 Tl '

Dy 8°R.i(a.p)
*( ) D, 0x;.0%x; (4.100)
P.:(9,P) =1 . \ 4.1

~ Dci aZRci(q'p)

D, 0x,.0X,
D 62R;(q,p)
D, 0x,.0x, |

(K" (a,p)
0°K” (a,p)
0X4.0X,
R (a,p) =4 82K"(q.p) { (4.110)
0X1.0X,
0°K’ (a,p)
| 0X,.0X, |

oD(s) . oD(s)
X, 'qk(q’p)+6xx.6xk

K" (q,p) =2 .M} (9,p) (4.111)

2w * 2 2
o (9,p) = d [2-6D(S)-QI(q,p)) 4 [6D(S) -mik(q,p)]

0X;.0X; 0X; . 0X; 0X,, * 0X;.0X; \ 0X;,. OX

(4.112)

(W (q,p)
o°w’(q,p)
0X,.0X,
ug(a.p) =162w"(q,p) [ (4.113)
0X,.0X,
o°w’(a,p)
| 0X,.0%, |
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D 1 *
DCI WCI
o]
Dy 8%wg
“ @ P)=i .0, 4.114
u . , =9 - 4 .
1 (0, P) D, oW, ( )
D, 'X,.0x,
DCI aZW:i
D, 0x,.0%,

Para problemas de placas de Kirchhoff com variacdo de espessura, ha a
necessidade de pontos internos como incognitas, como ja visto anteriormente, nao
sendo necessario calcular o deslocamento, neste ponto.

A parcela de dominio que contém o termo X (q,p), pode ser eliminada da

equacdo da curvatura, porque a derivada segunda de K" (q,p) retorna valor nulo.
Como serd visto mais adiante nas derivadas das funces.

Apbs a discretizacdo do contorno da placa, conforme descrito anteriormente,
podem-se determinar os deslocamentos para outros pontos internos que ndo foram

incdgnita do problema, chagando-se para isso, a uma equacdo matricial dada por:

[H +s°'} A,ost G G, [T
~ 2 2 U ~ b
o _ — ~b fndl — F:b :
u(q) = [Ij +§] He Sc[ywep+| G G, R +1 T ¢
- - ~ - C
—_, = fr _(_- U = = - =
|:Hi+sli| Hi Si |t -] G, G, L I )

(4.115)

sendo U, e P, os vetores que conttm os deslocamentos e esforgcos dos nds do

contorno e, portanto, ja foram determinados anteriormente, assim como w, € R,
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que sdo vetores dos deslocamentos e reagdes dos cantos da placa e também U; que

sd0 0s nos internos que foram incognitas do sistema.
Os momentos fletores e as forgas cortantes para 0s pontos internos podem ser
obtidos a partir das curvaturas, através das equacdes (2.22) e (2.24), respectivamente.
Substituindo-se os valores das curvaturas (4.102) em (2.22) e (2.24), obtém-

se, explicitamente, os esfor¢os para um ponto g no interior da placa, expressos por:

0 oD x
my@=-[(Vi,@P)+ 222wy, 0Py 2 i (@,p) we).ar
r

—f D(s)- M, (a, P)—<P) dr - chﬁ;(q,P).wci(P)
=1

- Ne
+| [vn (P).wj (q,P) =M, (P).M].dl“ + Y R (P).w;(a,P)

T on i=1

+ [9(p).wj(a,p).de, (4.116)

Qg

oV, o o 8*M’,
4, (a) = I(D(s)—(—(q p)]+2. Dls). [ s (qp)]

OX, . OX 0s  OX; \ OX, .0Xy

aD(s) 8 ( M, "M,
+ aﬁS)' ox, [ ox, .ox, (O p)}] w(p).dr'(p) +j [ ox, ox, (O p)) —(p) dr(p)

o [ 8°R D
+Z6 L (g, p)] Weo (P)- 5

i=1 OXy - OX 0
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o [ o*w o> (ow
d| {v ) —(axk o (q,p)j M, (P)-5 [axk axk[an (q,p)m.dr(m

r

2w, *w”

TR ()5 oxox, @P)+JoR) 5| 5 o @p) a0
(4.117)

onde:
. 0%V, %V,
Vni,.(q,p)=—D(s)-[v vl p)+(1-v). o, 0%, (a, p)) (4.118)
_— 0 0°M,, azM*
Wi, (@p) = -, [vau e @R+ p)} (4.119)
. 201" 2™
Mnij(q,p)=—D(S)-£v 8 o a (a.p)+(1-v).5 ;0% (q,p)] (4.120)
_— 0°R 0°Ry,
R¢, (@,p) = —Dg.| v.8;. W(q P+ (1-v). o — - o (a.p) (4.121)

* 2 *

. 5 5 o%w (1-v) o°w
w,;;(9,p) = =Dy | v. ij'axv.axv (g,p) + _V'axi.axj

(q,p)] (4.122)

oW, 02 [ ow, 02 [ ow,;
on :_DO'(V'S‘j'axv.axv[ an (q,p)}+(1—v).axi.axj( an (q,p)]]
(4.123)
2,0 % 20, *
wg, (a,p) = -D, [ VB o ax (@p)+@-v).5 — - ax ~(a, p)] (4.124)
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As derivadas das solugcbes fundamentais que sdo necessarias, expressas nas
equacOes (4.116) a (4.124), podem, ser determinadas em relacdo a um eixo particular

X;, definido no ponto q; séo dadas por:

ow’” r.In(r)
ox) (a,p) = ~ 27D " (4.125)
o°w”
o ox P =11 oo (ro-rj+35.In(r)) (4.126)
2 *
Xy Ox (a.p) = 4.n.DO.(1+ 2.In(r)) (4.127)
0 o°w” -r,
OX; (6xk.6xk (q’p)J ~ 2.m.Do.r (4.128)
o (ow -1
ox (anJ =400 LM (cen)+ine.n ] (4.129)
0% (ow” 1
= T N TN 4.130
aXi'an(anJ 4.7t.Do.r'[(8IJ 2'r"r’J)'(r'k'nk)+rv|-”J+r'J'”n] ( )
2 *
0 (aw Jz N (4.131)
OX,..0X, \_ On 2.w.Do.r
d % (ow” 1
= - —n, 4.132
oX; (axk'axk[an ]] 2.75.D0.r2'[Z'r"'(r'k'nk) n.] ( )
oM

—(q,p) = %.[ni.(r,k.skﬁsi .(r,k .nk)— 2.1, .(r,k .nk).(r,k.sk)]

OX;
(4.133)

o°’M”. —(1-
ox. a:(s_ (a,p) = 4(7c r\2/) '{[2'(6ij +4.r, 'r'j)-(rm-sx)— 2.5;.1,;=2.1, .sj].(r,k .nk)
i OAj .TC.



4 EQUACOES ALGEBRICAS DO MEC PARA PLACA DE KIRCHHOFF 131

- 2_(r,j N+ .nj).(r,k.sx).+ni.sj +si.nj} (4.134)
*M 1—
OXc . OX (@.p) = (n.,—\Z,) .{(Sx.r,x).(r,k -”k)} (4.135)

6 ( A (q p)J - (1._r:)'[4'rvi (rc-si)(rm) = ni(r 'Sk)_s"(r’*'n*)]

X, \ OX,. 0%

T
(4.136)
oM
xin (a.p)= —4.71” -{(1+ v)-r,i—2-(1—v).(r,k .nk).[r,i .(r,k ,nk)_ ni]}
(4.137)

*M, 1

+ 2.(1—v).[ni.nj - 2.1, .ni.(r,k .nk)—(Sij - 2.1, .r,k).(r,k .nk)2

~2ry racm) oy - ()] | }

(4.138)
ZM; 1 ,
oxox, P =" .{2-(1—v).[1—2.(r,k ) ] } (4.139)

2nn —(1-=
> (Meam) =2 e ) -4, e}

6_xi OX, . OXy
(4.140)

*

ov, 1
o (a,p) = P .{2.(1—v).(r,k.sk)z.[4.r,i (o .nk)—ni]

—4-(1—V)-(r;x-sk)'(r!k .nk).si +(3—v).[ni - 2.1, .(r,k .nk)] }

(4.141)
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*

a%V,
0X; . 0X; (@.p) = 4m.rd

{2.(1—v).(r,k.sk)z.[24.r,i . .(r,k .nk)
_4,[r,i N+ +8;.(r .nk)] ]+ 2.(1—v).(r,k.sk).[2.(ni.sj + nj.si)
—8.(r,k .nk).(r,i Sj T .si)}+4.(1—v).(r,k .nk).(si.sj)

+(3—v).[2.8ij.(r,k nk)—8.r,i T .(r,k nk)+ 2.(r,i Ny ni)]}
(4.142)

0%V, -
—”(q,p)=—£(ﬁnTV2.(r,k.nk).[4.(r,k.sk)z— ] (4.143)

OX, . OX

0 (ﬂ(q,p)} - -(i_r:’) .{(r,x.sx)z.[24.r,i (ro .nk)—4-ni]

6_xi OX, . OXy

—(r,k .nk).[8.si.(r,k.sk)+4.r,i]+ni}

(4.144)

Com a discretizacdo do contorno e a aproximacao das variaveis e, ainda com
a aplicacdo das equacdes (4.116) e (4.117) para Ni pontos internos, obtém-se 0s

esforcos nestes pontos, através da equacao matricial:

Gc Pb Tb
S I S D 4.145
s R T ( )

IU)
I PR
+
T lIRI0)

4.9 Integracao sobre os Elementos
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A integracdo sobre os elementos serd feita numericamente, adotando-se a
quadratura de Gauss-Legendre, quando o ponto de colocacdo ndo pertence ao
elemento de integragéo.

Quando o ponto de colocacao esta muito proximo ao elemento de integracao,
o resultado da quadratura ndo € obtido com a devida precisdo mesmo gque aumente
bastante o nimero de pontos de Gauss. Estas integrais sdo denominadas de quase
singulares. Uma maneira de evitar esta quase singularidade é utilizando sub-
elementos.

Quando o ponto de colocacdo estiver sobre o elemento de integracdo, a

integracdo sera feita analiticamente.

4.9.1 Integracdo Numérica

A integracdo numerica serd utilizada para 0s casos em que o0 ponto Q nao
pertence ao elemento a ser integrado, ou para um ponto A fora do dominio da placa.

A integracdo é dada pela seguinte expressao:

Tf(l‘).dl“ = fwi £(r,) (4.146)

a

onde:
o f(I') éafuncio a ser integrada;
e Ng é 0 nimero de pontos de integracdo;

e Wi é o fator ponderador, também definido em funcéo de Ng.

O numero Ng de pontos de integracéo deve ser escolhido em fungéo de alguns

parametros, tais como a distancia entre o ponto Q de carregamento e o elemento a ser
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integrado, o comprimento do elemento e a funcdo a ser integrado, ver GIL
RODRIGUEZ (1986).

Para intervalos de integracéo [a,b] diferentes com 0 mesmo nimero de pontos
de Gauss, ter-se-a valores das abscissas I'; e ponderadores W, diferentes. Por
conveniéncia estas integrais devem ser expressas em termos das coordenadas
adimensionais & [-1;1].

Da relacédo de coordenadas expressa em (4.7), levando-se em conta a figura

4.3, pode-se escrever:

=
I
g
N>

(4.147)

sendo A o comprimento do elemento.
Para a mudanca da variavel, é necessario o determinante do Jacobiano da

transformacéo, que tem o valor:

= d_Z;J =3 (4.148)
Assim, a integral (4.146) fica:
- N
E.jf(g).dg => w,.f(g;) (4.149)
-1 i=1

As integrais de contorno (4.72) e (4.73), necessarias para a montagem do
sistema de equac0es (4.86) para obtencao dos valores de contorno séo explicitamente

dada por:

como:

1

A x oD . oD .
hi Q=5 I[(D(s).vn @P)+2 2 M7, (@ P+ 2 M3 (Q.P)) b, (P (P)

(4.150)

o .
@ =-=1 (2.m;@.p) 4, (PP (4.151)

-1
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MEo
07(Q) = [ W'(Q.P).4, (P). d&(P) (4.152)
-1
) pow’
05(Q) = -5 [ --(Q.P).4, (P).cE(P) (4.153)
-1
onde:

e n representa 0 no local do elemento ou onde se mede a resposta do carregamento
unitério aplicado;
e Q ¢é o ponto singular ou de carregamento, localizado no contorno. Sera o ponto A,

se estiver fora do dominio da placa.

4.9.2 Integracao Quase Singular

A eficiéncia da quadratura empregada depende de outros fatores além do
namero de pontos de integracdo. A distancia do ponto de colocacdo ao elemento de
integracdo € um desses fatores.

Uma maneira de evitar esta quase singularidade é a utilizacdo de sub-
elemento que consiste basicamente em dividir o elemento de integracdo em sub-
elemento menores (de comprimento padronizado ou progressivo). Os sub-elementos
padronizados, de tamanho iguais, ndo sdo tdo eficientes quanto os sub-elementos
progressivos, de tamanho variavel, cujo tamanho é em fungéo da distancia do ponto
de colocacdo, CHAVES (1997).

Considere-se a seguinte relagdo valida:

Nsubel

J(r;)- 400y = 2 [H(r;)-0,.0r; (4.154)

Lj =1 Ty
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transformando-se para as coordenadas adimensionais m, Iisto &, para

I'=a;>n=-1eI =b; > n=1, figura4.28, logo:

J(r;).4,.ar; =N§e”§‘.

L

—

f(n).6,.dn (4.155)
1

Pode-se observar que ¢n(§) esta relacionado com a coordenada

adimensional &, pois ¢n(§) sdo funcbes de forma, isto é, relaciona o valor de uma

dada variavel em funcdo dos valores nodais do elemento, figura 4.27.

FIGURA 4.27 - Funcdes de Forma Global ¢, .
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Fji 1“j
-¥2  a — b, — 2
& =-1 €3 =
n=-1 nTO n=1 E,=0
Ai
| 2 |

FIGURA 4.28 - Coordenadas Adimensionais n e & .

Pelo fato do intervalo de integracdo estar em funcdo da coordenada
adimensional m[-1;1] e sendo a fungdo de forma expressa em coordenada
adimensional &, tem-se a necessidade de fazer a correlagdo entre as duas

coordenadas adimensionais.
A subrotina para obtencdo do subelemento utilizada neste trabalho foi
gentilmente cedida por FERNANDES®.

1 FERNADES ,G.R.. O método dos elementos de contorno aplicado a analise nao-linear de flexdo de
placas - S&o Carlos. (Dissertacdo de Mestrado em Andamento).

4.9.3 Integracao Singular

Quando o ponto de colocagdo pertence ao elemento de integragdo, o
integrando no calculo das matrizes de influéncia apresentard uma singularidade
devido a solugdo fundamental.

Podem estas integrais ser resolvidas numericamente, fazendo-se para isto
mudanga do polinomial do integrando eliminando assim a singularidade do
integrando, podendo-se obter as abscissas e ponderadores.

Pode ainda, estas integrais, serem resolvidas analiticamente, sendo esta

utilizada neste trabalho para eliminar a singularidade.
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*

. . ow B B
Devido a r,;.n; =0 para o elemento singular as parcelas — , M, e V,
1 1 an ns n

dadas pelas equacGes (2.96), (2.98) e (2.99), respectivamente, serdo iguais a zero.

Logo a integral dada em (4.150) a (4.153) resumem a, respectivamente:

s A 3D fo
hi=ooo o -_Ilmn(Q,P).%(P).da(P) (4.156.)
] At (D(s) . .
h3(Q) = _E_Il (E-Mn(QP))%(P).d&(P) (4.156.b)
k 1
07 (Q) =5 [ W' (Q.P).4, (P). d&(P) (4.157.)
-1
92(Q)=0 (4.157.b)

As expressdes (4.156) a (4.157) para placas com espessura constante sao

dadas por:

h"=0 (4.158.a)

n3(Q) = —%I M3 (Q.P).,(P).dE(P) (4.158.)
iy

91(Q) =75 [ W' (Q.P).40 (P).dE(P) (4.159.2)

03(Q)=0 (4.159.)

CHUEIRI (1994) deduziu as integrais analiticas (4.158) a (4.159) para elementos
singulares, considerando-se 0 ponto singular numa posi¢cdo genérica dada pela

coordenada adimensional &,. Considerando-se também o elemento linear

descontinuo, figura 4.29, obtendo-se como resultado:

hi(Q)=0 (4.160)
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Ak
h2(Q>=E{C?.(Hv).[¢25-ln(>d<.¢25>+¢1s-ln(xk.¢1s)—1]

+Ch.(1+ v).[(¢23)2.|n(7d<.¢23) —(¢15) . INOK. ) _%}

FCL 4] 5 (82) 0K 02+ 5 (6" 10K 1) -5 (14327)|

n

+v.{C£‘ +c‘;.§s+c—;.(1+ 3.@5)} } (4.161)

3 n
9:(Q) = 8,7:[,0-{C—;-[(%S)Z-(In(m.mo—g) +(¢1s)‘°’(ln(>d<.¢1s)—§ﬂ

o o360 o)

4.cy [ 1
e .L(¢ZS)5-(In(xk.ms)—%)+(¢1s)5.(ln(>d<.¢ls)—%) J} (4.162)
95(Q) =0 (4.163)

Nestas expressdes, as constantes C7,CJ,C3 sdo relativas aos nés locais e
portanto, dependem das fungdes aproximadoras ¢,,¢,,¢, . Estes valores podem ser

escritos, genericamente, na forma:
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g2+ (g vg ) g

Ch = B —én)-(én —F,,-) (4.164.2)
L28-(8+g)
ch = B —én)-(én _gj) (4.164.b)
Ch = -1 (4.164.¢)
(& -&)(en )

Com n,i,j=1,2,3en#i#]j e,

(1-¢)

b= (4.165.a)
bos = (1;§) (4.165.b)

Neste trabalho adotou-se aproximagéo continua para as variaveis, com isso as

expressoes (4.164) podem-se ser rescritas explicitamente como:

~(1-¢,)8 1+&,).8
Ci=—( ). Ci=1-& Cf=—( =
2 2
(1-2¢,) 1
ch= ci=282  ci=;
1 1
c§=§ C;=-1 C§=E

Para obter a integral (4.156.a) basta utilizar (4.161) e multiplicar pela

1 oD . . . .
constante D—O.Z—n . Aintegral (4.157.a) é obtida a partir de (4.162).
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\ }\/2 }\/2 |
I
€1 &s &, €3
g g g
a=Aoss b=y

FIGURA 4.29 - Elemento de Contorno Linear Descontinuo.

A integral (4.156.b) tem também que ser resolvida analiticamente.

onde:
D(s) = as.T" + bs (4.166)
* 1
M’ =_ﬂ'[(1+ v).In(r) +v] (4.167)
D
0s

D{”“””,”,”,

ny n; N3

FIGURA 4.30 - Variacdo Linear da Rigidez no Contorno da Placa.
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Da mesma maneira que foi feita a integracdo para obtencdo de (4.160) a
(4.163), aqui também serd adotado um ponto de carregamento genérico com

coordenada adimensional de &, para obtencdo da integral (4.157). Aqui a

aproximacao é continua para as variaveis.

2 N2 ‘

&1 Gs &2 &3

[ J

a=7\.¢25 b=7\‘¢18

FIGURA 4.31 - Posicéo do Ponto Singular & .

Escolhido um ponto genérico &, como ponto singular, sera necessario

resolver trés integrais referente a ¢,,¢,,¢;.
A integral definida (4.156.b) é uma integral impropria, pois tem uma

singularidade em um ponto, que neste caso especifico é a posicdo zero, podendo

entdo a integral (4.156.b) ser escrita como:

J(- 2 3 @.p)) b, (P00 CP)

1\” Do

=nm[ (-5 @) ep@rore)s (-2 @p) ¢2(P).dr(P)J

g0 D

(4.168)

Obtendo-se a integral (4.168) para ¢,, Serd conveniente expressar as

varidveis em funcéo de r, figura 4.31. Seré necessario também definir ¢, para o0s

trechos a e b, respectivamente ¢5 e ¢t1’ , CHAVES (1997).
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(I)l i }\/2 | Nz |
YT L T |
1 Q 2 3
-—a_ b |
FIGURA 4.32 - Funcdo de Forma ¢, .
Trecho a
1
& = (-r-b)(-2r+a->b 4.169
0t =gy D ) (4.169)

'=-r=dl=-dr

D(s) = -as.r + bs

Trecho b

1
b ___ = (y_ —_
¢1_(a+b)2'(r b).(2.r+a—b) (4.170)
F'=sr=dl=dr

D(s) = as.r + bs

Definidas as funcGes interpoladoras e variaveis envolvidas para os trechos a e

b, pode-se resolver as integrais (4.168) para a fungéo de forma ¢, , resultando em:

= DO.[:(M 55 [(n32 +n32).as+ (b +hi2).os] (4.171)

onde:

hi =[12.2% (a?+3.a.b+3.b?).In(a) +18.a2. b2 +11.a* +30.a° b +
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+12.b%.a.In(b)+2.b%.a+3.b*]. (1 +v) (4.172)
h22 = —12.a.(a+b)° (4.173)

ho! = {[12.b2.(3.a— b).In(b) - 12.a.(3.b.a+a? +6.b).In(a) - 54.b.a% +

+22.0°-14.2° ~18.a.b2 [ (L+v)} (4.174)

h?2 =12.(a+b)’ (4.175)

Analogamente a obtencdo da integral (4.168) para a fungdo de forma ¢,,

pode-se obter a integral para a fungéo ¢,, figura 4.32.

o @ o =
&1

£, &5

s3]
(o

FIGURA 4.33 - Fungéo de Forma ¢,.

Trecho a

—2.r+a—b)2
a+b

01 -1-(

dr =-dr

(4.176)
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D(s) = -as.r + bs

Trecho b
2.r+a-b)?
¢2=1_( a+b ) @370
dr = dr

D(s) = -as.r + bs

Definidas as funcdes interpoladoras e varidveis envolvidas para os trechos a e

b, pode-se resolver as integrais (4.168) para a fungéo de forma ¢, resultando em:

g = — [i o] [(h33 +n32).as+(n% +nt2).bs] (4.178)

onde:

hal = [(24.b3.a+12.b4).ln(b)+(— 12.a* - 24.a% b).In(a) + 4.b.a-5.a* +
+5.b* —4.a%.b [.(1+v) (4.179)

ha2 =12.(a—=b).(a+b)° (4.180)

h% =[24.(a+3.b).a% In(a) + 24.(3.a+b).b2.In(b) + 4.(- 9.b +a).a> +
+4.(-9.a+b).b? ] (1+v) (4.181)

h°2 = —24.(a+b)® (4.182)
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Analogamente a obtengéo da integral (4.168) para a fungdo de forma ¢, e

¢,, pode-se obter a integral para a fungéo ¢, figura 4.34.

N2 N2
b3 | | |
®© 0 @ 5
};1 F:z F:a a b
| | |
FIGURA 4.34 - Funcdo de Forma ¢ 5.
Trecho a
1
d=———(a-r)(-2r+a->b 4.183
¢3 (a+b)2 ( )( ) ( )
dr =-dr
D(s) = -as.r + bs
Trecho b
1
b - (a+r).(2r+a-b 4.184
dr =dr

D(s) = as.r + bs

Definidas as fungdes interpoladoras e variaveis envolvidas para os trechos a e

b, pode-se entdo resolver as integrais (4.168) para a funcéo de forma ¢, resultando

em:
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h3 1

3= 288.D0 [n (a+b)2] [(h?é + hi‘é).as+(h*1’§ + hlfez).bs] (4.185)

onde:

hal = [— 12.b2.(3.a.b+b?+3.a%).In(b) — 12.2°.b.In(a) -

—(a+ b).(3.a3 —a’.b+19.a.b% + 11.b3) ]@+v)  (4.186)
h22 =12.b.(a+b)’ (4.187)

ho! = [- 12.a2.(-3.b+a).In(a) - 12.b.(b? + 6.a> + 3.a.b).In(b) - 54.a.b? -

~18.a%.b-14.b%+22.a% | (1+v) (4.188)

h?2 =12.(a+b)° (4.189)

4.10 RepresentacOes Algébricas Alternativas

A representacdo do teorema de Betti para um ponto de um solido
considerando a variacao de espessura dada pela eq.(3.26), pode se expressa também

da seguinte maneira:

. . AD(s) .
0
Integrando-se no dominio a eq.(4.190), resulta:
* * AD(s «
Q Q Q 0

Podendo ter trés possibilidades para resolucédo do problema:
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a) sem efetuar integracdo por partes e atraves da inversa da lei de Hooke,
substituindo-se na terceira integral de dominio em m;;;

b) fazendo-se uma integracdo por partes, resulta numa integral alternativa da rotagéo
0;

c) efetuando-se duas integracdes por partes, e usando a lei de Hooke, resulta:

W, > W.

1|J

Desenvolvendo-se 0s dois membros desta equacdo, através da integracéo pr
partes, obtém-se a equacéo integral de momento de um ponto g do dominio

Considerando-se a primeira por exemplo, percebe-se que € idéntica a equacéo
de momento inicial CHUEIRI (1994). Neste caso depois da discretizacdo as

equacOes de contorno e de momento tem-se:

HU=G.P+F+E.M° (4.192)

M=-H.U+G'.P+E' . M°+F (4.193)
Apds as simplificagdes usuais e substituindo na equacdo de momento,
CHUEIRI (1994), obtém-se:

MY =N+S.M° (4.194)

M®=N+S".M° (4.195)
considerando-se que no problema elastico com variacdo de rigidez, pode-se

expressar M"Y em funcédo de M?, figura 4.34:

D
M°=(F°—1).M"=T.MV (4.196)

chegando-se a:
(1-s".T).MY =N (4.197)

ou ainda :
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MY =(1-S".T)".N

(4.198)

DO

MO

Valor Real

MV

M¢& - Momentosem
assumir a variacdo
da espessura

FIGURA 4.35 - Momento Elastico e Momento Inicial.

= |
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5 RESULTADOS E CONCLUSAO

5.1 Aplicacdo Numérica

S&@o apresentado, a seguir, alguns exemplos de aplicacdo da formulacéo
desenvolvida na analise de placas com espessura constante e variavel sendo estes
valores comparados com o método dos elementos finitos. O elemento finito de placa
utilizado foi o DKT (Discrete Kichhoff Theory), utilizado pelo autor em CHAVES
(1996), programa de placas para simular comportamento de pavimentos de edificio.
Neste programa também é possivel utilizar elemento finito de placa quadrangular
(DKQ), obtido a partir da condensacdo estdtica de quatro elementos finitos
triangulares DKT.

Em todos os exemplos apresentados, utiliza-se o coeficiente a=0,25, que
define o posicionamento dos pontos de carregamento conforme a equacao (4.58).

Nos elementos de contorno com no6s duplos, as equacfes sdo descritas para
&, = 0,6, embora a variagdo de & no intervalo de |+ 0,4 <|¢| <]+ 0,6] possa ser

utilizada sem perda de precisdo CHUEIRI (1994).

5.1.1 Exemplo 1.

Neste exemplo sera processada uma placa quadrada, com espessura (t)
constante, com dois lados opostos apoiados e outros dois engastados, com
carregamento uniformemente distribuido. Adotam-se ainda os seguintes valores:

e E=10,92;
e v=0,3;
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[ ] q=l,0,
e a=10;

e espessuradaplaca:t=1,0.

N | @

N o

a/2 a/2

FIGURA 5.1 - Placa Quadrada, de Espessura Constante, Apoiada em Dois
Lados Opostos e Engastada nos Outros Dois.

Foi analisada através de diversas malhas de discretizagdo da placa da figura
5.1, tanto com elemento finitos quanto elementos de contorno. A discretizacdo da
malha de elementos finitos foi uniforme. As caracteristicas da discretizacdo via
método dos elementos de contorno e via método dos elementos finitos estdo
apresentadas nas tabelas 5.1 e 5.2, respectivamente. Em seguida apresentam-se 0s
gréficos comparativos entre os dois métodos empregados, de deslocamentos do

ponto A, figura 5.1, e de momentos nos pontos A.
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TABELA 5.1 - Discretizagdo Via Elemento de Contorno - Placa de Espessura

Constante.

DISCRETIZACAO

(ELEMENTO DE CONTORNO)

Nimero de NuUmero de Graus
elementos de NUmero de cantos de Liberdade
contorno
4 4 28
8 4 44
16 4 76
32 4 140

TABELA 5.2 - Discretizacdo Via Elementos Finitos.

DISCRETIZACAO

(ELEMENTOS FINITOS)

Numero de Numero de Graus Equivaléncia do
elementos finitos de Liberdade numero de Graus
DKQ de Liberdade para
0 DKT

4 27 39

9 48 75

16 75 123

64 243 435

100 363 663
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deslocamento (N/(q.a4/D))

0,00206
0,00204 +
0,00202 -

0,002 -

0,00198 ~

0,00196 -
0,00194 +

000192 —"—w——x —

0,0019

—+—DKQ
—m— CHAVES (1997)
—— TIMOSHENKO (1959)

0

N® de Graus de Liberdade

GRAFICO 5.1 - Deslocamento no Ponto A.

Momento ( M/ q.az)

0,036
—e— DK
0,034 | Q
—m— CHAVES (1997)
0,032 | — TIMOSHENKO (1959)
0,03 |
0,028 +
0,026 |
0024 [ E—® = —
0,022 : : : : : : :
0 50 100 150 200 250 300 350

N® de Graus de Liberdade

400

GRAFICO 5.2 - Momento M, no Ponto A.
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0,047
——DKQ
0,042 —=— CHAVES (1997)
a8
o —— TIMOSHENKO (1959)
) 1
< 0,037
2 S — = 9 =3
S 0032 +
£
o
S
0,027 +
0,022 1 1 i i i i i
0 50 100 150 2000 250 300 350 400
N® de Graus de Liberdade

GRAFICO 5.3 - Momento My no Ponto A.

5.1.2 Exemplo 2.

Neste exemplo sera processada uma placa quadrada, com espessura variavel,
com dois lados opostos apoiados e outros dois livres, com carregamento

uniformemente distribuido. Considerando-se ainda 0s seguintes valores:

e E=10,92;
e v=0,3;
e q=10;
e a=10;

A discretizagdo de elementos finitos utilizada foi a mesma adotada no
exemplo 1 , mas para a discretizacdo em elementos de contorno foi também
utilizadas células internas acarretando nos pontos internos incégnitas de
deslocamentos. Aumentando-se assim o nimero de graus de liberdade, tabela 5.3.
TABELA 5.3 - Discretizagdo Via Elemento de Contorno - Placa Espessura

Variavel.
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DISCRETIZACAO
(ELEMENTO DE CONTORNO)

NUmero de Numero de Graus
elementos de NUmero de cantos de Liberdade
contorno
4 4 29
8 4 53
16 4 125
32 4 365
q
a
2
_ AN
a
2
a/2 a/2
~ D(t=05)
D(t=1,0)

Variacdo da rigidez

FIGURA 5.2 - Placa Quadrada Apoiada em Dois Lados Opostos e Livre nos

Outros Dois.
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0,028
0,0275 +
0,027 +
0,0265 -

0,026

0,0255 H

deslocamentow

0,025 T
0,0245 +

0,024 -

——DKQ
—m— CHAVES (1997)
——0,0254

200 400 600 800 1000 1200
N® de Graus de Liberdade

1400

GRAFICO 5.4 - Deslocamento no Ponto A.

—+—DKQ
—=— CHAVES (1997)

L 4

200 400 600 800 1000 1200
N° de Graus de Liberdade

1400

GRAFICO 55 -

Momento Mx no Ponto A.
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0,035
—e—DKQ
0,03 |
—m— CHAVES (1997)
s . .
Z 0,025 | -
o
g
E 0021
ps
0,015 1
0,01 T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200
N° de Graus de Liberdade

1400

GRAFICO 5.6 -

Momento My no Ponto A.
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5.2 Concluséo

Neste trabalho foi desenvolvido uma formulacdo do Método dos Elementos
de Contorno para consideracdo da variacdo da espessura de placas, utilizando-se a
teoria classica de Kirchhoff. A formulacdo proposta discute os varios caminhos para
o tratamento do problema. Em particular, foi desenvolvido e elaborado um programa
correspondente para a formulacdo que trata como incognitas internas 0s
deslocamentos transversais. Esta formulagdo mostrou-se eficiente para a solucéo

elastica de placas.

A precisdo dos resultados obtidos comprova a viabilidade da utilizacdo do
Método dos Elementos de Contorno nesse tipo de andlise; destaca-se, como
vantagem desse método em relacdo a outras técnicas numeéricas. Por exemplo
elementos finitos ndo se pode eliminar descontinuidade de espessura para poder
simular a variacdo de espessura 0 que ndo acontece em elementos de contorno.
Observou-se também que o termo de dominio ndo requer uma grande discretizagéo.
Apenas um grau de liberdade estd associado a pontos internos, o que reduz a
importancia dessa integral. Formulagdes que apresentam mais graus de liberdade em
pontos internos certamente necessitardo de maior discretizacéo.

A formulacdo adotada, considerando a rigidez variavel, possibilitard a analise
ndo-linear de placas considerando método de Newton-Raphson. Com esse
procedimento a perda da rigidez da placa devido a plastificacdo ou outro efeito néo-

linear que pode ser facilmente incorporada.
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