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RESUMO

PAULA, C.F. (1997). Estudo das descrigbes Lagrangiana e Euleriana na
andlise ndo-linear geométrica com o emprego do Método dos Elementos
Finitos. Sao Carlos. 116p. Dissertagao (Mestrado). Escola de Engenharia de

S3ao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Neste trabalho estudam-se diversos aspectos conceituais relativos a
modelagem mecanico-matematica para a descricado do comportamento
estrutural nao-linear geométrico. Apresenta-se, inicialmente, a aplicagao do
Principio dos Trabalhos Virtuais na caracterizagédo do equilibrio na posi¢ao
deslocada. Em seguida, a partir do emprego do Método dos Elementos
Finitos, analisam-se as formas discretizadas Lagrangiana e Euleriana da
expressao do equilibrio, que resultam em fungdo da descricdo adotada para
o movimento. A questao da estabilidade estrutural é tratada, abordando-se
os conceitos de ponto limite e de bifurcagao. Estudam-se, finalmente, os
procedimentos incrementais, em combinagdo com o Método de Newton,
para a solugdo do sistema nao-linear de equagdes e para a caracterizagéo
de pontos singulares de equilibrio. Exemplos consistindo na analise do
comportamento de estruturas reticulares compdem as aplicagOes

numéricas.

Palavras-chave: Método dos Elemento Finitos, nao-linearidade geométrica,

Principio dos Trabalhos Virtuais, estabilidade do equilibrio.



ABSTRACT

PAULA, C.F. (1997). Study of the lagrangian and eulerian descriptions in
geometrical nonlinear analysis with use of the finite element method. Sao
Carlos. 116p. Dissertagao (Mestrado). Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

In this work, several conceptual aspects related to the mechanic-
mathematical modeling for description of the geometrical nonlinear stuctural
behavior are studied. First of all the Principle of Virtual Work is presented in
order to characterize the equilibrium in the displaced position. Then, from the
use of finite element method one analyses the lagrangian and eulerian forms
which result from the adopted description of the motion. Stability of the
structural response is treated by discussing the concepts of limit and
bifurcation points. Finally, the incremental procedures in combination with
the Newton schemes for solution of nonlinear equations and characterization
of the singular points of equilibrium are studied. The numerical applications
are related to the analysis of simple linear structures.

Keywords: finite element method, geometrical nonlinearity, Principle of
Virtual Work, stability of equilibrium.



CAPITULO 1- INTRODUGCAO

Na mecanica das Estruturas a nao-linearidade é usualmente

classificada em fisica, geométrica e decorrente de condi¢des de vinculagao.

A caracteristica fundamental da nao-linearidade geométrica, tema
deste trabalho, é que a condicdo de equilibrio é imposta na posigao
deslocada utilizando-se diretamente o Principio dos Trabalhos Virtuais ou
entdao formulando-se o problema de andlise estrutural através do Método da

Energia.

Neste texto o estudo da nao-linearidade geométrica é apresentado
através da aplicacdo do PTV, considerando-se exclusivamente a linearidade
fisica. Deste modo, pretende-se oferecer pequenas contribuicoes para
melhor entendimento da modelagem, discutindo-se alguns conceitos

basicos relativos tanto a aspectos tedricos quanto de resolugao numérica.

Os aspectos tedricos relacionam-se, particularmente, & aplicagao de
conceitos relativos & mecéanica dos meios continuos, cujo entendimento é
essencial para o correto equacionamento do modelo mecénico-matematico
do comportamento estrutural. Destacam-se neste caso as diferentes formas
de descricdo do movimento, a Lagrangiana e a Euleriana, bem como o
conceito de medidas conjugadas e objetivas de tensdo e deformacao,

relacionado a estas descrigoes.

Os aspectos de natureza numérica derivam do fato de que as

equagdes de equilibrio discretizadas n&o séo lineares. Entre os processos



de resolugdo possiveis sao discutidos no texto aqueles do tipo incremental
ou iterativo, com destaque para o método de Newton-Raphson. Um conceito
importante que surge quando se utiliza tal método € o de matriz de rigidez
tangente, ilustrado neste trabalho para elementos finitos de barras e de
estados planos.

Na simulagdo da resposta nao-linear geométrica em problemas
estruturais é importante, também, realizar uma anélise da estabilidade do
equilibrio, procurando-se caracterizar pontos singulares, isto € pontos de
bifurcagdo e limite. Com o objetivo de distingui-los numericamente é
necessario inserir as condi¢cdes de caracterizagéo no algoritmo de resolugéao
numérica. Uma maneira eficiente de fazé-lo é através dos chamados

sistemas estendidos, tratados neste trabalho.

Em resumo o presente trabalho tem como objetivo reunir em texto,
elementos da formulagédo via PTV do problema da andlise estrutural n&o-
linear geométrica, expresso em forma geral segundo as descrigOes
Lagrangiana e Euleriana do movimento, e de sua discretizagdo pela
aplicagdo do Método dos Elementos Finitos. Além disso, pretende-se inserir
comentarios sobre algoritmos numéricos para a caracterizagéao de pontos
limites e de bifurcacdo do equilibrio. Os principais aspectos conceituais
envolvidos sdo ilustrados em exemplos de aplicagdo gerados pela utilizagao

de “software” especifico ja existente.

Para alcangar o objetivo proposto, o texto se encontra organizado

como segue.

No capitulo 2, sdo apresentados os conceitos da mecéanica do
continuo necessarios ao estudo da nao-linearidade geométrica. Tais
conceitos estdo ligados ao estudo das descricbes material e espacial do
movimento, definicio de deformagéo e do tensor gradiente de deformagao,

as medidas de deformagao, os tensores de tenséo, os tensores de tenséo e



deformagao conjugados e a aplicagao do Principio dos Trabalhos Virtuais na
formulagao do equilibrio.

No capitulo 3, trata-se da aplicagdo do Método dos Elementos Finitos
a andlise nao-linear geométrica. Apresentam-se: a forma discretizada das
equagbes de equilibrio em sua forma incremental considerando-se
pequenas deformagbes, o conceito de matriz de rigidez tangente, as
formulagdes Lagrangiana e Euleriana e as correspondentes matrizes de

rigidez para elementos finitos de barras e em estado plano de tens&o.

O capitulo 4 ¢é relacionado com a estabilidade do equilibrio.
Apresenta-se a caracterizagao matematica de pontos limite e de bifurcagao

e sua introdugéo nos algoritmos para resolugao numérica.

No capitulo 5, sdo apresentados exemplos numéricos que objetivam
ilustrar a aplicagdo dos conceitos abordados anteriormente na anélise de
estruturas em regime nao-linear geométrico. E oportuno mencionar que néo
foi desenvolvido um cédigo de calculo especifico. Deste modo, os resultados
numéricos dos exemplos de aplicagdo s@o gerados com o “software”
LUSAS, visto que este permite a analise nao-linear de estruturas sob
condigbes gerais de carregamento, dispondo de diferentes algoritmos, entre

os quais os do tipo comprimento de arco.

O capitulo 6 reline as conclusdes gerais e sugestdes para posteriores

pesquisas.

No anexo é apresentado um breve estudo sobre os elementos de
andlise funcional necessarios para a definicdo de critérios para a

caracterizagao de pontos singulares.



CAPITULO 2- ASPECTOS DA MECANICA DO
CONTINUO

2.1- DESCRICAO MATERIAL E ESPACIAL DO MOVIMENTO

A descricdo da deformagdo de um sdélido requer o conhecimento
para cada uma de suas particulas, com relagdo a um certo referencial, das
posicoes onde ela ESTA e onde ESTAVA em sucessivos instantes de
tempo. Neste trabalho, a coordenada cartesiana x indicara a posigao onde a

particula ESTA e X onde ela ESTAVA antes da deformagéo, ver figura 2.1.

tempo t

X3X3 ™ tempo t=0 u(X

] Uo (th)

AN
7
X, %

FIGURA 2.1- Particula em movimento



Existem duas formas usuais utilizadas para descrever um
movimento: sdo a descricdo material e espacial. A descricao espacial
ocupa-se do que ocorre em regides fixas do espago no decorrer do tempo,
enguanto que a descrigdo material acompanha o movimento do corpo que,

com o passar do tempo, ocupa diversas regidoes do espago.

Em uma descricao Material ou Lagrangiana, todo o comportamento
é descrito em termos das coordenadas iniciais da particula X, no tempo

t=0. Assim, a posi¢do de onde a particula ESTA é dada em termos de onde
ela ESTAVA por:

x= X(X,t) (2.1)

Numa descricdo Espacial ou Euleriana todo o comportamento é
expresso em termos da posi¢ao no espago, correntemente ocupado pela
particula no instante t. Neste caso, a posicdo onde ela ESTAVA é

determinada em termos da posicdo onde ela ESTA por:

X= X(x,1) (2.2)

Fazendo-se uso da fungcdo deslocamento u, a qual pode ser
expressa em termos de X ou x, as relagdes (2.1) e (2.2) passam a ser dadas
por: '

x =X+ u(X,}) (2.3a)

X =X - u(x,t) (2.3b)

2.2- TENSORES DE DEFORMACAO

Para duas particulas vizinhas X, e X, mostradas na figura 2.1, no
tempo t=0 a posicdo relativa inicial € dX. Em fungdo da deformagéo, no
tempo t a posigéo relativa passa a dx. Usando-se a equagéo (2.1), a relagéo
entre dx e dX é dada por:



X
dx = FdX e F= 3X (2.4)

Onde F é denominado tensor gradiente de deformacao e é a
quantidade fundamental que descreve a deformagdo de um sdlido, pois
permite estabelecer a relagdo de uma ‘fibra' material dX antes da

deformacao com a ‘fibra' dx depois da deformagéo.

Quando as posigoes inicial e atual da particula sdo relacionadas
pela funcdo deslocamento dada por x = X + u(Xt), o gradiente de

deformacao passa ser:
[
F= |_I + —J (2.5)

ou
onde | é o tensor identidade e a—x(ou Vu) é chamado de tensor gradiente do

deslocamento. E possivel mostrar que a parte simétrica desse tensor se
relaciona com a medida linear de deformagdo. No entanto, outros tensores
de deformagdo sdo de interesse e se relacionam com as medidas

quadraticas de deformacgao.

Assim, utilizando-se a equacao (2.4), pode-se definir uma medida

quadratica da variagdo de comprimento por:

Jdx? — JdX|? = FTFdX.dX — dX.dX = (FF - 1)dX.dX = 2edX.dX

Onde:
1 1f(au) (auY (auY(ou)l
e=3e-i=3) (S 5% (5% (&)
£= %[Vu+VuT +VuTvy| (2.6)

¢ é denominado tensor das deformagdes de Green.



No entanto, a equagdo (2.4) pode ser escrita em termos do
comprimento inicial dX, tal que:

dX =F'dx 2.7)

Assim, utilizando-se a equacgéo (2.7), pode-se definir uma medida
quadratica da variagdo de comprimento, agora em fungdo do comprimento
final dx:

ldx? = JdX||? = dx.dx—F~TF'dx.dx = (I-F~TF~")dx.dx = 2¢ ;dx.dx

Onde:

a=gheTel GG -GG e

£, € o tensor de deformagao de Almansi.

Observa-se que no tensor de Green os gradientes sdo tomados com
relagdo a posigcao inicial e no de Almansi com relagéo a posigéo atual da

particula.
2.3- TENSORES DE TENSAO

Sabe-se que na andlise nao-linear geométrica as equagdes de
equilibrio devem se referir a configuragcdo deformada da estrutura no tempo
t, mas como a geometria na configuragdo deformada é desconhecida, as
equagbes podem ser convenientemente escritas em termos de medidas
tomadas na configuragdo indeformada. No processo de transformagéo

dessas equagdes surgem diferentes definicdes de tensores de tensao.

Seja o corpo, ou uma parte dele, nas configuragdes inicial e atual

representados pela figura 2.2.



FIGURA 2.2- Corpo sujeito a tensdes

O tensor de tensdes associado a particula na configuragao
deformada, é chamado de tensor de Cauchy (simétrico) e representado por
c. O tensor de Cauchy (o) determina o vetor de tensao atual (tempo t) por

unidade de area deformada. Consequentemente na figura 2.2 tem-se que:

dP =c ndA

onde n é o versor normal a superficie atual.

A simples multiplicagdo de o pelo determinante de F define-se o

tensor de tensao de Kirchhoff-Treftz:

t1=Jo (2.9)

onde J=det F.

Para exprimir dP em termos da area indeformada (dA,), define-se
um novo tensor de tensao I1, chamado tensor de tensao de Piola-Kirchhoff

de 12 espécie, dado por:

dP=I1ndA, (2.10)

onde n é o versor normal a superficie indeformada.



A relagdo entre o tensor de Cauchy e o de Piola-Kirchhoff de 12

espécie pode ser explicitada fazendo-se uso da relacdo de Nanson

AdA = (det F) F'ndA, . Deste modo, resulta:

Il = (detF)oF " (2.11)

Da relagédo (2.10) observa-se que para uma dada normal unitaria n,
na configuragdo indeformada, o tensor de P-K 12 espécie da a forga
resultante atual com referéncia a area indeformada. Esse tensor é nao-

simétrico.

Existe outro tensor de tensdo associado aos nomes de Piola e
Kirchhoff chamado tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff de 22 espécie e é
representado por S. A esse tensor (simétrico) pode ser associada uma
interpretagdo como se mostra a seguir. Do mesmo modo que dX =F'dx,
admite-se que dP possa se transformar da configuragao atual para a inicial

tal como dP =F~'dP. Entao tem-se:

dP = SndA, (2.12)

Empregando-se novamente a relagao de Nanson conclui-se que:

S=F' (2.13)

Consequentemente, para uma dada normal unitaria n, na
configuragao indeformada, a tensdo de P-K 22 espécie da com referéncia a
configuragao inicial a forca atual transformada pelo inverso do mesmo
tensor gradiente de deformagéo, que faz passar da configuragéo inicial para

a atual.

As diferentes definicdes para os tensores de tens@o relacionam-se

através do tensor F:
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" =JF'6=SF" (2.14a)
s=JF "o () =) (2.14b)

Em particular, lembrando-se que F pode ser expresso pela
composicdo de um tensor de rotagdo R e outro de deformagao U como
F=RU, para pequenas deformagdes pode-se admitir que U=l—-F =R,

assim S=R"oR.

Observa-se que G, T e S sdo simétricos enquanto II é nao

simétrico.

: /’Ao Ay |
! | Lo+u*

(a) (b)

FIGURA 2.3- Barra axialmente tracionada

Como exemplo de ilustragao, de acordo com a figura 2.3 tem-se que

a tensao de Cauchy pode ser escrita por:

No caso da barra axialmente tracionada, a fungcado deslocamento u

pode ser descrita por:
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Utilizando-se a relagdo entre volumes inicial e deformado,

V (L,+u") A
MALVERN (1969), detF = v - —(—Q—LL)A_ na equagao (2.11), tem-se que
(o] (o] o]

a tensdo de Piola-Kirchhoff de 12 espécie é dada por:
A (LU L, A

= o =——0
Ao l-o (Lo +U*) Ao

N . ~ :
ouIl= ™ que coincide com a chamada tensao nominal.
o

2.4- PRINCiPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Em forma local, isto é, em cada ponto do corpo deformado, o
equilibrio € expresso por seis equagoes independehtes, representando o
equilibrio a translagdo e o equilibrio & rotagdo segundo trés direcdes
independentes. Pelo PTV, através de uma unica equagdo escalar simples, é

possivel exprimir o equilibrio para todo o corpo.
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Volume V

Area A

X3 T

X2

X4

FIGURA 2.4- Principio dos trabalhos virtuais para um sélido - HINTON (1993)

b e t sao as forgas por unidade de volume e por unidade de area

respectivamente.

Para o 'corpo' mostrado na figura 2.4, a forma local da equagao

diferencial Euleriana de equilibrio é:

r=(dive)+b=0 (2.15)

Por outro lado, definindo-se um campo de deslocamentos virtuais

infinitesimais como:

du = du(X) = du(x,1) (2.16)

se r = 0, entdo uma equacao de trabalho virtual pode ser construida como

W = JV r.dudV =0. Usando-se o teorema da divergéncia

(jAcﬁdA:JVdivodV) junto com t=on, esta equagdo de trabalho virtual

pode ser escrita na forma:

SW =8U-8W, =0 (2.17a)

onde a energia de deformacao virtual € dada por:
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U=] o.desdv (2.17b)

e o trabalho virtual externo é:

BW, = J, b.3udv+ ], T.5udA (2.17¢)
Em poucas palavras o Principio dos Trabalhos Virtuais afirma que:

"Se 8U-8W,, =0 para todo o campo de deslocamentos Vvirtuais
cinematicamente admissiveis (isto é, satisfazendo as condi¢des de contorno

e compatibilidade) entao, o estado de tensdo satisfaz as condi¢cdes de

equilibrio no interior e no contorno."

Assim, a expressdo | o.8eidV—|b.dudV—|t.SudA=0 formece a
v a v A

forma espacial ou Euleriana do equilibrio.

Infelizmente, o PTV expresso em termos de integrais sobre um
volume V e area superficial A atuais, desconhecidos, ndo é pratico e uma
transformacgao é necessaria de modo que essas integrais sejam referidas ao
volume V, e a area A, iniciais conhecidos. Com o objetivo de realizar essa
transformacao é importante lembrar que um elemento de volume dV, antes
da deformagao, esta relacionado ao volume dV depois da deformagéao por
dV =JdV,, onde J=detF e que, por sua vez, a relagdo entre dA, e dA

elementos de area antes e depois da deformacgdo, é dada, através da
relagdo de Nanson, por ndA, =J 'FTAdA . Resultam portanto, as formas

Material ou Lagrangiana do PTV, onde as duas integrais de interesse sao:

J, roduav, =] T.veudv,-[ bo.udv,~], 1.6uda, =0 (2.18)
[o] [o] [o] o]

J, ro8udv, =] sseav,-[ by.budv, - 1.6udA, =0 (2.19)
[o] (o] (o] o]
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dou - dA -
a—x,ro=Jr, bo=Jbe t°_[dAo)t'

tal que Vou =

Nas equagdes (2.17), (2.18) e (2.19) deve-se considerar que a
energia virtual de deformagao dU é a mesma independente do volume sobre
o qual a integral estda sendo tomada. Consequentemente, a diferentes
medidas de deformacgao virtual devem corresponder diferentes tensdes de
modo a manter dU invariante, aparecendo portanto o conceito de tensao e
deformagao conjugadas, MALVERN (1969). Por exemplo, medidas de
tensdo e deformagdo conjugadas sdo: o tensor de P-K de 22 espécie
conjugado com o tensor de deformacao virtual de Green (S,8¢), o tensor de

P-K de 12 espécie com o tensor gradiente dos deslocamentos verticais

(H%) e o tensor de Cauchy com o de deformagao virtual de Almansi

(6,9¢3).

Observa-se, ainda, que na equacao (2.19) o tensor de deformacao

virtual de Green é dado por:

S = %[VSU +(Vou)" +(Véu)' Vu+(Vu)' V8u] (2.20)
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CAPITULO 3- APLICACAO DO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

3.1- EQUACOES DE EQUILIBRIO DISCRETIZADAS

Como visto anteriormente, as expressdoes do PTV essencialmente
nao sao lineares nos deslocamentos, sugerindo-se portanto sua linearizagao

combinada com um procedimento iterativo, para encontrar a solugao.

Inicialmente é importante observar que as andlises em questao
neste trabalho desconsideram efeitos dindmicos, de modo que a variavel
tempo é interpretada como um parametro implicito controlador da
deformagéo da estrutura. Seja entdo a equagéo de equilibrio (2.19), relativa
a formulagcdo Lagrangiana Total e admita-se que um campo de
deslocamentos tenha sido encontrado satisfazendo esta equagédo no
instante t. O problema de andlise estrutural consiste em encontrar o campo
de deslocamento no tempo t + At, sabendo-se que a equagéo do PTV néo €
linear. O método de Newton-Raphson surge da linearizacdo da equagéo de
equilibrio, realizada a partir do truncamento, em 12 ordem no tempo, da

equacao (2.19) desenvolvida em série em torno do tempo t, tal como:

i
Uvo r,.5udV, LM =UVO r,.5udV, 1+EUVO r,.5udV, )tm:o (3.1)
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Restringindo-se ao caso de forgcas que nao sdo dependentes da
deformagéo (forgcas conservativas) torna-se possivel escrever a derivada

que aparece na relagao (3.1) como:

[ rodudv, =] Sseav,+] s 3u) (2|
avoro' 0_Vo 08 Mo Vo |\ 9X oX o

[ b.8udv, -] 1,.5udA, (3.2)
Vo Ao
Porém, se a descricao for a Lagrangiana Atualizada, em que a

configuragdo é a atualizada no tempo t, a equagéo (3.2) passa a ser escrita

como:
; o 38u)'( au
guyrdudv = ], §73¢" v+, "'[(W) (a_)] o

- [b.8udv [ 1.8udA (3.3)

onde U é a velocidade.

Para a equacgao (3.2), tem-se que o tensor taxa de deformagéao de

Green, ou tensor velocidade de deformagéao, é dado por:

ARG FEER e

e o tensor taxa de deformagéo virtual:

_ (9du)'(du
(23
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Para a descricdo Lagrangiana Atualizada, na equacao (3.3), as
equacdes (3.4a) e (3.4b) devem ser escritas com relagdo a dltima
configuragao equilibrada.

3.2- EQUACOES INCREMENTAIS DE EQUILIBRIO

A equagdo incremental de equilibrio com referéncia a um certo

instante de tempo t+ At é:

(1 r-uav,) +=2([,,ro.0uv,) at=o0 (3.5)

que apds algumas operagdes, que serao detalhadas mais adiante, pode ser

reescrita na forma:
(r), +(Kru-f, - ;) At=0 (3.6)

onde o vetor de forgcas residuais (r); € determinado pela diferenga entre a
resultante das tensdes internas e as cargas aplicadas, Ky é a matriz de

rigidez tangente, U é o vetor de velocidades nodais, f, e f} sao as taxas das

forcas por unidade de volume e de superficie respectivamente e At € um

intervalo de tempo onde ocorre o incremento dos deslocamentos Au.

Pode-se ainda escrever a equacgao incremental de equilibrio como:
(), +KtAu-Af, —Af; =0 (3.7)
onde: Au=uAt , Afy=frAt e Af;=fAt

A discretizagdo da estrutura pela técnica dos elementos finitos leva

a uma forma aproximada para as equagdes incrementais de equilibrio.
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Com esse objetivo, é importante reescrever em forma matricial as

equacdes de equilibrio e da taxa de equilibrio. Assim resultam:

(a) para a relagéo de equilibrio
J rrsuav, = | seT(syav, - [ blouav, -], TTouda, =0 (38)

(b) para a taxa de equilibrio

d d : -
pre rydudV, = a{JVOSET {s}dv, - j\/obgaudv0 - ontg SudA (3.9)

3.3- MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Como visto na equagao (3.6), a matriz de rigidez tangente resultou
de uma analise incremental, ou seja da linearizagdo da equagédo de
equilibrio. Deste modo, pode-se dizer que a matriz de rigidez tangente nas

analises incrementais surge quando se usa o processo de Newton-Raphson.

Logo, da equagdo (3.6) tem-se que a expressdo para a matriz de

rigidez tangente considerando-se forgas conservativas, surge de:
d
Ejvo S.8edV, = Ky

Na equagdo (3.7), observa-se que a matriz de rigidez tangente
relaciona os acréscimos de deslocamentos com as variagdes dos esforgos
aplicados.

Pode-se adiantar que a matriz de rigidez tangente é composta por
trés parcelas: a matriz de rigidez elastica linear, a matriz das corregcdes
devidas & mudanga das coordenadas nodais e a matriz de rigidez
geométrica, que leva em consideragéo o esforgo axial, como sera mostrado

mais adiante. Na maioria dos casos, a matriz de rigidez tangente é
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indispensavel para a verificagdo da existéncia de pontos singulares na
analise da estabilidade do equilibrio, como sera discutido no capitulo 4.

3.4- FORMULAGOES LAGRANGIANA TOTAL E ATUALIZADA EM
ELEMENTOS FINITOS

A maioria dos programas em elementos finitos que permitem
considerar a nao-linearidade geométrica sao baseados em alguma forma de
descricdo Lagrangiana do equilibrio. Numa formulagdo Lagrangiana Total
todas as integrais sdo calculadas com relagdo a configuragdo inicial
indeformada da estrutura no tempo t = 0. Alternativamente, uma
configuragado deformada conhecida pode ser tomada como um estado inicial
e continuamente atualizada ao longo da andlise, esta é chamada

formulagdo Lagrangiana Atualizada.

Nesta secdo, utilizando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais em
combinagdao com o Método dos Elementos Finitos, obtém-se as formas
discretizadas da matriz de rigidez tangente correspondentes as formulagoes
Lagrangiana Total e Atualizada, para aplicagdo em analises de estruturas de
barras e estados planos.

3.4.1- FORMULAGCAO LAGRANGIANA TOTAL

3.4.1.1- ELEMENTO FINITO DE TRELICA PLANA

Considere-se o elemento de barra de trelica num sistema local,
mostrado na figura 3.1, com quatro graus de liberdade, sendo dois por né,
correspondentes aos deslocamentos na diregdo do eixo da barra e
transversal a ele. O elemento possui, na sua configuracao inicial, area de

secdo transversal A, e comprimento L,. O material é considerado elastico

linear.
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X

FIGURA 3.1- Elemento finito de trelica plana

Para o elemento finito mostrado na figura 3.1, os deslocamentos sao

interpolados de maneira usual por:

U,

U,
u= =Mq (3.10)
Sendo:

uy - componente do deslocamento na dire¢éo do eixo da barra

uz - componente do deslocamento na diregéo transversal ao eixo da

barra
onde:

[N, 0 N, 0]

M=o N, 0 N,]

(3.11)

e as fungdes interpoladoras e o vetor dos deslocamentos nodais sao:

N1(X)=N2<X)=[1-L1] 8.12)
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Ng () =N4(X) =7 (3.13)

[o]

q"={a; a; g q} (3.14)

O gradiente dos deslocamentos pode entao ser expresso por:

ouy 1 1
|Fau11| XL W%
- o] (o]
Vu =| aaa(z | = '
o) et 1
aX L, 2 L,
ou na forma matricial por:
V-G 4 G 1[-1 0 1 0] 315
u=Gq onde G=y-1, 4 o 4] (8.19)

Por sua vez, a deformagao de Green tem uma unica componente

du, 1l du, au, ] |
3T )

Os deslocamentos virtuais sao interpolados de modo analogo como

ativa, ¢41, dada por:

du=M3qg. Usando-se a equagdo (2.20), a deformagéo virtual de Green

_(98uy ) (98uy }(duy | (dduy, |(du,
%+ ‘( X )*( oX )(ax j*[ X )\ ax (3.17)

Efetuando-se as derivadas da equagdo acima e escrevendo-se na

resulta:

forma matricial tem-se:
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(8q,
1 da,
+l-ld-a) Haa-a) (a-ai) (a %)]}6 (3.18)
d3
84,
Essa ultima relagao pode ser representada por:
de,, =Bdq talque B=B,+B_
onde:
[ 1]
B,=|-— 0 — 0| e
° LLO L, J
1
BL=7](d-%) —(9-02) (a5-a) (a4 -ap)] (3.19)

A equagdo constitutiva para problemas envolvendo pequenas

deformagdes e grandes deslocamentos, pode ser escrita por:
{8} =Df{e} (3.20)
onde D é a matriz constitutiva do material.
O gradiente dos deslocamentos virtuais é dado por:
Véu = Gdq (8.21)

Empregando-se as equagdes (3.4a) e (3.4b), tem-se que a taxa de
deformacédo de Green para o elemento de barra de trelica plana é, por sua

vez, dada por:
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. _(dl, ou, ) ( du, du, \ (dUy ) .
e1‘"(ax)+(ax)(ax ) Lax ) =B (3:22)
e a taxa de deformagao virtual de Green por:

81, =8q"G'Gq (3.23)

Utilizando-se a equacgao (3.9) e desconsiderando-se forgas atuantes
no elemento, obtém-se:

8q"F=8q"K§ (3.24)
onde:
d T Ty
EIVO{S} & dV, =8q"K+q
Sabendo-se que:
d . i
afVo{S}Taa dv, = JVO&T{s}dvo + IVOSST\S\ dv, (3.25)

e efetuando-se as operagdes indicadas, a matriz de rigidez tangente para

um elemento finito de trelica plana resulta de:

Ky =], B'DyBdV, + | G'S;; GdV, =

= [, (BIEB, +BJEB, +B[EB, +B[EB, )V, +[, GTSy GdV, (3.26)

a qual pode ser também escrita na forma:
K =K, +K_ +K;

sendo, cada parcela dada por:
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K, =, BIEB,AV,
K, = |, (BJEB, +B[EB, +B[EB, )V,
Ko =], GTSy GAV,
Onde Dy = E, K, € a matriz de rigidez elastica linear, K. é matriz de

correcdo das coordenadas e Ks é a matriz de rigidez geométrica que é

funcao do nivel de solicitagao axial nas barras.

Realizando-se as operacgdes indicadas em cada parcela da matriz
de rigidez tangente, chega-se as seguintes matrizes:

1 0 -1 0] 1 0 -1 0]
K:EAOoooo} K=_N_{o 1 0—11
T -1 0 1 0] TL]-1 0 1 0]
0 0 0 o) lo -1 0 1]

Ke="2 100, -0, 20, O
o | &Y T2 1 2
-0, o 0, o
N 2 A oA aA 2 A oA ]
(G,)° 00, -G,) -00,
EA,| UU
+ R
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3.4.1.2- ELEMENTO FINITO DE PORTICO PLANO

Considere-se o elemento de barra de poértico plano mostrado na
figura 3.2, com seis graus de liberdade, sendo 3 por no: o deslocamento na
direcdo do eixo, o deslocamento transversal e a rotagdo em torno do eixo
perpendicular ao plano XY da barra. O material € considerado elastico
linear. O elemento possui na sua configuragdo inicial area de secéo
transversal A, e comprimento L,. Admite-se a seguinte hipotese sobre o
campo de deslocamentos: as seg¢des transversais permanecem planas,
ortogonais ao eixo deslocado e néo alteram sua geometria apés deformagao
(hipéteses de Navier). Assim, conhecendo-se os deslocamentos axiais e
transversais dos pontos do eixo da barra, o deslocamento de um ponto
genérico pertencente a segdo transversal, como mostra a figura 3.3, €&

descrito por:

u(X,Y) = u,(X) - Yv;, (3.27)
v(X,Y) = v, (X) (3.28)
YA\

Vv

FIGURA 3.2- Elemento finito de pértico plano
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FIGURA 3.3- Campo de deslocamentos na flexao - adaptada de MAZZILLI (1988)

A aproximacgdo adotada para o campo dos deslocamentos consiste
em admitir que o deslocamento axial é linear, o transversal tem variagéo
cubica e a rotagédo da secgado € obtida da derivada primeira do deslocamento

transversal. As fungdes de interpolag@o usadas séo, portanto, dadas por:

N1<X>=(1--L-X—) (329
2 3
N, (X) = 1—3.(%] +2.(LL} (3.30)

[ 2 3
N (X) = Lo.[(-l_z(—)— 2[%] +[é] J (3.31)

N4 (X) = Li (3.32)
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2 3
Ny (X) 23'(1_1] -2.([)(—) (3.33)

Ng(X) = LHEXO—T +[Liﬂ (3.34)

O vetor de deslocamentos nodais é representado por:

qT‘—'[Ch 2 93 94 Qs %]=[U1 Vi ¢y Uy VY, ¢2] (3.35)

Utilizando-se as fungdes de interpolagéo descritas e o vetor de

deslocamentos nodais, pode-se escrever os deslocamentos u,(X) e v (X)

por:
u,(X)=[N, 0 0 N, 0 0]q (3.36)
vo(X)=[0 N, N; 0 N; Ng]q=Gq (3.37)
onde: G=[0 N, N; O Ny Ng.

Tendo-se em vista a equagdo (2.6) e as componentes do vetor
deslocamento dadas pelas equagbdes (3.27) e (3.28), o tensor de

deformacgéo de Green resulta:

g=—

1] 2(u - Yog)+(uy - Yvg)F 4 (vy) —va(ug - Y"G)] (3.38)
2| ~Vv,(uy - Yve) (o) |

Coerentemente com a hipétese feita sobre o campo de

deslocamentos, podem ser desconsiderados 0s termos ¢€;,, €54 € €5y,

restando ativa apenas a componente g,, do tensor de deformacéo, isto é:

1 |
ey =(Up = Yv5) + 5 (g - Yvg) "+ 2 {ve)° (3.39)
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Empregando-se as equagdes (3.29) a (3.34) tem-se que:

w,=[Ny 0 0 N, 0 0]q (3.40)
vo=[0 Ny Ny 0 Ny Ng]q (3.41)
vi=[0 N3 N3 0 Nz Nzjq (3.42)

Por uma questao de simplificagao algébrica é conveniente definir os

seguintes elementos:

N\ 0 0 N, 0 0]

B=l o N2 N; 0 N NgJ (3.43)
H=[1 -Y] | (3.44)
C=[0 N, N3 0 Ny Ng (3.45)

Portanto, utilizando-se as equagobes (3.43), (3.44) e (3.45) pode-se

escrever a deformacéo ¢,, por:
e,y = HBa-+ 5 (HBa).(HBa) + 5(Ca) (Ca
logo, em notagao matricial,
g4, =HBq+ %qTBTHTHBq+%qTCTCd (3.46)

Empregando-se a equagao (3.4a), tem-se que a taxa da deformagao

de Green é expressa por:

¢,, = HBg+HBgHBg+ CaCq (3.47)
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Utilizando-se a equagdo (2.20), a deformagao virtual de Green

resulta:
8e,, =HB3q+q'B"H'HBSq+q"C'C3q (3.48)
Consequentemente, empregando-se a equagao (3.4b) tem-se:
8¢, =8q" (BTH'HB+C'C)q (3.49)
Levando-se as equagoes (3.20), (3.47), (3.48) e (3.49) na equagéo
(3.25) obtém-se a expressao completa da matriz de rigidez tangente para o

elemento de pértico plano:

Ky =] BTHD,HB dV, + 2], BTHTHBD,,qHB dV,, +
+],,B™H™D;,CqC dV, + [ _BTHTHBAD ;HBqHB dV, +
+,,B™HTHBAD;,CqC dV,, + | CTCaD.HB dV, +
+],,CTCaDHBGHB dV, + [, CTCaD,;CqC dV, +

+], B™HTS,HBdV, +[ _CTS\,CdV, (3.50)

3.4.1.2.1- APROXIMAGCAO NA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Seguindo-se as observagbes feitas em MAZZILLI (1988), pode-se
fazer uma aproximagdo na expressdao da matriz de rigidez tangente,
equacéo (3.50). Desprezando-se os termos relativos a W)®, (W3 (v)? e (w)*
(onde u’=HBq e v’ = Cq), a expressao da matriz de rigidez tangente passa a

ser dada por:
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Ky =], BTHTD,HB AV, + [ BTH'D,CqC dV, +
+ [, CTCaD,HB dV, + | CTCaD4,CqC dV, +
+ [ BTHTSHBV, + [ CTS,,CaV, (3.51)

Efetuando-se as integrais descritas na expresséo (3.51) com relagéo
a configuragdo inicial obtém-se as matrizes que compdem a matriz de

rigidez tangente para o elemento finito de pértico plano, que pode ser escrita
numa forma aditiva por:

Onde:K, =K,, K_ =K, +K3 +K, e K; =K +Kj.

Utilizando-se o “software Mathcad 5.0” para o calculo das integrais

da expressao (3.51), tem-se que as parcelas de Ky sdo dadas por:

[, BTHTD,HB dV, =K,

[EA, E EA, E
L 0 —Lo IAo YdA, - L 0 L JAO YdA,
12EI 6El 12El 6El
3 T2 0 7,3 T2
LO LO LO LO
4E| EI 6El| 2El|
S —1] YdA — —_—
K. = L0 Lo Ao ° 2 Lo
v EA, 0 EJ YdA
Lo —Lo Ao °
12E! EE_I
LS L2
. . 4EI|
simetria —L—
L (o] -




onde:

J,.B™H'D,,CqC dV, =K,

Rn =Ri4 =0 N i=1,...,6

EA
Rip=- Z (12% +0,L, —12qs +q6Lo)
10L¢

EA
Riz=- 30L° (3Q2 +4qsL, - 395 - %Lo)
(o]

EA
Rys = Z (12% +Qqsl, —12q5 + qGLo)
10L% .

EA
Ris = §0TZ(—3Q2 +QsL, +305 _4q6Lo)

3E

Rz = _E‘L?o(% - qG)JAoYdAo

E
Ry = S_LEO"('3C|2 +2q3L, + 3q5)JAOYdAo

3E

= EE(% - %)JAO YdA,

I:‘25
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E
Ry = _E(—sq2 +3q; + 2q6LO)IA° YdA,

E
Ra = _E(—qu +Qgl, +605 - 2q6Lo)jAo YdA,

E
R33 = (—qu +1Oq3Lo + 6q5 - qGLo)J.A YdAo
30L, 0

E
Ras = 5?(—6% +Qgl, +60s - 2q6Lo)JA0 YdA,

o]

E
Ry = _5—0:(-12q2 +qqky +1205 +205L,)], YdA,

EA
R42 = ﬁ“zqz + qSLo - 12qs + qGLo)

o]

EA
Ry = ° (3Q2 +4qsL, - 395 - %Lo)

30L,
EA
R45 = —_(2)—(12(7]2 +q3Lo - 12(45 +QGL0)
102
R, = ——(-3q, +qsL, + 395 —4q,lL
46 30L0( dz +qzl, +995 —4(g o)
3E

Rso (9 _qG)-[AOYdAo

- 5L2

E
Rsa = _a{(_g'qz + 2q3Lo + 3q5 )JAo YdAo

(o]

3E

Rss = ‘E[;_Z(% - QG)JAOYdAo



E
(o]

E
Re = ‘?(6% +20q,L, — 645 - %Lo)JAO YdA,

[¢]

E
Res = ——(-120, +2q,L, +12q5 + %LO)JA YdA,
30L, o

E
R65 = E_—Z_(qu +2q3Lo - 6q5 - qeLo).[AoYdAo

(o]
2 J
Res = E(esq2 +QaL, — 605 —10eL, )J,_YdA,
[,,CTCaDHB aV, =K,
Ks =KZ

J,,CTCaD,CqC dV, =K,

i simetria Res
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_ 3EA, [-6030sL, ~605G6L, + q2L2 +24q5 +6q,qeL, +
227 35L° (42492 + q2L2 +6q,q,L, — 48050,

EA, [_24Q2Q3Lo +720,05 — 2q,596L5 +G5L% +]

2 7714012 | 124q,qL, — 3692 — 3602 - G2L2
n __3EA,[~6050sl, ~6a50elo + Gl +240; + 60,051, +
27 353 | +24q2 + ¢2L2 +60,0,L, — 48450,
R — EA, [249,96L, + 3603 +q5L% — 724,095 — g5L% +
?° 714012 | +2q,q6L2 - 249595l , + 3642
R - EA, 1803 —30s5ql, +30,96L, + 30305k, - 303Q6L5 +
%7 210L, | -36q,05 +12¢2L2 +q3L2 — 8q,Q,lL, + 1843
R - EA, |—2402q5L, +720,q5 - 20306L5 +a3L5 +
% 714012 | +24q,q.L, - 3642 - 3642 — 2L
( L 2L - L 2 +— 1 ! )
140 q3 140 qG 70 q2q3 70 q3q5
Ras =EAJ| ] |
|+ 75 966k + 75 %ds ~ 75 950 )
m _ 3EA, 60505k, ~6d5dsl + el +240; + 605050 +
* " 36L% (+24q2 +q8L3 +60,0.L, — 48050,
R - EA, [240,06L, +3605 +a3L5 729,95 - g5l +
7 14012 | +2q,q6L2 — 249596k, + 3602
B EA, [—30296L, +12q3L% +30,0,L, — 360,05 + 1803 +)
%7 210L, |+qBL2 — 8050sL, +3dsGeL, + 18 —3d,0eL5
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J, BTHTSHB dV, =K

(A, 1 A, 1 1
L. 0 o JAO YdA, L 0 » JAO YdA,
12 6l v I |
L3 L% L3 L%
4 1 6l 2l
Ks=S Lo EJA°YdA° 2 Lo
co Ao 0 if YdA
L, Ly A0 ©
12 ol
LS L2
o 4
simetria =
i Lo _

[,,CTSHC dV, =K

[0 0 0 0 O 0 |

6 1 5 .5 1

5L, 10 5L, 10

2L° 0 _1_ L_°

15 10 30

Ke =N 0 0 O
6 a1

5L, 10

simetria 2L,
L 15 _

Como a origem do sistema de referéncia coincide com o centroide

da secdo o momento estatico é nulo, isto & jA YdA, =0.
(o]
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Para o caso do elemento finito de pértico plano as consideragdes
sobre o campo dos deslocamentos e aproximagdes na express@o da matriz
de rigidez tangente foram feitas baseando-se no trabalho de MAZZILLI
(1988).

Neste caso a deformacgao de Green pode ser escrita:

_du 1(31)21(81]2
&= ax T2lax ) T2lax
onde: u(X,Y) =u (X)-Yv, e v(X,Y)=v,(X).

Segundo MAZZILLI (1988), em diversos trabalhos relacionados com
este assunto a ultima parcela é desprezada supondo-a muito menor que as
outras; porém, esta aproximagdo as vezes pode conduzir a erros nao

despreziveis na matriz de rigidez.
3.4.1.3 ELEMENTO FINITO PARA ANALISE BIDIMENSIONAL

Para o elemento finito de estado plano sera apresentada a
expressdo da matriz de rigidez tangente, empregando-se um procedimento
anélogo ao apresentado por WRIGGERS (1990).

Admite-se que a estrutura esteja discretizada por elementos finitos
isoparamétricos, na configuragao inicial. A geometria X, o campo dos
deslocamentos u, o campo dos deslocamentos virtuais éu e o campo das
velocidades nodais U sé&o interpolados dentro de um elemento finito Q.

pelas mesmas fungdes de forma.

Para o elemento finito empregado na analise bidimensional,
representado na figura 3.4, valem:
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N n
Xo = LNX Sug = D N3q;
i =1 i =1
n n
Ug = ;Niqi Ug = Z;Niq (3.53)

Onde N; sdo as fungdes de forma, n é o nimero de nés associados a cada

elemento.

Nao serd mostrado aqui o caminho para geragdo das fungbes de
forma, que pode ser facilmente encontrado em livios sobre método dos
elementos finitos, ZIENKIEWICZ (1989) e BATHE (1982).

4(-1,+1) 3(+1,+1)

1(1.-1) 2(+1,-1) 2

FIGURA 3.4- Elemento finito para analise bidimensional em coordenadas
adimensionais - WRIGGERS (1990)

n
Sabendo-se que u, = ZNiq ., para o elemento finito da figura 3.4
i=1

tem-se u, =N,q; +N,q, +N3q; +N,4q,. Porém o vetor deslocamento possui
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Uy

componentes na diregdo X, e X,, isto é {ue}={ } e do mesmo modo 0s

U,

deslocamentos nodais g, {q ;}= {:1 i}.
2i

Assim, por exemplo {q ,}= {21 1 }
21

Portanto, reescrevendo-se o vetor u em componentes, tem-se que:

{U1 } _ {N1Q11 +N30yz +NaQyg +N4Ch4}
Uz NG21 +NpGzp +Ngdag +Ny0pq

logo, as componentes do vetor deslocamento podem ser escritas por:
1]
U, =2, Ng,; como=1, 2 (3.54)
i=1
Deste modo, as derivadas parciais das componentes do

deslocamento com relagdo a B, podem ser escritas de maneira genérica

por:
n
Ug = 2 Niglai (3.55)
i=1
Dentro do conceito isoparamétrico, para calcular as variagdes

utilizadas na equagao de equilibrio, a regra da cadeia deve ser usada para o
calculo da derivada parcial de N; em relagédo & X,, tal como:

N; 4 _ 1 Xom  —Xae ||Nie (3.56)
N2 detd.|—Xin X |[Nin

Como as fungdes de forma sdo definidas num sistema de

coordenadas locais &, 1, uma transformagao para as coordenadas globais
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Xy, Xo é necessaria. Na equagdo (3.56) detJ, & o determinante da

transformagéao Jacobiana entre dg, dn e dX;, dX- .
Onde:

X,p X
Jo=| e BE 3.57
c [Xm Xar (3.57)

Por outro lado, sabe-se que a configuragdo atual pode ser escrita
em termos da configuragdo de referéncia por x= X +u,. Entéo, o tensor de
deformacdo de Green para problemas de pequenas deformagdes pode ser

escrito empregando-se o gradiente dos deslocamentos, que é dado por:

|—U11 U12—|
Vueztuz1 Uz, (3.58)

Assim, utilizando-se a equagao (3.55) tem-se que a equagéo (2.6)

discretizada para um elemento finito Q, pode ser escrita por:

[ 1 1 ]
N+ P uy4N;4 P Uy 4Ny
E11 S 1 1. d,
€ =€ (= Z §U1,2Ni,2 N;2 +'2*U2,2Ni,2
£p i =1 1 ] 9 J,
N+ E(U1,1Ni.2 + U1,2Ni,1) Ni+ -2_(u2,2Ni,1 + U2,1Ni,2)
(3.59)
Definindo-se:
IrNin 0 | %— Uy4Ni 4 Ug 4N 1|
Bo=| 0 N|eB, =| UyoNio UooNio | (3.60)
|_Ni,2 N; 1 _| ‘_(U1,1Ni,2 + U1,2Ni,1) (Uz,zNi,1 + U2,1Ni,2)J

a equacéo (3.58) pode ser reescrita por:
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4 1
€ = 2 {Boi +—2_BLi(qi)j|| q; (3.61)

Utilizando-se a equacao (2.20), a deformagao virtual de Green em

forma matricial resulta:
n
e, = ;[Boi +BLi(q |)] 8q | (3.62)
{=
A taxa de deformagao de Green neste caso, € dada por:
n .
€¢ = E;[Boi +BLi(q u)] qi (3.63)
| =
e a taxa de deformacéo virtual por:
. 4 n Ni,1 T
&€, = 2 2 N;, qi [Nku Nk,2]5q k (3.64)
. i
Lembrando que pelo PTV o equilibrio é expresso por:
Ro(q8u) = J, S.5¢, dV, - J, 8u,.pbaV, -] su.taa, =0 @69)
(o] (o] (o]

substituem-se as equagdes (3.53) e (3.62) na equagéo (3.65), de modo a

resultar a forma discretizada para andlise bidimensional:
n T T R

Re(q’SQ) = 25% {J (Boi +BLi) Si dQe _J' Nipb dQe —J. Nit dage} =0
- Qe Qe Qe

(3.66)

Dy, Dy D13-]|
com ST ={S,;, Sz, Sz} © Dz{Dm D2 D23J
D3y Daz Dag
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Como visto em segdes anteriores, a equagao do PTV n&o € linear
nos deslocamentos e a sua linearizagdo leva a expressao da matriz de
rigidez tangente. Portanto, com objetivo de explicitar uma expressao para a
rigidez tangente, da equagdo do PTV desenvolvida em 12 ordem no tempo e

desconsiderando-se forgas externas, tem-se:

2R, (ada)= [, selsa0, + [, sllddo, (3.67)

Substituindo-se as equagdes (3.62), (3.20) e (3.63) na equagao
(3.67) resulta:

d . n N R ‘
aRe(q’Sqi)qi = ZZSQIIQ [(Boi +BLi)TD (Bok +BL k)+GiGIISH dQ.q ;=0
i=1k =1 e

(3.68)
onde Gje Iél sao definidas por:
N1 1y [Si Sl
G = ’ S|= 3.69
I.Nk,z l.821 S22 ( )

Definindo-se, finaimente, a matriz B; = B,+B, em coordenadas

locais, a expressdo da matriz de rigidez tangente é:

Kro= 2.2, [B70B, +GG]|§] da, (3.70)

i=1k =1
3.4.2 FORMULACAO LAGRANGIANA ATUALIZADA

Sabe-se que as equagdes de equilibrio na posigao deslocada nao
sdo lineares e uma outra maneira de se encontrar a solugéo consiste em
empregar a forma linearizada em combinagdo com uma atualizagdo

continua da configuragdo de referéncia, em intervalos de tempo muito
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pequenos. Essa atualizaggo é feita de modo que, ao se atingir o equilibrio, a
configuragdo de referéncia atualizada praticamente coincide com a

configuracdo deformada final, ver figura 3.5.

i=

FIGURA 3.5- Atualizagao da configuracao de referéncia

Assim, a formulacdo Lagrangiana Atualizada é introduzida de modo
que as equagdes incrementais de equilibrio sdo formalmente escritas de
maneira analoga as da formulagdo Lagrangiana Total. A diferenga, portanto,
entre a forma Lagrangiana Atualizada e a Lagrangiana Total e a

configurag@o tomada como referéncia

Deste modo, na formulagdo Lagrangiana Atualizada utilizam-se a
deformagdo de Green e a tensdo de Piola-Kirchhoff de 22 espécie, porém
escritos na configuragdo equilibrada correspondente ao passo de tempo
anterior. Logo, os tensores de deformagdo e taxa de deformagéo de Green

em coordenadas atualizadas passam a ser dados por:

Apererl -
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R B e

Em consequéncia, o tensor de deformagao virtual de Green e o

tensor taxa de deformacao virtual respectivamente resultam:

el EEEE] e

AN -

A relagdo constitutiva em termos de taxas para pequenas

deformagdes é representada por:
{§’}=Dle*} (3.75)

Nas situagbes em que o intervalo de tempo de uma configuragéo a
outra é muito pequeno, pode-se considerar apenas a parte linear na

deformac&o virtual e na taxa da deformagéo de Green.

Do ponto de vista de busca de uma solugao abroximada, no caso de
se empregarem os mesmos elementos finitos utilizados na formulagao
Lagrangiana Total, os deslocamentos sdo interpolados de maneira analoga,

porém com relagéo a ultima configuragéo equilibrada.
3.4.2.1 ELEMENTO FINITO DE TRELICA PLANA

Considere-se o elemento finito de trelica plana utilizado na

formulagdo Lagrangiana Total, porém em coordenadas locais atualizadas.
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Assim, utilizando-se apenas a parte linear do tensor de deformacgao
vitual na configuracdo atualizada, tem-se que a deformacéo virtual de

Green é escrita por:

8" =B.5q (3.76)

1
0 L OJ e L é o comprimento na configuragao

| —

Onde B ={—
atualizada.

A equacdo de equilibrio correspondente a descricdo em questéo

para o elemento finito de trelica plana é:
r=] B {oldV—f, —f; (3.77)
=), b —f .
onde B" =Bj.
Linearizando-se essa equagéo resulta:
d
(JV r.t}udv)t +Et—(fv r.6udV)tAt -0
ou
(1), +(Kru-f,-%) At=0 (3.78)
Fazendo-se uso da equagéao (3.3) na equagao (3.78), obtém-se:
8q"i =8q" [Krq~1, ~1;] (3.79)
portanto, a matriz de rigidez tangente resulta de:

Ky =], (6)78" av+ ] (8¢7)ldl av (3.80)
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Onde a taxa da componente da deformagéao de Green é dada por:

. ¥

Ju - -
g1y = 8—1 ou em notagao matricial:
X4

¢31=B5q (3.81)
e a deformagao virtual (parte linear) em notagao matricial por:
de34 =B84 (3.82)

Por sua vez, utilizando-se a equagao (3.74), a taxa da deformagao

virtual em forma matricial, resulta:

(8¢3,)" = 8a"G"TG"q (3.83)
d_G*_1F—1 0o 1 0]
onde: ‘L[o -1 0 1J

Substituindo-se as equagdes (3.75), (3.81), (3.82) e (3.83) na
equagéo (3.80), a expressdo da matriz de rigidez tangente passa a ser

escrita na forma:
Kr=]B'D,B"dV+[G 6,,G AV (3.84)
Finaimente, efetuando-se as operagdes indicadas na equagao

(3.84), a matriz de rigidez tangente para um elemento finito de trelica plana

em coordenadas atualizadas, resulta:

Ky =K, +K,
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onde:
1 0 -1 0] (1 0 -1 0]
K_gﬁ{ooool K—E!O 1 o-1|
°" L|-1 0 1 0 °"L|l-1 0 1 0]
lo 0 0o o lo -1 0 1]

3.4.2.2 ELEMENTO FINITO DE PORTICO PLANO

Considere-se o elemento finito de poértico plano utilizado na
formulagdo Lagrangiana Total. As hipéteses feitas sobre o campo dos
deslocamentos e as fungdes interpoladoras séo as mesmas, porém referem-

se a ultima configuragao equilibrada.

De maneira analoga a formulagdo Lagrangiana Total para o

elemento de pértico plano, a componente ativa da deformagéo é:

* ’ ” 1 ’ ” 1 ’
€11 =(uo—yv°)+-2-(u0—yvo)2+5(vo)2 (3.85)

Portanto, utilizando-se as equagdes (3.43), (3.44) e (3.45), porém
em coordenadas atualizadas, a deformagédo ¢}, (parte linear) pode ser

escrita na forma matricial por:
g1 =HB’q (3.86)
onde a matriz B” refere-se a configuragao atualizada.

Logo, a deformagéo virtual de Green (parte linear) passa a ser dada

por:

8¢, =H'B*5q (3.87)
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A taxa da deformacgdo (parte linear) e da deformacgao virtual de

Green, sdo dadas respectivamente por:
¢, =H'B’q (3.88)
8¢, =8qT(B"H'HB +C"'C')g (3.89)

Utilizando-se a expressdao da taxa da equagdo de equilibrio,
equagéo (3.3) e desconsiderando-se for¢as externas atuantes no elemento,

tem-se:
d j «T T .
— ] 8" {o}dV =89 K+q (3.90)
dt°v
Sabendo-se que:
d *T + T [ . ~
ajvae {olav = [ se (8" Jav + | 8e7lel av (3.91)
e substituindo-se as equacgodes (3.75), (3.87), (3.88) e (3.89) na equagéo
(3.91), tem-se que a expressdo da matriz de rigidez tangente para o
elemento finito de pértico plano na configuragao atualizada, é dada por:

*T *T * * *T *T * * *T *
Ky =B H'DHB dV+ B 'H o, HB dv+| ClonCTdv  (3.92)

Realizando-se as integrais da equagao (3.92) resultam:

onde:
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IVC*TG11C* dV = KS

0 0 00 0 O
6 1,6 1
5L 10 5L 10
a 1 L
15 10 30
Ks =N 0o 0 0
5L 10
imetria 2—L
i sime 15 |

Cabe aqui o mesmo comentario feito na formulagdo Lagrangiana

Total, isto é: |, ydA =0.

Como pode se observar, tanto para elemento de trelica plana quanto
para o de pdrtico plano, a expressao obtida para a matriz de rigidez tangente
da formulagdo Lagrangiana Atualizada € muito mais simples que a da
formulagdo Lagrangiana Total, no sentido de que uma parcela analoga a
matriz dos deslocamentos iniciais nao existe (empregou-se a parte linear da

deformagao virtual).
3.4.2.3 ELEMENTO FINITO PARA ANALISE BIDIMENSIONAL

De maneira andloga a formulagdo Lagrangiana Total, pode-se
descrever a formulagdao Lagrangiana Atualizada. Para isto basta mudar-se
da configuragdo inicial (material) para a configuragdo atualizada, porém
utilizando-se as mesmas interpolagdes isoparamétricas nas coordenadas

atualizadas. Por exemplo, a geometria atualizada € agora aproximada por:

Xe = Z N;X (3.94)
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Como as coordenadas globais sdo dadas com relagdo a
configuracdo atualizada, as diferenciagdes devem ser feitas com relagao a

X4, tais como:

iaNa(ﬁ M

)
ox, O (3.95)

du,
oX,

a i=

Aplicando-se a regra da cadeia, a derivada parcial de N; com relagéo a x; é

dada por:
N;1 _ 1 Xom Xz |[MNig (3.96)
Ni,2 deth _x1'n X1'§ N|,n '
X X
com J. = 1 2k
Xin  X2n

onde detJ. é o determinante da transformacgéo Jacobiana entre d§, dn e dx;,

dx, . Observa-se que as expressdes acima sdo as mesmas da formulagao

Lagrangiana Total, porém na configuragéo atualizada.

Neste caso, o tensor de deformacgao de Green é dado por:
1
€o = E(gradu +gradu” + graduTgradu) (3.97)

onde gradu é o gradiente dos deslocamentos na ultima configuragao

equilibrada.

Portanto, a parte linear da deformagéo e da deformagéo virtual de

Green podem ser escritas respectivamente por:

er=2 Blq, (3.98)
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n
5, = 2, B;dq, (3.99)
i=1

onde B; é agora dada por:

w o]
[Nz Ny |

Levando-se o tensor de deformacdo de Green na equagédo de
equilibrio, resulta:

*T 'y "
_(a,89)= ZSq, {jme(si 5, -Npb) doQ, - [ o, N d¢aQe}=0 (3.101)
Como a equacgdo de equilibrio ndo é linear, a sua linearizagéo é
dada por:

n n

o lase =2 Y[, {80 B -GGl faasa =0 @102
i=1 k=1

onde:

N,
SRR

G2y Oz J

Logo, a matriz de rigidez tangente em coordenadas atualizadas é:

n n

Kro=2 X f o0 {80 B} + GGy Tlal} decr, (3.103)

i=1 k=1
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CAPITULO 4- ANALISE DA ESTABILIDADE DO
EQUILIBRIO

4.1- INTRODUCAO A INSTABILIDADE

Na andlise nao-linear geométrica o equilibrio é estabelecido na
configuragdo ‘deformada’ da estrutura, isto €, levando-se em conta os
deslocamentos e as deformagdes ocorridos. As alterag6es na geometria da
estrutura podem levar a perda de estabilidade do equilibrio por

aparecimento de ponto de bifurcagdo ou ponto limite.

Ponto _de bifurcacao é definido como o ponto a partir do qual a
‘trajetéria de equilibrio’ definida pelos pares carga-deslocamento que
verificam a condigdo de equilibrio, deixa de ser Unica; a este ponto

corresponde a chamada carga critica.

A cada par carga-deslocamento que verifica a condicdo de equilibrio

esta associada uma configuracéo da estrutura.

Ponto limite é definido como o ponto que encerra uma sucessao de
configuragbes estaveis de equilibrio, sem aparecimento de bifurcacao.
Quando a estrutura atinge o ponto limite hd uma alteragdo brusca da sua

configuragdo para uma nova situagéo estavel na trajetoria de equilibrio.
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E importante lembrar que estes conceitos estéo ligados a analise da
estabilidade estrutural e ndo a estabilidade de solu¢gbes de equag¢des néao-

lineares, como sera mostrado adiante no item 4.5.1.
Os exemplos que seguem ilustram essas definigdes.

Seja o sistema composto por uma barra rigida com mola, carregada
axialmente com uma forga P, mostrado na figura 4.1(a), na posigao

deslocada.

Por equilibrio de momento na extremidade inferior tem-se:

PL
PLsen6=M ou e=?sene (4.1)
uma vez que M=Ke6.

Observa-se que a equagao de equilibrio tem 2 solugdes, isto é:

0= 0 para qualquer valor de P

PL__ 6 (4.2)

(@) (b)

FIGURA 4.1- Trajetérias de bifurcacao de equilibrio e comportamento pés-flambagem-
HINTON (1993).
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Assim, apresenta-se outra caracteristica do comportamento nao-
linear geométrico: as solugdes nao sao unicas. Na figura 4.1 (b) mostra-se

que quando PL/K > 1 a equagdo de equilibrio pode ter trés solugdes para a
rotagao 6.

A relagao (4.2) pode ser escrita na forma K6—PLsen6=0 portanto,
se 8 - 0, sen® — 0 a equacgao de equilibrio fica:

(K-PL).8=0 (4.3)

A partir dessa relacao 'linearizada' em 6, observa-se que o equilibrio
subsiste se =0 para qualquer valor de P, e, por outro lado, se PL/K=1 a
coluna estard em equilibrio para qualquer valor de 6, como mostra a figura
4.1(b). A intersegdo das trajetorias de equilibrio, em PL/K=1, é chamada de
ponto de bifurcagédo e o valor, P=K/L é chamado de carga critica elastica.
Diz-se que, a trajetéria de equilibrio resultante da solugdo 6=0 & estavel
para PL/K<1 e instdvel para PL/K>1, pois no primeiro caso o momento
resistente da mola é maior que o solicitante. A trajetéria de equilibrio (NLG),

mostrada na figura 4.1(b) é sempre estavel e é conhecida como pos-critica.

Embora simples, este exemplo ilustra as mesmas caracteristicas
apresentadas pelas barras comprimidas. Concluindo, deve-se lembrar que o
comportamento nao-linear geométrico e a analise de estabilidade linear
resultam da consideracdo do ‘deslocamento’ 6 causado pela carga P
quando se formulam as equagdes de equilibrio. As caracteristicas desse
exemplo sdo préprias de estruturas em que o comportamento nao-linear
geométrico apresenta grandes deslocamentos / grandes rotagoes /

pequenas deformacées.

Seja, por outro lado a  estrutura de uma trelica simples

representada, em fung@o da geometria, por uma unica barra como mostra a
figura 4.2(a).
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(@) (b)

FIGURA 4.2- Treli¢ca simples

Objetivando-se a aplicagdo do que segue também para o estudos
de cabos considere-se a possibilidade de existir uma for¢a de tragao inicial
N, na barra.

Supondo-se pequenas deformagbes pode-se admitir que a area A

da segao transversal da barra permanece aproximadamente constante.

De acordo com a figura 4.2(b) o equilibrio (no ponto B) em termos
de onde a estrutura ESTA depois do carregamento (descrigdo Euleriana) é

expresso por:

Ncoso - H=0 (4.4a)
h
- tu)—on (4.4b)

sendo N a forga de tragédo na barra.
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Introduzindo-se a equagao constitutiva e assumindo que o material é

elastico linear, tem-se que:
(N-N,) =EAe, (4.5)

g, € a medida de deformagao linear dada por:

(4.6)
onde:

Lo=a{1+(2]2]E e L=a{1+(b;—u)1E (4.7)

Entretanto, neste caso em analise € mais interessante trabalhar com

a deformacao de Green, definida por:
1(L2-L2
€q = E[ L% J (4.8)

e que aplicada ao problema particular em questéo resulta:

(h) (), )
870 L) T2l (49)

A relagdo entre a medida de deformacéo de Green e a medida linear

€ dada por:

€
g=ae+?€ (4.10)
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£

£ 3 -
Observando-se que 8—9 = 1+?e, a equagcao constitutiva expressa em
¢

fungdo da deformagéo de Green resulta:

-1
1(L
N-N, =EA£g \:E(L_--HH (4.11)
[o]

Usando as equagdes (4.9) e (4.11) na equagao (4.4b) e assumindo-
se que L/L,=1 (para pequenas deformagdes ¢,<<1, e portanto a
deformacao de Green e a deformagéo linear praticamente se confundem) a

equagao de equilibrio fica:

[ u® +3hu? +2h?u | (h+u)
E N, p=0 4.12
A{ 23 J ° L, (4.12)

Esta equagdo ndo é linear com relagdo ao deslocamento u e é
também fungdo da forga axial No. Observe que a equacgao de equilibrio,
correspondente a configuragao deformada, resultou expressa em termos de
grandezas geométricas relativas a posicdo onde a estrutura ESTAVA antes
do carregamento, isto é, uma descrigcao Lagrangiana (Material) em termos
de A, h e L.

P 4 “snap through”
(a) (b)j

>
» »

—
»

....... equilibrio instavel

equilibrio estavel

FIGURA 4.3- Comportamento néo-linear de uma trelica simples- adaptada de
HINTON (1993)
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A trajetéria de equilibrio na figura 4.3, demonstra algumas
caracteristicas importantes, como a chamada carga limite, indicada pelo
ponto (a). Na pratica esta seria a carga maxima que a estrutura suportaria.
Um pequeno incremento na carga acima da carga limite causaria (na
pratica) um movimento dindmico violento da trelica seguido pelo

restabelecimento do equilibrio estatico no ponto (b).

O movimento (salto) de (a) para (b) é chamado comportamento
“snap through” pela literatura inglesa e os resultados deste modelo simples
colocam em evidéncia uma caracteristica do comportamento nao-linear
geométrico de estruturas com grandes deslocamentos / pequenas
rotacées / pequenas deformacdes, como as cascas abatidas, por
exemplo.

Apenas com o objetivo de quantificar os resultados obtidos com
valores numéricos, considere-se uma trelica de geometria analoga a da

figura 4.2(a), porém comprimida e com os seguintes dados:

Perfil ¢ 82,5 x 2,6 mm E = 20500 kN/cm?
L, =150,33 cm o=38°
h=10 cm N, =00

o)

A figura 4.4 apresenta grafico carga/deslocamento da equagao
(4.12), obtido arbitrando-se valores para o deslocamento u e calculando o

valor da carga P.
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-u (cm)

-P (kN)

FIGURA 4.4- Curva carga/deslocamento de uma trelica simples

A relacdo (4.12) pode servir, em particular, para a analise de uma
area A=6,53cm?,

Adotando-se nesse caso,
grafico

estrutura de cabo.
N, =100 e 10000 N, obtém-se o0

L, =1000 cm, h=0,
cargal/deslocamento, ilustrado pela figura 4.5.

——No =100 N
———No=10000 N

P(N)

12 16 20 24 28 32 36

0 4 8

u (cm)

FIGURA 4.5- Curva carga/deslocamento de um cabo
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4.2- ESTUDO DOS ALGORITMOS PARA CARACTERIZAGAO DE
PONTOS SINGULARES E DO TIPO DE INSTABILIDADE

Sabendo-se que na analise nao-linear geométrica, a estrutura pode
perder a estabilidade do equilibrio, entéo, o estudo da resposta n&o-linear
das estruturas deve ser acompanhado de uma analise sobre a estabilidade
do ‘caminho’ de equilibrio percorrido nas sucessivas etapas de
carregamento. Essa andlise envolve fundamentalmente a identificagao de

pontos singulares como os ponto limite e ponto de bifurcagéo.

Existem varios métodos para determinar singularidades na curva
carga/deslocamento, os quais estdo baseados na inspegéo do determinante
da matriz de rigidez tangente (entretanto, esses métodos ndo permitem
identificar o tipo de singularidade). As condi¢gdes para caracterizagéo da
singularidade podem ser inseridas de modo direto na analise atraves de
uma extensdo do sistema de equacgdes nao-lineares, adicionando-se uma
condigéo de restricdo que introduz informagéo adicional sobre os pontos de
perda de estabilidade (pontos singulares). Estes sistemas consistentemente
linearizados, preservam a convergéncia quadratica, tipica do Método de
Newton.

Os métodos numéricos para o calculo de pontos singulares podem
ser classificados em duas categorias: direto e indireto. O método direto

baseia-se nos sistemas estendidos enquanto que o indireto em interpolacéo.

De acordo com WEINITSCHKE (1985), para calcular com exatidao
pontos singulares na curva carga/deslocamento utilizando-se o metodo de
interpolagdo é necessario um grande numero de pontos, o que se torna
dificil por causa da singularidade préxima dos mesmos. Por isto, os métodos
indiretos de calculo de pontos singulares séo insatisfatorios e de pouca

exatidao, principalmente em caso de pontos fimite.
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Restringe-se neste trabalho ao estudo dos sistemas estendidos,
visto que estes abrem possibilidade para se computar os pontos limite ou de

bifurcacao diretamente.

4.3- METODO INCREMENTAL ITERATIVO DE NEWTON-
RAPHSON

O método de Newton-Raphson é muito eficiente para solugéo de
sistemas nao-lineares como, por exemplo, o sistema de equagdes dado pela

equagao (3.8) que pode ser escrito na forma:
G(q)=R(q)-P=0 (4.13)

onde:

G(q) = Ivo r..8udV, , R(q)= JVO S.8¢ dV,
P= J b,.udV, +J t,.0udA,
Vo Ao

Segundo a estratégia de solugdo, o carregamento total é aplicado
em varios incrementos e nesse sentido é interessante introduzir na equagao
(4.13) um escalar A, chamado pardmetro de carga. Assim, o sistema nao-

linear passa a ser representado na forma:
G(qA)=R(q)-AP=0 (4.14)

O método incremental iterativo de Newton-Raphson consiste,
essencialmente, em tentar anular o residuo G(q) gerado pela forma
linearizada da equacgao (4.14) em cada passo de carga. Assim, a solugéo

tera sido encontrada quando G(q,A)=0.
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O desenvolvimento do residuo G em torno de uma vizinhanga, €

dado por:

d
G**'(g)) =G'(g ) +a;G‘(q,k)Aq+ 0 (Aq)

Admitindo-se que no instante t+At, G"**' =0, tem-se que:

2 6'(aMaa=-G'(an) (.15)

A equagdo (4.15) permite determinar o vetor incremento dos

deslocamentos nodais Aq.

Por outro lado, considerando-se apenas forgas conservativas, tem-

se que:
d
5 G(@M)aa= K+Aq
Deste modo a equagédo (4.15) passa a ser dada por:
Kt (a9)Aq=-G(qA) ' (4.16)

Considere-se que o carregamento seja incrementado do valor P

para Pi,¢ aplicando-se um incremento A;. Deste modo, um primeiro valor

aproximado é obtido de:
KniAqi =A; onde A; =P, -P,

Portanto, a primeira estimativa para o vetor deslocamento

correspondente ao valor de carga Pi,; € obtido como:

qlys =a; +AdS
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Com este novo valor para o vetor deslocamento, verifica se o critério
de convergéncia é atendido, se nao resolve-se novamente o sistema com
rigidez atualizada, encontrando-se um novo incremento para o0s

deslocamentos:

KTiiAq} =Py - Fiis
e portanto,

G5t = Ay + A}

Com este valor para o deslocamento verifica se o critério de
convergéncia é atendido, repetindo-se o processo até que este seja

satisfeito.

A figura seguinte ilustra o procedimento descrito.

carga
ﬂk
Pi+1 —
2 -------------- LR EEES L85
Fi+1 1
i I Dby A O K Ti+1
Fitd
K+
P, Ti
[o] : 1
AgF i Ady
. 1 2 deslocamento
ai Girt 9ik1 94t

FIGURA 4.6- Método de Newton-Raphson - adaptado de KANCHI (1993)
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4.4- METODOS DE CONTINUACAO

De modo analogo ao procedimento de Newton, o sistema de
equagbes algébricas dado pela equagdo (3.8), pode ser reescrito
introduzindo-se um fator escalar A , chamado pardmetro de carga, do

seguinte modo:
G(gA) =R(@-AP=0 qeR" (4.17)
onde:

R(q) = JVO SeT{S)}dV, e P= JVObISUdVO + JAoigaudAo

Na hipétese de ocorrerem pontos singulares, os métodos tipo
Newton-Raphson falham, pois particularmente no caso de pontos limites nao
¢ possivel prosseguir na andlise. Nestes casos, os métodos do tipo
comprimento de arco ou de continuagédo séo indicados. A principal idéia dos
métodos de continuagao é introduzir A como incégnita, adicionando-se uma
equacdo de restricdo ao sistema de equagbGes nao-lineares (equagao

(4.17)). Assim a forma geral do sistema estendido passa a ser dada por:

G(q’M} =0 (4.18)

Glah = { f(q2)

onde f(qA)=0 é a equagdo de restricdo. Baseando-se nesta formulagao,

métodos tipo controle de carga, controle de deslocamento ou comprimento
de arco podem ser deduzidos. Como o sistema estendido nao é linear, é

conveniente trabalhar com sua forma linearizada em torno do ponto i:

V.G V,G) (Aq G
((V:f)T fol{Ak}iz_{f}i (4.19)
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Na literatura, V,G é conhecido como matriz de rigidez tangente

enquanto que P=-V, G.

O sistema de equagdes dado pela equagdo (4.19), ndo-simétrico,
pode ser resolvido pelo método da particdo, como mostrado em seguida. Da
primeira equagao de (4.19) tem-se que:

KyAqg, —PAA; = -G
Aqg; =K7PAL, —KT'G;
denominando-se:
Agp; = (KTi)_1Pi e Age=-(K:)"G (4.20)
resulta uma expressdo para o incremento total do deslocamento, na forma:
Aq; = AXiAGp; + Aqg; (4.21)

A partir dai, o incremento do fator de carga (incognito) é calculado
usando-se a segunda equagao de (4.19), resultando:

f+(V4h) Agg,
Vo + (V) Age,

M, = (4.22)

Na literatura, os varios métodos de continuagao diferem apenas na

equacéo de restrigdo; algumas delas estdo mostradas na tabela 4.1.
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TABELA 4.1- Exemplos de equag¢oes de restricao - WRIGGERS (1990)

Método Equacao de restricao
Controle de carga f=A-c
Controle de deslocamento f=q,-cC

Batoz, Dhatt (1979)

Método comprimento de arco

f= (qm _a)T(Q"qm)"-(}\’m _X)()"_A'm)
Riks(1972)

Método comprimento de arco

¥ f=y (a-8) (a-9)+(r-7)° -as
Crisfield(1981)

A constante ¢, da tabela acima, é o parametro de referéncia que
limita o vetor deslocamento e o fator de carga dentro do método de

continuacgao; os outros parametros sao ilustrados pelas figuras 4.7a e 4.7b.

ly

Ai

Az
A

bd|

Qall-

qt Q2 q q

FIGURA 4.7a- Método de comprimento de arco com iteragao restrita em um ‘plano
normal’ WRIGGERS (1990)
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v

FIGURA 4.7b- Método de comprimento de arco com iteragao restrita a uma
circunferéncia de raio ds - WRIGGERS (1990)

Um algoritmo associado aos métodos de continuagédo é dado pelo

quadro 4.1 que segue.

3- “Loop” de todas as iteragoes i

4- Calculo dos incrementos

1- Calculo inicial K:Agp, =P
. . o~ ds
2- Calculo do incremento inicial de carga AL, = =
\/(Aq Po) Aq Po
KtAgp; =P,

KrAgqg; =-G(q;,A)

fi + (qui )T AQg
Vifi+ (qui)T Agp|
Ag; = AMAQ p; + AQg,

AN =—

5- Atualizagao AMi1=A+AN , 9 1=G;+Aq,
6- Critério de convergéncia se "G(q T 1” <TOL terminar
se nao voltar ao passo 3

QUADRO 4.1- Algoritmo para procedimentos de comprimento de arco
WRIGGERS (1990)
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4.5- PONTOS DE SINGULARIDADE

O algoritmo para solugéo da equagao (4.19) pode ser utilizado para
a determinacgéo da trajetéria de equilibrio. Porém esse mesmo algoritmo nao
€ capaz de caracterizar singularidades associadas a pontos limite ou de
bifurcagdo, definidos anteriormente. Assim, outros procedimentos sao
necessarios para a identificagao de pontos singulares na trajetéria nao-linear
carga/deslocamento. Tais procedimentos sdo baseados em sistemas
estendidos que incorporam uma outra equagao de restricdo ao sistema de
equacgdes (4.17). A partir da linearizagdo do sistema resultante, algoritmos
do tipo Newton podem ser construidos e, como resultado, obtém-se o
parémetro de carga, o campo dos deslocamentos e o autovetor associado

ao ponto singular.

Um objetivo final deste estudo nesse campo de andlise, consistiria
em identificar a classe dos algoritmos, para implementacdo em combinagao
com o método dos elementos finitos, que seja mais eficaz na caracterizagao

de pontos limite ou de bifurcagéo.

45.1- DEFINICAO DO CRITERIO MATEMATICO PARA
CARACTERIZACAO DE PONTOS LIMITE E DE
BIFURCACAO

Uma vez que tenha sido identificado um ponto singular na curva
solugcdo, existe a necessidade de sua caracterizagdao, ou seja, dizer se o
ponto é ponto limite ou de bifurcagdo. A identificacdo de pontos singulares
numa analise numérica €& feita utilizando-se o critério matematico

apresentado a seguir.

Segundo DECKER & KELLER (1980), pontos de bifurcagao de

equagdes nao-lineares do tipo G(u,A) =0, séo pontos (uo,ko) nos quais dois
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ramos distintos de solugdes interceptam-se nao-tangencialmente. Ja pontos
limite, s&o pontos (u,,A, ) Nos quais a derivada de Frechet (Gﬁ = Gu(uo,ko))
é singular e, além disso, GS =G, (u,,),) ndo estd no conjunto imagem de

Ge.

Para uma melhor interpretacdo dessas definicbes matematicas, é
importante neste ponto lembrar a forma (4.17) e observar que G,
representa, no problema estrutural, a rigidez tangente e G, o vetor de

cargas aplicadas.

As figuras 4.8(a) e 4.8(b) mostram os dois tipos mais comuns de

pontos singulares de acordo com as defini¢des acima.

A figura 4.8(a) mostra uma solugdo cujo ponto singular, ponto P, é

um ponto limite.

v

Uy u

FIGURA 4.8(a)- Ponto limite

A figura 4.8(b) apresenta a bifurcagdo em P numa situagao em que
para o ramo 1, o ponto é limite. Este caso é particularmente chamado de

bifurcagao em ponto de dobra.
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v

U, u

FIGURA 4.8(b)- Bifurcagcao em ponto de dobra
A figura 4.8(c) ilustra um outro caso particular, que néo sera tratado

aqui, denominado bifurcagdo em ponto limite; note-se que no ponto limite

diferentes curvas solugao interceptam-se com a mesma tangente.

FIGURA 4.8(c)- Bifurcagdao em ponto limite

Imaginando-se que as curvas-solugdo  (u(e),Me))  sejam
parametrizadas por €, a principal distingéo nestas figuras € que dA(e)/de=0

num ponto limite, mas ndo em bifurcagdo em ponto de dobra. Além disso,

admite-se que pontos limite ndo podem ocorrer num ramo de solugao trivial
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[uA] =[0,A]; esse tipo de solugdo é usualmente considerado em problemas

de bifurcagao, como o de colunas sob compress&o centrada.
Retomando-se a relagao:
G(u,A)=0 : (4.23)

matematicamente tem-se que u é um elemento de um espago de Banach X,
A é um parametro real e G é um operador que leva X x R a elementos de
um espago de Banach Y. Para melhor entendimento ver estudo

apresentado em anexo.

Admitindo-se que um ponto (uo,ko) € conhecido, a condigao
necessaria para sua caracterizagdo como ponto limite ou de bifurcagéo é

que a derivada de Frechet de G com relagdo a u, indicada por
G =G,(uy,A,), seja singular (em caso contrario. o teorema da funggo

implicita garante existéncia e unicidade de solugdo, ver DECKER &
KELLER (1980)).

No que segue, admite-se que a imagem de G; é fechada, de
dimenséo finita m e que o nlcleo N(G]) é também um subespago de

dimensdo m, gerado por um conjunto de versores ¢; linearmente

independentes, ou seja:
N (GS) =span {o4,....0m} [0i]=1 i=1,.... m (4.24)

Para o operador adjunto ou dual GS*: Y*——X* , admite-se

também a existéncia de um nucleo gerado por um conjunto de m versores

linearmente independentes:

N (Gﬁ*) = span {\y1 w';n} (4.25)
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Tendo-se em vista que R(G3)=N(GS*)l, entdo a imagem de G ¢é

caracterizada por:
R(GS)={yeYiijy=0;i=1, .., m| (4.26)

Observa-se também que no espac¢o dual X* existe um conjunto de

vetores linearmente independentes ¢; (comi=1, ..., m) satisfazendo:
¢:¢l = 8“ i, J - 1, ey M (4.27)

Isso posto, considere-se o estudo de solugbes (u(e),Me)) de (4.23)

que passam por (u,,A,) e que dependam regularmente de um parametro €.
A partir disto, derivam-se relagbes que devem necessariamente ser

satisfeitas em (u,,A, ).
Sejam entao pares (u, A ) parametrizados por € tais que:
G(u(e).Me)) =0 [el < e, (4.28)

com u(0),M0) definindo uma trajetéria inicial de equilibrio. Entao
G(u(e),A(g)) =0 e G(u(e + Ag),M(e + Ae)) = 0. Portanto:
G(u(e + Ag), M€ + Ag)) =

= G(u(e), Me)) + [GE(u(e),?»(e))]Ae+—;—[G€£(u(e),k(e))]A£2 +..=0

Particularizando-se a ultima relagao para um desenvolvimento em

segunda ordem em torno de ¢ =0 no ponto (uo,ko) e tendo-se em vista a

generalidade dada a Ae, tem-se que G{=0 e G;=0. Sendo

G = (G (Ugs o U +Giy (U, Ao )2, ) , fesultam:
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Gu, +GoA, = GOU(0) + GSA(0) =0 (4.29)
G2i(0) + G2A(0) = -(GS,u(0)? + 2GS U(0)A(0) + G M(0)?) (4.30)

onde G° é a sequnda derivada de Frechet com relacao a u, calculada em
uu

(Ug:ho), 4(0) =Yl oco » et

A hipétese de mais de uma solugao em (uo,xo) implica em admitir a

existéncia de 0(0). Nessas condigcdes, a equagdo (4.29) é obedecida

satisfazendo-se a uma das duas possibilidades distintas seguintes:
» € R(GY) (4.31i)
lembrando-se que A é um escalar, ou
G2 ¢ R(GS) mas A0)=0 (4.31ii)

A primeira possibilidade tem correspondéncia com uma bifurcagao

regular de solugdo e a segunda com um ponto limite.

Para o caso dado por (4.31i), é possivel encontrar um ¢, tal que:
Gid, = -GS (4.32)
onde o sinal negativo aparece por conveniéncia algébrica.

Substituindo-se (4.32) em (4.29) resulta Gﬁ[U(O)—q)o)L(O)] =0.Como

o termo entre colchetes pertence a nulidade de G ele pode ser escrito

como uma combinagdo linear dos versores ¢; (i=1..,m), ou seja,

u(0) - ¢oj"(0) =E10¢ +E20,+.. AEmOm-
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De outro modo, a solugdo geral pode ser dada por:

00)= 2 &0, com &, =A0) (4.33)
j=0
Observa-se ainda que, fazendo-se uso da equagdo (4.26),
*y; =0 (i=1..,m) ou, com a equagdo (4.32), Gi¢,y; =0 a qual é
verificada para um ¢, genérico ndo nulo se GJy; =0. Portanto, y; é um

autovetor associado a G_.

Assim, da andlise anterior resulta o seguinte critério para
caracterizagdo de ponto de bifurcagao na trajetéria de solugdo do sistema

de equagdes nao-lineares:
viGy =0 (4.34)
sendo que nessas condigcdes, G3 eR(G]) e u(0) #0.

O critério de bifurcagéo resultou de uma andlise da relagao (4.29).
Porém, a relagéo (4.30) permite estabelecer um indicativo sobre o tipo de
bifurcagdo, a qual pode ser simples, em garfo ou em '‘ilha’, como mostra a

figura 4.9.
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Uy u U, u

Bifurcagao simples Bifurca¢cdo em garfo

N
N

Bifurcagédo em ‘itha’

FIGURA 4.9- Tipos de bifurcagao

Substituindo-se na equagao (4.30) a solugéo dada por (4.33), escrita

m
na forma u(0) = Zﬁjq) i +Eo0,, obtém-se:
=1

Gii(0) + GRA(0) + G 22&,&@ O +2Gsu2a, 0 8o + GO,E20Z +

j=1 k=1

+2Gﬁxi§i¢i§° +2G% 20, +GHEE =0 (4.35)
=
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Multiplicando-se a equago (4.35) por v;, considerando-se (4.31i) e (4.26),

encontra-se uma condi¢cdo necessdria para a existéncia de uma ‘solugéo’
u(0):

iiaij kEik +2ibﬁ§j§o +cE2=0 i=1..m (4.36)

k=1 j=1 j=1
onde:
ay = ¥ Gy 0k
by = v (G0, + ng)q’j (4.37)
. = i (G202 +2650, + G2
¢, = solugédo de equacéo (4.32).
A equacdo (4.36) é chamada de equacéo de bifurcagéo na literatura.

Define-se também A=bi2j —ayC; e a partir dai transcreve-se sem

maiores demonstragdes, a classificagdo proposta por JEPSON & SPENCE
(1985):

. se ay #0 e A>0 oponto é de bifurcagdo simples.
. se ay =0eb;#0 opontoé de bifurcagdo em garfo.

. se A<0 o ponto é de bifurcagao em 'ilha'.

Por outro lado, para a possibilidade (4.31ii) ndo existe um vetor ¢,

que satisfaca (4.32) e assim, a solugdo geral de (4.29) deve ser substituida
por:
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(0) = &0, & =M0)=0 (4.38)
=1

Neste caso, trata-se de um ponto limite, porém persistindo ainda a

possibilidade de uma bifurcagao a partir dele, com a peculiaridade de que as
trajetérias possuem mesma tangente em (uo,ko). Restringindo-se apenas

ao caso de um ponto limite simples, um critério para a sua existéncia pode

ser colocado na forma:
Yy Gy 20 (i=1..m) (4.39)

De acordo com JEPSON & SPENCE (1985), neste caso, se o

coeficiente ay, explicitado em (4.37) for diferente de zero, o ponto limite é

do tipo quadratico, caso contrario é cubico.

4.5.2- CRITERIO PARA CARACTERIZACAO DE PONTOS
SINGULARES NA ANALISE ESTRUTURAL

Na analise estrutural, a matriz de rigidez tangente torna-se singular
nos pontos limite e de bifurcagédo. Logo, um ponto qeRM é um ponto

singular se uma das seguintes condigdes forem satisfeitas:
Kr(@)p=0 (4.40a)

det K{(q)=0 (4.40b)

Em caso contrario, se det K;(q)>0 a trajetéria de equilibrio é
estavel em q, enquanto que para det K;(q) <0 a trajetéria de equilibrio €

instavel.

Fazendo-se analogia com o estudo anterior, para definicdo do

critério matematico para caracterizagdo de pontos singulares em sistemas
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nao-lineares, é possivel definir critérios para caracterizagdo dos mesmos em

problemas estruturais. Observa-se que G, =K; no problema estrutural,

portanto pode-se associar ao vetor y* o autovetor ¢. Sabendo-se, por
outro lado, que G, =-P os critérios para caracterizagdo de pontos

singulares na analise estrutural assumem as seguintes formas:

Pontos limite: ¢ TP %0 (4.41a)

Pontos de bifurcagdo: ¢ P =0 (4.41Db)

Assim, uma vez que, durante a analise estrutural, um ponto singular
é detectado através das condigbes (4.40), é possivel diferenciar pontos

limite de pontos de bifurcagao utilizando-se os critérios definidos acima.

Por outro lado, a forma particular dos coeficientes expressos em

(4.37) passa ser dada por:
a=0'V,(Kr0)0
b=o TV, (Kr0)+9 V (K:¢)a
c=¢'V,P+20'V,(K;Q)+0' Vo (Ka)g
A=b%-ac

onde: g=K7'P.

4.6- FORMULACAO DE SISTEMAS ESTENDIDOS

A adicdo da restricao det K; na equagéo nao linear de equilibrio,

dada pela equagao (4.17), leva ao seguinte sistema estendido:
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Glgr)= { G(gA) } -0 (4.42)

det K;(qA)

A restricdo det K; é a base para uma investigagcédo de pontos

singulares e muitas vezes a equagao (4.42) é combinada com métodos do

tipo comprimento de arco, resultando no seguinte sistema:

G(g2)
G(gM) =3 f(gh) =0 (4.43)
det K;(qA)

onde f(qA) é uma equagdo de restrigdo associada ao procedimento de

continuagao.

Em lugar de resolver o sistema dado na equagédo (4.43) é possivel
construir um método da bissegdo, no qual a diregéo e o comprimento do

arco no método da continuagdo mudam de acordo com o sinal do det K.
Neste caso det K; verifica se na curva solugdo um ponto singular foi

passado durante o procedimento. De acordo com WRIGGERS (1990) o
algoritmo associado a esta situagédo, dado pelo quadro 4.2, &€ de simples

implementacao. No entanto, converge linearmente para o ponto singular.

* Caminhando na trajetéria de solugdo nao-linear até det K; mudar de sinal
1 Faca i=1, 2,... até convergir.
2 Mudar diregdo da carga e comprimento de arco: ds; = ds;_,/2

3 Calcular nova solugéo com algoritmo do quadro 4.1
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3.1 Verificar o critério de convergéncia: se det K; < TOL = terminar

3.2 Se o sinal de det K; mudar, novamente voltar ao passo 2

Sendo, mudar comprimento de arco: ds,,, =ds;/2 e voltar ao passo

QUADRO 4.2- Algoritmo da bisse¢ao para computar pontos singulares-
WRIGGERS(1990)

Assim, o método de Newton para o sistema de equagbes (4.42)

pode ser obtido pela linearizagdo da equagéo de restricdo det K; =0 de

acordo com a relagdo dada por:

d -
d—e-[det K.(q+ eAq)Lo = det Ktr(K7'V K1Aq)

Pode-se notar que o valor desta expressao requer a consideragéo

da derivada direcional da matriz de rigidez tangente V K;. Logo,

considerando-se cargas conservativas, aplicando-se o método de Newton

para a equagao (4.42) resulta:

K+iAg —PAA, = ‘G(inxi) (4.44a)
tr(K7'V K 1A, )= -1 (4.44b)
Qs = G + AQiyy

Aiga = A + Ay
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WRIGGERS (1990) afirma que este algoritmo, ndo é muito ajustavel
para implementacdo em elementos finitos, visto que a operagédo com as
duas matrizes nao pode ser implementada em um padrao de elemento por
elemento. De fato, a formulagdo da equacgao (4.44b) depende da derivada

VKt que € uma operagao um tanto trabalhosa.

Uma outra aproximagao para a construcado de sistemas estendidos,
dados pela equagéo (4.42), para consideracéo de pontos singulares, baseia-
se no probiema de autovalor:

K;-wlp=0 (4.45)

O problema de autovalor é equivalente a restricdo det K; =0, visto
que nos pontos singulares um autovalor w de K;é zero, o que leva a ter
K;¢ =0, que corresponde a condi¢do dada pela equagéo (4.40a). Logo, o

sistema estendido, dado pela equagado (4.42), associado a esta restrigdo

passa a ser dado por:

) G(g2)
G(gA0) =K (@N)er=0 (4.46)
£(o)

onde Z(cp) indica uma fungao normalizada a qual restringe a magnitude do
autovetor de Kj, (peRN, no ponto singular. Neste caso, a expressao

escolhida para (o) ¢ dada por:

(o) =|o]-1=0 | (4.47)

Os sistemas estendidos dados pela equacdo (4.46) estao
associados com 2n+1 incégnitas e desta maneira o esforgco numérico para
resolver tais sistemas é aparentemente maior, porém esta dificuldade pode

ser contornada com o uso do método da partigcao.
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Com o objetivo de desenvolver um método eficiente para céalculo de
pontos singulares utilizando-se (4.46), é possivel derivar um método iterativo

do tipo Newton com convergéncia quadratica.

4.7- METODO DE NEWTON PARA SOLUCAO DE SISTEMAS
ESTENDIDOS

O sistema de solugdo incremental, para equagbes nao-lineares,

utilizando-se método de Newton leva a seguinte formulagao:

de

£=

q
onde RTiAdiz—d—[G(di+eAdi)1 ed =1L},
¢

Assim, da linearizagdo da equagéo (4.46) resulta:

K; 0 -P |[Aq G(q2)

VoKro) Kr Vi(Kro)[jaor=—1K(gr)e (4.49)
oT ﬂ 0 AL "(P“‘1

i ol

onde as derivadas direcionais de K; sao dadas pelas equagoes:

d
Vo(Kro)aa=—[K(a+eaq o]

e=0

d
V, (K10)AA = —[K (g A +ean)o]

- (4.50)

g=
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Utilizando-se o0 método da particdo para resolucdo do sistema de
equacdes dado pela equacéo (4.49), tem-se que: da primeira equagao de
(4.49) o incremento do deslocamento é dado por Agq=AAAQp+AqQq, ©

substituindo-o na segunda obtém-se:

KrA¢ = ~A\[V,4(K10)Agp + Y, (Kr0)|- [Vo(Kr0)Ads +Ko)
Deste modo, definindo-se os vetores hy e hy por:
hy =V4(K:9)Age +V; (K19)
h, =V (Kr9)Ags +K10,
tem-se que o incremento total do autovetor ¢ é dado por:
AQ = AANAQ, + AQ, (4.51)
onde:
A9, =-hK7' e Ag,=-hXK7

Assim, levando-se a expressao de Ag na terceira de (4.49) resulta:

_ =974, +|o]-Jol’

AL
0" Ag,

(4.52)

Em problemas onde a carga é independente da deformacgéo (carga

conservativa), por exemplo carga permanente, o termo VK(KT(p) é igual a

Zero.

Entao, com o sistema resolvido, pode-se construir um algoritmo para
o procedimento de solugéo da equagéo (4.49), que corresponde a equacgao
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(4.46) linearizada. Considerando-se apenas um passo de iteragédo, o

procedimento é apresentado no quadro 4.3.

1 Resolver:
KTqu = P
KrAqg =-G

2 Calcular dentro de um “loop” para todos os elementos

h,= Vq(KT(P)Aq P +VA(KT(P)
h, =K10+ Vo (K19)Aqg
3 Resolver
KrAg; =—h,
KA, =-h,

4 Calcular novos incrementos

_ =970, +[o]-Jol’
' Agy

AA

Ag= AAAQ p +Aqg
AQ = AMAQ, + AQ,

5 Atualizar deslocamentos, autovetores e parametro de carga
q=q+Aq

P=0+A0
A=A+AA

QUADRO 4.3- Algoritmo para solugédo de sistema estendido - WRIGGERS (1990)
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Para construir uma aproximagdao numérica que conserve a taxa

quadratica de convergéncia do Método de Newton, tem-se que o vetor K;¢

pode ser representado pela derivada direcional do residuo G na diregédo de

¢, de acordo com a seguinte expressao:

d
K19 =VGlar)o = Gla+eo.n) (4.53)
e=0

Explorando-se a simetria da segunda derivada de G e o fato de ¢ e
Aq serem vetores independentes, pode-se expressar a derivada direcional

de K;¢ na direcao de Aq da seguinte forma:
Vo(Kr0)aa=V,[V,G(ar)e]aq

= Vo[V,Gla)Ad)e (4.54)

Assim, pode-se utilizar a definicdo de derivada direcional para obter

a seguinte expressao que substitui a (4.50):

(4.55)

d
ValKroJag=[Kr(a+eg)lag

e=0

A equagdo acima pode ser escrita num formato alternativo, mais

agradavel para aproximag¢do numérica, dado por:
1
ValKroJaa= lim—[Kr(q+ep)aq-K-(a)aq] (4.56)

Com uma escoltha adequada do parametro €, obtém-se:

Vo[Krolaq= ':'[KT(q‘*‘ e¢)Aq—K+(q)Aq] (4.57)



86

A aplicagdo desta aproximagdo para a derivada direcional, no
algoritmo do quadro 4.3 leva as seguintes expressoes para os vetores hq e
hz

hy= %[KT(qH:(p)Aq p —P]

”
h, EE[KT(q+E(p)AqG +G]+KT(p (4.58)

Observa-se que neste estadgio, P e G ja estdao calculados.
Consequentemente, a consideragdo de h;(i=1, 2) através das expressoes

dadas pela equagdo (4.58) envolve somente um calculo adicional da matriz

de rigidez, isto é, KT(q+ scp) .

Segundo WRIGGERS (1990), a escolha adequada do parametro ¢
em (4.58) é fundamental para o sucesso do método. Esta escolha depende

dos vetores q e ¢ e da precisdo do computador. Uma estimativa para ¢

pode ser encontrada em DENNIS (1983)' apud WRIGGERS (1990) que

propbe a seguinte férmula:

€= max q gMroL | (4.59)
<K<n

onde g« é a k-ésima componente do vetor deslocamento, qe R, e 1o, €

uma constante de precisdo da maquina.

4.8- ALGORITMO GERAL PARA CONSIDERAGCAO DA
ESTABILIDADE EM PROBLEMAS NAO-LINEARES

' DENNIS J.E.: SCHNABEL R.B. (1983). Numerical Methods for Unconstrained Optimization
and Nonlinear Equations, Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.
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Visto que os sistemas estendidos fornecem uma ferramenta para
calculo direto de pontos singulares, € vantajoso combina-los com os
procedimentos de continuagdo. Dentro deste algoritmo geral, um método de
comprimento de arco é usado para seguir no ramo de solugdo. Portanto, é

necessario ligarem os dois processos de solugéo.

Uma aproximacgao simples a ser empregada baseia-se na inspegao
do determinante da matriz de rigidez tangente, det.K;. Se o determinante
de Ky passar por um ponto de maximo ou minimo, pode-se ligar o método
comprimento de arco ao sistema estendido para computar um ponto singular
préximo na curva carga/deslocamento. Desta maneira passos grandes
comparados com um método de comprimento de arco sdo possiveis, ver
figura 4.10.

DetKry 4

FIGURA 4.10- Inspecao do det K¢

Quando se liga o método de comprimento de arco ao sistema

estendido necessita-se de um valor inicial para o vetor ¢, que representa o

autovetor de Kt no ponto singular. Segundo WRIGGERS (1990), a melhor

escolha para ¢ é o autovetor de Kr no estado atual, sendo calculado por

uma iteragdo inversa. Sabendo-se que este método frequentemente € de
convergéncia rapida, o primeiro passo desta iteragéo produz um vetor ¢ o
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qual é de exatidao suficiente. Portanto esta operagdo requer somente uma
substituicdo no passo anterior. Se pontos limites sdo esperados, uma boa

aproximacgado para ¢ é o campo dos deslocamentos, ¢, do primeiro passo

de Newton.

Deste modo, uma vez que ¢ é conhecido torna-se facil caracterizar

os pontos singulares utilizando-se o critério dado pela equacgéo (4.41).

Portanto um algoritmo geral para caracterizagdo de pontos
singulares nas curvas néo-lineares carga/deslocamento pode ser construido,
como mostra o quadro 4.4. Assim, iniciando-se de um ponto singular o
procedimento comprimento de arco pode ser usado para seguir o ramo pos-
critico. No caso de pontos de bifurcagdo um procedimento de mudanga de
ramo é exigido se um ramo secundario for investigado. Para este objetivo o

autovetor ¢ associado com a carga de flambagem é necessario, sendo este

considerado automaticamente pelo sistema estendido. Portanto, se
iniciaimente sabe-se que se trata de um problema de bifurcagéo simples,
ndo é necessario uma solugdo adicional de um problema de autovalor;
pode-se partir de um estado inicial j& deslocado, como sera mostrado no
capitulo 5. Os problemas de barras e chapas comprimidas e cascas em
regime de membrana sdo casos que apresentam problema de bifurcagéao

simples.

O quadro abaixo, mostra o algoritmo geral para caracterizagédo de

pontos singulares.

1 Célculo dos estados de equilibrio com o método de comprimento de arco

ao longo da trajetéria de solugao, utilizando-se o algoritmo do quadro 4.1
G(aA)=R(a)-AP

2 Observar o determinante de Ky
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2.1 Se o determinante passar por um maximo ou minimo: ir ao passo 3
3 Consideragao direta do ponto singular

3.1 Célculo do vetor ¢ via primeiro passo de uma iteragéao inversa:
=K7'1
Po T

3.2 Empregar o método de Newton para resolver o sistema

estendido, usando o algoritmo do quadro 4.2
G(q, A, (p) =0
4 Critério para caracterizar o ponto singular

9P %0 — ponto limite: voltar ao passo 1
¢'P =0— ponto de bifurcagao: ir ao passo 5

5 Ponto de bifurcagdo, usar algoritmo para procedimento de mudanga de

ramo
5.1 Salvar informagao para reiniciar o problema
5.2 Se o célculo do ramo secundario & desejado:  voltar ao passo 1

5.3 Senao, se o sistema estendido nao for usado, resoiver problema de

autovalor:
Ky -wl)p=0

5.4 Adicionar autovetor ¢ ao vetor deslocamento q, onde g é definido

por: §=K7P
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— ¢
=q+&—
=9

5.5 Calcular um estado de equilibrio no ramo secundario usando método

comprimento de arco
G(qr)=R(q)-AP=0
5.6 Se o ramo secundario é alcang¢ado: ir ao passo 6

5.7 Senao escolher novo fator escalar & : voltar ao passo 5.4

6 Calculo dos estados de equilibrio no ramo secundario usando método

comprimento de arco
7 Se outro ramo tem que ser calculado: Recomegar e voltar ao passo 5.2

8 Se todos os ramos foram calculados: terminar

QUADRO 4.4- Algoritmo para célculo de pontos singulares e de ramos secundarios -
WRIGGERS (1990)
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CAPITULO 5- EXEMPLOS DE APLICACAO

Uma vez que o estudo apresentado anteriormente ja se encontra em
parte implementado em cédigos de célculo no sistema LUSAS, os exemplos
apresentados nesta se¢@o sdo gerados empregando-se este sistema. Os

elementos finitos utilizados estao disponiveis em LUSAS (1995).
5.1- EXEMPLO DE NLG EM TRELICA ESPACIAL

A estrutura considerada neste exemplo é uma trelica espacial de
base quadrada, com lado igual a 4.0 m e altura total de 20.0 m, apresentada
em RUBERT (1993) . As barras que formam as colunas tém area da sec¢éo

transversal igual a 35.0 cm? e as demais 7.5 cm% o material empregado

possui médulo de elasticidade E=21000 kN/ cm?. A trelica é simétrica,
sendo uma face tipica ilustrada pela figura 5.1c. O carregamento total
aplicado é formado por uma for¢a vertical de 3000.0 kN e outra horizontal de
150 kN no ponto 9, nos pontos 6 e 8 uma forga horizontal de 37.5 kN, como

mostrado na figura 5.1c.

Com o objetivo de exemplificar o efeito néo-linear geométrico
realizaram-se para a estrutura acima descrita duas analises, uma linear e
outra nao-linear geométrica.
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FIGURA 5.1- Trelica espacial de base quadrada - RUBERT (1993)

Nas duas andlises a estrutura foi discretizada empregando-se o

elemento finito de barra em trés dimensodes, BRS2, que possui 3 graus de

liberdade por né, que sdo os deslocamentos na diregao x, y e z.

Na andlise nao-linear utilizou-se a formulagdo Lagrangiana Total,

uma vez que a Lagrangiana Atualizada nédo é disponivel no LUSAS (1995)

para o elemento finito empregado. O procedimento adotado para solugéao do

sistema de equagdes ndo-lineares foi o de Newton-Raphson classico. O

critério de convergéncia adotado em cada iteragéo foi baseados nas normas
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de deslocamento e de forcas residuais, ambas limitadas em 1%. 0]

carregamento total foi aplicado em cem etapas.

Os resultados obtidos em termos de trajetéria de equilibrio estéo

apresentados na figura 5.2.

As curvas carga vertical/deslocamento horizontal para o ponto 9
correspondentes as analises linear e ndo-linear, permitem verificar o efeito
n&o-linear geométrico. Pode-se observar que o deslocamento do ponto 9é

aproximadamente 85% maior do que o obtido na analise linear.

3200 +
2800 +
2400 +
2000 +
1600 + ——NLG

Linear
1200 +

Carga vertical (kN)

0 5 10 15 20 25 30

Deslocamento (cm)

FIGURA 5.2- Deslocamento horizontal do ponto 9

5.2- EXEMPLO DE CARGA LIMITE - TRELIGA SIMPLES

Neste caso, a estrutura considerada consiste de uma trelica plana
de uma barra, cujas caracteristicas geométricas e do material estéo

apresentadas na figura 5.3.
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FIGURA 5.3- Trelica simples

Neste exemplo realizaram-se duas andlises: uma considerando
deslocamento controlado e outra com controle de carga no processo

incremental-iterativo.

Na andlise com deslocamento controlado empregou-se um
elemento finito bidimensional isoparamétrico de barra, (BAR3), com 3 nés e
dois graus de liberdade em deslocamentos por né. Nesta analise o controle
foi sobre o deslocamento vertical do ponto B, mostrado na figura 5.3. O

incremento inicial do deslocamento do ponto B foi de 0,5 cm.

Na andlise com carregamento imposto empregou-se um elemento
finito isoparamétrico de barra de eixo reto, (BAR2), com 2 nos e 2 graus de
liberdade em deslocamentos por né. O incremento de carga inicial foi de
0,4 kN na diregao de P.

Nas duas analises empregou-se a formulagdo Lagrangiana Total e o
método de Newton-Raphson classico. O critério de convergéncia adotado foi
o da norma dos deslocamento limitada em 0,1% e de forgas residuais em
1%.
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FIGURA 5.4- Deslocamento vertical do ponto B

A figura 5.4 apresenta o resultado das duas anélises em questéo
para o deslocamento vertical do ponto B limitado em 22 cm.. Em particular
observa-se o comportamento “snap through” na curva carga/deslocamento
quando a carga critica foi atingida no caso de controle de carga. Na
situacdo de deslocamento controlado, ao contrario, a curva

carga/deslocamento é completa.

Observa-se também que o resultado obtido na analise com

deslocamento controlado é idéntico ao analitico apresentado no capitulo 4.

5.3- EXEMPLO DE CARGA CRITICA - BARRA COMPRIMIDA
AXIALMENTE

A estrutura considerada consiste de uma barra esbelta submetida a
uma carga P centrada, de compressdo. A barra possui area transversal de

1.0 cm?®, comprimento inicial de 25 m e material com moédulo de

elasticidade E = 20500 kN /cm?.
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FIGURA 5.5- Barra sujeita a compressao centrada

Neste exemplo realizaram-se duas analises, a primeira
considerando a barra perfeitamente na vertical e a segunda admitindo-se
uma certa imperfeicao inicial representada por uma inclinagdo de

aproximadamente 0.23° com a vertical.

Nas duas andlises planas, empregou-se o elemento finito de viga,
com 3 nés e 3 graus de liberdade por né (dois deslocamentos
independentes no plano da barra e uma rotagéo no.plano). A formulagéo
utilizada foi a Lagrangiana Atualizada. O incremento inicial de carga foi
10 kN.

A analise sem imperfeicao inicial, apresenta um ponto de bifurcagao
quando a carga aplicada atinge o valor critico. Neste caso, no procedimento
de solugdo numérica, deve-se utilizar um algoritmo semelhante ao
apresentado no quadro 4.4 do capitulo 4, de modo que se possa determinar
o ponto de bifurcagdo e a partir deste prosseguir a simulagdo num ramo
secundario se for de interesse. O sistema LUSAS permite realizar este
procedimento. Neste exemplo, o método utilizado para encontrar o ponto de

bifurcagao foi o da bisseg¢ao, apresentado anteriormente.
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E importante observar que a andlise pés-critica ou no ramo
secundario de equilibrio somente é possivel se o ramo primario estiver

determinado, isto é se o valor critico for conhecido.

No ramo primario de equililbrio adotou-se um fator inicial de
carregamento igual a 1, com norma dos deslocamentos fixada em 0,01%.
No ramo secundario, o valor inicial do comprimento de arco foi 0,005, o fator
inicial de carregamento foi 6,8749 que é o valor correspondente ao fator de
carga no ponto de bifurcagdo na andlise do ramo primario. O critério de
parada foi fator de carga maximo de 50 ou numero maximo de incrementos

igual a 800.

A anadlise, considerando-se uma imperfei¢ao inicial, foi realizada
com objetivo de ilustrar o caso em que se sabe a priori que o problema é de
bifurcagao simples (no sistema sem imperfeigéo) e que neste caso, pode-se
partir de um estado ja deslocado e realizar apenas uma analise néo-linear
geométrica simples. O incremento de carga inicial foi de 2 kN, o critério de
convergéncia foi o da verificagdo da norma dos deslocamentos limitada em
0,01%.

A figura 5.6 ilustra graficamente, em forma adimensional, os
resultados obtidos. No eixo vertical estdo os valores da carga aplicada
dividida pelo valor da carga critica, no caso 68,458 N, e no eixo horizontal os
valores do deslocamento horizontal do extremo superior da barra dividido

pelo comprimento inicial.
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compressao centrada
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CAPITULO 6- CONSIDERACOES FINAIS E
CONCLUSOES

Neste trabalho sdo apresentados os conceitos tedricos envolvidos no
estudo do comportamento nao-linear geométrico das estruturas, utilizando-
se o Principio dos Trabalhos Virtuais em combinagdo com o Método dos
Elementos Finitos.

A descrigao do movimento das particulas de um meio continuo pode
ser feita tomando-se como referéncia as configuragdes indeformada
(inicialmente ocupada) ou deformada (atualmente ocupada). Quando a
descri¢do se refere a configuragéo indeformada ela é dita material e quando

se refere a deformada é dita espacial.

Em fungdo da descrigdo adotada para o movimento obtém-se as
diferentes formas para a representagdo do equilibrio da estrutura na posigao
deslocada. Isto &, ao utilizar-se a descrigdo material a formulagdo obtida é
chamada de Lagrangiana; ja a partir da descricdo espacial obtém-se a
formulagédo Euleriana. No caso da analise estrutural nao-linear geomeétrica, a
formulagdo Lagrangiana é mais conveniente, visto que a configuragao
deformada é desconhecida. Deste modo, numa andlise numérica uma
maneira de aproximar-se da formulagdo Euleriana € realizar uma
atualizagdo continua da configuragdo de referéncia, em intervalos de
tempos muito pequenos, que constitui a chamada formulagéo Lagrangiana

Atualizada.
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De modo mais especifico, no &ambito de um procedimento
incremental-iterativo, na descrigdo Lagrangiana Atualizada a configuragéo
de referéncia pode ser tanto a ultima configuragéo equilibrada obtida no final
de cada passo de carga, quanto a configuragéo correspondente a ultima
iteragdo. Alids, em diversas referéncias bibliograficas a Formulagao
Lagrangiana Atualizada, com atualizagédo da configuracéo de referéncia a
cada iteracéo, tal como a apresentada em WRIGGERS (1990) e no sistema

LUSAS, é normalmente denominada como forma Euleriana.

Observou-se também, que a formulacdo Lagrangiana Total é a mais
utilizada nas andlises, apesar de verificar-se neste trabalho que a expresséao
da matriz de rigidez tangente € mais simples quando se emprega a

formulagdo Lagrangiana Atualizada.

A questdo da estabilidade do equilibrio foi tratada neste trabalho com
o objetivo de esclarecer os critérios matematicos encontrados na literatura,
para conceituagéo e caracterizagdo de pontos singulares. Um outro aspecto
de interesse abordado foi relativo a implementagdo desses critérios em
algoritmos para andlise numérica. Para tal, utilizou-se como referéncia o

texto apresentado em WRIGGERS (1990) e suas indicagdes.

Embora as formulagdes estudadas neste trabalho ndo tenham sido
implementadas em cédigo de célculo, por uma questao de prazo para sua
conclusdo, os exemplos gerados no sistema LUSAS permitiram ilustrar de

forma satisfatéria os conceitos apresentados.

O exemplo 1 ilustrou o efeito da consideragdo da n&o-linearidade
geométrica na andlise do comportamento de uma trelica espacial,
comparando-se o resultado com o de uma analise linear. Verificou-se, neste
caso, que o deslocamento horizontal do topo da trelica na analise nao-linear

foi 85% maior do que o obtido na analise linear.
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O exemplo 2 procurou dar énfase ao conceito de ponto limite
procurando determinar a carga limite de uma trelica plana simples. Neste
exemplo realizaram-se duas andlises ndo-lineares, uma considerando-se um
procedimento com deslocamentos controlados e a outra com carga
controlada. Através do controle de carga verificou-se que a curva
carga/deslocamento apresenta um salto quando a carga atinge o valor da
carga limite. O mesmo nao ocorre no caso de deslocamentos controlados.
Nesse caso, é possivel descrever toda a curva carga/deslocamento inclusive

em seu ramo instavel.

O exemplo 3 ilustrou o conceito de ponto de bifurcagdo para uma
barra sujeita & compressdo centrada. Realizaram-se neste exemplo duas
andlises, uma considerando a barra totalmente na vertical e outra com
pequena imperfeicdo inicial, isto é inclinagdo de aproximadamente 0.23°
com a vertical. No primeiro caso € necessario resolver problema de
autovalor e utilizar métodos para continuagdo da andlise no ramo
secundario. No segundo, realiza-se apenas uma analise né&o-linear

geométrica completa.

De um modo geral, pode-se afirmar que o objetivo proposto

inicialmente foi alcangado com éxito.

Como sugestdes para continuidade deste trabalho destacam-se: a
implementagdo em cédigo de cdlculo dos algoritmos apresentados, a
consideracdo de grandes deformagdes no &mbito da elasticidade nao-linear

e aplicacéo visando a andlise de outros tipos de sistemas estruturais.
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ANEXO A

ELEMENTOS DE ANALISE FUNCIONAL NECESSARIOS PARA A
DEFINICAO DE CRITERIOS PARA CARACTERIZAGAO DE
PONTOS SINGULARES

O sistema de equagdes (4.17) resulta de uma aproximagao por
elementos finitos e, portanto, gera solugdes que pertencem a um espago de
dimensao finita. Além disso, espera-se que esta sequéncia de solugoes
aproximadas, em decorréncia de refinamentos da discretizagéo, tenha

propriedades de convergéncia para a solugéo exata do modelo matematico.

De um ponto de vista matematico, as solugdes aproximadas com as
caracteristicas acima sédo elementos de um espago vetorial normado (em
particular com produto interno) de Banach (no qual toda sequéncia de

solugdes é convergente).

Num tratamento mais formal, considerem-se primeiramente dois

espagos de Banach X e Y de dimenséo finita, esquematizados na figura 1,
e admita-se que haja uma transformacao linear T que leva elementos de X a

elementos em Y ou seja: para qualquer xe X, y=Tx € Y. Em seguida,
considerem-se outros dois espagos de Banach X* e Y*, duais de X e Y,
respectivamente, e T* um operador linear dual que leva elementos de Y* a

elementos em X*, tal que: x* = T'y", qualquer y* e Y™.
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Os produtos de dualidade entre elementos dos espagos X e Y com
elementos dos seus respectivos espagos duais, sao representados

genericamente por { x,X*), sendo x e x*, respectivamente, elementos dos

espagos primal e dual.

Isto posto, o operador T* é definido como adjunto se a seguinte

propriedade é verificada: <x,T*y*>=<Tx,y*> para todo xe X, X" € X", ye

Y ey e Y, verfigura A.1.

Deste modo, considerando-se que y=Tx e X" =T"y", tem-se:

(xx")={v.y") (1)

(xx") (v.y")

X *

FIGURA A.1- Espagos de Banach
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Define-se como nlcleo da aplicagéo linear T o subespago de X
formado pelos seus elementos que sédo levados ao vetor nulo de Y. Admite-
se neste estudo, que o nlcleo da transformagéo T, representado por N (T),

é gerado por um subespago de m vetores linearmente independentes de
modulo unitario. Admite-se, também, que a imagem de T, R(T), é um

subespago vetorial de dimenséo m.

Também a transformagdo adjunta tem um nucleo N(T*) e uma

imagem R(T*), ambos de dimensdo m. Note-se ainda que o conjunto de

vetores x' e X* tais que ,(x,x*>=0 para V xe X, pertence ao

complemento ortogonal de X, representado por X*. Valem, em

consequéncia, as seguintes propriedades:
N(T) =R(T")*
R(T) =N(T")* (2)

N(T*) =R(T)*

De fato, por exemplo, seja veN(T) entdo Tv=0. Assim, é possivel

tomar um elemento qualquer de X* e operar o produto de dualidade com Tv.
Desse modo, <x*,Tv> =0, mas considerando-se o operador adjunto
<x*,Tv> = (T*x*,v> e entdo (T*x*,v> =0. Como T'x eR(T"), logo

veR(T*)!, de onde resulta a primeira propriedade.

As outras propriedades demonstram-se de maneira analoga.

Para efeito de exemplificagdo, na Mecénica do Continuo, do operador

adjunto considere-se que os espagos X, Y, X* e Y* sejam respectivamente
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os espagos das tensbes, das forcas, das deformagbes e dos
deslocamentos. Pode-se observar que a relagdo entre tensdes e forgas é
feita por equagdes de equilibrio e entre deslocamentos e deformagdes por

equagoes de compatibilidade.

Assim, os elementos do espago das deformagdes sdo colocados em
correspondéncia com os elementos do espago dos deslocamentos através

de uma transformagao linear T.

Os espagos das forgas e das tensbes s&o duais aos dos

deslocamentos e de deformagdes, respectivamente, e sdo também espacos

de Banach. Por defini¢cao, a transformagao linear T* associa elementos do

espago das tensdes com elementos do espago vetorial das forgas. Como se

mostrara em seguida, T* é denominada transformagao adjunta e no caso

particular da Mecanica ela coincide com a transposta de T.

A figura A.2 mostra num plano trés pontos vizinhos, P, Q e R nas
posicdes indeformada e deformada. Admitem-se deformagbes e

deslocamentos pequenos.

du
—d
u oy y

|
RY
ov
v+—dy
& |R o
Y2 ﬂ’-dx
ox
dy
v
Q
P
e e )

‘[ T 3 !
X dx u+—udx
ox

y

—2

FIGURA A.2- Posicéo inicial e deslocada de trés pontos préximos



Assim, por meio de equagdes de compatibilidade tem-se:

_ou
Ex X
ov
€y=—y
v,
Yo = 9x T oy
ou matricialmente:
i .
ox
3|
gy ox|lv) Txy
al s
L ay |

SO
X,
T= ‘a—y ™ (3)
9
|- oy

A figura A.3 mostra um elemento infinitesimal, de lados dx e dy,
sujeito ao estado plano de tensao, cujas componentes estéo representadas
em cada face do elemento. A forga por unidade de volume apresenta
componentes f, e f,, respectivamente, nas diregoes x e y.
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y d
oy +——dy Txy
YU ooy I 'cxy+—ay dy
: a1t
Xy

i, Txy + 3 dx

o — || L I )
f C

! GX+8_):dX
y Txy

FIGURA A.3- Diferenciais de tensao em equilibrio

Assim, par0a o caso mostrado na figura A.3 utilizando-se equagdes
de equilibrio tem-se:

00, xy
I 3 +f,=0
ot J0
X Y —
. + 3y +f,=0

22 o

" -
N L e

[0 & wyllo)
ox oy L%

Neste caso o operador T* é dado por:

0 o
>y O

T*= a a =TT (4)
0 ™ 'é;



