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RESUMO

MENDONCA, A . V. Anélise da interagdo placa-estaca-solo via combinagdo
do método dos elementos finitos com o método dos elementos de contorno.
Séo Carlos,1997. 151p. Dissertacdo (Mestrado)- Escola de Engenharia de
S3o0 Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Neste trabalho é apresentada uma formulagéo hibrida do Método dos
Elementos de Contorno/Método dos Elementos finitos a analise da interagéao
placa-estaca-solo. Nesta formulacdo a placa é modelada pelo método dos
elementos finitos, utilizando os elementos DKT( Discrete Kirchhoff Theory) e
HSM(Hybrid Stress Model); e o solo é modelado pelo método dos elementos
de contorno como um meio elastico semi-infinito. A estaca é representada
por apenas um elemento, com 3 pontos nodais definidos ao longo de seu
fuste e a tensdo de cisalhamento ao longo da mesma € aproximada por um
polindbmio do segundo grau. A tensdo normal a secdo da extremidade
inferior da estaca é suposta constante e um ponto nodal é definido no centro
desta secdo. A interface placa-solo é dividida em elementos de contorno
triangulares coincidentes com a divisdo dos elementos finitos da placa; e
admite-se que a tensdo de contato varie linearmente no dominio de cada
elemento. As tensdes de contato sdo eliminadas nos dois sistemas de
equacdes, provenientes do MEF e do MEC, para obter o sistema final de
equacdes governantes do problema. Apds a resolugdo deste sistema sao
obtidos os deslocamentos nos nés e a partir deles sdo calculadas as
tensbes de contato placa-solo e a carga absorvida por cada estaca. Além
disso, esta formulagao também permite a andlise de blocos de estacas com
ou sem contato entre o bloco e o solo. Varios exemplos envolvendo a
interagdo placa-solo, estaca-solo e placa-estaca-solo foram analisados e 0s
resultados obtidos estdo de acordo com os fornecidos por outras
formulagoes.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno; Método dos

elementos Finitos; Interacdo placa-estaca-solo; Estacas flexiveis.



ABSTRACT

MENDONCA, A . V. .Analysis of the plate-pile-soil interactions by combination
of the Finite and Boundary Element Method. Sao Carlos, 1997. 151p.

Dissertagéo (Mestrado)- Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de
Séao Paulo.

This work presents a hybrid Finite Element/Boundary Element
formulation_ for the analysis of plate-pile-soil interactions problems. In this
formulation the plate is modeled by finite elements using DKT(Discrete
Kirchhoff Theory) and HSM(Hybrid Stress Model) elements and the soil is
modeled as an elastic half space by the boundary element method. The pile is
represented by only one element, with 3 nodal points, and shear force along the
pile is approximated by a second degree polynomial. The pile-tip stress is
assumed to be constant over the cross-section and a further nodal point is
located there. The interface plate-soil is divided in a triangular boundary
elements mesh coincident with that used in the finite element of the plate and
the subgrade traction is assumed to vary linearly across each element. The
subgrade tractions are eliminated from the two system of equation obtained
with FEM and BEM resulting in the governing system of equation for plate-pile-
soil interactions problems. By solving this set of equations the nodal
displacements, the load on the piles and the subgrade tractions are calculated.
Besides, this formulation allows also analysis several piles groups with and
without ground-contacting rigid and flexible caps. Numerical results are
.presented for plate-soil, pile-soil and plate-pile-soil interactions. In all the

results agree closely with those from much more elaborate analysis.

Keywords: Boundary Element Method; Finite Element Method; Plate-pile-

soil interactions; flexible piles.



CAPITULO 1
INTRODUGAO

O solo tem sido alvo de inlimeras pesquisas, ja que cumpre um papel
importante na concepgao e na definigdo final em projetos de engenharia civil
e areas correlatas.

Um dos parametros relevantes do solo a ser determinado é o
recalque devido ao carregamento da estrutura. Uma parcela deste recalque,
associada a deformagao eldstica, pode ser obtida mediante % teoria da
elasticidade. Dentre os varios modelos existentes na literatura, podem-se

aludir a trés modelos classicos do comportamento elastico do solo, a saber :
a)Modelo de Winkler

WINKLER(1867) propds, em 1867, que o deslocamento na
superficie do solo, em um ponto i, &€ diretamente proporcional a forga de
superficie aplicada neste ponto, e independente de outras forgcas aplicadas

nos demais pontos, isto é, o deslocamento s6 ocorre onde atua a carga.
b)Modelo do Meio Continuo

Na andlise de experimentos no solo verificou-se que também
ocorrem deslocamentos em regides distintas daquela onde a carga atua.
Alguns trabalhos foram desenvolvidos onde tal efeito era computado, dentre
eles, o de BOUSSINESQ(1885), no qual é analisado o problema de um
semi-espaco elastico linear sujeito a carga concentrada normal & superficie.
Flamant desenvolveu formulagao para o semi-espago, onde analisou o caso
de linhas de cargas normais a superficie descritas em TIMOSHENKO &
GOODIER(1970). SELVADURAI(1979) cita que os deslocamentos na
superficie de um semi-espago, sujeito a uma carga normal uniforme de

largura finita, pode ser analisado mediante a aproximagéo da integral de



Fourier, ou o método da superposicdo, usado por SNEDDON(1958).
Quando o carregamento for dado por uma pressdo uniforme distribuida
numa regido circular, utilizando-se o método da superposigéo, o integrando
da equagéao integral é ponderado por fungdes de Bessel como descrito em
WATSON(1944).

¢) Modelo de Dois parametros

Este modelo é definido por duas constantes elasticas
independentes, reduzindo a descontinuidade apresentada pelo modelo de
Winkler. SELVADURAI(1979) cita alguns modelos apresentados por alguns
pesquisadores, a saber:

c1)Modelo de Filonenko-Borodich

A continuidade entre as molas € promovida por uma
membrana delgada tensionada entre elas, de maneira que a equagéo
diferencial incorpora a contribuicdo da tensdo na membrana e o coeficiente

da base elastica de Winkler.

c2)Modelo de Pasternack
O principio é andlogo ao modelo anterior, s6 que a
continuidade entre as molas é simulada por uma camada flexivel apenas ao
cisalhamento, de forma que a equagéo diferencial é afetada pelo médulo de

elasticidade transversal da camada e pelo coeficiente da base elastica.

cs)Modelo de Hetényi
A continuidade é simulada pela introdugdo de uma placa
elastica na interagdo entre as molas, de sorte que a equagéo diferencial tem
uma parcela da equagédo de placa e outra adicional referente a base de
Winkler.



c4) Modelo de Viasov
E um modelo hibrido derivado de simplificages do continuo
isétropo e obtido através de restricGes sobre as possiveis distribuicdes de
deslocamentos, usando, inclusive, variagdo linear e exponencial deste. As
equacdes diferenciais do solo sdo obtidas a partir do método variacional, e
ap6s a imposicdo de restricdes acima mencionadas, dao respostas
parecidas com as obtidas pelo método de dois parametros.

Varios trabalhos foram publicados em que o modelo de Winkler foi
usado para modelar a interagdo solo-estrutura, tais como: CHILTON &
WEKEVER(1990), que apresentam o estudo de placas usando o elemento
finito de placa quadrilateral nao-conforme. BOLTON(1972) estuda grandes
deslocamentos e tensdes induzidas numa placa circular sujeita a um
carregamento uniforme, onde os coeficientes da base elastica sao
posicionados na matriz de rigidez da placa; CALDERON(1991) estuda o
problema de uma placa sobre fundagéo eldstica via MEC, onde a integral de
dominio, proveniente dos carregamentos tanto externo como da reagao
base, é transformada em integral de contorno ao longo das respectivas
regibes onde as cargas estdo atuando. MANZOLI(1992) apresenta
formulacdo pelo método dos elementos de contorno & analise de placas
delgadas em que a solugdo fundamental leva em conta a presenca da base
elastica. BADIE & SALMON(1996) apresentam um estudo em que o solo é
representado pelo modelo de dois parametros, assim como é levado em
conta a friccdo entre a base da estrutura e o solo. A superestrutura é
modelada com elementos finitos quadrilaterais isoparamétricos
representando o estado plano de tensdo ou de deformagdo, que s&@o
capazes de computar a distorgdo da superestrutura; e os deslocamentos
sdo aproximados quadraticamente e a tensdo linearmente. YUNG &
WANG(1991) discutem o caso de uma placa sobre fundagio elastica
utilizando o multiplicador de Lagrange, a fim de estabelecer um principio
variacional generalizado com uma fungéo para os deslocamentos e outra

para a reagao do solo.



Com relagédo ao estudo da interagdo solo-estrutura, em que o solo é
representado por um meio continuo tridimensional, pode-se citar:
CHAKRAVORTY & GHOSH(1975) analisam a interagdo da superficie do
solo com placas circulares utilizando o método das diferengas finitas.
CHEUNG & NAG(1968) estudam placas e vigas pelo MEF, onde sé&o
consideradas tanto a fricgédo, entre a superestrutura e a supetficie do solo,
assim como o descolamento da placa do solo em algumas regides; o solo &
modelado utilizando-se a equacéo de Flamant . YANG & LU(1992) analisam
a interacdo de uma torre de resfriamento hiperbdlica com o solo, tomando
partido da axissimetria da superestrutura. Nesse estudo partiu-se para uma
formulagdo semi-analitica do MEF e do MEC modelando, respectivamente,
a superestrutura e o solo. Os deslocamentos e as forgas de superficie sao
aproximados por séries de Fourier. KUKRETI & ISSA(1993) desenvolvem
uma solugdo semi-analitica para o comportamento de um tanque cilindrico,
onde a fungéo de distribuigdo de pressdes, postulada por SNEDDON(1958),
requer que a placa de fundo seja circular. Os deslocamentos sao
aproximados por uma série de poténcia, cuja convergéncia depende do
nimero de termos adotados.

Podem ser citados também, segundo PAIVA(1993), os trabalhos
publicados por HEMSLEY (1990 a,b) que fazem um estudo dos varias
formulagdes do método dos elementos finitos disponiveis para a analise da
interagdo placa-solo. Nesses trabalhos o nimero de incognitas € geralmente
muito grande e, devido & modelagem do solo pelo MEC, a matriz de rigidez
final deixa de ser simétrica, o que implica em que grande area de memoria ser
necessdria para armazenar essas matrizes, resultando em grande tempo de
processamento computacional necessario para a resolugdo do sistema de
equagdes. MESSAFER & COATES(1990) desenvolvem uma formulagéao em
que o método dos elementos finitos é associado ao método dos elementos de
contorno para a andlise deste problema. Nesse trabalho a placa é dividida em
elementos finitos e o solo, suposto meio continuo, é definido por equagdes
integrais. Com isso, associado a ndo simetria do problema, decorrente do

método dos elementos de contorno, também tem grande numero de



incégnitas resultante da divisdo da placa em elementos finitos. Nessa
formulagao o volume de dados de entrada € bem menor que as formulagoes
comentadas anteriormente, mas mesmo assim continua sendo grande.
FATEMI-ARDAKANI (1987) desenvolve uma formulagdo em que tanto o solo
como a placa sdo modelados pelo método dos elementos de contorno. Neste
caso, a matriz final do sistema de equagdes também nédo é simétrica,
entretanto, devido ao fato de que a dimensdo do problema fica reduzida,
caracteristica do método dos elementos de contorno, o nimero de incognitas
é bem menor que o das formulagdes anteriores. Nesse trabalho, entretanto, a
interface placa-solo é dividida em células retangulares, em que tanto a reagéo
do solo como os deslocamentos da placa sdo supostas constantes, de forma
que promove resultados ndo muito precisos, quando comparados com 0s
obtidos por outras formulagdes.

Com relacdo a interagdo solo-estaca em POULOS &
DAVIS(1968) é apresentada uma formulagdo onde a estaca é dividida em
varios elementos. Nessa formulagdo sao escritas as equagoes integrais para
cada um desses elementos, considerando-se a influéncia do solo e das outras
estacas do grupo, supondo-se que apenas a tenséo de cisalhamento atua ao
longo do fuste de cada estaca. Esta formulagéo foi posteriormente estendida
para permitir uma andlise simplificada de grupos de estacas. Inicialmente foi
feito um estudo paramétrico da interagédo entre duas estacas com o solo, e a
partir dos resultados obtidos, o método foi aplicado ao estudo de grupos de
estacas, considerando-se a superposi¢cdo elastica da influéncia de todos
elementos do grupo tomados dois a dois. Embora esta superposi¢éo
somente seja valida quando todas as estacas estejam distribuidas ao longo
de uma circunferéncia, esse método tem sido utilizado para calcular a
distribuicdo de carga em grupos de estacas em que isto ndo ocorre. A grande
vantagem desse método é que, para grupos com pequeno numero de
estacas, o célculo pode ser feito manualmente. Posteriormente,
BUTTERFIELD & BANERJEE(1971) estenderam esta formulagdo incluindo
também o efeito da tensdo radial, o que permite a compatibilizacdo de

deslocamentos nesta diregdo. Entretanto, a consideragdo da tensdo radial



conduz a resultados que diferem muito pouco dos obtidos quando seu efeito
ndo é considerado, o que levou a esta tensdo ser desprezada em formulagtes
posteriormente desenvolvidas. Embora possam ser aplicadas a analise de
grupos de estacas, com qualquer distribuicdo geométrica de seus elementos,
essas formulagdes envolvem um nUmero muito grande de variaveis
resultando em grandes sistemas de equagdes e, consequentemente, o
acoplamento desse elemento estrutural (estaca) com outros fica praticamente
inviabilizado.

Um dos tipos de fundagbes de edificios geralmente utilizado € o
"radier", que consiste em uma placa de concreto que esta apoiada sobre o
solo e recebendo os carregamentos advindos da superestrutura. Embora a
placa sempre possa ser dimensionada para receber todo o peso da
superestrutura, a sua utilizagdo pode ser comprometida devido a ocorréncia
de grandes recalques. Com o objetivo de reduzir esses recalques sao
utilizadas estacas formando uma estrutura composta. Entretanto, no
dimensionamento desse conjunto, a tendéncia é desprezar a contribui¢ao da
placa e considerar que todo peso é absorvido pelas estacas, o que leva a um
super-dimensionamento da fundagdo. A principal causa desta simplificagao é
que a andlise do problema real é muito complexa e, até o presente momento,
poucos trabalhos foram desenvolvidos para sua analise. Dentre estes
trabalhos podem-se citar os apresentados por DAVIS & POULOS (1972),
BUTERFILED & BANERJEE (1971b), cujas formulacbes a placa é
considerada rigida. Poucos trabalhos foram desenvolvidos onde a placa é
considerada de rigidez finita, podendo-se citar o de BROWN &
WIESNER(1975) para a andlise de uma longa sapata flexivel apoiada em
estacas. Nessa formulagdo, entretanto, sdo utilizadas as simplificagbes da
teoria de vigas e a reacdo do solo é suposta constante em toda largura da
sapata. Em FATEMI-ARDAKAMI(1987) ¢é apresentada também uma
formulagdo do método dos elementos de contorno para o estudo deste
problema. Nessa formulagao, inicialmente, é estudada a interagéo entre as
estacas e o solo com o objetivo de se determinarem as rigidezes das

estacas, que posteriormente sao tratadas como vinculos elasticos



concentrados. Nessa formulagd@o, entretanto, a contribuicdo da tenséo de
contacto entre a placa e o solo ndo é considerada na determinagdo das
rigidezes das estacas e, conseqlientemente, a interagéo entre os elementos
estruturais envolvidos nédo é representada adequadamente. Em POULOS &
DAVIS(1980) é apresentada uma formulagdo para a andlise da interagéo
entre uma placa rigida e um grupo de estacas em que sdo consideradas as
interagdes entre o solo, as estacas e a placa; a contribuicdo das estacas €
obtida de modo semelhante & formulagéo proposta POULOS & MATES(1971)
para grupo de estacas isoladas; é feito um estudo paramétrico da interagéo
do solo com um grupo de duas unidades placa-estaca, cuja placa é circular e
rigida. A partir dos resultados obtidos, o método é aplicado ao estudo da
interagdo de uma placa rigida apoiada sobre estacas, considerando-se a
superposigﬁo elastica da influéncia de todas as estacas tomadas duas a duas.
Embora esta superposi¢cdo seja valida apenas quando todas as estacas do
grupo estejam distribuidas ao longo de uma circunferéncia, este método tem
sido utilizado para a andlise de conjuntos placa-estaca-solo em que isto nao
ocorre. Posteriormente, HAIN & LEE(1978) estenderam essa formulagéo para
a andlise da interagéo entre placas flexiveis e estacas, e a aplicaram & analise
de problemas genéricos, cuja distribuicdo circular de estacas néo era
obedecida, embora esta condi¢do continue sendo necessaria para a validade
da formulagéao.

Pode-se destacar também trabalho apresentado por POULOS(1994) a
analise da interagao placa-estaca-solo, no qual, como no trabalho de FATEMI,
as estacas sdo representadas por molas, obtidas a partir de um programa
para a andlise da interagdo estaca-solo. Além disso, séo usadas relagdes
carga-deslocamento para duas estacas, a fim de sejam escritas as equagoes
referentes aos pontos localizados no topo das estacas.

PAIVA(1993) apresentou uma formulagdo, onde o conjunto placa-
estaca-solo é modelado pelo MEC, em que todas as interagoes envolvidas
sdo consideradas simultaneamente. A placa pode ser tanto rigida como
flexivel. As estacas sdo rigidas e representadas por um elemento de

contorno. As reagdes do solo sdo admitidas variando linearmente no



dominio dos elementos de contorno; e as tensdes na estaca sao escritas
como uma tensdo equivalente no topo desta, possibilitando que o sistema
final de equagbes seja escrito apenas em fungdo dos ndés que estédo

discretizados na superficie do solo.

1.1)Objetivos

Este trabalho tem como finalidade o desenvolvimento de uma
formulacédo para a andlise da interagcdo placa-estaca-solo com a utilizagéo
conjunta do método dos elementos finitos e do método dos elementos de
contorno onde todas as interagdes envolvidas serdo consideradas
simultaneamente, obtendo-se assim uma alternativa & formulagdo proposta
em PAIVA(1993). A placa é modelada pelo MEF utilizando os elementos
DKT e HSM:; e o solo é modelado pelo MEC. A estaca é representada por
um unico elemento e a tensdo de cisalhamento ao longo de seu fuste é
aproximada por um polinémio do segundo grau; e a tenséo normal na base
da estaca é suposta uniformemente distribuida. Para cada estaca tem-se
quatro pontos nodais, trés ao longo do fuste e um ponto nodal em sua base.
A reacgdo do solo é suposta linearmente distribuida na area dos elementos
de contorno, que nesta formulagdo coincide com os elementos finitos de
placa.

E apresentado no capitulo 2, os fundamentos da teoria de placas,
assim como uma introducdo aos principios variacionais. No capitulo 3 &
apresentado o método dos elementos finitos, evidenciando-se as
formulagbes dos elementos finitos de placa DKT (Discrete Kirchhoff Theory)
e HSM(Hybrid Stress Model). No capitulo 4 s&o descritos os problemas
elasticos fundamentais e suas respectivas solugbes para meios
tridimensionais infinitos e semi-infinitos. Sdo deduzidas equagdes integrais
que ligam os problemas eldsticos fundamentais aos problemas elasticos
reais. No capitulo 5 é discutida a discretizagdo das equagles integrais
descritas no capitulo anterior, que apés o célculo das integrais obtém-se a
representacdo algébrica do método dos elementos de contorno para

problemas tridimensionais  genéricos. S&o particularizadas  as



representagdes integrais e algébricas do MEC para analisar a contribuigéo
da superficie do solo no problema da interagdo da interface placa-solo. No
capitulo 6 sdo apresentadas as representagdes integrais e algébricas para o
problema da interacéo estaca-solo. E discutida a influéncia da flexibilidade
axial das estacas na matriz que multiplica o vetor das forgas de superficie.
No capitulo 7 o sistema de equacbes algébricas, oriundo do MEF
modelando a placa, é acoplado ao sistema de equagdes algébricas oriundo
do MEC modelando o solo e as estacas. Com isso, é rﬁostrada' as
operagdes matriciais necessdrias & combinagdo do MEF com o MEC
utilizada no conjunto placa-estaca-solo. No capitulo 8 faz-se uma analise
numérica da formulagéo apresentada nos capitulos anteriores.
Computacionalmente, este trabalho envolveu o desenvolvimento das
seguintes rotinas na linguagem FORTRAN:
Subrotina QUOTA: armazena os valores das coordenadas adimensionais 1

referentes aos pontos nodais discretizados no fuste e base das estacas.

Subrotina AXI_PILE: calcula as expressdes f;, dadas em (6.18 a-e), para a

consideragdo da flexibilidade da estaca.

Subrotina ARTER: Calcula as forgas nodais equivalentes nas células.

Subrotina FLEX_PILE: posiciona a contribuicdo das expressées f; na matriz

indicada em (6.19).
— —=-1
Subrotina PRODUTO: calcula o produto das matrizes Q e G  definidas

no capitulo 7.
Subrotina EXPANSAO: Compatibiliza a ordem da matriz resultante do
produto das matrizes anteriores com a matriz de rigidez obtida pelo método
dos elementos finitos. Na seqliéncia esta subrotina realiza a operagao
matricial indicada em (7.16), obtendo-se a matriz de rigidez do acoplamento
MEF-MEC.
Subrotina S_LINEAR: resolve o sistema de equagdes lineares indicado em
(7.15) através do procedimento de eliminagédo de Gauss.

Estas subrotinas foram incluidas nos programas PILE desenvolvidos

em PAIVA(1993), que faz analise de grupos de estacas com bloco rigido e
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nos programas PAV_DKT desenvolvidos em REZENDE & PAIVA(1994)
para a andlise de placas pelo método dos elementos finitos utilizando os

elementos de placa DKT e HSM.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS E DOS PRINCIPIOS
VARIACIONAIS

2.1) Introducgao

Neste capitulo sdo apresentadas as relagdes basicas da teoria da
elasticidade, assim como os fundamentos da teoria de placas relativas as
hipéteses de Kirchhoff e Reissner. Também s&o apresentados os
fundamentos dos principios variacionais, que posteriormente seréo
utilizados na obtencéo das matrizes de rigidez dos elementos finitos DKT e
HSM.

2.2) Relacbes Basicas da teoria da elasticidade

Um sistema estrutural pode ser dividido em sub-estruturas
colaborantes, que por sua vez podem ser compostos por elementos
estruturais, ou até mesmo, serem os préprios. Os elementos estruturais
podem ser classificados em trés grupos, a saber:
a) Elementos lineares: quando uma das dimensdes € bem maior que as
demais.
b) Elementos de superficie: quando de uma das dimensdes é desprezivel
quando comparada as demais.
c) Elementos volumétricos ou tridimensionais: quando todas as dimens6es
tém a mesma ordem de grandeza.

A placa é um elemento estrutural de superficie, que satisfaz a
seguintes prescri¢des:
a) E limitada por duas superficies planas, onde o plano equidistante entre
elas é chamado plano médio.
b) A distancia entre as superficies simétricas ao plano médio, chamada de
espessura, ndo necessariamente constante, é pequena quando comparada
as demais dimensdes, caracterizando-se um elemento de supetficie.

c) As agdes solicitam o elemento na diregéo transversal ao plano médio.
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A placa recebe a seguinte classificagdo em relagédo as propriedades
do material constituinte:
a) Anisétropa: quando apresenta propriedades diferentes em qualquer
direcao.
b)Ortétropa: quando apresenta propriedades diferentes em diregGes
ortogonais.
c)lsétropa: quando apresenta as mesmas propriedades em qualquer
direcéo.

Pode-se ainda classificar a placa segundo a relagdo espessura-
dimensao do menor lado (h/a), a saber:
a)Muito delgada: quando h/a<1/100.
b)Delgada: quando 1/100<h/a<1/5.
c)Espessa: quando h/a>1/5.

As componentes de tensdo, em um elemento infinitesimal, s&o

mostradas na figura 2.1

W)

L » 2
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Figura 2.1-Estado de Tensdes em um elemento infinitesimal

O regime elastico linear é regido pela lei de Hooke, que pode ser

apresentada como:
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2Gv .
c, = 20 3||5i,- + 2Gz-:ij (i,j=1,2,3) 2.1)

ou na forma inversa:

1
elj = 'ia (Gij - 1—:_),0-' 0'"8“.) (i,j=1,2,3) (2.2)
onde:
E
G=—— 2.2
2(1+v) (2:22)

E: é o médulo de elasticidade longitudinal
G: é o mddulo de elasticidade transversal
 : é o coeficiente de Poisson

O : representa o campo das tensoes

€ representa o campo das deformagoes
d;: é o delta de Kronecker

O tensor de deformagbes de Cauchy, ou relagao

deformacéo/deslocamento, para pequenos deslocamentos, é dado por:
£ —l(u +u ) (ij=1,2,3) 2.3)
w 2 l,] ],l 1]_ 16 .

Quando nao houver momentos distribuidos por unidade de volume, a
simetria do tensor das tensdes pode ser obtida através das condigbes de
equilibrio dos momentos no elemento infinitesimal mostradas na figura 2.1,

isto é:

ij— Vi (i,j=1,2,3) (2.3a)



14

As componentes de forcas de superficie e as de tens6es podem ser
relacionadas, a partir de equacdes conhecidas como férmula de tenséo de

Cauchy, isto é:
Pi = 0N (i,j=1,2,3) (2.4)

Onde:

Pi ,» Oj: sao as componentes de forgas de superficie e de tensdes,

respectivamente.

M;: sdo os cossenos diretores da normal a superficie no ponto.

Fazendo-se o equilibrio do elemento, mostrado na figura 2.1, obtém-
se as equagoes de equilibrio dadas por:

G +b; =0 (i,j=1,2,3) (2.5)

i

Onde b, s&o as componentes das forgas volumétricas segundo a trés

diregdes dos eixos cartesianos.

Ao levar-se a equagéo constitutiva (2.1) na equacgéo de equilibrio(2.5),

obtém-se a equacao de Navier dada por:

1

b; .
T3y Vi T Ui + —=0, (iik=1,2,3) (2.6)

G
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2.3)Teoria classica de placas

O desenvolvimento da teoria cldssica de placas é devido a Kirchoff, e
ela é baseada em algumas hipéteses, a saber:
a) A placa é constituida de material elastico linear, homogéneo e isétropo.
b) Os deslocamentos transversais sdo pequenos quando comparados &
espessura da placa.
c) As Tensdes normais na diregao transversal sédo desprezadas, assim como
as tensdes tangenciais nas faces da placa.
d) Secbes planas, inicialmente normais ao plano médio da placa, apds a
flexdo, permanecem planas e perpendiculares ao plano médio deformado,
ou seja, a teoria classica despreza a influéncia da deformagéo devido a
forca cortante.

As componentes de deslocamento de um ponto pertencente a placa

sdo representadas por U;, U, , Uz nas direcdes dos eixos cartesianos
X; , Xp , X3, mostrados na figura 2.2. O deslocamento vertical do plano

médio U; é representado por W.

Figura 2.2- Deslocamentos segundo as diregbes dos eixos

cartesianos.
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Os deslocamentos U; e U, podem ser obtidos através de relagoes

geométricas a partir das rotagdes do plano médio mostradas na figura 2.3.

Figura 2.3- deslocamento vertical e rotagées presentes na placa

Indicialmente, tais relagdes geométricas dos deslocamentos podem
ser apresentadas na forma, a saber:

u, = —X_W, (i,j=1,2) 2.7)

As tensdes sdo obtidas levando-se a equagéo (2.7) na lei de Hooke
(2.1), isto é:

[(1 - n)w,ij oW, Sij] (ij=1,2) (2.8)

Os momentos fletores e momentos volventes, assim como as forgas
cortantes, por unidade de comprimento, sdo representados,

respectivamente por:

h
2
m, = Joijx dx (i,j=1,2) (2.9)



17

h
2
g = Jo,dx (i,j=1,2) (2.10)

Substituindo-se (2.8) em (2.9) e efetuando-se a integragdo em Xj,

obtém-se os momentos em fungédo das curvaturas:
my = -D[(1-v)w j; +vw, ;] (j=1,2)  (2.11)
onde D é o modulo de rigidez a flexdo e é dado por:

3
5__Eh

= m 2.12)

As forcas cortantes também podem ser escritas em fungdo da

elastica da placa, isto é:
qi = —D W’i“ (|,|=1 ,2) (213)

As componentes de tensdo podem ser representadas em um outro

sistema de coordenadas (N, S, X3), conforme mostrado na figura 2.4.
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Figura 2.4 - Componentes de tensdo e momentos no sistema

(n, s, X3).

As componentes de tensdes no sistema (N, S, X3) podem ser
obtidas a partir das componentes de tensdes no sistema (X; , X5 , X3),

mediante uma rotagéo de eixos coordenados em torno do eixo X; , isto é:

n n

5;1 0:12 ={ﬂ1 112} [011 512][“1 Gl} (2.14)
G Ox G1 G2][021 O f[M2 &2
Onde:

Gi? : s&0 as componentes de tensdes no sistema (N, S, X3)
M; : s@o os cossenos diretores da diregao n

G; : s@o os cossenos diretores da diregao s

Ou na forma indicial, isto é:
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On = O;NiM; (i,j=1,2) (2.15)

Opns = OjiMN;iS;j (1i=1,2) (2.16)

Os momentos fletores, momentos volventes e forgas cortantes,

podem ser escritos, respectivamente, como:

h
2
m = jonx3dx3 (ij=1,2) (2.17)
_h
2
h
2
m. = jcsnsx3dx3 (2.18)
h
2
q, = [o,,9%, (2.19)
_h
2

A partir de (2.9 ), (2.10), (2.15 ), (2.16), (2.17), (2.18) e (2.19), os
momentos fletores, momentos volventes e forgas cortantes podem ser

escritos , no sistema (N, S, X3), respectivamente, como:
m, = MyNin; (i,j=1,2) (2.20)

Mps = Mynig; (ij=1,2) (2.21)
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an = QiM; (i,j=1,2) (2.21a)

A imposicdo de equilibrio dos esforgos atuantes no elemento

infinitesimal de placa, mostrado na figura 2.5, permite escrever as seguintes

relagoes:

q
1

X

1

+e <«
m21+m21,1dxe /i
X
3 &F
PANY X * qe +qe.10|><2
O

Figura 2.5- Esforgos presentes em um elemento infinitesimal de placa

g +9=0 (i=1,2) (2.22)
m;; —g; =0 (i.j=1,2) (2.23)
Onde g é o carregamento externo distribuido.

Derivando-se (2.23) em relagdo a j, seguida da substituicdo em

(2.22), obtém-se a equagéo diferencial de placas em fungdo dos momentos,

a saber:

my; +9=0 (i,j=1,2) (2.24)
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A equagdo diferencial de placas delgadas, em fungdo do
deslocamento transversal do plano médio, é obtida através da substituigdo
de (2.11) em (2.24):

Wi = (i,j=1,2) (2.25)

Al

Ol

Faz-se necessario, para resolugdo da equacgdo diferencial de placas,
a prescricdo das condicbes de contorno. A solugdo para a equagao
diferencial de quarta ordem das placas requer que duas condi¢cdes de

contorno sejam satisfeitas em cada lado da placa . Estas condicdes séo

escritas em relagdo ao sistema (N, S, X3) e podem ser uma combinagéo
do deslocamento w, rotagdo W , , forga cortante, (,, momento fletor

M, e momento volvente M.
Kirchhoff mostrou que, placas em que a deformagéo transversal é
desprezada, as condigdes de contorno relativas aos esforgos ¢, e My

podem ser agrupadas em uma Unica condigdo chamada de cortante
equivalente, isto é:

om ¢

Vn=Qn+ s

(2.26)

Com isso, as trés condi¢des de contorno para os esforgos existentes
em cada borda ficam reduzidas a apenas duas, possibilitando a resolugéao

da equagao diferencial de quarta ordem da teoria classica.

2.4) Placa com efeito da forga cortante

A teoria classica de placas ndo conduz a bons resultados em

algumas situagées, por exemplo: na analise de placas espessas, na analise
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das regibes proximas aos bordos das placas, na andlise de furos de
pequenas dimensdes comparados a espessura da placa.

A perda do bom desempenho, acima mencionado, vem do fato que

as deformagbes devido as tensbes cisalhantes Gj séo desprezadas,

equivalendo a considerar um valor infinito para o modulo de elasticidade
transversal na diregdo X5. Com isso, a equagéo diferencial de placas recai

em uma equacéo de quarta ordem requerendo que apenas duas condigoes
de contorno sejam satisfeitas em cada lado.

Uma anélise mais criteriosa do comportamento da placa requer que
trés condi¢bes de contorno sejam satisfeitas em cada lado, recaindo-se em
uma equacéo diferencial de sexta ordem, que incorpora a contribuicdo das
forgas cortantes.

Na literatura sdo encontradas diversas teorias que levam em conta o
efeito da forca cortante no comportamento da placa, dentre elas, pode-se

citar a teoria de Reissner
2.4.1) Teoria de placas de Reissner

A diferenca bésica entre teoria de Kirchhoff e a de Reissner é que a
dltima assume que secdes planas, inicialmente normais ao plano médio da
placa, apés a flexdo, permanecem planas, mas n&o obrigatoriamente
perpendiculares ao plano médio deformado como indicado na figura 2.6. As
demais hipéteses assumidas pela teoria cldssica sdo incorporadas pela

teoria de Reissner.
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! \

X3 &1

X3

(a) (b)

Figura 2.6- Configuragdes da placa indeformada (a) e da placa
fletida de Reissner (b)

No plano médio sédo definidos valores médios para o deslocamento
transversal W, assim como para as rotagdes (0, 0,) das segbes

transversais da placa.

O trabalho realizado pelo estado de tensdes e de deslocamentos, que
os pontos situados ao longo de uma segéo estdo submetidos, € equivalente
ao trabalho oriundo do produto dos esforgos, atuantes no plano médio,
pelos valores médios dos deslocamentos e das rotagbes das seges, de

forma que pode-se escrever que:

h
2
f ojudx; = m;8, (i,j,k=1,2) (2.27)

|
[N =

—_— | T

03ju3dx3 =q;w (i=1,2) (2.27a)

|
N

A distribuicdo de tensdes, nas diregbes X ex, ao longo da

espessura, é assumida ser idéntica & teoria classica, isto é:
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X (i,j=1,2) (2.28)

Substituindo-se (2.28) em (2.27) , tem-se as rotacdes médias de uma

secdo da placa ap6s a deformacéo:

h
2

rll_i [uxsdx; =6, (i=1,2) (2.29)
h

2

Tomando-se a equagdo de equilibrio (2.5) na diregdo X, e auxiliado

por (2.28), seguida da integracdo ao longo da espessura, e tomando-se

- h
ainda as condigdes de contorno ,G5 = 0 em X3 = ia, obtém-se:

2
3 2X i
O3 = h qj| 1 - [——h"’j (j=1,2) (2.30)

Derivando-se (2.30) em relagdo a j, seguida da substituicdo conjunta

com (2.22) em (2.5) na dire¢do X;, e integrando-se em X; com a imposi¢cao

da condigdo contorno, G55 = 0 quando X3 = 0, obtém-se:

2
gl,_56 2X3

0= Oy 4223 2.31
33 4 H %3 ( ) (2.31)

As distorgdes das segoes €3 podem ser obtidas a partir das

equacdes das tensdes dadas em (2.30) e auxiliadas pelas equagoes
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constitutivas (2.1). Com isso, obtém-se a seguinte relagdo entre as
distorgdes e as forgas cortantes:

. . j=1,2 2.32
83] 5 Eh q] (i ) ( )

As parcelas da energia de deformagdo, devida as tensoes
cisalhantes, sdo dadas por:

) | T

U‘C1 = J-631831dAdX3 (2323)
_hA
2
h
2
A

N T

As parcelas da energia de deformacgdo, devida as tensdes
tangenciais no plano médio, podem ser representadas por:

UTI = Iq1£31dA (2333.)
A

UTZ = Jq2832dA (233b)
A

A partir de (2.32 a,b) ,(2.33 a,b) e com o auxilio de (2.30) e
(2.5), obtém-se:
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h h
3 32 2% )2 3 2 2% )2
£y =— [UL|1=| 2221 ldXg +—=— [ ug{1-| ==
3 2h jh |,3|: ( h ) j| X3+2h jh 3,||: ( h j :|
2 )
(i,j=1,2) (2.34)

Efetuando-se a integragdo por partes da primeira parcela de

(2.34), e substituindo-se na derivada de (2.29) , obtém-se:
g

€3j = OJ + W,j (I,]=1,2) (235)

A partir de (2.32) e (2.35), os giros médios das segbes e as

rotagdes do plano médio podem se relacionar através de equagdes do tipo:

12 (1+v)
9j=—
5 Eh

qj =W, (ij=1.2) (2.36)

Derivando-se as rotagdes médias da se¢bes (2.29) em relagao
as suas respectivas diregdes de atuagdo, seguida da substituigdo conjunta
de (2.5) e (2.3), obtém-se:

h h
12 % 12 %
h” Eh” “h
2 2
h h
12 % 12 %
62,2 = ? J.(022 - 1)0'11) X3dX3 +'éh—3 Jh633X3dX3 (238)

N

2

Substituindo-se (2.31) em (2.37) e (2.38), auxiliado por (2.9) e

efetuando-se o calculo das integrais envolvidas, obtém-se:
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12 h?
0,, =——| M;; —vm,, ——v 2.39
T 53 [ 11 2~ 7o QJ (2.39)
12 h?®
6,, =——|[M,, —0M;; ——V 2.40
22 = E3 ( 22 177 g] (2.40)

Fazendo-se a soma das distorges, isto é, a soma das

derivadas de (2.29), quando i # j, e substituindo-se em (2.1), tem-se:

24(1+v)

5 M (2.41)

01, +0,, =

Resolvendo o sistema formado por (2.39) e (2.40), e isolando-
se 0 momento volvente em (2.41), pode-se expressar os momentos, em

notagao indicial ,como:

m; = —DK%B)(G i+ 031) + 3y (09” ¥ % D(ll)?”)ﬂ

(ij=1,2) (2.42)

Derivando-se as equagdes(2.36) em relagéo a j, obtém-se:

"5 ER

Substituindo-se (2.43) em (2.42) e efetuando-se dupla

derivagdo em relagédo a j e i, respectivamente, obtém-se:
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-5 Aq -A h® v i
Miij =~ Gh Qij — AW ji —E(l_—u)g,ii (i,j=1,2) 2.44)

onde A é o operador laplaciano.

Fazendo-se a substituicdo de (2.22) e da derivada de (2.23) em
relacdo a /i na equacgdo (2.44), obtém-se a equagéo diferencial de placas
espessas:

2-)

Wi =9~ Jom ) h’g; (ij=12)  (2.45)

Ou sendo expressa numa segunda forma:

DA2w = g— (2-v)

——h’A :
10(1-v) ] (249

2.5) Principios Variacionais
2.5.1) Principio dos trabalhos virtuais (PTV)

Sejam as condigbes estaticas de um corpo dada por:
p, —p; =0 em [ (2.47)
“onde

I';, T, séo as regides do contorno que contém as forgas de

superficie prescritas p; e os deslocamentos prescritos Ui, respectivamente.

O PTV é uma formulagdo em que o campo dos deslocamentos
é conhecido e que estabelece uma relagédo entre as equagdes de equilibrio
dadas em (2.5) e as condigdes de contorno estaticas(2.47).
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A relagdo entre (2.5) e (2.47) pode ser estabelecida

multiplicando-se ambas equagdes por deslocamentos virtuais e integrando-

as no dominio do corpo e ao longo da regido I’ isto é:

— [ (o, +b;)ou;dQ + j(pi -—p_)i)ﬁuidl“ =0 (ij=1,3) (2.48)
Q I

O contorno do corpo pode ser dividido em duas partes,

I' =T +T,, de forma que permite escrever a seguinte equagao:

escrever:

jpiﬁuidr = jpiSUidF - inﬁuidr (I,] =1,3) (2483)
I'l r I

A partir da féormula de tensées de Cauchy (2.3b) pode-se

[ pidudr’ = | om;3u;dl (ij =1,3) (2.48Db)
r r

Utilizando-se o teorema da divergéncia , pode-se escrever:

joi‘jnjﬁuidl“ = [0;;0u;dQ + [ 7;8u;;dQ (2.49)
T Q Q

Substituindo-se (2.49),(2.48a) em (2.48), obtém-se:

IGijSUi’de - JbiSUidQ - jBiSUidr— inSUidF =0
Q Q no Ty

(ij =1,3) (2.50)

Como 0u; = 0em I'y, pode-se escrever que:
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[o;0u;;dQ - [b;du;dQ - [pdudl =0 (ij=1,3) (2.51)
Q Q Fl

Pode-se demonstrar, a partir de (2.3), que a seguinte

identidade é valida.

(] SULJ- = O'ijSSij (I,] =1,3) (252)

ij

Substituindo-se (2.52) em (2.51), encontra-se a equagéo

governante do PTV.

[ 0;0e;dQ - [b;du;dQ - [p;du,dl =0  (ij=1,3) (2.563)
Q Q I

2.5.2) Principio de Energia potencial minima

Conforme REDDY(1984), quando os corpos elasticos ideais
estdo sujeitos a uma transformagdo isotérmica, a primeira lei da

termodinamica pode ser escrita como:

oU .
_a gO = 0 (i,j =1,3) (2.54)
j
ou na forma variacional
oU
SUO = —é—°58u = 61_]881] (l,] =1 ,3) (2543)

Substituindo-se (2.54a) em (2.53), tem-se:
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3 [UodQ - [budQ - [puidl|=0  (ij=13) (2.55)
Q Q I

ou

on =0 (2.56)

onde & representa o funcional da energia potencial e é dado
por :

n = [UydQ - [bjuidQ - [pudl  (ij=1,3) (2.57)
Q Q n

A segunda variagdo do funcional © é dada por:

8’n = % | Ejjae;;8e,4dQ (ijkl=1,3)  (2.58)
Q

Onde Eijk| é o tensor de quarta ordem dado por:

2Gv

Eig = ———0
M= 1-2v

ij6kI+G(5ik8jl+8i|6jk) (iik,|=1,3) (2.58a)

Quando o material for eldstico linear o integrando de (2.57) ¢
uma fungdo quadréatica positiva, o que implica um valor néo-negativo para a

segunda variagéo do funcional.

Se &%n >0 implica que, no equilibrio, o funcional da energia

potencial atinge um valor minimo.
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2.5.3) Principio dos trabalhos virtuais complementar

Sejam as condi¢bes cinematicas de um corpo dada por:
U ~ui=0emT, (2.59)
onde

I}, T, séo as regides do contorno que contém as forcas de

superficie prescritas p; e os deslocamentos prescritos Ui, respectivamente.

O PTV complementar é uma formulagdo em que o campo das
forcas sdo conhecidos e que estabelece uma lei entre a relacao
deformagao/ deslocamento e as condigbes de contorno cinematicas (2.59).

Segundo PILKEY & WUNDERLICH (1994), atraves de
aplicagdes de tensdes virtuais no dominio do corpo e de forgas de superficie

virtuais no contorno, uma relagdo pode ser escrita da seguinte forma:

j(ej —vUi’j)SGide + j(ui "'ai) 5p,dF =0 (i,j=1,3) (2.60)
Q I

O contorno do corpo pode ser dividido em duas partes,

I' =T +T,, de forma que permite escrever a seguinte equagao:

[uidpidl’ = [u;dp;dl" — Ju;dpidl (ij=1,3)  (2.61)
I r n

A partir de (2.48b) e do teorema da divergéncia, pode-se

escrever que:

fuidpdrl’ = [ud(om; )T = [ u;60;,0Q + Juidoy;dQ
r r Q Q

(i,j =1,3) (2.62)



33

Substituindo-se (2.62), (2.61) em (2.60), tem-se que:

~ [u;30;,;dQ — [€;80;dQ + [u;dpdT - [uidp;dl" = 0
Q Q r r2

(i, =1,3) (2.63)

A primeira variagdo das equacdes de equilibrio em €2 assim

como das forgas de superficie em I'; tem que ser satisfeitas, isto & :

op; =0 em I} (2.65)

A equagdo governante do PTV complementar é obtida por
substituigdo de (2.64) e (2.65) em (2.63), isto é:

~ [eyd0,dQ+ | uidp;dl’ = 0 (ij=1,3) (2.66)
Q I

2.5.4) Principio de Energia Complementar Estacionaria

Anélogo a (2.54), a seguinte relagdo pode ser escrita para

derivada da densidade de energia complementar em relagéo as tensoes:

au;

—¢. ij=1,3 2.6
o, =5 (j=13)  (267)

ou na forma variacional:
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U,
00

Convém ressaltar que quando o material for elastico linear, a

dUg = 8o = &80 (i, =1,3) (2.68)

ij
densidade de energia de deformagdo U, e a densidade de energia

*
complementar U, apresentam o mesmo valor. Na figura 2.7 s&o mostrados

os diagramas que ilustram U, e U, para elementos unidimensionais, em

7

casos genéricos em que o material constituinte é elastico linear ou

elastico nao-linear.

-
o

_
o

(»-,v

(0) (b)
Figura 2.7- Representagdo das densidades de energia
potencial e complementar, de materiais elasticos lineares (a) e nao-

lineares (b), para elementos unidimensionais.

Substituindo-se (2.68) em (2.66), o valor estacionario do

principio vale:

§ - [UsdQ+ uipidl’ =0 (i,j =1,3) (2.68)
Q Iy

ou
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dn* =0 (2.69)

Um funcional =*, representando a energia potencial

complementar, pode ser expresso a partir de (2.68) e (2.69) por:

n* =-[UpdQ+ [uip;dl (ij=1,3)  (2.70)
Q I

A primeira variagdo do funcional de energia potencial
complementar (2.69) fornece o valor estacionario deste funcional.

A segunda variagdo de ©* ¢ dada por:

52n" = % [Efi80;80,,dQ (iki=13) (271)
Q

Onde:
g 1 (1-8;)348) +8;845; Y 5,8
j oG ij JOikOj [ I j

(jkl=13) (2.71a)

Quando o material for elastico linear o integrando de (2.68) é
uma fungéo quadratica positiva, o que implica um valor ndo-negativo para a
segunda variagao do funcional.

Se &+ >0 implica que, no equilibrio, o funcional da energia

potencial complementar atinge um valor minimo.
2.5.5) Principios variacionais estacionarios

Os principios variacionais estacionarios séo representados por

funcionais, que nido se conseguem determinar nem ponto de maximo, nem
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de minimo, uma vez que estabelecem relagdes entre campos de
deslocamento e de forgas que variam simultaneamente. As formulagtes
dos funcionais sdo escritas de tal forma que garante um valor estacionario
no instante em que o equilibrio do corpo é atingido.

Dentre alguns funcionais generalizados existentes, pode-se
mencionar o funcional de Hellinger-Reissner , o funcional do HSM(Hybrid
Stress Model).

Uma das alternativas para obtengdo da equagéo governante do
funcionai de Hellinger-Reissner ¢ a partir da somatéria de (2.50) com (2.60),

obtendo-se:

8 - [UsdQ + [u;05dQ — [budQ— [(u; - ui)pdl -
Q Q Q Iy

- [pudl|=0 Gj=13)  (272)
I

A variagdo do funcional no valor estacionario pode ser
expressa por:

Finalmente, através de (2.72) e (2.73), pode-se escrever o

funcional por:

g = —J‘U:dg + J.Ui’j(fide — jbiuidQ —
Q Q Q

- J{u —uilpdl - [pudl Gi=13)  (274)
I n

Uma das alternativas para obtengao da equagao governante do

funcional HSM é através da somatéria (2.48) com (2.63), obtendo-se:
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[ Juzde - j(c,“+b)ud£2+j( )udF+

Il

+ [uipidl’ [=0 (2.75)
Iy

ou

A partir (2.75) e (2.76), pode-se escrever a expressido do

funcional do HSM, isto é:

nHSM=—jUZdQ—j(0,J,+b)udQ+j( )udF+
Q

I

+ fuip,dl’ (ij =1,3) (2.77)
I2



CAPITULO 3
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1) Introdugao

Neste capitulo é apresentada a formulagdo basica do método
do elementos finitos utilizando-se os principios variacionais apresentados
no capitulo 2. A formulagdo para obtengdo das matrizes de rigidez do
elementos finitos de placa DKT (Discrete Kirchhoff Theory) e HSM (Hybrid
Stress Model) também fazem parte do escopo deste capitulo. O vetor das
cargas nodais equivalentes, oriundos do carregamento externo, fecha os
topicos apresentados neste capitulo. Convém enfatizar que o sistema
algébrico advindo da modelagem da placa pelo MEF sera acoplado a outro
sistema algébrico, que recebe contribuigdes do solo modelado pelo MEC. A
montagem desse Ultimo sistema algébrico e o acoplamento do MEF com o

MEC estao apresentados nos capitulos subseqlientes.
3.2) Formulacao do Método dos Elementos Finitos

Os problemas em diversas areas da engenharia, em geral, s&o
representados por equagdes diferenciais e integrais. A solugdo analitica de
tais equacdes conduz as respostas exatas da equagdo governante em
quaisquer pontos onde esteja definido o problema, entretanto, tais solugdes
sdo encontradas em apenas em alguns casos particulares, de forma que
para superar esta limitacdo, solu¢des numéricas sdo implementadas no
estudo dos problemas.

Dentre as solugbes numéricas existentes consta o método dos
elementos finitos, que consiste em representar o dominio do problema
global por um nimero finito de sub-regi6es conhecidas como elementos

finitos. Pontos discretos ou nds funcionais, nos quais faz-se associar

A notagdio indicial ndo é vélida para equagdes, cuja a numeragéo estd indicada com (*)
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fungdes interpoladoras as varidveis do problema, sdo definidos em cada
elemento finito.

A formulagdo do MEF pode ser obtida, em geral, empregando duas
formulagdes: a da técnica do residuo ponderado e a dos Principios
Variacionais.

Em Mecénica dos sdlidos, onde estdo inseridos os problemas
discutidos neste trabalho, a formulagdo do método dos elementos finitos &
obtida, geralmente, utilizando os principios variacionais escritos em
funcionais, que representam o trabalho tanto das forcas externas assim
como o devido as forgas internas.

Existem funcionais que atingem um valor estacionério minino,
quando o corpo estd na posicdo de equilibrio, tais como: funcional da
energia potencial minima e funcional da energia complementar minima. Por
outro lado, existem outros funcionais, ditos funcionais generalizados, que
atingem apenas um valor estaciondrio na posi¢éo de equilibrio, tais como:
Funcional de Hellinger-Reissner, funcional do modelo hibrido em tenséo
(HSM), funcional de Hu-Washizu, e outros.

Na literatura sdo encontrados elementos finitos desenvolvidos tanto
com funcionais com valores estacionarios minimos quanto com funcionais
generalizados. Com o objetivo de mostrar como o sistema de equagdes
algébricas é obtido no método dos elementos finitos, por intermédio dos
principios variacionais, o equacionamento, utilizando o funcional da energia
potencial minima, € mostrado na sequiéncia, ressaltando-se que no caso de
outros funcionais, um procedimento anédlogo pode ser implementado.

A partir da equagdo (2.54a) e (2.57) , a primeira variagéo do funcional

de energia potencial minima pode ser escrita, na forma matricial, como:

on=[8eTDedQ- [8U'BdQ-[8U'Pdr'=0  (3.1)
Q ~ 77 o ~ 7 r -

Onde:
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g, U,

t U

, B: sdo os vetores que representam as deformagées,

deslocamentos, forgas de superficie e forgas volumétricas, respectivamente.

D: é a matriz oriunda da lei de Hooke relacionando as tensdes ©

-~

com as deformagdes €.

3.2.1) Discretizacdo da representagao integral dos funcionais

Para que a solugdo numeérica seja implementada nos funcionais, ha
necessidade que sejam feitas suas discretizagdes em sub-regides , por
exemplo, em elementos finitos. Ao se computar a contribuicdo de cada
elemento, a representagéo integral do funcional (3.1) passa a ser expressa
por:

nel
Sn=Y| [ Sef Dy gy dQy — [ 8Uy B, dQ — [8Uy P dT [=0
k=tlQx ~ - - o - - k ~ -
(3.2)

Onde:

€, Ug, Py, By :sdo os vetores que representam as deformagoes,

-~ ~ ~ ~

deslocamentos, forcas de superficie e forgas volumétricas do elemento Kk,
respectivamente.

D :é amatriz oriunda da lei de Hooke relacionando as tensdes O
~k

~

com as deformagbes €, no elemento k.

~

Q,, T': representam as regiées que contém o dominio e o contorno

do elemento k, respectivamente.

nel: é o nimero total de elementos finitos.
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Os deslocamentos internos U, , ao longo de €2 , sdo representados

~

através de uma fungéo interpoladora N, que é escrita em termos dos

deslocamentos nodais U , indicado na figura 3.1, isto é:
~k

Uk = NUk (33)

Figura 3.1- Representacdo dos deslocamentos transversais no interior

do elemento finito em fungdo dos deslocamentos transversais nodais.

A partir de (3.3) e da relagdo deformagédo/deslocamento C , as
~k

deformagdes dos pontos nodais €, podem ser escritas como:

€k = Ck Uk (34)

Com isso, a expresséo (3.2) pode ser alterada para:
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nel
dn=3| [ 8Uf C} D, C, Uy d, — [ 8Uy By dQy -
k=t =~ ~ ~ ~ =~ Q - -

~ [8Ug P dIy [=0 (35)
Ik - -~

A expressdo (3.5), para cada elemento, pode ser fatorada e ser

apresentada na forma:

nel
dn=Y18Uf| | Cf Dy Cy Uy dQy — [ B dQy — [Pcdly | =0
k=t] ~lo% -~ -~ = ~ O - Tk ~

(3.6)

Como a variagao SUII é arbitraria, a equagao (3.6) pode ser escrita

~

como:

nel
on = 2{[J C;(r Dk Ck ko:|Uk_ j Bk ko - _[Pk dFk}=0
k=1l ~ ~ -~

(3.7)
Efetuando-se o calculo das integrais em um elemento k, pode-se
escrever que:
_ T
ke = [ Cx Dy Cy dQy (3.8)
-~ g - - -
fk = J Bdek + JPdek (39)
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Substituindo-se as integrais calculadas ( 3.8) e (3.9) em (3.7),tem-se
que:

81t=nzel{

kk Uk— fk} = O (3.10)
k=1 ~

~ ~

Ao computar-se a contribuicdo de todos os elementos finitos, o

sistema algébrico pode ser escrito como:

KU=F (3.11)

~ o~ ~

Onde:

U, F: sdo os vetores que contém os deslocamentos e forgas nodais

equivalentes de todos os nds.

Um dos fatores que influencia nos resultados de uma simulagéo
numérica consiste no tipo de elementos utilizados pela formulagéo. A seguir
é apresentada uma classificagdo concisa de elementos finitos, que em
muitos casos podem ser adotados por outros métodos numéricos, por
exemplo, o método dos elementos de contorno.

Os elementos podem receber diversas classificagbes, dentre elas:
Quanto a dimenséo:
Unidimensionais: Elementos lineares
Bidimensionais: ~ Elementos de superficie
Tridimensionais:  Elementos sélidos

Quanto a ordem das fungdes interpoladoras:

Constante: Quando nédo ha variagédo da fungéo no elemento
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Linear: A fungéo é de primeiro grau

Quadratico: A fungéo tem ordem igual a dois.

Ordem superior. A fungao tem grau superior a dois.

Quanto a nao uniformidade da ordem das fungdes interpoladoras da

geometria e das variaveis do contorno:

Hipoparamétrica. Quando a ordem das  fungdes
interpoladoras da geometria é menor que as das variaveis do contorno

Hiperparamétrica: Quando a ordem das fungées interpoladoras
da geometria é maior que as das variaveis do contomo

Isoparamétrica: Quando ambas fungdes interpoladoras tém

a mesma ordem

Neste trabalho, elementos estruturais de superficie, na modalidade de
placas, sdo analisados pelo método dos elementos finitos. Varias
formulagdes de elementos finitos triangulares para analise de placas foram
desenvolvidas por pesquisadores, dentre elas constam o DKT(Discrete
Kirchoff Theory) e o HSM(Hybrid Stress Model). A partir dos bons resultados
apresentados por estes elementos na andlise de placas delgadas, eles s&o
utilizados, neste trabalho, para gerar a matriz de rigidez dos elementos
estruturais de superficie em problemas de interagéo solo-estrutura.

As formulagdes dos elementos finitos DKT e HSM, extraidas de

BATOZ et al. (1980), sdo apresentadas na sequéncia.

3.3) ELEMENTO FINITO DKT(Discrete Kirchhoff Theory)

O DKT é um elemento triangular com nés situados nos vértices e nos
pontos médios dos lados. Os graus de liberdade, associados a cada né dos
vértices, sdo duas rotagbes e um deslocamento transversal. Nos nés
auxiliares dos pontos médios existe apenas um grau de liberdade

representando a rotacdo da secéo transversal, como mostra a figura 3.2.
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X
2 ¢x2

Figura 3.2 - Parametros nodais e nés auxiliares do elemento DKT.

2

O elemento é desenvolvido, inicialmente, utilizando a teoria de
Reissner e a parcela devida a energia de deformagédo do funcional da

energia potencial minima (2.57) , que pode ser expressa na forma matricial
por:

U, =jleTDe dA (3.12)
A2 ~ -
Onde:

€: é o vetor que contém as deformagoes.

~

D : é a matriz que representa o tensor de quarta ordem Eijkl dado em
(2.58a).

A: é a area do elemento.

As deformacgbes € podem ser divididas em duas parcelas, a saber:

a) Proveniente da flexdo, e pode ser representada por:

(3.12a)
..b ~

Onde € e K sdo os vetores que contém as componentes de
...b ~

deformagdes e das curvaturas, respectivamente, isto é :
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€11
~b
€12
01
010 +054

A partir de (2.39), (2.40) e (2.41), o vetor K pode ser escrito como:

62,2 =|-0 1 O m22 - Dg'_‘—‘o— 1 (315)
91,2 0 0 2(1 + U) m12 0

b)Proveniente da forga cortante: a partir de (2.35) o vetor das

distorgbes Y pode ser escrito como:

~

0, +w
y=(813)=( 1 '1] (3.16)
- €03 0, +W,

As distorgoes Yy também podem , a partir de (2.32), serem escritas na

~

seguinte forma:

Y=E(I+D)(ql) (3.17)
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Com isso, a energia de deformagdo dada em (3.12), pode ser

subdividida em parcelas provenientes da flexdo Uy, e da forga cortante Uy,
isto € :

U, =U, + U, (3.18)
Onde:
1. T
U, = [=k D kdA 3.19
b £2~ Dk (3.19)
Uy = [2yTD ydA (3.20)
A2~ ~5 .
Com:
En3 1 v 0
D = |0 1 0 (8.21)
~b _ _
12(1 1)) 0 o oo
2
p -3 _Eh (1O (3.22)
~s  12(1+v)\0 1

Substituindo-se (3.14), (3.16) em (3.19), (3.20), respectivamente, tem-
se que:
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U, = Eh® 02, +02, + 200,.,0
b—m{\[ 111055 +200450,54 +
1-v
Ug = > [(91 +w1) (62+w2)2]dA (3.24)
4 A ’

Os momentos e forgas cortantes podem ser expressos por:

My
My,

(ql ] =D ¥y (3.26)
4z ~s -

A contribuigcdo da parcela da energia de deformagéo devida a forga
cortante é desprezada, ja que o objetivo é o estudo de um elemento para

placas delgadas, de maneira que (3.18) pode ser reescrita como:
Ui = Ub (327)

Como a equagdo da energia potencial interna (3.23) é dependente

das derivadas das rotagOes das seg¢des, ha necessidade de formular-se as

equacdes primitivas das rotagdes 04 e 0, , para tanto, estabelece-se as

seguintes hipéteses:

a) As rotagbes das segbes variam quadraticamente sobre o elemento.
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b) A hipétese de Kirchhoff é imposta nos vértices e nos pontos

médios dos lados, isto é:

0;+w; =0 (vértices) (3.28)
B +twg =0 (pontos médios dos lados) (3.29)

¢) O deslocamento vertical varia cubicamente ao longo dos lados.
d) A rotagédo da segéo varia linearmente em relagdo a normal do lado

do elemento.

’
0, =§(9i +9;) (3.30)

onde i, j sdo as extremidades do lado ij do elemento.

As rotacbes das segOes podem ser expressas por uma fungéo, em

coordenadas homogéneas, mostradas na figura 3.2, isto é:
0, =a, +at+an+akt’+akn+amn’ (3.31)

Como alternativa, as rotagcdes das segcbes podem ser expressas

através de expressao do tipo:

Onde:

Bij: é a matriz que possui os valores das rotagdes da segéo

transversal nos nés correspondentes aos vértices e ao pontos medios dos
lados.

N;: sdo as fungdes de formas dadas por:
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N, =262 - &, (i=1,2,3) (3.33a)
Ny = 45,83 (3.33b)
N = 4&,E, (3.33¢)
Ng = 48,85 (3.33d)

O deslocamento vertical pode ser escrito em fungdo de uma

coordenada auxiliar s ao longo do lado, mostrado na figura 3.4, isto é:

w(s) =by +b,s +bss? +b,s® (3.34)

X5 Elastica cubica
Figura 3.4- Variagéo cubica ao longo dos lados do elemento.

Derivando-se (3.34) e substituindo-se os valores de contorno nos nés
de extremidade i,j do lado ij, pode-se escrever o seguinte sistema linear:
w; ) [1 0 0 O]
Wi 0 |ij l% Ii:j)’ b,
= (3.35)
W,g; 0O 1 0 O |bg
W’Sj _0 O 2||J 3|ij_ b4
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Ou na forma inversa dado por:

JAEREE
bai_| 3 3 2 1|V (3.36)
bs) |0 0 21 3l [\Wsi

Com o auxilio de (3.36), os deslocamentos dados por (3.34) podem

ser escritos como:

|, 38s® 2¢® 252 g°
w(s)=|1-——+——|w; + s—|—+—§— W+
Iij Iij ij Iij
3s2 2s? s? 3s?

Derivando-se (3.37) e substituindo-se o valor de s correspondente ao

ponto médio do lado ij, tem-se que:

(3.38)

Para obter-se as rotagbes da segdo transversal 0, e 6, em fungéo
dos parametros nodais ®, localizados apenas nos vértices do triangulo, €
necessario inicialmente escrever as rotagbes da segdo transversal e do

plano médio no sistema de coordenadas (n,s), mostradas na figura 3.4, isto

é:
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0, _|c -s 0, (3.30)
8,) |s c |\8 '
Welo|C S W (3.40)
wol [s —cllw, '

Onde:

c,s : sd0 o cosseno e seno da normal do lado ij em relagéo ao eixo

cartesiano X.

O vetor M contém os parametros nodais finais do elemento e é dado

por:

.
O =(W; 01 Oxr Wao Gxp Oxp W3 O3 Oy23)

~

(3.41)

A partir das equagdes de (3.32) a (3.40), uma relagdo entre as
rotacbes da segdo transversal e os pardmetros nodais pode ser escrita
finalmente, como:

0; =H; (& o, (i=1,2; j=1,9) (3.42)

Onde:

Hyy = 15(agNg —asNs) (3.42a)
Hio = bsNg +bgNg (3.42b)
Hi3 =Ny —c5N5 —CcgNg (3.42c)

H21 = 15(d6N6 - d5N5) ) (342d)
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H22 = —N1 + est + eeNG (3429)

H23 = "'H12 (342f)

Hi4 ,His , Hig ,Hos ,Hos ,Hog s@o obtidos mediante substituigdo

de Ny por N2 , assim como os indices 6 e 5 por 4 e 6, respectivamente, nas
expressoes dadas em (3.42 a-f).

Hy; ,Hyg , Hyg sHo7 ,Hog ,Hsg sdo obtidos mediante substituicéo

de Ny por N3, assim como os indices 6 e 5 por 5 e 4, respectivamente, nas
expressoes dadas em (3.42 a-f).

Com:
) OF
a, = _% (3.429)
o
d, = —% (3.42h)
31 L
bk = __2-X1in2ij (342I)
4 |ij
1 (1 > 1.2 ) .
C, = —| — X5 — — Xoii (3.42j)
k Iﬁ 4 1ij o 2ij

ey = %(1 X2 — Ly ) | (3.42K)
]
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Onde k=4, 5, 6 para os lados ij=23, 31, 12 respectivamente.
A representagcdo geométrica de algumas varidveis utilizadas anteriormente

estao indicadas na figura 3.5.

Xz

s

Figura 3.5-Relagdes geométricas no elemento finito.

Com o auxilio de (3.13) e (3.42 a-f) pode-se escrever uma relagéo

entre o vetor das curvaturas e o vetor dos parametros nodais, isto é:

k=Bw (3.43)
Onde:

_ ] ] -

Xoz1H' +Xo12 H
” ~1,_§ ~1,¥
B(E,M) =— —X4a1H —Xy1oH
~(E.. n) oA 131 ot 112 o
T T T T
—Xqaq H' —XqoH' +XoqH' +X54oH
] 131 e 112 i 231 ok 212 Con

(3.44)

Onde A é a area do elemento; e a forma explicita dos vetores

de (3.44) dados por:



~ 1,§

~ 2,&

-~ 1,11

_t6) i
[ te(1-28)+1(ts

+15) |
rs(1-2n) - &(r,

6n+rs

-2+

—Pe)Tl
_ §)+(P5+ )
P6(1_§§)—(Q5 )q_n(r5+r6)
9 (1 )+rg(1- 28 0
_4+6(@+(111_2{3)+(P4_+%)n
_P?1_2§)—(Q6+n(r4_r6)
. re (1— 28)
_2+6§+_:](P5+P4))
n(%"?s)
'ﬂ(rs — Iy

+1g)

_zg)—n(r5+ )

1;“21(1_ 2E)))+1T‘\1((<:;3 X tcl))

_ te(1af§2g)+ n(r 4__q :36)
_1+r(i—2§)—n(q;
—Jg ] n(t4 +rt§
—?1(((;4 "QS)

—Ps)
+ X;(Pe Ps
_ 5(1_271)_ 5 +0g) .
qz ; _)inr)s (f—(qzn) - &(rs
_4+6(é’;+n&(P4 +P6§

&(as - qre )

PRiToas

CPI: 8 : 223 + ‘2(% - CIs)

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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[ —tg(1-2n)—&(tg — t5) |
1+r5(1-2n)—&(rg +15)
—QS(1—211)+§(Q6 +Q5)

&ty +1ts5)
|:|2n = &(rg —T15) (3.48)
’ -&(qs —qs)

ts(1-2n) - &(ty +1ts)
—1+r5(1-2n)—&(ry —1s5)
i —Q5(1—271)—§(CI4 —QS)_

Substituindo-se (3.43) em (3.23), obtém-se a energia de deformacao

para o elemento em coordenadas homogéneas:

1-n
o' B'D Bodtdn (3.49)

UDKT=
~b~~

N
O

O e, |

Fazendo-se a primeira variagdo do funcional de energia igual a zero,
obtém-se a matriz de rigidez do elemento DKT em relagéo ao sistema de

coordenadas locais do elemento:

11-1
K _=2A[ [ B'D Bdtdn (3.50)
~DKT 0o~ ~b-

Os momentos podem ser calculados substituindo-se (3.26) em (3.42),

obtendo-se:

my,
~b ~ ~
my,
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3.4) ELEMENTO FINITO HSM (Hybrid Stress Model)

O HSM é um elemento triangular da classe de 9 parametros nodais, 3

por nd, mostrados na figura 3.6.

Y2
¢x12
d>)(22

Figura 3.6 - Pardmetros nodais do elemento HSM

Este elemento é desenvolvido segundo a teoria de placas delgadas
de Kirchhoff e utilizando o funcional do modelo hibrido em tens&o, que pode

ser expresso, em fungdo dos momentos, a partir (2.77) e (2.28), a saber:

¥ 12
Eh’ o
+ [ (WG =W oMy = W (Mg )dr (3.52)
r
Onde:

W, W, ,W : s@o os deslocamentos, as rotagoes segundo 0s eixos

n e s no contomo, respectivamente.

gy » Mg ,M,: séo as forcas cortantes, momentos fletores e

momentos volventes no contorno, respectivamente.
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Q, T sdo o dominio e o contorno do plano médio do elemento,
respectivamente.

Para que a discretizagdo do funcional seja implementada, ha
necessidade de que sejam estabelecidas hipéteses para as fungoes
interpoladoras presentes no elemento, tais como:

a) Os momentos tém variagéo linear no interior do elemento.

b) O deslocamento vertical varia cubicamente ao longo dos lados do

elemento.
c) A derivada do deslocamento vertical em relagao a normal do lado

tem variagéo linear.
A funcdo interpoladora, que rege a distribuigéo linear dos momentos

ao longo do dominio Q, pode ser escrita como:

M= XB (3.53)

1
X=l0 0o 0 1 x x, 00 0 (3.54)
"o o

BT=(B1 B, Bs Bs Bs Be Bz Bs Bo) (3.55)

Onde B é um vetor de nove parametros generalizados.

~

Os deslocamentos verticais sé@o representados por uma fungéo
interpoladora cubica semelhante a utilizada no elemento DKT, s6 que é

escrita em coordenadas adimensionais ¢, isto é:
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w =Hgw; +Hgow; +Hjw +Hiw (3.56)
onde:

Hi, =1-3¢? +2¢° (3.56a)
Hg,z =3¢? - 2¢° (3.56b)
HI, = Iij(g—2<;2 +g3) (3.56¢)
Hi; = 1(-¢% +¢°) (3.56)

A rotagdo relativa a normal do lado ij é representada por:
w, =(1-gwh +ewh (3.57)

A parcela do funcional hibrido, devido a energia complementar, pode

ser expressa por:
1 T -1
Uy=-— [M D'MdQ (3.58)
2 o~ ~ -
A partir de (3.53), a expresséao (3.58) pode ser escrita como:
U, = —%jBT XTD' XB dQ (3.58a)
Q ~ -~ -~ ~ ~

Ou forma mais compacta como:
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U, = —%BT HP (3.59)
Onde:

H=[X"D™' XdQ (3.59)
A

O produto matricial do lado direito da expresséo (3.59a) gera uma

matriz , cujos elementos sdo formados pelo produto de cada elemento da

matriz D~ por uma mesma matriz ¢ , isto é:

~
~

C110 Ci20 Ci30
H=|Cp10 Cxp® Cp30 (3.60)

\C31¢ Capp® Ca3d

~

Onde:
1 X Xo
o=f|x xFf xx dQ (3.61)

T Qx, XXy X5

Os momentos e os produtos de inércia de uma area sdo definidos,
respectivamente, por:

lyy = [ x§dQ (3.62)
Q



61

lpp = [ x5dQ (3.63)
Q

|12 = IX1X2dQ (364)
Q

Levando-se (3.62), (3.63), (3.64) em (3.61), tem-se:

A 0 O
0 Iz Iy

Para o caso de elementos triangulares, os momentos de inércia e o

produto de inércia, em relagdo aos eixos baricéntricos, podem escritos

como:
loq = % oc; o (p,g=12) (3.66a)
Onde:
0c~p = (Xp  Xg Xk) (P=12) (3.66b)
Sendo X, X Xpkas coordenadas cartesianas dos vértices i, j, K
do elemento.

A contribui¢do do lado ij na parcela do funcional hibrido, referente ao

trabalho das cargas externas no elemento, € expressa por:



U, = [(wa, -w,m, —wm,)dl

T

Com o auxilio de (2.20), (2.21), (3.53) tem-se :

Rij =

~

Cujas

R' =

R? =
...U

R® =

~|l

onde:

(R;j R Rﬁ)

sub-matrizes sao dadas por:

0 C 0
CS  CSXq;  CSX,

0 0 S
—8S —8SX; —SSX,
—CS —CSXq —CSXp

0 S

—2Cs — 2CSXy
—(02 —sz) —(02 —s‘e)x1

— 2CsX,

- (c2 - sz)x2

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(8.70)

(8.71)

(3.72)
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c: é o cosseno da normal do lado ij

s: é 0 seno da normal do lado ij

A partir de (3.40), (3.56) e (3.57), pode-se escrever:

w
W’n = Llj 7\‘11 (373)*
W g .
Onde:
}\’ij = (Wi e-“ 62i W] 611 921) (374)
Hor  cHi; sH}; Hp cHi,  sHi
Li=| 0 s(1-¢) -c(1-g) O G —cC

~ 1 1 1 1 1 1
H01,g CH11,<; SH11,<; H02,<; CH12,<; SH12,<;

(3.75)

A partir de (3.68) e (2.73), a equagéo (3.67) pode ser expressa por:

U, =B" GjA; (3.76)’
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Onde:

Iij
G; = |Rj Ly ds (3.77)
- 0 ~ -~

A matriz Gij para cada lado ii do elemento é dada por:

-~

G; = [G,} G: G,?) (3.78)
Onde:
—cs ~1/2 c2x1ij )
-1/ 2 Xgj — CSXy 1/12 x5; = 1/2 ¢®XxyXy
- CSXyp, —1/2 €xy; Xz
cs ~1/2 8%xy;
G'= CSXy, —1/12 x4 =172 8xgXy,
o 1/2 Xq + CSXp -1/ 6 XyyXgy -1/ 2 82X g%,
c?-s® - CSXy;
172 xy; + (02 - sz) X1y %X X1y
-1/2 %5 + (02 - 32) o 1/6 X5 +5°Xp; X,

(3.79)



—1/2 ¢xy;,
~1/12x5; —1/2 czxziszk

T 112 -1/ 2 %% Xy
- CSXypj;

1/6 X5 + C¥XqyXq

2
C™Xq5X2k

—1/2 ¢y
—1/12 x5 —1/2 cxq; Xz
—1/2 6®xqyXg
-1/2 Szx1ij
93 =1 1712 x5 -1/ 2 %xq; X,
- CsXy;

2
S Xaj X1k

2 2

1/6 XyjXgy + 1/2 s%Xy Xy, —1/12 X3 —1/2 szxziszk
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Ccs
~1/2 Xp; +C8Xyy
CSXgy
—-CSs
— CSXq,

1/2 X4 — C8Xg
) (02 . Sz)

1/2 Xq; - (c2 - 32)x1k
-1/2 Xy -(02 -sz)x2k

(3.80)
~1/2 ¢?xy;, )
1/6 Xy Xgy; =1/ 2 €% Xy %4
1/12 x3; - 1/2 ¢®xp; Xz,
—1/2 8%xy;
-1/ 2 8% XXy

~1/6 x§; + czx1ijx1k

2
C™ X4 X2k

(3.81)

Ao computar-se a contribuicdo de todos os lados do elemento, a

parcela do funcional hibrido devido as cargas externas pode ser expressa

por:

Uy =B’ GA

(3.82)
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onde:

GA =Gy Apt Gog Aog+ Gy Ags (3.83)

O funcional hibrido total pode ser representado por:

Onde:
B=H"'GA (3.85)

Substituindo-se (3.85) em (3.84) , e sabendo-se que H é uma matriz

simétrica , tem-se:
Ungy = %M GTH' GA (3.86)

Fazendo-se a primeira variagao do funcional hibrido em tensdes igual
a zero, obtém-se a matriz de rigidez do elemento HSM

K =G H'G (3.87)

A partir de (3.85) e (3.53), os momentos podem ser escritos como:

M=PH'GA (3.88)



67

3.5) VETOR DAS CARGAS ,NODAIS EQUIVALENTES

O vetor das cargas nodais equivalentes é igual ao vetor das derivadas
do trabalho das cargas externas em relagéo aos deslocamentos.

Nos elementos HSM e DKT, o trabalho externo das cargas nodais
equivalentes, correspondentes aos graus de liberdade presentes em um né

i, pode ser expresso por:
To =QW; +M Wy +MyW, (3.89)

Onde:
g, m;, M2 sdo as cargas nodais equivalentes relativo a carga

transversal e aos momentos, respectivamente.

As fungdes interpoladoras das forgas de superficie s&@o representadas
por g(X;, Xz), My(X}, Xp), My(X, Xp). Neste trabalho sera
desenvolvida apenas a fungéo para g(Xl, X2).

As forcas de superficie transversais e as cargas nodais equivalentes

sao mostradas na figura 3.7.

Figura 3.7 - Forgas de superficie e cargas nodais equivalentes

O trabalho das cargas externas pode ser expresso por:
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To = [ 9(Xy, X2 )W(Xy, X5 )dA (3.90)
A

Onde:

W(Xl, x2): é a funcao interpoladora dos deslocamentos no dominio

do elemento.
A: é a area do elemento.

Em ambos elementos, isto é, DKT e HSM, para efeito de célculo do
vetor de cargas nodais, a fungdo interpoladora dos deslocamentos, assim
como para as forgas de superficie sera admitida variando linearmente no
dominio, conforme indicada na figura 3.8 e podendo ser expressa por:

w=wE; +w;&; + w, &g (3.91)

Analogamente, as forgas de superficie podem ser expressas por:

g=0i& +9;82 + &3 (3.92)

Figura 3.8- Variagdo linear do deslocamento transversal e da forga de

superficie no interior do elemento finito.

A transformagcao dos eixos cartesianos para o homogéneo é obtida a

partir da seguinte relagao:
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& 1
£, =2 x, (3.93)
Es Xy

Z é a matriz de transformagao de coordenadas cartesianas para as

~

coordenadas homogéneas, REDDY(1984).
Substituindo-se (3.91) ,(3.92) em (3.90), obtém-se:
Te = I(9i§1 +9;82 + gk&S)(Wi§1 + w8, + Wkga)dA
A
(3.94)

Ao minimizar-se a energia potencial devida as cargas externas, pode-

se escrever que:

aTe
F; g}’r"l 3 §122 §1€3 | (g
Fi |= 5W—e_ = [|&€2 &5 ExE3 OA g;
Fi aTej Mets Eofs €5 9k
\OWK

(3.95)

A integral do tipo [ f(€,,€,,&, )JA pode ser calculada como:
A

MNying!Ing!
EMERETBGA = 2A (3.96)
,2[ 172 =8 (ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3+2)!

Com isso , o vetor de cargas nodais pode ser dado por:



70

Fi gi
Fy Ok
Onde:
A 2 1 1
Q=E 1 2 1 (3.98)
) 112

Para o caso mais corrente, onde a forca de superficie é constante

sobre o dominio, (3.98) pode ser simplificada para:

F |=9Al1 (3.99)
3



CAPITULO 4
EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO
4.1) Introducao

Neste capitulo sdo apresentados os problemas elasticos
fundamentais tridimensionais genéricos e suas respectivas solugdes.
Também sdo mostradas as equagodes integrais que fazem uma ligagéo entre
os problemas elasticos reais e os fundamentais. Sdo deduzidas as

equagoOes integrais para solidos tridimensionais genéricos.
4.1.1)Generalidades

Na analise dos problemas elasticos, hd necessidade de determinagéo
das varidveis associadas aos campos de deslocamentos, de deformagdes e
de tensdes. A partir das relagbes e teoremas fornecidos pela teoria da
elasticidade, uma representacéo integral pode ser escrita envolvendo dois

tipos de problemas: O primeiro esta associado ao problema fundamental
definidlo em um dominio infinto Q" e sendo representado pelas
componentes vetoriais Uj , P; e tensoriais Gjy , €. O segundo tipo & de
fato o problema real, definido em um dominio finito Q, que é uma sub-

regiao de Q" sendo representado pelas componentes vetoriais uij , pij e

pelas componentes tensoriais Gk » Eii» © ainda caracterizado pelas

condigbes de contorno naturais e essenciais.
4.2) Problema elastico fundamental

O problema elastico fundamental estd sujeito as mesmas leis e

teoremas da elasticidade dos problemas reais. Quando o problema
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fundamental estd submetido a apenas um estado de carregamento devido a
agdo de uma carga unitaria aplicada no ponto p, na diregéo i, e com efeito
observado no ponto s, na diregdo j a equagdo governante dos solidos

elasticos, isto é, a equagéo de Navier, pode ser escrita como:

1

* % 1
muik,jk + uij,kk + 68(p, S)Sij =0 (41)

Onde:

5(p, S): é a distribuicao conhecida como delta de Dirac
d: é o delta de Kronecker.

v, G: sdo as constantes elasticas coeficiente de Poisson e médulo

de elasticidade transversal, respectivamente.

A solugdo da equagdo diferencial (4.1) é conhecida como solugéo
fundamental em deslocamentos u;; .

As solugbes fundamentais estdo vinculadas as caracteristicas do
dominio e do contorno da regido onde o problema elastico fundamental
esta definido, que podem ser divididos em dois grupos: O primeiro € o
problema fundamental de Kelvin, ja o segundo é conhecido como problema
fundamental de Mindlin. Este ultimo, quando sujeito a algumas condigdes
particulares, também & conhecido problema fundamental de Boussinesq-
Cerruti.

4.2.1) Solugao Fundamental de Kelvin

LOVE(1944) apresentou as andlises de Kelvin para os problemas

elasticos fundamentais definidos em um meio infinito ", cujo material
constituinte era elastico, homogéneo e isétropo, quando submetidos a agao

de uma carga unitaria concentrada, conforme mostrado na figura 4.1.
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Figura 4.1-Figura adaptada de NAKAGUMA(1979) para o
problema de Kelvin

A solugdo da equagdo de Navier do problema elastico fundamental

infinito envolvendo andlises tridimensionais, conforme Kelvin, é dada por:

P 1
"I = Ten(1— v)Gr

[(3 —4v)5; + r,jr'i] (i,j=1,23) (4.2

A solugdo fundamental em deformagdes pode ser obtida a partir da
relacdo deformagéo/deslocamento. Com isso, pode-se obter o tensor das
deformagdes dado por:

8}}1( == L >

16m(1-v)Gr

{(1 — 21))[r,k8ij + r,jﬁik] —1;8; + 3r,ir,jr,k}
(i,j,k=1,2,3) (4.3)
Por intermédio das equagdes constitutivas do meio

elastico, obtém-se a solugdo fundamental em tensées, cujo tensor

pode ser representado por:
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_ P n)Grz {(1 - 21))[r’k5ij +1;0y — r,iSjk] + 3r,ir,jr’k}

(i,j,k=1,2,3) 4.4)

Através das relagbes de Cauchy, obtém-se a solugédo fundamental em

termos de forcas de superficie, ou seja:
Pji = CjikMk (4.5)

Levando-se (4.4) em (4.5), obtém-se:

p}} = {r,n[(l —20)3; + 3(r,ir,j)] —

~ 8n(l-v)?

—@-20)rn; - o)} Gi=123)  (46)

4.2.2) Solugao Fundamental de Mindlin

Mindlin estudou problemas elasticos fundamentais definidos em um
meio semi-infinito Q*, cujo material constituinte era elastico, homogéneo e
isétropo, quando submetidos a agdo de uma carga unitaria concentrada. Ele
assumiu que a superficie do contomo, definida em X3 =0, era

considerada livre de forgas de superficie. A representagdo geométrica do

problema elastico fundamental de Mindlin € mostrada na figura 4.2.
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Figura4.2 -Adaptada de NAGAKUMA(1979) para o problema de
Mindlin

As equagdes explicitas da solugdo fundamental em
deslocamentos foram extraidas de MINDLIN(1936), a saber:

r=.4n, (i=1,2,3) (4.72)
R=\RR, (i=1,2,3) (4.7b)
r = X% (p) — x;(s) (i=1,2,3) (4.7¢)
Ri = Xi(p) - x;(s’) (i=1,2,3) (4.7d)
C=X3(s)>0 (4.7€)
z=X%53(q)>0 (4.7f)
Ky (1) 4.79)

~ 8rE(1- )
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Ky =——— (4.7h)

r R r3 R3 R3 RZ

4(1-v)(1-2v) r2 _
"TTR+R, [l "RR+ m)}} @7

. {(3—4U)+l+ﬁ2_+(3—41))r12 +Zcz(l_§i]+

0 = Korr l+3—41)_6cz_4(1—1))(1—21)) @7
12 =%d12) 37 TRS T RS T R(R+R,)? .

. r, (3-4v), 6czR; 4(1—v)(1-2v)
Uy = kdﬁ{;;*' B R + RRA+R,) (4.71)

Upq = U] (4.7m)

Uy, =

2 2 2
—4 —4v 3r,

r R r3 R3 R3 R2
. 4(1-v)(1-2v) . r? @)
R+R; R(R+Rj) '
v T
UZ3 = "rgu13 (470)
1

. r, (3-4v)r; 60zR; 4(1—v)(1-2v)
Us = kdrl{r—3 + 3 + RS - RR+R,) (4.7p)
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2 2 2
. ry (3-4v) 6czR; 8(1-v) -(3-4v
u33=kd{ri3+ —+ R53+ ( )R ) 4

(4.71)

(3-4v)R? - 2cz
+ R3

A solucdo fundamental em fungédo das tensées e das forcas de
superficie, podem ser encontradas em NAKAGUMA(1979) na forma
explicita, ou na forma indicial descritas em TELLES(1986).

4.2.3) Solugdo Fundamental de Boussinesqg-Cerruti

Boussinesq analisou o comportamento de superficies de semi-
espacos  eldsticos, homogéneo e isétropos em que carregamentos
concentrados eram aplicados na superficie com diregédo normal a esta.

Uma andlise, semelhante 4 de Boussinesq, foi feita por Cerruti, em
que levava-se em conta apenas o efeito de cargas concentradas aplicadas
tangencialmente a superficie do semi-espaco.

Com isso, o problema de Boussinesqg-Cerruti pode ser considerado
um caso particular da solugdo de Mindlin. A representagcao geométrica do

problema é apresentada pela figura 4.3.
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Figura 4.3 - Problema de Boussinesqg-Cerruti

As equagdes da solugdo fundamental de Boussinesqg-Cerruti podem
ser escritas na forma indicial, como:

e 1 y
Uj =5 [(1-)3; +oryr; ] (ij=1,2) (4.8)
) 1 (1 1
U =& {(5 — 1))[j + 03 {(l — )+ r,j(u - EH}
(i=1,2,3) (4.8a)
U;j = —(—1)83j ujs (=1,2,3) (4.8b)

4.3) Corpos tridimensionais infinitos

A representagdo integral para os problemas elésticos envolve os

campos de deslocamentos, de deformagdes e de tensbes. Os dois ultimos
estdo diretamente relacionados através da lei de Hooke, de forma que ha

necessidade que seja implementada apenas a representagéo integral de um
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deles para que o outro esteja automaticamente determinado. A solugéo

fundamental, que é incorporada na representagéo integral dos corpos

tridimensionais infinitos, é a de Kelvin.
4.3.1) Representacéo Integral para o campo de deslocamento

A representagdo integral para o campo de deslocamento pode ser
dividida em duas etapas: a primeira é caractetizada quando o ponto fonte
esta no dominio, a representagéo integral recebe o nome de equagéo
integral para pontos de dominio. Ja a segunda ieguﬁa/a etapa , quando o
ponto fonte esta no contorno do corpo, a representagao integral é conhecida
como equagdo integral para pontos de contorno.

As equagdes integrais, para 0s pontos de dominio, podem ser obtidas

por intermédio de uma variedade de métodos, dentre eles, tem-se:

a)Técnica do residuo ponderado.

b)Teorema da reciprocidade.

A técnica do residuo ponderado, por ser empregada em outros
métodos numéricos, sera apresentada neste trabalho.

Para que o equilibrio do corpo esteja garantido, & necessario obter-se
a solugédo das equacgdes diferenciais de equilibrio (2.5). A solugdo exata é
viabilizada apenas em alguns casos particulares, de sorte que sao adotadas
solugbes aproximadas; 0 erro obtido pela admiss@o dessa solugdo €

minimizado igualando-se a zero, 0 resultado da integragdo de um integrando
formado pelo produto de (2.5) por uma fungéo ponderadora u’jki, de forma

que pode-se escrever:

[(oy; +bi)ujo="0 (ij=1,2,3) (4.9)
Q
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O contorno T pode ser dividido em I'y e I'; onde condigdes essenciais

u, =u, e condigbes naturais p, =p, estéo prescritas.

Ao integrar-se por partes (4.9) duas vezes, e pela imposi¢cdo das

condigdes naturais e essenciais, pode-se escrever que:

J'G,” Id£2+jbu dQ = - [pujdl' + [pujdl +

Iq I'o
+ [uipjdl'+ [u;pjdl’ (j=1,23) (4.10)
Iq I'o

Escolhendo u;} como a solugdo fundamental relativo a uma carga

unitaria de direcdo k e aplicada na diregdo j, portanto, satisfazendo a

equacao de equilibrio, isto é:

i +0(,8)3; =0 (,j=1,2,3) (4.11)

Sabendo-se que a integragdo da fungdo de distribuigdo de Dirac ao

longo do dominio fornece um valor unitario , pode-se escrever que:

(4.12)

[ 8(p.8)8;u;dQ = d;u; =y
Q

Com o auxilio de (4.12) e (4.10), escreve-se a identidade de

Somigliana como:

b.dPs- (ik=1,2,3) (4.13)

= —[u;p;dl + 1jﬂu}'}pjdl“ + [ugb;
. .
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A identidade de Somigliana é valida para pontos do dominio. Quando
o ponto fonte migra ponto i do contorno ha necessidade de um artificio
matematico para equacionar-se tal ponto. Um artificio é adicionar uma

superficie esférica no ponto /, e com isso, 0 contorno passa a ser
I'=C-T +T, como mostrado na figura 4.4. Com esta modificagao

ponto i passa a pertencer ao dominio Q, portanto, pode-se aplicar (4.13).

Figura 4.4 - Ponto fonte situado no contorno

u = _j uj p;dl’ - _j pju;dl’ + _j ujb;dQ
r-T +T¢ r-T +T¢ Q-0 +Q

(i,j=1,2,3) (4.14)
A fim de retornar ao contorno primitivo basta € — 0 ,i:s — 0, isto é:

=)

u; =|imrg_)0[ [ujp;dr - [pjudl + JuipdQ |+
r-r r-r Q-Q

+1lim, 0| Jujp;dl - [pjudr+ Jujb,dQ|  (4.15)
Te Te Te

Ao computar-se o limite dos termos que estdo definidos em

r-r | e Q- Q isto &, referentes a primeira parcela de (4.15), obtém-se:
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Jujip;dl’ = [ pju;dl + [ujb,dQ (4.16)
T r Q

O limite da segunda parcela da equagao (4.15) pode ser dividido em
duas partes, consistindo na presenc¢a ou nao de fortes singularidades. Os
termos ausentes de fortes singularidades ao calcular-se o limite, tendendo o

raio a zero, obtém-se:

lim,_ [ Ujp;dl =0 (4.17)
r

lim,_,o [ujb,dl’ =0 (4.18)
r

O termo que apresenta forte singularidade é:

lim, o [pju;dl (i,j=1,2,3) (4.19)
I

€
Para superar a descontinuidade originada pela singularidade € utilizar

de um artificio de somar e subtrair o mesmo termo auxiliar em (4.17), como

mostrado abaixo:

im, o [ Pj[u;() -y @)Ar +lim,_, [Pjui(p)l  (4.20)

Te e

Assumindo que é valida a condigdo de Hélder, isto é:

luj(s) - u;(p) < Be* (4.21)

Onde:
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B e o sdo numeros positivos.
Substituindo-se a condicdo Holder no primeiro termo de (4.20),

encontra-se o valor zero, quando efetuado o calculo do limite.

Por ser uma esfera, o corpo que foi anexado ao contorno primitivo,
algumas relagdes matematicas podem ser incorporadas, a saber:

A normal da superfice da esfera e o raio tem a mesma dire¢do, isto é:

fy=1

As forgas de superficie fundamentais p;} tornam-se simplificadas

devido a um termo contribuinte ser nulo, isto é:
(rinj—rin;)=0 (4.22)
O diferencial de area do setor de esfera pode ser escrito como:

dr’ = 2¢e2do (4.23)

Com isso, 0 segundo termo de (4.19) pode ser escrito como:
0 LY

¢
lim,_,q {J’ — 2—(1—1_—)[(1 - 20)3; - 3r, r,j]dq)} = %Sijui (4.24)

Com o auxilio de (4.24),(4.16), a identidade de Somigliana pode ser
representada por:
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C(P)u;(P) + [ pj (p,s)u; (s)dT(s) = [ uj(p,s)p;(s)dI(s) +
T r

+ [uj(p,s)b;(s)dQ  (ij=1,23)  (4.25)
Q

onde:

Cij p) = (2%1_?9) jj» com ¢ em radianos.  (i,j=1,2,3) (4.26)

Com isso, a identidade de Somiliana pode ser escrita numa forma

global, ou seja, envolvendo pontos situados no dominio ou no contorno,

bastando adequar o valor de Cij ao problema equivalente, isto é:

1, sepe Q
Cy(p) =1 (i,j=1,2,3) (4.27)
(2 - )

. 27

,sep el

4.3.2) Representacao integral para o campo das tensoes

De forma andloga ao campo de deslocamentos, a representagéo
integral é dividida nas mesmas duas etapas.

O campo das tensdes, para pontos de dominio, pode ser obtido a
partir de diferenciacdes nas equagdes que regem o campo dos
deslocamentos.

Com isso, a partir da identidade de Somigliana, uma equagéo integral

representando campo das tensdes que um ponto p esté sujeito, &€ dada por:
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6;(P) = —[ ojuydl + [ €5, Py AT + [ Oy dQ (4.28)
T r Q

Ha necessidade de escrever-se o estado de tensdes de pontos
situados no contorno do corpo. Andlogo ao que acontece no campo de
deslocamentos, quando o ponto fonte se encontra sobre o contorno ocorrem
fortes singularidades no calculo das integrais.

Um artificio analogo ao utilizado no campo dos deslocamentos pode
ser implementado para obtengdo da equacgéo integral, que representa o
estado de tensdes. No caso de pontos situados sobre contorno sem

presenca de angulosidades, a representagao integral pode ser escrita como:
1 * * *
—2—0“ (p) = _I Gijkukdr + J.Sijkpkdl_‘ + Jcijkbkdg (429)
r r Q

4.4) Corpos tridimensionais semi-infinitos

Para um meio continuo semi-infinito equagdes semelhantes as
montadas anteriormente podem ser obtidas analogamente, mudando-se
apenas a solugédo fundamental, que agora passa ser a de Mindlin. No estudo
que se refere este trabalho serdo compatibilizados apenas os
deslocamentos verticais da interface placa-solo. Neste caso, a equagéo

integral para o deslocamento vettical é dada por:

r Q

Observar que neste caso o coeficiente Cg5 tem valor igual a um.



CAPITULO 5
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
5.1) Introducéo

Neste capitulo é obtida a representagéo algébrica, a partir das
equacgdes integrais, apresentadas no capitulo 4, para problemas
tridimensionais genéricos. Na seqiiéncia é obtida a representagédo algébrica
de um meio continuo semi-infinito, que serd posteriormente utilizada
modelar o solo. Convém enfatizar que 0 sistema algébrico obtido pelo MEF
modelando a placa, e a representagdo algébrica obtida pelo MEC
modelando a superficie do solo seréo acoplados no intuito determinar as

variaveis presentes na interagao placa-solo.
5.2) Discretizagéo das equacdes integrais

Escrevendo-se a identidade de Somigliana (4.13) na forma matricial

tem-se que:

CU=-[P*Udr+[U"Pdr+ U BdQ (5.1)
A U r- - Q™ 7

A solucdo exata de (5.1) nao esta disponivel na maioria dos
problemas existentes. Uma alternativa, para superar este inconveniente, €
resolver as equagdes integrais numericamente.

A solug@o numérica requer que a superficie de contorno I" da regiao,
onde o problema elastico genérico esteja definido, seja dividido em um
numero finito de regides menores, que sao denominadas de elementos de
contorno. Na presenca de forgas volumétricas o dominio do corpo £ é
dividido em um namero finito de sub-regides chamadas de células, que s@o

representados na figura 5.1.
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(ol (o>

Figura 5.1-Representacdo da discretizagdo do corpo em elementos
de contorno (a) e em células(b).

Ao computar-se a contribuicao de cada elemento e de cada célula, as
de equagbes integrais (5.1) podem ser expressas de uma outra maneira, a

saber:

n n
cu=-Y|[P*®"dr|up+3Y|[U*®" dr|Py +
k=1.T k=1l =~ ~

~ ~

ncel T
+Y|Ju"Y dr (B} (5.2)

I=l{r -~ ~

Onde:
n: é o numero de elementos de contorno.

ncel: é o numero de células do dominio.

n n ~ .
u, P : sdo os vetores dos valores nodais dos deslocamentos e
~k ~k

forcas de superficie, respectivamente, no elemento k.

m 7 . ae
B : é o vetor dos valores nodais das forgas volumétricas na
~1

célula I.

(I)T, ¥ :sd0 as matrizes compostas por fungdes interpoladoras

-~

das varidveis de contorno e das forgas volumétricas, respectivamente.
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O sistema de equagdes algébricas é obtido a partir do sistema de
equacdes integrais, através do calculo das respectivas integrais. O

resultado das integragdes nos elementos pode ser representado por:

hk = [U* @Tdl (5.3)
MR A
gt =[P @Tdl (5.4)
-~ r ~ ~
b'= U ¥'dQ (5.5)

~

Através da somatéria das sub-matrizes contribuintes dos elementos e

células, o sistema algébrico toma a forma de:

n n ncel
CU=-Yh*Up +Y.g"Pf + 2bB (5.6)
. k=1~ k=1 ~ I=1~

O sistema, expresso por (5.6),pode ainda ser escrito em matrizes

globais , isto é:

CU=-HU+GP+DB (5.7)

~ o~

A matriz C pode ser incorporada na matriz H, ja que seus elementos

possuem as mesmas posicoes dos elementos das submatrizes da diagonal

principal de H, de forma que o sistema (5.8) pode ser escrito como:

HU= GP+DB (5.8)
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Onde:

U P: sio os vetores que contém as componentes de

deslocamentos e de forgas de superficie, respectivamente, de todos os nos

associados as variaveis de contorno.

B: é o vetor que contém as componentes das forgas de volume de

todos os nés discretizados no dominio

G, H, D : sdo as matrizes que contém as contribuicées de todas

sub-matrizes gk, hk, bk , respectivamente.

~

Apés a imposi¢do das condi¢des de contorno em (5.8), seguida da
separacédo entre os termos conhecidos e os desconhecidos, obtém-se um

sistema linear que pode ser apresentado como:

AY =F (5.8a)
Onde:
A : & a matriz dos coeficientes conhecidos, que multiplicam as

~

incégnitas do problema

Y : & o0 vetor das incdgnitas do problema, que pode ser formado

~

por deslocamentos e forgas de superficie.

F 6 o vetor dos termos independentes, cujo todos seus

~

elementos sao conhecidos

Para encontrar as incégnitas do problema elastico basta utilizar os

procedimentos cldssicos de resolugéo de sistemas lineares, enfatizando-se

que a matriz A n&o possui simetria.
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Somente a determinagdo das varidveis no contorno nao torna a
andlise do problema elastico completa, restando-se ainda determinar os
deslocamentos e o estado de tensdes dos pontos pertencentes ao dominio.

A equagdo integral (4.28), representando o campo das tensdes, pode

ser escrita na forma matricial como:
c=-[S"Udl'+ [E"Pdr'+ [S*bdQ (5.9)
- r -~ r- -~ Q" -

A discretizagdo da equagdo integral (5.9) pode ser feita de maneira
analoga ao implementado na representacdo da identidade de Somigliana ,
de forma que a representagdo integral para as tensdes , levando-se em
conta a contribuicdo de cada elemento de contorno e de cada célula, pode

ser expressa por:
* =T 4 # 2T
[s*@ dr|UR+Y|[E"® dr'|P¢+
- | EAPO

ncel . T
+Y|[E"¥ dr|B[ (5.10)

I=tir -~

A representacdo algébrica das tensbes pode ser obtida através do

célculo das integrais contribuintes de cada elemento, isto é:

sk=[8" @"dr (5.11)
SR A

e“=[E" @'dr (5.12)
A
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t'=[8" ¥'dQ (5.13)
A

Através da somatdria das sub-matrizes contribuintes dos elementos, a

expressao algébrica toma a forma de:

n n ncel
c=-Ys"Ul + Y e*P + Y t'B" (5.14)
- k=t ~ k=1~ =1~

A expressdo (5.14) pode ainda ser escrita em matrizes globais , isto

c=-SU+EP+TB (5.15)
Onde:
S ET : s&0 as matrizes que contém as contribuigcées de todas

sub-matrizes Sk, ek, £k

, respectivamente.

Apos a resolugdo do sistema linear (5.8), as incégnitas associadas as
variaveis de contorno sao determinadas, de forma que o campo das tensdes
pode ser obtido diretamente de (5.15), uma vez que todos os vetores e
matrizes ja sdo conhecidos.

A andlise do problema elastico é finalizada com a determinagéo do
terceiro campo, isto é: o estado de deformagdes. Aplicando a lei de Hooke
no campo das tensdes, obtém-se o campo das deformacgdes do problema

elastico.
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5.3) Contribuigao do meio semi-infinito na interagao placa-solo

As representacbes integrais e algébricas para © método dos
elementos de contorno, até o momento apresentada, regem O
comportamento dos problemas elasticos tridimensionais. Como o objetivo
desta obra abrange apenas parte deles, as representagbes integrais e
algébricas serdo adaptadas para oS casos, em que sdo estudados
problemas de interagéo de certas estruturas com o meio continuo semi-
infinito, isto é:

a) Interagao placa-solo

b) Interagéo estaca-solo

¢) Interagéo placa-estaca-solo

Neste capitulo é apresentada a contribuicdo do semi-espago no
problema da interagéo placa-solo. Esse problema incorpora a solugéo
fundamental de Boussinesg-Cerruti, e se as forcas de volume forem

desprezadas, a representagéo integral pode ser escrita como:

uj = Jujj(p,s)pj(s)dr(s), (j=1.23) (5.16)
r

O problema analisado restringe-se a carregamentos aplicados
normalmente a superficie do semi-espacgo, 0 qué necessitada que apenas 0
deslocamento vertical seja compatibilizado nesta formulagédo. Com isso, a

representagao integral do problema (5.16) pode ser simplificada para:

ug = | uaz(p,s)pa(s)dl(s) (5.17)
r
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5.3.1) Discretizagdo da representacao integral para a superficie

do solo

Implementando-se a discretizagdo da equacgéo integral (5.17), obtém-

se:

ug =Y, [u3s(p,s)ps(s)dQq(s) (5.18)
1 Qg

Onde:

Q,: é o dominio do elemento de contorno .

n: € o nimero de elementos de contorno que compéem o contorno I'.

Cabe ressaltar que o contorno é dividido em elementos de contorno
triangulares, ja que esta geometria permite aproximar diversas formas do
contorno. Admite-se também que as forcas de superficie variam linearmente

ao longo do dominio do elemento como mostrado na figura 5.2

P

Figura5.2- Distribuicao das forgas de superficie ao longo do elemento

de contorno.

A funcdo interpoladora das forgas de superficie é uma equagéo de

um plano, portanto, pode ser expressa por:
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P3 = AjXys +BiXss +C; (5.19)

Onde:

Xis» Xog: s80 as coordenadas do ponto s no sistema global de

referéncia (X;, X5 ).

Através de uma translacdo de eixos, as coordenadas do ponto s

podem ser escritas em relagdo a um sistema (X1, X2), mostrado na figura

5.3

Figura 5.3 - Sistema local de coordenadas

(X1 ) = (X1S ) + (i_“ ] (5.20)
Xo X2g X2

As forgas de superficie, no sistema (-)21, )_(2), podem ser escritas

como:
53 = Ai)_<1 + Bi)_(z +D; (5.21)

Onde:
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D; = AjX;s +BX,s +C; (5.22)

Um método interessante, encontrado em PAIVA(1993), é transformar
a integragdo analitica (5.18) sobre o dominio Qg em uma integral

equivalente, que requer apenas integragdo ao longo do contorno do

elemento I, isto ¢, ao longo dos lados do tridngulo. O método é mostrado
a seguir:
Transformando-se o sistema cartesiano local (X1, X2) em um

sistema de coordenadas polares (r, 0) , as forcas de supetrficie podem ser

escritas como:

ps = A r cos0+B; r send +D; (5.23)
e
dQ,, = rdrde (5.24)

Com isso, a representagéo integral (5.18) para um elemento k pode
ser escrita como:
R
hy = [ [[Aircos®+B;rsen® +D;]u3, rdrde
80

(,j=1,2,3) (5.25)

Particularizando-se a equacio (5.25) para o problema fundamental de

Boussinesq e calculando-se a integral ao longo do raio vetor I, tem-se que:

h = 1;ll[AiRz cos 0 +B,R? send + 2DiR]d9 (5.26)
47G

0
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Através de relagOes de geometria plana, mostradas na figura 5.2 , 0
diferencial angular dO pode ser escrito em fungdo do diferencial de

contorno do elemento dI, isto é:

A A

do = %dl‘e, (5.27)

Onde:
A N

N, r:sao os versores de direcdo da normal do lado do elemento n

e do raio vetor de distancia

R: é a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo.

Finalmente, substituindo-se (5.27) em (5.26), obtém-se a integragéo

equivalente em fungéo apenas do contorno do célula j, isto €é:

A A

j ARcose+BRsen9+2D n*rdry (5.28)

Enfatizando-se que o angulo 6 é o formado pelo raio vetor I e o eixo

X1 do sistema local de coordenadas.
Apés efetuar o calculo das integrais indicadas, obtém-se a

representagao algébrica do solo dada por:

Hs U, = G4 P, (5.29)

~ -~ ~

Onde:

P,, Ug séo os vetores que contém as forgas de superficie e os

~ -~

deslocamentos de todos os nds dos elementos de contormo discretizados na

superficie do solo.
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A matriz Hg, para o caso em que malha discretiza parte da

~

superficie do semi-espago, torna-se igual a matriz identidade. A matriz

G, armazena os coeficientes que multiplicam os elementos do vetor P .

~ ~



CAPITULO 6

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO AO SISTEMA
ESTACA-SOLO

6.1) Introdugéao

No capitulo 5 foram apresentadas as equagbes integrais e a
discretizagdo das mesmas, pelo método dos elementos de contorno, para
pontos-fonte e campo situados na superficie do semi-espago . Neste
capitulo serdo apresentadas as equagdes integrais, juntamente com sua
discretizacdo, para o problema da estaca imersa no espago semi-infinito,
sendo dada especial atengdo para operagdes matriciais implementadas no
sistema algébrico, com intuito de escrever a contribuicdo dos pontos
discretizados no fuste e na base da estaca em fungéo do né discretizado em

seu topo.

6.2) Hipéteses basicas

Existem diversos fatores que interferem no comportamento real do
conjunto estaca-solo, dentre eles, podem-se citar:

a) Propriedades fisicas do solo e da estaca.

b) Tipo de execugéo da estaca.

c) Espacamento das estacas.

d) Ordem de cravagéo.

e) Nivel de carregamento aplicado.

A formulagdo apresentada, neste trabalho para analise numérica do
problema, incorpora apenas a influéncia de alguns fatores através de
hipéteses simplificadoras, a saber:

a) O espagamento entre estacas é tomado como a distancia eixo a

eixo.
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b) O solo e a estaca sdo admitidos trabalhando no regime elastico
linear.

c) E admitido que as estacas estdo totalmente imersas em um semi-
espago, elastico linear, homogéneo e isétropo .

d) A perturbagdo devida a presenca das estacas no espago semi-
infinito € desprezada.

e) O solo e as estacas estdo livres de tensdes iniciais decorrentes da
instalagdo das mesmas.

f) A superficie das estacas sdo admitidas rugosas, de forma que inibe
o deslizamento na regido da superficie de contato estaca-solo.

h) As forgas volumétricas sao desprezadas.

i) As estacas estdo sujeitas apenas a carregamentos verticais.

j) A deformacgéo radial da estaca é desprezada, portanto, havendo
compatibilidade apenas para os deslocamentos verticais.

O deslocamento de um ponto p, pertencente ao problema elastico
aqui representado, isto &, superficie do semi-espago interagindo com as

estacas, pode ser escrito como:

o np « .
ug(p) = [u3epadl + 4 [ uzeTidl, + fuzzoidly (6.1)

Onde:
np: é o numero de estacas

I": é uma sub-regido do contorno do semi-espaco onde P esta

definido.

Ioie Fbi: sdo o contorno do fuste e da base da estaca |

respectivamente.

Como neste problema as tensdes das estacas estéo aplicadas
no interior do espago semi-infinito, portanto, a solugéo fundamental a
ser utilizadas é a de Mindlin.
A representagéo integral para o conjunto estaca-solo pode ser escrita

matricialmente como:
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U jU Pdl"+2 j‘U ’derpk+jU del"bk (6.2)

Onde:

P: é o vetor que representa as forgas de superficie no contorno T.

Tk, O : s@o os vetores que representam as tensdes cisalhantes do

~ ~

fuste e as tensdes normais da base da estaca k, respectivamente.
6.3) Discretizacéo da representagao integral

Implementando-se a discretizagdo da representagdo integral (6.2),

obtém-se:
|
u=3, ju o Tdr, [T+ ju AT dT o;gp +
" k=l|| Tp |-
L T
+3 jU @ dr Pn (6.3)
=1lr
Onde:

n n - . ~ . .
T P o P. s50 os valores nodais das tensoes cisalhantes e normais

~k ~k

na estaca k, respectivamente.

P" - & o vetor das forgas de superficie nodais dos elementos.

~

(pT, XT, ®7: siao as fungdes interpoladoras para as tensdes

~

cisalhantes , tensdes normais, forgas de superficie, respectivamente.
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PAIVA(1993) admite algumas hipéteses para as fungdes
interpoladoras da geometria e das varidveis de contorno para as estacas,

mostradas na figura 6.1, a saber:
a) Um dnico elemento linear representa cada estaca.

b) As tensdes de cisalhamento variam quadraticamente ao longo do
fuste, sendo definidos trés nés funcionais para representa-las, de forma que

fungdes interpoladoras podem ser escritas como:

% (9112 - 91 +.2)\
Ppz |[=1 —9M° +61
Pp3 %(%2 - 311)

(6.4)

v

Onde:

(6.5)

=
il
rFiN

Onde :

Z: representa a cota de um ponto genérico pertencente a estaca

L: é o comprimento da estaca.

c) As tensdes normais na base das estacas s&o admitidas com
distribuicdo uniforme na area da mesma, sendo representadas por um

quarto né funcional .
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i
Sup., do solo \“/
N
!
173 L
L 1/;T T
173 L

Figura 6.1- Representagdo das fungbes interpoladoras na
estaca.

Os resultados do célculo das integrais na estaca K e no elemento i
do contorno do semi-espago , podem ser representados por:

k T
hy = [U" 8" dly (6.6)
~ r!p ~ ~

\ T
hb = JU* }\, drbk (67)
~ Fb ~ -

i T
hee = JU @' dIl (6.8)
~ F ~ ~

O sistema algébrico, que explicita a contribuigdo de cada elemento do
conjunto solo-estaca, pode ser expresso por:

~ ~

k k n i
U= {hf T +hy cﬂp]+2|:hce| Pi":l (6.9)
~ k=tb~ ~ o~ - i=1
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(6.9a)

U: é o vetor que contém os deslocamentos nodais discretizados na

superficie do semi-espaco e nas estacas.
T: é o vetor que contém as forgas de superficie nodais referentes a

superficie do semi-espago e as tensdes nodais discretizadas nas estacas.

L : é a matriz de correlacdo entre U e T

O sistema algébrico (6.9) pode ser dividido em duas partes: a
primeira envolvendo os deslocamentos dos pontos discretizados na

superficie do semi-espago U e segunda parte contém os pontos

~

discretizados sobre a estaca Up , isto é:

~

Q| Pr
o (6.10)

C
-1
.0 v )

O vetor Up pode ser expandido de forma a explicitar a contribuigédo

~

de cada estaca, isto é:



104

U~F R Q¥ QQ’_(PF
k : . k
Up = qk P rkk ces rkp Tp (6.11)
Ug (P PPk PP | TP
-~/ L~ - N

Explicitando-se apenas as linhas da matriz L referentes a estaca k,

no sistema dado por (6.11), tem-se que:

Upi e bmi e bmp bm,pl bm,pz bm,p3 N Pmi
Upy bri brp br,p1 br,p2 br,p3 Ty
Up2 bsi o bsp bs,pl bs,pz bs,p3  Ts
Ups by by bt Dbip b p3 c
. ] . . : _ [
(6.12)

Admitindo-se que a estaca é rigida, todos os pontos definidos sobre
ela tém o mesmo deslocamento, de forma que o sistema (6.12) pode ser

alterado para:



o

CcC Cc Cc o
T T

e

b m,p1

qpl
rpi
b s,pi
b t,pt

b m,p2

ap2
b rp2
bs,p2
b tp2

b m,p3

baps
b rp3
bs,p3
b t,p3

(6.13)
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Escrevendo-se (6.13) na forma inversa, as linhas da matriz L—1,

referentes a estaca k , podem ser expressas por:

por:

p

Y]

qp
arp

jab]

sp

Am,p1

qp1
rpl
Asp1
at,pl

Amp2

qp2
ar,pz
Aspo
Aipo

Amps3

qp3
A p3
Asp3
Atp3

c C C C
T T ©

s <]

N
(6.14)

~

A representagdo integral da carga transmitida & estaca é dada

PE = IU3STdep + .“U336bdrb

Tp

I'p

(6.15)
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A tensao no topo da estaca pode ser obtida pela divisao de (6.15)
pela area da base da mesma:

GE = CIT| +C2Tj +C3Tk +C4Gb (616)
Onde:
nR,, | L
C.=—"bfg dn = — 6.16
= foobon - o
1
C, = 2mRy [8p2ldn=0 (6.16b)
Ab o
nR, | 3L
Ch=—2(0.lddn=—"1 6.16
3 Abgpslln R, (6.16¢)
C,=1 (6.16d)

As linhas da matriz L , correspondentes a estaca k, podem ser

multiplicadas respectivamente por constantes c¢1,¢,,¢3,C4 assim como as

linhas do vetor T. Quando for feita a soma das linhas correspondentes a

estaca k, e ainda substituindo-se a equacao (6.16) no vetor T, obtém-se:

0 (6.17)

Repetindo-se o processo para todas as estacas, o sistema de

equacgdes pode ser escrito como:



107

™ * x|
p;) |ay @ - an ag v Ap U
* *
P2 dy; Ay Agn Aok ag [ Uz
* %
p.n — arﬂ anz T ar.m ank o af)k u.n (6. 1 8)
k * * * * * k
CEe 8; Ak An Ak ap | Up
p * * ® * * p
\Oe/) [8m @p2 " @pn Aok 8pp [\Up

No caso de estacas flexiveis, um procedimento andlogo ao das
estacas rigidas pode ser implementado, no entanto, ha necessidade que
seja incorporada ao sistema algébrico equagbes que relacionem os
deslocamentos dos pontos discretizados sobre a estaca entre si.

Como é assumido que a estaca esta sujeita a apenas carregamentos

verticais, a deformagao axial de um ponto genérico € dada por:

U,, = 6.19
3,z A E ( )

Onde :

1 1
F, = 2nRp1| [ Opidn (o1 +| [ Bpaldn (Tpo +
n n
.
o s+ o0y G189
n

Onde:

F,: é a forca de compress&o que atua em uma altura zda estaca
A,: é a drea transversal da estaca

E,: é 0 médulo de elasticidade longitudinal da estaca.
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Rp: € o raio da estaca.

Os deslocamentos dos pontos discretizados sobre a estaca podem
ser representados:

-F
U, = | —=24dz 6.19

Integrando (6.17) e impondo-se a condi¢do de contorno U= U,

quando zZ=0, obtém-se a expressdo do deslocamento axial da estaca.

Escrevendo-se esta expressao para os quatro pontos nodais localizados na
estaca obtém-se:

U, f, Uy,

u f u

Phl=| 2|+ P (6.20)
Upo f, up

Up3 f4 U,
Onde:

Uy, Upys Upa, Upg: s@o os deslocamentos no topo, no fuste e na

base da estaca. As fungoes f; séo dadas por:

1 3 4 3 3 2
fi=K¢{|=n-—m"+-m"~"——= 6.20
1 f(4ﬂ 8“ 411 mn ) (6.20a)
3
f2 = Kf(zn4 —1'\3) (620b)

3 3 1
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f, =Kpn (6.20d)
212
K = (6.20e)
E.Rp
L
K, =— 6.20f
b E) ( )

T assume os valores 0, 1/3, 2/3, 1 quando o ponto fonte estiver

sobre os 3 nds do fuste e sobre o né da base, respectivamente.

Ao incorporar-se o sistema dado em (6.20) ao sistema (6.12), tem-se
um novo sistema algébrico, isto é:

Uni e bmi e bmp bm,pl bm,p2 bm,p3 Ul Pmi
Up | _ by o1 bgpr Dgpr Dgps Ty
p o brp o2 b&pz br,p3 Ty
Up bgi - bsp bs,pl o3 b_s_,p3 ol Ts
Up by; byp  Dipr Dipy Q4 c
\ - i 4
(6.21)
Onde:
o1 =bg, —f; (6.21a)

a2 =b,y -1, (6.21b)
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o3 =bgp, ~ (6.21c)

os =bips — 14 (6.21d)

Convém ressaltar que a diferenga existente entre o sistema (6.13) e 0

(6.21) estd em alguns termos da matriz L , que foram afetados pela

flexibilidade axial da estaca. Ja o vetores U e T permanecem inalterados,

de forma que todos os passos aplicados da equagao (6.13) até a (6.18) para
a estaca rigida podem ser repetidos, a partir da equagéo (6.21), para as

estacas flexiveis .
6.4) Integracao numérica

Quando o ponto fonte p esta no interior e 0 de campo s pertence a
superficie, mostrado na figura 6.2, pode-se utilizar do procedimento de
transformar as integrais no dominio do elemento de contorno em integrais
ao longo de seu contorno, analogamente ao que foi mostrado no capitulo
anterior, s6 que a solugéo utilizada em (5.28 ) é a de Mindlin. A integragéo
sobre um elemento de contorno i é apresentada a seguir, e foi extraida de
PAIVA(1993).

Figura 6.2- Integragdo na célula com o ponto fonte no interior do

semi-espago.



1
hi = j {ﬁ (AiX1 +BiX2)[OL f-' —'B f2]+
Tel
+Dyforty =B x3 f4]}£‘R—rdrce,
Onde:
Eo [r+1/r2+x§}
,=In| ——2
X3

F4=— 1 'i"i
Jr2ex X
o = 1-v4
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Quando os pontos fonte e campo estdo na superficie do semi-
espaco, a solugdo utilizada é a de Boussinesq, portanto, recaindo-se no

célculo da integrais numéricas discutidas no capitulo anterior.



CAPITULO 7
COMBINAGCAO ENTRE O MEC E O MEF
7.1) Introdugéo

No capitulo 3 é apresentado o sistema algébrico obtido a partir
do método dos elementos finitos (MEC) modelando a placa. Ja no capitulos
5 e 6 sdo apresentados os sistemas algébricos oriundos do método dos
elementos de contorno modelando a superficie do semi-espago e as estacas
nele imersas. Neste capitulo é apresentada a combinag&o entre os sistemas
algébricos oriundos MEF e do MEC, de modo que as variaveis dos
problemas da interagéo placa-solo e placa-estaca-solo sejam determinadas.

A combinagdo entre as duas técnicas numéricas podem ser obtidas
de algumas maneiras, dentre elas, podem-se citar:

a) Tratar a regido discretizada em elementos de contomo como
elemento finito equivalente. Esta técnica consiste em montar uma matriz de
rigidez equivalente advinda da regiéo discretizada em MEC.

b) Tratar a regido discretizada em elementos finitos como elemento
de contorno equivalente.

Como um dos objetivos deg.te trabalho é a influéncia do solo na matriz
de rigidez da estrutura, a primeira técnica ¢ a que sera implementada na

formulagao.

7.2) Sistema Placa -Solo

Seja Q, a supetficie de uma placa discretizada em elementos finitos

e Q, outra superficie do solo discretizada em elementos de contorno

mostradas na figura 7.1.
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placa —— Malha o Cem MEF)
' |

——— Malha b (em MEC)
W solo Vi

I

01 02

SN
NN

Malha b

Malha a

Figura 7.1 - Regides discretizadas em MEC e MEF

As forcas presentes no sistema placa-solo sdo mostradas na figura

7.2.
9
l l _ placa
=y, P

AR
Ly ! '

/1)) =)/]]

Figura 7.2- Forgas presentes na interagéo placa-solo.

O funcional da placa, com a contribuigédo do carregamento transversal

externo e da reagdo do solo, pode ser escrito como:

n =", — [gx YW Y)dQ+ [p(xy)w(xy)dQ  (7.1)
Q Q
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Ou

nel

n="7, -, [gXYIW(XY)dQg +
1 Qg

nel

+3, [p(xy)W(x y)dQ, (7.2)
1 Qg
Onde:

nel- é o numero de elementos de contorno.

Q: é o dominio de um elemento de contorno.

Convém ressaltar que tanto para a placa quanto para a supetrficie do
solo, utiliza-se a mesma discretizagdo, de maneira que os elementos finitos

e os elementos de contorno sdo idénticos em nimero e na geometria.

Computando a contribuicdo de um elemento finito, pode-se escrever
(7.2), matricialmente, como:

n, = %UI K_U,—UT F,+Us QPc 7.3)
Onde:

U, : é o vetor dos deslocamentos de um elemento finito contendo

~

tanto os provenientes de rotagéo, quanto os de translacao .

K, : é a matriz de rigidez de placa referida a um elemento finito

~

~

F. : é o vetor das forgas nodais equivalentes em um elemento finito
proveniente do carregamento transversal externo.
Uc: é o vetor dos deslocamentos de um elemento de contorno

contendo apenas deslocamentos de translagéo.
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P. : é o vetor das forcas de superficie da interface placa-solo de um

~

elemento de contorno.

Q : é a matriz de transformagdo dada por (3.98)

~

Devido & auséncia dos deslocamentos de rotagdo em Uc e a

inexisténcia qualquer forca associada a rotagdo em Pc, fazem com que

esses vetores tenham ordem menor que U e F. . Com a finalidade de

~ -~

compatibilizar a ordem dos vetores Uc e Pc com Uge Fg,

~
-~ ~

respectivamente, inserem-se zeros na matriz Q, que passa a ser

denominada Q e podendo ser escrita como:

~

200100100
0000O0OOO0DO
0000O0OOO0DO
100200100

§=%ooooooooo (7.4)
0000O0O0OO0O
100100200
0000O0OOO0O
000O0O0OOGO 0O

Com isso, pode-se escrever Uc como um vetor igual a U.,e Pc

~ -~
~

como P, , isto é:

-~
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UI={Wi Oui Oxai Wi Oy Oxaj Wi Oxik Dok

(7.5)
P, ={p; 0 0 pj 0 0 p 0 O} (7.6)

Apés as expansOes, acima mencionadas, pode-se escrever (7.3)
como:

n, = %UI K. Ug- UL F,+Uc QP @.7)

Fazendo-se a somatéria da contribuicdo de todas as células, seguida
da minimizagéo do funcional de energia, obtém-se:

KU=F-QP (7.8)

Onde:

U: é o vetor dos deslocamentos composto por todos os nés dos

elementos finitos.

F: é o vetor das cargas nodais equivalentes oriundo do

carregamento externo e composto por todos os nés dos elementos finitos.
P: é o vetor expandido das forgas de superficie devido & reagéo do

solo e composto por todos os nés dos elementos de contorno

~

K: é a matriz de rigidez global da placa.

: O

: é a matriz de transformacéo expandida relativa a contribuicao de

todos os elementos de contorno.
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A representagao algébrica do método dos elementos de contorno
para o semi-espago infinito, desprezando-se as forgas de volume e a partir
de (5.8), pode ser apresentada como:

HUs = GPs (7.9)

Onde:

Us, Ps sdo os vetores de deslocamento de translagao e forgas de

~ ~

superficie, respectivamente, que recebem contribuicbes de todos os

elementos de contorno, enfatizando-se que Ps tem ordem trés vezes

~

menor que o vetor expandido P.

O sistema algébrico (7.9) pode ser escrito como:

Ps =MUs (7.10)
Onde:
M=G 'H (7.11)

~ ~ ~

A matriz H é igual a matriz identidade, j& que a superficie € suposta

livre de forgas de superficie, portanto, (7.11) pode ainda ser escrita como:

M=G (7.12)

_ =
Adicionando-se linhas e colunas de zeros em G , Us pode ser

escrito como U. Com isso, a partir de (7.10) e (7.12), obtém-se:
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P=G'U (7.13)

Onde:

- z . __1 Vd ~
G ':éamatiz G apés a expansio.

~ ~

Substituindo-se (7.13) em (7.8), obtém-se:

KU=F-

r Ol

G™'U (7.14)

Reagrupando-se a representagdo algébrica (7.14), tem-se que:

K~2 L~J = If (7.15)
Com:
Kp =K+ §g“ (7.16)
Onde:

K, : é a matriz de rigidez do sistema placa-solo apés combinagao do

~

MEC com o MEF.



120

7.3) Sistema placa-estaca-solo

No sistema placa-estaca-solo  pode ser adotado o mesmo
procedimento de combinagéo utilizado no sistema placa-solo, diferindo-se
apenas nos valores dos elementos da matriz de transformagéo. Quando
uma estaca esta presente na célula algumas regides da mesma deixa de
desenvolver forgas de superficie.

Supondo que a estaca esteja locada no né 7 da célula j, uma
alternativa consiste em eliminar os elementos da matriz que contribuem
com o né 1. O setor de circulo do topo da estaca que esta em contato com a

célula j, mostrado na figura 7.3, contribui na matriz de transformagao na

diagonal principal na posigéo do elemento Q;; da matriz Q.

Com isso, a matriz de transformacao , quando ha presenga de estaca

na célula, pode ser escrita como:

2
%11
Q=% 0 2 1
O 1 2
K
PR

Figura 7.3- N6 com presenca de estaca.
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A: Area do elemento de contorno
Ry,: Raio da estaca

o Angulo central do setor de circulo

Quando ha auséncia de estaca na célula, a matriz de transformacéo

tem a mesma forma apresentada no capitulo 3 pela equagéo (3.99).



" CAPITULO 8
EXEMPLOS NUMERICOS

8.1)Introducao

Neste capitulo sdo apresentados os resultados da simulagao
numérica da formulagdo proposta, e seu desempenho é comparado com
outras formulagdes quando disponiveis na literatura pesquisada. A
sequiéncia de apresentagcdo dos resultados segue a mesma da exposicao
dos fundamentos desta formulagao, isto é: Interagédo placa-solo, interagéo

estaca-solo e interagao placa-estaca-solo.
8.2)Interagao placa-solo

Neste problema admite-se uma placa apoiada sobre o meio semi-
infinito elastico linear, continuo, homogéneo e isétropo. A simulacdo
numérica desta formulagdo para o problema placa-solo envolve dois tipos

de geometria de placa: quadrada e circular.
8.2.1) Placa quadrada

A placa quadrada, cujos lados medem 12m e com espessura de 0.1
m, estd apoiada sobre o solo, que possui moédulo de elasticidade
E=0,26%10° kN/m® e modulo de Poisson v,=0,3. Um fator de rigidez relativa
entre a placa e o solo é apresentado em CHEUNG & ZIENKIEWICZ(1965),

a saber:

Es|fa °
X =180n E It (8.1)
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L
Onde a = (g) , sendo L o lado da placa.

A placa quadrada foi analisada assumindo trés valores para o fator
de rigidez relativa X, de forma que placas com diferentes rigidezes podem
ser representadas. Os valores Log X =1.8561, Log X=1.08 e
e Log X =0.0 correspondem a placa flexivel, com rigidez intemediaria e

rigida, respectivamente. A malha utilizada para discretizar a placa e a

superficie do solo contém 128 elementos triangulares, conforme indicado na

figura 8.1.
. ‘r l-
- placa 010 m
N o —
" YA &
AN
AXE A \ ) AN B 120 m
| | g
/ IR A\
B AN 1 " I W/ JIAN l i
xl 120 m
Figura 8.1 - Malha utilizada na modelagem e os tipos de

carregamentos analisados.

A primeira analise consiste em uma placa rigida sujeita a um
carregamento concentrado no ponto B indicado na 8.1. Na tabelal
encontram-se os resultados obtidos com a formulagédo proposta e os de
outras pesquisadores. MESSAFER & COATES(1990), que sera indicado
como M. & C. (1990), estudou este problema através de uma combinagéo
MEF-MEC em que a placa é dividida em 100 elementos finitos

quadrangulares com igual niumero de elementos de contorno modelando o



124

solo. Enfatizando-se que o elemento finito utilizado foi o ACM(Adini, Clough
&  Melosh). O trabalho de  GORBUNOV-POSSADOV &
SEREBRJANYI(1961), que sera indicado como G. & S. (1961), apresenta
resultados computados analiticamente. PAIVA(1993) modela tanto o solo
quanto a placa pelo MEC, sendo que a interface placa-solo é dividida em
128 elementos triangulares e o contorno da placa em 32 elementos de igual
comprimento. Pode-se observar que os resultados obtidos com a formulagéo

proposta estao de acordo com as demais indicadas na tabela 8.1.

Ref. w*10° (m) Reagao do solo (N/m?)
PAIVA 1993 0,216 0,0045
M. & C. 1990 0,24 0,0038
G.& S. 1961 0,26 0,004
(HSM)-MEC 0,2122 0,00419
(DKT)-MEC 0,2124 0,00423

Tabela 8.1- deslocamento vertical no centro de uma placa rigida apoiada no
solo

A seguir sdo apresentados resultados para uma placa flexivel sendo

admitido o médulo de elasticidade correspondente a Log X =1.8561 .Um

carregamento concentrado € aplicado sobre a placa no ponto B indicados
na figura 8.1. Nas figuras 8.2 a 8.5 s&o representados os momentos fletores
, deslocamentos e reagéo do solo desta analise. Os resultados obtidos pela
combinagdo DKT&HSM-MEC apresentam valores menos discrepantes em

relagédo a formulagdo de Paiva, que modela o conjunto unicamente pelo
MEC.



125

0,25
02 + —O0—DKT-MEC
~f~HSM-MEC
—&— Paiva (1993)
£ ——M. & C. (1990)
=
E]
2
Figura 8.2- Momentos na diregdo x ao longo de A-B em uma placa
flexivel sujeita a uma forca concentrada em seu
centro.
0,25
0.2 + —~0— DKT-MEC
—{}+—-HSM-MEC
—&— Paiva (1993)
g 0151 —6—M. & C. (1990)
T
g
= 01+
0,05 -
0 T +

Figura 8.3- Momentos na dire¢cdo y ao longo de A-B em uma placa

flexivel sujeita a uma forga concentrada em seu centro.



126

z
E
g
2
*
(-]
]
g —0— DKT-MEC
—O— HSM-MEC
—A— Paiva (1993)
0.1 1 —6—M. & C. (1990)
0 : t t f t t t + i
0 1,2 15 24 3 36 45 48 6

D(m)

Figura 8.4- Deslocamentos verticais ao longo de A-B em uma placa

flexivel sujeita a uma forga concentrada em seu centro.

—O— DKT-MEC
0,05 1 ~{— HSM-MEC
—A— Paiva (1993)

004 —6—M. & C.(1990)

0,03 -

[Psip] (1/m?)

0,02

0,01 +

-0,01

D (m)

Figura 8.5- Reacdo do solo ao longo de A-B em uma placa flexivel

sujeita a uma forga concentrada em seu centro.
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A terceira analise envolvendo a placa quadrada apoiada sobre o solo
simula o problema de um carregamento uniformemente distribuido aplicado
sobre uma placa com rigidez intermediaria com médulo de elasticidade

correspondente a Log X=1.08. As figuras 8.6 a 8.9 ilustram o

desempenho obtido por esta formulacdo representando os momentos
fletores, deslocamentos, reagdo do solo. Nao é observado grandes
discrepancias entre os resultados obtidos por esta formulacdo e as demais
aqui apresentadas. Mais uma vez é observado resultados mais
concordantes com PAIVA(1993).

3,5
34
25 |
2 4
E
= 15}
E]
2 —O0— DKT-MEC
T —O— HSM-MEC
—A— Paiva (1993)
051 —0—M. & C. (1990)
0 t } t t t } t
12 15 24 3 36 45 48 6
05 i

D (m)

Figura 8.6- Momentos na dire¢do x ao longo de A-B em uma placa
com rigidez intermediaria sujeita a um carregamento uniformemente

distribuido.



[Myfg] (m?)
N

-
[§)]
s
t

=0 DKT-MEC
—{—HSM-MEC
—4A— Paiva (1993)
—6—M. & C. (1990)

D (m)
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Figura 8.7- Momentos na diregéo y ao longo de A-B em uma placa

com rigidez intermediaria sujeita ao carregamento uniformemente
distribuido.
4 |
35 o o ©
. O A _g__-_—-ﬁ——-——-!i
3 A .’ S
3
™3
= 25+
E
<
w 27
<
515+
B —O— DKT-MEC
14 ——HSM-MEC
—&— Paiva (1993)
05+ —~&~—M. & C. (1990)
0 ; } } t t t t ¥
0 1,2 15 24 3 36 4,5 48 6
D(m)

Figura 8.8-Deslocamentos verticais ao longo de A-B em uma placa

com rigidez interm. sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.
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—O—DKT-MEC
—— HSM-MEC
~&— Paiva (1993)
—6—M. & C. (1990)

plg

[« ]

0 1,2 1,5 24 3 36 45 48 6
D (m)

Figura 8.9-Reacao do solo ao longo de A-B em uma placa flexivel

sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.

8.2.2)Placa circular

Nesta segao é analisada uma placa circular, com raio a e espessura
{, apoiada no espaco semi-infinito. Um carregamento uniforme , de
intensidade g , € assumido estar distribuido sobre a superficie plena da

placa. As propriedades do espaco semi-inifinito sdo descritas pelo modulo

de Young E; e coeficiente de Poisson vs. Um fator de rigidez relativa K,

entre a placa e o solo, é citado em ZAMAN et al.(1988), a saber:

E,\(a)’
R =__n___K =£(_p](_) (8.2)
T (i-o7) T s B

S



130

Os deslocamentos, na forma adimensional, sdo apresentados em
ZAMAN et al.(1988), como:

* E
W (p) = ——=——w(p) (8.3)
ga(l - Us )
Onde:
r
p=—
a

r : € uma posi¢éo genérica de um ponto situado no intevalo0 <r<a.

W : é o deslocamento adimensional.

w : é o deslocamento real

A placa é discretizada numa malha com 184 elementos triangulares,
figura 8.10, e analisada para diferentes rigidezes. E admitido que o fator de
rigidez relativa assume os valores 0.1, 1.0, 10 para placas flexivel, com

rigidez intermediaria e rigida, respectivamente.

}<2v 7 \r_\( %
T 4 ey q
g ERRE unnnwxd
placa | l
L.ﬁ._._{, [ ’ > s " R ' :
TR VG g P VN ZZN\\\ W 111/
_ >16.0 m

Figura 8.10-Placa circular apoiada sobre o solo: carregamento e malha de

elementos finitos e de elementos de contorno adotados.
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A placa circular tem 8.0 m de raio e coeficiente de Poisson v=0.3 e
esta submetida a um carregamento uniformemente distribuido. A seguir sao
apresentados resultados obtidos por esta formulagdo assim como os obtidos
por ZAMAN et al.(1988), que utiliza uma formulagao analitica escrevendo os
deslocamentos transversais em fungéo de uma série de poténcia. Na figura
8.11 esta indicado o deslocamento vertical do ponto A em fungao a variagio
do fator de rigidez relativa. J& na figura 8.12 sdo mostrados deslocamentos
de pontos em fung¢ao de sua distancia do centro da placa. Pode-se observar
pouca discrepéncia entre os resultados analiticos de ZAMAN et al. (1988) e

os obtidos por esta formulacéo.

12+
% 1
08 1
064
—0— DKT-MEC
04 ——HSM-MEC
02+ —A—ZAMAN et al. (1988)
0 { ¢ t + { 1
2,000 1,500 1,000 -0,500 0,000 0,500 1,000

Log Kz

Figura 8.11-Deslocamento do ponto central A da placa circular em

funcao da rigidez da placa.
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2 5 — - -
1,8 +
16 +
14 4
1.2 +
s 1
08 +
06 |
—o— DKT-MEC
041 —— HSM-MEC
0,2 + —A— Zaman et al. (1998)
0 + 1 t |
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

ria

Figura 8.12-Deslocamentos verticais da placa circular ao longo do

eixo A-B

8.3) Interacdo entre um grupo de estacas e o solo

A analise estaca-solo consiste em problemas que apenas as estacas
estdo em contato com o solo. Para simular os casos em que ocorrem tais
problemas, é admitido que as estacas, pertencentes a um mesmo grupo de
estacas, estao ligadas entre si por um bloco rigido, que por sua vez, nao
tem contato com a superficie do solo. As figuras 8.13 e 8.15 ilustram a
existéncia de uma altura livre entre bloco rigido e a superficie do solo. Nas
figuras 8.14 e 8.16 sao indicados os resultados obtidos por esta formulacéo
assim como os obtidos a BUTTERFIELD & BANERJEE(1971a) cuja
formulagéo considera a tensao de cisalhamento ao longo do fuste constante
para cada 1 dos 16 elementos de contorno discretizados na estaca. Convém

antes da apresentacao das figuras, que ilustram o comportamento de 1 e 2
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estacas isoladas, definir um fator K, que relaciona a carga aplicada sobre as

estacas e o deslocamentos de seus respectivos topos, isto é:

K, = (8.4)

Onde:

P: é a carga aplicada sobre a estaca.
D: é o diametro da estaca.

G;:€ o0 médulo de elasticidade transversal do solo.

A relagdo entre o médulo de elasticidade longitudinal da estaca e o

E
médulo de elasticidade transversal do solo —P- é assumida igual a 6000.

S

placa rigida

altura lLivre
l ) I

- ooy "

estaca

j
!
|
|
L
!
|
|
4

Figura 8.13- Esquema representativo de uma estaca isolada no semi-

espaco.
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80 ;o

70 +

50 +

P/(GWD)
EN
o

30 +

_ —o— DKT-MEC
10 —0—B. &B. (1971)

0+ } f . } t t } t
0 10 20 30 40 50 60 70 80 80

L/D

Figura 8.14-Relagdo carga-deslocamento de uma estaca flexivel

isolada em funcao de seu comprimento.

piaca rigida

\ altura lLivre
u I
j N (11111 111 iy B
Ny Y
; solo
L
H ﬂﬂ. e
: L
! cstaca
I _ 1

7;38.513-@]

Figura 8.15-Esquema representativa de duas estacas isoladas no

semi-espaco.
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L — - O — -
Ep/Gs=6000

30 +

25 +

a 204
2
o
E 15 E—
—e— DKT-MEC
10 + —0—B. &B. (1971)
54
0 . ; i
10 20 30 40

L/D

Figura 8.16- relagdao carga-deslocamento de duas estacas flexiveis

isoladas em fungao de seus comprimentos.

Este mesmo exemplo de duas estacas foi analisado considerando-se
o contato entre a placa rigida e o solo. Com isso, o médulo da placa é

admitido assumir um valor infinito. Nas figuras 8.17 e 8.18 estao indicadas a
malha e a relagao carga-deslocamento. Nesta ultima figura Kp € dado pela
expressdo (8.4). Pode-se observar concordancia dos resultados da
formulagdo proposta com os fornecidos por BUTTERFIELD &
BANERJEE(1971b).

AN ey
N )
NN N T
| \ { ™ < \
| A N
iy AN
e A )
1.25D0 S 1.25D

Figura 8.17-Malha utilizada na placa rigida em contato com o solo e apoiada

sobre 2 estacas.
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Ep/Gs=6000

g
o
a
—O— DKT-MEC
20 + —{3—B. &B. (1971 b)
0 ; | t {
20 40 60 80 100

L/D

Figura 8.18-Relagdo carga-deslocamento para um bloco rigido

apoiado sobre estacas flexiveis.

8.4)Interacao placa-estaca-solo

A analise da interagdo placa-estaca-solo engloba as demais
interac6es discutidas até aqui. Trés tipos de problemas foram analisados: o
primeiro considera um dos lados da placa muito maior que o outro. O caso
que representa esta situagédo € uma sapata longa apoiada sobre 4 estacas.
O segundo problema envolve placas com lados com mesma ordem de
grandeza, sendo o caso analisado de uma placa retangular apoiada sobre 9
estacas. O terceiro tipo envolve a analise de placa circulares com geometria
aproximadas por segmentos de reta. O exemplo analisado foi uma placa

circular apoiada sobre 4 estacas.
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8.4.1) sapata longa apoiada sobre 4 estacas

A sapata longa tem dimensées 25X2.5X0.079 m, modulo de
elasticidade longitudinal E;=2X10" N/m? coeficiente de Poisson v,=0.3. O
solo tem coeficiente de deformagéo longitudinal E=2X10° N/m? e coeficiente
de Poisson v=0.5 . A malha utilizada na discretizagdo do problema possui
96 elementos finitos modelando a sapata e outro igual niumero de elementos
de contorno modelando a interface placa-solo e estdo ilustrados na figura
8.19. Um carregamento unitario uniformemente distribuido esta aplicado em
toda superficie da sapata. Nas figuras 8.20 e 8.21 constam os resultados
obtidos por esta formulagéo assim como os contidos em PAIVA (1993) que
discretizou a interface sapata-solo em 96 elementos de contorno. Pode-se

observar uma boa concordancia entre os resultados obtidos.
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Figura8.19-Esquema representativo da sapata longa apoiada sobre

quatro estacas.
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longa sobre quatro estacas rigidas.
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Figura 8.21- Deslocamentos ao longo da linha C-D, em uma sapata longa

sobre quatro estacas rigidas.

Nas figuras 822 e 8.23 sdo indicados resultados obtidos

considerando-se as estacas flexiveis.
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Figura 8.22- Deslocamentos ao longo da linha A-B, em uma sapata

longa sobre quatro estacas flexiveis.
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longa sobre quatro estacas flexiveis.
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8.4.2) Placa retangular apoiada sobre 9 estacas

A placa retangular tem dimensées (30X15 m) e espessura (0.25 m).
Suas propriedades consistem de um moédulo de elasticidade E=2.0 10’
kN/m? e de um coeficiente de Poisson v =0.2. As propriedades fisicas do
solo apresenta um moddulo de elasticidade E=2.0 10° kN/m* e um
coeficiente de Poisson v=0.5.As 9 estacas possuem comprimentos iguais a
15.0 m e didmetros iguais a 0.30 m. Quando analisadas como flexiveis, as
estacas foram admitidas terem um modulo de elasticidade E,=4.0 10° kN/m?,
A malha utilizada é dividida em 256 elementos finitos triangulares
modelando a placa e outro igual numero de elementos de contorno
triangulares modelando a interface placa-solo mostrada na figura 8.24. Um
carregamento g=30.0 kN/ m® uniformemente distribuido esta aplicado ao

longo de toda superficie da placa.

Os resultados da andlise estdo apresentados nas figuras 8.25
juntamente os valores obtidos em PAIVA(1993), cuja discretizacéo da
interface placa-solo contém 256 elementos de contorno triangulares. Pode-
se observar um bom comportamento entre os resultados oriundos da
formulagéo proposta e os da formulagédo encontrada em PAIVA (1993).

Na figura 8.26 sao indicados os resultados obtidos considerando-se a

flexibilidade axial da estacas.
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modelagem da placa apoiada sobre 9 estacas.
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Figura 8.25- Deslocamentos ao longo da linha A-B em uma placa

retangular apoiada sobre nove estacas rigidas.
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Figura8.26- Deslocamentos ao longo da linha A-B em uma placa

retangular apoiada sobre nove estacas flexiveis.
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8.4.3) Placa circular apoiada sobre 4 estacas

A placa circular com diametro 16.0 m e espessura (0.10 m).

Suas propriedades consistem de um médulo de elasticidade E=2.0 10" kN/

m’ e de um coeficiente de Poisson v =0.2. As propriedades fisicas do solo

apresenta um médulo de elasticidade E.=2.0 10 kN/m? e um coeficiente de

Poisson vs=0.5. As estacas possuem comprimentos iguais a 15.0 m e

diametros iguais a 0.30 m. Quando analisadas como flexiveis, as estacas

foram admitidas terem um modulo de elasticidade E,=4.0 10° kN/m’. A

malha utilizada possui 184 elementos finitos triangulares modelando a placa

e outro igual numero de elementos de contorno triangulares modelando a

interface placa-solo mostrada na figura 8.27 e 8.28.0s resultados da analise

estdo indicados na figura 8.29.
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Figura 8.27-Dimensées e esquema representativo da placa circular

apoiada sobre 4 estacas.
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Figura 8.28- Malha de elementos finitos e de contorno utilizada na

modelagem placa circular apoiada sobre quatro estacas.
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CAPITULO 9

CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma formulagéo hibrida utilizando o
método dos elementos de contorno/método dos elementos finitos para andlise
da interagédo placa-estaca-solo. A placa é modelada pelo MEF utilizando os
elementos finitos DKT( Discrete Kirchhoff Theory) e HSM( Hybrid Stress
Model); e o solo é modelado pelo MEC como um meio elastico semi-infinito. A
estaca é representada por apenas um elemento, com 3 pontos nodais definidos
ao longo de seu fuste e a tensdo de cisalhamento ao longo da estaca é
aproximada por um polindmio de segundo grau. A tensdo normal & se¢&o
transversal da base da estaca é admitida constante e um ponto nodal é
definido no centro desta segéo. A interface placa-solo é dividida em elementos
de contorno triangulares coincidentes com a malha de elementos finitos e
admite-se que as tensbGes de contato desenvolvidas na interface placa-solo
variem linearmente no dominio de cada elemento. Estas tensdes sé&o
eliminadas nos dois sistemas de equagdes, obtidos com o MEC e o MEF, com
o objetivo de escrever um sistema final de equagdes governantes do problema.
Apés a resolugdo deste sistema sdo obtidos os deslocamentos nos nos , a
partir dos quais, as tensdes de contato placa-solo e a carga absorvida por cada
estaca séo determinados. A simulagdo numérica da formulagdo envolveu casos
representados por grupos de estacas ligadas por uma placa rigida havendo ou
ndo contato da mesma com o solo. Os resultados obtidos pela formulagéao
proposta mostram concordancia com resultados obtidas em outras
formulagdes. A simulagdo numérica da interagdo placa-solo envolvendo dois
tipos de geometria de placa. O primero tipo envolve a andlise de uma placa
quadrada. Os resultados obtidos pela formulagdo proposta s&o mais
concordante com PAIVA(1993), que analisou o conjunto unicamente pelo MEC.

Quanto a a maior dispersdo obtida em relagio aos resultados encontrados em
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Quanto a a maior dispersdo obtida em relagéo aos resultados encontrados em
MESSAFER & COATES(1990), que utilizaram uma combinagdo MEF/MEC
pode ser atribuido os resultados menos precisos fornecidos pelo elemento
ACM quando comparados ao DKT e HSM. O segundo tipo € uma placa circular.
Os resultados obtidos pela formulagdo proposta sdo comparados com a
respostas fornecidas pela solugéo analitica desenvolvida em série de poténcia
por ZAMAN et al. (1988). Para o caso da analise do deslocamento do ponto
central em funcédo da rigidez da placa a dispersao entre os resultados obtidos
pelas duas formulagdes atingiu 4% para o caso de uma placa muito rigida.
Para rigidezes menores da placa a dispersdo tendeu a valores menores. A
simulagdo numérica envolvento o conjunto placa-estaca-solo foi analisada para
trés casos: sapata longa flexivel apoiada apoiada sobre estacas rigidas ou
flexiveis. O segundo caso consiste de uma'placa flexivel retangular apoiada
sobre nove estacas rigidas ou flexiveis. O terceiro problema consiste em uma
placa circular apoiada sobre quatro estacas rigidas ou flexiveis. Nos dois
primeiros casos de interagdo placa-estaca-solo os resultados obtidos para o
caso de estacas rigidas estdo concordantes com os mostrados em
PAIVA(1993). Os demais casos ndo foram encontrados na literatura
pesquisada. A partir dos resultados obtidos pela formulac&o proposta, para o
caso da interagdo placa-estaca-solo apoiada em estacas flexiveis, pode-se
notar que a flexibilidade axial das estacas tem maior influéncia nos pontos
pertencentes em regido proxima ao né onde esta locado a estaca.

Como sugestéo para continuidade deste estudo cita-se a incorporagéo
de solos que apresentem perfis ndo uniformes, assim como incorporar a placa

uma superestrutura, por exemplo, um edificio.
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