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RESUMO

O presente trabalho relaciona-se @ modelagem viscoelastica estrutural,
objetivando-se a simulagdo numérica, com énfase as estruturas de concreto. Faz-
se, inicialmente, uma revisdo dos modelos reologicos basicos unidimensionais
para facilitar o entendimento das caracteristicas intrinsecas da resposta
viscoelastica das estruturas, tais como o fenémeno de fludncia. Dentre as teorias
que permitem levar em conta a idade do concreto no instante da aplicacido do
carregamento, s@o apresentadas a da hereditariedade e a do envelhecimento.
Apresentam-se, em seguida, as funcdes de fludncia e relaxacdo em notacdo
apropriada a implementagdo numérica, combinada com o Método dos Eiementos
Finitos.

Alguns aspectos da integraggo numérica das relagbes constitutivas ao
longo do tempo sdo discutidos, com a apresentacdo, em particular, de um
esquema de solugdo explicito fundamentado na Técnica dos ‘Nicleos
Degenerados’. Finalmente, exemplos constituidos da analise de trelicas planas
llustram a aplicabifidade dos modelos e procedimentos numéricos comentados.

Palavras-chaves: viscoelasticidade, analise estrutural.
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ABSTRACT

The present work is related to structural viscoelastic modeling aiming
numerical simulation, with emphasis on concrete structures. First of all, a revision
of unidimentional basic reologic models is given, in order to enhance the inherent
features of structural viscoelastic response, such as creep phenomenon. Among
the theories able to consider the concrete age at the instant of loading, the
hereditary and the aging theories are here presented. After that, the creep and
relaxation functions are given in appropriate notation for numerical implementation,
combined with the Finite Element Method.

Some aspects of time numerical integration of constitutive relations are
discussed, mainly an explicit solution scheme based on the so called Degenerate
Kernel Technic. Finally, examples consisting of plane trusses analysis illustrate the
applicability of the models and numerical procedures commented.

Keywords: Viscoelasticity, structural analysis.



Capitulo 1 - Introducéo

G conhecimento da evolugio das deformagdes e dos esfor¢os ao longo do
tempo, em estruturas submetidas a carregamentos varidveis ou ndo, que podem
ser consideradas em regime elastico, é de fundamental importancia. Em algumas
estruturas, tais como vigas isostaticas, um efeito viscoelastico importante é o
ganho de deformagdo no tempo. Em outras, tais como as hiperestaticas ou as
protendidas, € interessante, também, quantificar a alteragfio na distribuicio dos
esforgos solicitantes. Levando-se em conta, por outro lado, as dificuldades
inerentes a realizacdo de ensaios experimentais, tora-se bastante proveitoso o
desenvolvimento de modelos matematicos que possam conduzir a uma simulagdo
confidvel da resposta de estruturas em regime viscoelastico.

Entretanto, a simulagdo da resposta ndo-linear fisica de estruturas é em
geral aproximada, em conseqiiéncia do emprego de modelos que introduzem
simplificacbes sobre as condigbes reais, tais como caracteristicas dos materiais,
estratégias de construcdo e sazonalidade especificas do local da obra.

Em certas situagbes, mesmo a altemativa de simulagdo de um Gnico
efeito, constitui tarefa dificil. Um exemplo é o tratamento rigoroso dos efeitos da
fluéncia. Tal tratamento conduz, normalmente, a uma formulagdo matematica
complexa, o que faz com que os efeitos do tempo sejam muitas vezes
negligenciados no calculo dos esforgos em estruturas com alto grau de
hiperestaticidade e também nos casos particulares de estruturas mistas -
estruturas premoldadas, medificadas ao lfongo do tempo através da adicdo de
novos elementos estruturais.



INTRODUGAC 2

Um outro aspecto importante para uma andlise teérica, é a determinacéo
dos parametros inicialmente considerados incognitos no ambito da Engenharia
Estrutural. Assim sendo, a modelagem matematica depende diretamente de
informagdes experimentais e, normalmente, o relacionamento entre ambas se da
em forma iterativa. Um exemplo do avango de tais pesquisas é o caso da Ponte
Bemnardo Goldfarb, construida em 1994 na cidade de Sédo Paulo, para a qual foi
especialmente desenvolvido um modelo matematico de predicdo de fluéncia e
retracdo. Desde a sua execucdo, a ponte tem sido continuamente observada,
registrando-se a evolugéo das deformagdes com o tempo, através de um Plano de
Monitoramento, o que torma essa ponte uma das maiores estruturas extensamente
monitoradas do mundo (IBRACON, 1996).

A preocupacao com a estimativa da evolugdo das deformagbes ao longo
do tempo tem sido alvo de pesquisas em todo o mundo, encontrando-se inimeros
trabalhos na bibliografia especializada. O presente trabalho objetiva reunir alguns
elementos que possam servir como informagdo basica para a formulagdo, o
entendimento e a aplicagdo de modelos mecanico-matematicos dedicados,
especialmente, a simulagdo numérica da resposta de estruturas em regime
viscoelastico.

Essencialmente, apresenta-se um modelo constitutivo viscoelastico, capaz
de levar em consideragdo os efeitos de cargas variaveis aplicadas em idades
diferentes da ‘vida’ da estrutura. A formulagdo é fundamentada na Reologia dos
Materiais € 0 modelo estudado combina em série uma mola e um arranjo de
Kelvin. A relacdo matemética resultante é expressa na forma da integral de
Stieltjes, optando-se pelo usc do método dos ‘nicleos degenerados’, para
proceder, de forma aproximada, ao calculo dos incrementos de deformacéo
viscosa.

O envelhecimento dos materiais ndo foi levado em conta devido a
dificuidade de se introduzir, em um trabalho de mestrado - cujo tempo de
elaboragéo tem se tornado bastante reduzido - a apreciagdo dos varios fatores e a
determinac@o dos parametros que contribuem para as variagbes das
caracteristicas dependentes do tempo.
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Para a verificagio da eficiéncia do modelo, utilizou-se um cédigo de célculo
SIMAT.FOR, desenvolvido por MUNAIAR (1997), que caicula os esforcos e
deformagbes em trelicas planas considerando os efeitos do tempo (porém,
integrando um modelo constitutivo expresso por uma relagdo diferencial).
Modificou-se este programa de forma a possibilitar a implementa¢do do modelo
desenvolvido no presente trabalho, gerando o codigo de calculo TRELVE.FOR.

Este trabalho consta de 6 capitulos, distribuidos, a partir do capitulo 2, da
seguinte forma:

O capitulo 2 exprime as idéias basicas para a formulagdo das Equacdes
Fundamentais da Viscoelasticidade Linear. No sub-item 2.3, relata-se o resultado
da pesquisa realizada a respeito dos modelos reolégicos unidimensionais, que sdo
de grande interesse para o entendimento do comportamento viscoelastico dos
materiais.

Os métodos de integragdo do modelo sdo apresentados no capitulo 3,
dando-se énfase ao método dos ‘nucleos degenerados’. Ainda neste capitulo, faz-
se a aplicagdo do modelo, via Principio dos Trabalhos Virtuais e Método dos
Elementos Finitos, para a andlise de estruturas de barras, com destaque para o
elemento de trelica plana implementado no programa TRELVE.FOR.

No capitulo 4, apresenta-se o algoritmo desenvolvido por MALERBA (1990)
que deu origem a um algoritmo aqui proposto para solugdo do sistema ndo-linear.
A implementagéo desse algoritmo no programa SIMAT.FOR de MUNAIAR(1997)
(gerando o programa TRELVE.FOR) e o conseqiiente emprego do mesmo para a
realizagao de exemplos de aplicagdo sdo feitos no capitulc 5. E, finaimente, no
capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes finais.

) MUNAIAR({1997) - O programa SIMAT.FOR foi desenvolvido por MUNAIAR como parte integrante
do seu trabatho de Doutorado, que se encontra em andamento.



Capitulo 2 - Comportamento Viscoelastico de Estruturas em
Concreto

O comportamento viscoelastico das estruturas de concreto tem sido
extensamente estudado dada a importancia de se prever a sua resposta ao longo
do tempo.

Neste capitulo apresenta-se uma introducdo aos conceitos e modeios
elementares das relacBes tensdo-deformacgio para o concreto. Conceituam-se
fluéncia e retragdo, segundo as normas do CEB e AC| e citam-se as propostas
destas normas para a determinagéo das deformagdes por fluéncia e retracio.

No item 2.2, formulam-se as fungBes representativas dos fenémenos de
fluéncia e relaxagdo, levando-se em consideragéo diferentes idades de aplicagdo
da carga e historia de carregamento variavel com o tempo. Tais fun¢bes
conduzem a relagdes entre deformages e tensdes expressas na forma da integral
de Stieltjes. Com o objetivo de se obter um modelo de aplicagao viavel, sugerem-
se simplificagbes no modelo de fiuéncia, dando origem a duas teorias: a da
hereditariedade e a do envelhecimento.

Objetivando-se tratar de forma mais ampla a questdo da modelagem da
fluéncia, até para permitir um confronto com a forma integral, apresenta-se, ainda
neste capitulo (item 2.3), uma formulagdo derivada da reologia dos materiais.
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2.1 Caracteristicas Viscoelasticas dos Materiais

O comportamento do concreto é de dificil simulagdo, devido ao seu carater
bastante compiexo. Entretanto, é de grande interesse, tendo-se em vista
aplicagbes praticas, modelos que permitam simular a sua resposta frente a
solicitagdes de curta e longa duragdo. Neste caso, as relagdes que devem ser
determinadas sdo:

- tensao-deformagdo em compress&o e tracdo uniaxial;
- fungdes de fluéncia, retragdo e relaxacéo.

Ja em estruturas de Concreto Armado, normalmente se usam dois tipos de
acos: os de dureza natural e os encruados. As leis que devem ser fornecidas para
0s agos sao:

- tens&o-deformagdo em compressdo e tracéo;
- func¢ao de relaxacgéo.

Como se sabe, as propriedades do concreto variam com o decorrer do
tempo e tais variagbes afetam o comportamento estrutural. Naturalmente, a
relagdo tensao-deformagédo vélida no instante de aplicagdo da carga, e que
formece o valor da tensdo associada a uma deformagdo instantanea, ndo vale
quando se deseja analisar a resposta estrutural do concreto ac longo do tempo.
Um procedimento para a obtencdo de relagdes tensio-deformacdo para o
concreto, mais coerentes com a idéia de simular a resposta ao fongo do tempo,
consiste em dividir as deformacgdes totais em deformacdes instantaneas e lentas.
As deformagles lentas, por sua vez, também podem ser classificadas como:
fluéncia rapida (aquela que ocorre nas primeiras vinte e quatro horas apés a
concretagem) e fluéncia lenta. No entanto, no escopo deste trabalho sera
considerada, para o célculo da deformacdo lenta, apenas a componente de
fluéncia lenta que surge mais rapidamente no inicio do carregamento e desacelera
com o decorrer do tempo.

Para meihor justificar esse procedimento de divisdo da deformacdo total,
faz-se, em seguida, um breve comentario a respeito do efeito da duragdo do
carregamento sobre a relagdo tensdo-deformagdo para estruturas de concreto;
n&o consistindo em objeto deste trabalho o estudo do comportamento do ago.
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2.1.1 Deformacbes Dependentes do Tempo

Deformacoes imediatas - cargas de curta dura¢do

A relacdo Tensdo - Deformacdo uniaxial para o concreto é caracterizada
através dos resultados extraidos de ensaios de compressdo sobre corpos de prova
cilindricos ou cubicos ou de vigas em flexdo.

As curvas (0 —&g), obtidas em ensaios de compressdo apresentam um
trago inicial aproximadamente elastico linear, com boa proporcionalidade entre
tenséo e deformacdo, seguido de um trago com inclinacdo decrescente até um
valor maximo de tenso Onsx correspondente a um valor de deformacéo
£o(=2/1000) e, finalmente, um traco descendente até uma deformagdo
Emax (= 3,5-4/1000).

O andamento da relagdo (G — &) é caracterizado principalmente pelo valor
da resisténcia do concreto. A valores mais altos de resisténcia comrespondem
valores mais altos dos moédulos de rigidez iniciais. Por outro lado, um concreto
com resisténcia menor € menos fragil do que um com resisténcia mais elevada,
isto e, alcanga valores de deformagé&o ultima maiores.

A forma da curva (G —€) é influenciada pela velocidade de aplicagdo do
carregamento. A valores mais altos da velocidade de aplicagéo do carregamento
correspondem valores mais altos dos médulos de rigidez iniciais e de resisténcia
do concreto, havendo, porém, maior fragilidade, ou seja, os valores de deformacio
ultima s@o mais baixos.

Os valores de resisténcia do concreto s&o determinados, de forma pratica,
seguindo-se as modalidades sugeridas pelas Normas. Tais valores dependem de
varios fatores, entre estes citam-se: a relagdo agua-cimento, a dimens3o e a
granulometria dos materiais inertes, a idade do concreto e o tempo de prova. E
sabido que a resisténcia do concreto aumenta com o tempo e tal aspecto pode ser
importante nas analises dos efeitos de carregamentos de longa duragdo.
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A resisténcia & tragdo do concreto é cerca de 10% da sua resisténcia a
compress&o e € freqlentemente estimada com base em provas de elementos
submetidos a flexdo. O valor teérico, obtido pelo esfor¢o calculado no ato da
ruptura por flexdo da viga de prova, € denominado modulo de ruptura. Pode-se,
ainda, medir a resisténcia 4 tragdo de forma direta, prova de tracéo pura ou, de
forma indireta, comprimindo-se diametraimente um corpo de prova cilindrico longo
(ensaio brasileiro). Entretanto, a relacdo constitutiva vélida para o regime de
tragao ndo ¢ de definicdo imediata. Além disso, a tecnologia do concreto armado
confia a resisténcia a tracéo, de preferéncia, ao ago da armadura e, por isso,
nessa zona, deve-se levar em consideragéo nio s6 o fato de que estio presentes
dois materiais, como também, os fendmenos ligados a interacdo entre eles. E
importante, ainda, observar que a resisténcia a tragio do concreto pode ser fevada
em consideracao de diferentes modos, em fungdo do tipo de analise desenvolvida.
Por exemplo, & fundamental para analises nos estados limites de servico e
secundaria para analises nos estados limites uitimos.

Fluéncia e Retragdo - cargas de longa duracgéo

Apesar da viscosidade ser uma caracteristica associada
predominantemente a liquidos, nos materiais solidos ela se manifesta sob a forma
de variagbes de tensdo e deformagio com o tempo.

A fluéncia @ um fendmeno bastante complexo, que depende, de uma
forma geral, de trés fatores principais:

- de um retardamento na resposta elastica do material;

- de alteragcbes nas camadas de agua entre as particulas de gel da
pasta de cimento que transmitem os esforcos de compressdo. Tais
alteragbes, em geral, se d&o muito rapidamente logo depois da
aplicagdo do carregamento, desacelerando com o tempo;

- da formacdo de ligacbes entre as particulas da pasta de cimento na
nova configuragéo assumida.

Alem disso, ela apresenta um carater de reversibilidade parcial, ou seja,
removendo-se o© carregamento, uma parte da deformagdo total &
instantaneamente restituida, uma parte & restituida com o tempo e uma parte resta
como deformagao permanente.
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A retracdo & o fenbmeno que se observa quando uma amostra de
concreto se deforma ao longo do tempo, mesmo que ndo esteja submetida a
qualquer estado de solicitacéo.

Normalmente, as deformacgfes retardadas do concreto carregado ou
descarregado devem ser consideradas como dois aspectos do mesmo fendmeno
fisico. Portanto, a disting@o entre fluéncia e retrag8o & convencional, residindo no
fato de que na primeira as deformagbes séo oriundas do concreto carregado e na
segunda, do concreto ndo-carregado.

Componentes de deformacio

Com base no que foi exposto, pode-se escrever a deformagéo total € (t),
em um jnstante t, para estados uniaxiais, como a adicdo das parcelas de
deformagbes n&o-mecanicas & imediatas (mecanicas):

€ (t) = Em(t)+Enm(t) (2-01)
com
Enm(t) = Ey(t)+Ealt) + £ (t) + &4(t) (2-02)
em gue,
Em(t) > e a deformagdo instantdnea de natureza mecanica, devida ao

carregamento de curta duragdo, a qual se refere a relacéo tenséo-
deformacao.

O(t) = G(En(t)) (2-03)

E€nm{t) = é a deformacgdio ndo-mecanica imposta ao material ao tempo t,
composta pelas seguintes parcelas:

£y(t) - devida ao efeito viscoso
{material sujeito a tensao);

£,(t) - devida ao envelhecimento dos materiais
(sem carregamento);

€.(t) - devida & retracio;

€¢(t) - devida a temperatura.

Neste trabalho, nas aplicagdes numéricas a serem desenvolvidas, ndo f
serdo levadas em consideracdo as parcelas devidas ao envelhecimento dos
materiais €,(t), a temperatura €,(t) e a retracdo €,(t), dada a complexidade da
obtencac de relagdes que simulem estas deformacdes. )
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A figura 2.1 ilustra o carater aditivo das parcelas de deformagéo: imediata
ou elastica (€,), viscosa (€, ) e retragdo (£ ), para uma amostra de concreto

submetida a um carregamento constante o no instante t, e descarregada no

instante .
a) G
ol | % o Curva Tens&o x Tempo
4 !
N - o
t. ts t
b ¢ | — !
‘ : Ce J( Curva Deformagdo x Tempo
' {/ - " (material submetido a Go em (t, ,t;)
i _ o &y |
S 4 ' t
¢ g1 .
‘ 7! Curva Deformacgéo x Tempo
| ] (material sem carregamento - Retracdo)
- & |
i to t1
9 el )
: Be. "’-TT/ L .
o ’ O t JL Curva Deformacgéo Total x Tempo
Vi o . "/_f:"';’.‘_ -
ev ’ .
/ B
: e Er B
to ty t

FiGUra 2.1a) CARREGAMENTO CONSTANTE APLICADO EM £,
2.1b) REesPOSTA DE DEFORMAGAO PARA 0 CARREGAMENTO APLICADO
2.1c) CuURVA GENERICA DE RETRAGAC
2.1d) CurRvA RESULTANTE DA ADICAODE 2.1b E 2.1¢
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Em termos de modelagem, um modelo reolégico que permite representar a
forma aditiva em questdo, para a deformacdo total, pode ser obtido pela
associagdo do Modelo Combinado de Kelvin ou Modelo de Boltzmann (item 2.3.2)
a uma curva generica de retracdo, no qual as deformacgdes totais sd0 a soma das
deformagdes simuladas pelo modelo de Boltzmann com as deformacdes devidas a
retracdo.

Na figura 2.1c pode-se observar que as deformagdes devidas & retra¢do
acontecem independentemente da presenca do carregamento e sdo crescentes
com o tempo. A figura 2.1d representa a soma das curvas 2.1b (componentes de
deformag&o obtidas a partir do Modelo de Boitzmann) e 2.1c (curva genérica de
retragdo), nas quais se observam as seguintes componentes de deformacio:

€. = deformagdo elastica, que se manifesta no instante da aplicacdo do
carregamento.

€, = componente devida a elasticidade retardada. E uma parte da
deformacgdo reversivel que se manifesta com atraso e que esta
presente em quase todos os materiais. Nas pedras, por exempio, a
deformacéo viscosa chega a 5% da deformacdo elastica inicial e &
reversivel por cerca de 80% . No concreto, no qual a pasta de cimento
interage com o0s agregados predominantemente elasticos, a
deformacgao elastica retardada &, em ordem de grandeza, cerca de
40% da deformagdo eiastica instantanea.

&; = deformacao por retragéo, ou seja, a varagdo de volume que o concreto
manifesta no tempo, independentemente do estado de esforgos. E
uma deformagdo ‘ndo-mecanica’, devida ao ressecamento que
acontece na fase de cura e depende das condigbes ambientais
(temperatura, umidade), das dimensGes e da forma do elemento
estruturai.

No item 2.2 apresenta-se o desenvolvimento da equacdo para o célculo
das deformacdes totais. Tal formulacdo néo leva em considera¢&o a contribuicio
da retracdo na evolugdo das deformagbes. Assim, com o objetivo apenas de
introduzir informagdes a esse respeito, exibem-se, a seguir, as proposi¢des do
CEB e do ACI para o calculo das deformagdes por fluéncia e retragdo.
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2.1.2 Proposicbes do CEB e do ACI para o célculo das
deformacoes

Descrever de forma analitica a fluéncia e a retragido do concreto,
objetivando-se a analise estrutural, é tarefa complexa, existindo, para tanto,
diversas proposigbes. Apenas como informagdo de carater geral, reproduzem-se
as propostas das normas européia (CEB) e americana (ACI) .

Os modelos propostos por tais normas apresentam as seguintes
caracteristicas:

- valem para valores de resisténcia caracteristica do concreto estrutural
entre 12MPa < fck < 80MPa;

- admitem estados de esforgos compreendidos em uma faixa abaixo de
um certo percentual (cerca de 40%) da resisténcia a compressio. Neste
caso, & verdadeiro atribuir aos materiais um comportamento
viscoelastico linear e continua valido o principio da superposicdo de
McHenry [1943] ;

- supdem o moduio de Poisson constante no tempo: e

- aceitam, também, estados de tragdo do concreto, embora as relacbes
recomendadas pefas normas sejam direcionadas ao concreto sujeito a
regimes de compressao.

Modelo CEB

Segundo o CEB (1991), as deformacdes totais ao tempo t de um elemento
de concreto carregado no instante to, mantida a tensdo constante, podem ser
subdivididas em dois tipos: deformagdes que dependem das tensdes e
deformacdes que ndo dependem das tensdes. As deformacdes que dependem

das tensfes sao:
€¢ilto) = deformacdo imediata que surge no instante da

aplicacéo do carregamento;
Ecclt) = deformag&o lenta ao tempo t > to

*

O Principio de Superposigio dos efeitos & apresentado no item 2.2, quando & feita a modelagem
das fungdes de fluéncia e de relaxagdo.
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e as que n2o dependem das tensdes sio:
E.s(t} = deformagdo devida a retracao;

Eqlt) = deformacdo devida aos efeitos da temperatura.

Modelo do CEB para determinagio da Fluéncia

O Codigo Modelo - CEB (1991} considera uma combinacdo dos modelos
apresentados, na qual 0 médulo de elasticidade E varia com o tempo e é tormado
no instante do carregamento.

0,3
ftte) = —1— + ¢£H .ﬁ(fcm).ﬁ(to).[w'-} (2-04)

E, (to) B (t-t_)it,

em que,

E. = modulo de elasticidade aos 28 dias, calculado segundo o CEB:

E.(te} = modulo de elasticidade calculado no instante da aplicagio do
carregamento,
dew = fungdo que considera a umidade relativa do ar e a espessura

efetiva do elemento;

- RitRho
Py = 1+—T22

3
oas(h; )
RH = umidade relativa do meio ambiente;
RHo = 100%;
h= 21-\%1 = espessura efetiva
(Ac= area da sec¢3o transversal e u= perimetro do elemento
em contato com a atmosfera);
he = 100mm;
B{fem) = fungdo que considera a resisténcia a compressdo média do

concreto aos 28 dias;

5,3
B(fem) = REPERY.
e fcmo)
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(fem)= resisténcia a compressio média do concreto
aos 28 dias;

(femo)=10Mpa;

B(to) = funcio que considera a idade do concreto por ocasidao do

carregamento;
1
Blto)= T 03
0,1+ (fog,)
ti=1da;

B = fungdo que considera a umidade relativa do ar e a espessura

efetiva do elemento;

18
B, = 150[1+[1,2 R ) ]hﬂ+2505 1500

RHo O

t = idade do concreto (dias);

to = idade do concreto no instante da aplicagio do carregamento.

Modelo do CEB-90 para determinagéo da Retracgio

Com respeito a retragéo, o CEB-90 propde a seguinte relagéo:

Ecsltits) = Eg(fem).Pry.Ps(t-tg) (2-05)

em que,

£4(fem) = fungéo que considera o tipo de cimento (B sc ) © @ resisténcia

a compressdo média do concreto aos 28 dias (fom);
€ (fm) =160 + 10p (9 - Fen o) [10°

(femo)=10Mpa;
Bru = fungéo que considera a umidade relativa da atmosfera:

Bru=1~ 1,55 B sry para 40% < RH < 99%
11025 para RH2> 99% '



COMPORTAMENTOQ VVISCOELA_§TICO DE ESTRUTURAS EM CONCRE'_rc_:_____ B 14

Bsgn = 1- (R%Ho)a;

RH = umidade relativa da atmosfera (%);
RHo = 100%;
Bs(t—t;) = coeficiente que descreve o desenvolvimento da retracdo com

o tempo; considera a espessura efetiva do elemento durante

0 tempo em que o material sofre retrag&o (t - ts)

0,5

(t-t)/t, _

t-t )= s :
Pet-t.) {350(h1h0)2+(t—ts)lt1:|

h = espessura efetiva;

ho= 100mm;
t: = 1 dia;
t = idade do concreto (dias):
tg = idade do concreto no inicio da retrag&o ou inchagéo.

Modelo ACI

O modelo do ACI-209 é mais simples e resulta em emprego imediato nos
codigos de caiculo.

Modelo do ACI 209 para determinagio da Fluéncia

0.6
fitto) = — ' [1+ (t-to) ¢} (2-06)

Ec(to)]  104{t-t,)08 '~

no qual, o coeficiente de fluéncia ¢, & dado por:

b = 2,35B,PuBaPsBrBac (2-07)
em que,
B,o = coeficiente para a idade do concreto no instante da aplicagdo do

carregamento - to
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-0,118

B, = (1,25t°) para t, = 7 dias;

By = coeficiente que considera a influéncia da umidade relativa do
ambiente - H
By =127-0,0067H para H>0.4;
Bag = coeficiente que considera a espessura média da peca de
concreto:
(i) para50<d<150 (mm)

d(mm): 50 75 100 125 150
Ba: 1.3 117 1,11 1,04 1,0

(i) para150<d <380 (mm)
By =114-2,093x10°  para (t-to) < 365 dias
ou
By =110-1139x10%d2 para(t-to) > 365 dias
(it} para d 2375 (mm)
Ba = 0.67(1+ 113 07214 )(113¢-080viA)

(V = volume do elemento e A = area do elemento);

Bs = coeficiente que considera a consisténcia do concreto fresco
(funcdo do Siump)
Bs = 0,82 +1,7688x107*S

(S = slump do concreto (mm) );

Br = coeficiente que considera as particulas do agregado fino (areia +
pedrisco)

B = 0,88+ 24x107*F
(F = (particulas / total de agregados) x100 );

Bac = coeficiente que considera a porcentagem de ar contido no

concreto
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Bac = 0,46+ 0,09AC > 1,0

{AC = teor de ar contido no concreto).

Modelo do ACI 209 para determinagédo da Retragdo

16

Com respeito & retragdo, o ACI-209 propbe a seguinte relacdo para a

deformacéo final de uma pega de concreto estrutural comum:

_ -6 ns SnSpnSnsSns S
& sheo = 780x10 BchHﬂdBSBFBceBAC
em que,

Bi = coeficiente que considera o periodo de cura
P

dias: 1 3 7 14 28
By 12 11 10 093 086

[J,-: = coeficiente que estima a contribuigio da umidade

B° =140-0,01H para40 < H <80%

B =30-003H para80 < H < 100%;

=
7]

para50<d <150 (mm)

d(mmy): 50 75 100 125 150

pfl_- 135 125 1,17 1,08 1,0

para 150 <d < 375 (mm)

Bg = 123-570x10 °d* para (t-to) < 365 dias
BS =117-319x10°d? para(t-to) > 365 dias

para d > 375 (mm)

BS — 120 0M4TVIA (1 %26 ---o,1zvm)
d — 5 ]

(V /A = raz&o entre area de superficie e volume):

90
0,75

g = coeficiente que considera a influéncia da espessura média

(2-08)
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ﬁi = coeficiente que considera a consisténcia da mistura
BS =089+856x10°S
(S = slump do concreto)

Bi = coeficiente que considera a influéncia do agregado fino
Br =0,30 +14x10 *F para F < 50%
Bf = 0,90+ 2x10°°F para F > 50%;

( F = teor de agregados finos (< 4,8mm);

BS = coeficiente que considera o contetido do cimento
ce

B =0,75+2196x107°C;

oo

BS

e = coeficiente que considera o contelido do ar incorporado

BS =095+8x10°° A>10.

ac

As equagbes anteriormente descritas sdc fundamentadas em modelos
viscoelasticos e permitem o célculo das deformacbes devidas a fluéncia e a
retragao do concreto.

2.2 Modelagem do Comportamento Viscoelastico

Neste item, conceituam-se os fenémenos de fluéncia e relaxagao,
enfatizando-se os efeitos de aplicagio de carregamentos com idades diferentes do
material e cargas variaveis com o tempo. O principio de superposicdo dos efeitos
{McHenry), é empregado para exprimir a relacdo constitutiva na forma de uma
integral de Stieltjes.
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Principio de Superposi¢do de McHenry

O principio de superposicdo de McHenry baseia-se nas seguintes
hipbteses:

- O concreto comporta-se como um material viscoelastico linear, cujas
propriedades variam com a idade.

- O comportamento dependente do tempo do concreto na tragéo ¢ igual
ao comportamento na compressao.

- O CEB-90 admite a superposi¢éo linear até quando o nivel de tensées
for 0,40f;.

O Principio de Superposi¢io de McHenry estabelece que as deformacgdes
produzidas no concreto em qualquer época (t), por um incremento de tensdo
aplicado em qualquer instante (t,), sdo independentes dos efeitos de quaisquer
tensdes aplicadas ou antes ou depois de t, (CARVALHO (1979)).

Segundo MENDES (1993), a validade da superposicdo dos efeitos foi
confirmada através de ensaios e os resultados foram satisfatérios, mas somente
quando as tensbes crescem. Quando as tensdes decrescem, a superposicéo
pode ser aplicada desde que o decréscimo de tensdo ndo seja exagerado.

2.2.1 Modelagem da fluéncia

Da-se o nome de fluéncia (creep) ao aparecimento de deformacgdes ao
longo do tempo em um corpo solicitado por tensdo constante.

A figura 2.2 mostra uma curva genérica de fluéncia, na qual se observa que
apés uma deformacdo imediata inicial £, seguem-se trés regides de deformacéo
lenta: a regido de fluéncia primaria, que tem inclinag&o decrescente com o tempo,
gragas a um ganho de rigidez do material (que é o caso do concreto novo); a
regidgo de fluéncia secundaria, que tem inclinagdo constante, gracas a uma
“estabilizacdo” da rigidez do material {concreto velho) e a regi@o de fluéncia
terciaria, que tem inclinagdo crescente no tempo, devido a uma diminuicZo da

area resistente, até a ruptura.
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FiGURA 2.2 CURVA GENERICA DE FLUENCIA

Nota-se ainda que, em caso de descarregamento, na regido de fluéncia
primaria, praticamente, toda a deformacdo é recuperada ao longo do tempo; na
regido de fluéncia secundaria apenas a deformacdo elastica e parte da
deformacgdo viscosa sao recuperadas, restando uma deformacéo acumulada ou
residual ao final do processo carga-descarga. O efeito de altas temperaturas é
verificado sobre o trecho de fluéncia secundaria sob a forma de aumento da
inclinaco da curva e conseqiente encurtamento desta.

Fungéo de fluéncia

Para a caracterizagdo da funcdo de fluéncia, considera-se um corpo de
prova de concreto submetido a uma tracio uniaxial O. (constante) a partir do

tempo t,. Veja figura 2.3a.

a) Oclt) T
Ge¢ : T B Gc= Cte
. Iy
b} ec(t) ¢
Gt t)
Eolt) | Goftoto)
| —
to t t

FIGURA 2.3a) HISTORIA DE CARREGAMENTO
2.3b) CURVA DE DEFORMAGAO RESULTANTE
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A deformac&o medida no instante genérico t vale (veja figura 2.3b):
€e(t,to) = o..f(t,to) (2-09)

em que, f(t,t,) & a ‘funcdo de fiuéncia’ definida como:

1

f(t,to) = 'E—(E)"

+ C(t,to) (2-10)

introduzindo-se o coeficiente de fluéncia:
(b(t,to) = E(to).C(t,t0) (2-11)
a (2-10) pode ser escrita na forma:

’
fit,to) — E&T)F + d){t,to)] (2-12)

Fazendo-se coincidir o tempo de medida com o tempo t, de carregamento,
deve-se verificar que:

d(to,to) = 0
logo,
1
f(to,to) = m (2'13)

A equacao (2-13) mostra que a funcéo de fluéncia f(t,t;), quando calculada
no instante do carregamento, leva ac valor das deformacées elasticas imediatas:

Cc

E(to,to) = E(K) (2-14)

A fungdo de fluéncia f(t,t,) pode ser interpretada, a partir da (2-09), como a
deformacéo total num instante t, causada por um esforgo unitario aplicado no
instante t,.

Por outro lado, aplicando-se a amostras idénticas e nas mesmas condicOes
ambientais uma tensdo unitaria a partir do instante < (to< 1 <t), obtém-se as
curvas representadas na figura 2.4, que ilustram o efeito da ‘idade’ do material
(envelhecimento) sobre o regime de fluéncia:



COMPORTAMENTO VISCOELASTICO DE ESTRUTURAS EM CONCRETO 21
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FIGURA 2.4 CURVAS DE FLUENCIA PARA DIFERENTES
IDADES DE APLICAGAC DO CARREGAMENTO

A forma das curvas f(t,z) obedece a quatro limitagées matematicas,
listadas a seguir, que surgem da 2° Lei da Termodinamica e do fato de que ©
concreto endurece com o tempo e a taxa de endurecimento decresce para idades
matis avangadas (CEB (1984)):

) para um dado instante t de carregamento, a deformacgéo viscosa é monétona

crescente com t

ot} 0.
ot
i) para um dado instante 1 de carregamento, o incremento de deformacéo
viscosa & sempre decrescente com t
O*f(t, 1)
atz

iii) mantendo-se constante o intervalo de observacgdo (t-< ), tem-se uma reducio

< 0;

na deformagéo viscosa para tempos de carregamentos mais avancgados

[af(t,r)J < o0
ot (t-1)

iv) mantendo-se constante o intervalo de observacdo (t-1 ), tem-se uma reducdo

no incremento de deformagao viscosa, para tempos de carregamentos mais

[a’f(t,t)] > 0
CLR

avancados
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Admitindo-se vaélido o principio de superposicéo, a deformagdo total, para
uma histéria de carregamento varidvel no tempo, & obtida a partir do

desenvolvimento que segue. Em particular, entendendo-se t, como o instante de
inicio de aplicagdo do carregamento, tem-se:

a) tens&o constante no tempo, aplicada em t,;

3 oet) 1

Oc= Cte
O ‘ T
e T
b) :
£ (t) e et )
T |
£ (t) B | Ocf(to,t)
- : >
t,

t
FIGURA 2.5a) CARREGAMENTO CONSTANTE EM {t.t)

2.5b) RESPOSTA DE DEFORMAGAO EM (t,,t )

Elt,t) = G_.f(t,to) (2-15)

b} tens&o variavel no tempg, com dois passos de carregamento no intervalo {t t,):

a) olt) T
Aotty) | - D S
otto), |t ,
t t, t, t
b) Et) T
! R P Ac(t, ). f(t, t,)
(L) 1 :
e°(ty) | ! = w ,,,.f;_.”-——»-r Aot )f(t.t.)
£°ty) 1 |

FIGURA 2.6a) CARREGAMENTO VARIAVEL APLICADO EM t.Ety

2.6b) RESPOSTA DE DEFORMAGAO PARA 0S INTERVALOS
(to !t1) E (t‘l utz)
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1= to+ At O(1) = Gfto) + AG(z)

para t <t, Elt.to) = £5(t,) + O(to). f(t, to)

para t > t, Elt,to) = £°(to) + E°(t,) + AG(to).f(t,to) + AG(t, ).f(t, t,)
em gue,

£°(to) = AG(to).f(to, to) AG{to) = ot )

E°(t,) = AG(t,).f(t,,t,) AS(t,) = o(t,) — o(t, )

logo,

E(t,to} = AG(to).f(to,to) + AG(t,).f(t, ,t,) + AC(to).F(t,to) + Acit,).f(t,t,) (2-16)

Considerando-se que,

£%(1) = Ac(t).f(t,7) para t=r1
a (2-16) pode ser escrita como a somatéria

g(t,to) = iAG’(t).f(t,t) (2-17)

=to

com t representando as idades de aplicacdo do carregamento e t variando de
forma discreta dentro do intervalo (to- t).

¢) tenséo variavel no tempo, com k passos de carregamento, para um intervalo de
tempo finito (t ,t,):

E(t) =€°(to) + €°(t1) + £°(t2) + oo+ €%tk - 1) + AC(to).F(t, to) +

AG(t).f(t,t) + Ac(tz).f(t,t2)+ ... + AG{tk —1).f(t,tx - 1)
(2-18)
em que,
£°(to) = AC(to).f(to, to) AG(to) = G(t,)
£°(t1) = Ao(t).f(t1, tv) AG(t) = o(t,) — oft,)

€°(t2) = AC(t2).f(t2,t2) Ac(tz) = oft,) — o(t,)

E5(t - 1) = AG(te - ).f(t —,t-1)  AG(t 1) = O(t,_,)— O(t, ,)
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da equacédo (2-18), chamando-se de t os instantes de carregamento, resulta:

th—1 th-1
g(t,to) = Zse(r) + ZAO‘(I).f(t,r) (2-19)
T=to 1=to
em que,
£%(1) = Ac(z).f(t, 1) para t=r1
logo,
tk—1
g(t,to) = ¥ AG(t).f(t,7) (2-20)
T=to

d) tenséo continuamente variavel no tempo:

No fimite, quando At —» dt = Ac -> do . 0s incrementos de tensbes do
passam a ser praticamente nulos, logo, os incrementos de deformacgses elasticas
tambem tendem a um valor nulo:

de® >0
Assim, a equacgdo (2-19) pode ser escrita como:

Eltto) = [, de®(x)+ j:o do().f(t, 7) (2-21)

por se tratar de carregamento continuo = j':o de®(t)=0.

Resultando,

Eltto) = [ do(z).f(t,x) (2-22)

Para se levar em conta eventuais descontinuidades na historia de
carregamento, escreve-se a equacdo (2-22) sob a forma de uma Integral de
Stieitjes:

Elt,to) = [ do(z).flt,7) (2-23)
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2.2.2 Modelagem da relaxacdo

Da-se o nome de relaxagédo ao processo de perda de tenséo ao longo do
tempo que acontece em um corpo, quando este é submelido a deformacéo
constante.

A figura 2.7 mostra uma curva de relaxaggo generica. Observe que a

tensdo decai exponencialmente com o tempo, para uma deformacéo constante.
FS

G |
c, 1

FIGURA2.7  CURVA GENERICA DE RELAXAGAO

Funcao de relaxacéo

Para a formulagdo da funcdo de relaxacdo, considere-se um corpo de
prova de concreto submetido a uma deformacéo uniaxial €c (constante), a partir
do instante t,. Veja figura 2.8.

a) e(t) T
g | — o €. = cte
IR
‘ N t t
b) a(t) T
Ge ‘ )
o(to) i .
.

FIGURA 2.8a) HISTORIA DE DEFORMAGAO
2.8b) CuRVA DE TENSAO RESULTANTE
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A tens&o medida no instante genérico t vale:

Ge(t,to) = €c.r(t,to) (2-24)
em que,

r(t.t,} € a ‘fungdo de relaxacio’ definida como:

r{t,to) = E(to) — R(t,to) (2-25)

Introduzindo-se o coeficiente de Relaxacao:

p(t,te) = %};—l (2-26)

a (2-25) pode ser reescrita na forma:

rltto) = E(tol] 1 — pit,to)] (2-27)

Fazendo-se coincidir o instante de medida com o instante t, da aplicacao
de gc, deve-se verificar que:

plto,to) = 0
logo,
r{to,to) = E(to) (2-28)

€, portanto, obtém-se o valor da tensdo no instante da aplicac&o da deformacao:

Oc(to,to) = £c. E(to) (2-29)

Dessa forma, a fun¢fo de relaxagdo r(t,t,) representa a tensdo total num
instante t, causada por uma deformacdo unitaria aplicada no instante t,.
Aplicando-se a amostras idénticas e nas mesmas condi¢des ambientais uma
deformacdo unitaria a partir do instante < (to <t <t), obtém-se as curvas
representadas na figura 20.9.
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r(z ,7) rt ,t)
r‘t !T) T - o
- rt,t,) t\f\ |a\ ! o
/ e W

e B {3
i gl
| . SR

‘ ‘ ! T _‘*‘[I'*" r(t !to)
| ‘
| :

. ‘
- | B e
t, T t t

FiGuRA 2.9 CURvVAS DE RELAXAGAO PARA DIFERENTES
IDADES DE APLICAGAO DA DEFORMAGAO

A funcdo r(t,t) goza das seguintes propriedades determinadas
experimentalmente:

)  para um dado instante © de carregamento a tenséo tende a diminuir com t

or(t, 7)

< 0;
ot

i) mantendo-se constante o intervalo de observago (t-t ), tem-se um aumento
da relaxacdo para tempos de carregamentos mais avangados

or(t, 1) <

0;
ot

i) o médulo eléstico é crescente com r, isto &, para concretos novos seguem-se
tensdes instantadneas menores do que para concretos mais velhos submetidos

as mesmas deformacdes (constantes no tempo)

or(t, 7)

Admitindo-se vélido o principio de superposicado, no caso de uma
deformacéo varidvel no tempo, a tensao total é obtida a partir do desenvolvimento
que segue. Analogamente ao que foi feito para a fluéncia, tem-se:
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a) para uma deformacéo constante aplicada em t,:

a)  g(t) * t
Ec = Cle
Sc(to) If_._ -
R
A o
\ t t
b) '
O-(to) ; \\\.gc-f(to :to)
Ot) L g it )
. —
t t

FIGURA 2.10a) DEFORMAGAO CONSTANTE EM {ts 1)
2.10b}RESPOSTA DE TENSAO EM (t,,1)

O(t,to) = E(t).r(t,to) (2-30)
b) para uma deformagdo varidavel no tempo. com k passos de aplicacdo no
intervalo de tempo finito (t ,t.):

g(t)

) AS(tk_1) IT ...... ) }_, J
Ag(t) -
ARt) L e T
Agtto) o1 .
't t E tir t
o(t) *
b) B |
St L1 |~ _aB(t,)rit o)
: e T _'
T ARt )
E{T) L‘ T ) LT “AE(T)I'(t,T)
Olt) - el ARttt
to t1 T tk—1 tk t

FIGURA 2.11a) DEFORMAGAO VARIAVEL APLICADA EM t,
INSTANTES DO INTERVALOC {t,,t )
2.11b) RESPOSTA DE TENSAO PARA OS t, INTERVALOS
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G(t) = O(to) + O(tr) + G(tz) + ...+ Gt - 1) + AE(to).r(t,to) +

AE(tr).r(t,t) + AE(t2).r(t,t2) + ... +Ag(tc  1).r{t,tc 1)
(2-31)
em que,
O(to) = AE(to).r{to, to) AE(to) = E(to)
o{tr) = Ae(ti).r(ts, t1) AE(t1) = £(t1) - E(to)

O(t2) = Ag(ta).r(ta t2) AE(tz) = &(t2) — g(t1)

Otk 1) = Ag(te - )r(tc-stc 1) AS(tk 1) = &t - 1) — £(t - 2)

da equacdo (2-31), chamando de t 0s instantes de carregamento, resulta:

tk-1__ tk—1
oft,to) = Y 0(z) + ¥ As(z).r(t, ) (2-32)
r=to T=to
em que,
G(1) = Ag(r).r(t, 1) para t=r1
fogo,
tk-1
oft,to) = Y Ag(t).r(t, ) (2-33)
=to

c) deformagéo continuamente variavel no tempo:

No limite, quando At — dt = Ag -»dg, o0s incrementos de tensdes
instantaneas tendem a se anularem:

:>dg—>0

Assim, a equagéo (2-32) pode ser escrita como:

Oltto) = [ do(1)+ [} defa).r(t,7) (2-34)
com

. -

fi,d0(x) =0
Resultando  Git,to) = [, de(x).r(t,<) (2-35)

Para se levar em conta eventuais descontinuidades na historia de
carregamento, escreve-se a equacio (2-35) sob a forma da Integral de Stieltjes:

Olt,to) = f de(x).r(t,7) (2-36)
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2.2.2 Relagio entre as funcdes de Fluéncia e de Relaxagdo

A fungéo de relaxacao é de dificil determinacdo experimental. Assim, para
fins de analise estrutural é de fundamental importancia a formulacdo de uma
relacdo entre as funcgdes de fluéncia e de relaxacdo, de modo a permitir, mesmo
de forma indireta, a consideragéo da relaxac3o.

Submetendo-se um corpo de prova a uma tens&o unitaria {Oc = 1) a partir

do instante t,, tem-se da equagéo (2-09) que:
Ec(t,to) = f(t,to) (2-37)

Diferenciando-se e determinando-se a deformacao no instante t, resuitam,
sucessivamente

aﬁ(f,to) dt = af(‘t,to) dt

de(t) =

ot Y
ofte) = E(tohe(te) — g(to) - E(Jt";") (2-38)
substituindo-se na equagéo (2-35)
_ r{t,to) taf(’r to)
v j’m {t, t)dt (2-39)

Analogamente, submetendo-se um corpo de prova a uma deformacéo
unitaria (€c = 1) a partir do instante t,, tem-se da equacdo (2-24) que:

Gelt,to) =r(t,to) (2-40)

Diferenciando-se e determinando-se a tensdo no instante t. resultam,
sucessivamente

B BG(t,to) _ O, to) 4.
do(t) = Ot ot
O(to) = E(to).€(ts) — o(to) = E(to) (2-41)
substituindo-se na equagdo (2-22)
= Efto)fit,to) + || 6""“’ A(t, 1)t (2-42)

As equacbes (2-39) e (2-42) sdo integrais de Volterra e permitem a
determinacdo de uma fung¢do quando se conhece a outra.
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O fato de se ter suposto o médulo de Poisson constante no tempo permite,
ainda, escrever as Equagdes Fundamentais da Viscoelasticidade Linear (2-21) e
(2-34) para estados pluriaxiais, refacionando-se os ‘vetores’ G e & através da
matriz de flexibilidade dos materiais e da integral de superposicao (capitulo 3).

Apresentadas as fungdes de fluéncia e relaxacéo sob a forma de integrais
de Stieltjes, para estados uniaxiais de esforcos, e suas correlagdes, direciona-se,
entdo, o presente trabalho para o estudo da fungdo de fluéncia, que sera
empregada no codigo de calculo TRELVE.FOR para a determinagio das
deformagGes viscoeldsticas em estruturas de concreto.

2.2.3 Modelos simplificados de fluéncia

De uma forma geral, a partir do que foi visto anteriormente, pode-se
descrever o comportamento viscoeldstico do concreto por uma funcdo f
desenvolvida em termos das caracteristicas elasticas (fimea - resposta imediata) e
viscosas (frempo - Fesposta no tempo) do material:

f = fmed +flempo (2-43)

Ambas as repostas, imediata ou viscosa, dependem do instante do
carregamento t, e podem ser observadas nas figuras abaixo:

fimea = f(to) (2-44)

fitt) .
1/E(t,)

| “’“"‘-;‘\TuE(t)
. | R

b T t t

FIGURA 2.12 RESPOSTAS iMEDIATAS DO CONCRETO
PARA DIFERENTES IDADES DE APLICAGAO
DO CARREGAMENTO
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fiempo = f(to) = Assintotas diferentes (2-45)
*
flt.t)
‘ Assintota para t,
_____ T - - Assintota para
b/ L T STmee
: / //‘ 4.4/,_./ T __
/ / / descarregamento
t T t

FiGURA 2.13 RESPOSTAS VISCOSAS DO CONCRETO PARA DIFERENTES
IDADES DE APLICAcﬁO DO CARREGAMENTO

Com o objetivo de obter um modelo de aplicacéo viavel, duas
simplifica¢des séo sugeridas:
1%) A resposta imediata ndo depende do instante do carregamento t, :

fit,t)

1/E T

!

I

‘ to T | t

FIGURA 2.14 1% SIMPLIFICAGAOD - RESPOSTA IMEDIATA INDEPENDE
DO INSTANTE DE APLICAGAO DO CARREGAMENTO

2%) A resposta viscosa nio depende do instante do carregamento t, :

C(t,)
fit t) * ST e

_______________________ _.._._____________ Assintota linica

FIGURA 2.15 2° SIMPLIFICACAO - RESPOSTA VISCOSA INDEPENDE
DO INSTANTE DE APLICAGAO DO CARREGAMENTO

De acordo com tais simplificactes, duas Teorias s&o apresentadas:
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Teoria da Hereditariedade - 12 Modelo Simplificado

Supondo que o concreto mantenha inalteradas no tempo suas
caracteristicas mecanicas, isto ¢, E(to) = E, no sentide de que a idade do
concreto ndo tem influéncia sobre a resposta viscoelastica (12 e 22 Simplifica¢bes),
chega-se a uma equagéo do tipo:

f(t,to) = %+ clat) (2-46)

Desse modo, o aumento de deformacdo viscosa depende exclusivamente
da duragdo do carregamento At, ou seja, mantendo-se constante a duragdo do
carregamento, obtém-se incrementos de deformacéo iguais para diferentes
instantes de carregamentos. A forma da curva de fluéncia é a mesma para
qualguer idade de aplicagdo do carregamento, bastando dar-se uma translacao
horizontal na primeira para se obter as demais. O valor da funcao de fluéncia para
to>x é 0 mesmo para todas as curvas carregadas em qualquer instante.
Observa-se, também, que a hipotese do médulo elastico constante resulta em uma
total recuperacdo da deformacdo viscosa no tempo para o caso de
descarregamento.

f(t ,t,) + translagdo horizontal ] -
- - Assintota unica
P
. ————4;{—"-:—- L A —4:
, % |
Clat) // r: /o / l |
! [ [ f ‘ ,  descarregamento
| : J/ : ‘ l . /,4—,
1/E P et s
[ At | At At ‘
i N W I i —
TLt‘J T t

FIGURA 2,16 TEORIADA HEREDITARIEDADE

Essa teoria ndo abrange o comportamento efetivo do concreto, sendo, em
principio, coerente com o caso de concretos muito velhos, para os quais os efeitos
ligados a idade do carregamento sdo reduzidos. Considera-se que ela seja
inconsistente para concretos carregados com idade menor que um ano, pois

nesse periodo os efeitos da fluéncia sdc mais acentuados, tomando-se
inadequado tal processo.
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Entretanto, mesmo para os concretos velhos, ainda ha uma contradi¢io
com relagdo ao comportamento real: concretos velhos perdem a capacidade de

recuperacgéo da deformacéo viscosa total.

Como se vera mais adiante, 0 modelo reoidgico que melhor representa o
aspecto de nao recupera¢do da deformacgdo viscosa do concreto velho é o de
Maxwell, do qual se consegue extrair, com facilidade, a relacdo (2-46).

Teoria do Envelhecimento - 22 Modelo Simplificado

Neste caso, faz-se a fungéo de fluéncia depender apenas do instante do
carregamento E = E(to). Isto faz com que os efeitos de envelhecimento do
concreto sejam superestimados, ndo havendo nenhuma recuperacdo das
deformagdes viscosas com o tempo.

fit,to) = é +C(t) - Cit, ) (2-47)

O aumento das deformacbes viscosas depende apenas da duragio do
carregamento (2° Simplificacdo), porém, as deformacgbes elasticas diminuem para
idades de carregamentos mais avangados, devido ao aumento do valor do médulo
de elasticidade longitudinal com o tempo.

&lt) + P At S J— Assintota para t,
e -T::;;;:—;; g 80(At)
| i — 7T
! ’L,_ — Assintota para t
= = W
[\_\ ! : translagao vertical
. ‘ T N - ==} -
i - . / /'/iﬁ:-:’:,_;’:l__:__. 1 LSTdAt) v
! S | EolAt) = E{At)
P A :
i Jl - i descarregamento
| R i
i - ‘ ' »
: t, 1T T2ty ts

FiGURA 2,17 TEORIA DO ENVELHEGIMENTO

Da figura 2.17 pode-se observar que os incrementos de deformaces
viscosas se mantém constantes para intervalos de observagdo constantes,
independentemente da idade de carregamento do concreto.
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E1(t)—€4(ty) = €o(t)- €o(ty)

Esse modelo permite simular, somente, o comportamento do concreto novo
(E = variavel), desde que se tome medidas em tempos suficientemente distantes
do instante do carregamento (para que se possa verificar a variag&o de E). Para
concretos velhos a teoria subestima o valor final da fluéncia, quando comparada a
resultados experimentais. Existe, também, uma contradi¢do no fato do modelo
nao permitir nenhuma recuperacao da deformagéo viscosa com o tempo, visto que
a recuperacéo total da deformac3o viscosa é uma caracteristica do concreto novo.
O modelo que melhor representa o comportamento do concreto novo é o Modelo
Combinado de Kelvin, do qual se consegue extrair a equagio (2-47).

O CEB (1984) apresenta o método de Dischinger generalizado que
considera uma combinagéo de termos baseada nestas duas teorias.

2.3 Modelos Reolégicos Unidimensionais

Com o objetivo de discutir um pouco mais os aspectos relacionados a
modelagem da resposta viscoelastica, apresenta-se, no que segue, a formulagio
de modelos unidimensionais com base na Reologia dos Materiais.

Os materiais apresentam, normalmente, comportamento muito complexo,
com variagdes consideraveis dependendo das solicitagbes, das condi¢des do
meio-ambiente e de confinamento a que s&o submetidos. Objetivando fornecer
uma simulacdo para o comportamento dos materiais, a Reologia estabelece
modefos unidimensionais basicos que permitem uma melhor aproximag¢io na
analise estrutural, a partir de combinagdes deles.

- Modelos Basicos: Elastico; Plastico e Viscoso.

- Modelos Combinados: Elastoplastico; Viscoelastico; Viscoplastico e
Elastoviscoplastico.

Normalmente, analisa-se o diagrama tensdo-deformacéo correspondente a
um ensaio de tragcdo simples, para se obter a diferenciacdo entre os modelos
reologicos. Fundamentalmente, analisa-se o regime de deformagdes em uma
situacéo altemada de carga e descarga.
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2.3.1 Modelos Basicos

Modeio Elastico

O modelo eldstico é caracterizado pelo aparecimento de deformacgbes
imediatas numa situac&o de carga.

As deformacbes eldsticas surgem simultaneamente com as tensdes e
permanecem constantes no tempo, desde que as tensBes também permanecam.
Elas desaparecem juntamente com as tensdes, numa situa¢do de descarga, sem
deixar qualquer vaior residual.

A relacdo tensdo-deformacéo, no regime elastico, pode ser linear ou ndo-

linear.
c f c A
! e
? /I E o
|l e e
S .
| » »
L.t / //
i — — e —»
£ €
LINEAR NAQ - LINEAR

FIGURA 2.18 REGIME ELASTICO
No regime elastico linear, a relagéo tensao-deformacéo é dada pela Lei de

Hooke (o = E€), em que E é 0 modulo de elasticidade que caracteriza 0 material.

O regime elastico ndo-linear € caracterizado peto médulo de elasticidade E
variavel ao longo de toda a curva tensao-deformagso.

Em Reologia representa-se a elasticidade por uma mola, com rigidez igual
ao modulo de elasticidade do material, no caso linear.

E
o — AN ——0

FIGURA2.19 MoLa - MoDELO ELASTICO
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Modelo Plastico

O modelo plastico é caracterizado pelo aparecimento de deformacGes
residuais (n&do reversiveis) numa etapa de descarga.

As deformagdes plasticas aparecem a partir de um determinado valor de
tensao oy, que & denominado tensdo de escoamento do material. Neste modelo,
até ser atingida 6, o material permanece indeformavel.

No Regime Plastico-Perfeito, a tensdo de escoamento coincide com a de
colapso. Atingida essa tensdo, as deformacdes crescem de forma ilimitada. Ja no
Regime Plastico com Encruamento, atingida a tens&o de escoamento, ainda pode-
se ter variagcdo de tensdo com correspondentes acréscimos de deformacao.

a) o A b) o f
J oykp)
Oy > T
| . / ;‘
A Y ¥ |
| | L v
: -» ; !
ep 3 ' 8[) £

FIGURA 2.20a) REGIME RiGIDO-PLASTICO OU PLASTICO PERFEITO
2.20b) REGIME PLASTICO COM ENCRUAMENTO POSITIVO

Para 6 <oy—>¢€ =0
Para 6 20y > € = gp

Representa-se a plasticidade por um sélido pesado que escorrega sobre
uma superficie, sendo a tensdo necessaria para vencer ¢ atrito igual a tenséo de
escoamento.

1 4 A //////;

|
| kel Yo
] o

FIGURA2.21 BLOCO SOBRE SUPERFICIE - MODELO PLASTICO
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Modelo Viscoso

A viscosidade € uma caracteristica inerente aos liquidos que, no entanto,
também se manifesta nos sdlidos, pelo aparecimento de deformacgdes ndo

imediatas, isto é, que se desenvolvem ao fongo do tempo, mesmo que as tensdes
permanecam constantes ( Gy ).

Representa-se esse modelo pelo uso do amortecedor (pistdo com émbolo
perfurado), que armazena toda a energia aplicada em um determinado instante e
dissipa-a ao longo do tempo. Para levar em consideragdo o efeito da varigvel
tempo, que é fundamental neste modelo, introduz-se o conceito de velocidade de
deformacgédo, que surge quando se aplica a tenséo e leva, no decorrer do tempo, a
deformagdes ndo-imediatas e imreversiveis. Diz-se que a relacdo entre a tensio
aplicada e a velocidade de deformacdo é constante e igual ao coeficiente de
viscosidade do material.

A Relagdo Fundamental da viscosidade ¢ o = Nne. Emaquenéo

coeficiente de viscosidade do material e ¢ & a velocidade de deformacéo.

Da Relagdo Fundamental, derivam duas situagdes particulares:
carregamento sob tensdo constante e descarregamento, quandc a tensdo se
anula.

Supondo que na fase de carregamento a tensdc & permaneca constante e
igual a o, e considerando-se, ainda, que em t=0 - g(0) =0. A relagdo que
permite a simulag&o da deformagéo ao longo do tempo resuita

e(t) = %t (2-48)

FIGURA 2.22a) HISTORIA DE CARREGAMENTG
2.22b} RESPOSTA DE DEFORMAGCAO
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Considere-se, entdo, uma etapa de descarregamento em que a tensdo G,
é removida. Da relagdo fundamental, tem-se que a velocidade de deformagéo

também se anula ( ¢ = 0), de modo que € = cte, isto é, aparece uma deformacéo

ndo reversivel que, no entanto, & diferente daquela do modelo plastico, pelo fato
de n&o ser imediata (ver figura 2.22).

A representagdo reologica da viscosidade & um pistdo com @émbolo
perfurado, imerso em liquido viscoso.

REPRESENTACAQ ESQUEMA

FIGURA 2.23 PIsTAO IMERSO EM LiQuIDO ViscOSO - MODELO Viscoso

2.3.2 Modelos Combinados

Modelos Elastoplasticos

Esses modelos podem ser representados por associagdes de mola (que
representa o modelo Elastico) e sélido (que representa o modelo Plastico).

Modelo Elastico Perfeitamente Plastico

s
Gl A "
. >
I i
Ve | |
e _ R - . »
oE oy ;
L PR T
/I /ﬂ /;

FIGURA 2.24 REGIME ELASTOPLASTICO PERFEITO



COMPORTAMENTO VISCOELASTICO DE ESTRUTURAS EM CONCRETO |

o 40

Representa-se este modelo pelo arranjo em série da mola com o s6lido.

Ee, Oy
T T 5,
e Lmo

FIGURA 2.25 MODELO ELASTOPLASTICO PERFEITO

A principal caracteristica deste arranjo é que a tensdo nos dois elementos é
a mesma, enquanto que a deformagéo do conjunto é a soma das deformaces da

mola e do sdfido. Uma vez atingida a tensdo de escoamento Oy, 0 bloco desliza
indefinidamente. As relagdes principais s3o:

(2-49)
Para G <oy> & =g —> g =0

Para © > 6y > € = € t g

Modelo Plastico com Encruamento Linear

c A H -
S
G T |
?_-:.';777 —_ —_—— —_—— — ___.I ,,,,, —
Yy
v
— - —— i P
€
| -/ 8 p L !/ '
=) 7
FIGURA 2.26 REGIME PLASTICO COM
ENCRUAMENTO LINEAR

Representa-se esse modelo pelo arranjo em paralelo da mola com o sélido.
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FIGURA 2.27 MoODELO PLASTICO COM
ENCRUAMENTO LINEAR

41

As caracteristicas desse arranjo sdo inversas as do arranjo em série. Neste
caso, a deformacéo da mola é sempre igual & deformacéo do sélido, enquanto que
a tensdo do conjunto € a soma das contribuigbes dos dois elementos. O elemento
mola, nesse arranjo, caracteriza o encruamento ( H ) do material, determinando a
razao de crescimento constante da deformagdo. Em uma etapa de carregamento,

se houver uma descarga e em seguida uma nova carga, a tensdo para a quat
surgem novos acréscimos de deformacgdo plastica é diferente de Oy , sendo

fungao de €p. As relagdes que representam este modelo sio:

Para © <oy,—»>€ =0

Para o >0y > & = g

Modelo Elastoplastico com Encruamento Linear

o4 o H
;L i
o l S <R
y ___..,,;I e —— n.}t___ — __i__\
e |
[ | P |
i | i :
ﬂzﬁ_ E ) : >
g
8p \ Ee \

FiGURA 2.28 REGIME ELASTOPLASTICO COM
ENCRUAMENTO LINEAR

(2-50)



COMPORTAMENTO VISCOELASTI(EQQDE ESTRUT_URAS EM CONCRETO B 42

Representa-se esse modelo pelo arranjo em série de uma mola de
constante E com o modelo Plastico com Encruamento Linear.

He

B
S Ee, |

- N - e -
Ll
|
!. e £ p !
' i

FIGURA 2.23 MODELO ELASTOPLASTICO COM
ENCRUAMENTO LINEAR

Esse arranjo fica caracterizado pela soma das contribuicdes de deformacdo
de cada conjunto. Valem, neste caso, as seguintes relagoes:

€ = € *+ Ep

6 = Ce = Gp

H= y _ 0-06, _ 6-0a, aE
o e c-6, ©-0, 1-«a

oE E

(2-51)

Para ¢ < 6y > € = g,

Para 0 >0y > € = g, + g

Modelos Viscoelasticos

Esses modelos podem ser representados por associagfes de mola (que
representa o modelo Elastico) e amortecedor (que representa o modelo Viscoso).

Modelo de Maxwell

ot 4 |
"orﬂ—* 8‘%‘; = ! b
[ _to - B

FIGURA 2.30 REGIME VISCOELASTICO DE MAXWELL
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Representa-se esse modelo pelo arranjo em série da mola com o

amortecedor.
Eg ;
o e - o
. JI NN T —| T EECa
SR S fy -
Gal /} ‘,—"
FIGURA2.31 MODELO VISCOELASTICO DE MAXWELL -
ASSOCIAGAO EM SERIE

Esse arranjo fica caracterizado pela igualdade de tensdes nos dois
elementos e a deformag&o total como a soma das deformacdes de cada elemento.

[

mla
=

Integrando-se a equagdo diferencial do modelo e fazendo-se a tensdo
constante, ¢ = ©,, obtém-se

sty = S0 , Ot (2-52)
E !
equacdo que descreve a fluéncia, para 0 modelo de Maxwell, que pode ser
observada na figura 2.30. Note-se também que, em uma situacdo de
descarregamento, toda a deformacio elastica é recuperada instantaneamente,
ficando, como residuo, apenas a deformacgéo viscosa.

Modelo de Kelvin

ot "t
0'0! — —(-S(Li /v"'// ii\\
+ v E | , | \.\*
N EEN A | e,
t t t, t

FIGURA 2.32 REGIME VISCOELASTICO DE KELVIN
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Representa-se esse modelo pelo arranjo em paralelo da mola com o
amortecedor.

Eg
—_ N |\M\[\ —
|
4~G—u—kj 5.0,
ne
| T

|
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T

FIGURA 2.33 MODELO VISCOELASTICO DE KELVIN -
ASSOCIACAO EM PARALELO

Esse amranjo fica caracterizado pela igualdade de deformacdes dos dois
elementos e a tensdo como a soma das tensdes de cada elemento.

€ = &n = B = &

0 = 0Oy + 03 = EE + ng

Integrando-se a equacgdo diferencial e fazendo-se a tensdo constante,
O = G,, obtém-se

Og

Et
s(t) = —é~[1 - e 'ﬁ‘:l (2-53)

equacdo que descreve a fluéncia, para o modelo de Kelvin, ilustrada na figura
2.32. Na fase de carregamento, o amortecedor armazena toda a energia e a
transfere para a mola com ¢ decorrer do tempo, retardando o aparecimento das
deformacgdes elasticas. Em uma posterior fase de descarregamento, observa-se
que as deformacdes sio totalmente reversiveis ao longo do tempo.

Modelo Combinado de Kelvin ou Modelo de Boltzmann

O'T €
| B e B S

FIGURA 2.34 REGIME VISCOELASTICO DE BoOLTZMANN

Representa-se esse modelo pelo arranjo em série de uma mola com o
modelo de Kelvin.
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Ezave
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Eg
e \ |
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|

FIGURA 2.35 ASSOCIAGAO EM SERIE MoLA-KELVIN

Esse arranjo preserva as caracteristicas do modelo de Kelvin, com a
vantagem adicional de permitr a simulagdo de deformagbes elasticas
instanténeas. Fica caracterizado pela igualdade de tensdes nos dois conjuntos
(Mola - Kelvin) e a deformagéo total como a soma das deformagbes de cada
conjunto. As relagdes que governam o modelo sdo:

G = Om = Ok = Ove = Eg, = Epe,, + né,,
€ = Ee T Eye

Resolvendo-se a equagio diferencial e fazendo-se a tensdo constante,

G = Oy, obtém-se Nl

/‘4 E;‘\\::
E, +E e
E(t) = 0Oy [—1EH-E—2) — % (2-54)
1—2 2

equacao gue descreve a evolucdo da deformagéo com o tempo, para o modelo
combinado de Kelvin, que pode ser observada na figura 2{\33? “Note também que,
em uma situacdo de descarregamento, toda a deformacdo elastica é recuperada
instantaneamente e a deformacdo viscoelastica é recuperada ao longo do tempo.

Modelo de Burger

et
o I
| U Sy
8 T T ' o PR
qli — ¥ "’E‘e ‘| //, P RN ) ¢ l
‘.' G_o_. - T Prom=== ﬁ-—;lrf
| | E I L
S _ _.'. A S — — _— [ ‘_’_
b t t t

FIGURA 2.36 REGIME VISCOELASTICO DE BURGER
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Representa-se esse modelo pelo arranjo em série do modelo de Maxwell
com o de Kelvin,

Eﬁsve
Ay
G Elﬁc nl ev ; o G
LS YV ] }____ -9,
1128"9 I
| e & P By
- b ; -

FIGURA 2,37 ASSOCIAGAO EM SERIE MaxweLL- KELVIN

Esse arranjo fica caracterizado pela igualdade de tensdes nos dois
conjuntos (Maxwell - Kelvin) e a deformacéo total como a soma das deformacgées
de cada conjunto.

Gsz:GK'—'ce:GV:Gve
(8]

= E1F‘e = ME, = Ezsve + MN28ye

M

= e T Eyt Eye

Resolvendo-se a equagdo diferencial e fazendo-se a tensdo constante,
o = O, obtém-se
¢ _ Eat
gt) = 204908, %4 o m (2-55)
E, m E

equacdo que descreve a evolugdo da deformagdo com o tempo, para 0 modelo de
Burger, que pode ser observada na figura 2.36. Note também que, em uma
situagdo de descarregamento, toda a deformacdo elastica é recuperada
instantaneamente, a deformacéo viscoelastica é recuperada ao longo do tempo e
a deformagéo viscosa permanece como residuo no sistema.

Modelos Viscoplasticos

Esses modelos podem ser representados por associagdes de sélido (que
representa o medelo Plastico) e amortecedor (que representa o modelo Viscoso).
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Associacdo em Série

Os ]f T ,,,,,,,,,,,, ———
% Sl
! %-oy] 4 |

_ . t' _t, H — t;} t=

0
FIGURA 2.38 REGIME VISCOPLASTICO LINEAR

Representa-se esse modelo pelo arranjo em série do modelo plastico com
encruamento linear com o amortecedor.

Hep
—— AN
o ney j
~— C J% — | _ 4(‘*,L)
. _]_I__.l -
| Gy
| & p

FIGURA 2.39 AssOCIAGAO EM SERIE- AMORTECEDOR /
PLASTICO COM ENCRUAMENTO LINEAR

Esse arranjo fica caracterizado pela igualdade de tensdes nos dois
conjuntos e a deformag&o total como a soma das deformacgées de cada conjunto.

G = 0p = 6y = Hg,+0, = ng,
£

Resolvendo-se a equagfo diferencial e fazendo-se a tensio constante,
G = Oy > O, , obtém-se

Og— 0

e(t) = y 4 Zo¢ (2-56)

equacado que descreve a evolucdo da deformagdo com o tempo, que pode ser
observada na figura 2.38, onde se nota, também, a irreversibilidade da mesma.
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Associagao em Paralelo

o Ea
1 T
S — > 7 Pl \
4 \ | / |
| I/ !

FIGURA 2.40 REGIME VISCOPLASTICO NAO-LINEAR

Representa-se esse modelo pelo arranjo em paralelo do modelo plastico
com encruamento linear com o amortecedor.

FiGURA 2.41 ASSOCIAGAO EM PARALELO - AMORTECEDOR /
PLASTICO COM ENCRUAMENTO LINEAR

Esse arranjo fica caracterizado pela igualdade de deformacgdes nos dois
conjuntos e a tensao total aplicada como a soma das tensdes em cada elemento.

€ = €p = By = Eyp

G = Cp + Oy = He,+o, + ng,

Resolvendo-se essa equagio diferencial e fazendo-se a tensao constante,
G = G, > Oy, obtém-se

Ht
&(t) :3"_;31 1_e 7 (2-57)

a equagao que descreve a evolugio da deformacio com o tempo, que pode ser
observada na figura 2.40, onde se nota, também, a irreversibilidade das mesmas.
Na fase de carregamento, 0 amortecedor armazena toda a energia e a transfere

para o conjunto plastico, com o decorrer do tempo, retardando o aparecimento das
deformacbes plasticas.
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Comentarios sobre os Modelos Reol6gicos

Do ponto de vista pratico, a importancia da formulagio dos modelos
reoldgicos é indiscutivel, ja que eles permitem a obtengdo de relagdes constitutivas
para simulacdo do comportamento de materiais bastante complexos, como o
concreto.

A Analise Nao-Linear Fisica leva em consideracdo essas relagdes
constitutivas para prever o comportamento de estruturas em fase de utilizacéo e

em regime de ruptura (0 que se torna possivel através dos modelos viscoso e
plastico, respectivamente).

Os modelos que permitem uma simulagio mais aproximada da resposta do
concreto no tempo, sdo 0s viscoelasticos. E interessante que se comente
resumidamente, neste ponto, as caracteristicas de cada modelo apresentado, no
que se refere as situagdes de Fluéncia primdria e secundaria.

O modelo combinado de Kelvin representa uma boa aproximacdo para a
regido de fluéncia primaria, pois ele apresenta deformactes imediatas (elasticas) e
varidveis ao longo do tempo (viscoelasticas) gue, em caso de descarregamento,
sdo totalmente reversiveis.

O modelo de Maxwell fornece uma boa simulacdo para a regido de
fluéncia secundaria, dadas as caracteristicas de deformagdo residual que ele
apresenta.

O modelo de Burger é mais completo, no sentido de que permite
representar a regiao de fluéncia primaria e a regido de fluéncia secundaria.
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Capitulo 3 - Métodos de Integrac@o do Modelo Constitutivo
Viscoelastico

Neste capitulo, apresenta-se a forma generalizada do modelo constitutivo
para o estado de solicitagdo pluriaxial, extraindo-se as equagGes para a
determinacdo da fluéncia e da relaxacdo correspondentes a este estado de
esforgos.

Iniciaimente, escreve-se as equagdes fundamentais da viscoelasticidade
em notacdo matricial. Em seguida, sdo apresentados dois métodos de integracao
do modelo constitutivo, dando-se énfase ao método dos nucleos degenerados que
€ o0 empregado no programa de calculo de trelicas planas, desenvolvido para as
aplicagbes numéricas apresentadas ao final deste trabalho.

3.1 Forma Matricial das Equacdes Fundamentais da
Viscoelasticidade Linear

Com o objetive de facilitar 0 emprego das equagdes aqui apresentadas,
uma abordagem matricial é introduzida.

Consideram-se materiais com comportamento viscoeldstico linear e médulo
de Poisson constante no tempo, submetidos a solicitagbes proporcionalmente
crescentes e aplicadas em etapas. Num certo instante de tempo, definem-se os
seguintes vetores:

oft) — vetor que retine as componentes de tens3o:

€(t) = vetor que reline as componentes de deformacio total;

€°%(t) = vetor que redne as componentes de deformacédo total imediata,
correspondentes ao nivel de tensdo atual ou a soma das

deformacbes imediatas correspondentes as etapas de
carregamento aplicadas até o instante atual t.
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Admitindo-se o estado pluriaxial de esforcos, f se generaliza em J. surgindo
na express&o (2-21) o termo D que representa a matriz das caracteristicas fisicas
do material. Assim, definem-se também:

D(t,) = matriz constitutiva do material, considerada no instante to;

Jt,t')= funcdo que formece o valor da fiuéncia no instante t para
diferentes instantes de aplica¢do de carregamento t':
R(t,t')= fun¢do que fornece o valor da relaxacdo no instante t para

diferentes instantes de apiicacio da deformacdo t'.

Considerando-se as definicSes anteriores, as Equagdes Fundamentais da
Viscoelasticidade Linear (2-21) e (2-34) podem ser escritas para o estado pluriaxial

na seguinte forma geral:

£(t) - [TE,)D (t,)do{t)Ht,t) + £° () (3-01a)
t 1 e ’
oft) = jamg(to)d[g(t)—a MR(L.t) (3-01b)

Desenvolvendo-se tais integrais por via numerica, com a regra dos
trapézios por exemplo, as equagdes fundamentais assumem uma forma algebrica
linear que se adapta bem as analises estruturais de meios continuos viscoelasticos
e inclusive ndo-homogéneos.

Subdividindo-se o intervalo de tempo ( t-t,) em Kk instantes
intermedidrios, definem-se, em conseqiidncia da integracdo numeérica, as
seguintes matrizes:

Sk =[o, o, .. okl AgK =[Aoy Ac, .. Aokl

g, =l81 282 ... gl Ae, =[Ae; Az, ... Asgl

g, =[e7 82 .. gl Ae, =[Ae] Asy .. Agg]
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Apresentando-se as matrizes triangulares superiores J, R e L, assim

definidas:
Ji —%[J{tpti)JrJ(tjsti-ﬂ] i<y i=1,2, .., k)
1 .. .

Ry ZE[R(tj,ti)JfR(tj,tM)] (i<}]; =12, ..., k)
Ly= 1 (i<j; i=1, 2, ..., k)
Ji]:Rij:Lff: 0 (i)j, j:1, 2, raey k)
as equagdes (3-01) assumem a seguinte forma algébrica:

£(t)- & () = E(t,)D '(t,)AC, J (3-02a)

1 e
o, - E(To)g(to)[AgK —Agk:[g (3-02b)

- _ _ e
Observando-se que o, =Ac L e (EK_EK)—(AE—K Aik& as

equacdes (3-02) transformam-se em:

Bt -£"(t) = E(t)D '(t,)g, L) (3-03a)
1 el _
Sy~ E(to)g(t")[gx £ K]L 5 (3-03b)

que evidenciam refagGes do tipo algébrico linear entre esforgos e deformacdes
atraves das matrizes J e R, que descrevem o comportamento reoldgico do
material, em termos de fluéncia e relaxacdo, respectivamente. Tais relagoes

permitem a obtengdo dos esforcos ok € deformagbes g, para todos os k
instantes intermediarios do intervalo {t — t,).

Como visto, da teoria da viscoelasticidade linear, as funcbes J e R e, por
consequiéncia, as matrizes J e R, ndo s#o independentes entre si, podendo-se,
desta forma, estabelecer uma relacdo entre essas matrizes. Resoivendo-se,
entdo, a (3-03a) com relagéo a ok € confrontando-se com a (3-03b), obtém-se:

—1

L'I'=L"R =

e
=

=L

A

Tais equagdes exprimem, em forma matricial, a seguinte relagdo entre as
fungbes Je R:

fo ARt t,) Xt t) ~ 1 (3-04)
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3.2 Método da Particdo das Matrizes de Relaxacgio e Fluéncia

Com o objetivo de introduzir uma técnica de resolugdo para as equacgdes
(3-03a) e (3-03b), apresenta-se o Método da Particdo das Matrizes de Fluéncia e
de Relaxa¢do, que consiste da subdivisio de tais matrizes, colocando-se em
evidéncia os termos correspondentes ao instante de interesse.

As matrizes triangulares superiores J e R, assim apresentadas

FJ11 J12 J13 o J1k rR11 R12 R13 e R‘“(
0 J22 st Tt Jzk 0 Rzz Rza bl R2k
0 0 J33 s J3k e 5 = 0 0 R33 e Rak

e
Il

R 0 0 0 " JkkJ B 0 0 0 " Rkk_

tomam a seguinte forma:

g da Jau eR-|Ru Ra
L0 Jul T L0 Ry

Na qual,

J_. = €& a matriz triangular superior que engloba todos os termos de

fluéncia ndo relacionados ao instante de interesse t,:

Ja > € o vetor que redne os valores de fluéncia calculados no instante t,
para cargas aplicadas nos demais instantes do intervalo (t - t,,);.

Ju > € o valor da fluéncia calculado em t, para um carregamento também

aplicado em t;.

Os termos R... Ra e Ry, podem ser entendidos, de forma analoga ao

exposto acima, como submatrizes da matriz de relaxagao.
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Dessa forma, para obter a solucdo das equacdes (3-03a) e (3-03b) no
tempo t=tyg, os esforcos e as deformagdes, em tal instante, podem ser

colocados em evidéncia, utilizando-se tais matrizes repartidas, como se indica nas
equagodes (3-05a) e (3-05b).

[( g, —g:) (&« - &, )] = E(to)g""(to)[Aga Ag,(][ %aa ‘—j“" ] (3-05a)
kk

1
E(t,)

S QK]:

—=a

g(to)[u.\ga - AgS) (Agy - Ag, )]{

em que,

Aca, Aga e Aga = s&o matrizes de incrementos de esforcos e deformacbes

para t=t, ,

Jak © Rk = sa@0 vetores extraidos das matrizes de fluéncia e relaxagdo
Jak = [Jix]l @ Ry = [Ryk] (i=1,2,..,, k-1)

Das relagbes anteriores obtém-se para t = ty:

B(t) - () = Elto)D "(t, (AT, Jue + AT, Jy) (3-08a)
Oy = J—D(to)[ma ~ AL )R, +(Ag, - Aa:)RkkJ (3-06b)
BT et e T

Tais relagbes, quando adotadas nas técnicas resolutivas de andlise
estrutural, permitem colocar, numa forma padronizada, o estudo dos meios
continuos viscoelasticos e ndo homogéneos.



METODOS DE INTEGRAGAO DO MODELO CONSTITUTIVO 55

3.3 Método dos ‘Nucleos Degenerados’

Uma outra alternativa, seria a solugdo direta da integral de superposicio
(equagdes 3-01) com féormulas de quadratura. Para tanto, seria necessario o
conhecimento, a cada passo, de toda a histéria de carregamento relativa aos
passos precedentes. Neste sentido as funcdes de fluéncia e de relaxacao
precisariam estar bem caracterizadas.

Este problema pode ser resolvido, em forma aproximada, pela chamada
técnica dos ‘Nlcleos Degenerados’ gue consiste em trabalhar com o
desenvolvimento em série de Dirichlet da funcdo de fluéncia ou de relaxacéo,
particularmente adaptado ao caso em exame. Nesse caso, uma expressio geral
pode ser colocada na seguinte forma:

ft, 1) = i ai(r).[1 - eﬁ"-f"’“i] (3-07)
=1

emque, a;(t), n e A - devem ser determinados com base em dados

experimentais.

Os termos individuais do desenvolvimento de Dirichiet apresentam um
tipico andamento em degrau (figura 3. 1).

I

1!

1 P e T*j, =TT T T e
el
// }
/ !

= g : " —

01 1 10 logt
FIGURA 3.1 TERMO INDIVIDUAL DO DESENVOLVIMENTO
DE DIRICHLET

A soma destas fun¢des exponenciais (figura 3.2) é bastante representativa,
qualquer que seja a fun¢do de fluéncia adotada.
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i
S R S S

Iog‘t'to)

FiGURA 3.2 DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE
DIRICHLET PARA A FUNGAC DE FLUENCIA

Da mesma forma, pode-se chegar a uma representagido da funcdo de
relaxacao (figura 3.3).

rit,t,) B B
I
| N
,,,# ____T R \1#.\:{:,, __________
| S
________ +— N ____T_;w_ ——r————

'(; g (t‘tn)

FIGURA 3.3 DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE DIRICHLET
PARA A FUNCAQ DE RELAXAGAO

Assim sendo, a deformacéo ao tempo ty pode ser expressa como:

k-1
slti,t)) = ¥ Ao flty,t)) (3-08)
j=1

sendo t;a idade do carregamento.
Analogamente, ao tempo ty_4:
k-2
S(tK_1,tj) = ZchﬂtK—‘l’t]) (3"09)
J=1

Combinando-se as equagdes (3-07), (3-08) e (3-09), MALERBA(1990)
propGe a seguinte expressio para o incremento de deformacéo:

n _Aty S
AEK ZZA“‘.{'—Q /1‘-] (3‘10)
i=1
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At
com: Aik = Air.e N 4 Ao,y (t_q): (3-11)
Ajz = Aoq.a4(ty); (3-12)

i = passo de carregamento
Ai= Intervalo de tempo, para o qual as deformagdes

viscosas (oriundas da aplicagdo do carregamento i)ja
se estabilizaram. E um parametro que deve ser
obtido experimentaimente e , nos cédigos de calculo,
esta diretamente relacionado a convergéncia das
deformacdes.

Nas equagdes (3-10), (3-11) e (3-12), valem as seguintes observacdes:

- Au =0, ou seja, para cada nova curva de fluéncia i, a deformagao

viscosa inicial é nula;

- Ostermos Ay representam a somatdria das vaniagbes de carregamento
até o passo t,_4;

- @ variagao do modulo de elasticidade E é considerada nos termos aj;

- adeformacéo é calculada a cada passo de carregamento i, somando-se
os incrementos de deformagdes surgidos em i as deformagdes
acumuladas nos passos de carregamento anteriores.

- para se determinar o valor de aj(7), deve-se considerar um numero de
instantes que pertenca ao intervalo de medida e calcular os
correspondentes valores de f(t,,t, ). Substituindo-se os grupos de
valores na equacgdo (3-07) obtém-se um sistema de equagldes, do qual
os coeficientes incognitos podem ser extraidos.

- um valor de A; que consegue retratar as variagbes no médulo de
elasticidade ¢ A; =10"1.2,

Nas relagbes supra citadas, percebe-se a grande vantagem de se poder
caicular, em cada um dos intervalos de tempo, o incremento de deformacgao
viscosa sem precisar conhecer toda a histéria de carregamento, mas computando-
se apenas a variacao das tensGes manifestadas no passo precedente ao de
célculo.
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Se n&o s&o disponiveis dados experimentais, a formulagdo dos modelos de
fluéncia do CEB e ACI pode ser usada para determinar os valores necessarios da
funcao de fluéncia.

Para esclarecer melhor as equagGes propostas por MALERBA (1990), e,
também, com o objetivo de coloca-las em uma forma adequada a implementacgéo
em codigos de célculo, faz-se, a seguir, 0 seu desenvolvimento para o calculo das
deformagdes viscosas.

Desenvolvimento da Equacao para o calculo das deformacgoes
viscosas com o uso Método dos ‘Nicleos Degenerados’

Considere-se a curva de fluéncia de uma amostra submetida a
carregamento constante G, aplicado em t, (figura 2.3). O valor da deformacéo

no instante t é;

1
Et,)

Como &.(tt,)=€°+€” e chamando &' de €, temse que

Ecltity) = G .ftt,) = cc[ + C(t,to)} (3-13)

gt :GC.L e £=06..Clt,t,).
Et,)

Sabendo-se que parat=t, = Cl{t,t,) =0 e parat > © = C{om,t,) = I_E(l_)
QD

a fun¢ao de fluéncia especifica toma a seguinte forma:

1 o)/
tt,)=—(1-e M
Cltto) E(w)[ ]

Entéo, a deformagdo total da amostra em um instante t pode ser obtida
através da (3-14):

—(t-te)/
Ecltty)=—e 4+ Jc g g Th (3-14)
E(t,) Ex)
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Fazendo-se L A, € ——=a, obtém-se a forma simplificada da
E(t,) E()
equacéao (3-14):
—{t-to)/
Ecltty)=a,6,.+a,0./1-e ™ (3-15)

Sejam, entdo, dois intervalos de tempo ty4 e t, pertencentes ao intervalo

(to- t) de carregamento constante O (figura 2.3). As deformacdes nos instantes t
e ty.4, Sd0:

(-t}
Ecltyty)=a,0, +a,6,./1-e M (3-16)

“{tx1-to)/
Ecltiipty)=a,0. +a,0./1-e /M (3-17)
Subtraindo-se (3-17) de (3-16) e fazendo-se ty =tc_q + Aty fica:

{tx—1-to)/ _Ay S -
A&y =€ty to)—Ecltiqty) =a,0,.e Mit-e M|=Ask  (3-18)

Observe-se que, nesta situacdo, todo o incremento de deformacdo é
‘viscoso’,

Considere-se, agora, a histéria de carregamento ilustrada na figura 3.4a.

2) oft) .
So| ;T
R SO S A S
ot t, t, t
b) gi-+%%+é§+g£;\ S(t)T
BAREAE - T -

FIGURA 3.4a) CARREGAMENTOS APLICADOS EM t, E t;

3.4b) DEFORMACAO TOTAL PARA A HISTORIA
DE CARREGAMENTO CONSIDERADA
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Para os instantes de tempo t, , e t,, as deformagdes totais podem ser

escritas, respectivamente, por:

At _4-to)
£ty ,,t,) = 8,0, + a1c°{1 —e ,1,] (3-19)

tato)/
e(t,,t,) =a,0, +a,o,(1-e M|+

,,qtrt@ 4 7:t1—to;/ 3_ 0
a,(o, —co)[1—e *i2]+a1(o—1 —cc)[1—e "“} (3-20)

Aeg

Neste caso, o incremento de deformagfio & composto de uma parcela
elastica e outra 'viscosa'.

Ag, = Asf + Ask

em que a parcela viscosa da deformagdo é dada pela (3-21):

— ~th1-ta) _At S Aty-t1)/
e
Ack =a, G, € A‘[‘I—e -f"f]+a2(c,—co)[1—e f’w]

A(')'k i Ao'k

(3-21)

O uso dos parametros a; e A, atualizados a cada etapa de carregamento
i, permite que se leve em consideracdo, no calculo das deformagdes, o
envelhecimento dos materiais, através das variagbes do médulo de elasticidade
longitudinal (E;} e do tempo de estabilizagdo das &eformagées (A;). Entretanto, a
determinagdo de tais parametros é complexa e necessita de um estudo mais
aprofundado sobre o envelhecimento dos materiais, 0 que néo é possivel de se
realizar no prazo destinado a conclusdo desta dissertag3o.

Assim, com o objetivo de facilitar o algebrismo e a conseglente
implementacédo da (3-21) no programa de calculo que sera exibido ao final deste
trabalho, desconsidera-se o envelhecimento, admitindo-se a, e A, constantes,
para todas as etapas de carregamento, e iguais a a, e A, respectivamente.
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Portanto, os incrementos de deformagdo viscosa, para um instante t,
qualquer, podem ser escritos na forma generalizada da equagdo (3-22).

Aty 2 \K=1 -1t/
) " (3-22)

At :am(1—e 12 Ace
i=t

A equagao (3-22) fornece o valor da deformacgéo viscosa em uma amostra
de concreto solicitada por carregamento variavel, aplicado em varias etapas de

cargai. Tal equagédo pode ser introduzida diretamente em programas para analise

n&o-linear fisica de estruturas de concreto, desde que sejam fornecidos os valores
dea,eAi.

A consideragdo do envelhecimento dos materiais pode ser feita se, ao
invés de se tomar a, = a_, forem tomados os valores de a correspondentes a cada

etapa de carregamento da estrutura. No capitulo 4 insere-se a equacao (3-22) em
um algoritmo para a analise ndo-linear de estruturas de concreto, porém o
envelhecimento ndo é considerado.

3.4 Aplicacao do MEF as Estruturas de Barras

Caracteristicas de um Elemento de Viga na Presenca de Efeitos
Viscosos

Seja o elemento de viga i, de comprimento fi, com graus de liberdade

locais indicados na figura 3.5.

A ¢'i2,Mzi
Vigfyia 07
d 7 “ L Wiz fei
N C
'3 N Y- : L
¢ |1JmZ i1 . V’i1,fy‘i1 o
.
o Y .}
i 1 [

TP T

Z,6,m X,x,fx

FIGURA 3.5 GRAUS DE LIBERDADE LOCAIS PARA O
ELEMENTO DE VIGA GENERICO i
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Para esse elemento valem as seguintes fungdes de forma, empregadas
na definicdo de uma aproximacao para os deslocamentos:

X
Ny=1-%
! ¢
X
X 2 X 3
v
¢ ¢
2 3
N, = x- 2% X (3-23)
£ 2
X 2 X 3
s )
¢ ¢
2 3
X X
Ng = -~ +X_
6 / fz

Adotando-se a simbologia usual no Método dos Elementos Finitos, coloca-
se em evidéncia, para o i-ésimo elemento:

- 0s vetores dos deslocamentos nodais locais e globais:

T
ui =[ujy vii b up v 6] (3-24)

T

u =fun v b uz Vi di]

€ 0s seus incrementos ao tempo Ag'i,k AU

- 0s vetores das forgas nodais aplicadas locais e globais:
T

fo=[fxn fyg M2y fxp fyp mzg) (3-25)
T

fi =[fn frin Mz g g Mz |

- 0s vetores das forgas nodais, local e global, equivalentes aos carregamentos
aplicados ao longo da barra:

seT
fi :[f"’ f& me o fre m'°] (3-26)

X ¥Yi1 I Xi2 Yiz 42

FT=0f 2 m® f¢ f° me
- X1 ¥id i Xz Yi2 Zp
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- a matriz de transformag&o de coordenadas:

I 0 ¢ -5 0
li ={ =0'° T } com Lo =|s; ¢ 0 (3-27)
=lo 0 o 1

- O vetor que reune as aproximacgdes independentes para os campos de
deslocamentos axiais e os de deslocamentos transversais e giros:

! ! N 0 0 N 0 0 ' '
si=|0 = 2 ui=Nui=NT u (3-28)
v o N N, 0 N, N, =L

2

- 0 vetor das deformacgdes axiais totais e curvaturas:

(3-29)

- 0 vetor das deformagdes anelésticas, curvaturas e seus incrementos ao tempo

g = [ﬂ e A= [Aﬂ (3-30)
X Ay
- 0 vetor dos esfor¢os nodais:
A, 0 - —
g, = Ei(to)[ o ]( &)= D,(t)B,u, - D (to)e: (3-31)

Empregando-se o método da particdio da matriz de relaxacdo na andlise de
uma estrutura composta por ne elementos de viga e nn pontos nodais no tempo t;,
via Principio dos Trabalhos Virtuais, tem-se:

ne T ne T nn
218 g dx = 2T [ N udx + 2Fy (3-32)
= 1= j-

T - - - ..
emaque, Fj, =[Fx;, Fyy Mz, ] € o vetor das forgas aplicadas no n6 genérico

j ac tempo ti.

Adaptando-se a relag&io constitutiva (3-06b ) ao caso da barra, obtém-se:
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Ris L' D. (to) A, dx +

he

2; to)" B D (to)B.dxAu; , R, 5 2; (to)

ne — nn
- ZLLiEini*dx + 2. Fix
i1 it

. BD {to)Ae; ,dXR, ,, =

(3-33)

Supondo-se, por simplicidade, que as deformacdes anelasticas Agi sejam
constantes em ¢; e introduzindo-se as igualdades abaixo:

K -[B B, D, (to)B, dx
F., =B B/'D, (to)dx
—i"‘ - LLi Ei ti-"dx

a equacdo (3-33) fica:

3 Ri'kk ikk _
;E;(t )vl kl,k qu‘ +Z ik +2El(to)*€i Eix

ne 1

Emgi _la._lak + ;E (to)_s" _JaBmk

(3-34)

A equacdo (3-34) da, ao tempo t,, os incrementos de deslocamentos
nodais Au;y .

No caso particular de meios continuos homogéneos, a matriz de relaxagdo
€ a mesma para todos os elementos e a equacio (3-34) se transforma em:

R Rkk
E(to):ZE,A!m - Zflk +jZ1Fj,k + E(t )

1 ne —
)_akz_, Yia E(t )Bakgzg‘iAEi,a

0

LA

E(to
(3-35)

que permite a recuperacdo das Equacdes Fundamentais da Viscoelasticidade
Linear.



METODOS DE |NTEGRA9AO DO MODELO CONSTITUTIVO N 85

A solugdo proposta para o problema estrutural apela para as fungdes de
relaxacdo R, que, porém, sdo de dificil determinacdo experimental. Assim,
desenvolvem-se as relagdes constitutivas, de forma matricial, em funcdo da matriz
de relaxacdo e obtém-se a determinacgio desta matriz através da seguinte relacéo:

R -L4'L (3-36)

que permite, em Ultima analise, a solugdo do problema estrutural mediante
equagao de equilibrio com deslocamentos conhecidos e utiliza para definicdo das
caracteristicas reologicas, novamente, as fungdes de fluéncia.

O método mais eficiente para a resolucdo é o ‘Método dos Nuicleos
Degenerados’, que permite calcular, em cada intervalo de tempo, o incremento de
deforrnagdo viscosa com base somente na variagdo de tensdo do passo
precedente ao instante de calculo.

Vale salientar que, o que foi tratado até agora é valido para um
comportamento viscoelastico linear do material. No caso de uma analise
generalizada, consideram-se as relagfes constitutivas (o - £ ) ndo-lineares e pode-
se atingir niveis de esforcos que superem os 40% da resisténcia a compressio
(colocados como limite de aplicabilidade da hipétese).

Com base no que foi exposto anteriormente, com o objetivo de analisar os
procedimentos numéricos propostos, dentro do prazo previsto para a realizag&o
desta dissertagdo, optou-se por desenvolver um programa para o célculo de
trelicas planas, utilizando-se o ‘Método dos Nucleos Degenerados’ para o calculo
das deformagbes viscosas. Tendo-se em vista este objetivo, apresentam-se, a
seguir, as caracteristicas de um elemento de treliga na presenca de efeitos
viscosos e o desenvolvimento matricial das equagdes, via Principio dos Trabathos
Virtuais, para o caiculo dos esforgos em uma trelica plana.

Caracteristicas de um Elemento de Trelica na Presenca de Efeitos
Viscosos

Seja o elemento de ftrelica ilustrado na figura (3.6). Considere-se as
seguintes fungbes de forma lineares, para a representacdo dos deslocamentos ao
tongo do elemento, segundo uma coordenada local axial:
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Ny =1-7 (3-37)
X
N, ==
2 ¢
4
T wafa
\;{“’_ i
Viz,fyiz
Ll’i1. f’xi1 /'” ‘ J/'_,_.(J_p
uiz,frio

Vit Fyi1 I \a
—

Uj1, it
FIGURA 3.6 GRAUS DE LIBERDADE Locals E GLOBAIS

PARA O ELEMENTO DE TRELIGA GENERICO i

Adotando-se a simbologia usual no Método dos Elementos Finitos,
colocam-se em evidéncia, para o i-ésimo elemento:

- 0 vetor dos graus de liberdade nodais, segundo eixos locais e globais:

T
ui =[ujy up] (3-38)

!iT :[Un Vit Uz Viz]

’
€ 0s seus incrementos ao tempo t,. AU ix s AUy

- 0 vetor das forgas nodais aplicadas, locais e globais:

. T
I i = [f'X" f'x,-z] (3'39)

tiT :[f"n frn  fxi f!f'm]
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- 0 vetor das forgas nodais equivalentes as deformagdes viscosas:

_reT e _t®
fi :[f w f xiz}

—-eT -e -e -8 -e
= f f o o |

- a matriz de transformagao de coordenadas:

T - co0Sa Sena 0 0
=i | 0 0 cosa sena

- a funcdo aproximadora do campo de deslocamentos:

Yy

s =[N, Nz]g's :Qig'i =N

=

- 0 vetor das deformacdes totais:

] [dN, sz] E u E

dx

- 0 vetor das deformacgdes viscosas e de seus incrementos ao tempo t,:

Ei e Ag;
- 0 vetor dos esforcos nodais:

o, = Ei(to)(g; - &) = E;(to)B.u; - E;(to)s,

- as matrizes de rigidez nas coordenadas iocais e globais:

Al -
-fB EB av-EAI 1 -1
= -1 1

| X
Ll

K, = [BEBAV

cos’a  cosasena —cos®a -cosasena
_EA| cosasena sen’a —cosasena —-senaq
¢ ~cos?a -cosasena cos’a cosasena

- cosasena -sen’a  cosasena sen? g

67

(3-40)

(3-41)

(3-42)

(3-43)

(3-44)

(3-45)

(3-57)

(3-46)
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Usando-se as equagBes apresentadas, pode-se exprimir, via Principio dos
Trabalhos Virtuais, a equagéo de equilibrio, nas coordenadas globais, no instante
t« para uma trelica composta por ne elementos e nn pontos nodais, da seguinte
forma:

ne T nn
E{Lig‘i Cjpdx = _E;fu( (3-47)
i =

T : . - £ .
emque, f;, = [fx ik fyj,k] e o vetor das forgas aplicadas no no genérico j ao

tempo .

Desenvolvendo-se a (3-47) para o caso da barra de trelica de comprimento
¢;, @rea de secdo transversal A, e modulo de elasticidade longitudinal E,;, obtém-

se:
ne T nn
2B EA LB Auy = Y F), (3-48)
=1 =1
ne nn
iZﬁ Ady =3 f ¢ (3-49)
=1 j:1

A equagéo (3-49) fornece os incrementos de deslocamentos globais Au,,,
para o carregamento atuante no instante t.. Dos quais se podem extrair os

incrementos de deformacao Ag, e, conseqlientemente, os de esforgos AG;,.

O Método dos ‘Nucleos Degenerados’ permite, a partir do valor de AC )y,
calcular-se o valor do incremento de deformagdo viscosa para cada barra da
trelica, através da equacgdo (3-22)
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Capituio 4 - Implementagdo do Modelo para Apnédlise
Unidimensional

4.1 Sobre a Resolugido Numérica do Problema de Anilise Estrutural
Nao-Linear

O Método dos Elementos Finitos formulado nos deslocamentos leva a
escrever, no contexto dos problemas tratados, sistemas de Equagdes de Equilibrio na
forma K(u)l.u=F, nos quais, a coloca¢do da matriz de rigidez como fungéo dos
deslocar;entos nodais pde em evidéncia o fato de que o sistema é ndo-linear. A n3o-
linearidade surge:

- da ndo-linearidade da relacdo esforgos-deformagdes empregada para modelar
0 comportamento do material;

- da ndo-linearidade geomeétrica conseqlente da relagdo néo-linear entre
deformagges e deslocamentos;

- da combinac&o das duas causas citadas.

A solugdo de um sistema de equagdes ndo-lineares é obtida com uma
sucessao de aproximacdes lineares iteradas até que as condi¢bes de equilibrio e as
condicbes associadas ao modelo de relagéo constitutiva adotado sejam satisfeitas,
com uma tolerancia julgada aceitavel.

Todos os métodos empregados para a solugdo de problemas no-lineares
utilizam como base as técnicas resolutivas do problema linear. Portanto, a formulacdo
propria do método dos elementos finitos ndo & modificada.

Os procedimentos para a solugdo dos sistemas de equacdes ndo-lineares, na
forma mais geral, sdo0 uma generalizacido do Método de Newton-Raphson.
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Antecipa-se, sucintamente, a natureza do meétodo, pensando, por simplicidade,
em um problema com um sé grau de liberdade. O carregamento & aplicado com uma
série de incrementos sucessivos. O nimero de tais incrementos e as suas
intensidades séo escolhidos em fungéo do grau de nao-linearidade do problema, do
nivel de precisdo requisitada e dos resultados que se queiram obter. A cada passo de
carregamento € verificado o estado de equitibrio da estrutura, confrontando-se 0s
carregamentos externos totais aplicados com as forgas nodais equivalentes as
distribuicGes de esforcos pelo interior dos elementos. As diferencas entre forgas
aplicadas e ‘“forcas internas”, definidas por “forcas residuais”, sdo aplicadas
iterativamente a estrutura até que o equilibrio seja verificado com a tolerancia
admitida. Neste processo a matriz de rigidez da estrutura é de imediato atualizada,
seja depois da aplicacdo de cada incremento de carregamento, seja no ambito do
processo iterativo associado a cada passo de carregamento.

A tal procedimento da-se o nome de ‘processo incremental-iterativo” que e
aqui apresentado como procedimento de carater geral. Dele descendem numerosas
variantes, seja com o carater de simples alternativas do procedimento geral, seja
como solugbes que objetivam resolver aspectos particulares.

4.1.1 Controle da Convergéncia

O controle da convergéncia de um procedimento numérico ém um espago
multidimensional envoive diversos aspectos de uma certa complexidade e fortemente
caracterizados pela natureza do problema. Em primeiro lugar, observa-se que ter sob
controle cada grau de liberdade é dificil e até sem significado. Isto faz com que se
utilizem como parametros de controle médias e/ou normas dos parametros fisicos
significativos. A convergéncia do Procedimento numérico tera como base 0s critérios
impostos sobre o controle: dos residuos de forcas; dos deslocamentos efou dos
esforgos. Em fungdo do tipo de problema, pode-se recorrer a um ou mais destes
criterios.

Em uma solugdo com algoritmos que representam estados de equilibrio,
parece natural recorrer ao primeiro de tais critérios, que fara a verificacdo do
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balanceamento entre as forcas equivalentes aos esforgos internos & estrutura e as
forcas externas efetivas. O parametro de controle mais indicado é a norma do vetor
de forgas residuais, médulo do vetor resultante no relativo espago muitidimensional.
Assume-se que haja convergéncia quando e satisfeita a relacdo:

R

—%C

|AF|

em que, [Rl=yR".R; e I =VF'.F sso, respectivamente, a norma dos

residuos e a norma dos incrementos de carregamentos aplicados. A tolerancia “c” é
escolhida em fungdo da precisao exigida e dos recursos de calculo disponiveis. Um
valor médio indicado é ¢=0,1%. Ao aproximar-se do carregamento (ltimo, porém, o
ndmero de iteragdes necessarias para entrar em um valor de tolerancia muito
pequenc aumenta rapidamente e isto leva a aceitar também valores mais altos ¢= 1 -
5%, sem, no entanto, prejudicar a qualidade da solugdo. Estas sdo situagcdes em que
o critério de forcas é de dificil aplicagdo ou mesmo sem sentido. As quantidades, em
termos de forgas, a serem confrontadas podem, na pratica, ter ordens de grandezas
muito diversas e dimensdes fisicas diferentes. Neste caso, é preferivel adotar um
critério expresso nos deslocamentos, baseado na Norma Maxima:

AU
max; = # <o com (a =~ 0,05 - 0,001)

>

Naturalmente, podem ser empregados ambos os critérios. Em um programa
do tipo geral convém deixar tal escolha como uma opgéo do usuario. No programa
desenvolvido neste trabalho, adotou-se o controle da convergéncia através da Norma
Maxima das deformacdes.

4.2 Esquema de Solugio para uma Analise Nido-Linear no Tempo

Com o objetivo de verificar o efeito do carregamento ao longo do tempo,
implementou-se em um programa de calculo de trelicas planas, desenvolvido por
MUNAIAR (1997), o modeio viscoelastico aqui estudado, no qual o calculo dos
incrementos de deformacgBes viscosas é feito através do Método dos Nucleos
Degenerados.
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MALERBA (1990) propde um algoritmo para uma analise ndo-linear no
tempo, que considera as ndo-linearidades fisica e geométrica, usando um
procedimento explicito para a resolugdo da integral de Stieltjes. Apresenta-se, a
seguir, tal algoritmo e as modificagdes nele introduzidas para a resolucdo de
trelicas planas, considerando-se as caracteristicas viscosas dos materiais.

A nao-linearidade geométrica foi estudada neste trabatho com o intuito de
proporcionar um melhor entendimento do comportamento ndo-linear das
estruturas. Um resumo de tal estudo consta do apéndice ao final deste texto,
porém a implementagdo dele no programa de calculo ndo foi realizada, sendo
objetivo de aperfeigoamento futuro da pesquisa aqui apresentada.

Para empregar o algoritmo proposto por MALERBA (1990) neste trabalho,
algumas modificagbes foram feitas, no sentido de adapta-lo & analise nao-linear
fisica de trelicas planas. Exibe-se, entdo, este algoritmo, na forma em que ele foi
propostc e as modificagbes necessarias a sua implementagdo no calculo das
deformagdes viscosas de trelicas planas, gerando-se o, entdio chamado, algoritmo
para o calculo viscoelastico.

4.2.1 Algoritmo Malerba

MALERBA (1990) considera que, para uma anélise no tempo o dominio
temporal deve ser subdividido em um numero discreto de passos ty, to, ..., &, e, que
devem ser conhecidos no instante t.s, para cada elemento da estrutura, os
seguintes parametros: deslocamentos nodais (u,_;), deformagdes totais ( E,4)
deformagdes de natureza ndo-mecénica (EH) e os esfor¢os solicitantes (G, ,).
MALERBA (1990} serve-se do método dos nucleos degenerados para o calculo
das deformagbes viscosas e transforma estas deformacdes em forgas
equivalentes, que sdo reaplicadas a estrutura de forma a obter-se a simulacdo da
evolucao das deformacgGes ao longo do tempo.

No procedimento em questdio, calculam-se, para cada elemento, os
incrementos das deformagdes Ag devidos a fluéncia entre os tempos t,., e t,.

Consideram-se tais incrementos como deformagdes impostas e caiculam-se os
correspondentes carregamentos nodais equivalentes.



IMPLEMENTAGAO DO MODELO PARA ANALISE UNIDIMENSIONAL | 73

AF, = |B'E,Ag,dV (4-01)
v

em que, B é a matriz de congruéncia interna do elemento e E; o modulo tangente.

A figura 4.1 ilustra o procedimento adotado por MALERBA (1990) para uma
analise ndo-linear. Supondo-se conhecidos no instante t,.q para toda a estrutura,
e G, ,, procede-se, entdo, da seguinte forma:

SOLUGAO INICIAL
(ELASTICA}

»
»

hd

Us 1. Enqy B g

Calculam-se os incrementos das deformagdes devidas a

retracéio e a fluéncia AE entre os tempos tht e tn.

1

Consideram-se estes incrementos como deformagdes impostas e se
calculam os correspondentes carregamentos nodais equivalentes.

AF, = [BTE,AE,dV
v

Determina-se o incremento de carregamento associado ao passo ta somando-
se os incrementos de carregamentos externos, os carregamentos nodais
equivaientes e os residuos das forcas n&o-equilibradas no passo anterior.
ext - u
AF, = AF " + AF + AF_ ,
Tal incremento € subdividido em subincrementos

AF, —=[Afy A, Af A

lf Aplica-se Af;
Aplica-se o subincremento de carregamento
Af;
Aplica-se AE;l

r
Para cada elemento constroi-se a matriz de rigidez tangente com relacéo
as caracteristicas geométricas e mecanicas atuais, depois transforma-se
para as coordenadas giobais e monta-se a matriz de rigidez global:

K=(B".D .Bdv
= V= =N ==

Calculam-se os incrementos de deslocamentos devidos & aplicacdo de
A!i :
-1

o
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v

Calculam-se os incrementos de deformagdes totais Aa, corresponentes,
com base nos deslocamentos nodais de cada elemento:

|

Atualizam-se as deformacdes e os deslocamentos:

Ei = Ei_1 + Agi

U = U 4 + Ay,

Calculam-se as deformagbes elasticas
€ = €, €
e 05 esforcos correspondentes

c; =E,.&f

B!

Calculam-se as forcas nodais “internas” equivalentes nas
coordenadas locais e transformam-se para as globais

f"=B"c, - — F"

Efetua-se o célculo do residuo

AF{ = F" —E

|

AEI = AE;I >

AF}' < tolerancia?

Faz-se

74

Afi'-:m = Af,4 + AE?

r Y

h 4

FINAL

Ficura 4.1 ALGORITMO MALERBA
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4.2.2 Algoritmo para Implementacdo do Modelo Viscoelastico

Da mesma forma, considera-se que o dominio temporal seja subdividido
em um numero discreto de passos ty, t,, ..., t, € que se conhegam no instante t,,.4,
para cada elemento da estrutura: U, 4; €, 4; €, , © Cns-

Para se observar a evolugdo das deformagées, o carregamento externo é
aplicado de forma incremental no tempo. No caso de protensdo, a aplicacdo do
carregamento de forma incremental toma-se indispensavel para a verificagdo da
variagéo das tensdes. No caso em questdo, as tensdes ndo mudam.

Tal como MALERBA (1990) propde, para cada carregamento externo
aplicado, caicula-se o esfor¢o solicitante correspondente, transforma-se este
esforco em forga nodal equivalente (através da deformacéo viscosa calculada) e
calculam-se os incrementos de deformagdes resultantes.

A diferenca entre o algoritmo proposto por MALERBA (1990) e o que se
propde neste trabalho reside basicamente no fato de que o algoritmo proposto
para implementagdo do modelo viscoelastico introduz, para cada incremento de
carregamento externo, um passo de calculo inteiramente elastico, e a matriz de
rigidez da estrutura ndo é atualizada em cada intervalo de tempo.

O algoritmo proposto descreve os seqguintes passos:

1. Para o incremento de carregamento externo aplicade em t.4 determinam-se

l_"n—1; §n—1; §n—1 e grm'

2. O valor de 0, ,, do passo eldstico, é usado para calcular o valor da

deformacéo viscosa com o método dos nucleos degenerados e
conseqlentemente, da forga nodal equivalente que sera aplicada no intervalo
de tempo subseqiente.

3. A cada intervalo de tempo, calculam-se os incrementos de deformacgéo
resultantes da aplicagdo de AE € 0 estado de esforgos correspondente G .
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4. procede-se o calculo das forgas nodais equivalentes a este estado de esforgos

e aplicacdo das mesmas em um novo intervalo de tempo.

5. Repete-se o procedimento descrito até que os incrementos de deformacdes em

um elemento qualquer, em um intervalo de tempo, sejam menores do gue uma

tolerancia prefixada.

6. Aplica-se o incremento de carregamento externo subsequente e repetem-se os
passos anteriormente descritos até que o Ultimo incremento de carregamento

seja aplicado.

A figura 4.2 ilustra o procedimento descrito.

INICIO

r

Aplica-se F®™ no instante tys.

h 4

Calculam-se para todos os elementos:
Auy 4. Ag,

Ug-1: By Ek-1€ T,

l

!

Passo de
Calculo
Elastico
(simplesmente)

valor da deformacgéo viscosa em ¢,

_tk-1ti) _a

- k-1
AEk =am[ZAO'i.e i 1-e *)
i=1
Ek =§kk1+A§k

Equivalente:
v

Com o valor de G _4€ o intervalo de tempo At obtém-se o

Transforma-se esse incremento de deformacdo AEx em Forga

\
', As forgas
AE" 550 :

levadas em

conta para
o calculo

de AEK .

l

®
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?

Aplica-se
AF,

Calculam-se para todos os elementos:
Ay, Ag,,

U, €, €k € O,

v

Com o valor de G e 0 intervalo de tempo At obtém-se o
valor da deformacao viscosa em ty.:

— K Uty At
Atkst =a,| Y AC;.e * [1-e *)
i=1

§k+1 = Ek + A€+

Transforma-se esse incremento de deformacdo A€k.1 em
Forga Equivalente:

AEkH = IETEAEkHdV
v

Aplica-se AEk I

Aplica-se F*™ de tyer. |4— sim
¥

FINAL

FIGURA 4.2 ALGORITMO PROPOSTC PARA O
MCDELO ViSCOELASTICO

4.3 Calculo das Forgas Nodais Equivalentes devidas as
Deformagodes Viscosas

Ao lado das deformacbes de natureza mecanica aparecem, em cada
instante, deformagdes impostas de outra natureza, constituidas por:

- deformagbes impostas no instante t, (por exemplo a relativa & retragio
entre os instantes t,.1 e t,);
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- efeitos viscosos das deformagdes impostas em instantes precedentes aquele
em exame;

- deformagles viscosas conseqlentes de carregamentos aplicados em instantes
precedentes aquele em exame.

Ndo obstante, impondo-se a solugdo com o Método dos ‘Nucleos
Degenerados’ consegue-se calcular o Ultimo incremento de deformacdo viscosa, sem
que seja necessario o conhecimentc de toda a histéria de carregamento, mas
simplesmente computando-se a variagdo das tensdes manifestadas no passo
precedente ao de calculo. Indicando-se com Ag, o incremento de deformacdo

viscosa entre t,4 e t,, as forcas nodais a elas equivalentes que contribuem para o
equilibrio no instante t,, s&o as obtidas pela expresséo (4-01).

Tal procedimento foi seguido por CARVALHO (1979), na analise de pérticos
planos de concreto armado submetidos a carregamentos variaveis. Ele considerou o
envelhecimento dos materiais através da introdugdo do modulo de elasticidade
longitudinal variavel com o tempo, e empregou equacdes do CEB (1978) para estimar
os valores de E em cada intervalo de tempo, obtendo, também, resultados
satisfatorios com o emprego da equagéo (4-01).
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Capitulo 5 - Implementagdo do Algoritmo para o caiculo
Viscoelastico em um Programa para Analise de
Treligas Planas

Este capitulo relne consideracdes a respeito da implementacdo do
algoritmo proposto em um programa de analise ndo-linear fisica de trelicas planas
e aplicagdes deste no calculo das deformagdes e esforcos de tais estruturas.

O programa SIMAT.FOR desenvolvido por MUNAIAR(1997), executa o
calculo das deformagdes, esforcos e reagdes em trelicas planas, empregando um
procedimento totalmente implicito’ proposto por SIMO(1988) e um modelo
elastoviscoplastico™ que, em particular, se simplifica em um modelo viscoelastico.
Foi implementado neste programa o algoritmo do item 4.1.2 e 0 modelo combinado
de Kelvin (ver cap. 2.3.2), no qual o célculo das deformacbes € feito levando-se
em consideracdo a viscoelasticidade (equacdo 2-54). A determinacio dos
incrementos de deformagéo se da através do emprego do procedimento explicito
apresentado no cap. 3.3 (Método dos ‘Nucleos Degenerados’).

Para que se tomasse possivel tal implementacdo no ambito de uma
pesquisa de mestrado, algumas simpliificagbes foram admitidas:

-0 envelhecimentc dos materiais foi desconsiderado, ou seja, os
parametros a;e A, da equacdo (3-22) s50 entendidos como constantes para todas
as etapas de carregamento e iguais a a, el , respectivamente. Tais valores
foram estipulados com base na calibragem dos resultados de deformagbes obtidos
no programa SIMAT.FOR com os deste. E importante, entretanto, que se saijba

=

O procedimento totalmente implicito calcula o incremento de deformacdo no instante atual com
., base na velocidade de deformag&o no instante futuro. Ver MUNAIAR(1994).

MUNAIAR apresenta 0 MODELO DE OWEN/HINTON e propbe algumas modificagdes. Ver

MUNAIAR(1994, p.48-54).



IMPLEMENTAGAO DO ALGORITMO PARA O CALCULO VISCOELASTICO 80

que os valores reais de tais parametros devem ser extraidos da realizacio de
ensaios de amostras em laboratorio;

- 0 programa SIMAT.FOR sofreu modificacdes preliminares, no sentido de
passar de um programa que calculava deformagdes nos regimes elastico,
viscoelastico, viscoplastico e a combinagdo destes trés, para um programa que
calcula as deformagbes elasticas e viscoelasticas. Tal simplificacdo foi feita com o
objetivo de verificar a eficiéncia das equagbes formuladas com o método dos
‘nucleos degenerados’ e, de comparar as respostas obtidas através dos
procedimentos implicitos e explicitos.

No item 51 explicitam-se as subrotinas do programa TRELVE.FOR
adaptado do SIMAT.FOR, com a descrigdo sucinta do procedimento adotado por
cada uma delas e o fluxograma do cédigo de calculo. Em seguida, sdo
apresentados alguns dos exemplos testados no programa TRELVE.FOR.

5.1 Subrotinas do Programa TRELVE.FOR

As subrotinas utilizadas no TRELVE.FOR s#o apresentadas a seguir, na
ordem em que sd@o chamadas no programa, com o objetivo de dar uma idéia geral
da sequéncia de operagdes por ele executadas:

SUBROTINA DADQ: Leitura da entrada dos dados de controle do programa,
propriedades dos materiais, condigdes de contorno, valores de cargas externas e
os nés em que elas estéo aplicadas:;

SUBROTINA VARZERQ: Possui a fun¢do de zerar as varidveis acumulativas de
uso comum;

SUBROTINA CARGA: Leitura dos dados referentes aos incrementos de carga,
fator de carga, numero total de incrementos dentro do passo de carga, codigo de
saida dos resultados e tolerancia para convergéncia;
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SUBROTINA ALGOR: Leitura da opgdo para solugdo do sistema de equagdes,
que pode ser a atualizacdo ou ndc da matriz de rigidez a cada incremento de
carregamento;

SUBROTINA VECFOR: Montagem do vetor de forgas globais;

SUBROTINA RIGIDEZ: Montagem da matriz de rigidez. A matriz de rigidez &
montada de acordo com a op¢éo escolhida na subrotina Algor;

SUBROTINA REDUGA: Subrotina de reducdo de Gauss. Avisa quando um valor
nulo € encontrado na diagonal principal da matriz de rigidez;

SUBROTINA RESOLVE: Resolugdo do sistema de redugdo de Gauss;

SUBROTINA RETROSUB: Retro-substituicio do sistema de equagdes. Ao final
desta subrotina tem-se os valores dos incrementos de deslocamentos,
deslocamentos totais e reagdes de apoios:

SUBROTINA VISCOSA:Calculo do incremento de deformagbes viscosas e do
vetor de forgas nodais equivalentes. E também nesta subrotina que se caiculam
os valores das tensbes e deformagdes totais em cada elemento e se verifica a
convergéncia;

SUBROTINA RESULTA: Escreve os resultados de deslocamentos, tensfes e
deformag¢des no arquivo de saida.

As subrotinas descritas acima, quando entendidas como parte integrante
do programa TRELVE.FOR, forneceram bons resuitados para os deslocamentos,
deformacbes e tensdes, usando-se incrementos de tempo suficientemente
pequenos para que ndo houvesse instabilidade numérica.
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5.2 Fluxograma do programa TRELVE. FOR

O fluxograma a seguir ilustra a disposicdo das subrotinas anteriormente

descritas dentro do programa:

DADOQ - {.é os dados de entrada

VARZERO - Inicializa com zero as varidaveis acumulativas

Incremento de carga

CARGA - Lé os dados de carregamento e tolerancia

L 4

Incremento de tempo

ALGOR - Lé a opcdo para a solugdo do sistema de equacgbes

}

VECFOR - Monta o vetor de for¢as nodais

RIGIDEZ - Monta a matriz de rigidez

RESOLVE [~ =2 (=1)— rebuca

RETROSUB - Da os incrementos de deslocamentos |+

®
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VISCOSA - Calcula os incrementos de deformagdes
viscosas e as forcas nodais equivalentes

/" da convergencia: - assung o
/ alor | Zero  quando - os
/' incrementos * de . deformagio
adotada,

sim

quande-a.0poao:1-é formnecides no
/ arquivodeentrada... -

ISTEP=1
e
NOUTP=1

SM_,| RESULTA

saida;, quando. &’ opgfio 2 @
fornecida no arquivo de entrada. -

sim

NOUTP=2 RESULTA

NCHVE # 0 - os incremmentos de

" deformagbes nao convergem.

"

h 4

SOLUGAO SEM CONVERGENCIA

l

RESULTA - Escreve os resultados no arquivo de saida

FIGURA 5.1 FLUXOGRAMA DO PROGRAMA TRELVE.FOR
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5.3 Exemplos Testados no TRELVE.FOR

Varios exemplos de trelicas planas foram calculados neste programa, com
os quais se verificou 0 seu bom desempenho, como pode ser observado nos
exemplos citados adiante. Ocorreram, porém, quando foram usados incrementos
de tempo considerados grandes (da ordem de 0.20), casos de instabilidade
numérica, devida ao emprego do procedimento explicito. Dai se constatar a
necessidade de obediéncia de determinados limites para os passos de tempo.

Para ilustrar, seguem-se alguns exemplos de trelicas planas, que foram
testados no TRELVE.FOR;:

EXEMPLO 1

MUNAIAR (1994) calculou a treliga da figura 5.2 no programa BIVEP.FOR,
que consta de sua dissertagdo, e comparou os resultados obtidos com os
fornecidos pela express@o exata do modelo viscoelastico combinado de Kelvin.
Com o objetivo de comparar os resultados extraidos dos dois programas,

executou-se este exemplo, mantendo-se os mesmos dados de MUNAIAR (1994),
no programa TRELVE.FOR.

, 250c¢m 250 em 250 cm  250cm

2 i
NN T
\

! ,
v \1 J_

-
|

450 cm

FIGURA 5.2 - ESQUEMA ESTRUTURAL DO EXEMPLO 1

Séo dados do problema:

E+= 2000 kN/cm? a,,= 0,000500 cm*/kN
Area de secdo transversai=4 cm’ A =0,07750 e At = 0,050
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As deformagbes das barras 1-2, 1-3 e 1-4 obtidas através do programa
BIVEP.FOR, da express&o exata da apostila NOCOES BASICAS DE REOLOGIA’
de PROENCA (1986) e do programa TRELVE.FOR, podem ser comparadas na

tabela 5.1.

A express@o (2-54), apresentada por PROENGA (1986), da o valor exato
das deformacg6es viscoeldsticas, a partir do modelo combinado de Kelvin.

Fazendo-se, na equagdo (2-54), y, = 1, obtéem-se a expresséo seguinte:
n

&(t) = o

E,E,

— E1 +E2 e -(Ea¥ 4t}
E2

(5-01)

Os parametros usados para o célculo dos valores exatos das deformagdes,

equivalentes aos usados para o calculo em TRELVE.FOR, sdo:

TABELA 5.1 - DEFORMAGOES TOTAIS DA TRELIGA DO EXEMPLO 1

E,=E;= 2000 kN/cm? e T1 =0,00150

BARRA

VALOR EXATO

J
1-2 | 2,74481 x 10° cm
1l

2,74519 x 10> ¢m

1-3

4 68754 x 10° cm

1-4

4,68689 x 10 cm—l
6,13347 x 10°¢cm

6,13432 x 10° cm

=M ]
BIVEP.FOR " TRELVE.FOR
\_* #
==

2,74473 x 107 cm

468675 x 10° cm

6,13328 x 10° ¢m

—|

Deve-se ressaltar que os resultados expostos por MUNAIAR (1994) sdo os
obtidos para o 7° incremento de carga (Puw=180 KN), os quais foram comparados
com o valor exato da equagdo (5-01) e calculados para o tempo final de
Ja os valores do TRELVE.FOR, sdo obtidos para apenas um
incremento de carga (P=180 KN).

convergéncia.
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EXEMPLO 2

O exemplo 2 tem o objetivo de mostrar uma comparagdo entre o0s
resultados obtidos nos programas SIMAT.FOR e TRELVE.FOR.

Seja uma trelica plana composta por trés barras, na qual se admite o
aparecimento de deformacdes evolutivas em todas as barras, submetida ao
carregamento indicado na figura 5.3:

1 l 100 KN
/(\ T
e .
y - | “
- |
o \ \\\ 900 cm
e N |
- " |
X i i o
2 3 4

| sooem | so0em

FIGURA 5.3 - ESQUEMA ESTRUTURAL DO EXEMPLO 2

S&o dados, para todos os elementos:

Area de segdo transversal = 40 cm? A =0,0775

E,=2000 KN/cm? At=0,0100

a_ =0,000500 cm?/KN

Com os valores acima, considerando-se apenas um incremento de carga,
obtiveram-se os seguintes resultados para as deformac¢des nas barras:

TABELA 5.2 - DEFORMAGOES ELASTICAS DA TRELIGA DO EXEMPLO 2

I DEFORMAGOES ELASTICAS

-3,6612 x 10* cm

-7,3223x 10 cm
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A resposta elastica obtida nos dois programas é absolutamente a mesma,
visto que o programa TRELVE.FOR utiliza, para o calculo das deformagdes
imediatas, o mesmo procedimento de calculo do programa SIMAT.FOR. A
diferenga de programaco existente entre eles consiste no processo de calcuio
das deformacles viscoelasticas, ja que MUNAIAR (1994) utiliza um procedimento
implicito, enquanto TRELVE.FOR adota o calcuio explicito.

Na tabela 5.3 exibem-se as respostas finais de deformacdes totais dos dois
programas, podendo-se constatar a equivaléncia dos resuitados.

TABELA 5.3 - DEFORMAGOES TOTAIS DA TRELIGA DO EXEMPLO 2

o |
I

TRELVE.FOR

-7.3223x 10" em -7.3120 x 10* cm

- 1,4645 x 10° cm " -1,4640 x 10 cm

E importante observar, também, que, para os valores adotados, a
convergéncia se deu para a 58° iterac8o, perfazendo-se um tempo final de 0,57
para estabilizacao das deformagdes viscosas, ou seja, para que o0s incrementos de
deformagbes entrassem na tolerancia admitida (107). O resultado final de
deformagdo viscosa da barra 2 é da ordem da deformacdo elastica inicial
A€ = -7.3182x 10 ecm, o que representa um acréscimo de aproximadamente
100% no valor das deformagGes totais do elemento em questio.

EXEMPLO 3

Para se observar a evolugdo das deformagbes com o tempo, restringindo-
se o aparecimento das deformacbes viscosas, a trelica do exempio 2 foi
recalculada considerando-se os incrementos de tempo At=0,0500 (para diminuir o
tempo de convergéncia), e admitindo-se deformagdes evolutivas apenas na barra
central da trelica da figura 5.3, ou seja:

para os elementos 1-2 e 1-4 a_=0;

para o elemento 1-3 a_ =0,000500 cm?*/KN.
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Observa-se, na tabela 5.4, que o fato de ter considerado o efeito do tempo

apenas na barra central ocasionou uma diminuigdo no valor das deformacdes

finais, o que pode ser explicado pela compatibilidade dos deslocamentos.

TABELA 5.4 - DEFORMAGOES TOTAIS E VISCOSAS PARA A BARRA
CENTRAL DA TRELICA DO EXEMPLO 3

DEFORMAGOES TOTAIS

x 107 em

I -0,73223 l

I 0

et e e———e g e

-1,00297

-0,93616 |

DEFORMAGOES VISCOSAS

x 10* cm

———

-3,48119
-4,62182

-1,02486

)

-1,03204

~ |3 Jjon i

[{o T | Lo ]

EXEMPLO 4

-1,03439

I -1,03516

-4,99554
-5,11799

_" -5,15812 |

-5,17126

| -1,03541

-5,17557

| -1,03549

[

-5,17698

ll

-1,03552

-5,18485

Considerando-se o exempio 3, para um incremento de tempo At =0,2500,

verificou-se a ocorréncia de instabilidade numérica ou oscilagdes no processo de

convergéncia.

Entretanto, os valores finais de deformacdo das barras sdo os

mesmos do caso anterior, com At menor. Na tabela 5.5 exp6em-se, para cada
iteracdo, os valores de deformacgdes totais e viscosas da barra central, com o
objetivo de mostrar a oscilagdo dos valores causada provavelmente pelo emprego
do procedimento explicito de resolucdo da integral de Stieltjes.
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TABELA 5.5 - DEFORMACOES TOTAIS E VISCOSAS PARA A BARRA
CENTRAL DA TRELIGA DO EXEMPLO 4

| DEFORMACOES TOTAIS || DEFORMAGOES VISCOSAS
(x10° cm) (x 10% cm)
l 1 ~0,7322

|
E 1441 ]_
]

2
3‘" _ _-g,geg

—4,5140
— = —
| 4 L 10495 L 54153
5 J[- — . -1,0305 -5,0926
6 |l -1,0373
I 7 B . -1.0349
8_L 10358
9 -1,0355
10 _.-1,0356=
I 11 —_— -1,0356

Observando-se a tabela 5.5, pode-se verificar que os valores de
deformagbes fornecidos pelo programa TRELVE.FOR, oscilam em tormo da
resposta correta, chegando, contudo, aos mesmos resultados do exemplo anterior.

O que & uma caracteristica inerente a algoritmos de procedimentos explicitos,
quando empregam-se passos de tempos maiores.
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Capitulo 6 - Conclusdes

O estudo do comportamento viscoelastico das estruturas vem trazer
contribuicbes para o campo da analise nédo-linear, no sentido de prever as
deformagdes e os esforcos dependentes do tempo. Em algumas situacdes de
interesse pratico na Engenharia Civil de Estruturas, como por exemplo as pontes
construidas com balangos sucessivos, toma-se importante o conhecimento da
evolugdo das deformagbes - neste caso, no sentido de se tentar programar
adequadamente a execugdo da montagem e jungéo de partes adjacentes. J4 no
caso da recuperacdo de estruturas, verifica-se a necessidade da aplicagao dos
conhecimentos sobre o comportamento viscoelastico dos materiais, de modo a se
proceder o método de recuperagéio mais adequado.

O presente trabalho procurou tratar dos fundamentos necessarios para a
modelagem do comportamento viscoeldstico de materiais, com destaque para o
concreto e apresentar um procedimento capaz de calcular as deformacdes e os
esfor¢os em estruturas, resultantes da consideracéo de tais fendmenos.

Para tanto, formularam-se as fungdes representativas dos fenémenos de
fluéncia e relaxagéo, levando-se em consideracéo diferentes idades de aplicacio
de carregamentos, e introduzindo-se o conceito de envelhecimento dos materiais,
embora o mesmo ndc tenha sido empregado nas aplicagbes numeéricas
desenvolvidas, devido & necessidade de um maior periodo de tempo dedicado ao
estudo das caracteristicas intrinsecas a este fenémeno.

Apresentou-se, ainda com o objetivo de proporcionar o meihor
entendimento das formulagdes aqui tratadas, como também, de outras que
exprimem o modelo constitutivo através de relagdes diferenciais, uma revisdo dos
modelos mecanico-matematicos classicos da Reologia dos Materiais.
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O modelo viscoelastico estudado consiste da associacdo em série de uma
mola ao arranjo de Kelvin. A implementagdo deste modelo em um programa de
calculo de trelicas planas (TRELVE.FOR), usando-se um procedimento explicito
para a resolucdo da integral de Stielties, mostrou respostas consistentes e
bastante satisfatorias, quando comparadas as obtidas através de procedimentos
implicitos de integracdo numérica.

Desta forma, dispde-se de um algoritmo que pode ser generalizado, tendo-
se em vista a andlise de estruturas mais complexas.

Analisando-se o0 estudo realizado, percebe-se a necessidade da
continuagdo das pesquisas sobre o comportamento ndo-linear das estruturas.
Entre as varias possibilidades, dentro do vasto campo das ndo-linearidades, citam-
se algumas opgdes que poderiam dar imediata continuidade a este trabaiho:

a) Obtencdo de dados experimentais para calibragdo dos parametros das
relagbes constitutivas viscoelasticas aqui apresentadas;

b) Consideragdo do envelhecimento dos materiais, que pode ser adaptada as
equagbdes de determinacdo da deformac3o, através da variagdo do médulo de
elasticidade do material ao longo do tempo;

¢) Consideragdo do dano, a partir da introducéo de parametros que permitam
que a evolucdo das deformagbes devida ao aparecimento de microfissuras,
sejam levadas em conta;

d) Extensdo do programa TRELVE.FOR a andlise nio-linear geométrica,
contemplando inclusive os casos de estruturas em concreto protendido;

e) Aplicagdo do modelo desenvolvido ao estudo de recuperagéo de estruturas,
no qual seriam considerados os casos de diferentes etapas de concretagem;

f) Aplicacdo as estruturas mistas, abrangendo o estudo das ligacBes entre
pecas premoldadas.
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