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LISTA DE VARIAVEIS

Tensor gradiente de deformagdes.

Tensor de deformagdes de Green-Lagrange.

Tensor gradiente de velocidades.

Tensor velocidade de deformagdes ou taxa de deformagdes (simétrico).
Tensor velocidade de rotagéo ou tensor spin.

Tensores de estiramento esquerdo e direito respectivamente (decomposigéo polar).
Tensor ortogonal da decomposig¢do polar.

Tensor direito de Cauchy-Green.

Tensor esquerdo de Cauchy-Green.

Tensor gradiente material dos deslocamentos.

Tensor métrico material.

Tensor métrico na configuragdo deformada.

Tensor gradiente espacial de deslocamentos.

Tensor de deformagbes de Almansi.

Tensor de tensdes de Cauchy.

Tensor de tensdes de Kirchhoff.

Primeiro tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff.

Segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff.
Densidade espacial.

Vetor de deslocamentos nodais.

Vetor de velocidades nodais.

Vetor de aceleragdes nodais.

Vetor posigdo na configuragdo de referéncia ou material.
Vetor posigdo na configuragio deformada.

Parte de um contorno onde conhecem-se os deslocamentos.
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Parte de um contorno onde conhecem-se as tensoes.
Vetor normal a superficie.

Vetor das forgas resultante externas.

Vetor deslocamentos virtuais nodais.

Vetor deformagdes virtuais.

Matriz de massa diagonal.

Fungdes de forma para os elementos finitos.

Maxima frequéncia natural do sistema discreto.
Transformagdes tensoriais denominadas por "push-forward" e "pull-back".
Derivada de Lie.

Tensor das deformagdes de Finger.

Componente elastica do tensor de deformagdes de Finger.
Fungdo escalar potencial eléstico.

Potencial de energia livre.

Conjunto de variaveis internas.

Tensores de elasticidade tangente material e espacial.
Deformagio plastica efetiva.

Tensdo de proporcionalidade inicial.

Varidvel de dano.

Fungdo de endurecimento.

Pardmetro de endurecimento.

Fungdo de fluéncia.

Tensdo de comparagio.

Tensdo efetiva.

Pardmetro de consisténcia plastica.

Algumas varidveis recebem uma barra superior. No capitulo 3 a barra indica que a

variavel est4 na configuragio intermediaria, e no capitulo 5 a barra representa varidveis do espago

ficticio isétropo.

Os indices superiores p e e indicam respectivamente as componentes plastica e elastica

dos tensores.



RESUMO

RUBERT, J. B. (1997). Grandes deformagdes e anisotropia por tensores de mapeamento
aplicados a problemas de materiais compostos e na conformago de metais. S#o Carlos, 228p.

Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

Este trabalho tem por objetivo demonstrar a viabilidade do emprego da teoria de
interagdo de substincias no continuo para a analise de compostos multifasicos, sendo possivel
considerar-se substincias anisotropas através de sua representa¢do via uma formulagfio isotropa
equivalente.

No campo teérico, referente a anisotropia via formulagdo isétropa equivalente, deduzem-
se tensores de mapeamento de tensdes e deformagdes para o espago ficticio na configuragéo
deformada, adequados as andlises com grandes deformagdes.

Os modelos de materiais compostos ¢ de anisotropia propostos, foram implementados no
ambito de um c6digo de célculo para andlise dindmica explicita com grandes deformagdes. Entre
as aplicagdes do programa destacam-se o estudo de problemas de conformagdo de lidminas
metalicas ¢ de compostos multifisicos e a possibilidade de analisar compostos de matriz fragil
reforgada por fibras curtas, considerando-se uma fungdo simples de dano elasto-plastico.

Os exemplos executados mostram boa concordancia dos resultados obtidos neste trabalho

com aqueles obtidos por outros autores ¢ com alguns resultados experimentais existentes.

Palavras-chave: Grandes deformagdes; Anisotropia; Compostos.



ABSTRACT

RUBERT, J. B. (1997). Finite deformations and anisotropy by mapping tensors applied to
composites and sheet metal forming. S#o Carlos, 228p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia

de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

The aim of this work is to valuate the performance of the theory of interacting substances
in the continuum (rule of mixtures) applied to composites including anisotropic substances which
are modeled by an isotropic equivalent formulation.

In the theoretical field, with respect to the anisotropy consideration by an equivalent
isotropic formulation on the deformed configuration, convenient mapping tensors for stresses and
strains in the fictitious space are deduced and applied to large deformation problems.

The proposed models of anisotropy and composites were implemented in an explicit code
for dynamic analysis with large deformations. The code is applied to the solution of sheet metal
forming processes and multiphase composites including an analysis of a brittle matrix composite
reinforced by short fibers by a simple elastoplastic damage model.

The numerical results of the chosen examples are in good agreement with those

suggested in some references or with some reported experiments.

Keywords: Finite deformations; Anisotropy;, Composites.



Introdugéo 1

CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

1.1 Objetivos e Historico

O objetivo deste trabalho, é o de estudar modelos matematicos do comportamento de
materiais submetidos a grandes deformagdes elasto-plasticas, destacando-se em particular aqueles
dedicados a simulagdio de certos materiais compostos e de metais submetidos a processo de
conformagdo a frio. Em ambos casos inclui-se a consideragfo da anisotropia inicial ou induzida
pelo processo de plastificagdo, utilizando-se para isso o conceito de tensores de mapeamento em
lugar das classicas fungdes de Hill[22]{31][36] e outros modelos propostos ¢ ja estudados por
diversos autores; ver por exemplo Barlat[25][26], Hoffman[58], Karafilis[30] entre outros.

Uma das primeiras tentativas de situar com rigor o estudo da plasticidade com grandes
deformagdes no ambito da mecdnica de meios continuos foi feita por Green ¢ Naghdi[54] em
1965, introduzindo a denominada Teoria Aditiva. A proposta do modelo consiste em, basicamente,

decompor o tensor de deformagdes de Green-Lagrange E em suas componentes elastica e plastica.



Introdugdo 2

E=E¢+E? (1.1.1)

O inconveniente desta proposigdo, segundo Garino[41], é o fato de que ela pode ndo ter
correspondéncia com o fendmeno fisico observado, uma vez que as grandezas envolvidas, tais
como regra de fluxo, fun¢do de fluéncia e variaveis internas, referem-se a um espago sem sentido
fisico. Todo o modelo estd, de fato, formulado no espago de tensbes de Piola-Kirchhoff
(configuragdio de referéncia). Trabalhos posteriores: Rubin, Voyiadjis e outros, ainda segundo
Garino[41], introduziram modificagdes neste modelo, aplicaveis a metais e geomateriais.

Seguiram-se aos trabalhos de Green e Naghdi, os modelos baseados na decomposigio
multiplicativa do tensor gradiente de deformagdes (Lee[46] entre outros propde modelos deste
tipo). O modelo de Lee[46] caracteriza-se por adotar uma fungdo potencial de energia cujas
componentes elastica e plastica aparecem desacopladas; estabelece ainda que a fungdo de energia
livre elastica s6 depende da parte simétrica da componente elastica do tensor esquerdo de Cauchy-
Green V. Nos modelos baseados na decomposi¢io multiplicativa do gradiente total de
deformagdes F, as grandezas envolvidas podem, no caso de grandes deformagdes, referirem-se

a configuragdo atualizada. A relagfio basica que exprime a decomposi¢do em questdo é:

F=F¢F? (1.1.2)

A unificagdo desses dois modelos surgiu a partir dos trabalhos de Green e Naghdi e
Sidoroff. Partindo da decomposigdo multiplicativa de F, eles obtiveram uma expressdo para a
componente plastica do tensor direito de Cauchy-Green C* que guarda relagdo com a regra de
fluxo d® do modelo adotado. Os demais tensores envolvidos podem ser obtidos partindo dessa
expressdo. Posteriormente Simo e Ortiz entre outros autores, também propuseram formas para a
unificagdo do tratamento dado a cinematica do problema de plasticidade em grandes deformagdes.

No presente trabalho adota-se um modelo baseado na decomposi¢do multiplicativa de F

para a consideragdo de grandes deformagdes elasto-plasticas, sendo que o problema passa a ser
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como obter no caso de materiais compostos uma resposta global a partir da combinagdo das
respostas das substincias constituintes.

Sob certas condigdes, a teoria de interagdo mecénica de substdncias no continuo, ou
teoria de misturas, aproxima de maneira bastante eficiente o comportamento experimental de
varios materiais compostos empregados na atualidade. As hipoteses basicas desta teoria consistem
em admitir que em todo ponto do s6lido cada uma das substdncias formadoras contribue
proporcionalmente a fragdo do volume total que ocupa para o computo das tensoes globais, além
do que o volume de cada uma das substincias deve ser bem menor do que o volume total do
composto.

A teoria de interagfio de substdncias no continuo foi apresentada num classico trabalho
de Truesdell e Toupin[71] em 1960. Esse trabalho serviu de base para desenvolvimentos
posteriores como os de Green e Naghdi[29] em 1965 que formularam uma teoria dindmica para
o fluxo entre dois ou mais meios continuos ¢ de Ortiz e Popov de 1982 que estudaram o concreto
como um material bi-fasico. Tanto em Trusdell € Toupin[71] como em Green e Naghdi[29] ha
muitas referéncias a trabalhos anteriores de outros autores. Soma-se a estes conceitos basicos a
teoria constitutiva da plasticidade generalizada desenvolvida entre outros por Oller[49] onde se
propde um modelo mais geral capaz de representar o comportamento constitutivo de materiais
compostos n-fasicos. De uma maneira mais ampla esta teoria surge como um gerenciador ndo
apenas da resposta individual de substincias de um composto mas também do tipo de
comportamento manifestado por essas substancias.

Um 1ltimo aspecto tratado neste trabalho, no que se refere ao comportamento constitutivo
em regime elasto-plastico dos materiais, é a possibilidade de analisar materiais anisétropos
frequentemente utilizados na fabricagdo de compostos multi-fisicos. A maneira usual de fazé-lo
consiste em introduzir uma fun¢do de fluéncia capaz de levar em conta os parimetros de
anisotropia das substincias. As fun¢Oes de fluéncia mais conhecidas e empregadas sdo as
formuladas por Hill [22][31][36], com base no critério de von Mises, razdo pela qual sdo
designadas frequentemente na literatura por fungdes de Mises-Hill.

A primeira proposta de Hill[22] surgiu em 1948 visando problemas de conformagéo a
frio de chapas metalicas finas e planas, caso em que a anisotropia ¢ induzida pelo processo de

laminag#o, alterando-se a resisténcia do material na dire¢do transversal ao plano médio. Bons
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resultados foram obtidos inicialmente para o caso dos agos; contudo, a sequéncia de experimentos
mostrou que para determinados materiais tais como o aluminio, a fungdo de plastificagdo adotada
produzia maus resultados. Com o intuito de ampliar as possibilidades de analise, Hill[31][36]
introduz em 1978 e depois em 1990, corre¢des a sua proposta original melhorando alguns
aspectos de sua aplicabilidade. Posteriormente diversos autores [33][34][35] tém demonstrado que
sob certas condigdes as superficies de fluéncia obtidas com a aplicagéo dos critérios de Mises-Hill
produzem algumas inconsisténcias matematicas capazes de produzir resultados alterados para
algumas situagdes.

Paralelamente aos trabalhos de Hill outros autores propuseram fung¢des de fluéncia
aplicaveis a materiais anisétropos. Dentre eles pode-se citar Barlat[25] em 1989, Hoffman [58]
em 1967 e Karafilis e Boyce[30] em 1993.

Neste trabalho a simulagdo da resposta de materiais considerando a anisotropia ¢ feita
empregando-se o conceito de tensor de mapeamento introduzido inicialmente por Betten[7] e
posteriormente generalizado por Oller[2]. A idéia basica consiste em resolver o problema num
espago isétropo ficticio, onde se podem empregar estratégias computacionais ja disponiveis. Para
isso constroem-se tensores de quarta ordem, contendo toda informagfo acerca da anisotropia dos
materiais e que permitem relacionar os estados de tensio e deformagdo do espago real com os
seus equivalentes no espago ficticio. Apesar de geral, este tratamento exige um conhecimento
mais rigoroso dos pardmetros dos materiais, uma vez que estes entram na defini¢do dos tensores
de mapeamento como se vera mais adiante.

Uma contribuigfio original no campo tedrico, proposta neste trabalho, ¢ a descri¢do dos
referidos tensores de mapeamento na configuragdo atualizada, de interesse para a aplicagdo do
modelo a grandes deformagdes. Para isso empregam-se as operagdes denominadas na literatura
por "pull-back" e "push-forward", respectivamente transformagdes tensoriais de uma configuragfo
atualizada para uma configuragdo de referéncia e vice-versa; ver por exemplo em Marsden e
Hughes[43] e Garino[41].

Os modelos desenvolvidos sdo implementados em um programa explicito para analise
de solidos elasto-plasticos submetidos a grandes deformagdes denominado Stampack[59]. Os
elementos finitos utilizados sdo os quadrilateros sélidos bi-dimensionais e sélidos tri-dimensionais

com variagéo linear das deformagdes no dominio e com integragéo seletiva nos pontos de Gauss,
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adequados para a analise de estados planos de deformagio, de problemas com simetria de
revolugdo e s6lidos tri-dimensionais. Estados planos de tens3o sdo tratados utilizando-se os sélidos
tri-dimensionais, de modo que no caso de ocorréncia de plastificagdo o vetor fluxo-plastico
originado se mantém coerente.

A fungdo de fluéncia empregada neste trabalho é a de von Mises ¢ a integragdo no tempo
da equagdo de equilibrio dindmica é feita pelo método das diferengas centrais. O fator de retorno
a superficie de fluéncia é calculado por meio do emprego do algoritmo de retorno radial, ver em
Crisfield[52] e Simo e Hughes[47]. Obviamente ndo foi necessaria a implementagéo de fungdes
de fluéncia especificas para o tratamento da anisotropia uma vez que a integragdo da equagdo
constitutiva neste trabalho é sempre feita dentro de um espago ficticio isétropo.

O trabalho reune no capitulo 7 exemplos de cunho exclusivamente académico para
validagio e aferigdo dos resultados obtidos e exemplos de aplicagdo em problemas tecnologicos
nas éareas de conformagdo de metais e de materiais compostos.

O texto contido no capitulo 2 introduz o leitor no conhecimento de conceitos tedricos
utilizados no desenvolvimento da parte geral do programa. Envolve de maneira resumida a
formulagdo dos elementos finitos e a técnica de solugdo da equagdo dindmica de equilibrio
empregadas, aspectos sobre a estabilidade numérica, passo de tempo critico, matriz de massa e
por fim aspectos gerais de carater introdutorio sobre os algoritmos de contato usados na simulagdo
de conformagdo de metais. O autor limitou-se a introduzir as implementagdes feitas ao programa,
de modo que a maior parte do contetido deste capitulo deve-se aos trabalhos de Herndndez[67],
Rojek[59][61], Garino[19][41], Las Casas[44][70] e Oller[2].

1.2 Organizacfio e contetido dos capitulos desta tese

No capitulo 2 estdio contidos os temas que ndo fazem parte dos assuntos desenvolvidos
nesta tese mas que sdo fundamentais na compreenso da estrutura do programa Stampack[59]
utilizado nas implementagdes. Descreve-se em linhas gerais o programa fazendo-se referéncia ao

tipo de elemento finito utilizado, a técnica de integragdo explicita da equagdo dindmica de
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equilibrio e aos algoritmos de contato e fricgdo incluidos no programa. A estrutura e a descrigdo
das principais rotinas incluidas no bloco principal do programa sio também descritas neste
capitulo.

O capitulo 3 destina-se 4 exposigdo dos aspectos tedricos basicos da mecanica de meios
continuos. Em primeiro lugar descrevem-se os tensores de tensSes e deformagdes nas
denominadas configuragdes de referéncia e deformada. Na sequéncia descrevem-se o modelo
proposto por Garino[41] para grandes deformagdes e um modelo simplificado para a consideragdo
de dano elasto-plastico. Introduzem-se aspectos também da implementagdo computacional destes
modelos.

No capitulo 4 encontra-se a exposi¢do da teoria de interagdo de substancias no continuo
para emprego na solugdo de problemas com materiais compostos. Com base em textos de
Oller[17] [18] e Ofiate[64], mostram-se aspectos de consisténcia termodindmica do modelo num
contexto de grandes deformagdes. Descrevem-se as formulagdes mista, em séric e em paralelo
estendendo-se o estudo apenas no caso da formulagdo paralela. O caso de particularizagdo do
modelo para emprego em compostos com fibras longas e curtas esta descrito no final deste
capitulo.

O capitulo 5 introduz o estudo da consideragdo da anisotropia dos materiais por meio de
uma formulagdo isotropa equivalente segundo uma abordagem denominada anisotropia por
tensores de mapeamento. O modelo, na forma proposta por Oller[2], é estendido ao caso de
grandes deformagdes em uma formulagdo explicita ¢ ¢ proposta uma dedugdo para os tensores
de mapeamento numa configuragdo deformada, empregando-se o gradiente de deformagdes. Este
altimo desenvolvimento ¢ a correspondente implementagdo pode ser considerada como a
contribui¢do tedrica contida nesta tese.

O capitulo 6 descreve a implementagdo computacional dos modelos propostos sendo que
ao final desse capitulo inclue-se um diagrama de blocos referentes as implementagdes feitas
internamente aos médulos do programa em elementos finitos utilizado, bem como a descrigdo das
subrotinas dessa fase.

No capitulo 7 encontram-se os exemplos utilizados com o objetivo de validar os modelos
numéricos propostos. Por meio de confronto dos resultados obtidos nesta tese com aqueles

propostos por outros pesquisadores e que se encontram na literatura disponivel, procura-se
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demonstrar as possibilidades de aplicagdo dos modelos no campo dos materiais compostos € no
campo da conformacdo de metais. Os resultados obtidos mostram-se satisfatorios.

O capitulo 8 contém as conclusdes, os comentdrios finais e propostas para
desenvolvimentos posteriores.

Esta tese contém ainda trés apéndices referentes a assuntos de interesse apenas
localizado: o apéndice A diz respeito ao estudo de contato e trata-se de um texto contido em
relatorio técnico elaborado por Las Casas[83]; No apéndice B exemplifica-se o conceito de
métrica; No apéndice C deduzem-se as partes volumétrica e desviadora do tensor constitutivo

anisotropo.
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CAPITULO 2

2. GENERALIDADES SOBRE O PROGRAMA UTILIZADO

2.1 Introducdo

O programa utilizado, e no qual implementaram-se as modificagdes propostas nos
capitulos 4 e 5 desta tese, foi desenvolvido no Centro Internacional de Métodos Numéricos em
Engenharia na UPC em Barcelona e denomina-se Stampack[59]. Ao longo do tempo muitos
autores [59][64][65] ofereceram contribuigdes ao seu desenvolvimento ¢ a versdo utilizada nesta
tese esta de acordo com as informagdes e instrugdes fornecidas em Rojek[59].

Os préximos itens resumem aspectos de carater geral acerca do programa, importantes
na compreensio do desenvolvimento dos estudos, eles tém por base textos de Garino[19][32][41}]
¢ Hemnandez[67], autores que contribuiram com o desenvolvimento deste programa. As
informag@es contidas referem-se principalmente aos elementos utilizados, ao tipo de integragdo
da equagio dindmica de equilibrio e aos tipos de algoritmos de contato utilizados. Na parte final

inclue-se um diagrama esquematico geral do programa.
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2.2 Algoritmos Implicito e Explicito.

O método das diferengas finitas e a integragdo temporal explicita tém sido largamente
empregados na solugdo de uma vasta gama de problemas de andlise dindmica transiente que
surgem, por exemplo, em processos tecnologicos industriais ¢ na simulagdo do impacto entre
solidos deformaveis ou ndo. Estes métodos em dado momento mostram-se vantajosos quando
aplicados a problemas com deformagdes finitas que ocorrem em intervalo de tempo muito
pequeno. Nestas condi¢des, os métodos implicitos, que envolvem a construgio de matrizes de
rigidez ¢ a solugdio de sistemas de equagdes de grandes dimensdes, levam a um esforgo
computacional e requisitos de armazenamento de dados muitas vezes exagerado. Contudo €
necessario ressaltar que o continuo desenvolvimento das técnicas numéricas pode levar a uma
revisdo destas colocagdes uma vez que as condigdes necessarias que se impoem a solugdo
explicita também apresentam suas desvantagens como se Vera a seguir.

O desenvolvimento do programa Stampack[59] parte de principios da mecénica dos
meios continuos e utiliza o método dos elementos finitos e das diferengas finitas conjuntamente
para resolver as equagdes de movimento. Os procedimentos para encontrar a resposta dindmica
ndo-linear das estruturas estdo implementados em sua forma mais geral, e portanto sua utilizag#o
estende-se aos comportamentos linear ou ndo linear, seja geométrico, material ou combinagdo de
ambos.

O equilibrio na configuragdo deformada com relagdo ao tempo t € imposto via principio
dos trabalhos virtuais (PTV) e escrito em forma aproximada a partir da discretizagdo do meio com
elementos finitos isoparamétricos. O sistema de equagdes resultante é resolvido mediante um
esquema de integragdo temporal do tipo explicito onde as aceleragdes e velocidades de um dado
ponto do sélido se expressam em fungdo dos deslocamentos por meio de expressdes em diferengas
finitas, ou seja, a nova configuragdo de tempo t+At é obtida através da descrigdo do movimento
na configuragdo de equilibrio no tempo t.

A utilizagdo do conceito de matriz de massa concentrada permite resolver o sistema de

equagdes sem necessidade de trabalhosas transformagdes matriciais. Dado que os algoritmos de
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integragdo explicita sdo condicionalmente estaveis, o intervalo de tempo At deve ser limitado para
assegurar-se a estabilidade da resposta, sob pena de ter-se uma resposta amplificada
artificialmente.

Diferentes expressdes para determinar o valor do intervalo de tempo critico em fungdo
da frequéncia maxima do sistema discreto se encontram na literatura. No programa o intervalo
de tempo critico pode ser recalculado a cada passo ou para um determinado mimero de passos
fornecido pelo usudrio ¢ pode ser obtido a partir do método de busca do maior autovalor do
sistema discreto de acordo com o algoritmo de Mises dado em Bathe[72], ou por meio de
equagdes simplificadas, ver Cook[73] ou Zienkiewicz[74], entre outros.

Um cédigo com as caracteristicas mencionadas anteriormente denomina-se na literatura
como hidrocodigo Benson[40]. A origem dos hidrocédigos tem raiz na necessidade de resolver
problemas militares ¢ de defesa; atualmente seu campo de aplicagdo estende-se a problemas

estruturais tais como os de conformagdo de metais e impacto entre corpos.

2.3 Formas diferencial e variacional do movimento

Admita-se que um corpo de volume V com uma resposta constitutiva ndo linear se
movimenta em relagio a um referencial coordenado cartesiano fixo sofrendo grandes
deslocamentos. Tendo-se em conta a simetria do tensor de tensdes o, o problema consiste em
encontrar o campo de deslocamentos materiais u,(°x,t) que satisfaz a equagfo diferencial de

movimento de Cauchy num instante t qualquer dentro de um intervalo de tempo estabelecido.

¢
0%, = 0 :’ij +1o'b, (2.3.1)
9%,

Na expressio acima p é uma fungdo de densidade espacial ¢ pb sdo forgas por unidade

de volume, ii é o vetor de aceleragdes nodais e x é o vetor de coordenadas espaciais, por sua vez
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fungdo das coordenadas materiais °x dos pontos do sélido e de t.
As condi¢des de contorno podem ser especificadas como deslocamentos impostos ou
como tensdes prescritas. As regides do contorno onde os deslocamentos e tensdes sdo conhecidos

sdo denotados por I', e I, respectivamente (ver Fig. 2.01):

X

‘u,=f,(x,) sobre T (2.3.2)

t,='o;m=h(xt)  sobre T (2.3.3)

T

UAtyit=t+At

Fig. 2.01 - Sucessivas configurages de um sélido em relagdo a um sistema de
coordenadas cartesianas ao longo do tempo.
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As condigGes iniciais para o campo de deslocamentos ¢ de velocidades expressam-se

como fungfio das coordenadas materiais °x de modo que tem-se:

Oui = ui( Ox) (2.3.4)

Oai = ui( Ox) (2.3.5)

Nas expressdes anteriores n; sdo as componentes do versor normal a superficie, os indices
superiores 4 esquerda indicam o instante t que corresponde 2 configuragdo na qual o corpo se
encontra, os subindices a direita indicam os eixos coordenados. Quando existirem, subindices a
esquerda indicam a configuragdo com relagiio a qual se esta considerando a variavel.

O problema de valor inicial fica totalmente determinado quando se consideram as
relagdes de compatibilidade entre os campos de deslocamentos e deformagdes € a equagdo
constitutiva adequada que relaciona as tensdes com os deslocamentos dos pontos do sélido.

Para propdsitos numéricos é mais apropriado reduzir a equagéo de movimento de Cauchy
a sua forma variacional, empregando-se o método dos residuos ponderados e escolhendo-se como

fungdes peso o campo de deslocamentos virtuais 8'u;;, Desta forma tem-se:

d's,
f; (o i, a:’u_: th,)8'u,'dV =0 (2.3.6)
| 4 xj

com &'u satisfazendo os mesmos requisitos de continuidade e integrabilidade que o vetor solugdo
*u, e tendo valores nulos no contorno I',. Aplicando-se o teorema da divergéncia a equagéo 2.3.6

obtém-se:
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u
toto sttt tatp &t t t ft it 2.3.7
ftyp i b'udv ftvpbiéui dV+fr1hi6 u,ds fry"‘f_—a&, av 23.7

Na expressdo do PTV (eq. 2.3.7), observam-se os termos referentes as forgas inerciais
do lado esquerdo da igualdade, e a direita pela ordem, tem-se: A integral das forgas volumétricas
dadas por pb,, a integral sobre a superficie da fungdo h, que representa solicitagSes externas
aplicadas no contorno I, ¢ a integral do campo de tensdes no volume do corpo. O problema
variacional se resume em obter o campo de deslocamentos materiais u(°x,t) que satisfaz a seguinte

equagio:
F( tu-) =Re.x1r( tu) _finte( tu) (2.3.8)

O operador forgas internas f™ pode ser reescrito em fungo da variagdo virtual do tensor

de pequenas deformagdes & tei,, de modo que tem-se:
f;-im( tui) =ftVto,.U‘ 6teyth (2.309)

Tendo-se em conta também a equagdo de continuidade, ou principio de conservagdo da
massa [50], pode-se escrever o vetor de forgas inerciais F, em fungfo do volume inicial do corpo.
Supondo que as forgas de superficie sdo conservativas independendo do nivel de
deformagdes, o operador resultante das forgas externas R também pode ser expresso em termos

desse volume inicial, de modo que:
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F(%i)= f0V°p 6 5,0V (2.3.10)

R ()= foyop‘bié‘uiodV+ fo S’liﬁ'u:"ds 2.3.11)

2.4 Esquemas de solu¢io da equa¢do de movimento

A solugdo para a equagdo de movimento pode ser encontrada a partir de uma
discretizagdo do intervalo de tempo de interesse. Nessas condigdes trata-se de determinar as
posigdes de equilibrio do solido em cada instante de tempo t=t;+nAt com n=1,2,..,i onde At ¢ o
incremento de tempo escolhido na discretizagdo [67]. Para encontrar essas configuragdes existem
dois caminhos possiveis. Num primeiro, a configuragfo atual, em t+At, é determinada a partir da
configuragdo conhecida no tempo t; nesse caso o esquema de integragdo no tempo sera explicito.
Num segundo caminho considera-se a prépria configuragdo no tempo t+At onde nem todas as
variaveis cinematicas e estaticas sfo conhecidas; o esquema de integragdo nesse caso é do tipo
implicito (Newmark, Bossak-Newmark, Houbolt. etc. ) [67], ver por exemplo em Bathe[72].

A escolha do esquema de integragdo a ser utilizado depende normalmente de trés fatores:
estabilidade, precis3o e custo [67]. Nesta tese adota-se 0 mesmo esquema de integragdo do tipo
explicito utilizado por Hernandez[67], o qual é adequado para tratar problemas em deformagdes
finitas cuja ocorréncia se d4 em intervalos de tempo muito pequenos [59] [65] [67]. Como ja foi
demonstrado, os operadores forgas externas ¢ forgas inerciais podem ser expressos em relagdo a
configuragdo inicial em t=0. Uma solugfo para a equagdo 2.3.8 pode ser obtida referindo-se todas
as variaveis do operador forgas internas a qualquer uma das configuragdes previamente utilizadas.
Na pritica utilizam-se somente duas possibilidades dentro de um contexto lagrangiano: uma
solugdo na qual todas as varidveis cinematicas e estaticas referem-se & configuragfo inicial do

sélido no tempo t=0, denominada formulag¢3o lagrangiana total (FLT) [72] [67], e uma solugéo
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onde todas as variaveis cinematicas e estaticas referem-se a dltima configuragdo conhecida no
tempo t, que se definird como formulagdo lagrangiana atualizada (FLA) [72] [67]. Ambas as
formulagdes podem incluir todos os efeitos ndo lineares cinematicos devidos a grandes
deslocamentos e deformagdes, para isso, basta que os tensores utlizados na defini¢gdo do modelo
constitutivo empregado sejam deduzidos tendo em conta a configuragdo considerada. Utilizando-se
adequadas medidas conjugadas de tensdo e deformagio em cada formulagdo (FLA ou FLT) deve-
se obter os mesmos resultados para um dado problema.

Nesta tese, da mesma forma que em Hernandez[67], utiliza-se a formulagéo lagrangiana
atualizada para a descrigdo do movimento das particulas do sélido.

Com base na figura 2.01, o movimento das particulas do sélido considera-se via

formulagdo Lagrangeana atualizada e descreve-se da seguinte forma:

PAL te sy, (2.4.1)

=ty ty =123 (2.4.2)

onde u, é o incremento de deslocamentos entre as configuragdes t e t+At. A determinagdo do
tensor de tensdes de Cauchy na configuragio t+At sera apresentada nos proximos capitulos, uma

vez que ha uma relagfo direta com o modelo constitutivo a ser empregado.

2.5 Discretizaciio espacial

Considere-se um dominio discretizado por um conjunto de pontos ou nés que definem
uma rede de elementos finitos [67] [75] numa configurago t arbitraria. Os deslocamentos ‘u, €
velocidades Y, sdo valores nodais, onde o é o niimero do n6 e i corresponde a diregdo relativa

a um sistema cartesiano retangular. Sendo N, fungdes de forma adequadas que aproximam os
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campos de deslocamentos e velocidades, os valores dos deslocamentos, velocidades e aceleragdes

em qualquer ponto do dominio podem ser interpolados em fungdo de seus valores nodais. Desse

modo tem-se que:

tui - Natuai (2.5.1)
t i, =N, tdui (2.5.2)
ti‘-i - Natﬁai (2.5.3)

De maneira andloga a varia¢do virtual dos deslocamentos e seus gradientes sdo
interpolados utilizando-se as mesmas fungbes de forma e suas derivadas com relagdo as

coordenadas espaciais:

5'u,=N,d 'u,, (2.5.4)
t
0d'u, ) ON, 5 (2.5.5)

ai

b3l 'xj aﬁ'xj

Substituindo-se as relagdes anteriores nas equagdes 2.3.9,2.3.10 € 2.3.11, chega-se a uma
expressdo matricial que representa um sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem a

coeficientes variaveis dada por:
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MY =tRextr_:fintr(tu) (2.5.6)

onde M ¢ a matriz de massa consistente referida a configuragfo inicial, ii é o vetor de aceleragdes
nodais ¢ R™ ¢ o vetor das resultantes externas no instante de tempo t, ‘f™"(‘u) é a expressdo do

vetor global de forgas internas e ¢ dada por:

(£ =F[ B o'V (25.)
14

onde ‘B, ¢ a matriz de deformagéo linear [72] ¢ ‘o o vetor de tensde de Cauchy.
A técnica dos elementos finitos consiste em aproximar o campo de deslocamentos dos
pontos de um sélido por meio da contribui¢do dos deslocamentos aproximados nos subdominios

(elementos) utilizados na discretizagdo. De maneira simplificada verificam-se para a resposta

aproximada em cada elemento, as seguintes relagdes:

u=3 N u, (2.5.8)

(2.5.9)
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m
= (2.5.10)
o €= Z Bai 6uazi

i=1

onde u, ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento, du,, é o vetor de deslocamentos virtuais
nodais e 8¢ é o vetor de deformag8es virtuais, i varia de um até m pontos nodais, o indice o esta

associado aos elementos ¢ B_; é a matriz que contém as derivadas das fungdes de forma.

Neste trabalho empregam-se os elementos quadrilateros lineares de quatro nés para os
problemas bi-dimensionais em deformagfo plana e simetria de revolugdo. Nos problemas tri-

dimensionais empregam-se os elementos hexaédricos de oito nos.

™
4 3
3
1 2
Ni=%(1+f€i)(1+"7ni) N1=i-(1—g)(1_77)

No|] 1 2 3 4
-1 1 1 -1
-1-1 1 1

&
7

Fig. 2.02- Elemento Lagrangeano quadrilatero plano linear de quatro nos.
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As fungdes de forma para os elementos 2D em coordenadas homogéneas segundo
Oiiate[75] sdo expressas como produto de dois polindmios de Lagrange unidimensionais fungdo

das coordenadas homogéneas consideradas, ou seja, para um dado ponto i pode-se escrever:

NEM =1E) L(n) 2.5.11)

com polindmios dados por:
1(E) =%(1+€E,-) e lLi(m) =%(1 1) (2.5.12)

onde &, e ; sdo as coordenadas homogéneas do i*™ ponto do elemento ¢ assumem os valores

da tabela mostrada na figura 2.02.

As fungdes de forma para o elemento hexaédrico obtém-se efetuando o produto de trés
polinémios de Lagrange também lineares e fun¢8o, neste caso, de trés coordenadas homogéneas.

O tratamento é analogo ao do caso plano [75].

2.6 Integracdo explicita no tempo

A solugdo numérica do sistema de equagdes diferenciais do movimento, representado pela
equagdo 2.5.6, é feita mediante um esquema de integragdo explicita no tempo. Levando-se em
conta as consideragdes constantes neste capitulo e as aplica¢des a serem feitas, resumem-se os
motivos desta escolha aos seguintes fatores: maior simplicidade ao avaliar as incégnitas nodais
quando se usa uma matriz de massa diagonal; Quando a rede se torna mais refinada, o esforgo

computacional aumenta apenas linearmente em fun¢do do numero de graus de liberdade do
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sistema; As poucas operagles executadas a cada intervalo de tempo e o reduzido espago de
memoria utilizado, uma vez que apenas a solugdo num Gnico instante de tempo é armazenada,
torna a estratégia interessante do ponto de vista computacional; Ndo € necessdrio construir a
matriz de rigidez global do sistema, de modo que para problemas em grande escala isto se traduz
também numa importante economia de memoria.

Os métodos explicitos, contudo, sdo condicionalmente estaveis, portanto sua estabilidade
numérica dependende do tamanho do intervalo At de integragdo, existindo um valor critico que
quando violado leva a uma amplificagdo da solugfo de forma artificial. Isto significa que em
problemas préticos o niimero de passos de tempo pode chegar a ser da ordem de 10* ou 10° [67].
Cabe lembrar que para um grande nimero de problemas ndo lineares, independentemente das
consideragdes de estabilidade numérica, exigem-se igualmente intervalos reduzidos de tempo de
modo a ter-se uma resposta adequada [67], em particular os problemas onde a propagacgio da
frente de ondas é importante. Tipicamente os problemas de impacto entre corpos enquadram-se
nesta categoria.

Nos métodos explicitos usam-se expressdes em diferengas finitas para aproximar, no
dominio do tempo, as acelerages e velocidades em fungdo dos deslocamentos. Teoricamente uma
variedade de expressdes em diferengas finitas poderiam ser utilizadas, contudo, neste trabalho,
utilizaram-se as diferencgas centrais com aproximagdo de segunda ordem em At [40] [67] [59]. Nas
expressdes que seguem, um indice superior n indica que a fungdo se avalia em t=t".

De forma simplificada, supondo-se conhecidos os deslocamentos u em um instante de
tempo t* e as velocidades no instante t**? juntamente com as forgas internas f=f(u) ¢ as

resultantes externas R , a integragio ¢é feita de acordo com as expressdes abaixo:

i=M7 fu)-R] | (2.6.1)

SR
I T 2.62)
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wd el (2.6.3)

n+.].'. 1

Ar ? =-£(At"+At"+1) (2.6.4)

onde At" ¢ At™! sdo dois intervalos sucessivos de tempo entre os instantes de tempo t*%; t* e ¢",

t"*! respectivamente.

2.7 Matriz de massa concentrada e condi¢fio para estabilidade numérica

O uso da matriz de massa consistente obtida diretamente da aplicagdo do método dos
elementos finitos gera um sistema de equagdes que leva a um custo computacional elevado, pois
o fato de se tratar de uma matriz ndo diagonal faz com que haja o acoplamento entre as equagdes
associadas as demais incdgnitas nodais. A fim de evitar este problema, neste trabalho a matriz
de massa M, da equagdo 2.5.6, correspondera a uma matriz de massa equivalente conhecida como
matriz de massa concentrada, a qual somente possui termos em sua diagonal principal. A
consequéncia desta consideragdo é a economia computacional no momento de resolver o sistema
de equagdes diferenciais representado pela equagdo 2.5.6 (ver em [67] [72] [73] [74] e [75]).

A matriz de massa concentrada para um dado elemento obtém-se distribuindo a massa
desse elemento proporcionalmente aos termos da matriz de massa consistente [67] [72] [73]. O

termo de massa diagonal m;; para um né genérico j calcula-se de acordo com:
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[, NN,V
my=| f odV @.7.1)
Tietf PN N dVA v

onde n é o nimero de nds do elemento, p ¢ a densidade de massa, N; e N, sdo as fungdes de

forma e V representa o volume ocupado pelo elemento.

Por outro lado, como ja foi comentado, assegura-se a estabilidade numérica da resposta
dos algoritmos de integragéo temporal do tipo explicito, limitando-se o tamanho do incremento

de tempo At. Neste trabalho emprega-se a seguinte expressdo simplificada:

At<At,, =1, \l_% 2.7.2)

onde 1_ é o comprimento caracteristico do elemento que corresponde & menor distancia possivel
entre dois vértices consecutivos, E é o modulo de elasticidade e p é a densidade do material. O

inverso da raiz quadrada na equagdo acima denomina-se velocidade de transmissdo da onda.

Existem, contudo, outras formas para determinar o valor deste tempo critico, como por
exemplo as que levam em conta a maxima frequéncia natural do sistema discreto w,,, que pode
ser calculada a partir da solugdo do problema de autovalores. Dado que o valor de w, ndo se
mantém constante durante a analise, modificando-se em fungdo das caracteristicas de ndo
linearidade do problema [72], seria necessario recalcular o valor de At,,; a cada certo numero de
passos de tempo para assegurar a estabilidade numérica da resposta. Para evitar o célculo
repetitivo de w,, outros autores utilizam fatores de seguranga para estimar o valor do tempo critico

[67]. Neste trabalho utilizou-se a forma mais simples indicada acima, porém também pode-se
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obrigar o programa a calcular um novo valor para At a cada passo da integragdo ou em
determinados intervalos de passos de integragdo, de modo a ter também estabilidade numérica
com alguma economia computacional. N3o foi objetivo deste trabalho um estudo detalhado a
respeito da estabilidade numérica da resposta, contudo, procurou-se, nos casos mais criticos,
utilizar passos de tempo os menores possiveis de modo a que nfo fosse esta a causa de eventuais

insucessos na marcha dos processamentos.

2.8 Algoritmos de contato ¢ consideracio do atrito

No programa Stampack [59], utilizado neste trabalho, encontram-se implementados dois
algoritmos para tratamento do contato arbitrario entre duas superficies, com ou sem a
consideragdo de atrito, e aplicdveis aos problemas bi-dimensionais e tri-dimensionais de
conformagdo de ldminas metalicas contidos nesta tese. Além disso se permite também a
consideragdo de contato com parede rigida.

Os dois algoritmos sdo baseados no método da penalizagdo e assumem a lei de Coulomb
para consideragdo do atrito entre duas superficies. As superficies de contato podem ser
discretizadas tanto por elementos lineares de dois nés como por elementos triangulares ou
quadrados de trés e quatro nos respectivamente. As superficies de contato recebem os nomes
"master” e "slave", designagdes usuais na literatura, e os nés que definem estas superficies
recebem os nomes de "master nodes" e "slave nodes", respectivamente. Durante o processamento,
cada "slave node" ¢ verificado quanto a penetragido através da superficie "master" e, se uma
penetragdo for detectada, uma forga de contato é calculada e aplicada entre o "slave node" € o
apropriado "master node" (a intensidade desta for¢a é proporcional a penetragdo € a um
coeficiente de penalizagdo fornecido).

A diferenga entre os dois algoritmos é que no primeiro nfo se verifica a possibilidade
de haver penetragdo de um "master node" através de uma superficie "slave", caracteristica
presente no segundo algoritmo quando se escolhe o tratamento simétrico para a interface do

contato. Utiliza-se neste caso um algoritmo que faz a troca do que se definiu de inicio como
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superficie "master” por uma superficie "slave", e vice-versa, procedendo-se a nova verificagio
quanto as penetragdes. O segundo algoritmo permite ainda a considera¢do do auto-contato,
situagdio em que a interface de contato ¢é definida por uma unica superficie e a verificagdo da
penetragdo é feita entre os nds e a propria superficie que contém esses nos.

O procedimento de busca (localizagdo dos nds e seus potenciais segmentos de contato)
em ambos algoritmos baseia-se na busca do "master node" mais préximo a cada um dos "slave
nodes". Os segmentos vizinhos a um dado "slave node" s3o verificados quanto a penetragdo com
a diferenca de que no primeiro algoritmo sdo verificadas as distincias entre um "slave node" e
todos os "master nodes" a cada passo de tempo. No segundo algoritmo utiliza-se um procedimento
otimizado onde se verificam as distancias entre os referidos nos apenas para segmentos vizinhos
ao ponto mais proximo determinado no passo anterior, sendo, portanto, muito mais rapido que
o primeiro.

No apéndice A desta tese encontra-se uma breve exposi¢do, que se deve a Las Casas[83],
e que ilustra resumidamente aspectos de algumas formulagdes ja desenvolvidas para o tratamento
de problemas de contato com e sem atrito. O texto inclui os algoritmos implementados no
programa Stampack[59] e menciona também o método Lagrangeano aumentado nio utilizado

nesta tese.

2.9 Esquema geral do programa Stampack|[59]

A seguir descreve-se a organizagdo modular do programa Stampack. O diagrama de
blocos mostrado na figura 2.03 ilustra esquematicamente o processo de calculo.

Os médulos denominados por PRINCIPAL 1, PRINCIPAL 2 e PRINCIPAL 3 contém
as sub-rotinas que se referem a aquisi¢do de dados da rede, pardmetros de controle, contato, etc,
excluem-se todas as rotinas referentes ao tipo de elemento finito. As principais rotinas nestes

blocos sdo as seguintes:
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PRINCIPAL 1

OPENFI
RESTAR

CONTOL
INPDAT

INTIME

LUMASS

LOADPL

PREVOS

CONTAC
CONT3D

PRINCIPAL 2

EXPLIT
RIGWAL
CORACT
RESVPL
CONTAC
CONT3D
INCDLT
OUTDYN
RESTAR

Abertura de arquivos usados no programa.

Cria arquivo para permitir o reinicio de um processo a posteriori ¢ 1€ se
desejado um arquivo prévio.

Lé os dados de controle e aloca espago para o vetor de trabalho na memdria.
Lé coordenadas nodais, dados da malha, condi¢des de contorno e condiges
cinematicas.

L& dados de tempo para saida de resultados, condi¢des iniciais, velocidades
impostas, dados de amortecimento e acelerogramas.

Executa a construgdo da matriz de massa global a partir das massas dos
elementos e 1& valores de massa concentrada se existirem.

Lé as cargas externas ¢ monta o vetor de cargas nodais equivalentes.

L& dados de tensdes prévias se houverem.

Sub-rotinas de leitura dos dados de contato.

Sub-rotinas de leitura dos dados de contato para andlise tri-dimensional.

Executa a integragdo explicita no tempo.

Analise de contato com parede rigida.

Atualiza as coordenadas nodais.

Sub-rotina principal para a determinaggo das forgas internas.
Sub-rotinas para verificagdo do contato.

Sub-rotinas para verificagdo do contato em trés dimensdes.

Sub-rotina principal para determinagio do tempo critico.

Sub-rotina principal para controle dos dados de saida para pds-processo.

Armazena dados para reinicio de um processo.
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PRINCIPAL 3

CLOSEF Fecha os arquivos de trabalho.
MAPA Armazena o conteudo das matrizes e vetores de trabalho.
INICIO

!

MODULO: PRINCIPAL 1
Entrada de dados

\E

MODULO: PRINCIPAL 2 |_,.|MODULO: ELEMENTOS

Integracdo no tempo [= Solidos 2D e 3D

;

MODULO: PRINCIPAL 3

Tarefas de finalizagdo

4:

FIM

Fig. 2.03- Esquema modular do programa Stampack.

O médulo denominado ELEMENTOS contém o conjunto de rotinas de todos os
elementos finitos admitidos pelo programa. Para cada tipo de elemento tem-se um grupo de
subrotinas. Nesta tese utilizaram-se apenas dois dos elementos disponiveis; a organizagdo destas
rotinas e sua descrig¢do, incluindo as que se referem as implementagdes desenvolvidas nesta tese,

serdo apresentadas no capitulo 6 de modo a que se situem no contexto geral da implementag&o.
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CAPITULO 3

3. ELEMENTOS DE MECANICA DE MEIOS CONTINUOS

3.1 Introduciio e defini¢cdes preliminares

Neste capitulo pretende-se resumir definigdes e conceitos basicos da mecinica dos meios
continuos, necessarios a compreensdo do conteido dos proximos capitulos. A definigdo dos
diversos tensores nas formas Euleriana e Lagrangeana é colocada em destaque tendo-se em vista
os casos onde se consideram grandes deformagdes elasticas e elasto-plasticas.

Na mecéanica dos meios continuos realiza-se uma analise macroscopica, descrevendo-se
o comportamento do meio por fungdes que devem ser continuas e ter derivadas também
continuas, ndo importando a estrutura microscopica. Os fendmenos verificados na microestrutura
dos materiais sdo considerados por meio de equagdes constitutivas adequadas a cada material.

Uma particula genérica P de um meio continuo ocupa uma posi¢do X em um instante
t=0 e descreve uma trajetoria ao longo do tempo dada pela equag@o de movimento, denotada por

¢, de modo que em um instante t qualquer sua nova posi¢do x fica bem determinada. A
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configuragdo de referéncia é definida pela posicdo X das particulas no instante t=0 ¢ a
configuracdo deformada pela posi¢do x das particulas em um instante t qualquer. A figura 3.01

ilustra ambas configuragdes € a equagdo do movimento @.

Fig. 3.01- Configuragdo de referéncia em t=0 e deformada em t=t.

A equagdo de movimento deve satisfazer as seguintes condigdes: a) ser continua e ter
derivadas continuas; b) deve ser consistente, ou seja, fazendo-se t=0 devem ser recuperadas as
coordenadas de P na configuragio de referéncia; ¢) deve ser biunivoca, ou seja, admitir inversa,
e d) deve verificar a relagdo (p,/p)>0, onde p, e p sfio respectivamente as densidades na
configuragdo de referéncia e na configuragdo deformada.

Quando a descri¢do da cinematica de um meio continuo ¢ feita por meio de fungdes que
tém como um dos argumentos as coordenadas da particula no instante t=0, fala-se de descrigdo
material. No caso particular em que para t=0 as coordenadas dos pontos desse meio continuo
coincidem com as da posig¢do inicial, a descrigdo é dita Lagrangeana. Em presenga de grandes
deslocamentos ¢ usual empregar uma descrigio Lagrangeana atualizada, neste caso, a cada

instante de tempo t, as coordenadas dos pontos que definem esse meio continuo sdo atualizadas.
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Como neste trabalho estudamos apenas a mecédnica dos sélidos deformaveis,
substituiremos o termo geral meio continuo por sélido, em favor da simplicidade. E usual, na
literatura mais moderna representar com letras mindsculas as varidveis do problema quando na
configuragdo deformada, e por letras maitsculas quando as mesmas estdo na configuragdo de
referéncia. Por exemplo, as coordenadas dos vetores posi¢do da particula P na configuragdo de
referéncia representam-se pela letra X e na configuragdo deformada pela letra x.

Destaca-se neste ponto que nos itens que seguem introduzem-se operadores matematicos
usualmente envolvidos no estudo das grandes deformagdes. As transformagdes tensoriais
denominadas na literatura por "push-forward" e por "pull-back" [43], representadas aqui por ¢.
e por ¢', respectivamente, ¢ a derivada de Lie, designada por L., sio exemplos desses operadores.
As transformagdes tensoriais permitem fazer o mapeamento dos tensores de uma configuragfo
para outra de maneira consistente, empregando-se, para isso, o tensor gradiente total de
deformagdes F. A derivada de Lie é, como se vera mais adiante, a extensdo do conceito de
derivada de tempo convectiva aplicado a campos tensoriais espaciais.

O texto de Marsden e Hughes[43] contém todo o embasamento conceitual necessario para
o estudo dos operadores matematicos utilizados. Pode-se citar como referéncias importantes
também os trabalhos de Lubliner[1] [38] [51], Malvern[50], Mattiasson[48] ¢ Garino[19] [32] [41]

entre outros.

3.2 Descri¢io do movimento

Qualquer propriedade IT associada a um ponto de um sélido pode ser descrita como
fun¢do das coordenadas de suas particulas na configuragdo de referéncia I=II(X,t), ou na
configuragdo deformada If=n(x,t). No primeiro caso, a propriedade escolhida esta associada a uma
determinada particula, e varia no tempo "acompanhando" essa particula, caracterizando-se a
descrigido material da propriedade em estudo. No segundo caso fixa-se um ponto no espago e nele
estuda-se como varia no tempo a propriedade Il escolhida, enquanto sucessivas particulas passam

por esse ponto. Isto é equivalente a dizer que, ao longo do tempo, no primeiro caso, X ¢é fixo e
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no segundo caso x é que permanece fixo.

A mudanga de descri¢do de uma propriedade, de material para espacial, representa-se por:

I =1I(X, ) =I(¢ "'(x, ), ) = n(x, ) (3.2.1)

A mudanga inversa ¢ dada por:

% =n(x, 1) = (X, 9,7 =II(X,?) (3.2.2)

Pode-se definir um campo de deslocamentos u em um dado instante de tempo t como
sendo u=x-X; segundo uma descri¢gdo material pode-se escrever que u=U(X,t). De fato, levando-

se em conta que x=@(X,t), o campo de deslocamentos ficara dado por.

u=oX,0)-X=U(X,?) (3.2.3)

A descrigdo espacial do campo de deslocamentos é dada por.

u=x-¢ \(X,0)=u(x,t) (3.2.4)

A derivada no tempo do vetor posigdo (mantendo-se X fixo e variando-se t), ou derivada
material fornece o vetor de velocidade da particula, defini¢do que s6 tem sentido em descri¢do

material.
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VIX,5) =§‘-"-gﬂ (3.2.5)

A descrigdo espacial das velocidades ¢ dada pela seguinte transformagéo, com x=¢*(X,t):
v, 0 = V(e '(X,0),2) (3.2.6)
Por sua vez o vetor aceleragdo é dado pela derivada material do vetor velocidade:

A, = d—Vgﬂl (.2.7)

A descrigdo espacial da aceleragdo pode ser obtida em fungdo da velocidade em descrigédo

espacial dada por v=v(x,t) fazendo-se:

dv(x(X,1),?) _ OWx(X,1),?)

. 3.2.8
57 o v W(x(X,),7) (3.2.8)

a(x(X,1),0) =

Para certas propriedades dos meios continuos, dadas na forma de campos escalares ou
vetoriais, demonstra-se que se pode escrever a seguinte expressdo para a derivada material de um

campo espacial m(x,t):

dr(x(X,2),8) _ On(x(X,1),7)

+ . 3.2.9
T » VX, ) Vi (x(X,1),7) (3.2.9)
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onde 7, representa uma propriedade qualquer dada pela sua descrigdo espacial. Na expresséo
acima o termo da esquerda da igualdade denomina-se derivada material de uma grandeza espacial,
o primeiro termo do lado direito da igualdade ¢ a derivada local e o segundo termo ¢ a derivada

de tempo convectiva.

Fig. 3.02- Vetores deslocamento relativo nas configuragdes de referéncia
dX e deformada dx.

Também definem-se derivadas objetivas de tempo Lagrangeanas. Trata-se precisamente

do caso da derivada de Lie, a qual de maneira geral escreve-se da seguinte forma [43]:
L(X) =¢*[%[¢*(x)l] (3.2.10)

onde 7 ¢ um tensor dado na configuragdo atualizada sendo ¢" e ¢. as fungdes de transporte.
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3.3 Deslocamentos e deformacdes

O tensor gradiente de deformagdes pode ser representado por uma matriz 3x3 cujos
termos sfo as derivadas parcias das coordenadas espaciais x; com relaggo as coordenadas materiais
X, de um ponto P do sélido, sendo X; e t argumentos da equagfio de movimento dada por
0=0(Xpt) com I=1,2,3 (ver Fig. 3.02).

Em um instante de tempo t arbitrario e fixo, as coordenadas Eulerianas do ponto P do
solido sdo dadas por x=x,(X, ,X, ,X;,t), i=1,2,3 e o diferencial de x, escrito como combinagio
linear dos vetores que formam a base no espago, é dado por dx=dx,e, Desenvolvendo-se a

expressdo do diferencial de x obtém-se o seguinte:

ox
dx=dx, e,= a_X;dee‘ (3.3.1)
com,
dX-¢;=dX,e;-e;=dX,5,=dX, (3.3.2)

Substituindo-se o resultado acima na expressdo 3.3.1 e desenvolvendo-se, obtém-se:

ax, ax,
dx= 5}.(; e,(e; dX) = a_x, (ei®ej)dX (3.3.3)

O tensor bi-pontual de segunda ordem denominado gradiente de deformagfo sera dado

por:
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ox
F=a—X;(ei®ej) (3.3.4)

Cujos termos sdo:

axi
F‘fz“a'k: (3.3.5)

Em notagdo intrinseca dx é obtido pela aplicagdo de um tensor de segunda ordem, o
gradiente de deformagdo F, sobre o tensor material de primeira ordem dX, ou seja, dx=FdX.

Em plasticidade utiliza-se em muitas passagens importantes o teorema da decomposigéo
polar do tensor gradiente de deformagdes F. Este teorema permite decompor F segundo as
expressdes: F=QU=VQ, onde U e V sido tensores de segunda ordem simétricos positivos-
definidos, denominados tensores de estiramento direito e esquerdo respectivamente, € Q ¢ um
tensor de segunda ordem ortogonal préprio, denominado tensor de rotagdo.

O tensor gradiente material de deslocamentos obtém-se da expressdo do tensor gradiente
de deformagdes F, onde substitui-se o vetor posi¢do espacial x por X+u, de modo que pode-se

cscrever:

o O X o

. (3.3.6)
vVo9X, X, X,

O termo mais a direita da equagdo acima fornece as componentes do tensor gradiente

material dos deslocamentos J. De maneira compacta pode-se escrever que:
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Jy=Jy(e,Qe) = —glfi (¢,®¢) , (3.3.7
X;

O primeiro termo do lado direito da igualdade na equagdo 3.3.6 corresponde ao tensor
métrico material Gy, cujo significado corresponde ao valor de uma determinada medida tomada
com relagio a um sistema de referéncia estabelecido. Em outras palavras pode-se dizer que ¢ uma
transformagio de coordenadas de um sistema para outro, por exemplo: a representagdo de uma
medida tomada num sistema cartesiano de referéncia representada em coordenadas curvilineas.
Este trabalho limita-se a sistemas cartesianos de referéncia, de modo que os tensores métricos
material ou espacial corresponderdo a identidade. No apéndice B encontra-se um exemplo simples
do significado da métrica.

O tensor gradiente espacial de deslocamentos j é obtido de maneira andloga partindo-se
do tensor gradiente de deformagdes F inverso.

Sendo os modulos dos vetores dX e dx, respectivamente, dS e ds, pode-se escrever que:

ds?=dX dX =dX, dX,8,,=(Fg dx) (Fg dx) (3.3.8)

ds?=dx dx=dx, dx,,=(F, dX)-(F,, dX) (3.3.9)

Os tensores de deformagio nas configuragdes de referéncia e deformada, respectivamente
os tensores de Green-Lagrange E e de Almansi e, ambos de segunda ordem e simétricos, resultam

das seguintes operagdes:

(ds?-dS?) =(Fy,dX)"(Fg,dX ) ~dX, dX,8,,=(F i -Fp,~8,)dX,dX, (3.3.10)
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-1 -1 -1, -1

(dgz_dsz) =dxi dxj aij_(FKi dxj)'(ij dx_,) = (6ij—FKi 'FKj )dxidxj (3.3.11)
Define-se o tensor de deformag@o de Green-Lagrange por suas componentes como sendo:

2E,;=(FgyFe;-8,) 3.3.12)

ou ainda em notagdo tensorial:

E=%(F TR-I) (3.3.13)

Por sua vez, o tensor de deformagles na configuragdo deformada, também simétrico,

denominado tensor de Almansi, é dado por suas componentes na forma:
2e,=(5,-F, o F,Ejl) (3.3.14)
Em notagfo tensorial fica:

e= —;-(I—F’TF‘I) (3.3.15)

Ao longo deste trabalho serdo mencionados outros tensores importantes que sdo
apresentados em seguida. Na configuragio de referéncia definem-se os tensores direito € esquerdo

de Cauchy-Green dados por:



Elementos de mecanica de meios continuos 37

C=FT'F e B=FFT (3.3.16)

Os tensores correspondentes na configuragfio espacial sdo os tensores direito e esquerdo
de Cauchy-Green inversos;, este ultimo recebe também o nome de tensor de Finger das

deformagdes. E usual representa-los acompanhados do expoente -1 [41] [50].

cl=FlFT ¢ pl=fTF1 3.3.17)

Os tensores de Green-Lagrange E ¢ de Almansi e das deformagdes podem também ser

escritos como fung¢do dos gradientes material e espacial dos deslocamentos, da seguinte forma:

EU=_1_(J+JT+JTJ)=1<_§‘1£+9E£ f“_Kf“_K) (3.3.18)
2 2\3X, aX, oX, oX,

e
1, . .1 .7.. 1,08, Ou Oy Oy

eij=_'(-’+] -j J)=_.(__+____—__._._.) 3.3.19)
2 2\ax, o ox o

No caso particular de pequenas deformagdes tem-se que X=~x, ¢ os termos de ordem
superior, representados pelos dois produtos entre derivadas parciais, podem ser desprezados sem
prejuizo da andlise.

A interpretagio fisica da deformagfio pode ser feita introduzindo-se os escalares que
fornecem os valores do estiramento ¢ do alongamento. Define-se estiramento A como sendo a

razdo entre os modulos dos vetores posigdo relativa nas configuragdes deformada e de referéncia.
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P (3.3.20)

Define-se alongamento linear como sendo a razdo entre a diferenga dos vetores posigdo

relativa final e inicial e o vetor posig¢do relativa inicial, como segue:

_ds-dS _ds_, (3.3.21)

E facil observar que e=A-1, Fazendo-se as substituigdes convenientes e desenvolvendo-se,
obtém-se expressdes para o alongamento e para o estiramento em um ponto, numa diregfo dada,

em fungdo dos tensores de Green-Lagrange ou de Almansi.

Fig. 3.03- Representagio dos tensores velocidade de deformagéo L e L.
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Em descrigdo Euleriana, localmente o movimento ¢ definido pelo tensor gradiente de
velocidades L. Este tensor de segunda ordem e ndo simétrico, relaciona o vetor posigédo relativa
com o vetor velocidade relativa entre os pontos P e Q na configuragdo deformada (Fig. 3.03). O
tensor gradiente de velocidades se decompde em dois novos tensores: um simétrico denominado
tensor velocidade de deformagdes D ou ainda tensor taxa de deformagdo e outro antisimétrico
denominado tensor velocidade de rotagdes ou tensor spin W, também denominado vorticidade.

O tensor taxa de deformagdes D tem relagdo com a taxa de variagdo do comprimento da
fibra elementar. Fazendo-se a consideragdo de que todas as componentes do tensor taxa de
deformagdo D sdo nulas, 0 movimento instantdneo verificado ¢ a vorticidade W, cujo significado
fisico é equivalente a uma rota¢do de corpo rigido [50].

A decomposi¢io do tensor gradiente de velocidades L nas suas partes simétrica e anti-

simétrica é feita da seguinte forma:

L=%(L+L T)+_;.(L-L y=D+W (3.3.22)

Pode-se também escrever em descri¢do espacial a velocidade e o diferencial de

velocidade:

e dv=Z-dx=L-dx (3.3.23)

No caso de isotropia o tensor gradiente de velocidades L ¢ igual a taxa de deformagio
D, no entanto, ao utilizar fun¢des de fluéncia aplicdveis a materiais que apresentam
comportamento anisotropo, é necessario incluir o tensor spin na dedugdo da equagdo constitutiva
[41]. Vé-se adiante que no modelo de anisotropia proposto neste trabalho n3o ¢ necessario o

emprego do tensor spin.
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3.4 Medidas de tensdo

Assim como ocorre com os tensores de deformagdo, os tensores de tensdo também podem
ser escritos nas configuragdes de referéncia (espago de tensdes de Piola-Kirchhoff) ou deformada
(espago de tensdes de Cauchy). Inicialmente define-se o tensor de tensdes de Cauchy com base
na existéncia de uma relagio linear entre a normal n e o vetor de tragdes t em um ponto qualquer

sobre uma dada superficie do sélido ou de parte dele (ver Fig. 3.04).

dv

1

Fig. 3.04- Versor mormal n ¢ vetor de tragdes t no ponto p do espago de
tensdes de Cauchy.

O vetor de tragdes t é dado em fungdo das coordenadas espaciais x do ponto P e da
normal n a esse ponto, ou seja t=t(x,n). Se existe uma relago linear entre t € n, entdo existe um

tensor de segunda ordem o(x) tal que: t(x,n)=c(x)n. O tensor 6(x) denomina-se tensor de tensGes
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de Cauchy e demonstra-se que ¢ um tensor simétrico.

Freqiientemente usa-se na configura¢io deformada o tensor de tensdes de Kirchhoff t,
que guarda uma relagdo com o tensor de Cauchy diretamente proporcional & relagdo entre as
densidades do solido nas configuragdes de referéncia e deformada. Para um material

incompressivel, as tensdes de Kirchhoff e de Cauchy sdo idénticas, pois p=p,.

z=F0 (3.4.1)

Em certas teorias como a da plasticidade em grandes deformagdes € interessante definir
tensores de tensdo na configuragdo de referéncia. O espago de tensdes de Piola-Kirchhoff ¢ uma
alternativa. A figura 3.05, mostra um solido de volume infinitesimal nas configuragdes de

referéncia ¢ deformada.

Fig. 305- Volumes infinitesimais tomados nas configuragdes de referéncia
dV ¢ deformada dv.
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No ponto P assinalado em ambas configuragdes considera-se um vetor normal a cada
uma das superficies, dados por N e n respectivamente, e supde-se a existéncia de vetores de
forgas infinitesimais, ou de tensdio, aplicados a cada um destes pontos, dados por dP ¢ dp. A
regra escolhida para relacionar as forgas infinitesimais dP e dp, determina que tipo de tensores
de tensdo serdo derivados na configuragdo de referéncia.

Os vetores de tensdo em ambas configuragdes sdo dados em fung¢do das normais e dos
tensores de tensdo correspondentes, ou seja, t=om ¢ T=IIN. Com isso pode-se calcular o valor dos

vetores de forga infinitesimais fazendo-se:

dP=TdS=IINdS ou ainda dp=tds=onds (3.4.2)

O tensor ¢ é 0 ja mencionado tensor de tensdes de Cauchy. Impondo-se, como condigéo,
aigualdade entre as forgas infinitesimais dp=dP, calculadas em ambas as configuragdes, deriva-se

uma relagio para o tensor I1 que define o espago de tensdes de Piola-Kirchoff como segue:

dP =IINdS =ands =dp (3.4.3)

O tensor I, de segunda ordem, escrito na configuragdo de referéncia que aparece na
expressdo acima, denomina-se tensor de tensdes Lagrangeanas nominais ou, usualmente, primeiro
tensor de Piola-Kirchhoff. Para obter-se a expressdo do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff 1, em
fungdo do tensor de Cauchy o, emprega-se a relagdo de Nanson que relaciona as &reas
infinitesimais dS e ds por meio do gradiente de deformagdes inverso F, as densidades ¢ os

vetores N e n na forma (ver Fig. 3.05) [42] [50]:
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nds=L0F-1Ngs (3.4.4)
p

Substituindo-se esta relagdo em 3.4.3, obtém-se:

Popag (3.4.5)

Convém observar que trata-se de um tensor ndo simétrico, o que traz inconvenientes para
o seu emprego em codigos de calculo por computador. Para obter um tensor simétrico mais
adequado, admite-se que os vetores material dX e de forgas infinitesimais dP se relacionam com
os vetores dx ¢ dp de maneira idéntica, usando para isso o tensor gradiente de deformagdes
inverso F', ou seja: dP=F'dp ¢ dX=F"'dx. Substituindo-se nestes termos as equagdes 3.4.2
juntamente com a expressdo de Nanson (eq. 3.4.4), obtém-se o segundo tensor de Piola-Kirchoff

S, este sim de segunda ordem e simétrico, adequado as implementagdes computacionais:

s=Lop-14pT (3.4.6)
P

3.5 Decomposi¢do do tensor gradiente de deformacgdes

Para o tratamento da plasticidade em grandes deformagdes, neste trabalho utiliza-se a
decomposi¢do multiplicativa do tensor gradiente de deformagdes F=F°FP, proposta originalmente
por Lee[46], ¢ empregada por diversos autores na formulagdo de modelos constitutivos. Essa

decomposi¢do vem em alternativa & decomposi¢do aditiva do tensor de deformagdes de Green-
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Lagrange E, proposta anteriormente por Green e Nagdhi[53]. Observa-se contudo, que as duas
abordagens ndo sdo totalmente incompativeis, conforme é demonstrado em trabalhos posteriores
destes mesmos autores bem como em outros textos. Em Garino[41], por exemplo, mostram-se
diversas situagdes em que se verificam as compatibilidades entre as duas abordagens, sendo que
aqui procurar-se-a resumir os aspectos mais importantes.

Na teoria classica da plasticidade infinitesimal, divide-se a deformaggo infinitesimal total

em parte elastica e parte plastica, isto é:

E=E¢+EP 3.5.1)

A taxa de deformagdo obtém-se pelas derivadas parciais no tempo, de modo que:

B (3.5.2)

Nesta decomposi¢do separam-se a parte recuperavel das deformagdes E°, da parte plastica
ndo recuperavel EP? observada quando da descarga elastica. Neste ponto, pode-se introduzir o
conceito do que vem a ser a configuragdo intermedidria, obtida precisamente ao final do processo
de descarga elastica; ver Garino[19], [32], [41]. Alguns autores utilizam esta configuragdo como
artificio matematico de modo a deduzir a partir dela os tensores nas configuragdes material e
espacial. Ndo ha sentido em referir-se a uma configuragdo intermediaria nos problemas em
pequenas deformagdes pois neste caso as trés configuragdes confundem-se e o comportamento do
s6lido pode ser descrito de forma mais simples.

Representam-se as variaveis nesta nova configuragdo por meio de letras mailisculas com
um trago superior. A figura 3.06 ilustra esquematicamente as configuragSes em questio.

Sendo X as coordenadas do ponto P, pode-se dizer que as coordenadas na configuragdo
deformada x, sdo fung¢do das coordenadas nas configuragdes intermediéria ¢ de referéncia bem
como dos deslocamentos u, ou seja x=x(X,X,u). Desta forma pode-se escrever o gradiente de

deformagdes como segue :
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F=9% _ %X _pepp (3.5.3)
oX gx oX
F
FP
3
€2
Fe
€1
Fig. 3.06- Decomposigdo multiplicativa e esquema das configuragdes de

referéncia, intermediaria e deformada.

A expressdo para o tensor gradiente de deformagdes acima, origina o que se denomina
decomposi¢io multiplicativa, onde F° ¢ a parte elastica e F® ¢ a parte plastica do tensor F. Como
consequéncia, nesta nova configuragdo, pode ser determinado um novo conjunto de tensores de
deformagio conforme se mostra em Garino[41]. Observa-se que considerando-se a decomposigio
multiplicativa de F, obtém-se, apds algum algebrismo, na configuragdo deformada uma expresséo

aditiva para o tensor de deformagbes de Almansi, ou seja:
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FoF¢-FP - ezeteel (3.5.4)

Fazendo-se uso das operagdes de transporte entre configuragdes, pode-se escrever que,
E=¢"(e). Portanto o tensor de deformag¢des de Green-Lagrange recupera-se fazendo o transporte
("pull-back") do tensor de Almansi para a configuragfio material. Com isto recupera-se também
a decomposi¢do aditiva do tensor de Green-Lagrange.

Para todos os efeitos, ambas as formulagdes sdo equivalentes, o que significa dizer que
os resultados obtidos devem ser iguais qualquer que seja a formulag#o utilizada. A opg¢éo por uma
determinada formulagdo decorre das facilidades encontradas na implementagdo computacional com
vistas a aplicagdo em determinado tipo de problema. No caso de grandes deformagdes o modelo
proposto por Garino[41], e utilizado também neste trabalho, mostra-se mais adequado quando
deduzem-se as expressdes do modelo constitutivo na configuragéo deformada. O modelo proposto

em Garino[41] é explicado a seguir.

3.6 Equagio constitutiva

Os conceitos expostos até aqui sdo agora utilizados para apresentar o modelo constitutivo
proposto por Garino[19][32][41] e utilizado nesta tese. A seguir apresenta-se resumidamente a
cinematica no continuo elasto-plastico por meio das expressdes dos tensores de deformag#o e dos
tensores de taxas de deformagdes deduzidos nas trés configuragdes ainda segundo Garinof41]. Nas
expressdes que seguem admite-se a aditividade dos tensores de deformagéo de Green E nas
configura¢Ses de referéncia e intermediaria e do tensor de deformagdes de Almansi e. O tensor
métrico material representa-se nas configura¢Ges de referéncia e intermedidria respectivamente
por G ¢ G e na configuragio deformada por g. Os indices superiores e ¢ p referem-se
respectivamente as componentes elastica e plastica dos tensores.

Na configuragdo de referéncia tem-se:
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C=F TgF (3.6.18)
C?=FP GF? (3.6.1b)
E= __1_ (C - G) (3.6.28)
2
EP=—;-(CP—G) (3.6.2b)
e _ 1 P
E‘= —2-(C -C?) (3.6.2¢)

onde C e CP sdo respectivamente os tensores direito de Cauchy-Green e sua componente plastica

e E é o tensor de deformagdes de Green, sendo E° ¢ EP suas componentes elastica e plastica .

Os tensores da configuragdo intermediaria obtém-se calculando o "push-forward" ou o
"pull-back” plastico ou elastico sobre os tensores das configuragdes de referéncia ou atualizada

respectivamente. Os resultados mais importantes sdo dados pelas seguintes expressoes:

6 =F¢ TgFe (3.6.3a)
G (3.6.3b)
®") ' =F?)G FP)! (3.6.3¢)
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E:%(E_(bp)'l) (3.6.42)
E? =%(é -®")™ (3.6.4b)
E°- %(5 -G) (3.6.4¢)

Os tensores da configuragdo deformada obtém-se através do calculo do "push-forward"

de tensores da configura¢do intermediaria ou da configuragio de referéncia e sdo dados por:

. (3.6.5a)
(be)'l =(Fe)—Té (Fe)'l (3.6.5b)
b1=FTGF! (3.6.5¢)

[~
e=1g-p) (3.6.63)

2
e”=—;—((b‘)'l b1y (3.6.6b)
e =—;—(g ~®9™h (3.6.6¢)

onde e é o tensor de Almansi das deformagdes e b ¢ o tensor de Finger.
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A regra da aditividade aplica-se também aos tensores taxa de deformagdo nas trés
configuragdes. Na configuragio de referéncia o tensor taxa de deformagdes totais ¢ dado por E
e suas componentes elastica e plastica sdo dadas respectivamente por E° ¢ EP. Os tensores
equivalentes na configuragfo intermediaria obtém-se calculando as derivadas plasticas de Lie dos

respectivos tensores de deformagdo da configuragdo intermediaria da seguinte forma:

D=LXE)= %((—j +LP'C +CL?) (3.6.7a)
De=LPE®) =%( E+LPE°+E°LP) (3.6.7b)
D?=LP(EP) =%( +1P'G+GL?) (3.6.7¢)

Finalmente deduzem-se os tensores taxa de deformagdo na configuragdo deformada
calculando as derivadas de Lie dos tensores de deformagdo dessa configuragdo de acordo com as

seguintes expressdes:
d=Le)= %F‘ C+LP"C+CLP)F" (3.6.8)

d*=L(e")=2 F*(E+LE +ELP)F" (3.6.8b)
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a7 =L (e?)= % Fe(+LP"G+GLP)F*" (3.6.8¢)

Duas relagdes sfo indispensaveis na dedugdo do modelo, a primeira é a correspondéncia
entre os tensores direito de Cauchy-Green C? (configuragdo de referéncia) e o tensor elastico de
Finger b*! (configuragdo deformada), e a segunda ¢ a relagdo entre a derivada da componente
plastica do tensor direito de Cauchy-Green CP com a componente plastica do tensor velocidade
de deformages d° na configuragio deformada; estas correspondéncias estabelecem-se
matematicamente por meio de operagdes de "push-forward" ¢. e "pull-back" ¢ [41][43][47]. A

figura 3.07 destaca essas correspondéncias e também os tensores equivalentes na configuragdo

intermediaria.
CONF. CONF.
INTERMED. DEFORMADA
Oy
¢*P

T
C=F gF
T
cP =rP GFP=¢P8
EP= 1 (cP-a)

CONF.
REFERENCIA

EP= 2 ¢P

™ -

Fig. 3.07- Relagdo entre as regras de fluxo das trés configuragdes.
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O modelo proposto por Garino[19] traz uma inovagfo que consiste na consideragdo da
hipétese de pequenas deformagdes elasticas, apenas apés ter sido feita a dedugéo da equagdo
constitutiva do modelo, garantindo-se com isso as restrigdes de objetividade e simetria material.
Isto permite estender o emprego do algoritmo de retorno radial na integragdo da equagdo
constitutiva também aos casos com grandes deformagdes, o que é do ponto de vista
computacional vantajoso em comparagio a outros tipos de algoritmo dada a sua simplicidade e
eficéncia [19][41]. Obviamente, uma vez feita esta hipétese, o modelo fica especialmente
adequado aos materiais ducteis a exemplo dos metais utilizados em processos de conformagéo a
frio, para os quais as deformagdes eldsticas sdo comprovadamente pequenas.

A dedugdo deste modelo parte da decomposigdo multiplicativa do tensor gradiente de
deformagdes e utiliza uma equagfo constitutiva hiperelastica para o calculo da resposta elastica.
Isto é, dada a fungdo escalar potencial elastico W(E), com argumento E que corresponde a um
dos possiveis tensores de deformagdes, as derivadas com relagdo a cada componente fornecem
as correspondentes componentes do estado de tensGes. Em pequenas deformagdes pode-se escrever

as componentes do tensor de tensdes de Cauchy como segue [50]:

¢, =W (3.6.9)

i

Algumas caracteristicas da formulagéo do modelo merecem destaque. Em primeiro lugar
a consideragdo de equagBes constitutivas hiperelasticas ¢ consistente com a termodindmica dos
corpos deformaveis [76]. Como ja foi dito anteriormente, recupera-se a aditividade das
deformagdes também na configuragdo deformada definindo-se adequadamente os tensores de
deformagdes elasticas e plasticas [19] [76]. Finalmente, o modelo ¢ deduzido no contexto da
plasticidade com variaveis internas.

Coerente com a cinematica adotada, considera-se a configuragéo intermedidria de modo
que o potencial de energia livre y' tem como argumentos os gradientes de deformagéo total F ¢

plastico F* ¢ um conjunto de varidveis internas a,, capaz de representar o comportamento
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intrinseco do material durante a etapa plastica. A fungfo energia livre representa-se da seguinte

forma:

P'=¥(F,Ffa,) (3.6.10)

Uma vez que a parte elastica do gradiente de deformagdes F® pode ser escrita como
fungfio do gradiente total F e de sua parte plastica F¥, admitindo-se ainda a hipétese de
elasticidade desacoplada, decompde-se a energia livre nas suas partes elastica, fungdo apenas da
componente elastica do gradiente de deformagdes e plastica, fungdo apenas das variaveis internas,

reescrevendo-a da seguinte forma:

¥ =9(F%0,)=yF°)+ ¥’ (a,) (3.6.11)

As fungGes de potencial plastico G=G(F%,a,) ¢ de fluéncia F=F(F°a,) escrevem-se
também em fungdo dos mesmos argumentos utilizados na equagio 3.6.11. A regra de fluxo do
modelo fornece a evolugdo da componente plastica do tensor gradiente de deformagdes F*.

O tensor gradiente de velocidades plastico LF, por sua vez, decompde-se em uma parte
simétrica DP (tensor taxa de deformagfo plastica) e outra anti-simétrica WP (tensor spin plastico)

e também se relaciona com o tensor F¥ obedecendo a seguinte relagdo:

LP=DP+WP=FPFP! (3.6.12)

O modelo proposto por Garino[41] considera apenas isotropia na dedugdo da regra de
fluxo de modo que despreza a contribuigdo rotacional representada pelo tensor spin WP,
contribui¢do esta necessaria ao deduzir a regra de fluxo para materiais anis6tropos. Contudo, o
modelo de anisotropia por tensores de mapeamento proposto nesta tese ndo fica prejudicado por

esta simplificagdo, uma vez que a integragdo da equagdo constitutiva se da num espago ficticio
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isotropo compativel com o modelo proposto.

As leis que governam a evolugdo das variaveis internas o, definem-se em fungfo da regra
de fluxo na configuragdo intermediaria e de um conjunto de tensores H compativeis com o
comportamento fisico dos materiais. Tendo-se em conta a simplificagdo feita para isotropia, a

regra de fluxo e a evolugfo das varidveis internas representam-se da seguinte forma:

L?«D? ¢ &, ,=H(F%a,)D” (3.6.13)

A restrigdo imposta as derivadas das fungdes potencial e fluéncia plastica para atender
a condigdo de objetividade, permite reescrever essas fungdes tendo como argumento a componente
elastica do tensor de deformagdes na configuragdo intermedidria E°. A hipétese de elasticidade
desacoplada, por sua vez, também permite escrever o segundo tensor de Piola-Kirchhoff S como

fungdo de E°, e com isso o potencial e a fluéncia plasticas serdo dados por:

G=G(S(E®),&) e F=F(SE®),a) (3.6.14)

Escritas as fun¢des potencial ¢ de fluéncia plasticas no espago das tensdes, a regra de

fluxo e a evolugdo das variaveis internas sdo dadas por:

e é «H(.S_’,E)Ep (3.6.15)

O tensor de tensdes S calcula-se derivando o potencial hiperelastico em relagdo a
componente elastica do tensor de deformagdes E°. A segunda derivada do potencial hiperelstico
fornece o tensor de elasticidade tangente A°. Por ultimo faz-se a derivada plastica de Lie em

relagdo ao tensor de tensdes L?(S) de modo a obter-se o tensor tangente elastoplastico A; as
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expressdes sdo as seguintes:

- -y

§= po—‘?-"i@ (3.6.16)
oE

- 2. I €

A= po_@:‘gf@__): (3.6.17)
OE ‘Q0E

-4:D (3.6.18)

A demonstragdo de que a dissipagdo para este modelo deve ser positiva faz-se utilizando-
se a desigualdade de Clausius-Duhen, garantindo-se com isso o cumprimento da segunda lei da

termodinidmica:

(3.6.19)

Levando-se em conta a decomposi¢do aditiva do tensor taxa de deformagdes na

configuragdo intermediaria D=D* + DP ¢ a hipotese de elasticidade desacoplada tem-se:

- - Co- . 3.6.20
S:(De+D”)—po(q:‘(E")+1|;P(cc))20 ( )
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Aplicando-se a regra da cadeia ds derivadas indicadas no termo entre parenteses na

equacdo acima tem-se:

. = §FE°) = 3.6.21
LCRREANCY N

OE*

. ) = 3.6.

Expressando a derivada da expressdo 3.6.22 como um conjunto de forgas termodindmicas
P; conjugadas as varidveis internas, levando-se em conta que para um movimento elastico a
configuragdo intermedidria permanece inalterada e nestas condigdes D=E e agrupando-se

convenientemente os termos, reescreve-se a igualdade de Clausius-Duhen na seguinte forma:

oo . 2.6.23
(S—Pollfe(Ee)):De-S:Dp+Pj:oc 20 ( )

O termo entre parenteses na expressdo acima trata-se da propria equagdio constitutiva
expressa em termos de taxas. Este termo anula-se para um incremento arbitrario da variavel livre

D°. Portanto, restam os termos associados a evolugdo das varidveis internas e que correspondem

a dissipagdo plastica D"
DP=—.S_':[_)”+_j:ézO (3.6.24)

Por outro lado, pode-se expressar a primeira das equagdes 3.6.7 em termos de uma lei
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de fluxo tipo normalidade:

D? =Ep -5 0G(S,x)

os

(3.6.25)

No caso de uma lei associada (equagSes 3.6.14), as condigdes de Kuhn-Tucker ou de

carga e descarga (ver Fig.3.08) levam ao fator multiplicador plastico v.

Superficie de
Fluéncia no
Espago das

Tensdes

F<o0

F=0

F=0
Fig. 3.08-

F?\, Condi¢des de Kuhn-Tucker

F=O * [
720 ;F<0 e 7F =0

Condigdo de Consisténcia

F=0 —= 7F =0
7= 0 — Descarga
¥> 0 — Carga
Y=0 — Carga neutra

Condigdes de carga e de descarga e condigdo de consisténcia.
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Com isto ficam determinados todos os tensores da configuragdo intermediaria. O passo
seguinte ¢ transformar estes tensores efetuando o "push-forward" elastico ¢< [41] [43] a fim de
obter os tensores na configuragdo deformada. E necessério incluir como argumento da energia
livre a componente elastica do tensor gradiente de deformagdes F° para garantir objetividade [41].

A componente elastica da energia livre sera entio escrita com argumentos espaciais e dada por:
FUE®) =FFTeF) =y, F*) (3.6.26)

O "push-forward" elastico da equagiio 3.6.8 ¢ a férmula de Doyle-Ericksen [41], que se
expressa em fungdo da componente elastica do tensor gradiente de deformagdes F°, permite
deduzir o tensor de tensdes de Kirchhoff da configuragdo deformada t. Finalmente, o tensor de
tensdes de Kirchhoff t pode ser colocado em fun¢do das componentes elasticas do tensor de
deformagdes de Almansi e° e do proprio tensor F°. As transformagdes comentadas estéo indicadas

abaixo:

T ___¢i§___ poFe a\IICSEe )FeT= Po a‘l’e(aie:Fe) (3.6.27)

Utilizando-se raciocinio analogo aquele feito na determinag8o do tensor de elasticidade
tangente A°® obtém-se, mediante o calculo do "push-forward" elastico, o referido tensor na
configuragio deformada a*=¢cA°. O potencial plastico e a fungfio de plastificagiio na configuragio
deformada também deverdo ter como argumento o tensor F°. Impondo-se a condigdo de que o
multiplicador plastico ¥ permanece inalterado em ambas configuragdes, e sabendo-se que a
componente plastica do tensor taxa de deformagdo na configuragdo deformada obedece a relagdo

d*=¢:DP?, a regra de fluxo na configuragdo deformada obedece a seguinte relagéo:
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dP=q 58(75:,1‘" ) -2 966 %) _ ey (3.6.28)

Impondo-se a restrigdo de simetria material [19] a expressdo da energia livre e as fungdes
potencial ¢ de plastificagdo plasticas podem ser expressas em fun¢do de um tensor simétrico,
derivado do tensor de estiramento esquerdo elastico V¢, e denominado tensor elastico de Finger
b, o0 qual é utilizado a posteriori na implementagdo computacional do modelo. Feitas essas

consideragdes, a energia livre serd dada por:

V=yies b ) + yP(a,b™) (3.6.29)
e as fungdes potencial e fluéncia plasticas por:

g=g(x,0,b°" e  f=f(r,0,b*) (3.6.30)

O tensor de tensdes de Kirchhoff 1 e o tensor de elasticidade tangente a° sdo escritos em
fungdo da componente elastica do tensor de Almansi e°, e do tensor elastico de Finger b**. Por
sua vez o tensor tangente elastoplastico a sera dado pelo célculo da derivada de Lie com relagdo

ao tensor de tensdes de Kirchhoff conforme as seguintes expressdes:

e e pe-l
t=p, ¥ (;,f‘ ) (3.6.31)
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at=p, TV ELT) " (3.6.32)
de Qe
(ool
L(%)=|a*--= “l:d e L(vy)=ad (3.6.33)
/A :a’: % +H
ot ot

Demonstra-se também neste caso que a dissipagdo ¢é positiva o que garante o
cumprimento da segunda lei da termodindmica também na configuragio deformada. Neste ponto
tem-se todos os tensores na configuragdo deformada e como o demonstra Garino[41], recupera-se
a aditividade do tensor de deformag¢des de Almansi. O proximo passo consiste em aplicar o
modelo ao caso de metais.

A hipétese considerada por Garino[19] [32] [41] para aplicar o modelo desenvolvido aos
metais, é a de pequenas deformagdes elasticas. Com isso F° aproxima-se da unidade e o tensor
de Finger b*? tende ao tensor métrico espacial g, situagdo na qual as configuragdes intermediéria
e deformada confundem-se. Admitida essa hipdtese ndo é necessério ter-se o tensor de Finger
como argumento nas expressdes 3.6.22, e ¢ suficiente escrever a componente eldstica da energia
livre y* na forma de uma fungdio quadrética do tensor eldstico de Almansi e das constantes A e

i do material na seguinte forma (modelo de Murnagham):

171

¢‘=—p— Jhire F+pec:e) (3.6.34)
0

Adota-se neste modelo um endurecimento is6tropo de modo que a componente plastica
da energia livre fica dada, neste caso, em fungio apenas da varidvel interna deformagdo pléastica

efetiva, ou seja yP=y?(e?). O modelo é o de plasticidade associada na configuragdo deformada
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portanto g(t,e?)=f(t,e?). A fungio de plastificagdo utilizada é a de von Mises escrita em fungdo

do invariante J, e ¢ dada de forma simplificada por:

f(xse?) = T (T) - \E 0 (¢?) (3.6.35)

Garino[19] emprega uma fun¢fo de endurecimento isétropo linear dada por:
0,=0,0+He? (3.6.36)

onde H ¢é o pardmetro de endurecimento e G, é a tensdo de proporcionalidade e também uma

fun¢do de endurecimento isétropo ndo linear dada por:
Oe =a(b+cep)n (3.6.37)

onde a4, b, ¢ ¢ n sdo constantes que dependem do material a ser empregado.

Nesta tese implementou-se, por outro lado, uma fung&o de dano elasto-plastico com vistas
ao exemplo de aplicagdo da teoria de interagéo de substéncias, a ser apresentada no proximo
capitulo. No exemplo em questdo, tem-se uma matriz de concreto, um material fragil, a qual
adicionam-se fibras curtas de polipropileno [68]. Durante a solicitagfo atinge-se uma determinada
tensdo a partir da qual ocorre a degradagdo da matriz. A fungio dada em seguida procura simular
essa perda de resisténcia (amolecimento) do material a partir do momento que se atinge o limite
de dano.

A fungio de plastificagfo considerada é ainda a de von Mises na forma apresentada pela

equagdo 3.6.35, acrescentando-se como argumento uma varidvel interna a mais, justamente a que
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se refere & evolugdo do dano. Evidentemente esta fungdo ndo é a mais adequada para tratar
materiais frageis; Oller[49] apresenta varias outras possibilidades para esse fim, contudo para os
objetivos desta tese considera-la, por conveniéncia, ndo prejudica o que se pretende ilustrar no
que diz respeito a aplicagdo da teoria de interagdo de substincias no continuo.

A equagdo 3.6.35 ¢ reescrita considerando-se que o invariante J, deve ser calculado
tendo-se em conta a histéria da evolugdo da varidvel de dano d=G(r), o que significa que o tensor
de tensdes de Kirchhoff 1 calculado leva em consideragio a degradagio do material ja ocorrida.
Na fungéio de endurecimento o, por sua vez, passa a depender do célculo da energia de fratura
do concreto reforgado com fibras, embutida no termo H da equagio 3.6.36, e da evolugédo da

deformagio plastica efetiva €, de modo que:
f(e,e%,d) = [T d) - %oe(e",d) (3.6.38)

onde 1 é dado por:
t1=(1-d)a’:e® (3.6.39)

com a° tensor de elasticidade tangente, e° tensor elastico das deformagdes de Almansi e d fungdo
de dano dependente do valor limite de dano r que aqui se refere & tensfio de proporcionalidade
calculada em um instante qualquer. O valor inicial r® corresponde ao material integro e, em
termos de uma tensdo uniaxial, equivaleria, neste caso, a tensdo de fluéncia o, que aparece na

equagdo 3.6.36.

Em termos de tensdo uniaxial escreve-se:
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a,=0,id) + H_ eP(d) (3.6.40)

Observa-se na expressdo acima que a tensdo de fluéncia o4(d) é dependente da varidvel
de dano d=G(r). Como consequéncia, a medida que se avanga na etapa plastica mais degradado
fica o material ¢ menor serd o limite de dano dado por G(r). A fungdo G ¢ a que regula a
evolugdo da variavel de dano. A evolugdo da deformagdo plastica efetiva também dependera da
evolugdo do dano. A expressdo 3.6.36 pode ser reescrita tendo-se em conta um algoritmo em

etapas de previsdo e corregdo da seguinte forma:

oiﬂ-At):(l _dt)Eee'+Hc(ee'_ee(t)) (3.6.41)

onde E ¢ o médulo de elasticidade tangente ¢ H, é o pardmetro de endurecimento negativo
calculado a partir da energia de fratura do concreto reforgado com fibras. O termo (1-d)Ee®” é
um estado de tensdes elastico previsto dependente do dano no instante t € o termo e @

corresponde ao tensor elastico de deformagdes de Almansi calculado no instante t.

A evolugdo da variavel interna deformagéo plastica efetiva e estd embutida no segundo
termo a direita da igualdade na equagio 3.6.41; ela evolui no tempo até a degradagdo total do
material. Observe que quando d=1 anula-se o limite de dano o que significa ter-se o material
totalmente degradado ndo sendo mais possivel cumprir a etapa de previsdo de tensdes. Neste
ponto, o material ndo pode sofrer nenhum esforgo adicional e as deformages serdo irrecuperaveis.

As consideragbes feitas se aplicam ao dano simétrico; isto equivale a dizer que o
material, uma vez degradado nfo é capaz de resistir a novos acréscimos de tensdes de tragdo e
nem de compress3o. Esta hipotese ndo é correta no caso de concretos pois na compressdo ocorre
o fechamento das fissuras 0 que confere ao material novamente capacidade resistente. Também
no que diz respeito ao modelo de dano, além da adogdo de uma fungdo de plastificagdo adequada,

é necessaria a consideragdo de outras fungdes a fim de levar em conta aspectos como a assimetria
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do comportamento dos materiais ¢ a ndo linearidade durante a degradago.

3.7 Anisotropia

A formulag#o de leis constitutivas adequadas para solidos anisétropos € um problema de
grande complexidade. Uma das mais conhecidas tentativas de formular fungdes de plastificagdo
adequadas aos materiais anisotropos foi feita por Hill[22][31][36] estendendo o modelo isétropo
de Von Mises para o caso ortotropo. O primeiro modelo proposto por Hill[22] em 1948 foi, ¢ €
até hoje, largamente empregado na simulagéo de processos de conformagéo de ldminas metalicas;
esse modelo admite a hipdtese de anisotropia planar. Desenvolvimentos posteriores do mesmo
autor [31][46] estenderam a aplicagdo de seu modelo original a outros tipos de materiais
metalicos. A teoria de Hill, contudo, ndo se aplica aos geomateriais, madeira e materiais
compostos de maneira geral embora possa ser utilizada em casos particulares. Como critica aos
modelos propostos por Hill, alguns autores demonstram que em certas situagdes ndo se verifica
o cumprimento da exigéncia de convexidade da superficie de plastificagdo [44], e nestes casos
os resultados obtidos ndo sdo matematicamente consistentes.

Desenvolvimentos posteriores de outros autores, dentre eles podem-se citar os trabalhos
de Barlat [25] [26], Dutko[24][27], Chou[37] ¢ Hoffman[58], fornecem atualmente uma vasta
gama de modelos adequados a diversos tipos de materiais anisotropos. As bases tedricas para o
estudo da anisotropia encontram-se em textos classicos de mecéanica de meios continuos tais como
os de Malvern[50], Fung[60] e Spencer[66]. Resumem-se a seguir aspectos da teoria de equagdes
constitutivas aplicaveis aos materiais anisotropos.

No espago de tensdes do segundo tensor de Piola-Kirchhoff, admitindo-se a simetria dos
tensores de tensdes e de deformagdes, e considerando-se o tensor de quarta ordem C mais geral

que relaciona as tensoes e deformagdes [50], escreve-se a equagdo constitutiva da seguinte forma:
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Su=CuxBxr 3.7.1)

onde os C . sdo os termos do tensor constitutivo C com Ey; e S,; respectivamente termos do

tensor de deformagdes de Green E e do segundo tensor de tensSes de Piola-Kirchhoff S.

O caso particular de tensor constitutivo de quarta ordem isétropo ¢ dado pela seguinte

expressdo:

Curr =280, + (3 by + 0718 1) (3.7.2)

onde A e p sdo as constantes de Lamé.

Nestas condigdes ¢ levando-se em conta a existéncia do potencial hiperelastico de Green,
demonstra-se a simetria do tensor de quarta ordem C [50] completo e com 21 constantes elasticas

independentes. Pode-se escrever em notagdo matricial a lei de Hooke generalizada da seguinte

forma:
Sy [ Cy Cp €3 €y Ci5 Ci6 ] (Eyy
Si2 Cp Cpp Cp3 Gy Cy5 Cy5 | | Epp
S C.C,. C, C, C.,. C E
|0 . 13~ “3 Cu T Tue | | P | (3.1.3)
S14 Cu Cu Cyy Cy Cy5 Cis | | Eyy
Sis Cis Cys Cys Cus Css Cs6 | | Ers
[ 16 Cis Co6 Cs6 Cus Cs6 Cos | | Eg6 |
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Fig. 3.09- Simetrias: a) Grupo de simetria b) Grupos de simetria ortogonais.

Nessa notagdo os termos do tensor constitutivo de quarta ordem aparecem contraidos
afim de tornar possivel uma programag¢io mais simples. Restam, contudo, ainda 21 constantes
independentes. Um material é definido como isétropo se a forma da fungdo potencial elastico e
os valores C;; do tensor constitutivo independem da orientagdo dos eixos de referéncia global,
caso contrario tem-se um material anisétropo.

Define-se grupo de simetria material ou grupo isétropo de um material ao conjunto de
transformagdes das coordenadas materiais que mantém invariante a equagdo constitutiva [57]. O
grupo de simetria depende em geral da escolha do estado de referéncia. Isto posto, um material
isotropo, por exemplo, é aquele que possui pelo menos um estado de referéncia (denominado
estado ndo distorcido) para o qual seu grupo de simetria contém todo o conjunto das
transformagdes ortogonais das coordenadas materiais. Com isso, seja qual for a rotagdo rigida, a

reflexdo em relagdo a um dado plano ou a um ponto impostas ao sistema de eixos cartesianos de
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referéncia, a equagdo constitutiva permanece inalterada na sua forma. Nenhuma mudanga de
coordenadas altera os coeficientes elasticos da matriz C [50].

Um material que possua alguma simetria mas cujo grupo de simetria ndo contenha todas
as transformagdes ortogonais possiveis denomina-se material aelétropo. Quando as constantes
elasticas em um dado ponto tem o mesmo valor para qualquer par de coordenadas as quais séo
a reflexdo uma da outra em relagdio a um certo plano, esse plano recebe o nome de plano de
simetria elastica para o material naquele ponto. Na figura 3.09a estdo representados os planos
Tyse0sT,, CONCOITENtes em uma reta que define o eixo de um grupo de simetria, os pontos P, ¢ P,
serdo simétricos em relagdo a qualquer plano m considerados. Convém ressaltar que ndo
necessariamente este plano coincide com o plano de simetria do corpo ou mesmo do seu estado
de tensdes. A simetria em questdo é uma simetria direcional em um ponto do plano.

Em particular, se em qualquer ponto de um material concorrem trés planos mutuamente
perpendiculares entre si, cujas intersecgbes desses planos dois a dois definem os trés eixos
coordenados principais, ¢ a0 mesmo tempo cada um desses eixos tem a propriedade ilustrada pela
figura 3.09a, diz-se neste caso que o material possui trés grupos de simetria ortogonais e portanto
serd um material de simetria ortétropa (ver Fig. 3.09b). Macroscopicamente uma chapa metalica
laminada pode ser considerada ortétropa com duas das suas dire¢des principais contidas no seu
plano dadas pela dire¢do de laminagdo e pela direg¢do perpendicular a esta, e por uma diregdo
principal perpendicular ao plano médio dessa chapa.

Para o material ortétropo com as caracteristicas dadas anteriormente, a matriz de
coeficientes elasticos reduz-se a apenas 9 constantes diferentes, e a relagdo tensdo x deformagéo

neste caso sera representada por:

(S11) [Cu € € 0 0 0 ] (E,)

Sz CpCpCy 0 0 0 ||E,

S,| |CaCyCy 0 0 0 ||E

‘s: [ o13 ;3 ;3 C, 0 0 *E:* G714
ss| |0 0 0 0 ¢y 0 ||E,

[ S16 | 0 0 0 0 0 Cgl|Eg)]
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Para os materiais isotropos estas nove constantes podem ser escritas exclusivamente como
fungdo das duas constantes de Lamé A e p [50][66]. Nessas condigdes o tensor C que aparece em

3.7.1 assume a forma particular dada por 3.7.2.

a) b)

Fig. 3.10- Orientagles para os ensaios bi-axiais a) e b).
<l Ty
A B e N
A\ / A\ /
\ / \ /
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Fig. 3.11- Orientagio para o ensaio a cisalhamento e seu simétrico por

reflexdo em relagdo ao eixo X.

Voltando ao caso ortétropo, fisicamente considerar estas simetrias consiste em admitir
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que um corpo de prova do material ortétropo, pode ser ensaiado em uma dada diregdo de
ortotropia orientada em qualquer diregdo relativa ao sistema global de referéncia sem que isto
produza resultados diferentes. A figura 3.10 ilustra a simetria do comportamento para uma
solicitagdo bi-axial; observa-se que nfio importa a orienta¢do da anisotropia, pois os resultados do
ensaio nas dire¢des assinaladas pelos eixos X e Y serdo sempre os mesmos independentemente
da orientagdo desses eixos. Por sua vez a figura 3.11 mostra um corpo de prova solicitado por
uma tensdo tangencial; neste caso o resultado independe do sentido de aplicagdo dessa tensdo
tangencial, ¢ além disso admitindo-se um segundo ensaio realizado dispondo o modelo
simétricamente em relagdo ao eixo X assinalado, se os resultados de ambos ensaios também sdo
iguais, isto caracteriza simetria por reflexdo.

Os coeficientes do tensor constitutivo anisétropo estdo associados aos resultados destes
ensaios. Uma vez que se verifica tal comportamento experimental, o tensor constitutivo deve
refletir esses resultados e ele o faz na medida em que se anulam os coeficientes associados a estas
simetrias. Obviamente o problema a ser resolvido considerando apenas 9 constantes independentes
ndo nulas torna-se muito mais simples. A consideragdo destas simetrias contudo nfo restringe
demais suas aplicagdes visto que os materiais anisotropos usuais podem em geral ser bem
representados considerando apenas ortotropia.

Em regime elastico-linear e de pequenas deformagdes tem-se até aqui elementos
suficientes para a andlise. Contudo, é preciso definir fun¢des de plastificagdo adequadas no caso
de se considerarem deformagdes plasticas. A relagdo que define a regra de fluxo plastico esta
associada a escolha da fungdo de plastificagdo a qual, por sua vez, evolui no tempo de acordo
com uma lei de encruamento. A figura 3.12 ilustra a superficie de fluéncia evoluindo no tempo
com um dado vetor fluxo plastico associado a ela.

Como vimos, o proprio processo de laminagdo de uma chapa metalica, por exemplo,
produz uma orientagio bem definida dos seus cristais e conseqiientemente torna o material
anisotropo. Em processos de grandes deformagdes, caracteristicos em conformagdo de metais, a
anisotropia é principalmente induzida pela re-orientagdo dos cristais na diregdo da maior
deformagdo. Uma hipétese usual com finalidade a simulagfio numérica é a de anisotropia planar.

Usualmente a fung¢do de fluéncia f é considerada acoplada a regra da normalidade e

diferentes modelos elasto-plasticos podem ser considerados. Ressalta-se a importdncia de que a
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superficie de fluéncia seja convexa a fim de assegurar a unicidade da taxa de deformagdes para
uma dada taxa de tensdes. E neste ponto que se consideram as diversas fungdes de fluéncia

propostas nos trabalhos dos diversos autores mencionados no inicio deste item.

2,
t+2At
t
f
t+Af
f
Fig. 3.12- Evolugdo da fungdo de fluéncia de von Mises no espago de
tensoes.

A primeira aproximagdo visando uma andlise numérica e considerando-se um
comportamento anisétropo planar foi proposta por Hill[22] em 1948 a partir de uma generalizagdo

do modelo de Huber-Mises. A fungdo de plastificagdo proposta ¢ dada pela seguinte expressio:

F=F(0,- 05, +G(04 -0, ) +H(0,, - 0,,) +2L03 +2Ma3 +2No1, =1 (3.7.5)
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onde F, G, H, L, M ¢ N sio constantes do material.

Para implementag¢do numérica é melhor, segundo Hernandez[67], reescrever a expressdo

3.7.5 da seguinte forma:

f=a’-d’=0 (3.7.6)

onde o, é a tensdo de comparagdo dada por:

0,=C(g,+¢P)" 3.7.7)

com C denotando a constante de Ludwik-Nadai caracteristica do material, e a deformagdo
plastica efetiva e g, calculado a partir da tenséo de fluéncia inicial 6;=C(&,)", com n variando

entre 0.1 ¢ 0.5. A tensdo efetiva o, ¢ dada por:

2 _ 2 2 2 2 2 2
20,=0y3(05y = 033)" + 031 (033 -0, ) + @15 (0; = 0 )" +60,,0%3 + 605503, +606,07; (3.7.8)

Por meio de ensaios de tragdo uniaxial determinam-se as tensdes de fluéncia nas diregdes
principais de anisotropia &,;, G, € G;; € operando-se convenientemente obtém-se os valores dos

coeficientes oy;. A regra de fluxo ¢ dada por:

Pa
20

e

EP=y (3.7.9)

Considerando o conceito de taxa de trabalho plastico dado por [67]:



Elementos de mecénica de meios continuos 71

W =oTE? =0, &P (3.7.10)
deduz-se a regra de evolugdo da deformagfo plastica efetiva dada por:

g (3.7.11)

Na equagdo 3.7.9, P é uma matriz que contém os pardmetros de anisotropia, ¢ € o tensor
de tensdes e ¥ € o parAmetro de consisténcia plastica. A dedugio da matriz P ¢ do fator ¥ ¢
bastante trabalhosa de modo que foi aqui omitida; Hernandez[67] em seu trabalho deduz estes

termos.

Para emprego em programas destinados a simular especificamente a conformagdo de

laminas metalicas a fungdo de fluéncia é escrita da seguinte forma:

f=ofl+——————R°(1+R9°) 2, - Ko 12R) T Re) 220 (3.7.12)

Ry (1R,) 022"(‘"1‘1%011“22+ Ryy(1*Ry) 2°0,=

onde Ry, Ry, € R, sdo razdes entre deformagdes de trés diregdes contidas no plano da limina e
obtidas mediante ensaios realizados solicitando uma lamina de prova respectivamente na dire¢do
de laminagdo, na dire¢do perpendicular a esta e numa dire¢do a 45° da dire¢do de laminagdo.

Estas razdes sdo dadas por:

R=22 5 Re= e R4=&%=i‘§l (3.7.13)
33 33
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A figura 3.13 ilustra as direges de solicitagBes dos trés ensaios necessarios para
determinar os valores de Ry, Ry, € Rys. Os ensaios devem ser realizados com um corpo de prova
laminar, cortado convenientemente de modo a ter-se a diregio de laminag&o paralela a uma das
arestas, dire¢do que sera considerada como eixo 1-1. A dire¢do perpendicular a esta sera a do eixo
2-2 ¢ por sua vez a diregdo normal ao plano da lamina serd a dire¢dio 3-3. No capitulo de
exemplos mostra-se uma comparagio de resultados obtidos por meio desta fungdo de plastificagdo

com aqueles obtidos empregando tensores de mapeamento.

Fig. 3.13- Ensaios a 0°, 45° ¢ 90° realizados em 1dmina cuja dire¢do principal de
ortotropia é dada por dL.

Ainda que esta fungdo de plastificagfio tenha sido largamente empregada na simulagdo
do comportamento anisétropo dos materiais metalicos, ela falha ao tentar representar uma classe
importante de materiais usualmente empregados em processos de conformagéo, materiais estes
que apresentam o denominado comportamento andmalo, sendo o aluminio um deles.

Para esses materiais o valor médio das razdes de deformagdo R resulta ser menor do que
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1 de acordo com os ensaios ¢ a razdo (6,/0;) maior do que 1 com o, sendo a tensdo de fluéncia
do material sob tragdo bi-axial. Ocorre que ao empregar a fungfio dada pela expressdo 3.7.11,
obtém-se uma razio (c,/c;) menor do que 1. Para eliminar essa inconsisténcia Hill[31] em 1979

propds uma generalizagdo para a expressdo 3.7.5 dada por:

[=F|0,-054|"+G|oy-0y |"+H |0y, -0y |"+A[20,,-0,-05|"+ (3.7.13)
+B|20,y-0,,-044|" +C|2043-0,-0,|" =0,

onde F, G, H, A, B, C ¢ m sio coeficientes que dependem do material e o, ¢ um fator de escala.

De maneira analoga ao que se fez para a primeira fungfo de fluéncia, Hernandez[67]
deduz a regra de fluxo e a evolugdio das varidveis internas também para este caso. Novamente
obtém-se para o caso de anisotropia planar uma expressdo da fun¢do de fluéncia em fungdo do

coeficiente de Lankford R dado por:

R- w (3.7.14)

Esta fun¢do contudo representa, em casos de anisotropia planar, uma superficie de
fluéncia nio convexa para certos valores de m e R. Além disso, ela ndo inclui termos de tensdes
tangenciais de modo que sua aplicagfo fica restrita aos casos em que as diregdes dos eixos de
ortotropia coincidem com as dire¢des principais. Um modelo anisotropo proposto por Chu e
discutido em Hernandez[67] generaliza este segundo critério de Hill incluindo na sua formulagéo
os termos de tensdes tangenciais.

Outros autores propuseram fungdes de fluéncia aplicaveis ao contexto da conformagdo
de metais porém menos difundidas. Uma delas ¢ a fungfio de Barlat e Lian[25] que inclue os

efeitos das tensdes tangenciais ¢ gera uma superficie de fluéncia que independe da pressdo
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hidrostatica ¢ ¢ sempre convexa. Esta fung¢do € dada por:
f=a|K,-K,|"+a|K +K,|"+(2-a) 2K, |" =20 (3.7.15)
com:
0y +hoy
K = (3.7.16)
! 2
e
(3.7.17)

o,,—ho
K2=\j = 2 2 +p2ay,

onde a, h, m e p sdo constantes do material e & ¢ a tens3o de fluéncia na diregéo de laminagéo.

Recente trabalho de Hill[36] também incorpora as tensdes tangenciais em sua formulagéo

e Barlat também em trabalho recente desenvolve modelo para materiais ortétropos em trés

dimensdes. Modelos de anisotropia formulados matematicamente em termos de espagos is6tropos

equivalentes sio muito menos difundidos dado a complexidade matematica envolvida na dedugdo

de tensores de mapeamento adequados e consistentes [7][20}[30][57]. Nesta tese propdem-se um

modelo deste tipo baseado nos estudos de Oller[2].
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CAPITULO 4

4. TEORIA DE INTERACAO DE SUBSTANCIAS NO CONTINUO

4.1 Introducgio

Na analise ¢ projeto de pegas fabricadas com materiais compostos consideram-se
tradicionalmente propriedades mecéinicas médias ou de conjunto, determinadas especificamente
para cada caso, sendo usuais grandes simplificagdes nos modelos utilizados. Isto dificulta a
avaliagdo exata do seu real comportamento em casos mais complexos € consequentemente
restringe as suas aplicagdes.

A teoria de interagdo mecanica de substincias do continuo objetiva tratar de maneira
consistente um material composto genérico que se comporte de acordo com a resultante das
caracteristicas constitutivas de seus componentes. Essa teoria também denominada teoria de
misturas, foi estudada inicialmente em um classico trabalho de Trusdell e Toupin[71] sendo que
estudos posteriores feitos por outros autores [54][17][18] estenderam a sua aplicagdo a materiais

bi-fasicos como o concreto.
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Mais recentemente com o desenvolvimento da teoria da plasticidade generalizada,
Oller[49] prop6s um modelo mais geral, capaz de representar o comportamento de materiais
multi-fasicos. No tratamento numérico de problemas envolvendo materiais compostos esta teoria
permite aplicar para muitos casos um procedimento sistematizado que emprega ferramentas ja
desenvolvidas na mecéanica de meios continuos [64][65][45].

Neste capitulo discute-se 0 emprego da teoria de interagdo em suas formulagdes em série
e em paralelo [17][18][78] sendo que apenas esta tltima foi implementada no programa utilizado.
Na sua forma mais simples, a teoria de misturas aplica-se, em principio, a compostos formados
pela combinagdo de substidncias ducteis. Todavia, mediante a introdugdio de fungdes de
plastificagdo para materiais anisétropos e de modelos de dano elasto-plastico por exemplo,
estende-se a sua aplicagdo a materiais formados por matriz dictil com fibras longas orientadas
em qualquer diregdo, usuais nas industrias automobilistica e aeronautica, ¢ a materiais formados
por uma matriz fragil, usualmente o concreto, com a adigdo de fibras curtas [64][68]. Tais
assuntos também sdo objeto de estudo neste capitulo.

Nio esta previsto neste trabalho o estudo de materiais laminados. Contudo, ha no capitulo
7 um exemplo em que se simulou 0 comportamento dindmico de uma placa laminada utilizando
o modelo aqui proposto (ndo é possivel, entretanto, levar em conta fendmenos de delaminagéo,

assunto que exige estudos a parte que ndo estdo contemplados nesta tese).

4.2 Consisténcia termodinimica do modelo constitutivo

Resumem-se neste item aspectos apresentados em Oiiate[64] para a verificagdo da
consisténcia termodinidmica da teoria de interagdo de substincias no continuo com o objetivo de
construir um modelo constitutivo adequado a materiais de matriz composta [1][49][50][51]. Esta
verificagdo ¢ feita considerando-se deformagdes infinitesimais em um problema termo-mecénico
desacoplado.

Em pequenas deformagdes para um ponto do solido deriva-se a regra de fluxo EH

diretamente da parte simétrica do tensor velocidade de deformagdes D;;. Em Garino[41]
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demonstra-se que na configuragdo deformada também ha uma relagdo semelhante. A consequéncia
de ter-se um problema termo-mecénico desacoplado é o fato de que a desigualdade de Clausius-
Duhen desdobra-se em duas desigualdades que devem ser atendidas de forma independente, a

primeira delas refere-se a dissipagdo mecénica D,, e a segunda a dissipagdo térmica Dy

)
Dm=6f1—6)+( z "]20
Po
(4.2.1)

D,=-q,v020

onde & ¢ a derivada temporal da fungdo densidade de energia interna dada por ®=w(E,0,,,m), com
o, representando o grupo de variaveis internas considerado, E; o tensor de deformagdes total, n
a entropia € 0 a temperatura. Na primeira das expressdes 4.2.1 S;; é o segundo tensor de tensdes

de Piola-Kirchhoff, q, é o campo vetorial do fluxo de calor ¢ p, ¢ a densidade material.

Executando-se a derivada temporal da fungéo densidade de energia interna e substituindo

o resultado na expressdo da dissipagdo mecéanica obtém-se:

dw.. Sy 3w, .
D =0-22 H_UNE - 6.0 (4.2.2
= 3 )ﬂ*(po aEH) 1 aa,.“'z )

onde M e E, representam a derivada temporal da entropia e o tensor taxa de deformagdo

respectivamente e o; é uma determinada variavel interna.

Aplicando-se a equago acima o método de Coleman conforme Lubliner[1}, para que se
garanta o cumprimento da desigualdade, é necessario que os cocficientes que aparecem

multiplicando as derivadas temporais sejam todos simultidneamente nulos para um dado estado
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termodindmico. O resultado disso produz as relagdes constitutivas gerais termodindmicamente

consistentes dadas em seguida:

Jw
e (4.2.3)
an
ow
g - 424
= Po 3E, 4.2.4)
994 <0 (4.2.5)
o

Por outro lado, a energia livre de Helmholtz y=y(E;,6,0,) ¢ um potencial termodindmico
conjugado a dissipa¢do mecéinica dada pela expressdo 4.2.2 e adequado ao proposito de formular
um modelo constitutivo para materiais compostos. Seus argumentos sdo basicamente 0s mesmos
que os da energia interna porém com a variavel livre temperatura 0 no lugar da entropia.

Em termos de variaveis internas no modelo de grandes deformagdes proposto ¢ suficiente
considerar apenas a deformagdo plastica efetiva €. Em um dos exemplos implementou-se,
contudo, uma fungio de dano elasto-plastico e apenas nesse caso considerou-se a variavel interna
de dano d. A maneira mais conveniente de introduzir o potencial y tendo-se em conta as
considera¢3es anteriores é através de sua relagio com a fungfio da densidade de energia ® com

vistas obter a forma local da desigualdade de Clausius-Duhen:

P =¥(E,,0,¢?,d)=w(E,,n,e?,d)-n0 (4.2.6)

A desigualdade de Clausius-Duhen na sua forma local passa a ser dada por [64]:



Teoria de interagdo de substincias no continuo 79

(—pl—' a;p —-)E,; (aq; +n)0 - 2:;8‘” ——6:—)—qu020 4.2.7)
0 0

De forma analoga ao que foi feito anteriormente, 0 método de Coleman conduz a

dissipagdo e as relagdes constitutivas termodindmicamente consistentes dadas por:

__OW(E,,B,¢") (4.2.8)
o0
a E 3e) 2
$,= 0, V(E,;,0,¢”) (4.2.9)
9OE,;
D =- ﬂ’_él’ - -—l—q,.VO L E” A &P - 1 q,V020 (4.2.10)
oe?  Op, OE} 3  Opg

Observe-se que a equagdo 4.2.9 é a equagdo constitutiva escrita na configuragdo material.
Note-se também, conforme visto no capitulo 2, que no modelo para grandes deformagdes
formulado por Garino[41] expressa-se a equagdo constitutiva em fungdo apenas da componente
elastica da enegia livre y°, cujo Unico argumento é a componente elastica do tensor de
deformagdes E°. A varidvel interna deformagfo plastica efetiva e®, considerada a hipétese de
elasticidade desacoplada, aparece apenas na componente plastica da energia livre, desprezando-se
uma possivel variagdo de temperatura. Apresentou-se ainda a expressdo da equagdo constitutiva
na configura¢do deformada na qual a componente eléstica da energia livre tem como argumentos

as componentes elasticas do tensor de Finger b™" e do tensor gradiente de deformagdes F°.
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Uma vez que a teoria de misturas faz o papel de administrar um conjunto de modelos
constituivos para os quais, em principio, ndo se impde qualquer tipo de restrigdo, através dela
implementou-se nesta tese 0 modelo de grandes deformagdes e 0 modelo anisétropo por tensores
de mapeamento. No item seguinte apresentam-se aspectos gerais das formulagdes em série, em
paralelo e da formulagdo mista, limitando-se em seguida o estudo a formulagdo em paralelo

implementada neste trabaltho.

4.3 Generalidades a respeito das formulacdes paralela, série e mista

Definidas as substdncias formadoras de um dado composto, outras hipdteses
complementares devem ser feitas. A primeira ¢ mais usual é a suposi¢do de que todas as
substancias formadoras do composto estdo sujeitas a um mesmo estado de deformagdes e.. Esta
hipdtese leva ao que se pode denominar associagdo em paralelo dessas substancias.

Outros materiais, contudo, podem apresentar comportamento distinto € neste caso outras
hipéteses devem ser feitas. E possivel, por exemplo, supor uma associagio em série, 0 que
equivale a dizer que cada uma das substancias formadoras do composto estd sujeita a um estado
de deformagdes proprio e que a soma destas deformagdes serd a deformagéo do composto como
um todo. H4 ainda a composigio destas duas possibilidades, o que equivale a dizer que a
deformagdo total é imposta ao mesmo tempo a um ou mais grupos de substincias associadas em
série os quais aparecem também associados a outras substincias em paralelo‘.

Segundo uma associagdo mista as componentes de deformagio de um material composto

podem ser expressas por [78]:
P s
g;=(1-N)g;; +Nej 4.3.1)

onde N pode variar entre 0 e 1 em fungdo da participagdo de substancias associadas em série e/ou

em paralelo.
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Na expressdo 4.3.1 quando N=0, recupera-se a associagdo exclusivamente em paralelo
e quando N=1 recupera-se a associagdo exclusivamente em série. Oberva-se ainda que a
associagdo paralela atende satisfatoriamente as aplicagdes com materiais compostos consideradas
nesta tese.

Uma vez calculadas e separadas convenientemente as deformagdes nas partes que cabem
respectivamente as substdncias associadas em série e aquelas em paralelo, cada substdncia por
meio de seu modelo constitutivo fornece um resultado em tensdes. Combinando os resultados em
tensdes de cada substincia, respeitando a proporgdo de suas participagdes no volume total e
tendo-se em conta a formulag¢do mais adequada aplicavel, obtém-se a resposta global em tensées
para o composto. Dado um campo de deslocamentos u, na figura 4.01 ilustra-se esquematicamente

a formulagdo mista mais geral.

u

'
£,=(1-N)el + N£?
)

£ }
e=(1-N) & e=Ne:
'
]:& i& M i& &} —Modelo 1-—0;
3 ) g ) i
d d 8 8
¢ ¢ ¢ ¢ _Eg—>Modelo R—>0p
1 1 1 1
(o] (o] Q| soreens e 0 :
1| | 2] |3 n E
P
of| |%| | % & —Modelo m—0_
L | i’ 1 l
n
o'=3 Koo8 o= Koof
| ¥
'
o=0P+o"®
Fig. 4.01- Esquema geral para a formulagdo mista numa implementagdo da

teoria de interagdo de substincias no continuo.
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Ao final, determinado o campo de tensSes para o composto calculam-se as forgas internas
e tem sequéncia os procedimentos normais para a solugdo das equacdes de equilibrio que

governam o problema.

4.4 Associacdo em paralelo

Neste item, particulariza-se o estudo da teoria de interagdo das substincias no continuo

ao caso paralelo (ver figura 4.02), ou seja, admite-se a condigéo de compatibilidade dada por:

E,=E,=Ey = oo “E (44.0)

onde E, é a deformagdo material do composto e E; com i=1,2,...,n sfo as deformagdes de cada

substancia.

O objetivo, a partir daqui, é demonstrar a regra de distribuigdo tensional entre as
substincias e o equilibrio entre as fases dentro de um contexto termodindmico partindo-se da

energia livre dada pela equagdo 4.4.2 e tendo-se em conta a hipotese 4.4.1:

n
PoP(Ey.0,a,)=p Y, kT (Eyn,(a,) ) (4.4.2)
c=1

ésimo

onde W, ¢ a energia livre do ¢*™° componente ¢ k. é a fragdo do volume total por ele ocupada.

Deve ainda ser observada a seguinte condigdo:
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n n 1%

E k,= E —£=1 (4.4.3)

c=1 c¢=1 4

com V igual ao volume total e V, igual ao volume da ¢*™ substancia.

P
€ Ea

I 4 &

n € o nimero de
substéncias

PACOTE DE MODELOS CONSTITUTIVOS DISPONIVEL

a— s O—0 A0 gl

'
IR
{ { {
M M M
(o) o (o]
d d d
e e €
5 é 3
1 2 3
' { '
of |8 |o5
vy
Fig. 4.02-

Arranjo de n substancias em paralelo.
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Neste ponto pode-se generalizar as equag¢des constitutivas dadas pelas equagdes 4.2.8 ¢

4.2.9 para um material composto n-fasico de modo que:

n y4 n
n=-Yk OV L(Ey0,(e7),) _ Y k), (4.4.49)
%0 c=1

c=1

no oy (Ey0,(eP),) &
Sy=0.Y k. L& zéE =Y kS, (4.4.5)
c=1 I c=1

Para que a dissipac¢do seja positiva também neste caso, considerando por simplicidade
apenas uma variavel interna representada pela fungéo escalar deformaggo plastica efetiva e®, deve-

se ter o seguinte:

MW(ED,¢") <, SWLEL0.("),)

Yk

(¢7),<0 (4.4.6)
oe? c=1 o(e?),

A partir da equagdo 4.4.5 num contexto baseado na hipétese de elasticidade desacoplada
Y=Y(E*,0)+¥?(e?,0) e da plasticidade com varidveis internas, deduz-se o tensor constitutivo

tangente C considerando-se apenas a parte elastica da energia livre ¥*, de modo que:

P PYUER.8) &
Cure=PoY. kc__.e._’L?_e_ =Y k(Cup), (4.4.7)
c=1 aEUaEKL c=1
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O tensor conjugado da dilatagdo térmica B(eP) e o calor especifico por unidade de

temperatura c,(€”) calculam-se a partir da energia livre total ¥ da seguinte forma:

"o YAE,9,(eP),) &

B = 06X &, =Y k(Bue") (@49)
s 3E,,00 6.231 ¢
(&) _ O PULEL0,(7),) (4.4.9)
LD T L ko),

Tendo-se em conta a aditividade do tensor de deformagdes, a condigdo de
compatibilidade de deformagdes entre as substincias do composto dada pela expressido 4.4.1 e o

tensor conjugado da dilatagio térmica, escreve-se a deformagéio do composto da seguinte forma:

(Ey)_=(Cixa) (Siz)_+ER) +(By(e?)) ©-6;) (4.4.10)

Operando-se convenientemente afim de separar o termo (Sy). da equagdo acima ¢

substituindo-o na equagio 4.4.5 tem-se:
n n
Su=3, k() =Y k(Cygy) [E - Egr) ~ (B (e7) (0-6,)] (4.4.11)
c=1 c=1

Por outro lado exprime-se o tensor de tensdes também considerando-se as propriedades
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de conjunto do composto do seguinte modo:
S1=Cuir [Exy ~Eigy~ B (€7) (0 -6,)] (4.4.12)

Igualando-se as equagles 4.4.11 e 4.4.12, tendo-se em conta 4.4.7 e operando-se
convenientemente, obtém-se a deformagdo plastica total em fungdo da parcela correspondente de

cada substincia formadora do composto:
1 n
Ef=Cino{ X k. (Cooes) LB, + (Bes(e”)) (0-89)1} B (") (@ -0,) (4.4.13)
c=1

O tensor deformagédo plastica para uma dada substincia e e sua taxa de variagdo serdo

respectivamente dados por:

ED) = [ ED) ar (4.4.14)

com:

)

(4.4.15)
Sy

ED =),

Observa-se que o potencial esta escrito em fun¢do do segundo tensor de Piola-Kirchhoff
S e que este por sua vez escreve-se em fungdio do tensor de deformagdes de Green ou mais

precisamente, no caso do modelo para grandes deformagdes proposto por Garino[41], em fungéo
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apenas da componente elastica E® do referido tensor. Nesta dedugdo surge a mais o argumento 6
referente a temperatura.
Considerando-se a expressdo 4.4.7 e a compatibilidade de deformagdes dada por 4.4.1

escreve-se a seguinte relagdo:

n

CHKLEKL = Elkc (CUKL) cEKL (4.4.16)
c=

Substituindo-se a expressdo acima em 4.4.10 e escrevendo-se o tensor de tensdes para

uma fase em fungdo da resposta global do composto tem-se:

n
)Y kc(mes)cERS] -(E}.’Q)c ~(Bas(e?)) (6-6;) } (4.4.17)

5, =Curo),{ Crame
c=1

Operando-se convenientemente, obtém-se uma expressdo simplificada para as tens6es na

c*™ fase dada por:
(SH)C=(BUKL)CSKL+(CU)C (4.4.18)

onde (Byx.). ¢ o tensor de influéncia das tensdes totais na ¢*™ fase e (Gy). sdo as tensdes

residuais de interfase. Estes tensores satisfazem as seguintes condigdes:

n

E k(B yer) . (CupQ)ccz:éxL oF . (4.4.19)
c=1
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n
Y k(60 =Curo) [EL)_ ~(E) 1-(Cypg) (Brs(e?)) (8-0) =0y (4.4.20)
c=1

As equagdes acima garantem: a distribuigio tensional entre as fases pois permite escrever
o tensor de tensdes no composto como fungdo das tensdes de cada substincia formadora; e
também o equilibrio entre as fases demonstrando que sdo nulas as tensdes intersubstancias. Com
base no exposto pode-se escrever as tensdes num composto a partir da combinagdo das tensdes

de suas fases de maneira simples da seguinte forma:

S =ky(Sp) +ho(Sy), + e Hk S+ +h(S) (4.4.21)

com k,+k,*....tk,=1.

A implementagdo elaborada tem como base a expressido 4.4.21 e segue o diagrama de
blocos representado na figura 4.02. Em seguida introduzem-se modificagdes para considerar
compostos de matriz elasto-plastica e fibras longas e também compostos de matriz fragil e fibras

curtas.

4.5 Compostos de matriz elasto-plastica e fibras longas

Consideram-se aqui as fibras longas paralelas entre si, uniformemente e simétricamente
distribuidas porém orientadas em qualquer dire¢do numa matriz que pode ser isétropa ou
anisétropa. Admite-se que ndo ha descolamento entre a matriz e a fibra e que a carga externa
aplicada distribui-se uniformemente pela segdo. Usualmente nos casos de ortotropia, conforme o

ilustrado na figura 4.03, o eixo principal de maior resisténcia é considerado orientado na diregéo
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longitudinal das fibras, o plano normal as fibras contera o par de eixos restante também

perpendiculares entre si.

Z Z
ZI b
y y
y 14
my
X’ 1y X
X X
Fig. 4.03- Orientagdo do sistema de referéncia local da fibra em relagdo ao
sistema global.
Particularizando-se a expressdo 4.4.21 a este caso tem-se:
(S")c =km(SH)m +kf(s”)f (4.5.1)

onde os indices ¢, m ¢ f referem-se respectivamente ao composto, 3 matriz e & fibra e os

coeficientes k,, € k;referem-se as fragdes em volume ocupadas por cada fase. Obviamente deve-se

ter k,,+k~1.

Reescreve-se a expressdo 4.5.1 em fungdo apenas das tensGes e da fragdo k; da seguinte

forma:
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8w, =6, +k (Sp),~ Sy ) (4.5.2)

Na forma como se implementou esta teoria, a previsdo elastica e a corregdo plastica das
tensdes ¢ feita separadamente para cada substincia, de modo que para a matriz ndo ha nada a ser
acrescentado ao modelo de grandes deformagdes proposto ¢ nem a consideragdo de anisotropia.
Contudo, ¢ necessario modificar a verificagio da fungio de fluéncia para as fibras uma vez que
sua contribui¢do na resisténcia do composto se d4 apenas na diregdo em que estas estdo
orientadas.

Consideram-se as fibras como um material isétropo e de comportamento simétrico (na
compressdo consideram-se as fibras confinadas pela matriz a fim de evitar instabilidade
localizada), admite-se incompressibilidade, plasticidade associada com varidveis internas e
emprego do critério de fluéncia de von Mises expresso em fun¢do do segundo invariante do tensor
desviador de tensdes J,(t) no espago de tensdes de Kirchhoff conforme descrito no capitulo 3
desta tese. Na verificagdo da plastificagdo das fibras é necessario, portanto, separar as partes

volumétrica e desviadora do tensor de tensdes. Assim;

l‘|:..6. +dev1:ii (4.5.3)

Y= 3 0%

a modificagdo ocorre na etapa da corre¢do plastica onde a regra de fluxo para um problema

associado escreve-se na configuragdo deformada da seguinte forma:
d?=yn 4.5.9)

onde ¥ é o multiplicador plastico e n é um vetor normal & superficie de plastificagéo dado por:
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n= Qf(g, e?) (4.5.5)
T

com f(t,e’) a fungdo de fluéncia e T o tensor de tensdes de Kirchhoff.

Em uma fibra solicitada, tomada isoladamente, apenas existem tensdes axiais. Admite-se
que transversalmente a sua direg¢do, a fibra ndo transfere tensdes normais por efeito de Poisson
para a matriz que a envolve. Tendo-se em conta um sistema ortogonal e local de referéncia com
um de seus eixos orientado no sentido longitudinal das fibras (ver orientagdo dos eixos x', y' e
z' na figura 4.03), e considerando-se que no caso da fungdo de von Mises o tensor desviador de
tensdes dev T, coincide com o tensor fluxo plastico, reescreve-se o tensor desviador de tensdes

da seguinte forma:

dev= w(—qf—%—;ﬂ);" (4.5.6)

onde r é o tensor de rotagdo de quarta ordem.

De inicio as fibras sdo tratadas como substincia isétropa, de modo que apenas considera-
se sua orientagdo no espago na etapa da corregdo plastica, o que ¢ feito por meio da rotagéo do
tensor fluxo plastico. E por essa razio que introduz-se o tensor de rotagfio de quarta ordem r
apenas neste ponto. Convém salientar que apesar de utilizar-se o tensor r convencional dado por
Cook[73] nio se trata da mesma rota¢do feita quando se considera de inicio uma substdncia
anisotropa cujos eixos principais ndo coincidem com a referéncia global, ocasido em que se
rotacionam todos os tensores anisotropos que contenham propriedades constitutivas.

Para assegurar que apenas tenha-se a contribuigio do estado de tensdo uniaxial na fibra

nas diregdes x, y ¢ z da referéncia global (ver Fig. 4.03), consideram-se ndo nulos apenas os
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cossenos diretores do eixo local que orienta as fibras e, além disso, desprezam-se as tensdes
tangenciais que aparecem no tensor desviador de tensdes. Para tornar valida esta ultima
consideragdo fazem-se nulos também os termos de r que multiplicam aquelas tensdes tangenciais.

Neste caso, o tensor desviador de tensdes sera dado por:

3 2 2 2 r £
tyy | B BB fii
2 2 2 v
122 m; m, m, 0 ‘f22
T 2 2 2 by
33 33
dev- | M TR M e (4.5.7)
27 )
12 f2
2t ,
s 0 0 f23
21,
. N

onde os f'; sdo os termos do tensor fluxo plastico e L, my, ny, I, my, 0y, 1, my, n; sdo os
cossenos diretores dos eixos do sistema local; um dos seus eixos coincidira com o eixo local da
fibra. Identificado qual o eixo que coincide com a fibra, observe-se que apenas uma entre as trés

primeiras colunas sera no nula.

Quando houver coincidéncia dos eixos locais da fibra com os eixos da referéncia global
faz-se nula a matriz de rotagdes r a exce¢do do termo da diagonal principal referente ao eixo do
sistema global que coincide com a diregdo das fibras, que sera igual a 1. Supondo que as fibras
estejam orientadas segundo o eixo y (ou 2) por exemplo, o termo r,, é que sera feito igual a 1.
Com isso ve-se claramente que apenas o termo dev T,, sera diferente de zero e neste caso o

tensor desviador de tensdes sera dado por:
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Ty 00 0 (fi1 )
Ty 0190 0 Ja

dev- R 090 <f‘“’3 Y (4.5.8)
27, £
21, 0 0 £
[ 273 | _ g

A corregdo plastica portanto é feita sobre este tensor corrigido de modo que a verificagdo
resume-se ao caso uniaxial. Uma vez corrigida a tensfio desviadora recompde-se o tensor de
tensdes completo. A tensdo final no composto serd dada pela equagdo 4.5.1. No caso particular
em que a solicitagdo é paralela ao sentido das fibras, estas ndo tém contribuigdo alguma na
diregdo transversal. H4 um exemplo no capitulo 7 que ilustra claramente o funcionamento de um

composto de matriz elasto-plastica com fibras longas.

4.6 Compostos de matriz fragil e fibras curtas

O caso classico de material composto de matriz fragil e fibras curtas é o do concreto
reforgado com fibras, material que vem sendo estudado com crescente interesse para a aplicagéo
na construgdo civil. A adigfo de fibras ao concreto melhora substancialmente a resisténcia deste
a esforgos de tragdo reduzindo consequentemente o numero de fissuras nas regides tracionadas
das pegas de concreto armado. Além disso dependendo do teor e do tipo de fibras adicionadas
a matriz de concreto pode-se obter economia pela redugdo das seg¢des das pegas a serem
projetadas.

Genericamente a matriz é formada pelo concreto simples ou com agregados finos e/ou

graudos e pode conter aditivos para diversas finalidades. As fibras curtas podem ser: de ago
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comum ou inoxidavel com ou sem ganchos nas extremidades; & base de polimeros como as de
acrilico, aramida, nylon, carbono, poliester, polietileno e polipropileno; podem ser minerais como
as fibras de vidro e até naturais como as fibras de bambu ¢ de sisal.

Historicamente o conceito de material composto com reforgo de fibras é muito antigo,
remonta aos primordios da construgdo civil quando na fabricagdo de blocos de barro para
construgdo empregavam-se diversos tipos de materiais fibrosos para obter-se blocos mais
resistentes. Mais recentemente passou-se a utilizar fibras para reforgar concretos utilizados na
constru¢do de pisos industriais, ramo que atualmente é objeto de muitas pesquisas e
desenvolvimento. Contudo, apenas a partir da década de 60 o emprego de concretos reforgados
com fibras ganhou impulso definitivo. Demonstragdes experimentais de evidentes melhoras nos
aspectos de ductilidade, resisténcia a fratura e inclusive aumento da resisténcia a flexdo, aliado
a solugdes tecnoldgicas adequadas para produgdo destes compostos, tornaram definitivamente
interessante, econdmicamente, o emprego destes materiais em diversas aplicagdes da construgdo
civil. Em Balaguru[68] encontra-se um breve histérico relativo aos usos e ao desenvolvimento de
compostos reforgados com fibras.

Neste contexto, a teoria de interagdo de substancias no continuo foi utilizada para analisar
a contribuig¢do das fibras no composto [68]. A partir de ensaios realizados com o composto € com
a matriz separadamente utilizou-se a teoria para determinar qual a contribui¢do das fibras.
Admite-se distribui¢do uniforme das fibras em todo o volume do composto; desta forma o
material pode ser considerado isétropo do ponto de vista macroscopico. Nesta tese implementou-
se no programa um modelo elastico-linear baseado na mecénica da fratura proposto em
Balaguru[68] destinado a simular o comportamento de compostos dessa natureza fornecendo como
dados de entrada os pardmetros da fibra, obtidos a partir de ensaios feitos em uma fibra isolada,
e os pardmetros da matriz também obtidos a partir de ensaios.

A caracterizagdo das fibras ¢ feita pelo denominado ensaio de arrancamento ("pull-out")
(ver Fig.4.04), que fornece a carga critica de arrancamento Py para uma fibra imersa numa
determinada matriz. Conhecida a geometria da fibra ¢ possivel determinar a tensdo de

cisalhamento 1, na interface matriz fibra da seguinte forma simplificada:



Teoria de interagdo de substdncias no continuo 95

T.= Per (4.6.1)
T 12na)

onde 1 é o comprimento da fibra e a é o seu raio.

No modelo numérico, para determinar o valor da carga critica Py, utilizam-se valores
experimentais da tensdo de cisalhamento 1, na interface fornecidos para cada tipo de fibra. Obtido
o valor da carga critica, determina-se o valor numérico do trabalho especifico interfacial na fratura

v, através de uma expressdo simplificada dada por [68]:

1 P2
=R -2na)2y, (4.6.2)
2 E.na? !

fna

onde E; é o médulo de Young da fibra.

8 A R0G00G0,0500050007020607000405060405040705050508050604
RS0 R 0007000 a0a05030a000 0,0000000,0,040,05070,050-00
v} Po2020902080302030009020203a%0305000030803a20503030908
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Fig. 4.04- Ensaio de arrancamento ("pull-out") considerando interface eléstica.
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O passo final consiste em determinar um novo valor da tensdo de ruptura na tragdo Gy

para a matriz de concreto reforgada com fibras. Isto é feito utilizando-se a seguinte expressdo:

1
EcEf 2‘Yi 2

_ ey N (4.6.3)
(E,-KE) a

oCR=2kf{

onde k, ¢ a fragdo do volume total que corresponde as fibras ¢ E, ¢ o modulo de Young do

composto dado pela teoria de misturas por:

E,=k,E, +kE, (4.6.4)

com E, o modulo de elasticidade da matriz de concreto e k,, sua correspondente fragdo de

participagdo no volume total do composto.

Neste ponto tém-se os pardmetros da fibra e computou-se a influéncia destas na
resisténcia a tragdo do concreto, falta apenas considerar que a partir do ponto em que se verifica
o inicio da fissurago é necessario levar em conta a degradagio da matriz de concreto. Isto é feito
introduzindo-se a varidvel de dano conforme o modelo apresentado no final do item 3.6 do
capitulo 3. Além disso, é necessario determinar o pardmetro de amolecimento H, para a matriz
e isto ¢ feito a partir da determinagio da energia de fratura W calculada para cada tipo de matriz
de concreto.

O valor da energia de fratura W é numéricamente igual a area sob o diagrama de tenséo
x deformagdo obtido quando se ensaia um corpo de prova de concreto puro a tragdo. A
correspondéncia com o parimetro de amolecimento H, é estabelecida impondo-se que, para
qualquer acréscimo de tensdes que sobrepassa a tensdo de ruptura do concreto, haverd uma

dissipagdo de energia que cresce linearmente, reduzindo-se o novo limite de escoamento do
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concreto na mesma proporgdo até que ndo haja mais energia de fratura a ser dissipada e que se
tenha, consequentemente, tensdo de escoamento nula para o concreto totalmente degradado. A

figura 4.05 mostra graficamente a determinagdo da energia&de fratura W e o pardmetro de

s

amolecimento H_ em fungio de e~e-¢°.

o)
. r
=71 &
/
Fig. 4.05- Determinagdo do pardmetro de amolecimento H, a partir de ensaio

de compressdo diametral em corpo de prova de concreto puro.

Com todos os pardmetros determinados, utilizando-se a teoria de misturas recupera-se
a tensdo no composto a partir das respostas em tensdes dos modelos de fibra curta e de matriz

fragil calculadas independentemente. Novamente reportamo-nos ao esquema da figura 4.02 para



Teoria de interagdo de substincias no continuo 98

ilustrar o encaminhamento da solugdo. No capitulo de exemplos desta tese encontra-se um caso

classico de matriz fragil com fibra curta para o qual existem resultados experimentais [68].

4.7 Comentarios finais

Esta claro que a teoria de interagdo mecanica de substincias no continuo é um
instrumento poderoso para analise de elementos estruturais construidos com materiais compostos.
Nao ha restrigdes ao seu emprego no que diz respeito a tipos de elementos finitos ou modelos
constitutivos, evidentemente, quanto mais sofisticados forem os modelos constitutivos adotados
melhor sera a simulagdo do comportamento destes materiais.

Nesta tese ndo consideraram-se problemas de delaminagdo em materiais estratificados,
estes casos dependem de formulagdo de elementos finitos adequadas. Ndo h4 restrigSes para a
aplicagdo a concretos com fibras curtas orientadas em apenas uma dire¢fo, esta possibilidade é
atendida se utilizarmos, por exemplo, o modelo de anisotropia proposto nesta tese. H4 ainda a
possibidade de tratar problemas com fibras curtas paralelas entre si utilizando-se o modelo
proposto por Jayatilaka mencionado em Ofiate et al. [64] que parte das mesmas idéias basicas
utilizadas aqui.

Obviamente esta técnica ndo esgota as possibilidades numeéricas para analise de materiais

compostos; ha muito a ser feito nesta linha de pesquisa.
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CAPITULO 5

5. MODELO ANISOTROPO BASEADO EM FORMULACAO ISOTROPA

5.1 Introducgio

Neste capitulo introduz-se uma abordagem da questdio da plastificagdio de materiais
anisotropos que se baseia em um modelo proposto por Betten[7] [20], no qual procura-se obter
para cada grupo de simetria [S0] de um material anisétropo um conjunto de invariantes [57], €
utiliza-los como argumentos da fungdo de plastificagdo.

No caso particular da fungdo de fluéncia de von Mises aplicavel a materiais ducteis, ela
¢ escrita em fungdo do invariante do tensor desviador de tensdes J,. Admitindo-se isotropia e

considerando-se o0 modelo de plasticidade com variaveis internas dadas por a,,, pode-se escrever:

fJ,,e,)=0 (5.1.1)
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A consideragio de isotropia supde a igualdade dos grupos de simetria seja qual for o eixo
considerado no ambito do sistema de referéncia genérico que tenha sido adotado. No caso mais
geral de materiais anisotropos, ndo ha a igualdade entre grupos de simetria de modo que para
cada eixo admitido tem-se um grupo de simetria diferente. Evidentemente na pratica o que ocorre
¢ um numero limitado de possibilidades no que diz respeito aos grupos de simetria. Estes estdo
associados a redes cristalinas e agrupam-se em categorias bem definidas tais como as redes
cristalinas cdbicas, triclinicas, tetragonais, etc. Para cada uma delas existe um ntmero
caracteristico de grupos de simetria. Karfilis € Boyce[30] deduziram um critério geral de fluéncia
que leva em conta esses grupos de simetria. Em termos do conceito aqui empregado pode-se

escrever o seguinte neste caso:

£(05 0 A s Agysennees) =0 (5.1.2)

onde A,;, Ay, etc sdo tensores materiais que contém toda a informagéo a respeito da anisotropia

do material [20].

Nesta tese considera-se o caso particular de anisotropia que corresponde & ortotropia.
Neste caso existem apenas trés grupos de simetria que correspondem aos trés eixos ortogonais
de um sistema cartesiano de referéncia. Uma forma de tratar esses materiais anisotropos, consiste
em definir um espago ficticio isétropo S (neste capitulo, a barra sobre os simbolos das varidveis
distingue o espago ficticio), para o qual se fard o mapeamento dos campos de tensdes e de
deformagdes correspondentes ao solido anisétropo real. Neste caso, como veremos em seguida,
determina-se um tensor material de quarta ordem A, que contém toda a informagdo da
anisotropia de modo que a relagdo 5.1.2, tendo-se em conta a nomenclatura para a configuragéo

material, rescreve-se da seguinte forma:

F(Si s anI’Aiikl) =0 (5.1.3)
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Originalmente, Betten[7] [20] assumiu como hipétese basica em seu modelo a igualdade
entre as deformagdes elasticas nos espagos real e ficticio; isto introduz a limitagdo de ter-se
proporcionalidade entre a tensdo de escoamento e 0 modulo de elasticidade em cada diregdo do
material (f,,*/ E;; = £,7 E,, = ... = £,57 E,;). Oller et al [2] introduziram uma generalizago ao
modelo proposto de modo a eliminar esta limitagdo. Essa forma generalizada é seguida neste
trabalho.

E possivel deduzir tensores de quarta ordem contendo toda a informag&o da anisotropia,
que permitem, por meio de transformagdes simples, utilizar 0 modelo proposto para relacionar
a evolugdo dos campos de tensdes e deformagdes de um sélido isétropo ficticio com os campos
correspondentes do sélido anisétropo real. A mais imediata vantagem consiste em que € possivel
utilizar as mesmas fungdes de potencial e plastificagdo derivadas para materiais isétropos padréo.
Os parametros do material envolvidos na dedugido dos tensores de mapeamento podem ser
definidos a partir de ensaios experimentais adequados. Esse modelo ¢ denominado por Oller et
al [2] "modelo isétropo mapeado para materiais ndo-proporcionais”.

Com esta formulagdo pode-se modelar diferentes classes de materiais ortétropos e
anisotropos utilizados tipicamente na fabricagdo de compésitos, dependendo basicamente da
determinagdo de um conjunto adequado de propriedades constitutivas. Neste trabalho o modelo
de anisotropia mapeada ¢ implementado em um programa explicito aplicavel a problemas com
grandes deformagdes elasto-plasticas. Estende-se a sua aplicagdo a problemas de embutigdo e
estiramento de chapas metalicas [59] e ao concreto reforgado com fibras curtas [68]. O caso de
fibras longas é considerado por meio da imposi¢do da dire¢do das fibras ao vetor de fluxo plastico
[2].

Nas proximas se¢des descreve-se a lei constitutiva geral para materiais anisétropos,
incluindo-se a dedugdo da regra de fluxo e a evolugdo das varidveis internas de acordo com os
trabalhos desenvolvidos por Oller [2] [3] [17] [18]. Em seguida estendeu-se o modelo de
anisotropia proposto aos casos com grandes deformagdes utilizando-se, para isso, 0 modelo
constitutivo proposto por Garino[41], tendo-se em conta que a integragdo da equagdo constitutiva

se da no espago ficticio isotropo.
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No item 5.4 estd uma das contribuigdes contidas nesta tese que consiste em transformar
os tensores de mapeamento deduzidos na configura¢io de referéncia em seus equivalentes na
configuragdo deformada. Para isso, deduzem-se as expressdes do "push-forward" elastico para
tensores de quarta ordem bi-pontuais e implementam-se as mesmas numa rotina capaz de realizar

essa tarefa no escopo de um programa explicito.

5.2 Lei constitutiva geral para materiais elasto-plasticos anisétropos

O modelo anisétropo elasto-plastico proposto por Oller[2] é termodinamicamente
consistente e estd formulado com relagdo a configuragdo material usando-se uma descrigdo
lagrangiana total. Segundo uma descrig¢do lagrangiana atualizada, o modelo proposto por Oller[2],
associado a integragdo da equagdo constitutiva na configuragdo deformada, na forma proposta por
Garinof41], pode lidar com problemas ndo-lineares envolvendo grandes deformages elasto-
plasticas de maneira matematicamente coerente, desde que também os tensores de mapeamento
estejam na configuragio deformada. Modelos mais simples ortétropos e de plasticidade is6tropa
sdo casos particulares do modelo geral proposto.

Admite-se que as fungdes potencial G e de fluéncia F estdo definidas no espago de

tensdes através do segundo tensor de Piola-Kirchhoff S, como:

G(S,0)=K e F(,

142,)=0 (5.2.1)

onde:

5,=5/C,t,) (52.2)
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C, ¢ o tensor direito de Cauchy-Green, o, é um conjunto de "n" variaveis internas ¢ K é um

pardmetro constante.

As fungdes potencial e de fluéncia sfio ditas isétropas se satisfazem a condi¢do de
invaridncia para qualquer transformagéo ortogonal a (a,a,=9;, onde §; ¢ o tensor de Kronecker)
[71 [20] [50]. Materiais isétropos satisfazem a condigdo de invaridncia [50]; se além disso o
material satisfaz a condigdo de incompressibilidade plastica, as fungSes potencial e de fluéncia
podem ser escritos em termos dos invariantes do tensor desviador de tensdes. Assim sendo, valem

as seguintes relagdes:

G(Sy, @,) =G(a,a,8,,, ¢,) =G, (5;).05(S)). )5S, @, ) =K (5.2.3)
e
F(S;,a,)=F(a,a,S,.,0,) =FJ(S:),J,(5;).J5(5), «,) =0 (5.2.4)

Encontram-se na bibliografia propostas de equag¢des constitutivas derivadas de fungdes
potencial ¢ de fluéncia que levam em conta a anisotropia [22] [25] [30] [31] [36]. Estas fungbes
nem sempre atendem a condi¢do de invaridncia. Esta condi¢do, contudo, é sempre atendida no
caso do modelo empregado neste trabalho, uma vez que as propriedades do sélido real anisotropo
escrevem-se como fungdo de propriedades equivalentes de um soélido isétropo ficticio. Para esse
fim, relaciona-se o tensor de tensdes do espago ficticio com o tensor de tensdes do espago real

por meio de um tensor de quarta ordem da seguinte forma:

o S
S, =Ap Sy (5.2.5)
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sendo o tensor material de quarta ordem e inversivel Ay, dado por:

= .-l
ARt (5.2.6)

Os tensores de segunda ordem fii e (fjf)'1 sdo respectivamente o tensor de tensdes de
escoamento no espago mapeado e o inverso do tensor de tensdes de escoamento no espago real.

Na definigdo dos tensores de tensdes de escoamento escolhe-se, por conveniéncia, o
maior valor dentre aqueles dados para o material anisétropo, com ele escrevendo-se o tensor fiﬁ.
Em seguida escreve-se o inverso do tensor equivalente no espago real (fjf " ¢ o produto tensorial
entre ambos fornece o primeiro dos tensores de mapeamento de quarta ordem A4°.

Usando estratégia semelhante escolhem-se dentre as propriedades constitutivas do
material anisétropo aquelas que definirfio o s6lido isotropo ficticio. Definem-se os tensores
constitutivos em ambos os espagos: C®no espago isétropo ficticio e C® no espago real anisétropo.

Para relaxar a condigdo imposta por Betten de igualdade entre os tensores elasticos de

deformagdo nos espagos ficticio e real, estabelece-se a seguinte relagio:

= E

E; =Ayy Eg (5.2.7)
onde:

E

S
Ao =Creit* At Cinn (5.2.8)

Observa-se que tanto os tensores de tensdes de escoamento, como 0s tensores
constitutivos, devem referir-se a um sistema de coordenadas global. Quando estes estiverem

definidos em sistemas locais deve proceder-se a rotagdo dos referidos tensores da seguinte forma:
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CS=RT:C. ;R (5.2.9)

fS=RT: f5 (5:2.10)

onde R ¢ a matriz de rotagdo de quarta ordem.

Com isto, as fung¢des potencial e de fluéncia podem ser escritas com argumentos do
espago ficticio, mais precisamente em fun¢do de um conjunto de invariantes do tensor de tensdes
nesse espaco ficticio. Na maioria dos casos basta expressar essas fungdes tendo como argumento
um numero reduzido de invariantes. A figura 5.01 resume as relagSes entre os espagos ficticio

e real.

ESPAGO REAL S ESPAGO FICTICIO §

S5 &

F=F%(S,,05) F=F (§y, )
—S s _8 @

Sy=Ciga® S~ CigaPa

Fig. 5.01- Relagdo entre os espagos real e ficticio.
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Lers,

Fig. 5.02- Superficies de fluéncia isotropa com tensdo S,=S; e anistropa real
com tensdo S;=RS;.

Aos problemas em que se pode aplicar a fungdo de plastificagdo de von Mises, por
exemplo, o segundo invariante do tensor desviador de tensdes J, é argumento suficiente além das
varidveis internas. As variaveis internas por sua vez, também sdo afetadas pela transformagdo
proposta. Oller[2] mostra a influéncia da variagdo da relagdo (§ij/Sij) em viérias fungdes de
fluéncia. A figura 5.02 mostra a fungdo de fluéncia de von Mises representada no plano para o

caso isotropo classico e para um caso particular de material anisétropo. Observa-se claramente
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a mudanga de direg¢do do vetor fluxo plastico o qual permanece perpendicular a superficie de
fluéncia anisétropa.
A equagdo constitutiva para o material anisotropo real escrita em fungdo do campo de

tensdes no espago ficticio, obtém-se a partir da expressdo da dissipagdo mecanica D® (Oller[2])

dada por:
P
Ds=(ﬁ_"’_"’s_)1§;+ SiBy Y ow ymg (5.2.11)
Po OE; p?  m 5"

Operando-se convenientemente de modo a garantir a positividade da dissipagdo e
levando-se em conta as equagdes 5.2.5 a 5.2.8, obtém-se a equagdo constitutiva secante [2] dada

por:

all’s(E ea“m) 1=
S, = po——— 22 =A,.jk, Sy (5.2.12)

OE;

i

onde p, é a densidade na configuragdo material e S;=CJ, Ef; o tensor de tensdes no espago

ficticio.

Tendo-se em conta as relagdes tensoriais para isotropia mostradas no capitulo 2, vimos
que deduz-se também na configuragdo deformada uma expressdo semelhante a dada pela equagdo
5.2.12 para o tensor de tensdes de Kirchhoff t. Admitindo-se que se trate do espago ficticio

isotropo pode-se escrever a seguinte equagdo constitutiva:

§F oy = -1
 WED) -
7, - po_ll.’__(__'f:_ii__) -ef e (5.2.13)
€y
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Recuperam-se os tensores de tensdes S e de deformagdes E na configuragdo material
calculando-se o "pull-back" elastico dos correspondentes tensores da configuragdo deformada.
Como resultado, obtém-se relagdes semelhantes as dadas pelas equagdes 5.2.5 ¢ 5.2.7 para a

transformagdo dos campos de tensdes e deformagdes para a configuragdo deformada, ou seja:

- S

T a0 Ty (5.2.14)
c

& =agy e (5.2.15)

As relagdes dos tensores de mapeamento de quarta ordem da configuragio deformada a®
e a® com os seus equivalentes da configuragdo de referéncia A% ¢ A* serdo deduzidas mais

adiante.

5.3 Regra de fluxo, varidveis internas e equaciio constitutiva tangente

A regra de fluxo no espago real, tendo-se em conta a configuragdo de referéncia e a

aditividade do tensor de deformagSes ¢ dada por:

. 9G5S, "
Eé’:y___g'l_“) (5.3.1)

as;
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Considerando-se a relagéo entre o campo de tensdes real e ficticio dado pela expresséo

5.2.5 e aplicando-se a regra da cadeia tem-se:

. 5 38, §
B = 9G” Pu _; 06 A5 (5.3.2)
o8, 95; oSy

O tensor de mapeamento de deformagdes AF relaciona o tensor de deformagdes do
espago ficticio com o seu analogo no espago real conforme a equagéo 5.2.7. Consequentemente

pode-se escrever a regra de fluxo no espago ficticio da seguinte forma:

z ; . 0G5
El=Am Bl =Ag 4 T Ay (5.3.3)
a8,

Utilizando-se raciocinio analogo ao feito na dedugdo da regra de fluxo, deduz-se uma
expressdo para a evolugdo das varidveis internas o, em fungo de varidveis tensoriais ou escalares

h" que governam a evolugfo dessas varidveis internas e do fator de consisténcia plastica ¥:

N S - s -
iy =7(h,-,")S9G— =?(h,}')s§GTAk§,=?(h,}‘)s—aGT =a (5.3.4)
oSy as, as,

Substituindo-se as transformagdes das tensdes e deformagdes, a relagdo entre as regras
de fluxo em ambos espagos e a evolugdo das varidveis internas na equagdo da dissipagdo dada
por 5.2.11, recupera-se a expressdo 5.2.5 demonstrando-se com isso a unicidade da dissipagdo

garantindo a consisténcia termodindmica também no espago ficticio isétropo [2].
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Partindo-se da equagdo constitutiva escrita em termos de taxas no espago real, chega-se

a uma expressdo analoga no espago ficticio da seguinte forma:

as, .. 08, o, o,

Sy=—LEg=—L— (5.3.5)
e e €
oE, 08, 0E, OE,
onde E°=E-EP. Substituindo-se as derivadas pelos correspondentes tensores tem-se:
Sy1A8 7 _F 5 1g
$;=(4s)" Cromn(Eppy B )=(4;,)" S, (5.3.6)

Desta forma, a equagfio acima pode ser interpretada como uma transformagfo linear da

equagdo constitutiva em termos de taxas escrita para o espago ficticio isétropo onde:

§m=-aig—E CW(E 9 (5.3.7)
O,

A imposig¢do da condigdo de consisténcia pléstica permite deduzir o tensor constitutivo
elastoplastico no espago ficticio que conjuntamente com as equagdes 5.3.6 € 5.3.7 levam a

expressdo da equagdo constitutiva em termos de taxas no espago real:

S Aykl Skl —Aykl Cldrs Am Em (5'3’8)

O tensor constitutivo elastoplastico no espago real sera dado por:
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s? S .§? ,E

Todas as dedugdes feitas no espago ficticio isotropo aplicam-se de maneira idéntica ao
modelo para grandes deformagdes proposto por Garino[41]. Convindo recordar que também se
recupera o conceito da aditividade do tensor de deformagdes de Almansi e, além disso, a regra
de fluxo na configuragdo deformada obtém-se efetuando o calculo do "push-forward" elastico
sobre a regra de fluxo na configuragdo de referéncia. Admitindo a existéncia dos tensores de
mapeamento a° e a® na configuragdo deformada, passa-se 4 dedugdo de uma expressdo que seja

capaz de determina-los.

5.4 Tensores de mapeamento em grandes deformacgdes

Ainda que o modelo constitutivo utilizado ja esteja formulado para problemas com
grandes deformagdes elasto-plasticas, é necess4rio transformar os tensores de mapeamento A® e
AF obtidos anteriormente, uma vez que estes foram definidos para a configuragdo material. Para
representar estes tensores numa configuragdo espacial, implementou-se no programa a operagéo
tensorial designada por "push-forward" eldstico e denotada por ¢°... Neste caso trata-se de
transformagdo de tensores de quarta ordem e por isso empregou-se dois asteriscos para denotar

essa transformagdo:
a¥=¢.,4° ¢ af=¢l.A" (54.1)

Para a dedugdio das expressdes explicitas para as transformagdes acima, parte-se das
relagdes entre tensdes e deformagdes nos espagos real e ficticio dadas pelas equagbes 5.2.5 ¢

5.2.7. No espago ficticio isétropo aplicam-se ainda as seguintes transformagdes:
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Sy=Fi'F;'%, (5.4.2)

E,=FFz, (5.4.3)
§ Ap-lp-1p-1 §

CHKL =FIi Fl’ FKk Fu ciikl (5'4'4)

onde C® e ¢’ designam respectivamente os tensores constitutivos tangentes no espago ficticio

isétropo para as configuragdes material e deformada.

CONFIGURACA0
DE REFERENCIA ATUALIZADA

FICTICIO ISGTROPO

RRAL ANISGTROPO
>H
I
\l
>N
L
’w
pﬂ
L

ESPACO
>l.’ﬂ
pm
i
[
pm
P
ml
-

Fig. 5.03- Correspondéncias entre configuragdes e espagos.
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A figura 5.03 ilustra a correspondéncia entre as configuragdes de referéncia e atualizada
(ou deformada) e entre os espagos real anisotropo e ficticio isétropo.

Admitindo-se a hipétese da incompressibilidade plastica, a utilizagdo da forma linear do
modelo de Murnagham [41] segundo a equag¢do 3.6.26 na redagdo da expressdo do potencial y
e a formula de Doyle-Ericksen (ver equagdo 3.6.27 no capitulo 2) deduz-se o tensor de tensdes
de Kirchhoff 1. Na etapa de previsdo elastica é possivel deduzir o tensor de tensdes de Kirchhoff,
no espago mapeado T e no espago real T, além disso, para este ltimo admite-se também o
calculo do "pull-back" elastico a fim de obter-se o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff
S=¢"t no espago real. Pode-se com isso determinar a partir da expressdo 5.4.2 na form4 indicial,
uma relagdo entre os tensores de mapeamento de tensdes na configuragdo de referéncia A® e

deformada a® em fungo dos gradientes de deformagdo da seguinte forma:

T ol plp-l=ya-l_ p-lp-l= -1
S,.jsrs =(Fy Fy ‘I:I.J.)S's =Fy; Fy (Tijtrs)FrRFsS (5.4.5)

Ao isolar-se o termo A®na expressdo 5.2.5 obtém-se o produto SS* mais a esquerda na
equagdo acima. O termo entre parentesis mais a direita na expressio 5.4.5 pode ser interpretado,
por ter construgdo semelhante a do tensor A®, como sendo o equivalente tensor de mapeamento
de tensdes na configuragio deformada a®, de modo que se estabelece a relagdo procurada em

notagdo indicial da seguinte forma:
s -1p-1_§
AUKL =F]i FJ] aylekKFlL (5‘4'6)
A operagfo inversa em nota¢do indicial fornece:

853y =FyFy A Fe Fy (5.4.7)
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Substituindo-se na expressdo 5.2.8 os tensores constitutivos tangentes materiais pelos seus
equivalentes espaciais, calculados fazendo-se a inversio da expressio 5.4.4, conforme Garino[41],
e substituindo-se o tensor de mapeamento AS, dado pela expressdo 5.4.6, operando-se com os

indices convenientemente, pode-se escrever que:

E S S S §1 8 8§ gl pet

O termo entre parentesis € por constru¢do semelhante ao tensor de mapeamento das
deformagdes na configuragdo de referéncia, portanto pode ser denominado como tensor de

mapeamento de deformagdes na configuragdo deformada a®. Entdo:
Age,=FyF a5 F Fy' (5.4.9)
Invertendo-se a expressdo acima chega-se finalmente a expressdo de a®:
ayy=Fy Fy' Aga Fo Fy, (5.4.10)

No programa implementaram-se as expressdes 5.4.7 ¢ 5.4.10 além da expressdo 5.4.4.
Na se¢do seguinte, por meio de um exemplo simples demonstra-se como a resposta em tensdes
na configuragdo deformada afasta-se daquela obtida transportando o tensor constitutivo tangente

para essa configuragdo e calculando diretamente o tensor de tensdes de Kirchhoff.
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5.5 Verificacio numérica da transformacio em grandes deformacdes

Para esta verificagdo considera-se um material anisotropo hipotético com as seguintes

propriedades constitutivas e mecénicas:

Moédulo de Elasticidade : E,= E,= 2000.0 tf/cm* e E,= 1000.0 tf/cm’
Coeficiente de Poisson : v, =v,=0.30 ¢ v,=0.075

Tensdes de escoamento: ©,= ¢,= 2.0 tf/cm® e c~=10 tf/cm?

==

v J

Fig. 5.04- Etapas de deslocamento do ponto P do sélido.

O sélido isétropo ficticio é construido a partir do sélido anisétropo considerando-se as

seguintes propriedades:

Mbédulo de Elasticidade : E = 2000.0 tf/cm?
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Coeficiente de Poisson : v =0.30

Tensdes de escoamento: & = 2.0 tf/cm?

Calculam-se os tensores constitutivos tangentes na configuragdo material da maneira
classica [42][50][58], em seguida determinam-se os tensores de mapeamento AS ¢ AF de acordo
com as expressbes 5.2.6 ¢ 5.2.8. Admitindo-se que os eixos principais de anisotropia do sdlido
coincidem inicialmente com os eixos x, y ¢ z, conforme indica a drea hachurada na figura 5.04,
considera-se que um dado ponto P desse s6lido desloca-se de acordo com a reta que passa pelos

pontos O, A, B e C assinalados.

—e— Mapeadas com "As"
400 — ——— Mapeadas com "as"
—v— QObtidas no espaco ficticio usando "cs"

300

Tens&o equivalente de von Mises

200
100
0 T T v T T 1
0,00 0,05 0,10 0,15
Deformacdes
Fig. 5.05- Grafico das tensdes mapeadas pelos tensores AS e a% contra a

deformag@o em relagdo ao eixo X original.
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Determinam-se os gradientes de deformagéo considerando-se em cada ensaio numérico
apenas um passo, ou seja, primeiro o gradiente de deformagdes correspondente ao deslocamento
do ponto P de O até A, em seguida de O até B ¢ finalmente de O até C. Calculam-se em seguida
os tensores de deformagdo correspondentes a configuragdo de referéncia e a cada uma das trés
configuragdes deformadas assinaladas na figura 5.04.

Sempre considerando-se o regime elastico-linear por simplicidade, para cada um dos trés
casos de deformag#o, calcula-se o tensor de tensdes de Kirchhoff no espago real correspondente.
Nesta situagfio faz-se 0 mapeamento do campo de tensdes obtido utilizando-se em primeiro lugar
o tensor A® da configuragdo de referéncia. Em seguida faz-se o calculo do novo tensor de
mapeamento para a configuragdo deformada a® de acordo com a expressdo 5.4.7 ¢ com ele
determina-se novo campo de tensdes no espago ficticio. Por ltimo determina-se o campo de
tensdes ficticio transportando-se diretamente o tensor constitutivo is6tropo cs para a configuragdo
deformada e operando-se com ele sobre o campo de deformagdes nessa configuragdo. Os
resultados em termos da tensdo equivalente de von Mises s3o os mostrados no grafico da figura
5.05.

A figura 5.05 mostra que ao usar o tensor de mapeamento A®, da configuragdo de
referéncia, ocorre um desvio maior da resposta em relagdo aquela obtida atualizando-se o tensor
de mapeamento, ou seja, utilizando-se a®; vé-se claramente que esta ultima aproxima-se mais do
resultado alcangado atualizando-se o proprio tensor constitutivo C5. Ao tratar-se de um problema
envolvendo um material real, as trés respostas estariam afetadas pela qualidade das propriedades
constitutivas e mecanicas utilizadas ao calcular o tensor constitutivo anisétropo, e principalmente
da quantidade de parimetros utilizados na determinagdo dos tensores de mapeamento.

A figura 5.06 mostra quiio maior € o erro que se comete ao se determinar o campo de
tensdes sem atualizar o tensor de mapeamento, 3 medida que se aumenta o deslocamento imposto
ao ponto P. Neste caso, a previsdo elastica afasta-se cada vez mais daquilo que seria correto, a
consequéncia disso numa analise elasto-plastica verificar-se-ia na determinagio das tensdes
corrigidas: o erro seria tio maior quanto menor fosse o pardmetro de endurecimento para um

material que manifestasse, por exemplo, endurecimento linear.



Modelo anisotropo baseado em formulagdo isétropa 118
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Fig. 5.06- Diferenga entre as tensdes mapeadas nos pontos A, B ¢ C do sélido

correspondentes aos trés ensaios numéricos realizados.

Muito embora nos casos praticos propostos nesta tese tenham sido verificadas apenas
pequenas diferengas, como se mostra em exemplo do capitulo 7, esta ¢ uma implementagio que
visa tornar coerente o modelo de anisotropia por tensores de mapeamento desenvolvido por
Betten[7][20] e Oller[2], dentre outros, com o modelo de grandes deformagdes proposto por
Garino[41]. Seguramente em programas onde o passo de tempo para a anélise ndo esteja obrigado
a ser suficientemente pequeno por for¢a do método de integragio da equagfo constitutiva
utilizado, diferengas significativas deverdo ser verificadas.

A implementagio do modelo de anisotropia mapeada para grandes deformagdes, também
em um algoritmo para o qual a estabilidade numérica seja incondicional, é seguramente um

desenvolvimento interessante a ser realizado néo estando incluido no escopo desta tese.



Implementagdo em cédigo de célculo explicito 119

CAPITULO 6

6. IMPLEMENTACAO EM CODIGO DE CALCULO EXPLICITO

6.1 Generalidades

A implementagiio computacional dos temas até aqui abordados foi feita em um codigo
explicito aplicavel a problemas envolvendo grandes deformagdes elasto-plasticas. A analise elasto-
plastica baseia-se na decomposi¢do multiplicativa do tensor gradiente das deformagdes F e admite
a existéncia de um potencial hiperelastico e a aplicaggo do critério de fluéncia de von Mises. A
integragdo do modelo constitutivo proposto [19] [32] [41] faz-se por meio de um algoritmo do
tipo previsdo elastica corre¢do plastica, sendo que a superposi¢do das solugdes em separado dos
problemas el4stico e plastico fornece a solugdo para o modelo original.

Por outro lado, a teoria de misturas foi implementada como um gerenciador das respostas
constitutivas dos diversos materiais possiveis tendo em conta apenas arranjos em paralelo [64].
A generalizagdo proposta por Oller[78] ndo foi implementada, desta forma nfo se altera

estruturalmente o modelo constitutivo proposto em Garino[41].
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Observa-se que a inser¢do no c6digo da consideragio de anisotropia utilizando o conceito
de tensor de mapeamento conforme a proposta contida no capitulo 5 [2] [7] [64], ndo se vé
prejudicada pela simplificagdo feita na dedugdo da regra de fluxo do modelo pelas razdes
mencionadas no capitulo 2.

O aspecto original da implementagdo mencionada no item 5.6 do capitulo 5 consiste na
transformagdo dos tensores de mapeamento Ag e Ag, originalmente na configuragdo material, para
a configuragdo deformada. Para isso implementou-se uma rotina que calcula o "push-forward" de
tensores de quarta-ordem de modo a obter os correspondentes tensores ag € ay da configuragéo
deformada.

Finalmente, para a consideragéio da ndo linearidade geométrica utiliza-se uma formulagéo
lagrangiana atualizada. Os elementos finitos utilizados sdo os descritos no capitulo 1 desta tese,
observando-se que para evitar o bloqueio numérico da solugdo utiliza-se um esquema de
integragdo com 2X2 pontos de Gauss no caso dos solidos bi-dimensionais ¢ 2X2X2 para os

sélidos tri-dimensionais [59] [65].

6.2 Algoritmo de Previsido e Correcdo

Os algoritmos do tipo previsdo eldstica e corregdio plastica constituem-se em técnicas
eficientes para integrar as equagdes constitutivas do modelo hiperelastico [41] [43] [47]. Sua
implementagdio é feita considerando-se uma configuragdo deformada conhecida ‘Q a qual se
superpde um movimento espacial definido pelo incremento de deslocamentos u de modo a obter-

se uma nova configuragdio *4Q .

Au:'Q — *4Q

A solugdo do problema consiste em calcular no instante t+At as varidveis de estado,
representadas pelo tensor de Finger b®™ e as varidveis internas, neste caso a deformagdo pléstica

efetiva eP, conhecidos seus valores no instante t. Observa-se que em presenga de grandes
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deformagdes plasticas utiliza-se a decomposi¢do multiplicativa do tensor gradiente das
deformagdes ‘F=‘F* 'F® , sendo os tensores gradiente de deformagéo elastico dado por ‘F* e
plastico dado por ‘FP. Como vimos, o tensor gradiente de velocidades L decompde-se em
componentes elastica e plastica. Desta ultima, depois de se fazer a restrigo relativa a isotropia
(WP nulo), deriva-se a regra de fluxo DP=L? na configuragdo intermediaria e, finalmente, através
do calculo do "push-forward" elastico obtém-se a regra de fluxo na configuragdo deformada d®.
Na integragdo do modelo constitutivo, deve ser satisfeita a aditividade do tensor taxa de

deformagdes d também na configuragdo deformada, de modo que:

t+hig t+hig e 1+Atgp (6.2.1)
com:

dP=L(e”) =?% (6.2.2)
¢

o=YH éa% (6.2.3)

onde v ¢ o multiplicador plastico e g é o potencial plastico em termos do tensor de tensdes de
Kirchhoff 1.

Na etapa de previsdo elastica supde-se que o gradiente de deformagdes plasticas F?
permanece constante € que as varidveis internas no se alteram. Assim, conhecido o incremento

de deslocamentos u entre os instantes t, configuragdo de referéncia atualizada dada pelas
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coordenadas X, e t+At, configuragdo atual, calcula-se o gradiente incremental Af, de modo que

pode-se escrever o seguinte:

+AFPr = Af- IF (6.2.4)
com,
+A
rargp- 070 HXU) g (6.2.5)
X a'X

onde Vu é o gradiente de deslocamentos no instante t+At.

Com o gradiente previsto *“F™, determina-se o tensor elastico de deformagdes de

wMtee=0,5*(I+F'F') e em seguida o tensor eldstico das deformagdes de Finger

Almansi fazendo
b*!=F*F'. Obtém-se, entdo, o tensor desviador de Finger, utilizando-se a expressdo que o
relaciona ao tensor desviador de Almansi, dada por dev e= -0.5¢ dev b®*. Na pritica o que se
quer é a previsio do tensor elastico de Finger b*! em t+At, tomando-se a configuragéo em t como
referéncia. Com b**! em t atualiza-se utilizando o gradiente incremental inverso Af™ da seguinte

forma [41]:

t+Atb¢-1(Pr) = Aftbe—lAf—l (6.2.6)

No modelo desenvolvido por Garino[41] utiliza-se o critério de fluéncia de von Mises
escrito em fung¢do do segundo invariante do tensor desviador de tensdes J, (embora este critério
seja aplicavel a metais, com algum critério ele pode ser empregado para outros tipos de material).
Nesse caso, basta que se considere a previsdo da parte desviadora do tensor de tensdes, dada pela

relagdo seguinte:
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t+Atdev T= Gt+Atdev e e (6-2.7)

onde G ¢ constante dependente dos pardmetros elasticos do material.

No caso de materiais anisotropos, dado que se conhece o tensor de Finger atualizado
segundo a equagdo 6.2.6, pode-se obter o tensor eldstico de deformagdes de Almansi e com ele

realizar a previsdo do tensor de tensGes completo da seguinte forma:

t+AtT =C t+Ate e (6.2.8)

onde C ¢é o tensor constitutivo anisotropo.

Obtido o estado de tensbes t, bem como o tensor de deformagdes de Almansi €,
referem-se a tensdes e deformagdes do espago real anisétropo. Calculados os tensores 4% ¢ AF
respectivamente tensores de mapeamento de tensdes e deformagdes, fica estabelecida a relagédo
entre as tensdes e deformagdes nos espagos isétropo ficticio e anisétropo real. As varidveis do

espago ficticio, a partir deste ponto, receberdo uma barra superior de modo que:

= _ASq (6.2.9)

é‘e =A E et (6.2.10)

Na operagdo de mapeamento encontra-se uma das contribui¢des desta tese. Observe-se
que os tensores de mapeamento 4° e A%, de quarta ordem, foram calculados no inicio do processo
¢ referem-se portanto a configuragio material. Contudo, & medida que o processo avanga a

orientagfo inicial admitida para os eixos principais de anisotropia vai perdendo o sentido. Quando
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os gradientes incrementais Af calculados forem suficientemente pequenos ndo ha diferenga em
manter estes tensores;, do contrario, é necessario efetuar o "push-forward" sobre eles para a
configuragdo deformada. Para calcular o "push-forward" de tensores de quarta ordem,
implementou-se uma rotina especifica capaz de determinar na configuragdo deformada os tensores
de mapeamento a° ¢ a~.

Para diferenciar a transformagfo destes tensores daquelas feitas com tensores de segunda
ordem, utilizam-se dois asteriscos como indice superior a direita na notagdo de "push-forward".
Reescrevem-se os tensores de deformagdo e de tensdo no espago ficticio na configuragdo

deformada da seguinte forma:

T=0*"A51=a0"1 (6.2.11)

Ee_:d)**AE.ee:ae.ee (6.2.12)

A separagdo das partes desviadora e volumétrica do tensor de tensdes no espago ficticio
isotropo ¢ feita ap6s o mapeamento do tensor de tensdes completo obtido no espago real, afim
de garantir-se a coeréncia na evolugfo das partes volumétrica e desviadora durante a integragéo
do modelo constitutivo.

E importante observar que pela aplicagdo da teoria de interagdio de substincias podem
coexistir varios modelos constitutivos diferentes no programa. Cada um deles recebe como dados
de entrada toda a histéria do carregamento via variaveis internas armazenadas no ltimo passo
de tempo, e o campo de deformagdes calculado € ou €. Um lago sobre todas as substancias
formadoras do composto permite, mediante a somatéria das tensdes de resposta produzidas pelos
diveros modelos constitutivos ponderada pelas fragdes volumétricas de cada substéncia, obter-se

o estado de tensdes 6. do solido multifasico da seguinte forma:
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0c=Y 1, Vi (6.2.13)

onde oy e V, sdo respectivamente a tensdo e a fragdo volumétrica da substéncia k.

Neste ponto retorna-se 3 marcha do algoritmo proposto por Garino[41]. Internamente
cada modelo constitutivo gerard um estado de tensdes elasticas de previsdo. Se for um estado que
viola a superficie de fluéncia, procede-se a etapa da corre¢fio plastica. Nessa etapa, a configuragdo
deformada é considerada fixa ¢ atualizam-se as variaveis internas afim de satisfazer a equagdo
constitutiva. Partindo-se da relagio entre a componente plastica do tensor direito de Cauchy-Green
e a regra de fluxo d® na configuragdo deformada, C"=2¢'d", mostrada na figura 3.07, e tendo-se

em conta a plasticidade associada, que fornece:

ar=y Y (6.2.14)
dt

discretiza-se por meio de uma diferenga o tensor C", de modo que pode-se escrever o seguinte:
CP= MICP IGP Z0g*(y {;ﬁ ) (6.2.15)
T

"

O calculo do "push-forward" sobre a expressdo acima fornece, tendo-se em conta a
relagdo ¢.CP=b"! e observando-se que a derivada entre parénteses trata-se, neste caso, da propria
normal & superficie de fluéncia, a expressdo para o tensor elastico de Finger b®' corrigido no

instante de tempo t+At [41]:
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t+AK(F -t F“l) =t+Atpe-1_t+Atpe-1(r) ;3 .Yt+Atn (6.2.16)

onde y é o multiplicador plastico obtido utilizando-se o algoritmo de retorno radial {47] e dado,

no caso de endurecimento linear por:

t+At fP"

2py = (6.2.17)

1+—

3p

na expressdo anterior " ** ¢ o valor correspondente a etapa de previsdo da fungdo de fluéncia,

H ¢ o pardmetro de endurecimento linear e p é o pardmetro de rigidez a torgdo.

No caso de endurecimento ndo-linear, com fungdo o, = a(b + cé®)", sendoab e c

constantes conhecidas, o multiplicador ¥ se expressa por:

gt gr o T (6.2.18)

com:

r(y)=s®-2py - \l’%oy(ﬂ (6.2.19)
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Esta equagfo resolve-se iterativamente para o(f) pelo método de Newton-Raphson, de
modo a anular o residuo r(}). Na e€q.6.2.18 r'() representa a derivada dr(y)/d(y). As condigSes
iniciais para o algoritmo sdo 7°=0, ** &P ="%Pes 0= | "4 | .

Determinado 7, corrige-se a parte desviadora do tensor de tensdes.

t+Atdev T ._.t+At1_.pr _ 2}1? t+Atn (6.2.20)

A parte volumétrica, por sua vez, é atualizada elasticamente usando:

t+Atgr(t) = 3K tr(e ) (6.2.21)

No caso de material anis6tropo, uma vez recomposto o tensor completo de tensdes, deve-
se recuperar os tensores de tensfo e deformagio do espago real. Para isso fazem-se as operagdes

inversas as dadas pelas equagdes 6.2.9, 6.2.10, 6.2.11 e 6.2.12.

6.3 Descri¢io do Algoritmo

O algoritmo explicito implementado para a analise de problemas de transiente dindmico
é descrito no que segue. Considerem-se os instantes de tempo t e t+At nos quais se conhecem os
deslocamentos u' ¢ u™¥, respectivamente, tomando-se k como um sub-indice que indica uma
variavel relacionada a uma dada substincia que forma o composto € n o numero total de
substancias que formam esse composto. Para o instante de tempo t encontram-se armazenados na
base de dados os valores do tensor de Finger, das deformagdes plasticas efetivas acumuladas e
da superficie de fluéncia atualizada, para cada uma das k substéncias do composto. Pode-se,

entdo, resumir o algoritmo da seguinte forma.
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1.) Geometria.

a) Calculo do incremento de deslocamentos u.

Utilizando-se o0 método das diferengas centrais, determinam-se para o instante de tempo
t, o vetor de velocidades v, o de deslocamentos u ¢ o de aceleragdes nodais a [59]. Em particular,

o de deslocamentos incrementais sera dado por.

= AL, _ 1y (6.3.1)

b) Célculo do tensor gradiente de deformagdes incremental inverso.

Atap-l _ g _Ou 6.3.2
vt <1 - 2 (63.2)

2.) Para cada uma das k substéancias.

a) Atualizar o tensor elastico de Finger.

Y b"l},?') =fT{e be-l}k f (6.3.3)

b) Separar as partes volumétrica e desviadora do tensor de Finger.

e 1,
{bw,,‘}‘: =%bkk6g' (6.3.4)
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e @D @D e @D
bg }, =10 1 -1 ), (6.3.5)

¢) Obter a previsdo das tensdes desviadoras.

e /3 1 e‘l (pr)
{ed,v}(:)=—5{bm}k (6.3.6)
r _ E e \pr
te g d?7 = i leg (6.3.7)

2.1) Em caso de anisotropia, calcular o tensor total de tensdes e executar o mapeamento do campo

de tensdes.

{1800 - (4 5}, :{ratg yon (6.3.8)

2.2) Para grandes deformagdes com anisotropia, executar a transformagéo das tensGes com o

tensor de mapeamento escrito na configuragdo atualizada ( {AS }, = **{a%},).

{t+At§};P’) =t+At{ S}k :{t+Att}g”) (6.3.9)

3.) Separadas a parte volumétrica e desviadora do tensor de tensSes, verificar se ¢ violada a

superficie de fluéncia f=f(dev 7).
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Para esta verificagdo utiliza-se uma fungdo de previsdo "f*" escrita em fungdo do
segundo invariante do tensor de tensdes J, e da tensfio de referéncia o, correspondente a

superficie de fluéncia atual da seguinte forma.
t+Atf—1 = \/EJ-Z_— %_ ar (6.3.10)

Nesta expressdo, (2 J2)2 ¢ o raio do cilindro que representa o critério de von Mises no espago.
3.1) Caso f™ <0, avangar para o passo 4.
3.2) Caso f? > 0, determinar o fator multiplicador plastico 7.

a) No caso de endurecimento linear, introduz-se diretamente o resultado da aplicagdo do algoritmo

de retorno radial que fornece.

t+At fl”'
wy=—"p (6.3.11)

1+4-

3p

b) No caso de endurecimento ndo linear com fungdo o, = a(b + c2”)", ¢ constantes a,b e ¢

dadas, o multiplicador y é obtido por meio de um processo iterativo € se expressa por.

1ok T
L r(Y)

(6.3.12)

¢) Obter as tensdes desviadoras corrigidas e o novo tensor desviador de Finger..
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{t+Atdev:E}k =(1-y). {‘*A'dev;}g’r) (6.3.13)
{trgevhe ™) = - A2 (raegeyz), (6.3.14)
E

4.) Compor o novo tensor de tensdes ja corrigido se for o caso e o tensor de deformagdes de

Finger.
{t+At{tE}k ={t+AtyolT }k +{H+At ey T }k (6.3.15)
{t+atpe™ b ={t+Atyorpe” e +{t*8tdeppe” b (6.3.16)

4.1) Em presenga de anisotropia sem ou com grandes deformagdes, faz-se 0 mapeamento inverso

do tensor de tensdes utilizando respectivamente.

{rrdig} = {45! {rearT), (6.3.17)
ou,
{trdeg) =F*8{q s};l JUCEIN (6.3.18)

4.2) Altera-se a parte desviadora do tensor de Finger fazendo.
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{t+dte}, =[C] 1 ¥¥24c), (63.19)

¢ em seguida,

{8t dey e}, ={*Aiel {47 vol e}, = -{0.5devb* ), (6.3.20)

Utilizando-se a relagdo entre os tensores desviadores de Almansi e de Finger acima,
obtém-se novo tensor desviador de Finger que composto com a parte volumétrica armazenada na

base de dados fornece o tensor de Finger completo, agora ja se tendo em conta a anisotropia.

5.) Considera-se a proxima substincia incrementando k e voltando ao passo 2 enquanto k for

menor que o total de substincias do composto.

6.) Calcula-se a tensfo no composto a partir da propor¢do em volume das k fases.
ac=Y .., Vs (6.3.21)

7.) Obtengdo das forgas internas.

f'=[ Bo. d (63.22)

8.) Incrementos dos deslocamentos, velocidades e aceleragdes. Proximo passo de tempo. Volta

ao passo 1 item a).
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6.4 Descriciio das subrotinas principais

O programa Stampack[59] estd composto por um corpo principal de subrotinas que se
aplicam a todos os elementos finitos disponiveis no programa e que ja foi descrito no capitulo
2 desta tese. A figura 6.01 ilustra em particular o bloco de controle para o elemento 2D.

O grupo de rotinas descrito na sequéncia compreende tudo o que se refere as etapas de
leitura dos dados de geometria do modelo especificamente relativos a malha de elementos
especificos utilizados em determinado problema (elementos solidos 2D ou 3D). Os dados de
materiais encontram-se também nesta parte juntamente com a leitura dos pardmetros necessarios

para o processamento de cada tipo de elemento existente na malha.

ELEMT3

!

ROTINA: INPDA3
Dados dos sdélidos 2D

!

ROTINA: RESEP3

Previsdo / Corregao

%

ROTINA:  OUTDES

Resultados finais

Jz

FIM

Leitura de par@metros
e construgao dos ten—
sores de mapeamento.

1y

Integragdo do modelo
constitutivo para cada
fase de um composto.

1y

Armazenamento de
resultados finais para
pasos de tempo.

1y

Fig. 6.01- Diagrama de blocos para a etapa do elemento finito 2D.
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As rotinas principais contidas neste bloco consistem nas etapas de previsdo elastica e
corregdo plastica além obviamente daquelas que constroem os tensores de mapeamento para
anisotropia e fazem a transformagfo para grandes deformagdes. O lago sobre as substancias que

formam um composto esta implicito na ilustragdo do fluxograma mostrado na figura 6.02.

INPDAS
POINT3
—= ELMDA3
ELEMT3
MASEL3
LOADE3
—  ELANI
y GAUSE3
JACOB3
—o  SFRE3
PREDIC3 UPFIN
TRANSP
CORREC3
OUTDES3
FIM
Fig. 6.02- Fluxograma da rotina RESEP3 para a integragéo da equagéo

constitutiva das s substancias incluindo anisotropia mapeada.
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A descrigdo de rotinas que se segue, refere-se ao elemento sélido bi-dimensional. O

conjunto de rotinas referentes aos elementos sélidos tri-dimensionais ¢ analogo, possui as mesmas

rotinas porém com as modificagdes adequadas, de modo que limitou-se a apresentagdo apenas das

que se referem ao elemento 2D.

BMATX3
CORECN3

CORREC3

ELEMT3
ELMDA3
GAUSE3
INISTR
INPDA3

JACOB3

LOADE3
LUMAE3
MASEL3
OUTDE3
POINT3

PREDIC3

REL003
RESEP3

Calcula a matriz B .

Calculo do multiplicador plastico mediante um algoritmo de retorno radial para
forgar o fluxo desviador das tensdes de von Mises com endurecimento constante
e isétropo a ficar sobre a superficie de fluéncia.

Forga as tensdes a ficarem sobre a superficie de fluéncia mediante um algoritmo
de retorno mapeado para um fluxo de von Mises com endurecimento néo-linear
isotropo.

Subrotina principal para o elemento tipo 3.

L& os dados elementares.

Calcula os pardmetros de Gauss.

Inicializa as variaveis internas.

Lé os dados de controle e aloca os vetores elementais, 1ée os dados dos
elementos.

Calcula a matriz jacobiana assim como as derivadas das fungdes de
interpolago.

Lé os dados elementais de carga e gera o vetor consistente de carga.

Calcula a matriz de massa concentrada.

Escreve durante um reinicio os dados elementais.

Escreve os resultados elementais.

Aloca memoéria para os arquivos elementais.

Calcula as tensdes de previsdo elasticas e as deformagdes supondo também
comportamento elastico-linear.

Aloca espago de memoria para armazenar os valores das varidveis COMMON.

Calcula as tensdes e forgas internas.
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SFRE3 Calcula as fungdes de forma e suas derivadas.
UPFIN Atualiza o tensor eléstico de Finger.

As subrotinas seguintes sdo aplicadas tanto aos sélidos bi-dimensionais quanto aos tri-
dimensionais e referem-se a anisotropia por tensores de mapeamento e a integragdo da equagio

constitutiva por substincias independentes formadoras de um composto. Sdo elas:

ELANI Lé os dados de um material anisétropo e constroe com esses dados os tensores
constitutivos anisétropo e isétropo equivalente. Monta os tensores de
mapeamento.

TRANSP Transporta os tensores de tensdes e deformagdes para o espago mapeado e vice-
versa. Se desejado atualiza para a configuragdo deformada os tensores de

mapeamento.
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CAPITULO 7

7. EXEMPLOS DE APLICACAO

7.1 Introdugdo

Para demonstrar a variedade de aplicagdes possiveis com as ferramentas desenvolvidas,
elaborou-se um conjunto de exemplos que cobre os temas tratados neste trabalho.

Em primeiro lugar, apresenta-se um exemplo clissico encontrado na literatura que
consiste de uma viga em balango submetida a um campo de deslocamentos controlado. Objetiva-
se aferir as resposta no que diz respeito as grandes deformagdes elasto-plasticas. Para este
exemplo existem resultados de outros programas tabulados por Garino [41], dos quais resumimos
aqui os mais importantes.

Na sequéncia, procede-se ao processamento de uma ctipula esférica, considerando-se um
regime de pequenas deformagdes, discretizada por elementos com simetria axial e submetida a
uma carga impulsiva. Comparam-se os resultados para 0s casos de comportamento eldstico, elasto-

plastico e elasto-plastico com anisotropia.
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Para demonstrar a aplicagdo do conceito de anisotropia mapeada, executou-se o
processamento de uma barra modelada por 40 elementos sélidos hexaédricos de 8 nés, & qual se
impdem deslocamentos crescentes nas suas extremidades. Para exemplificar o uso da teoria de
misturas ¢ o tratamento da anisotropia, considera-se a mesma barra constituida por diferentes
materiais multifasicos.

Consideram-se, entdo, as seguintes situagdes: Material formado por substincias ducteis
porém isdtropas, o que € equivalente a uma liga metalica usual. Em seguida a mesma barra ¢
considerada de material formado por uma matriz ductil e fibras longas, caracteristica comum a
compostos empregados em diversos processos industriais. Por altimo, considera-se o caso em que
a uma matriz fragil se adicionam fibras curtas, as quais atribuem a matriz um significativo
aumento na sua tensdo limite de ruptura a tragdo. Este caso aplica-se ao concreto reforgado por
fibras curtas.

Por ultimo, apresentam-se exemplos de aplica¢des tecnoldgicas no campo de conformagido
de metais. Nos casos escolhidos considera-se o comportamento anisétropo para fins de
comparagdo com resultados disponiveis na literatura, e com resultados de analise com isotropia

e resposta elasto-plastica.

Velocidade

Vb 1 —A }

0 t te Tempo

Fig. 7.01- Fungdo velocidade x tempo para imposigio de deslocamentos.
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E necessario ressaltar que nos exemplos onde impdem-se deslocamentos em pontos do
modelo a ser analisado, foi utilizada uma fungfio de variago da velocidade no tempo dada por
(ver Fig. 7.01) v = 0.5by(1 - cos ot ) no intervalo compreendido entre t=0 e t=t, /4 com t, sendo
o tempo final de andlise, € v=b, para t,/ 4 < t < t;. Outras fun¢es de velocidade no tempo estdo
disponiveis, porém para facilitar a compreensfo dos resultados, utilizou-se apenas esta ao longo

deste trabalho.

7.2 Exemplos de validacio

Os exemplos reunidos nos proximos sub-itens demonstram de maneira simples o
comportamento do programa ao tratar de grandes deformagdes e considerando-se os efeitos da
anisotropia..

A figura 7.02 mostra a distribui¢do de pontos de Gauss interna aos elementos planos
utilizados e também a orientagdo das tensdes radial, tangencial e circunferencial para os casos
com simetria de revolugdo. Os elementos planos com simetria de revolugdo sdo utilizados nos

exemplos de conformagéo e no exemplo da cupula esférica.

@ ®

® ®

"~\ Eixo de
simetria
a) Elemento plano b) Simetria de revoluco
Fig. 7.02- Localizagéo dos pontos de Gauss em um elemento plano

e orientagdo das tensdes em elemento com simetria de
revolugio.
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7.2.1 Viga em balanco

Utilizam-se 48 elementos sélidos de 4 nds, num estado de deformagdo plana, para
discretizar uma viga em balango (Fig. 7.03) submetida a imposi¢do de um deslocamento
crescente, em sua extremidade livre, variando de zero até o equivalente a altura da prépria viga.
Resultados para este modelo produzidos por diversos grupos de pesquisa sdo tabulados por
Garino[41] o qual, por sua vez, para obter seus resultados empregou elementos isoparamétricos
de 8 nds e os mesmos elementos lineares de 4 nos utilizados neste trabalho. Os dados de
geometria estdo ilustrados na figura 7.03 e os resultados obtidos neste trabalho encontram-se na

tabela 7.01 juntamente com os resultados obtidos por Garino[41] e por outros autores.

Dados do material:

E = 20000.0 daN o, = 40.0 daN H = 100.0 daN v=103

Deslocamento imposto ao né superior direito, u =00 mm > u=10mm;L=3mmel=1mm

Fig. 7.03- Viga em balango com deslocamento imposto a extremidade livre.
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Tab. 7.01 - Resultados para os pontos de Gauss assinalados.

Pt. Gauss Codigo o, o, ] o, G,y €,

1 Garino 68.58 -3.66 32.66 5.80 0.2337
Ponhot 68.93 -3.72 32.66 5.78 0.2372
Dubois 68.67 -3.71 32.69 5.82 0.2349
Esta tese 68.63 -3.72 32.64 5.81 0.2346

2 Garino 60.33 -0.06 30.69 11.61 0.1650
Ponhot 60.49 -0.01 30.74 11.71 0.1619
Dubois 60.34 -0.03 30.67 11.64 0.1604
Esta tese 60.28 -0.08 30.66 11.61 0.1601

3 Garino -66.28 -0.77 -25.97 -16.71 0.2399
Ponhot -65.92 -1.04 -25.78 -16.71 0.2367
Dubois -66.22 -0.70 -25.90 -16.54 0.2401
Esta tese -66.16 -0.58 -25.85 -16.47 0.2401

4 Garino -4.49 -1.33 -1.01 1.75 0.0000
Ponhot -4.42 -1.31 -1.03 1.75 0.0000
Dubois -4.48 -1.34 -1.02 1.76 0.0000
Esta tese -4.47 -1.33 -1.03 1.76 0.0000

5 Garino 27.83 4.67 -2.55 -9.43 0.0492
Ponhot 28.78 3.13 -2.72 -8.61 0.0482
Dubois 28.18 432 -2.55 -9.27 0.0486
Esta tese 28.40 3.95 -2.57 -9.04 0.0486




Exemplos de aplicagio 142

Os resultados tabulados por Garino[41] nos pontos de Gauss assinalados na figura 7.03,
considerando-se as redes de elementos lineares de 4 nds, sdo transcritos na tabela 7.01 (a
integragdo numérica foi realizada com 4 pontos de Gauss por elemento). Observa-se, pelos
resultados, que ha uma boa concordincia entre eles. A deformada obtida neste trabalho ilustrada
na figura 7.04 é semelhante aquela obtida por Garino[41].

Os pontos de Gauss assinalados na barra apresentam as seguintes situagSes: O ponto 1
sofre grandes deformagdes e pequenas rotagdes, os pontos 2 e 3 apresentam grandes deformagdes
¢ rotagdes moderadas, no ponto 4 se observam grandes rotagdes e pequenas deformagdes e
finalmente no ponto 5 ocorrem grandes deformagdes ¢ rotagdes.

Este teste, segundo Garino[41], foi proposto a varios centros de pesquisa e os resultados
obtidos permitem aferir a validade dos diversos modelos desenvolvidos para tratar problemas em

grandes deformagdes.

Saviyay

L
Yahavi
7

Fig. 7.04- Deformada da viga em balango.
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7.2.2 Cpula esférica submetida a carga impulsiva

Uma capula esférica constituida por um material considerado inicialmente isétropo,
modelada utilizando-se 48 elementos solidos lineares de 4 nés com simetria de revolugdo (ver Fig.
7.05), é solicitada por uma carga impulsiva representada por uma pressdo externa de 600 psi.
Introduziu-se a anisotropia neste caso admitindo-se uma tensdo de escoamento circunferencial (ver
Fig. 7.01) maior que as tensdes de escoamento radiais e tangenciais.

Comparou-se qualitativamente os resultados obtidos neste trabalho com aqueles obtidos
por Huang[56], que utilizou uma matlha diferente daquela aqui empregada e o critério de Mises-

Hill, enquanto que aqui empregou-se a anisotropia mapeada.

i J P =600 psi

R =22,27 in.
t=0,41 in.

Fig. 7.05- Cuipula esférica sob carga impulsiva.

Os dados para este problema sdo os seguintes:

E =10.5 x 10° psi H= 0.21 x 10° psi p=2.45x 10" Ib.s* / in? v=0.30
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Conforme ilustra a figura 7.05, a capula foi discretizada em duas camadas, cada uma
delas formada por 24 elementos distribuidos em meio arco (no trabalho de Huang[56], esta clipula
aparece discretizada por meio de elementos de nove nds).

Observa-se que a fun¢do de fluéncia de Mises-Hill para anisotropia empregada por
Huang[56] exige que sejam conhecidos os dados das tensdes de escoamento de referéncia nas

dire¢Ges principais de anisotropia e a 45° ¢,,, 0y, € o, (ver Cap 3 item 3.7 ¢ Fig. 3.11).

Os parametros propostos em Huang[56] sdo:

Ggo = 0,024 x 10° psi ; G4 = 0.04 x 10° psi e o,5 = 0.024 x 10° psi

Neste trabalho, foi feito inicialmente um processamento considerando-se isotropia com
tensdio de escoamento dada por 6.=0,024x10° psi. Em seguida a anisotropia foi introduzida

alterando-se o valor da tensdo de escoamento circunferencial para:

o, = 0.04 x 10° psi

Como se pode observar pelos dados, ndo ha variagdo nas propriedades constitutivas do
material, mas ha variagdo nas tensdes de escoamento de referéncia o que é suficiente para
produzir o comportamento anisétropo do modelo. Apresentam-se nos diagramas seguintes os
resultados obtidos nesta analise e por ultimo os resultados obtidos por Huang[56], para o mesmo
modelo.

Ha, evidentemente, diferengas entre os resultados dado que, em primeiro lugar, as malhas
utilizadas sdo distintas. Contudo, adiantando conclusdes posteriores, observa-se que resultados
diferentes sdo esperados em certas situagdes, pois o critério de Mises-Hill pode superestimar a
rigidez transversal (resposta ao cisalhamento) enquanto que o modelo aqui apresentado, para a
consideragdo de materiais anisétropos, respeitando outras premissas basicas ndo introduz esta

distorgdo.
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0,06 - —— Anis6tropo
— Elastico-linear

0,04 4 —o— Elasto-plastico

0,02

0,00 -
0,024
0,04 -
-0,% .:
0,08 -
0,10

Deslocamentos (in.)

-0,12
-0,14

' I v 1 ' ) T I v ]
0,0000 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,0010
Tempo (s.)

Fig. 7.06- Resultados obtidos para os casos elasto-plastico,elastico-linear
e anisotropo.

0,06 ——— Elastico-linear
—o— Elasto-plastico

0,04 ~ —+— Anisétropo

0,02 +

-0,02

1

-0,04 -

-0,06

Deslocamentos (in. )

-0,08 - s

-0,10

T T ] T T T T T T
0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,0010

Tempo (s.)

Fig. 7.07- Resultados obtidos por Huang[56] para os mesmos casos.
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No grafico da figura 7.08 comparam-se os resultados com anisotropia considerando-se
o transporte do tensor de mapeamento de tensdes para a configuragdo atualizada. Observa-se que
sdo minimas as diferengas, j4 que poucos pontos do modelo estdo sujeitos a grandes deformagdes.

Na figura 7.09 mostra-se a deformada ampliada para destacar as regides mais solicitadas.

—— Anisotropia em Huang[56]
Anisotropia mapeada sem transporte de tensores

1 —— Anisotropia mapeada com tensores atualizados
0,00
-0,02 -
—~~
£
= 0,04
7]
‘.g e
g -0,06
ﬁ '0,08 b
o
(&)
-0,10 5
-0,12 : T : T : T : T . ,
0,0000 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,0010
Tempo ( s.)
Fig. 7.08- Comparagdo entre os resultados considerada a anisotropia.

Fig 7.09- Deformada ampliada da cupula esférica em t=0.001s.
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7.2.3 Barra tracionada por meio de imposicio de deslocamentos

A consideragdo da anisotropia por tensores de mapeamento é aplicada ao caso da barra
ilustrada na figura 7.10, solicitada a tragéo por meio de imposi¢do de deslocamentos crescentes
nos seus contornos. A barra ¢ discretizada utilizando-se 40 elementos sé6lidos hexaédricos de oito
no6s e submetida a trés situa¢des diferentes de solicitag@o: a primeira indicada pela letra A na
diregdo longitudinal, a segunda indicada pela letra B na dire¢do perpendicular a primeira ¢ por

ultimo no sentido da diagonal longitudinal indicada pela letra C (ver Fig. 7.11).

Fig. 7.10- Barra com espessura e=1 cm discretizada para ensaios
numéricos.

AB

rtrrr1r 111117 ~¢

-
Y L
L] e
=+
L1 X A

20 cm
b
1

—
cx LI T T LT T U]

Vs

L=100 cm

h

Fig. 7.11- Solicitagdes consideradas: a) Longitudinais, b) Tranversais
e ¢) Diagonais.
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Foram consideradas as seguintes propriedades iniciais;

Na diregdo X: E, = 2.5 x 10° kgf /cm? e f = 8000 kgf /cm?
Na diregio Y: E, = 2.0 x 10° kgf /om® e f, = 6000 kgf /cm’
E,=E, v = 0,30
G = 0.45 x 10° kgf /cm? H = 0.25 x 10° kgf /cm?®

O gréfico da figura 7.12 ilustra a resposta obtida, apresentando-se também os resultados
de Oller[2], para 0 mesmo modelo, quando se utiliza a fung¢do de Fluéncia de Hill. Oller[2], em
seu trabalho, compara os resultados utilizando anisotropia mapeada com aqueles obtidos com o
uso da fungdo de Mises-Hill e observa que utilizando-se 0 modelo de Hill ha uma influéncia
excessiva das tensdes tangenciais levando a uma resposta mais rigida. A implementagéo feita no
programa explicito utilizado neste trabalho reproduz de forma bem aproximada os resultados

obtidos por Oller[2] em seu trabalho que empregou um outro tipo de implementagio na analise.

12000

10000 -
o~ 8000
§ 6000 -
5, -
! -
§ 4000 - —o— Solicitagéo paralela ao eixo "X"
@ - Solicitagdo na dire¢do da diagonal
IS-, 2000 —=— Solicitagdo paralela ao eixo "Y"

] —— Solicitag&o diagonal com modelo de Hill (Oller{2])
0 Y L) L) Li

1 1 i v | ¥ 1 ¥ 1
0006 0008 0010 0012 0014 0016
Deformacdes

Fig. 7.12- Respostas para as tres solicitagdes e comparagdo com a teoria de Hill.

T T T T
0,000 0,002 0,004
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7.3 Exemplos de validaciio para a teoria de misturas

Nos proximos exemplos utiliza-se a teoria de misturas para aplicagdes aos materiais
compostos. No primeiro exemplo combinam-se dois materiais isétropos. Em seguida combinam-se
laminas de uma matriz isétropa com fibras longas orientadas a 0° e a 90° graus. Finalmente
analisa-se o caso da resposta dindmica de uma placa laminada submetida a uma pressio
uniformemente distribuida. Observa-se, contudo, que nesse caso ndo se leva em conta o problema

da delaminagio.

7.3.1 Barra de material composto bi-fisico ¢ ambas fases isétropas

Considera-se neste exemplo a mesma barra do item 7.2.3 e ilustrada na figura 7.10, com
as dimensdes dadas por L=100 mm, h=20 mm, ¢ espessura e=Imm. A barra ¢ constituida, agora,
por um material que se admite bi-fasico onde cada fase ¢ um substincia isotropa diferente. A
primeira substincia isétropa ocupa fragdo volumétrica que corresponde a 70% do volume total,
por sua vez a segunda corresponde aos 30% restantes do volume total da barra. As propriedades
das duas substdncias bem como os resultados de um processamento com deslocamento imposto

e analise elasto-plastica estdo apresentados em seguida.
Substancias empregadas:
Substincia 1: E,=E,=E,=25x 10°Kgf/cm®> e f, = 8000.0 Kgf / cm?

G = 0.45 x 10°Kgf / cm? H=0.25x 10° Kgf v =030

Substancia 2: E,=E,=E,=15x 10°Kgf/cm®> e = 5000.0 Kgf / cm?
0.30 x 10° Kgf / cm? H=0.15x 10° Kgf v =030

G
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No diagrama de tensfio equivalente de von Mises x deformagdo para a diregdo "X"

apresentado em seguida pode observar-se a influéncia de cada fase e a resposta do composto.

— O SubsténCia 1
—= - Cornposto
| —— Substancia 2

0

Q

Q

7]

&

|.._
0 1 N 1 ! I v 1 ! 1 i I ’ I
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Fig. 7.13- Resposta do composto e de suas fases separadamente.

7.3.2 Barra de material bi-fisico com fase isétropa e fibras longas

Considera-se a mesma barra do item anterior, agora constituida por um material bi-fasico
composto por fase isétropa (matriz) e fase de fibras longas ocupando, respectivamente, as fragdes

de 80% e 20% do volume total. Neste exemplo as fibras sio dispostas primeiramente no sentido
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longitudinal da barra e em seguida no sentido transversal, em ambos os casos a solicitagdo por
meio da imposi¢do de deslocamentos ¢ aplicada no sentido longitudinal.

A teoria de misturas produz o efeito da combinagio da matriz com a fibra para fins de
determinagfo das propriedades do composto. Ambas as fases consideradas aqui s3o materiais
perfeitamente plasticos. Assume-se que o fluxo pléstico estd sempre na diregdo de orientagdo das
fibras. Este exemplo foi estudado anteriormente por Oller[2] utilizando-se um programa implicito
¢ os seus resultados sdio semelhantes aos obtidos neste trabalho onde emprega-se o codigo

explicito. A figura 7.14 apresenta os resultados para fibras dispostas longitudinalmente.

Propriedades dos materiais:

Matriz isétropa: E=724tf/mm* ;  f=0.0360tf/ mm? e v =033

Fibras longas: E=844tf/mm*> ; f=02283tf/ mm? e v =030
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-—o-— Fibras jongas longitudinais
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Fig. 7.14- Resposta no caso de fibras orientadas no sentido longitudinal.
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Observa-se que no caso de fibras dispostas transversalmente, figura 7.15, o composto
apresenta menor resisténcia longitudinal que a matriz dado o enfraquecimento desta pelos vazios
que as fibras deixam considerando-se o sentido da solicitagdo. No sentido transversal, a fibra
aparece tracionada e a matriz comprimida; a composi¢do de ambas as tensdes resulta numa tensdo

nula para o composto nesse sentido, o que era esperado.

—o— Resposta da matriz no sentido longitudinal
1 ——— Fibras no sentido longitudinal

004 - Resposta do composto

—--~ Matriz no sentido transversal

—— Fibras no sentido transversal
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Fig. 7.15- Resultados no caso de fibras orientadas no sentido transversal.
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7.3.3 Placa em liminas de material bi-fisico com matriz isétropa e fibras

longas

Utilizando-se 25 elementos sélidos hexaédricos de 8 nés, foi discretizada a quarta parte
de uma placa quadrada ortotrépica composta por uma resina a base de epoxi com fibras de grafite
conforme ilustrado na figura 7.16. A orientagio das fibras de carbono segue a dire¢do dos eixos
"X" e "Z" assinalados de modo a obter-se 50% das fibras orientadas segundo o eixo "X" ¢ 50%

orientadas segundo o eixo "Z".
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Fig. 7.16- Esquema da quarta parte de uma placa laminada.

A placa é formada por 1dminas superpostas no sentido da espessura de modo que as
fibras encontram-se orientadas nas dire¢des dos eixos "X" e "Z", alternadamente, ¢ em igual
numero (Ver Fig. 7.17). Utilizando-se a teoria de misturas, do ponto de vista macroscépico,
considerou-se este composto como sendo formado por duas substincias isétropas combinadas,
sendo elas a matriz a base de epoxi e as fibras de carbono. Os dados das substincias sdo os

seguintes:
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Matriz a base de epoxi: E = 1.0x 10° psi o, = 5.8x 10’ psi v = 0.40
o= 0040 Ib / in’

Fibras de carbono: E = 40.0 x 10° psi 6, = 30.4 x 10° psi v =0.20
p= 0.0821b/ in’

O grupo de propriedades seguinte refere-se ao material is6tropo equivalente:

E = 20.5 x 10° psi o, = 18.1 x 10° psi v =0.30 p= 0.0611b/in

XXX 4 § =3 Fibras a O
RO S S X X X X X X X XA 'E‘ .
< EX] Fibras a 90
| iva A | =
Fig. 7.17- Arranjo das 1dminas que compdem a placa.

A placa ¢ solicitada por uma carga impulsiva igual a 100 psi sendo, nestas condigdes,
analisada a resposta no tempo em termos do deslocamento vertical do ponto central da placa.
Comparam-se os resultados da teoria de misturas mostrados na figura 7.18, com os de um
material isétropo hipotético com propriedades mecéinicas equivalentes obtidas em fungdo dos
valores iniciais de cada substincia ponderados pelas suas correspondentes fragdes em volume
(Fig. 7.19).
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Fig. 7.18- Resultados obtidos utilizando a teoria de misturas.

Verifica-se na analise elastica-linear respostas semelhantes, basta observar as curvas
correspondentes nas figuras 7.18 e 7.19. O resultado para a placa de material isétropo equivalente
(figura 7.19) mostrou-se ligeiramente mais flexivel. Na analise elasto-plastica obtiveram-se
resultados diferentes para os dois casos e o comportamento ¢ inverso, ou seja, utilizando-se a
teoria de misturas obteve-se uma tendéncia para deslocamentos residuais maiores. Observa-se
ainda que a curva para a analise elasto-plastica considerando-se a teoria de misturas apresenta

uma perturbagfio que corresponde a plastificagfio da substincia de menor tensdo de escoamento.
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Fig. 7.19- Resultados para o material isotropo de propriedades ponderadas.

Uma possivel explicagdo para o fendmeno observado no caso elasto-plastico decorre do
fato de que a teoria de misturas permite interpretar cada material isoladamente, de modo que os
limites elasticos de cada fase do composto sdo perfeitamente identificaveis. Neste caso em estudo,
a matriz 4 base de epoxi tem um limite de proporcionalidade muito inferior ao das fibras de
grafite, de modo que durante a solicitagdo a matriz entra em regime pléstico antes do que o faria
o material isotropo com propriedades médias proposto. Dessa forma justifica-se a resposta mais
"flexivel" do composto tratado pela teoria de misturas.

Com o intuito de aproximar a resposta estdtica para este problema introduziu-se o
amortecimento na solugdo da equagdo de equilibrio dindmico. Neste caso os resultados obtidos

estdo ilustrados na figura 7.20.
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Fig. 7.20- Resultados comparativos com amortecimento dindmico.

7.4 Teoria de misturas aplicada a materiais frigeis reforcados com fibras

curtas

Neste item limitamo-nos a mencionar e ilustrar a aplicagdo da teoria de misturas aos
materiais frageis reforgados com fibras curtas. Nestes casos € necessario introduzir modificagdes
no modelo que dependem de um estudo mais detalhado da micro-estrutura das matrizes frageis.
E necessaria, também, a determinagdo rigorosa das propriedades dos diversos tipos de fibras

utilizadas, sua geometria e distribui¢do no volume do sélido a ser analisado.
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O exemplo seguinte trata do concreto funcionando como matriz fragil refor¢ada por fibras
de polipropileno. Considera-se que as fibras de polipropileno utilizadas distribuem-se
uniformemente pelo volume do modelo e que sua orientagio é tal que pode-se considerar as fibras

contribuindo seja qual for a diregdo da solicitagdo.

7.4.1 Barra de material bi-fisico com fase frigil e fibras curtas

Uma barra apresentando a mesma geometria da barra utilizada anteriormente ¢ constituida
por uma matriz fragil de concreto com reforgo por fibras curtas de polipropileno. O modelo ¢
submetido a um esforgo de tragdo induzido pela imposigdo de deslocamentos as suas extremidades
(ver figura 7.21). Para poder provocar a concentragdo de deformagdes nos elementos centrais,
consideram-se impedidos os deslocamentos transversais nas segdes extremas do modelo. A

vinculagdo das extremidades da barra é considerada conforme ilustrado na figura 7.21.

A
3 T =
< A A
A A
A A

Fig 7.21- Vinculagdo da barra para o ensaio numeérico.

O comportamento do concreto ¢ modelado segundo uma fungdo de dano-elastoplastico,
conforme descrito no capitulo 4, sendo necessario fornecer ao programa a energia de fratura H

¢ a tensdo de ruptura a tragdo o, para o concreto puro. Neste exemplo a energia de fratura ¢
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obtida determinando-se a 4rea sob o diagrama de carga x deslocamento para o concreto simples,
apresentado no grafico da figura 7.23 ( Ver Balaguru[68] ).

Emprega-se neste trabalho o modelo apresentado em Balaguru[68] para obter o novo
valor da resisténcia a tragdo da matriz de concreto reforgado pelas fibras. O valor para a tensdo
de cisalhamento admissivel na interface concreto/fibra (1) em fungfo do comprimento e do
didmetro das fibras, ¢ determinado em ensaios denominados de "pull-out" executados em uma
fibra isoladamente. Os dados da geometria da fibra ¢ da tensdo de cisalhamento na interface,

devem ser fornecidos ao programa.

Dados para os materiais:

Concreto puro: E =2.00 x 10° Kgf / cm? o, = 0.40 x 10> Kgf / cm® v =020

Fibras de polipropileno: E =1.30 x 10°Kgf/ecm? o =4.75x 10° Kgf / cm? v=0.30
1 =10.0 Kgf / cm? 1=10.80 cm d=0.13x 10" cm

Executaram-se dois experimentos numéricos considerando a proporgdo em volume de
fibras igual a 8.7% e a 13.4% do volume total, ¢ compararam-se os resultados obtidos com
resultados experimentais fornecidos em Balaguru[68]. A figura 7.22 mostra a regido de

concentragio de deformagdes nos elementos centrais do modelo.

Fig. 7.22- Deformada do modelo mostrando a concentragdo de deformagdes.
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Nota-se boa concordincia na fase eldstica até o denominado "Bending Over Point"
(BOP). A partir desse ponto observa-se que os ensaios numéricos produziram uma resposta mais
rigida conforme demonstram as figuras 7.23 e 7.24. Isto ocorre em razéo de que o modelo de
dano implementado ndo é capaz de reproduzir fielmente o processo de evolugdo de defeitos
observados experimentalmente. E necessario do ponto de vista dos materiais frageis reforgados

com fibras curtas desenvolver mais o modelo aqui proposto, o que nfio é objetivo deste trabalho.

—o-—~ Resposta da matriz com fibras

—e— Influéncia mecanica das fibras na resposta do composto
—— Resposta do concreto puro

—— |nfluéncia mecanica das fibras no composto Balaguruf68]

] --o— Regposta da matriz de concreto com fibras Balaguru[68]
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Fig. 7.23- Resultados numéricos e experimentais (Balaguru[68]) para uma

fragdo de fibras igual a 8,7%.
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—o— Influéncia mecénica das fibras no composto fraturado
—o— Resposta da matriz de concreto com fibras

—a— Influéncia das fibras no composto fraturado Balaguru[68]
——o— Resposta da matriz de concreto com fibras Balaguru[68]
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Fig. 7.24- Resultados numéricos e experimentais (Balaguru[68]) para uma

fragdo de fibras igual a 13,4%.

7.5 Aplicagdes tecnolégicas na drea de embuti¢io de chapas

Nos exemplos seguintes explora-se o tema da conformagdo de lidminas metélicas
consideradas inicialmente como materiais isotropos ou anisétropos. Emprega-se no processamento
dos exemplos os conceitos de anisotropia mapeada e de transporte dos tensores de mapeamento

para a configuragio atualizada ( Operagdo de "push-forward" ). Os resultados obtidos sdo
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comparados com outros resultados fornecidos pela literatura disponivel e com alguns resultados

experimentais.

7.5.1 OSU Benchmark test: Estiramento de uma limina metalica

Neste exemplo classico na area de conformagdo de metais, uma tira de aluminio é
modelada por elementos solidos lineares de 4 nds e estirada por meio de um pungio de se¢do
semicircular. A geometria do problema ¢é ilustrada na figura 7.25 e a configuragdo deformada

resultante na figura 7.26.

Z
66.80 mm
59.18 mm
- MATRIZ
t=1.0 mm " | —R=6.35 mm
A ]
B D X, I
PUNCAO
7
R=50.8 mm |0
Fig. 7.25- Geometria das ferramentas utilizadas na conformagdo da

14mina.
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Os dados relativos a liga de aluminio utilizada s3o:

E = 69000 Mpa v =1030 p =2700.0 Kg / m’

Curva uniaxial de tensdo x deformagdo: o = 589.0 ( 1.0 10™ + ¢ ) **' (em MPa)

Fig. 7.26- Deformada tipica da lamina para penetragdo de 40 mm.

Inicialmente, mantendo-se o coeficiente de atrito constante e igual a 0.15, estuda-se a
influéncia da malha utilizada na discretizagdo da 1dmina considerando-a isétropa. A penetragéo
do pungdo ¢ de 20 mm no primeiro estudo e de 40 mm no segundo. A figura 7.27 mostra as
malhas utilizadas. Os graficos das figuras 7.28 ¢ 7.29 mostram, para as trés malhas propostas, os
resultados comparativos em termos de deformagdes longitudinais em pontos da face da lamina

opostos ao lado aonde ha o contato com o pungéo.
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Fig. 7.27- Malhas utilizadas a) 28 elementos b) 28 elementos em duas

camadas e ¢) 40 elementos em duas camadas.
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Fig. 7.28- Resultado comparativo para penetragdo de 20 mm.
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Fig. 7.29- Resultados comparativos para penetragdo de 40 mm.

As figuras 7.30 e 7.31 mostram uma comparag¢io dos resultados aqui obtidos com aqueles
obtidos por outros autores, Hernandez[67]. Observa-se que Hemandez desenvolve uma analise
tridimensional enquanto que neste trabalho considera-se a tira em estado plano de deformagdes.
Esta ultima consideragdo bem como a discretizagdo utilizada na espessura da 1damina e a escolha
do ponto ao longo da espessura onde estio sendo medidas as deformag¢des podem servir de
justificativa para a perturbagdo das deformagdes observada na extremidade da 1amina junto a
matriz. As figuras 7.30 e 7.31 indicam razoavel concordéncia entre os resultados. Com base neste
estudo preliminar, pode-se observar que o modelo constitutivo e os elementos s6lidos empregados
neste trabalho produzem resultados satisfatorios quando confrontados com resultados de outros

autores.
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Fig. 7.30- Comparagdo de resultados para uma penetragéo de 40 mm.

Daqui por diante optou-se por desenvolver as andlises considerando-se a influéncia da
anisotropia utilizando-se apenas as mathas de 28 elementos distribuidos em uma camada e de 40
elementos distribuidos em duas camadas, conforme o mostrado na figura 7.27 a) e ¢)
respectivamente.

Para efeito de construgiio dos tensores de mapeamento para a anisotropia, considerou-se
o valor da tensdio de proporcionalidade no plano da lamina igual ao valor médio obtido por
experimentos. Na diregdo perpendicular ao plano da l4mina fez-se variar a tenséo de escoamento

de modo a evidenciar a influéncia da anisotropia na resposta em deformagdes deste modelo.

Tensdo de proporcionalidade: Crer = 137.0 MPa
Tensdo na diregdo do eixo "Y": oy = 134.5 MPa < 6pgr

Tensdo na diregdo do eixo "Y": oy = 139.5 MPa > oy,
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Fig. 7.31- Comparagio de resultados para uma penetragdo de 20 mm.

Utilizando-se a malha de 28 elementos e considerando-se a penetragdo do pungdo igual
a 20 mm com coeficente de fricgdo u=0.3 processou-se 0 modelo e compararam-se os resultados
obtidos com aqueles fornecidos por Lee[62] que neste caso ndo considerou a anisotropia. A figura
7.32 mostra os resultados obtidos neste trabalho incluindo-se também o caso isétropo.

O modelo de 40 elementos foi processado considerando-se também um coeficiente de
fricgdo £=0.0 e avango do pungio equivalente a 20 mm, com tensdo de escoamento fora do plano
da lamina aumentada em 20% ou reduzida em 20% em relagdo ao valor médio da tensdo de
proporcionalidade. Os resultados obtidos sdo mostrados na Fig. 7.33 junto aos fornecidos por
Hernandez[67], que utilizou o elemento BST (Elementos de ldmina sem graus de liberdade
rotacional). Apresentam-se ainda, resultados de outros autores e uma resposta tedrica gerada pela

teoria de membrana.
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De um modo geral hd uma boa concordincia entre os resultados obtidos. Nota-se,
contudo, que ao variar a tensdo de escoamento fora do plano da 14mina obteve-se respostas que
se afastam das curvas referentes aos casos isétropos e tedrico. Distribuigdo de deformagdes mais

uniforme, exceto junto a matriz, verificou-se no primeiro caso (Fig. 7.32).

—o— L&mina considerada isétropa
—o— Tens&o de escoamento fora do plano aumentada

0,11 1 - Tens&o de escoamento fora do plano reduzida
0,10 A —— Resultado obtido por Lee[62)
1 + Elemento BST Hernandez[67]
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Fig. 7.32- Comparac¢do com u=0.3 e penetragdo igual a 40 mm.

Na Figura 7.33, observa-se que a resposta ¢ mais afastada do caso isoétropo quando a
variagdo adotada para a tensdo perpendicular ao plano médio da lamina ¢ maior. Contudo, quando
hé redugdo dessa tensdo, ao contrario do que ocorreu no primeiro caso, a curva obtida mostra uma

distribui¢do de deformagdes longitudinais mais uniforme, excetuando-se também a regido de

extremidade da 1dmina proxima a matriz.



Exemplos de aplicagéo 169

—=— Resposta considerando 1&mina isétropa
~—e— Lamina anisétropa com o, 20% maior
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Fig. 7.33- Comparagdo com p=0 e penetragio igual a 20 mm.

Na figura 7.34 representou-se a variagdo das espessuras ao longo da lamina para o
segundo modelo também considerando os casos em que ha anisotropia. Verificou-se que
concentram-se deformagdes junto 4 matriz produzindo a diminui¢do na espessura da ldmina. Junto

ao pungdo pelo contrario, obteve-se espessuras ligeiramente maiores.
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Fig. 7.34- Espessuras finais da 1dmina com fric¢do nula e penetragdo de 20 mm.

7.5.2 Embuticio de uma chapa metilica: OSU Benchmark test

O teste anterior foi modificado para simular um processo de embuti¢do por meio de um
pungdo agora hemisférico. Neste caso a ldmina de aluminio e as ferramentas utilizadas, sdo
modeladas empregando os mesmos 28 elementos lineares de 4 nés dispostos em apenas uma
camada (Fig. 7.35) porém utilizando simetria de revolugdo. Os dados de geometria e as

propriedades dos materiais sdo idénticos aos do item anterior ( Ver Fig. 7.25).
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Efetuou-se uma simulagdo preliminar com penetragdo do pungdo igual a 40 mm e com
coeficiente de fricgdo igual a 0,15, considerando-se a ldmina isotropa. Nessa simulagdo
compararam-se os resultados obtidos utilizando os elementos sélidos de 4 nos empregados aqui
com os obtidos empregando-se os elementos de casca delgada, com simetria de revolugdo,

propostos em Rojek[59]. Os resultados estdo ilustrados na figura 7.36.

prre e v v 1 ¥ 1 1 1 7 1 1 1 | 1 | T O A B

Fig. 7.35- Malha de 28 elementos distribuidos em uma camada.
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07 —o— Malha com 29 elementos de casca ¢/ simetria de revolugéo

06-
051
04 i
03 i

0.2 1

Deformagdes longitudinais

0,14

0.0 T T T T T T T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Distancia "X" original ( m )

T

Fig. 7.36- Resultado comparativo entre os elementos de casca e os sélidos.
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Num segundo processamento, a malha de 40 elementos distribuidos em duas camadas
(Fig. 7.37), considerando-se o coeficiente de fricgdo nulo e uma penetragdo do pungdo igual a 20
mm. A anisotropia foi introduzida através do valor da tensdo de escoamento fora do plano da
lamina, adotado entre menos 20% e mais 20% do valor da tensdo de escoamento média admitida
para este material (igual a 137,0 MPa). Os resultados neste caso sdo ilustrados nos diagramas das

figuras 7.38 e 7.39.

Fig. 7.37- Malha de 40 elementos distribuidos em duas camadas.

—o— Lamina considerada isétropa
—— Tens&o s, fora do plano reduzida em 20%

0.129 Tens&o o _fora do plano aumentada em 20%
0,10 4
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o 008+
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©

o

S  006-

0
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g 0,04 -

o

[P

0 i

a 0,02
0,00 T T T T v T T 1 T T T T

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Distancia "X" original (m )
Fig. 7.38- Resultados para uma penetragdo do pungdo igual a 20 mm e

coeficiente de fricgdo igual a 0,0.
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—o— Lamina isétropa
—v— Tenséo de escoamento cy fora do plano reduzida em 20%

0,00100- —a— Tens&o de escoamento o, fora do plano aumentada em 20%
0,00095~
£
g
e 0,00090-
o
3
7 |
2
(7 0,00085
wl
0,00080 T j y T T T y . y . y T -
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Distancia "X" original ( m )
Fig. 7.39- Resultados para a variagéo de espessuras.

Da mesma forma que no exemplo anterior, verificou-se que a redugdo da tensdo de
escoamento faz com que as deformag¢des longitudinais se tornem ligeiramente mais uniformes,
com valores menores junto ao pungdo e ocorrendo o contrario na extremidade junto a matriz. Em
relagdo a variagdo das espessuras, estas revelaram-se mais pronunciadas junto ao pungio.

Na sequéncia, mantendo-se a penetragdo do pungdo igual a 20 mm e alterando-se o
coeficiente de fricgdo para p=0.30, realizou-se a mesma série de estudos. Os resultados sdo

ilustrados nos diagramas das figuras 7.40 e 7.41.
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—o— Lamina isétropa
—o— Tenséo ¢ fora do plano reduzida em 20%

y
~—— Tensdo °, fora do plano aumentada em 20%

0,12 -
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©
£
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0,00 T T T 1 T T v T T T T T !
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Distancia 'X" original ( m)
Fig. 7.40- Resposta com fric¢do igual a 0,3 e penetragio do pungdo igual a 20 mm.
—a— |amina is6tropa
—<— Tenséo de escoamento fora do plano S, reduzida em 20%
0,00100 —o— Tens#o de escoamento forado plano o aumentada em 20%
0,000098 -
. 0,00096 -
E .
~  0,00094 —
2]
& .
& 000002
72} J
g 0,00080
a i
& 0,00088 -
(7]
Lu o
0,00086 -
0,00084 T

1 M I v 1 ' 1 T I M { '
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Distancia "X" original

Fig. 7.41- Resultados para as espessuras finais.
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Observando-se o conjunto de resultados obtidos para este teste, inclusive aqueles relativos
ao estudo preliminar, constatou-se que a anisotropia produziu o mesmo tipo de resposta no que
diz respeito a distribuigdo de deformagdes longitudinais e as espessuras finais observadas na
ldmina. A variagdo dos valores do coeficiente de atrito também altera a distribuigdio de
deformagdes de acordo com os resultados observados pois ha uma influéncia do contato da l1dmina
com a matriz quando se introduz o coeficiente de atrito.

Finalizando o estudo deste exemplo, considerou-se uma penetragdo do pungdo igual a 40
mm e um coeficiente de fricgdo igual a 0.15 sob as mesmas condigdes do que foi feito

anteriormente, obtendo-se os resultados ilustrados nas figuras 7.42 ¢ 7.43.

—o— Lamina isbtropa
—o— Tens&o o, reduzida em 20%
0.5 —=— Tens&o S, aumentada em 20%

Deformagbes longitudinais

T T T T

i i 1 I 1
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
Distancia "X" original (m)

T
0,05 0,06

Fig 7.42- Resultados com penetragdo de 40 mm e fricgdo igual a 0,15.
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0,0010 — —o— Lamina isétropa
——- Tensdo o, reduzida em 20%
—— Tenséo S, aumentada em 20%

0,0009 -
~~
£
Noegr?
@ 0,0008 -
@©
£
[y
[72]
@ 0,0007 -
3
[
2
8 0.0008 -

0,0005 : , r T T T — — —

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,08
Distancia "X" original ( m)
Fig. 7.43- Resultados para espessuras finais da ldmina.

Os resultados obtidos neste caso mostram que ao aumentar a penetragio do pungéo com
o coeficiente de fricgfio igual a 0,15, a variagdo da tensdio de escoamento normal ao plano médio
da chapa leva a significativas mudangas na distribui¢dio das deformagdes longitudinais e
espessuras finais da 1dmina, é possivel concluir que a medida que crescem as deformagdes maior
é a influéncia da anisotropia. No exemplo seguinte serdo feitas comparagSes com resultados

experimentais.

7.5.3 Chalmers University test: Embuticio de limina metalica

Este teste consiste na embuti¢do de uma lamina de ago modelada por 100 elementos

lineares de 4 nds com simetria de revolugdo. As ferramentas, também de ago, tem simetria de
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revolugdo incluindo-se um "blankholder" ( ferramenta que dificulta o deslizamento da lamina)
também modelado pelo mesmo tipo de elemento e que aplica sobre a lamina uma forga de 80
KN. Admite-se que durante todo o processo o "blankholder" esta em regime elastico-linear. Os

dados de geometria da lamina e das ferramentas utilizadas sdo os mostrados na figura 7.44:

As propriedades do ago que constitui a limina, considerada inicialmente isotropa, sdo as

seguintes:

E = 21000 KN/cm? v =030 p = 7900.0 Kg / m*

Curva tensdo x deformagio uniaxial: o = 547.0 x 10° (6.15 x 10" + ¢ )*®  (em N/m*)

100 mm
PUNCAO l
LN
P | P
|
BLANKHOLDER '
R+13 mm %
o

|
\lLLKMINA
R=5 mm | ‘?

MATRIZ

102,55 mm

Fig. 7.44- Geometria das ferramentas utilizadas no teste.

A figura 7.45 mostra a malha de elementos finitos utilizada.
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Fig. 7.45- Malha indeformada com 100 elementos distribuidos na ldmina e
10 elementos distribuidos no blankholder.

Admitiu-se em primeiro lugar uma tensdo de escoamento média de referéncia o, no
plano da lamina, igual a 173,1 x10° N/m? ¢ em seguida igual a 176,2 x10° N/m? Mantendo-se
a tensdo de escoamento transversal ao plano ¢, constante e igual a 167,0 x10° N/m?, construiram-
se os tensores de mapeamento para o espago ficticio de modo a ter-se variagdes de 3,5 % e de
5,5 % para menos com relagdo ao valor da tensdio de escoamento no plano. Isto equivale a
introduzir a anisotropia através da relagdo entre as tensdes de escoamento no plano da limina e
no plano perpendicular ao da ldmina.

Compararam-se os resultados obtidos, para uma penetragdo total do pung¢fo igual a 31.5

mm, com os valores experimentais descritos em ROJEK[59] para o mesmo problema. Neste
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exemplo o coeficiente de fricgdo foi considerado igual a u = 0.05, o que, de acordo com
ROJEK][59], corresponde a ter as superficies das ferramentas ligeiramente lubrificadas. O
coeficiente de penalizagdo para o algoritmo de contato ¢ igual a 0.01 para as forgas de contato
normal e tangencial. Os resultados obtidos em deformagdes longitudinais e circunferenciais sdo

0s seguintes.

—o— Resultados numeéricos para lamina isétropa
@ Variagdo datensdo cy de menos 3,5 %

—v— Variag8o da tenséo o, de menos 5,5 %

0,35 - —— Resultados experimentais em Rojek[59]
0,30
R
_g 0,25 -
©
2
o 0204
o
o
8 015+
3
@
£ 010+
S
©
QO 0054
0,00 T T T T T T ' T T T 1
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
Distancia "X" original
Fig. 7.46- Resultados numéricos e experimentais para deformagdes

longitudinais.

Observa-se que para as variagdes consideradas da relagdo entre a tensdo de escoamento
o, ¢ as tensbes médias no plano, ndo houve significativa alteragéo dos resultados em deformagdes

longitudinais. Os resultados contudo, mostram razoével aproximag@o com o experimental. Na
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figura 7.47 amplia-se parte do grafico das deformagdes longitudinais para poder observar o que
ocorre com os resultados 4 medida em que se aumenta a relagdo entre tensdes de escoamento.
O mesmo grafico mostra que a4 medida em que a tensdo média de escoamento se afastou

da tensdio o,, o pico de deformagdes observado aproximou-se do valor experimental. As

y’

deformagdes junto ao puncfo afastaram-se com relagio ao do caso isotropo em dire¢do a curva

experimental destacada em Rojek[59].

—o— Resultados numeéricos para ladmina isotropa
# Variacdo da tenséo S de menos 3,5 %

—=— V/ariacio da tensdo S, de menos 5,5 %

0,32 —o— Resuitados experimentais em Rojek{59]
0,31
L
e
o 0,30
2
o
<
o 0,29 -
0
!
& 0284
£
<]
[+
) -
a 0,27
0.26 T T ' T T T T 1
0,055 0,080 0,065 0,070 0,075

Distancia "X" original

Fig 7.47 - Destaque dos valores maximos de deformagdes longitudinais.

Os resultados destacados na figura 7.48 para as deformagdes circunferenciais também

mostram boa aproximagio aos resultados experimentais assinalados.
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—o— Resultados numéricos para {amina isétropa
-—o— Tensdo de escoamento o 3,5 % menor

-~ Tens8o de escoamento o 5,5 % menor
0,10 - —— Resultados experimentais em Rojek[59]

0 05 XS ARCAAT SR GRATAASRARREARARATS SEQRBEE NS T
) 2

0,00 -

-0,05

-0,10

-0,15 -

-0,20

-0,25

Deformacdes circunferenciais

-0,30 . . ; , . , .
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Distancia "X" original (m)

Fig. 7.48 - Resultados comparativos das deformagdes circunferenciais.

Finalizando esta série de exemplos, considerou-se o caso de anisotropia onde a tenséo
de escoamento no plano da ldmina é dada por o,= 173,1 x10° N/m? ¢ a tensdo de escoamento o,
fora do plano é 15% menor.

Mantidas as condi¢gdes de atrito e de penetragdo do pungdo, aumentou-se a rigidez da
lamina contra as deformagdes longitudinais, elevando-se o valor do médulo de elasticidade nessa
diregdo para 231 GPa e reduziu-se a rigidez contra as deformagdes circunferenciais adotando-se
o mddulo de elasticidade do material nessa dire¢do igual a 189 GPa, conservando na dire¢do
perpendicular ao plano da lamina o valor médio previsto de 210 GPa. Estas consideragdes tem

por objetivo representar melhor o comportamento do material atribuindo-se rigidez maior para a



Exemplos de aplicagdo 182

dire¢do suposta como dire¢do de laminagdo da chapa (longitudinal) e rigidez menor na diregdo
perpendicular a esta (circunferencial), ambas no plano da ldmina. O valor médio atribuiu-se a
diregdo perpendicular ao plano da ldmina. Os resultados em deformagdes longitudinais e
circunferénciais em comparagdo com os valores experimentais so mostrados nas figuras 7.49 ¢

7.50.

—=—— Resultados experimentais Rojek[59]

0,351 —o— Resultados numéricos deste trabalho
0,30
0 '
o 025+
£
= |
2 020
<)
: -y
o
P 0,15
:g.; 1
g o104
£ ]
2 005
o |
0,00 -
i ' 1 ' ! ! ¥ i 1 ' 1
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
Distancias "X" originais ( m)
Fig. 7.49- Resultados comparativos com rigidezes alteradas.

A figura 7.51 mostra como variou a distribuigéo de espessuras finais da lamina, com
resultados numéricos nas trés situagdes de anisotropia consideradas em comparagdo com 0 ¢aso

isétropo. A deformada final da 14mina ¢ ilustrada na figura 7.52.
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0.10 - —o— Resultados experimentais Rojek[59]
] —o— Resultados numéricos deste trabatho
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Fig. 7.50- Resultados comparativos para deformagdes circunferenciais.
—o— Tenséo S, fora do plano 3,5% menor
—o— Tenséo cy fora do plano 5,5% menor
0,00076 —a—- Anisotropia ndo planar
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Fig. 7.51- Resultados de espessuras finais exclusivamente numéricos.
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Fig. 7.52 - Deformada final da ldmina para penetragdo de 31,5 mm.

7.6 Consideragdes gerais sobre os resultados obtidos

Os resultados do ultimo exemplo mostram que ao introduzir particularmente a anisotropia
a resposta obtida aproxima-se mais dos valores experimentais. Isto indica que o modelo de
anisotropia por tensores de mapeamento empregado neste trabalho pode produzir bons resultados,

desde que se possa determinar com precisdo as propriedades mecanicas necessdrias para as
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dire¢Bes principais de ortotropia. Comparado ao que é necessario conhecer quando se empregam
fungdes de fluéncia como as propostas por Hill, isto representa de certo modo uma desvantagem,
j4 que a determinagdo de propriedades mecanicas como o médulo de elasticidade e a tensdo de
escoamento na dire¢dio perpendicular ao plano médio da 14mina ¢ particularmente dificil e ¢ feita
de maneira indireta, dado que as espessuras sio normalmente pequenas. Neste caso o experimento
necessario para determinar estas propriedades adicionais é bem mais sofisticado.

Entretanto excluindo-se o caso de conformag¢do de lJdminas e eventualmente casos em que
algumas das propriedades mecanicas necessarias sdo de dificil determinagdo, o modelo de
anisotropia por tensores de mapeamento ndo apresenta dificuldades maiores para sua
implementagdo e utilizagdo e os resultados obtidos neste trabalho indicam que é possivel obter
bons resultados em aplicagdes praticas. Convém ressaltar que se forem disponiveis e confidveis
todos os dados de propriedades mecéanicas dos materiais, mais precisa serd a consideragdo da
anisotropia empregando-se os tensores de mapeamento de modo que os resultados gerados pelo

programa se tornam proporcionalmente mais confidveis.
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CAPITULO 8

8. CONCLUSOES

8.1 Contribuicdes contidas nesta tese e conclusdes

Pode-se considerar como contribuigfio tedrica original contida neste trabalho a proposta
e a implementagdo computacional de operagdes do tipo "pull-back” e "push-forward" [41][43]
sobre tensores bi-pontuais de quarta ordem. E o caso dos tensores de mapeamento utilizados para
representar um material anisétropo via uma formulagdo isétropa equivalente (espago 1sotropo
ficticio). Os tensores de mapeamento sdo deduzidos na configuragdo material e sobre eles
realizam-se as transformagdes acima para a obtengfio dos referidos tensores na configuragdo
deformada.

Resumem-se a seguir todas as implementagdes feitas ¢ que no seu conjunto constituem
uma contribuigdo ao estudo das grandes deformagdes e do comportamento dindmico de elementos

estruturais formados por materiais compostos.
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1- Implementagdo da teoria de interagdo mecéinica de substdncias no continuo na sua
formulagdo em paralelo em um programa de analise dindmica explicita via método dos

elementos finitos..

2- Implementagio no mesmo programa da consideragdo de materiais anisétropos por meio

de formulagdo isotropa equivalente.

3- Implementagdio das transformagdes dos tensores de mapeamento de quarta ordem para

a configuragdo deformada.

4- Aplicagdes a varios tipos de compostos em particular ao caso de concreto com adigéo
de fibras curtas, empregando-se uma fungéo simples de dano-elastopléstico para simular

a degradagio da matriz de concreto.

5- AplicagSes aos casos de conformagfo de l4minas metélicas com a consideragdo da

anisotropia via formulago is6tropa equivalente.

De um modo geral obtiveram-se resultados satisfatérios destacando-se os aspectos que
seguem. A teoria de misturas revelou-se eficiente nas simulagdes feitas em comparagdo com
resultados de outros autores, ¢ mesmo com alguns resultados experimentais relatados na
bibliografia. A possibilidade de tratar cada substincia em separado abre espago para introduzir
novos modelos constitutivos sem que seja necessario modificar substancialmente o programa. As
restrigdes ao seu emprego se reduzem as proprias limitagdes numéricas dos elementos finitos em
consideragdo. Como exemplo haveria a necessidade de se utilizar elementos finitos especificos
para levar em conta a delaminagio em materias compostos estratificados, apesar de que a resposta
tensional dos estratos pode ser administrada pela teoria de misturas sem maiores dificuldades.

Destaca-se em particular os bons resultados obtidos no caso de compostos de matriz de
concreto reforgado com fibras curtas de polipropileno. Verificou-se que mesmo ndo se
empregando uma fungdo de fluéncia mais adequada, os resultados obtidos aproximaram-se bem

dos experimentais fornecidos em Balaguru[68]. Nesta diregdo, resultados methores seriam obtidos
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mediante 0o emprego de fungdes de fluéncia adequadas para o concreto e mencionadas nos
trabalhos de Oller [2][3][4][49] e Oliver[13], por exemplo, ¢ mediante a introdugdo de fungdes
de dano unilateral, de modo a ter-se em conta o fechamento de fissuras na compressdo. Neste
trabalho limitou-se a demonstrar a viabilidade do emprego da teoria de misturas no tratamento
destes tipos de materiais.

Outro resultado obtido no capitulo de exemplos diz respeito a placa laminada que foi
simulada por meio da composi¢io de dois materiais isétropos. Neste caso foi feita uma
simplificagdo considerando-se que as fibras distribuem-se em iguais proporgdes a 90° e a 0°,
condigdo suposta suficiente para admitir-se que o material, do ponto de vista macroscopico, €
formado por duas substancias isétropas. Os resultados mostram que a resposta, considerando-se
uma substincia equivalente com propriedades médias, ndo é adequada, ja que ela ndo permite
identificar o momento em que uma das substancias formadoras do composto encontra o seu limite
de fluéncia. O exemplo mostra claramente que utilizando-se a teoria de misturas o ponto em
questdo tem por efeito uma perturbagdo dos deslocamentos da placa sob a agfio dindmica.
Ressalta-se contudo, que nio se levou em conta problemas de delaminagéo

A anisotropia via formulagfo isétropa equivalente mostrou resultados satisfatérios em
comparagdo com resultados de outros autores, as diferengas verificadas eram esperadas e sdo
préprias de um modelo que ndo tem como base os mesmos principios considerados na dedugéo
de fungdes de fluéncia classicas como as de Hill. Observa-se que as fungdes de Hill e as
derivadas desta aplicam-se a problemas de anisotropia inicial na plasticidade sem considerar, por
exemplo, a anisotropia na fase elastica. Na conformag¢do de metais obviamente esta ndo ¢ uma
restrigdo grave, contudo sua generalizagdo a outros casos deve ser feita cuidadosamente.

O emprego de uma formulagio isétropa equivalente para a anisotropia, por outro lado,
¢ termodindmicamente consistente como o demonstram estudos de Oller[2] na medida em que
sempre se verifica o cumprimento da regra da normalidade na plasticidade. Melhores ou piores
resultados sdo obtidos em fun¢do da qualidade dos pardmetros mecanicos dos materiais fornecidos
e utilizados no momento de calcular os tensores de mapeamento. Os resultados dos exemplos
estudados mostram, contudo, que poucas informagdes a respeito do material bastam para que se
tenham resultados proximos aos de outros autores e mesmo proéximos aos resultados experimentais

considerados.
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Em particular uma observagio deve ser feita em relagdo ao exemplo 7.2.3 contido no
capitulo 7 desta tese, nele verificou-se que a fungo de fluéncia de Hill para materiais anisotropos
sofre influéncia excessiva das tensdes tangenciais e produz resultados fora daquilo que seria
esperado, 0 que ja havia sido obtido anteriormente por Oller[2]. A consequéncia disto em
problemas onde predominam as tensSes tangenciais sdo imprevisiveis. A utilizagdo de uma
formulag#o is6tropa equivalente na anisotropia aponta para solu¢des numéricas matematicamente
mais consistentes. As bases desta formulagdo contidas nos trabalhos de Betten[7][20] por
exemplo, ddo claramente a idéia das dificuldades e do muito que hé a ser explorado nesta linha
de pesquisa.

Nos exemplos de conformagio de lJdminas metalicas o objetivo pretendido foi alcangado.
Também nestes exemplos verifica-se 0 mesmo bom desempenho das formulagdes implementadas
em confronto com estudos de outros autores e mesmo com os resultados experimentais fornecidos
no Chalmers University Test (item 7.5.3 do capitulo 7) por exemplo.

Obviamente, apenas a limitada quantidade de exemplos propostos ndo assegura a
completa eficiéncia dos modelos empregados; seria necessario por exemplo estudar ainda a
influéncia do tipo de elemento finito utilizado e como devem ser medidos pardmetros constituivos
importantes utilizados na determina¢do dos tensores de mapeamento. Ao utilizar fungdes de
fluéncia como as de Hill ndo ha necessidade de conhecer, por exemplo, o médulo de elasticidade
na dire¢do perpendicular ao plano de uma ldmina a ser conformada. No caso da anisotropia por
tensores de mapeamento este dado é importante uma vez que ele é necessario ao escrever a matriz
de constantes elasticas do material anisotropo que é utilizada no calculo do tensor de mapeamento
de deformagdes (ver o capitulo 5). Sempre ¢ possivel admitir para esses dados, normalmente, ndo
disponiveis, um valor médio aproximado adequado ao material em estudo (o que foi feito nestes
exemplos sob pena de introduzir um erro, ainda que calculado, nos resultados finais obtidos com

o modelo proposto).
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8.2 Propostas de desenvolvimentos futuros

Os estudos conduzidos apontam para a necessidade de desenvolver trabalhos futuros na

area de compostos dentre os quais pode-se citar:

1-

A implementagdo das formulagdes mista ¢ em série além da paralela para outros

elementos finitos e comparar resultados com casos experimentais.

Implementar modelos de dano adequados a materiais compostos de matriz fragil.

Implementar a possibilidade de considerar materiais laminados tendo-se em conta o

fendmeno da delaminagdo.

Considerar o efeito da variagdo de temperatura em problemas com grandes deformagdes

em materiais compostos.

No que se refere especificamente ao estudo dos materiais anisétropos via formulagéo

isotropa equivalente pode-se mencionar, além dos itens anteriores, as seguintes linhas de pesquisa:

1-

Introduzir fung¢des de fluéncia classicas como as de Hill ¢ outras como as de Barlat e
Chu, considerando-se exemplos processados com o uso de malhas e elementos finitos
iguais, a fim de estabelecer uma comparagdo coerente entre os resultados de cada

formulagdo.

Realizar um namero maior de testes utilizando-se esta formulagdo a fim de assegurar a
sua eficiéncia e facilidade de aplicagdo frente a outras propostas e também estudos

comparativos no que diz respeito também ao custo computacional.
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APENDICE A

Contato

Os desenvolvimentos relativos ao tratamento de contato com fricgdo ndo sdo objeto de
estudos especificos nesta tese, contudo, empregam-se algoritmos para esse fim em alguns
exemplos contidos no capitulo 7 de modo que o autor acredita ser interessante a incluséo de
algum texto relativo ao tema. O texto que se segue deve-se a Las Casas e resume aspectos de
alguns dos algoritmos existentes inclusive fazendo mengdo aos utilizados no programa Stampack.
Garino em seu trabalho também fornece informagdes especificas relativas aos algoritmos de
contato e fric¢do utilizados nesta tese.

A consideragdo da interagdo entre a chapa e as superficies das ferramentas, um problema
de contato com atrito, é central na simulagdo da estampagem de chapas finas pelo método dos
elementos finitos. Problemas mecanicos com contato sio inerentemente nio-lineares, envolvendo
condigdes de contorno desconhecidas a priori. Os modelos mateméticos descrevendo o fendmeno
envolvem inequagdes ou equagdes ndo-lineares e sua descrigdo precisa é complexa, ja que os
pardmetros relevantes sdo fungdo do grau de rugosidade das superficies, as caracteristicas fisicas
e quimicas dos lubrificantes, movimento e temperatura das partes em contato. No entanto,
modelos cada vez mais precisos tém sido propostos na literatura.

O primeiro modelo para o problema, proposto com o objetivo de determinar as forgas
totais de atrito e de contato, deve-se a Coulomb, limitando o valor da forga de atrito & forga de
contato multiplicada pelo coeficiente de atrito p:|fj<pif;|. Um segundo modelo, onde se incluia
uma hipotética distribui¢do eliptica das tensdes na superficie de contato, foi proposto por Hertz
em 1881. Muito mais tarde, j4 com vistas as técnicas computacionais de simulagdo, novos
modelos foram propostos, com o objetivo de se obter uma solugdo numérica aproximada ao invés

de uma solugdo analitica fechada.
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Representando-se por I, a parte do contorno onde o contato pode ocorrer, deve-se impor
as condi¢des de que as forgas de contato sejam de compressdo € que ndo haja penetragdo entre
duas superficies. Assim, sendo g(x,t) uma fungio "gap" definindo a distdncia entre as duas

superficies e f(x,t) a forga de contato tem-se:

g(x)=g(x)-ux,).N20; xel,

[0 =f,(x8) .N<O ; xel

4

onde f, é a componente normal de f,. Além disto, a condigdo g(x,t)f,(x,t)=0 deve ser satisfeita,
de forma que sempre g ou f, seja nulo. Para contato de acordo com a lei de Coulomb, para v, a

velocidade tangencial entre as duas superficies, tem-se:

f,x0) <pf,(x), xeT,
0 se f,xD)<pf(xf); x €T,

vt(x,t) =
-AM(x0) se fixD)=pfix0); x €T,

onde A um escalar nfio negativo, p o coeficiente de atrito ¢

f1 (x9t) =j;- (xst) _fl (x3t) N

Esta formulagéo, devido a sua simplicidade, tem suas limitagdes. Mesmo diferenciando-se
entre o coeficiente de atrito estatico de um valor inferior para o coeficiente dindmico, o modelo

nfo capta fendmenos tais como o pequeno movimento relativo entre as partes (verificado
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experimentalmente) mesmo para |fy(x,t)| <pf,(x,t)]. Outros efeitos ndo considerados sdo que a lei
de Coulomb independe da area de contato entre as partes e das velocidades relativas entre elas,
o que contradiz os dados experimentais. Este ultimo efeito, mais pronunciado para altas
velocidades, ndo é normalmente levado em conta. Modelos ndo-classicos para o atrito foram entéo
propostos (Michalowski e Mroz, 78, p.e.), com um tratamento similar ao utilizado em problemas
elastoplasticos, quando se busca minimizar um funcional com restrigdes.

No que se segue descreve-se uma lei de atrito ndo-classica (Zhong, 1993), formulada em
termos de forgas concentradas de forma a poder ser incluida em um problema de elementos finitos
com mais facilidade. Uma possivel relagéo entre a forga de atrito f, e o deslocamento tangencial

¢ dada na figura abaixo para uma forga normal constante:

I,
fc.. L
0 : : >Iutl

Fig. ApA.01-  Relagdo entre a forga de atrito f, ¢ o deslocamento tangencial
para uma forga normal constante.

Para |f} menor que o limite de atrito, f=-Ea,, com E; a inclinagéo da curva no trecho
correspondente aos micro-deslocamentos, € para f,= f. os deslocamentos passam a depender do

restante do sistema mecéanico. Em uma analogia com a elastoplasticidade, toma-se v=v°+v’, com
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v*,a velocidade do deslocamento elastico (reversivel) e v¥, a velocidade de deslizamento do trecho

irreversivel. Para a parte elastica tem-se:

f;
v = _E't— = f,=-E; v,-v,)
I

E, que aqui se toma constante, pode ser fungdo do movimento relativo entre as superficies.

Denominando-se por ¢ 4 condigdo de deslizamento tem-se o seguinte critério:

<0 = v, =0

b =1/l *wf .
SRR QR X, )
</

A segunda relagdo implica numa regra de deslizamento associada, € A € uma constante

a ser determinada. Dela pode-se obter:

s_; S

v =A—=in
|

Diferenciando-se a equagio de v°, em ¢ obtém-se:

n.f+ifi+uf=0

Tomando-se agora p como fungdo da varidvel v, cuja taxa é definida como:
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o s
v =0y v)

obtém-se:

ﬂ:ﬂﬁf:p’ai com ug:..di
av? av?
com isso vem que:
, E.n®n E.fin
f=-E,0,v}) = -E,v-Anm)=-E, | 1-—L Sl i
E.+ wof E+ paf

Esta expressdo é conhecida como uma relago constitutiva de atrito. No caso em que

p=0, entio:

f,=-E(1-n®n)v,-pfin

Uma formulagdio elegante unificando as principais técnicas de solugdo do problema de
contato ¢ a formulagfio lagrangiana com perturbagdo (Wrigers e Simo, 1985). Baseia-se na
formulagiio do problema como um problema de minimizag#o com restrigdes, onde se busca tornar
estacionario o funcional da energia potencial do sistema respeitando as restrigdes devidas ao

contato. Define-se o funcional de Lagrange com perturbagdo como:
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I, 4) =T () + Ag - - A7A
2e

onde u € R" é o vetor de deslocamentos nodais, A € R® o vetor contendo as s forgas de contato,

g € R® o vetor de "gaps" nodais e II(u) a energia potencial total associada ao problema:
T 1 . t
II(u)=—2-u Ku-u'f

O "gap" para um né é dado por: g=(x,-x,).n, onde n o vetor normal ao segmento ou
superficie em relagdo ao qual se busca verificar o contato (master), x=X,+u, é a posi¢do do no
slave (para o qual se pretende verificar o contato), x,=X,+u, e x,=X,+u, definem a posigéo

do segmento master.

As equagles discretas resultantes da minimiza¢do do funcional lagrangiano com

perturbagdo resultam entdo:

5I(k) +A'6g=0

ax‘(-li +g)=0
e
Tomando-se € = o, obtém-se 0 método dos multiplicadores de Lagrange:

SI(u)+A'5g=0

51'g=0
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A equagio ndo-linear a ser resolvida pode ser escrita na forma

onde v é a distancia inicial entre dois corpos na diregéo n ¢ B uma matriz contendo a cinematica

dos nds em contato.

O namero de incognitas é aumentado pela inclusio das restrigdes no funcional a ser
minimizado e das for¢as de contato como incognitas. O sistema resultante ¢ ndo-singular, porém
a matriz é indefinida, com elementos nulos na diagonal, apresentando dificuldades numéricas
quando de sua solugfo. Os elementos de A sdo interpretados como as forgas de contato nos nos
correspondentes (sobre os conceitos basicos do método, veja (Ofiate,92)). A dimenséo do sistema
varia com o namero de nés em contato a cada instante da analise. A vantagem do método € que
as condi¢des de contato sdo satisfeitas exatamente.

A vpartir do lagrangiano com perturbagio pode-se também obter o funcional

correspondente ao método das penalizagdes. Resolvendo-se:

para g ¢ substituindo-se no funcional original, de onde se obtém:
- € t
) - W + <4 £

onde os elementos da matriz diagonal € sdo os coeficientes de penalizagdo.
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Tornando o funcional estacionario, obtém-se um sistema da forma K u=F . As forgas de
contato sdo entdo dadas por F, = €P, onde a penetragdio P pode ser determinada a partir dos
deslocamentos u obtidos. Fisicamente, os termos da diagonal g; podem ser interpretados como
a rigidez de uma mola ficticia entre dois pontos em contato. Para o método das penalizagdes, a
matriz do sistema resultante é simétrica e positiva definida, ¢ seu tamanho ndo se altera durante
o processo. No entanto, as restrigdes de contato se satisfazem apenas aproximadamente ¢ o
método é sensivel a escolha pelo ususrio do pardmetro de penalizagdo. Valores muito elevados
provocam uma piora no condicionamento da matriz, podendo provocar erros computacionais,
enquanto valores baixos, que reduzem o nimero de iteragdes necessarias para convergéncia,
diminuem a precisdo do modelo, podendo levar a resultados absurdos (Nour-Omid e Wriggers,
86).

De maneira similar aquela utilizada para os métodos de multiplicadores de Lagrange e
das penalizagdes, pode-se obter o terceiro entre os processos de solugdo mais usuais a partir do
funcional lagrangiano com perturbagfo. Neste caso, substitui-se o termo (1/2e)A' A por (e/2)g'g,

obtendo-se o potencial para o método Lagrangiano aumentado:
I =+Ng+>g'g

Desta forma, modifica-se a matriz do método lagrangeano tornando-a positiva, e agora
pode-se satisfazer as restrigdes de contato exatamente para um valor finito de A. A escolha
criteriosa dos valores de g; tornam o sistema de equagdes de mais facil solugdo. Outras técnicas
para solugio do problema de minimizagio com restri¢des, apesar de menos utilizadas, sdo
encontradas na literatura (veja, por exemplo,(Eterovic e Bathe, 91)).

Um outro aspecto importante é o algoritmo a se utilizar para determinar se houve ou néo
contato entre as duas superficies. E usual utilizar-se de uma estrutura de pares de superficies, onde
se identifica as partes do contorno T, entre as quais pode haver contato durante o carregamento.
Cada par de superficies é composto de um segmento master, que define a regido onde se

verificara o eventual contato da superficie slave, como mencionado anteriormente. Para problemas
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de estampagem, para os quais I', compreende normalmente quase todo o contorno I', a busca de
possiveis penetragfes toma a maior parcela do tempo utilizado na consideragdo do contato. Dai
a necessidade de utilizagdo de algoritmos eficientes nesta parte do processo.

O calculo da distancia de cada né da superficie slave com os da superficie master seria
extremamente caro, ¢ aplicavel apenas a problemas pequenos. Algoritmos baseados em estrutura
hierarquica de entidades geométricas, onde o sistema geral é composto por corpos, estes por sua
vez por superficies, formados por segmentos que incluem arestas formadas por nés (Zhong, 93)
possibilitam otimizar a busca, aumentando seu desempenho.

Um outro algoritmo (Hallquist, 79) subdivide a busca em trés partes: primeiramente
(busca global), encontra-se 0 né master n, mais préximo de um né slave n,, define-se entdo
(busca local) como segmento alvo aquele entre os quais o n,, esta contido que mais se aproxima
de n,,. Calcula-se entdo a menor distincia entre este segmento e n,. Se esta distdncia for menor
que um determinado valor, considera-se que n, estd em contato. Uma variagdo, onde todas as
superficies de contato sdo consideradas simultdneamente na busca, ¢ descrita em (Benson e
Hallquist, 1987).

Um procedimento que aumenta a confiabilidade do algoritmo consiste em, apds a busca,
repeti-la com a inversdo das superficies master-slave em cada par. Apds detectar-se o contato,
deve-se verificar a persisténcia deste para o passo seguinte de carregamento, operagdo esta

bastante mais simples pois ndo envolve uma busca.
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APENDICE B
Métrica

Define-se como tensor métrico material o tensor que permite transportar para qualquer
sistema de referéncia uma medida realizada em um sistema de referéncia dado. A figura ApB.01
mostra o comprimento dS medido em relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas

X=x(X,,X;,X;) € dado por:

dS* =dx,dx, =dx,dx;5, (ApB.01)

Fig. ApB.01- Medida dS no sistema cartesiano de referéncia.
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Considerando-se um sistema genérico constituido pelos eixos 6,, 6, ¢ 6; tal que
0,=0,(x,,XX;) ¢ uma transformagfo de coordenadas para o sistema cartesiano, a transformagéo
inversa sera dada por x;=x,(0,, 9,, 0;). Feitas estas consideragdes, ¢ possivel escrever novamente

ds? como segue:

3
ds? =y 5 9% o g (ApB.02)

i<1 06k oo™

Define-se o tensor métrico Euclidiano como sendo:

ax, Ox;
km(epezseg) E k 30* oo™ (ApB.03)
de modo que:
ds? =G, do*do™ (ApB.04)

Para exemplificar vamos supor dadas as coordenadas polares de um ponto do plano X

X, (Fig. ApB.02) de modo que:

.X2

A

©,

Fig. Apb.02-  Sistemas de referéncia cartesiano e polar.
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x,=0,cos0,

x,=0,senb,

Nestas condi¢des os termos do tensor métrico serdo dados por:

G,, =cos0, +sen’0, =1
512 =(c0s6,) (-0, sen0,) +(send,)(0,cos0,) =0= 521

G,,=(-0,5en0,)? +(8,c0s6,)* =07

VX]-

Fig. ApB.03- Rotagdo o de um sistema cartesiano.

(ApB.05)
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Se por outro lado agora calcularmos o tensor métrico para um sistema de coordenadas
que apenas esta rotacionado de um angulo a com relagdo ao plano X, X, (Fig. ApB.03) tem-se:
x,=0,cosa -0,sena
X,=0,sena +0,cosa
0,=x,cos¢ +x,s€n o

0,=x,cos 0 -x,sena

Substituindo-se as expressGes acima nas expressdes dos termos do tensor métrico e

operando-se convenientemente tem-se:

G, =cos’ o +sen*a =1
C_;lz =(cosa)(-sena) +(sena)(cosa) =0= (—}21 (ApB.06)

522 =(-sena)(-senw)+(cosa)(cosa)=1

Os termos acima agrupados na forma de uma matriz constituem-se na matriz identidade
de segunda ordem. Desta forma verifica-se que mesmo tendo o sistema de referéncia sofrido uma
rotagdo, o sistema rotacionado continua sendo cartesiano de modo que a transformagdo
representada pelo tensor métrico ndo afeta o resultado da medida dS, isto pode ser verificado

calculando o suposto valor de dS em ambas referéncias da seguinte foma:
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dS?=(d0,)* +(0,)*(d6,)
(ApB.07)
ds*=(d0,)* +(de,)

Observa-se que o tensor métrico ¢ igual a identidade quando temos apenas sistemas de
referéncia cartesianos, por essa razdo no estudo da mecénica de meios continuos quando nos
referimos apenas a sistemas cartesianos de referéncia, os tensores métricos da configuragéo de
referéncia G, deformada g e intermediaria G sdo invariavelmente substituidos pelo tensor
identidade de segunda ordem. Destaca-se contudo, que as transformagdes entre as configuragdes
ndo sdo diretas, ou seja, a transformagio do tensor métrico material G por exemplo, ndo

corresponde a g na configuragdo deformada e sim ao tensor de Finger b? [41].
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APENDICE C

Separacdo do tensor constitutivo anisétropo em parte desviadora e parte

volumétrica

O tensor de tensdes no caso de isotropia escreve-se em fung@io da soma de suas partes

desviadora e volumétrica da seguinte forma:

0,=K ey 0,+2G e, =3K ¢, +2G; (e -¢,,) (ApC.01)
onde:
D = Es
T 3(1-2v))
(ApC.02)
D = Es
* o 2(1+v))

Na expressio ApC.01 é possivel colocar em evidéncia as constantes K.” médulo
volumétrico e G,” médulo secante dadas em fungfio do médulo de elasticidade E, e do coeficiente
de Poisson v, Estas constantes aparecem multiplicando as matrizes que representam
respectivamente o tensor volumétrico de deformagdes ¢, € o tensor desviador de deformagdes
dado por (e-e,) [49]. A mesma idéia pode ser aplicada na determinagdo de matrizes que

substituiram as constantes K.” e G,” e que conteram toda a informag8o da anisotropia, neste caso
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a matriz constitutiva anisétropa divide-se da seguinte forma: Seja a relagdo tensdo deformagdo

e;~D,, 6, dada por:

v
1 B g 9 o
El EZ E3
r ox
el Y g 0 o
E2 E2 E3
ag
€x y
€ e TS D S Y S
¢ E3 E3 E3 g,
| | (ApC.03)
Y
§ o 0 o0 -1 o0 o "o
Yy G..
12
\Yu Tyz
0 0 0 0 L o
G23 ktu
1
o o o o o L
G13

E, Vo =E,v % (ApC.04)
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com:
v v,
E1V1=E2ny - - 2= E
v, =, 1 2
v =v Ev.<Ev. = -x_.Y3 (ApC.06)
= 2=’W 2 V3T E3Vy, E E
2 3
vV =V
v 3 Ve V2
E,v,.=Ev, —TE—z_E
1 3

Obtendo-se o tensor constitutivo em termos dos coeficientes de Poisson vy, v, € v; e dos

modulos de elasticidade E,, E, e E; segundo Hoffman[58] tem-se:

] = =

-<

com:

r 2
E,~v;E, E,v,v,+v,E;

ViV,V5

E,E} E,E}

2
E,-v3E,

E,E,

E v,vy+v,E,

E,E.

E\EE,

E,- vf E,
EE;
0
0
0

0 0

0 0

0 0 0

G,y O 0

0 Gyy O
0 0 Gyy|

(ApC.06)
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2 2 2
y= - Va_ _pViVa¥s o Y2 o V1 1 (ApC.07)
E,E} EE} EE, EE  EEE
Sendo:
E, E, E,
Vu=Vig » VTV s V3=V (ApC.08)
E, E, E,

Para simplificar a expressio do tensor constitutivo considera-se as seguintes constantes:

A =(1-vyvy) 5 Bi=(vip+visve) s C=(Vy3+VyVig s Dy=(vy Vg vy)
Ay=(1-vy V) 5 By=(vy+Vyuva) 5 C=(Vypt vy Vi) s Dp=(vy3+VyVa9)

Ay=(1-v;,vy)

de modo que tem-se:

EA, E\A B, E DA, 0 ]
A)A -B,B, A(A,A,-BB)) A (A,A,-B,B))
- E,4, E,C)4, 0
AA,-C.C, A (4;4,-CC)
[C*]1= B _ E,A, 0 0 0 (ApC.09)
A,4;-D,D,
0 G, 0 0
0 0 G, O
0 0O 0 G31_
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Expressando as tensdes em sua parte volumétrica e desviadora também para o caso de

anisotropia com;

T =Chy € +Cp€p +Cia€gg

Ty =Cra€y +Cpepn + Oy (ApC.10)
T33=C13€); *Co€pn t Cy3€y5
e:
T12=Cu 2€5
Ty =Css 265, (ApC.11)

T3 =Cos 265

Dada a decomposigio do tensor de tensdes em partes volumétrica e desviadora com C

o tensor constitutivo anisétropo tem-se:

Toot Tgew=CE (ApC.12)

Vale também neste caso decompor o tensor constitutivo em parte volumétrica K e

desviadora G de modo a ter:

Ke, ,+Ge,, =Ce (ApC.13)
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fazendo:

0
0
0

e operando convenientemente vem:

1 1 1
§(C11+C12+Cl3) 3((:12"022+ 2) §(C13+C23+ 33)

1 1 1
§(C11 +Cpy+Chy) §(C12 +CputCy) ‘3‘(C13 +Cy3+Cy3)

1 1 1
‘3’(C11 +Cy+Ch5) "3'(C12 +Cpu*tCy) ‘g(cm +Cp3+Cy3)

0 0 0
0 0 0
0 0 0

Para a parte desviadora faz-se:

1
'g(cu €1+ C €y +C 3833 +Cpp 8, +Cp 8y +C 833 +C 1381 +C3 + (g €33)
1
§(C11 €3 +C 1280t Ci3Eas +C1p € +Cpp e +Cpp 83+ Cip8y +Cppey + Cyeg3)

1
E(Cu €1 +C 1280 tC 13853 +C1p81 +Cpp 80 +Cp 833+ Ci38y +Cpa8y +Cy383)

(ApC.14)
0
0 (e, |
€2
< 833 g
0110
0
0 L0
0
0
(ApC.15)
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r 1 3
[y - ‘5("11 + Ty +T3)]
1
[ty - E("u + Tyt T)]
= 1 ApC.16
Gea= ["33"5(’11”22”33)] ( (ApC.16)
T2
T3
{ T31

Substituindo-se 1, ¢ agrupando-se os termos na forma de um produto de uma matriz por
um vetor pode-se escrever:

2 1 1 )
‘3‘(C11811"Cuezz*clse:as)‘3(012311+ 280+ 23333)”§(C13811+ 23€227C33835)

1 2 1
'E(Cueu*cuezz*cmess) + §(C12611+C22€’22+C23833) - ‘?;(ClseuJ'Cz.%‘:zz+ 33€33)

-] 1 1 2
Gegy™ ) ~ (€€ +C €0 +C 5 33) — —(C € +Cp8y +Ci35) + S(Cp81, +Cp085, +Cissy)
3 3 3
2C¢e,,
2Cs85
\ 2Ces®3

(ApC.17)

Ge,, =

[MI],,, [O]w] [e;]

Fal (ApC.18)
[0l,,, [M2],,||2[

ei"]axz
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com [M1] uma matriz dada por:

(2.1 2, 1., 1..]
(~3‘C11 3C12 3 Cy) (% C12-§-C22 —3— Cy3) (ECIS—ECZ?’-ECS?’)
[MI]= (‘—C11+ 3 = 13) (- C12+ 3 Cp- 23) (- CIS+ 3C23—§C33) (ApC.19)
L 1o 1. .2
(“3C11"§C12 Cp) (—=C,h- 3 Cy) (= §C23+§C33)
¢ [M2] outra matriz dada por:
Ch O 0
M2]=| 0 Cy5 O (ApC.20)
0 0 Cg

As matrizes K e G desta forma deduzidas sdo as partes volumétrica e desviadora do

tensor constitutivo anisotropo e substituem as constantes K.” ¢ G, na expressdo ApC.01.



