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RESUMO

No presente trabalho desenvolve-se uma familia de
algoritmos de passo simples, com ordem de precisdo 1local
qualquer e anigquilamento assintético para a analise dinamica
de estruturas. Sdoc utilizadas expressdes hermitianas para as
relacdes em diferengas envolvidas na representagdo das
equacdes gque descrevem O problema. Explicitam-se os membros
da familia, com precisdo desde a primeira até a oitava ordem,
que apresentam estabilidade incondicional, efetuando-se sua
analise espectral bem como resolvendo-se um problema uni-
dimensional e comparando-se com outros métodos, permitindo

concluir-se pelo seu grande potencial de aplicagao.
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ABSTRACT

An one-step methods family for direct numerical
integration in structural dynamic analysis is derived.
Asymptotic annihilation and arbitrary truncation error order
are attained. Hermitian type expressions are used in
difference equations involved in the problem description.
Inconditionally stable members, from first up to eighth
order, are presented. A spectral analysis 1is performed in
these cases and a single degree of freedom problem is solved.
The solution is compared with those given from other methods,
allowing to expect a good performance in practical

applications.



CAPITULO 1 - INTRODUCAO

A solucdo do problema de analise dinamica de
egtruturas semi-discretizadas 1o espago sob excitacao
qualquer varidvel com o tempo passa pela solucdo numérica de
um sistema de equacdes diferenciais ordinarias de segunda
ordem, Qque expressa as condigdes de equilibrio segundo o
sistema de coordenadas utilizado.

De fato, a solucdo analitica fechada de tais
equacdes & um caminho que logo se esgota, por se limitar
bastante a natureza da solicitag¢do, cuja resposta pode ser
obtida a partir da integragdo explicita das expressoes
resultantes. Outras formas de abordar o problema sdo em geral
necessarias. Algumas delas, como ¢ emprego das transformadas
de Fourier e da integral de Duhamel também ndoc sdao
suficientemente flexiveis, ou demandam trabalho numérico
excessivo, para satisfazer o analista na maioria dos casos, a
exemplo dos problemas ndo-lineares.

A solucdo mais geral é a qgue substitui as relagles
diferenciais do problema por expressdes finitas, gerando um
sistema de equacdes lineares simulténeas onde os dados de
entrada configuram o movimento em instantes j4 determinadecs e
as incognitas sdo representadas pelo deslocamento e suas
derivadas num instante posterior, por determinar. A solugdo
do sistema assim estruturado permite entdo o avango no
movimento.

As expressdes finitas empregadas definem o método
numérico utilizado sendo que a qualidade da resposta obtida,
bem como o tempo despendido em calculos, dependem basicamente



do processo empregado para efetuar as integragdes presentes
no problema.

0 estudo da ponderagdc desses fatores visando um
algoritmo que se mostre o melhor possivel para uma dada
situacdo abre um fértil campo de pesquisa, no qual o presente
trabalho se insere.

Dada a diversidade de solicitacgdes de interesse na
andlise estrutural, dificilmente chegar-se-4 a um método
ideal para um caso genérico, sendo conveniente estudar-se o
maior numerc possivel de suas caracteristicas, para melhor
definir sua viabilidade e possibilidades de emprego.

No capitulo 2 apresenta-se a formulagdo tradicional
da andlise dinamica de estruturas na forma matricial, para
sistemas com multiplos graus de liberdade. O método da
superposigdo modal é entdo descrito, visando justificar o
tratamento das caracteristicas de comportamento dos métodos
numéricos via sistemas com um unico grau de liberdade (SDOF),
o que simplifica sobremaneira a formulagédo e estudo dos
algoritmos de integragdo. Os conceitos de modo de vibragéo,
frequéncia natural, periodo natural e taxa de amortecimento
sd0 apresentados.

A solucdo explicita da equagdo de equilibrio
dinamico, no caso da vibragdo forcada amortecida sob
excitagdo harmdénica, é apresentada. Efetua-se a

adimensionalizacdo do problema e apresentam-se a nomenclatura

e terminologia a serem empregadas, objetivando a
generalizacdo das analises comparativas feitas
posteriormente.

0 estudo do movimento transiente via integral de
Duhamel é comentado, e também a solugdo complexa em
freqiéncias, com o emprego da técnica da transformada de
Fourier.

Fecha-se o capitulo apontando para a solugdo geral
do problema, gqual seja o empregc dos ditos métodos numéricos
de integragdo direta.

0 capitulo 3 & dedicado & apresentacdo da expressao
geral dos algoritmos de integragao, e sua classificacgédo
relativamente  aos critérios  habituais, isto &, sao



conceituados algoritmos explicitos e implicitos, de ordens
inferiores e superiores, de passo simples e multi-passo.

Numa segunda parte, relacionam-se as propriedades e
caracteristicas usualmente empregadas para qualificar métodos
de integracdo utilizados em dindmica, objetivando comparagdes
de desempenho entre eles. Assim, a necessidade de
procedimentos especiais para os 1instantes iniciais &
comentada, os conceitos de consisténcia, convergéncia e
precisdo sdo apresentados, definindo-se os conceitos de
estabilidade e "overshoot" do método numérico. 0
aniquilamento, entendido como um amortecimento numérico
seletivo que filtra os modos superiores indesejaveis arrola-
se aqui como uma propriedade benéfica e procurada.

A idéia de "erro cometido" recebe razoavel atengdo,
uma vez que numa analise comparativa o algoritmo que
apresente regposta com "menor erro" demandando trabalho
numérico egquivalente ou mesmo inferior & em principio melhor.
O caminho escolhido para isso & o tradicionalmente empregado
pelos autores que vém lidando com o problema em questdo, 1isto
&, a analise espectral e as medidas da dispersdoc e distorgdo,
bem como a ordem de erro local de truncamento resultante.

A revisdo bibliografica dos principais metodos
numéricos existentes é feita no capitulo 4, e o critério
empregado na sua ordem de apresentagao foli o de importancia
histérica, qualidade da resposta produzida e generalidade de
formulacdo, uma vez que diversos processos ha que nao passam
de abordagens um pouco modificadas de algoritmos ja
existentes ou casos particulares de outros conhecidos.

Na apresentacgao deos métodos, a matriz de
amplificagdo & um aspecto preferencialmente apresentado, bem
como graficos comparativos de desempenho e uma critica scbre
suas caracteristicas e propriedades.

O primeiro grupo, ou familia, a merecer destaque é o
dos processos derivados da aplicagd3oc de expressfes em
diferencas: especificamente a utilizacdo de expressdes em
diferencas finitas c¢entrais e o método apresentado por
HOUBOLT {(1950), uma bem conhecida variante dessa familia.
Mostra-se uma generalizagdo deste ultimo apresentada por



HULBERT (1991) e aperfeicgcada por HULBERT (1994) E HULBERT &
CHUNG (1994b), cuja importéncia maior € a de esgotar as
possibilidades dos métodos de passo simples de ordens
inferiores, assim entendidos aqueles gue apresentam erro
local de até segunda ordem.

Na sedqiéncia, descreve-se o processo de NEWMARK
(1959), que introduz a interessante idéia de parametros
livres cuja variacdo acarreta modificagdes nos coeficientes
das expressdes que permitem intensificar caracteristicas
consideradas de utilidade. A 1idéia é retomada por WILSON
(1968) com o seu método Wilson-8, agqui utilizado para
comparacdo de desempenho em alguns graficos. Diversas
abordagens subsequentes s8o comentadas, como as de BRUSA &
NIGRO (1980), WOOD, BOSSAK & ZIENDKIEWICZ (1980), a familia p
, apresentada por BAZZI & ANDERHEGGEN (1982) e o método Beta-
m, apresentado por KATONA & ZIENKIEWICZ (1985). Um algoritmo
de extrapolacido baseado no método de Newmark e proposto por
AUSTIN (1993) também merece atengdo.

Uma alternativa a de ascrever expressoes em
diferengas é a formulagao por residuos ponderados,
introduzida por ZIENKIEWICZ (1977) que discretiza o dominio
do tempo similarmente & forma utilizada para o tratamento de
dominios elasticos no espago por elementos finitos. Este
caminho tem seqiiéncia em ZIENKIEWICZ, WOOD & TAYLOR (1980) e
HOFF & PAHL (1988} entre outros.

Com a intencdo de reunir uma série de algoritmos
dessa natureza numa unica formulagdo geral, ZIENKIEWICZ, WOOD
& HINE (1984) apresentam um "conjunto unificado de algoritmos
de passo simples”, e SALAMON & XIANG (1930) contribuem com
uma proposta de geragac sistematica de fungao-peso, cujo
desempenho testam e comparam com uma série de outros
processos.

0 procedimento de minimos gquadrados & outra
abordagem que se prestou & montagem de algoritmos, e a
familia de KUJAWSKI & GALLAGHER (1989) é objeto de abordagem
descritiva.

O tratamento simultdneo do dominic espago-tempo por
elementos finitos é a proposta de HUGHES & HULBERT (1988) e



este caminho é& retomado por HULBERT (1992 e 1994},
aproveitando o método descontinuc de Galerkin (TDG).

0 capitulo 5 1inicia-se com a apresentagao da
formulacdc hermitiana aplicada a solugdo de equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem, conforme descrito
em COLLATZ ({1968) e presente nas analises efetuadas nos
trabalhos de MAKINSON (1968) e N@RSETT (1973). Interessantes
observac¢des sobre as conclusdes desses trabalhos e sua
extrapolacdo para equagdes de segunda ordem sédo feitas por
KRIEG (1973). Posteriormente, expressdes hermitianas de
primeira e terceira ordem sdo utilizadas por ARGYRIS, VAZ &
WILLAM (1977 e 1978) na solugdo de problemas de escoamento
viscoso e de viscoelasticidade, viscoplasticidade e difusaéao
transiente. Uma extensdoc da técnica a equagao de equilibrio
dinamico ja & feita por ARGYRIS & al. (1973), e essa idéia é
retomada posteriormente por ARGYRIS & al (1979), inclusive
com a presenca do anigquilamento assintdético. Em 1991, ARGYRIS
& MLEJNEK novamente abordam o tema, agora sem oObter
dissipacdo numérica. Comenta-se a qualidade dos resultados

encontrados.
Numa segunda parte, & feita referéncia a um
algoritmo hermitiano c¢ubico gerado por LAIER (1993), com

parametros livres de ajuste, comparado favoravelmente ao de
KUJAWSKI & GALLAGHER (1989). Citam-se ainda os estudos
publicados por LAIER (1995} e que resultam numa familia cujos
graficos de propriedades espectrais para membros de até
terceira ordem sdo mostrados em confronto com os dos
processos de HOUBOLT (1950) e HULBERT (1992).

Finalmente, no capitulo 6 propbe-se um caminho para
a geracdo de uma familia de algoritmos hermitianos de ordem
de precisdo local qualguer que apresenta estabilidade
incondicional, aniquilamento assintdético em todos o©s seus
membros e bifurcacdo na origem. Ndc se utilizam em principio
parametros livres de ajuste, embora seja possivel estudar-se
seu emprego para, abrindo mdo da ordem de precisdoc, aprimorar

as gualidades do algoritmo resultante.



Posteriormente & deducdo da expressao geral para um
método de ordem qualquer, explicitam-se 08 processos de
primeira & oitava ordem pertencentes & familia.

As principais propriedades espectrais como a
evolugdo do railo espectral, amortecimento numérico e
alongamento contra o tamanho do passo utilizado (tomados como
medidas da dissipacgéo e dispersao presentes), sdo
apresentados em graficos.

Toma-se um primeirc exemplo numérico unidimensional
de movimento harménico e algumas comparagdes com outros
processos bem como entre os membros da familia de diferentes
ordens de precisdo sido mostradas em tabelas, para enfatizar o
potencial dos algoritmos deduzidos.

No capitulo 7, comenta-se a abordagem utilizada para
a geracdo da familia de algoritmos e faz-se uma critica dos
resultados encontrados, notadamente sobre a conveniéncia ou
nio de se aumentar indefinidamente a ordem de precisdo do
erro local, assim como das caracteristicas espectrais

encontradas.



CcAPITULO 2 - AS EQUACOES DE DINAMICA DAS ESTRUTURAS

2.1. INTRODUGAO

Apresenta-se neste capitulo a formulagdo do problema
de analise dinadmica de estruturas, discriminando-se as
principais caracteristicas das grandezas envolvidas, bem como
as relagdes bésicas.

2.2. A EQUACAO DE EQUILIBRIO

Uma estrutura cuja descricdo do movimentoc sob uma
dada solicitacdo exija o conhecimento do deslocamento em mais
de uma coordenada de um sistema qualquer escolhido configura
um sistema de mualtiplos graus de liberdade. A equagéo
matricial de equilibrio segundo essas coordenadas tem a

forma:

{av)} + [C]{}.{} + [M]{.};} = {p(t)} 2.1)

onde {x} & o vetor dos deslocamentos segundo as coordenadas
adotadas, um ponto indica uma derivag¢do com relagdo ac tempo
e analogamente, sdo usados dois pontos para a indicagdo da
segunda derivada de {x}, isto &, a aceleragdo.

A matriz de massa & escrita [M], o amortescimento &
representado por [C], as forcas internas pelo termo [l e
{P(t)} & o vetor das solicitagdes. A interpretagdo das
grandezas e variaveis nela presentes permite extrair algumas
conclusdes iniciais a respeito do método a ser empregado em

sua solugao.



A equacgdo (2.1) resolvida fornece os deslocamentos
segundo as coordenadas escolhidas, arranjadas no vetor {x]}
para o instante considerado, dade por {x}T = {x1,x3, ...x%p}.
Estes tém importdncia de per si ao se imporem limitagées
funcionais ou psicoldégicas a seus valores. Suas derivadas com
o tempo também sdo de interesse por estarem relacionadas ao
conforto do usuario. Sdoc elas: a velocidade, primeira

derivada denotada neste trabalho por um ponto sobre a

representagdo do deslocamento, e a aceleragao, segunda
derivada, indicada por dois pontos sobre o vetor
deslocamento.

Os esforcos internos provocados pelos deslocamentos
relativos das diversas partes da estrutura implicam em
requisitos de resisténcia e as tensGes internas a eles
associadas, se periddicas, podem provocar fadiga nos
materiais componentes da estrutura. Assim, seu conhecimento
(em wvalor e freqiéncia) pode também ser um dado para O
dimensionamento.

As solicitacdes P(t} e as condig¢fes iniciais sdo as
causas dos deslocamentos.

Em geral, em tais casos, P(t) pode ser Dbem
representada por uma superposicdo de funcdées senoidais e
cossenoidais de amplitude conhecida.

A funcdo-pulso repetida a intervalos regulares
representa também uma gama considerdvel de solicitagcdes, como
as que ocorrem onde ha choque. A figura 2.1 mostra exemplos
de formas assumidas para a fung¢do pulso.

Nem todas as solicitacdes deterministicas sao,
entretanto, perio6dicas. Maquinas em regime transitério, como
em arranque e paragem, e solicitagdes decorrentes de trafego
de veiculos representados por trens-tipo com ou sem frenagem
ou aceleracdc sdo exemplos de solicitagdes aperiddicas
notaveis. Habitualmente, o© interesse em tais casos & na
histéria da estrutura apenas por um curto periodoc além do
intervalo de atuacdo da solicitagdo.

Podem ainda ccorrer solicitacbes aleatdrias,
desconhecidas em amplitude ou frequéncia num dado intervalo
de tempo. Recorre-se entdo a uma distribuigdo estatistica dos
seus valores num periodo conveniente de amostragem.



Pit) Plt)A

~Y

Figura 2.1 - Formas usuals da func¢dc pulso

Tipicamente, terremotos, ventos ou ondas maritimas originam
solicitagdes com tal caracteristica.

As forgas internas estdo representadas em (2.2) pelo
vetor {g(t)} e considerado um intervalo de tempo iniciado em
t;j e concluido em tj+1, pode-se escrever, comc fazem BAZZI &

ANDERHEGGEN (1982):

{at)} = {qi} + [ﬁl{x(t)} - {xi}) + {q (t)}

(2.2)

para um instante t no interior do intervalo, ou entdoc
graficamente, com a nomenclatura indicada, o que sugere a

geometria ilustrada na figura 2.2. As forcas internas no

instante tj sdo representadas por {gq;} e [K] & uma
aproximacdo para a matriz de rigidez incremental valida no
intervalo. Esta pode ser tomada como a matriz tangente
calculada em t; e dada por [Ki]. O termo {q'{(t)} representa a
parcela desconhecida das forgas internas que ndo poderiam ser
linearizadas no inicio do intervalo, e & conveniente
expressé-lo em fun¢do do seu valor no instante final, isto &,
{g' (14101},

Adotando-se uma fungdo b(t) adimensional no tempo de

dominio [tji,ti+1], vem:

{a (®)} = p(t)asiei}
b{t;) = 0;bltjsg) =1 (2.3)
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Fig. 2.2 - Forgas internas no caso ndo-linear

e além disso, se tomada a matriz tangente [XKy] para

.
representar [ﬁ] deve-se ainda atender a bhﬁ) =0,

Nas condig¢des acima, c¢onhecidos © deslocamento e
suas derivadas no instante t3 é possivel avangar nas
informagcbées para tj4+] apenas se Jja forem conhecidos os
deslocamentos nesse intante. Em outras palavras, a parcela
ndo-linear é dada por {q'(tj4+1}}. Na verdade, os problemas
relacionados com sua obtencdo, como o cdlculo das forgas
internas e das matrizes de rigidez incrementais sdo bastante
complicados e sua discussdo foge ao escopo do presente
trabalho. Entretanto & importante que os métodos numéricos
buscados contemplem também os problemas ndc-lineares, o que
exige determinadas propriedades, aqui a serem discutidas no
momento apropriado.

Por outro lado, se o problema pode ser bem descrito
assumindo-se comportamento linear as forgas internas podem

ser escritas como:

{dv)} = [Kl{x(t)} | (2.4)

sendo tal condicdo imprescindivel para uma andlise tebrica
das propriedades numéricas de algoritmos de integragéao
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utilizados na solugdo de (2.1), gque passaria com essa
hipotese a ter aspecto:

(KK} + [C]{;c} + [M]{;} = {B(e)} (2.5)

que, como sSerd visto, & a expressdo a ser utilizada no estudo
dos métodos cuja aplicacgdo este trabalho pretende discutir.

0 amortecimento eventualmente presente no movimento
estad associado & matriz [C], com os valores dos seus
elementos obtidos a partir de uma hipdtese assumida para o©
comportamento da estrutura. E bastante dificil mensurar o
amortecimento, sendo sua consideracdo feita indiretamente
através de coeficientes em [C] que busquem reproduzir com a
fidelidade e simplicidade convenientes o fendmeno fisico que
ocorre.

Uma expressac amplamente utilizada para a sua

representag¢do tem a forma:

€] = AglM] + Ay [K] (2.6)

onde se toma uma combinacdo linear das matrizes de rigidez e
de massa, Jja vislumbrando as facilidades de manipulagao
numérica cque esta forma permitird. O chamado modelo visco-
elastico ¢é wuma particularizagio dessa ultima relagao,
fixando-se o coeficiente multiplicador da matriz de massa

nulo. Desta forma, vem:

[c] = c[K] (2.7)

onde uma unica constante quantifica o fendmeno.

Quando a estrutura é discretizada para a andlise, a
matriz de massa [M] pode ser obtida nas formas chamadas de
consistente ou concentrada, dependendo da funcgéao de
interpolagdo utilizada para efetuar as integrais no elemento
envolvidas no seu calculo. Essa tltima forma (a da matriz de
massa concentrada) é diagonal, contrariamente a consistente,
que & esparsa e ndo tdo atraente do ponto de vista numérico.
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Os coeficientes de [M] sdo sempre tomados constantes no
tempo.

' As condigdes de contorno associadas a eguagdo (2.5)
sdo traduzidas em valores conhecidos de deslocamentos e
velocidades no instante 1inicial do movimento (condig¢des
iniciais).

Eventualmente nem todas essas informag¢des  séo

conseguidas da simples observagdo do problema, podendo
resultar parcialmente da aplicagdo da prépria equagdo (2.1).

2.3 A SUPEBRPOSICAOC MODAL

Assumindo-se forma ortogonal para a matriz de
amortecimento como discutide em WILSON & PENZIEN apud BATHE &
WILSON (1973)* ,uma transformagdo de coordenadas como:

(x} = 2y} (2.8)

pode ser aplicada & equagdc (2.5), onde {yv} & um vetor de
deslocamentos generalizados, com o objetivo de desacoplar as
equacdes do problema. Este vetor, transformado por [(z].
matriz quadrada ndo-singular a ser determinada, resulta nos
deslocamentos originais {x}.

Levando-se (2.8) a (2.5), vem:

[M][Z]{.y.} + [c][z]{§} + [KlzZy} = {e(t)}
(2.9)

e pré-multiplicando-se pela transposta de [Z], resulta:

[z]T[an]{;?} . [z]T[cl[z]{:}} + [Ty} = AT
(2.10)

ou fazendo ainda, para sintetizar a notag¢do:

*

WILSON, E. L. & PENZIEN, J - Evaluation of orthogonal damping matrices
Int. J. Num. Meth. Eng. ¢, 5-10 (1972)
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[z)%[ml(z) = [m]
[z1%[cliz) = [¢']
[2)°(x](z) = [x]
2T (R(t)} = {P"(t)} (2.11)
vem finalmente:
[M*]{.Y.} + [C*]{;} + [K7fv} = [P0
{2.12)

A determinacdo de uma forma possivel e conveniente
para [Z] pode ser feita tomando-se a equagdo de equilibrio
das vibracdes 1livres ndo-amortecidas obtida de (2.5)

particularizada para essa situagao, de aspecto:

[M]{'x'} + [®lix) = {0)
{(2.13)

cuja solugdo geral & da forma:
{x} = {b} sen oft - o) (2.14)

pois levando-a, e & sua segunda derivada a (2.13), resulta:

[l }o? sen oft - to) + [K]{9} sen ot — &) = {0}

que permite também afirmar-se que:
o’[Ml{¢} = [KI{¢} (2.15)

o gue configura um problema de autovalores de n solugdes,
sendo n o numero de graus de liberdade presentes, igual a

ordem do sistema de equagbes de (2.5). Essas solugdes formam
2 2 2
(mlr ¢1), (o3, ¢2)r pe (con ¢n)

autovetores, onde esses ultimos podem ser M-ortonormalizados,

o conjunto de pares de autovalores e

de modo a ter-se:
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1,i =73

T
{6:) {5} = {O,i 3 (2.16)

2 2
e ainda 0 S0 <0 %...5®;  pjz-gse que cada par “H'{¢i}
caracteriza um modo de vibragdo da estrutura. Definindo-se as

matrizes:

[ﬁﬁ 0 O}
0 o 0
[gf] =| | 107 J
LO o . mi (2.17)

passa-se a notar a equac¢adc da vibracdo livre ndo-amortecida

(2.15) como:

Mile)Q?] = [x[®]

(2.18)
sendo que, devido a (2.16), se pré-multiplicada a anterior
por [®}T, vem:

21 _ T
] = (" Ix]l@] (2.19)

o que indica a conveniéncia de se tomar para [Z] em (2.8), a
matriz [P]. De fato, fazendo:

ixt = [@l{y} (2.20)

e levando-se a {(2.10), considerando-se {(2.16}, resulta:

{.y.} + [q’]T[C][‘D]{;’} + [0y} = 1ol"(et) (2.21)

que era o objetivo da manipulagdo algébrica feita acima.
A andlise dessa ultima expressaoc mostra que nos
problemas sem amortecimento ou em gue este se apresente de

forma proporcional a [M] e/ou [K], isto &, atendendo a (2.6).
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as equacdes de equilibric apresentam-se desacopladas, uma vez
que [Q2] é& diagonal. Alids, isto costuma ocorrer, como Jjé
afirmado anteriormente, ©pois dificilmente se consegue
representar o fendémeno com exatiddo. Assim, é bastante comum
optar-se por uma matriz que concilie uma razodvel fidelidade
de modelagem com uma forma matemdtica que permita o

desacoplamento das equagdes.

2.4 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE (SDOF)

Para esses sistemas, referidos geralmente na
literatura comoc SDOF (single degree of freedom) e cujo modelo
fisico estd representado na figura 2.3, a equagdo (2.5) no
caso linear reduz-se a4 forma escalar dada pela relagdo:

mx+ ¢ x+t kx = p*w) (2.22)

que representa uma equagdo diferencial ordinaria de segunda

ordem e cuja solugdo é do tipo:

X=X *Xp (2.23)

onde a primeira parcela, chamada de solugao complementar é a

solucdo da equagdo homogénea correspondente, isto é:

VIO NITIIIII
o
-

|

Figura 2.3. Modelo fisico para sistemas com um grau de
liberdade (SDOF)
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mx+cxtkx =20 (2.24)

e a segunda parcela & uma solugdoc particular de (2.22).
A equagdo {(2.24) oferece uma solucdo do tipo:

x = A explit) (2.25)

que é caracteristica da estrutura, independente da
solicitacdo, e cujo estudo fornece indicagdes importantes.

Vale a relagdo:

%
o

que fornece as raizes da equacgao caracteristica relativa a

(2.26)

solucdo de (2.24).

Se as duas raizes sdo reais, ou seja, se
o k
Y= o -
2m m,6 (2.25) escreve-se:
X = Aq exp(?\.lt) + A, exp(lzt) (2.27)

representando uma volta da massa M 4 posigdo original de
equilibrio, ja que A1 e Ay sdo negativos, como & mostrado na

figura 2.4.

x A

AytA,

IA1 exp (XL.t ) +Azexp(>\zt )

Figura 2.4. Movimento superamortecido
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Tal hipdtese & de pegueno interesse porgue ocorre
para amortecimentos muito maiores do gue os fisicamente
existentes na quase totalidade dos casos praticos de

estruturas.
c k

Se, entretanto, Zm m, as raizes sdo

complexas, com representagaco na forma:

%
(3]

{(2.28)
e a solucdo assume a expresséao:
ol
X = exp(— — t}Al sen ant + Ap cos ayt)
2m (2.29)

o
" E i (Eﬂ (2.30)

sendo A1 e A, obtidas a partir das condigdes iniciais do
problema, que sdo geralmente o deslocamento e a velocidade

~ Aexp(-Ywnt!
\(:‘" c < X

\\\
1
\ —
U t

——
\/ -
-

-

-
-

-~
-~

-~
s

P
-

_A(

Figura 2.5 - Vibragdo livre amortecida
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conhecidos no principio do movimento. A figura 2.5. mostra a
evolugdo do deslocamento com ¢ tempo neste caso.

A solugdo (2.29) oferece dois valores importantes de
amortecimento: o nulo (¢ = 0) corresponde & chamada vibragdo

nido-amortecida, quando se tem:

X = Aj senwyt + Ay cos apt (2.31)

onde se toma:

2 _k
“n m (2.32)
ou entdo, alternativamente:
x = A sen(mpt + o)
A= (A"l2 + A%)%
A
a = arctg —
Aq . {(2.33)

Nessas tltimas expressdes A é a amplitude
(deslocamento maximo da posicdo média) e o a freqliéncia
natural do sistema, dada pela relagaoc:

®n = T (2.34)

onde T & o periodo do movimento. A representagdo deste

*

Abh———fpe——

Az = A senCX

=-A = ——— —— —

Figura 2.6 - Vibrag¢do livre ndo-amortecida
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movimento & feita & figura 2.6.

Outro wvalor notavel do amortecimento é o que
corresponde ao limite entre raizes reais e complexas para
(2.24), dado pelas relagdes:

2m

c k
(—9J2=;n—:>cc=2~/km

(2.35)

que define o amortecimento critico c¢. Utilizando (2.32),

pode-se definir esse parametro do movimento como:

Cc = 2@y, (2.36)

A adimensionalizac¢do do amortecimento ¢é feita
definindo-se a taxa de amortecimento (ou, quando ndo houver

margem de davidas, simplesmente amortecimento} y pela
férmula:
o
Y= -
Ce (2.37)
Usualmente, {(2.22) é apresentada dividida pela

massa, com o fim de generalizar os resultados da analise e
facilitar comparacdes entre problemas diversos. Trabalha-se

entdo Ccom a exXpressao:

¢ -+ k p(t)
X+ — X+ — X =
m m m (2.38)

sendo levadas (2.37) e (2.32) de modo a ter-se:

'Y Ce ' 5 p * (t)
X+ — X+ XxX=
Y m ®n m

ou finalmente, considerando (2.35) e novamente (2.32), vem:

[ 1] »
x+ 2y0, x+ wox = plt) (2.39)
atentando-se para tomar-se p{(t) = p*(t)/m. Com essas ultimas

relacdes, (2.29) escreve-se:
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x = exp(-ya,t)A; sen ot + Ay cos ogt) (2.40)

e também (2.30) assume aspecto:

~ 2\%%
o = osft - 7’) (2.41)
valendo evidentemente uma alternativa de Trepresentacgao

similar a (2.33), isto é:
x = A exp(—yeqt) sen(ot + o) (2.40a)

sendo que para as estruturas reais, pode-se afirmar que op e
muito préximo de o), uma vez qgue a taxa de amortecimento y é
usualmente pequena, conforme WARBURTON (1876), querendo com
isto dizer-se que assume valores até 0,2, ou seja, a
freqiéncia de vibrag¢des livres do sistema & praticamente sua

frequéncia natural.

2.5 EXCITACAO HARMONICA

Quando as solicitagdes sdo do tipo p(t) = pgcosat
(ou, analogamente p(t) = pgsen{wt)), isto &, harménicas
simples, a solucdo fechada da equagdo diferencial & uma
alternativa. Retomando para tal condigdo, a expressao (2.39},

vem:

X+ 2y0, X+ coix = pg sen ot (2.42)

e para atender a (2.23), escolhendo-se por inspegdo a solugao

particular da forma:

Xp = A sen®mt + BCos ot (2.43)

e considerando a relagdo:

(1))}
r=—
On (2.44)
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chega-se a férmula:

= Po J{@-—rﬂsenwt—-hvcosmq

°F oﬁﬂﬁl - 12)2 + 4r2y2

que acrescentada a solugac complementar dada por (2.29) ou

(2.45)

(2.40), fornece os deslcocamentos resultantes.

pode-se dizer que fisicamente a resposta completa é
a soma da funcdoc de partida transiente (funcdo complementar)
exponencialmente decrescente c¢om o© tempo, com a resposta
estacionaria (solucdo particular). Um estudo da expresséao
completa fornece informagdes sobre as vibragdes nos primeiros
ciclos, se nisso houver interesse; porém em muitos casos
apenas a resposta estacionaria & desejada, bastando entdo uma
anadlise de (2.45).

Para se reesgcrever oS deslocamentos conforme

mostrado nas (2.33), vem:

1
a% (1 - r2)2 + 4r272]/£
(2.46)

(2.47)

0 deslocamento correspondente a uma solicitagdo

estatica pg~, em (2.22), vale:

gt ~

~ |3,

Ppm
k

e a relacdo entre a amplitude do deslocamento estacionério,
dada por (2.46), e esse ultimo valor, é& dada por:
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A Po 1

Xse Oﬁﬂﬁl _ rz)z N 4r272J }é E%g& [(1 _ r2)2 .\ 4r2y2}}§

(2.48}

onde se verifica que na auséncia de amortecimento e para a
freqiéncia de excitagdc igual a natural da estrutura os
deslocamentos crescem indefinidamente, ji& que o denominador
de (2.48) anular-se-ia em tal circunstancia. Este & o
fenémeno de ressondncia, cuja importdncia estd em indicar que
na presenga de pequenos amortecimentos estruturas de
freqiéncia natural préxima a da solicitagdo apresentam
grandes deslocamentos.

Observa-se também que para solicitagdes de
freqiéncia relativa baixa, os deslocamentos sio praticamente
os estaticos. Por outro lado, em situa¢des opostas, isto &,
exciltacodes de freqiéncia relativa elevada, resultam
deslocamentos pequenos.

As duas tultimas caracteristicas mencionadas da
solugado harménica valem praticamente para qualquer
amortecimento e em termos qualitativos, essa andlise é valida
para quaisquer solicitagdes periddicas.

A/Xgy ?

1,0

Figura 2.7 - Variacdo da amplitude com a freqiiéncia para

diversos valores de amortecimento



23

No modelo chamado de amortecimento histerético, que
assume ser a energia dissipada por c¢iclo independente da
freqiéncia do movimento, a amplitude méxima é para freqiéncia
de solicitag¢do igual a natural do sistema para qualguer valor
do amortecimento.

Pode-se estender esse caminho a solugdo de sistemas
de resposta linear sob solicitag¢des periddicas mais gerais,
desde que passiveis de representac¢des por séries de Fourier
convergentes, o que é tratado por HASSAN (1987).

O0s calculos envolvidos no entanto sdo bastante
numerosos e o método inviabiliza-se gquando se exige um numero
ndoc muito pequeno de termos da série para que a superposigdo
resultante reproduza satisfatoriamente o problema original.

2.6 A PERTURBAGCAC TRANSIENTE
As perturbagbes de curta duragdo, chamadas de

transientes ou ndo-estaciondrias, incluem os deslocamentos
dos vinculos xg(t) de forma a que as forgas de rigidez sejam

L] L]
escrita s k(x - xg) e as de amortecimento X~ Xo|. Nesse
caso, (2.22) assume aspecto:
L] . *e
k(x—x0)+ x-xp|tmx =20
(2.49)

ou ainda:

kx +extmx = Kkxg + Cxg (2.50)

ou finalmente, em termos de movimento relativo da massa com

os vinculos, denotado por Xy = X - Xp, vem:

m X+ C X+ kKxp = —m Xg (2.51)

todas de mesmo aspecto formal, o que permite o aproveitamento
das solugbes de (2.22) para as (2.50) e (2.51).
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Pode-se alternativamente construir a solugdo
considerando-se que a perturbacgido de curta duracdo produziu
deslocamentos, velocidades e aceleragdes, e apos seu término
0 movimento passou a ser de vibragbes livres amortecidas.

Os wvalores relevantes dos deslocamentos e esforgos
produzidog estdao contidos no intervalo de tempo durante a
aplicagdo da solicitagdo ou pouco depols, pelo que apenas o0s
primeiros ciclos saoc usualmente relevantes na andlise.

0 efeito dos valores em geral existentes do
amortecimento é pouco importante nesses ciclos iniciais.
Desconsidera-1o simplifica a andlise e superestima
ligeiramente os deslocamentos maximos.

Para chtencgédo da expressao do deslocamento,
considera-se que a massa esteja inicialmente em repousc, sem
deslocamento e que o impulso, assumida a auséncia de

perdas, seja igual a quantidade de movimento, isto é:

Xxg = 0
X =0
I =mxp (2.52)

Apds o© instante inicial da aplica¢@o do impulso
(t>0), ocorrem vibragdes livres segundo (2.40), que devem
atender as condicdes iniciais descritas, pelo que nessa
expressdo Ao deve se anular.

Da derivacdo de (2.40) em tal situacdo, vem:

x = exp(-yo,tX—yo,A; sen ot + @A) cos Gt) (2.53)

de modo gue, para o0 instante inicial, tem-se:

Xg = (l)lAl {2.54)

e congiderando-se esta ultima e (2.52), resulta o wvalor de
A1, isto é:

Ay = —
o m (2.55)
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ficando a expressdo para o deslocamento com ¢ aspecto:

J
x = exp(-yo,t) — sen at
o (2.56)

Se o impulso é aplicado num instante 17 > 0 e a massa
estava em repouso até entdo, uma expressdo andloga a (2.56)

pode ser escrita, na forma:

X = S exp[-yon(t - 7)] sen oyt - 1)
mm (2.57}

vadlida para instantes 1t > t.

0 movimento para forgas transientes aplicadas de
forma geral durante um intervalo de tempo pode ser descrito a
partir de (2.57), tomando-se um impulso elementar 3 na forma
P(t) .At, 1isto &, o produto do valor médio da forga num
intervalo de tempo suficientemente pequeno multiplicado pelo

proprio intervalo, como indicado na figura (2.8) abaixo.

r

Pl1) 1

F=P(1).aT
PIT)

ek *

Figura 2.8 - Impulso de uma forga transiente

y

Este impulso provoca um incremento de deslocamento

de expressdo semelhante a (2.57), isto é:

Ag = P(t)At
may

exp[-yon(t — 1)] sen oyt - 1)
(2.58)
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e o efeito do impulso correspondente a atuagdo de P(t} no
intervalo entre o instante inicial e um instante t & dada
tomando-se em (2.58) o limite indicado por At—>dr e
efetuando-se a integracgdo, © gque resulta em:

TP(‘E) exp[-yon(t — 7)] sen @yt — t)dr
0 (2.59)

x = —_
may
chamada de integral de Duhamel. As condigdes iniciais que 1lhe
correspondem sdo deslocamento e velocidade nulos e para
situacdo diversa deve-se acrescentar o termo relativo a
vibracdo livre, dado por (2.40) com A7 e A encontrados a
partir da imposigdo das condig¢des inicilais.

Esta forma de resolver (2.22) é eficaz e eficiente
para pulsos correspondentes a fungoes P(t) relativamente
simples; caso contrario, o trabalho algébrico envolvido passa
a comprometer sua aplicabilidade, mesmo com a integragdao
numérica.

Vigando estender o} alcance pratico desse
procedimento e atendendo ao fato de pequenos amortecimentos
terem pouca influéncia nos ciclos iniciais, é wusual a

simplificagdo de (2.59) para:

X = —'1—TP(1:) sen @ {t — 1)dt
M o (2.60)

embora ainda assim seja limitada a gama dos problemas viaveis
de serem enfrentados com a wutilizagdo do procedimento

descrito.

2.7 A TRANSFORMADA DE FOURIER

A existéncia da solug¢dc fechada para excitagdes
harménicas e a possibilidade de representar uma fungao de
solicitacdo transiente por outra que lhe seja equivalente,
porém com periodo tendendo ao infinito, se conjugadas,
ensejam uma abordagem alternativa ao problema de dindmica das
estruturas.
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Seja a solicitacdo transiente representada no

intervalo _'WQ <t S'WQ, de modo a ter-se:

0; f(t) = 0

[
N =
IA
r
IA

O
IA
ns
IA
e

; £(t) conhecido, T —

Em tal situagdo, f£({t} pode ser assimilada a uma
fungdo periddica frp{t), de periocdo T. Representando-se esta
ultima por uma série de Fourier na sua forma complexa, vem:

w a
£{t) = 2 Cc et

—0 (2.61)
onde:
21
Wy = —
T (2.62)
Os coeficientes Cp sdo obtidos a partir de:
+T4
1 s
C, = = | f£t)e ifnaot) g,
T-%
2 (2.63)

sendo portanto fungdoc do n tomado, ou alternativamente,
fazendo:

® = nwy (2.64}

sdo vistos como fungdes de uma determinada freqiéncia. A
consideragdo de (2.62) e (2.64) mostra que no limite para T
tendendo ao infinito, as frequéncias envolvidas ficardo cada
vez mais proximas, tendendo para um espectro continuo, pois:

2
Ao = (n + AnJwg - nwy = An =
T (2.65)
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e consequentemente, anular-se-iam os Cp. Isto & contornado

tomando-se An = 1 em (2.65), correspondendo entdo, lembrando
(2.62), a:
2n T
Aw = — = oy :>[—}m)=1
T 2n . (2.66)

Retornando-se a (2.61) multiplicada em cada um de
seus termos pela unidade, dada na forma (2.66), wvem:

1 “+cD .
f2(t) = — 2 T. Chet®tAw
M- (2.67)

desde que se considere (2.64). Nessa ultima:

+1,
. Lot
T.Cp = J fr(t)e % dt
-T
/é (2.68)
pois (2.63) continua valida. Efetivando-se o limite do
periodo ao infinito o aspecto da f(t), agora com a variavel ®

continua, passa a ser:

1 T imt 1 fr it
£t) = limp_, o o 2 (T cp)et®tre = P cw)e™ " de
" n=—o o (2.69)
com:
clo) = limp (T Cp) = Tf(t)e_imtdt
—© (2.70)

sendo (2.69) a representagdo integral de Fourier de uma
fungdo arbitraria f(t), obtida de fp(t) para T tendendo ao
infinito.

A transformada de Fourier da funcgdo f(t), denominada
F(w) é& a propria Cl(w) dada por (2.70), enquanto f£(t) & entdo
a transformada inversa de Fourier.

As expressdes obtidas acima sdo empregadas na
representagdo da solugdo de (2.22) em gue seja possivel

escrever a sgolicitagdo p*(t}) na forma:
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p(t) = ce*®t (2.71)

cuja resposta é também uma fungdo de variavel complexa. A
parcela permanente, que corresponde a solugdo particular,
apresenta aspecto:

«t) = xe'®t (2.72)

e por consequéncia, também se tem:

Ht) = iox(t)
W(0) = —oPx(t) ) (2.73)

Essas relacgdes levadas a equacdo de equilibrio em

andalise fornecem:

Ceimt
x(t) = 3

k - mo® + ico (2.74)

indicando a proporcionalidade entre a excltagdo e a resposta,
dada pelo fator:

1

k—-m(:o2 + icow (2.75)

Hw) =

onde H{®w) é a chamada resposta complexa em freqiéncia. Com

isso, vem:

«(t) = Hlwcel®t (2.76)

e superpondo-se as respostas correspondentes a cada termo que

(2.61) 1indica necessarios para reproduzir o problema,
finalmente chega-se a expressdao dos deslocamentos, dada por:

$ i(nagt)
#t) = 2 Hple)c,e "
I (2.77)

0 que conclui o equacionamento.
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As respostas indicadas sdoc validas para condigdes
iniciais nulas e ha hipdéteses que devem ser respeitadas para
se garantir a possibilidade de representagdo da fungéo
excitagdo da maneira proposta, bem como para se ter
assegurada a convergéncia da solugdo encontrada. Uma fonte
onde tais aspectos sdo discutidos em detalhe, Jjuntamente com
a deducdo das expressdes acima é o trabalho de HASSAN (1987).

O trabalho numérico envolvido na abordagem de
representag¢io pela frequiéncia é geralmente desanimador; muito
maior que na integrac¢do direta. Entretanto, seu alcance foi
consideravelmente ampliado com a introdugcdo de algoritmos
numéricos bem como da transformada rapida de Fourier,
apresentados inclusive com a programagdo correspondente no
trabalho de HASSAN (1987).
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CAPITULO 3 - ANALISE DE ALGORITMOS

3.1. INTRODUGAO

Solicitagdes aleatdrias exigem a solugdo numérica do
problema de dindmica estrutural. O estudo de uma equacao
igsolada corresponde & andlise de sistemas com um Unico grau
de liberdade ou a outro mais geral segundo um sistema de
coordenadas generalizadas associadas aos modos de vibracdo da
estrutura, promovendo o desacoplamento das egquacgoées.

Ja foi citado neste trabalho Qque mesmo em se
tratando de métodos diretos a maltiplos graus de liberdade,
as propriedades de um algoritmo estudado para uma Uunica
equagdo se mantém para o© sSistema simultaneo gque entao
resulta.

E importante discriminar, identificar e até medir,
quando for o caso, as qualidades que podem classificar os
processos disponiveis, bem como eleger ou descartar um
algoritmo conforme sua adequagdo a solugdo de um problema
especifico.

Neste <capitulo sdo apresentadas as principais
propriedades tradicionalmente reconhecidas pela literatura de
um método de integragdoc com vistas & equagdo da dinamica,
objetivando a posterior comparagdo dos algoritmos mais

utilizados com os propostos no presente trabalho.

3.2. EXPRESSAO GERAL DOS ALGORITMOS

A aplicagdo de um método numérico consiste em

substituir as derivadas que estdo presentes em {2.22) ou
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(2.39) por expressdes finitas e aproximadoras que buscam a
partir do conhecimento dos deslocamentos e suas derivadas em
alguns instantes da histdéria da estrutura prever seus valores
num momento futuro, atendendo ao equilibrio nesses instantes
distanciados de um certo passo escolhido At.

A equagdo (2.39) pode ser representada pela
expressdo geral utilizada por COLLATZ (1968) na forma:

F(t, X, X, x] =0
(3.1)

vadlida para qualgquer t pertencente ao dominio de F. O
equilibrio para um instante um passo & frente do dltimo

conhecido, é escrito entdo:

[ ] *s
F[At, Xi41r Xit+l, Xi+1j =0
(3.2)

ou alternativamente:

L } L X ]
Xisel = f(At: Xisls Xitls Pi+1J (
3.3)

expressdo esta gue relaciona as trés incognitas de interesse
para avangar no conhecimento do movimento. Nessa expressido a
excitacdo estda representada por um termo p.

As derivadas presentes em {3.3) podem ser
substituidas por relacdes finitas envolvendo valores Ja
determinados que indiquem a tendéncia do movimento, e tém

geralmente aspecto:

[ ] *e [ ] 20 L 2 [ 2]
Xigl = G At, Xi41r Xi+1le Xie Xir Xir X1, XKi-1r Xi-1r-.-
(3.4)

[ 1 ] [ ] L ] [ 1) [} ae
®i+1 = WAL, X317, Xi+1, X3, Xi, Xi, Xj_1, Xi-1, Xi-1,...
(3.5)
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onde a escolha das expressdes gque combinam os termos
conhecidos para obtencdo dos deslocamentos e derivadas
incégnitos define o método empregado. Pode-se mostrar que €&
sempre possivel escrever (3.4) e (3.5) de ordem de
aproximagdo r ndo-negativa, querendo-se com isto dizer dque
tais expressdes finitas diferem das derivadas que representam
por um polinémio em At de cceficientes ndo-nulos apenas para

expoentes superiores a r, ou seja:

[ L 1 ] [ ] L 1] L ] a8
Xi+l = At, X501, X141 X Xiv Xio Ky-1, Xi-1s Xi-1s---|7F
1
+—R(Atﬁ+)
g (3.6)
[ 1] [ ] L ] o8 L ] [ 1]
Xi+1l = DAL, X{ 41, Xi+lr Xir Xis XirXj1s Xi-1s Xi-1ss- 1t
1
+ R (Atr2+ )
B (3.7)

onde r{ e r sdo as ordens de aproxima¢do das representagdes
respectivamente de velocidade e aceleragdao.

O conjunto de (3.3), (3.6) e (3.7), omitidos os
residuos reproduz um sistema de equag¢bes simultdneas lineares

. .o
nas incognitas Xi+ls¥i+lr ¥i+l cuja solucdo permite avangar um
passo no tempo.

conforme o arranjo das relacdes e seus coeficientes
& possivel resolver o sistema sem a inversao de matrizes,
isto &, ndc se trata de um sistema simultdneo de equagles,
bastando entdo uma multiplicacdo de matrizes para resolvé-lo
sem necessidade de inverter nenhuma delas. 0 ganho
computacional é evidente e o método direto & entdo chamado de
explicito.

A representagdo de tal caso assume aspecto:
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[ [ 2]
Xigy1 = f[At,x1+1,Xi+1,pi+1J
[ ] L ] L ] ] L ] L ] )
Xi+1 = g AL, Xy, Xi, Xi, X351, Xi-1, Xi-1,...

[ 1 ] L ] (1] L ] *®
xi+l = hAt, x;, Xi, Xi, X{_1, Xi-1, Xi-1,. .-
(3.8)

omitindo-se os termos referentes aos residuos dos segundos
termos de (3.6) e (3.7).

Métodos nao possiveis de representar por (3.8) séo
chamados de implicitos e egsa diferenciagdo tem consequiéncias
praticas nas caracteristicas resultantes no processo.

0 método explicito mais tradicional é o das
diferencas centradas e o atrativo da eficiéncia computacional
nos processos dessa natureza, principalmente nos problemas
com ndo-linearidades, tem estimulado a busca de novos
algoritmos dessa classe, como atestam os trabalhos de CHUNG
(1994) e HULBERT & CHUNG (1994b) e PEZESHK (1995) entre
outros, bem como a apresentagdo de versdes "explicitas" que
certos algoritmos permitem quando se atendem certas
condicdes, como & feito em BAZZI & ANDERHEGGEN (1982).

A maior desvantagemn desses algoritmos é a
impossibilidade de apresentarem estabilidade incondicional
como KRIEG (1973) mostra, exigindo controle do tamanho do
passo para evitar a deterioragdo da resposta.

Quando para avangar no tempc no conhecimento do
movimento é& suficiente utilizar informag¢les relativas apenas
ao passo anterior, isto &, quando as expressbes sao

representaveis por:
L [ 2]
Xi41 = f|At, Xi+1, Xi+1, Pi41
L ] * . L 1]
Xi+1l = g At, X1, Xi+1, X5, Xi, Xi

L 1) [ ] L] LE
Xi+1 = WAL, X549, Xi+1, Xy, Xi, Xi
{3.9)
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o algoritmo resultante ¢é dito de passo simples; caso
contrarioc trata-se de um procedimento de passo multiplo.
Também essa diferenciacdo estid associada a propriedades de
interesse pratico. O fato de ser imediata a alteragao do
passo nos algoritmos da forma indicada em (3.9) & wuma
vantagem importante e a solugdo de problemas ndo-lineares
praticamente exige métodos dessa natureza.

Para requintar os conhecimentos sobre o© problema
podem-se utilizar relagdes que envolvam derivadas superiores.

Pm tal caso, (3.6) e (3.7) transformam-se em:

P (3) e e
. At, %541, Xi4l, X3 [qs0 00 Ko Xiy Xi X0l
Xi+l = . .s
ce e Xy_q,%i-1, Xi-1, Xg_)j_- -
. . e
3 3
se Atr Xip1r X141, xg_-i)-l""xi' Xir Xis Xg. )""}
Xi+l = . e J
3
. R i -1, Xi- b &) IR
i-1 Xi-1 i-1, 1-1 (3-10)

e com a explicitacdo das novas incognitas em tj4+q torna-se
necessario levantar a indeterminagdo gerada, 0 que pode ser
feito derivando-se (3.3) com relagdo ao tempo tantas vezes
quantas preciso, pois as expressoies resultantes sao
independentes. Assim, o sistema de equagbes é complementado

com as relacgdes:
. af .e L]
xi+l = a—t = f[At; xi+1l Xg_B_’)_ll pl+lj

2
v A% 3 a4y **
Xirl = —5 = f(At' 1Y Pi+1)

(3.11)

e assim por diante. Evidentemente, hd que pensar também numa
representacdo finita para as derivadas da excitagdo nos

movimentos forgados.
A obtencdo das informa¢des no instante tj utiliza o
mesmo caminho, isto é, derivagdes sucessivas da equagdo do

equilibrio, resultando:
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* df L2 L]
Xi = — = f(At,xi,x?),piJ

at
v Ot OO
Xi=—2=fAt,xi ,Xi 'pi
dt (3.12)

com a mesma Cbhservagio.

Tais algoritmos, que contém mals informag¢des sobre o
problema, c¢obram um pre¢o pela possibilidade de obtengdo de
melhores resultados; para estruturas com N deslocamentos
generalizados incégnitos, ou graus de liberdade resultantes
da semi-discretizac¢do, geram sistemas de ordem 2n de eguagdes
lineares, o dobro comparativamente aos processos gue envolvem
derivadas até segunda ordem apenas.

Os métodos assim descritos sdo chamados "de ordens
superiores" e sua utilizagdo foi inicialmente preterida até
que a aplicacdo de técnicas especiais de solugdo de sistemas,
como a mostrada por CARTER (1984) tornaram-nos competitivos.

Também SONEMMANS (1991) discute o compromisso entre
a utilizacdo de ordens superiores e passos maiores
aproveitando-se da maior precisdo resultante, para obter-se
melhores resultados, chegando & construgdo de um &baco onde
dada a ordem da equacdc diferencial a ser resolvida, pode-se
determinar a "ordem ideal" do algoritmo a ser empregado,
relacionada ao passo que se pretende utilizar.

Qutros autores que propdem métodos dessa natureza,
ndo temendo os obstdculos de sua implementagdo, talvez
estimulados pela disponibilidade de equipamentos com
capacidade de processamento e velocidade cada vez maiores,
sdo MOLLER (1993), AUSTIN (1993) e ARGYRIS (1977), dentre os

pesquisadores voltados a esse problema.

3.3. CARACTERISTICAS DE ALGORITMOS DE INTEGRACAQO

3.3.1. Auto-iniciacgéo

H4 processos cuja aplicag¢do ndo é possivel desde o

inicio do movimento, isto &, ndo bastam as condigfes iniciais
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e a escolha de um passo para a obtencdo do deslocamento e
derivadas no instante tj; diretamente a partir da utilizagao
das relacgdes gue constituem o método. E o caso dos algoritmos
multi-passos, como se pode observar nas equagdes (3.6) e
(3.7), tomando-se nelas i = 0.

Nesses casos, para viabilizar a implementac¢do do
processo aplica-se um procedimento de partida, com ¢ objetivo
de resolver o problema para tantos instantes iniciais quantos
necessario para a completa montagem das relagdes dque
caracterizam o algoritmo. Por consequéncia, as propriedades
resultantes da solucdo numérica podem estar contaminadas por
esse procedimento.

Utiliza-se aqui o neologismo "auto-iniciaveis" para
denominar os métodos aplicaveis desde ¢ inicio do movimento,
referidos na literatura como "self-starting procedures".

Quando se utilizam expressoes de diferencas
centrais, que sdo de passo duplo, o problema é contornado
imaginando-se um movimento virtual qgue produza no instante tg
as condicdes do problema real. Em outros casos, a proépria
escolha do procedimento de iniciagdo enseja estudos, visando
melhores resultadocs.

Para o método de HOUBOLT (1950), de passo triplo,
BATHE {(1976) sugere o uso das diferen¢as centrals c¢om uma
fracdo do passo para os primeiros instantes do movimento.

Algoritmos de passo simples sao auto-iniciaveis, o
que se constitui numa grande vantagem, simplificando

inclusive a programacio.
3.3.2. Estabilidade

0 conceito de estabilidade numérica gue interessa
utilizar no estudo dos algoritmos de integragdoc é aquele
associado & «garantia de que as aproximagdes para oS
deslocamentos e suas derivadas produzidas pelo método néao
crescam indefinidamente para o tempo tendendo ao infinito.

Seja um algoritmo definido por um conjunto de

relacdes como (3.3), (3.6) e (3.7), omitindo-se o resgiduo
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para simplificar a representacdo e rearranjado para assumir o

aspecto seguinte:

[ Xi+1 | [ Xi |
[M]J At :».<i+1 L = —[N]y At ;ci L + [L*]{Pi}
A% Xi41 At?

ou, fazendo:
M = (Al YL = ()

vem também:

Xi+1 W ( X3 1

At }.(i+1 L = [al} At ;ii L+ [L]p: |

At? Xi+1J At? x; (3.13)

ou ainda, representando mals sinteticamente:
{xi+1} = [A]{Xi} + [L]{Pi} (3.13a)

onde se indica a obtencdo do deslocamento e suas derivadas no
instante tj4+; como resultado de uma transformacdo aplicada
aos respectivos valores no instante tj. A 1influéncia da
excitacdo é medida por um operador de cargas [L] aplicado a
um vetor indicado de forma genérica por {pj}. Tomado o

instante tj;p, (3.13a) & escrita:
{xi42} = (Bl{xea} + pis)

ou entdo:

al[alx;) + [wifps}) + L. 1)

{xi+2}

e considerando finalmente tj4n:
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(xi1n} = [AIP{x) + (AP Hnl{ps) + (AP 2l{py 4+ . .

.o Al a1} + [L]{pi+n} (3.14)

onde se observa, fazendo n crescer indefinidamente, que a
estabilidade é& governada pelo comportamento da chamada matriz
[A] de amplificagdo do método, independentemente da fung¢do de
excitagdo, razdo pela qual pode-se fazer o estudo com

vibragdes livres, isto é, utilizando a expressdo:
s}
{%14n) = (B {x;) (3.14a)

ponto de partida para a analise apresentada a seguir.

Quanto a possivel influéncia das condig¢des iniciais
na estabilidade, a duavida é dirimida a partir da observagao
da relacgdo (3.14a) escrita para i = 0. De fato, para qualquer
{xg} tal propriedade apresenta-se dependente apenas da matriz
[A].

Seja a decomposig¢do espectral de [A]}, dada por:

[Al® = [PlAT*P]? (3.15)

onde [P] ¢ a matriz dos autovetores ortonormalizados e [A]
uma matriz diagonal contendo os autovalores Aj, i=1,2,...m de
[A]. Seja p{A) o raio espectral de [A], cuja definig¢do é& dada

pela expressao:
pa) = mahs] i =12...m (3.16)

entdo, de acordo com BATHE (1976) [A]® é limitado para n
tendendo ao infinito se, e somente se, for atendida a

condigio:
pa) < 1,0 (3.17)

que define o critéric de estabilidade empregado para

classificar os algoritmos.
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Quando, para atender (3.17) & necessdrio tomar um
passo menor do gue um certo limite (funcdo do periodo natural
T do modeo de vibragcdo em guestdo) © processo é dito
condicionalmente estdvel. A figura 3.1. apresenta evolugdes
tipicas do raio espectral com o tamanho do passo.

Na aplicacdo de um método direto a sistemas com
miltiplos graus de liberdade ndo se definem os modos
presentes no movimento, ao passo que na utilizacdo da
superposicdo modal um pequenc numero de modos inferiores (os
de maiores periodos naturais) é& em geral suficiente para a

representacdo do problema com a precisdo reguerida.

A !
P{A) p !
. condicionalmente estdveis
[
1,00 f
osol \ \
0,60 : , incondicionaimente
- estdveis
o,40 |
o.20 —_ incondicionaimente estdvel
' 7 com ganiquilamento

0,0001 0,000 0,01 0,1 10 10,0 100,0 10000,0
at/T

Figura 3.1 - Variacdo do raio espectral com o passo

Umna vez gue passos maiores tém como conseqliéncia
menor esforco computacional e tendo em vista as consideracgodes
anteriores, & comum a utilizagdo de intervalos maiores que oS
necessdrios para garantir estabilidade nos modos superiores
dos algoritmos condicionalmente estaveis. E pertanto
interessante dispor-se de estabilidade incondicional no
método a ser empregado.
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3.3.3. Consisténcia e precisao

Vislumbrando (3.3), (3.6) e (3.7), seja um algoritmo
cuja aplicacgdo ao problema de vibracgodes possa ser
representado & semelhanga de (3.13), explicitando-se o
residuo decorrente da representagdo das derivadas por

expressées finitas, de aspecto:
(%41} = [A]{xi} + [L]{pi} + {Ri(At)r+2} (3.18)

onde r+2 é o menor expoente de At no vetor {Rj} e seu valor
caracteriza a ordem de precisdo do algoritmo.
Alternativamente, pela sua importéncia na andlise,
toma-se como referéncia a ordem de precisdao nos esforgos ou
aceleracdes, que é dada por r. De forma geral, algoritmos de
ordens mais elevadas tém desempenho melhor.
Consisténcia, segundo HILBER & HUGHES (1877} é a

propriedade apresentada pelos métodes em que r & positivo.
3.3.4. Convergéncia

Dadas as condigdes iniciais, escolhido um passo At e
fixado um instante tp = n.At, a aplicagao sucessiva de um
algoritmo n vezes permite a previsdo do valor do deslocamento
correspondente x(tp).

Pode-se representar o valor tn por infinitos pares
diferentes de n e At, reduzindo-se o passo cada vez mais e
aplicando-se o processo um numerc maior de vezes.

Se quanto menor o passo, mals préxima estiver a
resposta obtida do valor correto, o algoritmo é& chamado de
convergente, como definem BAZZI & ANDERHEGGEN (1982) .
Invocando o teorema de Lax-Richtmayer, HILBER' apud BAZZI &

* HILBER, H. M. "Analysis and Design of Numerical Integration Methods in
Structural Dynamics", Report n. EERC 76-29 , Earthgquake Engineering
Research Center, Universeity of California, Berkeley, 1976 apud BAZZI, G.
: ANDERHEGGEN, E. "The Erro! Indicador ndo definido.-Family of Algorithms
for Time-Step Integration with Improved Numerical Dissipation®, Earthqu.
Eng. and Struct. Dyn., vol 10, pp. 537-550, 1982.
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ANDERHEGGEN afirma que algoritmos consistentes e estdvels no
limite para o passo tendendo a zero sdo convergentes.
Essas condicdes acima enunciadas podem ser expressas

através do par de desigualdades:

{1immm:_,0 pa) < 1,0

r >0 (3.19)

e sdo suficientes inclusive para vibragdes forcadas, desde
que a excitagdo p(t) seja uma fungdo analitica, quando o
teorema de existéncia para equagdes a coeficientes analiticos
garante a convergéncia da solugdo de (2.39) em séries de
poténcias, conforme lembram KREIDER, KULLER & OSTBERG (1972).

3.3.5. Aniquilamento

Q0 erro resultante das operagdes numéricas efetuadas
na solucdoc dos modos superiores de um movimento tende a ser
maior do que o presente nos primeiros modos. Ademais, sua
parcela contribuinte na representagdao do deslocamento e suas
derivadas &, em geral, pouco significativo, embora isto possa
ndo ser verdadeiro nos problemas envolvendo impacto.

Visando anular a influéncia desses modos superiores,
alguns algoritmos introduzem uma dissipagado numérica
seletiva, que os atinge apds os instantes iniciais.

Essa propriedade estard presente nos métodos dque

respeitarem ao limite dado por:

limgap 0 PA) = 0 (3.20)

e pode ser vista como a inclusdo de um amortecimento numérico
encarregado de aniquilar os modos superiores.

O ideal sob esse aspecto é guando o algoritmo possui
pelo menos um pardmetro livre na sua definigdo cujo ajuste
esteja ligado & freqiéncia de corte, isto é, que permita
definir a partir de que modo o anigquilamento se fard sentir

eficazmente.
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3.3.6. Overshoot

Retomandoc as expressdes (3.l4a) e (3.15), pode-se
escrever para representar os deslocamentos num problema de

vobragdes livres a relagdo:
-1
{%iinae) = PIAPEI {x; ) (3.21)

e seja a norma de [A] denotada por ||[A]ll| = p, a partir da
observacdo de (3.16). Seja ainda xj o instante inicial, isto
&, tome-se 1 = 0. Pré-multiplicando-se ambos os lados de
(3.21) pela inversa de [P], resulta:

(Bl Hxnae ) = [APP[EI ) (3.22)

e ainda, tomando-ge as normas respectivas, vale escrever:
o1 fnae )] < AT} e o] (3.23)

Lembrando-se a definigdo do raio espectral p, dada
por (3.16), vem também:

“[P]_l{ant}" < F’n"[P]_l' {xo}" (3.24)

mostrando que o limite superior do primeiro membro desta
Gltima é seu valor correspondente ao instante inicial, para
algoritmos estaveis.

A expressdo mostra ainda que, se é verdade que para
n tendendo ao infinito e raio espectral inferior a um,
||[P]'1.{ant}]| se anula, por outro lado ndo é verdade que
qualquer {xp} precise ter norma inferior a de ({xg}.

Realmente, escrevendo-se uma relagao envolvendo as

normas das matrizes e vetores de (3.21), vem, para i = 0:
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Inac] < lell N[A]n"- "[P]_l"- "{xo }” (3.25)

ou ainda, utilizando resultados e hipoteses anteriores:

enae )] < ol o] (3.26)

e fica clara a possibilidade de se atender a essa ultima, com
| | {xp} | {>]1{xg}|| para algoritmos estdveis, principalmente
para valores baixos de n. HILBER & HUGHES (1977) enfatizam
isso.

A primeira observacdo dessa propriedade indesejavel
foi feita por GOUDREAU & TAYLOR (1972) ao analisar o
algoritmo WILSON-9. Foi-lhe dada a denominagdo de
"oversghoot", numa referéncia a seu efeito direto de
superestimar o deslocamento e suas derivadas nos instantes
iniciais do movimento.

A aceleracdo, velocidade e 0 proprio deslocamento
podem ser afetados diferentemente pelo fendmeno, conforme
suas expressdes aproximadoras.

Uma concluso que se tira do exposto €& que o
comportamento da resposta para os primeiros instantes
fornecida pelo algoritmo empregado & governada pela norma da
matriz de amplificacdo, enguanto a longo prazo O que importa
& a estabilidade, que depende do raio espectral da mesma
matriz.

O trabalho c¢itado de HILBER & HUGHES (1977)
evidencia a independéncia dessas duas varidveis do problema,
através do seguinte exemplo.

Seja um algoritmo c¢uja matriz de amplificacdo é

representada por:

{a] K Ho 1
= 0 < & <
o ¢ (3.27)

com o valor de k bastante superior a unidade.
Em tal caso, o ralo espectral de [A] é g, enquanto
sua norma vale ||[{A]l|] = k. Em tais circunstancias:
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n [ nem k]
(a]* = n
0 &
e observa-se gque para n tendendo ao infinito, todos os termos
se anulam, como efeito de p = g < 1,0. Entretanto, para
valores pequenos de n, ||[Al||® ~ n &8l k, podendo portanto

ser significativamente maior que a unidade.

Ao se utilizar um algoritmo, para se efetuar o
controle de sua norma, & necessdrio calcula-la a cada passo.
Assim, dado um movimento conhecideo de deslocamento e
derivadas maximas determinadas pode-se aplicar o método para
varios passos e comparar o0s maximos das respostas com oOs
valores exatos, para detectar a existéncia do problema.
Espera-se "overshoot" maior para passos maiores, Jja gue a
convergéncia limita, indiretamente, o fenbmeno para O passo
tendendo a zero no limite. Uma abordagem direta como mostrado
em BAZZI & ANDERHEGGEN (1982) permite a obten¢gdc da ordem do

overshoot no deslocamento ou na velocidade.

3.4. MEDIDA DE ERROS

3.4.1. Conceito de erro

De forma geral um algoritmo é melhor qQque outro para
a solucdo de um problema especifico se reproduz mais
fielmente o movimento, sem que o esforgo computacional para a
sua utilizacdo seja tdc maior que essa desvantagem pese mais
que o ganho de qualidade da resposta.

0 erro cometido é& proporcional ao desvio verificado,
relativamente aos valores tedricos e pode-se dizer que
algoritmos melhores estdo associados a uma relagdo mais
favordvel de 1limites de erros aceitdaveis com o esforgo
computacional demandado para respeita-los.

Ha varios problemas envolvidos na aplicagdac da idéia
acima para a classificagdo, escolha ou rejeicdo de processos

numéricos.
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Num movimento cuja resposta seja desconhecida, a
medida direta do desvio pode ndo ser possivel.

A opcdo usual ¢& estudar-se as vibragbes livres,
aceitando-se a validade da extrapolagido das conclusdes
obtidas para problemas onde haja excitagdo presente. Isto
confere uma generalidade maior as andlises feitas, desde que
o analista tenha sensibilidade suficiente para detectar
situacdes atipicas gque meregam maior c¢uidado ou meios
diferentes de aferigdo da qualidade dos resultados.

Outra hipétese considerada com frequiéncia é a
auséncia de amortecimento fisico. Isto ndo so6 evita a
particularizag¢do das conclusdes ao valor adotado para esse
pardmetro como permite visualizar-se claramente o efeito da
dissipagdo numérica sobre a amplitude.

Geralmente a intensidade do amortecimento gquando
existente no modelo fisico é& pequena, incapaz portanto de
provoecar alteracgédo significativa no comportamento do
algoritmo. Novamente entretanto evidencia-se a necessidade do
analista emitir juizo sobre a validade da extrapolacdo dos

resultados obtidos.
3.4.2. Erro global e erro local

Sempre fazendo referéncia apenas aos erros de
discretizacdo ou trucamento, ou seja, abstraindo-se os erros
de arredondamento cometidos pelo equipamento utilizado ao
representar os numeros envolvidos na analise, e tomando-se o
indice i+l para denotar o instante At.({(i+1) a partir do
inicio do movimento, o erro global cometido no deslocamento é

dado pela expressio:
Eg{%1+1) = Xis1 — ¥ti41) (3.28)

onde xj+1 € o valor fornecido pelo método empregado e x(tj4+1)
& o deslocamento tedrico exato. Via de regra, ndo é& possivel
o calculo do valor acima pelo desconhecimento do Ultimo termo

da expressao.
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Se tomados os valores ZXirXirXi do deslocamento e
derivadas aproximados fornecidos pelo método para ti, como
condic¢des iniciais de um movimento, seja X+l a solugdo exata
correspondente para o instante tj4+1. Veja-se & figura 3.2 as
indicagbes das medidas desses parametros. A expressdo para o

erro local esgcreve-se neste caso:
Ef(xi+1) = Xy41 ~ X4y (3.29)

isto &, decorre do avanco em um simples passo do movimento.
Seu valor tampouco pode ser calculado no caso geral, porém
sua ordem é definida pela ordem de precisdo r do algoritmo

utilizado.

Figura 3.2 - Erro local e erro global

Uma diferenca importante entre os dois conceitos
enunciados pode ser entendida com o exemplo de um método que
apresente pequeno erro local, porém sistematico, c¢omo um
acréscimo no valor de uma grandeza a cada passo. 0 acumulo
desse pequeno erro local resultard, apdés um certo numerc de
passos, num erro global consideravel.
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Infelizmente, © mais dificil de ser avaliado ou
estimado é justamente o erro global, lan¢ando-se mao de
extrapolagdes de analises de movimentos teoricamente
conhecidos ou influéncias sobre o efeito da ordem do erro
local sobre ele para se prever a qualidade de um resultado
obtido.

Para os métodos de passo simples, se o erro local é
de ordem r+l, HAIRER & WANNER® apud AUSTIN (1993) mostram que
o erro global é uma combinagdo deste mais os erros de

transporte, e & de ordem r.
3.4.3., Dissipacdo e dispersao

Apesar das dificuldades enunciadas para a medida dos
erros de discretizacdo cometidos ha valores tradicionalmente
referidos pela bibliocgrafia para comparar algoritmos de
integracdo em dindmica estrutural.

Tomam-se geralmente vibracdes livres e nao-
amortecidas, para condig¢gdes 1iniciais correspondentes a um

deslocamentc da posigdo de repouso x(t=0) = Xgp e sem

[ [ ]
velocidade, isto é, Xt =0) =x = 0, a aceleracdo pode ser
obtida da condigdo de equilibrio.

Este movimento tem como vantagens principais ser
periddico, facilitando a medida de erros numéricos nas
freqiéncias ou periodos resultantes, além de ter amplitude
tedrica constante, sendo portantc imediata a guantificagao do
erro no seu cdlculo. Além disso a auséncia de excitagdo evita
associar-se conclusdes a natureza da solicitagdo.

Nas condig¢des aludidas a egquacdo de equilibrio
(2.39) simplifica-se para:

x+ 0x =0 (3.30)

bem como (3.13a}) toma a forma:

w

HAIRER, E., NO@RSETT, S. P. & WANNER, G. - Solving Ordinary Differential
Equations 1: Nonstiff Problems, Springer, Berlin, 1987
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{xi+l} = [A]{xi} (3.31)

bastante conveniente para o estudo que se pretende.
A equagdo caracteristica dessa ultima tem aspecto:

~det([a] - A1) = 0 (3.32)

ou entdo:

2
A,3—2I11 +12;\'—I3 =90 (3.33)

cujos coeficientes reais sdo os invariantes da matriz de
amplificagdo. A possibilidade de serem todas reais pode ser
verificada a partir do critério de Routh-Hurwitz, citado em
KRIEG (1973) que afirma sobre um polindémio dessa forma nao

ter raizes complexas se, e somente se:

2I1 = trago de [A] £ 0

I, = soma dos menores principais de [A] 2 0
I3 = determinante de [A] £ 0 (3.34)
e ainda:
I
I, - = =20
a4 . (3.35)

E de se esperar que as condig¢bes acima ndo sejam
atendidas por tratar-se da representag¢do de um movimento cuja
descricao exata é dada por (2.31) ou (2.33). Resta portanto a
possibilidade de um par de raizes complexas conjugadas A1 e
A5, e uma terceira raiz real, A3, chamada "espuria".

Para os algoritmos convergentes, de muito maior
interesse pratico, existe uma constante positiva Q tal que
se tomado um passo de modo que 2 = wAt pertenga ao intervalo

(O,fi) pode-se afirmar a validade da relagao:

] < o] < 2.0 (3.36)
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indicando gque as raizes complexas i1 e Ay sdo0 mais

importantes que A3 na representagdo do movimento.

-

Tomada (2.14a) com i = 0, e considerada (3.15), é

possivel escrever:
*aT1 * n
X, = CIMT + Coky + C3h3 (3.37)

ou seja, o0 deslocamento {e suas duas primeiras derivadas) num
dado instante tp pode ser colocado em fungédo da combinacgio
linear da n-ésima poténcia dos autovalores, sendo o©s
coeficientes Cy, 7 = 1,2,3 dados pelas condigdes iniciais.

As raizes complexas:

;hl = a+ bi
A; = a— bi (3.38)

podem ser representadas na forma polar, como:

A = pedt

6
Ay = pe ot (3.39)

onde valem:

a? +b

{2)
arctg —
a (3.40)

resultando, para (3.37), a relagfo:

2

=]
Il

D
H

* n n@i * n_-nbi

Xq = Clp e + C2p e + C3;\.I% (3.41)

onde, se for adotada a denominacdo:

foum = =79 (3.42)

bem como:
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0

N (3.43)

pode-se escrever:

_  a=Ynun®@nunAt
o=-e um (3.44)

a ser utilizada na sequéncia.
Com isso, (3.41) assume, alternativamente, o0 aspecto
que se revela de maior interesse dado por:
— i * !
= e Ynum%umnAt(CIemnumnAtl + Cpe mnumHAtl) + C3k%

*n (3.45)

e ha trabalhos (um dos quais citado na revisdo bibliografica)
mostrando gque mesmo guando A3 ndo & significativamente
inferior a unidade, pouca relevédncia tem na composigdo da
resposta numérica; um algoritmo de bhoa performance é
apresentado por HULBERT & CHUNG (1994) que dispensa essa
condicdo, embora atendendo a (3.36), obviamente.

0 trabalho citado dedica maior atencgao as
circunstdncias em que A3 ndo precisa ser considerado; de
gqualquer forma basta ter em mente que sua influéncia
desaparece em algoritmos convergentes para o limite do passo
tendendo a zero, o que justifica a omissdo do termo que lhe

corresponde, representando-se o deslocamento apenas Ppor:

= e_YnummnumnAt(C;eﬂ)numnAti + C;e—ﬂ)numnAti)

*n (3.45a)
de ora em diante.
Utilizando-se as igualdades:
enuntAtL = cog(ey nnAt) + i sen(@nynnAt)
g @At _ oo5(w nnAt) — i sen(onnnAt) (3.46)

e as representagdes:
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ci = %(Cl + Coi)
¢ == (Cy + Cgi)
272 : (3.47)
levadas a (3.45a), chega-se a forma:
Xy = e'YnumwnumnAt[cl cos(@yumnlt) + C; sen(mnumnAt)] (3.48)

equivalente e mais interessante.
A solucdo exata de (3.30), dada por (2.40) e (2.41)

sem amortecimento, é escrita:

x = A sen®pt + Ay cos ot (3.49)

e comparada a (3.48), permite observar-se a introdugao, pelo
algoritmo, de um fator formalmente similar ao existente em
problemas com amortecimento £isico. Isto & decorrente da
dissipagdo numérica produzida pelo método, dada por (3.42).
Observa-se desde Jja que algoritmos sem aniquilamento
obviamente ndo tém dissipacdo embutida na sua utilizagdo.

O amortecimento numérico fypyup introduzido € uma
medida proporcional ao erro global presente, embora seja
desejavel sua existéncia, gquando controlada nos modos
superiores, por levarem ao seu aniquilamento.

Nota-se assim o compromissoc entre essas duas
importantes caracteristicas, isto é, erro global no
deslocamento e aniquilamento produzido; por tal razao,
andlises comparativas de métodos numéricos sempre remetem ao
cotejo da dissipac¢do presente em cada um, principalmente sua

variacdo com o tamanho do passo, pois de (3.41) e (3.42),

vem:
___inp _ (lnp) 1
Youm = T At 2x [ At ]
Thum (3.50)
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ou seja, passos malores geralmente implicam em maiores
dissipag¢des e a maneira como isto ocorre €& fungdo da
influéncia do passo no valor do raio espectral. Um contra-
exemplo &€ o algoritmo apresentado por HILBER, HUGHES & TAYLOR
(1977) .

Nota-se também da observacidc de (3.48) e (3.49) uma
discordancia no periodo fornecido como resposta, pois:

2n
T = —
O
enquanto, a partir do valor fornecido para a frequéncia, vem:

2"
Onm

Thum =

e pode-se utilizar o erro relativo do periodo, dado por:

\
X T
Tnum AT
g
P LAA
AN .

-1,0

Figura 3.3 - Efeitos da dissipac¢do (AA) e dispersao (AT)

_hum — T O -1

T Onum (3.51)

T

como uma medida da distorgdo da freqiéncia introduzida pelo
algoritmo, chamada de dispersdo. A figura 3.3 mostra o efeito
da dissipacdo e digpersdo na evolugdo do movimento.

A Ultima expressdo €& determinada a partir das raizes

principais, tendo assim significado apenas para a regido de
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convergéncia. Como a idéia & considerar apenag amortecimentos
abaixo do critico e passos que permitam a validade de (3.36),
a restrigdo ndo é forte. Nao ha, inclusive, sentido pratico

em medir precisdo fora do limite de convergéncia.
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CAPITULO 4 - AS LINHAGENS DE ALGORITMOS

4.1, INTRODUGAO

Neste capitulo sdc descritos os caminhos mais
utilizados para a 1integragdo numérica da equagdo de
equilibric em dindmica estrutural, sempre aplicados a
sistemas com um s6 grau de liberdade.

As justificativas da validade de se abordar o caso
unidimensional para extrapolar conclusdes sobre os métodos
diretos ja foram apresentadas nesse trabalho.

A organizacgdo do texto é baseada no agrupamento dos
algoritmos mais conhecidos em familias, isto &, grupos gque
assumem as mesmas hipdteses para gerar ¢ método respectivo,
levando assim ao compartilhamento de um minimo de
caracteristicas relevantes.

Naturalmente, pode ocorrer que métodos de formulagédo
mais simples possam eventualmente ser considerados membros de
mais de uma dessas linhagens, se apresentarem caracteristicas
e hipdteses comuns a elas.

4. 2. METODOS BASEADOS EM EXPRESSOES DE DIFERENCAS

4.2.1. Diferengas centrais

A simples substituigdo das expressdes da primeira e
segunda derivadas presentes em (2.39) por diferengas centrais
de ordem correspondente produz o primeiro método relevante
historicamente utilizado.



56

Seja a representagdo dos valores dos deslocamentos
nos pontos anterior e posterior ao de referéncia, dados por
Xj.1 @ Xj+1 respectivamente, por séries de Taylor centradas

em xj, da forma:

_ RS  C )
iyl = X3 + At %+ 5 Xit Xy .. (4.1)

2 3
* AT er At
Xi_1 = X3 — At xi+ 3 Xi— p x?)+... (4.2)

cuja soma truncada nos termos em segunda ordem, como indica
WARBURTON (1976) produz apdos isolado o termo na segunda

derivada:
¢ Xj41 — 2% X5
Xi = 2

At (4.3)
e analogamente, da diferenga entre (4.1) e (4.2) sob as
mesmas condicdes pode-se escrever, evidenciando-se o termo na

primeira derivada:

L]
X3y =

Xipg — ¥i-1
2At . (4.4)

A aplicacdc de (4.3) e (4.4) na equacdo de
equilibrio (2.39) para o instante t; permite a obtengdo de
Xi+1. Supostos conhecidos xj e xj-1. A expressdo resultante é

da forma:

1

Xiy1 = m [pl + Xi(?.. - (1)2At2) + xi—-l(_l + Y(OAt)]

(4.5)

e com o fim de obter uma expressdo andloga a (3.13a) para
evidenciar uma matriz de amplificacgdo, pode-se arranjar o

método como tendo aspecto:
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{xi“} = [A]{ & }+ [Llps
X5 Xi 1 (4.6)

! 0 (4.7)
e com o operador das cargas sendo esCrito CoOmo:
[ Al? —i
(L) =[1+ymAtJ
{4.8)

As velocidades e aceleracdes vdo sende obtidas da
aplicagdo sucessiva das (4.3) e (4.4), e uma analise
espectral permite concluir que este algoritmo de passo duplo
& estavel para At/T < 1/n, com o comportamento de seu raio

espectral mostrado & figura 4.1.

diferengas centrais

1,00

0,80 |

PLA) o0

Houbolt
o40 |

0,204

1 1 1 L . .

0,001 0,001 001 O 10 100 1000

AL/T

Figura 4.1 - Raio espectral das diferencas centrais e do
método de Houbolt
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0 problema de iniciar sua aplicagdo é contornado a
partir da criagdo de um movimento virtual nos instantes
anteriores a origem que leve as mesmas condig¢des iniciais.

Tomando-se 1 = 0 em (4.3) e (4.4) e isolado o termo

de interesse, & possivel escrever-se:

. At2 L] ]
X_1 = —xo—-Atx0+-7;-x0 (1.9)

0 que possibilita utilizar o método descrito por (4.6) e
(4.7) desde o comego do movimento.

0 algoritmo resultante é explicito para sistemas com
miltiplos graus de liberdade, desde que as matrizes de massa
e de amortecimento sejam diagonais.

Embora o anigquilamento adquira maior significado
apenas nos algoritmos incondicionalmente estaveis pode-se
observar que essa propriedade ndo estd presente no metodo em
questdo.

As expressfes utilizadas para representar as
aceleracdes e velocidades sdo de segunda ordem, o que implica
mesma ordem de precisdo para a representag¢do dos esforgos.

Caso o amortecimento seja desprezado a solugdo pode
ser obtida sem a montagem das matrizes globals de massa e
rigidez, trabalhando-se apenas no nivel do elemento. Isto
pode representar substancial economia de tempo e memoria de
processamento, principalmente nos casos de malhas regulares,
onde os elementos tém propriedades iguais.

Uma analise de erro e estabilidade nos problemas com
viscoplasticidade em gque se emprega esse esquema de
integracdo é feita por KULKARNI (1995).

4.2.2. Método de Houbolt
Neste método apresentado por HOUBOLT (1950)

expressdes em diferencas finitas descendentes sdo empregadas

para aproximar os valores de velocidade e aceleragdo, gerando



59

um método multi-passo. As diferengas em primeira, segunda e
terceira ordem consideradas séo, portanto, respectivamente:

Ax; 1
At A_t(xi - %i-1)
Ax, 1
Atzl = F(xi - 251 + X5_3)
Ay, 1
;' = -—7;(Xi - 3%i1 t3%_2 — Xi—B)
At At (4.10)

e podem-se escrever relagbes que explicitem o erro cometido
na representacdo das derivadas efetuando-se a substituigao
dos deslocamentos por séries de Taylor centradas em Xj.

Na primeira das (4.10), efetuando-se:

2 3 4
. At oo At 3 At (4
Xi_1 = Xy — At X3+ 2 X{— p x{i) + Hxi)_

pode-se chegar a:

i T e
24 (4.11)

onde a partir do segundo termo do segundo membro encontra-se

O erro em gquestao.
Com substituig¢bes andlogas na segunda e terceira das

{(4.10), considerando-se:

- L1} 4 2
xX; — 2At x;+ 2A¢2 Xi— g At3x(i3) + *5' At4x(i4)—. .o

"
,_I..
()

1l

. g [ Y] g 27
Xj_3 = Xy — JAt Xit 5 Atz Xi— -2- AtBXE-LB) + ? At4x(i4)—. .

(4.12)

e ainda:
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(4.13)
para a terceira derivada.
Levando-se (4.12) e (4.13} a (4.11) resulta, apds

efetuadas as somas algébricas possivels de termos de mesma
ordem, a relacgaoc:

. Ax; ) At (8% | A (Ax | AL (g
i = + — + + R
xl ( At ] 2 [At2 3 | At 2
e analogamente levando-se (4.13) em (4.12), vem:
b Azxi ABXi 11At2 (4)
Xi =|—= |+ A + x; to..
: ( At? J t[ Ae? 12 7

que garantem precisdo em quarta ordem para a representagdo

(4.14)

(4.15)

dos deslocamentos, ou segunda ordem nos esforgos. A
consideracgdo das (4.10) nessas duas ultimas produz,
finalmente:

* 1

Xi = —(llxi - 18}(1_1 + 9Xi_2 - 2Xi_3)

BAL (4.16)

e para a segunda derivada, vale a relagdo:

L 1 ]
1
xi = —5 (2% = 5xi_1 + %53 — %5.3)
At (4.17)

também utilizada no método.

Para avangar no movimento, (4.16) e (4.17) séao
levadas a equacgdo de equilibrio (2.39) considerada no
instante tj4+1, O que resulta em:
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Pi+1 T Xi(s + GYCDAt) +
1

Xi+l = 11
[; + 7;-ymAt + mzAt2]|

+x5_1(-4 - 3ywAt) +

:
1
|
|
|
J

2
+Xi—2[1 + 3 }'O)At] 2.18)

sendo dgue as {4.17) e (4.16) permitem o calculo,
respectivamente, de aceleragdo e velocidade no instante

considerado.
Com o objetivo de se fazer uma andlise espectral, o

processo pode ser arranjado de forma a ser escrito:

o]l
X; = [A[ix;_1 0 + (LIpi 41

1
xi—lJ Xi—~2J (4.19)
onde:
(o {72 (- 3)
—— + 6K — + 3K + -
[a@AtZ w*AL? w?At? 3
(a] = 1 0 0
0 1
L - (4.20)
com:
(2w T
o’At?  3eAt (4.21)
e também:
B
K= —
OAL (4.22)

sendo o operador das cargas dado por:
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(1] =

o Oewl'!:b

(4.23)

Trata-se de um método incondicionalmente estavel e
implicito, uma vez que o equilibrio é& efetuado no instante ao
final do passo, em tj+. O amortecimento numérico esta
presente, crescente com o tamanho do passo e de forma brusca
a partir de um certo valor desse, ndo havendo um parametro
livre que permita controla-lo.

Uma caracteristica interessante é o fato de que se
desprezados os fatores envolvendo massa e amortecimento, o
processo continua aplicdvel, fornecendo entaoc a solugdo
estatica para agdes varidveis com o tempo.

O procedimento de iniciagdo originalmente proposto
pelo proéprio autor & considerar expresstes em diferengas de
mesma ordem de erro das ja utilizadas para as derivadas no

ponto correspondente a tj, dadas pelas relagles:

[ ]
1
X = — (2x; + 3%y — 6Xy_q + Xi_
1 GAt( 1+1 i i—-1 12) (4.24)
..- 1
Xi = —= (%501 = 2% + %5.1)
At (4.25)
e aplica-las para i = 0. Com isto, dadas as condigdes

iniciais inclusive o equilibrio, tém-se os valores de xj.j; €
xj.-2 como fungbes de xj3, isto é:

[ ] 3 (1]
X_5 = 6 At xo+ At™ xg |+ 9%y — 8%y
(4.26)

e também:

2
Xq = At® xp+ 2XO - X (4.27)
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e a sua aplicagdo a (4.18) para i 0 permite a obtengdc da
estimativa para o deslocamento x] & sucessivamente, o valor
resultante e mais (4.27) novamente aplicados a (4.18}, agora
para i = 1, completam o procedimento em discusséao.

Nio obstante a proposta acima, BATHE (1976) sugere
como mais adequado para os primeiros passos a aplicagéo das
diferencas centrais com um intervalo igual a uma fragao do
passo escolhido para o restante do movimento.

A hipdtese implicita no método tal gual apresentado
originalmente é de se utilizar para representagdo do
deslocamento no intervalo entre os quatro instantes
considerados de cada vez um polinémio de interpolagaoc de
ordem trés.

A importancia desse processo estd em ser o primeiro
ijdentificado como portando aniquilamento assintotico, o que
pode ser visto a figura 4.1, quase eliminando as respostas
correspondentes as freqléncias mais elevadas j& no primeiro
passo.

Fol por isso muito utilizado em programas comerciais
de elementos finitos, jd& que essa caracteristica permite
estabilizar numericamente calculos envolvendo fendmenos
altamente ndo-lineares, como afirma CHUNG (1994).

Suas duas principais desvantagens sdoc o fato de ser
multi-passo, dificultando ajustes de tamanho de passo e
exigindo procedimento de iniciagdo do movimento. E também
exageradamente dissipativo nas fregiéncias inferiores,
exigindo passos relativamente pequenos para esse efeito ndo
prejudicar a contribuigdo na resposta dos primeiros modos.

4.,3. METODO DE HOUBOLT GENERALIZADOC

0 método de Houbolt pode ser visto como uma
particularizacdo do apresentado por WOOD (1984) e por ele
denominado método 2, se tomados para os parametros do
processo os valores dp = 31/9, By = 23/9 e y3 = 5/3.

Analogamente, KATONA & ZIENKIEWICZ (1985) ao
apresentarem o método Beta-m observaram que recai-se no
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processo de Houbolt desde que fixados fig = 6, P17 = 11/3 e
ainda f; = 2.

Essa tendéncia de os métodos lineares conterem o de
Houbolt fica muito bem explicada a partir dos trabalhos de
HULBERT (1991), HULBERT & CHUNG (1994) e CHUNG (1994} que
classificam como "métodos de Houbolt" todos os algoritmos
lineares passiveis de serem colocadocs na forma de passo
triplo. AliAds, CHUNG (1991) mostra gque © unico algoritmo
linear com precisdo em segunda ordem incondicionalmente
estavel com aniquilamento assintdético de passo triplo
existente & o de Houbolt.

Essa informacdo implica em exigéncia de passo
quadruplo, caso se deseje limitar a dissipagdo nos modos
inferiores mantendo-se os demais atributos. Conseqguentemente,
os procedimentos de iniciagdo passam a interferir na andlise.

Qutra conclusdo é a de que o0s unicos meéetodos
lineares de passo simples gque apresentam aniguilamento
assintdtico sdo os espectralmente semelhantes ao processo em
questdo. Apds esgotadas portanto, as possibilidades do método
de Houbolt generalizado quanto a anigquilamento, o caminho que
resta & lidar com algoritmos de ordens superiores.

Convém observar entretanto, que semelhan¢a espectral
nao significa obrigatoriamente comportamento numerico
similar; assim, dependendo das propriedades priorizadas na
anadlise, pode-se concluir por um método especifico da familia
para melhor qualidade da resposta obtida.

Com o objetivo de discutir as caracteristicas
presentes num algoritmo de n passos, a expressdo (3.13a)
generalizada para tal caso fornece:

(xraal = 2 [ nn) + 2 [tlfosoer)
k=1 k=1 {(4.28)

que pode ser reescrita:

i([Ak]{Xi—-k+1} + [Lk]{Pi—k+1}) = {0}
= {4.29)
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onde se adotou uma representagdo sucinta para o vetor
deslocamento e suas derivadas dado por:

(X x4} = J At %5 _x+1

2
At” Xj-k+1

Xi-k+1 1
(4.30)

Explicitando-se (4.30) em (4.29), pode-se escrever

- .o
2 2
P S + aknAt Xi-k+17t ak13At Xi—k+1t fklAt pi_k+1] =0
\

i
k=0

Tl L) 5 oe P

2| A, Xik+1 F By, At Xi—k41t Ay ALY Xiks1t b ALPE k41 [ = 0
k=0

i
k=0

( L4 *0
2 2
A, Xi-k+1 T ak32At Xi—k+1+ ak33At Xi_k+1t EkaAt Pi—k+1) = 0

..... (4.31)

onde cada igualdade corresponde a uma das linhas em (4.29),
ax,ij & o elemento de posigdo ij de [Ax] e fk,i & o elemento
da linha i de [Ly].

Pode-se somar {(4.31) membro a membro, gerando:

n . [ 1] %
Z[akxi_kﬂ + b;At Xi-k+1+ CkAt2 Xi-k+1t+ dkAtzpi_k+1] =0
k=0 {(4.32)

e observando-se (3.3), (3.4) e (3.5) para os algoritmos
lineares, o aspecto para n passos &:

& [ 1]
Xig1 = f AL, Xi+1, Xi+1, Pis1
L L 1) L ] .8 L ] e
Xi+i = AL, Xy 1, Xi+l, X, Xi, Xis---Xi_n4lr Xi-n+ls Xi-n+l

L L - L ] ae L] L 1 ]
Xi+l = Atr Xi+ll Xi+le Xy, Xi, Xive e Xy _nyir Xi—-n+l, Xi-n+1
(4.33)
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cuja manipulagdc permite explicitar a primeira e segunda
derivadas do deslocamento no instante tj4+q, como fungdo de
Xj+1. Com isto, (4.32) toma a forma apresentada por HULBERT
(1991) dada por:

n

2,,2 2
2:[akxi—k+1 + 2Y0Atbpx; _x41 t OTALTCRX x4y + AL dkpi—k+1} =0
k=0

r

que ¢é a expressaoc mais geral possivel para algoritmos
lineares.

0 numero de parametros livres nessa relagao é& dado
pela relagdo 4.{(n + 1), correspondendo aos ax, byx, ¢kx e dg.
com k = 1, ...n. Restringindo a andlise as vibrac¢des livres
ndo-amortecidas, pelo fato de o amortecimento viscoso ter
pouco ou nenhum efeito nos modos superiores, conforme
mostrado por HILBER" apud HULBERT (1991) tem-se by = dx = O,
e tomando um dos parametros ndo-nulos unitdrio, simplesmente

como referéncia, a expressaoc assume o0 aspecto:

& 24,2
Z(ak + 0 At ck)xi—k+l =0
k=0 {(4.35)

apresentando nesse caso 2.n + 1 parametros de ajuste. Para
algoritmos de passo triplo, portanto, totalizando sete.

0O erro local de truncamento de (4.35), segundo
HULBERT (1991) & dado por: |

1 bl
Eg(ti) = o7 | 2 Bk
L k=0 (4.36)

com By unitario e:

*

HILBER, H. M. "Analysis and Design of Numerical Integration Methods in
Structural Dynamics", Report n. EERC 76-29 , Earthquake Engineering
Research Center, Universeity of California, Berkeley, 1976 apud HULBERT,
G. M. "Limitations on Linear Multistep Methods for Structural Dynamiecs",
Earthqu. Eng. and Struct., Dynamics, vol. 20, pp 191-1%6, 199%1.
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ay + m@Atzck
ao+CDAtC0 . (4.37)

Para precisido em segunda ordem, deve-se respeitar as

relagdes:

n

Zak =0

k=0
n

ag — 2 (kk-1a =0
k=2
n 5 n

ag + Z(k-—l)ak—22ck =0
k=2 k=0

1]
[}
1
N
=
!
H
g
&
|
N
Q
<
|
B
£
|
._'l
kel
ke
| S
i
(]

(4.38)

de modo que a aplicacdo das condigdes acima reduz o numero de
pardmetros independentes em gquatro, isto &, para trés nos
algoritmos de passo tripleo (n = 3).

Utilizando o resultado de DAHLQUIST (1963} que
demonstra ndo haver algoritmo explicito de passo miltiplo
incondicionalmente estavel deve-se impor também cp # 0.

Qutras relacdes devem ser atendidas pelos parametros
apy e Ckx., com vistas & estabilidade e encontram-se descritas
para n = 2, 3 e 4 em KATONA & ZIENKIEWICZ (1985).

Se for exigido aniquilamento assintdético, além das
propriedades acima de precisdo e estabilidade deve-se atender
4 expressdo (3.21) relativamente ao raio espectral, sendo o

cdlculo dos autovalores feito com a utilizagdo da relagao:

Il
> {ak + cozAtzck}kn_k =0
k=0 (4.39)

como se deduz da observagdo de (4.35).

Tomando-se o limite de ®At tendendo ao infinite, o
aniquilamento assintético exige raizes nulas no polindmio
caracteristico definido por (4.39). Para tal, deve-se fixar:

c{ =0, i=1,2,...n (4.40)
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nessa mesma expressao.

Isto acrescenta n relagbes a serem atendidas para os
parametros envolvidos, permitindo afirmar-se para oS
algoritmos lineares de n passos, Jj& incluindo o resultado de
DAHLQUIST (1963) que:

a) ndo ha métodos explicitos incondicionalmente estdvels;
b) para precisdo em segunda ordem, estabilidade
incondicional, aniquilamento assintdtico, com n = 2, isto &,

passo duplo, tem-se:

ne. de parametros livres com vibragdes 1livres nao-
amortecidas: 5
n® de relacdes similares a (4.38) a atender:

n® de condigdes andlogas a (4.40) a atender:

0 gue permite concluir que ndo ha um algoritmo gue apresente
simultaneamente todas as caracteristicas acima.
Impondo-se as mesmas condigbes, porém com n = 3,

igto &, passo triplo, vem:

n® de pardmetros livres: 2 x 3 + 1 =7
nt de relagdes (4.38): 4
n* de condigbes (4.40): 3

verificando-se ser o problema determinado, e cuja unica
solugdo nos pardmetros livres conduz ao método de Houbolt.

Se repetido o raciocinic para n = 4, verifica-se uma
indeterminacdo, restando um parametro de ajuste. O obstéaculo
que comega a surgir & a busca de um processo de iniciagédo
eficiente que ndo deteriore as propriedades do algoritmo de
passo quadruplo resultante.

0 raciocinio acima praticamente esgota as
possibilidades dos algoritmos lineares, induzindo a busca de
algoritmos de ordens superiores caso haja interesse em
aprimorar as caracteristicas presentes.
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4.4. METODO DE NEWMARK

Em 1959, NEWMARK apresentou o© método de passo

simples representado pelas expressdes:

L 2|— 1 *e (] ]
Xi41 = X3 + At xj+ At \- > BN] xit By xi+1J

[ ] » [ )] *e —I
i+l = xit+ A4 (1 — yy) xi+ Ty xi+1J
{4.41)

que apresentam dois parémetros de ajuste By e N
introduzidos com o objetive de indicar o guanto a aceleragao
ao final do passo pesa na estimativa da velocidade e
deslocamentsc nesse mesmo instante. Pode-se dizer entao que
esses parametros ponderam "o guanto de implicito" o método
apresenta, uma vez gue tomados nulos, produzem umn pProcesso
explicito.

A variacdao adequada dos pardmetros confere ou
intensifica algumas caracteristicas do algoritmo. Sua
precisdc é de segunda ordem para By = 1/6, desde que néo haja
amortecimento numérico, quando se perde esse atributo,
como afirmado em WOOD, BOSSAK & ZIENKIEWICZ (1980).

Isto pode ser verificado tomando-se a equagao de
equilibrio e usando-se as expressdes (4.41) para representar
o deslocamento e a velocidade no instante ao final do passo.
A seguir, exprimem-se as grandezas envolvidas com o0 uso de
séries de Taylor centradas no instante inicial do passo.
Respeitando-se entdo & condigao de equilibrio e suas
primeiras derivadas para tj, verifica-se que o residuc é de
primeira ordem nos esforgos na presenca de amortecimento e
segunda ordem em caso contrario. Para yy = 1/2 e By = 1/6,
tem-se o chamado método da acelerag¢do linear.

A proposta original do autor é yy = 1/2 e By = 1/4,
o que implica numa acelerag¢do média constante no intervalo e
resulta num método incondicionalmente estavel sem
amortecimento numérico (portanto de precisdo em segunda
ordem, de acordo com o dito acima), chamado também de regra
trapezoidal. As figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram o desempenho
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do método, comparando-o aos de Houbolt e Wilson-8, outro
tradicional método que contém parametro de ajuste apresentado
em 1968.

Uma nova abordagem do algoritme para os parametros
assumindo tais valores é apresentada e discutida por PEZESHK
& CAMP {1995) onde comparag¢des sdo feitas com o© Newmark
tradicional, relativamente a precisdo e custo computacional.
0 algoritmo resultante & explicito e condicionalmente
estavel, e chamado pelo autor de método trapezoidal
modificado (MTM). Os graficos mostrados no trabalho apontam
para alongamento do periodo igual ao apresgentado pelo
método de Newmark com B = 0, auséncia de dissipacdo numérica
para velocidade nula no inicio do movimento e presen¢a dessa
caracteristica com o aumento do passo para deslocamento
inicial nulo.

Uma discussaoc dos erros globais presentes é feita
por WARBURTON (1990) com énfase no desempenho do método das
diferencas centrais, gque corresponde a By = 0 e que €
eficiente para problemas ndo-lineares como terremotos, pelo

fato de ser explicito.

pf ~ Newmark, fN=v2, BN:14
1
_~Newmark , JN=11/20, Pn=3/10
0,80 -
f “Wilson -9,0:1,4
pta) 0T \ Wilson -8,0+ 2,0
0,40 |-
0,20 ¢+~
o 1 ) | 1 —
0,000t 0,001 0,01 0,1 1,0 10,0 00,0 1000,0
At/ T
Figura 4.2. - Raio espectral x tamanho do passo, NOS meétodos

de Houbolt, Newmark e Wilson-6

Em 1980, BRUSA & NIGRO retomam a regra trapezoidal,
introduzindo parametros de ajuste nos coeficientes dos termos
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da matriz de amplificacdo e chegando & sua determinacdo a
partir da fixacdo da ordem do erro local (segunda), garantia
de estabilidade incondicional e ordem das matrizes envolvidas
na solucdo do sistema igual ao numero de graus de liberdade.
Os autores argumentam, e assim conduzem sua andlise,
em favor de medir-se a eficiéncia de um método ndc mais em
termocs do erro local de truncamento. Alternativamente,
preocupam-se com a precisdo obtida na representacdo do
problema de autovalores associado as equacgbes de movimento,
com termos exponenciais. Assim, conforme sua proposta, gquanto
mais proximos dos corretos estiverem os autovalores da
solucdo numérica apresentada pelo método, tanto melhor a

qualidade da resposta.

»
19,0 [
Wilson -8,0=20
18 0
=2
é 104+ Houbolt
=
-
El
2 7.0F Wilson -©,0:=14
-
::*:3 11 3
Newmark , 2o ===
8 sof o Y, 235 B; 1o
»
[u]
30 1 1
Newmark ==, = —
! YN 2 BN 4
10F
L] 1 1 1 E.

0,02 0,06 0,10 o4 08
at/7

Figura 4.3 - Alongamento do periodo nos métodos de Houbolt,
Newmark e Wilson-9

WOOD, BOSSAK & ZIENKIEWICZ (1980) introduzem um
parametro op e obtém uma versdo modificada do meétodo em
pauta, simultaneamente de segunda ordem de precisao,



incondicionalmente estavel e com amortecimento numérico,

vibragoes livres ndo-amortecidas.

As expressées do deslocamento, velocidade

equilibrio sdo dados neste caso respectivamente por:

[ ] 1 L X ]
Xip1 = Xi + At x3+ (At)z(‘—?: — BB) Xi+ (At)2BB Xi+1

[ ] L} ]
Xi+l = Xi+ At(l - '}'B) xit+ Atyp xi
*® [ 1] -

(1 - OLB)m Xi+1+ Opm Xi+ C Xi+1+ KXy41 = Pis1

de modo que se og = 0, tem-se PBg = Py e 71B

correspondendo ao esquema original de Newmark.

] 9'0?-

150

Newmark 'fN ‘-% + BN= _1%

110 |-

Wilson ~-9,8=1,4
70

A A x 100%

Y A | Y A T __iEA

0,02 0,06 0,10 0,14 Q.18 at/T

72

para

I

TN

Figura 4.4 - Decréscimo de amplitude; métodos de Houbolt,

Newmark e Wilson-@

A estabilidade incondicional é atendida desde que se

tenha:
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As figuras 4.5 e 4.6 apresentam uma comparagao do
desempenho espectral dos algoritmos de Newmark (N} e de
Bossak-Newmark (By, Bz, Bi), bem como de HILBER, HUGHES &
TAYLOR (1977) (HHTq{ e HHT3). Os wvalores associados aos

graficos sao:

]
I

-0,1; PBg 0,3025; yg = 0,6
By: dp -0,1; Bg 0,500; yg = 0,6
By: ag = +0,1; Bg = 0,3025; yg = 0.,6.

A

1,0

B1: ap

0,9

pLA)

0,8 1 1 -

102 10t 10°

A /T
Figura 4.5 - Raio espectral x passo; métodos de Newmark(N),
Hilber, Hughes & Taylor (HHT) e Bossak-Newmark (B)

Diversos outros autores retomaram a idéia bdsica
desse procedimento, qual seja a de assumir uma lei de
variagdo para a aceleragdo no interior do passc expressa com
o uso de parametros livres de ajuste, sendo que muitos dos
métodos assim gerados englobam o de Newmark como seu caso
particular.

Tal é o caso da familia p, apresentada por BAZZII &
ANDERHEGGEN (1982). Seu desempenho comparativo € mostrado as
figuras 4.7 a 4.9.

Para fins de analise espectral a matriz de

amplificacdo é& representada por:
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Tal00%

o 0,02 0,04 0,08  0p% 0,10 0,12 0.4

av/T

Figura 4.6 - Alongamento do periodo x passo; métodos de
Newmark (N), Hilber, Hughes & Taylor (HHT) e Bossak-Newmark (B)

A

1,0
metodo P
0,9 |
P Newmark {§,,=0,6111; B3, =0,3086)
o8 |
Houbolt —
l -
0,01 0,1 1 10 100

Figura 4.7 - Raio espectral x passo; métodos de Houbolt,
Newmark, Wilson-0 e método p
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Wilson -8(8=1,4)
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[} 0,05 0,0 0,15

At/ T

Figura 4.8 - Dissipagdo x passo (método p)

Howboit
15 |

Wilson -9(8=1,4)

metodo 2
10 |-

T s100 %

Newmark ({‘N= 0,6111 ;BN=0,30361

0 0,05 Q0 0,18
At/T

Figura 4.9 - Erro relativo do periodo x passo (método p)
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{_ - ﬁN)i - 21 - ) ﬁ(—ﬁ - %) *A—lt—z(—ﬂ) —
[a] = At{l - Yy - [5 - BN}NB - 21 - m)wc} (1 - Bry - 2ynK) i(‘BYN)
{— ~ By - [— : BN}aNB - 20 - m)BNKJ Ac(L - Pub — 2Bwe) (L~ BuB)

com o operador das cargas:

| B Brn BuBl
Lm2At2 WAt (02_| (4.43)

[T =

e valendo nas equagdes anteriores:

_1
1 2YYyn
b= [oozAt2 T e ﬁNJ

_ B
wAt (4.44)

o que completa a definigdo do algoritmo clagsgico de Newmark.

4.4.1. Método Beta - m

Uma das generalizacSes desse ultimo método descrito
& o proposto por KATONA & ZIENKIEWICZ {1985) «que ©
interpretam como uma expansdo em série de Taylor, com
representag¢do exata dos termos até a segunda ordem. As
expressdes (4.41) e (4.42) sdo reescritas para k = 0 e 1,
respectivamente, na forma:

) AL A2¥

a- L b))
X1+1— Zx (j—k)!+Bk(2—k)!Ax

(4.45)

onde:
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K K
A = oy -

Bp = 2ByiB1 = Yu

para utilizar a notac¢do empregada até aqui.
O Gltimo termo de (4.45) pode ser escrito como Ik,

dado por:
= BoAt3 Axt? - BUAt3 (3)
0 21 ) At 21 J*
2 2
o [rartie(pal,
Y 1 7
t ¢ (4.46)
e se tomados fBg = 1/3 e B = 1/2, verifica-se que as

expressdes acima sao as aproxima¢des para o termo de ordem 3
da série de Taylor representada por (4.45).

0 método Beta-m & uma extensdo do processo de
Newmark onde a ordem m esta associada & derivada mais elevada
considerada na representagido do deslocamentc. Assim, sua

definigdo & dada por:

k
A = g + bad™ (4.47)
com:
i—k
a = > A
1 N
P C S OF (4.48)
e ainda:
B Ae" k = 0,1
S e A (4.49)

tomando-se como referéncia Py = 1.

A expressdo (4.48) representa a expansao em série de

(k) {m)
Taylor de *i+l até o termo *it . A ultima parcela de (4.46)

pode ser interpretada como uma aproximagao para O termo
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(m+1)
seguinte da série, *i . A precisdo da aproximagac é
definida pela dos parametros Bg. PBi:...Bm-1-

Se a escolha for feita de modo que Py = 1/{(m-k+1},

os termos by coincidem com os coeficientes da série para

(m+1)
£ . Nota-se, porém, que essa pode ndo ser a melhor escolha

para seus valores do ponto de vista de precisdoc e
estabilidade. Qualquer conjunto de Py tomado atendera aos
requisitos de consisténcia, peloc gque as alternativas e
possibilidades concretas sdo bastante numerosas.

Para uma descricdo do algoritmo considere-se que
Xj+1 e suas derivadas podem ser escritos em termos de Ax(m),
através de (4.47), com os qx dados por (4.48) e os by por
(4.49) sendo os Py os parametros independentes. Com 1isto
estabelecido e rearranjando a equagao de equilibrio, tem-se:

(bom + bic + bgk)Ax(M = f3,9 - (mgy + cqgi + kap)
e as etapas do algoritmo sdo entdo:
1. Iniciacdo. Dados o deslocamento e a velocidade no instante
inicial, a aplicacdo da equagdo de equilibrio e tantas
derivadas quantas necessario para o instante inicial fornece:

0 =t S g x =2...m

L ]
. (m)
2. Dados Xir¥ir-«+ ¥ | formagdo do vetor:

r = f341 -map -cqg1 -kqp

3. Atualizacdo parcial do deslocamento e derivadas, com:
x(ik_l),l = gk, k =12,...m

4, Resolugdo para a incédgnita Ax M) da equacéo:

(bom + bqc + bok)Ax (M) = r
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5.Complementagdo da atualizacgdo da solugdo:

£, =, 4 beax™,k = 12,...m

6. Repetigdo das etapas 2-5 para O proximo passo.

Quando Bg = 0, o algoritmo resulta explicito para
qualquer ordem m. Se a matriz de massa e a de amortecimento
forem diagonais o sistema resulta totalmente desacoplado,
podendoc ser regolvido no nivel do elemento, isto &,
dispensando a montagem das matrizes globais.

Através de uma engenhosa transformagdo do algoritmo
para a forma multi-passo, langa-se mao de relagdoes entre os
parametros B e (o] coeficientes resultantes, o que
possibilita associar 0 processo a esquemas tradicionais e
realizar uma anadlise espectral bem como de erros e
estabilidade, inclusive com exemplos.

Algumas tabelas sao apresentadas em KATONA &
ZIENKIEWICZ (1985) mostrando para diversos algoritmos dessa
familia, a ordem e coeficiente do erroc de truncamento, a
presenca ou ndo de estabilidade incondicional e amortecimento
numérico, e a correspondéncia entre os Py € os parametros dos
principais métodos tradicionais.

4.4.2. Algoritmo de extrapolagdo de Newmark

Em 1993, AUSTIN apresentou um algoritmo de
integracdo para eguacdes de segunda ordem 1lineares ou
apresentando ndo-linearidades "suaves", isto &, garantindo-se
ordem suficiente de derivacdo das fungdes envolvidas.

A idéia bésica & combinar o método de Newmark
tradicional com técnicas de extrapolagdo visando ordens
superiores de precisao. E preciso que o método empregado seja
estavel, de precisdo em segunda ordem, e produza expressbes
assintoticas do erro na resposta contendo apenas termos de
ordem par, o que é garantido tomando-se YNy = 1/2. O autor
mostra que essa & uma alternativa melhor que a redugdo do
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passo, se atendidas as condigdes c¢itadas, para aumentar a
precisao da resposta.

A eguacdo de equilibrio tomada na forma ndo-linear
para o caso unidimensional, para os instantes ao inicio e
final do passo considerado, dados respectivamente por tj; e

ti+1. € assumida de aspecto:

L ] *9 [ ]
Xi, X | Xit £ Xi. % | = Pi

[ ] [ X ] [ ]
xi+1rxi+1j:xi+l+'f(xi+lrxi+1j = Pi+1
(4.50)

e considerando-se como & usual que o movimento no instante tj
seja conhecido, pretendendo-se avangar para © instante tjsq,
pode-se explicitar nas (4.41) o deslocamento e a velocidade
desejados em funcdo da acelerag¢do também desconhecida. Com
isso, a ultima das (4.50) pode ser representada na forma:

a8 *e L L] [ 1]
Xi+41 | = M Xi41 [ Xiv1t § Xiv1 |~ Piy1 = 0
(4.51)

.o
gue pode ser resolvida iterativamente em Xi+l, Com a solugdo,
chega-se ao deslocamento e velocidade através das (4.41).

O teorema de GRAGG™ apud AUSTIN (1993) estabelece
uma relacdoc entre a ordem do erro local cometido em cada
subdivisdo tomada do passo e a do erro global cometido no
método numérico para funcgdes suficientemente diferenciaveis,
atendidas as condicdes apresentadas por AUSTIN. A validade do
teorema para métodos implicitos foi mostrada por STETTER™
apud AUSTIN (1993).

Seja entdo:

x(ti+h) = x; + hq)[ti, x_-;_,h] + dp+1(h)-|-. .t

+ dp(E)PHE + o(pP YY) 4. 52)

*

GRAGE, W. B. "On extrapolation algorithms for ordinary initial value

problems” - J. SIAM Numer. Anal,, 2, 384-403, 1965,
** STETTER, H. J. "Asymptotic expansions for the error of discretization
algorithms for non-linear functional equations" - Numer. Math., 7, 18-31,

1965.
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a expansdo assintética para o erro local de um dado método de
extrapolagdo, cuja funcdo de incremento ®(tj,xj,h) satisfaca
a condicdo de consisténcia dada por ®(t;,x;.0) = £(tj,x3).

considerando-se:

Se o passo At for subdivididoc em N intervalos de
tamanho h = At/N, o teorema afirma que a diferen¢a entre a

resposta numérica e a exata escreve-se:

i1 — X = ep(tIAtP4 L rep  (EIALPTE + B0t (4.54)

onde uj+1 €& a resposta aproximada para o deslocamento no
instante considerado e ep(t) sdo solugdes das equagoles

homogéneas:

. df
eplt) = a;(t x)eP(t) - dp+1(t) (4.55)

tais que ep(ti)=0.
Um método de extrapolagdo & dito simétrico se
permanece invaridvel ao se efetuar as mudangas de parémetros:

Li ¢ tin

X(ti) « x(ti+h)

e de ordem de integragdo: h < -h
Por exemplo, se
tisn) = x5 + h‘l’{tir tivh %10 AEin), h) + O(hB)
é equivalente a:

xi = s4n) = h¥(ts s tes tian) X h) + O(ha)
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isto &, ndo ha alteracdo do método, ele é simétrico. Tais
integradores numéricos tém expansdo assintoética da forma:

2 4 6
Ui 41 = Xig1 + AzAt + A4At + AsAt +.o.. (4.56)

com og coeficientes Agy, k=1,2,... solugles de (4.55).
Denotando as solu¢des numéricas para nyx passos de
tamanho At/ny utilizando um método de ordem de precisdo m de:

ug, (%, At) (4.57)

e assumindo a solugdc a partir do wvalor exato Xj.

aproximagdes numéricas sucessivamente mais precisas podem ser

obtidas resolvendo-se o problema com ny cada vez maiores.
Métodos de precisdo em segunda ordem geram uma

sequéncia de aproximag¢des de aspecto:

urz-ll(Xi’ At), u-]_%_2 (xll At)f ... ulz'lk (xl’ At) (4 . 58)

para os nj, n3, ...0x crescentes. Combinagbes lineares das
aproximagdes podem ser utilizadas para eliminar coeficientes
A; existentes em (4.56) com o objetivo de elevar-se a ordem
de precisdao.

Para exemplificar, seja a sequéncia numérica de
Romberg {1,2,4,8,16,32,...} para os {nj, n3y, ...ng} e tomem-
se os dois primeiros termos. Nesse caso:

jms]
ub(xs, At) = x40 + 2 Ag(Ar)™
k=1 (4.59)

& At
u%(xir At) = xj.1 + 2 Azk(—JZK

k=1 2 (4.60)

e subtraindo-se (4.59) do quadruplo de (4.60), vem:



83

dx;4q - X34 = (0 - o) + oae?) =
- (4 - uf + ofar’) (4.61)

obtendo-se assim duas ordens adicionais de precisdo, pois

vale agora:

Xisp = Uz + O(At4)
isto &, precisdo em quarta ordem para a aplicagdo de um
método basico de segunda ordem, com um intervalo h = At/2,

através do uso da relacgao:

s b - i

Y2 T o)

para o céalculo do deslocamento aproximado ao final do passo.
Do raciocinio anterior, pode-se verificar que com a

aplicagdo da expressao:

[ RVARC

_ (91
u(s+2)__| 2ny uﬂkI
o =
. ] %) _ ]
(4.62)}
para passos internos Atj = At/ny com os nx arranjados
conforme a sequéncia de Romberqg, pode-se eliminar

coeficientes do polindémic de erros correspondentes a termos
de ordens cada vez mais elevadas.
0 algoritmo passo a passo apresentado no trabalho

citado consiste, para as condig¢des acima, em:

la) Iniciacdo. Para cada componente de velocidade e
deslocamento, reservar memdria para uma tabela de
extrapolacdo de ordem (P x P), com P oscilando, na
pratica, entre 4 e 7.
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1b) Escolha de um passo At. Se a estabilidade for
condicional, o limite desse valor estd associado a
essa propriedade. Caso contrdrio, o que rege a escolha
& a qualidade do aspecto da resposta observada.

2a) Ciclo externo, para g = 1 até npassos.

2b) tg = (q - 1) . At

3a) Primeiro ciclo interno, para i =1 a P
4a) Segundo ciclo interno, para k =1 a 2(1-1)
4b) Céalculo da ag¢do p(tk)., para tix = tg + kAtj

4¢) Solucgao de:

M o) | ) + 7 ¥e)| = )

andloga a (4.51)

4d) Atualizacdo, segundo as expressdes de Newmark:

;C(tk) ;C(tk—l) + Ati[(l - v) .};(tk——l) + Y .};(tk)}
sty_1) + At; Wtx_1) + {A“? ]{(1 ~ 28) x(tx_1) + 28 .}:(tk)}

2

()

4e) Fim do segundo ciclo interno

3d) Atribuigdo do deslocamento x(tg+At) e velocidade

[ ]
2
C . .o W
}{ Q+At) a posigao Rl da correspondente tabela de

extrapolagdo, de aspecto:
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oot
At
N¢ de passos  Passo 0 (At2) 0(Atd) -

At U12

At/2 uy? uy4d

At
2 4 2p
5 (p- 1} 2(P_1) uZ(p_l) uZ(P_l) L. uz(P-l)

2¢) Final do primeiro ciclo interno

1c) Uso da equacdo (4.62) para a conclusao das demais
colunas da tabela de extrapolagdo. O elemento extremo
inferior direito da tabela é tomado comoc deslocamento

inicial para o préximo passo.

1d) Substituicdo do deslocamento e velocidade da etapa
anterior na equacdo de equilibrio para obtengdo da

aceleracgdo correspondente.
le) Final do ciclo externc.

Para sistemas lineares, a precisdo em segunda ordem
do Newmark é& conseguida apenas para vy = 1/2. Se, além disso,
for tomade B = 1/4, o método & incondicionalmente estavel.
Para sistemas nadoc-lineares, desde que continuamente
diferencidveis duas vezes em £t e X, & regra trapezoidal é
estavel, convergente e de precisdo em segunda ordem, conforme
HUGHES (1976} .

Os ajustes de parametro visando diminuir os
coeficientes de erro deixam de ter importancia, uma vez que O
objetivo principal da extrapolagdo € eliminar os erros até
uma dada ordem e nao mincra-los.

O autor desse trabalho em considera¢doc observa que
atendidas certas condigdes apresentadas em exemplos, a

técnica presente fornece respostas 1 000 000 wvezes mais
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precisas que as obtidas pela aplicagdo do métode original de

Newmark.

4.5. FORMULACAO POR RESIDUOS PONDERADOS

Em 1977, ZIENKIEWICZ aproveita a formulagao através
de residuos ponderados utilizada para a discretizagdo de
dominios eldsticos por elementos finitos para a solugdo do
problema de dindmica estrutural.

0 dominio a ser discretizado & o intervalo de tempo
considerado e os pontos nodais passam a Ser O0S$ instantes
distanciados do passo onde a eguag¢do de equilibrio deve ser
atendida.

A representagdo do deslocamento e suas derivadas no
interior do passo & feita com o uso de rfungdes de forma" que
se encarregam de 1interpolar os valores assumidos nos nés,
isto &, nog instantes considerados na analise.

Para o deslocamento vale entao:

i+n

X(t) = ZNk(t)Xk, 0 <t £ At
k=1 (4.63)

onde n & O numero de passos considerados, sendo igual a um
para os algoritmos de passo simples e Ni(t) é a fungdo de
forma.

As derivadas do deslocamentc sdo representadas de
forma andloga, com fungdes de forma gue podem inclusive ser
independentes entre si.

A relacdo a ser atendida é:

At [ 1 J [ ]
IO ot)mx+cx+tkx-£fdt =0
(4.64)

ou seja, escolhida uma funcdo-peso @ conveniente, O residuo
médio da equacgdo de equilibrio do intervalo é anulado.

A funcdo-peso deve também atender a condicdo de
normalidade, ou seja, deve valer:
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At B
fo wlt)dt = 1 (4.65)

e as representa¢des assumidas para o deslocamento, velocidade
e aceleragdo caracterizam os diversos métodos, que

apresentardo propriedades diversas.

4.5.1. Método de ZIENKIEWICZ, WOOD & TAYLOR (1980)

Esses autores apresentaram um método de passo

simples baseado nas relacgodes:

mv+coev +kx = £

v —x=20 {(4.66)

isto &, transformando-se a equagdo de segunda ordem do
equilibrio em um par de equagOes de primeira ordem, com O

L ]
empregc de v(t) = x(t) para a representa¢do da velocidade. O
deslocamento e a velocidade no interior do passo sé&o

escritos, conforme (4.63), como:

v =Njvi + NjaVia

X = NyXy + Njyi%iq1 (4.67)

onde as funcdes de interpolagdo, as mesmas nas duas equacoes,

sdo dadas por:

(tiz1 — 1)
Ni(t) = T Ar
t
_ (£ -t)
Nj41t) = ——
At (4.68)
de primeiro grau portanto.
Substituindo as expressdes acima em (4.67), adotando
funcées-peso arbitrdrias X(t) e V(t) e integrandc no passo

vem, de acordo com {(4.64):
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I()A‘tx(t)[mv+ cv + kx - f}t =0

Pevtefv - ke = o
(4.69)

e efetuando as integrais indicadas, chega-se as relagdes:

m(vi+1 - Vi) + AtC[ﬂVi_H_ + (l - 9)‘Vl] + Atk[exi+l + (1 - G)X.i] = Im pPy41

Atfavi g + (1 - a)vi] = %151 — %4
... (4.70)

sendo Impj4+; © 1impulso ponderado da forga aplicada no

intervalo. Sua expressao é:

J'é\t x(t). £. dt

Imp;,1 = At
o fé"t x(t). dt

com os parametros o e 8 dados, respectivamente, por:

jéﬁt v(t). t. dt

- Atf{?t vit). dt

IOAt x(t). t. dt

= At
Atfo x(t). dt (4.71)

que encerram a definigdo do algoritmo.
Os autores apresentam uma andlise de estabilidade

para og valores assumidos de a e 8. Novamente, conclui-se
pela precisdo em segunda ordem apenas para o método
trapezoidal, resultante para o = 6 = 1/2, sendo todos oOs

outros de primeira ordemn.
Problemas ndo-lineares sd3o também considerados e

comentarios sdo feitos relativamente & escolha das fungles-
peso X(t) e V(t).
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A interpolacdo considerada para o impulso Imp;i+q
interfere na gqualidade da resposta obtida e exemplos
numéricos comparativos de critérios diversos utilizados séao
mostrados. Para funcgdes de excitagdo suficientemente suaves,

pode-se tomar:
Impiyy = At - 0)f; + Of; 11]

como uma representacdo suficientemente boa.

Entretanto, para varia¢des rapidas da forga aplicada
uma integracdc mais refinada é& conveniente, principalmente se
apenas os modos inferiores sdo de interesse. Assim, os
efeitos do carregamento nas altas freqiéncias sdc eliminados,
o que equivale a introduzir amortecimento numérico e permitir
o uso de passos maiores sem perder-se a fidelidade na
reprodugdo do movimento.

0 algoritmo consiste entdo em se efetuar os

seguintes passos, sucintamente descritos:

1. Iniciagdo. Fornecimento de xg e *0.
2., Efetuar:
r % |1
A=-{1-aWv; +— =
1( Y GAtJa

B = [((1 - B)Atv-l - Xi]%

o -[ih (o

3. Calcular:
DKX;,; = Impj,; — mA — CB
4. Obter xj4+1 € Vi41 de:

Rip1 = Ox41 + (1 - 0)xy

avig = {1-avy +[Rieq — %3] ——
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5. Avancar um passo (i+l -> i) e retornar a etapa 2.

Ha uma versdo explicita do algoritmo desde que 0 ou
o sejam nulos, mantendo-se © outro pardmetro independente. No
primeiro caso, utiliza-se a segunda das (4.70) para avangar
no tempo de forma explicita mesmo dque a matriz de

amortecimento ndo seja dlagonal.

4.5.2. Um conjunto unificado de algoritmos de passo simples

Publicado em 1984 por ZIENKIEWICZ, HINES, WOOD &
TAYLOR, esse conjunto de algoritmos é bastante geral e
consegue-se qualquer ordem de precisdo local.

Considere-se a relagao:

L (e),p 2

X = X+ X UEXg oA tP o “.72)

para representar a funcdo de interpolagdo do deslocamento no
interior do passo, isto é, valida para 0 < t < At. O
parametro aj (P} é funcdo do instante i considerado e da ordem
(p-1) da ultima derivada considerada do deslocamento. Mais

compactamente, (4.72) pode ser dada por:

Pt t4 1
X = Z Xg-_q) ; + (I(ip)tp —

|
q=0 p: (4.73)
e com tal notacdo, onde se utiliza ay (P) como coeficiente do
erro local de ordem p nos deslocamentos antes de ser afetado
pelo denominador pi pode-se escrever o valor da aproximagdo
assumida para o deslocamento ao final do passoc como:

p-1 (q) A4 (p) AtP

Xigp = 2 X3 —, T T
q=0 a: P ' (4.74)

Para a determinacgdo de ai(P), imp&ée-se o respeitoc a
(4.64), onde {4.73) e suas duas primeiras derivadas
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representam 0 deslocamento, velocidade e aceleragdo,
respectivamente.

Se definidos:

JA® oft). t9. a o
t) tH.dt
fo alt). dt 0<86g <1

(4.75)

pode-se escrever, aplicando-se (4.72) e suas duas primeiras
derivadas:

J’At

-1
f_oxdt RS (g) At (o) ALY
IAt - i 1 9 e ;] P
O (l)- dt q=0 q' p'
At *
-1 -1 -1
IU o %X dt B 1 x(q) Atq 0 . a(p) Atp 9
A= TR TR TR T
0 w. dt g=1 a : p :
At e -1 -2 -2
Io o x.dt P x(-q) AT o . a(p) AtP g
B at  qm o (a-2r 927 (p-2)r PR
0 a= (4.76)
e ainda, para a forga aplicada:
et ac
- _ f
At
jo ®. 4t (4.77)
IAt(o.dt
A divisdo de (4.64) por 0 e a observagdo das
expressdes acima permite escrever:
-1 g-2 -2
k x(-q) At 6, +a(p) Ac? 0 —|+
“t 1 ! qg-2 i ( )] p—2
g=2 (q 2) 2)!
02l () AT p-1 1
q) (p) At
d X2 x Oy 1 + O 0, 1|+
Z Tttt e oy e
_p—l ( A g P -]
q) t (p) At —

(4.78)
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e portanto:

(p) | AtP~2 APt AtP - % 2 -
)’ = mgp'z' m + G-_—l)!ep_l.c + ?Bp-k f-mXjp— CcXie1— kXjqg

c...(4.79)

onde Xi+1rXi+l. Xitl gsdo "extrapolacgdes médias" para o
deslocamento e derivadas para o final do passo, definidas

pelas expressdes:

- At
b = 2D 2,
q=0 at
. p—-1 ( ) AtCI'“l
~ a
. - S Y
Xi+l q§1Xl (q _ 1)! q-1
e Atq_2
%ie1 = Zx(l) (__ﬂ‘,eq—z
qg=2 d : (4.80)

sendo as relacdes descritas acima suficientes para explicitar
completamente o algoritmo de ordem P, conhecidos os valores
iniciais de deslocamento e derivadas até ordem (p-1).

Conseguem-se as caracteristicas desejadas mediante
escolha adequada das constantes Oq (1 < g £ p). O interesse
inicial é& assegurar estabilidade, uma vez que o algoritmo £
consistente "a priori".

Considerada a parcela correspondente a massa (mz0),
a ordem p minima é dois.

Os préprios autores analisam varias possibilidades
de escolha de pardmetros Gq e ordem p, comparando os
resultados alcancados aos decorrentes da aplicacdo de outros
processos conhecidos.

Nio é& apresentada uma andlise espectral do método;
ac contrarioc, sido mostrados graficos de deslocamentos e de
erros cometidos no seu cadlculo, em fungdo do tempo para um
sistema SDOF e uma onda de pressdo através de um £fluido,
comparando-se os resultados encontrados com a solugaoc exata e

a fornecida pelo método de Newmark.
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Em particular, se p = 2 recai-se no método de
Newmark fazendo-se 67 = yy e 65 = 2By, e para estabilidade
incondicional deve-se tomar a seguinte faixa para os valores:
9120,5(392291.

0 algoritmo consiste resumidamente das etapas

descritas abaixo:

1. Céalculo de ZXi+1r¥i+l1 € Xi+l 3 partir de KirRires-Xi

através de (4.80)

2. Calculo de aj (P), através de (4.79)

iy (
p-1)
3. calculo de ¥i+1sXi+lre:-¥it1 | com a aplicacgdo de (4.74)

4. Repetir as etapas 1-3 para 0 proximo passo

Em 1990, SALAMON & XIANG propdem para a funcgao-peso
de (4.75) a forma w(t) = tT e considerando a mesma relacgao

reascrita como:

I:+At (1), t9. at

(¢ + ADIJTTAE ln). ar

By = limg 9 , 9 =012 ...p

(4.75a)

obtém, para a solugdo da integral acima:

o - (r+1) f w1
e qeer’ 7"

e testam varias escolhas de r em um problema de péndulc néo-
linear, comparando os resultados obtidos com os métodos de
Wilson, Houbolt, Hilber, Hughes & Taylor e Bossak & Newmark,
através de tabelas.

Valores ndo-positivos de r, notadamente entre -7 e
-5, apresentam resultados competitivos, inclusive melhores
que os dos métodos utilizados como bases de comparagdo para

analisar as respostas.
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4.5.3, Método de Hoff & Pahl {(1988)

Esse algoritmo generalizado, de passo simples, de
segunda ordem, implicito, & incondicionalmente estavel, tem
dissipacdo numérica controlavel e apresenta seis parédmetros
livres, cujo ajuste lhe confere as propriedades desejadas e ©
fazem recair em métodos ja conhecidos.

As seguintes expressdes sdao utilizadas para exprimir

o deslocamento e suas derivadas no interior do passo:

T =t —t, £ St £ty 0 <1 < At (4.81)
Ax = Xjt1— Xi
oo() (Y] AX
= i+ — 71
[} . [T A X P
= + i +
X) = %+ x %3 T4 .
[ 1 [ 1) 9 A x 3
1) = X5 + i T+ 0% T rEf—1
A = % XTI 50X P T (4.82)

A interpolacdo da aceleragdo ndc pode ser de ordem
superior a linear, para garantia de estabilidade
incondicional, como indicam KATONA & ZIENKIEWICZ (1985). Os
parametros livres sdo y. m, 0, V., & B e para a carga f(1) a

interpolacdo assumida é da forma:

f(T) = fi + _1—(fi+1 — fi)T
At (4.83)

sendo portanto linear.

Substituem-se as expressfes (4.82) e (4.83) na
equacdo de equilibrio, visando a anulagao da integral do
residuo ponderado por uma funcdo o(t), como indicado em
(4.64). Consideradas as expressfes auxiliares (4.65) e mais:

N

AL jéﬁt Falt)dr = yAt, k = 123

(4.84)

pode-se escrever:
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1 [ X J [ 1 )
= 2 (o). oo dt = xi+ yamA x

At

- L] L1

1 L)
e ISM' x(1). 1), AT = xi+ wixn xi+ YfvA x At

L ] e a9
A—lt- Iést x(1). of1). dt = %3 + YN xi At + %\yzé} xi At? + yaBA x At?

1 (At
At Io £(r). o(t). ar = £ + wi(f41 — £)

e renomeando-se:

0y = v 0, = yix
0, = b B; = wae (4.86)

estas t1ltimas, levadas nas (4.85) e subsequentemente em
(4.64), permitem chegar-se a relag¢do que fornece a incdgnita
primaria do processo, isto &, a relagao:

(0gum + ByAtc + B:BACK)A x = £ + Bg(Es 1y — §) - m xi+

L ] [ X} [ ] 1 -8
~c{xi+ 6,At xiJ - K(xi + BjAL xi+ — ezAt?‘ xij
2 (4.87)
permite isolar-se A x.
A aplicacdo das (4.82) para t = At possibilita a

obtencdo de xj+1 e suas derivadas.

O algoritmo apresenta os seis pardmetros livres 64,
85, 03, B, ¥, m e mais Oy para a funcdo representativa do
carregamento.

0Os autcres ressaltam o fato da fung¢ido carregamento
ser ponderada independentemente das outras grandezas e
apresentam uma andlise comparativa com outros algoritmos
conhecidos, mostrando que o ajuste dos parametros livres faz
recair-se em esquemas clédssicos, como o0s de Newmark e

Wilson-6.
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Uma analise espectral é realizada, com vistas a
definir os limites dos parametros associados as propriedades
desejadas, como estabilidade, overshoot e dissipagdao numérica
controlados.

Atendidas as propriedades essenciais, as relagles
necessarias entre os pardmetros conduzem a um anico
coeficiente independente, e o algoritmeo torna-se O descrito

pelas etapas seguintes.

A
11
instavel
104 AR SRR S S AN RN AR AALARN]
_— A
2 3
T 09 N
[ 1] ~
[ % ~
«n N
v N
o I instg
2 opf N instavel
> h
h
N
estdvel h
o7 N
N
N
~
N
N
0,6 } -
0,% 1,0
L] e1 )

Figura 4.10- Raio espectral x 81 no limite para At/T — «
(método de Hoff & Pahl)

ALGORITMO

[ 3 as 1 [ ]
Xg, X0, € X0 = — fs — ¢ x0— kXg
m

1. Iniciacdo. Fornecer

2. Obter A x, de:

[m s @i - Gl}ﬁtc + é At.?k}_\ % =

1

*0 » as [} A 2 [ 1]
=Pit 90(Pi+1 -~ pi)— m xi— g Xit At xi |- K x; + 0,At X3+ — Xi
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3. Atualizar ¢ movimento, com:

[ ] ] L L] o0
Xi+1 = X3+t A x

[ L ] [ 1) 3 L 1 ]
X141 = Xit+ At x;+ [5 - el]AtA X

[] At2 .. 1 3 [ 1)
Xi41 = X5 + At xi+ _2'"xi+ EAtA X
1

4. Repetir 2-3 para o proximo passo.

0 algoritmo tem precisdo em segunda ordem para
amortecimento fisico arbitrario, com dissipagdo numérica.
Apresenta raiz espuria nula para as freqiiénecias inferiores e
¢ incondicionalmente estavel.

As caracteristicas descritas dependem do respeito a
0,95 £ 083 £ 1,00 e o algoritmo acima corresponde a
particularizagdo do geral, tomando-se, a partir de conclusébes

fornecidas pela analise espectral, os valores abaixo:

1
Y=91(Tl—1)+5; 0 =

H 63:92.—_1; B:_Z

Na verdade 67 = 1,00 corresponde a regra trapezoidal
de Newmark. As figuras de 4.10 a 4.15 mostram a evolugao de
suas principais caracteristicas para alguns valores de

interesse dos parametros acima.

4.5.4. Uma familia de minimos quadrados generalizada

0O objetivo de KUJAWSKI & GALILAGHER, 1989, foi a
obtencdo de um procedimento de ordens superiores atraves do
emprego de elementos finitos quadraticos no tempo.

As funcdes de forma sdo dadas por:
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Figura 4.11 - Raio espectral x passo, no método de Hoff-Pahl
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Figura 4.12 - Raio espectral x passo, DO método de Hoff-Pahl
para diversos B, com 67 = 0,9091
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Figura 4.13 - Raio espectral x passo, cCom & sSem amortecimento
fisico, da regra trapezoidal de Newmark (T) e do método de
Hoff -Pahl (HP)
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Figura 4.14 - Amortecimento numérico do método de Hoff-Pahl

sem amortecimento fisico
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Figura 4.15 - Erro relativo do periodo no método de Hoff-Pahl

sem amortecimento fisico

J L [ (1 - 1)
NMt) = % 1 - 12 L; T _ =

N1+1 L l1(1 + 1) J

l\)ll—‘

(4.88)
e com isso o deslocamento e a carga, Nno caso uni-dimensional

sdo dados respectivamente por:

x=[Nj_; Ny Nypy x5 7= Nxe

fl—ll
T
£={Ngg Ny Ny [y £ ¢ =NE
£i+1 . (4.89)

A velocidade e a aceleragdo no elemento resultam

entdo da aplicagaoc das expressdes:
S

<&
-~
=
% BIBLIOTECA
1%
w
[«
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(

Yl

[ ]
x =N Xg: N=—
® At | 1
—(1+ 21)
2 (4.90)
e para a segunda derivada do deslocamento:
x = N X5 N =——=1-2
c Atz[lJ
(4.91)

podendo-se observar que (4.90) fornece a expressdc de
diferencas centrais para a velocidade em tj, isto é, 7 = 0, o
que resulta em:

1

Xxi = Eﬁ; Xi+1 — xi—l)

enquanto (4.91) indica gue a aceleragdo é& tomada constante no

interior do intervalo e também dada pela expressao em

diferengas centrais:

(1] (1] 1 ( )
Xi = X = —= (%41 — 2% + X531
At?

Desprezado o amortecimento reescreve-se a equagdo de

equilibrio considerando-se seu residuo, na forma:

..T

_ 20T _ T
Rg = N Xg + @ N Dxe — N'Dfg (4.92)

com a matriz diagonal [D] contendo fatores de ponderagédo ap e
a1 nas posigdes indicadas:

g 0 0
[D] = L 0 oy DJ
0 01 (4.93)

permitindo assim obter-se férmulas mais gerals de integracédo.
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A minimizagdo do residuo em (4.92) é efetuada

através do calcule de:

Eizl
ré = f W.Rg.Rg.dt = minimo
ki g (4.94)

onde W & uma func¢do-peso, impondo-se a condigdo:

ar2
=0
0% 41 (4.95)

para que se atenda a 4.94.

Trata-se de um método de passo duplo, por exigir
conhecimento de xj.1 € X3 para o avango na solugdoc do
movimento, em tj4q. A aplicagdo das relagdes anteriores

fornece para o caso unidimensional, a relagédo:

(ﬁ + At%120° + ¢2At40)4)xi+1 - [2[3 + At2(2¢1m2 - 0L18c02) - a151At4m4]xi +

+[B + Atz(ao’ymz + 4)10)2) + G.OylAt4(04]Xi_1 = Fi

8 ;{ o 3] - Ttk

5, N
Ni -1 *

F; = Atz[(q)l + ¢2At20)2)‘.fi+1 + (11(5 + 8lﬂt2(l)2)fi + ao(y + 'Y]_Atz(l)z i+1]

e onde se tomou:

1 =B -y -8 ¢z =61 —y1 - & (4.98)
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relagdes que serdc utilizadas de ora em diante, para
descrever o método.

A normalizagdo dos fatores de  ponderagaoc é
conseguida fazendo-se B = 1. Com isso, (4.95) pode ser

reescrita na forma:

P.xi+l_2.Pl.xl+Eh.Xi+l =Fi (4.99)

onde vale:

1)
jPL —I—l ki ki kz—i WAL

[Pl Ll ki ki kg WAL
B 1 k1 kg kg {4 4J
oAt (4.100)
e ainda:
rklw 2¢1
" 92
2 1
k3 - 5 C(13
) =9 (
ky 1
— = 10y
Xs 2
ke gy
[N 4
L Og¥Y1 (4.101)

com o vetor de cargas no elemento sendo definido por:

P = At(ky + kpAt?0?)ti L - Aky + kg@?AL?)g; + (ks + keAtPo?)E; 4]

..... {4.102)

A equacdo (4.99) representa uma familia de esquemas
quadraticos de integragdo para sistemas ndo-amortecidos de
passo duplo e bastante geral. Os seis parémetros ki, i=1,..,6
podem ser obtidos visando precisdo, estabilidade e dissipagédo
numérica. Conseguem-se algoritmos incondicionalmente estaveis
de quarta ordem nos esfor¢os e até oitava ordem, se for
aceita estabilidade condicional.
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Se tomados k33 =0, 1 = 1,2,3 recai-se na familia de
Newmark.
Se tomados (kg.kg) = (ki,kz) o algoritmo néo
apresenta dissipacado (amortecimento numérico).
Para o conjunto de valores:
B 1 1,

B 1 ]
ki ko ka) = &2 24, - = 24+ B
(k1. k2. ¥63) (2 2 Y 24" 2 2

o algoritmo apresenta consisténcia matemdtica e precisdo em

quarta ordem para quaisquer valores de P e kq. para
estabilidade incondicional, deve-se ter:

1 B
48 4

™
v
N

ky =

0 menor erro de truncamento possivel para
estabilidade incondicional em algoritmo dessa familia é dado

pela expressdo em sexta ordem nos deslocamentos:
E = 0,001180°At% + ow®At®)

e ocorre para B = 1/4, kg = -1/24. Para os valores dos
parametros B = 11/252, kg = 0,0207011, obtém-se um algoritmo
de oitava ordem, condicionalmente estdvel para oAt £ 5,0.

Segundo KUJAWSKI & GALLAGHER (1989), devido & sua
grande precisdo e alto limite de estabilidade (Atgarit =
0,796Tuyin) - esse algoritmo parece uma boa alternativa para a
solucido de problemas onde o passo precisa ser selecionado em
funcdo da precisdo requerida, o que ocorre gquando os modos
superiores sdo 1importantes na respeosta da estrutura.
Problemas de impacto, vibragfes de altas freqgiéncias,
terremotos e a¢des de choques em geral sdo dessa natureza.

A aplicagade do processo para o© caso multi-
dimensional consiste Dbasicamente nos calculos indicados

abaixo:
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1. Fornecer vetores deslocamento e velocldade iniciais
®

Xp € Xp

2. Iniciagdo:

In = M.Xo,' Zng = KXO
B = MM + kAt (k™M + MTK) + kpAtKTK

calcular Bt

Fy = Atz[(kler + sztzKT)fl - 2(k3MT + k4At2KT)E0]
X = 13‘1[(MT + klAtzKT):rD + At2(k3MT + k4At2KT)zo + EO] ~ 2At xg

3. Avango de um passo:

r; = Mx;; z; = Kxy

£ Atz[(klMT + koAt?RTNE; 11 + £5_1) — 2(k3MT + k4At2KT)fi]

Xi+1 = ﬁ_l[(MT + klAtzKT)I'i + Atz(k3MT + k4At2KT)Zi + Fl] - Xi-1

4. Repetir a etapa 3 para o préximo passo.

Sendo um método de ordens superiocres, demanda um
esfor¢o computacional maior que os métodos lineares, 0 que
pode ser visualizado através da largura de banda da matriz de
rigidez efetiva [51, em torno do dobro daquela de [M] e [K}].

Quando a semi-discretizagdao é feita com ©0 uso do
método dos elementos de contorno, entretanto, onde as
matrizes [M] e [K] surgem esparsas, ¢ fato acima tem pouca
importdncia.

0s algoritmos de ordens supericores tendem a ser
competitivos em problemas ndo-lineares de muitos graus de
liberdade, quando a demanda de membria computacional &
elevada. Nesses casos seu uso associado a processos indiretos
de solugdo de sistemas, como o Gauss-Seidel, relaxacgéo
dindmica ou gradiente conjugado pode tornar-se vantajoso se

comparado aos métodos lineares, explicitos ou implicitos.
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A solucdo do problema de vibragdes livres né&o-
amortecidas para um SDOF & apresentada para alguns valores
convenientes dos pardmetros de ajuste, através de tabelas
comparativas com outros processos tradicionais, a fim de

mostrar a potencialidade do método.

4.6. ELEMENTOS FINITOS NO DOMINIO ESPAGO-TEMPO

A técnica habitual de semi-discretizac¢do do problema
de dinamica estrutural implica em utilizar elementos finitos
no espago, gerando um sistema de equagbes diferenciais
ordinarias de ordem igual ao numero de graus de liberdade no
tempo.

Essas equagdes resolvem-se com o emprego de métodos
tradicionais de diferencas finitas aplicadas ao intervalo de
tempo de interesse, por sua vez também discretizado.

Em 1988, no entanto, HUGHES & HULBERT propuseram uma
formulacdo para a elastodinadmica que realiza a discretizagédo
no dominio espaco-tempo simultaneamente, permitindo a criagao
de uma "malha" mais flexivel que considera inclusive passos
diferentes para elementos diferentes no espago.

Essa liberdade de criagdo da "hipergeometria" do
elemento pode ser associada, segundo indicag¢do dos autores, a
criacdo de um algoritmo que inclua um eficiente controle de
erros.

A énfase & colocada na andlise matemdatica da
formulacdo bAasica do problema de dindmica, incluindo a
apresentagdo de tecremas que garantam consisténcia e
estabilidade.

0 método descontinuo de Galerkin é utilizado com
vigtas a obter-se processos estaveis, de ordens superiores de
precisaoc.

Embora promissor, a época a implementagdo do
algoritmo ndo foi efetivada, e had consideraveis diferencgas
com relacdo aos métodos tradicionais. Os autores opinavam
entdo que dever-se-ia envidar esforgos também no sentido de
simplificar os processos resultantes, para conferir-lhes
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competitividade em dispéndio de tempo e meméria computacional
no cotejo com os esquemas usuais.

0 assunto é retomado por HULBERT (1992) que através
dessa formulacdc considera diversas interpolagdes possiveis
para o deslocamento e velocidade no interior do elemento-
tempo, com polindémios independentes.

0 autor denomina de métodos de campc simples aqueles
em que a interpolagdoc adotada para os deslocamentos ja define
a da velocidade, através de sua derivagdc. Em contrapartida,
na formulacdo de campo duplo (two-field) sdo utilizados
polinémios de interpolagdac independentes para as duas
grandezas. A denomina¢do Pi nas figuras adiante indica campos
simples, com ordem i no polindmio. de interpolagdo do
deslocamento, enquanto Pi-Pj, analogamente, estd associado a
ordem i para os deslocamentos e J para as velocidades, num
método de campo duplo.

Métodos de campo simples, isto &, apenas em
deslocamento, sio também utilizados na andlise e embora haja
medidas mais adequadas para a precisao resultante, com O
objetivo de comparar com os métodos tradicionais efetua-se,

da forma usual, uma andlise espectral.

e e i — ————— ]

RAIO ESPECTRAL
\\;
I
e |
}
Q

HOUBOLT

Figura 4.16 - Raio espectral do método descontinuo de
Galerkin (TDG)
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Figura 4.17 - Raio espectral para o método de
Galerkin/minimos quadrados, formulagdo de campo simples
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Figura 4.18 - Raio espectral para o método de
Galerkin/minimos quadrados;formulagdo de campo duplo

Um dos processos derivados, que incluil
forma de minimos quadrados visando a estabilidade, atinge
precisdo em ordens superiores e anigquilamento assintdtico dos

termos na
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modos superiores, sem a introdugdo de excessivo amortecimento
numérico nos modos inferiores, o que é mostrado as figuras
4.16, 4.17 e 4.18.

A desvantagem essencial dos algoritmos assim gerados
é produzir, em geral, sistemas de equacdes de ordem maior 4o
que as associadas aos métodos tradicionais lineares. Assim,
para gque sejam competitivos, devem ser desenvolvidos
algoritmos com controle de erros para utilizagao de passos Os
maiores possiveis gque ndo comprometam a qualidade da
resposta.

HULBERT (1994) retoma o© assunto e explicita um
conjunto de algoritmos de passc simples baseados no método
descontinuo de Galerkin (TDG), isto é, permitindo "saltos"
nos noés para os valores considerados de deslocamentos e
velocidades. Exemplos de fungdes utilizadas nesses algoritmos

sdo mostrados a figura 4.19.

x" A
Pl
N e
;/ \ e l‘
l \ ( \\
L L 1 I ,

to tn-1 tn tael the2 t

Figura 4.19 - Fungles descontinuas no tempo, de primeira
ordem (Pl) e segunda ordem (P2)

Ao utilizar polindémios interpoladores de mesma ordem
para a representagdo de deslocamentos e velocidades, o© autor
obtém anigquilamento assintdético.

Da mesma forma como em outros métcodos, o equilibrio

pecde ser representado por:

®
mv+tcocv +kx = £

»
X =V {4.103)
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submetidas as condig¢des iniciais:

x(0) = xqg v(0) = vy (4.104)
ou, alternativamente, por:

[
AD X+ Alx =F

X0 = Xg (4.105)

sendo, nas equacdes acima:

Rl R
X = ;7 Xp = H F =
v Vo £ (4.106)

0 dominio no tempo é particionado em intervalos
abertos, correspondentes ao interior dos passos, de mode a
ter-se Ip = (tp-1, tp}, n =1, 2,..N.

A aproximacgédo para X é dada por:

h
v (4.107)

e o espago dos polindémios de ordem k é denotado por P K. as

fungdes de interpolagdo sao entdo dadas por:

I
B o= {xh e U "y )2““}
n=1

de modo a permitir descontinuidades nos campos de
deslocamento e velocidade entre oS intervalos. Para

representagdo dos valores nodais entdo:

he +y _ 93 h
X'ty = lim _ .+ X (tp, + €

O escopo do método TDG & encontrar xh e $h tal gque
para qualquer wh e $! tenha-se:
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h
L

h h h h, + h, +
fIn WAy X dt + jIn W A X dt + W (tn+1. Ag. X (tn_l)

_ h, + h,, —
_ Ixn(n>u whrat + whel_p) . Aq. xPleg_y) 4. 108)

valendo ainda, para n = 1:

II w2 F. dt + wROh . ag. x0)
1

para o segundo membro da relagdo acima.

Discriminando para a funcdoc de interpolacdo de

primeira ordem, dada pela expressao:

{(t B tn—l) 0
At
0 (t - tn—l)
Wt = At
(tn _ t) 0
At
0 (tn — t) J
L At (4.109)
vem entao:
-
O N L I )
xb = | At At Vn _'(Wh)T{ Xn }
At Ac v,
..... (4.110)
e também
Xn |
oh 1{10—10 VHL n [ 3=
X — — —
At|0 1 0 -1 [x;;_ﬂ Xy _q
+
via) (4.111)
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e as integracdes indicadas no primeiro membro de (4.108)

nesse caso levam a:

- | hi. — ~
FAO ¥ EAJ [E Ag + AEAJ | (et )] T (65-2) 20 ¥%{e50) + B
2 6 2 3
.(4.112)

engquanto para a primeira parcela do segundo membro tem-se:

[0 0] 0o )
nf + h, - 10 O[k O}{Xﬂ—l 0 L
Wilta_1h Ap. X - = = -
(n l) 0 (tn l) 1 0l0 mi(vD_, [kxn_lJ
e
F 0 1
t—t
( nl)fLit
At
L(tn—t)fJ
para a segunda. Observa-se que para cada instante

considerado, tem-se dols pares de deslocamento e velocidade
resultantes, isto &, X(tp™) e X(tp") no caso do deslocamento.
Isto & resolvido eliminando-se em (4.112) xB(ty 1),
o que conduz a equagdes de aspecto:
|' 1 1
| m+ — Atzkj -5 Atk | e5)
1 h{, -
[ m - — Atzkj m — 18 Atzk) Atv (tn)

~ M J mT' (t5-1)
= n {_( ) OJ Atvh(t;-l)

TN

|:\J|H“:’“‘J
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que mostram o fato dessa formulagdo conduzir a um sistema de
equagdes, no caso de miltiplos graus de liberdade, de largura
de banda igual ac dobro do numero desses graus.

Para ordem arbitriaria do polindémio de interpeolagédo
gera-se uma classe de métodos com aniquilamento assintético,
como o0 autor preocupa-se em mostrar.

Na analise espectral realizada sédo tomados

algoritmos dessa classe com fungdes interpoladoras

polinomiais de graus 0, 1, 2 e 3, para comparagdo de

desempenho com os métodos de Houbolt e Park. As figuras 4.20
a 4.22 mostram o resultadc encontrado.

Raio espectral

/T

Figura 4.20 - Raio espectral dos algoritmos de Park (P),
Houbolt (H) e TDG (PO, Pl, P2 e P3)

olo

0.08

0.06

Q04

0.02

Amortecimento nhumérico

]
] 0.0% 010 O015 020 025 030 0.35 040

ar/7vT

Figura 4.21 - Amortecimento numérico para os métodos de Park

(P), Houbolt (H) e TDG (PO, P1l, P2 e P3)
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Figura 4.22 - Distorgdo nos algoritmos de Park (P), Houbolt
(H) e TDG (PO, P1l, P2 e P3)

Como é& esperado, a freqiéncia de corte assim como a
brusquiddo com que o anigquilamento ocorre aumentam com a
ordem do método.

O amortecimento numérico e o erro na frequiéncia
diminuem para os modos inferiores & medida que se utilizam
polindémios de graus mais elevados. Isto é conseqiéncia do
fato de que para grau do polindémio igual a 2 tem-se ordem de
precigsdo local igual a 5, afinal.

0 overshoot ndo esta presente nesses processos
porque eles ndo exigem o cdlculo de um vetor de aceleragdo
inicial que introduziria, eventualmente, tal fendmeno.

0 autor indica como sequiéncia do trabalho
apresentado organizar os métodos hierarquicamente, isto &,
fazendo com que os de ordens malores contenham os de ordens
menores e deles sejam um desenvolvimento, a fim de facilitar
a geracdo de suas expressdes com a mesma formulagdo e
desenvolvimento.

Regsumidamente, essa classe de algoritmos apresenta
desempenho potencialmente bom em termos de precisio e
aniquilamento assintético geneticamente presente, mas
necessita ser mais explorada nos aspectos de sua



115

implementacdo computacional e formulagdo especifica, de modo
a compensar sua maior complexidade de manipulagdo algébrica e

meméria computacional despendida.
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CAPITULO 5 - UMA NOVA FAMILIA DE ALGORITMOS:
FORMULAGCAO HERMITIANA

5.1. INTRODUCAC

Apresenta-se aqui uma linhagem alternativa de
algoritmos de passo simples, qual seja a dos chamados métodos
hermitianos. Sua formulagdo é bastante livre, podendo ou néo
conter parametros de ajuste com vistas a se atingir as
propriedades desejadas e necessarias em cada caso.

Embora ja ha algum tempo tal abordagem venha sendo
empregada & solucdo numérica de equagdes diferenciais, suas
vantagens para a dindmica estrutural ndo vém sendo exploradas
proporcionalmente ao potencial oferecido pela proépria
natureza do procedimento para a construgao de algoritmos que
se apresenta em tal caso. Os trabalhos mais comuns citados a
seguir referem-se a exploragdo dos operadores hermitianos
para a solucgdo de equag¢des diferenciais de primeira ordem.

A geracdo de membros dessa familia é simples,
podendo-se chegar a métodog da ordem de precisdo local que se
pretenda apresentando as caracteristicas tradicionalmente
buscadas, como o aniquilamento assintotico.

S0 algoritmos genuinamente de passo simples, néo
exigindo portanto a aplicagdo de um procedimento especifico
no inicio do movimento e ndo apresentam "overshooct".

S4o também consistentes, por resultarem de uma
expansdo em séries de Taylor e o ajuste eventualmente
necessadrio dos parametros presentes conduz a estabilidade
{inclusive incondicional, embora ndo em todos o©0s casos) e
convergéncia.
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A compara¢do com outros métodos e um estudo inicial
do seu desempenho podem ser feitos em termos de andlise

espectral, como jd consagrado na literatura.

5.2. A FORMULACAO HERMITIANA APLICADA A EQUAGOES DE PRIMEIRA
ORDEM

A representacaco de equagbes diferenciais de primeira
ordem correspondente a (3.1) é dada por:

F(t,x, i): 0 (5.1)

e definida a distancia At entre dois pontos consecutivos do
intervalo de validade de (5.1), tcomado um ponto de referéncia
t; pode-se escrever para o ponto dado por tj4g = tj * At a
sequinte expressdo, analoga a (3.2):

F[At,xi+l,xi+1j =0
(5.2)

ou também alternativamente, de forma semelhante a (3.3) vale:

Xi+1 = f[Atrxi+eri+1J
(5.3)

onde p(t) representa uma fungdo na varidvel independente
presente na equacdo, quando esta ndo for homogénea.

Uma relagao finita pode ser utilizada em
substituicdo a derivada presente em (5.3) gerando uma

expressdo de aspecto:

L] L] L]
Xiyl ® g[At,xi+1,xi,xi,xi_l,xi_l,...J
{5.4)

e o par de relagdes (5.3) e (5.4) define um sistema de
equacdes lineares no caso geral simultidneas cuja solugdo
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fornece o valor da funcdo e sua primeira derivada para um
ponto avangado de At em relagao ao ultimo anteriormente
conhecido.

A técnica descrita por COLLATZ (1968} visa escrever
equacées em diferengas finitas para representar (5.4) de
forma a resultar erro de truncamento de ordem superior a
conseguida com as expressbes usuals.

A denominacdo meétodos hermitianos & devida a uma

analogia com os métodos lagrangianos gue envolvem foérmulas

expressas em termos de valores assumidos por fungbes em
determinados pontos, ou seja, a fdérmula de interpolagdao de
Lagrange.

No presente caso além dos valores das fungbes também
as derivadas em diversos pontog sdo levadas em conta, de modo
semelhante a4 f6rmula de interpolag¢do de Hermite, de aspecto:

£(x) = 2 £(x;) hy(x) + 2 £'(x;) Hi(x)} + R

conforme HOUSEHOLDER® apud COLLATZ (1968).

Para a consecucdo do objetivo proposto considerem-se
2p pontos no dominio da fungdo de interesse distanciados de
um intervalo constante At.

Escrevem-se entdo combina¢des lineares dos valores
da funcdo e de suas derivadas tomadas até uma certa ordem. A

expressdo resultante tem aspecto:

-f [a\,xiﬂ, + bvx(ie},v] = R(Atr) =0,/ =12 ..n
v="P (5.5)

e a determinac¢do dos coeficientes ponderadores a,, e by, na
combinacdo linear é feita substituindo-se a funcdo e suas
derivadas por séries de Taylor centradas no ponto tj e a
seqguir anulando-se os coeficientes resultantes do agrupamento
dos termos de mesma ordem em At até a ordem a mais elevada
possivel.

* HOUSEHOLDER, &. 8. Principles of Numerical Analysis, p. 194; New York,
McGraw-Hill, 1953.
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Na expressdao acima o segundo membro representa o
residuo cuja ordem r é& a do termo ndo-nulo de menor ordem
restante na combinac¢doc linear indicada.

O ganho de precisdao obtido advém ndo da inclusdo de
mais pontos na montagem das expressdes como em diferengas
finitas usuais mas do respeito a equag¢do diferencial em mais
de um ponto no dominio.

O valor tomado para n interfere na precisao por ser
uma medida da gquantidade de informagdes considerada na
aproxima¢do da funcgao.

A obra citada apud apresenta os primeiros membros
dessa familia de métodos numéricos para diferencas centradas
bem como para intervalos assimétricos em tormno do ponto i de
referéneia até a expressdo correspondente & derivada quarta
com erro de truncamento de ordem 10.

Indiscutivelmente, entretanto, por razdes ja citadas
neste trabalho, quando se visa a andlise dinamica a sub-
familia de passo simples é a mais importante. Para 1isso, a
relacdo {5.5) pode ser reescrita tomando-se apenas o0s termos

da somatdéria correspondentes a valores nulo e unitario de vy,

ficandec de aspecto:

nOAt(j)[ajngj) + bjx(ijll} + R-l(Atr) =0
i=

(5.6)

bastando para isso rearranjar os termos originais.
A substituicdo dos valores assumidos no ponto i+l

por séries de Taylor centradas em i fornece:

2 3 n
¢ At At At
Xig1 = Xt AL X+ T Xt — D — x&n)+. ..
2 3 (n-1)
[ ] [ ] (1) At At At
Xi+l = Xit+ At x5+ EN x(f) + — x(i4) L — ('n)+. .

&

{n-1) {n-1) (n)

Xitq = x4 + Atxi +. .
(n)
XE.LI:)']. = xin +-c - (5.7)
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e sua substituicdo em (5.6) resulta em:

o AtZ e A(? At?
(3, — (n) ] +

agx; + bg| %3 + At x;+ T Xi+ T X + X3
2 n-1
. . .e At (3) At (n)
+a1At X3+ DAt X3+ At X3+ —— X T X L 4
1 i 1 1 i D i (n — 1)1 i
.e .e Atn—Z
+a2At2 Xi+ bZAt2 Xi+ Atx(i3)+- +— x(in)'l-. +

(n-2)!
+an_1Atn_%éF_n + bn_lAtn_lhéé_ﬂ + Atx§ﬂ+.J +

andt™ + bpat™(x+. ) + ry(AET) = 0 (5.8)

e agrupando-se os coeficientes das derivadas de mesma ordem
em At, obtém-se as identidades:

(ap + bo)x; = 0

(bg + a; + by)At xi = 0

(b?O+b1+az+b2)At2Xi = 0

bO bl n n)
=4+ 4a, + by AtRx; 7 =0
{n! (n - 1) " n}A t

em numero total de n+l. Essas relag¢des geram um sistema de

(5.9)

equagbes homogéneas nos 2(n+l) coeficientes ayx e bg. Pode-se
tomar um deles ndo-nulo e de valor arbitrdrio com o objetivo
de relaciond-lo com os demais, o que fornece para © grau de
indeterminacdo do sistema o valor n.

Este uUltimo pode sgser interpretado também comc o
numerc maximo p de paridmetros livres presentes em (5.6} para
que essa expressdo em diferengcas se anule até os termos
daquela ordem em At.

Se considerados ndo-nulos e a determinar, em tails
condigdes, os coeficientes ap e bg, k = 0,1, ..m que respeitem
(5.9) até n, valem as expressoes:
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p+ (n+1) =2m+ 1 (5.10)
e também, vista a mesma expressao sob outra forma:
n = 2m-p (5.11)

resultando ordem no erro de truncamento igual a n + 1, ou

seja, observando-se a expressdo acima vale:

0 primeiro membro da familia de algoritmos que pode
ser assim obtido é o correspondente a m unitdrio sem
parametros livres, o que resulta conforme indicado por (5.12)
em ordem 3 para o erro local de truncamento. Sua determinagéo
& feita especificando-se esses valores nas (5.9), que sao

escritas neste caso:

a0+b0=0
by +a + by =0

by

_+b1=0

2 (5.9a)
e arbitrando-se ag unitdrio resultam bg = -1, by = a3 = 1/2,

com (5.6) assumindo aspecto:

At * At * 3
X; — Xy4+1 t+ — X3+ ‘2_Xi+1+ Ri(At ) = 0

2 (5.13)

e levando em conta as (5.8) tem-se ainda a expressdo do erro

local determinada na forma de:

b b 1
Ri(AtB) = At3xg_3)[?0 + ?lj + O(At4) = E At3x?_+. .
{5.14)

que é o operador trapezoidal cléssico, pois (5.13) pode ser

rearranjada para assumir a forma:
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At (e °
Xi+1] & X3 + Py Xi+ Xi+1

Nio hd nessa familia operador com erro de ordem
quatro sem pardmetro livre, como se depreende de (5.12}).

Assim, seja m = 2 e p = 1 para a aplicagac de (5.9). Neste
caso especifico vém:

a0+b0=0
bg +a + by =0

by
?+b1+a2+b2=0

by by
—"—+—""+b2 =0
6 2 (5.9b)

e arbitrando-se novamente ag unitdrio resultam, deixando bj
por determinar, os valores:

by
2

by

b 1 1-Db L b 1
] 1 1 2 3 2 6 2

correspondentes ao algoritmo:

L ] . . ' 1 bl 2 ...
Xi — Xi41 + (1 - bl)At Xit+ blAt Xi+it g - —?2"‘ Y x4i+
1 L L]
{— - b—l}st‘? Xi+1+ Ri(At4) =0
6 2

que pode ser escrito na forma de um método de colocacgao,
rearranjando os termos de modo a ter-se:

(5.15)

|_ L] . _] A 2 |_ [ 1 .o -l
Xi41 ® X3 * Af{_(l — by) x4+ by Xi+1 |+ %\_@- - 1;—1] Xi+t [% - 132_1) i+1J

e...(5.16)

com O €rrc expressc por:
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Ri(At4) = l[—bl + E)At4x(i4)+. .
12 2 (5.17)

dependente do valor adotado para o parametro bj.

Pode-se variar bj visando atender ou melhorar alguma
propriedade desejada do algoritmo.

Se tomado b1 = 1/2, verifica-se de (5.17) que o erro
passa a ser de quinta ordem e efetuando-se os célculos
necessarios, indicados nas expressbes jé& deduzidas chega-se

ao operador descrito por:

JAve Ace At? ee  AL? ee « ry(ac?)
x. —x. —x. —-—-—Xl _x._—x. N =
i i+1 5 1 - 1i+1 12 1 12 i+l i (5.18)
agora COm O resto escrito:
1
R;(At5) = - = AS
720 (5.19)

e pode-se aumentar indefinidamente a familia através da
escolha adequada de conjuntos de m, n e p repetindo o
procedimento descrito.

Um importante trabalho divulgado sobre a utilizagdo
desses processos é o de MAKINSON (1968).

0O emprego de paradmetros livres de ajuste para
conformar o algoritmo a uma propriedade desejada, no caso a
facilidade de inversdo das matrizes envolvidas jad é entéo
apresentado.

MAKINSON resolve ainda um exemplo numérico gque trata
da solucgido da equagdo de condugao de calor.

Ao retomar o assunto, N@RSETT (1973) afirma
existirem métodos A-estaveis de ordens 1,2,3 e 5, nédo os
havendo de ordem 4. Sobre as ordens de 6 a 15, aceita a
possibilidade de existéncia de métodos "quase-estaveis".

A definigdo de A-estabilidade ¢é apresentada por
DAHLQUIST (1963} na forma do atendimento a:

lim, e Xp{At) = 0, VAt
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[ ]
onde X, & a solugao numérica de X = szt) para um ponto ty 4o

dominio, dado por tp = tg + nAt. Trata-se portanto de
conceito ligado ac de estabilidade incondicional, definido
por (3.16).

No mesmo trabalho o autor j& mostrara nao haver
métodos explicitos multi-passos incondicionalmente estdveis e
também que o menor erro de truncamento local possivel & o da
regra trapezoidal.

Com relacgdo as conclusdes desses autores,
resultantes de lemas e teoremas, portanto de um rigoroso
tratamento matematico da questdo, ressaltam os comentéarios de
KRIEG (1973) que lembra o fato de gque embora uma equagao
diferencial de segunda ordem possa ser escrita como um
sistema de duas equacdes de primeira ordem (e diversos
métodos disso se prevalecem), "hd sutis diferengas" (nas
palavras do autor) nas classes de métodos multi-passos
empregados na solugdo dos dois casos.

Assinala ainda que o método das diferengas centrais,
importante historica e praticamente no caso da analise
dinamica, ndoc estd incluidec na classe dos métodos examinados
por DAHLQUIST (1963) e para os gquais s&o validas as
conclusdes desse autor.

Por outro lado, relativamente a equagao de
interesse, isto &, (3.30), e considerando os métodos

explicitos de N passos dados pela relagao:

2 —
X541 + (aij—j + bJCO XN—j) =0

i 1=

J (5.20)
que incluem o operador em diferengas centrais (bastando, para
isso, tomar-se ag = -2, a1 = 1, bg = At?, by = 0 e N = 1) faz
uma afirmativa importante.

De fato, conclul ndo haver método de integracgéo
dessa forma para N € 2 que seja estdvel para um passo de
tamanho maior que o maximo possivel nas diferengas centrais
que mantenha essa propriedade, ou seja, deve-se ter, para
estabilidade, At/T £ 1/=m.
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0 exposto acima estimula a que sejam buscados
processos implicitos, para aplicagdo em dinamica estrutural,
de passo simples incondicionalmente estavels, com pardmetros
de ajuste eventualmente presentes visando atender a um
aniquilamento assintdético conveniente para o problema de
interesse, sem barreiras de ordem de precisdo, pois ndo ha na
bibliografia disponivel qualquer resultado conclusivo (mesmo
entre os trabalhos mais recentes mencionados no capitulo
anterior) apontando para a impossibilidade de se atingir tal
objetivo.

Acresce que a possibilidade de desenvolvimento de
métodos de ordens inferiores encontra-se praticamente
esgotada, com formula¢des gerais o bastante para abarcar
todos os caminhos Jj& reconhecidos como potencialmente
vantajosos, como se pode verificar da revisd@o bibliografica

presente neste trabalho.

5.3. A FAMILIA PROPOSTA POR ARGYRIS

Embora ja houvesse proposto algoritmos hermitianocs
cubicos e de ordens superiores em ARGYRIS & al. (13873),
ARGYRIS, VAZ & WILLAM (1978) e ARGYRIS & al. (1979) a geragao
de uma familia de métodos dessa natureza ¢é descrita por
ARGYRIS num trabalho mais recente (ARGYRIS & MLEJNEK, 1991).

Considere-se para 1sso:

£t -t
At (5.21)

a varidvel que identifica um instante no interior do
intervalo. Agsgsumido o conhecimento de velocidade e
deslocamento no inicio do passo, bem como a aceleragdo, é

possivel avancar no movimento através das relagdes:

Wr) = wit At) w(o)ds
0

(5.22)
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x(1) = x; + 1At ;ii"' (At)?‘} ] .x.(‘c)drdt
00 (5.23)

ambas validas para o intervalo 0 < 1t < 1, podendo-se
transformar a integral dupla constante da Ultima expressdo de

modo a ter-se:

:” .:z('c)dtdr = 1:] .x.(r)dt —~ ] T ;(r)dr
00 0 0 {5.24)

através da bem conhecida operacdo de integragac por partes do

calculo integral.
0 incremento de deslocamento e velocidade vem das

(5.23) e (5.22) respectivamente tomando-se t unitario,

resultando:

Ax = At xi+ (0] (1 - 1) o
0 {(5.25)

Ax = AJ .x.('c)dr
0 (5.26)

confirmando ser suficiente a expressdo da aceleragido para a
determinagdc do movimento.

Analogamente & discretizag¢do no espaco efetuada no
método dos elementos finitos na sua formulacgdo tradicional, é

entdo adotada a represgentagdo:

x(1) = 0a(t)pa (5.27)

onde wp representa uma funcac de interpolagdo que afeta os
valores nos pontos pivotals no tempo, expressos por pa. Com
isto, reescrevem-se (5.25) e (5.26) na forma:

Ax = At ;<i+ (At)z[} (1 - T,)(DA(t)d‘t})A

0 (5.25a)
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Ax = A }(k)A(T)dT A
0 (5.26a)

sendo a integragdo executada uma vez apenas para cada tipo de

elemento apds definida a fun¢do wp. Na notagdo dos autores,

tam-se:
CDA = }(1 - T)O)A(T)d'[
0
Cyp = }mA(‘r)dt
0 (5.28)

respectivamente para os 1ncrementos de deslocamento e

velocidade.
As relag¢des apresentadas até aqui nao sdo
suficientes para os métodos implicitos, onde ndo se conhece

pa. Qque pode tomar aspecto:
[ X ] [ 1 ] L L ] L X ) *9
Pa = 1¥i Xisi[ = (%xi xit A x

ou semelhante, exigindo a solucdo de um sistema de equagdes

como ja discutido, para obtencdo das varidveis de interesse.
Na interpolac¢do cubica hermitiana de aceleragoes

(ARCYRIS & al., 1973) sao utilizados os valores pivotais:

pA=J"1 (3] o [ad)

[x. L\dT‘L o LjirlAl} (5.29}

juntamente com as fungdes:

W = [(1 - 312 + 21'3)In (‘E — 2% 4 1:3)1n (3':2 - 21:3)1n (—1:"2 + 1:3)In]
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onde I, é& a matriz identidade de ordem necessaria (quatro,

para um sistema unidimensional). Valem ainda:

1
Cpa = EE[ZHH 31, 9I, —2I,]

c = —J61, I, 6L, -I
VA 12 pel pal T n]
[ L ] L L]
dar dt drt (5.31)

e como em todo procedimento de ordem superior, nota-se a
introdugdo de uma nova variavel x(3) que pode ser relacionada
as demais pela derivacgdo da equacdo do movimento.

A substituigdo de (5.25a) e (5.26a) na equagao de
equilibrio e sua derivada, consideradas (5.28) e (5.31),
fornece um sistema de ordem 2n de equagdes lineares

-8
(3)
simultdneas em Xi+l e ¥i+l cuja solucgdo permite determinar-se

a situagdo ac final do passo.
A matriz de amplificagdo para vibragdes livres néao

amortecidas é& escrita:

e uma andlise espectral revela que o método é
condicionalmente estavel, para Q2 < 10, ndo apresentando
amortecimento numérico, pois o raio espectral é unitario.

Comparado aoc método de Newmark com diversos valores
de B apresenta ainda distorgdo menor (menor erro relativo do
periodo calculado).

0 trabalho dos mesmos autores mencionado de 1991 é
uma retomada desse caminho, substituindo {5.30) pela

expressdo mais geral:
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x = (1) 21+ oy(1) x5.1+ co3(r)Atx(i3) + u)4('r)Atx(iBll (5.33)

para representar a aceleragdo no interior do passo. As
fungdes de interpolagdo ®;(1), 1 = 1,..4 ndo sdo explicitadas
bastando ter-se em conta que algumas condigdes devem ser
atendidas por elas, nos nés, relativamente a sua forma e
valores, objetivando evitar-se ressaltos e descontinuidades.

Assim é que devem valer as relagles:

&
——
2
I
H
N\
=
=
I
o

8 ot

;(0) = 0 wy(0) = 0

9y Oy

P (0) =1 p» (0) =0

m3(1) = 0 wy(1) = 0

00 oy _ Oon oy

o =0 = (1) =1 (5.34)

para que tal se verifique.
A integracdo de (5.33) fornece a velocidade, dada

por:

® - L k] L 1) .
Xip1 = X3+ At X3 _j[col(‘c)d‘c + At Xj41 }mz(‘r)dt +
G ¢

+ Atzx(f’)]. aa(t)dr + At‘?x(flj wy(T)ar
0 0 (5.35)

e 08 autores impdem ainda as condig¢gdes:

o(1) = wy(1 - 1)

@3(1) = —(1 - 1) (5.36)

de modo que as &areas sob os graficos de o e wy contra o

tempo sejam iguais, ao passo que aquelas sob w3 e g sSejam
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iguais mas de sinais opostos. As razdes para 1sso sdo

comentadas no trabalho.
Dessa forma, (5.35) pode ser escrita:

Xitl = Xi+ aoAt[xi+ xi+1J+-alAt?[x?) - x&?lj

(5.37)
expressdo mais compacta.
0 deslocamento, conforme (5.25a), tem aspecto:
L ] L X J *e
Xip1 = X3 + At x3+ Atz[bo Xi+ ¢ xi+1)-+ At3(b1x§” + clxgﬂl)
(5.25b)
onde se tem:
39 = bg + & (5.38)
a; = bl - C1
e, para as condig¢des impostas para as ;i (7):
}(1 - Doy(r)dr = }tmzﬂﬂdr = by
0
(1 - Daylt)dr = }Coz(‘t)dt - ]‘E(oz(‘t)d‘t = ¢y = ag — by
0 0
. (5.39)

(1 - Doy(t)dr -]1 tg(t¥dt = by
0

(1 — Dogltlar = }0)4(‘6)&17 - }1604(1')6.1 = ¢y = —a; + by
0 0

A garantia de convergéncia é& obtida assegurando-se
de que pelo menos a aceleragdo constante seja representada

exatamente, ou seja:

(3) (3)

" =13 =0

e *0

i = Tisl = Ccons tante

0 gue exige gue:
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@(1) + 03(1) =1, VTt e 01 <1

e conseqientemente, de relacdes ja escritas, obtém-se para ag
o valor 1/2.

As demais constantes presentes em (5.37) sdo
determinadas a partir da imposigéo de estabilidade
incondicional, reprodugdo exata de aceleragdo linear e
finalmente, para que ndo restem pardmetros livres, reprodugao
exata também da aceleracdo variando quadraticamente no
interior do intervalo, isto &, Que se tenha:

X(O) = 0 [ 1) 2 L1}
. = x{1) = 1° xq
x0) = 0
resultandc os valores: a; = 1/12, by, = 1/24, ¢ = -1/24, by =

1/3 e ¢y = 1/6, que sdo empregados em (5.25b} e (5.37) para
definir o algoritmo, que respeitard entdo as condigdes
previamente impostas. A matriz de amplificagdo € dada por:

[ 1 1
|[1——~5—QZ+—~—Q4J A{l-—QZJ
(] - 1 | 122 144 12 |
= 1 1 4| Q( 1 2] [ 5 2 1 4)]
1+ =Q + — QO ——|1-—0Q 1-—=Q° + —Q
12 1447 [ At 12 127° T 148 )]

....(5.40)

e corresponde a um algoritmo com precisdoc em terceira ordem,
incondicionalmente estavel porém sem amortecimento numérico
que os autores denominam de *“algoritmo hermitiano cubico
modificado”.

O conceito é extrapoladc de modo a formar uma
familia que inclua métodos com a mesma génese, mas de ordens
superiores a trés. A expressdo geral para a aceleragdo no

interior do passo & escrita:

e n-1 R ..(j) Ct(j) —|
x(1) = Z(Atﬂmij(r) Xi + 05,1501 me (5.41)
J=0
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eold) eol3)

e para balancear a influéncia de xj e Xi41 sobre a

acelerag¢dao no elemento:
O)ij(‘f) = (“1)j0)i+1,j(1 - 1) (5.42)

como feito anteriormente.
A integracdo de (5.41) considerada (5.42) fornece a

velocidade ao final do passo, dada por:

» . n-1 . oo(j) . .o(j) —|
Xiy1 = Xi+ Zaj(At)HlLXi + (-7 wa (5.43)
j=0

e também o deslocamento, escrito:

. o} . r oo(j) ..(j) —|
Xi41 = X3 + At x5+ Z(At)”zlbj X; + Cy Xi+lJ (5.44)
j=1

com a seguinte relagdo entre os coeficientes:
. 1 = as
by + (-17cy = a4 (5.45)

sendo necessario considerar-se ainda a equagdo de equilibrio
e suas derivadas para o final do passo. Os parametros de
ajuste que restam sao eliminados considerando-se polindmios
de ordem adequada para a representagdc da aceleragdaoc no
interior do passo a partir de seu valor inicial, isto &,

aceita-se que valham relagdes do tipo:

1) = ™ x(0) (5.46)

e esta hipdtese completa as condigdes necessarias.

A generalizacdo dos algoritmos dessa familia é feita
com a determinacdo dos coeficlientes aj;, by e c; para os quatro
primeiros membros, isto &, até quinta ordem do erro local nos
deslocamentos.

E apresentado um grafico comparativo do alongamento
do periodo para os algoritmos Wilson-9, Newmark-ffi e os
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hermitianos cubico e ctbico modificado, agqui descritos e gque
mostra as vantagens sob esse ponto de vista, dos ultimos. O
grafico é reproduzido a figura 5.1.

Também sdo resolvidos alguns exemplos modelados por
elementos finitos: pulso triangular em uma barra sob
solicitacdo normal sem vinculagdo, barra engastada em
ressonancia sob compressio, oscilagdo amortecida de uma barra
bi-apoiada sob flexdo por carga concentrada e trelica com
matriz de amortecimento ndo-modal, gue permitem avaliar-se o
desempenho do algoritmo comparado aos Processos tradicionais.

A grande critica que pode ser feita & a auséncia do
aniquilamento assintético, caracteristica muito interessante
dos métodos de integracdo, como ja discutido. 0Os métodos
apresentados em ARGYRIS, VAZ & WILLAM {1978) trazem tal
propriedade, cuja intensidade pode ser aumentada ou diminuida

em funcdo dos valores adotados por parametros de ajuste

presentes.
A
WILSON { @=1.5)
2,0 L
NEWMARK ( (3 =1/4}
L5
el \
_ \_ HERMITIANO
E MODIF1CADO
1,0 —F
\\\HERMFUANO
cuBICO
05
0,0 ' L L . —

Figura 5.1 - Alongamento do periodo nos algoritmos
hermitiancs ctubico e cubiceo modificado
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5.4, UMA FORMULACAZO GERAL PARA A DINAMICA ESTRUTURAL:
FORMULAGAO HERMITIANA DIRETA

0O problema de andlise dinadmica em sua solugdo
numérica pode ser c¢olocado na forma dada pelo sistema de
equacdes algébricas definido por (3.3), (3.6) e (3.7) no caso
unidimensional, com apenas um grau de liberdade. Para um
sistema com miltiplos graus de liberdade o aspecto formal € o
mesmo porém as incdgnitas passam a ser os vetores
deslocamento, velocidade e aceleragio nas coordenadas
generalizadas consideradas na discretizagdo. Se néo for
aplicada wuma transformagac que desacople os modos da
estrutura, as equagdes envolvidas serdo simultdneas, conforme
j& discutido anteriormente.

No caso de vibracbes 1livres nadoc-amortecidas a
expressdo correspondente & (3.30) que colocada nos moldes de

(3.1) resulta:

2
Xi+1t @Xi41 = 0 (5.47)
Se tomados operadores hermitianos expressos conforme
(5.6) para representar (3.6) e (3.7), considerada a
possibilidade de se envolverem derivadas de ordens

superiores, como j& previsto em (3.10) pode-se adotar a

representagdo:

1 o () * o (n) 1 g1y +2
Mo | Aty Xy, X4y X, o0 X0 X410 Xigdr Xigls oo Xjq |+ RY At =0

2 o () : °* {n} 2 A, Ty +2
Mo | At Xyo Xio Xivo o X470 X5 410 Xitlr Xitloo - Xio] +—Ri(At2 ) =0

...(5.48)

ou ainda nessas ultimas, substituindo (3.11) e (3.12)

aplicadas a (3.30) vem:
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[} *
ﬁfrlll[At, Xis Xis Xi41s xi+1J + R%(Atrl*'z) =0

}trzlz(At’ Xir Xie Xit1r Xj_.;..lj + RE(AtrZ‘FZ) =0
(5.49)

onde At é& o passo escolhido, tj é um instante de referéncia
de deslocamento e derivadas j& conhecidos e ainda utiliza-se
a notagdo tj4+p = ti3 + At como um instante onde essas
grandezas sdo desconhecidas e a determinar.

A segunda parcela corresponde ao residuo ou erro de
truncamento local cometido no calculeo da expressido de
diferencas que substitui as derivadas presentes. Sua ordem &
ri + 2 no primeiro algoritmo das (5.49), onde a ordem da
maior derivada considerada em (5.6) para a sua montagem &
dada por nj.

Se 0s algoritmos forem independentes trata-se de um
sistema de duas equagdes lineares simultdneas nas incdgnitas

[ ] .
Xi+1 © Xi+l, cuja soclugdc permite o avange de um passo no

conhecimento do movimento.

Dessa forma para um sistema com n graus de liberdade
a ordem do sistema resultante & 2n, pols as coordenadas
escolhidas para representar o mcvimento devem ser linearmente
independentes. Isto & caracteristico dos métodos de ordens
superiores. E possivel contornar parcialmente tal problema em
um método como o descrito por ARGYRIS, VAZ & WILLAM (1978),
mediante o desacoplamento parcial das equag¢des resultantes em
dois conjuntos independentes de n equagdes simulténeas. No
processo dos autores citados, inclusive, a matriz a ser
invertida para cada subconjunto de equag¢des & a mesma, O gque
implica novamente em ganho computacional.

Para efeito de analise espectral convém arranjar as
expressdoes resultantes de (5.49) de forma analoga as (3.13),

isto é&, escrevendo-se:

Xi+1 0} R%(Atq*a)

[Xi] {
Mo HN]J[;J " o) 7 |rg(acm ) (5.50)
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ou mais sinteticamente e apds pré-multiplicar ambos os
membros por [M] 1l:

(11} = (Al + {ro(ac™*2)] (5.51)

onde [A] é a matriz de amplifica¢dc do algoritmo dada por
[A] = -1 -1 [N, r & a ordem do erro nos esforgos ou
aceleragdes, funcdo da matriz [M] e dos parametros ri e ryp,
sendo em geral o menor valor entre esses dois ultimos
nameros.

Fica patente pelo exposto a grande flexibilidade que
esse caminho proporciona para se moldar a matriz de
amplificacdo do processo resultante, inclusive podendo-se
lancar mdo de parametros livres gque podem ser ajustados a
feicdo do objetivo pretendido.

' Podem ser gerados dessa forma através de (5.6)
infinitos operadores e mesmo restringindo seu numerc aos gue
contenham quantidade razoavel de coeficientes ax e byk, pode-
se combini-los dois a dois com bastante liberdade, testando
seu potencial de desempenho através da tradicional andlise
espectral.

Esse foi o caminho trilhado por LAIER (1993), para
gerar um algoritmo uni-paramétrico de ordem 3, favoravelmente
comparado com os de NEWMARK (1959) e de KUJAWSKI & GALLAGHER
(1989), este também de tercelra ordem.

As expressdes utilizadas e que definem o processo

proposto sao:

6(1 + Ox; — 6(1 + Ox;,1 + (2 + 40)At x5+ (4 + 20)At x5 41+

o - (G- 4 @-9

2 2 5..(5)
+£At i— At i = A s
b 4] Xi+1 4] >4 X3 120 £7xy

» L ] *® *®
(2 + 100)At x;— (2 + L00AL x5+1+ 6£AL2 x5+ (2 + 4)AL? x3,.1+

28 - 2 6 —
ot - Ay oo oD pu B9 s,
6 24 (5.52)
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com ¢ indicando o parametro livre, cujo valor nulo esta
associado ao anigquilamento assintético. Seu limite superior
unitario resulta na auséncia de amortecimento numérico.

Embora seja um algoritmo de ordem superior (erro
local de ordem 4) o ganho de precisdo pode compensar o maior
trabalho computacional envolvido na sua utilizacgédo.

E relevante observar ainda gque para os modelos
estruturais com massa concentrada e amortecimento
proporcional & massa, ndo ocorre essa disparidade de volume
de trabalho computacional comparativamente aos algoritmos

clasgsicos de segunda ordem.

0.10 7 y
PRIMEIRA __ / ’
s ORDEM / SEGUNDA /x/
0.08 f / ORDEM X
_ HOUBOLT ' /;’
0.06 - // HULBERT e
X N
[ S
.04 - x ot
I l/x/ L
/
0.02 |- / " TERCEIRA
i VA ORDEM
-2 - /*"x .-""-
o - I_.'.-x“ﬂ-._u"'"-- | i
0 0.1 0.2 0.3 0.4

es2m
Fig. 5.2 - Amortecimento numérico dos operadores hermitianos
de Laier (1995) comparado aos métodos de Houbolt e Hulbert

040 7
/
B, ¥ / 4
o 030 | /
HOUBOLT /
u /
/
0.20 |- / ,}(ﬂ NEWMA RK
PRIMEIRA
/ SEGUNDA
= // ORDEM 0 ORDEM
s/ e« e+ e 4 i
0.10 y e
i TERCEIRA
- s ORDEM /oo
0 — —x—*-x—.-x:.—:-.-o-l'l"" .
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Fig. 5.3 - Alongamento dos operadores hermitianos de Laier
(1995) comparado aos métodos de Houbolt, Hulbert e Newmark
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Novamente LAIER (1995) retoma ¢ estudo mostrando métodos
dessa familia cujas propriedades espectrais, para primeira e
segunda ordens, sdo intermedidrias entre as dos processos de
HOUBOLT (1950) e HULBERT (1992) o que é mostrado as figuras
5.2 e 5.3.

0O algoritmo de primeira ordem apresentado &

constituido pelos operadores explicitados pelas relagdes:

[ 2 [ 1) At3 (3)
2% — 2X341 t 2At xi41- At x341 = 0~ 3 X +. .

4
L L] *e At
2At x3— 2AL X341+ 2At? Xi+1— At3x(i3-)+1 = Q- — x(j_4)+

3 o (5.53)

e o de segunda:

L L J *e 1
6x; + 20t X~ 6x547 + 40t xi1— At? X541 = 0 - 3 actPs

. LJ . 1
28t x5 28t x50+ 2867 xi41- ARy = 0 - A%+,

(5.54)

enquanto para erro de truncamento local em terceira ordem &
proposta a utilizagdo dos operadores:

LJ (1] l
_24x; — 24x;,1 — 18At xj1+ 6At% x341- AR, = 0 - 5 AS s
[ L] (X ] (Y ] 1
6ALt x3— 6AL X341+ 2At? Xi+ 4AL? Xigl™ AtBX(i3_3_1 =0- . Atsx(j_S)+. .

...-({5.55)

cuja avaliagdo numa analise espectral apresentada no trabalho
referido demonstra o© alto grau de precisdo alcancgado,
mostrando-se competitivo comparativamente aos algoritmos

tradicionais, como as figuras apresentadas permitem concluir.
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CAPITULO 6 - UMA FAMILIA PROPOSTA DE ALGORITMOS
COM ANIQUILAMENTO ASSINTOTICO

6.1. INTRODUCAO

Os algoritmos hermitianos de passo simples tém um
grande potencial de utilizagao para a solugdo do problema de
dindmica estrutural, como se observa do estudo apresentadoc no
capitulo anterior.

Apesar dessa congideracgdo, entretanto, sdo escassos
os trabalhos disponiveis na literatura relativos ao
desenvolvimento de algoritmos decorrentes dessa abordagem,
embora o© relativamente grande numero de pesguisas recentes
divulgadas sobre os métodos diretos de integragdo indique a
relevéancia do problema.

Na verdade, as uUnicas tentativas de sistematizacdo
na obtenc¢do de algoritmos hermitiancs para dindmica
estrutural parecem ser as de ARGYRIS, DUNE & ANGELOPOULOS
(1973), ARGYRIS, VAZ & WILLAM ({(1978) e ARGYRIS & MLEJNEK
(1991), aqui referidas.

No presente capitulo, descreve-se um caminho que
permite a geracdo de algoritmos hermitianos de passo simples,
com estabilidade incondicional, da ordem de precisdao local
que se queira, e com aniquilamento assintético. A bifurcagdo
é na origem, de modo que nd3o se tem raizes espurias, qualquer
que seja o tamanho do passo adotado.

Nao ha parametros de ajuste nos operadores
escolhidos para o desenvolvimento do método, embora haja a
possibilidade, ndo testada, de introduzir-se tais parametros
para acentuar alguma caracteristica desejada para uma
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aplicacdo especifica do processo. Evidentemente, isto
custaria uma ou mais ordens de preciséao.

A potencialidade dos métodos resultantes é mostrada
come tradicionalmente feito na literatura, por meic de
analise espectral.

Os algoritmos de primeira a oitava ordem séo
deduzidos como exemplos e os graficos das principais
propriedades sdo0 mostrados, bem come um exemplo numérico
comparado 4&s respostas obtidos com © emprego de outros

métodos tradicionais.

6.2. A ESCOLHA DOS OPERADORES

Visando gerar uma familia de algoritmos Que
apresente aniquilamento assintdtico observa-se que para tanto

deve-se atender a (3.20) que determina:

onde p(A) & o raio espectral da matriz de amplificagdo [A] do
algoritmo. Pols bem, tal condigdo é atendida se:

limmAt_,w di§ = 0 i,j =12 (6.1)

ou seja, se todos o0 elementos da matriz de amplificacdo
tenderem a se anular com ¢ aumento indefinido do passo.
Tendo em mente (5.50) e (5.51), considere-se que:

[A] = —[M]7*[n];

Mt = adjM]

det[M] (6.2)

denotando-se ainda:

rmll miz rnll n121

Ml = E_m21 mzzJ. -

H =

I_n21 nZZJ (6.3)
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e efetuando-se as operacdes necessarias c¢om o0s valores
expressos acima, pode-se explicitar os elementos da matriz de

amplificagao através de:

1 r(m22nll — mygnpq) (mganpp - mlznzz)—|
(m11m22 - m12m21)t(m11n21 - m21n11) (Hulnzz _'HblnlzlJ (6.4)

(Al = —

com a expressdao do residuo dada analogamente por:

1 fmy, -mps| Rl(Atr1+2)

(m11m22 - mlzmzl) —myq miq Rz(Atr2+2)

{R(Atr+2» _
(6.5)

também em funcdo dos coeficientes dos deslocamentos e
derivadas envolvidos.
As relacdes acima sdo oriundas da utilizagdo de um
par de operadores expressos em sua forma geral por (5.6}.
Observando-se também (5.50) pode-se afirmar que os
mj3 sdo fungdes dos coeficientes do deslocamento e suas
derivadas no instante tj, enquanto os njj estdo associados ao

instante ti4+1.
Se levada (5.6) a (5.47) pode-se também reescrever

cada um dos operadores para vibragdes livres ndo-amortecidas,

explicitando-se os primeiros termos da somatdria como:

. .
apXy + boxis+1 + a;At xi+ biAt %X 41— 0)2At2a2Xi - 0)2At2b2}{i+1 +
. .
- 2At2a3(At xij - mzAtzb{At Xiﬂj + m4At4a4xi + co4At4b4xi+1+. ..= 0

ou agrupando-se o0s termos correspondentes ac instante de

referéncia e ao seguinte, At & sua frente:

.
(ao - 2At2a2 + 0)4At4a4—. .)Xi + (al - 2At2a3+. .)At Xit+

24,2 25,2 .
Hby — @°At°by+. LJxi .1 + by — @0°Atby+ )AL xi41 = O (6.6)
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de modo que se este for o primeiro operador considerado, vale
também, levando-se em conta as expressdes anteriormente
deduzidas, a seguinte relagdo para exprimi-lo:

n11X; + DAL Xi+ My9Xs,q + MipAt X343 = 0 (6.6a)

e & facil ver que a expressdo resultante para o segundo é

analoga,de aspecto:

NoqX; + n22At Xi+ MogXi 41 + mngt Xip1 = 0 (6.7)

desde que se omitam as parcelas referentes ao residuo.
Objetivando atender a (6.1) e considerando-se (6.4)

bem como as (6.6) e (6.7), verifica-se a conveniéncia de se

tomar a sub-familia de operadores representados pelas

relagdes de aspecto:

S 5. A3 3 k.. k) )
3=0 k=0 (6.8)

dada a possibilidade de se tomar valores independentes de m e
n que garantam a mjH ordem em At grande o suficiente quando
comparada a de nj4 para conduzir ao desejado anigquilamento.

0 numero de coeficientes a determinar para tais
algoritmos é m + n + 2 e fixado um deles nao-nulo e
arbitrario para relaciond-lo aos demais tem-se como numerc de
equacdes necessdarias m + n + 1.

Este 1dltimo numero exprime também a ordem de

anulacdo do erro de truncamento nos deslocamentos, isto é:
r+2=m+n+l1l = r=m+n -1 (6.9)

sendo r a ordem de precisdo local nos esforgos e aceleragdes.

Pode-se ainda como 3ja& discutido neste trabalho,
sacrificar a precisdo em favor de um ou mais parametros de
ajuste visando alcancar ou otimizar alguma propriedade do

algoritmo. Entdo passa a valer:
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r=m+n-1-p (5.10)

sendo P o numero de parametros livres mantidos na expresséo
do operador em guestao.

Para a montagem de um algoritmo gque respeite as
condicdes acima indicadas como desejaveis, um critério
possivel utilizado na escolha do segundo operador €& gque
possua como expressdo a derivada do primeiro com relagdo ao
tempo. Com 1isto, seus coeficientes sS3do 0s mesmos e
conseqientemente & de esperar que suas caracteristicas sejam
mantidas, tal como a ordem relativa (em At) dos coeficientes
de mjy e nj§, que sdo um indicativo de se o algoritmo é mais
ou menos "conservador", ou seja, se a situacdo presente do
movimento & mais ou menos ponderada na estimativa da situagdo
futura.

Dado entdo o operador:

1 3 i _{4) S k. (k) U o1y +2
xm,n = Z (At)jajxi + Z (At) bkxi+1 + R (At 1 ) =0
3=0 k=0 (6.11)

seja o segundo, atendendo ao proposto acima, definido por:

1
, . a3 o) i
xm+l,n+l - at -
n+i ' . (J) m+1 K 1 5 3
= .Z(At)chxi + Ak, + R (Atr1+ ) =0
3=1 k=1 (6.12)
onde valem as relacdes decorrentes da derivagao ¢y = aj-1 e

dx = bk.1 para definir os coeficientes da combinagdo linear,
resultando portanto para o segundo algoritmec ¢ aspecto:

2 SRt G ) 2f nozy +3
¥ai1ner = 2 AP 1xi’ + 2 (8)br_ixii; + R (At ! ) =0
j=1 k=1

A substituig¢doc da equacdo do movimento, sempre para
vibragdes livres ndo-amortecidas, em (6.11) e (6.13), a
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semelhancga de {6.6) mas tomando-se 0 = wAt como
tradicionalmente feito na literatura, fornece entdo a forma

final do algoritmo dada por:

xrj,;,’n = xi+l[b0 - szz + 94b4"'. . ] + At Xi+1[b1 - 92b3 + 9%5—. . .] +
2 4 y 2 4 1 _
+ xi[ao - g%, + 90 a4—...]-+ At xi[al - 6%3 + 87a5—. . J +R; =0
}ti_,_l'm_l = xi+l[—92bl + 94b3 - 06b5+. . .] + At Xi+1[b0 - 62b2 + 94]34‘"'. . .] +

+ xi[—Bzal + 0%, - 96a5+. ; ] + At xi[ao - 92a2 + 6%,-. . ] + R?_ =0

....(6.14)

e de uma comparacdo com (6.6a) e (6.7) pode-se escrever Jque
valem para os elementos das matrizes envolvidas as expressdes

que seguem:

mp, = bo — 92132 + 94b4 — 96b6+. ..
mio = bl — 92b3 + 94]35 — 96b7+. ..
2
my; = —6°myp;
mz3 = My
Ny = a8 — 92a2 + 943.4 - 9686+. ..
i{pg = a; — 92a3 + 948.5 - 9637+. .-
2
ny; = —6°nyy
Npp = 1131 (6.15)

e considerando-se (6.3) para este caso particular tem-se para

o determinante de [M] o wvalor:

2 2
det[M] = m?; + ¢’m3, (6.16)

completamente definido a partir dos byg.
6.3. AS PROPRIEDADES ESPECTRAIS

Para os elementos da matriz de amplificag¢do [A],

levando-se em conta (6.6) e (6.7}, valem as relac¢des:



145

2
_ Mgy F 6°my o015

a a

11 det[M] 22

an, = — MyiNp — Moy

12 det[M]

anq = —6%a

21 12 (6.17)

a serem utilizadas.

Com as informa¢des acima deduzidas, a equagao
caracteristica de [A] a ser considerada para uma analise
espectral assume aspecto:

2
(all - ;\,) + 923.%2 =0
resultando o par de raizes complexas conjugadas dadc por:
A= aja + i9a12

e consequentemente com ralo espectral expresso por:

|;\.| = a%l + 928.%2 =

he]
I

(6.18)

resultado a que se pode chegar considerando-se as relagbes
desenvolvidas anteriormente.

E interessante também notar aqul que a bifurcacgéo de
raizes nesses algoritmos estd na origem. De fato, como se
pode ver da expressdo de A, apenas no caso limite de 6 nulo
ocorre uma raiz real dupla, © que elimina a preocupagdo com
raizes esplrias eventualmente ocorrentes em outros métodos ao
se efetuar um estudo de desempenho do processo em questdo.

Levando-se as (6.15) em (6.18) a expressdao final
para o raio espectral dessa familia é da forma:
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2 2
(ao ~ ®a, + 6%a, — 66a6+u.) + 92(a1 - 92a3 + 94a5 - 96a7+u.)

P = 2 6 2 0 2 4 6 2
(b0—6b2+94b4—9b6+..) +0(b1—6b3 +9b5 —9b7+..)

ee..{6.19)

que se constitui num excelente ponto de partida para o estudo
das propriedades dos processos em pauta.

Algumas caracteristicas sdo geneticamente inerentes,
como a auto-iniciag¢do. Tratando-se de algoritmos de passo
simples, sempre apresentam tal propriedade.

Ag derivadas sdoc aproximadas a partir de sua
expansdo em séries de Taylor, pelo gque resultam métodos
sempre consistentes. De fato, sua expressédo & semelhante a
(3.18), com rq e ro positivos.

A convergéncia estd garantida uma vez Jue sempre
ter-se-a |ag| = |bgl, respeitando assim a condigdo imposta
por (3.19).

Da forma como se montou o algoritmo, da consideracgao
de (6.19) verifica-se a existénecia do anigquilamento
assintoético desde que se tome WM maior que 1, pois isto
resultarid em denominador com ordem em At superior a do
numerador, atendendo-se assim também a (3.20).

A ordem do erro alcancada ¢é dada pela exXpressao
(6.9) ou (6.10), conforme discussdo antericrmente feita neste
trabalho, juntamente com a conceitua¢ido de erro adotada para
a classificacdo dos processos numéricos estudados.

Um estudo da estabilidade pode ser feito de forma
imediata, confrontando-se (3.17) com a expressao (6.19)
resultante do algoritmo.

A comparacido de desempenho com outros métodos é
tradicionalmente feita medindo-se a dissipagdo numérica
introduzida, dada por (3.50) bem como a distorcgdo resultante,
agssim denominado o erro relativo no periodo, explicitado pela
relag¢do (3.51).

Apresentam-se a seguir o0s primeiros membros dessa
familia em ordem crescente de precisdo alcangada e realiza-se

um estudo inicial de seu potencial de utilizagdo baseado nas
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propriedades e caracteristicas acima reputadas como
importantes, bem como comparam-se Os resultados obtidos com
outros métodos ja consagrados, com o objetivo de encaminhar-
se estudos ulteriores de possibilidades de sua utilizacgdo

pratica.

6§.4. OS ALGORITMOS DA FAMILIA

Explicitam-se a seguir os algoritmos de primeira a
oitava ordem obtidos mediante o procedimento resultante das

consideracdes anteriores.

6.4.1. Algoritmo de primeira ordem

A determinacdo do primeiro algoritmo assim obtido
sem a inclusdo de pardametros livres de ajuste é feita a
partir da consideragdo de (6.9) tomado r unitario, o que

formece:
m+n=2

e para aniquilamento assintdtico, cumprindo-se ainda:

havendo assim como tunica possibilidade m = 2 e n = 0. O
método correspondente, nos moldes de (6.11) é& dado por:

2
1 . At” 1( a3
.%2,0 = X; — X341 Tt At X;341— ""'2‘— Xis1t Ri(At ) =0

1
ri(A3) = —EAt3x(13)+... 6.20)

combinado com a expressido decorrente de sua derivagao
relativamente ao tempo, conforme indicado por (6.14}, de
aspecto:
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. . At3
%%rl = At xj— At Xj 41+ At? Xise1— Tx(fll + R%(At‘i) =0

1
r¥At?) = - c At 6.91)

reproduzindo assim o método de primeira ordem apresentado por
LAIER {1995) conforme {5.53), de caracteristicas ja

comentadas.
Para atender-se a estabilidade incondicional, deve-

se respeitar a:

pa) < 1.0 = [fa) < 10; ve

De (6.19), substituindo-se os valores de ax e by

encontrados, resulta:

5 (12 + 6%(0)?

- 1
(_1 e 5]2 + 2

<10 = 6 > 0

o que é verdadeiro para qualquer valor assumido pelo
parametro 6, ou seja, para qualquer tamanho do passo adotado,
tratando-se portanto de um algoritmo incondicionalmente
estavel. Um estudo de seu desempenho numérico comparativo com
o dog métodos de Newmark, Houbolt e Hulbert ja referidos
neste trabalho, pode ser feito a partir das figuras 5.2 e
5.3, polis este operador & exatamente o de primeira ordem ja
proposto por LAIER (1995) tratado agqui anteriormente. A
matriz de amplificacdo é definida pela aplicagdo das (6.16) e

(6.17), com os valores:
agp = 1, bg= -1, by =1 e by = - 1/2
representando oT:; coeficientes nado-nulos presentes na

combinacdo linear representativa das expressbes em diferencas
que reproduzem as derivadas no tempo presentes no problema.
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6.4.2. Algoritmo de segunda ordem

As condigbes impostas levam nesse casoc a que se
tenham verificadas entre os indices dos termos extremos da

somatoria da expressao de diferengas as relagdes:

o que leva a duas possibilidades. Na primeira delas, tomado n

unitario e m = 2, o operador resultante é&:

- [ X )
%il = —6%; + 6X;j,1 — 2At xi— 4At X341+ At2 Xiq1+ R&(At4) =0

1
1 avd 4_(4)
Ri(At ) =13 At xiV+. .. (6.22)

j& utilizado tambem por LAIER (1995) mas ndo conjuntamente
com o outro operador obtido da forma anteriormente descrita,

de aspecto:
%3, = —6AL xi+ 6At xi41— 2At% x;- aAt? x;,+A3RE) + RYAE%) = 0

1
r}(at®) = o AP+, L

... (6.23)

cuja verificagdo de estabilidade em (6.19) escrita com os ax

e by encontrados produz:

_6)2 + 9%(—2)?
p? = (6 + §(-2) <10 = 6* 2 0

(6 - ) + 6%(-2X2)

e esta exigénecia é atendida incondicionalmente para qualquer
passo adotado.

A evolucdo das demais propriedades com o tamanho do
passo & mostrada as figuras 5.6 a 5.8.

Sua matriz de amplificacdo define-se através das

expressbes (6.16) e (6.17) tomando-se:
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a0=—6,b0=6,a1=-2,b1=—4,b2=1

que sdo os valores encontrados para os coeficientes da
expressdo em diferengas, j& presentes em (6.22).
0 outro operador possivel & o correspondente a n

nuloc e m = 3. Encontra-se a relagdo:

L ] L1 )
¥30 = 6% — 6Xj1 + 6AL Xj41- 38t x50+ AEKD), + Rll(At4) =0

R]i'(At4) = % At4xg_4)+. ..

....(6.24)

2
a ser utilizado em conjunto com K1y para que o método

resultante pertenca a familia em questdo. Entretanto, ao se
verificar a estabilidade nota-se a exigéncia de passos
correspondentes a 92 > 3 para a presenca dessa propriedade. O
presente trabalho ndo tenciona centrar interesse em processos
condicionalmente estaveis, razdo pela gqual deixa-se de 1lado
esse algoritmo.

Nio se descarta entretanto a possibilidade de outras
vantagens suplantarem esse "defeito" para utilizagdo em
problemas especificos, o que s6 poderia ser comprovado
levando-se a efeito um estudo mais profundo da tentativa de
implementacgdo do processo ao caso particular de interesse do
analista.

Ha& outros processos que apresentam comportamento
similar, 1isto &, exigéncia de 1limitagdo do passo, de
utilizagdo relatada pela literatura, como ja aqui referido.

outro comentidrio pertinente refere-se ao fato de que
o operador descrito por (6.24) ndo apresenta obstaculos de
per si para seu emprego. Basta abandonar a exigéncia de
resultar um método que pertenga a familia aqul apresentada
para que haja inGmeras possibilidades de combinagdes com
outros operadores. Alids, seu potencial "genético" é& bastante
bom, dadas as condicdes que se procurou atender por ocasiéo
da escolha dos coeficientes ndo-nuleos da expressdao de

diferenca considerados.
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Uma possibilidade adicional de emprego de operadores
desse tipo é a introdugdo, a partir de suas expressdes
basicas, de térmos cujos coeficientes sejam pardmetros de
ajuste que permitam restaurar a estabilidade incondicional.

Pelo dito acima, pretende-se concluir que o motivo
do descarte de (6.24) é a impossibilidade de atendimento as
hipoteses propostas no enunciado da familia ora em

apresentacio.

6.4.3. Algoritmos de terceira ordem

A primeira possibilidade é a de tomar-se I unitério

e m = 3, gerando:

[ ] L ]
%%'1 = 24x; — 24%;41 + 6At x;+ 1BAt xi41+
.
— 6At2 xi+ AR, + RY(AE%) = 0

1
ri(ad) = EA1:5x(15)+... . 25)

a ser utilizadeo em conjunto com:

Mg, = 24At xi— 24At xj41+ 6At2 xi+ 18At% xj41+

~eac’xY, + Aty + r¥(AL) = 0

1
2 6 6_(6
Ri(At ) =2 At x§)+... (6.26)

e verifica-se estabilidade incondicional se feito um estudo

analogo ao dos casos anteriores. Com os coeficientes:
ap = 24, bg = -24, a1 =6, by = 18, by = -6, by =1
pode-se escrever a matriz de amplificagdo correspondente. Uma

visualizacdo de seu desempenho pode ser obtida da observagédo
das figuras 5.6 a 5.8.
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A combinagdo dos operadores:

1 2
Koo x¥sy

o8
06 —— ROl
o ——=- RO2
04 - RQ3
—_—— ROY4
02
o -
o1 1000

Fig. 6.1 - Raio espectral dos algoritmos hermitianos de
primeira a quarta ordem

N?. -'.-" //
. - / —— GAMA 1
- /

g / voeeree GAMA 2
% // e GAMA 3
= S —— GAMA 4
< -
o ' ,/’

T o 1 !

Fig. 6.2 - Amortecimento numérico dos algoritmos hermitianos
de primeira a quarta ordem

definidos pelas relacgles:
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xig = 24x; — 24x%541 + 24At %541 12At2 Xi+1t
+ 4At3x(l3i - At4x(l4i1 + Rj (AtS) =0

1{ A5 55+
ri(AL®) = At 6.27)

e sua derivada resulta estavel apenas para 82 > g esgotando-

se assim os membros de terceira ordem da familia de métodos
proposta.

0,4 — —w— ALONG L
"|‘ eme—- ALONG 2
o - ——— ALONG 3
® —— ALONG 4
[
. 0,2 -
-]
< r——
m r / / -.\(' //
0 bz ——ET ST DI
1E-05 1 2
wWDT
Fig. 6.3 - Erro relativo do periodo nos algoritmos

hermitianos de primeira a quarta ordem

6.4.4. Algoritmos de quarta ordem

Um dos operadores possivels & o dado pela expresséo
de diferengas escrita:

¥, = 60x; — 60%;,q + 24At xi+ 36At xi+ 3At” x3+
2% 3,(3) 1(pr6
— 9At? x5+ AT, + rY(ALS) = 0

RHAS) = - = AtSxEs. ..
24 (6.28)
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2
o . . X . .
para ser utilizado juntamente com 43, gendo os coeficientes

de ambos expressos, como se vé da rela¢do anterior, por:

ag = 60 bg = -60

a; = 24 by = 36

ap = 3 by = -9
by =1

sendo o processo resultante incondicionalmente estavel. Uma
comparacdo com o0g algoritmos de ordens inferiores é feita
nas figuras apresentadas, mostrando-se o presente método como
uma alternativa interessante quando hd uma exigéncia maior de

precisdo na solugdo do problema.
Quanto a utilizar-se a combinagdo dos operadores:

1 2
H11 X ¥52

com sua definig¢do dada na forma:

- - [ 2 ]
i1 = 120x; - 120%;41 + 28At x;+ 96AL x;:1— 36At7 Xyt
+ 8Ae38Y, - arhdd, + ri{at®) = o

1
rI(AS) = - = A8 O+ . 6. 29)

o método resultante exige, para a estabilidade, tomar-se
valores de 62 gsuperiores a 8, violando uma das condigées
propostas para OS processos em analise. Problema andalogo

ocorre com a ultima combinagao possivel, expressa por:
i 2
¥s,0 X ¥51

esgotando-se assim as possibilidades de precisdo em quarta

ordem.
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6.4.5. Algoritmos de quinta ordem

Respeitando-se sempre as premissas estabelecidas no

inicio deste capitulo, considere-se o operador:

[ ] [ ]
i, = 360x; — 360x;,1 + 120At x;+ 240At X; 41+ 12At% x5+

_ 72862 xq.1+ 128633, - Aty +rYAL) = 0

ri(ad?) = - —

At +
210 o

(6.30)}

combinado com aquele obtido da sua derivagdo no tempo, aqui

2
denotado por ¥53 tomando-se para os coeficientes de ambos,

como indicado acima, os numeros:

ag = 360 bg = -360

a] = 120 by = 240

ag = 12 by = -72
by = 12
bg = -1

e considere-se como anteriormente um estudo de estabilidade
em (6.19). O resultado encontrado é gue se trata de um
algoritme incondicionalmente estavel, cujo desempenho pode
ser visto nas figuras 5.7 a 5.9.

0Os operadores denotados por:

1 2
H51 x %52

resultam num método estdvel apenas para valores de 62
inferiores a 20, ndo apresentando portanto aqui interesse.

A possibilidade que restaria com tal ordem de
precisao seria a da combinagdo das expressdes em diferencgas

denominada, conforme a convengdo estabelecida, por:
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1 2
¥s0 x ¥71

que apresenta porém restrigdo analoga relativamente a
estabilidade.

6.4.6. Algoritmos de sexta ordem

Neste caso, a primeira opgao que se apresenta & a

descrita por:
1 2
Has xH54

cujo operador basico escreve-se:

i3 = 840x; — 840x;,1 + 360At x;+ 480ACt x; 1+ 60At® x;+

~ 120462 xi40+ 4ae%%Y + 16A%8), - A%kl + rYAt?) = 0
Rli(AtB) = 1 Atsx(ie)+. ..
1680
e, . (6.31)

e para a montagem da matriz de amplificagdo, tomam-se O0s

coeficientes:
ag = 840 bg = -840
a1 = 360 bq = 480
ag = 60 by = -120
ay = 4 by = 16
bg = -1

para emprego nas expressodes ja deduzidas dos seus elementos.

0 algoritmo definido é incondicicnalmente estavel e
seu desempenho numérico do ponto de vista da andlise
espectral é& mostrado as figuras 5.9 a 5.11, de forma andloga
aos anteriormente deduzidos.

Um estudo de:
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1 2
X502 x H53
1 2
61 xH77

1 2
70 % Hg

mostra que os algoritmos resultantes apresentam restrigdes
quanto a presen¢ga da estabilidade, 1limitando o tamanho do
passc que pode ser utilizado para ter essa caracteristica, o
que leva a preteri-los no cotejo com agqueles métodos que
oferecem essa propriedade para qualguer valor de 6, isto é,
qualquer passo.

Com as consgideragdes acima, esgota-se o estudo dos
processos de sexta ordem.

6.4.7. Algoritmos de sétima ordem
O Unico membro incondicionalmente estidvel da familia

em questdo que apresenta esta ordem de precisdo local nos
esforcos é& o que decorre da combinagdo:

1 2
X53 x X5 4

cujo operador basico é dado por uma expressac da forma:

1,0

0,8

06 F

RO

04 |

0,1 1

Fig. 6.4 - Raio espectral x passo dos algoritmos hermitianos
de guinta a oitava ordem
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2 Bp |——ocamaS iy
g 8t arasaseen GAMA 6 . .'. U
—— - — ’ ". ’

M 5T Ei:i; / </
< ' a
= 4 p- / -7
5zt

o} : '

0,00 1,60

Fig. 6.5 - Dissipac¢do x passo nos algoritmos hermitianos de
quinta a oitava ordem

0,5
04 -
—-— ALONG S
635 L e ALONG G
02 ALONGT
o1k —~—— ALONGS8
0 L | L ] i 1 }
0 1 2 3 4

Fig. 6.6 - Dispersdo x passo nos algoritmos hermitianos de
gquinta a oltava ordem

%y = 6720x; — 672041 + 2520At x;+ 4200At xj41+

" *e
+ 360At2 x;— 1200At% x;.1+ 20A3%Y + 200a3xP), +
— 20At%Y, + A, + rY(Ad%) = 0

1
ri(at’) = To5a AP+ 6.32)
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onde os coeficientes da combinagdo linear evidenciados tém os
valores seguintes, utilizados na montagem da matriz de
amplifica¢do com vistas a andlise espectral:

ag = 6720 bg = -6720

a; = 2520 b1 = 4200

as = 360 by = -1200

azy = 20 by = 200
bg = -20
bg =1

descartando-se, como ja comentado e feito anteriormente as

combinagdes indicadas por:

1 2
o2 x¥73
1 2
X71 x %32

1 2
Xg0 x ¥#3,1

devido ao condicionamento da estabilidade ao tamanho do passo
empregado. A confirmagdo dissc pode ser feita repetindo-se
procedimento aqui discutido.

Pode-se visualizar o potencial de utilizagdo e
limitacdes do algoritmo acima com o auxilio das figuras 5.7 a
5.9 onde os principais pardmetros utilizados na andalise
espectral para qualificar um método sdo apresentados.

6.4.8. Algoritmos de ocitava ordem

Apenas um dos operadores de oitava ordem da familia
em estudo gera um método com o requisito exigido de
estabilidade incondicional, qual seja o definido pela

expressdo em diferengas:
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[ ] L ]
%i, = 15120x; — 15120%;,1 + 6720At xj+ 8400At x;,1+

+ 1260At% xi—- 2100At% x;.1+ 1203 + 300833, +

+5aeh® - 25aehdY, + A, + rYAL0) = o
1
1{ .10 10_(10)
RilAt = — At xy ..
1( ) 30240 .
... (6.33)

2
a ser utilizado em conjungdo com Y65 tomados os valores de ag

e by empregados acima, isto é:

ag = 15120 bg = -15120
a; = 6720 bi = 8400
as = 1260 by = -2100
azy = 120 by = 300
ag = 5 bg = -25

bg =1

e as figuras 5.7 a 5.9 mostra-se a evolugao do raio
espectral, dissipag¢do e dispersdo do algoritmo, ao lado dos
referentes aos de ordens inferiores.

6.4.9. Algoritmos de ordens superiores

Os algoritmos descritos acima tém lei de formagao
igual e geral, estabelecida neste capitulo. Nada hd a indicar
que ndo se possa obter membros de ordens superiores as aqui
apresentadas, e com as mesmas caracteristicas, adotando-se o
mesmo critério para descartar os "indesejaveis". Entretanto,
o objetivo central ao se explicitar os primeiros métodos
resultantes & apenas a gerac¢do dos graficos das principais
propriedades, a fim de compard-los com processos Ja
conhecidos e assim indicar seu mérito relativo a eles de
maneira mais evidente.

Como ndo se tem um fim especifico em vista, ou seja,

a solucdo de um problema determinado, os algoritmos até
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oitava ordem sdo mais do que suficientes para caracterizar a
familia proposta e indicar suas principais caracteristicas.

6.5. EXEMPLOS NUMERICOS

Considere-se o problema de vibrag¢des 1livres nao-
amortecidas de um sistema de um grau de liberdade ja tratado

em AUSTIN (1993), de massa m = 1, rigidez k = 16, sujeito as

condicbes iniciais de deslocamento unitdrio e velocidade
nula. Sua solucdo analitica nos deslocamentos & dada pela
expressdo x(t) = cos(4t). Seja a determinag¢dc do deslocamento

para ¢ instante t = 0,03s.

A tabela 6.1 mostra o valor apresentadc por alguns

métodos, bem como o passo utilizado para seu calculo. Nesta

tabela, o algoritmo de Newmark foi considerado com os

parametros de valores yy = 0 e By = 1/4. Os calculos foram

feitos com doze algarismos significativos, apenas para efeito

Tabela 6.1. Comparacdo de deslocamentos e velocidades: m = 1,

k =16, ¢ =0, x(0) =1, 0 =0, p(t)=0, t = 0,03s
METODO PASSO DESLOCAMENTO VELOCIDADE
Exato  ----- 0,99280863585 -0,47884882916
Newmark 0,002 0,99327166641 -0,46295394093
Austin (ord.2) 0,03 0,99282582702 -0,47827819849
Austin (ord.8)  0,00375 0,99280863585 -0,47884882916
Hermit (ord.1) 0,002 0,99280847506 -0,47885390859
Hermit (ord.2) 0,002 0,99280863501 -0,47884882874
Hermit (ord.3) 0,002 0,99280863586 -0,47884882916
Hermit (ord.3) 0,005 0,99280863585 -0,47884882932
Hermit (ord.4) 0,01 0,99280863586 -0,47884882916
Hermit (ord.4) 0,03 0,99280863544 -0,47884882892
Hermit (ord.5) 0,03 0,99280863585 -0,47884882917

de comparacdo. HAa que levar-se em conta que os resultados de

Austin referem-se a um método de extrapolagdo e sdo gerados a



162

partir da montagem de uma tabela, como ja descrito nesse
trabalho, de modo que a comparagdao de trabalho numérico
envolvido ndo é funcdo direta apenas do passo e da ordem de
precisdo local.

Observa-se o ganho de qualidade na resposta com o
aumento da ordem de precisdo, permitindo a utilizagdo de
passos maiores. Em termos absoclutos, para movimentos
transientes correspondentes a peqguenos intervalos de tempo
como O caso em pauta, j& os primeiros algoritmos mostram bons
resultados, suficientes para boa parte dos problemas usuais.

Para as condicdes anteriores, foram efetuados os
cadlculos para o instante t = 100m segundos, com o objetivo de
analisar o comportamento dos algoritmos hermitianos apoés
intervalos de tempo maiores. Os resultados obtidos estao
arranjados na tabela 6.2.

Qutro aspecto de interesse é a verifica¢do da
possibilidade de reduzir o numero de operagdes a realizar ao
aplicar o método atraves da consideracdo de passos maiores, O
que é possivel ao explorar-se a precisdc maior gque um

determinado processo apresente. Assim é que o confronto

Tabela 6.2. Compara¢do de deslocamentos e velocldades: m = 1,

*
Kk =16, ¢ = 0, x(0) =1, 0 =0, p(t)=0, t = 100x s, nos
algoritmos hermitianos com aniquilamento assintdtico, para

At/T = 1/8

ORDEM DESLOCAMENTO VELOCIDADE

Exato 1,00000000000 ¢,00000000000
1 0,0000000000 ¢,00000000000
2 -0,00005586535 0,00150442670
3 0,44520584086 -2,31735194457
4 0,95056985749 0,02604170526
5 0,99912396763 -0,01485548119
6 0,99983995115 0,00006420927
7 0,99999844780 -0,00003465233
8 0,99999969460 0,00000052727
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direto entre dois algoritmos ndo passa apenas pela precisdo
obtida nos resultados mas também pelo tempo demandado para
obté-la.

As conclusdoes relativamente a esse problema séo
dificultadas por envolverem a modelagem da solicitagdo, que
também afeta o tempo de processamento principalmente nos
algoritmos de ordens superiores que se utilizam de derivadas
da equacdoc de equilibrio para a determinag¢do do sistema de
equacdes, particularizando assim o estudo. Além disso, podem
ser afetadas ao se utilizar hardware diferente, sendo que até
o software desenvolvido a partir do algoritmo escolhido
interfere com o estudo.

Nio obstante esses comentdrios e considerag¢des, a
tabela 6.3 fornece uma indicacdo da eficiéncia dos algoritmos
comparados sob esse ponto de vista. Foram tomados para o
mesmo problema Jja tratado e para as varias ordens
explicitadas de algoritmos hermitianos passos que
corresponderam a resposta com aproximadamente a mesma
precisdo. Assim, com todas as ressalvas ja feitas, & licito
esperar que haja relagdo entre o numero de passos empregado e
o tempo de processamento requerido.

No caso concreto considerado, ha uma
proporcionalidade bem nitida entre o numero de passos e O
tempo necessario para os calculos, pois trata-se de vibragdes
livres e o egquipamento utilizado foi sempre o mesmo. N&o
parece haver sentido, entretanto, em quantificar esse tempo,
valido para uma situagdo muito particular. Outro fato a
lembrar € que a precis3do da resposta & "aproximadamente" a
mesma, e para um intervalo especifico de tempo decorrido
entre o inicio do movimento e ¢ de interesse.

Fica mails evidente c¢om esses resultados, se
observada a coluna das velocidades, um comentadrio ja feito
por ocasido da analise espectral desse conjunto de
algoritmos, qual seja o fato deles estarem arranjados em duas
sub-familias de métodos de comportamento similar: a sub-
familia dos algoritmos de ordem par e outra formada por
aqueles de ordem de precisédo local impar.
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Tabela 6.3. Compara¢dc entre o tamanho do passo necessario e
a ordem do algoritmo hermitiano utilizado para obtengdo de

precisdo equivalente: m = 1, k = 16, ¢ =0, t = 5% s,
[ ]

x(0) =1, 0 =0

ORDEM At/T N. passos Deslocamento Velocidade

Exato ---- == 1,00000000000 0,00000000000
1 1/160 1600 0,99939426836 -0,06453300293
2 1/80 800 0.,99957759760 0,00003539578
3 1/16 160 0,99949098304 -0,0121%008208
4 1/12 120 0,99966224623 0,000121871920
5 1/6 60 0,99968074290 -0,00401897360
6 1/5 50 0,99979355019 0,00013371470
7 1/3 30 0,99953463561 -0,00359837162
8 2/5 25 0,99954911547 0,00047476332

Outra observagdo cabivel diz respeitc ao fato de que
eleita uma varidvel de controle para a precisac, € no <caso
foi o deslocamento, isto ndo significa que as demals vao tem
comportamento similar. De fato, na tabela 6.3 observa-se uma
grande disparidade nos resultados correspondentes a
velocidade e o mesmo pode acontecer relativamente a
aceleracdo. Por tudo isso, a referida tabela deve ser vista
como apenas ilustrativa, devendo-se ver com reservas qualquer
tentativa de se tirar conclusdes mais definitivas dela.

A figura 6.7 mostra o esquema estrutural de um
portico de deois andares cujas vigas tém rigidez igual e
unitaria. N3o hid amortecimento fisico no problema e as
condicdes iniciais correspondem a deslocamento e velocidade
nulas para ambos os graus de liberdade, numerados conforme
indicado na figura. A massa do sistema é representada por uma
unidade concentrada ac nivel de cada andar.

Este esquema é utilizado em um exemplo apresentado
por WARBURTON (1976) porém sob outra solicitacdo. Nas
condigbes descritas, as matrizes de massa e rigidez s&do dadas

respectivamente por:
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Figura 6.7 - Esquema estrutural para o segundo exemplo

1 0 2 =1
M= | ;o W=,

e conforme mostrado na referéncia citada, de acorde com a

nomenclatura da expressdo (2.17) deste trabalho, tem-se:

®w] = s = 0,382 ; {$} = 0,8506

i

, 3-45 {0,52157

} ; T = 10,1664s

3 + 45 {-— 0,8506

2 2618 ;  {bo} 015257} ; T, = 3,8832s.

e
NI N
H
I

Os calculos de deslocamentos a segulr efetuados,
sempre segundo as dire¢des mostradas na figura, correspondem

4 solicitacgdo dada por:

10,0
B =1 8,4

e a relacdo entre as componentes desse vetor foi escolhida de
forma que as amplitudes das vibragdes segundo os doils modos
se equivalham.

A expressdo (2.21) para a situacgdo proposta assume o
aspecto:
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{y} + [@?iy} = (oI ew}

e substituindo-se os valores numéricos correspondentes:
*8
V1 0,382 0 Y1 0,5257 0,8506|(10,0
+ =
‘y’ 0 2618||ya - 0,8506 0,5257||— 84
2

levando as solugdes dadas segundo os modos por:

v1 = 49425(cos 06181t — 1)
49358(cos 16180t - 1) .

i

Y2

Quanto a solugaoc estdtica, isto &, desprezando-se ©

efeito das aceleracgdes, resta a considerarem-se as relacgdes:

[@%]iv} = (0T {ew)} = {il'ST} = {: 222}

2,8T

vetor que fornece os deslocamentos segundo os modos de
vibracdes da estrutura. Ja em relagdo ao sistema de

coordenadas proposto, vale:
{x} = [0y}

de forma que apdés o aniquilamento do segundo modo, pode-se

escrever:
) = xu,an| _ [05257 - 08506 v1
AN XZ,AN 0.8506 0,5257 Y2,ST

expressdo que fornece os deslocamentos gquando se considera a
contribuigdo do primeiro modo e aniquilou-se completamente a
influéncia do segundo. Pode-se dizer que esta & a resposta
nos deslocamentos apés a “filtragem” completa do segundo modo
de vibracdo. Num problema de miltiplos graus de liberdade,
raciocinio andlogo & aplicédvel, relativamente aos modos
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inferiores e superiores, assim denominados a partir de sua
posicdoc relativamente A& freqiéncia de corte ou “filtragem”
pretendida. A experiéncia e sensibilidade do analista e
natureza do problema enfrentado sdo fatores que envolvem a
determinacdo de uma adequada freqgiéncia de corte na
observacdo de um movimento através de um método numérico
direto que apresente aniguilamento assintdtico.

No presente exemplo, lembrando que 08 deslocamentos

correspondentes ao primeiro modo saoc dados por:

el = e} - o]

verifica-se que a presenga do aniquilamento pode ser medida

fanne) = {xan) = e} = (fon} + {xonf) = (R}

onde {Xwu! contém os deslocamentos calculados numericamente
pelo algoritmo e {R} & um vetor nas diferengas indesejadas
entre 08 deslocamentos fornecidos pelo método e os
pretendidos. H4 duas contribuicdes em {R}: a do modo inferior
amortecido prematuramente e a do modo superior, ainda
eventualmente presente.

Quando se busca o aniquilamento, um bom algoritmo
deve ser capaz de apresentar {R} com forte tendéncia a se
anular, mesmo quando as freqléncias cuja influéncia se quer
separar estiverem relativamente proéximas. No caso em pauta,
o =~ 0,6181 s' e @ = 1,6180 s*'. A tabela 6.4 mostra o
residuo para x;, resultante da aplicagdo dos algoritmos de
terceira, quarta e quinta ordens da familia apresentada, para
um passo At = T; /4.

Observa-se, para quarta ordem, gque © residuo
praticamente se anula apds vinte passos, istoc €&, cinco
periodos do primeiro modo, o que significa fiel representagio
do modo inferior e aniquilamento praticamente total do

superior.
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A tabela mostra ainda que para ¢ algoritmo de quinta
ordem, o aniquilamento tarda mais a efetuar-se. Isto pode ser
compensado vantajosamente utilizando-se passos maiores, a fim
de acelerar a presenca do fendémeno. Os graficos de raio
espectral versus tamanho do passo mostrados neste trabalho
mostram que o *“corte” das frequéncias superiores é cada vez
mais abrupto & medida que se tomam membros da familia de
algoritmos de ordem mais elevada.

Por outro lado, o uso dos métodos de ordem mais
baixa pode levar a indesejavel situagdo de, no caso de
freqiéncias prdéximas, nao se conseguir aniquilar as
superiores sem Que © amortecimento numérico comece a atuar
sobre os modos inferiores, no intervalo de observagdo do
movimento.

A coluna correspondente ao residuo do algoritmo de
terceira ordem mostra isso. Assim, intervalos de observagdo
maiores estd3o associados & necessidade de métodos de ordens
mais elevadas, dosando-se o aniquilamento a partir do tamanho
de passo adequado.

O comportamento dos valores das tabelas citadas esta

representado graficamente as figuras 6.8 a 6.10.

Tabela 6.4 - Deslocamentos x; e residuo (R}, para At = T./4

__“—_
N ®1 ML pra x| H3 R3 x| H4 R4 %1 H5 R5
0 0 0 0 -4, 202 0 4,202 0 4,202
1 -2,508 3,971 2,938 1,334 4,064 2,46 3,519 1,975
2 5,197 0,523 1,013 -0,018 ~1,065 70,07 0,353 1,348
3 -2,598 -2, 488 T,481 0,123 0,034 -1,57 1,159 -2,793
1 0 7,294 1,200 0,04 6,063 T, 861 T, 793 1,591
5 ~2,599 2,191 T.37 -0, 233 0,444 -1,159 7,231 0,628
3 -5, 197 4,763 -0, 814 0,181 -0, 869 0,126 2,817 1,822
7 -2,597 5,261 1.838 0,233 2,25 0,605 2,835 1,23
8 0 3,83 3,956 -0, 246 3,32 -0, 882 1,431 0,229
g 2,6 1,645 1,312 ~0,29 2,158 0,556 0,43 1,172
10 -5, 197 3,033 -0, 703 0,292 -1,029 -0, 034 0,078 0,917
11 -2,596 0,293 1,947 0,341 1,309 -0, 297 1,634 0,028
12 0 1,645 3,842 -0,36 4,519 0,317 3,466 -0,736 |
3 -2, 601 5,79 1.2 -0, 401 1,361 -0, 24 2,258 0,657 |
14 -5,197 3,179 -0, 581 0,414 0,887 0,108 -1, 064 -0, 069
5 2,596 -0, 126 2,051 0,445 1,696 C,09 1,165 -0, 441
16 0 8,332 3,721 -0, 481 3,950 -0,244 2,666 0,464
17 ~2,601 1,342 1,101 -0,5 T.74 0,139 1,484 0,117
18 -5,197 "L, 813 -0, 46 0,535 0,944 0,051 ~1,256 0,261 |
19 “2,595 5,463 2,144 0,537 1,528 -0,079 1,941 0,324
20 0 0,655 3.6 -0, 602 Z, 10 ~0, 021 Z,084 0,118
SR




169

Hermitiano de ordem 3

x1

5 N {n. de passos}

Figura 6.8 - Aniquilamento do deslocamento x; pelo algoritmo

de terceira ordem

10 Hermitiano de crdem 4

-5 N (n. de passos)
Figura 6.9 - Aniquilamento do deslocamento x; pelo algoritmo

de quarta ordem

Hermitiano de ordem 5 —— —x1H5
10 +

N (n. de passos}

Figura 6.10 - Aniquilamento do deslocamento x; pelo algoritmo
de quinta ordem
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cAPITULO 7 - CONCLUSOES

A revisdao bibliografica mostrou o© esgotamento dos
algoritmos de ordens inferiores, verificando-se que todos
eles podem ser colocados sob a forma do método de Houbolt.

De fato, foi mostrado que os unicos métodos lineares
de passo simples que apresentam aniquilamento assintético sao
os espectralmente semelhantes ao processo em questdo. Apos
exploradas portanto as possibilidades do método de Houbolt
generalizado quanto a anigquilamento, o caminho que resta &
lidar com algoritmos de ordens superiores.

A principal desvantagem de tais processos que é a
geracdo, em situac¢des mais gerais, de sistemas de equagbes de
ordem maior do que o numerco de graus de liberdade empregados
na discretizacdo da estrutura pode ser contornada mediante a
combinacdo de técnicas de solugdo de sistemas iterativas com
outras que tem como resultado menor trabalho numérico
envolvido, apoiadeo isso tudo no fato de gue malor precisdo
permite © emprego de passos maiores na representagdo do
intervalo de tempo de interesse.

O aniquilamento assintdtico mostra-se importante nas
situagdes em que se pretende empregar passos maiores, pois
sua presenca adequadamente controlada € a garantia de que os
modos superiores ndo deteriorardo a qualidade da resposta
obtida.

A formulagdc hermitiana é& conveniente para a geracgdo
de algoritmos por apresentar congenitamente consisténcia e
convergéncia, e por facilmente permitir uma analise espectral
que indigue a presenca ou ndc de estabilidade e amortecimento
numérico, este ultimo associado ao aniquilamento assintoético.
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A possibilidade de wutilizagdo de pardmetros de
ajuste & uma outra caracteristica positiva dos processos
criados a partir dessa abordagem.

Embora o caso mals geral permita ¢ uso de expressdes
hermitianas multi-passo, © presente estudo concentrou-se nos
procedimentos de passo simples, o que ndo & obstaculo a
possibilidade de <c¢riagdo de novos algoritmos e tem
significativa vantagem pensando-se na aplicacéo a
procedimentos ndo-lineares.

A familia apresentada & a priori incondicionalmente
estavel, com aniquilamento assintoético, cuja presen¢a era um
objetivo importante por razdes acima descritas e foi
detalhado o caminho para obter-se a ordem de erro lcocal gue
se deseje.

Embora na revisdo bibliografica seja citado um
trabalho que demonstre a pouca importdncia da raiz espuiria
(real) nas propriedades espectrais do algoritmo, merece
citacdo o fato de qQue a bifurcagdo no caso da familia aqui
apresentada seja na origem, isto &, para passo nulo, de modo
que ndoc se tenha na pratica possibilidade siquer de
existéncia da raiz espuria.

A regra de formagdo dos algoritmos da familia esté
perfeitamente definida e & bastante clara. Aparentemene, dada
uma ordem de precisdo qualquer é sempre possivel gerar um
método incondicionalmente estdvel e com anigquilamento
assintdtico presente.

0 critério de tomar um operador bastante geral
combinado com o decorrente da sua derivagdo em relagdo ao
tempo e a subseqiente busca de regquisitos para o atendimento
de propriedades espectrais desejadas mostrou-se eficaz na
identificacdo de algoritmos potencialmente wvidvels. Mais do
que isso, esta forma de pesquisa de novos métodos parece a
primeira vista aplicdvel a outros operadores ndo aqui
considerados.

Semelhantemente & maioria dos trabalhos existentes
em que se efetua uma andlise espectral de um determinado
processo, focalizou-se o problema de vibragdes 1livres nao-
amortecidas. Para vibracdes forcgadas, a derivacdo da equagdo
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de equilibrio para a obtencdo de uma relagdo independente
adicional entre as variaveis do problema provoca a
necessidade de se expressar adequadamente a derivada da
funcdo de excitagdoc. Entretanto, esta dificuldade ndoc é
préopria ao método, nem inédita dentre os algoritmos ja
disponiveis.

Evidententemente, entretanto, ndoc se trata de
situacdo onde quanto mais precisc o método melhor, uma vez
gue ha outras qualidades inerentes aocs métodos numéricos e
que devem ser ponderadas na escolha dentre aqueles
disponiveis para a solugdo de um problema especifico.

Uma andlise mais detalhada dessas caracteristicas ou
do compromisso entre a precisdo obtida e o trabalho numérico
demandado na aplicacgdo do processo que a fornece pode fazer
com que o analista descarte aguele gue pareceria a primeira
vista o mais promissor.

Este trabalho apresenta apenas um estudo inicial,
via andlise espectral, dos algoritmos pertencentes a familia
proposta cujo potencial de utilizacdo parece merecer um
aprofundamento do conhecimento de suas caracteristicas.

Embora seja importante mostrar nao haver limitagao
para a ordem de precisdc requerida, é pouco provavel que sua
elevagdo indefinida conduza a algoritmos vantajosos, se
computados todos os fatores intervenientes na escolha do
método a ser adeotado.

Dentre os algoritmos deduzidos, observa-se dque o©
primeiro coincide com o j& obtido por Laier, em trabalho
apresentado em 1995, que do ponto de vista de dissipagao
apresenta resultado ndo muito bom, apenas um pouco melhor que
o do método de Houbolt. Ja a distorg¢do, representada pelo
alongamento do periodo, mostra-se menor do que a dos métodos
de Houbolt e Newmark, tradicicnais paradigmas de processos de
integragdo numérica para aplicagdo em analise dinémica.

0 algoritmo de segunda ordem resultante da presente
abordagem utiliza também um operador empregado por Laier no
trabalho c¢itado, embora combinadoe diferentemente. Como
resultado, obtém-se um método cujo desempenho espectral &
idéntico ao de Laier, que por sua vez apresenta a mesma
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dissipacdo do método de Hulbert, nido tdo brusca quanto a do
processo de primeira ordem da mesma familia e do método de
Houbolt. O alongamento também tem mesmo comportamento do
apresentado no método de Hulbert e de Laier.

Deve-se observar entretanto que algoritmos de mesmas
propriedades espectrais ndo tém necessariamente mesmo
desempenho numérico, de modo que essa afinidade com outros
métodos deve ser vista com reservas, e uma analise posterior
de uma implementagdoc em um problema especifico torna-se
importante também para detectar as diferencas de
comportamento que sé entdo surgirdo.

Os algoritmos de ordens a partir da terceira até a
pitava s8o Jja "de ordens superiores", de modo gue sua
comparag¢do com os métodos tradiciomnais fica prejudicada. Deve
ser entretanto observado que ¢ desempenho espectral da
familia proposta é sensivelmente superior ao dagueles, o que
pode ser observado a partir dos graficos apresentados no
capitulo anterior.

Relativamente A& comparagdo entre os membros de
ordens diversas, nota-se que a dissipagdo surge para passos
de tamanho crescente com a ordem do erro e de forma cada vez
mais brusca, definindc cada vez mais nitidamente uma
freqiéncia de corte. OQutra maneira de comprovar isto &
através dos graficos de raio espectral contra tamanho do
passo. Secundariamente, a forma das curvas desses graficos
indica duas sub-familias, de comportamento similar: a dos
métodos de ordem par e outra referente aos métodos de ordem
impar.

A dispersédo, presente nos graficos de alongamento
versus tamanho do passo tem comportamento um pouco diverso:
estd praticamente ausente no inicio do grafico, a partir da
terceira ordem, porém aumenta abruptamente para passos de
tamanho atendendo a relacgdo: At/T > 0,47 aproximadamente.
Este ndo & um valor gque inviabilize a utilizac¢do do processo,
sendo mesmo um limite superior ao de outros métodos
existentes, porém do ponto de vista da andlise espectral é a
caracteristica mais negativa da familia apresentada, sendo
genética, 1sto &, aparecendoc em todos 0s seus membros.
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Os exemplos numéricos apresentados confirmam e
enfatizam as qualidades apontadas pela andalise espectral.
Conforme esperadc, os métodos de ordens superiores permitem a
utilizacdo de passos bem maiores para precisdo equivalente.
Para analise trangiente, © ganho em rapidez é a principal
vantagem, enquanto para respostas ac fim de intervalos de
tempo grandes (long-term analysis) soma-se a isto o fato da
resposta manter gualidade, tardando a apresentar a
deterioracgdo provocada pelo aniquilamento assintdtico,
caracteristica que pode influir precocemente no resultado no
caso das ordens inferiores.

Uma comparagdo mais precisa do tempo demandado no
processamento versus a precisdo obtida, embora relevante,
seria muito particular para o caso de vibragdes livres. Com a
presen¢a da excitagdo, os métodos de ordens superiores (e nao
apenas 0s aqui tratados) exigem operacoes numéricas
envolvendo as fungdes gque a representam, de modo que as
conclusdes também sdo relativas ao problema especifico
enfrentado. Até mesmo o  hardware utilizado para o)
processamento pode, para o mesmo problema, influir nas
comparagdes feitas, de modo gue tal estudo degvia-se do
objetivo central do presente trabalho.

Com a explicitagdo de algoritmos incondicionalmente
estdveis e com aniquilamento assintdtico de ordens elevadas,
abre-se a possibilidade de, introduzindo pardmetros livres de
ajuste as suas expressdes, aprimorar-se uma ou mais de suas
caracteristicas espectrais, ou mesmo introduzir propriedades
nas matrizes dos coeficientes que auxiliem a solugdo
numérica. Esta € uma sequéncia possivel para o presente
trabalho.

OQutra abordagem possivel para a continuagdo do
trabalho que se vislumbra é a implementagdo dos algoritmos
obtidos & solucdo de problemas especificos, visando a
confirmagdo de suas potencialidades indicadas pela andlise
espectral que aqul se fez.
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