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RESUMO

PELETEIRO, S.C. Utilizacdo da formulacao livre para desenvolvimento de
um elemento de membrana com liberdades rotacionais. S&o Carlos,
1996.101p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de Séo
Carlos, Universidade de S&o Paulo.

Neste trabalho aborda-se o desenvolvimento de um elemento finito de
membrana com graus de liberdade rotacionais e sua implementacdo a um
sistema computacional em elementos finitos. O trabalho € baseado na
formulacéo livre de BERGAN & NYGARD (1984) que produz um elemento
simples e de bom desempenho. Aspectos fundamentais da formulacéo livre,
do desenvolvimento do elemento e sua implementacdo ao sistema sé&o
apresentados. Resultados obtidos em alguns exemplos comprovam a

eficiéncia do procedimento.

Palavras-chave: Elemento finito - membrana; Formulacao livre; Graus

de liberdade rotacionais.
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ABSTRACT

PELETEIRO, S.C. Use of free formulation to the development of a
membrane element with rotational degrees of freedom. S&o Carlos,
1996.101p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de Séo
Carlos, Universidade de S&o Paulo.

In this work the formulation of a membrane finite element with
rotational degrees of freedom and its implementation to a finite element
computacional system is presented. The development is based on the free
formulation of BERGAN & NYGARD (1984) that produce a simple and
efficient element. Fundamental aspects of the free formulation, of the
element evaluation and its implementation to the system are shown. The

results obtained in some examples indicate the accuracy of the procedure.

Keywords: Finite Element - membrane; Free Formulation; Rotational

degrees of freedom.



CAPITULO |
INTRODUCAO

1.1. GENERALIDADES

Existe um grande numero de estruturas de interesse pratico para as
quais se pode fazer uso das hipéteses da elasticidade bidimensional. A
analise desses problemas ocupa um lugar de destaque nos primeiros
desenvolvimentos do método dos elementos finitos. Com o decorrer do
tempo, os elementos foram sendo aperfeicoados, com o intuito de se

melhorar cada vez mais a sua performance.

Muitos problemas na &rea da engenharia de estruturas envolvem o0s
elementos estruturais de cascas e € notoria a complexidade matematica de
tais problemas nos casos reais, que quase sempre € representado por
aproximacdes de problemas tedricos de solucdo matematicamente viavel na
mecanica do continuo. Alguns exemplos de estruturas que envolvem este
tipo de problema sao: silos, tanques, taneis, vasos de pressao, cascos de
embarcacdes, tubulacdes, chaminés, coberturas, reservatérios enterrados,
abrigos subterraneos, etc. Para a analise dessas estruturas pode-se fazer
uso dos procedimentos do método dos elementos finitos implementados
computacionalmente. Uma maneira bastante atraente para se analisar
cascas € a utilizacao de dois elementos finitos planos, um de placa e um de
membrana, que superpostos representem de maneira satisfatéria o

comportamento real da estrutura.



Da necessidade de se modelar convenientemente o problema
estrutural apresentado surgiu o interesse pelo elemento de membrana que
incorpora, além das duas translacdes por né em seu plano, uma rotagcdo em
torno do eixo perpendicular a esse plano. O elemento de membrana com
liberdades rotacionais se apresenta extremamente atraente para a analise
de cascas pelo método dos elementos finitos, acoplado a um elemento de
placa. A introducdo das rotacbes, e da rigidez correspondente, evita o
problema de singularidade que surge quando se trabalha com elementos de
casca coplanares e aproximadamente coplanares constituidas de um

elemento de membrana que n&o possui os graus de liberdade relacionados.

1.2. OBJETIVO

O objetivo do presente trabalho é a viabilizacdo da utilizacdo pratica
de um novo elemento que possui graus de liberdade adicionais: rotacdes
segundo eixos normais ao seu plano. Com esse trabalho pretende-se
demonstrar que uma formulacao invariante pode ser construida pelo uso da
definicdo de rotacdes no meio continuo, ao invés de se usar 0 conceito

geométrico, mais intuitivo, para as rotacdes nas quinas.

No presente trabalho utiliza-se a formulacdo livre, sugerida pela
primeira vez por BERGAN & NYGARD (1984), que se mostra relativamente
simples, pois a Unica imposicdo necessaria nos modos de deslocamento é
que eles devem conter os modos de deformacéo fundamentais: corpo rigido
e deformacao constante. Tais modos de deformacdo devem ser linearmente

independentes entre si.

1.3. HISTORICO



Os primeiros modelos, para estado plano de tensao/deformacéo,
desenvolvidos para o método dos elementos finitos, foram os elementos com
translacdes livres nos nds. As primeiras experiéncias computacionais foram
com elementos bilineares, elementos em que as func¢des de forma séo o
produto de dois polindbmios lineares. Esses elementos s&o bastante simples,
mas excessivamente rigidos para problemas em que os resultados s&o

muito influenciados pelos esforcos de flexao.

Na figura 1.1a tem-se um exemplo de elemento bilinear retangular. A
figura 1.1b mostra o comportamento do elemento deformado sob a acdo de
um momento M1, supondo-se apenas translagdes nos nés, nota-se que nao
existe flexdo dos lados dos elementos que permanecem retos. A figura 1.1c
ilustra uma deformacdo mais coerente do elemento quando sob a acao de
um momento M1. Como podemos observar no caso da figura 1.1b, o modelo
nao representa o comportamento de um elemento numa estrutura real. Para
gue os resultados obtidos por essa analise sejam mais verossimeis € preciso
refinar muito a malha utilizada, até que o modelo possa representar de

maneira satisfatéria o comportamento da estrutura.

Y,V

FIGURA 1.1a - Elemento Bilinear Retangular
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FIGURA 1.1b - Deformacédo do elemento sob a agcdo de um momento M1
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FIGURA 1.1c - Deformagao mais verossimil do elemento devido a um

momento M1

Entre os primeiros elementos desenvolvidos temos o triangulo linear,

no qual utiliza-se uma aproximacéo linear para o campo de deslocamentos,

e o retangulo bilinear que foram apresentados por TURNER et al (1956), e 0
quadrilatero geral bilinear apresentado por TAIG & KERR (1964). Todos

foram extensivamente usados para modelagem de estado plano de

tensdo/deformacdo e como componente de membrana na andlise de

estruturas de casca.



O elemento triangular com aproximac¢do quadréatica para o campo de
deslocamentos é reconhecido por produzir melhores resultados para os
deslocamentos e tensdes. A distribuicdo de tensdes obtida através do seu
uso € uma aproximacao melhor do que a distribuicdo de tensfes obtida com
a utilizacdo de elementos com aproximacéo linear para os deslocamentos.
Entretanto esse melhor desempenho faz com que o numero total de
parametros se torne maior, jA& que estamos trabalhando com modos de
deslocamento quadréaticos ao invés de lineares. Com isso a implementacao
computacional se torna mais trabalhosa e o tempo de processamento

aumenta.

Com o intuito de melhorar o desempenho desses elementos de
membrana, diversos autores comecaram a desenvolver formulagdes que
pudessem modelar de maneira mais eficiente o estado plano de tensdes.
Uma das maneiras de se conseguir um melhor desempenho do elemento € a
adicdo de graus de liberdade extras nos meios dos lados do elemento.
Deslocamentos de alta ordem sao relacionados as translacdes dos pontos
meédios dos noés. Atualmente os elementos mais populares desse tipo séo os

Lagrangianos com 8 e 9 pontos nodais.

Uma outra maneira de melhorar o desempenho de tais elementos é a
inclusédo das rotacdes em torno de eixos perpendiculares ao plano dos
mesmos, intermediario aos elementos anteriores, tanto em nimero de graus
de liberdade quanto em precisdo. Este tipo de abordagem se apresenta
bastante atraente. Muitas tentativas de se desenvolver elementos de
membrana com liberdades rotacionais adicionais foram feitas, mas soé
obtiveram sucessos parciais. A formulacdo de elementos invariantes e
convergentes para geometria arbitraria provou ser particularmente dificil.
Esses fatos fizeram com que alguns autores desaconselhassem o

desenvolvimento de tais elementos.



WILLIAM (1969) derivou dois elementos quadrilaterais de membrana
com 12 e 16 graus de liberdade. Em adicdo as 8 transla¢gbes, o elemento
com 12 graus de liberdade tem 4 rotacfes. A formulacdo usa a meédia das
rotacdes do elemento e recai em funcfes de forma de viga associadas com
as rotagbes dos extremos. Ambos os elementos s&o nao-conformes, a
compatibilidade interelemental ndo é satisfeita ao longo de todo o contorno
dos elementos, mas prevalece apenas nos nés. Essa incompatibilidade

tende a zero, na medida em que a rede é refinada.

Experiéncias indicam que o desempenho é varidvel, com bons
resultados geralmente associados a malhas retangulares regulares. William,
de fato, notou que a formulacdo do elemento ndo € invariante com respeito
ao sistema de coordenadas de referéncia. Pode-se demonstrar que néao
existe uma relacdo Unica entre a rotacdo 0, e os giros dos lados dos
elementos adjacentes, descumprindo-se, portanto, 0s requisitos de

continuidade C°.

Mais ou menos na mesma época, FELIPPA (1966) e CARR (1967)
desenvolveram uma formulagdo para elemento triangular, iniciada com 20
graus de liberdade, 10 nds e expansao cubica completa para triangulo em
estado plano de tensdes. Doze liberdades sdo colocadas nos pontos médios
ao longo dos lados do elemento e expressos pelos 4 gradientes de
deslocamento: ou/ox, ouloy, ovlox e ovloy, de cada canto. Um
desenvolvimento similar para um triangulo de alta ordem foi documentado
por BERGAN (1967). TOCHER & HARTZ (1967) mostraram um hiper-
conforme triangulo em estado plano de tensdes com derivadas de

deslocamentos baseadas em funcdes de forma conformes C*.

Esses elementos podem apresentar bons resultados na mao de
especialistas, mas ndo sédo recomendados para programas de uso geral e
pratico. IRONS & AHMAD (1981) concluiram que a implementacdo de

rotacdes livres era inviavel e seria um trabalho infrutifero. De fato, o



elemento foi esquecido durante os anos 70, e em publicagbes mais recentes
voltou a ser discutido, com alguns autores apresentando solu¢gdes para o

problema.

Diversos autores sugerem modelar o estado plano de tensdes
utilizando-se elementos especiais em que se incorpora como terceira
variavel nodal um giro, 6,, no plano do elemento. O problema essencial
desses elementos é que a definicdo de 6, ndo € invariante com respeito ao
sistema de coordenadas de referéncia, podendo-se demonstrar que nao
existe uma relacdo Unica entre 0, e os giros dos lados dos elementos

adjacentes, descumprindo-se, portanto, os requisitos de continuidade C°.

FIGURA 1.2 - Interpretacéo da rotacdo como média das

rotacdes dos lados do elemento

Alguns pesquisadores que estudaram elementos de membrana com
graus de liberdade rotacionais tradicionalmente consideraram as rotacoes
como médias das rotacoes, 0a e 6b, dos lados concorrentes ao vértice figura
1.2. No elemento simplificado discutido por WILLIAM (1969) e por
ALMROTH & BROGAN (1981) foi assumido que tanto 6a quanto 6b sdo
iguais a rotacdo média 6. Como essa hipGtese elimina a possibilidade de
distor¢gbes, uma verséo alternativa foi proposta por WILLIAM (1969) na qual
distor¢cbes por cisalhamento sdo introduzidas. Infelizmente isso destréi a

invariancia da formulacao.



Essas dificuldades de se relacionar as rotacbes dos nds com as
rotagbes dos lados do elemento foram claramente ilustradas por IRONS &
AHMAD (1981). Mas essas dificuldades ndo impedem que se utilize a

definicdo de rotacdo para meios continuos:

1(ov ou
92=§~(6—X—§j (1.1)

que é independente com relacdo a adocdo de x e y. A condicdo de
invariancia faz com que a condicao 6 = 0, possa ser introduzida mesmo se
os elementos que se encontram em um n6 forem referenciados a sistemas

de coordenadas diferentes. Mas, é importante notar que 6, ndo esta

diretamente relacionado com a rotacao dos lados do elemento.

O primeiro elemento triangular com rotacgdes livres que apresentou um
bom desempenho foi desenvolvido por ALLMAN (1984). Allman apresentou
uma alternativa simples para a formulacdo do elemento, baseada no
principio da minima energia potencial, que combina as melhores
propriedades dos elementos com aproximacao linear e dos elementos com
aproximagdo quadratica: deslocamentos quadraticos compativeis com graus
de liberdade apenas nos vértices dos triangulos. O elemento original de
Allman apresentava alguns problemas, como “deficiéncia de posto da matriz”
(rank deficiency), que foram corrigidos numa verséo publicada em 1988. O

elemento é ndo-conforme.

Em 1985 BERGAN & FELIPPA desenvolveram um novo elemento,
também ndo-conforme, mas partindo da formulacdo livre, sugerida pela
primeira vez por BERGAN & NYGARD (1984). A base da formulacéo é
encontrar elementos que ao interagir com elementos adjacentes possam
representar um campo de deslocamentos arbitrario de corpo rigido ou de

deformacé&o constante.



A partir dai, o interesse por essa formulagdo cresceu muito e varios
pesquisadores passaram a se dedicar ao estudo de novas maneiras de se

desenvolver o elemento com liberdades rotacionais.

COOK (1987) desenvolveu um elemento triangular de membrana com
liberdades rotacionais obtido a partir da formulacéo hibrida. A desvantagem
desse elemento, e do elemento desenvolvido por ALLMAN (1984), € que
pode-se ter um mecanismo no qual todas as rotagbes nodais da rede
tenham o mesmo valor. Esse mecanismo pode ser evitado impondo-se uma

rotacao da rede igual a zero.

Em 1990, IBRAHIMBEGOVIC apresentou um elemento de membrana
quadrilateral que possui, além das translacdes, rotacbes em seu plano. Uma
aproximacdo nao convencional € usada para o campo de deslocamentos
combinado com uma aproximacao independente das rotacdes. O elemento
apresentou bons resultados tanto para redes de forma regular quanto para
irregular. Ibrahimbegovic combinou o elemento com o elemento de placa
DKQ desenvolvido por BATOZ & TAHAR (1982) e obteve um performance

muito boa para andlise de cascas.

SZE et al (1992) apresentaram um elemento quadrilateral de
membrana com liberdades rotacionais utilizando modos de tensao
ortogonais. O elemento foi desenvolvido baseado na aproximacdo de
ALLMAN (1984) e apresentou bons resultados quando comparado com

outros elementos quadrilaterais j& desenvolvidos.

CHEN (1992) publicou um trabalho no qual fez uma anélise critica da
performance do elemento desenvolvido por Allman, quando combinado com
um elemento de placa para andlise de cascas. Chen utilizou uma integracdo
reduzida uniforme no elemento para melhorar o seu desempenho e a

comparou com o uso da integracdo convencional.
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HUGHES et al (1995) desenvolveram outros elementos de membrana
com liberdades rotacionais, triangular e quadrilateral, introduzindo uma
formulacdo variacional modificada para incorporar os campos de rotacées
independentes. Modos incompativeis sao incorporados na formulagdo para a
obtencdo de elementos finitos quadrilaterais com quatro nds bastante
eficientes. Eles afirmam que um elemento de membrana padrdo qualquer
pode ser implementado com as liberdades rotacionais, utilizando-se a
metodologia por eles apresentada. Para demonstrar sdo formulados uma

familia de elementos triangulares e quadrilaterais com modos incompativeis.

Nesse trabalho optou-se pela utilizacdo do elemento de membrana
desenvolvido por BERGAN & FELIPPA (1985), que por se basear na
formulacdo livre se apresenta relativamente simples e produz resultados

muito bons.

1.4. ORGANIZACAO DO TRABALHO

O trabalho esta organizado em sete capitulos. Cada capitulo trata de
um assunto a ser abordado, de modo que as informacfes e formulacdes

possam ser apresentadas de forma clara e organizada.

No primeiro capitulo apresenta-se um historico sobre a evolucédo de
elementos finitos para estado plano de tensdo/deformacdo, com os

principais desenvolvimentos e os resultados obtidos.

No segundo capitulo apresenta-se as no¢cdes basicas da formulacao

livre, em que foi baseado o elemento aqui utilizado.
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No terceiro capitulo faz-se um resumo da teoria da elasticidade para
estado plano de tensdo e se apresenta a formulacdo do elemento de

membrana e a obtencao da sua matriz de rigidez.

O quarto capitulo € dedicado a implementacdo computacional do
elemento a um sistema computacional de elementos finitos (LASER - 1990).
Apresenta a sub-rotina desenvolvida, as caracteristicas do sistema LASER e

a maneira como foram compatibilizados.

No quinto capitulo sdo apresentados os resultados obtidos com o
elemento desenvolvido para exemplos classicos, comparados com

resultados de outros elementos ja conhecidos e de eficiéncia comprovada.
O sexto capitulo traz as conclusdes gerais do trabalho, uma discusséo
sobre a sua eficiéncia e sugestdes para 0 prosseguimento da pesquisa

nessa area.

No sétimo capitulo tém-se as referéncias bibliogréaficas.
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CAPITULO Il
A FORMULACAO

2.1. INTRODUCAO

O método dos elementos finitos € um processo numeérico para se
resolver problemas de um meio continuo. Os elementos podem ser
formulados utilizando-se vérias técnicas, como por exemplo: principio dos
trabalhos virtuais, energia potencial, energia potencial complementar,
principios variacionais, etc. Uma alternativa proposta por BERGAN &
NYGARD (1984) é a formulacao livre. Essa formulacdo é baseada no teste
do elemento individual proposto por BERGAN & HANSSEN (1976). Uma
vantagem significativa da formulacéo livre € que através do uso de fung¢des
nao-conformes de deslocamento, se permite o desenvolvimento de uma
nova familia de elementos, com convergéncia garantida e implementacéo

simples e eficiente.

A performance de um elemento finito depende, primeiramente, da
funcdo de deslocamento escolhida. Mas, independentemente das funcbes
de forma adotadas, € necessario garantir a convergéncia dos resultados com
um refinamento adequado da rede. Nado se pode ter confiangca em um
elemento que apresente bons resultados para um problema em particular e
para outros ndo. Para que o elemento apresente confiabilidade ele precisa
ter a convergéncia garantida, a medida que a rede vai sendo refinada.
Entretanto, se nada €é conhecido a respeito das propriedades de

convergéncia do elemento, os resultados obtidos ndo serdo confiaveis.
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Para ter a convergéncia assegurada, o elemento precisa satisfazer as

seguintes condicdes, com relacdo a funcdo de deslocamentos:

A ) Nao devem ocorrer deformacbes em um elemento quando o

dominio discretizado estiver submetido a deslocamentos de corpo rigido.

B ) Se os deslocamentos nodais impostos forem compativeis com um
estado de deformacdes constantes, deve-se obter realmente o referido

estado.

C ) As deformacdes resultantes nas faces de elementos adjacentes
devem ser finitas. Esse critério impde a continuidade de deslocamentos
entre elementos. Se as deformacbes sao definidas pelas primeiras
derivadas, sO precisa haver continuidade de deslocamentos. Se as
deformacbes sao definidas pelas derivadas segundas, as derivadas

primeiras também precisam ser continuas.

2.2. NOCOES BASICAS - TESTE DO ELEMENTO INDIVIDUAL

Devido a dificuldade de se obter funcbes de deslocamentos que
sejam continuas nas faces adjacentes dos elementos, IRONS et al (1965)
propds o patch-test. De acordo com Irons, o patch-test € um procedimento
para verificar se o elemento, incluindo seus contornos, nédo produz ou perde

energia durante um estado de deformacao constante.

Quando estamos trabalhando com um elemento n&o-conforme, a
descontinuidade dos deslocamentos nas faces entre elementos adjacentes

pode causar o aparecimento de deformacdes infinitas nas mesmas. Apesar



14

disso, no limite, quando o tamanho do elemento vai se reduzindo, a
continuidade de deslocamento pode ser recuperada, e a formulagdo obtida
tendera para a solucdo correta. O patch-test € utilizado para testar essa
continuidade e se mostra como uma ferramenta muito importante quando se
trata do desenvolvimento de elementos finitos n&o-conformes. Uma das
maneiras de se aplicar o patch-test € impor deslocamentos nodais
correspondentes a um estado de deformacdo constante. Se o equilibrio
nodal for obtido sem que haja a necessidade de impor forcas externas, e se
o estado de deformac&o constante aplicado for obtido, isso implica que
nenhum trabalho externo € perdido devido a descontinuidade entre
elementos. Elementos ndo-conformes que satisfacam ao patch-test iréo
convergir, € em alguns casos apresentam uma performance superior aos
elementos conformes. A aplicacdo do patch-test envolve a analise de vérias
configuragbes para um mesmo elemento, podendo ser atendido para

determinada configuracao e para outra nao.

Como a aplicacdo do patch-test se apresenta bastante trabalhosa,
BERGAN & HANSSEN (1976) e BERGAN (1980) propuseram uma nova
maneira de se testar a convergéncia do elemento: o teste do elemento
individual. Como o préprio nome ja indica, o teste € aplicado em um Unico
elemento. A grande vantagem desse teste € o fato de se poder utilizar seu
conceito durante a formulacdo da matriz de rigidez do elemento. Dessa
forma, uma das condicbes de convergéncia do elemento ja fica

automaticamente garantida pela prépria formulacéo.

De acordo com BERGAN & HANSSEN (1976) o conceito basico do
teste é que o elemento, quando interagindo com seus vizinhos, deve ser
capaz de reproduzir identicamente um estado arbitrario de corpo rigido e
deformacdo constante. Essa exigéncia € uma consequéncia da condicéo
limite de convergéncia, quando os elementos se tornam infinitesimais e a

deformacéo de cada elemento aproxima-se de um valor constante. Durante
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tal estado, as forcas entre elementos transferidas para os nos devem se
cancelar aos pares, o que faz com que o patch-test esteja automaticamente
atendido. O teste do elemento individual nada mais é do que um conjunto de
equacoles lineares, para a matriz de rigidez do elemento, que representem

as condic¢des impostas.

O teste do elemento individual € a base da formulacdo livre
desenvolvida por BERGAN & NYGARD (1984). Também representa uma
ferramenta muito importante no desenvolvimento de elementos finitos de alta
performance. A formulagéo livre utiliza-se de modos de deslocamentos cujos
anicos pré-requisitos sdo que eles precisam incluir os modos basicos de
deformacéo (corpo rigido e deformacéo constante) e serem linearmente
independentes, para permitir a determinacdo dos parametros generalizados
em funcdo dos parametros nodais. Uma grande vantagem da formulagéo
livre é que sua utilizacdo permite o uso de fun¢des ndo-conformes para 0s
deslocamentos e apresenta-se como uma alternativa bastante segura e

eficiente no desenvolvimento de elementos de 6timo desempenho.

O campo de deslocamentos no dominio de um elemento pode ser

aproximado por:

U=Nr'qr+Nc'qc+Ns'QS (2-1)

onde N, e N¢ representam um polindbmio completo, até o grau que
corresponde aos modos rigidos e de deformacdo constante, linearmente
independentes, e g e . sdo o0s coeficientes associados (parametros
generalizados). Ns representa um conjunto de funcdes de forma de alta
ordem e (s sdo seus coeficientes associados. A relacdo entre esses
coeficientes e os deslocamentos nodais do elemento, agrupados em um

vetor V, é dada pela transformacéo:
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V=G'q=Gr°Qr+Gc'QC+Gs'qs (2-2)

onde a matriz G é facilmente obtida particularizando-se a equagéo 2.1,
através da substituicdo das coordenadas nodais. G € uma matriz quadrada

nxn, onde n é o numero de graus de liberdade do elemento.

O conjunto total dos modos precisa ser linearmente independente
com respeito aos parametros nodais de deslocamento. Se esta condic¢do for

atendida, G € uma matriz ndo singular e a equacgéo 2.2 pode ser invertida:

Oel s [Hec |
q= q. =G -V=H-V=|_HSJ-V (2.3)

As sub-matrizes das equacbes 2.2 e 2.3 claramente satisfazem as

seguintes condicoes:

Hrc : Grc =1 (2.43)
H. -G, =1 (2.4b)
H.-Gs=0 (2.4c)
H.-G,. =0 (2.4d)

A primeira parte do teste do elemento individual requer que a matriz
de rigidez do elemento, K, n&o produza forcas nodais num estado de

deslocamento de corpo rigido, logo é preciso que:

K-G,-q, =R -q, =0 (2.5)

onde P, sdo as forgcas generalizadas associadas a (,. Desde que o valor de

gr € qualquer, conclui-se que:

K-G, =P, =0 (2.6)
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Por outro lado, quando um estado arbitrario de deformacao constante
€ imposto aparecem tensdes no contorno do elemento, como mostra a figura
2.1. Essas tensdes podem ser transferidas para os pontos nodais, onde
teremos entdo forcas concentradas t.. As tensbes séo iguais e contrarias
para dois elementos vizinhos. Fica claro que em um estado de deformacéo
constante, se transformarmos as tensbes ao longo dessa face em
contribuigcdes no vetor de forgas nodais, estas se cancelardo aos pares. Com
isso, 0 patch-test sera atendido.

FIGURA 2.1 - Contribuig&o no vetor de forgas nodais

Essa condicdo pode ser imposta através da seguinte equacao:

K°Gc'qc=tc=Pc'qc (2-7)

onde P. sé@o as forcas generalizadas correspondentes a .. Desde que essa

equacao deve ser satisfeita para qualquer valor de qc, obtém-se:

(2.8)
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As equacdes 2.6 e 2.8 representam o teste do elemento individual, e
podem ser expressas em conjunto como:
K-G,, =P, (2.9)

Mostra-se ser possivel representar as forcas nodais do elemento, tc,
produzidas pelos modos de deformacgé&o constante da seguinte maneira:
=L-o, (2.10)
onde o. é formado pelas componentes de tensdo constante. Supondo que
as propriedades do material ndo variam ao longo do elemento, esse estado
de tensdo pode ser determinado utilizando-se a matriz constitutiva C e a

matriz dos modos de deformacdo B, correspondente aos modos N, de

acordo com a equacao:

6, =C-B, -0, (2.11)

Ressalta-se que B. € constante ao longo do elemento. Agora,

comparando-se as equacdes 2.7, 2.10 e 2.11 fica claro que:

PC =L.C.BC (212)

A matriz L, que serd melhor detalhada mais a frente, € chamada
matriz de “amontoamento” (LUMPED), porque transfere o campo de tensdes
constantes o para as forgas nodais. Essa matriz representa um papel muito

importante na formulagéo livre.

2.3. FORMULACAO PADRAO VIA ENERGIA POTENCIAL
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Na aplicagdo do principio da minima energia potencial para o
desenvolvimento de elementos finitos costuma-se garantir a continuidade
entre elementos utilizando-se funcbes de forma conformes. Quando o
operador diferencial que governa o problema é de ordem 2m, é necessario
que as fungbes satisfagam a continuidade interelemental de grau m-1
(IRONS & AHMAD - 1980). Tais elementos, denominados conformes,
atendem ao patch-test e a sua utilizagdo produz resultados que convergem
monotonicamente para a solugdo exata a medida que as discretizagdes vao
sendo refinadas. Infelizmente, em muitos casos, é dificil garantir essa
conformidade, ou entdo os elementos, quando conformes, se apresentam
muito rigidos e quando utilizados em discretiza¢cdes pouco refinadas néo
oferecem uma boa aproximacdo para o problema em analise. Mas, a
experiéncia demonstra que alguns elementos baseados em fun¢des néo-
conformes satisfazem o patch-test e fornecem resultados muito bons e, em

geral, melhores que os elementos conformes.
Apresenta-se a seguir a formulacdo baseada na energia potencial do

ponto de vista do teste do elemento individual. A energia de deformacéo é
dada pela integral estendida ao longo do seu volume:

U, =

N |-

-IaT~c:~s-dvI (2.13)
vi

onde C é a matriz constitutiva do material. Escrevendo-se as deformacdes
em funcdo dos parametros generalizados, pela aplicacdo de um operador
diferencial no campo de deslocamentos, tem-se:

e=AU=AN,-q, +ANg-Qs =B -q,c +Bg -0 =Bq'q (2.14)

Logo,
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U

1 1
p=E_qT_ng.C.Bq.dvl.q=5.qT.Kq.q (2.15)

v

Pode-se particionar a matriz de rigidez generalizada, de acordo com
os modos rigidos e de deformacdo constante e os modos superiores,

obtendo-se:
[ K Kgros |
K = gre gres 216
a \_KTqrcs qu ( )
onde:
quc=jBrTc°C°Brc‘dV|=V|'BrTc°C'Brc (2.17a)
v
qucs = J B;rc -C-Bs-dVv, (2.17b)
M
Kes = JBI-C-B,-dV, (2.17¢)
v

Os modos de corpo rigido ndo produzem deformacBes e o0s
coeficientes da matriz Ky relacionados com esses modos se cancelam.
Computacionalmente esse fato pode ser aproveitado separando-os dos
modos de deformacdo constante e removendo-0s das matrizes, exceto na

inversao de G.

A energia de deformacao também pode ser expressa por:

1
U =E-VT-K-V (2.18)

p
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Comparando-se as equacdes 2.15 com 2.3 a matriz de rigidez do
elemento pode ser escrita como:
K= H;I;: : quc ) Hrc + H;I;: ) qucs ) Hs + H-sr ) K-(I;rcs : Hrc + H;r : qu ) Hs (2'19)
Nesse ponto, € necessario verificar se a equacao 2.19 satisfaz o teste
do elemento individual, expresso pela equacdo 2.9. Torna-se necessario

detalhar a sub-matriz Ky, para isso aplica-se o PTV a um estado de

deformacé&o constante, logo:
Sq:;: 'quc “Ore = SG;I;: T (2.20)

A partir das equacgbes 2.2, 2.5 e 2.7 pode-se dar uma nova
apresentacao a equacao 2.20, tem-se entao:

Sq:;: : quc “Qpe = 6qrt: : GI: ‘Pre +Ore (2.21)
E finalmente:
quc = G;E: ‘P (2.22)

Multiplicando os dois termos da equacao 2.19 por G, tem-se:

K-G,, =Hp -quc+0+H§-K;CS+o (2.23)

Visto que K. = G/, - P, entao:
K-G,, =H. -G, -P.+H! -Kgrcs (2.24)

Como H = G™, pode-se escrever que H'. - G". = 1-H! - G!, logo:



22

K-G,e=(I=HI-GI)-P. +H! -KJ (2.25)
Finalmente, tem-se:

K- G = Pe +HL -(KTes —GI Py (2.26)

Para que a equacao 2.9 seja satisfeita € necessario que a expressao
entre parénteses em 2.26 se anule. Como ndo é facil escolher modos
superiores que respeitem essa condicdo, BERGAN & NYGARD (1984)
sugerem uma forma mais simples que consiste em se anular separadamente

os dois termos da equacao. Logo:

c;l ‘Pe=0

(2.27)

K =0

gres

A primeira condicdo traduz ortogonalidade em forca e a segunda
ortogonalidade em energia. Como os modos basicos (modos-rc) produzem

B constante, para se anular Kqcs basta que:

|B.-dv =0 (2.28)
Vi

Um elemento finito derivado pelo principio da minima energia
potencial, satisfaz os requisitos de convergéncia do teste do elemento
individual desde que os modos béasicos sejam completos, atendam as
condicbes de ortogonalidade em forgca e energia e os modos basicos e

superiores sejam linearmente independentes entre si.
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Considerando-se a hip6tese de que a matriz de rigidez do elemento

pode ser construida da seguinte maneira:
K=K +Kg =P H¢+H] Ko -Hg (2.29)

Kgs € @ matriz generalizada dos modos superiores dada pela equacéo
2.17c. A razdo para se adotar a expressdo 2.29 se torna clara quando

sujeitamos a matriz de rigidez, K, ao teste do elemento individual:
K-Gie =P¢ -He -G + HsT : qu ‘Hg -Gy =R (2.30)

Assim, fica claro que a equacao 2.29 satisfaz os requisitos definidos

pela equacéo 2.9.

Aparentemente, a equacao 2.29 ndo é simétrica. Para investigar esse
ponto de maneira mais detalhada, coloca-se a matriz de rigidez do elemento

em sua forma matricial, como na equagéo 2.16.

Kq=GT-K-G=[ (2.31)

A forma escolhida para a matriz de rigidez K apresenta corretamente
a energia e a rigidez referente aos modos basicos e superiores puros.
Apesar disso, os termos que acoplam os dois modos ndo estao de acordo
com a formulagédo da energia potencial em 2.17b. A matriz de rigidez ndo é
simétrica. Essa formulacao se torna inconsistente com relacdo a formulacéo
via energia potencial, exceto quando os modos superiores apresentarem

ortogonalidade em forca.

2.4. A FORMULACAO LIVRE
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BERGAN & NYGARD (1984) apresentaram uma formulacdo simples
da matriz de rigidez que satisfaz implicitamente as equacdes do teste do
elemento individual, equacdo 2.9, admitindo-se sempre que as funcoes

assumidas podem ser nao-conformes.

O campo de deslocamentos U de um elemento é expresso por um
conjunto de modos rigidos e de deformacdo constante, modos-rc, e um

conjunto de modos superiores, modos-s:

U=N-q,c +Ns- Qs (2.32)

O termo N, expressa um polinbmio completo até o grau que
corresponde aos modos rigidos e de deformacdo constante do problema
dado e g,c sdo os coeficientes associados, ou parametros generalizados. O
termo Ns expressa um conjunto de funcdes de forma de alta ordem, ou
modos superiores, e (s sdo 0s coeficientes associados, ou parametros

generalizados.
O numero total de coeficientes associados deve ser igual a n, que € o
namero de graus de liberdade do elemento, componentes do vetor de

deslocamentos nodais V.

O calculo das deformacdes a partir da equacédo 2.32 € obtido pela

equagao:

e=AU=AN.-Q, +AN; Qs =B, - Q¢ +Bs - s (2.33)

onde A é um operador diferencial para o célculo das deformacdes, e B,. e Bs

contém as derivadas do campo de deslocamentos.
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A relagdo entre os parametros generalizados e os deslocamentos
nodais V é facilmente estabelecida pela apropriada substituicdo das
coordenadas nodais em N, € Ns. E em alguns casos pode ser necessario
derivar Nc e Ns, quando os parametros nodais incluem derivadas do campo

de deslocamentos. Obtém-se, entao:

V=Vrc+vs=Grc'qrc+Gs'qs=G'q (2-34)

Escolhidos os modos superiores (modos-s) tém-se as funcbes de

forma N. Substituindo a equacgédo 2.3 na equacéo 2.32, obtém-se:

U=N,.H. - V+Ng-H,-V=(N,.-H.+Ng-H)-V=N-V (2.35)
Logo,
N=N, -H.+N-H, (2.36)

De acordo com o teste do elemento individual, as forgas nodais t,
gue podem ser encontradas por uma transferéncia consistente das tensdes
de superficie ao longo de um lado do elemento aos nés, precisam satisfazer

a equacao:

te =P 0 (2.37)

P.c representa as forcas produzidas pelos parametros generalizados
relacionados aos modos rigidos e de deformacdo constante. Essas forcas
dependem da matriz de deformacéo B, da matriz constitutiva C, de como
as tensdes sao transferidas para os nos e da geometria do elemento. Assim,

P.c pode ser escrita da forma:

P.=L-C-B, (2.38)
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onde L representa a matriz de transferéncia das tensfes nas faces para os

7

nos.

Obtida a matriz K, as for¢as nodais F,. produzidas pela rigidez quando

se considera um estado de deformacé&o constante seréo:

F.=K-V,=K-G, 0, (2.39)

O teste do elemento individual obriga que as forcas F,. sejam iguais a

trc, para qualquer valor de qr. Entéo:

K-G, =P, (2.40)

Esta equacéao representa a restricdo fundamental para que a matriz K
satisfaca o teste do elemento individual.

O ponto mais importante para se conseguir que as condi¢cdes de
convergéncia sejam atendidas para um determinado elemento esta na forma
como se faz o acoplamento entre 0s modos basicos e os modos superiores
na montagem da matriz de rigidez. No item 2.3 foi demonstrado que a
simetria e a convergéncia podem ser obtidas pela imposicdo da
ortogonalidade em forca e em energia. Agora, modificando-se a equacéo

2.31, a matriz de rigidez generalizada, K, pode ser expressa como:

[ K PT.G. |
K = qre rc SJ (2.41)
a LGI : Prc qu

As sub-matrizes referentes aos modos basicos e superiores sao
determinadas da mesma forma que na formulacédo tradicional, enquanto as
sub-matrizes que fazem o acoplamento dos modos superiores com 0sS
basicos foram substituidas. Considerando-se as equacdes 2.3 e 2.15 é facil

demonstrar que a matriz de rigidez do elemento correspondente sera:
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K=H"-K,-H
(2.42)
K=H;I;:°quc'Hrc+H;rc'Pr-g'Gs°Hs+Hl—°GZ'Prc'Hrc+H-sr'qu°Hs

Essa matriz de rigidez precisa ser testada, em relacdo a

convergéncia, de acordo com a equacdo 2.40. Assim obtém-se:

K:G, =HY Ky +0+H{ -G{ -P +0
(2.43)
K'Grc=(HrTc'GrTc+Hl'Gg)'Prc =P,

Consequentemente, a modificacdo apresentada em 2.41 atende ao

teste do elemento individual e ao patch-test.

O fato mais importante quando se analisa a equacao 2.41 é verificar o
porqué do nome formulacdo livre, no sentido de que nado obriga que
tenhamos ortogonalidade em for¢ca e em energia, ela é valida qualquer que
sejam os modos superiores escolhidos.

A presente formulacdo torna extremamente simples a escolha dos
modos superiores na equacao 2.32; usualmente séo escolhidos polinbmios
cujos termos sao os polinbmios de grau imediatamente superior aos modos
de deformac&o constante. E facil obter os deslocamentos nodais em funcdo
dos parametros generalizados, como mostrado em 2.34, mas € essencial

que a matriz de rigidez seja formada utilizando-se a equagéo 2.43.

Quanto as tensbes, podem ser calculadas diretamente pela

expressao:

c=C-¢=C:-B;-q=C-B;-H-V (2.44)
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Fica claro também que se pode economizar tempo de processamento
fazendo-se a separacdo dos modos de corpo rigido dos modos de
deformacéo constante em 2.11. A parte referente a deslocamentos de corpo
rigido somente precisa ser considerada na inversdo de G, equacédo 2.3, e

nao tem influéncia em nenhuma equacao relacionada com as deformacdes.

Como foi demonstrado na equacao 2.43, a matriz de rigidez, mostrada
na equacao 2.41, sempre satisfaz o teste do elemento individual e
consequentemente o patch-test. Apesar disso, segundo BERGAN &
NYGARD (1984), testando-se uma grande variedade de fungdes superiores,
verificou-se que a convergéncia nao acontecia em alguns casos.
Calculando-se os autovalores da matriz K foi verificada a existéncia de pelo
menos um autovalor negativo nesses casos especificos. Numa situacao de
convergéncia normal, a influéncia dos modos superiores vai diminuindo, a
medida que a rede vai sendo refinada. Isso ndo acontece quando aparece

um ou mais autovalores negativos associados aos modos superiores.

Conclui-se que o teste do elemento individual e o patch-test ndo sao
condicBes suficientes para obter-se a convergéncia. E necessario certificar-
se de que nado existem autovalores negativos na matriz K. Isso fica claro
pela andlise da equacdo 2.41. Quando as funcbes dos modos superiores
estiverem muito distantes da verificacdo da ortogonalidade a matriz de
acoplamento passa a ter uma influéncia muito grande no céalculo da matriz
de rigidez. Como os termos da matriz de acoplamento ndo sao derivadas
diretamente da energia de deformagdo ndao podemos garantir que Kq, €

consequentemente K, seja positiva definida.

2.5. ALTERACOES NA FORMULACAO PARA GARANTIR
AUTOVALORES POSITIVOS
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A ocorréncia de autovalores negativos fica evidente verificando-se
que, na equacdo 2.41, o termo P, 'Gs pode tornar-se predominante em
relagdo a Kgys. Isso pode ser contornado fazendo-se uma modificacdo em

Kgs. Inicialmente, examina-se a matriz generalizada dos modos basicos:
quc :VI'BrTc'C'Brc:(VI'BrTc)'(C'Brc) (2-45)
Kgie =Gt -Pe =G -L-C-B,, =(G[ -L)-(C-B,) (2.46)

A matriz (C-B) da equacao 2.46 possui a mesma dimensao da matriz
constitutiva, porque C é positiva definida e B, € de mesma dimensao que C.
Pode-se concluir que os primeiros termos das expressodes 2.45 e 2.46 sao
iguais, logo:

V,-Bl. =G, ‘L (2.47)
Esta equacdo pode ser utillizada para verificar se a matriz

“amontoadora”, L, esta correta. Usando-se 2.38 e 2.47 a matriz acopladora
de 2.41 pode ser obtida por:

1
Prz-GS=BrTC-C-LT~GS=V|-GJC-L-C-LT-GS (2.48)

Pode-se assegurar autovalores positivos na matriz K através da
adicdo de um novo termo na formagio da matriz Kqs, denominado de Kgs,

assim tem-se:

Kas =Vi.c3§-L.c-LT.Gs (2.49)
|

A nova matriz generalizada fica:
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[ K PT.G. |
K. = gre rc s 250
) LGl ’ Prc qu ( )

Dessa forma, a matriz de rigidez do elemento pode ser obtida por:

1
K=_-L-C-LT+H] -K -H

y (2.51)

S

Fica claro que a matriz K, da equacdo 2.51, ndo apresenta
autovalores negativos porque € formada por formas quadraticas de C e Kggs,
gue sdo ambas positivas definidas. A matriz K continua satisfazendo o teste

do elemento individual:

_l T T
K-Gy=s -L-C-LT-G +H] K -H

v .Gy, (2.52)

S

Observando-se a equacéao 2.4d tem-se:

1
K-G,C=VI-L-C-(V|-quc)+O (2.53)

E das equacdes 2.38 e 2.47, obtém-se:

K-G,. =P

rc

e (2.54)

Em relagcdo a formulacdo usual via energia potencial, a equacéo 2.45
apresenta uma expressao inalterada para a matriz referente aos modos
basicos, enquanto a rigidez de acoplamento e dos modos superiores

apresenta uma alteracdo com o0 objetivo de satisfazer a definicdo de
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autovalores positivos e ao teste de convergéncia. A nova matriz de rigidez

pode ser expressa como:
K=K, +K, (2.55)

onde a matriz basica é dada por:

1
Kb:VI'L'C'LT (2.56)

A matriz de rigidez é formada por uma parcela que depende apenas
dos modos basicos, que se apresenta inalteravel para elementos que
tenham o mesmo arranjo de parametros nodais de deslocamento. A outra
parcela é referente aos modos superiores e modifica-se com a alteragédo dos
mesmos. Nota-se também que para a determinacdo da matriz de rigidez so

interessa a sub-matriz H, associada aos modos superiores Hs.
Os modos de alta ordem formam a matriz de rigidez de alta ordem:

Ko =H] Ky -H

s gs

: (2.57)

Aqui, Hs é a sub-matriz de H=G™ que relaciona gs com o vetor V, e

Kqs € @ matriz de rigidez generalizada para os modos de alta ordem:

Kes = JBI-C-B-dV, (2.58)
M
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onde Bs € a matriz de deformacédo para os modos de alta ordem. A matriz de
rigidez formada pela soma das equacbes 2.56 e 2.57, automaticamente

satisfaz as condi¢Bes do teste do elemento individual.

A matriz de rigidez dos modos basicos, geralmente, €& “rank
deficiency”, ou seja, apresenta deficiéncia de posto. Na formulacéo livre essa
deficiéncia € corrigida pela adi¢cdo da rigidez de alta ordem, baseada nos
modos de deformacao. A matriz basica K, é responsavel pela convergéncia,

e a matriz de alta ordem K; pela estabilidade e preciséo.
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CAPITULO Il
DESENVOLVIMENTO DO ELEMENTO

3.1. NOCOES DE ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL

Neste item apresenta-se um resumo da teoria da elasticidade
bidimensional cujas no¢des sdo fundamentais para o desenvolvimento do
elemento finito de membrana. Ressalta-se que todo o fundamento tedrico
apresentado foi baseado principalmente em VALLIAPPAN (1981),
TIMOSHENKO & GOODIER (1990) e VILLACA & GARCIA (1996).

Importante frisar que sdo adotadas as seguintes hipéteses basicas:

a) O material € homogéneo, isto €, possui as mesmas propriedades

em todos 0s seus pontos.

b) O material é is6tropo, ou seja, em cada ponto as propriedades sao

as mesmas em todas as diregdes.

c) O material é elastico linear, o que significa que se admite a validade

da lei de Hooke como relacionamento entre as tensdes e as deformagoes.

d) As estruturas a serem analisadas estdo submetidas a pequenos
deslocamentos.

3.1.1. Estado de Deformacdes
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A deformacdo em um ponto de um corpo é o resultado de um
deslocamento relativo entre pontos vizinhos. Se ndo ocorre mudanca de
forma e dimensdes do corpo, ou seja, se todos 0s pontos apenas transladam
segundo um determinado eixo ou rotacionam em relacdo a um ponto, tem-se
o chamado deslocamento de corpo rigido. Mas se a forma ou o tamanho do

corpo sofrem alteracdes, entdo existe um estado de deformagdes néo nulo.

A partir do campo de deslocamentos pode-se deduzir as
deformacgbes. Para o caso tridimensional, considera-se um elemento
infinitesimal dx, dy e dz de um corpo elastico, figura 3.1, cujas faces sao

inicialmente normais aos eixos perpendiculares X, y e z.

E F
7 \
A | H dz
G |
A, By
/
, -~
- dx
c DN
o =y

FIGURA 3.1 - Elemento infinitesimal de um corpo elastico

Assumindo-se que, sob a acdo de um determinado carregamento,
aparecem apenas tensdes normais, entdo pode-se supor que a forma inicial
paralelepipédica do corpo vai ser mantida, havendo modificacdes apenas
nos comprimentos dos seus lados. Este estado de tensdo produz apenas

deformacdes normais denotadas por e, gy € ;.
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Considerando-se que o elemento também esta sujeito a tensbes de
cisalhamento, entdo a forma paralelepipédica original sofrera distor¢cdes.
Este tipo de deformacédo pode ser medido pela mudanca que ocorre no
angulo entre duas das faces do elemento. Essas distor¢cées sdo denotadas
POI: Yxy, Vxzs Yyx» Yyzr Yzx € Yzy, S€Ndo 0s indices relativos aos eixos em cujo

plano ocorre a mencionada distorgao.

Assim, nove deformacbes, trés deformacbes normais e seis
distorcbes sdo necessarias para um perfeito conhecimento do estado
tridimensional de deformacdes para um ponto. As trés deformagdes normais
produzem mudanga de volume, sem que ocorra mudangca de forma, e as
seis deformacdes cisalhantes produzem apenas distor¢do, com manutencao

do volume.

ov
v+ 9V d
ay v

FIGURA 3.2 - Deformacao do elemento no plano

Considerando-se agora o caso plano, analisa-se a face ABCD,
projetada no plano xy, que apds a deformacéao € representada por A'B'C'D’,
conforme mostra-se na figura 3.2. Nesse caso, as deformacdes que

interessam S&80 &y, &y € Yxy-

Observando-se a figura, pode-se escrever para a deformacgao &:
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A'C'-AC
> ="7AC
u+(ou/ox)dx +dx —u)—dx
N CRACLIRZY ) 3.1)
dx
ou
€y =6_X
Analogamente, pode-se mostrar que:
ov

Para determinar a deformagdo angular, ou distor¢do, considera-se a

rotacéo do lado AC em relagéo A:

tanB:i.—g

(anB o (v+(0v/ox)-dx)-v 33

anl3_(u+(6u/6x)~dx+dx)—u (3:3)
_ (av/ox)

tanl3_1+(6u/6x)

Considerando-se apenas deformacgdes infinitesimais, entdo ou/ox €

muito pequeno se comparado com a unidade. Logo, pode-se aproximar:

ov
t == 4
anp=— =B (34)
Analogamente:
0
tana=—uza (3.5

oy
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Logo, a variagdo angular entre os lados AB e AC devido a deformacao

S'D.\

u
ny:a+B:_y+ (3.6)

3.1.2. Estado de Tensdes

Para um ponto de um solido tridimensional, referenciado pelos eixos
X, y e z, as componentes do estado de tensdes podem ser apresentadas
como na figura 3.3, onde sdo mostradas as tensfes nas faces que se pode
visualizar. Componentes de mesmo valor e sentido contrario existem nas

faces opostas.

T7x Tz
Txz oy
dz O | Tyx -
I Ty dx
dy

FIGURA 3.3 - Paralelepipedo infinitesimal sob um estado
de tensao
Para o caso especifico das membranas, estruturas planas com o
carregamento aplicado exclusivamente no proprio plano da estrutura, tem-se
o chamado estado plano de tensdes. Entdo, considerando-se a estrutura

desenvolvendo-se no plano xy, pode-se admitir que:
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7 = T

=1, =0 (3.7)

Dessa forma, as componentes do estado de tensdes podem ser

escritas como:

Oy =0X(X’y)
Gy =Gy(x’y)
c,=0

(3.8)

3.1.3. Lei de Hooke Generalizada - Equacdes Constitutivas

A relacdo entre as componentes de tensdo e as componentes de
deformacéo, para um determinado material, s&o conhecidas como equacdes
constitutivas. No caso de materiais elasticos lineares essas equacles
constitutivas serdo as equacOes conhecidas como lei de Hooke

generalizada, ou simplesmente lei de Hooke:
gy =—-[o,-Vv-(o, +0,)]

£, = ~.[c, —v-(o, +5,)]

y E y

€, =é'[cz —V'(GX +Gy)]
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(3.9)
—_ TXy
ny - G
Txz
Yxz = G
—_ Tyz
sz - G

onde existe ainda uma relacdo suplementar entre os parametros elasticos

gue pode ser escrita como:

G=— (3.10)

Entretanto, para o ja referido estado plano de tensdes, as
componentes da deformac&o, obtidas em funcdo das componentes da
tenséo, podem ser escritas de forma simplificada:

(3.11)



40

Assim, a matriz constitutiva C, ou matriz de constantes elasticas, que

permite calcular tensdées em funcédo das deformacdes, o = C g, pode ser

escrita como:

|Fcn Cp, O ]
{ 0 0 C33J
onde,
E
c:11 = C22 =

3.2. FORMULACAO DO ELEMENTO

(3.12)

(3.13)

Neste item apresenta-se a formulagcdo da matriz de rigidez do

elemento finito de membrana com

liberdades rotacionais baseada na

formulacéo livre, apresentada no capitulo Il. Todo o desenvolvimento das

matrizes e vetores relativos ao elemento serd feito para o elemento

triangular, o elemento quadrilateral serd obtido pela unido de quatro

elementos triangulares utilizando-se a técnica da condensacgdo estatica.

Ressalta-se que toda a formulacdo apresentada foi baseada no trabalho de

BERGAN & FELIPPA (1985).

desenvolvimento foi

importante

todo o

feito considerando-se o elemento no plano,

a
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implementacdo computacional e a consideracdo do elemento no espaco
serdo abordados no capitulo IV.

3.2.1. Caracteristicas do elemento

As liberdades rotacionais sdo admitidas de acordo com a definicdo da

mecanica do continuo para rotacfes, dada pela equacao:

1(ov ou

onde x e y séo referidos aos eixos cartesianos no plano do elemento, e u e v
sdo as componentes de deslocamento correspondentes. A rotacdo 0, é
invariante com respeito a escolha dos eixos de referéncia x e y.

A

FIGURA 3.4 - Coordenadas locais do elemento triangular

A geometria de um elemento individual esta ilustrada na figura 3.4. O
triangulo é referido ao sistema cartesiano local (x,y). Coordenadas

adimensionais (§,m) séo definidas por:
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(3.15)

onde, X e Yy sdo as coordenadas do centréide, A é a area do triangulo, dada

pela equacéao:
1

Dessa forma, A = }/ﬂ € um fator de escala com dimensdes iguais ao

inverso do comprimento. O uso de & e n elimina dependéncias dimensionais.

Observa-se que:

& &, e, o
=l 50 =0 5= (3.17)
e que:

§+E& +& =0, Mi+n;+n, =0 (3.18)

3.2.2. Modos basicos de deslocamento

O campo de deslocamentos U do elemento é definido pelas duas
componentes u e v, ao longo dos eixos x e y, respectivamente. O campo
adotado € expresso como uma combinacdo linear de nove modos de

deslocamento N; com amplitudes q;, que podem ser expressos da forma:

u 9
U={V}=2Ni~qi=N-q (3.19)

i=1
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Em concordancia com a formulacdo livre, o campo U deve ser
decomposto em dois conjuntos U, e Us, que séo associados com 0s modos
bésicos e de alta ordem, respectivamente. Os modos basicos, para um
elemento de membrana, sao simplesmente trés modos de corpo rigido e trés
modos de deformacdo constante. Utilizando-se as coordenadas & e n 0s

modos basicos podem ser escritos da seguinte forma:

1 0 —m E 0 n
szNr'qr+Nc'qc=|:o 1 ¢ j|'qr+|:0 n g:|qc (3-20)

Esses modos representam translacdes rigidas ao longo das direcbes
X e Yy, uma rotacéao rigida em torno do eixo z, as deformacgdes uniformes gy =
ou/ox = const., g, = ov/oy = const. e a deformacéo cisalhante uniforme yy, =

ovlox + ouloy = const.
3.2.3. Modos de alta ordem (ou modos superiores)

Para um elemento com nove graus de liberdade, trés modos de alta
ordem sdo necessarios. Considerando-se que as fun¢des de forma para os
modos bésicos sdo lineares, a fungdo mais apropriada para os modos de
alta ordem séo os polindmios quadraticos em termos de x e y, que produzem
variacao linear de tensdes. Existe um total de seis funcdes para u e v e uma
relacdo cuidadosa dos trés modos precisa ser feita. BERGAN & FELIPPA
(1985) estudaram a selecdo dos modos e sugerem os modos de flexdo pura,
como uma maneira efetiva de se conseguir uma boa performance do

elemento.

O uso de coordenadas invariantes para modos de flexdo pura requer
um cuidadoso estudo da geometria do triangulo. Assumindo-se que 0s
modos séo escolhidos num sistema de coordenadas auxiliares rotacionados

x e y (cujas versdes adimensionais sd0 & e m) com origem no centroide
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do triangulo, figura 3.5, um modo de flexdo pura no sistema x, y pode ser

definido de acordo com as seguintes equacoes:

2

_ - = —_ 1 —_
u=_&n, V=—§'§ (3.21)
AY
K
00
N @@Q/
B é -~
7 (XmaYm>
—~ C &
rd

FIGURA 3.5 - Sistema de coordenadas auxiliares

Ressalta-se que a deformacédo cisalhante no sistema auxiliar € nula:

- bu av
Yoy="_—+—-=0 (3.22)
oy 0OXx

Sendo ¢ o0 angulo entre os eixos £ e &, o sistema pode ser

rotacionado através da equacéo:

I e |

_|_ cos¢Q sencpT{é} (3.23)

—-seng@ cose] M

e

A relacdo entre os modos de flexdo pura no sistema auxiliar, equacao

3.21, e as coordenadas locais adimensionais, é dada por:
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-] [-senpcose cos?e-sen?e sen(pcos 1 j l
Urol 1 P (3.24)
v L —Zcos ® —sen@cose — sen ¢ J l

A transformagéo entre componentes de deslocamentos locais e o0s
deslocamentos referentes aos eixos auxiliares pode ser obtida pela seguinte

equacao:

{u}zrcoscp —sen(p-|. (3.25)

Vv seng CcOs¢Q

<1 cC

Substituindo-se a equacao 3.25 na equacao 3.24 temos 0os modos da

equacao 3.21, expressos diretamente no sistema local, que podem definidos

da forma:
[ 1 ) . 1 o | [e?
{u} | —Esen(pcos [0} cos~ ¢ Esen ¢+Senecos ¢ |
v _l 2 1 3 3 1 2 | gn
L—sen pcosp-_cos’e -sen’e 5 Sen” pcose J n?
(3.26)

Para que se tenham trés modos de alta ordem do tipo da equacao
3.21, é necessario que sejam selecionados trés valores de ¢: @1, ¢2 € @3,
que devem ser intrinsicamente relacionados com a geometria do triangulo,
figura 3.5. As diregdes dos trés lados do elemento fornecem a escolha mais
Obvia, mas nos leva a uma matriz G singular. Uma outra op¢ao seria adotar
as direcdes das trés medianas do triangulo como eixo local auxiliar x, essa

escolha fornece um conjunto de modos independentes.

Os trés modos de alta ordem podem ser expressos, de forma

expandida como:
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Us=Ns'qs=Nsl'q7+N52'q8+Ns3'q9 (3.27)

Em concordancia com a equacdo 3.26, um modo tipico pode ser

expresso da seguinte maneira:

2
N, ={u5‘}=ra” % aﬂjéﬂ i=123 (3.28)
AN Lbﬂ by bSiJ [ 2 ’ ’
onde:
ay = —%(Su Cuz)’ ay = Ci31 g = %(SF) +S; 'Ciz’
(3.29)
bll _S|2 Ci _%(C|3)’ b2i = S|31 b3| =%(S|2 CI)’
s, = seng, =( mu_ni) =—§-%,
(3.30)
C; =COSQ; = (E’mu_gi) - _gﬁ_'

Onde o indice m indica o ponto médio entre j e k. Aqui Em, Mm € Wi S80 as
coordenadas adimensionais desse ponto, definidas pelas seguintes

equacoes:

'(ESj"'gk)’ 1’lm=%'(1”lj+'flk)’

N |

En =
(3.31)

= (& —8) +(nn ) = 2 B e

onde i, j e k denotam a permutacao ciclica entre 1,2 e 3; por exemplo i =2, |
=3, k=1.
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3.2.4. Equacbes de membrana

Os graus de liberdade do elemento de membrana triangular escritos

de forma vetorial sao:

Vi=[u; v, 6, u, v, 8, uz vy 6] (3.32)

A relacdo entre os deslocamentos nodais, equacdo 3.32, e 0S
parametros generalizados q séo obtidos através da matriz G fazendo-se a
apropriada substituicdo das coordenadas nodais nas fungdes de forma. G, é
uma sub-matriz (9X6) correspondente aos modos basicos e de deformacao
constante e Gs é uma sub-matriz (9X3) correspondente aos modos de alta

ordem.

(10 -n, & 0 m]
01 & 0 n §
0O 0 A 0O 0 O
10 -m; § n;j
G.=|01 & 0 mn ¢ (3.33)
0O 0 A 0O 0 O
10 - & 0 n
01 ¢& 0 m &
00 A O 0 OJ

Particionando-se a sub-matriz Gs, obtém-se:

I_Gsll Gslz GslS—I
Gs =[6521 Gs2 Gsz3J (3.34)

Gs31 Gs32 Gs33

onde:
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| &; 'éiz +ay-& - m+ag
Ggj = by & +0y; - & M + by '

[ ﬂl
|
_)"(Cj'gi"'sj'ni) J

(3.35)

As deformacdes de membrana sdo encontradas pela apropriada

diferenciagdo dos modos de deslocamento assumidos, assim tem-se:

I 0 |
ngxl | /ax 7 |
E=18yy :| ao aayl'UzAN'q:Brc'qrc+Bs'qs (3.36)
[nyl Léy /GXJ
onde A é o operador diferencial para deforma¢gdes de membrana. Aplicando

o operador na equacéao 3.20, obtém-se:

|Fo 0010 01|
B,,=AN,_=A:/0 0 0 0 1 0 (3.37)
Lo 000 O 2J

Fazendo-se 0 mesmo para 0os modos de alta ordem, obtém-se:

| 2a;,6+a,m 2a;,6+an 22,38+ ay;M -I

|
B, =AN; =4 { b,,E+2bym b,,E+2b3ym b,3E+2b33m J (3.38)

—4bgE—4da;m —4bg,E-4a;,m —4bgE—4a;sn

As forcas de membrana por unidade de comprimento, p, Sao

relacionadas com as deformacdes através da matriz Dp,:

jpxxl I_Dll Dy, D13-| ngxl
P=1Pyy =[D21 D5, Dsz- &y (=Dp-e (3.39)
{pny D3y D3, Dgs [nyJ
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onde D, € a matriz que relaciona as forcas de membrana por unidade de
comprimento com as deformacées. E essencialmente a matriz constitutiva
da elasticidade, C, integrada ao longo da espessura do elemento. Esta

integracdo reduz o volume V, para A, a area do elemento.

Os coeficientes da matriz Dy, da equacgéo 3.39, sdo admitidos como
constantes ao longo de todo o elemento. Para um elemento de espessura t,
material com modulo de elasticidade transversal E e coeficiente de Poisson

v, a matriz Dy, pode ser expressa como:

1 1 v 0
D, = v 1 0 (3.40)
12 (1—v)
0 O 5

3.2.5. Matriz “amontoadora”

A matriz “amontoadora” L, definida no capitulo Il através da equacao
2.10, para o caso geral de um elemento tridimensional, expressa a relacéo
entre as forgas nodais tc e um estado de deformagédo constante oc.

Similarmente, para o presente caso:

t.=L-p, (3.41)

onde t. sdo as forcas nodais consistentes com as liberdades nodais,
equacdo 3.32, e p. sado as forcas de membrana por unidade de
comprimento, constantes ao longo do elemento. As forcas de membrana,
referidas ao sistema local de coordenadas, em um ponto que pertence a um
lado do elemento podem ser determinadas utilizando-se as relagbes de
transformacao de coordenadas. Dessa forma, obtém-se as equacdes:
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Pyx =Py -COS Y +p,, -sen’y+2-p,, -Seny -cosy
(3.42)

[_)Xy =P, *SENY -COSY +P,, -SENY -COSY +P,, -(COS* y —sen? y)

Nas quais y define a orientagéo do lado do elemento, conforme figura
3.6.

Yy
- X
i ! Py x 5
. My
Y k j Y
P P
P o — = Pxx
v
— \j
Kk
Py 'x “pxy

FIGURA 3.6 - Forgas de membrana no lado do elemento

Em um estado arbitrario de deformacao constante, quando a matriz
constitutiva C ndo se altera no dominio do elemento, as for¢cas calculadas
em todos os pontos desse dominio, incluindo os seus lados, se mantém

inalterados.

Os deslocamentos ao longo do lado i-j, considerando-se o sistema de

coordenadas locais ( x, y), séo dados pela transformac&o:
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u

- - - - V_i
al N 0 aNg Ny O aNg| |6 (3.43)

v O N, O O N; O j

Vi

9]

Nui, _Nu,-, Nei € _Ne,- séo funcbes de interpolacéo tipicas de viga que
definem o deslocamento u em termos dos deslocamentos nodais nos nos i
e j. Similarmente, N, e _N\,,- sao funcdes de interpolacao lineares para a

componente tangencial v.

Pode-se observar que um fator de escala a foi introduzido nas
funcdes de forma, com o intuito de relacionar os deslocamentos normais do
contorno do elemento com as rotacGes. Nao existe uma relacdo Unica entre
as rotacoes dos lados do elemento e as rotagdes definidas pela mecénica do
continuo, equacédo 3.14. O fator o funciona como um parametro de ligacao
entre os dois conceitos de rotagdo. A determinagéo das forgcas concentradas

nos nos pode ser feita mediante aplicacdo do PTV e obtém-se:

.. 1
tuj = l_zj'(pxx *COSY +Pyy 'SenW) = E(yji “Pux T Xjj 'pxy)

[ 1
tvj = %'(pyy -seny + pxy 'COSW) = E(Xij 'pyy +yji 'pxy)
(3.44)

to = 0= (pxx :COS®y +p,, -Seny+2:p,, -sen\p-cosw)

a
=E(yﬁ “Pxx +Xi? Pyy +2-XjiYji ‘pxy)

onde Xj = Xi - Xj, Yji = Y; - ¥i, lj € o comprimento do lado do elemento.
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A contribuicdo do lado j-k para o n6 j € obtida seguindo-se um
procedimento similar, e a soma das duas contribuicdes fornece a forca total
no noé j. As forcas transferidas aos dois outros nés séo obtidas pela simples
permutacdo de indices. A matriz “amontoadora”, L, pode ser escrita da

seguinte forma:

Il
Lol (3.45)

Ly

onde:

1 Yi 0 Xik
L = E 0 Xik Yii (3.46)

%(szi —YEJ') E(Xﬁ _ijk) %(Xij Vi — Xk 'ij)

Se a = 0, tem-se a matriz “amontoadora” para o triangulo com
deformacéo constante (CST). Para esse elemento as forcas nodais séo

relacionadas apenas com translacoes.

3.2.6. Matriz generalizada de alta ordem

Para um elemento bidimensional, a matriz generalizada de alta ordem

que aparece na equacao 2.50 é:

Kgs = )BI-D,, B, -dA (3.47)
A
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A matriz Bs contém apenas funcdes lineares e é dada pela equacao

3.38. Pode-se denominar a i-ésima coluna de B de:

onde B: e B, sdo os coeficientes de Bs associados com & e n,

respectivamente.

Assumindo-se que a matriz D, é constante ao longo de todo o

elemento, os (i,j)-ésimos termos da matriz Kqs podem ser expressos por:

(3.49)

T
+J1nBniDmBy

Onde Jg, J:y € Jyy S840 0S momentos de inércia de area, dados pelas

integrais:

Jg = [67 dA= -2 (68 + £, + .8

A

A

Jen =£&n°dA=E-(§mi+&m]+§knk) (3.50)

i = jnz -dA = —%‘(ninj + MMk +leTli)
A

3.2.7. A matriz de rigidez

Em concordéancia com a formulacdo livre, a matriz de rigidez do
elemento é formada pela superposicdo da matriz referente aos modos

basicos com a matriz referente aos modos de alta ordem:
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K=K, +K, (3.51)

A matriz dos modos basicos, dada pela equagédo 2.48, para 0 caso

bidimensional fica:

K,=—-L-D,,-L" (3.52)

A matriz dos modos de alta ordem, dada pela equagao 2.49, para o
presente caso fica:

Ks = Hl ) qu -H (3.53)

S
Como ja foi mencionado, a matriz de alta ordem pode ser multiplicada
por um valor escalar positivo qualquer 3, logo a matriz de rigidez total do

elemento é dada por:
K=K, +B-K, (3.54)

que satisfaz ao patch-test e ao requisito de ser positiva definida para

convergéncia.

3.2.8. Os parametros livres

No item 3.2.5 um parametro a > 0 foi introduzido na formulacdo da
matriz “amontoadora”, L. Esse parametro aparece como um fator de escala
nas funcées de forma, multiplicando os termos relacionados com os graus
de liberdade rotacionais. O valor de o afeta a matriz dos modos basicos e o

calculo das deformacgoes.
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Um segundo parametro, § > 0, pode ser introduzido multiplicando-se a
matriz dos modos de alta ordem. Logo a matriz de rigidez da estrutura pode

ser expressa da forma:

K=K, +B-Kq (3.55)

Justifica-se a utilizacdo desses parametros porque a matriz de rigidez
produzida pela formulacéo livre satisfaz o teste do elemento individual para
qualquer matriz de rigidez que possua o “rank” (posto da matriz) apropriado.
Consequentemente, a matriz Ks pode ser multiplicada por um coeficiente
positivo qualquer, sem que seja destruida a propriedade fundamental de

convergéncia.

Os valores de o e B foram estudados por BERGAN & FELIPPA
(1985) com o intuito de se aperfeicoar as propriedades da rigidez do
elemento. Chegou-se a conclusdo de que um valor 6timo de o estaria entre

1 e 2. Recomenda-se utilizar um valor médio de o = 1.5 para casos gerais.

O parametro B para a matriz de alta ordem pode ser utilizado para
ajustar a matriz de rigidez total, K, e com isso otimizar a convergéncia. A
determinacdo de um valor 6timo para 3 por técnicas de equilibrio de energia
é discutida por BERGAN & FELIPPA (1985). Como resultado das pesquisas,
esses autores recomendam o valor § = 0.5 combinado com o fator de

rotacdo o = 1.5, para uso geral e pratico.

3.2.9. Determinacgao das deformagdes e tensdes

Desde que os deslocamentos sdo conhecidos, as deformagbes
podem ser obtidas através da equacao:
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e=¢;+& =B - +\/E'Bs Qs :(Brc “Hee +\/E'Bs 'Hs)'v (3.56)

Nota-se que a parte de corpo rigido de B, é nula, e que s
desaparece no centroide de elemento (§=n=0). Alternativamente, &. pode ser

obtida através da matriz “amontoadora”, L:

1w (3.57)
o .

g, =
O uso de \/E na equacao 3.56 torna consistente em energia a relagao

deformacé&o/deslocamento com a matriz de alta ordem.

As deformagdes &s, que sdo associadas aos modos de alta ordem,
variam linearmente ao longo do elemento. Seus valores nos vértices do
elemento podem ser obtidos através da substituicdo apropriada das

coordenadas nodais em Be..

Uma vez obtidas as deformacdes, as correspondentes tensdes sao

facilmente obtidas através da equacao:

c=C-¢ (3.58)

3.2.10 Formacao do elemento quadrilateral
No presente trabalho o elemento quadrilateral é formado pela
composicao de quatro elementos triangulares, com posterior condensacéo

estatica dos parametros internos, figura 3.7.
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FIGURA 3.7 - Quadrilatero formado por quatro triangulos

A técnica da condensacado estatica € aplicada para reduzir o nUmero
de graus de liberdade, eliminando-se os graus de liberdade internos quando

se faz a montagem da matriz de rigidez do elemento.

A matriz de rigidez K do quadrilatero relaciona-se com o vetor de

deslocamentos V e o vetor de cargas F, através da equacéao:

K-V=F (3.59)

Particionando-se o vetor de deslocamentos nodais V em v; e v, onde
Vi sdo os deslocamentos nodais relacionados aos nos internos do elemento,
a serem eliminados e v, sdo os deslocamentos relacionados aos noés

externos, figura 3.8.

FIGURA 3.8 - NOs internos e externos do elemento quadrilateral
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Separando-se 0s parametros localizados nos vértices do quadrilatero
dos parametros internos, as equacfes de equilibrio podem ser escritas

como:
i Kie | {Vi} { i}
|-Kei KeeJ. Ve B I:e (3.60)

Da expressao 3.60 tem-se:
Fo=Kj - Vi +Kie - Ve (3.61a)

ei Vit Kge Ve (3.61b)

i i '(Fi -K;j 'Ve) (3.62)
Levando-se esse resultado a equacéo 3.61b, tem-se:

Kee-V, = F, (3.63)

onde:

Kee =Kee =Kgi - Kﬁl Kie

(3.64)

I:ezFe_Kei'Kﬁl'Fi
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Kee € @ matriz de rigidez reduzida e F. o vetor de forcas alterado,
correspondentes aos graus de liberdade externos, com a inclusdo dos
efeitos das liberacdes realizadas nos graus de liberdade internos.
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CAPITULO IV
A IMPLEMENTAQAO

4.1. INTRODUCAO

Neste capitulo procura-se esclarecer a implementacdo computacional
e a maneira como foi feita a compatibilizacdo da rotina desenvolvida e o
sistema LASER, RAMALHO (1990). O objetivo do presente capitulo é
apresentar as caracteristicas gerais do sistema LASER e da rotina. Para um
estudo mais aprofundado do sistema LASER é necessario que se recorra a

referéncia citada.

4.2. O SISTEMA LASER

O sistema LASER, Linguagem para Andlise de Sistemas Estruturais
Reticulados, desenvolvido por RAMALHO (1990) é um conjunto de rotinas
voltadas para as diversas etapas envolvidas em uma andlise estrutural de
grande porte. Trata-se de um sistema computacional para analise elastica
linear de grandes estruturas em microcomputadores. Para a discretizacdo da
estrutura o sistema possui elementos que permitem a simulacdo adequada
das mais diversas pecas estruturais. Estdo disponiveis 0s seguintes
elementos: trelica, barra, membrana, sélido, placa, casca, contorno e sapata
rigida. Todos esses elementos sdo compativeis entre si, podendo ser
utilizados simultaneamente e constituindo um sistema computacional Unico.

O sistema foi estruturado em forma de modulos prevendo-se as
futuras modificacbes que poderia sofrer para um constante aprimoramento

ao longo do tempo. Dessa forma para que se faca uma implementacédo, em
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um determinado elemento, ndo é necessario que se conheca toda a
estrutura do programa. Basta que se faca as modificagbes na rotina
referente ao elemento que se pretende aperfeicoar ou alterar. No presente
trabalho, programou-se um novo elemento na rotina referente ao elemento
de membrana, trocando-se o elemento existente por um outro, de melhor

performance.

Cada tipo de elemento disponivel para uso no programa LS tem seu
préprio conjunto de cédigo. Portanto seus recursos e potencialidade séo
muitas vezes bastante diferentes, existindo, entretanto determinadas
caracteristicas gerais que podem ser encontradas em todos esses tipos.
Neste item comenta-se algumas dessas caracteristicas comuns, deixando-
se caracteristicas particulares ao novo elemento de membrana para 0s

proximos itens.

Tratando-se de um programa baseado no processo dos
deslocamentos, é fundamental que ao final das rotinas relativas aos
elementos tenham sido calculados a matriz de rigidez e o vetor de cargas
nodais. Esses dois conjuntos de dados serdo utilizados na montagem do
sistema global de equac¢fes. Considerando-se que a rotina que realiza a
montagem do sistema de equacdes € Unica e trabalha com todos os tipos de
elementos, é importante que tanto a matriz como o vetor seja construido em
relacdo ao sistema global de referéncia. Assim sendo, para levar essas
contribuicBes ao sistema de equacdes globais, basta saber em que graus de
liberdade deve-se contribuir com cada rigidez. No esquema adotado pelo
programa isso se d& através de um vetor onde esses graus de liberdade
terdo seus numeros armazenados. As tensdes e/ou esforcos para 0s
elementos sdo obtidos pela simples multiplicacdo de uma matriz que
relaciona essas grandezas a serem calculadas com os deslocamentos
nodais obtidos no processamento e posterior adicdo de eventuais tensdes
elou esforcos iniciais. Para esse procedimento é necessario que as rotinas

dos elementos construam a matriz que relaciona tensées e/ou esforcos com
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os deslocamentos e o vetor de tensdes e/ou esforcos iniciais. A saida dos
valores calculados € realizada pela prépria rotina de comando de cada tipo

de elemento, através da formatac&o conveniente.

4.3. A ROTINA DESENVOLVIDA

4.3.1. Caracterizacdo do elemento

O elemento de membrana é utilizado para a andlise de estado plano
de tensdo. E definido por trés ou quatro pontos nodais (conforme seja
triangular ou quadrilateral) e pode ser colocado em qualquer posicdo do
espaco definido pelo sistema de referéncia global da estrutura, conforme a

figura 4.1.

FIGURA 4.1 - Elementos de membrana de

trés e quatro nés

O elemento possui seis graus de liberdade por no, trés translacoes e
trés rotacbes de um ponto no espacgo. O sistema de referéncia local é
composto por dois eixos normais, X e y. Esses eixos locais s&o definidos

pela numeracdo dos nés do elemento, seja ele triangular ou quadrilateral. O
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eixo local x esta colocado sobre o lado I-J, com direcdo positiva definida de

“I" para "J". Ja o eixo local y € normal a x conforme se mostra na figura 4.2.

FIGURA 4.2 - Sistemas locais de referéncia

O elemento permite apenas a consideracdo de material isotropico e
0s parametros a serem fornecidos sdo: o médulo de elasticidade longitudinal

E, o coeficiente de Poisson v e o mdédulo de elasticidade transversal G.

E interessante mencionar que o elemento em questdo pode
degenerar no elemento CST (Constant Strain Triangle). Caso 0 usuario
deseje trabalhar com o elemento CST € necessario informar ao programa
para que as liberdades rotacionais sejam desconsideradas, caso contrario o
programa vai trabalhar com esses graus de liberdade.

Por apresentar rigidez apenas no seu proprio plano, o elemento
também so resiste a carregamentos contidos nesse plano. E possivel a
definicdo de carregamento distribuido constante, na direcdo normal e na
propria direcdo do lado I-J de cada elemento. E admitido o célculo
automatico de peso proprio, através de fracdes atuantes segundo 0s eixos

globais da estrutura.

A utilizacdo do elemento aqui analisado € bastante ampla, incluindo-

se nessa relacao todos os casos de estruturas bidimendionais carregadas
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exclusivamente no seu préprio plano, por exemplo, vigas paredes e chapas

diversas.

4.3.2. Coordenadas globais e locais

As coordenadas do elemento segundo um sistema local sao

apresentadas na figura 4.3.

FIGURA 4.3 - Coordenadas locais

Nessas coordenadas podem ser definidos os vetores de forgas e

deslocamentos locais f e d:

f=1.¢ e d=9 . ¢ (4.1)
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Quanto as coordenadas globais, ou seja, forcas e deslocamentos
segundo o sistema de referéncia global da estrutura, a situacdo €

apresentada na figura 4.4, para o primeiro né do elemento.

1
6’7) <

5

\j
>

FIGURA 4.4 - Coordenadas globais

Observando-se a referida figura, percebe-se que os vetores de forcas
e deslocamentos terdo agora seis parametros por né e podem ser escritos

da seguinte forma:

’Fl Dl
I:2 D2

F=y . ¢ e D=y . { (4.2)
\F18) \D18J

A relacao entre esforcos e deslocamentos locais e globais pode ser
definida através de uma matriz de transformacéo A, de nove linhas e dezoito

colunas, segundo as relagbes que se seguem:
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(4.3)

A referida matriz A é calculada pelos cossenos diretores dos eixos
locais em relagéo aos eixos globais X, Y e Z. A figura 4.5 mostra a situagéo
do elemento no espaco e a figura 4.6 detalha esses cossenos e esclarece a

nomenclatura adotada.

\j
>

FIGURA 4.5 - Sistema local e global
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m3 z

FIGURA 4.6 - Cossenos diretores dos eixos locais

Desse modo, a matriz A pode ser expressa da forma:

lfxo 0 oT|
?»=[0 Ao OJ (4.4)
0 0 A,
onde,
I_I1m1n1000-| |FooooooT|
A ={l, my n, 0 0 O e 0={000000
[OOOI3m3n3J [ooooooJ

4.3.3. Matriz de rigidez nas coordenadas globais

A matriz de rigidez nas coordenadas locais, K, é a matriz que
relaciona as forcas e deslocamentos nessas coordenadas, segundo a

equacao:
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f=K-d (4.5)

A matriz K foi formulada no capitulo Il e agora é necessario obter-se
a matriz de rigidez no sistema global de coordenadas. Para tanto se utiliza a
matriz de rotacéo da equacéo 4.4. Desse modo, pode-se colocar o elemento
em qualquer posicdo do espaco, 0 que o torna compativel com o sistema
LASER. Utilizando-se as equacdes 4.3 e 4.5, tem-se:

A-F=K-.A-D (4.6)

No presente caso, a matriz A € uma matriz de rotacdo. Portanto sua

inversa € igual a transposta. Logo pode-se escrever:

F=AT-K-A-D (4.7)

Ou seja, a matriz de rigidez do elemento em relacdo aos eixos de

referéncia globais resulta:

R=AT-K-A (4.8)

4.3.4. Matriz da relagéo tensédo/deslocamento

Considere-se a relacéo entre as tensodes e as deformacdes dada pela

equacao:

c=C-¢ (4.9

A matriz C, matriz constitutiva do elemento tem a seguinte forma:
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E E-v
0
1-v?  1-v?
Y E
C= 1V 142 0 (4.10)
0 0

As deformacdes séo obtidas a partir dos deslocamentos d e da matriz

B, que relaciona deformacfes com deslocamentos, ou seja:

g=B-d (4.11)

As componentes do vetor g, deformagfes do elemento em funcdo do

sistema de referéncia local, podem ser escritas como:

ou

8X =a_)(
ov

& =y (4.12)
o

ny - ay ax

A matriz que relaciona as tensfes com os deslocamentos é montada
em fungdo dos pontos do elemento nos quais o0s resultados serdo

apresentados. Considerando-se as equacotes 4.3 e 4.9, obtém-se:

6=C-B-A-D (4.13)

Imaginando-se que as tensdes sejam calculadas num ponto

determinado para as direcbes i e j, tem-se:
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No caso da rotina desenvolvida as tensdes serdo apresentadas no
centroide e nos veértices do elemento. A matriz da relagéo, denominada TD,

pode ser escrita da forma:

TD=C-B;-A (4.15)

4.3.5. Vetor de cargas

Sé&o permitidos dois tipos de carregamento sobre o elemento: forcas
de superficie atuantes na face I-J e peso préprio. Os vetores de carga, para
cada carregamento, sdo portanto formados considerando-se esses dois
efeitos.

Quanto ao carregamento sobre a face, somente podem ser definidos
valores constantes, na direcdo normal e na sua propria dire¢cdo, cujos

sentidos positivos sdo mostrados na figura 4.7.

FIGURA 4.7 - Forcas de superficie sobre a face I-J

Em funcdo das coordenadas locais, 0 vetor de cargas devido as

tensdes pode ser encontrado pela equacao:
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p,=L-P (4.16)

O vetor de cargas nodais pi em coordenadas locais, correspondente

as forgas de superficie atuantes na face do elemento, € dada pela equacéo:

!
E'le'pl
' . 3\ 1
Piu E'le'pn
piv 1
; _'Xiz"pn
p; =+ Pio (=) 12 J L (4.17)
Pju l.x..p
ij |
pjv %
\ijJ E'le “Pn
1
_E'X5°pn

onde X;j = Xj - Xi, pn € a carga distribuida normal ao lado I-J e p; é a carga

linearmente distribuida ao longo do lado I-J, figura 4.7.

Para se calcular o vetor de cargas P;, em relacdo as coordenadas

globais, basta fazer:
P,=A"-p; (4.18)

O peso préprio ndo serd calculado como carga consistente, mas
simplesmente colocado segundo as dire¢cdes globais de acordo com fracdes

definidas pelo usuério. Desse modo, é necessario o calculo do volume (area

X espessura) associado a cada um dos nés.

Assim, o vetor de contribuicdo do peso proprio P,, jA em coordenadas

globais resulta:
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Py
P2j
P 2

P,=1y- (4.19)

——N—
-

onde:

< <<
o o
< X

N
~

pZi:< 0

onde ay, ay e a, sao as fragbes do peso proprio a serem consideradas

segundo 0s €eixos X, y e Z.

Portanto, para o vetor de cargas do elemento obtém-se:

= =+ .
PE=P, +P, (4.20)
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CAPITULO V
EXEMPLOS

5.1. INTRODUCAO

Nesse capitulo apresentam-se alguns exemplos da utilizacdo do
elemento desenvolvido com a finalidade de verificar o seu desempenho e
compara-lo com outros elementos ja existentes e de eficiéncia comprovada.
Para isso, procurou-se testar o elemento com exemplos classicos e que

apresentassem da melhor forma possivel o desempenho do mesmao.

5.2. EXEMPLO 1

Esse primeiro exemplo trata de uma viga em balanco com uma carga
parabolicamente distribuida ao longo da extremidade livre, figura 5.1. O
problema foi proposto por BERGAN & FELIPPA (1985) com a intencao de
se verificar o desempenho do elemento quando sujeito a um carregamento

predominante de flexao.

A viga, mostrada na figura 5.1, esta sob a acdo de uma carga total P,
possui médulo de elasticidade longitudinal E=30.000 e coeficiente de
Poisson v=1/4. A rede tipica utilizada nas discretizagBes da estrutura esta
ilustrada na figura 5.2. As redes sao constituidas de dois triangulos
retangulos, para o caso do elemento triangular, ou de um quadrado, para o
caso do elemento quadrilateral. As redes séo definidas na tabela 5.1 por (Nx

X Ny), onde Ny € o nimero de subdivisées na direcdo x e Ny € 0 numero de
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subdivisbes na direcdo y. As condi¢cdes de contorno séo representadas pelo
impedimento das duas transla¢cdes, nas direcées x e y, nos nés localizados

na secao x=0. As rotacdes nodais séo livres.

48
FIGURA 5.1 - Viga em balanco

FIGURA 5.2 - Rede tipica para elemento triangular (8x2)

Na tabela 5.1 apresentam-se o0s resultados obtidos para 4
discretizacOes diferentes da viga. Para efeito de comparacéo apresentam-se
os resultados obtidos com os elementos: CST, PE (elemento apresentado
por BERGAN & FELIPPA(1985), desenvolvido pela formulacéo tradicional
via energia potencial utilizando-se as mesmas funcfes de forma adotadas no
presente trabalho), o elemento isoparamétrico implementado por RAMALHO
(1990) no sistema LASER e o elemento desenvolvido no presente trabalho,
variando-se os valores dos parametros livres.

TABELA 5.1 - Deslocamento da viga utilizando-se elementos triangulares.

DESLOCAMENTO NO PONTO C (Direcéao y)
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1 2 3 4
ELEMENTO (4x1) (8x2) (16x4) (32x8)
CST 0.09095 | 0.19657 | 0.29411 | 0.33778
PE 0.21421 | 0.31893 | 0.36284 | 0.37654
FF-1 (a=1.5,8=0.5) 0.34498 | 0.35435 | 0.35529 | 0.35567
FF-2 (a=1.5,8=1.0) 0.26776 | 0.32779 | 0.34745 | 0.35313
FF-3 (0=1.0,8=1.0) 0.18812 | 0.28282 | 0.32249 | 0.34899
ISOPARAMETRICO 0.14024 | 0.28467 | 0.39360 | 0.43995
VALOR TEORICO 0.35583

Utilizando-se a rede discretizada em triangulos chega-se a concluséo
que o elemento desenvolvido apresenta uma boa performance. Quando
comparado com o CST nota-se que apesar desse também convergir, exige
uma rede mais refinada para apresentar resultados satisfatorios. O elemento
PE ndo converge, os resultados sado razoaveis para redes pouco refinadas,
mas a medida em a rede vai sendo refinada o elemento diverge. De acordo
com BERGAN & FELIPPA (1985) esse efeito acontece devido a perda de
energia dos elementos ndo-conformes que ndo satisfazem ao patch-test.
Comparando-se os resultados obtidos com as trés opcfes da formulacéo
livre percebe-se que o ajuste dos parametros livres acelera a convergéncia

dos resultados.

Na figura 5.3 apresenta-se o gréfico de convergéncia dos elementos
CST, PE e da formulacéo livre utilizando-se os valores recomendados dos
parametros livres. O gréafico ilustra com maior clareza a convergéncia dos
resultados obtidos. Na figura 5.4 compara-se o0s resultados obtidos com a

variacdo dos parametros livres.
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FIGURA 5.3 - Grafico de convergéncia dos deslocamentos
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FIGURA 5.4 - Grafico de convergéncia dos deslocamentos

TABELA 5.2 - Deslocamento da viga utilizando-se elementos quadrilaterais.
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DESLOCAMENTO NO PONTO C

1 2 3 4
ELEMENTO (4x1) (8x2) (16x4) (32x8)
CST 0.20583 | 0.29842 | 0.33875 | 0.35112
FF-1 (a=1.5,=0.5) 0.29874 | 0.35292 | 0.35657 | 0.35536
FF-2 (0=1.5,3=1.0) 0.25229 | 0.33192 | 0.35027 | 0.35502
FF-3 (0=1.0,8=1.0) 0.24516 | 0.32476 | 0.34750 | 0.35422
ISOPARAMETRICO 0.34933 | 0.35181 | 0.35438 | 0.35618
VALOR TEORICO 0.35583

Utilizando-se o elemento quadrilateral nota-se que a convergéncia do

elemento CST e do elemento isoparamétrico melhora se comparado com o

triangular. J4 a performance do elemento desenvolvido pela formulacéo livre

apresenta melhores resultados para o elemento triangular.
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o FF-1

— @& |ISOPAR.

FIGURA 5.5 - Gréfico de convergéncia dos deslocamentos
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FIGURA 5.6 - Grafico de convergéncia dos deslocamentos

Na tabela 5.3 mostra-se os valores das componentes de tensao

obtidos para a discretizacédo de (4x16) na secao da viga referente a x=12.0.

TABELA 5.3 - Tensdes na viga considerando-se a rede de (4x16).

TENSAO Coord. X Coord. Y Teoria CST FF

Ox 12.0 6.0 -60.00 -41.10 -54.56
Ox 12.0 3.0 -30.00 -25.08 -30.09
Ox 12.0 0.0 0.00 -0.41 -0.15
Ox 12.0 -3.0 30.00 24.38 29.75
Ox 12.0 -6.0 60.00 41.87 55.56
Txy 12.0 6.0 0.00 0.47 3.04
Txy 12.0 3.0 3.75 3.20 3.55
Ty 12.0 0.0 5.00 4.31 4.91
Txy 12.0 -3.0 3.75 3.34 3.61
Txy 12.0 -6.0 0.00 3.91 0.15
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Nota-se que para as tensfes normais, oy, 0s resultados obtidos com a
formulagéo livre sdo melhores que os resultados obtidos com o elemento
CST, apesar de se apresentarem subestimados em relacdo aos valores
tedricos. Observa-se que para as tensdes de cisalhamento, ty, 0s valores
obtidos nos nos extremos apresentam residuos. Isto se deve a rede
adotada. Como esta ndo apresenta simetria, os resultados obtidos para as
tensGes ndo sdo simétricos. Esta rede foi escolhida para manter a coeréncia
nas comparacgoes feitas com o trabalho de BERGAN & FELIPPA (1984). Se
adotarmos uma rede simétrica, figura 5.7, os resultados melhoram

significativamente como pode ser visto na tabela 5.4.

FIGURA 5.7 - Rede simétrica para elemento triangular (8x2)

TABELA 5.4 - Tensfes na viga considerando-se a rede simétrica de (4x16).

TENSAO Coord. X Coord. Y Teoria FF
Ox 12.0 6.0 -60.00 -60.38
Ox 12.0 3.0 -30.00 -29.88
Oy 12.0 0.0 0.00 0.00
Oy 12.0 -3.0 30.00 29.88
Ox 12.0 -6.0 60.00 60.38
Txy 12.0 6.0 0.00 1.84
Txy 12.0 3.0 3.75 3.62
Ty 12.0 0.0 5.00 4.92
Txy 12.0 -3.0 3.75 3.62
Txy 12.0 -6.0 0.00 1.84

5.3. EXEMPLO 2
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Considera-se, neste exemplo, o problema proposto por COOK (1974),
ilustrado na figura 5.8. O exemplo foi elaborado como um teste para
elementos de membrana. A soluc¢do analitica ndo é conhecida. Para efeito
de comparacao adota-se o resultado obtido por BERGAN & FELIPPA (1985)
com uma rede de (32 x 32). A notacdo utilizada para as diferentes
discretizagbes € a mesma do exemplo 1, ou seja, (Nx X Ny), onde Ny é o
numero de subdivisbes na diregdo x e Ny € o numero de subdivisdes na
direcdo y. As restricGes impostas sdo o impedimento das duas translacdes

nos nos correspondentes a se¢ao x=0.

© 6=C
© B-a  ©
7
2 5]l
7

5

I 2
4=B

e x

FIGURA 5.8 - Rede tipica para elemento triangular (2x2)

Na tabela 5.5 apresentam-se o0s resultados obtidos para o
deslocamento do ponto A, utilizando-se o0 elemento desenvolvido no
presente trabalho. Para efeito de comparacdo apresentam-se o0s valores
obtidos por CHEN (1992), utilizando-se o elemento formulado por ALLMAN

(1984). O elemento original, desenvolvido por Allman, possui trés graus de
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liberdade por no, duas translacdes e uma rotacdo, e foi desenvolvido pela

formulagdo padrdo via energia potencial.

O elemento foi

formulado

adotando-se um campo de deslocamento com aproximacao cubica. Em seu

trabalho, Chen analisa os resultados obtidos com o elemento do Allman

desenvolvido com integragcdo normal, designado por (n=6), e utiliza uma

integracdo normal reduzida para aperfeicoar o elemento, esse elemento

melhorado é designado por (n=4).

TABELA 5.5 - Deslocamento da viga no ponto A.

DESLOCAMENTO NO PONTO A

1 2 3 4
ELEMENTO (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
CST 11.99 18.28 22.02 23.41
FF (o = 1.5, p=0.5) 20.37 22.42 23.41 23.79
ALLMAN (n=6) 18.58 21.78
ALLMAN (n=4) 21.78 22.65
VALOR ESPERADO 23.91

50 -
45 L
40 +
35 L

30 +
25 +
20 +

15 +
10 +

—a— CST
®m— FF
—— ALLMAN (n=6)

©  ALLMAN (n=4)

FIGURA 5.9 - Gréfico de convergéncia dos deslocamentos
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Nota-se que a convergéncia do elemento baseado na formulagao livre

€ bem superior a convergéncia do elemento CST. Comparando-se 0s

resultados obtidos com o elemento do Allman desenvolvido com a

integracdo normal

(n=6) com os

resultados obtidos utilizando-se a

formulacéo livre, nota-se que essa Ultima apresenta resultados melhores.

Para o elemento desenvolvido com a integracdo normal reduzida (n=4), os

resultados obtidos sdo melhores que os obtidos com a formulacéo livre.

TABELA 5.6 - Tensdo maxima no ponto B.

TENSAO MAXIMA NO PONTO B

ELEMENTO 1 2 3 4
(2x2) (4x4) (8x8) (16x16)

CST 0.0792 0.1508 0.2000 0.2217

FF (o = 1.5, B=0.5) 0.1706 0.2145 0.2311 0.2347

ALLMAN (n=6) 0.1048 0.1747

ALLMAN (n=4) 0.1182 0.1792

VALOR ESPERADO 0.2359

70
60 +
50 +
40 +
30 +
20 +

10 +

~——a— CST
® FF
——— ALLMAN (n=6)

O ALLMAN (n=4)

FIGURA 5.10 - Grafico de convergéncia da tensdo maxima no ponto B

TABELA 5.7 - Tensdo minima no ponto C.




83

TENSAO MINIMA NO PONTO C

ELEMENTO 1 2 3 4
(2x2) (4x4) (8x8) (16x16)

CST -0.0464 -0.1064 -0.1579 -0.1847

FF (a = 1.5, p=0.5) -0.1856 | -0.1726 | -0.1903 | -0.1981

ALLMAN (n=6) -0.1098 -0.1484

ALLMAN (n=4) -0.1341 -0.1578

VALOR ESPERADO -0.2012

80
70 |
60 -+
50 -+
40 |
30 +
20 +
10 |

— & — CST

° FF

~——&—— ALLMAN (n=6)

ALLMAN (n=4)

REDE

FIGURA 5.11 - Grafico de convergéncia da tensdo minima no ponto C

Para os valores das tensbes percebe-se que a convergéncia do

elemento desenvolvido através da formulacdo livre apresenta-se superior

tanto ao CST quanto ao elemento desenvolvido por Allman e ao elemento

aperfeicoado por Chen. Analisando-se a figura 5.11 verifica-se que a

convergéncia do elemento desenvolvido com a formulag&o livre n&o ocorre

de forma monotbnica. Esse fato é uma caracteristica da formulacdo de

elementos ndo conformes, que garante a convergéncia dos resultados, mas

nao garante que a convergéncia ocorra de forma monotdnica. Entretanto,
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mesmo com essa caracteristica, os resultados obtidos com o elemento
desenvolvido convergem de maneira mais rapida e sdo melhores que os

resultados obtidos com os outros elementos utilizados para as comparacoes.

5.4. EXEMPLO 3

A figura 5.12 mostra a planta de um nucleo de elevador de secéo
transversal delgada aberta. A estrutura € de concreto armado, com paredes
de espessura constante de 25 cm. O edificio possui 15 andares de 4,00 m
de pé-direito cada um. O modulo de elasticidade longitudinal E, é de
14.486.600 kN/m? e o médulo de elasticidade transversal G, é de 6.036.700
KN/m?,

500

150 200 150

Cotas em cm

FIGURA 5.12 - Planta do nucleo do elevador

O carregamento aplicado, conforme figura 5.13, consiste de duas
cargas concentradas aplicadas no topo da estrutura, as cargas sao
aplicadas distribuidas nos nés. No primeiro caso aplica-se uma acao
horizontal H = 600 kN no sentido do eixo y, no segundo caso aplica-se a

mesma acao no sentido do eixo x. Em ambos 0s casos aplica-se uma carga
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vertical V = 30.000 kN. O nucleo é suposto rigidamente engastado na sua
base.

600
<

v
<

FIGURA 5.13- Carregamentos aplicados ao nucleo

Este exemplo, apresentado por MORI (1992), possui solucao
analitica. A finalidade da sua apresentacdo € demonstrar o bom

funcionamento do elemento em planos diferentes no espaco.

O deslocamento tedrico do topo do nucleo, a flecha calculada na
extremidade livre, pode ser obtido através da equacéo:

3
a- Pt 52
onde,

d = deslocamento na direcdo da acao aplicada
P = acéo horizontal

L = comprimento (altura)

E = modulo de elasticidade transversal

| = momento de inércia da secao
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Na figura 5.14 ilustra-se a discretizagdo utilizada. Os resultados
analiticos e os obtidos com o elemento desenvolvido sdo apresentados na
tabela 5.8.

TABELA 5.8- Deslocamento no topo da estrutura

Deslocamento no topo da estrutura (d) em metros

CASO 1 CASO 2
(H - Diregéo do eixo y) (H - Diregéo do eixo x)
ANALITICO FF ANALITICO FF
0.171767 0.171499 0.144293 0.148309

Através da analise dos resultados nota-se que os valores obtidos com
0 programa estdo bem préximos dos resultados analiticos. Este exemplo néo
s6 confirma os bons resultados obtidos com o uso do elemento, mas
também comprova que a sua implementacdo ao sistema LASER foi bem
sucedida. Fica claro que a obtencédo da matriz de rigidez no sistema local e a
sua posterior rotacdo para o0 sistema de referéncia global funciona
perfeitamente. Com este exemplo garante-se que o programa tem condi¢des
de analisar uma estrutura independentemente da posicdo em que ela se

encontra no espaco.
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FIGURA 5.14 - Discretiza¢do do nucleo
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5.5. EXEMPLO 4

Neste exemplo pretende-se avaliar o desempenho da ligacdo de
elementos de barra ao elemento de membrana desenvolvido. A andlise sera
feita avaliando-se o deslocamento no topo de duas paredes, quando
submetidas a uma acéo horizontal. Avalia-se o deslocamento das paredes
isoladas e compara-se com o deslocamento obtido quando se supde a
ligacdo por lintéis. No caso das paredes ligadas fazem-se duas
discretizagbes: a primeira utilizando-se os elementos de barra para
discretizar os lintéis e a segunda exclusivamente com a utilizacdo dos

elementos de membrana.

As paredes, cuja situacdo em planta € apresentada na figura 5.15,
sdo supostas de concreto armado, com espessura constante de 20 cm,
médulo de elasticidade longitudinal E = 2.000.000 kN/m? e médulo de
elasticidade transversal G = 800.000 kN/m?. A estrutura tem um total de 12

m de altura e os lintéis, quando existentes, sao dispostos a cada 3 m.

Cotas em cm

FIGURA 5.15 - Planta das paredes
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Para as paredes isoladas, a vista frontal e a discretizacdo adotada
estdo ilustradas na figura 5.16. O carregamento é aplicado segundo a
direcédo x, no topo da estrutura, e consiste de duas cargas concentradas de

30 kN aplicadas uma em cada parede.

30 kN 30 kN
> —
o
o
N
z
A
> X
150 200 150

Cotas em cm

FIGURA 5.16 - Vista frontal das paredes quando isoladas

De acordo com a equacéo 5.1, obtém-se o deslocamento analitico de
0.1536 m no topo de cada uma das paredes. Utilizando-se o elemento
desenvolvido obtém-se o valor de 0.1534 m.
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Para se avaliar o acréscimo de rigidez do conjunto pela presenca dos
lintéis e verificar o desempenho da ligacdo dos elementos de membrana e
barra fez-se dois tipos de discretizacdo. No primeiro, figura 5.17, os lintéis
sao discretizados utilizando-se elementos de barra. No segundo, figura 5.18,
os lintéis sdo discretizados com elementos de membrana. Importante
ressaltar que os referidos lintéis sdo supostos de concreto armado com

secao transversal de 20 cm x 50 cm.

FIGURA 5.17 - Discretizacao do conjunto com elementos de barra



91

FIGURA 5.18 - Discretizagédo do conjunto com elementos de membrana

Na tabela 5.9 apresentam-se o0s resultados para as duas

discretizacOes realizadas.

TABELA 5.9 - Deslocamento no topo do conjunto.
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Deslocamento no topo do conjunto (m)

Lintéis discretizados com elementos de barra 0.0417

Lintéis discretizados com elementos de membrana 0.0326

Pela observacao dos resultados da tabela 5.9, em comparagdo com o
resultado obtido com as paredes isoladas, pode-se verificar um significativo
aumento da rigidez do conjunto pela consideracdo dos lintéis. Esse
enrijecimento era esperado e pode ser avaliado, com algumas
aproximacdes, por expressfes analiticas como as apresentadas em
ALBIGES & GOULET (1960).

Analisando-se, agora, exclusivamente os resultados obtidos para o
conjunto paredes/lintéis, observa-se uma maior rigidez, quando a
discretizacéo é feita utilizando-se apenas elementos de membrana. Isso se
deve a discretizagdo adotada. A consideracdo de apenas dois elementos na
altura de cada lintel provavelmente tornou o conjunto mais rigido. Com a
discretizacdo através das barras esse efeito foi minorado e o deslocamento
resultou maior, o que indica que a ligacdo barra/membrana funcionou com

boa acuidade.

Deve-se, por fim, ressaltar-se que se estivesse sendo utilizado um
elemento membrana sem graus de liberdade rotacionais, a dificuldade de se
modelar o referido conjunto seria muito maior. Nesse caso, seria necessario
providenciar uma penetracédo do elemento barra nas paredes, para simular a
ligacdo pretendida. Entretanto, essa solucdo, em qualquer hipétese, néo

apresenta resultados satisfatérios.
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CAPITULO VI
CONCLUSOES

A finalidade principal deste trabalho foi apresentar o desenvolvimento
e a implementacdo, em um sistema computacional existente, de um novo
elemento finito de membrana. Esse elemento possui, além das duas
translacGes por n6 em seu proprio plano, rotacdes em torno do eixo normal a

esse plano.

Uma das vantagens do elemento desenvolvido € a aplicacdo na
andlise de cascas pelo método dos elementos finitos. E notdria a
complexidade da andlise dessas estruturas, que em geral sdo analisadas
utilizando-se métodos aproximados. Uma das maneiras de se fazer essa
analise é a utilizacdo de dois elementos planos, um de placa e um de
membrana, que se complementam e acabam funcionando como um

verdadeiro elemento de casca.

A dificuldade que surge em tais casos é exatamente a falta do grau de
liberdade rotacional no elemento de membrana. A sua auséncia dificulta a
modelagem de maneira adequada do comportamento da estrutura e faz com
que a matriz de rigidez global apresente singularidades no caso de
elementos coplanares ou aproximadamente coplanares. A solucdo para
esses casos é impedir o deslocamento ou eliminar esse grau de liberdade
global. Entretanto, nem sempre essa é uma tarefa facil, sobretudo nas
cascas abatidas ou estruturas que ndo se desenvolvam segundo os planos
formados pelos eixos do sistema de referéncia global. Para esses casos

sera necessaria a colocacdo de coeficientes de molas, convenientemente
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adotados, de forma a eliminar a singularidade e nao interferir nos resultados

obtidos, o que nem sempre pode ser conseguido.

Entretanto, o elemento desenvolvido ndo apresenta esse
inconveniente, ja que ao ser acoplado a um elemento de placa tém-se
rigidezes que contribuem para os seis graus de liberdade por n6 de um
sistema de analise de estruturas tridimensionais. Dessa forma, ndo existe a
necessidade da colocacdo das referidas molas, sendo que a analise da

casca pode ser realizada sem essas imperfeicdes de modelagem.

Outro ponto importante a respeito dos graus de liberdade rotacionais
€ gue eles possibilitam a ligacdo com outros elementos de forma simples e
respeitando-se condi¢cbes mais verossimeis de vinculagéo. E o caso de se
ligar elementos de barra aos elementos de membrana, obtendo-se uma
estrutura plana que se encontra frequentemente quando se trata da
modelagem de painéis de contraventamento de um edificio, no caso,

paredes ligadas por lintéis.

Caso se utilize para essa modelagem elementos de membrana sem
graus de liberdade rotacionais a ligacdo com a barra somente pode
representar a transmissdao de momentos fletores se forem adotados
procedimentos de eficacia duvidosa. Entretanto, com a utlizagdo do
elemento aqui desenvolvido, pode-se realizar esse tipo de modelagem sem
qualquer cuidado especial e o0s resultados serdo obtidos com a

representacdo mais coerente da vinculagdo mencionada.

O elemento foi desenvolvido utilizando-se a formulacdo livre, uma
alternativa proposta por BERGAN & NYGARD (1984). Uma vantagem dessa
formulacdo é que através do uso de funcdes ndo-conforme de deslocamento
se permite o desenvolvimento de elementos com convergéncia garantida e
implementacgdo simples e eficiente. Uma outra vantagem apresentada pela

formulacdo é o fato de se garantir que o patch-test sera satisfeito durante o
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préprio desenvolvimento do elemento, ndo sendo necessarios testes
posteriores para se verificar essa propriedade. O elemento possibilita atingir
resultados suficientemente precisos, sob o ponto de vista pratico, com

discretizacOes relativamente pobres.

Os resultados numéricos apresentados no capitulo 5 comprovam o
bom desempenho do elemento e mostram que a implementacéo ao sistema
foi corretamente realizada. Com isso, obteve-se uma valiosa ferramenta que
pode ser utilizada com segurancga para a analise de estruturas submetidas a
estado plano de tensdo e para analise de cascas, desde que se acople o
referido elemento a um elemento de placa também comprovadamente

eficiente.

Analisando-se os exemplos 1 e 2 observa-se que tanto o elemento
triangular quanto o elemento quadrilateral apresentam um bom desempenho
guando submetidos a um carregamento predominante de flexdo. Os valores
otimos dos parametros livres sugeridos por BERGAN & FELIPPA (1985)
realmente forneceram os melhores resultados, mesmo para redes pouco
refinadas. O desempenho do elemento € notadamente superior ao elemento
CST (Constant Strain Triangle), pois sua convergéncia é muito mais rapida e

a precisdo dos valores obtidos com redes pouco refinadas € muito superior.

J4 o exemplo 3, além de confirmar os bons resultados obtidos
anteriormente para estados de flexdo predominante, assegura que a
implementacédo ao sistema foi feita corretamente. Fica clara a possibilidade

de o elemento estar em qualquer posi¢éao do espaco.

Com o exemplo 4 conclui-se que a ligacdo do elemento desenvolvido
a um elemento de barra, com transmissdo de momento fletor, pode ser
realizada de forma simples e eficiente. Esse recurso, bastante importante
para algumas modelagens de painéis de contraventamento, pode inclusive

servir de ferramenta basica para estudos mais amplos a respeito do
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comportamento desses painéis. Pode-se, por exemplo, construir modelos de
estruturas de contraventamento completas, representando-se as paredes
através de elementos de membrana e os pilares e vigas através de

elementos de barra.

Dessa forma, pode-se dizer que os objetivos principais deste trabalho
foram plenamente atingidos, obtendo-se com esse desenvolvimento uma

ferramenta adequada a solucéo dos problemas propostos.
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