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RESUMO

MAGAGNIN F., N.  Placas Laminadas em Marteriais Compostos de Fibras
Longas : Propriedades dos Materiais Constituintes | Propriedades Equivalentes das
Laminas ; Critérios de Ruptura e Andlise pelo Método dos Elementos Finitos. Sio
Carlos, 1996. 147p. Dissertagdo (Mestrado) . Escola de Engenharia de S3o Carlos,
Universidade de Sdo Paulo.

Os materiais compostos de fibras longas vém se destacando entre o
conjunto de novos materiais em desenvolvimento, com larga aplicaciio na indistria
e também na construgdo civil. Elabora.se aqui um texto introdutério no campo das
placas laminadas constifuidas de 1dminas em compostos de fibras longas. A partir
das propriedades dos materiais constituintes, fibra e matriz, sdo apresentadas as
teorias para a determinacdo das propriedades equivalentes das ldminas. A teoria da
anisotropia eldstica € formulada e a teoria dos laminados em flexdo é desenvolvida.
Conclusdes com respeito ao acoplamento de esfor¢os em tais estruturas sao
mostradas. Os modos bésicos de ruptura da fibra, matriz e da interface entre ambas
sdo apresentados, bem como os modos basicos de delaminacdo, Alguns critérios de
ruptura sao mostrados, assim como um critério de escoamento. Ao fim alguns
exemplos ilustram a andlise pelo método dos elementos finitos de tais estruturas
feita por programa disponfvel em literatura, com a implementacdo de subrotina para
andlise da temperatura.

Palavras-chave: Placas laminadas - estruturas; Materiais compostos.
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ABSTRACT

MAGAGNIN F., N.  Long Fiber Composite Materials Laminated Plares :
Constituent Materials Properties ;| Laminae Equivalents Properties ; Failure
Criteria and Finite Element Method Analysis. Sao Carlos, 1996. 147p. Dissertacio
(Mestrado) . Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de S3o Paulo.

Long fiber composite materials have been standing out among the group of
new materials in development with wide industrial application and also in civil
construccion. Here is elaborated an introductory text in laminated plates field
constituted of long fiber composite laminae. Starting from constituent materials
properties, fiber and matrix, the theories for determination of laminae equivalent
properties are presented. Elastic anisotropy theory is formulated and the bending
laminated theory is developed. Conclusions about the coupling efforts in such
structures are showed. Fiber, matrix and the interface between both failure basic
modes are presented, as well as delamination basic modes. Some failure criteria are
showed, as well as a yielding criteria. At the end some examples illustrate the finite
element method analysis of such structures made by available literature programme
with temperature analysis subroutine implementation.

Keywords: Laminated Plates-structures ; Composite Materials.



1 - INTRODUCAO

1.1 - ORIGENS DOS MATERIAIS COMPOSTOS

Desde a Pré-histdria o homem vem tentando combinar materiais para
alterar as propriedades ou uma determinada propriedade de um determinado
material, ou mesmo para formar novos produtos, com propriedades diversas
daqueles que lhes deram origem. Tal combinagio adquire um significado pritico
especial quando, obviamente, resulta em melhoria das propriedades ou de uma
propriedade especifica dos materiais.

VINSON & SIERAKOWSKI (1987) relatam que ji os antigos
trabalhadores hebreus usavam palhas cortadas em tijolos para melhorar a sua
integridade. Também os guerreiros samurais japoneses usavam metais laminados no
forjamento de suas espadas para obter as propriedades desejadas. Uma espécie de
tecnologia de material composto foi usada por artesdos do extremo oriente para
moldar trabalhos de arte com papel estratificado em vérios tamanhos para produzir
formas e contornos desejados. _

Também McCULLOUGH (1971) relata que, no século XX, com o
desenvolvimento das indistrias aeroespacial, aerondutica e automobilistica, a
demanda por materiais com propriedades especificas extremas tornou-se tdo ampla e
exigente que tais propriedades dificilmente podem ser reunidas em um tnico
material. Em consequéncia, a antiga idéia de combinar materiais para formar um
novo material composto passou a adquirir enorme importincia. Os materiais
compostos, "compdsitos”, foram, entio, colocados em evidéncia, tornando-se uma
alternativa para nossa época, a tal ponto de muitos pesquisadores e engenheiros de
materiais chamarem esta a era dos compostos e acreditarem que o futuro no campo
dos materiais pertenca a essa nova categoria em desenvolvimento.



1.2 - OBJETIVOS E DESCRICAO DESSE TEXTO

Sabe-se que o Brasil elegeu o campo dos novos materiais como uma
das cinco dreas estratégicas para seu desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.
Assim € que, em seu relatério final, a Comissdo Parlamentar Mista de Inquérito
(CPMI) do Congresso Nacional, instituida em 1991 e destinada a investigar as
causas do atraso tecnoldgico do pafs, aponta a necessidade de unir a pesquisa de
ponta com o aperfeicoamento de pessoal técnico nas dreas de biotecnologia,
guimica fina, mecénica de precisao, informdtica e novos materiais.

Dentro desse contexto e, sabendo que os esforcos de investigagdo
cientifica requerem continuidade, esse trabalho no campo dos materiais compostos
tem o objetivo geral de apresentar uma introdugdo ao estudo das placas laminadas
constituidas por ldminas de materiais compostos em fibras longas, de tal forma a ser
uma referéncia inicial que possa servir ao desenvolvimento de uma linha de
pesquisa envolvendo esse tema.

Deseja-se conhecer a distribuigdo das tensdes e analisar a influéncia
da orientagdo das fibras das ldminas na resposta global em regime linear e néo-
linear dessa categoria de estruturas. F necessdrio, entdo, desenvolver a modelagem
matematica dos comportamentos eldstico ¢ pldstico fundamentada nas teorias
mecdnicas desenvolvidas para analisar o comportamento das placas laminadas em
materiais compostos em fibras longas. Devido & natureza heterogénea e anisétropa
desses materiais, visando a aplicagio da modelagem desenvolvida, é necessdrio
fazer a caracterizac@o de suas propriedades eldsticas, baseando-se em teorias
especificas. Além disso, deseja-se analisar a resposta de tais estruturas quando
submetidas a variagdo de temperatura. Para tal deve-se considerar esse efeito no
desenvolvimento da modelagem matemdtica, bem como proceder ao estudo das
teorias existentes para a determinagdo dos coeficientes de expansdo térmica dos
compostos em fibras longas. Finalmente, deseja-se apresentar um estudo dos
principais critérios de resisténcia existentes para a previsio e a simulacio da ruptura
em tais estruturas. Tais critérios devem envolver a ruptura da matriz, da fibra de
reforgo e da interface entre ambas, além da possibilidade de delaminagdo, ou seja,
do desligamento das laminas.

ApoOs essa introdugdo o segundo capitulo faz algumas consideragoes
gerais sobre os materiais compostos, definindo-os, classificando-os, abordando os
principais materiais utilizados em sua confecgdo e suas propriedades, as vantagens e
desvantagens dos compostos e apresentando algumas aplicagoes.



Na sequéncia, no terceirc capitulo introduz-se a modelagem
matemdtica do comportamento eldstico dos compostos em fibras longas.
Inicialmente uma relagio entre as teorias micromecénica e macromecinica é feita e,
em seguida, a teoria da anisotropia eldstica é apresentada, sendo particularizada
para materiais ortdtropos, transversalmente isétropos e isétropos.

No capitulo seguinte, o quarto, sio apresentadas as teorias
desenvolvidas para a determinagdo das propriedades termoeldsticas dos compostos
em fibras longas, o método baseado em conceitos da Resisténcia dos Materiais, o
método Auto-consistente, o método Variacional e as Aproximagdes Numéricas.
Além disso € apresentada a Regra das Misturas, um modelo mais simples para a
previsdo de tais propriedades.

O quinto capitulo aborda a teoria das placas laminadas em flexdo.
Partindo-se da defini¢do, dos tipos e da nomenclatura utilizada para tais elementos
estruturais, a teoria da laminacdo ¢ apresentada. Ao final, algumas consideracoes
sdo feitas quanto ao acoplamento de esfor¢os e deformagdes de naturezas diferentes.

O sexto capitulo trata da resisténeia dos laminados em fibras longas.
A plasticidade anisdtropa € apresentada com base no critério de HUBER-MISES.
Os modos de ruptura caracter{sticos da fibra, da matriz e da sua interface sdo
comentados para, em seguida, introduzirem-se os critérios de ruptura para tais
materiais. Sdo expostos os critérios da mdxima tensdo, da mdxima deformagio, de
Tsai-Hill, de Tsai-Wu, de Hoffman e de Chamis. Além disso, discutem-se algtms
aspectos da delaminac@o e o critério de Lee € apresentado. Ao final é exposta a
técnica de andlise progressiva da ruptura para os compostos laminados.

O sétimo capitulo apresenta alguns exemplos ilustrativos da
distribuicdo de tensdes e do efeito da temperatura nos laminados.

O oitavo e tdltimo capitulo refere-se as conclusdes.

Por fim, o apéndice descreve o programa utilizado para a andlise de
placas laminadas anisétropas, PLASTOSHELL, bem como a subrotina que leva em
consideragdo o efeito da temperatura construida ¢ implementada nesse programa.



2 - MATERIAIS COMPOSTOS - CONSIDERACOES GERAIS

2.1 - DEFINICAO DE MATERIAL COMPOSTO

VINSON & SIERAKOWSKI (1987) definem material composto, a
grosso modo, como sendo simplesmente o resultado da combinacio de dois ou mais
materiais para obter um novo material ou uma nova propriedade especifica.
Entretanto, comentam que tal defini¢do, ao mesmo tempo em que abrangente, pois
engloba quaisquer materiais obtidos da reunido de dois ou mais, € também um tanto
vaga, pois omite o nivel ou escala de caracterizacio considerada, o que &
importante para a escolha da ferramenta analitica a ser utilizada na modelagem
tedrica de tais materiais. A tal defini¢do acrescentam-se, frequentemente, entfo, as
palavras "microestrutural” ou “"macroestrutural” para definir a escala de
caracterizacio levada em conta na definicdo do composto. VAN VLACK (1970)
especifica que, se microestrutural, considera-se a estrutura interna do material com
heterogeneidades perceptiveis apenas ao microscépio, enquanto que se
macroestrutural, tais heterogeneidades sdo perceptiveis 4 vista desarmada.

Entretanto, para propodsitos de engenharia, € preciso, ainda, definir
mais adequadamente essa classe de materiais. Um olhar sobre os tipos de compostos
dos quais a engenharia de estruturas se serve nos leva a caracterizd-los do ponto de
vista macroestrutural, pois sio, em geral, materiais resultantes da combinacio
insolivel de dois ou mais constituintes ou fases, Tais constituintes, como relata
MANO (1991), ndo se dissolvem ou se descaracterizam quando reunidos no
composto, formando cada um uma parte fisicamente homogénea e, portanto,
mantendo suas identidades dentro do novo material. Isso implica em que as
heterogeneidades resultantes da unifo desses dois ou mais materiais diferentes em
sua composigdo ou forma sejam observdveis a um nivel macroscopico. Em
consequéncia, a caracterizagio €, portanto, macroestrutural.

As fases constituintes do composto, como relata MANO (1991), sio
comumente denominadas matriz (ou componente matricial), que € a fase continua, e



reforgo (ou componente estrutural), que € a fase descontinua ou dispersa. A fungdo
da matriz € envolver o refor¢o para protegé-lo de danos superficiais, manter sua
orientagio e espacamento e transmitir a ele os esforcos, que encontrardo no reforgo
seu principal elemento resistente. Esses dois componentes atuam conjuntamente
fazendo com que as propriedades do composto sejam superiores as de cada
componente individualmente,

2.2 - TIPOS DE MATERIAIS COMPOSTOS

Os materiais compostos com caracterizagio macrorestrutural
constituidos de matriz e reforgo, que sdo os que aqui interessam, utilizam como
reforgo fibras curtas ou longas, flocos e particulas. Eles sdo classificados de acordo
com o tipo de reforgo utilizado, podendo ser denominados de compostos
filamentares, compostos em flocos e compostos particulados. Além disso, os
componentes podem ser arranjados pela superposicio de ldminas, formando os
laminados. A Figura 01 ilustra esses tipos.
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CURTAS LAMINADOS
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L 7z
FLOCOS FIBRAS
LONGAS

FIGURA 01 - Tipos de Materiais Compostos
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)



Dentre esses tipos de compostos relacionados, de um ponto de vista
da aplicacdo em esfruturas, os mais importantes sdo os filamentares, que sdo
aqueles constituidos por fibras longas ou curtas. Neste trabatho o estudo estd
restrito aos compostos com fibras longas e laminados, mais especificamente aos
compostos constituidos de ldminas com fibras longas com uma ou mais camadas,
como os da Figura 02,

=t DIRECAO DAS FIBRAS

FIGURA 02 - Composto Laminado com Liminas em Fibras Longas

2.3 - MATERIAIS UTILIZADOS E SUAS PROPRIEDADES

Os laminados, com compostos em fibras longas, possuem a
caracteristica de ter alta resisténcia e/ou rigidez com baixo peso especifico, o que
lhes confere grande eficiéncia estrutural, Tal fato se justifica, esclarece
McCULLOUGH (1971}, pela utilizag@o em sua confec¢do de materiais constitufdos
dos elementos quimicos mais leves, mais rigidos, mais fortes e mais estdveis
termicamente. Compostos formados a partir desses elementos relativamente leves
possuem ligacdes quimicas covalentes estdveis termicamente, 0 que 0s torna mais
rigidos e mais fortes do que aqueles formados por elementos com ligagdes metdlicas
ou idnicas. Porém, muitos dos materiais formados por esses elementos sdo frigeis e
sua resisténcia s6 pode ser conseguida se eles estiverem livres de imperfeigoes.
Consequentemente, as formas fibrosas sao escolhidas para diminuir a probabilidade
de ocorréncia dessas imperfeicOes. Materiais usados nessas formas requerem,



obviamente, serem envoltos por matrizes para assegurar o comportamento do
conjunto.

As fibras usadas como refor¢o em compostos sdo, como discorrem
VINSON & SIERAKOWSKI (1987), geralmente, de vidro, boro ou carbono. Para
as matrizes utilizam-se os polimeros, como epoxi e poliamida, os metats, como
niquel, aluminio e titdnio, e as cerdmicas. Os compostos que se utilizam de
polimeros como matrizes sio chamados poliméricos, os que se utilizam de metais,
metdlicos e os que se utilizam das cerdmicas, cerdmicos. A Tabela 01 mostra os
principais materiais usados para reforgo e matriz.

REFORCO MATRIZ
Aluminio ( Al) Aluminio *
Boro * (B) Epoxi *
Berilio ( Be) Grafite
Vidro * (Gl) Niquel
Grafite * ( Gr) Nylon
Aramida (Kevlar) * ( Kv )** Poliester
Titdnio (T1) , Polietileno
Tungsténio (W) Poliamida *
Titdnio

* mais utilizados
** marca registrada da E. 1. Du Pont Co.

TABELA (1 - Refor¢os e Matrizes Utilizados
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)

As principais combinagdes entre fibra e matriz sdo grafite/epoxi,
boro/epoxi,  carbono/epoxi,  kevlar/epoxi,  vidro/epoxi,  boro/aluminio,
grafite/aluminio, silica/aluminio, urdnio/tungsténio, aco/tungsténio, silica/titdnio,
boro/titdnio e vidro/poliéster. Segundo MANO (1991} as matrizes em epoxi sdo
compativeis com todos os tipos de fibras e sdo as mais comumente utilizadas em
compostos de alto desempenho, € entre as fibras o destaque ¢ para as de carbono e
aramida (Kevlar).



McCULLOUGH (1971) relata que as fibras de vidro e boro sdo,
geralmente, consideradas como materiais isétropos € suas propriedades sao tomadas

como sendo as mesmas na direc@o da fibra e transversalmente a ela. J4 as fibras de

carbono, por causa da orientaciio dos cristais de grafite, ndo possuem as mesmas
propriedades na direc@o transversal a fibra, sendo portanto, anisétropas. Abaixo, na

Tabela 02 sdo mostradas diversas propriedades tipicas dos materiais usados em

compostos.
DADES VIDRO BORO | CARBONO | EPOXI | ALUMINIO
Diregio da
Fibra (E,) 75,8 413,7 3448 3,5 70,3
Méduale de .
. . P dicul
Elasticidade | 5 P4 ij’ 758 413,7 10,3 3,5 70,3
{(GPa)
Transversal
Rk 316 1724 27.6 1,4 26,1
(G
Coeficiente de 02
Poisson (v X 0,2 0,2 0,4 0,35
Resisténcia 4 Tragio
Longitudinal (GPa) 33 3.1 21 0,04 0,16
Deformagfio de Ruptura
©) (%) 4.5 0,7 0,6 10 5
Densidade de (p)
( gem’) 2,3 2,7 1,7 1,1 2,7
Coceficiente de Expansiio
Térmica (10FF) 2.8 2.8 1,5 32 825
Condutividade Térmica
(cal/cm.s. UC) 0,85 7,9 6,8 0,2 0,53

TABELA 02 - Propriedades de Alguns Materiais Utilizados em Compostos
McCULLOUGH (1971)




2,4 - VANTAGENS E DESVANTAGENS DOS COMPOSTOS

HOLLMANN (1986) explica que ao se fazer a escolha do material
para uma aplicagdo estrutural diversas varidveis devem ser tomadas em conta, sendo
que custo e eficiéncia sdo, normalmente, as determinantes. O custo final de uma
estrutura compoOe-se dos custos do material e da construgdo ou fabricagio da
estrutura. Por outro lado, a eficiéncia estrutural do material € a relaciio entre a sua
resisténcia ou rigidez e o seu peso. Em geral, quanto mais baixo o peso do material
e, consequentemente, maior sua eficiéncia estrutural, mais elevado é o custo e vice-
versa. Sendo assim, a opgdo pelo emprego de um material com custos ainda
elevados, como os compostos em alguns casos, fica condicionada a que sua
eficiéncia estrutural compense seus custos.

A utilizagdo de fibras leves e resistentes como refor¢o nos compostos
confere a estes alta resisténcia e rigidez, com baixa densidade, quando comparados
aos materiais metdlicos tradicionais. A Figura 03 apresenta diagramas tensio-
deformagéo de alguns compostos ¢ de alguns metais para comparaciio.

/**“— 60% Bora - 40% Epoxi

[
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180 + / /—-—-~ 60% Carbono - 40% Epoxi

160 |- | F~——Ago
140 | ] /Titamo

1 XSI=6.9 MPa

2
T 120F 30% Boro-
Q 70% Epom “—§0% Vidro - 40% Epoxi
el 100
g "
W sof / .
L Aluminio
60 30% Carbono- /
70% Epoxi v
40 . — = 30% Vidro - 70% Epoxi
.'/
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1 i L 1 I\’ | | I
0.2 0.6 1.0 1.4 3.0 3.4
% DEFORMAGAO

FIGURA 03 - Diagramas Tensao-Deformacio de Compostos e Metais
McCULLOUGH (1971)
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Sdo comparados compostos em boro/epoxi, carbono/epoxi e
vidro/epoxi, com diferentes volumes de seus componentes, com oS materiais
metdlicos titdnio, aluminio e ago.

A inclinagdo das curvas no diagrama estd relacionada com a rigidez
do material, enquanto que o valor de tensdo em corréspondéhcia ao ponto onde a
linha reta torna-se curva € a medida da resisténcia (ou resisténcia ao escoamento).
Os diagramas mostram que, com excecdo dos compostos em vidro, os demais se
rompem quando atingem deformacgio em torno de 0,6%, sendo frigeis. Mostram
ainda que os compostos em boro e 0 ago possuem aproximadamente a mesma
rigidez, mas o composto em boro € mais resistente; 0s compostos em carbono sao
tdo rigidos quanto o titinio, mas este ainda é mais resistente e os compostos em
vidro sdo quase tdo rigidos quanto o aluminio, porém muito mais resistentes.
Segundo McCULLOUGH (1971} isso evidencia as vantagens dos compostos em
relacdo aos metais,

Um outro aspecto dessa comparagdo é o peso dos compostos em
relagio ao dos materiais metdlicos. A Tabela 03 ilustra o peso necessdrio de
composto para se obter a mesma resisténcia ou rigidez que 100 Kg de aluminio
numa mesma estrutura,

PESQ NECESSARIO PARA OBTER O DESEMPENHO EQUIVALENTE A
100 Kg DE ALUMINIO
MATERIAL RIGIDEZ RESISTENCIA
Composto em Carbono 30 30
Composto em Boro 25 20
Composto em Vidro 85 15
Titanio 110 70
Aco 120 120

TABELA 03 - Compara¢ao em Peso do Desempenho entre Aluminio e Compostos
McCULLOUGH (1971)

Pela tabela acima, por exemplo, para se obter a mesma rigidez que
100 Kg de aluminio sao necessdrios 30 Kg de um composto em carbono, ou 25 Kg
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de um composto em boro, ou 120 Kg de ago. Ainda, para se obter a mesma
resisténcia que 100 Kg de aluminio sfo necessirios 30 Kg de um composto em
carbono, ou 20 Kg de um composto em boro, ou 120 Kg de ago. Esse potencial
para economia de peso dos compostos, mostrado pela tabela, aliado as propriedades
de rigidez e resisténcia os torna muito eficientes quando comparados aos metais.

Algumas outras vantagens podem ser mencionadas:

- boa resisténcia a corrosdo e outros ataques de natureza guimica;

- possibilidade de utilizagio em presenca de elevadas temperaturas
com polimeros de alta resisténcia ao calor;

- matior durabilidade;

- possibilidade, em funcdo das técnicas de fabricacio, de previsio
precisa das propriedades de expansao térmica, condutividade térmica e elétrica;

- possibilidade, em fungdo das técnicas de fabricagiio, de obter
formas complexas para as estruturas;

- possibilidade de tirar proveito das propriedades direcionais
introduzidas pelas fibras,

Mas, hd também algumas desvantagens:

- altos custos de manufatura;

- maior custo quando se comparam prego/unidade de massa;

- conhecimento ainda limitado sobre as reais condigbes de
comportamento, principalmente sobre a resposta a solicitacdes de impacto e fadiga;

- procedimentos de projeto ainda insuficientemente detalhados;

- problemas de fragilidade local provenientes de fratura na matriz, na
fibra cu na interface entre elas.

Com relagao aos custos de produgio e manufatura, estes tendem a
diminuir com o avango tecnoldgico e a produgio em larga escala. Além disso, o
desenvolvimento de modelos matemdticos consistentes para o estudo da resposta do
material, inclusive em regime de ruptura, quando sob condigdes diversas de
solicitagdo, pode oferecer importante contribui¢io para se tirar vantagem das
possibilidades de aplicagdes estruturais dos compostos.

Finalmente, pode-se dizer que, além de todas essas vantagens
expostas, com ¢ advento dessa nova classe de materiais e seu enorme potencial de
aplicagdo, o engenheiro deixa de ser meramente um "selecionador de materiais" e
passa a ser um "projetista de materiais", o que lhe confere a condigfo de utilizar
cada vez mais racionalmente os recursos 4 sua disposicdo na natureza.
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2.5 - ALGUMAS APLICACOES

A utilizagdo de materiais compostos em fibras longas ou curtas impregnados
por mairizes metdlicas ou nao metdlicas vem recebendo cada vez mais atengio da
inddstria. Devido as propriedades tinicas desses materiais, como peso reduzido, alto
desempenho, aumento da vida til, manutencdo reduzida e tantas outras ja citadas,
os compostos vém sendo utilizados, principalmente, nas inddstrias aerondutica,
aeroespacial e automobilistica. Porém , ja é significativa a utilizacfo dessa classe de
materiais também para aplicagbes nas indistrias de meclnica de precisdo,
biomédica, de materiais esportivos, de materiais elétricos e de construgo civil.

McCULLOUGH (1971), MANO (1991) ¢ HOLLMANN (1986)
descrevem a utilizagdo pela inddstria aerondutica de compostos para a construcio de
hélices de helicdpteros, estruturas internas de avides, painéis de compressio da asa
de aviOes, "spoilers”, etc. As Figuras 04 e 05 ilustram aplicacdes em estruturas de
helicopteros e as Figuras 06 e 07 ilustram aplicages em estruturas de avides.

* As setas indicam diregdes dos movimentos realizados
pelas pegas em materiais compostos.

FIGURA 04 - Aplicagdes Tipicas de Compostos em Helicdpteros
McCULLOUGH (1971)

Anats da INTERNATIONAL CONFERENCE ON CARBON FIBRE
APPLICATIONS (1983), realizada no Brasil, apresentam a utilizacdo pela indiistria



aeroespacial de compostos em pegas resistentes ao calor, em antenas e suportes de
antenas de satélites, etc. A série de satélites INTELSAT V possui uma grande

porcentagem do material de que € confeccionado em materiais compostos.

COMPOSTO
UNIDIRECIONAL.

f‘i"m; i ]
fl;' W e =
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ALUMINIO

COMPOSTO
UNIDIRECIONAL

FIGURA 05 - Hélice de Helicéptero em Material Composto
McCULLOUGH (1971)

Na inddstria automobilistica, MANO (1991) e¢ os anais da
conferéncia citada relatam a utilizagdo de compostos em aerofélios de carros de
corrida, em "airbags", em pecas que se movimentam em alta velocidade e tém
contato com metais para evitar aglomeracio de poeira resultante do desgaste dos
metais, etc. A maioria dos carros da FORMULA 1 possui compostos como parte de
sua estrutura,

Segunde MANO (1991) na mecdnica de precisio utilizam-se
compostos na fabricagdo de reldgios e mdquinas de costura.

"NOOR (1992) e os anais da conferéncia citada apresentam aplicagdes
biomédicas que se utilizam dos compostos como préteses para vélvulas de coragio,
no reparo de tendoes, ligamentos e cartilagens, no refor¢o de ossos humanos, em
membranas internas do ouvido, efc. A Figura 08 ilustra algumas dessas aplicacdes.

Os mesmos anais apresentam aplica¢Ges na indistria de materiais
esportivos onde os compostos sdo utilizados na confecgio de varas de pescar,



14

raquetes de ténis, tacos de golfe, estruturas de bicicletas de corrida, varetas para

esqui, etc.

PAINEIS DE
COMPRESSAO

VIGAS EM
- MATERIAL
> COMPOSTO

FIGURA 06 - AplicagGes Tipicas de Compostos em Avides
McCULLOUGH (1971)

COMPOSTO UNIDIRECIONAL -

BORO/EPOXI o
140" /_

FAT

FIGURA 07 - Viga em Material Composto
McCULLOUGH (1971)



Na industria de materiais elétricos MANO (1991) e os anais da
conferéncia apresentam a utilizagdo dos compostos em circuitos 1mMpressos,
eletrodos, baterias, etc.

.~ CORNEA

MODELOS DE

VENTRICULOS

DO CORACAO ANISOTROPA
PARA CORNEA

FIGURA 08 - Aplica¢des Biomédicas
NOOR (1992)

Na construgdo civil as referéncias acima indicam a utiliza¢io dos
compostos em telhas corrugadas, piscinas, tanques, silos, reatores de pressio,
laminados para revestimentos de mdveis e divisdrias, placas de madeira
compensada, tubulagdes resistentes 3 pressdo para a indtstria de petréleo, painéis e
cascas enrigecidas para aplicaghes diversas, pavimento alfiltico, estruturas em
madeira (compostos naturais), concreto armado e protendido, etc. As Figuras 09,
10, 11 e 12 indicam aplicagOes de painéis de argamassa armada e poliuretano na
construcio de uma residéncia.
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FIGURA 09 - Esquema em Perspectiva de Residéncia Construida em Painéis de
Compostos em Argamassa Armada e Poliuretano
MACHADO (1991)

Faces de Argamassa Niicleo de
Armada Poliuretano

FIGURA 10 - Painel de Argamassa Armada e Poliuretano
MACHADO (1991)
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FIGURA 11 - Casa em Construcio
MACHADO (1991)

FIGURA 12 - Casa Construida com Painéis de Compostos
MACHADO (1991)
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HOLLAWAY (1993) cita edificagOes utilizando poliésteres
reforgados por fibras de vidro que foram inportantes para o desenvolvimento da
utilizagdo desses materiais na construgio. A Figura 13 mostra a estrutura da
coberfura do aeroporto de Dubai construida em 1972 ¢ a Figura 14 o "American
Express Building" construido no Rein'(_) Unido nos anos 80.

FIGURA 13 - Estrutura da Cobertura do Aeroporto de Dubai
HOLLAWAY (1993)

FIGURA 14 - "American Express Building"
HOLLAWAY (1593)
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Ainda nos anos 80, segundo HOLLAWAY (1993), foi construida a
ciipula do aeroporto internacional de Sharajah em composto polimérico, mostrada
na Figura 15.

FIGURA 1[5 - Cipula do Aeroporto Internacional de Sharajah
HOLLAWAY (1993)

SAECHTLING (1978) apresenta, como exemplo de utilizacio de
compostos tipo sanduiche, com finas [dminas de material resistente envolvendo
niicleo de espuma, a clipula do centro de informagio da Feira de Hannover, com
45m de vdo, mostrada na Figura 16,



FIGURA 16 - Cipula do Centro de Informagdo da Feira de Hannover
SAECHTLING (1978)

20
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3 - COMPORTAMENTO MECANICO DOS COMPOSTOS
EM FIBRAS LONGAS

3.1 - INTRODUCAQO

A caracterizacao do comportamento mecinico dos materiais ao nivel
macroscopico, como explicam VINSON & SIERAKOWSKI (1987), é feita levando
em consideragio os seguintes tipos fundamentais: homogéneo/isétropo;
homogéneo/anisétropo; ndo homogéneo/isétropo e ndo homogéneo/anisétropo.

Um material homogéneo € aquele que possui as mesmas propriedades
fisicas em todos os seus pontos, enquanto que em um material heterogéneo tais
propriedades variam a cada ponto. Um material isétropo € aquele que possui, num
ponto, as mesmas propriedades eldsticas em todas as dire¢des, enquanto gue em um
material anisétropo tais propriedades variam a cada diregéo.

Ainda segundo VINSON & SIERAKOWSKI (1987), os compostos,
devido a complexidade envolvida na previsdo de seu comportamento, consequéncia
de sua propria natureza fibrosa e das heterogeneidades resultantes da combinacio de
materiais, costumam ser analisados sob dois pontos de vista: micromecinico e
Macromecanico.

A andlise micromecénica reconhece a natureza nio homogénea da
lamina do composto, porém ignora a estrutura interna dos constituintes bdsicos,
fibra e matriz. Assim, a heterogeneidade da limina é reconhecida e levada em
conta. No entanto, para desenvolver a metodologia de caracterizaciio da resposta do
material nesse nivel de andlise, vdrias hipdteses tém de ser introduzidas. A principal
delas se refere & geometria do empacotamento das fibras, ou seja, a forma com que
as fibras sdo distribuidas na matriz. As Figuras 17 e 18 mostram dois arranjos de
fibras muito utilizados na modelagem micromecdnica, o arranjo quadrado e o
hexagonal.
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VOLUME ELEMENTAR

REPRESENTATIVO /<
D DD -
AN PARN VANV 45°
AN AN AN __J_
NERN VRN
ps LF:\M ) VOLUME ELEMENTAR
_ REPRESENTATIVO
NN \} SIMPLIFICADO

FIGURA 17 - Arranjo Quadrado e Volume Elementar Representativo
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)

VOLUME ELEMENTAR
REPRESENTATIVO

30°

-

VOLUME ELEMENTAR
REPRESENTATIVO
SIMPLIFICADO

FIGURA 18 - Arranjo Hexagonal e Volume Elementar Representativo
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)

Feita a hiptese do arranjo das fibras, introduz-se o conceito de
Volume Elementar Representativo que é a menor parte simplificada capaz de
representar 0 dominio completo da 1dmina do composto. Tal volume é considerado
uniforme, repetido ¢ representativo da resposta caracteristica do composto. A
andlise matemdtica pode, entdo, ser efetuada para relacionar as propriedades e
concentragbes de fibra e matriz com as propriedades da limina do composto, que
servirdo como valores a serem tomados para a posterior andlise macromecanica.
Assim, a micromecdnica serve de conexio entre a andlise propriamente de
engenharia e as teorias que explicam a estrutura e a morfologia da matéria.

A andlise macromecinica desconsidera a microestrutura da limina e
considera somente suas propriedades médias como sendo importantes.
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Consequentemente, cada lamina € considerada homogénea e com propriedades
diferentes na direcio e perpendicularmente 4 fibra, ou seja, ortétropa. O elemento
estrutural € considerado como resultante da superposicio de vérias ldminas para
formar a estrutura desejada, uma viga, uma placa, uma casca, etc. A modelagem
matematica do comportamento final da estrutura ¢ feita, entdo, com as respectivas
teorias cldssicas existentes, como a teoria cldssica de placas e cascas laminadas
ortétropas, por exemplo. As Figuras 19 e 20 ilustram as andlises micro e
macromecénica e sua relacio.

MICROMECANICA

PROPRIEDADES DA FIBRA
) )

PROPRIEDADES DA MATRIZ

FIGURA 19 - Andlise Micromecénica
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)
McCULLOUGH (1971)

MACROMECANICA

LAMINA

v —
HOMOGENEA
ORTOTROPA 5

VIGA, PLACA, CASCA

FIGURA 20 - Andlise Macromecanica
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)
McCULLOUGH (1971)
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3.2 - ANISOTROPIA ELASTICA

3.2.1 - Anisotropia Eldstica Linear de um Meio Hipereldstico

Para a modelagem do comportamento dos materiais representa-se por
o o tensor das tensdes com componentes o, as quais podem ser arranjadas em

forma matricial como abaixo.

xx Xy X,
=1 T Ty Ty (1)
T, T, O,

O tensor das deformagdes & com componentes &, pode,

analogamente ao caso anterior, ser arranjado em forma matricial como abaixo.

& ?/"y 7/ Xz
= 2 2
¥ Ve
&= 3}5 £, 2}, (2)
Voo T2,
2 2 = i

Para o caso eldstico linear, a Lei de Hooke generalizada, que
descreve o comportamento eldstico linear dos materiais pode ser expressa, entdo, na
seguinte forma:

Oy = JDz'ﬁchM (i!jaks} = 1;2:3) ' (3)
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onde [J € um tensor de quarta ordem com &1 componentes, dos quais, porém,

somente 36 sdo independentes, pois, como se sabe, os tensores de tensio e

deformacio o e £ sdo simétricos, o que implica em:

O-ij = Cfﬁ (laJ = }5233)
Ey = &y k,] = 1,2,3)
[)1}1'1 - I)jikl [iﬂc! = )iﬂk (iajskai = 132)3)

Lembrando que, da equagio (2) considera-se:

(4)

)

(6)

Q)

Devido a essa simetria pode-se, alternativamente, escrever os

tensores de tensdo e deformacio da seguinte forma:

O, £
UW g}?
622 &‘22
g = &=
Ty Z 6‘_"’2
T Ex
| Ty | | €y |

(8)

9)
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. =& £ = & g, = & £, =&, £, - & £ - & (1)

escrever a Lei de Hooke generalizada de uma forma também simplificada como:
o, =D,e; (i,j = 1,...,6) (1D

Em forma matricial a nota¢io reduzida da Lei de Hooke é:

ol ID, D, D, D, D, D, e
v Dy, Dy D, Dy Dy
v Dy Dy Dy Dy Dy

D, Ds D,
v Dy Dy Dy Dy Dy

v Dy Dy Dy Dy Das_’ &g

(12)

Considerando-se o material eldstico de Green ou hipereldstico, ou

seja, aquele material para o qual existe uma fungdo energia de deformacio W tal
que:

o (13)

Dai vem:

e, o %%, oJs "7
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ou ainda:

—; = O'j = 1)4”8,, = A D (15)

Logo, da igualdade das derivadas segundas resulta a conclusio da
simetria do tensor D,

D =D, Gj=1,..,6) (16)

if Ji

Assim sendo, dentro dos limites do regime eldstico de Hooke o
comportamento do meio continuo, homogéneo e anisétropo de um material
hipereldstico € caracterizado por 21 coeficientes sendo 18 deles independentes:

D, , D

D, , Dy, Dy, Dy, Dy , Dy=D, , D,=D, , D, =D

’ 3 14 4

Dy=Dy , Dy=D, , D23:D32 s Dy=Dy , Dy=D, , Dy=D, ,

Dy, = D43 , Dss = D53 > Dss = Dsa 3 D45 = Dsa y D= D64 y Dy = Dﬁs

A representagio matricial D acima descrita € também denominada de

¢ a matriz de

matriz de rigidez do material, enquanto que sua inversa, C =D
flexibilidade.
Procedimento semelhante ao realizado acima, bem como ao que se

segue, pode ser encontrado em LEKHNITSKII (1963).



3.2.2 - Ortotropia

Os compostos em fibras longas sdo considerados, de um ponto de
vista macromecinico, meios continuos, homogéneos e anisdtropos. Além disso,
devido ao arranjo das fibras dentro da matriz eles passam a apresentar planos de
simetria eldstica, o que reduz seu grau de anisotropia. Esse arranjo obedece,
normalmente, a uma disposi¢io simétrica com relagdo a algum eixo. Devido &
existéncia dessas simetrias o material deixa de ser completamente anisotropo e as
matrizes de rigidez e de flexibilidade assumem formas mais simples, quando
referenciadas a essas diregoes.

Em geral 0s compostos sdo ortétropos, ou seja, apresentam trés
planos de simetria ortogonais ¢ com propriedades diferentes segundo cada plano.
Para simplificar a andlise da ortotropia os eixos coordenados sdo feitos coincidir
com a intersecio dos planos de simetria, conforme a Figura 21 abaixo.

FIGURA 21 - Composto com Fibras nas Dire¢les x, y e z

Nessa condicfio particular as matrizes de rigidez ¢ de flexibilidade
apresentam formas particulares, sendo que o nimero de componentes independentes
se reduz de 18 para 9. O procedimento a seguir é demonstrativo de tal fato.

Considere-se inicialmente um primeiro plano de simetria eldstica
como sendo o plano xy da Figura 21 anterior. Na Figura 22 estio representadas as
componentes de tensdo positivas segundo convenc¢do definida em funcdo da
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orientacdo dos eixos coordenados, propositadamente defasados em 180° em torno
de z, de modo a caracterizar a simetria no plano xy.

Em ambas as situagtes, tensdo e deformacgdo se relacionam atraves
da mesma matriz constitutiva,

o, =Dz, o = D,E, an

o

-y

Gy

FIGURA 22 - Representagao das Componentes de Tensdo Segundo os Eixos
Defasados 180" em Torno de z

Nessas condi¢gbes pode-se escrever para os dois sistemas de
coordenadas x, y , z ¢ x',y', z', tomando-se como referéncia o primeiro:

“U’n_ —O'x’x' | ng; i ¥ |
ny o-y'y‘ ng gy'y'
o=| 77| o= s=| | =] (18)
T, —7,, £, &y
T, Ty £, =&,y
_Z‘xy— _T.x.’y | _&'iyw _Efy, i




Comparando-se as respectivas equagOes para as componentes de
tensoes o, e o, tem-se:

Oy =D&+ Dy Dy, < Dy, Die,, + Dyge, (19)

14~ yz

Ty = )”E.'l,x. + Dl2gy'y’ + LA E .+ ]);48

Wz

D5ty + Dty (20)

Lembrando que o, = o, e:

Ep T —Epe £y =8, (21)

resulta 20,6, +2D,.e, =0 para quaisquer valores de &, € &,, logo:

D,=D,=0 (22)

Por um procedimento andlogo, analisando as componentes o, = o,

e o, = 0,, conclui-se que:

Dy =Dy =0 Dy, =D =0 (23)

Levando-se em conta agora as tensdes de cisalhamento resultam:

Ty = Ddlgxr +D42€yy +D43822 +D446y2 +D45£1r +D4ﬁgw '(24)

T = Dyy8ue + Dy, + D& + Dy, + Dy + Dyge, (25)



Como 7,, = -7, resulta que:
Dy =Dy =Dy =Dy =0
Com relagdo a 7, e 7., pode-se escrever:
T, = Dge + D6, + Dye, + Dye, + D, + Dye,,
Cop = Dy ¥ D8, + D, + Dy + Dys, + Dige,

Como neste caso v, - -7, resulta:

Dy =Dy, = Ds; =Dy, =0

Da equagdo de 7, - 7., resulta, apds procedimento andlogo:

.P.
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(26)

27)

(28)

29

(30)

Assim, a partir dessa primeira condi¢io de simetria, a matriz de

rigidez assume a forma simplificada abaixo com somente 13 componentes, das

quais 12 sio independentes:



[}
[

(D, D, D, 0 0 D]
Dy, Dy D, 0 Dy
po|Pa Do Dy .0 0 Dy 61
0 0 0 D, D 0
0 0 0 D, D 0
Dy Dy, Dy 0 0 D

Considere-se agora um segundo plano de simetria eldstica como
sendo o plano xz da figura 21 anterior. Na figura 23 estio representadas as
componentes de tensdo positivas segundo convencio.

FIGURA 23 - Representa¢do das Componentes de Tensao Segundo os Eixos
Defasados 180" em Torno de y

Nessas condigdes pode-se escrever para os dois sistemas de
coordenadas x,y,z e x',y',z' , tomando-se como referéncia o primeiro:



e
o

0, ] [0 ] e, ] [&0e ]
Iy Ty Eyy ‘c".!"y'
o=| " P e=| T | g5 (32)
Ty ~ Ty e =€y
2x Z_Z’,l" X gz'“\"
L L7 Py ] 2y “Eey |

Nesse caso, do equacionamento de O = Oy » 0y, =0y, € 0, =0,
resultam, respectivamente:
D=0 Dy =0 Dy =0 (33)
De 1, =~7,,, 1 =1, ¢ Ty =~ T,y Tesultam, respectivamente:
D=0 D, =0 Dy=D,=D,=0 (34)

Uma terceira condicio de simetria pode ser verificada, porém nio
impoe novas simplificades. Assim, para o material ortGtropo a matriz de rigidez
passa a ser expressa por:

(D, D, D, 0 o0 o0
Dy D, D, 0 0 o
p|Py Do Dy 0 0 0 35)
O 0 0D, 0 0
0 0 0 0 D, 0
00 0 0 0 D]

Esta € a matriz de rigidez para um material ortétropo com 9
componentes independentes, pois D, = Dy, Dy=DyeD,=D,.



3.2.3 - Componentes da Matriz de Rigidez Ortéiropa

A fim de facilitar a compreensio do significado fisico e a dedugdo de
cada um dos elementos da matriz de rigidez ortdtropa analisam-se aqui os
componentes da sua inversa, ou seja, da matriz de flexibilidade .

Hooke representou sua descoberta original sob forma que, quando

generalizada, pode ser expressa por:

& =C,0, (36)
onde, matricialmente, tem-se:
& | C, C, Cy 0 0 0] o
g}y (:21 C22 FZE 0 0 0 UW
822 C}] CBE :33 O 0 O Gz
&= C = Y 7=

£, o o0 0C, 0 0 T,
£, 0 0 0 0 C, 0 ‘.
&y | 0 0 0 0 0 C4] Ty |

Analisando-se a matriz de flexibilidade, aos seus componentes
podem ser dadas representacOes obtidas através de analogia com o0s materiais
isdtropos, pela realizagio de ensaios de tragio e de cisalhamento.

Considere-se um ensaio de tragio simples na direcao x num corpo de
prova do material. As componentes de tensio e deformacgio resultantes estdo
representadas nos respectivos tensores abaixo:

o, 0 0 e, 0O
o=0 0 0 =0 -v,e, O 37
0 00 0 0 v_E

onde v, € o coeficiente de Poisson no plano i j.



Lembrando que s6 existem tensdes segundo x pode-se escrever:

g.x:r = (’l ]O“ﬂ

xx gzz = CvBlo-.ur (38)

Em analogia com os materiais isétropos, lembrando que o coeficiente

de proporcionalidade entre tensio e deformacio é o Médulo de Elasticidade E
tem-se:

o, ..
& == x £ =y x £ =—v AX 39
Xy E‘I: » Xy Ex p-54 Xe [E ( )

. ] 4 '—v.rv t -—sz
(”__»:_u]f: CZI:M}? (,313 E (40)

Pela realizagdo de ensaios de tragdo simples nas diregOes y e z pode-
se concluir que:

Y
G, =—= G, = ”“lf“ Gy =—& 41)
Ey £, E,
L] - Vzr - V 1
G = E Cp = “Efy" Cy = I (42)

Pela consideragio de ensaios de cisalhamento simples, tendo
respectivamente, 7, 20, 7, # 0 e 7, # 0 obtém-se:



y 1 1 1 v 1
Coa = G = Cog == (43)
(Jj‘z IZ.’C (I

Portanto, a matriz de flexibilidade toma a seguinte forma:

- Ly ) -
e
E, E, L
-V -V
L J_ j"z 0 0 0
E. E, E
- -V
FEd oo oo

C=p 7™ v T (44)
0 0 0 i 0 0

Gyz
I
0 0 0 0 — 0
G,
1
0O 0 0 0 0 —
L. (7*3’4

4
i 7

Assim, para caracterizar um material ortétropo sio necessdrios nove
quantidades fisicas, ou seja : £, E,,E,, G, G\, Gy Yy Ve Vi

Além disso, vale ressaltar a simetria dos coeficientes eldsticos e que
a matriz de rigidez € a inversa da de flexibilidade D = ™',
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3.2.4 - Isotropia Transversal
Um outro caso particular é o dos materiais estratificados ou

transversalmente isétropos, nos quais as fibras estdo dispostas segundo uma tnica
dire¢ao, como na Figura 24.

FIBRAS

o v e e e s ] )
— i e e e —
v —— i el
—— )
e . .
o e s et e gy

FIGURA 24 - Material Transversalmente Isétropo com Fibras na Direcio z

Como a isotropia acontece no plano Xy, 0s eixos x e y podem ser
trocados sem que haja alteragdo na resposta do material, como na Figura 25.

Z )

Y X'
X
yl
0.. [}
Az A
tzy N
T : ,' AT
X tzdyl
tyz ; Ty,
Txz "y
. %
T Tyx % %
Xy '{:ysxl tx'f
G 1]
o Y

FIGURA 25 - Componentes de Tensio Considerando a Isotropia Transversal
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Nessas condigbes pode-se escrever para os dois sistemas de
coordenadas x,y,z e x',y',z' , tomando-se como referéncia o primeiro:

o, Oy g, Epyp
Cy Oy Sy s
o= 72| o] % e=| ] =] 45)
7, (o £, £y
T, Ty £, Eyy
| T ] Tey | | € | Evy ]

Equacionando as expressoes de o, e o,, com a matriz de rigidez

oridtropa tem-se:

o, =D&+ D,zgw + D¢, (46)

XX

o =Dhe. +Dype, +Dys,. @7

Yy

Levando em conta que o, =0,, , £..% &, € £,, =&, e impondo
que o, = 0, resultam:

Dy, =D, Dy = Dy, D, =D, (48)

Equacionando as expressbes de 7,, e 7, com a matriz de rigidez

ortétropa tem-se:

sz = D5SE:'.:: (49)

Ty =Dy, (50)



E, levando-se em conta que v, = 7, € &, = &, tem-se:

Dy, = Dy (51)

Portanto, a matriz de flexibilidade passa a ser representada nesse
case como:

-V _
LM Ve gy
E E K
-V
;}’I “!_‘ "_V(- O O O
E E E
Ve -V
TR0
C= - , (52)
0o 0 0 — 0 ©
G,
1
0o 0 0 0 — 0
G,
1
0 0 0 0 0
L. G"y_

Como se v€, nesse caso, tem-se 5 componentes independentes, ou
seja, I, k,, v, , G,=0, e v,. Deve-se ainda observar que a isotropia no

plano xy induz ainda a relacio:

£

s =50 V) ©3)

obtida a partir da igualdade, na invaridncia, da densidade de energia quando se
consideram as duas situa¢Oes equivalentes indicadas na Figura 26.
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Y A .
i,

AN

FIGURA 26 - Estado de Cisalhamento Puro

3.2.5 - Isotropia

O procedimento para andlise da isotropia pode ser encontrado em
MALVERN (1979). Um material isétropo é aquele que possui as mesmas
caracteristicas em todas as diregbes, o que implica em que as constantes eldsticas
sejam independentes da orientaciio dada aos eixos coordenados.

Tome-se, entdo, um sistema de eixos defasados por uma rotacio de
90° em torno de z, como mostra a Figura 27.
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o .
‘} : * S O
/Ty Tye i...fzf
T
th yz
Txz Tyr
A A
o, Ty
Tey [Iyx Loy
Ty
Tye'
(ol }/
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Y

FIGURA 27 - Representacio das Componentes de Tensdo Segundo os Eixos
Defasados em 90° em Torno de z

Nessas condigoes pode-se escrever para os dois sistemas de
coordenadas x,y,z e x',y',z' , tomando-se como referéncia o primeiro:

O Oyy & g}"}
Oy Oy &y X'
o= O o= O = e £ = Cor (54)
’[yz Tz'x' gyz z'x
[ - Ty'z’ 2x _‘gv 2
T LT Ty | <o | "€y

Sendo um material isdtropo, obviamente, também ortétropo, pode-se

aplicar a matriz de rigidez orttropa a esse caso. Daf:

o, = Dg“c";j (55)

Pode-se escrever, entio:
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O‘x\: = ])]IE.!.‘.I‘ + [)]2‘("‘;3; + [)1352: (56)
Oy = Dy 8y + Dyye,, +Dye,, ou Oy = D6, + D&, + Dye, (57)

Dai, como o, = o,, tem-se:

Dye.+Dye, +Dye, = Dye +Due, +Dye, (58)

21%

o que implica em (D, —-D,)e,, +(D, — D), +(D;~Dy)e, =0 para todos os
valores de ¢, , &, ¢ &, ndo simultanecamente nulos, logo:

D, =D, Dy, =D, Dy, =D, (59)

Procedimentos andlogos com as outras componentes de tensio
mostram que:

D22 D33 (60)

!

Dy, = Dzl = Dl?- = sz = Dza = Dsz =1 D, =D

(T

Dy =u (61)
E, considerando eixos defasados em 45°, obtém-se:

D, =D, =D, =A+2u (62)

A matriz de rigidez para um material is6tropo pode ser expressa,
entdo, como:
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A2y A A 0 0 0
A A+2u A 0 0 0
e A A A+2u 0O 0 O )
0 0 0 # 0 0
0 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0 ya

Como se vé acima, para o caso isétropo a matriz de rigidez € fungao
somente de dois coeficientes eldsticos independentes, ¢ ¢ A |, dados por:

Ey Y
A= =
(I+wv(l-2v) 2(1+ v}

(64)

3.2.6 - Elasticidade Plana de um Meio Homogéneo e Ortétropo

Para estados planos de tensdo, tomando 0s eixos x ¢ y como sendo os
que contém as componentes de tensoes, tem-se:

0,=17,=17,=0 (65)
O tensor das tensdes o passa a ser representado como:
O Ty
cr:[ ”J (66)
Tyx O-W

Para o tensor de deformagOes ¢ considera-se que um deslocamento
w segundo o eixo z perpendicular ao plano é desprezivel comparado aos
deslocamentos u e v segundo x e y, respectivamente. Além disso, admite-se que:
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u=u(x,y) v=viix,y) (61

Nessas condigGes resulta que ¢,=¢,=¢6,=0 e 0o ftensor das

deformagoes ¢ representado por:

[
g[ "y} (68)
En £,

A Lei de Hooke pode ser representada, considerando os eixos de
ortotropia do material como sendo 1 (longitudinal) e t (transversal), sob a forma :

oo
B I
£, I ' o,
g |=| =2 = 0 o, (69
' E, E !
51‘1 1 TI:
0 0 —
L GI! a
Ou, de modo inverso:
[ £, E,v, |
o, (1;Vr! Vlr) (lw;ﬁ Vlt) g
o, |= Y ! 0 £, (70)
(1"” Y V.’r) (1_ Vlfvlt)
Ty - &y
0 0 G,

Considere-se uma chapa ortdtropa delgada com fibras na diregdo
longitudinal em estado plano de tenséio sujeita a tragio ou compressdo segundo seus
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eixos de simetria e um sistema (o0,X,y) ortogonal ndo coincidente com as diregdes
de ortotropia | e t como indica a Figura 28 abaixo.

N / ”
-~ N 7 —
I Nk L e

Go \ & ] Go

\ FIBRAS

FIGURA 28 - Chapa Ortdtropa com Diregdes de Ortotropia e Sistema oxy

Nessas condigoes tem-se 7, =0 e o tensor das tensdes se escreve

COmo:

2

(71)

<~ Q

Ty

Sendo 7, =0 , da expressio ig26= que dd as direcdes

x »
principais de tensdo obtém-se o 4ngulo 6= 0° coincidente com as dire¢des dos eixos
de ortotropia.
Empregando a Lei de Hooke escrita conforme abaixo:



I 1 Vn’z
EE
E,' ! t
-V, 1
& 1= .
E, K
&g
0 0

46

o, (1)

(73)

(74)

(75)

e, como &, =0 , as diregbes principais de deformagio também coincidirdo com os

eixos de ortotropia do material. Portanto, nesse caso, as diregGes principais de
tensao e deformagio coincidem ambas com os eixos de ortotropia.

Considere-se agora uma chapa ortétropa delgada com fibras em
direcdo ndo ceoincidente com a longitudinal em estado plano de tensdo sujeita a
tragdo ou compressdo segundo eixo principal x diverso dos de simetria do material
e um sistema (0,x,y) ortogonal ndo coincidente com as diregdes de ortotropia l e t

como indica a Figura 29 abaixo.
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FIBRAS

FIGURA 29 - Chapa OrtStropa com Diregdes de Ortotropia e Sistema 0xy

As diregoes principais de tensdo sdo as coincidentes com 0s eixos x ¢

y. As deformagdes segundo as diregGes x ¢ y podem ser obtidas de:

Em forma matricial tem-se:

CH CEZ

gxx

E.‘yy = Czl Cn

. - _
w Cy Cs

de onde se obtém:

e, =Cno, g, =Cno,

Cr
C23
C33

(76)
Oy
0 {n
£y = 631 o, (78)
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A matriz de flexibilidade C pode ser obtida em funcdo da matriz de
flexibilidade para as dire¢des de ortotropia C mediante a relagio:

C=LCI" (79)
onde L € a matriz de rotagdo do sistema 1, t para x , y e é dada por:

cos” @ sen” @ 2sen fcosd
L=|sen’ @ cos’ @  —2senfcosd (80)

—senfcosf senfcosf cos’ O—sen” O

cos’ # sen’ & 2sen fcos b
L' =|sen” @ cos’ @ ~2senfcosf (81)

senfcosf senfcosd cos H—sen’ @

sendo & o dngulo de inclinagio das fibras.

De onde se evidencia o fato de que, nessa situacio de solicitacdo, as
diregOes principais de deformacdo sao diferentes daquelas de tensdio. As direcdes
principais de deformagio podem ser determinadas a partir das relag@es cldssicas da
Resisténcia dos Materiais, ou seja:

a= —21—arctg by (82)

Ep — &,

A Figura 30 ilustra tal situacdo de solicitagio e a respectiva
deformacio.
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FIGURA 30 - Solicitagdo Inclinada em Relag3o aos Eixos de Ortotropia

Pelas equagoes das diregdes principais de deformacao conclui-se que
estas diferem das de tensdo por uma rotagéo:

e (83)



4 - PROPRIEDADES TERMOELASTICAS DOS
COMPOSTOS EM FIBRAS LONGAS

4.1 - INTRODUCAQ

Ao se efetuar a andlise dos compostos laminados como apresentada
no capitulo sobre o comportamento mecinico de tais estruturas depara-se com as jd
conhecidas relagdes tensdo-deformagio desses materiais tais como as deduzidas no
referido capitulo. As constantes que relacionam tensio e deformacio sdo
conhecidas como propriedades termoeldsticas e sdo caracteristicas do material
utilizado. No caso dos compostos em fibras longas a obtencio de tais propriedades
torna-se um tanto complexa quando comparada aos casos dos materias estruturais
de uso corrente, pois naquele caso trata-se de material anisétropo e constituido da
combinagao de um ou mais materiais diferentes. Além disso, as combinagdes
envolvem, frequentemente, materiais com propriedades especificas originais de
valores relativos muito diferentes (matrizes com propriedades eldsticas muito
diferentes das das fibras).

McCULLOUGH (1971) destaca que as propriedades dos compostos
em fibras longas podem ser obtidas, em principio, a partir de médias das dos
constituintes fibra e matriz, levando-se em conta a geometria e a forma da fibra
utilizada, a geometria do empacotamento das fibras (ou seja, da disposigio das
fibras deniro da ldmina do composto), o espagcamento das fibras, a distribuicao das
cargas na superficie da ldmina e a ligaglio existente enire a fibra e a matriz. A
resposta interna do composto, ou seja, uma certa propriedade, € entio determinada
tomando-se integrais de volume que relacionam as propriedades da fracdo de
volume dos constituintes do composto com as propriedades médias da 1amina.
McCULLOUGH (1971) define algumas das propriedades principais a serem
determinadas: o Médulo de Elasticidade Longitudinal (£), o Coeficiente de
Poisson (v), o Mddulo de Elasticidade Transversal (G), o Coeficiente de
Expansdo Térmica (<) e a Condutividade Térmica (X).



ADAMS & DONER (1967) relatam que as propriedades dos
compostos podem ser determinadas experimentalmente pela simples realizacio de
ensaios em corpos de prova, porém nos tltimos anos #m se desenvolvido métodos
de determinagio analitica. Tais métodos constituem a chamada andlise
micromecanica, diferentemente da andlise ekperimental, entdo dita macromecanica.
Aqui fica clara a relagio entre a andlise micromecinica, definida em capitulo
anterior, com a andlise do comportamento final da estrutura. A andlise
micromecdnica estabelece uma forma de determinacio das propriedades
termoeldsticas que vdo caracterizar o comportamento do material de que &
composta a estrutura final de material composto (viga, casca, placa, etc.).

Dentro desse mesmo ponto de vista, VINSON & SIERAKOWSKI
(1987) ressaltam que a micromecénica € introduzida de modo a fornecer uma
ferramenta analitica capaz de modelar o comportamento do material composto para
que suas propriedades possam ser introduzidas nas equagdes constitutivas, ou seja,
nas relacOes tensdo-deformagdo. A fim de que isso seja possivel vdrias hipéteses
tém de ser introduzidas, tais como:

Hipoteses Relativas ao Comportamento da Fibra : - homogeneidade;

- isotropia;

- linearidade eldstica;
- espagamento regular;
- alinhamento.

Hipdteses Relativas ao Comportamento da Matriz : - homogeneidade:
- 1sotropia;
- linearidade eldstica.
Hipdteses Relativas ao Comportamento da Lamina : - homogeneidade;

- ortotropia;
- linearidade eldstica.
McCULLOUGH (1971) classifica os métodos de determinagio das

propriedades termoeldsticas dos compostos em quatro tipos bdsicos: Método
Baseado em Conceitos da Resisténcia dos Materiais; Método Auto-consistente;
Meétodo Variacional e Aproximagdes Numéricas. Tais métodos diferem entre si de
acordo com as hipéteses que cada um faz em relagdo A especificacio da geometria
dos constituintes fibra e matriz e de acordo com as aproximagdes feitas com
relagdo a resposta do composto. A seguir faz-se uma breve descricdo dos quatro
métodos e apresentam-se alguns resultados obtidos para algumas das propriedades
de maior interesse. Também apresenta-se um outro método mais simples de
estimativa das propriedades chamado Regra das Misturas.
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4.2 - METODO BASEADO EM CONCEITOS DA RESISTENCIA DOS
MATERIAIS

A abordagem da Resisténcia dos Materiais se concentra no
estabelecimento de geometrias especiﬁcas para a distribuicio das fibras na matriz
com a introducdo do conceito de Volume Elementar Representativo que representa
a menor por¢ao do material capaz de reproduzir o comportamento do material
como um todo. Arranjos hexagonais, quadrados, triangulares ou retangulares para
a distribui¢do das fibras na matriz sdo propostos e o problema é formulado e
resolvido com a introdugiio de hipdteses aproximadoras sobre o comporiamento do
conjunto.

SHAFFER (1964), se utilizando de tal abordagem, estuda as
relacdes tensdo-deformacio na direcdo e normalmente as fibras, admitindo para
cada situagio um modelo equivalente. A matriz ¢ considerada tendo
comportamento elasto-pldstico perfeito como mostra a Figura 31, enquanto as
fibras sfo eldsticas e obedecem a Lei de Hooke.

TENSAO

¥
o

DEFORMAGAO

FIGURA 31 - Relagio Tensdo-Deformagdo da Matriz
SHAFFER (1964)

Para a deduc¢do da expressao do médulo de elasticidade na diregio
paralela as fibras o modelo equivalente consiste em concentrar todas as fibras e
toda a matriz em duas dreas separadas como duas barras paralelas, uma de matriz e



outra de fibra, com a mesma fracdo de volume do composto, unidas por placas
rigidas na extremidade, onde € aplicada a for¢a paralela as fibras, como mostra a
Figura 32. Admite-se que as placas garantam que fibra e matriz sofram o mesmo

alongamento.
BARRA
PLACA RIGIDA / PLACA RiGIDA
~_[E==_FIBRA -
p —— P
MATRIZ
\
AN
BARRA

FIGURA 32 - Modelo Equivalente de Barras Paralelas de Matriz e Fibra
SHAFFER (1964)

A forca aplicada é, entdo, distribuida entre fibra ¢ matriz e a
deformagio axial € a mesma numa e noutra. Enquanto a tensdo na matriz for
menor ou igual que a sua tensdo de escoamento o moédulo de elasticidade na
direcdo das fibras & obtido pela divisdo da tensdo nominal pela respectiva
deformacéo nominal, igual a deformacdo da matriz, e é dado por:

A E A
E=E |-L-L41-2L 1)
i m E

onde £, e F£, sio os modulos de elasticidade da matriz e da fibra,
respectivamente, 4, e A sdo as dreas da se¢lo transversal da barra de fibra e total
(fibra mais matriz), respectivamente. O valor do modulo de elasticidade FE,
encontrado corresponde a inclinagdo do diagrama tensdo-deformacao do conjunto
matriz e fibra, no trecho linear 0-1 mostrado na Figura 33. A expressdo (1) acima
corresponde 4 mesma encontrada pela Regra das Misturas para essa propriedade.
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FIGURA 33 - Diagrama Tensdo-Deformagio do Conjunto Fibra Matriz
SHAFFER (1964)

Para a deducio da expressao do médulo de elasticidade na direcdo
perpendicular as fibras um arranjo triangular de fibras como volume elementar
representativo é suposto, como o mostrado na Figura 34.

FIGURA 34 - Seco Transversal com Arranjo Triangular das Fibras
SHAFFER (1964)
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O modelo equivalente é composto de duas barras paralelas, uma de
matriz e outra de fibra e matriz em série, unidas por placas rigidas na extremidade,
onde é aplicada a forca transversal as fibras, como mostra a Figura 35. A barra de
fibra e matriz ¢ chamada barra equivalente ¢ possui mddulo de elasticidade
superior & da matriz, pois £ )F . A forca aplicada € distribuida entre as duas
barras, o que € garantido pelas placas rigidas, e a deformagido € igual numa e
noutra.

p
FIBRA '@immmz

%
MATRIZ vy !
BARRA

wﬁ.?

FIGURA 35 - Modelo Equivalente de Barras Paralelas de Matriz e Fibra / Matriz
SHAFFER (1964)

A tensdo na barra equivalente, sendo maior do que a da matriz, por
possuir modulo de elasticidade maior, provocard seu escoamento, que comegard
pela regido composta de matriz. O médulo de elasticidade perpendicular as fibras é
obtido pela divisdo da tensdo nominal pela respectiva deformagio nominal, igual 2
deformacdo da barra equivalente, € € dado por:

; A4.)2 A4 A
E=E {1~ N Y OYY i e | PR 9T R
E, A 4 A

[SRE

Em
[1_;;) @
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onde /£, e £, sio os mddulos de elasticidade da matriz ¢ da fibra,

7l

respectivamente, 4, € 4 sdo as dreas da se¢do transversal da barra de fibra e total

(fibra mais matriz), respectivamente.

Por abordagem semelhante, ABOLIN'SH (1965) analisa o modo
com que as componentes de um composto reforgado por fibras em uma diregio
respondem quando solicitadas. Para tanto sdo feitas as seguintes hipdteses: fibra e
matriz sdo homogéneas, isdtropas e obedecem i Lel de Hooke; as fibras de reforgo
sdo consideradas continuas, macroscopicamente homogéneas e iransversalmente
isOtropas; existe perfeita ligacdo entre fibras e matriz; as tensdes secunddrias
perpendiculares as fibras, que resultam de diferentes valores do coeficiente de
Poisson de matriz e fibra, quando sob a acdio de o,, (tensdo na diregio das fibras)
sd0 despreziveis; na presenca de tensdes o, e o, (Figura 36) as tensdes na matriz
e na fibra naquelas dire¢des sao as mesmas, enquanto que a deformacdo total é
proporcional ao volume de cada componente,

_____cubo reforgado apés a deformagio

cemmmvn--= cubo niio reforcado apos a deformaciio

2 2
‘ﬁitlm‘:f’n Jﬂ@fn
 La— |
| | B !

S il I!__&:s
2, e

T T

FIGURA 36 - Efeito do Refor¢o Sobre a Deformagao Sob a Agao de o,
ABOLIN'SH (1965)

-

O tensor de flexibilidade €, entio, deduzido, utilizando-se de
equacdes de equilibrio e de superposicdes de efeitos aplicadas aos casos mostrados
na Figura 36 e os valores a seguir, em expressoes simples, para as cinco constantes
eldsticas independentes referidas aos eixos principais de simetria eldstica sdo
encontrados:



onde:

k= [1+(n - I)y}Em
Vio = Vf(i“ﬂ)+ ViH

n[i +(n— l)y}Em

Ly = 7
[+ n(1= @)1+ (= Da] = (v, = v, ) 1= 0)

B [pr+nvm(1—-#)][l +(n- })y]+(m/m»— vf)zy(iw,u)

" [,u+n(1w,u)][_lJf(n*l),u]—(m/m - vf)zy(l~,u)

[ v, ) )+ (14 v, J0- W]E,
201+ vm)[nﬁ +)(1- ) +{1+ vj.)(1+,u)]

12 &

E 14
_Ey e
"k =Y
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3

(4)

&)

(6)

9

®)

sendo E os médulos de elasticidade, v os coeficientes de Poisson, ¥ os volumes,

onde os indices "f" representam a fibra ¢ os "m" a matriz.
Em FOSTER et al. (1966) e SPRINGER & TSAI (1967)
apresentam-se expressoes para os valores da condutividade térmica K dos

compostos em fibras longas obtidos por esse mesmo método.
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4.3 - METODO AUTO-CONSISTENTE

O Método Auto-consistente, em inglés "self-consistent” concentra-se
sobre a soluciio do problema introduzindo aproximagfes na geometria das fases,
entdo idealizadas como uma sé fibra envolta em um meio homogéneo com
propriedades da matriz ou com propriedades médias do composto. Um modelo
melhorado dessa aproximacio consiste de uma fibra envolta por uma casca
cilindrica de matriz que, por sua vez, estd envolta por um meio cujas propriedades
sio as do composto. As fragdes de volume sdo determinadas pelas dimensdes
relativas desses cilindros.

WHITNEY & RILEY (1966) deduzem equagOes para a
determinagio das constantes eldsticas de um composto reforgado por fibras em uma
direcdo utilizando a teoria cldssica da elasticidade para o modelo simplificado de
uma célula unitdria do composto. Fungdes de Airy sdo aplicadas a fibrae a matriz,
e ¢ feita a hipétese de perfeita ligagdo entre elas, 0 que conduz a continuidade de
deslocamentos € tensdes em sua interface. O modelo geométrico de distribuicdo das
fases admitido é o de uma fibra circular envolvida pela matriz, como mostra a
Figura 37.

FIGURA 37 - Modelo de Geometria de Elemento Repetido no Composto
WHITNEY & RILEY (1966)
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Faz-se a hipdtese de que fibra e matriz t8m comportamento isétropo
¢ as fibras sio distribuidas de forma a tornar O COMPOSto transversalmente
isétropo. Além disso, 0 COMPOSLO é considerado macroscopicamente homogéneo e
obedecendo a Lei de Hooke. Assim, tem-se:

bk =E, +(Ef - Em)’AL )

_ 2( Vi ™ Vf)(l_ V,,,Z)E A
R () V2 PR R (R 1D

7
[2%(1 - ;}!Z)El]
E —

t 2 (11)
[EH-L??E v, ]

10)

(6, +6,)+(a,-G,)4]G,
6, +6,)-(6,-6.)4]

(12)

"

onde E, é o médulo de elasticidade perpendicular as fibras e £, € 0 médulo de
elasticidade na direcio das fibras do composto, G, € 0 médulo de elasticidade

transversal ¢ v, ¢ o coeficiente de Poisson no plano do composto. Nas equagdes
acima E, e E, siocs mddulos de clasticidade da matriz e da fibra,

respectivamente, A ¢ a fragio de volume de fibra, v, e v, sdo os coeficientes de
Poisson da matriz e da fibra, respectivamente, G, e (G, sao oS mdédulos de

clasticidade transversal da matriz e da fibra, respectivamente € L, L', v. e k sio

dados por:

L=1-v,-2v, L'=1-v,-2v, (13)
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Vi = VA4 v (1- A) (14)

. EL, |
t (1= v, )E -2E, 7] 1

HILL (1965) deduz, para um composto em fibra, os valores para as
constantes eldsticas E,, k, v,, £, e G, sendo, respectivamente o mddulo de
elasticidade na direcio das fibras, o mddulo de elasticidade volumétrico, o
coeficiente de Poisson no plano do composto, o médulo de elasticidade transversal
e 0 moédulo de elasticidade no plano do composto.

As fases fibra e matriz sdo consideradas transversalmente 1s6tropas e
um modelo de fibra circular tnica envolta em um meio homogéneo ¢ idealizado.
Sob carregamento a deformagio da fibra é uniforme e adofada como a média de
todas as fibras. Para o caso de comportamento eldstico linear do composto as
expressoes resultantes sdo as que se seguer:

-1
k=t oy Ym ) _E (16)
k +E, k,+E,

(v, ~v.)
4vam vf - Vm

E v b —v E = S i (17
WL“{“JL’,.{.W_
km kf EI
%
LS SE—. (18)
261! G.'r - Aum Gz‘! /’t i
1 1
vam(vfmvm)(—k_-_k—}
ViV Yy Vi E (19)
Loy Ty
k. k, E
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R ke o O 0O

mom

ky+E, k,+E \G,-E G -F

20

onde v, e v, sio as fracbes de volume de fibra e matriz, respectivamente, v, ev,
sd0 os coeficientes de Poisson da fibra e matriz, respectivamente, £, e k£, sdo os
médulos de elasticidade da fibra e matriz, respectivamente, G, ¢ G, sa0 0s
mddulos de elasticidade transversal da fibra e da matriz, respectivamente, i, e 4,
sdo os mddulos de elasticidade ao cisalhamento no plano da fibra e matriz,
respectivamente, k, e &, sd0 os mddulos de elasticidade volumétricos da fibra e
matriz, respectivamente.

WHITNEY (1967) apresenta, com base em expressoes obtidas por
outros pesquisadores utilizando o método auto-consistente para o regime eldstico-
linear, resultados para o médulo de elasticidade longitudinal £,, para o mdédulo de
elasticidade na dire¢do perpendicular s fibras Z,, para o coeficiente de Poisson v,
e para 0 modulo de elasticidade transversal G, concluindo que existe boa

concordéncia entre resultados tedricos e experimentais.
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4.4 - METODO VARIACIONAL

O Método Variacional fornece limites superiores e inferiores para as
propriedades do composto com base na apli_éagﬁo de teoremas de energia e da
teoria da elasticidade. Somente quando os limites inferior e superior de
determinada propriedade coincidem € que ela ¢é especificada como tendo um valor
tnico. Frequentemente tais limites t€m valores consideravelmente distantes um do
outro e, assim, as propriedades ficam definidas somente em uma faixa de valores.

HASHIN & ROSEN (1964) deduzem expressdes limites para
algumas propriedades eldsticas de materiais refor¢ados por fibras paralelas de segio
transversal circular vazada. Consideram que matriz e fibra sio homogéneas,
isotropas e linearmente eldsticas e que o composto resultante € macroscopicamente
homogéneo e ftransversalmente isétropo. A andlise ¢ baseada nos principios da
minima energia potencial ¢ minima energia complementar. Utilizando o teorema da
minima energia potencial sdo obtidos os valores superiores e com o teorema da
minima energia complementar os valores inferiores das cinco constantes eldsticas,
K,, o mddulo de elasticidade volumétrico, G,, o mddulo de elasticidade
transversal, respectivamente no plano 2-3, G, =G,, = (4,, o médulo de elasticidade
transversal em qualquer plano perpendicular ao 2-3, £, o mddulo de elasticidade
longitudinal e v, = w,, = v,, 0 coeficiente de Poisson.

Dois arranjos de distribuicio das fibras na matriz sdo propostos, um
arranjo hexagonal e um aleatério, como mostra a Figura 38.

a) ARRANJO HEXAGONAL b} ARRANJO ALEATORIO

FIGURA 38 - Arranjos Hexagonal e Aleatério das Fibras na Matriz
HASHIN & ROSEN (1964)
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Em cada um desses arranjos a fibra € considerada envolta pela
matriz formando um cilindro como mostra a Figura 39.

. MATRIZ
FIBRA
VAZIO
Xz b} VISTA SUPERIOR

FIGURA 39 - Cilindro Formado pela Fibra Envolta na Matriz
HASHIN & ROSEN (1964)

Para o caso do arranjo hexagonal sdo obtidos os seguintes valores
limites:

Ku(myv, +v)< K, < K 20

—L oy,

m,
G 2-v) ¢

2 = £ Gy, LG, | By Ay (22)

21-v) =° I-2v,

1-=——22y A,
1-2v,
Gm < Gl < Gm (mgv, 4 vz) (23)
~ty,

Hl .
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hm (24)
4!

— + \’2

m

&

|
Em(nzc'v] +pv2) S}_:“] =

Para o coeficiente de Poisson obtém-se um valor exato:

v E L v E L,
v = : (25)
vl Ly b

mmt

Para o caso do arranjo aleatério sdo obtidos os seguintes valores

limites:
. &
G =5Gy 2G, 220w, :214} (26)
Z(IWV”') 1_“21)111
A
I-2v,
Para o mdédulo de elasticidade longitudinal um limite inferior é
obtido:

E =v . E, +v E (27)
Para as demais propriedades valores exatos sao obtidos:

Vy

2
H1~ o 1+2v,v,) +(£ + %)2 vy
K23 =K

(28)

2

H1-a’)v, +[1+%)(v, +2v,)

!



. l=a’Y(1+v)+(1+a’)v

G =G, - . (29)
' l-a v, +(1+ e )I+v,)
Para o coeficiente de Poisson obtém-se 0 mesmo valor exato:
v.E. L +v E [y
Vl — F=r m w2 T (30)

v,E L +v,E,L

n m

Nas expressoes acima tem-se:

#1-a )1 +2v5) +(1 +~;—2)(1 -2,
m, = zvf - (31)
H1- o)1~ F) +[1 +i)(ﬁ~” +2v,)
2.1/}.

=)+ Fy+ L+ )(1- )

= 32
" T =) A ) F (4 @)1+ F) 3
onde:
B Fr Ky Gf
’:f ]Ej Kb GJTT
l-v,—4v, v ~!~2v,2
p= (34)
1-v, -2V,
' E E (D ~DFYE (D, ~ D
me:[vfm{"+v”;) m( | 3 i) f( 2 4 2) (35)
‘E’m Em(Dl - D3)+Ef(D2 - D4)
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_ 2 : 21/ 5 ¥
Dl - i%‘ aE - Vf [)2 = 1+v1 + Vm I)’i = fz [)4 = 2‘{"";‘“L (36)
— Vm } - 1}m
vyl +vy E v
R A M =LK (37)
vafEf + vam V”'
L=2v,(1- V., +v,(1+v,)v, (38)
Ly =v[(+v))a +1- v, ~2V,] (39)

Lo=200~ v W, +(+ v v (40)

Bl

sendo que v, € a fragdo de volume do cilindro de composto; v, ¢é a diferenga

v, =1-v, ; K, € 0 médulo de elasticidade volumétrico da matriz; K, € o mddulo

de elasticidade volumétrico da fibra; v, € o coeficiente de Poisson da fibra; v, é a
‘e o £ o

fragio de volume total; As , A« , As e As sdo obtidos pela solugio de um

sistema de equagoes (apresentado no Apéndice 1 de HASHIN & ROSEN (1964));
(G, € o médulo de elasticidade transversal da fibra; G, € o médulo de elasticidade

transversal da matriz; £, € o modulo de elasticidade longitudinal da matriz; £, €

o médulo de elasticidade longitudinal da fibra.

Também HASHIN (1979), utilizando analogias matemdticas entre
materiais reforcados uniaxialmente com fases isdtropas e transversalmente
is6tropas, deduziu expressdes para limites superiores ¢ inferiores das constantes
eldsticas para materiais refor¢ados por fibras em uma dire¢io considerando o caso
geral de qualquer geometria cilindrica transversal das fibras e isotropia transversal
da fibra e da matriz. Deduziram-se expressdes para o mddulo de elasticidade
volumétrico transversal X,,, o médulo de cisalhamento transversal G,,, o médulo
de cisalhamento no plano axial G,, o médulo de elasticidade Jongitudinal £, e o
modulo de elasticidade na direcdo perpendicular as fibras £,. Foram deduzidas
também expressdes para os coeficientes de expansdo térmica para o caso de fibra e
matriz transversalmente isGtropas, cujos valores encontrados foram:
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o =ar L 2 (@1)
’ oy K
k ra k ]

e (42)

onde «, e «, sdo os coeficientes de expansio térmica da matriz e da fibra,
respectivamente, &, e 4, sdo o médulo de elasticidade volumétrico da matriz e da
fibra, respectivamente, K ¢ o médulo de elasticidade volumétrico do composto, &

€ 0 médulo de elasticidade volumétrico para deformacio planar do composto, £, é
o modulo de elasticidade longitudinal do composto, v, é o coeficiente de Poisson

no plano do composto e os valores de « e (1/ K ) sdo dados por:

- v ,
Q= aV, +av, oy (43)

sendo v, e v, as fragBes de volume de matriz e fibra, respectivamente,

Para o caso de fibra e matriz ndo possuirem isotropia transversal os
coeficientes de expansdo térmica passam a ser em nimero de trés, @, @, € @,
referidos aos eixos de simetria do composto.

Anteriormente HASHIN (1965), e utilizando dos mesmos conceitos
acima, eduz limites superiores e inferiores para trés constantes eldsticas, K, o
mddulo de elasticidade volumétrico no plano transversal do composto, G,, o
médulo de elasticidade transversal no plano 2-3 e G, o médulo de elasticidade
transversal no plano do composto para materiais multifdsicos refor¢ados por fibras
com geometria transversal arbitraria.
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4.5 - APROXIMACOES NUMERICAS

As aproximag¢des numéricas se utilizam de técnicas computacionais
para determinar as propriedades dos compostos da mesma forma que se analisam as
estruturas mais complexas. Tais técnicas se baseiam em expansdo de séries ou em
andlise numérica. Técnicas como de diferencas finitas e de elementos finitos sdo
utilizadas para a solugdo do sistema de equagdes diferenciais que governam o
problema. Frequentemente é necessdria alguma consideragao quaﬁto a simetria das
fases fibra e matriz para o estabelecimento do Volume Elementar Representativo, o
que torna tais técnicas tteis para geometrias especificas de distribui¢io das fibras
na matriz, dificultando, porém a generalizacio dos resultados obtidos.

Assim € que ADAMS & DONER (1967) estudam o comportamento
de um composto refor¢ado por fibras unidirecionalmente sujeito a carregamento
provocando cisalhamento na diregio das fibras para determinar a rigidez ao
cisalhamento nessa mesma diregdo, Para tratar o problema analiticamente sio feitas
hipoteses sobre a geometria das fibras individualmente € a geometria do seu
empacotamente na matriz. Sao admitidas se¢Oes transversais simétricas em relagio
aos eixos x e y para as fibras, como mostra a Figura 40, podendo, entdo, possuir
qualquer forma, circular, eliptica, quadrada, retangular, hexagonal, efc., engquanto
que um arranjo retangular periédico € considerado para a distribuicio das fibras na
matriz.

FIGURA 40 - Arranjo Retangular das Fibras na Matriz
ADAMS & DONER (1967)
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Considerando fibra e matriz tendo comportamento homogéneo,
isétropo e linearmente eldstico o problema € formulado em termos de equagdes de
equilibrio na dire¢do z, considerando a distribui¢io de tensdes como indicada na
Figura 41, como um problema de valor de contorno.

/ ’T:y
MATRIZ e

T

o ;

2

FIGURA 41 - Tensoes de Cisalhamento Atuando no Volume Elementar
Representativo
ADAMS & DONER (1967)

Para a solugdo do sistema de equagdes diferenciais resultante sdo
empregadas diferengas finitas de malhas com espagamento irregular como mostra a

Figura 42, e um programa em linguagem FORTRAN. A Figura 43 mostra
resultados da rigidez ao cisalhamento (%; , sendo G =G, , obtidos para fibras de

m

secdo circular e arranjo quadrado de distribui¢do das fibras na matriz.

j+2 10
J 41 sl |2 5
i
1 3 o |t 9
J- 1 4 |e
2 12
i=2 -t 1 i+1 i+2

FIGURA 42 - Malha Irregular de Diferengas Finitas Empregada
ADAMS & DONER (1967)
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FIGURA 43 - Rigidez ao Cisalhamento para Composto Sujeito a T
ADAMS & DONER (1967)

Em trabalho semethante ADAMS & DONER (1967) estudam o
comportamento do mesmo composto reforcado por fibras unidirecionalmente
sujeito a carregamento normal transversal, Para tratar o problema analiticamente
sdo feitas todas aquelas hipéteses jd apresentadas, bem como utilizadas as mesmas
técnicas de solucio. As Figuras 44 e 45 ilustram o arranjo das fibras na matriz e o
volume elementar representativo, respectivamente.
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FIGURA 44 - Arranjo Retangular das Fibras na Matriz
ADAMS & DONER (1967)
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FIGURA 45 - Tensdes Normais Atuando no Volume Elementar Representativo

ADAMS & DONER (1967)

A Figura 46 mostra resultados da rigidez transversal as fibras % ,

sendo F = E, ,obtidos para fibras de se¢do circular e arranjo quadrado de

distribuiciio das fibras na matriz.
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4.6 - REGRA DAS MISTURAS

McCULLOUGH (1971) relata que a Regra das Misturas € 0 modelo
mais simples para a previsdo das propriedades termoeldsticas dos compostos. Nesse
modelo a resposta longitudinal do composto a cargas mecénicas, agoes térmicas ou
elétricas ¢ idealizada como uma reacdo em paralelo das fibras e da matriz do
composto. Para o caso das cargas mecanicas admite-se a hipotese de que as
deformacdes da fibra e da matriz sdo iguais. Tal modelo conduz a relagdes lineares
simples entre a propriedade do composto ¢ as respectivas propriedades da fibra e
da matriz, ponderadas pelas respectivas fragdes de volume. O modelo de reagdo
paralelo ¢ ilustrado pela Figura 47. Uma propfiedade qualquer do composto, P €
dada por:

P=3 vF (44)

- £5T1G

onde v, ¢ a fragio de volume e F, a respectiva propriedade do / constituinte,
Por essa expressio vé-se claramente que se a propriedade da fibra 7, é muito

maior do que a da matriz F,, como ¢ o caso frequente em compostos de fibras
longas unidirecionais, a contribuigdo da fibra € que serd preponderante na diregdo

longitudinal.

RESPOSTA LONGITUDINAL

Arranjo em
Paralelo

FIGURA 47 - Resposta Longitudinal - Arranjo em Paralelo
McCULLOUGH (1971)
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A resposta transversal do composto a essas mesmas cargas €
idealizada como uma reagdo em série das fibras ¢ da matriz do composto. Para o
caso das cargas mecénicas é assumida a hipdtese de deformagoes equivalentes na
fibra e na matriz. Tal modelo conduz a relagdes lineares simples entre a
propriedade do composto e as respectivas prbpriedades da fibra e da matriz,
ponderadas pelas respectivas fragOes de volume, mas agora em termos do inverso
das propriedades de cada constituinte. A Figura' 48 ilustra o modelo de reagdo em
série. Uma propriedade quaiquer do composto, P ¢ dada por:

1 ] v,'
5 “

~ESTNG

onde v, ¢ a fragio de volume e F, a respectiva propriedade do i constituinte.

Por essa expressio vé-se claramente que se a propriedade da fibra é muito maior

i

. 1 1 . ) A
do que a da matriz tem-se 7 <=1 0 que faz concluir que haverd predominéncia
s

das propriedades da matriz na dire¢do transversal.

RESPOSTA TRANSVERSAL

|

g Arranjo em
Série

FIGURA 48 - Resposta Transversal - Arranjo em Série
McCULLOUGH (1971)
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McCULLOUGH (1971) comenta que todos os outros modelos
tedricos apresentam valores para as propriedades longitudinais que coincidem com
os previstos pela Regra das Misturas. A Figura 49 ilustra o confronto entre valores
tedricos obtidos pela Regra das Misturas e valores experimentais para um ¢omposto
de vidro e epoxi.

E¢(Vidro) = 11 x 10° psi  En (Epoxi) = 0.5 x 10° psi

1 K51 = 14606 psi

LONGITUDINAL

1 KS5I=6.9 MPa

. REGRA DAS MISTURAS @ I t
« EXPERIMENTO 0.5 0.6 0.7

Vi

FIGURA 49 - Comparacio Experimento- Teoria do Mddulo de Elasticidade
Longitudinal de Composto Vidro-Epoxi
McCULLOUGH (1971)

Porém, para os valores das propriedades transversais do composto a
Regra das Misturas fornece valores excessivamente conservadores. A Figura 50
apresenta os valores do mdédulo de elasticidade na dire¢do perpendicular as fibras
do mesmo composto vidro-epoxi determinados pela Regra das Misturas,
experimentalmente e pelos virios modelos tedricos jd descritos.



1 KS1 = 1000 psi TRANSVERSAL
1 KS1 =69 MPa ﬁ 0
R~
) A 3.0
HAACAAEDCIION, | ‘B
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snnovocoomorss.| T
Par——
1.00
__REGRA DAS MISTURAS
+ EXPERIMENTO L j
#2 OUTROS MODELOS 0.50 0.60 0,10
\{]

FIGURA 50 - Comparaciio Experimento- Teoria do Mddulo de Elasticidade
Perpendicular as Fibras de Composto Vidro-Epoxi
McCULLOUGH (1971)

Sendo assim, as propriedades longitudinais dos compostos podem
ser previstas com razodvel precisdo pelas simples equagdes abaixo:

Ef = vaf +vam (46)
VI: = vf Vf + Vi Vi (47)

~Efazfvf%«E oV

et

a = 43
: E vt Ev, (45)
K, = vaf +v, K, 4%

onde os indices f ¢ m significam fibra e matriz, respectivamente e E, € o médulo
de elasticidade longitudinal do composto, v, é o coeficiente de Poisson no plano
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do composto, ¢, € o coeficiente de expansdo t€rmica longitudinal do composto, K;
¢ a condutividade térmica longitudinal do composto, v, e v, sdo as fragdes de

volume de fibra e matriz, respectivamente, tal que:

vy, =1 (50)

McCULLOUGH (1971) comenta que tais equagdes nao sugerem
qualquer influéncia de outros pardmetros sobre as propriedades longitudinais do
compostos, como forma das fibras, grau de adesdo entre fibra e matriz, geometria
do empacotamento e espagamento das fibras, etc., sendo entao razodvel concluir
que tais fatores realmente ndo exercem significativa influéncia. Por outro lado, as
propriedades transversais sdo sensiveis a tais fatores, bem como aos modelos ¢
hipdteses utilizados para sua previsio.

VINSON & SIERAKOWSKI (1987) indicam como valores das
propriedades transversais de compostos transversalmente isdtropos aquelas
apresentadas por HAHN (1980). As expressoes para as propriedades longitudinais
sdo aqguelas previstas pela Regra das Misturas e as para as propriedades transversais
sao:

Yro, n Vin
P 6
__E_': (jIEf (Jm (51)
Gy, Vet TV,

Vi n
e N T
3Gy G (52)
Gy Vet v,
Yy Vo
e + ??K UL,
L. KA (53)

K, vo+my,
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4K-T-G 3

E,=FE,=
2R K emG,

(54)

onde os indices m e f significam as respectivas propriedades da matriz e fibra,
sendo G,, e G,, os médulos de elasticidade transversais & fibra nos respectivos
planos, K, o mddulo de elasticidade volumétrico de deformagiio no plano e

E,, = E,, os mddulos de elasticidade longitudinais perpendiculares as fibras. As
constantes 7, 71,, 7y, M, K., K, e G, sdo dadas por:

14 —(]ﬂ
— G'Ef 5
To= =~ (55
3-4v, O
23 f
= e 2L (56
s 41— ) (56)
'1+ m
& (57)
Ty = e
")
4K v/
=] 4Lk 58
m L (58)
E,
K, =l (59)
2(1-vy)
K :___‘E‘_Lm (60)

" 2l-v,)
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5 - LAMINADOS EM MATERIAIS COMPOSTOS

5.1 - TIPOS E NOMENCLATURA DOS LAMINADOS

Os laminados em materiais compostos sao formados pela
superposicio de vdrias 1dminas constituidas, cada uma, de uma matriz envolvendo
as fibras longas. Do ponto de vista macromecdnico, cada ldmina € considerada
homogénea e ortétropa, sendo que o comportamento do laminado depende do
nimero de camadas, ou seja, do niimero de 1dminas superpostas, da espessura e da
direcdo das fibras de cada ldmina. Além disso, a rigidez do laminado resulta da
contribuicio da rigidez de cada ldmina ou camada. A Figura 51 mostra um
exemplo de laminado em material composto.

/ §-=--=-==-==
2,51
L 8=30°
t 9:45°
h 1
2,0t ©=90° (
e 8s o°
1 6:=60°

FIGURA 51 - Laminado em Material Composto
PROLA (1987)
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Um laminado € dito simétiico, de acordo com PROLA (1987) |
quando apresenta simetria geométrica, ou seja, de distribuicio de camadas e
espessuras, e de propriedades mecinicas em relagdo ao seu plano médio. Um
laminado simétrico é mostrado na Figura 52,

<V

FIGURA 52 - Laminado Simétrico
PROLA {1987)

Segundo PROLA (1987), um laminado ¢ dito assimétrico quando
apresenta a geometria da distribui¢do das camadas e as propriedades mecénicas sem
qualguer correspondéncia abaixo e acima da sua superficie média. Um laminado
assimétrico é mostrado na Figura 53. Um laminado € dito antissimétrico guando
apresenta antissimetria geométrica, de distribuicdo de camadas e espessuras, e de
propriedades mecinicas em relagio a sua superficie média. A Figura 54 ilustra um
laminado antissimétrico.
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FIGURA 53 - Laminado Assimétrico
PROLA (1987)

FIGURA 54 - Laminado Antissimétrico
PROLA (1987)

PROLA (1987), além dessa classificagfio, relata que os laminados
podem ser referenciados de acordo com a disposigdo relativa das fibras em cada
lAmina. Particularmente definem-se as sequéncias em Aangulo, "angle-play" ou

cruzada, "cross-play". Na sequéncia em é&ngulo, as laminas sdo colocadas com
orientacao de fibras ou direcoes principais segundo dngulos alternados +8 e -~ &
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em relagdo aos eixos do laminado. Os laminados sdo denominados de sequéncia
cruzada quando as laminas forem dispostas com orientagdo de fibras ou diregdes
principais segundo dngulos altenados +90° e —90° em relagdo aos eixos x y. A
Figura 55 ilustra um laminado com disposi¢io de camadas em 4ngulo e a Figura 56
um Jaminado com disposigdo cruzada de camadas.

FIGURA 55 - Laminado com Camadas em Angulo
PROLA (1987)

FIGURA 56 - Laminado com Camadas Cruzadas
PROLA (1987)
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Na literatura corrente os laminados sdo nominados de acordo com
sua sequéncia de laminacdo, ou seja, de acordo com os Angulos das fibras que
compoem cada camada, em ordem da superidf a inferior. Assim, um laminado
especificado como [0/ 45/ 90/ 90/ 45 7101 serd um laminado composto de seis
camadas empilhadas na sequéncia que a Figufé 57 ilustra. Quando as espessuras
das laminas que compoem o laminado forem diferentes umas das outras pode-se
incluir na especificacio sequencial o valor da espessura de cada camada. Assim,
para o laminado exemplificado na Figura 57 ter-se-ia [0 @ t/ 45 @ 2t/ 90 @ 3t/
@t/45 @t/ 0@ t]. Quando o laminado possui todas as ldminas com mesma
espessura € chamado regular.

9= 0° Tt
6= 45° T2t
., 0 =90° R 3t
0 = 20° T ¢
a = 45° ;t
9=20° L

FIGURA 57 - Laminado [lustrando Sequéncia de Empilhamento
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5.2 - TEORTA DOS LAMINADOS EM FLEXAO

No capitulo que tratou do comportamento mecanico dos compostos
foi apresentada a formulagdo das equagdes constitutivas referentes as lammas de
compostos constituidas de fibras longas quando consideradas homogéneas e
ortdtropas. Para esse caso particular tem-se a matriz de flexibilidade dada por:

_}__ i Ve 0 0 0
E, E, E
-V -V
e L2 g o 0
TONEEY DN O
- -V
EH' i Jri vt
C=| " v (1
0 0 0 ! 0 0
G,
1
0 0 0 0 0
Gz.r
1
o 0 0 0 0 -
G

A matriz de rigidez, sabe-se, € a inversa da de flexibilidade.

D= (2)

Considere-se, entdo, um laminado constituido de N ldminas. Para

uma l4mina qualquer £ do laminado a Let de Hooke pode ser expressa como:

Uﬁ' = fokz giz (3)
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O superescrito & é necessdrio para indicar a orientagdo, em
particular, de cada lamina com respeito aos eixos x y da placa e sua respectiva
matriz de rigidez ).

Sabe-se que para um corpo eldstico as equagoes que relacionam os
deslocamentos com as deformagoes eldsticas consideradas pequenas sao dadas por:

1
& = 5’(”1‘,1 tu,, (4)

onde i, j = x, ¥, z e a virgula representa a derivada parcial. Desenvolvendo tais
equagoes tem-se:

S Y T
i M Sy 1. & &y 1 e &
= e (e e g m (L e (e 6
%= G s £: =505 3 =503 ©)

onde u, v ¢ w sdo os deslocamentos respectivos em relacio as diregles x, y e 2.

Supondo aqui serem vdlidas as hipdteses cinematicas da teoria das
placas delgadas (cuja razfio entre a espessura e a menor dimensao ndo ultrapassa
1/5) de que os deslocamentos verticais w sdo pequenos em relacdo a espessura e as
se¢Oes planas permanecem planas apds a deformacgio e ortogonais ao plano médio,
como ilustra a Figura 58, pode-se admitir o seguinte campo de deslocamentos para
um ponto a uma distincia z do plano médio da placa:

”(xay,z):ug(x».}’)"*“z'&(x’}’) V(x,y,Z):V{)(x,y)“FZﬁ(x,y) (7)

w(x,y,2) = wy(x,¥) (8)
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onde #,, v, € w, sdo os deslocamentos da superficie média da placa.

FIGURA 58 - Deformagao de uma Secio Transversal de Placa
AGARWAL (1990)

Da teoria de placas o e f sdo as inclinagoes do plano médio

tangente A situacdo deslocada segundo as direghes x e y respectivamente e
calculadas pelas derivadas primeiras do deslocamento lateral:

p=-<- ©

A condicdo w =w, implica em supor que os clementos da placa ndo
sofrem deformacdo ao longo de sua espessura.

Admitindo-se esse campo de deslocamentos, como expdem
VINSON & SIERAKOWSKI (1987), as deformacgoes passam a ser dadas por:

g){z%»kz% gy:%ﬂ+z-?£ g =0 (10)
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1.~ & b o a
=—(a+-— e = o (P 11
o =5 (@0 6= 5 2D (11
1k, (’}10 Sa ﬁﬁ
&, = —(—— — 12
B =5 (G IO D) (12)
A as deformacdes da superficie média podem ser escritas como:
M M I du, o
“a Er =2 s a3
E as curvaturas como:
do ap da é’ﬁ
k R k = — 14
Sy =5 Ky 2( gy 3\x) (14)

Levando-se a equagdo constitutiva, agora incluindo também os
possiveis efeitos devidos a variagdes de temperatura tem-se:

-o*x— Sxo-i-ka-‘a’xAI
o, &, + zky — ay/_\t
7. | =[D)| &, (15)
sz gxz
Ty \ L 1 A
L e 8%+z ly—gag { L

onde Af € a variagdo de temperatura, a, e @, sdo os coeficientes de expansio

térmica nas direcbes x e y, respectivamente. Os coeficientes de expansdo térmica
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s&do puramente dilatacionais no sistema 1-2 de coordenadas locais do material, mas
devido a rotag¢do para as coordenadas genéricas x-y resulta um «, .

Assim, conhecidas as deforma@ﬁés do plano médio da placa podem
ser calculadas as componentes de tensdo em cada ldmina que constitui o laminado.
Tais tensoes sdo, obviamente, descontinuas na interface entre 1aminas, uma vez que
cada lamina possui sua orientagio especifica.

Em funcdo da variagdo descontinua das tensdes ao longo da
espessura do laminado, é mais conveniente trabalhar com suas resultantes em
termos de for¢as e momentos. Tomando-se, por exemplo, uma placa laminada de
espessura 2 como indicada na Figura 59.

h
3
oyt

x_ihgi hi!ho

e P IING 2 s
N\

e

FIGURA 59 - Placa Laminada e Nomenclatura Utilizada
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)

Definem-se vetores de forcas € momentos resultantes das tensdes
com dimensdes de for¢a por unidade de comprimento e momento por unidade de
comprimento, respectivamente:
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[N, o,
N), +§ o,
N, b= j4 7, tdz (16)
O | |t
Q}' T;.
Mx +EE o-.\’
M, = |<o, tzdz (17)
h
M| 3|1,

A Figura 60 ilustra as resultantes de tensdes aplicadas no plano

médio geométrico da placa e seus sentidos positivos de acordo com as expressoes
anteriores,

FIGURA 60 - Sentidos Positivos das Resultantes de Tensdes
VINSON & SIERAKOWSKI (1987)

Para uma placa laminada composta por N camadas ortétropas as
resultantes de tensdes devem ser obtidas pelo somatério das integrais realizadas em
cada ldmina. Assim, pode-se escrever:
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N x N o O, N By 51'9 hy K\'

N, =3 [lo, fdz=20 [ (D)) &, de+ | [DLIK, |z (18)
E=1 hyy k=t iy, s

N, Tay Exp Ko

onde,obviamente, utiliza-se somente a porcao da matriz de rigidez [D]k requerida

para cada infegraco.
Observando que as derivadas dos deslocamentos #, ¢ v, da

superficie média, as rotacGes a e £ e a matriz de rigidez [D] n3o sdo fungdes de

k

z tem-se:
N, N s | K. |
N, 1=38[D) 6, | | d+DL| K, | [odz (19)
N’y k=] Sxyo kh‘_i ny kh*_z
Em uma forma reduzida pode-se escrever a equagdo acima como
sendo:
[N]=[4]e]+[B1K] (0)
onde:
Ay = Z( SRIET (i) = 1,2,6) (21)

1< . ,
SEPACHNLARY Y (ij = 1,2,6) (22)
k=1
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Das expressdes acima fica evidente que as tensdes resultantes no
plano, (N), ndo sdo somente funcio das deformacdes no plano médio ¢, ,&, &

%0 Wy

mas também das curvaturas K, , K, K, .

Pelo mesmo procedimento, integrando as tensdes que provocam
momento (M) obtém-se:

[M]=[8]&]+[P]K] (23)

Oﬂde:
D :-—~1 3 D h3wh ’ i,j = 6 2
i 3§( rj)k{ k k-1 ] ' (13.] 1329 ) ( 4)

Na determinacdo da resultante das tensdes que provocam esforgo
cortante (Q) assume-se que as fensoes de cisalhamento variem de forma parabdlica
através da espessura do laminado e, de acordo com VINSON & SIERAKOWSKI
(1987) admite-se para tal uma fungio continua dada por:

5 z
f(Z)~Z 1- 7 (25)
2
que levada a integragdo fornece:
Qx = 2( Aﬁjgxz + A45£yz) (26)

Qy = 2(‘4458):2 + Aﬁgyz) (27)
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onde:

5« 4 1 .
Ay-zgg[bgl.[hk b= ~hk-.ﬁ);;;] (i,j = 4,5) (28)

Pode-se reunir as formas reduzidas apresentadas para [N] e [M] do
sequinte modo:

S —- (29)

Analisando a matriz de rigidez acima pode-se dividi-la em trés
partes, segundo as quantidades que ela relaciona. A sub-matriz [A] ¢ a matriz de

rigidez extensional, que relaciona as resultantes de tensdes no plano [N] com as
deformagdes na superficie média [&,]. A sub-matriz [D] é a matriz de rigidez
flexional que relaciona as tensdes bindrias [M] com as curvaturas [K]. A sub-
matriz [B] ¢ chamada matriz de acoplamento, pois relaciona tensoes ¢ deformagtes
de diferentes naturezas, ou seja, relaciona momentos [M] a deformagdes normais
[£,] e esforgos normais [N] a curvaturas [K]. Isso significa que, no caso geral, no
laminado todas as quantidades estdticas e cinemdticas estdo relacionadas, ou seja,
esforcos normais induzem a curvaturas e momentos induzem a deformacdes
normais no plano médio, o que ndo ocorre nas placas ndo-laminadas homogéneas,
nas quais momentos induzem somente a curvaturas, por exemplo.

Tal acoplamento s6 ¢ possivel de ndo ocorrer se o laminado possuir
simetria completa em relagdo ao seu plano médio, ou seja, simetria das
propriedades eldsticas, da orientacdo e da espessura das 1iminas colocadas acima e
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abaixo da superficie média. Nessas condigdes a matriz de acoplamento [B] terd
todos os seu elementos nulos. Mesmo assim ainda restard o fato de que
acoplamento entre alongamento e cisalhamento ocorrerd quando os termos 4, e
A4,, forem diferentes de zero, acoplamento entre alongamento e torgao ocorrerd
quando os termos B, e B,, forem diferentes de zero e acoplamento entre flexdo e
tor¢ao ocorrerd quando os termos D, e D), forem diferentes de zero.

Os acoplamentos decorrentes das matrizes [4] e [D] podem ser
evitados se, para cada ldmina com orientacdo ¢ das fibras corresponder uma outra
de orientagdo —6 de mesma espessura colocada simetricamente em rela¢do ao plano
médio do laminado, pois, nesse caso a soma das contribui¢des das laminas para as
matrizes [A] e [D] se anulard. Tais laminados sio chamados balanceados. Num
laminado balanceado desaparecem também os efeitos de interacio entre momentos
fletores e curvaturas de torcéo, porém, devido ao ndo obedecimento da simetria os
esforgos resultantes ndo serdo totalmente desacoplados. Isso s6 ocorrerd quando se
tiver a disposicéo particular de Idminas orientadas com fibras em angulos de 0" e
90" balanceada, nos chamados laminados cruzados. Em tal caso ter-se-d o
desacoplamento total dos efeitos.



6 - RESISTENCIA DOS LAMINADOS EM FIBRAS LONGAS

6.1 - INTRODUCAO

Diferentemente  das  propriedades  termoeldsticas  descritas
anteriormente, as propriedades que caracterizam a resisténcia dos maleriais
compostos por fibras longas ndo podem ser tratadas simplesmente como médias de
seus elementos constituintes, uma vez que a resisténcia € um fendmeno de natureza
estatistica ¢, portanto, fortemente influenciada por aspectos do comportamento em
niveis locais. Em se tratando de materiais constituidos de elementos com diferentes
resisténcias, regides com resisténcia inferior a de regies vizinhas exercerdo maior
influéncia na resisténcia global do composto do que regides com alta resisténcia,
uma vez que poderd haver ruptura daquela antes desta.

A maneira mais apropriada de levar em consideracdo tais fenémenos
nos materiais compostos ¢ estabelecer aquilo que se convencionou chamar de
Mecanismos ou Modos de Ruptura. A identificacdo de tais modos de ruptura € feita
em nivel local através de uma andlise micromecénica, que leva em consideragiao o
fato de que os elementos constituintes dos compostos, fibra e matriz, €m, em
geral, caracteristicas de resisténcia muito diferentes uns dos outros. Além disso, a
interface entre esses dois elementos bdsicos apresenta comportamento também
diverso dos da fibra e da matriz. Nesse nivel de caracterizagdo ¢ possivel também
levar em conta possiveis falhas e defeitos de fabricagdo. Assim, identificam-se, de
um modo geral, trés tipos bdsicos ou modos de ruptura: ruptura da matriz; ruptura
da fibra e ruptura da interface fibra matriz.

Os modos bésicos de ruptura sdo considerados, do ponto de vista da
resisténcia global do laminado, como sendo apenas iniciadores da ruptura global.
Para caracterizar a ruptura do elemento estrutural laminado é necessdrio ainda
caracterizar a ruptura da ldmina e do conjunto de ldminas. Uma tal caracterizagio
se d4 ao nivel nao mais da micromecinica, mas da macromecéinica ou da andlise
estrutural.

A caracterizacao da ruptura da Idmina se dd com base nos
conhecidos Critérios de Ruptura e é uma caracterizagdo macroscopica. A seguir
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descrevem-se os modos bdsicos de ruptura, os principais critérios de ruptura usados

para liminas anisétropas e o processo de andlise da resisténcia dos laminados.

6.2 - MECANISMOS OU MODOS BASICOS DE RUPTURA

6.2.1 - Modos de Ruptura das Fibras

Os modos de ruptura que envolvem as fibras sdo: ruptura da fibra
induzida por flambagem & compressdo; ruptura da fibra induzida pela tragdo e
desligamento entre a fibra e a matriz.

McCULLOUGH (1971) descreve o modo de ruptura da fibra
quando comprimida proposto por ROSEN (1965) baseado na analogia com colunas
imersas em um meio eldstico. Por esse modelo as fibras sdo idealizadas como
sendo colunas suportando cargas & compressio. Assim, os principais modos de
ruptura da fibra, quando comprimida, ocorrem por flambagem no plano da ldmina
ou transversalmente a esse plano. Esse modelo estd ilustrado na Figura 61.

MODOS DE COMPRESSAO

ANALOGIA COM COLUNA EM FUNDAGARO ELASTICA =W =ff—W= =T {={=
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FIGURA 61 - Modelo de Resisténcia a Compressao
McCULLOUGH (1971)



A flambagem transversal estio associados alongamentos ¢
encurtamentos transversais ¢ a resisténcia 2 compressao resulta proporcional a
média geométrica entre os mdédulos de elasticidade da fibra e da matriz. A
flambagem no plano produz deformagdes de cisalhamento na matriz e a resisténcia
4 compressdo nesse modo € proporcional ao médulo de elasticidade transversal (7
da matriz.

Quando sujeitas 4 tracio o modo de ruptura das fibras depende
fundamentalmente do grau de adesdo entre as fibras ¢ a matriz. McCULLOUGH
(1971) descreve a ruptura quando se consideram os dois extremos, de perfeita e
fraca adesdo entre fibra e matriz. Quando se despreza a adesdo entre fibra e matriz
tem-se um modelo desacoplado de ruptura e, consequentemente, fibra e matriz
reagem de forma paralela de tal modo que quando as fibras se rompem a carga ¢

transferida & matriz. A Figura 62 ilustra esse modelo.

FIBRA o=Eg"

TENSAQ

MATRIZ

l DEFORMAGAO

FIGURA 62 - Modelo Desacoplado de Resisténcia a Tragdo
McCULLOUGH (1971)

Quando a deformagdo & ¢ atingida as fibras se rompem e a carga é
transferida & matriz no mesmo nivel de deformacio £,
Quando se considera perfeita adesdo entre fibra e matriz tem-s¢ um

modelo acoplado de ruptura cuja principal caracteristica € a movimentagio de
tensoes de cisalhamento na interface fibra matriz. A Figura 63 ilustra esse modelo.
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FIGURA 63 - Modelo Acoplado de Resisténcia a Tragdo
McCULLOUGH (1971)

Admitindo que algumas fibras se rompem em baixos niveis de
tensio devido a presenga de falhas, a for¢a de tracdo atuante numa fibra
individualmente passa a ser resistida localmente por tensGes de cisalhamento na
interface fibra matriz.

6.2.2 - Modos de Ruptura da Matriz

Os modos de ruptura da matriz sdo influenciados fortemente pelo
modo com que a ruptura ocorre nas fibras, uma vez que estas, sendo em geral
frdgeis, rompem-se primeiro.

MULLIN et al. (1968) descreve os mecanismos de ruptura da matriz
na vizinhanga de uma fibra rompida e, a partir da andlise do processo de ruptura de
uma tnica fibra envolvida por uma matriz, sdo determinados os modos de ruptura.
A distribuigdo de tensdes, determinada por investigacdo fotoeldstica, supde tensdes
de cisalhamento ao longo da interface fibra matriz e um gradiente de tensbes
normais ao longo da fibra, como mostra a Figura 64.
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FIGURA 64 - Distribuicdo de Tensoes na Fibra e na Matriz
MULLIN et al. (1968)

A Figura 65 ilustra as trajetérias das tensdes de trag¢do na matriz.
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FIGURA 65 - Trajetéria das Tensdes de Tragdo na Matriz
MULLIN et al. (1968)

A direcdo das tensdes € tangente as trajetérias e sua intensidade
proporcional a proximidade dessas, sendo qgue as maiores intensidades de tensdo

ocorrem proximas as extremidades da fibra, enquanto no centro da fibra, ponto A,

as tensdes na matriz s3o baixas. No ponto B o estado de tensoes €

aproximadamente de cisalhamento puro e no ponto C existem, além de
cisalhamento, elevadas tensdes de tra¢do paralelas ao eixo da fibra.

97
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Tendo a matriz resisténcia & tragdo maior do que a da fibra €
existindo suficiente resisténcia de lipacdo entre fibra e matriz, e sendo a
distribuic@o de tensdes mdxima na regido central da fibra é essa regido da fibra que
primeiro se rompe, transferindo repentinamente elevadas tensdes para a matriz
existente na vizinhanga, rompendo também essa regido da matriz, formando uma
fissura em forma de disco perpendicular ao eixo da fibra, ou, dependendo do tipo
de fibra, formando também duas fissuras em forma de cones adjacentes a fissura
em forma de disco, como mostra a Figura 66.

W

A

FIGURA 66 - Fissuras na Matriz Provocadas pela Ruptura da Fibra
MULLIN et al. (1968)

A extensio dessa fissura depende da capacidade de resisténcia da
matriz nessa regido. Tendo iniciado o processo de ruptura da fibra a propagacdo da
fissura € determinada pelo novo estado de tensdes existente nessa regido, que €
agora muito proximo daquele existente na extremidade da fibra, ja que, agora, se
formou uma nova extremidade de fibra. A diregio de propagagao da fissura quando
nio ha outras fibras na vizinhanca é aproximadamente perpendicular ao eixo da
fibra. Quando a fissura em forma de disco nao se superpoe as fissuras inclinadas,
estas também se propagam na mesma dire¢do, porém em algum momento dessa
propagacdo a superposi¢do ocorre. Quando hd outras fibras nas vizinhangas da
fibra rompida pode haver a propagacdo da fissura até as fibras adjacentes,
carregando-as rapidamente. O resultado € uma rdpida sequéncia de rupturas das
fibras vizinhas, comegando de uma tnica fissura em forma de disco ocorrida na
matriz e levando a ruptura do composto.
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Se a resisténcia de ligagdo entre fibra e matriz € suficiente e se a
matriz possui baixa resisténcia i tragdo, pode ocorrer uma fissura na matriz, na
extremidade da fibra, na regido de alta tensao de cisalhamento, como ilustra a
Figura 67. Essa fissura pode se propagar tornando-se perpendicular ao eixo da
fibra quando ela ultrapassa a regifio de alta tensdo de cisalhamento na matriz.

FIGURA 67 - Fissura na Matriz na Regido da Extremidade da Fibra
MULLIN et al. (1968)

6.2.3 - Modo de Ruptura da Interface Fibra Matriz

MULLIN et al. (1968) relata que quando a matriz € ductil e capaz
de resistir 4 tendéncia de formacio da fissura e a fibra € suficientemente resistente
pode aparecer uma ruptura de ligagio na interface da fibra com a matriz, sendo
essa uma ruptura provocada pelas tensdes de cisalhamento e que ndo ocorre
exatamente na extremidade da fibra, mas na regido imediatamente préxima a ela,
ou seja, naquela regido em que o estado de tensdo € aproximadamente aquele de
cisalhamento puro descrito anteriormente. A Figura 68 ilustra a regido que sofre
desligamento entre fibra e matriz e a nova distribui¢io de tensoes de cisalhamento
apos ocorrido o desligamento.
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FIGURA 68 - Regido da Fibra Desligada da Matriz
MULLIN et al. (1968)

6.3 - CRITERIOS DE RUPTURA PARA COMPOSTOS LAMINADOS EM
FIBRAS LONGAS

6.3.1 - Introducio

O principal requisito para o projeto de elementos estruturais de
materiais compostos é o conhecimento de sua resisténcia, quando sujeitos a
complexas combinagdes de carregamentos. A resisténcia e a ruptura de tais
materiais pode ser associada com a resisténcia ao escoamento ou com a resisténcia
dltima ou de ruptura do material. Para materiais frageis a resisténcia ultima € a
mais adequada e para materiais dicteis a resisténcia ao escoamento ¢ a mais
utilizada. No caso dos compostos em fibras longas, as fibras tém, em geral,
comportamento eldstico até a ruptura e as matrizes podem ser frigeis ou ducteis.
Além disso, os modos de ruptura jd descritos influenciam decisivamente 0 processo
de ruptura desses materiais.

Ao nivel do elemento estrutural, a caracterizagdo da ruptura € feita
com base nos chamandos Critérios de Ruptura. No caso dos materiais compostos
em fibras longas, com comportamento anisitropo, esses critérios t€m origem nos
critérios de ruptura desenvolvidos para os materiais monoiiticos. VINSON &
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SIERAKOWSKI (1987) classificam os critérios como predominante de tensao,
predominante de deformagio e interativos. O primeiro corresponde ao critério da
médxima tensao e o segundo da mdxima deformacdo. Os critérios interativos sao os
polindmios de {ensdes. A Figura 69 ilustra as superficies de ruptura para oS
critérios da maxima deformacdo, mdxima tenso e polinomiais quadraticos.

& [ YT
Yﬁ?
G &= X
Xee Xer Xe Y )
ch YC ] ) Ye
Critério da Maxima Critério da Maxima Critério Polinomial
Deformacio Tensao Quadratico

FIGURA 69 - Superficies de Ruptura para os Critérios da Méxima Deformacio,
Madxima Tensdo e Quadrdtico
REDDY & PANDEY (1987)

A seguir apresentam-se alguns dos critérios mais utilizados, critério
da médxima tensdo, critério da maxima deformacdo, critério de Tsai-Hill, critério
de Tsai-Wu, critério de Chamis e critério de Hoffmann.
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6.3.2 - Critéric da Midxima Tensio

REDDY & PANDEY (1987) apresentam o critério da maxima tensdo
como aquele em que a ruptura € admitida ocorrer se qualquer uma das condigdes
abaixo for satisfeita : '

& o, )Y, )2y o, R oS o )T (D

onde o,, o, e o, sdo as componentes de tensdo normais, o,, 0, € O, Sa0 as
componentes de tensdo de cisalhamento, X, ¥, e Z, sao as resisténcias normais
da lamina 3 tracdo nas direcbes x, y ¢ z, respectivamente ¢ R, S, 7 sdo as
resisténcias ao cisalhamento nos planos yz, xz e Xy, Tespectivamente. Quando as
tensdes o,, 0, € o, sdo de compressdo elas devem ser comparadas as respectivas
resisténcias normais & compressao X, ¥. e Z. nas direcOes X, ¥ € Z. Tais valores
de resisténcias sdo obtidos através de ensaios.

O critério da mdxima tensdo trata os modos de ruptura de forma
independente. Assim, por exemplo, se uma limina atinge a condicdo de o)X, diz-
se que 0 modo de ruptura € de resisténcia ltima da fibra na dire¢ao x.

" Para exemplificar, seja o caso da solicitagio plana segundo uma
direcio qualquer com relagdo aquela das fibras, como ilustra a Figura 70.

y t
'Y /
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Go \ - X Go
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FIGURA 70 - Situagio de Solicitagio Inclinada em Relagdo as Fibras



Nessa situacio os estados de tensdo admissiveis sdo caracterizados

por:
o, <R, o, <R 7, <R, 2)
E a condico de ruptura, sendo o, = o, , fica caracterizada por:
o] |cos’ @ sen’ @ 2senfcosf o,
o, |=|sen’ cos’ 6 ~2sen@cosf || 0 3)
%) |—senfcosd  senfcosd cos’ G—sen” 4]0
ou ainda:
2 Ri‘
o,=cos o, <R o, <" 5 4)
cos
. R
o, =sen” 8o, <R o, s 5 )
sen
RJ:
r, =—senfcosfo, <R, e Bt m (6)
sen fcos

Desse modo, entre as relagdes acima, a menor delas (em valor
numérico) indicard a condi¢do de ruptura para o angulo 9 correspondente. Assini,
para angulos pequenos a relagdo (4) resulta a menor entre todas e pode-se dizer
que, nesse caso, a resisténcia ¢ controlada pelas fibras. Por outro lado, para
angulos proximos a 90" a segunda relagdo (5) produz o menor valor e, nesse caso,
diz-se que a ruptura ¢ dependente da resisténcia 2 tragio (ou compressdo) da
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matriz. Em situacdes intermedidrias a ruptura € associada ao cisalhamento paralelo

ao reforgo.
A Figura 71 apresenta um grifico (o,~ 6 de um composto

unidirecional boro-epoxi com R =210GPa, R, =18GPa e R, =45GPa

submetido 3 tensdo uniaxial. As zonas 1,2 e 3 representam predominéncia sobre a
ruptura de o; , 7, € o, , respectivamente. Os pontos angulosos evidenciados no

grafico sdo devidos & independéncia admitida para os fendmenos de ruptura.
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FIGURA 71 - Tensdo em Fungio da Inclina¢do das Fibras de um Composto Boro-
Epoxi Unidirecional

Na regido 2 do grafico hé coincidéncia entre o Critério de Hill, a ser

visto adiante, e o critério da madxima tensao. -
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6.3.3 - Critério da Mdxima Deformacao

REDDY & PANDEY (1987) apresentam o critério da mdxima
deformagdo como aquele em que a ruptura é admitida ocorrer se qualquer uma das
condicOes abaixo for satisfeita:

e X, &)Y, £

3

>Zz:T 84 >R

£

&)3, 661, (7

onde &, &, e & $30 as componentes de deformacfo a fracdo normais nas diregoes
X, y e z, respectivamente, &,, & € & s3o as componentes de deformagdo por
cisalhamento nos planos yz, xz e Xy, respectivamente, X,., ¥, e Z, sdo as
resisténeias 4 deformacdo por fragio nas diregdes x, y e z, respectivamente e R,
S , T sdo as resisténcias 2 deformagdo por cisathamento nos planos yz, xz ¢ xy,
respectivamente. Quando as deformages ¢, &, e &, sac de compressao elas devem

ser comparadas as respectivas resisténcias a deformac@o por compressdo X

e} YSC‘ e

Z . nas direcOes x, y e z respectivamente. Os valores das resisténcias sdo obfidos

através de ensaios.

6.3.4 - Critério de Tsai-Hill

HASHIN (1980) relata que o problema da previsdo da ruptura de
materiais compostos anisétropos é semelhante ao da construgdo de um critério de
escoamento para um material elasto-pldstico. Assim, TSAI, S. W. admitiu que o
critério de ruptura de um composto de fibra unidirecional tem a mesma forma
matemdtica do critério de escoamento de um material idealmente pldstico como o
proposto por HILL, R. em que a ruptura € associada & tensdo de cisathamento ¢
insensivel a tensdo hidrostatica.

VINSON & SIERAKOWSKI (1987) descrevem o critério proposto
por HILL com a seguinte forma, quando os eixos de anisotropia sdo os de
referéncia:

F(o, ~0,) +G(oy,—a,)Y +H(o, - 06,) +2Lo, +2Mol, +2Nos, = | (8)
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em que os pardmetros F,G,H,L, M, N sao caracteristicos do corrente estado de
anisotropia.

Para  compostos  reforgados  unidirecionalmente tem-se
M =N ,G=H e obtém-se assim:

F(o, - 0) + G0y, 0,,) + G0, ~ 0y,)’ +2L05, +2M (o5 + o) =1 (9)

Para uma limina de composto ou laminado em estado plano de
tensdo tem-se o,, =0 e obtém-se, assim:

Fo?, + G, + H{o,, ~ oy, +2No?, = 1 (10)

HILL (1950) descreve os valores dos parametros FGHLMN
como sendo fungiio das tensGes de escoamento A tragio X,V .4 nas dire¢Oes de
simetria eldstica e de R,S.7 as tensoes de escoamento ao cisathamento com
respeito aos Mesmos eixos:

.)_;_{:GJrH %:H+F —Z%=F+G (11)
1 i 1 | 1 ] . ] 1 1
Wegitgtyr Egtgrty Mty (0
i i
ZLxF ZM*:—S,; ZNz—;,—z— (13)

Para exemplificar, seja o caso da solicitacdo plana segundo uma
direcio qualquer com relagio aquela das fibras, como ilustra a Figura 70. Nessas
condigdes o critério se simplifica & pode ser escrito como:
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REGOR
X Y X- T

Nesse caso tem-se:

o, =cos Bo, (15)
o, =sen’ O o, (16)
7, = —sen fcosO o, (17

que, aplicados na eq.(14) levam a:

X

o = .
* 2 4 2
‘;(zos4 0+ i;ein{(%,T)- l}cos2 Gsen’ 9]

Para 0 caso de uma lamina de um composto unidirecional boro-
epoxi com R, =210GPa, R, =18GPa e R, =45GPa submetido 2 tensio uniaxial,
como a do item 6.3.3 anterior tem-se o gréfico (o, - 6) apresentado na Figura 71.

(18)
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6.3.5 - Critério de Tsal-Wu

TSAI & WU (1971) propuseram um critério cuja hipétese bdsica é
que existe uma superficie de ruptura no espago das tensdes com a seguinte forma
escalar: '

Fo, t+ o0, =1 (i,j,k = 1,2,...,6) (19)

cyja equacgao desenvolvida toma a forma:

o, + o, + Fo, + Fo, + o+ o,

+F ot + 28, 0,0, +2F,0,0,+2F, 0,0,

+2F 0,0, +2F,0,0,+F, 0, + 21, 0,0,

+2F, 0,0, +2F, 0,0, +2F, 0,0, + F,, 0} 20)
+2F, 000, + 21, 0,0, + 21 o0, + F,, 0

+2F0,0,+2F, 0,0, +Fsso’§' +2F 0.0,

+F . of =1

Os termos lineares o, levam em conta tensdes que descrevem

rupturas induzidas por diferencas entre tensfes positivas e negativas, enquanfo 0s
termos quadriticos o0, definem uma elipsGide no espaco das tensbes. A

intensidade dos termos de interagdo F; ¢ restrita 4 seguinte desigualdade:

FF ~F2 >0 G =12,...,6) @1

Geometricamente essa desigualdade implica em que a superficie de
ruptura intercepte cada eixo de tensao e que sua forma seja a de uma elipse.
Os tensores de resisténcia /; e f; seguem as mesmas propriedades

de simetria que aquelas desenvolvidas para as propriedades eldsticas de materiais
compostos e 0 niimero de componentes independentes € ndo-nulas pode ser descrito
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de forma similar aquela estabelecida para tais propriedades, de tal forma que 08
parimetros de resisténcia tomam a forma abaixo:

X R 23)
R, “)EYL ngx}m% 1“::%327 (24)
F:m:@lQ-. Fy = Fum 25)

onde X, X sdo as resisténcias & tragao © compressdo na diregio 1, V.Y " 530 as
resisténcias a tragdo e compressdo na dire¢ao 2, Z,7 sdo as resisténcias & tracao e
compressdo na diregdo 3, 0,0 sdo as resisténcias positiva e negativa ao
cisalhamento puro no plano 2-3, R,R sdo as resisténcias positiva e negativa ao
cisalhamento puro no plano 3-1, S 8 sdo as resisténcias positiva e negativa ao
cisalhamento puro no plano 1-2, obtidas, todas, através de €nsaios.

TSAI & WU (1971) relatam que €s8s¢ critério, sendo geral e
operacionalmente simples, nio pode interpretar aqueles mecanismos de ruptura
descritos para 0S8 COmMpOstos, sendo somente uma ferramenta (til para a
caracterizacio da resisténcia de tais materiais e para projetos que requerem
métodos relativamente simples de estimativa da capacidade de carga da estrutura.
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6.3.6 - Critério de Hoffman

HOFFMAN (1967) propds uma condigiio de ruptura para materiais
frageis ort6tropos, ressaltando que, em baixas temperaturas e/ou sob carregamento
de curta duragdo, fibra e matriz sdo frageis e os compostos podem sofrer ruptura
fragil.

Sendo a fragilidade caracterizada por grandes diferengas enire as
resisténcias a compressdo e & tracdo, o critério leva em conta nove pardmetros do
material e as resisténcias & compressio e tragio em vdrias dire¢oes. A condigdo de
ruptura é representada pela equacao:

Clo,— 0,y +Cyl0, - 0,) +Cylo, - 6,) +C,0, + Cio, + Coo, + 1, + G +Co1 =1

(26)

onde C,, C,, G, C,, G, C;, C,, C, e C, so parAmetros que variam com o tipo
do material, determinados dos nove dados bdsicos de resisténcia, F ,J; F, as
x ¥ z

resisténecias a tracdo uniaxiais segundo x, y e z, I, F, e [/ as resisténcias a
i1 ¥ z
compressdo uniaxiais segundo X, y e z e F F e F_ as resisténcias ao
7 = xR
cisatlhamento puro nos planos yz, zx e xy. Assim, as expressdes para 0§ nove
pardmetros tornam-se as seguintes:

G Ry EY - E) ] @n

1 B - .
C =) + B E) - (FE)] (28)
C, = %[(F;J E Y F)Y =) (29)

Co=(F) - (F)" Co=(F)" ()" Co= ()" =(F)" (30)
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C=(F, ) Co=(F,)> C=(F)" 3D

Para uma lamina de composto colocada no plano xy em que as
fibras estdo na dire¢@o do eixo x e para a qual exista isotropia transversal tem-se,
em estado plano de tensio:

o,=1,=1, =0 (32)

E =F F =F F =F (33)

e e W Hea o e S (34)

que ¢ geometricamente representada no espago tridimensional das tensoes
o, ~0,~ T, por uma superficie de ruptura em forma de elipse, como mostra a

Figura 72, cujo centro tem as seguintes coordenadas:

(F,=F) , (= F)
° 2 4

(33)

(B -F) (R -E)EF)
o2 4FF,

Y. (36)
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FIGURA 72 - Vista Isométrica da Superficie de Ruptura para Composto em Estado
Plano de Tensdes
HOFFMAN (1967)

6.3.7 - Critério de Chamis

REDDY & PANDEY (1987) descrevem o critério de Chamis como
sendo expresso por:

Foo 21 (38)




onde K,,, K ;, K, sdo coeficientes de resisténcia que dependem e variam de acordo

com o tipo de material. Em termos dos tensores de resisténcia polinomiais pode-se
escrever, para o critério de Chamis:

F=0 (40)

Fy == Fa=s Fa= 3 (41)

E, = }é F, = % B = -;2— (42)

Fp= -k Fy=-3 Fy=-22 @)

com todos os outros coeficientes nulos e os pardmetros X,Y, 7 e R, 5,7 tendo o
mesmo significado que no critério de HILL.

6.4 - ANALISE DA RESISTENCIA DOS LAMINADOS

6.4.1 - Aspectos Gerais

Os modos de ruptura previstos pela teoria micromecénica servem de
ponto de partida para a andlise da resisténcia global dos laminados, uma vez que
sao considerados os iniciadores da ruptura. Para caracterizar a resisténcia dos
laminados € necessdrio caracterizar a resisténcia de cada 14mina e do conjunto de
laminas como um todo, quando sujeitos a complexas condigdes de carregamento.,

A caracterizago da resisténcia da 1dmina se dd admitindo que ela
estd sob um estado plano de tensdes. A partir dai tal estado de tensdes deve ser
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determinado para cada 1dmina e, com a escolha de um critério de ruptura adequado
tal como um daqueles ja descritos, verificar a integridade de cada limina em todos
os seus pontos. A ruptura inicial de uma ladmina € identificada quando o efeito
provocado pelo carregamento dado ou calculado (dependendo do procedimento, se
dimensionamento ou verificagio do elemento estrutural) excede os limites do
critério de ruptura adotado. Quando isso ocorre diz-se que houve a ruptura inicial
da primeira ldmina (em inglés "first ply failure”, FPF) do laminado. Apds ocorrida
a ruptura inicial a questio que se coloca € saber se a Jamina inicialmente rompida é
capaz de suportar cargas adicionais. Duas hipdteses podem ser feitas. A primeira é
desprezar totalmente a camada rompida, considerando que ela jd n3o € capaz de
resistir, o que representa uma atitude conservadora em relagao 2 andlise da ruptura.
A segunda € investigar a causa da ruptura inicial, o que para os compostos em fibra
longa representa conhecer o modo de ruptura ocorrido, de tal forma a se desprezar
somente a resisténcia que, de fato, deixou de existir. Assim, se ocorreu a ruptura
da matriz em uma camada conhecida, as propriedades de resisténcia da matriz
naquela camada podem ser desprezadas na sequéncia da andlise. Ao contririo, se
ocorreu a ruptura das fibras em uma camada conhecida, as propriedades de
resisténcia das fibras naquela camada podem ser desprezadas na sequéncia da
analise.

A ruptura de um laminado consistindo de um numero de camadas
empilhadas com fibras em diferentes orientagdes ocorre gradualmente. Isso €
devido ao fato de que quando uma ldmina se rompe ocorre uma redistribui¢ao das
tensdes nas lAminas que ainda permanecem infactas. A ruptura final do laminado
ocorre quando o elemento estrutural composto do conjunto de laminas ja se
degradou o suficiente a tal ponto de nfo conseguir resistir a cargas adicionais.
Quando isso ocorre diz-se que houve a ruptura dltima (em inglés "last ply failure",
LPF) do laminado. Tal ruptura final pode ocorrer por progressiva degradagdo das
camadas individualmente, rompidas de acordo com os modos de ruptura jd
descritos, ou por um outro modo de ruptura caracteristico dos laminados, chamado
delaminagéo.
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6.4.2 - Delaminagio

Delaminagio é o processo de separagdo das laminas de um
laminado.

HAUG et al. (1991) define a delaminagdo como sendo o avanco de
macro fissuras na matriz na regido préxima a interface entre as ldminas provocada
pelas tensdes de cisalhamento interlaminares e tensdes normais que provocam a
separaciio das ldminas adjacentes. As Figuras 73 e 74 ilustram o fenémeno da

delaminagio em laminados simétricos.

P T ) R —— -

TENSOES TANGENCIAIS {:“*’

- INTERLAMINARES +
2%
L

Gyz
___________ =
Lz
Oo - ” : ——
%0 Xt TENSOES NORMAIS [y~
90°] y 3 oz
90

FIGURA 73 - Delaminagdo: Aspectos Basicos
HAUG et al. (1991)

DELAMINAGAD

FISSURA PCR

FIGURA 74 - Delaminagdo: Aspectos Bésicos
HAUG et al. (1991)
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ROTHSCHILDS et al. (1988) relata que delaminagdes podem
aparecer em estruturas de materiais compostos como resultados de defeitos de
confeccao e de condigdes de servigo. Cargés repetidas em estruturas laminadas de
materiais compostos podem iniciar a delaminagdo em regides de concentragao de
tensdes interfaminares, tais como juntas parafusadas, variagio de segdo e recortes.
A delaminagiio, para efeito da andlise de propagacdo e crescimento das fissuras
resultantes, ¢ admitida ser de, basicamente, dois tipos, chamados de Modo T e
Modo II. A delaminag@o pelo modo I € uma abertura de fenda em forma de cunha
e a do modo II é o deslizamento de duas camadas adjacentes. A Figura 75 ilustra
os modos I e I e a Figura 76 as tensoes interlaminares na regiao de delaminagio.

MODO 1

FIGURA 75 - Modos Bdsicos de Delaminacdo
ROTHSCHILDS et al, (1988)

e ]
TENSOES NORMAIS TENSGES DE CISALHAMENTO
INTERLAMINARES INTERLAMINARES

FIGURA 76 -Tensoes Interlaminares Prdximo & Extremidade da Fenda
ROTHSCHILDS et al. (1988)
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O crescimento e a propagacdo da delaminacio dependem do tipo de
carga a que estd sujeito o laminado.

6.4.3 - Critério de Delaminacio

TOLSON & ZABARAS (1991) e HWANG & SUN (1989) utilizam
o critério proposto por LEE (1982) para levar em conta a delaminagéo.

Por esse critério as tensdes no centro da interface entre duas
camadas sdo tomadas como representafivas para a interface de duas ldminas
adjacentes. A lamina é modelada com compoitamento eldstico linear e a interface
entre cada camada € considerada perfeitamente ligada até ocorrer a delaminagdo.
Uma interface é identificada como zona danificada por delaminagdo se as tensdes
atingirem os valores:

C}-z 2 C'F.I'Iu'\l’ V(O%LE + o?z) z GDS (44)

onde as componentes de tensdo sdo as indicadas na Figura 77.

FIGURA 77 - Componentes de Tenso no Sistema de Coordenadas (L, T,z)
LEE (1982)
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As tensbes o, € Op, sd0 a resisténcia ao cisalhamento entre as
laminas e a resisténcia 2 tracdo na direcfio transversal as fibras, respectivamente,
ambas obtidas experimentalmente,

6.4.4 - Andlise Progressiva da Rupiura

A andlise dos materiais compostos, devido &s caracteristicas jd descritas, em
modelos reduzidos ou de protétipos é muito mais dificil do que a andlise dos
materiais homogéneos e isétropos correntes. As técnicas de andlise numérica,
aliadas a crescente capacidade de memdria e velocidade dos computadores tornou
possivel a andlise de elementos estruturais, tais como os laminados reforcados por
fibras longas, em detalhes. A técnica de discretizagio em elementos finitos vem se
destacando entre as téenicas numéricas pela oblengdo de resultados muito préximos
aqueles do comportamento real de tais estruturas.

Como ja foi visto, a ruptura de laminados compostos de fibras
longas ocorre de modo progressivo devido a redistribui¢io de tensoes que se dd
durante o processo de ruptura. Isso sugere que a andlise computacional de tal
processo deva ser incremental, para a simulagdo da progressdo do dano acumulado,
¢ iterativa, para obten¢io de configuragdes de equilibrio durante o processo de
redistribuigdo das tensdes.

Em linhas gerais o processo de andlise da ruptura progressiva de
laminados em compostos de fibras longas pode ser tal como se descreve a seguir.

Para uma conhecida carga aplicada, as tensfes em cada limina
devem ser calculadas e inseridas no critério de ruptura adotado, tal como aqueles
descritos, para determinar se a ruptura ocorreu em cada uma das ldminas
(determinar FPF). Se a ruptura ndo ocorreu, novo incremento de carga pode ser
dado e o processo repetido. Se ocorreu a ruptura deve-se proceder a identificagio
do modo de ruptura ocorrido, se da matriz, da fibra ou delaminagao. Identificado o
modo de ruptura é possivel proceder & redugio ou eliminagdo da rigidez
correspondente a0 modo de ruptura identificado de tal modo a obter nova
configuracio de equilibrio com a redistribuigio de tensdes sem novo incremento de
carga. Estabelecida nova configuragdo de equilibrio determina-se se a ruptura em
qualquer outro ponto de qualquer ldmina ocorreu. Se ocorreu nova ruptura o
processo de penalizagio da rigidez e redistribui¢io das tensOes se repete. Se a
ruptura ndo ocorreu novo incremento de carga pode ser dado. A andlise prossegue
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dessa forma até que a estrutura no seja mais capaz de suportar carga adicional e,
nesse instante, diz-se ter ocorrido a ruptura final da estrutura (atingiu-se LPF).

LEE (1982) sugere que, a partir da matriz de rigidez de um
elemento finito jd conhecida, como abaixo, seja anulada a rigidez na ldmina do
elemento de acordo com o modo de ruptura identificado:

D, D, D, 0 0 0
D, Dy, Dy 0 0 0
ho|Ps Du Dy 0000 )
0 0 0 D,0 0
0 0 DO
] 0 0 0 D,

Assim, se 0 modo de ruptura identificado € da fibra, a matriz de
rigidez do elemento ¢ reduzida a zero:

D =[0] (46)

Se o modo de ruptura identificado € da matriz, a matriz de rigidez

da 1Amina do elemento € reduzida a:

D, 0D, 0 0 0O
0O 0 0 0 0 O

S_|Ps 0 Dy 0 0 0 an
0 0 0 0 0
0 0 0 D, 0
0 0 0 0 0]

o que significa que o, , o, ¢ o, do elemento serdo anulados.



120

Se o modo de ruptura identificado € de delaminacao, a maitriz de
rigidez de cada elemento adjacente € reduzida a:

(D, D, 0 0 0 0 ]
D,D,0 0 0 0
0 0 00 0 0
D= (48)
0 0 00 0 0
0 0 00 0 0
0 0 00 0 D,]

o que significa queo, , o,, ¢ o, do elemento serdo anulados.

6.5 - CRITERIO DE PLASTICIDADE

6.5.1 - Critério de Escoamento

Um critério largamente aplicado e que descreve adequadamente o
escoamento dos materiais isétropos e seu comportamento pldstico é o bem
conhecido Critério de Von Mises. Esse critério baseia-se no fato de que as tensoes
hidrostiticas a que estd submetido o material ndo provocam escoamento, indicando
as tensdes de desvio como as responsdveis pelo escoamento do material. Para tais
materiais a expressdo matemdtica desse critério, por exemplo apresentada em

BRANCO (1985), quando os eixos coordenados sdo feitos coincidir como os
principais, €:

i

oef:—}5[(61-02)2+(az~—crs)2+(og—m)2]5 | (49)

onde o, € a tensdo efetiva que provoca o escoamento € o, , O, € 0, Sa0 as tensoes

principais nas diregoes 1,2 e 3, respectivamente.
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Quando os eixos coordenados ndo sdo coincidentes com os principais
tem-se a equacdo desse critério dada por:

!
gﬁ - :/ITZ‘—[(O-\_Y - GM’)Z +(O_yy . Gz:)z + (O-zz - dxr)z +6(T§3’ + 123 + r?)]z (50)

¥ =

As equagdes desse critério sao equivalentes a considerar a energia de
distorgdio, ou seja, a parcela da energia total especifica de deformagio relacionada
apenas com as tensdes de desvio (aquelas obtidas pelas tensOes totais menos as
médias em cada direcdo) que provocam apenas mudanga de forma e ndo de
volume, como um valor critico para o material. Por isso tal critério € também
conhecido como critério da energia de distor¢ao.

A partir do critério acima definido HILL (1950) generalizou para os
materiais anisétropos um critério de escoamento conhecido como Critério de
Huber-Mises ou Lei Generalizada de Huber-Mises, tornando-se esse um critério
vastamente empregado para a previsio do comportamento pldstico de materiais
anisétropos, como, por exemplo os compostos laminados em fibras longas. OWEN
& FIGUEIRAS (1983) apresentam a Lei Generalizada de Huber-Mises como:

Oif = [alz(gil —0) + (04, — 03) + (0 - 0y, +30,, 7, + 307 +3a’667123)]
(1)

onde os valores de o e 7 sdo as respectivas componentes de tensao, enquanto que
os valores de @ sdo chamados parAmetros de anisotropia e os subscritos 1, 2 € 3
referem-se as diregOes dos trés eixos principais de anisotropia.

Desenvolvendo a expressdo acima e particularizando para o caso de
o, =0 , de particular interesse para o estudo das placas laminadas tem-se, como

apresentado por HINTON & OWEN (1984):

Gif =a,0, +2a,,0,0, +a20'§ +a31f2 +a, T + 4T (52)
onde 0,=0, , 6,=0, , T, , %; € T SA0 as componentes de tensdo, as
constantes @, , @, , @, ,4a, ,d; € a, sdo os parAmetros de anisotropia

obtidos experimentalmente ¢ dados por:
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ap = &, +Qy a, = Oy + Uy (533)
a, =3a,, a, =30, (54)
as =30, a, =—a, (55)

Denominando de 4 a matriz dos pardmetros de anisotropia tem-se:

(a,  a, 0]
a, a, 0 0
A=]0 0 a, 0 0 (56)
0 0 0 a O
0 0 0 0 a
Em forma matricial pode-se escrever:
oy =0 Ao (57)
onde:
o
o,
o=|1, o =[o, 0, T, Ty Tyl (58)
hs
RZ=N

Se os eixos de anisotropia nfo coincidem com os de referéncia x , y
os parimetros de anisotropia para o novo sistema podem ser alterados de acordo
com a conhecida matriz de transformacgao L aplicando:

A= AL (59)
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sendo:

cos’ O sen” @ 2sen Ocosé
L=|sen’ @ cos’ 8  —2senfcosl (60)

—sen Ocosf  senBcosh cost O-sen” O

6.5.2 - Parimetros de Anisotropia

Os seis parametros de anisotropia sio determinados por seis ensaios
independentes.
Para um ensaio de tracdo uniaxial na direcdo 1 tem-se:

o,
0
o=1{0 (61)
0
L_O wd
e, da equago (52) obtém-se:
Oy
o, =% 62
= (©2)

onde o, é a tensio de plastificagio na direcio 1 e o, € a tensdo uniaxial de

escoamento na diregio de referéncia. Quando se toma a prépria dire¢do 1 como
referéncia tem-se o, = 1.

Para um ensaio de tracdo uniaxial na dire¢do 2 tem-se:

o={0 (63)
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e, da equaglo (52) obtém-se:

(64)

onde o, é a tensdo de plastificacdo na diregiio 2 € o, € a tensdo uniaxial de

escoamento na diregio de referéncia. Quando se toma a propria direcdo 2 como
referéncia tem-se a, = 1.

Analogamente os Outros parimetros de anisotropia sdo dados por:

o
= 65

a3 ‘[?2 ( )
a4y = (66)

T3

_2
a; = (67)

Ty

onde 7,, , 7, ¢ 7, sd0 as tensoes de plastificacdo nos respectivos planos de

referéncia.
A obtengdo de a,, é feita através de um ensaio de tragio uniaxial no

qual a dire¢io 1 do material estd inclinada de um angulo de 45° com relagio 2
direcdo da solicitacao. Nessas condigOes tem-se:

o, = 0,008 6 o, = o,sin' 0 (68)

T,, = OpsinGcost Ty = Ty =0 (69)

onde &= 45" . Da aplicagdo da equagdo (52) vem:



(70)
Yy _Liia va)
dy = 2(0“ 5
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7 - EXEMPLOS

Para ilustrar o comportamento das placas em materiais compostos so
apresentados alguns exemplos processados pelo programa PLASTOSHELL descrito no
Apéndice,

Os exemplos processados foram idealizados como sendo compostos de
fibras de boro e matriz de epoxi, com valores de propriedades termoelasticas
caracteristicas sendo aqueles dados pela Tabela 02 do capitulo sobre consideragdes

gerais, ou seja:

Boro: E =FE =4137 GPa G,=172,4 GPa
vy, =0,2 o =2810"F
Epoxi : L = E}, =35 GPa ny =14 GPa
vy, =04 a=32.10"/F
Fracoes de Volume : v, =0,35 v, =0,65

Pela aplicagiio das equagdes expostas no capitulo sobre propriedades
termoelasticas obtém-se as propriedades do composto proposto segundo as diregdes das

fibras e perpendicularmente a elas.

Propriedades na Diregfio das Fibras: Usando a Regra das Misturas tem-se:

pela aplicagio da equagio (46), K =147,07 GPa
pela aplicaciio da equacéo (47), v, =0,33
pela aplicagio da equagdio (48), @, =3,2510°/°F

Propriedades na Diregiio Perpendicular as Fibras: Usando as equagdes propostas por
VINSON & SIERAKOWSKI (1987) e HASHIN (1979) tem-se:
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pela aplicagdo da equagiio (59), K, =1258,56 GPFa
pela aplicagdo da equagio (60), K =292 GPa
pela aplicagio da equagfio (55), 7, = 0,504
pela aplicagio da equagho (56), 7, = 0,587
pela aplicagio da equagio (57), 1, = 0,838
pela aplicacdo da equagio (58), m=1,01
pela aplicagio da equagdo (53), K, =476 GPa
pela aplicagio da equagio (43), a=217810°F
. ~ ni" # & gy +
pela aplicagio da equagio (43), 7 20,224 ;com v, =, , b, =L, , K =K,
pela aplicagio da equagdo (52), G,, =2,66 GPa
pela aplicagfio da equagio (51), G, =2,87 GPa
pela aplicagio da equagio (54), E,=E,=680 GPa
pela aplicagiio da equagio (48), oy =29,44 10°°/°F (e = a,)

7.1 - EXEMPLO 1 - CHAPA SUJEITA A CARGA CONCENTRADA E
VARIACAO DE TEMPERATURA

A Figura 78 ilustra a chapa processada. Trata-se de uma chapa retangular
biengastada sujeita a carga concentrada () segundo x no valor de 1 MN e variagio de
temperatura (A7) no valor de —60°/" = -333°C. A carga (P) foi aplicada em cinco
passos iguais. A chapa tem espessura de 20 ¢m divididos em duas camadas com fibras a

0" , ou seja, na diregiio de x.

> <

P = 1MN

4m

L Ll LL L LS
ARTURENOOURNRIRRRRR

6m

-+
-

FIGURA 78 - Chapa Retangular Biengastada e Sistema de Eixos xy
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A Figura 79 ilustra a discretizagdo em elementos finitos utilizada. Foram

utilizados seis elementos heterosis com a técnica da integragio seletiva.

39 31 32 33 34
28 & 4 £ 35 g
22 ¢ 823 & 24 @25 4tz we37 4z m
=]
15 2 2 Fal =t
16 17 18 19 20
8¢ 29 810 CRE 612 e13 § 14 2m
[il fz [z
f ¥y =3 7 =
2 3 4 5 [
2m 2m 2m

o
e
ez
=

FIGURA 79 - Chapa Retangular Discretizada

As Figuras 80, 81 e 82 ilustram as regides plastificadas quando atuam
somente a carga (£) , somente a variagio de temperatura (A7) e a atuagdo conjunta da
duas agdes. Os elementos finitos estdo divididos em nove partes que sdo as regides de
influéncia de cada Ponto de Gauss. Assim, se a tens&o no ponto é maior que a efetiva, o

ponto é considerado como plastificado.

maximas tensies;
elemento 1 Ponto de Gauss 3

elemento 4 Ponto de Gauss 1

o,=0,239 MN/n’

elemento 3 Ponto de Gauss 9

elemento 6 Ponto de Gauss 7

o, =-0,239 MN/m’

REGIAO PLASTIFICADA

deslocamento na direciio x do né 18 = 0,062 mm

FIGURA 80 - Regifio Plastificada sob a A¢fio de (P)

Note-se a importincia da temperatura, uma vez que sob sua agfio a chapa

fica sujeita a tensdes que a plastificam quase integralmente.



mixima tensio:
¢lemento 3 Ponto de Gauss 7

. =2.899 MN /'

REGIAQ PLASTIFICADA

deslocamento na dire¢iio x dond I8 =0

FIGURA 81 - Regido Plastificada sob a Agiio de (AT)

maximas tensoes:
elemento 1 Ponio de Gauss 3

o, =3,015 MN/m'

elermento 4 Ponto de Gauss |

o, =3,016 MN /o'

REGIAO PLASTIFICADA

deslocamento na direciio x do nd 18 = 0,061 mm

FIGURA 82 - Regifio Plastificada sob a A¢ao Conjunta de (P) e (AT)



7.2 - EXEMPLO 2 - PLACA QUADRADA ENGASTADA SUJEITA A CARGA
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA E VARIACAO DE TEMPERATURA COM
QUATRO LAMINAS

A Figura 83 ilustra a placa processada e a discretizagiio em elementos
finitos utilizada. Foram utilizados nove elementos heterosis com a técnica da integragio
seletiva. Para facilitar o processamento tirou-se pr.oveito da simetria, processando
somente um quarto da placa.

A Iy
)y
> K o a5’ a5 fir as” L
&3 4y E
m 38y . . N Y
i 2 G o, _ 350
m 2zf - . S
I i y
4m B . 1§
o &
- 4 S
2 3 & 5 s }' x &m
“x

&m

FIGURA 83 - Placa Quadrada Engastada e Sistema de Eixos xy

A Figura 84 tlustra uma perspectiva da placa.

1]

1
CARGA
1 uniFoRME

2Dch

FIGURA 84 - Placa em Perspectiva com Carga Uniformemente Distribuida




131

Trata-se de uma placa quadrada engastada nos quatro bordos sujeita a
carga uniformemente distribuida (¢) perpendicular ac seu plano meédio no valor de

0,25 MN /m’ e variagiio de temperatura (A7) no valor de —60°F" = -333"C. A carga
(g) fot aplicada em cinco passos iguais. A placa tem espessura de 20 cm divididos em
quatro camadas. Foram processados exemplos com fibras a 0° | ou seja, na diregio de x |
nas quatro camadas e exemplos com fibras a 0°/ 90° simétricos.

A Figura 85 mostra um diagrama da evolugio dos deslocamentos
verticais no centro da placa com a aplica¢io da carga (g) para os casos de fibras a 0" ¢
0°/90° evidenciando o fato de nio haver grandes diferengas nos deslocamentos entre os
dois casos. Nos casos de atuagdo conjunta da carga distribruida com a variagao de
temperatura {A7) os deslocamentos permanecem praticamente constantes ao longo da
aphicagdo da carga, provocados pela introdugio do grande estado de tensbes iniciais
introduzido pela variagdo de temperatura. A variacdo total da temperatura € dada antes
de qualquer aplicagio de carga,

As Figuras 86, 87, 88 e 89 ilustram as regides plastificadas quando atua
somente a carga distribuida (¢) e para a atuagio comunta da carga distribuida e da
variagdo de temperatura (A7), para os casos de fibras em uma Unica dire¢io e fibras nas
duas diregdes. Sdo mostradas as regides plastificadas ao final da atuagio da respectiva
acdo (carga distribuida ou carga distribuida mais variagiio de temperatura) na regido
discretizada da placa (somente o quarto da placa processado, pois 0s outros trés quartos
sdo simétricos), ilustrando a quantidade de camadas plastificadas em cada regifo.
Também ¢ mostrada a evolug@o da plastificagiio através da espessura da placa ao longo
do eixo x e y=0 para cada caso processado.

q
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0:4q T3 /
0,2q
1,0 2:0 nEsmc;MENTo

fem}

FIGURA 85 - Diagrama Carga-Deslocamento para Fibras a 0° ¢ 0°/90°.



deslocamento na direcio z do né 1 = 2,437 cm
maAximas tensbes:

elemento 1 Ponto de Gauss 1

camada 1 o, ==3,263 MN /nm’

camada 4 o, = 3,263 MN /n’

NENHUMA CAMADA
PLASTIFICADA

UMA OU DUAS CAMADAS
PLASTIFICADAS

TRES OU QUATROC CAMADAS
PLASTIFICADAS

FIGURA 86 - Regides e Camadas Plastificadas da Placa com Fibras a 0° sob a Acfo de
(9)



deslocamento na direcioz dong 1 = ¢
tensies constantes:

.y 0, =~0,48.10° MN /m?

NENHUMA CAMADA
PLASTIFICADA

URMA OU DUAS CAMADAS
PFLASTIFICADAS

TRES OU QUATRO CAMADAS
FLASTIFICADAS

w

0,4.q+AT

0,8.q+AT

1,0. g+ AT

FIGURA 87 - Regides e Camadas Plastificadas da Placa com Fibras a 0° sob a Aciio
Conjunta de {(gq) e (AT)
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destocamento na direciio z do né 1 = 5,136 cm
miximas tensdes:

elemento 1 Ponto de Gauss |

camada | o, =-3.512 MN /'

camada4 o, =3,512 MN /i

NENHUMA CAMADA
PLASTIFICADA

UMA Ol DUAS CAMBDAS
PLASTIFICADAS

TRES OU QUATRO CAMADAS
PLASTWICADAS

::m I il 06.q

FIGURA 88 - Regides e Camadas Plastificadas da Placa com Fibras a 0°/90° sob a
Agdo de (q)
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deslocamento na dire¢lio z dond 1 =0
maximas tensoes:

elemento 1 Ponto de Gauss 6

camada 3 o, = 0,286 MN | m*

F-\ y
NENHUMA CAMADA
PLASTIFICADA
UMA OU DUAS CAMADAS
PLASTIFICADAS
TRES OU QUATRO CAMADAS
PLASTIFICADAS
- 0,2.qg+ AT
_ _ —— 0,6.q+ AT

FIGURA 89 - Regides ¢ Camadas Plastificadas da Placa com Fibras a 0° /90" sob a
Agio Conjunta de (g) e (AT)
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7.3 - EXEMPLO 3 - PLACA QUADRADA ENGASTADA SUJEITA A CARGA
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA E VARIACAO DE TEMPERATURA COM
SEIS LAMINAS

A Figura 90 ilustra a placa processada e a discretizagio em elementos
finitos utilizada. Foram utilizados nove elementos heterosis com a técnica da integracao
seletiva. Para facilitar o processamento tirou-se proveito da simetria, processando
somente um quarto da placa.

 Imo tm L tm N
i b 1 ki
¥
" yd 2 45" an A7 a8’ n
&1 9 E
tm ECY I a2
N 28 o 2.
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FIGURA 90 - Placa Quadrada Engastada e Sistema de Eixos xy

A Figura 91 ilustra uma perspectiva da placa.
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FIGURA 91 - Placa em Perspectiva com Carga Uniformemente Distribuida



137

Trata-se de uma placa quadrada engastada nos quatro bordos sujeita a
carga uniformemente distribuida (¢) perpendicular a0 seu plano médio no valor de

0,25 MN /m® e variagio de temperatura (AT) no valor de ~60°F =-333°C. A carga
(g) foi aplicada em cinco passos iguais. A placa tem espessura de 20 ¢ divididos em
seis camadas. Foram processados exemplos com fibras a 0°/45°/90" simétricos e
antissimétricos,

A Figura 92 mostra um diagrama da evolugio dos deslocamentos
verticais no centro da placa com a aplicagio da carga (g) para os casos de fibras
simétricas e antissimétricas evidenciando o fato de ndio haver grandes diferengas nos
deslocamentos entre os dois casos. Nos casos de atuagio conjunta da carga distribruida
com a variagdo de temperatura (A7) os deslocamentos permanecem praticamente
constantes ao longo da aplicagio da carga, provocados pela introdugio do grande estado
de tensdes iniciais introduzido pela variagio de temperatura. A variagio total da
temperatura € dada antes de qualquer aplicaciio de carga.

As Figuras 93, 94, 95 e 96 ilustram as regides plastificadas quando atua
somente a carga distribuida (g) e para a atuagio conjunta da carga distribuida e da
variagdo de temperatura (A7), para os casos de fibras simétricas e antissimétricas. Sio
mostradas as regides plastificadas ao final da atuagio da respectiva agio (carga
distribuida ou carga distribuida mais variagio de temperatura) na regido discretizada da
placa (somente o quarto da placa processado, pois os outros trés quartos sfo
simétricos), ilustrando a quantidade de camadas plastificadas em cada regido. Também ¢
mostrada a evolugio da plastificagio através a espessura da placa ao longo do eixo x e

y=0 para cada caso processado.

q
3

1,0q

0,8
FIBRAS SIMETRICAS

0,6q -
=

/ FIBRAS ANTISIMETRICAS

0,4q - 4

/
0,2q - /
/

T ¥ -

BESLOCAMENTO
1,0 2,0 em)

FIGURA 92 - Diagrama Carga-Deslocamento para Fibras Simétricas e Antissimétricas
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4y maximas tensies:

elemento 1 Ponto de Gauss 1

camada 1 o, =-3,357 MN /w’
camada 6 o, = 3,357 MN /n’

HENHUMA CAMADA
BLASTIFICADA

UMA OU DUAS CAMADAS
PLASTIICADAS

TRES OU QUATRO CAMADAS
PLASTWICADAS

CINCO OU SEIS CAMADAS
PLASTIFICADAS

k4

deslocamento na diregiio z dond 1 = 2,181 ¢m

0,8.q

1,0.q9

LI L)

FIGURA 93 - Regites e Camadas Plastificadas da Placa com Fibras Simétricas sob a
Agiio de (g)
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maximas tensies:
clemento 1 Ponto de Gauss 7
camada 6 o,=0,299 MN/ nr

NENHUMA CAMADA
PLASTIFICADA

U#A Ol DUAS CAMADAS
PLASTIFICADAS

TRES OU QUATRO CAMADAS
PLASTIFICADAS

GINGCO OU SEIS CAMADAS
PLASTIFICADAS

X

- destocamento na direciozdono 1 =0

0,2.q+ AT

0,4.q+AT

0,6.q+AT

0,8.q+AT

1,0. g+ AT

| AT VR AR WA |

FIGURA 94 - Regides e Camadas Plastificadas da Placa com Fibras Simétricas sob a
Agdo Conjunta de (q) e (AT}
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miximas tensdes:
elemento 1 Ponio de Gauss 1

camada 1 o, = —3,359 MN /m’
camada 6 o = 3,359 MN/ m’

RENHUMA CAMADA
PLASTIFICADA

UMA OU DUAS CAMADAS
PLASTIFICADAS

TRES OU QGUATROC CAMADAS
PLASTIFICADAS

CINCO QU SEIS CAMADAS
BLASTIFICADAS

X

deslocamento na direcio z do n6é 1 = 2,091 cnis

0,2.q

04.q

0,6.q

0,8.q

10.q

FIGURA 95 - Regites e Camadas Plastificadas da Placa com Fibras Antissimétricas sob
a Agdo de (¢)
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E y
maxinas tensies:
elemento 1 Ponto de Gauss 7
camada 6 o, = 0,299 MN / m’
NENHUMA CAMADA
BLASTIFICADA
UMA QU DUAS CAMADAS
PLASTIFICADAS
TRES OU QUATRO CAMADAS
BLASTIFICADAS
GCINCO Ol SEIS CAMADAS
PLASTIFICADAS
X
deslocamento na direcio z dond 1 =0
T I
0,2.q+ AT
0,4.q+AT
0,6.q+AT
0,8.q+AT
1,0.q+ AT

FIGURA 96 - Regides e Camadas Plastificadas da Placa com Fibras Antissimétricas sob
a Agao Conjunta de (g) e (AT)
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8 - CONCLUSOES

O objetivo geral desse trabalho, de elaborar um texto introdutério no
campo das placas laminadas em compostos de fibras longas, foi atingido. O texto
apresentado ¢ abrangente, dando uma visdo geral dos principais aspectos que envolvem
essa nova classe de materiais em desenvolvimento.

Apresentou-se a definigio mais apropriada para os materiais compostos
de fibras longas, bem como algumas propriedades dos materiais que sdo utilizados na sua
confecgfo, evidenciando-se, a partir dessas prorpiedades individuais, o enorme potencial
das placas compostas de fibras e matriz, uma vez que tais materiais possuem grande
rigidez com baixo peso quando comparados aos materiais de uso corrente mais
eficientes. Ficou também evidente que as desvantagens relacionadas aos compostos estfio
ligadas aos custos.

Mostrou-se, no que se refere ao comportamento mecénico dos
compostos em fibras longas, a importancia da analise micromecénica e sua relagio com a
analise macromecanica, que ¢ a analise mais apropriada para a engenharia. A teoria da
anisotropia elastica foi desenvolvida, partindo-se do caso geral de anisotropia para o
particular de isotropia completa do material, passando-se pela ortotropia e pela isotropia
transversal. Particularizagdes foram feitas para o caso de chapas sujeitas a tragio ou
compressao com fibras ndo coincidentes e coincidentes com as diregdes de atuago das
tensdes, mostrando que para o primeiro caso as dire¢des principais de tensdo e
deformagio coincidem ambas com os eixos de ortotropia, 0 que nio ocoire no segundo
caso.

No tocante a determinagdo das propriedades termoelasticas dos
compostos em fibras longas discorreu-se sobre cinco métodos utilizados, apresentando-
se alguns resultados e expressdes obtidos e publicados por pesquisadores em artigos de
revistas. A énfase foi dada 4 Regra das Misturas, um método mais simples de obtencio
de tais propriedades baseado na ponderagio das propriedades de fibra e matriz pelas
respectivas fragdes de volume. Tal método ¢ aplicavel com boa precisdo as propriedades

longitudinals.
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Também classificaram-se os laminados de acordo com sua sequéncia de
empilhamento e desenvolveu-se a teoria dos laminados quando sujeitos & flexdo,
incluindo-se ai os efeitos da variagdo de temperatura. Conclusdes foram tiradas quanto
ao acoplamento das quantidades estaticas e cinematicas para o caso geral e
particularizadas para os casos em que tais acoplamentos podem deixar de existir. No
caso geral todas essas quantidades estario relacionadas e no caso particular dos
laminados balanceados com camadas com fibras em zero e noventa graus tal
acoplamento desaparecera.

A resisténcia dos laminados também foi analisada. Foram apresentados os
modos basicos de ruptura da fibra, da matriz e da interface entre ambas, bem como
alguns critérios de ruptura mais utilizados para a anélise da resisténcia dos compostos em
fibras longas. Um exemplo de um caso de solicitagio plana segundo uma diregiio
qualquer em relacdo a das fibras foi analisado segundo critérios da méaxima tensio e de
Tsai-Hill, indicando predomindncia da ruptura devida as tensdes normais na dire¢do
longitudinal para angulos pequenos de inclinagdo das fibras, predominancia da ruptura
devida as tensdes normais transversalmente as fibras para dngulos grandes de inclinagiio
das fibras e predominfncia da ruptura devida is tensBes tangenciais para angulos
intermediarios.

A anilise dos exemplos processados pelo programa Plastoshell indicou a
real importancia da variagio da temperatura em tais estruturas, bem como ilustrou a
distribui¢do de tensdes em placas e chapas, como havia sido proposto como objetivo
desse trabalho. A subrotina para andlise da variagio de temperatura implementada
mostrou-se eficiente e importante no contexto geral dessa dissertagdo.

Trabalhos futuros relativos ao tema poderfo incluir a implementagio de
nova subrotina no programa Plastoshell, agora para analise da ruptura com base em um
ou mais dos critérios propostos aqui. Também poderfio ser realizados estudos tedricos e
experimentais mais aprofundados com relagio aos métodos de determinagfo das
propriedades termoelésticas, mais abrangentes ou mais especificos em relagdo a cada

método, bem como para os critérios de ruptura aqui expostos.
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APENDICE
PROGRAMA PARA ANALISE DE PLACAS LAMINADAS
ANISOTROPAS EM LINGUAGEM FORTRAN
PLASTOSHELL

INTRODUCAO

O programa utilizado para a andlise de placas laminadas estd
disponivel em bibliografia. HINTON & OWEN (1984) apresentam o programa
chamado PLASTOSHELL para a andlise eclasto-pldstica de placas e cascas
laminadas anisétropas, escrito em linguagem FORTRAN, que utiliza o método dos
elementos finitos com elementos quadrdticos isoparamétricos ¢ técnicas de
integragio numérica por pontos de Gauss. £ assumido um modelo estratificado em
que cada elemento finito é composto por camadas. As componentes de tensdo
computadas nos pontos de Gauss sio admitidas como constantes através da
espessura de cada camada, sendo que os esforgos solicitantes resultantes sao
obtidos por integragio ao longe da altura do laminado. Para as tensbes de
cisalhamento & feita uma correcio. Para simular a plasticidade anisdtropa €
utitizado o critério de escoamento de Huber-Mises em que as componentes de
tensdo sio modificadas pela introdugdo de parimetros anisGtropos. A regra de
fluéncia do tipo associada, em que o potencial pldstico tem a mesma expressdo da
fungio de escoamento anisGtropa, ¢ usada para definir a relacio constitutiva
incremental clasto-pldstica. Para o procedimento iterativo de solugdo numérica
pode-se adotar a atualizagfo ou nao da rigidez inicial, dependendo da escolha do
usudrio.

ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS DEGENERADOS
Elementos e Hipoteses

Baseado em um elemento tridimensional solido com um campo
quadritico de deslocamentos, como o mostrado na Figura 97, ¢ utilizado um
elemento degenerado quadrédtico correspondente como o da Figura 98. Duas
hipdteses basicas sfo feitas: a primeira € a de que as normais & superficie média da



placa permanecem retas apds a deformagio, ou seja, as secdes planas permanecem
planas apés a deformagdo; a segunda € a de que a componente de tensao normal

superficie média € nula.

FIGURA 97 - Elemento Quadritico Sdlido Tridimensional
HINTON & OWEN (1984)

£ NORMAL

FIGURA 98 - Elemento Degenerado Correspondente
HINTON & OWEN (1984)



Campo de Deslocamentos

Cinco graus de liberdade sdo especificados em cada ponto nodal,
correspondendo a trés deslocamentos e duas rotagdes da normal ao nd. A definigao
dos graus de liberdade de deslocamentos e rotagdes independentes permite levar em
conta a deformacdo por cisalhamento transversal, pois as rotagdes nao estao
vinculadas 3 inclinacdo da superficie média. Essa abordagem do campo de
deslocamentos € equivalente a teoria geral de cascas e reduz-se &s hipdteses de
Reissner e Mindlin quando aplicadas a placas.

A Figura 99 ilustra os deslocamentos e rotagdes de um ponto nodal

K genérico.

Posigido indeformada
da Normal no N6 K

Posigio Deformada

da Normal B = NP
\ Bai = h.Pay
1
i
)

i

u
L3 \

Médio Rotagdo da
Kik Normal

FIGURA 99 - Deslocamentos ¢ Rotagdes de Um Ponto K Genérico
HINTON & OWEN (1984)

Sdo utilizados, a vpartir daf, trés elementos quadriticos
isoparamétricos, o serendipito de oito nés, o lagrangeano de nove nos e 0
heterosis, como ilustra a Figura 100.



8 - N SERENDIPITO HETEROSIS 9 - N LAGRANGEANO

« NO cormu, v, w, By, Bz, graus de liberdade

o N6 com 34, B2, graus de liberdade

FIGURA 100 - Configuragio Nodal dos Trés Elementos Quadraticos
HINTON & OWEN (1984)

Deformacoes

As componentes de deformagdo sao, entdo, tomadas como:

g,
E=|Vey 8y
yx'z’
‘_}Jy'z' -
sendo:
£, = a Ey = > (2)
&1 @)‘
mé}_'l_'_l_ﬁ w_é%_{i_*._éﬂ: ”@—i—{-—aﬁ (3)
}/x'y' @}, &t' yx'z' 01’| C%C‘ 7/}-':' &; @;,

onde #' , v' e w' s3o as componentes de deslocamento.



Tenisoes

Sendo a tensdo perpendicular 2 superficie média nula (o, =0), as

cinco componentes de tensdo serdo dadas por:

o=|1 4)

Relaciio Constitutiva Elastica

5 admitido o caso de anisotropia em que hd trés planos ortogonais
de simetria, ou seja ortotropia. Quando os eixos de ortotropia ndo coincidem com

os de referéncia a matriz de rigidez € dada por:

D, D, D 0 0 0
D, b, D, 0 0 0
D= D, D, D, 0 0 0 )
0 o0 D, 0 0O
0 0 0 D, O
] 0 0 0 0 Dy
e a relacdo constitutiva sera:
o=D (g &,) (6)

onde £ j4 estd definido e &, € um vetor deformacao inicial, por exemplo, devido a

cargas térmicas e /) a matriz de rigidez.



Correcdo do Cisalhamento

Quando se admite que as normais & superficie média permanecem
retas, mas nio necessariamente normais apds a deformacdo, tem-se garantida a
continuidade de deslocamentos na interface das camadas, mas ndo a continuidade
de tensdes de cisalhamento. Tal hipdtese faz com que a deformagio de
cisalhamento transversal seja constanie através a espessura, © que € uma
aproximagio grosseira. Para corrigir tal imprecisdo aceita-se comumente uma
funcdo parabdlica de z'. Por isso introduz-se o fator de correcdo K.

Os termos I, e D), da matriz de rigidez que expressam ©

cisalhamento nos planos 13 e 23 devem ser corrigidos, respectivamente, pelos
fatores K, e K, como abaixo:

Dy = K\Gy, Dy, = K, Gy, (7)

sendo K, e K, obtidos a partir da fungéio que determina a forma do diagrama de

tensfio de cisalhamento e dada por:

tom], zY
g(Z)w{———m8 }{1 4(}?” (8)

Integracdo Numérica

O tipo de integragdo numérica ¢ um importante aspecio para a
eficiéncia do elemento finito utilizado. Sdo utilizadas a "técnica de integragao
normal”, a "técnica de integragdo reduzida" e a "técnica de integracdo seletiva”,
realizadas por pontos de Gauss.

A integragdo normal consiste de (3 x 3) pontos de Gauss. A
integracdo reduzida consiste de (4 x 4) pontos de Gauss e tem melhores efeitos
sobre elementos isoparamétricos, principalmente sobre as deformagdes de
cisalhamento transversal. E recomendada a utiliza¢io do elemento heterosis com
esse tipo de integracdo.



Na integracao seletiva, a flexdo € integrada usando a técnica de
integragio normal em nove pontos de Gauss (3 x 3}, enquanto que o cisalhamento
é integrado utilizando a técnica de integracdo reduzida em quatro pontos de Gauss
(2 x 2). A Figura 101 ilustra os pontos de Gauss e suas posicoes.

%
("1! 1} (1! 1’
3o 6o 90
2] #
H Y
- 20 50 8o s
£
N tm
10 40 7o
1, 1) (1, -1)
2x2 = REGRA DE GAUSS 3x3 = REGRA DE GAUSS
En e = 4 0.57735 Eny 1 = 0.0, 4 0.77460
(r=1,4) (n=1,9)

FIGURA 101 - Posi¢des para Quatro e Nove Pontos de Gauss na Integragio
Seletiva
HINTON & OWEN (1984)

Modelo Estratificado

E utilizado um modelo estratificado para a integracio das tensoes
através a espessura de cada camada. Cada camada contém pontos de tensdo sobre
sua superficic média. As componentes de tensdo no ponto médio de cada camada
em uma certa se¢ao sio computadas e assumidas constantes através a espessura, tal
que a distribuicio de tensdo ao longo da espessura € modelada por uma
aproximagio da distribui¢do constante, tal como ilustra a Figura 102.



CAMADAS DIAGRAMA DE TENSAO

L

VL

FIGURA 102 - Modelo Estratificado e Correspondente Distribuicdo de Tensdo
HINTON & OWEN (1984)

Sendo assim, podem-se empregar camadas de diferentes espessuras e
diferentes ntdmeros de camadas por elemento finito, além da possibilidade de
utilizar diferentes materiais em cada camada. Ainda, a especificacdo da espessura
da camada em termos normalizados permite a variagio de sua espessura, com a
variagio da espessura total do laminado.

COMPORTAMENTO NAO LINEAR FiSICO
Analise Elasto-Plastica

De um modo geral, a estratégia de solugdo de um problema elasto-
pldstico pode ser visualizada através dos diagramas ilustrados na Figura 103, O
primeiro diagrama ilustra a relagfo carga-desiocamento num ponto da estrutura e o
segundo a relagio constitutiva unidimensional.
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FIGURA 103 - Procedimento de Andlise Elasto-Plistica Aproximada
HINTON & OWEN (1984)

Na fase eldstica o sistema € linear e 0 procedimento usual de solugao
fornece, por exemplo, para uma carga F}, um deslocamento o,. Por
compatibilidade, calcula-se &, e da relagdo constitutiva, o,.

Aplicando-se um AP suficiente para passar do regime eldstico para
o pldstico, o cdlculo eldstico fornece &, £ e o. Entretanto, o deve ser corrigido
para 7,0, valor este compativel com a relagio elasto-pldstica. Por outro lado, ro
ndo estd mais em equilibrio com P+ AP, mas sim com um valor /', portanto,
gera-se um residuo y,, aplicado novamente como carga sobre a estrutura.

Novamente o efeito de , € determinado através de uma andlise
eldstica, tomando-se, por exemplo, a rigidez em §. Como resultado dessa nova
etapa, obtém-se &, ¢, o e ro, este Ultimo compativel com a relagdo
constitutiva. Gera-se, em consequéncia, um novo residuo y, e o procedimento
iterativo se repete procurando minimizar o residuo até um valor considerado, em
termos praticos, suficientemente pequeno.

Critério de Escoamento

Para a consideracio do comportamento elasto-pldstico de materiais
com anisotropia, o modelo empregado faz uso de uma generalizagio da superficie
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de plastificagdo de von-Mises. A expressdo dessa superficie, em casos complexos

de tensdo, é dada por

B

2 2 2 2 > >
G-I[a,2(6|,~0“22) +ay(oy —on) +a,(ogn—oy) +3a44q2+3‘155ﬁ3*3a6663]

of
%)

onde o, € a tensdo efetiva, 0s o, ¢ 7, sio componentes do estado de tensao € os

@, e ¢, sdo pardmetros de anisotropia. Os indices 1,2 e 3 referem-se as diregdes

dos trés eixos principais de anisotropia.
Particularmente a expressdo acima para o caso de o3, =0 torna-se:

wa | —

O = [alo:lzl + 241,000, + 4,0, +a30§2 +a41223 s Ti;] (10

onde o, = 0,,, O, =0y, T, T, Ty S0 as componentes de tensdo ndo nulas e g,

a,, @, d, ¢ a, 80 0s pardmetros de anisotropia.

Relacio Tensdo-Deformacio Elasto-Plastica

Sendo o incremento de deformagio total d & dado pela soma das

componentes eldstica e pldstica como abaixo:

de=d&+ds (11)

onde o incremento de deformagio eldstica € dado pela forma incremental de:

o=Dg (12)
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e o incremento de deformagio pldstica por:

de’ =di 2 (13)

onde O € chamado potencial pldstico e d4 é uma constante de proporcionalidade,

obtém-se a partir dal a seguinte relagio tensdo-deformagdo incremental elasto-
pldstica:

dgz[) de (14)

—ep

DESCRICAO DO PROGRAMA PLASTOSHELL

A seguir sdo apresentadas as principais subrotinas do programa
PLASTOSHELL para solucdo elasto-pldstica de placas e cascas delgadas e
espessas. Uma modelo estratificado € utilizado e o comportamento ndo-linear
geométrico também pode ser analisado. A Figura 104 mostra o fluxograma do
programa.
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FIGURA 104 - Fluxograma do Programa Plastoshell
HINTON & OWEN (1984)
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Subrotina DIMEN - Apresenta os valores das varidveis associadas ao controle do

programa.
Subrotina INPUT - Entrada de dados de controle do programa, da geometria da

estrutura, das condicoes de contorno e das propriedades dos materiais,
Subrotina MODAN - Calcula as matrizes de elasticidade /) e de parametros

anisétropos A para cada material.
Subrotina WORKS - Monta o sistema de coordenada orfogonal local e calcula a

espessura em cada ponto nodal.
Subrotina BGMAT - Calcula a matriz B, de deformagéo (¢=15 5) e a matriz G

correspondente para grandes deslocamentos.

Subrotina LOADS - Calcula as forgas nodais equivalentes devidas a pressio, forga

centrifuga, gravidade, cargas pontuais e variagdo de temperatura.
Subrotina ZERO - Inicializa vdrias varidveis que sdo usadas posteriormente para

acumular quantidades quando o processo incremental e iferativo continua.
Inicialmente essas varidveis sao nulas e depois, quando a andlise € reiniciada,
contém os ltimos valores de convergéncia.

Subrotina INCREM - Incrementa a carga aplicada de acordo com os fatores de

carga especificados em INPUT. E acessada na primeira iteragio de cada
incremento de carga.,
Subrotina ALLGOR - Controla o processo de solugdo ndo-linear, identificando o

tipo de algoritmo, rigidez inicial ou tangencial.

Subrotina STIFF - Calcula a matriz de rigidez de cada elemento para
comportamento eldstico e elasto-pldstico, levando em conta ndo-linearidade
geométrica para grandes deslocamentos.

Subrotina FRONT - acumula as contribuicdes de cada elemento para formar a
matriz de rigidez global e o vetor de cargas global. Resolve o sistema de equagbes
por eliminagio direta de Gauss.

Subrotina RESTR - Calcula as forgas nodais equivalentes que sdo estaticamente

equivalentes ao campo de tensdo que satisfaz o critério de escoamento.
Subrotina CONVER - Verifica o processo de solugdo ndo-linear para identificar a

convergéncia e calcula o vetor de forgas residuais.

Subrotina OUTPUT - Imprime os resultados para o corrente incremento de carga.
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SUBROTINA PARA A ANALISE DA TEMPERATURA

VINSON & SIERAKOVSKI (1987) ressaltam o efeito da
temperatura nas estruturas de materiais compostos como sendo um importante
modificador de suas propriedades e caracteristicas. A variagdo de temperatura
nessas estruturas € comum durante o processo de fabricagdo, bem como durante
sua utilizacgo. '

Tais variacdes produzem dois efeitos. O primeiro efeito € o da
expansio e contragdo quando tais materiais sio submetidos ao aumento ou a
diminuigfio de temperatura, respectivamente. Na maioria dos casos essa expansao
ou contracdo é proporcional i variagio da temperatura. Essa proporcionalidade, de
forma geral, ¢ dada por:

A oA (15)

tératice 1

onde & é a deformaciio provocada pela variagio de temperatura, & € o coeficiente
de expansio térmica, ou seja, a constante de proporcionalidade enire a variagdo de
temperatura € a deformagio térmica (Al/l) e AT ¢ a variagho de temperatura
tomada de uma temperatura de referéncia em que nfo hd tensdes ou deformagoes
térmicas,

O segundo efeito € relativo a rigidez e resisténcia dos compostos. A
maioria dos materiais tornam-se mais flexiveis, mais dicteis ¢ menos resistentes
quando aquecidos. Ao se realizar, por exemplo, uma analise de tensbes de uma
estrutura que seja aquecida ou resfriada dever-se-ia levar em consideragio a
resisténcia e o médulo de elasticidade do material a temperatura em que a estrutura
deve ser realmente utilizada. A Figura 105 ilustra a variagdo que ocorre na

resisténcia e no médulo de elasticidade quando hé variacio de temperatura.
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FIGURA 105 - Modulo de Elasticidade e Resisténcia em Fungio da Temperatura
HINTON & OWEN (1984)

Em materiais ortdtropos como os compostos, ao invés de um
coeficiente de expansdo térmica e um valor de deformagfio térmica hd trés valores
do coeficiente, de acordo com as direcdes 1,2 e 3 e, consequentemente, trés
valores da deformacdo provocada pela temperatura, de forma que a equagdo
anterior torna-se:

& = a,At {i=1273) (16)

HINTON & OWEN (1977) deduzem as expressdes das equacdes de
equilibrio de problemas eldstico-lineares visando a aplicagdo do método dos
elementos finitos. As equagbes de equilibrio que governam tais problemas podem
ser obtidas pela minimizacdio da energia potencial total do sistema, que para
aplicagOes estruturais ¢ dada por:

n:% [ [oT aty - [ (67 pav - [ [5] qds an
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onde o e & sdo os vetores tensdo e deformacdo, respectivamente, & sdo 0s
deslocamentos em qualquer ponto, p as forcas volumétricas e ¢ as forgas de
superficie. As integrais sdo feitas no volume e na superfivie do corpo. Na equagio
acima, o primetro termo representa a energia de deformagdo interna e os outros
dois as contribuigdes do peso préprio do corpo e das forcas distribuidas sobre a sua
superficie,

A minimizagio da energia potencial para um elemento finito
conduz a primeira parcela da equacdo anterior a:

[ @By pBYSAY = K°5 (18)

onde & € o vetor de deslocamentos nodais do elemento, B & a matriz de
deformag@o constituida das derivadas das fungdes de forma, [ é a matriz de
elasticidade que relaciona o com ¢ ¢ K° € a matriz de rigidez do elemento finito

dada por:
K= L[B]T DBAY (19)
Ainda decorrente da minimizagao da energia obtém-se:
FC A )+ ) + By = K8 (20
onde:
K= L[B]T DBdV F= L[N]T pdV Q20

F= L [BY D&°dV Fo = L{[B]T odv (22)
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sendo F*, F,, F: e F os vetores de forcas nodais equivalentes das forcas
aplicadas, das forgas volumétricas, das deformagdes iniciais (por exemplo,
térmicas) e tensoes iniciais. '

Conhecidos, a partir dai, o vetor deslocamento dos elementos o
pode-se determinar as tensdes no elemento que sio dadas entdo por:

o=D(B& - +0" (23)

Seguindo essas consideracfes foi construida uma subrotina e
mmplementada no programa PLASTOSHELL para calcular as deformagoes
provocadas pela variagio de temperatura, as tensoes e o vetor de forgas nodais
equivalentes. Considerando um estado plano de deformagdes e o material tendo
dois coeficientes de expansdo térmica, um segundo a direcdo 1 e outro segundo a
direcao 2 a expressdo para a determinagao das deformacOes passa a ser:

& = o (i=12) (24)

com as outras componentes de deformacdo nulas. A parcela das tensoes devida &
variagdo de temperatura ¢ dada por:

o=-Dg (25)
e o vetor de forgas nodais equivalentes por:

e = jV [BY D&'dV (26)

A subrotina chamada THERM foi posicionada no programa dentro
da subrotina LOADS, que calcula os vetores de forcas nodais equivalentes para
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todas as cargas aplicadas i estrutura, e de tal forma que a variagao de temperatura
¢ dada A estrutura antes da aplicagdo de qualquer outro carregamento, ficando esta
sujeita a um estado de deformagéo inicial.



