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RESUMO

LOPES JR., M. C. Modelagem numérica do crescimento de fraturas através do
método dos elementos de contorno. S3o Carlos, 1996. 261p. Dissertagdo

(Mestrado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de S3o Paulo.

Desenvolvem-se a formulagio do Método dos Elementos de Contorno e
correspondente algoritmo (para implementagdo em microcomputador) para a analise
de propagagdo de fraturas em dominios bidimensionais. S3o utilizados elementos
lineares isoparamétricos, tanto para discretizar o contorno quanto para simular a

fratura. Os elementos de fratura sdo descontinuos.

A formulagio € baseada em equagdes integrais de tensdes e de deslocamentos,
onde o termo que considera tensdes iniciais concentradas na linha de fratura é
formulado a partir da defini¢do de dipolos. O critério adotado é o modelo de fratura
coesiva. Os termos singulares e hiper-sigulares da formulagio s3o tratados
analiticamente e os termos quase-singulares sdo calculados através de um esquema

numérico baseado na utiliza¢do de sub-elementos.

Os valores dos dipolos sdo estimados ponto a ponto. Ao longo das fraturas, o
valor maximo da tensdo normal de tragdo permite definir novos elementos. As tensdes

de cisalhamento sdo removidas para manter a diregdo principal durante o processo.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Mecanica da Fratura, Concreto

(Estruturas).
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l ABSTRACT I

LOPES JR., M. C. Numerical modelling of crack growth through boundary elements
method. Sdo Carlos, 1996. 261p. Disserta¢do (Mestrado) - Escola de Engenharia

de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

The Boundary Element Method formulation and corresponding algorithm (for
microcomputer implementation) are developed for crack growth analysis in two-
dimensional domains. Linear isoparametric elements are used to discretize both

boundary and crack path. Fracture elements are assumed to be discontinuous.

The formulation is based on stress and displacement integral equations, where
the term that takes into account initial stresses concentrated along fracture line is
formulated from dipoles definition. The coesive fracture model is the criterium
adopted. Singular and hipersingular formulation terms are anallitically treated and
quasi-singular terms are computed by a numerical scheme based on element sub-

division.

Dipole values are estimated point by point. Along fractures, the maximum
normal tensile strenght is used to define new elements. Shear stresses are also

removed to maintain the principal direction during the process.

Keywords: Boundary Element Method, Fracture Mechanics, Concrete (Structures).






1 INTRODUCAO

Atualmente, o concreto é o material mais utilizado de construgdo civil,
encontrando amplas possibilidades de aplicagdo em engenharia, seja empregado
sozinho (concreto simples), seja em combinagdo com outros materiais (concreto
armado, concreto reforcado com fibras etc.), em barragens, pavimentagdo,
estruturas de edificios etc. Na opinido de MEHTA & MONTEIRO (1994), “o futuro
do concreto é extremamente promissor, pois é capaz de fornecer durabilidade e
propriedades mecdnicas excelentes a um baixo custo, além de sua utiliza¢do gerar
significantes beneficios ecologicos ao incorporar residuos de outras industrias em

sua produgdo.”

No entanto, apesar de poder ser chamado de material de construgdo universal,
o concreto esta longe de ser considerado perfeito, pois as estruturas de concreto
também apresentam desvantagens: seu comportamento mecanico, por exemplo, €
extremamente complexo € uma das causas dessa complexidade ¢ a existéncia de um

grande namero de fissuras.

A preocupacdo com fissuras se justifica porque as mesmas podem provocar
varios problemas. A presenga de fissuras descaracteriza a aparéncia monolitica da
constru¢do e pode indicar problemas estruturais mais graves. No caso particular do
concreto armado, podem expor a armadura a oxigénio e umidade, tornando o ago
mais suscetivel & corrosdo. Além disso, sua presenga aumenta o tempo e o esforgo

gastos em manutencdo e reparo.



Sabe-se que os agentes responsaveis pelo surgimento de fissuras podem
conduzir a fratura de componentes e, conseqiientemente, a ruina estrutural, colocando
em risco vidas humanas nos casos extremos. O colapso de estruturas de concreto
geralmente ¢ precedido pelo crescimento estavel de zonas de fissuragdo e pela

formagdo de fraturas de grande porte antes que a solicitagdo maxima seja alcangada.

As causas especificas da fissuragdo sdo varias e as fissuras podem surgir como
pequenas falhas inerentes ao processo de fabricagdo do material ou podem ser o
resultado de danos a estrutura como um todo. Além de serem normalmente causadas
por tensdes que surgem devidas a limitagdo de mudanga volumétrica (ou a
solicitagdes aplicadas a estrutura), as fissuras sio consideradas, atualmente, as

grandes responsaveis pelo comportamento nio-linear do material.

Existem técnicas capazes de minimizar o aparecimento de fissuras. Por
exemplo, o uso de armadura de pele convenientemente distribuida (nas zonas
tracionadas) limita a abertura das fissuras, tornando-as capilares. Obtém-se efeito
semelhante com a utilizag@o de protensdo. No entanto, ja que as fissuras ndo podem
ser completamente eliminadas, faz-se necessario idealizar procedimentos para
quantificar e predizer o comportamento de estruturas fissuradas sob condi¢des de
servico. Bem entendido: modelos devem ser definidos para caracterizar as fissuras,
bem como seus efeitos, e para predizer se — e quando — elas podem se constituir em
um fator de inseguranca durante a utiliza¢do das estruturas, levando-se em conta as

finalidades para que foram projetadas.

A Mecénica do Fraturamento ¢ a teoria utilizada na quantificagdo e previsdo
de resisténcia, durabilidade e seguranga de componentes estruturais que contenham

fissuras ou defeitos semelhantes.

Atualmente, pode-se dizer que a introdugio da mecanica do fraturamento nos
critérios de projeto e na analise de ruinas frageis de estruturas de concreto armado
(tais como em cisalhamento diagonal, cisalhamento de puncdio, tor¢io ou
arrancamento) pode produzir beneficios significativos, especialmente no que diz

respeito 4 obten¢do de margens de seguranga mais uniformes (principalmente quando



sdo consideradas estruturas de tamanhos diferentes). Isto, por sua vez, aumentara

tanto a economia quanto a confiabilidade estutural.

A mecénica do fraturamento podera ser particularmente importante para a
analise de estruturas de concreto de alto desempenho (alta resisténcia), estruturas de
concreto reforgado com fibras, estruturas de concreto de porte excepcionalmente
grande e estruturas protendidas. A aplicagdo da mecanica da fratura € mais urgente
em estruturas tais como barragens de concreto ou estruturas de confinamento de

reatores nucleares, onde a preocupagdo com seguranga € particularmente alta e as

conseqiiéncias de um desastre potencial, enormes.

Obviamente, a compreensio dos comportamentos de concreto e ago, bem
como do contato entre os mesmos, deve preceder um estudo a respeito do concreto
armado. Neste sentido, este trabalho apresenta uma formulagido desenvolvida com a
finalidade de analisar o processo de fraturamento de materiais que exibam
comportamento fragil. Em particular, a formulagdo é aplicada a modelagem do

concreto simples.

Cumpre ressaltar que as solugdes analiticas existentes para problemas de
mecanica do fraturamento limitam-se a um pequeno nimero de situagdes idealizadas,
onde o dominio € considerado infinito, homogéneo e isotropico, sendo solicitado de
forma relativamente simples. Por outro lado — como € o caso em aplicagbes praticas
— 0s problemas de mecanica do fraturamento ocorrem em estruturas contendo falhas,
de tamanho finito e submetidas a solicitagdes complexas. Isto conduz,
frequientemente, a utilizagdo de métodos numéricos (neste caso, o Método dos
Elementos de Contorno, MEC) para abordar o problema em questdo: surgimento e

propagacdo de fraturas em estruturas de concreto.

A implementagido do método dos elementos de contorno é feita considerando-
se o material como elastico linear e corrigindo-se a solugdo encontrada através da
combinagdo de técnicas de analise ndo-linear, de modo a levar em conta a existéncia
da ndo-linearidade fisica do material. Isto posto, € possivel listar os objetivos

pretendidos pelo presente trabatho:



Geral

o Desenvolvimento de uma formulagdo do MEC para a modelagem do surgimento

de fraturas mecanicas e acompanhamento de sua evolugio.

Especificos

Desenvolver um programa do MEC para a analise plana elastica linear utilizando

elementos lineares continuos e descontinuos.

e Desenvolver a formulagdo do MEC para modelagem de fraturamento a partir de

um estado inicial de tensGes.
o Desenvolver um elemento de fratura linear isoparamétrico.

o Desenvolver um programa para modelagem de propagagio de fraturas,

considerando-se o modelo coesivo.
Os demais capitulos do trabalho estdo organizados da seguinte maneira:

O CAPITULO 2 apresenta uma revisdo bibliografica, descrevendo o
desenvolvimento historico do tema, visando a situar o presente trabalho no contexto

do estado da arte dos métodos numéricos aplicados a mecanica do fraturamento.

O CAPITULO 3 contém a base matematica necessaria & compreensdo do
restante do texto. Nele, sdo encontrados temas como notagdo indicial, teoremas de
Green e esquemas de integragdo numérica, dentre outros. Optou-se por agrupar estes

itens em um capitulo Gnico em lugar de descrevé-los dentro dos capitulos relevantes.

O CAPITULO 4 ¢ dedicado ao estabelecimento das equagdes fundamentais
que regem os comportamentos elastico e elasto-plastico de solidos. As hipoteses que

permitem a simplificagdo da analise de estruturas tridimensionais sdo comentadas.



Também sdo introduzidos os estados iniciais de tensdo e deformagdo. Além disso, a

nio-linearidade fisica € considerada.

O CAPITULO 5 oferece razdes para a introdugio da mecinica do
fraturamento em certos aspectos do projeto de estruturas de concreto e apresenta,
também, conceitos e hipoteses basicos para a compreensdo do fendmeno. Estes
incluem: diferentes modos de fraturamento, fundamentos da mecanica do
fraturamento elastica linear, conceitos de estabilidade de crescimento de fraturas,
fator de intensidade de tensdes e balango de energia de Griffith. Alguns conceitos de
modelagem numérica também sdo tratados, bem como ¢ fornecida uma descri¢@o

sucinta dos diferentes métodos de abordagem existentes.

O comportamento mecanico do concreto (sob o enfoque da mecénica do
fraturamento) é tratado no CAPITULO 6. Sio feitas algumas consideragdes sobre o
desenvolvimento do material, bem como sobre suas vantagens e desvantagens.
Discute-se a aplicabilidade da mecénica do fraturamento elastica linear e apresentam-
se alguns aspectos relacionando o processo produtivo ao surgimento de fissuras. O
comportamento ndo-linear do concreto é comentado, ao tempo em que sdo

apresentados alguns modelos correspondentes.

O método dos elementos de contorno é abordado no CAPITULO 7.
Primeiramente, é posicionado em relagdo a outros métodos numéricos existentes. Em
seguida, a formulag@o para analise elastica linear € desenvolvida em etapas. Atengdo
especial € dada a aspectos peculiares da implementagdo do método, dentre eles o
calculo analitico das integrais singulares e quase-singulares e o tratamento de vértices

do contorno.

A aplicagdo do MEC a analise do processo de fraturamento é feita no
CAPITULO 8. A formulagdo utilizada para modelar o comportamento no-linear foi
desenvolvida considerando-se a técnica de corre¢des sucessivas do comportamento
elastico linear através da combinagdo de algoritmos incrementais e iterativos. A
abordagem utilizada consistiu em relacionar a retirada de tensdes a aplicagdo de

quadripolos ao longo de elementos ficticios, convenientemente introduzidos onde o



surgimento ou propagagdo de fraturas fosse verificado. O algoritmo de Kutt foi

utilizado no tratamento das integrais hiper-singulares da formulagéo.

No CAPITULO 9, sio mostrados exemplos de aplicagdo da formulagdo

desenvolvida no capitulo 8.
O CAPITULO 10 é reservado para as conclusdes do trabalho.

Em se tratando de um trabalho de dominio publico, faz-se mister a inclusdo
tanto do codigo fonte do programa computacional desenvolvido (em linguagem C)
quanto do algoritmo utilizado. Ambos foram incluidos nos ANEXOS, juntamente
com uma descri¢do da formulagdo matricial empregada e do projeto computacional

desenvolvido.

Apés as REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ¢ as OBRAS
CONSULTADAS, encontra-se o APENDICE, que contém a deducdo de algumas
das equagdes do texto. Estas equagdes foram escolhidas devido a importancia que
tém para a compreensdo do trabalho. Como as demonstragdes podem ser longas,

optou-se por fazé-las no apéndice, a fim de facilitar a leitura do texto.



2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 O Método dos Elementos de Contorno

A década de 60 marcou o inicio do desenvolvimento de computadores de
grande porte, possibilitando a solu¢do dos problemas de engenharia através de
métodos numéricos. A coincidéncia existente entre os avangos no desenvolvimento
tanto de computadores digitais quanto de linguagens de programagdo (ocorridos
principalmente nas décadas de 60 e 70) e o surgimento dos métodos numéricos pode
ndo parecer evidente a primeira vista. Porém, sem a existéncia de recursos adequados
de “software” e “hardware”, seria extremamente dificil — para ndo dizer impossivel
— gerar e resolver os sistemas de equagdes provenientes das formulagdes, utilizadas

na época, para a resolu¢do dos problemas existentes.

O método dos elementos finitos foi rapidamente adotado por conta de sua
versatilidade, aliada a capacidade de descrigio mais realista dos problemas de
engenharia. COOK et al. (1989) afirmam que o termo foi introduzido por Clough em
1960. A principio, a utilizagdo do método baseava-se principalmente em intui¢éo e
argumentacdo fisica. Por volta de 1963, estabeleceu-se a base matematica do método:
poderia ser considerado como a resolugdo de um problema variacional através da
minimizagdo de um funcional. Desta forma, poderia ser aplicado a qualquer problema

que pudesse ser formulado de forma variacional.



Entretanto, do ponto de vista pratico, o método apresentava dificuldades —
relacionadas principalmente a quantidade de informagio necessaria para modelar um
problema (cf. [7.1]).

No inicio da década de 70, segundo MACKERLE & BREBBIA (1988),
comegou-se a procurar uma alternativa as dificuldades acima. Basicamente, o que se
pretendia era desenvolver técnicas que se adaptassem melhor a resolugdo de
problemas de grande porte — principalmente os tridimensionais. Dentre as opgdes

possivels, encontravam-se as seguintes:

o Técnicas de Reducio, Uteis para certas aplicagSes, porém dificeis de generalizar.
Deram origem a métodos tais como a técnica de faixas finitas (para pontes e
edificios altos), diferengas finitas arbitrdrias, métodos matriciais de

transferéncia etc.

e Principios Variacionais Mistos, em combinagio com elementos finitos
(WASHIZU (1975)).

¢ Técnicas de Equacdes Integrais de Contorno, até entdo consideradas como um
tipo diferente de método analitico, pouco relacionado as técnicas aproximadas

utilizadas em engenharia.

Diversos livros e artigos sobre a aplicagdo de equagdes integrais a teoria do
potencial e da elasticidade foram escritos. Os assim chamados métodos integrais
tornaram-se conhecidos na Europa ocidental através dos trabalhos de uma série de
matematicos russos, tais como KELLOG (1929), MUSKHELISHVILI (1953),
MIKHLIN (1957) e KUPRADZE (1965).

Os métodos modernos de equagdes integrais de contorno estio diretamente

relacionados ao trabalho de FREDHOLM (1903)!, que utilizou equagdes integrais

IFREDHOLM, 1. Sur une classe d'equations fonctionelles. Acta Math., v. 27, p. 365-390, 1903
apud MACKERLE & BREBBIA (1988).



discretizadas para tratar problemas de potencial, formando a base para a abordagem
indireta (cf. [7.2]) do MEC. Essa abordagem é mencionada como indireta porque faz
uso de funcdes de densidade (ou fontes) ficticias, sem significado fisico, mas que

podem ser utilizadas no calculo de grandezas fisicas como deslocamentos e tensdes.

Na opinido de BECKER (1992), o primeiro a adotar a abordagem direta (cf.
[7.2]) de utilizar deslocamentos e forgas de superficie em uma equacdo integral
aplicavel ao contorno foi RIZZO (1967). Seu trabalho foi o primeiro a explorar a
analogia entre as teorias de potencial e da elasticidade classica e a imaginar uma forma
numérica de resolver o problema. Ele usou elementos retilineos para discretizar o
contorno onde as fungdes (neste caso, deslocamentos e forgas de superficie)
assumiam valores constantes em cada elemento. A regra de Simpson foi utilizada para

as integrais ndo-singulares.

Entretanto, para MACKERLE & BREBBIA (1988), KUPRADZE (1965) e
CRUSE (1968) estdo entre os primeiros pesquisadores a trabalhar com a formulagio
direta do MEC — este ultimo na aplicagdio das equagbes integrais de contorno a

resolug@o de problemas de elastodindmica.

Em 1963, houve a publicagdo de dois artigos classicos por JASWON (1963)2
e SYMM (1963)3. Estes trabalhos abordavam problemas bidimensionais de potencial
regidos pela equag@o de Laplace e trouxeram uma contribui¢do notavel a resolugdo de
integrais de contorno. A técnica utilizada consistia em discretizar as equagOes
integrais em elementos retilineos, sobre os quais as fungGes de potencial eram
assumidas constantes. Os elementos foram descritos em termos de pontos nodais e as
integragdes efetuadas através da regra de Simpson, exceto algumas integrais
singulares que o foram analiticamente. Esta abordagem pode ser classificada como

semi-direta (cf. [7.2]) porque as fungGes utilizadas para formular o problema nio

2JASWON, M. A. Integral equation method in potential theory - I. Proc. Roy. Soc. Lond., v.
A275, p. 23-32, 1963 apud BECKER (1992).

3SYMM, G. T. Integral equation methods in potential theory - II. Proc. Roy. Soc. Lond., v. A275,
p. 33-46, 1963 apud BECKER (1992).
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eram ficticias, podendo ser diferenciadas ou integradas para calcular as quantidades

fisicas.

JASWON & PONTER (1963) publicaram um artigo sobre a solugdo da
equagdo integral do problema da tor¢io. Formularam o problema em termos das
fungdes de tor¢do, utilizando uma equagdo integral do segundo tipo, e o resolveram
numericamente, encontrando a rigidez a torg¢do e as tensGes de cisalhamento no
contorno. Outras abordagens semelhantes de equagdes integrais foram adotadas por
HESS & SMITH (1967), para tratar problemas de fluxo de potencial em torno de
formas arbitrarias, ¢ HARRIGTON et al. (1969) em problemas bidimensionais de

engenharia elétrica.

CRUSE (1969) estendeu a abordagem direta de equagdes integrais a
problemas tridimensionais, seguindo uma formulagdo muito parecida com o trabalho
de Rizzo, exceto pelo fato de a superficie ser discretizada em elementos triangulares
planos, com deslocamentos e forgas de superficie assumidos constantes em cada
elemento. O trabalho de Cruse foi continuado em duas publicagdes posteriores: a
primetra, para incluir aplicagdes tridimensionais praticas e comparar com o MEF

(CRUSE (1973)) e, a segunda, usando elementos curvos com variaveis lineares em
cada elemento (CRUSE (1974)).

Durante o periodo inicial de desenvolvimento (de 1967 a 1972), as
formulagdes integrais de contorno foram estendidas de forma a tratar problemas néo-
homogéneos contendo inclusdes (RIZZO & SHIPPY (1968), problemas de
elastodindmica (CRUSE (1968) e CRUSE & RIZZO (1968)), elastoplasticidade
(SWEDLOW & CRUSE (1971)), materiais anisotrépicos (CRUSE & SWEDLOW
(1971)) e mecénica do fraturamento tridimensional (CRUSE & VAN BUREN (1971)
e CRUSE (1972)). Essas publica¢des foram fundamentais por fornecerem uma base
solida para o desenvolvimento posterior do método e por demonstrarem que a
abordagem de elementos de contorno constituia-se em uma ferramenta numérica

potente e precisa.
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Segundo BECKER (1992), o crédito pela "inven¢do" das técnicas integrais de
contorno deve ser dado a M. A. Jaswom, G. T. Symm, F. J. Rizzo ¢ T. A. Cruse. As
publicagdes de Cruse (1968 - 1973) foram as primeiras a demonstrar a precisdo da
técnica de elementos de contorno, ndo apenas em problemas de elastostatica
tridimensional, mas também de elastodindmica, anisotropia, plasticidade e mecanica

do fraturamento.

Houve um progresso ainda maior durante a década de 70, onde comegou a
ficar claro que a abordagem do MEC oferecia uma excelente alternativa, em relagdo a
elementos finitos, para a resolugdo de muitos problemas praticos. Desde entdo, a
abordagem do MEC continua a se desenvolver a passo rapido e foi estendida de
forma a abranger um espectro amplo da mecanica do continuo, incluindo-se

aplicagdes ndo-lineares avangadas.

No decorrer do tempo, as formulagdes de equagdes integrais tém sido
mencionadas como Método da Equacgio Integral de Contorno ou Método dos

Elementos de Contorno.

Na opinido de DOMINGUEZ (1993), o termo Método dos Elementos de
Contorno foi utilizado pela primeira vez em 1977, aparecendo em, pelo menos, trés
publicagdes: a tese de Ph. D. de DOMINGUEZ (1977), um artigo de BANERJEE &
BUTTERFIELD (1977) e um outro de autoria d¢ BREBBIA & DOMINGUEZ
(1977). Existe alguma duvida relacionada a quem teria utilizado primeiramente a sigla
BEM (Boundary Element Method).

2.2 Mecanica do Fraturamento

A mecanica do fraturamento foi primeiramente estudada abordando-se

materiais frageis, como o vidro, por GRIFFITH (1920) (cf. [5.4]). Desde entdo, tem
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sido aplicada a uma grande faixa de materiais e componentes diferentes, tornando-se

um ramo importante da engenharia.

MINDESS fornece uma revisdo historica (1983a) e apresenta uma revisdo
bibliografica comentada da aplicagdo da mecanica do fraturamento a cimento e
concreto (1983b). Segundo MINDESS (1983a), o fraturamento de pasta de cimento
endurecida e de concreto comegou a ser estudado seriamente a partir do trabalho de
RICHART et al. (1928)%, que analisaram o desenvolvimento de fissuras em concreto

submetido a compressio.

Para ELFGREN (1989a), as primeiras aplicagdes para o concreto parecem ter
sido feitas por NEVILLE (1959)5, com a sugestdo de que o efeito de escala (cf
[5.1.5]) sobre a resisténcia do concreto poderiam estar relacionados & distribuigio
aleatoria de falhas de Griffith. Além disso, o primeiro estudo experimental da
aplicabilidade da mecénica do fraturamento ao concreto teria sido conduzido por
KAPLAN (1961)¢, que executou ensaios de flexdo em vigas de concreto com entalhe
e calculou G, a taxa de liberagdo de energia de deformagdo critica (cf. [5.4]). Kaplan
concluiu que "o conceito (de Griffith) de uma taxa de liberagdo de energia de
deformagdo critica como sendo uma condi¢do para a propagacdo rdpida, e

conseqiiente fratura, é aplicavel ao concreto."

A aplicagdo da mecanica do fraturamento a estruturas de concreto tem
proporcionado novas maneiras de compreender e modelar os fendmenos que,
anteriormente, sO poderiam ser tratados empiricamente. Existe um interesse
internacional crescente nessas questdes e que se reflete na literatura publicada
recentemente. Alguns trabalhos cobrindo as principais partes do desenvolvimento

foram apresentados por WITTMANN (1983, 1986), BAZANT (1985, 1986), SHAH

4RICHART, F. E.; BRANDTZAEG, A.; BROWN, R. L. Bulletin n° 10S. Engineering Experiment
Station. University of Illinois, 1928. 104p apud MINDESS (1983a).

SNEVILLE, A. M. Some aspects of the strength of concrete. Civil Engineering, v. 54, p. 1153-
1156, 1308-1310, 1435-1439, 1959 apud ELFGREN (1989a).

6 KAPLAN, F. M. Crack propagation and the fracture of concrete. J. American Concrete Institute,
v. 58, p. 591-610, 1961 apud ELFGREN (1989a)
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(1985)7, CARPINTERI & INGRAFFEA (1984), SIH & DI TOMMASO (1985),
REINHARDT (1986)¢ ¢ CARPINTERI (1986).

2.3 Aplicaciio do Método dos Elementos de Contorno

a Mecéanica do Fraturamento

Problemas tridimensionais de mecinica do fraturamento foram tratados no
principio do desenvolvimento geral do MEC por CRUSE & VANBUREN (1971),
que consideraram uma fratura plana em um bloco retangular. Tratada como um
problema simétrico, a geometria da fratura idealizada n3o apresenta dificuldades,
sendo necessario apenas considerar a modelagem do campo singular da extremidade
da fratura. Isto ¢ feito através da discretizagdo das superficies de fratura através de
uma malha graduada de elementos triangulares constantes, com dimensdes reduzindo
em diregdo a extremidade da fratura. Os fatores de intensidade de tensdo sdo

calculados por extrapolagdo de deslocamentos.

Subseqiientemente, em um importante artigo, CRUSE (1973) mostrou a
utilizagdo do MEC em problemas bidimensionais e tridimensionais de mecanica do
fraturamento, incluindo uma comparagdo favoravel com o método dos elementos
finitos e apontando as vantagens da modelagem e discretizagio do contorno pelo
MEC. Um procedimento mais geral foi considerado para modelar a geometria da
fratura. Uma vez que, como observado, o MEC usual é incapaz de distinguir entre

duas superficies no mesmo plano, a fratura é modelada como duas superficies

7 SHAH, S. P, ed. Application of fracture mechanics to cementitious composites. Dordrecht,

Martinus Nijhoff, 1985. (NATO ASI Series, Serie E, Applied Sciences - n. 94) apud ELFGREN
1989a)

g REINHARDT, H. W. The role of fracture mechanics in rational rules for concrete design. TABSE

Periodica, n. 1, IABSE surveys, S-34/86, 1986 apud ELFGREN (1989a).
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separadas por uma distancia pequena — mas finita — e ligadas por uma curva
eliptica. Embora este modelo ndo seja ideal, permite que problemas assimétricos

sejam analisados.

Elementos lineares sdo utilizados para analisar tensdes em CRUSE (1974). A
dificuldade existente no calculo de integrais singulares para obter os coeficientes de
deslocamento ¢ superada pela introdugdo do conceito de calculo dos termos diagonais

via somas de linha.

Uma extensdo posterior a elementos de ordem superior (cf [7.3.3]) ¢é descrita
por BESUNER & SNOW (1975), que usam geometria reta ou parcialmente circular,
combinada com variagdes quadraticas de deslocamentos e forgas de superficie, para
resolver problemas bidimensionais de mecinica do fraturamento. E feita uma
compara¢do entre o método dos elementos finitos € o método dos elementos de
contorno, utilizando-se elementos semelhantes aos do tipo CST e um numero
semelhante de nds no contorno. A precisdo obtida no segundo caso, em um tempo
computacional menor, é muito maior. A utilizagdo da taxa de liberagdo de energia de
deformagdo (G, cf. [5.4], a rigor, taxa de liberacio de energia potencial) para
encontrar os fatores de intensidade de tensdo (FIT, cf. [5.3.1]) tem a desvantagem de
serem necessarios dois calculos no MEC, mas a vantagem de as fungdes de

ponderagdo poderem ser calculadas de forma simples.

A utilizagdo de G no calculo dos FIT's em problemas tridimensionais é feita
por CRUSE & MEYERS (1977), que acham esse método mais preciso que a formula

de deslocamento de um ponto.

Elementos isoparamétricos padrdes, de forma polinomial, ndo se adaptam bem
a modelagem da variagio de r (distdncia em relagio a extremidade de fratura)
proximo as extremidades de fratura e taxas de convergéncia melhoradas ndo podem
ser obtidas simplesmente aumentando-se o grau das fungdes de interpolagdo.
Elementos isoparamétricos, refletindo a natureza dos campos na extremidade de
fraturas, foram desenvolvidos independentemente, no contexto do MEF, por

BARSOUM (1974) e HENSHELL & SHAW (1975). O uso de tais elementos
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empregando a técnica “quarter point”, juntamente com as modificagdes necessarias
para incorporar as singularidades de forga de superficie no MEC, foi examinado por
CRUSE & WILSON (1977), utilizando o programa de elementos quadraticos
tridimensionais de LACHAT & WATSON (1975) para analisar um problema

tridimensional simétrico.

O MEC direto usual para elasticidade baseia-se nas solugdes fundamentais (ou

fungdes de Green, cf [3.3]) u; e p; da equagdo de Navier, que fornecem os

deslocamentos e forgas de superficie provenientes de uma carga concentrada em um
ponto arbitrario situado numa regido elastica infinita. SNYDER & CRUSE (1975)
mostraram que uma solu¢do fundamental para um solido bidimensional infinito,
contendo uma unica fissura reta e livre de forgas de superficie, poderia ser
desenvolvida — um método implicito de mecédnica do fraturamento. Na analise de
uma regido finita contendo uma fissura desse tipo, apenas o contorno da regido
precisou ser modelado, sendo os efeitos devidos as superficies de fratura

implicitamente considerados na nova solug@o.

O método implicito de fratura requer o uso de fungdes de variavel complexa
para calcular um termo adicional (real) no esquema de integragdo do MEC usual. A
estensdo desse método a elementos lineares origina problemas posteriores de analise
complexa e aponta erros anteriores (CRUSE (1978)). Esta técnica tanto ¢ elegante
quanto precisa, mas a integragdo ¢ mais custosa do que no MEC convencional, e ndo

pode ser estendida (de modo geral) a problemas de fratura tridimensional ou curva.

MEWS (1987) utilizou o método implicito de mecanica do fraturamento em
problemas do modo misto, fraturas ramificadas e fraturas solicitadas (que requerem o

calculo de integrais de superficie de fratura).

A técnica de subtragdo de singularidade foi introduzida no contexto de
equagdes integrais por SYMM (1973), para a solugdo de problemas de potencial, e
por ALIABADI (1987), para elasticidade. Em uma regido linear eldstica contendo

uma singularidade, as solugbes para u e p podem ser separadas (usando-se
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superposi¢do) em duas componentes. uma parte suave e outra singular, devida a
extremidade da fratura. Se K (cf. [5.3.1]) for conhecido, as contribuigdes singulares
podem ser subtraidas das condi¢des de contorno aplicadas em cada né e, entdo, o

MEC fornecera a parte suave da solugdo.

Diversas estratégias para a modelagem de corpos fraturados tridimensionais
sdo citadas por RAVEENDRA & CRUSE (1989).

ROCHA & VENTURINI (1988) utilizaram uma formulagdo de elementos de
contorno para modelar descontinuidades em dominios bidimensionais. Enfatizou-se
como o termo integral — empregado para modelar a redugio de tensdes ao longo de
todas as descontinuidades — poderia ser introduzido nas equagdes integrais usuais.

Foi proposto um algoritmo n3o-linear para modelar o comportamento do material.

Neste trabalho, a formulagdo utilizada para modelar o comportamento nio-
linear foi desenvolvida considerando-se a técnica de corregdes sucessivas do
comportamento elastico linear através da combinagdo de algoritmos incrementais e
iterativos. A abordagem utilizada consistiu em relacionar a retirada de tensdes a
aplicagdo de quadripolos ao longo de elementos ficticios, convenientemente

introduzidos onde o surgimento ou propagacdo de fraturas fosse verificado.



l 3 BASE MATEMATICA I

Aqui, faz-se uma discussdo breve de alguns topicos que foram selecionados
por sua relevancia & compreensdo do trabalho. Nos capitulos seguintes, serdo feitas
referéncias a algumas das teorias aqui apresentadas, em vez de tentativas de descreveé-

las nas se¢des do texto onde sdo aplicaveis.

Os conceitos sdo apresentados da maneira mais informal possivel, sem a
pretensio de manter um rigor matematico muito elevado. Admite-se que sejam
conhecidos os conceitos de algebra vetorial. Caso haja necessidade de maior
aprofundamento nos temas, os textos seguintes poderdo ser utilizados: LAI et al.
(1986), BREBBIA & DOMINGUEZ (1989), KREYSZIG (1988), COOK et al.
(1989), BAJPAI et al. (1977), CAKMAK et al. (1987) e ZAGOTIS (1984).

3.1 Notacio Indicial

3.1.1 Convencio de Somatorio, Indices Mudos

Seja 0 somatorio

n
$=a,X; +2,X,++a,X, = ) aX,. 3.1
i=1
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Como a soma independe da letra utilizada como indice, diz-se que o indice i,
na eq. (3.1) é um indice mudo. A eq. (3.1) pode ser simplificada e, para tanto, ¢
suficiente adotar-se a seguinte convencdo: a repeti¢do de um indice, uma tnica vez,
indica um indice mudo e, portanto, um somatoério com o indice assumindo valores
inteiros 1, 2, ..., n. Esta é conhecida como a conven¢io de somatorio de Einstein.

Utilizando-a, a eq. (3.1) reduz-se a

s=ax,. (3.2)

A repetigdo de um indice mais de uma vez ndo esta definida pela convengio,
mas a repeti¢do de mais de um indice, uma Unica vez, pode representar um somatorio

multiplo.

3.1.2 Indices Livres

Seja o seguinte sistema de trés equagdes
Vi = apX, TapX; +ax;
Y, = 8,X, +8,,X, +a,X,. 3.3a-¢)

Vi = ayX, +a,Xx, +a;X;

Utilizando-se a convengio de somatorio, obtém-se

YI = aluxn
Y2 =85X%, _ ‘ (3.4a-c)
Yi=aX,

que podem ser simplificadas para

Ym = 8mX,, m=1,2,3. 3.5)
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O indice m, que aparece uma, e somente uma, vez em cada membro da
equagdo, é chamado de indice livre, assumindo valores inteiros, um de cada vez.
Uma equagdo pode ter mais de um indice livre. Neste caso, cada indice livre deve

obedecer as defini¢des anteriores. Portanto, as equagdes seguintes ndo tém significado

a, = bj,
a; +k; =¢;, (3.6a-c)
a;+bic,d; =0.

Uma equagio contendo dois indices livres, como a seguinte

T.=A_A._, i=12 3 j=12, 3 (3.7)

i im” " jm>

representa um conjunto de nove equagdes.

§F3.1.3 Delta de kfonecker

O delta de Kronecker, representado por 6,, € definido como

1 o
3 ={ > el (3.8)
0, sei=j.
Ou seja, a matriz
611 812 813
[Sij]: 821 822 823 3.9
831 532 633

equivale a matriz identidade.

Manipulando-se um pouco com a notag@o indicial, pode-se verificar que
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8;=0,,+8,+8,, =1+1+1=3,

ot (3.10a-d)
1va-

8,T,=T,=T,,

B induid i = 8-

3.1.4 Convenciao de Diferenciacio

Com a finalidade de simplificar as formas de algumas expressdes, o simbolo

convencional de derivada parcial (0) podera ser substituido pela virgula, conforme

exemplificado a seguir (FUNG (1965)):

% _
o, by
og.
8x: =g - (3.11a-¢)
00 ;
ox, ik
k

3.2 Problemas de Valor de Contorno

Um Problema de Valor de Contorno envolve a aplicagdo de uma equagio
diferencial a um dominio €2, limitado por um contorno I (fig. (3.1)). Como exemplo,

pode-se citar a equagio de Poisson
V2¢(X>Y) = b(X>Y) €m Q: (3'12)

onde ¢(x,y) € a fungdo incognita (neste caso, um potencial) a ser determinada e b(x,y)

¢ uma fung¢do definida no dominio Q.
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=1}

I__’ a:
X %Wz

FIGURA 3.1 - Um problema de valor de contorno. BECKER (1992).

A obtengdo da solugdo de uma equagdo diferencial exige a especificagdo das
condicdes de contorno, estabelecendo o valor da fungdo incognita, ou de suas

derivadas, em trechos do contorno I'. Essas condi¢bes de contorno podem ser de dois

tipos:
e Valores prescritos da fungio incognita ¢:

o(x,y) = 9,. (3.13a)
também conhecidas como condi¢des essenciais ou condicdes do tipo Dirichlet.

e Valores prescritos da derivada da fungdo incognita em relagdo a normal ao

contorno:

(x,y) _

=0, (3.13b)

também conhecidas como condi¢des naturais ou condi¢des do tipo Neumann.
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O contorne pode ser definido como o lugar geométrico dos pontos em cuja
vizinhanga existem tanto pontos internos quanto pontos externos em relagio ao
dominio. Em relagdo ao dominio, pode ser de dois tipos: externo (fig. (3.2a)) ou
interno (fig. (3.2b)). Dependendo do tipo de contorno, o dominio pode ser
classificado como fechado (fig. (3.2a)) ou aberto (fig. (3.2b)) e o sentido de

numeragdo dos nos do contorno sera, respectivamente, anti-horario ou horario.

(&) Dominio Fechado

FIGURA 3.2 - Classificagfo dos dominios. BREBBIA & DOMINGUEZ, (1989).

3.3 Funcoes de Green

Uma Fung¢iio de Green ¢ definida como a resposta de um sistema a um
estimulo padrio de entrada. Alguns exemplos classicos de fungdes de Green sdo
(ALTABADI & ROOKE (1991)):

e A voltagem de saida, como fungdo do tempo, de um circuito elétrico em resposta a

um pulso de voltagem de entrada.

* A resposta dinimica de um sistema mecanico colocado em movimento por um

golpe impulsivo.
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e O campo de tensdes produzido em um corpo elastico em resposta a uma forga

concentrada agindo sobre o corpo.

As fungdes de Green sdo importantes porque — quando definidas de maneira
adequada — contém toda a informagdo essencial sobre o sistema. Além disso,
permitem a obtengdo da resposta do sistema a qualquer entrada — considerada como
composta por varios impulsos menores e independentes. A resposta total seria a soma
de todas as respostas individuais, devidas, respectivamente, a cada impulso agindo em

separado.

O sistema em questio deve possuir as seguintes propriedades, a fim de
permitir sua representagdo através de fungdes de Green (ALIABADI & ROOKE
(1991)):

¢ Relac¢io de Causa e Efeito: Sem estimulo, ndo ha resposta.
e Invariancia: A resposta a um dado estimulo € sempre a mesma.

¢ Linearidade: Se a resposta ao estimulo E, é R, e a resposta ao estimulo E, é R,,

entdo a resposta ao estimulo I,+1, é R;+R,.

No Método dos Elementos de Contorno, as Fungdes de Green aparecem sob a
forma de Solu¢des Fundamentais (talvez um termo mais apropriado fosse Fungoes
de Influéncia, cf. [7.3.1]). As solugGes fundamentais podem ser entendidas como a
solucdo das equagOes diferenciais de equilibrio (cf [4.2] e [4.6]), quando expressas

em termos de deslocamentos (equacdes de Navier):

1 1
(—i————_Z—Vjuj’jf +U, 5 +—éb£ =0 (3.14)

Seja um dominio infinito, continuo e elastico-linear, submetido a agdo de uma
unica for¢a unitaria concentrada. Assumindo-se que esta for¢a concentrada esteja

aplicada em um ponto interior p (usualmente chamado de ponto de carga, ou fonte),



24

0 que se procura encontrar € o efeito desta forga em um outro ponto Q, situado em

qualquer lugar do dominio, satisfazendo as seguinte condi¢des:
e Todas as tensOes devem se anular quando a distancia entre p e Q tender ao infinito.

* As tensbes devem ser singulares em p, isto é, devem tender ao infinito quando a

distancia entre p e Q tender a zero.

A solugdo para o problema acima (conhecido como problema de Kelvin), é a
solu¢io fundamental de Kelvin!, utilizada neste trabalho. Em um problema
isotropico bidimensional onde se admite estado plano de deformagdo (cf [4.4.2]),

pode ser definida deste modo:
G;j,j +A8, =0 (3.15)

ou seja, corresponde a distribuigao de tensdes provocada pela aplicagio de uma forga
unitaria concentrada no ponto p, na diregdo /. A’ corresponde a fungdo delta de

Dirac 8(p,Q) (eq. (3.50)) e utilizou-se a convengao de diferenciagdo (cf. [3.1.4]).

A solugdo fundamental também pode ser expressa, em termos de
deslocamentos e forgas de superficie, da seguinte maneira (BREBBIA &
DOMINGUEZ (1989)):

* 1 1
ul ZEIG(I“—V)[G*L‘V)IH(;)S& +r,er,k} (3.16a)
. 1
P =m0 2B 120 02, - )]
(3.16b)

onde, considerando-se um ponto qualquer do dominio, uj, (p, ) representa o

deslocamento (a forca de superficie) na dire¢gdo k quando uma for¢a unitaria é

I MINDLIN, R. D. Force at a point in the interior of a semi-infinite solid. Physics, v. 7, p. 195,
1936 apud BREBBIA & WALKER (1980).
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3.4 Equacgoes Integrais e Valor Principal de Cauchy

Em uma equacio integral, os integrandos sdo fun¢des desconhecidas onde as
incognitas desempenham a fungdo de densidades. Quando essas fungdes estdo

definidas em um contorno I' s30 chamadas de funcdes de contorno.

Seja ¢ = o¢(t) uma fungdo de contorno ndo definida em um ponto t,
pertencente a I'. Para ser possivel calcular a integral de ¢ ao longo de I', altera-se o
dominio I’ para I'-T', sendo I' um segmento da curva I' delimitado por uma

circunferéncia de raio € com centro em t, (fig. (3.4)). Desta forma, poder-se-a calcular

[o(tydr (3.18)

quando existir o limite

lim [o(t)dr, (3.19)

£0 r——f

conhecido como integral singular da fungio ¢(t) ao longo do contorno I'.

FIGURA 3.4 - Defini¢io geométrica de integral de Cauchy. ROCHA (1988).
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aplicada, no ponto p, na direcdo ¢ (fig. (3.3)) e €, representa o versor na direcdo k.

A fungdo r = r(p,Q) € a distancia fisica entre os pontos p e Q (modulo do vetor

posi¢dio T) e r, representa a derivada de r em relagdo a diregdo indicada pelo versor

normal ao contorno, 1.

Obviamente, os vetores deslocamento e forga de superficie sdo dados por

-k

* . * — *
U =u, €, =u;0,€ =Uu€, (3.17a)

p = p:Ek = p;kslj—ék = P;k_ék (3.17b)

BREBBIA & WALKER (1980) apresentam a forma explicita da solugdo

fundamental de alguns problemas conhecidos.

FIGURA 3.3 - Interpretagdo geométrica das componentes da solugdo fundamental. BREBBIA &
DOMINGUEZ (1989).
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Como o ponto t, ndo esta situado nas extremidades do segmento de curva, o
trecho I' - T fica dividido em dois trechos, I'; e T, (fig. (3.4)) e a eq. (3.19) torna-se
lim j @(t)dl’, +1im j o(t)dr, . (3.20)
-0 rl >0 l_,2
Se os dois limites acima existirem, diz-se que a integral (3.18), apesar de
apresentar singularidade, ndio apresenta uma singularidade especial e seu limite é

calculado normalmente. Entretanto, quando os limites ndo existem isoladamente,

pode-se tentar o artificio de calcula-los em conjunto, da seguinte maneira
lim[ [o(tydr, + j (p(t)drzj . (3.21)
30 F] r2

Quando os termos integrais se compensam, este limite existe e, portanto, a
integral (3.18). Quando os limites (3.20) e (3.21) existem, sio chamados de valor

principal de Cauchy da integral (3.18). Isto posto, pode-se dizer que

[o(t)dr =1lim j @(t)dr . (3.22)

>0

Quando a integral (3.18) ndo apresenta singularidade especial, o ponto t, pode

estar situado em uma das extremidades da curva. A existéncia do limite (3.21)

depende, obviamente, do tipo da fungdo ¢(t) e do tipo de curva I,

3.5 Teoremas de Green

Sejam V e V?, respectivamente, os operadores gradiente e laplaciano

dados, no espaco tridimensional, por:
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V:fax+}g+k—a—— (3.23a)
Z
2 2 2
VZ—V-V—;;2+;;2+§2 (3.23b)
Z

onde 1, j e k representam os versores ao longo das dire¢des x, y e z,

repectivamente.

Considere-se, agora, um dominio consistindo de um volume Q limitado por
um contorno I', suave por partes, onde as fungdes F(x,y), escalar, e G (x,y), vetorial,

tém primeira derivada continua em relagdo as coordenadas cartesianas. Neste caso,

valem os seguintes teoremas:

[ grad(F)dQ = [ VFdQ = §fFdr, (3.24a)
Q Q r

conhecido como o Teorema do Gradiente, €

[div(G)dQ=[v-GdQ= §a-Gdr, (3.24b)
Q Q

r

conhecido como o Teorema da Divergéncia. Em trés dimensdes, as equagdes acima

sdo equivalentes a

A L k——) dQ = f(in, +n, +kn, )Fdr (3.25a)

+0F +0F =0F
Jligetiz
Q % 0z T

oG, 0G, oG
i( S ayy + 6ZZJdQ:f(nXGX+nyGy+nZGz)dF, (3.25b)
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respectivamente. O ponto, (-), representa o produto escalar de vetores, i representa
o versor normal externo ao contorno I e n,, n, e n, (G,, G,, G,) sdo os componentes

cartesianos de i (G).

As seguintes identidades, que podem ser derivadas a partir dos teoremas

anteriores, sdo utilizadas no desenvolvimento do trabalho (REDDY (1993)):

[(VF)HAQ = - [(VH)FdQ+ $FFHAT (3.26a)
Q Q T
[F(v-G)dQ=-[(VF)-GdQ+§5-FGdr , (3.26b)
Q Q T
j (V*F)HdQ+ j VF-VHdQ = §n(VF)Hdr §— HdI" . (3.26¢)
Q Q

onde H(x,y) representa uma fungio escalar com as mesmas propriedades de F(x,y).

O teorema da divergéncia pode ser utilizado para relacionar duas varidveis no
volume Q. Assumindo-se a existéncia de duas varidveis, ¢ e A, com primeiras e
segundas derivadas continuas no volume (2, e empregando-se as eqs. (3.23b) e
(3.24b), € possivel demostrar que a seguinte identidade, conhecida como o Teorema

de Green, ¢ valida:

[(6v'r-Avig)an §(¢——xa¢jd (3.27)

Q

3.6 Teorema de Betti

Considere-se um corpo em equilibrio quando submetido a a¢do de dois
estados de carregamento, cada um deles levando a um dos estados de tens@o definidos

a seguir;
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(a)

e Para um estado de carregamento (a), tensdes o’ que ddo origem ao conjunto de

(a)

deformagdes g;” .

e Para um estado de carregamento (b), diferente do anterior, tensdes ¢{” que ddo

(%)
i

origem ao conjunto de deformagdes €

O teorema de Betti (também chamado de teorema do trabalho reciproco)
estabelece que o trabalho feito pelas tensdes do sistema (a) sobre as deformagdes do
sistema (b) ¢ igual ao trabalho efetuado pelas tensdes do sistema (b) sobre as

deformagdes do sistema (a), ou seja

j oleldQ = j olMeldQ. (3.28)
Q

Q

3.7 Funcdes de Interpolagcio e Formulacao

Isoparamétrica

Um campo f pode ser interpolado ao longo de um elemento a partir de n

valores nodais {f} ={f, f, - .}, da seguinte maneira

f=[o}s}, = Z¢f ~0.f.. (3.29)

onde os ¢; sdo fungdes das coordenadas definidas no espago cartesiano adotado
(conhecidas como funcdes de forma ou fun¢des de interpola¢io). Uma funcio de
forma ¢; define a distribui¢do de f ao longo do elemento quando o i-ésimo grau de

liberdade, f;, tem valor unitario e todos os outros f's sdo zero.
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As fungGes ¢; apresentam as seguintes caracteristicas (COOK et al. (1989)):

o Todas as fungdes de forma ¢, e a propria fungdo f, sdo polindmios do mesmo

grau.
e f,=9§; quando x = x; (coordenada ao longo do elemento).
¢ A soma das fungdes de forma tem valor unitario.

As fungdes ¢; podem ser obtidas a partir da féormula de interpolagdo de

Lagrange (COOK et al. (1989)), com seguem:

b - (x, = x)(x; —x)(x, —x)-+(x, —x)

b )G x )k - x) - (%, -x,)

(51~ ), =), =) (0 )
X, — XZ)(X3 —)(2)()(4 —xz)u-(x11 - xz) . (3.30a-c)
o = (x1 —x)(x2 —x)(x3 “X)"'(XH —x)

Tk X)X X (X =%, ) (X — X,)

¢2:(

A interpolagdo a partir de valores nodais (eq. (3.29)) tanto pode ser utilizada
para aproximar o campo de uma variavel dependente (como, por exemplo, os
deslocamentos) quanto a geometria de um elemento. Dependendo do relacionamento
entre o grau de aproximagdo utilizado para a geometria (m) e o grau de aproximagdo
utilizado para as variaveis dependentes (n), as formulagdes podem ser agrupadas em

trés categorias:

e Formulacido Subparamétrica: m <n;

e Formulacdo Isoparamétrica: m=n, (3.31a-c)

e Formulacdo Superparamétrica: m > n;
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3.8 Integracido Numérica

A integracdo numérica ¢ empregada quando o calculo analitico de integrais da

forma
[ F(x)ax (3.32)

for dificil ou impossivel de se obter por meios exatos, muitas vezes devido a
complexidade do integrando F. A idéia basica ¢ a de que uma integral com limites
arbitrarios pode ser transformada através da utilizagdo de coordenadas naturais e,

entdo, calculada numericamente.

3.8.1 CoOr(iénadas Naturals

FIGURA 3.5 - Definigo e utilizagdo da Coordenada Natural. (a) Coordenada global x, coordenada
local X e coordenada local normalizada £. (b) Interpolagdes de Lagrange em termos

da coordenada natural. REDDY (1993).

Em varios problemas onde se requer integragdo numérica, é necessario efetuar
a transformagdo da coordenada global do problema (por exemplo, x) para uma

coordenada local, £, de forma que, quando x = x,, & =-1 e, quando x = x;, £ = 1 (fig.
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3.5a). A coordenada local & também é chamada de coordenada normal, natural ou

homogénea.

As fungdes de interpolagdo de Lagrange (eqs. (3.30)) também podem ser
expressas em fungdo da coordenada natural & Em particular, para os exemplos

mostrados na fig. (3.5b), tem-se, respectivamente,

6, =(1-2)
: (3.33a-b)
d)z = —;"(1 + é)
1
¢, =- Eé(l - &)
o, = (1 + é)(l - é) (3.34a-c)
b, = &(1+8)
(S
9 1 1
o =00+
27 1
0. =2 (142092 -¢)
(3.35a-d)

6= 150-90-8)5+¢)

=il

§V3.8.2 Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura ¢ o termo empregado para o calculo numérico de integrais (em
lugar do calculo analitico através de tabelas). Existem varias regras de quadratura:

Newton-Cotes, Gauss-Legendre etc.
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A férmula de integragdo de Gauss-Legendre ¢ dada por

J

0, (3.36)

L" F(x)dx = ip@(g))ppg ~ gF(gi)

onde o; sdo os fatores de ponderagio, &; sdo os pontos-base e |J|; indica o jacobiano da

transformagdo de coordenadas, calculado no i-ésimo ponto de Gauss.

Para REDDY(1993), a quadratura de Gauss-Legendre requer menos pontos-
base que a quadratura de Newton-Cotes a fim de obter a mesma precisdo. Os fatores
de ponderagdo, bem como os pontos de Gauss, para a quadratura de Gauss-Legendre
podem ser encontrados, por exemplo, em BREBBIA & DOMINGUEZ (1989),
COOK et al. (1989) e REDDY(1993). O numero, as coordenadas naturais € os
fatores de ponderagdo dos pontos de Gauss utilizados neste trabalho sdo fornecidos

na tabela 3.1:

1

®;

12

0.12523 34085 11469
0.36783 14989 98180
0.58731 79542 86617
0.76990 26741 94305
0.90411 72563 70475
0.98156 06342 46719

0.24914 70458 13403
0.23349 25365 38355
0.20316 74267 23066
0.16007 83285 43346
0.10693 93259 95318
0.04717 53363 86512

TABELA 3.1 - Coordenadas naturais ¢ fatores de ponderacio para a quadratura de Gauss-Legendre
com 12 pontos. BREBBIA & DOMINGUEZ (1989).

3.9 Formulas de Quadratura de Kutt

tipo

KUTT (1975) estudou o problema de calcular a parte finita de integrais do
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[ (f S 4 )reale> 1, (3.37)

—S)

onde f(x) ¢ uma funcdo real da variavel real x. A eq. (3.37) é aproximada por um
produto escalar de pesos e valores da fungdo em certas estagdes (posigdes) pré-
estabelecidas — ambos definidos através de tabelas. As estagdes sdo igualmente
espagadas no intervalo [s,r], de forma que a primeira coincide com s, mas nenhuma
com r. Dadas N estagdes, o grau de precisdo da formula desenvolvida por Kutt € N-1,

isto €, a formula € exata para todos os polindmios de grau < N-1.

Para aplicar a formula numérica, deve-se, primeiramente, efetuar uma
mudanga de escala (normalizagdo) de [s,r] para [0,1]. Ou seja, procura-se transformar

aeq. (3.37) em
j—dx~zm gx), A=21,i=1,2,.,N (3.38)

onde 0s ; s30 os pesos correspondentes as estagdes x;.

Sendo estagdes igualmente espagadas em [0,1], x, = (i -1)/N, parai=1, 2, ..,
N. Neste caso, as estagdes sdo fixas e apenas os pesos tém que ser computados. A

normalizagdo fornece

f(x) A 1f[(r S)t+S] PN a
L e S VTS R

A1)

onde

") =(-9) " F0) ~(r—s)" Zc f[(r—s)x +s] (3.39b)

Se A for racional, a eq. (3.37) € invariante a mudangas de escala, isto €
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j(xf (XS) =(r-9""[ ﬁ(i't-?—“—s]dt (3.40)

Desta maneira, obtém-se a formula de quadratura para A racional:

r f (X) gl

I—dez(r—s) Za)if[(r—s)t+s], (3.41)
s (X - S) i=1 ‘

A abordagem para a formula de quadratura da eq. (3.37), com A inteiro, foi

. A1 i ~
aproximar f""(s) por um produto escalar utilizando-se as mesmas estagdes

igualmente espagadas x, como em (3.41). Portanto, a formula de quadratura para

A inteiro é:

J —X)dx ~(r- s)l*ngl[mi +c, ln[r - s]/(k - 1)!]f[(r - s)x; + s].

(x-9)’

(3.42)

Neste trabalho, as tabelas de Kutt foram utilizadas para calcular a parte finita

de integrais do tipo

a+t

_(‘?rizd !Hdz~a lg:[mi+ci ln(a)]f[axi-i-tl:

Z[m +¢;In(a)] = [}im +1n(a)i CJ ~ (3.43)

(~0,99999999808 — 0,00000000029 In(a)) ~

® |
o | =

para N = 10.
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3.10 Delta de Dirac

Considere-se a fungdo 8'*/(x), definida por (fig. (3.6)):

1 €
© - para ——<x<§
3 (x) =
0, para [x|>= (3.44)
onde € ¢ um numero positivo, e calcule-se a integral
1= 7890 (x)dx (3.45)

onde f(x) ¢ uma fungdo qualquer bem definida em x = 0. Se € for suficientemente
pequeno, a variagdo de f(x) no intervalo efetivo de integragdo [-€/2, &/2] €

negligenciavel e f(x) permanece praticamente igual a f(0), de forma que:

1=£(0)[ 8" (x)dx = £(0). (3.46)

i 5(9) 64]

b fon

FIGURA 3.6 - Definigdo da fungio delta de Dirac. COHEN-TANNOUDIJI et al. (1973).
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A aproximagdo ¢ tanto melhor quanto menor for € Na passagem ao limite,

quando € —> 0, obtém-se a defini¢io da fungiio delta de Dirac pela relagio
[ f(odx = £(0). (3.47)
valida para qualquer fungdo f(x) definida na origem. Uma definicdo mais geral seria
[8(x=x,)f(x)dx = £(x,) (3.48)
O conceito da fungdo Delta de Dirac pode ser facilmente estendido a dominios

n-dimensionais. Considerando-se uma fung@o f que depende da localizagdo de cada

ponto no corpo, define-se 6(p,Q), como a fungdo Delta de Dirac, quando sdo validas

as seguintes propriedades:

oo, sep =Q
8(p,Q) = { 0. sepzQ (3.49a)
[ 2(Q)8(p,Q)AQ) = g(p). (3.49b)

A fungdo Delta de Dirac também pode ser representada da seguinte maneira

8(p,Q) = A" (3.50)



4 FUNDAMENTOS DA MECANICA DOS

SOLIDOS

A seguir, serdio discutidos alguns dos topicos essenciais das teorias da
elasticidade e plasticidade, pertinentes ao tema mecanica do fraturamento. Admite-se
que haja familiaridade com os conceitos de tensdo e deformagdio (BEER &
JOHNSTON (1989), MEGUID (1989), TIMOSHENKO & GOODIER (1980),
VALLIAPPAN (1981)).

4.1 O Estado de Tensdes em um Ponto

Seja um elemento, pertencente a um solido tridimensional, submetido a acdo
de um campo de tensdes, fig. (4.1a). As tensdes mostradas sdo todas positivas e esta
figura define a conveng@o de sinais utilizada em todo o texto. Utilizando-se a notag¢iio
indicial (cf. [3.1]), os indices subscritos nas tensdes definem tanto a localizagdo
quanto a orientag@o das mesmas; ou seja, Gjj denota uma tenséo que, além de atuar na

face do elemento perpendicular ao eixo i, esta orientada segundo o eixo j.
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o

() ®

FIGURA 4.1 - Componentes de tensdo referidas as coofdehadas cartesiahas. BECKER (1992),
BREBBIA & DOMINGUEZ (1989).

Neste texto, as tensdes normais sdo chamadas o , G ¢o (ou,

zzZ

simplificadamente, c,0 ¢ G ) e as tensdes de cisalhamento, 1,7, T, —ou de
forma geral, o, com iej variando de 1 a 3. Na fig. (4.1b), b,, b, e b, representam as

forcas volumétricas (ou forcas por unidade de volume) ao longo das dire¢Ges x, y

e z, respectivamente.

Como mostrado na fig. (4.1), o estado de tensdes no ponto pode ser definido

pelas tensdes cartesianas abaixo, representadas em formas equivalentes

(TIMOSHENKO & GOODIER (1980)):

XX Xy Xz Gx Xy Xz Gll G12 G13
Tx Op Tub |Tw Oy Tyub |On O, O, (41a-c)
sz sz 0-zz Tu sz GZ 031 G32 033

ou simplesmente pelo tensor tensdo [o] (cf [3.1]) .
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4.2 Equacdes de Equilibrio

Se todo o corpo em analise estiver em equilibrio — sob a agdo das tensdes
atuantes em suas faces e das forcas volumétricas — o elemento em consideragdo
também devera estar. O equilibrio das forgas, nas diregbes x, y e z, produz as
equacgoes diferenciais de equilibrio ou equacées de equilibrio de forcas.
Combinando-as e agrupando-se os termos comuns, o equilibrio ao longo das dire¢des
X, y € z reduz-se a (no limite, quando as dimensdes do elemento tendem a zero e

infinitésimos de ordem superior podem ser desprezados)

o
0 +—= +&c"z +b,=0
ox oy 0z
o 0o ot
Z4+—2+—F4b, =0, (4.2a-¢)
0x oy 0z Y
o
N +—= +6cu +b,=0
ox Oy oz
ou, simplesmente,
0o
+b, =0, 4.3)
Ox;
0 que € 0 mesmo que
G,.+b, =0, (4.4)

1. 1

onde b; representa a for¢a volumétrica atuante na diregio i.

No caso de um estado bidimensional de tensdes, as eqs. (4.2) se reduzem a




42

o,
—axi"—+——y—+bx:0
N a:y (4.5a,b)
—Z4+—24p =0
ox oy 7

O equilibrio rotacional do elemento da fig. (4.1) (novamente, no limite,
quando as dimensdes do elemento tendem a zero e infinitésimos de ordem superior

podem ser desprezados) assegura a simetria do tensor tensdo, ou seja,

6,=0, (4.6)

isto €,

T, =1 1,=1T T, =T (4.7a-c)

indicando, desta forma, que existem apenas trés tensdes de cisalhamento
independentes. Conseqiientemente, o campo tridimensional de tensdes em um ponto

fica completamente determinado por apenas seis componentes de tensdo.

4.3 Condicoes de Contorno

As egs. (4.2) devem ser satisfeitas em todos os pontos do corpo considerado.
Particularmente, as componentes de tensdo atuantes no contorno devem estar em

equilibrio com as forgas externas.

Projetando-se as componentes de tensdo no contorno do corpo em analise
(fig. (4.22)), obtém-se as componentes das for¢as de superficie, denominadas P, tais

que (fig. (4.2b))
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p; =0, +0,0, +0 ;N
P =0y +0,0, +G,0;. (4.8a-¢)
P; =050, +05,n, + 050,

Utilizando-se notagdo matricial, as eqs. (4.8) podem ser escritas

{p} =[o]{n}. 4.9)

onde
P, O Op O n,
{p}: Pz (s [G]: Gy Opn Oy {n}: n, . (4.10a-c)
Ps G O3 Og N

FIGURA 4.2 - Forgas atuando em um tetraedro infinitesimal que representa um elemento de
superficie: (a) estado de tensdo em um ponto; (b) componentes do vetor forca de
superficie. MEGUID (1989).

Em notagdo indicial, as egs. (4.8) tém a seguinte forma

p; =0yn (4.11)

onde n,, n, e n, sdo os co-senos diretores da normal externa ao contorno (versor

normal), em relagdo aos eixos coordenados x, y € z, isto €
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- - -
n, = cos(ﬁ,ox), n, = cos(ﬁ, oy), n, = cos(ﬁ, oz), (4.12a-¢)
ou

(4.13a-¢)

1>

L3S}

2>

w
“

onde € representa um versor na diregdo i do sistema cartesiano de coordenadas.

As egs. (4.2), (4.7) e (4.8) sdo atribuidas a Cauchy por TIMOSHENKO
(1953).

No caso particular de um problema elastico bidimensional (cf [4.4]), as

condig¢des de contorno tipicas sdo (fig. (4.3), cf. [3.2]):

¢ Condicdes essenciais, geométricas ou de deslocamentos:

u =u,,eml.; (4.14a)
k k 1

¢ Condig¢des naturais, mecanicas, ou de forcas de superficie:

Py =0,n; =P, emI,; (4.14b)

=1

- I

l X - PP

FIGURA 4.3 - Condigdes de contorno para um problema bidimensional. BREBBIA & DOMINGUEZ
(1989).
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onde I' =T, +T, e as barras indicam valores conhecidos.

4.4 Estados Planos

Parece 6bvio que a analise de um corpo tridimensional seja feita também no
espago tridimensional. Em determinadas situagdes, contudo, é possivel abordar o
problema tratando-o como bidimensional — desde que sejam assumidas certas
aproximagdes. Os problemas elasticos bidimensionais, assim definidos, podem ser
divididos em tenséio plana ou deformacéo plana, dependendo de como o solido em

estudo € restringido na diregdo perpendicular ao plano em questéo.

A seguir, esbogam-se as hipoteses basicas de cada um deles.

Considere-se, por exemplo, a fig. (4.4a), que mostra uma chapa solicitada por
forgas aplicadas em seu contorno, sendo estas paralelas ao plano da chapa e

distribuidas uniformemente ao longo da espessura da mesma.

As hipoteses basicas aplicaveis a este problema s3o:

e A espessura da chapa (isto €, o comprimento na dire¢do perpendicular ao plano) é
pequena, quando comparada com as dimensdes representativas da mesma no

plano.

e Nao ha forgas atuando nas faces perpendiculares ao eixo z.

o As forgas volumétricas — quando houver — atuam apenas em planos paralelos a

xy e sdo independentes de z, isto €, b, = 0 e b,, b, sdo fungdes apenas de x e y.
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e As forgas externas atuantes na chapa situam-se no plano e sdo independentes de z,

isto €, p, =0 e p,, p, sdo fungdes apenas de x e y.

¥ Y +Y
_)X
o=
e
e
——
X Z r—
P—
R
4 ¥ (A) ®)
' X Y ¥
. /”‘\ (EEIELELE O X
) - (5
EEEEEEE
© )

FIGURA 4.4 - Exemplos de problemas onde hipdteses simplificadoras podem ser aplicadas: (a)
chapa (estado plano de tensdo); (b) muro de arrimo com pressdo lateral, (c) tinel e
(d) cilindro comprimido por forcas diametrais (estados planos de deformagio).
TIMOSHENKO & GOODIER (1980).

Partindo-se destas hipoteses, € razoavel supor que existam deslocamentos
somente em planos paralelos ao plano xy e independentes da coordenada z. Vale a
pena salientar, como lembram BREBBIA & DOMINGUEZ (1989), que tais hipoteses
violam a equag@o de compatibilidade (cf. [4.5]), apesar de sua utilizagdo ser razoavel

na pratica de engenharia.

E442 Estado Plano de Defbﬁnacﬁo

Quando a dimensdo do solido em estudo, em uma diregdo (por exemplo, na
direcdo z) ¢ muito maior que as dimensGes nas outras dire¢des, é possivel adotar
simplificagGes semelhantes as anteriores. Isto € 0 que acontece em estruturas como
muros de arrimo submetidos a pressdo lateral (fig. 4.4b), tuneis (fig. 4.4c) e cilindros

comprimidos no plano diametral (fig. 4.4d), como é o caso em rolamentos.
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Se as forgas atuantes em um corpo longo cilindrico ou prismatico sdo
transversais e ndo variam ao longo do comprimento do mesmo, pode-se admitir que
as secOes extremas estdo confinadas entre planos rigidos fixos, sem atrito, de tal
forma que o deslocamento na direcdo axial fica impedido. Neste caso, ndo havendo
deslocamento axial nas extremidades e, por simetria, na se¢do do meio, é possivel
assumir que todas a se¢des transversais estejam nas mesmas condigdes € assumir as

seguintes hipoteses:

» Os deslocamentos u, nas se¢cdes extremas s3o nulos, uma vez que as mesmas estdo
impedidas de efetuar qualquer movimento (pois a espessura, na diregdo z, € muito

maior que as dimensdes representativas nas dire¢des x € y).

o As forgas volumétricas e de superficie atuando na superficie cilindrica ndo tém

componentes na dire¢@o z e sdo independentes de z.

4.5 Componentes de Deformacao

Na resolugdo de um problema bidimensional, a distribui¢do de tensdes
procurada deve satisfazer tanto as equagdes diferenciais de equilibrio (egs. (4.2a-c))
quanto as condi¢des de contorno (eqs. (4.8a-c)). Estes dois conjuntos de equagdes,
entretanto, sdo insuficientes para a determinagdo das componentes de tensio,

tornando o problema estaticamente indeterminado.

A solugdo para o problema bidimensional € obtida considerando-se as

componentes de deformagio

ou ov
£ :——> € =
ox

x vy A nyz'a—u‘F@, (4.15a-c)
% dy ox
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onde u e v definem os campos de deslocamentos, respectivamente, nas diregfes x e y.

Essas expressdes podem ser generalizadas e escritas em notag@o indicial:

1[ou, Ou;| 1
5(‘5{ gji() (@16)

onde

Yo =26 (4.17)

Xy *
A partir das equagdes acima, € possivel obter uma relagio entre as
componentes de deformagdo, a chamada condi¢io ou equacio de compatibilidade,
a saber
e, e, Oy

PR = o (4.18)

A eq. (4.18) pode ser transformada em uma relagdo entre componentes de
tensdo através da Lei de Hooke. Em geral, a distribuigdo de tensdes, em um problema
bidimensional, pode ser determinada a partir do conjunto de equag¢des formado pelas

equagdes de equilibrio, condigdes de contorno e pela equagdo de compatibilidade.

4.6 Relacoes Constitutivas

Os estados de tensdo e deformagdo existentes em um corpo relacionam-se
através das equagdes tensdo-deformaciio ou relacdes constitutivas do material.
Para um material elastico linear, ¢ possivel definir duas constantes (as constantes de
Lamé, A e p), a partir das quais € possivel escrever (BREBBIA & DOMINGUEZ
(1989))
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Oy = A8 €y +20E,, (4.19)

onde ; € o delta de Kronecker (cf. [3.1.3]) e a convengio de somatorio vale para g,

a deformacao volumétrica.

Invertendo-se a eq. (4.19), obtém-se

A 1
g = 85.6.. +—0C.. 4.20
o2p(Bhe2p) TR 2p Y (420

As constantes de Lamé podem ser escritas em fungdo de outras mais usuais,
tais como o médulo de cisalhamento (ou médulo de elasticidade transversal), G,
0 module de elasticidade (ou médulo de elasticidade longitudinal ou modulo de

Young), E, e o coeficiente de Poisson, v, da seguinte maneira

E E

__E ____VE 2v
C2(1+v) . (1+v)(1-2v)’

u=G A__2v (4.21a-¢)
y

C1-2v

Escrevendo-se as componentes de tensdo e deformagio (eqs. (4.19) e (4.20),

respectivamente) em fung@o de E e v, obtém-se

E v
o, = i+ V){(I—ZV)SijSkk +eij} (4.22)
€
1
6= 2 0,0u +—+E—Vcij. (4.23)

No MEC, trabalha-se com a formulagdo para o estado plano de deformagio
(cf [4.4.2]), ja que a solugdo fundamental é conhecida para este tipo de problema.
Equagdes equivalentes as duas ultimas podem ser obtidas pela modificagdo das

constantes elasticas da seguinte maneira:
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1+2v) v
"= 4.24a,b
(1+v)2E’ v (1+v) (4.24a,b)

Deste modo, a formulagdo também pode ser utilizada para a resolugido de problemas

do estado plano de tens@o.

4.7 Tensoes e Deformacdes Iniciais

Em muitos problemas, pode-se ter um estado inicial de tensdes ou
deformagées provocado por variagdes térmicas ou por outras causas quaisquer. A
consideragdo de tais estados permite analisar, por exemplo, o comportamento plastico

dos materiais, considerado como um desvio do comportamento linear (fig. (4.5)).

i (&) @

FIGURA 4.5 - Diagramas tensdo-deformagdo: (a) material ndo-linear; (b) material elasto-plastico

perfeito.

Considere-se um estado inicial de deformagdes, a titulo de exemplo. Neste
caso, as componentes elasticas de deformagéo (fig. (4.5b)) sdo obtidas subtraindo-se,

das deformagdes totais, a parcela devida as deformagdes iniciais, isto é
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g5 =€;— & (4.25)

1j?

onde &; indica as componentes elasticas do tensor deformagio (deformacao

elistica), €; as componentes totais (deformacio total) e sg as componentes iniciais

do mesmo (deformagio inicial).

E possivel definir as tensdes (elasticas) a partir das deformagdes elasticas.
Considerando-se a fig. (4.5b) e substituindo-se a eq. (4.25) na eq. (4.19), tem-se

(explicitando-se que se tratam de componentes elasticas pelo indice sobrescrito ©):

o5 = M8y, +2ue; =
_ M;ij(gkk —sik)+2u(aij —sg) =
_ (M‘,ijgkk +2ueij)—(7»5ij€zk +2”£§) =

_ 0
=0y~ 0y

(4.26)

onde as componentes o representam as tensdes totais e as componentes 03

representam as tensoes iniciats, estas definidas por

05 =M€y, +2UE;. 4.27)

CRISFIELD (1991) e ZIENKIEWICZ & TAYLOR (1991) apresentam
descri¢cdes dos diversos métodos (incrementais, iterativos ou combinados) de analise
utilizados em problemas que envolvem nao-linearidade fisica.



5 INTRODUCAO A MECANICA DO

FRATURAMENTO

3.1 Por que Utilizar a Mecanica do Fraturamento?

Considerando-se que as estruturas — em particular as estruturas de concreto

— tém sido projetadas e construidas com sucesso, pode parecer desnecessario alterar
a pratica corrente com a inclusio da mecénica do fraturamento nos atuais critérios de

projeto. Contudo, o ACI (1989) apresenta pelo menos cinco razdes convincentes para

se estudar como fazé-lo:

5.1.1 Energia Necessaria Para a Formacio de Fissuras

O surgimento de fissuras depende da tensio atuante, enquanto que a
propagagdo real das mesmas requer uma certa energia (a energia de fraturamento),
que representa a energia de superficie de um solido (cf. [5.7]). Seria de se esperar,
portanto, que um critério de resisténcia para previsio de fraturamento levasse em

conta o balango energético envolvido.
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relagdo a escolha da malha utilizada (BAZANT (1976), BAZANT & CEDOLIN
(1979, 1980, 1983)). Problemas semelhantes sdo encontrados quando a analise do

processo de fraturamento ¢é feita utilizando-se critérios de resisténcia.

O problema de sensibilidade a malhas grosseiras pode ser ilustrado pelos
painéis retangulares da fig. (5.2), submetidos a um deslocamento vertical uniforme no
topo. Admite-se que a regido proxima ao centro, do lado esquerdo, possua uma
resisténcia menor que as demais. Como conseqiiéncia, uma banda de fratura difusa

(cf. [5.5.2]) comega a crescer da esquerda para a direita.

FIGURA 5.2 - Exemplo de sensibilidade a malhas grosseiras. ACI (1989).

A aplicagdo da solicitagdo foi feita de forma incremental e duas redes de
elementos finitos com malhas de tamanhos diferentes foram utilizadas. Os resultados

numéricos tipicos sdo mostrados na fig. (5.3).

No diagrama carga-deslocamento, fig. (5.3a), vé-se que tanto a carga Ultima
quanto o amolecimento pos-pico sdo fortemente dependentes do tamanho da malha,
sendo aproximadamente proporcionais a h'? onde h ¢ o tamanho do elemento.
Tragando-se o diagrama carga (reagdo) x comprimento da banda de fratura,
encontram-se novas diferengas (fig. (5.3b)). A energia dissipada, devida ao
fraturamento, diminui com o refinamento da malha de elementos finitos (fig. (5.3c)) e

converge para 0 quando h tende a zero.
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512 Objetividade dos Calculos

Uma teoria ¢ considerada objetiva quando os resultados de calculos
efetuados com a utilizagdo da mesma ndo dependem de aspectos subjetivos, como a
escolha de coordenadas, da malha utilizada para discretizar o dominio em questio etc.
Uma teoria que se apresenta como subjetiva deve ser rejeitada sem sequer haver

necessidade de verificagdo experimental.

Para ilustrar o problema, considere-se a abordagem de fraturamento difuso,
introduzida por RASHID (1968) na analise do fraturamento de concreto utilizando-se

elementos finitos.

De acordo com essa abordagem, a tensdo em um elemento finito é limitada
pela resisténcia a tragdo do material, f, e, ap0s este limite ser alcangado, a tensdo no
elemento deve decrescer. Inicialmente, foi adotado que a tensdo decrescia
repentinamente até zero (fig. (5.1a)), mas, como logo se percebeu, resultados
melhores e mais realistas seriam obtidos se a tensdo fosse reduzida gradualmente, isto
€, se o material exibisse amolecimento (fig. (5.1b), (SCANLON (1971), LIN &
SCORDELIS (1975)).

FIGURA 5.1 - Relagbes constitutivas. (a) Fraturamento difuso, (b) amolecimento de deformagdes.
ACI (1989).

Apoés essa hipotese ter sido largamente utilizada, com implementagio em
programas de elementos finitos de grande porte, descobriu-se que as propriedades de

convergeéncia estavam incorretas e o resultado dos calculos nio eram objetivos em
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carga carga
A A ®
A)
B B
deslocamento comp. de fratura -

energia dissipada

elementos finitos nio-

mecanica da fratura ou
localizados

elementos finitos loca-
lizados

{critérins de resisténcia

1. de elementos

FIGURA 5.3 - Resultados numéricos do exemplo anterior. (a) Diagramas carga-deslocamento, (b)
diagramas carga-comprimento da banda de fratura e (c) relagdo entre cnergia
dissipada devido ao fraturamento ¢ refinamento da malha de elementos finitos. ACI
(1989).

A falta de objetividade acima descrita é fisicamente inaceitavel. Um modo de
evita-la é através da adog¢do de algum modelo de mecanica do fraturamento.
Especificando-se a energia dissipada no processo de fraturamento (por unidade de
comprimento da fratura ou da banda de fratura), forga-se a dissipagdo total de energia
a ser independente da subdivisdo dos elementos (linha pontilhada na fig. (5.3¢)) ¢, da

mesma forma, a carga ultima.

513 Falta do Patamar de Escoamento

Existem, basicamente, dois tipos de ruina local: plastica (ductil) e fragil, o que
pode ser observado a partir dos diagramas solicitagdo-deslocamento (ou,

alternativamente, dos diagramas tensao-deformagédo) de diversos materiais.

A caracteristica tipica da ruina ductil ¢ o desenvolvimento sequencial de

mecanismos, com um unico grau de liberdade, em varias partes da estrutura. As
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evidéncias deste tipo de ruina podem ser observadas pela existéncia de um patamar de
escoamento no diagrama solicitagdo-deslocamento (fig. (5.4a)). A inexisténcia desse

patamar indica que a ruina ndo ¢ plastica, mas sim fragil (fig. 5.4b).

(#) Ta

atholecimento

L

deslocamento

FIGURA 5.4 - Diagrama solicitagdo-deslocamento de estruturas (a) diicteis ¢ (b) frageis. ACI (1989).

Nao havendo efeitos geométricos significantes — como o efeito P-A na
flambagem — a auséncia do patamar de escoamento implica na existéncia de
amolecimento do material devido a fissuramento ou outra espécie de dano; implica
que o processo de ruina ndo pode desenvolver um mecanismo com um grau de
liberdade unico, mas consiste na propaga¢do da zona de fratura (cf [5.5.1]) através

da estrutura. Deste modo, a ruina ndo ¢é simultinea e se propaga.

Para ilustrar este comportamento, considere-se a ruina por cisalhamento de
uma laje submetida a puncdo (fig. 5.5). As distribuigdes tipicas (aproximadas) de
tensdes de tragdo, ao longo da superficie de ruina, sdo mostradas na figura. Se o
material for plastico, a segdo transversal plastifica-se gradualmente, até que todos os
seus pontos estejam submetidos & tensdo de escoamento. Entretanto, se o material
exibe amolecimento, o pico de tensdo desloca-se ao longo da superficie de falha

deixando uma tensdo reduzida (amolecimento) por onde passa.

Se a estrutura for de pequeno porte, a redugio de tensdo é suave e o

comportamento ndo difere muito do encontrado na analise limite plastica. Em caso
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diferentes, tem o mesmo valor, diz-se que ndo ha efeito de escala. A dependéncia de

o, em relagdo ao tamanho da estrutura é chamada de efeito de escala.

Um critério de fraturamento pode ser definido como uma condi¢do
matematica para a determinagio do fraturamento de uma estrutura quando submetida
a solicitagdo monotdnica. Uma das condigdes essenciais que deve satisfazer é prever
adequadamente o efeito de escala em sua faixa de aplicabilidade, isto €, deve
descrever adequadamente a influéncia do tamanho na solicitagdo Gltima, quando um
conjunto de corpos geometricamente semelhantes sio considerados sujeitos 4 mesma

solicitagdo.

De acordo com as teorias classicas, tais como a analise elastica com tensdes
admissiveis, a analise limite plastica (bem como quaisquer outras teorias que utilizem
algum tipo de critério de resisténcia em termos de tensdes), o, ¢ constante, isto €,

independe do tamanho da estrutura.

Por contraste, as ruinas regidas pela mecanica do fraturamento elastica linear
exibem um efeito de escala acentuado, ilustrado na fig. (5.6) pela linha pontilhada

com inclinagdo -1/2.

\\ ctit. de resisténcia

~ 2

~J1 MFEL
maiotia dos
testes de
laboratdrio

maioria das estruturas N

deslocamento relativo log (tamanho)

FIGURA 5.6 - O efeito de escala da mecinica do fraturamento em estruturas geometricamente
semelhantes de portes diferentes ACI (1989).
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contrario, quando a estrutura é de grande porte, as solu¢des fornecidas pela analise

limite superestimam de forma grosseira a carga de ruptura.

potte ©)
estrutural: [ PEGUEnNO 3 ] )
2 material pléstico
© 3
grande 3 f

material com

g
£
1
® / amoalecimento a
£
~
-"'{2;-.3 5 i ,,45"'- J >

NS A

I y

Riiii

FIGURA 5.5 - Natureza progressiva da ruina ilustrada pelo puncionamento de uma laje. ACI (1989).

r514 Capacidade de Absorc¢io de Energia e Ductilidade

A anilise limite plastica ndo é capaz de fornecer informagdes sobre o
comportamento pés-pico da solicitagdo, bem como sobre a energia dissipada nesse

processo. Algum modelo de mecanica do fraturamento ¢ necessario.

§5.1.5 Efeito de Escala

O efeito de escala ¢ definido através da comparagdo entre estruturas

geometricamente semelhantes de tamanhos (dimensdes, portes) diferentes, sendo
convenientemente caracterizado em termos da tensdo nominal méxima o, na carga

ultima, P,. Quando oG, para estruturas geometricamente semelhantes de tamanhos
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As estruturas reais de concreto exibem um efeito de escala intermediario,
ilustrado pela linha solida na figura. Esta curva aproxima a linha horizontal dos
critérios de resisténcia se a estrutura for de pequeno porte, e a linha inclinada da
mecanica do fraturamento elastica linear se a estrutura for de grande porte. Este efeito
de escala, que € geralmente ignorado pelas normas atuais, € (obviamente) importante
no projeto de estruturas de concreto e, portanto, existe a necessidade de um critério

ndo-linear de fraturamento.

“0 efeito de escala no fraturamento de rochas é anadlogo ao de concreto, por
conta das semelhangas no mecanismo de fraturamento. Em melais, (...) o mecanismo
de arredondamento da frente de fratura (crack blunt) é diferente; contudo, o efeito
de escala é semelhante. (...) O efeito de escala verdadeiro em estruturas de concreto
representa uma transicdo gradual da linha horizontal para a linha inclinada”™

(BAZANT (1984), p. 519-520, cf. fig. (5.6)).

BAZANT (1984) equacionou o efeito de escala (em fungdo dos paradmetros
relacionados ao fraturamento) em concreto, rocha e metais. Sua analise baseou-se na
hipétese de que a liberagido de energia, causada pelo fraturamento, depende tanto do
comprimento quanto da area da banda de fratura (cf. [5.5.2]). Também demonstrou
que o efeito de escala consiste em uma transi¢do suave dos critérios de resisténcia
(aplicados a estruturas de pequeno porte) para a MFEL (aplicada a estruturas de
grande porte, cf. [5.3]) e que a tensdo nominal na ruina, o, diminui (com o porte

estrutural) da seguinte maneira:

E
l_ift
E'_ Bf
G = - (5.1)
\/1+% J1+B

onde E, ¢ o mddulo de elasticidade tangente do concreto; E. é o modulo de
elasticidade durante o amolecimento; A, é uma constante e A ¢ um comprimento

estrutural caracteristico relativo. O parametro 3 é chamado de indice de fragilidade.
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Bazant verificou que, se houver armadura presente a frente da fratura, e esta
se comportar elasticamente, a diminui¢do de o, € do mesmo tipo, mas acontece em
tamanhos estruturais maiores, entretanto, se a armadura escoar, a diminuigdo de o,
termina. Explorando o fato de que, em metais, o tamanho da zona de escoamento a
frente da fratura ¢ aproximadamente constante, mostrou (utilizando analise
dimensional) que o fraturamento elasto-plastico provoca um efeito de escala

semelhante.

O ACT (1989, p. 62-63) e DI TOMMASO (1989) apresentam defini¢des
propostas por varios autores para o indice de fragilidade. ELFGREN (1989b) definiu
o indice de fragilidade como a relagdo entre a energia elastica armazenada em uma
estrutura € a energia necessaria para a propagagdo de uma fratura através da mesma,

ou seja,

energia ela’stica L3(ft)2 /E _ L(ft)2

= : =—= (5.2)
energia de fraturamento "G, EG

F

onde L caracteriza o tamanho (comprimento, porte) da estrutura, (f)”/E é a energia
elastica armazenada, na ruina, em um volume unitario, enquanto que G € a energia de

fraturamento (cf. [5.7]).

Analizando-se a eq. (5.2), € possivel definir o indice de fragilidade para vigas
biapoiadas. Neste caso, L é o comprimento do vdo. Aproximando-se a curva de

amolecimento por uma reta, chega-se a

2Lf,
o (5.3)

C

B=

O ACI (1989) esclarece que valor § = 1 corresponde, no grafico do efeito de
escala (fig. (5.6)), ao ponto onde a assintota horizontal do critério de resisténcia e a
assintota inclinada da mecanica da fratura elastica linear se interceptam. Para § < 1, o

comportamento aproxima-se da analise limite plastica e, para B >1, é mais proximo da
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mecanica do fraturamento elastica linear. Se B << 1 ou B >> 1, a mecanica do
fraturamento ndo-linear ndo ¢ necessaria. O método de analise, portanto, pode ser

escolhido como segue:

o Analise Limite Plastica: B<0.1

e Mecinica do Fraturamento Nio-Linear: 01<B<10 (5.4a-¢)

e Mecanica do Fraturamento Elistica Linear: > 10

Segundo o ACI (1989), diversos experimentos foram efetuados com a
finalidade de verificar a lei do efeito de escala e sua influéncia na ruina de estruturas
de concreto. Os resultados experimentais apresentaram boa concordancia com a
teoria e podem ser considerados como a verificagdo experimental da aplicabilidade da

mecanica do fraturamento a analise da ruina fragil de estruturas de concreto.

5.2 Modos de Fraturamento

Segundo RAVEENDRA & CRUSE (1989), a modelagem elastica do
comportamento do ponto na extremidade da fratura faz uso da deformagéo devida a
trés modos primarios de solicitagdo, como ilustrado na fig. (5.7). Os trés modos sdo:
modo de abertura (Modo I ou modo de tragao), devido a tensdes normais;, modo
de deslizamento (Modo II ou modo de cisalhamento no plano), devido a tensdes
de cisalhamento atuantes no plano de fraturamento; e o modo de rasgamento (Modo
III, modo de fendilhamento ou modo de cisalhamento anti-plano), devido a

tensdes de cisalhamento atuando fora do plano de fraturamento.
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Y /-

MODOI MODOII MODOIII

FIGURA 5.7 - Trés modos principais de solicitagio de um corpo fraturado. RAVEENDRA &
CRUSE (1989).

5.3 Mecanica do Fraturamento Elastica Linear

(MFEL)

Quando a resisténcia a tragio de um material fragil é alcangada, comegam a
surgir fissuras. A mecénica do fraturamento estuda as condi¢des existentes em volta e
adiante da extremidade de uma fissura. Em particular, as idealizages baseadas na
hipotese de desprezar a plasticidade na extremidade da fissura é conhecida como

Mecanica do Fraturamento Eldstica Linear (MFEL).

Em materiais reais, sempre havera algum comportamento plastico perto da
extremidade da fratura, comportamento este motivado pela concentracdo de tensdes
induzida pela existéncia da propria fratura. Entretanto, na grande maioria dos
problemas praticos, esta regido ¢é tdo pequena que pode ser negligenciada, ou
corrigida, a fim de que os resultados lineares possam ser utilizados. Essa ¢ a hipétese
basica da MFEL, ou seja, a deformagdo inelastica na vizinhanca da extremidade da
fratura, devida a concentragio de tensdes, € considerada pequena em comparagdo

com o tamanho da fratura e outros comprimentos caracteristicos.
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A aplicagdo da MFEL significa que uma singularidade de tensdes é admitida
na extremidade da fratura e que a propaga¢io da mesma depende da intensidade dessa
singularidade, por exemplo, expressa como um fator de intensidade de tensdes K,. A
fratura propaga-se quando a intensidade das tensdes atinge um valor critico, isto €,

quando K, atinge K,., por exemplo.

“Embora a mecdnica do fraturamento pareca apropriada para analisar o
concreto quando a ruina acontecer devido a fissuramento, ja se mostrou claramente
que a mecdnica do fraturamento elastica linear (classica) ndo se aplica ao concreto
(...), excetuando-se, possivelmente, no caso de estruturas excepcionalmente grandes.
Por esta razdo, e talvez também por razdes de simplicidade, as normas atuais para
estruturas de concreto (..) aderem universalmente aos critérios baseados em
resisténcia. Entretanto, esses critérios ndo concordam com os dados de testes de
Jfraturamento de forma melhor que a mecdnica do fraturamento cldssica. Mais
ainda, sdo inconsistentes quando aplicados em andlises via elementos finitos, ja que
conduzem a dependéncias grosseiras dos resultados em relagdo ao tamanho dos
elementos (...) e em relagdo a consideracdo de queda repentina de tensdes ou

amolecimento (...).

Recentemente, entretanto, demonstrou-se (...) que o concreto obedece a
mecdnica do fraturamento, desde que se utilize uma forma adequada de mecdnica do
Sfraturamento ndo-linear, onde o arredondamento da extremidade de fratura (crack

blunt) pelo grande tamanho da zona microfissurada é levado em consideragdo.”

(BAZANT (1984), p. 518-519).

Ou seja, a MFEL, em regra, ndo ¢ aplicavel a estruturas de concreto de
tamanho moderado ou pequeno (cf. [5.1.5]). Sua aplicabilidade, entretanto, também
pode ser estendida através da introdugdo de um comprimento de fratura "efetivo"
(HILLERBORG (1983)), adicionado ao comprimento de fratura real (cf [5.5.2]).
Este modo simples de modificar a MFEL fornece resultados melhores, porém ainda

insatisfatorios.
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Outros métodos também foram propostos. Um deles é a combina¢do de uma
pressdo de fechamento dentro da zona de processo de fratura com o calculo de um
fator de intensidade de tensdes na extremidade desta zona. Isto pode ser chamado de
combinag¢do do modelo de fratura ficticia (cf. [5.5.1]) com a MFEL, onde parte da
energia de fratura é absorvida pelas forgas de fechamento e parte na extremidade da
fratura. Um outro modo de modificar a MFEL foi proposto por JENQ & SHAH
(1985).

Todas as analises baseadas na MFEL apresentam o inconveniente de serem,
em principio, aplicaveis apenas a estruturas ja fraturadas, enquanto que as aplica¢bes

praticas mais interessantes dizem respeito a estruturas que ndo apresentam fraturas.

Para o ACI (1989), as divergéncias existentes no concreto em relagio a teoria
classica da MFEL (cf. [5.1]) sdo causadas pela existéncia de fissuragdo (ou dano)
distribuida ao longo de uma zona de processo de fraturamento, com amolecimento

progressivo, em torno da extremidade de uma fratura progressiva.

5.3.1 Crack Estacionario Devido a Solicitacdes Elasticas

|

Uma fratura pode ser idealizada como um par de linhas (ou superficies)
interceptando-se em alguma regido — a extremidade da fratura — segundo um
angulo agudo. As tensdes na extremidade de uma fratura podem ser expressas como
uma série infinita com termo principal inversamente proporcional a raiz quadrada da
distdncia a extremidade da fratura (WILLIAMS (1957)). A tensdo, portanto, é
teoricamente infinita na extremidade. O coeficiente do primeiro termo esta
relacionado ao fator de intensidade de tensdo, usualmente considerado como o tnico
pardmetro importante a ser determinado em problemas de mecanica do fraturamento.
Entretanto, vérios estudos mostraram que os termos de segunda ordem podem ser

importantes na caracterizagdo do comportamento proximo & extremidade da fratura.
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FIGURA 5.8 - Distribuigdo de tensdes proxima a extremidade de uma fratura. REINHARDT (1989).

IRWIN (1957) mostrou que as tensdes na vizinhanga da extremidade da
fratura (fig. (5.8)) tinham a forma

o, = %fij(e) b (5.5)

onde i e j referem-se as coordenadas cartesianas e r € 6 sdo as coordenadas polares; f;

¢ uma fungdo trigonométrica, K determina a grandeza das tensdes elasticas e é

chamado de fator de intensidade de tensio (FIT).

Definindo as coordenadas na extremidade de uma fratura pela fig. (5.9),

IRWIN (1958)! descreveu as expressdes das tensdes e dos deslocamentos:

FIGURA 5.9 - Coordenadas na extremidade da fratura. SMITH (1988).

T'IRWIN, G. R. Fracture. In: Handbuch der Physik. Heildelberg, Springer-Verlag, 1958. v6, p.
551-590 apud SMITH (1988).
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onde K, e K;; sdo os fatores de intensidade de tensdo dos modos de abertura e de

deslizamento; u € o modulo de elasticidade transversal; « vale (3-4v) para deformagio

plana e (3-4v)/(1+v) para tensdo plana; v é o coeficiente de Poisson.

O fator de intensidade de tensdo é dado por

1
K = o, (na)2 g(geometria) (5.7)
onde g € uma fungio que depende da geometria do corpo de prova ou da estrutura e

da configuragdo da fratura. A tensdo local aumenta com a tensio o, até que um valor

critico o_ € atingido, levando a

66
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K, = oc(na)% g(geometria) (5.8)

K ¢ chamado fator de intensidade de tensio critico e ¢ uma propriedade material.
Quando K e g(geometria) sio conhecidos, um critério de fratura fica estabelecido

para um certo tamanho 'a' da fratura.

5.4 O Balanco Energético de Griffith

GRIFFITH (1920)? considerou uma fratura de comprimento '2a' em uma

chapa submetida a tensdo de tragdo o, (fig. (5.10)):

RN

2a

T,

FIGURA 5.10 - Uma fratura central. REINHARDT (1989).

A conclusdo dos seus experimentos foi que as fissuras pequenas tinham um

efeito danoso muito menor, nas propriedades dos materiais, que grandes fissuras.

Entretanto, parecia razoavel supor — de acordo com os critérios de

resisténcia da época — que, em um corpo contendo fissuras geometricamente

2 GRIFFITH, A. A. The phenomena of rupture and flow in solids. Philosophical Transations A,
Royal Society of London, v. 22, p. 163-198, 1920 apud REINHARDT (1989).
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semelhantes, as concentragdes de tensdo causadas pelas mesmas seriam equivalentes,
de modo que o efeito sobre a resisténcia seria 0 mesmo, ndo dependendo do tamanho

da fissura.

Desta forma, foi preciso desenvolver um critério de resisténcia capaz de
considerar o balango de energia envolvido. Para tanto, ele levou em conta nio apenas
a contribui¢do de solicitagdes externas, mas também a energia de deformacio elastica

acumulada e a energia de superficie do corpo em questio.
A energia total U da chapa fraturada pode ser definida como

U=U,+U,+U, -W (5.9)

onde U, € a energia elastica da chapa carregada, sem fraturar, (que é constante), U, ¢
a mudanga na energia elastica devida a fratura, U, ¢ a mudanga na energia de
superficie causada pela formagdo de novas superficies de fratura e W ¢ o trabalho

efetuado pelas forgas externas.

O equilibrio € possivel na medida em que a energia total aumenta com o
crescimento da fratura. O crescimento instavel da fratura comega quando U diminui.

O ponto de instabilidade é dado por dU/da = 0. Com U, = -n(c,)%a%E (INGLIS

(1913)) e U, = 2(2ay), esta condigio pode ser descrita como

2.2
a(—i—(Uo - ml;a + day —W] -0 (5.10)
a

onde E ¢ o modulo de elasticidade e y ¢ a energia especifica de superficie. J4 que U, é

constante ¢ admitindo-se W = 0, a condigdo torna-se (MEGUID (1989))

3 INGLIS, C. E. Stress ins a plate due to the presence of cracks and sharp corners. Trans. Inst.
Naval Architects, p. 219-241, 1913 apud REINHARDT (1989).

*) Imagina-se que os apoios (contornos) superior ¢ inferior sejam fixos durante o fraturamento, de
forma que o trabalho da carga o, aplicada nos extremos seja nulo (BAZANT (1984)).
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(5.11a,b)

respectivamente, para tensdo e deformagdo plana. O valor correspondente da abertura
de fratura chama-se comprimento critico de fratura, a,. As eqs. (5.11) sdo
importantes porque relacionam a dimensdo da imperfeigdo (2a) a resisténcia a tragao

do material.

O termo dU,/da, na eq. (5.10) é chamado de taxa de liberacio de energia G,

no estado critico, esta taxa (G., também mencionada como a taxa critica de

liberaciio de energia) ¢ igual a 2y, que é a chamada resisténcia a fratura, R.

O primeiro membro das eqs. (5.11) € o produto entre a tensdo remota 6, € a
raiz quadrada da metade do comprimento da fratura, isto €, um termo mecéanico e
outro geométrico, enquanto que o segundo membro € uma propriedade do material
elastico linear. Para utilizar esta relagdo em aplicagGes praticas, a energia de superficie
deve ser conhecida e, de acordo com a teoria, uma fratura de formato ideal deve estar
presente ali. Por outro lado, se duas solicitagGes e geometriés semelhantes tiverem de
ser comparadas, as eqs. (5.11) estabelecem que a tensio o, € inversamente
proporcional a raiz quadrada da grandeza absoluta do comprimento da fratura. A
abordagem da resisténcia dos materiais ndo teria predito uma influéncia do tamanho

(comprimento da fratura) sobre G,

E evidente que, para aumentar o comprimento da fratura na regido 0 < a < a.,
¢ necessario fornecer energia para o sistema, esta € a condi¢do chamada crescimento
estavel de fratura. Entretanto, para a > a_, a energia de deformagdo liberada numa
extensdo incremental da fratura excede a energia que ¢ absorvida na criagdo de novas
superficies de fratura, conduzindo ao crescimento instavel de fratura. Claramente, a
instabilidade da fratura estd associada com o valor estacionario da curva de energia
total, fig. (5.11).
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FIGURA 5.11 - Abordagem do balango de energia de Griffith. (a) Variagdo da liberagdo de energia
de deformagfo elastica, U,, ¢ da energia de superficie, U,, versus comprimento de

fratura. (b) Mudanga na energia total por extensdo unitaria de fratura contra o
comprimento de fratura. MEGUID (1989).

3.5 Conceitos de Fratura e Modelagem Numérica

]5.5.1 O Modelo de Fratura Ficticia (MFF)

O Modelo de Fratura Ficticia (MFF) foi proposto por HILLERBORG et al.
(1976). Sua idéia fundamental pode ser demonstrada através de um teste estavel de
tragdo, ilustrado na fig. (5.12), onde se fez controle de deformagdo para possibilitar o
acompanhamento completo do ramo descendente da curva forga-alongamento.
Assume-se que a deformagdo seja medida ao longo de dois trechos A e B de mesmo

comprimento.
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Sendo o espécime homogéneo e de area constante, as curvas A e B coincidem
até que a carga de ruptura seja alcangada. A partir deste ponto, uma zona de fratura
(ou zona de processo) forma-se em algum lugar no espécime. Esta zona de fratura
tem largura limitada na dire¢do da tensdo e, a medida que a mesma se desenvolve, a
solicitagdo diminuird devido a formagdo de microfissuras e ao correspondente
enfraquecimento do material. O decréscimo de solicitagio resulta em uma diminuigdo
da deformagdo existente fora da zona de fratura e corresponde a curva de
descarregamento no diagrama forga-alongamento. Ndo € possivel formar outra zona

de fratura enquanto a solicitagdo diminui.

Na fig. (5.12), assume-se que a zona de fratura esteja situada no trecho A.
Desta forma, a deformac@o no trecho B pode ser descrita por meio de uma curva

tensdo-deformagdo, incluindo um ramo de descarregamento.

1+1e.‘1a.1A 1+4lg
P s {5 |,
'&l i '|||: - ] ]—'}
)

zona de fratura st

"

-

Forga, P

fray 1 AB

alongamento, Al

T=PiA, 1 T=PrA

Cal

def, £ =£11BJ‘1 W=‘mﬂf ﬂlB

FIGURA 5.12 - Principios utilizados no MFF para a divisdo das propriedades de deformagdo em um
diagrama o-¢ ¢ outro 6-w, onde w € o alongamento adicional devido 4 formacio de

uma zona de fratura. HILLERBORG (1983).
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A deformagdo do trecho A também inclui a deformagdo da zona de fratura.
Essa deformagdo adicional equivale a diferenga w, entre os ramos descendentes das

curvas A e B, dividida pelo comprimento inicial 1. Pode-se, portanto, definir

w = alongamento adicional devido a zona de fratura.

Deste modo, ¢ possivel descrever as propriedades do espécime testado por

meio de dois diagramas:

e O diagrama tensdo-deformagio (o-¢g), incluindo-se o ramo descendente.

¢ O diagrama tensdo-abertura de fratura (o-w), para a zona de fratura.

Por meio desses dois diagramas, pode-se calcular o alongamento Al de
qualquer comprimento l,, desde que sua extremidade nio esteja situada na zona de

fratura:

Al=¢l, +w. (5.12)

Obviamente, se ndo houver zona de fratura, w = 0. Vale salientar que w é um

comprimento, ao contrario de €, que é uma deformago.

A zona de fratura pode ser descrita como uma fratura localizada, de abertura
W, isto €, uma fratura que pode transferir uma tensio 6 quando sua abertura for w (de
acordo com a curva 6-w). Este comportamento ¢é descrito como coesivo (cf [5.6]).
Como a zona de fratura, na realidade, tem uma certa extensio, a fratura localizada,
que € introduzida como uma descrigdo simplificada, ndo é uma fratura real. E
chamada, portanto, de fratura ficticia e este termo foi utilizado para caracterizar o

modelo.
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§5.5.2 Aplicacio do MFF Através do Método dos Elementos|

]
i

¢

Finitos

Quando a propagagdo da fratura é analizada sob a hipotese de existéncia de
forgas coesivas na zona de processo, geralmente algum tipo de método numérico ¢

utilizado, embora o uso de métodos analiticos também seja possivel.

A complexidade da analise por elementos finitos depende muito do fato de o
percurso da fratura ser previamente assumido ou ndo. Em caso afirmativo, a malha de
elementos finitos € gerada de modo que a fratura siga o contorno dos elementos ou
por dentro dos elementos, paralelamente a seus contornos. No primeiro caso, a zona
de fratura ¢ modelada como uma separagdo dos elementos ao longo da via de
fraturamento. Este ¢ um modelo de fratura puro, freqiilentemente mencionado como
modelo de fratura ficticia (MFF) (HILLERBORG et al. (1976), MODEER (1979)4,
PETERSSON (1981)%). No ultimo caso, a zona de fratura ¢ modelada como uma
mudanga na rigidez de uma coluna de elementos. Isto é mencionado como o modelo

de banda de fratura (BAZANT & OH (1983), BAZANT (1984)).

Esses modelos estdo ilustrados por meio de uma viga que apresenta uma zona
de fratura no lado tracionado, fig. (5.13). Diferem na formulag¢do de elementos finitos

utilizada, mas os resultados numéricos sdo praticamente idénticos.

4 MODEER, M. A fracture mechanics approach to failure analysis of concrete materials.
Sweden, Division of Building Materials, Univ. of Lund, 1979. Report TVBM-1001 apud
HILLERBORG & ROTS (1989).

5 PETERSSON, P.-E. Crack growth and development of fracture zones in plain concrete and
similar materials. Sweden, Division of Building Materials, Univ. of Lund, 1981. Report TVBM-
1006 apud HILLERBORG & ROTS (1989).
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FIGURA 5.13 - Aplicagdo da abordagem de fratura discreta através de analise por elementos finitos ¢
(a) modelo de fratura ficticia; (b) modelo de banda de fratura. HILLERBORG &
ROTS (1989).

A analise da formagdo e propagagio de uma zona de fratura pelo modelo de
fratura ficticia ¢ ilustrada na fig. (5.14), que mostra o desenvolvimento da zona de

fratura através da malha de elementos finitos da viga da fig. (5.13).

; . fratura
; Wprewsta
b — 7
o F T
! 0]! H ! \l’ ! ! 'L !
P P e ey
e P ! Doy !
I TR S A R
i ' ' »e ' P e
TR o o
TR L, 0 VT
: —-)-<—f3l 4 P e
Vit Wy unt Sy Sl
' f' ' ' ' | \
1

FIGURA 5.14 - Desenvolvimento de uma zona de fratura de acordo com o modelo de fratura ficticia.
Apenas os pontos nodais ao longo da via prevista de fratura sio mostrados,
Jjuntamente com as forgas de fechamento. HILLERBORG & ROTS (1989).
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O primeiro passo na analise é calcular a solicitagdo que torna a forga entre um
par de pontos nodais equivalente a resisténcia & tragdo do material. Neste ponto,
surge uma zona de processo, o que significa que os dois pontos nodais s@o separados,
mas uma forga de fechamento F,, correspondente a tensdo coesiva, atua entre eles. A
relagdo entre a distincia de separacdo e a for¢a de fechamento é dada pela curva de

amolecimento do material.

O proximo passo ¢ encontrar a condigdo para a propagagio da zona de
processo, isto €, a solicitagdo que faz a forga F, alcangar um valor correspondente a

resisténcia a tragao.

Através dessa analise passo a passo, o comportamento da viga pode ser
completamente seguido a medida que a zona de fratura se propaga. Se a curva tensado-
deformagdo € ndo-linear, a solu¢do em cada passo € obtida através de iteragdes. Na
maioria das aplicagdes praticas, a curva tensdo-deformagdo € assumida como linear.

Se for assumida n-linear, a analise pode ser efetuada em incrementos, sem iteragdes.

Se a via de fraturamento ndo ¢ previamente conhecida, o problema ¢ muito
mais complicado e duas estratégias diferentes podem ser seguidas quando a

abordagem de fratura discreta for aplicada.

Uma delas é assumir diferentes caminhos de fratura fixos e fazer uma analise
para cada via — cada vez com a malha arranjada de acordo com a via escolhida. E

possivel checar se um caminho estd proximo do correto comparando a direcdo de

propagagdo da fratura com as diregOes principais.

A outra estratégia é estudar uma fratura que ndo segue a malha original, mas
que percorre seu proprio caminho pela estrutura. Isto pode ser conseguido de dois
modos diferentes: por redefini¢des sucessivas da malha na vizinhanga da extremidade
da fratura ou projetando-se as propriedades da fratura obliqua em elementos distintos

do contorno quando o modelo de fratura ficticia for aplicado.
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De acordo com HILLERBORG (1983), a absorgdo de energia fora da fratura
ficticia € determinada de maneira usual como o volume do espécime vezes a area
abaixo da curva o-¢, fig. (5.15). Em um material puramente elastico, obviamente, essa

energia de absorgdo € zero.

£ W, W

FIGURA 5.15 - Dissipacio de energia relacionada com os diagramas c-¢ € o-w. As areas dos
graficos representam a dissipagdo de energia por unidade de volume do material e

por drea unitdria de fratura, respectivamente. HILLERBORG (1983).

A fig. (5.16) mostra a distribui¢do de tensdes & frente de um entalhe ou de
uma extremidade de fratura em uma viga submetida a uma deformagio imposta
crescente. Uma zona de fratura se desenvolveu e essa zona de fratura € descrita como

uma fratura ficticia.

fratura |  fratura
anterior | ficticia

JY= D ﬂ""\w._,'_‘_‘

fratura | fratura |  fratura
anterior © recente = ficticia

FIGURA 5.16 - Distribui¢do de tensdes, a frente da extremidade de uma fratura, antes e depois do
crescimento da fratura real. HILLERBORG (1983), corrigida.
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Dentro da fratura ficticia, a relagio entre tens3o, o, e abertura de fratura, w, é
dada pela curva o-w (fig. (5.12), cf. [5.7])). Em qualquer lugar fora da fratura ficticia,
a curva o-¢ para o material é valida. A medida que a deformagdo aumenta, as tensdes
a frente da extremidade da fratura também aumentam. Nenhuma tensdo é assumida
como maior que a resisténcia a tragao f;. Tao logo alguma tensdo tenha atingido f,
qualquer aumento adicional na deformagdo provoca o desenvolvimento de uma
fratura ficticia no ponto em questéo. Desta forma, a tensdo na extremidade da fratura

ficticia € f; assim que a mesma comega a se propagar.

O modelo de fratura ficticia € de aplicabilidade geral. Pode ser utilizado para
analisar a formagdio e a propagagdo de zonas de fraturas e de fraturas,
independentemente de a fratura ter inicio em uma fissura, um entalhe, uma
irregularidade ou uma superficie plana. Também pode ser utilizado onde atuam
deformagdes provenientes de retragdo ou gradientes de temperatura e em materiais
anisotropicos. Por outro lado, € dificil encontrar solugdes analiticas baseadas no MFF.

Por conta disto, € preciso utilizar métodos numéricos.

Nos calculos, a utilizagdo de curvas o-¢ ndo-lineares toma muito tempo.
Entretanto, ¢ relativamente simples utilizar curvas o-w n-lineares. Desta forma, uma
curva 6-w ndo-linear pode ser levada em consideragdo mais facilmente que uma curva

o-€ ndo-linear.

Segundo HILLERBORG (1983), as hipOteses mais simples possiveis em
relag@o a curvas o-¢ e o-w, a serem utilizadas nos calculos, sdo de acordo com a fig.
(5.17), isto €, aproximag¢des de linha reta para ambas as curvas. A maioria dos

calculos ja efetuados tem se baseado nessas hipoteses.

Com as formas das curvas o-¢ e o-w dadas na fig. (5.17), as propriedades do
material ficam completamente definidas por f;, a resisténcia a tragdo, E, o modulo de
elasticidade e G, a energia de fraturamento. A curva 6-w pode ser determinada por

meio de um ensaio de tragdo, que fornece um ramo descendente completo estavel,
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enquanto que G pode ser facilmente determinada em um ensaio de flexdo de uma

viga com entalhe.

FIGURA 5.17 - Hipdteses aproximadas simples para uso em calculos numéricos. HILLERBORG
(1983).

O processo de propagacdo de fraturas também foi modelado por ZAITSEV &
WITTMANN (1981)¢, através de simulagdo computacional.

5.6 Modelo Coesivo do Fraturamento

Segundo ELICES & PLANAS (1989), a definigdo completa de um modelo
coesivo do fraturamento inclui a definigdo do comportamento do volume, a
especificagdo da condigdo para a formagdo de fratura e a formulagdo das equagdes

para a evolugdo da fratura. Essas trés condigdes sio como segue (cf. [6.5]):

Comportamento do Volume

Materiais sem dissipagdo de energia no volume devem exibir comportamento
elastico. Geralmente, o comportamento é admitido como eldstico linear. Para o

concreto, o comportamento do volume é usualmente assumido como isotropico

6 ZAITSEV, Y. B.; WITTMANN, F. H. Mater. Constr., v. 14, p. 357-365, 1981 apud
HILLERBORG (1983).
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elistico linear, definido, portanto, por um modulo de elasticidade, E, ¢ um

. coeficiente de Poisson, v.
Inicio de Fraturamento

Em materiais isotropicos, o comportamento em um ponto ¢ geralmente
assumido como elastico até o momento em que a tensdo principal maxima atinge a
resisténcia a tracdo, f;. Neste momento, a fratura comega, perpendicular a diregéo da
tensdo de tragdo maxima, como uma fratura coesiva (transferindo tenséo) — daqui a
condi¢do para inicio da fratura ser tomada como independente da triaxialidade (cf.
[6.3]). Esta suposi¢do pode — obviamente — ser modificada para levar em conta a
influéncia das tensGes transversais sobre a resisténcia, mas tal refinamento ndo fot
introduzido na pratica. Uma generalizag8o para materiais anisotropicos ainda estd em

falta.
Evolucao do Fraturamento

Uma vez que a fratura coesiva tenha sido formada, assume-se que a tensdo
transferida através das faces da mesma depende do deslocamento relativo de suas
faces. No caso de abertura pura, a tensdo transferida, o, € normal as faces da fratura
e geralmente assumida como dependente apenas da evolugdo da abertura de fratura
(normal), w. No caso de abertura monoténica de fratura, a tensdo transferida €
freqiientemente considerada como unicamente definida pela abertura da fratura, ou

seja:
o = f(w) (5.13)

onde f(w) descreve o comportamento de amolecimento do material, sendo chamada
funcio de amolecimento ou curva de amolecimento. A fungdo f(w) depende do

material em questdo, mas ndo de condigdes externas. E uma fungio do material.
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5.7 Curva de Amolecimento no Modo de Abertura e

Parametros Relacionados

A curva de amolecimento ¢ geralmente admitida como sendo uma fungio
positiva € monotonicamente decrescente da abertura da fratura, como mostrado na
fig. (5.18). Para ser consistente com a condi¢do de formacdo da fratura, o valor de
tensdo correspondente a abertura de fratura zero deve ser igual a resisténcia 4 tragdo
fi. A medida que a abertura da fratura aumenta, a tensdo diminui e, eventualmente,

anula-se para a abertura critica de fratura, w,.

abertura normal & fratura, w

FIGURA 5.18 - Curva de amolecimento. ELICES & PLANAS (1989).

A area sob a curva de amolecimento representa a energia absorvida por uma
unidade fixa de area quando a fratura a alcanga, monotonicamente, até o fraturamento
completo da mesma. E chamada energia de fraturamento e referenciada como G;.
Obviamente, G, é um pardmetro material na mesma medida em que a curva de

amolecimento € considerada uma fungio material.

A partir de pardmetros elasticos e de fraturamento, duas grandezas com
dimensdo de comprimento podem ser definidas. Sdo chamadas abertura

caracteristica de fratura, we;, € comprimento caracteristico de fratura, I,
(HILLERBORG et al. (1976)) e sdo definidas como
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Se a fung@o de amolecimento for definida, a analise da propagagado de fraturas
pode ser levada a efeito diretamente. A fig. (5.19) apresenta uma amostra sendo
solicitada simetricamente, de forma que a fratura se propaga em modo de abertura

puro.

elistico linear

FIGURA 5.19 - Propagacdo de fratura no modo I. ELICES & PLANAS (1989).

Quando a amostra € solicitada de tal modo que uma unica fratura se
desenvolve, e sem que haja formas de dissipa¢do de energia além da fratura ténsil, €
obvio que a energia total fornecida necessaria para romper a amostra, de forma quase
estatica, é, simplesmente, G, vezes a superficie da fratura formada. Contudo, a fim de
evitar incertezas na interpretagdo de dados experimentais, ELICES & PLANAS

(1989) sugeriram uma defini¢do experimental para G;:

energia externa fornecida
Gy =

: (5.15)
superficie da fratura

Apenas quando eventuais fontes de dissipagdo de energia forem eliminadas e

quando G;. for uma propriedade do material € que se tem

Gy = Gy (5.16)
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A taxa critica de liberacio de energia de deforma¢io, G. (cf [5.4]),
representa o consumo de energia por unidade de area de extensdo da fratura, isto é, a
quantidade de energia dissipada no sistema inteiro quando a extremidade da fratura
alcanga uma area unitaria. E definida estritamente para materiais de comportamento

elastico.

A energia de fraturamento (G;) € conceitualmente diferente de G,. Repetindo-
se, € a energia dissipada em uma 4rea unitaria de localizagdo fixa quando a fratura a

atravessa, até a abertura completa. G é igual a area sob a curva o-w nos modelos
(c,x,¢) (cf [6.5]).

Ambos os conceitos coincidem apenas para materiais elasticos, onde a
dissipagdo de energia acontece em uma regido infinitesimalmente pequena em torno
da extremidade da fratura. Por este motivo, a relagio G./G; deve ser Gtil como uma
medida de qudo bem a mecédnica do fraturamento elastica linear descreve o

fraturamento de uma estrutura.



6 ESTUDO DO CONCRETO

Nao € pretensio esgotar o tema concreto neste capitulo. Longe disto, buscou-
se justificar o interesse pela escolha do material, bem como caracterizar os pardmetros

relevantes a modelagem numérica.

O objetivo basico é descrever como o fraturamento do concreto € influenciado
por dimensGes (efeito de escala, cf [5.1.5]) e propriedades materiais, tais como
resisténcia a tragdo, rigidez (modulo de elasticidade) e energia de fraturamento. Para

tanto, faz-se uso dos modelos da mecanica do fraturamento.

O concreto foi escolhido como exemplo por se tratar de um material onde a
formulagdo pode ser aplicada, ja que exibe comportamento coesivo durante o

fraturamento.

6.1 Introducio

l 6.1.1 Desenvolvimento Historico

Segundo ELFGREN (1989a), as estruturas de concreto, construidas

atualmente, sdo o resultado de uma longa cadeia de desenvolvimentos sucessivos,
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comegando com o uso antigo de emplastro de gesso e limo. Outros importantes elos

da cadeia s3o:;

O desenvolvimento de cimentos hidraulicos por gregos e romanos.

o O desenvolvimento de cimento Portland (Joseph Aspdin, Isaac Charles Johnson,

por volta de 1845).
e Aintroducdo de armadura de ago (Joseph Monier, 1870).

o O pré-tensionamento da armadura a fim de prevenir a formagdo de fissuras

(Eugéne Freysinnet, 1928).

¢ O uso de dispersantes ¢ micro-silica para aumentar a densidade € a resisténcia (a

compressdo) do concreto (por volta de 1970).

A medida que os processos construtivos evoluiam, acontecia o
aperfeicoamento dos métodos de projeto de estruturas. A principio, todas as decisdes

ficavam por conta dos artesdos envolvidos com o trabalho.

Mais tarde, engenheiros estruturais, utilizando regras empiricas, engajaram-se
no processo. Por volta de 1900 a 1930, aconteceu o primeiro avango significativo: a
introdugdo da teoria elastica linear. Aplicou-se o conceito de tensdes admissiveis,
assumindo-se uma propor¢do constante entre os modulos de elasticidade do aco e do

concreto (n =E/E_= 10 ou 15).

A segunda revolug@o, baseada principalmente numa teoria concebida durante a
década de 30, foi a introdugio da analise limite plastica, o que ocorreu no periodo
de 1940-1970. Com o aumento na eficiéncia da utilizagdo dos materiais, a teoria da

plasticidade foi aplicada na analise dos estados limites tltimos.
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Atualmente, o diagrama tensdo-deformagdo ndo-linear real pode ser aplicado
ao concreto submetido a compressdo, inclusive quando se admite o escoamento da

armadura.

Ha boas razes para se acreditar que a introdugdo da mecédnica do

fraturamento, nos critérios de projeto, pode se constituir na terceira revolug@o.

6.1.2 O Concreto Como Material Estrutural

O concreto ¢ um material composito poroso, consistindo principalmente de
pasta de cimento endurecida, agregados e agua. Quando barras de ago sdo colocadas

nas pegas, tem-se o concreto armado.

“No caso do concreto armado, a armadura tem por finalidade resistir aos
esfor¢os de tragdo decorrentes das solicitagdes da estrutura. A armadura resiste
passivamente a esses esforgos, ndo sendo ela responsavel pela introdugdo de esforgos
suplementares na propria estrutura, como € o caso do concreto protendido. Por esse
motivo, a armadura das pegas de concreto armado ¢ chamada de armadura passiva.
A solidariedade entre a armadura e o concreto € o que caracteriza a existéncia do
concreto armado. (...) A solidariedade existe desde que a deformagdo relativa €5 da
armadura seja igual & deformagdo relativa e: do concreto adjacente que a envolve.”

(FUSCO (1976), p. 5-6)

O concreto ¢ empregado em virtualmente todos os tipos de estruturas e, dado
seu custo mais baixo, tem ocupado cada vez mais os lugares antes exclusivos de
outros materiais estruturais. Como exemplos de aplicagdo, tém-se estruturas de
edificios residenciais e industriais, pontes, tuneis, barragens, abodbadas, silos,

reservatorios, cais, fundagdes, obras de contengdo, galerias de metros etc.

Segundo SUSSEKIND (1989), o concreto armado pode ser considerado uma

alternativa viavel por, pelo menos, trés motivos basicos:
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o Trabalho conjunto do concreto e do ago, assegurado pela aderéncia entre os dois

materiais.
» Os coeficientes de dilatagdo térmica do ago e do concreto sdo praticamente iguais.

e O concreto protege da oxidagdo o ago da armadura, garantindo a durabilidade da

estrutura.
Apresenta, ainda, as seguintes vantagens e desvantagens:
Vantagens:
o Economia.
» Adaptagdo a qualquer tipo de forma e facilidade de execugio.

e [Excelente solugdo para se obter uma estrutura monolitica hiperestatica.

e Manutengdo e conservagdo praticamente nulas, em associagio a grande

durabilidade.

» Resisténcia consideravel a efeitos atmosféricos e a desgastes mecanicos.

Desvantagens:

Peso proprio elevado.

Dificuldades para reformas ou demoli¢&es.

Baixo grau de protegdo térmica.

Fissuragdo da regido tracionada.
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6.2 Formacio Prévia de Fissuras

E bem conhecido o fato de que, sob condigdes climaticas usuais, existem
numerosas fissuras na pasta de cimento endurecida (pce), argamassa ¢ concreto
antes de qualquer solicitagdo ser aplicada. Ha varias causas para o desenvolvimento
dessas fissuras, que devem ser observadas como uma caracteristica estrutural
importante do concreto com relagdo ao comportamento sob solicitagdo e com

respeito a ruina estrutural.

Na tabela 1, sdo listados — e, em seguida, comentados — os diferentes

estagios de desenvolvimento de resisténcia e de formag&o de fissuras no concreto.

Estagio de desenvolvimento do Descontinuidade Tipica
concreto
Langamento e compactagao Poros de compactagdo
Concreto fresco Cavidades de sedimentagido
Concreto em endurecimento Fissuras térmicas

Fissuras de retragdo quimica

Fissuras de retrag@o por capilaridade

Concreto secando Fissuras de retragdo higroscopica

Concreto solicitado Fissuras interfaciais

Crescimento de fissuras

TABELA 6.1 - Periodos caracteristicos na vida util do concreto e estagios correspondentes de
formacdo de fissuras. WITTMANN (1983).

De acordo com WITTMANN (1983), e considerando-se a vida util de um
membro estrutural de concreto, as primeiras fissuras sdo formadas por compactagio
incompleta. A compactagdo insuficiente conduz ao surgimento de zonas locais de

alta porosidade, que agem como areas pré-fissuradas quando sob solicitagdo.




88

Imediatamente apés o langamento, e antes do endurecimento, ocorre
sedimentagio. Este processo da origem a cavidades preenchidas com 4gua sobre os
agregados graudos. Como conseqiiéncia, fissuras horizontais sio formadas. Este
efeito, obviamente, causa um certo grau de anisotropia. Esta explica¢do ¢ sustentada
pelo trabalho experimental de DHIR & SANGHA (1974)!, os quais observaram que a

densidade de fissuras ¢ maior na direg¢do horizontal, em todos os niveis de tensdo.

A medida que a hidratagdio continua, é liberado calor de hidratagdo. Sob
condi¢des normais, isto introduz um gradiente de temperatura dependente do
tempo. Segundo WITTMANN (1983), pode ser mostrado que, em muitos elementos
de concreto, o fissuramento térmico ocorre nas zonas externas, mais frias. A
orientagdo dessas fissuras depende da geometria dos mesmos. As tensbes térmicas
sdo, usualmente, responsaveis pela fissuragdo em estruturas com mais de um metro de

espessura (MEHTA & MONTEIRO (1994)).

Apés o desmolde, a superficie do concreto comega a secar e alcanga o
equilibrio com a umidade ambiental muito rapidamente, enquanto que o centro de um
dado espécime pode permanecer saturado por muitos anos. Este gradiente
higroscoépico induz fissuras de retragdo, caso em que as fissuras emanam radialmente
a partir dos agregados (ZIEGELDORF et al. (1981)?). Novamente, a orientago

dessas fissuras depende da geometria.

A cura do concreto tem o efeito de inchar a pasta de cimento endurecida e da

origem a fissuras tangenciais de interface (L'HERMITE (1961)?3).

No concreto endurecido, a interface entre a pce e agregado graudo permanece
fraca por um longo tempo. Portanto, solicitagdes moderadas, bem abaixo da carga de
projeto, podem causar fissuramento interfacial. Desta forma, o padrio de

fissuramento que deve ser esperado no concreto é semelhante ao da fig. (6.1).

IDHIR, R. K.; SANGHA, C. M. Mat. Constr., v. 7, p. 17-23, 1974 apud ZIEGELDORF (1983).
2ZIEGELDORF, S.; MULLER, H. S. ; HILSDORF, H. K. Sth Int. Conf. on Fracture. Cannes,
1981. p. 2243-2252 apud ZIEGELDORF (1983).

SLHERMITE, R. Cahiers de la Recherchet. Constr., n. 12. Paris, Eyrolles, 1961 apud
ZIEGELDOREF (1983).
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FIGURA 6.1 - Fissuras no concreto descarregado. ZIEGELDORF (1983).

Em resumo, pode-se concluir que, num espécime de concreto, algumas das
causas mencionadas nesta se¢do e listadas na tabela (6.1) — ou combinagdes das
mesmas — introduzirdo, em condi¢des normais, fissuras na estrutura. Algumas dessas
fissuras serdo orientadas aleatoriamente e outras iniciardio um certo grau de
anisotropia. Logo, a resisténcia observada depende ndo somente da composi¢do do

concreto, mas também das condi¢Ges de produgdo do mesmo.

6.3 Aspectos Fenomenologicos do Fraturamento

Geralmente, a resisténcia a tragdo do concreto € negligenciada. Nesse caso, é
totalmente desconsiderada ou admite-se que o concreto sofra ruptura fragil quando
submetido mesmo a tensdes de baixo valor (fig. (6.2a)). Para ELFGREN (1989a),
esta hipotese funciona a contento em estruturas de concreto submetidas a tensGes
baixas. Entretanto, em muitos tipos de ruina onde a capacidade ténsil governa,
observa-se um efeito de escala estranho (cf. [5.1.5]) de dificil entendimento. Tal é o

caso em:
o Ruina a flexdo de vigas sem armadura.

e Ruina de cisalhamento e ligagdo.
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e Fraturamento em estruturas de concreto-massa.

Para explicar esses tipos de ruina, deve-se levar em consideragdo a curva

forca-deslocamento completa (fig. (6.2b)), onde o ramo descendente da mesma pode

ser visto (amolecimento de tensdes).

forga

F
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deslocamento
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&
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albertu:ra daz de fratura w

©

L+w

L

FIGURA 6.2 - Teste de tragdo no concreto. (a) Teste com controle de carga, que fornece fratura
fragil. (b) Teste com controle de deformagdo. Aqui, o ramo descendente do diagrama

forga-deslocamento pode ser registrado. (c) Formacdo de uma fratura no concreto.

ELFGREN (1989).
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Na fig. (6.3), sdo mostradas as curvas tensdo-deformagdo (o-g) para o
agregado, para a pasta de cimento endurecida e para o concreto (MINDESS
(1983a)). A curva tensdo-deformagdo para o agregado, submetido a compressdo, €
essencialmente linear até o ponto de ruina. Semelhantemente, para a pce, 0
comportamento linear é observado até cerca de 90-95% da resisténcia ultima.
Entretanto, a curva 6-¢ para o concreto ¢ altamente ndo-linear. Esta ndo-linearidade €
devida em parte a agdo compésita do concreto, ja que existe uma ligagdo altamente
imperfeita entre o agregado e a pce. Além disso, uma quantidade consideravel de

fissuramento ocorre a medida que a solicitagdo aumenta.

agregado

concereto

tensdo cimerto

deformacio

FIGURA 6.3 - Curvas tensdo-deformagdo para agregado, cimento e concreto em compressio.
MINDESS (1983a).

Segundo ZIEGELDOREF (1983), esta diferenga notavel entre a deformagéo do
concreto e a deformagdo de seus constituintes deve-se principalmente a formacdo de
fissuras, embora parte da ndo-linearidade observada pode ser atribuida ao
comportamento viscoso da pasta de cimento endurecida, como proposto por
SPOONER et al. (1976)* Além disso, o distanciamento da linearidade do diagrama
tensdo-deformagdo esta ligado a ampliagdo das fissuras de ligagdo pré-existentes. Em

grandes solicitagdes, sdo formadas fissuras continuas que, sob solicitagdo constante,

4 SPOONER, D. C.; POMEROY, C. D.; DOUGILL, J. W. Mag. Concr. Res., v. 28, p. 21-29, 1976
apud ZIEGELDORF (1983).
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podem conduzir a ruina do material. Apos a solicitagdo maxima, mesmo um

decréscimo na solicitagdo conduz a formagio de fissuras adicionais.

A propagagdo de fissuras, no concreto, pode ser relacionada a
heterogeneidade do material em diferentes niveis. Em escala microscopica, a ruptura
do concreto por tensdo € caracterizada pela formag@o de uma superficie perpendicular
a direcdio da tensdo atuante. Até mesmo em espécimes feitos de pasta de cimento

endurecida, as fissuras seguem um caminho tortuoso, como mostrado na fig. (6.4a).

BAZANT (1984) afirma que no concreto — tanto quanto em argamassa,

rochas e certas cerdmicas — o fraturamento € precedido por uma microfissuracio,
dispersa gradualmente, que ocorre dentro de uma zona de processo relativamente
extensa, a frente da extremidade de fratura (fig. (6.4b)). Além disso, as fissuras em
propagac¢do sdo atraidas pelas particulas de agregado, resultando na ramificaciio das
mesmas (fig. (6.4c)). Desta forma, a superficie de fratura verdadeira, existente no

concreto, € consideravelmente maior que a superficie de fratura aparente.

particula de cimento microfissuras 7 fissura
A B v Irh ©
I 1004m 2mm ‘
L] L]
l— fissura inicial agregado —|

FIGURA 6.4 - Algumas caracteristicas de fissuras. (a) Tortuosidade de uma fissura em pce. (b)
Formagdo de microfissuras em pce. (c) Atragdo ¢ ramificagdo de fissuras nos
agregados. ZIEGELDORF (1983).

Para LIANG & LI (1991), a existéncia de uma zona de processo (cf. [5.5.1])
em volta da extremidade de fratura, no concreto, ¢ reconhecida como a principal

causa da ndo-linearidade fisica do material. O comportamento caracteristico do
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concreto ¢ controlado, em grande parte, pelo tamanho e pela forma dessa zona de

processo.

A curva o-¢ para o concreto pode ser dividida nas quatro regides mostradas

na fig. (6.5) (GLUCKLICH (1965)%).

Abaixo de cerca de 30% da tensio ultima (o), ha muito pouco
prolongamento das fissuras pré-existentes em taxas normais de solicitagdo e a curva
o-¢ ¢ essencialmente linear. Além deste ponto, a curva o-g¢ torna-se cada vez mais
njo-linear a2 medida em que as fissuras interfaciais comegam a crescer sob
carregamento, parcialmente devido as diferengas de constantes elasticas entre pce e
agregado, parcialmente devido as altas concentragdes de tensdo existentes nessas

regioes.

100 ¢
crescimento rapudo
das fissuras da matnz
15

cresc. / adicional das fissarvas de
ligacio mais cresc. lento das

tensao fissuras da matriz
50 -
g0 crescimento lento de fissuras
de ligagio
30

fissuras pré-existentes de ligacio
estendem-se apenas levements
s0b soliritagio

deformacdo

FIGURA 6.5 - Curva tensdo-deformacgio, para o concreto, mostrando diferentes regides de
crescimento de fissuras. GLUCKLICH (1965).

Por volta de 0.50,;, além do crescimento adicional das fissuras interfaciais, as
fissuras comegam a se estender através da matriz de cimento, ligando as particulas de

agregado graudo, paralelamente ao eixo de solicitagdo, mas ainda de modo estéavel.

5 GLUCKLICH, J. In: BROOKS, A. E; NEWMAN, K., eds. Proc. Int. Conf. The Structure of
concrete, London 1965. London, Cement and Concrete Association, 1968, p. 176-189 apud
MINDESS(1983a).
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Finalmente, em torno de 0.75c,y, as fissuras da matriz comegam a formar uma rede

muito mais estensa, eventualmente provocando a ocorréncia de ruina.

Na medida em que a propagacio instavel das fissuras é macroscopicamente

impedida, o diagrama tensdo-deformagdo exibe um ramo descendente pronunciado.

MOAVENZADEH & BREMNER (1969)¢ observaram que as caracteristicas
estruturais mais propensas a iniciagio de fraturas eram, em ordem decrescente de

importancia:

Fissuras nos agregados situadas a 45° das tensdes aplicadas.

Agregados graudos com fissuras de ligagdo.

Vazios.

Segregacdo local de agregados graudos.

Para WITTMANN (1983), os pardmetros da mecanica da fratura do concreto
ndo sdo independentes da historia do fissuramento. Enquanto este ocorre, uma zona
danificada (a chamada zona de processo, cf. [5.5.1]) ¢ criada em frente & extremidade
da fissura. Como conseqiiéncia, os pardmetros da mecanica do fraturamento
aumentam com o comprimento até que a zona danificada tenha se desenvolvido

completamente.

De acordo com ZIEGELDORF (1983), o tipo de superficie de fratura depende
principalmente do tipo de carregamento e — no caso de concretos de alta resisténcia
—— a curva tensdo-deformagdo é mais inclinada e linear até uma propor¢io tensio-
resisténcia maior que em concretos normais, por conta do decréscimo na quantidade e
extensdo das fissuras de ligagdo. A densidade de fissuras, no fraturamento, ¢ maior no

caso de solicitagdes repetidas ou constantes do que no caso de solicitagdo

¢ MOAVENZADEH, F.: BREMNER, T. W. Int. Conf. on Structure, Solid Mechanics and

Engineering Design. In: Civil Engineering, Southampton University, 1969 apud MINDESS
(1983a).
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monotodnica. Essa densidade de fissuras aumenta com a diminui¢do da tensdo maxima

na ruina.

Segundo HILLERBORG (1983), o comportamento do concreto no
fraturamento ¢ muito diferente do de metais. Isto acontece porque o fissuramento do
concreto € precedido por microfissuramento em vez de escoamento. Esse
microfissuramento ndo € acompanhado por qualquer contragdo substancial
correspondente a que ocorre quando os metais escoam. Por esta razio, ndo existe
diferenga essencial entre os estados de deformagio plana e tensdo plana para o
concreto. A conseqiiéncia disso € que a largura (profundidade) do espécime ndo deve

ser esperada como de importancia majoritaria para a analise do concreto.

Outra conseqiiéncia disto € que as tensdes diminuem com o aumento da
microfissuragdo e, desta forma, com o aumento das deformagdes. Algumas das
microfissuras crescem até formarem fissuras visiveis enquanto o espécime ainda
suporta uma solicitagdo substancial. O fato de uma fissura ser visivel ndo é prova de

que a tensdo caiu a zero.

Devido ao microfissuramento, as tensdes na frente de uma extremidade de
fratura podem ter uma distribuig@o tipica, de acordo com a fig. (6.6). Neste caso, ndo
ha uma extremidade de fratura bem definida, mas sim uma zona de fraturamento ou
zona de processo (cf. [5.5.1]), dentro da qual o fissuramento aumenta. Mesmo que
ndo seja possivel identificar uma extremidade de fratura bem definida, alguns pontos

de interesse podem ser notados:
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FIGURA 6.6 - Uma viga de concreto solicitada, apresentando fratura e zona de fraturamento. Ndo ha
extremidade de fratura bem definida. HILLERBORG (1983).

1. O ponto onde a tensdo apresenta o valor maximo. Aumentando-se a solicitagdo, a
tensdo diminui com o aumento correspondente da microfissuragdo. Isto pode ser
visto como o primeiro sinal de fraturamento e este ponto pode servir como um

limite para a zona de fraturamento.

2. Os pontos onde a fratura comega a ficar visivel, com ou sem microscopio.

3. O ponto onde a transferéncia de tensdo termina. Este ponto pode servir como um
limite entre a zona de fratura e o que pode ser chamado de fratura real, isto €, a
parte da fratura onde ndo ha mais transferéncia de tensdo. Este ponto pode ser
considerado como a defini¢do mais natural da extremidade de fratura, embora

ndo seja possivel observa-lo em um teste de concreto.

Do acima exposto, ¢ evidente que ndo existe extremidade de fratura bem
definida para o concreto (como ocorre nos metais), devido ao rompimento gradual

com o aumento da deformagdo e ao microfissuramento dentro da zona de fratura.
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6.4 Abordagem em Trés Niveis

WITTMANN (1983) introduziu a idéia de trés niveis de observagdo e
modelagem — a entdo chamada "3L-approach" (abordagem de trés niveis) — que

torna claro e eficiente o trato com concreto.

No nivel microscopico, o concreto consiste de cristais de silicato de Calcio,
hidratados com ligagdes primarias e secundarias. As camadas de agua adsorvidas em
torno dos cristais também desempenham um papel importante. Este nivel ndo €

adequado para as aplica¢des de mecanica do fraturamento.

O nivel médio considera a natureza composita do concreto e distingue entre
pasta de cimento endurecida, agregado e a camada de ligagdo entre esses
constituintes. Se as propriedades de todos os trés forem conhecidas, a mecanica do
fraturamento elastica linear pode ser aplicada através de métodos numéricos.

Entretanto, este ainda ndo € o nivel de aplicag@o pratica.

Apenas o terceiro nivel, que é o nivel macroscopico, é adequado para este
proposito. Neste nivel, o concreto ¢ modelado como um material homogéneo
isotropico contendo falhas, podendo, portanto, ser tratado pela mecanica do

fraturamento.

6.5 Modelos do Material

O problema central da mecénica do fraturamento, nas abordagens classicas, foi
a obtengdo de condigOes para a propagagdo de uma fratura unica, modelada como
uma descontinuidade simples de superficie. Tal problema foi essencialmente tratado

por meio de um critério de fraturamento acrescentado as equagdes classicas de campo
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da mecénica do continuo. Este tratamento levou a uma nitida distingdo conceitual e
computacional entre mecanica da fratura e os métodos derivados da analise limite, que
podem ser aplicados, respectivamente, quando o modo de falha dominante &

propagacdo de fratura ou escoamento.

Na maioria das situagdes praticas, 0 comportamento estrutural real nio era
dominado por esses modos extremos e novos modelos de fratura foram desenvolvidos
para que se obtivesse uma descrigdo melhorada do comportamento real. Foram
chamados, genericamente, de modelos nio-lineares de fraturamento ¢ alguns deles
nédo incluiam um critério de fratura global, sendo aptos a descrever o fraturamento
progressivo do material sem singularidades de tensdo. Tais modelos, denominados
modelos de fraturamento progressivo, permitem a descrigio de uma transi¢io
suave do meio continuo ao descontinuo (completamente fraturado) e contam com

dois conceitos basicos: amolecimento de tensdes ¢ localizacio de deformacdes.

A idéia essencial a manter para fins de classificagio é a de que o amolecimento
do material ocorre dentro de uma regido de fraturamento (cujas forma e tamanho sio
especificados por um critério de localizagdo) enquanto a solicitacdo do material fora
da zona de fratura (o material do volume) diminui. Um modelo de fraturamento
completo deve estabelecer, portanto, comportamento do volume, comportamento

dentro da zona de fraturamento e critério de localizacio.

ELICES & PLANAS (1989) definiram uma classificagio através de um
codigo de trés letras (ABC), onde:

e A esta associado ao comportamento do volume.
e B esta associado ao comportamento dentro da zona de fraturamento.
o C esta associado ao critério de localizagio.

Trés possiveis opgdes de cada codigo estdo esbogadas na fig. (6.7) e

explicadas a seguir.



99

& Vohune B Regido de Fratara  C Critério de Localizagio

dano N dane
geral : geral
Rt geral
a a 2
" degradacio — delos de
degradacio .. mmaceias
//_,_ de vizidez de nigidez banda: }
/-\\ 2.4 gcimmlax;an
b b - b i
. degradagio de e modelos de
eldstico fluxo : fraturamento
N’“—‘a’o — = formmlagio
. . ; o L o=w

FIGURA 6.7 - Esquema de classificacfio proposto. ELICES & PLANAS (1989).

A: Comportamento de Volume do Concreto.

Em geral, dissipagdo de energia e irreversibilidade de deformagdes estardo
presentes, como mostrado na fig. (6.7A-a). Este comportamento é chamado dano
geral e inclui amolecimento plastico (degradacgio de fluxo-tensio sem perda de
rigidez) como caso limite. Um grande nimero de modelos de amolecimento
apresentam descarregamento até a origem, como na fig. (6.7A-b). Isto é chamado
degradacio de rigidez. Um conjunto de modelos particulares, mas amplamente
utilizados, assume que ndo ha dissipagdo fora da zona de fratura, de forma que o
terceiro comportamento a considerar € o elastico, fig. (6.7A-c). Deve-se perceber
que, como sempre ocorre descarregamento em alguma regido do volume apds a

localizag@o de deformagio, estabelecer o comportamento do mesmo ¢ essencial.
B: Comportamento do Concreto na Zona de Fraturamento.

Este comportamento pode ser classificado como dano geral, fig. (6.7B-a),
degradaciio de rigidez, fig. (6.7B-b) e degradacio de fluxo-tensio, fig. (6.7B-c).
Deve-se notar que, para deslocamentos monot6nicos dentro da zona de fratura, os

trés tipos de comportamento sio indistinguiveis, de forma que uma grande proporgio
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dos modelos utilizados na pratica sdo formulagdes monotdnicas particulares de ambos

0s comportamentos.

C: Critério de Localizacao.

Enquanto um critério de localizagdo geral é deixado em aberto, como
indicado na fig. (6.7C-a), os critérios mais usuais sdo ou de localizagdo em banda —
modelos de banda, fig. (6.7C-b) — ou de localizagio em linha — modelos de

fraturamento, fig. (6.7C-c).

Com relagdo a localizagdo de deformag@o e ao critério de localizagdo, parece
razoavel que as deformagdes estejam localizadas de forma gradual, como mostrado na
fig. (6.7C-a). Dificuldades de implementagdo desta hipotese geral levaram a critérios
mais simples (figs. (6.7C-b), BAZANT (1976) e (6.7C-c), HILLERBORG et al.
(1976)).



7 O METODO DOS ELEMENTOS DE

CONTORNO

7.1 Introducao

O grau de complexidade existente nos problemas praticos de engenharia torna
praticamente inviavel a utilizagdo de um processo analitico para a resolucdo dos
mesmos. Se for desejavel um grau razoavel de precisdo, a resolugdo, sem que se
utilizem métodos numéricos, € quase impossivel. A maioria das técnicas numéricas
existentes baseia-se no principio de que € possivel derivar equagdes e relagdes
capazes de descrever uma pequena parte do sistema em estudo. Partindo-se deste
ponto, os métodos classicos de resolugdo do problema do meio continuo geralmente
utilizam alguma forma de discretizagdo do dominio ou do contorno do mesmo. Desta
forma, os métodos numéricos mais comuns (em mecénica do continuo) podem ser
classificados em trés abordagens: diferencas finitas, elementos finitos e elementos de

contorno (fig. (7.1)).

A idéia basica desses métodos consiste em dividir o sistema inteiro em um

grande nimero de “partes” menores, utilizando equag¢des adicionais para garantir a
montagem ou o agrupamento das mesmas. Deste modo, € possivel prever — com t@o
melhor precisdo quanto maior for o numero de “partes” — os valores de variaveis

como tensdo e deslocamento em varios pontos do sistema.
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FIGURA 7.1 - Classificagdo dos métodos numéricos em mecanica do continuo. BECKER (1992).

O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS, MDF (finite differences
method, FDM) trata a equagdo diferencial que rege um determinado problema
aproximando suas derivadas. Para tanto, utiliza algum tipo de expansdo de Taylor
truncada, exprimindo as derivadas em termos de valores num certo niimero de pontos
discretos (obtidos pela divisio do dominio em células internas). Isto resulta em uma
série de equagdes algébricas (equacdes de diferencas), as quais condicdes de

contorno sdo aplicadas para resolver o problema.

Embora o esquema de discretizagdo interna seja comparativamente direto, as
principais dificuldades da técnica situam-se na consideragio de geometrias curvas e na
aplicagdo de condigdes de contorno. No caso de contornos gerais, a malha regular de
diferengas finitas ¢ incapaz de reproduzir precisamente a geometria do problema, por
conta da dificuldade de variar o tamanho das células em regides particulares. Isso faz
com que o método ndo se adapte bem a problemas onde existam variaveis que mudem
rapidamente, como € o caso de problemas de concentragdo de tensdes. Além disso, a
introdugdo de condigdes de contorno envolvendo derivadas requer o uso de pontos
externos ficticios ou a definigdo de uma expansdo de ordem superior, o que diminui a

precisdo dos resultados.
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Em contrapartida, os codigos computacionais de diferengas finitas sdo
relativamente menores (quando comparados aos de outras técnicas) e de
funcionamento mais simples, devido a simplicidade de geragdo e manipulagio
matriciais. Por conta disto, sdo ainda amplamente utilizados em aplicagdes tais como
transferéncia de calor e dindmica dos fluidos, onde sdo necessarias malhas muito

refinadas e um grande nimero de operagdes repetitivas.

O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS, MEF (finite elements
method, FEM) foi desenvolvido originalmente para ser aplicado em mecéanica dos
solidos, num esforgo para se obter uma melhor representagdo dos problemas
existentes € também simplificar a introdugdo de condigdes de contorno. O método
envolve a aproximagio das variaveis sobre pequenas partes finitas do dominio — dai
o nome elementos finitos — através de fungdes de interpolagdo polinomiais. Uma
equagdo de residuos ponderados pode ser escrita a fim de distribuir o erro introduzido
por esta aproximagdo sobre cada elemento ou, alternativamente, esta operagido pode

ser vista como a minimiza¢do de um funcional de energia.

Esta operagdo resulta em matrizes de influéncia que expressam as
propriedades de cada elemento em fungdo de um nimero discreto de valores nodais.
A montagem de todas estas, juntas, produz uma matriz global que representa as
propriedades do continuo. A aplicagdo das condigdes de contorno pode, entdo, ser
efetuada de modo relativamente simples. Tanto geometrias gerais de contorno podem
ser representadas por elementos curvos como qualquer derivada pode ser expressa em
termos das fungdes de interpolagdo mencionadas. O método é muito mais versatil que

o método das diferengas finitas.

As desvantagens do método dos elementos finitos sdo a grande quantidade de
dados necessaria para discretizar o dominio inteiro — particularmente em problemas
tridimensionais — e a imprecisdo por vezes existente nos resultados. Isto geralmente
ocorre no caso de fungdes descontinuas, singularidades ou fungdes que variam
rapidamente. Também existem dificuldades na modelagem de regides infinitas e em

problemas com contornos moveis.
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O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO, MEC (boundary
elements method, BEM), também conhecido como o METODO DAS
EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO (boundary integral equation (BIE)
method) foi desenvolvido como uma resposta as dificuldades acima. Sua idéia basica
consiste em transformar as equagdes diferenciais que regem o dominio (onde um
determinado problema € analisado (cf. [4.2])) em equagBes integrais (cf [3.4]),
aplicaveis a superficie ou contorno (cf. [3.2]) do mesmo. Em seguida, ¢ possivel
discretizar o contorno da regido considerada, dividindo-o em elementos — dai o
nome elementos de contorno — como também relacionar as variaveis em pontos do

contorno pelo uso de funcdes de Green (cf. [3.3]), ou seja, a solugiio fundamental.

Como resultado, obtém-se uma série de coeficientes de influéncia que podem
ser arranjados de forma matricial. As condigdes de contorno sdo, entdo, aplicadas de
modo semelhante ao realizado em elementos finitos. A redugio da dimensionalidade
do problema responde por grande parte do interesse pelo método. Isto significa que,
comparada a uma andlise de dominio do MEF, uma analise pelo MEC reduz a
quantidade de dados necessaria para resolver um determinado problema, ja que o

método requer apenas a discretizagdo do contorno.

Os elementos de contorno podem ser de varios tipos e possibilitam a
modelagem de contornos curvos, mesmo tendo reduzido a dimensionalidade do
problema em um (1) (repetindo, somente o contorno do sistema ¢ discretizado). Por
conta da solugdo do problema em termos de solugdes fundamentais, as
descontinuidades e as singularidades podem ser modeladas sem dificuldades especiais.
Como a solugdo € necessaria apenas sobre o contorno, a técnica adequa-se bem a
problemas de superficies moveis e livres. Uma outra vantagem importante do método
¢ a satisfagdo automatica das condi¢des de contorno em dominios infinitos e semi-
infinitos, evitando-se a necessidade de discretizagio numérica de contornos remotos
ou o truncamento do dominio numa distincia finita. Isso é possivel mediante a
introdugdo de solugdes fundamentais apropriadas que satisfazem, de forma exata, as

condi¢Oes de contorno dessas geometrias caracteristicas.



105

Além disso, outra caracteristica importante da formulagdo empregada no MEC
¢ a modelagem continua (e exata) do dominio (a discretizagdo do interior ndo €
necessaria). Como consequiéncia, tanto tensdes quanto deslocamentos, em pontos

internos, podem ser calculados com uma resolugdo elevada.

E interessante notar que, enquanto diferengas finitas envolvem apenas a
aproximagdo das equagdes diferenciais governando o problema, elementos finitos
requerem a integragdo por partes dos termos de dominio resultantes da representagio
das variaveis utilizando-se fungGes polinomiais. Em elementos de contorno, por outro
lado, embora o problema seja expresso utilizando-se apenas integrais de contorno,
essas sdo mais complexas que aquelas apresentadas em elementos finitos. Por conta
disso, técnicas especiais de integracdo sdo necessarias para obter resultados precisos e
muito do trabalho efetuado no desenvolvimento do método concentrou-se no calculo
das integrais através de técnicas de integragdo numérica. Incluem-se, aqui, as integrais

quase-singulares, singulares e hiper-singulares.

711 Comparando-se Elementos de Contorno com Elementos§

Finitos

De acordo com BECKER (1992), as vantagens e desvantagens do método dos
elementos de contorno, em relagdo ao método dos elementos finitos, podem ser

sintetizadas da seguinte maneira:
Vantagens:

e Menor tempo de preparagio de dados.
Isto € consequéncia direta da modelagem apenas do contorno. Redefini¢des de
malha, portanto, sdo mais simples, o que € particularmente importante no estudo

preliminar de projetos, em problemas de propagacdo de fraturas e de contato.
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o Alta resolugdo para as tensdes.

As tensdes sdo precisas porque a modelagem do dominio € continua e exata.
Desta forma, problemas envolvendo tensdes com gradiente forte (concentragdo
elevada de tensdes e problemas de contato e fratura) podem ser convenientemente

tratados.

* Menores tempos computacionais de armazenamento € processamento.

Para manter o mesmo nivel de precisdo no calculo de tensdes, 0 MEC utiliza
menos nos e elementos que o MEF, inclusive no contorno. As malhas de elementos de
contorno ndo devem ser comparadas a malhas de elementos finitos sem os pontos
internos, pois a aproxima¢do do MEC é feita apenas no contorno. O processo de
discretizagdo fica ainda mais simples se forem utilizados, nos vértices, elementos que,
as vezes, ndo se ligam — os chamados elementos descontinuos (cf [7.4.2]),
inadmissiveis em elementos finitos. Ademais, a utilizagdo de elementos nos planos de

simetria € desnecessaria.

e Menos informagdo desnecessaria.

A abordagem utilizada em elementos finitos (de discretizar todo o dominio e
calcular as tensdes em cada ponto nodal) é bastante ineficiente. Primeiramente,
porque — na maioria dos problemas da pratica de engenharia — as piores condigbes
(fraturamento, concentragdo de tensdes, choque térmico etc.) encontram-se
justamente no contorno do dominio em anélise. Além disso, como os pontos internos
sdo opcionais (na resolugdo de um problema através do MEC), o analista pode

concentrar a atengdo numa regido interna particular e ndo em todo o dominio.

» Facilmente aplicavel a materiais incompressiveis.

A formulagio de deformagio plana de elementos finitos, baseada em
deslocamentos, falha quando o coeficiente de Poisson vale 0.5 (como ¢ o caso em
materiais incompressiveis). A formulagio do MEC trata esses materiais sem
dificuldade. Portanto, para analisar materiais incompressiveis, 0 MEC é muito mais

adequado que o MEF.
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Desvantagens:

e Matematica ndo-usual.

Como ja mencionado, a maioria das vantagens do MEC estdo relacionadas a
sua base matematica mais complexa. Hoje em dia, entretanto, ndo € mais necessario
um profundo conhecimento matematico a fim de provar tanto a existéncia quanto a
unicidade de cada solugdo.

Se, por um lado, esta formulagdo matematica significa versatilidade e precisdo
elevadas em programas bem escritos, por outro lado pode ter conseqiiéncias
desastrosas no caso de codigos ineficientes. BREBBIA & DOMINGUEZ (1989)
chamam a ateng@o para o fato de o MEC estar sujeito a erros quando se utilizam
técnicas numéricas inadequadas. Pode-se dizer, aqui, que as palavras de COOK et al.
(1989): "Embora o método dos elementos finitos possa tornar um bom engenheiro
melhor, também pode tornar um mau engenheiro mais perigoso." encontram um
respaldo BEM maior na utilizagdo do MEC. Vale salientar que uma boa parte dos
procedimentos numéricos utilizados no MEF aplicam-se diretamente a0 MEC
(integragdo numérica, aplicagido das condi¢es de contorno etc.).

O capitulo 3 contém, em grande parte, a base matematica acima citada, que —
diga-se de passagem — embora ndo seja completamente usual, € de facil aprendizado.
Excecdo feita a consideragdo de fungGes de Green e ao tratamento de integrais
singulares ou hiper-singulares, os demais topicos sdo comuns ao curriculo normal de

engenharia.

o O interior deve ser modelado em problemas ndo-lineares.

Em geral, quando o material em analise exibe ndo-linearidade fisica ou esta
sujeito a agdio de forcas volumétricas ou térmicas, a modelagem do dominio é
necessaria. Bem entendido: a formulag@o passa a conter integrais de dominio que —
embora ndo possuam incognitas — exigem a discretizagdo de todo o dominio (em
regides de integragdo denominadas células) a fim de serem calculadas numericamente.
Isso representa um dificuldade consideravel e diminui tanto a elegincia quanto a
eficiéncia computacionais do método (a reducdo de dimensionalidade deixa de

existir), embora as solugdes continuem precisas.
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Em muitos casos praticos, felizmente, as integrais de dominio podem ser
tratadas por técnicas capazes de transferi-las para o contorno (TANG (1988)). No
caso particular de elastoplasticidade, a modelagem do dominio pode se restringir a
areas selecionadas — como a regido em volta da extremidade de uma fratura. Em
outros casos, a ndo-linearidade ¢ simulada a partir de técnicas incrementais, iterativas

ou de uma combinagdo de ambas, como neste trabalho.

¢ O desenvolvimento de aplicativos € mais dificil.

Via de regra, e do ponto de vista do usuario final, a anélise pelo MEC ¢é mais
simples do que pelo MEF, pelas varias razdes acima expostas. Justica seja feita, do
ponto de vista do projetista de “software”, a tarefa é bem mais complexa do que se
fosse feita com o MEF. Isto acontece devido & necessidade do tratamento das
integrais singulares e quase-singulares (cf. [7.4.1]) ou das integrais hiper-singulares
(cf. [8.3.2]), que surgem como conseqiiéncia das solugdes fundamentais utilizadas (cf.
[3.3]). Além disso, considerando-se que as condi¢des de contorno sdo baseadas em
valores prescritos nos elementos — e n3o nos nés — ¢é necessario um tratamento
especial para manusear descontinuidades de tragdo que possa haver nos nos situados
em vértices (cf. [7.4.2]).

» Pobre para analise de cascas.

As cascas apresentam uma relagdo superficie / volume elevada, fazendo com
que a reducdo de dimensionalidade do MEC ndo traga vantagens adicionais. Os
pontos nodais situados em lados opostos (quando muito proximos) provocam
imprecisio nas integragdes numéricas ou mal-condicionamento do sistema de

equagdes resultante.

e Matriz de solugdo cheia e ndo-simétrica.

O MEF apresenta a vantagem de utilizar matrizes com formato caracteristico
(simétricas € em banda), o que ndo ocorre no MEC, cujas matrizes sio cheias e sem
simetria. No entanto, esta ndo ¢ uma desvantagem séria porque, para obter 0 mesmo
nivel de precisdo que o MEF, o MEC utiliza menos nés e elementos, resultando em

um sistema de ordem bem menor.
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Portanto, para decidir qual solugdo, seja MEF ou MEC, ¢ a mais adequada

para um problema em particular, trés fatores devem ser levados em consideragéo:
« O tipo do problema (linear, ndo-linear, analise de cascas etc.).
e O grau de precisdo necessario.

A quantidade de tempo a ser gasta na preparagio e interpretagdo dos dados.

7.2 Formulac¢des Integrais de Contorno

Existem diversas maneiras de derivar as formula¢gdes do MEC: CRUSE &
RIZZO (1968) utilizaram o teorema reciproco de Betti (cf. [3.6]), BREBBIA &
DOMINGUEZ (1977) introduziram o conceito de residuos ponderados na derivagéo
e JENG & WEXLER (1977) utilizaram uma formulagdo variacional semelhante a
utilizada no MEF. Neste trabalho, seguir-se-4 a primeira, cujo desenvolvimento ¢

ilustrado na se¢do [7.3].

E possivel dividir as formulagdes do MEC em trés categorias (cf. [2.1],
BECKER (1992) e ALIABADI & ROOKE (1991)):

e Método Indireto

Baseia-se na utilizacdo de func¢des-densidade ficticias para formular o
problema. Embora essas fungdes ndo tenham significado fisico definido, podem ser
integradas para obteng@o de deslocamentos e tensdes. Esta abordagem € indireta

porque os deslocamentos e tensdes reais ndo sdo utilizados em toda a formulagao.
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e Método Semi-direto

Neste caso, as fun¢des utilizadas para formular o problema estdo relacionadas
as fungoes de tensdo, que possuem maior significado fisico que as fun¢des-densidade
ficticias. As fungdes de tensdo podem ser diferenciadas ou integradas, possibilitando o

calculo de deslocamentos e tensoes.

e Método Direto

As grandezas fisicas reais, tais como deslocamentos e forgas de superficie, sdo
utilizadas desde o inicio do desenvolvimento das equacdes integrais. As equagdes
regentes do problema (obtidas através de equagdes de equilibrio (cf [4.2]), relagdes
constitutivas (cf. [4.6]) e equagBes de compatibilidade (cf [4.5])) sdo tranformadas
em equagdes integrais validas no contorno (cf. [3.4]) através dos teoremas de Green

(cf. [3.5]) e do teorema reciproco de Betti (cf. [3.6]).

7.3 Formulacio do MEC Para Elasticidade Plana

57.3.1 Dedﬁg:ﬁo da Equacao Integral de Contorno

Seja um dominio €, limitado por um contorno I', submetido a dois estados de
carregamento: o primeiro correspondente ao problema em estudo e o segundo ao

problema de Kelvin (cf. [3.3]). A partir do teorema de Betti (eq. (3.28)),

[oend=[oLz,d0, (7.1)
Q Q

onde o,; e g, indicam as componentes de tensdo e deformagdo do problema em

* . . .
estudo e o,; e g, indicam as componentes correspondetes do problema de Kelvin.

Considerando-se que



* *
Oy = Ol

chega-se a

* *
[o4uy do= j o, ,dQ.
Q Q

Integrando-se ambos os membros por partes, obtém-se:

jckju;!de = —J.okj,juidQ + kau:df
Q Q r

Icijuk’jdﬂ = —Icij,jude+ Ip:ukdr :
Q Q T

Substituindo-se (7.4) e (7.5) em (7.3), chega-se a:

~[0;;u:dQ+ [upp,dl =~ [ oy u,dQ+ [ pyu,dl
Q T Q r

A partir da equagio de equilibrio (eq. (4.4)):

[o,updQ= [(-b,JuidQ=-[b,u;dQ.
Q Q Q

A partir da solug@o fundamental (eq. (3.15)):

[ou,d0= (A8, Ju,dQ = [ APu,dQ = —u?,
Q Q r

(7.2%)

(7.3)

(7.4*)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

onde o ultimo termo representa o deslocamento, na dire¢do ¢, do ponto p.

Logo, a eq. (7.6) torna-se:
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ju;bde+Iu;pde:u§ +Ip;ukdr. (7.9
Q r r

Interpretando-se geometricamente os componentes da solu¢do fundamental

(cf [3.3]), tém-se:
ul = u:vkﬁlw = u:k ; p; = p:vkséw = p;k : (7.10a,b)
Substituindo-se as eqs. (7.10) na eq. (7.9):

u? =—[pyu,dl+ [uyp,dl + [ub,dQ, (7.11)
r T Q

que ¢ conhecida como a Equacdao de Somigliana e que fornece os valores dos
deslocamentos de pontos internos em fungdo dos valores de forga de superficie e
deslocamento no contorno, px € u, das forgas volumétricas e da solucio fundamental.
A eq. (7.11) € valida para qualquer ponto do dominio e também pode ser escrita de
forma matricial, desde que sejam definidos os arranjos seguintes. Os componentes da

solu¢do fundamental podem ser escritos como matrizes 2x2 cujos elementos sdo

* * . ..
Uy €Dy, ,isto &

[p*] _ {prl p:zJ 7 [u*] _ liurl urzjl . (7.12a,b)

* * " *
Pa P2 U Uy

Os vetores de deslocamentos e forgas de superficie (em um ponto qualquer do

contorno) e de forgas volumétricas (em um ponto qualquer do dominio) sdo:

{u} :{:} v} ={§} {b} :{:} (7.132-0)

Portanto, a equagdo de Somigliana torna-se:
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{u}’ = —![p*]{u}df + ![u*]{p}dr + i[u*]{b}dﬂ, (7.14)

onde {u}® representa o vetor de deslocamentos no ponto p.

§7.3.2 Deducao da Equacio Integral de Contorno Para Pontos%

no Contorno |

i 0
‘ !

A equagdo de Somigliana fornece os deslocamentos em qualquer ponto
interno desde que os valores de p. e u, sejam conhecidos em todos os pontos do
contorno (ou seja, os deslocamentos s6 poderdo ser calculados quando o problema de
valor de contorno tiver sido previamente resolvido). Como a equag¢do de Somigliana é
valida para qualquer ponto em Q, incluindo-se I', é possivel encontrar uma equagdo
integral levando-se o ponto de colocagdo para o contorno. Esta expressdo, quando
aplicada em varios pontos, produz um sistema de equagdes que, uma vez solucionado,

fornece as incognitas do contorno.

Entretanto, quando o ponto de colocacio (onde a eq. é gerada) pertence ao
contorno, as integrais de contorno apresentam singularidade (cf [3.4]), sendo

necessario efetuar uma anélise cuidadosa das condigdes na vizinhanga do ponto.

Uma maneira simples de fazé-lo € considerar, incicialmente, que o ponto p
pertence a um trecho suave do contorno. Neste caso, € possivel suplementar o
dominio com um hemisfério de raio €, centrado em p (fig. (7.2a)). Fazendo-se o raio €
tender a zero, o ponto p tornar-se-4 um ponto do contorno e a expressdo resultante

sera a particularizag@o da eq. (7.11) para pontos de colocagdo situados no contorno.
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Curva I do
Contotmo

Supetficie de
Contorno T
Ponto p do
Contotno

(&)

FIGURA 7.2 - Pontos do contorno no caso bidimensional. (a) Contorno suave; (b) vértice. BREBBIA
& DOMINGUEZ (1989).

A eq. de Somigliana torna-se

uf = —lims [pyu,dl+ [pyu,dr, f+lims [uyp,dl+ [uyp,dr, t+[uyb,dQ.
I-T, T, I, Q

r-r,

(7.15)

A primeira e a terceira integrais na eq. (7.15) tornar-se-do integrais no

contorno inteiro quando e—0. Para as integrais restantes, ¢ possivel demonstrar que

valem os limites:

. . . . 1 1
lim rj pyu,dl, p =lim rj padl, fuf =——8au) =——u} (7.16%)

lim j uypydl, ¢ =lims {uidl, pp? =0, (7.17)
E FE

Portanto, no caso de pontos de colocagdo situados em uma parte suave do

contorno, a equagio de Somigliana torna-se
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—l-u}? :—'fp;kukdl"+J‘uzkpkdI"nLJ‘qubde, (7.18)
2 T T Q
ou
cat == [pru,dl +[uyp,dl + [ub,dQ, (7.19)
r r Q

onde as integrais incluem o valor principal de Cauchy (cf. [3.4]), I é suaveemp e
Cp = =8,y . (7.20)
Em forma matricial, a eq. (7.19) torna-se

[c]{u}’ =- ! [p"Jfu}dr + l [u"|(p}dr + !‘2 [u]{ba. (7.21)

Entretanto, quando o ponto de colocagdo estiver situado em um vértice (fig.

(7.2b)), o limite das forgas de superficie da solugdo fundamental , ou seja,

1= ling{ | p;kdre} , (7.22)
ri

fornece um resultado diferente (BREBBIA & DOMINGUEZ (1989)):

-1

1= 87c(l - v)

4(1-v)(n+6,-0,)+Sen(20,)—Sen(26,) Cos(26,) - Cos(20,)

{ Cos(26,)—Cos(26,) 4(1- v)(m+6,-6,)+Sen(20,) - Sen(ZOI)}

(7.23)

de forma que
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Cp =8, +1,,. (7.24)

;[733Formula¢ﬁo em Elementos de Contorno

Para que as equagdes integrais sejam calculadas numericamente, o contorno
deve ser discretizado em uma série de elementos, conforme observado na fig. (7.3).
Nestes elementos, tanto a geometria quanto a variagdo (campo) das incognitas
(deslocamentos e forgas de superficie, neste trabalho) devem ser interpoladas a partir
de uma série de pontos onde os valores incognitos sdo considerados (cf. [3.7]). Estes
pontos sdo denominados nés e os valores que as incognitas assumem nos mesmos s3o

os valores nodais.

De acordo com o grau de aproximagio da geometria, os elementos podem ser
classificados em constantes (grau zero, fig. (7.3a)), lineares (1° grau, fig. (7.3b)),
quadriticos (2° grau, fig. (7.3¢)), cubicos (3° grau) ou de ordem superior (grau >
4). Além disso, € possivel admitir que os graus de aproximagdo de geometria e

variaveis sejam diferentes, caracterizando os elementos subparamétricos,

isoparamétricos ou superparamétricos (cf. [3.4]).

Os elementos quadraticos isoparamétricos apresentam a melhor relagio
precisdo/eficiéncia na maioria das aplicagdes envolvendo analise de tensdes
(BECKER (1992)). Para os objetivos deste trabalho, a utilizagio de elementos

lineares isoparamétricos foi suficiente.

Desconsiderando-se as forgas de volume e discretizando-se a eq. (7.21):

[c]{u}” + ;( | [p*]{u}er - :;[ j [u*]{p}dl"j] , (7.25)

T

onde ne representa o nimero de elementos de contorno.
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(C) Elementos Quadraticos

] elemento

}elemento

}elementu

FIGURA 7.3 - Diferentes tipos de elementos de contorno. (a) Constantes. (b) Linecares. (<)
Quadraticos. BREBBIA & DOMINGUEZ (1989).

A aproximagdo das variaveis pode ser feita utilizando-se duas fun¢des de

interpolagdo ¢, e ¢,, definidas em termos da coordenada homogénea € (cf. [3.8.1]),

como mostrado na fig. (7.4), isto €,

6, 0 ¢, 0
10 ¢, 0 ¢,

Y,

5

{u}

|

(o]

(7.262)

= [@p},

(7.26b)
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onde uf (p% ) representa o deslocamento (forga de superficie), na diregdo ‘w’, do n6

‘k’ do elemento e {u}:1 ({p}i) representa os deslocamentos (for¢as de superficie)

nodais do elemento j°.

A aproximagdo da geometria também pode ser feita de maneira analoga:

1
X

{X}:F)l 0 ¢, O:I yl (7.27)
y 0 ¢, 0 ¢, x*

2

y

onde valem as considera¢3es anteriores para a notagio.

Valor nodal Valor nodal
deuoup deuoup
|
. K ,
£=-1 =1

+ L2 #+ L2 +

FIGURA 7.4 - Definigio do elemento linear isoparamétrico. BREBBIA & DOMINGUEZ (1989).

Substituindo-se as eqs. (7.26) na eq. (7.25):

ket -5 ol o - [ o o).

T; FIN\T

(7.28)

onde {u}’ representa os deslocamentos nodais do elemento onde o ponto de

colocagdo esta situado. As integrais que aparecem na eq. (7.28) relacionam os
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deslocamentos do ponto de colocagdo (em particular, os deslocamentos nodais do
elemento onde o ponto de colocagdo estiver situado) a forgas de superficie e
deslocamentos nodais em qualquer elemento ‘j°. Por isso, sdo denominadas matrizes

de influéncia e seus valores resultantes podem ser representados por

[H\Arv]"j = [[p'[olr; e [GW]" = [[u[[@]r, (7.29a,b)

T, I

734 Montagem do Sistema de Equacoes

Substituindo-se as eqs. (7.29) na eq. (7.28) e considerando-se

[HW]= WP sj @ P, (7.30)

[HW]pj+[c][(D]p sej < p

chega-se a
;v:[HW]pj o}, = i[GW]pj {}.. (7.31)

A eq. (7.31) foi obtida a partir de um determinado ponto de colocagdo p. Vale
salientar que, a principio, p pode ser qualquer ponto do contorno, o que significa a
possibilidade de obtengdo de infinitas equagdes, cada uma delas relacionando as
incognitas nodais. As limitagdes para a escolha da posigdo de p serdo tratadas na
secdo [7.4.2].

No problema elastico bidimensional, existem 4*nn graus de liberdade (onde nn
¢ o namero de nés). Destes, 2*nn sdo incOgnitas e 2*nn sdo obtidos através das
condi¢des de contorno. S@o necessarias, portanto, 2*nn equagles (relacionando os

4*nn graus de liberdade) para a resolugdo do problema. Fazendo-se p assumir nn
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posi¢des diferentes, obtém-se um sistema de equagdes lineares, de ordem 2*nn, cuja

resolucdo fornece as incognitas restantes:

[HI{U} =[GKP} (7.32)

7.3.5 Imposicao das Condic¢oes de Contorno

Em um problema elastostatico tipico, é possivel encontrar trés tipos de

condi¢des de contorno:
¢ Deslocamentos prescritos.
e Forgas de superficie prescritas.

* Relagdo linear entre forgas de superficie e deslocamentos (como acontece, por

exemplo, no caso de um apoio de mola ou inclinado).

Como existem 2*nn equagdes (para 4*nn graus de liberdade), sdo necessarios
2*nn valores prescritos. Em outras palavras, cada no deve ter duas varidveis (das
quatro existentes) prescritas. Para introduzir as condigdes de contorno em (7.32), as
matrizes [H] e [G] devem ser rearranjadas de tal forma que todas as variaveis
conhecidas estejam no primeiro membro e todas as incognitas, no segundo. Isto é

feito mediante troca de colunas entre as matrizes [H] e [G], obtendo-se o sistema
[Bf{vP}=[A}{M} ou  {F}=[A}{M} (7.33a,b)

onde [B] e [A] sdo as formas modificadas das matrizes [H] e [G], respectivamente;
{VP} € um vetor que retine todos os valores prescritos; {F} = [B]{VP} e {M} éo
vetor das incognitas no contorno. De forma semelhante, qualquer relacionamento

linear entre forgas de superficie e deslocamentos pode ser implementado.
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Como bem lembrado por BECKER (1992), os deslocamentos sdo diversas
ordens de grandeza menores que as forgas de superficie por conta do valor elevado do
modulo de elasticidade. Portanto, sugere a utilizagdo de um fator de escala, antes do
rearranjamento e depois da resolug@o do sistema de equagGes, para minimizar 0s €rros
provenientes da existéncia de coeficientes com diferenca de diversas ordens de
grandeza na matriz [A]. Alternativamente, como neste trabalho, pode-se utilizar uma

estratégia de pivoteamento durante a resolugio do sistema.

7.3.6 Resolucao do Sistema de Equacgoes

Em geral, utiliza-se 0 Método de Eliminagdo de Gauss. A escolha justifica-se
pelo fato de a matriz dos coeficientes ser cheia e ndo-simétrica. Desta forma, obtém-

se a solugdo elastica do problema;

{M}=[A]"{F} (7.34)

E interessante enfatizar que o vetor das incognitas é misto (deslocamentos e
forgas de superficie), ao contrario do que acontece no MEF, onde todas as incognitas
sdo deslocamentos. Isto é consequéncia da formulagio mista utilizada no MEC e se
constitui em uma vantagem importante sobre o0 MEF. Por isso, apos a resolugido do
sistema de equagdes lineares, as variaveis contidas no vetor das incognitas, {M},
devem ser reorganizadas em deslocamentos e forcas de superficies, antes de serem

utilizadas computacionalmente.

737 Calculo de Parametros Adicionais

Apos a resolugdo do sistema de equagdes, os valores de forga de superficie e
deslocamento sdo conhecidos em todos os pontos nodais do contorno. A partir deste
instante, determinar os parametros adicionais necessarios a analise do sistema ¢ um

procedimento relativamente simples, como descrito a seguir.
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Deslocamentos em Pontos Internos

A eq. de Somigliana na forma matricial (eq. (7.14)) pode ser discretizada do
mesmo modo que a eq. (7.21) (agora, sem a consideragdo das forgas de volume),

fornecendo uma equagéo analoga a eq. (7.28):

o <] o o3 [ Dok . 039

FL\T;

onde {u}p representa os deslocamentos em um ponto interno ‘p’ qualquer.

Substituindo-se as eqgs. (7.29) na eq. (7.35), obtém-se
(o =S [HW ]+ S [W (e}, (7.36
1 =1

que fornece os deslocamentos no ponto ‘p’ em fung¢do dos deslocamentos e forgas de

superficie nodais.
Tensoes em Pontos Internos

As tensbes em pontos internos podem ser calculadas através das relagdes
constitutivas (eq. (4.19)). Se o meio for isotropico, as deformagdes podem ser obtidas
pela diferenciagdo dos deslocamentos correspondentes (egs. (4.16) e (7.11)). Desta

forma, substitutindo-se (4.16) em (4.19), tem-se:

2uy
o} = (i-2v) S, +p(ug;+uy,). (7.37)

Substituindo-se os deslocamentos fornecidos pela equagdo de Somigliana (eq.

(7.11)), sem a consideragdo de forgas volumétricas, na eq. (7.37):
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2uv ou, ou. ou;
I{(1 u2v y axfk u( 6xlk " axjk]}pkdr_
T j i

_J 2HV S aka +u[ap1k apjk] u.dl |
Sl(1-2v) Tox, \ax, ox )| "

Interpolando-se tragdes e deslocamentos e escrevendo-se em notagdo

(7.38)

matricial, a eq. (7.38) fica:

P
On

{c}" =10,

= ;u [D]“j[q’]dﬂj {p}, - Z(lj [S]kﬁ[QIdFj] {u}, = (7.39)

- 2IPF ), - TlsF o) -
=) {a )

onde os tensores [D]kij e [S]kij sio dados por (BREBBIA & DOMINGUEZ (1989)):

Dlll D21] 1
kij
[D] i _ Em D,, :ZE(I——v)r{(l—zv)[skir’j+8kjr’i_6ijr ]+2r1r1rk}

122 222

(7.40a)
S 111 Sle u
kij
[S] S N o S = W{Zrm[(l—ZV)Sijr,k +v(6ikr,j +8kjr,i)~4r,ir,jr,k]+
SIZZ SZZZ ’
+2v[nirsjr,k + njr,ir,k] + (l - 2\))[2nkr,irwj +n;8, +n;0, ] - (1 - 4v)nk8ij}

(7.40b)

e onde
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indica a derivada do raio (mo6dulo do vetor posi¢cdo) na dire¢do do versor normal ao

elemento.
Deslocamentos e Forg¢as de Superficie em Pontos do Contorno

Podem ser facilmente interpolados a partir dos valores nodais, utilizando-se as

eqs. (7.26).
Tensdes em Pontos do Contorno

Podem ser calculadas de duas maneiras. Na primeira, utiliza-se a eq. (7.39).
Na segunda, as tensdes sdo calculadas a partir dos deslocamentos e forgas de
superficie obtidos no contorno, utilizando-se diferenciagdo das fungdes de forma.
Embora o primeiro método seja mais preciso, ¢ também mais complicado, pois exige
um tratamento especial para a integra¢do dos nucleos hiper-singulares (eqs. (7.40), cf.

[7.4.1], [8.3.2]). Portanto, sera utilizado o segundo método, que ¢ descrito a seguir.

Seja um ponto suave do contorno, conforme ilustrado pela fig. (7.5a),
pertencente a um elemento cujos deslocamentos e coordenadas nodais estdo

representados na fig. (7.5b).

E possivel demonstrar que a deformag@o na diregdo tangencial ¢ dada por

£, = (13 - u )’ - Xl);(ui ~u )y’ -y) , (7.42%)

onde ¢ é o comprimento do elemento.



125

tz(tangencial) 4»103'
t1 (normal)
ug
s
o Uy (x2y2)
b
(xLy)
(&) )

FIGURA 7.5 - Definigbes geométricas para o calculo das tensdes no contorno. (a) Componentes
locais ¢ cartesianas do vetor de forgas de superficie. (b) Deslocamentos e
coordenadas nodais de um elemento. BECKER (1992) (modificada).

Escrevendo-se as forgas de superficie locais em fungdo das globais, tem-se:

{tl}:{Cos(oc) Sen(a)pr} (7.43)
t, —Sen(a) Cos(at) || p,

Utilizando-se a Lei de Hooke (eq. (4.25)), € possivel escrever as tensdes nas

diregdes locais em fungdo das forgas de superficie locais e da deformagdo tangencial:

6| |ti| | Cos(a) Sen(a) ||py
o, |t,] |-Sen(e) Cos(a) Py (7.44%)

= (2

As tensdes nas diregdes globais podem ser encontradas, a partir das tensdes

nas dire¢Oes locais, através de rotagdo (horaria) de coordenadas:

G Cos*(a) —Sen(2a) Sen’(®) |[g,,

(= % Cos(2a) ——S&ng Ty, (7.45)

Gy Sen’(a) Sen(20) Cos*(a) |2
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7.4 Peculiaridades da Implementacio do MEC

7.4.1 Tratamento das Integrais

Integracao Externa

Em geral, a quadratura de Gauss-Legendre (cf. [3.8.2]) é um método eficiente
de realizar a integragdo necessaria a0 MEC quando o ponto de colocagio ndo
pertence ao elemento de integragdo. Este caso, onde r nunca assume o valor nulo, é
conhecido como integrac¢iio externa (KANE (1994)). Portanto, é suficiente utilizar a
formula de integragdo de Gauss-Legendre (eq. (3.36)) para calcular as integrais

numericamente.
Por exemplo, a eq. (7.29) ficaria

pg
1

[H\?V]pj _ jl[p*][cp]mdg - g ?Z::([p*][cp])L o, (7.46)

Integracéio Singular

Quando o ponto de colocagdio pertencer ao elemento de integragdo, o
integrando no calculo das matrizes de influéncia apresentara uma singularidade devido
a solugdo fundamental. Ha varias maneiras de tratar este caso: quadraturas de ordem
superior, mudanga para coordenadas logaritmicas ou integragdo analitica sdo algumas

das possibilidades.

Neste trabalho, o calculo singular das matrizes de influéncia foi feito
analiticamente e os coeficientes calculados sdo listados a seguir. Entenda-se, por
calculo singular, a obteng&o do valor principal de Cauchy, o que foi possivel pelo fato

de as integrais ndo apresentarem singularidade especial (cf [3.4]).
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Trés casos foram considerados, dependendo da posi¢do do ponto de
colocagdo ao longo do elemento de integragdo (fig. (7.6)): no inicio (fig. (7.6a), em
alguma posi¢do intermediaria (fig. (7.6b)) ou no final (fig. (7.6c)). Obviamente, tanto
0 primeiro quanto o terceiro caso podem ser considerados como particularizagdes do
segundo. A consideragdo dos trés individualmente foi utilizada como meio de

verificagdo dos célculos.

£=-1 E=1  E=-1 E=E=+-05 &= £=-1 E=1
® b —— .o l %
VE VE I
L . L .. L
r a b r
r r r
1
(A) (B) (<)

FIGURA 7.6 - Defini¢fes geométricas para o calculo analitico das integrais singulares. (a) Ponto de
colocagdo no inicio do elemento. (b) Ponto de Colocagdo em um ponto intermediario.

(c) Ponto de colocagdo no final do elemento.

Como se pdde observar, a parcela singular dos coeficientes da matriz [HW] se
anula quando sdo considerados elementos adjacentes (1° e 3° casos) ou os dois
trechos de integragdo (2° caso). Isto acontece porque a constante de
proporcionalidade ¢ a mesma em ambos. Este termo, portanto, ndo aparece nos

coeficientes a seguir, embora tenha sido calculado.

1° Caso: Ponto de colocacdo coincidindo com o 1° n6é do elemento de integracdo

Matriz [GW]:

GW,, = mﬂ—_—\s(@ - 4v)@ - 1n(e)) + (33 zj (7.47a)




Matriz [HW]:

HW,, =0

_(1-2v)
HW,, = 4m(1-v)

21

HW,, =0
HW,, = 0

14

_ (1-2v)
HW,, = 4m(l-v) -

HW,, =0

()
() -on.
i O w00) (&)
“Ser O 500+ (3
e E(6 )
e B S

- ﬁc?ii_—v) (-4 L) {%} ]

(1-1()

i (1-10(8) =W

14

(7.47b)

(7.47¢)

(7.47d)

(7.47¢)

(7.47)

(7.47g)

(7.47h)

(7.48a)

(7.48b)

(7.48¢)

(7.48d)
(7.48¢)

(7.48f)

(7.48g)

(7.48h)
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2° Caso: Ponto de colocacio interno ao elemento de integracdo

Matriz [GW]:
1
wW,o=— .
! 81t€G(1—v)
(7.49a%)
a’ j [sz (al 3 2) Ez(dr)z
<—(3-4v) 1 —+ab|+In(b) —|-| —+ab+=b" | |+—| —
{( v){n(a)(z 4 n() 2 4 e 4 2 \dx
dr
7.49b
Wi = 16mG(1- v[dx j (7.45b)
dr
GW 7.49
Wor = 167cG(1 v)( dx j 2 (7:499)
GW -
? 8mlG(1- V)

{(3 4v){ln(a)( +abj+ln(b)£ 2) (%Hm%sz} _ezi [j_;)l} (7.49d)

1
Wi = greG(1—v)
2

{_(3 - 4v)[ln(a)(a7j + ln(b)(% + abj - Gaz +ab+ %ﬂ + ﬁ(:;) 2}
W, = 167rG€1 V) (( . )(dr)) 0

GW,, = —— Gfl 5 ((d ][drn GW,, (7.49¢)

8ntG(1-v) o (7.49)
ool (s o) (o]} 48]

Matriz [HW]:

(7.49%)

GW,, =

HW,, =0 (7.50a)
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(1-2v) ( b) x
sy e | G “‘(a) (7.50b%)
_ (129 ( b, 2}_
HW,, = i) {~b ln(a) =-HW,, (7.50¢)
HW,, =0 (7.50d)
HW,, =0 (7.50¢)
ol
HW,, = () f+a-In a) (7.50f)
(1 2v) ( j__
HW,, = an(1-v) l+a- ln( ) =-HW,, (7.50g)
HW,, =0 (7.50h)

Os coeficientes do 2° caso podem ser simplificados fazendo-se
=\ =\ 7
a= (1 + g)i e b= (1 - g)— (7.51)

e substituindo-se nas eqs. (7.49) e (7.50), o que fornece:

Matriz [GW]:
{ ( (‘D ~(3- 4v)[4ln(§) +2(g-2)+(3+28-8*)in(1+E) +(1-&) 1n(1- E)}}
(7.52a)
GW,, = 557%_7)(4(:—3 ((%D (7.52b)

dr
G\N21 = _—_—641[;(}(] _ v) (4(&) [a;)} = (}\Nv12 (7.52C)
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¢
W = 64nG(1-v)

{ () - awf ) ofe 222 2l ) () m(l_g)}

(7.52d)

¢
GWy =————-
? 64nG(1-v)

1 002 ofe2) o2 )fi-5) 18] n+3)

(7.52¢)
__ ! dr)(dr
W, = 647tG(1 — v) (4( dx)[dyj) (7.520)
__ ! dr(dr))_
OWos = GamG(1—v) (4( dx)(dyD =W (7:52g)
¢
OWas = GanG—)
AFEAE o[ 2) -2 +2)o(3-22-E)inf1-2) (18] 1+ 3)
dy 2
(7.52h)
Matriz [HW]:
HW, =0 (7.53a)
aw, = (=29 [ (- )u{l ‘gn (7.53b)
47(1-v) 2 1+¢
aw, - -2 { (- )m[l—a] - _HW,, (7.53¢)
an(1-v) 2 1+&
HW,, =0 (7.53d)

HW,, =0 (7.53¢)



_ -2y [, (1+) (kéj
T T s (7.530)
Hw, = (-2 1+(l+g)1n[1‘§j _ _HW (7.53g)
® o 4n(1-v) 2 1+& 14 )
HW,, = 0 (7.53h)

3° Caso: Ponto de colocacdo coincidindo com o 2° n6 do elemento de integracdo

Matriz [GW];
GW,, = Tﬁ——@((% 4v)(-;-—1n(z)) +(§32] (7.542)
GW,, = ﬁ:@[(gﬂ (:—;D (7.54b)
GW,, = Eéh (:—3 (:—;ﬁ - GW,, (7.54¢)
GW,, = Tn(}ﬁ (G- 4v)G - 1n(£)) ¥ (:—;] 2} (7.54d)
GW,, = ﬁ%@ (- 4v)@- - ln(Z)j ¥ [S—D Zj (7.54¢)
GW,, = @%—_5 (33 (3—;}] (7.54)
GW,, = 1_67rG(—£1_—7) (S—D (%D =GW,, (7.54g)
GW,, = EG—ZTV—)(@ - 4v)@ - ln(Z)) + [(%j Z] (7.54h)

Matriz [HW];

HW,, = 0 (7.55a)

132



133

12~ ‘(—Iﬂ (7.55b)
4m(1-v)
~ (-2
HWZ] = m = H‘N]2 (7.SSC)
HW,, =0 (7.55d)
HW,, =0 (7.55¢)
_(1-2v) s
= i 0 (7.550)
_(=2v) N
5 i V)(1 In(¢)) = -HW,, (7.55g)
HW,, =0 (7.55h)

Integracio Quase-singular

Mesmo no caso de integragido externa, a eficiéncia da quadratura empregada
pode depender de outros fatores além do nimero de pontos de integragdo. A distancia

do ponto de colocagio ao elemento de integragdo € um desses fatores.

Considere-se, por exemplo, a fig. (7.7a). Nesta figura, existem trés grupos de
pontos de colocagdo classificados de acordo com sua proximidade do elemento de
integragdo. Os pontos a-c pertencem ao grupo de pontos de colocagdo que estdo
proximos ao elemento, os pontos d-h estdo situados a distancia moderada e os
pontos i- | encontram-se longe do elemento. A fim de caracterizar o comportamento
de integrandos associados com estes trés grupos, a fig. (7.7b) contém os graficos de
1/r como fun¢do da coordenada isoparamétrica em um ponto representativo de cada

um dos trés grupos.
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Grupo de pc's Grupo de pc's ¢!

amoderada dis- relativamente

tancia do elemento longe do elemento
defgh

pc's telativamente proximos

pc's relativamente longe

bt B

Grupo de pc's p_c'sﬂa .
relativammente b distancia
proximos ao : moderada

elemento /
Elemento de

Integragao (A) ® ]

FIGURA 7.7 - Implementagdo efetiva da integragio externa. (a) Grupos de pontos de colocagio a
pequena, média e longa distdncia do elemento de integragdo. (b) Comportamento
geral dos integrandos para diferentes distncias. KANE (1994).

E possivel observar que o comportamento dos integrandos associados com os
grupos de pontos de colocagdo proximo e distante é completamente diferente, sendo
que o grupo situado a distincia moderada apresenta um comportamento
intermedidrio. Apesar de haver outros fatores na integragdo do MEC (como, por
exemplo, as componentes do versor normal e as fungdes de interpolagdo), o

comportamento de 1/r caracteriza o comportamento geral destes integrandos.

Parece razoavel, entdo, supor que o niimero minimo de pontos de integragdo
para que se obtenha precisdo numérica deve ser diferente nos trés casos ou que devem
ser utilizadas diferentes quadraturas, de acordo com o grupo de pontos em
consideragdo. As duas opgdes representam um custo computacional elevado. Neste
trabalho, utilizou-se a técnica de subdivisio de elementos (ou integracio em sub-
elementos) que consiste basicamente em dividir o elemento de integragdo em sub-
elementos menores (de comprimento padronizado ou progressivo) e aplicar, em cada
um destes, a mesma quadratura que seria utilizada em condi¢des normais. Utilizou-se
o critério de comparar a distdncia do ponto de colocagdo ao inicio ou ao final do
elemento de integragdo com o comprimento do elemento onde o ponto de colocagdo
estiver situado. Caso aquela seja menor que esta, utiliza-se a estratégia de divisdo em

sub-elementos, que é demonstrada a seguir.
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Seja o calculo numérico da integral
f 1
I=|f(I)dl == | f(E)dE . 7.56
I (T, =7 [f(e)ee (7.56)

onde //2 é o jacobiano (elemento linear). Fazendo-se a divisio em sub-elementos

(fig. (7.8)) e normalizando-se a coordenada ao longo do sub-elemento:

E=cn+d
b, —a, b, +a,
s-N=a;| &:( 2 )”‘*( 2 ) (7.57)
&(1):bi d& b, —a,
dn 2
£=-1 gt
£=19
s
N .
/A
n=-1 n=1

FIGURA 7.8 - Implementagdo da integragio em sub-clementos.

A eq. (7.56) torna-se

Z L E asubel b
= ! f(O)I; = 3 jl £(&)de = 5 le j £(g)de . (7.58)

onde nsubel representa o nimero de sub-elementos. Mas
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[ e(E)ae = 21 jf(b* ;ai n+ 2 ;ai)dn, (7.59)

onde (b-a,)/2 representa o jacobiano do sub-elemento (no caso linear). No caso de

serem utilizados sub-elementos de mesmo comprimento, tem-se;

2 2
a. =-1+ i—1 b.=a. + 7.60a,b
' nsubel( ) "' nsubel ( 'b)
. —a. ) . 2i—1
bi—a; 1 b +a; _ (2 )—1‘ (7.61a,b)
2 nsubel 2 nsubel
Portanto, a eq. (7.56) fica
usubel npg

> > (e oy, - (7.62)

2nsubel o

onde npg representa o nimero de pontos de Gauss,

1 (21 - 1)
5 nsubel nsubel nsubel

(le +2i-1- nsubel)

(7.63)

e M« € a coordenada do k-ésimo ponto de Gauss e nsubel é o nimero de sub-

elementos.

Uma condi¢do necessaria — mas ndo suficiente — ao perfeito funcionamento
de um programa de elementos de contorno é a verificacdo, em cada linha da matriz
[H], da condi¢do de somatorio nulo, tanto para as colunas impares quanto para as
colunas pares. Este teste serve tanto para verificar a corregdo quanto a exatidio dos
calculos, esta Gltima afetada pela propagagdo de erros. A utilizagio da técnica da
divisio em sub-elementos, neste caso, possibilitou que o zero numérico fosse

melhorado por um fator de 10'°.
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742 Tratamento de Vértices e Arestas

Um vértice ou uma aresta podem ser definidos como os lugares geométricos
onde o vetor normal muda bruscamente na passagem de um elemento de contorno
para outro que lhe seja adjacente. Um vértice pode ter dois conjuntos de valores de
forga de superficie, um para cada lado do vértice. Quando isto acontecer, ou seja,
quando um no estiver situado em um ponto onde o contorno ndo seja suave (como €
o caso de vértices em problemas bidimensionais ou vértices e arestas em problemas
tridimensionais), uma descontinuidade de forgas de superficie podera ocorrer neste nd
(fig. (7.9a2)). Os problemas da pratica de engenharia geralmente envolvem a

modelagem de geometrias nestas condig¢3es.

i» luiul

p; p'2
v 2" 2| V
Py P ®
3 1

B

FIGURA 7.9 - Descontinuidades de forga de superficie em vértices. (a) N6 continuo em vértice. (b)
Modelagem de forgas de superficie em vértices ¢ de deslocamentos. BREBBIA &
DOMINGUEZ (1989)

Quando as forgas de superficie sio conhecidas em ambos os lados do vértice,
ou quando (para qualquer das componentes) o deslocamento € uma das tragdes sdo

conhecidos, ndo € necessario qualquer tratamento especial para o n6. O mesmo ndo se
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pode dizer quando dois valores diferentes de qualquer das componentes de for¢a de
superficie sdo desconhecidos e apenas o deslocamento ¢ conhecido. Neste caso, é

secessario um tratamento especial para o no.

A maneira mais simples de fazé-lo € duplicar o n6 de canto, definindo-se o que
se chama de né6 duplo (fig. 7.9b) e atribuir duas componentes de for¢a de superficie a
cada n6. Obviamente, a distincia entre os nos ndo deve ser muito grande — a ponto
de descaracterizar a geometria do problema — nem muito pequena — o que poderia
provocar mal-condicionamento no sistema de equag¢des. Quando um né de vértice é
duplicado, pode-se deixar um pequeno intervalo entre os dois nés (fig. (7.9b1)) ou

pode-se assumir a existéncia de um pequeno elemento entre ambos (fig. (7.9b2)).

Uma outra maneira de utilizar os nos duplos ¢ através de elementos
descontinuos (fig. (7.9b3)). Esta abordagem consiste em deslocar os dois nos para o
interior dos elementos. Além de simples, apresenta a vantagem de modelar melhor os
vértices com concentragdes de tensdo elevadas. Pode-se conseguir o mesmo resultado
mantendo-se os dois nos no vértice, mas deslocando-se os pontos de colocagio para o

interior dos elementos, o que ¢é feito neste trabalho.



8 APLICACAO DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO A

MECANICA DO FRATURAMENTO

8.1 Introduciao

Neste capitulo, sera apresentada a formulagdo do MEC para a analise de

problemas de fraturamento mecanico de solidos bidimensionais.

Como o modelo de fraturamento escolhido é o coesivo — onde deve ser
considerada uma regido de efeitos nio-lineares (zona dissipativa) — optou-se por

desenvolver a formulagio a partir da representagdo integral que considera uma regido

onde tensdes iniciais sdo aplicadas.

O modelo algébrico a ser obtido sera similar aos desenvolvidos para analise
elastoplastica de solidos bi ou tridimensionais. Portanto, a equag@o integral (equagédo
de Somigliana, cf. [7.3]) deve ser novamente obtida considerando-se um campo de
tensdes iniciais aplicadas ao dominio. Nesse caso, esse campo sera considerado

apenas em uma regido estreita ao longo da fratura.
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8.2 Formulac¢ido do MEC Para o Problema de Tensoes

Iniciais

A formulagdo do MEC para problemas que envolvem a aplicagdo de campos
de tensdo ou deformagdo iniciais € bastante conhecida atualmente. Uma descri¢io

mais detalhada do tema pode ser encontrada em BREBBIA et al. (1984).

Para essa formulagfo, sdo necessarios os passos: formulagio da representagdo
dos deslocamentos, das tensdes e suas transformagGes em equagdes algébricas
decorrentes das discretizagdes do contorno e do dominio. Esse procedimento, como
apresentado a seguir, sera alterado convenientemente para a representagio das

descontinuidades do dominio.

Em linhas gerais, inicia-se admitindo a existéncia de tensdes e deformagdes
iniciais em uma regido do dominio e encontra-se a influéncia dessa regido nos campos
de deslocamentos e tensdes. Utilizando-se os procedimentos matematicos analogos
aos da formulagdo elastica, a integragdo ¢ transferida para o contorno da regiio de
tensOes iniciais. No limite, quando a largura da regido tende a zero, tem-se a
influéncia correspondente ao amolecimento e a abertura do material ao longo da linha

de fraturamento.

8.2.1 Equacio Integral ‘de Contorno Para a Aplicacido de

Solicitacdes Iniciais em Pontos do Dominio

|
|

i
l
|
4

Considerando-se as expressdes das componentes de tensdo e deformagdo
fornecidas no capitulo 4 (eqs. (4.25) e (4.26)), é possivel refazer os calculos
apresentados na segdo [7.3.1], chegando-se a uma expresssdo equivalente a equagdo
de Somigliana, porém considerando-se o termo de dominio relativo a solicitagdes

iniciais;
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~[pau,dl + [upp,dl + [up b, dQ+ [eohdQ,  (8.1%)
T T Q Q

onde

*

Sl?jk = m[(l —2V r 81?3 +r Slk) r,eﬁjk +2r’£r’jr,k](8.2*)

8.2.2 Equacio Integral de Contorno Considerando-se Tensdes

|
l
|
I
\
i
|

Iniciais Atuantes em Uma Faixa Estreita

Seguindo-se um raciocinio analogo ao da segdo [7.3.2], é possivel deduzir
uma expressdo equivalente a eq. (8.1) para pontos de colocagdo no contorno. Isto
posto, para um campo de tensdes iniciais 6°(S) (fig. (8.1), tem-se (desconsiderando-se

as forgas de volume):

chul = —J'p;kukdl"+Iu;kpkdl"+jazjk0°ﬁd§2, (8.3)
T r Q

FIGURA 8.1 - Dominio apresentando regido com tensdées iniciais. VENTURINI (1993).

onde
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5;‘)1( S = Gj')k (x,y)= G(j)k ) (8.4)
¢é constante em X .

E possivel, agora, examinar o Gltimo termo da eq. (8.3) (termo de dominio) e,
por simplicidade, considerar que o;’k ndo varia ao longo da espessura. Primeiramente,

define-se um novo sistema de coordenadas (fig. (8.2)):

FIGURA 8.2 - Sistema de coordenadas. VENTURINI (1993).

Nesta figura, valem as relagdes:

n, = Cos(a); s; = Cos(a+m/2) = - Sen(m) = - n,; (8.5a-d)

n; = Sen(w); s: = Sen(a+n/2) = Cos() = n,.

Considerando-se que, por analogia com a eq. (7.2):
o9 ok 0
€O = UguO (8.6)

o tltimo termo da eq. (8.3) fica;
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[eiohdQ=[u},0%d0= [Vu}-5dQ=-[u;c} dO+
Q Q Q

Q

* =) - * 0 * 0
+ J'uljcj ndl. = —J.u!jojk)kdﬂﬁ— J.uzjojknkdl“c =,
Te Q Te

= [ujpldre - [0 ,dQ
Te

Q

(8.7)

onde I', representa o contorno da regido de tensdo inicial (fig. (8.3)), p} representa a
forga de superficie atuante na superficie paralela a descontinuidade (com normal 1) e

-0 _ [/ 0 _0 __0
o, —<0'j1,0'j2,0j3>.

FIGURA 8.3 - Defini¢les geométricas para a regido de tensdo inicial. VENTURINI (1993).

Portanto, a eq. (8.3) torna-se:

chul =—[pyu,dl + [uyp,dl + [uypdl, - [uj0% Q2 (8.8)
r r Te Q

Deve ser enfatizado que I'- ¢ composto pelos trechos T'! e I'’, cujas
coordenadas, no eixo X,, podem ser indicadas, respectivamente, por (S-a) e (S+a).

Desta forma, desenvolvendo-se o penultimo termo da eq. (8.8):
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Juzpldr, = [uy(p.S—2)p}(S—a)dI! + [u}(p,S+a)p!(S+a)dr?
T T!

r?
(8.9)
Admitindo-se que o dominio seja infinito, e sendo os contornos I'' e I'2

4
muito proximos, os efeitos de cargas unitarias aplicadas em lados opostos ficam dados
por:

. R ou,(p,S
ulj(p,S+a):u[j(p,S)+ Z’( )

—a
1
) , (8.10a,b)
* * au i paS
uips-a)=ui(p.9)- 242,
1

onde, para a linha de descontinuidade, foram consideradas as

orientagdes definidas
pela fig. (8.4):

| —-
V& g
|
(A)
T
— }
.1"3: l?‘f Z,
1, ®
}—{1

FIGURA 8.4 - Defini¢Ses geométricas para a linha de descontinuidade. VENTURINI (1993).

Substituindo-se as eqs. (8.10) na eq. (8.9):
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!uszﬁdf = FIJ' (uﬁ( S)—M )( pi(p.S )dl"1

c rl=
rz:A * au*' p:S
+ I (uAp,S)%—%a}p (p,S)dI’? =
I'’=B 1
i ouy(p,S =
- _J [ulj(p,S) - %a}(—p}(p,S))(—dl")wL
f=A : (8.11)
Ta * au*' paS =
+ (u 5(p.S)+ %)ajp}(p,s)(dr) =
r'=B 1
r=A . au*j p,S 1 .
= [‘uej (p.S)+ —;(i'_)aj (pj (p,s))(dl") +
=B 1
Al ou(p,S _
+ [uﬁ(p, S) + ——Zja—(i—lz——)ajp}(p,S)(dF)
=B 1
de onde:
ju T, = j “2 pdl. 8.12
!_]p ( * )

Ie Ox,

A grandeza 2ap;, da eq. (8.12), representa um dipolo de forgas. A

caracteristica dessa grandeza € que ndo apresenta resultante de forgas, porém introduz
um campo de tensdes no meio continuo. Para analisar o ultimo termo da eq. (8.8),

utilizar-se-a a fig. (8.2), onde valem as seguintes transformagdes de coordenadas:

x| | Cos(a) —Sen(a) | X,
y| | Sen(a) Cos(ar) X,

. (8.13a,b)
X, | | Cos(a) Sen(a)||x
{iz} - {—Sen(a) Cos(a)Hy}
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T
ijk—— = +
ok, x, ok,
— 60-21 ai1 +50'(j)1 ai2 +60-;')2 ail +60?2 85(—2 —
0%, &, 0K, 0x, &K, 0x, OX, 0x,

=0
oo’ 0o’
= aiﬂ s, + 6‘; s, :82 (c‘;ksk)
2 2 2

(8.14)

—0

e onde se considerou que todas as derivadas na diregdo X, sdo nulas (o', ¢ constante

neste caso) e ndo se utilizou notagdo indicial por clareza.
Portanto, o ultimo termo da eq. (8.8) torna-se, se nio for considerada a

variagdo em X,

4]

_qujcgk,kdﬂ = —Iu* a(—(;i(i)di]diz _ &);{[u;j M%d@ '

Q Q 2 2
(8.15)
Integrando-se por partes:
—_fu*co dQ = —[o° S, U, Za]Xg + _[ y 69 s, 2adx (8.16)
49 jk.x = KOk Y4 ey P ik 2 .
Q %, T2

O termo independente anula-se (no limite, quando a — 0 e a regifio tende a

uma linha, T ). Lembrando-se que

CuS =p; 8.17)

representa a forga de superficie atuante na superficie perpendicular & descontinuidade

(com normal §), o Gltimo termo da eq. (8.8) torna-se:



ou;, . duy,
(?ij 2ap}dx, = I Gij

2 T 2

* hi _
iZ

Q

2ap;dl .
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A grandeza 2ap’, da eq. (8.18), também representa um dipolo de
J

forcas e as egs. (8.12) e (8.18) definem os dois dipolos utilizados na formulagido. No

limite, quando a — 0, as grandezas dipolo ainda podem ser definidas considerando-se

os valores dos dipolos finitos e equivalentes a um campo de tensdes (forgas de

superficie) infinitas. Nesse caso:

2ap,=q;, e 2ap; =q;.

(8.19a,b)

Estes dipolos estdo representados nas figs. (8.5a) e (8.5b), respectivamente.

9
%

(A)

a3 )

X
o -

X 1
q2
1 q%
a3 af

FIGURA 8.5 - Representagdo dos dipolos constituintes do quadripolo. (a) q}. ) qu- . VENTURINI

(1993).

A aplicagdo de um dipolo equivale a introdug@o (no ponto de aplicagdo) de

uma descontinuidade de deslocamentos, conforme sera mostrado em [8.3]. Contudo,
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por consideragdes de equilibrio, os dipolos devem ser aplicados em conjunto,

formando um quadripolo, e satisfazendo (ROCHA (1988)):

2 \4 1

q, = (1__;5(11 (8.20)

Fazendo-se o = 0 (fratura vertical ascendente = X, =x, e X, =x,), a eq.

(8.8) torna-se

X . ou. . _ .ouh . _
chup = [ pru dr + [uyp,dl + | axﬁ qjdl + gxiqjdr (8.21)
T T T 1 T 2
e pode ser simplificada para
chul = —I puu, dl+ Iu;kpkdr + IGquj‘dT, (8.22)
r r T
onde
* al'l*' a l
Gz = u[j,k = axf = an {871:(}(1_ v) [r,lr,j —(3—4\/)11‘1(1')8[]-]} =
1 3-4v
1 3—-4v 1 1
- _8nG(1—V){( : s, IR i U ”““]‘f} i
1

B _m{@ ~4r 8~ 8, 1,8, +2r’5r’jr’k}

(8.23)

Fazendo-se uma analogia com o desenvolvimento da formulagio elastica (cf.
[7.3.1] e [7.3.2]), a eq. (8.22) pode ser reescrita utilizando-se notagdo matricial.
Antes, porém, é necessario reorganizar seu ultimo termo, levando-se em conta o

equilibrio rotacional (q} = q?, cf. [4.2]):
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Gl;quj( = G}nq; +G}2q12 +G§1q12 +G§2Q§ =

= G}nq: +(G;2 +G§1)q; +G§2q§ = (8.24)
q

=[Gl (GL+Gh) Ghliasp=[K]{a}
q;

e a eq. (8.22) torna-se
[cKu}" = —![p*]{u}dl" + l[u*]{p}df + _![_K] {q}dT, (8.25)

onde T representa as descontinuidades existentes.

%8.2.3 Formulacio em Elementos de Contorno ¢ Elementos de

Fratura

Para o calculo da eq. (8.25), é necessario discretizar tanto o contorno (através
dos elementos ja descritos na se¢do [7.3.3]) quanto as descontinuidades existentes

(através de elementos de fratura).

I
—
b
133
a3 T I
—
217

FIGURA 8.6 - Representagdo geométrica do elemento de fratura ¢ caracterizagdo das fungbes de

interpolacio para os quadripolos.
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Os elementos de fratura adotados (fig. (8.6)) sdo lineares isoparamétricos, a
exemplo dos elementos de contorno, porém com duas diferengas significativas. Em
primeiro lugar, sdo ficticios, ou seja, servem para simular, no dominio elastico e
continuo, a existéncia de fraturas que ndo sio incorporadas ao contorno. A outra
diferenga ¢ o fato de serem descontinuos (cf [7.4.2]), ou seja, os nds foram

deslocados das extremidades para o interior do elemento.

Semelhantemente ao que foi feito com deslocamentos e forgas de superficie
(egs. (7.26)), os quadripolos também podem ser interpolados ao longo dos elementos
de fratura. No entanto, em virtude de os elementos de fratura serem descontinuos,
estas fungdes de interpolagdo, ainda que lineares, ndo terdo as mesmas expressdes que

as mostradas nas eqs. (3.44), mas as seguintes:

b, = 1( - E) e 4, 1(1 +§j (8.26a,b)

ol [6, 0 0 ¢, 0 0]]] "
{q}: q;:O¢3 OO¢4 0k
q;] [0 0 ¢, 0 0 ¢,[||%

, 1 =[®2]{q}} .(8.27)

192
CE
Para este caso particular, onde E =065:
o, = i(13 -208) e o, = i(ls +208) . (8.28a,b)
26 * 26

Analisando-se o Gltimo termo da eq. 8.25:
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[[Rliayar =3 [I Rlozkn o - SkwPlay. @20

T

onde

[Kw]" = [[K]®2]dT, (8.30)

e nef representa o numero de elementos de fratura. Os coeficientes da matriz [ K ] sdo

dados por:

K, =- = G(l v)r,{l av+2(r )} (8.31a)

K, =- r2{2 4v+4 } (8.31b)

871:G(1 v)r

= rl

" 81tG'(1 — v)r

{ 1+2 } (8.31¢)
K,=-————r { 1+2 } (8.31d)
{

87tG(1 v)r 2

K, =-————r1,{2- 4v+4 } (8.31e)

K
2 81cG(1 -V)r

K, = 87tG(1 v)r r2{1 4v+2 } (8.311)
Logo, a eq. (8.25) torna-se:
[H{U} = [6{P} +[K[{Q} (8.32)

que € a primeira equagdo utilizada para a andlise nio-linear e leva em conta o efeito

dos quadripolos sobre deslocamentos e forgas de superficie nodais.



152

8.3 Contribuicio dos Dipolos Para a Abertura de

Fratura

O objetivo desta se¢do € encontrar o efeito da aplicagdo dos quadripolos na
abertura de uma fratura. Esta abertura é tratada como uma diferenca de
deslocamentos entre dois pontos situados em faces opostas, porém pertencentes a
uma mesma linha perpendicular & fratura. Seja, por exemplo, um ponto de colocagio
p’ situado proximo e a esquerda de uma fratura vertical (fig. (8.7a)). Nesta figura,

valem as relagdes:

8 o o
ds=rd0;  Cos(0)= = r!n—a—;r-n—Cos(G)
dI'Cos(B) = ds=rd@ ; df% =rd@ (8.33a-g)
n
S
) gD 0
T r X7y
l Xl =X
S 4
180-8
¢
p pu
(&) (B)

FIGURA 8.7 - Ponto de colocagdo nas proximidades de uma fratura vertical, (a) Pelo lado esquerdo.
(b) Pelo lado direito. VENTURINI (1993).
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Analisando-se o ultimo termo da eq. (8.25) quando um ponto p’ do dominio

([c] = [1]) tende a fratura (p* — p), tem-se:

lim{u}’ = lim lim HK {q}dF+11m lim ”K]{q}df—

p'—p 50T —>0 5->0T" 0
valor prmcxpal termo mdependente
(8.34)
= lim lim j[K]{q}dF +lim lim “K]df {q)’
50T aO 5§50 I 0 -
valor prmcxpal termo indvependente

onde I representa um segmento de I com centro em p. No segundo membro da eq.
(8.34), o primeiro termo representa a influéncia dos quadripolos aplicados em outros
elementos de fratura e pode ser avaliado através do conceito de valor principal (cf.
[3.4]). O segundo termo fornece a relagdo entre quadripolos aplicados e abertura de
fratura em um ponto p da mesma. E possivel demonstrar que o segundo termo

produz:

(1-2v) o | s
{u}p’: 4G(1 V) | {ql}. (8.35%)

0 ERICE
2G

Analogamente, considerando-se a aproximagdo pelo outro lado da fratura

(p”’ — p na fig. (8.7b)), tem-se

(1-2v) 0 ,
fuy" =[4G(1-v) 1 {q;} | (8.36)
0

1,
2G

O valor absoluto da diferenga entre os dois deslocamentos fornece a relagéo

entre abertura de fratura e quadripolos aplicados:
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(l—2v) )
_| 26(1-v) {q;} - (8.37)
0 q;

1
G

[}

()= [ - -

Como este trabalho analisa o fraturamento em modo de abertura (modo I),

apenas o primeiro coeficiente é utilizado, ou seja,

(-2v) (8.38)

2G(1-v) 260

Aw, =

que equivale a relagio entre abertura de fratura e quadripolo normal aplicado.

8.4 Equacio Integral de Contorno Para o Cilculo de

Tensoes em Pontos Internos

A equagdo integral de contorno para o calculo de tensdes pode ser escrita
(VENTURINI (1995)):

6.m(p) = j Sk (P, S)u, (S)dI'(S) + j D, (p,S)p, (S)dI(S) + j G(p,S)q}(S)dI(S) +

+85 (G 4 (P))

(8.39)

onde o termo

gr(p) = {Go o) (8.40a,b)
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para o calculo de tensdo plastica ou elastica, respectivamente. Este termo ¢
considerado ao se fazer a integral de parte finita no tratamento da hiper-singularidade.

Além disso (VENTURINI (1995)),

im 1
Gy (p.9)= m{(l—Zv)(& B 83,8, —8,81m) -
-2(1- v)(r,mr,gﬁij +1,0,0, — r,jr,,?)im) + 2(8i[r,jr’m +0 ,T;T; +8,1,r )—
—8r;rir 1, }
(8.41)
Reorganizando-se o penultimo termo da eq. (8.39):
Gzn Gllq] +G12q2 +G21q1 G22q2 -
= Gyiq; + (Gf; +G’2°11)q2 +Gyq; = (8.42)
. . . . ql ——
= [G;"f (G2 +G=) G=lia) b =[K2[{a}
q

e aeq. (8.39), escrita em notagdo matricial, torna-se
{o}" =—[[S]™ {u}dr + [[D]™ {p}dr + [[K2]{q}dT.  (8.43)
r r r

onde I' representa as descontinuidades existentes.

8.4.1 Formulacio em Elementos de Contorno e Elementos de

Fratura

Analisando-se o Gltimo termo da eq. (8.43) de forma semelhante ao exposto

na segdo [8.1.1]:
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(il 5 fIRaoapr 0, - Spcwap o a0
onde
[KW2]" = [[K2][@2]dT, (8.45)

e nef representa o numero de elementos de fratura. Os coeficientes da matriz [ K 2]

sdo dados por:

K2, = mi_v)r—z{l —2v+4(r,1)2(1 +v— 2(r!1)2)} (8.46a)
K2, = 4—n(l—iv$2—{r,,r,2 (4 - 16(;1)2)} (8.46b)
K2, = m{(l— 2v)(~1+2(r‘2)2)+(r,1)2(2 - 8(r52)2)}
(8.46¢)
K2, = 4n(l i ) {r,1 r, (2 +4v- S(r,l)z)} (8.46d)
K2,, = poe 1 7 {2 - 16(r,1)2(r’2)2} (8.46¢)
K2, = i 1 e {r,,r,2 (2 +av— 8(r,2)2)} (8.46f)
K2, = 47c(1iv)r2 {(l—2v)(—l+2(r,1) J+(e.)’ (- 8(r1)2)}
(8.46g)
K2, = Z;f(—li\/? {r,,r,2 (4 - 16(r52)2)} (8.46h)
K2,, = E(Ti_v)?{l - 2v+4(r,2)2(1 +v- 2(r,2)2)} . (8.46i)
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Discretizando-se o contorno e interpolando-se as variaveis a partir de valores

nodais, a eq. (8.43) torna-se (cf. eq. (7.39)):
P

o8 ={our =5 [ teps o - £ st .

FIA\T.
Gy !

nef _ .
+y° ( j [KZ][Q)Z]dFjj {q} = L. (847)
FIAT,
ne . . ne . . nef . .
= > [DFI]"{p}, ~ Y [SFI]"{u}, + X [KW2]"{a},
1 =1 =1
onde nef representa o nimero de elementos de fratura. Logo, a eq. (8.43) torna-se:
{o}" =-[H"KU}+[G"KP}+[K"]Q} (8.48)
que é a segunda equagdo utilizada para a analise ndo-linear e leva em conta o efeito

dos quadripolos sobre tensdes em pontos internos. As matrizes [H’”] e [G’”’] sdo

idénticas as matrizes [H’] e [G’] da eq. (7.39).

1842 Tratamento das Integrais Hiper-singulares

A eq. (8.48) pode ser utilizada para o calculo das tensdes nos elementos de
fratura. Neste caso, entretanto, € preciso analisar a hiper-singularidade existente, pois
tanto o ponto de colocagdo quanto os pontos de integragdo podem pertencer a um

mesmo elemento de fratura e o integrando ¢ fungdo de 1/1°.

E possivel utilizar uma abordagem semelhante 4 integragdo singular da segdo
[7.4.1] (2° caso, fig. 7.6b) para o calculo dos coeficientes da matriz [KW2].
Entretanto, as espressdes da seg¢do [8.1.3] para as fungdes de interpolagao (eqs.

(8.26)) ndo podem ser utilizadas, pelo motivo descrito a seguir.
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Neste caso, como na segdo [8.1.3], as fungdes de interpolagdo tém a mesma
forma (apresentam os mesmos valores como fungdo da coordenada natural ao longo
do elemento). Entretanto — eis aqui a diferenga — estes valores ndo devem depender
da posi¢do do ponto de colocagdo, que pode ser qualquer um dos dois existentes. Em
outras palavras, os valores das fungdes de interpolagdo nio devem se alterar, quer o

ponto de colocagéo utilizado seja o primeiro, quer o segundo (fig. (8.8)).

Para levar em conta esta particularidade, as eqs. (8.26) precisam ser

modificadas para

1), & _1 &
(|)3-—— 1-21. € (|)4—5 1+E

. l‘il (8.49a,b)

ou seja, quando & > 0, as eqs. (8.49) reproduzem as egs. (8.26); porém, quando

£<0
0 :l(ui) e ¢ :1( _E) (8.50a,b)
3 2 & . 4 2 & A4 9
¢, 2
1 1
g ]
-1 g 1

FIGURA 8.8 - Representagdo geométrica do elemento de fratura e caracterizagio das fungdes de

interpolagfo para os quadripolos no caso da integragdo hiper-singular.

Portanto, dois casos serdo considerados:
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1° Caso: & <0 (Primeiro ponto de colocagio do elemento de fratura)

£
KW2,, = [$,K2,,dT =
0

- Wl—v)?[l_ 2v+4(r,1)2(1+v—2(r’1)2ﬂ{%ln(i_;% _ 1—482 } -
- [1—2v+4(r’1)2(1+ v—2(r,1)2)]aux3

(8.51a*)

onde

SR S W 2 B
aux3—4n(l_v)£{gln(l+gj l—gzjl (8.51b)

e o algoritmo de Kutt (cf. [3.9] e [8.3]) foi utilizado para tratar a hiper-singularidade

como uma integral de parte finita. Os demais termos s@o:
I = = 2
KW2,, = [¢,K2,,dT = [r,,r,2(4 ~16(r, ) )]auxs (851c)
0

KW2,, = j¢1K2,3dT = {(1 - 2v)(—1 + 2(r,2)2) + (r’,)z(Z - s(rsz)zﬂ .aux3

(8.51d)

I,r, (2 +4v-— 8(r,1 )2 )} - aux3 (8.51e)

1)
KW2,, = [$,K2,,dT =
0

KW2,, = i¢1K222 dr=|2- 16(r,1)2 (r,z)2 ] -aux3 (8.51f)
: |

£
KW2,, = j 0,K2,,dT = r,lr,2(2+4v~ 8(r’2)2)]aux3 (8.51g)
0

KW2,, = iq)l‘sz dr = [(1 - 2v)(—1 + 2(r,1)2) +(r,) (2 - 8(r!1)2)}- aux3

(8.51h)
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4
KW2,, = [¢,K2,,dT = [r)lr,z (4 — 16(r,2)2ﬂ -aux3 (8.51i)
0

KW2,, = fq)lk‘z”df ~ [1 ~2v+4(r,) (1 +v- 2(r,2)2)}- aux3
0
(8.51j)

Seguindo-se um raciocinio analogo, tem-se:

KW2,, = fq;z’Kz,,dT = [1—2v+4(r,1)2 (1 + v—2(r,1)2)}-aux7
0

(8.52a)
onde
aux7 = —. iln(l +§] (8.52b)
4m(1-v)ei e \1-§
e os demais termos sdo:
£ . AT
KW2,, = j ¢,K2,,dT = [rﬂr,2 (4 -16(r,) ﬂ-auﬂ (8.52¢)
0

KW2,, = jd)zﬁzmdf - [(1 - 2v)(—1 + 2(r,2)2) +r,) (2 -8(r, )2)} aux7

(8.52d)

KW2,, = [¢,K2,,dT = r,lr,2(2+4v—8(r,1)2ﬂ-aux7 (8.52¢)

0

£ .
KW2,, = [¢,K2,,dT =|2-16(r 1)Z(r,z)z]- aux7 (8.52f)
) |

¢
KW2,, = j »,K2,,dT = Fr,lr,z (2 +4v— 8(r,2)2)J -aux7  (8.52g)
) i
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KW2,, = j¢2K231dT - [(1 - 2v)(—1 + 2(r,1)2) + (r,2)2(2 - S(r,l)z)}- aux’7
(8.52h)

£
KW2,, = [¢,K2,,dT = [rslr,2(4 - 16(r’2)2)} -aux7 (8.52i)
0

KW2,, = j¢2K233 dr = [1 —2v+4(r, )2 (1 +v-2r, )2 )J aux7
0

(8.52))

2° Caso:; é > 0 (Segundo ponto de colocagdo do elemento de fratura)

Os coeficientes obtidos para o 2° caso podem ser escritos, a partir dos
anteriores, trocando-se aux3 por aux7 e vice-versa. Embora esta conclusdo pudesse
ser alcangada pela consideragdo da simetria do elemento de fratura, optou-se por

refazer os céalculos como um meio de checagem dos resultados.



I 9 EXEMPLOS NUMERICOS I

A seguir, a formulagdio desenvolvida no capitulo anterior é aplicada a analise
de problemas envolvendo o processo de fraturamento. Em cada exemplo, procura-se
apresentar a geometria, o arquivo contendo os dados de entrada e os graficos
solicitagdo-deslocamento obtidos na analise. A configuragio deformada, juntamente
com o padrio de fraturamento observado, sio representados nos dois ultimos

exemplos.

As unidades envolvidas em todos os problemas sio coerentes. Todas as
analises foram feitas admitindo-se estado plano de tensdo (cf [4.4.1]) e dividindo-se a

solicitagdo em 200 incrementos.

9.1 Exemplo Numérico 1

9.1.1 Geometria

O primeiro exemplo € uma chapa retangular (10.0 x 2.5, fig. (9.1)), engastada
na extremidade da esquerda (nds 9, 10 e 11) e submetida a um deslocamento
horizontal prescrito de valor 2.5 na extremidade da direita (nds 0, 1 e 2). Os valores

adotados para os pardmetros fisicos foram: E = 2.0, v = 0.0, fi=09 w.=18c¢
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le=0.5. Foram utilizados 12 elementos de contorno e 6 nos duplos (2, 5, 8, 11, 14 ¢

17). Os nos duplos 2, 5, 8, 11 e 17 foram restringidos para o fraturamento.

-
-

11

14 i)

FIGURA 9.1 - Geometria do exemplo numérico 1.

9.1.2 Dados de Entrada

MEFREO4E.DAT - CHAPA SUBMETIDA A TRACAO HORIZONTAL. (13/05/96)
(ELEMENTOS LINEARES ISOPARAMETRICOS).
1246

2000

0918

0.5 200

41

101010101010101.0101.0
'1010101.01.01.01.0101.01.0
10101010101.01.01.0101.0
10101010101010101.01.0
101010101010101.01.01.0
10101010101.01.0101.01.0
101010101.01010101.01.0
101010101.010101.01.01.0
101010101010101.01.01.0
101010101010101.01.01.0




101010101010101.01.01.0
1010101010101010101.0
10101010101.01.0101.01.0
10101010101010101.01.0
10101010101010101.01.0
1010101010101010101.0
101010101010101.01.01.0
1010101010101.0101.01.0
101010101010101.0101.0
1010101.0101.01.0101.01.0
1.0-0.5

1000

1.00.5

1.00.5

0505

0005

0005

-0.50.5

-1.005

-1.00.5

-1.00.0

-1.0 -0.5

-1.0-05

-0.5 -0.5

0.0-05

00-05

05-05

1.0-05

02510.0

025100

025100

100100

100100

100100

100100

100100

100100

000100

000000

000100

100100

100100

100100

10010.0

100100

100100

0.0-0.4125

0.0 -0.0875

0.0 0.0875

0.0 0.4125

2

5

8

11

14

17

01

12
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45
67
78
910
10 11
12 13
13 14
1516
16 17
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9.1.3 Resultados da Analise

O gréfico da fig. (9.2) representa a relagdo entre ‘P’ ¢ ‘U’ na diregdo

horizontal do n6 2. Cumpre observar que o ‘P’ que aparece no eixo vertical deste

grafico representa, na verdade, forga de superficie e, portanto, as grandezas de ambos

0s eixos sdo adimensionais.

1,20

Exemplo Ol: Chapa Retangular

120

140

FIGURA 9.2 - Grafico forga de superficie-deslocamento para o exemplo numérico 1.
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A relagdo P x U permanece linear até o ponto em que a tensdo horizontal no
contorno (no6 2) atinge a resisténcia a tragdo (0.5, 1.0). Neste ponto, também a tensdo
horizontal no n6 14 assume o mesmo valor. Surgem, entdo, os elementos de fratura.

O primeiro, no incremento 179 e o segundo, no incremento seguinte.

O amolecimento de tensdes pode ser verificado através do trecho linear
descendente do grafico. E interessante observar o ponto final deste trecho: (1.0, 0.0).
Neste ponto, U / w. = 1.0 (ou seja, o deslocamento da extremidade direita ¢ igual a

abertura critica de fratura). Também ndo ha mais transferéncia de tensdo, pois P / f, =

0.0 => P = 0 e, por equilibrio, as tensGes na fratura também sdo nulas. Se ndo ha
tensdes na fratura, a abertura da mesma € igual a abertura critica de fratura. Isto
significa que o deslocamento na regidio intermediaria da chapa (que antes do
fraturamento equivalia & metade do deslocamento da extremidade direita) é igual a
abertura critica de fratura e, conseqientemente, ao deslocamento da extremidade
direita. Ou seja, durante o processo de fraturamento, a regidio intermediaria se
deslocou 50% mais que a extremidade da direta. Apoés o término do processo
(fraturamento completo), a metade direita da chapa esta se movendo como um corpo

rigido a parte da metade da esquerda, como seria de se esperar.

O grafico ndo se anula devido ao critério de parada utilizado no processo
iterativo. excessos de tensdo menores que 1% da resisténcia & tragdo foram

considerados irrelevantes e, por isso, deixaram de ser corrigidos.

A fig. (9.3) representa a relagdo tensdo-abertura de fratura para o primeiro
ponto de colocagdo do primeiro elemento de fratura. Mais uma vez, os dados foram

normalizados, o que significa que as grandezas que aparecem nos eixos do grafico sdo

adimensionais.

E possivel observar que o comportamento obedece a0 modelo implementado,

ou seja, o grafico intercepta os eixos nos pontos (0.0, f,) e (w., 0.0).
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Exemplo Ol: Chapa Retangularxr

1,20 4

1,00 -

0,80 4

0,60

040

e'lj\ﬂa(n;—m

0,20

800

-0,20 0,00 0,20 040 0,60 0,80 1,00 120 140

-0,20

FIGURA 9.3 - Grafico tens3o-abertura de fratura para o exemplo numérico 1.

9.2 Exemplo Numérico 2

%9.2.1 Gedmetria

O segundo exemplo ¢ uma viga biapoiada (10.0 x 2.5, fig. (9.4)), submetida a
flexio em 3 pontos. E prescrito um deslocamento vertical descendente de valor
6.0x10” no no duplo 16. Os nds 33, 34 e 57 impedem os 3 graus de liberdade do
problema plano. Os valores adotados para os pardmetros fisicos foram: E =
1386100.106, v = 0.15, f, = 230.0, w, = 2.76555301939x10" e 1, = 0.25. Foram
utilizados 54 elementos de contorno e 4 nos duplos (16, 33, 45 e 57). Os nds duplos

16, 33 e 57 foram restringidos para o fraturamento.
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TY
e
47 17 16
-
-
-
-
45 46
Bl 4y
34

FIGURA 9.4 - Geometria do exemplo numérico 2.

Este exemplo foi retirado de LIANG & LI (1991), sendo analisado também

por VENTURINI (1995).

9.2.2 Dadbs de Entrada

MEFREO2E.DAT - FLEXAO EM TRES PONTOS. (13/05/96)
(ELEMENTOS LINEARES ISOPARAMETRICOS).
5404

1386100.106 0.15

230.0 2.76555301939E-3

0.25 200

21

1010101.01010101.01.01.0
1010101.010101.01.01.0 1.0
1010101.010101.0101.01.0
1010101.0101010101.01.0
1010101010101010101.0
101010101.0101.01.01.01.0
10101010101010101.01.0
10101010101.01.0101.01.0
1010101010101.01.01.01.0
10101010101010101.01.0




101010101.01.01010101.0
10101010101010101.01.0
101010101010101.0101.0
10101010101010101.01.0
1010101.0101010101.01.0
1010101.0101010101.01.0
101010101010101.01.01.0
1010101.01010101.0101.0
1010101010101.0101.01.0
10101010101010101.01.0
10.00.0

10.00.25

10.00.5

10.01.0

10015

10.02.0

10.02.5

9525

9025

8525

8025

7525

7025

6525

6025

5525

5025

5025

4525

4025

3525

3025

2525

2025

1525

1025

0525

0025

0020

0015

0010

0005

0.00.25

0.00.0

0000

02500

0500

1.00.0

1.500

2000

2500

3.000

3500

4000

4500

5000

5000

5500
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6.0 0.0
6.50.0
7.00.0
7500
8.00.0
8.50.0
9.00.0
950.0
9.750.0
10.0 0.0
10.010.0
10.010.0
100100
10.010.0
100100
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.0 0 -6.0E-3
10.0 0 -6.0E-3
10.010.0
10.010.0
10.010.0
100100
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
00.010.0
10.000.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
100100
10.010.0
10.010.0
10.010.0
100100
100100
10.010.0



100100
100100
100100
100100
100100
100100
100100
10.010.0
10010.0
100000
16

33

45

57

01

12

23

34

45

56

67

78

89

910

10 11
1112

12 13

13 14

14 15

15 16

17 18

18 19

19 20
2021
2122
2223

23 24
2425
2526

26 27
2728
2829

29 30

30 31
3132
3233

34 35
3536

36 37
3738
3839

39 40

40 41
4142

42 43

43 44

44 45

46 47
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4748
48 49
49 50
5051
5152
5253
5354
54 55
5556
56 57

9.2.3 Resultados da Andlise

Os graficos da fig. (9.5) foram obtidos medindo-se o deslocamento vertical do
nd duplo 45 e relacionando-o a forga resultante ao longo dos elementos adjacentes
aos n6 duplo 16. Ambos sdo conseqiiéncia do deslocamento prescrito neste n6. Bem
entendido: a grandeza ‘P’ que aparece no eixo vertical deste grafico (e no grafico da

fig. (9.8)) € uma forga, pois resulta da integragio das forgas de superficie.

Exemplo O2: Flexiio em 3 Pontos

1,.60E+02

1408402
1,20E+02
1,00E+02
——pf=04
—— (=08
TIP8.00E+01 —a—p =12
6,00E+01
4.00E+01
2,00E+01
0,00E+00 + : + ' + 4
0,00E+00 1,00E-03 2,00E-03 3,00E-03 400603 5,00E-03 6,00E-03 7,00E-03

FIGURA 9.5 - Griéficos forga-deslocamento para o exemplo numérico 2.
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Este grafico apresenta concordincia qualitativa com os resultados conhecidos
da literatura (por exemplo, DI TOMMASO & GYLLTOFT (1989)). E possivel
observar a tendéncia a aparecer o “snap back” a medida que o indice de fragilidade

aumenta.

A fig. (9.6) representa as configuragdes inicial (+) e deformada (*) para o caso
em que este exemplo foi analisado com = 1.2, Os elementos de fratura sdo
representados na configuragdo inicial e os deslocamentos dos nds foram ampliados 50
vezes. Esta figura foi capturada a partir da tela do microcomputador. Devido as
limitagSes deste processo, a qualidade deixa a desejar. Isto pode ser comprovado pelo
fato de que os elementos de fratura ndo aparecem perfeitamente verticais (tais como
foram determinados). Os numeros dos elementos de fratura e o incremento em que
cada um deles foi gerado aparecem, respectivamente, a esquerda e a direita de cada
elemento. Estes dados foram introduzidos editando-se a figura apos a captura e,

portanto, ndo faziam parte da figura original.

E possivel verificar, pela figura, que o n6 duplo 45 fraturou.

‘: IE M + 4+ + 4 ' g + * ¥ —— ~Sgpr—ift
{ B g ) EPNEE S ad H
H — W =
i R 4 I S {
; e R
] H
+i 5
¥ -l-'!:”“'
i
+: l
ES
+ >
‘ 5 T 8 r
N + :
4 86
T P4 1T
4
N 2 66
i 56 17
- 4 =
! 0 51
S 2 3 " . " s . !
Tt 4 + + + + ¥ 4 + } + e e Y
TR e M o ST -
F g B L g S

FIGURA 9.6 - Configuragfio deformada e padrio de fraturamento para o exemplo numérico 2.
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9.3 Exemplo Numérico 3

9.3.1 Geoﬁietria x

O terceiro exemplo € uma viga biapoiada (10.0 x 2.5, fig. (9.7)), submetida a
flexio em 4 pontos. E prescrito um deslocamento vertical descendente de valor
6.0x10” nos nos duplos 13 e 22. Os nds 36, 37 € 61 impedem os 3 graus de liberdade
do problema plano. Os valores adotados para os parametros fisicos foram: E =
1386100.106, v = 0.15, f, = 230.0, w. = 2.76555301939x10° ¢ l; = 0.25. Foram
utilizados 56 elementos de contorno e 6 nos duplos (13, 22, 36, 42 e 55). Os nos

duplos 13, 22, 36 e 61 foram restringidos para o fraturamento.

TY
bbb ————+—+
30 A AN 6
2332 1413
4243 55 36 ol %
/ \
A+ —
37 61

FIGURA 9.7 - Geometria do exemplo numérico 3.
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932 Dados de Entrada

MEFREO1E.DAT - FLEXAO EM QUATRO PONTOS. (13/05/96)
(ELEMENTOS LINEARES ISOPARAMETRICOS).

5606

1386100.106 0.15

230.0 2.76555301939E-3

0.25 200

11
1010101010101010101.0
1010101010101010101.0
1010101010160101.01010
101010101010101.01.01.0
10101010101.010101.01.0
1010101010101.01.01.01.0
10101010101010101.01.0
1010101010101.0101.01.0
1.0101010101.010101.01.0
1010101010101.010101.0
101010101010101.01.01.0
1010101010101.01.01.01.0
10101010101.010101.01.0
1010101010101.01.01.01.0
1010101010101.01.0101.0
1010101010101.01.01.01.0
1010101010101.01.0101.0
10101010101010101.01.0
101010101010101.01.01.0
1010101010101.01.01.01.0
10.0 0.0

10.00.25

10.00.5

10.0 1.0

10015

10.02.0

10025

9525

9025

8525

8025

7525

7025

6.752.5

67525

6525

6025

5525

5025

4525

4025

3525

32525

32525

3025

2525

2025
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1525
1025
0525
0025
0020
0015
001.0
0005
0.00.25
0000
0.00.0
02500
0500
1.00.0
1500
2000
200.0
2500
3.00.0
3.50.0
4000
4500
5000
5500
6.000
6500
7.00.0
7500
8000
8000
8500
9.00.0
9.50.0
9.750.0
10.00.0
10.010.0
10010.0
10010.0
10010.0
100100
10.010.0
10.010.0
100100
100100
10010.0
100100
100100
100100
10.00-6.0E-3
10.00 -6.0E-3
100100
100100
10010.0
10.010.0
10010.0
100100
10.010.0
10.00-6.0E-3
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10.00-6.0E-3
10010.0
10010.0
10.010.0
10.010.0
10010.0
100100
10010.0
10010.0
10010.0
10010.0
10010.0
10010.0
00010.0
10.000.0
100100
10010.0
10010.0
100100
100100
10010.0
100100
100100
100100
10010.0
10.010.0
10.010.0
10.010.0
10010.0
10010.0
10010.0
100100
10010.0
100100
10.010.0
10.010.0
10.010.0
100100
10.000.0
13

22

36

42

55

61

01

12

23

34

45

56

67

78

89

910

10 11
1112
1213
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14 15
1516
16 17
17 18
18 19
19 20
2021
2122
2324
24 25
2526
2627
27 28
2829
2930
30 31
3132
3233
3334
34 35
3536
37 38
3839
3940
40 41
4142
43 44
44 45
45 46
46 47
47 48
48 49
49 50
50 51
5152
5253
5354
54 55
56 57
57 58
5859
59 60
60 61

[9.3.3 Resultados da Anailise {
O grafico da fig. (9.8) foi obtido medindo-se o deslocamento vertical do no
duplo 55 e relacionando-o a forga resultante ao longo dos elementos adjacentes ao n6

duplo 13. Ambos sio consequiéncia do deslocamento prescrito nesse no.
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Exemplo O3: Flexao em 4 Pontos

1,208402

1,00E402

8,00E401 4

2> 6,00E+01

4,00E+01

2,00E+01

0,008+00
0,00E+00 1,00E-03 2,006-03 3,00E-03 4,00E-03 5,00E-03 6,00E-03

o

FIGURA 9.8 - Grafico forga-deslocamento para o exemplo numérico 3.

Este grafico também apresenta concordancia qualitativa com os resultados
conhecidos da literatura (por exemplo, DI TOMMASO & GYLLTOFT (1989)).
Entretanto, a partir de cerca de 86% da solicita¢@o, foi observada uma tendéncia do
grafico a elevagdo (o valor final da for¢a ¢ 10.14% maior do que o menor valor

exibido no grafico).

Isto pode ser justificado pelo seguinte: os nds duplos inferiores foram
posicionados excentricamente (em relagdo aos pontos onde os deslocamentos foram
impostos) para que se verificasse a capacidade de o modelo prever mudanga de
diregdo das fraturas existentes, o que foi observado. Nesse caso, entretanto, as
fraturas se desenvolvem em uma regido submetida a flexdo simples e, portanto, onde
o modo de fraturamento ndo € o modo I, mas um modo misto (devido a existéncia de

cisalhamento) que ndo € levado em consideragdo no modelo utilizado para a anélise.
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A fig. (9.9) representa as configuragdes inicial (+) e deformada verdadeira (*)
para este exemplo. Os elementos de fratura sdo representados na configuragio inicial
e os deslocamentos dos nos foram ampliados 50 vezes. Esta figura foi capturada a
partir da tela do microcomputador. Devido as limitagdes deste processo, a qualidade
deixa a desejar. Os numeros dos elementos de fratura e o incremento em que cada um
deles foi gerado aparecem, respectivamente, a esquerda e a direita de cada elemento.

Estes dados foram introduzidos editando-se a figura apds a captura e, portanto, ndo

faziam parte da figura original.

E possivel verificar, pela figura, que o nos duplos 42 e 55 fraturaram. Também
¢ possivel observar (a partir da ordem em que os elementos de fratura apareceram)

que, a partir de uma assimetria inicial, o problema converge para a situa¢do simétrica.
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FIGURA 9.9 - Configuragdo deformada ¢ padrio de fraturamento para o exemplo numérico 3.



10 CONCLUSOES

No que diz respeito aos objetivos deste trabalho, é possivel dizer que todos

foram atingidos.

O programa desenvolvido (cf. [ANEXO D]) foi capaz de realizar tanto a
analise elastica linear quanto a analise via mecanica do fraturamento ndo-linear, de
dominios bidimensionais, através de um procedimento misto (incremental-iterativo),
onde uma aproximagao linear do modelo coesivo é empregada. Entenda-se, também,
por analise, a previsio do surgimento (incremento de carga e local do inicio do
processo de fraturamento) e crescimento (incremento de carga e diregdo em que

acontece a propagac¢do, se houver) de fraturas multiplas.

O comportamento poOs-pico das estruturas analisadas foi qualitativamente
satisfatorio, excegdo feita a situagdo onde as limitagdes do modelo ndo permitem uma

analise precisa.

A formulagio do MEC para modelagem de fraturamento a partir de um estado
inicial de tensGes foi apresentada no capitulo 8, onde foi desenvolvido um elemento

de fratura linear isoparamétrico descontinuo.

As possibilidades imediatas de utilizagdo sdo wvarias: o estudo do

comportamento de barragens e a analise de vigas-parede sdo alguns exemplos.
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A principal limitagdo do programa desenvolvido € concernente a ndo-
implementagdo do fechamento de fraturas. Isto traz duas conseqiiéncias. Em primeiro
lugar, n3o € possivel analisar carregamentos ciclicos ou, mais geralmente,
carregamentos que ndo sejam monotonicamente crescentes. Em segundo lugar, é de
se esperar que o surgimento de uma fratura contribua imediatamente para o
fechamento das demais. Este efeito ndo foi considerado. Note-se que esta limitagdo

nio se aplica ao efeito dos quadripolos aplicados, mas sim a regido entre o grafico o-

w e os eixos, que ndo foi tratada (quando Ac < 0, fazia-se Ac = 0). Uma outra

limitagdo diz respeito a consideragdo apenas do modo I de fraturamento.

As possibilidades futuras de continuagdo desta pesquisa sdo varias. Em
primeiro lugar, as limitagGes acima expostas sdo de eliminagdo relativamente facil. A
implementagio de sub-regides (em especial combinada a consideragio de materiais
com comportamento ductil) possibilitara a analise de concreto armado. A formulagio

também pode ser adaptada a dominios tridimensionias.



ANEXOS

A seguir, encontram-se a formulagdo matricial e o algoritmo utilizados na
analise do processo de fraturamento. Em seguida, estdo a estrutura do projeto

computacional MEFRECLI e os codigos-fonte dos arquivos constituintes do projeto.

A apresentagdo da formulagdo matricial facilita o entendimento do codigo-
fonte e o algoritmo permite observar o roteiro de como a analise € efetuada. A
estrutura do projeto computacional serve para esclarecer visualmente os arquivos que
fazem parte do projeto, bem como o relacionamento entre os mesmos. Os codigos-
fonte foram incluidos, principalmente, em respeito ao carater de dominio publico do
trabalho, mas também para viabilizar o desenvolvimento de novas pesquisas —

notadamente aquelas que possam significar a continuagio desta.
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A Formulac¢io Matricial da Analise

A manipulagdo matricial utilizada na analise foi dividida em dois topicos:
analise elastica linear e analise ndo-linear. Em cada um deles, a formulagio matricial ¢
descrita e sdo comentados apenas os arranjos cuja descrigio ndo aparece na

documentag¢io interna.

A.1 Analise Elastica Linear

Equacao de Deslocamentos

A partir do sistema de equagdes

[HU} =[GKP} (A1)
€ possivel rearranjar as colunas das matrizes [H] e [G], obtendo-se:
[BI{VP}=[A]{M]. (A2)

onde {VP} € um vetor contendo os valores prescritos e {M} ¢ o vetor de incognitas

elasticas. Portanto:
(M} =[A]"([BJ{VP}) =[A] " {F}. (A-3)
Equacéo de Tensdes
As tensGes em pontos internos sio calculadas pelos somatorios da eq. (7 39),

onde deslocamentos e forgas de superficie nodais sdo multiplicados pelas matrizes de

influéncia correspondentes.
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‘A.2 Anilise Nio-linear

Equacio de Deslocamentos

A partir do sistema de equagdes (8.32):
[HU_V}=[G{P_V}+[K[Q} (A4)
onde {U V} e {P_V} sdo os vetores de deslocamentos e forcas de superficie

verdadeiros, ou seja, levando-se em consideragdo o efeito dos quadripolos aplicados

(vetor {Q}). Apos o rearranjamento:
[B(VP_V}=[AT04 + [K]Q} (A3
ou
[A]{X} =[BRVP_V}-[K[{Q}. (A.6)
onde {X} ¢ o vetor de incognitas verdadeiras. Definindo-se
{F_V}=[Bf{vP_V} =[Bla{VP}=a[B{VP} =a{F}, (A.7)
onde a representa o somatorio dos incrementos percentuais de carga. Substituindo-se

o resultado em (A.6), tem-se:

0 = [A] (P} - [KIQY) = o A] {F}-[A] [KKQ} =, o
=a{M}-[R]{Q}

onde

M}=[A]'{F} e [R]=[A][K]. (A.9a,b)
Equacao de Tensoes

A partir da eq. (8.48):

{o}=-[H"{U_V}+[G"{P_V}+[K"[{Q}. (A.10)
que € 0 mesmo que
{o}+[H"U_V}=[G"]{P_V}+[K"[{Q}. (A.11)

ApOs o rearranjamento:

(o} +[B7 )P} =[A]{x) + [k }(Q} (12
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Definindo-se

{F"_V}=[B"]{VP_V}=[B"Ja{VP}=o[B"|{VP} = a{F"}

(A.13)
e substituindo-se em (A.12) o vetor {X} definido em (A.8), tem-se:
{o} +o{F}=[A"JafM} - [R{Q}) +[K"KQ}. (A-14)
de onde:
ool - (K- IRV
=a{N}+[SKQ}
onde

Np=[A"]M}-{F"} e [S]=[K"]-[A"]R]

(A.16a,b)
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B Algoritmo Utilizado na Analise

Inicio
1 Entrada de Dados:
1.1 Pardmetros Basicos: ne, npi, nnd, E, v, f;, o, lef, ninc, exemplo, tipo
1.2 Alocagdo Semi-dindmica de Meméria
{ND3}, {NF}, {INCINI}, {XN}, {YN}, {XC}, {YC}, {XI}, {Y1}, {U}, {U_V}, {P}, {P_V}.{F},
{F3L}, {M}, {X}. {N}, {LAMBDA}, {Q}, {RQ}, {SQ}, {SIGMACON},{SIGMACON_V},
{SIGMAFRA}, {WFRA}, {SIGMAPI}, {DELTAPI}, {ELEM}, [CONDCON], [CONEC], [MC],
[VP], [G]. [G3L], [H], [H3L], [K], [K3L], [A], [A3L], [R], [S]
1.3 Correcéo dos Valores de E e v Para o Caso de Estado Plano de Tenséo
E’ = (1+2v)*E / (1+v)? vi=v/(1+v)
1.4 Impressdo dos Dados Iniciais Para a Representagdo Grafica: ne, npi, nnd, ninc
1.5 Incrementos de Solicitacdo: {LAMBDA}
1.6 Coordenadas Nodais: {XN}, {YN}
1.7 Condigdes de Contorno: [CONDCON], [VP]
1.8 Coordenadas dos Pontos Internos, se houver: {X1}, {YI}
1.9 No6s Duplos: {ND}
1.10 Conectividades: [CONEC]
2 Analise Elastica Lincar
2.1 Célculo das Matrizes [H] ¢ [G]:
A Determinagio do Tipo e da Posi¢do dos Pontos de Colocagdo
B Calculo das Coordenadas dos Pontos de Colocacio
C Inicializagdo
D Calculo ¢ Encaixe das Matrizes de Influéncia e [CFI]
2.2 Calculo das Incognitas Eldsticas no Contorno:
A Reordenamento das Colunas Entre as Matrizes [H] ¢ [G]
B [A] « [G]
C {F} « [HI*{VP}, {U} « {F}
D Resolugdo do Sistema [A]*{M} = {F} (Armazenado na Forma [G]*{X} = {U})
E {M} « {U}
2.3 Organizagio dos Valores Elasticos Totais de Forgas de Superficie ¢ Deslocamentos do
Contorno; {P} ¢ {U}
2.4 Calculo das Tensdes Elasticas Totais no Contorno;
{SIGMACON} « f ({UL{P})
2.5 Calculo de Deslocamentos € TensGes Elasticas Totais nos Pontos Internos, se houver:
{DELTAPI} « Z[HW"|{u} + Z|GW]{p}; {SIGMAPI} « - [H']{u} + [G’'KP}
3 Impressdo dos Resultados da Analise Elastica Linear
{U3, {P}, {SIGMACON}, {DELTAPI], {SIGMAPI}
4 Analise do Processo de Fraturamento
4.1 Inicializagdo das Varidveis Relacionadas:
nef « 0, {NF} « {0}, NF[i] « 1, s¢ i corresponde a nd duplo de vértice ou a n6 nio-fraturavel,
{INCINI} « {1}, {SIGMAFRA} « {0}, {SQ} « {0}, {WFRA} « {0},
LAMBDA[i] « LAMBDA[i] / Z(LAMBDAIi]), {P_V} « {0}, {U V} « {0},
{SIGMACON_V} « {0}, 0«0
4.2 Inversdo Local da Matriz [A]
Para inc de 0 a ninc-1  (Incremento de Solicitagdo)
| 4.3 Aplicagio do Incremento de Solicitagdo:
| o <« o+ Afinc]
| {X} « a*{M} - [R]*{SQ}
| 4.4 Determinagdo dos Valores Verdadeiros de Forga de Superficie e Deslocamento no Contorno:
| ParaideOann-1 (NO)
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arajdeOal (Diregio)
Se CONDCONTiljl =1
| U_VI2*i+] « X[2*i+j]
| P_V[2*i+j] « a*VP[i]]j]
| sendo
| U_V[2*itj] « a*VP[i]{j]
| P_V[2*itj] « X[2*i+j]
| | Fim-Se
| Fim-Para
Fim-Para
4.5 Calculo das Tensdes Verdadeiras no Contorno
{SIGMACON _V} « f({U V}L{P V}
4.6 Aplicagdo do Incremento Elastico as Tensdes Verdadeiras nas Fraturas (se houver):
Paraide O anef-1 (Elemento de Fratura)
| Se INCINI[i]=1
| | SIGMAFRA[i] « o*N[i] + Z(S[i][j]*SQLD
| | INCINI[i]=0
| | senfio
| | SIGMAFRAJi] « SIGMAFRAJi] + A*N[i]
| Fim-Se
Fim-Para
4.7 Verificagiio do Surgimento de Fraturas:
Paraide 0 annd-1 (No Duplo)
| Se né Duplo Esta integro ¢ Tensdo Paralela ao Contorno Ultrapassa f;
| | A Verificar nef
| | B Determinagdo das Caracteristicas do Elemento a que o né Pertence
| | C Definicdo do Elemento Inicial da Fratura
| | D Calculo dos Arranjos Relacionados ao Novo Elemento de Fratura
| | E Atualizagdo da Condi¢fio do n6é Duplo e Incremento do Niimero de Elementos de Fratura
| Fim-Se
Fim-Para
4.8 Verificagdo da Propagacdo de Fraturas:
Paraide O anef-1 (Elemento de Fratura)
| Se Elemento é o Ultimo da Fratura a que Pertence
| | A Determinagio da Diregio do Elemento de Fratura
| | B Calculo da Tensdo Perpendicular a Fratura (tpf) no 2° pc
Se tpf Ultrapassa f;
| C Verificar nef
| D Determinagfo da Posi¢do e Diregbes Criticas
| E Determinagdo das Caracteristicas do Novo Ultimo Elemento
| F Calculo dos Arranjos Relacionados ao Novo Elemento de Fratura
!
|

| P
| |
| |
||
| |
| |
| |

G Atualizagdo da Condigdo do Elemento Atual e Incremento do Namero de Elementos de
Fratura
| | Fim-Se
| Fim-Se
Fim-Para
4.9 Iteragdes
Repetir
| novaiter « 0
| Paraide 0 anef-1 (Elemento de Fratura)
| | A Determinagio do Angulo de Rotagio (Dire¢do do Elemento de Fratura - ©/2)
| | B Calculo da Matriz de Rotagdo
| | ParawdeOal (Pontode Colocacio)
| | C Calculo das Tensdes no Sistema Local de Coordenadas (slc)
I
|
|

[
I
I
I
I
I
||

| D Célculo dos Excessos de Tensdo no slc
| E Calculo da Matriz [AS] no slc
|

|
I
I
| F Calculo dos Dois Primeiros Coeficientes da Matriz [AS] rotacionada



|
|
|
I
I
I
|
|
I
I
I
I
|
|
|
|
I
I
I
!
I
!
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| | G Célculo dos Quadripolos equivalentes aos Excessos de Tens3o, no slc

| | H Atualizagdo da Abertura de Fratura com a Aplicagdo dos Quadripolos com Sinal
| | Trocado .

| | I Calculo dos Quadripolos equivalentes no Sistema Global de Coordenadas
| Fim-Para

| J Verificagdo do Critério de Parada:

| Se (Tensdo Normal em Qualquer dos Doi Pontos de Colocagdo) > tol

| | novaiter « 1

|1 {Q} « -{AQ}

| | sendo

|| {Q}« {0}

| | {RQ}«-{AQ}

| Fim-Se

Fim-Para

Avplicacdo dos Quadripolos Equivalentes Como Incremento Eldstico ou Como Residuo e
Acitmulo dos Quadripolos Aplicados:

Se novaiter = 1

| SIGMAFRAJi] « SIGMAFRAL[i} + ZS[i][j]*QIj]

| {8Q} « {5Q} +{Q}

| sendo

| SIGMAFRA[i] < SIGMAFRA[i] + ZS[il[j1*RQ{j]

| {SQ} « {5Q} + {RQ}

Fim-Se

Enquanto novaiter = 1

|
I
I
|
I
I
I
I
|
|
|
E
| L
|
|
|
|
I
|
|
I

| 4.10 Saida de Dados Para o Grafico P x D
Fim-Para
5 Impressdo do Restante dos Dados Utilizados na Representagio Grafica
{XN}, {YN}, [CONDCON], [VP], {XI}, {YI} (sc houver), {ND}, {CONEC], {NF}, nef,
{ELEM}, {U}, {U_V}
6 Liberacio da Meméria Alocada Semi-dinamicamente

Fim
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C Organizacio do Projeto MEFRECLI

A interdependéncia entre os arquivos constituintes do projeto MEFRECLI ¢ a

seguinte:
mefrecli|---| + |---| > | mefre0l.c
1
+ |---| > | mefre02.c|---| > | mefre02.h
|
+ |---| > | mefre03.c|---| > | mefre03.h
I
+ [---| > | mefreO4.c|---| > | mefre04.h
l
+ |-—-] > | mefre05.c|---| > | mefre05 h

TABELA C.1 - Relacionamento entre os arquivos do projeto computacional desenvolvido.

Os arquivos do projeto encontram-se em disquete disponivel na Biblioteca do
Departamento de Engenharia de Estruturas, da Escola de Engenharia de Sdo Carlos,

da Universidade de Sdo Paulo.
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D Cédigos-Fonte do Programa MEFRECLI

[Dl Mefre(l.c

[+ +
| I
| UNIVERSIDADE DE SAO PAULO Il
| ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS I
Il DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS||
1 MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS Il
I l
I Programa Para Modelagem Numerica do Crescimento de ]
Il Fraturas Atraves do Metodo dos Elementos de Contorno. i

I Autor: Mario Cesar Lopes Junior, i

I Projeto: MEFRECLI.PRJ I
I Versao 0.77 25/05/96 I

I Arquivo Fonte: MEFREO1.C I
I Versao 0.32 25/05/96 I
I 510 linhas, 18765 bytes I

II Compilador: Borland C++, versao 3.1 I
[ Apl.: Windows EXE Modelo: Large I

I+ +
+ +
+ +
| |
| INTRODUCAO |
| |
+ +

Foram utilizadas aspas simples ('), para representar a acentuacao,
apenas nos pontos dos comentarios onde a pronuncia da letra 'e' ou a exis-
tencia de crase pudesse dificultar o entendimento dos mesmos.

O programa MEFRECLI.C ((ME)ecanica da (FR)atura usando (E)lementos
de (C)ontorno (L)ineares (I)soparametricos) resolve problemas bidimensio-
nais de mecanica da fratura atraves do metodo dos elementos de contorno,

O contorno ¢' discretizado atraves de elementos lineares isoparame-
tricos. A fratura ¢' simulada atraves de elementos do mesmo tipo, porem
ficticios e, portanto, nao incorporados ao contorno.

O diagrama de fluxo funcional nivelar, que mostra o relacionamento
entre as funcoes, €' 0 seguinte:

Principal 2. Nivel 3. Nivel 4. Nivel 5. Nivel
MEFREO1.C MEFRE02.C MEFRE03.C MEFRE04.C  MEFRE05.C



main() -+-> entrada() ----> alocmem1()...alocmem8()

+ 7 +

|

+-> anelin() ---+-> matgh() ----+-> intloc()

| +-> intext()

+-> sels()

+-> tencon()

+-> destenint() --> sd()
-> saidanumel()

-> anfrat() ---+-> invplc()
l

+-> tenconv()

+-> inctenfra()

—— e

+-> versur() ---+-> vetn() -------

| +-> matr() -------
{ |+—> mats() -------
Jlr-> verpro() --—-+-> valint() ---+-> sd()
{ { +-> intkw2()
1 |+_> vetn() -------
E I+-> matr() -------
} l~l--> mats() -------
-|F-> iter()
+-> saidagraf()
i+-> libmem1()...libmem?2()
DOCUMENTACAO INTERNA

b—— %

O que segue, €' uma descricao das variaveis utilizadas no programa
com enfase nos tipos utilizados e espacos necessarios para armazenamento.

A) Variavel Caractere

192
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Utilizada para pausa durante a execucao.

B) Variaveis Inteiras

ne:
npi.
nnd:
nn;
nef’
inc:
ning;

pos:

Lj, k w
exemplo:
tipo:

auxl, aux2:
auxo:

pl:
novaiter:

nsubel:

Numero de elementos de contorno.

Numero de pontos internos.

Numero de nos duplos.

Numero de nos.

Numero de elementos de fratura.

Indexador para os incrementos de solicitacao.

Numero de incrementos em que a aplicacao da solicitacao ¢'
dividida.

Indicador da posicao do ponto de colocacao no elemento, lo-
cal.

Indexadores.

Numero do exemplo numerico analisado.

Tipo do problema (1 = tensao plana, 0 = deformacao plana).

Augxiliares, locais.

Idem.

Linha do pivo na estrategia de pivoteamento parcial do me-
todo de eliminacao de Gauss (MEG), local.

Sinalizador indicando a necessidade de'uma nova iteracao,
local.

Numero de sub-clementos empregados no calculo de uma inte-
gral quase singular, local.

C) Variaveis Reais

Todas foram armazenadas com precisao dupla.

E:
GE:
NI:
ft:
WC:
alfa:
r

XC,yC:
xef yef:

Xi,yi:

x1.,y1,x2,y2:
xlint, ylint:

x2int, y2int:

fil,fi2:
fi3 fi4.

I:
lef:

Modulo de elasticidade.

Modulo de cisalhamento.

Coeficiente de Poisson para deformacao plana.

Resistencia 'a tracao do material,

Abertura critica de fratura.

Acumulador para os incrementos relativos de solicitacao.

Modulo do vetor posicao.

Derivadas do vetor posicao em relacao a X, y e 'a normal ao
elemento, respectivamente.

Coordenadas (abscissa e ordenada, respectivamente) do ponto
de integracao ao longo do elemento de contorno.

Coordenadas (abscissa ¢ ordenada, respectivamente) do ponto
de colocacao, parametros formais.

Coordenadas (abscissa e ordenada, respectivamente) do ponto
de colocacao situado no elemento de fratura, locais.

Coordenadas (abscissa ¢ ordenada, respectivamente) do ponto
situado 'a frente da extremidade de fratura, locais.

Coordenadas (abscissa ¢ ordenada, respectivamente) nodais
do elemento, locais ou parametros formais.

Coordenadas do primeiro ponto de um sub-elemento para o
calculo de integrais quase-singulares, locais.

Coordenadas do ultimo ponto de um sub-elemento para o cal-
culo de integrais quase-singulares, locais.

Funcoes de forma para interpolacao em termos de CSI.

Funcoes de forma para interpolacao dos quadripolos em ter-
mos de CSIL.

Comprimento de qualquer elemento de contorno.

Comprimento padrao dos elementos de fratura.
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jac: Jacobiano.

enex.eney: Componentes do versor normal ao elemento.

aux3,aux7; Auxiliares, locais.

tol: Zero numerico utilizado no MEG, local.

pivo: Pivo utilizado na estrategia de pivoteamento parcial do
MEQG, local.

c Pivo utilizado na diagonalizacao do MEG, local.

a Distancia do ponto de colocacao ao inicio do elemento, lo-
cal.

csib: Coordenada homogenea do ponto de colocacao, local.

sigmall: Tensao nodal (sigma_x) no sistema local de coordenadas,
local.

sigmal2: Tensao nodal (tau_xy) no sistema local de coordenadas, lo-
cal.

sigma22; Tensao nodal (sigma_v) no sistema local de coordenadas, lo-
cal.

€22 Deformacao especifica na direcao tangente ao elemento, lo-
cal.

uxl,uyl:Deslocamentos do primeiro no do elemento, no sistema global
de coordenadas, locais.
ux2,uy2:1dem, para o scgundo no.

csn,sn: Co-senos diretores da normal ao elemento (componentes do
versor normal) ou razoes trigonometricas de algum angulo,
locais.

pX,py: Forcas de superficie nodais no sistema global de coordena-
das, locais.

tl,2; Forcas de superficia nodais no sistema local de coordena-

das, mencionadas em comentarios.
di: Distancia do ponto de colocacao ao inicio do elemento onde

sera feita a integracao. Utilizada na avaliacao da quase-
singularidade, local.

d2: Distancia do ponto de colocacao ao final do elemento onde
sera feita a integracao. Utilizada na avaliacao da quase-
singularidade, local.

alfaint; Angulo utilizado na determinacao da direcao do elemento a-
dicional de fratura, local.

sigmamax: Maxima tensao principal nos pontos 'a frente da extremidade
de uma fratura, local.

alfamax: Algulo formado entre o elemento adicional de fratura (que

contem o ponto onde sigmamax ocorre) € o ultimo elemento
da mesma, local.

sl00, sl11: Primeiros coeficientes da diagonal principal da matriz
[DELTAS] rotacionada, locais.

D) Variavel Composta Heterogenea

ELEMFRA: Gabarito de estrutura para os elementos de fratura.
ult: Indica se o elemento €' o ultimo da fratura a que
pertence. Inteiro.
x1, y1: Coordenadas do ponto inicial do elemento. Reais,
precisao dupla.
x2, y2: Coordenadas do ponto final do elemento. Reais,
precisao dupla.

E) Variaveis Compostas Homogeneas (Arranjos) Unidimensionais (Vetores) Ca-
ractere

FILENAME: [30] Nome utilizado para o arquivo de entrada ou para os



arquivos de saida.
TEXTO: [82] Qualquer linha de texto presente no arquivo de entra-
da, local.

F) Variaveis Compostas Homogeneas Unidimensionais Inteiras

ND: [max_nnd] Nos duplos.

NF: [max_nnd] Nos fraturados.

INCINIL, |max_nef] Vetor indicando se o proximo incremento de soli-
citacao, a ser aplicado ao elemento de fratura, €' o pri-
meiro.

AUXS: [ ] Auxiliar, local.

G) Variaveis Compostas Homogeneas Unidimensionais Reais

Todas foram armazenadas com precisao dupla.

XN; [max_nn] Abscissas dos nos.

YN: [max_nn] Ordenadas dos nos.

XC: {max_nn] Abscissas dos pontos de colocacao.

YC: [max_nn] Ordenadas dos pontos de colocacao.

Xt [max_npi] Abscissas dos pontos internos.

YL [max_npi} Ordenadas dos pontos internos.

U: [2*max_nn] Deslocamentos elasticos totais dos nos do con-
torno.

UV [2*max_nn] Deslocamentos verdadeiros dos nos do contorno.

P: [2*max nn] Forcas de superficie elasticas totais nos nos do
contorno.

PV [2*max_nn] Forcas de superficie verdadeiras nos nos do con-
torno.

F. [2*max_nn] Vetor {F} dos termos independentes.

F3L: [6*max_nef] Vetor {F'"'}.

M: [2*max_nn] Vetor {M} correspondente 'a parte elastica total
das incognitas do contorno.

X: [2*max_nn] Vetor contendo os valores verdadeiros das incog-
nitas no contorno.

N: [6*max nef] Vetor contendo os valores elasticos totais das
tensoes nas fraturas.

LAMBDA: [max_ninc] Vetor dos incrementos de solicitacao.

Q: [6*max_nef] Vetor de quadripolos.

RQ: [6*max_nef] Vetor dos residuos de quadripolos.

SQ: [6*max_nef] Vetor de quadripolos acumulados.

SIGMACON: [6*max_nn] Valores elasticos totais das tensoes globais (3)

e principais (2) e valor da direcao principal nos nos do
contorno.

SIGMACON V: [4*max_nn] Valores verdadeiros das tensoes globais (3) e da
componente de tensao paralela ao contorno nos nos do con-
torno.

SIGMAFRA:  [6*max nef] Valores verdadeiros das tensoes globais nos
elementos de fratura (6 por elemento).

WFRA: [2*max_nef] Aberturas nos elementos de fratura (2 por ele-
mento).

SIGMAPI: [6*max_npi] Tensoes globais (3) € principais (2) e direcao
principal nos pontos internos.

DELTAPI: {2*max_npi] Deslocamentos nos pontos internos (2 por
ponto).

CSL [12] Coordenadas homogeneas dos pontos utilizados para a

quadratura de Gauss.

195



196

OME: [12] Fatores de ponderacao para a quadratura de Gauss.
AUX4: [ 1 Auxiliar, local.
uUl, PI: {4] Deslocamentos ¢ forcas de superficie nodais do elemento

i
DELTASIGMA: [4] Excessos de tensao no elemento de fratura.

DELTAQ: [6] Quadripolos correspondentes aos excessos de tensao e-
xistentes em um elemento de fratura, posteriormente ex-
pandidos.

SIGMAINT: [21] Vetor utilizado na determinacao das tensoes 'a frente
da extremidade de fratura.

H) Variavel Composta Homogenea Unidimensional Estrutura

ELEM: [max_nef] Vetor dos elementos de fratura.

D) Variaveis Compostas Homogeneas Bidimensionais (Matrizes) Intciras
CONDCON: [max_nn][2] Condicoes de contorno dos nos.
CONEC: [max_ne][2] Conectividades.

MC: [max_nn][2] Matriz de colocacao.

J) Variaveis Compostas Homogeneas Bidimensionais Reais

Todas armazenadas com precisao dupla.

CFI [2][4] Matriz-produto da matriz [C] pela matriz [FI].

GW: [2]{4] Matriz de influencia para o calculo da matriz [G].

HW: [2][4] Matriz de influencia para o calculo da matriz [H].

KWw: [2][6] Matriz de influencia para o calculo da matriz [K].

Kw2: [3][6] Matriz de influencia para o calculo da matriz
[K™].

MP: [2]{2] Matriz [P*].

MU: {21121 Matriz [U*].

FL. [2][4] Matriz de funcoes de interpolacao para a formulacao
isoparametrica.

FI2: [3]16] Matriz de funcoes de interpolacao para os quadripo-
los lineares.

ESSE: [31{2] Matriz [S] da formulacao elastica.

DE.: [31[2] Matriz [D] da formulacao elastica.

KB: [2]13] Matriz utilizada no calculo da matriz [KW].

KB2: [3113] Matriz utilizada no calculo da matriz [KW?2].

SFI [3]14] Matriz produto da matriz [ESSE] pela matriz [FI].

DFI: [31[4] Matriz produto da matriz [DE] pela matriz [FI].

DELTAS: [31{3] Matriz que relaciona tensoes a quadripolos em um
ponto de colocacao de qualquer elemento de fratura.

ROT: [31[3] Matriz de mudanca de coordenadas (rotacao).

VP: [max_nn][2] Valores prescritos das condicoes de contorno.

G: [2*max_nn}[2*max_nn] Matriz [G].

G3L: [6*max_nef][2*max_nn] Matriz [G"], relaciona tensoes nas
fraturas a forcas de superficie no contorno.

H: [2*max_nn][2*max_nn] Matriz [H].

H3L: [6*max_nef]{2*max_nn] Matriz [H"], relaciona tensoes nas
fraturas a deslocamentos no contorno.

K: [2*max_nn][6*max_nef] Matriz que relaciona deslocamentos e
forcas de superficie do contorno a quadripolos.

K3L: [6*max_nef][6*max_nef] Matriz [K"], relaciona tensoes na
fratura a quadripolos.

A: [2*max_nn}{2*max_nn] Matriz [A].
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A3L; [6*max_nef][2*max_nn] Matriz [A"].

R: [2*max_nn][6*max_nef] Matriz que relaciona incognitas no
contorno a quadripolos acumulados.

S: [6*max_nef][6*max_nef] Matriz que relaciona tensoes verda-

deiras nas fraturas a quadripolos acumulados.

L) Variaveis Apontadores
FILEIN: Ponteiro para o arquivo de entrada.
FILEOUT:; Ponteiro para o arquivo de saida da analise elastica.

FILEGRAF: Ponteiro para o arquivo de saida da analise do processo de
fraturamento, a ser utilizado na representacao grafica
das configuracoes final e inicial e do diagrama P x D.

OPCOES DO PRE-PROCESSADOR
DECLARACAO DE VARIAVEIS
PROTOTIPAGEM DE FUNCOES

+—— 7 +

b—m———%

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math. h>

#define PI 3.141592653589794
#define max_ne 60

#define max_npi 10

#define max_nnd 25

#define max_nn 85

#define max_nef 50

#define max_ninc 1000

char ch;
int ne, npi, nnd, nn, nef, inc, ninc, i, j, k, w, exemplo, tipo;
double E, GE, NI, ft, wc, alfa, r, drx, dry, drn, x, v, fil, fi2, fi3, fi4,
1, lef, jac, enex, ency,
struct ELEMFRA
{
int ult;
double x1, y1, x2, y2;
¥
char FILENAME|30];
int *ND, *NF, *INCINI;
double *XN, *YN, *XC, ¥YC, *XI, *Y], *U, *U_V, *P, *P_V, *F, *F3L, *M, *X,
*N, *LAMBDA, *Q, *RQ, *SQ, *SIGMACON, *SIGMACON_V, *SIGMAFRA,
*WFRA, *SIGMAPI, *DELTAPI,
double CSI[12] = { -0.981560634246719, -0.904117256370475,
-0.7699026741943035, -0.587317954286617,
-0.367831498998180, -0.125233408511469,
0.125233408511469, 0.367831498998180,
0.587317954286617, 0.769902674194305,
0.904117256370475, 0.981560634246719%;
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double OME[12] = { 0.047175336386512, 0.106939325995318,
0.160078328543346, 0.203167426723066,
0.233492536538355, 0.249147045813403,
0.249147045813403, 0.233492536538355,
0.203167426723066, 0.160078328543346,
0.106939325995318, 0.047175336386512};

double UJ[4], PI[4], DELTASIGMA[4], DELTAQ][6], SIGMAINT[21];

struct ELEMFRA *ELEM,;

int **CONDCON, **CONEC, **MC;

double CF1[2][4], GW[2]{4], HW[2][4], KW[2][6], KW2[3][6], MP[2}[2],

MUI2](2], F1[2][4], F12[3][6], ESSE[3][2], DE[3]{2], KB[2][3],
KB2[3][3], SFI|3][4], DFI|3]{4], DELTAS[3}{3], ROT[3][3];
double **VP, ¥*G, **G3L, **H, *¥H3L, **K, **K3L, **A, **A3], **R **§;

FILE *FILEIN, *FILEOUT, *FILEGRAF;
void main(int argc, char *argv[]),
void entrada(void), anelin(void), saidanumel(void), anfrat(void),

saidagraf(void), libmem1(void), libmem2(void);

*+

FUNCAOQ PRINCIPAL

b3

|
|
I
+

void main(int argc, char *argv[])
{
/* LIMPEZA DA TELA */
clrscr();
/* OBTENCAO DO NOME E ABERTURA DO ARQUIVO DE ENTRADA */
if(arge<2)
{
puts("Digite 0 nome do arquivo de entrada, via inclusa (maximo de 29 "
"caracteres):");
gets(FILENAME);
if((FILEIN = fopen(FILENAME,"rt")) == NULL)
{
printf("Nao ¢' possivel abrir o arquivo de entrada %s.\n" FILENAME);
ch = getch(); exit(1);
3
3
else
if(FILEIN = fopen(argv{1],"rt")) == NULL)
{
printf("Nao ¢' possivel abrir o arquivo de entrada %s.\n" FILENAME),
ch = getch(); exit(1);
3

/* OBTENCAO DO NOME E ABERTURA DO ARQUIVO DE SAIDA */
if(arge<3)
{
puts("\nDigite 0 nome do arquivo de saida, via inclusa (maximo de 29 "
"caracteres):");
gets(FILENAME);
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if(FILEOUT = fopen(FILENAME, "wt")) == NULL)

{

printf("Nao ¢' possivel abrir o arquivo de saida %s.\n",FILENAME);
ch = getch(); exit(1),

h

h

else

if((FILEOUT = fopen(argv([2],"wt")) == NULL)

{
printf("Nao €' possivel abrir o arquivo de saida %s.\n",FILENAME);
ch = getch(); exit(1);

}
/* OBTENCAO DO NOME E ABERTURA DO ARQUIVO PARA GERACAO GRAFICA
*/
if(argc<4)

puts("\nDigite o nome do arquivo de saida, a ser utilizado no pos-proces"
"samento\ngrafico, via inclusa (maximo de 29 caracteres):");

gets(FILENAME),

if((FILEGRAF = fopen(FILENAME, "wt")) == NULL)

{

printf("Nao ¢' possivel abrir 0 arquivo de saida para pos-processamento”

"\ngrafico %s.\n",FILENAME),

ch = getch(); exit(1),

3
b

else
if(FILEGRAF = fopen(argv{3],"wt")) == NULL)
{
printf("Nao ¢' possivel abrir o arquivo de saida para pos-processamento”
"\ngrafico %s.\n", FILENAME);
ch = getch(), exit(1),
}
/* LIMPEZA DA TELA */
clrscr(),
/* LEITURA DOS DADOS, A PARTIR DO ARQUIVO DE ENTRADA */
entrada();
/* FECHAMENTO DO ARQUIVO DE ENTRADA */
fclose(FILEIN);
/* ANALISE ELASTICA LINEAR */
anelin();
/* GRAVACAQO DOS RESULTADOS DA ANALISE ELASTICA LINEAR */
saidanumel();
/* FECHAMENTO DO ARQUIVO DE SAIDA */
fclose(FILEOUT),
/* ANALISE DO PROCESSO DE FRATURAMENTO */
anfrat();
/* CONCLUSAO DO ARQUIVO UILIZADO PARA REPRESENTACAO GRAFICA */
saidagraf(),
/* FECHAMENTO DO ARQUIVO UTILIZADO PARA REPRESENTACAO GRAFICA */
fclose(FILEGRAF);
/* LIBERACAO DA MEMORIA ALOCADA SEMI-DINAMICAMENTE */
libmem1();
libmem2();
/* LIMPEZA DA TELA */
clrscr();

}
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D.2 Mefre02.c

[*+ +
[+ +
I I
| UNIVERSIDADE DE SAO PAULO I

|
|
|
I
I
|
|
|
|
|
|
|
I

ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS||
MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS

Projeto: MEFRECLI.PRJ

Arquivo Fonte: MEFRE02.C

Compilador:

Versao 0.35 25/05/96
530 linhas, 15831 bytes

Borland C++, versao 3.1
Apl.: Windows EXE Modelo: Large

I
|

[+
+

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math h>

#include "mefre02.h"

o+

|
|
I
+

FUNCOES DE 2.0 NIVEL

bt

void entrada(void)

{

char TEXTO[82];

puts("Entrada de dados...\n");

/* CABECALHO DO ARQUIVO DE SAIDA */

fputs("******************************************************************"

"*********"’FILEOUT);

/* LINHA DE TITULO */

fgets(TEXTO,81,FILEIN);
fprintf FILEOUT, "\n\n%s", TEXTO);

/* LINHA DE COMENTARIO */

fgets(TEXTO,81,FILEIN);
forintf(FILEOUT,"%s\n", TEXTO);

fputs("******************************************************************"

"*********",FILEOUT);

/* PARAMETROS BASICOS */

fputs("\n\n\nPARAMETROS BASICOS\n\n", FILEOUT),
fscanf(FILEIN,"%d %d %d\n",&ne,&npi,&nnd);
fscanf(FILEIN,"%olf %olf\n", &E,&NI);
fscanf(FILEIN,"%lf %lf\n",&ft,&wc),




fscanf(FILEIN, "%lf %d\n" & lef,&ninc);

fscanf(FILEIN,"%d %d\n",&exemplo,&tipo);

nn = ne+tnnd; GE = 0.5*E/(1.0+N]),

if((ne>max_ne)|{(nn>max_nn)|j(nnd>max_nnd)||(ninc>max_ninc)||

(npi>max_npi))

{

puts("Os valores dos parametros adotados excedem a capacidade de armazen”
"amento.\n");

ch = getch(); exit(1);

/* ALOCACAO SEMI-DINAMICA DE MEMORIA */

alocmem1();

alocmem2();

alocmem3(),

alocmem4();

alocmem3();

alocmem6();

alocmem7();

alocmem3();

fprintf(FILEOUT,"NUMERO DE ELEMENTOS DE CONTORNO = %d\n",ne);
fprintf(FILEOUT,"NUMERO DE PONTOS INTERNOS = %d\n",npi);
fprintf(FILEOUT,"NUMEROQO DE NOS DUPLOS = %d\n",nnd),
fprintf(FILEOUT,"MODULO DE ELASTICIDADE =%-11.4le\n" E);
fprintf(FILEOUT,"COEFICIENTE DE POISSON = %-11.4le\n" NI),
fprintf(FILEOUT,"RESISTENCIA A TRACAO = %-11.4le\n" ft);
fprintf(FILEOUT,"ABERTURA CRITICA DE FRATURA =%-11.4le\n",wc),
fprintf(FILEOUT,"COMP. DOS ELEMENTOS DE FRATURA =%-11.4le\n",lef),
fprintf(FILEOUT,"NUMERO DE INCREMENTOS = %d\n",ninc);
if(tipo)

{
fprintf(FILEOUT,"ESTADO PLANO DE TENSAO:\n");
E *= (1.0 + 2.0*NI/((1.0+ND*(1.0+ND));
NI /= (1.0 + NI);
fprintf(FILEOUT,"MODULO DE ELASTICIDADE CORRIGIDO = %-11.4le\n",E);
fprintf(FILEOUT,"COEFICIENTE DE POISSON CORRIGIDO = %-11.4le\n\n\n",NI);
3
else
fprintf(FILEOUT,"ESTADO PLLANO DE DEFORMACAQ.\n\n\n");
fprintf(FILEGRAF,"%d %d %d %d %d\n",ne,npi,nnd,nn, ninc),
/* INCREMENTOS DE SOLICITACAOQO */
for(i=0; i<ninc; i++)
fscanf(FILEIN,"%lf\n", &LAMBDAL[i)]);
/* COORDENADAS NODALIS */
fputs("COORDENADAS NODAIS\n\n" FILEOUT);
fputs("NO X Y\n",FILEOUT),
for(i=0; i<nn, i++)
fscanf(FILEIN,"%lf %lf\n", & XN[i],& YNIi]);
for(i=0, i<nn, i++)
fprintf(FILEOUT,"%2d %11 .4le %11.4le\n" i, XN[i], YN{i]);
/* CONDICOES DE CONTORNO */
fputs("\n\nCONDICOES DE CONTORNO\n\n",FILEOUT);
fputs("NO| DIRECAOX | DIRECAOY [n"FILEOUT),
fputs(" |[CONDICAO | V. PRESC.|CONDICAQO | V. PRESC |\n",FILEOUT),
for(i=0; i<nn; i++)
fscanf(FILEIN,"%d %lf %d %lf\n" & CONDCON[i][0],& VP[i][0], & CONDCON]i][1],
&VP][1]);
for(i=0; i<nn; i++)
forintf(FILEOUT,"%2d %1d %11.4le %1d %11 .4le\n" i,

201
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CONDCON]i][0], VP[i][0], CONDCONIi][1], VP[i][1]);

/* PONTOS INTERNOS */
if(npt)

{
fputs("\n\nCOORDENADAS DOS PONTOS INTERNOS\n\n" FILEOUT);
fputs("NO X Y\n" FILEOQUT),
for(i=0; i<npi; i++)
fscanf(FILEIN,"%If %lf\n" &X1[i], & YI[i]);
for(i=0; i<npi; i++)
fprintf(FILEOUT,"%2d %11 .4le %11.4le\n" i, X1[i], YI[i});
}
clse
fputs("\n\nPONTOS INTERNOS INEXISTENTES\n",FILEOUT),

/* NOS DUPLOS */
fputs("\n\nNOS DUPLOS\n\n",FILEOUT);
for(i=0; i<nnd; i++)

fscanf(FILEIN,"%d\n" &NDJi]);
for(i=0; i<nnd, i++)
fprintf(FILEQUT," %2d\n" NDI1]);

/* CONECTIVIDADES */
fputs("\n\nCONECTIVIDADES\n\n", FILEQUT);
fputs("ELEMENTO NO INICIAL NO FINAL\n" FILEOUT);
for(i=0; i<ne; i++)

fscanf(FILEIN,"%d %d\n" & CONEC[i][0],&CONECi][1]);
for(i=0; i<ne; i++)
fprintf(FILEOUT,"  %2d %2d %2d\n",i, CONECIi][0],

CONECTi][1});
fputs("\n\n",FILEOUT);
fputs("******************************************************************"

LES ********“,FILEOUT);

}
X R R *

void anelin(void)

{

int aux1, aux2;
double aux3, *AUX4,

puts("Analise Elastica Linear.. \n");
AUX4 = (double *) calloc(2*nn,sizeof(double));
if(1 AUX4)
{
puts("Erro de Alocacao - AUX4.\n");
ch = getch(); exit(1);
h
/* CALCULO DAS MATRIZES [H] E [G] */
matgh();
/* FORMACAO E RESOLUCAO DO SISTEMA [A]{M} = {F} */
/* REORDENAMENTO DAS COLUNAS DO SISTEMA DE EQUACOES [H]{U} =
[GI{P}, DE ACORDO COM AS CONDICOES DE CONTORNO, FORMANDO A
MATRIZ [A], QUE E' ARMAZENADA INICIALMENTE NA MATRIZ, [G] *
auxl = 2*nn;

for(i=0; i<nn; i++) /* NO */

for(j=0; j<2; j++) /* DIRECAO */
if(CONDCONTIID /* FORCA PRESCRITA */
{

aux2 = 2¥i+j; /* COLUNA #/
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for(k=0; k<auxl, k++) /* LINHA */
{
aux3 = Glk][aux2]; G[k]{aux2] = - H[k][aux2], H[k][aux2] = -aux3;
3
3

/* REPRODUCAO DA MATRIZ [A] */
for(i=0; i<auxl, i++)
for(j=0, j<auxl; j++)
Ali]lj] = Glil[jl;
/* FORMACAQ DO VETOR DOS TERMOS INDEPENDENTES, {F} */

for(i=0; i<nn; i++) /* ORGANIZACAO DOS VALORES PRESCRITOS */
for(j=0; j<2; j++) /* EM UM VETOR AUXILIAR */
AUX4[2*i+j] = VPLi][j].
for(i=0; 1<auxl, i++) /* LINHA */
{
aux3 =0.0;
for(j=0, j<auxl; j++) /* COLUNA */
aux3 += HIilj]*AUX4[j].
F[i] = aux3;
b

/* DUPLICACAO DO VETOR {F} */

for(i=0; i<auxl; i++)

Uli] = F[i];
/* RESOLUCAOQ DO SISTEMA [A]{M} = {F}. O VETOR {M} FICA INICIALMEN-
TE ARMAZENADO NO VETOR {U} */

sels(G,U,2*nn);
/* REPRODUCAQ DO VETOR {M} */

for(i=0; i<auxl; i++)

Mi] = Uli];

/* ORGANIZACAO DOS VALORES ELASTICOS TOTAIS DE FORCA DE
SUPERFICIE E DESLOCAMENTO (DOS NO'S DO CONTORNO) NOS VETORES {P} E
{U}, RESPECTIVAMENTE */

for(i=0; i<nn; i++) /* NO */
for(j=0; j<2; j++) /* DIRECAOQ */
iffCONDCON[i};D) /* FORCA PRESCRITA */
P2*i+] = VPLl[j];
else /* DESLOCAMENTO PRESCRITO */
{

P[2*i+j] = U[2*iHj]; U[2*i+j] = VPIi][j);
}

/* CALCULO DAS TENSOES ELASTICAS TOTAIS NO CONTORNO */
tencon();
/* CALCULO DE DESLOCAMENTOS E TENSOES ELASTICOS TOTAIS NOS
PONTOS INTERNOS */
if(npi)
destenint();
free((double *) AUX4);

h
1% SRR AR X/

void saidanumel(void)
{
puts("Saida Numerica da Analise Elastica Linear.. \n"),
fputs("\n"\nRESULTADOS DA ANALISE ELASTICA LINEAR\n\n" FILEOUT);
fputs("******************************************************************"
“*********",FILEOUT);
/* DESLOCAMENTOS E FORCAS DE SUPERFICIE NOS NOS DO CONTORNO */
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fputs("\n\n\nNOS DO CONTORNO\n\n" FILEOUT);

fputs("DESLOCAMENTOS E FORCAS DE SUPERFICIE\n\n",FILEOUT);

fputs'NO DESL.X DESL.Y F. S X F. S Yw"FILEOUT),

for(i=0; i<nn; i++)

fprintf(FILEOUT,"%2d %11.41e %11 .4le %11.4le %11.4le\n",
1,U[2*i],U[2*i+1],P[2*i] P[2*i+1]);
/* TENSOES NOS NOS DO CONTORNO */

fputs("\nTENSOES E DIRECAO PRINCIPAIS\n" FILEOUT);

fputs(\nNO SIGMAX TAUXY SIGMAY SIGMAA SIGMAB"
" ALFA\n" FILEOUT);

for(i=0, i<nn; i++)

fprintf(FILEOUT,"%2d %]11.4le %11 .4le %11.41e %11.4le %11.4le %11.4le\n",
1, SIGMACON[6*i], SIGMACON{6*i+1], SIGMACON][6*i+2], SIGMACON[6*i+3],
SIGMACON]6*i+4], SIGMACON[6*i+5]*180.0/PI);
/* DESLOCAMENTOS E TENSOES NOS PONTOS INTERNOS */

if(npi)

{

fputs("\n\nPONTOS INTERNOS\n\n",FILEOUT);

fputs("DESLOCAMENTOS E TENSOES\n\n",FILEOUT),

fputs("PONTO DESL. X  DESL. Y\n" FILEOUT);

for(i=0; i<npi; i++)

fprintf(FILEOUT,"%2d  %11.4le %]11.4le\n" i, DELTAPI[2*i],
DELTAPI|2*i+1]),

fputs("\nTENSOES E DIRECAO PRINCIPAIS\n" FILEOUT);

fputs("\nPONTO  SIGMA X TAU XY SIGMA Y SIGMA A SIGMA"
"B ALFA\n"FILEOUT);

for(i=0; i<npi; i++)

fprintfFILEOUT," %2d %]11.4lc %11.4le %11.4lc %11.4lc %11.4le "
"%11.4le\n" i, SIGMAPI[6+i], SIGMAPI[6*i+1], SIGMAPI[6*i+2]
SIGMAPI[6*i+3], SIGMAPI[6*i+4] SIGMAPI[6*i+5]*180.0/PI);

>

3

else
fputs("\n\nPONTOS INTERNOS INEXISTENTES\n", FILEOUT);
fputs("\n", FILEOUT);
fputs("******************************************************************"
"*********\H",FHJEOUT);
3

/* {_L:H”#uuux:‘:,l”'luu.:.r.l.uluu‘l}l:”,ulu11.1”_1uuullll'l_,luuu”uuu.:.luuu11‘1.11111uu.:,luuuu_l.luuuu.l’luuu'r”’luuu':,l## *

void anfrat(void)
{

int auxl, aux2;
double aux3;

puts("Analise do Processo de Fraturamento...\n");
/* INICIALIZACAQ DE VARIAVEIS GLOBAIS */

nef =0;

for(i=0; i<max_nnd; i++)

NF{i] = 0;
/* DESCONSIDERACAO DOS NO'S DUPLOS DE VERTICE OU NAO-FRATURAVEIS
*/

switch(exemplo)

{

case 1: NF[0] = NF[1] =NF[2] =1,
NF[5]=1;
break;

case 2: NF[0] = NF[1] = NF[3] =1,



break;
case 3: NF[0] = NF[1] =NF[2] =1,
NF[3] = NF[5] = I;
break;
casc 4: NF[0] = NF[1] =NF[2] =1;
NF[3] =NF[5]=L;
break;
}
for(i=0; i<max_nef, i++)
INCINI[i] = 1;
auxl = 6*max_nef,
for(i=0; i<auxl, i++)

{

SIGMAFRA[1] = SQJi] = 0.0,
3

auxl = 2*max_nef,
for(i=0; i<auxl; i++)
WFRAi] = 0.0;

aux3 =0.0;

for(i=0; i<ninc, i++)
aux3 += LAMBDAJi];
for(i=0; i<ninc; i++)
LAMBDAJi] /= aux3;
aux] = 2*max_nn;
for(i=0, i<auxl; i++)

{

P_VI]i] =U_V]i} =0.0,

auxl =4*max_nn;
for(i=0; i<auxl, i++)

{

SIGMACON _V[i] = 0.0,
}

alfa=10.0;

/* INVERSAO LOCAL DA MATRIZ [A] */

invplc(A,2*nn),

/* PROCESSO INCREMENTAL */

for(inc=0; inc<ninc; inc++)

/* APLICACAQO DO INCREMENTO DE SOLICITACAOQO */

printf("Incremento %d\n" inc);,
alfa += LAMBDA[inc];

/* CALCULO DAS INCOGNITAS NO CONTORNO */

aux1 = 2*nn;

for(i=0; i<auxl; i++)
X[i] = alfa*MJi};
if(nef)

{

aux2 = 6*nef;,
for(i=0; i<auxl; i++)

aux3 =0.0;

for(j=0; j<aux2; j*++)
aux3 += R[i][i}*SQ[jl;
X[i] = aux3;

}

}
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/* DETERMINACAO DOS VALORES VERDADEIROS DE FORCA DE SUPERFICIE
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E DESLOCAMENTO NO CONTORNO */
for(i=0; i<nn; i++) /* NO */
for(j=0; j<2, j++) /* DIRECAOQO */
iffCONDCONYi]{j]) /* FORCA PRESCRITA: {X} CONTEM U, [VP] CONTEM P */
{
U_V[2*i+] = X[2*iH],
P V[2*i+j] = alfa*VP[i][j].
}
else /* DESLOCAMENTO PRESCRITO: {X} CONTEM P, [VP] CONTEM U */
{
U_V[2*i+j] = alfa*VP{i}{jl;
P V[2*i+j] = X[2*i+j];
3
/* CALCULO DAS TENSOES VERDADEIRAS NO CONTORNO */
tenconv();
/* APLICACAO DO INCREMENTO ELASTICO 'AS TENSOES VERDADEIRAS NAS
FRATURAS, SE HOUVER */
if(nef)
inctenfra();
/* VERIFICACAO DO SURGIMENTO DE FRATURAS */
versur(),
if(nef)
{
/* VERIFICACAO DA PROPAGACAQO DE FRATURAS JA EXISTENTES */
if((exemplo==1)||((exemplo==2)&&(nef<10))||((exemplo==3)&&(nef<2))||
((exemplo==4)&&(nef<2)))
verpro();
/* PROCESSO ITERATIVO */
iter();

/* IMPRESSAO DOS DADOS PARA O GRAFICO PxD */
switch(exemplo)
{
case 1. fprintf(FILEGRAF,"%]11.4lc %11.4le %11.4le %11.4le\n" -U_V[111],
-(P_V[27}+P_V[29])*0.125, WFRA[0],SIGMAFRA[0]);
break;
case 2: fprintf(FILEGRAF,"%]11.4le %11.4lc %11.4le %11.4le\n",-U_V[91],
-(P_V[33]+P_V[35])*0.25, WFRA[0],SIGMAFRA[0]);
break;
case 3: fprintf(FILEGRAF,"%]11.4lc %11 .4le %11 .4le %11.4le\n",U_V]2],
P_V[2], WFRA[0],SIGMAFRA[0});
break;
case 4. fprintf(FILEGRAF,"%]11.4le %11 .4le %11 .4le %11.4le\n",U_VJ[0],
P_V[0], WFRA|0],SIGMAFRA[0]);
break;
}
h
}

T G s e T

void saidagraf(void)
{

int auxl;

puts("Saida Grafica...\n");
for(i=0; i<nn; i++)
fprintf(FILEGRAF,"%]11.4le %11 .4le\n", XN[i], YN[i]);
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for(i=0; i<nn; i++)
forintf(FILEGRAF,"%d %11 4le %d %11.4le\n", CONDCON]i][0], VPi][0],
CONDCONJi]{ 1L VPL][1D;
if(npi)
for(i=0; i<npi; i++)
fprintf(FILEGRAF,"%]11.4le %11 .4le\n" XI[i], YI[i});
for(i=0; i<nnd; i++)
fprintf(FILEGRAF,"%2d\n",ND[1});
for(i=0; i<ne; i++)
fprintf(FILEGRAF,"%2d %2d\n",CONEC]i][0], CONECIi}[1]);
for(i=0; i<nnd; i++)
fprintf(FILEGRAF,"%2d\n" NF[i]),
fprintf(FILEGRAF,"%d\n" ,nef),
if(nef)
for(i=0; i<nef; i++)
fprintf(FILEGRAF,"%11.41¢ %11.4l¢ %11.41e %1 1.4le\n" ELEM[i].x1,
ELEMJi].yl,LELEM][i].x2,ELEM[i].y2);
aux] = 2*nn;
for(i=0, i<auxl; i++)
fprintfi FILEGRAF,"%]11 4le %11.4le\n", U[i],U_VI[il);
3

% HHHH AR A AR X

void libmem1(void)

{

int auxl;

puts("Liberacao de Memoria - 1...\n");
auxl = 6*max_nef - 1,
for(i=auxl; i>=0; i--)
free((double *) S[i]);
free((double **) S);
auxl =2*max nn- 1;
for(i=aux1; i>=0; i--)
free((double *) R{i]);
free((double **) R);
auxl = 6*max_nef - 1,
for(i=auxl; i>=0; i~-)
free((double *) A3L[i]);
free((double **) A3L),
auxl =2*max nn - 1;
for(i=aux1; i>=0; i--)
free((double *) Ali]);
free((double **) A),
auxl = 6*max_nef - 1,
for(i=auxl; i>=0; i--)
free((double *) K3L[i]);
free ((double **) K3L);
aux! =2*max nn - 1;
for(i=auxi; i>=0; i--)
free((double *) K[i]);
free((double **) K);
aux] = 6*max_nef - 1,
for(i=auxl; i>=0; i--)
free((double *) H3L[i]);
free ((double **) H3L),
auxl =2*max nn-1;



for(i=auxl; i>=0; i--)
free((double *) H[i]);
free((double **) H),
auxl = 6*max_nef- 1;
for(i=aux1; i>=0; i--)
free((double *) G3LJ[i});
free ((double **) G3L);
auxl =2*max nn- 1,
for(i=aux1,; i>=0; i--)
free((double *) Gli]);
free((double **) G);
aux] =max nn- 1;
for(i=auxl; i>=0; i--)
frec((double *) VP[i]);
free((double **) VP);
aux] =max nn- 1,
for(i=aux1; i>=0; i--)
free((int *) MCJi});
free((int **) MC),
3

void libmem2(void)

{

int aux1;

puts("Liberacao de Memoria - 2...\n");
auxl = max ne - 1;

for(i=auxl; i>=0; i--)

free((int *) CONEC{i]);

free((int **) CONEC);

aux! =max nn-1;

for(i=auxl; i>=0; i--)

free((int *) CONDCONI1]);
free((int **) CONDCON);
free((struct ELEMFRA *) ELEM),
if(npi)

{

free((double *) DELTAPI);
free((double *) SIGMAPI);

}

free((double *) WFRA);
free((double *) SIGMAFRA);
free((double *) SIGMACON V),
free((double *) SIGMACON);
free((double *) SQ);
free((double *) RQ);
free((double *) Q);
free((double *) LAMBDA);
free((double *) N);
free((double *) X);
free((double *) M);
free((double *) F3L);
free((double *) F);
free((double *) P_V),
free((double *) P);
free((double *) U V),
free((double *) U);

if(npi)
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{
free((double *) YI);
free((double *) XI);
3
free((double *) YC),;
free((double *) XC);
free((double *) YN);
free((double *) XN);
free((int *) INCINI);
free((int *) NF);
free((int *) ND);
h
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D.3 Mefre03.c

[*+ +
[+ +
| I
| UNIVERSIDADE DE SAO PAULO Il
Il ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS Il
| DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS||
[ MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS I
l |
I Projeto: MEFRECLI.PRJ Il
I I
I Arquivo Fonte: MEFRE03.C I
I Versao 0.32 25/05/96 i
[I 1179 linhas, 31923 bytes fl
I I
I Compilador: Borland C++, versao 3.1 Il
I Apl.: Windows EXE Modelo: Large Il
I I
[+ +
+ + */

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include "mefre03.h"

/* + +

| I

! FUNCOES DE 3.0 NIVEL |

| |

+ + */
void alocmem1(void)

puts(" Alocacao de Memoria - 1...\n");
ND = (int *) calloc(max_nnd,sizeof(int));
if (IND)

{



puts("Erro de Alocacao - ND.\n");

ch = getch(), exit(1);

}

NF = (int *) calloc(max_nnd,sizeof(int));

if (INF)

{

puts("Erro de Alocacao - NF.\n");

ch = getch(); exit(1);

}

INCINI = (int *) calloc(max_nef sizeof(int));

if ({INCINI)

{

puts("Erro de Alocacao - INCINIL.\n");

ch = getch(); exit(1);

}.

XN = (double *) calloc(max nn,sizeof(double));
if(1XN)

{

puts("Erro de Alocacao - XN.\n");

ch = getch(); exit(1),

h

YN = (double *) calloc(max_nn,sizeof(double));
if('YN)

{

puts("Erro de Alocacao - YN.\n");

ch = getch(); exit(1);

3
XC = (double *) calloc(max_nn,sizeof(double));
if(1XC)

{

puts("Erro de Alocacao - XC.\n");

ch = getch(); exit(1);

h
YC = (double *) calloc(max_nn,sizeof(double));
if(1YQ)

{

puts("Erro de Alocacao - YC.\n");

ch = getch(); exit(1);

}
if(npi)
{

X1 = (double *) calloc(max_npi,sizeof(double));
if(1XT)

{

puts("Erro de Alocacao - XI.\n");

ch = getch(); exit(1);

}

¥
¥

void alocmem?2(void)
{
puts("Alocacao de Memoria - 2...\n"),
if(npi)
{
YI = (double *) calloc(max_npi,sizeof(double));
if(Y)
{
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puts("Erro de Alocacao - Y1.\n");
ch = getch(); exit(1);
}
}
U = (double *) calloc(2*max_nn,sizeof(double));
if(1U)
{
puts("Erro de Alocacao - U.\n"),
ch = getch(); exit(1),
}
U_V = (double *) calloc(2*max_nn,sizeof(double)),
if(tU_V)
{
puts("Erro de Alocacao - U_V.\n"),
ch = getch(); exit(1),
}
P = (double *) calloc(2*max_nn,sizeof(double));
if('P)

{
puts("Erro de Alocacao - P.\n");
ch = getch(); exit(1),

}
P_V = (double *) calloc(2*max_nn,sizeof(double));
if('P_V)
{
puts("Erro de Alocacao - P_V.\n");
ch = getch(); exit(1);
}
F = (double *) calloc(2*¥*max_nn,sizeof(double));
if('F)

{
puts("Erro de Alocacao - F.\n");
ch = getch(); exit(1);
¥
F3L = (double *) calloc(6*max_nef,sizeof(double));
if('F3L)
{
puts("Erro de Alocacao - F3L.\n");
ch = getch(); exit(1);
h
M = (double *) calloc(2*max_nn,sizeof(double));
if('M)
{
puts("Erro de Alocacao - M.\n");
ch = getch(); exit(1);

3
¥

void alocmem3(void)

{
puts("Alocacao de Memoria - 3...\n");
X = (double *) calloc(2*max_nn,sizeof(double));

if(1%)

{
puts("Erro de Alocacao - X.\n"),
ch = getch(); exit(1);

3
N = (double *) calloc(6*max_nef sizeof(double)),
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if(IN)

{

puts("Erro de Alocacao - N.\n");

ch = getch(); exit(1);

}

LAMBDA = (double *) calloc(max_ninc,sizeof(double));
if((LAMBDA)

{

puts("Erro de Alocacao - LAMBDA \n");

ch = getch(); exit(1);

}

Q = (double *) calloc(6*max_nef,sizeof(double));
if('Q)

{

puts("Erro de Alocacao - Q.\n");

ch = getch(); exit(1);

b

RQ = (double *) calloc(6*max_nef,sizeof(double));
if('IRQ)

{

puts("Erro de Alocacao - RQ.\n");

ch = getch(); exit(1);

}

SQ = (double *) calloc(6*max_nef,sizeof(double));
if(1SQ)

{

puts("Erro de Alocacao - SQ.\n");

ch = getch(); exit(1);

h

SIGMACON = (double *) calloc(6*max_nn,sizeof(double)),
if(1SIGMACON)

{

puts("Erro de Alocacao - SIGMACON.\n");

ch = getch(); exit(1);

H

SIGMACON_V = (double *) calloc(4*max_nn,sizeof(double));

if(1SIGMACON_V)

{

puts("Erro de Alocacao - SIGMACON_V.\n");
ch = getch(); exit(1);

}

3

void alocmem4(void)
{

puts("Alocacao de Memoria - 4...\n");

SIGMAFRA = (double *) calloc(6*max_nef sizeof(double));
if(!SIGMAFRA)

{

puts("Erro de Alocacao - SIGMAFRA \n");

ch = getch(); exit(1);

}

WFRA = (double *) calloc(2*max_nef,sizcof(double));
if(lWFRA)

{

puts("Erro de Alocacao - WFRA \n");

ch = getch(); exit(1);
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if(npi)
{

SIGMAPI = (double *) calloc(6*max_npi,sizeof(double));

if('SIGMAPI)

{

puts("Erro de Alocacao - SIGMAPL\n"),
ch = getch(); exit(1);

}

DELTAPI = (double *) calloc(2*max_npi,sizeof(double)),

if('DELTAPI)

{

puts("Erro de Alocacao - DELTAPL\n");
ch = getch(); exit(1);

}

}

ELEM = (struct ELEMFRA *) calloc(max_nef sizeof(struct ELEMFRA));

iflELEM)

{

puts("Erro de Alocacao - ELEM.\n");

ch = getch(); exit(1);

}

CONDCON = (int **) calloc{max_nn,sizeof(int *)),
if ({CONDCON)

{

puts("Erro de Alocacao - CONDCON.\n");
ch = getch(); exit(1);

b

for(i=0; i<max_nn; i++)

{
CONDCON]Ji] = (int *) calloc(2,sizeof(int));
if(tCONDCONJi])

{
printf("Erro de Alocacao - CONDCON|[%d].\n" i),
ch = getch(); exit(1);
3
3
CONEC = (int **) calloc(max_ne,sizeof(int *));
if ({CONEC)
{
puts("Erro de Alocacao - CONEC.\n"),
ch = getch(); exit(1);
}
for(i=0; i<max_ne; i++)
{
CONECYi] = (int *) calloc(2,sizeof(int));
if(lCONECI1))

{
printf("Erro de Alocacao - CONEC[%d].\n",i);
ch = getch(); exit(1);
¥
}
h

void alocmem35(void)
{

int auxl;

puts(" Alocacao de Memoria - 5. \n");
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MC = (int **) calloc(max_nn,sizeof(int *));
if (IMO)

{

puts("Erro de Alocacao - MC.\n");

ch = getch(); exit(1);

3

for(i=0; i<max_nn; i++)

{

MC]i] = (int *) calloc(2,sizeof(int));
if(IMCIi])

{

printf("Erro de Alocacao - MC[%d].\n"1);
ch = getch(); exit(1);

}
}
VP = (double **) calloc(max_nn,sizeof(double *));
if(1VP)
{

puts("Erro de Alocacao - VP.\n"),
ch = getch(); exit(1);
b
for(i=0; i<max_nn; i++)
{
VP[i] = (double *) calloc(2,sizeof(double));
if(' VP[i])
{
printf("Erro de Alocacao - VP[%d].\n" i);
ch = getch(); exit(1);
3
3
auxl = 2*max_nn;
G = (double **) calloc(aux1,sizeof(double *));
if('!G)
{
puts("Erro de Alocacao - G.\n");
ch = getch(); exit(1);
}
for(i=0; i<auxl; i++)
{
Gli] = (double *) calloc(aux],sizeof(double));
if({!Gli])
{
printf("Erro de Alocacao - G[%d].\n",i);
ch = getch(); exit(1);
}
}
}

void alocmem6(void)

{

int auxl, aux2;

puts("Alocacao de Memoria - 6...\n"),

auxl = 6*max_nef, aux2 = 2*max_nn,

G3L = (double **) calloc(aux1,sizeof(double *));
if(!G3L)

{

puts("Erro de Alocacao - G3L.\n");
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ch = getch(), exit(1);
}
for(i=0, i<auxl; i++)
{
G3LJi] = (double *) calloc(aux?,sizeof(double)),
if(!G3L[1])
{
printf("Erro de Alocacao - G3L[%d].\n",1);
ch = getch(); exit(1);
H

auxl = 2*max_nn;
H = (double **) calloc(auxl,sizeof(double *));
if('H)

puts("Erro de Alocacao - H.\n");
ch = getch(); exit(1);,
¥

for(i=0; i<auxl; i++)

HJi] = (double *) calloc(auxl,sizcof(double));
if("H[i])

{

printf("Erro de Alocacao - H[%d].\n",1);

ch = getch(); exit(1),

h
3
auxl = 6*max_nef, aux2 = 2*max nn;
H3L = (double **) calloc(auxl,sizeof(double *));
if("H3L)

{
puts("Erro de Alocacao - H3L.\n"),
ch = getch(); exit(1);
H
for(i=0; i<auxl; i++)
{
H3L[i] = (double *) calloc(aux2,sizeof(double));
if(tH3L[i])
{
printf("Erro de Alocacao - H3L[%d].\n",1);
ch = getch(); exit(1),
H
h
H

void alocmem7(void)

{

int aux1, aux2;

puts("Alocacao de Memoria - 7...\n");

auxl = 2*max_nn; aux2 = 6*max_nef,

K = (double **) calloc(auxl1,sizeof(double *));
if('K)

{

puts("Erro de Alocacao - K.\n");

ch = getch(); exit(1),

b

for(i=0; i<auxl; i++)
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{
K[i] = (double *) calloc(aux?2,sizeof(double));
if('K[i])
{
printf("Erro de Alocacao - K[%d].\n",1);
ch = getch(); exit(1);
3
3
auxl = 6*max_nef,
K3L = (double **) calloc(aux],sizeof(double *));
if('K3L)
{
puts("Erro de Alocacao - K3L.\n");
ch = getch(); exit(1);
}
for(i=0; i<auxl; i++)
{
K3L[i] = (double *) calloc(aux1,sizeof(double));
if("K3L[i})
{
printf("Erro de Alocacao - K3L[%d].\n" 1),
ch = getch(); exit(1);
}
}
auxl = 2*max_nn;
A = (double **) calloc(aux1,sizeof(double *));
if(1A)
{
puts("Erro de Alocacao - A.\n");
ch = getch(); exit(1);
)
for(i=0; i<auxl; i++)
{
Ali] = (double *) calloc(aux1,sizeof(double));
if(1A[i])
{

printf("Erro de Alocacao - A[%d].\n",i);
ch = getch(); exit(1),
3

}

}

void alocmem8(void)

{

int auxl, aux2;

puts("Alocacao de Memoria - 8...\n");

aux] = 6*max_nef, aux2 = 2*max_nn;

A3L = (double **) calloc(aux1,sizeof(double *));
if(1A3L)

{

puts("Erro de Alocacao - A3L.\n");

ch = getch(); exit(1);

b

for(i=0; i<auxl; i++)

{

A3LJi] = (double *) calloc(aux2,sizeof(double));
if('A3L[i])
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{
printf("Erro de Alocacao - A3L[%d].\n",i);
ch = getch(); exit(1),
}
}
aux! = 2*max_nn; aux2 = 6*max_nef;
R = (double **) calloc(aux1,sizeof(double *));
if('R)
{
puts("Erro de Alocacao - R.\n"),
ch = getch(); exit(1);
h
for(i=0; i<auxl; i++)
{
R[i] = (double *) calloc(aux2 sizeof(double));
if('Rfi])

{

printf("Erro de Alocacao - R[%d].\n",i);
ch = getch(), exit(1);

}

auxl = 6*max_nef;
S = (double **) calloc(auxl,sizeof(double *));
if(!S)

puts("Erro de Alocacao - S.\n");
ch = getch(); exit(1),
}
for(i=0; i<auxl, i++)
{
S[i] = (double *) calloc(auxl1,sizeof(double));
if('S[i})
{
printf("Erro de Alocacao - S[%d].\n",1);
ch = getch(); exit(1),
)
3
¥

% HHHHHHHHHAHHHR A AR )

void matgh(void)

{

int aux1, aux2;

double a, csib, aux3, aux7,

puts("Calculo das Matrizes [H] e [G]...\n");
/* DETERMINACAO DO TIPO E DA POSICAO DOS PONTOS DE COLOCACAOQO */

for(i=0; i<nn; i++) /* INICIALIZACAO DOS TIPOS */
MCIi][0] = 0;

for(i=0; i<nnd; i++) /* ANOTACAO DOS NOS DUPLOS */
MCIND[i]][0] = 1;

auxl = MC|[nn-1}[0]; /* DETERMINACAO DOS TIPOS */

for(i=nn-1; i>0, i--)
MCIi][0] += MC][i-1][0];
MCJ0][0] += auxl;
for(i=0; i<nnd; i++)
MCINDI{if}[0] =2,
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for(i=0; i<ne; i++) /* DETERMINACAO DA POSICAQ */
{
MC[CONEC[i][0]}[1] = i:
if MC[CONECYi][1]][0] == 2)
MC[CONEC[][1]][1] = i
3

/* CALCULO DAS COORDENADAS DQOS PONTOS DE COLOCACAQO */
for(i=0; i<nn; i++)

{
switch(MCTi][0]) /* TIPO */
{ /* PRIMEIRO DO NO DUPLO */

case 2: XCl[i] = 0.25*XN[CONECIMCTi][1]][0]]+0.75*XN[CONEC[MC[i]{1]]{1]];
YC[i] = 0.25*YN[CONEC[MCJi][1]][0]]+0.75*YN[CONEC[MC[i][1]]1]];
break;
/* SEGUNDO DO NO DUPLO */
case 1. XC[i] = 0.75*XN[CONEC[MC[i}[1]][0]]+0.25*XN[CONEC[MC[1][1]][1]];
YC[i] = 0.75*YN[CONEC[MCIi][1]]{0]]4+0.25*YN[CONEC[MC[][111[1]];
break;
/¥ PONTO DE COLOCACAO NODAL */
case 0: XC[i] = XN[CONECIMCH][111[0]};
YC[i] = YN[CONEC[MCIi][1]1[0]1;
}

}
/* INICIALIZACAO DAS MATRIZES [G] E [H] */
auxl = 2*max nn;
for(i=0; i<auxl; i++)
for(j=0; j<auxl, j++)
GIi][j] = Hli][j] = 0.0;
/* CALCULO DOS COEFICIENTES DAS MATRIZES [G] E [H] */

for(i=0; i<nn; i++) /* PONTO DE COLOCACAO */
{for(j=0; j<ne; j++) /* ELEMENTO #*/
{ /* CALCULO DAS MATRIZES DE INFLUENCIA */
switch(MC[i}[0])
{case 2

case 1: if(j = MCIi][1])
intloc(XCli], YC[i], XN[CONECIj][0]], YN[CONECj][0]],
XN[CONECT[;H 11, YN[CONECIj][1]1,1);
clse
intext(XC[i], YC[i], XN[CONECj][0]], YN[CONEC];j][0]].
XN[CONECj][1]], YN[CONEC[j][1]});
break;
case 0: if(j == MCJ[i][1])
intloc(XC[i], YC[i], XN[CONEC/j][0]], YN[CONECY;][0]],
XN[CONECIj][1]], YN[CONECTj][1]],0);
else if(((j+1) == MCIi][1]) || (G+1-ne) == MCIi][1]))
intloc(XC[i], YC[i] XN[CONECI;][0]], YN[CONECj}{0]],
XN[CONECIj][1]]. YN[CONECjI[1]],2);
clse
intext(XC[i], YC[i], XN[CONECj][0]], YN[CONECJj1[0]],
\ XN[CONECTYj][1]], YN[CONECYj][1]]);
/* ENCAIXE DAS MATRIZES DE INFLUENCIA */
for(aux1=0; aux1<2; aux1++)
for(aux2=0; aux2<2; aux2++)
{



H|2*i+aux1}[2*CONEC[j][0]+aux2] += HW]aux1][aux2];
H[2*i+aux1]{2*CONEC[j][1]+aux2] += HW]aux!}[aux2+2];
G[2*i+aux1][2*CONEC]j][0]+aux2] += GW[aux1][aux2];
Gf2*i+aux1][2*CONEC[j]|1}+aux2] += GW]aux1][aux2+2];
3
}
/* CALCULO E ENCAIXE DA MATRIZ [CFI} */
for(aux1=0; aux1<2; auxl++) /* INICIALIZACAQO */
for(aux2=0; aux2<4, aux2++)
CFI[aux1]{aux2] = 0.0;
aux3 = XC[i]-XN[CONECIMCIi][11][01];
aux7 = YC[i}-YN[CONEC[MCTi][1]}{01],
a = sqrt(aux3*aux3 + aux7*aux7),
aux3 = XNJCONECIMC[i][1]I[1]}-XN[CONEC[MCIi][1}}{01];
aux7 = YNJCONEC[MC[iJ{1]1[1]]-YN[CONECIMCIi][11]i01];
1 = sqrt(aux3*aux3 + aux7*aux7);
csib = -1.0+2.0*a/1; /* CSI DO PONTO DE COLOCACAOQO */
CFI[0}]0] = CFI[1][1] = 0.25*(1~csib);  /* COEFICIENTES */
CFI[0][2] = CFI[1][3] = 0.25*(1+csib);
for(aux1=0; aux1<2; aux1++) /* ENCAIXE */
for(aux2=0; aux2<2; aux2++)
{
H[2*i+aux1][2*CONEC[MC]i][1]][0]+aux2] += CFI[aux1][aux2];
H[2*i+aux1][2*CONEC[MCIi][1]]]1]+aux2] += CFI[aux1][aux2+2];
}
}
}

¥ SRR AR B %/

void sels(double **A, double *B, int n)
{

int aux1l = n-1, aux2, pl;

double tol = 1.0e-6/E, ¢, pivo,

puts("Resolucao do SELS...\n");
for(i=0; i<auxl; i++) /* LINHA DO PIVO */

{

aux2 = i+l;
/* ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL */
pivo = fabs(A[i}[i]); pl = 1;
for(j=aux2; j<n; j++)
if(fabs(A[j}{i}) > pivo)
{

pivo = fabs(A[jI[i]): pl = j;
i%(pl—i)
{for(k=i; k<n; k++)
{c = Alil[k]; Alil[k] = Alplj[k]; Afpl][k] =c;
i = BIi]; Bli] = B{pl]; B[pl] =¢;
i = Ali][i;
if(fabs(c) <= tol)
{fprintf(FILEOUT,“\nMatriz dos coeficientes singular (PTVOT)\n"
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"Linha singular:; %d".i),
ch = getch(); exit(1);

b
/* DIAGONALIZACAQ */
for(k=aux2; k<n; k++)
Alilk] /=¢;
Bli] /=c;
for(j=aux2; j<n; j++)  /* LINHA A SER ELIMINADA */
{
¢ = Aljlli];
for(k=aux2; k<n; k++) /* COLUNA A SER ELIMINADA */
Aljlk] = c*Ali][k];
B{j] = ¢*Blil
3

}
/* RETROSUBSTITUICAOQO */
if(fabs(Alaux1][aux1]) <= tol)
{
fprintf(FILEOUT, "\nMatriz dos coeficientes singular RETRO)\n");
ch = getch(); exit(1);
3
else Blaux1] /= Alaux1][auxl];
auxl = n-2;
for(j=aux1; j>=0, j--)
{
aux2 =j+1,
for(k=aux2; k<n; k++)
BIj] = Aljl{k]*B[k];
b
}

X R

void tencon(void)

{

int auxl;

double sigmall, sigmal2, sigma22, €22, x1, y1, x2, y2, ux1, uyl, ux2, uy2,
csn, sn, px, py, tol = 1.0E-6, aux3, aux7,;

int *AUXS;

double *AUX4;

puts("Calculo dos Valores das Tensoes no Contorno...\n");
/* VETOR DAS DEFORMACOES ESPECIFICAS TANGENCIAIS MEDIAS DOS NOS */
AUX4 = (double *) calloc(nn,sizeof(double));
/* VETOR DOS ELEMENTOS ONDE OS NOS ESTAO SITUADOS *#/
AUXS = (int *) calloc(nn,sizeof(int));
/* INICIALIZACAQO DAS VARIAVEIS */
for(i=0; i<nn; i++)
{
aux] = 6%,
SIGMACON]Jaux1] = SIGMACONJaux1+1] = SIGMACON[aux1+2] = 0.0;
AUX4[i] = 0.0;
H
/* CALCULO DAS DEFORMACOES ESPECIFICAS MEDIAS NA DIRECAO
TANGENCIAL E DETERMINACAO DO ELEMENTO ONDE CADA NO ESTA
CONTIDO */
for(j=0; j<ne; j++) /* ELEMENTO */
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ux1 = U[2*CONECIjj[0]]; uyl = U[2*CONECIj}{0]+1];
ux2 = U[2*CONECIj][1}]; uy2 = U[2*CONEC[j]{1]+1];
x1 = XN[CONEC[j]{0]]; y1 = YNJCONEC[][0]];
x2 = XNJCONECIj[1]}; y2 = YN[CONEC[j}[1]]:

= sqri((x2-x1)*(x2-xD+(y2-y ) *(y2-y)).
€22 = (ux2-ux1)*(x2-x1)+(uy2-uy 1) *(y2-y1))/(1*1);

/* ACUMULO DAS CONTRIBUICOES DE CADA ELEMENTO */
AUX4[CONEC]Jj}{0]] += ¢22; AUX4]CONECIj][1]] +=€22;
/* DETERMINACAOQO DOS ELEMENTOS */

AUXS5[CONECHII0]l =1J:
if(MC[CONEC[;1{1]]{0] == 2)
AUXS[CONEC[II1]] =3;
}
for(i=0; i<nnd; i++) /* NO DUPLO */
{
AUX4[ND[i]] *=2.0,
if((NDfi}+1) < nn)
AUX4[NDJi]+1] *=2.0;
else
AUX4[0] *= 2.0,

¥
/* MEDIA DAS CONTRIBUICOES 'A DEFORMACAO EM CADA NO */
for(i=0; i<nn; i++)
AUX4{i} /=2.0;
/* CALCULO DAS TENSOES NODAIS */
for(i=0; i<nn; i++) /* NO */

/* CO-SENOS DIRETORES DO VERSOR NORMAL AO ELEMENTO */
x1 = XN[CONEC[AUXS{i]1[0]}; y1 = YN[CONEC[AUXS5[i]][0]];
x2 = XN[CONEC[AUXS[i]][1]]; y2 = YN[CONEC[AUXS[]I[1]];
I = sqrt((x2-x1)*(x2-x1)+(y2-y 1) *(y2-y1));
csn = (y2-y1)/1; sn = (x1-x2)/1;
/* FORCAS DE SUPERFICIE NODAIS */
px = P[2%*i]; py = P[2*i+1];
/* TENSOES NAS DIRECOES LOCAIS */
sigmall = px*csn + py*sn; /¥l */
sigmal2 = -px*sn + py*csn; /¥ 12 */
sigma22 = sigmal 1*NI/(1.0-NI) + AUX4{[i]*E/(1.0-NI*NI);
/* TENSOES NAS DIRECOES GLOBAIS */
auxl = 6%,
SIGMACON][aux1] = csn*csn*sigmall - 2.0*sn*csn*sigmal2 + sn*sn*sigma2?2;
SIGMACON[aux1+1] = sn*csn*(sigmal 1-sigma22) + (csn*csn-sn*sn)*sigmal?2;
SIGMACON][aux1+2] = sn*sn*sigmall + 2.0*sn*csn*sigmal2 + csn*csn*sigma2?2;
/* TENSOES E DIRECAO PRINCIPAIS */
aux3 = SIGMACON]aux1] - SIGMACON][aux1+2];
aux7 = SIGMACONJ[aux1+1];
SIGMACON][aux1+3] = 0.5*(SIGMACONJaux1] + SIGMACON[aux1+2] +
sqrt(aux3*aux3 + 4.0*aux7*aux7));
SIGMACON[aux1+4] = 0.5*(SIGMACON]aux1] + SIGMACON[aux1+2] -
sqri(aux3*aux3 + 4.0*aux7*aux7)),
if((fabs(SIGMACON][aux1+3]-SIGMACON[aux1+2]) > tol)}|
(fabs(SIGMACON]aux1+1]) > tol))
SIGMACONJ[aux1+5] = atan2(SIGMACON][aux1+1],
SIGMACON][aux1+3]-SIGMACON][aux1+2});
clse if(fabs(SIGMACON][aux1]-SIGMACON[aux1+2]) > tol)
SIGMACON][aux1+5] = PI/2.0;
else
SIGMACON(aux1+5} = 0.0,
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3

free((int *) AUXS5);
free((double *) AUX4);
}

¥ BRI R A %)
void destenint(void)
{

int 1, j, k, auxl;
double tol = 1.0E-6, aux3, aux7;

/* CALCULO DOS VALORES DE TENSAO E DESLOCAMENTO NOS PONTOS

INTERNOS */
for(i=0, i<npi; i++) /* PONTO INTERNO */
{

/* INICIALIZACAO */

for(j=0; j<6; j++)
SIGMAPI[6*i+j] = 0.0;
DELTAPI|2*i] = DELTAPI[2*i+1] = 0.0;
for(j=0, j<ne; j++) /* ELEMENTO */
{
/* CALCULO DAS MATRIZES [HW] E [GW] */
intext(X1[i], Y1[i], XN [CONEC[j][0]], YN[CONECY;j][0]], XN[CONECJj][1]],
YN[CONEC[j][11]);
/* ORGANIZACAO DOS VALORES NODAIS DE FORCA DE SUPERFICIE E
DESLOCAMENTO */
UJ[0] = U[2*CONECI;j}{0]]; UJ[1] = U[2*CONECj][0]+1];
UJ[2] = U[2*CONEC(j][1]]; UJ[3] = U[2*CONEC[j][1]+1];
PJ[0] = P[2*CONEC[;}][0]]; PI[1] = P[2*CONEC[j][0]+1];
PJ[2] = P[2*CONECIj}{11]; PJ[3] = P[2*CONECI[j}{1]+1];
/* CALCULO DOS DESLOCAMENTOS */
for(k=0; k<4; k++)
{
DELTAPI[2*i] += GW[O0][k]*PJ[k]-HWI[0][k]*UJ[k];
DELTAPI[2*i+1] += GW[1][k]*PJ[k]-HW[1]{k]*UJ[k];
}
/* CALCULO DAS MATRIZES [SFI] E [DFI] */
sd(XI[1], YI[i] XN|CONECY;}][0]], YN[CONEC[j]{0]], XN[CONEC[j}[1]],
YN[CONEC[j][1]]);
/¥ CALCULO DAS TENSOES NAS DIRECOES GLOBAIS */
for(k=0; k<4, k++)
{
SIGMAPI[6*i] += DFI[0][k]*PJ[k]-SFI[0][k]*UJ[k],
SIGMAPI[6*i+1] += DFI[1][k]*PJ[k]-SFI|[1][{k]*UJ[k];
SIGMAPI[6*i+2] += DFI[2]{k]*PJ[k]-SFI{2]{k]*UJ[k];
}}
/* TENSOES E DIRECAQ PRINCIPAIS */
aux]l = 6%i;
aux3 = SIGMAPI[aux1] - SIGMAPI[aux1+2];
aux7 = SIGMAPI[aux1+1];
SIGMAPI[aux1+3] = 0.5*(SIGMAPI[aux1] + SIGMAPI[aux1+2] +
sqrt(aux3*aux3 + 4.0*aux7*aux7));
SIGMAPI[aux1+4] = 0.5*(SIGMAPI[aux1] + SIGMAPI[aux1+2] -
sqrt(aux3*aux3 + 4.0*aux7*aux7));
if((fabs(SIGMAPI[aux1+3]-SIGMAPI[aux1+2]) > tol)]|
(fabs(SIGMAPI[aux1+1]) > tol))
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SIGMAPI[aux1+5] = atan2(SIGMAPI[aux1+1],
SIGMAPI[aux1+3]-SIGMAPI[aux1+2]);
else if(fabs(SIGMAPI{aux1]-SIGMAPI[aux1+2]) > tol)
SIGMAPIfaux1+5] = PI/2.0;
clse

SIGMAPI[aux1+5] = 0.0,

¥

}

¥ R RS %/

void invplc(double ** A int n)
{
double tol = 1.0e-6/E;

puts("Inversao Local da Matriz [A]...\n"),
/* INVERSAQO */

for(i=0; i<n; i++)

{

if (fabs(A[i][i]) <=tol )

{

printf("Matriz Singular.");

ch = getch(); exit(1);

h

Ali][i] = 1.0/ Ali]lil;
for(j=0; j<n; j++)

if(j-i)

Alilfj] *= ALl
for(k=0; k<n, k++)

if(k-1)

for(j=0; j<n; j++)

if(j-i)

Alk]fj] = ALK]l*AL]LI

for(k=0; k<n; k++)

if(k-1)

\ AlK][i} = -AlKk][i]*Ali]li];
H

[* HBHH AR AR )

void tenconv(void)

{

int auxl1;

double sigmall, sigmal2, sigma22, e22, x1, yl, x2, y2, uxl, uyl, ux2, uy2,
csn, sn, pX, py;

int *AUXS,

double *AUX4;

puts("Calculo dos Valores Verdadeiros das Tensoes no Contorno...\n");

/* VETOR DAS DEFORMACOES ESPECIFICAS TANGENCIAIS MEDIAS DOS NOS */
AUX4 = (double *) calloc(nn,sizeof(double));

/* VETOR DOS ELEMENTOS ONDE OS NOS ESTAO SITUADOS */
AUXS = (int *) calloc(nn,sizeof(int));

/* INICIALIZACAO DAS VARIAVEIS */
for(i=0; i<nn; i++)
{

auxl = 4*i;



SIGMACON_V[aux1] = SIGMACON_V][aux1+1] = SIGMACON _V[aux1+2] = 0.0;

AUX4[i] = 0.0;
}

/* CALCULO DAS DEFORMACOES ESPECIFICAS MEDIAS NA DIRECAO
TANGENCIAL E DETERMINACAO DO ELEMENTO ONDE CADA NO ESTA

CONTIDO */
for(j=0; j<ne; j++) /* ELEMENTO */
{

uxl =U_V[2*CONEC[j][0]]; uyl = U_V[2*CONECIj][0]+1];
ux2 = U_V[2*CONEC[j}{1]]; uy2 = U_V[2*CONEC[j][1]+1];
x1 = XN[CONECIj}[0]]; y1 = YN[CONECY;][0]];

x2 = XN[CONEC[j][1]]; y2 = YN[CONEC[j][1]];

1= sqri((2-x1*(x2-x1)+(y2-y)*(y2-y1));

€22 = ((ux2-ux1)*(x2-x1)+(uy2-uy1)*(y2-y1))/(1*1);

/* ACUMULO DAS CONTRIBUICOES DE CADA ELEMENTO */
AUX4[CONECI[j1[0]] +=¢22; AUX4[CONECIj]J[1]] += €22;
/* DETERMINACAO DOS ELEMENTOQS */

AUXS[CONECIj][0]] =3;
if(MC[CONEC[j][1]]{0] == 2)
AUXS[CONECY](1]] =j;
}
for(i=0; i<nnd; i++) /* NO DUPLO */
{
AUX4[ND[1]] *= 2.0,
if((NDJi]+1) < nn)
AUX4|INDJi]+1] *= 2.0,
clse
AUX4[0] *=2.0;

3
/* MEDIA DAS CONTRIBUICOES " A DEFORMACAQ EM CADA NO */
for(i=0; i<nn; i++)

AUX4li] /= 2.0;

/* CALCULO DAS TENSOES NODAIS */
for(i=0; i<nn; i++) /¥ NO */
{

/* CO-SENOS DIRETORES DO VERSOR NORMAL AO ELEMENTO */
x1 = XN[CONECJAUXS[i]][0]]; y1 = YN[CONEC[AUXS5[i]][0]};

x2 = XN[CONEC[AUXS[il1[11]; y2 = YN[CONEC[AUXS5[i]I[1]1;

1= sqri((x2-x1)*(x2-x1)+H(y2-y1)*(y2-y1));

csn = (y2-y1)/; sn = (x1-x2)/1;

/* FORCAS DE SUPERFICIE NODAIS */
px =P_V[2*i]; py =P _V[2*i+1];
/¥ TENSOES NAS DIRECOES LOCAIS */

sigmall = px*csn + py*sn; /* 1 */

sigmal2 = -px*sn + py*csn, /* 12 */

sigma22 = sigmal1*NI/(1.0-NI) + AUX4[i]*E/(1.0-NI*NI);

/* TENSOES NAS DIRECOES GLOBAIS */

auxl = 4%,

SIGMACON_Vl]aux1] = csn*csn*sigmall - 2.0*sn*csn*sigmal2 + sn*sn*sigma22;
SIGMACON_V[aux1+1] = sn*csn*(sigmal 1-sigma22) + (csn*csn-sn*sn)*sigmal2;
SIGMACON_V]aux1+2] = sn*sn*sigmall + 2.0*sn*csn*sigmal2 +

csn*csn*sigma2?;
/* TENSAO PARALELA AO CONTORNO */
SIGMACON_V[aux1+3] = sigma22;

h

free((int *) AUXS5);

free((double *) AUX4);

3
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void inctenfra(void)
{

int aux1, aux2;
double aux3;

puts("Incremento Elastico das Tensoes nas Fraturas...\n");
aux2 = 6*nef’,
for(i=0; i<nef; i++) /* ELEMENTO DE FRATURA */
if(INCINI[i]) /* INCREMENTO INICIAL */
{

for(j=0; j<6; j*++)

{

auxl = 6*i + j; /* LINHA */

aux3 =0.0;

for(k=0; k<aux2; k++)

aux3 += S[aux1]{k]*SQk];

SIGMAFRA[aux1] = alfa*N[aux1] + aux3;

¥

INCINI[i] = 0,

}
else

for(j=0; j<6; jt++)
{

auxl = 6%i +j;
SIGMAFRAJaux1] += LAMBDA/[inc]*N{faux1];

}

}

/* INCREMENTOS POSTERIORES */

% BRI AR %/

void versur(void)

{
int i, j, auxl;
double x1, y1, x2, y2;

puts("Verificacao do Surgimento de Fraturas...\n"),
for(i=0; i<nnd; i++) /* NO DUPLO */

/* NO ESTA' INTEGRO E TENSAO PARALELA AO CONTORNO ULTRAPASSA A

RESISTENCIA 'A TRACAO */
if(INF[i]) && (SIGMACON_V[4*ND[i]+3] > ft))
{

printf("Verificado o Fraturamento do No Duplo %d.\n",ND}{il]),
ch = getch(),;

/* VERIFICACAO DO NUMERO DE ELEMENTOS DE FRATURA */
if(nef >= max_nef)

puts("O Numero de Elementos de Fratura Atingiu o Maximo.\n");

ch = getch(); exit(1);

}

/* IDENTIFICACAO DO ELEMENTO A QUE O NO DUPLO PERTENCE */

for(j=0; j<ne; j++)

if(CONEC[j][1] == NDli])

{

auxl =j;

break;
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¥
/* COMPRIMENTO DO ELEMENTO */
x1 = XN[CONEC][aux1}[0]]; y1 = YN[CONEC[aux1]{0]];
x2 = XN[CONEC[aux1][1}]; y2 = YN[CONEC[aux1][1]];
1= sqri((x2-x1)*(x2-x1)+(y2-y1)*(y2-y1));
/* COMPONENTES DA NORMAL AQ ELEMENTO */
enex = (y2-y1)/1; eney = (x1-x2)/1;
/* DADOS DO NOVO ELEMENTO DE FRATURA */
ELEM[nef].x1 = XN[ND[i]]; ELEM[nef].y]l = YN[NDi]];
ELEM]|nef].x2 = XN[NDJi]] - lePenex;
ELEM[nef].y2 = YN[ND(i]] - lef*eney;
ELEMjnef].ult = 1;
/* CALCULO DOS TERMOS DO VETOR {N} RELACIONADOS AO ELEMENTO DE
FRATURA */
vetn(),
/* CALCULO DOS TERMOS DA MATRIZ [R] RELACIONADOS AO ELEMENTO
DE FRATURA #/
matr(),
/* CALCULO DOS TERMOS DA MATRIZ [S] RELACIONADOS AO ELEMENTO
DE FRATURA #/
mats();
/* INCREMENTO DO NUMERO DE ELEMENTOS DE FRATURA E ATUALIZACAO
DA CONDICAO DO NO DUPLO */
nef++; NF[i] = 1,
3
h

g )

void verpro(void)

{

int i, j, auxl;

double alfamax, alfaint, sigmamax, aux3, xi, yi;

puts("Verificacao da Propagacao de Fraturas...\n");
/* NUMERO ATUAL DE ELEMENTOS DE FRATURA */

auxl = nef’,

for(i=0; i<auxl; i++) /* ELEMENTO DE FRATURA */
if(ELEMJi].ult) /* ELEMENTO E' O ULTIMO DA FRATURA */
{

/* DIRECAO DO ELEMENTO DE FRATURA */
alfaint = atan2(ELEM[i].y2-ELEM[i}.y1,ELEM[i].x2-ELEM]i].x1):
/* TENSAO PERPENDICULAR " A FRATURA NO 20 PONTO DE COLOCACAO */
aux3 = (1.0-cos(2.0*alfaint))*0.5*SIGMAFRA[6*i+3] -
sin(2.0*alfaint)*SIGMAFRA[6*i+4] +
(1.0+cos(2.0*alfaint))*0.5*SIGMAFRA[6*i+5],
if(aux3 > ft)  /* TENSAO PERPENDICULAR 'A FRATURA NO SEGUNDO PC */
{ /* ULTRAPASSA A RESISTENCIA 'A TRACAQ #/
printf("Verificada a Propagacao de Fraturas a Partir do Elemento de Fr"
"atura %d\n" 1),
ch = getch();
/* VERIFICACAO DO NUMERO DE ELEMENTOS DE FRATURA */
if(nef >= max_nef)
{
puts("O Numero de Elementos de Fratura Atingiu o0 Maximo.\n")
ch = getch(); exit(1);
3

s

/* DETERMINACAOQO DA DIRECAO CRI'TICA */



227

alfamax = alfaint; /* DIRECAO PADRAO: A MESMA */
alfaint = PI/12.0;

sigmamax = -1.0E-30,
for(j=0; j<7, j++)
{
xi = ELEMJi].x2 + cos(alfaint)*1ef/4.0,
yi = ELEM[i].y2 + sin(alfaint)*lcf/4.0,
/* CALCULO DA TENSAO NORMAL AO PROVAVEL ELEMENTO ADICIONAL DE
FRATURA */
valint(xi,yi,alfaint,j);
/* DETERMINACAO DA DIRECAO DO NOVO ELEMENTO DE FRATURA */
if(SIGMAINT]3%*j] > sigmamax)
{
sigmamax = SIGMAINT[3%#j];
alfamax = alfaint;

alfaint += P1/36.0;

3
/* DADOS DO NOVO ELEMENTO DE FRATURA */

ELEMinef].x1 = ELEM][i].x2; ELEM[nef].yl = ELEM]i].y2;

ELEM|nef].x2 = ELEM]i].x2 + cos(alfamax)*lef;

ELEM]|nef].y2 = ELEM{i].y2 + sin(alfamax)*lef;

ELEM|nef].ult =1;
/¥ CALCULO DOS TERMOS DO VETOR {N} RELACIONADOS AO ELEMENTO DE
FRATURA */

vetn();
/* CALCULO DOS TERMOS DA MATRIZ [R] RELACIONADOS AO ELEMENTO
DE FRATURA */

matr(),
/¥ CALCULO DOS TERMOS DA MATRIZ [S] RELACIONADOS AO ELEMENTO
DE FRATURA */

mats();
/* INCREMENTO DO NUMERO DE ELEMENTOS DE FRATURA E ATUALIZACAO
DA CONDICAO DO PENULTIMO ELEMENTO */

nef++; ELEM]i].ult=0;

}
}
}

e s s s

void iter(void)

{

int i, j, k, w, novaiter, auxl, aux2;

double aux3, aux7, csn, sn, alfaint, sl00, si11;
double AUX4][3];

puts("Iteracoes...\n");
aux3 = NI/(1.0-NI);
/* ITERACOES */
do
{
novaiter = 0;
for(i=0; i<nef; i++) /* ELEMENTO DE FRATURA */
{
printf("Elemento de Fratura %d\n" 1);
auxl = 6%i; aux2 = 2%i;
/* DIRECAO DA ROTACAQ: ALFA - P1/2 */
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alfaint = atan2(ELEM[i].y2-ELEM[i].y 1, ELEM]i].x2-ELEM]i].x1) - P1/2.0;
/* MATRIZ DE ROTACAOQO */

csn = cos(alfaint); sn = sin(alfaint);

ROTI0][0] = csn*csn; ROT[0][1] = 2.0*csn*sn; ROT[0}]2] = sn*sn;

ROTI1][0] = -csn*sn; ROT[1][1] = csn*csn - sn*sn;

ROT]1]|2] = -ROT[1][0}];

ROT]2]0] = ROT{0][2]; ROT[2][1} = -ROT[0]{1]; ROT[2][2] = ROT[0][0];

for(k=0; k<2; k++) /* PONTO DE COLOCACAQO */

{

/* CALCULO DAS TENSOES LOCAIS */
for(w=0; w<2; w++)
{
DELTASIGMA[2*k+w] = 0.0;
for(j=0; j<3; j++)
DELTASIGMA([2*k+w] += ROT[w][j]*SIGMAFRA[aux1+3*k+];

}
/* EXCESSO DE TENSAO */
if( WFRA[aux2+k] < wc)
DELTASIGMA[2*k] = ft*(1.0 - WFRA[aux2+k]/wc);
if(DELTASIGMA[2*k] < 0.0)
DELTASIGMA[2*k] = 0.0,
/* CALCULO DA MATRIZ [DELTAS] */
for(w=0, w<3; w++)
for(j=0; j<3; j++)
DELTAS[w][j] = S[aux1+3*k-+w][aux1+3*k+];
/* CALCULO DOS DOIS PRIMEIROS COEFICIENTES DA DIAGONAL PRINCIPAL
DA MATRIZ [DELTAS] ROTACIONADA */
sl00 =s111 =0.0;
for(j=0; j<3; j++)
{

aux7 =0.0;
for(w=0;, w<3; w++)
aux7 += DELTAS[j]{w]*(w%2?-1:1)*ROT|w][0];
sl00 += ROTI[0][j]*aux7;
b
for(j=0; j<3; j++)
{

aux7 =0.0;
for(w=0; w<3; w++)
aux7 += DELTAS[j][w]*((w+1)%27-1:1)*ROT[w][1];
sl11 += ROT[1][j}*aux7;
h

/* CALCULO DOS QUADRIPOLOS EQUIVALENTES LOCAIS */
DELTAQ][3*k] = DELTASIGMA[2*k]/s100;
DELTAQ[3*k+1] = DELTASIGMA[2*k+1}/sl11;
DELTAQ|3*k+2] = aux3*DELTAQ3*k];
/* ATUALIZACAO DA ABERTURA DE FRATURA COM A APLICACAO DOS
QUADRIPOLOS COM SINAL TROCADOQ */
WFRA[aux2+k] -= (1.0 - 2.0¥NI)*DELTAQ[3*k]/(2.0+GE*(1.0 - NI));
/* CALCULO DOS QUADRIPOLOS EQUIVALENTES GLOBAIS */
for(w=0; w<3; w++)
{
AUX4[w] = 0.0;
for(j=0; j<3: j++)
AUX4[w] += ((w+))%2?-1:1)*ROT[w][j]*DELTAQ[3 *k+j];

for(w=0; w<3; w++)
DELTAQ|3*k+w] = AUX4[w];



229

¥
/* CRITERIO DE PARADA */

if((fabs(DELTASIGMA[0}/ft) > 0.01) || (fabs(DELTASIGMA[2]/ft) > 0.01))
{

novaiter = 1;

for(j=0; j<6; j++)

Qfaux1+j] = -DELTAQ]j];
¥
else

for(=0; j<6; j++)

{

Qfauxl+j] =0.0;

RQ[aux1+j] = -DELTAQ]jl;

}

¥
/* APLICACAO DO INCREMENTO ELASTICO OU DO RESIDUO */

aux1 = 6*nef;
if(novaiter) /* INCREMENTO ELASTICO */
{
puts(" Aplicacao do Incremento Elastico...\n");
for(i=0, i<auxl; i++)
for(j=0; j<auxl; j++)
SIGMAFRAJi] += S[i][j1*Qljl;
/* ACUMULO DOS QUADRIPOLOS APLICADOS */
for(i=0; i<auxl, i++)
SQIi] += Qil:
}
else /* APLICACAO DO RESIDUO */
{
puts("Aplicacao do Residuo...\n");
for(i=0; i<auxl, i++)
for(j=0, j<auxl; j++)
SIGMAFRAJ1] += S[i]1*RO[j1;
/* ACUMULO DOS QUADRIPOLOS APLICADOS */
for(i=0; i<auxl; i++)

SQli] += RQYil;

} while(novaiter),

}
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D.4 Mefre04.c

¥+ +
- +
I I
I UNIVERSIDADE DE SAO PAULO I

I ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS
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| Projeto. MEFRECLI.PR]

|

Il Arquivo Fonte: MEFRE04.C

Il Versao 0.22 25/05/96

[ 477 linhas, 15593 bytes

I

It Compilador: Borland C++, versao 3.1

I Apl.: Windows EXE Modelo: Large

I

I
I

[+
+

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math. h>
#include "mefre04 h"

/5 +

FUNCOES DE 4.0 NIVEL

I
|
I
+

void intloc(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2
double y2, int pos)
{

double aux3, a, csib;

>

/* CALCULO DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS */

1= sqri((x2-x1)*(x2-x1)+(y2-y1)*(y2-y1));

drx = (x2-x1)/1; dry = (y2-y1)/1,
/* CALCULO DOS COEFICIENTES */

switch(pos)

{

case 0: aux3 = 1/(16.0*PI*GE*(1.0-NI));
GWI[O][0] = aux3*((3.0-4.0*NI)*(1.5-log(1))+drx*drx);
GW[0][1] = aux3*drx*dry;
GW([1][0] = GW[0][1];
GWI[1][1] = aux3*((3.0-4.0*NI)*(1.5-log(1))+dry*dry);
GWI[O][2] = aux3*((3.0-4.0*ND)*(0.5-log(1))+drx*drx);
GWI[0][3] = aux3*drx*dry;
GWI[1][2] = GW[0][3];
GWI[1][3] = aux3*((3.0-4.0*NI)*(0.5-log(1))+dry*dry);
aux3 = (1.0-2.0*ND/(4.0*PI*(1.0-ND));
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HW[0][0] = 0.0;

HWI[0][1] = aux3*(1.0-log(l)),

HWI[1][0] = -HWI[O][1];

HW[1][1]=0.0;

HWI[0][2] = 0.0;

HWI[0][3] = -aux3;

HW[1][2] = -HW[0][3}.

HWI[1][3] =0.0;

break;

case 1: a = sqrt((xc-x1)*(xc-x1)+H(yc-y1)*(yc-y1));

csib = -1.0+2.0*a/l;

aux3 = 1/(64.0*PI1*GE*(1.0-ND));

GWI[0][0] = aux3*(4.0*drx*drx-(3.0-4.0*NI)*(4.0*1og(1*¥0.5)+2.0*
(csib-2.0)+(3.0+2.0*csib-csib*csib)*log(1.0-+csib)+
(1.0-csib)*(1.0-csib)*log(1.0-csib)));

GWI[0][1] = aux3*4.0*drx*dry;

GWI1][0] = GWI[O][1];

GWI[1][1] = aux3*(4.0*dry*dry-(3.0-4.0*NI)*(4.0*log(1¥0.5)+2.0*
(csib-2.0)+(3.0+2.0*csib-csib*csib)*log(1.0+csib)+
(1.0-csib)*(1.0-csib)*log(1.0-csib)));

GWI0][2] = aux3*(4.0*drx*drx-(3.0-4.0%NI)*(4.0*log(1*0.5)-2.0*
(csib+2.0)+(3.0-2.0*csib-csib*csib) *log(1.0-csib)+
(1.0+csib)*(1.0+csib)*log(1.0+csib)));

GWI0][3] = aux3*4.0*drx*dry,

GW[1]i2] = GWIO][3];

GW[1][3] = aux3*(4.0*dry*dry-(3.0-4.0*NI)*(4.0*log(1*0.5)-2.0*
(csib+2.0)+(3.0-2.0*csib-csib*csib) *log(1.0-csib)+
(1.0+csib)*(1.0+csib)*log(1.0+csib)));

aux3 = (1.0-2.0*ND)/(4.0¥PI*(1.0-NI));

HW[0][0] = 0.0;

HW[0][1] = aux3*(1.0-(1.0-csib)*0.5*log((1.0-csib)/(1.0+csib)));

HWI[1]{0] = -HWI[O][1};

HWI1][1] = 0.0,

HWI[0][2] = 0.0;

HWI[0][3] = -aux3*(1.0+(1.0+csib)*0.5*log((1.0-csib)/(1.0+csib)));

HWI[1][2] = -HWI[O][3];

HWI1][3] =0.0;

break;

case 2: aux3 = 1/(16.0¥PI*GE*(1.0-NI)),

GWI[0][0] = aux3*((3.0-4.0¥*ND)*(0.5-log(1))+drx*drx);

GW[0][1] = aux3*drx*dry;,

GWI1][0] = GWI[O][1];

GWI1][1] = aux3*((3.0-4.0*NI)*(0.5-log(1))+dry*dry);

GWI0][2] = aux3*((3.0-4.0*ND)*(1.5-log(l))+drx*drx);

GW]0][3] = aux3*drx*dry;

GW[1][2] = GW[O]I[3L

GWI1][3] = aux3*((3.0-4.0*NI)*(1.5-log(1))+dry*dry),

aux3 = (1.0-2.0¥NI)/(4.0*PI*(1.0-NI));

HW[0}{0] =0.0;

HWI[0][1] = aux3;

HW[1][0] = -HW[O][1]:

HW[1]{1] = 0.0,

HWI[0][2] = 0.0;

HWI[0][3] = aux3*(log(1)-1.0);

HW[1][2] = -HW[O][3];

HW[1][31=0.0;

break;
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void intext(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2)
{

int i, j, k, w, aux1, nsubel;
double aux3, dl, d2, csi;

/* INICIALIZACAO DAS MATRIZES [HW] E [GW] */
for(i=0; 1<2; i++)
for(5=0; j<4; j++)
HWIi][j] = GW[i][j] = 0.0;
/* CALCULO DAS MATRIZES [HW] E IGW] */
= sqrt((x2-x1)*(x2-x1)+H(y2-y1)*(y2-y1));
dl = sqri((xc-x1)*(xc-x1)+(yc-y1)*(yc-y1));
d2 = sqri((xc-x2)*(xc-x2)+(yc-y2)*(yc-y2));
if((d1<D)jj(d2<1y)
nsubel = 4;
else
nsubel = 1;
Jjac =1/(2.0*nsubel); /* JACOBIANO #/
enex = (y2-y1)/1; eney = (x1-x2)/I;
for(aux1=0; aux1<nsubel; aux1++)
for(k=0; k<12; k++) /* PONTO DE INTEGRACAO */
{
csi = (CSI[k] + 2.0*aux1 + 1.0 - nsubel)/nsubel;
/* FUNCOES DE FORMA NOS PONTOS DE INTEGRACAO */
fil = 0.5%(1.0 - csi); fi2 = 0.5%(1.0 + csi);
/* PROPRIEDADES GEOMETRICAS NOS PONTOS DE INTEGRACAOQ */
x=fI*x1+i2*x2; y = fil*y1+fi2*y2;
I = sqrt((x-xc)*(x-xc)+H(y-yc) *(y-yc));
drx = (x-xc)/r; dry = (y-yc)/r, drn = drx*enex-+dry*eney;
/* MATRIZ [P*] #/
aux3 = -1.0/(4.0*¥PI*(1.0-NI)*r);
MP[0][0] = aux3*drn*(1.0-2.0*NI+2.0*drx*drx):
MP[0][1] = aux3*(drn*2.0*drx*dry-+(1 0-2.0*ND*(dry*enex-drx*eney));
MP[1][0] = aux3*(drn*2.0*drx*dry+(1.0-2.0*NI)*(drx*eney-dry*enex))-
MP[1][1] = aux3*drn*(1.0-2.0*NI+2 0*dry*dry);
/* MATRIZ [U*] */
aux3 = 1.0/(8.0%PI*GE*(1.0-NI));
MU[0][0] = aux3*(drx*drx-(3 .0-4.0*ND*log(r)),
MU[0][1] = aux3*drx*dry;
MU[1]{0] = MU[0][1];
MUJ[1][1] = aux3*(dry*dry-(3.0-4.0*NI)*log(r));
/* MATRIZ [F1], MULTIPLICADA POR OMEIK] */
FI[0]{0] = FI[1][1] = fil;
FI[0][2] = FI[1][3] = fi2;
FI[0][1] = FI[0][3] = FI[1][0] = FI[1][2] = 0.0
aux3 = OME[K];
for(i=0; i<2; i++)
for(j=0; j<4; j++)
FI[i][j] *= aux3;
/* COEFICIENTES DAS MATRIZES [GW] E [HW] */
for(i=0; i<2; i++)
for(j=0; j<4; j++)
for(w=0;, w<2; w++)
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{
GWIi][j] += MU[i}[w]*FI{w]jl;
HWIi][j} += MP[i][w]*F1{w]jl;
¥

}
/* ELEMENTO LINEAR: JACOBIANO CONSTANTE */

for(i=0; i<2; i++)

for(=0; j<4; j++)

{

GWIi][j] *= jac, HWIi][j] *= jac,

3
}

1% AR AR HHHAHE AR ]

void sd(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2, double y2)
{

int i, j, k, w, aux1, nsubel;

double aux3, dl1, d2, csi;

/* INICIALIZACAQO DAS MATRIZES [SFI] E [DFI] */
for(i=0; i<3; i++)
for(=0; j<4; j++)
SFI[i][j] = DFI[i][j] = 0.0;
/* CALCULO DAS MATRIZES [SFI] E [DFI} */
1= sqre((x2-X1)*(x2-x1)H(y2-y ) *(y2-y1));
d1 = sqri((xc-x1)*(xe-xDH(yc-y)*(yc-y 1)),
d2 = sqrt((xc-x2)*(xc-x2)+(yc-y2)*(yc-y2));
if((d1<D)|(d2<1))
nsubel = 4;
else
nsubel = 1;
jac =1/(2.0*nsubel), /* JACOBIANO */
enex = (y2-y1)/1; eney = (x1-x2)/1;
for(aux1=0; auxl<nsubel; aux1++)
for(k=0; k<12; k++) /* PONTO DE INTEGRACAO */

cst = (CSI[k] + 2.0*aux1 + 1.0 - nsubel)/nsubel;
/* VALORES DAS FUNCOES DE FORMA NOS PONTOS DE INTEGRACAOQO */
fil = 0.5*(1.0-csi); fi2 = 0.5%(1.0+csi);
/* PROPRIEDADES GEOMETRICAS NOS PONTOS DE INTEGRACAQO */
x = fil*x1+fi2*x2; y = fil*yl1+fi2*y2;
1 = sqri((x-xc)*(x-xC) Hy-yo) *(y-y0)).
drx = (x-x¢)/1; dry = (y-yc¢)/t; drn = drx*enex-+dry*eney;
/* MATRIZ [ESSE] */
aux3 = GE/(2.0*PI*(1.0-NI)*r*1),
ESSE[0][0] = aux3*(2.0*drn*drx*(1.0-4.0*drx*drx)+4.0*NI*enex*drx*drx+2.0*
(1.0-2.0*ND)*enex*(drx*drx+1.0)-(1.0-4.0*NI)*enex),
ESSE[0][1] = aux3*(2.0*drn*dry*(1.0-2.0*NI-4.0*drx*drx)+4.0*NI*enex*drx*
dry+2.0*(1.0-2.0*ND*eney*drx*drx-(1.0-4.0*ND)*eney);
ESSE[1][0] = aux3*(2.0*drn*dry*(NI-4.0*drx*drx)+2.0*NI*drx*(enex*dry+
eney*drx)+(1.0-2.0*NI)*(2.0*enex*drx*dry-+eney));
ESSE[1][1] = aux3*(2.0*drn*drx*(NI-4.0*dry*dry)+2.0*NI*dry*(enex*dry+
eney*drx)+(1.0-2.0*ND)*(2 0*eney*drx*dry+enex)),
ESSE[2][0] = aux3*(2.0*drn*drx*(1.0-2.0*NI-4.0*dry*dry)+4.0*NI*eney*drx*
dry+2.0%(1.0-2 0*ND*enex*dry*dry-(1.0-4 0*NI)*enex),
ESSE[2][1] = aux3*(2.0*drn*dry*(1.0-4.0*dry*dry)+4.0*NI*eney*dry*dry+2.0*
(1.0-2.0*NI)*ency*(dry*dry+1.0)-(1.0-4.0*NI)*eney),
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/* MATRIZ [DE] */
aux3 = 1.0/(4.0*PI*(1.0-NI)*r);
DE[0][0] = aux3*drx*(1.0-2.0*NI+2.0*drx*drx);
DE[O][1] = aux3*dry*(-1.0+2.0*NI+2.0*drx*drx),
DE[1][0] = aux3*dry*(1.0-2.0*NI+2 0*drx*drx);
DE[1][1] = aux3*drx*(1.0-2.0*NI+2,0*dry*dry),
DE[2][0] = aux3*drx*(-1.0+2.0*NI+2 0*dry*dry),
DEJ[2][1] = aux3*dry*(1.0-2.0¥NI+2.0*dry*dry);
/* MATRIZ [FI}, MULTIPLICADA POR OME[K] */
FI1[0]]0] = FI[1][1] = fil;
FI10}[2] = FI[1][3] = fi2;
FI[O]{1] = FI[0][3] = F1|1]{0] = FI[1][2] = 0.0;
aux3 = OMEJKk],
for(i=0; i<2; i++)
for(G=0; j<4; j++)
FI[i][j] *= aux3;
/* MATRIZES [SFI] E [DFI] */
for(i=0; 1<3; i++)
for(=0; j<4; j++)
for(w=0; w<2; w++)
{
SFI[i][j] += ESSE[i][w]*FI[w][j];
DFI[i}[j] += DE[i][w]*FI[w][jl;
}
¥
/¥ ELEMENTO LINEAR: JACOBIANO CONSTANTE */
for(i=0; i<3; i++)
for(j=0; j<4, j++)
{
SFI[i][j] *= jac; DFIi][j] *= jac;
}
3

X R %

void vetn(void)

{

int i, j, k, w, auxl, aux2;
double xef, yef, aux3;
double *AUX4;

puts("Calculo dos Termos do Vetor {N} Relacionados ao Elemento de Fratura”
" B .\nu);
AUX4 = (double *) calloc(2*nn,sizeof(double));
if(1AUX4)
{
puts("Erro de Alocacao - AUX4.\n");
ch = getch(); exit(1);
}
/* CALCULO DAS MATRIZES [G"] e [H"] */
auxl = 6*nef; aux2 = 2*nn;
for(i=0; i<6; i++) /* INICIALIZACAOQO */
for(j=0; j<aux2; j++)
H3L[aux1+i][j] = G3L[aux1+i][j] = 0.0;
auxl = 6*nef;
for(i=0; i<2; i++) /* PONTO DE COLOCACAOQO */
{
switch(i)
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{

case 0: xef = 0.825*ELEM][nef]. x1 + 0.175*ELEM]nef] x2;
yef = 0.825*ELEM[nef].y1 + 0.175¥*ELEM|nef] y2;
break;

case 1: xef = 0.175¥*ELEM|nef] x1 + 0.825*ELEM|nef].x2;
yef = 0.175*ELEM[nef].y1 + 0.825*ELEM[nef].y2;

¥

for(j=0; j<ne; j++) /* ELEMENTO DE CONTORNO */
{
/* CALCULO DAS MATRIZES [SFI] E [DFI] */
sd(xef, yef, XN[CONECFj]{0]], YN[CONECIj}[0]], XN[CONECIj][ 1]],
YN[CONEC[j1{11]);
/* ENCAIXE DAS MATRIZES [SFI] E [DFI] NAS MATRIZES [H"] E [G"],
RESPECTIVAMENTE */
for(k=0; k<3; k++)
for(w=0, w<2; w++)
{
H3L{aux1+3*i+k][2*CONECIj][0]+w] += SFI[k][w];
H3L[aux1+3*i+k][2*CONEC[j][1]+w] += SFI[k]}iw+2];
G3L[aux1+3*i+k][2*CONEC]j}{0]+w] += DFHk][w];
G3L[aux1+3*i+k][2*CONEC[j][1}+w] += DFI{k][w+2];
3
}

/* REORDENAMENTO DAS COLUNAS DAS MATRIZES [G™] E [H"], DE ACOR-
DO COM AS CONDICOES DE CONTORNO, FORMANDO A MATRIZ [A™], QUE E'

ARMAZENADA INICIALMENTE NA MATRIZ [G™] */
auxl = 6*nef;,

for(i=0; i<nn; i++) /* NO */

for(j=0; j<2; j++) /* DIRECAQ */
if(CONDCONI1i]jD /* FORCA PRESCRITA */
{
aux2 = 2% +j; /* COLUNA */
for(k=0; k<6; k++) /* LINHA */
{

aux3 = G3L[aux1+k][aux2]; G3L[aux1+k][aux2] = -H3L[aux1+k][aux2];
H3L[auxl+k}{aux2] = -aux3;

¥
}
/* REPRODUCAQ DA MATRIZ [A3L] */
auxl = 6*nef;, aux2 = 2*nn,
for(i=0; 1<6; i++)
for(j=0, j<aux2; j++)
A3L[aux1+i]{j] = G3L[auxi+i][j];
/* FORMACAO DO VETOR {F3L} */
for(i=0; i<nn; i++) /* ORGANIZACAO DOS VALORES PRESCRITOS */
for(j=0; j<2; j++) /* EM UM VETOR AUXILIAR */
AUX4[2*i+j] = VP[i}[j];
auxl = 6*nef, aux2 = 2*nn;

for(i=0; i<6; i++) /* LINHA */

{

aux3 =0.0;

for(j=0; j<aux2; j++) /* COLUNA */

aux3 += H3L[aux]1+i][j]*AUX4[j]:
F3L[aux1+i] = aux3;

/* CALCULO DO VETOR {N} */
aux1 = 6*nef, aux2 = 2*nn;
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for(i=0; i<6; i++)
{
aux3 =0.0;
for(j=0; j<aux2; j++)
aux3 += A3L[aux1+i][j]*M]j];
Nlaux1+i] = aux3 - F3L[aux1+i];
¥
free((double *) AUX4);

}
T e g s s s

void matr(void)

{
int i, j, k, w, auxl, aux2;
double aux3;

puts("Calculo dos Termos da Matriz [R] Relacionados ao Elemento de Fratur”

"a. . .\n");
aux2 = 6*nef’
/* CALCULO DA MATRIZ [K] */
for(i=0; i<nn; i++) /* PONTO DE COLOCACAQ */
{
auxl = 2%,

/¥ CALCULO DA MATRIZ DE INFLUENCIA */
intkw(XCli], YCI[i] ELEM[nef]. x1, ELEM[nef].y1, ELEM[nef]. x2,ELEM|nef].y2);
/* ENCAIXE DA MATRIZ DE INFLUENCIA */
for(j=0; j<2; j++)
for(k=0; k<6; k++)
Klaux1+j][aux2+k] = KW[j]K];
}
/* CALCULO DA MATRIZ [R] */
auxl = 2*nn; aux2 = 6*nef;
for(i=0; i<auxl; i++)
for(j=0; j<6; j*++)
{
aux3 =0.0;
for(w=0; w<auxl;, w++)
aux3 += A[i][w]*K[w][aux2+];
Rli][aux2+j] = aux3;

/* HHH L A 1 4 4 s B B B B e e e e NIRRT RN IRIRI IR R IR IR IRI O] NIRRT
T e e i i i it R R R

int i, j, k, auxl, aux2, aux6;
double xef, yef, aux3;

puts("Calculo dos Termos da Matriz [S] Relacionados ao Elemento de Fratur"

"a..\n"),
/* CALCULO DA MATRIZ [K™] */
for(i=0; i<=nef, i++) /* ELEMENTO DE COLOCACAO */
for(j=0; j<=nef, j++) /* ELEMENTO DE INTEGRACAQ */
if((i==nef)||(j==nef))
for(k=0; k<2; k++) /* PONTO DE COLOCACAOQO */

{



switch(k)

{

case 0: xef = 0.825*ELEM[i] x1 + 0.175*ELEM[i].x2;
vef = 0.825*ELEM]Ji].y1 + 0.175*ELEM][i].y2;
break;

case 1: xef = 0.175*ELEM]i].x1 + 0.825*ELEM][i].x2,
yef = 0.175*ELEM]i].y1 + 0.825*ELEM]i].y2;

/* CALCULO DA MATRIZ DE INFLUENCIA */
intkw2(xef,yef, ELEM[j].x1,ELEM|j].yl,ELEM]j].x2, ELEM]j].¥2,{(i==1)?1:0));
/* ENCAIXE DA MATRIZ DE INFLUENCIA */
for(aux1=0; aux1<3; auxl++)
for(aux2=0; aux2<6; aux2++)
K3L[6*i+3*k+aux1][6*j+aux2] = KW2[aux1][aux2];

3
/* CALCULO DA MATRIZ [S] */
aux1 = 6*nef, aux2 = 6*(nef+1); aux6 = 2*nn,
for(i=0; i<aux2; i++)
for(j=0, j<aux2; j++)
if((i>=aux1)||(j>=auxl))

aux3 =0.0;
for(k=0, k<aux6, k++)
aux3 += A3L[i][k]*R[k][jk
Slilfj1 = K3LIillj] - aux3;
H
3

[* FHHHHHHHHHHHHH AR X/

void valint(double x, double y, double alfa, int p)
{

int i, j, k, auxl;

double AUX4[3], csn, sn,

/* INICIALIZACAOQO */
auxl = 3*p;
SIGMAINT[aux1] = SIGMAINT[aux1+1] = SIGMAINT[aux1+2] = 0.0,
for(j=0; j<ne; j*+) /* ELEMENTO DE CONTORNO */
{
/* ORGANIZACAQ DOS VALORES NODAIS VERDADEIROS DE FORCA DE
SUPERFICIE E DESLOCAMENTO */
UJ[0] = U_V[2*CONECIj][0]]; UJ[1] = U_V[2*CONEC;1{0]+1];
UJ[2]1 = U_V[2*CONEC[j][1]}; UJ[3] = U_V[2*CONEC[j}{1]1+1];
PJ[0] =P_V[2*CONEC[;}{0]]; PJ{1] = P_V[2*CONEC]j][0}+1];
PJ[2] = P_V[2*CONEC[j]|[{11]; PJ[3] =P_V[2*CONEC[j][1]+1}];
/* CALCULO DAS MATRIZES [SFI] E [DFI] */
sd(x,y, XN[CONECTj][0]], YN[CONECY;][0]], XN[CONECT[j][1]], YN[CONECII[11]);
/* CALCULO DAS TENSOES NAS DIRECOES GLOBAIS */
for(i=0; 1<3; i++)
for(k=0; k<4; k++)
SIGMAINT[aux1+i] += DFI[i][k]*PJ[k]-SFI[i][k]*UJ{k];
}
for(j=0, j<nef, j++) /* ELEMENTO DE FRATURA */

{
/* CALCULO DA MATRIZ DE INFLUENCIA */
intkw2(x.y,ELEMJj].x1, ELEM][j].y1, ELEMI[j].x2, ELEM][j].y2.0);
/* CORRECAO DOS VALORES DE TENSAO */
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for(i=0; i<3; i++)
for(k=0; k<6; k++)
SIGMAINT[aux1+i] += KW2[i][k]*SQ[6*j+k];

3
/* ROTACAO DAS TENSOES */
c¢sn = cos(alfa - P1/2.0); sn = sin(alfa-P1/2.0);

AUX4[0] = csn*csn*SIGMAINT [aux1] + 2.0*sn*csn*SIGMAINT [aux1+1] +

sn*sn*SIGMAINT[aux1+2];

AUX4[1] = -sn*csn*SIGMAINT[aux1] + (csn*csn - sn*sn)*SIGMAINT[aux1+1] +

sn*csn*SIGMAINT[aux1+2];

AUX4[2] = sn*sn*SIGMAINT[auxl1] - 2.0*sn*csn*SIGMAINT [aux1+1] +

csn*csn*SIGMAINT aux1+2],
for(i=0; i<3; i++)
SIGMAINT [aux1+i] = AUX4[i];
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void intkw(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,

double y2)
{

}
D.5S Mefre05.c
%+ +
I+ +
I I
I UNIVERSIDADE DE SAQ PAULO i
| ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS [
I DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS]|
| MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS Il
Il I
[I Projeto. MEFRECLI. PRJ i
I I
Il Arquivo Fonte: MEFRE05.C Il
I Versao 0.17 09/05/96 |
I 196 linhas, 6769 bytes I
I Il
l| Compilador: Borland C++, versao 3.1 Il
| Apl.: Windows EXE Modelo: Large i
i Il
|+ +
+ + */
#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math. h>
#include "mefre05.h"
/% + +
! |
] FUNCOES DE 5.0 NIVEL |
| |
+ + */



int i, j, k, w, aux], nsubel;
double aux3, dl, d2, csi;

/* INICIALIZACAO DA MATRIZ [KW] */
for(i=0; i<2; i++)
for(j=0; j<6; j++)
KWIi][j] = 0.0;
/* CALCULO DA MATRIZ [KW] */
1= sqrt((x2-x1)*(x2-xD)+(y2-yD)*(y2-y1));
dl = sqrt((xc-x1)*(xc-x1)+(yc-y1)*(yc-y1)),
d2 = sqri((xc-x2)*(xc-x2)+(yc-y2)*(yc-y2)),
if((d1<D)fj(d2<1))

nsubel = 4;
else
nsubel = 1;
jac = 1/(2.0*nsubel); /* JACOBIANO */
for(aux1=0; auxl<nsubel; aux1++)
for(k=0; k<12; k++) /* PONTO DE INTEGRACAO */

{
csi = (CSI[k] + 2.0*aux1 + 1.0 - nsubel)/nsubel;
/* FUNCOES DE FORMA NOS PONTOS DE INTEGRACAQ */
fil = 0.5%(1.0-csi); fi2 = 0.5%(1.0+csi);
fi3 = (13.0-20.0%csi1)/26.0; fi4 = (13.0+20.0%cs1)/26.0;
/* PROPRIEDADES GEOMETRICAS NOS PONTOS DE INTEGRACAO */
x = fil*x1+i2*x2; y = fil *y1+fi2*y2;
1 = sqri((x-xc)*(x-xc)H(y-yc)*(y-yc));
drx = (x-xc)/r; dry = (y-yc)/t;
/* MATRIZ [KB] */
aux3 = -1.0/(8.0*PI*GE*(1.0-NI)*1);
KB[0][0] = aux3*drx*(1.0-4.0*NI+2.0*drx*drx),
KB[0][1] = aux3*dry*(2.0-4.0*NI+4 0*drx*drx);
KB[0][2] = aux3*drx*(-1.0+2.0*dry*dry),
KBJ[1][0] = aux3*dry*(-1.0+2.0*drx*drx);
KB[1][1] = aux3*drx*(2.0-4 0*NI+4.0*dry*dry),
KB[1][2] = aux3*dry*(1.0-4.0*NI+2.0*dry*dry);
/* MATRIZ [F12], MULTIPLICADA POR OME[K] */
FI2[0][0] = FI2[1][1] = FI2|2}[2] = fi3;
FI2[0][3] = F12[1]]4] = FI2[2]]5] = fi4;
FI2[0][1] = FI2[0][2] = F12{0][4] = FI2[0][5] = 0.0;
FI2[1][0] = FI2[1][2] = FI2[1][3] = FI2[1][5] = 0.0;
F12[2]{0] = F12[2}[1] = F12|2}{3] = F12[2}{4] = 0.0;
aux3 = OMEJk];
for(i=0; i<3; i++)
for(j=0; j<6; j++)
F12[i}[j] *= aux3;
/* COEFICIENTES DA MATRIZ [KW] */
for(i=0; i<2; i++)
for(j=0; j<6; j++)
for(w=0, w<3; wt++)
KWIi][j] += KBli][w]*FI2[w](j]:

/* ELEMENTO LINEAR: JACOBIANO CONSTANTE */
for(i=0; i<2; i++)
for(j=0; j<6; j++)
KWIi][j] *= jac;
3

¥ AR ]
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void intkw2(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2, int singular)
{

int 1, j, k, w, aux1, nsubel,
double aux3, aux7, a, csib, d1, d2, csi;

1= sqrt((x2-x1)*(x2-x1)+(y2-y1)*(y2-y1));

if(singulary  /* INTEGRACAO ANALITICA DO CASO SINGULAR */

{

drx = (x2x1)/1; dry = (y2-y 1)/L;

a = sqri((xc-x1)*(xc-x1)+(yc-yD*(yc-y1));

csib=-1.0 + 2.0%a/l;

KW2[0][0] = KW2[0][3] = 1.0-2.0%NI+4.0*drx*drx*(1.0+NI-2.0*drx*drx);

KW2[0][1] = KW2[0][4] = drx*dry*(4.0-16.0*drx*drx);

KW2[0][2] = KW2[0][5] = (1.0-2.0*NI)*(-1.0+2.0*dry*dry)+
drx*drx*(2.0-8.0*dry*dry),

KW2[1][0] = KW2[1][3] = drx*dry*(2.0+4.0¥NI-8.0*drx*drx);

KW2[1][1] = KW2[1][4] = 2.0-16.0*drx*drx*dry*dry;

KW2[1][2] = KW2[1][5] = drx*dry*(2.0+4.0*NI-8.0*dry*dry);

KW2[2][0] = KW2[2][3] = (1.0-2.0*NI)*(-1.0+2.0*drx*drx)+
dry*dry*(2.0-8.0*drx*drx);

KW2[2][1] = KW2[2][4] = drx*dry*(4.0-16.0*dry*dry);

KW2[2][2] = KW2[2][5] = 1.0-2.0¥NI+4.0*dry*dry*(1.0+NI-2.0*dry*dry);

aux3 = (log((1.0-csib)/(1.0+csib))/csib - 4.0/(1.0-csib*csib))/(4.0*PI*
(1.0-ND)*1),
aux7 = log((1.0+csib)/(1.0-csib))/(4.0¥PT*(1.0-NI)*I*csib);
if(csib < 0.0)
for(i=0; i<3; i++)
for(j=0; j<3; j++)
{
KW2[i][j] *= aux3; KW2[i][j+3] *= aux7;
}

else

for(i=0; i<3; i++)
for(j=0; j<3; j++)
{

KW2[i][j] *= aux7, KW2[i][j+3] *= aux3;
}

}
else  /* INTEGRACAO NUMERICA */
{
/* INICIALIZACAO DA MATRIZ [KW2] */
for(i=0; i<3; i++)
for(j=0; j<6; j++)
KW2[i][j] = 0.0;
/* CALCULO DA MATRIZ [KW2] */
dl = sqrt((xc-x1)*(xc-x1)+(yc-y1)*(yc-y1));
d2 = sqrt((xc-x2)*(xc-x2)+(yc-y2)*(yc-y2));
if((d1<b|(d2<1))

nsubel = 4;

clse

nsubel = 1;
Jjac = V/(2.0*nsubel); /* JACOBIANO */
for(aux1=0; aux1<nsubel; aux1++)

for(k=0; k<12; k++) /* PONTO DE INTEGRACAOQ */

{
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csi = (CSIJk] + 2.0*aux! + 1.0 - nsubel)/nsubel;
/* FUNCOES DE FORMA NOS PONTOS DE INTEGRACAO */
fil = 0.5*(1.0-csi); fi2 = 0.5%(1.0+csi),
fi3 = (13.0-20.0*cs1)/26.0; fid = (13.0+20.0*cs1)/26.0;
/* PROPRIEDADES GEOMETRICAS NOS PONTOS DE INTEGRACAO */
x = fil*x1HA2*x2; y = fil *y1+fi2*y2;
I = SQUI((x-XC)*(X-XC)H(y-yC) ¥(¥-Yc));
drx = (x-xc)/r; dry = (y-ye)/'r;
/* MATRIZ [KB2] */
aux3 = 1.0/(4.0*PI*(1.0-ND*r*r);
KB2[0][0] = aux3*(1.0-2.0*NI+4.0*drx*drx*(1.0+NI-2.0*drx*drx));
KB2[0][1] = aux3*drx*dry*(4.0-16.0*drx*drx),
KB2[0][2] = aux3*((1.0-2.0*NI)*(-1.0+2.0*dry*dry)+
drx*drx*(2.0-8.0*dry*dry));
KB2[1][0] = aux3*drx*dry*(2.0+4.0*NI-8.0*drx*drx),
KB2[1][1] = aux3*(2.0-16.0*drx*drx*dry*dry),
KB2[1][2] = aux3*drx*dry*(2.0+4.0*NI-8 0*dry*dry),
KB2[2][0] = aux3*((1.0-2.0*NI)*(-1.0+2.0*drx*drx)+
dry*dry*(2.0-8.0*drx*drx)),
KB2[2][1] = aux3*drx*dry*(4.0-16.0*dry*dry);
KB2[2][2] = aux3*(1.0-2.0*NI+4.0*dry*dry*(1.0+NI-2 0*dry*dry));
/* MATRIZ [F12], MULTIPLICADA POR OMEJK] */
FI2[0]{0] = FI2[1][1] = F12[2][2] = i3;
FI2[0][3] = FI2[1][4] = F12[2]|5] = fi4,
FI2[0][1] = FI2[0]]2] = FI2[0][4] = F12[0][5] = 0.0,
FI2[1][0] = FI2[1][2] = F12[1][3] = FI2[1][5] = 0.0;
FI2[2]]0] = F12[2][1] = F12|2}[3] = F12[2][4] = 0.0;
aux3 = OME[k];
for(i=0; i<3; i++)
for(j=0, j<6; j++)
FI2[i]]j] *= aux3;
/* COEFICIENTES DA MATRIZ [KW2] */
for(i=0, i<3; i++)
for(j=0; j<6; j++)
for(w=0, w<3; wt+)
KW2[i][j] += KB2[i][w]*FI2{w][j]:

3
/* ELEMENTO LINEAR: JACOBIANO CONSTANTE */
for(i=0; i<3; i++)
for(j=0; j<6; j++)
KW2[i][j}] *= jac;

H
}
§D.6 Mefre02.h
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I Projeto: MEFRECLI.PRJ I
l l
Il Arquivo Fonte: MEFRE(02 H I
I Versao 0.22 13/05/96 I
I 71 linhas, 2475 bytes |
I I
I Compilador: Borland C++, versao 3.1 I
| Apl.: Windows EXE Modelo: Large [|
II I

I+ gl

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define PI 3.141592653589794
#define max_ne 60

#define max_npi 10

#define max_nnd 25

#define max_nn 85

#define max_nef 50

#define max_ninc 1000

extern char ch;

extern int ne, npi, nnd, nn, nef, inc, ning, i, j, k, w, exemplo, tipo;

extern double E, GE, NI, ft, wc, alfa, r, drx, dry, drn, x, v, fil, fi2,
fi3, fi4, 1, lef, jac, enex, eney;

struct ELEMFRA

{

int ult;

double x1, y1, x2, y2;

¥

extern char FILENAME][30];

extern int *ND, *NF, *INCINI;

extern double *XN, *YN, *XC, *YC, *XI, *YI, *U, *U_V, *P, *P_V, *F, *F3L,
*M, *X, *N, *LAMBDA, *Q, *RQ, *SQ, *SIGMACON, *SIGMACON Vv,
*SIGMAFRA, *WFRA, *SIGMAPI, *DELTAPI;

extern double CSI[12], OME[12};

extern double UJ[4], PJ[4], DELTASIGMA[4], DELTAQI6], SIGMAINT|21];

extern struct ELEMFRA *ELEM;

extern int **CONDCON, **CONEC, **MC,

extern double CFI[2][4], GW[2][4], HW[2][4], KW{2][6], KW2[3][6], MP[2]]2],
MUI2][2], F1|2]{4], FI2[3][6], ESSE[3][2], DE[3][2], KB[2][3],
KB2[3](3], SFI[3][4], DFI[3][4], DELTAS[3]{3], ROT{3][31];

extern double **VP, **G, **G3L, **H, *H3L, **K, **K3L, **A, **A3L, **R,

>

extern FILE *FILEIN, *FILEOUT, *FILEGRAF;

void entrada(void), anelin(void), saidanumel(void), anfrat(void),
saidagraf(void), libmem1(void), libmem2(void);

void alocmem1(void), alocmem2(void), alocmem3 (void), alocmem4(void),



alocmemS5(void), alocmem6(void), alocmem7(void), alocmem8(void),
matgh(void), sels(double **A, double *B, int n), tencon(void),
destenint(void), invplc(double **A, int n), tenconv(void),
inctenfra(void), versur(void), verpro(void), iter(void),
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D.7 Mefre03.h
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I Il
I UNIVERSIDADE DE SAQ PAULO I

[ ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS I
1 DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS]|
| MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS [

I Projeto: MEFRECLILPRJ i
i Arquivo Fonte:. MEFREO3 H [l
I Versao 0.22 13/05/96 Il
I 76 linhas, 2699 bytes 1

I Compilador: Borland C++, versao 3.1 lI
I Apl.: Windows EXE Modelo: Large Il

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math . h>

#define PI 3.141592653589794
#define max ne 60

#define max npi 10

#define max_nnd 25

#define max nn 85

#define max_nef 50

#define max_ninc 1000

extern char ch;

extern int ne, npi, nnd, nn, nef, inc, ning, i, j, k, w, exemplo, tipo;

extern double E, GE, NI, ft, wc, alfa, r, drx, dry, drn, x, y, fil, fi2,
fi3, fi4, 1, lef, jac, enex, eney;

struct ELEMFRA

{

int ult;

double x1, y1, x2, y2,

5

extern char FILENAME][30];

extern int *ND, *NF, *INCINI;

extern double *XN, ¥YN, *XC, *YC, *XI, *YI, *U, *U_V, *P, *P_V, *F, *F3L,
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*M, *X, *N, *LAMBDA, *Q, *RQ, *SQ, *SIGMACON, *SIGMACON V,
*SIGMAFRA, *WFRA, *SIGMAPI, *DELTAPI,

extern double CSI[12], OME[12];

extern double UJ[4], PJ[4], DELTASIGMA[4], DELTAQ[6], SIGMAINT]21];

extern struct ELEMFRA *ELEM,;

extern int **CONDCON, **CONEC, **MC;

extern double CFI|2][4], GW[2][4], HW[2]{4], KW][2][6], KW2[3][6], MP[2]]2],
MUI2]12], F1[2][4], F12[3]{6], ESSE[3][2], DE[3]{2], KB[2][3],
KB2[3][3], SFI[3]{4], DFI{3][4], DELTAS|31]3], ROT[3][3];

extern double **VP, **QG, **G3L, **H, **H3L, **¥K, **K3L, **¥A **A3L, **R,
>I=>I=S:~

extern FILE *FILEIN, *FILEOUT, *FILEGRAF,

void alocmem1(void), alocmem2(void), alocmem3(void), alocmem4(void),
alocmem3(void), alocmem6(void), alocmem7(void), alocmem8(void),
matgh(void), sels(double **A, double *B, int n), tencon(void),
destenint(void), invplc(double **A, int n), tenconv(void),
inctenfra(void), versur(void), verpro(void), iter(void);

void intloc(double xc,double yc,double x1, double y1, double x2,
double y2, int pos),
intext(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2),
sd(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2, double y2),
vetn(void), matr(void), mats(void),
valint(double x, double y, double alfa, int p);

D.8 Mefre04.h
[*+ +
[+ H

l I
I UNIVERSIDADE DE SAO PAULO I

I ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS |
I DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS||
I MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS I

| I
I Projeto: MEFRECLI.PRJ [

l I
| Arquivo Fonte: MEFREO4 H l
I Versao 0.22 13/05/96 I
I 75 linhas, 2548 bytes Il
l l
f Compilador: Borland C++, versao 3.1 Il
I Apl.: Windows EXE Modelo: Large Il
I I
I+ +
+ + */

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
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#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define PI 3.141592653589794
#define max_ne 60

#define max npi 10

#define max_nnd 25

#define max_nn 85

#define max_nef 50

#define max_ninc 1000

extern char ch;

extern int ne, npi, nnd, nn, nef, inc, ninc, i, j, k, w, exemplo, tipo;

extern double E, GE, NI, ft, wc, alfa, r, drx, dry, drn, x, v, fil, fi2,
fi3, fi4, 1, lef, jac, enex, ency;

struct ELEMFRA

{

int ult;

double x1, y1, x2, y2;

I8

extern char FILENAMEJ[30];

extern int *ND, *NF, *INCINI;

extern double *XN, *YN, *XC, *YC, *XI, *YI, *U, *U V, *P, *P_V, *F, *F3L,
*M, *X, *N, *LAMBDA, *Q, *RQ, *SQ, *SIGMACON, *SIGMACON _V,
*SIGMAFRA, *WFRA, *SIGMAPI, *DELTAPI,

extern double CSI[12], OME[12];

extern double UJ[4], PJ[4], DELTASIGMAJ4], DELTAQ|6], SIGMAINT][21];

extern struct ELEMFRA *ELEM,;

extern int **CONDCON, **CONEC, **MC,

extern double CFI[2][4], GW[2][4]. HW[2]{4], KW[2][6], KW2[3][6], MP]2]{2],
MUI2](2], F1{2][4], F12[3][6], ESSE[3][2], DE[3]{2], KB[2][3],
KB2[3][3], SF1[3][4], DFI[3][4], DELTAS[3][3]. ROT[3][3];

extern double *¥*VP, **G, #*G3L, **H, **H3L, **K, **K3L, **A, **A3L, **R,
**S;

extern FILE *FILEIN, *FILEOUT, *FILEGRAF;

void intloc(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2, int pos),
intext(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2),
sd(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2, double y2),
vetn(void), matr(void), mats(void),
valint(double x, double y, double alfa, int p);

void intkw(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2),
intkw2(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2, int singular);
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D.9 Mefre05.h

¥+ +
|+ +
I I
I UNIVERSIDADE DE SAO PAULO I

ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS I
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS||
MESTRADO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS I

Projeto. MEFRECLI.PR] I
Arquivo Fonte: MEFREO5.H I
Versao 0.22 13/05/96 i
67 linhas, 2193 bytes I

Compilador: Borland C++, versao 3.1 Il
Apl.. Windows EXE Modelo: Large Il

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#dcfine PI 3.141592653589794
#define max_ne 60

#define max_npi 10

#define max_nnd 25

#define max_nn 85

#define max_nef 50

#define max_ninc 1000

extern char ch;
extern int ne, npi, nnd, nn, nef, inc, ninc, i, j, k, w, exemplo, tipo,
extern double E, GE, NI, ft, wc, alfa, 1, drx, dry, drn, x, y, fil, fi2,

fi3, fi4, 1, lef, jac, enex, eney;

struct ELEMFRA

{

int ult;

I8

double x1, y1, x2, y2;

extern char FILENAME][30];
extern int *ND, *NF, *INCINI,

extern double *XN, *¥YN, *XC, *¥YC, *XI, *¥YI, *U, *U_V, *P, *P_V, *F, *F3L,
*M, *X, *N, *LAMBDA, *Q, *RQ, *SQ, *SIGMACON, *SIGMACON_V,

*SIGMAFRA, *WFRA, *SIGMAPI, *DELTAPI;

extern double CSI[12], OME[12];

extern double UJ[4], PJ[4], DELTASIGMA[4], DELTAQ]6], SIGMAINTI21];

extern struct ELEMFRA *ELEM;
extern int *CONDCON, **CONEC, **MC,

extern double CFI[2][4], GW[2][4]. HWI2][4]. KW[2]i6], KW2[3][6]. MP[2]{2]



247

MUI2][2], F1[2][4], F12[3][6], ESSE[3]{2], DE[3]][2], KB]|2]|3],
KB2[3]]3], SFI[3}{4], DFI|3][4], DELTAS|3][3], ROT[3][3];

extern double **VP, **G, **G3L, **H, **H3L, **K, **K3L, **A, **A3L, **R,
**S’

extern FILE *FILEIN, *FILEQUT, *FILEGRAF,

void intkw(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,

double y2), ;

intkw2(double xc, double yc, double x1, double y1, double x2,
double y2, int singular),
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lAPENDICE I

1 Deducao de Algumas Equacdes do Texto

Equagdo (7.2)

o ( * * )_ * " * __1 * 1 o *
O-kjskj = ij‘z— uk’j +uj’k —Eckjuk,j Eckjuj’k —Eokjuk’j +50'jkuj,k = ijuk’j

Equacdio (7.4)

fouu;dQ=[5, Vuido
Q Q
Utilizando-se a eq. (3.26b):

[G-(VF)dQ =~ F(V-G)dQ+ §F(G-A)dT

[5, - VuydQ=-[u;(V-6,)dQ+§u; 5, -Adl = ~[oyurdQ+ [ puidr,
Q-y_-‘ —_—— —~ —— e eyt 5 T

G VF QF VG 'r G

onde

)
i
Qi
=

o, :<Gk1>5kz>0k3> € Py = Oy0;.



IEqua(;ﬁo (7.16) |

I= lsgrg{;pgkdl“g} =

O
- 15133{ | _m(rm[(l =2V, + 21,1, [+ (1-2v)[n,r, —nkr,e])ﬁde}

-

r, = (ljf n=1; r, = Cos(0)6,, +Sen(0)3,,; r, =Cos(0)3,, +Sen(0)s,,
r
n, = Cos(8)3,, +Sen(0)5,,. n, = Cos(8)3,, +Sen(0)5,, n,r, —nr,=0
r,r, = Cos’(8)3,,3,, + Cos(6)Sen(6)(3,,3,, +8,,8,,) + Sen’ (8)5,,5,, =
= 1/2[(1+ Cos(20))(8 a —94,8,,)+Sen(20)(8,,8,, + 61,84,)+(1-Cos(20))5,,8,,1=
=1/2[Cos(20)(8 ;, ~25,,8,,) + 8, +Sen(20)(8,,8,, +8,,8,,)]

1 SE
I=- 4Tt(l _ V) %[1[2(1 B V)Slk +Cos (ZOXSA( - 25@281(2) +8en(20)(8,,8,, +9,,9,, )}de =

6
1
R = 2(1-v)5,0 + Sen(j)@)/z(é}& ~28,,8,,) - Cos izoe)/z(ésnak2 +8,,8,,) . -
SN YO J S
~ 4n(1-v) R
'Equacio (7.42)

Vetor tangente ao elemento:

s G

Versor tangente ao elemento:

fe M ) (18 1 aE
V] 1© & 1E) &

Para um elemento linear:

) _d
& de

i d 1 2 d] ) d2 , 2 1
((bix):d_é—(d)lx +(|)2x ): dd; X!+ (;2 X :X 2x



Analogamente:
dY(a) _ yz _ yl
dé 2

Jacobiano:

0- =5 (552 -

Portanto,

= %<Xz _Xl’yz _yx>

Deslocamento na diregdo tangencial:
= (0,00, ©) = ([out} o] -
u, =i-m= [(I)iu;]mx +[<biuiy ]my
Deformagio na direg@o tangencial:

€ :i‘l‘z‘:&gz—l’([%ui :Im +[%ui }m ] =
dt  de dr J(E)\[ et ] e Y]

21, 1,
=—q| ——=-Uu, +=-uy
el 2 2

Gy Gt M ) Vit d)
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iEquacﬁo (7.4'4'6'

Lei de Hooke (eq. (4.19)):

G, = Ag, 8, +2Gg;

0, —Agy
A+2G

G5 = Mey, +£,,)+2Ge,, = Ay, +(A +2G)e,, =

. 2
:;LMZ_jL(;H.ZG)gu :(_—}”_joll+(k+2G— A )822
A+2G A+2G A+2G

G, = Mg, +8,)+2Ge,, =€, =




Equacio (7.49a)

4 3 I4 € b
GW,; = [¢,u;dl = [¢,u,dr + j dqu;,dl = lim{ [-o.uide+ | d)lu;ldr} =
0 0

o
i[9t 4V>‘“(9 (4 -
- SR V)lim{f (r+b>{—(3—4v)m(r>+ 3;)}
+Jlo-0) -t (29 H

sty o oo
6o v oo -
w5 4]
<49 lene) i+ (o) v |

_(3_4V)H Infr) } +brin(r)— ]+ brinr) - ] [

[




—(3-4 )(a lg(a) Z +abln(a)- ab+b21n(b)—b2-w+_l_’_z_)}:

2 4

- ﬁ{—@ - 4v){ln(a)(izz~ + abj + ln(b)(%z‘j - [% +ab+ %bzﬂ (ij }

Equacéo (7.50b)

b4 a I3 € b
HW,, = [¢,p;,dl" = [ ¢,p;,dL +[¢,p;,dl’ = lgn{ [~o.prdr+ ¢1p;‘2dr} =
0 0 a €

a

—18133{[ (r+b)- 41:(1 1\/) [ (2r r )+(l 2v)( r,xny)}dr}+

—-1

+1513(}@ (b ; r) 4n(l—1 > { (2r r )+ (1- 2v)(r,ynx —~ r,xny)}dr} =
45{1[( 2_V)v) llg,l{f( )dr i(:’ l)dr} _

- 45;212_\/1) lgrg{[r+bln(r ] [bln ] }

_(1-2v) )
Gl )lsgrg{a+bln(a) bin(e) - bln(b)+b+bln(e)} =

:Ionlez—ji){ﬁ—bln(zj}

Equacio (8.1)

A vpartir do teorema de Betti (eq. (3.28)) e considerando-se a existéncia de
tensdes iniciais (eqs. (4.25) e (4.26)) e a fig. (4.5b):




e #_ _ *
[orend0 = [oe,d0.
Q Q
Separando-se tensdo e deformagdo em componentes:
[ (]  ~® 0
G,; =0y — Oy e €y = &y T8y

j(og. + okj)slde = J.o;jakjdﬂ.
Q

Q

[olendQ+ [o,8,d0 = [ore,d0.

Q Q Q

[oledQ+ [o u; dQ=[oyu; dO

Q Q Q

[orendQ- [o,u1dQ+ [p,uydl = -[o}, urdQ + [pyu,dr
Q Q T Q T

Da solugdo fundamental:

Ol + A8, =02 [or, 0, dQ=[-A8,u,dO =~ Au,dO= ~u?

Q Q Q
A partir da equaggo de equilibrio:
Oyg;+by =00 fo,u1dQ = [(-b, )ujdQ=- [buyd
Q Q Q
0 _* * * _..p *
[otedQ+ [buydQ+ [purdl = u? + [piudr
Q Q T r

Interpretando-se geometricamente os componentes da solugdo fundamental:
* * * * * * * * *
Uy =uy 8, =ugs Py =pud,, = Pws &4= 8wkj8£w =8y
Portanto:

u? = - j phu,dl + j s p,dl + j u b, dQ+ j opepdQ
r r Q Q

{Equacﬁo (8.2)

1
€y :E(uk!j +uj‘k): Sjk

* *

L3 L3
Epg = 5(‘1&,}' + uzj,k) =&y



* 1

m[r I —(3-4v)8 ln(r)]

uy = ﬁ—\’)—c‘[r,lrj -(3-4v)3, ln(r)]

2 g - oms)

0

+ax( (1 gl - 4v)8111n(r)]j}

1

~ 16n(1- V)G { 52. ([r/rs ~(3-4v)84 n(r)]) + a}%([r!rj ~(3-4v)3, ln(r)D} -

:sn(1:lv)Gr;2r"{aij(r’”"‘)+ai( f)-6- 4V){ K +87rk}

k

-1 3-4v
= 8n(1 n V)Gr {( 2 ) [SZkr,j + ngr,k] - %[rﬁr’k +2r,1,+ r,zkr,j]}

Mas,

o= (e) = (Xj(s)—xj(p)]_l (x;(8) - x,(¢))

1
i e S B

Analogamente:

1 1
Ty = ;[Skj B r,kr,j]; T = ;[5& - r,lr,k]

. -1 3-4v
I {( )[éilkr’j +8[jr,k]—

St o]
-1 {(3 - 4v)

- 8n(1- v)Gr 2

1
[ES,V,kr,j + Ser,k] - E[Bﬁr’k + Bekr’j] —1,0,;,+ 2r}lr,jr)k} =

m{(l 2v)[8lkr +8,_,Jr] r’[?)jk+2r’£r,jr,k}



FEquag:ﬁo (8.35)

Aplicando-se a eq. (8.20) na eq. (8.24):

o) o i

2

Gu=-g G(l W) 560 o (0 #9ba- 301, +20,(r,)’ | =
- 87cG(1 > {21 21,8, +1, ( 1+2(;1)2)}

G = 81tG(1—v)r {(3 Wb~ 18, 1, *2(@(?2)2}:
" 8rG(1- vr{z(l 2‘”8““( ”2(22)2)}

Para ¢ =1:

* 1 2
I-lgg}x{g{ K“dl"} %l_l‘)r(}lllir}){r* o v)r(Z(l—Zv)r,,+r,,(—1+2(r,1))+
+-—[ ( l+2(r2)2)DdF}

1 1 2
= mw}%{rj ,1(2(1—2v)—1+2(r’1)> i ~1+2(r ]dl“}

Mas,

1
~T

-E0 o -cor@): =D see). (1) =ser')

2 rd6 ) do odo
= Cos’(0); dr’ = = . =
(1) =Cos’®) Cos(B) Cos(6) Cos(8) Cos’(0)

1
- 8nG(1-v)

ICOS;(G)(Z(I 20) - 1+2Cos' @)+ -1+ 25en°0)] 540 }

' 1513’1;1?0{ . Cos*(0)

r



1

8nG(1-v) '
2
-lim lim {(1 4v)0+6 + Sen(26) +Y (_9 10 Sen(ZG)ﬂ _
550" 0 2 1_ v 2 x
1 1 (1-2v)
= -4 =- 2(1-2V)n=-
81G(1- ) im i {1 4v)r-+ ) e (Y AT e

Equacio (8.51a)

KW2,, = j¢,K2UdT = ]¢]K2de +f¢1K2,ldf = H{i-@ﬁzndr + id)lKZ“dr} =
_ lm{ g(l_éjMi;)r_z[l_2v+4(r,1y(1+V_z(r,ly)}dr ;
+_£( ﬁfj —4n(1 v)r [1 -2v+ 4(r’1)2(1 +v- 2(r,1)2)}dr}

- m[l—sz(g)z(n v—2(r,1)2)]-18i§01{!(1——£z]-f—§+§(1+—€er %} =
! [1—2v+4(r31)2(1+v—2(r!1)2)}-1

:4n(1—v)

onde
I= lslm{j— E——z— ___(J' j} —;—%+Ei-lgi_r£{[ln|r[]:—[ln1r|]:}:
:Eid' {ln(b) In(e) - 1n(a)+1n(a)}—— — (%j~£—)=

1-&
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£l (1+E)£ (1+2) (1-E)£ g \(1+g)) (1-g)¢
2
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