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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se uma contribuicdo ao estudo da ndo-
linearidade fisica e geométrica em porticos planos de concreto armado
utilizando-se uma formulagio tedrica consistente.

Inicialmente, apresenta-se uma revisdo dos métodos aproximados para
consideragdo dos efeitos ndo-lineares em estruturas planas de concreto armado
recomendados pelas principais normas internacionais.

Desenvolve-se uma formulagdo consistente baseada na teoria de
grandes deslocamentos e grandes deformagdes aplicada a elemento de porticos
planos de concreto armado. Para obtengdo da matriz de rigidez utiliza-se um
sistema de coordenadas corrotacional solidario ao elemento, considerando-se
apenas os graus de liberdade naturais. A teoria estrutural utilizada é a de
Euler-Bernoulli-Navier, ¢ as equagdes de equilibrio sdo formuladas através do
Principio dos Trabalhos Virtuais. Para facilitar a implementagéo introduz-se
algumas aproximagdes de natureza geométrica e algumas simplificagdes no
comportamento do elemento, sem perda da generalidade da formulagdo.

A nfo-linearidade fisica do concreto armado é introduzida utilizando-se
o processo das fatias para discretizagio da se¢do tranversal do elemento,
possibilitando-se o uso de relagBes constitutivas uniaxiais entre tensio e
deformagéo para o concreto e para o ago.

Foi utilizada a forma incremental do método iterativo de Newton-
Raphson, permitindo-se assim acompanhar corretamente o comportamento
ndo-linear da estrutura na fase elastica e fissurada, incluindo-se a determinagéo
da carga de colapso.

Para verificagdo numérica da formulagdo proposta, foi implementado

um programa para utilizagdo em microcomputadores.
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Vérios exemplos numéricos sdo apresentados e os resultados sdo
comparados com os obtidos analiticamente e numericamente por outros
autores.

Finalmente, com base em alguns exemplos de pérticos planos, é
mostrada a correlagdo entre os resultados da anélise numérica e os fornecidos
pelos principais métodos aproximados de avaliagio dos efeitos ndo-lineares

recomendados pelas normas internacionais.
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ABSTRACT

In this work reinforced plane frames behavior considering material and
geometric nonlinearities are investigated using a consistent finite element
formulation to include large deformation and displacement effects. The
element stiffness matrix is formulated in a local corotational coordinate
system including only natural degrees of freedom. Equilibrium equations are
formulated for the Euler-Bernoulli-Navier beam model by the virtual work
method. The reinforced concrete material nonlinearity is implemented on
layered plane frame elements enabling to assign one dimensional axial
constitutive relations for concrete and steel materials separately. The solution
is performed iteractively by the Newton-Raphson method such that the
cracked region and the ultimate load can be readily identified. Numerical
examples are carried out using a computer code that has been written and
implemented on a microcomputer platform. The numerical results are
compared with that of approximate procedures used in practice nowadays,
such as P-A methods and moment magnifier methods, recommended by some
international codes. Their results show the methodology effectiveness when

compared to others available in the literature.



INTRODUCAO

1.1 Consideragdes Gerais

O crescente aumento da densidade populacional associado a uma
necessidade continua de uma maior urbanizagdo, fez com que ocorresse um
intenso processo de verticalizagio das edificagdes urbanas. Com isso torna-se
necessario cada vez mais o aprimoramento dos sistemas estruturais e das
ferramentas de andlise das estruturas, de forma a proporcionarem maior
economia e uma adequada seguranga.

A maioria das anilises realizadas pelos projetistas estruturais sdo
baseadas na teoria elastica-linear devido a sua simplicidade. Nesta analise
considera-se uma relagdo linear entre as a¢des e os seus efeitos sobre as
estruturas. Para que seja aplicavel ¢ necessario que sejam lineares as relagSes
entre as tensdes e as deformagdes chamadas de “linearidade fisica” e entre as
deformagdes e os deslocamentos chamada de “linearidade geométrica”.

A analise linear € aplicavel quando se tem um nivel de solicitagdo que
produz baixas tensdes e os deslocamentos sdo pequenos de forma que o
equilibrio possa ser formulado na posigdo original da estrutura.

Os resultados de uma anélise linear s3o usualmente empregados para a
verificagdo de Estados Limites de Utilizagdo. Em alguns casos é possivel
utiliza-los, com critérios, para verificagdes de Estado Limite Ultimo.

A anélise linear é sempre importante pois ¢ de mais facil compreensio
e utilizagdo, e deve ser utilizada até mesmo como uma primeira aproximagéo

da analise ndo-linear.



A analise ndo-linear, embora tenha sua importincia reconhecida pelos

projetistas estruturais, ainda ¢ muito pouco utilizada. O desenvolvimento de

programas de analise ndo-linear para utilizagio em microcomputadores seria a
forma mais adequada de introduzir esta analise no cotidiano do projeto
estrutural, pois os microcomputadores estdo a disposigdo, atualmente, da
maioria dos projetistas. Uma vez vencida as dificuldades a introdugio de um
procedimento ndo convencional, a analise ndo-linear devera ser reconhecida e
aceita no meio profissional, pois é sem davida mais realista e propde estruturas
mais econdmicas e seguras que a analise linear. Por estes argumentos a
tendéncia atual das normas, inclusive a brasileira, € encorajar a utilizagio da
analise ndo-linear no projeto de estruturas.

As normas técnicas internacionais, American Concrete Institute (ACI),
Comité Euro-Internacional du Beton (CEB), tém recomendado uma variedade
de métodos para consideragdo do comportamento nfo-linear de estruturas de
concreto armado. A precisio destes métodos varia em fungdo das hipéteses
feitas com respeito a0 comportamento do material (ndo-linearidade fisica) e as
interagdes entre forgas e deslocamentos nas barras da estrutura (ndo-

linearidade geométrica).

1.2 Modelos de Comportamento dos Materiais

O comportamento real dos materiais é, em geral, muito complexo,
apresentando variagdes significativas de acordo com o tipo de solicitagdo
(estatica, dinamica, longa ou curta duragfo, etc.), de acordo com as condi¢des
do meio ambiente (temperatura, umidade, etc.), ou mesmo com relagdo as
condigbes de confinamento.

Assim, a andlise tedrica das estruturas esbarra no problema

fundamental da modelagem do comportamento do material de que sdo



constituidas, levando-se ao estabelecimento de relagdes constitutivas (o x ¢)
que permitam obter a solugdo de um determinado problema. Na pratica, torna-
se indispensavel a adogdo de modelos simplificados que, no entanto, devem
possibilitar solugdes suficientemente aproximadas do comportamento real.
Conforme salienta PROENCA (1986), ¢ bastante improvavel que um
Gnico modelo possa simular todas as situagdes possiveis, levando a
necessidade da utilizagdo de diversos modelos de um mesmo material.

Alguns modelos mais comuns sdo apresentados a seguir.

1.2.1 Modelo Elastico

A diferenciagdo entre os modelos se faz fundamentalmente, pela
analise do regime de deformagdes em uma situagdo alternada de carga e
descarga de um ensaio experimental, que em geral € o de tragdo simples, que
fornece o diagrama (o x ¢).

Neste ensaio, a elasticidade fica caracterizada pelo aparecimento,
numa situagéo de carga, de deformagdes imediatas, simultineas com as tensdes
e invariantes ao longo do tempo se o regime de tensdes permanece constante
(Fig. 1.1.aeb).

Em descarga, as deformagdes desaparecem ao se anularem as tensdes,
sem deixar qualquer valor residual.

Se existe linearidade entre ¢ e €, 0 comportamento é dito elastico
linear (Fig. 1.1.a), caso contrario, o regime é elastico ndo-linear (Fig. 1.1.b).

No caso de elasticidade linear, a proporcionalidade entre o e € ¢

expressa pela Lei de Hooke,
c=E.¢ (1.1)

onde o mddulo de elasticidade E caracteriza o material.
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FIGURA 1.1 —Modelos materiais idealizados



1.2.2 Modelo Plastico

A plasticidade apresenta como caracteristica principal o aparecimento
de deformagdes residuais, ndo reversiveis, numa etapa de descarga.

Outra caracteristica € relativa ao fato de que as deformagdes plasticas
(ep) aparecem a partir de um determinado valor de tensio ., tensdo de
escoamento. Até ser atingida a tensdo o., 0 material, neste modelo, permanece
rigido.

A Fig. 1.1.c mostra o comportamento plastico perfeito. Neste caso, a
tensdo de colapso coincide com a tensdo de escoamento e, uma vez atingido
este valor, a deformagdo ocorre de maneira ilimitada.

A Fig. 1.1.d apresenta o comportamento plastico de um material com
encruamento. O encruamento esta ligado ao fato de que o material aceita
acréscimos de tensdo com acréscimos de deformagao plastica.

Se em uma determinada etapa do carregamento, ponto A do diagrama,
houver uma descarga e em seguida uma nova carga, a tensdo para a qual
surgem novos acréscimos de deformagdo plastica é de valor diferente de o,

sendo fungdo da deformagdo plastica atual €,

1.2.3 Modelo Viscoso

Embora a viscosidade seja uma caracteristica dos liquidos, nos sélidos
ela se manifesta pelo aparecimento de deformagdes que se desenvolvem ao
longo do tempo, mesmo que as tensGes permanegam constantes.

No tratamento analitico deste tipo de comportamento, admite-se que a
tensdo ¢ ¢ proporcional a uma taxa de deformagéo €, de tal modo que ao se
aplicar a tensdo, ndo aparece, de imediato, uma deformagao.

A relagdo constitutiva fundamental é



c=1¢ (1.2)

onde 1 € o coeficiente de viscosidade do material.
A simulagdo da deformagfo ao longo do tempo pela equagio 1.2, fica

evidenciada na resolugdo do caso particular de solicitagdo onde se admite que
o permaneca constante e igual a . Considerando-se também que em t=0,

£(0)=0, a equagdo 1.2 integrada conduz a

o)

g(t)=—t (1.3)
n

A equagdo 1.2 permite ainda uma outra consideragdo. Se em um

determinado instante for removida a tensdo &, a partir dai € = 0 e, portanto, €
¢ constante. Isto €, aparece uma deformagio ndo reversivel diferente daquela

do modelo plastico pelo fato de ndo ser imediata.

1.2.4 Modelos Combinados

Os trés modelos basicos anteriores (elastico, plastico e viscoso) podem
ser combinados segundo diversos critérios, de modo a permitir o estudo do
comportamento de diferentes materiais, os quais apresentam, em geral,
deformagdes elasticas, plasticas e viscosas.

Essas combinagdes podem ser agrupadas em quatro grupos:

— modelo Elasto-Plastico;
— modelo Visco-Elastico;
— modelo Visco-Plastico;

— modelo Elasto-Viscoplastico.



O modelo elastico perfeitamente plastico ¢ mostrado na Fig. 1.1.e.
Enquanto a tensdo o < o, a deformagdo total é composta apenas da parcela
elastica; quando o = o,, a deformagio total é obtida pela soma da parcela

elastica e da parcela plastica, ou seja:

e=¢gpt¢, (1.4)

Neste modelo, o descarregamento ocorre elasticamente.

O comportamento do material visco-elastico € usualmente exibido na
forma de diagrama de fluéncia e relaxag¢o. A fluéncia ou creep é o fendmeno
do aparecimento de deformagGes ao longo do tempo, sendo o corpo solicitado
por tenséo constante. Por outro lado, a relaxagdo se caracteriza por uma perda
de tensdo ao longo do tempo, em um corpo sujeito a deformagdo constante.

O modelo visco-plastico permite simular o comportamento de
materiais que apresentam deformagSes plasticas € viscosas. Basicamente, o
material se comporta como rigido até atingir a tensdo de escoamento e, a partir
dai, as propriedades plasticas e viscosas sdo evidenciadas.

O material elasto-viscoplastico tem um comportamento elastico até
atingir a tensdo de escoamento e, a partir dai, deformagdes plasticas e viscosas
sdo adicionadas as deformagdes elasticas. Estas deformagdes viscoplasticas

sdo resultantes da tensdo que excede a tens3o de escoamento.

1.3 Interagio Entre Forcas e Deslocamentos

Quando submetidas a agfo de forgas aplicadas a estrutura deforma,
implicando-se que as forgas devem satisfazer as condigdes de equilibrio na

posigdo deformada (Fig. 1.2). Como em geral estas deformagdes sdo pequenas



comparadas com as dimensGes da estrutura, estas tem sido desprezadas na

formulago do equilibrio levando-se 4 chamada analise em teoria de 1* ordem.

P4 = MOMENTO DE 2t ORDEM

DEVIDO A DEFORMAGAO
DA ESTRUTURA

FIGURA 1.2 — Efeito P-A

Se o equilibrio ¢ formulado na estrutura em sua posigio deformada,
levando-se em consideragio momentos adicionais devido a forgas axiais, a
analise ¢ dita em teoria de 2° ordem.

Existem situagSes em que a utilizagdo da teoria de 2° ordem é
essencial, principalmente na analise de estruturas esbeltas de edificios e onde
se deseja analisar mecanismos e possibilidades de colapso ou determinar a real

reserva de seguranga para um dado nivel de carregamento.

1.4 Tipos de Analises de Pérticos

Diferentes combinagdes das hipdteses descritas abaixo levam a uma
variedade de curvas relacionando-se carregamento e deslocamento como

mostrado na Fig. 1.3. Embora a figura mostre relagdes entre o carregamento e



o deslocamento lateral para um portico simples de duas colunas e uma viga, os

resultados podem ser extrapolados para porticos de varios vdos e andares

multiplos.
P
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ELASTO-PLASTICA EM 2¢ ORDEM (F)

COMPORTAMENTO REAL (R}

RIGIDO -PLASTICA EM 2% ORDEM (D)

DESLOCAMENTO, A

FIGURA 1.3 — Relagdes carga-deslocamento para porticos

A forma mais simples de analisar a estrutura de um pdrtico ¢ através

da analise elastica linear em 1* ordem. Nesta analise o material é assumido ser

elastico linear, ou seja segue a lei de Hooke, e as equagles de equilibrio sdo
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formuladas baseando-se na configuragdo indeformada da estrutura. A curva
“A” da Fig. 1.3 representa os resultados deste tipo de analise.

Este tipo de analise € de muito importancia por varias razes como as

relacionadas a seguir e citadas por CORREA (1991):
¢ ¢ a analise de mais facil compreensdo ¢ utilizagdo;
¢ possibilita a superposigdo de efeitos, que simplifica muito a analise;

e em regime de servio ¢ comum grande parte dos porticos de

edificios ter comportamento marcadamente linear;

¢ mesmo em situagdes em que a ndo-linearidade é marcante, a analise
deve ser utilizada como primeira aproximag¢io do comportamento
global do portico;

e varios tipos de andlises nfo-lineares podem ser desenvolvidas por

sucessivas etapas lineares.

Se as equagdes de equilibrio s3o formuladas baseando-se na
configuragdo deformada obtem-se a curva “B”, a qual representa uma analise
elastica em 2° ordem. O limite superior da analise elastica em 2* ordem, para
pequenas deformagdes, € a carga de flambagem elastica do portico, P,,.

Se as equagdes de equilibrio sdo referidas a forma indeformada da
estrutura e o material tem comportamento rigido-plastico obtem-se a resposta
representada pela curva “C”, e esta analise é denominada analise em 1* ordem
em regime rigido-plastico. Formulando-se o equilibrio na posi¢do deformada
da estrutura a curva “D” da Fig. 1.3 é obtida, e a analise ¢ dita rigido-pléstica
em 2° ordem.

Na analise elasto-plastica em teoria de 1* ordem o comportamento do
material € assumido como elastico até um certo limite e a partir dai
perfeitamente plastico e o equilibrio é formulado na posigdo inicial da
estrutura. A resposta carga-deslocamento para este tipo de analise ¢ mostrada
pela curva “E” e o seu limite superior é a carga de colapso plastico, P., obtida

da anédlise rigido-plastica em 1° ordem. Se o equilibrio for formulado na
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configuragido deformada, obtém-se a curva “F”, a qual representa uma analise
elasto-plastica em 2* ordem, também conhecido como analise ndo-linear em 2°
ordem. Esta analise é uma boa aproximagio do comportamento real da
estrutura de um portico, representado pela curva “R” da Fig. 1.3.

Embora a analise linear seja a mais utilizada nos escritérios de
projetos, ha situagdes em que a utilizagdo de analises ndo-lineares é essencial
para se obter resultados proximos dos reais; algumas delas s3o citadas a seguir:

e analise de estruturas esbeltas de edificios, onde os efeitos de 2°

ordem (ndo linearidade geométrica) tém influéncia significativa;

¢ em estruturas de concreto armado onde o nivel de tensdes leve a

fissuragdo do concreto, plastificagdes € a outros comportamentos

ndo-lineares deste material;
¢ em estruturas de comportamento elasto-plastico;

® quando se deseja analisar mecanismos e possibilidades de colapso,

reservas de seguranga para um dado nivel de carregamento, etc.

A diferenga entre as curvas obtidas da anélise elasto-plastica em 2°
ordem e a curva do comportamento real do portico depende de muitos fatores,

tais como:
e imperfeigdes iniciais das barras
o cfeito das deformagdes por cisalhamento
e influéncia dos efeitos nio-lineares do material

® etc.

1.5 Consideragdes Sobre o Comportamento do Concreto Armado

As estruturas de concreto armado apresentam um comportamento

complexo em fungdo das propriedades de seus materiais componentes (ago €
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concreto) e do trabalho destes em conjunto (aderéncia), levando-o a respostas
ndo-lineares.
O concreto € um material heterogéneo que se encontra em intercimbio
hidraulico constante com o meio ambiente, o que faz com que as reagdes
quimicas assim produzidas alterem suas propriedades ao longo do tempo.
Entre as caracteristicas importantes do material concreto CILONI (1993) cita:
eboa resisténcia a compressdo e baixa resisténcia a tragdo, o que leva
a sua fissuragdo;

ecxisténcia de deformagdes diferidas produzidas ou ndo por tensdes
(fluéncia, retragdo);

einfluéncia do tipo e da duragdo da solicitagdo na resisténcia do
material (estado uniaxial ou multiaxial de tensdes, efeito RUSH,
fadiga, etc.);

ebaixa ductilidade do material, se comparado com o ago, com

deformagdes ultimas muito baixas;

erelagdo ndo-linear entre tensGes de compressdo e deformagdes, com a

existéncia de um valor maximo e de um ramo descendente;
ecomportamento sob cargas dinidmicas com ciclos de histerese,
degradagdo da rigidez e da resisténcia do concreto.

J4 o0 ago apresenta outras caracteristicas proprias:

¢ resisténcia semelhante a tragdo e a compressio;

ecomportamento inicialmente elastico, com moédulo sensivelmente

constante, com fase plastica posterior, esta com caracteristicas

dependentes do tipo de ago (A ou B);
¢ auséncia de fluéncia e retragio;

e efeito BAUSCHINGER sob agio de ciclos de cargas.
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Trabalhando em conjunto o concreto e ago apresentam outras

caracteristicas importantes, como por exemplo:

eaderéncia imperfeita entre as armaduras € o concreto, com
deslizamentos relativos entre ambos, que tendem a aumentar sob

atuagdo de ciclos de carga e descarga;
e contribui¢do do concreto tracionado entre fissuras.

e coeficientes de dilatagdo térmica aproximadamente iguais.

E evidente que a natureza ndo-linear da relagio momento-curvatura
para as se¢des das barras de uma estrutura de concreto armado provocara
algumas alteragdes nos valores relativos dos esforgos solicitantes obtidos numa
analise elastica em 1° ordem. Em particular por causa das rotagGes plasticas de
algumas se¢des € possivel que os momentos fletores assumam valores
diferentes daqueles obtidos da analise linear, e ao atingir os valores limites, o
efeito da fissuragdo provoca uma redistribuigio dos momentos em estruturas
estaticamente indeterminadas.

Esta redistribuigdo de momentos depende da capacidade de rotagio
plastica de cada segdo. Se a segdo é fragil o momento decresce rapidamente
apds atingir 0o maximo e a estrutura rompera bruscamente sem absorver
qualquer carga adicional. Ja se a segdo é ductil, cargas adicionais podem ser
aplicadas porque rotagdes ocorrem enquanto 0 momento resistente permanece
constante e uma redistribui¢do de momentos ocorrera, e assim sucessivamente
até que o mecanismo se forme. Portanto se existe capacidade de absorver
rotagdes plasticas a distribuigdo do momentos para a carga de ruptura pode ser
completamente diferente daquela obtida usando a analise elastica linear e
dependera dos momentos ultimos das se¢des. Em estruturas de concreto
armado a ductibilidade de uma barra ¢ usualmente expressada como a razio
entre a deformagdo ultima e a deformagdo correspondente a primeira

plastificagdo. A ductibilidade para a formagdo da 1* rétula plastica pode ser
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insuficiente para possibilitar a total redistribui¢do dos momentos. Assim, se a
redistribui¢do é pretendida deve-se assegurar suficientes ductibilidades das
segoes criticas.

Outra n3o-linearidade que ocorre nas barras das estruturas de concreto
armado é devida a variagdo da rigidez EI ao longo de seu comprimento.
Quando a barra fissura a rigidez EI da seg8o fissurada reduz e esta variagdo de
El ao longo da barra altera a distribuigdo dos esforgos solicitantes se
comparada com a analise elastica (EI constante). Com o aumento do
carregamento a extensdo da regido fissurada aumenta e a distribuigdo da
rigidez, assim como dos esforgos solicitantes, sera outra vez modificada. Este
efeito € mais acentuado quando as diversas barras da estrutura contém
diferentes densidades de armaduras positivas e negativas, ¢ ¢ mais notada
ainda nos porticos porque a fissuragdo é maior nas vigas do que nos pilares.

Como exemplo ¢ mostrada uma viga hiperestatica sobre trés apoios
(Fig. 1.4): na segdo do apoio central, onde ¢ maior 0 momento negativo, a
fissuragdo dessa seg¢do provoca uma redugdo na rigidez e conseqiientemente
uma redistribuigdo de momentos, com o aumento dos momentos positivos € a

antecipagdo da fissuragdo nos vaos em relagdo a previsdo da teoria elastica.

S ANALISE ELASTICA
N /

ANALISE PLASTICA COM
REDISTRIBUIGAO DE MOMENTO

FIGURA 1.4 — Redistribuigdo de momentos provocada pela fissuragio numa
viga hiperestatica

As dificuldades envolvidas na consideragdo dos fendmenos

comportamentais do concreto armado levaram, no passado, os projetistas de
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estruturas de concreto a projetar baseando-se em formulas empiricas derivadas
de numerosos experimentos. Com o advento dos computadores permitiu-se
grande avango nos métodos numéricos de analise, como por exemplo o método
dos elementos finitos, e o conseqiiente desenvolvimento de modelos
matematicos mais realisticos com os quais se tenta descrever com mais
precisio o comportamento das estruturas de concreto armado. Obviamente
estas solugdes numéricas precisam ser confrontadas com dados experimentais,
assim, como, as analises numéricas devem ser utilizadas para aferir resultados

obtidos nos laboratdrios.

1.6 Consideragdes Gerais Sobre os Métodos de Projetos em Concreto

Armado

As normas mais modernas de projeto de estruturas de concreto armado
Ja incorporam em suas prescrigdes diferentes tipos de analise que podem ser
feitas dentro de um projeto. Assim é que o Cédigo Modelo CEB/FIP MC 90
(1990), explicita em seu paragrafo 5.3 quais as analises que podem ou devem

ser feitas. Diz o texto:

“A analise global de uma estrutura pode ser feita de acordo com os
seguintes métodos: analise nio-linear, anilise linear, andlise linear com

redistribui¢do e analise plastica.”

O texto especifica que a analise ndo-linear é uma descrigdo realista do
comportamento fisico e por conseguinte um método perfeitamente consistente
com as hipéteses usadas para verificagdes locais e calculo dos elementos que
compdem a estrutura. Enfatiza que este método deve ser usado como
referéncia para outros mais simplificados. Com relagéo a analise linear o MC

90 observa que ela s € realista quando a estrutura esta submetida a baixos
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niveis de tensfio e se seus elementos ainda ndo estdo fissurados. A analise
linear com redistribuigdo de esforgos, todavia limitada, pode ser utilizadas para
verificagdes na ruptura (Estado Limite Ultimo).

Interpretando as afirmag¢des do MC 90, MARTINS (1995) observa que
o método classico de projeto baseado na obtengdo de esforgos via analise
linear e posterior verificagdo das se¢des nos estados limites iltimos com esses
esforgos carece de consisténcia e tem sua abrangéncia extremamente limitada.
Conforme frisa 0 MC 90 pode-se aceita-la para célculo de vigas continuas e
porticos indeslocaveis lateralmente. Ocorrendo fissuragdo, até mesmo para
verificagGes dos estados limites de utilizagdo, a andlise linear ¢ teoricamente
deficiente.

Cabe aqui ressaltar que sempre se calculou obras de concreto armado
baseadas em calculos lineares sem que isto implicasse em danos a estrutura.
Mesmo sendo verdade esta observagdo, isto ndo invalida o fato de seus
resultados serem questionaveis e de que as margens efetivas de seguranga
possam ndo ser as previstas nos calculos.

A consideragdo do comportamento ndo-linear dos pérticos de concreto
armado de edificios pode ser feita através de métodos mais precisos como a
andlise ndo-linear fisica e geométrica utilizando-se para isto programas de
elementos finitos ou através de métodos simplificados como o método P-A ou
os métodos de comprimento efetivo de coluna.

O ACI 318-89 (1989) sugere que se faga uma analise levando em
conta a influéncia das for¢as axiais e das variagGes de inércia devido a
fissuragdo na rigidez das barras dos porticos de edificios, assim como os
efeitos decorrentes das cargas permanentes e das rotagdes de apoio na
estrutura lateralmente deslocada devido as a¢des do vento.

O CEB/FIP MC 90 ¢ mais exigente que o ACI 318-89, ele ndo apenas
incentiva o uso de analises que incluam as reais leis constitutivas dos

materiais, mas também fornece aos projetistas técnicas de como levar em
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consideragdo as ndo-linearidades geométricas e as variagdes de rigidez devido
a fissuragio.

Dentre os métodos simplificados de projeto recomendados pelas
normas pode-se citar os métodos de comprimentos efetivos, onde as
consideragdes de ndo-linearidades sdo levadas em conta diretamente no
dimensionamento das colunas. O método de amplificagdo dos momentos de 1
ordem recomendado pelo ACI 318-89; o método do momento adicional do
CEB/FIB MC 90; o método do aumento da excentricidade devido ao efeito da
esbeltez prescrito pela NBR 6118 (1980) sdo exemplos destes métodos de
comprimento efetivo de coluna.

Outros métodos simplificados muito utilizados nos escritorios de
projetos sdo os chamados “Métodos P-A”, que consistem basicamente em
simular os efeitos de 2° ordem (nfo-linearidade geométrica) através de forgas
cortantes ¢ momentos fletores adicionais produzidos pelo carregamento
vertical agindo na estrutura lateralmente deslocada. Estes esforgos sdo obtidos
usando apropriadas rigidezes EI para computar a fissuragdo do concreto.

Os parametros de estabilidade, definidos por BECK & KONIG
(1966), MACGREGOR & HAGE (1977), FRANCO (1985) e
VASCONCELOS & FRANCO (1990), surgem como indicadores da
estabilidade global da estrutura. Basicamente eles informam se o pértico pode
ser considerado como de nés fixos ou de nés moéveis, sendo que nos porticos
de nds fixos os efeitos de 2* ordem podem ser considerados em cada pilar
isoladamente em fungdo do seu indice de esbeltez, utilizando-se um dos
métodos de comprimento efetivo citados anteriormente.

Dentre estes pardmetros de estabilidade, um dos mais utilizados é o
chamado parametro o, inicialmente definido por BECK & KONIG baseado na
analise de poérticos articulados contraventados por uma parede estrutural e

dado por:
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oa=h|— (1.1)

onde h € a altura total do portico, P é a carga vertical total atuante, EI € o

produto de rigidez da parede de contraventamento suposto constante ao longo

da altura. Se a<0,6 dispensa-se a analise global de 2° ordem da estrutura.
FRANCO entende que o critério de equivaléncia da rigidez possa ser

estendido a estruturas de contraventamento compostas apenas por paredes ou

apenas por porticos. Como os efeitos de 2* ordem dependem da forma da

elastica da estrutura, ele sugere diferentes valores limites de a para os diversos

tipos de contraventamentos:

—a < 0,5 para estruturas compostas apenas por porticos;

— a < 0,6 para estruturas compostas por porticos e paredes;

—a < 0,7 para estruturas compostas apenas por paredes.

Mais recentemente VASCONCELOS & FRANCO mostraram que a

avaliagdo da deslocabilidade lateral da estrutura de contraventamento pode ser

realizada de forma muito conveniente pelo parimetro y,, dado por:

Y. = (1.2)

onde AM ¢ o incremento inicial do momento de 1* ordem causado pela agdo
das cargas verticais na estrutura lateralmente deslocada.

Esse pardmetro pode ser utilizado para estimar o acréscimo que se
deve dar ao momento de 1* ordem para se obter 0 momento que inclui também
a parcela de 2% ordem, ou seja:

M, =v..M, (1.3)
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Assim, considerando-se que a parcela de 2* ordem deve ser de no

maximo 10% da de 1° ordem para que a estrutura possa ser considerada como

indeslocavel, tem-se que o limite do pardmetro y,, para esse caso deve ser:
Y, <1l (1.4)

CORREA & RAMALHO (1995) mostram que pode-se trabalhar com
este coeficiente de majoragdo y, até o limite de 1,2. E mostrado ainda pelos
mesmos autores que existe uma boa correlagdo entre os pardmetros o € 7,,

calculados de mais de 60 pares de valores o e y,, obtidos para edificios

projetados e executados no Brasil, chegou-se a seguinte correlagio:
v, =11-033a +0500.° (1.5)

MACGREGOR & HAGE (1977) definem um outro parimetro de
estabilidade Q, a partir da consideragdo de que se os momentos de 2* ordem
ndo diferem em mais de 5% dos de 1* ordem, a analise em 2° ordem é

dispensavel; assim ele define Q como:

(ZP)a,

H.h

(1.6)

onde XP ¢ a resultante das cargas verticais no andar, A; é o deslocamento
lateral relativo de 1° ordem do andar, H é a for¢a cortante no andar ¢ h é a
altura do andar. MACGREGOR & HAGE entdo admitem que se Q<0,0475 ¢
desnecessaria a analise em 2° ordem, e recomendam ainda que se possa fazer

analise simplificada em 2? ordem (analise do tipo P-A) para valores Q<0,22.
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A revisdo da NBR 6118 em andamento deve incluir recomendagdes
sobre considerages dos parimetros de estabilidade e de processos
simplificados de consideragdo dos efeitos ndo-lineares em estruturas de
concreto armado.

No capitulo II serda apresentada uma revisdo das prescrigdes
normativas de projeto recomendados pelas diversas normas internacionais no
que se refere a consideragdo dos efeitos das ndo-linearidades em porticos

planos de concreto armado.

1.7 Objetivos do Trabalho

O projeto de uma estrutura de concreto armado deve atender com
seguranga os estados limites ltimos e os estados limites de utilizagdo. Para
assegurar o atendimento as condigdes de servigo, € necessario uma previsdo
rigorosa dos esforgos solicitantes, deslocamentos e deformagdes da estrutura
sob agdo das cargas de utilizagdo. E importante para se conhecer as reais
condigdes de seguranga estimar com precisio também a carga ultima da
estrutura. Portanto um projeto consistente de uma estrutura deve procurar
antecipar o comportamento mais proximo possivel do real, nas fases elastica,
fissurada e nas vizinhangas da ruptura.

Com o objetivo de melhor conhecer o comportamento dos porticos
planos de concreto armado nas diversas fases de carregamento, neste trabalho
pretende-se estudar o comportamento destes porticos através de uma analise
ndo-linear em teoria de 2° ordem, baseado na teoria de grandes deslocamentos
e grandes deformagdes usando para isto uma formulagdo tedrica consistente.

O trabalho envolve o desenvolvimento da formulagdo para analise
ndo-linear de porticos planos e a elaboragdo de um programa para utilizagédo

em microcomputadores para analise nido-linear de porticos planos de miltiplos
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andares em concreto armado, levando-se em consideragdo a deformabilidade

dos apoios. Esta formulag?xo consistente é baseada nos trabalhos desenvolvidos

por PIMENTA (1986 a 1995), e para consideragdo da ndo-linearidade fisica do
concreto armado € utilizado o processo das fatias que permite o uso de
relagGes constitutivas uniaxiais entre tensdo e deformagdo para o concreto ¢
para o ago. Neste processo as segdes transversais das barras de concreto
armado sdo divididas em fatias de concreto e de ago, podendo-se portanto ser
wiilizado para s¢gl¢s de forma qualquer, ¢om vérias ¢amadas de armadura,

E também objetivo deste trabalho incluir um estudo comparativo entre
os resultados numéricos com aqueles obtidos por métodos aproximados usados
em projetos atendendo as prescrigdes das varias normas internacionais, tais
como, 0 método P-A e o método de amplificagdo de momentos de 1* ordem,

assim como as recomendagdes relativas a redugio da rigidez EI para levar em

consideragdo a fissuragdo do concreto.

1.8 Descri¢do Resumida dos Capitulos

No capitulo II apresenta-se uma revisdo das prescrigdes normativas de
projeto recomendadas pelo ACI, CEB/FIB ¢ NBR 6118 no que se refere a
consideragdo dos efeitos ndo-lineares tanto geométricos quanto fisicos, para
porticos planos de concreto armado de edificios de andares multiplos.

No capitulo III € apresentada de maneira detalhada a formulagdo para
analise ndo-linear de pdrticos planos, baseada na teoria de grandes
deslocamentos e grandes deformagdes. A aplicabilidade da formulagdo na
analise de grandes deslocamentos ¢ ilustrada através de varios exemplos € os
resultados sd@o comparados com os obtidos através de solugdes analiticas. No
capitulo IV a formulagdo € aplicadas a analise de porticos planos de concreto

armado, onde sdo apresentados modelos constitutivos para o concreto € 0 ago.
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Apresenta-se também um fluxograma simplificado do programa principal e das
diversas subrotinas com a descrigdo suscinta dos varios passos de uma analise
ndo-linear incremental e iterativa. Varios exemplos sdo apresentados com o
objetivo de se mostrar a validade da formulagio e de se comparar os resultados

] ‘ . rq*
com os obtidos quando se utiliza os procedimentos aproximados de anlise
ndo-linear recomendados pelas diversas normas.

Finalmente no capitulo V sfo enfocados as principais conclusdes

extraidas deste trabalho e algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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PRESCRICOES NORMATIVAS PARA ANALISE NAO-
LINEAR DE PORTICOS EM CONCRETO ARMADO

2.1 Generalidades

As normas mais modernas de projeto de estruturas de concreto armado
Ja incorporam em suas prescrigdes diferentes métodos de analise ndo-linear.
Aqui serdo comentadas as recomendagdes do ACI-318/318R-89, do CEB/FIP
Manual of buckling and stability (1978) e da NBR-6118 (1980).

Pode-se avaliar os efeitos ndo-lineares em porticos planos de concreto
armado de edificios de andares multiplos através de 3 procedimentos
possiveis:

a)Métodos de analise nio-linear;

b)Métodos P-A,;

c)Métodos baseados no comprimento efetivo de coluna.

2.2 Métodos de Analise Nio-linear

Segundo o ACI 318-89 o projeto de barras de porticos devera ser
baseado nos esforgos solicitantes majorados obtidos de uma analise em 2°
ordem considerando a ndo-linearidade do material, fissuragdo assim como os

efeitos da curvatura das barras, inclinagdo lateral, duragdo do carregamento,
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retragdo, deformagdo lenta e interagdo com as fundagdes dos apoios. O
procedimento de andlise deverd apresentar resultados respaldados naqueles
obtidos em laboratorios.

ACI incentiva o uso da analise nfo-linear considerando os efeitos

supracitados para porticos deslocaveis por causa dos grandes efeitos na
estabilidade causados pelos deslocamentos laterais dos nos. Para obter valores
precisos de deslocamentos e esfor¢os de 2* ordem deve-se dar énfase a
utilizagdo de valores realisticos das rigidezes da barra.

O CEB/FIP ¢ mais ousado que o ACI. Ele ndo s6 incentiva o uso de
analises que incluem as leis constitutivas dos materiais ou relagdes momento-
curvatura para as se¢gdes como fungdo do tempo, e os efeitos das a¢les nos
deslocamentos, como fornece aos projetistas, técnicas de como fazer tal
analise, incluindo como considerar as variagGes de rigidez das se¢des.

As duas principais dificuldades na analise de porticos esbeltos em
concreto armado sdo as consideragdes das ndo-linearidades fisicas e
geométricas. Estas dificuldades tendem a diminuir com o surgimento de
programas que considerem estas ndo-linearidades, o que hoje ainda é pouco

acessivel & maioria dos escritorios de projetos.

2.3 Métodos P-A

A estabilidade de um poértico depende principalmente da interagdo
entre as forgas verticais e os deslocamentos laterais. Esta intera¢do afeta ndo
sO as colunas mas também as vigas. Sendo assim os projetos de porticos
demandam modelos mais realisticos do que analisar colunas isoladas
considerando-se apenas deslocamentos dos andares.

No item 2.1, foi mencionado que uma analise ndo-linear mais precisa
deveria incluir ndo-linearidade geométrica, ndo-linearidade fisica do material e

efeitos reologicos. Neste item, métodos aproximados, mas que consideram o
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comportamento global do pértico, serdo discutidos. Nesses métodos

comumente chamados de métodos P-A serdo considerados os efeitos da nio-
linearidade geométrica através da aplicagdo das forgas horizontais equivalentes

produzidas pela interagdo do carregamento vertical na estrutura lateralmente
deslocada. Os efeitos da ndo-linearidade fisica sio usualmente considerados
usando-se valores aproximados para EI

Embora a analise ndo-linear em teoria de 2° ordem seja a maneira mais
adequada para a determinagdo dos reais deslocamentos e esforgos solicitantes
em porticos em concreto armado, tal anélise pode ser muito complexa e as
vezes inacessivel a maioria dos escritrios de projetos. Assim analises
aproximadas através dos métodos P-A podem ser utilizadas através de

modificagdes na analise linear.

2.3.1 Anailise P-A Iterativa

Os esforgos e os deslocamentos em 2° ordem sdo obtidos através de
calculo iterativo, usando-se um programa de analise em 1° ordem, simulando-
se o efeito P-A através de esforgos ficticios, como se mostra a seguir.

Inicialmente efetua-se uma analise em 1° ordem do pértico sob agdo de
forgas verticais e horizontais. Desta analise pode-se determinar os
deslocamentos laterais de cada andar, e portanto os deslocamentos relativos
Al (Fig. 2.1).

O proximo passo € calcular a resultante das forgas axiais nas colunas
(XP;) em cada andar e conseqiientemente determinar-se as forgas cortantes

adicionais em cada andar (V) como:

Vi =(3P)A) /i, 2.1)



onde h; ¢ a altura do andar.

-1

j+ !

FIGURA 2.1 — Método P-A
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FIGURA 2.2 — Calculo das forgas laterais equivalentes ao efeito P-A

Assim, a forga lateral ficticia a ser aplicada em cada andar para simular o

efeito P-A sera:

Fi=Vi -V} 22)
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como mostrado na Fig. 2.2. As forgas laterais ficticias sdo adicionadas ao
carregamento lateral aplicado no pdrtico, (H;). Uma nova analise em 1° ordem

¢ entdo efetuada, repetindo-se a operagio até que os deslocamentos obtidos em

duas iteragdes consecutivas coincidam, a menos de uma tolerdncia pré-
estabelecida, que conforme MACGREGOR & HAGE (1977) deve ser de 5%.

Em geral, para estruturas aporticadas de razoavel rigidez, dois ou trés ciclos de
iteragdo sdo suficientes para a convergéncia, ¢ os esforgos € deslocamentos
obtidos agora incluem o efeito P-A. Deve-se salientar que o efeito P-A ndo
afeta apenas os esforgos nas colunas mas também os esforgos nas vigas.

A aplicagdo do método P-A iterativo ndo esta limitado apenas ao caso
de combinagdo de cargas verticais e horizontais; caso com carregamento
apenas vertical pode também ser considerado. Em ambos os casos ¢ exigida a
determinagdo da configuragio deformada e o calculo das forgas laterais
ficticias equivalentes usando-se as eq. (2.1) e eq. (2.2). As forgas laterais sdo
entdo aplicadas a estrutura e a configuragio deformada é novamente
determinada. Se o carregamento é apenas vertical deslocamentos laterais
significantes podem nfo ser encontrados. Nestes casos a analise deve ser feita
com base numa rotagdo dos andares igual ao provavel desaprumo toleravel (da

ordem de 1/200 para poérticos de concreto).

2.3.2 Analise P-A Direta

Alternativamente € possivel obter uma equagdo para obtengfio dos
deslocamentos finais de 2* ordem. A forga horizontal total aplicada no andar

“y” € (Fig. 2.1.a):

Hi=Y H, 23)
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Se K' ¢ deslocamento lateral causado por uma forga lateral unitaria no andar

“”, entflo o deslocamento de 1* ordem (1° ciclo) do andar j é:
N =K' H (2.4)
Para 0 2° ciclo a forga horizontal total no andar j é:

Hi = ZJ (H,+E) (2.5)

onde F, ¢ a forga lateral para o andar i. Substituindo-se a eq. (2.2) na eq. (2.5)

vem:
g [ )
i=1 hi hi—l
H! =Zj H. + (Z Pl)All + (Z PZ)A21 _ (Z PI)AI‘
g h, h, h,
+(Z P3)A31 _(Z PZ)AZI + ... +M ou
h, h, h,
h_,
o (Z PJ.)A"l 4 .
H;=Z‘;Hi+—h—=Hf+Vf (2.6)
i= i
Assim

R P A
A, =K'H] = K{H{ +(Z hJ) ‘]

i
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A=K H{H————(Z Ej)Kj] @7)

Para o 3° ciclo de iteragdo
H! =Hi +V) (2.8)

Entdo, assumindo-se que as forgas axiais permanecem, constantes, vem:

. L | . P )A
o 2

i

- PK’
A, = KJ{H{ Zh LK HJ( ) H
J

J

A, =K’| 1+ Z B +[(Z Pj)Ki)z

h. h.

J )

Entretanto para o enésimo ciclo, vem:

Ajn = KJHil 1+ (Z Pj)Kj +((Z PJ')KJ]2 + ... +{LZ:PJ__)K’)HI (2.9)

30
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5¢ a séric entre colchetes converge a estrutura sc estabiliza; se ao

contrario, a série diverge, a estrutura nio pode encontrar uma posi¢do de
equilibrio. Esta série é uma progressdo geométrica de razio [(Z Pj)Kj/hj],

cuja expressdo da soma desta série até o enésimo termo ¢é:

I-r
s, = 2.10)
I-r
onde
P )K!
r= (LL (2.11)
h,
Se r > 1 a série ndo converge.
Ser<1= lim r* =0=> lim S, =1L
n—Hw n-H>wo —_ r
aplicando-se a eq. (2.9), resulta que o deslocamento final é:
A, =K'H} ! : (2.12)
MR
h
ou
A =N L 2.13)
- (X p)K



32

A condigdo r < 1 implica:
(X p)a, <h B

O termo

y Pj)Kj YRy

h,  H.h

J

N

(2.14)

€ conhecido como parimetro de estabilidade definido pelo ACI-89. O valor
inverso € definido por HORNE (1975) como fator de carga critica e dado por:

A, = L (2.15)

A equagdo (2.13) mostra que os deslocamentos de 2* ordem podem ser
determinados diretamente de analise de 1° ordem se ocorre pouca ou nenhuma
mudanga na rigidez lateral do andar decorrente dos momentos de 2° ordem.

A partir da eq. (2.13) pode-se ter de forma aproximada o valor da
carga critica, que pode ser definida como a carga que anula o denominador da
equagdo, levando-se os deslocamentos para o infinito. Assim uma

aproximagdo da magnitude da carga critica para o andar j é:

. H'h,
P/ = —— (2.16)
A]

Uma expressdo mais exata é dada por:

Pl=—1 (2.17)
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onde o varia d¢ 1,0 para vigas flexiveis a 1,22 para vigas rigidas, conforme
recomendagio do ASCE (1978).

O pardmetro de estabilidade Q (eq. 2.14) pode ser usado para definir
0s porticos como de nos fixos ou moveis, e a estabilidade do pértico. Para o
ACI 318-89 se Q < 0,04 o pértico pode ser considerado com de nds fixos e os
momentos de 2° ordem nio excedem, em 5% os momentos de 1* ordem.
MACGREGOR & HAGE (1977) mostraram que 5% de acréscimo nos
deslocamentos deveria ser esperado se Q < 0,0475; para Q > 0,22

recomendam uma analise ndo-linear mais exata.

2.3.3. Método P-A Amplificador de Momento

Este método de anélise ¢ usualmente uma versio simplificada do
método P-A direto discutido no item anterior.
Para a coluna mostrada na Fig. 2.3 o momento fletor maximo é dado

por:

M, =Hh+Y PA_, (2.18)

Da equagéo (2.13) e (2.14)

(2.18a)

max

€ conseqiientemente:
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M, =Hh+Y Pl —=——|A (2.19)

FIGURA 2.3 — Forgas na coluna deformada

isto €, 0 mesmo que:

M. .=Hh+—rox— ou




M__ =Hh+ —5pa |t (2.20)

P_ZPA+ZPAJ

Hh Hh
M__ =Hh ou

G Y

M_ =Hh— 2.21)

)

ou em termos do pardmetro de estabilidade Q

M, = Hh(—l—) ou
1-Q

1
M. =M (1—_6) (2.22)

Este método P-A amplificador de momentos é também conhecido

como “método do pardmetro Q” porque ele usa o pardmetro de estabilidade

“Q” para ampliar os momentos.

No manual de flambagem e estabilidade do CEB/FIP (1978) é

35

proposto o fator de amplificagdo em termos de momentos. O método é

desenvolvido para acelerar a avaliagdo das forgas axiais e dos momentos,
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admitindo que para cada iteragio as forgas calculadas aumentam
aproximadamente como uma série geométrica.

Se o momento obtido numa segdo critica no 1° célculo é M;, o
correspondente valor resultante da iteragdo seguinte é M, e o momento da i-

ésima iteragéo € M,, entfio o fator geométrico “a” ¢ dado por:

M,-M —M.
a=—12 L= M, -M,, <1 (2.23)
M1 Mi—l - Mi—z
entdo, tem-se:
M, =M, +aM,
M, =M, +aM, +a’ M,
: (2.24)
M, =M, +aM, + - +a""' M,
para um numero infinito de iteragdes, obtém-se:
M= M,(1+ Y a“) (2.25)
n=}

M=M,—= ! (2.26)

mas da Fig. 2.3 tem:

M,=Hh e M,=Hh+) PA
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substituindo-se M, e M, na eq. (2.26), chega-se a mesma eq. (2.21)
. _ M,-M,
Cabe salientar que o valor de a = EEVER deve ser pequeno. O uso
1
de valores ndo pequenos pode levar a erros na avaliagdo do momento final de

2% ordem “M”.

2.4 Métodos Baseados no Comprimento Efetivo da Coluna

Na impossibilidade de se usar um programa de analise nio-linear
fisica e geométrica como descrito no item 2.2, ou métodos aproximados de
analise que considerem a interagdo entre o carregamento e os deslocamentos
(Métodos P-A), permitem as normas que se utilize procedimentos aproximados
de consideragdo das ndo-linearidades baseados nos resultados da analise
linear.

Estes métodos sio baseados no comprimento efetivo da coluna. A
partir da determinagdo do comprimento efetivo de cada coluna da estrutura em
fungdo das condigdes de vinculagdio nas suas extremidades, obtém-se fatores
de amplificagdo dos momentos (ACI-318/89) ou momentos adicionais de 2
ordem (CEB/FIP).

A Fig. 2.4 ilustra de forma simplificada os passos destes métodos
aproximados aplicados a um portico plano. Inicialmente isola-se a coluna
comprimida, levando-se em consideragdo se este portico é de nds fixos ou nos
moveis (Fig. 2.4a). A seguir substitui-se a coluna ja isolada (Fig. 2.4b) por
uma coluna bi-rotulada padrdo (Fig. 2.4c) de comprimento efetivo (k¢,) e
excentricidades equivalentes (e, € e,), de modo que a capacidade de carga
desta coluna bi-rotulada esteja bem proxima da capacidade da coluna isolada
(Fig. 2.4b). O passo final deste procedimento simplificado consiste em simular
os efeitos de esbeltez da coluna real nesta coluna padrio através da

amplificagdo dos esforgos internos na sua segdo critica (Fig. 2.4d). Portanto



38

nestes métodos, o projeto da coluna levando-se em consideragio os efeitos de

2" ordem, se reduz a verificagdo do equilibrio da secfio transversal (Fig. 2.4d).

%

iN
T
ty

/

/
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<}

P
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i

PASSO | H

b} BARRA COMPRIMIDA
ISOLADA

——

- —— .

»> > >4
a) PORTICO

[
M
Kly
—_ >
PASSO 2 PASSO 3
!

frot
e

¢) BARRA PADRAO d) SECAO TRANSVERSAL
Bli ROTULADA EM FLEXQ-COMPRESSAO

FIGURA 2.4 — Passos de um procedimento simplificado de projeto

2.4.1 Comprimento Efetivo de Barras Compridas

Como observado no item anterior os efeitos da esbeltez da coluna
(efeitos de 2* ordem) podem ser levados em conta no projeto da coluna através
do comprimento efetivo “k¢,”, da mesma forma que é feito nos projetos de

colunas de ago conforme o AMERICAN INSTITUTE STEEL



39

CONSTRUCTION (AISC). O coeficiente “k” que multiplica o comprimento
real da coluna “/¢,” € obtido com auxilio de um abaco de dupla entrada,
desenvolvido por Jackson e Moreland (Fig. 2.5), o qual permite a

determinago grafica deste fator para uma coluna de segfio constante num

portico de multiplos andares e varios vios.

¥a Vs Va Ve
k k
] [ ° [ J
50.0 10 = 500 ~ 200 —
10.0 | - 10.0 100.0 — 100 - 100.0
h E 50.0 — —500
5.0 3 — 5.0 30.0 -
s 2 50 300
3.0 7 - 3.0 20.0 - 40 - 200
20 -+ - 20 T -
10.0
- - '+ g 3D e
—-o0s8 283 = 'g%
1,0 — - 1.0 7.0 — - 70
Q9 — = > .
a8 — T 32 6.0 L. 6.0
Q7 —1 - o7 5.0 ] ~ 5.0
0.6 - o7 - 06 40 20 [~ 40
05 - [~ 05 30 -
04 — 1 — 04 7 - 30
03 — ~ 03 20— L 20
. 1 - 15
02 o6 - a2 y -
- - 1.0 - — 10
Q.1 — -+ — ol ] -
0— Las Lo 0 10 [ o
(@ ) nds fixos W= ZEL/Le (b ) nds mbveis
ZE /Ly

FIGURA 2.5 — Fatores de comprimento efetivo

Devido a diferenga de comportamento entre os pérticos de nos fixos e
os de nds moveis, o fator de comprimento efetivo “k” dependerd da
deslocabilidade do pértico. Na pratica, raramente existira um pértico de nés
completamente fixos ou completamente méveis. Para efeito de utilizagdo dos
abacos da Fig. 2.5, considera-se que a coluna pertence a um pértico de nds
fixos se os deslocamentos horizontais ndo afetam significativamente os

momentos na estrutura, 0 ACI-318/89 define o poértico como de nés fixos,
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quando o parimetro de estabilidade “Q”, definido pela eq. (2.14) é menor que
0,04.

Um procedimento alternativo, mais aproximado, pode ser usado para
classificagio dos pérticos em de nds fixos ou de nés moveis. Neste
procedimento, a coluna pode ser considerada como pertencente a um pértico
de nés fixos se estiver localizada num andar no qual os elementos de
contraventamento (paredes, treligas, nicleos) tém rigidez lateral total a forgas
laterais pelo menos 6 vezes a soma das rigidezes laterais de todas colunas do
andar.

O comprimento efetivo ¢ fungdo da relagdo entre a rigidez das colunas
e das vigas em cada extremidade da coluna, sendo assim ele sera fortemente
afetado pela perda de rigidez por fissuragdo e pela variagdo da rigidez de vigas
e colunas em fungdo da densidade de armadura. Para utilizagdo do abaco da
Fig. 2.5, a rigidez a flexdo de cada barra (EI) deve ser calculada baseado no

momento de inércia da segdo fissurada dada por:

EI=05E I, (para as vigas) (2.27)

EI=E] (02+12p E,/ E.) (para as colunas) (2.28)

onde:
E. € 0 mddulo de elasticidade do concreto.
Iy € 0o momento de inércia da se¢do plena da barra em relagdo ao seu
eixo desprezando-se a contribui¢do da armadura.
E; ¢ o mddulo de elasticidade da armadura.
pr € a razdo entre a area total da armadura da coluna e a area da segdo

transversal.



41

De acordo com o ACI-318/89, o fator de comprimento efetivo para
colunas de pérticos de nds fixos e de nés méveis pode ser calculado pelas
equagdes abaixo:

— para colunas de poérticos de nds fixos, o fator de comprimento

efetivo sera tomado como o menor dos valores obtidos das eqs. (2.29) e (2.30)

k=07+005y, +y,)<10 (2.29)

k =085+005y__ <10 (2.30)

onde vy, e y; sdo os valores de y obtidos da equagdo indicada na Fig. 2.5
para as duas extremidades da coluna e y_, € o menor dos dois valores.

— para colunas de porticos de nés méveis com ambas extremidades da

coluna restringidas, o fator de comprimento efetivo pode ser tomado como:

k=2();—0""n,/1+wm para y_<2 (2.31)
k=091+y_ para y_2>2 (2.32)

onde v, ¢ amédia de valores de y para as duas extremidades.
— para colunas de pérticos de nés modveis com rotula em uma
extremidade, tem-se:

k =2.0+03y (2.33)

onde y ¢ valor para extremidade restringida
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2.4.2 Consideragoes Sobre os Efeitos da Esbeltez

O indice de esbeltez de uma coluna é definido como a relagéo (k£ u) / r

onde r € o raio de giragdo da se¢do e dado por r=,/I/A . Conforme o ACI-

318/89 os efeitos da esbeltez (efeitos de 2* ordem) podem ser desprezados para

colunas pertencentes a porticos de nos fixos desde que:

Kty c34- 12%& (2.34)

2b

r

onde M,,/M,, ¢é a relagdo entre o menor e o maior momento fletor nas
extremidades da coluna, sendo esta relagdo positiva se provoca curvatura
simples € negativa se provoca curvatura reversa. Para colunas pertencentes a

porticos de nés moveis os efeitos de 2* ordem serdo desprezados se (k¢,)/r <

22. Em ambos os casos assegura-se que pelo menos 95% da resisténcia da
se¢do transversal serd desenvolvida, sendo assim a capacidade de carga da
coluna sera governada pela sua resisténcia.

MACGREGOR et al (1970) baseado na analise de varias estruturas
construidas concluiram que os efeitos de 2* ordem nas colunas poderiam ser
desprezados em 90% das colunas de porticos de nds fixos e em 40% das
colunas de porticos de nos méveis. O autor acredita que nas estruturas atuais,
mais esbeltas, estas percentagens sejam bem menores.

O ACI-318/89 recomenda uma analise n3o-linear mais precisa para
colunas com indice de esbeltez k¢, > 100.

O CEB/FIP dispensa a consideragio dos efeitos de 2* ordem nas

colunas com indice de esbeltez menor que 25. Permite o uso de métodos

aproximados de determinagio dos efeitos de 2* ordem para colunas com indice
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de esbeltez menor que 40. Permite que se calcule a esbeltez das colunas de um

andar de um pértico de andares miltiplos de nos méveis através da expressio:

_ [12KA
A= ,/——h (2.35)

onde

A € o indice de esbeltez das colunas de um andar.

K € o deslocamento horizontal relativo do andar em consideragdo em
relagdo ao andar inferior, sob agdo de uma carga unitaria H = 1
aplicada no topo da estrutura a qual é considerada comportar-se
linearmente, com um médulo de elasticidade E = 1.

A ¢ a soma das areas das se¢des transversais de todas as colunas do
referido andar.

h ¢ a altura do andar

A norma brasileira NBR-6118 exige a consideragdo dos efeitos de 2°
ordem nas colunas com indice de esbeltez maior que 40. Permite a utilizagdo
de métodos aproximados para colunas com indice de esbeltez entre 40 ¢ 80.
Exige utilizagdo de método exato que considere a relagdo momento curvatura
baseado nos diagramas o-¢ do concreto e do ago, ou por método aproximado
devidamente justificado sempre que a esbeltez for superior a 80.

Dentre os procedimentos aproximados para consideragio dos efeitos
de 2* ordem em barras comprimidas baseado no comprimento efetivo, destaca-
se 0 Método do amplificador de momentos recomendado pelo ACI-318/89 e

Método do momento adicional recomendado pelo CEB/FIP.
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2.4.3 Método do Amplificador de Momentos

Para colunas com indice de esbeltez, inferior a 100, pode-se
determinar de forma aproximada os efeitos de 2* ordem baseado no conceito
de um amplificador de momentos “3”. Este coeficiente amplia os momentos
oriundos da anilise em 1° ordem para computar os efeitos das forgas axiais
nestes momentos; ¢ € fungdo da relagdio entre a carga axial na coluna e sua

carga critica, da relagdo entre os momentos nas extremidades da coluna e da

sua forma deformada.

O momento de calculo ampliado pelos efeitos de 2* ordem sera dado

por:
M, =8M,, +5M,, (2.36)
sendo
§,=—Sn > 2.37)
P
oP,
C
§ =——m ___>1 2.38
s 1 Z Pu ( )
Y P,
p - TEl (2.39)
" (Ke) '
onde

P, € a carga axial de calculo na coluna obtida da analise em 1? ordem.
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2P, € a resultante das cargas axiais de calculos de todas as colunas no

andar.

P; € a carga critica da coluna suposta bi-rotulada com comprimento

efetivo “k¢,”.

Cn € um fator de corregdo para levar em contar o fato do momento

maximo amplificado néo ocorrer nas extremidades.

¢ € o fator de redugio de resisténcia.

Ma;, € 0 momento de célculo na coluna proveniente do carregamento

vertical, em teoria de 1* ordem.

M, € 0 momento de calculo na coluna proveniente do carregamento

lateral, em teoria de 1 ordem.

No calculo da carga critica da coluna e na analise em teoria de 1°
ordem para determinagio dos esfor¢os na coluna deve-se levar em
consideragdo, pelo menos de forma aproximada, o efeito da fissuragdo na
rigidez EI das barras. Recomenda-se usar as equagdes (2.27) e (2.28).

O fator de corregdo C,, para porticos de nés méveis ¢ igual a 1, e para

porticos de nds fixos é dado por:

C.=06+04 M (2.40)

2b

onde M;,/M,;, € a relagdo entre o menor e o maior dos momentos fletores nas
extremidades das barras, sendo esta relagdo positiva quando estes momentos

provocam curvatura simples.

O valor do comprimento efetivo “k#,” influencia no valor da carga
critica “P.”, assim os valores do amplificador de momentos “8” serdo
influenciado pelo fato da coluna pertencer a um pértico de nés fixos ou de nés
moveis. Para pérticos de nos fixos, o amplificador “8” usa fator de

comprimento efetivo menor ou igual a 1, enquanto que os pérticos de nds



46

moveis este fator sera maior que 1. O fator C,, € igual a 1 para poérticos de nds
moveis e entre 0,4 e 1 para porticos de nds fixos. Assim, para pérticos de nos
moveis a carga critica “P,” serd menor e o amplificador seré maior.

Um sistema de piso de um edificio é suficientemente rigido no seu
plano o que faz com que todas as colunas tenham a mesma deflexdo lateral a
menos que ocorra torgdo. Entretanto a for¢a cortante em cada coluna sera
fungdo de sua rigidez relativa a rigidez de todas colunas do pavimento. Assim
num andar a coluna mais rigida tende a travar a coluna mais flexivel. As Fig.
2.6 € 2.7 mostram esta interagfo de colunas para um pértico. A Fig. 2.6 mostra
que o fator de amplificagdo da coluna da esquerda € quase constante para uma
dada carga. Por exemplo na Fig. 2.6 o fator de amplificagdo a ser aplicado na
coluna da esquerda para P,/P, = 0,6 ¢ P, = 0 (ponto B), ¢ quase igual ao fator
de amplificagéo para Pi/P, = 0,3 com P, = P, (ponto A), o qual representa a

mesma carga total no portico.

20 P P
g r— 1.1 |/
s 18 Ia I ?*/ 4 /
e A - -4 N
2 16 latle qq/o/’?/ //
< -,
w14 A / K"Zﬂ/ -
x /B
w //

=

o ! e s A S 5 ré »8 9 10

/P,

FIGURA 2.6 — Interagdo de colunas de mesma inércia de um pértico bi-

rotulado
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FIGURA 2.7 — Interagdo de colunas de inércia diferente um pértico bi-
rotulado

Isto esta mais evidente na Fig. 2.7, onde o fator de amplificagdo “5”
para a coluna da esquerda ¢ plotado junto com os valores (P; + P,)/P.. Para
levar isto em consideragdo, o ACI-318/89 exige que o fator de amplificagdo
comum a ser calculado para um andar seja baseado em ZP,/SP,, onde T
representa a soma sobre todo o andar.

A resisténcia de um portico de nés moveis é governado pela
estabilidade das colunas que ¢é influenciada pelo grau de restrigdo aos
deslocamentos impostos pelas vigas a elas ligadas. Se as ligagdes viga-coluna
plastificam, conseqiientemente ocorrera uma relaxagdo destas restrigdes € a
capacidade de resistir cargas verticais do pértico reduz drasticamente. Para
evitar este problema o ACI-318/89 recomenda que o projetista dimensione as
vigas para resistir aos momentos amplificados das colunas, ou seja, as vigas
devem ser capazes de absorver o momento total do né.

YURA (1971) recomenda que para se prevenir contra a flambagem
individual de uma coluna altamente carregada, é necessario verificar sua
capacidade de carga usando sempre o fator do comprimento efetivo de pértico
de nds moveis.

As vantagens do método do amplificador de momentos sio:
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— ¢ simples e facil de usar no dia a dia dos escritorios de projeto.

—<¢ racional e apresenta resultados aceitiveis para a avaliagdo
aproximada dos efeitos de 2* ordem.

— ndo é necessario conhecer 0s deslocamentos nodais.

As desvantagens do método séo:

—¢€ um método aproximado, onde os efeitos de 2° ordem sdo
computados apenas nas colunas.

— o0s problemas inerentes ao uso de 4bacos para determina¢do do
comprimento efetivo, principalmente no tocante s condigSes de

vinculagdo das colunas na fundago.

2.4.4 Método do Momento Adicional

Este método, recomendado pelo CEB/FIP e pela NBR -6118, é similar
ao método do amplificador de momento descrito no item anterior, onde a carga
axial de calculo P, permanece inalterada. A diferenga é que ao invés de
multiplicar o momento de 1* ordem da coluna pelo fator “8”, adiciona-se a este
momento de 17 ordem um momento de 2* ordem obtido do produto da for¢a
axial por uma excentricidade adicional, denominada excentricidade de 2°
ordem.

O CEB/FIP recomenda que para coluna de segfo transversal constante
tendo excentricidades iguais com o mesmo sinal nas suas duas extremidades

(Fig. 2.8), a excentricidade de 2* ordem a ser considerada seja:

(ke,)
10

[ »—

e, = (2.41)

-

onde k¢, é o comprimento efetivo e 1/r é a curvatura da segdo critica. Para
uma coluna de segdo constante sujeita a momento de 1° ordem variando

linearmente ao longo do comprimento da coluna causando excentricidades de
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valores ou sinais diferentes (Fig. 2.9), a excentricidade de 2* ordem a ser

considerada deve ser igual ao maior dos dois valores:

e, =06¢,, +04e (2.42)

e, = 04de, (2.43)

onde e, € €, sdo as excentricidades de 1* ordem nas extremidades, e,, sendo
positiva € maior em mddulo que e,,.
Neste caso despreza-se os efeitos de 2* ordem se o indice de esbeltez é

menor que (50 - 25 e, /e,,).

3'3 eoo- e‘

ey= EXCENT. DE |2 ORDEM
e, = EXCENT. ACIDENTAL
e, = EXCENT DE 22 ORDEM

FIGURA 2.8 —Excentricidades iguais nas extremidades
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FIGURA 2.9 — Excentricidades diferentes nas extremidades

A NBR-6118 permite a consideragdo dos efeitos de 2* ordem de forma
aproximada para indices de esbeltez entre 40 e 80, através da adigdo de um
momento de 2° ordem. A expressdo da excentricidade de 2 ordem é a mesma

do CEB/FIP e € dada pela equagdo 2.41. A curvatura 1/r da sego critica é

dada por:
00035+f . /E
1. /B, com v+05>1 (2.44)
r (v + O.S)h
sendo
P
v= u 2.45
Ac fcd ( )
onde

h = lado, paralelo a excentricidade acidental considerada, do retingulo

mais estreito circunscrito a se¢do
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P, = forga normal de célculo

4 ~ 4 b
A, = area da secfo transversal geométrica da coluna
fea = resisténcia de calculo do concreto a compressdo
f,4 = resisténcia de calculo do ago

E; = mddulo de elasticidade longitudinal do ago

Assim o momento adicional para computar os efeitos de 2* ordem na
coluna sera:
M2d = Pu ez (246)

As vantagens do método do momento adicional s3o:

— € simples e de facil uso em escritérios de projetos,

— ¢ racional e valores adequados para o projeto sdo obtidos em
muitos casos.

As desvantagens sio:

— o0s problemas inerentes a determinagdo correta do comprimento
efetivo através de abacos.

— € um método aproximado, onde os efeitos de 2* ordem s#o

computados apenas nas colunas.

2.5 Comentarios Finais Sobre os Métodos Simplificados para Analise

Naio-linear de Pérticos em Concreto Armado

Os métodos P-A sdo mais racionais que os métodos de comprimento
efetivo, € de simples utilizagdo quando se pode usar o computador na analise.
Quando néo se dispde de computador os métodos de comprimento efetivo sdo

mais praticos pois ndo dependem dos valores dos deslocamentos nodais. No

método P-A nédo ha distingdo entre porticos de nds méveis ou de nos fixos, o
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que ¢ a maior dificuldade nos métodos de comprimento efetivo uma vez que
esta distingdo € discutivel.

O maior problema em qualquer anilise nio-linear simplificada de
porticos de concreto armado ¢ a escolha adequada dos valores da rigidez a
flexdo EI, sob varias condigGes de carregamento. De fato, os erros resultantes
do uso de métodos aproximados de calcular efeitos de 2* ordem ou carga
critica sdo, em geral, menores que os erros resultantes da escolha dos valores
de EL

Seria desejavel que o valor de EI refletisse a quantidade de armadura,
a extensdo da fissuragdo, o comportamento néo-linear do concreto e do ago, os
efeitos reoldgicos no concreto, a variagio da rigidez ao longo da barra, mas
isto ainda ndo € exeqiiivel no dia a dia dos projetistas que trabalham com
sistemas estruturais de edificios onde o grau de indeterminagdio estitica é
muito alto.

MACGREGOR & HAGE (1977) tém recomendado trabalhar com EI
igual a 0,4 E, I; nas vigas ¢ 0,8 E. I, nas colunas, para computar os efeitos ndo-
lineares. VASCONCELOS & FRANCO (1991) sugerem considerar EI igual a
0,5 E; I; nas vigas e 0,8 E; I, nas colunas, ou alternativamente 0,7 E, I; para
rigidez inicial da estrutura global.

MACGREGOR (1993) recomenda a introdugio de um fator de redugio
da resisténcia (¢) na analise em 2* ordem para levar em conta a variabilidade
nas deflexdes laterais previstas, resultante das simplificagdes na modelagem da
estrutura ¢ dos valores assumidos de E e I. Na proposta de revisdo do ACI-
318/89 esta incluida a recomendagdo de se utilizar na anélise de porticos os
valores de EI propostos por MACGREGOR e HAGE (1977) multiplicados

pelo fator de redugio de resisténcia ¢ = 0.875, resultando assim:

— EI'=0.35 E, I, para vigas
— EI'=0.70 E, I, para colunas
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- EI'=0.70 E, I, para paredes ndo fissuradas

— EI'=0.35 E; I para paredes fissuradas
—EI=0.25 E. I, para lajes

onde E € o médulo de elasticidade do concreto e I, ¢ 0 momento de inércia da
segdo plena de concreto.

MACGREGOR (1993) comenta ainda que na proposta de revisdo do

ACI-318/89, o momento amplificado para pérticos de nds moveis sera:
M2 = MIV + SH MIH (247)

1

5, =——>
H l_Q

1 (2.48)

onde M, é o momento amplificado incluindo-se o efeito de 2° ordem, M,y é o
momento de 1* ordem devido ao carregamento vertical, M;y; é 0 momento de

1* ordem devido ao carregamento horizontal € Q € o pardmetro de estabilidade.
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FORMULACAO CONSISTENTE PARA ANALISE
NAO-LINEAR DE PORTICOS PLANOS

3.1 Introducgio

Na analise ndo-linear admite-se que a resposta da estrutura a um
estado de carregamento néo ¢ linear, isto é, a incrementos iguais de cargas ndo
correspondem necessariamente incrementos constantes de deslocamentos. Esta
resposta ndo-linear esta condicionada a mais de uma variavel, caracterizando-
se 0 que o meio cientifico convencionou denominar nio-linearidade fisica e
geométrica de uma estrutura.

A nio-linearidade geométrica esta associada as variagdes de esforgos e
deslocamentos provocados pela mudanga de geometria da estrutura sob agdo
do carregamento, seus efeitos na estrutura sio comumente denominados
“efeitos de segunda ordem”.

Duas classes de problemas estdo relacionados a uma analise com n#o-
linearidade geométrica: os que se prendem aos célculos dos efeitos de segunda
ordem numa estrutura sob agio de um determinado carregamento € os que se
ligam diretamente aos fendmenos de perda de estabilidade que pode ocorrer
por bifurcagio do equilibrio ou por aparecimento de ponto limite na
configuragdo de equilibrio.

A ndo-linearidade fisica esta relacionada as caracteristicas do

comportamento mecanico dos materiais constituintes das estruturas. Este
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comportamento afeta a rigidez das segdes transversais, tornando-as varidveis
com o carregamento.

A teoria apresentada neste capitulo permite considerar o
comportamento ndo-linear de estruturas de barras de material elasto-plastico,

ndo coloca nenhuma restrigdo quanto a grandeza dos deslocamentos e das
deformagdes, e aplica-se a problemas de analise em teoria de segunda ordem,
assim como, aqueles relacionados a perda da estabilidade.

O desenvolvimento tedrico sera feito dentro da formulagéo
Lagrangiana atualizada, utilizando-se um sistema de coordenadas naturais ou
corrotacionais, obtendo-se assim de forma consistente as equagdes
incrementais de equilibrio, o vetor das forgas nodais internas e a matriz de

rigidez tangente de um elemento de portico plano.

3.2 Revisao Bibliografica

O estudo do comportamento estrutural ndo-linear tem atraido muito a
ateng@o dos pesquisadores. Sendo a analise ndo-linear um assunto muito amplo
e tendo em vista os objetivos deste trabalho, a revisdo bibliografica aqui
tratada serd restrita a trabalhos publicados sobre analise ndo-linear de
estruturas de barras, com énfase nas formulagSes matriciais baseadas no
Método dos Elementos Finitos.

O desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos para a solugdo
de problemas praticos de engenharia comegou com o advento dos
computadores e pela implementagdo da linguagem de programagéo
FORTRAN, permitindo-se assim resolver problemas cada vez mais complexos
e de crescente nimero de incognitas.

Conforme BATHE (1996) , as primeiras contribuigées ao estudo do

Método dos Elementos Finitos aplicado a engenharia aparecem nos trabalhos
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de ARGYRIS, JH. & KELSEY, S. (1955); TURNER, M.J. et al., (1956); ¢

CLOUGH R.W. (1960). Mais tarde importantes foram as contribuigdes de

ARGYRIS, J.H. (1965); e ZIENKIEWICZ, O.C. & CHEUNG, Y.R. (1967).
Na década de 60 aparecem os primeiros trabalhos onde o

comportamento ndo-linear geométrico (NLG) é formulado via o Método dos
Elementos Finitos (MEF). CORREA (1991) cita o trabalho de TURNER et al.
(1960) como o primeiro artigo publicado em que a ndo-lineatidade geométrica
¢ tratada pelo Método dos Elementos Fimitos (MEF), usando um procedimento
incremental linearizado, implementado junto ao conceito de rigidez tangente,
usando relagdes deformagdo-deslocamento com termos de ordem superior.
GALLAGHER & PADLOG (1963) introduzem a ndo-linearidade fisica (NLF)
no modelo de elementos finitos.

ARGYRIS (1965) estuda os problemas ndo-lineares fisicos e
geométricos (NLFG) pelo MEF, publicado no classico texto “Continua e
Descontinua”.

MALLET & MARCAL (1968) desenvolvem o formalismo das
matrizes incrementais incluindo significantes termos ndo obtidos
anteriormente. As matrizes sio definidas de forma explicita e apropriadas para
deslocamentos finitos, grandes deslocamentos e analise de estabilidade.
Usando sistemas de coordenadas Lagrangianas obtém as matrizes de rigidez
para andlise NLG através de trés formula¢des diferentes, a saber, energia
potencial, direta e linear incremental.

JENNING (1968) emprega as coordenadas eulerianas na formulagio
da matriz de rigidez tangente. POWELL (1969) também emprega as
coordenadas eulerianas, separando os deslocamentos associados as
deformagdes das barras e os deslocamentos de corpo rigido, permitindo assim

utilizar a formulag@o para grandes rotagdes dos nos.
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MARTIN (1969) apresenta um minucioso estado da arte sobre a
utilizagdo do MEF na analise NLG, abordando a questdo das deformagoes e
tensdes iniciais.

ORAN (1973a, 1973b) apresenta uma matriz de rigidez tangente
consistente com a teoria convencional de viga-coluna para poérticos planos,

utilizando coordenadas eulerianas. Posteriormente estendido a porticos
espaciais elasticos, baseado na hipétese de pequenas deformagdes mas grandes
rotagGes, alertando sobre a ndo comutatividade das rotagdes no espago, ndo
podendo portanto ser tratadas como vetores.

No Brasil, MANTILLA (1974) desenvolveu um método iterativo para
analise ndo-linear geométrica utilizando o conceito de fungdes de estabilidade
para obtengdo da matriz de rigidez. Usa um procedimento iterativo do tipo
Newton-Raphson, e para levar em conta a teoria dos grandes deslocamentos,
uma atualizagfo de coordenadas ¢ feita em cada etapa.

BATHE et al. (1975) apresentam as formulagGes Lagrangianas
aplicadas a analise dinimica e estatica de grandes deformagdes utilizando o
método dos elementos finitos. Essas formulagdes tém um fundamento geral e
consistente e sdo capazes de modelar problemas com ambas as nfo-
linearidades.

ARGYRIS et al. (1979a) introduzem o conceito de graus de liberdade
naturais na formulagdo Lagrangiana atualizada. Com este procedimento os
deslocamentos cartesianos podem ser separados em deslocamentos de corpo
rigido e deslocamentos associado as deformagdes dos elementos. ARGYRIS et
al (1979b) estendem esta formulagdo consistente a pdrticos espaciais, onde o
problema da ndo comutatividade das grandes rotagdes € resolvido usando os
angulos de Euler-Rodrigues.

ANTUNES (1978) estuda a instabilidade da estrutura tridimensional
de edificios altos usando uma formulagdo para pequenos deslocamentos e

pequenas deformagdes, desprezando-se os efeitos do bimomento.
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Na década de 80, cresce muito o numero de trabalhos que apresentam

formulag¢Ges gerais para analise ndo-linear fisica e geométrica de estruturas de
barras. Na linha da formulagio Lagrangiana atualizada utilizando graus de
liberdade naturais pode-se citar GATTASS & ABEL (1987) onde so obtidas

expressoes explicitas das matrizes de rigidez de barras de portico. Ainda nesta
linha destaque deve ser dado a contribuigio dos trabalhos de PIMENTA
(1986a, 1986b, 1986¢, 1988, 1989a, 1989b) na formagio do autor. No trabalho
de PIMENTA (1986a) sdo discutidos varios aspectos da analise nio-linear de
pérticos planos compostos por qualquer material. A teoria apresentada permite
considerar barras ndo-homogéneas de material elasto-plastico e nfo coloca
nenhuma restri¢do quanto a grandeza dos deslocamentos. Os vetores de forgas
nodais internas e a matriz de rigidez sdo obtidas de forma consistente. CONCI
& GATTASS [1989] utilizam a formulagdo natural para obtengio de um
elemento finito ndo-linear de barra de segdo aberta de paredes finas incluindo
os efeitos de tor¢do e bimomento.

SILVA (1989) utiliza o método P-A para a avaliagdo dos efeitos da
ndo-linearidade geométrica no comportamento estrutural de estruturas
tridimensionais de edificios altos com nucleos resistentes. LAVALL (1989)
utiliza as fung¢des de estabilidade para estudar a ndo-linearidade geométrica de
porticos planos metalicos.

MEEK et al (1990) estudaram o comportamento NLFG de porticos
espaciais, através de uma formulagdo simples e eficiente de elementos de vigas
colunas. CORREIA (1991) desenvolve um sistema computacional para analise
ndo-linear de estruturas tridimensionais de edificios altos considerando a ndo-
linearidade geométrica das barras e a ndo-linearidade fisica das lajes de
concreto armado. PIMENTA & YOJO (1992, 1993) a partir das equagdes da
mecanica dos solidos deformaveis, de forma totalmente consistente usando
formulagdes variacionais para a obtengdo das equagbes de equilibrio,

desenvolvem um modelo de barra totalmente nZo-linear (NLFG) e
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geometricamente exato, sem nenhuma limitagdo quando A magnitude dos
deslocamentos e das deformacdes, adequado para andlise de porticos espaciais.

O problema da ndo comutatividade das rota¢des finitas no espago é resolvida
com auxilio da férmula de Euler-Rodrigues.

MORI (1992) estuda a ndo-linearidade geométrica de estruturas
tridimensionais de edificios altos com nicleos resistentes considerando os
efeitos do bimomento.

Com relagdo aos procedimentos para solugdo de problemas ndo-
lineares, destaca-se os trabalhos de CRISFIELD (1980), OWEN & GOMES
(1984), BATHE & CIMENTO (1980) e PROENCA (1989) onde ¢ feita uma
revisdo dos algoritmos disponiveis para solugdo de problemas ndo-lineares via

MEF, destacando o estudo comparativo da eficiéncia destes algoritmos.

3.3 Consideragdes Sobre as Formulagdes para Analise Nio-linear via
MEF

Existem basicamente duas formula¢Ges diferentes para descrever o
movimento de um corpo sujeito a deslocamento finitos, que apesar de
equivalentes, tem caracteristicas especificas que as tornam aplicaveis a solugdo
de determinados tipos de problemas. Na literatura elas sio chamadas de
Lagrangiana ou referencial e Euleriana ou espacial. A primeira ¢é aplicavel
principalmente a problemas de mecénica dos solidos e a tltima a problemas de
mecénica dos fluidos.

PIMENTA (1989a) mostra que ambas as formulagdes podem ser
utilizadas para obtengdo da matriz de rigidez tangente de elementos finitos de
volume pelo processo dos deslocamentos.

A principal caracteristica da formulagfio Lagrangiana apresentada por

BATHE et al (1975), para descrigdo do movimento de um corpo, é a utilizagdo
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do tempo e da posigdo de um ponto do corpo em relagdo a uma configuragio
de referéncia como variaveis independentes. Quando se usa a configuragio
inicial como referéncia a formulagdo é dita Lagrangiana total (FLT). Caso a
configuragdo de referéncia seja a imediatamente anterior a atual, a formulagdo
¢ dita Lagrangiana atualizada (FLA).

A formulagdo Lagrangiana atualizada apresenta maior simplicidade
que a FLT para a anélise de problemas de grandes deslocamentos e pequenas
deformagdes. A FLT possibilita considerar de forma mais direta leis
constitutivas que dependem da histéria do carregamento, & facil de
implementar, com os deslocamentos sendo calculados diretamente. Contudo a
principal desvantagem € néo ser possivel distinguir o deslocamento de corpo
rigido do elemento das suas deformagdes locais, o que pode levar a uma
descrigio errada do equilibrio, no caso de problemas de grandes
deslocamentos. Na FLA ¢€ possivel separar os deslocamentos de corpo rigido
do elemento das suas deformagdes locais, mas embora descreva de forma mais
exata o campo de deslocamentos, o trabalho de calculo das deformagdes locais
dos elementos ¢ grande. Essa formulagdo € recomendada para problemas onde
se tenha de considerar grandes deslocamentos, os quais requerem o uso da
formulagdo atualizada para se obter resultados mais precisos. BATHE &
BOULOURCHI (1979) utilizam a FLA aplicada a elementos de vigas, e
mostram que a FLA e a FLT levam a idénticos elementos de rigidez e vetores
de forgas nodais e que a FLA é computacionalmente mais efetiva.

Uma variante desta formulagio FLA é a chamada formulagio
Lagrangiana parcialmente atualizada (FLPA), na qual a configuragio de
referéncia ¢ a do passo de carga imediatamente anterior, diferindo da FLA pelo
fato das coordenadas de cada elemento serem atualizadas apenas no inicio de
cada passo de carga, com os célculos dentro do passo conduzidos como uma
formulagdo total (FLT). Esta formulagéo reune, entdo, as vantagens da FLT

(simplicidade) e da FLA (exatiddo), exige entretanto que haja uma



61

proximidade entre a configuragdo de uma iteragdo e a outra, pois se assume
que a diferenga entre ambas seja tdo pequena que elas possam ser confundidas,

exigindo o uso de elementos finitos de pequeno tamanho. Esta formulagdo que
foi utilizada por WEN & RAHIMZADEH (1983) também sera utilizada neste
trabalho.

Conforme dito anteriormente a formulagdo Euleriana é usualmente

utilizada na analise de problemas de mecénica dos fluidos, na qual a atengdo é

focada no movimento material através de um controle estacionario de volume.

Ao usar esta formulagdo em problemas estruturais deve se trabalhar com
campo de velocidade, taxas de deformagio obtidos através de relagbes da
mecanica dos solidos como fungSes lineares das velocidades nodais. Esta
formulagdo exige portanto uma consistente e estavel integragdo no tempo

como destaca PIMENTA (1989a).

3.4. Consideracoes Sobre os Sistemas de Coordenadas

Existem basicamente dois sistemas de coordenadas a escolher para a
obtengdo da matriz de rigidez do elemento: coordenadas corrotacionais e
coordenadas cartesianas ou Lagrangianas.

No sistema de coordenadas corrotacional os graus de liberdade ou
coordenadas-deslocamento sio definidos tomando como referéncia a corda da
barra deformada e sdo chamadas coordenadas-deslocamento naturais. No
sistema de coordenadas cartesianas estes graus de liberdade sdo definidos em
relagio a corda da barra indeformada sio chamados coordenadas-
deslocamento cartesianas ou Lagrangianas.

Na Fig. 3.1 sdo mostradas as configuragdes indeformada (AB) e
deformada (A*B¥*) de uma barra de portico plano, onde X e Y sdo os eixos

cartesianos no sistema global estacionario de referéncia, x € y sdo os eixos
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cartesianos no sistema local da barra na configuragdo inicial indeformada (AB)
e x* (corda da barra deformada) o eixo de referéncia do sistema de
coordenadas corrotacional.

As coordenadas-deslocamento generalizadas no sistema global so p,
a pg, medidas no sistema fixo XY,

As coordenadas-deslocamento naturais no sistema local da barra na

posigdo deformada sédo q, q; e g3, medidas no sistema mével x*, sendo que q;

mede a variagdo do comprimento da corda, q, € q; medem as rotagdes das

extremidades da barra, independentemente da rotagdo de corpo rigido 6,

entdo:
q=4A=0 -1, (3.1)
4, =p, (3.2)
q, =p, (3.3)

As coordenadas-deslocamento cartesianas no sistema local X,y sdo

{uy, vi, 01, uy, v, 6,}

FIGURA 3.1 — Coordenadas-deslocamento de um elemento de pértico
plano nos sistemas cartesianos e corrotacional
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Da figura 3.1 vem:

Az[(xo+p4_p|)2+(Yo+p5—pz)2]%_£r (3'4)
P =0, +p;—0,=6,-6, (3-5)
P, =0, +ps—0,=6,-0, (3'6)

onde ¢, € a inclinagdo da barra AB em relagdo ao eixo x, 8, é o giro da corda,
0; e 0, sdo os giros de no, X, € yo sdo as projegdes da barra AB sobre os eixos
X e Y, respectivamente, ¢ , € o comprimento inicial da barra indeformada e ¢,

¢ a inclinagfo da corda da barra deformada em relagéo ao eixo X, estes ultimos

dados por:
¢, =(x2+y?)" (3.7)
(pc = arctg|:yo + pS — p2:| (38)
X, *Ps— P,

Usando fungdes de forma apropriadas para interpolagdo dos
deslocamentos em fungdo dos pardmetros nodais em coordenadas naturais (q;,
q2 € q3) ¢ relagdes deslocamento-deformagéo, pode-se expressar a deformagio
longitudinal € e conseqiientemente a energia de deformagdo U em fungdo
destas coordenadas-deslocamento. A partir dai obter-se a matriz de rigidez do
elemento nesta coordenadas. Cabe ressaltar que estes graus de liberdade
naturais sdo grandezas objetivas, isto ¢, independentes do movimento de corpo

rigido.
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Analogamente ¢ possivel usando fungGes de forma e relagdes
deformag@o-deslocamento numa formulagio matricial do MEF, obter-se a

matriz de rigidez do elemento, adotando-se o sistema de coordenadas locais

cartesiano.

3.5 . Consideragdes Sobre as Deformacdes e as Tensdes

Seja uma fibra de material onde se designa por A,, £ ,, V, a sua area
da segdo transversal, o seu comprimento e o seu volume, respectivamente,
numa dada configuragio de referéncia ou inicial; por A, ¢ ., V. a sua area da
se¢do transversal, o seu comprimento e o seu volume, respectivamente, na
configuragio deformada ou atual. Nesta fibra age uma for¢a normal N,

conforme mostrado na Fig. 3.2

Vr

Ve
Ar

Ac \¢

{a) CONFIGURAGAO DE REFERENCIA (b) CONFIGURAGAO ATUAL

FIGURA 3.2 — Configurag¢des de uma Fibra de Material

Define-se como medida de deformagdo da fibra qualquer grandeza que
compare os comprimentos desta fibra nas configuragdes de referéncia e atual.

Uma medida basica de deformag8o é o estiramento da fibra dado por:

A=le (3.9)
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Conforme PIMENTA (1986a) baseado no estiramento A pode-se
definir uma familia d¢ medidas de deformagdo através de:

-1
W= para m# 0 (3.10a)
2m
g, =InA param=0 (3.10b)

Desta familia pode-se destacar alguns membros famosos como:
a) Deformagdo quadratica ou de Green: m = 1

A -1
g, =
2

(3.11)

explicitando em fungdo dos comprimentos, com auxilio da eq. 3.9 vem:

2
1(¢ 1(¢2-¢ 2)
|| Ze| 1= e =0 3.11
&1 2{(5,) } 2( K (3.11a)

Seja uma fibra genérica distante y do eixo da barra cujo comprimento
infinitesimal antes da deformagdo é dx. Apos a deformagdo esta fibra tem

comprimento infinitesimal ds (Fig. 3.3) dado por:

ds= \/(dx + du)2 +dv* (3.11b)

O estiramento A da fibra é dado por
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;v }
\
o\
9 y g ds
dv
. 6 .
a 5] ){ i dx l du
s ! t
( ANTES)
) % ST
( U r X,u
oy
FIGURA 3.3 — Deformagio de uma fibra
o ds _(dx+du) +av' (Gerde)’, (@)
dx dx dx dx
logo
2 2
=1 80 4 (#) "
dx dx
?3=1+2Q+(d—u) +(Q) ou
dx \dx dx

N-1 du l(du)2 (3;)2
=—4+—| —| +|— logo,

2 & 2[dx

-2 (942 G110
dx 2|\dx

que ¢ a expressdo da deformagdo quadratica de Green, usual da Teoria da

Elasticidade Ndo-linear.
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b) Deformagdo linear ou de engenharia (m = %)

g, =A-1 (3.12)

gy =—*-l=—"—~—=— (3.12a)

e%=\/1+2%+(?—‘3 +(j—:) -1 (3.12b)

g, =InA=In—= (3.14)

d) Deformagéo hiperbolica ou de Reiner (m = -1/2)
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Al (3.15)

1- A7 1( 1)
= =—|1-— ou

2 2
L =L (3.16)

Das equagbes 3.11 a 3.16 pode-se concluir que para pequenos

alongamentos (A = 1) todos os membros da familia de deformagio se

confundem.

Uma familia de taxas de deformagio pode ser obtida derivando-se a

eq. (3.10a) no tempo:

. de dedr
g, =—=—— ou
dt dA dt
€ =N"A (3.17)

ou

g, =A" A" i— bl (3.17a)

T < T [
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chamando de taxa instantdnea de deformagdo, que independe da configuragdo

de referéncia, a relagio:

d=—< (3.17b)

resulta uma familia de taxas de deformagdo, dada por:

& =N"d (3.18)

Quando as deformagdes sdo pequenas, pode-se considerar que A = 1 e

todas as taxas de deformagio se confundem.
No caso da deformago linear (m = 1/2), tem-se, com ajuda de 3.12:
g=4 (3.18a)

A tensdo de Cauchy e a tensdo nominal ou de engenharia sdo definidas

respectivamente por:

N
=— 3.19
o= (3.19)
N
O'N=A— (320)

Utilizando-se a poténcia da for¢ga N por unidade de volume de
referéncia pode-se obter outras definigdes de tensdo. O trabalho total da forga

N que age na fibra é dado por:
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W, =NAC=N(¢, -¢,) (3:21)
logo o trabalho por unidade de volume de referéncia é:

_N(e.-2)
W= v (3.22)

Diferenciando o trabalho W no tempo resulta a poténcia da forga N

por unidade de volume de referéncia, dada por:

W=y (3.23)

mas

N=c A e ¢ =¢ d ,entdo

W= =¢d ou

d ou

e d (3.24)

(3.25)

onde okt € chamada de tensdo de Kirchhoff-Treffz. Esta tensio é a tensdo de

Cauchy corrigida devido a variagdo de volume.



71

Pode-se definir uma familia de tensdes o,, conjugada com a familia de
deformagdes, lembrando que para que haja dualidade entre a medida de tensdo
e a de deformagéo, a poténcia dos esforgos externos dada pela eq. 3.24, deve

ser igual a poténcia dos esforgos internos dada por;

W=o_¢_ (3.26)
entio:

o,d=0_¢&_ , com auxilio da eq. 3.18
resulta:

c,=A"0,, (3.27)

com auxilio de 3.25, 3.19, 3.20 ¢ 3.9 vem:
o, =" o, (3.28)
Desta familia de tensdes pode-se destacar alguns membros famosos:
a) Segunda tensdo de Piola-Kirchhoff (m = 1)
6, =0, (3.29)
Esta tensdo ¢ conjugada com a deformagio de Green.

b) Tensdo nominal ou de engenharia (m = %)
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G, =0y (3.30)

que € conjugada com a deformagdo linear ou de engenharia. Esta tensio é

também conhecida como tensio de Biot.

¢) Tensdo de Kirchhoff-Treffz (m = 0)
6,=AGC, =0, (3.31)

que € conjugada com a deformagio de Hencky.

Analogamente pode-se obter uma familia de taxas de tensionamento

b

pela derivagdo da eq. 3.28 no tempo, resultando:

5, =A"" 6, +o,(1-2mr™" i (3.32)
Para m = ', isto €, tensdo nominal ou de engenharia tem-se:

G, = Oy (3.33)
Param = 1, isto é, 2* tensdo de Piola-Kirchhoff tem-se:

&,=X"6,-20, A (3.34)

Cabe ressaltar que no caso de pequenas deformagdes (A = 1), todos os

membros da familia de tensdes se confundem, mas as taxas de tensionamento
diferem entre si.

Define-se o médulo de rigidez tangente do material como:
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do
=< (3.35)

entdo

6 =D & (3.36)

aplicando a expressdo para m = 1/2, ou seja, tenso de engenharia, vem:

6,=D, &, (3.37)
e com auxilio de (3.18a), tem-se:
6, =D, A (3.38)

entdo, de (3.36), (3.17), (3.32) e (3.38) resulta a expressdo de uma familia de
médulos de rigidez, dependentes da definigdo de tensdo e deformagdo, dada

por:
D, = X" D, +0,(1-2m)x*™" (3.39)
No caso da tensdo nominal e deformagdo linear (m = 1/2), tem-se:
D,, =D, (3.40)
No caso da tensdo de Piola-Kirchhoff e deformagdo de Green (m = 1), tem-se:

D, =x*D,-X"0c, (3.41)
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Numa formulagdo consistente deve-se usar medidas de tensdes e

deformagdes conjugadas, tais como:

» deformagdo de Green e 2* tensdo de Piola-Kirchhoff,

o deformacéo linear ¢ tenséo nominal ou de engenharia.

BATHE (1996) recomenda o uso de tensdes e deformagdes
conjugadas e objetivas. Diz-se que as tensdes e deformagdes sdo objetivas
quando sdo invariantes sob movimento de corpo rigido. BATHE mostra que a
deformagdo de Green e a segunda tensdo de Piola-Kirchhoff sio medidas
objetivas, enquanto que a tensdo nominal e a deformagdo linear sdo medidas
ndo objetivas quando rotagdes finitas estdo envolvidas.

A deformagdo de Green e a segunda tensdo de Piola-Kirchhoff s3o as
medidas mais usadas na analise estrutural ndo-linear, porque elas sdo
conjugadas, objetivas ¢ medidas de deformagdo e tensdo finitas completas,
conforme ressalta ORAN & KASSIMALI (1976). Entretanto, elas nio sdo
medidas geométricas, ndo possuindo significado fisico aparente, sendo entio,
dificil compatibiliza-las com as condigdes naturais da estrutura. Para resolver
este problema, deve-se expressar a segunda tensio de Piola-Kirchhoff em
fungdo da tensdo de Cauchy, que é mensuravel, levando-se a trabalhosas
transformagdes.

Ja a tensdo nominal ¢ a deformagdo linear sio medidas geométricas,
tem dire¢des definidas, podem ser facilmente compatibilizadas com as
condigdes de contorno naturais e podem fazer uso direto das constantes dos
materiais obtidas de experimentos com pequenas deformagdes. Entretanto, a
tensdo nominal ¢ a deformagdo linear s6 sdo objetivas para rotagdes
infinitesimais. Todavia, para problemas geometricamente ndo-lineares, a
estrutura estd, de fato, submetida a deformagdes infinitesimais, medidas em

relagio a um sistema de coordenadas solidario ao elemento, enquanto a
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estrutura sofre grandes translagdes e rotagdes as quais ndo causam quaisquer

deformagdes objetivas.
Como sera demonstrado postertormente, quando se utiliza um sistema

de coordenadas-deslocamentos corrotacional, a tensio nominal e deformago
linear tornam-se objetivas.

Assim, neste trabalho adotar-se-4 o sistema de coordenadas-
deslocamento corrotacional solidrio ao elemento, e usara a deformagio linear
e a tensdo nominal ou de engenharia. Aplicando-se as relagdes deformagio-
deslocamento no campo de deslocamento local, definido em fungdo apenas dos
graus de liberdade naturais, obtém-se as deformagdes de engenharia objetivas.
Os deslocamentos de corpo rigido sdo levados em conta através de uma
transformagdo entre o sistema de coordenadas Lagrangiano ou cartesiano, que
descreve a configuragdo indeformada, e o sistema de coordenadas
corrotacional, que descreve a configuragdo deformada.

Como serdo utilizados como medidas de deformagdes e tensdes a
deformag#o linear e a tensdo de engenharia, respectivamente, a partir de agora

elas serdo referidas simplesmente como ¢ e o, isto é:

e=g,=A-1 (3.42)

6 =0,, =0y (3.43)
cujas derivadas no tempo s3o:

§=¢,=A% (3.44)

6=6,, =6, (3.45)
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3.6. Definicio do Modelo Elemental. Graus de Liberdade e

Compatibilidade Geométrica

Seja uma estrutura em portico plano formado por barras prismaticas
retas em sua configuragdo inicial ou de referéncia, relacionada a um
referencial global cartesiano x,y. Os nds do pértico possuem trés graus de

liberdade cartesianos, os deslocamentos u e v segundo os eixos cartesianos x e

y, respectivamente, e a rotagio  medida no sentido anti-horério.

Considere-se um elemento qualquer deste pértico na configuragio de
referéncia °A°B. Seja £, o comprimento deste elemento nesta configuragio e
®; 0 dngulo que este elemento faz com o eixo x, conforme mostrado na Fig.
3.4. Introduz-se nesta configuragdo de referéncia um sistema de coordenadas
X, yr centrado no elemento.

Para um determinado nivel de carregamento esta barra encontra-se
numa nova configuragio 'A'B, chamada configuragdo deformada ou atual.
Nesta nova configuragdo introduz-se um sistema local de coordenadas Xe,Ye
solidario com o elemento, chamado sistema de coordenadas corrotacional,
centrado na corda que une as extremidades do elemento. O comprimento desta

corda é £ e faz um 4ngulo ¢, com o eixo cartesiano x.

As coordenadas-deslocamento no sistema cartesiano global séo:

N

p,
P.
P,

.
P.
Ps
LpGJ

P =9 (3.46)
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Y4

X2

FIGURA 3.4 — Modelo Elemental. Sistemas de Coordenadas.
Graus de Liberdade

As coordenadas-deslocamento naturais no sistema local corrotacional

sdo:

q,
q, =19, (3.47)
q;

onde q; mede a variagdo do comprimento da corda (éc -£ r) , Q2 € q3 medem as

rotagOes das extremidades da barra, independentes da rotagdo de corpo rigido

0., dada por:
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6, =09, ~-0, (3.48)

Com o objetivo de possibilitar a mudanga do sistema de coordenadas
local para o sistema global deve-se relacionar os graus de liberdades naturais
qo» o = 1,3, com os graus de liberdade em coordenadas globais cartesianas p;, i
= 1,6.

Sejam (x,y;) e (X5y2) as coordenadas dos nés °A e °B,

respectivamente, no sistema global x,y. entdo, da Fig. 3.4 tem-se:

2 2 1/2

£, =[x =x) +(v:-.)'] (3.49)
2 272
Ec =[(X2—X1+p4—p]) +(Y2—y1+p5—p2) ] (3'50)
cosQ, = X, +p4€— el 2 (3.51)
seng, = Y, +p5£_ Y.~ P, (3.52)
Da eq. 3.48, tem-se:

sen, = sen(p, —o,) ou
senf, = seng_ cos@, —seny, cosQ, (3.54)

mas,
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cos, == (3.55)
e
seng, = % (3.56)
entdo, com auxilio de 3.51, 3.52, 3.55 e 3.56 resulta:
senec — Y2+Ps -y, — P, X, —X
ec el’
(3.57)
_X TP X D Y. Y
ec f]’
ou ainda,
O
EC e[
(3.58)
_ (x2 +p, X, —pl)(Y2 —Y1)
0.0
e
— + —
0. = arc tg{(yz Y, +Ps pz)] (3.588)
(xz - X, +p, _-pl)

Define-se como matriz instantinea de mudanga de coordenadas a
matriz B que relaciona as taxas de deslocamento nas coordenadas naturais

(dq.) com as taxas de deslocamentos nas coordenadas cartesianas (dp;), isto é:



dq.= B dp; (3.59)

Os elementos da matriz B sdo obtidos da derivagdo q.; , ou seja:

Q= =B (3.60)
" dp
Assim:
d d
4, =d_:=aa{[(x2 - X +p4_p1)2 +

1 -
q,, = 5[("2 —X,+p, —pl)2 +(Y2 -y, +Ps _pz)Z] i
.[2(x2 -X, +p, —p,)(— 1)]

1

Q. ='Z"(x2 —X,+p, —p,)(— 1) (ver eq. 3.51)

Qi1 = —COSQ, (3.60a)
dg,

ql,2 dp2

-2

1
q;. =5[(X2 - X, +p, _p1)2 +(Y2 —Y, +p;s _p2)2]

{20y, -y, +ps - p.)(-1)]
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q,, = 7()’2 -y, t | pz)(_ 1)

[

q,, =—seng,
Das equagbes 3.47, 3.49, 3,50 t¢m-gg;,

analogamente tem-se:

qi3=0

analogamente tem-se:
q, 4 =COSQP,
q,s = seng,
Q=0
Da figura 3.4 tem-se:
Q2 =ps—H;

entdo, com auxilio de 3.48 ¢ 3.58a, vem:

(ver eq. 3.52)

4., =—d‘ p; +¢, —arc tg[Y2 Y, *Ps
dp1 X, =X, +p,

2]

(3.60b)

(3.60c)

(3.60d)

(3.60e)

(3.600)

(3.61)



resultando:
__seng,
q,, 0
analogamente vem:
_ COSQ,
q;, ‘
Q3=1
sen,
24 = T
_cosQ,
2,5 g .
Qs=0

Da figura 3.4 tem-se:

3 = Ps—Oc

entdo, com auxilio de 3.48 e 3.58a, vem:

Y=Y, tps P,

d
qs;, = d—'{ps +¢, —arc tgl:
P,

X, =X, +p,— D

|

(3.60g)

(3.60h)

(3.60i)

(3.60j)

(3.60K)

(3.601)

(3.62)
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resultando:

Q% = _'sf?_:’i
analogamente vem:
.- co;cmc
3=0
_ Seng,
=Ty
_ _cosg,
35 0
Qe =1

Assim a equagfo (3.59) pode ser explicitada como:

—cos¢p, -—-senp, 0 cosep, senp,
dg,
sen cos sen cos
dq2 =| = (pc (pc 1 (pc — (pc
gc fc £C éc
dg, _seng, cosQ, . senp, _ Cos,
L Ec Kc gc 'ec

A
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(3.60n)

(3.60n)

(3.600)

(3.60p)

(3.60q)

(3.60r)

(3.59)
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Cabe observar que a matriz B de dimensdo 3x6 ¢ uma matriz
instantinea de mudanga de coordenadas para uma particular configuragdo da
estrutura. Naturalmente esta matriz néo é linear, uma vez que o dngulo ¢, € 0

comprimento da corda /. dependem dos deslocamentos nodais da estrutura.

Esta matriz B pode ser escrita como um produto dado por:

B=BT (3.63)
ou seja:
[ cosp, senp, 0 O 0 0]
- 0 0 0 0
-1 0 01 o o]0 o5
0 0 1 0 0 0
B=| 0 ye, 10 -y, off o 0 o .
0 Y£, 0 0 —1e. 1 COSP.  Sene,
0 0 0 -senp, cosp, O
0 0 0 o0 0 1
(3.63a)
entio:
-1 0 01 0 0
B=(0 14, 1 0 -1/¢_ 0 (3.64)
0 1/¢, 0 0 -1/, 1
e
[ cosp, seng, 0 0 ]
-SenP_  cosQ, 0 0
0 0
T= (3.65)

0 0
0 0
0 0
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A matriz T de dimensdo 6x6 ¢ a tradicional matriz de mudanga de

coordenadas cartesianas, isto €, relaciona deslocamento cartesianos globais
com deslocamentos cartesianos locais na configuragdo deformada.

A matriz B de dimenso 3x6 ¢ a forma local de B, isto €, relaciona os
deslocamentos locais cartesianos da barra na configuragio deformada com os
deslocamentos locais naturais.

Para obtengdo da matriz de rigidez tangente do elemento sera
necessaria a segunda derivada parcial da energia de deformagio em relagio
aos graus de liberdade. Sera portanto, necessirio conhecer as relagSes
diferenciais de 2° ordem entre os graus de liberdade naturais da barra (q,) e
graus de liberdade globais (p;), visto que, precisa-se conhecer a matriz de
rigidez tangente da estrutura nas coordenadas globais. A seguir serdo

determinadas estas derivadas indicadas por:

9oy = (3.66)
* Opop,
coma = 1,3, 1= 1,6, j=16
Assim;
¢ =0 _ 0 (aqu
L1
op,op, Op, \op,
com auxilio de (3.60a), vem:
0 3,
Qi =—=—(~c0sg,) = senp,. e (3.67)

ap] apl

a partir (3.58a) tem-se:



a(pc - __a_{arc tgl:Y2 —Y, TP P, ]}
apx apl X, =X, +p,— D

1 .-(yz-y1+p5—p2),(_1)
1+(y2—y,+p5—pz] (X, =% +p,~p,)

X, =X, +p,— P

(x2~x1+p4_p1)2 . (Y2_Y1+p5_p2)

(xz -X, +p, _pl)z +(Y2 -y, +Ds _p2)2 (xz —X, +p, _p])z

(Y2 —Y, +ps _pz)
(xz -X, +p, _p1)2 +(y2 —Y, +Ds _p2)2

com auxilio de 3.50 vem:

oQ, _ Y~ Y, TP P, =i.Y2 ~ Y, *Ps P,
apl ei Zc zc
com auxilio de 3.51, resulta:
%. _ sene. (3.68)
apl gc
substituindo (3.68) em (3.67) vem:
sen’,
90 = (3.69)
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g =% 0 (aql)
H aplap2 ap2 apl

com auxilio de (3.60a), vem:

0 6(p
Qi = (= cosg,) = senp,.— (3.70)
112 apz apz

a partir de (3.58a), de forma analoga a obtengdo de (3.68), tem-se:

%, _ _c0se. (3.71)
apZ ec
substituindo (3.71) em (3.70) vem:
seng_cosQ,
Qi =~ , (3.72)
Analogamente, obtém-se:
q113=0 (3.73)
2
sen
Qs =~ , 2 (3.74)
_ senp_ cos@, (3.75)

1,15
14

c

qi16 = 0 (376)



g =% 0 (aql)
b apzap] apl apZ

com auxilio de (3.60b), vem:

a <
G = (- seng) = cony, 22

1

substituindo (3.68) em (3.77) vem:

_ sen@, cos,
Qi = —_f—

c

2
qin = o4, = 0 (aqu ou
op,0p, Op, \p,

(—— sen(pc) =—CcosQ, %,

P, p,

dy =

substituindo (3.71) em (3.79) vem:

_cos’ @,
122 —
l

[

Analogamente, obtém-se:

q123=0

seng_ cos @,
924 = /

c

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)
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cos® ¢
Q5 = _—}TL
Q126 =0
&q, _ 0 (aql)
Qs = =
op,0p, Ip, \op,

com auxilio de (3.60c), conclui-se que:

qi31=0

Analogamente:

qi32=0

Qi33=0

Qi34 =0

Qi35 =0

Qi3 =0

0’ 0
99 = h_ (aql)

op.dp, p, \op,

com auxilio de (3.60d), vem:

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)
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Qo = i(coscpc) = senq,
. 0op

1

substituindo (3.68) em (3.91), resulta:

sen’o,
Qo =~ 7

c

Analogamente, obtém-se:

_ SenQ, cosQ,

q1,42 - ,

c

Q143=0

_sen’g,

ql,44 Z

<

_ sen@, cosQ,

q1,45_ Kc
Q146 =0
Qs = oq _ 0 (6q,
1,51
ap56pl apl aI)S

com auxilio de (3.60¢), vem:

)

o,
op,

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)
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Q5 = —a—(sen(pc) =CosPp, —=

1

substituindo (3.68) em (3.98) vem:

_ seng_cosQ,
qul - _—._[—

Analogamente, obtém-se:

__cos’ o,
q,s. ,

c

Qi53=0

seng, cosQ,
Qiss = _—2—'

4

q, 55 _—Z_

qQi56=0

&’ 0
9161 = 4 _ (aqu

op.dp, p, \p,

com auxilio de (3.60f), conclui-se que:

Qi1 =0

91

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)



Analogamente:
Q1.62=0
Q63 =0
Qi6a=0
Qi65s =0
Q166 =0
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(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

Estas derivadas podem ser agrupadas numa matriz 6x6 que é simétrica

e serd denominada G, ou seja:

2
G] — a ql
apiapj

ou de forma explicita:

cos’ @,

2

0°q,

iZkFj

De forma similar as derivadas

sen’Q, —sen@, cos,

0 —sen’g,

0 sen@, coso,

0 0

sen’,

(3.111)

seng, cosQ,
—cos’ @,
0
— seng, cosQ,

cos’ @,

o O O O O O

(3.112)

ddo origem a outra matriz simétrica
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2
G, =% (3.113)

op;%p,
que explicitada fica:

[2seng, cos@, cos’,—sen’p, O 2senp cosp, sen’p —cos’q, O]
2seng,cosp, O sen’p, —cos’¢@, —2seng, cosq,
0 0 0

0

0

—2sen@, cosp, cos’ ¢, —sen’p, O
2sengp,cosgp, O

0

(3.114)

A seguir mostra-se a obtengdo de uma elemento da matriz G,

g =% _ 0 (aqz)
"' opop,  op \op,

com auxilio de (3.60g), vem:

0 seng,
Qn=7"|"
op,\ /£

c

_ £, coso, (B9, /dp,)—seno (8¢, /op,)
‘,

_ £, cosmc(sen(pc/fc) - sen(pc(— coscpc)
€2

c

2sen@_ cos,
KZ

QLn ="~ (3.115)
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2

9°q,

ivlEj

Da mesma forma as derivadas ddo origem a matriz simétrica

2
G,=2% (3.116)

-~ op0,

Das equagdes (3.60g) a (3.60r) pode-se observar que os elementos nio

constantes de dq,/dp, sdo iguais aos elementos ndo constantes de dq,/dp, ,

portanto, pode-se concluir que:

7q, _ g, (3.117)
apiapj apiapj
ou seja
G, =G, (3.118)

Estas derivadas qq; sdo relagdes que envolvem apenas geometria, ou
seja, deslocamentos em coordenadas naturais e deslocamentos em coordenadas
cartesianas. Portanto, as matrizes G, (¢=1,3) podem ser interpretadas como
uma parcela da conhecida “matriz de rigidez geométrica”.

As matrizes G, podem ser escritas como um triplo produto matricial,

G,=T'GuT (3.119)

onde G. ¢ a forma local de G, e T ¢ a matriz de rotagdo de eixos dada por

(3.65). Logo:
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[0 0 0 0 0 O
1 0 0 -10
— 1 0 0 0 O
G =— (3.120)
l, 0O 0 0
simétrica 1 O
L O_
0 1 0 0 -1 0]
0 0 -1 0 O
— — 1 0 0 0 0
G.=G;= a o 1 ol 612D
simétrica 0 O
L O..

Cabe observar que a matriz G: é a responsavel pelo conhecido “efeito P-A”.

3.7. Teoria Estrutural. Defini¢io dos Campos de Deformacdes e de

Deslocamentos do Elemento

A teoria estrutural utilizada neste trabalho parte da hipotese
cinematica de Euler-Bernoulli-Navier, ou seja:

“As segdes transversais inicialmente planas e ortogonais ao eixo da
barra permanecem planas, indeformaveis e ortogonais ao eixo, apds a
deformagdo”.

Consideram-se, portanto, despreziveis as distor¢gSes no plano que
contém o eixo da barra, bem como o efeito da deformagdo transversal ou de

Poisson, isto €, sendo yz o plano da seg¢do transversal, tem-se:

€. 70, € =0, ¢,=0;, ¢_,=0; ¢ v=0 (3.122)



96

Da hipétese de que ndo ha distorgdo nas segdes transversais decorre
que a unica deformagdo relevante é, portanto, a deformagio longitudinal €, a
partir de agora, denominada simplesmente “g”.

Tomando-se um elemento diferencial de uma barra reta de portico
plano na configuragdo inicial ou de referéncia, como mostrado na Fig. 3.5a,
limitado por duas se¢des transversais ortogonais a um eixo arbitrario e
distantes dx, uma da outra.

Chamando de fibra a um conjunto de pontos materiais sobre uma reta

ou curva paralela ao eixo, verifica-se que uma fibra genérica situada a uma

distdncia y, do eixo e uma fibra neste €ixo tém os comprimentos ds, e ds.

respectivamente, dados por:

ds, = ds. =dx, (3.123)

———_lds,
YrI dsr
< i )

er
(a) CONFIGURA(;/—\O__INICIAL (b) CONFIGURAGAO DEFORMADA
OU DE REFERENCIA. OU CORRIGIDA.

FIGURA 3.5 Elemento Diferencial de Barra Reta

Seja agora o mesmo elemento diferencial de barra na configuragdo
deformada ou corrigida conforme mostrado na Fig. 3.5b. Pela hipotese de
Navier as segdes planas permanecerdo planas, sendo assim, obtém-se para uma

fibra distante y, do eixo e uma fibra no eixo os seguinte comprimentos:



ds, = (r-y, )do
€
ds. = rda

onde r é o raio de curvatura.

De (3.124) e (3.125) tem-se:
ds, =rda -y, da

ds, = ds. - y, dot
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(3.124)

(3.125)

(3.126)

Como visto anteriormente o estiramento (1) de uma fibra situada a

uma distincia y, do eixo e o estiramento (A) de uma fibra no eixo sdo

definidos por:

2 = ds,
ds,
e
x — dfc
ds:

Substituindo (3.126) em (3.127) vem:

_ ds. - y da
ds,

A

(3.127)

(3.218)
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mas, de (3.123) resulta:

_ ds. 'y, da

Cds dx

A

com auxilio de (3.128) obtém-se:

bl

A=A-y, o (3.219)
onde ' representa a derivagdo em relagio a x,.

Adotando como medida de deformagdo a deformagdo linear ou de
engenharia (g), tem-se:

g=A-1 (3.130)

e=A-1 (3.131)

onde ¢ € a deformagdo de uma fibra no eixo e € é a deformagdo de uma fibra
genérica distante y, do eixo, sendo os valores negativos correspondentes a
encurtamentos e positivos a alongamentos.

Levando (3.129) em (3.131) vem:

e=A-y,a' -1,

com o auxilio de (3.130) resulta:

e=g-y o (3.132)

r

que € a expressdo do campo de deformagio consistente com a teoria estrutural

adotada neste trabalho.
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PIMENTA & MAZZILLI (1986) ressaltam que a rotagdo especifica o’
€ o deslocamento generalizado energeticamente conjugado com o momento
fletor. Esta rotagio especifica o' s6 é igual & curvatura do eixo deformado

quando se adota a hipétese de inextensibilidade do eixo da barra (ver eq.

3.134). A curvatura k € definida como:

B da
ds.

k=1 (3.133)
r

aplicando a regra da cadeia vem:

1_ do dx,
r o dx, ds.’

com o auxilio da eq. (3.128) resulta:

o’
A ( )

> =

Se 0 eixo neutro ¢ inextensivel entdo A =1e k=q'.

Com o objetivo de expressar o campo de deformagdes em fungio dos
deslocamentos do eixo da barra, serdo feitas a seguir algumas consideragdes
analiticas sobre o campo de deslocamentos.

Admitida a hipétese de Navier, pode-se obter os campos de
deslocamentos axiais (G) e transversais (;1) do pontos situados sobre o eixo,
bem como da rotagdo (o) das se¢des transversais (Fig. 3.6).

Os deslocamentos de um ponto genérico P, caracterizado pela

coordenada y, relativa ao eixo, sdo dados por:
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G—;i__ —Akyrcosa
- I
|
: : >T
!
7r T;; Sen a
' |
YA yr L— \J/ﬁog |
-k . %_,,_ S N
/VL D A
X,u
FIGURA 3.6 — Deslocamentos de pontos da barra
u=1—1—yr sena (3.135)
v=v-y, (1-cosa) (3.136)

Estes deslocamentos podem ser escritos no sistema corrotacional (x,

yc) centrado no eixo do elemento na configuragio deformada, como:

u, =Uuc—Yy, senc (3.137)

V,=Ve-y, (1—cosa) (3.138)

A Fig. 3.7 mostra um elemento diferencial do eixo da barras nas

configura¢des de referéncia (AB) e deformada (A’B’).
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—x
350
dvc
(63
B
A=A o
d5, =ds; =dx, | die
dXC

FIGURA 3.7 — Elemento diferencial do eixo da barra nas configuragdes de

referéncia e deformada

Da Fig. (3.7) tem-se:

_ —\2 -, 1/2
ds. = [(dx, +du) +dv. ] (3.143)
dv.
dv. dx,
tga = = = = ou
dx, +du.  dx, N du.
dx, dx,
tgor = — (3.144)
1+ uc
dx. = dx_ +du. (3.145)

Conforme mostrado anteriormente, o estiramento da fibra do eixo ¢

dado por A = ds./ds: ou seja:



>

I

|c:-
y}l

| &

&
o
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(3.146)

E o estiramento da fibra distante y, do eixo é dado por A =dx_/dx, .

Ainda com a ajuda da Fig. 3.7 tem-se:

dx, dx, dx,
CoSQL = —=-==——2== ou
ds. Ads:  Adx,
1 dx,
coso = = ou
A dx,
1
cosa = —X—k , resultando:
A =Aseca
e
)V:dxc:dx,+duc=1+duc ou
dx, dx, dx,
A=1+u.

Levando (3.130) em (3.132) resulta:
€= (X - 1) —y.a', com auxilio de (3.147) tem-se:

e =Aseca—1-y a’, usando (3.148) obtém-se:

(3.147)

(3.148)
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8=(1+1_10)seca—1—yroc' (3.149)

que ¢ a expressdo do campo de deformagio em fungdo dos deslocamentos u e
v do eixo da barra, que podem ser interpolados em fungdo dos graus de
liberdade naturais q,, g, € g, resultando portanto, uma expressio do campo de

deformagdes em fungdo apenas dos deslocamentos nodais.

3.8 Formulagio do Equilibrio Elemental

Como mostrado no item anterior pode-se expressar o campo de
deformagdes €, em fungdo dos graus de liberdade naturais q, (a=1,3), que por
sua vez, podem ser colocados em fungdo dos graus de liberdade cartesianos p;

(1=1,6). Sendo assim, pode-se escrever:
g= a(qa(pi)) (3.150)

Utilizando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais pode, entdo ser
formulado o equilibrio do elemento. Seja P; o vetor de esforgos nodais internos
do eclemento, d¢ a deformagdo virtual de uma fibra genérica ¢ ¢ a tensdo
normal na seg@o transversal, isto é, a tensdo na fibra genérica, e 8p; o vetor dos
deslocamentos virtuais dos pontos nodais do elemento. Entdo o trabalho virtual

interno do elemento, em fungdo das tensdes, é dado por:

8W, = [ o8edV, (3.151)

ou ainda,
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SW, = j’e/; J, o oe da,dx, (3.152)

Em fungdo dos esforgos nodais tem-se:
dW, =P p, (3.153)

onde o indice repetido indica somatério.

A deformagdo virtual ¢ dada pela variagdo da equagdo (3.150), obtendo-

se com o emprego da regra da cadeia:

de=¢,q,;op, (3.154)

onde €, indica derivada de € em relagdo a q, € qq; indica derivada de q, em
relagdo a p;.

Levando-se (3.154) em (3.152) obtém-se:

Il’/z J. O, q,,; 8p; dA dx, =P, dp, (3.155)

~£,/2dA

que ¢ valida para qualquer deslocamento virtual 8p;, resultando assim:

P = r'/z j oe, q,; dA dx, (3.156)

! -1, 2dA

que ¢ a equacdo de equilibrio do elemento na diregido da fung¢do deslocamento
virtual.
Como a derivada q.; nfo depende de dA.dx,, este termo pode ser

colocado para fora da integral, resultando ent3o:
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P (j"/zj oe, dA,dx,)qmi (3.157)

-4,/24A,
onde q,; € a matriz B dada pela equagdo (3.60).

Chamando de Q, os esforgos internos em coordenadas naturais
energeticamente conjugados com os deslocamentos g, em coordenadas

naturais, pode-se escrever o trabalho virtual interno como:
dW, =Q_ 3q (3.158)

De (3.60) sabe-se que os deslocamentos virtuais em coordenadas
naturais dq estdo relacionados com os deslocamentos virtuais cartesianos Sp

através da matriz q.;, ou seja
dq=q,; dp (3.159)
levando (3.159) em (3.158) tem-se:

oW, =Q, q,,; dp (3.160)

Igualando as equagdes (3.155) e (3.160), obtém-se:

t./2

()(1 (la,i Eh) = I

£ /2

IA 1) i;,a (la,i ESI) (ildtr(i)(r
resultando:

[ oe, dA dx, (3.161)
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Das equagdes (3.157) e (3.161) obtém-se a relagdo entre os esforgos

nodais naturais “Q,” e os esforgos nodais cartesianos “P;”, dada por:

P =Q, q,; (3.162)

onde o indice repetido indica somatorio.

Em notagado matricial, tem-se:

P=B'Q (3.163)

3.9 Matriz de Rigidez Tangente do Elemento

A matriz de rigidez tangente do elemento, no sistema de coordenadas-

deslocamento cartesiano, é dada por:

k=—1 (3.164)

ou seja, os elementos de rigidez tangente k; sdo obtidos da derivagdo parcial
de P; em relagdo aos deslocamentos nodais cartesianos p;.
Analogamente, a matriz de rigidez tangente, em coordenadas-

deslocamento naturais é dada por:

(3.165)

ou seja, os elementos de rigidez k_, s3o obtidos da derivagdo parcial de Q, em

relagdo aos deslocamentos nodais naturais qg.
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A partir da equagdo (3.162) e utilizando a regra da cadeia obtém-se:

kij =Q, q.; t qa,i(Qa,B qB,j) (3.166)

Derivando a equagio (3.161), obtém-se:

L2

Qa,ﬂ - I

-t /2

L ce,, dA dx +Il'/2 j (_6_0_ e,ﬁ)e dA, dx

~t,2da K2 r r

ou com o auxilio de (3.35)

L/2 L2
Q=] . L oe,, dA dx, + j‘[ . [ Deye, dA dx, (3.167)
Fazendo:
L./2
Hd-ﬁ = j_t /ZJ'A o S,a[i dArdxr (3168)
€
Dy = ,[l,/;z ,[A De; e, dA dx, (3.169)
resulta:
kyy =Qup =H,, +D, (3.170)

A parcela H,g foi obtida fixando-se a tensdo e variando-se a geometria
e, representa a conhecida matriz de rigidez geométrica em coordenadas
naturais.

A parcela D,g, obtida fixando-se a geometria e variando-se a tensdo,

representa a matriz de rigidez constitutiva em coordenadas naturais.
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Como mostrado anteriormente (equagdes 3.111, 3.113 ¢ 3.116), a
derivada q,;=G,, assim, a expressio dos elementos da matriz de rigidez

tangente em coordenadas cartesianas (eq. 3.166) fica:
kij =0y (HaB + Daﬁ)qﬂ,j +Q, G, (3.171)

com o auxilio de (3.170) vem:

k;j=q,,k,q,,+Q, G, (3.172)

onde o indice repetido indica somatério.

O primeiro termo representa a usual transformagdo de matriz de rigidez
de um sistema fixo de coordenadas para outro também fixo. O segundo termo
corresponde a fixar as forgas nodais Q, € derivar a relagdo entre os
deslocamentos nodais cartesianos e naturais, levando-se em consideragdo o
fato do sistema de coordenadas corrotacional variar com os deslocamentos
globais cartesianos, ou seja, da matriz de mudanga de coordenadas nio ser
constante.

A equagdo (3.171) na forma matricial fica:

k=B'DB+B'HB+Q, G, (3.173)
ou

k =k, +k, (3.174)
onde

k,=B'DB (3.175)

ko=B'HB+Q, G, (3.176)
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sen(lo

Qa Ga. = QI Gl +Q2 Gz +Q3 G3 (3-177)

ky ¢ a chamada matriz de rigidez constitutiva do elemento, que depende do

modulo de rigidez tangente do material dado pela equagéo (3.35).

ks € a chamada matriz de rigidez geométrica do elemento, que depende da

] ’ A~
geometria e do nivel de tensdo.

3.10 Fungdes de Interpolagio dos Deslocamentos

Com o objetivo de obter as integrais Q, D,s e Hyps, que definem
completamente as equagdes de equilibrio e a matriz de rigidez do elemento de
barra do poértico plano, serfo introduzidas fungdes aproximadoras para os
deslocamentos u e v do eixo do elemento.

Seja o elemento de barra, mostrado na Fig. 3.8 em sua configuragio de

referéncia AB e deformada A’B’.

FIGURA 3.8 — Elemento de barra de pértico plano

Os deslocamentos axiais u. serdo interpolados linearmente, conforme

adotado por MAZZILLI (1989), ou seja:
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w=ax +b (3.178)

As grandezas a e b podem se obtidas particularizando-se u, nas

extremidades do elemento, ou seja:

{ - { 4
x,=———’:uc=0:>0=a——'+b:>b=a :
2 2
X —&:1—1 =q, = —ae—'+b:> —a€'+a£':>a—&
r 2 o q1 q] 2 ql 2 2 E

b=l oy
21, 2

entdo a fungdo interpoladora de u. em termos dos deslocamentos nodais

naturais sera;

— 1 x
U = — 4L 3.179
ql(z f,) ( )

A derivada de u. em relagéo a x, sera:
u = 3_1 (3.180)

Os deslocamentos transversais V. serdo interpolados cubicamente pela
fungdo:

Ve=cx’+dx’+ex, +f (3.181)
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Analogamente as grandezas ¢, d, e, f podem ser obtidas
particularizando-se Ve € Vo NOS extremos, ou seja:

3 2

x,=—£—’:>;c=0:>0=—-c—’+d—'—e—z—'—+f @
2 8 4 2

[ - ’ Ly
X, === Vv.=0>0=cL+d—-+e—=+f @
2 8 4 2

T

derivando-se v, em relagdo a x, tem-se:

’

ve =3cx’ +2dx +e (3.182)

nas extremidades tem-se:
e, L
X, = Y = tga = tg q,, ou com o auxilio de (3.143)

’

Ve =(1+\_1c )tg q, =[1+%‘—jtg q, =

T

ql gzr ( gr)
1+=1 |t =3c—++2d[-—+|+e>
(19 iga, =30 52 -

T

3

(l!,+q1)tgq2=3ci—'—d£2r+e£r ®

1 .
X, = —2'— = tga = tg q,, ou com o auxilio de (3.143)
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;c' =(1+1_1c )tg q, = (1+2—‘)tg q, =

r

2
ql er Er
1+-=11t =3c—L+2d—L+e>
( e)g% 4 2

r

3

(L’,+q1)tgq3=3c%’+d£2,+e€r @
fazendo-se @ - ® tem-se:
(¢.+q,)(tgq, - tgq,)=2d ¢’ =

d=£r+ql

s (84— tea,)

somando-se @ + @ resulta:

_dz _dz £+

ql 1 2
2f = =f= =>f=— t -t (——f)ﬁ
2 I (gq3 ng) 2 r

fazendo-se @ - @, vem:

3 £2
o per, =0 =%
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somando-s¢ @ + @, vem:

GCf +2el, = (Er +q1)(tg q, +tg qS), com o auxilio de O,

resulta;

3 3
6-‘1%—2%r = (Zr +q,)<tg q, +tg q3) ou

1
c=£_3(£r +q1)(tg q, +tg q3) €

1
e=——(¢, +q,)tgq, +tgq,)

44,

Entdo a fungdo interpoladora de v. em termos dos deslocamentos

nodais naturais fica:

_ 3 2
Ve = (1 +2—:){;—%[(tg q, +tg q,)]+ 2’2’ [(tg 9, ~ tg ;)]

_%L[(tg q, +tg qs)]_%r[(tg q, —tg (12)]} ou

r

i 3
{h(tg q, +1g qs)(% - x;)

r

[~ X2 g )
+ (tg q; —tg (12)(2£r —'?r) ou
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Ve =(1+%i)[tg LV, g q,v,] (3.182)

onde v, € vy, sdo fungdes de forma, dadas por:

y, =2 X X 6 (3.182a)

3 2
X X X £ (3.182b)

e a 12 derivada de v, fica:

Ve =(l+%)[tg QW5 +18 4,5 ] (3.183)

onde v, e v} sdo as derivadas de , e ,, dadas por:

3x2 x 1
r22% X2 3.183a
v, e 1 ( )
3 X 1 (3.183b)
Vs Ty Ty '

e a 2% derivada de v, sera:



Ve = (1 +21—‘j[tg Qv +tg q,vl]

onde
w_ 60X, 1
A
w 06%, 1
A
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(3.184)

(3.184a)

(3.184b)

A expressdo do campo de deformagio €, dada pela equagédo 3.149, pode

ser explicitada em termos dos deslocamentos nodais naturais (q;, q; € q3) € das

fungdes de forma (y, e y,), resultando:

2

2 2]
S o e —

(
[(1 + &) 1+ 3—‘j(tg LYy +tg q,v?)

r

7

-

-——

—Y:

L r L r

2
(1 + 3—')(&; q,Vv; +tg qaw;)}

(3.185)

Esta expressdo ¢ geral e ndo ¢ feita nenhuma limita¢do quanto a

magnitude dos deslocamentos e das rotagdes. Como se observa, esta expressio

¢ bastante complicada, por isso, serdo feitas a seguir algumas aproximagdes de

natureza geométrica.
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3.11 Aproximacdes e Simplificacdes Adotadas

Com o objetivo de facilitar a implementagio, serdo feitas algumas
aproximagdes de natureza geométrica e adotadas algumas simplificagSes no

comportamento do elemento.

3.11.1- Aproximacdes de 22 ordem

Assumindo-se que o 4ngulo de rotagdo o é pequeno, da ordem de
grandeza da raiz quadrada do valor absoluto da deformagdo longitudinal €, o
que pode ser obtido com elementos curtos, é razoavel admitir, sem perda de
generalidade da formulagdo, as seguintes aproximagdes de 22 ordem de suas
fungdes trigonométricas:

2 2
a a
tgoo=a ;sena=q ;cosa=1—7 ;seca =14+—

Se as deformagdes maximas admitidas atingem o valor € = 0.002, o
limite de rotagdo pequena pode ser fixado em torno de 0.045 rad ou 2.56°.

PIMENTA & SOLER (1989) salientam que a hipétese acima n#o
impede a ocorréncia de grandes curvaturas, desde que os elementos sejam
suficientemente curtos. No caso dos pdrticos de concreto armado, as
curvaturas sdo sempre pequenas, sendo assim o angulo o sera pequeno,
independentemente do comprimento dos elementos e a hipétese acima se
justifica sempre.

Da equagdo 3.144 vem:

o = arctg (3.186)

J——

1+u.
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! - !
substituindo-se v. (eq. 3.183) e u. (eq. 3.180), resulta:

1+2—‘)(tg q,v} +ig q,y!)
L ou
)
Zl'

o = arctg(tg q, v} +1g q,v}) (3.187)

a = arctg

Adotando-se as aproximagdes de 2% ordem (tgo = o ), vem:

o =q,y; +q,y; (3.188)
derivando-se em relagdo a x,, resulta:
o' =q,y7+q,y] (3.189)

Levando-se (3.189) em (3.149), com o auxilio de (3.180) e

2
. . o
considerando-se a aproximagdo seco =1+ 5 resulta:

! ! 2
g =(1+_2_1)|:1+(q2\l’2 -;q3\V3) }_yr(qz\y;’_*_q?,\v;l)_l ou

1 i
£= %+5(1+j—‘J(qzw; +qv5) -y (@vi+ v (3.190)

T
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que € a expressdo do campo d¢ deformagdes quando s¢ adota as aproximagdes
de 2% ordem.
Para obtengdo da matriz de rigidez tangente em coordenadas cartesianas

sera necessario efetuar as derivadas €, € € .5 (com a=1,2,3 e B=1,2,3), assim:

(% ot o1(1), . 11,
E ==+ — (quz+q3\V3) =f_ l+—a

oq, £, 2\{, ' 2
& q , ' 7 "
€,= 51: - (1 + f_i)(qz\l’z + qs‘l’s)(wz) Y.V
= (1'{’%‘)“\'/; —Yr\lj;’

T

19,
S g (1+;‘—:](q2% +q,w ) i) -y, vy

= (1 +;‘—‘Jaw; A

. = Ot 0Oe,
. 0q,0q, dq, (3.191)




. - o' _ e,
*0q,0q, 0,

(1 3 )W:‘Vz
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gm0t T L v =y
* " 0q,0q, 0q, ¢, £,
2
£, = acia% Z:: ;{ (q.w! +a,v! )(\vs)—;lr—awi
e - e =ﬁ_1a\v;
" 0q,0q, 0Oq, £,
entdo, €, = ¢ , (simetria)

T
18n = =—==| 1+ wy,
| aqlaqS aqS [
Fe o, 1 (3.192)
€5 = = Eay,
© 04,09, 0q,
entdo, €, =€, (simetria)
o’ Ok, q, )
= =2 =1+
o 6q36q2 o, ( A
entdo, €, =¢ ,, (simetria)
628 e , q, ]
= = =1+
" 2000, 00, ( ARG
lembrando-se que o estiramento A =¢_/¢ € q, ={_—{_, entdo:
r=fempor=te by 2 tt :x—1=2—1
—1. %
A= 1+£— (3.193)
substituindo-se (3.193) em (3.191) e (3.192), vem
(81 = —1-(1+la2)
I 2
9 - 7~0“I/2 Yy, W;' (3-194)
8,3 =la Wz er3
Lg,n =




e, =¢c, =1/ ay'
e,=¢€, =14 ay,
1€ =AYV,

€ =€, =AY Y]
€35 = AWy,
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(3.195)

Os esforgos nodais naturais (eq. 3.161), apds as simplificagdes de 22

ordem, serdo:

Q= jl'/z [ og,dAdx, ou

~£,/2JA

com auxilio de (3.194)

e 1 a’
Q= L,/zz—(l +7]-[A,0- dA dx,,

resultando:

T | o’
Q1 = I—lr/ZNZ_(l-'-?)dxr

r

t,2

Q=

j ce,dA dx, ou
_lr/2 A, ’ '

com auxilio de (3.194)

£./2

Q, =j j r(ka\u; —yr\y;')c dA dx. ou

~£,2dA

L./2

(3.196)

Q2 - -[—lr/z }"ON}; .[A, o dA'dx’ - J’—tzr,//zz\'/;,jAr o yfdArdxr ou
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Q2 _ jz,/z

~£4./2

(NAawy) +My})dx, (3.197)

(]

Q, =I I oe, dA dx. ou

-1, 29A

com auxilio de (3.194)

Iy

Q3=j jr(?»oc\y;—y,\u;’)(fdA,dxr ou

-2, /2dA

Q,= _[j,/jz ka\I/QIArG dA dx, —J‘_l;r/;\v;'jArc y,dA dx, ou

£./2

Q=]

on (NAow; +My7)dx, (3.198)

onde:

N ¢ a forga normal e M 0 momento fletor nas segdes transversais do elemento,

definidos de forma usual por:

b/

2
N=J'Ar0'dAr =[ obdy, (3.199)

h/2

M= _IA, oy dA = —I .0 by dy, (3.200)

-h/
onde b e h sdo, respectivamente, a largura e a altura da se¢fio transversal.
Os elementos da matriz H, necessaria para a obtengdo de kg (eq.

3.176), ap6s as simplificagdes de 2* ordem, podem ser obtidos com auxilio de

(3.168) € (3.195), ou seja:
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L2
n - J._zr/ngrc 8,11 dArdxr = H]] =0 (3201)
&n Iy 1 ’
H12 = I—l,/z L\r (¢) 8,12 dArer = I—[r/2 J'A, (o} Z—OL\UZ dArdxr ou

— &2 1 '
H,= J'_er/ze—a\pz IA, cdA dx. ou

-£./2

H,= J'”z N?l—ouy; dx, (3.202)

Analogamente, obtém-se:

g2 1
H,=H, =" RN dx, (3.203)
L2 ,
H, = j_w Ny !, dx, (3.204)
/)2 '
Hy=H,=[ Niyjy}dx, (3.205)
£:/2 '
H,, = Lr/sz%% dx, (3.206)

Os elementos da matriz D, necessaria para a obtengdo de ky, apos as

simplificagdes de 2* ordem, ficam com auxilio de (3.169) e (3.194):

2
2
D, =[""[ De, e,dAdx, =["" | D[L(H“_H dA,dx, ou
—t,pda, T T -t23a |y 9
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2\ 2
D, =[" 1(1+-‘1‘_] [ DdAdx, ou
2) A

—l,/2-ZT

2 2
D, =Ie,/2 C 1 (l+%—) dx, (3.207)

—lrlz ! ei

] De, g,dA dx
2 Ar 3 .
ou

. 1 2
= .[le,//zz .[A, Dg_(l + 'O;_)(}‘o‘\l/; - er;’)dArdxr

(1+9‘2—2j(xa\y;) [, DdA, dx,
2
2

ou
ep 1 o "
-, M—(H—)%L Dy, dA dx,

2 ' "
D]2 = DZ] = jtrﬂ (1+0t_)(clka\|/2 _ CZWZder (3208)

_ _ £./2 (X2 C,Xoc\yg CzW;’
D13 - D31 - j—e,/z(l +7)( [r - Zr er (3209)
/2 P! ron "oon
D,, = I-e,/z (C,}&azwzwz =2C Aoy, y) + C3\1/2\|/2)dxr (3.210)

L./2

D, =D,, = I—!,/z [Clxzo‘z\l/;\l/; - Cz}‘a(W;W;,+ W;W;')

(3.211)
+C, iy dx,
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6

D,, = L /Z(C.kzaz\v;\v; = 2C, Ayl + (:3\;;;'\”;')(1)(r (3.212)
onde:
C = L D dA, = J‘_h/sz b dy, (3.213)
h/2
C.= L, DydA, = f_h,z Dby,dy, (3.214)
h/2
C,=] DyldA, = [ Dbydy, (3.215)

Em regime elastico linear ter-se-ia:

C,=EA, ;Co=0 ;Cs=EI

Em regime elastico ndo-linear e regime elasto-plastico, os valores de
Ci, C; e C; serdo constantes na segdo, obtidos pela integragdo das equagdes
(3.213) e (3.215), mas podem variar ao longo de x,, pois a rigidez tangente
“D” pode variar com X,.

As integrais para obtenc¢do de Q, (equagdes 3.196, 3.197 e 3.198), Hqp
(equagdes 3.201 a 3.206) e D, (equagdes 3.207 a 3.212) podem ser
computadas numericamente através do método de Gauss.

As integrais para obtengdo de N (eq. 3.199), M (eq. 3.200), C; (eq.
3.213), C; (eq. 3.214) e C; (eq. 3.215) podem ser calculadas nos pontos de
integragdo de Gauss pelo método dos retdngulos, com um grande nimero de
pontos de integragfo, para poder captar a variagdo significativa dos valores de
o e D, nos diversos pontos da segdo transversal e ao longo de x,

principalmente em problemas elasto-plasticos.



125

3.11.2 - Elemento Prismatico em Regime Elastico Linear

Para um elemento prismatico em regime elastico linear, tem-se que a

rigidez tangente (D = i—c) ¢ constante e igual ao mddulo de elasticidade
€

longitudinal E.

Da expressdo do campo de deformagdo € dado por (3.190), tem-se que

a deformagdo da fibra média ¢ ¢ obtida fazendo y=0, isto é,

1
1 +5(1+3—‘)(q2 v +q, w)) (3.216)

T r

variavel ao longo do elemento, uma vez que ! e ! sdo fungdo de x, (eq.
3.183a e 3.183b).
Com o objetivo de se resolver analiticamente as integrais para obtengao

de Qg , Hup € Dgp, substituir-se-a o valor variavel ¢ pelo seu valor médio e

constante, dado por:

- — 1 &2 ql l ql ’ r)2
Em = g—j-tr/2[15_r+5(l+g_ (q2 v +q, \|13) X, (3.217)

r

substituindo-se v, € v pelas expressdes dadas por (3.183a e 3.183b), ¢

resolvendo-se analiticamente a integral tem-se:

_ 2 2
=8 (109)(% 010} (.218)
£ £ J\15 15 30

r
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e o campo de deformagdo (s =g-y, oc'), com esta simplificagdo, fica:

2 2
q, G |9, 9 _9.9; " ”
==l 1+2L || 2y 222 + 3.219
€ , ( K,)(IS 15 30) Yr(qZWZ q3\l/3) ( )

r

Os esforcos solicitantes serdo:

N=IAerAr=LE3dAr ou

N=EA. &n (3.220)

M=—IA oy, dA =_-[A,E8 y, dA, =—IA E(g—yr oc')yr dA

13 T

r

<
I

—IArEE y, dA. +IA,E o'y dA,

M=Ela'=EI(q,y}+q,y}) ou

6x 1 6x 1
M=E1[q2( ZZ' —7—)+q3( er +£—J:| (3.221)

em X,=——L=M, =—%(4q2 +2q,) (3.221a)

X =+%: M, =+—IZ—I(2q2 +4q,) (3.221b)



As derivadas €, € € o ficam:

€, = 1 +l(£+q_§_q2q3)

1 ZT f;

15 15 30

(1.9 (2q2 qgj .,
e, =1+ |29 %) _
2 ( er) 15 30 Yr\V2

= q, (2q3 qz) "
=1+ || =222
8,3 ( Kr) 15 30 Yr\v?,

1 211_&)

15 30

8,13 = i(?&_&_)

er

€08

€n = (l‘"
8’23 = (1 +

8,31 = 8,]3

15 30

&)1 22
£ )15 15

e
¢ 30 30

(3.222)

(3.223)

(3.224)

(3.225)

(3.226)

(3.227)

(3.228)

(3.229)

(3.230)

(3.231)
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833=(1+&]£=&
: £ )15 15

r
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(3.232)

(3.233)

Os esforgos nodais naturais (eq. 3.161) sio dados por:

L2

Q=]

~t,/29A

vy 1 1(q
Q = I_z,/sz,G |:K_+T(E

2 2
leN i+i(gl+h_
¢, £, \15 15
B 2 2
QIZNLJ,_I_(&A;__
¢, ¢ \15 15

Q =N(1+i§_+q_§._g_&
1

15 15 30

Q,= '[l'/z I ce, dA dx,

—£,/2JA

b q (29, 9.} _(6x 1
Q2_I—t,/2jArcl:(l+ij(l—52 3_(3)) y,( S

| oe,dAdx, ou

2
+£1_3__ﬁﬂ dA dx

15 30

q_QJ [“"ax,  ou
30 ) [-ar
u) ¢ ou
30 /]
ou

ou

(3.234)

Q, =J“"'/2 (14_&)(_‘2&_&)N+(6)§r ——l-jM dx, ou
nl U e, 15 30 2
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N1+ 2&_&) %
@ N{(He,)( 15 30 }I—tr/zdx'

ou
e (6x 1 6x, 1 6x, | 1
+ -“—z,/z (7{- - g—r) El{q2[ ei - Z) + q3 (_e'z;" + ZJ :|dxr
_ q, (Zqz q3) 4EL ~ 2EI
=NE [ 1+-b|| 2=y ——g, + 2 ou
@ ( z,) 15 30/ g, g
0. =N (&_&)_M (3.235)
‘15 30 *
L1
Q,= I—é,/z IA, o8 dA,dx, on

_ " a &_&)_ 6x, 1
Q, J‘_er/szrO'l:(l+£J( 5 30 yr(gzr +£ dA dx, ou

r r

Q3=J‘"/2 (1+ij(ﬂ_&)N+(—6i+—l—)M dx, ou
4,2 2 J)\15 30 I

T

3 q, (2q3 qz) 4EI 2FEI
=NZ |1+ || —2-2[+—q, +—
R ( e,] 15 30/ ¢, s / 42 ou

T

Q,=N e(z_l‘l;_ga) M, (3.236)

onde N ¢ a forga normal na segfo, neste caso constante ao longo do elemento,
Ma e Mg sdo os momentos fletores nas extremidades A e B do elemento, na
convengdo classica, isto €, tragdo nas fibras inferiores positivo. A for¢a normal

de tragdo € positiva.
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Os elementos da matriz H sdo obtidos a partir da equagdo 3.168 e com

o auxilio das equagdes 3.225 a 3.233, assim tem-se:

H, =] " L, ce, dA dx =0 (3.237)

_tr/z

=" — (& 1 2q2 q,
H, = J.—e,/sz,o- €1 dA dx, = I—z,/zIA,O- [7(1—5—?{6 dA dx,
H =fer/2N 129 %) |4y ou
o denle \15 30/

29, ¢ )
H =N(—2-——3 3.238
E 15 30 (3.238)

— (& _ 1{2q, q
[ o this = o[ (205 pan

H,= N(gq—s - 91) (3.239)

H, =H, (3.240)

H, = f;,/; IAr CEx dA dx, = f;,/; IA, o % AdA dx, ou



_ J'E /2 2N

£/2

,=—?}\,£ ,mas Al ={_

, entao
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(3.241)

I I0823dAdx—I'/ZI ( )dAdx ou

L /29A

_ N¢,

3 30
H31 = Hls
H,, = H23

42 2
H,, = I o € ,; dA dx, -I rcEXdArdx

I/z X, &7& £, ou
42 15
2N
H,=—1/
33 15 c

entdo a matriz H fica:

(3.242)

(3.243)

(3.244)

ou

(3.245)



N(zqz__&)
15 30
INC,

15

simetrica

N(&_
15

N,

Y
30

30
AN,

15
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(3.246)

Os elementos da matriz D séo obtidos a partir da equagdo 3.169, com auxilio

das equagdes 3.222 a 3.224 e com D = E tem-se:

L2

DH:J‘

-4, /2JA

b 1 1
D11 - I—e,/z Arlig_"'z_
oy 15 15

T

Analogamente, obtém-se:

D,=E A,(l +i)(3q—2—
¢ \15

D, =EAr(1+&)(ﬂ—

¢\ 15

D21 =D,

j rD g, €, dA dx, =j

% %
15

15

2
qzqa)
30

o)
L)

L2
L2

E

15

15

9.9,
30

g’ Lr dA

2 2
+ %, 9

15

2 2
+&+£_

15

r

-

9.4

)
)

30

30

ou

ou

(3.247)

(3.248)

(3.249)

(3.250)
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D, =E A,ec(1+9lJ(2&—&) LAEL (3.251)
e \N15 30/ o,

1)23=EA,ec(l+i](2&—&)(-2-‘£—‘1—2)+E (3.252)
e N5 30015 30/ 4,

D, =D, (3.253)
D, =D, (3.254)
2
D, =E A,ec(l +i)(-7i - ﬂz—) LAE (3.255)
e, )\1s 30 T e

Se desprezarmos todos os termos multiplicados por q, ou g3 por serem

suficientemente pequenos, a matriz D fica:

e T
D= 4Kl 28 (3.256)
fr 4
: : 4EI
sunetrica —
It
L .
A matriz de rigidez constitutiva do elemento, no sistema local
cartesiano, é dada por:
k«=B DB (3.257)

onde B ¢ dada por (3.64).

Efetuando-se o triplo produto matricial, obtém-se:
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BA, . _EA 0
£, £,
12E1I 6EI 0 _12EI @
AT T
aR o eR ZE
K = £ A £L 4 130s8)
L 0
er
12E1 _ G6EI
erfi ler/gc
4

que difere da matriz constitutiva tradicional pela presenga do produto £_£_ ao

invésde £ ¢, .
A matriz de rigidez geométrica do elemento, no sistema local

cartesiano, é dada por:

ke =B HB+Q,G: +Q,G: +Q,G: (3.259)

onde Gi, G. e Gs sdo dados por (3.120) e (3.121).

Efetuando-se as operagdes matriciais indicadas acima, obtém-se:
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o L o0 o Y
KC Kc
SN N _V _6N N
5¢. 10 14 5¢, 10
2N¢, N N¢,
Ko = 15 \1,0 301 (3.260)
0 — 0
KC
SN _N
5¢, 10
2NZ,
L. 15 -
onde V= MB; M, ¢ a forga cortante no elemento.

4

A matriz de rigidez tangente do elemento em regime elastico linear, no

sistema de coordenadas cartesianas locais, quando se adota as aproximagdes
de 2* ordem e as simplificag3es citadas, ¢ dada por:

E-‘—‘ EM +EG (3.261)

onde kv é dada por (3.258) e ke por (3.260).
3.11.3 - Elemento Prismatico em Regime Elasto-plastico

Admitindo-se um comportamento elasto-plastico do material, a relagfio

constitutiva incremental é dada por:

do =Dde (3.262)
mas, com: D=D° se ede <0 (3.262a)
e
(3.262b)

D=D% se ede>0
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onde D° é 0 mddulo de rigidez tangente elastico e D é 0 mddulo de rigidez
tangente elasto-plastico.

A equagdo (3.262a) indica um comportamento elastico quando a fibra
estd em descarga, isto €, quando o incremento de deformagiio é contrario a
deformagdo.

A equagdo (3.262b) indica um comportamento elasto-plastico quando a
fibra estd em carga, isto €, quando o incremento de deformagio tem o mesmo
sinal da deformagio.

Normalmente, toda barra em regime elasto-plastico apresenta uma
regido dentro da qual o regime ¢ elastico, assim numa segdo transversal pode-
se ter algumas fibras em regime elastico e outras em regime elasto-plastico.

Os esforgos solicitantes na se¢do do elemento em regime elasto-plastico

serao:

r

N=[ Deda, = | D(en-y, a')da

admitindo-se €. constante, vem:

N=¢n| DdA, -o'[ Dy,dA,
com auxilio de (3.213) e (3.214) vem:

N=C, &n—C, a’ (3.263)

Cabe observar que neste caso, N nfo é constante, uma vez que C, #0 ¢

o’ varia linearmente com Xx,.

Explicitando-se vem:
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- 6x, 1 ox, 1
N=C, en—-C, [‘lz( £,r _f_,) +q3( . +f_,)] (3.264)

e os valores nas extremidades sdo dados por:

r

X === N, =C, T - 2 (4g, 29, (3.265)

X == 5N, =C,p 2 - 22(2q, +4q)) (3.266)

M= —ger Dy, dA, + a’IAr Dy? dA,

com o auxilio de (3.214) e (3.215) resulta:

M=-C, en+C, o’ (3.267)

Explicitando-se vem:

- 6x 1 6x 1
M= —C2 €m +C3 [(h(g—;—?) +q3( fzr +z—)jl (3268)

r r T

e os valores nas extremidades sdo dados por:

r
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X =252 M, ==Cyy 20— 22(2q, +4q,) (3270)

r

Cabe observar que C;, C, e C; sdo constantes na se¢do mas variam ao
longo de x,, em fungéo da variagdo de D.

Para simplificar admite-se que os elementos sejam curtos de maneira
que N, C;, C; e C3 sejam constantes ao longo do elemento e iguais ao seu

valor no centro do elemento, dados por:

C, = Q;—C'—B (3.271)
C, = CA;& (3.272)
Cyn = CutCe ; = (3.273)

e que os momentos fletores tenham uma distribuigdo linear, como no regime
elastico linear. Assim, os valores de Q,, desprezando-se os termos

multiplicados por g, € q3, sdo dados a partir das equagdes 3.234 a 3.236, por:

Q, = Na ;NB =N_ (3.274)
Q,=-M, (3.275)
Q,=M, (3.276)

Os elementos da matriz H sero analogos aos obtidos no regime

elastico linear (eq. 3.246), bastando substituir N por N,,.
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Os elementos da matriz D sdo obtidos a partir da equagdes 3.207 a
3.212, aplicando-se as mesmas simplificagdes adotadas para o elemento no
regime elastico linear, isto é, admitir-se €=g¢n € desprezar-se 0s termos
multiplicados por q; e qs.

Sendo assim, a matriz D para o elemento prismatico em regime elasto-

plastico sera:

_9& C2m 2m
[ T [ r e r
D- 4C  2C, (3.277)
e r gr
L 4C,
simetrica é—

Comparando-se esta matriz com a matriz D do caso elastico (eq. 3.256),

C2m C2m
observa-se a presenga dos elementos o e- ~,  Que eram sempre nulos em

3.256, e podem ser ndo nulos no caso elasto-plastico devido a variagdo da
rigidez tangente “D” na segio.
A matriz de rigidez constitutiva do elemento em regime elasto-plastico,

no sistema local cartesiano, é obtida através da equagio 3.257, e vale:

T
. 3 . ‘.
12¢,  6C, . 1. 6C,
Y )
4, C. 6. 20,
= I I L1, £,
K o ‘g
3 ..
simétrica 126,  _6G,
v ir
ol
- Zr -

(3.278)
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A matriz de rigidez geométrica do elemento em regime elasto-plastico,
no sistema local cartesiano, é obtida efetuando-se as operages matriciais

indicadas na equagdo 3.259, resultando-se:

(MB - MA) (MB - MA) |
0 = 0 0 0
6Iq’m Nm _ (MB — MA) _ 6Nm &
5¢, 10 [‘; 5 10
2N ¢, 0 _ & _ N_¢.
= 15 10 30
0 - B£2 A 0
simétrica ON,, - —I\L"—
5S¢, 10
2Nm€ .
(3.279)

onde N,,,, M4 e Mg sdo dados pelas equagdes 3.274, 3.269 e 3.270.
Analogamente ao caso elastico, a matriz de rigidez tangente do

elemento, no sistema cartesiano local é dada pela eq. 3.261, isto ¢,

E=EM+EG

3.12 Equilibrio Estrutural

A compatibilidade entre os deslocamentos nodais da estrutura e os do
elemento, ambos descritos em coordenadas-deslocamento cartesianas, é feita

através da relagdo:
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p=Ar (3.280)

onde A ¢ a matriz de incidéncia cinematica, p é o vetor de deslocamentos
nodais do elemento e r é o vetor dos deslocamentos nodais da estrutura.
Adotando-se o sistema de cartesiano local paralelo ao sistema cartesiano

global, esta matriz A contera apenas 0 e 1, sendo portanto independente da

atual configuragio da estrutura.
Assim, variando-se a equagio 3.280, obtém-se:

Sp=A or (3.281)

O trabalho virtual interno da estrutura é obtido pela somatéria dos

trabalhos virtuais internos de seus elementos. Assim, pode-se escrever:

W, =Y’ P7(5p,). ou
i=1
5W, =3 PTA, 6r (3.282)

i=1

onde ne é 0 niimero de elementos da estrutura.

A partir dos vetores dos esforgos nodais internos no elemento e
aplicando-se o principio da contragradiéncia obtém-se a contribui¢do destes
esforgos no vetor dos esfor¢os internos na estrutura. Somando-se a
contribui¢do de todos os elementos, obtém-se o vetor dos esforgos internos na

estrutura, dado por:

S=Y A’P, (3.283)
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Levando-se (3.283) em (3.282), resulta:

SW, =S" or (3.284)

onde S € o vetor dos esforgos internos na estrutura , que sera fungdo do nivel
de tensdo “c” e dos deslocamentos “r”.
Supondo-se que a estrutura s esta submetida a carregamento aplicado

nos nos, o trabatho virtual externo € dado por:
SW, =R"or (3.285)
onde R ¢ o vetor dos esforgos nodais externos na estrutura.
Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais, tem-se que para um
deslocamento virtual qualquer 8r, pode-se igualar SW; = W, resultando:
ST=R" ou

S=R (3.286)

que ¢ a equagdo de equilibrio estrutural.

3.13 Equilibrio Incremental

A partir da equagdo (3.286), pode-se obter a equagdo de equilibrio

incremental como:

AS = AR (3.287)

sendo AS obtido do espalhamento dos vetores AP; ou seja:
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AS=Y ATAP (3.288)

i=1

onde AP; € o incremento de esforgos nodais no elemento i e pode ser expresso

matricialmente como:;

AP; = k; Ap, (3.289)

sendo Ap; o incremento de deslocamentos nodais do elemento i ¢ k; a matriz de
rigidez tangente do elemento /.

Substituindo-se (3.289) em (3.288) obtém-se:

AS=3Y ATK, Ap, (3.290)

i=1

mas de (3.280) vem:
Ap; = A;Ar (3.291)

Levando-se (3.291) em (3.290) vem:

AS=Y A’k A, Ar ou

i=1

AS =K Ar (3.292)

onde K=Y Ak, A, é a matriz de rigidez tangente da estrutura, obtida da

i=1
contribui¢do das matrizes de rigidez dos elementos através das matrizes de

incidéncia cinematica A; dos elementos.
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Assim, a equagdo (3.287) do equilibrio incremental pode ser escrita da

seguinte forma:

AR = K Ar (3.293)

onde Ar € o vetor de incremento de deslocamentos na estrutura, associado ao

incremento de for¢as nodais externos AR.

3.14 Solugio do Problema Estatico

Sendo o vetor dos esforgos nodais internos S fungdo dos deslocamentos

nodais r a equagio de equilibrio estrutural (eq. 3.286) se transforma em:

S@®-R=0 (3.294)

onde 0 € o vetor nulo. A equagdo matricial acima representa um sistema de

equagdes ndo-lineares em r, que por conseguinte, ¢ dependente de p € o nos

elementos.

3.14.1 Métodos de Solu¢io de Equacgdes Nio-lineares

Os métodos de solugdo numérica da equagdo de equilibrio ndo-linear
t€m tido um desenvolvimento constante. Ndo serfo aqui tratados os aspectos
envolvidos na solugdo das equagBes ndo-lineares de equilibrio. DESAI &
ABEL (1972), BOYLE & JENNINGS (1973), BATHE & CIMENTO (1980),
CRISFIELD (1980), BATHE & DVORKIN (1983), OWEN E GOMES
(1984), PROENCA (1989), ARAUJO (1989), CILONI (1993) e BATHE
(1996) discutem estes aspectos destacando vantagens, desvantagens e

mostrando algumas técnicas para a otimizagdo dos métodos supracitados.
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Neste trabalho foi utilizada a forma incremental do método iterativo de

Newton-Raphson que ¢ uma das formas mais utilizadas e conhecidas de

solugdo de problemas de equilibrio n#o-linear. Como foi implementada, é
possivel especificar o nimero de incrementos de carga, recaindo na forma
iterativa, ou o niimero de iteragSes de cada incremento, de modo a poder
degenerar para a forma apenas incremental. O motivo da escolha se deve ao

fato do método de Newton-Raphson ter convergéncia mais rapida que os

demais métodos.

3.14.2 - Método Iterativo de Newton-Raphson

A seguir apresenta-se 0 método iterativo de Newton-Raphson de uma

maneira formal.

Deseja-se encontrar a solugdo das equagdes
f@) ="*R@")-"*Sr")=0 (3.295)

Admitindo-se que numa solugo iterativa tenha-se determinado “*'r®",

entdo uma expansio em série de Taylor da:

f(r"') = f(t+Atr(i-l)) +[%:| *tHA r(i'l)) +

+ termos de ordem superior

t+At I'(M) ( (3 296)

substituindo-se (3.295) em (3.296), e admitindo-se R independente dos

deslocamentos nodais, tem-se

AR -TM S+ [§:| + termos de ordem superior = 0

t+At r(i-l)
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Desprezando-se os termos de ordem superior, resulta:
t+AtK(i-]) Ar(l) —t+At R __trAt S(i-l) (3297)

onde "*K"" ¢ a matriz de rigidez da iteragfo (i-1) e dado por:

(3.298)

tHAL . (i-1)

r

b G = [ @ j|
or

e os deslocamentos atualizados dos pontos nodais na iterago atual i é:

OO AL @D AL (3.299)

Estas equagdes constituem a base do método de Newton-Raphson, que

¢ ilustrado na Fig. 3.9.

CARGA % \
f
traty trat (O)
POt AL (1)
teat, _
I INCLINAGAO t+ Aty (1)
|
| | | INCLINAGAO teat (0]
oo
|
'R N
|
| !
!
ol | 82!
N
| { | -
t, t+At, DESLOCAMENTO

FIGURA 3.9 — Método iterativo de Newton-Raphson
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Uma caracteristica deste método iterativo é que uma nova matriz de
rigidez ¢ calculada em cada iteragdo, e por isso é conhecido por método
Newton-Raphson puro. Esta necessidade de reavaliar a matriz de rigidez em
cada iteragdo pode gerar custos computacionais elevados. Procurando-se
reduzir esses custos, varias alternativas s3o possiveis, as quais sdo
consideradas como modificagdes do método original.

Uma dessas alternativas € a que usa a matriz de rigidez inicial °’K em

(3.308) e assim a equagio fica:

OGN Ap® A R At gGD (3.300)

com condigdes iniciais dadas por:

t+Ats(0) =t S . t+At r(0) =t

2

r

neste caso, apenas a matriz °K necessita ser triangularizada, evitando-se assim
calculos extensos na reavaliagio dos coeficientes de rigidez e na
triangularizagdo da matriz de rigidez quando se usa (3.297). Assim, este
processo corresponde a linearizag@o da resposta sobre a configuragio inicial
da estrutura e pode convergir mais lentamente ou mesmo divergir. Este método
¢ conhecido como método de Newton-Raphson com rigidez inicial. A Fig.
3.10 ilustra este método.

Uma outra alternativa que tem se mostrado a mais eficiente entre os
métodos Newton-Raphson combina os dois métodos anteriores e ¢ chamado

método de Newton-Raphson modificado. Neste método usa-se:

TKAr(l) =t+At R WAL S(i-l) (3301)

com condigdes iniciais dadas por:
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CARGA |
f*AtR_t*Atsl 0)

ttAt, tHAta(i)
/// -5

INCLINAGAO °K

t+At

-
4 t t+At, DESLOCAMENTO

FIGURA 3.10 — Método de Newton-Raphson com rigidez inicial

t+Ats(0) =t S; t+At r(0) =t r

onde 1 corresponde a uma das reconhecidas configuragdes de equilibrio para
os instantes 0, At, 2At, ... ou 7. Este método envolve menos reformulagdes da
matriz de rigidez que o método puro e se baseia na matriz de rigidez atualizada
numa configuragdo de equilibrio conhecida. A escolha de quais instantes em
que se atualizard a matriz de rigidez dependera do grau de ndo-linearidade da
estrutura, ou seja, estrutura de comportamento pouco no-linear necessitara de
poucas atualizages da matriz de rigidez. Este processo esta ilustrado na Fig.
3.11, admitindo-se atualizagdo da matriz de rigidez apenas no inicio de cada

incremento.



149

CARGA |
tHAty t+Atg(O)

/ tebte trAfgll)

?‘AtR

A & H
INCLINACAO ¢t AfK(O) fK

|
1 1
I
P
[
|
1 |

arl 1) 14,(2)

.
rod
11

A t, t

I
I
|
l
|
[ |
|
|
|
1
+

at, DESLOCAMENTO

FIGURA 3. 11 — Método de Newton-Raphson modificado

Segundo BATHE (1996) as principais propriedades do método de
Newton-Raphson s3o:

1- Se a matriz de rigidez tangente “"*K“" ¢ ndo singular, se f e suas derivadas

primeira em relagdo as variaveis solugdo sdo continuas numa vizinhanga de

bt L0

* . . .. o , ) ..
r, ese "“r* leva aquela vizinhanga, entdo serd mais proximo de

* t+At (i) AL s ~ . ) .
r que " r e asequéncia de solugdes iterativas geradas pelas equagdes

(3.297) a (3.299) converge para r .

2- Se a matniz de rigidez também satisfaz

i ¢ <L, -r)| (3.302)

__tHAt K
I

1

L
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L * ~ A . I
para todos r; e r; na vizinhanga de r ¢ L > 0, entdo a convergéncia é
quadratica. Isto significa que se o erro apos a iteragdo i/ é de ordem &, entdio

C X , 2
0 erro apos a iteragdo i + / sera de ordem €”.

A consequéncia pratica dessas propriedades é que se a solugdo da
iteragdo corrente é suficientemente proxima da solugdo r e se a matriz de
rigidez ndo muda drasticamente, pode-se esperar uma rapida convergéncia. Por
outro lado, se a solugdo da iteragdo corrente ndo é suficientemente proxima de

* . . . ~ ’ :
r e/ou a matriz de rigidez exata nio é usada e/ou muda drasticamente, a

iteragdo pode divergir.

3.14.3 Critérios de Convergéncia

O uso de métodos iterativos requer critérios apropriados de
convergéncia. Usando-se critérios ndo apropriados, a iteragdo pode terminar
antes que a precisio necessaria tenha sido atingida ou continuar
desnecessariamente ap0s a precisdo requerida ter sido atingida.

Em geral, os critérios de convergéncia podem ser fixados em fungéo de:
deslocamentos, esforgos residuais e energia interna ou trabalho.

Como em anilises ndo-lineares procura-se obter a configuragio da
estrutura correspondente a um determinado passo de carga, € natural que se
pretenda que os deslocamentos no final de cada iteragdo estejam, dentro de
uma tolerdncia aceitavel, proximos aos correspondentes a solugdo correta.

Entdo um critério realista de convergéncia é:

lar], x100< g (3.303)
t+At l‘”2 - %D :
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onde ¢€p € a tolerdncia admitida para os deslocamentos em percentagem e

”Ar“’"zé a norma euclidiana do vetor dos incrementos de deslocamentos na

iteragdo i e dada por:

(3.304)

™=z

|, =

G-1\?
(=)

) )

pat r"2 ¢ a norma euclidiana do vetor dos deslocamentos nodais da estrutura

I
—

€

obtido no final do incremento. Como esses deslocamentos sdo desconhecidos,
eles devem ser aproximados. Frequentemente, adota-se para estes

deslocamentos aqueles obtidos na iteragdo atual i, assim tem-se:

g = i (r©) (3.305)

=1

2

onde N € o nimero de graus de liberdade da estrutura.
Conforme salienta BATHE (1996), em algumas analises, a solugfo real

pode estar longe do valor obtido quando a convergéncia é medida usando

t+At _ (@ t+At
l.()

no lugar de "“'r. Isto ocorre quando os deslocamentos mudam pouco
em cada iteragdo mas continuam mudando durante varias iteragdes.
Um segundo critério, analogo ao anterior mas mais confiavel, baseia-se

nos esforgos residuais, sendo dado por:

—2—x100<¢g 3.306
o : (3.306)




152

sendo ”AR“)H2 a norma euclidiana dos esforgos residuais obtidos no final da

iteracdo 4, |

R-' S”2 a norma euclidiana do incremento de cargas nodais e

er € a tolerdncia admitida para os esforgos em percentagem. O problema deste
critério € que ele ndo envolve deslocamentos, assim por exemplo numa analise
eslasto-plastica de uma estrutura de material com pequeno moédulo de
endurecimento (strain hardening), entrando na regido plastica, os esforgos
residuais podem ser muito pequenos enquanto os deslocamentos ainda podem
variar muito.

A possibilidade de falha destes dois critérios quando usados
separadamente pode ser contornada mediante a utilizagdo de um terceiro
critério que envolva tanto deslocamentos quanto esfor¢os. Este critério é

baseado na energia incremental interna, e é dado por:

Ar(i)t(me __tHAL S(i-l))
Ar(l)‘(HAtR _t S)

x100<¢, (3.307)

onde o numerador representa o incremento de energia interna durante a
iteragdo i, o denominador representa o incremento de energia interna inicial e
eg € a tolerdncia admitida para a energia interna em percentagem.

As tolerdncias admitidas para a convergéncia devem ser pequenas,
OWEN & GOMES (1984) adotam tolerancias de 0,5%, enquanto OWEN &
HINTON (1980) adotam 1,0%.



153

3.14.4 Anailise da Estabilidade

A anélise ndo-linear incremental permite estudar o comportamento da
estrutura em todas as fases de carregamento. Pontos de instabilidade podem

ser detectados a partir das curvas carga-deslocamento pela presenga de grandes

deslocamentos.

Considere um pértico plano em equilibrio sob a a¢do de esforgos nodais
externos R. Suponha-se que este equilibrio seja perturbado por um pequeno
deslocamento 8r. Admitindo-se que os esforgos nodais externos mantenham-se

constantes durante esta perturbagdo, o trabalho externo realizado por estes

esforgos é dado por:
dW, =R'Sr (3.308)

O trabalho realizado pelos esforgos internos S durante esta perturbagio,

¢ dado até o termo de segunda ordem por:
W, = S‘6r+—;-8S‘6r (3.309)
Levando-se a equagdo (3.292) em (3.309), resulta:
W, = S‘6r+%8r‘KAr (3.310)
A condigdo para que o equilibrio seja estavel é que, para qualquer

perturbagdo & r, o trabalho dos esforgos internos seja maior do que o trabalho

dos esforgos externos, ou seja:

5W, —5W, >0 (3.311)
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Como na situagdo de equilibrio S = R (eq. 3.286) e levando-se as

equagdes (3.318 e 3.310) na equagdo (3.322), obtém-se:

dr'Kdr >0 (3.312)
para qualquer dr # 0. Assim, uma condigdo suficiente para que o equilibrio da
estrutura seja estidvel é que a matriz de rigidez tangente K seja positiva
definida.

Entdo, a presenga de um ponto critico pode ser detectada monitorando-
se o sinal dos elementos da diagonal principal da matriz de rigidez tangente
decomposta. Um elemento negativo indica a existéncia de um auto-valor nulo
no intervalo de carga que compreende o ltimo passo € o passo atual. O auto-
vetor correspondente representa um modo de deformagdo sem incremento de

carga, caracterizando-se um ponto critico.

3.15 - Exemplos de Estruturas Elisticas Sujeitas a Grandes
Deslocamentos

A aplicabilidade da formulagdo apresentada ¢é ilustrada através de
exemplos ja apresentados por outros pesquisadores. Nestes exemplos, ficam
destacadas a eficiéncia do programa de analise e sua capacidade de seguir
corretamente o comportamento ndo-linear das estruturas analisadas. Com o
objetivo de destacar a aplicabilidade do programa na anélise de realmente
grandes deslocamentos, admitiu-se o comportamento elastico do material. No
capitulo seguinte, quando a formulagdo ¢ aplicada a pérticos de concreto
armado, a ndo-linearidade fisica é considerada.

Nos exemplos apresentados ¢ destacado ainda o numero ideal de
clementos necessarios para uma precisa representagdo de grandes

deslocamentos.
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3.15.1 Exemplo 1: Viga em Balanco

Trata-se de uma viga em balango sujeita a uma carga vertical

concentrada progressiva, cuja solugdo analitica encontra-se no trabalho de
MATTIASSON (1981).

FIGURA 3.12 — Viga em balango

Foram utilizados 26 incrementos iguais de carga na analise incremental
e iterativa com tolerdncia nos deslocamentos de 0,1%. Com o método de

Newton-Raphson puro, a convergéncia ocorreu com no maximo 5 iteragdes.

As Tab. 3.1, 3.2 e 3.3 mostram respectivamente os valores dos
deslocamentos adimensionais u/¢ e v/¢ e das rotagdes 6, na extremidade livre
da viga (Fig. 3.12), quando se discretiza a barra com 1, 2, 4, 6 ou 10
elementos, assim como os valores obtidos da solugdo analitica. As curvas

carga x deslocamento sio mostradas nas Fig. 3.13, 3.14 ¢ 3.15.



TABELA 3.1 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/¢ na

extremidade livre da viga em balango da Fig. 3.12

(PLY)/EI 1 2 4 6 10 Analitico
Elemento | Elementos| Elementos | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 [ 0.00000 | 0.00000
0.2 0.00264 | 0.00263 | 0.00263 | 0.00263 | 0.00263 | 0.00265
04 0.00953 | 0.01007 | 0.01024 | 0.01027 | 0.01029 | 0.01035
0.6 0.02029 | 0.02173 | 0.02221 | 0.02230 | 0.02235 | 0.02249
0.8 0.03440 | 0.03684 | 0.03769 | 0.03785 | 0.03794 | 0.03817
1.0 0.05123 | 0.05453 | 0.05575 | 0.05598 | 0.05612 | 0.05643
1.2 0.07016 | 0.07397 | 0.07551 | 0.07582 | 0.07599 | 0.07640
1.4 0.09058 | 0.09445 | 0.09625 | 0.09662 | 0.09682 | 0.09732
1.6 0.11197 | 0.11541 | 0.11738 | 0.11780 | 0.11802 | 0.11860
1.8 0.13390 | 0.13642 | 0.13847 | 0.13892 | 0.13916 | 0.13981
2.0 0.15601 | 0.15716 | 0.15921 | 0.15968 | 0.15994 | 0.16064
25 0.21073 | 0.20677 | 0.20843 | 0.20890 | 0.20915 | 0.20996
3.0 0.26217 | 0.25189 | 0.25289 | 0.25330 | 0.25354 | 0.25442
35 0.30935 | 0.29230 | 0.29246 | 0.29281 | 0.29302 | 0.29394
4.0 0.35213 | 0.32833 | 0.32754 | 0.32780 | 0.32799 | 0.32894
45 0.39073 | 0.36047 | 0.35868 | 0.35885 | 0.35901 | 0.35999
5.0 0.42551 | 0.38923 | 0.38642 | 0.38651 | 0.38663 | 0.38763
5.5 0.45689 | 0.41508 | 0.41126 | 0.41125 | 0.41134 | 0.41236
6.0 0.48527 | 0.43842 | 0.43359 | 0.43349 | 0.43356 | 0.43459
6.5 0.51099 | 0.45941 | 0.45378 | 0.45360 | 0.45364 | 0.45468
7.0 0.53439 | 0.47892 | 0.47212 | 0.47185 | 0.47186 | 0.47293
7.5 0.55575 | 0.49661 | 0.48885 | 0.48851 | 0.48860 | 0.48957
8.0 0.57529 | 0.51288 | 0.50419 | 0.50377 | 0.50374 | 0.50483
8.5 0.59324 | 0.52790 | 0.51831 | 0.51781 | 0.51775 | 0.51886
9.0 0.60970 | 0.54181 | 0.53135 | 0.53077 | 0.53069 | 0.53182
9.5 0.62504 | 0.55475 | 0.54344 | 0.54278 | 0.54268 | 0.54383
10.0 0.63917 | 0.56682 | 0.55468 | 0.55395 | 0.55383 | 0.55500

156
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TABELA 3.2 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/ ¢ na

extremidade livre da viga em balango da Fig. 3.12

(PL/EI 1 2 4 6 10 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos | Elementos | Elementos

0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
02 0.06641 | 0.06637 | 0.06637 | 0.06637 | 0.06637 | 0.06636
04 0.13156 | 0.13112 | 0.13102 | 0.13100 | 0.13090 | 0.13098
0.6 0.19445 | 0.19285 | 0.19251 | 0.19244 | 0.19242 | 0.19235
0.8 0.25427 | 0.25060 | 0.24980 | 0.24966 | 0.24960 | 0.24945
1.0 0.31046 | 0.30378 | 0.30235 | 0.30210 | 0.30198 | 0.30172
1.2 0.36271 | 0.35222 | 0.34998 | 0.34960 | 0.34942 | 0.34901
14 0.41091 | 0.39600 | 0.39284 | 0.39231 | 0.39204 | 0.39147
1.6 0.45511 | 0.43539 | 0.43122 | 0.43053 | 0.43018 | 0.42941
1.8 0.49548 | 0.47075 | 0.46553 | 0.46466 | 0.46423 | 0.46326
2.0 0.53226 | 0.50247 | 0.49619 | 0.49515 | 0.49463 | 0.49346
25 0.60966 | 0.56834 | 0.55952 | 0.55807 | 0.55737 | 0.55566
3.0 0.67075 | 0.61937 | 0.60819 | 0.60638 | 0.60550 | 0.60325
35 0.71932 | 0.65965 | 0.64633 | 0.64420 | 0.64316 | 0.64039
4.0 0.75835 | 0.69206 | 0.67685 | 0.67443 | 0.67325 | 0.66996
4.5 0.79006 | 0.71865 | 0.70173 | 0.69906 | 0.69777 | 0.69397
5.0 0.81614 | 0.74083 | 0.72239 | 0.71948 | 0.71809 | 0.71379
55 0.83783 | 0.75963 | 0.73982 | 0.73670 | 0.73522 | 0.73042
6.0 0.85606 | 0.77578 | 0.75474 | 0.75143 | 0.74985 | 0.74457
6.5 0.87154 | 0.78984 | 0.76767 | 0.76418 | 0.76252 | 0.75676
7.0 0.88479 | 0.80221 | 0.77901 | 0.77534 | 0.77362 | 0.76737
75 0.89624 | 0.81320 | 0.78906 | 0.78523 | 0.78343 | 0.77670
8.0 0.90619 | 0.82306 | 0.79804 [ 0.79405 | 0.79218 | 0.78498
8.5 0.91493 | 0.83196 | 0.80613 | 0.80199 | 0.80007 | 0.79239
9.0 0.92646 | 0.84006 | 0.81348 | 0.80920 | 0.80721 | 0.79906
935 0.92949 | 0.84748 | 0.82021 | 0.81578 | 0.81373 | 0.80510
10.0 0.93561 | 0.85431 | 0.82639 | 0.82183 | 0.81971 | 0.81061
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TABELA 3.3 — Valores das rotagdes 6, na extremidade livre da viga em

balango da Fig. 3.12

(PL)/EI 1 2 4 6 10 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 0.09973 | 0.09965 | 0.09964 | 0.09964 | 0.09964 | 0.09964
04 0.19809 | 0.19376 | 0.19721 | 0.19718 | 0.19717 | 0.19716
0.6 0.29391 | 0.29142 | 0.29093 | 0.29084 | 0.29080 | 0.29074
0.8 0.38623 | 0.38158 | 0.37948 | 0.37929 | 0.37920 | 0.37906
1.0 0.47437 | 0.46407 | 0.46209 | 0.46176 | 0.46158 | 0.46135
1.2 0.55789 | 0.54153 | 0.52846 | 0.53793 | 0.53767 | 0.53730
1.4 0.63658 | 0.61297 | 0.60860 | 0.60786 | 0.60749 | 0.60698
1.6 0.71041 | 0.67858 | 0.67279 | 0.67181 | 0.67133 | 0.67065
1.8 0.77947 | 0.73873 | 0.73143 | 0.73020 | 0.72959 | 0.72876
2.0 0.84397 | 0.79383 | 0.78496 | 0.78349 | 0.78275 | 0.78175
25 0.98657 | 0.91227 | 0.89954 | 0.89745 | 0.89641 | 0.89500
3.0 1.10673 | 1.00820 | 0.99179 | 0.98912 | 0.98780 | 0.98602
35 1.20861 | 1.08674 | 1.06698 | 1.06379 | 1.06222 | 1.06012
40 1.29571 | 1.15179 | 1.12905 | 1.12541 | 1.12362 | 1.12124
45 1.37083 | 1.20626 | 1.18090 | 1.17687 | 1.17489 | 1.17228
5.0 1.43619 | 1.25231 | 1.22468 | 1.22031 | 1.21817 { 1.21537
55 1.49351 | 1.29158 | 1.26199 | 1.25734 | 1.25507 | 1.25211
6.0 1.54416 | 1.32531 | 1.29407 | 1.28918 | 1.28680 | 1.28370
6.5 1.58923 | 1.35449 | 1.32185 | 1.31676 | 1.31428 | 1.31107
7.0 1.62958 | 1.37987 | 1.34607 | 1.34081 | 1.33825 | 1.33496
7.5 1.66591 | 1.40204 | 1.36730 | 1.36191 | 1.35929 | 1.35593
8.0 1.69879 | 1.42151 | 1.38601 | 1.38051 | 1.37784 | 1.37443
8.5 1.72869 | 1.43866 | 1.40258 | 1.39700 | 1.39429 | 1.39084
9.0 1.75600 | 1.45382 | 1.41732 | 1.41167 | 1.40894 | 1.40547
9.5 1.78104 | 1.46726 | 1.43048 | 1.42479 | 1.42030 | 1.41854
10.0 1.80408 | 1.47919 | 144227 | 1.43654 | 1.43378 | 1.43029
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FIGURA 3.13 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional u/ ¢
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FIGURA 3.14 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional v/ ¢
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FIGURA 3.15 — Curva carga paramétrica x rotagao 9,

Da Tab. 3.2 pode-se observar que para deslocamentos verticais (v) de
até 19% do vdo (¢) da viga, ou seja, nivel de carga igual a 0,6PL*/EL os
resultados obtidos discretizando-se a barra com 1 elemento sdo praticamente
iguais aos analiticos. Para deslocamentos verticais (v) até 55% do vdo (¢) da
viga, ou seja, nivel de carga igual a 2,5PL¥EL, os resultados obtidos
discretizando-se a barra em 2 elementos ndo diferem em mais de 2,5% dos
resultados analiticos. Discretizando-se a barra em 4 elementos, 0 erro maximo
obtido € da ordem de 2% para um deslocamento vertical (v) da ordem de 81%
do vdo (¢) e para o nivel de carga de 10PL%/EL

A mesma viga foi calculada discretizando-se a barra em 10 elementos,
aplicando-se agora o carregamento em 10 incrementos iguais e os resultados

estdo na Tab. 3.4.



161

TABELA 3.4 — Valores dos deslocamentos (u/¢), (v/¢) e rotagdes 6, na

extremidade livre da viga com 10 incrementos de carga

we u/l 00
(PL3)/E1 10 Analitico 10 Analitico 10 Analitico
Elementos Elementos Elementos
0.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.0 0.05629 0.05643 0.30186 0.30172 0.46150 0.46135

20 0.16015 | 0.16064 | 0.49440 | 049346 | 0.78260 | 0.78175
3.0 0.25374 | 0.25442 | 0.60523 | 0.60325 | 0.98764 | 0.96602

4.0 032816 | 0.3289%4 0.67297 0.66996 1.12348 1.12124
5.0 0.38679 | 0.38763 0.71779 0.71379 1.21805 1.21537
6.0 0.43371 0.43459 0.74955 0.74457 1.28668 1.28370
7.0 0.47201 0.47293 0.77331 0.76737 1.33815 1.33496
8.0 0.50387 0.50484 0.79187 | 0.78498 1.37775 1.37443
9.0 0.53083 0.53182 0.80689 | 0.79906 1.40886 1.40547

10.0 0.55396 0.55500 0.81940 0.81061 1.43370 1.43029

Comparando-se os resultados da Tab. 3.4 com os das Tab. 3.1, 3.2 ¢ 3.3
pode-se concluir que a diferenga é de no maximo 1%, o que mostra que neste
caso, aplicando-se o carregamento em 10 ou 26 incrementos obtém-se
praticamente os mesmos resultados.

A mesma viga foi analisada alterando-se o critério de convergéncia para
0,5% e para 1,0% e os resultados foram rigorosamente os mesmos, podendo-se

concluir que pode-se trabalhar com uma tolerancia de 1% em analises como
esta (NLG).

3.15.2 Exemplo 2: Portico Losangular sob Carga de Compressio

Trata-se de um portico losangular sob carga de compressdo, resolvido
analiticamente por MATIASSON (1981). Devido a simetria da estrutura,

apenas a metade do poértico é resolvida.
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Foram utilizados os mesmos 26 incrementos de carga do Exemplo 1 ¢ a

mesma tolerancia de 0,1%.

FIGURA 3.16 — Pértico Losangular sob carga de compressio

As Tab. 3.5 e 3.6 mostram, respectivamente os valores dos
deslocamentos adimensionais u/¢ do né B e v/¢ do n6 A (Fig. 3.16), quando
as barras sdo discretizadas em 1, 2 ou 4 elementos, assim como os valores

obtidos da solugdo analitica. As curvas carga x deslocamento sio mostradas

nas Fig. 3.17 e 3.18.

TABELA 3.5 — Valores dos deslocamentos adimensionais /¢ do nd B do
portico da Fig. 3.16

(PLY/EL 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos

0.0 0.00000 | 0.00000 [ 0.00000 | 0.00000
0.2 0.03378 | 0.03399 | 0.03406 | 0.03419
0.4 0.06864 | 0.06914 | 0.06930 | 0.06958
0.6 0.10395 | 0.10450 | 0.10472 | 0.10512
0.8 0.13884 | 0.13887 | 0.13887 | 0.13932
1.0 0.17223 | 0.17043 [ 0.17010 | 0.17046
1.2 0.20293 | 0.19796 | 0.19679 | 0.19689
1.4 0.22980 | 0.22021 | 0.21778 | 0.21743
1.6 0.25191 | 0.23659 | 0.23256 | 0.23161
1.8 0.26868 | 0.24713 | 0.24128 | 0.23964
2.0 0.27998 | 0.25235 | 0.24456 | 0.24224
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TABELA 3.5 — Valores dos deslocamentos adimensionais uw/¢ do nd B do
portico da Fig. 3.16

25 0.28414 | 0.24865 | 0.23697 | 0.23108
3.0 0.26555 | 0.22376 | 0.20997 | 0.20519
3.5 0.23379 | 0.19526 | 0.17913 | 0.17335
4.0 0.19574 | 0.16443 | 0.14673 | 0.14019
45 0.15563 | 0.13372 | 0.11501 | 0.10788
5.0 0.11582 [ 0.10425 | 0.08496 | 0.07735
55 0.07754 | 0.07649 | 0.05696 | 0.04893
6.0 0.04136 | 0.05056 | 0.03104 | 0.02265
6.5 0.00749 | 0.02643 | 0.00710 | -0.00158
7.0 -0.02404 | 0.00401 | -0.01492 | -0.02393
15 -0.05334 | -0.01684 | -0.03526 | -0.04455
8.0 -0.08540 | -0.03626 | -0.05407 | -0.06362
85 -0.10579 | -0.05438 | -0.07149 | -0.08129
9.0 -0.12925 | -0.07133 | -0.08767 | -0.09770
9.5 -0.15107 | -0.08723 | -0.10272 | -0.11298
10.0 |-0.17140 | -0.10215 | -0.11676 | -0.12724

TABELA 3.6 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/¢ do nd A do

portico da Fig. 3.16

(PL?)/EI 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos

0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 0.03601 | 0.03627 | 0.03635 | 0.03630
04 0.07725 | 0.07855 | 0.07898 | 0.07901
0.6 0.12416 | 0.12729 | 0.12837 | 0.12862
0.8 0.17695 | 0.18246 | 0.18447 | 0.18507
1.0 0.23548 | 0.24338 | 0.24649 | 0.24754
1.2 0.29919 | 0.30869 | 0.31288 | 0.31440
1.4 0.36704 | 0.37647 | 0.38153 | 0.38343
1.6 0.43763 | 0.44464 | 0.45018 | 0.45233
1.8 0.50937 | 0.51131 | 0.51688 | 0.51910
2.0 0.58072 | 0.57508 | 0.58023 | 0.58236
25 0.74740 | 0.74014 | 0.70688 | 0.72091
3.0 0.89139 | 0.83114 | 0.83089 | 0.83140
35 1.01089 [ 0.92305 | 0.91909 | 0.91852
4.0 1.10855 | 0.99702 | 0.98934 | 0.98775




164

TABELA 3.6 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/¢ doné A do

portico da Fig. 3.16

4.5 1.18822 | 1.05734 | 1.04610 | 1.04356
5.0 1.25352 | 1.10731 | 1.09268 | 1.08927
55 1.30747 | 1.14934 | 1.13151 | 1.12730
6.0 1.35243 | 1.18522 | 1.16436 | 1.15940
6.5 1.39025 | 1.21625 | 1.19251 | 1.18684
7.0 1.42234 | 1.24342 | 1.21693 | 1.21058
1.5 1.44497 | 1.26745 | 1.23834 | 1.23134
8.0 1.47347 | 1.28890 | 1.25731 | 1.24966
85 1.49403 | 1.30823 [ 1.27425 | 1.26596
9.0 1.51202 | 1.32576 | 1.28950 | 1.28056
95 1.52785 | 1.34178 | 1.30333 | 1.29378
10.0 1.54186 | 1.35649 | 1.31595 | 1.30578
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FIGURA 3.17 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional u/¢
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FIGURA 3.18 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional v/ ¢

Da Tab. 3.6 observa-se que para deslocamentos verticais (v) de até 12%
do comprimento (¢) da barra, ou seja, nivel de carga igual a 0,6PLYEL os
resultados obtidos discretizando-se a barra com 1 elemento sdo praticamente
iguais aos analiticos. Para deslocamentos verticais (v) até 58% do
comprimento (£) da barra, correspondente ao nivel de carga igual a 2,0PL%/EI,
os resultados obtidos com 2 elementos em cada barra nfo diferem em mais de
1,3% dos resultados analiticos. Discretizando-se a barra em 4 elementos, o
erro maximo obtido € da ordem de 1% para um deslocamento vertical de 1,3 ¢.

A convergéncia ocorreu com no maximo 6 iteragdes.

3.15.3 Exemplo 3: Pértico Losangular sob Carga de Tracio

O mesmo pértico do Exemplo 2 foi analisado sob carga de tragdo (Fig.

3.19), com o mesmo mimero de incrementos de carga.



FIGURA 3.19 — Pértico Losangular sob carga de tragio
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As Tab. 3.7 e 3.8 mostram, respectivamente os valores dos

deslocamentos adimensionais u/¢ do né B e v/¢ do né A (Fig. 3.19), quando

as barras sdo discretizadas em 1, 2 ou 4 elementos, assim como os valores

obtidos da solugdo analitica por MATIASSON (1981). As curvas carga x

deslocamento sio mostradas nas Fig. 3.20 e 3.21.

TABELA 3.7 — Valores dos deslocamentos adimensionais u/¢ do né B do

portico da Fig. 3.19

(PLY/E1 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 -0.03255 | -0.03233 | -0.03226 | -0.03233
0.4 -0.06329 | -0.06258 | -0.06237 | -0.06248
0.6 -0.09213 | -0.09068 | -0.09025 | -0.09036
0.8 -0.11910 | -0.11665 | -0.11595 | -0.11603
1.0 -0.14426 | -0.14060 | -0.13957 | -0.13960
1.2 -0.16769 | -0.16267 | -0.16129 | -0.16124
14 -0.18951 1 -0.18303 | -0.18126 | -0.18112
1.6 -0.20984 | -0.20182 | -0.19964 | -0.19941
1.8 -0.22879 | -0.21919 | -0.21660 | -0.21627
2.0 -0.24648 | -0.23528 | -0.23227 | -0.23184
2.5 -0.28585 | -0.27071 | -0.26667 | -0.26594
3.0 -0.31933 | -0.30049 | -0.29546 | -0.29447
35 -0.34807 | -0.32586 | -0.31987 | -0.31865
4.0 -0.37297 | -0.34773 [ -0.34089 | -0.33940
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TABELA 3.7 — Valores dos deslocamentos adimensionais u/¢ do né B do
poértico da Fig. 3.19

4.5 -0.39472 | -0.36667 | -0.35914 | -0.35742
5.0 -0.41385 | -0.38352 | -0.37515 | -0.37322
55 -0.43082 | -0.39838 | -0.38932 | -0.38720
6.0 -0.44595 | -0.41166 | -0.40196 | -0.39966
6.5 -0.45953 | -0.42361 | -0.41332 | -0.41086
7.0 -0.47178 | -0.43443 | -0.42359 | -0.42097
1.5 -0.48288 | -0.44289 | -0.43293 | -0.43016
8.0 -0.49299 | -0.45331 | -0.44147 | -0.43855
85 -0.50224 | -0.46159 | -0.44930 | -0.44625
9.0 -0.51072 | -0.46924 | -0.45653 | -0.45335
9.5 -0.51853 | -0.47633 | -0.46322 | -0.45992
10.0 [ -0.52574 | -0.48292 | -0.46943 | -0.46601

TABELA 3.8 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/¢ do né A do

portico da Fig. 3.19

(PL?)/EI 1 2 4 Analitico
Elemento |Elementos | Elementos

0.0 0.00000 | 0.00000 [ 0.00000 | 0.00000
0.2 0.03102 | 0.03083 | 0.03077 | 0.03065
04 0.05794 | 0.05707 | 0.05681 | 0.05648
0.6 0.08135 | 0.07944 | 0.07888 | 0.07829
0.8 0.10173 | 0.09857 | 0.09764 | 0.09677
1.0 0.11953 | 0.11501 | 0.11370 | 0.11252
12 0.13513 | 0.12921 | 0.12750 | 0.12601
1.4 0.14886 | 0.14156 | 0.13946 | 0.13765
1.6 0.16099 | 0.15235 | 0.14986 | 0.14774
1.8 0.17174 | 0.16183 | 0.15899 | 0.15655
20 0.18131 | 0.17022 | 0.16703 | 0.16429
25 0.20097 | 0.18739 | 0.18344 | 0.17997
3.0 0.21647 | 0.20058 | 0.19600 | 0.19183
35 0.22816 | 0.21102 | 0.20589 | 0.20104
4.0 0.23871 | 0.21948 | 0.21389 | 0.20839
4.5 0.24570 | 0.22648 | 0.22049 | 0.21436
5.0 0.25225 | 0.23239 | 0.22606 | 0.21931
55 0.25778 | 0.23746 | 0.23083 | 0.22348
6.0 0.26248 | 0.24187 | 0.23498 | 0.22703
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TABELA 3.8 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/¢ do nd A do

portico da Fig. 3.19

6.5 0.26655 | 0.24576 | 0.23864 | 0.23011
7.0 0.27009 | 0.24923 | 0.24189 | 0.23279
7.5 0.27320 | 0.25235 | 0.24483 | 0.23515
8.0 0.27597 | 0.25518 | 0.24751 | 0.23726
8.5 0.27845 | 0.25778 | 0.24996 | 0.23914
9.0 0.28068 | 0.26018 | 0.25227 | 0.24084
9.5 0.28272 | 0.26241 | 0.25433 | 0.24239
10.0 0.28457 | 0.26448 | 0.25630 | 0.24380
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FIGURA 3.20 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional u/¢
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FIGURA 3.21 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional v/ ¢

Da Tab. 3.7 observa-se que para deslocamentos horizontais (u) de até
11% do comprimento (£) da barra, ou seja, nivel de carga igual a 0,8PL%/EI,
os resultados obtidos discretizando-se a barra com 1 elemento sdo
praticamente iguais aos analiticos. Para deslocamentos horizontais até 23% do
comprimento (¢£) da barra, correspondente ao nivel de carga igual a 2,0PL¥/EI,
os resultados obtidos com 2 elementos em cada barra nio diferem em mais de
1,5% dos resultados analiticos. Discretizando-se a barra em 4 elementos, o
erro maximo obtido € da ordem de 0,7% para um deslocamento vertical de
0,47¢.

A convergéncia ocorreu com no maximo 8 iteragdes, usando-se uma

tolerancia de 0,1%.
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3.15.4 Exemplo 4: Quadro sob Carga de Compressio

Trata-se de um quadro (Fig. 3.22) sob carregamento de compressio,
resolvido analiticamente por MATIASSON (1981). Na analise, é considerada a
simetria do quadro em relagdo ao eixo vertical. As barras sdo discretizadas por
1, 2 ou 4 elementos.

Foram utilizados 14 incrementos de carga.

FIGURA 3.22 — Quadro sob carga de compresséo

Nas Tab. 3.9, 3.10 e 3.11 sdo mostrados, respectivamente os valores
dos deslocamentos adimensionais u/¢ doné C e v/¢ do nd A e a rotagio 6y do

n6 B. As curvas carga x deslocamento sio mostradas nas Fig. 3.23, 3.24 ¢
3.25.

TABELA 3.9 — Valores dos deslocamentos adimensionais w/¢ do né C do
quadro da Fig. 3.22

(PLH/EL 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos

0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 0.02503 | 0.02518 | 0.02518 | 0.02523
0.4 0.05035 | 0.05075 [ 0.05066 | 0.05084
0.6 0.07592 | 0.07659 | 0.07630 | 0.07670
0.8 0.10171 | 0.10254 | 0.10193 | 0.10264
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TABELA 3.9 — Valores dos deslocamentos adimensionais u/¢ do né C do
quadro da Fig. 3.22

1.0 0.12769 | 0.12844 | 0.12739 | 0.12850
1.2 0.15384 | 0.15409 | 0.15248 | 0.15408
1.4 0.18012 | 0.17929 | 0.17701 | 0.17914
1.6 0.20648 | 0.20379 | 0.20074 | 0.20344
1.8 0.23283 | 0.22733 | 0.22344 | 0.22668
20 0.25904 | 0.24959 | 0.24483 | 0.24854
25 0.32065 | 0.29733 | 0.29075 | 0.29483
3.0 0.37396 | 0.33100 | 0.32333 | 0.32561
35 0.41209 | 0.34891 | 0.34126 | 0.33921
4.0 0.43042 | 0.35251 | 0.34589 | 0.33754

TABELA 3.10 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/¢ do n6 A do

quadro da Fig. 3.22

(PLYH/EL 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 0.04290 | 0.04307 | 0.04307 | 0.04293
04 0.08768 | 0.08853 | 0.08849 | 0.08840
0.6 0.13438 | 0.13640 | 0.13628 | 0.13645
0.8 0.18303 | 0.18669 | 0.18638 | 0.18708
1.0 0.23366 | 0.23937 | 0.23874 | 0.24025
1.2 0.28635 | 0.29438 | 0.29324 | 0.29591
14 0.34120 | 0.35164 | 0.34977 | 0.35397
1.6 0.39830 | 0.41101 | 0.40816 | 0.41429
1.8 0.45782 | 0.47231 | 0.46820 | 0.47668
2.0 0.51988 | 0.53528 | 0.52964 | 0.54087
25 0.68621 | 0.69775 | 0.68728 | 0.70665
3.0 0.86751 | 0.86144 | 0.84516 | 0.87339
35 1.05790 | 1.01851 | 0.99633 | 1.03230
4.0 1.24472 | 1.16306 | 1.13568 | 1.17703
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TABELA 3.11 — Valores das rotagdes 6, do n6 B do quadro da Fig. 3.22

Deslocamento (wL)

(PLY/EL 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
02 0.05125 | 0.05157 | 0.05157 | 0.05168
04 0.10503 | 0.10627 | 0.10630 | 0.10674
0.6 0.16138 | 0.16410 | 0.16420 | 0.16520
08 0.22034 | 0.22496 | 0.22521 | 0.22699
1.0 0.28192 | 0.28870 | 0.28923 | 0.29199
1.2 0.34614 | 0.35513 | 0.35609 | 0.36000
14 0.41303 | 0.42395 | 0.42554 | 0.43072
1.6 0.48258 | 0.49481 | 0.49726 | 0.50378
1.8 0.55476 | 0.56729 | 0.57084 | 0.57869
2.0 0.62951 | 0.64089 | 0.64579 | 0.65486
25 0.82539 | 0.82592 | 0.83506 | 0.84627
3.0 1.03046 | 1.00491 | 1.01909 | 1.02992
35 1.23557 | 1.16987 | 1.18904 | 1.19656
4.0 1.43040 | 1.31640 | 1.33997 | 1.34181
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FIGURA 3.23 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional u/¢
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FIGURA 3.25 — Curva carga paramétrica x rotagéo 9,
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Da Tab. 3.10 observa-se que para deslocamentos verticais (v) de até
13% do comprimento (¢ ) da barra, os valores obtidos discretizando-se a barra
com 1 elemento diferem dos analiticos em menos de 1,5%. Ao se discretizar as
barras com 2 elementos os deslocamentos verticais de até 65% do
comprimento (¢) da barra, o erro cometido nfo ultrapassa 2%. Discretizando-
se cada barra com 4 elementos, o erro méximo ndo supera 1%.

A convergéncia ocorreu com no maximo 6 iteragdes, usando-se uma

tolerancia de 0,1%.

3.15.5 Exemplo 5: Quadro sob Carga de Tracio

O mesmo quadro do Exemplo 4 foi analisado sob carga de tragio (Fig.

3.26), com 0 mesmo numero de incrementos de carga.

L 4%Py

FIGURA 3.26 — Quadro sob carga de tragdo

As Tab. 3.12, 3.13 e 3.14 mostram, respectivamente os valores dos
deslocamentos adimensionais u/¢ do n C e v/¢ do né A e a rotagdo 8, do n6
B. As curvas carga x deslocamento sio mostradas nas Fig. 3.27 e 3.28 e 3.29.

A convergéncia ocorreu com 6 iteragdes com uma tolerancia de 0,1%.
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TABELA 3.12 — Valores dos deslocamentos adimensionais w/¢ do n6 C do
quadro da Fig. 3.26

(PLH/EI 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 { 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 0.02494 | 0.02478 | 0.02477 | 0.02473
04 0.04946 | 0.04896 | 0.04901 | 0.04887
0.6 0.07352 | 0.07245 | 0.07262 | 0.07233
0.8 0.09708 | 0.09521 | 0.09553 | 0.09505
1.0 0.12010 | 0.11721 | 0.11769 | 0.11699
1.2 0.14254 | 0.13841 | 0.13906 | 0.13813
14 0.16439 | 0.15881 | 0.15962 | 0.15845
1.6 0.18562 | 0.17840 | 0.17938 | 0.17795
1.8 0.20621 | 0.19721 | 0.19833 | 0.19664
2.0 0.22617 | 0.21523 | 0.21648 | 0.21453
2.5 0.27332 | 0.25713 | 0.25853 | 0.25595
3.0 0.31646 | 0.29470 | 0.29612 | 0.29298
35 0.35583 | 0.32844 | 0.32974 | 0.32611
4.0 0.39169 | 0.35881 | 0.35985 | 0.35581

TABELA 3.13 — Valores dos deslocamentos adimensionais v/¢ do né A do

quadro da Fig. 3.26

(PL/E1 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 { 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 0.04082 | 0.04067 | 0.04067 | 0.04043
0.4 0.07978 | 0.07907 | 0.07905 | 0.07843
0.6 0.11692 | 0.11529 | 0.11521 | 0.11410
0.8 0.15230 | 0.14942 | 0.14922 | 0.14755
1.0 0.18594 | 0.18157 | 0.18121 | 0.17889
1.2 0.21792 | 0.21186 | 0.21126 | 0.20825
14 0.24828 | 0.24039 | 0.23949 | 0.23575
1.6 0.27710 | 0.26730 | 0.26603 | 0.26152
1.8 0.30445 | 0.29268 | 0.29099 | 0.28567
2.0 0.33039 | 0.31664 | 0.31446 | 0.30833
2.5 0.38934 | 0.37091 | 0.36734 | 0.35917
3.0 0.44113 | 0.41836 | 0.41314 | 0.40287
35 0.48674 | 0.46013 | 0.45310 | 0.44073
4.0 0.52710 | 0.49720 | 0.48822 | 0.47375
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TABELA 3.14 — Valores das rotagdes 6, do né B do quadro da Fig. 3.26

0.20
Deslocamento (wl)

(PLY/EI 1 2 4 Analitico
Elemento | Elementos | Elementos
0.0 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.2 0.04875 | 0.04847 | 0.04844 | 0.04835
0.4 0.09505 | 0.09385 | 0.09383 | 0.09346
0.6 0.13897 | 0.13626 | 0.13626 | 0.13548
0.8 0.18058 | 0.17585 | 0.17585 | 0.17454
1.0 0.21997 | 0.21276 | 0.21276 | 0.21082
1.2 0.25723 | 0.24172 | 0.24712 | 0.24449
1.4 0.29245 | 0.27910 | 0.27910 | 0.27573
1.6 0.32574 | 0.30886 | 0.30886 | 0.30471
18 0.35719 | 0.33656 | 0.33656 | 0.33161
2.0 0.38691 | 0.36234 | 0.36234 | 0.35658
2.5 0.45417 | 0.41936 | 0.41936 | 041156
3.0 0.51264 | 0.46734 | 0.46734 | 0.45752
35 0.56363 | 0.50794 | 0.50794 | 0.49618
4.0 0.60829 | 0.54253 | 0.54253 | 0.52892
40 T
3.5 4
304
25
%
1.5 4
10 +
--o— 1 Elemento
—a—2 Elementos
05 1 —a— 4 Elementos
—e— Analifco
00 + + + + + + —
0.00 0.05 0.10 0.15 0.25 0.30 0.35 0.40

FIGURA 3.27 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional u/ ¢
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40 +
35+
30 +
25 1
a20 4
(8
15 +
10 ¢
—e— 1 Elemento
—a—2 Elementos
05 + —a—4 Elementos
—e— Anallico
0.0 + + + + + + + + + i
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55
Deslocamento (wl )

FIGURA 3.28 — Curva carga paramétrica x deslocamento adimensional v/ ¢

0.30
Rotagiio (9)

40 —
35+
30+
25
o
20
=
15 +
10 +
—e— 1 Elemento
~u—2 Elementos
05 + —A—4 Elementos
—e—Anallfico
0.0 t t + + t + + t + t t —
0.00 0.05 0.10 0.15 020 025 0.35 0.40 0.45 0.50 055 0.60

0.65

FIGURA 3.29 — Curva carga paramétrica x rotagio 0,
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Da Tab. 3.13 observa-se que:

— discretizando-se as barras com 1 elemento, os valores obtidos para v tém
uma boa aproximagdo com os analiticos até o nivel de carga igual a

0,6PL%/EL, correspondendoav=0,11¢;

— discretizando-se as barras com 2 elementos, os valores obtidos para v tém
uma boa aproximagdo com os analiticos até o nivel de carga igual a

1,4PL2/EI, correspondendo av=0,24¢;

— discretizando-se as barras com 4 elementos o erro maximo nos valores dos

deslocamentos v é de 2,5%.
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APLICACAO DA FORMULACAO CONSISTENTE A
ANALISE DE PORTICOS PLANOS DE CONCRETO
ARMADO

4.1 Introducio

Um grande nimero de modelos fisicos e matematicos tém sido usados
para pesquisar o comportamento das estruturas de concreto armado. Em geral,
os modelos fisicos sdo desenvolvidos para verificar modelos matematicos. Os
modelos matematicos partem de formulagdes mais simples apropriadas para
calculos manuais até envolver modelos mais complexos que requerem o uso de
computadores.

Segundo MARTINS (1995), ao se analisar uma estrutura de concreto
armado deve-se ter bem claro os objetivos a alcangar de modo que a escolha
do modelo ¢ dos métodos de analise sejam compativeis com estes objetivos.
Neste capitulo admite-se que foi feita a opgfio pela andlise ndo-linear da
estrutura de concreto armado.

Numa analise ndo-linear deve-se distinguir se o objetivo é uma
verificagio em Estado Limite Ultimo normalizado ou uma pesquisa da
capacidade portante real da estrutura.

Na pesquisa da capacidade portante néo estdo, em principio, incluidos
critérios normativos de seguranga, procura-se apenas qual a resposta dada pela
estrutura a uma dada disposigio de cargas crescentes, consideradas as

caracteristicas reais dos materiais e das cargas. Em geral os materiais sdo
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definidos pelos valores médios de suas caracteristicas mecanicas, enquanto
que as cargas pelos seus valores provaveis.

No caso da verificagdo do Estado Limite Ultimo, é fundamental o
conceito de critérios normalizados de seguranga. Como exemplo o critério
adotado pela Norma Brasileira e pelo Cédigo Modelo (CEB/FIP 90) define os
materiais pelos valores de calculo de suas resisténcias, enquanto que a resposta
da analise fornecera o coeficiente de seguranga que a estrutura apresenta em

relagdo aos valores caracteristicos das cargas aplicadas.

4.2 Revisdo Bibliografica

O estudo do comportamento estrutural ndo-linear das estruturas de
concreto armado tem atraido muito a atengdo dos pesquisadores. Pode-se
observar nas duas tltimas décadas uma grande quantidade de trabalhos
publicados a respeito do mesmo. Alguns destes trabalhos sdo citados a seguir:

AAS-JAKOBSEN & GRENACHER (1974) propuseram um método de
analise ndo-linear de porticos em concreto armado via MEF utilizando matriz
de rigidez secante e usando uma curva real tensdo x deformagdo para o
concreto.

TELES (1976) estudou a ndo-linearidade fisica e geométrica de pérticos
planos de concreto armado no 4mbito dos pequenos deslocamentos utilizando
as fungdes de estabilidade para obtengdo da matriz de rigidez NLG; o
comportamento nio-linear do concreto armado (NLF) é considerado através de
modulos de elasticidade secantes obtidos de diagramas tensio-deformagéo
especificos para o0 ago € o concreto.

MARTINS (1979) estende este estudo a porticos espaciais.

No campo da nio-linearidade fisica de estruturas de concreto armado,
houve a partir da década de 80 um incontavel niimero de trabalhos publicados;

a seguir serdo citados os principais consultados pelo autor.
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GREUNEN & SCORDELIS (1983) mostram um eficiente
procedimento numérico para analise ndo-linear de estruturas de concreto
armado e protendido incluindo efeitos reoldgicos e de temperatura, baseado no
MEF utilizando formulagdo Lagrangiana atualizada para levar em conta os
efeitos da mudanga de geometria.

KAYAL (1984) mostra um elemento finito para analise nfo-linear
com cinco graus de liberdade (duas rotagdes, duas deflexdes nas extremidades,
¢ uma deflexdo no meio do vdo). Integragio analitica leva a uma solugo de
forma fechada para avaliar a contribuigdo do concreto.

MARI et al (1984) estende o estudo & analise de porticos espaciais,
utilizando o modelo material sugerido por HOGNESTAD (1951), incluindo
fissuragdo, resisténcia a tragfo, creep e cargas reversas.

PROENCA (1989) apresenta um estudo sobre modelos matematicos do
comportamento nio-linear fisico do concreto.

EL-METWALLY & CHEN (1989), JORDAN & KREGER (1991)
incluiram a consideragdo da flexibilidade dos nés na analise nio-linear de
porticos planos e espaciais.

ALWIS (1990) apresenta uma curva trilinear momento-curvatura para
barras de concreto armado onde os comportamentos néo fissurado, fissurado e
plastico sdo representados. Apenas trés varidveis (médulo de elasticidade,
resisténcia a tragdo e resisténcia 4 compressio) sdo usadas para definir as
propriedades do concreto.

CILONI (1993) a partir do trabalho de CAUVIN (1979) desenvolveu
programa de analise ndo-linear de concreto armado introduzindo a
contribuigdo do concreto tracionado intacto entre as fissuras como nos
modelos do CEB, e utilizou um campo de deformagdo mais completo que o de
CAUVIN. A ndo-linearidade do concreto é baseada em relagdes momento-
curvatura, utilizando a formulagdo lagrangiana com coordenadas cartesianas

para obteng¢do da matriz de rigidez tangente.
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RASHEED & DINNO (1993) mostram um eficiente algoritmo de
analise incremental-iterativa de se¢es de concreto armado usando a rigidez
secante. Um esquema de solugdo ndo-linear € utilizado para obtengéio de forma
fechada das propriedades ndo-lineares da se¢fio ao invés de se ter um niimero
finito de fatias integradas numericamente, aumentando assim a precisdo dos
resultados.

IZZUDDIN et al (1994) apresentam uma nova formulagio para
modelagem de resposta ndo-linear elastica de barras de concreto armado,
adequada para uso da eficiente técnica adaptativa na analise de grandes
deslocamentos ineslasticos de porticos de concreto armado. O elemento finito
elastico € obtido no sistema de coordenadas euleriano com quatro graus de
liberdade naturais. A fungdo deslocamento transversal é de quarto grau e é
adotado o critério da forga axial constante. A analise nio-linear inicia usando
um elemento por barra. Durante a analise varias partes da estrutura sdo
checadas quanto ao aparecimento de inelasticidades, e elementos baseados na
discretizagdo da se¢do em fatias sdo inseridas nas zonas inelasticas.
KARAYANNIS et al (1994) ampliam a aplicagdo desta técnica adaptativa na
analise inelastica, apresentando um elemento inelastico com fungdo
interpoladora de terceiro grau baseado no processo das fatias, que conjugado
com o elemento elastico completa a metodologia proposta. O aparecimento de
zonas inelasticas provoca um refinamento automatico da malha de elementos
finitos. Esta técnica adaptativa leva a uma consideravel economia
computacional, uma vez que elementos baseados no processo das fatias sio
inseridos apenas quando e onde necessario, durante a analise.

SOLER (1995) apresenta uma teoria de barras retas no espago que pode
ser utilizada na analise ndo-linear de pérticos espaciais de concreto armado.
As equagdes de equilibrio sdo formuladas variacionalmente e as rotagdes no
espago sdo tratadas de forma Lagrangiana, por meio da féormula de Euler-

Rodrigues. A teoria ndo-linear utilizada € geometricamente exata.
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4.3 Elemento Prismatico de Concreto Armado

Conforme observado por CILONI (1993), “inimeros pesquisadores se

dedicaram a cobrir diversos aspectos do comportamento das estruturas de

concreto armado. MARI (1984) classifica estes aspectos em trés grupos

principais:

I modelagem das propriedades dos materiais (equagBes constitutivas,

estados de tensdo, comportamento ao longo do tempo, etc. ...)

Il. estudos a nivel “microsc6pico” (degradagdo da aderéncia, transferéncia de
esforgos de cisalhamento, colaboragio do concreto tracionado intacto

entre fissuras — “tension stiffening”, etc. ...)

IIl. estudo a nivel “macroscépico”, em que se tenta modelar o comportamento

global da estrutura ao invés de priorizar efeitos locais”

Em CILONI (1993) sdo detalhados os aspectos relativos aos grupos I e
I e uma vasta bibliografia ¢ citada. Os objetivos deste trabalho se enquadram
no grupo III, ou seja, dentre as inGmeras relagdes para descrever o
comportamento tensdo-deformagdo para o concreto propostas na literatura,
sera adotada aquela proposta por HOGNESTAD (1951) que, com algumas
simplificagdes, é recomendada pela NBR-6118. A partir desta relagdo e com
algumas hipéteses de comportamento a nivel microscopico, usando a
formulagdo consistente desenvolvida neste trabalho, chega-se ao

comportamento ndo-linear dos porticos planos de concreto armado.
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4.3.1 Utilizagdo do Processo de Fatias para a Discretizaciio da Seciio
do Elemento de Concreto Armado

O processo das fatias consiste em dividir a se¢fo tranversal em fatias de
tal maneira que se possa obter a resposta desta se¢do a partir das respostas das
fatias individuais para as quais as relagdes tensdo-deformagdo realisticas s3o
aplicadas. A utilizagdo deste processo permite o uso de relagdes constitutivas
uniaxiais entre tensfio ¢ deformagdo para o concreto € o ago. Através deste
processo as integragdes na se¢do para obtengdo das propriedades
gemometricas (4rea, momento estatico e momento de inércia) e para calculo de

esforgos solicitantes (forga normal e momento fletor) se transformam numa

somatoria discreta.

A decomposigdo tipica de uma se¢dio transversal de um elemento de

concreto armado € mostrada na Fig. 4.1.

Y
® ) .
\f‘AS‘ y = ordenada do CG do segdo
b; .t b; = larguro da fatio i
t;= olturo do fotia i
h As; = drea da armadura no fatio |
[ W B
y C.G. y, = ordenada do C.G. da fatio i

y

D [ D

0 [ ®

4

FIGURA 4.1 — Sego tranversal dividida em fatias

Admite-se que as tensdes sdo constantes na fatia.

Os esforgos solicitantes N e M na segdo tranversal serdo dados por:

N=[ cdA, =Y (£ b t,+f,A,) @.1)
" =1



185

M= _.[A cYy. dAf = i(_ fci bi ti - fsi Asi)(Yi _gl) (42)
i i=1

onde

m = numero de fatias da se¢do
b; = largura da fatia i
tt = altura da fatia i

y; = ordenada do CG da fatia i

y = ordenada do CG da segdo tranversal
As = areatotal da armadura na fatia i

f; = tensdo no concreto na fatia i

fsi = tensdo na armadura na fatia i

As constantes C;, C, e C; dadas pelas equagdes 3.213 a 3.215 serdo

calculadas como:

C,=[ Dda = é(D bt +D,A,) 4.3)

ci i

Cz = IA, D Yf dAr = g[DCi(Yi - §)2bi t + Dsi (Yi - gl)zAsi:l (4-4)

Cs = -[A, D Y. dAr = é [Dci(Yi - ;I)bi t+ Dsi (Yi _§)Asi] (4-5)

onde

D = modulo tangente do concreto na fatia i obtido da relagdo constitutiva

adotada para o concreto
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D5 = médulo tangente do ago na fatia i obtido da relagio constitutiva

adotada para o ago

4.3.2 Equacdes Constitutivas para o Concreto

Varias relagdes para descrever o comportamento tensio-deformago
para o concreto em compressdo uniaxial sdo apresentadas na literatura. Dentre
estas relagdes, uma delas, originalmente proposta por SARGIN (1971) foi
escolhida como a base do modelo proposto no CEB MC 90. Conforme
MULLER & HILSDORF (1991) esta relagdo foi adotada por duas razdes.
Primeiro, o modelo de SARGIN descreve muito bem o ramo ascendente da
curva tensdo-deformagdo; segundo, este modelo pode também ser usado como
base para calcular diagramas tensdo-deformagdo para estado multiaxial de

tensdes. Esta relagdo ¢ mostrada na Fig. 4.2.

€1 =00022 &, €.

FIGURA 4.2 — Relago tensio-deformagio para o concreto em compressdo
(CEB MC 90)

A relagio f—¢, para a trecho ascendente e para o trecho descendente até

If| > 0,5f., ¢ dada pela seguinte equagio:
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para > g, (4.6)

= modulo de elasticidade dado por:

E.=2.15x 10* (f., / 10)"® em (MPa) (4.7)

tensdo de compressdo uniaxial

deformagdo por compressio
= deformagdo correspondente a tensdo maxima de compressio f.p,

= fem 70,0022 é 0 modulo de elasticidade secante da origem para o ponto

de tensdo maxima f,,,

A deformagdo ¢, para f, = -0,5f,,, pode ser calculada por:

2 1/2
€a =& (1 E. +1)+ 1(1 E, +1) 1 (4.8)
2E, 4\2E 2

cl

Esta deformagio ¢, serve apenas para limitar a aplicagdo da equagio

Para € <g,, aequagio f,~¢, ¢é dada por:
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£ = (4.10)

O CEB permite aproximar a equagio 4.9 por uma reta.

Conforme observado por MULLER & HILSDORF (1991) o trecho
ascendente da curva de SARGIN fornece resultados compativeis com dados
experimentais, mas o trecho descendente é fortemente influenciado pelo
comprimento da barra comprimida, uma vez que a fratura por compressio é
um fenémeno discreto, isto é, em uma barra comprimida, a fratura ndo é
distribuida uniformemente sobre o volume inteiro do material, mas ¢
concentrada numa regifo fraturada de dimensdo limitada.

A NBR-6118 adota como relagdo constitutiva para o concreto em
compressdo uniaxial, a expressdo parabdlica proposta por HOGNESTAD
(1951) modificada pela adogio do tramo constante igunal a f,, para

deformagdes inferiores a g (Fig. 4.3).

e

e e e e — e — e

l 8& ( - )
€o = -0002  €_: -0DO35

FIGURA 4.3 — Relag#o tensdo-deformagdo para o concreto em compressao
(NBR-6118)
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A equagdo correspondente ¢ dada por:

2
€ €,
f =-—f 2(—") - (——) se €> g (4.11)
80 80
e
f.= _fcm see<gg (4 12)
onde
fen = valor médio da resisténcia & compressdo obtida em ensaios uniaxiais
de tensdo
g0 = deformagio correspondente a tensdo maxima fom (€0 =-0,002)
g. = deformagdo no concreto
f. = tensdo no concreto

Admite-se para o concreto um comportamento elastico nio-linear para
€ > g e plastico para € < g.

Para o concreto em tragdo uniaxial, ¢ possivel relacionar a resisténcia
média & tragdo com a resisténcia & compressdio. O CEB MC 90 fornece a

equagio:

f.=030f" em MPa (4.13)

¢ a NBR-6118 propde:

f, = % em MPa para f,, < 18 MPa (4.14)
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f, =006f, +0,7 em MPa paraf, > 18 MPa (4.15)

Para a verificagio da capacidade resistente do concreto armado, em
geral, ndio se considera a sua resisténcia a tragdo, a qual, no entanto, é um
parametro importante na verificagdo do estado limite de utilizagdo.

O CEB MC 90 propde uma relagéo tensio-deformagio para o concreto

tracionado néo-fissurado, dada por (Fig. 4.4):

f.=E. ¢, para f, <09 f,, (4.16)
0,1f
f=f_ - X (0,00015~¢,) para f,> 0,9 £, (4.17)
0,00015 — 2" cm
fe |
taml - - -
09f [__ |
ctm |
P
-
: I
|
1 .
0,00015 e

FIGURA 4.4 — Relag#o tensio-deformagio para o concreto em tragdo

(CEB MC 90)

A NBR-6118 ndo apresenta relagdo constitutiva para o concreto em
tragdo.

Neste trabalho, adota-se como relagdo constitutiva tensdo-deformagdo
aquela recomendada pela NBR-6118 para o concreto em compressao

(equagBes 4.11 € 4.12) e para o concreto nio fissurado em tragdo, a equagdo
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proposta pelo CEB MC 90 (equagdes 4.13 e 4.14). N&o se considera a
resisténcia a tragio do concreto apés a fissuragdio, isto ¢, despreza-se o efeito
do enrijecimento devido & presenga de concreto intacto entre as fissuras
(“tension stiffening”).

Deve-se ressaltar que o diagrama tensdo-deformagdo do concreto é
influenciado tanto por sua idade, que afeta sua resisténcia e retragdo, quanto
pela duragdo do carregamento, que influencia sua deformagio lenta (creep).

Com relagdo aos valores de f.,, recomenda-se utilizar os valores
médios, obtidos em ensaios uniaxiais de tensdo, pois eles representam melhor

0 comportamento mais provavel dos materiais, conforme salienta SOLER
(1995).

O CEB-FIP MC 90 recomenda que o f,,, seja estimado por:
fom = fo + Af (4.18)
onde Af = 8 MPa.
A NBR-6118 recomenda que f, seja estimado por:
fom = fox + 1,645s (4.19)

onde s ¢ o desvio padrio da amostra de corpos de prova ensaiados, que

dependera do tipo de controle na produgio do concreto, e varia de 2 a 7 MPa.

4.3.3 Equacdes Constitutivas para o A¢o

Para as armaduras do concreto armado a NBR-6118 adota para o ago

classe A o diagrama mostrado na Fig. 4.5.
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FIGURA 4.5 — Relagdo tensdo-deformagio para ago classe A (NBR-6118)

A equagdo constitutiva € dada por:

fi=Ess, para -g, <g; <g, (4.20)
onde
f; = tensdo na armadura
gs = deformagdo da armadura
E; = médulo de elasticidade do ago
fy = tensdo de escoamento da armadura
g, = deformagdo correspondente a tensdo de escoamento

Para o ago classe B a NBR-6118 recomenda a utilizagdo de curva
experimental que contenha a resisténcia caracteristica fix calculada
elasticamente com base em ensaios realizados em laboratério idéneo. Na falta
desta curva experimental, permite-se adotar o diagrama simplificado da Fig.
4.6.
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\————'fv
CS:_’J fs 0,7
& sl X

FIGURA 4.6 — Relagdo tensdo-deformagdo para ago classe B (NBR-61 18)

O comportamento do ago € elasto-plastico com tensdo de escoamento
igual a f,. O médulo de elasticidade é considerado constante e igual a 210.000
MPa.

Neste trabalho sera adotada a equagdo constitutiva do ago classe A (eq.

4.20) e admite-se uma perfeita aderéncia entre a armadura e o concreto (e =

€5).

4.4 Programa para o Cilculo Automatico

Com a finalidade de se automatizar os procedimentos de célculo
descritos nos capitulos 3 e 4, para a obtengdo dos deslocamentos, esforgos
solicitantes, reagdes de apoio e deformagdes plasticas no portico plano de

concreto armado, foi elaborado o programa “PF” em linguagem FORTRAN



194

77, compilado no FORTRAN “POWER STATION”, para utilizagio em
microcomputadores. O programa permite considerar ou nio a resisténcia do
concreto a tragdo. Pode-se, com uma pequena alteragio no programa,
considerar qualquer relagfo constitutiva para o concreto e para o ago.

A entrada de dados ¢ feita em arquivo sequencial formatado (DADOS-
PF), onde deve-se usar um sistema de unidades compativel. Os limites de
utilizagdo do programa dependerdo da disponibilidade de memoéria auxiliar em
disco. Como esta compilado atualmente, permite processar estruturas com até
400 nds e 400 elementos. A saida de resultados e feita em arquivo sequencial
formatado (SAIDA-PF), onde sdo impressos os dados de entrada, os
deslocamentos nodais, esforgos solicitantes, reagdes de apoio e deformagdes
plasticas em cada fatia de cada elemento.

As cargas devem ser aplicadas nos nés. Carregamentos, deslocamentos

e esforgos sdo positivos no sentido do sistema de coordenadas apresentado na
Fig. 4.7.

2 5

1 |

/

3 6
FIGURA 4.7 — Sistema local de coordenadas

A seguir, sdo mostrados os fluxogramas simplificados do programa

principal e das principais subrotinas.



4.4.1 Fluxogramas Simplificados

4.4.1.1 Programa Principal

‘ Inicio ’

Abertura dos arquivos de entrada e saida de
dados

DADOS : Subrotina de Entrada de
Dados

ZERAR : Subrotina que zera todos
os“arrays” acumulativos

{ NINCR = 1, NINCS

INCREM : Subrotina que define os
incrementos de carga

J

ﬁ\ KITER = 1, NITER

ALGORT : Subrotina que define o tipo de algoritmo de
resolugao

calcula matriz
de rigidez ?

RIGIEL : Subrotina que calcula a matriz

de rigidez do elemento

MONRIG : Subrotina que monta a matriz de rigidez e o
vetor de cargas da estrutura
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A matriz de
rigidez foi
calculada nesta

SIM

GREDUC : Subrotina que faz
a tringularizagido de Gauss

iteragdo?

A matriz de
rigidez foi
recalculada nesta
iteragdo?

RESOLYV : Subrotina que atua
$6 no vetor de cargas durante
a triangularizagéo

SiM =

os deslocamentos nodais e atualiza a geometria
estrutura

BAKSUB : Subrotina que faz a retrosubstituigio, calcula

da

FORNODE : Subrotina que calcula os esforcos nodais

/

( 3 ) internos equivalentes as tensdes nos elementos

residuais e verifica a convergéncia

CONVER : Subrotina que calcula os esforgos nodais

NAO

Convergiu ?

SIM

RESULT : Subrotina que imprime os resultados

deformagdes plasticas)

( deslocamentos, esforgos solicitantes, reagées de apoio e

Fim

196
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4.4.1.2 Subrotina DADOS

Esta subrotina 1€ e imprime todos os pardmetros da estrutura e grava no

arquivo DADOS-PF.
‘ Inicio ’

Leitura e impressdo dos pardmetros da estrutura : nimero de nés, numero de
elementos, nimero de apoios, nimero de materiais, numero de incrementos de
carga, tipo de algoritmo de solugéo, numero de fatias da segdo transversal

v

Leitura e impressdo das propriedades dos materiais : médulo de elasticidade
do ago; tensdo caracteristica do aco; tensdo caracteristica do concreto;
deformagdo caracteristica do concreto; altura da se¢éio transversal; largura,
altura e area de ago de cada fatia da segfo transversal

Leitura e impresso da incidéncia e do tipo dos elementos

Leitura e impressdo das coordenadas nodais e dos valores dos
deslocamentos prescritos ( condigdes de contorno )

Célculo dos valores dos comprimentos e dngulos de
referéncia dos elementos

Atribuigdio dos valores dos deslocamentos prescritos as
incognitas correspondentes

locais dos elementos

( Leitura e impressdo das agdes aplicadas segundo &s coordenadas

4.4.1.3 Subrotina ZERAR

Nesta subrotina sio zerados todos os “arrays” acumulativos do

programa.
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‘ Inicio ,

Zerar todos os "arrays”acumulativos referentes as fatias em cada
extremidade da barra :
deformagdo plastica do concreto, deformagdo plastica do ago, tensio no
concreto e tensdo no ago

Zerar todos os "arrays"acumulativos referentes aos elementos

A

Zerar todos os "arrays” acumulativos referentes aos graus de
liberdade : deslocamentos nodais € reagdes de apoio

<Retum)

4.4.1.4 Subrotina ICREM

E a subrotina responsavel pelo controle dos incrementos de carga e pela

atualizagdo do vetor de cargas em cada passo do processo incremental.

‘ Inicio ’

Y

Aeitura e impressdo do numero maximo de iteragdes, fator de incremento de
carga e tolerfincia para convergéncia

Corregdo na diregdo das cargas nodais para manté-las conservativas
uma vez que elas sdo dadas no sistema local de referéncia inicial e o
carregamento acumulado esta no sistema local de referéncia
atualizado

Calculo das agdes nodais acumuladas segundo as
coordenadas locais atualizadas dos elementos

< Retumn ’
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4.4.1.5 Subrotina RIGIEL

Nesta subrotina calcula-se a matriz de rigidez tangente de cada
elemento, considerando-se a ndo-linearidade geométrica e do material. Utiliza-

se a subrotina FATIA para obtengdo dos coeficientes de rigidez da segdo

tranversal.

‘ Inicio ’

o IELEM = I, NUMEL j
~{ ,

4

Chamada da Subrotina FATIA que calcula as propriedades de rigidez
de cada elemento ( EA e EI ) através da contribuigdo das fatias

Cilculo dos elementos da matriz de rigidez de cada elemento
utilizando as propriedades de rigidez (EA e El ) e os esforgos
solicitantes (N e M ) inicialmente nulos e posteriormente calculados
na subrotina FORNODAL

[

{ Gravagio da matriz de rigidez de cada elemento em arquivo auxiliar

Return
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4.4.1.6 Subrotina FATIA

Esta subrotina calcula a contribuigio das fatias nos valores de EA, EAY

e EI da segdo tranversal em cada extremidade do elemento assim como os
valores médios de EA, EAY e EL

‘ Inicio ’

Zerar os valores de EA, EAY e EI nas extremidades do
elemento

——( 1= 1, No FATIAS DO ELEM 7

.
K=1,2 )

Fazer
modulo de SIM A fatia de ago ja
elasticidade plastificou nesta
do ago igual extremidade e estd em
a zero nesta carregamento?
externidade

Atribuir a fatia de ago 0 modulo de elasticidade
do ago

O 5




Fazer
modulo de
elasticidade
do concreto
igual a zero
nesta
extemidade

A fatia de concreto

jé plastificou nesta
extremidade e esta em
carregamento?

Calcular médulo de elasticidade do concreto
a partir da deformagdo elastica acumulada do
concreto

-

Célculo da contribuigdo da fatia nos valores
de EA, EAY e EI do elemento

[

Célculo dos valores médios de EA, EAY e
EI do elemento

Cilculo do centro de gravidade da secdo
transversal do elemento

201
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4.4.1.7 Subrotina MONRIG

Esta subrotina monta a matriz de rigidez tangente da estrutura, através
da contribui¢do de cada elemento, assim como o vetor de cargas nodais da

estrutura. Essa matriz ¢ armazenada no arquivo auxiliar RIGIT.,

< Inicio )

Zerar o vetor de cargas (sempre ) ¢ a matriz de rigidez da estrutura
(86 quando a matriz de rigidez dos elementos for reformulada )

Montagem do vetor de cargas nodais na estrutura através da
contribuigo dos vetores de cargas dos elementos e com auxilio das
matrizes de incidéncia cinematica

As matrizes de rigidez dos
elementos foram reformuladas ?

O
é ﬁ/ IELEM = 1, NUMEL )

r Ler a matriz de rigidez do elemento no arquivo auxiliar '"AUX-PF’

&
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Montagem da matriz de rigidez da estrutura através da
contribuigfo dos elementos e com auxilio das matrizes de
incidéncia cinematica

‘I = * )
"\ I=1, 3*NNOS

JL J=1, 3*NNOS )

Gravagfio da matriz de rigidez da estrutura no arqutvo auxiliar RIGIT'

‘ Retum ’

4.4.1.8 Subrotina FORNODAL

Nesta subrotina sdo calculados os esforgos nodais internos equivalentes
nos elementos, através da integracdo das tensdes nas fatias. As relagGes
constitutivas do concreto e do ago sdo consideradas. Nesta subrotina calculam-

se os esforgos solicitantes nas extremidades de cada elemento.



Zerar o vetor de esforgos nodais equivalentes em coordenadas
cartesianas no sistema local

( 1=1,2 jl‘
( J=1,2 j,:

Zerar o vetor de esforgos solicitantes N e M nas extremidades
dos elementos

ol = )
=  [ELEM=] NUMEL

Célculo dos deslocamentos globais das extremidades do
elemento em coordenadas cartesianas em cada etapa de
carregamento ¢ a partir destes os deslocamentos em coordenadas
naturais

e
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Calculo da deformagéo no eixo do elemento , das derivadas das
rotagdes nas extremidades dos elementos e atualizagio do
comprimento e da inclinago de referéncia do elemento

=( I=1, No FATIAS DO ELEM )

Célculo da deformagio de cada extremidade da fatia a partir da
deformagdo do eixo, da derivada da rotagio e da ordenada da
fatia

Célculo do incremento de tensdo e da tensdo atual no ago em
cada extremidade da fatia suposta elastica

Célculo do médulo de elasticidade do concreto em cada
extremidade da fatia, a partir da deformag#o elastica acumulada
em cada extremidade da fatia

!

Atualizagdo da deformagdo elastica no concreto acurmulada em
cada extremidade da fatia

A fatia de concreto j4 havia
plastificado antes e esta havendo
carregamento 7

Atribue modulo de elasticidade nulo para esta extremidade da
fatia

| ¢
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Calculo do incremento de tensio e da tensdo atual no
concreto em cada extremidade da fatia, suposta eldstica

A fatia de ago esté elastica ou j4
havia plagtificado e estd em
descarregamento ?

A fatia de ago ja havia
plastificado antes?

A fatia de ago plastificou neste passo de carga. Calcula-se a
parcela elistica do incremento de tensio na fatia de ago ,
que foi suposto totalmente elastico, que devera ser somada
na tensdo total elastica acumulada. Calcula-se também a

parcela de deformagdo plastica deste incremento .

Célculo da deformagéo plastica acumulada na fatia de ago

!

Calculo da tensdio total elastica acumulada na fatia de ago

Contribui¢do da fatia de ago nos esforgos solicitantes
N e M em cada extremidade do elemento
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A fatia de concreto esta elastica, ou
j4 havia plastificado antes e ests
em descarregamento ?

A fatia de concreto ja
havia plastificado antes?

SIM

A fatia de concreto plastificou neste passo de carga.
Calcula-se a parcela elastica do incremento de tensio na
fatia de concreto, que foi suposto totalmente elastico,
que devera ser somada na tensdo total elastica
acumulada. Calcula-se também a parcela de deformagdo
plastica deste incremento .

Y

Caleulo da deformagdo plastica acumulada na fatia de
concreto

¥

Calculo da tensdo total elastica acumulada na fatia de
concreto

!

Contribuigdo da fatia de concreto nos esforgos
solicitantes NeM em cada extremidade do
elemento
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©

Calculo dos esforgos nodais em coordenadas naturais a partir
de N e M nas extremidades do elemento

Calculo dos esforgos nodais equivalentes em coordenadas
cartesianas no sistema local atualizado

< Return ’

4.4.1.9 Subrotina CONVER

Nesta subrotina calculam-se os esforgos nodais residuais para cada
elemento, os quais se constituirio no carregamento a ser aplicado na iteragdo
seguinte, caso ndo ocorra a convergéncia na iteragdo atual. Nela verifica-se
também a convergéncia da solugdo, utilizando-se o critério dos deslocamentos

ou dos esforgos residuais.



‘ Inicio ’

% IELEM = 1, NUMEL )

Atualizagdo do vetor de cargas nodais cartesianas acumuladas
para torna-lo paralelo ao vetor de esforgos nodais cartesianos
equivalentes j4 atualizado quando calculado na subrotina
FORNODE

{ -
> IELEM = | L >
- , NUME

»{ I=1,2

J S—

Calculo dos esforgos nodais residuais a serem reaplicados
na estrutura obtido da diferenga entre o vetor de cargas
nodais cartesianas acumuladas e o vetor de esfor¢oss nodais
cartesianos equivalentes
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Célculo do erro numérico

SIM

Erro ¢ menor que
tolerancia adimitida ?

Fornece um cédigo
que significa
convergéncia e que
sera usado no
programa principal

Fomece um cédigo
que significa ndo
convergéncia e que
serd usado no
programa principal

4.4.1.10 Subrotina RESULT
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Nesta subrotina sdo impressos os resultados da anélise que, no caso, sio
os deslocamentos nodais, as reagdes de apoio, os esforgos nas extremidades
dos elementos e as deformagdes plasticas nas extremidades de cada fatia de
cada elemento. Estes resultados podem ser impressos para cada iteragdo ou
para cada incremento de carga apos a convergéncia.



211

‘ Inicio ’
J 1o W
"\ I=1, NNOS

=\/ J=1,3 )

——-{ Impressdo dos deslocamentos nodais e das reagdes de apoio

Hk

IELEM = 1, NELEM )

/

Impressdo dos esforgos solicitantes nos elementos e das

deformagdes plasticas nas fatias

‘Retum’
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4.5 Exemplos de concreto armado

Aqui serdo apresentados vérios exemplos numéricos, onde serd
demonstrada a eficiéncia da formulagio apresentada anteriormente, utilizando-
se o programa PF, descrito no item anterior.

Os exemplos tém o objetivo de comparar os resultados obtidos do
programa PF com valores experimentais e com aqueles obtidos por outros
pesquisadores, avaliando-se assim a eficiéncia da formulagdo, assim como de
comparar os resultados da anilise ndo-linear aqui desenvolvida com aqueles
obtidos por procedimentos aproximados prescritos pelas normas, tais como, 0

método P-A e o método do amplificador de momentos, recomendado pelo
ACI-318/89 e CEB-FIP (1978).

4.5.1 Exemplo 1

Trata-se de um pértico de concreto armado testado experimentalmente
por ERNST et al (1973). As colunas e as vigas tém as mesmas caracteristicas
geométricas. A Fig. 4.8 mostra o portico e a segdo tranversal. O concreto tem

fom = 4220 psi, g, = 0,002 € 0 ago tem f, = 51200 psi e E; = 29000 ksi.

P/2 P/2

: 5 a 4
]

205/8"

I./ JI
L

72"

l——‘[ J& 205/8

i
P
e

48"

N—

48" L 48"

FIGURA 4.8 — Pértico plano do exemplo 1
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A estrutura foi analisada discretizando-se cada barra com 8 elementos.
A Tab. 4.1 mostra os resultados da anélise quando se considera a resisténcia

do concreto & tragio e quando se despreza esta resisténcia.

TABELA 4.1 — Resultados da anlise do pértico do exemplo 1
Anilise Analise | Experimental

com tra¢do | sem tragdo

Carga ultima 18,4 14,8 15,9
(Kips)
Deslocamento 0,85 0,79 1,8
ultimo (in)

No modelo que néo considera a resisténcia do concreto a tragdo a carga
Ultima difere da obtida experimentalmente em menos de 10%, enquanto que
no modelo que considera a resisténcia a tragdo esta diferenca é de 16%.

Com ambos os modelos os resultados podem ser considerados bons,
embora nos parega que o modelo que nio considera a resisténcia a tragdo
representa melhor o comportamento do concreto. Cabe ressaltar aqui que a
resisténcia a tragdo do concreto nio é unicamente uma fungdo da sua
resisténcia caracteristica & compressdo mas igualmente depende da maneira de
preparagdo, langamento e cura do concreto.

Os resultados da andlise mostram uma estrutura mais rigida que a real
nas proximidades do colapso, que pode ser explicado pelo fato do modelo
utilizado ndo considerar as deformagdes por cisalhamento.

Com o objetivo de mostrar a influéncia da discretizagio longitudinal
das barras, este mesmo pértico foi analisado utilizando-se 2, 4, 8 ou 20
elementos e os resultados praticamente ndo se alteraram, o que pode ser
Justificado pelo fato da estrutura ser simétrica, estar submetida s6 a cargas

verticais e ter pouca ndo-linearidade geométrica.
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4.5.2 Exemplo 2

Trata-se de um portico de concreto armado testado experimentalmente
por ERNST et al (1973). As segdes transversais das vigas ¢ colunas sdo
diferentes. A Fig. 4.9 mostra o pértico e as se¢Ses tranversais. O concreto tem

fem = 5920 psi, €,= 0,002 € 0 ago tem f, = 67000 psi e E; = 29000 ksi.

P/2 P/2
‘ 201/2"
c + E —x
0 HS T./ :
T [ — .
72 6" ~—— 561/2" 7.5
L — o]
" .\ .\
-
Ag. &
48" |

,_ 6" \ .
L4 | am E-An COLUNA 203/8

VIGA

FIGURA 4.9 — Pértico plano do exemplo 2

A estrutura foi analisada discretizando-se cada barra com 8 elementos.

A Tab. 4.2 mostra os resultados da analise quando se considera a resisténcia

do concreto a tragdo e quando se despreza esta resisténcia.

TABELA 4.2 — Resultados da analise do pértico do exemplo 2

Analise Anidlise | Experimental
com tragdo | sem tragdo
Carga tltima 17,2 14,2 14,9
(Kips)
Deslocamento 0,84 0,96 1,50
ultimo (in)
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Também neste exemplo, os resultados da Tab. 4.2 mostram que o
modelo constitutivo que ndo considera a resisténcia & tragio do concreto
apresenta resultado de carga ultima mais préximo do experimental, porém os

resultados da analise mostram uma estrutura mais rigida nas proximidades do
colapso. Os resultados de carga tltima podem ser considerados muito bons

(erro de 5% no modelo sem tragdo e 15% no modelo com tragdo)

4.5.3 Exemplo 3

Um poértico plano de concreto armado formado por trés barras com
segdes transversais retangulares conforme Fig. 4.10, discretizado em 10
elementos por barra, com as seguintes caracteristicas dos materiais:

fom = 17,5 MPa; g, = 0,002; f, = 420 MPa e E; = 210 GPa.

As=100cm2 As=50cm?2

1000cm
100cm
100cm

2
31 J,_s@t\ As=50cm
] As=100cm? "L J’“

1000cm 40cm

PILARES VIGA

FIGURA 4.10 — Pértico plano do exemplo 3

A estrutura foi analisada considerando-se a resisténcia a tragdo do
concreto € a carga tultima encontrada foi P, = 1400 KN e, quando ndo se
considerou resisténcia a tragdo do concreto a carga tltima foi P, = 1300 KN.

A mesma estrutura foi analisada por SOLER (1995), com a mesma
discretizagdo, sem consideragdo da resisténcia a tragdo do concreto e a carga

ultima encontrada foi P, = 1375 KN.
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Neste exemplo, a consideragdo de resisténcia a tragdo do concreto
alterou pouco (8%) a carga ultima.

Para verificar a influéncia da discretizagdo longitudinal das barras, as
mesmas foram discretizadas em 2, 5, 10 ou 20 elementos por barra, sendo que
as cargas ultimas encontradas, quando ndo se considerou a resisténcia 4 tragdo

do concreto, estdo listadas na Tab. 4.3.

TABELA 4.3 — Influéncia da discretizagdo longitudinal das barras

Elementos Carga ultima
por barra (KN)

2 1900

5 1800

10 1300

20 1300

Neste exemplo fica evidente a necessidade de uma maior discretizagio
das barras quando se tratar de estruturas com as duas ndo-linearidades.
Considerando-se que este pértico tem a viga horizontal fortemente submetida a
uma flexdo anti-simétrica, pode-se concluir que a discretizagdo da barra em 10
elementos ¢ suficiente para andlise de pérticos usuais de edificios de concreto
armado.

Quanto & discretizagdo da segdo tranversal, observou-se que 10 fatias
sdo suficientes para se obter bons resultados. Neste exemplo a segdo foi

discretizada em 10 e 20 fatias e o resultado praticamente nio se alterou.
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4.5.4 Exemplo 4

Trata-se de um pértico plano de concreto armado (Fig. 4.11)
originalmente apresentado no artigo de CORRADI et al (1974). A mesma
estrutura foi resolvida por outros autores como CAUVIN (1978) e CILONI
(1993). A estrutura sera discretizada em 96 elementos, sendo 8 elementos em
cada viga e 4 elementos por coluna, como feito por CILONI. Os valores da
propriedades fisicas dos materiais adotados sdo:

fom = 20 MPa; g, = 0,002; f, = 500 MPa e E = 200 GPa.

Vo
w  ITLTT

i

Vo = 50 kN/m

Vo Wo = 5 kN
LLIILTT L
_V\LI_______._
! e 40 14
: V 8 ao 4
w ECLIITI I | PILAR
% —_— e e — —

[
==

— oS 83 10
Vo 2
" l J/ l ‘L J/ l o 47 6mm
N I'so | VIGA SECAO AA

— 40 6mm
a

o~ 82 10
—

s b vica secao BB

>
>

-—280—28—280—J-Za—zao—izso——i&—zao——i&mo——j?a

|
|
|
i
|

Hes o0 | |26
FIGURA 4.11 — Pértico plano do exemplo 4
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A Tab. 4.4 apresenta os resultados comparativos entre os valores
obtidos por CAUVIN (1978), por CILONI (1993) e com o programa PF

desenvolvido neste trabalho. Na anilise feita com o PF, considerou-se a

resisténcia a trago do concreto, como fizeram CAUVIN e CILONI.

Para efeito de andlise dos deslocamentos considerou-se a carga
distribuida de 50 KN/m.

TABELA 4.4 — Deslocamentos laterais do pértico do exemplo 4 (em cm)

Pavimento CAUVIN CILONI PF
6 5,27 5,69 5,90
5 4,88 5,18 5,44
4 4,21 4,35 4,70
3 3,24 3,27 3,62
2 1,97 1,99 2,24
1 0,68 0,71 0,77

Os deslocamentos obtidos com o programa PF sio um pouco maiores
que os apresentados por CAUVIN e por CILONI, visto ser o modelo utilizado
por eles mais rigido uma vez que eles consideram a contribui¢do do concreto
intacto entre as fissuras (“tension stiffening”). Assim, pode-se considerar boa a

concordincia entre os resultados.

Uma segunda anélise foi feita, considerando-se a carga uniformemente
distribuida de 45 KN/m e os resultados sdo comparados com os obtidos por
CILONI e por KRISHNAMOORTHY et al (1990).

A Tab. 4.5 mostra os valores dos momentos fletores nas diversas se¢des
do portico (Fig. 4.12), obtidos por CILONI (programa PORANLI),
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KRISHNAMOORTHY (programas QPFRAM e CONFAP) e pelo autor
(programa PF).

Observa-se uma boa concordincia entre os resultados.

Cabe observar ainda, que para este carregamento ocorreu o escoamento
das armaduras nas segdes 33, 36, 39 e 42 ¢, uma subsequente redistribuicdo

dos esforgos, mostrando a eficiéncia do programa na regido plastica.

TABELA 4.5 — Momentos fletores no pértico do exemplo 4

Segdo | QPFRAM | CONFAP | PORANLI PF

1 -48,98 -48,96 | -483808 -48 44
2 34,40 34,40 33 895 35,64
3 60,25 60,25 58,701 61,02
4 -38,53 | -3853 | -37.713 -39,33
5 -16,09 -16,45 | -19,113 -13,99
6 27,38 27,71 26,663 25,54
7 38,61 39,08 38,734 38,03
8 -35,66 -35,85 | -34,556 -35,16
9 -15,02 -15,14 | -19,523 -14,78
10 25,19 25,29 26,778 22,43
11 46,58 46,70 47,827 48,44
12 -39,82 3999 | -40,560 -41,16
13 -10,04 210,35 | -15,501 -9,25
14 18,15 18,25 19,749 14,90
15 46,82 46,96 48,583 50,85
16 -42,98 -4328 | -43,358 -45.46
17 -11,77 12,11 | -19,753 -10,27
18 8,39 8,17 16,832 8,70




TABELA 4.5 — Momentos fletores no pértico do exemplo 4

19 46,49 46,49 48,895 52,43
20 50,67 50,79 58,708 57,69
21 24,42 25,22 25,776 19,55
22 -26,66 2738 | -26,826 -25,88
23 36,51 36,67 29,547 36,34
24 -49,44 4935 | -54,572 -54,80
25 -48,98 -48,96 | -48.3807 -48.44
26 50,58 48,44 48,172 48,60
27 -60,25 -60,25 | -58,718 -61,02
28 -50,49 -50,85 | -53,020 -49.62
29 40,66 38,81 37,297 39,50
30 -77,14 277,61 | -76,461 -77,36
31 -42,39 -42,85 | -46,194 -40,32
32 42,15 40,34 37,895 41,12
33 -82,24 -82,55 | -82,397 -83,59
34 -35,24 -35,64 | -42,276 -31,67
35 43,54 41,74 -36,687 41,21
36 -86,64 -86,96 | -89,161 -92,01
37 -29,93 -30,36 | -39,502 225,18
38 44,77 42,197 | 36,773 41,54
39 -89,47 -89,77 | -92,258 -97,88
40 -32,81 -3338 | -42,610 -28,25
41 44,47 42,62 37,475 41,88
42 -87,19 -87,46 | -88,255 -94,03
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Com o objetivo de avaliar os métodos simplificados de analise nio-

linear prescritos pelas normas, o portico da Fig. 4.11 foi analisado utilizando-

se um programa de andlise linear em 1% ordem e os deslocamentos e os

esforgos foram calculados, levando-se em consideragdo os efeitos nio-lineares

fisicos e geométricos pelo método P-A. Para avaliar os efeitos da nio-

linearidade fisica do concreto armado, usou-se a rigidez da se¢do fissurada.
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Como varios pesquisadores tém recomendado diferentes valores para a
rigidez da segdo fissurada, aqui serdo comparados os resultados obtidos

quando se adotam estes diferentes valores de EI.

— Caso 1: Recomendagéio de VASCONCELOS & FRANCO (1991)
o EI=10,50 E; I, para vigas
o EI=0,80 E, I, para colunas

— Caso 2: Recomendagdo de MACGREGOR & HAGE (1977)
* EI=0,40 E, I, para vigas
e EI=0,80 E, I, para colunas

— Caso 3: Recomendagio do ACI-318/89 (item 10.10.1)
e EI=0,50 E, I, para vigas
e EI=(0,20 +1.2p, EJ/E,) E, I; =0,31 E; I, para colunas

— Caso 4: Recomendagdo da proposta /de revisdo do ACI-318/89,
MACGREGOR (1993)
e EI=0,35 E, I, para vigas
e EI=0,70 E, I, para colunas

sendo E, = 2897 KN/cm? 0 médulo de elasticidade do concreto, E; = 21000
KN/cm? 0 médulo de elasticidade do ago, I; o momento de inércia da segdo
plena da viga ou coluna e p, a relagdo entre a area da armadura e a area da
sec¢do tranversal da coluna.

A comparagdo entre os deslocamentos obtidos via analise n#o-linear
pelo método P-A iterativo e aqueles fornecidos pelo programa PF estdo

mostrados na Tab. 4.6
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TABELA 4.6 — Deslocamentos laterais do pértico do exemplo 4, via método

P-A (em cm)
Andar | Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 | Programa
PF
1 0,76 0,82 1,32 0,95 0,77
2 2,04 2,31 2,26 2,70 2,24
3 3,21 3,71 4,88 4,32 3,62
4 4,10 4,79 6,07 5,58 4,70
5 4,70 5,26 6,85 6,43 5,44
6 5,06 5,96 7,26 6,93 5,90

Os resultados dos momentos fletores estio mostrados na Tab. 4.7.

TABELA 4.7 — Momentos fletores no pértico do exemplo 4 via método P-A

(em KN.m)
Segdo Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 | Programa
PF
21 15,07 19,31 4,60 19,25 23,69
22 -25,96 | -26,54 | -20,23 -27,21 -26,18
23 39,00 35,75 42,82 35,79 38,38
24 -53,04 | -54,12 | -4396 | -54,78 -58,56
40 -27,85 | -31,21 -12,84 | -30,54 -34,26
42 97,94 | -96,73 -98,28 | -97,40 -100,85

Das Tab. 4.6 € 4.7 observa-se que nos casos 1, 2 e 4 a andlise ndo-
linear pelo método P-A iterativo leva a resultados com uma boa concordancia
com aqueles obtidos pela anélise ndo-linear (programa PF), principalmente

quando se usa os valores de EI recomendados por MACGREGOR & HAGE
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(1977). Observa-se ainda, que os valores de EI recomendados pelo ACI-

318/89 (Item 10.10.1) sdo muito baixos, levando a uma superestimagio dos
deslocamentos ¢ a uma distribui¢do de momentos muito diferente da obtida na
analise ndo-linear (programa PF). Ja os valores recomendados na proposta de
revisdo do ACI-318/89 levam a resultados compativeis de momento de 2°
ordem e superestimam os deslocamentos.

A Tab. 4.8 compara os valores dos momentos obtidos através da analise

ndo-linear via programa PF, com aqueles fornecidos pelo método do
amplificador de momentos de 1* ordem, recomendado pela proposta de revisio
do ACI-318/89, conforme MACGREGOR (1993). Os momentos de 1% ordem
foram obtidos adotando-se Eliiga = 0,35 E. I3 € Elcoiuna = 0,70 E¢ L.

TABELA 4.8 — Momentos fletores no portico do exemplo 4

Se¢do | Método do | Programa
amplificador PF
21 18,50 23,69
22 -26,59 -26,18
23 36,56 38,38
24 -54,17 -58,56
40 -35,40 -34,26
42 -92,54 -100,85

Observa-se uma boa concordincia entre os valores obtidos pelo método
do amplificador de momentos, exceto para a se¢do 21, onde 0 momento &
subestimado em 27%. O parimetro de estabilidade “Q” para o 12 pavimento é
igual a 0,107.

Esta estrutura teve seu carregamento incrementado até atingir a carga
ultima, que ocorreu com um fator de carregamento de 1,3 com um

deslocamento maximo no topo de 9,94 cm, 0 que mostra que mesmo para um
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nivel de carga relativamente proximo do colapso, os métodos aproximados
apresentam bons resultados.

Com o objetivo de mostrar a potencialidade do programa desenvolvido,
a mesma estrutura sob agdo do mesmo carregamento foi analisada
considerando-se um recalque vertical de 2 cm no apoio da direita (seqdo 24) e

o fator de carregamento ultimo foi de 1,2 com deslocamento horizontal no

topo de 16,86 cm.
4.5.5 Exemplo 5
Trata-se de um pértico plano de um edificio de 8 andares (Fig. 4.13),

que foi analisado por CAUVIN (1978) e CILONI (1993). As propriedades dos

materiais sao:

f.m = 16 MPa
fy, =400 MPa
Es =210 GPa
e, =0,002

As condi¢es de carregamento estdo representadas nas Fig. 4.14 e 4.15,
com combinagdes para Estado Limite Ultimo. Para que os resultados
pudessem ser comparados com os de CILONI, utilizou-se a mesma
discretizagdo feita por ele, ou seja, cada viga dividida em 24 elementos de 60
cm e cada coluna dividida em 3 elementos de 120 cm, perfazendo-se um total

de 288 elementos ¢ 268 nds. Considerou-se a resisténcia do concreto a tragdo.
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FIGURA 4.14 — Pértico plano com carregamento 1
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FIGURA 4.15 — Poértico plano com carregamento 2

Na Fig. 4.16 estdo representadas as armaduras das vigas e colunas. A
estrutura foi discretizada em 3 tipos de elemento: um correspondente as
colunas (se¢do AA) e dois as vigas (se¢des BB e CC). As vigas na se¢do BB

foram consideradas como viga T com largura da mesa igual a 130 cm.
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A Tab. 4.9 traz uma comparagio entre os deslocamentos obtidos através
do programa PF e aqueles fornecidos por CILONI (1993) e por CAUVIN

(1978), para os carregamentos 1 e 2.

TABELA 4.9 — Deslocamentos laterais do pértico do exemplo 5 (em cm)

Pavimento Carregamento 1 Carregamento 2
CAUVIN | CILONI PF CAUVIN | CILONI | PF
8 1,29 1,36 1,53 2,28 2,88 2,78
7 1,23 1,23 1,44 2,16 2,73 2,65
6 1,14 1,18 1,33 2,01 2,54 2,46
5 1,01 1,03 1,17 1,76 2,27 2,19
4 0,85 0,85 0,97 1,49 1,89 1,84
3 0,64 0,63 0,73 1,10 1,39 1,40
2 0,40 0,38 0,45 0,69 0,84 0,88
1 0,15 0,14 0,16 0,26 0,30 0,33

Os deslocamentos obtidos apresentam uma boa aproximagio com
aqueles obtidos por CILONI. Alguma discrepancia se justifica pelo fato dos
modelos utilizados serem diferentes, tanto no aspecto geométrico quanto no
aspecto das relagdes constitutivas. No aspecto geométrico, a formulago aqui
utilizada € mais precisa, ja o modelo constitutivo de CILONI e de CAUVIN
representa melhor o comportamento do concreto uma vez que ele considera a
contribuigdo do concreto intacto entre as fisssuras (“tension stiffening”).

A Tab. 4.10 traz uma comparagdo entre os momentos fletores em duas
segOes mais solicitadas da viga do 1° pavimento obtidos através do programa
PF e aqueles fornecidos por CILONI (1993) e por CAUVIN (1978), para os
carregamentos 1 ¢ 2. CILONI e CAUVIN ndo apresentam resultados de

esforgos em colunas.
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TABELA 4.10 — Momentos fletores na viga do 1° pavimento do pértico do

exemplo 5
Segdo Carregamento 1 Carregamento 2
CAUVIN | CILONI PF CAUVIN | CILONI | PF
9 -132,34 | -144,06 | -138,52 | -130,61 | -137,34 | -127,96
17 -133,39 | -143,07 | -138,97 | -132,49 | -136,75 | -130,48

Pode-se observar uma boa correlagdo entre estes momentos fletores.

As Tab. 4.11 e 4.12 mostram os valores dos deslocamentos laterais do

topo do portico para os incrementos nos carregamentos 1 e 2 até a estrutura

atingir as cargas ultimas, o que ocorreu com fatores de carga 1guais a 2,05 e

2,02 respectivamente.

Para o carregamento 1, o primeiro escoamento de armadura ocorreu

com um fator de carga igual a 1,65, nas seges 17, 22 e 30; e para o

carregamento 2 com um fator de carga igual a 1,60, na se¢do 30 (Fig. 4.17)

FIGURA 4.17 — Numeragio das se¢des

i i N
18 29 30
9 13 17

2 31 41
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TABELA 4.11 — Deslocamentos laterais do topo do pértico do exemplo 5

para o carregamento 1

Fator Deslocamento
de lateral do topo

carga (cm)

0,20 0,21

0,40 0,45

0,60 0,75

0,80 1,12

1,00 1,53
1,20 1,95
1,40 2,39
1,60 2,87

1,80 3,61

1,90 4,19

1,95 4,55

2,00 4,97

2,05 colapso

TABELA 4.12— Deslocamentos laterais do topo do pértico do exemplo 5

para o carregamento 2

Fator Deslocamento
de lateral do topo

carga (cm)

0,20 0,41

0,40 0,86

0,60 1,40

0,80 2,04
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TABELA 4.12— Deslocamentos laterais do topo do pértico do exemplo 5

para o carregamento 2

1,00 2,78
1,20 3,60
1,40 4,50
1,60 547
1,80 6,57
1,90 731
2,00 8,10
2,02 colapso

As Fig. 4.18 € 4.19 apresentam as curvas carga x deslocamento do

portico para os carregamentos 1 e 2 respectivamente.

21 ¢

18 +

16 +

12 ¢

09 ¢

Fator de carga

06 +

03 +

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Deslocamento lateral (cm)

FIGURA 4.18 — Curva carga x deslocamento para o carregamento 1
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21 ¢

18 +

151

12 ¢

09 1
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06 1

03+

8 10

Deslocamento lateral (cm)

12 14 16

FIGURA 4.19— Curva carga x deslocamento para o carregamento 2

A mesma estrutura foi analisada via programa PF considerando-se um

recalque vertical de 2 cm no apoio 3, e os valores dos deslocamentos do topo

do portico para os carregamentos 1 ¢ 2 estdo mostrados nas Tab. 4.13 ¢ 4.14

respectivamente.

TABELA 4.13 — Deslocamentos laterais do topo do pértico do exemplo 5

para o carregamento 1, com recalque

Fator Deslocamento
de lateral do topo

carga (cm)

0.10 0.54

0.20 1.10

0.30 1.73

0.40 242

0.50 3.16

0.60 3.95
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TABELA 4.13 — Deslocamentos laterais do topo do pértico do exemplo 5

para o carregamento 1, com recalque

0.70 4.7
0.80 5.63
0.90 6.58
0.95 colapso

TABELA 4.14 — Deslocamentos laterais do topo do pértico do exemplo 5

para o carregamento 2, com recalque

Fator Deslocamento
de lateral do topo
carga (cm)
0,10 0.64
0,20 1.33
0,30 2.11
0.40 2.98
0,50 3.90
0,60 4.87
0,70 5.89
0,80 6.95
0,90 8.11
1,00 9.44
1,05 colapso

Como era esperado, considerando-se o recalque os fatores de carga
ultima para os carregamentos 1 e 2 se reduziram para 0,95 e 1,05,

respectivamente. O primeiro escoamento de armadura para o carregamento 1
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ocorreu na segdo 17, para um fator de carga igual a 0,70 e, para o
carregamento 2 ocorreu na segdo 13 para um fator de carga igual a 0,80.

As Fig. 4.20 e 4.21 apresentam as curvas carga x deslocamento
do portico para os carregamentos 1 e 2 respectivamente, considerando-se o

recalque.

09 +
08 +
0.7 +
06+
05 +
04+
03+
0.2+
01 1

Fator de Carga

0 2 4 6 8 10 12

Deslocamento lateral (cm)

FIGURA 4.20 — Curva carga x deslocamento para o carregamento 1 com

recalque
1.2 {
14
w 0.8
2
(]
(3]
g 06
E
L
& 04
02+
0 t t f + f t } —
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Deslocamento lateral (cm)

FIGURA 4.21 — Curva carga x deslocamento para o carregamento 2 com
recalque
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Com o objetivo de se avaliar os métodos aproximados, a estrutura foi
analisada pelo método P-A iterativo, considerando-se a inércia da sessdo

fissurada através da adogdo dos seguintes valores de EI para vigas e colunas:

~ Caso 1: Recomendagdes de VASCONCELOS & FRANCO (1991)
e EI=0,50 E, I, para vigas
e EI=0,80 E, I, para colunas

— Caso 2: Recomendagdes de MACGREGOR & HAGE (1977)
o EI=0,40 E, I, para vigas
e EI=0,80 E, I, para colunas

— Caso 3: Recomendagdes do ACI-318/89 (item 10.10.1)
o EI=0,50 E, I, para vigas
e EI=(0,20+1.2p,EJE,) E I, = 0,28 E, I; para colunas

— Caso 4: Recomendagdo da proposta de revisio do ACI-318/89,
MACGREGOR (1993)

e EI=0,35 E I, para vigas
e EI=0,70 E, I, para colunas

sendo E, = 2639 KN/cm?.

As Tab. 4.15 e 4.16 trazem uma comparagdo entre os deslocamentos

obtidos via método P-A e aqueles fornecidos pelo programa PF.



via método P-A

Andar | Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 PF
1 0,16 0,18 0,31 0,20 0,16
2 0,42 0,48 0,73 0,55 0,45
3 0,67 0,77 1,09 0,89 0,73
4 0,88 1,03 1,40 1,18 0,97
5 1,06 1,23 1,64 1,40 1,17
6 1,19 1,39 1,81 1,58 1,33
7 1,28 1,49 1,92 1,70 1,44
8 1,34 1,56 1,98 1,78 1,53
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TABELA 4.15 — Deslocamentos laterais do pértico para o carregamento 1,

Observa-se uma melhor concordancia entre os resultados obtidos via

método P-A com os valores de EI recomendados por MACGREGOR & HAGE
(Caso 2). Ja os valores obtidos com os valores de EI recomendados pelo ACI-
318/89 (Caso 3) superestimam os deslocamentos em 21%, enquanto os valores

obtidos no Caso 1 (FRANCO) subestimam os deslocamentos em 20%.

TABELA 4.16 — Deslocamentos laterais do pértico para o carregamento 2,

via método P-A

Andar | Casol | Caso2 | Caso3 | Caso 4 PF
1 0,32 0,35 0,62 0,40 0,33
2 0,84 0,96 1,44 1,10 0,88
3 1,35 1,55 2,18 1,78 1,40
4 1,79 2,07 2,79 2,37 1,84
5 2,14 2,49 3,27 2,85 2,19
6 2,42 2,82 3,64 3,21 2,46
7 2,60 3,04 3,87 3,46 2,65
8 2,73 3,19 3,99 3,63 2,78
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Para o carregamento 2, observa-se uma boa concordincia entre os
deslocamentos obtidos pelo método P-A no Caso 1 (FRANCO) e aqueles
fornecidos pelo programa PF. Nos demais casos, a diferenga entre os valores
obtidos via PF ¢ aqueles através do método P-A varia de 15% (Caso 2) a 43%
(Caso 3).

A comparagdo entre os resultados dos momentos fletores obtidos via

método P-A e aqueles fornecidos pelo programa PF, estdo mostrados nas

tabelas 4.17 ¢ 4.18.

TABELA 4.17 — Momentos fletores no pértico para o carregamento 1, via

método P-A
Secdo Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 PF
9 -146.13 | -145.54 | -148.61 | -145.62 | -138.52
17 -144.69 | -144.48 | -141.54 | -144.52 | -138.97
1 -45.70 | -4899 | -29.83 | -48.89 | -50.69
2 -71.82 | -7534 | -60.22 | -75.61 | -69.26
3 -32.83 | -3525 | -28.70 | -35.52 | -32.97
4 -70.06 | -73.50 | -58.79 | -73.58 | -74.69

Os resultados dos momentos fletores para o carregamento 1 obtidos
pelo método P-A nos casos 1, 2 € 4 mostram uma boa correlagdo com aqueles
obtidos pela analise ndo-linear via programa PF. No Caso 3, 0s momentos nas
colunas ficam subestimados em até 42% em relagdo aos obtidos na analise
néo-linear. Os esforgos nas vigas (se¢des 9 e 17) para os 4 casos foram
praticamente os mesmos, mostrando que a influéncia da fissuragdo foi maior

nas colunas que nas vigas.



método P-A
Segdo | Casol | Caso? | Caso3 | Caso4 PF
9 -144.87 | -142.99 | -152.85 | -143.05 | -127.96
17 -147.37 | -145.08 | -154.71 | -144.99 | -130.48
1 -29.68 -35.57 -5.26 -35.45 -26.57
2 -119.95 | -126.37 | -100.73 | -126.90 | -113.38
3 -88.40 -93.89 -75.24 -94.40 -86.94
4 -108.78 | -115.22 | -89.82 | -115.47 | -104.60

240

TABELA 4.18 — Momentos fletores no pértico para o carregamento 2, via

Para o carregamento 2, 0os momentos fletores obtidos pelo método P-A
para o Caso 1 (FRANCO) apresentam uma razoavel concordancia com aqueles
obtidos pela analise ndo-linear (erro de 13%). Nos demais casos, a diferenca
entre os valores obtidos via analise ndo-linear ¢ aqueles fornecidos pelo
metodo P-A varia de 34% (Caso 2) até 400% (Caso 3).

As Tab. 4.19 e 4.20 comparam os valores dos momentos fletores
obtidos através da anilise ndo-linear via programa PF, com aqueles obtidos
pelo método do amplificador de momentos de 12 ordem, conforme
recomendado pela proposta de revisio do ACI-318/89, citada por
MACGREGOR (1993).

TABELA 4.19 — Momentos fletores no pértico para o carregamento 1, via

método do amplificador de momentos

Secdo Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 PF
1 -45,33 | -4849 | -29,53 | -4832 | -50,69
2 -71,62 | -7540 | -60,39 | -75,32 | -69,26
3 -32,62 | -3527 | -28,87 | -3522 | -32,97
4 -69,60 | -73,55 | -58,97 | -73,36 | -74,69
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TABELA 4.20 — Momentos fletores no portico para o carregamento 2, via

método do amplificador de momentos

Segdo | Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 PF
1 -29,09 | -34,69 -5,03 -34,53 -26,57
2 -119,13 | -126,06 | -100,27 | -125,94 | -113,38
3 -87,55 | -93,54 | -74,78 | -93,40 | -86,94
4 -108,11 | -114,97 | -89,54 | -114,70 | -104,60

Para o carregamento 1 observa-se uma boa concordincia entre os
valores obtidos pelo método do amplificador de momentos, exceto para o Caso
3, onde a diferenga varia de 15% a 72%. Os resultados obtidos para o
carregamento 2 tém boa concordancia no Caso 1, nos demais casos o erro
varia de 30% no Caso 4 até 428% no Caso 3. Pode-se portanto concluir que
neste exemplo os resultados obtidos pelo método do amplificador de

momentos nao sdo totalmente confiaveis.

O pardmetro de estabilidade “Q” para o 12 pavimento varia de 0,04 a
0,08 para o carregamento 1 e de 0,03 a 0,06 para o carregamento 2.

Finalmente, com a finalidade de averiguar a precisdo do método P-A e
do método do amplificador de momentos para niveis de carga proximos do
colapso, a estrutura foi reavaliada considerando-se o carregamento original
multiplicado por fator 2. Considerou-se na anélise em 12 ordem as inércias
fissuradas do Caso 2 (MACGREGOR).

A Tab.

4.21 mostra uma comparagdo entre os deslocamentos

fornecidos pelo programa PF e aqueles obtidos pelo método P-A.
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TABELA 4.21 — Deslocamentos laterais do portico com carregamento

multiplicado por 2, via método P-A

Pavimento Carregamento 1 Carregamento 2
1*Ordem | P-A PF | 1*Ordem | P-A PF
8 2.94 3.32 4.97 5.89 6.52 7.95
7 2.82 3.18 4.64 5.64 60.25 1.59
6 2.62 2.96 427 5.23 582 7.10
5 2.32 2.64 3.78 4.65 5.18 6.37
4 1.93 2.20 3.14 3.87 4.32 5.37
3 1.45 1.66 2.35 2.91 3.25 4.08
2 0.90 1.02 1.40 1.80 2.00 2.51
1 0.33 0.38 0.43 0.68 0.74 0.88

Neste caso, os resultados do método P-A subestimam os deslocamentos

em até 50% para o carregamento 1 € em até 22% para o carregamento 2.

A correlagdo entre os momentos fletores nas colunas e viga do 1°

pavimento obtidos via programa PF e aqueles fornecidos pelo método P-A esti

mostrada na Tab. 4.22.

TABELA 4.22 — Momentos fletores no pértico com carregamento

multiplicado por 2, via método P-A

Se¢do Carregamento 1 Carregamento 2
1# Ordem P-A PF 1*Ordem | P-A PF
1 -97.37 -98.95 | -121.33 | -70.04 -72.54 | -73.55
2 -145.46 | -157.01 | -160.00 | -243.24 | -262.68 | -253.35
3 -65.25 -76.88 | -75.24 | -178.66 | -198.10 |-189.76
4 -142.63 | -152.30 | -179.55 | -222.84 | -239.26 |-241.91
9 -288.82 [ -293.991 | -279.36 | -282.00 | -290.64 | -262.74
17 -286.54 | -291.99 | -282.65 | -285.90 | -295.15 | -268.47
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Observa-se, neste caso, uma variagio na precisdo dos resultados
obtidos pelo método P-A, que varia de 2% na se¢do 3 e carregamento 1, até
20% na segdo 1 e carregamento 1. Na se¢io 4 (coluna) o momento é
subestimado em 15% (carregamento 1). As segdes 9 e 17 (viga) tém os

momentos superestimados em até 10%. Apesar das variagdes de precisdo

observadas pods-se coneluir que os resultados obtidos pelo método PsA
mesmo nas proximidades da carga de colapso podem ser considerados
aceitaveis a nivel de projeto.

Na Tab. 4.23 mostra-se a correlagdo entre os momentos nas colunas do

1° pavimento obtidos pelo método do amplificador de momentos e aqueles

fornecidos pelo programa PF.

TABELA 4.23 — Momentos fletores no pértico com carregamento multiplicado

por 2, via método do amplificador de momentos

Secdo Carregamento 1 Carregamento 2
Amplificador PF Amplificador PF
1 -96.70 -121.33 -68.85 -73.55
2 -154.21 -160.00 -259.30 -253.35
3 -73.98 -75.24 -194.24 -189.76
4 -149.99 -179.55 -235.98 -241.91

Para o carregamento 1, o método do amplificador de momentos
subestima os momentos em até 25% (Segdo 1) e, para o carregamento 2, o erro
ndo atinge 7%, mostrando-se assim que a precisio deste método para
carregamento proximo do colapso €, no minimo, duvidosa.

Para este nivel de carregamento, o pardmetro de estabilidade “Q” para o

1* pavimento ¢ igual a 0,083 para o carregamento 1 e 0,064 para o

carregamento 2.
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Em todas as anélises via PF, utilizando-se um microcomputador
Pentium 90 MHz, o carregamento foi aplicado em incrementos de carga de 5%
do carregamento total. O tempo gasto em cada iteragdo foi de 20 segundos, a
convergéncia foi atingida com, no méximo, 4 iteragSes em cada ingremento de

carga; assim, o tempo de processamento foi de aproximadamente 25 minutos.

Nas proximidades da carga de colapso, a convergéncia se deu com até 12

iteragdes.
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CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Este trabalho apresenta uma contribui¢io ao estudo da nio-linearidade
fisica e geométrica em porticos planos de concreto armado utilizando-se uma
formulagdo tedrica consistente.

Inicialmente apresentou-se uma revisdo dos métodos aproximados para

consideragdo dos efeitos nfo-lineares nestas estruturas conforme
recomendagdo das principais normas internacionais.
Uma formulagdo consistente foi desenvolvida com base na teoria de grandes
deslocamentos e grandes deformagdes, aplicada a elementos de portico plano.
O desenvolvimento teérico foi feito dentro da formulagdo Lagrangeana
parcialmente atualizada. A matriz de rigidez do elemento foi obtida utilizando-
se um sistema de coordenadas corrotacional, solidario ao elemento,
considerando-se apenas os graus de liberdade naturais. A partir da teoria
estrutural de Euler-Bernoulli-Navier define-se o campo de deformagdes do
elemento. Utilizando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais formulou-se o
equilibrio elemental. Para interpolagdo dos deslocamentos foram introduzidas
fungdes aproximadoras lineares para os deslocamentos axiais e clbicas para os
deslocamentos transversais.

Algumas aproximages de natureza geométrica e algumas
simplificagdes no comportamento do elemento foram feitas para facilitar a
implementagdo, sem que a formulagiio perdesse a generalidade. Um elemento
prismético em regime elasto-plastico foi entio obtido. Através da matriz de
incidéncia cinematica foi feita a compatibilidade entre os deslocamentos
nodais da estrutura ¢ os deslocamentos nodais do elemento. Usando-se o
Principio dos Trabalhos Virtuais chegou-se a equagio de equilibrio estrutural,

e a partir desta a equagdo de equilibrio incremental.
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A forma incremental do método iterativo de Newton-Raphson foi

implementada permitindo-se assim acompanhar o comportamento ndo-linear

da estrutura até o colapso.

Para verificagio numérica da formulagdo proposta foi implementado
computacionalmente um programa de anélise. Exemplos numéricos ilustraram
a aplicabilidade e a potencialidade da formulagdo, comparando-se os
resultados numéricos de estruturas submetidas a grandes deslocamentos, com

aqueles fornecidos por solugdes analiticas disponiveis na literatura.

A formulagdo foi entdo estendida a analise de pérticos planos de
concreto armado, utilizando-se o processo das fatias para discretizagdo da
segdo transversal. A equagdo constitutiva utilizada para descrever o
comportamento do concreto em compressdo uniaxial, foi aquela proposta pela
NBR-6118, e para o concreto ndo fissurado em tragdo, a equagdo
recomendada pelo CEB MC 90, desprezando-se os efeitos do enrijecimento
devido ao concreto intacto entre as fissuras (“tension stiffening”). Admitiu-se
ainda a perfeita aderéncia entre as barras de ago € o concreto.

Finalmente foram apresentados alguns exemplos de pértico planos de
concreto armado com o proposito de mostrar a boa correlagdo entre os dados
obtidos através da formulagdo aqui desenvolvida, e resultados experimentais e
numericos fornecidos por outros pesquisadores. Através destes exemplos
mostrou-se ainda o desempenho e a precisio dos principais métodos
aproximados de avaliagdo dos efeitos ndo-lineares em porticos planos de
concreto armado de acordo com as recomendagdes das normas.

O objetivo predominante em todas as fases do trabalho foi apresentar
uma contribuigdo ao desenvolvimento de modelos de anélise ndo-linear de
estruturas de concreto armado, que nos parece ser um imperativo da

engenharia moderna.
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As contribuiges principais deste trabalho pretende-se que sejam:
¢ O desenvolvimento de uma formulag#o teoricamente consistente aplicada a
estruturas planas de concreto armado, levando-se em consideragdo o
comportamento ndo-linear fisico e geométrico, assim como a

deformabilidade dos apoios, incluindo a previsdo da carga tltima;

o A elaborag#o de um programa (“PF") para andlise ndo-linear incremental, e

iterativa de porticos planos de concreto armado utilizando-se

microcomputadores, objetivando-se a utilizagio em escritérios de projeto, e

difundindo-se assim o uso da analise nfo-linear;

* A delimitagio do campo de aplicagdo das ferramentas aproximadas usuais
existentes para analise ndo-linear de pérticos de concreto armado,
principalmente o conhecido “método P-A”.

A formulagio desenvolvida neste trabalho e implementada
computacionalmente, mostrou-se bastante eficiente e poderosa como foi
demonstrado nos exemplos apresentados.

Nos exemplos apresentados no Capitulo III fica destacada a eficiéncia
do programa e sua capacidade de seguir corretamente o comportamento nio-
linear das estruturas analisadas em regime de grandes deslocamentos. Os
resultados destes exemplos mostram que para analise ndo-linear geométrica,
(ANLG) a discretizagdo das barras com um elemento é suficiente quando a
estrutura estd submetida a deslocamentos de até 12% do comprimento da
barra. Ficou evidente ainda que, 3 medida que aumenta a grandeza dos
deslocamentos uma discretizagdo com mais elementos se faz necessaria, porém
ndo mais que quatro elementos por barra. Considerando-se que as estruturas
reais da pratica dificilmente atingem deslocamentos superiores a 12% do vio,
pode-se concluir que quando a estrutura s6 apresenta n#o-linearidade
geométrica, a discretizagdo com um elemento por barra é suficiente para se

obter bons resultados.
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Nos exemplos apresentados no Capitulo IV ficou evidenciada a boa

correlagdo entre os resultados obtidos através do programa desenvolvido, com
os fornecidos em andlises experimentais e numéricas feitas por outros
pesquisadores. Estes exemplos mostraram ainda a capacidade do programa de
seguir corretamente o comportamento no-linear fisico e geométrico dos

portico planos de concreto armado nas fases elastica e fissurada, até a ruptura.
Com base nos exemplos 1 e 2 do Capitulo IV, pode-se concluir que o
modelo constitutivo do concreto, que considera sua resisténcia i tragdo

superestima a carga de ruptura do pértico enquanto o modelo que ndo
considera a resisténcia 4 tragdo subestima esta carga. O segundo modelo
apresentou resultados mais proximos dos experimentais. Assim §é
recomendavel que, em nivel de projeto, ndo se considere a resisténcia do
concreto a tragio.

O exemplo 3 do Capitulo IV mostrou a importancia da discretizagdo
longitudinal das barras em varios elementos, principalmente quando ha flexdo
anti-simétrica. Ficou evidenciado que 10 elementos por barra é suficiente para
uma solugdo com precisdo adequada. Mostrou-se ainda que a discretizagdo da
segdo transversal em 10 fatias é suficiente, uma vez que uma grande
discretizagdo da segdo implica maior tempo computacional sem ganhos
significativos de precisdo.

Os exemplos 4 e 5 do capitulo mostraram que o programa desenvolvido
pode ser utilizado para analise ndo-linear de porticos de edificios altos de
concreto armado. Obteve-se uma boa correlagdo entre os resultados fornecidos
pelo programa e aqueles obtidos por CILONI (1993) e CAUVIN (1978), sendo
que os deslocamentos obtidos nestas referéncias foram um pouco menores, 0
que se justifica pois 0 modelo constitutivo para o concreto utilizado por eles
considera a contribuigdio do concreto intacto entre fissuras (“tension
stiffening”). Para os poérticos estudados, a anélise ndo-linear pelo método P-A

ofereceu bons resultados se comparados aos obtidos pelo programa “PF”,
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principalmente para cargas de servico e quando se considerou valores
adequados para a rigidez efetiva EI. Das varias recomendagdes para a
consideragdo da rigidez efetiva da seqdo fissurada, a que apresentou melhor

resultado foi a de MACGREGOR & HAGE (1977), ou seja, EI= 0,4 E, I, para
vigas ¢ EI = 0,8 E, [ para colunas. Observa-se ainda que os valores de EI

recomendados pelo item 10.10.1 do ACI-318/89 (Eq. 2.28) para colunas sio

muito baixos levando-se a uma superestimagdo dos deslocamentos e a uma
inadequada distribuigdio de momentos. Os valores recomendados por
FRANCO & VASCONCELOS (1991) e na proposta de revisdo do ACI-318/89
levaram a resultados compativeis. Para um nivel de carregamento pféximo ao
colapso, o método P-A apresentou resultados que subestimaram o0s
deslocamentos laterais (50% no caso do exemplo 5), mas em termos de
momentos fletores, mesmo para este nivel de cargas, os resultados foram
satisfatorios. O método do amplificador de momentos apresentou resultados
com uma razoavel concordancia para cargas de servigo, mas pareceu nio ser
totalmente confiavel. Estes exemplos evidenciaram ainda a importancia dos
efeitos da fissuragdio na anélise de pérticos de edificios altos em concreto
armado, e essa importancia ¢ maior para as colunas que para as vigas.

Para o portico do exemplo 4, o recalque vertical de 2 cm num apoio
reduziu a carga ultima em 8%, mas com grande aumento nos deslocamentos,
enquanto para o poértico do exemplo 5, mais rigido, este mesmo recalque
reduziu a carga ultima & metade. Estes exemplos mostram a importincia da
deformabilidade das fundag¢des no comportamento de estruturas de edificios
altos.

Embora, na implementagdo executada nio tenha sido considerada como
prioritaria a otimizag3o do ponto de vista computacional, mas a versatilidade
para fins de anilise de comportamento estrutural, os tempos de processamento

obtidos indicam a viabilidade pratica de analises ndo-lineares de pérticos de
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edificios altos de concreto armado, possibilitando-se a elaboragdo de estruturas
mais esbeltas, econdmicas e com seguranga adequada.
Em termos de sugestdes de trabalhos futuros para continuidade dos

estudos aqui realizados, citam-se:

* a extrapolagdo deste modelo para estruturas tridimensionais de edificios
altos através da associagio de pérticos planos;

* consideragio de modelos constitutivos mais realisticos para o concreto
baseado na teoria do dano;

* inclusdo dos efeitos reologicos (deformagdo lenta e retragdo);

* inclusdo das deformagdes por cisalhamento nos elementos;

* incorporar ao trabalho desenvolvido, a possibilidade de analise dindmica,
onde os efeitos ndo-lineares seriam muito importantes:

e estender o modelo a estruturas em grelhas com inclusdo da torgdo,

possibilitando-se a analise de pavimentos de edificios.
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