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RESUMO

SILVA, N.A. Aplicagdo do método dos elementos de contorno a placas
com enrijecedores utilizando a teoria de Reissner. S&o Carlos, 1996.
219p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de S&o Paulo.

Neste trabalho utiliza-se a formulagido direta do Método dos
Elementos de Contorno aplicada ao problema de flexdo de placas com
vinculagéo interna. Através da utilizacdo da teoria baseada nas
hip6teses de Reissner é possivel atender em cada ponto, a trés
condigoes fisicas de contorno. Admite-se a aplicacdo de cargas
transversais distribuidas e concentradas, além de momentos
distribuidos em linha. Os elementos de contorno apresentam geometria
linear com aproximagao quadratica para as variaveis de contorno. As
equagdes integrais dos deslocamentos s&do escritas para pontos de
colocagao dispostos fora do dominio, evitando-se assim problemas de
singularidades. O sistema de equagbes algébricas originado da analise
de placas via MEC é modificado para incorporar o enrijecimento
produzido pela vinculagdo interna. Primeiramente é analisado o
enrijecimento produzido por apoios internos pontuais ou distribuidos
em areas pequenas e, em seguida, é estudada a associagio da placa
com uma estrutura qualquer, formada por barras. O enrijecimento
produzido por esta estrutura é obtido utilizando-se o Método dos
Elementos Finitos. Finalmente, sdo apresentados alguns exemplos

simples que mostram a boa precisdo da técnica utilizada.

Palavras-chave: Placas; Método dos Elementos de Contorno



ABSTRACT

SILVA, N.A. Analysis of stiffened plates through the Boundary Element
Method employing Reissner’s theory. Sé&o Carlos, 1996. 219p. Tese
(Doutorado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de
Séo Paulo.

The direct formulation of the Boundary Element Method is
applied to the analysis of internally restrained plates in bending. By
employing Reissner's theory, the three boundary conditions are
satisfied at each point. Loading conditions include concentrated or
uniformly distributed loads as well as linearly distributed moments. The
boundary elements are geometrically linear with quadratic
approximation for the boundary variables. The displacement integral
equations are written for collocation points outside the domain thus
avoiding any singularity problem. The resulting system of algebraic
equations is modified to include the stiffening effects. Plates with
internal point restraints and restrained over small areas are analyzed as
well as plates connected to others structures made up of bars. In this
last case, the stiffening effect is calculated through the Finite Element
Method. The results obtained in simple problems indicate the accuracy
of the procedure.

Keywords: Plates; Boundary Element Method



INTRODUGAO

1.1- CONSIDERAGCOES GERAIS

As placas sdo elementos estruturais largamente utilizados em quase
todos os ramos da engenharia, notadamente na engenharia civil, onde
podem ser encontradas nos pisos e forros dos edificios, nos tabuleiros das
pontes, nos reservatorios, nos arrimos e cortinas de contengdo, entre
outros. A analise das placas constitui uma area de grande interesse tanto
para projetistas como para pesquisadores que vem estudando o
comportamento das mesmas, submetidas as mais variadas condigdes de
carregamento e geometria. Dentro da Teoria da Elasticidade a “Teoria das
Placas” constitui um dos tépicos mais importantes sob o ponto de vista das
aplicacbes em engenharia, salientando-se que esta teoria faz uma
aproximagdo do problema real tridimensional para um problema
bidimensional.

A grande maioria dos problemas de engenharia € governada por
equagdes diferenciais, cujas solugbes analiticas s6 sdo conhecidas para
alguns problemas particulares classicos, restando aos demais a aplicagéo
de métodos numéricos, que utilizam modelos discretos em substituigdo aos
modelos continuos dos métodos analiticos. O estudo das placas através de
métodos numéricos vem merecendo nas ultimas trés décadas a atengéo de

um grande numero de pesquisadores.



Com o aparecimento dos computadores tornou-se possivel e pratico
a utilizagdo de métodos numeéricos para andlise de problemas fisicos, que
geralmente envolvem grandes sistemas de equacbes. Pode-se dizer
portanto que o avango da eletrbnica, com o surgimento do computador ,
propiciou de forma inequivoca a utilizagdo em grande escala dos métodos
NUMEricos.

Os primeiros métodos numéricos, como o Método das Diferengas
Finitas - MDF [1] e o Método dos Elementos Finitos - MEF [2,3,4], utilizam
técnicas que discretizam o dominio. Apesar da dificuldade existente no
Método das Diferengas Finitas com relagdo a discretizagdo de contornos
irregulares, ele é ainda utilizado para a solugdo de alguns problemas de
engenharia. O Método dos Elementos Finitos tornou-se nos Ultimos trinta
anos o método numérico mais conhecido e utilizado em todos os ramos da
engenharia [5], com convergéncia e eficiéncia comprovadas.

Mais recentemente surgiu o Método dos Elementos de Contorno -
MEC, assim chamado por utilizar equagdes integrais de contorno obtidas a
partir das equagdes diferenciais do problema analisado. Este método vem
experimentando um grande avango nos ultimos tempos devido a sua melhor
adaptacdo para determinados problemas especificos, como as regides de
concentragdo de tensdes e regides infinitas. Outro fator muito importante
para este crescimento é a redugio da dimensao do problema, uma vez que
a discretizagdo é feita apenas no contorno.

Este trabalho emprega o Método dos Elementos de Contorno [MEC],
para andlise de flexdao de placas utilizando a Teoria de Reissner, que por
considerar as deformagbes transversais devido ao cisalhamento é uma
teoria mais refinada que a Teoria Classica de Kirchhoff. A Teoria de
Reissner possibilita o atendimento de trés condigbes fisicas em cada ponto
do contorno, desaparecendo desta forma as reagdes de canto necessarias
para o estabelecimento do equilibrio na Teoria Classica, que atende apenas

a duas condigbes de contorno.



Diferentemente da Teoria Classica a formulagido apresentada com as
hipbteses de Reissner, permite avaliar a influéncia da espessura nas
respostas da placa, bem como considerar condigdes de contorno relativas a
rotagao no plano vertical tangente ao contorno.

Faz-se no inicio do trabalho uma revisdo bibliogréfica sobre as
teorias de placas e o desenvolvimento de métodos numéricos que permitem
respostas para as diversas aplicagdes na engenharia. No capitulo II s&o
apresentadas as equagdes basicas para fiexdo de placas utilizando-se as
hipéteses da Teoria de Reissner.

E apresentada no capitulo II a formulagdo integral de placas pela
Teoria de Reissner. Inicialmente formula-se a representagio integral dos
deslocamentos para pontos do dominio, estendendo-se depois esta
representagdo para pontos do contorno. As representagdes integrais para
esforgos nos pontos internos sdo obtidas a partir das representagdes
integrais dos deslocamentos correspondentes, aplicando-se a Lei de Hooke
integrada na espessura da placa. S3o analisados também os termos
integrais de dominio correspondentes ao carregamento aplicado em areas,
linhas ou concentrado em pontos.

Ainda no capitulo III o contorno é discretizado em elementos onde
sdo aproximados deslocamentos e esforgos. Com isto as equagdes integrais
de contorno deduzidas anteriormente sdo transformadas em um sistema de
equagdes algébricas lineares.

No capitulo IV analisam-se placas com enrijecimento interno e no
contorno. Inicialmente sdo analisadas placas com vinculagdo interna
proveniente de apoios que podem ser pontuais ou distribuidos em uma
area. Estes apoios internos sdo tratados com rigidez axial real ou infinita,
desprezando-se ou ndo a rigidez a flexdo. E estudado também o
enrijecimento proveniente das barras, que podem ser vigas de contorno ou
internas. As vigas sdo analisadas como linhas de carga e o enrijecimento
proveniente da estrutura formada pelas barras é obtido através do Método

dos Elementos Finitos. Ao final deste capitulo sdo apresentados exemplos



que formam com suas placas e barras, um piso de uma edificagdo. Os

resultados séo comparados com os obtidos com outros métodos numéricos.

1.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nas ultimas trés décadas varias técnicas numéricas surgiram em
fungéo da dificuldade antiga de se obter solugdes analiticas exatas para os
problemas de engenharia, e principalmente devido ao avan¢o no campo da
eletrdnica, com o aparecimento do computador, que possibilitou de forma
precisa e veloz a manipulagdo de grande massa de dados envolvida na
analise destas técnicas.

Podemos citar como os principais métodos numéricos 0 Método das
Diferengas Finitas, o Método dos Elementos Finitos e o Método dos
Elementos de Contorno.

Os dois primeiros sdo denominados métodos de dominio por
aproximarem a solugdo da equagéo diferencial do problema utilizando-se
valores das variaveis envolvidas, associadas a pontos do dominio e do
contorno analisados. No Método dos Elementos de Contorno a partir da
equacao diferencial do problema sao deduzidas equagbes integrais que sao
aproximadas utilizando-se valores discretos das varidveis basicas do
problema em pontos do contorno apenas.

O Método das Diferengas Finitas [MDF] surgiu no inicio deste século
através do trabalho de RUNGE e posteriormente com o trabalho de
SOUTHWELL [1]. Este método consiste na transformagdo do sistema de
equacgbes diferenciais em um sistema algébrico, através da aplicagéo de
operadores diferenciais que aproximam cada uma das derivadas parciais

envolvidas, usando expansdes locais, geralmente séries de Taylor



truncadas, para representar as variaveis em sub-regides previamente
definidas.

A grande caracteristica associada ao Método dos Elementos Finitos
[MEF] consiste em subdividir o dominio em uma série de elementos. Sdo
escolhidas fungbes aproximadoras capazes de representar os valores das
varidveis em um ponto qualquer do dominio em fungdo dos valores
associados aos nés do elemento ao qual pertenga o ponto. Cada elemento
é equacionado individualmente e posteriormente sdo agrupados para a
solugéo do problema como um todo. A formulagdo do método é geralmente
apresentada a partir de principios variacionais, embora se obtenha uma
maior generalizagdo quando a formulagdo é apresentada utilizando-se a
técnica dos residuos ponderados. A utilizagao destas técnicas conduz a um
sistema algébrico de equagdes, cuja matriz de coeficientes é simétrica e em
forma de banda. Esta caracteristica vem orientando nos ultimos tempos
varias técnicas visando a otimizagdo da solugdo do sistema de equagdes.
Este método é sem dulvida mais eficiente que o Método das Diferengas
Finitas e tem sido largamente utilizado em todos os ramos da engenharia.

Atualmente a maioria dos programas computacionais comerciais ou
académicos utiliza o Método dos Elementos Finitos. Um dos problemas
encontrados na aplicagdo desta técnica numérica é a necessidade de um
alto grau de refinamento na discretizagdo do dominio, quando se deseja
obter um nivel adequado de precisdo, como por exempio no caso de
problemas com concentragdo de tensdes. Nestes casos tem-se um grande
volume de dados com um consequente aumento no numero de equagdes.

Uma técnica relativamente nova do ponto de vista de aplicagbes
computacionais foi denominada Método dos Elementos de Contorno [MEC],
a partir do trabalho de BREBBIA [6]. Este método consiste na obtengéo de
equagles integrais sobre o contorno a partir das equagdes diferenciais que
governam o comportamento do corpo em seu dominio. As variaveis basicas
do problema s&o calculadas em pontos discretos apenas no contorno.

Quando necessério, as varidveis em pontos do dominio sdo obtidas



diretamente a partir das variaveis do contorno. Destaca-se portanto como
vantagem imediata da aplicagdo deste método, a redugdo em uma unidade
da dimensao do problema. Isto implica em um menor volume de dados de
entrada com uma redugéo no numero final de equagdes do sistema. Outra
caracteristica do MEC é ter a matriz do sistema cheia e ndo apresentar
simetria. Outros aspectos importantes do método devem ser citados como a
facilidade de se modelar adequadamente os dominios infinitos, a auséncia
de erros de interpolagdo para pontos do dominio e a representagio
apropriada para problemas de concentragdo de tensées [7].

Quanto a sua formulacgdo, o Método dos Elementos de Contorno pode
ser enquadrado basicamente em dois tipos: métodos indiretos e diretos. Os
métodos indiretos foram os primeiros a aparecerem e s30 assim chamados
por apresentarem a solugdo em fungdo de variaveis ficticias associadas ao
contorno. As variaveis fisicas do problema sao obtidas indiretamente a partir
dos valores calculados para as variaveis ficticias, que ndo tém significado
fisico real e sdo obtidas a partir das condigbes de contorno em um certo
numero de pontos.

Nas formulagbes diretas mais utilizadas atualmente, as incognitas
das equagdes integrais sdo as proprias variaveis fisicas do problema real.
Desta forma nos problemas de elasticidade ,por exemplo, os deslocamentos
e forgas de superficie no contorno sdo obtidos diretamente da solugéo do
sistema de equagdes. Os deslocamentos e esforgos em pontos do dominio
serdo determinados, quando necessario, a partir das variaveis de contorno
previamente calculadas. Conforme BREBBIA et al. [8] a formulagao direta
do Método dos Elementos de Contorno, baseada na técnica dos residuos
ponderados, tem a mesma origem dos demais métodos numéricos, podendo
ser classificado como mais um método pertencente aos métodos
aproximados. Esta é uma visdo atualizada deste método que inicialmente
teve sua formulagdo baseada em principios classicos, como o teorema de
BETTI.



Embora o Método dos Elementos de Contorno tenha aparecido
recentemente, as equagles integrais segundo ELLIOT [9], ja séo
conhecidas desde 1823, quando ABEL [10] deduziu uma equagao integral
para resolver o problema denominado Péndulo Isécrono [11].As equagdes
integrais experimentaram um avango decisivo com o estudo dos problemas
de potencial, destacando-se VOLTERRA [12], que estudou em 1884 a
distribuicdo de cargas elétricas na superficie de uma esfera. Em 1903
FREDHOLM [13] demonstrou que podem ser obtidas solugbes para
equagdes integrais e posteriormente provou a existéncia e unicidade de tais
solugbes, na forma dos Teoremas de Fredholm. Estes estudos influenciaram
muitos trabalhos posteriores, como os realizados por HILBERT [14], entre
1904 e 1910. Ainda sobre problemas de potencial deve-se citar o trabalho
de KELLOG [15].

Historicamente, segundo LOVE [16], o método envolvendo equagdes
integrais foi primeiramente aplicado na teoria classica da elasticidade por
BETTI em 1872. Trabalhos posteriofes nesta area foram completados por
SOMIGLIANA por volta de 1880. Nesta mesma época CERRUTI aplicou o
método para problemas de elasticidade plana [17].

Apds este periodo, foram realizados outros estudos por matematicos
russos, entre eles MUSKHELISHVILI [18], que aplicou as equagbes
integrais para resolver problemas de elasticidade linear bidimensional.
MUSKHELISHVILI [18], MIKHLIN [19] e KUPRADZE [20] utilizaram
equagdes integrais singulares baseadas na teoria das variaveis complexas
[11]. A formulagdo indireta foi utilizada nestes trabalhos além de outros
como os realizados por MASSONET, OLIVEIRA, WATSON e VAN BUREN
(ver BANERJEE [21]). JASWON [22,24] e SYMM [23], introduziram em
1963, um equacionamento do problema usando varidveis reais, além de
manter uma fungao de tensdo auxiliar, caracterizando o que alguns autores
[21] chamam de método semi-direto.

RIZZO [25]) em 1964 apresentou um método para elasticidade plana

relacionando variaveis reais do contorno, isto €, deslocamentos e esforgos.



Seguindo esta formulagdo direta CRUSE [26], estendeu este método para
elasticidade tridimensional. Nestes trabalhos a aproximagido das variaveis
no contorno é feita por uma fungéo constante. A aproximagéo linear para
tais variaveis em problemas de duas e trés dimensdes, foi introduzida
respectivamente por RICARDELLA [27] e CRUSE [28]. LACHAT [29],
desenvolveu posteriormente elementos com aproximagdes de ordem
superior.

A primeira aplicagdo para problemas de flexdo em placas utilizando-
se as equagdes integrais foi introduzida por JASWON et al. [30], que propds
a solugdo da equagado biharmdnica, via equagéo integral e posteriormente
aplicou-a na solugéo de placas [31].

ALTIERO & SIKARSKIE [32], apresentaram uma técnica que consiste
em considerar a placa real contida em uma placa ficticia, cuja fungao de
GREEN é conhecida. Posteriormente WU & ALTIERO [33] estenderam esta
técnica para incluir condiges arbitrarias de contorno. Um trabalho similar foi
desenvolvido por TOTTENHAN [34], que também apresentou uma
formulagéo integral para cascas abatidas.

A formulagao direta para placas foi simultaneamente introduzida por
BEZINE [35,36] e STERN [37,38]. Bezine apresentou uma formulag&o
integral usando elementos constantes e seus resultados se restringiram ao
estudo de cargas concentradas. Stern desenvolveu uma formulagéo integral
geral , mas ndo levou em conta a possibilidade da descontinuidade das
condigbes de contorno nos nés de canto.

Destacam-se outros trabalhos para a andlise dos mais variados
problemas de placas, como BEZINE [39], KAMIYA [40,41], TANAKA [42].
WEEEN [43] desenvolveu uma formulagéo para placas espessas, baseada
na teoria de REISSNER [44,45,46].

A aplicagdo do MEC para resolver problemas de placa sobre
fundagéo elastica € um campo que tem direcionado ultimamente muitos
pesquisadores. O primeiro trabalho nesta area foi desenvolvido por
TOTTENHAN [34] em 1979. KATSIKADELIS & ARMENAKAS [47,48]



apresentaram duas formulagbes diferentes para analisar placas sobre
fundagéo elastica, baseadas na teoria de WINKLER [49]. Mais
recentemente citam-se os trabalhos de COSTA JR. & BREBBIA
[17,50,51,52]. Embora nestes ultimos trabalhos as integrais de dominio para
as cargas ja tenham sido transformadas em integrais sobre o contorno, a
resposta do solo é sempre elastica. Nos trabalhos de SILVA & VENTURINI
[63,54] o dominio é discretizado em células onde sdo aproximados a reagéo
do solo e seus incrementos, quando é assumida a ndo-linearidade para a
resposta do solo. O processo da reciprocidade dual [55] é introduzido na
formulagdo, como uma alternativa para a nao discretizagao do dominio.

O MEC tem sido aplicado a materiais com comportamento ndo-linear
[27,56,57,58,59]). TELLES & BREBBIA [60], propuseram a resolugédo de
problemas  elastoplasticos e  visco-plasticos introduzindo  no
equacionamento, esforcos e deformagdes iniciais. VENTURINI [61,62]
aplicou o meétodo na area da mecanica dos solos, analisando
comportamento plastico, visco-plastico e materiais rochosos, sem
resisténcia a tragdo. Recentemente outros trabalhos tratando a nao-
linearidade tem sido desenvolvidos [63,64,65].

Alguns autores tem estudado a combinagdo do MEC com outras
técnicas numéricas, principalmente o MEF [66] a [77] , [6] e [8]. Esta
combinagdo tem como finalidade, utilizar o método numérico mais
apropriado para cada regido do corpo em estudo, de forma a se obter
resultados mais precisos com redugdo no numero de operagdes e 0 minimo
de tempo de processamento.

Ao longo do tempo diversas técnicas de analise de placas foram
desenvolvidas sempre adotando simplificagdes, visando transformar o
problema real, tridimensional, em um problema bidimensional. Dentre estas,
as mais utilizadas nos trabalhos e pesquisas sdo a Teoria Classica de
Kirchhoff e a Teoria de Reissner.

A Teoria de Kirchhoff [78] analisa placas delgadas com pequenos

deslocamentos baseando-se nas seguintes hipéteses:
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- a placa é constituida de material elastico-linear homogéneo.

- os deslocamentos transversais sdo pequenos se comparados a
espessura da placa.

- uma reta inicialmente normal ao plano médio, permanece reta e
perpendicular ao plano médio deformado, apds a flexdo da placa. Isto
equivale anao considerar as deformagdes por cisalhamento transversal.

- as tensGes normais a superficie da placa sdo pequenas em relagéo
as tensdes normais de flexdo, paralelas ao plano da placa, podendo ser
desprezadas. ‘

- admite-se que a placa seja constituida de material homogéneo,
isotrépico, cujo comportamento é elastico linear.

Estas hipéteses levadas a formulagdo das placas conduzem a uma
equacao diferencial de quarta ordem.

A Teoria de REISSNER [44] considera o efeito das deformagdes por
cisalhamento transversal o que leva a um sistema de equagdes diferenciais
de sexta ordem. Com este sistema é possivel e necessario atenderem-se
trés condigées de contorno ao longo das bordas, ao invés de apenas duas,
como estabelece a Teoria Classica de Kirchhoff. A omisséo da energia de
deformagédo por cisalhamento transversal, segundo REISSNER [46], é
responsavel pela redugédo das trés condigbes fisicas de contorno em apenas
duas. O problema tratado sem esta omissdo conduz a resultados
significativamente mais precisos que os da Teoria Classica, para o caso de
pontos situados préximo as bordas e para pontos situados em volta de
furos, cujos diametros sejam da mesma ordem de grandeza da espessura
da placa.

MINDLIN [79] deduziu um modelo muito préximo ao de Reissner, para
o movimento transversal de placas fletidas elasticas e isotropicas. Este
estudo é baseado nas equagdes de equilibrio da elasticidade tridimensional
para um corpo em movimento, considerando-se a inércia rotacional e o
cisalhamento transversal. O sistema de equagdes diferenciais obtido é

também de sexta ordem.
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Estudando os problemas relativos a integragdo para o caso de
ortotropia e a influéncia de uma faixa limite de condigdes de contorno
reduzidas, REISSNER [80] conseguiu distinguir os efeitos da deformagéo
por cisalhamento, associadas a faixa de contorno e ao interior da placa. Isto
foi obtido usando-se a solugdo para placas is6tropas em fungdo da flecha e
de uma fungdo de tenséo.

SALERNO & GOLDBERG [81] reduziram o sistema de trés equagdes
diferenciais de Reissner a uma equagdo diferencial de quarta ordem
semelhante & da Teoria Classica, e a uma equagéo diferencial de segunda
ordem, para determinagdo de uma fungdo de tensao. Os resultados obtidos
para placas simplesmente apoiada, mostraram, quando comparados com a
Teoria Classica, bons resultados.

As diversas teorias disponiveis para analise de placas s&o tratadas
de forma abrangente por PANC [82]. Considerando as deformagbes por
cisalhamento, LEVINSON [83], apresentou uma nova formulagéo
considerando analise estatica e dinamica de placas com espessura
constante. Esta nova formulac;éd, para o caso dinamico, conduz a mesma
equacio de onda para deslocamento transversal, da teoria de Mindlin.

Uma nova formulagdo apresentada por REISSNER [84], pode ser
imaginada como uma generalizagdo das equagdes utilizadas na teoria de
placas para grandes deslocamentos. O sistema de equagdes obtido é de
décima ordem, sendo duas equagbes simultaneas de quarta ordem e uma
equacdo de segunda ordem. Para placas moderadamente espessas,
REISSNER [85] apresentou em 1987 uma formulagdo que leva a um sistema
de equagdes diferenciais de décima segunda ordem, mostrando resultados
coerentes com a teoria classica. Este mesmo autor em 1991 analisou
sistematicamente o problema da influéncia de faixas de contorno para
placas ortotropicas [86]. “Neste trabalho é estudado o conceito de apoio
“soft”, como uma condigdo para transigdo suave da teoria de sexta ordem

para a teoria de quarta ordem”[140].
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Alguns trabalhos estimam o erro a partir da teoria classica de placas
em relagdo a teoria exata de um problema correspondente na teoria da
elasticidade, entre eles, NORDGREN [87,88], RYCHTER [89,90].

Uma versdo melhorada da Teoria de Reissner para placas
homogéneas, isotropicas e com quaisquer condigbes de contorno, foi
proposta por LADEVEZE & PECASTAINGS [91], cuja diferenga estava
relacionada as condigdes de contornove ao fator de deformabilidade por
cisalhamento transversal, considerado na Teoria de Reissner.

O problema de placas submetidas a um carregamento transversal foi
tratado por BARRET & ELLIS [92] como uma perturbagéo singular. Estes
autores relacionaram sua teoria com as teorias de Kirchhof, Mindlin e
Reissner.

Muitas pesquisas sobre flexdo de placas foram e continuam sendo
desenvolvidas utilizando o Método dos Elementos Finitos [MEF]. As

primeiras abordaram a Teoria de Kirchhoff e buscavam fungdes
. . 1. . " .
aproximadoras continuas de classe C , isto é, fungdes aproximadoras com

derivadas primeiras continuas, necessarias a obtengdo de elementos
conformes.

A utilizagdo de elementos finitos triangulares para analise de placas
data do inicio da década de sessenta, estando descrito de uma forma
bastante abrangente até 1984 o estado da arte sobre este assunto, nos
trabalhos de BATOZ et al. [93] e de HRABOK & HUDEY [94]. A busca de um
elemento triangular conforme, em termos de deslocamentos, orientou os
esforgos dos pesquisadores, que de uma maneira geral propuseram
elementos conformes muito rigidos, necessitando um maior numero de
pontos de integragdo, quando comparados aos nao-conformes.

BAZELEY et al. [95] obtiveram excelentes resultados com a utilizagao
de dois elementos triangulares BCIZ1 e BCIZ2, utilizando-se coordenadas

homogéneas e as primeiras idéias do “patch test”.
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PIAN [96] desenvolveu uma formulagdo alternativa, utilizando o
principio da energia complementar minima, dando origem ao método
hibrido,

Em geral os elementos hibridos ddo resultados melhores que os
elementos conformes obtidos em termos dos deslocamentos.

Uma outra formulagdo apresentada inicialmente em 1968 e seguida
por diversos pesquisadores, consiste em adotar-se o0 modelo em
deslocamentos usando-se as hipéteses de Kirchhoff de forma discreta, ao
longo dos lados dos elementos ou em determinados pontos. Devido a sua
complexidade, esta formulagdo s6 se tornou atraente, mostrando bom
desempenho a partir do elemento DKT (“Discret Kirchhoff Triangle”)
proposto por BATOZ et al. [93,97] em 1980.

O desenvolvimento de elementos de placa experimentou o avango
mais expressivo quando a Teoria de Kirchhoff foi substituida pela Teoria de

Reissner. Mesmo tendo que considerar o cisalhamento na formulagdo, a
N o . 0 - .
exigéncia de continuidade do tipo C°, para as fungbes aproximadoras dos

deslocamentos, foi sem dulvida o fator decisivo deste avango, uma vez que
as derivadas primeiras, sdo as de grau maximo que aparecem no funcional
obtido com a nova teoria. Foi detectado nos primeiros elementos de placas
de Reissner o fendbmeno do travamento, relacionado & preponderancia dos
coeficientes devido ao cisalhamento na matriz de rigidez, no caso de placas
com pequena espessura. Para evitar este problema foram criados
esquemas de integragdo reduzida e seletiva. De acordo com HUGHES [98],
estes esquemas podem levar em certos casos a problemas dé
singularidades na matriz de rigidez. Isto foi superado com sucesso com a
utilizagdo de elementos triangulares propostos por TESSLER & HUGHES
[99], PAPADOPOULOS & TAYLOR [100] e por ZIENKIEWICS & LEFEBVRE
[101]. Estudos realizados por HAGGBLAD & BATHE [102] consideravam as
hipéteses da Teoria de Reissner e visavam obter resultados confidveis nos

pontos préximos as bordas e aos cantos da placa.
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Bergan e seus colaboradores, mantiveram as hipoteses de Kirchhoff
em conjuhto com fungdes de forma altamente ndo conformes. Segundo
RIBEIRO [140], eles demonstraram que a continuidade entre elementos néo
€ um obstaculo a convergéncia, desde que as fungbes de forma satisfagam
as condigdes de ortogonalidade entre forga e energia. A matriz de rigidez é
obtida a partir da formulagao livre proposta por BERGAN & HANSSEN [103]
ao contrario da formulagdo padrdao, pela energia potencial. Uma
particularidade interessante nesta formulagdo é a separagdo cuidadosa
entre as fungdes de deslocamentos basicas assumidas e as fungdes ou
modos de ordem superior. A convergéncia € garantida dependendo da
maneira como ocorre o0 acoplamento entre estas fungcdes. Nesta mesma
linha devem ser destacados os trabalhos de BERGAN & NYGARD
[104,105,106] e de FELIPPA & BERGAN [107,108]. Esta formulagéo embora
apresentada inicialmente como uma formulagdo bastante diferente das
anteriores, esta relacionada a formulagdo padrdo em deslocamentos via
energia potencial, e ao modelo hibrido, conforme mostrado em [104] e [108],
respectivamente.

O trabalho inicial de anélise de placas utilizando o Método dos
Elementos de Contorno é devido a JASWON et al. [30], publicado em 1967.
Este trabalho propée a decomposigdo da equagdo bi-harmbnica em duas
equagbes harmonicas que transformadas em equagbes integrais e
devidamente combinadas, permitem a solugdo final. Com este trabalho
inicia-se o desenvolvimento do método na aplicagdo a engenharia de
estruturas, relativo as placas.

Em 1976, HANSEN [109] apresentou uma formulagéo direta para
analise de placas infinitas com furos de contorno ndo carregado, usando
duas equagdes integrais, uma representando o deslocamento transversal e
a outra a sua derivada, em relagdo a uma direcdo qualquer.

BEZINE & GAMBI [36] propuseram em 1978, uma formulagéo direta
partindo da identidade de Green, considerando como variaveis os

deslocamentos transversais e sua derivada na diregdo normal ao contorno,
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que sdo as variaveis fisicas do problema real, ou os valores
correspondentes a forga cortante equivalente e ao momento fletor normal ao
contorno. Esta técnica foi aplicada a diversas placas quadradas com
diferentes condi¢gdes de contorno.

BEZINE [35] e STERN [37] desenvolveram trabalhos usando a
formulagao direta e teoria de Kirchhoff.

ALTIERO & SIKARSKIE [32] e WU & ALTIERO [33], usaram a
formulac;éb indireta para placas, resolvendo exemplos praticos apenas para
contornos engastados, devido as dificuldades encontradas para outros tipos
de contorno. Nestes trabalhos, uma placa engastada de contorno circular,
de solugéo conhecida, é utilizada como contorno auxiliar.

TOTTENHAN [34] apresentou uma discussédo sobre as formulagbes
direta e indireta, estendendo ao caso de placas apoiadas sobre base
elastica e cascas abatidas.

GUO-SHU [110], HARTMANN & ZOTEMANTEL [111], adotaram
esquema de interpolagdo hermitiana para a flecha e discutiram o tratamento
das integrais de dominio, a consideragdo de vinculos no dominio e as
singularidades que ocorrem na formulagdo direta via Teoria de Kirchhoff.

Adotando ainda as hipétese de Kirchhoff, PAIVA [113] utilizou vérias
alternativas para analise de placas, ora usando equagbes integrais para
flecha e sua derivada primeira na dire¢gdo normal ao contorno, ora usando
duas equagdes de flecha para dois pontos singulares, um no contorno e
outro fora do dominio. Esta analise foi estendida para problemas praticos de
engenharia, visando contemplar associagéo da placa com vigas e pilares.

HARTLEY e seus colaboradores estudaram basicamente os
problemas envolvendo as singularidades que aparecem nos integrandos e a
determinagéo de valores para pontos internos, [114,115,116].

A eficiéncia e vantagens do Método dos Elementos de Contorno para
analise de placas, baséadas na Teoria Classica, enfatizadas por
HARTMANN [117], levaram-no a sugerir que o mesmo supera o Método dos

Elementos Finitos para este tipo de problema.
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Varios trabalhos foram publicados nos ultimos tempos tratando de
placas finas como PILTNER & TAYLOR [118], KATSIKADELIS &
ARMENAKAS [119], SAPOUNTZAKIS & KATSIKADELIS [120],
VITOORAPORN & MOSHAIOV [121].

O equacionamento de placas apoiadas sobre base elastica foi
inicialmente abordado por TOTTENHAN [34] em 1979, tendo como base as
hipéteses de Winkler e Kirchhoff. Nesta mesma linha surgiram os trabalhos
de KATSIKADELIS & ARMENAKAS [47,48], COSTA JR. & BREBBIA
[50,51,52] , BEZINE [122], SILVA[53].

KATSIKADELIS & KALLIVOKAS [123,124] retomando o estudo de
placas sobre base elastica adotou o modelo biparamétrico de Pasternak
para simular a ligagéo solo-placa. Em 1991 KATSIKADELIS [125] introduziu
na formulagdo do problema a ocorréncia de grandes deslocamentos, tendo
como base as equagbes de Von Karman, permitindo comportamento nao-
linear entre o deslocamento e a resposta do solo.

Outro problema importante é a andlise de placas com n&o-linearidade
geométrica, devido & ocorréncia de grandes deslocamentos. Este assunto
de grande interesse para a engenharia de estruturas foi tratado por
TANAKA [126], KAMIYA & SAWAKI [127] e YE & LIN [128]. O trabalho de
TANAKA [126] analisou placas finas elasticas com grandes deslocamentos
e apresentou uma formulagdo integral e incremental equivalente as
equagdes de Von Karman, enquanto que o trabalho de KAMIYA & SAWAKI
[127] baseou-se na equagdo de Berger. Podem-se citar outros trabalhos
nesta area como os divulgados pdr SAWAKI et al. [129], KATSIKADELIS &
NERANTZAKI [130], KAMIYA et al. [131], e KAMIYA [132].

O problema envolvendo vibragoes livres e forgadas em placas finas
elasticas foi apresentado por PROVIDAKIS & BESKOS [133,134]. AKKARI &
HUTCHINSON [135] além de estudarem vibragbes em placas finas,
estenderam suas analises, contemplando placas espessas.

A nao-linearidade fisica em placas, envolvendo deformagéo lenta,

plasticidade e fratura, foi objeto de muitos estudos realizados por
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MUKERJEE & MORJARIA [569,136,137,138]. A analise do comportamento
elastoplastico de placas finas via Kirchhoff foi desenvolvida por MOSHAIOV
& VORUS [139], usando um esquema de carregamento incremental, com a
consideragdo de momentos fletores plasticos iniciais, calculados por um
processo iterativo. A placa é dividida em células internas, onde as
componentes do momento plastico sdo admitidas constantes. RIBEIRO
[140] atuou nesta mesma area considerando campos de momentos iniciais
no dominio da placa, permitindo-se com isto a andlise de efeitos de
gradientes de temperatura e retragdo além da consideragdo do
compoﬁamento nao-linear do material.

A instabilidade de placas sujeitas a cargas no seu préprio plano foi
analisada por COSTA JR [141] e também por BEZINE [142], utilizando-se
células internas para o célculo da integral de dominio.

A andlise de placas através da Teoria de Reissner foi inicialmente
tratada por WEEEN [43,143] em 1982, admitindo comportamento elastico e
enfatizando as vantagens das hip6teses adotadas, que levam a um sistema
de equagdes diferenciais de sexta ordem. Para cada ponto do contorno
foram escritas trés equagdes integrais cujas variaveis séo os deslocamentos
generalizados (rotagdes normal e tangencial, e a flecha), e os respectivos
esforgos (momentos normal e tangencial e forga cortante). O contorno é
aproximado com elementos isoparamétricos quadraticos. KARAM [144], em
1986, usando como referéncia os trabalhos de 'Weeén demonstrou a
eficiéncia do método através de varios exemplos de placas isotrpicas em
regime elastico linear. RIBEIRO & VENTURINI [145] seguindo a formulag&o
de WEEEN [43,143] tomaram os pontos de carga fora do dominio, evitando
com isto algumas singularidades. Os trabalhos de BARCELLOS & SILVA
[146] e WESTPHAL & BARCELLOS [147] abordaram também a flex&o de
placas usando as hipoteses de Reissner, identificando fungbes livres e
fungdes essenciais como> componentes da solugdo fundamental. A n&o-

linearidade geométrica devido a ocorréncia de grandes deslocamentos
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analisada sob a teoria de Reissner foi formulada por XIAO-YAN et al. [148]
em 1990.

A combinagdo do Método dos Elementos de Contorno com o Método
dos Elementos Finitos, para problemas de flexdo em placas foi apresentado
em 1990 por NG et al. [149].

A aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno a sélidos
elasticos tridimensionais foi primeiramente analisada por CRUSE [26,28] e
LACHAT [29], ja citados anteriormente. Estes trabalhos representaram
importantes avangos da utilizagdo do método a sdlidos tridimensionais, mas
s&o anteriores a denominagao atual do método.

NAKAGUMA [150] apresenta uma formulagdo direta do MEC para
problemas de elasticidade tridimensional, baseada nas solugbes
fundamentais de Kelvin, Mindlin e Boussinesqg-Cerruti.

CUROTTO [151] apresenta uma formulagdo para elasticidade
tridimensional partindo do teorema da reciprocidade de Betti, utilizando a
solugdo fundamental de Kelvin, considerando efeitos de forgas de volume e
temperatura.

SA & TELLES [152] utilizam um algoritmo similar ao de Nakaguma,
com as expressfes de Mindlin apresentadas de forma compacta. A
utilizagéo das solugdes fundamentais de Mindlin e Boussinesq-Cerruti por
Nakaguma na aplicacdo de interagdo solo-estrutura ou escavagdes traz
grande versatilidade ao método, ao dispensar a discretizagdo da superficie
do solo segundo BARBIRATO [153].

RIZZO [25], LACHAT [29], CRUSE [26] e BREBBIA [6] utilizam a
solugdo fundamental de Kelvin enquanto BANERJEE [154], BUTTERFIELD
& BANERJEE [155], utilizam a solugdo de Mindlin. A solugdo de
Boussinesqg-Cerruti, versao tridimensional da solugdo de Flamant, é vista em
LOVE [16].
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TEORIA DE REISSNER APLICADA A FLEXAO DE PLACAS

2.1- INTRODUGAO

Os elementos estruturais podem ser classificados como lineares, de
superficie e tridimensionais, conforme tenham respectivamente duas, uma
ou nenhuma dimensé&o pequena quando comparada as outras.

Dentre os elementos estruturais de superficie destacam-se as placas,
por serem bastante utilizadas nas estruturas usuais. A placa é definida
como um corpo limitado por duas superficies planas. A distancia entre estas
superficies, denominada espessura, € pequena quando comparada as
outras dimensGes. A superficie equidistante das superficies limites é
denominada superficie média, ou no caso de placa plana, plano médio.

Neste trabalho serdo consideradas apenas placas planas submetidas
a carregamentos verticais, transversais ao plano médio.

Dependendo das propriedades do material, as placas séao
classificadas em anisétropa - com propriedades diferentes em qualquer
diregdo; ortétropa - com propriedades diferentes em duas diregbes
ortogonais, e isotropa - com propriedades iguais em todas as diregdes.

Dependendo da espessura, as placas podem ser classificadas como
muito delgadas, delgadas e espessas. Segundo MARTINELLI et al. [157], a

teoria classica de Kirchhoff interpreta suficientemente bem o comportamento
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das placas delgadas, cuja relago hfa (espessura/menor das dimensodes do
plano da placa) esta entre os limites 1/100 < (h/a) < 1/5. A formulagao para
as placas muito delgadas (h/a < 1/100) deve incorporar a ocorréncia de
grandes deslocamentos e baseia-se nas equagbes de Von Karman. A teoria
classica de Kirchhoff ndo permite avaliar o efeito da espessura sobre os
valores das flechas e esforgos, considerando a placa como delgada. A
teoria mais refinada de Reissner permite tal avaliacdo e pode ser tanto
empregada para placas delgadas como espessas (h/a > 1/5). Segundo
RIBEIRO [158], a faixa de variagdo h/a, dentro da qual é valido considerar a
placa como delgada depende entre outras coisas, fundamentalmente da
variavel de comparacado escolhida, isto é, deslocamentos ou esforgos.

Neste trabalho sera considerado apenas a analise de placas

delgadas utilizando-se as hipdteses da Teoria de Reissner.

2.2 - HIPOTESES BASICAS DA TEORIA DE REISSNER

A determinagdo das relagbes e equagdes basicas, necessarias para
a formulacdo do problema de flex3o de placas segundo Reissner, baseia-se

nas seguintes hipoteses:

- A placa é constituida de material elastico linear homogéneo.

- A espessura é pequena quando comparada com as outras duas

dimensdes no plano da placa.

- Uma reta inicialmente normal a superficie média indeformada, permanece
reta apos a deformagdo da placa, mas ndo necessariamente normal a
superficie média deformada, devido a consideragéo das deformagbes por

cisalhamento transversal.
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- As componentes tangenciais da tensao sdo nulas nas faces da placa.
- As tensbes normais as superficies externas da placa sao:
cus=tq/2paraxs=xth/2,

onde “q” é o carregamento transversal aplicado a placa.

2.3 - RELAGOES BASICAS DA TEORIA DE REISSNER

A partir das simplificagbes envolvidas nas hipéteses basicas serdo
determinadas as relagﬁes e equagdes que formam a teoria de Reissner.
Sera definido conforme a figura 2.1.a um sistema de coordenadas X; Xz Xa,
com o plano xs-x, contendo o plano médio da placa. Na figura 2.1.b define-
se a convengao dos sentidos das rotagbes, ¢ no plano x;-xs € ¢, no plano
X2-X3.
X3,U%

X3
XD

X1
a) b)

Fig. 2.1 - a) sistema de coordenadas

b ) sentido das rotagdes
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De acordo com as duas ultimas hipéteses pode-se escrever para as

superficies limites da placa:
O3q = 0
p/x3=xth/2 (2.1)

0'33'—'iC]/2

As componentes de tensdo que aparecem no estudo das placas

estdo mostradas na figura 2.2, conforme as hipdteses basicas.

X3

\

931 0o

/ X
/ / 2
I3 s
—.12 A Y
21 / 0'23 0'21
s
/
4 %2

*1

Fig. 2.2 - Componentes de tensdo no elemento genérico das placas.

As resultantes de tens&o sdo obtidas integrando-se as componentes

de tensdo multiplicadas por x;, ao longo da espessura da placa. Assim,

integrando-se G, obtém-se momentos fletores e de torgdo por unidade de

comprimento, dados por:
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h/2

Myp = I_m Cup X3 dXa (22.a)

Analogamente integrando-se as tensdes 6,3 ao longo de “h” obtém-
se os esforgos cortantes por unidade de comprimento:

h/2

Q= [ Ousdxs (22.b)

—h/2

Nas expressdes (2.2) os indices em letras gregas podem assumir os

valores 1 ou 2.
De acordo com a primeira e quarta hipéteses basicas, as tensdes 64p

variam linearmente na espessura e podem ser escritas como:

Cap = ;_3 Map X3 (2.3)

A figura 2.3 mostra um elemento de placa onde as resultantes de

tensbes estdo indicadas com a convengao de sinais adotada.

Fig. 2.3 - Momentos e cortantes resuiltantes.
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Segundo RIBEIRO [158], “na teoria da Elasticidade para pequenos
deslocamentos, as deformagdes tem efeito negligenciavel sobre as
condigbes de equilibrio, as equagdes de equilibrio sdo deduzidas supondo-
se a configuragao indeformada da placa”.

Assim, escrevendo-se o equilibrio de forgas na dire¢édo x; e o
equilibrio de momentos em relagdo aos eixos X4, para um elemento de placa

infinitesimal, obtém-se [144] :
Quo+q=0 (24.a)
Mopp-Qu=0 (24.b)

Substituindo-se as equagdes (2.3) na equagdo generalizada de
equilibrio das tensdes dada por:

c;;+bi=0 (2.5)

obtém-se desprezando-se as forgas de volume b; e levando-se em conta as

equagdes (2.4.b):

12 _

? Qa)Q"'acaS/a)Q-O (26)
integrando-se (2.6) em x; obtém-se:

., :%{1—(‘%}2} (27.a)

Levando-se as equagbes (2.7.a) na terceira equagdo de (2.5) e

considerando-se (2.4.a) obtém-se:
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ou =%{3-(3h’-‘1)2] (2.7.b)

Para um material elastico linear, isotrdpico, o funcional da energia de
deformagdo € o mesmo da energia de deformagao complementar, que pode

ser expresso em fungao das tensées por:

(2.8)
. 1
U = ZEI [0'11 + 0'22 + 0'33 2V(0'110'22 +0,,05 + 0'220'33)+ 2(1+ V)(Ulzz + 0'123 + 0-223)}1V

Substituindo-se as tensGes G4 € Cu3 por suas expressdes (2.3) e

(2.7.a) respectivamente, e integrando-se na espessura tem-se:

U= U*=—I (M11+M22) +2(1+V)(M12 M“MZZ)

o Eh’
(2.9)

1+ v’ 1
( V)hz(Q1 Q;)__S_q(Ml,+M22)+2—EIVa§3dz]dQ

Para a determinagdo das relagdes esforgo-deslocamento sera usado
o principio de Hellinger-Reissner conforme RIBEIRO,J.R.M. [158] e
RIBEIRO, G.O. [140], cujo funcional na auséncia de forgas de volume é
dado por:

M, =-U-| o, ,dV+j (p, - p,)udS+J' pi (2.10)

onde:
u;: sdo deslocamentos

;. sdo deslocamentos prescritos no contorno
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pi. s&o forgas de superficie no contorno
P, sao forgas prescritas no contorno
Sq: € o trecho do contorno com tensdes prescritas

S.: € o trecho do contorno com deslocamentos prescritos

U*: é a energia de deformagéo complementar
oij € a derivada parcial da tensdo o; na diregéo da

coordenada x;

No funcional ( 2.10 ) as tensdes “cy’, os deslocamentos “u” e as
forgas de superficie “p;" atuantes em “S,’", séo as grandezas que poder&do

sofrer variagoes.

Substituindo-se as equagbes (2.3) e (2.7) em (2.10) e lembrando-se

que as forgas “p;’, podem ser dadas por:
pi = Oy Ny (2.11)

onde “n” sdo os cossenos diretores da normal ao contorno, direcionados

para fora do dominio, pode-se reescrever o funcional (2.10) como:

r=-U"- I[( w8~ e )h3 U,X, +(Qa,a+q)2—3;’u3(l—%)j|dV+
Is I:(Maﬁnﬁ—ﬂaﬂnﬁ);—fuax3+( n - an")23h( _%):Pg+

-

L[(M ) hf Z,x, +(Q.,na)23hﬁs( —%ﬂﬂ (2.12)
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Definem-se os deslocamentos generalizados “w” e “¢,“ como sendo
respectivamente o deslocamento transversal médio tomado sobre a
espessura da placa, e os valores médios das rotagdes da se¢éo com “x,”
constante. Estes valores sdo obtidos igualando-se o trabalho realizado
pelas tensdes e os deslocamentos, com o trabalho realizado pelas

respectivas resultantes de tensdo com os deslocamentos generalizados.

Desta forma pode-se escrever:

2
/20'”14]&63 =M, ¢,

-h

h/2

w2 O thdx, = M9,

hi2
I-h/z O ythdey = My, (2.13)

h/2

O slsd, = Qw

—h/2

hi/2
w2 O ylhsdx; = Oyw

Substituindo-se as equagbes (2.3) e (2.7.a) em (2.13) pode-se
escrever genericamente:

12 w2

¢a =-}?;_ _hlzuaxS 3

(2.14)
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Levando-se os valores dos deslocamentos generalizados (2.14) na
expressao do funcional (2.12) e fazendo-se:

dV =dx;dQ e dS =dxsdrI, obtém-se:

M, =-U"- IQ[(Maﬂ,ﬂ A (s q)W]dQ+
I [( aﬂ"ﬁ)¢ (Qun, - 0., )w }’F
J; [( Myn.g, +Qan.,W)dF] (2.15)

Na expressdo (2.15) as grandezas sujeitas a variagdo s&o o0s
esforgos “Myg”, “Qy", 0s deslocamentos generalizados “¢,” € “W’, e as forgas

de contorno no trecho “I",” de deslocamentos prescritos.

Tomando-se a primeira varia¢géo do funcional “TIr", integrando-se por
partes e reagrupando-se os termos obtém-se segundo RIBEIRO, J.R.M
[158] e RIBEIRO, G.O. [140]:

o, =-| {{Eh:;{(M +My, ) -(1+v)M, —1—3} ¢11}W

Vh2
{Eh3|:(M22+Ml) (1+V)Mu WQ}_¢2,2}W22+

[2(1+V)M12] .- ¢21}5M12 {gj [(1+V)h QJ 4 - W,1}§Q1+

12 [ (1+ v)A?
{Ehs |: Qz] ¢, - w,2}5Q2 +

(A/[ll,l + Mz,z - Qx)§¢1 + (M21,1 + M22,2 - Q2)§¢z +
(

1+ 0s, +q)§w}dQ+J‘ M,n +M,,n, - M, ”H12n2)5¢1 +
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( oty + Mon, — My, — M22n2)6¢2 +(Q1n1 +Qm, — O~ an)éw]d[‘a +
[ (B~ pim)a,, + (B, + G, ~ pim, = ), +

(52”2 - ¢2n2)W22 + (Wnl —wn, )6Q1 + (an - wn2)5Q2 Mr,=0 (2.16)

Para que a expressdo (2.16) seja nula, todos os coeficientes das
variagbes “6Mqyg”, “6Qq", “0¢o" € “dW" devem ser simultaneamente zero, uma

vez que as variagées sdo quaisquer, mas ndo simultaneamente nulas. Desta
forma podem ser determinadas as relagées e equagdes basicas para a
Teoria de Reissner:
a ) condigdes de equilibrio
Mg +Mi22-Q1=0

M2+ Mz2-Q;=0 (2.17)

Qi1+ Q2-9q=0

b ) relagées entre esforgos e deslocamentos

12 Vh
W[Mn +M,, - (1+ V)Mzz __q:l ¢1 1 =
12 Vi
W[Mn +M,, "(1+ V)Mn —qul’ $,,=0
(2.18)
24(1+v)

EWF M12 - ¢1,2 - ¢2,1 =0



12(1+ v) H?

(Eh3 )?Q1‘¢1_w,|:
12(1 + v) A#?
%?Qz -¢,-w,=0

¢ ) condigbes de contorno sobre I',

¢|:$1
¢2=$2
w=w

d ) condigGes de contorno sobre I'y

Mn + M ,n, = M n + M,,n,

M22n] + Mzznz = MZlnl + sznz

on +0n, = in + gznz

ou genericamente

Po = M 4n,

30

(2.19)

(2.20.a)

(2.20.b)
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A partir das equagles (2.18) consegue-se explicitar os esforgos “Mqyp”

e “Q," em fungdo dos deslocamentos generalizados “w” e “¢,’. Assim:

1 4

M, = D(¢1,1 + V¢2,2)+mq
M, = D(¢2,2 + V¢1,1)+mq (2.21.a)

M, = D(_l';_V)(¢x,2 + ¢2,1)

0= D“;—V)z’@l +w,)

(2.21.b)

0, = D‘(—l—%i)"lz(¢2 +w,2)

Escrevendo-se as expressdes (2.21) de forma generalizada, obtém-

se:

2—VV¢, ) ) AL (2.22.a)

(1-v)
My=D——= ¢a,ﬂ+¢ﬂ,a+1_ 7% ) VA D)2

2

0, = D%V—)f(m +w,) (2.22.b)

3 /
onde D= % é arigidez da placaaflexdaoe A= %)— € uma constante
-V

caracteristica das equagdes de Reissner.

Finalmente pode-se escrever as equagdes dos esforgos (2.22) como:
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_ v
Maﬁ_ leo-f-m,;(sap (2233)
Q. =Ciu3eV 30 (2.23.b)
onde
Zye = ¢y,0

(2.23.c)

Wi =P twW,

e “Cige’ s@o as componentes do tensor de quarta ordem de constantes
elasticas, para o caso isotrépico.

As trés equacdes de equilibrio (2.17) juntamente com as cinco
equacodes (2.21) formam um sistema com oito equagbes diferenciais parciais
de 1* ordem [158), onde as oito incognitas sdo os esforgos “M;y”, “My2”,
‘M", “Qq" e “Q" e os deslocamentos “W’, “d1" e “¢,". Este sistema forma a
base da teoria de Reissner para flexdo de placas com pequenos
deslocamentos e conduz naturalmente a trés condi¢des fisicas em cada
ponto do contorno.

O sistema anterior pode ser condensado em um outro de trés
equaglbes diferenciais parciais, aumentando-se consequentemente a ordem
do sistema de tal forma a manter as mesmas trés condigdes fisicas em cada
ponto do contorno. Isto é feito explicitando-se “¢," e “¢." em (2.21.b) e

substituindo-se estes valores nas expressoes (2.21.a), obtendo-se:

2 |4
My = =Dl v+ (Gt v @)+ e

2 v
My =-D(w,, +vw, )+ (T_—T)—;z—(Q“ +vQ, )+ TEd (2.24)

1
M12 = _D(l - V)w,lz + F(QI,Z + QZ,I)
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Utilizando-se a terceira equagao de equilibrio (2.17) nas equagdes
(2.24) obtém-se:

2 v
M, = _D(w,n + VW‘22)+ FQU - (- A q

2 4
M22 = —D(w,22 + VW,”)+ FQz’z - mq ( 2.25 )

_—D(l VIW,, + o (le +Q21)

Substituindo-se as equagdes (2.25) nas duas primeiras equagbes de
(2.17) obtém-se:

Q- 1 & 174
\— VOt T

~—=-D—V’w
-W)E &, o
(2.26)
1 1 2
Ly 4 4. plwy
C-FVeriyra Pa "

Derivando-se a primeira equagao de (2.26) em relagdo a x; e a

segunda em relagdo a x,, e levando-se na terceira equagao de equilibrio
(2.17), obtém-se:

ey (2.27)
(1- v) %

O novo sistema de equagdes diferenciais é formado pelas equagdes
(2.26) e (2.27).
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Admitindo-se a possibilidade da ocorréncia de momentos distribuidos
“mg’ na superficie média da placa, as equagdes de equilibrio (2.17) devem

ser modificadas para contemplar esta nova situagao, e indicialmente podem
ser escritas como:

Maﬁ,ﬁ = Qa + ma= 0
(2.28)
Qua*q=0

2.4 - CONDIGOES DE CONTORNO

No item anterior mostrou-se que para satisfazer o sistema de
equacgdes diferenciais envolvido na teoria de Reissner é necessario atender
a trés condigdes fisicas para cada ponto do contorno.

Em placas retangulares as condi¢gées de contorno usuais sdo: borda

simplesmente apoiada, borda engastada e borda livre.

Na borda simplesmente apoiada pode-se prescrever duas formas
distintas de condi¢des de contorno:
w=0,M=0e¢s=0 ( “hard condition” )

ou

w=0,M,=0eM;=0 ( “soft condition” )

onde “n” e “s” sd3o os eixos normal e tangencial ao contorno,

respectivamente.
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A primeira condigdo prescreve a rotagdo tangencial nula na borda,
gue é o normalmente usado na teoria classica de Kirchhoff. A segunda ja
prescreve o momento de torgdo “M,s" nulo no contorno, sendo considerada
exata por RIBEIRO [158].

Para borda engastada tem-se:

w=0 on=0 0s =0

Para borda livre tem-se:

2.5- SOLUGAO FUNDAMENTAL DE PLACAS USANDO A TEORIA
DE REISSNER

Como este trabalho tem por base o uso de equagdes integrais de
contorno obtidas através da teoria de Reissner para flexdao de placas, torna-
se necessario para o equacionamento das mesmas, a formulagdo das
solugbes fundamentais das placas pela referida teoria. Entende-se por
solugao fundamental a resposta em um ponto genérico “x” (ponto campo) de
um dominio, em geral considerado infinito ( Q* ), devido a aplicagdo de uma
carga unitaria em outro ponto “€* (ponto fonte) deste mesmo dominio, cujo

contorno é dado por I'*.

Exprimindo-se as equagdes de equilibrio em termos dos

deslocamentos generalizados, obtém-se:
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(2 .
Av(}g)"f(‘f" 5,(&) (2.29)

onde A',,. representa as componentes do operador de Navier dadas por:

e _D(1-V|(o: » 1+v &
K== (v ’1)5"”1—‘/@:,,(5)@:,9(5)

oA __1)(1—v)/12 3

A’ =
3a 2 &a (5)

a3

(2.30)

At _ D(lz_ V) /‘|,2V2
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2
onde V? =

€ o operador de Laplace.

a a

Admitindo-se que o carregamento unitario referido na definicdo da
solugdo fundamental, seja representado numericamente pela fungdo Delta

de Dirac “5(§,x)", com singularidade no ponto fonte “¢” ,tem-se:
A (L) &%) = -5 x)8 2.31
ij E ukj (§,X) == (§,X) ik ( . )

Na expressdo (2.31) “6y” representa o Delta de Kronecker e

* u,:]. (&,x)” a solugdo fundamental em termos de deslocamentos.

De acordo com WEEEN [143], a solugéo fundamental é expressa por:
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g = HD( {[sB (1-v)2inz-1)}6,, - [84+2(1-V)}r7,}

* *

W, = = ﬁ(ﬂnz 1), (2.32)

u, = Wl—v)f[(l -v)Z*(Inz-1)- 81nz]

onde “r' é a distancia entre o ponto fonte “¢€” e o ponto campo “x’. As

componentes de “r’ e as derivadas na diregao “o” séo dadas por:

Te =%, (0) — X, (S)

r, = ./ (2.33)

z=Ar
Os valores de “A” e “B” que aparecem em (2.32) séo fungdo de “Z’
dadas por:

A@) = k,(z)+= [k (z)——}
(2.34)

B(z) = k,(z) +— [k (z)——:l

sendo “kq(z)" e “k¢(z)" fungdes de Bessel modificadas de ordem inteira,
dadas em ABRAMOWITZ & STEGUN [112]. Mostra-se que a expresséo de
“A(z)" é continua e que “B(z)" apresenta singularidade do tipo “In 2" (ver
apéndice A).
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ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADOS A
ANALISE DE PLACAS PELA TEORIA DE REISSNER

3.1- INTRODUCAO

Neste capitulo serdo desenvolvidas as equagdes integrais de placas,
utilizando-se a teoria de Reissner, apresentada no capitulo anterior, visando
a formulagdo do problema de flexdo de placas através do Método dos

Elementos de Contorno.

Utilizando-se o método dos residuos ponderados serdo deduzidas
inicialmente equagdes integrais para deslocamentos em pontos do dominio
e do contorno da placa. Posteriormente estas representagdes integrais dos
deslocamentos serdo transformadas, com base nas relagbes esforgos-
deslocamentos em equagdes integrais para os esforgos em pontos do
dominio. Sera considerada a possibilidade de atuagdo de cargas

transversais distribuidas em areas ou linhas, cargas concentradas além de

momentos “my" distribuidos em linha.

A andlise de flexdo de placas através do Método dos Elementos de
Contorno conduz a um sistema de equagdes integrais, cuja solugao analitica

€ descartada em fungdo da solugdo numérica, que transforma-o em um
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sistema de equagdes algébricas lineares. Esta transformagdo implica em
uma discretizagdo do contorno em segmentos, denominados elementos de
contorno, sobre os quais serdo aproximados com fungbes previamente
escolhidas, os deslocamentos e as forgas de superficie. Analogamente, as
integrais de dominio que aparecem nas equagdes integrais serao

transformadas em integrais sobre o contorno da regiéo carregada.

Em cada ponto de colocagdo serdo geradas trés equagles
correspondentes as rotagdes nas diregdes normal e tangencial ao contorno
e uma de deslocamento transversal “w".

Impondo-se as condigées de contorno, o sistema é resolvido e em
seguida calculam-se de forma direta os deslocamentos e esfor¢os para

pontos internos.

3.2- EQUACOES INTEGRAIS DE PLACAS PELA TEORIA DE
REISSNER

3.2.1 -EQUACOES INTEGRAIS PARA DESLOCAMENTOS EM
PONTOS DO DOMINIO

A partir das equagbes basicas da teoria de Reissner apresentadas no
capitulo anterior, serdo deduzidas neste item as equagdes integrais para

deslocamentos em pontos do dominio.

Considera-se a placa da Fig. 3.1, de espessura constante “h”, em

equilibrio sob a agéo de carregamentos transversais distribuidos “q”, cargas
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concentradas verticais “P;" e momentos externos distribuidos “my“, todos

aplicados no dominio.

Fig. 3.1 - Placa finita de espessura constante.

A equacéo integral para deslocamentos em pontos internos pode ser
obtida pelo método dos residuos ponderados, utilizando-se a solugéo
fundamental como fungdo ponderadora, a fim de se obter uma fungéo
aproximada para as equagbes de equilibrio (2.28) [144]. O erro cometido

nesta aproximagéo pode ser distribuido de acordo com [140]:

IQ(Gﬁ,j + bi)‘:dg = J-r, (pi - pi)u:drp - L." (ui - ﬁi)pi‘dru ( 3.1 )

onde ‘T, e “I',” sdo trechos do contorno onde “‘p” e “u" sdo prescritos

respectivamente.

Aplicando-se a equagdo (3.1) a situagdo da placa, submetida as
condi¢des de equilibrio dadas por (2.17) obtém-se:
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IQ [(Maﬂ,ﬁ -Q,+m, )u; + (Qa,a + q)u; ]dQ =

L, (p, - B)uar, + Lﬂ (- #)p]dr, (3.2)

Nas expressdes (3.1) e (3.2) “u, " é a solugdo fundamental em termos

de deslocamentos, que neste caso ja representa deslocamentos

generalizados. A solugdo fundamental em termos de forgcas de superficie

« __*p

p;”, que serd analisada posteriormente, representa aqui também forgas

fundamentais generalizadas.

Integrando-se por partes o primeiro e quarto termo do primeiro

membro da equagao (3.2), tem-se:
| Mnudl - [ M, dQ+ ([ (-0, +m,)udQ+

Joondr — [ 0.4 0+ | quidQ, =

Ir (P,- B pi)u:drp + ,[1- (ui - Ei‘)p:dru (3.3)

I4 u

onde “ny" representa a componente da normal ao contorno referido ao eixo

“

X'
De acordo com (2.11) pode-se escrever:

L M gngu dl = L pudl
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-[r Qanau;dr = jr psu;dr
e que

jr pu.dl +J.r psidl =J'r pudl

A equagcéo (3.3) pode ser reescrita como:

— IQ M, ,dQ - _[Q 0, (ua + u;,a)dQ + L(mau; + qu;)dQ =
‘L"Pf“;dru‘fr,ﬁ”fdrp—L“(u,- ~ % )pdT, (3.4)
Substituindo-se as equagdes (2.23) em (3.4) obtém-se:

~[ Cupotin b, 0dQ - J‘Qzl—_lj—))?ﬁuﬁu;,adﬂ— [ Caso (s + 3, Yoo +w o JdQ+

Jolmatis + @i = paidr,~ | puldl, [ (u-mpiar,  (35)
Lembrando-se que:

0= U0

Uy, =Wy

Po+Wo=Vs

e fazendo-se:
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Coppollas = Mg
3a30 '//3a Q0
a expressao (3.5) transforma-se em:

[ Mo 0 G = [ O+ [ (i + i) =

_Ir“piu:ﬁ“ _-L' I—)iu:drp - Ir"(ui - E)pi‘dru (3.6)

Considerando-se a equagéo (2.23.c) e integrando-se por partes o

primeiro e terceiro termos de (3.6) obtém-se:

_IFM;eneude+J.QM;e,eu1dQ I quoL adQ J‘ QeuedQ—

(1- )7~2
L Qynyudl + IQ 0, ot dQ2 + In (mau; +qu, )dQ =

[ pwdr,~ [ pudr, ~ [ (u-m)pleT, (37)

observando-se que:

I M n,u dr +I Q,nudl = jru,.p:dl"

Joupldt - [ wpldl, = [ upld,

e reagrupando-se os termos do primeiro membro de (3.7) obtém-se:



[y (020 - Qa0+ [+ [ -

aa

jﬂm udQ=- Ir“piu:df., - Ir’l_?iu:drp + jrpuip:d‘rp + Luﬁ,-pfdfu

Considerando-se que:

-[r, u;p; drp + r, upd, = ruipidr

J, pacdr, + [ paidr, = [ paiar
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(3.8)

e lembrando-se que as solugdes fundamentais originaram-se da aplicagao

de um carregamento unitario, representado pelo Delta de Dirac, que tem as

seguintes particularidades:
Mios -0 +6(5,x)C,(§) = 0
0y, +8(&x)Cs(¢) =0

5(&,x)=0 se “x* é diferente de “&*

8(&,x) = se“x“éiguala“E&"

Jo u()8(& X)X () = u(2)
u, =u,(£x)C,

p =p,(£x)C,

a equagao (3.8) pode finalmente ser escrita como:

(3.9)

(3.10)
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u;(8) = [ [ui (& X)p,(X) - P} (& X)u;(X)r(x) +
Lq q(x)[u;3 (&x)- mu;’a (& x)}()(x) + In, u;, (&,x)m, (x)dx) (3.11)

onde “Qg" e “Qn" sdo respectivamente os subdominios de atuagdo da carga

distribuida e do momento externo distribuido.

A equacdo (3.11) representa os deslocamentos dos pontos “€* do
dominio em fungdo dos valores dos deslocamentos e das forcas de

superficie para pontos “X" do contorno, quando a placa esta submetida aos

carregamentos “q ( x )" e “mg ( x )” aplicados no dominio.

“w _*

Os valores “uy(£x)" e “p;(&x)” em (3.11) representam

respectivamente o deslocamento e a for¢a generalizada na diregdo “j’ em “X”
(ponto campo), correspondentes a uma forca generalizada unitaria,

concentrada na diregdo “i" do ponto “£” (fonte).

3.2.2 -EQUAGOES INTEGRAIS PARA DESLOCAMENTOS EM
PONTOS DO CONTORNO.

A equacdo (3.11) foi definida para pontos “¢” do dominio, entretanto
para a formulagdo do problema de flexdo de placas pelo Método dos
Elementos de Contorno é necessaério a obtengdo de equagdes integrais para

8, n

pontos “x” do contorno.

Considere-se a Fig. 3.2, onde um ponto “x” inicialmente no contorno,

torna-se pertencente ao dominio pelo acréscimo de um contorno circular

“T", de centro em “y” e raio “g”.
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X1

X1

Fig. 3.2 - Placa com alteragéo do contorno no canto.

No contorno “I'y" acrescido, o angulo “¢” varia de 0 (zero) a (2w - B¢)

enquanto “0” varia de “0," a (64 - B.).

i, »

Como o ponto “x” com esta alteragdo pertence agora ao dominio
pode-se aplicar a equagdo (3.11), onde o contorno “I"” é acrescido de um
contorno circular “Ty" e suprimido de uma parcela “T ”.

Assim:
u(2)=[. [ X)p,(X) - P} X (OO (X) +
J.r‘[uil"(l’X)pj(X)_pi;(an)“j(X)Prs(X)+
Ji q(x)[u,s(x,x) (Y .,,.,(x,x)}m(x)+ [ (e x)m (x)afx)  (3.12)

Quando o raio “¢” do contorno ‘I'y" tender a zero, o ponto “y’

aproximara para o contorno, tendo-se na situagdo limite:
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_}‘l—%fr r[ (2. X)p;(X) - P2, X)u, (X)}IF X)+

lii%fr, [ (2 X)p,(X) - £, (20, XY (X) T, () +
Iq(x>[u ) ,.,,,(zx}:xx)q (pm () (313)

Em (3.13) os limites sobre “I'-T' " serdo efetuados no sentido do

valor principal de Cauchy, o limite sobre “T'y" do termo “u,(z,x)" se anula,
restando apenas a determinagdo do limite sobre “I';” do termo * pj( Z,x)”.

Devido a continuidade de “u ()" este Lltimo limite pode ser escrito como:

lim [} (2, X, QO (X) = lima ()], p; (2. X)ar,(X)  (344)

Agrupando-se (3.14) com o primeiro termo de (3.13) obtém-se a

equacéo integral para deslocamentos em pontos do contorno expressa por:

u,(2) = [ [u; (2. X)p,(X) - Py (2, X)u(X) T (X) +
jn, q(x)|:u;3(x,x) —Wu;,a(x,x)}iﬂq(x) +J‘O_ u, (x,x)m, (x)}dQ,, (x) (3.15)

onde

¢,(2)=6, +lim [ pj(x.x)ar(x) (3.16)

lim [ pl\(.x)d0 (0) = tim [ p3,(2, %)l (x) =

B

(1+v) 1
. 1+ S sen’P_sen28, — > sen2p, (2sen261 - 1)
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lim [ 7, (2 x)d0 (x) = lim [ p, (2, x)dT (x) =
——(12——1:)[(1 —cos2pB,)cos26, - sen26,sen2Bc]

lim | pos(2,x)T(x)=lim | p3, (%)l (x) =0

&0

lim jr‘ pay(2,x)dr(x) = f; -1 (3.17)

3.2.3-FORGAS FUNDAMENTAIS GENERALIZADAS NO
CONTORNO

Nas equacgbes dos deslocamentos para pontos do dominio e do
contorno, expressées (3.11) e (3.17) respectivamente, apareceram termos

em* pu ", que sao as forgas fundamentais generalizadas no contorno. Estas

forcas serdo deduzidas neste item a partir da definicdo (2.11) e das
solugdes fundamentais obtidas em (2.32). As for¢cas generalizadas podem

ser escritas como:
Pra(8:X) = My, (£:3)n,
Pia(6:%) = Miss(6 ),
Pas(&.%) = Q54 (&3,

p;3(§,x) = Q;ps(g’x)np (3.18)
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sendo

M;ﬁ, : momentos fundamentais “ M_,” em “X", produzidos por momentos
unitarios aplicados em “€”, nas diregdes “y".

M_,,: momentos fundamentais “ M_,” em “x", produzidos por uma forga
unitaria aplicada em “€”, na dire¢ao “xs”.

Oy, forgas cortantes fundamentais “Q;,” em “x”, produzidas por

momentos unitarios aplicados em “€”, nas diregcdes “a”.

Q;B: forgas cortantes fundamentais “ Q;/, " em “x”, produzidas por uma forga

unitaria aplicada em “€”, na diregdo “x;".
A partir das equagdes (2.22) pode-se escrever:

M;ﬂr = D(l— V) u;ﬂﬂaaﬂ)

* *
u +u +
2 ( 78.a ya.p 1

-V

. D(1-v)( . . 2v .
My, = ""('E—l(”zﬁ,a ‘U, pt ﬁu3a,05aﬂ)

Q::ﬂa _ D(l - V)/‘L2 ( . . )

2 Uyp + Ussp

D(l - V)ﬂ,2 (

Qs = Uy + 1 ) (3.19)

As derivadas de u,] serdo obtidas a partir das derivadas das

equacgdes (2.31) em relagdo as coordenadas do ponto “x”. Considerando-se

as equagles (2.32) e que as derivadas de “A(z)’,"B(z)" e “r o s&o dadas por:
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A(z) T
& (x) = (zk, +2A)
(3.20)
Bz) 1.
& (x) == (zk1 + A)
Oy Oap~Talp
ﬁxﬂ(x) - r

Usando-se (2.31), (2.32) e (3.20) as derivadas de “u,” podem ser

expressas por:

uy, =—————~[(44+4zk, +1-v) 8 5 —2(2zk, +8A+1-V)r r,r, +

1
4mD(1-v)

(4A+1—v)(r,a5ﬂ, +nﬂ5aﬂ)]

U =
ap.B 2mD

(3.21)

* * 1
Wy = U, , = 55[5,#,(2111z— 1)+2r,ar,ﬂ]

. . Inz
u, =-u, =—-

al3,a 3a,.a 2 D

r

U, = —Wzl_v)[(l ~v)2*(2Inz-1)-8]

Substituindo-se os valores (3.21) em (3.19) e levando-se estes novos

resultados em (3.18) obtém-se as seguintes expressdes para “ p; "
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Pop = _Z—:Zr—[(“A +22k, +1-v) (5aﬂ’,n +’.ﬂ"a)+(4A +14v)ran, -

2(84 +2zk, +1-v)rrpr,]

2
pio = (B, - dr,1)

(3.22)

8z I-v

P =— (1-v) [(2 +2Vlnz - 1)"., +21:ar),,j|

onde “r,” é a derivada de “r’ na dire¢do normal no ponto “X", dada por:

. a _ a &)

" ax) a,(x)

=r,n, (3.23)

Examinando-se as expressdes (3.22) e as expansdes de “A(z)" e

“B(z)” conclui-se que “ pg " possui singularidades do tipo “Inr" e “1/r".

3.2.4 -EQUACOES INTEGRAIS PARA ESFORCOS NOS
PONTOS DO DOMINIO.

Na andlise de placas & de grande interesse a determinagdo das
tensGes em pontos internos, e consequentemente as suas resultantes, que
sdo os momentos fletores e de tor¢do e as forgas cortantes. No Método dos

Elementos de Contorno estas grandezas s&o calculadas diretamente a partir
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da utilizagdo de equagbes integrais proprias. Do ponto de vista de preciséo
e eficiéncia computacional este procedimento & mais apropriado, do que
calcular deslocamentos em pontos internos e deriva-los numericamente
para a obtengcdo dos esforgos, como é feito no Método dos Elementos
Finitos.

Os esforgos “Mqp” € “Q" estdo expressos genericamente em (2.22).
As grandezas envolvidas nestas expressdes s3o os deslocamentos
generalizados “¢," e ‘W’ e suas derivadas. A representagdo integral para
deslocamentos generalizados em pontos internos é dada em (3.11).
Portanto para se obter a equagéo integral dos esforgos em pontos internos
basta aplicar as derivagdes envolvidas em (2.22) na equagéo integral dos
deslocamentos (3.11). Deve-se ressaltar que estas derivadas sdo agora em
relagdo ao ponto interno “¢” e ndo mais em relagdo ao ponto “X" do

contorno.

Analisando-se (2.33) nota-se que:

¥ Te__
aa—(fj— r—- I:a (324)

e que portanto para se ter as derivadas (3.20) em relagéo a “Xu(£)" basta

multiplica-las por (-1).

Assim:
&
=-Ar
&, (&
Mz) _r.
YO (ck, +24)

(3.25)
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Bz) _r.
g (5)_ . (zk +A)
a:a r,a’:ﬂ 60/’
&,(¢) r
&, _r,g,—n,
& (5) r

Aplicando-se portanto (2.22) em (3.11) obtém-se os esforgos “Myp”

“Q" dados por:

M,5(9) = [ (& X)p(X)dT(X)~ [ Pla(& X (X)dT () +
Jo, Waa(6X)a(x)0x)+ [ w8 x)m, (9420 + e €

(3.26)
0,5(£) = [ 134 (& X)p, (X)dT(X) = [ Pia (& X (X)ar(X) +
In,, w;ﬁ(f, x)q(x)an(x) + IQ. u, . (5, x)m, (x)a(x) (3.27)
onde:
. 1- .
Uy, =D(2 V)(ua”,+uﬁ”+ u,,,,gé'aﬂ)
u;as D(12~ V) (%3 ptlg,+ u;a,a5 aﬂ)
(3.28.a)
. 1-v)A? .
3By D( 2V) ( Br +u3r,ﬂ)



54

* D 1 -V * * 2 *
DPop3 = ( 2 )(Pam + Pp3a +'1__VVP03,o§ap)
(3.28.b)
- D(l1-v 212 . .
Pig = (—2)—(pﬂr +Psr,ﬂ)
. DOA-VWAZ,. .
Pigz = %(pﬂs + Pss,ﬁ)
* 1— V * * 2V *
Waﬂ = D( > )[ualﬂ +uﬂ3’a +l—_—;u93, 6ap -
14 . . 2v .
(I_—V)iz'(uar,rﬂ Fllg ot m”o,,ya%)]
(3.28.c)
- D 1"' | 4 12 * * 14 » *
W3ﬂ = _(.__2)_[uﬂ3 +u33,ﬂ —_ Zl_—v)}?_(uﬂ""’ + u3a,aﬂ)]

w,  *n

Considerando-se (3.25) derivam-se as solugbes fundamentais “u;",

que substituidas em (3.28.a) fornecem:

U, = 2—17;;[(4A +2zk, +1- V)(’,ﬁp, + (pda,)— 2(2zkl +8A4+1- V)’,ar,p’,r +
(44+1+v)r,8,,]

et .



55

. XN

Uspy = E(BSW - Ar,Br_,) (3.29)
. r

= 2

Fazendo-se procedimento andlogo para “ p,” obtém-se:

= 2

. 1-v
Pesy ng ) (44 +22k +1-v)n,5,, +n,8, ) +(44+1+3V)n,5 5 -
(16A +6zk, + 27k, +2 - 2VX’,,(”J,p + nﬂr,a) + r,n(r,aé'ﬂr +rgl,, )] -
2(8A +2zk, +1+ v)(r,ar,pnr + (,nnéaﬂ) +
4(24A + 82k, + 2%k, + 2 - 2v)r,,,r,ﬂr,,r,,,}

(3.30)

_ 2
p;ﬂ3 = %{(ZA + 2k, )(nar:ﬁ + nﬂlja) - 2(4A + 2k, )r,ar,ﬂrjn +24r,6 4]

2
p;ﬂV = —19(‘11%):1—[(2’4 + Zkl)(nﬂr.r + r,n5,ﬂ) +2A4rgn, - 2(4A + Zkl)’:y’:p’:n
. D(1-v)A2
Pags = %7;‘;‘)“—[(322 + l)nﬂ - (Az2 + 2)’:;?’:»:]

A influéncia da carga distribuida “q(x)" nos esforgos internos & dada

* n * 9

por “w.," e “w,,”, que depois de efetuadas as derivadas e substituidas em

(3.28.c) fornecem:
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e —l-v 2(1+v) 4y
W = ——g{é‘aﬂ[ﬁlnz— 1:|+2':a’:ﬂ -—W(Zrarp é'aﬂ)}

(3.31)
2

Conforme (3.26) e (3.27) a influéncia dos momentos distribuidos

“my(x)”, aplicados & placa em “Qm(x)”, nos esforgos internos é dada por

“w_ % » «_* n

u,, " e"“uy, ", valores ja determinados em (3.28.a).

3.2.5 - CARGAS E MOMENTOS DISTRIBUIDOS NO DOMINIO

Observando-se tanto as equagdes integrais de deslocamentos (3.11)
e (3.15), como as equagdes integrais para esforgos (3.26) e (3.27), nota-se
que os efeitos da carga distribuida “q(x)” e dos momentos distribuidos "my”,

na obtencgdo destes valores, sdo calculados através de integrais sobre os

dominios internos “Q," e “Qn" respectivamente.

A carga “q(x)” pode assumir neste trabalho dois tipos de distribuigéo:
uniforme e linear. Em ambos os casos a integral sobre o dominio “Q,* sera
transformada numa integral sobre o contorno da regido carregada ‘I'y.
Conforme WEEEN [43,143), para carga “q(x)’ uniformemente distribuida, a

integral sobre o dominio “Q,“ pode ser transformada em:

N (x)[ A CO R vy 12 Méx)}m (x)=



57

9()]; [V,:, (¢x)- @—_VW”; (& x)]nadr,, (¥) (3.32)
onde a fungdo “ V/, (&,x)" deve satisfazer a:

Viwa (&%) = (&%) (3.33)

As expressdes fundamentais “V/(£,x)” que atendem a condi¢&o

(3.33) sado dadas por:
V, = ! —r rz (4lnz—5)
* 128z2DA*
(3.34.a)
V. = 2(1_
3 2567[1)14(1 )[64(lnz 1)-z*(1- v)2Inz - 3)]
e suas derivadas sao dadas por:
* 7'2
V., = M[6aﬂ(4lnz—5)+2(4lnz—3)r,arjﬂ]
(3.34b)
. —rr
\ [32(21nz-1)- 2*(1- v)(4Inz - 3)]

" 12872D(1- V)22

A equacdo 3.32 representa a influéncia da carga “q(x)” constante,

atuando no subdominio “Qq", no caiculo dos deslocamentos.

A influéncia da carga distribuida no calculo dos esforgos internos que
aparece em (3.26) e (3.27) integrada em relagdo ao dominio “Qg*, sera

agora transformada em integral sobre o contorno “I'y", conforme (3.32), que
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depois de efetuadas as derivadas envolvidas nas equagdes generalizadas

para esforgos internos (2.21), fornece:

q(x)J'r W5 (& x)dT,(x) (para momentos)
(3.35)
q(x) jr Wys(&,x)dT, (x) (para forgas cortantes)

Em (3.35) “q(x)" & constante e os valores “W," se referem a

integragao sobre o contorno “T'y", sendo dadas por:

D(l-v . 2V . 14 .
W:p ( 3 )liVa B +Vﬂ,ra +:V07,05aﬂ:| - (—1-_—‘/)?1[an
(3.36)
1-v
_D( ) (V +V,. ) (1 )/12 Uyp

onde os valores “u_,, " € “u,, " sdo dados em (3.28.a).

Derivando-se as expressfes (3.34.b) em relagdo ao ponto “¢’,

conforme (3.36) obtém-se:

W, = —_6%;{(41“ - 3)[(1 - v)((anﬂ +(ﬁna)+ (1+ 3V)(n6aﬂ] +

|4 o
A= vy + V8,43 - A=z

(3.37)

A :—[Zlnz Vg +2r,r ] - )Az"sﬂr y
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Conforme (3.11) a influencia da carga distribuida “q(x)’ na

representagao integral dos deslocamentos é dada por:

1= o) )~ 6 00 (338)

A integral “1.” sera resolvida agora de forma direta sobre a area

carregada “Q),", para um carregamento “q(x)” ndo mais constante, como foi
feito anteriormente, mas com distribuicdo linear. Para isto considera-se a
Fig.3.3:

X1
Fig. 3.3 - Area carregada “Q)"
O ponto “£” é qualquer, podendo ser interno ou externo ao dominio

“Q," e 0 ponto “x” é interno ou no maximo sobre o contorno “I'y". A distancia

“r’ entre “£” e “X" sera “R”, quando o ponto “x” estiver sobre o contorno “I'y’.



Observando-se a figura 3.3 pode-se escrever:

dQg =rdrdo
(3.39)
Rdo=dI cos B
Xa (X)=Xa (E)+ Xa(E)
(3.40)
¥a(E)=rrq
onder,=cos6 e r,=senf
Assumindo-se variagao linear para “q(x)” tem-se:
q(x)=As X (x) + By x2 (x) + Cq (3.41)

onde A,, By, e C; sdo constantes.

Substituindo-se (3.40) em (3.41) obtém-se:

q(x)=[Arx: () +Byx2(E) +C4]+r(Ajcos 6 +Bysend) (3.42.a)

Sabendo-se que o termo entre colchetes em (3.42.a) representa o

valor da carga distribuida no ponto “€’, tem-se:

g(x)=q(&)+r(Ajcosd+Bysenf) (3.42.b)

Levando-se (3.42.b) em (3.38) e sabendo-se que “q(£)” é constante,

pode-se escrever a integral “ ,” da seguinte forma:
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I, = ( )_[ [ 13(’5 ) )12 U, a(g x)}ﬂ
.[n, (A1 cosé + B,sen H)r[“,-;(f’ x) - (1—__‘;—)? u,.'a’a (g, x)}lﬂq (x) (3.43)

As integrais que aparecem em (3.43) envolvem as solugdes

»

fundamentais “u,”"u,, ," e “ru,”, “ru,,,”. A partir das expressdes (2.32) e

ia,a

(3.21), transformando-se a integral “1,” (3.43) numa integral dupla em “r’ e

“9” e integrando-se em “r’, quando “9” é constante, obtém-se:
7, =3¢ R3( ) 12" - 4O+
" 24D
8v 2
I (4, cos6 + B,sen6 21nz— — ———R 6
327tD (1 nwirop

I,= 3@211(%)‘/)12 [R [(l y V) (lnz - —) +2(v- 2)(lnz - —) }le+

WI (4, cos0+Bsen0)R3|:( 5 )zz(lnz—gj +%(v—2)(lnz——13-)}70

(3.44.a)

De (3.39) pode-se escrever:

d6 = °°1§"’ ar,

que levado em (3.44.a) fornece a integral “1,”, sobre o contorno ‘I'y’ da

regiao carregada:



62

_ 4 ¢ | _ 12y
=20 [l o

3—21”——1—)— (4 cosB+Bsen0)[ 21nz—— (1 )/12 }cosﬂdl"q(x)

(3.44.b)

I, = Sanl(f)v)f IF.. R[(l 2 V), (lnz - —) +2(v- 2)(lnz - %)]cosﬂdf (x)+

m_‘;} (4, cos@+ B,sen)R’ [@zz (lnz ~ —2—) + %(V - 2)(lnz - %)]
cos AT, (x)

com

cosf=r, = cosbsena, — senfcosa, (3.45)

onde “0” e “a.” sdo respectivamente os angulos formados pelo raio “r’ e o

contorno ‘Ty", com a diregao xi.

Sera analisada a partir de (3.44.b), a influéncia desta nova alternativa

de distribuicdo linear de carga “q(x)’, na determinagéo dos esforgos internos
“‘Myp” © “Qy". Efetuando-se as derivadas envolvidas em (2.22) obtém-se

para o termo de dominio “Qy":

L q(xV o5 (&,x)dT,(x) (para momentos)
(3.46)
L q(x):5(&,x)dT,(x) (para forgas cortantes)

onde:
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12v

S

[(1 - v)(2lnz - g) +lz-2-23] " 6mn5aﬂ[2lnz -1 +(1_j_:/’)7}} _

(A cosf+ B senB) {2r 75 n [(l V)(Zlnz + D - iz‘i] +
z

g

3} 8v
(2rn6al, + 7,1, + 141, )|:(1 - v)(21n z- 5) + ;2—] +

4y
8vr:"é'aﬂ[21n z-1+ -z’ ]}

1;ﬂ=4—8—{r,ﬂ,n[ (- V)( 1)+6(V+2)]

/4

{ ., (1- v)(lnz_z)+2(V_2)(1nz—%)]}+(AlcosH+B1sen9)6§—

/2

{r,ﬂr’n|:zz %(29 —20Inz) —l;—(v— 2)(lnz —%) +§(v+4)]—
[(1 v) ( 5)+ - 2)(1nz—§ﬂ} (3.47)

O termo de dominio “I,” expresso em (3.38) serve também para

representar a influncia de cargas concentradas e cargas distribuidas em

uma linha. No primeiro caso, o termo entre colchetes de (3.38) transforma-

se numa constante e a integral de “q(x)’ no dominio “Q", agora pontual, é a

prépria carga concentrada “P”.

Desta forma “1,” se transforma em:
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1,.(:)=P[u;(f:,x)-mu:m(:,x)} (348)

A expresséao (3.48) representa a influéncia da carga “P” concentrada

em ‘X", na equagdo integral dos deslocamentos, para o ponto “‘€". A
influéncia desta carga “P” no célculo dos esforgos internos “Mypg” € "Q4" No

ponto “€”, & dada diretamente, sem integragao, pelas equagdes (3.31).

Para o caso de cargas distribuidas atuando em subdominios
retangulares e alongados, conforme mostrado na Fig. 3.4, é conveniente
transforma-las em carregamentos equivalentes, atuando sobre a linha média
destes subdominios. Como “b” €& pequeno quando comparado ao
comprimento, pode-se considerar a carga “q(x)” constante na largura.
Assim:

qu(x)=bq(x)

(3.49)

dQ, = b dI,

Fig. 3.4 - Cargas distribuidas em subdominios estreitos e alongados
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A situagdo apresentada na Fig. 3.4 representa a aplicagdo de uma
carga “qu(x)” distribuida na linha “I'y’, ficando a integral “I,” em (3.38)

expressa neste caso como:

1= ‘h("){ (& X) /12 6x)}dl‘ (x) (3.50)

A influéncia da carga “q.(x)” distribuida em linha na determinag&o dos

esforgos internos € dada por:
Jr, 4. Cwiy (€. x)r () (351)

com w,ﬂ(g ) expresso em (3.31).

Caso o ponto fonte “¢” esteja situado sobre a linha de carga, a

integral (3.51) deve ser analisada mais cuidadosamente, devido as
singularidades envolvidas no integrando w,',,”, quando o raio “r’" tende a
zero. Para o levantamento destas singularidades, a linha de carga sera
acrescida de um contorno circular “I'y", com centro no ponto “€ = X" e raio “¢’,

conforme Fig. 3.5.

Considerando-se em (3.51) apenas a parcela referente aos
momentos internos “M,g” e reescrevendo-a para a situagéo limite, quando

“g” tende a zero, obtém-se:

tim [ 9w (60T, ()= tim [ g, (cJwis (¢, x)ar, (x) +

0

lim [ 4, (i€ x)r. (x) (3.52)
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X1
Fig. 3.5 - Linha de carga com contorno alterado.

A primeira parcela do segundo membro de (3.52) deve ser
considerada no sentido do valor principal de Cauchy e a sua existéncia é
comprovada desde que a fungdo “qu(x)” satisfaga a condigdo de Holder. A

segunda parcela sera reescrita:

lim [, g, (w3 (&, Xl (<) = lim [ w2y (&, x)]g. () - . (§))e. (x) +

q.(§)tim [ Wi, (6, x)ar.(x) (353)

Devido a continuidade da fung&o “qu(x)", o primeiro termo do segundo

membro de (3.53) se anula. Considerando-se a primeira das expressdes
(3.31) e lembrando-se que quando se integra no contorno “I'y" o raio “r =¢" &

constante e o angulo “6” varia de “zero” a “n”, obtém-se para a segunda

parcela do segundo membro de (3.53):
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qL(f)LimI wos(&,x)dl, (x) = - __qL f{ {2(1+v) 1] N

4y
21y - W(Z{anﬂ -5, )}edt (3.54.3)

onde segundo a Fig. 3.5:

r, = cosa = - cosy cosd + seny send

(3.54b)

r, = sena = —seny cosé — cosy send

Substituindo-se (3.54.b) em (3.53) e efetuando-se os limites chega-se

q.(&)tim [ wi, (&, x)aT () = 0 (3.55)

De (3.55) concluiu-se que no calculo dos momentos internos “Mqg” a
aplicagéo da carga em linha “q (x)’ ndo produz descontinuidades, como era

de se esperar. Portanto a expresséo de (3.52), na situago limite, quando “¢”

tende a zero, “ (I"q - Ts)” tende a “T ", fica:

tim [ q(wop(6 ) () = [ qu(eIwiy(4,x)ar () (3.56)

A integral (3.56) sera estudada posteriormente no item 3.3.5, quando

a linha de carga estara dividida em elementos.

Analisando-se (3.51) para a segunda das expressdes (3.31), w;ﬂ",

obtém-se a contribuigdo da carga distribuida “qi(x)” na determinagéo das
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forcas cortantes “Q,". Quando o ponto “¢€” coincide com a linha de carga,

deve-se fazer um estudo analogo ao que foi feito para o caso dos
momentos, alterando-se o contorno “I'y" conforme a Fig. 3.5. A integral

(3.51) no limite quando “€” tende a zero sera dada por:

tim [ q(wip(Ex)ar ()= tim [ g, (ewi, (&, x)aT, () +

&0

lim [ g, (w3, (£, x)aT (x) (3.57)

A primeira parcela do segundo membro de (3.57) deve ser calculada

no sentido do valor principal de Cauchy e a segunda pode ser reescrita
como:

lsi_l;% jr, q. (x)w;p (5 > x)drs (x)= lgi_?g Ir, W;p (‘f, x)[q ((¥)-q, (6 )]d[‘s (x)+

q.(&)tim [ w,(&,x)dT(x) (3.58)

Para “q(x)” continua, a primeira parcela do segundo membro de

(3.58) se anula. O limite da segunda parcela sera calculado a partir de

(3.31) lembrando-se que na integragdo sobre “T;”, o raio é constante e igual

a “g”, enquanto “0” varia de zero a “n”. Assim obtém-se:

9,()lim [ wi,(E X)) = 0, (&)tim [} 72 (359)

com “rg” dado em (3.54.b).

Efetuando-se o limite em (3.59) obtém-se:
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0, (€)tim [ w3, (6, 0), ()= .(6) (360)

onde:

4
n = cos(y - —2—) = seny

n, = sen(}' —%) = —cosy

s&o os cossenos diretores do vetor “n”, normal ao contorno “I'y’.

(3.61)

Finalmente a contribuigdo da linha de carga “qu(x)", no célculo das
forcas cortantes, quando o ponto fonte coincide com a mesma, sera dada

por:

0.(6) 2+ [, 9.(w3, (6, X)) (362)

A integral em (3.62) sera analisada posteriormente no item 3.3.5,
quando “T'y” sera dividido em elementos.

Conforme sera visto no capitulo 4, é de interesse para este trabaiho o
estudo da influéncia da aplicacdo de linhas de momentos, na determinagéo
de deslocamentos e esforgos internos. Por isto sera analisado apenas a
aplicagdo de momentos externos distribuidos em subdominios estreitos e
alongados, conforme ilustrado na Fig. 3.4. Desta forma, as equagbes (3.49)

transformam-se em:

m;(x) = bm,(x)
(3.63)
dQ ,(x) = bdl ,(x)
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A influéncia da aplicagdo dos momentos distribuidos em linha “m>(x)”

no calculo dos deslocamentos, equagdes (3.11) e (3.15), pode ser expressa

por:
Jo_ m: G (€, x) () (3.64)

No calculo dos esforgos internos “Myg” e “Q,”, a aplicagéo de linhas
de momentos, leva a uma transformagdo da integral sobre o subdominio
“Qm” em (3.26) e (3.27), para uma integral sobre o contorno “I'y", conforme

Fig.3.4. Assim, escreve-se:
-{0. m, (x)u, (¢,x)aQ,(x) = L. m” (x)ul, (&,x)dT ,(x) (3.65)

Caso o ponto fonte coincida com a linha de momentos, considera-se
de forma anéloga, o contorno alterado, conforme Fig. 3.5. Analisando-se
primeiramente o célculo dos momentos, a integral do segundo membro de

(3.65), deve ser escrita na situagao limite, quando “¢” tende a zero, por:

lim L e (x)u,, (€, x)dT,(x) = lim jr o (o), (&, x)dT, (x) +

&0

lim L m’(x)u, (&, x)dT,(x) (3.66)

Caso “m*(x)” satisfaga a condicdo de Holder, a primeira parcela do

segundo membro de (3.66) devera ser calculada no sentido do valor

principal de Cauchy. A segunda parcela pode ser reescrita como:

lim Ir‘ m! (), (£, x)dl,(x) = lim J'r‘ [mf (x)-m (5)]u;ﬂ7 (&, x)dl,,(x) +

&0

m (¢)lim L, ul,, (£ x)dl,(x) (3.67)
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Devido & continuidade de “m/(x)” a primeira parcela do segundo

membro de (3.67) se anula. O limite envolvido na segunda parcela sera
determinado a partir da primeira das equagbes (3.29), lembrando-se que
quando o raio ‘r' tende a zero, os valores de ‘A" e “zk," tendem
respectivamente, para -0,5 e 1 (Ver apéndice A). Além disso, quando se
integra sobre ‘T¢" “r" é constante e “9” varia de “zero” a “n”. Assim pode-se

escrever:

m (E)lim [ 2y, (&, x)dT, (x) =

&0

L(f)llm—j [(1- v)(r,aé'ﬂ, +7,6,, T, aﬂ)+ 21+ v)r,r,r,ledf (3.68)

50 476 Y0

Para os valores de ‘r,” definidos em (3.54) pode-se escrever os

limites em (3.68), de forma explicita:

1;1_91,[ 111(5 x)dr (x) I:(l - V)seny + 2(1 + V)(Seny B se;f?')]

3
lim| uy,(&x),(x) = 2l|:(1 ~ v)cosy — %(l +v)cos’ 7:|
09I, T
Lllrg us,, (&)l (x) = —[ (1- v)cosy ——(1 +v)cos’ y:l (3.69)

im |, 47 (60T, () = [(1 yseny + 214+ Vjsen’ }/}

im . 45 (¢, ) (4) - [ (l—v)sen7+——(1+v)sen7]
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lim .[r u;zz(f,x)drm(x) = '217; ~(1-v)cosy - 2(1+ V){Cosy _ ccs3yjj|

§->0 T, 3

A contribuigdo da linha de momentos, na determinagdo das forgas
cortantes é feita substituindo-se na equagéo (3.65) a letra “i’ pelo nimero

“3" nos valores * u,.j,, " Assim:

Jo.m, (i, (& ), () = [t (e, (&, )T () (3.70)

Caso o ponto fonte coincida com a linha de momentos, procede-se de
forma analoga ao efetuado no calculo dos momentos, alterando-se o
contorno, conforme a Fig. 3.5, ficando o segundo membro de (3.70)

expresso na situagao limite quando “¢” tende a “zero”, por:

lim L o mt (%), (¢, x)dl,(x) = lim L - mE (s, (€, x)dT,(x) +

£50 9 -

lsif}) 'L mf(x)u;ﬂ, (5, x)dl"‘(x) (3.71)

A primeira parcela do segundo membro de (3.71) sera calculada no

sentido do valor principal de Cauchy, sendo sua existéncia comprovada

caso “m/(x)" satisfaga a condi¢do de Holder. A segunda parcela pode ser

escrita como:

im [, m (oY, (6, X)e, (2) = im [ () - (€} (6, X)) +

m*(£) lim L‘ 135, (£, x)dl, (x) (3.72)

Aqui mais uma vez admitindo-se a continuidade da fung&o “m/(x)", a

primeira parcela do segundo membro de (3.72) se anula. Analisando-se



73

« ¥ n

u,, " em (3.29) e sabendo-se que quando “r’ tende a “zero” os valores de

“B" e “A” tendem respectivamente a [-0,5 In (2/2) - 0,5386078] e -0,5, pode-
se escrever para a segunda parcela:

g A 1. A ) 1
lim | 5[‘ 85 (ElnT— 0,5386078) - 7, ]eda (3.73)

O valor do limite (3.73) é igual a “zero” ficando a contribuigdo dos
momentos em linha, no calculo das forgas cortantes, dado apenas como o
primeiro termo de (3.71). Tanto este termo como o primeiro de (3.66) serao

analisados no item 3.3.5, quando a linha de momentos sera dividida em

elementos.

3.3 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.3.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

No item 3.2 foram desenvolvidas equag¢des integrais para os
deslocamentos e esforgos internos, relacionando-se deslocamentos e forgas
de superficie no contorno.

A solugdo analitica para estas equagdes limita a aplicagao a poucos
problemas classicos, com solugdo conhecida. A maioria dos problemas
praticos de aplicagdo de placas ndo tem solugdo analitica conhecida,
cabendo a solugdo numérica aproximada, a alternativa viavel para a
resolugdo dos mesmos. Dividindo-se o contorno da placa em “segmentos’,
denominados elementos de contorno, onde os deslocamentos e forgas de

superficie serdo aproximados por fungbes previamente estabelecidas,
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transforma-se o sistema de equagdes integrais em um sistema de equagbes
algébricas lineares. De forma andloga transformam-se as integrais de
dominio em integrais sobre o contorno dos subdominios carregados.

As equagdes algébricas resultantes da transformagdo das equagdes
integrais para todos os pontos do contorno, ddo origem a um sistema de
equagdes lineares, onde as incognitas sdo os proprios deslocamentos e
forcas de superficie no contorno. A utilizagdo da Teoria de Reissner
aplicada a placas, conduz a trés equagdes para cada ponto de colocagéo,
duas correspondentes as rotagées normal e tangencial ao contorno e uma
relativa ao deslocamento transversal.

Impondo-se as condigdes de contorno, o sistema é resolvido e em
seguida, sdo calculados de forma direta, os deslocamentos e esforgos em

pontos internos.

3.3.2- DISCRETIZAGAO DAS EQUAGCOES INTEGRAIS DE
CONTORNO.

A equacgdo (3.15) representa os deslocamentos generalizados para
pontos do contorno, em fungdo dos deslocamentos e forgas de superficie,
de todos os pontos do contorno “T". Ao dividir o contorno em elementos e
aproximar os deslocamentos e forgas no contorno, por fungbes de
interpolagéo previamente escolhidas, estas variaveis podem ser escritas em
fungdo de seus valores discretos, em pontos denominados nés dos
elementos. Desta forma consegue-se discretizar a equagéo integral (3.15).

Para uma placa com contorno qualquer, o nimero e a forma dos
elementos sdo escolhidos, usando-se a discretizagdo mais adequada para

representar o contorno real.
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Neste trabalho o contorno real é aproximado por uma série de
elementos de contorno retos, necessitando-se apenas dois pontos (nés)
para definir geometricamente cada elemento (Fig. 3.6). Com o intuito de
facilitar a integragdo numérica, as coordenadas de todos os pontos do
elemento serdo parametrizadas em fungdo das coordenadas dos noés

extremos, através de coordenadas locais homogéneas “n’ (Fig. 3.7).

nos

’4 extremos

contorno
real

NECP - numero de
elementos do
contorno da placa

NNCP - numero de
nos do
contorno da placa

nos
intermediarios

contorno
aproximado

X1

Fig. 3.6 - Discretizacdo do contorno.

Fig. 3.7 - Elemento de contorno “T7
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Para um ponto genérico “m” sobre o contorno “I'’ pode-se escrever:

T

’f’"='/:' () X" (3.74)

onde:

(3.75)

._ ¢1‘ __1_1"’7
AR P ) T

Os deslocamentos e forgas no contorno serdo interpolados por
fungdes quadraticas, sendo necessario a definigdo de mais um no, “k’,
escolhido no centro de cada elemento. Assim os valores de contorno
poderdo ser escritos em fungdo dos valores nos nés “k", "" e "ks", da

seguinte forma:

I!m _ Vf T (77) ({"
(3.76)
=y )"

onde:
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ul"¢n
Ifmz u2_¢:
U, =w
(3.77)
plen "
em: p2=Mm
pS:Qn
R AR A R R SR U
(3.78)
{)N’ - {I)IKI I)ZKl 1)31(1 1)]1(2 1)2Kz P3K2 P]K3 I)ng P3K3}
vg’(ﬂ)=[vg Vs wf]
¢1 0 0 ¢2 O 0 ¢3 0 0
Wl(”): 0 ¢ O ’V’z(”)z 0 ¢, 0 ,V’s(ﬂ): 0 ¢ O
0 0 ¢4 0 0 ¢, 0 0 ¢
(3.79)

#(n) = %'I('I -1)
¢,(n) = (L+ n)1-7)

¢(n) = %’7(’7 +1)

Em (3.77) ‘9" e “¢s’ s@o respectivamente as rotagbes nos planos

normais “xsn” e “xss”; “w” é o deslocamento transversal na diregéo “xs’, para
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pontos do contorno. “‘M,", “Mys" e “Q," sdo os respectivos esforgos no

1

contorno associadas aos deslocamentos “¢n’, “¢s € “W".

Considerando-se a discretizagdo do contorno, conforme a Fig. 3.6, a

equagao (3.15) pode ser escrita como:

D) I u; (7, X)p,(X)dT,(X) -

NECP

Z '[I} p;(l’X)uj(X)drk(X)+

k=1

0} r.2) - e o) a0

Jo ma O, (2, )k, (x) (3.80)

onde “NECP” representa o nimero de elementos do contorno da placa.

Mudando-se a variavel “I"” para “n” conforme:

r=57]
(3.81)
a |1
= dn 2

e escrevendo-se “u;” e “p;” dados em (3.76), pode-se escrever (3.80) como:

¢;(x)u;(x) = Z [ty e X" () X) P, -
ZI Vip; (2, X)y " () X)U e, +
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] 2.0 i 2.0 0,0+

fo G (2, 2}, () (3.82)

A equagdo (3.82), quando escrita para todos os “NNCP” pontos

nodais do contorno, representa um sistema de “3(NNCP)" equagdes

algébricas lineares, onde as incognitas sdo os valores nodais “Uj,,” ou
“P]’;’,,)” As integrais sobre os elementos exprimem a influéncia dos valores

nodais de deslocamentos e forgas no contorno, sobre os deslocamentos nos

pontos fonte “x”. Estas integrais s&o do tipo:

"W (2, X)w " (r)an(x)
(3.83)

[ Wiz X" ()an(x)

As integrais (3.83) dependem apenas das solugdes fundamentais

0w _*n @ *n w,. Tn

u," e “p,”, e das fungdes aproximadoras “y'". Como as solugdes

fundamentais sdo fungdo de “r", que depende da posi¢do do ponto “X’,
agora fungéo de “n", os integrandos de (3.83) sdo também fungdo de “n’
podendo-se efetuar a integragdo numérica, que além de simples, é eficiente
para o tratamento computacional do método. A partir de (3.83) pode-se

escrever para cada um dos trés pontos nodais do elemento “T'y":

gz )=§I u; (7, X (n)dn(X)

(3.84)

7 (2)="2[ " (e, X (1) (%)



80

onde:

@, *n

u,” e “p," - sd as solugdes fundamentais generalizadas em

deslocamentos e forgas de superficie, dadas respectivamente nas equagdes
(2.32) e (3.22).

representa o nd local do elemento onde se mede a resposta ao

carregamento unitario aplicado.

x" - ponto de colocagio, isto é, o ponto onde é aplicada a carga unitaria
ou para o qual se escrevem as equagdes.

i” - indica qual a equagéo esta sendo gerada para o ponto “x". Se “i"=1,2

sdo geradas respectivamente as equagdes para as rotagdes “¢." e

“bs’ e se “i"=3, a equagdo do deslocamento “w’. Em outras palavras,

“I” indica a ag&o unitaria aplicada em “y".

“wn

indica a natureza da resposta medida em “X". Se “j"=1 a resposta

fundamental é relativa ao momento “M.,” ou ao correspondente
deslocamento “¢ ", se “i"=2 a resposta é relativa ao momento “ M., "

ou ao correspondente “ 4. ”; se “i’=3 a resposta é relativa a forga “Q,"

*»

ou ao respectivo deslocamento “w

Nota-se que para nos “n" extremos, os coeficientes (3.84) recebem a

contribui¢do dos dois elementos adjacentes.

Gerando-se (3.84) para os trés pontos nodais de todos os “NECP”
elementos, enderegando-se e acumulando-se convenientemente, obtém-se
as matrizes “G” e “H”, que sdo as matrizes de influéncia dos valores nodais,
do Método dos Elementos de Contorno. Assim, o sistema obtido a partir de
(3.82), com “3*NNCP” equagdes, pode ser representado matricialmente

como se segue:
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CU+HU =GP+ B (3.85)

onde:

" I?"e"(}" - sdo as matrizes de influéncia

"U'e"P" - s30 respectivamente os vetores dos deslocamentos e forgas de
superficie, para todos os pontos nodais do contorno.

"B" - vetor contendo a influéncia de todo o carregamento de

dominio, cargas e momentos distribuidos.

A matriz “C”, conforme mostrado em 3.2.2, depende apenas da

geometria do contorno em cada ponto “x”, podendo-se incorpora-la a matriz

“H”, resultando:

HU=GP+B (3.86)

Para evitar singularidades na determinagdo de (3.84),0 ponto fonte

x" no contorno, é retirado para fora do dominio, a uma distancia do

contorno dada por:

d=al, (3.87)

onde “o” é um coeficiente positivo e “/ " é o comprimento médio dos

elementos adjacentes, caso o ponto “x" seja extremo, ou o préprio

comprimento do elemento, caso “x” coincida com o ponto intermediario “k;”
(Fig. 3.8).
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normal ao
~ =" elemento

Fig. 3.8 - Colocagéo dos pontos fonte fora do dominio.

Quanto menor o valor de “d", mais precisos serdo os resultados,
desde que sejam tomadas precaugdes para evitarem-se erros de integragao.
As equagdes (3.84) sdo integradas numericamente usando-se quadratura
de Gauss, devendo-se quando o ponto se aproximar do contorno, aumentar-
se 0 numero dos pontos de integragdo, visando-se evitar os erros de
integragcdo. Segundo [140] os melhores resultados sdo obtidos para
“a=0,25" usando-se 12 pontos de integragao.

Observou-se nesse trabalho no entanto, que para valores muito
pequenos de “d” os resultados sdo ruins, mesmo aumentando-se 0 numero
dos pontos de integracdo. Esse problema pode ser contornado dividindo-se
o elemento que contenha o no singular, em sub-elementos. Na Fig. 3.9, o n6
ki (singular) foi retirado do contorno para uma nova posigédo k'y, a uma

distancia “d=al ”. O primeiro sub-elemento a partir de ks tera o
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comprimento “al ” e sua extremidade estara a uma distancia “‘R," de k’y. O

segundo elemento tera um comprimento “R,” e sua extremidade estara a
‘Ry” de k.. O processo se repete até que a extremidade do ultimo sub-
elemento ultrapasse o nd ki, ficando este ultimo sub-elemento com o
comprimento igual a diferenga entre o comprimento total do elemento e a
soma dos comprimentos dos sub-elementos anteriores, conforme mostrado
na Fig. 3.9.

Com esta técnica pode-se chegar a bons resultados mesmo para “o
abaixo de 0,001. No entanto o valor adotado nesse trabalho é
“a=0,01",quando se usa sub-elementos, adotando-se 4 pontos de

integracao.

R, R, I—(a|+|R1+R2)

) ) k

subel. 3 ‘

o |

subel. q subel. 2 ‘

-K3

Fig. 3.9 - Divisdo do elemento em sub-elementos.

Com a colocagédo do ponto fonte fora do dominio, a matriz “C” em

(3.85) torna-se nula.

Resolvidas as singularidades envolvidas na determinagdo das
integrais (3.84), existem outras que se referem & descontinuidade da normal
ao contorno, e a mudanga nas condigdes de vinculagdo da placa. A primeira

ocorre nos pontos angulosos ou cantos da placa, a segunda pode ocorrer
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mesmo quando ha continuidade da normal ao contorno. Dentre as
alternativas possiveis, opta-se neste trabalho pela adogdo de nés duplos
(Fig. 3.8), para representar tais descontinuidades. Estes nés duplos, assim
denominados por possuirem as mesmas coordenadas, tornam

independentes os valores nodais, antes e depois do ponto considerado.

3.3.3 -INFLUENCIA DO CARREGAMENTO DE DOMINIO NO
CALCULO DOS VALORES DE CONTORNO.

A contribuicdo da carga distribuida “q(x)’ na determinagdo dos
valores de contorno € obtida integrando-se a equagédo (3.32) para “q(x)’
constante, ou as equagbes (3.44), caso “q(x)" tenha variagdo linear. Em
ambos os casos, a integracio é feita sobre o contorno da regido carregada
“T'y". Analogamente ao que foi feito para o contorno da placa, o contorno da

carga sera dividido em “NECC” elementos, conforme ilustrado na Fig. 3.9.
As equagles (3.32) e (3.44) para o contorno “T'y" discretizado, podem

ser escritas respectivamente como:

q(x) = constante

L= 3 [ [Vaale) -G enl® x)}»adrq, ®  (388)
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NECC = numero
de elementos de
contorno da cargo

elemento de contorno
da regigo corregada

X1

Fig. 3.10 -Discretizagao do contorno da regido carregada “Q’

q(x) = linear

- N§C{4q L {Rz(zmz §)+(112#}r cosfdl, (x) +

3L (4, cosd + Bpenﬁ)[R’(Zln z- —32—) + G—_%%;;R}ﬁa cosﬂdl”qj(x)} (3.89.a)

9j

I, = 87:D(1 W 4 Nicc{ !R{(L;—K)—zz(lnz—%)+2(v—2)(lnz—%n

cos fdl’, (x)+j (A cos0+Bsen0)R2[( 5 )zz(lnz—%)+§(V—2)(lnz—§)]

cosf dl, (x)} (3.89.b)
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A influéncia da carga “q(x)’ na representagdo integral dos
deslocamentos é obtida integrando-se (3.88) ou (3.89), dependendo da
natureza do carregamento, para todos os “NECC” elementos do contorno
‘I'y’, em relagdo a cada ponto de colocagéo “x". Como estes pontos foram
levados para fora do dominio, eliminam-se desta forma, todas as
singularidades das integrais acima, mesmo quando o contorno “T'y" da area
carregada coincidir com o contorno da placa. A integragdo é efetuada
numericamente através da quadratura de Gauss, e os valores das integrais
s&o enderegados e armazenados convenientemente, caso haja mais de uma
regi&do carregada, no vetor “ lj

A contribuicdo de cargas concentradas “P’ no dominio, no calculo
dos valores de contorno, é feita diretamente com a equagio (3.48) e os
valores encontrados serdo armazenados para cada ponto do contorno “x”,

no vetor “B”. Aqui mais uma vez nao havera singularidade, pelo mesmo

motivo acima referido.

Caso a carga seja distribuida numa linha, a sua contribuicdo para o
calculo dos valores de contorno, é obtida integrando-se a equagéo (3.50) no

contorno “Ty", que sera também discretizado em elementos retos “T’ . ” onde

os valores de “q.(x)” serdo aproximados por fun¢des do segundo grau. Com

isto cada elemento “T 4 " necessitara de trés pontos, dois extremos e um

terceiro escolhido no meio do elemento. Os valores de “q.(x)” sobre o

elemento “j” sera dado por:

q;
a.(0)=v"(1) 4" =[¢ ¢ slia" (3.90)
t qr
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com “¢y", “¢2” e “¢s” dados em (3.79). Os valores “qF" representam os

valores nodais da carga “q.(x)".
Levando-se (3.90) em (3.50) e efetuando-se a mudanga de variavel

de “Ty" para “n’ obtém-se:

N'E'LCL

L=2 2, [ a(6:%) 12 (4 x)]w dnfx) ¢" (391)

onde “NELC” é o nimero de elementos da linha de carga.

Integrando-se numericamente (3.91) para todos os “NELC” elementos

da linha de carga, em relagdo a todos os pontos “x” do contorno,

multiplicando-se pelo vetor “qN " correspondente, obtém-se a contribuigéo

da linha de carga no calculo dos valores de contorno, que serdo

enderegados e armazenados no vetor “B”. Nao havera aqui também

singularidade em (3.91), pelos mesmos motivos anteriores.

A contribuicdo dos momentos distribuidos em linha no calculo dos
valores incognitos do contorno, é obtida de maneira analoga ao da carga

distribuida, dividindo-se a linha de carga ‘T, em elementos. Admitindo-se

aproximagdo quadrética para “m;(x)" sobre o elemento de contorno “T,, ”,

pode-se escrever:

L . 0 ¢, 0 ¢ 0]im"
mﬁ(x)={:L8} wm)m [0 ; f) " ﬁ, A”’H (3.92)
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com “p", “¢." e “¢s” dados em (3.79). Os valores “m’” representam os

valores nodais dos momentos distribuidos “m,”. A partir da discretizagéo do
contorno “I'y’ @ da expressio de “m”(x)” dada em (3.92) pode-se escrever

(3.64) como:

L

[ me (e M) = 3 2L )y () m! (393)

Integrando-se numericamente (3.93) para cada elemento “j" da linha
de momentos, em relagcdo a todos os pontos nodais do contorno e

multiplicando-se pelo vetor nodal correspondente “m‘”, obtém-se a

contribuigdo da linha de momentos no calculo dos valores de contorno.

A contribuicdo em cada ponto do contorno é enderegada e

armazenada convenientemente no vetor “B” da equagao (3.85). Deve-se

salientar que aqui também n&o havera singularidades.

3.3.4 - DESLOCAMENTOS NOS PONTOS INTERNOS.

Os deslocamentos em pontos internos sdo expressos em (3.11) e
poderdo ser obtidos diretamente a partir do conhecimento dos valores
incégnitos no contorno. Isto traduz uma vantagem do Método dos Elementos
de Contorno: a determinagéo de valores internos ndo acarreta aumento no
numero de equagbes do sistema. De maneira analoga, a equagéo (3.11)
sera discretizada em fungdo da divisdo do contorno da placa em “NECP”

elementos. Assim, a equacgéao (3.11) discretizada é expressa por:
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I ui(&X)y" (ndn(X)P" + Z =[Py (U +

Jo, q(x)[u,;(f, ) ey (2 x)]dnq(x) + [, m (i (2}, (x) (3.94)

Escrevendo-se a equagdo (3.94) para os “NPI” pontos internos, onde
haja interesse no calculo dos deslocamentos, obtém-se:

U =G, B.-H U+ B, (3.95)

onde, “U,” é o vetor dos deslocamentos nos pontos internos. As matrizes

“G," e" H,”, para pontos internos, sdo obtidas de forma analoga a obtengéo

de “G" e “H", para pontos do contorno “I"". O vetor “ B, ” contém a influéncia

dos carregamentos de dominio na determinagio dos deslocamentos em
pontos internos e sua determinagdo se faz de maneira analoga a obtida

para “B”. “F.” e “U."” sdo os vetores dos deslocamentos e forgas de

superficie para os pontos nodais, do contorno “T".
Os deslocamentos nos pontos internos sdo calculados em relagdo ao
sistema de referéncia global “x,", “x;” e “x3". Assim para um ponto interno

qualquer “k” tem-se:
U* ={¢f (3.96)

Na equacio (3.95) os coeficientes de “G,” e “H,” s&o calculados

numericamente, sem ocorréncia de singularidades, uma vez que £ é interno



e X esta no contorno. J& com os termos de “B,” surgirdo singularidades

quando o ponto interno “€”, para o qual se escrevem as equagbes dos
deslocamentos, coincidir com a linha de carga, linha de momentos ou com a
carga concentrada “P”.

Para o caso da carga concentrada “P”, quando o ponto “£” coincidir

com o ponto de aplicag&o da carga, a contribuigdo para os coeficientes “B,”

na equacéo (3.95) é obtida através da expressdo (3.48). Analisando-se as
solugbes fundamentais envolvidas nesta expressdo, dadas em (2.32) e
(3.21), vé-se que na situagdo limite, quando “r’ tende a zero, pode-se
escrever (3.48) como:

. . 4 .
lgrgf{u,-;(f,x)—mum(«f,x) =0 (3.97)

Para o caso de cargas e momentos distribuidos em linha, seja a
Fig.3.11, onde esta representado um elemento “k” qualquer da linha de
carga ‘Ty" ou “I'y", mostrando-se os trés pontos nodais “ks”, “k2” e “ks". Nesta

figura o ponto “€” coincide com o ponto nodal “k;" (£=ks).

elemento k

X4

Fig. 3.11 - Elemento de carga “Ty” ou “T',” com “£=k2".



91

Analisando-se a Fig. 3.11 pode-se escrever:

Trecho 1
l
r=-T -—57]
(3.98.a)
dr =-dI ——id
= = 2 7’
Trecho 2
l
r=T —Erz
(3.98.b)
dr=dr —id
= _2 f’

A contribuicdo da linha de carga “qx)” na determinagdo dos
deslocamentos internos é dado na expresséao (3.91), que sera analisada

agora para o elemento “k”, quando “€=k2". Assim pode-se escrever (3.91):

obs: serdo retirados os Indices (x) e (£,x), por simplificag&o.

* |4 - 4 ,.
j.rq qL I:ui:i - m uitz.a }drq 1}_‘3 I qL{ (1 V)/{Z m a :|drs +

Ll_l;l’(}j T { (1 )/12 maJdrq ( 399 )

Na expressdo (3.99) o contorno ‘T," € o mesmo da Fig. 3.5. O
primeiro limite do segundo membro de (3.99) se anula, e “ (I“q - —1:5)” tende a

‘T'y’ quando “¢” tende a zero. Analisando-se a Fig. 3.11 pode-se escrever
(3.99) como:
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L [ e ’““Jdr":ﬁ/qu[”:s‘(l_#u;JdF%+

112 . 1% .
L qL[u,-s-(l_—M’um]qu, (3.100)

onde a primeira parcela do segundo membro de (3.100) representa a
integragdo no trecho 1 do elemento “k” (Fig. 3.10), e a segunda no trecho 2.

Mudando-se a variavel de “I'y’ para “r’ em (3.100) e observando-se
(3.98) para cada trecho do elemento “k”, a expressdo (3.100) pode ser

reescrita como:

j . I _Iz/z . v g+
rqu U — (1 )/12 Uga |H =), 1o u‘3_(1—v)/12 U, |an

J-Ol/qu[ - (1 )12 m:|dr (3.101)

Substituindo-se o valor de “q.”, dado em (3.90) na expressao (3.101),
obtém-se:

Ja [ RN )/12 '“]drfﬂn[“:s‘mu;a]vf(ﬂ)dn g

1771 v . r .
[, [%rmum,g}vg (n) ar, g (3.102)

T»

O vetor “y " ", conforme os valores de suas componentes “¢1", “¢;" e

, expressos em (3.79), é fungdo da variavel homogénea “n”. Neste caso,
para “€=k,", o elemento é dividido em dois trechos, com valores distintos

para “r", ficando as formulas (3.79) transformadas em:
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Trecho1

(3.103)
¢2(r)=(1+,,)(1_,,)=(1_47r22_1
w30
Trecho 2
n=-r
$(r) = %’7('] 1)= (%_g
(3.104)

6,(r)=(0+7X1-7)= (l_fl_r;)

$,(r) = %77('7 +1)= (2le2+ 3

A partir das equagbes (2.32), (3.21), (3.103) e (3.104), sabendo-se
que:
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=74 =T, ={ (3.105)

onde “y” é o angulo que o elemento “I'y" ou “T'," faz com o eixo “x;", pode-se

escrever (3.102) como:

parai<2

r 42 r 4y
- —a N Inzdr - — + ——— |g*
I [ -0 ),12 “‘”’]dr 8/zD{LIo A TR () YN

4 2 I’ 4y '
-2 LA 106
{ IIO r lnza'r+12 (1 V)f] } (3 )
parai=3
12 l3 1
I [ N ),12 3“] {[ Jo rmzdr-g5 VG

3

(— 16]:2r2 Inzdr+ SVI(:/ZI'Z lnzdr)]q"' + [J'ol/zr2 Inzdr- lizjomr“ Inzdr —%+

rlv)-l—z(—Sj:zlnzdr+—FI rzlnzdr+4vjl lnzdr—ll6—zvr/2r21nzdr)]q"2+
%—juzr Inzdr- é; (1—1M5F(—16](:/2r21nzdr+8vj;/2r21nzdr)]q"3}

(3.107)

onde ‘g%, “q%" e “qQ“" s&o os valores nodais para a carga distribuida “q_”.

As integrais em “In 2" que aparecem em (3.107) sdo dadas por:

n+l
[[rinz ar=2 l(maa——l—) 0<n<4 (3.108)
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Conhecendo-se os valores nodais para a carga “q. (9%, 92 %)

determinam-se as contribuigdes da carga distribuida para a formagdo de

“B,". As duas primeiras, correspondentes as rotagées “¢x" € “d”, S@0

obtidas através da expressdo (3.106) e a terceira, correspondente ao
deslocamento transversal “w”, é obtida com a expressdo (3.107). Estas
contribuigbes para os deslocamentos em pontos internos foram deduzidas
quando o ponto fonte “€”, coincidiu com o ponto nodal do elemento “k,"’
(Fig.3.11).

Sera deduzida, a partir da Fig. 3.12, a contribuicdo da carga
distribuida “q.” para o calculo dos deslocamentos em pontos internos,

quando o ponto fonte “€”, coincide com o ponto nodal k" (E=k4).

elemento k

Fig. 3.12 - Elemento de carga ‘Ty” ou “I'y,” com “€=k,".

Da Fig. 3.12 pode-se escrever:

I 1
r:1“+5=5(77+1)

(3.109)
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l
dr=dl =—d
dr 2 n

Analogamente ao que foi desenvolvido quando “¢=k,", pode-se

escrever a expresséao (3.100) para o caso presente como:
[ a|uh -t |, = [ dr (3.110)
r, q.|U; (1 __ V)ﬂz iaa (Hg= J | %~ (1 )12 Uy o .

Considerando-se (3.109), as expressées (3.103) e (3.104) sdo agora

escritas como:

~|o

¢.(r)-—ﬂ(f7 1)= (2;2 -37r+1)
(3.111)

#.(r) = (1+ n)1-7) = (i,r'-“,—rzzj

¢,(r) = —71(77 +1)= [___ l)

l

A partir de (3.111) as expressdes que dao a influéncia da carga “q.”,

quando “E=k;", no calculo dos deslocamentos internos, sdo dadas por:
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parai<2

I [ (1 )12 aﬂ,ﬂ] = SD{[ Irlnzdr——jrlnzdr+
2j;r1nzdr+(l__—4:)j;(—z+ml-l‘iﬂlng)]q'ﬁ+

—Ir lnzdr——jr lnzdr—-l-—+ 8v ] By

I (1-v)2

i 2

; r 1nzdr—7j rzlnzdr—%]qk’} (3.112)
parai=3

Irqu|:u;3 - (i_—‘:/wu;a,a}d[’q = —87—:—5{ [%I;r“ Inzdr- %LIP Inzdr+

3

j r’inzdr+ éO W(—;—?I;rz lnzdr+?'lijgrlnzdr_
SI;lnzdr+i;—:j;r2 1nzdr-1f—zvj;r1nzdr+4vjo'1nzdr)]q*1 ¥

[‘;Ir lnzdr—l—zjr Inzdr- 13 1 ( 3zjrlnzdr+%gj riinzdr+

(1 v)A? )
19 a1z [2 - a2
s e e
(3.113)

onde “r,” € o mesmo valor dado em (3.105) e as integrais envolvendo “In 2"
sao dadas em (3.108).
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Quando o ponto fonte “€” coincide com o ponto “ks” do elemento de

carga, situagao ilustrada na Fig. 3.13, as expressdes (3.109) ficam agora
escritas como:

(3.114)

elemento k

Fig. 3.13 - Elemento de carga “T'y" ou ‘T’ com “£=k3”

Analogamente (3.111) fica agora:
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(3.115)

#.(r) = (1+ nf1-17)= (ﬁ— ﬂij

1 r

¢3(r)=%’7(’7+1)=(%“37r+1J

A partir de (3.115) a influéncia da carga distribuida “q.", no calculo

dos deslocamentos internos, quando “€=k;" é dada por:

parai<2

q

. « r
J.qu[u,ﬁ (1 )/12 aﬂﬂ:| q=“;;[B{[lizf;rﬂnzdr—%ﬂﬁlnzdr—g]qkl+

2

[ [;r lnzdr—12 'rinz dr - (3.116)

T

[;I , lnzdr—-?"j P Inzdr+ 2I;rlnzdr+(l_4#(—2+lnl—lsi_1)131ne)]qks}

parai=3

3

1 2 1 3]
I ! (1 )lzusaajl q=&,—D{['I'z‘j(:r41"2dr_71:r3lnzdr——2—O+

(—‘1;)7( 161' 1n2dr+§jrlnzdr+72— rzlnzdr—4TVL:r1nzdr)]q"'+

[4Ir1nzdr——;—'[rlnzdr 13 (1 V)AZ( 32] rlnzdr+§—221r Inzdr+

161er1 zdr—%[ r lnzdr)]q"z+[_—jr ]nzdr—%j r’inzdr+

f;r lnzdr+é—; (1—15)?( 16] 21nza’r+—jrlnzdr 8fInzdr+
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%ﬂ’z‘“d’“%{ﬁ”““’”4VLI‘"M?)]4”‘ (3.117)

onde “r," é dado agora por:

- cosy

r"z{—seny (3.118)

Admitindo-se a continuidade de “q,” e analisando-se (3.105) e

(3.118), nota-se que os "lin(}lng” que aparecem nos coeficientes de “q"

(3.112) e de “q*” (3.117) se anulam, quando se consideram dois elementos
de carga adjacentes.

Sera analisada agora a contribuigdo da linha de momentos “m-" no

célculo dos deslocamentos internos, quando o ponto fonte coincide com um
dos pontos nodais do elemento analisado.

Sera inicialmente considerada a situagdo em que o ponto fonte
coincide com o ponto nodal “k;”, Fig. 3.11. A contribuicdo das linhas de
momentos no calculo dos deslocamentos internos, € dada na expressao
(3.93), que sera analisada apenas para o elemento “k”, que contém o né

singular “€”. Assim (3.93) pode ser reescrita como:

I miu, dU, = limj miu, dU, + limj _mtu dr,, (3.119)
T &0 9T, §30 T,

O primeiro limite do segundo membro de (3.119) se anula e

“(l“,,, - TE)” tende a “I',"” quando “¢” tende a zero. Analisando-se a Fig. 3.11

pode-se escrever (3.119) como:

0 12
L,* _ L_* L *
Ir mu dl’, = j_m mu,dl, + Io mou,,

ar, (3.120)
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Mudando-se a variavel de “I',” para “r’", conforme (3.98), a expresséo
(3.120) fica:

J, miutdr, = [ m Ut + [ mbdr, (3.121)

0 axa aa

Analisando-se a equagéo de “u;ﬂ" em (2.32), nota-se que a mesma é

fungdo de “A” e “B”, que por sua vez, sdo fungbes de “ko(z)” e “ki(Z)",
expressas no apéndice A. Os valores de “ko(z)” e “ki(z)” sdo obtidos de
formas distintas dependendo-se do valor do argumento “z=Ar". Para “z < 2"
as expressdes polinomiais de “A” e “B” sdo perfeitamente integraveis na
variavel “r’ ; ja para “z > 2" sera usado um esquema de integragdo numeérica.

Assim, (3.121) deve ser escrita como:

2/4

_L m u, 54 \ m dr + Immﬂuaﬂdr + I

2/

L+ V2
myupdr, + [ miuydr, (3.122)

A primeira e terceira parcelas do segundo membro de (3.122) serao
integradas analiticamente, j@ a segunda e quarta serdo integradas
numericamente, usando-se a quadratura de Gauss.

Analisando-se as parcelas que terdo integragdo analitica, de uma
forma genérica, para qualquer dos dois trechos do elemento, a partir de
(2.32) tem-se:

i, Oup 7. [ PRV
|, mpydr = —————”D(I_V)j mﬂBdr——”D(l_V)jo m: A dr -
Jaﬁ B 2r,ar,ﬂ IZ/" L

5
"yt mt dr (3.123)

Inzdr+
4zD o My N2 8zD
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Usando-se em (3.123) o valor de “m,” expresso como em (3.92), com

os valores de “¢¢", “¢." e “¢3", dados em (3.103) ou (3.104), aparecerao
integrais do tipo:

.[ozlji dr , I:lji rdr , J'om Artdr
(B .  [Bra , ["Bra
[[inzar . [rinzar . [ Pinzar (3.124)

As Ultimas integrais de (3.124) sdo resolvidas pela expresséo (3.108).
As outras serdo calculadas a partir das expansdes polinomiais de “A” e “B”
(apéndice A) resultando:

22 ) 2 n+l
o AT d”(z) [

12,2 +! 12,2
Y4l .y b 0’5} (3.125)

+
S (i+n+1) S+n+l) n+l

22 2\ 22 122 05386078 = 0,5
B "dr=(—) 3.126
Io 4 Y [ ,z_;(z+n+1) Z(1+n+l) n+1 (n+1) ]( )
onde:
12,2 12,2
( )Zat +Zb( ) (3.127)
12,2 12,2
B=-0,5386078 - OSIn( )+ln( )2 ct' +Zd( ) (3.128)
z . 2
t=——= , ===

, (3.129)
3,75 3,75
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a; =2x0,87890594 - 3,56156229
a, =2x0,51498869 - 3,0899424
as =2x0,15084934 - 1,2067492
as =2x0,02658733 - 0,2659732
ao =2x0,00301532 - 0,0360768
a2 =2 x0,00032411 - 0,0045813

b, =0,42278420 - 0,5 x 0,67278579
by =0,23069756 - 0,5 x 0,18156897
bs =0,03488590 - 0,5 x 0,01919402
bs =0,00262698 - 0,5 x 0,00110404
by = 0,00010750 - 0,5 x 0,00004686
by, = 0,00000740
(3.130)

c, =0,87890594 - 3,5156229

cs =0,51498869 - 3,0899424

ce =0,15084934 - 1,2067492

cs =0,02658733 - 0,2659732

cro = 0,00301532 - 0,0360768

ci2 = 0,00032411 - 0,0045813

d; =0,42278420 - 0,25 x 0,67278579
ds =0,23069756 - 0,25 x 0,18156897
de =0,03488590 - 0,25 x 0,01919402
ds = 0,00262698 - 0,25 x 0,00110404
dio = 0,00010750 - 0,25 x 0,00004686
d» = 0,00000740

Levando-se (3.124) em (3.123) e somando-se os dois trechos de

integracdo analitica obtém-se:
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[ iy = my {26, Bridr - r,r, [ arir) +

s {rr_D(_;L—T)[‘S“"(szB""%I:M Brar)-r.r, (2f aar- 2 arar

ZI_D[%(‘ 2" ‘“"”1_212/ ! ‘““’”i 3321) e ”(z 3/1312)]}

k’{w(é IOMBr2dr rarﬂ_f2 Arzdr)+

4zDP [5“"(_4I:Mr l"ZdHSA_J— P rurs]} (3.131)

onde “m,” sdo os valores nodais da linha de momentos “mg”.

Analisando-se a integragdo numeérica para o trecho 1 do elemento de
carga ‘K" (Fig. 3.11) vem:

12 . 12 . 1 .
-[2//1 m;uapdr] R ;.m; Uap dr =- 2j 4 ; "r”dﬂ =
Al-4p1 Al-44
-— lm,’,fuaﬂdr]1 == _]méuaﬂdn, (3.132)
4 Ja FYRRE

onde “n," € uma nova coordenada homogénea do trecho 1, valendo para
valores de “r", entre “2/\” e “|/2”. Esta nova coordenada pode ser escrita em

funcdo de “n”, como se segue:

M=o 4(2,11;7 +Al+4)

(3.133)

241
M=



105

Na ultima integral de (3.132), os valores de “ L" e "ap " s&0 a partir

de (3.133), fungbes da nova coordenada “r", podendo-se integra-la

numericamente.

Analogamente para o trecho 2 do elemento de carga pode-se

escrever:
= 1 2 ——(24In - Al - 4)
(3.134)
241
d —_
TRy
ficando a integrag&o numérica neste caso dada por:
2 . Al-4 ¢ .
.[2/;, mlI; aﬂdr 4 j_, m;[; Uyp dn, (3.135)

Para completar a contribuigdo da linha de momentos “m,”’, no calculo

dos deslocamentos dos pontos internos, quando “€=k;" falta analisar o
termo:

12

5”3:1 m = a '
Lm 2l me u3dr+j mtu,, dr, (3.136)

que depois de efetuado a soma resulita:

2

., l "
710 P inzdr-— i +

I mtu; :
r, et = D

[—%Lmrz lnzdr+%]m:’} (3.137)

onde “r‘ € dado na expresséo (3.105).
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Sera analisada agora a contribuigdo da linha de momentos “m,”, no

célculo dos deslocamentos em pontos internos, quando o ponto fonte “£”
coincide com o ponto nodal “ks” (ver Fig. 3.12).

De forma analoga ao apresentado para “€=k,”, pode-se escrever
quando “E=k,":

L s 2/4
[ miupdr, = [ mkuy dr s [ mitydr (3.138)

onde o primeiro termo é integrado analiticamente e o segundo

numericamente, sendo expressos respectivamente por:

2/2

[ mia = {mwﬂp( ;" Briar - -3— [ Brar + j:ﬁdr) -

2 p2a 3 (22 2/
rrﬁ(lzj Ar2dr—7joArdr+[oAdr)+

—1 Jap(_iﬁmrzlnzdr+3Irlnzdr+ 8 i+l)_

47D Iz DT

'-"”"(3,1312 7t z)]}+ (3.139)
mt m[@,ﬂ(f‘l— [ Bar - 112 [ Brzdr) -

rarﬂ(;j:u Ardr - 112.[: Arzdr) ] +

1 4 2/ 4 p2a 8 16
ZE[(Saﬂ(——I—J‘O rlnzdr+l—2 X r lnzdr+ﬁ—3l312) r,r ﬁ(ﬂzl 3/1312)]}

2 p2/a 2 2 pva 2
<[ B ——jBrdr) aﬂ(l 4 dr——;LArdr)]+

my m[aaﬁ(lz

2/A

1 p2i2 8 1
2 ﬁ
47:0[‘5“"( b7 Inz +ljo rinz +3/131 1) 3,1312 A ]}



107

b Al-2 .
L/z gaﬂdr 21 Lms U,y A, (3.140)
com
1
n= g2
(3.141)
Al
dm =541

L m-u, dU, = J'; m: u,, dr (3.142)

Integrando-se analiticamente (3.142) obtém-se:

L. miu, dU, = ';:D {(—I%L’P lnzdr+%‘|‘;r2 lnzdr—ﬂrlnzdr)m:' +

4

4 2
(—YLIrZ lnzderlizLjr3 lnzdr+—l3—)mf_" +

2
(—l%j;r3lnzdr+%L’rzlnzdr+-l6—)mk’} (3.143)

a

onde “r ,“ é o valor expresso em (3.105).

Finalmente sera analisada a contribuicdo das linhas de momentos
“my”, no calculo dos deslocamentos dos pontos internos, quando o ponto
fonte “€”, coincide com o ponto nodal “k;” (ver Fig. 3.13).

Analogamente ao desenvolvido anteriormente para “€=k,", pode-se

escrever para “E=ks”:

T ]
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[6',4,( 1_2'[ rilnzdr+- Irlnzcb'+3l§lz-%)_
’:ar’p(3/1312 121 )]}

4 214 2/4 5
(710 Brar- 12.[ Br dr)—

ky —1___.
s {ItD(l -v) [5“”

r’"’:ﬂ(;IOZ/‘Ardr““ 2MLAr d")]+

[‘gap( —Lmrlnzdr+—j rllnzdr+ — 4 16 )

47D 217387

“”(/121 3,1312)]}
7:D(1 V)[d"”( IZ/ABrzdr_EI;—I:MBrdr+I:§dr)_

r r,,(lz2 IMA r’ dr—%jomArdr+ I:z/jdr)]+

2/4 3 p2a 8 3 1)
47rD[6""( l’j r lnzdr+lJ'0 rinzdr- Ilnzdr+ YOE ,12[+,1 -
r.a’:ﬂ(3,1312 121 /1)]} ( 3.144 )
! . Al=2 ¢+
J’mm;u"ﬂdr 2 .[ mﬂ uaﬂ dr, (3.145)

(3.146)
Al

dn =-——7dn
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Escrevendo-se (3.143) para “€=ks” obtém-se:

Ir miul dr = = {(—iﬂr3lnzdr+”r lnzdr——)m"'+
( :;—J‘r lnzdr+74—j' r3lnza§'—gjm:’+
(-

jr lnzdr+jjr21nzdr+I;lnza}')m:’} (3.147)

onde “r,” € dado na expressdo ( 3.118).

3.3.5- ESFORGOS NOS PONTOS INTERNOS

O célculo dos momentos e forgas cortantes para pontos do dominio é
feito através das equagbes (3.26) e (3.27) respectivamente. Nestas
equacgdes, vé-se que os esforgos estdo expressos em fungdo dos valores
dos deslocamentos e for¢as de superficie para pontos “X” do contorno “I"”
da placa, além de receberem a influéncia dos carregamentos de dominio.
Dividindo-se o contorno em elementos, conforme mostrado no item 3.3.2,
expressando-se os valores de contorno conforme (3.76), consegue-se
escrever de forma discretizada as equacgdes (3.26) e (3.27), que serao
dadas por:

May(8)= 2 r‘ s EX) ¥ (npnP” -

TS & X)¥" (n)dnU" +
i éij-lp“ﬁ" 2 Ve

j woo(£,%)q(x)dQ, (%) j uly, (& X)m, (x)dQ,, (X) + 5 - )}3 q(e)s,, (3.148)
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NECP | T NECP lj +1 0, T N
Qsa(§)= Z EI um(& X)\P (n)ank() é _2_-[1 p3f"‘(§’x)‘y (Tl)dﬂgk(j)‘*‘

=1

Jo, (6 X)a0x)A () + [ w3y, (€ x)m, (x)d02, (x) (3.149)

As duas primeiras integrais dos segundos membros de (3.148) e
(3.149) sé@o analogas as integrais (3.83), ou seja, elas expressam a
influéncia dos valores nodais de contorno sobre o calculo dos esforgos
internos no ponto “¢”. Elas serdo calculadas numericamente, através de
quadratura de Gauss, obtendo-se coeficientes de influéncia, analogos aos

gi’ e “hy”, expressos por:

£ (6)= l;’] (& Xy (m)n(X)

(3.150)
Wiy (€)= %I Peg(& X (n)dn(X)
g5 (6)= I—Z"I_TuQm (& Xy, (n)dn(X)

(3.151)

N

Hin (€)= 2] P& X, (n)dn(X)

onde os coeficientes (3.150) se referem aos momentos e os (3.51) as forgas
cortantes.

Escrevendo-se as equagdes (3.148) e (3.149) para os “NPI” pontos
internos que se tenha interesse no calculo dos esforgos, os coeficientes
“Opc © “hige’, serdo calculados e convenientemente enderegados, para
formar respectivamente as matrizes G’ e H'. Estas matrizes serdo de ordem
[B(NPI)x3(NNCP)], sendo gerado para cada ponto interno “€" o seguinte

vetor de esforgos:
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-

X X

1

2

. (3.152)

Oy
\ Q32 J

1 ('b“
it
X

As equagbes (3.148) e (3.149) escritas para todos os “NPI" pontos
internos, podem ser representadas matriciaimente por:

E=GP-HU+B (3.153)

onde:

E - é o vetor dos esforgos internos S5(NPI)x1.

G'e H'-sdo0 as matrizes contendo os coeficientes “g'p’ © “hig’ -

S5(NPI)x3(NNCP).

UeP - sdo os valores nodais dos deslocamentos e forgas de superficie,

respectivamente - 3(NNCP)x1.

B - é o vetor que contém a influéncia dos carregamentos internos no

calculo dos esforgcos - 5(NPI)x1.

A influéncia da carga distribuida “q(x)" atuando em “Qg’, no célculo
dos esforgos em pontos internos é dada pelas expressdes (3.35), quando
“q(x)" é constante, ou pelas expressdes (3.46), quando “q(x)" assume
distribuicdo linear. Em ambos os casos a integral sobre o dominio “Qg" é
transformada em uma integral sobre o contorno “I'y". Considerando-se este
contorno discretizado em elementos retos conforme item 3.3.3, pode-se

escrever as equagdes (3.35) e (3.46) na forma discretizada como:
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NECC

b'(¢)= q(x)z I]Mp(f’x)dﬂ

(3.154)
NECC [ .
s (€)= a() 2 5 [ Wip(6 )
para o caso de “q(x)’constante, ou:
NECC[
Z .G
(3.155)

NECC

,9+3 (5) Z I 1q(x)13‘p(§, x)d”

quando “q(x)” for linear.

As solugbes fundamentais “W,” e “I,” estdo apresentadas

respectivamente nas expressdes (3.37) e (3.47), e “NECC” é o numero de

elementos do contorno da carga.

O vetor “B'" em (3.153) é formado pela contribuigdo dos coeficientes

“b" b,,+3 apresentadas em (3.154) ou (3.155). Os primeiros se referem
aos trés momentos “My¢”, “Ms2" e “Mz" e estardo armazenadas em 1~3' ’ nas
trés primeiras linhas do ponto interno “€”. Os coeficientes “b,,,", referentes
as forgas cortantes “Q;¢" e “Q3,", estardo armazenados em l}' ", naquarta e

quinta linhas respectivamente, do mesmo ponto interno.



113

A influéncia da aplicagdo de uma carga concentrada “P” no ponto
“x”, no calculo dos esforgos no ponto interno “€”, é obtida diretamente pelas

seguintes expressoes:

b(£) = Pwy4(£,%)
(3.156)
B35 (£) = Pwyy(£,x)

onde “ w,.',,(f, x)” € dado nas expressoes (3.31).

Para o caso em que “¢=x", ou seja, o ponto onde se deseja os
esforcos coincide com o ponto de aplicagdo da carga “P”, os valores de
(3.156) serdo considerados na situagdo limite quando “r’" tende a zero.

Analisando-se as expressodes (3.31) tem-se:

Vo

b(¢)= Plimw(0) =202 P

(3.157)
b'p.: (€)= Plimw,(¢,x)= 0

Os valores de “b" e “b,." convenientemente armazenados e

enderegados, levam a contribuigdo da carga concentrada “P", na formagao
do vetor “B'”.

A contribuicdo da linha de carga distribuida “q.(x)”, no calculo dos
esforgos internos, expressa em (3.51), sera escrita de uma maneira

discretizada como:
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NELCI o, T N
5'(¢)= Z] RO 7
(3.158)

b'p+3 (:) = %CE]I 3ﬂ(6’ x)i{:(ﬂ) dn ‘!Z

x|

onde “ y/q( ) é dado em (3.90) e “¢" " sdo os valores nodais da carga “q.”.
L

Os coeficientes (3.158) ddo a contribuicdo da carga distribuida em

linha “q.", no calculo dos momentos (4,) e cortantes ( M) em pontos

internos “€", e serdo enderegados e armazenados convenientemente no
vetor “ B'” em (3.153).

Caso o ponto “€” coincida com um dos pontos “ks", “k;” ou “ks" do
elemento ‘", as integrais (3.158) deverdo ser calculadas analiticamente
sobre o elemento “j". Sera analisada inicialmente a contribuigéo da linha de
carga na determinagdo dos momentos, ou seja, a primeira das expressdes
(3.158). Conforme visto no item 3.2.5, quando o ponto “€" coincide com a
linha de carga, a contribuigdo desta no calculo dos momentos é dada pela
equacgédo (3.56). A equagéo (3.56) escrita para a situagdo em que “€=k;’,

conforme Fig.3.11, resuita:
0 12 .
I g, Wy qu—I_HZquaﬂdF +Io q, Wy dl, (3.189)

onde as letras (x) e (&, x ) foram suprimidas, apenas por simplificagao.
Considerando-se “q” como em (3.90), com as componentes “¢;’
dadas, em (3.103) e (3.104), tem-se:

I quade (qlkl“"q ){ |: 1+V J’"Z In Zdr+(112V)l 22‘;}’-
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rrp[SV (1-v) :I}+q [2(l+v)( I;2r2lnzdr—ﬂl/rzlzdr)+
(1-v —-+—G—1 lﬂ+2\;"‘r’°(—%+liml)} (3.160)

e300 g T

onde “g/" é o valor da carga “q” no ponto nodal ‘k’; “r,” € dado na

expressao (3.105) e as integrais em “In z" estdo expressas em (3.108).

Para se obter os coeficientes “5.”, deve-se integrar numericamente
em todos os elementos de ‘I'y", com exceg¢do do elemento “j’, onde a

contribuigdo para o “b,” se faz através da expresséo (3.160).

Os coeficientes “b,,,” para 0 caso em que o ponto “£” coincida com o

ponto “k;” (Fig. 3.11), sdo obtidos pela soma das integrais numéricas sobre

e

todos os elementos de ‘T'y", exceto para o elemento “j’, que sera integrado
analiticamente. Estes coeficientes representam a contribuigdo da carga “q.”
no calculo das forgas cortantes em pontos internos. Segundo o item 3.2.5,
esta contribuigdo para o caso do elemento “j" conter o né singular “¢€”, é
expressa em (3.62), que sera agora reescrita para a situagdo “€=k;’,

resultando:

. 12 .
jrqu Wy dl, = qlL‘2 o j L wsp dr, + L q, Wiy dl, (3.161)

Integrando-se analiticamente (3.161) para “q.” dado em (3.90), com

as componentes “¢" dadas em (3.103) e (3.104), obtém-se:

I q “3/1 = —[_rﬂqL ﬂql’iz +r,pqll?] (3.162)
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onde “ng” € dado em (3.61) e “rg” em (3.105).
Quando o ponto “¢” coincide com o ponto nodal “k,”, do elemento ",
conforme ilustrado na Fig. 3.12, a contribuigdo da linha de carga “qi(x)” no

célculo dos momentos internos “Mp”, € dada por uma expresséo analoga a
(3.159):

12

f g Wy dl, = I,,quw;,dF=I; Gy Wop dr (3.163)

Considerando-se “q.” como em (3.90), com as componentes “¢’
dadas em (3.111), tem-se:

j’rqu {(1+V)5aﬂ[ lzjr Inz dr+3jrlnzdr—j(:lnzdr]+

1-viS,, -2 2
(1-vNS.u r.ar-ﬂ) V( Tals ~ . )( 31nl+3 lim Ing+lim )}+
487 274 l €

l £0 &0

kz{(H Vg (_LL”Z lnzdr-ljlrlnzdr) + (l_v)(5aﬂ —2r’"r’ﬂ) 1+
170 127

2v(2q,,r$ - é’ap)
Al (

&0

lnI—limlna—l)}+
{(l+:) ( 12'[ r lnzdr+ljrlnzdr)
(1- V)(‘saﬂ ‘2’,a’,ﬂ) I+ V(zr,ar.ﬂ ‘5aﬁ)(

487 27A%1

—In/+1lim lne)} (3.164)

&0

onde “gf” & o valor da carga “q." no ponto nodal ‘k"; ‘r." € dado na

expressao (3.105) e as integrais em “In z" estdo expressas em (3.108).
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Considerando-se a contribuicdo de “q no calculo das forgas
cortantes quando o ponto “€” coincide com o nd “k;” do elemento “j”, pode-se

escrever analogamente a expressao (3.161):
* i nﬁ 1 .
jrquWSp‘drqqu ;‘l'joqu;pJ (3165)

Integrando-se analiticamente (3.165) para “q,” dado em (3.90), com

as componentes “¢;" dadas em (3.111), obtém-se:

Irqu Wy dl, = E%{qf'[n_ﬂ + r’ﬂ(— 2+In/-limln 3)]+ q’L"(2r:ﬂ)} (3.166)

&0

Considerando-se finalmente a contribuigdo da carga “q.”, no célculo
das forgcas cortantes quando “€” coincide com “k;”, conforme Fig. 3.13,
chegam-se a equag¢des analogas as (3.164) e (3.166), dadas por:

. M+v)o,[ 2 1¢
Irqu wd = qf‘{——‘(’;—-[—;z—jorz Inz dr+7‘[0rlnzdr]+

(1- V)(‘S“/’ _2"’“’:") I+ V(zr’“r‘ﬂ 2_5"'9)(2—ln1+ lim lne)} +
487 2aA°1

£50

(1+v)d (1 ; 1 ) (l—v)(5 -2r,r )
I\ JTeB | 2 _ 1 af a’p
qL{ . I Ior Inzdr l'[orlnzdr + om I+

2v{2r,ry - 5,,,9)(

= lnl—limlne—l)}+
Z.

&0

1
‘I:’ {%(—%J’O’ﬁ Inzdr +%I;rlnz dr - Jl;lnz dr) +

(1- V)(i:xg _2",a".ﬂ) 1+ V(zr"'r’/’ _6””)(1__3.1nl+§lim 1na+lim-1-)}

T 27A* 1 1 ] 50 £-0 g

(3.167)
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&0

. 1 )
Ir' g Wy dl, = —;{q’,ﬁ’ (2r',,)+qf3 [—nﬁ +r,,,(—2 +lnl—llmlne)]}

(3.168)

Para se obter os coeficientes “5,(£)” ou “b,,,(¢£)” dados em (3.92),

quando o ponto “€” coincide com o ponto “k" do elemento “j" ou “ks” do
elemento “j-1", deve-se integrar numericamente sobre todos os elementos,
excetuando-se os elementos “j-1" e “j”, onde a integracdo deve ser analitica,
conforme expressdes (3.164) e (3.166) para “k," em " e expressbes (3.167)

e (3.168), para “ks” em “j-1" e com isto os limites que aparecem nestas
integrais se anulam, devido aos valores distintos de “r " nos dois elementos

adjacentes.

A contribuigdo da linha de momentos “m”(x)" no calculo dos esforgos

em pontos internos, expressa em (3.65), sera escrita de uma maneira

discretizada como:

NECC I

b(€)= % L[ €5y (0) dn m"
(3.169)

' ) NECC ]j a., . N
b p+3 (6) - Z] —2— I—l u3py (:; x)w (7’) d” 'er
J= ~m

onde “y, ()" & dado em (3.92), “uj, " é dado em (3.29) e “m"" s&o os
~ ~r

valores nodais da linha de momentos “m; (x)".

Os coeficientes (3.169) dao a contribuicdo da linha de momentos

“m(x)", no célculo dos momentos (5,) e forgas cortantes (5,,,) em pontos
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internos “€”, e serdo enderegados e armazenados convenientemente no
vetor “ B'" em (3.153).

Caso o ponto “€” coincida com um dos pontos nodais do elemento “j”,
os coeficientes (3.169) serdo calculados analiticamente sobre este
elemento. Sera analisada primeiramente a contribuigdo da linha de
momentos, quando o ponto “€” coincide com o ponto nodal “k;” do elemento
‘", conforme Fig. 3.11.

Segundo o item 3.2.5 a contribui¢do da linha de momentos no calculo
dos momentos em pontos internos, quando o ponto “€” coincide com o ponto
‘k;", € dado na expressdo (3.66), que transformada para a situagao
presente, ilustrada na Fig. 3.11, resulta:

L *
'L m, u,, dl

0 . 12 .
ma [ +L/2mf oy d[‘,+j m; u,, dr, (3.170)

m — "y Lapy 0

onde “I,,” representa o limite da integral para o contorno “I'y", definido na

Fig. 3.5 e apresentado em 3.69, quando “¢” tende a zero.

Analisando-se “u,,,”,

expresso em (3.29), vé-se que a mesma €&
funcdo entre outros de “A’ e “K;”, definidos no apéndice A, e que portanto
sera necessario um esquema de integragdo analitica e numérica para cada
trecho do elemento “j". Desta forma (3.170), a partir dos valores de “r’ dados

em (3.98), pode ser escrita como:

— mk
m = mr Iaﬂr

L *
jr m, u,, dU

tl 4L, 41, + 1, (3.171)

onde “1, " e“l, ", séo respectivamente as integrais analitica e numérica no

trecho “a” do elemento “j", dadas por:
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I 22, .,
“Jo mruaﬂrdrl

1/2
I, =[ m-u., dr,
1

a1l

(3.172)

2L,
I, = \ m,u., dr,

vz,
N, = ), 1, Uop, T,

Considerando-se “m, (x)" dado em (3.92), com coeficientes “¢," da

matriz “yn(n)” dados segundo (3.103) para o trecho 1, e (3.104) para o

trecho 2, pode-se escrever para a soma das integrais analiticas de (3.171):

2 24 2a C.
I, +1, = mf[—Y(C,L Adr+C2L zk, dr+2—f—”+

m:s[%(C,j:MAdr+CZI:Mzk,dr+2%)] (3.173)

onde:

_ r,aé‘ﬂr + r,ﬂé‘ar + r,ré‘aﬂ B 4r,ar,ﬂ’:7
L=

v 4

_ Ta0py + 7504 — 2al gty

3.174
: y (3.174)

c (1- v)(r,aé'p, +1,0, - Z(Gqﬂ(7)+ (1+v)r,o

7 ap
3 4r
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com “r " dado em (3.109).

A integral com o termo “A” é dada na expresséo (3.125), e com o

termo “zk,", conforme o apéndice A, pode ser escrita como:

24 w e (2 ml ( 2 )2 12,2 e,.t" 12,2
|, k) dr_(I) [1-0,5m —4y —- Z(n+1+1)} 3.175)

i=2 (n+1+3)

onde:

zk_zln( )(05+%:2et)+1+§f( )i (3.176)

e; = 0,87905940
es = 0,51498869
es = 0,15084934
es = 0,02658733
e = 0,00301532
e = 0,00032411
(3.177)
fo = 0,15443144
fs = -0,67278579
fe = -0,18156897
fs = -0,01919402
fio= -0,00110404
fi2= -0,00004686

t e t* sdo dados em (3.129).
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A integragdo numérica no trecho 1, do elemento “j°, conforme (3.172)
pode ser escrita como:

Al—4 pn1 .
Iy =" [ mtuly, an, (3.178)

onde “n¢” € uma nova coordenada homogénea definida no trecho “2/A< ry <

I/2”, dada pela expressdo (3.133). Os valores de “m,L” e “u,',,,, " sd0 a partir

de (3.133) fungdes da nova coordenada “n;", podendo-se portanto integrar

numericamente (3.178).

Analogamente, a integragdo numérica no trecho 2 resulta:

I, =2—=

Al—4 ¢4
=k

m u,,, dn, (3.179)

onde “n,” é dado em (3.134).

Para se obter portanto a contribui¢do da linha de momentos m,L ”, no

calculo dos momentos internos, quando o ponto fonte coincide com o nd “k»”
do elemento “j", basta integrar numericamente sobre todos os elementos
conforme (3.169), excetuando-se o elemento “j°, que tera duas parcelas de
integragdo: uma analitica expressa em (3.173), e outra numérica, dada pela

soma das expressdes (3.178) e (3.179). Desta forma determinam-se os

coeficientes “ 5(¢£)” em (3.169).

A determinagéo dos coeficientes “b,, ﬂ(g)", que sao a contribuigdo da

linha de momentos “m;” no célculo das forgas cortantes, é feita integrando-

se numericamente sobre todos os elementos, conforme expresso na

segunda equagdo de (3.169). Caso o ponto “€” coincida com o né “k;", deve-
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se integrar analiticamente apenas para o elemento “”, que contém o né

singular “€”. Segundo o item 3.2.5, o “limj miu,, dr,” é igual a zero,

&30 T,

podendo-se escrever:
L » 0 2 .
Jom wy dU = [ ml sy, o+ [ ml gy, o, (3.180)

Analisando-se a expressdo de "u;,, " dada em (3.29), vé-se que esta

solugao fundamental é basicamente fungdo de “A” e “B”, valores definidos
no apéndice A, sendo portanto necessario um esquema de integragdo

analitica e numérica para cada trecho do elemento “j". Desta forma a partir
de “m; " dado em (3.92), com “¢" dado em (3.103) e (3.104), obtém-se:

Lyt dr 2/4 12
L.my Uy, "'_-[o m, u3ﬂ,dr+jl m; u3ﬁ,dr+

2/A 12

m; umdr +IM m, “3;97

dr, (3.181)

Integrando-se analiticamente e somando-se a primeira e terceira

parcelas do segundo membro de (3.181) obtém-se:

2/A

, m s, dr, +Imm U, dr, = { "'[2( ﬂrijrzdr rﬂrj Arzdr)]

2/4 4 212 2/ 4 272
m;z[ap,( Bar - | Brzdr)—nﬂn,(jo Adr—;z—L Arzdr)]+

0

mb (ﬂ,jz"Bﬁdr ror, [ arar)]} (3.182)

onde as integrais contendo “A” e “B” sdo apresentadas respectivamente nas

expressoes (3.125) e (3.126), e “r " &€ dado em (3.1095).
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A segunda e quarta parcelas de (3.181) sdo integradas

numericamente, resultando:

oo, no o, Al- 4 pn
-[2/1 m7L u3ﬂ7 dr‘ + Izu m: u3ﬁ7 (b‘z = 41 I_, 3ﬂ7 d”l
Al-4 0 .
T4l [ 13y, dn, (3.183)

onde “ny" e “n.” sdo novas coordenadas homogéneas definidas nos trechos
1 e 2, representadas respectivamente em (3.133) e (3.134).

Sera analisado agora a situagdo em que o ponto “€” coincide com o
né “k," do elemento “j’, conforme Fig. 3.12. Inicialmente considera-se a
influéncia da linha de momentos no calculo dos momentos internos, ficando

a expressao (3.170) para este caso, dada por:

I L d[‘ _ kII '[2/,1
T m, Uy, al,, = Ml +

0

“uy dr + [, mbul, dr (3.184)

com “lup,” definido em (3.69), sendo a primeira integral do segundo membro

calculada analiticamente e a segunda numericamente.

Para “m/” expresso em (3.92) com suas componentes “¢;" dadas em

(3.111), obtém-se:

2/A

Lm mlu,, dr = my [C ( .[0

2 (Vi 3 p2a 2i z K,
CZ(FL zk,rdr—7j0 zkdr+| dr)

Ardr—%[oz Adr + j“ﬁ )

4 6 2
C3(W u+lni——151‘1)131ne)]+
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m"z[C( rMAdr—%j:Zrdr)+Cz( [ zkdr- [k rdr)
Q(%— 12812)]+ mf[c,(%jo”A rdr-%j':fidr) +

2 (i 4 2
Cz(FI zk rdr- ljzkdr) C(W—E)] (3.185)

onde “Cy, “C" e “Csy" estdo apresentados em (3.174); as integrais
envolvendo “‘Ar™”, “Br" e ‘zk+"™, para nx0, estdo apresentadas
respectivamente em (3.125), (3.126) e (3.175). As integrais envolvendo “A/r’

e “zk4/r" sédo dadas por:

12,2 12,2
Imﬁ = ai —b——OS[ln(j)—lim lne:l (3.186)

-2 &0

com “t" = 3?;5 “a,” e“b," expressos em (3.130).

12,2 122

2llzk
J, tdr= 05+1nz—151331n8 4Z(H2) Z (3.187)

com “g" e “fi’ dados em (3.177).

A terceira parcela do segundo membro de (3.184), integrada

numericamente resulta:

12 . Al=2 ¢n .
Jy s iy dr = == [l iy, din (3.188)

com “n¢" dado em (3.141).
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A contribuicdo da linha de momentos, no calculo das forgas
cortantes, quando “£” coincide com “k4", é obtida analogamente a expresséo
(3.181), resultando:

. 24 . ! .
L.mf u,, di =I0 m; u3,,,dr+_[mmf Uy, dr (3.189)

174 m
A primeira integral é calculada numericamente com m,L dado em
(3.92) para “¢i" expressos em (3.111). Assim:

22

I:M m; wy,, dr = - {mf‘ [5,,, (%I:MB ridr- %Izgrdr +j21/§1 dr) -

]

2 p2a 2 3 p2/2 2/4
I, (—I-Z—L Ar dr—YIO Ardr+joAdr) +

m;? [é’ﬂ, (% Lm Brdr- %Lm B r2dr) -

T, (%Lm Ardr- %Lm A rzdr)]+

m [é’ﬂ, (EIMB ridr- ljzg rdr) -

2 do lJo
r,ﬂr_r(l% omArzdr—%j:grdr)] (3.190)

A segunda integral de (3.189) é calculada numericamente, obtendo-
se:

12 . Al =2 pa .
[y dr = == [ iy, i (3.191)

com “ny” dado em (3.141) e “r " em (3.105).
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Finalmente sera analisada a contribuicdo da linha de momentos, no
calculo dos esforgos internos, quando o ponto “€” coincide com o né “ks”, do
elemento “j’. Assim, considerando-se o calculo dos momentos internos,

pode-se escrever a expressao (3.184) para esta nova situagdo como:

2/4 112

Jomt gy A0 = mpLy, + [t iy, dr 4 [l s, dr (3.192)

2/A
onde “lup,” esta expresso em (3.69).

Para “m/" dado em (3.92) para os valores de “¢i” apresentados em

(3.115), obtém-se para a primeira integral do segundo membro de (3.192),

que sera integrada analiticamente:

[ mtusy,ar = mb[c, (32 mArdr——I U dr) +

2 2 1 2
Cz(TzL zk,rarr-7jz1cdr)+c(w2 ,u)]+

m;z[c,Gj:"Adr——ﬁjArdr)Jr c( [ 2k dr- ;Izk rdr)

Q(%- ;12)]+ m:s[c,(l%j:”A rdr—:}j:}iau j:” Adr)

2 i 3 24 21 z k,
c2(1—2j0 zk,rdr—;fo zhodr+ | dr)

4 6 2
C3(/1212 u+1n7—1}33mg)] (3.193)

onde “C¢", “C," e “C5” sdo dados em (3.174), as integrais envolvendo “Ar"™ e

“Br™ estdo dadas respectivamente em (3.125) e (3.126), as integrais
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envolvendo “zk,'" estdo dadas em (3.175), as integrais envolvendo “A/r” e
“Zkq/r" estao dadas respectivamente em (3.186) e (3.187).
A integral numérica em (3.192) fica:

12 . Al=2 pn .
mL dr = —-2,1—'[—1”': uaﬂ, dT]l ( 3194)

21 7 uaﬂr

com “ny" dado em (3.146).

Para o calculo das forgas cortantes quando “€” coincide com “ks”, a
contribuigdo da linha de momentos é dada pela mesma expressao (3.189),
lembrando-se que na situagao presente a linha de momentos é dada em
(3.92), com os coeficientes “¢" expressos em (3.115). Assim a integral

analitica fica:

[ mt i, dr = 2 fmis, (3 " Bridr —%Eﬁrdr) -

m"’[6ﬂ7(ij-mBrdr—i 2mBrzdr)—r r (i 2MAra’r—iz 2//1Ar2dr)]+
l Jc Jo e 0 J*J0

r.ﬂr)r(_z_j.mArzdr_%jz"Ardr+I:2dr)]} (3.195)

onde ‘ry” esta dado em (3.105) e as integrais envolvendo “A” e “B” estéo

representadas respectivamente em (3.125) e (3.126).
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A parcela de (3.189) para este caso, com integragdo numeérica,
resulta:

12 . Al -2 pnt "
[yt 1y dr = = [, (3.196)

onde “n;" é dado em (3.146).

3.3.6 - TECNICA DE SOLUGAO

No item 3.3.2, a equagdo integral de contorno para placas pela
Teoria de Reissner, foi discretizada dando origem a um sistema de

equagbes algébricas lineares, expresso matricialmente por:

HU=GP+B (3.86)

A solugdo da equacgdo matricial (3.86) para um problema real bem
condicionado, com um numero suficiente de deslocamentos e forgas
prescritos no contorno, se dara realizando-se algumas operagdes matriciais.
Desta forma, visando-se agrupar todas as incognitas do contorno em um
Unico vetor, trocam-se as colunas correspondentes a deslocamentos

prescritos, entre as matrizes “ H” e “G”, alterando-se (3.86) para:

AX=F (3.197)

onde:
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- é o vetor das incognitas do contorno
- & a matriz contendo os coeficientes das incognitas, obtida pela troca
de colunas entre “H” e “G". Em geral esta matriz é bem

condicionada com termos diagonais dominantes, nao-simétrica e
cheia.

- € o vetor contendo a influéncia dos valores prescritos de contorno,
mais o vetor “B” correspondente a influéncia de todos os

carregamentos de dominio.

~1»

Multiplicando-se ambos os membros de (3.197) por “4™"”, obtém-se a

solugdo do sistema, dada por:

,}f = ,:1-‘ 1:* (3.198)

O vetor “.{( " em (3.198) contém deslocamentos e forgas de

superficie, que enderegados convenientemente, vao formar juntamente com

os valores de contorno prescritos, os vetores finais “U"” e “P”, agora com

todos os valores conhecidos.

A partir de “U” e “P” determinam-se os deslocamentos e esforgos

em pontos internos dados respectivamente por:

U=GP-HU + B (3.95)

E=GP - HU + B (3159
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ANALISE DE PLACAS COM ENRIJECEDORES

4.1- INTRODUCAO

Conforme visto anteriormente, o Método dos Elementos de Contorno,
aplicado a andlise de placas, conduz a um sistema de equagdes algébricas
lineares, representado matricialmente pela equagéo (3.86), cujas incognitas
sdo os deslocamentos e forgas de superficie no contorno. Este sistema nao
permite a analise de placas com vinculagdes internas, como por exemplo
lajes cogumelo e lajes com vigamento interno, muito comum nos projetos de
edificios.

Neste capitulo a equacdo (3.86) sera modificada para prever a
presenc¢a de pontos ou linhas internas, onde os deslocamentos ou esforgos
serdo prescritos, permitindo-se portanto a andlise das placas referidas
acima. Esta modificagdo introduzira novas incégnitas, sendo necessario a
obtengdo de novas equagbes para que o sistema possa ser resolvido. Estas
novas equagbes sdo obtidas escrevendo-se equagbes integrais de
deslocamentos, para cada ponto onde houver vinculagdo interna.

Inicialmente sera apresentada uma formulagdo envolvendo
vinculagdo proveniente de apoios internos pontuais ou distribuido em
pequenas areas, analogo ao desenvolvido no trabalho de PAIVA[113].
Posteriormente a formulagdo sera estendida para apoios em linhas, sendo
que o enrijecimento produzido pela estrutura formada de barras, sera obtido

através do Método dos Elementos Finitos.
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4.2 - PLACAS SOBRE APOIOS DISCRETOS

4.2.1 - APOIOS PONTUAIS

O vetor “B” da equagdo matricial (3.86), armazena a influéncia de

todo o carregamento externo aplicado a placa. Este carregamento, conforme
visto no capitulo 3, pode estar atuando em areas internas, pontos ou linhas.
Este carregamento prescrito, pode também ser interpretado como reagbes
incégnitas da interface placa-viga ou placa-pilar. No ultimo caso, quando a
area de contato & pequena em comparagdo com a area da placa, pode-se
admiti-la pontual, sendo as reagbes interpretadas como cargas
concentradas, aplicadas a placa no ponto de contato “j°, com valor

desconhecido “R;", conforme Fig. 4.1.

/M
¥ 7
Rj
Rj
apoio
7
.__/l/_L__

Fig. 4.1 - Placa sobre apoios pontuais.
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Considerando-se uma placa com “NAP”, apoios internos, a equagdo

(3.86) pode ser reescrita como:
HU=GP+ B+ SR (4.1)

onde “R” é o vetor das reagbes com 3(NAP) elementos e “S” € uma matriz

3(NNCP)x3(NAP) contendo a influéncia dos termos:
Sap = ”;ﬂ(l"x)

S = (2,9 (42)
Si3 = ui.3(l’ X)— (1—:‘/7)17“;’“(1, x)

As solugbes fundamentais “u,” sdo dadas em (2.32) e “u;, " é dada

em (3.21).

Para cada apoio interno tem-se trés reag¢des, as duas primeiras

correspondem respectivamente aos momentos “R, " e “R,, ", a terceira

representa a reagdo vertical “R "

Para deslocamentos prescritos nos “NAP” apoios internos, tem-se na
equagdo (4.1), 3(NAP) reagbes incognitas, necessitando-se portanto de
mais 3(NAP) novas equagbes, para que o sistema seja resolvido. Estas
novas equagdes sdo obtidas, escrevendo-se equagdes integrais referentes
aos deslocamentos internos (¢«1, ¢2 © W) para os “NAP” apoios internos.
Segundo a equagdo matricial (3.95) estas novas equagbes podem ser

agrupadas e escritas como:
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U,=G,P-HU+B+SR (4.3)

onde “S,” é obtido de maneira andloga a “§”, tomando-se precaugbes com

as indeterminagdes, quando “£” coincide com “X".

A expresséo (4.3) pode ser reescrita como:

U
[H,. {H(},} =G, P+ B+ S8R (44)

Agrupando-se (4.1) e (4.4) obtém-se:

H 0JU
H, I\U/[~

Caso “ R” seja prescrito, por exemplo, cargas externas concentradas,

G

G,

P+

B S
é}+{§}? (4.5)

“U,” é incognito, resultando (4.5):

e

Caso além de prescrito, “R=0", (4.6) fornece as duas equagbes

matriciais para deslocamentos em pontos do contorno (3.86), e em pontos
do dominio (3.95).

Para valores de “U, " prescritos, (4.6) transforma-se em:

LR

G O

G, -1
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Impondo-se as condigbes de contorno, o sistema (4.7) € resolvido,
determinando-se além das incégnitas do contorno, os valores das reagdes

internas “R”". Com estas Ultimas, determinam-se os deslocamentos e

esforcos em pontos internos através das equagdes (3.95) e (3.153)

respectivamente, onde os vetores “B,” e “ B'" conterdo também a influéncia

destas reagdes.

Supondo-se que os apoios ‘j” sejam as ligacdes da placa com pilares
e que os mesmos tenham rigidez axial infinita, e rigidez a flexdo nas

diregdes “x," e “x;” nulas, os deslocamentos “w;" e as reagdes “R,, " e
“R,,, " serdo nulas. Esta é a situagdo em geral utilizada na analise de lajes

cogumelos, onde as incognitas que interessam sdo as reagdes verticais.
Para esta andlise basta apenas escrever as equagdes correspondentes aos

deslocamentos transversais “w;" para os “NAP” apoios internos, ficando a

B
}+{st,} (4.8)

Resolvido o sistema (4.8) os deslocamentos e esforgos em pontos

equacao (4.7) reescrita como:

internos serdo obtidos respectivamente pelas equagdes (3.95) e (3.153),

onde os vetores “B,” e “B'" conterdo além da influéncia das cargas de

dominios, as reagbes “ R, " dos “NAP” apoios internos.

4.2.2 - APOIOS EM AREAS DISCRETAS

Considera-se neste item a associagéo placa-pilar, onde a interface é

constituida por uma area. Como hip6tese admite-se que a area de interface
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permaneca plana apds a deformagdo do conjunto, o que implica numa
distribuicado linear de tensdes na interface.
Seja a Fig. 4.2, onde mostra-se uma area genérica da interface placa-

pilar, indicando-se o sistema de referéncia global “x,x,x,” € o sistema local

dopilar“xyz”.

A tensdo na area de interface pode ser dada pela expressao

seguinte:
Rw My _ RM- —
L R M 49
o(x) s T, X+ I y ( )

onde o sistema de coordenadas “Xy” representa os eixos principais de
inércia da area da interface. Este sistema relaciona-se com o sistema “x,x,”

da seguinte forma:

{x,(x)=xo+{(x) (410)
x,(x) = y, + ¥(x)
onde “X;” e “yo' sdo as coordenadas do centro da interface.
Segundo a Fig. 4.2.c pode-se escrever:
x(x)=x,(&) +r cos 6 (411)
x,(x) = x,(¢)+rsen 6
Levando-se (4.11) e (4.10) em (4.9) obtém-se:
o(x) = o(¢) - (4 cosd + Bisend)r (4.12)

onde:

NMES
>
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M R
B="2-_%
L (4.13)

\ pilar generico |

3

X2

X4 0)

Rw

RM; acao da placa
sobre o pilar

reacao do pilar
sobre a placa
RM,-(
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xi

Fig. 4.2 -Associagéo placa-pilar : a) apoio genérico
b) reagdes na interface

c) sistemas de referéncia

A equacio (4.12) representa a distribuicdo de tensGes na area “S;" da
interface placa-pilar, mas pode ser interpretada como uma carga distribuida
linearmente, aplicada na mesma area, conforme a alternativa de
carregamento dada no item 3.2.5, pela equacéo (3.42.b). Desta forma, a
contribuigdo deste carregamento linear expresso em (4.12) no calculo dos

deslocamentos € dada pela equagao (3.44).

Seja a Fig. 4.3 onde se apresenta um conjunto placa-pilar nas

posig¢des inicial e deformada da placa.



139

. 12 .

pN %__L__é_,‘
N { X Rw (Acoes da placa
\\interfoce /T\M,; sobre o pilar)
placa—pilar Y,
;{I /Rw
<_ /

| . Lo
- //ptor ] M

/] (Reacoes do pilar

sobre a placa)
N //

base do pilar

Fig. 4.3 - Conjunto placa-pilar.

Os deslocamentos da interface “¢4, ¢ € W' s80 os mesmos para a
placa e o pilar. Supondo-se que estes deslocamentos fossem prescritos, as
incognitas seriam “My, M2 e Ry, podendo o problema ser resolvido conforme

a equagéo (4.7), onde os termos da matriz “S” seriam obtidos a partir de

(4.13) para reagbes unitarias, levados na equagéo (3.44), separando-se 0s
termos constantes e os dependentes de “r’.

Geralmente nem os deslocamentos nem as reagdes da interface
placa-pilar sdo conhecidos. Neste caso torna-se necessario relacionar tais
deslocamentos com seus esforgos correspondentes. Como a estrutura
formada pelos pilares € um conjunto de barras independentes, para se obter
a relagdo deslocamento-reagdo para cada interface placa-pilar, basta

considerar apenas o pilar em questao, obtendo-se:



140

M, =- K ¢, (4.14)
R, j 0 k| (W i
J
com
EI_
k=t
EI_
k22=ka (4.15)
ES
b=
onde:
E - médulo de elasticidade longitudinal do material do pilar.
Ixx, Iyy - momentos de inércia em relagéo aos eixos “x”" e “y”.
S - area da segéao transversal do pilar (area da interface).
h - altura do pilar.
Ko - um coeficiente que depende das condi¢gdes de apoio na base
do pilar: ko = 3 - pilar articulado na base

k, = 4 - pilar engastado na base

O sinal negativo que aparece em (4.14) deve-se ao fato de que para
deslocamentos positivos as reagdes s&do negativas. A convengdo dos

valores positivos para as reagbes e deslocamentos estd apresentada na
Fig. 4.2.a.

Levando-se (4.14) em (4.13) obtém-se:



141

kE
Al - h ¢|

_ ka
B, = _T¢z
o(e)= - 2w+ x50+ By 5] (4.16)

A equagéo (4.12) que representa a distribuigdo linear de tensbes na
drea de interface, sera escrita a partir de (4.16) em fungdo dos

deslocamentos “¢4, ¢, € W', resultando :

o(x)= kZE [xl(g) X, +7 cos¢9]¢, +

k E E
;1 [xz(f)— Yo+ rsen(9](1$2 -5V (4.17)
8
i /D
g /
X0 o
£ Areg Sj
-

X1

Fig. 4.4 - Area carregada “S;".
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A influéncia da carga “c(x)” atuando na area “S;’, no calculo dos
deslocamentos é dada segundo (3.38) por:

=], a(x)[ (6 %)~ Gy e :x]an (x) (4.18)

Este integral no dominio interno “Q_" sera transformada em uma

integral sobre o contorno “I' *, situago ilustrada na Fig. 4.4, conforme
(3.44), resultando:

w2 S @ vl Y- e 419)
k,E

h {[xl(f)_ xolla, +1, }¢1 + kaE{[xz(g)_ yo]Isc +1,, }¢2 - %13‘14’ (4.20)

L=

onde:

1 2( 5) 12v
= -t~ dl
1, 2asD L‘h [R 2Inz 3t -7 }{a cos fdl, (x)

1 3 3 8v
Ia,, = 39D J‘Fﬁ [R (21n z- E) + mR}a’:ﬂ cos fdl’, (x)

(421)
1 1-v) , 5 1
I, = WL% R[(_ZQZ (lnz—z) +2(v - 2)(lnz - E)]cosﬂdl"q,(x)

I, = WL‘“ RZ[(I —5 ) zz(lnz - g) + %(v - 2)(ln z- %) }a cos fdl’, (x)
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cosf
"a = send

(4.22)

cosf=r, =cosf sena, -senf cosa,

“0” e “a” estéo ilustradas na Fig. 4.4.

Considerando-se uma placa com “NAP” apoios internos, conforme o

apoio genérico ‘" da Fig. 4.2, pode-se escrever:

HU =GP+ B+ QU, (4.23)

onde a matriz “Q” de dimenséo “3(NNCP) x 3(NAP)" contém os coeficientes

expressos em (4.19) e (4.20) e o vetor “U, " contém os deslocamentos “¢1,

¢ e W’ para todos os “NAP” apoios internos.

Como os deslocamentos na interface sao os mesmos para a placa e

para o pilar, pode-se escrever:

U,=U, (4.24)

Para que o sistema representado pela equagdo (4.23) possa ser
resolvido, torna-se necessario a criagdo de “3(NAP)” novas equagdes, que

serdo as correspondentes aos “U, " deslocamentos internos. Assim tem-se:

U,=G,P- HU+B+QU, (4.25)
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onde “(, " representa a matriz “Q " para pontos internos. Deve-se notar que
“Q.” nao apresenta singularidades, porque os deslocamentos nos pontos

internos séo calculados para o centro de gravidade da area de interface, de

coordenadas globais “x,, y.", € a integrag&o no dominio “Q_" é feita sobre o

contorno “ I‘q' ”

Agrupando-se (4.23) e (4.25) obtém-se:
H U] [G] [B
H I\U(=|G |P|B|*

Levando-se os deslocamentos incognitos “U,” do segundo para o

)

Impondo-se as condigbes de contorno, o sistema (4.27) é resolvido

(4.26)

primeiro membro, obtém-se:

H -0
Hi {_NQi

G

G,

B
,;} (4.27)

encontrando-se além dos valores de contorno, os deslocamentos nos

pontos internos correspondentes aos “NAP” apoios. Com os valores “U,”, a

partir da expresséo (4.14), encontram-se as reagdes nos pilares. Com estas
Ultimas obtém-se as distribuigbes lineares de tensédo sobre todas as areas
de interface, através da equacdo (4.12). Deve-se notar que estas cargas
lineares sobre as areas de interface poderiam ser também obtidas através

de (4.17), sem a necessidade de se ter calculado as reagdes dos pilares.
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Os deslocamentos em outros pontos internos serdo obtidos a partir

da equagdo (3.95), onde o vetor “B," contera a influéncia de todos os

carregamentos de dominio, inclusive das “NAP” regides carregadas com as

cargas “o(x)", dada em (4.12).

Para o calculo dos esforgos em pontos internos, inclusive nos centros

das areas de interface, deve-se usar a equagao (3.153), onde o vetor l}'

contera a influéncia de todo o carregamento interno, inclusive destas novas
regides carregadas com “o(x)".
Mesmo quando se desprezam as reagbes “M,” e “M.", tomando-se

“Iex = [yy = 0", é conveniente usar esta formulagdo, por menor que seja a
area da interface placa-pilar. A tensdo “o(x)” neste caso é constante e igual
a tensdo média (o(x)=Ru/s). Para rigidez axial infinita a incognita é a tensdo
“os(x)’, quando considera-se a rigidez axial real do pilar, a incdgnita sera o
deslocamento “w”. A reagdo distribuida uniformemente na area de interface,
conduz a resultados melhores, pois se evitam desta forma as singularidades
que apareceriam no ponto de aplicagdo da reacdo, caso a mesma fosse

considerada concentrada.

4.3 - PLACAS COM ENRIJECEDORES

4.3.1 - ASSOCIAGCAO PLACA-ESTRUTURA QUALQUER

Pretende-se neste item analisar a associagdo de uma placa com uma
estrutura qualquer, formada por barras. Para isto considera-se que os novos

elementos estruturais estejam ligados a placa por linhas e pontos discretos.
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Estas linhas sdo na realidade vigas associadas a placa, com rigidezes a
flexdo e torgdo, impondo-se assim um certo enrijecimento a mesma.

Os esforgos que surgirdo na interface das duas estruturas podem ser
interpretados como linhas de carga vertical e linhas de momentos aplicados
a placa.

Seja a Fig. 4.5, onde se apresenta uma placa com uma linha

genérica, mostrando-se as linhas de carga e de momentos.

/

linha de carga w b,

Fig. 4.5 - Placa com uma linha genérica de cargas da interface.

As linhas da interface serdo discretizadas em elementos conforme
item 3.3.3, onde os valores das reagdes serdo aproximados segundo (3.90)
para cargas distribuidas verticais ou segundo (3.92) para linhas de
momentos distribuidos. Desta forma a equacido para deslocamentos no

contorno, representada matricialmente por (3.86), sera escrita como:

Hl!=g{’+{3+é'pN (4.28)

onde:
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P - @ o vetor dos valores nodais das linhas de carga vertical e de
momentos, interpretadas como reagdes da estrutura sobre a placa.
S - € uma matriz cujos coeficientes representam a influéncia das linhas

de carga.

O vetor “ p” para um ponto qualquer da linha de carga é dado por:

p=1m (4.29)

onde “m" é o momento de torgdo, “m” € o momento fletor e “p” e carga
vertical, todos considerados por unidade de comprimento. O vetor dos
valores nodais destas linhas de carga para um elemento genérico de carga

“i’, conforme aproximagao quadratica adotada no item 3.3.3, é dado por:

P = {m: m p m m p* om m ps}j (4.30)
~J

Os deslocamentos nodais associados ao vetor “ p" " sao:
W = {y‘ g w oy 6> w oy @ w3} _ (4.31)
~ J

O sistema local de referéncia para um elemento da linha de carga
esta ilustrado na Fig. 4.6. A diregdo “1” coincide com o eixo da barra e esta
associada a linha de momentos de torgdo “m,” e a correspondente rotagdo
devido a torgdo “y". A diregdo ‘2" é perpendicular ao eixo da barra e

corresponde a linha de momentos fletores “m” e a rotagdo “6” respectiva. A
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diregdo “3" coincide com a diregdo “x;" global, e esta associada a linha de

carga vertical e ao correspondente deslocamento transversal “w".

TT—=__ sistema local de referencia

XD

sistema global de referencia

X

Fig. 4.6 - Elemento genérico da ligacao placa-estrutura.

A matriz “S” em (4.28) é obtida a partir da influéncia das linhas de

carga vertical e de momentos no calculo dos deslocamentos, expressas
respectivamente pelas equagdes (3.50) e (3.65). Considerando-se (3.90) e
(3.92) o ultimo termo de (4.28) pode ser escrito para um elemento genérico

e,

i
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~
—
)

‘ERE

Sjpj = [Sj¢] Sj¢2 Sj¢3:|<

[N

A

3,

5‘0)

w

~

(4.32)
$,0,=5"P"

onde as fungdes “¢;" sdo dadas em (3.79).

A matriz “S. " é uma matriz quadrada de ordem 3, sendo seus

coeficientes obtidos pelas seguintes integragdes sobre o elemento “j":
Sap = | 2o (. 2 ()

Sua = |, 5o (2,50 () (4.33)

5= |leon) - =g e o) 0

onde as solugdes fundamentais “u;” estdo dadas em (2.32) e “u;,,” em

a,a

(3.21).

Mesmo quando a linha de carga coincide com o contorno da placa, as

integrais (4.33) ndo apresentam singularidades, pois o ponto “x” do contorno
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foi levado para fora do dominio, conforme mostrado no item 3.3.2. Estas
integrais serdo todas resolvidas numericamente.
Analisando-se a equagéo (4.28), nota-se que além das incognitas de

contorno, deslocamentos ou forgas de superficie, aparecem tambem as

cargas nodais distribuidas, representadas no vetor “ p" . As cargas nodais

distribuidas nao sdo valores incégnitos normais, na andlise de placas, como
o séo deslocamentos e forgas. Além do mais ndo se garante a continuidade

No»

de “ p"”, situagdo que pode ser exemplificada quando duas linhas de carga

se cruzam. No ponto de cruzamento pode-se ter 4 valores distintos para o

vetor “ p”. Isto ndo acontece com os deslocamentos, que s&o os mesmos

para o ponto de cruzamento, tanto na placa quanto na estrutura associada.

Assim deve-se transformar as incognitas “ p" " em deslocamentos.

A transformagio do vetor “p"” em deslocamentos se fara

considerando-se isoladamente cada elemento genérico “j" da linha de carga.
Os esforgos nodais do elemento “j° se relacionam com os deslocamentos

nodais correspondentes, através de:

k u =F, (4.34)
e e L

onde:

k - € a matriz de rigidez do elemento .

=

u - é o vetor de deslocamentos nodais do elemento “j".

~e,

F, - é o vetor das forgcas nodais equivalentes do elemento ‘T,

correspondentes a aplicagdo das linhas de carga vertical e de
momentos.
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Na anadlise aqui desenvolvida o enrijecimento produzido pelas vigas é

traduzido pelas linhas de carga “p”, que é equivalente a aplicagdo do vetor

“F,” no elemento. Por outro lado, sabe-se que a aplicagéo de “F; " produz

no elemento deslocamentos “u ", que s@o proporcionais a rigidez da barra

~e

“k . Desta forma consegue-se relacionar as linhas de carga “p” com os

""CJ ~

deslocamentos “u,”, que sd0 0s mesmos para a viga e para a placa na

interface.

Consegue-se transformar o vetor dos valores nodais das linhas de

« N»

carga “p"” no vetor das forgas nodais equivalentes através da seguinte

equacgao:

F =N p" (4.35)

N=2[9"(n)4,(n)an (4.36)

A matriz “ N” transforma cargas nodais distribuidas em forgcas nodais

equivalentes. Os vetores “u(n)" e “¢p(n)’ s@o fungdo da aproximagdo

adotada para os deslocamentos “v(7)” e para as cargas distribuidas “ p(n)".

Assim:

(4.37)

pln)=4,(n)p,
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As aproximagdes adotadas para “v(7)” e “p(n)” serdo analisadas

posteriormente no item 4.3.2.
Substituindo-se (4.35) em (4.34) obtém-se:

k u=Np" (4.38)

Multiplicando-se os dois membros de (4.38) por N', obtém-se a

transformag&o do vetor “ p" ” no vetor dos deslocamentos “u, ”.

Nk u=p" (4.39)

De (4.32) pode-se escrever:

S, p,"=8,N,"k, u (4.40)

7 € 6

Resolve-se (4.40) para cada elemento das linhas de carga,
enderecam-se e armazenam-se os coeficientes de todos os deslocamentos

“u,” formando-se uma matriz “S " com “3(NNCP)" linhas e “3(NNLC)”
~ NK

colunas, onde “NNLC" é o numero de nés que definem linhas de cargas.
Desta forma pode-se escrever (4.28):

HU=GP+B+S§ u, (4.41)
~ o~~~ = ~NK

O vetor dos deslocamentos “u,” pode conter tanto deslocamentos

internos como do contorno, ficando (4.41) expresso da seguinte forma:
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~ ~ NKrr ~ MKy

U
gg:q{um[s S HU} (4.42)

Na expressdo (4.42) foram introduzidas novas incognitas “U,",

necessitando-se portanto escreverem-se novas equagdes de deslocamentos

para os pontos internos envolvidos no vetor “U,”. Agrupando-se estas

novas equagdes a equacgio (4.42), obtém-se:

H o|(U B
# ijul-le o)

Levando-se os deslocamentos “U” e “U, " para o primeiro membro de

u
A

A equagdo (4.44) representa a equagdo matricial geral (3.86),

S S

~ NKr ~ NKp

S S

~ NK;r ~ NKy

G
G,

U
{l}_} (4.43)

(4.43) resulta:

H-5 )
~  ~NKpp ~ NKyy
H-S I-§
~ ~NKp o~ ~NKy

G B
é}{P} + {B} (4.44)

transformada agora para levar em conta o enrijecimento produzido pelas

vigas, que é traduzido pela aplicagdo das linhas de carga.

Impondo-se as condigbes de contorno, resolve-se o sistema (4.44),
determinando-se as incégnitas de contorno e os deslocamentos dos pontos
internos, pertencentes a interface da estrutura formada pelas vigas com a

placa. Com os deslocamentos conhecidos determinam-se para cada

elemento de carga o valor de “p" ", através da equagdo (4.39). A partir dos



154

valores de “p" ", todo o enrijecimento produzido pela estrutura das vigas,

sera introduzido na placa através da aplicagdo destas linhas de cargas.
Assim calculam-se deslocamentos em outros pontos internos de interesse,
bem como esforgos em quaisquer pontos internos, aplicando-se equagdes
integrais ja desenvolvidas anteriormente, que conterdo agora a influéncia do

enrijecimento produzido pelas linhas de cargas “ p"".

A equagéo (4.44) serve também para levar em conta o enrijecimento
produzido pelos pilares, bastando para isso, acrescentar aos coeficientes
correspondentes aos deslocamentos da interface placa-viga-pilar, que s&o
0s mesmos para os trés elementos, as rigidezes correspondentes do pilar, ja

deduzidas anteriormente.

4.3.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ DAS BARRAS

Conforme visto no item anterior, € necessario determinar a matriz de

rigidez “k,” do elemento de carga, assim como a matriz “ N ”, que relaciona

cargas distribuidas com for¢cas nodais equivalentes. Estas duas matrizes
serdo definidas neste item a partir de fungbes aproximadoras previamente
escolhidas para deslocamentos e cargas distribuidas.

O sentido dos deslocamentos para pontos da placa esta indicado na
Fig. 2.1.b. Como os deslocamentos da placa sdo os mesmos da estrutura
associada, deve-se adotar um sistema global de coordenadas, para o
célculo da matriz de rigidez das barras, coerente com o sentido dos
deslocamentos “¢¢", “$." e “W". O sistema local para as barras sera 0 mesmo
ja adotado no item anterior na Fig. 4.6. Os dois sistemas de coordenadas

estdo ilustrados na Fig.4.7.
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6’Ksistemo local

de coordenadas

\ ><1

sistema de referencia
a)

b)

3~ =__sistema global

de coordenodas

Fig. 4.7 - Sistemas global e local de coordenadas.

Seja o elemento de barra genérico ‘i da Fig. 4.7.b. Os
deslocamentos verticais dos pontos da barra estdo relacionados com as

respectivas rotagées através de:

dv
0=-2 (4.45)

z

onde o sinal negativo aparece porque para ‘v’ crescente a rotagdo “0” é

decrescente.
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v(m) o2 ¥(n)
. oL el A TN
V2 2
l/ | |/ v ! 71’/\7
? ' ' ;

a) b) c)

Fig. 4.8 - a) Sistema local de coordenadas
b) Aproximagao cubica para v (n)

c) Aproximagao linear para y (n)

Os deslocamentos “v’ e ‘9" sdo completamente independentes da
rotagéo por tor¢éo “y". Considerando-se o deslocamento vertical e a rotagao
para cada um dos dois nds extremos do elemento de barra, pode-se

exprimir “v (n)” da seguinte forma:

a,
a
n)=va={t n »* 7}, (4.46)
~ 2
a,
onde “a " é o vetor dos parametros generalizados e “n” & dado por:
2
n= 7x (4.47)
Levando-se (4.47) em (4.45) obtém-se:
aO
' / [ 2 al
v(n)=-50 =v'(a={o 1 20 3’} (4.48)
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Os valores nodais dos deslocamentos “6', “v'”, e “6%, “v* sdo

obtidos para valores de “n= -1" e “n= +1” respectivamente nas expressdes
(4.48) e (4.46), obtendo-se os mesmos em fungdo dos parametros
generalizados “a *. Levando-se os valores dos parametros generalizados

“a~z " escritos em fungdo dos valores nodais nas expressdes (4.46) e (4.48)

resulta;

v{n) = gu(n)v" =

61
/ 1 l 1 1
pegert merd fevron Joomeal
v2
(4.49)
2 2
0('7) = —‘I—V'(Tl)= —'l—¢:,'(77) 1:1’" =
01
1 1
:{%(_1_2“3”2) _5?("3+3"2) %(‘1+2'7+3772) ‘5(3—371’)} ;2
v2
(4.50)

A partir da variagdo linear para a rotagdo devido a torgdo “y",
conforme Fig. 4.8.c, e seguindo-se procedimento andlogo ao utilizado para

a flecha “v” e a rotagdo “9”, chega-se a:

2

)= #alo)” = {3-m) Sae ] (a51)

Agrupando-se (4.49) a (4.51) obtém-se:
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Bl v 8 ¥ 8 l
.0 Anp|:m+mv|~. Amt+ut+:|~|vﬂ 0 Am:+:mlmvﬂ Amw+~:|e|~vﬂa 0
4 /(4 v
va A%va.mm ?5+§+va 0 A%T,Tflu A%mi&-_uf. 0 N =
0 0 0 Afcm 0 0 QTGM
4| ]
QI

(Zs'p)
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A energia de deformagao para a barra genérica “j’, considerando-se
apenas a torgéo e a flexdo é dada por:

1 p+in2 Mt2 1 p+2 M?
- 51—1/2 GJ, ¥ _2--[—1/2 EI (453)
onde:
' 2 1
M, = GJy'(x)=GJ, 7r'(n) (4.54)
" 4 "
M = Elv (x):EIl—zv (n) (4.55)
com
E - modulo de elasticidade longitudinal
G - médulo de elasticidade transversal
I - momento de inércia a flexdo da se¢ao da barra em relagdo ao eixo
local 2
i - momento de inércia a tor¢do da se¢do da barra em relagdo ao eixo
1
14 - € 0 comprimento do elemento de barra

Considerando-se se¢do transversal retangular “bxh”, com “h" paralelo

a diregdo 3, tem-se “J," calculado por:

J, = phb’ (4.56.a)

onde:

B

W | ==

4
-0,21%(1- 15}:4] (4.56.b)
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Substituindo-se (4.54) e (4.55) em (4.53) e mudando-se a variavel “x”
para “n”, obtém-se:

1 204 1 .
v=g v (318" @ 014 ),

- v(;s— ['a "(v)El@’(v)dv) n" (4.57)

Os termos entre parénteses da equagéo (4.57) representam a matriz
de rigidez do elemento de barra, sendo o primeiro termo devido a torgdo e o
segundo devido a flexdo. Integrando-se obtém-se uma matriz (2x2) para o
primeiro termo, e uma matriz (4x4) para o segundo, obtidas
independentemente. Estas matrizes agrupadas geram uma matriz (6x6) que

representa a rigidez da barra em relagéo ao sistema local, dada por:

4B _6E . 2H 6

! I? 1 I?
12E7 6E] 12E1

B 0 P

. G o 0
C 4FE] 6EI
Sime'trica —_— >

) l

12E7

l3

(4.58)

A matriz de rigidez (4.58) escrita em relagdo ao sistema global de
coordenadas é dada por:



[Grc? 4EIC?
GIC  AEIC] (G _4Bl)e o
| 1 1 1 y
_GLC; +_4E(;§
1 1
k, =
Sime'trica
onde:

C, =cosy = sena

C, =seny = -cosa

_l_z

6EI
"lT' y

6EIC

12EI
I3

{

1

S,

_GIc, 2EIC}

i 1
E)cc
P/
6EIC

"l"z" y

2
GJtci . 4EIC,

!

{5 Fes
_G1C; | 2EIC
1 1
S
(@M,
GI,C; N 4EIC}
I I

X
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(4.60)

onde “y" € o angulo formado entre as diregbes 1, dos dois sistemas de

coordenadas e “a” é o angulo que a diregdo da barra faz com o eixo “x;” (ver

Fig. 4.7).

Considerando-se variagao linear para as cargas distribuidas, pode-se

escrever:

pn) = mn) = 4,(n) p" =
V) .
—%@-ﬂ 0 0

=l o %(1— 7) 0
|0 0 %@‘ﬂ)

—-—
)

_|m
0 m'

0 1p]2L
m'
l(1+ n) || m*
I p?

(4.61)
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A variagdo da energia potencial produzida pelo carregamento “p” é

dada por:

+1/2 12

Q= =["m, (e (x) e + [ ple)v(x) ) (462)

Substituindo-se os valores de “my(x)” e “p(x)’ dados em (4.61), o valor
de “y(x)” dado em (4.51), o valor de “v(x)” dado em (4.49) e mudando-se a

variavel “x” para “n”, obtém-se:

Q=- ‘ier[éf]] 8." (1) 4,,(n) d’l) - ‘ﬁ"r(éfll 8." (1) ¢,(n) dﬂ) (4.63)

Os termos entre parénteses da equacgao (4.63) representam a matriz

“1y * referida anteriormente pela expressdo (4.36), sendo o primeiro termo

correspondente a torgéo e o segundo a flexdo. Integrando-se obtém-se uma
matriz (2x2) para o primeiro termo e uma matriz (4x4) para o segundo,
obtidas de forma independente. Estas matrizes agrupadas

convenientemente formam uma matriz (6x6) dada por:

! 0 0 L 0 0
3 2 6 2
o L o, _t
12 20 12 30
o L o1, 1 3l
N = 2 20 2 20 (4.64)
) ! 0 0 ! 0 0 '
6 2 3 2
o L £ 4, L
12 30 12 20
o L 3 o 1 7
I 2 20 2 20 |
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A matriz (4.64) foi obtida para o sistema local de coordenadas. Esta
matriz transformada para o sistema global fica:

(c2 C
[T*T’z”

%c,cy —%cy
c: 2 2
T"+ %]l —é(—)C,
1 71
2& 0
rac, -+,
2 2 2
S.4) Le
1 3/
2% 3

O elemento genérico da ligagdo placa-pilar, que foi dado na Fig. 4.6,

tem 3 nds e pode ser interpretado como a associagdo de dois elementos de

barra, cujas matrizes “k,” e “N” para o sistema de coordenadas global

estdo expressas respectivamente em (4.59) e (4.65). Esta situagéo

representada por um elemento de carga correspondente a dois elementos

de barra esta ilustrada na Fig. 4.9, onde se mostra o novo sistema de

coordenadas locais, agora com 9 coordenadas.



~—=__coordenadas
globais

Fig. 4.9 - Elementos de carga e de barra.
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A matriz “k," no sistema global para o elemento de carga sera dada

por:

onde;

~ L1

k,! k! 0
~ 11 ~ 12 -
e = kel kel + ke2 kez
~ ~21  ~22 ~1 ~ 12
0 k,* k,’
| 7 ~,21 ~.,22
5 GJ, s 8EI o (GJ, _ 4EI)2CxC
L L 7’ L L ¢
GJ 8EI

Sime'trica

2—+C} +—C:
L L

24EIC, ]
LZ
24EIC,
0
96EI
L3

(4.66)

(467.a)
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24EIC, T
G AEL (GJ ZE’)zcc _24EIC,
L L L L L
GJ, , 2Kl GJ 4EI 24EIC,
k' =k* = -( jzcc 2—LC2+—C -
~02 o~ 12 L L L L L
24EIC, 24EIC 96 El
] I JZ |
(467b)
i 24EIC, ]
GJ, Glice, 4EI AH _(GJ 215:1)2 c.c, =
L L L L L
k' o=k? = -(GJ 2E’)zcc S
Sa S L L L™ r
24FIC, 24EIC, 96 EI
A jZ I
(4.67.c)
4GJica OEL o, (GJ, 4ED, ..
L > L ” \L LJ)77
Kbk = s JEH o | (467.4d)
~2 ~.a L
: : 192E1
Sime'trica I
[ GJ, , S8EI (GJ 4EI) 24E] ]
2=1C+—-C |- )20C, - €,
, G/ 8EI 24E1
k: = L‘c2 — C G |(487e)
o o 96El
Sime'trica IE

onde “L”" é o comprimento do elemento de carga, que é igual a duas vezes o

comprimento do elemento de barra “I".

De maneira analoga, a matriz“ N " no sistema global de coordenadas,

para o elemento de carga, sera dada por:



onde;

N' =N? =

~ 12 ~ 12

~ 21 ~ 21

N' +N? =

~22 ~11

~,12
N' + N?

~,22  ~1

~,21
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(4.68)

(4.69.a)

(4.69b)

(4.69.c)

(4.69.d)



~22

[

—-C.C

C:
6 24

.8
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(4.69.¢)
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4.4 - FLUXOGRAMAS

Sdo apresentados a seguir os fluxogramas do programa principal e

de algumas subrotinas de forma bem compacta.

FLUXOGRAMA GERAL

CALL INPUT
(Entrada de dados)

l

CALL MIRR
(Montagem de H, G, B, S)

|

CALL SOLVE
(Solugéo do sistema)

l

CALL INTER
(Deslocamentos em pontos internos)

|

CALL RMON
(Esforgos em pontos internos)

|

CALL OUTPUT
(Saida dos resultados)

|

FIM
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SUBROUTINE INPUT

Subrotina para entrada de dados

NECP, NNCP, NNEE, NIP, NC, NRC,
KODAI, ALFA, CP, YM, TH

Coordenadas das extremidades dos
elementos

/

Conectividade dos elementos

Coordenadas dos pontos internos

Leitura dos nés duplos

Vinculagéo - valores prescritos - forcas
no contorno

Leitura do carregamento

Cargas concentradas
Carregamento de dominio
Linhas de carga

Linhas de momento

Leitura da vinculagdo interna

- Tipos de apoio
- Propriedades das barras

Colocagdo do ponto fora do contorno

Calculo das constantes

FIM

- NECP, namero de elementos do contomo d
placa

- NNCP, nimero de nés do contorno da placa
- NNEE, namero de nés de extremidade dos
elementos

- NIP, nimero de pontos internos

- NC, numero de cantos

- NRC, numero de regides carregadas

- KODAI, cédigo que define as condi¢des de
vinculagéo interna

- ALFA, coeficiente a ser multiplicado pelo
comprimento do elemento

- CP, coeficiente de Poison

- YM, médulo de Young do material

- TH, espessura da placa
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SUBROUTINE MIRR

Subrotina para montagem das matrizes H e G, do vetor do carregamento de
dominio B e da matriz S de influencia das linhas de carga

Zerar matrizes

NTOT = NNCP + NIP

J=1, NECP
Variagdo dos elementos

I=1,NTOT
Variagédo do ponto fonte

CALL INTEG1 (AH,AG)
AH(3,9), AG(3,9)

MONTAGEMde He G
| H(3*NTOT, 3*"NNCP)
G(3*NTOT, 3*NNCP)

Verificagdo da matriz H

Trocas de colunas entre He G

- INTEGH1, subrotina que calcula os
coeficientes de He G



TP=G*P
(3*NTOT X1)

Montagem do vetor B
- Cargas concentradas
B1(3*NTOT X1)

Carregamento de dominio
Gg=Ax+By+C
CALL IQDOM
B2(3*NTOT X1)

Linhas de carga
CALL IQUL
B3(3*NTOT X1)

Linhas de momentos
CALL IQUML
B4(3*NTOT X1)

B=B1+B2+B3+B4

TP=TP+B
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- IDQOM, subrotina que calcula a influéncia
do carregamento de dominio no caliculo dos
deslocamentos

-lIQUL, subrotina que calcula a influéncia da
linha de cargas verticais no célculo dos
deslocamentos

- IQUML, subrotina que calcula a influéncia
das linhas de momentos no calculo dos
deslocamentos



Montagem da matriz S

S

Montagem de S para apoios puntuais
S(3*NTOT X NAP)

KOD&

- NAP, nimero de apoios

Montagem de S para apoios internos
com reagdo uniformemente distribuida
na area
A=0,B=0,C=1
CALL IQDOM S(3*NTOT X NAP)

Y

KODAk

Montagem de S para apoios internos
com reagdo linearmemente distribuida
na area

CALL IQDOM S(3*NTOT X 3*NAP)

©
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Montagem de S para uma estrutura
qualquer

I=1, NTOT >

A A

, NBAR >

K1 = KEL (J,1)
K2 = KEL (J,2)
K3 = KEL (J,3)

S

CALL MATS1
CALL INUM (K1)
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- NBAR, numero de barras

- KEL (J,K), né k do elemento ou barra k
- MATS1, subrotina que calcula a parte
analitica da matriz S, quando o ponto
fonte coincide com o né K1 do elemento J
-MATS2, Idem MATS1 para o né K2 do
elemento

- INUM (Ki), subrotina que calcula a parte
analitica da matriz S, quando o ponto
fonte coincide com o né "i" do elemento j.

1> NNCP N
1= K2

S

CALL MATS2
CALL INUM (K2)

®



1> NNCP

I=K3

S

CALL MATS3
CALL INUM (K3)

CALL MATS

Montagem de S
S(3*NTOT, 9*NBAR)

__.< 1= 1,NBAR >

CALL MATRN (R\N)

CALL INVER (N)

RNS =N *R

MONTAGEM de RN
RN(9 X 9*"NBAR)

©®
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- MATS3, idem MATS1 para o n6é K3 do
elemento J

- MATS, subrotina que calcula a matriz
S para pontos que nio pertengam a
linha de carga

- Cada barra "j' ocupa 9 colunas da
matriz S

- MATRN, subrotina que calcula a matri
de rigidez R e a matriz N do elemento |
-INVER, subrotina que inverte a matriz
do elemento |

- RNS, [9X9]

- Cada barra | ocupa 9 colunas da matri
RN



CALCULA-SE
SRN(3*"NTOT, 9*NBAR)

H=H-SRN
A partir das condi¢des de contorno
leva-se a contribuigdo das linhas de
carga para a matriz H

FIM
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- O produto S*1/N*R para cada barra ocupa
9 colunas da matriz SRN
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SUBROUTINE INTER

Calcula os deslocamentos dos pontos internos

- KODAI = 0, placa sem vinculagao intern
- X(J), valores de contorno determinados
na subrotina SOLVE

- REAC, reac¢do de apoio interno

- BAP, HAP, dimensdes do apoio

NND1 = NNCP + 1

KODAI =0

S

J =1, 3*NNCP

~— S~

——<I = NND1, NTOT

— U(l) = TP(I) - H(1,J) * X(J)

FIM

KODAI <=2

S

=1, NAP

N

i




L

REAC(l) = X(NNCP+I)

REAC(I) = X(NNCP+))*
*BAP(I)*HAP())
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J=1, 3*NNCP >

I =NND1, 3*NTOT >

HX(l) = HX()+H(1,J)*X(J)

Il

1= NND1, 3*NTOT >

, NAP >

[

SX(1) = SX()+S(1,J)*X(3*NNCP+J)




< I =NND1, 3*NTOT >

U(1) = TP(I)-HX(1)+SX(1)
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Kooﬁk N

=/\ I =1, NAP >

11=3%-2 J1 = 3*NNCP+I1
12 =3*11 J2 = 3*NNCP+I2
I3 =34 J3 = 3*NNCP+I3

[

REAC(I1) = (-kpE/h)*HAP(1)*BAP(I)*BAP(I)*BAP(1)*X(J1)
REAC(12) = (-kpE/h)*BAP(1)*HAP(I)*HAP(I)*HAP(1)*X(J2)
REAC(13) = (-E/M)*BAP(I)*HAP(1)*X(J3)

J=1, 3*"NNCP >

———( I = NND1, 3*NTOT >

HX(1) = HX(1)*H(1,J)*X(J)

®

-kp, iguala3ou 4

- E, médulo de elasticidade
do apoio

- h, altura do apoio
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I = NND1, 3*NTOT >

-
_.< J=1. 3NAP >

SX(I) = SX(1)+S(1,J)*X(3*NNCP+J)
[——< I = NND1, 3*NTOT >
U(l) = TP(1)-HX(1)+SX(l)

< I = NND1, 3*NTOT >

u(1) = X(1)
Deslocamentos para pontos intemos
da interface placa-estrutura

J | =1, NBAR >
'\ '
—>< 1=13 >
K1 = KEL(l,I1)




)

IC = 3*K1-3+12

ICS = 3*11-3+12

UE(ICS) = X(IC)
Deslocamentos do elemento de barra |

CALL MATRN
Caicula as matrizes R e N do elemento
de barra |

CALL INVER (N)
Inverte a matriz N

PNS(1,9) = (1/N)*R*UE
Vetor das cargas nodais pN para a
barra |

Deslocamentos para pontos internos
que n#o pertengam a interface
placa-estrutura

__.< S 13NNGP >
—

1 =1,3*"NPIN >

S

HX(1) = HX(1)+H(3*NTOT+1,J)*X(J)

(9
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- NPIN, nimero de pontos internos fora d
interface



(19

e
:

>< J=1,NBAR >
'

CALL MATS
Calcula a matriz S para pontos que
n&o pertengam a linha de carga

|

11=13 >
'

IL = 3*-3+I1

SPN(IL) = SPN(IL)+S(11,J1)*PNS(J,J1)

Y

4_.< I=1,3NPIN >

y

U(1) = TRP(I)-HX(1)+SPN(I)

FiM
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SUBROUTINE RMOM
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Calcula os momentos Mxx, Mxy, Myy e as for¢cas cortantes Qx e Qy em pontos interno

Montagem das matrizes H' e G'

J=1,NECP
Variagdo dos elementos
I=1,NIP
Variagdo do ponto interno

CALL INTG2 (AH', AG")
AH'(5,9) AG'(5,9)
As trés primeiras linhas de AH' e AG'
se referem aos momentos e as duas
uitimas as cortantes

MONTAGEM de H' e G’

— H'(5*NIP, 3*NNCP)

G'(5*NIP, 3*NNCP)

E=GP-HU
Esforgos internos devidos aos valores
de contorno

Influéncia das cargas concentradas no
calculo dos esforgos internos




183

KODAI = 1

Influéncia das reagdes concentradas
no calculo dos esforgos intemos

 /

Influéncia das cargas externas
distribuidas, com variagdo constante
ou linear no caiculo dos esforgos
internos
q=Ax+By+C
CALL RQDOM

S

KODAI = 2 q = constante
KODAI =3 q=linear
CALL RQDOM

y

influéncia das linhas de cargas
verticais extemas no calculo do
esforgos internos
CALL RQDUL




Influéncia das linhas de momentos
extemos no calculo do esforgos
internos
CALL RQDML

Influéncia das reagdes da estrutura de
barras no célculo do esforgos internos

I

I=1,NIP >

J=1,NBAR >

I = KEL{J,1)

—( )

CALL RQML1
Calcula a influéncia da linha de
momentos no calculo dos esforgos
internos quando o ponto interno
coincide com o né k1 do elemento de
barra J

)

184



CALL RQDUL1
Calcula a influéncia da linha de carga
vertical no calculo dos esforgos
internos quando o ponto intero
coincide com o n6 k1 do elemento de
barra J

y
|=KEm N

CALL RQML2
Idem RQML1 para o né k2

CALL RQDUL2
Idem RQDUL1 para o né k2

|=Kem N
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S

CALL RQML3
Idem RQML1 para o né k3

CALL RQDUL3
ldem RQDUL1 para o n6 k3

S

CALL RQML
Calcula a influéncia da linha de
momentos no calculo dos esforgos
internos para | ndo pertencente ao
elemento J

A

CALL RQDUL
Calcula ainfluéncia da linha de carga
vertical no célculo dos esforgos
internos para | ndo pertencente ao
elemento J

E=E1+E2+E3+E4

FIM
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- E1, esforgos devidos aos valores de contorn

- E2, esforgos devidos a cargas externas
concentradas

- E3, esforgos devidos a carga distribuida
externa

- E4, esforgos devidos a vinculagio interna
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4.5 - APLICACOES NUMERICAS

Sao apresentados neste item exemplos de placas resolvidas através
do Método dos Elementos de Contorno, utilizando-se a Teoria de Reissner.
Os resultados obtidos com o programa desenvolvido neste trabalho, sdo
comparados quando for o caso, com solugdes analiticas desenvolvidas por
TIMOSHENKO [156], ou com solugbes numéricas via MEC, apresentadas
por PAIVA [113] e RIBEIRO [140], que utilizam respectivamente a teoria
classica e a Teoria de Reissner. Alguns resultados levando em conta a
influéncia da espessura da placa, sdo comparados com as solugdes
analiticas obtidas por RIBEIRO [158], através de desenvolvimento em
séries.

A eficiencia do Método dos Elementos de Contorno aplicado a
andlise elastica de placas pela Teoria de Reissner ja foi comprovada no
trabalho de RIBEIRO [140]. Apenas o0 primeiro exemplo deste item
apresentara placas sem vinculagdo interna, no intuito de mostrar a
influéncia do fator “a’, que quantifica a distancia do ponto de colocagao

para os nés de contorno, no calculo dos deslocamentos e esforgos na placa.

4.5.1 - EXEMPLO 1: Placa quadrada uniformemente carregada.

Neste exemplo analisa-se uma placa quadrada simplesmente
apoiada em todo o contorno, submetida a um carregamento uniformemente
distribuido. O contorno é discretizado em 20 elementos e sdo considerados
9 pontos internos, conforme a Fig. 4.10. A discretizagdo do contorno da
regido carregada, que neste caso é toda a placa, é feita considerando-se 8
elementos. A condicdo de contorno relativa a rotagédo tangencial é a “hard

condition”, ou seja, rotagéo nula.
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X1

Fig. 4.10 - Placa simplesmente apoiada no contorno.

A tabela 4.1 fornece os deslocamentos transversais “w’ na linha de

centro da placa (x;=a / 2) para diversas relagdes (h/a) e valores “a”.

Analisando-se os resultados da tabela 4.1 nota-se que para
(h/a)=0,01, os valores dos deslocamentos obtidos com o MEC utilizando-se

a teoria de Reissner, coincidem com os calculados com a teoria classica.

A medida que a espessura aumenta, os deslocamentos obtidos com a
Teoria de Reissner ficam sensivelmente maiores que os da teoria classica,
chegando-se a um acréscimo de aproximadamente 40% no centro da placa,
quando a relagao (h/a)=0,30. Os resultados dos deslocamentos obtidos com
a Teoria de Reissner usando-se o0 MEC mostram uma precisdo bastante
satisfatéria, quando comparados com os valores obtidos analiticamente por

RIBEIRO [158], usando-se também a mesma teoria.

Pode-se observar ainda que para “a” variando desde 0,10 a 1,50, os
resultados dos deslocamentos mostram-se praticamente iguais aos valores
analiticos obtidos por RIBEIRO [158). A rigor, os valores serdo tanto

melhores quanto mais proximo de “zero” ficar a constante “a”.
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Tabela 4.1 - Deslocamento transversal “w" sobre a linha de centro

(x2=a/ 2) da placa

h/a o wy (100D /g a*)
0,10L 0,20L 0,30L 0,40L 0,50L
0,10 | 0,13188 | 0,24681 | 0,33433 | 0,38867 | 0,40705
0,25 | 0,13162 | 0,24638 | 0,33378 | 0,38881 | 0,40641
0,01 0,50 | 0,13162 | 0,24639 | 0,33378 | 0,38881 | 0,40641
1,00 | 0,13159 | 0,24636 | 0,33376 | 0,38804 | 0,40640
1,50 [ 0,13256 | 0,24464 | 0,33445 | 0,38827 [ 0,40596
RIBEIRO[1S8] | () 132 0,246 0,334 0,334 0,406
0,10 | 0,14028 | 0,26131 | 0,35288 | 0,40952 | 0,42866
0,25 | 0,13860 | 0,25833 | 0,34902 | 0,40516 | 0,42412
0,10 0,50 | 0,13860 | 0,25834 | 0,34902 | 0,40516 | 0,42413
1,00 | 0,13860 | 0,25833 | 0,34902 | 0,40516 | 0,42412
1,50 [ 0,13860 | 0,25833 | 0,34902 | 0,40516 | 0,42412
RIBEIRO[1S8] | () 139 0,258 0,349 0,405 0,424
0,10 |0,160163] 0,29613 | 0,39728 | 0,45937 | 0,48026
0,25 | 0,15976 | 0,29453 | 0,39519 | 0,45699 | 0,47779
0,20 0,50 | 0,15976 | 0,29453 | 0,39519 | 0,45698 | 0,47778
1,00 | 0,15976 | 0,29454 | 0,39520 | 0,45700 | 0,47779
1,50 | 0,15976 | 0,29454 | 0,39520 | 0,45700 | 0,47780
RIBEIRO(1SS] | () 160 0,295 0,395 0,457 0,478
0,10 | 017618 | 0,32272 | 0,43117 | 0,49741 | 0,51966
0,25 | 017573 ] 0,32169 | 0,42982 | 0,49586 | 0,51804
0,25 0,50 | 0,17562 | 0,32169 | 042981 | 0,49586 | 0,51803
1,00 | 0,17563 | 0,32170 | 0,42983 | 0,49587 | 0,51805
150 | 0,17563 | 0,32170 | 0,42983 | 0,49588 | 0,51805
RIBEIRO[1SE] | () 176 0,322 0,430 0,496 0,518
0,10 ] 0,19533 | 0,35547 | 0,47295 | 0,54429 | 0,56819
0,25 | 0,19502 | 0,35488 | 047217 | 0,54338 | 0,56724
0,30 0,50 | 0,19502 | 0,35488 | 0,47213 | 0,54338 | 0,56724
1,00 | 0,19503 | 0,35489 | 0,47216 | 0,54339 | 0,56725
1,50 | 0,19503 | 0,35489 | 0,47216 | 0,54340 | 0,56725
RIBEIRO[18] | () 195 0,355 0,472 0,543 0,567
Teoria Classica 0,132 0,246 0,334 0,388 0,406
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Acontece que para valores muito pequenos de “o, devido a um
problema de condicionamento numérico, os resultados nao sédo tao bons
quanto os da tabela 4.1, mesmo aumentando o numero de pontos de
integragdo. Neste trabalho a integragdo numérica é sempre obtida com 12

pontos de integracéo.

Este problema numérico pode ser contornado dividindo-se o
elemento em sub-elementos, quando o ponto de colocagdo coincidir com um
dos trés nés do elemento. Cada sub-elemento terd um comprimento igual a
distancia que o separa do ponto fonte. Desta forma consegue-se resultados
excelentes mesmo para valores de “a’ iguais a 0,001. Neste trabalho,
quando ndo explicitado de forma diferente, considerou-se o valor de “o”
igual a 0,5, para os outros exemplos.

Na tabela 4.2 estdo apresentados os valores do momento fletor “M,",
para a linha de centro da placa, x,=a/2. Nota-se que os valores dos
momentos calculados pela Teoria de Reissner, via MEC, coincidem com os

da teoria classica quando (h/a)=0,01.

Para os momentos, a influéncia da espessura ndo é tao significativa
como no calculo dos deslocamentos, ficando o acréscimo, para o centro da

placa quando (h/a)=0,30, inferior a 3%.

Na tabela 4.3 estdo apresentados os valores da flecha ‘w" e
do momento fletor “M,” no centro da placa, além do momento de torgao
“M,y" no canto. Os valores calculados pelo MEC, usando-se a Teoria de
Reissner s3o mais uma vez comparados com os valores analiticos
fornecidos por RIBEIRO [158] e pela teoria classica. Segundo RIBEIRO
[140] o valor que conduz a melhor resultados é “o"=0,25, valor confirmado

pelo exemplo 1, que mostrou também resultados semelhantes para “a”=0,5.
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Tabela 4.2 - Valores do momento fletor “M,,” sobre a linha de centro

(x=a/ 2) da placa

h/a o M. (10/ q &%)
0,10L 0,20L 0,30L 0,40L 0,50L
0,10 0,21019 | 0,34392 | 0,42428 | 0,46642 | 0,47947
0,25 0,20914 | 0,34326 | 0,42365 | 0,46582 | 0,47888
0,01 0,50 0,20914 | 0,34326 | 0,42366 | 0,46582 | 0,47888
1,00 0,20913 | 0,34326 | 0,42366 | 0,46582 | 0,47888
1,50 0,21198 | 0,34307 | 0,42650 | 0,46877 | 0,48199
RIBEIRO(168] 0,209 0,343 0,424 0,466 0,479
0,10 0,22212 | 0,34987 | 0,42960 | 0,47172 | 0,48481
0,25 0,20967 | 0,34417 | 0,42489 | 0,46724 | 0,48037
0,10 0,50 0,20962 | 0,34418 | 0,42489 | 0,46724 | 0,48037
1,00 0,20961 | 0,34417 | 0,42489 | 0,46724 | 0,48036
1,50 0,20962 | 0,34417 | 0,42489 | 0,46724 | 0,48036
RIBEIRO[168] 0,210 0,344 0,425 0,467 0,480
0,10 0,22218 | 0,35092 | 0,43146 | 0,47414 | 0,48741
0,25 0,21114 | 0,34692 | 0,42859 | 0,47154 | 0,48485
0,20 0,50 0,21111 | 0,34690 | 0,42859 | 0,47153 | 0,48485
1,00 0,21110 | 0,34692 | 0,42860 | 0,47154 | 0,48486
1,50 0,21106 | 0,34692 | 0,42860 | 0,47154 | 0,48486
RIBEIRO[158] 0,211 0,347 0,429 0,472 0,485
0,10 0,22216 | 0,35219 | 0,43348 | 0,47659 | 0,49000
0,25 0,21225 | 0,34899 | 0,43138 | 0,47476 | 0,48823
0,25 0,50 0,21223 | 0,34896 | 0,43137 | 0,47475 | 0,48822
1,00 0,21202 | 0,34898 | 0,43138 | 0,47477 | 0,48824
1,50 0,21218 | 0,34898 | 0,43139 | 0,47477 | 0,48824
RIBEIRO{168] 0,212 0,349 0,431 0,475 0,488
0,10 0,22244 | 0,35406 | 0,43628 | 0,47992 | 0,49350
0,25 0,21360 | 0,35151 | 0,43478 | 0,47870 | 0,49235
0,30 0,50 0,21358 | 0,35148 | 0,43477 | 0,47870 | 0,49234
1,00 0,21355 | 0,35150 | 0,43479 | 0,47871 | 0,49236
1,50 0,21352 | 0,35150 | 0,43479 | 0,47872 | 0,49236
RIBEIRO[168] 0,214 0,352 0,435 0,479 0,492
Teoria Classica 0,209 0,343 0,424 0,466 0,479
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Tabela 4.3 - Deslocamentos transversais “w” e momento fletor “M,’

no centro da placa; momento de torgdo “M,,” no canto.

w, (100D /qa% M (10/ q &%) M,, (10/q a%)
h/a

MEC(a=0,6) | RIBEIRO[158] | MEC(a=0,6) | RIBEIRO[158] | MEC(a=0,5) | RIBEIRO[163]

0,010 | 0,40641 | 0,406 | 0,47888 | 0,479 |0,33342 | 0,325
0,025 | 0,40735 | 0,407 | 0,47896 | 0,479 |0,32673 | 0,324
0,050 | 0,41070 | 0,411 | 0,47924 | 0,479 |0,32298 | 0,321
0,075 | 0,41629 | 0,416 | 0,47971 | 0,480 |0,31715| 0,316
0,100 | 0,42413 | 0,424 | 0,48037 | 0,480 |0,31102| 0,311
0,125 | 0,43450 | 0,434 | 0,48148 | 0,481 | 0,30562 | 0,308
0,150 | 0,44644 | 0,446 | 0,48219 | 0,482 | 0,30003 | 0,305
0,175 | 0,46101 | 0,461 | 0,48346 | 0,483 |0,29856 | 0,302
0,200 | 0,47778 | 0,478 | 0,48485 | 0,485 | 0,28978 | 0,297
0,250 | 0,51803 | 0,518 | 048822 | 0,488 |0,27537 | 0,287
0,300 | 0,56724 | 0,567 | 0,49234 | 0,492 | 0,25426 | 0,274

T. Cléssica 0,406 0,479 0,325

Deste exemplo pode-se concluir que a colocagéo do ponto fora
do dominio conduz a resultados semelhantes aos obtidos analiticamente,
desde que se escolha valores adequados de “a’. A colocagao do ponto fora
do dominio conduz a simplificagdes, evitando-se as integragdes analiticas
para o elemento que contém o nd singular. No entanto esta técnica conduz
a alguns resultados ruins, como por exemplo a reagdo de apoio proxima aos
cantos, mesmo para “o” pequeno e com muitos pontos de integragéo.

Como melhoramento desta técnica pode-se dividir o elemento em
sub-elementos, obtendo-se desta forma bons resultados, mesmo para as

reagées no contorno da placa. As figuras 4.11, 4.12 e 4.13 mostram as
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reagdes no contorno considerando-se as condigdes “HARD” e “SOFT", para
trés relagdes (h/a) distintas e os resultados sdo comparados com os obtidos
por BATHE [159]. Nota-se que os valores sdo praticamente coincidentes
para as duas primeiras relagdes, “h/a=0,1" e “h/a=0,01", ficando os
resultados com valores dispersos proximo ao canto, para a placa fina
representada pela Fig. 4.12, cuja relagdo “h/a=0,001". Foi adotado o valor

“a=0,01" para as trés rela¢des analisadas.

44
0
R*
_a « MEC Hard Condition
i — BATHE R=10qR*
-8 | ] ] ] %
0.1 0.2 0.3 0.4 o5 (9)
44
0
R*
4] + MEC Soft Condition
B — BATHE R=10qR*
-8 | | % | T
0.1 0.2 0.3 0.4 05 €9

Fig. 4.11 -Reagbes no contorno para “h/a=0,1".



41
0
R*
4l * MEC Hard Condition
— BATHE R =10 qR*
-8 ; % f i %
0.1 0.2 0.3 0.4 05 (2
44 -
0
R*
. * MEC Soft Condition
T — BATHE R=10qR*
-8 % % f % %
0.1 0.2 0.3 0.4 05 (a)

Fig. 4.12 -Reagbes no contorno para “h/a=0,01".
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44
0
R* /
s * MEC Hard Condition
— BATHE R=10qR*
—8 % % % I %
0.1 0.2 0.3 0.4 05 (9
41
\ =
0
R*
— 4] * MEC Soft Condition
— BATHE R=10qR*
-8 % | % % %
0.1 0.2 0.3 0.4 05 (9

Fig. 4.13 -Reagdes no contorno para “h/a=0,001".
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4.5.2 - EXEMPLO 2: Placa alongada.

Na Fig. 4.14 esta representada uma placa alongada com 1 m de
largura e 8 m de comprimento, tendo um dos lados menores engastados e
os outros livres. S&o colocados 2 apoios pontuais a 2 m da extremidade
menor livre, onde é aplicada uma carga de 1000 kgf. E mostrado logo

abaixo nesta mesma figura, o esquema da viga analogo a placa analisada.

XD
PLACA
! } . 3
im
&
*1
6m | 2m
Xa 1000kqgf
VA VIGA
A BA C  xy

Fig. 4.14 -Placa alongada.

A espessura da placa € de 15 cm, o mddulo de elasticidade

E=21.000 MPa, o coeficiente de Poisson v=0,25 e a constante a=0,25.

Na tabela 4.4, estdo mostrados os resultados da placa analisada e os
correspondentes da viga, para as reagbes nos pontos A e B, o momento
fletor no ponto B e a flecha no ponto C. Os resultados desta tabela
confirmam, como esperado, que o calculo da placa analisada com a forma

alongada se assemelha ao de uma viga.
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Tabela 4.4 - Resultados do Exemplo 2

VALORES VIGA PLACA
Ra (kgf) -500 -500,9

Ma (kgf.m) -1000 -1005,3
R (kgf) +1500 +1500,8

M, s (kgf.m) -2000 -2109,1
Wwc (cm) -1,51 -1,47

4.5.3 - EXEMPLO 3: Placa quadrada com apoios internos.

Sera analisado neste exemplo uma placa quadrada submetida a um
carregamento uniformemente distribuido em toda a area, apoiada apenas
em quatro apoios internos. Os resultados serdo comparados com os obtidos
pelo programa “SUPERSAP - Versao 7.52".

A placa foi discretizada em 4 e 24 elementos de contorno para
andlise pelo MEC e em 9 e 225 elementos finitos para analise via
“SUPERSAP”. As discretizagdes em elementos de contorno e em elementos
finitos estdo mostradas na Fig. 4.15.

15 |\ i ‘._

a/3 . +

© @ —X @ a T

o5 0/3 - . E
@ .« @ —x + B e« @ +

4 3
3

a/3 T T

1 -1 2 \] 0 I } ‘

T

a) L o/3 |, o/3 | o/3 '|, | 0)3 1, 0)3 | 0)3 'I/
Vil N 1 A 1 4

N A




5
apoio
- : L
a/?2
a/3
1 2
5..\?_
/3 |,
A
b) a/?
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Fig. 4.15 -a) Discretizagdo em 4 e 24 elementos de contorno.

b) Discretizagdo em 9 e 225 elementos finitos (1/4 da placa).

O véo “a’ é de 300 cm, a placa tem 10 cm de espessura e a carga

uniformemente distribuida é de -5 kN/m®. O moédulo de elasticidade

longitudinal do material E=25.000 MPa e o coeficiente de Poisson v=0,1667.

Os resultados dos deslocamentos e momentos fletores nos pontos

mostrados na Fig. 4.15 estdo apresentados respectivamente nas tabelas 4.5

e4.6.

Tabela 4.5 - Deslocamento transversal “w” (cm)

MEC - 4 el. cont. MEC - 24 el. cont. SUPERSAP
Ponto
4 apoios | 4 apoios | 4 apoios | 4 apoios 9 225
pontuais | em area | pontuais | em &rea | ®lementos | elementos
1 -0,1519 | -0,1504 | -0,1348 | -0,1334 | -0,1417 | -0,1354
2 -0,0613 | -0,0602 | -0,0655 | -0,0645 | -0,0672 | -0,0646
4 +0,0089 | +0,0095 | +0,0092 | +0,0098 | +0,0107 | +0,0098
5 +0,0202 | +0,0207 | +0,0209 | +0,0214 | +0,0232 | +0,0215
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Tabela 4.6 - Momentos fletores (kNxcm)

MEC MEC SUPERSAP | SUPERSAP
PONTO 4 elementos | 24 elementos | 9 elementos 225 el.

M, M. M, M; M; M: M, M,

4 apolos
s s 511,42 511,42 517,64 517,64
-204,40 -204,40 -347,67 -347,67

4apoios | 341,94 -341,84 348,13 -348,13
om drea

4apoios | 177,85 | 23449 | -184,15 | 243,19
4 pontuais

-215,08 -237,00 -187,00 -242,59

4 apoios -178,24 -232,37 -185,52 -241,04
em érea

4 apoios -211,23 211,23 -218,48 218,48
5 pontuais
-248,83 -248,83 -218,50 -218,50

4 apoios | .210,89 -210,89 -218,11 -218,11
em drea

Considerando-se a solugdo em elementos de contorno, foram
considerados 4 apoios pontuais ou 4 apoios distribuidos numa area de
20 x 20 cm® Analisando-se a tabela 4.5 nota-se que os valores dos
deslocamentos sdo bons, mesmo para uma discretizagdo pobre, tanto em
elementos de contorno como em elementos finitos. No calculo dos
momentos fletores foi considerado a média dos quatro elementos finitos
concorrentes no nd analisado. Os resultados obtidos com os elementos de
contorno mostraram-se bastante satisfatérios, mesmo para uma
discretizagado pobre de um elemento de contorno por lado da placa.

A discrepancia observada no momento fletor do ponto 3 para o caso
dos apoios pontuais se explica devido a descontinuidade deste esforgo para
esta situagdo, pois sabe-se que 0 momento fletor tende para infinito nos
pontos correspondentes a estes apoios. O valor tabelado neste caso
representa o momento fletor para um ponto situado a uma distancia muito

pequena do apoio, neste caso igual a 1 cm.
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4.5.4 - EXEMPLO 4: Placa com 6 apoios internos

Neste exemplo analisa-se uma placa retangular de 12x8 m’ apoiada

em 6 apoios internos, conforme Fig. 4.16.

y Im o 5m v 5m y Imo
/] Al 1 Al Al
Tm
O O] O e
Em
[o] [e] [o] —K
Tm

Fig. 4.16 - Placa do Exemplo 3.

A placa tem uma espessura de 15 cm e estd submetida a um
carregamento uniformemente distribuido de -8 kN/m2, o coeficiente de
Poisson é igual a 0,2 e 0 médulo de elasticidade longitudinal é igual a
25.000 MPa. As discretizagdes em elementos de contorno e em elementos

finitos estdo mostradas na Fig. 4.17.
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v Imo 5m v 5m y Imo
/Il | /II i | | /! | } | I/[ | /l|
L [ ]
9"‘ 10 11 12 1
' 7 } —f
51 ®° . @° B+  |Ym
a) g TSR D T D D S
2 3 4
14 15 16
13
8
5 ¢) 7
Tm
SO J
2 3 4
Tm 5m

Fig. 4.17 -a) Discretizagdo em elementos de contorno

b) Discretizagdo em elementos finitos

Os deslocamentos verticais e os momentos fletores nos nés
indicados na Fig. 4.17 estdo relacionados nas tabelas 4.7 e 4.8

respectivamente.



Tabela 4.7 - Deslocamentos verticais para o Exemplo 4.
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w (cm)
PONTO
MEC SUPERSAP
1 +1,039 +1,015
2 +0,789 +0,789
3 +0,340 +0,344
4 +0,795 +0,797
5 +0,180 +0,180
7 -0,429 -0,424
9 -1,056 -1,044
10 -1,184 -1,176
11 -1,451 -1,444
12 -1,272 -1,266
13 -1,581 -1,568
14 -1,672 -1,662
15 -1,876 -1,868
16 -1,789 -1,782
Tabela 4.8 - Momentos fletores para o Exemplo 4.
M (kN/cm?)
PONTO
MEC SUPERSAP
M, M. M, M,
6 -1892 -1644 -1494 -1279
7 +1575 +587 +1560 +591
8 -4877 -3338 -4035 -2556
10 +216 +2371 +224 +2358
11 +1275 +2198 +1272 +2193
12 -487 +2474 -489 -2452
14 +465 +3287 +477 +3268
15 +1141 +3032 +1141 +3024
16 +219 +3396 +216 +3383

Analisando-se os valores das tabelas 4.7 e 4.8 nota-se que os

deslocamentos sdo praticamente coincidentes, as diferengas apresentadas

nos momentos fletores se referem apenas aos apoios.
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4.5.5 - EXEMPLO 5: Placa com uma viga interna

Analisa-se neste exemplo uma placa continuamente apoiada no
contorno cujas dimensdes e propriedades sdo as mesmas do exemplo 3. A
vinculagdo interna é produzida por uma barra, conforme mostrado na

Fig. 4.18, onde estdo indicadas as discretizagbes do contorno e da barra
interna.

1 barra interna 4 barras internas

A

hpul Py
T

el

1

il

iy
4

msi

T

a) b)
Fig. 4.18 -Discretizagéo para o Exemplo 5
a) Placa com uma barra interna

b) Placa com quatro barras internas

A barra interna tem segdo de 20 x 40 cm? e foram consideradas as rigidezes

geométricas a flexao e a tor¢do, sem nenhuma redugao.

Tabela 4.9 - Deslocamento w no centro da placa

Espessura w (cm)
(cm) MEC ANSYS
Placa Placacom 1 | Placacom 4 Verséo
sem barra barras 50
enrijecimento interna internas
10 7.712x10“ | 2,736x107 2,432x10*° | 2,425x10*
30 2,957x10° | 2.811x10° | 2,652x10° | 2,611x10~
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O valor do deslocamento transversal para o centro da placa esta
apresentado na Tabela 4.9. Foram consideradas placas com 10 e 30 cm de
espessura. Na primeira coluna apresentam-se os resultados para a placa
sem enrijecimento, conforme o exemplo 1. Na segunda e terceira colunas
estdo representados respectivamente os valores dos deslocamentos para as
discretizagbes internas a) e b) da Fig. 4.18. Na dultima coluna aparecem os
resultados obtidos pelo programa ANSYS, versdo 5.0, utilizando-se 100
elementos de placa SHELL63 e 10 elementos de barra BEAM4. Analisando-
se a tabela 4.9, nota-se um bom nivel de enrijecimento introduzido pela
barra no primeiro caso e evidentemente no segundo, com h=30 cm, o
mesmo praticamente ndo foi sentido, devido a grande rigidez da placa a

flexao.

X9

|
g

3
el
T

X1

Fig. 4.19 - Discretizagdo para calculo dos momentos.

Os momentos fletores na viga sdo apresentados na Tabela 4.10, para

os pontos A e B, conforme Fig. 4.19. Nesta figura, a viga interna esta
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dividida em 3 barras e a espessura da placa é de 10 cm. Os resultados s3o
comparados com os obtidos por CAMPOS [160] através do programa
PLENOR. O valor do momento fietor no ponto A se deve a diferenga de
curvaturas entre a placa e a viga.

Tabela 4.10 - Momentos fletores na viga (kgf.m)

MEC PLENOR
Ma 18,4 0,2
Ms 704,8 693,5

4.5.6 - EXEMPLO 6: Placa quadrada apoiada em vigas elasticas.

Normalmente as lajes sdo calculadas considerando-se as vigas do
contorno com rigidez infinita, ou seja, indeformaveis na dire¢do vertical,

conforme o exemplo da placa quadrada analisada no exempio 1.

A associagao da placa com as vigas flexiveis do contorno sé tem
solugdo exata conhecida para alguns casos particulares, o que torna tal
analise possivel apenas com a utilizagdo de processos numéricos. Na
Fig. 4.20 é apresentada uma placa quadrada com 4 vigas no contorno e 4
apoios rigidos nos cantos. A placa estd submetida a um carregamento
uniformemente distribuido “q" e foi discretizada em 16 elementos de
contorno. Cada viga do contorno esta dividida em 4 barras correspondentes
a discretizagdo anterior.

As vigas tem uma rigidez a flexdo EI = 5 a D; o coeficiente de

Poisson v=0,3 e a constante a=0,25
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. s .
apoios rigidos

Fig. 4.20 - Placa apoiada em vigas elasticas.

Na Tabela 4.11 estdo apresentados os resultados do deslocamento e
momentos fletores no centro da placa. A primeira coluna corresponde aos
valores obtidos neste trabalho e as demais foram apresentadas por

PAIVA [113], utilizando a Teoria de Kirchhoff para uma placa discretizada
em 24 elementos de contorno.

Tabela 4.11 - Resultados do Exemplo 6

MEC MEC Solugéo
Reissner Kirchhoff [113] Exata [113]
(w 100 D)/(q a%) 0,484 0,560 0,519
(M, 10)/(q a%) 0,458 0,534 0,494
(M, 10)/(q a°) 0,458 0,534 0,494
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4.5.7 - EXEMPLO 7: Placa com duas vigas internas cruzadas

A placa deste exemplo esta mostrada na Fig. 4.21 e apresenta as
mesmas propriedades do exemplo 5, com carga transversal q = - 5 kN/m%

Os resultados para a flecha maxima e os momentos nas vigas estdo
apresentados na tabela 4.12.

X

[
[ ]

Fig. 4.21 - Placa do Exemplo 7.

Tabela 4.12 - Flecha e momentos da viga para o Exemplo 7.

MEC PLENOR [160]
Was (Cm) 0,016 0,015
Ma (kgf.m) 13,2 0,2
Ms (kgf.m) 4036 395,5
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4.5.8 - EXEMPLO 8: Placa com duas e quatro vigas internas.

As duas placas analisadas estdo apresentadas na Fig. 4.22,
mostrando a discretizagdo do contorno e das vigas internas. A placa é
quadrada e tem dimensdo a=120 cm, espessura h=1 cm, médulo de
elasticidade E=210.000 MPa , q= - 0,5 kN/m? v=0,33 e as vigas tém

dimens&o de 0,5 x 5 cm>.

X2 X2

sy * 8! * * . I\
a/3
a/3
a/3

4 X 4 F N

Loa/3 Loo/3 L o/3 | Xy a X

A A 7 A

a) b)

Fig. 4.22 -a) Placa com duas barras internas paralelas

b) Placa com quatro barras internas

O resultado para a flecha maxima das placas estd mostrado na
Tabela 4.13, onde o mesmo é comparado com o obtido com o programa
PLENOR [160].

Tabela 4.13 - Flecha maxima para as placas do Exemplo 8.

MEC PLENOR [160]
Placa a) 0,016 0,016
Placa b) 0,013 0,012
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CONSIDERAGOES FINAIS

A finalidade béasica deste trabalho foi apresentar uma formulagéo
direta do Método dos Elementos de Contorno aplicado a placas com
vinculagdo interna. A partir da teoria de Reissner, este objetivo foi
alcangado incorporando-se ao sistema de equagdes algébricas gerado pelo
MEC, o enrijecimento produzido por esta vinculagao.

Na formulagao apresentada, o ponto de colocagdo para as equagdes
dos deslocamentos foi levado para fora do dominio, a uma distancia “al” do
contorno. Esta alternativa simplificou a determinagdo dos coeficientes de
influéncia, que foram calculados usando-se apenas esquemas de integragio
numérica. Conforme mostrado no exemplo 1, os resultados dos
deslocamentos e esforgos para valores de “a“ variando entre 0,10 e 1,50,
mostraram uma precisdo satisfatéria quando comparados aos resultados
analiticos obtidos por RIBEIRO [158]. Neste trabalho, adotou-se para “a“ o
valor igual a “0,5", por estar dentro da faixa referida anteriormente e por
seus resultados serem praticamente iguais aos obtidos com «=0,25, valor
recomendado por RIBEIRO [140]. Sabe-se no entanto, que os resultados
seriam tanto melhores quanto mais préximo de zero ficasse o fator “o”, o
que ndo é obtido numericamente, mesmo aumentando-se o numero de
pontos de integragdo. Este problema de condicionamento numérico das
matrizes de influéncia é agravado quando a relagdo h/a é inferior a 0,01.

Deve-se salientar que este mal condicionamento das matrizes H e G
gera grandes imprecisdes apenas nos valores de contorno, ficando os

valores de dominio com um bom nivel de precisdao. Consegue-se eliminar
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tais problemas dividindo-se o elemento que contenha o né singular em sub-
elementos, cujo comprimento & da mesma ordem de grandeza da distancia
que o separa do ponto de colocagéo. Obtém-se com esta técnica para
valores de “a‘ da ordem de 0,001, resultados com um 6timo nivel de
precisdo, mesmo para valores de contorno.

Os resultados do exemplo 1 mostram ainda a importancia da
consideragéo da parcela da energia de deformagédo devida ao cisalhamento
transversal, principalmente no que se refere aos deslocamentos
transversais. A influéncia da espessura no calculo destes, comec¢a a ser
evidenciada a partir, de relagbes h/a pequenas, chegando-se a um
acréscimo de quase 40%, para h/a=0,30, quando comparado com os
resultados da Teoria Classica, onde tal influéncia é desprezada.

A utilizagdo da Teoria de Reissner possibilita a escolha de condigbes
de contorno mais apropriadas no caso de bordas simplesmente apoiadas.
Isto ndo acontece na Teoria Classica, que admite apenas a condi¢do “hard”
de contorno, ou seja, sdo considerados nulos o deslocamento transversal, o
momento normal ao contorno e, de forma aproximada, a rotagéo tangencial
que é levada em conta através do conceito de forga cortante equivalente.
Além da condi¢do “hard”, a Teoria de Reissner admite a condigdo de
contorno “soft” onde considera-se nulo 0 momento de tor¢do ao contrario da
rotagdo tangencial. Segundo RIBEIRO [140], esta condigdo deixa a placa
mais flexivel, resultando deslocamentos e esforgos ligeiramente superiores,
aumentando-se esta diferenga quando se aproxima dos apoios. Neste
trabalho, quando nido se escreveu em contrario, considerou-se condigao
“hard” de contorno.

Foram considerados carregamentos transversais atuantes em area
de forma qualquer, com distribuicdo uniforme ou linear, cargas
concentradas, cargas e momentos distribuidos em linha. A analise da
aplicagdo de todos esses carregamentos tem a finalidade de atender ao
calculo de placas submetidas as mais variadas condigbes de carregamento,

e de simultaneamente possibilitar a determinagdo do enrijecimento
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produzido pela vinculagdo interna, uma vez que o mesmo € equivalente as

reagbes, concentradas ou distribuidas, que aparecerdo na interface placa-

estrutura.

A andlise de placas sobre apoios discretos foi desenvolvida
considerando-se apoios pontuais e distribuidos em areas. Os resultados
com ambos os tipos de apoios mostraram-se praticamente coincidentes em
termos de deslocamentos e esforgos. Como era de se esperar, a diferenga
dos valores do momento fletor se acentua apenas sobre os apoios, uma vez
que a singularidade existente nos apoios pontuais desaparece quando estes
sdo considerados em uma drea. Esta ultima situagdo é mais realista em
termos de projeto, uma vez que os apoios tém uma area de interface, por

menores que sejam as suas dimensdes.

A associagdo da placa com uma estrutura qualquer foi levada em
conta considerando-se que o enrijecimento produzido pela mesma era
equivalente a aplicagdo de reagdes continuamente distribuidas em linhas,
que sdo as barras da interface placa-estrutura. Estas reagdes sao na
realidade linhas de momentos e de carga transversal distribuida em linha.
Procurou-se desta forma evitar uma associagao placa-estrutura em que o
enrijecimento fosse obtido através de reagdes concentradas em pontos
discretos, os nos da estrutura, ndo levando em conta a vinculagédo continua

produzida pelas barras.

Alguns exemplos de placas com apoios discretos e em linha foram
apresentados e os resultados obtidos mostram que a utilizagdo da técnica

proposta tem um bom nivel de precisao.

Algumas sugestoes para continuidade deste trabalho sio relativas a
consideracdo do comportamento plastico para o material da placa.

Dividindo-se a espessura em camadas, seria possivel acompanhar o
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espalhamento do escoamento das fibras externas para as internas, o que
possibilitaria a analise mais precisa de placas de materiais como o concreto
armado. Poderia também ser incorporado a formulagao, a analise de placas
apoiadas em meio continuo, possibilitando por exemplo, a andlise de
fundagdes tipo radier.
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APENDICE A

FUNCOES DE BESSEL MODIFICADAS “Kq" E “Ky”

As fungbes de Bessel modificadas de ordem inteira “ko(z)’ e “kq(z)”
podem ser calculadas pelas seguintes expansdes polinomiais, dadas por
ABRAMOWITZ [112], sendo “Z" um argumento real:

a)para0<z<2;

2
ky(2) = - ln(%) I,(z) - 057721566 + 0,42278420 (—;-) +

6

4 8
0,23069756 (3 +0,03488590 (%) +0,00262698 (3 +

12

10
0,00010750 (—;—) +0,00000740 (%) te

le] < 1x107® (A.1)
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4

1 2
k(z) = ;[z ln(%) I(2)+ 1+ 015443144 (%) ~ 0,67278579 (%) -

8

6 10
0,18156897 (%) - 0,01919402 (%) ~ 0,00110404 (%) -

12
0,00004686 (%) ve |

le| < 8x107® (A.2)

onde:

I,(z) = 1+3,5156229 £* + 3,0899424 t* + 12067492 t° +

0,2659732 ¢* + 0,0360768 ¢'° + 0,0045813 t'* + ¢

le] < 1,6x1077 (A.3)

I(z)=z [0,5 +0,87890594 £ + 0,51498869 * + 015084934 £° +

0,02658733 £* + 0,00301532 £'° + 0,00032411 ¢ + ¢ ]

le] < 8x107° (A.4)

sendo:

f=—0 (A.5)
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b) paraz>2

1 2 2)?
k(z) = J_Te;[l,2533 1414 - 0,07832358 (-Z—) +0,02189568 (;) -

2\? AN 2\’
0,01062446 (—) +0,00587872 (—) - 0,00251540 (—) +
V4 V4 V4

2 6
0,00053208 (—) ve
V4

le] < 1,9x1077 (A.6)

1 2 2\?
kl(z):—J—;—e;[l,2533l4l4+ 0,23498619 | =} - 0,03655620 | =) +

2\’ 2\* 2\’
0,01504268 (—) - 0,00780353 (—) +0,00325614 (—) -
Zz Z V4

2 6
0,00068245 (—) ve |
z

le] < 2,2x1077 (A.7)

Sao ainda definidas:

AG) = ko(2) + 2 () - 1
) ' (A.8)

-

1

Z

Be)= () 2| ()~
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As derivadas das expressdes (A.8) sdo:

4()= k) -2 k@ -1]- 2 k) B L
z° | z] z| z  z]
) ] ) (A.9)
B(2) = k() -2 k() - 1| L k() + A2 L
z°| z] z| z 2%
Rearranjando-se (A.9), tem-se:
4(2) = k() - Y k(2) + 20 () - 2
z| z z° |
(A.10)

-

B ()= k()L 6+ 2 &

Substituindo-se a primeira das equagdes (A.8) em (A.10), obtém-se:

A(2) = - %[z k(2) + 2 A(2)]
(A.11)
B()= [ k() + 4]



