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RESUMO

Neste trabalho a formulagio direta do Método dos Elementos de
Contorno € utilizada para o estudo da intera¢do de placas com o meio
continuo. O solo, considerado como um meio continuo, tem a sua reacio
representada pelo acréscimo de uma integral de dominio nas equacdes
integrais usuais de placas. Essa integral de dominio € tratada utilizando-se
células internas, o processo da reciprocidade dual e uma formulagio
alternativa. Inicialmente a reagdo do solo é aproximada utilizando-se a
teoria de Winkler. Em seguida, o solo é considerado como sendo um
solido tridimensional elastico de dominio semi-infinito, e analisado pelo
Método dos Elementos de Contorno utilizando-se as solugdes
fundamentais de Boussinesq-Cerruti ¢ Mindlin, neste caso a intera¢do
entre a placa e o solo, é feita impondo-se o equilibrio dos esforcos e a
compatibilidade de deslocamentos transversais, em todos os pontos da
interface. Adotando-se um critério de plastificagio simples e bilinear, ¢
considerada a ndo-lineridade da reag¢do do solo. Em cada caso, sdo
apresentadas aplicagdes numeéricas utilizando-se as trés formulacdes,
cujos resultados sdo comparados entre si ¢ com valores teoricos,
mostrando a eficiéncia das mesmas.



ABSTRACT

In this work the direct formulation of Boundary Element Method is
adopted to study interaction of plates in bending with the continuum
medium. The soil material, assumed as a continuum medium, applies on
the plate surface what is represented in the usual integral equations by a
domain integral. That domain integral is treated by approaching the
subgrade reaction using cells, the dual reciprocity method or an
alternative procedure. Initially, the reaction of soil is given by assuming
the Winkler’s theory. Then, the soil is assumed as a semi-infinite three-
dimensional elastic solid for which the Boundary Element Method is
applied using the Boussineg-Cerruti and Mindlin’s fundamental solutions.
In this case, the interaction of the plate with the soil is made by enforcing
displacement compatibility and equilibrium at all interface points define
by the plate surface discretization. Non-linear behaviour is also assumed
to govern the interaction reaction between plate and the soil medium. For
that, a simple non symmetric stress-strain curve is taken to represent the
elastoplastic responses. In each case, numerical examples, using the three
subgrade reaction approximations discussed here, are shown to illustrate
the accuracy and efficiency of the proposed models.



CAPITULO1

INTRODUCAOQO

Na andlise de diversos problemas de engenharia, a teoria da
elasticidade, utilizando modelos continuos, determina solugdes analiticas
apenas para casos muito particulares. Nos demais casos, a solugdo sé é
possivel através de métodos numéricos, dentre os quais se destacam o
Método das Diferengas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos
(MEF) e 0 Método dos Elementos de Contorno (MEC).

No periodo em que os avangos na eletronica d3o origem aos
computadores, 0 Método dos Elementos Finitos comega a ser divulgado
(TURNER et al, 1956 e ARGYRIS, 1960), e sua intensa pesquisa ¢
utilizag3o nas mais diversas dreas da engenharia 0 levaram a um estagio
de desenvolvimento muito avangado. O Método das Diferengas Finitas,
cuja origem, segundo a literatura especializada, é relacionado ao trabalho
de SOUTHWELL (1946), surgiu em uma época anterior ao advento dos
computadores e apesar das suas restrigdes, ainda ¢ utilizado na solugio de
diversos problemas de engenharia. O Método dos Elementos Finitos e
Método das Diferengas Finitas, aproximam a solugo da equagdo
diferencial que rege o problema fisico, utilizando valores de dominio, isto
€, os valores das variaveis estdo associdas a pontos internos e de contorno
do espago em andlise, por isso, sdo também denominados “métodos de
dominio™.

O Meétodo dos Elementos de Contorno (BREBBIA, 1978), ¢ um
método recente no qual as equagdes diferenciais que regem o problema,
sdo escritas em forma de equagdes integrais cujo domino de integracio ¢
o contorno da regido em estudo, sendo esta a sua principal caracteristica,
que lhe permite reduzir a dimensio do problema, uma vez que a
discretizagdo pode ser feita apenas no contorno. Este método vem sendo
utilizado por pesquisadores das mais diversas 4reas, apresentando-se
como uma alternativa promissora para a resolu¢do de diversos problemas
fisicos usuais no campo da engenharia.



O répido crescimento destas técnicas, nestas ultimas décadas, esta
sem divida aliado aos avangos tecnoldgicos da eletronica. Os grandes
sistemas de equagdes, decorrentes da utilizacdio dessas técnicas
numéricas, assim como o tempo de processamento ou o espaco de
memoéria disponivel, ndo serdo mais obstaculos para a sua utilizacdo e
desenvolvimento, tornando-se praticas ferramentas de calculo.

No presente trabalho, o Método dos Elementos de Contorno é
empregado no estudo de interacdo de placas com o meio continuo.
Devido a sua boa adaptagio em regides infinitas e semi-infinitas, torna-se
bastante apropriado para a andlise de meios continuos, como por exemplo
o solo, considerado um sélido tridimensional de dominio semi-infinito. A
formulacdo das placas e dos sélidos tridimensionais € feita inicialmente de
forma separada, realizando-se posteriormente o seu acoplamento.

A seguir, ¢ apresentado um breve historico do Método dos
Elementos de Contorno, destacando-se apenas os trabathos que mudaram
as suas bases matematicas desde sua origem, e contribuiram para seu
desenvolvimento. Uma descri¢do mais abrangente, sobre a evolugio do
método, encontra-se no trabaltho de VENTURINI (1988).

O Me¢étodo dos Elementos de Contorno, embora seja considerado
um método numérico recente, tem sua origem ligada & evolugio das
técnicas de resolugdo de equagdes integrais, conhecidas desde [823,
quando ABEL (1823), segundo ELLIOT apud ANDERSEN (1980),
deduziu uma equagdo integral para resolver o problema do péndulo
isocrono. Posteriormente muitos outros trabalhos foram realizados para
resolver diversos problemas como os da teoria do potencial e da
¢lasticidade, que contribuiram para o desenvolvimento das equagdes
integrais. Entretanto, € atribuida a FREDHOLM (1903) a primeira teoria
classica das equagdes integrais onde as integrais apresentavan nucleos
definidos e integraveis. KUPRADZE (1965), propos a primeira
formulagdo dos chamados entio métodos de contorno, utilizando uma
técnica indireta no equacionamento de problemas de elastostatica, cujas
solugdes fisicas eram determinadas a partir de valores provenientes de
fontes ficticias aplicadas no contorno.

JASWON (1963) e SYMM (1963), empregando enquagdes
integrais para a resolugdo de problemas potenciais, utilizaram variaveis
reais, além de mater uma funcdo de tensido auxiliar, caracterizando assim,
o denominado método semi-direto.

Em 1967, RIZZO (1967) apresenta no seu trabalho, a primeira
formulacdo para problemas de elasticidade através do método das
equacdes Integrais de contorno - BIEM em sua forma direta, com
caracteristicas similares & dos outros métodos numéricos, pois até entdo,



todos os trabathos. anteriores, embora de grande importancia, ndo eram

interpretados como métodos ntmericos para a resolugdo de problemas de
engenharia. Nesta formulacio direta, as incognitas que aparecem nos
integrandos sdo as proprias varidveis fisicas do problema. Seguindo esta
técnica, diversos trabalhos foram apresentados, dentre os quais podem-se
destacar CRUSE (1969, 1973 e 1974), RIZO & SHIPPY (1968),
LACHAT (1975), e outros.

Em 1978, uma nova interpretagdo das técnicas de resolugio das
equagdes integrais € apresentada no trabalho de BREBBIA (1978), quem
demostra a sua formulagdo a partir da técnica dos residuos ponderados,
dando uma generalizagdo ainda maior ao método, que passa a ser
denominado de "Método dos Elementos de Contorno”, comegando a ser
intensamente estudado em diversos centros de pesquisa, na andlise dos
mais  variados problemas de engenharia como: plasticidade,
viscoplasticidade, viscoelasticidade, ndo-linearidade fisica e geométrica,
mecanica da fratura, mecanica das rochas e dos solos, adensamento,
percolagdo, efeitos dindmicos, vibragdo, radia¢do, propagacdo de ondas,
placas, cascas, concentragdo de tensdes, iteragdo solo-estrutura, fluido-
estrutura e acustica-estrutura, e outros. O M.E.C. ¢ também utilizado em
combinagio com outros métodos numéricos, como o M.E.F. na analise de
diversos problemas.

A utilizagdo de equagdes integrais de contorno, em problemas de
flexdo de placas, tem seu inicio com JASWON et al. (1967), que propés a
solugdo da equag¢do bi-harménica por meio de equagdes integrais e
aplicou-a na solugdo de placas (JASWON et al., 1968). HANSEN (1976),
propos uma formulagio direta para a anélise de placas infinitas com furos
de contorno ndo carregado utilizando duas equagdes integrais, a do
deslocamento transversal e a da sua derivada direcional. Formula¢ées
indiretas foram propostas por ALTIERO & SIKARKIE (1978),
analisando apenas placas engastadas, devido & complexidade da técnica
utilizada, a qual foi estendida posteriormente por WU & ALTIERO
(1979), para incluir condigdes arbitrarias de contorno. Mas, foram
BEZINE (1978a e 1978b) e STERN (1979, 1983), os que introduziram a
formulagdo direta para andlise de placas finitas com vinculagdo qualquer
no contorno. Outros trabalhos importantes foram apresentados também
por BEZINE (1980), que propds uma formulagdo mista para anilise de
vibragdes envolvendo contorno e dominio, e KAMIYA et al. (1982), que
aplicou o método a placas sujeitas a efeitos de temperatura. TANAKA
(1984) e KAMIYA & SAWAKY (1982), consideram nos seus trabalhos,
os efeitos dos deslocamentos transversais na analise de placas. VAN
DER WEEEN (1982), propds uma formulagdo para andlise de placas



espessas, bascada na teoria de REISSNER (1945). Virias alternativas de
montagem do sistema de equagdes, sdo apresentadas por PAIVA (1987),
para a andlise de placas baseadas nas hipoteses de Kirchhoff, visando a
sua interagdo com outros elementos estruturais.

Problemas de placas sobre fundagio elastica, também foram
formuladas utilizando-se equagdes integrais, sendo TOTTENHAM
(1979), o primeiro em apresentar um trabalho neste campo.

KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1984a, 1984b), baseados na teoria
de WINKLER (1867), apresentaram duas formulagdes diferentes para

analisar placas sobre fundacio eldstica, utilizando solucdes fundamentais
especificas onde a reagdo do solo ja € considerada. Nos trabalhos de
COSTA & BREBBIA (1985a, 1985b), as rea¢des da fundagdo sdo
consideradas eldsticas e sua integral de dominio € calculada utilizando-se
células internas (COSTA & BREBBIA, 1986). SILVA, N. (198R%), trata a
integral de dominio proveniente da reacdio da fundacdo utilizando células
internas e o processo da reciprocidade dual, considerando inclusive, o
comportamento ndo-linear da fundagdo. KATSIKADELIS (1991), analisa
grandes deslocamentos em placas sobre fundagio eldstica considerando a
ndo-lineridade da reagdo da fundacio.

As integrais de dominio, decorrentes da propria formulag¢io do
método, também tem sido objeto de estudo, especialmente das integrais
de dominio cuja densidade é fun¢do da resposta do problema. O
tratamento usual destas integrais € feito através da subdivisdo do dominio
em células. Um tratamento diferente, foi proposto por NARDINI &
BREBBIA (1982, 1983), denominado Processo da Reciprocidade Dual,
no qual, a integral de dominio € substituida por uma aproximacio baseada
em integrais de contorno, sendo aplicado inicialmente na analise de
vibragdes e de elastodindmica, foi posteriormente estendido para
problemas de potencial (NARDINI & BREBBIA 1985). Uma outra
aternativa foi proposta por VENTURINI (1988), que consiste na escotha
de uma fun¢do adequada para a aproximag¢do da densidade da integral de
dominio, a qual é transformada em integrais de contorno utilizando-se
sucessivas Integrais por partes, esta alternativa, com algumas
modificagdes, foi utilizada por CODA (1990), na analise da vibragdo livre
de meios elasticos bidimensionais, ¢ por TEJERINA CALDERON
(1991), em placas sobre fundacio elastica, obtendo-se resultados
satisfatorios. Foérmulas explicitas para integrais de dominio sobre dreas
trapezoidais sdo apresentadas por ABDEL-AKHER et al. (1989).
TAKHTEYEV & BREBBIA (1990), propoem a transformag¢io de
integrais de dominio em integrais sobre o contorno de subdominios ou
células, utilizando solugdes particulares. PATRIDGE & BREBBIA



(1990), aplicam o método da reciprocidade dual em problemas
governados pela equagdo de Poisson, mostrando a sua facil adaptacio na
andlise de outros tipos de problemas (PATRIDGE et al., 1991). NOWAK
& BREBBIA (1989) e NEVES & BREBBIA (1991), apresentam novos

tratamentos para transformar integrais de dominio em integrais de

contorno utilizando 0 Método da Reciprocidade Multiple.

A formulagio do método para o estudo de solidos tridimensionais
comega com CRUSE (1969), que utiliza a solugdo fundamental de Kelvin
em problemas gerais de elasticidade, adotando uma discretizacdo linear
para a geometria € uma aproximacdo constante para as varidveis.
LACHAT (1975), também utilizando a solucdo fundamental de Kelvin,
aplica o método em problemas de elasticidade bi e tridimensional,
adotando elementos curvos de segunda ordem, onde a aproximacio das
varigveis poderia ser linear, quadritica ou cubica. Um trabatho muito
importante é o apresentado por NAKAGUMA (1979), quem mostra a
vantagem da utilizagdo das solugdes fundamentais de Boussinesg-Cerruti
e Mindlin, no estudo de solidos tridimensionais de dominjo semi-infinito,
como interagdo solo-estrutura, escavagdes e outros, onde a sua aplicacdo
se torna bastante apropriada, uma vez que dispensa a discretizagdo da
superficie livre do semi-infinito. A solu¢do fundamental de Kelvin, &
também utilizada no trabalho de CUROTO (1981), que considera na
formulacdo, os efeitos de forgas de volume e temperatura, e utiliza
elementos isoparamétricos triangulares planos de variagdo linear. SA &
TELLES (1986), utilizando as solugdes de Kelvin ¢ Mindlin, ambas em
notagdo indicial, apresentam uma anglise numérica de problemas de
elasticidade linear tridimensional. SILVA, J. (1989), apresenta um
trabalho que possibilita o emprego de elementos triangulares e
quadrilaterais; constantes, lineares e quadraticos; continuos, descontinuos
e de transicdo, permitindo qualquer combinagido entre eles. Ainda
utilizando a solugdo de Kelvin, FERREIRA (1990), apresenta a técnica
do elemento de colocagdo ndo nodal, para tratar descontinuidades de
forgas de superficie em dominios tridimensionais. BARBIRATO (1991),
utilizando a solugdes de Kelvin,Boussinesq-Cerruti e Mindlin, analisa
sélidos tridimensionais, discretizando-os com elementos triangulares
planos, onde as variaveis sdo aproximadas por fungdes de interpolacio
constante ¢ linear, presenta também uma formulagfo para o elemento
linear descontinuo. Entre outros autores que trabalharam com solidos
tridimensionais, destacam-se BREBBIA (1978), BANERIJEE (1969) e
BUTTERFIELD & BANERIJEE (1971).

O presente trabalho tem como objetivo principal, apresentar o uso
do Método dos Elementos de Contorno para o estudo de interacdo de



placas com o meio continuo. A placa, baseada na teoria de KIRCHHOFF
(1850), inclui na sua equagdo integral de deslocamento, uma integral de
dominio, para representar a reagdo do solo. Esta integral de dominio ¢
tratada utilizando-se células internas, o processo da reciprocidade dual ¢
uma formulagdo alternativa. Inicialmente, a rea¢do do solo € aproximada
utilizando-se a teoria de WINKLER (1867), posteriormente, o solo é
considerado como sendo um solido tridimensional eldstico de dominio
semi-infinito, assim, ele pode ser analisado pelo Método dos Elementos
de Contorno utilizando-se as solucdes fundamentais de Boussinesg-
Cerruti ¢ Mindlin. E considerada também, a ndo-linearidade da reacao do
solo, adotando-se um critério de plastificagido simples e bilinear. Em cada
caso, sdo comparados entre si, os resultados obtidos pelas trés
formulacdes ja mencionadas.

Inicialmente, no capitulo 11, sdo apresentadas as relacdes basicas da
teoria da elasticidade para solidos tridimensionais e placas, estas dltimas,
baseadas na teoria de KIRCHHOFF (1850). A partir dessas relacdes sdo
determinadas as equagdes diferenciais governantes para cada problema.
Sdo também apresentadas, as solugdes fundamentais para soélidos
tridimensionais e placas.

No capitulo 11, sdo apresentadas as equagdes integrais de contorno
para solidos tridimensionais e placas, que relacionam o deslocamento de
um ponto qualquer do dominio ou do contorno, com deslocamentos e
esforgos no contorno dos mesmos. A obtengio dessas equacdes integrais,
¢ feita utilizando-se a técnica dos residuos ponderados e o teorema da
reciprocidade de BETTI (1872), respectivamente. A integral de dominio
correspondente ao carregamento transversal da placa ¢ transformada em
integrais sobre o contorno da regifo carregada.

No capitulo IV, o contorno do solido tridimensional € discretizado
em elementos, cuja geometria ¢ aproximada em fun¢do dos seus nos
geométricos através de funcoes de interpolagdo. Sobre esses elementos,
sdo também aproximados os deslocamentos e for¢as de superficie, em
funcdo dos seus valores nodais. Aplicando-se as equagdes integrais em
uma quantidade igual as incognitas, sdo transformadas em um sistema de
equagoes algébricas lineares que pode ser resolvido apos a imposi¢do das
condi¢des de contorno, fornecendo as incdgnitas no contorno, com as
quais podem ser determinados esforgos e deslocamentos em pontos do
dominio. Finalmente, sdo apresentadas algumas aplicagdes numéricas
mostrando a validade da formulagdo adotada neste capitulo.

No capitulo V, as equacdes integrais de deslocamento, aplicadas
em pontos do contorno, nos cantos ¢ fora do dominio da placa, sdo
transformadas em equacgdes algébricas lineares, através da discretizacdo



do contorno em elementos, nos quais as varidveis sdo aproximadas por
fungdes lineares. Tal sistema de equagdes algébricas, é resolvido apos a
imposicdo das condi¢des de contorno, obtendo-se assim as incognitas
(esforcos e deslocamentos), nos nds ¢ cantos da placa, dteis para a
determinagdo de esforgos e deslocamentos em pontos do dominio. Na
montagem do sistema de equagdes, os termos relacionados com os cantos
da placas sdo tratados como varidveis do problema. No final do capitulo,
sdo apresentadas aplicagdes numericas, cujos resultados sio comparados
com resultados obtidos com uma técnica numérica diferente ou com a
solugdo analitica da equacdo diferencial de placas.

A equagdo integral de deslocamento utilizada para a resolugio de
placas, no capitulo V, € estendida para a anglise de placas apoiadas sobre
o solo, no capitulo VI, acrescentando-se uma integral de dominio
proveniente da reagdo do solo, sendo esta, aproximada segundo a teoria
de WINKLER (1867). Essa integral de dominio, é tratada utilizando-se
células internas, o processo da reciprocidade dual e uma formulagdo
alternativa, que consiste em aproximar a densidade dessa integral de
dominio por uma fun¢do apropriada e transforma-la em integrais de
contorno pela aplicagdo sucessiva de integragdes por partes. L
considerada também, a nio-lineridade da reacdo do solo adotando-se um
critério de plastificagdo simples e bilinear. Finalmente, sdo comparados os
resultados obtidos pelas trés formulagdes, mostrando a eficiéncia de cada
uma delas, em relagdo a resultados tedricos.

No capitulo VII, a formulagdo proposta no capitulo V, para a
resolugdo de placas, ¢ também estendida para a andlise da interacio
placa-solo, acrescentando-se uma integral de dominio proveniente da
reacdo do solo, na equagdo integral de deslocamento. Essa integral de
dominio, que contem como varidvel do problema a propria reacio do
solo, € também tratada utilizando-se células internas, o processo da
reciprocidade dual e uma formulagdo altermativa. O solo, é considerado
como sendo um soélido tridimensional de dominio semi-infinito e ¢
analisado pela formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para
solidos tridimensionais, utilizando-se as solugdes fundamentais de
Boussinesg-Cerruti ¢ Mindlin. A intera¢do placa-solo, ¢ realizada
utilizando-se as formulagdes da placa e o solo, estabelecendo-se equacdes
de equilibrio de for¢as de contato e compatibilidade de deslocamentos
transversais, em todos os pontos da interface. A nio-lineridade da reacio
do solo, ¢ também considerada, adotando-se o mesmo critério do capitulo
VI. No final do capitulo, sio apresentadas aplicagdes numeéricas,
comparando-se os resultados obtidos entre as trés formulagdes.



CAPITULOII

SOLIDOS TRIDIMENSIONAIS E PLACAS

2.1 Introducgio

No presente capitulo serdo apresentadas as relagdes bdasicas da
teorta da elasticidade para solidos tridimensionais, considerando-se as
hipoteses de homogeneidade, isotropia e comportamento linear fisico e
geométrico. Serdo apresentadas também relagdes basicas para placas
delgadas segundo a teoria de KIRCHHOFF(1850).

Utilizando-se tais relagdes serdo determinadas as equacdes
diferenciais governantes para cada problema assim como as suas solugdes
fundamentais.

2.2 Relagdes basicas da teoria da elasticidade
2.2.1 Equacades de equilibrio

O equilibrio estatico de um elemento infinitesimal de um corpo
tridimensional, eldstico-linear e homogéneo (Figura 2.1), definido por um
dominio Q e contorno I', onde atuam for¢as de volume b, e forgas de

superficie p,, ¢ dado pela equagio diferencial a seguir:

G 5 +b, =0 (2.1)
onde:

G; :€otensor de tensdes

b, :¢é o vetor das for¢as volumétricas

As equagdes de equilibrio dos momentos mostram a simetria
existente no tensor das tensdes, ou seja:

0,=0, (2.2)



X3

FIGURA 2.1 - Corpo tridimensional

As componentes das for¢as de superficie, podem ser expressas €m
fun¢do das componentes de tensdo de um ponto da superficie :

P = Gy 1 (2.3)

onde : n; sdo os co-senos diretores dos dngulos entre a normal n, da face

inclinada de um tetraedro em equilibrio (Figura 2.2), e 0 eixo X;.
X2

FIGURA 2.2 - Forgas de superficie num tetraedro
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2.2.2 Relagdo deformacio-deslocamento

Considerando-se apenas pequenas deformagdes, a relagdo entre o
tensor das deformagdes e os deslocamentos é dada por:

: :%(ui,ﬁuj,,) (2.4)

I

2.2.3 Relac¢iio tensdo-deformacio

As relagdes entre os tesores das tensdes e das deformagdes, para
um corpo homogeéneo, isotropico e linearmente eldstico, sio dadas pela lei
de Hooke :

2Gv
Gij :ES n'!'Sij +2G8U (2.5)
£ ——l—[o N 5} (2.6)
2G4y ‘
G-_ L 2.7)
2(1+v)

onde:
E : modulo de elasticidade longitudinal

G : modulo de elasticidade transversal

v : coeficiente de Poisson

0, € o delta de Kronecker, que assume os seguintes valores:
0, =0 se 1# ]
0, =1 Se 1= ]

2.3 Equac¢io diferencial governante para um sélido tridimensional
Substituindo-se a equagdo (2.4) na (2.5) e esta na (2.1), obtém-se a

equacgdo diferencial do problema elastico em termos de deslocamentos,
conhecida como equagio de Navier :

1 b,
u,.,l.i+—~—l_2vuj,ﬁ+6:0 (2.8)
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2.4 Relac¢des basicas para placas delgadas

No estudo de placas delgadas submetidas a carregamentos
ortogonais ao plano médio inicial, segundo a Teoria de
KIRCHHOFF(1850), sdo consideradas as seguintes hipéSteses:

a) o material da placa ¢ considerado elastico-linear homogéneo e
is6tropo;

b) os deslocamentos transversais sio pequenos se, comparados
com a espessura 'h" da placa;

¢) uma reta micialmente normal ao plano médio da placa, depois da
flexdo. permanece reta e perpendicular ao plano médio deformado;

d) as tensdes de cisalhamento atuantes nas superficies limitrofes da
placa sdo despreziveis.

A hipdtese a) corresponde a Lei de Hooke, expressa na equacio
(2.5) ou (2.6).

A hipdtese d) considera que:

c,=0 (2.9.2)
o, =0 (2.9.b)
g =0 (2.9.¢)

Igualando-se as equagdes (2.4) e (2.6) nas direcdes das tensdes
dadas nas expresoes (2.9), tem-se:

gfi(a“* +%)=o (2.10)
2Nz ax
., o
a,,\.J(O ; +C“’):0 Q.11)
T2\ 08z &y
ou, v
e _—E(on +6,,) (2.12)

A hipétese c), considera que as tensdes paralelas ao plano médio
da placa, variam linearmente com sua espessura, isto ¢:

Gxx:al(X5Y)+b1(x=Y)Z (2]33)
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O\ =2,(x,Y) +by(x,y)2 (2.13.)

Substituindo-se (213) em (2.12) e integrando-se em z obtém-se:

1, = w(xy) = o (ny) ¢ e+ o)+ b2 0]

(2.14)

Os dois ultimes termos podem ser desprezados em comparagio
com W(X,y), que representa o deslocamento transversal do plano médio,
onde a coordenada z vale zero, ficando:

u, = w(x,y) (2.15)

De (2.10) e (2.11) obtém-se respectivamente:

o 2.16.a
oz OX ( )
S,

N M, (2.16.b)
oz oy

Substituindo-se (2.15) nas equagdes (2.16) e integrando-se em
relacdo a z, obtém-se:

U, = u(x,y)— z%(x,y) (2.17.a)

Uy = v(X,y) - z%\:—(x,y) (2.17.b)

Os termos u(x,y) e v(xy), que sdo os deslocamentos tangenciais
dos pontos do plano médio da placa, bem como w(x,y), serdo escritos por
simplicidade, como u, ve w.

Com as expressoes dadas em (2.17) ¢ a equagio (2.4) podem ser
determinadas as deformagdes, e com estas, as tensdes no plano médio da
placa, utilizando-se as equagdes (2.5) e (2.9):
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du, ou Ow
=—r=—- 2.18.
T Tk ox (2.182)
v
e RSP (2.18b)
dy 0oy oy
’\u 2
gmzl(a“’wo‘J:l(@ ?1]— oW (2.18.¢)
oy  ax/) 2\ay ax) oxdy
O = EZ au+v@—z[6-\zv+v6 V:) (2.19.a)
I-viax ey \a¢ dy
L= @w—aﬂ—z(a”}# 0”2‘”} (2.19.b)
[-vi|oy Ox oy~ CX
G = 26{1(@ + av) _, L W} (2.19.c)
- 2oy ox) oxdy

Na solu¢do de placas, sdo definidos os esforgos solicitantes por
unidade de comprimento (Figura 2.3), correspondentes as tensdes que
atuam ao longo da espessura de um elemento genérico de placa, isto €:

M, =]  O,zdz (2.20.a)
h/2

M, ={ o,z (2.20.b)
~h/2

M, ={  o,zdz (2.20.c)
h/2

Q.=1[ o,dz (2.21.a)
h/2

Q, = fm o, dz (2.21.b)
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T I 7
s g T/
s 7
M i 7 oM
X } 4 oM ML —L—d
X Z *
y M“-b- oy dx A
rd
z e Qy Vs OOx
4 yd Q, + dx
b , Ox
7~ ~ ﬁ /
M %
_%Z_! _____
/ X
/ | A

FIGURA 2.3 - Esfor¢os em um elemento de placa

Substituindo-se -as equac¢des (2.19) nas equagdes (2.20)
respectivamente, obtém-se:

2 2
m=-0( 20 42 2224)
Fw  Fw
M, = —D( Y o J (2.22.b)
&*w
M, =-D(1-v) 2.22.¢)
onde:
3
D= (2.23)
12(1- v*)

¢ a rigidez da placa a flexo.

Fazendo-se o equilibrio dos esfor¢os atuantes no elemento de placa
da figura 2.3 obtém-se as seguintes equacgdes:

M
M T _ Q,=0 (2.24.2)
ox oy
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My My Q 2241
24— Q. = 24.
ox Oy Y ( )

oQ. 0Q,
L+ —=+4+9=0 2.25
o g (2.25)

onde, g € a resultante total das cargas transversais,
Substituindo-se os valores de Q, ¢ Q, de (2.24) em (2.25), e

considerando-se que M . =M _ , obtém-se:

¥X

5 &M, 3°M,
0“2/2[ oy ey (2:20)
é y

A expressdo (2.26), representa a equacdo diferencial de placas
escrita em termos de esforcos, substituindo-se as expressdes (2.22) na
mesma, fica expressa apenas em fun¢do do deslocamento transversal w:

4 4 4 .
O W, g 0w 0w & (2.27)
ox Ox“0y oy D
que também pode ser escrita como:
Adw =5 (2.28)
D
sendo:
2 2
A= O (2.29)
ox® Oy

Substituindo-se as expressoes (2.22) nas equagdes (2.24), obtém-se
as forgas cortantes Q, e Q, em termos do deslocamento transversal w:

2 2
Q. =- 2[3 ”2"+ o ‘:’] -_D az Aw (2.30.a)
ax\ ox? gy oy
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0
=-D—
Q=02

+ 22| =-DZ Aw (2.30.b)

&’ w asz o
x* oy’ oy

As equacoes (2.22) e (2.30) escritas indicialmente ficam:

2 2
M, = -Dj v3, 24 (1= )2 ¥ (2.31)
j i 2%, 3%, ox.2x,
o'w
o 232
Q, Daxiaxfaxf (2.32)

Devido a formulagdo do método, é necessario que os momentos
fletores e forgas cortantes sejam referidas a um outro sistema de
coordenadas n e s ortogonais (Figura 2.4), situadas no contorno da placa.

v 4

K"

FIGURA 2.4 - Sistemas de coordenadas (x,y) € (n,s)

A relagdo entre os sistemas de coordenadas (x,y) € (n,s), escrita em
forma matricial fica:

{;} - [T]{z} (2.33.2)
{§}= [T]" {;‘} (2.33.b)

onde, [T] ¢ a matriz de transformagdo dada por:
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COSOL — Send
[1]- (2.34)
sena  CoscL

Utilizando-se convenientemente a relagdo (2.33.b), podem ser
obtidos os momentos fletores e forcas cortantes, nas novas coordenadas
(n,s), da seguinte maneira:

[M(“M] - [T]r[M(x‘y)][T] (2.35)

{Quuarf =[T]'{Que | (2.36)

que escritas em forma explicita ficam:

M, =M, cos’ o+ 2M _ senatcosar + M, sen” a (2.37.a)
M, =(M, - M,)senacosa + M, (cos’ o — sen’ o) (2.37.b)
M, =M, sen’ o - 2M, senacosa + M, cos’ o (2.37.c)
Q, =0Q, cosa+Q, sena (2.38.a)
Q, =-Q,sena +Q, coso (2.38.b)

Para a resolugdo da equagio diferencial de placas, sera necessario
impor as condi¢gdes de contorno com relagdo ao deslocamento w , & sua
derivada ow/on e aos esforgos M_, M e Q_ . Entretanto, segundo

KIRCHHOFF (1850), as condig¢des de contorno relativas a cortante, Q _,
e a0 momento volvente, M __, podem ser agrupadas em uma Unica, dando

origem a um esforco denominado cortante equivalente, cuja intensidade
por unidade de comprimento é:

aM s

V. =Q_ + (2.39)

Ficando assim, compativel com a ordem da equagio diferencial,
que s0 pode ter quatro valores independentes no contorno.



18

Quando n coincide com os eixos x ou y, obtém-se:

oM
V. =Q, +—2 (2.40.2)
oy
oM
V,=Q, + —=2 (2.40.b)
ox

2.5 Equagdes de placas em coordenadas polares

Na analise de placas pelo método dos elementos de contorno, sio
empregadas equagdes integrais envolvendo solugdes fundamentais, as
mesmas que serdo tratadas posteriormente, e que sio geralmente
expressas em coordenadas polares, portanto, € necessario escrever a
equacdo diferencial de placas, referida a este sistema de coordenadas.

Yi

rs= 0P

0

=¥

FIGURA 2.5 - Sistemas de coordenadas cartesianas e polares

As relag0es existentes entre os sistemas de coordenadas cartesianas
¢ polares de um ponto P (Figura 2.5), s#o as seguintes:

X=rcosd (2.41.a)

y=rsend (2.41.b)

r’=x* +y? (2.42.a)

0 = arctg” | (2.42.b)
X

A partir de (2.42) e (2.41) podem-se obter as derivadas parciais de
reBemrelagioaxey:
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I X 0ed (2.43.2)
OX r

@_:Z;Sene (243b)
oy r

B_y __snd (2.43.c)
ox r° T

D_x__cosh (2.43.d)
dy r° r

Sendo r e 6 fungdes de x e y, pode-se escrever:

dw _owar ow

= +—— (2.44)
ox or dx 30 ox
Substituindo-se (2.43.a) e (2.43.c) em (2.44), obtém-se:
W _ cosp 2 _ senb ow (2.45)
ox or r o

A partir de (2.45) pode-se definir o operador diferencial -aa;,

escrito em fungio das coordenadas polares:

< (2.46)

Aplicando-se este operador diferencial em (2.45), obtém-se:

2 2
0 \;v mcoszeaar\;/

- 2sen8cos@£[1@) +
or\r &0

r

+sen’ e[law +— ) (2.47)
or
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Analogamente a (2.45) e (2.47) podem-se obter, em relacdo a y, as
seguintes expressoes:

oW ow  cosO ow

— =senfB— + (2.48)
Oy or r &0
2 ~2 - -
0 ‘;V =sen’ 90 \;v + 2sen8c058£(lﬂ) +
ay or r
2
+cos” 9[1 ow, 19 ‘:’) (2.49)
ror ro oo

Somando-se (2.47) e (2.49), obtém-se o operador diferencial de
Laplace em coordenadas polares:

2 2 2 2
Aw:(az+2—;]w:(é7+l—é+izaz)w (2.50)
ox" oy or- ror r oo

Portanto, a equagido diferencial de placas (2.28), em coordenadas
polares, fica dada por:

& 18 1 &V &Fw 1ow 130w g
AAW = | —+——+ t-—t 55| ==
or ror ro oo or ror ro oo D

(2.51)

Derivando-se (2.45) em relagdo a y, obtém-se a derivada mista em
coordenadas polares:

o*w &*w léw 18w
=sen0cosO| — ———-———5 | +
OXOy o ro 200
+(cos® O — sen® B)E(la—w) (2.52)
or\r 06

Assim, os momentos fletores e forcas cortantes dadas nas equagdes
(2.22) e (2.30) respectivamente, podem ser expressas em coordenadas
polares, utilizando-se as relacdes (2.47), (2.49) € (2.52), isto é:
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O w [I&w | azwj
M =-D cos* 6 + vsen® 0 + +— sen’” 6 +
! {ar ( ror rt oo (
+veos’ 0) — 2senfcosB(1 - v)— 0 (1 3w) (2.53.a)
or \r o6
2 2
M, =-p| 2V (sen’ 6 + vcos’ 8+(law la‘;v](cosze+
Y or? ror o0
+vsen® 6) + 2sen0cosO(1 - v)m(lﬁﬂ (2.53.b)
or\r 00

&w low 1 82w)
M _=-D(1- Bcos6 — - +
- (1- v)[senBcos [c’%" T

+c0s’ 0 — sen” 0)— (1 6WH (2.53.¢)
v oo
Q. =-DZ Aw= —D[cos@—a—Aw senb 0 \w ] (2.54.2)
ox Ox r 30
Q,=-D-= 9 Aw——D[sene O Aw+5980 ), ] (2.54.b)
By or r o0
Y i s -
£,
<L ae+f3
P r= 0P
r CONTORNO
I:" R DA PLACA
e ,’/
0 ' i

FIGURA 2.6 - Relaggo das coordenadas (n,s) de um ponto P do contorno
da placa, com as coordenadas cartesianas e polares
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Como se mostra na figura 2.6, B é o angulo formado pelos versores
I e 1, que somado a 8, formam o angulo o.
Substituindo-se em (2.37) o valor de o =6 +B e os valores dados

em (2.53), obtém-se M, M_ e M__ em coordenadas polares:

2

M = *D[(cosz B+ sen’B) aar\jv

+ (sen® B + veos® B)G@ +
ror

I ow? [ 8w
+;_— v J +2(1 - v)senPcosp— [r &)H (2.55.a)
2 2 &*w 2 2 16w_
M, =~ {( or? (r or i
1 ow? W
b ] 2(1- v)senBcosp-— (r 88” (2.55.b)

2 882 arl

M. :ﬂD(l‘V){SenBCOSB( 2:2/ "o 5WJ+

+(cos® B — sen B)é;(l%):l (2.56)

Pode-se obter também Q_ em coordenadas polares, substituindo-se
(2.54) ¢ o valor de o em (2.38.a):

Q, = —D(gr—chosB + %E%Aw sen B) (2.57)

Derivando-se (2.56), que é funcdo de r, § e B, em relagdo a
coordenada s, obtém-se:

ns

oM aM ar M, 58+8Mm@
cs or 85 86 os B Os

(2.58)

As derivadas de r, 0 e 3, em relagéio a s, sdo:
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Or_orox ordy

s oxds oyds senp (2:59.2)
o6 oBox o9

N _00x By _cosp (2.59.b)
s 0xds oyds
o_zg(a_e):{;’_a_@:l_c_osﬁ (2.59.c)
os  Os s 0s R r

onde, R € o raio de curvatura do contorno no ponto P (Figura 2.6).
Substituindo-se em (2.58) os valores de (2.59), obtém-se:

M oM 1M 1 cosBYoM_
= =——"senfi+ ——"cosf+| — - —— =
or r 00 R r op

(2.60)

Somando-se as expressdes de Q, e M __ /&8s dadas em (257) e
(2.60) respectivamente, obtém-se a cortante equivalente V. em
coordenadas polares:

V. = (—D—aﬂw +16M‘“J cosf3 —(DliAw + aM“SJ senf +
or r o0 r oo or

2.6 Solugdes fundamentais

Na anélise de problemas fisicos pelo Método dos Elementos de
Contorno, sdo utilizadas equagdes integrais envolvendo solugoes
fundamentais, sendo estas, determinadas de forma particular de acordo
com o tipo de problema a ser analisado. A solucio fundamental, ¢
definida como sendo a resposta em um ponto genérico "p" de um dominio
(infinito ou semi-infinito), denominado dominio fundamental, devido a
aplicag@o de uma carga unitiria em outro ponto "q" deste dominio.

Uma definicdo muito importante, utilizada na determinagdo das
solugdes fundamentais, é a chamada distribui¢do delta de Dirac 8(q,p),

que tem as seguintes propriedades:
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6(q,p)=0 se p=q (2.62.2)
6(q,p)=0 se p=gq (2.62.b)
[6(0)3(q,p)2=9(q) (2:63)

onde, ¢(p) representa uma fungio qualquer definida no dominio €.
Pode-se concluir, a partir de (2.63) que:

[8(a,pMQ=1 (2.64)

ou seja, a integral da distribuicdo delta de Dirac sobre o dominio Q, é
uma agdo unitdria aplicada no ponto "q".

FIGURA 2.7 - Resposta em p devida a uma forca unitaria em q
2.6.1 Solugdes fundamentais para solidos tridimensionais

Para a determinagio da solugdo fundamental de um sélido
tridimensional finito de dominio Q e contorno I', considera-se que o
mesmo estd contido em outro, de dominio infinito Q* e contorno
I (Figura 2.7), assim, a sua solugdo fundamental ¢ definida como sendo

LLpw 1)

as respostas em um ponto "p“, devido a aplicagdo de uma forga unitaria
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F'(q) em um ponto "q", na dire¢do de um dos eixos coordenados. O

simbolo *, significa que se trata de um problema fundamental.
A partir de (2.1), pode ser obtida a equagdo de equilibrio para o
problema fundamental:

G, +8(a,p)F (q) =0 (2.65)
onde:

5(q,p)¥;(q) = b, (p) (2.66)

A equagdo (2.65), em termos de deslocamentos, fica:

8(a,p)F (@) _ (2.67)
e .

u;,, (p)+ U, (p)+

1-2v
Determinando-se os deslocamentos u’(p) da equagdo (2.67) e com

ajuda das relagdes (2.4), (2.5) e (2.3), obtém-se as forcas de superficie
para o problema fundamental:

uj,J(p)ni] (2.68)

. . . 2v
P10 = Gl (0) 1 i +
I-2v

Os deslocamentos u'(p) e as foras de superficie p’(p), podem

ser definidos como:

u;(p) =u,(q,p)F (q) (2.69.a)

pi(p)=p;(d.p)F (q) (2.69.b)

onde, os indices j ¢ i dos tensores de segunda ordem u; e p; , indicam as

dire¢Ses da for¢a unitaria ¢ da sua resposta (deslocamento ou forca de
superficie) respectivamente (Figura 2.8).

As solugdes fundamentais, dependem das caracteristicas do
dominio, o qual pode ser considerado infinito ou semi-infinito, devendo
existir assim, uma solugdo fundamental para cada problema fundamental,
algumas delas sdo comentadas nos itens a seguir.
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FIGURA 2.8 - Componentes dos tensores u’; e p},

2.6.1.1 Solucao fundamental de Kelvin

A solugdo fundamental de Kelvin (LOVE, 1944), é determinada
considerando-se 0 dominio Q*, como um sélido eldstico, homogéneo e
infinito (Figura 2.9).

As expressdes fundamentais para deslocamentos e forgas de
superficie, escritas indicialmente, sdo dadas por:

u;i(q,p) = [(3-4v)5, +1, r,] (2.70)

1
16n(1- v)Gr

Pi(aP) =7 {[1-2v8, +3r,1, Jr,,+

-
n(1—-v)r?
_(1—2v)(f,i n;+r,n,)} (2.71)

onde;:
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r=(5)" =/q - p| (2.72.2)
= X;(p) - x,(q) (2.72.b)
or I

r,=———=- 2.72.c

ox(q) ( )
r,, =T, n{q) (2.72.d)

PN\ —®
AT 7 T

9 |
= v
1 |
|
|| |

| [ T
Fd

Xy

——————__ Y

s uil , Pl

FIGURA 2.9 - Problema fundamental de Kelvin

2.6.1.2 Solu¢ao fundamental de Mindlin

No problema fundamental de Mindlin (MINDLIN, 1936), o
dominio * ¢ considerado como sendo um s6lido semi-infinito, elastico e
homogéneo (Figura 2.10), no qual existe um plano x, =0, livre de forgas
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de superficie, que faz parte do seu contorno I'*, A forga unitaria pode ser
aplicada em qualquer ponto do dominio Q*,

FIGURA 2.10 - Problema fundamental de Mindlin

As solugdes fundamentais para deslocamentos e forcas de

superficie, sdo apresentadas a seguir em forma explicita, como em
NAKAGUMA (1979):

. _ 2 -4 2 2
uH:de e R
r r

+4(1—v)(1—2v) - r}
R+R, R(R+R,)
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3-4v 6cz 4(1-v)1 _2\,)}

u,=Krr 'i-i-
R TR TR ORRAR,)

* "_4 X _ _
u”:Kdrl{f_.;Jr(a v)r,  6ezR,  4(1-v)(1 2v)}
I

R’ R R(R+R,)

Uy =Wy,

* —_ 2 _4 3 32
um:Kd{3 4V+l+r2+(3 V)r_+2cz{ —i}r

r R r3 l{3 R3 RZ
+4(]—V)(]—2v) [ r22
R+R, R(R+R,)
* r
Uy, =y,
r

* — 1_ _
~K,r, %_4_ (3 43\/)r3 N 60215(3 40 - v -2v)
r R R R(R+R})

I R r" R3

2¢z 3R?
R [1 "R }} (2.73)

As expressdes para as forgas de superficie s3o determinadas com:

- BRI 2 _ )
i -k 28 MG 1, G-R]

Py =050, (2.74)
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onde, n, € o vetor normal a superficie no ponto p, e c}{( ¢ 0 tensor de

terceira ordem das tensdes, cujos componentes sio dados de forma
explicita a seguir:

2 2
5 :Ksrl{—l—gh (1-2v)5-4v) 3r 33-4vr

r R’ r’ R’

A= v)(1-2v) 3_ r’(3R +R,) .\
R(R+R,) R*(R +R,)

6¢ 5riz
+R5[3c—(3—2v)R; + Rlz }}

2 _ 2
ol = Ksrl{— 1-2v 1-2v 3y 3G-dvr

r R’ r’ R’

40-vi-29)[, BER+R)]6e[| Sy
R(R +R )’ R*(R+R,)| R’ R’

. - = 3t’r, 3(3-4v)r’R
Gl;:KS{_(l r23v)r3+( R{")r“w r;;s_( R\;)n sy

5¢27R
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{1 —2v (1=2v)3-4v) 3r_ﬁ 33-4v)r} N
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R
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6 : 5 2
+§35[3c—(3_ IR, + 1;221][

o KS{_(I “2v)r, (I-2v)r 3ty 3(3- AVER;

(3]
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r R3 rs RJ
bc . 5rizR
~— R, - (1-2v)r; -
R’ R
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G, =0y,
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* — — _ 3 2
GSZKS{(] r23v)r3+(l 2v)(_:;ri 4vR,) i

3(3-4v)r/r, —6¢R [(1-2v)z—2ve]  30cr?zR, .
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_4(1—\/)(1—2\)) 1 r12 __1;12_
R(R"'R,a) R(R+R3) R?
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R*(R+R,) |R+R, R
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3

. 12 1 -2v)(3r, —4vR 3r?

33-4v)r, —6cR [(1-2v)z-2ve]  30crzR, .
- RS - R7

Al-vd-2v), o n
R(R+R,) R(R+R,) R’

ool = Ksrg{— -2v 1-2v_ 3r;  3(3-4v)zR, -3c(Bz+e)

3

r R* r R’

ol =K. (- 2}\2)r3 N (1 —23\/)r3 B 3r532 N
' r R r
3(3—4v)zRI - 3¢cR,(5z - ¢) 30czR}
B R’ R

(2.75)

Nas solu¢des fundamentais (2.73) e (2.75), além das expressdes
dadas em (2.72), sdo também validas as seguintes:

R =(RR;)"
R =x(p)—x;(q’)
c=x,(q)>0
z=x,(p)>0

!
T 16nG(1 - V)
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| .
K =—
S (2.76)

Na figura 2.10, o parametro ¢, representa a distancia entre o ponto
de carregamento q ¢ o plano x, =0 do contorno. Pode-se observar que se

c—>o, a influéncia desse plano desaparece, caracterizando assim o
problema fundamental de Kelvin.

2.6.1.3 Solucdo fundamental de Boussinesq-Cerruti

A solugdo fundamental de Boussinesg-Cerruti (MINDLIN, 1936),
pode ser considerada como um caso particular da solucdo fundamental de
Mindlin, embora ela tenha sido primeiramente determinada a partir das
solugdes classicas de Boussinesq e Cerruti, as quais s6 admitem que a
for¢a unitria seja aplicada no plano livre de forgas de superficie x; =0

(Figura 2.11), na dire¢do normal e tangente ao mesmo, respectivamente.

FIGURA 2.11 - Problema fundamental de Boussinesg-Cerruti

Como os pontos de aplicagdo da forga unitaria e da resposta, estdo
no plano livre de forgas de superficie x, =0, as for¢as de superficie
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fundamentais sdo nulas. Os deslocamentos fundamentais podem ser
obtidos fazendo-se com que ¢—0, nas solucdes fundamentais de Mindlin,
dadas em (2.73), ficando assim:

u;, = k[(l - V) + vr,f]
u1*2 =kvr, 1,

u;, = k(05— wr,,

Uy =—U;
u;z = _u;3
u, =k(l-v) (2.77)
onde:
|
_ 2.78
2nGr ( )

Observa-se entdo, que as solu¢des fundamentais de Kelvin e
Boussinesq-Cerruti, podem ser obtidas a partir da solugio fundamental de
Mindlin, considerando-se assim como casos particalares desta.

No presente trabalho, serdo utilizadas as solu¢des de Boussines-
Cerruti e Mindlin, para a andlise do solo, devido &s caracteristicas
adequadas que apresentam na interagdo com a estrutura, que neste caso
sera a placa.
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2.6.2 Solugdes fundamentais para placas

No caso particular de placas, & considerado um dominio
bidimensional infinito (Figura 2.12), onde a solugdo fundamental bésica ¢
0 deslocamento transversal w*, obtido em um ponto p, denominado ponto
de deslocamento, devido a agfio de uma forca unitiria aplicada em um
ponto q, denominado ponto de carregamento, a partir da equagdo
diferencial de placas (2.28), na qual a carga transversal g, foi substituida
pela fungo delta de Dirac §(q,p), ficando:

AAW® =8(q,p)/ D (2.79)

DOMINIC INFINITO

FIGURA 2.12 - Pontos de carregamento q e de deslocamento p

Aplicando-se a equagao (2.79), a todos os pontos do dominio,
€xceto ao ponto de carregamento g, tem-se:

AAW’ =0 (2.80)
Escrevendo-se (2.80) em coordenadas polares, cuja origem seja o

ponto q (Figura. 2.12), e considerando-se a simetria existente em relagdo
20 mesmo (dominio infinito), w* s6 dependera de r, isto é:

2 2 E ] L]
(%#%[d s 414w ] =0 (2.81)
dr‘ rdr/\ dr r dr

Procedendo-se como PAIVA (1987), chega-se a seguinte solugio
da equacio 2.81:
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W' :ﬁl—rz(lnr _ 1] (2.82)
gD 2
onde:
r={[x(p) - x(@)] +[y(p) - ¥(q)F*} " (2.83)

A partir do deslocamento fundamental w*, podem ser determinados
também, a solugdo fundamental da sua derivada e dos esforgos, referidos
ao sistema de coordenadas (n,s), localizado no ponto p (Figura 2.12),
assim:

*

ov o _ T Inrcosp (2.84)
on  4nD
M :_Z]—[(l+v)lnr+(l—v)COSZBJrv] (2.85)
T
MY =1 Venop (2.86)
&n
. cosP 2 l-v
V. = [2(1+v)sen" B =3+ v]+ cos B (2.87)
4nr 4nR
onde:
cosB=r, n, (2.88.a)
senf=-r, s (2.88.b)

De forma andloga, poderdo ser determinadas as solugdes

*

fundamentais das derivadas de w", o M., M., e V., definidas no

ns

ponto "q" (Figura 2.13), em relagdo a coordenada m de um sistema de

tn_n

€1x0s cartesianos (m,u), cuja origem € o ponto "q".
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FIGURA 2.13 - Sistemas de coordenadas (n,s) e (m,u)

ow’ =—— Inr(r,; m;)

om 4nD

Mo L v m,) 200 (e )y, +

"(rsi ni)(r’j nj)]}

aal\frfs - -147—1:]; [(r,i ni)(sjmj) - 2(I',j m; Xr, s )(r,; n;)+
+(r,5,)(n;m))]

aam\/’: = 4::1-2 {2(1 - V)(r:i Si )[4(rsi ni)(rai rli )(r’i Si )(r’j mj) +

_"2(rh' n; )(Sjmj) - (rsi 5, )(njmj) +{(3~ V)[(njmj) +

2y m,)(r,; )]} +—1;t—§r—‘1(r,i s (s,m,) = (1, 8,)(x,; m,)]
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(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)



onde:

r,, m, =cos¢
m,_ =cosy
m, =seny

n, =cosa

n, =sena
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(2.94)
(2.95.2)
(2.95.b)

(2.96.a)

(2.96.b)



CAPITULO 111
EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

3.1. Introducio

Neste capitulo, sero apresentadas as equagdes integrais que
relacionam o deslocamento de um ponto qualquer do dominio ou do
contorno do corpo (sélido tridimensional ou placa), com deslocamentos e
esfogos no contorno do mesmo. Tais equagdes, compostas por integrais
que envolvem solugdes fundamentais, s3o necessarias na formulacdo do
método dos elementos de contorno e sua obtencdo pode ser feita de varias
maneiras, dentre as quais se destacam a técnica dos residuos ponderados
e 0 teorema da reciprocidade de Betti.

3.2 Equacgdes integrais para solidos tridimesionais

Na determinagdo de equagbes integrais, ¢ utilizada a distribui¢cio
Delta de Dirac, vista no capitulo anterior, e a condigio de Holder, dada
pela seguinte desigualdade:

0(t) = () < Alt, -1, 3.1)

onde: ¢(t) € uma fungdo definida ¢ continua em uma determinada curva,

t, e t, sdo dois pontos desta curva, A e p sdo constantes positivas, sendo
que 0<pu<l.

3.2.1 Equagio integral para pontos do dominio

Considere-se um corpo de dominio infinito (Kelvin) ou semi-
infinito (Mindlin e Boussinesq-Cerruti), que contém um sélido
tridimensional de dominio Q e contorno I' dividido em I', e T, onde se
encontram prescritos os deslocamentos e forgas de superficie,
respectivamente (Figura 3.1), isto &:
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(3.2)

Xz
/l X,

X3

FIGURA 3.1 - Definig8o das condi¢des de contorno

Utilizando-se a técnica dos Residuos Ponderados (BREBIA, 1978)
na equagdo (2.1), e considerando-se como fungdes ponderadoras as

solugdes fundamentais u; e p}, obtém-se:

[(oys+b)uidQ = [(p, ~ ,)uldr + [(7, - u;)p}dr (3.3)
Q I

I
Integrando-se por partes duas vezes a integral do primeiro membro
de (3.3), afim de se eliminar o diferencial em j do tensor das tensdes, tem-
se:

Ibiu;d§2+ J.O" u.dQ=hJ‘§iu;dF— J‘piu:dl“+
Q Q i

gy i
Ty
+ fupidl + fup;dr (3.4)
I, I

Agrupando-se as integrais dos contornos T, e T,, da equagdo 3.4,
ela pode ser reescrita de uma forma mais geral, como:

_IG;’j u:dQ + j‘p:uidr = J'biu:dQ + Ipiu:dr (3.5)
Q r o :
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Substituindo-se na equagdo 3.5 o diferencial do tensor das tensdes
por (2.65), utilizando-se a propriedade (2.63) da funcio delta de Dirac, e
tomando-se independentemente cada direcdo cartesiana, tem-se:

;) =~ [Py (9, P)u;(P)AT(P) + [ur (q,P)p (P)dI(P)+

+ [ui(.p)b,(p)dQp) (3.6)

A expressdo (3.6), conhecida como identidade Somigliana, fornece
os deslocamentos para pontos q no interior do dominio €, em termos de
valores de contorno u. e p ;> € forgas de volume b, .

A partir da equago (3.6), e utilizando-se as relagdes (2.4) ¢ (2.5),
podem ser determinadas também, as componentes de tensdo para um
ponto q do dominio 2, da seguinte forma:

0,(4) = =[S}, (a,P)u, (P)AT(P) + [Dy, (a,P)p, (PYAL(P) +

+ [} (a,p)b, (p)AQA(p) (3.7)

onde, 0s tensores S;k e D;k dependem do tipo de problema fundamental

a ser adotado. Para o problema fundamental de Kelvin (BREBBIA,
1978), eles sdo dados por:

. G
" An(1 - v)r’

{31‘,“ [(1=2v) 4 v(8,1,,45 7, ) = 51,1, ]+
+3v(nr,, ry +ngr, 1, )+ (1-2v)(3n, 1, r,;+n,6, + nlﬁ_ik) -

—(1 _4v)nk6ij} (3.8)

1

= W{(l = 2V)(8r, #8048, ) + 31,1, 1, L (3.9)
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As expressdes de S;, e Dy, para o problema fundamental de
Mindlin, s&o citadas por BARBIRATO (1991).

Contorno l'?,

ponto P do contorno
(b}

FIGURA 3.2 - a) Acréscimo do dominio © no ponto Q;
b) corte AA’

3.2.2 Equacdo integral para pontos do contorno

A determinagdo da equagdo integral para pontos situados no
contorno I' do corpo, ¢ necessaria para a formulagdo do Método dos
Elementos de Contorno, isto é feito utilizando-se um artificio
(DOMINGUEZ & BREBBIA, 1984), que consiste em considerar que o

ponto Q do contorno I, é o centro de uma semi esfera, de dominio Q e
raio g, que foi acrescentada ao dominio Q (Figura 3.2), desta maneira, o

ponto Q do contorno se transforma em um ponto q do dominio, onde a
identidade Somigliana (3.6) ¢ valida, isto é:
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u,(Q == [p;(Q.Pyu(P)T(P)+ [u}(Q,P)p,(P)dr(P)+

=+ I-F+,

+ Juy(Q.p)b,(p)dQ(p) (3.10)

0+,

onde, [, € o contorno do dominio Q_ que foi acrescentado, ¢ T € a

proje¢do do mesmo sobre 0 dominio Q.
Separando-se em (3.10), as integrais que contem os acréscimos de
contorno e dominio, tem-se:

0,(Q)== [py(Q.P)u;(P)Ar(P)~ [p;(Q,P)u,(P)II(P) +

+ Juy(Q.P)p,(PYT(P) + [u}(Q,P)p,(P)I(P) +

I‘E

+ [u5(Q,p)b,(p)APY + [uj(Q,p)b,(p)d(p) 3.11)

Q.

Para fazer com que o ponto q perten¢a novamente ao contorno I,
aplicam-s¢ os limites nas integrais de (3.11), quando &— 0,
conseqiientemente 2. — 0 e I’ —> 0, assim:

lim [p}(Q.P)u,(P)AT(P) = [pi(Q,P)u,(PAI(P) (3.12)

lim [u;(Q.P)p,(P)AL(P) = [u;(Q,P)p (P)dI'(P) (3.13)

O valor da integral (3.12) deve ser determinado no sentido de valor
principal, devido & singularidade que apresenta a fungdo p;-

Conforme demonstra NAKAGUMA (1979), na equagio (3.11), os
limites das integrais sobre I', e €)_, para a funcdo uj;, sdo nulos quando
€ — 0, isto é:

lim [u;(Q,P)p,(P)dr(P)=0 (3.14)



45
lim [u3(Q,p)b,(p)dQAp) =0 (3.15)

O limite da integral sobre I', para a fungdo p;, pode ser escrito da

*
ij?

seguinte maneira:

lim f5(Q,P)u, (P)IT(P)=lim [p;(Q,P)u,(P) - u,(Q)|dr(P) +

+limu (Q) [py(Q,P)dr(P) (3.16)

Dos limites das integrais do segundo membro de (3.15), o primeiro
¢ nulo, devido a condigdo de Holder dada pela expressio (3.1), e o
segundo, para o caso em que o contorno tem uma Gnica derivada no ponto
Q, fica:

im u,(Q) [p}(Q,PYIN(P) = 8,u,(Q) (3.17)

Calculados todos os limites das integrais da equagdo (3.11), ela
pode ser reescrita da seguinte forma:

C,(Quy(Q) + [pi(Q.PYu,(P)AN(P) = [u}(Q,P)p,(PII'(P) +

+ [u;(Q.p)b,(p)dx(p) (3.18)
9
onde;
1 ..
C;(Q) = EBU 1,j=1,2,3 (3.19)
Uma expressdo semelhante & (3.18) é obtida para pontos fora do
dominio, na qual o coeficiente C;(Q) € nulo. Portanto, a equagio (3.18),

pode ser considerada como uma equacio geral, onde o coeficiente Ci(Q)

assume 0s seguintes valores:
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C;(Q) =4, para pontos internos

6 ij N
Ci(Q)= B para pontos do contorno sem angulosidade
C;(Q)=0 para pontos externos

A equagio (3.18), é também vélida para corpos infinitos ou semi-
infinitos com cavidades (NAKAGUMA, 1979), tomando-se o cuidado de
que o vetor normal ao contorno aponte para fora dominio do corpo.

3.3 Equagdes integrais para placas
3.3.1 Equacio integral para pontos do dominio

Seja uma placa isétropa de dominio finito Q e contorno T,
submetida a um carregamento g distribuido em uma 4rea Q, (Figura 3.3),
e contida em outra de dominio infinito Q. e contorno I,

FIGURA 3.3 - Placa finita contida em uma placa infinita

Considerando-se que a placa de dominio finito submetida a dois

~ . A * . . F
carregamentos ndo simultineos g e g, associados a superficies elasticas
* . . ~
w € w, respectivamente, produz dois estados de tensdo o; € cri'j, com
seus respectivos estados de deformacido €y € e;, pode-se escrever o

teorema da reciprocidade de BETTI (1872) da seguinte forma:
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Jo; €,V =[5 e dv (3.20)
A v

iy
i,j=1,2,3
Desprezando-se as tensdes relativas a dire¢do normal ao plano da

placa, a integral do segundo membro de (3.20), que a denominaremos de
U, escrita em notag¢do cldssica, fica:

*

U= o, e, o, €, +20, N\ (3.21)
A%

Substituindo-se em (3.21) as expressdes dadas em (2.18) e (2.19), e
integrando-se ao longo da espessura da placa, obtém-se:

&*w Ow)w Fw  Fw)dtw
U=1{|D ; tV—; ,+D Vo o+
ox oy”J ox ay ox" /) oy

+2D(1 - v) (3.22)

2 2 *
Ow 0w 40
OX3y X0y

Observando-se (2.22), a expressdo (3.22) pode ser escrita como:

U= JH—MX

Para facilitar a transformagdo da integral sobre o dominio Q (3.23),
em integral sobre o contorno T, as suas trés parcelas serfio denominadas
de u,, u, e u, respectivamente.

Integrando-se por partes a primeira, na diregdo x, obtém-se:

2 * 2 * 2 *
R VAL —2Mx\aWJdQ (3.23)
ax " ay  oxdy

2 dQ:—jMx@nxdn oM w
OX ; ox o Ox 0x

u, =~ M oW dQ

Q

(3.24)

onde, n, € o coseno diretor do versor normal ao contorno na diregfo x.

Conforme a figura 3.4, os cosenos diretores em um ponto P do contorno,
sd0:
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n, =cosq (3.25.a)

n, =sena (3.25.b)

yi

X

FIGURA 3.4 - Sistema de coordenadas (n,s), normal
€ tangente ao contorno

Integrando-se novamente por partes a segunda parcela de (3.24),
obtém-se:

*

u, = I(—Mx gw—cosa My cosocj dr - I
0
s

X OX a Ox

"M,

2

w dQ

(3.26)

Procedendo-se de forma analoga, deduz-se:

’ oM, M, .
u, = J'(—Myg—vi—sena+ ~w sena) dr - j w'dQ
r 0x oy Oy

2
Q

(3.27)
A terceira parcela pode ser escrita da seguinte forma;
2 * 2__*
uy=- My g0 - fm, 2 g0
0 o  Oxdy
(3.28)

Integrando-se por partes duas vezes cada integral de (3.28), a
primeira em relagdo a x e a segunda em relagdo a y, obtém-se:
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) * * aMx‘: .
Uy = || =M, ——cosa - M _ ——sena+—=w cosa +
r © 0y T OX

oM_ &M _
+—wsena |dl - [2—2w'dO (3.29)
OX o Oxoy

Substituindo-se os valores de u,, u, e u, em (3.23), obtém-se o
valor de U:

* *

U= uj‘(—Mx ——cosa+ M, ~01V~sena+ M. %cosa +
; ox "oy ' oy

) M oM
+Mx\,%8ena) dI’ +J' (BM,( + "’]cosa+[—"+
T Ox oI\ ox oy 3y

oM . 2 M M .
+ axx")sena}w dl’ - _’.(a M, +20 2 ’) dQ

a 2 -~ + 2
o\ Ox oxdy Oy
(3.30)

Observando-se as expressdes (2.24), (2.26) e (2.38.a), o valor de U
fica:

U= —J-(ngw—cosa +M, vaisenow M. @—cosa +
r ox ' " Oy

+M“ag"—sena)dr+jc)nw*dr+ [ew'de (3.31)
) X . Q

A partir de (2.33.a) pode-se escrever:

ow :é"w cosc;t—8W sena (3.32.3)
Ox on os
ow _ow senoc+aw sen o (3.32.b)

ay on 0s
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Substituindo-se os valores de (3.32) em (3.31) obtém-se:

a.w*
U:—j ‘(M cos’ o+ 2M_ senccos + M senza)+
2n x xv ¥

e

+%N_[(Mv —M,)senocosao + M (cos® a - sen® a)]}dl" +

. . \

[Q,wrdr + [ewdQ (3.33)
I Q

Observando-se (2.37), a expressao (3.33) fica:

8w*
oS

ow’ .
U=—|(M, ——+M__ -Q wH)dl + |gw'dQ (3.34)

Integrando-se por partes o segundo termo da integral de contorno
de (3.34), obtém-se:

) A1 .
fom, Q"‘L)dr: M w| - jaM"s w'dl (3.35)
: 0s I, [ 0s

onde, I', e I', sdo as coordenadas dos limites do contorno no qual se
realiza a integragio.

A primeira parcela do segundo membro de (3.35) é nula para o
caso de um contorno fechado, cuja representagio paramétrica e a
respectiva derivada sejam continuas, caso contrario, ela dara origem a
reagoes nas angulosidades (cantos) da placa. Neste caso (3.35) fica:

"
oM

"dr 3.36
P (3.36)

ow” Ne .
Ij(Mm—a;)dr =2 R.wi- |

1
onde:

Nc¢ : € o numero total de cantos do contorno da placa
w,; : € o deslocamento fundamental do canto i da placa
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R,=M! -M_ (3.37)

nsi

sendo, M e M, respectivamente, os momentos volventes posterior e
anterior a0 canto i da placa (Figura 3.5). R, pode também ser
interpretado como uma reagdo de canto da placa.

FIGURA. 3.5.- Canto "i" da placa

Levando-se o valor obtido em (3.36) para a expressdo (3.34), tem-
se:

oM
os

U= Q"+

i=]

* Ne !
w— Mnﬂ)dl" +> R wi, + jgw'dQ |
an‘ Q
(3.38)

Utilizando-se a equagdo (2.39) em (3.38) e levando-se em conta
que g esta distribuida em €, , obtém-se:

* Ne
U= J-(Vnw* -M, 86: I + ZRciw; + Igw'dQ (3.39)
=1

r Q

O termo do primeiro membro de (3.20), pode ser desenvolvido de
modo anélogo, chegando-se a:

[oig; = [(vow-M, Z5)dr + fR;wci + [g'wd0 (3.40)
v r on i=l Q
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Portanto, a partir das expressoes (3.39) ¢ (3.40), o teorema de Betti
aplicado as placas fica:

_[(Vw M*—)dri—ZR W +Ig wdQ) =

Q

* Ne
fov,w —Mn%)dr+Zme; + [ow'dQ, (3.41)
=t Q

e

Substituindo-se em (3.41) g* pela distribuigdo delta de Dirac,
5(q,p), e escrevendo-se cada varidvel em fun¢do dos pontos de
carregamento q e deslocamento p (P se estiver no contorno), quando se
tratar de solugdes fundamentais, e de apenas um ponto (p ou P) caso
contrario, obtém-se:

[8(a.p)w(p)dap) + j{v:(q,P)w(P)— M;(q,P)%%(P)]dF(PH

r

+ZRC,(q P)w,,(P) = j{v (P)w'(q,P) - M (P)g(q,P)}dr(m

+ZRC,(P)WC.(q,P)+ J2(Pyw’ (a,p)XQ(p) (3.42)

Q,

Aplicando-se a propriedade da fun¢do delta de Dirac (2.63), ao
primeiro termo de (3.42), obtém-se a equacio integral do deslocamento
w, de um ponto q do dominio da placa:

wig)+ [ [v:(q,P)w(P) - M;(q,P%(P)}dr(P) +

I

+ZRCl(q P)w(P)= ﬂv (P)w"(q,P) +

i=l1

-M (P)k(q,P)}dF(P)+ZR (P)w(q,P)+

1=1
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+[8(p)w" (q,p)dUp) (3.43)
Q

3.3.2 Equacio integral para pontos do contorno

Para a formulagdo do problema de flexdo de placas pelo método
dos elementos de contorno, é também necessério obter-se a equacdo
integral para pontos "Q" do contorno, para isso, considere-se uma placa
(Figura 3.6), onde o ponto "Q", inicialmente do contorno, agora pertence
a0 dominio, devido ao acréscimo de um contorno circular Ty, de centro
em "Q" e raio £.

FIGURA 3.6 - Contorno circular acrescido a um canto "Q" da placa

Considerando-se o aparecimento dos cantos A~ e A", Apds a
modificagdo do dominio da placa, a €quacdo integral (3.43) para o ponto
"Q" fica:

W@+ | |ViQPw(E)- MLQ@PEL(P) ar(p) +

r-r

+ j [V,,' (Q,P)w(P) - M;(Q,P)%:I—V(P)}drg (P) +
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+.Nz RGQ.PW,(P)+ R, (Q,P)w_ (P)+

+RL(QPw_ (P)= [[V,(P)w'(Q,P)+

r-r

—Mn(P)a—:n—(Q,P)J dr(P)+ [V, (Pyw'(Q,P) +

Ty

M, (P)Z(Q.P) A, (P) + R (PIW(Q,P) +

+R, (P)w_(Q,P)+R_.(P)w’ (Q,P)+

[ 2(p)w" (Q.p)d(p) (3.44)

Quando o raio £ se aproxima de zero, [ — 0, T’ : = 0 ¢ oponto

Q se aproxima do contorno, logo, na condicio limite tem-se:

w(Q)+lim | [VJ(Q,P)w(P)—M;(Q,P%(P)}dr(m
, » . ow
+lim | [vn (QP)W(P) - Mn(Q,P)En“(P)}dQ(PH

SRLQPw, (P + lim[R? QP (P)+

+R,(QP)w_ (P)|=lim [[V,(P)w"(Q.P)+

—MH(P)%(Q,P)}dr(P) +lim [[V,(P)w(Q.P) +
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Ne-1

M, (D) QPP+ S R (P, ()

1=1

+lim[R, (P)w], (Q.P)+R_(P)w’, (Q,P)]+

+ [g(p)w" (Q,P)dQ(p) (3.45)

Q,

Segundo PAIVA (1987), os limites das integrais sobre I — I
indicadas em (3.45), por defini¢do, representam o valor principal das
mesmas . Assim:

lim [ [V; (Q,P)w(P) - M:(Q,P)%(m}dr(m -

_ j[v;(Q, P)w(P) - M:(Q,P)%(P)}dr(f’) (3.46)

lim | [VH(P)W*(Q,P)—Mn(P)%(Q,P)JdF(PF

_ I{VH(P)w”(Q, P) - Mn(P)%\%(Q,P)}dF(P) (3.47)

Todos os limites das integrais para £ — 0 conduzem a valores

nulos, exceto 0 que contem w(P) e Z—:(P), como ¢ mostrado por PAIVA

(1987), cujo valor é:
. . . ow
lim | {Vn (Q.PW(P) - MH(Q,P)an(P)JdQ(P) =

= —MW(Q) (3.48)
27

onde, 3. (Figura 3.6), ¢ o dngulo do canto "Q " da placa.



56

Portanto, a equagio para um ponto do contorno fica:

CQW(Q) + | [VJ(Q,P)w(P) - MZ(Q,P)%%(P)}dF(P) +

Ne-1

+ZR;(Q,P)WCI-(P)= f[\/n(P)w“(Q,p)Jr

:’dF(P) + nLZIRCI(P yw(Q,P)+

+ [ 2(p)w (Q,p)Qxp) (3.49)
Q
onde:
_B. ;
CQ)= (3.50)
2n
Quando o ponto Q do contorno ndo pertence a um canto da placa,
(3.50) fica:
I
C(Q) == (3.51)
2
Analogamente pode-se calcular a derivada do deslocamento
Cw . . o
, considerando-se que m coincida com a dire¢do normal ao
contorno no ponto "Q", assim:

m(Q)—(Q) +] [ P)—(P)Jdr(P) +

Z °’(Qch,(P) f[V(P)“(QP)+
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i=1

]}dF(PHZRU(P) 5 (Q,P) +

’

oW
+ ] 8(p)—(Q,pNp) (3:52)
g om
onde:
C.(Q)= % para pontos do contorno sem (3.53)
angulosidades
C_(Q)=1 para pontos internos (3.54)

Qg' rarde

FIGURA. 3.7 - Regido carregada Q,
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3.4 Transformacdo da integral de dominio do carregamento

A integral de dominio que aparece nas equa¢des integrais de
deslocamento (3.43) e (3.49), para pontos do dominio e do contorno,
respectivamente, representa a influéncia do carregamento distribuido em
uma regido €2, do dominio da placa, e pode ser transformada em uma

integral sobre o contorno I',, dessa regido.

Considere-se a placa da figura 3.7, submetida a um carregamento
"g" distribuido em uma regido €),, de contorno I,, onde, o ponto de

LI }

carregamento "q", esta representado.
A integral de dominio a ser transformada, ¢ a seguinte:

[a(P)w'(q,p)d2, (p) (3.55)

£

Admitindo-se uma variagdo linear para o carregamento g, na regido
Q,, ele pode ser escrito em fung¢do das coordenadas (x,y) da seguinte

forma:
g(p) = Ax(p) + By(p) +C (3.56)

As coordenadas do ponto de deslocamento p, relacionadas com o
sistema (X,y), de origem em q, sdo:

X(p} = x(q) + X(p) (3.57.a)

y(p) = y(q) + ¥(p) (3.57.b)

Substituindo-se (3.57) em (3.56) fica:

g(p) = g(q) + AX(p) + B¥(p) (3.58)

"1

onde, g(q) € o valor da intensidade da carga no ponto q".

Escrevendo-se (3.58) em coordenadas polares e substituindo-se em
(3.55), obtem-se;
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Je(Pyw"(a,pMQ, (p) = [[2(q) + Arcos+Brsend]w’(q,p)de, (p)

Q, Q,

(3.59)

Com o valor de w (q p) dado em (2.82) e lembrando-se que g(q) ¢
uma constante, obtém-se:

Jeoanio, o= [ ae]oo

tos U (Acosf + Bsen8)r* (lnr—)dr}d@ (3.60)
‘JI

Integrando-se (3.60) em relagdo ar, obtém-se:

[e(p)w’(a,p)d02, (p) = 21U IR (In R~—)d8+

, 327D
+ (3.61)
407D
A partir da figura 3.7 pode-se escrever;
dI', cosf3 = Rd6 (3.62.a)
dl', cos
de = gR P (3.62.b)

Substituindo-se (3.62.b) em (3.61) obtém-se a integral de dominio
(3.55), transformada em uma integral sobre o contorno L.

* g(Cl) 3 3
[e(pyw (@:P)dQ, (p) == j R(InR -2 )cospdr, +

0,

+ 5. j R*(In R——)(Acose+Bsene)cosBdr (3.63)
T
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Procedendo-se de forma andloga, obtém-se:

Ig(p)%(q,p)ng(p)z ] 8@ '[R lnR—g cosd)cosBdF +

Q,

27D

oD j R*(InR - *)(A cosd + Bsen®)cospcosPdl’,  (3.64)

As expressdes dadas em (3.63) e (3.64) sdo também validas para
pontos "Q" do contorno. Desta forma, a equagdo integral do
deslocamento e da sua derivada, ficam representadas apenas por integrais
sobre o contorno.



CAPITULO IV

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
PARA SOLIDOS TRIDIMENSIONAIS

4.1 Introducio

As equagdes integrais para um solido tridimensional elastico linear
isotropico, determinadas no capitulo anterior, ndo tém uma aplicacio
imediata na resolugdo de problemas de engenharia, devido a
descontinuidade geométrica que os mesmos apresentam na maioria dos
casos, tornando-se assim, muito dificil e invidvel a sua analise. Por esta
razdo, ¢ necessario utilizar um procedimento numérico que nos permita
reproduzir o problema real da melhor forma possivel, isto é feito
discretizando-se o contorno do solido em uma série de elementos de
superficie, cuja geometria é aproximada em funcio dos seus nos
geométricos, através de fungdes de interpolagdo. Sobre estos elementos,
os deslocamentos e for¢as de superficie sdo também aproximados em
fungdo dos seus valores nodais.

4.2 Discretizacio do contorno

A discretiza¢do do contorno de um sélido tridimensional, é feita
dividindo-se o mesmo em um nimero finito de elementos de superficie,
que podem ser planos ou curvos (Figura 4.1), denominados também
elementos lineares ou quadraticos, sendo os de forma triangular e
quadrilateral os mais utilizados.

As coordenadas cartesianas x; de um ponto P qualquer de un

elemento, ficam definidas por:
x; =¥, X} (4.1)

ou em forma matricial:
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¥ X" (4.2)

1
It

X :sdo as coordenadas cartesianas do ponto P

~

X" : sdo as coordenadas cartesianas dos pontos nodais

i~

T ~ ~ ' .
¥ : s80 as fungdes aproximadoras ou interpoladoras

As fun¢Bes aproximadoras sdo geralmente polinomios previamente

escolhidos, expressos em coordenadas adimensionais, que permitem,

junto

com as coordenadas cartesianas dos pontos nodais, a definigdo

adequada da geometria do elemento.

Curvos’

(a)

FIGURA 4.1 - Tipos de elementos utilizados para aproximar o
contorno: a) triangulares; b) quadrilaterais

Da mesma forma, pode-se discretizar o dominio do s6lido em

elementos de volume, denominados células, do tipo tetraedros e
hexaedros (Figura 4.2), por exemplo.

As coordenadas cartesianas X de um ponto qualquer de uma

célula, ficam definidas em termos de fungdes interpoladoras YV e das

. N r . r
coordenadas nodais X~ da célula, isto é:
~¢
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(4.3)

194
]
1€
(SR
1

z

-

{a) {b)

|
[}
]
1
‘/

FIGURA 4.2 - Tipos de células utilizadas para aproximar o
dominio: a) tetraedros; b) hexaedros

Sobre cada um dos eclementos do contorno, sio também
aproximadas as varidveis, neste caso deslocamentos e forcas de
superficie, em fungdo de seus valores nos nds funcionais, utilizando-se
fungSes polinomiais com variagio constante, linear, quadritica ou de
ordem superior, como se mostra na figura 4.3.

ponto nodal /pomo nodal

e ponto nodal

X3

X3 (c)

FIGURA 4.3 - Aproximagéo das variveis do contorno:
a) constante; b) linear; ¢) quadratica
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Escrevendo-se a equagdo integral (3.18) na forma matricial, fica:

CQuQ+ fp(Q.P)u(PYI(P) = [u'(Q,P)p(P)dI'(P)

+[u(Q,p) b(P)AAp) (4.4)

De maneira andloga a geometria, os deslocamentos u e forcas de

superficie p, sdo aproximados através de fungdes interpoladoras @ e

. N . . .
valores nodais U™ e P" respectivamente, isto é:

u=' U~ (4.5)

p = (PT,.P_,N (46)

As forgas volumétricas b, também podem ser aproximadas sobre

cada célula por fungdes interpoladoras @ e valores nodais BY, da
p ¢ p 2 b

seguinte forma:

b=¢'B" (4.7)

Discretizando-se o contorno de um solido em J elementos ¢ seu
dominio em M células, a equagdo integral para um né Q qualquer do
contorno fica:

C(Q)u(Q) + Z[ [ p*(Q.P)@r(P)dF(P)}QN(P) =

=t

= [ Ig*(Q,P)@"’(P)dr(P)]g“(P)+

i T
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+Z[ | g*(Q,p)@:(p)dQ(p)} B™(p) (4.8)

m=1{

Aplicando-se a equagdo (4.8) aos N nés do contorno do sélido,
sera posivel estabelecer um sistema de equacdes, que escrito em forma
matricial, resulta:

CU+AU=GP+ DB (49)

onde, as matrizes H, G e D, resultam do cilculo das integrais da

equacgdo (4.8), que serdo tratadas posteriormente.
Somando-sc as matrizes C e H da equagdo (4.5), tem-se:

HU=GP+DB (4.10)

Sendo conhecidos os valores prescritos dos deslocamentos U, das
forcas de superficie P ¢ das forcas volumétricas B, as colunas das
matrizes H e G da equagdo (4.10), podem ser trocadas entre si de forma

que todas as incognitas fiquem no primeiro membro, chegando-se assim, a
umn sistema de equagdes algébricas com 3N incognitas, do tipo:

éng (4.11)

onde, X ¢ o vetor das incognitas composto por deslocamentos e forga de
superficie, A ¢ uma matriz cheia e ndo simétrica composta por colunas
das matrizes H e G, e F € formado pela multiplicagdo dos valores
prescritos com as colunas de H e G corespondentes mais a contribuigo

das forgas volumétricas.
A solugdo do sistema de equagdes (4.11) € dado por:

X=A'F (4.12)

-1 .
onde, A~ ¢ a matriz inversa de A.
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4.3 Geometria dos elementos

Neste trabalho, serdo utilizados apenas elementos triangulares
planos, para discretizar o contorno do sélido.

FIGURA 4.4 - Coordenadas globais e locais para o
elemento triangular plano

O elemento triangular linear, fica definido pelas coordenadas
cartesianas dos pontos nodais localizados nos seus vértices (Figura 4.4), e
pelas fungdes aproximadoras escritas em coordenadas homogéneas. A
partir de (4.2), tem-se:

x=¥"(E)x" (4.13)

X
X =1X, (4.14)
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v'o0 0
YiE=| 0 y' 0 (4.15)
0 0 '
XN
~1
X" =1X"¢ (4.16)
XN
L™ 3
sendo:
g,
¥ =15, (4.17)
&
&3:1_“;1_&2 (4.18)
X!
X" =X i=123 (4.19)
1 X.i

Escrita explicitamente, a equacio (4.13) fica:
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x] [€ & & 0 0 0 0 o ol]ix
X,0=[0 0 0 & & & 0 0 0 <X§T (4.20)
;) [0 0 0 0 0 0 & & &]x

As coordenadas homogéneas variam de 0 a 1, conforme mostra a
figura 4.5,

&

2 710.1,0)

€y ‘§1‘§z

3 (o.0.0) 1 (v,0,0) §1

FIGURA 4.5 - Coordenadas homogéneas (£,,,,E,)

As equagdes integrais, definidas originalmente em termos de
coordenadas cartesianas, precisam ser transformadas em termos de
coordenadas homogéneas, pois estas sdo utilizadas na aproximagio tanto
da geometria dos elementos como das varidveis pertinentes. Isto ¢ feito
através da seguinte transformagio, valida para qualquer funcdo r:
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ot [ax, ox, ox, |0 or
I E
JOorL_ |0 0% Oxy g or | )| (4.21)
o€, 06, 0%, O, 1|0x,| ~|&x,
al. 3}(1 6)(2 8X3 ar 61'
on | Lon on om f|a, Bx,

onde, J é o Jacobiano que relaciona a diferenciacdo em coordenadas

homogéneas com a diferenciagdo em cooredenadas cartesianas.
Assim, o diferencial de volume dQQ pode ser escrito como:

or or or
—_— X s

og, ¢oE, on

2 d2,dn = I |dz, dE ,dn (4.22)

Para o diferencial de area dI', tem-se:

or Or
_ler  or - 23
o ¥ 5 fodes =glae e, (4.23)
onde:

i _(8)(1 X, 8}(3) (424)
ae, \ag, ot ot |
oF :[éxl ’ax2’6x3j (4.25)
o, \a&,’ o8, o,
G|=2A (4.26)

sendo,|G| o moddulo do vetor normal ac elemento, no caso do elemento

—~—

triangular plano € numéricamente igual ao dobro da sua drea "A".
A equagdo (4.13) escrita em forma indicial, fica:

X, =&, X! (4.27)
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Diferenciando-se a equagio (4.27) em relagéio as coordenadas £ e
€, ¢ levando-se em conta (4.18), obtém-se:

0X.
—L=X- X? (4.28)
0%,
i=1,2,3
axi _ Vw2 _ 3
Z " X -X (4.29)

4.4 Fungdes de interpolacdo para as variaveis

As varidveis envolvidas nas equagdes integrais para solidos
tridimensionais sdo os deslocamentos e forgas de superficie, e podem ser
aproximadas de forma analoga & geometria do elemento, por fungdes de
interpolacéo, que dependem do nimero e da posi¢iio dos seus valores
nodais sobre o elemento.

As fungdes de interpolagdo, podem ser constantes, lineares,
quadraticas ou de ordem superior (Figura 4.3). A continuagdo serdo
apresentadas apenas as fungdes de interpolagdo constante e linear,
utilizadas em elementos triangulares.

4.4.1 Elemento triangular constante
O elemento constante considera apenas um ponto nodal localizado

geralmente no centroide do elemento (Figura 4.6), onde as varidveis sdo
aproximadas pela fun¢io aproximadora .

q\\\\\ \}\
ponto nodol ‘
FIGURA 4.6 - Elemento triangular constante

Os deslocamentos e forgas de superficie sdo dados por:
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u=0'y" (43)
p=®'P" (4.6)
onde:
u, P,
E: u2 E: p2 (4.30)
u3 p3
I 0 0
P =0 1 0 (4.31)
0 0 1
U! P,
U™ =40, PN = P! (4.32)
U, P!

O elemento constante, possibilita a sua aplica¢do em problemas
com qualquer tipo de descontinuidade, apresentando resultados
satisfatérios, como por exemplo nos trabalhos de LACHAT (1975)
NAKAGUMA (1979), e SILVA(1989). Uma desvantagem deste
elemento € que para se obter resultados mais precisos, é necessario de
uma discretizagdo mais refinada, o que implica na utiliza¢do de um grande
numero de elementos

4.4.2 Elemento triangular linear

O elemento linear, possui trés pontos nodais que permitem uma
melhor aproximacdo das variaveis do que o elemento constante, embora
ele apresente problemas de descontinuidade especialmente em relagfio as
forgas de superficie. Quanto & descontinuidade, os elementos lineares
podem ser classificados em continuos, descontinuos e de transigiio
(Figura 4.7).



72

&——_—ponto nodal f

/ I
(a) (b)
}!

(c) (d)

FIGURA 4.7 - Elementos triangulares lineares: a) continuo;
b} e ¢) de transigao; d) descontinuo

4.4.2.1 Elemento triangular linear continuo

No elemento triangular linear continuo, os pontos nodais coincidem
com 0s nds geométricos localizados nos vértices 1,2 ¢ 3 do elemento,

onde as variaveis sdo aproximadas por fun¢des de interpolagdo ¢', ¢ e
¢°, respectivamente (Figura 4.8).

Cada fungdo de interpolagdo ¢', tem valor unitario no ponto nodal i
correspondente € zero nos outros, assim:

¢1 =&,
¢ =§, (4.33)
¢3 = E.»s

onde, &, &, ¢ &,, sdo as coordenadas homogéneas utilizadas para

aproximar a geometria dos elementos, ja vistas anteriormente.

O elemento linear continuo, ndo possibilita a inclusdo de
descontinuidade, por este motivo, ele s6 poderd ser utilizado em
contornos onde ndo exitam angulosidades.
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o ®
ponto nodal 1
1
(b)
¢s
1
{d)

FIGURA 4.8 - Fungdes de interpolagdo nos pontos nodais
do elemento triangular linear continuo

(c)

Neste caso, os deslocamentos e forgas de superficie sdo dados por:

u=0'(£)U” (4.34)
p=0'(&)P" (4.35)
onde:
U, P
u=<u, P=1p, (4.36)
u; Ps
o' o> ¢ 0 0 0 0 0 0
Q@' =10 0 0 ¢ ¢> ¢* 0 0 0 4.37)
0 0 0 0 0 0 ¢ o> ¢
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) P!
U Py
Ul P,
U, P,
UM ={U3} PY=:P2} (4.38)
Ul P;
U; P!
U’ p:
LUi ) \p;)

FIGURA 4.9 - Fun¢des de interpolagdo nos pontos nodais
do elemento triangular linear descontinuo

4.4.2.2 Elemento triangular linear descontinuo

Os pontos nodais do elemento triangular linear descontinuo, nfo
coincidem com os seus nds geométricos localizados nos vértices do
elemento, eles podem estar posicionados sobre as mediatrizes dos lados
opostos, a uma determinada distdncia dos vértices correspondentes, onde
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as varidveis sdo aproximadas por fungdes de interpolagio ¢', ¢* e 0’
respectivamente (Figura 4.9).

&

3 (0,0 1(1.0.0) *§1

FIGURA 4.10 - Sistemas de coordenadas (&,,£,,£,) e (EI,EZ,Eg)

A posigdo dos pontos nodais (1°, 2’ e 3°), no interior do elemento
(Figura 4.10), também pode ser determinada em fungio de pardmetros c,,

¢, e ¢;, definidos como fragSes das coordenadas homogéneas &, &, e
&,, respectivamente, formando assim, um novo sistema de coordenadas

homogéneas El, Ez e E3, dadas por:

El — E.n - ¢
Cy

g =% (4.39)
C4

- -C

&-'3 — &:3 3
Cy

onde:
¢,=l-c,—¢,—c, (4.40)

BARBIRATO (1991), baseado no trabalho de GIL RODRIGUEZ
(1986), adotou:

¢, =¢,=¢, =0.1625 (4.41)
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Observa-se que as fungdes de interpolagio ¢', ¢° e ¢’ (Figura
4.9), possuem valores unitarios nos pontos nodais correspondentes 1°, 2°
e 3°, e zero nos outros, portanto:

o* =¢, (4.42)

Desta forma, os deslocamentos e forcas de superficie em um
elemento triangular linear descontinuo, sdo dados por:

u=o7(E)Uu" (4.43)
p=>'(&)P" (4.44)
onde:
u, P,
U =4, B: P, (4.45)
u, P,
o' o > 0 0 0 0 0 0
®' = o' o ¢ 0 0 0 (4.46)
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U} P
U2 Pl2
1
U’ Py
Ul P,
U =:Uz¢ P ={pPZ1 (4.47)
u; P;
U; p!
3
3 ) p33

FIGURA 4.11 - Descontinuidade do contorno

O elemento triangular linear descontinuo, & utilizado com bastante
eficiéncia, para resolver problemas de descontinuidade em regides do
contorno que apresentam concentragdo de tensdes ou em locais onde
existam angulosidades, chamadas de cantos, nos quais 0s pontos tém mais
de uma tangente (Figura 4.11). Porém, a utilizagdo exclusiva deste
elemento em todo o contorno, faz com que o sistema de equagdes
aumente (trés incognitas por elemento), e isto implica em aumento do
espago da meméria do computador e do tempo de execu¢do do programa.
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4.4.2.3 Elemento triangular linear de transi¢io

Uma forma de aprimorar a discretizagdo de um solido, ¢ utilizar o
elemento de transi¢do (Figura 4.7.b e ¢ ), no qual sé alguns pontos nodais
ndo coincidem com os nds geométricos, caracteristica que lhe permite
conectar elementos triangulares lineares continuos e descontinuos (Figura
4.12), evitando assim, o aumento de incognitas, muitas vezes
desnecessario.

FIGURA 4.12 - Elementos triangulares lineares
continuos e de transi¢do

Neste trabalho, as forcas volumétricas b, embora apresentem

valores geralmente conhecidos, ndo serfio consideradas, restanto apenas
as varidveis do contorno do solido, as quais serfio aproximadas
especificamente por fungGes interpoladoras lineares, visando-se o
acoplamento com a placa, como se podera mostrar posteriormente.

4.5 Integragio sobre os elementos

Na equagdo (4.10), os coeficientes das matrizes H e G,

correspondem a integrais sobre cada elemento j do contorno, provenientes
da aplicagdo da equagdo integral do deslocamento (4.4), em todos os nos
do contorno. Essas integrais podem ser definidas como:
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g= [u'(QP)®' (P)r(P) (4.48)
h= [p'(Q.P)®" (P)Ar(P) (4.49)

As solugdes analiticas das integrais (4.48) e (4.49), sdo de dificil
obtencdo, devido a complexidade dos seus integrandos g* e p,

respectivamente, sendo uma solugio alternativa a integragdo numérica.

As posi¢des do ponto de aplicagdo QQ (ponto fonte) e do ponto
resposta P (ponto campo), em relacdo ao elemento a ser integrado,
definem o tipo de integragdo que deve ser adotado, podendo acontecer
duas situag¢des: quando os pontos Q e P pertencem a elementos diferentes
e quando pertencem a0 mesmo elemento, denominadas de integracdo ndo
singular e integracdo singular, respectivamente.

4.5.1 Integracio nfio singular

Como na integracdo ndo singular os pontos Q e P pertencem a
elementos diferentes, pode ser utilizada a integra¢do numérica para
elementos triangulares dada por HAMER et ali (1956), a qual é efetuada
em fungdo das coordenadas triangulares homogéneas £.. Assim, a

integral (4.48) pode ser escrita como:

£=[6 f[ Eg@[,&z,as)daljdaz (4.50)

0 0

que em forma de somatoria fica:

2=|G]Df (&,8,60)w, (4.51)
- =1 ¢
onde:
n : namero de pontos de integragdo
g!,£1,EL: coordenadas homogéneas dos pontos de integragio
w, : pesos dos pontos de integracdo

G| : Jacobiano de transformagao
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sendo, f (£1,55,EL) o integrando da integral (4.48).
De forma andloga para a integral (4.49), tem-se:
h=IGIDf (£),65.85)w, (4.52)
1=1

sendo, f (&),&,E}) o integrando da integral (4.49).
~h
As coordenadas cartesianas X dos pontos.de integragdo podem ser

facilmente calculadas com a equacéo (4.13).

Este processo de integragfo, permite utilizar até treze pontos de
mtegracdo, com o0s quais obtém-se valores exatos para funcdes
polinomiais de sétimo grau. Apesar desta limitagdo, ele apresenta
resultados satisfatorios, especialmente quando os pontos Q ¢ P ficam
suficientemente afastados. Mas, ha casos em que estes pontos ficam
proximos, embora pertengam a elementos diferentes, o que faz com que
sejam necessarios mais pontos de integracdo para obter-se uma integracio
eficiente.

Uma alternativa para aumentar o namero de pontos de integragiio
(NAKAGUMA, 1979), consiste em dividir o elemento triangular em
subelementos, em cada um dos quais poderiam ser utilizados até treze
pontos de integragdo, com isto, o aumento de pontos de integracio variara
de acordo com o numero de subelementos em que for dividido o
elemento. E claro que com essa divisio ndo serdo criados outros nos
adicionais no elemento, eles s6 serdo utilizados para o calculo das
integrais dos subelementos, sem modificar o nimero total de incognitas
do contorno.

Para realizar a divisdo do elemento, ¢ necessario definir duas
coordenadas triangulares homogéneas diferentes (Figura 4.13): &,

associada ao elemento e ,, associada ao subelemento.
Assim, as coordenadas cartesianas x de um ponto P do elemento

(Figura 4.13), em fungdo das coordenadas triangulares homogéneas &,
sdo dadas pela relagdo (4.13), ja vista anteriormente, isto é:

x=Y¥'(E)X" (4.13)
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2(0,1,0)

3{0,0,1) 1{(1,0,0)

FIGURA 4.13 - Coordenadas triangulares homogéneas
do elemento e do subelemento

Anélogamente, as mesmas coordenadas cartesianas x do ponto P

do elemento (Figura 4.13), em funcdo das coordenadas triangulares
homogeéneas &, fica:

x=F (§x" (4.53)

onde:

?T(E): sdo as fungdes de interpolagfio do subelemento

N ~ . P
X :sd0 as coordenadas cartesianas dos nés do subelemento

Utilizando-se a equagio (4.13), ggﬁ pode ser escrito em termos de

X" como:
X' =PEN X" (4.54)

onde, £" sdo as coordenadas & dos nds do subelemento.
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Substituindo-se (4.54) em (4.53), tem-se:
x=7 ¥ EHX" (4.55)

Igualando-se as coordenadas cartesianas X das equagdes (4.13) e
(4.55), obtém-se:

V(&) =Y(EY)F(E) (4.56)

que escrita em forma explicita fica:

g [0 @ 0],
E, =18 &7 &P e, (4.57)
g, &P & EQ||E,

onde, & e &, sdo as coordenadas homogéneas do elemento e

subelemento, respectivamente, e £ sdo as coordenadas & dos nés j do
subelemento.

As coordenadas Ei, serdo dadas pelas coordenadas homogéneas
dos pontos de integragdo para cada subelemento e a matriz iif(&ﬁ), sera

formada pelas coordenadas &, dos nos de cada subelemento.
;/\/ :
S/N\//\\/\/ B
2
A S A A /1\

FIGURA 4.14 - Divisdo de um elemento em subelementos
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A divisdo do elemento pode ser feita de tal forma que se obtenham
subelementos com as mesmas caracteristicas geométricas do mesmo,
como se mostra na figura 4.14, isto se consegue unindo os pontos que
dividem os lados do elemento em partes iguais, por linhas paralelas aos
mesmos. Dividindo-se os lados do elemento em duas partes iguais, serfio
obtidos quatro subelementos, para trés partes iguais serdo obtidos nove
subelementos, para quatro partes iguais serdo obtidos dezesseis
subelementos, ¢ assim sucessivamente, pode-se observar una variagdo

quadritica do némero de subelementos em relagio ao nimero de
subdivisdes dos lados do elemento.

As matrizes ‘f(&ﬁ), por exemplo, de um elemento dividido em

quatro subelementos (Figura 4.15), sdo determinadas da seguinte maneira:

1 1/2 1/2 1/2 0 0
0 1/2 0 1/2 1 1/2
0 0 1/2 0 0 1/2
Subelemento @ Subelemento @
1/2 0 1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0 1/2 0
0 1/2 1/2 1/72 1/2 1
Subelemento @ Subelemento @

1{1,0,0)
(1/7w 172}
2{0,1,0 {C,1/2,1/2) 3{0,0,1]

FIGURA 4.15 - Elemento dividido em quatro subelementos
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O nimero de subelementos pode ser determinado em funcdo da
distancia entre o ponto fonte e o elemento a ser integrado ou seu
centroide, quanto menor for essa distincia maior serda o nimero de
subelementos a serem utilizados. NAKAGUMA (1979), utilizou sete
pontos de integracdo em cada subelemento e adotou os seguintes
intervalos para determinar o nimero de subelementos:

O0<R<L 9 subelementos
L<R<2L 6 subelementos
R>2L 3 subelementos

onde, R € a distancia entre o ponto fonte e o centroide do elemento, e L
¢ a média dos comprimentos dos lados do elemento.

Procurando-se obter resultados mais precisos, neste trabalho,
também serdo utilizados sete pontos de integragio em cada subelemento,
mas adotando-se os seguintes intervalos para determinar o nimero de
subelementos:

0<R<L 25 subelementos
L<R<2L 16 subelementos
2L<R<4L 9 subelementos
R>4L 4 subelementos

Tendo sido dividido o elemento em subelementos, as integrais
(4.51) e (4.52) ficam:

g= 201X F (&ELEw, (@.58)
E:iIG}iih(éi,ié,&é)wi (4.59)

onde, Ns é o nlimero de subelementos.
Outra alternativa para aumentar o nimero de pontos de integracio
foi sugerida por TELLES (1986), que consiste em transformar o elemento
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de dominio triangular em quadrangular, podendo-se recorrer assim, aos
pontos de integragdo ja conhecidos da quadratura de Gauss aplicados em
duas dire¢des.

4.5.2 Integracio singular

E denominada assim, quando os pontos Q (ponto fonte) e P (ponto
campo) pertencem ao mesmo elemento, neste caso a integragéo numérica

dada por Hamer ndo permite uma boa aproximacgdo, devido a
singularidade existente, sendo necessério recorrer a um procedimento
alternativo.

X3

X1
FIGURA 4.16 - Coordenadas locais cartesianas e cilindricas

Uma forma de solucionar esse problema é reduzindo-se a ordem da
singularidade nas integrais das submatrizes g e¢ h, , que sdo 1/r e

L/r?, respectivamente, utilizando-se coordenadas locais cilindricas

(r,8,z), com origem no ponto Q e o eixo z perpendicular ao plano do
elemento (Figura 4.16), assim, o elemento a ser integrado ficard apenas
em fungdo de r e 8, isto é:

g= f IE’(Q,P)QT(P)rdrdB(P) (4.60)

B r
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h= | jg*(Q,P)@"‘(P)rdrde(P) (4.61)

:
onde:

dr =rdrd® (4.62)

Tratando-se das solugdes fundamentais de Mindlin, E* e g sdodo

seguinte tipo:

k,+k,r,;r,,

u' =k, +k,f (R) (4.63)

. kir,+k,r, 1, 1,
g =k, S +k.f,(R) (4.64)

~ r

onde, todos os coeficientes k, sio constantes, r,, I, e r, sdo os

j
cosenos diretores do vetor T, f (R) e f,(R), sdo tun¢des relacionadas

com a distancia do ponto campo P e o ponto Q’, sendo este ultimo
simétrico ao ponto fonte Q, em relagdo ao plano x, =0 (ver Figura 2.1 0).

As integrais que contém as fungdes f (R) e f,{R), sdo integrais

ndo singulares, por que o ponto Q' fica sempre fora dos elementos,
portanto poderdo ser calculadas da forma indicada no item anterior.

Considerando-se apenas os termos em r das solu¢des fundamentais
(4.63) e (4.64), as integrais (4.60) e (4.61) ficam:

g=| [k, @"(P)drde(P) (4.65)
- 8
h=| jkhlch(P)drde(p) (4.66)
h L
B
onde:
k, =ky(k, +k,r, 1, (4.67)

k, =k, (k;r,, +k,r, 1, 1,,) (4.68)
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As fungdes de interpolagdo SIV)T para um elemento linear

descontinuo, calculadas em fungio das coordenadas cartesianas locais y,

podem ser escritas como:

E.=ay +by, +c, 1,23 (4.69)
onde:
j_ k
ai=y2A¥2 (4.70)
=123
y, -yl
t%:—%ﬁri i=2.3.1 (4.71)
k=312
yiys — yiyl
c, = ! 22A1 2 (4.72)

sendo, "A" a area do elemento.
Transformado-se as coordenadas cartesianas y em coordenadas

cilindricas, tem-se:

y, =rcost (4.73)
y, =rsend (4.74)
y;=2z=0 (4.75)

Escrevendo-se (4.69) em fun¢do das coordenadas cilindricas e
substituindo-se nas integrais (4.65) e (4.66), obtém-se:

g= I J.kg(al,rcose+birsen9+ci)drd8(P) (4.76)

2}

h= I j‘kh-l—(alrcos(—H b.rsen@ + ¢ )drdO(P) (4.77)
~ r

6 r
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FIGURA 4.17- Esquema de integragracgio em r

Observa-se que a utilizago das coordenadas cilindricas eliminou a
singularidade nas integrais da submatriz g, podendo-se agora, integrar

analiticamente em r (Figura 4.17), isto é:

=2 2

r r
g= [k,(a, -Ezicosﬁ +b, ?ksene +¢,F, )dB(P) (4.78)
~ g

onde, T, € a equagfo do lado k do elemento triangular dado por:

fo=- S (4.79)
a, cosB + b, senb

A singularidade nas integrais da submatriz h, foi reduzida de 1/+*

para 1/r, portanto serd necessario que a integragdo seja feita no sentido
de valor principal, como a seguir:

h= 1ing[ [ [k,(a,cos0 + b, sen6 + Ei—)drde(P)} (4.80)
~ g r

8 =
h= Ikh (a;T, cos® + b T, send + ¢, InT, )dB(P) - lir%l[ Ikhci In adB(P)}
0 0L

(4.81)
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Integrando-se em relagdo a 6 o termo com o limite, obtém-se:

}ijg{ [k, In sd@(P)} = ;aij).[ci lnsszhde(P):l (4.82)

O céalculo da integral em 0, conduz a valores nulos, devido ao
integrando k, que contem uma combinagio de fungdes de seno e coseno

de 0. Portanto, rescrevendo-se (4.81), fica:

h = [k, (a,F, cos8 + b, send + c, InF, )dO(P) (4.83)
&

Depois da integragio em r, normalmente as integrais (4.78) e
(4.83), sdo integradas numéricamente em 9, utilizando-se o processo de
Gauss.

Outra forma de calcular as integrais (4.78) ¢ (4.83) pode ser feita
transformado-as em integrais sobre os trés lados do elemento (Figura
4.18), através da seguinte relagfo:

dfi =Fd0 (4.84)
oh

-~ Or _ .
onde, dI" ¢ pry sdo relativos aos lados que formam o elemento triangular.

FIGURA 4.18 - Integragragio sobre os lados do
elemento triangular
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Os lados do elemento triangular formam o “contorno ficticio" do
mesmo, e podem ser considerados como se fossem "elementos de
contorno lineares". Assim, as integrais (4.78) ¢ (4.83), ficam:

ylk sz 51' -
y= |k (a =~ +b. =+ )—dI(P 4.85
;zrjg(.z S re)—dl(P) (4.85)
I _ . N
h= [k, —(aF, +bY, +c Inf,)— dl(P) (4.86)
RS on

Integrando-se (4.85) e (4.86) ao longo dos trés lados do elemento
triangular, utilizando a quadratura de Gauss, tem-se:

3 LN
g=2 H[2F @E)w, (4.87)
~ k=1 1=1
h=Y [II>F (&)w, (4.88)
T ke =l B
onde:
n : numero de pontos de integragdo
& :coordenadas homogéneas dos pontos de integragio
w. :pesos dos pontos de integracio
(J | : jacobiano de transformacio

sendo, f ({zi) e il (éi) os integrandos das integrais (4.85) ¢ (4.86)

respectivamente, em fun¢do da coordenada homogénea &, .

O processo de integracdo de elementos de contorno lineares, serd
apresentado com mais detalhe no proximo capitulo.

As operagoes realizadas neste item, embora tenha sido considerado
que o ponto Q (ponto fonte) estivesse situado no interior do elemento
triangular, sdo também validas para pontos Q situados nos lados ou nos
vértices do mesmo, desde que os elementos aos quais pertence o ponto Q
figuem em um mesmo plano e tenham as mesmas condigdes de contorno,
ou seja, deverd existir continuidade tanto na geometria quanto nas
condigdes de contorno nos elementos envolvidos.
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4.6 Montagem do sistema de equagdes

Desprezando-se as forgas volumétricas B, a equagdo (4.8) fica:

C(Qu(Q)+ Z[ [ g‘(Q,P)@T(P)dF(P)Jg”(P) =

2

J
=1

{IE‘(Q, P)E?T(P)dF(P)}E“(P) (4.89)

I

A equagdo (4.89), serd aplicada em ntimero igual aos pontos nodais
do contorno, para formar um sistema de equagdes compativel com o
numero de incdgnitas, porém, ela ndo precisa ser aplicada nos préprios
pontos nodais necessariamente. Por exemplo, no caso de um elemento
linear continuo, onde os pontos nodais estdo situados nos vértices, ela
pode ser aplicada em um ponto Q situado no interior do elemento (Figura
4.19), dando origem assim, ao "ponto de coloca¢do ndo nodal" e ao
"elemento de colocagdo ndo nodal" (FERREIRA, 1990). Este tipo de
aplicagdo, € utilizada para vencer eventuais descontinuidades nos pontos
nodais de elementos adjacentes a contornos com angulosidade.

X3

X1

FIGURA 4.19 - Ponto de colocagio niio nodal
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Varios nos do contorno com exatamente as mesmas coordenadas,
porém cada um pertencendo a elementos diferentes, representam o né
multiplo (Figura 4.20).

FIGURA 4.20 - Nos multiplos

Apos a integragdo do elemento de colocagfo ndo nodal (integracio
singular) e dos demais elementos (integragdo ndo singular), os
deslocamentos do ponto de colocagdo nfio nodal sio interpolados em
fungdo dos valores nodais situados nos vértices do elemento, através das
fungdes de interpolagio, isto é:

u(Q) =0 (QUY(P) (4.90)

Supondo-se que a, b e ¢, sejam o0s pontos nodais do elemento
(Figura 4.19), a equagio (4.90) escrita explicitamente fica:

u,(Q) [¢‘00¢200¢3009"
u(Q)p=10 ¢ 0 0 ¢* 0 0 ¢ 0[U"} (491)
u(Q)J [0 0 6" 0 0 ¢* 0 0 ¢
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A equagdo (4.89) escrita explicitamente para um ponto Q situado
no interior do elemento e relacionado ao ponto nodal "a" do mesmo, fica:

Ua

—~

[Q(Q)(b'(()) CQH(Q) CQP(QRU" 1+
U

A

:[g g e g g e g }g" (4.92)
~ ac ~aN
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Somando-se os coeficientes correspondentes aos deslocamentos
b .
U*, U” e U°, obtém-se:

i<}

p" (4.93)

onde:

h =h +CQ¥'Q (4.94)

h =h +CQW*(Q) (4.95)
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h =h +CQ9'(Q (4.96)

As equagdes (4.92) e (4.93) escritas em forma matricial para todos
0s pontos nodais, respectivamente ficam:

COU+HU=GP (4.97)

S

HU=GP (4.98)

Aplicando-se as condigdes de contorno a equagdo (4.98) e
efetuando-se a troca de colunas das matrizes H e G, de forma que todas

as incégnitas fiquem no primeiro membro, sera obtido um sistema de
equagdes algébricas semelhante ao dado pela equagio (4.11), cuja
solu¢do fornecera as incognitas do problema.

A utiliza¢do do elemento de colocagdo ndo nodal em elementos
adjacentes a angulosidades (elementos de canto), facilita a montagem do
sistema de equacgdes, devido a que o ponto fonte, situado no interior do
elemento, ficara sempre em um contorno sem angulosidades, portanto os
coeficientes ndo nulos da matriz C valerdo 0.5, isto €:

05 0 0
C(Q)=| 0 05 0 (4.99)
0 0 05

No caso em que a equagdo (4.89) seja aplicada em pontos nodais
de um elemento de canto, uma alternativa para calcular indiretamente as
submatrizes h da diagonal principal da matriz H, ¢ por movimento de

corpo rigido (NAKAGUMA, 1979). Por exemplo, para o ponto nodal "a"
(Figura 4.19), tem-se:

h =->h j#a (4.100)

A expressdo (4.100) ¢ valida para regides finitas. Para regides
infinitas (solugdo fundamental de Kelvin) e semi-infinitas (solugdes
fundamentais de Mindlin e Boussinesq-Cerruti), tem-se:
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N A
h =-2h +1 j#a (4.101)

Neste trabalho, sera utilizado o elemento linear continuo em todos
os elementos do contorno, exceto nos elementos de canto, onde serd
utilizado o elemento de colocagdo ndo nodal.

4.7 Deslocamentos e tensdes em pontos do dominio

Os deslocamentos em pontos do dominio, sdo determinados em
fungdo dos deslocamentos e forgas de superficie, ja calculados no item
anterior, no contorno do solido discretizado em elementos, utilizando-se a
identidade Somigliana, equagio (3.6), isto é:

=

u(q) = —Z{ [ p‘(q,P)@"(P)dF(P)}y”(P)+

I'J-

-

+2, fgt(q,P)(Q'I'(P)dr(P)}gN(p)+

=

2 f g*(q,p)@j'(p)dn(p)}g‘*(p) (4.102)

Como o ponto fonte q agora pertence ao dominio, todas as integrais
de contorno serdo calculadas numericamente como integrais ndo
singulares (item 4.3.1). As forgas volumétricas, como foi dito, ndo serfio
consideradas neste trabalho, portanto ndo serd necessario calcular as
integrais de dominio correspondentes as mesmas.

De forma andloga, a partir da equagdo (3.7), podem ser
determinadas as tensdes em um ponto do dominio do sélido:

=1 I

a(q) = —Z{ f §*(q,P)cg'f(P)dr(P)}gN(P) +



97

+i{ IQ*(q,P)EI}T(P)dF(P):lBN(p) +

=

+Z{ [D'@po (p)dn(p)}B (p) (4.103)

m=| Q,

4.8 Aplica¢des numéricas

Neste item, s3o apresentadas algumas aplicagdes da formulagio do
Método dos Elementos de Contorno para soélidos tridimensionais
utilizando-se as solugdes fundamentais de Boussines-Cerruti e Mindlin.

4.8.1 Exemplo 1: Area circular uniformemente carregada

Neste exemplo, como se mostra na figura 4.21, uma 4rea circular
situada na superﬁc1e de um solo, de mddulo de elastlcldade longitudinal
igual a 10 kN/cm® e coeficiente de Poisson 0,3, estd submetida a um
carregamento uniforme g=10 N/cm?. A figura 4. 22, mostra a discretizagio
da area circular.

lem
T |—a 10N /cm®
///////////////}/?/_//7/} 7/? ?/'/?//////////////7
E =10 kN/ Cm
v=0,3

FIGURA 4.21 - Area circular uniformemente carregada
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o

FIGURA 4.22 - Discretizagio da érea circular carregada

As figuras 4.23 e 4.24, mostram os deslocamentos verticais ao
longo do eixo x; e do eixo x;, respectivamente, obtidos utilizando-se as
solugbes fudamentais de Boussinesq-Cerruti, os quais sdo conparados
com valores exatos (TIMOSHENKOQO, 1980).

EIXO)(1 [em}
0
00 —
05 |-
B
= of
5 I
d I —x—NEC T
L 15 _ (Boussinesq-Cerruti) ]
_ —— SOL. EXATA
20 ] I 1 L 1 1 . . L

FIGURA 4.23 - Deslocamentos verticais aos longo do eixo x;
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EI)(Ox3 [em]
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v
20 [- i L 1 1 L i 1

FIGURA 4.24 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo x3

4.8.2 Exemplo 2: Area retangular uniformemente carregada

Neste exemplo, como mostra a figura 4.25, uma érea retangular
situada na superficie do um solo, esta submetida a um carregamento
uniforme q=95,6 N/m’. O solo tem médulo de elasticidade longitudinal
igual a 44,42 kN/ m® e coeficiente de Poisson 0,3. A figura 4.26, mostra a
discretizagdo da area retangular.
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FIGURA 4.25 - Area retangular uniformemente carregada

/|

1

FIGURA 4.26 - Discretizagdo da drea retangular carregada

Utilizando-se as solugdes fundamentais de Boussinesq-Cerrut, sdo
determinados os deslocamentos verticais na superficie do solo, ao longo
do eixo x; e do eixo x;, mostrados nas figuras 4.27 e 4.28,
respectivamente. Os deslocamentos verticais ao longo do eixo x; e de um
eixo paralelo a este, que passa por um dos vértices da area retangular, sdo
mostrados nas figuras 4.29 e 4.30, respectivamente.



EIXOx, [m]
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FIGURA 4.27 - Deslocamentos verticais aos longo do eixo x;
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FIGURA 4.28 - Deslocamentos verticais aos longo do eixo x,
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FIGURA 4.29 - Deslocamentos verticais aos longo do eixo x;
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FIGURA 4.30 - Deslocamentos verticais aos longo de um eixo
paralelo ao eixo x; que passa pelo vértice
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4.8.3 Exemplo 3: Cavidade cilindrica no interior do solo

A figura 4.31, mostra uma cavidade cilindrica de 1m de didmetro e
altura, situada a uma profundidade de 4m da superficie do um solo. Na
sua base atua uma carrega uniforme q=100 kN/cm? O solo tem médulo
de elasticidade longitudinal igual a 100 kN/cm? e coeficiente de Poisson
0,4. A figura 4.32, mostra a discretizacdo da cavidade cilindrica.

ALY
W=y 3 N=l =l =l 3T=T=] =7 = = ? X2
E = 100 000 N/om2
I X; Vs °|4
| e
| &
l
on |
I
l —>
| X2
& Im | 7]
g T L3
kot ,
Corte paraleio &
superficie
Im
[ ‘ II g5 100 N /om®
-t

Corts no plang
diometral do cilindro

FIGURA 4.31 - Cavidade cilindrica no interior do solo

Utilizando-se a solugdo fundamental de Mindlin, sdo determinados
os deslocamentos verticais na superficie do solo ao longo do eixo x, ,
mostrados na figura 4.33. Os deslocamentos verticais ao longo do eixo x;
e de um eixo paralelo a este, que passa pela geratriz da cavidade
cilindrica, sdo mostrados nas figuras 4.34 ¢ 4.35, respectivamente.



VAV

FIGURA 4.32 - Discretizagio da cavidade cilindrica

EIXOx, [em]
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FIGURA 4.33 - Deslocamentos verticais aos longo do eixo x;
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FIGURA 4.34 - Deslocamentos verticais aos longo do eixo x3
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FIGURA 4.35 - Deslocamentos verticais aos longo de um eixo

paralelo ao eixo x; que passa pela geratriz



CAPITULO V

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
PARA PLACAS

5.1 Introdugao

De forma andloga aos solidos tridimensionais, estudados no
capftulo anterior, a equagdo integral de deslocamento para placas, devido
& dificuldade da sua resolu¢do analitica na maioria dos casos de interesse
estrutural pratico, também serd transformada em equagdes algébricas,
através da divisdo do contorno da placa em elementos de contorno, que
poderdo ser segmentos retos ou curvos, onde os deslocamentos e esforgos
serdo aproximados por fungées aproximadoras.

Para cada equagdo integral serd obtida uma equag¢io algébrica,
definindo-se assim um sistema de equagdes lineares, onde as incognitas
serdo deslocamentos e esfor¢os situados em pontos do contorno da placa,
denominados pontos nodais ou simplesmente nds. Impondo-se as
condi¢des de contorno a placa, serd possivel resolver o sistema de
equagdes, determinando-se assim, as incdgnitas no contorno, e através
destas poderdo ser determinados deslocamentos e esforgos no dominio da
placa.

5.2 Discretizacio do contorno

Seja uma placa (Figura 5.1), cujo contorno foi aproximado por um
numero finito de segmentos ou elementos de contorno I';, os quais sdo

escolhidos de modo que possam representar adequadamente o contorno
real da placa.
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FIGURA 5.1 - Discretizagdo do contorno da placa

Na aproximagdo da geometria do contorno da placa, podem ser
utilizados elementos retos ou curvos, os quais ficam definidos pelas

. . N
coordenadas cartesianas dos seus pontos nodais X . As coordenadas
cartesianas x de um ponto P qualquer destes elementos, sdo expressas

em termos de fungdes aproximadoras \y e de suas coordenadas nodais

N . r
X, 1sto é:

x(P)=y ' (P)X" (5.1)

Neste trabalho, serdo utilizados apenas elementos retos ou lineares
(Figura 5.2), para aproximar a geometria do contorno da placa, assim:

_[x,(P)
x(P) = {xz (P)} (5.2)
¢'(P) 0
Y (P)=| " T (5.3)
~ 0 o (P)
rX:\
XY = Xf} (5.4
el X; )
X3
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: 2 2
2| NO 2 1Xy,X5)

FIGURA 5.2 - Descrig¢do geométrica do elemento linear

O vetor das fungdes aproximadoras @(P) ¢ dado por:

¢,(P)
P)= 55
?() {(Pz(P)} ©-3)
onde:
o(P) =2 (1-E) (5.6.2)
9,(P)= %(1 +&) (5.6.b)

sendo £ a coordenada local homogénea de um ponto P do elemento
(Figura 5.2).

A expressdo (5.1) escrita explicitamente para o caso de um
elemento reto, fica:

(X!
x,(P) N ¢,(P) ©,(P) 0 0 <Xf (5.7)
x® L0 0 o® o®]|x| |
X;)
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5.3 Aproximacao das variaveis

Em cada elemento I';, os deslocamentos e esforgos podem ser

aproximados por fungdes polinomiais, as quais estdo associadas ao
namero de nos ou pontos nodais do elemento. Os valores das varidveis
associados aos nos sdo denominados "valores nodais”.

As fungdes polinomiais normalmente utilizadas sdo a constante, a
linear e a quadratica, o que implica em elementos com um, dois e trés
pontos nodais.

Neste trabalho, as variaveis serdo aproximadas por funcdes
lincares, de maneira andloga a geometria, portanto as varidveis u e p

(deslocamentos ¢ esfor¢os) sobre cada elemento, podem ser expressas
- ~ . . N N
através de fungdes aproximadoras ¢ e valores nodais U™ e P

u(P)=¢ (AU (5.8)

p(P)=¢ ' (P)P" (5.9)

ou escritas explicitamente:

U,

w(P)] _[o.P) 6, 0 0 Ju; (5.10)

P L0 0 e®) em)]ul] |
U3
P,

PP _[6(P) ¢,(P) 0 0 7P} (5.11)

(P L0 0 ap) o, P ]| Py |
P

onde:
u,(P) w(P)
{UZ(P)}: e, (5.12.2)
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w' ]
U}] | w
Uz !
<U; >=<%‘z_ f (5.12.b)
2
;) oW
Lan #
p,(P) _ | Va(P) (5.13.2)
p,(P)] (M, (P) o
Pl [V,
PZ V2
Pi = M'i . (5.13.b)
2 n
PZ| |M?

As fungdes aproximadoras ¢, estdo relacionadas diretamente com

a posi¢do dos pontos nodais no elemento, e determinam que este seja
continuo, descontinuo ou misto.

5.3.1 Elemento linear continuo

Um elemento linear é continuo quando os pontos nodais das
varidveis coincidem com os nés geométricos do elemento, assumindo
nestes nds valores Gnicos. Este elemento é geralmente utilizado em
contornos sem angulosidades e sem variagdo da vinculagio (Figura 5.3).

FIGURA 5.3 - Contorno de uma placa apoiada e sem angulosidades
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. N N A . 4
Como os valores nodais U™ e PV estio situados no nos

geométricos do elemento, a aproximagdo das variaveis pode ser feita por
fungdes ¢ idénticas a da geometria (Figura 5.4), isto é;

0(P)=2(1-8) (5.14.2)

¢2(P)=§(1+ ) (5.14.b)

g

FIGURA 5.4 - Elemento linear continuo

A presenga de angulosidades e vinculagdes diferentes no contorno
de uma placa (Figura 5.5), ¢ inevitavel e torna necessaria a defini¢do de
outros tipos de elementos que permitam expressar tais descontinuidades.

ponfos com
descontinuidades

/N

FIGURA 5.5 - Descontinuidades do contorno de uma placa

: X
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Uma forma de representar descontinuidades de esforgos e
deslocamentos, utilizando-se elementos lineares continuos, ¢ definindo-se
dois nos com as mesmas coordenadas, denominado né duplo (Figura 5.6).

a) b)

FIGURA 5.6 - Defini¢do de nds duplos
5.3.2 Elemento linear descontinuo

O elemento linear descontinuo se caracteriza por ter definidos seus
pontos nodais no interior do elemento, ou seja, eles ndo coincidem com os
nés geométricos do elemento (Figura 5.7), permitindo que haja
descontinuidade das varidveis entre elementos adjacentes. Neste caso, as
fungbes ¢ sdo dadas por:

I
éz_E.-l

o, (P)= &, —8) (5.15.a)

1
51—52

0,(P)= (€, -8 (5.15.b)

onde:

&, e &, : posigdes dos nés com relagdo ao centro do elemento, em

coordenadas homogéneas.
E : coordenada homogénea.
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g

FIGURA 5.7 - Elemento linear descontinuo

Pode-se observar que no caso em que os pontos nodais @ e¢ @
coincidirem com os nos geométricos 1 e 2 do elemento respectivamente
(Figura 5.7), isto ¢, § =~1 e ,&, =1, sdo obtidas as fungdes
aproximadoras do elemento linear continuo.

5.3.3 Elemento linear misto

A utilizagdo de apenas elementos descontinuos na discretizagiio do
contorno de uma placa, embora possa interpretar qualquer tipo de
descontinuidade, aumenta significativamente o nimero de nés e por
consequéncia 0 nimero de equagdes do sistema. Uma alternativa para
diminuir o nimero de nés do contorno, € a utilizagio do elemento misto.

FIGURA 5.8 - Elementos lineares mistos
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No elemento linear misto apenas um dos pontos nodais coincide
com um dos nos geométricos do elemento (Figura 5.8), podendo
expressar assim, descontinuidade em uma das extremidades. Esta
propriedade lhe permite conectar elementos continuos e descontinuos
como se mostra na figura 5.9.

|
Continua

elemento
descontinuo

slemento
misto

.

I77TIT T s T AT TN

© ® 6

FIGURA 5.9 - Discretiza¢do de uma placa com elementos lineares

3.4 Transformacgio das equacdes integrais

A equagdo integral do deslocamento (3.49), para um ponto Q
qualquer do contorno, pode ser escrita de forma genérica como:

CQuQ)+ [ p'(QP)u(P)IC(P) + 3 b5 (Q.P)w, (P) =

Ju'@P)p(IAT(P) + Ll (QPIR(P)+

+ [ g(p)ul(Q,p)dQ, (p) (5.16)
onde:
w(P)
P)= 5.17
u(P)=4ow (P) (5.17)



V,(P
g(P)={ | )} (5.18)

M, (P)
P(QP)={V,(Q,P) -M;(Q,P)] (5.19)
u'(Q,P)= {w*(Q,P) - %Y:T(Q,P)} (5.20)
P (Q.P)=R;(Q,P) (5.21)
ug(Q,P) = w5 (Q,P) (5.22)
U, (Q,P)=w"(Q,P) (5.23)
Q) =w(Q) (5.24)
cQ) =2 (5.25)
T

Discretizando-se o contorno da placa em "Ne" elementos e
substituindo-se as varidveis por suas aproximacdes (5.8) e (5.9), a
equagdo (5.16) fica:

C(Q)u(Q)+ij (Q.P)¢" (PMI(P)U" +ZP (Q,P)w(P)=

o

r

Mz

U QPO (PUIPIE + Y u (PR, (P) +

,_.

3=

+ [ g(p)u;(Q,p)de, (p) (5.26)

Qg

Calculando-se as integrais de contorno da equagdo (5.26) sobre um
elemento genérico [;, ficam:
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Q)= [p (QP)¢" (P)dI(P) (5.27)

g'(Q)=[u"(Q.P)¢" (P)dr(P) (5.28)

Calculando-se também a integral de dominio, correspondente ao
carregamento transversal, uma vez transformada em uma integral de
contorno, conforme o item 3.4, fica:

(Q) = [g(p)up(Q,p)dQ,(p) (5.29)
Qg

Assim, a equagio (5.26) pode ser escrita da seguinte forma:

CIQUQ)+ Y H(Q) U +3 0, (Q, Phw, (P)=

=ZC g'(Q BT + chu;(Q,P)Rm(P) +1(Q) (5.30)

Somando-se as influéncias hj(Q) e g’(Q) de todos os "Ne"

elementos nos "Nn" nés do contorno, a equagio (5.30) pode ser escrita da
seguinte forma:

CQUQ+QU+H (QW =G(Q)P+G (QR +T(Q)
(5.31)

O deslocamento  u(Q) pode ser escrito em funcio dos
deslocamentos U do elemento ao qual pertence o ponto "Q". Desta forma

(5.31) fica:

H(QU+H (QW =G(Q)P+G ()R +T(Q) (5.32)

onde:



117

H(Q) e G(Q) : sdo os vetores de influéncia, que dependem apenas

da geometria do problema.
H (Q) ¢ G (Q) : sdo os vetores formados pelos coeficientes dos

deslocamentos e reagdes dos "N¢" cantos da
placa, respectivamente.
T(Q) : € o valor resultante da integra¢do da regido Q..

A equagdo (5.32), representa a transformagfo da equagio integral

do deslocamento de um ponto do contorno em uma equagéo algébrica do

oW
a;(w); +bij(§) ' oy (W) =d;(V,); +e;(Mp); + i (R )y +t4
j

(5.33)
j:l)Nn kzl,NC
k+2
Q
canto | K+l
P_; n 4 1 K
j-2 1'11 T

FIGURA 5.10 - Canto "i" da placa com os nds anteriores e
posteriores necessarios as contribui¢des da
rea¢do de canto na matriz H
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Os termos relacionados com os cantos da placa, w, ¢ R, sfo

transformados normalmente em deslocamentos ¢ rotacdes (PAIVA, 1987
e SILVA, 1988), cujos coeficientes sdo distribuidos nos nés anteriores e
posteriores do canto considerado (Figura 5.10), ou seja, as parcelas assim
obtidas sdo somadas aos correspondentes coeficientes da matriz H, desta

forma a equacdo (5.33) fica:

a'ij(w)_,“"b’ij(%v) :dij(vn)j+e|_j(Mn)_]+t1 (5.34)
ou simplesmente: °
HQ)U=G(Q)P+T(Q) (5.35)

De forma andloga a (5.32) ou (5.35), podera ser obtida uma
equacao algébrica para a equagdo integral da derivada direcional do
deslocamento de um ponto "Q" qualquer do contorno (PAIVA, 1987),
mudando apenas os valores dos vetores H(Q), G(Q), H (Q), G (Q)e

o termo T(Q), em fungdo das correspondentes solugdes fundamentais.
5.5 Condicdes de contorno

Com a discretizagdo do contorno da placa, quatro variaveis sdo
. , 0 .
associadas a cada no, w(P), 6:“))’ Vn (P) e My, (P), das quais duas

sdo conhecidas devido as condigdes de contorno da placa. Nos casos de
vinculagdes cldssicas, tem-se:

a) Borda engastada

w=—"2=90

on
V, e M desconhecidos

b) Borda simplesmente apoiada

w=M =0
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V e @ desconhecidos
on

n

c) Borda livre

ow )
W e . desconhecidos

Impondo-se as condi¢gdes de contorno a todos os "Nn" nds do
contorno da placa, a equagdo (5.35) apresentara "2Nn" incdgnitas, o que
torna necessario a utilizagdo de duas equagdes para cada no, para definir
um sistema de equagdes lineares.

HU=GP+T (5.36)

Na equagdo (5.32), os termos w_ e R, sdo considerados varidveis,

sendo que um deles sera conhecido nos casos classicos de vinculagdo.
Portanto, para a defini¢do do sistema de equagdes lineares sera necessario
utilizar duas equagdes para cada n6 e uma para cada canto, desta forma
obtém-se:

an B lan
zIIer
f__J%
£ -
———
I
Q@

G
G 4 (5.37)

onde, H, G s3o as submatrizes formadas pelos coeficientes

—

< M
correspondentes a w_ e R, respectivamente, e tém dimensdes
2(Nm)x(Nc); H, H., G e H sdo submatrizes semethantes a H, H , G
~ L UL I
e G  respectivamente, provenientes das equagdes integrais de
™
deslocamento aplicadas nos cantos da placa; o subvetor T ¢ também

<

semelhante a T.
As submatrizes H e G tm dimensdes (Nc)x2(Nn) e as

submatrizes H_ e G, sdo quadradas de ordem (Nc).
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O sistema de equagdes lineares (5.36) pode ser resolvido levando-
se todas as incdgnitas para o primeiro membro, obtendo-se:

éz(zg (5.38)

onde, A € a matriz dos coeficientes de H e G correspondentes a valores
de U e P desconhecidos, e B ¢é o vetor obtido a partir da soma do vetor
T com o vetor formado pelo produto dos coeficientes de H e G

multiplicados pelos correspondentes valores de U e P conhecidos.

A solugdo de (5.38) € dada por:

X=A"B (5.39)

onde, X € o vetor das incognitas procuradas, composto por

deslocamentos e esfor¢os nodais.
O sistema de equagdes (5.37), pode ser resolvido de forma andloga
a (5.36), obtendo-se:

A X =B (5.40)
X =A"'B (5.41)

onde, X € o vetor das incdgnitas procuradas, composto por

~ e

deslocamentos e esforgos nos nds e cantos da placa.
5.6 Montagem do sistema de equacgdes

Existem varias alternativas para a montagem do sistema de
equagdes lineares (TEJERINA CALDERON, 1991), cujas carateristicas
de algumas delas sdo baseadas nas seguintes consideracgdes:

a) Os termos dos cantos w, e R_, podem ser tratados como

variaveis ou como contribuigdes nos nds adjacentes aos mesmos.

b) Podem ser utilizadas a equagio integral do deslocamento e a da
sua derivada direcional, ou apenas a equagio integral do deslocamento.

¢) As equagdes integrais podem ser aplicadas no contorno ou fora
do dominio da placa.
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No presente trabalho, serd utilizada apenas a equagdo integral do
deslocamento e os termos dos cantos serdo considerados variaveis.

Como sdo necessarias duas equagdes para cada nd, uma equagdo
integral de deslocamento serd aplicada no proprio nd e outra em um ponto

"A", localizado fora do dominio na dire¢do normal ao elemento (Figura
5.11), a uma distancia do n6 dada por:

d=a/l, (5.42)
onde:

a : coeficiente maior que zero;
£, : media dos comprimentos dos elementos concorrentes no no,

ou simplesmente o comprimento do elemento, no caso do néd
adjacente ao canto.

O valor de "a" pode estar situado convenientemente (SILVA, 1988)
entre 0,5 e 1,5. Neste trabalho serd adotado a=0,5.

Quando o ponto de carregamento "A", esta situado fora do
dominio, o primeiro termo da equagio (5.16) é anulo, ou seja:

| (A, PYW(P)dO(P) =0 (5.43)
O
H Y !
| |
S
[ RS ] p———-
———— - A
Nd_J
Lol | ———=e
1
! % |
i b é

FIGURA 5.11 - Placa quadrada com pontos singulares nos cantos,
sobre o contorno e fora do dominio
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Para obter-se 0 mesmo numero de equagdes e incgnitas no sistema
de equagGes (5.37), é necessdrio aplicar-se equagdes integrais de
deslocamento adicionais nos "Nc¢" cantos. Portanto, os nés adjacentes aos
cantos devem ser levados para o interior de seus respectivos elementos
(Figura 5.12), a uma distincia aproximadamente igual a 1/3 do
comprimento do elemento, isto para evitar que a matriz A do sistema de

equagdes (3.40) se torne singular,
Os nds adjacentes aos cantos, dependendo do caso, serdo
aproximados por elementos lineares descontinuos ou mistos.

FIGURA 5.12 - Noés j e k, anterior e posterior ao canto "i"
Aplicando-se a equagio integral de deslocamento nos pontos
nodais "Q" do contorno, nos pontos "A" correspondentes aos pontos
nodais localizados fora do dominio e nos cantos (Figura 5.11), sera obtido
o sistema de equagdes (5.40), a partir do qual serdo determinadas as
incognitas do problema.
5.7 Integragiio sobre os elementos

A equagdo (5.26) apresenta integrais de contorno (5.27) e (5.28),
que podem ser escritas da seguinte forma:

hi(Q)= [p(Q.P)¢.(P)dI(P) (5.44)

2i(Q) = [u, (Q.P)¢,(P)dI(P) (5.45)
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QQuando o ponto de carregamento "Q", ndo pertence ao elemento a
ser integrado, as integrais (5.44) e (5.45) podem ser calculadas
numericamente empregando-se a quadratura de Gauss (STROUD &
SECREST, 1966), que tem a seguinte expressio:

[ &) dg(p) Zw fE) (5.46)

onde:

f{€) : funcio a ser integrada, escrita em termos da coordenada
adimenstonal &;

N : ndmero de pontos de integracio;

&, : coordenada adimensional do i-esimo ponto de integragao;

w, : fator ponderador do i-esimo ponto de integragdo.

As integrais calculadas numericamente sdo efetuadas em fungio da
varidvel adimencional &, a qual esta relacionada com a variavel I" (Figura
5.4), através da seguinte relagio:

¢
r=_¢ (5.47)

O Jacobiano da transformagdo (5.47), necessario para fazer a
mudanga de varidvel nas integrais numéricas, € dado por:

J| === (5.48)

ar _¢
de 2

ou s¢ja:

dr = g a (5.49)

Assim, as integrais (5.44) e (5.45), escritas em fungdo da varidvel
adimensional "£", ficam:

hi(Q)= JlepZ(Q,PWD(P)dé(P) (5.50)
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2(Q)= [ |f]u; (Q. Py, (P)dz(P) (551)

k,n=1.2
onde:

n : representa o no local do elemento onde se mede a resposta do
carregamento unitario aplicado.
Q : é o ponto singular situado sobre o contorno, sera "A"se estiver
fora do dominio da placa
k : indica a natureza da resposta medida em P, relativa aos esfor¢os

fundamentais V., e M. ou a seus -correspondentes

n
*

. OW
deslocamentos w ¢ T’i .
n

Escrevendo-se as integrais (5.50) e (5.51) para um no local "n" de
um elemento qualquer, tem-se:

h3(Q) = [ Vi(Q.P)o,(Pre(P) (5.52)

h2(Q) =3 [ M1(Q.P)o, (P)dx(P) (5.53)
N £

el (@=2 [ WIQ.P),(PAE(P) (5.54)

eQ=-3[ = @), () (5.55)

O caleulo numérico das integrais (5.50) e (5.51), é efetuado em
fungdo do nimero de pontos de integragdo "N", cuja escolha, para se
obter resultados satisfatorios, ¢ feita geralmente em relagdo a distancia do
ponto de carregamento ao elemento, embora outros fatores como a funcgdo
a ser integrada, o comprimento do elemento e os dngulos formados entre
0s vetores posi¢do ¢ o elemento, poderiam ser também considerados.

Quando o ponto de carregamento "Q" pertence ao elemento a ser
integrado, as integrais (5.44) e (5.45) tornam-se singulares ¢ sua
resolugdo ¢ feita no sentido de valor principal. Pocedendo-se desta forma,
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em um elemento de comprimento ¢, onde sdo utilizadas as funcdes
aproximadoras do elemento linear descontinuo (5.15), obtém-se:

h{(Q)=0 (5.56)
hi(Q)=-, {c (1+v)[0, In(£9,) + ¢, In(£,) - 1]+

(1 + V)
Cr

(9, - ¢)
[ c: ‘ﬂ (5.57)

n _ o C/ . _E , ..E
gl(Q)-SnD{ 3 {(m) 0042 |+ 0) n(c) 6ﬂ+

I : 3 ‘ 3
2Cr I:(d}z) [ln(fd)z) - 4] ~(¢)) {111(?%) - Zﬂ} (5.58)

2,(Q)=0 (5.59)

[(4) ) In(£6,) = (4,)* In(£¢,) — (¢2*¢;)J+

onde, ¢, ¢ ¢, sdo dados por (5.14) e:

n é"ﬁ— _é
Cr=—tn_5% 5.60
§3—n _E.:n ( )
G =&, &, (5.61)
n=1,2

As coordenadas &, ¢ &, definem a posi¢io dos nds, situados nas

extremidades ou dentro do elemento, como € mostrado na figura 5.13. A
posicdo dos pontos singulares fica definida pelas coordenadas
adimensionais "£" de cada elemento, assim, o ponto singular estard

localizado no interior do elemento para £ =—& ou & =&, sendo adotado
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£=035 no presente trabalho. Para §=+1 ou £=-1, o ponto singular

estara em uma das extremidades do elemento e neste caso as expressoes
(5.57) e (5.58) ficam:

h3(Q)= - {CH L+ (0, +0)ine- 1]

1

L v){(% - ¢1)(ln€——3}+v[@—z-jﬁ-+cfﬂ (5.62)

Cr C;
SELe
n = + Inf -~ |+
g (Q) 8nD{ 3 [(d)z ¢,)| In <
—_ (¢, -0 )[lnf—zj (5.63)
2c[ 4 '
Y e, @ © ¢, @
1 £ +-0,35 ., :1 ; Tt—l v§z=0,35 2
al
— x s
1 - ' % A :g' N *
==1 g‘-0,35 é'l g,_l §=0,35 g’l
I bl
L L/2 j‘ vo | r_L 2 Er_ b2 J

FIGURA 5.13 - Posigfio de : a) n6s e b) pontos singulares;
em um elemento linear misto

5.8 Propriedades da matriz H

Admitindo-se um carregamento transversal nulo, em uma placa
qualquer (Figura 5.14), os vetores dos esforgos nodais P e das

integragdes sobre a regido carregada T, no sistema de equagdes (5.36),

sdo também nulos, isto é:
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HU=0 (5.64)

e EIXO ARBITRARIQ DE ROTACAD
DE CORPO RIGIDC

-
-
el

phrs
-
-

FIGURA 5.14 - Placa com carregamento transversal nulo

O sistema de equagdes resultante (5.64), admite solugdes ndo
triviais, correspondentes aos movimentos de corpo rigido, isto &,
deslocamento vertical e rotagdo em torno de um eixo arbitrario (PAIVA,
1987).

O deslocamento de corpo rigido w,, correspondente ao movimento
vertical da placa, ¢ dado por:

UT

I
B
=]
=
=

................. w, 0} (5.65)

que, substituido em (5.64), permite escrever a seguinte propriedade da
matriz H:

2N, =0 (5.66)
i=1,2Nn

Considerando-se agora uma rotagdo de corpo rigido a, no sentido
indicado pelo eixo arbitrario € (Figura 5.14), o vetor deslocamento fica:

U'=ofR, cosB, R, COSB, .o, R, cosPy,}
(5.67)
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Substituindo-se (5.67) no sistema (5.64), obtém-se a seguinte
propriedade para uma linha qualquer da matriz H:

Nn
Z(hi.ZJ—le +h,,;cosf;)=0 (5.68)
=

As propriedades (5.66) e (5.68) da matriz H, s&o normalmente

utilizadas para obter os elementos da diagonal principal, correspondentes
a integrais singulares, ou para simples verificacio da mesma.

5.9 Deslocamentos e esforgos para pontos internos
) ow
5.9.1 Deslocamento transversal w(q) e sua derivada “6 (q)
m

Apos a determinagdo das incdgnitas no contorno, pode-se obter os
ow ) .
deslocamentos w(q) e a—(q) em pontos internos da placa, aplicando-se
m

as equagdes (3.49) e (3.51) em todos eles, formando assim, uma equacio
matricial semelhante a (5.37):

U P
caofrn il il e
onde:
w
~1
w
w(q):J ! com W =< Aw
~1i -
om),
W
~~ Ni

Nt : niimero de pontos internos;
H’ e G’ : so matrizes de influéncia dos pontos internos

semelhantes a H e G;



129

H® e G’ :sdo matrizes formadas pelos coeficientes dos termos
~c

~

provenientes da reagdo de canto, semelhantes a H e

e
G,

—~

c

T" - vetor resultante da integragdo sobre a regido €2,, dos pontos

—~

internos, semelhante a T
U e P : vetores dos deslocamentos e esfor¢cos dos nos do

contorno, ja determinados;

B=

e R : vetores dos deslocamentos e reagdes dos cantos da

c ~e

placa, também ja determinados.

As matrizes H’, G, H’ e G’ poderdo ter duas ou trés linhas

para cada ponto interno, desde que se escreva uma ou duas equagdes
integrais da derivada direcional, podendo ser nas dire¢des dos eixos x ou
y, ou nas duas.

Na determinagdo dos deslocamentos em pontos internos, todas as
integrais sobre os elementos sdo calculadas numericamente, assim, as

submatrizes de H’ e G’ para um n6 local "n" de um elemento qualquer
ficam:
n (j t *
hii@) == [, Vo (a.P),(P)dE(P) (5.70)
n f ! *
hix(@)== [ Mi(a.P)o, (P)d(P) (5.71)
. ¢
hi,(q)=— (5.72)
2
h3,(q) = P)¢,(P)dE(P) (5.73)

g‘:l(q)% ["w'(@.P)p,(P)dE(P) (5.74)



. f et oW

2h(@)=-2 [] = ~(@.P)o,(P)dE(P) (5.75)
ey oW

2@ = [, ——(a.P)o,(P)dE(P) (5.76)
PR LA o

gn@=-], &n{ . (q,P)]d»n(P)da(P) (5.77)

5.9.2 Momento fletor e forca cortante para pontos internos

O momento fletor e a forca cortante sdo dados na forma indicial
pelas seguintes expressoes:

o*w &w
M; =-D| v3, +{1-v) (2.31)
! ' Ox,0x, Ox,0X,
8w
—-D 2.32
Q=D (232)

Substituindo-se o valor de w(q) da equagdo (3.49) em (2.31) e
(2.32), obtém-se:

M, (@)=~ {v;j(q,f’)w(m - M;j(q,P)%m]dr(P) +

r

DR @ PP + [V, (Pwi(a.P) +

aw; Ne .
-M, (P) (q,p)}dF(PHZRC(P)wcﬁ(q,PH

on

+ [e(p)wi(q,p)dQ, (p) (5.78)



onde:

Q.(q)=-] [V;(q,P)w(P)~M;(q,P)%(P)}dr(m

r

- R (6P () + [V, (Pwi(a.P) +

c=1

oW, Ne .
*MH(P)%(Q,P)}dF(P) + 2. R.(P)w (q,P) +

+ [ 8(p)w;(a,p)dQ, (p)

E

. vV’ PV’
V. (q,P)=-D| v&, " (q,P) + ™ (q,P
i(a,P) [ 5 3, 0x, (q,P) ox.0x. (q )J
. M’ M’
M’ (q,P)==D| v&. " (q,P)+ (1 - n
mj(q ) l: H] a faxf (q ) ( V) aXian

Ox.0X.

4 4 1 b

. o’w’ &*w
Wij(qap) = _D{VSU 8x 6x (qsp) + (] - V) (Qap):l

ow, o [azw*
g, PY=-D<vd. ,P
(q,P) {V i 3 EaXEL 3 (q ):’+

on

H1-v) [%(q,lf’)}}

1

) ol &v’
\'A ,P =-D— 3 5P
(4, P) ax,{axfaxf(q )}

M’ (q,P)=-D— P
.(q,P) 5x,0x, (q )J

o | &M,
ox;
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(5.79)

(5.80)

(q,P)} (5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)
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w,(q,P)= —Dai;{aiig; (q,P)} (5.86)
%:(q,m --D ai { axaa [aa"; (q,P)J} (5.87)
R:ij.(q,P) = —Dlivﬁlj a?:{gi (q,P)+(1-v) Giigbij (q,P)J (5.88)
R (q,P) - —Da—‘i{ ai‘;x (q,m} (5.89)

Discretizando-se o contorno, as varidveis, aproximadas conforme o
item 5.3, sdo substituidas nas equages (5.78) e (5.79), as quais expressas
em fun¢ao da varidvel adimensional "£", ficam:

M@ =2 [P Vis(a,P) - Moy (a D)} (P)dep UM+

_Zc: R:ij(CIsP)WC(P) +Z_c J:]|J.[W;(q,P) +

o, 1 .
rw (q,P) (¢ (P)dé(P)Ek+ZRC(P)WciJ(q,P)+

+ [g(p)w;(a,p)dQ, (p) (5.90)

2

Q@)=Y [ DI[Vi(a.P) - Mi (. 2)]o" (P)de(P) U+

_Z_C:R;(q,P)wc(P)Jri £‘|J][w;‘(q,P) +
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c=1

5‘W: T N Ne +
—g(q,m}q (P)AE(P)P™+ 3 R, (P)W.,(q,P) +
+ [2(p)w;(q,p)dQ, (p) (5.91)

Aplicando-se as equagdes (5.90) e (5.91) a todos os pontos
internos "Ni", obtém-se o vetor de esfor¢cos que escrito matricialmente
fica:

£=-]s S]{:V }+[E E H; }+Ie (5.92)

—~

onde:

=T XX

e

ey
Il
e
I

b

)
L L

S e F :sdo matrizes semelhantes a H e G, determinadas a partir
das solu¢des fundamentais (5.80) a (5.87).
S e F :sdo as matrizes formadas pelos coeficientes dos termos

provenientes da reagdo de canto, semelhantesa S e F.

T : ¢ o vetor resultante das integrais de dominio, semelhante a T.

—

e

U e P : vetores dos deslocamentos e esfor¢os dos nods do

contorno.
W e R :vetores dos deslocamentos ¢ rea¢bes dos cantos da
~ ¢ ~e

placa.
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As derivadas das solugdes fundamentais (5.80) & (5.89),
apresentadas a seguir, sdo determinadas em relagdo a um eixo particular
x; definido no ponto "q" (Figura 5.15).

6 +0
- X, ‘G=9+¢

FIGURA 5.15 - Representagdo do vetor posigio r(q,P)

%(q,P) = —Iif)—lnr T, (5.93.a)

ai‘g;j (q,P)= Z-;B(r,i r,,+8,1nr) (3.93.b)
ai‘g;e (q,P)= ﬁ(l +2Inr) (5.93.c)
Ezfiaig; (q’P)J = 5mD" 5230
_ai_l:a:n (q,P)} _ _$[r,i (r, n,)+n; Inr] (5.94.a)
aa;g);j ]:aav:l (q,P)} = -~$[(2r,i =8, ry ) —r,n, —r,, ni]

(5.94.b)
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o*w' | ow’ 1
5P = a I 5.94.
ax,ax[ on (9 ):' 27trD(r ) ( ©)

&w' | ow’ 1
{5){ ox, [ (q’P)}} - zsz[zri(raf n,)- ni] (5.94.d)

=41 = V)1, s M ny s + (3 - V)[ni =21, (r, )]} (5.95 a)

2y p %

Vv 1
= (,P) = {20 - )(ry 80 [24n, 1, (rymy ) +

ox, 0%
_4[1-,]. N +r,,0+,(r, nk)]} +
R2(1= (e s )[2Ans; +1,8) = 8(r 0 )15, +1,8)] +

(1= V(0 1 )(s8) + (3= V)28, (ry my ) +

80,1, (1 ) +2(rm, + 1)) (5.95.b)
o'V 1-v 2
o ( P) = —?(r,{s,_)[zt(r,k 5.)* 1] (5.95.¢)
{ } {(r,ksk) [24r,,(r,,n,)—4n ]+
T[

(1,0, )[85,(r,y 5,) — 4r,)] + n,} (5.95.d)

- I?I't;{(l + V)r:i_z(l - V)(I‘,k nk)[r’i (r’k Dy )= ni]}
(5.96.2)

M,
3%, 0%

J

1
(@P) == {1+ V)3, ~2r,1,)) +
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#2(1=w){nin, = 20,0, (r 0 ) = (8, = 20,1, )1 0y ) +

=2r,, (r,, k)[ ;— Ty, nk)]}} (5.96.b)
IM 1 {2(1 - w[1-2(r, n )2]} (5.96.¢)
ox ax o
axi[ } V[r,i+2r,l(r,k n, )—4r, (r, n, ]

(5.96.d)
M, (o py—_ 1=V _ _
Ki(qap) T [2r7i (6 0 (1, 8 ) — (1, 5, ) — s,(r, 1y )]
(5.97.a)
gia;( Py= s )+
HE (T8, 1350 + (0, 1)1 08 — 4,1, ]+
~(n;s; +n,)} (5.97.b)
O'M_, R Y
Ox,2x, (q,P) = ?[(r’k s, )T, nf)] (5.97.¢)
O’M,
gliax ax ( P):' [4r=. (r’k Sk )(rw nf)]
—n,(r,, 5,) = 5;(1,,n,)] (5.97.d)

Ljk, £=1,2
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5.10. Aplica¢bes numéricas

Neste item, sdo apresentadas algumas aplicagdes numéricas da
formulagdo do método dos elementos de contorno para problemas de
flexdio de placas, utilizando-se para montagem do sistema de equacdes
lineares, equagdes integrais de deslocamento aplicadas nos cantos, nos
nos ¢ fora do dominio. Os resultados obtidos utilizando-se esta alternativa
proposta (A. P.), sdo comparados com os resultados obtidos
analiticamente (TIMOSHENKO, 1959) e por PAIVA (1987), que serdo
designados como REF. A ¢ REF. B, respectivamente.

Em todos os exemplos analisados, as varidveis sio aproximadas

por elementos lineares continuos, exceto nos nés adjacentes aos cantos,
onde sdo utilizados elementos lineares mistos ou descontinuos com

€ = 0,35. Para os pontos fonte situados fora do dominio é adotado a=0,5.
Em todos os exemplos a placa tem v=0,3 e E=2500000 kN/cm?.

5.10.1 Exemplo 1: Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno e
uniformemente carregada.

Neste exemplo € analisada uma placa quadrada apoiada no
contorno com carregamento uniformemente distribuido (Figura 5.16), cujo
contorno € discretizando em 8, 16, 32 e 40 elementos.

el
7
\ \
* i Z < LLLL
] [/
[/
j
[~
/] “
as2 /] 4
g 4
/q N
- .
A [
A 2
A -
A A .
v
a/2 g 5
A e
g -
A -
~ Yot ida

'|L a/’/2 L a/e |,

1 1

FIGURA 5.16 - Placa quadrada simplesmente apoiada no
contorno e uniformemente carregada



TABELA 5.1 - Resultados do exemplo 1

NUMERO| w__ M, V. R,
ELEMEN [ 0,00406 *[ 0,0479* | 0,42* | 0,065 *
8 0,00393 { 0,0467 0,41 0,142
16 0,00404 | 0,0476 0,45 0,087
32 0,00406 | 0,0478 0,43 0,072
40 0,00406 | 0,0479 0,42 0,070
FATOR qa4 /D qaz gqa qaz

* Valores tedricos (REF. A).

5.10.2 Exemplo 2: Placa quadrada engastada no contorno ¢
uniformemente carregada.

138

A placa analisada neste exemplo é quadrada, engastada no seu
contorno ¢ com carregamento uniformemente distribuido, conforme a
figura 5.17. Aqui também o contorno ¢ discretizado em 8, 16, 32 ¢ 40
elementos e os seus resultados obtidos sdo comparados com os resultados
exatos (REF. A), na tabela 5.2.

A yd I
y 4 2
4 4
o v X)()(X)()(KX)Q()(%)(){XXX)()(
% B ps
A X
bs <
by X
as2 X b
b <
e <q
b A b Y
-+ A . X
pY:
3 :
A 9
X
q/2 . i<
4 e
A <
h PECEEECEOC IS0 03 044 7
a2z | are2 |
b ] 1

q

FIGURA 5.17 - Placa quadrada engastada no contorno ¢
uniformemente carregada
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TABELA 5.2 - Resultados do exemplo 2

NUMERO| w, M, M,, R,
ELEMEN | 0,00126 *| 0,0231* | -0,0513 *| 0,000 *
8 0,00128 | 0,0230 | -0,0600 [ 0,014
16 0,00127 | 0,0229 | -0,0555 | 0,002

32 0,00127 | 0,0229 -0,0522 | 0,002
40 0,00127 | 0,0229 -0,0518 | 0,002

FATOR qa4 /D qa,2 q32 qa2

* Valores teoricos (REF. A).

4.10.3 Exemplo 3: Placa quadrada engastada em dois lados opostos e
apoiada nos outros dois com carregamento
uniformemente distribuido.

Esta placa (Figura 5.18), ¢ discretizada com 40 elementos iguais.
Os resultados obtidos utilizando-se a alternativa proposta (A. P.), sdo
comparados com os da referéncia A (REF.A).

/q
7
| 3 \

e CROROOOOOOOON srir
K y X B / N
/1 4

/1 “ -
/
as2 ﬂy 4 -
/] s
v q
y /q N
/1 L] y
y A L
/1 s o
A 4
/ 4
a/e j L
L
A “
/ “ i
A L
__ 4 TRAKRRRAATTARARAX Vrsrasrrd

a2 | ase I
T !

FIGURA 5.18 - Placa quadrada engastada em dois lados Opostos
e, apoiada nos outros dois com carregamento
uniformemente distribuido



uniformemente distribuido
TABELA 5.3 - Resultados do exemplo 3
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w M, M,
PONTO| AP. | REFA| AP. { REFA| AP. | REFA
A 0,00192 | 0,00192 ] 0,0244 |0,0244 |0,0332 |0,0332
B |0 0 -0,0203 ] -0,0209 |-0,0701 | -0,0697
FATOR qa4 /D qa2 qaz

5.10.4 Exemplo 4: Placa quadrada engastada em dois lados adjacentes e
livre nos outros dois com carregamento
uniformemente distribuido total e parcial.

Esta placa submetida a um carregamento uniformemente distribuido
total e parcial, mostrada nas figuras 5.19 e 5.20 respectivamente, ¢
discretizada com 40 elementos iguais. Os resultados obtidos com a
alternativa proposta (A. P.) sfo comparados com os da referéncia B
(REF.B), que apresenta um resultado pelo M.E.C. e outro pelo M.E.F.,
neste ltimo para uma divisdo do dominio em 144 elementos triangulares
de seis pardmetros por né (T-18).

NN

74

la/6 lase |ase |
% 1 g % % 7 1

lase | as6 | ase

FIGURA 5.19 - Placa quadrada engastada em dois lados



TABELA 5.4 - Resultados do exemplo 4, para carregamento total

WALORES

REF.B
M.E.C.

AP

REF.B
M.E.F.

FATOR

=

0,0458

0,0415

0,0407

=

0,0171

0,0159

0,0156

—
[

0,0131

0,0123

0,0121

qa‘/D

#
L

-0,1318

-0,1276

-0,1268

»
o

-0,1185

-0,1124

-0,1123

-0,0941

-0,0896

-0,0883

Eal
=]

-0,0652

-0,0619

-0,0608

]
(=

-0,0162

-0,0201

-0,0230

2 2|2|2| ||

et
[ o8 )

~0,0204

-0,0180

-0,0177

y10

-0,0141

-0,0133

20,0130

yl4

-0,0229
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FIGURA 5.20 - Placa parcialmente carregada
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TABELA 5.5 - Resultados do exemplo 4, para carregamento parcial

VALORES| REF.B [ A.P. | REF.B | FATOR
M.E.C. M.E.F.
W, 0,0009 | 0,0009 | 0,0009
w, | 0,0009 | 0,0009 | 0,000

wy | 0,0059 | 0,0055 | 0,0054 | ga* /D
wy, | 0,0041 | 0,0039 | 0,0039
w,, | 0,0026 | 0,0025 | 0,0024
w, | 0,0154 [ 0,0139 | 0,0137
M, |-0,0762 [-0,0747 |-0,0732
M, |[-0,0422 [-0,0408 |-0,0409
M_  [-0,03547-0,0340 |-0,0337

M, [-0,0252 [-0,0242 [-0,0238 | ga?
M, [-0,0146 [-0,0140 [-0,0138
M., | 00126 | 0,0138 | 0,0137
M, | 00187 [ 0,0199 | 0,0200
M,, | 0,0066 | 0,0080 | 0,0081
M, [-0,0265 | -0,0249 | -0,0244

5.10.5 Exemplo 5: Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno

com carregamento distribuido em peqguena area
central.

Neste exemplo a placa € analisada discretizando-se o contorno em
8, 16, 32 ¢ 40 elementos iguais (Figura 5.21). Nas tabelas 5.6 ¢ 5.7, sdo
apresentados resultados obtidos pela alternativa proposta (A.P.) ¢ a
feréncia A (REF.A), para deslocamentos e momentos fletores maximos

respectivamente.
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P=q°uv
A A
V\ SLLLLLLLLLLLLLLL LY <§
B [/
/1 g
/] L
0/2 f Y
A 4
/ /
/ / >
v/2 ;3
- ﬁ . F
v/2 s w
/] % a
¢ L
e/2 /] u/g Ju/z [/
A s
A 4
A 7
N TTIIII I <§
1 a2 | a2 |
* * *

FIGURA 5.21- Placa quadrada com carregamento distribuido
em pequena drea central

TABELA 5.6 - Resultados do exemplo 5. Deslocamentos maximos

W, =aPa’/D
wa=v/a 8 16 32 40 REF.A
0,005 10,01138 10,01157 [0,01159 ]0,01160 |0,01160
0,01 0,01138 1 0,01157 }0,01159 |0,01159 ---
0,10 0,01115 |0,01134 |0,01136 |0,01137 -~-

TABELA 5.7 - Resultados do exemplo 5. Momentos fletores maximos

M__=pP
wa=v/a 8 16 32 40 |REF.A
0,005 10,592 10,594 }0,594 |0,594 ~--
0,01 0,520 {0,522 10,522 0,522 ---
0,10 0,282 {0,284 10,284 0,284 10,284
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5.10.6 Exemplo 6: Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro
cantos ¢ uniformemente carregada.

A placa da figura 5.22, apoiada apenas nos seus cantos, ¢
discretizada com 40 elementos iguais. Os resultados obtidos pela

alternativa proposta, sdo comparados na tabela 5.8, com os resultados das
referéncias A e B,

APOIO APOIO
My ﬂ//
- r 4-; :B -4
a/2 Y y
—— LY q
Q/2
-+ B —I‘J\
Apo,of APOLO
/2 | a2z !
t t RS

FIGURA 5.22 - Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro cantos

TABELA 5.8 - Resultados do exemplo 6

VALORES | REF.B | AP. | REF.A
wy/qa*/D |0,0246 [0,0271 |0,0249

M, /qa’® |0,1100 [0,1139 |0,1090
M,,/qa’® |0,1100 [0,1139 [0,1090
w,/qa*/D |[0,0163 [0,0194 | —

Pode-se observar, que os resultados obtidos nos exemplos deste
capitulo, sdo satisfatorios e mostram a eficiéncia da alternativa proposta
para flexdo de placas pelo Método dos Elementos de Contorno.



CAPITULO VI

INTERACAO PLACA-SOLO
TEORIA DE WINKLER

6.1 Introdugio

A alternativa proposta no capitulo anterior, para o problema de
flexdo de placas, serd utilizada neste capitulo, para a analise da interagdo
placa-solo, baseada na teoria de WINKLER (1867), para isto, ¢é
acrescentada uma integral de dominio na equagdo integral de
deslocamento, para representar a reacdo do solo.

A integral de dominio correspondente a reagdo do solo, cujo
integrando contém uma varidvel do problema, especificamente o
deslocamento transversal w, é tratada discretizando-se o dominio em
células e utilizando-se o processo da reciprocidade dual (SILVA, 1988).
Outra alternativa de tratamento, proposta neste trabalho, consiste em
aproximar a densidade da integral de dominio, utilizando-se uma fungdo
aproximadora conveniente ¢ transforma-la em integrais de contorno
(VENTURINI, 1988).

As formulagdes a serem apresentadas, ndo ficam restritas a andlise
de placas inteiramente apoiadas sobre o solo, podendo-se considerar
diferentes condigdes de vinculagdo no seu contorno assim como efeitos
ndo-lineares na interface.

No final do capitulo sdo apresentadas algumas aplicacdes
numéricas, comparando-se os resultados obtidos pelas formulagdes ja
mencionadas com valores teoricos.

6.2 Equacoes basicas

O modelo simplificado de WINKLER (1867), considera que cada
ponto da placa esta ligado a um elemento de mola para representar a
reagdo do solo (Figura 6.1). Assim, a equagio diferencial de uma placa
submetida a um carregamento transversal g, apoiada sobre o solo,

considerado elastico, pode ser escrita como:
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V'w(q)=[g.(p) - g,(p)]/ D (6.1)

onde, g (p) € areagdo do solo no ponto "p" dada por:

8.(p)=Kw(p) (6.2)

sendo K o coeficiente de recalque do solo.

FIGURA 6.1 - Placa apoiada sobre o solo

Substituindo-se o  carregamento  transversal g(p) por
[ga(p) - gs(p)], na equagéo integral de deslocamento (3.49), obtém-se:

CQWQ)+ j[v;(Q,P)w(P)— M;(Q,P)%(P)}dr(pyr
+Z RAUQPYW(P) = [[V,(P)w'(Q,P) +

—M.,(P)%(Q,P)Jdr(m+§Rci(P)wzi(Q,P)+

+ [W(Qpe (P, (p) - [Kw' (Qpw(p)dQ, (p)  (6.3)
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A diferenga que existe entre a equagdes (3.49) e (6.3), ¢ que nesta
ultima aparece uma integral de dominio, envolvendo o deslocamento
transversal w, variavel do problema, que corresponde & reagdo do solo,
dada por:

[Kw'(Q.p)w(p)dQ, (p) (6.4)

a mesma que serd objeto de estudo nos proximos itens.
6.3 Integracio sobre células internas

Um procedimento para se levar em conta a integral (6.4), é a
discretizagdo do dominio da placa em células internas (Figura 6.2.a),
sobre 0s quais os desiocamentos s3o aproximados.Desta forma, a integral
¢ transformada em somatérios de integrais sobre estas células, para todos
os pontos do dominio e contorno da placa, isto é:

Ncel

> [Kw(Q,pw(p)dQ, (p) (6.5)

i=1 Qgs

onde, Ncel € o niimero de células.

P, 10,0,1)

a) b)

FIGURA 6.2 - a) Dominio de uma placa discretizada em células:
b) definigdo do sistema de coordenadas homogéneas
de uma célula triangular "i"
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Um ponto "p" de coordenadas (x],x}), definido em fun¢do das
coordenadas dos vértices p,, p, ¢ p, de uma célula triangular "i" (Figura
6.2.b), fica:

§p:w'i' Z(N (6.6)
onde:
o _ X1
X'=q (6.7)
XZ
o 0
g = ) (6.8)
— 9 ¢
N
w3
X" =9 (6.9)
%,
sendo:
P
1
0=4E; (6.10)
” p
3
X
X" =9X? (6.11)
] X3

N

A coordenada x, do ponto "p" escrita explicitamente fica:

XP=EP X +EIXT +E0X] (6.12)
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Escrevendo-se a varidvel adimensional £, em fungdo das
coordenadas X! do ponto "p", tem-se:

£ =i(2A§ +b°XP +2°X?) (6.13)
onde:

a* =X/ - X/ (6.14)

b* =Xi - X (6.15)

2A7 =XIX5 - X¥X! (6.16)

A= zl(bla’- - b’a') (6.17)

a=1,23 =231 k=312

X
FIGURA 6.3 - Célula interna e sistemas de coordenadas
(X,,%,), (§1,€,) e (1,0)

Devido 4 solugdo fundamental que envolve a integral (6.4), é
conveniente expressar a equagdo (6.13) em coordenadas polares (r,0),
com origem no ponto "q" (Figura 6.3).
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EP=E3 + Z—L—(b“ cosO + a” sen@) (6.18)

LI |}

onde, £ ¢ obtido com a equagdo (6.13), para o ponto "g".

De forma andloga a expressdo (6.6), pode-se escrever o
deslocamento transversal w(p) de um ponto qualquer da célula, em funcio
dos deslocamentos verticais dos vértices da mesma, isto é:

w(p)=¢ w" (6.19)

onde, ¢ ¢ dada por (6.10) e w", representa os deslocamentos verticais

w', w’ e w’ nos vértices da célula.
Substituindo-se em (6.5) o valor de w(p) dado em (6.19), e
considerando-se apenas uma célula genérica "i" de dominio Q_, obtém-

S€:

[Kw (@, pyw(p)d2,(p) = { [erw (Q,p)d2 (p)

1
w

J€5w(Q,p)dQ, (p) Iéé’w*(Q,p)in(p)}K wit o (6.20)

3
W

Substituindo-se as expressdes de w (Q,p) e £ nas integrais do
segundo membro de (6.20), as quais transformadas em integrais sobre r e
0, podem ser integradas em relagdo a r, obtendo-se:

leazw*(Q,p)in(p):BzLD j:gg[R;(tn k-3

—R;‘[lnR,—3) 4o+ —! [ (b cos0 +
4 80TAD



+a" senB)[Rz(lnRz —%j Rj[lnR —l—ﬂde (6.21)

onde, R, ¢ R, sdo fungdes do angulo 6, determinados a partir de (6.18)

para £ =
Conforme a Figura 6.3, observa-se que para intervalos diferentes de
varia¢do do angulo 6, obtém-se duas expressdes para R, e uma para R,,

dadas por:

2AE?
R, =5 éz,, 0,<0<80, (6.22)
b” cosO +a” send
q
R,= 20 0, <0<0, (6.23)
b cos6 +a senb - )
2 q
ASs 0,<6<8, (6.24)

b’ cosB +a’send

Il "

Para eVItar esse problema, a célula "i" pode ser dividida em duas,
"' e " (Figura 6.4.a), as quais serdo integradas nos intervalos
0,<0< 82 e 0, <0<0, respectivamente. Considerando-se apenas uma

delas, pode-se escrever:

f&"w (Q.PHR ()= — fg[ [lnR __)+

4 1 2 «
-R (InR —Zﬂdﬁ J:(b cosf +

80nAD
+a" sen@)[Rz (ln R, - %J -R (ln R, - 1)}1@ (6.25)
onde, o indice "i" representa uma das células "i," ou "i,", R, ¢ R, sdo

obtidos para &) =0 e £/ =0 respectlvamente (Flgura 6.4.b e 6.4.c),
sendo que R, >R,.
A divisdo da célula ndo serd necessaria se 0, for iguala 0, ou 0,.
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FIGURA 6.4 - a) Célula "i" subdividida nas células " i,"e"i,";
b) célula "i,"; c) célula "i,"

A integral (6.25) pode ser transformada em integrais numericas,

fazendo-se a mudanga da variavel 6 para uma variavel adimensional n,
definida como:

2 1

onde, 6, <6<0, e -1<n<+1.
A partir de (6.26), obtém-se:
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6, -9,
2 > Ldn (6.27)

do=
Substituindo-se (6.27) na equagio (6.25) obtém-se:
3

Jerw @pre = | ri(n, =)+

3 0,-06, =
—R* - M2 T «
R[(Ian 4ﬂdn+160n L(b cosO +

+3“ Sene)[Ri(ln R, - %) — Rf(InRI - {aﬂdn (6.28)

Substituindo-se a integral (6.28), escrita para as duas células "i, " e
"1, ", na expressdo (6.20), tem-se:

w
ij‘(Q,p)w(p)in(p):{A' AT ATIKiw? (6.29)
93 W3
onde:
AC = [EPW(Qp)dQ, (p)+ [E2w (Q,p)dQ,(p) (6.30)

o=1,2,3

A integral (6.4), transformada em termos algébricos dados pelo
produto entre os coeficientes KA e os deslocamentos verticais w,

correspondentes aos vértices "o da célula "i", podera ser aplicada a
todas as células da placa, representando assim, a influéncia da reacdo do
solo, que somada na equagdo matricial (5.37), escrita de maneira simples,

fica:
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\ U
gg:gg+?—1{[§° §‘] ;J (6.31)

~—

!

onde, S° ¢ S' sdo submatrizes formadas pelos coeficientes A%, para

pontos do contorno e internos, respectivamente.
As novas incognitas internas U', incluidas na equagdo (6.31),

tornam necessaria a aplicagdo de novas equagdes nos pontos internos,
para a resolugdo do problema. Utilizando-se a equagdo (5.69) em cada um
dos pontos internos "i", apenas para o deslocamento transversal w(q),
obtém-se:

Y
+T—KF” 94 | (6.32)
~ 1 =y

~—

U'+HU=GP

— —~ —~

Reunindo-se (6.31) e (6.32) em um s6 sistema, tem-se:

[H+KS'] [KS'] |[V G T
-~ ST T py (6.33)
[I:“I,_'_K’ka] [l"‘ K§91] Ul 9 — T

~—

que pode ser escrita simplesmente como:

HU=GP+T (6.34)

Apos a imposi¢do das condiciones de contorno, o sistema de
equagoes (6.34) podera ser resolvido.

6.4 Processo da reciprocidade dual

O processo da reciprocidade dual, ja aplicado em outros tipos de
problemas por BREBBIA & NARDINI, 1986, ¢ utilizado neste item para
transformar a integral de dominio (6.4), proveniente da rea¢io do solo,
em integrais sobre o contorno da placa, a partir de uma aproximacio para
o deslocamento w(p), dada por:

w(p) = f(m,p)a” (6.35)
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onde, f{m,p) representa um grupo de fungdes linearmente independentes e
validas sobre toda a placa, relacionadas a "m" pontos ou nos duais, e o™,
sdo coeficientes a serem determinados posteriormente.

Supondo-se que cada fungdo fim,p) seja uma carga distribuida
ficticia ou pseudo carregamento da placa, a equagdo diferencial (2.28)
para este caso fica escrita na seguinte forma:

AAW(g)=1f(m,p)/ D (6.36)

onde, f{m,p) é o pseudo-carregamento vertical, associado a pseudo-
deslocamentos w(m,p).

Uma fung¢do particular f{m,p), pode ser obtida a partir da adog¢do de
um campo de pseudo-deslocamentos W{m,p), que satisfaga a equagdo
diferencial (6.36), dado por :

(m,p) =5 R(m.p) (6.37)
onde:
R(m,p) = {[x,(p) - x, ()P +[x,(p) — x,(m)F} (6.38)

Substituindo-se (6.37) na equacdo (6.36) e apos derivagdes
necessarias chega-se a:

f(m,p)=R(m,p) (6.39)
cuja representagado grafica é mostrada na Figura 6.5.

A equagdo integral para os pseudo-deslocamentos, ou
deslocamentos duais W{m,p), pode ser escrita a partir da equagdo

diferencial (6.36), da seguinte forma:

%)+ | [v:(q,PWv(m,P)—M;(q,P)‘;‘:(m,P)}dr(Pn

P

*ZLR;(anWu(m,P): [w(a,P)[V,(m,P)+
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—%(q,P)Mn(m,P)}dr(P)+_wa;(q,P)ﬁd(m,P)+
+ [ w'(q,p)f(m,p)dQ2 (p) (6.40)

fi2,p)a?

FIGURA 6.5 - Superficies cnicas correspondentes a dois pseudo
carregamentos, usadas para a aproximacao de w(p)

Isolando-se no primeiro membro a integral de dominio da equagdo
(6.40), tem-se:

J W' (@,p)f(m,p)dQ(p) = W(q) + [[ V. (q,P)W(m,P) +

O

_M;(qsp)g(ms P):ldr(P) + iR;(q:P)Wcl (msP) +

i=1

- j [w*(q,P)Vn(m,P)- =

o’ (q,P)Mn(m,P)}dr(P)Jr

‘i w_(d,P)R ;(m,P) (6.41)

1=1
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A partir do pseudo-deslocamento W(m,p) dado por (6.37), podem

S

ser determinados %(m,P), Mn(m,P), Mns(m,P) e Vn(m,P),

utilizando-se as definigdes de deslocamentos e esfor¢os ja vistas no
capitulo 2, desta forma obtém-se:

%?(m,P) = 412; cosp (6.42)

M_(m,P)= —%[3(0032 B+ vsen®B) + (1 + v)] (6.43)

M (m,P)= %(1 — v)(senBcosp) (6.44)

V (m,P)= —%—cosﬁ[s +(1=v)(sen’ B + 1)] (6.45)
onde:

cosp=R, n, +R, n, (6.46.2)

senf = —(R,, s, + R, s,) (6.46.b)

sendo, conforme a Figura 6.6:

R, = cosh (6.47.a)

"= sen0 (6.47.b)
n, =cosa (6.48.a)
n, =send (6.48.b)
5, =—n, (6.49.a)
5, =n (6.49.b)
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FIGURA 6.6- Ponto dual "m" e ponto de deslocamento "P"

-~

Os deslocamentos duais W(m,P) e %:—(m,P), assim como o0s

esforgos duais Mn(m,P) e Vn(m,P), da equagdo (6.41), embora sejam
conhecidos, podem ser aproximados nos elementos do contorno da placa,
pelas mesmas fungdes aproximadoras usadas para as variaveis reais, para
facilitar e simplificar o equacionamento. Assim, as integragdes sobre os
elementos dardo origem as matrizes H e G, ja conhecidas.

Considerando-se todos os nés do contorno, a equagdo (6.41), escrita
matricialmente, fica:

(M}, =H{U} -G{P}_ (6.50)

Na expressdo (6.50), {M}, representa uma coluna da matriz M

correspondente ao no dual "m". Considerando-se todos os nos duais
obtem-se:

M=HO-G

—~

o)

(6.51)

onde, as matrizes U e P contem, respectivamente em cada linha, os

deslocamentos ¢ esforgos duais correspondentes aos "m" pontos duais
escolhidos.
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Substituindo-se a aproxima¢io do deslocamento w(p), dada em
(6.35), na integral de dominio (6.4), obtém-se:

K| [w'(Q,p)f(m,p)d2, (p) fa” (6.52)

£S5

A integral de dominio (6.52), obtida de forma dual para todos os
pontos duais € do contorno, analogamente a (6.41), pode ser escrita
matricialmente como:

KMa ou K[HU-GPla (6.53)

onde, a € o vetor que contem os coeficientes a™.

Desta forma, a influencia da reagdo do solo, representada por
(6.53), pode ser acrescentada na equa¢do matricial (5.37), escrita de
maneira simples, isto é:

HU=GP+T-KMa (6.54)

Os coeficientes do vetor o, sdo obtidos aplicando-se a equacédo

(6.35) a todos os pontos duats do contorno e do dominio da placa, para
fim,p) dado na equagio (6.39), assim:

u
=Fa 6.55
u[ (6.55)
ou seja;
U
a=F" (6.56)
— — gl

Substituindo-se na equagdo (6.54) o vetor o, dado em (6.56),

obtém-se:
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U
HU=GP+T- K[ryf M |1 N (6.57)

—~ —~—

~

onde, M" e M' sdo submatrizes de M, para pontos do contorno e

Internos respectivamente.
A equagdo (6.57), estendida para pontos internos, fica:

U
U+ H’U:G’B+I’—K[I\g’° M’i]fl o (6.58)

—

Agrupando-se as equagdes (6.57) ¢ (6.58), obtém-se:

[H+ KM‘F'] [KM'F'] |{U G T
A ~ T L Sy (6.59)
[Ij"*'KM,CE ] [1+KM,IE ] Ul Q — K

— i~

A equacdo (6.59), escrita de uma forma mais simples, fica
semelhante a equagdo (6.34), e apos a mmposicdo das condiciones de
contorno podera ser resolvida.

6.5 Formulacio alternativa

Esta formulagio, consiste em transformar a integral de dominio,
proveniente da reacdo do solo, em integrais de contorno, aproximando-se
0 deslocamento w(p), como no processo da reciprocidade dual, isto é:

w(p) = f(m,p)o”™ (6.60)

onde, ™ sdo coeficientes relacionados a "m" pontos base, que serdo
determinados posteriormente.

Uma fungdo f{m,p), que represente uma superficie composta por
trechos planos, similar ao processo de aproximagdo por células, mas que
ndo precise satisfazer necessariamente a equagdo diferencial de placas,
seria recomenddvel para aproximar o deslocamento w{p). Considerando
estas caracteristicas, VENTURINI (1988) sugeriu a seguinte:

X,(p) - xz(m)' +

f(m,p) =|x,(p) — x,(m)| +
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%, (p) = X, (m)|X, (p) — X, (m) (6.61)

Posteriormente, a fungdo f{m,p) foi modificada por CODA (1990),
ficando da seguinte forma:

f(m, p) =[x, (p) - x,(m)x, (p) - x, (m) (6.62)

cuja forma grafica é mostrada na Figura 6.7.

0,3
A
SZ A,
e/ ' [ PP

S T

Xy

FIGURA 6.7 - Grafico da fung¢do f{m,p)

Adotando-se a fungfo f{m,p), dada em (6.62), para aproximar o
deslocamento w(p), a integral de dominio (6.4), fica:

[Kw' (Qp)wW(p)AQ, (p) = [Kw'(Q,p)E(m,p)a”dQ,,(p) (6.63)

O Q

A integral de dominio do segundo membro, pode ser transformada
em integrais de contorno, efetuando-se sucessivas integrais por partes até
a eliminag¢io completa das integrais de dominio residuais, isto é:

K [f(m,p)w"(Q,pXQ, (p)a™ =K| [f(m,p)C;(Q,P)ndl,(P)+

QS B
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— [£(m,p), D}(Q,P)n,dI, (P) +

g

+ [f(m,p),,, EL(QPIN AT, (P) " (6.64)
7 s,t=1,2
onde:
f(m,P),, =sign(m, P)£|X3-—£(P) - x}-f(m)l (6.65)
f(m,P),,. = (1-9,)sign(m,P),sign(m,P), (6.66)
sendo:
. _ X,(P)—x,(m)
sign(m,P), = ,(P)—x,(m) (6.67)
f(m,P),,, =0 (6.68)

O termo C,(Q,P), pode ser determinado a partir da integral de

dominio do deslocamento fundamental w'(Q,P) dado em (2.82), da
seguinte forma:

é[w*(Q,p)dQ(p)z ej ;[8—T:Br2(lnr~%]rdrd8 (6.69)

Integrando-se em relagdo a r, o segundo membro de (6.69) fica:

! w(Q,p)Qp) = Bj r3(lnr —%)rde (6.70)

321D

A partir da figura 6.8, obtém-se a seguinte relacido necesséria para a
mudanga de varidvel:
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ar & - rdo (6.71)
on

sendo:

o o ox, 6r6x
8n8x6n 6xan

=r,,1, (6.72)

Substituindo-se {6.71) em (6.70), obtém-se:

JW'(Q.pXNQ(p) = [C}(Q,P)ndr(P) (6.73)
onde:
r’ 3
CQP=s (lm B Z)r’f (6.74)

X2

Xy

FIGURA 6.8 - Relagdo entre os sistemas de
coordenadas (n,I') e (r,8)

Procedendo-se forma andloga a determinagio de C,(Q,P), os
termos D (Q,P) ¢ E,, (Q,P) poderio ser obtidos:

. 19)
P)= Int - —|r, 6.75
D4 (Q.P)= 160nD(m 20/ ¢ (6.75)
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' r’ 67
E, (QP)= 560D (lnr - 6—0] Ly Iy Ty, (6.76)

E importante observar-se que as derivadas da fungdo f{m,p), dadas
em (6.65) e (6.66) respectivamente, ndo s3o continuas em todo o dominio,
portanto, ndo seria vélida a aplicagfio direta da integragiio por partes na
integral do segundo membro de (6.63). Essas descontinuidades, ocorrem
nos eixos paralelos aos eixos coordenados que se cruzam nos pontos base
'm" (Figura 6.9), e podem ser evitadas (CODA, 1990), dividindo-se o
dominio em subdominios, nos quais as derivadas da fun¢do fm,p) sdo
continuas e a integragdo por partes é valida.

X2

0 Q4+ Q4+ 9
rs n+n + 0y

FIGURA 6.9 - Divisdo do dominio em subdominios para
um ponto base "m" do contorno

Utilizando-se a Figura 6.9 como exemplo, a integral do primeiro
membro de (6.63) pode ser escrita da seguinte forma:

[Kw"(Q,p)w(p)dxp) = K{ [W'(@p)w(p,)dQp,) +

Q

+ [W(Qp)w(p,)dQp,) + IW‘(Q,ps)W(pa)dQ(Ps)} (6.77)

]
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Integrando-se por partes, as integrais sobre os subdominios Q,, €,

e €25, da equagdo (6.77), nas quais o deslocamento w(p) é aproximado
por (6.60), obtém-se:

K [f(m, p)w’(Q,p)dp)a” = K{ Jf(m, P)C;(Q,P)n,dT(P) +

- [£(m,p), D;,(Q.P)n,dT'(P) + [f(m,p),, E} (Q,P)n,d[(P)+
+ [[f(m,P,),,~f(m,P,),, ]D;,(Q,P)n,dT(P) +

+ [[f(m,P,),~f(m,P,),, D}, (Q,P)n,d (P) +

Ts

+ [[t(m,P,),,~f(m,P,),, ]E ;. (Q,P)n,dI'(P) +

by

+ [[f(m,P, ),gs—f(m,Pz),,s]E:“(Q,P)ntdr(P)}am (6.78)

Ty

onde, o indice do ponto "P" indica o subdominio ao qual pertence a
fungdo (Figura 6.10); T, e I, sdo "contornos auxiliares” que separam os
subdominios €2,, 2, e Q.

”m'PE,'E"?.

- —

L f(m,P),
m 1 [

-

Ql P QZ

FIGURA 6.10 - Descontinuidade da fungdo f(m,P),,
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O dominioc Q, podera ser dividido em até 4 subdominios,
dependendo da posicdo do ponto base "m", obtendo-se expressdes
analogas a (6.78) em cada caso.

Uma vez transformada a integral de dominio (6.4) em integrais de
contorno, as fungdes fm,P), f(m,P),,, e f(mP),,, embora sejam
conhecidas, podem ser aproximadas linearmente sobre os elementos do
contorno, de forma andloga aos esforgos e deslocamentos reais. Assim,
para a fungdo f{m,P), tem-se:

f(m,P) = ¢,(P)(m,P,) + ¢,(P)f(m,P,) (6.79)

onde, as fun¢des aproximadoras ¢,(P) e ¢,(P) sdo dadas por (5.15.a) e
(5.15.b) respectivamente; f(m,P) e f(m,P,) sdo valores que a fungio

L} "

flm,P), com base no ponto "m", assume nos nés locais @ e @
respectivamente, de um elemento I” ; (Figura 6.11).

FIGURA 6.11 - Aproximagdo linear da fungio f{m,P)

As derivadas de f{m,P), sdo aproximadas de forma andloga a
(6.79), isto é:

f(m,P),, = ¢,(P)f(m,P,),, +¢,(P)f(m,P,),, (6.80)

£(m,P),, = ¢,(P}(m,P,),, +¢,(P)f(m,P,),,, (6.81)
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FIGURA 6.12 - Posigdes adequadas de pontos base
internos e do contorno

Os pontos base "m", como se mostra na Figura 6.12, devem estar
situados na intercessdo de linhas retas, paralelas aos eixos coordenados,
que unem noés geométricos dos elementos do contorno (CODA, 1990).
Caso contrério, podem ser introduzidos erros de aproximag¢do da funcdo

flm,P) e de suas derivadas, na integragio de alguns elementos (Figura
6.13).

10 Lg ? Lg . Ly 7
1 i L]
| i
| t
Lo | | Le
| [
1+ { | + 6
|
|
|
i
Ly ' . Ls
L P My
————————————————————————————————— A e e e e
' |
! I
12 + ! : <+
| H
| i
! i
Xak
2 L I
bl I ! Ly
|
= |
d Me i 1
) T
1 L, 2 L, 3 Ly 4
o X]\_

FIGURA 6.13 - Posi¢des ndo adequadas de pontos base
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Os elementos L,, Ly, Ly e L,, da Figura 6.13, ficam em regides
onde as derivadas da fun¢do f{m,P) sdo descontinuas, devido & posic¢do
ndo adequada do ponto base interno "m.". O mesmo acontece com 0S
elementos L, e L,, em relagdo ao ponto base "m_" situado no contorno

da placa.

Na figura 6.12, observa-se que os pontos base "m", dividem o
dominio da placa em subdominios, os quais sdo separados por "elementos
auxiliares”, necessdrios na transformagdo das integrais desses

subdominios em integrais de contorno.
As integrais de contorno correspondentes a reacdo do solo (6.64),
podem ser calculadas numericamente, efetuando-se a mudanga da variavel

[ para &, e aproximando-se a fungdo f{m,P) e suas derivadas, da seguinte
forma:

Nie +1

jf(m P)C:(Q,P)n,dr(P) = Zj [0,(P)f(m,P,) +

Jli

¢.f(m,P,)|C"(Q,P)d&(P) (6.82)

[P, D}.(Q.PIndr(P) = Z{ [5[0.Pm,P), +

Fl —1

+1

0:1m,P,), [} (QP)E(P) + [ 2 [0, (PP, +
9,£(m,P,),, |D}(Q,P)dE(P)| (6.83)

ff(mp)mEm(Q Pyn,dI'(P)= Z{ [=[6.(P)f(m,P),,, +

J[—l

+1

025, P, ) JBr (QPIIEP) + [ [0, (PIF (P, +

0, T(m, P, )5, |5, (Q, P)AE(P)} (6.84)

onde:
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C'(Q,P)=C}(Q,P)n, (6.85)
D;(Q,P) =D (Q,P)n, (6.86)
E,.(Q,P)=E(Q,P)n, (6.87)

Integrando-se todos os elementos "Nte" das integrais (6.82), (6.83)

L "

e (6.84), em relagdo a todos os pontos "Q" e todas as bases "m", a
expressdo (6.64) escrita matricialmente fica:

KMo =K[C f- DIfl- D22+ E12f12]a (6.88)

onde, as matrizes C, D1, D2 e E12 tém dimensdes (2Nn+Nc)x(Nte) e

sdo obtidas a partir da integragio de C,(Q,P), D, (Q,P) ¢ E_(Q,P),
sobre todos os elementos "Nte" em relagdo a todos os pontos de
carregamento "Q"; as matrizes f, fl, f2 e fl2 tém dimensdes

(Nte)x(Nb) e sdo obtidas aplicando-se as fungdes fim,P), f(m,P),, ¢
f(m,P),,., de todas as bases "Nb" em rela¢io a todos os elementos "Nte".
O vetor o ¢ obtido de forma andloga ao processo da reciprocidade

dual, ou seja:

U
a=F" 6.89
o =F' (6:89)

—

onde, a matriz F tem dimensdes (Nb)x(Nb) e é obtida a partir da fungéo

fim,P) dada em (6.62), relacionando-se os pontos base entre si.

Desta forma, podera ser incluida a mfluencia da reacdo do solo,
representada por (6.88), na equagdo matricial (5.37), que escrita de
maneira simples, fica:

HU=GP+T-KMa (6.90)

Substituindo-se na equagio (6.90) o vetor a dado em (6.89), tem-

S¢€:
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: U
HU=GPrT-K[M™ M) (691)

—~

Estendendo-se a equagdo (6.91) para pontos internos, obtém-se:

U
U+ B U=GP+T-K[M M|F N (6.92)

—~— e

—~—

Agrupando-se as equagdes (6.91) e (6.92), obtém-se:

[H+KM‘F']  [KM'F'7 ||U G T
-~ ST A T B (6.93)
[I:_,I""KM,CE ] [1+KM1:E ] Ul g —~ T

—~ o

A equacdo matricial (6.93), ¢ idéntica a obtida no processo da
reciprocidade dual, elas diferem apenas na forma em que foram definidas
as matrizes M e F.

Na formulagdo alternativa proposta neste item, verificou-se que, a
definicido de bases internas ndo € necessdaria para aproximar o
deslocamento no dominio da placa, pois a aproximacdo com bases
tomadas apenas no contorno, j& oferece uma boa aproximacdo. Assim,
considerando-se apenas pontos base no contorno, a equagio (6.93) fica:

[H+ KM F'] [o]]|V G T
T A S (6.94)
[§,+KM,C51] [l] g] G:l,__, Iﬁ

—~

A equagido (6.93) ou (6.94), escrita de uma forma mais simples,
fica semelhante a equacdo (6.34), e apos a imposi¢cdo das condigdes de
contorno podera ser resolvida em termos de deslocamentos e esforgos do
contorno.



171

6.6 Comportamento ndo-linear para a resposta do solo

As formulagdes apresentadas nos itens 6.3, 6.4 e 6.5, consideram
apenas comportamento eldstico para a reagdo do solo. Esta reagio, que
atua na interface da placa e o solo, pode-se considerar governada por uma
relagdo reagdo-deslocamento bi-linear simples e sem resisténcia a tragéio
(Figura 6.14), desta forma, a reago real do solo fica definida como:

g.(p)=g.(p)—gi(p) (6.95)

onde, g;(p) ¢ gi(p) sdo respectivamente as componentes eldstica e
plastica da resposta do solo no ponto "p".

gsip) A

S

~

£+t ———

{p)

P
S

g
e
gstp)

95 (p)

ot
wip}

FIGURA 6.14 - Relagdo reagdo-deslocamento

Deste modo, a integral (6.4), correspondente a reagdio do solo,
pode ser reescrita como:

KW (Q.p)w(p)dQ,(p) -~ [W'(Q,p)g’ (p)dQ, () (6.96)

De forma andloga ao caso da integral de dominio (6.4), os termos
de (6.96) podem ser tratados discretizando-se o dominio em células, com
o processo da reciprocidade dual ou com a formulagdo alternativa
proposta.

Utilizando-se o processo da discretiza¢do do dominio em células,
as integrais de (6.96), escritas matricialmente para todos os pontos do
contorno ficam:



172

Kls® 8] 5 ‘[§° §] gi (6.97)

onde: Q° e Q™ sdo os vetores da componente plastica g”(p) da reagio

do solo, correspondentes ao contorno ¢ domirio respectivamente,

Incluindo-se (6.97) na equagdo matricial (5.37), escrita de maneira
simples para pontos do contorno € do dominio, do mesmo modo que a
equacgdo (6.33), obtém-se:

ks ks V] a1 [r] [s 8@
[EI,+K§’C] [l_i_ K§ai] Ui - g’ ,__,+ T + §sc §si Qip

—
~—

(6.97)

Para a reciprocidade dual e a formulagdo alternativa, a
representacdo algébrica do caso ndo-linear € similar, bastando para isso,

substituir as matrizes S e S” por MF™' ¢ M’F™ respectivamente, na

equagao (6.97).
Assim, a equac¢do matricial {(6.97), pode ser escrita de uma forma
generalizada como:

HU=GP+T+SQ’ (6.98)

Calculando-se os valores referentes a carga aplicada g, e impondo-

se as condigdes de contorno em termos de deslocamentos e esforcos, a
equacgdo (6.98) fica:

AX=B+SQ° (6.99)
onde, X € o vetor das incognitas e A € a matriz definida pelos
coeficientes de infuéncia dos deslocamentos e esforgos.

Multiplicando-se (6.99) por A™', obtém-se:

X=N+RQ" (6.100)
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onde:

1 Z
I
>
3et)

(6.101)

g,
I}
=

|
7,

(6.102)

sendo, N e R respectivamente, a resposta eléstica e a influéncia da nio-

linearidade para a reagéio do solo.

PA
Pl ———
L]
o™ a.“i%l'
P, la |« . _
Y ¢
2 A A8
CYR S SR S .

|
I
! Aw
I | 3
| Bwp i |
| Do
Awl | 1 i |
— 1
| | Lo
I o
1 1 L1 -
Wi W Wyw, w

FIGURA 6.15 - Representagdo de um processo iterativo para
um problema néo-linear com equilibrio

O comportamento ndo-linear para a resposta do solo, apresentado
neste item, € modelado por um processo iterativo, ilustrado na Figura
6.15, onde as abscissas s3o representadas pelo delocamento genérico w
de um ponto da placa e as ordenadas pela carga total P aplicada a placa.
A linha curva representa o comportamento real da resposta do solo,
considerando-se a néo-linearidade fisica, e a linha reta o comportamento
elastico linear.

Inicialmente, € obtida a resposta eldstica correspondente aos
deslocamentos genéricos w, aplicando-se a carga P a placa, a seguir ¢
determinada a resposta real do solo através da relagdo reagdo-
deslocamento adotada, a qual corresponde ao ponto "A" da Figura 6.15 ¢
a uma carga real P. A diferenca AP, =P-P,, que é a componente
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plastica da reagdo do solo representada pelo vetor QF, & aplicada & placa

a partir do ponto "A", obtendo-se deslocamentos elasticos Aw,, que
somados a w,, determinam os delocamentos reais W,, COm 0s quais se

estabelece a nova posicdo real para a resposta do solo, o ponto "B". Este
procedimento, serd repetido até que a diferenga AP. | correspondente 4 n-

ésima iteragdo, seja menor que uma tolerdncia previamente adotada,

PA

Plr—pe—— e fe
JE!PL_IEAP'

T AV~

£ m e

Wi-1

£

FIGURA 6.16 - Representa¢do de um processo iterativo para
um problema nio-linear sem equilibrio

Na Figura 6.16, é mostrado um problema, no qual o equilibrio final
ndo ¢ possivel devido a que o carregamento aplicado excede o critico, isto
¢ equivalente a se ter AP, =P - P, maior que a tolerdncia adotada e

1

AP, — AP, =0, para todos os pontos. Neste caso o processo iterativo ¢
paralizado.

6.7 Aplicacdes numéricas

Neste item sdo apresentadas algumas aplica¢des das formulagdes
tratadas neste capitulo, para analise da interagio placa-solo, utilizando a
teoria de Winkler, pelo método dos elementos de contorno.

Nos casos lineares, o contato entre a placa ¢ o solo é admitido
perfeito, permitindo-se tensées de tragio na interface,

Foram adotadas para a placa, as mesmas constantes adotadas no
item 5.10 do capitulo anterior. O médulo da reagdo do solo K, foi adotado
igual a 10 N/cm® para todos os exemplos.
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Com objetivo de comparar as trés formulagdes apresentadas, foi
utilizada uma placa discretizada com 16 elementos de contorno, e foram

adotados 25 pontos base idénticos aos pontos duais (Figura 6.17),
localizados no contorno ¢ no dominio da placa, os quais coincidem com
os vértices das 32 células (Figura 6.18).

Na figura 6.18, sdo mostrados também os pontos da placa em
analise.

As tensbes de tragdo, em todos os exemplos, sdo indicadas com
sinal positivo.
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FIGURA 6.18 - Defini¢io das células e dos pontos em analise
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6.7.1 Exemplol: Placa com carga centrada

Neste exemplo e analisada uma placa quadrada (Figura 6.19),
submetida a uma carga vertical de 400 kN, distribuida em uma pequena
area central. Os resultados das reacdes do solo obtidas pelas trés
formulagdes, ou seja, usando-se células internas, o processo da
reciprocidade dual e a formulagdo alternativa, sdo apresentados nas
tabelas 6.1 6.2 e 6.3 respectivamente, para diferentes valores da
espessura h da placa e para duas relagdes de wa. Estes resultados sdo

comparados com valores teéricos, considerando-se a rigidez da placa
infinita,

1} y
+—
a/2
-— U/Z
u/2 —* x
/2 1 _#iz'u/z
t—

JTL a/2 J_ a/? l

FIGURA 6.19 - Geometria da placa para carga centrada



TABELA 6.1 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm2]

PT| ua CELULAS V.TEO
h=10cm| h=20cm|h=30cm|h=40cm|h=50cm| C.RIG

P 1O 524 | 934 1 -981 | 99 1 -997 ]|-10,00
02| -538 ] 936 | 981 | -993 [ -9,97 | -10,00
2 {01 -799 | -9,73 | 993 | 997 | -9,99 | -10,00
02| -807 | 9,74 | -993 | -998 | -9,99 |-10,00
3101 ]-10,53]-10,08[-10,03 | -10,02 ] -10,01 | -10,00
02 |-10,53 ] -10,08 | -10,03 | -10,02 | -10,01 | -10,00
41011 -9221-991 | 9,98 [-10,00]-10,00 [ -10,00
02| 927 | 991 | 9,98 | -10,00 [ -10,00 | -10,00
0,1 |-12,00]-10,28 { -10,09 | -10,04 | -10,03 | -10,00
5102]-11,94]-10,28 | -10,09 | -10,04 | -10,03 | -10,00
0,1 |-14,32]-10,59 | -10,18 | -10,08 | -10,05 { -10,00

6 |0,2]-14,02]-10,55|-10,17 | -10,08 | -10,04 | -10,00

TABELA 6.2 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT | wa RECIPROCIDADE DUAL V.TEO
h=10cm|h=20cm|h=30cm|h=40c¢m|h=50cm| C.RIG

1101 | -648 | -9,52 | -9,90 | -10,00 | -10,03 | -10,00
021 -662 | -954 | 991 | -10,00 | -10,04 { -10,00

2 10,1 -7,8 | -9,77 | -9,98 | -10,03 | -10,05 | -10,00
02] -796 | -9.78 | -9,98 |-10,03 | -10,05 | -10,00
310,11 ]-105114-10,13{-10,09 | -10,08 | -10,07 | -10,00
0,2 ] -10,51 | -10,13 | -10,09 | -10,08 | -10,07 | -10,00

4 10,1 -888 | -9,92 | -10,03 | -10,05 | -10,06 | -10,00
0,2 | -8,93 | -9,93 | -10,03 | -10,05 | -10,06 | -10,00
5101 [-11,91]-1032]-10,15| -10,10 | -10,09 | -10,00
0,2 |-11,85[-10,32 | -10,14 | -10,10 | -10,09 | -10,00

6 [ 0,11-1422|-10,63|-1024|-10,14 [ -10,11 { -10,00
02 [-13,92 | -10,59 | -10,23 | -10,14 | -10,10 | -10,00




178

TABELA 6.3 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT | wa FORMULACAO ALTERNATIVA V.TEO
h=10cm|h=20cm|h=30c¢m|h=40cm|h=50cm| C.RIG
1101 -5241-934 [ -9811]-99 | 997 |-10,00
02| -538 1] -936 | -9,81 | -9,93 | -9,98 | -10,00
2101 -7991-973 [ -993 1 -997 | 9,99 |-10,00
021 -806]-974 | -993 | -9,98 | -9,99 |-10,00
31011-10,541-10,08 110,03 | -10,02 | -10,01 | -10,00
0,2 | -10,53 | -10,08 | -10,03 | -10,02 | -10,01 | -10,00
4101]-9221-991 ] -998 |-10,00]-10,00 [ -10,00
021 926 | 991 | -998 |-10,00 | -10,00 [ -10,00
5 10,11]-12,00]-1028]-10,09 | -10,04 | -10,03 | -10,00
0,2 1-11,95] -10,28 | -10,09 | -10,04 | -10,03 | -10,00
6 10,1]-14,331-10,59 | -10,18 | -10,08 | -10,05 | -10,00
0,2 | -14,02 | -10,55 | -10,17 | -10,08 | -10,04 | -10,00

Pode-se observar nas tabelas 6.1, 6.2 ¢ 6.3, que a distribui¢do de
tensdes no solo € praticamente constante e proxima do valor tedrico a
partir de h=40cm para as duas relagdes w/a.

Y
T +
a/2 T & 1
u/2
-+ + i
sl
as2 T LOLY
B } :
1 e | a/2 l
' * *

FIGURA 6.20 - Geometria da placa para carga
com uma excentricidade



179

6.7.2 Exemplo 2: Placa com carga excéntrica

Utilizando-se a mesma geometria ¢ discretizagdo do exemplo
anterior, neste caso a carga vertical de 400 kN ¢ excéntrica (Figura 6.20)
e a relacdo u/a=0,2.

Nas tabelas 6.4, 6.5 ¢ 6.6, sdo apresentados resultados das reagoes
do solo obtidas pelas trés formulagdes ja mencionadas, para
excentricidades de e,=30cm e e, =50cm da carga vertical, e para
diferentes valores da espessura h da placa.

TABELA 6.4 - Reacdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em?]
e |PT CELULAS V.TEO

h=10cm|h=20cm|h=30cm|h=40cm} h=50cm| C.RIG.
-13,85] -18,29 | -18,79 | -1891 | -18,95 | -19,00
-17.81 | -18,85 | -18,95 | -18,98 | -18,99 | -19,00
-15,25 1 -14,60 | -14,53 } -14,52 | -14,51 | -14,50
-19,84 | -19,13 | -19,04 | -19,02 | -19,01 | -19,00
-17,42 | 1490 | -14,62 | -14,55 | -14,53 | -14,50
-13,07 | -10,43 | -10,13 | -10,06 | -10,04 | -10,00
9 |-11,29] -10,18 | -10,06 | -10,03 | -10,02 | -10,00
10 | -5,74 | -5,55 1 -5,52 | -5,52 | -5,51 | -5,50
12 | -11,84 | -14,13 | -14,39 | -14,46 | -14,48 | -14,50
13 -850 | 9,80 | -9,94 | -998 | -9,99 | -10,00
14 | -3,69 | -525 | -5,43 | -548 | -549 | -5,50
15 | +1,86 | -0,60 | -0,89 | -0,96 | -0,99 | -1,00
1 | -20,18 1 -24,34 | -24,80 | -24,91 | -24,95 | -25,00
2 | -25,44 1 -25,07 | -25,02 | -25,00 | -25,00 | -25,00
3 | -18,12 1 -17,58 { -17,52 | -17,51 | -17,50 | -17,50
4 |-28,49| -2549 1 -25,14 | -25,06 | -25,02 | -25,00
5
6

nf LI b [ —

30cmy

20,76 | -1794 | -17,63 | -17,56 | -17,53 | -17,50
-11,84 | -10,26 | -10,08 | -10,04 | -10,02 | -10,00
9 | -10,27 | -10,04 | -10,02 | -10,01 | -10,01 | -10,00
10 | -2,61 | -2,53 | -2,52 | -2,52 | -2,52 | -2,50
12 | -13,85 | -16,99 | -17,35 | -17,43 | -17,47 | -17,50
13 -7,20 | -9.60 | 9,88 | 9,96 | -9,98 | -10,00
14 | -056 | -223 | -2,43 | -2,48 | -2,50 | -2,50
15 | +6,21 | +5,16 | +5,03 | +5,00 | +4,99 | +5,00

50cm|
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TABELA 6.5 - Rea¢des do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em?]

ex | PT RECIPROCIDADE DUAL V.TEO
h=10cm| h=20cm{h=30cm|h=40c¢m|h=50cm| C.RIG.

I {-15,56| -18,39 [ -18,74 { -18,83 | -18,86 | -19,00

2 | -1740 | -18,70 | -18,83 | -18,87 [ -18,88 | -19,00

3 1-15,14 ] -14,57 [ -14,51 | -14,49 | -14,49 | -14,50

4 1-19,06]-18,94 [ -18,91 | -18,90 | -18,89 | -19,00

5 1-1722]-1485| -14,59 | -14,53 | -14,50 | -14,50
30em{ 6 | -12,99] -10,47 | -10,19 ] -10,12 | -10,10 | -10,00
9 {-11,2t]-10,23 | -10,12 | -10,09 | -10,08 | -10,00

10 | -582 | -5,68 | -567 | -5,66 { -5.66 | -5,50
12 | -11,49 ] -14,07 | -14,36 | -14,43 | -14,45 | -14,50

13 | -822 ] 9,82 | -9,99 | -10,04 | -10,05 | -10,00

14 | 391 ] 541 | -558 | -563 | -5,64 | -5,50
15 | +1,190 -0,86 | -1,13 | -1,20 | -1,22 | -1,00

1 [ -22,23 [ 24,40 | -24,66 | -24,72 | -24,74 | -25,00

2 | 24,82 | -24,81 | 24,78 | -24,77 | -24,77 | -25,00

3 1-17,98]-17,49 | 17,44 | -17,43 | -17,42 | -17,50

4 | -2740| 25,171 -2489 | -24,82 | -24,79 | -25,00

5 1-20,50]-17841(-17,54 | -17,47 | -17,45 | -17,50
soem| 6 | -11,78 ] -10,30 | -10,14 | -10,10 | -10,08 | -10,00
9 1-10,23 | -10,08 | -10,07 | -10,07 | -10,07 | -10,00

10 {276 | -2,73 | 2,72 | 2,72 { 2,72 | -2,30
12 |-1339] -1685 | -17,25 | -1735[ -17,38 | -17,50

13 | -7,04 | 9,63 | -9,93 | -10,01 ] -10,04 | -10,00

14 | -105 | 246 | -2.64 | -2,69 { -2,70 | -2,50
15 | +5,99 | +4,86 | +4,70 | +4.66 | +4,65 | +5,00
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TABELA 6.6 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

e, |PT FORMULACAO ALTERNATIVA V.TEO
h=10cm|h=20cm|h=30cm|h=40cm|h=50cm| C.RIG.
-13,83 1 -18,29 | -18,79 | -18,91 | -18,95 | -19,00
-17,79 | -18,84 | -18,95 | -18,98 | -18.99 | -19,00
-15,24 | -14,60 | -14,53 | -14,52 | -14,51 | -14,50
-19,82 | -19,13 [ -19,04 | -19,02 | -19,01 { -19,00
17,42 | -14,90 | -14,62 | -14,55 | -14,53 | -14,50
-13,07 | -10,42 | -10,13 { -10,06 | -10,04 | -10,00
9 {-11,29] -10,18 | -10,06 | -10,03 | -10,02 | -10,00
10 | -574 [ -555 ] -552 | -5,52 [ -5,51 | -5,50
12 | -11,82 ] -14,13 | -14,39 | -14,46 | -14,48 | -14,50
13 1 -849 | 980 | 994 | -998 | -9.99 { -10,00
14 | 3,69 | -525 | -543 | -5,48 | -5,50 | -5,50
15 | +1,86 ] -0,60 | 0,89 | -096 | -0,99 | -1,00
1 |-20,16 | -24,34 | -24.80 | -24,91 | -24,95 | -25.00
2 {2542 -2507-2502] -25,00] -25,00 | -25,00
3 | -18,11 | -17,58 [ -17,52] -17,51 | -17,50 | -17.,50
4 | -28,471-25,49 | -25,14 { -25,06 | -25,02 [ -25,00
5

6

(o RN I SN S N O Y

30cm

-20,75 1 -17,94 | -1763 | -17,56 | -17,53 | -17,50
-11,83 | -10,26 | -10,08 | -10,04 | -10,02 { -10,00
9 1-10,26 | -10,04 [ -10,02 | -10,01 | -10,01 | -10,00
10 | -2,61 | -2,53 | -252 | -2,52 | -2,52 | -2,50
12 | -13,83 [ -16,98 | -17,35| -17,43 | -17,47 | -17,50
13 1 -720 [ 9,60 | -9.88 | 996 | -9,98 [ -10,00
14 | -0,56 | -223 | 243 | 248 | -2,50 | -2,50
IS5 | +6,21 | 45,16 | +5,03 | +5,00 | +4,99 | +5,00

50c

Com uma excentricidade de e=30cm para a carga vertical,
resultam apenas tensdes de compressio no solo. J4 para uma
excentricidade de e, =50cm, aparecem tensées de tragdio e compressdo no
solo. Nos dois casos, os resultados obtidos pelas trés formulacdes se
aproximam dos valores tedricos, conforme a espessura da placa aumenta.

Nas figuras 6.21.a ¢ 6 21.b, sdo mostradas as distribuicdes das
tensdes no solo para e,=30cm e e,=50cm, respectivamente, considerando-
se a rigidez da placa teoricamente infinita.
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=X — X

WTRACKO

+500

-1,00 COMPRESSAQ COMPRESSAQ

-18,00

-25,00

FIGURA 6.21 - Distribui¢do de tensdes no solo
a) e,=30cm ; b) e,=50cm

Na figura 6.22, ¢ mostrada a mesma placa submetida a uma carga
vertical de 400 kN com duas excentricidades e, ~e,=50cm.

F/‘a u/2
u/2
0/2 u/2
°y

/2 -+ i

FIGURA 6.22 - Geometria da placa para carga
com duas excentricidades
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Os resultados das reacdes do solo obtidas para uma carga vertical
de 400kN com duas excentricidades, utilizando-se c¢élulas internas, o

processo da reciprocidade dual e a formulagdo alternativa, sdo
apresentados nas tabelas 6.7, 6.8 e 6.9 respectivamente, e s3o também
comparados com os valores teoricos.

TABELA 6.7 - Reacdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em’]

CELULAS V.TEO
h=10cm|h=20cm|h=30cm|h=40cm|h=50cm| C.RIG
-43.49 | -40,66 | -40,21 | -40,09 | -40,05 | -40,00
23572 | -33,04 | -32,67 | -32,57 | -32,54 | -32,50
228,03 | -25,46 | -25,14 | -25,06 | -25,03 | -25,00
24,55 | -24,95 | -24,99 | -25,00 | -25,00 | -25,00
17,98 | -17,57 | -17,52 | -17,51 | -17,51 | -17,50
-10,32 { -10,05 | -10,01 | -10,01 | -10,00 | -10,00
-13,26 { -16,83 | -17,30 | -17,41 | -17,46 | -17,50
809 | -9,69 | 9,90 | -9,96 | -9,98 | -10,00
2510 | 2,50 | 250 § -2,50 | -2,50 | -2,50
+327 | +4,71 | +4.91 | +4,96 | +4,98 | +5,00
3,78 | -898 | -9.69 | -9,87 | -9,93 | -10,00
+0,88 { -1,93 | -2,33 | -2,43 | -2,46 | -2,50
+4.92 | +4,99 | +5,00 | +5,00 | +5,00 | +5,00
+9,18 | +11,95 | +12,34 | +12,43 { +12,47 | +12,50
+14,40 | 19,08 | +19,72 | +19,88 | +19,94 | +20,00

o
]

S N I I N = = el RS = AR RN AV S R e
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TABELA 6.8 - Reagdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm’]

PT RECIPROCIDADE DUAL V.TEO

h=10cm|h=20cm|h=30cm|h=40cm[h=50cm| C.RIG
1 | -46,33 | -40,60 | -39,83 | -39,64 | -39,57 | -40,00
2 | -3480 | -32,60 | -32,28 } -32,20 | -32,17 | -32.,50
3 1-27,811-25231-24,92 | -24,84 | -24,81 | -25,00
4 | -23,62 | -24,63 | 2473 | -24,76 | -24,77 | -25,00
S | -17,82|-17,47-17,43 | -17,43 | -17,42 | -17,50
6 | -10,341-10,10 | -10,07 | -10,07 | -10,06 | -10,00
7 | -1322]-16,76 | -17,22 | -17,33 | -17,38 | -17,50
8 -8,18 | -9,75 | -9,97 | -10,02 | -10,04 | -10,00
9 2,70 ] -2,71 | 2,70 | -2,70 | -2,70 | -2,50
10 | 42,97 | +4,37 { +4,57 | +4,62 | +4,64 | +5,00
11| -512 1 -917 | -979 | -994 | -10,00 | -10,00
12 1 +0,93 | 2,11 | -2,52 | -2,63 | -2,66 | -2,50
13 | +4,31 | +4,62 | +4,64 | +4,65 | +4,65 | +5,00
14 | +818 | +11,40 | +11,83 | +11,93 | +11,97 [ +12,50
I5 | +15,95+18,66 | +19,15] +19,28 | +19,32 | +20,00
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TABELA 6.9 - Reagdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cn?]
PT FORMULACAO ALTERNATIVA V.TEQ
h=10cm| h=20¢m{ h=30cm|h=40cm| h=50cm| C.RIG
1 | -43,35 | -40,67 | -40,22 | -40,11 | -40,07 -40,00
2 }-3567(-33,05 ) -32,68 | -32,58 | -32,55 -32,50
3 | -28,04]-2547 | -25,15 -25,07 | -25,04 | -25,00
4 | -24,55 | -24,95 | -24,99 | -25,00 | -25,00 -25,00
5 1-17991-17,57 | -17,52 | -17,51 -17,51 | -17,50
6 |-10,33 | -10,05 | -10,01 -10,01 | -10,00 | -10,00
7 [ -1331(-16,82 | -17,29 | -17,41 | -17,45 | -17,50
8 | -809 | 9,68 | 990 | -995 | -9,97 [ -10,00
9 -2,49 | -249 | -249 | -2.49 -2,49 | -2,50
10 | +3,29 | +4,72 | +4,92 | +4,97 | +4,99 +5,00
11 -3,93 | -8,97 | -9,67 | -9,85 -9.91 | -10,00
12 | +0,90 | -1,91 -2,31 -2,41 -244 | -2.50
13 | +4,99 | +5,02 | +5,02 | +5,02 | +5,02 +5,00
14 | +9,25 [+11,97 | +12,35 | +12,45 | +12,48 | +12.,50
15 | +14,40] +19,08 | +19,73 | +19,90 | +19,96 | +20,00
zA 400 kN
70,71cm
+20,00
TRACAO
1000 COMPRESSAQ
-40,00

FIGURA 6.23 - Distribui¢go de tensdes no solo para ex=e,=50cm
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Considerando-se a reta entre os pontos 1 ¢ 15 da Figura 6.18, sdo
mostradas, na figura 6.23, a distribui¢@o das tensdes no solo para a carga
vetical com duas excentricidades, supondo-se que a placa tem rigidez
infinita.

Nos exemplos anteriores obsevou-se que a utilizagdo de células
internas na discretizacao do dominio da placa fornece resultados

praticamente iguais aos teoricos, assim como a formulaco alternativa,
com a diferenca de que esta ultima, fornece praticamente 0s mesmos
resultados, utilizando apenas pontos base no contorno da placa.

6.7.3 Exemplo 3: Placa com carga excéntrica considerando-se a
nio-linearidade para a reac¢ido do solo

Utilizando-se a placa do exemplo 6.7.2, com e,=50cm, pode-se
observar que aparecem tensdes de tragdo em determinados pontos do
solo, o que na realidade ndo ¢ possivel, Nesses pontos as tensdes serdo
consideradas nulas, sendo necessdrio entdo, restabelecer o equilibrio
através do processo iterativo apresentado no item 6.6.

Nas tabelas 6.10, 6.11 e 6.12, sdo apresentados os resultados da
reagdo do solo para as trés formulagdes e comparados com valores
teoricos.

TABELA 6.10 - Reagodes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT CELULAS V.TEO
h=10cm|h=20cm|h=30cm{ h=40cmi h=50cm| C.RIG.
1 | -21,62 | -2593 | -26,42 | -26,54 | -26,58 | -26.,67
2 1-26,88 | -26,66 | -26,64 | -26,63 | -26,63 | -26,67
3 |-1842]-1786]-17801 -17,78 | -17,78 | -17.78
4 1-29921-27,081 -26,76 | -26,68 | -26,65 | -26,67
5
6

21,05 -18,21 | 17,63 | -17.83 | -17.80 | -17.78
10,81 [ 9,19 | 900 | 8,95 | -8.94 | -8.89
9 ] 9251 8971 894 [ 893 | -892 | -8,89
10 | 0,00 | -0,08 | -0,07 | -0,07 | -0,07 | 0,00
12 | -1420]-1727 -17,62 | -17,71 | -17,74 | -17.78
13 | -627 | 856 | -8.81 | -8.87 | -8,90 | -8.89
14 | 0,00 | 0,00 [ 0,00 [ -0,03 | -0,05 | 0,00
15 1 0,00 | 0,00 [ 0,00 | 000 [ 0,00 [ 0,00
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TABELA 6.11 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT RECIPROCIDADE DUAL V. TEO
h=10cm{h=20cm|h=30cm|h=40cm) h=50cm| C.RIG.
1§ -22778 | -25,77 | -26,12 § -26,20 | -26,23 | -26,67
2 1-26,12] -26,25| -26,26 | -26,27 | -26,27 | -26,67
3 1-1829( -17,80 | -17,74 | -17,73 | -17,72 | -17,78
4 | -28,84} -26,62 | -26,37 | -26,31 | -26,29 | -26,67
5 1-20821-18,14 | -17,84 | -17,77 { -17,75{ -17.78
6 {-1097} -9.43 -9.25 -9,21 -9.19 -8,89
9 1 945 -922 | 9,19 | 9,18 | 9,18 | -8,89
10 | -048 | -0,64 | -0,63 | -0,63 | -0,63 | 0,00
12 1 -1397] -17,19 | -17,56 | -17,65 | -17,69 | -17,78
13 1 -6,50 | -881 | -9,06 | -9,13 | -9,15 | -8,89
14 0,00 | -0,39 | -0,55 { -0,59 | -0,6] 0,00
15 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

TABELA 6.12 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT FORMULACAO ALTERNATIVA V.TEO

h=10c¢m|h=20cm|h=30cm{ h=40cm|h=50cm| C.RIG.
1 |-21,631-2593 | -2642] -26,54 | -26,58 | -26,67
2 | -26,90 | -26,66 | -26,63 | -26,63 | -26,63 | -26,67
3 {-1839|-1785]-1780|-17,78 | -17,78 | -17,78
4 [-29941-27,07] -26,76 | -26,68 | -26,65 | -26,67
5 1-21,03 ] -1821 | -1790 [ -17.83 [ -17,80 | -17,78
6 |-10,76 | -9,19 | 900 | -895 | -8,94 [ -889
9 | 919 | -897 | -894 [ -896 | -892 | -889
10 | 0,00 | -0,08 [ 0,08 | -007 | -0,07 | 0,00
12 | -14,17 | -1727 | -17,62 | -17,71 | -17,74 | -17,78
13 ] 620 | -856 | -881 | -8,88 [ -890 [ -8,89
14 | 0,00 { 000 | 000 [ -0,03 [ -0,05] 0,00
15 | 0,00 | 0,00 [ 000 [ 0,00 [ 0,00 | 0,00

Nas tabelas 6.13, 6.14 e 6.15, sdo apresentadas resultados para a
reagdo do solo, onde além de se considerar nulas as tensdes de tracdo, a
maxima tensdo de compressdo foi limitada em 25 N/ecm?2.
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TABELA 6.13 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade e
com limitagdo da tensdo maxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT CELULAS V.TEO

h=10cm|h=20¢m|h=30cm|h=40cm|h=50cm| C.RIG.
1 ]-23,601-25001 -25,00 [ -25,00 | -25,00 | -25,00
2 1-25,00 ] -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
3 |-19471-18,751 -18,71 | -18,70 | -18,70 | -17.91
4 1 -25,00 -25,00 | -25,00 [ -25,00 | -25,00 | -25.00
s 122,19 -19,11 | -18,82 ] -18,75 | -18,72 | -17,91
6 |-10,86] 928 | -9.10 [ 9,05 | -9,04 | -8,89
9 | 925 ] 907 { -904 [ 9,03 ] 9,02 | -8,89
10 | 000 | 0,00 | 000 | 000 | 0,00 [ 0,00
12 | -15,07] -18,16 | -18,53 | -18,63 | -18,67 | -17.91
13 -614] 864 8911 -897 ] 9,00 [ -8,89
14 | 000 [ 000 | 000 | 0,00 [ 0,00 | 0,00
15 1 000 | 000 [ 000 | 0,00 [ 0,00 | 0,00

TABELA 6.14 - Rea¢des do solo para carga com uma excentricidade e
com limita¢do da tensdo maxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT RECIPROCIDADE DUAL V.TEO
h=10cm|{h=20cm{h=30cm|h=40cm|h=50cm| C.RIG.
1 1-23,97]-25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
2 1-25,001-2500] -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
3 |-19,03|-1840| -18351-18,34 | -18,33 | -17,91
4 1-25,00] -25,00] -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
5 | 21,621 -18,74 | -18,45 | -18,38 | -18,36 | -17,91
6 | -11,17 | -9,61 943 § -938 § 937 | -8,89
9 9,61 | 940 | -936 | 9,36 | -935 | -8,89
10 -0,15 | -040 | -0,40 | -0,37 | -0,37 0,00
12 | -14,59 ] -17,79 | -18,17 | -18,26 | -18,30 | -17,91
13 -6,57 | -897 | -9.24 | 930 | 9,33 | -8,89
14 0,00 -0,14 | -0,30 | -0,34 | -0,36 0,00
15 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
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TABELA 6.15 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade e
com limitagdo da tensdo maxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em?]
PT FORMULACAO ALTERNATIVA V.TEO
h=10cm|h=20cm|h=30cm|h=40c¢m|h=50cm| C.RIG.
[ ]-23,69 [ -25,00{ -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
2 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
3 |-1947|-1876 | -18,71 | -18,70 | -18,70 | -17,91
4 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 { -25,00
5
6

22,17 -19,12 | -18.82 ] -18,75 | -18,72 | -17,91
10,81 ] 928 | -9,10 | 9,06 | 9,04 | -8.89
9 [ 920 -9,07 [ 9,04 | 9,03 9,027 -8,89
10 | 0,00 | 0,00 [ 0,00 | 0,00 | 0,00 [ 0,00
12 | -15,00 [ -18,17 ] -18,54 | -18,63 | -18,67 | -17,91
13 | -610 | -864 | -891 | 8,97 | 9,00 | -8,89
14 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 [ 0,00
15 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 [ 0,00

Pode-se observar que os resultados obtidos pelas trés formulagoes,
convergem para os resultados teoricos (placa com rigidez infinita), a
medida que aumenta a altura da placa.



CAPITULO VII

INTERACAO PLACA-SOLO
DOMINIO TRIDIMENSIONAL

7.1 Introdugio

Neste capitulo, a alternativa proposta no capitulo V, para o
problema de flexdo de placas, também sera utilizada para a andlise da
interagdo placa-solo, acrescentando-se uma integral de dominio,
proveniente da reagdo do solo, na equagéo integral de deslocamento.

A integral de dominio correspondente & reagdio do solo, que agora
contem como varidvel do problema a propria reacdo do solo, sera tratada
utilizando-se as formulagdes abordadas no capitulo anterior, conservando
todas as suas caracteristicas.

O solo serd considerado como sendo um sélido tridimensional, de
dominio semi-infinito, podendo ser analisado desta forma, pela
formulagdo do método dos elementos de contorno para solidos
tridimensionais, baseados nas solugdes de Boussinesq-Cerruti e Mindlin,
tratadas no capitulo I'V.

A interagdo placa-solo, serd feita utilizando-se as formula¢des da
placa e do solo, ja tratados anteriormente, estabelecendo-se equagdes de
equilibrio de esfor¢os e compatibilidade de deslocamentos transversais,
em todos os pontos da interface.

No final do capitulo s3o apresentadas algumas aplicacdes
numericas, comparando-se os resultados obtidos pelas formulages ja
mencionadas.

7.2 Equacdes fundamentais

A equagdo diferencial de uma placa submetida a um carregamento
transversal g, , apoiada sobre o solo (Figura 7.1), considerado elastico,

pode ser escrita como:
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Viw(Q) =[g.(p) - &(p)]/ D (7.1)

onde, g (p) ¢ areagdo do solo no ponto "p".

FIGURA 7.1 - Placa apoiada sobre o solo

Substituindo-se 0  carregamento  transversal glp) por
[8.(P) - 2.(p)], na equagfio integral de deslocamento (3.49), obtém-se:

CQWQ + ]| V:QPIP) - M@ 2B Jarcp) +
+ Y RUQPIWL(P) = [[V, (P’ (Q.P)+

a;n (Q,P)}ﬂ" (P)+ iRci(P)W;(Q,P) +

+ [w'(Qp)e, (0)dQ, (p) - [w'(Q,p)e.(p)AQ, (p) (7.2)

A Gitima integral de dominio da equagdo (7.2), objeto de estudo

nos proximos itens, contem a nova varidvel do problema, correspondente
a reacdo do solo:



fw'(Q.p)g.(p)dQ, (p) (7.3)

0,

7.3 Integracio sobre células internas

Como foi visto no capitulo anterior, discretizando-se o dominio da
placa em células internas, as reacdes do solo sdo aproximadas,
transformando-se a integral de dominio (7.3), em somatdrios de integrais
sobre estas células, para todos os pontos do dominio ¢ contorno da placa,
1sto é:

eel

> [W(Qpe(p)d, (p) (7.4)

=1 Q.

onde, Ncel é o nimero de células.
De forma analoga a expressdo (6.6), a reagdo do solo g (p) de um

ponto qualquer da célula, pode ser escrita em funcéo das reagdes do solo
dos vértices da mesma, isto é:

g(p)=¢ g (7.5)

onde, ¢ ¢é dada por (6.10) e g", representa as reagdes do solo g!, g’ e

g’ nos vértices da célula.

Substituindo-se em (7.3) o valor de g (p) dado em (7.5), ¢
considerando-se apenas uma célula genérica "i" de dominio ., obtém-
se:

[ W (Q.p)e.(p)d(p) = { [£rw (Q.p)de(p)

g
[ 3w (Q.p)dQ,(p) I&i’W‘(Q,p)in(p)} g (7.6)

3

g,

Procedendo-se de forma idéntica ao capitulo anterior, as integrais
do segundo membro de (7.6), sdo transformadas, obtendo-se:
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g,
W Qe (dp)={a" A* AN (7.7)
? g,
onde:
A” = [E2W(Q.p)dQ,(p) + [E2w'(Q.p)dQ, (p) (7.8)

o=1,23

A integral (7.3), transformada em termos algébricos dados pelo
produto entre os coeficientes A“ e as reagdes do solo g (p),

n

correspondentes aos vértices "o da célula "i", podera ser aplicada a
todas as células da placa, representando assim, a influéncia da reagdo do
solo.

Escrevendo-se matricialmente a equagio (7.2), para pontos do
contorno € para pontos internos, respectivamente, obtém-se:

Q
HU=GP+T-S¢ _ (7.9)
AR
| Q
U+HU=GP+T-§ o (7.10)

onde, S e S’ sdo as matrizes provenientes da reacdo do solo formadas
pelos coeficientes A ; Q e Q' sdo as proprias reagdes do solo, para

pontos do contorno e pontos internos, respectivamente.
7.4 Processo da reciprocidade dual

Utilizando-se o processo da reciprocidade dual, a integral de
dominio (7.3), proveniente da reagio do solo, pode ser transformada em
integrais sobre o contorno da placa, a partir de uma aproximagdo para a
reacdo do solo g (p), dada por:



194

g.(p) = f(m,p)a” (7.11)

onde, f{m,p) representa as mesmas fungdes do item 6.4 do capitulo
anterior, relacionadas a "m" pontos ou nds duais, e o™ sdo coeficientes a
serem determinados posteriormente.

A fungdo f{m,p), suposta como uma carga distribuida ficticia, ¢é

associada a pseudo-deslocamentos W(m,p) através da equacgdo
diferencial de placas:

AAW(q) = f(m,p)/ D (7.12)

Um campo de pseudo-deslocamentos que satisfaz (7.12) é:

- o 5

w(m,p) _mzzsnR (m,p) (7.13)
onde:

R(m,p) = {{x,(p) = x,(m)F +[x,(p) — x, ()P}~ (7.14)

Substituindo-se (7.13) na equacdo (7.12) e apods derivagdes
necessarias chega-se a:

f(m,p) = R(m,p) (7.15)

A equagdo integral para os deslocamentos duais W(m,p), pode ser
escrita a partir da equagdo diferencial (7.12), da seguinte forma:

F(q) + | [V,:(q,P)w(m,P)— M:,(q,P)%(m,P)}dr(P) v

r

+2R2i(q,P)Wci(m,P): Jw (@, PV, (m,P)+

—%"n—(q,P)Mn(m, P)}dr(P) i iw;(q,P)ﬁd(m,P) +

+ [ w'(q.p)f(m,p)dQ,(p) (7.16)

€



195

Isolando-se no primeiro membro a integral de dominio da equagdo
(7.16), tem-se:

Jw'(@,p)f(m,p)dQ, (p) = W(q) + [[V(q,P)W(m,P) +

—M;(q,P)%\Z—(m, P)}dF(P) + iR;(q,P)Wci(m,P) +

=1

_ rj{\,v‘(q,m\’?n(m,iP) w%(q,1))1\71“(m,p)]dr(p) .

“i w(q,P)R, (m,P) (7.17)

=1

A

. oa ow .
Os deslocamentos duais w{m,P) e g(m,P), assim como os

esforgos duais Mn(m,P) e \A/n(m,P), da equagdo (7.17), determinados
no capitulo anterior, sdo aproximados nos elementos do contorno da
placa, pelas mesmas fun¢des aproximadoras usadas para as varidveis
reais, dando origem, apés as integragdes sobre os elementos, as matrizes
H e G, ja conhecidas.

Considerando-se todos os nds do contorno e todos os nods duais da
placa, a equagdo (7.17), escrita matricialmente, fica:

M=H

~— —~

¥ ]

~GP (7.18)

onde, as matrizes U e P contem, respectivamente em cada linha, os

deslocamentos e esforcos duais correspondentes aos "m" pontos duais
escolhidos.
Substituindo-se a aproximagdo a reagio do solo g (p), dada em

(7.11), na integral de dominio (7.3), obtém-se:

[w'(Q.p) f(m,p)d€2,, (p) |a™ (7.19)

BS
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A integral de dominio (7.19), obtida de forma dual para todos os
pontos duais e do contorno, pode ser escrita matricialmente como:

Me  ou  [HU-GPla (7.20)

onde, o € o vetor que contem os coeficientes o™

Os coeficientes do vetor «, sdo obtidos aplicando-se a equacdo

(7.11) a todos os pontos duais do contorno e do dominio da placa, para
f{m,p) dado na equagdo (7.15), assim:

Q
r=Fa (7.21)
9 —
ou seja:
Q
~F'! 7.22
a=F o (7.22)

Desta forma, a influencia da rea¢fo do solo, representada por (7.3),
pode ser escrita matricialmente como:

Q
fw'(Q.p)g,(p)dQ, (p) = ME™ (’; (7.23)

~

Escrevendo-se matricialmente a equagdo (7.2), para pontos do
contorno e para pontos internos, respectivamente, obtém-se:

HU=GP+T-MF _ (7.24)
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U+HU=GP+T-MF"{ (7.25)

onde, M e M’ sdo matrizes obtidas a partir de (7.18), para pontos do

contorno e internos respectivamente.

7.5 Formulagio alternativa

Semelhante ao processo da reciprocidade dual, esta formulagio que
transforma a integral de dominio, proveniente da rea¢do do solo, em
integrais de contorno, aproxima a reagdo do solo g_(p) por:

g.(p) = f{m,p)a™ (7.26)

onde, a™ sdo coeficientes relacionados a "m" pontos base, que serdo
determinados posteriormente.

A fung¢do flm,p), é a mesma utilizada no item 6.5 do capitulo
anterior, dada por:

f(m,p) = ‘X1(p) — X (m)“xz (p) — X, (m)| (7.27)

Adotando-se a fun¢do f(m,p) dada em (7.27), a integral de dominio
(7.3), fica:

[W (QP)e.(p)2y(p) = [W (Qp)(m,p)a™dQ,(p)  (7.28)

Efetuando-se sucessivas integrais por partes até a eliminagdo
completa das integrais de dominio residuais, a integral de dominio do
segundo membro, fica:

Les

[£(m,p)w" (Q,p)Q,, (p)a™ =| [£(im,p)C;(Q,P)n,dT,(P) +
- f(map):€ D:.:’S(QSP)nsdrgs(P) +

Ly



+ [f(m,p), o (Q,P)ndl . (P) o (7.29)

[y

/,5,t=172

onde: f(m,P),,, f(m,P),, f(m,P),,,, C,(Q,P), D, (Q,P) ¢ E, (Q,P),

sdo as expressdes determinadas no item 6.5 do capitulo anterior.
Procedendo-se de forma andloga ao item 6.5, podem ser integrados
todos os elementos "Nte" da placa em relagdo a todos os pontos "Q" e

" n

todas as bases "m", assim a expressio (7.29) escrita matricialmente fica:

M=Cf-DIfl- D212+ E12£12 (7.30)

onde, as matrizes C, DI, D2 e E12 assim como f, f1, £2 ¢ 12 ja

foram determinadas anteriormente.
O vetor o ¢ obtido de forma analoga ao processo da reciprocidade

dual, ou seja:

a=F"{ _ (7.31)
T

onde, a matriz F ¢ obtida a partir da fungio fim,P) dada em (7.27).

Desta forma, a influéncia da reagio do solo representada por (7.3),
escrita matricialmente fica:

Q
[w'(Qp)e.(p)dQ, (p) = MF (;i (7.32)

8s —~

Escrevendo-se matricialmente a equagdo (7.2), para pontos do
contorno € para pontos internos, respectivamente, obtém-se:

HU=GP+T-MF | (733)
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U+HU=GP+T-MF'{" (7.34)

onde, M e M’ sfo matrizes obtidas a partir de (7.30), para pontos do

contorno e internos, respectivamente.
7.6 Interagao placa-solo

As equagbes matriciais (7.9) e (7.10), determinadas a partir da
discretizagdo do dominio da placa em células internas, representam a
equacdo (7.2) escrita matricialmente, para pontos do contormo e para
pontos internos, respectivamente, ¢ contm a nova incognita
correspondente a reacdo do solo.

O solo, considerado como sendo um sélido tridimensional de
dominio semi-infinito, em contato com a placa, pode ser representado de
modo geral a partir da equagdo integral (4.4), da seguinte forma:

CQuQ)+ [p'(Q.P)u(P)Ar(P) = [u'(Q,P)p*(P)AI(P)

r(‘

+{u’(Q.P) p(PYQA(p) + [u’(Q,p) b(p)AAp) (7.35)

19

onde, I'_ ¢ I',, sfo partes do contorno I' =1", + T, do solo, sendo que s6
['. esta em contato com a placa.

Desprezando-se as forgas volumétricas, a equacdo (7.35) escrita
matricialmente fica:

HU =G {’"} (7.36)

onde, P® ¢ o vetor correspondente ao contorno do solo em contato com a

placa.
No caso em que o contorno do solo a ser analisado for igual a
superficie em contato com a placa, a equacio (7.36) fica:
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HU =GP (737

—~

A placa e solo sdo corpos que possuem caracteristicas diferentes e
podem ser analisadas de forma separada.

Quando a placa esta apoiada sobre o solo, os pontos da superficie
de contato ou interface, devem obedecer as condicdes de equilibrio de

esforcos e de compatibidade de deslocamentos.
Em cada ponto da interface o solo tem os seguintes deslocamentos
e esforcos:

5

uI
U ={u, P ={p, (7.38)
u;

O dominio e contorno da placa ficam em contato com o solo. Em
cada ponto do contorno da placa, tem-se:

U=d plVn 7.39
"“_{éw/an} ~_{Mn} (7.39)

W o={w,] R =R} (7.40)

U'={w'} Q=1{g.} (7.41)

—

Os deslocamentos na interface entre a placa e o solo, devem
obedecer a condi¢do de compatibilidade, isto é:

u, =w (7.42)
E os esfo¢os devem obedecer a condi¢do de equilibrio, ou seja:

p,=-g, (7.43)

A partir da equagdo (7.36), obtém-se:
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Pc

U =M" (7.44)
onde:

M =H'G (7.45)

Considerando-se apenas a¢des verticais provenientes da placa, ou
seja, em todos os pontos da interface p, =p, =0, pode-se determinar a

relagdo entre os deslocamentos e esforgos na diregfo vertical (eixo x, ), a
partir da equagio (7.44), isto é:

{95}3 :[M:L {B:L (7.46)

{E:L :[MQI]?{QS}B (7.47)

Para facilitar o equacionamento:
i -1
M =[m] (7.48)
c s |3

Pelas condigdes de equilibrio dos esfogos e compatibilidade dos
deslocamentos na interface, tem-se:

Q
_ (:)1_ :{E:}q (7.49)
E]‘ :{9\,}; (7.50)

Portanto:
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- l=M4{T (7.51)

Sustituindo-se a equagdo (7.51) nas equagdes (7.9) e (7.10) obtém-

se.
U
HU=GP+T-SM | (7.52)
| U
U+ HU=GPeT-SM § (7.53)

Agrupando-se as equagdes (7.52) e (7.53), tem-se:

[(H+$"MT '] (U] rGg] [T

T e T =1 S|P+ (7.54)
[IF:I,+§’LM ] [l_f_ §"M ] Ul 9 —_ 1’\3

||'ill

onde, os indices "i" e "¢" indicam que as matrizes correspondem a pontos
internos ¢ do contorno, respectivamente.
A equagdo (7.54), pode ser escrita simplesmente como:

HU=GP+T (755)

Utilizando-se a reciprocidade dual e a formulagio alternativa, serdo
determinadas equac¢des semelhantes a (7.54) fazendo-se:

S=MF" (7.56)
§'=MF" (757)
onde, Me Ef' , serdo determinadas conforme os itens 7.4 ¢ 7.5.

Resolvendo-se o sistema de equagdes (7.54), serdo determinados
os deslocamentos na iterface da placa com o solo, com os quais, através
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da equacdo (7.51), poderdo ser determinadas as reagdes do solo e com
estas, os deslocamentos em todo o contorno do solo através de (7.44).

7.7 Comportamento niio-linear para a resposta do selo

Considerando-se a reagdo do solo governada por uma relacdo
reagdo-deslocamento bi-linear simples e sem resisténcia & tragio (Figura
6.14), ela pode ser definida como:

g.(p)=g;(p)-gf(p) (7.58)

onde, g:(p) e gf(p) sdo respectivamente as componentes eldstica e

L "

plastica da resposta do solo no ponto "p".
Assim, a integral (7.3), correspondente a reagdo do solo, pode ser

reescrita como:

[W Qg (), (p) - [w'(Q,p)e’ (p)dQ,.(p) (7.59)

Q,,

As integrais de (7.59), podem ser tratadas de forma andloga ao
caso da integral de dominio (7.3), isto €, discretizando-se o dominio em
células, com o processo da reciprocidade dual ou com a formulagio
alternativa proposta.

Discretizando-se o dominio em células, as integrais de (7.59),
escritas matricialmente para todos os pontos do contorno ficam:

Q) [or
S{ -84 (7.60)
—~ 91 —~ 9,9
ou
u) (@
SM 4 t-84" (7.61)
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onde: Q° ¢ Q" sdo os vetores da componente plastica g’ (p) da reacdo

do solo, correspondentes ao contorno e dominio da placa
respectivamente.

Incluindo-se (7.61) na equagdo (7.2), escrita matricialmente para
pontos do contorno ¢ do dominio, respectivamente, obtém-se:

up |
HU=GP+T-SM { ++SJ7 (7.62)
~ o~ e R gl ~ le
vy (@
U+HU=GP+T-SM{ 148" (7.63)
~ —~ —~ e ~ U ~ le

—

Agrupando-se as equacdes (7.62) e (7.63), tem-se:

H+s ™M ('™ V) 6] (T)] [s¢ s]|<
o e Tt b= Py + TR
[H+S*M'] [1+S"M'Jifu'| |97~ [T] S §"|lQP

c ¢ —~

(7.64)

Considerando-se (7.56) e (7.57), serdo determinadas equagdes
semelhantes a (7.64), para o processo da reciprocidade dual e a
formulagdo alternativa.

De uma forma geral, a equagdo matricial (7.64), pode ser escrita
CoOmo:;

HU=GP+T+SQ’ (7.65)

Impondo-se as condi¢des de contorno em termos de deslocamentos
e esforcos, a equagio (7.65) fica:

AX=B+5Q" (7.66)
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onde, A ¢ a matriz definida pelos coeficientes de infuéncia dos
deslocamentos e esforgos, X € o vetor das incognitas e B é o vetor dado
pelo vetor T adicionado ao produto dos valores prescritos dos esforgos e

deslocamentos com a matriz G .

Multiplicando-se (7.66) por A™, obtém-se:

X=N+RQ" (7.67)
onde:

N=A"B (7.68)

R=A"S (7.69)

sendo, N e R respectivamente, a resposta elastica e a influéncia da nio-

linearidade para a reagdo do solo.

O comportamento nfo-linear para a resposta do solo, sera
modelado pelo processo iterativo apresentado no item 6.6, no qual sdo
ilustrados os problemas com equilibrio e sem equilibrio, nas figuras 6.15 e
6.16 respectivamente.

Considerando-se o efeito da ndo-linearidade da reagdo do solo, os

deslocamentos em todo o contorno do solo U®, serdo determinados
s

também, através das sucessivas iteragdes em fungdo das reagdes do solo
P* obtidas a partir dos deslocamentos AU, provocados pelo vetor Q°

da equacgdo (7.67), isto é:

AU=RQ’ (7.70)
Aplicando-se A U, na equagdo (7.51), obtém-se:

P?=M AU (7.71)

—~— —~—

s C



206

Aplicando-se P™, na equagdo (7.44), obtém-se:
AU =M p® (7.72)

Para determunar-se os deslocamentos finais no contorno do solo
U”, os deslocamentos AU | calculados em cada iteragfio, serio somados

~

s s

algebricamente aos deslocamentos elasticos U , obtidos para a carga total

pela equagio (7.44), isto é:

g”:y_—Ag (7.73)
ou
P -1 BC -1 Ecp
gs :Ms PS _Mq PS (7.74)

onde, P™ é o vetor que representa a componente plastica da reagdo do
s

solo.
7.8 Aplica¢des numéricas

As aplicagdes numeéricas das formulagdes apresentadas neste
capitulo, serdo comparadas com as aplicacées numeéricas do item 6.7 do
capitulo 6, no qual a reagéo do solo, aproximada pelo modelo de Winkler,
¢ considerada diretamente proporcional a seu deslocamento, diferente do
que acontece quando o solo ¢ considerado como um sélido tridimensional
elastico de dominio semi-infinito.

Inicialmente, admitindo-se que o contato entre a placa ¢ o solo é
perfeito, serdo consideradas apenas tensdes elasticas, posteriormente,
tensdes de tragdo ou tensdes que ultrapassem a tensdo limite, serdo
tratadas pelo processo iterativo apresentado no item anterior.

Em todos os exemplos deste item foram adotados: para a placa, as
mesmas constantes adotadas no item 5.10 do capitulo 5; e para o solo,
v=0.3 ¢ E=1000N/cm’, que correspondem a uma argila dura ou a uma
areia siltosa. A carga aplicada a placa sera de 400 kN.

A discretizagdo da placa, assim como os pontos base, os pontos
duais e as células, serdo os mesmos que foram adotados no item 6.7,
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mostrados nas figuras 6.17 e 6.18, isto para poder comparar as duas
consideragdoes que foram feitas para o solo, utilizando-se as trés
formulagdes, jd apresentadas anteriormente.

Serdo apresentadas duas situagdes para a placa: quando se encontra
na superficie ou em uma cavidade do solo. No primeiro caso, utilizando-
se as solugdes fundamentais de Boussinesg-Cerruti e no segundo as de
Mindlin.

7.8.1 Placa na superficie do solo (Boussinesq-Cerruti)
7.8.1.1 Exemplo 1: Placa com carga centrada

Neste exemplo, a placa da figura 6.19, esta submetida a uma carga
vertical de 400 kN, distribuida em uma pequena area central. Os
resultados das reagdes do solo obtidas pelas trés formulacdes, sdo

apresentados nas tabelas 7.1 7.2 e 7.3 respectivamente, para diferentes
valores da espessura h da placa e para duas relagdes de w/a.

TABELA 7.1 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT| wa CELULAS
h=10cm =20cm| h=30cm | h=40cm | h=50cm
I [01] -10,70 | -26,25 | -2834 | -28.87 | -29,06
0,2 ] -11,07 | -26,31 | -2836 | -28,87 | -29,06
2 [ 0,1 ] -11,39 | -1433 | -14,69 | -14,76 | -14,82
0,2 | -11,05 | -14,35 | -14,70 | -14,79 | -14,82
3101 -845 =720 | 703 | 699 | -6,98
02| -842 | -7,19 | -703 | -6,99 | -6,98
4 (0,1 -12,66 | -11,58 | -11,39 | -11,34 | -11,32
02 [ -12,69 | -11,58 | -11,39 | -11,34 | -11,32
5101 -866 | 447 | -394 | -3,80 | -3.76
0,2 | -8,55 445 | -393 | -3,80 | -3,76
610,17 -1025 | 436 | -364 | -3,46 | -3,40
02 -9.89 | -4,31 3,63 | -346 | -3,40




TABELA 7.2 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT | wa RECIPROCIDADE DUAL
h=[0cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
ULO1 | -13,16 | 27,69 | -30,39 | -31,10 | 31,37
0,21 -13,45 | -27,76 | -30,41 | -31,11 -31,37
210,11 -1133 } -1538 | -15,86 -15,98 | -16,02
02 -11,46 | -1540 | -15,86 | -15,98 -16,02
3101 -8,56 -7,68 -7,58 | -7,55 -7,54
021 -855 [ -768 | -758 | -755 | -7,54
4 10,1 [ -1246 | -1248 | -12,31 | -12,26 | -12,25
0,2 | -12,52 } -1249 | -12,32 | -12,26 -12,25
5101 -8,69 -4,76 -4.24 -4,11 -4,06
0,2 -8,59 -4,75 -4,23 -4,10 -4.06
610,11 -1032 -4,61 -3,91 -3,73 -3,67
0,2 -997 -4.56 -3,89 -3,73 -3,67

TABELA 7.3 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT | wa FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cm| h=30cm | h=40cm | h=50cm
I 10,17 -10,56 | -26,71 | -28,86 | -29.41 { -29.60
0,2 | -10,93 -26,77 | -28,88 | -29.41 -29,60
2101} -11,37 | -1456 | -1496 | -15,06 -15,09
0,2 -11,48 | -14,58 | -14,96 | -15,06 | -15,09
3100  -844 [ 731 [ 716 | 712 | -7.11
021 -842 -7.30 -7,16 -7,12 -7.11
4 10,1 -12,68 | -11,76 -11,59 | -11,55 | -11,53
0,2 | -12,71 -11,76 | -11,59 | -11,55 | -11,53
5101 -8,69 -4.53 -4.00 -3,87 -3,83
02| -858 | -451 | 400 | 387 | 3.8
6 10,11 -10,28 -4 41 -3,70 -3,52 -3,46
021 -992 -4.36 -3,69 -3,52 -3,46
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Nas tabelas 7.1, 7.2 e 7.3, pode-se¢ observar que as tensdes no solo,
para as relagdes wa=0,1 e w/a=0,2, sio praticamente iguais a partir de
h=20cm.

Na figura 7.2, s3o mostradas as reacdes do solo ao longo das retas
17-4, 16-7 e 15-11, da figura 6.18, para a placa com carga centrada e
altura h=50 cm. Estas reagdes do solo, sio comparadas utilizando-se as
trés formulagoes, isto €, células internas, o processo da reciprocidade dual
¢ a formulagio alternativa, indicadas por CEL., R.D. e IA.,

respectivamente.

RETAS 174; 16-7 € 15-11 [cm]

o 3
e

REAGAO DO SOLO[N/iem 3
8
i

FIGURA 7.2 - Reagdo do solo para carga centrada

7.8.1.2 Exemplo 2: Placa com carga excéntrica

Neste exemplo, a relagio w/a=0,2, e como se mostra na figura 6.20,

a carga vertical de 400 kN, ¢ excéntrica.
Nas tabelas 7.4, 7.5 e 7.6 sio apresentados os resultados obtidos

pelas trés formulagdes, para excentricidades de ex=30cm e e,=50cm.
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TABELA 7.4 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

e, | PT CELULAS
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
L | 2476 | -42,17 | -44,45 | 4502 | -45.22
2 {2328 | <2425 | -2433 | -2435 | -24.36
3 ] -11,51 | -10,00 { -9,82 -9.77 975
4 1-2394 | -1949 | -18,87 { -18,71 | -18,65
5 1-11,79 | -6.19 | -5.51 5,34 | 527
6 | -871 414 | 358 | -3,44 | -338
30cm| 9 | -7,51 -429 | -388 | -378 | -3,74
10 | -5,08 434 | -424 | 421 4,20
12 | -14,09 | -18,54 [ -19,13 | -19,27 | -19,33
13 | -11,03 | -11,28 | -1130 | -11,30 | -11.30
14 | -6,93 9,77 | -10.15 | -1025 | -10,28
1S | -0,55 | -10,97 | -12,43 | -12,80 [ -12,93
16 | -344 | -508 | -526 | -530 | -532
17 | -5,16 428 | 4,10 | -405 | -4,03
18 | -538 2,73 | 236 [ 227 | 224
1 | -3555 | -53,02 | -55,25 | -55,81 | -56,01
2 | -33,49 | -31,23 | -30,87 | -30,78 | -30,74
3 | -13,17 | -11,82 | -11,65 | -11,61 | -11,60
4 | -34,05 | -25,18 | -23,98 | 23,68 | -23,57
5 | -1324 {1 -7,26 | 6,53 | 635 | -6,28
6 | -7,13 3,92 | -351 | -3.41 -3.37
50cm| 9 | -589 | -404 | -3.81 3,75 | -3,73
10 | -289 | -244 | 237 | 236 | -2,35
12 [ -14,17 | -21,05 | -21,99 | -2223 [ -22.31
13 [ -824 [ -1077 ] -11,14 | 11,23 | -11,26
14 | -328 -6,59 | -7,07 | -720 | -7.25
15 | +510 | -099 | -1,88 | -2,11 22,19
16 | +039 | +0.83 | +0,95 | 10,98 | 0,99
17 | -1,62 | +032 [ +0.68 | 0,78 | +0,81
18 | 3,52 | -1,61 -1,33 | <125 | 1,23
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TABELA 7.5 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em?]
ex | PT RECIPROCIDADE DUAL
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
| -35,16 -44 .81 47,07 | -47,67 | -47,89
2 ] 21,90 | 2532 | 2563 | 25,70 | -25.73
3 [ -1L70 | -10,54 | -10,41 | -10,38 -10,37
4 | -21,48 | 2026 | -19.85 | -19.74 | -19.70
51-11,62 -6,48 -5,83 -5.,66 -5,60
6 -8,81 -4,40 -3,85 -3,71 -3,66
30cmj 9 -7,59 -4,59 -4.19 -4,08 -4,05
10 -5,21 -4,79 -4.73 -4,72 -4,71
12} -12,42 -19.51 -20,33 | -20,53 | -20,60
13 | -11,15 | =1220 [ 1222 [ -12,22 | -i2.22
14 -9,04 -10,94 | -11,29 | -11,37 | -11,41
I5 +5,76 -11,25 1 -13,91] -14,62 | -14,88
16 | 462 | 6,12 | 629 | -634 | -6.35
17 | 7,28 | -535 | -497 | 487 | -4.83
18 -5,67 -3,03 -2,65 -2,55 -2,51
[ | -51,44 | -56.47 | 58,26 | -58,75 | -58.93
2 ;-31,18 | -32,33 | -32,26 | -32,24 | -32,23
3 |-1345 | -12,40 | <1228 | -12,26 | -12.25
4 | -30,02 -25,86 | -25,00 | -24,77 | -24,69
51 -12,95 -7,55 -6,86 -6,69 -6,63
6 | 727 | -4,18 | 378 | 3,68 | 3.65
50¢ 9 1 -6,05 -4.34 4,11 -4.05 -4,03
10 | 3,05 | 287 | 284 | 2,83 | -2.83
12 ] -11,61 -21,99 | -2322 | -23,53 -23,64
13 -8,88 -11,73 1 -1207 | -12,16 -12,19
14 -7,20 -7,85 -8,20 -8,29 -8,32
15 1 +17,94 -0,49 -3,01 -3,66 -3,90
16 | -1,55 -0,22 -0,00 +0,05 +0,08
17 -5,30 -0,85 -0,16 +0,02 +0,09
18 -4,01 -1,93 -1,60 -1,52 -1,49
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TABELA 7.6 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cn?]
ex |PT FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
1 | -2486 | -4295 | -45,28 | -4586 | -46,07
2 | -2329 | -2464 | -24,77 | -24,80 | -24.81
3 1-11,54 | <1016 | -999 | -995 | -9,93
4 1-23,95 | -19,78 | -19.20 | -19,05 | -19,00
5

6

181 | -627 | 560 | -543 | -5.37
8,74 | 420 | 3,64 | 3,50 | 345
30ecm| 9 | -7,53 | 435 | 3,95 | 385 | -38I
10 | 508 | -441 | 431 | 429 | -4.28
12 [ -14,14 | -18,86 | -1948 | -19,63 | -19,69
13 [-11,06 [ -1146 | -11,50 | -11,51 | -11,51
14 | -688 | -992 | -10,33 | -1043 | -10.47
15 [ 023 | -in,14 | -12,65 | -13,03 | -13,17
16 | -3.40 | 5,16 | -535 | -5.40 | -5.42
17 | 5,19 | 436 | 417 | 412 | -a11
18 | =541 | 2,76 | 2,40 | 231 | 228
| [-3592 | -54,01 | -56,29 | -56,85 | -57.06
2 |-33,59 | 31,73 | -31,42 | 31,34 | 31,31
3 |-1323 [ -12,01 | -11,86 | -11,82 | -11,81
4 | 3410 | 25,54 | 2439 | 24,10 | -24.00
5
6

-13,27 -7,36 -6,64 -6,46 -6,40
-7,17 -3,97 -3,57 -3,47 -3,43
50cm| 9 -5,93 -4,10 -3,87 -3,82 -3,80
10 -2,89 -2,48 -2,42 -2,40 -2.39
12 | -14,31 21,44 | 222,40 | 22,64 | -22,73
13 -8,31 -1095 | -11,34 | -11,44 | -11,47
14 -3,22 -6,68 -7,20 -7,33 -7,38
15 | +5,48 -0,96 -1,90 -2,15 -2,23
16 | +0,44 +0,84 +0,97 +1,00 | +1,01
17 -1,65 +0,32 +0,69 +0,79 +0,83
18 -3,55 -1,63 -1,35 -1,28 -1,25

Nas figuras 7.3 e 7.4, so apresentadas as reagdes do solo, para a
carga com excentricidades de e=30cm e e,=50cm, respectivamente.
Sendo a altura da placa 50cm e a relagdo u/a=0,2.



RETAS 17-4; 16-7 e 15-11 [cm]
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FIGURA 7.3 - Reacdo do solo para carga com e,=30cm

RETAS 17-4; 16-7 e 15-11 [em]
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FIGURA 7.4 - Reacdo do solo para carga com e,=50cm
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Os resultados das reagdes do solo obtidas pelas trés formulagdes,
para uma placa submetida a uma carga vertical de 400 kN com duas

excentricidades e,=e,=50cm (Figura 6.22), sio apresentados nas tabelas
71.7,78e7.9.

TABELA 7.7 - Reagdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em’]
PT CELULAS
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
| | -83,53 | -84,66 | -83,75 | -83,46 | -83.35
2 | -44,03 | -39,60 | -38,71 | -38,46 | -38,37
3 | -2042 | -16,98 [ -16,45 | -16,31 | -16,26
4 | -24,92 | -2371 | 23,53 | -23,49 | 23,47
S | -874 | -6,59 | -633 | 626 | -6.24
6 | -517 | 362 | -342 | 337 | -3,35
7 | -1548 | 21,54 | -22,64 | -22,93 | -23.03
8 | -526 [ 654 | -68 | 69 | -6,93
O | 209 | -1,35 | -124 | -121 | -1,20
10 | +0,18 | +1,79 +2,13 +2,22 +2,25
1] -7,78 | -2456 | -27,73 | -28,58 | -28,90
12 ] +0,27 | 499 | -6,03 | -631 | -6,42
13 [ +0,79 [ +0,84 | +0.86 | +0,87 | +0,87
14 | +3,84 | +7,39 | +820 | 1843 | 4851
15 [ +13,27 | 421,80 | 123,79 | +24,35 +24,55




215

TABELA 7.8 - Reagdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em'’]
PT RECIPROCIDADE DUAL
h=10cm | h=20¢m | h=30cm | h=40cm [ h=50cm
I [-116,25| -90,17 | -87,74 | -87,11 | -86,88
2 ) -39,14 | -40,64 | -40,18 | -40,04 -40,00
3 12095 | -17,67 | -17,17 | -17,05 | -1 7,00
4 | 21,02 | -24,46 | -2457 | -24,60 -24,60
5 -8,56 -6,89 -6,66 -6,60 -6,58
6 -5,41 -3,90 -3,69 -3,64 -3,62
7 -16,70 | -22.86 | -23,99 -24,29 1 -24 40
8 -5,65 -7,07 -7,38 -7,46 -7,49
9 -2,81 -1,69 -1,52 -1,48 -1,46
10 | +0,09 +1,43 +1,74 +1,83 +1,86
1] -10,32 | -26,17 | -29.83 | -30,84 | -31,22
12 +1,27 -5,91 -7,05 -7,35 -7,46
13 | -4,81 -0,40 +0,00 | +0,11 +0,14
14 -3,56 16,10 +7,29 +7.60 +7,71
15 | +50,45 | +24.45 | +23.61 +23,49 [ +23,45




216

TABELA 7.9 - Reagdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm’]
PT FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
I | -83,93 | -86,19 | -8535 | -85,07 | -84.96
2 | -4423 ] -40,27 | -39,42 | -39,19 | -39,10
3 1 -20,56 | -1726 | -16,75 | -16,62 | -16,57
4 | -25,02 1 -24,09 | -23,95 | -23,92 | -23.9]
5 8,79 | -6,69 6,44 | -6,37 -6.35
6 522 | -3,68 23,48 | -3.43 3,41
7 [ -1573 | 21,92 | -23,04 | -2334 | 23,45
8 5,36 | -6,65 6,94 | -7,02 -7,05
9 2,10 | -1,37 1,26 | -1,23 -1,22
10 | +0,25 | +1,84 | 12,18 | +227 | +2,30
IT | 9,00 ) -25,12 | -2824 | -29,09 | -29.40
121 +0,15 | -5,09 6,12 | -641 6,51
13 | +0,87 | +0,88 | +0,90 | +0,91 [ +0,91
14 [ +4,20 | +7.61 | +840 | +8,62 | +8,70
15 | +14,54 | +22.38 | +24.32 | +24,86 | +25,06
RETAS 17-4; 16-7 e 15-11 [cm)]
i) 50 10 B0 200
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FIGURA 7.5 - Reagdo do solo para carga com e= e,=50cm
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Considerando-se as retas entre os pontos 17-4, 16-7 e 15-11, da
figura 6.18, sd0 mostradas na figura 7.5, as reagdes do solo para a carga
com duas excentricidades, ex=¢,~50¢m, espessura da placa 50 cm ¢ a
relagdo v/a=0,2.

7.8.1.3 Exemplo 3: Placa com carga excéntrica considerando-se a
nio-linearidade para a reacio do solo

Neste exemplo, foi escolhida a placa cuja carga tem uma
excentricidade e,=50cm, para considerar-se a ndo-linearidade da reagio
do solo, utilizando-se o processo iterativo ja descrito anteriormente. A
maxima tensdo de compressio ¢ limitada em 25 N/cm’.

Os resultados obtidos utilizando-se as trés formulagdes, sdo
apresentadas nas tabelas 7.10, 7.11 e 7.12. Para uma espessura h=50cm
da placa, esses resultados s3o mostrados na figura 7.6.

TABELA 7.10 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade
¢ com limitagdo da tensdo maxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT CELULAS
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h-40cm | h=50cm

1 [ 25,00 | -25,00 | -25,00 | 25,00 | -25.00
2 1-25,00 | -25,00 | 25,00 ] -25,00 | -25,00
3 [-19,10 | -19.71 | -19,86 | -19,88 | -19,89
4 1-2500 | -25,00 | 25,00 | 25,00 | -25,00
5 [-1649 | -11,43 | -10,92 | -10,80 | -10,75
6 | 768 | -a87 | -453 | 444 | 441
9 | 627 | -510 | -494 | 490 | -4.89
10 | -0,11 0,00 | 0,00 | 000 | 0,00
12 |-23,30 | 25,00 | -25,00 | -25,00 | -25.00
13 1 931 | -14,19 | -14,66 | -14,78 | -14,82

14 [ 000 | -1,93 | -1,91 | -1,03 | -1.94
15 | 0,00 0,00 | 0,00 | 000 | 000
16 | 0,00 0,00 [ 0,00 | 0,00 | 0,00
17 | 0,00 0,00 | 0,00 | 000 [ 0,00
18 [ 271 | 000 | 000 [ 000 | 0,00
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TABELA 7.11 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade
e com limitagdo da tensdo maxima de compressdo

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT RECIPROCIDADE DUAL

h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
1 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
2 [ -2500 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
3 [-19,03 | -19,86 | -20,03 | -20,06 | -20,08
4 1-2500 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
5
6

16,16 | -11,48 | -11,00 | -10,88 | -10,84
7,80 | -5,19 | 491 | 483 | -4.80
9 | -637 | -544 | 536 | -5,33 | -532

10 [ 09 | -0,11 | 0,00 | 000 | 000

12 | -22,62 | -25,00 | 25,00 | -25,00 | -25,00

13 | 941 | -15,14 | -15,90 | -16,07 | -16,13

14 | 071 | 418 | -462 | 469 | -4.71

1s | 0,00 0,00 | 000 | 0,00 | 0,00

16 | 0,00 0,00 | 000 [ 0,00 | 0,00

17 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

18 | 264 | -029 | 0,00 | 0,00 | 000




TABELA 7.12 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade
e com limitagdo da tensdo méxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
1 ]-2500 | -25,00 [ -25,00 | -25,00 | -25,00
2 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | 25,00 [ -25,00
3 1 -19,17 | -2045 | -20,69 | -20,75 | -20,77
4 |-25,00 | -25,00 | -25.00 | -25,00 | -25.00
S (-16,57 | -11,83 | -1138 | -1126 | -11,22
6 | -7,72 | -506 | -473 | 465 | -4.62
9 1 631 | -530 | -5,17 | 5,13 | -5.12
10 | -0,10 0,00 0,00 0,00 0,00
12 | -23,31 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
13 1 936 | -14,79 | -1534 | -1548 | -15.53
14 [ 0,00 2,10 | 2,13 | 215 | 2,16
15 1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
16 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
17 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
18 | -2,16 0,00 0,00 0,00 0,00

RETAS 17-4; 16-7 & 15-11 [em]
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FIGURA 7.6 - Reago ndo-linear do solo para carga com e,=50cm
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7.8.2 Placa em uma cavidade do solo (Mindlin)

A seguir, sdo apresentados os mesmos exemplos anteriores, sendo
que desta vez a placa se encontra em uma cavidade do solo, a uma

profundidade de 1m da sua superficie (Figura 7.7). Neste caso, os lados
livres da cavidade, embora ndo estejam em contato com a placa, sdo
também discretizados.
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FIGURA 7.7 - Discretizagdo e forma da cavidade



7.8.2.1 Exemplo 4: Placa com carga centrada

TABELA 7.13 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT| wa CELULAS
h=10cm | h=20cm| h=30cm | h=40cm | h=50cm
1 10,1 -8,93 -1540 | -16,18 | -16,37 | -16,44
0,21 -9,13 -15,43 | -10,19 | -16,37 { -16,44
2101 -9,64 -12,40 [ -12,72 | -12,80 | -12,83
021 -9,75 -12,42 1 -13,73 | -12,80 | -12,83
31011 942 -9.17 9,14 -9,13 -9,13
02] 943 [ 917 | 914 [ 9,13 | 9.13
4 [6,1f -11,26 | -10,90 | -10,84 | -10,83 | -10,82
02| -11,28 | -10,90 | -10,84 | -10,83 | -10,82
510,11 -10,05 -7,32 -7,00 -6,92 -6,89
0,2 | -9,97 -7,30 -6,99 -6,92 -6,89
6| 0,1 ] -11,61 -6,81 -6,27 -6,14 -6,09
0,2 { -11,25 -6,76 -6,25 -6,13 -6,08

TABELA 7.14 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT | v/a RECIPROCIDADE DUAL
h=10cm | h=20cm| h=30cm | h=40cm | h=50cm
10,1} -10,37 | -1588 | -16,63 | -16,82 | -16,89
0,2 | -10,54 | -1591 | -16,64 | -16,83 | -16,89
2101 -9,69 -12,71 | -13,06 | -13,15 | -13,18
0,2 -9.80 -12,73 | -13,07 | -13,15 | -13,18
3101 -955 -9.40 -9.39 -9.38 -9.38
0,2 -9,56 -9,40 -9.39 -9.38 -9,38
4 10,1 ] -11,07 | -11,16 | -11,13 1,12 | -11,12
02 | -11,10 | -11,16 | -11,13 | -11,12 | -11,12
5 10,1} -10,08 -7,49 -7,18 -7,11 -7,08
0,2 | -10,00 | -7.48 -7,18 -7,10 -7,08
6 10,1| -11,66 -6,96 -6,43 -6,30 -6,25
0,2 § -11,30 -6,91 -6,42 -6,29 -6,25
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TABELA 7.15 - Reagdes do solo para carga centrada

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/ecm?]
PT | wa FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cmj h=30cm | h=40cm | h=50cm
P 1O ] -897 | -1547 | -1624 | -16,43 | -16,50
021 9,17 [ -1550 | -1625 | -1644 | -16,50
20011 -968 | -1245 [ -12,77 | -12,85 | -12.88
0,21 -979 | -1247 1 -12,78 | -12.85 | -12,88
3001 946 | 921 | 918 | 917 | -9.17
021 947 | 921 | 918 | 9,17 | 9,17
4101 -11,31 | -10,94 | -1089 | -10,87 | -10,87
0,2 -11,33 | -10,94 [ -10,89 | -10,87 | -10,87
5101 ] -10,09 | -734 | -7,03 | 695 | -6,92
02 ] -10,01 | -733 | -702 | -6,95 | -6,92
6 01| -11,65 [ 6,83 | -629 | -6,16 | -6,11
02 ] -11,29 | -6,79 | -628 | -6,15 | -6,11
RETAS 17-4; 16-7 € 15-11 [cm)]
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FIGURA 7.8 - Reagdo do solo para carga centrada



7.8.2.2 Exemplo 5: Placa com carga excéntrica
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TABELA 7.16 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
ex |PT CELULAS
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm
1 | -18,68 | -25,82 | -26,65 | -26,86 | -26,93
2 1 -19,83 | 21,75 | -21,96 | -22,01 | -22,03
3 | -13,85 | -13,40 | -13,35 | -13,34 | -13,34
4 | -22,01 -19.34 | -19,01 | -18,92 | -18,89
s | -15,19 | -11,10 | -10,64 | -10,53 | -10,49
6 | -10,12 | -6,61 -6,21 6,11 -6,07
30cm| 9 -8,97 -7,16 -6,95 -6,90 -6,88
10 -5,00 -4.93 -4.92 -4.92 -4.92
12 | -14,09 | -17,58 | -17,99 | -18,09 | -18,13
13 -9.93 -10,69 | -10,78 | -10,80 | -10,81
14 | 470 | -7,13 | -742 | -7,49 | -71,52
15 | -1,24 -5,30 -5,79 -5,92 -5,96
16 -2,14 -3,46 -3,61 -3,64 -3,66
17 -3,60 -2,93 -2,82 -2,79 -2,78
18 | -528 -3,58 3,37 -3,32 -3,30
1 1-2596 | -32,87 | -33,66 | -33,86 | -33,93
2 1 -28,13 2821 | -28,18 | -28,17 | -28,17
3 1-16,57 | -16,20 | -16,15 | -16,14 | -16,14
4 1-31,03 | 2523 | -24,53 | -2435 | -24,29
5 | -1823 | -13,58 { -13,06 }{ -1292 | -12,88
6 | -865 | -641 | -6,15 | -6,08 | -6,06
socm| 9 | -744 | -693 | -6,88 | -6,87 | -686
10 | -2.15 2,12 2,12 -2,11 2,11
12 | -16224 | -2090 | -21,46 | -21,60 | -21,65
13 | -7,74 | -10,33 | -10,67 | -10,75 | -10,78
14 -1,13 -3,55 -3,87 -3,95 -3,98
15 | +3,38 +1,36 | +1,10 +1,04 +1,02
16 | +1,96 +2,35 +2.,42 +2,44 +2,45
17 | +0,34 | +220 | +2,47 | +2,53 | +2,56
18 | 257 | -1,16 | -0,97 | -0,93 | -0,91
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TABELA 7.17 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
ex + PT RECIPROCIDADE DUAL
h=10cm | h=20cm | h=30cm [ h=40cm [ h=50cm

I [-21,06 | -26,27 | -26,96 | -27,13 | -27.19

2 | -1946 | -21,86 | -22,11 | -22,18 | -22,20
3 ] -13,90 | -13,55 [ -13,52 | -13,51 | -13,51
4 | 2117 | -1937 | -19,12 | -19,05 | -19,03
5 | -15,09 | -11,20 | -10,75 | -10,64 | -10,60
6 | -10,18 -6,76 -6,37 -6,27 -6,24
30cml 9 | 902 | -733 | -7,13 | -7,09 | -7.07
10 -5,22 -5,26 -5,25 -5,25 -5,25
12 |-13,76 | -17,75 | -1822 | -18,33 | -18.38
13 -9,85 -1095 | -11,07 | -11,09 | -11,11
14 | -526 -7,59 -7,88 -7,95 -7,98
15 -1,53 -5,80 -6,40 -6,55 -6,61
16 | -2,53 -3,98 -4.14 -4,17 -4,19
17 -4,02 -3,41 -3,28 -3,25 -3,24
18 -5,44 -3,83 -3,63 -3,58 -3,56
I [-29,02 | -33,31 { -33,87 | -34,01 | -34,07
2 | -2748 | -28,18 | -2821 | -28,22 | -2822
3 | -16,61 | -16,30 | -16,27 | -16,26 { -16,25
4 | -29,75 -25,12 | -24,52 | -24,37 | -24,32
5 | -18,07 | -13,63 | -13,12 | -12,99 | -12,95
6 | -8,74 -6,56 -6,31 -6,25 -6,23
50¢ 9 | -7,54 -7.11 -7,07 -7,06 -7,05
10 | -2,43 -2,49 -2,50 -2,50 -2,50
12 | -15,74 | -20,98 | -21,61 | -21,77 | -21,83
13 -7,84 -10,60 | -10,96 | -11,05 | -11,08
14 -2,15 -4,12 -4,41 -4,48 -4.50
I5 | +4,00 +(),84 +0,39 +0,28 +0,24
16 | +1,41 +1,70 +1,77 | +1,79 | +1,80
17 -0,45 +1,57 +1,89 +1,97 +2,00
18 | -281 -1,47 -1,28 -1,23 -1,22
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TABELA 7.18 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
e, |PT FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm | h=50cm

| | -18,60 | -25,85 [ -26,69 [ -26,80 | -26,97
2 1-1982 | 2177 | 21,98 | -22,03 | -22,05
3 | -13,86 | -1343 | -13,38 | -13,37 | -13,36
4 1-22,01 | -1936 | -19,03 { -18,95 | -18,92
5 1-1520 | -11,12 | -10,66 | -10,54 | -10,50
6 [-10,15 | 663 | -623 | -6,13 | -6,10
30cm| 9 | -899 | -7,i8 | 698 | -693 | -6.91
10 | -505 | -498 | -497 | -497 | -497
12 ] -14,09 | -17,61 | -18,03 | -18,13 | -18.17
13 | 997 | -10,73 | -10,82 | -10,84 | -10,85
14 | 475 | 719 | 748 | -7.56 | -7.58
15 | -1,31 | -538 | -588 | -6,01 | -6,05
16 | -2,21 3,53 | -368 | 3,72 | 3,73
17 1 367 [ 299 | 288 | 2,86 | -2.85
18 | -532 | 362 | -341 | 336 | 334
| ]-2592 | -32,89 | -33,68 | -33,88 | -33,95
2 | -28,12 | -2821 | -2819 | 28,18 | -28,18
3 [-16,58 | -16,21 | -16,17 | -16,16 | -16,16
4 [ -31,03 | 2524 | 2454 | -2436 | -24.30
5 1-1824 | -13,60 | -13,07 | -12,94 | -12.89
6 | 868 | -643 | 6,17 | -6,11 | -6,08
S0cm| 9 | -746 | 696 | 691 | -690 | -6,89
10 | 220 | 218 | 217 | 2,17 | 217
12 [ -16,23 | -20,92 | 21,49 | -21,63 | -21,68
13 } -7,77 | -1037 | -i0,71 | -10,80 | -10,83
14 | -1,19 | 363 | -394 | -402 | 4,05
15 | +3,30 +1,26 +1,00 +0,93 +0,91
16 | +1.89 | +227 | +233 | +2.35 | +2.36
17 | +0,27 | +2,12 | +239 | +2.46 | +2,49
18 | -2,61 -1,20 | -1,02 ] 0,97 | -0,95
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FIGURA 7.9 - Reagdo do solo para carga com e,=30cm
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FIGURA 7.10 - Reagéo do solo para carga com e,=50cm
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TABELA 7.19 - Reagdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/ecm?]
PT CELULAS
h=10cm | h=20c¢m { h=30cm | h=40cm | h=50cm
I -55,37 | -52,49 | 51,84 { -51,66 | -51,60
2 1 4161 | -3790 | -3731 | -37,15 | -37,09
3 | -26,84 | -23,77 | -23,35 | -23,24 | -23,20
4 | 24,12 | -2422 | -2423 | -24,23 | -24,23
5 ] 213,97 | -12,99 | -12.88 | -12,85 | -12,84
6 -6,93 -6,16 -6,07 -6,05 -6,04
7 ] -12,89 | -18,19 { -18,97 | -19,17 | -19,24
8 -6,62 -8,66 -8,97 -9,06 -9,09
9 -1,19 -0,93 -0,90 -0,89 -0,88
10 | +2,59 | +4,48 +4,78 +4,86 +4,89
i1 -6,70 -14,71 -15,94 | -16,26 | -16,37
12 -1,17 -5.,41 -6,08 -6,25 -6,31
13 | 42,43 | +259 | +2,60 +2,61 +2,61
14 | +6,89 | +1048 | +11,07 | +11,23 | +11,28
15 | +11,30 | +17,14 | +18,10 | +18,35 | +18,44
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TABELA 7.20 - Reag¢des do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]

PT RECIPROCIDADE DUAL

h=10cm | h=20cm | h=30c¢cm | h=40cm | h=50cm
] -60,02 | -52,88 | -51,80 | -51,52 | -51,41
2 40,42 | -37,66 | -37,15 | -37,02 | -36,97
3 226,78 | -23,75 § -23,32 | -23,22 | -23,18
4 -23.00 | 24,13 | -24,23 | 24,25 | -24,26
5 -13,90 | -13,04 | -12,94 | -12,92 | -12,91
6 -7,08 -6,32 -6,24 -6,21 -6,21
7 | -13,14 | -1842 | -1920 | -19,40 | -19,47
8 -6,89 -8,90 -9,22 -9.31 -9,34
9 -1,55 -1,24 -1,20 -1,19 -1,19
10 | +2,21 +3,97 +4.26 +4,34 +4,37
11 -8.35 | -1522 | -16,41 | -16,72 | -16,83
12 -1,18 -5,84 -6,54 -6,72 -6,79
13 +1,10 +1,93 +2,02 +2,04 +2,05
14 | +5,14 { +9,57 | +10,22 | +10,39 | +10,45
15 | +15,52 | 16,59 | +17,14 | +17,29 | +17,35
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TABELA 7.21 - Reagdes do solo para carga com duas excentricidades

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/em’]
PT FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cm { h=30cm | h=40cm | h=50cm

I | -5502 [ -52,46 | -51.83 | -51.66 | -51.59

2 | 41,43 | -37,89 | -37.30 | -37,15 | 37,09

3 1-26,79 | -23,78 | 2335 | 2325 | -23.21

4 ) 24,10 [ 2423 | 2424 | 2424 | 2424

5 -13,97 [ -13,00 | -12,89 | -12.86 -12,85

6 | 696 | -6,19 | 6,09 | -607 | -6,06

7 -12,99 | -1821 | -18,99 | -19,19 -19.26

8 | -6,67 | -868 [ 900 [ 908 | -9.11

9 -1,21 -0,96 -0,93 -0,92 -0,92

10 | +2,54 | +4,41 | +472 | 14,80 | +4.83

1] -698 | -14,77 | -1599 | -16,30 | -16,42

12 -1,24 -5,45 -6,12 -6,30 -6,36

13 +2,43 +2,53 +2,55 +2,55 +2.55

14 | +6,87 | +10,40 | +10,98 [ «11,13 | +11,19

15 | +11,19 | +17,00 | +17,97 | +18,22 +18,31

RETAS 17-4; 16-7 e 15-11 [em]
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FIGURA 7.11 - Reagao do solo para carga com e,= e,=50cm



7.8.2.3 Exemplo 6: Placa com carga excéntrica considerando-se a

nao-linearidade para a reacio do solo
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TABELA 7.22 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

e com limitagdo da tensdo maxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm2]
PT CELULAS
h=10cm | h=20cm | h=30c¢m | h=40cm | h=50cm
I ]-2500 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
2 [-2500 | -25,00 | -25,00 -25,00 | -25,00
3 1-18,99 | -18,79 | -18,76 | -18,76 | -18,76
4 [ -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00 | -25,00
5 1-20,39 | -1575 [ -1525 | -15,127 | 15,08
6 | 88 | -658 | -632 | 625 | 623
91 -753 | -713 [ -708 | -706 | -7.06
10 -0,20 -0,09 -0,03 -0,02 -0,01
12 | -19,00 | -24,22 | -24,80 | -24,95 | -25,00
13 [ -7.72 | -10,66 | -10,98 | -11,06 | -11,09
14 | 000 | -1,05 | -128 | -1,34 | -1,36
15 [ 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
16 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
17 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
18 | -1.00 | 0,00 0,00 0,00 0,00
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TABELA 7.23 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade

e com limitagdo da tensdo maxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT RECIPROCIDADE DUAL
h=10cm | h=20c¢m | h=30cm | h=40cm | h=50cm
I [-25,00 | -25,00 1 -2500 | -25,00 | -25,00
2 [ -25,00 | -25,00 | -25,00 [ -25,00 | -25,00
3 [-18,68 | -1839 | -1834 | -18,33 | -18.33
4 ] -2500 | -25,00 | -2500 | -25,00 [ -25,00
5 1-19.88 | -1537 | -14,85 | -14,73 | -14,69
6 | -895 | 6,73 | -647 | -625 | -6,38
O [ -7,71 | -7,29 | -724 | 723 | -7,22
10 | -1,11 | -0,94 [ -090 | -0,89 | -0.,88
12 | -18,45 | -23,70 | -2428 | 24,43 | 24,48
13 ] -7.96 | -1087 | -11,23 | -11,32 | -11,35
14 ] 0,11 | 2,16 | -242 | 247 | -2.49
15 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
16 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
17 1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
18 | -1,70 | -0,10 | 0,00 0,00 0,00
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TABELA 7.24 - Reagdes do solo para carga com uma excentricidade
e com limitacdo da tensdo maxima de compressio

VALORES DA REACAO DO SOLO [N/cm?]
PT FORMULACAO ALTERNATIVA
h=10cm | h=20cm | h=30cm | h=40cm { h=50cm
1 ]-2500 | -25,00 | -25,00 { -25,00 | -25,00
2 | -25,00 | -25.00 I -2500 | -25,00 | -25,00
3 1-1893 [ -18,73 [ -18,70 | -18,70 | -18,70
4 | -2500 | -25,00 | -25.00 | -25,00 | -25,00
5

6

-20,33 | -15,70 | -15,19 | -15,07 | -15,03
-8,82 -6,58 -6,31 -6,25 -6,22
9§ -7,53 -7,13 -7,07 -7,06 -7,05

10 | -0,25 -0,16 -0,08 -0,06 -0,06

12 | -18,93 | -24,13 | -24,72 | -24,.86 | -24,92

13 | -7,73 -10,66 | -10,97 | -11,05 | -11,08

14 0,00 -1,14 -1,35 -1,40 -1,42

15 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

16 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

17 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

18 | -1,04 0,00 0,00 0,00 0,00

RETAS 17-4; 16-7 e 15-11 [cm)]

[Nfem 3]

REAGAO DO SOLO
=
1

FIGURA 7.12 - Reagdo ndo linear do solo para carga com e,=50cm
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Nos graficos apresentados para placas de 50c¢m de espessura, pode-
se observar que a distribui¢do das reagdes do solo de uma placa situada

na superficie do solo, apresenta curvaturas mais proeminentes em relagio
a uma placa situada no interior do mesmo.



CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal deste trabalho foi apresentar formulacdes
alternativas do Método dos Elementos de Contorno - MEC, para o estudo
de interagdo de placas com o meio continuo.

A formulag@o para a andlise das placas, foi feita a partir da teoria
de KIRCHHOFF (1850). Na montagem do sistema de equagdes
algébricas, foram utilizadas apenas equagdes integrais de deslocamento
transversal, aplicadas no contorno e fora do dominio da placa. Os termos
relacionados com os cantos, considerados varidveis, tornaram a
formulagdo mais geral, possibilitando a analise de placas submetidas a
diversos tipos de carregamentos e condicdes de contorno. As
descontinuidades das varidveis principais, em pontos especiais do
contorno, foram introduzidas para evitarem-se singularidades, através do
uso adequado de fun¢des aproximadoras lineares descontinuas.

A utilizagdo das solugdes fundamentais de Boussinesq-Cerruti e
Mindlin, na analise de solidos tridimensionais de dominio semi-infinito,
pelo Método dos Elementos de Contorno, torna-se adequada, uma vez
que a discretizagdo da superficie livre ndo carregada pode ser dispensada,
possibilitando maior eficiéncia a0 método, especialmente em problemas
de interagdo solo-estrutura e aqueles que envolvem escavagdes no interior
ou na superficie do solo.

Na aproxima¢do das varidveis do contorno do sélido
tridimensional, foram utilizados elementos triangulares lineares continuos,
com a implementagio da técnica do elemento de coloca¢do ndo nodal
(FERREIRA, 1990), para o tratamento das descontinuidades das forcas
de superficie, na qual os pontos de colocagfio deslocam-se para dentro do
elemento, enquanto que os nos funcionais permanecem nos vértices do
elemento. Esta técnica mostra nitida vantagem sobre a técnica do né
multiplo e também em relagio a utilizagdio de elementos lineares
descontinuos, quando descja-se fazer a interacio com uma estrutura,
como por exemplo a placa, a qual pode estar formulada inclusive pelo
Método dos Elementos Finitos.
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As integrais singulares, expressas em coordenadas cartesianas,
foram transformadas em coordenadas cilindricas (r,8,z), e em seguida
integradas analiticamente em r. A integral em 6 remanescente, ¢&

transformada em integrais sobre os trés lados do elemento, as quais sio
calculadas numericamente pelo processo de Gauss.

No cilculo das integrais ndo singulares, embora existirem outros
procedimentos (TELLES, 1986 e 1987), optou-se pela divisio do
elemento em subelementos, 0s quais sio determinados em fungdo da
distancia entre o ponto fonte ¢ o centroide do elemento, ¢ integrados
utilizando-se sete pontos de Hammer.

Os procedimentos adotados no calculo das integrais singulares e
ndo singulares, provaram ser eficientes através das aplicacdes
apresentadas, cujos resultados sio bastante satisfatorios.

A analise de placas apoiadas sobre o solo, segundo o modelo
simplificado de WINKLER (1867), ¢ feita através do acréscimo de uma
integral de dominio, que representa a reagdo do solo, nmas equacdes
integrais usuais de placas. Essa integral de dominio, ¢ tratada utilizando-
se células internas, o processo da reciprocidade dual e uma formulagdo
alternativa. Com o objetivo de comparar estas trés formulagdes, utilizou-
se pontos base idénticos aos pontos duais, localizados no contorno e
dominio da placa, e coincidentes com os vértices das células. Nestas
condigdes pode-se observar que os resultados obtidos utilizando-se
células internas e a formulagdo alternativa, sio praticamente iguais em
todos os casos, com uma diferenga em torno de 0,5 %, em relacdo aos
resultados obtidos utilizando-se o processo da reciprocidade dual,
especialmente quando a rigidez da placa tende a aumentar. Para
espessuras da placa menores que 30cm essa diferenca aumenta
consideravemente,

O processo da integragdo sobre células internas, proporciona uma
Otima aproximagdo das integrais de dominio, embora se afaste de uma das
caracteristicas basicas do Método dos Elementos de Contorno, devido a
que a discretizagdo do dominio € inevitavel.

Os resultados obtidos pelo processo da reciprocidade dual, ndo
deixam de ser satisfatorios, mesmo utilizando-se uma fun¢do linear
flm,p), ndo muito apropriada para aproximar-se o deslocamento
transversal w, no dominio, o que dificulta a definicio de superficies
resultantes suaves. A utilizagdo de mais pontos duais no dominio da
placa, assim como a adogdo de uma fungdo f{m,p) mais adequada para o
problema, poderdo melhorar os resultados.

A formulagdo alternativa, mostra-se mais eficiente que as
anteriores, uma vez que pode dispensar a discretizacdo interna, isto &, a
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aproximagdo com pontos base tomados apenas no contorno da placa
(TEJERINA CALDERON, 1992), oferecem praticamente 0$ mesmos
resultados que se obtiveram utilizando-se pontos base no dominio e no
contorno da placa. A transformagdo de integrais de dominio em integrais
de contorno, podem evitar, quando é possivel, a discretizaco interna, e
dar uma simplicidade maior 4 formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno. Testes bastante detalhados foram realizados (CODA, 1990),
levando a conclusdo que a aproximagio proposta para aproximar a
densidade da integral de dominio, no item 6.5 do capitulo VI, pode ser
também utilizada em outros tipos de problemas onde aparecem integrais
de dominio com densidade desconhecida.

Pela teoria de Winkler, as rea¢des do solo obtidas pelas trés
formulagoes, apresentam uma distribuigio linear a medida que aumenta a
rigidez da placa, obedecendo a proporcionalidade em relacio aos seus
respectivos deslocamentos transversais. Deve-se considerar também que
as caracteristicas fisicas do solo ficam representadas apenas por uma
constante, o coeficiente de recalque K.

Na analise de solidos tridimensionais de dominio semi-infinito,
como o solo, pode-se observar que a distribuicdo de pressdes em seu
dominio, devida as forcas aplicadas na sua superficie ou no seu interior,
sdo calculadas admitindo-se que o elemento estrutural que transmite essas
forgas, seja suficientemente flexivel para ndo influir na distribuicdo das
pressGes de contato. Mas, na pratica, é necessdria a presenca de um
elemento dotado de uma determinada rigidez (placa ou sapata, por
exemplo), para transmitir ao solo os diversos tipos de solicitagdes que
vém da estrutura.

Analisando-se a interagdo da placa com o solo, sendo este
considerado como um sélido tridimensional elastico-linear isotrdpico,
pode-se observar que a distribuigdo das reagdes do solo, dependem tanto
da rigidez e forma geométrica da placa, assim como das carateristicas
fisicas do proprio solo. Considerando-se a placa suficientemente flexivel,
as reagdes do solo (pressdes de contato), tendem a serem uniformes e
proximas as que sdo transmitidas pela placa, os deslocamentos, ao
contrario, ndo sdo uniformes. J4 uma placa dotada de uma certa rigidez,
tende a impor um deslocamento constante em todos os pontos da
superficie de contato, e as rea¢des do solo ndo sdo mais uniformes.

Adotando-se um critério de plastificacio simples e bilinear, as
tensdes de compressdo que excederam a tensdo de compressio limite do
solo e as tensdes de tragdo que surgiram devido ao tipo ¢ intensidade da
carga aplicada, foram tratadas através de um processo iterativo,
considerando-se as situagdes de convergéncia com e sem equilibrio. A
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utilizacdo deste processo, torna a analise da interagdo placa-solo mais
completa, visto que permite a determinacio das tensdes e dos
deslocamentos efetivos na superficie de contato.

Algumas sugestdes para a aplicagdo ou a continuidade do presente
trabalho, sdo dadas a seguir:

A formulagdo alternativa, pode ser extendida para qualquer outra
formulagio que apresente integrais de dominio com densidade

desconhecida.

Podem ser implementados outros tipos de elementos, utilizando-se
aproximagdes de ordem superior, para a placa e o solo.

A associagdo da placa com elementos de viga, formulada segundo a
teoria de Reissner, poderd ser aplicada no estudo de sapatas associadas e
fundagdes em radier.

A determinacao de tensdes e deslocamentos no interior do solo,
formado por varias camadas com propriedades fisicas diferentes e
suscetivels ao adensamento, pode ser feita utilizando-se sub-regides.

A adogdo de um critério de plastificagdo multiaxial para as reagdes
do solo, tornara a formulagdo mais geral possibilitando a sua aplica¢io
em problemas mais complexos, relacionados com escavagdes e
escoramentos.

Uma analise dindmica também poderia ser implementada, para
considerar-se efeitos de cargas dinimicas em estruturas vizinhas.

Estas ¢ outras sugestdes seriam complementadas com a
implementagdo de um pré-processador para facilitar a geracdo, a
visualizacdo e a correcdo dos dados de entrada, e de um pés-processador,
para uma melhor andlise dos resultados.
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