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imperfeicdes iniciais nas extremidades do elemento
curvatura inicial de uma barra com imperfei¢&o inicial
flecha inicial, imperfei¢do inicial

deformacéao virtual de uma fibra

deslocamento lateral de uma coluna ou parametro de
deslocamento

vetor dos deslocamentos nodais virtuais do elemento
trabalho virtual interno de um elemento

trabalho virtual realizado pelas forgcas externas da
estrutura

trabalho virtual realizado pelas forgas internas da
estrutura

vetor das forg¢as residuais

deformacdo ou deformacdo de engenharia; campo de
deformagao

parcela elastica da deformagao total

familia de deformacgdes

parcela residual da deformacao total; deformagéo plastica

deformacéo de engenharia de uma fibra do eixo da barra

valor médio da deformacgéo ¢ do eixo do elemento

familia de taxas de deformagéo
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angulo entre o eixo de referéncia global x e a corda entre
0os nés de extremidade do elemento na configuragéo de
referéncia e na configurac¢ao corrigida, respectivamente
estiramento de uma fibra ou auto valor de uma matriz
parametro de esbeltez

parametro de esbeltez ou estiramento de uma fibra do eixo

de uma barra

coeficiente adimensional, menor ou igual a 1,0,
relacionado a instabilidade global de uma barra

rotacao da segé&o

rotagé@o de corpo rigido

tensdo normal ou tensao de engenharia

tenséo de Cauchy

tenséo de Kirchhoff-Treffz

famitia de tensbes

tensdo de engenharia (nominal)

tens&o limite de proporcionalidade

tensdes residuais

tensdo inicial de escoamento, tens&o de escoamento
familia de taxas de tensionamento

fator de carga

funcdes de interpolagéo para os deslocamentos Gc(x,) e

au(Xr)

derivadas das funcdes de interpolacdo w2'(x,) € ws'(Xr)
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RESUMO

LAVALL, A.C.C. Uma formulagdo consistente para a andlise ndo-linear de
porticos planos de ago considerando imperfeicdes iniciais e tensdes
residuais. S&o Carlos, 1996. 265p. Tese (Doutorado) - Escola de

Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de S&o Paulo.

Neste trabalho desenvolve-se uma formulag&o tedrica consistente
para a analise nao-linear, fisica e geométrica. de porticos planos de acgo,
atraves do Metodo dos Elementos Finitos (MEF), considerando barras com
imperfei¢cdes iniciais e tensdes residuais nas suas se¢des transversais,
visando analisar os critérios de resisténcia adotados para projeto das
colunas de ago, baseados no conceito de resisténcia-ultima, e estudar o
comportamento n&o-linear dos porticos de ago considerando estes dois
fatores. S&o feitas consideragdes qualitativas sobre a influéncia das
imperfeigdes iniciais e das tensdes residuais no calculo da resisténcia das
colunas. e € dada uma vis&o geral sobre a evolugao dos critérios usados na
pratica para dimensionamento das colunas de acgo. Apresenta-se o
desenvolvimento da teoria geral, que leva em conta a presenga das tensdes
residuais auto-equilibradas nas equagdes de equilibrio do elemento. Este
desenvolvimento ¢é feito dentro de uma formulagcéo Lagrangiana utilizando a
técnica corrotacional para a dedugdo consistente da matriz de rigidez
tangente do elemento de portico plano com imperfeicdo inicial. Para
implementacéo desta formulagdo € desenvolvido um programa em
linguagem FORTRAN para micro-computador capaz de fazer a analise n&o-
linear elasto-plastica de porticos plancs, baseado num processo
incremental-iterativo. Utiliza-se o modelo de fatias para avaliar os

coeficientes de rigidez do elemento, modelo este que se mostrou bastante



adequado, permitindo o acompanhamento da plastificacdo ao longo da
altura da secé@o e a consideracdo de qualguer modelo de distribuigdo das
tensées residuais. Finaimente, os exemplos apresentados mostram a
grande potencialidade da formulagdo desenvolvida. S&o analisados varios
casos cujos resultados sdo comparados com os obtidos por outros autores,
demonstrando a precisdo e corregado da teoria proposta. A aplicagao na
analise de porticos de andares multiplos confirma a validade da formulagéo

e demonstra a sua aplicabilidade nos casos praticos.

Palavras-chave: N3o-linearidade em estruturas de ago; Tensbes

residuais: Imperfeigdes iniciais.



ABSTRACT

LAVALL, A.C.C. A consistent formulation for nonlinear analysis of steel plane
frames considering initial imperfections and residual stresses. Sdo Carlos,
1996. 265p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

A consistent finite element formulation to consider material and geometric
nonlinearities of steel plane frames is presented. Residual stresses and
initial imperfections are considered to evaluate steel columns failure criteria
based on the ultimate strength and also to investigate the nonlinear behavior
of steel plane frames. Some qualitative considerations are made on the
initial imperfections and residual stresses influence on the practical steel
columns design. A general theory considering self equilibrated residual
stresses is developed based on the Lagrangian formulation. Corotacional
technique is used to obtain the tangent stiffness matrix of plane frame taking
the initial imperfection into account. A stand alone code has been written in
FORTRAN and implemented on a microcomputer platform to perform
incremental-iterative analysis of nonlinear elastoplastic plane frame
problems. The frame element is made up of layers such that the plastic
region can be readily identified and any kind of residual stresses through the
cross section area can be taken into account in the analysis. Some
examples are presented and their results compared to others in the
literature. The multistory building analyses using the plane frame eiement
presented in this research has shown to be very effective and useful to

practical applications.

Keywords: Nonlinearities on steel structures; Residual stresses; Initial

imperfections



INTRODUGAO

1.1  Consideragoes Iniciais

A publicacéo pela Associagdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT)
da Norma Brasileira para Projeto e Execucdo de Estruturas de Ago de
Edificio (NBR - 8800/86) [13], representou uma notavel mudanga na filosofia
de projeto e dimensionamento das estruturas de ago, pois ela substituiu o
método das tensdes admissiveis, largamente utilizado até entdo, pelo
método dos estados limites que é um método mais racional para

dimensionamento de estruturas.

Esta racionalidade do método dos estados limites e suas muitas
vantagens sobre o método das tensdes admissiveis, como listadas em
SALMON & JOHNSON [111], indicam que a filosofia de projeto do método
das tensGes admissiveis estara ultrapassada em poucos anos. Cabe
observar, contudo, que o conhecimento de ambos o©s métodos pelo
calculista ¢ ainda importante, porque muitas estruturas continuam sendo
projetadas pelo método das tensGes admissiveis e o calculista pode

frequentemente precisar avaliar estruturas do passado.

Dentre os varios temas abordados pela NBR-8800/86. um que chama
especial atencéo do autor devido & sua grande importancia, principalmente
no projeto de estruturas de aco, € o tema relacionado a estabilidade das

barras, o qual & tratado com detalhe principalmente nos capitulos sobre
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compressdo e flexdo. Com reiacdo & flambagem das barras, a NBR-
8800/86, que segue as recomendagdes do Load and Resistance Factor
Design do AISC [7], baseou-se no modelo proposto pela European
Convention for Constructional Steelwork (ECCS) [46, 47. 48] e adotou as

“Curvas Multiplas de Resisténcia”.

A introducdo do conceito de “Curvas Multiplas de Resisténcia’
também  significou uma mudanga de filosofia importante no
dimensionamento das colunas de ago, porgue o conceito baseado no
critério de “Bifurcacdo” foi substituido pelo conceito baseado no critério de

“Resisténcia-Ultima” (problemas de forca x deslocamento).

Os estudos de estabilidade em geral e das colunas em particular s&o
bastante antigos e os resultados dos primeiros trabalhos sobre colunas [44,
45] estdo, provavelmente, entre os mais conhecidos das pesquisas da
engenharia estrutural. Contudo, apesar do fato de que o trabaiho classico
de EULER sobre a estabilidade das colunas elasticas tenha sido
completado em 1744, muita discussao continua a focalizar uma grande
variedade de problemas associados com este elemento estrutural. Sendo
assim, o estudo sobre as colunas, que pode parecer a primeira vista um
problema simples, representa, na realidade, o fundamento de toda a teoria
da estabilidade em estrutura de aco e 0 seu tratamento continua sendo

muito importante.

Comités europeus e americanos para estudos sobre estabilidade de
estruturas, European Convention of Construction Steelworks (ECCS) e
Structural Stability of Research Council (SSRC), respectivamente, tém
realizado pesquisas sobre 0 assunto nas Ultimas décadas e tem fornecido
orientacdes consistentes para projeto e dimensionamento de estruturas de
aco. Estes comités tém hoje o firme conceito de que, no minimo, parametros

como as tensdes residuais existentes nos perfis de aco e as imperfeigoes



iniciais das barras devem ser considerados nos modelos para o calculo da
resisténcia das colunas, consequentemente, a filosofia da Resisténcia-
Ultima das colunas é hoje o conceito mais moderno para a determinagao
das curvas de resisténcia das colunas de ago. Isto demonstra que a NBR-
8800/86 adotou os critérios mais modernos e avangados na concepgao

filosdéfica para projeto, calculo e dimensionamento de estruturas de ago.

Embora a importancia de se considerar a analise da estabilidade no
projeto de estruturas seja reconhecida pela maioria dos calculistas, o
assunto ainda escapa ao dominio de muitos. A razéo disto € que 0 uso da
analise estrutural em teoria de primeira-ordem, no calculo das estruturas, €
ainda a pratica mais comum dos escritorios de caiculo, pois seus conceitos
sdo mais familiares para a maioria dos engenheiros. Entretanto. como e
sabido, ndo se analisa estabilidade em teoria de primeira-ordem. Na
verdade, a analise de estabilidade deve ser feita em teoria de segunda-
ordem, que, fundamentalmente, considera o equilibrio da estrutura na sua
posicdo deslocada sob agdo do carregamento. A analise em teoria de
segunda-ordem €, portanto, mais complicada e sob o ponto de vista
matematico pode-se dizer que as equagdes de equilibrio resultantes sao
equacgbes diferenciais nao lineares, enguanto que na analise em teoria de

primeira-ordem estas equagdes sao diferenciais lineares.

Nas ultimas décadas tém sido significativos os avangos em todas as
areas do conhecimento, em particular na engenharia, resultantes do
desenvolvimento de equipamentos de teste e computacionais, permitindo
melhor entendimento sobre os materiais e seus comportamentos, sobre 0s
elementos estruturais, sobre os sistemas estruturais, sobre solugbes e
técnicas analiticas. sobre a andlise de carregamentos, para citar alguns. Em
resumo, 0 engenheiro estd hoje numa posicdo em que ele pode resolver
varios problemas devido aos recursos computacionais disponiveis

atualmente e que anteriormente n&o poderiam ser colocados. Por isto e com



as perspectivas de desenvolvimento existentes para o futuro, & conveniente
e realistico que se realizem, cada vez mais, pesquisas e estudos para o
desenvolvimento de “softwares” que considerem as analises tedricas mais
precisas e que ainda sejam faceis de implementar nos computadores para

uso pratico.

Apos estas consideracgdes iniciais e constatando a importancia do
entendimento sobre o comportamento das colunas, o autor tem como
objetivo principal neste trabalho desenvolver uma formulagcdo tedrica
consistente em teoria de segunda-ordem, atraves do Método dos Elementos
Finitos (MEF), considerando as imperfeigcdes iniciais das barras e as
tensdes residuais existentes nos perfis, quando da sua fabricagao. Com isto
pretende-se fazer um estudo dos critérios de resisténcia adotados para as
colunas de aco, baseados no conceito de resisténcia-ultima e, estender o
estudo para a analise ndo-linear, fisica e geométrica dos pdrticos planos de

aco.

1.2 Descrig¢do Sucinta dos Capitulos

No segundo capitulo € dada uma viséo geral sobre a evolugao dos
critérios usados para a verificagdo da resisténcia a compressdo das colunas
de aco. Iniciaimente, € descrita de forma sucinta, a evolugéo dos estudos
sobre a estabilidade das colunas, desde os primeiros trabalhos classicos de
EULER [45] sobre o estudo da estabilidade elastica das colunas, passando
por ENGESSER [44], que estuda a estabilidade das coiunas no regime
inelastico e introduz o conceito do mdédulo de rigidez tangente, e em
seguida, o do mddulo reduzido ou duplo-modulo, até SHANLEY [113] que
esclareceu o “paradoxo” das colunas. Conforme estes conceitos a carga do
maédulo tangente. baseada no critério de bifurcagéo do equilibrio, € entéo

adotada na pratica para representar a maxima resisténcia das colunas na
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fase inelastica. A seguir sdo feitas consideragoes a respeito dos fatores que
influenciam a resisténcia das colunas, dando-se énfase as tensdes residuais
e as imperfeicdes iniciais, mostrando as suas fortes influéncias no célculo
da resisténcia destas. Na sequéncia € mostrado que 0s estudos tedricos €
experimentais desenvolvidos pelos Comités de Estabilidade do SSRC e da
ECCS, permitem afirmar que a maxima resisténcia das colunas deve ser
calculada com base no critério da “resistéencia-uitima” e nao no critério de
“bifurcagdo do equilibrio”, considerando que as barras sempre apresentam
imperfeigbes iniciais e tensbes residuais oriundas do processo de
fabricacdo. Finalmente, mostra-se a evolucao dos critérios de resistéencia
usados na pratica para projetos de colunas de aco, segundo as normas de
diversos paises. Percebe-se claramente, a mudanca do enfogue baseado
no critério de bifurcacdo do equilibrio para o critério da resisténcia-ultima e
a introducdo do conceito de curvas multiplas de resisténcia no

dimensionamento das colunas de ago.

No terceiro capitulo é apresentada uma formulagao tedrica
consistente para a analise n&o-linear de porticos planos considerando
barras com imperfeicdes iniciais e tensoes residuais na secao transversal. O
Método dos Elementos Finitos, pela sua ampla utilizacéo em praticamente
todos os campos da engenharia, € adotado nesta formulag&o que considera
ambas as nao-linearidades, geométrica e do material, e um breve historico
da evolug&o do estudo destas nao-linearidades. através do MEF, é feito. O
desenvolvimento tedrico & feito dentro de uma rigorosa formulagao
Lagrangiana, que utiliza a técnica corrotacional para a dedugao consistente
das matrizes do elemento do portico plano. E feita uma apresentagao
itemizada desta teoria, onde se definem as tensdes e deformagodes
conjugadas e objetivas que serdo adotadas na analise. As relacoées
constitutivas, elasticas e elasto-plasticas. s&o tratadas sucintamente e se
introduz de forma consistente o médulo de rigidez do material. De acordo

com a formulagdo Lagrangiana escolhe-se 0 sistema global de coordenadas



Lagrangiano ou Cartesiano fixo, e um sistema local de coordenadas
corrotacional, ligado ao elemento, moével no qual levam-se em conta
apenas os graus de liberdade naturais. A teoria estrutural adotada segue a
hipotese atribuida a BERNOULLI-EULER, para a aqual se define
consistentemente toda a cinematica do elemento, onde os campos de
deformagdo e deslocamento sd3o deduzidos para o elemento com
imperfeicdo inicial. Estuda-se entdo o equilibrio do elemento com
imperfeicdo inicial, via PTV, j& considerando também a presenca das
tensdes residuais auto-equilibradas na secdo transversal, e deduz-se de
forma consistente a matriz de rigidez tangente do elemento, que contém as
parcelas constitutiva e geométrica. As interpolagbes usuais da Resisténcia
dos Materiais s&o introduzidas no campo de deformacao do elemento e a

matriz K, pode ser explicitada. Finalmente, sdo introduzidas aproximacées

de segunda-ordem para se determinar analiticamente as matrizes de rigidez

elastica e elasto-plastica que serdo utilizadas no trabalho.

No quarto capitulo sdo descritos os aspectos principais do
desenvolvimento e da implementagdo do programa incrementai-iterativo,
PPLANLEP, que foi desenvolvido para se fazer a andlise elasto-plastica de
porticos planos, considerando gue as suas barras tenham imperfeicdes
iniciais e tensbes residuais. S&o feitas algumas consideracbes sobre
aspectos da anaiise ndo-linear de estruturas, onde se mostra a aplicacio do
metodo Newton-Raphson para a solugdo numérica das equagdes nao-
lineares, os critérios de convergéncia adotados e os critérios para
verificagdo da estabilidade do equilibrio. S0 apresentados alguns modeios
constitutivos simplificados para aplicagdo em estruturas de ago e é
mostrada a avaliac&o da matriz de rigidez tangente considerando a secéo
transversal dividida em fatias. Finalmente, apresenta-se o fluxograma do
programa principal mostrando os passos principais para se fazer uma
analise nao-linear, incremental-iterativa, de estruturas de barras e é feita

uma descricao sucinta das subrotinas que compdem este programa.



No quinto capitulo sdo apresentados varios exemplos onde se
procura mostrar toda a potenciaiidade da formulag&o desenvolvida. Sendo
assim, sdo primeiramente analisados problemas considerando apenas a
nao-linearidade geométrica para, em seguida, se estudarem problemas
elasto-plasticos, em estruturas sem imperfeicdes. Posteriormente, analisam-
se casos onde se consideram os efeitos isolados das imperfeigdes iniciais e
das tensdes residuais para, em seguida, analisar os efeitos da interagéo
destes dois fatores. Finalmente, se estende a aplicagao aos porticos planos
de ago, onde estes fatores sdo considerados na analise de porticos de
andares multiplos, mostrando a grande aplicabilidade da formulagao, tanto
em problemas tedricos e académicos, quanto em problemas praticos do dia-

a-dia dos escritérios de projeto.



RESISTENCIA A COMPRESSAO DAS COLUNAS DE AGO

2.1 Introdugéo
2.1.1 Consideracées Iniciais

No estudo da estabilidade das estruturas. as colunas sao definidas
como sendo aquelas barras submetidas somente a forgas axiais de
compressdo através do centro de gravidade da sec&o transversal,

admitindo-o coincidente com o centro de torgéo.

A estabilidade das colunas tem sido estudada ha varios séculos e
ainda hoje é um assunto que merece a maior atengdo dos pesquisadores da
area de engenharia estrutural, porque, de fato, representa o fundamento de

toda a teoria da estabilidade das estruturas.

As colunas, nas estruturas usuais, raramente existem isoladas. @]
comportamento de uma coluna, como parte integrante de uma estrutura, é
afetado pelo comportamento de outros elementos estruturais. Alem das
forcas axiais, a estrutura impde também as colunas restricdes nas
extremidades e outros esforcos como momento fletor e/ou de torgéo,
induzidos por outros elementos do arranjo estrutural. Contudo, algumas
situacées de projeto s&o idealizadas de tal forma que as restrigdes de
extremidade sejam despreziveis e as forcas sejam aplicadas simetricamente
pelos outros elementos ligados & coluna (por exemplo. as trelicas), de tal

forma que se possa considera-la, seguramente, como uma coluna carregada



axialmente. Entdo, um profundo conhecimento da resisténcia das colunas
individuais carregadas axiaimente € necessario para o desenvolvimento de

critérios de projeto para barras comprimidas em geral.

A resisténcia das colunas € caracterizada pela maxima forga axial
que pode ser suportada sem deslocamentos laterais excessivos. A Fig. 2.1a
mostra uma coluna elastica, perfeitamente reta, carregada por uma forga

axial de compresséo P.
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FIGURA 2.1 - CARGA DE EULER (RESISTENCIA MAXIMA DAS COLUNAS ELASTICAS)

Se a forca P for pequena, a coluna permanecera na posigcao reta e
sofrera apenas deformacéo axial. Neste estagio de P. a coluna € dita estar
em equilibrio estavel. Quando a forga P é aumentada, uma condigdo &
alcancada na qual o equilibrio da coluna na posi¢ao reta deixa de ser

estavel. A forma reta passa a ser uma forma de equilibrio instavel e, nesta
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condigcdo, deslocamentos laterais excessivos tendem a aparecer. A forga
axial, que define este limite entre os equilibrios estavel e instavel da forma
reta da coluna, é conhecida como carga critica (P,), ou carga de Euler (P.),

ou carga de flambagem (Py), Fig. 2.1b.

A carga critica também define o ponto de bifurcacdo do equilibrio da
coluna elastica perfeitamente reta. Neste ponto a curva tedrica, forga x
deslocamento lateral da coluna, bifurca em trajetérias de equilibrio estavel e
instavel, que correspondem as configuragbes deslocada e reta
respectivamente (Fig. 2.1¢). O fendmeno da bifurcacdo do equilibrio €

também conhecido como o fendmeno da flambagem.

FIGURA 2.2 - CURVAS FORCA x DESLOCAMENTO EM TEORIA DE 2a. ORDEM E PEQ. DESLOC. :
(a) COLUNA PERFEITAMENTE RETA, (b) COLUNA COM PEQUENA EXCENTRICIDADE
DA FORCA APLICADA,(c) COLUNA COM GRANDE EXCENTRICIDADE DA FORCA
APLICADA,(d) COLUNA COM IMPERFEICAO GEOMETRICA INICIAL

O ponto de bifurcacdo existe somente para colunas perfeitamente

retas e na realidade. colunas perfeitamente retas ndo existem. Imperfeicoes
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geometricas Iniciais efou excentricidades do carregamento, que
inevitavelmente estdo presentes nas colunas usuais da pratica, causam
deslocamentos laterais na coluna desde o inicio do carregamento.
Consequentemente, a curva forgca x deslocamento de uma coluna imperfeita
se apresenta como mostrada na Fig. 2.2. As curvas (a), (b), (c) e (d)
mostram, esquematicamente, o comportamento forga x deslocamento lateral
de uma coluna perfeitamente reta, de colunas imperfeitas com forcas axiais
aplicadas com pequena excentricidade e grande excentricidade, e colunas

com imperfeicdes gecmétricas iniciais, respectivamente.

Se a coluna é imperfeita, com imperfeicdes geométricas iniciais e/ou
forcas aplicadas excentricamente. o critério da bifurcagao do equilibrio nao
pode mais ser aplicado e deve-se entdo adotar o critério da Resisténcia-

Ultima para se determinar a carga ultima da coluna.

2.1.2 Flambagem Elastica ou de Euler

Atribui-se ao matematico LEONHARD EULER [45], com seus estudos
de 1744, a origem da teoria da flambagem de colunas, uma vez que ele foi 0
primeiro a reconhecer que, a resisténcia destas barras era muito mais um

probiema de estabilidade global do que um problema de escoamento.

Considerando uma coluna perfeitamente reta, formada por um
material elastico, engastada em uma extremidade e livre na outra, (Fig. 2.3),
Euler usou o calculo diferencial e integral, recentemente desenvolvido, para
encontrar a equacao para a forma da barra flambada, bem como a carga

associada a esta configuragao.

Na formulacéo tedrica para obtengdo da equagao diferencial basica

desta coluna, algumas hipoteses para a coluna ideal, em relagdo a
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geometria, cinematica e material devem ser consideradas:

a) A barra € perfeitamente reta e prismatica. sem quaisquer imperfeicées
inicias;

b) A for¢a axial € aplicada perfeitamente centrada e ndo muda de direcdo
durante a sua aplicagéo (campo de forgas conservativo);

c) As segbes planas antes das deformagdes, permanecem planas apos as
deformagdes;

d) O eixo da barra ¢ inextensivel;

e) Os deslocamentos laterais da barra sao pequenos (teoria de 22 ordem
com pequenos deslocamentos);

f) As deformacdes por cisalhamento podem ser desprezadas e a torgao ou
distorcao da secéo transversal ndo ocorre durante a flexao;

g) O materiai € infinitamente elastico e obedece a lei de Hooke, e

homogéneo, isétropo e isento de tensdes residuais.

FIGURA 2.3- COLUNA ENGASTADA E LIVRE
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Admitindo-se entdo, validas estas hipbteses. a equacgao diferencial do
problema € obtida usando-se a anaiise de bifurcagéo ou analise de
autovalor. A solugdo de autovalor para a equagéo caracteristica desta
equacdo diferencial dara a carga de flambagem da coluna. Esta carga
corresponde ao estado no qual a bifurcagéo do equilibrio acontece. Para
esta carga, a forma reta original da barra deixa de ser estavel, ou seja, sob
esta carga, uma pequena perturbacéo lateral produzira deslocamento lateral
excessivo, que ndo desaparece quando a perturbacéo é retirada. Esta carga
de flambagem, também chamada de carga critica, ou carga de bifurcagéo,

ou ainda, carga de Euler, € dada, para a coluna da Fig. (2.3), por:

n’El
Pe = 4 IZ (21)

rm
I

modulo de elasticidade longitudinal

e
1

momento de inércia da secgéo transversal da coluna

| = comprimento da coluna

Deve-se observar que, numa analise de autovalor em teoria de 2°
ordem (o estudo do equilibrio da estrutura é feito na sua posi¢ao deslocada)
com pequenos deslocamentos, somente a forma e ndo as grandezas dos
deslocamentos da coluna flambada, pode ser determinada. Istc acontece
por causa das simplificagdes oriundas da hipotese de pequencs
deslocamentos. Se o problema fosse estudado em teoria de 22 ordem com
grandes deslocamentos ndo mudaria o essencial dos resultados, apenas
tornaria possivel se obter a equagdo da curva pos-flambagem (P > P.) com
equilibrio estavel, conforme a curva tracejada da Fig. 2.4. Ou seja, as
grandezas dos deslocamentos da coluna flambada poderiam ser

determinadas.
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FIGURA 2.4- CONDICAO DE EQUILIBRIO EM TEORIA DE 2a. ORDEM COM PEQUENOS E GRANDES

DESLOCAMENTOS

Pensando em tornar a solugcdo do problema mais geral, outras

condigdes de extremidade para a coluna isolada devem ser consideradas.

Usando a mesma formuiagéo tedrica anterior, pode-se mostrar que:

2
P:TtEI

G

(2.2)

onde K é o fator do comprimento efetivo de flambagem gue depende das

condicdes de extremidade da coluna. A Tab. 2.1, adaptada da referéncia

[13], mostra os valores tedricos e praticos recomendados de K para varias

condicdes de contorno de colunas ideais. Esta recomendagao ocorre porque

as condicdes de extremidade do modelo tedrico sédo ideais e, dificilmente,

podem ser garantidas integralmente na préatica.
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TABELA 2. - VALORES TEORICOS E PRATICOS RECOMENDADOS DE K PARA
COLUNAS IDEAIS

(a) (b) () (d) (e) (f)

|

, t

A LINHA ELASTICA DE FLAMBAGEM| / / j Ry ;

DA COLUNA E REPRESENTADA I ! / / |
PELA LINHA TRACEJADA \

VALORES TEORICOS DE K 0.5 0.7 1.0 1.0 2.0 2.0
VALORES PRATICOS DE K
RECOMENDADOS PARA 0.65 0.80 1.2 1.0 2.10 2.0

DIMENSIONAMENTO

ROTAGCAQO E TRANSLACAO IMPEDIDAS

CONDICOES DE VINGULACAO NAS @ ROTACAO LIVRE E TRANSLACAO IMPEDIDA
EXTREMIDADES m ROTACAO IMPEDIDA E TRANSLACAO LIVRE

ROTAGAO E TRANSLAGAO LIVRES

Durante muitos anos a teoria de Euler foi ignorada, porque a
resisténcia das colunas ndo coincidia com os resultados de testes. As
colunas encontradas nas estruturas usuais da pratica ndo apresentavam
uma resisténcia tdo elevada quanto a Eq. 2.2 previa. A Eq. 2.2 da uma boa
previsdo do comportamento de colunas longas (esbeltas), enguanto as
tensbes normais na barra permanecem abaixo do limite de
proporcionalidade, isto €, enquanto a barra permanece totalmente elastica.
Para colunas curtas ou intermediarias, a hipotese de comportamento
elastico ndo é mais valida. Sob a agéo da forca aplicada, algumas fibras da
secio transversal escoam, conseguentemente, somente a parte elastica da
secao transversal poderd efetivamente resistir a forga apliicada adicional e.

neste caso, a carga de Euler superestimara a resisténcia da coluna. Neste
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caso a flambagem ocorrera num nivel de tensdo acima do limite de
proporcionalidade (Fig. 2.5). Este tipo de flambagem ¢é chamada de

flambagem inelastica.

TENSZO

"LIMITE DE PROPORCIONAL IDADE

DEFORMAGAO

FIGURA 2.5 - TENSOES CRITICAS ACIMA DO LIMITE DE PROPORCIONALIDADE
{FLAMBAGEM INELASTICA)

De forma resumida, pode-se dizer que a flambagem eiastica de Euler
governa a resisténcia de colunas com elevados indices de esbeltez (colunas
longas, esbeltas), o escoamento governa a resisténcia de colunas com
baixos indices de esbeltez (colunas curtas) e na transicéo, entre as regides
elastica e plastica, a flambagem inelastica governa a resisténcia de colunas

com indices de esbeltez intermediarios.

2.1.3 Flambagem Inelastica

Observando as propriedades nao-lineares de muitos materiais e 0s

resultados de testes, que resultaram em resisténcias das colunas bem
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abaixo daquelas previstas pela férmula de Euler (Eq. 2.2), ENGESSER [44]
e CONSIDERE [38] foram os primeiros a utilizar um modulo de elasticidade
variavel na regido inelastica e duas teorias foram propostas por Engesser: a

teoria do modulo tangente e a teoria do médulo reduzido.

Teoria do Médulo Tangente

Em 1889, Engesser propds a sua teoria do modulo tangente para
descrever o comportamento a flambagem de colunas cuja tenséo critica de

flambagem esta acima do limite de proporcionalidade do material, o,.

As seguintes hipoteses sao feitas na teoria do modulo tangente:

a) A coluna é perfeitamente reta;

b) A coluna é bi-rotulada e a forca de compressédo é aplicada axialmente
passando pelo CG da segédo transversal;

c) Os deslocamentos laterais da barra sdo pequenos (teoria de 22 ordem
com pequenos deslocamentos);

d) As segbes planas antes da deformacdo, permanecem planas apos a
deformacéo;

e) Durante a flexdao. n&o ocorre nenhuma inversao de deformacao nas fibras
da sec¢éao transversal (isto €, ndo ha descarregamento de nenhuma fibra

da sec¢éo transversal, ndo ha deformacéo reversa na segao transversal).

A rigor, na primeira formulacdo da teoria do modulo tangente feita por
Engesser, esta hipotese (e) era falaciosa. Pelo conceito classico de
flambagem em regime elastico linear, a bifurcagédo do equilibrio acontecia
com a for¢a P aplicada permanecendo constante. Engesser usou o mesmo
raciocinio para o regime inelastico e postulou que uma coluna homogénea,
com valores de indice de esbeltez intermediario e de material obedecendo a

curva tensao x deformacdo (o x ¢) mostrada na Fig. 2.6, alcangaria a
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bifurcagéo do equilibrio numa regi&o acima do limite de proporcionalidade
quando:

El E
P =t =P 23
t (kl)Z E e ( )

onde E: € o mddulo tangente, definido como a inclinagdo, do/de, da curva

tensdo x deformagao na tenséo critica o, = oy (Fig. 2.6).

CORTE AA o

A€ AT = Ey A€

>
>

DIAGRAMA DE DEFORMAGAO .

AT = E, AE

DIAGRAMA DE TENSAO

FiIGURA 2.6 - TEORIA DO MODULO TANGENTE

O modulo tangente E; depende apenas das propriedades do material
e a carga do modulo tangente Py, € menor do que a carga de Euler P, uma
vez que E«<E. Sera mostrado mais a frente nesta segéo, que a carga do
moduio tangente representa a maior carga na qual a coluna ainda
permanece reta.

Em 1895, Jasinky mostrou que a teoria do mdédulo tangente de

Engesser era incorreta do ponto de vista da estabilidade classica [51],
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porque Engesser nao considerava a ndo-reversibilidade do diagrama o X ¢
em regime inelastico, que necessariamente devia ocorrer, se fosse mantido
o raciocinio de que na bifurcagdo do equilibrio a for¢ca aplicada P
permanecia constante. Em 1898, Engesser corrigiu a sua teoria para incluir
o efeito da n&o-reversibilidade do diagrama oxe na regido inelastica,

apresentando o conceito do médulo reduzido ou duplo modulo.

Deve ser mencionado no entanto, que a carga do moédulo tangente P,
dada pela Eq. 2.3, corresponde a valores bem proximos dos resultados de
teste das colunas reais. Entdo, pensando em dar consisténcia a teoria do
maodulo tangente, a hipétese (e) fica correta, se for admitido que a forga
axial P aumenta durante a flambagem. Neste caso, a quantidade de
aumento de P é tal que deformagdes reversas na secado transversal nao
ocorrerdo e o modulo tangente E, governarda o comportamento o x € da

secao total.

Teoria do Mddulo Reduzido ou do Duplo Médulo

No desenvolvimento da teoria do modulo reduzido, tambem
conhecida como a teoria do duplo mddulo, as guatro primeiras hipoteses
usadas no desenvolvimento da teoria do moddulo tangente s&o tambem
validas. A quinta hipétese é diferente. A forca axial € admitida ser constante
durante a flambagem, como na teoria classica da estabilidade. Como
consequéncia desta hipétese, na flambagem, a deformagéo por flexdo da
coluna produzira deformacgéo reversa no lado convexo da barra, resultando
que o mdédulo de elasticidade elastico E governard o comportamento ¢ x €
das fibras. O lado céncavo da coluna, por sua vez, continuara a ser
carregado e entdo o médulo tangente E, governara o comportamento ¢ x €
das fibras (Fig. 2.7). A carga critica da coluna inelastica, baseada neste
conceito, € chamada de carga do modulo reduzido ou do duplo modulo e €

dada por:
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b - T°E,]

_Eg
= " e (2.4)

onde E, € o médulo reduzido.

CORTE AA
PY
A A
-_ || -
€
AO’2 =E A€2 l
(DESCARREGAMENTO)’ AT = E. BE
4 t §
‘ ) { CARREGAMENTO)
t
P DIAGRAMA DE TENSAO

FIGURA 2.7 - TEORIA DO MODULO REDUZIDO (DUPLO MODULO)

O mddulo reduzido € uma funcdo do modulo tangente e da geometria
da secdo transversal, conforme mostrado em [34, 51, 107}
Consequentemente, a carga do modulo reduzido P, depende das
propriedades do material e da geometria da segao transversal, ou seja, para
0 mesmo material, 0 médulo reduzido sera diferente para diferentes formas

da secg&o transversal.
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Conforme mostrado em [34, 107], o mddulo reduzido E, € sempre
menor do que o modulo de elasticidade E, mas & sempre maior do que 0

modulo tangente E,, isto é:

Ei<E/ <E (2.5)
consequentemente,
P <P, <P, (2.6)

Conceito de Shanley para Colunas Inelasticas

Testes realizados em colunas reais, demonstraram que as suas
cargas de colapso ficam mais préximas das cargas do modulo tangente do
que das cargas do modulo reduzido. Isto representou, durante quase
cinguenta anos, um dilema para os engenheiros, porque eles estavam
convencidos de que o conceito tedrico usado na teoria do modulo reduzido

era mais correto do que o conceito do modulo tangente.

A justificativa tedrica para este paradoxo foi dada por SHANLEY [113]
que, em 1947, usou um modelo fisico de coluna, simplificado, para explicar
o comportamento a flambagem da coluna inelastica, acima da carga do

moddulo tangente.

Relembra-se que na teoria do modulo tangente, um pequeno
aumento na forca axial P € admitido no inicio da flambagem, de tal forma
que nenhuma deformagdo reversa ocorra em gualquer secédo transversal,
quando a coluna flete sob a agédo da forga P, Por outro lado, na teoria do
modulo reduzido, a forca axial ¢ admitida permanecer constante na
flambagem, de tal forma que uma completa deformag&o reversa ocorra no

lado convexo da coluna, quando ela flete sob a agéo da forca P.. Na teoria



22

da coluna inelastica de Shanley, & admitido que a flambagem ¢
acompanhada simultdneamente por um incremento na for¢a axial P,
contrariamente ao postulado na teoria do modulo reduzido, mas este
incremento é tal que deformagdes reversas possam ocorrer no lado convexo

da coluna, contrariamente ao afirmado na teoria do modulo tangente.

Shaniey mostrou que a bifurcagéo do equilibrio acontecera, quando a
forca aplicada alcanga a carga do médulo tangente P, (Fig. 2.8). Apods a
bifurcacdo, o aumento no deslocamento lateral é acompanhado por um
pequeno aumento na forga acima de carga P, e, quando este deslocamento
lateral tende para o infinito, a forca P tende para a carga do modulo

reduzido P,.

P COLUNA DE SHANLEY

COLUNA "EXATA"

FIGURA 2.8 - COMPORTAMENTO POS-FLAMBAGEM DE COLUNAS DE ACORDO COM A
TEORIA DE SHANLEY

A teoria do moédulo reduzido e a teoria do modulo tangente, bem

como o conceito da coluna inelastica de Shanley (baseado num modelo
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fisico simplificado), fornecem solugdes e explicagdes para o comportamento
de colunas ineldsticas perfeitamente retas, que podem ser extrapoladas
para 0s modelos “exatos” de colunas. Para uma coluna “exata’, na qual E;
varia através da secéo transversal e ao longo do comprimento da coluna, o
comportamento forga x deslocamento (P x §) da coluna € dado pela curva

tracejada da Fig. 2.8.

Uma observacdo importante é que a maxima carga &, realmente, um
pouco maior que a carga do moédulo tangente, desde que a coluna seja
perfeitamente reta, consequentemente, a carga do modulo tangente P,
representa um limite inferior e a carga do modulo reduzido P, representa um
limite superior da resisténcia de uma coluna inelastica, perfeitamente reta.
axialmente comprimida. Deve-se ainda mencionar, [32], que a carga do
modulo reduzido somente pode ser alcangada, se a coluna é artificiaimente
mantida numa posicdo reta, quando a carga do moddulo tangente for
ultrapassada. A carga do modulo reduzido n&o pode nunca ser alcancada

se uma pequena imperfei¢do inicial esta presente na coluna.

Com o auxilio do modelo de Shanley pode-se afirmar que, [51, 107]:
a) A teoria do modulo tangente fornece a maxima carga, na gual a barra
ainda permanece reta;
b) A carga maxima real excede a carga do modulo tangente P, mas €
inferior a carga do modulo reduzido P

c) As cargas P > P, provocam deslocamentos laterais nas barras.

A rigor, as teorias tratadas até agora dizem respeito as colunas
perfeitamente retas. De fato, as colunas usuais da pratica ndo podem ser
consideradas perfeitamente retas. As imperfeicbes iniciais inevitaveis estao
sempre presentes nestas colunas usuais e tendem a diminuir a carga
maxima das barras, aproximando-as mais das cargas do modulo tangente

do que das cargas do moédulo reduzido.
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Acrescentando-se a isto a maior comodidade de se trabalhar com a
carga do médulo tangente, esta teoria tem sido adotada na pratica para
representar a carga de colapso de uma coluna axialmente comprimida na

fase inelastica.

2.2 Fatores que Influenciam a Resisténcia das Colunas
2.2.1 Consideragbes Iniciais

Além do comprimento da barra, cujo efeito na resisténcia das colunas
& muito bem conhecido, outros parametros importantes que influenciam na
resisténcia das colunas de ac¢o podem ser itemizados:
a) Limite de escoamento do ago;
b) Forma da seg&o transversal;
c) Eixos de flex&o;
d) Método de fabricagao;
e) Dimensdes da secao transversal;
f) Condig&o de vinculagéo nas extremidades;
g) Presenca das tensdes residuais;

h) Grandeza das imperfeigdes iniciais;

A maioria destes itens sdo reconhecidos como essenciais na
avaliacdo da resisténcia das colunas. As influéncias do limite de
escoamento do aco, da forma da seg&o transversal e dos eixos de flexao,
sendo bem conhecidas, ndo serdo tratadas neste trabalho. O meétodo de
fabricacdo determina a forma da seg&o transversal e, juntamente com as
dimensdes desta influenciam na grandeza e distribuicdo das tensoes
residuais existentes nos perfis de ago. Outro fator importante cujo
entendimento tem tido grandes avangos nos ultimos doze anos, com
extensivas pesquisas de CHEN [32], BJORHOVDE [22 a 25] e outros, e a

consideracdo das vinculagdes nas extremidades das colunas numa
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estrutura usual da pratica. O estado da arte do conhecimento da resisténcia
e do comportamento das coiunas considera barras que contém tensoes
residuais, imperfeicbes iniciais e cujas extremidades tém uma vinculagéo
realista com a estrutura. Neste trabalho serdo tratados, principalmente, os

itens referentes as tensdes residuais e as imperfeigdes iniciais.

Para colunas de ago, a principal causa da n&o-linearidade do
diagrama tensdo x deformacdo da secdo transversal s&o as tensoes
residuais, conforme afirmam ALPSTEN et al [2], que aparecem como
resultado do processo de fabricagdo (perfis laminados ou soldados, por

exemplo).

/ TESTE EM COLUNA MUITA CURTA

TENSAO O

DEFORMACAO €

FIGURA 2.9 - GRAFICO TENSAO x DEFORMACAQO PARA O ACO

Quando uma forga axial € aplicada numa coluna muito curta, as fibras

que tém tensbes residuais de compressao escoarao em primeiro lugar e as
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fibras que tém tensdes residuais de tragdo escoardo depois. O resultado
disto € que o escoamento na segdo transversal de uma coluna € um
processo gradual, ou seja, a transicdo entre a tens&o limite de
proporcionalidade o,, (regido elastica), e a tensao de escoamento oy (regido
plastica), é feita de forma suave como mostra a Fig. 2.9, caracterizando o
regime inelastico. Também estd mostrado na Fig. 2.9, o comportamento
tensdo x deformacédo de um corpo de prova livre de tens8es residuais,

através da linha tracejada, que exibe um comportamento elasto-plastico

perfeito.

As imperfeicdes geométricas, vistas como as imperfeigdes iniciais (ou
curvaturas iniciais) inevitaveis das colunas e/ou as excentricidades da for¢a
axial, introduzem flexdo desde o inicio do carregamento, e a curva D da Fig.
2.10 mostra o comportamento destas colunas inicialmente imperfeitas. Os
deslocamentos laterais (A) existirdo desde o inicio do carregamento, sendo

assim, a carga maxima sera funcéo destas imperfeigoes.

B —— Pr
P Pmax
o —— Pmax
~
il ~
/
/D

FIGURA 210 - COMPORTAMENTO DE COLUNAS PERFEITAS E IMPERFEITAS
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A recomendacgdo atual, [46,47, 48,50], € que a resisténcia das
colunas deve ser determinada incluindo, pelo menos, os efeitos das tensées
residuais e das imperfeicbes iniciais. Neste capitulo sera feita uma analise
qualitativa da influéncia desses efeitos na resisténcia das colunas e no
decorrer do trabalho, seréo feitos estudos numéricos detalhados mostrando

como determinar estas maximas resisténcias.

2.2.2 Tensbes Residuais

As tensbes residuais aparecem nos perfis de ago estruturais e
chapas durante o processo de fabricagdo e permanecem inevitavelmente,
se nenhum processo de alivio de tensdes é utilizado. Estas tensOes
residuais resultam das deformagbes plasticas que ocorrem durante o
processo de fabricacéo, principalmente devido ao resfriamento nao-uniforme

apos a laminagao ou soldagem de pega.

L=/

V)N
® ® ) © (~)
£ g g
{c) {d)

FIGURA 2.1 - ESQUEMA DO MECANISMO DE FORMAGAO DAS TENSOES RESIDUAIS
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Na fase final de fabricagdo de uma chapa, por exemplo, as partes
externas, mais expostas ao ar (regido | da Fig. 2.11a), resfriam mais
rapidamente do que as partes internas (regio Il da Fig. 2.11a). As regides
mais frias tendem a contrair, mas sofrem resisténcia das regiGes mais
quentes nas quais, entdo, aparecem tensdes de compressao (-), (Fig.
2.11b). Estas regiées mais quentes, com altas temperaturas, tém tensao de
escoamento mais baixa, e conseguentemente, elas escoam por
compressdo. Quando o material resfria a temperatura ambiente, a regiao
central (II) tende a ficar encurtada em relacdo a regido (I), pois havia
escoado por compressao anteriormente. Neste momento, o encurtamento da
regido (II) sofre restricdo da regigo (I) que agora fica comprimida (-). Para
que haja equilibrio das tensdes longitudinais na sec&o, a regiao central (1)
fica tracionada (+), (Fig. 2.11c). Pode-se concluir que para perfis soldados
ou laminados, a parte que resfria em primeiro lugar fica comprimida e a que

resfria por ultimo fica tracionada, (Fig. 2.11d).

Segundo GALAMBOS [50] o valor e a distribuicgo das tensdes
residuais dependem da forma da secdo transversal, da temperatura de
laminacdo ou soldagem, das condigbes de resfriamento, dos métodos de
retificacdo das pecas e das propriedades do material. Conforme
mencionado em [2,19] a tensdo de escoamento do ago ndo & um fator
importante na formagéo das tensées residuais; sendo assim, O valor das
tensdes residuais nos perfis de alta resisténcia é da mesma ordem de

grandeza das tensdes residuais nos perfis comuns.

As tensdes residuais tém, entdo, um papel importante no
dimensionamento das colunas de aco, [2, 132], pois sendo a principal causa
da nao-linearidade do diagrama tensdo x deformag&o na regido inelastica,
elas afetam significativamente a resisténcia das barras de ago na

compressao.
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a) Perfis Laminados a Quente

Nos perfis laminados a quente, a regido das mesas resfria-se mais
lentamente do que a regido da alma, porque € mais espessa. Tambem, as
partes mais expostas ao ar, como as extremidades das mesas e a regiéo
central da alma, resfriam-se mais rapidamente. Como visto anteriormente,
as extremidades das mesas e a regido central da alma ficaréo comprimidas
e as jungbes entre a alma e as mesas ficardo tracionadas por resfriarem
mais lentamente. Exemplos de distribuicdes de tensdes residuais em alguns

perfis laminados a quente s&o mostrados na Fig. 2.12.

TENSAO RESIDUAL TENSAO RESIDUAL
NAS MESAS NA ALMA
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FIGURA 2.12 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES RESIDUAIS EM PERFIS "WIDE-FLANGE LAMINADOS A
QUENTE

A grandeza e a distribuicdo das tensbes residuais afetam

significativamente a resisténcia das colunas, como ilustra a Fig. 2.13, onde
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sdo mostradas as cargas criticas das colunas, obtidas de ensaios de

laboratério para flambagem em torno do eixo de menor inércia, baseadas

nas tensdes residuais encontradas para os cinco perfis da Fig. 2.12.
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FIGURA 2.13 - CURVAS DE CARGA CRITICA E DE RESISTENCIA MAXIMA PARA OS PERFIS
LAMINADOS INDICADOS

b) Perfis Soldados

Para os perfis soldados existem dois casos a considerar, conforme

classifica PIMENTA, R. J. [101}:

Perfis formados com chapas de bordas laminadas (ou cortadas

mecanicamente; abreviadamente UM de “Universal Mill Plate”) - Como

mostrado na Fig. 2.14a, as chapas UM tem tensbes residuais de

compressdo nas suas extremidades. Em perfis H soldados, compostos de

chapas UM, a solda de unido das mesas com a alma aumenta a tensao de



31

compresséo nas extremidades das mesas, ampliando a regidao das tensdes
residuais de compressdo, o que afeta de forma adversa a resisténcia das

colunas.

ANTES DA SOLDAGEM ANTES DA SOLDAGEM

L J { )

T

(b)

C = COMPRESSAQ T= TRACAO

FIGURA 2.4 - SOME‘ARACAO QUALITATIVA DE TENSOES RESIDUAIS ENTRE CHAPAS "UM' E
FC",ANTES E APOS A SOLDAGEM NO CENTRO DA CHAPA :(a) UM, (b)FC

Perfis formados com chapas cortadas a magarico
(abreviadamente FC de “Flame Cut Plate”) - A fig. 2.14b mostra que as
chapas FC apresentam tensdes residuais de tragdo nas suas extremidades,
devido ao calor introduzido nas bordas das chapas pelo corte a magarico.
Um perfil H soldado, composto de chapas FC, apresentara tensdes
residuais de tracdo nas extremidades das mesas, numa distribuicao que

favorece a resisténcia das colunas.
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Conforme é ilustrado na Fig. 2.15, um perfil soldado feito com chapas

FC exibe uma maior resisténcia do que o mesmo perfil feito com chapas

UM. E por esta razdo que a norma canadense, [29], exige que os perfis

soldados sejam feitos somente com chapas FC.
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FIGURA 2.15 - COMPARACAO DE CURVAS DE RESISTENCIA DE COLUNAS PARA UM PERFIL

SOLDADO WW I0x62 (ACO A7) FEITO COM CHAPAS FC e UM

Varias pesquisas tém sido feitas sobre o efeito da dimens&o do perfil

na distribuicdo das tensdes residuais e sua conseqglente influéncia na

resisténcia das colunas. Tem sido demonstrado, [2, 22, 26, 78], que a

soldagem tem maior influéncia sobre a distribuicdo e grandeza das tensdes

residuais em perfis pequenos e médios do que em perfis pesados,

relativamente. Na Fig. 2.16 sdo mostradas as distribuigdes das tensOes

residuais observadas em perfis FC 12H79 e 14H202 de massas 118,5 kg/m
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e 332,4 kg/m, Nota-se que para ambos os perfis as

tensBes residuais tém a mesma distribuicdo geral,

respectivamente.
isto &, as regides de
tensdes residuais de tracdo e compressao tém a mesma localizagéo e tém a
mesma grandeza relativa. A principal diferenca entre elas esta na grandeza
das tensdes residuais. A tenséo residual de trag@o, nas extremidades das

mesas, fica entre 28 e 30 ksi para o perfil mais leve e entre 18 e 21 ksi para

o perfil mais pesado. A maxima tenséo residual de compressaoc na mesa

esta por volta de 16 ksi no perfil mais leve e 12 ksi no perfil mais pesado.

+501 +40F
+40+ 4
+30}F s °
+30} A
+20l +20+
KSi —a ° J
+iof S By +or A
. Y A4l %L o LY 57 \ P
: e = . 7 g T e
-0k J q -10p 20o0°° %44
- s -20} %
o
) -3
o B SUPERFICIE b4
Al © INTERIOR 9 %, A SUPERFICIE
\ ~— MEDIA (_)‘2 (+)‘ o INTERIOR
° — MEDIA
(- 7 OA:. " oo g s “
e ‘s
‘ o
‘ (=) atiege0. ° 3 0
(+) N X Lh ¥V I = Sk Ay, W
| ¥ N da /® A
= - \
. (+1 E{ . ‘k
* \/
a
TENSOES RESIDUAIS 12H79 TENSOES RESIDUAIS 14H202

FIGURA 2.16 - DISTRIBUICAQ DE TENSOES RESIDUAIS EM PERFIS FC 12H79 E 14H202

Na juncdo da mesa com a alma, o efeito da solda nas chapas mais
finas do perfil 12H79 fica evidente pelo maior valor da tens&o residual de
tragdo. Pode-se dizer, de uma maneira geral, que para perfis mais pesados

as soldas representam uma menor porcentagem da area total. O calor
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introduzido por unidade de volume é reduzido, e entédo, a grandeza das

tensodes residuais &€ menor.
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FIGURA 2.17 - DIAGRAMA DE ISOTENSOES PARA UM PERFIL SOLDADO WW 23 x 68!
(TENSOES EM  kips /in2, SENDO 1 kips/in? = 6,895 MPa)

A variagdo da tensdo residual através da espessura de chapas
maiores do que 1” (perfis pesados) pode ser consideravel, [2, 50, 78]. Neste
caso pode ser esperada uma diferenga significativa entre as tensdes na
superficie e no interior das chapas componentes dos perfis pesados.
Contudo, tem sido mostrado também, que o efeito desta caracteristica sobre
a resisténcia das colunas ¢, geralmente pequeno. Se os calculos forem
feitos baseados na distribuicdo real das tensdes residuais, os resultados
serdo apenas pouco inferiores quando comparados com analises que

admitem que a tensdo & constante através da espessura e igual a tenséo
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residual medida na superficie. Esta conclusdo tem uma influéncia
significativa no trabalho de modelagem da seg&o transversal da coluna, na
preparagao para calculos numéricos, uma vez que esta modelagem torna-se
bastante simplificada se a variagdo da tensdo residual, através da
espessura, nao tem que ser considerada. Como exemplo, a Fig. 2.17 mostra
um diagrama de isotensdes para um perfil soldado pesado, feito de chapas
cortadas a magarico (FC), onde se vé que a diferenga entre as tensbdes
residuais na superficie e no interior das chapas pode ultrapassar 10 ksi

(68,95 MPa).
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FIGURA 2.48-TENSOES RESIDUAIS NO PERFIL SOLDADO 15H290,COM CHAPA;
a) SOLDA DE FILETE (1/2"), b) SOLDA DE PENETRACAO (11/16")

3

"UM",ACO A36:

A sequéncia de soldagem e o numero de passos de solda sao fatores

que influenciam a distribuicdo das tensdes residuais, mas os resultados de
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medidas comparativas no perfil 15H230, [2], indicam que o tipo de solda
(penetragdo ou filete) ndo é um fator importante na formagéo das tensGes
residuais de perfis soldados, conforme mostra a Fig. 2.18, uma vez que o

calor introduzido por ambos os tipos de solda n&o é drasticamente diferente.

O alivio de tensbes por recozimento das chapas componentes, antes
da soldagem dos perfis, aumenta a resisténcia das colunas
significativamente, ao reduzir o valor das tensdes residuais, mesmo

diminuindo a tens&o de escoamento do ago. Na Fig. 2.19 comparam-se as
curvas de resisténcia para perfis soldados FC e UM, com as curvas para os

mesmos perfis feitos com chapas que tiveram alivio de tensdes.

/ALfVIO DE TENSOES
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FIGURA 2.19 - COMPARACAO DE CURVAS DE RESISTENCIA DE COLUNAS DE PERFIS SOLDADOS,
ACO A36,COM CHAPAS FC,UM E COM ALIVIO DE TENSOES

Desta forma, pode-se concluir que as tensdes residuais s&o um dos

principais fatores que afetam a resisténcia das colunas, principalmente em

regibes de esbeltez intermediaria (40 < I/r < 120), [18, 19],



37

consequentemente, as curvas para calculo da resisténcia de colunas devem
ser baseadas em modelos que incorporem a presenca das tensoes

residuais na analise.

2.2.3 Imperfeigbes Iniciais

Outro fator importante que tem influéncia significativa na resisténcia
das colunas ¢ a imperfeicéo inicial das barras, também chamada curvatura
inicial ou deformacao inicial. Estas imperfeicbes aparecem durante o
processo de fabricagdo industrial das colunas, quando ocorrem desvios
significativos do eixo reto ideal das barras. Como ja foi mencionado
anteriormente, as coiunas com imperfei¢des iniciais, sujeitas a forga axial de
compressdo, apresentam flexdo desde o inicio do carregamento, o que
transforma o problema de flambagem de colunas em um problema do tipo
forca x deslocamento, ou seja, um problema de Resisténcia-Ultima, ao invés
de um problema de Bifurcag&o do equilibrio conforme a teoria classica da

estabilidade.

A Fig. 2.20 mostra o comportamento forca x deslocamento, P x A, de
uma coluna com imperfeicdo inicial em comparagdo com uma coluna
perfeitamente reta. Observa-se que a forga maxima tendera
assintéticamente a carga critica de Euler, P,, se o material permanecer
elastico (curva C na Fig. 2.20b). Na fase inelastica, causada principaimente
pela presenca de tensbes residuais nos perfis de aco, a flambagem ocorre
quando parte da secéo transversal da coluna n&o € mais elastica. A forga
méaxima, P, pode se aproximar da carga do moédulo tangente, Pi, mas nos
casos praticos, geralmente, esta forca maxima fica abaixo de P, conforme
ilustra a curva G da Fig. 2.20c, mostrando assim que Pms € fungé@o das
imperfeicdes iniciais e que estas devem ser incluidas numa analise realista

para a determinagao da resisténcia ultima das colunas.
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Conforme GALAMBOS [50], a configuragéo real da curvatura inicial
de uma coluna pode ser muito complicada. Medidas feitas em laboratério,
em colunas para testes, indicam uma grande variedade nas formas das
curvaturas iniciais ao longo do comprimento da barra, [20, 47, 49], podendo
apresentar curvaturas simples, duplas, reversas e mesmo, curvaturas em
ambas as direcdes principais da segado transversal do perfil. Também a
amplitude das imperfei¢des iniciais pode variar bastante ao longo da barra.
Normalmente, nas analises tedricas, esta curvatura pode ser aproximada
pela forma senoidal com a maxima amplitude da imperfeicdo inicial
ocorrendo na secdo central da barra. As curvas de resisténcia ultima das
colunas, calculadas desta forma, tém apresentado resuitados muito

proximos daqueles encontrados nos ensaios realizados em laboratorio.
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Normalmente o valor da imperfeigao inicial € expresso como uma
fragdo do comprimento da barra e deve ter seus valores maximos limitados.
Em geral, as tolerancias maximas admissiveis s&o dadas nas especificagdes
e normas de fabricagcdo e projeto e sdo baseadas em analises estatisticas
de dados fornecidos pelos fabricantes e firmas de construcdo em ago. Para
perfis | ou H, por exemplo, exige-se que se tenha uma amplitude inicial
maxima da ordem de 1/1000. Valores menores do que este podem ser
encontrados em medidas de laboratério mas, pode-se afirmar que é
relativamente incomum se encontrar em testes de colunas valores maiores
do que a maxima tolerancia permitida, uma vez que tais barras n&o seriam

aceitas logo de inicio.
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FIGURA 2.21 - ENVOLTORIAS DAS CURVAS DE RESISTENCIA ULTIMA PARA 112 COLUNAS,
CONSIDERANDO-SE IMPERFEICOES INICIAIS DE {/500,1/1000 e 1/2000

Em 1972, BJORHOVDE [21] estudou a influéncia da variagdo dos
valores das imperfeicdes iniciais na resisténcia de 112 colunas com

imperfeicbes iniciais da ordem de /500, /1000 e /2000, cujos resultados
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para as curvas de resisténcia de colunas sdo mostrados na Fig. 2.21. Os
resultados obtidos por Bjorhovde foram a base para a determinag&o das

curvas de flambagem do SSRC como sera visto na seg&o 2.3.

Os resultados dos estudos sobre a resisténcia Ultima de colunas
deixam clara a necessidade de se incorporarem as imperfeigoes iniciais nos
modelos para calculo das resisténcias de colunas, que servem de base para

a formulacgao de critérios de projeto.

2.3 Curvas de Resisténcia para o Projeto de Colunas
2.3.1 Consideragées Iniciais

A conclusdo de que a resisténcia maxima das colunas deve ser
determinada considerando-se os efeitos das imperfeigbes iniciais e das
tensdes residuais nos modelos de calculo, representa uma mudanga
significativa na filosofia de projeto das colunas de ago, ou seja, a resisténcia
das colunas comprimidas axialmente deve ser baseada no critério da
Resisténcia-Ultima, levando-se em conta os efeitos citados anteriormente,
ao invés do conceito de Bifurcagdo do equilibrio de uma coluna
perfeitamente reta, considerando-se a teoria do modulo tangente. Esta
mudanca ocorre apés, aproximadamente, quarenta anos de pesquisas,
estudos e testes, feitos principaimente nos EUA e na Europa, na area de

instabilidade das colunas.

O Conceito de Bifurcagao no Projeto de Colunas

Em 1952 o Column Research Council (CRC), hoje chamado de

Structural Stability of Research Council (SSRC), afirmou através do seu

Memorando Técnico n® 1 que, [61, 101]: “E a firme opinido do CRC que a



41

teoria do modulo tangente deve ser a base para o estabelecimento das

férmulas de dimensionamento para carga de servigo'’.

A curva de resisténcia de colunas do CRC, inicialmente pubiicada em
1960, introduziu o efeito das tensdes residuais como sendo o principal fator
que influenciava na determinagéo da resisténcia de uma coluna axialmente

comprimida.

A Fig. 2.22 mostra as curvas de resisténcia para perfis H, baseadas
na teoria do moddulo tangente, considerando distribuigbes parabdlicas e
lineares das tensdes residuais através da mesa, com tenstes residuais de
compressdo nas suas extremidades. Para agos-carbono o valor medio da
maxima tensdo residual de compressio corresponde a aproximadamente
30% da tensdo de escoamento F,, (0,3 F,). Para agos de alta-resisténcia as
tensdes residuais sdo uma fracdo menor da tensdo de escoamento,.
Consideraram-se também, no tracado das curvas da Fig. 2.22, a flambagem
das colunas em relacéo aos eixos de maior e menor inércia. Observa-se que
para o mesmo indice de esbeltez, a resisténcia a flambagem do perfil H em
relacdo ao eixo de maior inércia € maior do que a resisténcia em relagao ao
eixo de menor inércia, o que é atribuido ao fato de que as tensdes residuais

de compresséo sdo maiores nas extremidades das mesas.

A recomendacdo de 1952 do CRC continua valida para projeto de
colunas feitas de ligas de aluminio, ago inoxidavel, agos laminados a frio ou
acos tratados termicamente. Contudo, a luz das pesquisas desenvolvidas
nos ultimos anos, a tendéncia moderna no dimensionamento de colunas de
aco-carbono ou de alta-resisténcia, laminados ou soldados, € introduzir o
conceito de Resisténcia-Ultima de colunas como base de projeto

considerando imperfeicdes iniciais e tensdes residuais nos perfis.
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FIGURA 2.22 - CURVAS DE_RESISTENCIA DE COLUNAS DE PERFIS H COM TENSOES RESIDUAIS DE
COMPRESSAO NAS EXTREMIDADES DAS MESAS.

O Conceito de Resisténcia-Ultima no Projeto de Colunas

A posicao atual do SSRC sobre o fundamento para o projeto de
colunas é afirmado no Memorando Técnico n°® 5, [51, 101]: “A resisténcia-
Ultima, determinada considerando-se aqueles efeitos que influenciam
significativamente a capacidade maxima de carga de um portico, barra ou
elemento, ¢ a base apropriada para o estabelecimento de critérios de
projeto”. Deve-se enfatizar que o modelo apropriado para calculo de
resisténcia de colunas é aquele que incorpora as tensdes residuais e as

imperfei¢des iniciais.
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O metodo para se caicular a resisténcia uitima € bastante complexo.
Deve ser feita uma analise via computador, através de um processo
incremental-iterativo, onde a verificagdo da convergéncia do equilibrio &
feita por processo numérico em cada passo de carga, até se alcangar a
resisténcia maxima da coluna. A descricdo detalhada dos principais
métodos para esta analise pode ser encontrada em extensa literatura, como
em [14, 15, 18, 21, 34, 88, 112], para citar algumas.
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FIGURA 2.23 - CURVAS DE RESISTENCIA ULTIMA DE VARIOS TiPOS DIFERENTES DE COLUNAS

Uma anélise cuidadosa da resisténcia-ultima de colunas, feita através
de computador, ocorreu em 1972 na Universidade de Lehigh, [21], onde
ficou demonstrado que o método de analise numérica previa com corregao
os resultados encontrados em ensaios. Um conjunto cde 112 curvas foi
gerado para uma grande variedade de tipos e perfis de colunas e a variagao

da resisténcia-Ultima das colunas de ago é ilustrada na Fig. 2.23, onde se
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vé 0 espectro do comportamento das colunas e a dispersao dos resultados.
Cada curva foi baseada na distribui¢c&o real das tensdes residuais medidas
em laboratorio e numa flecha inicial no meio do vao de 6, = /1000,

admitindc uma forma senoidal para a elastica da curvatura inicial.

Bjorhovde observou que dentro deste espectro poderiam ser
identificados trés subgrupos, cada um representado por uma curva média.
As trés curvas resultantes sdo conhecidas como as curvas de resisténcia 1,
2 e 3 do SSRC e sao reproduzidas nas Figs. 2.24 a 2.26. Estas figuras
contém:

1. O numero de curvas usadas como base para andlise estatistica e a
largura de banda de disperséo;

2. As curvas limites de probabilidade inferior e superior para cada conjunto
particular de curvas;

3. Os tipos de colunas para as quais cada uma das trés curvas s&o

tragadas.
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O fato de que a resisténcia das colunas poderia ser melhor

representada por mais de uma curva introduziu o conceito de “Curvas

Multiplas de Resisténcia”. A rigor, pesquisas relacionadas ao uso de curvas

multiplas de resisténcia tém sido feitas ha alguns anos. Em 1959, a norma

alemd@ DIN 4114 introduziu uma curva especial para tubos e usou outra

curva para todos os outros tipos de perfis. As pesquisas sobre curvas

multiplas na Universidade de Lehigh iniciaram-se nos anos 60 e resultaram

nas curvas 1, 2 e 3 do SSRC, conforme mencionado anteriormente. Os

trabalhos da European Convention for Construction Steelwork (ECCS)
1970, [20, 59, 112], resultaram no estabelecimento de curvas multiplas
resisténcia que foram adotadas em varios paises da Europa e tambem
Brasil, [13].
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FIGURA 2.27 - CURVAS MULTIPLAS RECOMENDADAS PELA ECCS,BASEADAS EM FLECHAS
INICIAIS DE 60=0,004L ( ADAPTACAO DA REF. 61 )
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A principio a ECCS propos trés curvas, designadas como (a), (b), (¢)
e em 1976 foram acrescentadas as curvas (a,) e (d), [49, 61], totalizando
cinco curvas. Atuaimente, tanto o EUROCODE [46] quanto a NBR-8800/86
[13], adotam as quatro curvas seguintes: a, b, ¢, d. A Fig. 2.27, ilustra as
cinco curvas mencionadas, juntamente com os tipos de colunas para as

quais elas séo aplicaveis.

2.3.2 Curvas de Resisténcia Utilizadas nos Projetos de Colunas de Ago

2.3.2.1) Curvas do CRC - AISC/ASD - AISC/PD

CURVAS DO CRC

Baseado no estudo de colunas ideais com distribuigbes lineares e
parabdlicas das tensdes residuais através das mesas, bem como nos
resultados de inUmeros testes de perfis H de ago-carbono, laminados a
quente, de tamanhos pequenos e médios, o CRC recomendou na primeira e
segunda edigdes do GUIDE [61] a formula parabélica, proposta por BLEICH

[27], na seguinte forma:

2

o
onde:

Fee = tensdo critica de flambagem

Fy = tensdo de escoamento do ago

r = raio de giracdo da seg&o transversal em relagao ao eixo

de flexdo considerado
Kiir = indice de esbeltez da barra

B = constante



48

para representar a resisténcia da coluna na regi&o inelastica. A resisténcia
da coluna na regido elastica, entretanto, € representada pela formula de

Euler.

A Eq. 2.7 foi escolhida porque, quando comparada na Fig. 2.22 com
outras curvas tracadas para diferentes modelos de distribuicdo de tensdes
residuais e diferentes eixos de flexdo, observou-se uma aproximagdo media
satisfatoria com as resisténcias das colunas dadas pela teoria do modulo
tangente, flambadas em relagdo aos eixos de maior e menor inércia.
Particularmente, é observado que a distribuicdo parabdlica da tensao

residual € mais representativa da situac&o real do que a distribui¢&o linear.
Quando o CRC admitiu a tensao residual como o principal efeito na
determinag&o da resisténcia de uma coluna, definiu também o limite efetivo

de proporcionalidade como sendo:

Fo=F,-F, (2.8)

-n
o
H

tensdo limite de proporcionalidade

n
I

maxima tenséo residual de compressao na se¢éo

transversal

O CRC adotou a maior tensao residual de compressao,
conservativamente, como sendo F, = 0,5 F,, ao invés de 0,3 F, presente nos
perfis H laminados & quente, para obter uma transicdo suave entre a
parabdla (regido ineléstica) e a hipérbole de Euler (regiéo elastica), bem
como melhor representar a resisténcia das colunas & flambagem em torno

dos eixos de maior e menor inércia. Para isto, a constante B na Eq. 2.7 vale

Fy2/4Tt2E e F,, naEg. 2.8 vale 0,5F, AEqg. 27 fica, entao:
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Fop o (@2 2.9
cr T 'y 4TC2E r/; ()

O indice de esbeltez correspondente & tens&o de proporcionalidade

efetiva, F, = 0,5 F,, que define o ponto de transig&o entre o regime elastico e

o inelastico & designado como C., e é dado por:

2n°E
C, == (2.10)
FY

Entdo, para colunas com indice de esbeltez menor ou igual a Ce, a

curva do CRC assume a forma de uma parabola e para indice de esbeltez

maior do que C., a curva do CRC assume a forma de uma hipérbole, ou

seja:
[ (kirn)? ] ki
FyL1 ———zc—g—J  para <C,
Fer = (2.11)
n°E ara K C
_ >
(K1) A = e

A Eq. 2.11 pode ser escrita na forma adimensional em fungéo de P/P,
X Ae, ONde P, é a forca normal de escoamento dada por P, = A F,, sendo A a

area bruta da secdo transversal e A, € o parametro de esbeltez dado por:

f
A, Ky (2.12)
r n VE
1-0,25 2 para i, <2
Piz (2.13)
PV parax_>+2

A curva do CRC. na sua forma adimensional. é tragada na Fig. 2.28.
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CURVAS DO AISC/ASD

A curva do CRC dividida por um fator de seguranca variavel de:

5 g{kl/rj 1[kl/rj3_§ g(_xij 1(‘)1}3 )14
378lc. ) 8lcC.) "378y2) 82 (2.14)

na regido inelastica e um fator de seguranca constante de 23/12 = 1,92, na

regido elastica, representa a curva de flambagem do AISC Allowable Stress
Design (ASD), [5, 6].

Embora a presenca das tensdes residuais fosse levada em
consideracéo, as curvas do CRC foram concebidas com base no criterio de
bifurcacdo do equilibrio, implicito na teoria do mddulo tangente, que admite
que as colunas sao inicialmente perfeitamente retas. Sabendo-se que estas
colunas ndo s3o encontradas na vida real, o AISC introduziu estes fatores
de seguranca para considerar as imperfeigbes geométricas e

excentricidades de carga, que sao inevitaveis nas colunas usuais da pratica.

Através da Eq. 2.14 observa-se que na regido inelastica, ou seja,
para 0 < Kl/r < C,, o fator de seguranga varia de 1.67 para Kl/r = 0 até 1,92
para Ki/r = C.. Para a regido elastica, ou seja, para Kl/r > C, o fator de
seguranca permanece essencialmente constante e igual a 23/12 = 1,92,
reconhecendo a importancia do efeito das imperfeigbes iniciais em colunas

com alto indice de esbeltez.

Deve ser observado que embora o uso do fator de seguranga variavel
interpretasse corretamente a tendéncia daqueles efeitos, néo havia base
cientifica para os numeros escolhidos, com excegéo do valor 1,67 para
esbeltez nula, que representava o caso de compressao pura, sem influéncia

de flambagem local ou global, e entéo neste caso, o fator de seguranca ao
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gscoamento na compressdo pura poderia ser 0 mesmo para o caso da

trac@o pura.

Finalmente, a curva de flambagem do AISC/ASD na sua forma

adimensional, também tracada na Fig. 2.28, fica:

2
1-0.25 2, 5 , para i, < J2
L3010
p |3 82/ 82
o - (2.15)
’ E(xc)’z parai, > V2
23
A
0.8+

0.6

04

0.2

-

CURVA DO AISC/PD
(eq. 2.18)

|
b
SSRC 2\ |
(eq. 2.17D) || _CURVA DO AISC/LRFD(1986)
—\ I (eq.2.21)
I

|
|
2 SSRC 1 |
\\((eq. 247a)

SSRC 3
(eq.2.17¢C) !

CURVA DO AISC/ASD
(eq. 2.15)

[4,]

i L ;
0.50 Q75 1.00 .25 R

FIGURA 2.28 - CURVAS DE FLAMBAGEM PARA PROJETOS
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CURVAS DO AISC/PD

A curva do ASD muitiplicada pelo fator 1.7, forma a curva do AISC
Plastic Design (PD), também representada na Fig. 2.28. No calculo plastico
somente o regime ineldstico da curva é utilizado por causa das esbeltezes
exigidas. A expressdo matematica da curva de flambagem do AISC/PD fica
entao:

17 (1-0,2522)

=Ry

, para i, < V2 (2.16)

2.3.2.2) Curvas do SSRC - CSA - AISC/LRFD

CURVAS DO SSRC

Antes de discorrer sobre este item, deve ser relembrado que ambas
as curvas, AISC/ASD e AISC/PD, tiveram sua origem na curva do CRC que
foi desenvolvida com base no conceito de bifurcagéo, o qual admite que a
coluna ¢ perfeitamente reta. Embora a tensdo residual seja explicitamente
levada em conta, o efeito das imperfei¢des iniciais € somente considerado

implicitamente, ao se aplicar um fator de seguranga variavel a curva basica.

Uma vez que colunas perfeitamente retas ndo s&o encontradas na
pratica, pesquisadores tém analisado, tedrica e experimentalmente, a
resisténcia e a estabilidade de colunas que, explicitamente, consideram os
ofeitos das tensdes residuais e imperfeigdes iniciais. Como ja descrito
anteriormente, uma analise criteriosa de resisténcia ultima de um conjunto
de 112 colunas foi feito em 1972, na Universidade de Lehigh, baseada num
modelo computacional desenvolvido para colunas com flecha inicial no meio

do vao igual a 0,001! e com valores reais das tensdes residuais medidas em
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laboratério. Como resultado, foi desenvolvido um conjunto de trés curvas,

conhecidas como as curvas multiplas 1, 2 e 3 do SSRC. Estas curvas foram

mostradas nas Figs. 2.24 a 2.26 na se¢ao 2.2.1.

O SSRC, nas terceira e quarta edigbes do GUIDE [61, 51], apresenta

estas trés curvas juntamente com as suas representagdes algébricas, que

foram obtidas pelo ajustamento de curvas a uma parabola ou hipérbole e

cujas equagées resultantes sdo dadas através das Eq. 2.17aa 2.17c.

Curva 1

e para
e para
e para
e para
e para

Curva 2

e para
e para
e para
e para
e para

Curva 3

e para
e para
e para
e para
e para

- SSRC

0<\, <015
015 <A, <120
120 <A, <180
1,80 <, <280
A, = 2,80

- SSRC

0<A, <015
0,15 <A, <100
1,00 <A, <200
2,00<A, <360
A, 2360

- SSRC

0<A, <015
0,15 <, <080
080 <i,<220
2,20<, <500
A, 2500

F,=F,
F :Fy(o 990+0,122 A, - 0,367 A2)
F, =F,(0,051+08012)
F, =F,(0,008+0,942 1)
F, =F,AZ(= Curva de Euler)
F, =F,
F, :Fy(1o35 0,202 %, - 0,222 A2)
F, =F,(-0,111+0636 A’ +0,087 X
F, =F,(0,009+0877 % )
F, =F,XZ(= Curva de Euler)
F, =F,
F, = Fy(1093 0622 2,)
F, =F,(-0128 +0707 3 - 0,102 %2)
F, = Fy(O 008 + 0,792 X2)
F, =F,xZ(= Curvade Euler)

F (2.17a)

2)t (2.17b)

r(2.17¢)
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Para efeito de comparacédo, as trés curvas do SSRC s&o também

tracadas na Fig. 2.28, juntamente com as curvas do CRC, ASD e PD.

E evidente que usar vérias curvas de resisténcia em projeto & mais
trabalhoso do que trabalhar com uma curva unica mas, também, €
reconhecido atualmente, que nio é possivel cobrir toda a grande variagao

da resisténcia das colunas através de uma so curva.

TABELA 2.2 - Tabela de Selegdo de Curvas de Flambagem (adaptacao da ref. 22)

Fabrication Details Specified Minimun Yield Stress of Steel (ksi)
Axis <36 | 37to49 | 50to59 | 60to89 > 90
Light and medium | Major 2 2 1 1 1
Hot-rolied W-shapes Minor 2 2 2 1 1
W-shapes Heavy W-shapes | Major 3 2 2 2 2
(flange over 2 in.) | Minor 3 3 2 2 2
Welded Major 2 2 2 1 1
Built-up Flame-cut places | Minor 2 2 2 2 1
H-shapes Universal Mill Major 3 3 2 2 2
Plates Minor 3 3 3 2 2
Welded Flame-cut and Maijor 2 2 2 1 1
Universal Mill
Box Shapes Plates Minor 2 2 2 1 1
Square and Major N/A 2 2 2 2
Rectangular Cold-formed Minor N/A 2 2 2 2
Tubes Hot-formed and Major 1 1 1 1 1
cold-formed heat-
treated Minor 1 1 1 1 1
Circular Cold-formed N/A 2 2 2 2 2
Tubes Hot-formed N/A 1 1 1 1 1
Major
All Stress-relieved Shapes and
Minor 1 1 1 1 1

* Quenched and tempered steels
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Paises da Europa Ocidental, o Canada, o Brasil, por exemplo,
adotam o conceito de curvas multiplas em suas especificagdes para projeto.
Com o objetivo de facilitar o uso das curvas do SSRC, elas devem ser
usadas em conjunto com a Tabela de Selegcdo de Curvas de Flambagem,
ver na Tab. 2.2, construida por BJORHOVDE [22], a qual auxilia o projetista
a escolher a curva apropriada para o uso, dependendo do tipo de perfil,

processo de fabricagéo e eixo de flexao.

Ainda pensando em facilitar o uso pratico das curvas multiplas do
SSRC, seria desejavel que se tivesse apenas uma unica equagao gue
representasse com bastante precisdo todas aquelas curvas dadas pelas Egq.
2.17a a 2.17c. RONDAL & MAQUOI [110], em 1979 e CHEN & LUI [34], em
1984, apresentaram uma expressdo matemdtica simples para representar
estas curvas multiplas, oriunda da equagdo de interagdo entre a forca
normal e 0 momento fletor. A expressdo proposta por Rondal e Maguoi, com

desvios maximos da ordem de -2,12% a 3,59%, & dada por:

R, = glQ- O ) <, 2.18)

onde:

Q=1+ar, -015)+2 (2.19)

0103 paraacurva 1
a=190293 paraacurva?2
0,622 para acurva3

A Fig. 2.29 mostra a boa concordancia entre as equagoes do SSRC
e a equacao Unica proposta por Rondal e Maquoi, que continua em todo o

dominio do parametro de esbeltez ..
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0.804

- 0.60-

0.404

SSRC CURVES

0.20- — ——— RONDAL- MAQUO! EQUATION =—
T T H T
0 0.25 050 075 160 1.25 150 175 200
Ac

FIGURA 2.29 - CURVAS MULTIPLAS DO SSRC E A EQUACAO DE RONDAL - MAQUOI

CURVAS DO CSA

Como um primeiro passo em diregdo ao uso do conceito de curvas
multiplas de resisténcia na América do Norte, a Canadian Standards
Association (CSA) adotou a curva 2 do SSRC (Eg. 2.17b) como curva
basica de projeto em sua norma CSA Standard S16. 1-74 “Steel Structures
for Buildings - Limite States Design”, de 1974. Em 1980 e na versdo de
1984, [29], a CSA também adotou a curva 1 do SSRC para perfis tubulares
conformados & quente ou a frio com alivio de tensdes. Observa-se também
que a norma canadense exclui, dentre 0s perfis que seriam projetados de
acordo com a curva basica, os perfis UM, juntamente com as barras
redondas com diametro superior a 50 mm sem alivio de tensdes. Para estes
perfis e para perfis pesados, a norma canadense sugere, em Seus

comentarios, a curva 3 do SSRC.
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CURVA DO AISC/LRFD

Baseando-se em analises probabilisticas da resisténcia de colunas,
BJORHOVDE [21] também desenvolveu outras curvas de flambagem, onde
a flecha inicial no meio do vao era igual a 1/1470 do comprimento da
coluna. As equagbes matematicas descrevendo estas curvas s&o dadas
através das Eq. 2.20a a 2.20c e sdo denominadas curvas 1P, 2P e 3P do
SSRC.

Curva1P - SSRC

epara 0<i, <015 Fo=F

epara 015<2x, <120 F, = F,{0,979 + 0,205 &, - 0,423 2)

epara 120 <2, <180 F, = F,(003+0842 x7) (2.20a)
epara 1,80 <, <260 F, = F,(0018+0,881%2)

epara A, =260 F, = F,x2(= Curva de Euler)

Curva2P - SSRC

epara O0<A, <015 Fo=F,

epara 015 <2, <100 F, =F,(103-0158 %, - 0206 13}

epara 100 < &, <180 F, =F,(-0193 +0803; +0,056:7) (2.20b)
epara 1,80< 2, <320 F, =F,(0018 + 0815 x2)

epara 1, 2320 F, = F,x2(= Curva de Eduler)

Curva3P - SSRC

epara 0<Ai, <015 F.=F

epara 015 < i, <080 F, =F,(1091- 0608 %)

epara 080 <A, <200 F, =F,(0021-0385x +0,066 %2) 1 (2.20c)
epara 2,00< i, <450 F. =F,(0,005+09 2]

epara . =450 F, =F,x2(= Curva de Euler)

y‘rc
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A comparacgdo entre as curvas multiplas originais do SSRC (&do/l =

1/1000) e as curvas SSRC-P (8o/l = 1/1470) é mostrada na Fig. 2.30.

CURVA ¢
CURVA 2

CURVA 3

CURVAS MULTIPLAS PROBABILISTICAS (64 /1 = 1 /1470)
——-- CURVAS MULTIPLAS DETERMINISTICAS {6,/ ! = | /1000)

i 1 1 1 | 1 1 i 1 | i L 1 1 | 1 | L
o] 0.5 10 1.5

O-Y L
E r

_ |
Ae* 77

FIGURA 2.30 - CONJUNTO DE CURVAS DE FLAMBAGEM DE COLUNAS COM VALORES DE
FLECHA INICIAL DE 1/1000 E 1/1470

No desenvolvimento das curvas de resisténcia para projeto de
colunas a posic&o inicial, com relacéo a amplitude das imperfeiges iniciais,
era a de se adotar o valor /1000 no meio do vao, considerando uma elastica
semi-senoidal para a curvatura inicial da coluna. Esta flecha inicial
representava basicamente a tolerancia maxima de fabricag&o dos perfis.
Ficou demonstrado porém, apos as analises do SSRC, que este € um valor
conservativo, sendo que o principal argumento a seu favor € que a
imperfeicdo inicial € responsavel por todas as outras imperfeicoes
geométricas, tais como excentricidades de carga ou falta de prumo.

Contudo, o SSRC em 1985 recomendou que a base para o desenvolvimento
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de curvas de projeto para colunas de ago deve ser uma flecha inicial de
I/1500. Esta recomendacgdo esta bastante proxima das medidas feitas em
laboratério por Bjorhovde e reflete a posi¢céo atual do SSRC sobre esta
matéria. Para todos os efeitos praticos as Eq. 2.20a a 2.20c representam

esta condig&o.

H4, entretanto, nos Estados Unidos, certa relutancia em se adotarem
as curvas multiplas de flambagem, porque elas representam mais trabalho
para os projetistas comparando-se com o uso de uma curva unica, e
também, porque os americanos pensam que ainda s&o necessarias mais
pesquisas sobre este assunto na édrea de estruturas de ago. Os
pesquisadores do SSRC continuam se esforcando para que num futuro

préximo esta questdo esteja resolvida.

Por estas razées, no desenvolvimento das especificagdes do AISC na
versdo LRFD (Load and Resistance Factor Design), o Comité de
especificagdes do AISC decidiu continuar a usar somente uma unica curva
para o projeto de colunas de ago. A curva 2P do SSRC foi ent&o escolhida
para representar a curva basica de projeto pelo LRFD. Entretanto, a Eq.
2.20b ndo & a mesma para a versdo LRFD. que foi modificada para
apresentar uma forma matematica mais simples mas ainda assim, bem

ajustada a curva 2P do SSRC.

Finalmente, a especificacdo do AISC/LRFD [7] adota a seguinte curva

para representar a resisténcia basica das colunas:

-0,41922 -
P _ {e , parai, < 1,50 (2.21)

P, 10877x7

Y para . > 1,50

i

Nota-se que somente uma curva é recomendada para todo o dominio

possivel do parametro de esbeitez i..
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A curva do AISC/LRFD € também mostrada na Fig. 2.28, juntamente
com as outras curvas descritas anteriormente e fica entre as curvas do CRC

e as curvas 2 do SSRC.

2.3.2.3) Curvas da ECCS - Eurocode - NBR 8800/86

CURVAS DA ECCS

A European Convention for Constructional Steelwork (ECCS) criou o
Comité sobre Estabilidade (Comité n° 8) em 1959, [48], com o propésito de
elaborar regras européias comuns para calculo da estabilidade de barras e
componentes estruturais em ago, a fim de acabar com as consideraveis
diferencas existentes, naquela época, entre as normas nacionais dos

diversos paises, sobre esta matéria.

Logicamente, o primeiro objetivo deste comité era trabalhar com o
problema basico de barras rotuladas comprimidas axialmente uma vez que,
depois da formulacéo classica de Euler, a flambagem passou a ser objeto
de numerosos estudos tedricos e experimentais. Consequentemente. o
calculo a flambagem é tratado em todas as normas de construgdo metalica,
e por isto, o comité da ECCS [20, 59, 112] supbs que uma compilagéo das
normas nacionais existentes deveria fornecer o material necessario para
estabelecer regras européias aceitaveis. A tentativa feita neste sentido foi
rapidamente abandonada, por duas razdes principais:

- As curvas de flambagem das diversas normas entdo em vigor acusavam
uma dispersdo que as tornavam inconciliaveis.

- Praticamente todas as normas eram fundamentadas no meétodo das
tensdes admissiveis, com coeficientes de seguranca arbitrariamente fixados,

varidveis com a esbeltez da barra e diferentes daqueles aplicados as pegas



61

com outro tipo de solicitagéo (tragdo, por exemplo), portanto, incompativeis

com o principio geral de uma seguranga uniforme.

Ao admitir que as tensdes residuais exercem grande influéncia sobre
a carga de bifurcagido de uma barra comprimida, que cada barra possui na
realidade uma curvatura inicial e que o esforgo ndo € aplicado axialmente, o
Comité n° 8 da ECCS rejeitou claramente o principio da bifurcagdo do
equilibrio e compreendeu que seus trabalhos de pesquisa deveriam ser
fundamentados em uma barra possuindo imperfeigbes iniciais e tensoes

residuais.

Conforme relatado na ECCS [48] e em BEER & SCHULZ [20], J.
Dutheil, membro desta comissdo, tinha desenvolvido, para o calculo da
carga de colapso de barras deste tipo, uma teoria de notavel simplicidade,
mas que no entanto, nd3o levava em conta completamente a influéncia
exercida pelas imperfeices e mais particularmente, pelas tensoes
residuais. Esta lacuna conduziu SFINTESCO, D. [112], presidente da Sub-
Comissdo de Estudos Experimentais de Flambagem, & idéia de investir num
grande programa de testes, inicialmente para confirmar a teoria de Dulteil
mas, com o desenrolar dos trabalhos. a comiss&o concluiu que estes
ensaios poderiam se tornar uma base essencial para a determinacao das

novas curvas de flambagem da ECCS.

Entao, um conjunto de 1067 ensaios foram realizados em laboratorios
de sete paises de Europa, a saber: Alemanha, Bélgica, Franca, Holanda,
Italia, lugoslavia e Reino Unido, segundo os preceitos preconizados por
Dutheil, para que se pudesse fazer uma analise estatistica dos resultados
obtidos. Para isto, os corpos de prova deveriam formar uma amostra
representativa da produgdo Européia e das imperfeicdes inevitaveis
encontradas na pratica industrial durante o processo de fabricagdo

(imperfeicbes, tensbes residuais, etc.), e também, o numero de ensaios
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deveriam ser suficientes para permitir a determinac&o estatistica das cargas

ultimas para uma dada probabilidade.

A comissao estava plenamente consciente do fato de que somente os
ensaios n&o poderiam constituir uma base suficiente para se determinarem
as novas curvas de resisténcia, principalmente pelas razbes seguintes:

- Os ensaios s6 poderiam ser executados, salvo excegdes, em barras com
dimensdes relativamente reduzidas.

- Os ensaios sé poderiam ser realizados sobre certos tipos de perfis
particularmente caracteristicos, conseglentemente a extrapolagdo dos
resultados para todos os outros tipos de perfis, possiveis de serem
utilizados na pratica, s6 poderia ser feita através de raciocinio tedrico.

- Somente a teoria poderia compreender separadamente os efeitos devidos
a todas as imperfeicdes e fundamentar a elaboragéo das curvas de
resisténcia sobre uma combinacdc racional destas influéncias,

considerando-as com seus valores mais provaveis.

Como base para as andlises tedricas foi considerada uma coluna bi-
rotulada. carregada axialmente, possuindo imperfeigbes iniciais e tensoes
residuais. A imperfei¢do inicial foi definida por uma curva semi-senoidal
para a curvatura inicial da barra com uma flecha central de 1/1000. Como ja
mencionado anteriormente, esta hipdtese é compativel com as imperfeigbes
iniciais medidas em laboratorio, bem como, os limites estabelecidos nas
diversas especificagdes Européias. As tensbes residuais consideradas sao
devidas aos processos de laminac&o e soldagem dos perfis, sendo que as
suas distribuicbes através da secio transversal sdo aquelas encontradas
nas barras laminadas ou soldadas “como fabricadas”. A analise tedrica &
baseada no critério de Resisténcia-Ultima de barras estruturais com
imperfeicdes, cuja capacidade maxima de carga € encontrada, em geral,
através de célculos computacionais, considerando-se um processo

incremental-iterativo.
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A pesquisa tedrica matematica, baseada em dados experimentais
suficientes para uma analise probabilistica satisfatoria, mostrou uma larga
dispersdo da resisténcia das colunas dependendo do tipo de secéo
transversal, do processo de fabricagdo e do eixo de flexdo. A comissao
percebeu desde o inicio que o estabelecimento de uma unica curva de
resisténcia iria prejudicar inutimente a maioria dos perfis utilizados na
pratica e, por isto, decidiu propor o estabelecimento de curvas multiplas. A
principio foram propostas trés curvas (a), (b) e (c), e mais tarde, em 1976,

este numero foi aumentado para cinco com adog&o das curvas (a,) e (d).

As trés curvas de resisténcia foram tracadas para trés formas
representativas de perfis possuindo tensdes residuais e flecha inicial no
meio do vao de 1/1000. A curva dos tubos (a) foi caiculada para os tubos
circulares, a curva dos perfis caixdo (b) corresponde a resisténcia-ultima
dos perfis caixdo soldados de segdo retangular e a curva dos perfis | (c)
refere-se aos perfis | tendo uma distribuigdo desfavoravel das tensdes

residuais.

Para se chegar a classificacdo das outras formas de perfis dentro das
curvas (a), (b) e (c), conforme mostra a Tab. 2.3, n&o somente a teoria,
considerando-se os dados relativos as imperfeicdes e tensdes residuais, se
constituiu num meio indispensavel, como também, os resultados dos
ensaios representou uma confirmagéo necessaria para se determinar, para

cada perfil, a sua curva de resisténcia correspondente.

Contudo, estas curvas sofreram algumas criticas, sendo gue uma
delas se referia ao fato de que o efeito de strain-hardening n&o havia sido
levado em conta nas hipdteses tedricas iniciais. o que deveria alterar 0s
valores das tensdes para baixos valores da esbeltez. Deste modo, as cinco
novas curvas de flambagem, adotadas em 1976 pela ECCS, apresentavam

um platd horizontal para valores de esbeltez abaixo de 0,2. Em relag&o as
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duas novas curvas criadas, a curva (a,) representa o comportamento das
colunas com pouca presenca relativa de tensées residuais, como nos pertfis
tratados com alivio de tensdo e ago de alta-resisténcia e a curva (d)
representa o comportamento de colunas com forte presenga relativa de
tensées residuais, como por exemplo os perfis H pesados (espessura > 40
mm) laminados ou soldados UM. A Fig. 2.27, no final da se¢do 2.3.1, ilustra
as cinco curvas recomendadas pela ECCS e mostra também os perfis

estruturais classificados para serem usados nas curvas (a), (b) e (c).

TABELA 2.3 - Tabela de Selecdo de Curvas de Flambagem (adaptacgéo da ref. 20)

N° Forme du profilé Curve
1 Tubes laminés A
2 Tubes soudés A
3 Caisson soudés B
4 Profilés 1 et H laminés:
- Flambement | | aame h/b> 12 A
hib<1.2 B
- Flambement | | aux semelies h/b > 1,2 B
h/b<1.2 C
5 Profilés { et H soudeés:

- Flambement | | a I'ame:
a) semelies oxycoupées A

b) semelles en larges-plats B

- Flambement | | aux semelles:

a) semelles oxycoupées B
b) semelles en larges-plats C
6 Profilés | et H laminés, avee semelles additionelles soudées
- Flambement | | aux semelles A
- Flambement | | a'ame B
7 Caissons avant subi un recuit de detente A
8 Profilés | ou H recuits:
- Filambement | | al'ame A
- Flambement | | aux semelles B
9 Profilésen T ou Y2 | C

10 Profilés U C
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Assim como para as curvas do SSRC, RONDAL & MAQUOI [110]
propuseram uma expressdo matematica simples para representar estas

curvas multiplas, dada por:

E_UZEJ?(Q—‘/QZ - 412] <100 (2.22)

onde:
Q=1+ay32 -004 +2 (2.23)
e
0,093 para a curva (a,)
10,138 para a curva (a)
o = 10,281 para a curva (b)
0,384 para a curva (c)
0,587 para a curva (d)

Conforme PIMENTA, R.J. [101], estes valores de o foram calibrados
de tal forma, que a minima diferenca entre os valores da Eq. 2.22 e 0s
valores reais ocorresse dentro da faixa de trabalho mais utilizada na pratica,
ou seja, de 0,6 < A, < 2,1, apresentando as seguintes variagbes para as
cinco curvas: (a,) £ 0.53%; (a) + 0,43%; (b) + 2.58%; (c) + 1,79%; (d) £
1,87%.

CURVAS DO EUROCODE

A norma européia para calculo e projeto de estruturas de ago
(EUROCODE), desenvolvida pelo Comité Europeu de Normalizagdo, é
baseada nos estudos tedricos e experimentais feitos pela ECCS. Sendo
assim. o EUROCODE/83 adotou as cinco curvas prescritas pela ECCS,
através de uma Unica equacdo matematica, com uma diferenga na Eq. 2.23

e nos valores de a, dada por:
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% - %(Q -Ja?-4x) <100 (2.24)

Q=1+a(A,-02)+R (2.25)
(0,13 para a curva (a,)
0,21 para a curva (a)
o =10,34 para a curva (b)
0,49 para a curva (c)
10,76 para a curva (d)

Na sua versdo mais recente, de 1992, ou EUROCODE 3° Design of

Steel Structures - Prestandard [46], abandonou a curva (a,) adotando

apenas as outras quatro curvas. A equagdo matematica que representa

estas quatro curvas é dada por:

onde:

F 1

M _p= <100 (2.26)

Fy Q+(Q2 —7»25)0'5

Q= 05[1+a(, - 0.2) + 2] (2.27)
(0,21 para a curva (a)

_ 0,34 para a curva (b)

“=loa49 para a curva (c)

0,76 para a curva (d)

Como ilustragéo, a Tab. 2.4 apresenta os valores de p para as quatro

curvas de resisténcia, determinados conforme as Eq. 2.26 e 2.27, em fungéo

do parametro de esbeltez A. e, a Tab. 2.5 auxilia na selegao das curvas
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conforme o tipo de perfil, processo de fabricagéo e eixo de flexdo. Observa-
se também na Tab. 2.5 que o EUROCODE/92 n&o faz mais disting&o entre
os perfis | e H soldados tipos FC ou UM, e os classifica de forma unica,

conservativamente, conforme os perfis UM de menor resisténcia.

TABELA 2.4 - Fatores de reducdo p em fungao do pardmetro de esbeltez i, para as
curvas de flambagem (a), (b), (c) e (d). (adaptagdo da ref. 46)

Curva de Flambagem

Ae a b c d

0.2 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
03 09775 0,9641 0.9491 0,9235
0.4 0,9528 0.9261 0,8973 0.8504
05 0,9243 08842 0,8430 07793
0,6 0,8900 0,8371 0,7854 07100
07 0,8477 0,7837 07247 0,6431
0.8 0,7957 0,7245 06622 0,5797
09 0,7339 06612 0,5998 0,5208
1,0 0,6656 0,5970 0,5399 04671
11 0,5960 0,5352 0,4842 0,4189
1,2 0,5300 0,4781 0,4338 0,3762
1,3 0,4703 0,4269 0,3888 0,3385
1.4 0,4179 0,3817 0,3492 0,3055
15 0,3724 0,3422 0,3145 0,2766
1,6 0,3332 0,3079 0,2842 0,2512
17 0,2994 0,2781 0,2577 0.2289
1.8 0,2702 0,2521 0.2345 0,2093
1.8 0,2449 0.2294 0.2141 0,1920
20 0,2229 0,2095 0,1962 0.1766
2,1 0,2036 0,1920 0,1803 0,1630
22 0,1867 01765 0,1662 0,1508
23 01717 0,1628 0,1537 0,1399
24 0,1585 0,1506 0,1425 0,1302
25 0,1467 0,1397 0,1325 0,1214
26 0,1362 0,1289 0.1234 01134
27 0.1267 01211 01153 0,1062
2,8 0,1182 01132 0.1079 0,0997
29 0,1105 0,1060 01012 0,0937
30 0,1036 0,0994 00951 0.0882
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TABELA 2.5 - TABELA DE SELECAO DE CURVAS DE FLAMBAGEM E TIPOS DE PERFIS

( ADAPTAGCAO DA REF. 46)

BUCKLING | BUCKLING
IMIT
CROSS SECTION L S ABOUT AXIS CURVE
h/b > 1,2: y-y a
2 ty < 40mm Z-12 b
)
= b
5 40mm <t < 100mm vy
e Z-2 c
;; h/b € 1,2: y-y b
w t¢ < 100mm z-12 c
J
o]
- d
« ty > 100mm )z/ _ Z d
(%2}
5 ez ||+ <a0mm y- b
N ] C ] £= z-z
2 1 T
iz i
i _+__‘_X Y Y
@ ‘——" L!::r'
= z y-y c
wl
z Z ?f > 40mm 7-2 d
n HOT ROLLED ANY a
8
é COLD FORMED
» ANY b
> -USING fyb)
S
J
a3 COLD FORMED
* -USING fyq ) ANY ¢
(72}
Z t GENERALLY
S |z f
E 0 ) {EXCEPT AS BELOW) ANY b
5 i
P 0| I SO | B
\ 1
o0} | w
a ; THICK WELDS AND
3 ] Tz
S 1 b b/t <30 y-y
b/ty < 30 z-12
2]
c8
Z 1
< - !
-8 ANY
(o I ¢
-0 i
4
-0
)
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CURVAS DA NBR 8800/86

A NBR-8800 [13], desde 1986 n&o considerou a curva (ao) e adotou
as curvas (a), (b), (c) e (d) da ECCS para representar a resisténcia a
flambagem das colunas de ago. Também, desde esta época nao fez
distingdo entre os tipos FC e UM dos perfis | ou H soldados, adotando,
conservativamente, as curvas referentes aos perfis UM, que tém menor

resisténcia.

E importante observar neste instante, que esta consideragédo €
bastante adequada para os padroes europeus, porque a maioria dos seus
perfis soldados s&o do tipo UM, enquanto que aqui no Brasil ocorre
exatamente o contrario. A grande maioria dos perfis soldados s&o do tipo
FC (cortados & macarico), que, como ficou demonstrado na se¢do 2.2.2, tem
maior resisténcia do que os perfis soldados tipo UM. Portanto, ao se adotar
as curvas dos perfis UM, pode-se estar sendo muito conservativo, anti-
econdmico e penalizando desnecessariamente as estruturas. Atualmente
esta sendo desenvolvida uma dissertacdo de mestrado no Departamento de
Engenharia de Estruturas da EE-UFMG [101], que visa investigar

exatamente esta situagao.

As expressbes matematicas que representam as curvas da NBR-
8800/86 sdo as mesmas Eq. 2.22 e 2.23 da ECCS com um formato um

pouco diferente, como mostrado a seguir:

> |

% = p = 100 para 0< <02 (2.28a)

y

Dozpo=p- - para A>02 (2.28Db)

N
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onde:
p= —Lp(1+oy 004+ T') (2.29)
2\
- 1K |Qf
A= [ 2.30
nr\VE (2.30)
sendo:
) = parametro de esbeltez;
Q = coeficiente de reducéo que leva em conta a flambagem local.
e
(0158 para a curva (a)
_ 0,281 para a curva (b)
“= 10,384 para a curva (c)
0,572 para a curva (d)

Como ilustragdo, a Fig. 2.31 mostra as curvas de flambagem da NBR-
8800/86 que relaciona pXx A e aTab. 2.6 mostra a tabela de classificagdo de

segbes e curvas de flambagem.

Comentarios

A NBR 8800 considera pardmetros como as tensdes residuais
existentes nos perfis de ago e as imperfeigdes iniciais das barras, nos
modelos para célculo da resisténcia das colunas, adotando assim o critério
da Resisténcia-Ultima, que é hoje o conceito mais moderno para a

determinagéo das curvas de resisténcia das colunas de ago.

As pesquisas realizadas pelos comités europeu (ECCS) e americano

(SSRC) para estudos sobre a estabilidade de estruturas, baseadas em
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dados tedricos e experimentais, mostraram uma larga dispersdo da
resisténcia das colunas dependendo do tipo de segéo transversal, do
processo de fabricagdo e do eixo de flexao, indicando que o
estabelecimento de varias curvas de resisténcia representa melhor o
comportamento destas colunas, enquanto que a adog&o de uma unica curva
pode, em muitos casos, levar a situagbes de projeto bastante anti-

econdmicos e em outros casos, ficar contra a seguranga.

Pode-se afirmar entdo, que a NBR 8800 [13] ao optar pelas curvas
multiplas na determinagdo da resisténcia das colunas, adotou os critérios
mais modernos e avancados na concepc¢éo filosofica para o projeto, calculo

e dimensionamento das estruturas de ago.

Entretanto, algumas criticas devem ser feitas, ndo em relagéo a
filosofia que é considerada correta, mas em relag&o as curvas finais (a, b, c
e d) adotadas pela NBR 8800, representadas pelas Eq. 2.28 e 2.29 com

seus respectivos valores do coeficiente a.

Observa-se que estas equagdes sdo as mesmas Eq. 2.22 e 2.23 da
ECCS, adotando-se inclusive os mesmos valores para o coeficiente o.
Observa-se também que o proprio EUROCODE [46], ja revisou as suas
expressdes (ver Eq. 2.26 e 2.27) e os valores do coeficiente a. Isto significa
que devemos adaptar as curvas de resisténcia a nossa realidade,
adequando as expressdes mateméticas e os valores do coeficiente o as

condigbes dos perfis fabricados e utilizados no Brasil.

Para isto, & necessaria a realizagdo de um amplo programa de testes
visando determinar o numero de curvas de resisténcia adequado a nossa
realidade, estabelecer uma classificacdo mais correta dos perfis dentro
destas curvas e obter novas expressdes matematicas para as mesmas, com

os respectivos valores do coeficiente a.
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TABELA 2.6 - CLASSIFICACAO DE SECOES E CURVAS DE FLAMBAGEM (ADAPTACIXO DA REF. 13)
. FLAMBAGEM| CURVA DE
SECAO TRANSVERSAL EM TORNO |FLAMBAGEM
DO EIXO (A)
x
< Y Ly
z T T
) X X X | X X-X
2 LS SO |1 b3 I L a
. | } -y
& Ty Ty
o
g b/, <30 | x-x
g y 1 SOLDAS DE GRANDE c
o [ 1 ESPESSURA
g d/ f2< 20 y-y
s S dl M- 4ix
1 [ ' m| X =X
g ! 5 OUTROS CASOS b
[r 4
w y-y
[+ 9
X - X a
24 d/b>1,2 t< 40mm
Q /b ’ y-y b (a)
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Z
=
<
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{(A) VER FIGURA 2.3{
NOTAS :

a) SECOES NAO INCLUIDAS NA TABELA DEVEM SER CLASSIFICADAS DE FORMA ANALOGA.
b) AS CURVAS DE FLAMBAGEM INDICADAS ENTRE PARENTESES PODEM SER ADOTADAS PARA
ACOS DE ALTA RESISTENCIA,COM fy > 430MPa.
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FORMULAGAO TEORICA CONSISTENTE PARA A ANALISE NAO-LINEAR
DE PORTICOS PLANOS PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
CONSIDERANDO BARRAS COM IMPERFEIGOES INICIAIS E TENSOES
RESIDUAIS NAS SECOES TRANSVERSAIS

3.1 Consideracées Iniciais. Revisao Bibliografica

Ap6s todas as consideragdes feitas no Capitulo 2, ficou claro que o
modelo apropriado para célculo da resisténcia das colunas de aco é aquele
que incorpora as tensdes residuais e as imperfeigbes iniciais, o que leva a
uma mudanca de filosofia no projeto das colunas de ago que deve ser

baseado no critério de Resisténcia-Ultima ao invés do critério de Bifurcagao.

Para colunas de aco, a presenga de tensdes residuais nas secbes
transversais de barras comprimidas axialmente provoca o aparecimento
precoce do escoamento em partes desta se¢ao, causando a n&o-linearidade
do diagrama © x ¢, constituindo-se na principal causa da NAO-
LINEARIDADE FiSICA (NLF) ou NAO-LINEARIDADE DO MATERIAL (NLM),

que ocorre nas estruturas de ago.

As imperfeicdes iniciais inevitaveis das colunas de ago, por sua vez,
provocam flexdo nas barras comprimidas  axialmente, ~causando
deslocamentos laterais desde o inicio do carregamento. Estes
deslocamentos podem ser elevados, principalmente em estruturas esbeltas,
introduzindo esforcos em segunda-ordem. Se os efeitos da mudanca de

geometria sdo levadas em conta na andlise. ou seja, se o equilibrio da
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estrutura é feito na sua posicdo deslocada. as caracteristicas carga X
deslocamento sd3o ndo-lineares, levando ao problema da NAO-
LINEARIDADE GEOMETRICA (NLG).

A nao-linearidade oriunda do comportamento do material pode
ocorrer simultaneamente com a ndo-linearidade devida a mudanga de
geometria, sendo assim, afim de prever com corregéo a resisténcia-ultima
das estruturas, sera necessario considerar ambas as néo-linearidades na
andlise estrutural. ConseqUentemente, é Util que seja desenvolvido um

método de analise que inclua tanto os efeitos da NLG quanto da NLM.

A formulacdo a ser adotada neste trabalho, considerando ambas NLG
e NLM, sera baseada no Método dos Elementos Finitos (MEF). O MEF ¢
hoje amplamente utilizado nas analises em engenharia, abrangendo
praticamente todos os seus campos, como por exemplo na analise de
sélidos e estruturas, em transferéncia de calor e fluidos, etc., e com a

expectativa do uso cada vez mais crescente nos anos vindouros.

O grande desenvolvimento do MEF para a solugdo de problemas
praticos na area de engenharia estrutural comegou com o advento dos
computadores, pois foi somente através do uso destes, impulsionados pela
linguagem de programacdo FORTRAN, que o método pdde se mostrar
efetivo e também mostrar sua aplicabilidade geral, de tal forma que tem

encontrado grande apelo na engenharia pratica.

Conforme BATHE [15], & dificil precisar exatamente a “data de
invencao” do MEF, mas a sua origem advém de trés grupos distintos: dos
matematicos aplicados, dos fisicos e dos engenheiros. A sua raiz entre O
grupo dos engenheiros pode ser encontrada em ARGYRIS & KELSEY [10].
O MEF obteve, realmente, grande impulsc através dos trabalhos

desenvolvidos por engenheiros, entre os quais apareceram as contribuigoes
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originais nos artigos de ARGYRIS & KELSEY [10] j& citado, TURNER et al.
[126] e CLOUGH [37], sendo que o nome “elemento finito” foi cunhado por

este uitimo.

Desde o inicio dos anos 60, uma grande quantidade de pesquisa tem
sido dedicada a técnica e um numero muito grande de publica¢ées sobre o
MEF esta disponivel, mas o interesse neste momento € destacar, de forma
sucinta, alguns artigos sobre a analise ndo-linear de estruturas, baseados
no MEF, os quais foram importantes para o autor na compreens@o do

assunto.

Nos anos recentes, uma gquantidade consideravel de trabalhos
tedricos tém sido realizados para determinar os efeitos das n&o-linearidades
geométrica e do material sobre o comportamento das estruturas. A analise
nao-linear pelo MEF foi primeiro introduzida para a NLG por TURNER et al.
[127] em 1960 e para a NLM por GALLAGHER et al. [52] em 1962.

Conforme WEN et al. [130] ou CORREA [39], a andlise n&o-linear
pelo MEF tem guatro etapas principais. A primeira etapa refere-se a
escolha do modelo elemental, na qual se definem as tensdes e deformacdes
conjugadas, as relagbes constitutivas, as hipoteses basicas da teoria
estrutural com os campos de deslocamento e de deformagéo consistentes e

as fungOes de interpolag&o para estes campos.

Na segunda etapa, define-se o sistema de coordenadas do elemento
a ser utilizado na formulagdo Lagrangiana. Este pode ser o sistema de
coordenadas Lagrangiano, no qual os deslocamentos generalizados s&o
medidos em relacdo a uma configuragdo indeformada do elemento e o
sistema de referéncia é fixo, podendo ser atuaiizado ou ndo: ou o sistema
de coordenadas Corrotacional, onde os deslocamentos generalizados sao

medidos em relacdo a uma configuragdo deformada do elemento e ©
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sistema de referéncia ndo é fixo, acompanhando a estrutura deformada.
Muitos autores definem este sistema de coordenadas como Euleriano,
entretanto, por considerar que esta definicdo é impropria para a analise de
estruturas dentro de uma formulacdo rigorosamente Lagrangiana, sera

usado, neste trabalho, o termo corrotacional.

A terceira etapa diz respeito as formulagdes usadas para obtengéo
das matrizes de rigidez dos elementos, que no caso nao-linear pode ser
através da matriz de rigidez geométrica (ou matriz de rigidez inicial) [140],

ou da matriz de rigidez incremental.

Por ultimo, a quarta etapa se refere a escolha do procedimento
numérico a ser utilizado na solugcdo do sistema de equagbes de equilibrio
nao-lineares, podendo ser o método de iterago direta, o incremental direto
(sem iteracéo), ou o misto, adotando-se os algoritmos de Newton-Raphson

e suas variagoes.

Considerando inicialmente apenas a andlise NLG, pode-se dizer que
as décadas de 60 e 70 caracterizaram-se pelo aparecimento dos primeiros
modelos formulados via MEF, pelo aperfeicoamento destes e sua

consolidacdo, principalmente para estruturas planas.

Em 1965 ARGYRIS [9] publica o texto classico “Continua and
Discontinua”, onde estuda os problemas nao-lineares fisico e geometrico
pelo MEF. MALLET & MARCAL [74] em 1968, usando o sistema de
coordenadas Lagrangiano e considerando pequenas rotagdes, formulam
trés modelos gerais de analise da NLG pelo MEF, a saber: energia
potencial, direta e incremental, expressando as rigidezes em termos de
somente trés matrizes distintas. A matriz de rigidez tangente tras de volta o

conceito de rigidez tangente visto em TURNER et al. [127].
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JENNINGS [60] e POWELL [102] empregam as coordenadas
Eulerianas na formulacdo da rigidez tangente, sendo que Powell no seu
desenvolvimento, separa as deformagbes das barras e os desiocamentos de
corpo rigido dos nos, afim de tornar a formulagao aplicavel quando houver
grandes rotagdes dos nos. Ele procura também identificar os tipos de né&o-
linearidades associadas com os grandes deslocamentos de estruturas
elasticas. Em 1972, EBNER & UCIFERRO [42] fazem uma comparagéo
te6rica e numérica de varias formulagdes para analise n&o-linear de
estruturas via MEF. Em 1973, RAJASEKARAN & MURRAY [109] discutem
com detalhes as equagdes incrementais de [74] e mostram 0S cuidados
necessarios que devem ser tomados na formulagédo, para que as equacgdes

continuem validas.

Trabalhos importantes também foram os desenvolvidos por ORAN
[85, 86] e ORAN & KASSIMALLI [87]. Em [83] Oran apresenta a matriz de
rigidez tangente que ¢ totalmente consistente com a teoria convencional de
viga-coluna, para estruturas planas, considerando o sistema de
coordenadas Euleriano. Em [86] o estudo €& estendido para 0s porticos
espaciais elasticos, baseado na hipotese de pequenas deformagbes mas
grandes rotagoes. E chamada a atengd@o para o fato de que grandes
rotacdes no espaco tridimensional ndo podem ser tratadas como vetor, pois
a propriedade comutativa ndo & satisfeita em 3D. Em [87] Oran et al.
estudam grandes deslocamentos de estruturas aporticadas planas e
espaciais, tanto no sistema Euleriano quanto no Lagrangiano e estendem a

formulacao para o caso dindmico.

Em 1979 ARGYRIS et al. [11], sabendo da n&o-comutatividade de
grandes rotagbes no espaco. apresentam consideracdées sobre uma
formulacdo consistente para a rigidez geométrica de viga no €spago, onde
chamam a atencao para o fato de que grandes rotagdes de um corpo rigido

podem ser descritas de forma unica pelos angulos de Euler.



79

Observa-se na década de 80 a ampliagéo da formulagéo da analise
da NLG via MEF para estruturas no espaco. Entre os trabalhos desta epoca,
pode-se destacar iniciaimente o de WEN & RAHINZADEH [130}], onde €
apresentada uma importante formulagao para a analise elastica da NLG de
porticos planos e espaciais, desenvolvida no sistema de coordenadas
Lagrangiano, usando as matrizes de rigidez incrementais e recomendada
para problemas envolvendo pequenos € “moderados” deslocamentos.
Também devem ser mencionados os trabalhos de 1987 de HSIAO & HOU
[57] e HSIAO et al. [568], onde se apresenta uma formulac&o corrotacional
nao-linear combinada com a teoria de viga-coluna, na qual se retiram as
restricdes de pequenas rotagdes, podendo-se trabalhar entdo com as

grandes rotagdes de estruturas planas [57] e espaciais [58].

Nesta década de 90 tem-se observado a énfase dada as formulagoes
geométricas n&o-lineares para o estudo das grandes rotagbes no espaco,
com o objetivo de se obter formulagdes consistentes e geometricamente
exatas. Assim LEVY et al. [71] em 1991 apresentam uma formulacéo
geometricamente exata para analise ndo-linear de trelicas, usada para
estudar, por exemplo, a resposta de cadeias de cabo a carga externa. LO,
S.H [72], em 1992, apresenta uma formulacéo geometricamente nao-linear
para elemento de viga em 3D removendo as restricbes as grandes rotagoes.
Isto & conseguido ao definir a geometria da viga usando deslocamentos
nodais e vetores tangente, ao invés de éangulos de rotagdo nas duas

extremidades do elemento de viga.

Em 1993, KUO et al. [69] sabendo da necessidade de considerar a
natureza nao-comutativa das rotagbes no espago tridimensional,
desenvolvem expressdes analiticas que s&o validas para atualizar a
geometria e calcular as rotagbes e deformagoes das barras do elemento de
portico em cada passo incremental, baseadas na formula de rotagoes finitas

de Euler. CHEN & AGAR [35] desenvolvem uma formulagao Lagrangiana
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atualizada para um elemento de viga em 3D visando uma analise puramente
NLG.

Recentemente, em 1994, PAl & NAYFEH [89] publicam um trabalho
interessante onde é discutida a objetividade de varias definicdes de tensoes
e deformagdes conjugadas, entre elas as tensdes e deformagdes de
engenharia e as tensbes 2° Piola-Kirchhoff e deformagdes de Green-
Lagrange e o uso delas na formulagao de teorias estruturais nao-lineares.
Os resultados destas discussdes os levariam a propor um novo método para
a formulacdo de teorias estruturais nao-lineares, baseado em
deslocamentos locais e tensdes e deformagbes de engenharia locais, com
um significado fisico mais aparente. O método proposto e usado para

formular uma teoria de viga de Bernoulli-Euler, tridimensional e nao-linear.

Considerando agora apenas a ndo-linearidade dos materiais (NLM ou
NLF), pode-se admitir as mesmas etapas principais da analise NLG anterior,
introduzindo relagdes constitutivas elasto-plasticas, baseadas na teoria
classica de Plasticidade, para modelar o comportamento ndo-linear dos

materiais que compdem os elementos do sistema estrutural.

Como ja citado anteriormente, a analise NLM via MEF foi introduzida
pioneiramente por GALLAGHER et al. [52] em 1962 e depois tratada no
trabalho de ARGYRIS [9] em 1965. ALVAREZ & BIRNSTIEL [3], em 1969,
estudam a anélise elasto-plastica de porticos planos rigidos considerando o
“spread” da zona inelastica na barra e tensdes reversas, desprezando as
tensdes residuais e a reducdo do momento plastico devida as cargas axiais.
RAJASEKARAN & MURRAY [108], em 1973 estendem a aplicagéo do MEF
para a analise de vigas e vigas-colunas com secgoes transversais abertas e
de parede fina, com base na hipotese de que n&o ocorrem deformagdes

reversas.
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Na década de 80, varios pesquisadores apresentaram formulagbes
gerais para andlise ndo-linear elasto-plastica, aplicaveis a problemas de
pérticos planos. Assim, em 1983 EL-ZANATY & MURRAY [43] consideram
na andlise elasto-plastica de porticos de andares multipios os efeitos das
tensdes residuais e “strain-hardening”. O procedimento de KASSIMALY [65]
é baseado na teoria de viga-coluna, numa formulagéo Euleriana que inclui o
efeito elasto-plastico na forma de rotulas plasticas. KAM et al. [64]
apresentam um método geral para formular a matriz de rigidez tangente
inelastica com expressdes na forma de equagdes integrais, para barras com
forcas axiais e propriedades arbitrarias dos materiais. Em 1984, CHEBL &
NEALE [31] usam a formulagéo Lagrangiana total e obtém as equagdes do
problema na forma incremental e KAM [62], em 1988, apresenta a matriz de
rigidez tangente para problemas inelasticos formulada no sistema Euleriano,

com base na equacao diferencial “exata” de barra.

Importantes referéncias sdo as publicagdes de OWEN & HINTON
[88], onde se descreve em detalhes a aplicagdo do MEF na solug&o de
problemas nZo-lineares fisicos, envolvendo teoria da plasticidade e
comportamento elasto-viscoplastico dos materiais, e as publicacdes de
BATHE [14, 15], onde se estuda de forma bastante completa a formulacao
do MEF, sendo uma boa referéncia tanto para aqueles gue desejam se
introduzir na analise dos elementos finitos, como para aqueles que desejam
um conhecimento mais avancado sobre as técnicas do MEF, como por
exemplo, em andlises dinamicas, de transporte de calor, de escoamento de
fluidos, em métodos numéricos e em andlise ndo-linear de solidos e

estruturas.

Mais recentemente, em 1990, MEEK et al. [81] estudam o©
comportamento ndo-linear geométrico e fisico de porticos espaciais, atraves
de uma formulagdo simpies e eficiente de elementos de vigas-colunas.

WONG et al. [133] desenvolveram um método para analise nao-linear
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geométrica de porticos planos elésticos, capaz de dar solugao até o ponto
limite, numa formulacdo Lagrangiana atualizada e, em seguida [134],
estendem a analise para porticos espaciais com nao-linearidades fisica e
geométrica. Em 1991, AL-MASHARY & CHEN [1] apresentam uma
interessante analise elastica em segunda-ordem, simplificada, para porticos
de aco, mostrando que a degeneragéo de rigidez a flexdo das vigas-colunas
pode ser simulada pela diminuicéo da rigidez de molas ficticias, que s&o
montadas com a matriz de rigidez da viga-coluna de forma condensada.
Neste método pratico é levada em conta a tensé&o residual mas néo o efeito

de “strain-hardening”.

Entre os pesquisadores brasileiros, cujos trabalhos contribuiram para
a formac&o do autor, podem ser destacados os seguintes: RACHID [106],
em 1975, baseando-se no método da energia, estuda a instabilidade lateral
de barras elasticas de secdo transversal aberta e de parede fing,
considerando os efeitos do bimomento; ANTUNES [4], em 1978, estuda a
instabilidade de edificios tridimensionais, considerando o equilibrio de barra
em 3D, numa formulagcdo para pequenos deslocamentos e pequenas
deformacGes, desprezando os efeitos do bimomento; SOUZA LIMA &
VENANCIO FILHO [118] estudam a né&o-linearidade geométrica em
estruturas reticuladas planas e, em seguida, fazem consideracdes sobre a
nocéo de rigidez tangente no estudo da NLG [119]; MAZZILLI [75 a 77] faz
interessantes consideracées tedricas sobre a analise da NLG de porticos
planos, numa formulagéo consistente e obtém a matriz de rigidez tangente
das barras; em 1988, PROENCA [103] faz um estudo sobre modelos
matematicos do comportamento n&o-linear fisico de estruturas, com
aplicacdes para o concreto armado; CORREA [39], em 1991 desenvolve um
modelo para estruturas de edificios altos tridimensionais que incorpora o
pavimento, considerando a NLG das barras em 3D e a NLF das lajes de

concreto armado.
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Muito importantes foram os trabalhos apresentados por PIMENTA,
P.M. [90 a 95, 98], onde &€ desenvolvida uma teoria geral, consistente, para
analise nao-linear de porticos planos, considerando tanto a NLG quanto a
NLF dos materiais, numa formula¢do Lagrangiana mas que utiliza a tecnica
corrotacional na obtencdo dos vetores e matrizes elementais. Nesta teoria
permite-se que os nés do portico sofram grandes deslocamentos e rotagoes,

assim como suas barras sofram grandes alongamentos e curvaturas.

Apos 1992, PIMENTA, P.M. et al. [96, 97, 99, 100] a partir das
equacdes da Mecéanica dos Sdlidos Deformaveis, de forma totalmente
consistente e usando formulacdes variacionais para a obtengao das
equacbes de equilibrio, desenvolvem um modelo de barra totalmente nao-
linear (NLFG) e geometricamente exato, sem nenhuma limitagdo tanto nos
deslocamentos quanto nas rotagdes, muito proprio para a analise de
porticos espaciais através do MEF. Para tanto usa uma formulagdo
puramente Lagrangiana e a rotagédo em 3D é trabalhada com o auxilio da
formula de Euler-Rodrigues. Em [99, 100] é considerado o empenamento da
secdo transversal de barras com segao aberta e de parede fina e em [99]

considera ainda o efeito de cisalhamento na formulagéo do elemento.

3.2 Introdugao

Visando o estudo das imperfei¢des iniciais em colunas metalicas e
das tensées residuais nos perfis de ago, é apresentada neste capitulo uma
teoria geral para a analise n&do-linear de porticos planos, cujas barras
possuem curvaturas iniciais, pelo método dos elementos finitos. Esta
formulacéo considera ambos os comportamentos nao-lineares, fisico (NLF

ou NLM) e geométrico (NLG), das estruturas.
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O desenvolvimento tedrico é feito dentro de uma rigorosa formulagéo
Lagrangiana, que utiliza a técnica corrotacional para a dedugéo consistente
das matrizes do elemento de portico plano. A formulagdo apresentada
pretende ser a mais geral possivel, permitindo que os nos sofram grandes
deslocamentos e rotacbes e as barras sofram grandes alongamentos e
curvaturas e, além disso, estas barras podem ser ndo-homogéneas, nao-
prismaticas, possuir imperfeigdes iniciais e tensdes residuais e podem ser

constituidas de material elasto-plastico.

A seguir é feita uma apresentag&o itemizada desta teoria para melhor
entendimento do assunto. observando que os trabalhos de PIMENTA, P.M.
[90 a 95, 98], MAZZILLl [75 a 77], SOLER [116,117] e WEN &
RAHIMZADEH [130], entre outros, foram importantes para este
desenvolvimento tedrico, possibilitando a formulagéo analitica inédita da
matriz de rigidez tangente, eldstica e elasto-plastica, de barras com

imperfeicbes iniciais que sera obtida na se¢&o 3.9.

3.3 Deformagoes e Tensoes

Seja uma fibra de material onde se designa por V. Ar e I O seu
volume, a sua area da secgdo transversal e o seu comprimento,
respectivamente, na configurag@o de referéncia ou inicial. Por V, A el sé&o
designados o seu volume, a sua drea da segdo transversal e O seu
comprimento, respectivamente, na configurag&o corrigida ou atual ou
deformada, na qual atua sobre a fibra uma forga normal N, conforme a Fig.
3.1.
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a) CONFIGURACAO DE REFERENCIA

b) CONFIGURACAO CORRIGIDA

FIGURA 3.1 - CONFIGURACOES DE UMA FIBRA DE MATERIAL

Evidentemente, sdo validas as seguintes equagdes:

Vo= Al (3.1a)
IVC = ACIC

Uma medida de deformacéo é definida como qualguer grandeza que
compare os comprimentos da fibra nas configuragoes de referéncia e
corrigida. Uma medida basica de deformagéo é o estiramento da fibra, dado
por:

|
= (3.2)

Uma familia de medidas de deformag&o ou familia de deformagées

pode ser definida atraves de:
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) 5 ., m=z0 33
Em_ m , m:O ()
ink

Com a ajuda da Eq. (3.2), podem ser explicitados alguns membros

desta familia, da seguinte maneira:

a) Deformagéo quadratica ou de Green-Lagrange: m = 1

2 2 2
121 Pop

= = 3.3
17T 212 (3.32)
b) Deformag&o linear ou técnica ou de engenharia: m = %%
-1 Al
51/2:k—1: T (3.3b)
c) Deformagio natural ou logaritmica ou de Henchy: m =0
: l,
e.=1Ink = Inl— (3.3c)
d) Deformagéo hiperbdlica ou de Reiner: m = -2
-1 Al
ey = 1= e (3.3d)

e) Deformagéo de Almansi: m = -1

1.2 Pop
€ 4= 5 = 2|2 (338)
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Derivando-se a Eq. (3.3) no tempo obtém-se uma familia de taxas de
deformacao:

£ = den _ 2219,

" dt

Com a ajuda da Eg. (3.2) e sendo % = 'l— fica:

r

* _ 2m lC
Ep = A —
c

chamando-se de taxa instantdnea de deformagdo, que independe da

configuracgio de referéncia, a relagao

(3.4)

tem-se, finalmente, a familia de taxas de deformacao, dada por:

e =2"d (3.5)

No caso de pequenas deformagdes, pode-se considerar que r=1e,

neste caso, todos os membros das familias (3.3) e (3.5) se confundem.

A tensdo de Cauchy e a tens&o de engenharia (ou nominal) da fibra

sdo definidas, respectivamente, por:

(3.6a)

N
Ao
N
s (3.6)
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No entanto, outras definicbes para as tensbes sao possiveis,
podendo-se chegar a elas através da poténcia da forga normal N por

unidade de volume de referéncia. Do trabaiho de N por unidade de volume

de referéncia dado por W = N(IC - I,)/Vr _determina-se a poténcia de N por:
©=—1 (3.7)

que pode ser escrita, com o auxilio das Eq. (3.1) e (3.4), através de:

Y. . .
@) :Viocd:cmd (3.8)

r

onde, ¢, ¢ a tensao de Kirchhoff - Treffz, que & dada por:

(3.9)

Q
a)
1l
<|<
qQ

Para se definir a tensdo ¢ conjugada com a deformagao ¢, dada em

(3.3), deve-se igualar a poténcia dos esforgos externos. dada pela Eq. (3.8),

com a poténcia dos esforgos internos, dada por:

©=0_¢ (3.10)

G, = "G (3.11)

que representa a familia de tensdes o, conjugada com a familia de

deformacdes ¢ dada por (3.3).
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Alguns membros desta familia podem ser definidos e expressos em

funcéo da tenséo de Cauchy, com a ajuda das Eg. (3.6a) e (3.9).

A
SRR
v, 1
Gy = 270 = —°}—0C (3.12)
VC
GOZOKT:—\Z'UC

onde ¢, é a segunda tenséo de Piola-Kirchhoff, ¢,,& denominada tensao

de engenharia ou nominal e ¢, € atensao de Kirchhoff-Treffz.

Voltando-se a Eq. (3.11) e usando as Eq. (3.1), (3.6b) e (3.9),

pode-se escrever a familia de tensdes ¢, em funcdo da tensdo de

engenharia ou nominal ¢ .

6=k G = Vo oo /:\°:° Aﬁ =0 :——/T—
: e A Y
6, = 1oy
e, finaimente:
g, =", (3.13)

Aqueles mesmos membros desta familia de tensbes, dados

pela Eq. (3.12), podem ser definidos em fungao de ¢, da seguinte maneira:
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a) Segunda tenséo de Piola-Kirchhoff
a,=1Toy (3.13a)

que é conjugada com a deformag&o de Green-Lagrange ou quadratica, dada
pela Eq. (3.3a).

b) Tensdo de engenharia ou tensdo nominal: m =%

Gyp = O (3.13b)

que é conjugada com a deformagéo de engenharia ou linear, dada pela Eq.
(3.3b)

¢) Tenséao de Kirchhoff-Treffzzm =0
Go= MOy (3.13c)

conjugada com a deformacgdo de Henchy ou natural ou hiperbodlica, dada

pela Eq. (3.3c).

Derivando-se a Eq. (3.13) no tempo, obtém-se uma familia de taxas

de tensionamento dada por:
G, = K" oy (1-2m)L2" A oy, (3.14)

Chamando a atengéo para o caso de pequenas deformagdes, quando

A =1, as Eqg. (3.13) e (3.14) ficam:
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0. =0y e G =on+(1-2m)%h oy (3.15)

ou seja, todos os membros de (3.13) se confundem mas os membros de

(3.14) diferem entre si.

Numa analise tedrica consistente de solidos e estruturas, as medidas
de tensdes e deformagdes devem ser conjugadas e objetivas [14, 15, 89].

Tensbes e deformacdes conjugadas sdo um par de medidas de
tensdo e deformacéo que ao se integrar o produto da tenséo pela taxa de
deformacdo em todo o volume da fibra fornece a energia interna total.
Citando apenas dois exemplos. o segundo tensor de tensées de Piola-
Kirchhoff e o tensor das deformacgdes de Green-Lagrange e as tensles e
deformagdes de engenharia s@o pares de medidas de tensGes e

deformacdes conjugadas.

Tensées e deformacées objetivas s&o invariantes sob movimentos de
corpo rigido, ou seja, nenhuma componente dos tensores de tens@o ou
deformacdo muda, quando ocorrem rotagbes puras de corpo rigido. Por
exemplo, as deformagbes de Green-Lagrange e o segundo tensor de
tensdes de Piola-Kichhoff sdo medidas objetivas. enguanto que as tensoes
e as deformacdes de engenharia sdo medidas né&o-objetivas quando

rotagtes finitas estao envolvidas.

O tensor das deformagdes de Green-Lagrange e o segundo tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff sdo as medidas mais usadas na analise nao-
linear de estruturas, porque elas sdo conjugadas, objetivas e medidas de
tensdo e deformagdes finitas completas, [89]. Infelizmente, elas néo
possuem significado fisico aparente, [14. 15], sendo entao, dificil
compatibilizé-las com as condi¢des de contorno naturais de um sistema

estrutural. Neste caso, usa-se expressar o segundo tensor de tensbes de
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Piola-Kirchhoff em funcdo das tensées de Cauchy (Eq. 3.12a), que séo

mensuraveis, obrigando a transformagoes trabalhosas.

Ao contrario das deformacdes de Green-Lagrange e das tensdes de
Piola-Kirchhoff, as tensdes e deformagdes de engenharia s& medidas
geométricas, tém diregbes definidas, podem ser compatibilizadas faciimente
com as condicbes de contorno naturais e podem fazer uso direto das
constantes dos materiais obtidas de experimentos com pequenas

deformacgdes.

Infelizmente, as tensdes e deformagdes de engenharia s&o objetivas
somente se as rotacdes sao infinitesimais. Todavia, para problemas
geometricamente n&o-lineares, a estrutura estd, de fato, submetida a
rotagdes infinitesimais quando medidas em relacdo a um sistema de
coordenadas fixo no elemento, e submetida a grandes translagtes e
rotacdes, as quais ndo causam quaisquer deformagoes objetivas, quando

medidas em relagdo a um sistema de coordenadas global, fora do elemento.

Para tornar as medidas de engenharia objetivas, emprega-se um
sistema de coordenadas ligado ao elemento (sistema corrotacional), no qual
os deslocamentos generalizados s3o medidos em relagdo a uma
configuragdo deformada. Neste sistema ndo sao considerados 0s graus de
liberdade de corpo rigido, levando-se em conta apenas 0S graus de
liberdade naturais (que sdo definidos em relagdo a corda do elemento
deformado), os quais s&o quantidades objetivas, ou seja, a taxa de
deformacdo depende somente deles. Aplicam-se entdo, as relagbes
deformacao-desiocamento da elasticidade linear no campo de deslocamento
local, definido em fungéo apenas dos graus de liberdade naturais, obtendo-
se as deformacdes de engenharia objetivas. Para levar em conta os
deslocamentos de corpo rigido, necessita-se uma transformacgao entre os

dois sistemas de coordenadas: um que descreve a configuracao
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indeformada - sistema de coordenadas lLagrangiano ou cartesiano - e o
outro que descreve a configuragado deformada - sistema de coordenadas

corrotacional.

Adotando-se todos estes procedimentos, as tensées e deformagodes
de engenharia tornam-se um par de medidas de tensao e deformagéo
conjugadas e objetivas. Elas serdo utilizadas como referéncia neste

trabalho, sendo designadas por:

€pp=¢=h -1 Gyp =0 = Oy (3.16)
cujas derivadas no tempo valem

Eyp =€ = A Gyp = O = Oy (3.17)

3.4 Relagoes Constitutivas

Nesta secdo ndo se pretende apresentar um estudo detalhado sobre
a reologia dos materiais e suas diversas leis constitutivas, mas tratar de
forma concisa as relacdes tensdo x deformacédo de uma fibra, usando as
definicées anteriores de ¢ (Eq. 3.3) e ¢, (Eq. 3.13), para se introduzir de
forma consistente o modulo de rigidez do material de uma fibra e abordar de
maneira sucinta as relacdes constitutivas elasticas e elasto-plasticas das

fibras, as quais serdo utilizadas neste trabalho.

Seja a relagdo entre tensédo x deformacao expressa por:

O = O (Em) (3.18)
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Relaciona-se, neste caso, tensdes e deformagdes conjugadas por uma
questdo de simplicidade e conveniéncia, uma vez que qualquer combinagéo
& admissivel. Se (3.18) for linear para um certo valor de m, n&o o sera para
os outros. Isto quer dizer que o conceito de linearidade fisica depende da
definicdo adotada para a tensdo e deformagéo, conforme afirma PIMENTA,
P.M. [S0].

Derivando-se (3.18) no tempo, vem que:

. =D e, (3.19)
onde:
do
- —m 3.20

é o modulo de rigidez do material de uma fibra, introduzido por meio de

(3.19), sendo portanto, o coeficiente angular da curva ¢ , x €.

Da Eq. (3.14),
G, = A" g+ (1-2m)2 2" A oy,

da Eq. (3.5),

S.m - )\’Zm d - }\’Zm-1 j\'

em (3.19) :

W G+ (1-2m)r2" A Gy =D 2™ 2 (3.21)

Escrevendo-se a Eq. (3.19) para m = %, que € a referéncia adotada neste

trabalho, tem-se:
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Gy =Dy 81'/2
Usando-se (3.17) e fazendo DYz = D, fica:

s, =D 4 (3.22)
Levando-se (3.22) em (3.21) e arranjando, chega-se a:

D =33* D+ (1-2m) 174" o, (3.23)

m

que representa uma familia de modulos de rigidez.

Da Eq. (3.23) pode-se obter uma expressac para D, dada por:
D=3*"2D_+(2m-1) 1" 0, (3.24)
Para pequenas deformagbes, A = 1,
D, =D+{(1- 2m)o, (3.23a)
D=D,_+(2m- Yo, (3.23b)
donde se conclui que, mesmo para pequenas deformagdes, os valores de
Dm s&o diferentes para cada familia mas, observa-se também que, quando D

¢ muito maior do que ¢,, estas diferengas podem ser irrelevantes.

Conforme observa PIMENTA, P.M. [90], enquanto isto & comum na
elasticidade, ndo é verdade na elasto-plasticidade, onde D pode ser muito

pequeno, nulo ou até negativo.

Pensando agora em abordar de maneira sucinta as relagbes

constitutivas elasticas e elasto-plasticas, que serdo utilizadas neste



96

trabalho, considere-se a Fig. 3.2, onde é mostrada a relagdo tensao X

deformacé&o expressa por ¢, = Gm(am).

o
%Snp
Go b—————
/
De /
e h——— "o
m ' /
i /
| /
! /
| /
| /
| /
| /
b/
|/
e
€0 €m

FIGURA 3.2 - COMPORTAMENTO ELASTO-PLASTICO DE UMA FIBRA

Diz-se que uma fibra esta em regime elastico se existe uma relacao

que associa cada deformagédo a uma so tensédo. Neste caso, tem-se:

o =D° ¢ (3.25)

m m m

e tanto em carga (sm s.m > O), quanto em descarga (am e'm < O) , 0 modulo de

rigidez elastica,

De = —m (3.26)
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€ unico e é fungéo apenas de ¢, e independe de ¢, .

D, = D2(&.) (3.27)

Diz-se que uma fibra esta em regime elasto-plastico se:

. D? e , se <0 descarga
Gy ={ "o Em e ( %) 328
DX e, , se g, e, >0 (carga)

onde D¥ é o médulo de rigidez elasto-plastica.

Pode-se escrever a Eq. (3.28), do regime elasto-plastico, de forma

simplificada, através de:

s, =D, &, (3.29)
onde D, tem dois valores, D;, e D;f, e éumafungéode ¢ e s'm :
D, = Dm(em, s',,,j (3.30)

Ao se analisar uma barra em regime elasto-plastico distinguem-se,

conforme mostrado na Fig. 3.2, duas regites: uma regido elastica, onde o
é menor do que ¢, sendo ¢, a tens&o inicial de escoamento do material e

uma regi&o plastica, onde o, € maior do que ¢, de tal forma que:

: 0 m
a) Se (cm— Ge)< 0, a barra esta na fase elastica e D, = D;, = i tanto

m

em carga quanto em descarga.
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b) Se (cm - ce) > 0. a barra se encontra na fase piastica e D, = D;,, se ela

m?
estiver em descarga, ou seja ¢, <0, ou D, = D;? se estiver em carga,

ousejae,e, >0.

3.5 Sistema de Coordenadas. Graus de Liberdade
3.5.1 Consideragées Iniciais

Na analise de solidos e estruturas pelo método dos elementos finitos,
a formulacao Lagrangiana é a mais utilizada para a obtencao da matriz de
rigidez tangente dos elementos. Nesta formulagdo os campos de
deslocamentos dos elementos s&o definidos em relagéo a uma configuragao
de referéncia fixa, arbitrariamente escolhida (eixos cartesianos fixos).
Pensando entdo, num desenvolvimento teérico baseado numa rigorosa
formulacdo Lagrangiana, o sistema de referéncia global da estrutura
escolhido neste trabalho € o sistema de coordenadas Lagrangiano ou

Cartesiano.

Porém, conforme j& mencionado anteriormente, as tensbes e
deformacdes de engenharia adotadas como referéncia neste trabalho, s&o
energeticamente conjugadas mas n&o s&o objetivas. Para torna-las
objetivas, escolhe-se inicialmente um sistema local de coordenadas
corrotacional, diferente do sistema global de referéncia, que esta ligado ao
elemento, no qual os deslocamentos generalizados sao medidos em relagao
a uma configuracdo deformada. Trata-se portanto de um sistema de

referéncia movel que acompanha a estrutura deformada.

Neste sistema os graus de liberdade de corpo rigido nao séo

considerados, levando-se em conta apenas os graus de liberdade naturais,
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gque sdo quantidades objetivas. Escreve-se, entdo, as fungbes de
interpolacéo para os deslocamentos locais do elemento em funcao destes
graus de liberdade e se obtém as deformacdes de engenharia objetivas.
Além disso, a obtencdo das matrizes de rigidez do problema ¢ facilitada,

uma vez que se trabalha com um nimero reduzido de graus de liberdade.

Uma transformacédo de coordenadas muda do sistema corrotacional
local para o sistema Lagrangiano ou Cartesiano focal, levando-se em conta
os deslocamentos de corpo rigido. Finalmente, uma rotagéo de eixos coloca

este Ultimo sistema paralelo ao sistema global de referéncia.

3.5.2 Definicdo dos Sistemas de Coordenadas e Graus de Liberdade

Seja um poértico formado por barras com curvaturas iniciais em sua
configuracdo de referéncia ou inicial. Suponha-se que este portico seja
colocado no plano descrito pelas coordenadas cartesianas x, y, definindo o
sistema global de referéncia. Os nés do portico possuem trés graus de
liberdade, a saber: os deslocamentos u e v ao longo dos eixos x e vy,
respectivamente e a rotagdo 0, positiva quando medida no sentido anti-

horario, (Fig. 3.3).

Observe-se agora um elemento qualquer do portico na sua
configuracdo de referéncia, cujo comprimento da corda entre 0s seus nos de
extremidade, a e b, é |, Sobre esta corda introduz-se um sistema de
coordenadas local, corrotacional (X, y:), com origem no seu centro. O angulo
entre o eixo de referéncia global x e a corda é ¢, enquanto gue o angulo
entre a corda e a tangente ao eixo do elemento & denominado f3, que
significa uma curvatura inicial para a barra descarregada, conforme €

mostrado na Fig. 3.3.
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y(v)

:VG

Py

0 x{u)

FIGURA 3.3- ELEMENTO DE PORTICO PLANO COM IMPERFEICOES INICIAIS EM SUA
CONFIGURAGAO DE REFERENCIA E EM SUA CONFIGURACAO CORRIGIDA

Para um determinado nivel de carregamento este elemento esta
deformado e encontra-se em uma posicdo atualizada ou corrigida. Nesta
configuragdo o comprimento da corda entre 0s seus nds de extremidade € ..
Sobre esta corda introduz-se um sistema de coordenadas corrotacional (x,
Ye), com origem no seu centro. O angulo entre o eixo de referéncia global x
e a corda é agora ¢., enquanto que, nesta posicado deformada, o angulo

entre a corda e a tangente ao eixo do elemento € (a + f).

Desta forma o estiramento da corda e sua deformagéo linear ou de

engenharia sdo dados respectivamente por:

g=1 -1 (3.31)
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Os graus de liberdade a serem adotados s&o aqueles referentes ao
sistema corrotacional, que sdo quantidades objetivas, e sdo denominados
graus de liberdade naturais ou corrotacionais. Estes graus de liberdade

podem ser colecionados num vetor g, (3x1), onde o = 1, 2, 3. Eles s&o

~

definidos por:

T

q. = {a % @) (3.32)

sendo:

gy =le-1r ; 2= da ; Q3= dp (3.33)

onde q; mede a mudanga de comprimento da corda; g, mede O angulo a, na
extremidade a do elemento e g; mede o angulo o, na extremidade b do

elemento, estes dois Ultimos independentes da rotagéo de corpo rigido 6.
b,=0.-9, (3.34)

Os graus de liberdade cartesianos p; (i = 1,..6), geralmente

utilizados, s&o definidos por:

(3.35)

e podem ser colecionados no vetor p, (6x1), denominado vetor dos

deslocamentos nodais do elemento da seguinte forma:

o ={u, v 8, U v, 0] (3.36)
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Os graus de liberdade em coordenadas corrotacionais, g, (o = 1, 2,
3), e os graus de liberdade em coordenadas globais cartesianas, pi (i =

1,...,6), podem ser relacionados da seguinte forma, com o auxilio da Fig.
3.3

q1: Ic_Ir
Q2 aaZQa_ec_Ba:p3_(pc+(Pr—Ba (337)
q3:abzeb_ec—Bb:pﬁ_(pc+(pr—Bb

onde:

N ,21,’2
I, :[(Xb_xa+p4”p1) +(yb—ya+p5—p2) ]

=00 =)+ (e - v)°]

2

_ _ _ B (3.38)
seng, = Yo~ Vs l+ps P cosg, = X=X |+ Ps =Py

Yo~ ¥atPs— P
¢, = arctg ( )

Xo = Xa +Pq =Py

X, — X
@, :arcos( bl aj
T

Nas equacoes 3.38, Xa, X, Ya € Yp S8O as coordenadas nodais dos

elementos na configuragdo de referéncia.

As derivadas das coordenadas corrotacionais g, em relagao as
coordenadas globais cartesianas p;, ou seja, 0q,/dp; (tambem escritas na
forma indicial por q.;, onde a virgula indica diferenciacdo e os indices

gregos variam de 1 a 3, enquanto que 0s latinos variam de 1 a 6), podem

ser escritas numa matriz B (3x6), da seguinte forma:
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l(— cosp. - Seng. 0 CoSop, seng, 0
q. -B- ] _seng,  COS9, 1 seng,  COSQ. 0 (3.39)
~ l. I I e
| senp, COSQ, seny, cos @,
- 0 - 1
L

onde a matriz B ¢ rigorosamente uma matriz de “mudanca de coordenadas

instantanea”, pois relaciona as variagdes dos deslocamentos nas
coordenadas locais com as variagées dos deslocamentos nas coordenadas
globais. A cada instante, esta matriz faz uma mudanca de coordenadas do
sistema corrotacional para o sistema cartesiano. ainda em coordenadas
locais e, ao mesmo tempo, faz uma rotagdo de eixos, colocando-0s
conforme a referéncia global. Naturalmente esta matriz nao é linear, uma
vez que o angulo ¢. e o comprimento da corda |. dependem dos
deslocamentos nodais da estrutura.

Esta matriz B pode ser escrita como um produto:

B-B T (3.40)
onde:
[ 1
-1 0 0 1 0 0
— 1 1
B =0 n 1 0 - T 0 (3.41)
(3x6) % ”Cl
“too, [cosg, seno, O
T :1] 5 N : t :E ~senp, coso, 0 (3.42)
(6x6) | 2~ (3x3) E_ 0 0 1
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- E é a forma local de B, que relaciona os graus de liberdade naturais do

sistema ccrrotacional, com os graus de liberdade dec sistema cartesiano

local. (mudanga de coordenadas)

— T é a matriz de rotagéo de eixos. que muda as coordenadas locais no

sistema cartesiano para as coordenadas globais também no sistema
cartesiano ou Lagrangiano.

— 0, é a matriz nula (3x3).

62

L (q=1,2

As derivadas segundas de g, em relagéo a p;, isto &
IpPaP,

..... 6), serdo também necessarias e podem ser colocadas

em trés matrizes simétricas G, (6x8), dadas por:

U

,U

ol =

sen’p, - seng_cos¢,

cos?yg,

simétrica

-2seng, cosgp, (cos®e, -sen’p.) O

2seng. cosg,

simé tnca

0 -sen’p, seng_cosg, O]
0 sengp_.cos¢, -cos’o, 0
0 0 0 0
sen’p -seng cosep, O
2
cos“ ¢, 0
O_
(3.43a)
2seng, cos g, —{cos® ¢, - sen* ¢,) 0l
0 —{cos®e -sen’y,) -2seng.cos¢. O
0 0 0 0
_2seng.cosg,  (cos?g, -sen’g;) O
2seng, COSY, 0
o_
(3.43b)

Esta derivada segunda q.; € uma relagdo gque envolve apenas

geometria (deslocamentos em coordenadas corrotacionais e deslocamentos
em coordenadas cartesianas), que representara uma parcela da matriz de

rigidez geométrica (teoria de segunda-ordem).
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Esta matriz geométrica G, pode ser escrita como um triplo produto

matricial:
G.=T"G, T (3.44)

onde G,, a =1, 2, 3, é aformalocal de G, e Té a matriz de rotagéo de

eixos, dada conforme a equagéo (3.42). Entéo:

0 0 0 0 0 O
10 0 -1 0
o 0 0 0 O tae
27, 0 0 0 (3.45a)
1 0
I 0

Obs.: Pode-se dizer que esta é a matriz responsavel pelo conhecido efeito
PxA.

01 0 0 -1 0]

0 0 -1 0 O]

1 O 0 0 O
%:%:E o 1 o (3.45b)

0 0

] 0

3.6 Teoria Estrutural

A teoria estrutural a ser desenvolvida neste trabalho segue a
hipétese cinematica atribuida a BERNOULLI-EULER, onde se afirma o

seguinte:
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“As secbes transversais planas e ortogonais ao eixo da barra
permanecem planas, indeformaveis e ortogonais ao eixo, apos a

deformacgéo”.

Por esta hipotese, a teoria estrutural utilizada despreza o
empenamento das segOes transversais, ao admitir a afirmagéo de que as
segOes planas permanecem planas apés a deformag&o. Despreza tambem o
efeito da deformacao transversal ou de Poisson ao admitir, que as segoes
transversais permanecem indeformaveis e, neste caso, as deformacgoes

segundo os eixos y e z e o coeficiente de Poisson sao nulos
(SW:E :U:O). Finalmente, pela consideragdo de que as segoes

transversais permanecem ortogonais ao eixo de barra, desprezam-se as

distor¢gdes no plano da barra (y y = O), consequientemente sdo desprezados

os efeitos das tensdes de cisalhamento (r oy = O). Decorre de tudo isto que a

Unica deformacéo relevante é, portanto, a deformacgéo longitudinal ¢, .

3.6.1 Cinematica do Elemento
3.6.1.1) Campo de deformagao

As Eq. (3.31) mostram que o estiramento da corda, assim como a sua
deformacéo linear ou de engenharia s&o dados, respectivamente, por:
.k :
A= g=hr-1
I
onde o indice ¢ indica a configuracéo atualizada ou corrigida e o indice r
indica a configuracao inicial ou de referéncia.
Pensando em definir o campo de deformag&o consistente com a

teoria estrutural apresentada e conforme a deformag&o linear adotada,
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considere-se um elemento diferencial de uma barra curva plana na
configuragédo inicial ou de referéncia, como mostrado na Fig. 3.4a. Este
elemento & limitado por duas segbes transversais ortogonais a um eixo
arbitrariamente definido.

Chamando-se fibra a um conjunto de pontos materiais sobre uma
curva paralela a este eixo, observa-se que uma fibra situada a uma

distancia r deste eixo e uma fibra situada neste eixo tém os comprimentos

ds, e ds, dados, respectivamente, por:

ds, =(R, -r) dp ds, =R dp (3.46)

r

onde R, é o raio de curvatura da barra naguele ponto e df € o angulo

interno do setor definido pelas secdes transversais. Das Eq. (3.46), obtém-

se:
ds, = ds, - rdp (3.47)
{a) (b)
A A
//i\ /i
fmi 9P /Li,\\d(a+8)=d<1+di3

Loy Y
/ '
[ P

\

a) CONFIGURACAC DE REFERENCIA b) CONFIGURACAO CORRIGIDA

FIGURA 3.4 - ELEMENTO DIFERENCIAL DE BARRA CURVA
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Seja agora este mesmo elemento diferencial na sua configuragao
atualizada ou corrigida, como mostrado na Fig. 3.4b. De acordo com a
hipotese de Bernoulli-Euler, obtém-se para as mesmas fibras anteriores os

seguintes comprimentos:

ds, = (R, - r) do + B) dsc = R, do +§) (3.48)

onde R. é o raio de curvatura corrigido e d(a+p) é o novo angulo interno do

setor, formado apds a deformagéo. Das Eq. (3.48), obtém-se:

ds_ = ds.-rda + ) (3.49)

Os estiramentos destas fibras, a distancia r do centro (i) e situada no

eixo (f ), séo definidos respectivamente, por:

e L= — 3.50
) S ( )

Usando-se as Eq. (3.49) e (3.47), fica:

ds, - rda +p)
ds, - rdp

ho=

Dividindo ambos, o numerador e o denominador por ds, e, com o auxilio da

Eq. (3.50), obtém-se:

a+B)

P s,
dp
1-r—

ds,

(3.51)
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Das definicdes anteriores tem-se que a deformag&o de engenharia

daquela fibra a uma distancia r do eixo e a deformagéo de engenharia da

fibra do eixo, s&o dadas, respectivamente, por:
g=h-1 g=h-1 (3.52)

Levando-se a Eq. (3.51) na primeira das Eq. (3.52) e usando a segunda de

(3.52), chega-se finaimente a:

- da
e-T %=

g = ——dz_ (3.53)
1-r—
ds,

Ao invés de ds,, define-se um novo parametro para descrever a

curva do eixo, que serd dx, conforme o eixo cartesiano. Usando-se a
relagao dg,/dxr e a regra da cadeia, pode-se obter da Eq. (3.53) a seguinte

expressao:

(- da)ds, -ds  da
\© dg,) dx, ‘ dx,  dx,
( dBj ds, ~ ds, dp
1-1—= -r—

ds,/ dx, dx dx,

T

g =

Denotando-se a derivada em relagéo a x, por ' tem-se finaimente:

S -To (3.54)
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Esta expressao (3.54) caracteriza analiticamente a hipotese sobre o
campo de deformacgéo para barras com eixo inicialmente curvo, consistente

com a teoria estrutural adotada.

Duas observacdes interessantes podem ser feitas:

1 No caso de barras inicialmente retas, p= B =0, s, = ds//dx, =1er=y,

logo a Eq. (3.54) fica:
e=c-y o (3.54a)

que representa o campo de deformacgéo para barras retas, consistente

com a hipotese de Bernoulli-Euler.

2 Conforme observaram PIMENTA & MAZZILLI [98], «' = da/dx, n&o € a
curvatura K do eixo deformado mas sim, a rotagéo especifica. Portanto a
rotacdo especifica «', € nao a curvatura K, & o deslocamento
generalizado conjugado energeticamente com © momento fletor. Esta
rotacdo especifica sé coincide com a curvatura, quando se adota a
hipotese de inextensibilidade do eixo da barra, portanto, na auséncia de
forca normal e, se o eixo ndo tem curvatura inicial. A express&o da

curvatura pode ser obtida com o auxilio da regra da cadeia:

K =

de do dx, ds 11 11
gmary - . — . — __a . . N .
ds. dx, ds, ds. ds, ds. secf 7 }

'

Sep=0, K= 9;:’ conforme mostrado em [98]
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3.6.1.2) Campo de deslocamento - Consideragoes analiticas

Pensando em definir o campo de deslocamento consistente com a
teoria estrutural apresentada neste trabalho, considere-se uma barra
inicialmente curva, onde a corda que une as duas extremidades sera
admitida alinhada com o eixo das coordenadas x, para facilidade de

interpretacdo, como mostrado na Fig. 3.5.

y (V)

<l

Poyy PPte
\’/\‘\/1//
VT B

a

FIGURA 3.5 - DESLOCAMENTOS DE PONTOS DE UMA BARRA CURVA

Da hipétese de Bernoulli-Euler adotada neste trabalho, o campo de

deslocamento dos pontos da barra fica completamente caracterizado se

conhecidos os deslocamentos axiais (u) e transversais (v) dos pontos
situados sobre eixo (iniciaimente curvo do angulo ), bem como a rotacéo («

+ f3) das seg¢des transversais.
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Considerando-se entdo, o ponto P da se¢&o da barra caracterizado
pela distancia r relativa ao seu eixo, conforme mostrado na Fig. 3.5, pode-se
escrever os seus deslocamentos denotados por uc € ve no sistema

corrotacional (X, Yc), por:

Uy(x y) = Ue(x) - r [sen(a +B) - sen | 55

v.(xy)= ve(¥)-r [cosB - cos(a +B)] (3.99)
onde u. e V. sdo os deslocamentos iongitudinal e transversal do ponto P da
seg¢do da barra, assim como U. e v. sdo estes deslocamentos para 0s
pontos ao longo do seu eixo. Com o auxilio da Fig. 3.5, observa-se que Be
o angulo inicial entre a corda da barra e a tangente ao seu eixo, medido no
sentido anti-horario e (o + B) é o anguilo final entre a corda e a tangente ao

eixo da barra, medido no sentido anti-horario, apods a deformacgéo.
As figs. 3.6 e 3.7 mostram em detalhe as translagées de pontos do
eixo de um elemento diferencial de barra e as rotagdes das secgoes

transversais.

Estudando o triangulo GG"H' das Fig. 3.6 e 3.7. observa-se que a
fiora do eixo da barra tem o comprimento infinitesimal ds,, antes da

deformacgao e ds. apds a deformagéo, dados por:

ds, = [dx2 + (dx th)z]W = [dx2(1 + tgzﬁ)]v2 = dx secp (3.56)

ds. = [(dx+ a2+ (dve + dx tgp )’ ]1"2 (3.57)



e
- & v
Je 28 15" dv+dx tgf3
ar(dx+dﬁc)=dxc

Vo Tdve

o€
61 dx tg 83

FIGURA 3.6 - A ROTACAO ( @ +8 ) DAS SEGCOES TRANSVERSAIS E AS TRANSLACOES DE
PONTOS DO EIXO

ds, senf3 = dx g8

FIGURA 3.7 - ELEMENTO DIFERENCIAL DO EiXO DA BARRA NAS CONFIGURAGOES DE
REFERENCIA E CORRIGIDA
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O estiramento da fibra do eixo é dado por 7 = ds./ds,. Usando a

. — ds 1

regra da cadeia, escreve-se, & = -
dx ds,
dx

(3.56) e (3.57), fornece:

{(1+G§)2+(VQ +tgﬁr}

secf

1/2

A

.—— que com a aplicagdo das Eq.

(3.58)

Ainda com a ajuda da Fig. 3.7 e usando a Eq. (3.58), pode-se

verificar facilmente as seguintes equacgoes:

.__cl t _Cl t
tg(a + B) LA ] +_9B o= arctg[-———V +_9B] -B
1+ Ue 1+ Uc
Vo +tgp Ve +tgB
sen(e + ) = RV 212 7 7 secp (3:59)
{(H Ue ) + (vc + th) J
1+ Gc’ 1+ Gc’
cos{a +p) = =, 212 7 7 secp
1 MH uc) +(vc + th) | '
L o |
Sendo i = dx, _ dx + Qe vem que:
e dx,  dx, que.
o= 14 Us (3.60)
Levando-se na ultima das equagdes (3.59), fica:
o= sec(a +B)cosB (3.61)
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A expressdo do campo de deformagéo, ja deduzida anteriormente, & dada

pela Eq. (3.54) que vale:

e S -ra’
e =" —
S -rp’

Da Eq. (3.56) tira-se que:

ds, —:
— - = 3.62
ax s sech ( )

Levando-se na Eq. (3.54), a expresséo analitica do campo de deformacéo

pode ser escrita de outra forma por:

€ = E_EE_B__LQ_ (3.63)
secp -rp’

Sendo ¢ = . - 1, usando-se a Eq. (3.61) e levando na Eq. (3.63) tem-se

que:

S:).sec(a+B)—secB—ra' (3.64)
sech -rp’

Usando-se a Eq. (3.60) na Eq. (3.64), a expressao analitica do campo de

deformacé&o pode ser dada finaimente por:

(1 +Gc’] sec(a +B)-secf-ra’

e = (3.65)
secf-rf’
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Observagoes:

1. Este sera o campo de deformacéo a ser utilizado neste trabalho, para
barras com imperfeicdes iniciais B. Observa-se nesta Eq. (3.65), que para

a definicdo do campo de deformagio é necessario escolher as fungoes
de interpolagéo para o deslocamento U, eixo da barra, assim como para

o angulo o de rotagdo deste eixo. Estas fungbes de interpolagéo
aproximadoras serdo, entdo, colocadas em fungdo dos graus de
liberdade naturais (objetivos), q. (o = 1, 2, 3) e o campo de deformagao

passara a ser uma fungao de:

¢ = fla.(p)] (3.65a)

2. No caso de barras inicialmente retas, B = pf'=0,secpf=1er=y,ea

expresséo (3.65) fica:
e = (14 Uc)seca - 1- ya' (3.65b)

que representa o campo de deformacgbes para barras retas, assim como a
Eq. (3.54a)
3.7 Equagdes de Equilibrio

3.7.1 Equilibrio do Elemento

Conhecido o campo de deformagéo, ¢ = f[qu(pi)], dado anteriormente

pela Eqg. (3.65a), o equilibrio do elemento pode ser formulado através do

Principio dos Trabalhos Virtuais.
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O trabalho virtual interno de um elemento € dado por:

s0, = | odedy, (3.66)

onde V, é o volume do elemento na configuragéo de referéncia o € a tensédo
normal de uma fibra e 8¢ é a deformacéo virtual de uma fibra.

Na formulacéo deste trabalho, sera admitido que a tens&o normal o ja
leva em conta a presenca de tensdes residuais na secao transversal (o),

sendo portanto, a soma de duas parcelas:
c=0c, +De (3.67)

Como & sabido, estas tensdes residuais o, que aparecem nos perfis
de aco devidas ao processo de fabricagao s&0 auto-equilibradas, isto €, elas
se distribuem na secao transversal de tal forma, que as resultantes de

forcas e momentos fletores nesta segc&o s&o nulas:

N, = L,"r dA, =0 : M, = —Lvor rdA, =0 (3.68)

onde dA, é o elemento de area da secdo transversal na configurag&o de
referéncia. Desta forma, a forca normal N e o0 momento fletor M, resultantes
na secdo, podem ser determinados com 0 auxilio das Eq. (3.67) e (3.68) e

valem:

N = J'Arc dA, = [ (o, +De)dA, = [ o 0A, + [, DedA,

N= L, o dA = L’Ds dA, (3.69)
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M:—LordAr:—L(G,+De)rdA, --[ o rdA, - |, DerdA,
M:—LordAr =-[ DerdA, (3.70)

Voltando & expressdo (3.66), a deformagdoc virtual ¢ dada pela

variacdo da Eq. (3.65a) e é obtida com o emprego da regra da cadeia:

ce e aq,
= ’ = g,a ) qa,i
i

ap an api
0 = €, * Gy OP; (3.71)

onde 8p; é o vetor dos deslocamentos nodais virtuais do elemento.

As forcas nodais internas P, sdo definidas de tal forma que:
dw, =P, dp, (3.72)
Igualando-se as Eq. (3.66) e (3.72) com a ajuda da Eq. (3.71), fica:

r[V G S,a qu.,i 6pl dVr = Pi 6pl

onde q., representa uma transformagao de coordenadas (sistema
corrotacional para o sistema cartesiano), portanto independente do volume

de referéncia, assim como 8p;, 10go:

U.v, Gt dvr) Qui §p/, =P, §D/,

e a equacao de equilibrio do elemento é dada por:
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P = UV,G €, dV,)an- (3.73)

Chamando Q. =([ o, aV,) (3.74)

a equacao de equilibrio do elemento é dada em notagéo indicial por:
Pi = Qa . qa,i (375)

Reunindo Q, e P; em dois vetores Q e P . respectivamente, e com 0

auxilio da Eq. (3.39), pode-se escrever a equagéo de equilibrio do elemento

na forma matricial por:

P=B"Q (3.76)

P P=B'Q (3.77)
onde E & o vetor das forcas internas no sistema local cartesiano.

Observagéo:

No desenvolvimento anterior tinha-se que:

6()3; = -[V G E,a qa,i 6pl dVr = {J.V G S,OL dvf}qdi Bp'
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aq,

!

Da relacéo

=q,,, vem que &q, = q,; 8p, e com o auxilio da Eq. (3.74)

pode-se escrever 8W, de duas formas:

{Swi = Qa 6qa (3 78)

dw; =P, 3p;

Donde se conclui que sendo P; os esforgos internos nas coordenadas

cartesianas, Qa:jvcg,a dV. sao os esforgos internos naturais nas

coordenadas corrotacionais. Entédo, para cada elemento pode-se dizer que:
Q= Q(s,q) e P=P(s,p) (3.79)

sendo que q, € p; se relacionam atraves de Q..

3.7.1.1) Matriz de rigidez tangente do elemento - k,

A matriz de rigidez tangente do elemento pode ent&o ser dada de
duas maneiras distintas, conforme se adote P = P(g,p) ou Q= Q(s,q), ou

seja, em coordenadas cartesianas ou em coordenadas corrotacionais. Seréao
apresentadas as duas formulagbes, embora o interesse maior recaia na

formulagao cartesiana.

a) k, em coordenadas cartesianas

Sendo P:P(G,P) e pensando numa formulagdo incremental do

equilibrio, a derivada no tempo de P (ou a variagéo de cada incremento de

P) pode ser dada por:
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dP _ P op
dt  ép
chamando
cP
=K 3.80
o =< (3.80)

fica, na forma matricial:

10

[l
l_?\_
t O

ou AP =k, Ap (3.81)

onde k, € a matriz de rigidez tangente do elemento nas coordenadas

cartesianas.

As componentes k; da matriz de rigidez tangente sdo as
derivadas de P; em relacéo as coordenadas cartesianas p;. Derivando-se a

Eq. (3.75) com o auxilio da regra da cadeia, tem-se:

P
op

= kij = 0y, Q,, Gy, * Q, Qi (3.82)

i

Da Eq. (3.74) onde Q, = jv ¢ ¢, dV, faz-se a sua derivada:

-D (3.83)
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concluindo:

Q,; = JV (s‘u Degy+ 05,@45) dv. (3.84)
Chamando

Do, - jv e, Deg,dV, (3.85)

Hyp = [ 02 dV, (3.86)
vem que:

Q. = Duy +Hay (3.87)

Levando-se na Eq. (3.82), tem-se:

Kij = qa,i(Da,B +Ha,p)%,j + Q, Quj
—— —

parcela objetiva parcela do
movimento de
corpo rigido
ki,j = q(l..i Du,[} q[i‘j + qu‘i Hu,{} qu,j + ta qu,ij (388)
parcela constitutiva parcela geometnca

Escrevendo em notacdo matricial, a matriz de rigidez constitutiva vem

da parcela constitutiva da Eq. (3.88) dada por Ky = Go; Dup G- Usando

q.;=9,;=B,(3x6) e D., =D, (3x3), simétrica, resulta em:

T

D B (3.89)

~

ky =B

(6x6), também simétrica.
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A matriz de rigidez geométrica é obtida da parcela geométrica da Eq.

(3.88) dada por kg =q,; H,s 9y, + Q, G5, Que com O auxilio de H,;=H,

(3x3), simétricae q,; = G, , (o = 1,2,3), (6x6), simétrica. Resulta em:

ke=B" HB +Q, G, (3.90)

~

(6x6), também simétrica.
Finalmente, escreve-se a matriz de rigidez tangente, simétrica, nas

formas a seguir:

K, =KutKg (3.91a)
ou
k,=B'DB +B'HB +Q, G, (3.91b)
Pode-se ainda escrever de outra forma, lembrando que Q:E Te
G,=T' Gu T.

~ o e e e

(3.92)

2
I
-
—4
1z
1
o
1z
I
os]
l
oo

Sendo
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Bl
I
-

1,
Tl
1

(3.93)

!
I
w

'\
w
+

O

1@l
+

£

1ol
+

o
%

finalmente:
K, = IT(RM+ RG)I (3.94)
no sistema global cartesiano.

b) k, em coordenadas corrotacionais.

Sendo Q= Qs,q), a derivada no tempo de Q (ou a variagéo

incremental de Q) pode ser dada por:

dQ _2Q dq
dt oq dt
chamando
aQ_y (3.95)
oq

fica, na forma matriciatl:

ou AQ =Kk, Aq (3.96)

0
I
L=,

o)

onde k é a matriz de rigidez tangente do elemento nas coordenadas
~1t

corrotacionais. Suas componentes k,, s&o as derivadas de Q. em relagao
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as coordenadas corrotacionais q;. Da Eq. (3.74) onde Q, :.fvce-“ av

T

vem que:

~aQ,
aff an o,
do
Q,; = L (e_a — 8,[3) +<c s'up) av, (3.97)
" de ——
| Ppare constitutiva geg;éemca

Com o auxilio das Eq. (3.83), (3.85), (3.86) e (3.87). pode-se escrever:

Ky =Dy + Hup (3.98)

Escrevendo-se a matriz de rigidez tangente do elemento nas

coordenadas corrotacionais, na forma matricial vem que:

—~ %

It
0

¥
1T

(3.99)

1 >

onde D e H sé&o, respectivamente, a matriz constitutiva em coordenadas

corrotacionais, (3x3), simétrica e a matriz de rigidez geometrica também nas

coordenadas corrotacionais, (3x3) e simétrica.
Esta matriz pode ser escrita no sistema cartesiano usando-se a

relagdo entre q, e pi e ndo se esquecendo da parcela nao-objetiva

(movimento de corpo rigido).

kij = Qg k;a Qg t+ Q, Qo
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que fica:

kij = qa,i Qu,ﬁ qB,j + Qu. qu.,ij

conforme a Eq. (3.82)

3.7.2 Equilibrio Estrutural

Do estudo anterior concluiu-se que o equilibrio do elemento é dado,

na forma indicial ou matricial, respectivamente por:

Pi = Qa Qo ou

10
Il
qey)

—
0

sendo P = P(o,p).

Para escrever o equilibrio da estrutura, os graus de liberdade

cartesianos de um elemento p, serdo relacionados com os graus de

~

liberdade da estrutura, r, através da seguinte expressdo matricial:

1T
1

1>
1=

(3.100)

onde A é a matriz de incidéncia cinematica, responsave!l pela

compatibilidade dos deslocamentos nodais do elemento, p;, com os
deslocamentos nodais da estrutura, r;,, Esta matriz € composta por 0 e 1.

Variando-se (3.100) vem que:

Sp=A o (3.101)

-~
~
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O trabalho virtual interno da estrutura € dado pela somatoria dos
trabalhos virtuais internos dos seus elementos. Assim, com o auxilio de
(3.101), tem-se:

3W, = Y60, = > PTsp= T RT Adr= (X AJar
AL

chamando

sS=SA"P (3.102)

~

o vetor dos esforcos internos da estrutura, obtido somando-se a

contribuicdo de todos os elementos, conclui-se que:

SW = ST 8r (3.103)

i ~ o~

Como P=P(o,p) ep=A 1, entdo S=S(or).

-~

O trabalho virtual externo, supondo-se somente forgas externas

concentradas aplicadas nos nos da estrutura, representadas pelo vetor R, é

dado por:

SW, =RT &r (3.104)

Igualando-se as Eq. (3.103) e (3.104) pelo P.T.V, vem que:

SW,=8W, ..  R'sr=87er
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e, finalmente:

0
i
i

(3.105)

representa a equagao do equilibrio estrutural.

3.7.3 Equacées Incrementais do Equilibrio

As equagdes incrementais do equilibrio da estrutura sdo obtidas ao

se derivar a Eq. (3.105) no tempo:

R=S (3.106)
Da Eq. (3.102) vem que:

S=y AP (3.107)
Levando-se a Eqg. (3.81), onde E: lit p em (3.107), obtéem-se

$=YATkp (3.108)

mas de (3.101), onde p = AT , aplicada em (3.108), fica:
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donde, finalmente, pode-se escrever

S=K,r (3.109)

onde

K.= Y ATk A (3.110)

é a matriz de rigidez tangente da estrutura, obtida pela contribuicdo das
matrizes de rigidez de cada elemento, através da matriz de incidéncia

cinematica A.

Assim, a Eq. (3.106), F}z § do equilibrio incremental da estrutura,

pode ser escrita da seguinte forma:

R=K, 1 (3.111)
ou, de forma aproximada:
AR =K/ Ar (3.111a)

onde AR representa os incrementos no carregamento e Ar os incrementos

nos deslocamentos nodais.
E importante observar, como faz PIMENTA, P.M. [92], que no regime
elastico, a Eq. (3.111) representa um sistema linear em L enguanto no

regime elasto-plastico isto ndo ocorre, porque K, é uma funcéo de [, uma

vez que D é uma funcéo de ¢, isto &, para um certo nivel de carregamento,

dado um incremento de carga, é preciso saber se havera carregamento com

D® ou descarregamento com D°, conforme visto na seg&o 3.4.
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3.8 Interpolacao

O campo de deformagdo que € adotado neste trabalho, para barras

com imperfeicao inicial B, pode ser dado pelas Eq. (3.€3) e (3.64):

¢ sechp-ra’ ). secla +p)-sech-ra’
secp-rp’ secp -r B’

que pode ser escrito, também, em fungdo do campo de deslocamento,

conforme a Eq. (3.65), por:

(1+Gc’) sec(a +B)— sech-ra’

€ =
secf -rf’

Para se conhecer o campo de deformagdo é preciso, entdo, definir
funcdes aproximadoras para o deslocamento U, do eixo da barra, assim
como para o angulo a de rotagdo deste eixo. Estas fungdes de interpolagao
para os deslocamentos serdo escritas em funcao dos graus de liberdade

naturais, objetivos, q, (o = 1,2,3), obtendo-se finalmente:

¢ = f(qa) (3.112)

A matriz de rigidez tangente do elemento € dada pela Eq. (3.91b):

Neste caso, as matrizes B e G, , foram definidas pelas Eq. (3.39) e (3.43a,

b), enquanto que os elementos de Q,.D e H vém, respectivamente, de:
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T

Eq.(3.74) Q=] oe,aV

Eq.(3.85) D, = jv e, De,dV,

¢

Eq. (3.86) H=[ oe,adV,

Fica evidente que para se escrever k,, &€ necessario determinar Qq, Das €

Hqp. Portanto, é preciso fazer as derivadas de ¢, Eq. (3.112), em relaca@o as
coordenadas naturais ou corrotacionais q, (€« , £, €up)-

Pode-se adotar diversas interpolagbes para Ue € o, ao longo do eixo
da barra, de modo que elas fiquem explicitadas em fungdo de q.. Seréo
introduzidas as interpolacdes usuais baseadas na Resisténcia dos
Materiais, onde se adota uma interpolagéo linear para os deslocamentos Ue
e uma distribuicio parabdlica do segundo grau (quadratica) para os angulos

a. Escrevendo em funcéo dos graus de liberdade naturais, tem-se:

_ \
Ue(x,) = q(%r %)' (3.113)
ou
Uo(x) = o w(x,) (3.114)
onde
\v,(X,):?% (3.115)
e

3x,° % 1
) o BT 2k (3.116)
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ou

a(x)=a v, (%)+avs () (3.117)

onde

(3.118)

Tendo-se em vista a Eq. (3.65), sdo necessarias as derivadas de

Gc(x,)e a(x,), donde se determinam:

U (%) = 5?1 (3.119)
a'(x)= v, (x)+au, (x) (3.120)
sendo
(o 6
V2 (xr): |)2(r _l_
o (3.121)

Levando-se as Eq. (3.117), (3.119) e (3.120) na Eq. (3.65) do campo de

(1+Gc') sec(a +p) - sech - ra’

deformacgéo, ¢ = , obtém-se finaimente:

secp -r B’

q . , , / " "

(1+|—1j sec(qz\vz +Q3W3+B)‘Secﬁ_r(q2w2 +Q3W3)

.. . (3.122)
secp -rp’
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Com o objetivo de se calcular Q,, Dup € Hqp, conforme as Eqg. (3.74),
(3.85) e (3.86), respectivamente, é necessario encontrar a express&o do

elemento de volume dV, que, com o auxilio da Eqg. (3.47), vale:

_ (ds as )
aV, = dA, ds, = dA, (ds, - r dp) :kd—i’—-r df JoA, ox
r r

e, finalmente:
dV, =(secp-rp’)dA, dx, (3.123)
onde A, ¢ a area da secéo transversal na configuracéo de referéncia.

Observacéo:

No caso de barras inicialmente retas, g = p' = 0, e entao:

5:(1+%j SeC(Qsz + Qs W3>”1‘r(Q2 YV, ¥q; ¥, ) (3.122a)

dV, = dA, dx, (3.123a)

Voltando-se a Eq. (3.122), com o auxilio das Eq. (3.117) e (3.118),

pode-se fazer as primeira e segunda derivadas de € em relacdo a qa:

= secprp ), P

1 [ ' o
£, :_#——seCB—rB’@\1+%) sec(o + B)tglo +Blw, —r v, j (3.124)
s = o |1+ sl Bt e
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g4y =0
1 ' '
€1y = msec(a +B)tg(a + B)w,
’ :
8‘13 = m SeC(OL + B)tg(a + B)\VB
c ____1_(“&) sec’(a +B)+
2 sechrpl 1) W[ “ 3.125
tg®(c + B) sec(a + B)] .
1 ' 3
o= e v el
tg* (o + B) sec(a + B)]
1 1 o 3
oo = o s e e

r

tg® (o + B) sec(a + B)]

Levando-se as Eq. (3.124) na Eq. (3.74) e com o auxilio da Eq.
(3.123), deduz-se que:

Q, = J'lﬁsec(on +B) dx,

/ "o
Q, = LNL ?1j sec(o + B)tg(o + B)\|/ +M vy, E‘dxr (3.126)
‘ i
- , A
Q, = LN( + ?—:) sec(a + B)tg(a + B)\1/3 +M y, .‘dxr
onde
N=[odA, M=-[crdA, (3.127)

s30 a forca normal e o momento fletor atuantes na segao transversal.
Tomando-se a Eq. (3.85) e introduzindo-se as Eg. (3.124) com o

auxilio da Eq. (3.123), obtém-se:



secf—-rf’ r

J‘% secz(a + B)dX,

C
D12 :j Ir

L

c

!

4

(1+
l,

"

sec(a +B)w,

i
<

9,
o-fle
L‘—2 sec(o + B)v,
- |
Cil1+

pe

2C2L1+q’\‘

r

" "

C3\~V2 /sy

’

r

C2(1 + %lj sec(o + B)tg(o +B)-
\

r

( 4 "
W 2 \/ 3

N

H "

" '
O\, Wg ) +Cay, Wy

[

r

[

r

D33 :J‘ !

" "

C3\513 s

L

Dr
Q*J’m r,C3:

_w sec?(a +B)tgla + By, -

l [1 +|—) sec?(a + B)tg(c +B)Wg’ j

2
%j Secz(a + B)tgz (a + B)‘Vz W,

2
C1L1 + %j SeCZ(C( + B)tgz (a + B)\Va Wy

rt

L
secpf—rp’

dx

dx

’

'i_) sec(a + B)tg(oc + B)\V; \‘é/z” -

r

2
C1(1 + %j Secz(a + B)t92 (cx + B)\Vz Ys —

!

202(1 + —Cl‘—‘] sec(o + B)tglo + B)uy Wy +

|

dx

-

-

onde os coeficientes de rigidez C,. C, e Cs, que aparecem nas Eq

dA,

135

(3.128)

. (3.128),

(3.129)
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Finaimente, levando-se as Eq. (3.125) na Eq. (3.86) com o auxilio das Eaq.
(3.123) e (3.127), chega-se a:
H11 =0

H,, = jlﬂsec(a +poee + B, dx,
H, = J'lﬁsec(a +Btg(a + B)\pa'dxr
H,, = JN(1 + —?’—j[seca (OL + B) + sec(a + B)’(g2 (oc + B)]\;/z' \1/2,dxr (3.130)

H,, = 'fN(j 3] [s00?(a + ) seclc Pt B s

T

[

’
v, dx,

H,, = JN[1 + ?—j[secﬁ (o +p) + sec{a +B)-tg*(o + B)]%

As integrais para obtengéo de Qq, Dop, Hap sdo feitas na direcéo x, e
tém como limites de integragdo -1 /2 e | /2 e, em geral, s&o computadas

numericamente através, por exemplo, do método de Gauss, com pelo menos

dois pontos de integrag&o.

As integrais para obtengdo de N, M, C,, C;, Cs séo efetuadas
sobre toda a sec&o transversal e podem ser calculadas nos pontos de
integracdo de Gauss pelo método dos retangulos, com um grande numero
de pontos de integra¢&o para poder captar a grande variagdo de c e D ao

longo da altura da seg&o, nos problemas elasto-plasticos.

3.9 Aproximagoes de Segunda-Ordem

Visando simplificar as expressdes obtidas anteriormente para Q..

Dap Hop © determinar analiticamente as matrizes de rigidez do elemento,
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serdo utilizadas as seguintes aproximagdes de segunda-ordem para as

funcdes trigométricas:

sena = tga = ; COSOL=1—a—; SeCa:1+% (3.131)

senf=tgp=0; cosB:1—%—2; secB:1+% (3.132)

Com estas aproximacdes, admite-se que os angulos o e 8 s&o muito
pequenos, correspondendo as hipdteses de pequenas rotacdes do eixo do
elemento em relacdo a sua corda e de peqguenas imperfeicoes iniciais do
eixo da barra. Apesar destas hipdteses, a formulagio nao perde a sua
generalidade gragas ao sistema corrotacional adotado, podendo ocorrer
grandes deslocamentos e curvaturas, desde que Os elementos sejam

suficientemente curtos.

A expressdo do campo de deformacg&o, dada pela Eq. (3.122), pode

ser escrita da seguinte forma:

e
/

kw—(ﬁ‘—j sec(o +p)-secf-ro’

g = : (3.133)
secf-rp’

onde o e o sao dadas pelas Eg. (3.117) e (3.120), respectivamente.

Introduzindo-se as aproximacdes de segunda-ordem indicadas, tem-se:

1 r N
L1+?—r‘jt1+%(a+ﬁ)ﬂ—(1+%82)—ra’
£ =

1
1+ —p2-rp
2B §

(3.134)
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av =1+ 1p7 rprlaad 3.135)
= “+ — — .
=03 JaA dx, (

Sendo & = 1+4q,/l,, pode-se escrever as derivadas e, € eq da

seguinte forma:

o 1+1/2(a + )’
T (1 2Bt - )L

1] "

_ K(a +B)\u2 -ry,

3.136
& 1+ 12 -1 p’ ( )
. k(oc+B)\y3, —r\1/3”
. 1+1/2p% -1 B’
£41=0
. = ((1 +B)\V2
(e 12pt - B,
L. (o +B)\u3’
(2Bt - ),
C (3.137)

— AV, W,
2 2pt - B
_ AW, Vs
8.23— / 2 '

1+128°-rB

AWy W
€a3 = =YY ;
1+1/2B°-rf

Os esforgos internos naturais nas coordenadas corrotacionais s&o dados

pela Eq. (3.74) por Q_ = L ce, dV,, e podem ser escritos agora por.

Q, = jizz [, oe, (1+y2p7 -1 pr)aAdx, (3.138)
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Com o auxilio das Eq. (3.136), determina-se:

Q, j {n—aw}

Q, = NN Mo+ B)u, +Mu, ]dx, (3.139)

Q, j{ Ao+ B)ws +M\y3’}dxr

Os elementos da matriz H s&o dados pela Eq. (3.86) por

= _[V ce,, dV,, e podem ser escritos por:

H,, = j“;z [, o6 (1+1/267 —r p)dA dx, (3.140)

Com o auxilio das Eq. (3.137), determina-se:

H11:O

N ’
H,, :J.l—(omLB)\y2 dx,

N v
H,, = Jl—(a+B)\u3 dx.

r (3.141)
H,, = IN Ay, v, dXx

Hyy = jN A, \1/3'er

H,, = JN Ay, oy, dX,

Os elementos da matriz D dados pela Eq. (3.85) por

= J' De, e, dV,, sao agora escritos por:

o= 0] De, e (141/267 —r pr)dA dx (3.142)

(/2
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Com o auxilio das Eq. (3.136), obtem-se:

C, 21
D, :f—l—2—[1+1/2(a+[3) | ax,

1 1" 1 .
Dy =J[Cy Mo+ Bwz = Cauy | [1+ /2l + B)*]dx,

1]

m 1
Dis :jLC1 Mo+ B)ws - Covs ]‘“[1+1/2(0‘+B)2]dxr

C A (a+B) \112 —ZC 7»(01*‘3)\1’2 W2 +—\dx (3.143)
C3\1/2 Wa J r
5—01 7‘2(0‘+ 5)2‘112,“13, 'Cz)‘(a+ Bw

D23 = J‘l 14 " r ! ” " }dx
L(W W3 + o 3 )+C3\i/2 Vs

r

I%—C xz(a + B)z Vs \1/3, -2C 27\((1 +B) \1/3,\4/3” +~i
Dis =

dx
Lca\l’a VK]

&

Iy

onde os coeficientes de rigidez C1, C, e C; s&o dados por:

C,=| b dA, ; C,=| CLE—T
A+ Y2pe —1 B A1+ 1237 —r B’
2
C,=| D™ gp, (3.144)
A+ 2B -1 B

3.9.1 Simplificagbes

As integrais obtidas para a determinagdo de Q. Hup € Dy ainda
continuam complicadas, devendo ser resolvidas numericamente. Visando
obter expressées mais simples e faceis para se resolver o problema

analiticamente, serdo feitas algumas simplificagbes coerentes, mostradas a

seguir.
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O campo de deformagéo adotado pode ser expresso de uma maneira

mais geral através das Eq. (3.63) e (3.64) por:

_esecp-ra’  hsec(a+p)-sech-ra’

= (3.145)
secB-r ' secB-rp’
Nas fibras do eixo do elemento onde r=0, tem-se:
- A sec(o +p)-secp
E=£€ =
secf3

(3.146)
sendo . = 1+ q,/|, e usando as aproximagdes de sey. . .. ordem, obtéem-se
para as fibras do eixo:

(g ) [+ 12at B)°|- (1+128°)

g = (3.147)

1+1/2p°
Admite-se neste momento que a imperfeicdo inicial da barra,
representada pelo angulo p, € muito pequena. 0 que & usual nas barras
reais da pratica, de tal forma que se possa fazer:

senf=tgh=p; secp=cosp=1, (1+1287)~1-1/2p’ (3.148)

O campo de deformagao dado pela Eq. (3.145), fica entao:

(s-ra) (3.149)

e a deformacéo das fibras do eixo € dada por:
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e =(1+q,/1) [1+1/2(oc+[3)2 —1/2[32]-1 (3.150)

Observa-se que a Eqg. (3.150) fornece uma deformagao ¢ variavel ao longo
da barra, uma vez que o e [ sdo varidveis com x. Uma hipétese

simplificadora importante é feita aqui, ao se adotar um valor constante para

¢ , representado pelo seu valor médio dado por:
- 10—
gmzl—jadx, (3.151)

' I

Para se determinar ., sabendo-se que o = Q, \y, +0, ¥, . admite-se que:

’

B=P, v, +By Vs (3.152)

onde B. € PB» s80 as imperfeigdes iniciais nas extremidades do elemento e

Y 2' ey 3l s3o dados pelas Eqg. (3.118), de tal forma que pode-se escrever:

! '

a+p= (Q2 +Ba v, +(q; + Bb)W} (3.153)

Levando-se a Eq. (3.150) com o auxilio da Eq. (3.133) na Eqg. (3.151) e

sabendo-se que % = 1+ q,/l,, escreve-se:
- 1 i /2 ( ' 1 ’ /12 1 r ,}2 1 d
Em :IJ:LQ 7‘**5 (Q2 +Ba)\l’z +(q3 +Bb)‘4’3 _] "5 Baw, TRV, . X,

(3.154)

Resolvendo-se, chega-se a:
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15 ‘ 15 30
(£4£_%Q
15 15 30

E o campo de deformagio dado pela Eq. (3.149), fica explicitado

%4kﬂwwﬁ&fJ%WJ_@+m%+m_

(3.154a)

definitivamente por:

‘- 1{&{
1-rp ||
B

1
(E5+% 3g ﬂ-r(qzwz +Q,y, )}

considerando as aproximagbes de segunda-ordem e as simplificacées

3}{(% +B,) (@ +B) (% +B)%+B)
¥ EE

15 30

+
(3.155)
b

adotadas.

a) As derivadas ¢ € ¢, (o,$=1,2,3) sdo dadas por:

(@,+B.) (9 +B.)9% +B,)

2
-+ -

15 15 30
{g+g_@g}
15 15 30

1 )H?(qz +B.) (@ Bb)} iy }

T srp 15 30

1A{Mﬁ&L@HM}WJ}

T lorp 15 30

— 1 _,_(q2+Ba)
ST AT, {1 |

(3.156)




ey =0

1

144

15

"

w1z (1 - B,)lr

2(q, +B, ) (%%W
30 ]

S =g 15

12

e )
12
t3 = rp) 15

1 (2(% +Bb) (%“'Baﬂ
30 J

(3.157)

b) Os esforgos internos naturais nas coordenadas corrotacionais, sao

dados por:

Q, =[] oe, (1-rp)dAdx

-L/2

onde se fez dV, =(1-r p’)dA,dx,

(3.158)

(3.159)

e, sabendo-se que N= JA c dA. e M= —JA o rdA, , tem-se com o auxilio das

Eq. (3.156) :
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Q J‘LQN B ) -r( 3+Bb)2_(qz+Ba)(q3+Bb)
L/2| 15 30

:
(B B Baﬂb)de
15 15 30 '

_ 7 ”
Q,=[" {Nk A9, +P.)_(@+B)] }dxr

(3.160)

15 30

- J

v [ [ 2(a,+8,) (@,+8,)] "
Q3=I {NX (15 )—( 30 )+M\113}dx(

c) Os elementos da matriz H sao dados por:

Ho = [0 ] 0 e, (1-7B/)dAdx, (3.161)

ap )

Com o auxilio das Eg. (3.157), tem-se:
H11 =0

’ jum( Ba) (9= 84 |
# vzl 15 30 |

H J‘L/zN (q3+Bb)_(q2+Ba) dx
" Wz 15 30 '
(3.162)

w22 N A
oy = I ——dx

H :
vz 15

w2 N A
H23 = —Jm 30 d
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d) Os elementos da matriz D sao dados por:

DaB = jlr/z J rD a,u S,B (1_ r B')dArer (3163)

S /29A

que com o auxilio das Eq. (3.156), obtéem-se:

D. - o /2 _C_, 1+(Q2 +ﬁa)2 (Q:s +ﬁn)2 _(q2 +Ba)(Q3 +ﬁb‘) _
n=hin 12 15 15 30
[£+£_Buﬁb} T
15 15 30 ’
D, =" lg, ;] Aa:+P.) [ Ba)]_ ¢ Vs |
T B T 1 30 I
2 2
l 1+(Q2+ﬁa) +(Q3+ﬁ ) q +Ba)(Q3+ﬁ
l, 15 15 30

15 30

D, = ﬂ/z {c, X{z(qg +B) (a2 +ﬁ,)}_cz WS,,}.

16 30

2 2
1{”(%%.) @ B)’ (a2 +B)(as +Be)
. 15 15 30

(3.164)

2a: +B) (@ +B)]
30

2q +ﬁ q +B " " "
ECEINNCESE) IOV

o[ 20z +P) (9 +BD)I2(Q3 +B.) (9 +ﬁa)}_

N

O

N

> >
——

15 30 15 30

c, }_{{2( 21+B,;) (o +B°)}u3” )

5 30

O

N

(=]
b %
5 N
e e

O

g

~
=

5-2((13 +Bb) _ (qz +Ba)-$

) woow
i, s+ Cow, W dx,
15 0 | f W2 Vs

S VAR |
- L 15 30

R 2(% +ﬁn) (Ch '*'ﬁaﬂ " o
2C, ’JV - W +Coyy vy pdx
| 15 30
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com os coeficientes C,, C; e C3, dados por:

D

SN

. B Dr?
dA. 03_&(—1?@% (3.165)

, _ Dr
AR N (=

3.9.2) Expressées Analiticas para a Matriz de Rigidez Tangente
3.9.2.1) Elementos prismaticos em regime elastico linear

Deduz-se agora expressdes analiticas para N, M, C., Qu, Hap, Dop
(a,p=1,2,3), em regime elastico linear, usando-se as equacdes simplificadas
anteriores. Conhece-se também neste caso:

Lei de Hooke: ¢ = E-¢ (3.166)

O campo de deformagé&o dado por:

£ = 1B (Em—ra') (3.167)

onde ., € dado pela Eq. (3.154a) e ro’ € dado por:

" " 6Xx 1 BXx 1
ra’ = r(qz W, +0d5 W, ) = r[%(f—l‘] +Q3(?r’+rﬂ(3'168)
L

r r

gue varia linearmente com X..
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a) Determinagdo da forga normal N

Com o auxilio da Eq. (3.69) e (3.167), tem-se:

N=[ cdA =[ EcdA, = [ E(em—ra)o—5

- 1 r
N=Een| ———dA, —Ea’| -
e .[A, (1_rB,) r x IA, (1"rB’)dAr

Chamando

A= | GA (3.169)

SN o) .
e
* r dA
= : 3.170
N (o P (3.170)

vem que:

N=EA en-ES o (3.171)

constante na segéo, mas variavel ao longo do elemento pois o varia

linearmente com X,.

Nas extremidades a e b do elemento, onde x=-1/2 e x=1/2,

respectivamente, determinam-se:

N.=EA &m+ ES (4q, + 24, (3.172a)

N, =EA” &n —Eli (20, +4q;)

r

(3.172b)
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cuja convencgao de sinal indica tragéo (+) e compresséo (-), e define-se uma

forca normal média dada por:

N, = ;Nb =EA £m+-E|i (9, —as) (3.173)

m
r

b) Determinagdo do momento fletor M

Com o auxilio das Eq. (3.70) e (3.167), tem-se:!

¢ - N rdA,
M:—J'A,GrdA':—J.A,EgrdAr:—-.A,E(E:m_ra)(']_rﬁ’)
rdA r< dA
M:_E m r E ’ r
b iy b e
Usando-se a Eq. (3.170) e chamando
. r* dA
I"= | T dA_ (3.174)
A (1-1p)
vem que:
M= -ES en+E o (3.175)

variavel linearmente ao longo do elemento.

Os momentos fletores, nas extremidades a e b do elemento, na convengao

classica, valem:
.- EI \
M,=-ES e&nm - (4q2 +2Q;) (3.176a)

T

*

M, =-ES &n fll— (2q, +49s) (3.176b)

r
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c) Determinagio das forgas internas naturais Q.

Usando-se as Eg. (3.160) com auxilio das Eq. (3.171), (3.173),
(3.175) e (3.1764a, b), determinam-se:

15 15 30

(Bﬁ _B_&j
15 15 30

a. - N{H (0 +8.)° (G +B)" (G2 *B)Gs +B0)

(3.177)

Q, = A%t (BrB)yy oy
15 30

Q, = ](2((13 *B (qz +Ba) NI -M,
L 30 .

onde se usou % = /|,

d) Determinag&o dos elementos da matriz Heg

Usando-se as Eq. (3.162) com o auxilio das eqgs (3.171) e (3.173),

chega-se a:

Hﬂ:O
H.. = 2(Q2+Ba)_(Q3+Bb)N
2 15 30 m
o |20 B (% By
" 15 3 " (3.178)
qu—iN |
T

1
H, =-—N_1I
23 30

2
H,, = =—N_1|
® 15



151

e) Determinagao dos elementos da matriz Dag

inicialmente determinam-se os coeficientes C,, C, e C; dados

nas Eqg. (3.165), com o auxilio das Eq. (3.169), (3.170) e (3.174).
C=EA* , C,=ES* ; Cs=EI* (3.179)
Usando-se estas Eq. (3.179) nas Eq. (3.164), tem-se:

1+(Q2 +Ba)2 +(q3 +Bb)2 _(qz +Ba)<% +ﬁb) B
15 ‘ 15

[ 2a +p,) <q3+ub>}+<q2+ﬁa>2 (35 + o)’

D”:L 15 30 15 15

(q2+Ba)(q3+Bb) [Ba Bb Baﬁb]1 .. |
30 “\15 15 T 30 FA M

D, 172(% +Bb QQ +Ba)}: (QQ +Ba)2 (q3+Bb)2
=| 1+ -
L

15 30 15 15
(a2 +Ballas + ) (B* Ec_z_BaBb\JEA-}_EE
30 s 75 Ta0 T (3.180)
2(Q2+ﬁ ) (%*Bb)?
= I[L 15 30 JEA -
L A0 eB,) (B | 4ET
L 15 30 | )
D :}vlrz(%'*ﬁa)_(%*ﬁb) 2(Q3+Bb)_(Q2+Ba)_]EA._
R S 30 15 30|
[ _ ] .
;J(q2+Ba) (q3+ﬁb)ES'+2EI
| 6 j )
2(Q3+ﬁ (Q'>+ﬁa)-‘;2 .
l 2
Das =21, T 30 J! EA

2}[2(qa+b ) (g +f ﬂ.E 4ET
i

15 30
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f) Matriz de rigidez tangente do elemento no sistema local cartesiano

em regime elastico linear.

A matriz de rigidez tangente do elemento no sistema local cartesiano

deduzida na secéo 3.7.1.1, pode ser explicitada na forma matricial por:

ol
1l
10|
o
ool
+
el
T
1o

+Q,G. (3.181)

onde as matrizes de rigidez, constitutiva e geométrica, no sistema local

cartesiano s&o dadas, respectivamente, por:

kw=B D B (3.182)
ke=B'HB +Q,G, (3.183)

A matriz de rigidez constitutiva pode ser escrita, tendo em vista a Eq.

(3.182), com o auxilio da Eq. (3.41) que define E (3x6), e com o auxilio da

matriz de rigidez constitutiva em coordenadas corrotacionais. simetrica,
(3x3), cujos elementos D, sdo dados pelas Eq. (3.180) e &€ mostrada

esquematicamente através da Eq. (3.184).

12 D131
Q:{ D,, Dy | (3.184)
Sim

O
)
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; 1 1
‘: D, - I_(Dﬂ * Du) -Ds; -DOy T(Du i D,a) -Dyy
| 1, 1 1 1, 1 |
‘I_Z(D22+2D23*D33) T(Dzz’"D:a) I_(Drz*Dn) ’F(DzzT 2D23+Daa) I_(D23+D33) ‘
1
_ Dy Dy, - r(Dzz A D::) Doy
Ku = ] .
(6x6) D.|1 - |_<D12 - D13) D13
; simétrica ~|1—(D22 2D, -Dy) - 11(023 - D)
. c [ ;
| Dy, ?
(3.185)
Para simplificar as expressdes, chama-se
(qz +Ba) =GQ, € (Q3 + Bb) =Q, (3.186)

e admite-se que podem ser desprezados 0s termos multiplicados por q; ou

q;, por serem suficientemente pequencs. Os termos D, das Eq. (3.180)

ficam entao:

"o, T - (3.187)

e a matriz KM, simplificada, sera dada pela Eq. (3.188) a sequir:
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EA 0 ES EA 0 ES
| | | |
12ET° 6 EI 12E1" 6ET
2 O 2
|12 |1 |12 |1,
4E1I" ES BEI" 2EL
- | | || | (3.188)
kM - T r . r'c r .
Ny EA ES
(6x6) - 0 i
L 12ET 6ET
simeétrica _I—P_ "
4ET

A Eq. (3.188) representa a matriz de rigidez constitutiva em regime

elastico, no sistema local do elemento, nas coordenadas cartesianas, com

as aproximagdes em segunda-ordem para o

sena = tga 'cosa—1—a— seco =1+—
' 2 ' 2

e as simplificagbes seguintes:

i{senB:th:1 ‘cosf =secf =1

em = CONstante
q;, q; e q; muito pequenos

lembrando ainda das Eq. (3.169), (3.170) e (3.174), onde

r dA * r dA
r : I - '
' er—rB’)

. dA, e
AZL(«w&) ’S”Lm-mj
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A matriz de rigidez geométrica dada pela Eq. (3.183) € composta de

duas parcelas: uma devida & matriz H e outra devida as matrizes G. .

A parcela da matriz de rigidez geomeétrica, ETl-j_ E no sistema local,

em coordenadas cartesianas, pode ser determinada com o auxilio da Eq.

(3.41) e com o auxilio da matriz de rigidez H, em coordenadas

corrotacionais, simétricas, (3x3), cujos elementos H.s s&o dados pelas Eq.

(3.178) e € mostrada esquematicamente atraves da Eq. (3.189).

{Hﬂ H12 H13
ij = E Hy  Has
| sim. Has |
i 1
H11 ‘l_(Hu +H1a) _‘th

22

ool

(I

i
Il

(6x6)

simétrica

1 1 1 1
l_z(sz+2H23+H33) r(H21+H23) I‘(H12+H|:) “IT(H22+2H23+H33)

(3.189)
1 ]
_Hn r(H1z+H1:) —Haa
) 1
I_(Hza +H33)
1 <
H|2 _I—(H22+H2:) H23
1
Hn _l‘(H12+H13) H13
1 1
i?(H22+2H23+H33) _r(H23+H33)}
Haa
(3.190)

Desprezando-se os termos multiplicados por g, ou ¢, por serem

suficientemente pequenos, os termos H,; das Eq. (3.178) ficam entao:
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e a matriz ET H B simplificada, sera dada pela Eq. (3.192) a seguir:

0 0 0 0 0 0
(1 R VIR £\ U
51, 10 51, 10 "
o ZNJ 0 —N, oM.
B HB= (3.192)
(6x6) 0 0 0
simé trica AN, —le
5 1 10
ZN,L

A segunda parcela da matriz de rigidez geometrica ¢ dada por:

Q,Gu = Q,Gi+Q,G:+Q,G; (3.193)

As matrizes 6_3 sdo dadas através das Eq. (3.45ab) e as forgas

internas naturais Q, sdo dados pelas Eq. (3.177). Usando-se as mesmas

simplificagdes anteriores, determina-se:
Q1=Nm - Q=-M, ; Q3=M, (3194)

onde N., M, e M, sdo dados através das Eq. (3.173) e (3.176a, b),

respectivamente. Tem-se, entao:



simeé trica

A matriz de rigidez

-—Q, 0
0 0
1
‘—2~(Q2 +Qa) 0
1o, o
!
0

geomeétrica  total

157

(3.195)

dada por

E..G = Ele E + Q, @J, pode ser explicitada com a ajuda das Eq. (3.194)

por:
T
0 I—Z(Mb—Ma) 0
6N, 1y 1
51, 10 12
2N,
ke =
(6xB)
simé trica

lembrando que a forga cortante vale:

(3.196)

(3.197)
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A matriz de rigidez tangente do elemento, em regime elastico, no

sistema local em coordenadas cartesianas, € dada por:

Ky = km+ Ko (3.198)
onde kw € dada pela Eq. (3.188) e ke pela Eq. (3.196), com todas aquelas
aproximagdes e simplificagdes adotadas.
3.9.2.2) Elementos prismaticos em regime elasto-plastico

No caso elasto-plastico adota-se a lei constitutiva dada por:
c=D¢e (3.199)

e o campo de deformagéo dado pela Eq. (3.167), onde se utilizam tm € IO

dados, respectivamente, pelas Eq. (3.154a) e (3.168).
a) Determinagédo da forga normal N
Com o auxilio das Eq. (3.69) e (3.167), tem-se:

- dA,
N=], o dA, = [, DedA, =[.D (e —ra’)(1_r 7]

- D o Dr
N= Emj’*r_ﬁ—rﬁ’) dA, —o'f, =T dA,

com o auxilio das Eg. (3.165), tem-se que:

N= C, em-C,a’ (3.200)
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constante na secdo mas variavel ao longo do elemento. Nas extremidades a

e b do elemento onde x,=-1,/2 e x,=!/2, respectivamente, tem-se:

N, = Cp&m +% (4q, +2q,) (3.201a)
- C2b
N, = Cpem— | (2 q, + 4 qa) (3.201b)
Define-se também uma forga normal média como:
N, +N - C
N, = — 5 b =C, em T —22 (Q, -0s) (3.202)
onde foram considerados:
C1 - 213+_C3_b_ e C2 - _CZa_-*-_h (3.203)
" 2 m 2
b) Determinagdo do momento fletor M
Com o auxilio das Eq. (3.70) e (3.167). tem-se:
rdA,

M:-jAcrdAr:—jADgrdAr:—jAD(Em—ra')(1_rB,)

- + DrdA, ¢ DridA,
M— _Emj.Ar (1_r B’) + L\, (1__[' B’)

Com o auxilio das Eq. (3.165), tem-se que:

M=-C,em+Cya' (3.204)
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Nas extremidades do elemento, tem-se:

M = - CZaEm—%“i (4q, + 2q,) (3.205a)

a
r

M, = —C,&m +-9|3£ (2q, + 4q,) (3.205b)

r

c) Determinagdo das forgas internas naturais Q.

As forcas Q, sdo expressas através das Eq. (3.160) e s&o obtidas
utilizando-se N e M dados pelas Eq. (3.200) e (3.204), onde C4, C; e C; sa@o
determinados através das Eq. (3.165).

A rigor C;, C; e C; s&o constantes em cada seg&o mas variam ao
longo do elemento, pois D ndo é necessariamente constante no
comprimento x. Para simplificar, admite-se ent&o, que C4, Cz e Cs séo
constantes ao longo do elemento e iguais aos seus valores médios dados
por:

- C1a +C1b
m = 2

_ CZa +CZb
mo 2

_ C3a + C3b

C1 m 2

;C, ; Gy (3.206)

que é uma boa aproximagéo principalmente para elementos curtos. Sendo

assim, as expressdes envolvendo N serdo dadas por:

N=C, en—C, a (3.207a)
- C2m
N, = Cintm+ (4q, + 2q,) (3.207b)
— Cz
N,= C,.Em— I"' (2q, + 49,) (3.207¢)
+ -
N - NetNe o 2 D (o) (3.207d)
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e as expressdes envolvendo M serdo dadas por:

M=-C,, &n+ Cyp 0’ (3.208a)

M, = -C,, ém—%"- (4q, + 2q,) (3.208D)
- C3m

M, = ~Contm + =2 (g, + 4q,) (3.208¢)

r

. . r * * .
e, finalmente, usando-se a hipétese de q, e Q,, serem muito pequenos, as

forcas Q, podem ser escritas por:

Q1 = Nm = C1m;m + C|2m (q2 'CI3)

r

Q,=-M, = Cppm+ 9‘3& (49, +24q,) (3.209)

T

Q, =M, = 'szgm+ Clsm (2 q +4 Q3)

r

e a parcela da matriz geométrica Q, G, ficara formalmente idéntica a

anterior do caso elastico, dada pela Eq. (3.195)

d) Determinagio dos elementos da matriz Hg

Os elementos da matriz H,s serdo analogos aos do caso elastico

dados pelas Eq. (3.191) usando-se Ny, conforme a Eq. (3.207d). A parcela
da matriz geométrica, ETQE sera formalmente idéntica a do caso elastico

expressa através da Eq. (3.192).
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e) Determinagao dos elementos de matriz Dy

Os elementos da matriz D, s@o obtidos com a ajuda de Cim, Com €
Csm, dados pela Eq. (3.206) e seréo analogos aos obtidos para o caso

elastico, conforme as Eq. (3.187), substituindo-se EA* por Cim, ES* por Com

e EI* por Csn. Neste caso, a matriz de rigidez constitutiva Ey tambéem é

formalmente idéntica a do caso elastico apresentada segundo a Eq. (3.188).

f) Matriz de rigidez tangente do elemento no sistema local cartesiano

em regime elasto-plastico

A matriz de rigidez tangente do elemento em regime elasto-plastico,

no sistema local cartesiano é dado por:

(3.210)

lrC1m 0 _C2m _&rﬂ_ 0 C2m 7
|r lr |r lr ;
12C,, 6Csyn 12Csp  6Csy |

| 12 I e |12 1L

ky = ' f re (3.211)

simé trica -




onde Cim, Com € Csm S80 dados pelas Eq. (3.200).

0 M. -w)
SN
51
ke © =
(6;6)
simé trica

onde N,,, M, e M, sdo dados

respectivamente.
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(3.212)

pelas Eq. (3.207d), (3.208b) e (3.208c),
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ASPECTOS DA IMPLEMENTAGAO DO PROGRAMA
4.1 Consideragoes Iniciais

Como foi visto no Capitulo 2, as recomendagdes mais modernas e
atuais para o estabelecimento de critérios de projeto para estruturas de aco
s30 baseadas no critério de resisténcia-ultima, enfatizando que o modelo
apropriado para o calculo da resisténcia maxima de uma barra é aquele que
incorpora as tensdes residuais e as imperfeigdes iniciais. Sendo assim, foi
desenvolvido no Capitulo 3, através de uma formulag&o tedrica consistente,
um elemento finito de barra de poértico plano, que ja leva em conta as
imperfeicdes iniciais das barras e as tensdes residuais nas suas segbes
transversais.

Contudo, o método para se calcular a resisténcia ultima de uma
estrutura & bastante complexo. Deve ser desenvolvido um programa de
computador capaz de fazer uma analise considerando as nao-linearidades
fisica e geométrica envolvidas no problema, baseado num processo de
solucdo incremental-iterativo, no qual o equilibrio é verificado para cada
incremento de carga, segundo um critério de convergéncia. Este processo
exige a iterag&o sobre toda a seg&o transversal, para se determinar quando
uma fibra individual escoa ou esta em descarga.

Como ilustracdo, a Fig. 4.1 mostra um fluxograma, adaptado da ref.
[88], que indica os passos basicos para se fazer uma analise nao-linear de
estruturas reticulares. Observa-se que num processo incremental-iterativo
dois loops de DO s&o necessarios: um para incrementar o carregamento

aplicado e o outro para iteragir a solugéo até que a convergéncia ocorra.



Loop do processo incremental

INiclO

DADOS
Lé os dados que definem a geometria, condigbes de contorno,
propriedades dos materiais, carregamentos, imperfeicdes iniciais, etc.

Y

INICIAL
Zera as variaveis para inicializar o processo. Define tensdes residuais

Loop do processo iterativo

INCAR
Controla os incrementos das cargas aplicadas. inicio do processo
incremental

"

ALGOR

indica o tipo de algoritmo de solugao a ser empregado, ex.: teragéo
direta, rigidez tangente, etc. Inicio do processo iterativo

Y

STIFEL
Determina a matriz de rigidez eldstica ou elasto-plastica do elemento.
Considera a segao dividida em fatias

Y

MONRIG

Faz a montagem da matriz de rigidez global e do vetor de cargas
global, através da contribuigéo dos elementos

Y

RESOLV

Resolve o sistema de equagées, calcula os deslocamentos nodais,
verifica os pontos criticos

Y

FORNODE
Calcula as forgas nodais equivalentes internas e os esforgos
solicitantes

Y

CONVERG
Calcula o vetor das forgas residuais e verifica a convergéncia do
processo terativo

Y

RESULT

Saida dos resultados

FiM

FIGURA 4.1 — Fluxograma geral para andlise ndo-linear incremental -

iterativa
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Neste capitulo descrevem-se os aspectos principais do
desenvolvimento e da implementagdo do programa de computador
PPLANLEP, que foi desenvolvido durante este trabalho de pesquisa para a
analise ndo-linear elasto-plastica de porticos planos, considerando que as

suas barras tenham imperfeigdes iniciais e tensdes residuais.

O programa foi escrito em linguagem de programagé&o FORTRAN de
acordo com as padronizagdes do FORTRAN 77 ANSI, usando precisao
dupla, para analisar somente problemas do tipo pértico plano, sem limitagéo
de memoria, uma vez que foi usada a versdo 1.0 do compilador FORTRAN
Power Station da Microsoft, que faz o gerenciamento de memoria acima de
640K. Os exemplos foram processados em microcomputador tipo PC 486
DX2 66MHz, contendo 8 MB de meméria RAM e disco rigido de 341 MB.
Nesta verséo “académica’, o programa admite que todos os nés séo rigidos,
nao havendo portanto, liberagdes totais ou parciais nas jungdes das barras
ou extremidades das mesmas e os carregamentos s&o considerados quase-
estaticos, mondtonos estritamente crescentes e aplicados somente nos nos

das barras dos pérticos.

Inicialmente sdo feitas consideragdes sobre alguns aspectos da
analise nao-linear de estruturas, visando a implementagéo computacional.
Sendo assim, procura-se mostrar a utilizagédo do método Newton-Raphson
para a solugdo numérica das equagbes nao-lineares, 0s critérios de
convergéncia adotados para verificagdo do final do processo incremental-
iterativo e a maneira de se verificar a estabilidade e os pontos criticos da
estrutura. Também sdo feitas consideracdes sobre os modelos constitutivos
e suas aproximagbes para aplicagdes nas estruturas de ago e, sobre a
avaliacdo da matriz de rigidez tangente do elemento considerando a segéo

transversal dividida em fatias.

Posteriormente, € apresentado o fluxograma do programa principal

que chama todas as outras subrotinas, as quais léem os dados da estrutura,
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determinam a matriz de rigidez tangente dos elementos e montam a matriz
de rigidez tangente global da estrutura, resolvem o sistema de equagdes e
fornecem os resultados e, ainda, controlam os incrementos de carga e o
processo iterativo. Uma descrigdo sucinta destas subrotinas €& entéo

apresentada.

4.2 Aspectos da Analise Nao-Linear para implementagao

4.2.1 Aspectos da Solugdo Numérica

4.2.1.1) Consideragdes gerais

Conforme visto no Capitulo 3, as equagbes de equilibrio obtidas da
formulagdo em teoria de segunda-ordem para problemas elasto-plasticos
sdo altamente nao-lineares. Desta forma, as respostas de uma analise de
resisténcia-Ultima de estruturas de ago sé podem ser encontradas
empregando-se um método numérico de solugdo para este sistema de
equagdes, o que torna importante a escolha adequada do algoritmo a ser
usado na analise.

Na andlise estrutural via MEF, os métodos de andlise nao-linear
podem ser classificados em incrementais, iterativos e mistos.

No método incremental, as variaveis estaticas e cinematicas sao
atualizadas em cada passo de carga ou de tempo sucessivos, sendo
computacionalmente eficiente, tanto na andlise n&o-linear geométrica
quanto na andlise ndo-linear do material, desde que se use um grande
numero de incrementos, o que torna o método inconveniente, além de nao
garantir rigorosamente o equilibrio na solugédo. Na analise de grandes
deslocamentos a resposta obtida pode se afastar apreciavelmente da
solugéo.

Os métodos iterativos, ao contrario, satisfazem as equagbes de

equilibrio na convergéncia mas exigem grande esforgo computacional.
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Os métodos mistos aparecem, entdo, unindo as vantagens dos dois
métodos, ou seja, através da técnica incremental tem-se uma previséo da
resposta e com a técnica iterativa esta é corrigida, apresentando resultados

equilibrados, num processo de convergéncia mais acelerado.

Os métodos de solugdo numérica de sistemas de equagbes de
equilibrio ndo-lineares tém sido objeto de estudo de varios pesquisadores
nas Ultimas décadas, entre os quais sdo citados aqui aqueles que
auxiliaram o autor neste trabalho: ARAUJO [8], BATHE [14, 15], BATHE &
CIMENTO [16], BATHE & DVORKIN [17], BREBBIA & CONNOR [28],
CILON! [36], HAISLER et al. [54], HINTON et al. [55], MEEK &
LOGANATHAN [80], OWEN & HINTON [88], PROENCA [103].

4.2.1.2) Algoritmo Newton-Raphson

Neste trabalho adota-se o0 método Newton-Raphson, que tem provado
ser uma das mais eficientes técnicas de solugdo disponivel para analise

nao-linear de estruturas via MEF.

Numa analise estrutural ndo-linear através de uma formulagao
incremental, o paradmetro de carga (ou de tempo) t € subdividido em passos
e a solucdo é procurada passo a passo. Seja um intervalo de tempo com
inicio em t e fim em t + At. A solugédo no instante t é totalmente conhecida e
o carregamento externo, no tempo t + At, também é conhecido e dado pelo

vetor R . A solugdo numérica do problema estatico consiste em se
~t+At

resolver o seguinte sistema de equagdes ndo-lineares:

AF(ry)=R -8 =0 (4.1)

~tiat ~ At
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onde Sw.a € 0 vetor de cargas internas e r.a € 0 vetor dos deslocamentos
nodais da estrutura, ambos no instante t + At, e AF & o vetor das forgas

residuais.

Linearizando-se o sistema, os algoritmos tipo Newton-Raphson levam

Af(r ) ¥ oo I((r - rtj =0 (4.2)

-
~1 or ~t+At ~

l>
-
TN
=
jnd
4
~—
1

Chamando K, a matriz de rigidez tangente correspondente aos

deslocamentos r, dada por:

dA

Kip = - —= 4.3
it or (4.3)

vem, da Eq. (4.2), que:

() =Kule, ot 44

~t+at Tt

donde:

AF( r)=Ke A% ou  An =K' AF(r) (4.5)

~

~ -~

Meat = e l§;1 AF(I") ou Feat = [y + AL (4.6)
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Imaginando-se um processo iterativo dentro do passo t + At, indica-se

a iteracdo por i e se escreve as Eq. (4.5) e (4.6) de outra forma:

AF(r ) =K Ar  ou  Ar =K AF(r ) (4.7)

~t ~ i ~ i ~ i ~ ~i

r11:r+Kt’1AF(r) ou r =TI +Ar (4.8)
~e1 o~~~ i ~1 o~ ~

onde Ky, coincide com a matriz de rigidez tangente em r;, somente no caso
de estruturas elasticas. No caso elastoplastico, onde o médulo de rigidez D
depende de [ simplifica-se aproximando K; por K*%, como faz PIMENTA

P.M. [90, 92], e escreve-se, de forma semelhante para o caso elasto-
plastico:

AF(r) =K ar ouar —KaF(r) (4.9)

fo=reKTAF() our sraar (4.10)

~1 o~~~

~

A determinacéo de Ar;, dada pela Eq. (4.7), exige que se calcule a
matriz de rigidez K e o vetor das forgas residuais AF; em cada passo do

processo iterativo, constituindo o chamado método de Newton-Raphson

Puro, mostrado esquematicamente na Fig. (4.2a).
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FIGURA 4.2 - METODOS DE NEWTON - RAPHSON : a) NEWTON-RAPHSON PURO ,
b) RIGIDEZ INICIAL, ¢c) NEWTON- RAPHSON MODIFICADO
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Para se evitar os elevados custos computacionais deste modelo,
usam-se alternativas que modificam o método de Newton-Raphson original.
O método da rigidez inicial (Initial Stiffness Method - IS), ver na Fig. (4.2b),
consiste em se adotar a matriz de rigidez tangente da primeira iterag&o para
todos os passos do processo, evitando assim varias operagdes durante a
resolugdo do problema com consequente redugdo de custos
computacionais. Entretanto, a convergéncia deste meétodo € linear,
enquanto que a do NR-Puro é quadrética, constituindo-se num método de
solugdo mais lento.

Um algoritmo eficiente é fornecido pela combinagdo dos dois
métodos anteriores, no qual as rigidezes sdo alteradas somente em
iteragdes previamente escolhidas, consistindo no chamado método de
Newton-Raphson Modificado (MN), que é esquematizado na Fig. (4.2c).
Mesmo este método, em regides de plastificacdo do material, pode se tornar
muito lento, sendo necessario adotar algum esquema de aceleragéo de

convergéncia dentro do algoritmo.

4.2.2 Critérios de Convergéncia

O processo iterativo chega ao seu final quando a solug&o procurada,
através de um método numérico, converge para uma tolerancia adequada,
préviamente estabelecida. Esta convergéncia deve ser checada no final de
cada iterag&o do processo.

A descricdo de vérios critérios de convergéncia € feita, por exemplo,
por BATHE [14, 15], BATHE & CIMENTO [16], CILONI [36], CORREA [39],
HAISLER et al. [54], OWEN & HINTON [88], entre outros. Basicamente sao
definidos trés critérios de convergéncia relacionados com Os
deslocamentos, forgas nodais e energia incremental interna.

Nos critérios envolvendo deslocamentos, a convergéncia do processo

numérico usado na solucdo do sistema de equagdes ndo-lineares, deve ser
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checada comparando-se, de alguma forma, os valores dos deslocamentos
determinados em cada iteragdo. Em algumas situagbes, para se evitar
inconsisténcia de dimensdes, pode-se separar os deslocamentos de
translagdo dos deslocamentos de rotagao.

Um segundo critério bastante utilizado, difere do primeiro pelo fato de
que a convergéncia é baseada na comparagéo dos valores das forcas
residuais em cada iteragdo. Também neste caso, alguns autores
consideram componentes de forca e componentes de momento
separadamente, para se evitar inconsisténcia de dimensdes. Este critério é
bastante adequado na fase inicial da analise estrutural, entretanto, quando
a estrutura se aproxima do colapso com pequena rigidez, o que acontece
em regides inelasticas onde para pequenas variagbes da forga tem-se
grandes variacdes nos deslocamentos, este critério torna-se inadequado.

Para se prevenir contra possiveis falhas quando estes critérios sao
aplicados isoladamente, pode-se contornar o problema com a utilizagdo
simultanea dos mesmos, ou aplicando-se o critério baseado no incremento
da energia interna durante cada iteragdo, onde se comparam O trabalho
realizado no final e no inicio do incremento.

Neste trabalho estdo implementados dois critérios, sendo um
baseado nos deslocamentos e o outro baseado nas forgas residuais, 0s
quais s&o aplicados isoladamente.

No critério relativo aos deslocamentos emprega-se a verificagéo da
convergéncia global, ao invés da local (ponto a ponto) e o processo

numeérico converge se:

x 100 < TOLER (4.11)

onde p; séo os deslocamentos nodais, n é o ndmero total de incognitas do

problema e j-1 e j sdo as iteragbes sucessivas.
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A Eq. (4.11) estabelece que a convergéncia ocorre se a diferenga na
norma das incognitas (deslocamentos), entre duas iteragdes sucessivas, €
menor ou igual a TOLER vezes a norma do deslocamento da primeira
iteracdo daquele incremento de carga. A literatura recomenda que o valor
de TOLER igual a 1,0, isto é, 1%, é adequado para a maioria das solugdes.
Neste trabalho adota-se TOLER = 0,5.

No critério baseado nas for¢as nodais residuais, O processo

converge-se.

x 100 < TOLER (4.12)

onde AF,; s3o as forgas residuais, F; s&o as forgas totais aplicadas, n é o
numero total de incégnitas do problema e j denota o numero da iteragéo.

Este critério, dado pela Eq. (4.12), estabelece que a convergéncia
ocorre se a norma das forcas residuais torna-se menor que TOLER vezes a
norma das forcas totais aplicadas. Também neste caso adota-se TOLER =
0,5.

4.2.3 Estabilidade do Equilibrio e Pontos Criticos

Seja um portico em equilibrio sob a ag&o das forgas externas

designadas pelo vetor . Suponha-se que este equilibrio seja perturbado

por um peqgueno deslocamento representado por ar. O trabalho realizado

pelas forgas, admitidas constantes durante este perturbacao, é dado por:

SW, = 5r'R (4.13)
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O trabalho realizado pelas forgas internas S, durante esta perturbagéo, é

dado até segunda ordem por:

SW, =5r'S+1/25r'8S (4.14)

Da Eq. (3.109), sabe-se que 6S =K dr, que transforma a Eq. (4.14) em:
A

SW =8t S+1/2 81K 5t (4.15)

~ ~t -~

Uma condigédo de equilibrio estavel é alcangada quando se impGe que para
qualquer perturbagéo, o trabalho das forgas internas seja maior do que o

trabalho das forgas externas.
dW; - 6W. >0 (4.16)

Sabendo-se que na situagéo de equilibrio, R = S, e levando-se as Eq. (4.13)

e (4.15) em (4.16), obtém-se:

5r'K 8r>0 (4.17)

~ ~t ~

para qualquer &r # 0. Ou seja, uma condigéo suficiente para que o equilibrio
da estrutura seja estavel, &€ que a matriz de rigidez tangente K seja positiva
~t

definida.

No caso da estrutura estar em regime elasto-plastico, admite-se a

simplificagdo K =K e, da mesma forma, a matriz de rigidez tangente
~t ~t

elasto-plastica K* deve ser positiva definida.
~t
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5K 51> 0 (4.18)

Considerando o estudo do equilibrio da estrutura ao longo de um
processo de carregamento incremental, diz-se que a estrutura atinge o

ponto critico quando sua matriz de rigidez K deixa de ser positiva definida.
~t

Este ponto critico é caracterizado pelo fato do menor autovalor de K ser
~t
menor ou igual a zero. A condigdo para que K seja positiva definida vem
~t

de:
, v[¢0 (4.19)

Kr=Ar (4.20)
onde A é o autovalor de L(t .Levando-se na Eqg. (4.19) fica:

['7»[>O e K[t[> 0 (4.21)
logo, para que P~(t n&o seja positiva definida

A<0 (4.22)

Levando-se a Eq. (4.22) na Eq. (4.20), fica claro que num ponto critico o

determinante da matriz de rigidez tangente K se anula ou se torna negativo.
~t

O autovetor associado a este autovalor nuio define diregdes para as quais a

rigidez da estrutura € nula, caracterizando 0s modos de flambagem.
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Conforme PIMENTA, P.M. [90,92], “um ponto critico é considerado
estavel se o carregamento levar a estrutura para estados pos-criticos
vizinhos de equilibrio estdvel. Caso contrério ele € considerado instavel”.
Nos casos elasticos, este estudo pode ser feito através da Teoria da
Estabilidade Elastica mas, para os casos inelasticos, este estudo s6 pode
ser feito através da andlise de estados pos-criticos, em geral, através de

uma analise dinamica.

Neste trabalho, o programa implementado define o ponto critico
verificando se a matriz de rigidez é positiva definida. Isto é feito através do
monitoramento do sinal do elemento PIVOT da diagonal principal da matriz,
durante a resolucdo do sistema de equagbes, no processo de

triangularizagéo, tanto na fase elastica quanto na fase elastoplastica.

4.2.4 Modelos Constitutivos - Aproximagdes para o Ago

A formulacdo tedrica para a andlise n&o-linear desenvolvida no
Capitulo 3 é bastante geral, podendo ser aplicada a materiais cujas
propriedades podem ser descritas por equagbes constitutivas elasticas,
lineares ou ndo-lineares, elasto-plasticas, visco-elasticas ou visco-plasticas.
Como a proposta principal deste trabalho é estudar o comportamento dos

porticos planos de ago, sera adotado o modelo constitutivo elasto-plastico.

Considerando o diagrama tensé&o x deformagéo de um corpo de prova
de ago submetido a um estado de tensao unidimensional, alguns modelos
tedricos simplificados s&o idealizados para se estudar o comportamento

elasto-plastico real deste material, conforme mostrados na Fig. (4.3).
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FIGURA 4.3 - DIAGRAMAS TENSAO x DEFORMAGAO IDEALIZADOS PARA O AGO

A Fig. (4.3a) mostra um modelo elastico perfeitamente plastico, no
qual o material atinge a plasticidade ao alcangar a tensdo de escoamento
c.. No ponto B as fibras deste material apresentam uma deformagéo total e,
dada por:

g=¢°+ ¢g° (4.23)

onde £° é a parcela elastica, recuperavel, da deformacgéo total e e” é a

parcela residual, ou permanente, ou irrecuperavel desta deformagéo, que ¢
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determinada quando se descarrega totalmente o corpo de prova, desde o
ponto B, de forma elastica.

A Fig. (4.3b) idealiza o comportamento elasto-plastico atraves de um
diagrama bilinear, onde se distingue um comportamento elastico na regiao
OA com mddulo de elasticidade E e uma regido plastica AB com
endurecimento linear (ou encruamento) e mddulo tangente E.. Na Fig. (4.3c)
é representada uma situagdo mais geral, na qual a fibra de ago € elastica na
regido OA, perfeitamente plastica no trecho AB e apresenta endurecimento
a partir do ponto B. Neste programa estdo implementados apenas os
modelos das Figs. (4.3a) e (4.3b) mas sabe-se que o modelo da Fig. (4.3c)
pode ser facilmente incorporado ao programa.

Ampliando a Fig. (4.3b) e estudando-a dentro de um processo
incremental, tem-se que em algum estagio apés o escoamento inicial o
acréscimo de tensdo do é acompanhado de um acréscimo de deformagéo

de, conforme € ilustrado na Fig. (4.4).

- — ———Trf =
| 3 .
4T { X RESPOSTA ELASTO-PLASTICA

COMPORTAMENTO
ELASTICO

de

FIGURA 4.4 - COMPORTAMENTO ELASTO - PLASTICO COM ENDURECIMENTO REPRESENTADO
POR UM DIAGRAMA BILINEAR DE G x €
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Admitindo-se que a deformagdo possa ser decomposta em uma

parcela elastica e outra plastica, tem-se:

de = de® +deP

O parametro de endurecimento H' é definido por:

H = do
de?

Desenvolvendo com o auxilio da Eq. (4.24), vem que:

H do 1 1

1

T dc-de® dg de° 1 1

ds dg do/de do/de®

e, finalmente, chega-se a:

EE, E

"E-E,_E
E

HI

E possivel re-escrever a Eq. (4.24):

g o 98, %o
T ETH

Desenvolvendo, vem que:

1 1 H+E
de = (E + _HTjdc = (E_l—,—)dc ,donde

1
E,

1
E

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)



Sendo do = Ede, conclui-se que:

_EH
T E+H

E

Observando-se a Fig. (4.4), pode-se escrever do do seguinte modo:

do =Ede = (E-v) dE

Sendo E; = E -y e com o auxilio da Eq. (4.29), determina-se:

E2
TTETH

Levando-se a Eq. (4.31) em (4.30), tem-se:

o= (1)
°= CE+H &

. _4} E )_ EH
TR E+H) T E+H
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(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Na implementagdo do programa é considerado que na fase elastica

do = E de

e na fase elasto-plastica

(4.34)
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E
do= E( “Es H,)de (4.35)

E claro que quando H' = 0, E; = 0 e o comportamento elastico perfeitamente

plastico é contemplado.

4.2.5 Implementagédo Considerando o Modelo de Fatias

Para se determinarem os esforgos N e M, dados de uma forma geral
pelas Eq. (3.127) e os coeficientes de rigidez C4, C, e Cs, dados pelas Eq.
(3.129), é necessério realizar integragéo sobre toda a seg&o transversal do
elemento. Para isto foi adotado neste trabalho o modelo das fatias, no qual
a sec3o transversal do elemento & dividida em um grande numero de fatias
retangulares, para poder captar as variagbes de o, D e das tensdes
residuais o, ao longo da altura da segdo, bem como a propagagéo do
escoamento na secgéo transversal. A Fig. (4.5) mostra um exemplo tipico de

uma secao transversal de um perfil I subdividida em fatias.

Observa-se que as mesas do perfil 1 sdo fatiadas na vertical para
considerar a distribuicdo horizontal das suas tensdes residuais e a alma é
fatiada na horizontal, o que permite considerar a distribuicdo vertical das

tensdes residuais existentes.

Na solugédo do problema, admite-se que t&o logo a tens&o no centro
de uma fatia alcance o valor de escoamento c., toda a fatia se torna
plastica, enquanto que aquelas outras com tensdo menor do que o.
permanecem eldsticas. A Fig. (4.6) ilustra a propagacao da plastificacao ao

longo da altura da segéo, quando cada vez mais fatias se tornam plasticas.
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4 FATIA |

FIGURA 4.5 - SUB-DIVISAO EM FATIAS DA SECAO TRANSVERSAL DE VIGA I

~ T A
1
i

/ —_— — —
/ 7
—/ [ | i
W — — ]
<0—e Ue Cre O-e
(a) (b) (c) {d)

FIGURA 4.6 - PROPAGACAQ DO ESCOAMENTO AQ LONGO DA ALTURA DA SECAO DE UMA VIGA
FATIADA
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Na implementacdo da formulagéo por fatias deste trabalho considera-
se que o estado de tensdo no centro da fatia é tomado como representativo
de toda ela. As contribuicdes para a forga normal e momento fletor sao
encontradas para cada fatia separadamente, sendo que a forga normal total
e o momento fletor total sdo determinados somando-se as contribuigbes de
cada uma delas. Os coeficientes de rigidez EA*, ES*, EI*, necessarios para
a formacgdo da matriz de rigidez tangente eléstica, sdo também calculados
somando-se as contribuicdes de cada fatia, usando-se as expressoes
(4.36).

jEA* = ;Efb,t,/ﬁ-zfg')
|Es* - ;E,bft,z,/(1—z,5') (4.36)
EI* = ;E,b,t,z?/(1—z,ﬁ')

onde:
bs € a largura da fatia
t; € a espessura da fatia
z; é a coordenada z no centro da fatia
E; € o modulo de elasticidade do material da fatia

B* é a curvatura da imperfeigdo inicial B na segao

Todavia, se a tensdo no centro da fatia alcangar o., toda a fatia passa

a ser considerada plastica e E; é trocado por

=
T E +H

conforme a Eq. (4.35), onde H' é o parametro de endurecimento.
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Nesta formulacéo é feita uma aproximagado ao se desprezar a parcela
bt3/12 no calculo do momento de inércia I*, na Ultima das Eq. (4.36). Porém,
a divisdo da altura da segdo em 10 fatias, por exemplo, leva a resultados
numéricos considerados excelentes.

Obs.: A implementagéo do valor exato de I*, embora ndo tenha sido feita
neste instante, ja estda equacionada e nio apresenta grandes dificuldades.

Dever4 ser feita posteriormente.

4.3 Fluxograma e Descri¢des

Nesta secdo apresenta-se o fluxograma do programa principal
PPLANLEP, que foi desenvolvido para fazer a analise de problemas de
Pérticos PLanos de ago, considerando a Analise Nao-Linear Elasto-Plastica.
Este programa leva em conta ainda as imperfeigdes iniciais das barras e a
presenca de tensbes residuais na segdo transversal das mesmas. Em
seguida s&o feitas descrigdes sucintas das subrotinas que compdem o

programa, onde se comentam objetivamente as suas principais fungdes.

4.3.1 Fluxograma do programa principal

( INIClIO )

PROGRAMA PPLANLEP

Programa para analise ndo-linear elasto-plastica de portico plano

COMMON
OPEN (5,DADOS)
OPEN (6,SAIDA)

v
@
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CALL DADOS
(entrada de dados)

CALL INICIAL
(Zera as variaveis para
iniciar a resolugao)

~/F7HNCS=tNWCS
(inicio do processo

x incremental)

CALL INCAR
(Controla os
incrementos de carga)

4‘/h7IWER=tNWER
\ (inicio do processo

iterativo)

CALL ALGOR
{Define o tipo de
algoritmo a ser usado)

CALL STIFEL
SIM (Determina a matriz
KRESL=1 de rigidez tangente
do elemento usando
a subrotina FATIA)

CALL MONRIG
(Monta a matriz de rigidez
tangente da estruturae o

vetor de carga global)




SIM
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CALL REDUG
(Processo de
redugao de Gauss;
usa o PIVOT para
verificar pontos
criticos)

KRESL=2

SIM

CALL RESOLV
(Substitui REDUG
quando apenas o
vetor de cargas é

alterado)

CALL RETRO
(Processo de substituigao
de volta; calcula os
deslocamentos e as
reagdes de apoio)

CALL FORNODE
(Calcuia as forgas nodais
equivalentes considerando
a lei constitutiva do
material)

CALL CONVERG
(Calcuia as forgas
residuais do processo
iterativo e verfica a
convergéncia deste
processo)




NCHECK=899
IITER>=10

lIITER=1e
NOUTP=1

188

O processo convergiu
GO TO20

O processo hao
convergiu
GOTO 899

CALL RESULT
(saida dos
resultados)

SIM

NOUTP=2

NAO

CALL RESULT
(salda dos
resultados)

{10[ CONTINUE J

‘ 899 I Solugéo ndo convergiu ]

=

CALL RESULT
(saida dos resultados)

20

{30[ CONTINUE J

STOP
END

FIGURA 4.7 — Fluxograma do programa principal
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4.3.2 Descrigdo Sucinta das Subrotinas
a) Subrotina DADOS

Nesta subrotina s&o definidos os parametros de controle do
problema, as propriedades dos materiais dos elementos que compSem a
estrutura, as imperfeigdes iniciais de cada barra e as condiges de contorno
do problema. Toda a geometria inicial da estrutura fica determinada dentro
desta subrotina, com o calculo dos comprimentos e cossenos diretores
iniciais das barras. Enfim, sdo definidos os carregamentos nodais da

estrutura.
b) Subrotina INICIAL

Nesta subrotina s@o zerados todos os arrays acumulativos do
programa e sdo definidas as tensdes residuais nas fatias das secoes
transversais das barras. Diz-se que o problema esta pronto para ser

inicializado.
c) Subrotina INCAR

Esta subrotina é importante dentro do processo incremental de
resolucdo do problema, pois € através dela que se controla os incrementos

de carga e se atualiza este vetor em cada passo do processo.
d) Subrotina ALGOR

Esta subrotina controla o tipo de algoritmo de solugdo a ser
empregado na resolugdo do sistema de equagdes nao-lineares do
problema. Neste trabalho foi adotado o método de Newton-Raphson Puro

para a solugdo numérica das equagbes de equilibrio, onde a matriz de



190

rigidez tangente K, é avaliada em cada passo do processo incremental-

iterativo. Algumas variagbes do método de Newton-Raphson podem ser
facilmente implementadas, usando-se o método da Rigidez Inicial no qual a

matriz K, € calculada apenas no inicio do processo ou o méetodo Newton-
Raphson modificado, onde se combinam K, e Ky, avaliando-se as rigidezes

na primeira ou segunda iteragéo de cada incremento de carga.
e) Subrotina STIFEL

Na subrotina STIFEL calcula-se a matriz de rigidez tangente dos
elementos, elastica ou elasto-plastica, em teoria de segunda-ordem. Esta
matriz € armazenada em disco para ser usada na montagem da matriz de
rigidez tangente global da estrutura. Para este calculo € necessario chamar
a subrotina FATIA, onde sdo calculados os coeficientes de rigidez das

secles transversais.
f) Subrotina FATIA

Na subrotina FATIA calculam-se as propriedades geométricas da
secdo transversal dos elementos e seus coeficientes de rigidez, levando-se
em conta as imperfeicdes iniciais das barras. Para isto a segéo € dividida
em fatias e usa-se método dos retangulos associado a regra da ordenada
média, descrito na segédo 4.2.5. Nota-se que certas fatias podem estar em
regime plastico e, portanto, apresentar o médulo de rigidez elastico E
modificado para E [1 - E/ (E + H)].

Para os calculos realizados nesta subrotina sdo utilizadas as

equacoes definidas na segéo 3.9
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* dA * rdA * r’dA
A = ! = r = r
j“'1—rﬁ' ’ IA'1—r[3' ' la 1-1p’
DdA, DrdA, Dr%dA,
) 1_IA,1_er S O jAr - 3_IA, Y (4.37)
C.+C C,,+C C,,+C
C1m - 1a 2 1b , sz — 2a 2 2b : Cam - 3a ; 3b

g) Subrotina MONRIG

Através desta subrotina monta-se a matriz de rigidez tangente global
da estrutura usando a contribuicdo de cada elemento, assim como o vetor
de cargas global. Neste trabalho, esta matriz esta armazenada na sua forma
completa, podendo ser, posteriormente, adotada alguma técnica de

armazenamento mais compacta para melhor performance do programa.

h) Subrotinas REDUG, RETRO e RESOLV

S&o as subrotinas usadas para a resolugdo do sistema de equagdes
nao-lineares do equilibrio da estrutura. Inicialmente, através da subrotina
REDUG, faz-se a redugdo gaussiana (eliminagdo de Gauss) do sistema de
equacbes, e simultineamente, verifica-se se a matriz de rigidez tangente é
positiva definida através da avaliacdo do elemento PIVOT, na tentativa de

se determinar algum ponto critico da estrutura.

Na subrotina RETRO faz-se o processo de substituicdo de volta,
exigido apds a fase de triangularizagdo da matriz resultante do processo de
eliminacdo de Gauss. Nesta subrotina s&o calculados os deslocamentos
nodais e as reacdes de apoio e ainda, sdo atualizadas as coordenadas

nodais, os comprimentos dos elementcs e os seus cossenos diretores.
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A subrotina RESOLV atua na fase de eliminag&o de Gauss apenas no
vetor de cargas, quando n&o se deseja atualizar a matriz de rigidez em cada

passo do processo incremental (método de Newton-Raphson modificado).

i) Subrotina FORNODE

Através desta subrotina s&o calculadas as forgas nodais equivalentes
internas nos elementos, utilizando-se a regra da ordenada média do modelo
de fatias descrito na secdo 4.2.5. Nestes calculos a lei constitutiva do
material € sempre considerada, observando-se se o material esta em regime
elastico ou plastico, em carga ou descarga. Também nesta subrotina

relacionam-se os deslocamentos nas coordenadas cartesianas p;, com 0s
deslocamentos nas coordenadas corrotacionais q,, definem-se as rotagbes

de corpo rigido dos elementos e calculam-se os esforgos solicitantes nas

extremidades de cada elemento.

j) Subrotina CONVERG

Nesta subrotina sdo calculadas as forgas nodais residuais para cada
elemento, as quais se constituirdo no carregamento a ser aplicado na
iteracdo seguinte, caso n&o haja convergéncia no processo iterativo. Sua
outra funcdo também muito importante é verificar a convergéncia da solugao
do problema, que pode ser feita utilizando-se o critério do deslocamento,

onde se comparam os deslocamentos (p;) de duas iteragdes sucessivas, ou

o critério das forcas, onde se tenta reduzir as forgas residuais a um valor

previamente estabelecido. Estes critérios foram descritos na se¢ao 422
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k) Subrotina RESULT

Sua fungao é fornecer a saida dos resultados desejados do problema
que, neste caso, sdo os deslocamentos globais dos nés, as reagles de
apoio, os esfor¢os solicitantes nas extremidades de cada elemento e as

deformacdes plasticas em cada fatia das extremidades do elemento.

Estes resultados podem ser apresentados numa frequéncia
determinada pelo parametro de controle NOUTP, de trés maneiras distintas,
a saber: NOUTP = 0 — imprime os resultados da solugdo n&o-linear ja
convergida, para cada incremento de carga; NOUTP = 1 — imprime os
resultados da primeira iteragdo e apds a convergéncia final da solugao, para
cada incremento de carga; NOUTP = 2 — imprime os resultados de cada

iteragdo, para cada incremento de carga.
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EXEMPLOS DE APLICAGAO DA FORMULAGAO

5.1 Introdugao

Neste capitulo serdo apresentados varios exemplos procurando
enfatizar a grande potencialidade da formulagdo desenvolvida neste
trabalho. Sendo assim, varios casos serdo estudados. Inicialmente, ser&o
considerados exemplos onde se levam em conta apenas a nao-linearidade
geométrica (NLG) e ambas as ndo-linearidades, geometrica e do material
(NLGM), em estruturas cujas barras ndo possuem imperfeicdes iniciais e
nem tensdes residuais. Em seguida serdo analisadas situagbes onde se
consideram os efeitos isolados das imperfeigdes iniciais nas barras e das
tensdes residuais nos perfis de ago e posterior combinagdo destes efeitos.
Finalmente, se estendera a aplicagdo aos porticos planos de ago onde estes

efeitos serdo analisados em pérticos de andares multiplos.

Para se estudar inicialmente os casos da NLG e NLGM apenas,
relembra-se que na formulagdo tedrica desenvolvida na seg@o 3.9,
considerando as aproximagbes de segunda-ordem, determinaram-se as
matrizes de rigidez tangente de elementos de barras com imperfeigoes
iniciais B. As Eq. (3.188) e (3.196) fornecem as matrizes de rigidez
constitutiva e geométrica, respectivamente, no regime elastico, enquanto
que as Eq. (3.211) e (3.212) apresentam estas respectivas matrizes no

regime elasto-plastico.
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0, a barra torna-se

perfeitamente reta e as suas matrizes de rigidez tém forma analoga as

anteriores, podendo ser expressas por:

a) Regime Elastico

a.1) Matriz de rigidez constitutiva do elemento de barra reta no sistema local

cartesiano.

'EA, /I, 0
12E1/1,2

0 —EA, /|,
6EI/1, 0
4EI/1, 0

EA, /I,

0
—12E1/1,2
—6EI/1,I,
0
12E1/1,2

0 ]
6EI/1],
2E1/1,

0

—6EI/1],
4EI/1, |

(5.1)

a.2) Matriz de rigidez geométrica do elemento de barra reta no sistema local

cartesiano.

(0 (M, -M,)/E
BN/ 5l

0 0

N/10 —(M, =M, )/ 12
2NI, /15 0
0

~(M, =M,) /1]
—6N/ 5l
-N/10

(Mn _Ma)lli
6N/ 51,

-

0
N/10
NI, /30

0
-N/10
2NI, /15

(5.2)
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b) Regime Elasto-plastico

b.1) Matriz de rigidez constitutiva do elemento de barra reta no sistema local

cartesiano.
[Con /1, 0 —C,n /1, —C /1, 0 Com /1, ]
12C,, /112 6C,,, /1l 0 -12C,, /11 6C,, /1l
}Eep _ 4c,, /1, Con /1, -6C,,, /11, 2C,,. /1,
A C,. /I 0 ~C,. /1,
12C,,, /1,12 -8C,,, /1,
I 4c, /1
(5.3)

b.2) Matriz de rigidez geométrica do elemento de barra reta no sistema local

cartesiano.

kep . tem exatamente a mesma expresséo da Eq. (5.2)
~G

5.2 Exemplos Considerando Apenas a NLG

A seguir serdo apresentados alguns exemplos classicos, que
mostram a aplicagdo da presente formulagdo em problemas nao-lineares

gue envolvem grandes deslocamentos.
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TABELA 5.1 - Coordenadas (x, y) e rotagio (0) da extremidade livre da viga em balango da

Fig. 5.1
M SOLUGAO EXATA AN.L. (10elem.) Ref.[116]
(kgfxcm) Y(cm) 0 (rad) X (cm) Y (cm) 0 (rad) X (cm)
50000 1.5624 0.00625 499.997 1.56249 0.00625| 499.997
141300 4.41557 0.01766 499.974 4.41551 0.01766 499.974
307950 9.62221 0.03849 499.876 9.62224 0.03849| 499.877
500000 15.6199 0.0625 499.675 15.6199 0.0625 499675
5026548 151.979 0.6283 467.745 151.98 0.6283| 467.745
13802900 334.408 1.725 286.34 334.421 1.725 286.313
29098686 258.379 3.637 -65.3878 258.373 3.637| -65.3988
36749092 121.742 4.594 -108.08 121.784 4594 -108.088
44394471 23.194 5.549 -60.3463 23.195 5.549| -60.3513
50265480 0 6.283 0 0 6.283 0
M NLG-V1 (10 elementos) NLG-V1 (4 elementos)
(Kgfxcm) Presente Trabalho Presente Trabalho
Y(cm) 0 (rad) X (cm) Y (cm) 8 (rad) X {cm)

50000 1.578 0.00631 499.997 1.578 0.00631 499.997
141300 4.491 0.01797 499.973 4.491 0.01797 499.973
307950 9.719 0.03888 499.874 9.719 0.03888 499.875
500000 15.776 0.06313 499.669 15.776 0.06313| 499.672
5026548 153.381 0.63461 467.085 153.403 0.63461 467.151
13802900 334.924 1.74264 282.748 335.909 1.74264 283.570
29098686 254 426 3.67377 -66.982 259.829 3.67376 -68.409
36749092 118.506 4.63963 -106.371 122.824 463964 -110.162
44394471 23.092 5.60489 -56.946 24.489 5.60489 -59.812
50265480 2.381 6.34611 2.846 2.914 6.34611 3.569
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a) NLG-V1: Viga em balango com momento aplicado na extremidade

livre.

Neste exemplo é analisada uma viga em balango submetida a um
momento fletor em sua extremidade livre. Este exemplo é estudado por
varios autores, entre eles EL-ZANATY & MURRAY [43], LO [72] e SOLER
[116].

Na Fig. 5.1 € mostrada a viga em balango com os dados que foram
utilizados para a resoluggo do problema. Na Tab. 5.1 s&o apresentadas as
coordenadas (x e y) e a rotac&o (0) da extremidade livre da viga, mostrando
uma aproximagéo muito boa quando comparadas com os resultados da
solugdo exata e da analise ndo-linear com dez elementos de SOLER [116].
A Fig 5.2 mostra as configurages deformadas para varios incrementos de
M, tracadas com os resultados da andlise feita com a formulag@o deste
trabalho usando 10 elementos. O numero de iteragbes variou 2 a 8 para os
diversos incrementos de carga, sendo necessarios apenas 20 segundos

para realizar todo o processamento.

M=50265480Kqf.cm

~—

N e
>

1A B

'1 1=500cm Y
A

E = 2,0 x 10° Kgflcm?
A =20 cm?
| =2.0x 10°cm*

FIGURA 5.1 - Viga em balango com momento fletor aplicado na extremidade livre



199

M= 13.802.900 kgf x cm

M=29.098.686 kgf x cm

|

M=36.749.092 kgf x cm

M=5.026.543 kgf xecm

xcm

M=44.394.47)

M=50.265.480 kgf x cm INDEFORMADA x

FIGURA 5.2 - CONFIGURAGCOES DEFORMADAS DA VIGA EM BALANGO DA FIiG. 5.1

b) NLG - V2: Viga em balango com duas cargas concentradas

A viga em balango com duas cargas concentradas, mostrada na Fig.
5.3, foi analisada por EBNER & UCIFERRO [42], ORAN & KASSIMALI [87],
WEN & RAHIMZADEH [130], entre outros.

Um estudo comparativo feito por Ebner e Uciferro em 1972, fornece
resultados numéricos obtidos através de varias formulagbes diferentes para
o MEF, para a viga da Fig. 5.3. Os resultados avaliados est&o reproduzidos
na Tab. 5.2, juntamente com os resultados obtidos através da presente
formulacdo. Nota-se que a presente solugéo fornece excelentes resultados
e, mesmo com apenas dois elementos, os resultados s&o tdo bons quanto
os de outras versdes de formulagido do MEF. Foram necessarias 4 iteragbes
para a convergéncia da solugdo em todos incrementos de carga,

demorando-se aproximadamente 0,8 segundos para resolver cada iteragao.
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0.851b 1,350
A 5 C
L 5203 | sav2 |
1

A

E = 30 x 10° Ib/in®
A =1/5in?
| =1/6000 in*

FIGURA 5.3 - Viga em balango com duas cargas concentradas

TABELA 5.2 - Comparacéo entre os resuitados de varias formulagtes do MEF para analise

nao-linear da viga em balango da Fig. 5.3

Formulagéo N° de N° de Deslocamento | Deslocamento | Deslocamento | Deslocamento
Elementos | Incrementos Horizontal Vertical Horizontal Vertical
pt. B (in) pt. B (in) pt. C (in) pt. C (in)
Martin (1965) 2 20 -8.97 27.49 -36.02 74.20
20 100 -9.11 26.29 -34.37 70.60
Argyris (1964) 2 20 -8.06 29.04 -36.20 75.20
20 100 -9.12 26.30 -35.00 70.75
Jennings (1968) 2 20 -0.01 220 -0.03 6.40
20 100 -4.94 20.60 -15.01 51.15
Presente 2 20 -7.32 26.42 -31.40 69.57
Formulagéo 20 100 -8.20 24.96 -31.03 67.23
Exata por _ _ -8.3 25.10 -31.01 67.30
Frisch-Fay (1961)

Obs.: Para conversao, adotar: 1Ib=4,448Ne1in=254 cm
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c¢) NLG - V3: Viga bi-engastada com carga concentrada no meio do vao

A viga bi-engastada com uma carga concentrada no meio do vao,
mostrada na Fig. 5.4, é analisada neste trabalho com dois objetivos
principais. Primeiramente, deseja-se comparar os resultados obtidos através
da presente formulagdo, com os resultados obtidos de um “software”
comercialmente reconhecido no meio técnico da engenharia. Este problema
é analisado pelo programa ANSYS, na sua verséo 5.0 de 1993, na pag. 6-
27 do seu manual. Em segundo lugar, deseja-se mostrar que 0O usoO
inadequado de uma teoria na anélise de um problema pode levar a erros

significativos.

Observa-se na Tab. (5.3) que os resultados obtidos pelas duas
formulagbes sdo bastante proximos. Observa-se também que os
deslocamentos e forgcas axiais apresentam diferengas significativas ao se
analisar o problema considerando a andlise ndo-linear geométrica (teoria de
segunda-ordem) ou, simplesmente, a analise linear (teoria de primeira-
ordem). Isto mostra que a definigdo correta do problema e a escolha

adequada da teoria para a anélise s&o bons desafios para o engenheiro.

Esta viga foi analisada através da presente formulagao considerando-
se 10 incrementos no carregamento, admitindo-se a segao transversal
dividida em 10 fatias, contendo 10 e 20 elementos. Nos dois casos foram
necessarias, no maximo, 4 iteragbes para a convergéncia e
aproximadamente 30 segundos para a soluggo final. Os resultados foram
bastante parecidos, sendo que a Tab. 5.3 apresenta os resultados para 20

elementos.
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SON

TR

|, 500mm |

10mm D

2 ks

500mm !/

E =70x 10° MPa
A = 50 mm?
| =416,67 cm*

FIGURA 5.4 - Viga bi-engastada com uma carga concentrada no meio do vao

TABELA 5.3 - Resultados da andlise da viga da Fig. 5.4

ANSYS 5.0 PRESENTE TRABALHO

SEM NLG COMNLG SEM NLG COMNLG
Max. Desloc. Vert. (mm) 14.3 9.08 144 9.12
Maxima (radianos) 0.0428 0.0266 0.0433 0.0267
Rotagao (graus) 2.45° 1.52° 2.48° 1.53°
Méax Forga Axial (N) 0 674 0 684

d) NLGP1-1: Pértico de um andar e um vao

Os resultados obtidos para um pértico simples de um andar e um vao,
submetido a cargas verticais e a uma for¢a horizontal s&o mostrados na Fig.
5.5. As propriedades geométricas indicadas se referem ao perfil W12x40,
usado tanto para as colunas quanto para viga.

Este pértico foi analisado, inicialmente, considerando cada barra da
coluna ou viga composta de quatro elementos. Os resultados obtidos para

os deslocamentos foram muito bons, entretanto, para o = 0,001 e o = 0,01
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houve dificuldades de convergéncia para valores de P préximos a carga
critica elastica do poértico, P, = 4758 kips. O portico foi, entdo, analisado
considerando cada barra dividida em 10 elementos. Neste caso ndo houve
nenhuma dificuldade significativa de convergéncia, mesmo além do limite da
carga critica. Consideraram-se 36 incrementos de carga e o numero de
iteracbes para se obter a solugdo do problema variou entre 3 e 6 para os
diversos incrementos de carga num tempo de aproximadamente 4,5
minutos.

Os resultados s&o comparados com a solugdo aproximada
apresentada por ORAN & KASSIMALI [87], através das curvas forga x
deslocamento da Fig. 5.5.

Os dados para tracado das curvas referentes a esta formulagéao estao

apresentados na Tab. 5.4

————————————— 4758 kips

FORCA,P (KIPS)

120"

PRESENTE FORMULAGAO
-——— ORAN ET AL. [87]

1000}
E = 30,000 ksi

I=310 in?
Az 11,8 in2

! L 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100 120 140

DESLOCAMENTO HORIZONTAL , A ( POLEGADAS)

FIGURA 5.5- CURVAS FORCA x DESLOCAMENTO PARA O PORTICO SIMPLES
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TABELA 5.4 - Resultados da analise forgca x deslocamento do pértico da Fig. 5.5.

P Deslocamento Horizontal em Polegadas

(kips) o= 0,001 o =0,01 o=0,1 o=05

500 0.00649 0.06491 0.6492 3.2459
1000 0.01471 0.14710 1.4713 7.3427
1500 0.02548 0.25480 2.5483 12.6401
2000 0.04024 0.40239 4.0227 19.6463
2500 0.06176 0.61766 6.1660 29.0139
3000 0.09618 0.96192 9.5584 41.2483
3500 0.16025 1.60256 15.6387 55.9075
4000 0.32186 3.21527 28.3316 71.3056
4500 1.52400 13.7832 52.4669 86.9452
4650 12.9180 29.7737 60.7077 93.7353
5000 62.3310 64.8477 79.7093 _

Obs.: Para conversao, adotar: 1 kip = 4,448 kN; 1 in = 2,54 cm,
1 ksi = 0,6895 kN/cm®

e) Comentarios sobre os resultados

Os resultados obtidos nesta secdo foram comparados com solugbes
exatas e aproximadas disponiveis. Os exemplos demonstraram que O
programa desenvolvido para a formulag&o tedrica deste trabalho é capaz de
analisar uma grande variedade de problemas né&o-lineares com resultados

considerados muito bons.
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5.3 Exemplos Considerando NLGM

Os exemplos que serdo apresentados nesta seg&o tém como objetivo
mostrar a aplicagéo da presente formulagéo em problemas elasto-plasticos,
que envolvem tanto a ndo-linearidade geométrica quanto a n&o-linearidade
fisica dos materiais. As barras que compdem as estruturas planas sao

inicialmente retas e isentas de tensdes residuais.

a) NLGM V-1: Viga bi-engastada com carga concentrada a 1/3 do vao

A viga bi-engastada com véo | = 900 cm, submetida a uma carga
concentrada P, = 3125 kN, situada & I/3 do apoio A, conforme é mostrado na
Fig. 5.6, foi analisada considerando-se as hipéteses do calculo plastico até
a formagao do mecanismo (rétulas plasticas-mecanismo de viga). A analise,
desprezando-se a influéncia da forga normal na formagéo das rétulas
plasticas, foi feita passo-a-passo, estimando-se a flecha na seg&o B em

cada etapa da resolugio.

P =3125kN fatia 10
. - 100cm fotia i

L/3 2L/3 fatia 1
L=900cm 7u‘5cm

Secdo transversgl

— @

E = 20500 kN/cm?
Ge = 25 kN/cm?

FIGURA 5.6 - Viga bi-engastada elasto-plastica
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Os resultados obtidos da andlise plastica sdo resumidos a seguir,
mostrando, para cada etapa, a carga aplicada e a flecha no ponto B. O
gréfico parametro de forga x deslocamento desta analise € mostrado em

linhas tracejadas na Fig. 5.7.
Calculo Plastico - Andlise Passo-a-Passo
Formacao da primeira rétula plastica em A:
P =0,75P. = 2343,75 KN Ay, =0,7137 cm
Formacgéo da segunda rétula plastica em B:
P = 0,96 P. = 3000,00 KN Ap = 1,2544 cm
Formacéo da terceira rétula plastica em C (mecanismo plastico)
P =1,00 P, =3125,00 KN Ap =2,1951 cm
Em seguida esta viga foi analisada através da formulagao tedrica
deste trabalho. Para isto, ela foi dividida em 9 elementos de comprimentos
iguais a 100 cm e a segéo transversal foi dividida em 10 fatias iguais,
conforme mostrado na Fig. 5.6, para se ter uma boa avaliagdo da
plastificagéo da seg&o transversal ao longo da sua altura. Quando uma fatia
escoa, pode-se considerar que 10% da seg&o transversal esta plastificada.
Os resultados obtidos desta analise, considerando 27 incrementos de

carga, estdo mostrados na Tab. 3.5 e representados no grafico parametro

de for¢a x deslocamento da Fig. 5.7.
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TABELA 5.5 - Resultados da analise da viga da Fig. 5.6 através da presente formulagao.

P Ag (cm) Numero de Segdes Plastificadas e Percentual de Plastificagéo
E): teragdes nestas Segdes
0.05 0.0493 2 _

0.10 0.0985 2 _
0.15 0.1478 2 _
0.20 0.1971 2 _
0.25 0.2464 2 _
0.30 0.2956 2 _
0.35 0.3449 2 _
0.40 0.3942 2 _
0.45 0.4435 2 _
0.50 0.4927 2 _
0.55 0.5420 3 A=10%

0.60 0.6020 7 A =20%

0.65 0.6633 10 A =40%

0.70 0.7405 10 A = 40%

0.7 0.8177 10 A = 40%

0.80 0.9320 16 A=60% ; B=20%

0.85 1.0596 18 A=60% ; B=40%

0.90 1.2654 26 A=80% ;B=40% ;C=20%
0.95 1.7367 66 A=80% ;B=60% ;C=40%
0.96 1.8694 70 A=80% ;B=70% ;C =40%
0.97 2.1663 122 A=80% ;B=80% ;C=40%
0.98 2.6498 234 A=80% ,B=80% ;C=60%
0.99 3.1961 294 A=90% ;B=80% ;C=70%
0.995 3.8343 482 A=100% ;B=80% ;C=80%
1.00 45835 596 A=100% ;B=90% ;C=80%
1.005 5.8548 962 A=100% ;B=100% ;C =80%

1.01

Mecanismo Plastico :

A =100% ;B =100% ; C = 100%
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1.1 7

PiPc

Presente formulagéo
~ — — ~ Calculo plastico

0,0000 1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,0000 6,0000

A gem)

FIGURA 5.7 - Curvas parametro de forga x deslocamento para a viga da Fig. 5.6

Observando-se a Tab. 5.5, alguns comentarios podem ser feitos em
relacdo as andlises apresentadas. Em primeiro lugar, nota-se que a viga
permanece totalmente elastica até o nivel de 50% da carga de colapso P.,
segundo a formulagéo deste trabalho, enguanto que, pelo calculo plastico, a

viga é elastica até 75% da carga P..

No nivel de carregamento de 55%, a formulagdo consistente mostra
que a sec¢éo do engaste A tem a sua primeira fatia escoada e, que a rétula
plastica ndo se forma instantaneamente na segdo, mas ha uma penetragao

gradual do escoamento ao longo da sua altura.

No nivel de carregamento de 75%, o calculo pléastico ja apresenta
uma rotula completa na segdo A e uma flecha de 0,7137 cm na segao B,
enquanto que a presente formulagdo mostra que a segao A tem apenas 40%
da sua segao plastificada e, que a segao B tem uma flecha 15% maior do

que a flecha da analise plastica.
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Quando o nivel de carregamento atinge 80% de P., a secdo B
comega a escoar, antes que se forme uma rétula plastica completa na segao
A, mostrando claramente que a plastificagdo se espalha ao longo do
comprimento da viga e, portanto, as rétulas ndo se formam isoladamente

como deixa entender o calculo plastico.

Com 90% do carregamento a plastificagdo se espalha por todo o
comprimento da viga, quando as segbes A, B e C se encontram

parcialmente plastificadas.

Ao se atingir 96% da carga de colapso, a analise plastica prevé a
formacdo da segunda rétula pléstica, desta feita, na segdo B com uma
flecha de 1,2544 cm. Pela analise deste trabalho, observa-se que as segdes
A, B e C estdo parcialmente plastificadas, mas em nenhuma delas se
formou uma rétula completa, e a flecha na se¢éo B € 49% maior do que a

determinada pelo calculo plastico.

Finalmente, observa-se neste exemplo, que o mecanismo plastico se
forma quase instantaneamente, ou seja, com 99% de carga as segdes A, B
e C apresentam praticamente o mesmo nivel de plastificac&o; com 99,5%
forma-se, na secdo A, a primeira rétula completa; com 100% de carga a
flecha é pelo menos 75% superior a flecha prevista pelo calculo plastico;
com 100,5% forma-se, na segdo B, a segunda rotula completa para, em

seguida, com 101% de carga, acontecer 0 mecanismo da viga.

Conclui-se destas observagdes, que o método do calculo plastico
prevé com boa precisdo a carga de colapso de uma estrutura, mas e
impreciso quando descreve a histéria do comportamento desta quanto a

formacdo do mecanismo plastico e seus deslocamentos.

A coluna da Tab. 5.5 que mostra o numero de iteragdes necessarias
para a convergéncia do processo € tambem bastante elucidativa. Observa-

se que no regime elastico (até 50% de P.), a convergéncia e bastante facil,
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sendo necessérias apenas duas iteragdes para o final do processo. A partir
do instante que a viga se torna inelastica, o processo de convergéncia fica
mais demorado, como se observa claramente na Tab. 5.5 de 55% a 100%
do carregamento. Nota-se ainda que quando a estrutura se aproxima do
colapso (a partir de 95% de P.), a convergéncia é extremamente demorada,
permitindo concluir que, numa analise elasto-plastica incremental, os
incrementos de carga na fase elastica podem ser maiores e quando a
estrutura entra em fase inelastica, estes incrementos devem ser cada vez

menores. O tempo gasto no processamento deste exemplo foi de

aproximadamente 10 minutos.

b) NLGMP1-1: Pértico de um andar e um vao numa analise elasto-

plastica

O pértico simples da Fig. 5.8 foi analisado por GALAMBOS [51]
segundo varios métodos aproximados de analise, a saber: analise elastica
em segunda-ordem, andlise elasto-plastica em segunda-ordem e analise
rigido-plastica em primeira e segunda-ordem. O grafico P/P, x 5 mostra o
comportamento do portico até o colapso, conforme previsto por estas

teorias, observando-se as seguintes definigbes para as cargas em

destaque:

P,1 =0,426 P, , € a carga maxima da analise rigido-plastica em
primeira-ordem;,

Pa» = 0,356 Py , é a carga limite superior que o portico pode
suportar, limite este imposto pelas analises
elastica em segunda-ordem e rigido-plastica em
segunda-ordem;

P =0,332 P, , é a carga correspondente a formagéo da primeira

rotula plastica;
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Py,=Aocy , é a carga de escoamento das colunas dada pelo
produto da area bruta da coluna (A) pela tenséo
de escoamento o,.
Nesta analise observa-se que o0 mecanismo de colapso lateral

acontece para uma carga bem proxima de P, = 0,332 P,.

P P
_ P = 1883 kN ,x =0Q,]
«p l Ig=21 v L=500em
—_—
B C E = 20500 kN/cm?
F/Py Gy= 35kN/cm?
0,6} - -
Ic =1 lc =1 L
B A D
o5k Vi
2L
e “0,426Py !‘ —! ' '
04F T~ _ -
i e —— R,=0,356Py / )7
R,0,332Py —» A T m—— MECANISMG
0,3} -
= > d ; \2a ORDEM RiGIDO -PLASTICA
<, { {
0,2 @0 —
S { Z
o é@ 20. ORDEM ELASTO-PLASTICA APOS A
) FORMACAO DAS 1as. ROTULAS
0,
\ 20. ORDEM ELASTICA
o I | 1 | s 1 A
0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 6: =B
L

FIGURA 5.8 - CURVA PARAMETRO DE CARGA x DESLOCAMENTO DO PORTICO DO EXEMPLO DADO

LAVALL [70] analisou este portico em teoria elastica de
segunda-ordem, utilizando as fungdes de estabilidade, considerando perfil
HPL 200 para as colunas e HPL 240 para a viga (perfis padréo europeu),
que conservam, praticamente, as mesmas relagbes geometricas definidas
por Galambos. Adotou-se também o, = 35,00 KN/cm?, E = 20500 KN/ cm?, Py
=1883 KN, L=500cme a =0,1.

Este pértico € agora novamente analisado conforme a teoria deste
trabalho considerando cada barra dividida em 4 elementos. Os resultados

da analise s3o mostrados na Tab. 5.6, onde se verifica que a carga
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correspondente ao mecanismo lateral vale 0,332P,, confirmando a previséo

anterior. O tempo de processamento foi de aproximadamente 45 segundos.

TABELA 5.6 - Resultados da andlise do pértico da Fig. 5.8 através da presente

formuiagéo
_:)i (éﬁ) 5 él_i Numer? de
y lteragOes
0.05 1.0074 0.0020 3
0.10 2.1076 0.0042 4
0.15 3.3143 0.0066 4
0.20 46439 0.0093 4
0.25 6.1162 0.0122 4
0.26 6.4298 0.0129 3
0.27 6.7503 0.0135 3
0.28 7.0780 0.0142 3
0.29 7.5695 0.0151 11
0.30 8.1523 0.0163 12
0.31 8.7694 0.0175 12
0.32 9.6152 0.0192 16
0.33 12.0058 0.0240 30
0.332 MECANISMO LATERAL

Observa-se nesta tabela que na fase elastica, at¢é P = 0,28P,, 0
processo converge rapidamente com 3 ou 4 iteragdes apenas. No nivel de
carga P = 0,29P,, ha um acréscimo brusco no numero de iteragdes, de 3
para 11. A andlise do problema mostra que, neste instante, as extremidades
inferiores A e D das colunas comegcam a se plastificar, com um aumento
gradual da zona de plastificacéo destas segbes até 31% do carregamento.
Quando a carga atinge P = 0,32 P, ocorre outro aumento brusco no numero

de iteracdes. Neste instante, as extremidades superiores B e C das colunas
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comegam o seu processo de plastificagdo. Com 33% do carregamento a
convergéncia se torna dificil (30 iteracdes), com as duas extremidades de
cada coluna ja num nivel elevado de plastificagdo. Finalmente, quando P =

0,332 P, ocorre o mecanismo lateral de colapso da estrutura.

c) Comentarios sobre os resultados

Os exemplos apresentados mostram que o método de analise
incremental-iterativo, considerando-se tanto a nao-linearidade geométrica
quanto a nao-linearidade do material (NLGM), desenvolvido neste trabalho,
fornece excelentes resultados. O comportamento das estruturas, dentro da
historia do seu carregamento, pode ser melhor analisado tanto no aspecto
da formagéo dos mecanismos plasticos quanto no calculo mais preciso dos
deslocamentos envolvidos. Para que ndo ocorram dificuldades de
convergéncia, os incrementos de carga na fase elastica podem ser maiores,
devendo decrescer quando comegam a escoar as primeiras fatias das
secbes transversais das barras e devem ser muito pequenos quando a

estrutura atinge um alto nivel de plastificagdo.

54 Exemplos e Consideragdes Sobre as Imperfei¢oes Iniciais nas

Barras

5.4.1 Consideragbes Iniciais

Nas secBes anteriores deste capitulo aplicou-se a formulagéao
desenvolvida neste trabalho em problemas de vigas e porticos planos
formados de barras inicialmente retas e isentas de tensdes residuais. Na
realidade, todas as colunas s&o imperfeitas. Neste trabalho tem sido dada
énfase a dois tipos de imperfeigdes: as imperfeicbes geomeétricas, vistas

aqui como as imperfeigdes iniciais ou curvaturas iniciais inevitaveis das



214

colunas e as imperfeicbes do material, causadas principalmente pelas
tensBes residuais presentes nas segdes transversais das barras de ago.
Nesta segdo sera estudado o comportamento de colunas imperfeitas
geometricamente. O comportamento de colunas com imperfeicdo do
material serd discutido na seg¢&o seguinte.

O comportamento de colunas inicialmente curvas ja foi examinado
qualitativamente no contexto do Capitulo 2, notadamente na segéo 2.2.3;
em resumo, sabe-se que a presenga de qualquer imperfeicdo geométrica
transforma o estudo da estabilidade de colunas em um problema de calculo
de resisténcia-Ultima (tipo carga x deslocamento), ao invés do problema de
bifurcacao.

O objetivo principal nesta segdo ¢ aplicar a formulagio desenvolvida
neste trabalho no estudo de barras com imperfeigdes iniciais, procurando
mostrar a sua validade para, através dela, estudar a influéncia das
imperfeicbes iniciais na resisténcia das colunas de aco. Sendo assim,
inicialmente apresenta-se um estudo de uma coluna elastica bi-rotulada,
inicialmente imperfeita, através de uma formulagdo analitica classica. Em
seguida os resultados deste estudo s&o usados para mostrar, de forma
comparativa, a validade e precisdo do presente método e, finalmente,
aplica-se este método no estudo de colunas para se obter resultados que
mostrem, quantitativamente, a influéncia das imperfeigoes iniciais nas suas

resisténcias.

5.4.1.1) Coluna bi-rotulada com imperfeigao inicial

A Fig. 5.9a mostra uma coluna elastica bi-rotulada, geometricamente
imperfeita, com uma curvatura inicial apresentando uma flecha 8, em x = 1/2.
Admite-se, para simplificagéo de calculo, que a curvatura inicial tenha a

forma de meia curva do seno descrita por:
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Yo =0, sen Er (5.4)

que satisfaz as condigdes de contorno do problema.
Considerando-se o equilibrio de um segmento da coluna (Fig. 5.9b),

a equacgao de equilibrio fica:

Mt +P(y+Yo)=0
O momento interno resistente é:
Mt =-Ely” (5.6)
Este momento interno resulta da mudanga na curvatura y” e ndo da

curvatura total y” +y,”, uma vez que € implicitamente admitido que a coluna

é livre de tens&o na sua posigdo inicialmente curva, antes da aplicagdo da

carga P.

FORMA

ORIGINAL
’
//
65—
L ° FORMA !
FLETIDA !
|
|
1/2 ,'
|
0 1
y 5
§> P _u__g 5

(b) (c)

FIGURA 5.9 - COLUNA ELASTICA COM IMPERFEICAO INICIAL
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Levando-se a Eq. (5.6) na Eq. (5.5), obtém-se a equagao diferencial
que descreve o comportamento de uma coluna bi-rotulada com curvatura

inicial.
Ely" +P (y +y,) =0 (5.7)

fazendo-se k? = P/El e usando-se a Eq. (5.4), tem-se:
y' o+ kiy = —kzsgsen% (5.8)

A solugao geral desta equagéo é dada por:

5, sen—* (5.9)

y = A sen kx + B cos kx + |

&
1-P/P,

onde P, = n2El/I? é a carga de Euler.
Usando-se as condi¢bes de contorno y(o) = 0 e y(I) = 0, determinam-
se as constantes A e B.
y(0) =0 = B=0 (5.10)

y()=0 = Asenki=0 (5.11)

Da Eq. 5.11 tem-se que ou A = 0 ou senkl = 0. Adotando-se senkl = 0,
chega-se novamente a P = P.. Logo, deve-se ter A= 0. ComA=B=0, a
Eq. (5.9) fica:

P/P, T,

y=j1tP—/—P“60 sen—— (5.12)
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A Eq. (5.12) expressa a linha eldstica com relagdo & posig¢ao inicial
curva da coluna. Para se obter a equagéo da linha elastica total, isto &, em

relagdo ao eixo x, deve-se somar a Eq. (5.4) a Eq. (6.12).

Y1=Yoty (5.13)
ou
'ﬂx
Yt:1—P/Pe O, SenT (5.14)
ou seja,
Yt:1—Fj/Pe Yo (5.14a)

o que mostra que a flecha final é a flecha inicial majorada pelo fator 1/(P-

P.), denominado fator de amplificag&o As.

1

Af:1_P/Pe (5.15)
O momento na coluna é:
M =P (y +Y.) = Py, (5.16)
que com o auxilio das Eq. (5.14) ou (5.14a) fica:
M=[——1——j P.5sen™  ou M=(——1—j P.y. (5. 17)
1-P /P, I 1-P/P,

Chamando de momento de primeira-ordem, avaliado considerando a

geometria inicial da coluna:

M: = Py, (5.18)
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tem-se que:
Mo =AcM; (5.19)

onde M; € o momento de segunda-ordem, avaliado com base na geometria
deformada.

Na Fig. 5.9c € mostrado qualitativamente o comportamento de barras
elasticas com imperfeicdo inicial, através das linhas tracejadas do grafico
Px5, conforme a teoria em segunda-ordem e pequenos deslocamentos
apresentada. Observa-se que quando a carga P tende a carga de Euler P,
o deslocamento total tende para o infinito, conforme estabelece as Eq.
(5.14) e (5.14a).

5.4.2 Exemplos
a) IMP1: Coluna elastica bi-rotulada com imperfeigao inicial

Este exemplo é apresentado com dois objetivos principais, a saber:
mostrar a influéncia da forma da configuragio da elastica da imperfeigéao
inicial da coluna nos resultados finais e avaliar a precisdo destes resultados

obtidos através da presente formulagao.

Para simplificar o estudo analitico das colunas com imperfeicoes
iniciais, € comumente admitido que a curvatura inicial tem a forma de meia
curva do seno, como faz, por exemplo, CHEN et al. [34] e, é frequentemente
assumido que esta curva permanece tanto na fase elastica quanto na fase

plastica.

Sabendo-se que a configuragao real das imperfeigées iniciais de uma

coluna & bastante complexa, vérios pesquisadores, entre eles,
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BATTERMAN et al. [18], BEER et al. [20] e BJORHOVDE [21], tambem
utilizam em seus trabalhos a forma senoidal para descrever a elastica
causada pela curvatura inicial. BATTERMAN et al. [18] e GALAMBOS [50]
concluem que as resisténcias das colunas s&o levemente sub-estimadas
numa analise por computador, quando baseada na hipdtese de que uma
imperfeicao inicial na forma de uma sendide permanece durante todo o

carregamento.

No desenvolvimento tedrico deste trabalho, adotou-se na segao 3.8
uma interpolacdo parabdlica quadrética para os deslocamentos de rotagéo
o, Eq. (3.117), entre o eixo do elemento deformado e a corda que une as
suas extremidades. Na secé&o 3.9.1.1 foi adotada a mesma funcdo de
interpolacé@o para as imperfeicbes iniciais, definidas pelo angulo B, Eq.
(3.152). Sendo assim, de forma coerente com a formulacdo adotada, 0s
resultados considerando a forma parabdlica para a configurag&o da elastica

da imperfeicdo inicial serdo também determinados.

Com a finalidade de se avaliar a precisdo dos resultados obtidos
através desta formulacdo, estes sdo comparados com O0S resultados da

formulacéo analitica anterior.

Para se alcancar estes objetivos, a coluna bi-rotulada da Fig. 5.9a foi
analisada elasticamente, considerando o médulo de elasticidade E = 20500
kN/cm? e o vao | = 600 cm. A secéo transversal quadrada de (12x12) cm? foi
dividida em 10 fatias ao longo da altura e foi adotada a flecha inicial no meio

do vao de &, = I/1000. A carga critica de Euler vale P, = 871,17 kN.

Inicialmente, a viga foi dividida em 10 elementos de comprimentos
iguais, para ser analisada considerando ambas as formas, senoidal e

parabdlica, para a elastica das imperfeicdes iniciais. Em seguida,
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considerando apenas a forma parabdlica, a viga foi analisada com 6 e 8

elementos.

TABELA 5.7 - Resultados em deslocamentos no meio do vao da coluna da Fig. 5.9.

& no meio do vao (cm)
)
Pe Formulagao Presente Formulag&o
Analitica Sendide Parabola

Eq. (5.14a) 10 elem. 10 elem. 8 elem. 6 elem.
0.10 0.0667 0.0668 0.0687 0.0683 0.0676
0.20 0.1500 0.1503 0.1546 0.1538 0.1518
0.30 0.2571 0.2577 0.2653 0.2635 0.2598
0.40 0.4000 0.4010 0.4129 0.4097 0.4030
0.50 0.6000 0.6018 0.6199 0.6142 0.6021
0.55 0.7333 0.7358 0.7580 0.7503 0.7339
0.60 0.9000 0.9034 0.9309 0.9202 0.8977
0.65 1.1143 1.1190 1.1533 1.1382 1.1066
0.70 1.4000 1.4070 1.4503 1.4282 1.3821
0.75 1.8000 1.8107 1.8669 1.8327 1.7625
0.80 2.4000 2.4177 2.4932 2.4364 2.3211
0.85 3.4000 3.4330 3.5408 3.4338 3.2220
0.90 5.4000 5.4750 5.6475 5.3950 4.9165
0.95 11.4000 11.6271 11.9881 10.9729 9.2579
0.96 14.4000 14.6520 15.0977 13.5589 11.0758
0.97 19.4000 19.4643 20.0258 17.5211 13.6814
0.98 29.4000 27.6424 28.3263 24.0345 _
0.99 55.4000 40,9263 41.6045 34.9330 _
1.00 oo 57.5457 58.0492 50.3512 _
1.05 _ 120.195 120.286 115.962 _
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TABELA 5.8 - Resultados em momentos fletores na segdo central da coluna da Fig. 5.9.

Momento Fletor em x=1/2 (KN xcm)

FZ— Formulacdo Presente Formulagao

Analitica Sendide Parébola

Eq. (5.17) 10 elem. 10 elem. 8 elem. 6 elem.
0.10 64.745 64.755 64.941 64.907 64.834
0.20 145676 145.730 146.576 146.404 146.035
0.30 249.729 249.889 252.092 251.586 250.500
0.40 388.468 388.855 393.481 392.255 389.633
0.50 582.702 583.573 592.358 589.584 583.723
0.55 712.191 713.492 725.380 721.250 712.508
0.60 874.053 876.012 892.034 885.811 872.701
0.65 1082.16 1085.16 1106.80 1097.26 1077.28
0.70 1359.64 1364.37 1393.85 1378.79 1347.49
0.75 1748.11 1755.91 1796.81 1771.94 1720.76
0.80 2330.81 2344 .59 2403.20 2359.07 2269.55
0.85 3301.98 3328.23 3418.17 3329.91 3155.01
0.90 5244 .32 5309.85 5460.65 5239.97 4821.74
0.95 11071.3 11280.8 11613.9 10677.2 9094.99
0.96 13984.8 14219.8 14635.3 13201.6 10885.6
0.97 18840.7 18901.2 19430.2 17070.7 13453.6
0.98 285524 26879.6 27530.5 234458 _
0.99 57687.5 399258 40577.8 34163.5 _
1.00 0 56469.4 56958.4 49482.2 _
1.05 123178.0 123271.0 118861.0

Os resultados desta analise estdo mostrados nas Tab. 57 e Tab. 5.8,

onde estdo listados os deslocamentos no meio do vao da coluna e 0s
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momentos fletores nesta se¢do central, respectivamente, em fungdo da
carga P aplicada na segdo, de forma incremental, considerando as varias

hipéteses de analise.

Observa-se, nestas tabelas, que os resultados da presente
formulacdo considerando-se 10 elementos e, tanto a forma senoidal quanto
a forma parabdlica para a configuragdo da imperfeigéo inicial, s&o bastante
proximos entre si e estes, por sua vez, sao apenas pouco superiores aos
valores obtidos pela formulagdo analitica, confirmando assim a boa precisdo

dos resultados.

Considera-se também que os resultados da presente analise sao
mais corretos do que os resultados da formulagéo analitica, principalmente
para valores proximos a carga critica, uma vez que, em se tratando de um
problema de equilibrio estavel, a presente formulagcéo fornece resultados
até para valores superiores a carga P., enquanto que a formulag&o analitica

ndo consegue prever estes resultados.

Outra constatacdo interessante e importante gque se pode fazer
observando-se as Tab. 5.7 e 5.8, é que os resultados obtidos, usando-se a
forma senoidal para a elastica da imperfeicéc inicial, s@o levemente
subestimados em relacéo aos resultados obtidos com a forma parabdlica,
podendo estes estarem mais proximos das conclusoes de BATTERMAN et
al. [18] e GALAMBOS [50] citadas anteriormente. Sendo assim, a forma
parabdlica para a elastica da imperfeicao inicial sera adotada ao longo
deste trabalho, mantendo-se a coeréncia teorica da formulacéo e
constituindo-se num procedimento original para se levar em conta as
imperfeicbes iniciais das barras nas analises por computador. Pode-se
concluir também, que outras funcdes de interpolagao para expressar a

elastica da imperfeicdo inicial podem ser adotadas através desta
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formulacdo, esperando-se bons resultados, enquanto as imperfeigoes

iniciais definidas pelo anguio  forem pequenas.

Ainda em relacdo as Tab. 57 e 5.8, nota-se tambem gue 0s
deslocamentos e momentos fletores obtidos das analises com 10, 8 e 6
elementos, considerando-se a elastica parabdlica, podem ser considerados
muito bons. Apenas a partir de 90% da carga critica, a analise com 6
elementos comeca a apresentar resultados ndo tao proximos dos resultados
obtidos com 8 e 10 elementos. No caso da analise com 6 elementos ha
dificuldades para a convergéncia dos resultados a partir de 98% de P,
enquanto que para 8 e 10 elementos, os resultados convergem, até
facilmente (7 ou 8 iteragdes), mesmo para cargas superiores a Pe.

O numero médio de iteracoes foi de 4 até 95% de P., alcangando 14
iteracdes para P = 0,99 P, na formulagéo parabodlica com 10 elementos, num

tempo total de processamento em torno de 1,25 minutos.
b) IMP 2: Curvas de resisténcia-ultima da coluna da Fig. 5.9

A finalidade principal deste exemplo & mostrar a influéncia das
imperfeices iniciais na resisténcia das colunas, tanto no regime elastico

quanto no regime plastico.

Na andlise de barras que falham no regime inelastico do
comportamento das colunas, os efeitos da curvatura inicial ndo sao bastante
evidentes, uma vez que nesta regido as tensdes residuais interagem com
essas imperfeicdes num fendomeno mais compliexo. O estudo dos efeitos
isolados das imperfeices iniciais nas regides eléstica e inelastica pode ser
feito através desta formulacdo, ao se admitir que as tensdes residuais nas

secbes tansversais sdo nulas.

Como ja afirmado anteriormente, a maioria dos pesquisadores tém

adotado a forma senoidal para a elastica das imperfeigdes iniciais de uma
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barra, com uma flecha maxima, &,, no meio do véo, dada em fungdo do seu
comprimento. Assim, no desenvolvimento das curvas de flambagem da
ECCS [47, 48], BEER et al. [20] usaram a forma senoidal e adotaram a
flecha &, = /1000 (também adotada pela NBR-8800/86 [13]). BJORHOVDE
[21] adotou a forma senoidal e a flecha §, = /1470 no desenvolvimento das

curvas SSRC-1P, 2P e 3P, mais tarde assimilado pelo AISC/LFRD [7].

Para se estudar a influéncia das imperfeigdes iniciais na resisténcia
das colunas, toma-se novamente a coluna bi-rotulada da Fig. 5.9, com os
mesmos dados anteriores, acrescentando-se a tens&o de escoamento oy =

25,00 kN/cm? e tracam-se os graficos E};"—*x A, onde A é o indice de
Y

esbeltez da coluna.

Neste caso é adotada a fungéo parabodlica quadratica para a elastica
das imperfei¢cdes iniciais. A viga & composta por 10 elementos e a secéo
transversal é dividida em 10 fatias. Os valores de Pmax serdo pesquisados
para os seguintes valores de . 20, 40, 60, 80, 100, 120, 150, 173 e 200, e
para os seguintes valores de &,: 1/1500, /1000 e /500.

A Fig. 510 e a Tab. 5.9 mostram os resultados desta analise. As
curvas de resisténcia maxima da Fig. 5.10 s&o tragadas com os dados da
Tab. 5.9.

Os graficos da Fig. 5.10 e os dados da Tab. 5.9 s&o bastante
elucidativos. Observa-se com clareza a grande influéncia que as
imperfeigdes iniciais tém na resisténcia das colunas, causando uma redugao
consideravel nestes valores em todo o dominic das esbeltezes das colunas.
Neste caso, a reducéo de resisténcia tanto na fase elastica quanto na fase
ineldstica, é devida ao efeito isolado das imperfeigdes iniciais, uma vez que

a analise foi feita considerando-se nulas as tensdes residuais.
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FIGURA 5.10 — Curvas de resisténcia maxima da coluna da Fig. 5.9 paré,=L/1500, /1000

e L/500

TABELA 5.9 - Valores de Pns/Py, da coluna da Fig.'5.9 considerando varias imperfeigdes

iniciaisd,.
Pmax/ Py
A 80= 0 5, =L/1500 | &, =L/1000 | &, =L/500
20 1.000 0.985 0.980 0.965
40 1.000 0.965 0.950 0.900
60 1.000 0.915 0.880 0.790
80 1.000 0.820 0.770 0.680
100 0.809 0.647 0.607 0.534
120 0.562 0.489 0.466 0.416
150 0.360 0.329 0.317 0.288
173 0.270 0.251 0.245 0.224
200 0.202 0.191 0.186 0.174
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Algumas observacbes podem ser feitas para o conjunto das trés
imperfei¢des iniciais ndo nulas. Além de mostrar que elas reduzem a
resisténcia das colunas, observa-se que este efeito redutor é bastante
acentuado na regido de 40 < A < 120, das esbeltezes intermediarias,
justamente onde se encontram a maioria das colunas da pratica da
engenharia. Os efeitos das imperfei¢cdes iniciais na resisténcia das colunas

alcangam um valor maximo quando A = Aim. Neste caso, Aim = 90.

Numa comparagdo entre as varias imperfeigées iniciais adotadas,
observa-se claramente a redugado drastica causada por 8, = L/500. Entre as
curvaturas iniciais com §, = L/1500 e 8, = L/1000, as diferencas n&o s&o
relevantes, sendo maiores na regido entre 60 < A < 100, quando pode atingir

aproximadamente 5%.

¢) Comentarios sobre os resultados

Os exemplos apresentados nesta segdo mostram que a formulagdo
desenvolvida no presente trabalho, para se estudar barras com imperfeigoes
iniciais, fornece resultados muito bons quando comparados com outras

formulagdes de varios pesquisadores.

O uso de fungbes parabdlicas quadraticas para interpolagéo da
elastica da curvatura inicial, que sera usada ao longo deste trabalho,
mantém-se coerente com a formulagéo tedrica adotada e se constitui numa

inovagao no estudo das imperfei¢des iniciais por computador.

Os exemplos demonstraram que o programa desenvolvido € capaz de
analisar problemas que envolvem barras com imperfeigdes iniciais, tanto na
fase elastica quanto na fase inelastica, com resultados considerados muito

bons.
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5.5 Exemplos e Consideragdes sobre as Tensées Residuais nos

Perfis de Ago

5.5.1 Considerag6es Iniciais

Nesta secdo sera estudado o comportamento de colunas com
imperfeicdes do material (NLM), causadas principalmente pelas tensdes
residuais existentes nas segdes transversais das barras de ago.

Uma descricéo qualitativa sobre a influéncia das tensoes residuais na
resisténcia das colunas de aco foi feita no contexto do Capitulo 2,
notadamente na secdo 2.2.2. Em resumo, conforme afirmam ALPSTEN &
TALL [2], a principal causa da né&o-linearidade do diagrama tens&o X
deformacdo da segdo transversal das barras de aco sdo as tensles
residuais, que aparecem como resultado do processo de fabricagéo dos

perfis soldados ou iaminados.

O objetivo principal nesta segéo € aplicar a formulacao deste trabalho
no estudo de barras de aco cujas segbes transversais contém tensdes
residuais. Inicialmente procura-se mostrar a validade e a preciséo da
formulagdo para, através dela, estudar de forma quantitativa, a influéncia
das tensdes residuais na resisténcia das colunas de ago.

Para alcancar este objetivo recorre-se a SALMON & JOHNSON [111]
onde, na secdo 6.6, é feita uma formulacéo analitica aproximada para o
desenvolvimento de curvas de resisténcia de colunas inciuindo as tensoes

residuais.

Com a sua formulacdo Salmon e Johnson estabelecem a curva de
resisténcia de uma coluna considerando uma distribuigéo linear das tensdes
residuais nas mesas do perfil, conforme mostrada na Fig. 5.11a. E analisada
a flambagem em torno do eixo de menor inércia de um perfil H de ago com

tensdo de escoamento o, = 36 ksi (= 250 MPa). Admite-se o comportamento
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elasto-plastico ideal para o ago, conforme indicado na Fig. 5.11b e
despreza-se o efeito da alma na analise. Os resultados desta analise s&o
utilizados na segdo seguinte para comparacdo de resultados. (Ver Tab.
5.10)

N A I
Tensdes residuais Oy~ —

nulas na alma \ |
l elasto—pldstico ideol
/ E=29000 ksi
[

!
|
|
|
L
2

a) Distribuicdo das tensdes residuais nas mesas b) Diagrama tens&o x deformagao idealizado

FIGURA 5.11 - Dados para os exemplos da se¢do 5.5.2

5.5.2 Exemplos

a) TRES 1: Resisténcia de colunas com tensdes residuais

considerando a flambagem em relagdo ao eixo de menor

inércia.

Os objetivos principais a serem buscados com este exemplo s&o:
avaliar a precisdo da formulagdo deste trabalho, comparando-se os
resultados com os da ref. [111]; mostrar a influéncia das tensdes residuais
na resisténcia das colunas de ago e avaliar a influéncia relativa das tensGes
residuais, quando se trabalha com ago de alta-resisténcia com tensdo de

escoamento o, = 50 ksi (= 345 MPa).

Para isto, o exemplo da ref. [111] é avaliado através da formulagao

do presente trabalho considerando-se os dados apresentados na Fig. 5.11
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para o perfil HP 8" x 36. E considerada uma coluna bi-rotulada formada por
10 elementos de comprimentos iguais. As mesas do perfil foram divididas
em 22 fatias para se representar adequadamente o modelc linear de

distribuic&o das tensdes residuais da Fig. 5.11.

Para a analise considerando-se ago de alta-resisténcia com oy = 50
ksi foram admitidos o mesmo valor e o mesmo modelo de distribuigdo das
tensdes residuais, uma vez que o efeito do limite de escoamento do ago na
distribuicao das tensdes residuais néo ¢ to relevante quanto 0s efeitos da
geometria, conforme afirma GALAMBOS [30].

Os resultados desta analise estdo mostrados na Tab. 5.10, onde séo
listados as tensdes criticas relativas e o percentual da segéo transversal
que se torna plastica em cada analise, para cada valor do indice de esbeltez

considerado.

TABELA 5.10 - Resultados da anélise da resisténcia de colunas com tensdes residuais

conforme os dados da Fig. 5.11

o, =50 ksi
o, =36 ksi (=250 MPa) | Jym =109.2 (= 345 MPa),
7am = 86,8
7 Ref. [111] Presente Formulacao Presente Formulagao
Ger l Oy % plast. Serl Oy % piast. 6ol Oy % plast.
109.2 0.660 0 0.660 0 0.475 0
89 0.730 10 0.740 10 0.720 0
72 0.787 20 0.800 20 0.810 10
57 0.837 30 0.850 30 0.870 20
46.1 0.880 40 0.900 40 0.910 30
329 0.917 50 0.940 50 0.940 40
23.2 0.947 60 0.950 60 0.950 50
8.00 0.987 80 0.970 70 0.980 80
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Os objetivos a serem alcangados, propostos no inicio do problema,
podem ser avaliados observando-se os dados da Tab. 5.10.

Em primeiro lugar observa-se que os resultados da ref [111] e da
presente formulagéo, considerando o, = 36 ksi, sdo bastante proximos, tanto
para as tensdes relativas quanto para o percentual de plastificagdo da
secdo transversal; sendo que os resultados da presente formulagéo sé&o
levemente superiores. Um dos motivos para isto reside no fato de que a
formulacdo analitica aproximada nao considera o efeito de alma na analise,

a qual é levada em conta pela presente formulagéo.

Em segundo lugar observa-se a grande influéncia das tensodes
residuais na resisténcia das colunas de aco na regido inelastica onde A <
aim. Ocorre uma grande reducgdo nas tensdes criticas que alcangcam um
valor maximo em A = Ajm.

Por ultimo, os dados da Tab. 5.10 mostram que as resisténcias de
colunas feitas de aco de alta-resisténcia (o, = 50 ksi) s@o levemente menos
influenciadas pelas tensdes residuais do que as resisténcias de colunas
feitas de aco comum (o, = 36 ksi).

Nesta andlise a convergéncia da solucdo foi bastante rapida com

apenas duas iteragbes em media.

b) TRES 2: Resisténcia de coluna com distribuigao parabdlica de

tensoes residuais

Este exemplo é apresentado com a finalidade de se analisar a influéncia na
resisténcia das colunas dos diferentes modelos de distribuigéo de tensoes
residuais nos perfis de ago.

Os modelos de distribuicio de tensdes residuais nas mesas de perfis
laminados que s&o usualmente adotados, estao entre as distribuicdes

lineares e parabolicas conforme ilustrado na Fig. 5.12.
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a) Linear b) Parabodlica

FIGURA 5.12 - Modelos de distribuicdo de tensées residuais nas mesas de perfis
laminados usualmente adotados

Sendo assim, resolve-se novamente o problema proposto no item
anterior, considerando-se a flambagem em torno do eixo de menor inércia
do perfil HP 8" x 36 com o, = 36 ksi. A coluna tem 10 elementos, a se¢éo
transversal é dividida em 22 fatias e admite-se agora uma distribuigao
parabdlica das tensdes residuais nas mesas do perfil, conforme o modelo da
Fig. 5.12b. Adotou-se neste caso o valor maximo de . = -12 ksi (= 83 MPa),
para as tensdes residuais de compress&o nas extremidades das mesas do
perfil e o valor maximo de o« = 6,75 ksi (= 46,5 MPa), para as tensdes

residuais de tragdo no centro da mesa.

Os resultados da analise estdo mostrados na Tab. 5.11, onde s&o
listadas as tensdes criticas relativas e o percentual da seg&o transversal
que se torna plastica durante a analise, para cada valor do indice de
esbeltez considerado. A comparacéo é feita considerando-se a distribuigao

linear das tensdes residuais do exemplo anterior.

Os dados da Tab. 5.11 permitem concluir que uma coluna reta, com
um modelo de distribuicdo linear de tensbes residuais, pode ter uma
resisténcia maxima em torno de 4% menor do que a resisténcia maxima
considerando a distribuicdo parabdlica das tensdes residuais. Entdo, o uso
geral do modelo linear de tensdes residuais leva a resultados que sao

conservativos para perfis laminados a quente.
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TABELA 5.11 - Resultados da analise da resisténcia de colunas com distribuicbes lineares e

parabolicas das tensoes residuais nas mesas dos perfis

Presente Formulagdo - o, = 36 ksi (= 250 MPa)- ~im =109,2
b3 Dist. Linear das T. Res. Dist. Parabolica das T. res.
o/ Oy % plast. Oer / Oy % plast.
109.2 0.66 0 0.65 0
89 0.74 10 0.74 10
72 0.80 20 0.81 20
57 0.85 30 0.88 30
441 0.90 40 0.94 40
329 0.94 50 0.96 50
23.2 0.95 60 0.97 60
8.0 0.97 80 0.98 70

Novamente, o programa PPLANLEP desenvolvido neste trabalho
levou a solugdes convergentes com bastante rapidez, sendo necessarias

duas iteracées em média, com um maximo de trés.

c) TRES 3: Resisténcia de colunas com tensoes residuais
considerando a flambagem em relagdo aos eixos de maior

e menor inércia.

Neste exemplo procura-se analisar a influéncia das tensoes residuais
na resisténcia de colunas de aco formadas de perfis | ou H, quando se

considera a flambagem em relag&o aos eixos de maior ou de menor inércia.

Para isto a coluna bi-rotulada formada pelo perfil HP 8" x 36, com oy, =
36 ksi &€ novamente analisada, desta feita considerando-se a flambagem em

torno do eixo de maior inércia. Admite-se a distribuicao linear das tensoes
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residuais nas mesas do perfil HP e a divisdo da coluna em 10 elementos de

comprimento iguais.

Neste caso a secdo transversal foi dividida em 60 fatias, sendo 20
para cada elemento componente do perfil (mesas e alma). A divisdo de cada
mesa em 20 fatias é usada para captar adequadamente a influéncia do
modelo linear de distribuicdo das tensdes residuais na analise na fase
inelastica. Como, neste exemplo, ndo se consideram as tensdes residuais
na alma, esta poderia ter sido dividida em 10 fatias e ainda assim se

alcangariam bons resultados.

Os resultados da andlise sdo apresentados na Tab. 5.12, onde se
mostram as tensdes criticas relativas e o percentual da segdo transversal
que se torna plastica durante a andlise para cada valor do indice de
esbeltez considerado. A comparacao é feita considerando-se os resultados
dos exemplos anteriores desta seg&o, quando se usou esta formulagao para
estudar a flambagem da coluna em relagéo ao eixo de menor inércia e uma

distribuicéo linear das tensdes residuais.

Os dados da Tabela 5.12 mostram que para a mesma esbeltezes,
colunas | ou H que possam flambar em torno do eixo de menor inércia
podem suportar menor carga do que colunas que possam flambar somente
na direcdo do eixo de maior inércia. A tensdo residual de compressao, que é
maior nas extremidades das mesas, é responsavel por esta diferenca de
resisténcia. Observa-se que nos casos praticos da engenharia, esta €
exatamente a situagdo do perfis I ou H laminados. Entretanto, para os perfis
I ou H soldados, formados de chapas cortadas a magarico (tipo FC), a
situacdo é oposta, uma vez que a distribuicdo das tensodes residuais nestes

perfis favorece a flambagem em relagdo ao eixo y.

Foram necesséarias de duas a quatro iteragbes para se chegar as

solugbes do problema.
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TABELA 5.12 - Resultados da analise da resisténcia de colunas considerando flambagem
em torno dos eixos de menor e maior inércia e distribuicdo linear das

tensodes residuais nas mesas.

Presente Formulagio - 5, = 36 ksi (= 250 MPa) - hm = 109,2
A Eixo de Menor Inércia Eixo de Maior Inércia
Ter / Oy % plast. oer/ Oy % plast.

109.2 0.66 0 0.65 0
89 0.74 10 0.80 13
72 0.80 20 0.90 27
57 0.85 30 0.93 67
441 0.90 40 0.97 80
329 0.94 50 0.97 80
23.2 0.95 60 0.98 93
8.0 0.97 80 0.98 93

d) Comentarios sobre os resultados

Os resultados dos exemplos apresentados nesta segdo demonstram
a validade e precisdo da formulagdo adotada neste trabalho, para se
estudar a influéncia das tensdes residuais na resisténcia das colunas de
ago.

As varias hipoteses apresentadas nos diversos exemplos foram
analisados pelo programa PPLANLEP sem problemas de convergéncia e 0s

seus resultados podem ser confirmados através da literatura existente.

5.6 Exemplos Considerando a Combinagdo dos Dois Fatores

Nas secdes 5.4 e 5.5 estudou-se o efeito isolado das imperfeigbes

iniciais e das tensées residuais, respectivamente, com o objetivo de mostrar
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a validade e precisdo da formulagdo e entender alguns aspectos da
influéncia destes dois fatores na resisténcia das colunas.

Nesta secdo tem-se como objetivo principal, estudar o efeito
combinado das imperfeicdes iniciais e tensdes residuais, procurando
mostrar como a interacdo destes dois fatores influenciam a resisténcia das
colunas, como fizeram BATTERMAN et al. [18].

Para isto, uma coluna bi-rotulada de ago com tens&o de escoamento
o, = 36 ksi e segdo transversal em perfil W 12 x 336 sera analisada,
considerando-se a flambagem em torno do eixo de menor inércia. Admite-se
que as imperfeigdes iniciais tém uma elastica parabdlica com uma flecha
maxima no meio do vao §, = I/1000. As tensdes residuais se distribuem
apenas nas mesas do perfil segundo o modelo linear com uma tens&o
residual o, méxima de 0,3 oy, ou seja, o, = 10 ksi (= 68,95 MPa).

A secao transversal do perfil W 12 x 336 foi dividida em 60 fatias,
sendo 20 em cada uma das mesas e 20 na alma.

Os resultados da analise sdo apresentados nas Tab. 5.13 e 5.14. Na

Tab. 5.13 sdo mostradas as tensdées maximas relativas em fungéo do indice

de esbeltez A ou do parametro de esbeltez adimensional . para as varias
situagdes consideradas, que s&o: A: coluna ideal para a qual as
imperfeicdes iniciais e as tensdes residuais sao nulas; B: coluna com
somente imperfeigdes iniciais 8, = 1/1000 e o, = 0: C: coluna com somente
tensdes residuais o, = 10 ksi e 8, = 0: D: coluna onde se consideram 0s
efeitos combinados de §, = 1/1000 e o, = 10 ksi.

Na Tab. 5.14, para as mesmas esbeltezes e 0s mesmos casos
citados, sdo mostradas as relagbes obtidas ao se dividir as resisténcias
maximas das colunas imperfeitas (s6 ou combinadas) pelas resisténcias
méaximas da coluna perfeita, isto é sem tensdes residuais e imperfei¢cbes
iniciais. As resisténcias desta coluna perfeita sdo dadas na Tab. 5.13 para o

caso A.
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TABELA 5.13 - Resisténcias maxmas relativas para varias combinagbes de tensdes

residuais e imperfeigdes iniciais.

;q,m = 89,2 Omax / Oy
A B C D

- 3o = 8, = L/1000 5, =0 8, = L/1000

~ A 5 =0 G =0 5. =10ksi | o =10ksi
20 0.22 1.000 0.980 0.975 0.900
40 0.45 1.000 0.950 0.915 0.850
60 067 1.000 0.860 0.860 0.810
80 0.90 1.000 0.760 0.790 0.660
100 112 0.795 0.596 0.747 0.541
120 1.35 0.552 0.453 0.549 0.420
150 168 0.353 0.307 0.350 0.293
173 1.94 0.266 0.239 0.263 0.229
200 224 0.199 0.183 0.197 0.175

TABELA 5.14 - Relacdes entre resisténcias maximas para varias combinagoes de tensoes

residuais e imperfei¢cdes iniciais.

Mim = 89.2 G max / G max ideal
A B C D

- 3, =0 8, = 1/1000 5,=0 8, = 111000

" A G =0 o =0 5.=10ksi | o =10Kksi
20 0.22 1.00 0.98 0.98 0.90
40 0.45 1.00 0.95 0.92 0.85
60 067 1.00 0.86 0.86 0.81
80 0.90 1.00 0.76 0.79 0.66
100 112 1.00 0.75 0.94 0.68
120 135 1.00 0.82 0.99 0.76
150 168 1.00 0.87 0.99 0.83
173 1.94 1.00 0.90 0.99 0.86
200 2.24 1.00 0.92 0.99 0.88
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Em relacdo a Tab. 5.14 alguns comentdrios podem ser feitos. A
coluna A representa o caso da coluna ideal. A coluna B mostra os efeitos
das imperfeigées iniciais isoladamente, onde se nota que para A > Aim O
efeito da curvatura inicial diminui gradativamente. A coluna C mostra os
efeitos exclusivos das tensdes residuais, observando-se que elas ndo tém
praticamente nenhum efeito sobre a maxima resisténcia de colunas muito
esbeltas, quando o indice de esbeltez ultrapassa o indice de esbeltez
efetivo do ago (no caso A« = 104,9). A coluna D mostra a resisténcia maxima
obtida quando as imperfeicdes iniciais e as tensbes residuais sao
combinadas. As resisténcias das colunas, reduzidas pelos efeitos das
imperfeicdes iniciais e tensdes residuais, em comparagdo com as
resisténcias idealizadas (com estes fatores adversos ausentes) mostram

que o maximo efeito de tais fatores, sés ou combinados, sempre ocorrem

quando o indice de esbeltez, A, € igual a Ajm (OU O parametro de esbeltez ):
=1).

Os dados da Tab. 5.14 mostram que os efeitos separados de redugao
da resisténcia, causados por tensées residuais apenas ou por imperfeicoes
iniciais apenas, ndo podem ser somados para dar uma boa aproximagao da

reducédo da resisténcia considerando o efeitoc combinado dos dois fatores.

Na regido de 60 < A < 100 (vizinhanga de ):= 1), os efeitos
combinados s3o mais favoraveis do que a soma dos efeitos isolados. Para A
< 40 os efeitos s&o aproximadamente iguais. Para colunas esbeltas, & >
120, o efeito da interagdo dos dois fatores é mais desfavoravel do que 0s
efeitos isolados somados, porque a tensdo residual tem influéncia nula
isoladamente. Isto ocorre pelo fato de que, enquanto a carga de flambagem
de Euler de uma coluna reta para A > Ahim N30 € afetada pelas tensoes
residuais, a resisténcia a flexdo é eventualmente reduzida pelas tensdes
residuais indiferentemente do indice de esbeltez.

E importante frisar que estas conclusbes nao podem ser

generalizadas quando se trata da combinagéo destes dois parametros, uma
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vez que eles interagem de véarias maneiras. Assim, variagées nos modelos
de distribuicdo de tensGes residuais, diferentes limites de escoamento do
aco, tipos de perfis, devem ser analisados na presenca destes dois fatores.
Entdo, a definicdo dos limites de indices de esbeltez e tipos de colunas,
para os quais o efeito combinado de tensdes residuais e imperfeigoes

iniciais € maior do que a soma das partes, € um fendmeno complexo.

5.7 Exemplos na Analise de Pérticos Planos

A formulacdo apresentada no capitulo 3 deste trabatho é
desenvolvida com o objetivo de se fazer a analise n&o-linear de porticos
planos de andares muitiplos, levando-se em conta os efeitos das
imperfeicdes iniciais nas barras e das tensoes residuais nas suas segdes
transversais. Sendo assim, os dois pdrticos mostrados nas Fig. 5.13 e 5.15
sA0 usados para este proposito. As propriedades do material, comprimentos
das colunas e vigas sdo mostrados para cada portico, observando-se que o
uso das unidades inglesas, assim como foi feito em alguns exemplos
anteriores, é adotado apenas para se fazer uma comparagao adequada com
os resultados de outros pesquisadores. Os porticos s&o designados pela

letra P seguida de um numeral indicando o numero de andares.

a) Poértico P3

O portico de trés andares mostrado na Fig. 5.13 foi analisado em
teoria de segunda-ordem por McNAMEE & LU [79] considerando que 0
carregamento cresce proporcionalmente até o colapso. Os efeitos das
imperfeicdes iniciais e das tensdes residuais nao foram considerados por
aqueles pesquisadores que obtiveram a carga critica, Po = 24,2 Kips, € 0

desiocamento horizontal no nivel do primeiro andar de Ag = 0,5 in.
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FIGURA 5.13 - Pdrtico P3

Inicialmente o pértico P3 é analisado através da presente formulagéo
desconsiderando-se os efeitos das imperfeigées iniciais e das tensbes
residuais, quando se comparam os resultados com os valores anteriores.
Em seguida sdo considerados os efeitos isolados dos dois fatores e,
finalmente, faz-se a anélise levando-se em conta a interagdo dos mesmos.

Para isto, cada barra do portico P3 é dividida em 8 elementos
chegando-se a um total de 72 elementos e 71 nos. Admite-se que as
imperfeicdes iniciais das colunas tenham uma elastica parabdlica com uma
flecha maxima no meio do vao de §, = L/1000. As tensbes residuais se
distribuem nas mesas dos perfis W dados, segundo o modelo linear, com
uma tensao residual o, maxima de F,/3, considerando-se o ago A36, ou seja,
o, = 36/3 = 12 ksi. A segao transversal dos perfis foi dividida em 50 fatias,

sendo 20 em cada mesa e 10 na alma.
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Os resultados da analise sdo apresentados nas Tab. 515 e 5.16 e
através do gréafico P x A da Fig. 5.14. Na Tab. 515 s&o mostrados 0s
deslocamentos As, em polegadas, no nivel do primeiro andar, em fungéo da
carga P (em kips), para as varias situagdes consideradas, que sao. A -
portico com tensdes residuais e imperfeigdes iniciais nulas nas barras; B —
portico com somente tensdes residuais o, = 12 ksi € 6, = 0; C — pdrtico com
somente imperfeicdes iniciais &, = L/1000 e o, = 0;: D — pértico onde se

consideram ambos os fatores combinados de o, = 12 ksi e §, = L/1000.

Na Tab. 5.16, para as mesmas cargas e 0S mesmos Casos citados,
s30 mostrados os momentos fletores Mg (em kips x in) no topo da coluna AB

do primeiro andar do pértico P3, conforme indicada na Fig. 5.13.

Na Fig. 5.14 sao apresentados os gréficos P x A do portico P3 para

as varias situacbes analisadas, de acordo com 0s dados da Tab. 5.15.

Os valores mostrados nas Tab. 5.15 e 5.16 indicam que a presente
formulacgéo fornece bons resultados. A resisténcia maxima alcangada foi Py
= 23,00 kips e um deslocamento maximo Ag = 0,45077 in que sao valores
proximos aos alcangados por McNAMEE & LU [79]. Pode ser observado que
as tensdes residuais reduzem a resisténcia Ultima do portico devido ao
escoamento precoce de partes da seg&o transversal. De outra forma, as
imperfeicbes iniciais consideradas na analise enrijecem o portico e
aumentam a sua resisténcia Ultima. Deve ser observado que, neste
exemplo, todas as colunas apresentam a concavidade da elastica das
imperfeicdes iniciais voltadas para a esquerda, no mMesmo sentido das
forcas horizontais aplicadas. Isto quer dizer que uma analise dos efeitos das
imperfeicdes iniciais num pértico de andares multiplos & bastante complexa,
uma vez que os desvios das colunas sao aleatorios. Finaimente, o efeito da
acao conjunta dos dois fatores mostrado nas Ultimas colunas das Tab. 5.15

e 516 indica que o efeito favoravel da imperfeicoes iniciais compensa o
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efeito desfavoravel das tensbes residuais e o comportamento final fica
préximo do caso A.

De uma maneira geral, foram necessarias 3 iteragdes na fase elastica
e, a partir do inicio da plastificagdo, este numero cresceu bastante,

ultrapassando 90 iteragbes em alguns casos.

TABELA 5.15 - Deslocamentos Ag (in) no nivel do primeiro andar do pértico P3

P =25 kips Deslocamento no nivel do 1° andar - Ag (in)
%P A B Cc D
=0 o = 12 ksi cr=0 or = 12 ksi
3, =0 5, =0 5, = L/1000 5, = L/1000

0.10 0.01715 0.01715 0.01437 0.01437
0.20 0.03610 0.03610 0.03022 0.03022
0.30 0.05718 0.05718 0.04782 0.04782
0.40 0.08079 0.08079 0.06750 0.06750
0.50 0.10744 0.10744 0.08968 0.08968
0.60 0.13781 0.13794 0.11491 0.11501
0.70 0.17274 0.17562 0.14391 0.14652
0.75 0.19227 0.19934 0.16011 0.16658
0.80 0.21340 0.22835 0.17762 0.19101
0.82 0.22337 0.24237 0.18616 0.20325
0.84 0.23696 0.25923 0.19658 0.21742
0.86 0.25979 0.28300 0.21261 0.23747
0.88 0.31125 0.33476 0.25207 0.27138
0.90 0.39223 0.48230 0.31679 0.38182
0.91 0.45077 - 0.36729 -

0.92 - - 0.43930 -

0.93 - - - -
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TABELA 5.16 - Momentos fletores Mg (kips x in) no topo da coluna do primeiro andar do

pértico P3
P = 25 kips Momento fletor no topo da coluna inferior Mg (kips x in)
%P A B C D
or=0 or = 12 ksi o =0 o = 12 ksi
3,=0 3,=0 3, = 1/1000 3, = 1/1000

0.10 17.3171 17.3171 17.3022 17.3022
0.20 34.7496 34.7496 34.6776 34.6776
0.30 52.3405 52.3405 52.1612 52.1612
0.40 70.1437 70.1437 69.7976 69.7976
0.50 88.2282 88.8055 87.6431 87.6431
0.60 106.683 106.7089 105.771 105.778
0.70 125.624 125.728 124.277 124.379
0.75 135.324 135.758 133.710 134.127
0.80 145.208 146.439 143,290 144.468
0.82 149.376 150.949 147.339 148.837
0.84 153.789 155.716 151.593 153.447
0.86 158.504 160.997 156.091 158.518
0.88 164.036 167.290 161.287 164.273
0.90 170.345 176.655 164.154 172.414
0.91 174.092 . 170.573 .

0.92 - - 175.026 -

0.93 . - - -

Obs.: Para converséo do sistema de unidades, adotar:

1 kip = 4,448 kN,;
1in=2,54 cm,

1 ksi = 6,895 MPa = 0,6895 kN/cm’
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FIGURA 5.14 - Curva forga x deslocamento para o pértico P3

b) Pértico P8

O pértico de oito andares mostrado na Fig. 5.15, foi analisado em
teoria de segunda-ordem elasto-plastica por KORN & GALAMBOS [68],
considerando que o carregamento indicado representa a carga de servico, a

qual cresce proporcionalmente até o colapso.

Este exemplo, apesar de n&o representar uma situagdo muito pratica,
pois todos os andares sdo formados de colunas e vigas diferentes, foi
analisado para mostrar a aplicagdo do programa em porticos de andares
multiplos. As unidades s& as mesmas adotadas por aqueles

pesquisadores, para uma melhor comparagéo de resultados.
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FIGURA 5.15 - Portico P8; configuragdo e carregamento

Cada barra do pértico P8 é dividida em 8 elementos, chegando-se a
um total de 192 elementos e 186 nos. Admite-se a elastica parabdlica para
as imperfeicdes iniciais das barras das colunas com a flecha maxima no
meio do vao de &, = L/1000. Neste caso, as tensdes residuais ndo s&o
consideradas na analise o que permite que a segdo transversal dos perfis
seja dividida em apenas dez fatias, sendo uma em cada mesa e oito na

alma.

Os resultados da analise sdo apresentados na Tab. 5.17, onde sao
mostrados os deslocamentos A., em polegadas, no n6 esquerdo do Uitimo
andar, e os momentos fletores Mg (em tf x in), no né inferior da coluna direita
do primeiro andar, em fung&o do fator de carga y. Foram analisadas apenas

duas situacées: a primeira, quando se consideram as barras de portico com
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imperfeigdes iniciais e tensdes residuais nulas (3, =0 e or = 0) e a segunda,
quando se consideram apenas imperfei¢des iniciais (3o = Oeo, =0)

Os valores da Tab. 5.17 mostram que os deslocamentos nas duas
analises sdo praticamente os mesmos e, que 0os momentos fletores, para o
caso do portico formado de barras imperfeitas, s&o levemente inferiores aos
do pértico formado por barras retas, confirmando as expectativas. Observa-
se que o portico “imperfeito” alcanga uma carga maxima superior a carga do

portico “perfeito” e que ocorre fechamento de rotula para v = 2,4.

TABELA 5.17 - Deslocamentos A (in) e momentos fletores Mg (tf X in) para o
pértico P8 da Fig. 5.15

W 3%=0;0=0 8, =1L/1000 ; o,=0

A (in) Mg (t xin) Ac (in) Mg (& x in)
0.5 1.2319 175.918 1.2338 172.947
1.0 2.5022 353.735 2.5060 347.755
1.5 3.8127 533.497 3.8186 524.468
20 5.1656 715.252 5.1735 703.131
2.1 5.4414 751.846 5.4497 739.101
22 5.7445 777.923 5.7544 766.449
23 6.1196 789.293 6.1281 779.722
2.4 6.5938 776.965 6.6043 767.989
25 - - 7.2107 740.303
26 - - - -

Na analise elasto-plastica em segunda-ordem feita por KORN &
GALAMBOS [68], nao foram consideradas tensoes residuais e nem
imperfeices iniciais. O fator de carga vy, para a situacdo de colapso,
determinada por agueles pesquisadores foi y = 2,816 com Ac = 10,3296 in.
Deve ser observado que os deslocamentos determinados através da

presente formulagdo, sempre estiveram bastante proximos dos
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deslocamentos obtidos por Korn e Galambos até ser alcangado o fator y =
2,5, quando ocorreu o colapso.
A Fig. 5.16 mostra a ordem de formag&o das rétulas plasticas para as

andlises da Ref. [68] e da presente formulag&o.

gv
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%16 13
15 2414 2911
13
' / 7,46
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5 + 5
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a) Ref. [68] -0, ¢ =0
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8, =L/1000; o, =0

FIGURA 5.16 - Ordem de formagéo das rétulas plasticas

c) Comentarios sobre os resultados

Os exemplos apresentados mostram que O programa elaborado
conforme a formulagdo deste trabalho é capaz de analisar porticos de
andares multiplos com resultados considerados muito bons, sendo portanto

de grande aplicabilidade pratica.
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A andlise considerando as tensdes residuais gue causam O
escoamento precoce das barras pode ser feito e o modelo de fatias permite
acompanhar com bastante eficiéncia a formagéo de rétulas plasticas nas
secdes transversais. O estudo da influéncia das imperfei¢Ges iniciais no
comportamento global dos pérticos é bastante complexo, uma vez que as
imperfeigoes ocorrem de forma aleatoria.

Os exemplos apresentados necessitaram, em geral, de 3 iteragoes na
fase elastica, sendo que este numero cresceu bastante a partir da
plastificaco da primeira fatia. Para o pértico P8 cada iteragdo demorou em
média 30 segundos, usando-se microcomputador tipo PC 486 DX2 66 MHz,
com 8 MB de memdria RAM e disco rigido de 341 MB.
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CONCLUSOES

O objetivo principal deste trabalho foi desenvolver uma formulag@o
teérica consistente para a analise n&o-linear, fisica e geométrica de porticos
planos, através do MEF, considerando barras com imperfeigoes iniciais e
tensdes residuais nas suas segbes transversais, visando analisar os
critérios de resisténcia adotados para dimensionamento das colunas de ago,
baseados no conceito de resisténcia-ultima, e estudar o comportamento

nao-linear dos porticos de ago considerando estes dois fatores.

A introducdo do conceito de “curvas multiplas de resisténcia’ pela
NBR-8800 [13] significou uma mudanga de filosofia importante no
dimensionamento das colunas de ago, porque o conceito baseado no
critério de “bifurcagdo” foi substituido pelo conceito baseado no critério de
“resisténcia-ultima”. Comités europeus e americanos para estudos sobre
estabilidade de estruturas, ECCS e SSRC respectivamente, tém hoje a firme
opinido de que, no minimo fatores como as tensdes residuais existentes nos
perfis de aco e as imperfei¢des iniciais das barras devem ser consideradas

nos modelos para calculo da resisténcia maxima de colunas.

O desenvolvimento teorico desta teoria geral, que considera
imperfeicoes iniciais e tensdes residuais, foi feita dentro de uma formulacao
Lagrangiana utilizando a técnica corrotacional para a dedugao consistente
das matrizes do elemento de pdrtico plano. A formulagéo é bastante geral,
permitindo-se que os nds sofram grandes deslocamentos e rotagdes e as
barras sofram grandes alongamentos e curvaturas e, além disso, elas
podem ser ndo-homogénas, ndo-prisméticas e ser constituidas de material

elasto-plastico.
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As contribuicdes originais e relevantes deste trabalho pretende-se
que sejam:

1 - O detalhamento itemizado desta formulagdo, oriunda principal-
mente dos trabalhos de PIMENTA, P.M. [S0 a 9§, 98].

2 - A deducao consistente da matriz de rigidez tangente para barras
com imperfeigdes iniciais, explicitando-a de forma inedita.

3 - A consideracdo de forma consistente da presenca das tensdes
residuais auto-equilibradas nos perfis, na determinagdo das equagdes de
equilibrio do elemento.

4 - A utilizacdo da fungdo parabdlica para representar a elastica da
curvatura inicial, consistindo numa maneira original para se estudar as
imperfeigdes iniciais das barras, uma vez que toda a literatura so considera
a funcdo senoidal para esta eiastica.

5 - A elaboracdo de um programa para micro-computador, capaz de
fazer a analise nao-linear elasto-plastica de porticos planos, baseado num
processo incremental-iterativo, considerando que as suas barras tenham

imperfeigdes iniciais e tensdes residuais.

iniciaimente, definiram-se as deformacgdes e tensdes
energeticamente conjugadas adotadas neste trabalho e tratou-se, de uma
forma geral e bastante sucinta, das relagées constitutivas, elasticas e
elasto-plasticas, para se introduzir de forma consistente o modulo de rigidez
do material. De acordo com a formulacdo Lagrangiana, escolheu-se 0
sistema global de coordenadas Lagrangiano ou Cartesiano fixo e definiu-se
um sistema local de coordenadas corrotacional, ligado ao elemento, no qual
os deslocamentos generalizados s&o medidos em relacdo a uma
configuracdo deformada. Trata-se de um sistema de referéncia mével que
acompanha a estrutura deformada, onde os graus de liberdade de corpo
rigido ndo sdo considerados, levando-se em conta apenas 0s graus de

liberdade naturais que sdo quantidades objetivas.
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Toda a cinematica do elemento foi definida de forma consistente com
a teoria estrutural adotada neste trabalho, que segue a hipétese atribuida a
BERNOULLI-EULER, para a qual os campos de deformagdo e

deslocamento foram deduzidos para o elemento com imperfeigo inicial.

O equilibrio deste elemento foi estudado via PTV, ja considerando
também a presenga das tensdes residuais auto-equilibradas na segao
transversal. A matriz de rigidez tangente do elemento, que contém as
parcelas constitutiva e geométrica, foram entdo obtidas através de uma
derivacdo consistente da equacdo do equilibrio do elemento. As
interpolacdes usuais da Resisténcia dos Materiais foram introduzidas

explicitando-se a matriz kyque pode ser resolvida numericamente (Eq.

3.126, 3.128 € 3.130).

Finalmente, foram adotadas aproximagdes de segunda-ordem e a
funcao parabdlica para interpolar a elastica das imperfeigbes iniciais (Eq.
3.152), o que permitiu desacoplar os deslocamentos naturais dos
deslocamentos causados pelas imperfeigdes iniciais, conseguindo-se assim
explicitar, de forma consistente, simples e original, a matriz de rigidez
elastica e elasto-plastica dos elementos de pértico plano com imperfeicoes
iniciais (Eq. 3.185, 3.190 e 3.195, ou ainda, Eq. 3.188, 3.196, 3.211, 3.212).

O programa desenvolvido neste trabalho mostrou-se bastante
eficiente na analise dos varios exemplos apresentados, confirmando a

expectativa da grande potencialidade da formulagcio adotada.

Nas secbes 5.2 e 5.3 foram analisadas estruturas com NLG e NLGM
respectivamente, sem imperfeicdes e o©s resultados obtidos foram
comparados com aqueles de solugbes existentes na literatura, sendo

considerados muito bons. No caso de NLGM, o modelo de fatias adotado
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para se fazer a integragdo na segdo transversal, permitiu analisar a

plastificagdo ao longo da sua altura.

Nos exemplos apresentados na sec¢do 5.4 a formulagao foi aplicada
ao estudo de barras com imperfeigdes iniciais, onde se comparam as
influéncias entre as formas parabolica e senoidal para a elastica inicial, na
resisténcia das colunas. Cabe ressaltar que esta formulagdo permite
considerar varias formas de curvaturas iniciais, podendo representar mais
realisticamente as situagbes da pratica. Os exemplos demonstram que O
programa é capaz de analisar problemas que envolvem imperfeigdes iniciais
nas barras, tanto na fase eldstica quanto na fase inelastica, com resultados

muito bons.

Na secdo 5.5 foi analisada a influéncia quantitativa das tensoes
residuais na resisténcia das colunas de ago, quando varios casos foram
considerados. Avaliou-se, por exemplo, a influéncia relativa das tensdes
residuais na resisténcia de perfis de ago-carbono (comum) e de perfis de
alta-resisténcia. Também foram comparadas e avaliadas a influéncia das
tensdes residuais na resisténcia das colunas, guando se consideram as
suas distribuicdes lineares e parabdlicas nas segoes transversais dos perfis
de aco e, quando se considera a flambagem em relacdo aos eixos de maior
ou de menor inércia. Estes resultados, juntamente com O0s resultados
obtidos na secéo 5.6, quando se considerou a combinagao dos dois fatores,

sdo confirmados através da literatura existente.

Finaimente, a aplicagdo do programa na anélise de porticos planos
de andares multiplos confirma a validade da formulagao desenvolvida e sua
aplicabilidade nos casos praticos. Os efeitos das tensdes residuais, que
causam escoamento precoce das segOes transversais das barras, podem
ser avaliados e o modelo de fatias utilizado permite acompanhar com

precisdo o escoamento das segdes e a formacéo de rotulas plasticas. Os
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efeitos das imperfeicdes iniciais podem ser avaliados em cada caso,
considerando que a definigdo de um comportamento geral & bastante

complexo devido ao caréter aleatério de ocorréncia destas imperfeigoes.

Ao final deste trabalho surgem algumas propostas para
desenvolvimento em estudos posteriores, uma vez que algumas lacunas
encontradas devem ser preenchidas. Assim, a formulagdo poderia ser
estendida para se considerar os efeitos das tensGes de cisalhamento, a
possibilidade de analise dinamica e se possivel, o estudo da instabilidade

lateral.

O programa desenvolvido mostrou-se eficiente na analise nao-linear
incremental-iterativa de pérticos planos e a sua aplicabilidade pratica pode

ser ampliada com a adogéo de alguns procedimentos adicionais.

A incorporacdo de pré e pos-processadores aumentaria bastante a
eficiencia pratica de utilizagdo do programa. Os nds e elementos da
estrutura seriam gerados automaticamente de forma rapida e consistente. A
implementacéo de barras com imperfeigbes seria facilitada por uma rotina
que definisse os angulos e curvaturas iniciais para cada elemento. A
definicdo das fatias poderia estar acoplada ao modelo de distribuic&o das
tensbes residuais que ja forneceria um sistema auto-equilibrado. A saida

dos resultados seria melhorada com a inclus&o de recursos graficos.

Da forma como o programa estd implementado, todos 0s
carregamentos da estrutura s&o aumentados proporcionalmente. A
possibilidade de se trabalhar com a combinag&o de varios carregamentos,
com incrementos diferentes, € uma medida que auxilia as analises tedricas.
A consideracdo de liberagdo das extremidades das barras € um possivel

estudo de ligacées semi-rigidas devem ser levados em conta.
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A aproximagdo no calculo do momento de inércia das segoles
transversais, inerente ao método dos retangulos quando se considera o
modelo de fatias, pode ser evitada introduzindo-se, por exemplo, O meétodo
dos trapézios. O efeito do endurecimento (encruamento) e bastante
significativo em colunas de ago pouco esbeltas e em porticos de andares
multiplos, sendo que o modelo constitutivo da Fig. 4.3c que considera as
fases elastica, perfeitamente pléstica e plastica com endurecimento pode

ser facilmente implementado considerando entéo este efeito.

A implementagdo de outros algoritmos de solugdo numerica e
métodos automaticos de incremento de cargas podem ser medidas

eficientes para a melhoria da performance do programa.

Introduzindo-se estas modificagdes, acredita-se que 0 programa
desenvolvido para a formulag&o deste trabalho tornar-se-a um instrumento
bastante eficiente, tanto para as analises tedricas, académicas quanto para
os calculos praticos dos escritérios de projeto. O desenvolvimento de curvas
de resisténcia de colunas considerando as tensdes residuais e as
imperfeicdes iniciais, afericdo de métodos simplificados de analise em
segunda-ordem, o estudo do comportamento elasto-plastico dos porticos
sd0 alguns dos assuntos que poderédo ser meihor compreendidos com O uUsoO

da formulagéo apresentada neste trabalho.
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