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RESUMO

AMED, P. C. (1995). Associa¢do do cdlculo eldstico com a teoria das charneiras
plasticas para lajes retangulares com uma borda livre. Sdo Carlos. 168p.

Dissertagio (Mestrado) -Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Séo

Paulo.

Este trabalho apresenta uma associagéo dos calculos eldstico e plastico, para lajes
retangulares com carga uniforme e uma borda livre. O célculo eléstico € usado para pré-
dimensionamento, na determinagéo dos momentos negativos e da razéo dos momentos
positivos nas duas dire¢des. Esses momentos fletores sdo obtidos através de fungdes
aproximadoras, determinadas a partir de tabelas. Ap6s compatibilizagdo dos momentos
elasticos, sdo adotados os momentos de plastificagdo negativos, sendo os positivos
obtidos através da teoria das charneiras plasticas, que ¢ utilizada também no célculo do
comprimento das barras sobre os apoios. Conhecidas as armaduras, os momentos
elasticos s3o novamente utilizados na verificagdo das flechas. Nos exemplos sdo
comparadas as armaduras do calculo elastico com as obtidas através do célculo plastico,

no qual se pdde constatar a economia deste wltimo em relagéo ao primeiro.

Palavras-chave: Teoria das Charneiras Plasticas; Lajes com uma borda livre
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ABSTRACT

AMED, P. C. (1995). The elastic analysis associated with the yield line theory
for rectangular slabs with a free edge. S&o Carlos. 168p. Dissertagdo (Mestrado) -

Escola de Engenharia de S0 Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

This work presents an association of elastic and plastic analysis, for rectangular slabs
with uniform load and a free edge. The elatic theory is used to estimate the negative
moments and the relation between positive moments in the two directions. These
bending moments are obtained from approached functions, based on tables. After
compatibilization of elastic moments, the negative plastic moments are adoted and the
positive moments are obtained from yield line theory, which will be used again in the
calculation of the lenght of the bars over the supports. Once the reinforcements are
known, the elastic moments are used again for checking the deflexions. In the examples,
the results of elastic plate theory are compared with those obtained by plastic analysis,

where it is possible to evidence the economy of the later over the former.

Keywords: Yield Line Theory; Slabs with a free edge



1. INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

Na andlise de placas, ha basicamente dois métodos usuais de célculo: o elastico
linear e o pléstico. Sendo o problema fundamental afastar a possibilidade de ruina, o
calculo plastico é o mais indicado, pois nessas situagdes os materiais se comportam
plasticamente.

Porém, o calculo plastico apresenta restrigdes: as relagdes entre momentos em
duas dire¢Ges e entre momentos de apoio e de vio, na mesma diregdo, devem ser
adotados de inicio e, principalmente, ndo serve para analisar o comportamento das
estruturas em servigo pois, nessas condigdes, os materiais em geral se comportam
elasticamente.

Portanto, para verificar as condi¢Ses de utilizagdo da estrutura - basicamente
fissuragdo e flechas -, o calculo elastico € o mais adequado. O célculo elastico serve
também como pré-dimensionamento para o calculo plastico, fornecendo dados sobre os
momentos de apoio e relagdo entre os momentos de vio, valores estes que séo coerentes
com o comportamento das estruturas em servigo. Fica evidente, portanto, que os célculos
elastico e plastico se completam.

Os pioneiros do célculo estrutural ja tinham a nogdo correta de que na ruina os
materiais se comportam plasticamente. GALILEI (1638), analisando ensaios de vigas
de pedra e de madeira, admitiu que havia a mesma tragéo em todas as fibras, portanto
uma hipotese plastica. Errou por ter considerado que toda compressio se concentrava
junto a face mais comprimida, o que levava a resultados contra a seguranga em relagéo

aos observados nos ensaios.
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Ap0s a publicacio da lei de Hooke em 1678, o célculo elastico passou a receber
maior aten¢do. Retomando a pesquisa de Galilei, Mariotte fez a considerago correta de
que a compressdo se distribuia ao longo de certa altura; admitindo distribuigéo eléstica
das tensdes de compressio, obteve resultados mais préximos dos observados nos ensaios
de Galilei e com destaque para o fato de estarem a favor da seguranga.

Como na época o interesse dos pesquisadores estava voltado para o
comportamento das pegas estruturais em servigo, o calculo plastico ficou relegado. Por
levar a um dimensionamento a favor da seguranga e por permitir um elegante tratamento
matematico, o calculo elastico continuou a receber maior atengéo até os tempos atuais.
Somente no século XX o calculo plastico comegou a recuperar parte do terreno perdido.

Para as lajes, INGERSLEV (1923) deu inicio a "teoria das charneiras plasticas".
Estudou o equilibrio de cada regifio, delimitada pelas charneiras, que sdo linhas de
plastifica¢o, assumindo existirem apenas momentos ao longo dessas linhas.

JOHANSEN (1932) fez algumas corregdes, criando o conceito de for¢as nodais,
que sdo for¢as que substituem os efeitos das forgas cortantes e dos momentos torsores
e que atuam nas interse¢des das linhas de plastificagdo. Como ele deu grande
desenvolvimento ao processo, foram creditados a ele os méritos de criador da teoria das
charneiras plasticas.

Essa teoria foi pouco abordada até 1950, destacando-se os trabalhos de
GVOZDEYV (1934), (1938), (1939), (1948), (1949), (1949), na Unido Soviética, os do
proprio JOHANSEN (1934), (1949) e de CHAMECKI (1948), este tltimo no Brasil,
sendo divulgada apds isto com inimeros trabalhos, destacando-se os de MANSFIELD
(1957), WOOD (1961), JONES (1966)e LANGENDONCK (1966), (1970), (1975).

Apesar disso, sua utilizag8o era limitada, pois faltava maior divulgagdo de
processos que permitissem ao engenheiro enfrentar os casos reais da prética, que sdo as
lajes anisotropas continuas. AMARAL (1964) propds férmulas simples e diretas, onde
os proprios momentos negativos eram fixados, facilitando o uso da teoria. PINHEIRO
(1988) fixou as relagdes entre os momentos negativos e positivos conduzindo a calculo

iterativo, uma vez que, nos vinculos onde ha continuidade das lajes, os momentos sdo

diferentes. SANTOS (1989) aprimorou o trabalho de Amaral e RIOS (1991) seguiu a
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mesma linha de Santos, fixando os momentos negativos e a relagdo entre os positivos.

Neste trabalho foram incluidas fun¢des aproximadoras e exemplos de lajes com
uma borda livre utilizando o método do equilibrio, sem a consideragdo de leques das
charneiras nos cantos da laje. O calculo ¢ feito para lajes retangulares sujeitas a carga

uniformemente distribuida e carga linear ao longo da borda livre.

1.2 OBJETIVOS

Tem-se como objetivo o calculo de lajes retangulares com carga uniforme e
uma borda livre, associando o calculo elastico ao plastico, podendo haver carga linear
ao longo da borda livre.

Utilizar-se-a o calculo elastico para a determinagdo dos momentos negativos
e da raziio dos momentos positivos nas duas dire¢des. Estes valores servirdo de base para
o calculo pela teoria das charneiras plasticas, usado para dimensionamento e para
determinag¢fdo do comprimento das barras sobre os apoios.

Obtidas as armaduras e suas distribuigdes, dever-se-a4 analisar também os
deslocamentos transversais, situagdes em que o calculo eldstico serd novamente

utilizado.

1.3 ETAPAS DO TRABALHO

Neste primeiro capitulo foram apresentadas considera¢des gerais sobre o
trabalho.
As nogdes sobre o célculo eldstico, o calculo plastico e outros procedimentos

de calculo estdo apresentados no capitulo 2. O capitulo 3 apresenta tabelas de momentos
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fletores e de flechas para lajes com uma borda livre, considerando comportamento
elastico.

O pré-dimensionamento das lajes ¢ apresentado no capitulo 4.

O capitulo 5 apresenta a teoria das charneiras plasticas, aplicada as lajes
retangulares com uma borda livre, onde se encontra a formulagfo para o calculo dos
momentos de plastificacdo.

O capitulo 6 apresenta um roteiro para o calculo das flechas. O calculo
sistematizado de lajes retangulares pela TCP ¢ apresentado no capitulo 7. Exemplos de
projetos de lajes com uma borda livre, usando-se o calculo elastico e a teoria das
charneira plasticas, sfo apresentados no capitulo 8.

O capitulo 9 apresenta uma comparagdo dos resultados obtidos no capitulo 8,

as conclusdes e as sugestdes para novas pesquisas.



2. METODOS ELASTICO E PLASTICO

Neste capitulo serdo apresentados os aspectos principais relativos aos métodos

elastico e plastico. Eles se completam, pois cada um serve a propésitos distintos.

2.1 NOCOES SOBRE O CALCULO ELASTICO

O método eldastico, fundado na teoria da elasticidade e portanto mais coerente
com os esfor¢os da laje em servigo, neste trabalho admite-se que o material seja
homogéneo, isétropo e tenha comportamento linear. Esse método, também conhecido
como método classico, fornece a melhor distribui¢do das armaduras. Serve, portanto,
como base para o calculo plastico, no qual a razdo dos momentos de véo precisa ser
adotada.

Com respeito a ruina, o calculo elastico apresenta limitagdes. A primeira € que,
para certos tipos de estruturas indeterminadas, é dificil encontrar solug@o precisa, sendo
adotadas solugdes aproximadas ou apenas estimadas. E 0 que ocorre com as lajes, pois
fora os casos de formas simples e carregamentos padrdes, as equagdes diferenciais e as
condi¢des de contorno tornam-se complexas, exigindo o emprego de processos

numéricos, que nem sempre sfo de facil acesso ao engenheiro comum.
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A segunda limitagdo ¢ que os métodos elasticos ndo fornecem indicagdo precisa
de seguranga, porque por ocasifio da ruina o material se comporta plasticamente,
contrariando as hipoteses da teoria da elasticidade. Entretanto, o célculo elastico é
indispensavel no estudo do comportamento da estrutura durante sua utilizagfo; ¢ util
como pré-dimensionamento para o calculo plastico, na escolha da propor¢do entre os
momentos positivos nas duas dire¢des e na avaliagdo dos momentos negativos ou de

suas razdes com oS positivos na mesma diregdo.

2.1.1 EQUACAO DIFERENCIAL DAS PLACAS

Ao submeter uma placa delgada horizontal a agdes normais ao seu plano, sua
deformada pode ser definida pela fungdo w(x,y), que determina os deslocamentos
verticais dos pontos (x,y) do plano médio. Admite-se entdo que esses pontos sofram
apenas deslocamentos verticais, pequenos em relacéo a espessura, e que as retas normais
ao plano médio permaneg¢am perpendiculares a superficie deformada.

Supde-se que a placa seja constituida de material homogéneo e is6tropo, tenha
comportamento linear e que as a¢des sejam verticais e aplicadas de cima para baixo.

A convengdo adotada supde tensdes normais positivas, quando provocam tragdo
na face inferior do elemento, e tensGes tangenciais positivas (sempre tomando a face
inferior como referéncia), se coincidem com o sentido positivo dos eixos. Os esforgos
sdo considerados positivos quando os momentos fletores provocam tragéo nas fibras
inferiores, os momentos volventes tém seu vetor emergente da face considerada € os
esforgos cortantes tendem a girar o elemento no sentido horério, olhando o eixo da

esquerda para a direita, como mostra a figura 2.1.



My + Omy dy
1S}
v e Ve
my + omy dy OV, +0Vy dy ‘
- ol
dx |

FIGURA 2.1- Esfor¢os em um elemento de placa

A seguir apresentam-se os esfor¢os por unidade de largura:

0% w 3w .
m = -D ( 57 + 32 ) = Momento fletor na dire¢do x (em torno de y)
X y
2 2
my=~D (8 v 5} w)
dy? dx?

= Momento fletor na dire¢do y (em torno de x)

= Momento torgor

0x 0y
o  *w  dw .
Ve = Yo7 2" o2 = Forga cortante na direg¢fo x
dx 9x? dy
2 2
v -.p 3 (9w 9w
Y 9y  9x? ay?

= Forga cortante na dire¢do y

Fazendo-se o equilibrio em relagdo aos eixos x, y € z e utilizando-se as

expressdes anteriores, obtém-se a conhecida equagfo das placas elasticas ou de
Lagrange:



w , _d'w W p (2.1)
ax4 aXZayz ay4 D '
sendo:
Eh3 e ~
D= ———— =rigidez a flexdo da placa
12 (1 -v9)

E = médulo de deformagéo longitudinal
h = espessura

v = coeficiente de Poisson

As condi¢des de contorno da equagfo diferencial (2.1) dependem dos tipos de
apoio. Assim, por exemplo, se se trata de uma borda reta paralela ao eixo y, ter-se-4,

em fung¢@o das condigdes desta borda, as seguintes condi¢des de contorno:

a) borda engastada - deslocamento e rotagdo nulos

ow

Yoo
0x

w=20

b) borda simplesmente apoiada - deslocamento e momento nulos

Obtida a fungdo w, os esfor¢os sdo calculados pelas expressdes fornecidas

anteriormente.



2.1.2 CALCULO POR PROCESSOS NUMERICOS

Normalmente n#o € facil encontrar uma fungéo w (x,y) que satisfaga a equagéo
diferencial das placas e atenda as condigdes de contorno. Para tal, recorre-se a solugées
aproximadas, obtendo-se w como uma soma de fun¢des elementares que satisfagam as
condig¢des de contorno.

O processo de integragio da Equagio de Lagrange so pode ser aplicado a alguns
poucos casos de formas de placas e condigdes de contorno. Uma das alternativas € o uso
de diferencas finitas para a integra¢do numérica, conduzindo a resolugio de um sistema
de equagdes lineares.

Além de diferengas finitas, o calculo por processos numéricos abrange elementos
de contorno, elementos finitos e analogia de grelha.

No célculo por diferengas finitas, a placa € dividida por uma malha que se adapte
ao seu contorno. Adotam-se como incdgnitas os deslocamentos w nos vértices da malha.
Em fung¢fo destes, podem ser expressas suas derivadas e, consequentemente, os esforgos
e a equagdo de equilibrio da placa. Para pontos préximos das bordas, € necessario usar
os deslocamentos em pontos ficticios, situados fora da placa, que se obtém empregando

as condi¢des de contorno, como se indica na fig. 2.2.

| \
///{/4% \ﬁé N
W"“*%W ety | | W,
‘ \
K
Wee = W, f § +‘ Wy
w, - 0

FIGURA 2.2- Pontos préximos das bordas



10

Esse processo aplica-se a elaborag@o de tabelas e € através destas tabelas que se
obtém facilmente os esfor¢os em placas com formas e carregamentos mais comuns,
submetidas a carregamentos uniformes ou triangulares.

O processo das diferengas finitas € aplicavel em casos de placas com forma mais
complexa, com aberturas, com regides de diferentes espessuras, com carregamentos de
distribuigdo mais complexa ou com condig¢des de apoio variadas. H4, porém, outras
alternativas, entre as quais o processo dos elementos finitos e a analogia de grelha.

Em ambos os processos a estrutura ¢ tratada de forma discretizada, substituindo-
a por outra equivalente formada por elementos finitos. A principal diferenca, com
relagdo ao processo das diferencas finitas, é que neste Gltimo o que se discretiza € a
fungéio w. Portanto, no célculo por diferengas finitas, o problema é tratado rigorosamente
dando lugar a um problema matematico complexo, que ¢ resolvido de forma
aproximada, enquanto que no calculo por elementos finitos e analogia de grelha, o
problema estrutural ¢ tratado de forma aproximada, para que o problema matemaético
seja simples e possa ser resolvido exatamente.

Tanto o calculo por elementos finitos como por analogia de grelha € feito por
computadores. Em geral, os referentes a analogia de grelha sfo mais acessiveis e
econdnicos que os de elementos finitos, ja que estes em geral necessitam de
computadores de maior capacidade.

Ha outros processos que precisam ser citados, como o processo aproximado de
MARCUS (1929), aplicado as lajes retangulares com carga uniforme e bordas apoiadas
ou engastadas, pela sua importancia historica, sendo o mais indicado da fase anterior aos
computadores eletronicos. Hoje as tabelas de Marcus (encontradas em ROCHA, 1971,
por exemplo) podem ser substituidas com vantagens por outras como as de BARES
(1972) ou CZERNY (1976). As tabelas de Czerny sdo anteriores as de Bares, apesar de
aqui citadas em edi¢cdo mais recente. Ambas apresentam resultados muito bons como
demonstram MANZOLI, PINHEIRO, PAIVA (1986).

As estruturas com apoio simples nos extremos, com presenga ou néo de apoios
intermediarios, sendo a énfase de aplicagio os tabuleiros de pontes, usa-se 0 processo

das faixas finitas, de aplicagfo n3o tdo geral quanto a dos elementos finitos, mas que,
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no seu campo de utilizagdo, permite redugdo do trabalho computacional com
manutenc¢do de versatilidade e de precisdo dos resultados. Sobre o processo das faixas
finitas, recomenda-se CORREA (1983).

Finalmente, o processo dos elementos de contorno, em fase de desenvolvimento,
que compete com o dos elementos finitos na resolugédo dos casos complexos.

Neste trabalho foram utilizadas fun¢Ges aproximadoras, para o calculo de
momentos fletores e de flechas, as quais foram baseadas em tabelas elaboradas através

do processo dos elementos de contorno (tabelas 3.1 a 3.12).

2.2 NOCOES SOBRE O CALCULO PLASTICO

O método plastico, baseado na teoria da plasticidade, supde que o material tenha
comportamento rigido-plastico; permite a obtengdo mais racional da carga ltima na
situagdo de ruina, mas ndo fornece, por outro lado, informagdes sobre a methor
distribui¢fo das armaduras. Ja que este é um dos pontos de partida, podem ser adotadas
as distribui¢des sugeridas pelo calculo elastico ou obtidas através de um estudo

econdmico.
2.2.1 TEOREMAS FUNDAMENTAIS

O célculo pela teoria da plasticidade, para as lajes, em geral néo € possivel, pelo
fato de o grau de indeterminagdo estatica ser infinito. Em vez do valor exato da
capacidade de carga, obtém-se dois valores: um limite superior, dado pelo teorema

cinematico, e um inferior, dado pelo teorema estatico.
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a) Teorema cinematico ou do limite superior

Denomina-se mecanismo a toda configuragdo de ruina cinematicamente
admissivel. O teorema prediz que toda carga correspondente a um mecanismo € igual
ou superior a carga que provoca a ruina da pega. A carga obtida com a aplica¢do do
teorema € contra a seguranga, pois a carga de ruina pode estar sendo superestimada.

A teoria das charneiras plasticas ¢ uma aplicag@o desse teorema, que fornece um
valor da carga igual ou superior a carga de ruina. Resultados experimentais demonstram
que a carga efetiva de ruina €, em geral, maior que a obtida pela teoria das charneiras
plasticas. A reserva de resisténcia decorre dos efeitos de arqueamento e de membrana,
que podem ndo existir para todos os tipos de laje e, mesmo que existam, ruinas

secundarias também podem ocorrer antes, provocando o colapso prematuro da laje.

b) Teorema estatico ou do limite inferior

Todo carregamento, com uma distribuicio de esfor¢os internos que satisfaca as
condi¢des de contorno e que em nenhum ponto ultrapasse a resisténcia da laje, ¢
denominado estaticamente admissivel e € igual ou inferior ao que provoca a ruina. Este
teorema permite a obtengdo de um limite inferior para a carga de ruina, tendo-se entdo
um calculo a favor da seguranca.

Uma aplicagdo do teorema estatico as lajes é dado pelo processo das faixas de
HILLERBORG (1975), que se baseia numa determinagfo simplificada da distribui¢do
de momentos.

Com a aplicagdo desses dois teoremas, obtém-se importantes informagdes a

respeito da seguranga.
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2.2.2 NOCOES SOBRE A TEORIA DAS CHARNEIRAS PLASTICAS

Estudos de INGERSLEV (1923) deram inicio a teoria das charneiras plasticas,
num trabalho publicado em 1921, em dinamarqués e em inglés dois anos depois.
Ingerslev deduziu férmulas para lajes retangulares livremente apoiadas ou engastadas,
baseando-se na hipdtese de que elas se rompessem devido ao escoamento da armadura,
segundo linhas retas, ao longo das quais o momento fletor era constante e os esforgos
cortantes néo considerados. Por esta razdo, sua teoria ndo era correta em todos os casos.

Em 1931, Johansen retomou a questio, publicando um trabalho onde considerava
as forgas cortantes ao longo das charneiras plasticas, substituindo seus efeitos por forgas
nodais. As hipéteses formuladas s@o aceitas até hoje.

A teoria das charneiras plasticas comegou a tomar maior impulso por volta da
década de 50, com inumeros trabalhos publicados por MANSFIELD (1957), WOOD
(1961), JONES (1966), LANGENDONCK (1966), (1970), (1975) e outros.

Apesar de ser aceita e bastante difundida nos paises desenvolvidos, a teoria das
charneiras plasticas se encontra de certa forma relegada, devido a dois aspectos
principais: aspectos tedricos € praticos.

Do ponto de vista teorico, sendo uma aplicagfo do teorema cinematico, ela é
contra a seguranga. Como os ensaios tém demonstrado que para os casos usuais essa
inseguranga tedrica ndo se verifica na pratica, esse aspecto nio impde restrigdes a
aplicagio da teoria das charneiras plasticas as lajes comuns. O mesmo ndo acontece as
lajes com formas, carregamentos e condi¢des de apoio ndo usuais, para as quais a
seguranca adicional pode ndo existir, exigindo investiga¢des suplementares.

E nos aspectos praticos que ainda existem algumas barreiras para a completa
aceitacdo da teoria das charneiras plasticas, para o calculo das lajes comuns.

A primeira diz respeito a razio dos momentos de v&o, que ¢ um dado de partida
no calculo plastico e ¢ resultado do calculo elastico. Adotando um valor decorrente de
um pré-dimensionamento em regime elastico, certamente resultard em uma distribui¢io
de armaduras adequada as condig¢des de utilizagdo.

Adotando indices baseados em critérios econémicos, podem resultar valores que
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se afastem dos verificados com hipdteses eldsticas e, até mesmo, das condigdes
decorrentes da quantidade minima de armadura adotada para a diregdo menos solicitada.
Um indice adotado com base em um critério econdmico pode ser inadequado do ponto
de vista pratico.

Pode acontecer que grandes varia¢des da razéo dos momentos tenham pouca
influéncia no consumo total de armaduras, como cita MONTOYA (1973), por exemplo.
Nessas condi¢des, a melhor soluco € adotar indices proximos dos obtidos em regime
elastico e que sejam coerentes, a0 mesmo tempo, com a armadura adotada na diregéo
dos menores esforgos.

Um outro aspecto pratico € o que diz respeito ao grau de engastamento ¢ = m/m
(momento no apoio sobre 0 momento no vao), que também ¢ um dado de partida; num
caso geral, ha necessidade de se investigar o valor a ser adotado. No caso de lajes de
edificios com carga uniforme e bordas apoiadas ou engastadas, costumam ser indicados
os intervalos de varia¢io 1 < ¢ < 2 (por exemplo, LANGENDONCK, 1972) ou 1,5 < ¢
< 2,5 (HILLERBORG, 1975). Os extremos inferiores dos intervalos devem ser mais
econdmicos, pois possibilitam menores espessuras para as lajes e uma melhor reparti¢do
entre as armaduras superiores e inferiores; mas, podem apresentar problemas de
fissurag¢do inaceitavel, na regido dos apoios. Ja os extremos superiores sio mais
proximos dos obtidos em regime elastico, sendo portanto mais adequados as condigoes
de fissura¢do. Recomenda-se adotar valores obtidos num pré-dimensionamento em
regime elastico, analogamente ao que se faz com a razdo dos momentos de véo. Porém,

os momentos negativos deverdo sofrer redugéo.

2.2.3 TEORIA DO EQUILIBRIO DE HILLERBORG

O Unico método pratico para a analise limite das placas, até 1956, era a teoria das
charneiras plasticas, teoricamente contra a seguranga. HILLERBORG (1956),
procurando um processo de calculo baseado no teorema estatico € que ndo apresentasse
os inconvenientes da inseguranga, publicou em Sueco um artigo com os resultados de

seus estudos, no qual foram dados os principios gerais de sua teoria do equilibrio € a



15

expressdo "processo das faixas" (strip method) foi introduzida, para os casos em que o
momento volvente podia ser considerado nulo. N&o foi discutido nesse artigo a questéio
dos apoios pontuais.

Posteriormente, HILLERBORG (1964) desenvolveu outro processo, inicialmente
também publicado em sueco, baseado na teoria do equilibrio, para o calculo de lajes
sobre pilares, placas com forma de L etc, no qual o problema dos apoios pontuais foi
analisado.

Apbs a publicagdo em inglés dos principios da teoria do equilibrio e do processo
das faixas (HILLERBORG, 1960), o assunto ganhou seguidores, entre os quais
CRAWFORD (1962), (1964) e BLAKEY, que traduziu para o inglés, em 1964, o
"Processo das faixas para calculo de lajes sobre pilares, placas com forma de L etc"
(HILLERBORG, 1964). Desde entdo, o processo das faixas tem sido referido e discutido
por diversos autores, entre os quais ARMER (1968), WOOD & ARMER (1968),
FERNANDO & KEMP (1975), entre outros.



3. CALCULO ELASTICO BASEADO EM TABELAS

3.1 GENERALIDADES

Este capitulo apresenta o calculo de lajes retangulares submetidas a cargas
uniformes, com bordas apoiadas, engastadas ou livres. Tem-se por base o
comportamento elastico, imprescindivel para a verificagdo das condi¢Ses de utilizagéo,
a partir dos quais pode ser escolhida a distribui¢cdo das armaduras.

Através de fungdes aproximadoras, determinadas a partir de tabelas, sdo
calculados momentos fletores e flechas. Essas tabelas, apresentadas por MELGES
(1993), foram baseadas no processo dos elementos de contorno, através de um programa
desenvolvido pelo Prof. J. B. Paiva, do Departamento de Engenharia de Estruturas da
EESC-USP. Tais tabelas consideram a relagfo entre os vdos A = ¢,/¢, ndo superior a
cinco.

Para A > 5, as lajes foram consideradas armadas em uma s6 direg&o, ou seja, na
dire¢do do menor véo. Na outra diregdo, consideram-se os mesmos valores relativos as

lajes com A = 5.
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3.2 CASOS DE VINCULACAO

Existem basicamente 12 casos possiveis de vinculago. Os seis primeiros sio
casos de lajes com bordas apoiadas ou engastadas e os outros seis apresentam borda
livre.

Trés casos dos seis primeiros precisam ser subdivididos, resultando um total

de nove casos, indicados na fig 3.1. Os casos com borda livre sdo apresentados na fig

3.2.

Convengdes utilizadas:

borda simplesmente apoiada => 11
borda engastada > XXXXXX
borda livre -=>

caso 1 --> quatro bordas simplesmente apoiadas,
caso 2A -->uma borda menor engastada,

caso 2B --> uma borda maior engastada,

caso 3 --> duas bordas adjacentes engastadas,
caso 4A --> duas bordas menores engastadas,
caso 4B --> duas bordas maiores engastadas,
caso SA -->uma borda maior apoiada,

caso 5B --> uma borda menor apoiada,

caso 6 --> quatro bordas engastadas.
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FIGURA 3.1- Casos de vinculagdo com bordas apoiadas ou engastadas

caso 7 --> trés bordas simplesmente apoiadas,

caso 8 --> borda engastada oposta a borda livre,

caso 9 -->uma borda engastada adjacente & borda livre,
caso 10 --> uma borda apoiada oposta a borda livre,
caso 11 --> uma borda apoiada adjacente a borda livre,

caso 12 --> trés bordas engastadas.
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\t N \1‘ /P< <
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FIGURA 3.2- Casos de vinculagdo com uma borda livre

O célculo de lajes com bordas apoiadas ou engastadas, através de fungdes
aproximadoras, estd demonstrado em PINHEIRO (1988), onde se considerou ¢, = menor
vdo e ¢, = maior vdo. Neste capitulo serdo apresentados os casos com uma borda livre,

considerando ¢, paralelo e ¢, perpendicular a borda livre.
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3.3 NOTACAO ADOTADA

Considere-se uma laje de concreto armado com uma borda livre, sujeita a

cargas uniformemente distribuidas. A principio, no fator de multiplicagdo dos

coeficientes tabelados, considerou-se ¢ sendo o menor lado, como foi feito para os casos

1 até 6. Isto resultou em valores tabelados muito altos nos trechos de A entre 0,2 € 1,0,

quando comparados com valores de A maiores que 1,0.

Em vista disto, passou-se a considerar ¢ paralelo 4 borda livre (¢,), resultando

em valores tabelados em geral crescentes, evitando variagdes bruscas nas curvas

encontradas a partir de tabelas.

indicados na fig 3.3.

Os momentos fletores atuantes para o caso 8 sdo

m ou m
X xb

FIGURA 3.3- Momentos fletores atuantes (caso 8)

Com a mesma notagéo usada por PINHEIRO (1993), calculam-se os

momentos fletores, as flechas e as reagdes de apoio da seguinte forma:
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Nos casos 7 a 12, considerou-se ¢, como o véo paralelo a borda livre e nos casos

1 a 6,1, é o menor vio. Nestas expressdes tem-se:

m = momento fletor por unidade de largura,

p = coeficiente adimensional para calculo do momento fletor,
p = carga total uniformemente distribuida,

a = flecha,

o = coeficiente adimensional para calculo de flecha,

E = modulo de deformacdo longitudinal do concreto,

h = espessura da laje,

r = reacgdo de apoio por unidade de comprimento,

p = coeficiente adimensional para célculo da reagéo de apoio.

Empregam-se ainda os indices x e y, para indicar as dire¢cdes dos planos de
flex3o, e plica (') nos momentos negativos (sobre os apoios); utiliza-se plica também
para indicar as reagdes de apoio nas bordas engastadas.

As tabelas encontradas em MELGES (1993) consideram o coeficiente de
Poisson igual a 0,20. Os coeficientes de Melges, adaptados para a notagfio aqui adotada,
encontram-se nas tabelas 3.1 a 3.10, para momentos, e 3.11 e 3.12 para as flechas, sendo
consideradas as seguintes relagdes entre os lados:

[}
)\:g—y=0,2; 0,25;0,3;...1,0;1,1;...2,0;2,5;3,0;,...5,0;

X
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3.4 FUNCOES APROXIMADORAS PARA OS MOMENTOS

Serdo consideradas a determinag@o e a eficiéncia das fun¢des adotadas.
3.4.1 DETERMINACAO DAS FUNCOES

As fungdes foram determinadas através de um programa chamado Grapher, o
qual fornece gréficos tendo A = ¢,/¢, em abscissas e |1 em ordenadas, usando as tabelas
de MELGES (1993). Inicialmente, adotaram-se fun¢des lineares, do segundo ou do
terceiro grau, compativeis com os graficos em intervalos adequados, que estimassem
com razoavel precisdo os coeficientes originais, levando-se em conta um erro maximo
da ordem de 3%.

Isso ndo foi possivel sem a modificagdo de alguns dos valores, pois essas
tabelas apresentavam alguns pontos muito fora da curva. Essas descontinuidades néo
tinham justificativa fisica, sendo provavelmente decorrentes de alguma impreciséo do
programa utilizado. Esse tipo de erro ocorreu principalmente para A = 1,0, sendo feitas
as corre¢Oes utilizando interpolagéo linear.

Em casos onde havia muitos pontos fora da curva, foi utilizado um método
mais rigoroso, ou seja, delimitou-se um trecho o qual continha esses pontos; em seguida,
através do programa Grapher, foi encontrada uma equag@o compativel com a curva dada,
que respeitasse o limite de erro de 3% e, a partir dessa equag@o, a maioria do terceiro
grau, calcularam-se os novos valores.

Cada momento foi analisado individualmente, de modo a satisfazer os valores
tabelados.

As fun¢6es adotadas encontram-se indicadas nas tabelas 3.13 e as respectivas

curvas sdo mostradas nas figuras 3.1 a 3.19.
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3.4.2 EFICIENCIA DAS FUNCOES ADOTADAS

Como os pontos adotados para o calculo das fungdes aproximadoras néo séo
os mesmos em todos os casos, a relagio p,/u, foi determinada para todos os valores de

A, sendo:

u, = valor de p correspondente a fungfo aproximadora,

1, = valor obtido por Melges, dado nas tabelas 3.1 a 3.10.

Verificou-se que as fungdes aproximadoras déo resultados muito bons, ou seja,
com erros ndo superiores a 3% em quase todos os casos. Houve erros maiores que 3%
para A entre 0,2 a 0,3, nos casos 8, 11 e 12, devido a valores muito baixos dos momentos

fletores para esses casos.

3.5 FUNCOES APROXIMADORAS PARA AS FLECHAS

Foi adotado o mesmo critério utilizado para os momentos, ou seja, através do
programa Grapher, usando as tabelas de Melges referentes as flechas (tabelas 3.11 ¢
3.12). Também foram adotadas fungdes lineares, do segundo ou do terceiro grau. Em
nenhum caso o erro foi maior que 3%. As fung¢bes aproximadoras das flechas

encontram-se nas tabelas 3.14 e os respectivos graficos nas figuras 3.20 a 3.25.
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TABELA 3.1- CASO 7: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A Py Pxp ”’y I"ymax y / ey A
0,20 0,68 117 0,51 0,51 0,51 020 |
[ 025 [ 1,06 1,80 0,77 0,77 0,51 0,25 |
030 | 150 | 252 1,06 106 051 | 030 |
0,35 1,98 3,30 1,35 135 0,50 0,35

__ 0,40 2,48 4,07 1,66 1,66 0,50 040
045 | 3,00 4,36 1,94 1,94 0,49 045 |
0,50 3,53 5,63 2,18 2.19 0,49 0,50
055 | 4,04 6,37 2,40 2,41 0,48 0,55 |

0,60 4,53 7.04 26 | 263 0,48 0,60
0,65 5,01 1,67 2,79 2,80 0,47 0,65 |
0,70 5,45 8,22 2,95 2,97 0,46 0,70 |
0,75 5,89 8.74 3,07 3,09 0,45 0,75 |
080 | 623 | 910 325 3,27 0,46 0,80 |
085 [ 662 | 950 3,32 3,35 0,45 0,85 |
|09 | 698 | 986 3,37 342 0,43 0,90 |
0,95 7,31 10,13 3,41 3,50 0,41 0,95
1,00 1,60 10,56 3,45 3,54 0,40 1,00 |
1,10 8,23 1,00 | 346 3,58 0,39 1,10
1,20 8,75 11,43 3,45 3,61 037 | 1,20 |
1,30 9,20 11,74 3,45 3,60 035 | 1,30 |
1,40 9,60 11,98 3,42 3,65 0,34 1,40 |
1,50 9,94 12,16 3,37 3,65 032 | 1,50 |
1,60 | 1025 | 1230 3,32 3,65 0,30 1,60 |
1,70 10,52 12,41 3,26 3,65 028 | 170 |
1,80 10,75 12,58 3,22 3,66 027 | 180 |
1,90 10,96 12,75 3,16 3,65 0,26 1,90 |
2,00 11,15 12,76 3.1 3,65 0,24 2,00
| 2,50 11,79 12,90 2,87 3.64 0,20 2,50 |
3,00 12,15 12,93 2,71 3,63 0,16 300 |
| 3,50 12.32 12,93 2,62 3,63 0,14 3,50 |
4,00 12,42 12,93 2,56 3,63 0,12 4,00 |
| 450 | 12,46 12,93 2,53 3.62 0,11 4,50 |
5,00 12,49 12,93 2,52 3.62 0,10 500 |
o) 12 .50 12,93 2,582 3.62 - o)
Y |
pl { 4
=¥ 750 G 7
7, 2 -
X
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TABELA 3.2- CASO 8: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

>‘ Px Pxbmax X / cx A
0,20 2,06 0,28 010;09 | 020 |
| 0,25 0,04 0,47 0,15 ; 0,85 025 |

0,30 0,05 0,71 020;08 | 030 |
| 0,35 0,21 .04 0,25 ; 0,75 035 |
0,40 0,43 1,50 031;069 | 040 |
0,45 0,73 2,12 0,50 045 |
0,50 107 2,81 0,50 0,50 |
| 0,55 1,46 3,55 0,50 055 |
0,60 1,88 4,30 0,50 0,60
0,65 2,33 5,05 0,50 065 |
0,70 2,78 5,15 0,50 0,70 |
| 0,75 3,23 6,43 0,50 075 |
0,80 3,67 7,02 0,50 080 |
| 0,85 4,10 1,60 0,50 085 |
0,99 4,52 8.11 0,50 09 |
0,95 4,90 8,53 0,50 095 |
1,00 517 8,87 0,50 1,00 |
| 1,10 6,10 9.85 0,50 1,10
1,20 6,81 10,53 0,50 1,20
1,30 7,45 11,04 0,50 1,30 |
| 1,40 8,02 11,44 0,50 1,40 |
1,50 8,52 11,74 0,50 1,50 |
1,60 3,97 11,98 0,50 1,60 |
1,70 9,38 12,16 0,50 1,70 |
1,30 9,72 12,50 0,50 1,80 |
[ 1.9 10,04 12,61 0,50 1,90 |
2,00 [ 1033 1 @ 12,61 0,50 2,00 |
2,50 11,34 12,62 0,50 2,50
3.0 11,90 12,63 0,50 300 |
3,50 12,19 12,64 0,50 3,50 |
4,00 12,35 12,64 0,50 400
| 4,50 12,43 12,65 0,50 450
5,00 12,47 12,66 0,50 5,00
% 12.50 12,66 0,50 %
vy A
Pl 0
=¥ 7150 AT 8 [
R T
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TABELA 3.3- CASO 8: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A By Pmax | Y /! £ x/ 0l r, A
0,20 0,43 013 | 100 | 010;090 1,93 0,20 |
| 025 | 055 | 017 | 1,00 | 0,10;09 2,88 0,25 |
030 | 061 | 017 0,86 0,17;08 | 390 | 030 |
035 | 059 | 023 | 08 | 022;078 4,93 035 |
0,40 0,47 0,37 0,80 0,28;0,72 5,91 0,40 |
0,45 029 | 063 0,78 047,053 | 684 | 045
| 0,50 0,07 0,74 0,76 0,50 7,69 0,50 |
055 | 0,19 0,96 0,73 0,50 8,45 0,55
0,60 | 050 | 1,24 0,72 0,50 9,08 0,60 |
| 0,65 0,79 1,46 0,70 0,50 9,67 0,65 |
0,70 111 1,72 0,69 0,50 10,14 0,70 |
075 | 138 1,91 0,67 0,50 1058 | 075 |

0,80 1,73 2,24 0,67 0,50 10,86 0,80 |
085 | 1,9 2,40 0,65 0,50 11,19 0,85 |
0,90 2,17 2,52 0,64 0,50 11,48 0,90 |
| 0,95 2,35 2,62 0,62 0,50 11,80 0,95 |
| 1,00 | 2,50 2,78 0,59 0,50 11,99 1,00 |

1,10 2,80 2,94 0,59 0,50 12,17 1,10 |

1,20 3,00 3,07 0,57 0,50 12,31 1,20 |
1,30 3,17 3,21 0,55 0,50 12,37 1,30
| 1,40 | 326 3,27 0,53 0,50 12,44 1,40 |
1,50 3,31 3,31 0,51 0,50 1248 | 1,50 |
160 3,33 3,33 0,48 0,50 12,52 1.60 |

1,70 3,33 3,35 0,46 0,50 1254 | 170 |

1,80 3,32 3,36 0,44 0,50 12,58 1,80 |
1,90 3,29 3,36 0,42 0,50 12,59 1,9 |
2,00 | 325 | 336 0,40 0,50 12,59 2,00 |
2,50 3,01 3,35 0,32 0,50 12,59 2,50 |

3,00 2,82 3,34 0,27 0,50 12,59 3,00 |
3,50 2,68 3,34 0,23 0,50 1262 | 350 |
4,00 2,60 3.34 0,20 0,50 12,62 400 |

4,50 2,55 3,33 0,18 0,50 1262 | 450 |

5,00 2,53 3,33 0,16 0,50 1262 | 500

o 2,53 333 .50 12,62 o)

y A
& 0
=B Ta0 A1 8
XTI -
X
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TABELA 3.4- CASO 9: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A B, [ B ebmax x/ w, A

0,20 0,67 113 1,14 0,55 270 | 020
025 1,01 1,69 1,71 0,55 3,41 0,25
0,30 1,37 2,26 2,33 0,55 4,11 0,30
035 1.73 2.81 2,83 0,59 4,79 0,35
| 040 | 209 | 336 3,53 0,62 537 040 |

045 | 243 3,84 4,08 0,62 5,97 0,45
0,50 2,76 423 | 45 0,62 6,56 0,50 |
055 | 3,06 4,59 4,91 062 | 710 | 055 |
0,60 333 4,90 534 0,62 7,58 0,60
0,65 3,58 523 5,63 0,63 8,03 0,65
0,70 3,81 534 5,87 0,64 8,42 0,70
0,75 | 402 | 562 6,05 0,64 8,81 075 |
080 | 420 5,72 6,21 0,70 9,09 0,80 |
0,85 4,38 5,82 634 0,60 9,42 0,85 |

0,90 4,55 5,92 6,46 0,60 9,73 09 |
095 | 4,68 6,02 6,59 0,60 1015 | 095
1,00 4,87 6,08 6,74 0,60 1045 | 100
1,10 5,07 6,14 6,83 0,60 10,70 1,10 |

1,20 528 6,21 6,92 0,60 1,05 | 1,20 |
1,30 5,46 6,26 7,00 0,60 11,30 1,30 |
| 1,40 5,61 6,28 7,03 0,60 11,55 1,40
1,50 5,73 629 | 1705 0,60 11,72 1,50 |
1,60 5,83 6,29 7,06 060 | 1190 | 160 |

1,70 5,91 6,29 7,06 060 | 1203 | 170 |
1,80 5,98 628 | 17,06 0,60 12,14 1,80 |
1,90 6.03 6,28 7,06 0,60 12,22 1,99 |
| 2,00 6,08 628 | 7,06 0,60 12,29 2,00 |
| 2,50 6,21 6,27 7,05 0,60 1246 | 250 |
3,00 6,25 625 | 7,04 0,60 12,51 3,00 |
3,50 6,25 6,24 7,04 0,62 12,51 3,50 |
4,00 6,25 6,24 7,04 0,62 12,51 4,00 |
{—4,50 6,25 624 | 7,04 0,62 12,51 450
| 5,00 6,25 6,24 7,04 0,62 12,51 500 |

% 6.89 6.89 7.04 0.62 12,50 %
y A
. ¢
- P 150 "1 ° 7

=¥
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TABELA 3.5- CASO 9: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

Pamax | Y/ & By Pomax | X180, | ¥/ £, A
741 | 09 | 049 | 050 | 0,60 0,50 0,20
8,07 09 | 073 | 0,74 0,60 0,50 025
9,54 1,00 0,96 0,99 0,58 050 | 030
10,63 1,00 1,18 1,22 058 | 050 | 035
11,37 1,00 1,40 1,45 0,59 0,50 040
| 12,10 | 1,00 1,57 1,63 0,59 0,50 045
| 12,76 1,00 1,72 1,79 0,59 0,50 0,50 |
12,99 1,00 1,84 1,92 0,58 0,45 0,55
13,18 1,00 1,94 2,05 0,58 045 | 0,60 |
13,34 Lo0 | 202 2,13 0,58 0,45 0,65_|
13,47 1,00 | 208 221 0,55 0,45 0,70
13,57 0,90 211 | 225 | 0,60 0,40 0,75
1364 | 09 2,18 2,34 0,60 0,40 0,80 |
13,70 0,90 2,16 237 | 059 0,40 0,85 |
13,73 09 | 214 2,39 0,60 0,40 0,90 |
13,74 1,00 2,13 2,41 0,60 035 | 095 |
13,75 1,00 2,11 2,42 0,60 0,30 1,00 |
13,75 1,00 2,08 2,43 0,60 0,30 1,10 |
13,76 | 0,92 | 2,01 2,43 0,60 029 | 120 |
13,72 0,92 1,95 243 | 0,60 027 | 130 |
13,70 0,93 1,87 2,43 060 | 025 | 1,40 |
13,71 094 | 180 2,43 060 | 024 | 1,50
1371 | 0,94 1,74 2,43 0,60 0,22 1,60 |
13,71 094 | 1,67 2,43 0,60 0,20 1,70 |
| 1368 | 092 | 1,62 2,43 060 | 0,19 | 1,80 |
1365 | 092 1,57 2,43 060 [ 018 | 1,90 |
13,63 0,92 1,52 2,43 0,60 0,17 2,00
13,49 0,94 1,37 2,42 0,60 _ 0,15 2,50 |
13,35 0,95 1,29 2,42 0,60 0.12 | 300
13,26 0,96 1,27 2,42 0,60 011 | 3,50 |
13,21 0,97 1.25 2,42 0,60 0,09 4,00
13,16 0,97 1.25 2,42 0,60 _ 0,08 4,50
13,12 0,98 1,25 2,42 0,60 0,07 5,00 |
13. 12 - 1.258 2,42 .07 oo
y A
pl {
=P 350 Ly 1 o

AN

el




28

TABELA 3.6- CASO 10: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A P [ [ [ A
0,20 0,66 111 246 6,51 0,20
0,25 0,97 1,60 3,04 7,07 025 |
0,30 1,28 2,00 3,59 7,9 0,30 |
| 035 1,58 2,54 4,10 8,70 0,35
| 040 1,85 290 4,53 9,01 0,40 |
| 045 | 2,05 3,22 4,9 9,28 0,45 |
0,50 2.32 3,49 5,35 9,44 0,50
055 | 25 | 370 5,71 9,53 0,55 |
060 | 270 | 38 | 602 9,56 0,60 |
| 065 | 286 3,99 6,31 9,54 0,65 |
0,70 3,01 4,07 6,55 9,48 0,70 |
| 075 3,14 4,14 6,78 9,40 0,75
| 080 3,25 4,15 6,97 9,31 0,80
|08 | 336 4,17 7,15 9,23 _ 085
0% 3,46 4,19 7,32 9,17 0,9 |
0,95 3,54 421 7,47 9,15 0,95
1,00 3,65 4,22 7,65 9,13 1,00
110 3,76 422 7,82 9,10 1,10 |
1,20 3,87 4,22 7,99 9208 | 120 |
1,30 3,95 4,22 8,17 9,06 130
| 1,40 4,02 4,22 8,19 9,05 1,40 |
1,50 4,07 4,22 829 9,03 1,50
1,60 4,11 4,22 8,30 9,01 1,60 |
170 4,13 4,22 8,35 8,99 1,70 |
1,80 4,15 4,22 8,36 8,98 1,80 |
| 1,% 4,17 421 8,37 8,96 1,9 |
| 2.00 4,18 421 8,38 8,94 2,00 |
2,50 4,18 421 8,37 8,85 250
3,00 4,18 421 8,35 8,76 3,00 |
3,50 4,17 421 8,34 8,69 3,50 |
4,00 4,17 4,21 8,33 8,66 4,00 |
| 450 4,17 4,21 8,33 8,63 4,50 |
| 500 4,17 4,21 8,33 8,61 500 |
% 417 421 833 .61 %
yA
plZ 0 5
=P 7150 =1 g 10 &
4
X

=Y
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TABELA 3.7- CASO 10: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A K, Fymax Yy / 2, A
0,20 0,48 0,48 0,51 0,20 |
025 | 0,69 0,69 0,51 025 |

0,30 0,89 0,89 0,50 030
035 1,06 1,06 0,49 0,35
0,40 1,22 1,22 0,48 0,40

0,45 1,34 1,34 0,47 045 |

0,50 1,44 1,45 0,45 0,50
0,55 1,51 1,53 0,44 0,55

0,60 1,55 1,59 0,42 0,60

0,65 1,58 1,63 0,40 0,65 |

0,70 1,60 1,67 0,38 0,70 |
0,75 1,60 1,70 0,37 0,75

0,80 1,60 1,73 0,35 0,80

0,85 1,58 1,74 0,34 0,85
0,9 1,56 1,74 0,32 0,90

0,95 1,53 1,74 0,31 0,95
1,00 1,47 1,74 0,29 1,00

1,10 1,41 1,75 0,26 1,10

1,20 1,33 175 0,24 1,20
1,30 1,26 1,75 0,22 1,30
| 1,40 1.19 1,75 021 1,40
1,50 1,13 1,75 0,19 1,50
1,60 1,07 1,75 0,18 1,60
| 1,70 1,03 1,75 017 1,70

1,30 0,99 1,75 0,16 1,80

1,90 0,95 1,75 0,15 1,90
| 2,00 0,92 1,75 0,14 2,00

2,50 0,85 1,75 0,11 2,50

3,00 0,83 1,75 0,10 3,00

3,50 083 1,75 0,08 3,50
| 4,00 0,83 1,75 0,07 4,00
450 | o8 | 176 0,06 4,50
| 5,00 0,83 1,77 0,06 5,00

o .83 177 - o)

y A
[ ¢
m=H f 00 "1 % 3
x g 10 :
2SS,
X




TABELA 3.8- CASO 11: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

30

A By P Pxbmax x/ 0, A
020 0,05 0,10 0,28 0,15 020 |
| 0,25 0,00 0,14 0,47 0,20 025 |

0,30 0,11 0,62 0,73 025 030 |
| 0,35 0,30 1,04 1,12 0,25 0,35
| 0,40 0,54 1,53 1,61 031 040 |
| 045 0,82 2,07 2,18 037 045 |
0,50 1,12 2,58 2.76 0,38 0,50
| 0,55 1,43 3,10 3,32 0,38 055
0,60 175 3,58 3,85 0,38 0,60
| 065 | 205 4,02 4,36 0,37 0,65 |
0,70 2,34 4,41 4,70 0,36 070
| 0,75 2,62 4,76 512 0,36 0,75 |
0,80 2.88 5,06 539 0,40 0,80
| 0,85 3.13 531 5,67 0,40 085 |
0,90 3.36 5,50 5,95 0,40 09 |
0,95 3,60 5,64 6,12 0,40 095 |
1,00 3,88 5,71 6,33 0,40 L00
1,10 4,16 5,93 6,53 0,40 1,10 |
| 1,20 4,49 6,06 6,75 0,40 1,20
1,30 4,78 6,15 6,87 0,40 130
| 1,40 5,02 622 | 69 0,40 140
1,50 523 6,27 7.00 0,40 L350 |
1,60 541 6,31 7,03 0,40 1,60 |
1,70 5,55 6,33 7,04 0,40 1,70 |
1,80 5,68 6,35 7,04 0,40 1.80
1,90 5,78 637 7,04 0,40 1.9
2,00 5,87 6,37 7,04 0,40 2,00 |
2,50 6,13 6,37 7,04 0,40 2,50
| 3,00 6,22 6,37 7,04 0,40 3,00
| 3,50 6,25 6,37 7,04 038 3,50
| 4,00 625 6,37 7,04 0,38 4,00
4,50 6,25 637 7,04 0,38 4,50
| 5,00 6,25 6,37 7,04 0,38 5,00
o 6 89 0.89 .04 {} 38 oo
A
ol ¢ X
=700 AT 1 g
g 3

XXUXXXKX.

]
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TABELA 3.9- CASO 11: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A oy P xmax y/¢e, By A

0,20 0,58 1,93 0,87 0,41 0,20
025 | 0% | 300 1.00 -0,49 0,25 |
030 | 132 4,37 1,00 0,49 030
| 0,35 179 5,80 1,00 0,40 035
040 | 233 | 708 1,00 0,23 0,40 |
045 284 3,39 100 -0,03 045 |

0,50 341 9,54 L00 021 050 |
0,55 3,98 10,49 1,00 045 | 055 |

0,60 4,55 11,25 1,00 0,70 0,60
| 0,65 512 11,83 1,00 0,92 0,65 |

0,70 5,65 12,27 1,00 L13 0,70
| 0,75 6,17 12,59 1,00 131 0,75
| 0,80 6,61 12,79 1,00 1,50 080
085 | 7,08 12,98 1,00 1,63 08 |
0,9 7,52 13,02 1,00 1,72 0,90 __ |
| 095 | 820 13,08 1,00 1,80 0,95
| 1,00 8,50 13,14 1.00 1,86 1,00
| 1,10 | 905 | 1326 1,00 1,97 1,10 |
120 | 965 | 1336 1,00 2.00 1,20 |
130 | 1008 | 1338 | 092 | 201 | 130 |
| 140 | 1054 | 1336 0,93 1,99 140 |
| 1,50 10,87 13,34 0,93 1,95 1,50 |
| 1,60 11,20 13,34 0,94 1,89 1.60

1,70 11,42 13.33 0,94 1,84 1,70 |
| 1,80 11,65 13,33 0,92 1,78 1,80 |

1,90 11,82 13,32 0,92 1,72 1,99 |

2,00 11,96 13,31 0,92 1.67 2,00

2,50 12,36 13,28 0,94 1,46 2,50

3,00 12,48 13,25 0,95 1,33 300 |
350 1 12,50 13,22 0,96 _ 1,30 350 |

4,00 12,50 13,18 097 | 126 | 400 |
| 450 | 12,50 13,15 0,97 1,26 4,50 |
500 | 12,50 13,12 0,97 1,25 500 |

% 12,50 13,12 - 1.25 ®
y A
—_— pl sl 3
100 L, 11 %
/]
2847070700 44 >X
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TABELA 3.10- CASO 11: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A Pymax X/ 0, | YO, | P | X/ A
020 | 021 | 026 0,9 1,90 0,45 020 |
025 | 025 | 023 | 09 2,79 0,45 025 |
030 [ 028 023 | 08 | 3,69 0,45 030
035 | 030 [ 023 | 080 4,53 0,45 035 |
[ 0,40 0.43 023 015 | 526 | 044 | 040 |
0,45 0,61 028 | 075 | 588 0,44 045
0,50 0,80 0,38 0,75 6,38 0,44 0,50 |
055 | 099 0,40 0,70 6,78 0,44 0,55 |
0,60 1,18 0,39 0,70 709 — 04 0,60 |

0,65 1,34 0,39 0,65 7,33 0,44 0,65
[ 9.70 1,50 039 0,65 1,53 043 | 070 |
| 0,75 1,62 0,40 0,65 7,68 0,43 0,75 |
0,80 1.80 040 0,65 1,79 0,40 0,80 |
085 | 186 0,40 0,60 7,90 0,40 085
0,90 1,92 _ 040 0,60 7,99 0,40 0,9
L 095 | 19 0,40 055 | 8,02 040 | 095
1,00 | 2,00 0,40 050 | 8,05 0,50 1,00 |
| 1,10 | 2,06 0,40 050 | 810 | 040 | 1,10 |
1,20 | 2,10 _ 0,40 0,50 8,13 040 | 120 |
[ 1,30 2,12 0,40 0,46 8,16 0,40 1,30
1,40 2,13 0,40 0,43 8,18 0,40 1,40
1,50 2,14 0,40 0,40 8,18 0,40 1,50
1,60 2,15 0,40 0,37 8,19 0,40 1,60 |
1,70 | 2,15 0,40 035 | 820 | 040 | 1,70 |
1,80 2,15 0,40 0,33 8,21 0,490 1.80
1,90 2,15 _0,40 0,32 8,22 0,40 1,90 |
2,00 2,15 0,40 0,30 8,22 0,40 2,00
2,50 2,14 0,40 0,24 8,22 040 | 250
3,00 2,14 0,40 0,20 8,22 0,40 300 |
3,50 2,14 _040 0,17 8,22 0,38 3,50
| 4,00 2,14 0,40 0,15 8,22 0,38 4,00
| 4,50 2,14 0,40 0,12 8,22 038 | 450 |
| 5,00 2,14 0,40 0,12 8,22 038 | 500
o) 2,14 0,40 822 .38 oo
oF . y 4
m =B 255 A=q X
n g
7 X _
Obs: [L’y _ #’ym“ XXRXRRRXKX X
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TABELA 3.11- CASO 12: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A [ Pobmax | X/ £y [ [ A
0,20 0,04 0,22 025;075 ) 058 | 176 | 020 |
025 | 003 | 039 | 030;070 091 2,93 0,25 |
| 030 0,17 0,69 | 0,45;0,55 131 4,20 030
| 035 | 038 1,14 0,50 1,75 5,47 0,35
0,40 0,63 1,59 0,50 2,21 6.43 0,40 |
| 045 | 089 | 205 0,50 2,69 7,38 045

0,50 1,16 2.47 0,50 3,17 8,12 0,50 |
0,55 1.4 2,84 0,50 3,64 8,57 0,55
| 0,60 1,66 3,15 0,50 4,07 8.89 0,60
| 0,65 1,89 3,41 0,50 4,49 9,10 0,65
0,70 2,09 3,61 0,50 4,71 9,23 0,70
| 0,75 2.29 3,78 0,50 5,22 9.28 0,75
o080 | 246 3,86 0,50 5,53 9,27 0.80
085 | 263 | 3,9 0,50 534 9,24 08 |
090 | 279 | 4,03 0,50 6,12 9,18 09 |
| 0,95 2,92 4,10 0,50 6,38 9,14 0,95
1,00 3,08 4,14 0,50 6,66 9,11 1,00 |
| 1,10 3,28 4,18 0,50 7,01 903 | 1,10 |
120 3,47 4,20 0,50 7,33 8,94 1,20 |
| 130 | 363 | 420 0,50 7,76 8,74 1,30 |
1,40 3,76 4,19 0,50 7,718 8,67 1,40 |
1,50 3,86 4,19 0,50 7,92 863 | 1,50 |
1,60 3,94 4,18 0,50 806 | 854 160 |
1,70 4,00 4,18 0,50 8,21 8,46 1,70 |
| 1,80 4,05 4,18 0,50 8,22 8,37 1,80 |
| 1.9% 4,09 4,18 0,50 8,27 8,36 1,90 |
2,00 4,12 4,18 0,50 8,31 8,36 2,00 |
| 2,50 4,17 4,18 0,50 8,37 8,36 2.50 |
| 3.00 4,17 4,18 0,50 8,36 8,36 3,00
3,50 4,17 4,18 0,50 8,34 8,34 3,50
| 400 4,17 4,18 0,50 8,34 8,34 4,00
| 4,50 4,17 4,18 0,50 8,33 8,33 4,50
| 5,00 4,17 4,18 050 | 833 8,33 500
o3 4,17 417 .50 ] 33 ] 33 [
y i
~ pl ! 3
LYY, A= Q_,Y( 4 12 §
5 5
ARXXKK KKK VX
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TABELA 3.12- CASO 12: MOMENTOS PARA CARGA UNIFORME

A Py Pymax y/t, Ky A
| 020 038 0,06 1,00 1.88 0,20 |
| 0,25 0,43 0,09 100 2,68 025 |
0,30 0,37 0,12 100 343 0,30 |
0,35 0,24 0,28 079 4,05 035 |
0,40 0,02 0,45 0,76 4,52 0,40 |
| 045 0,19 0,62 073 | 48 | 045
| 0,50 0.41 0,77 onn | 510 | 050 |
0,55 0,62 0,92 0,69 521 0,55 |
0,60 0,81 1,04 0,66 5,39 0,60
0,65 0,97 1,15 0,64 5,46 0,65 |
0,70 1,11 1,24 0,61 5,53 0,70
0,75 1,22 1,31 0,60 5,57 0,75
0.80 1,32 1,37 0,57 5,63 0,80
0,85 1,38 1,41 0,55 5,66 085 |
0,90 143 143 0,53 5,67 0,90 |
095 | 146 1,46 0,51 5,67 0,95 |
1,00 149 1,48 0,51 5,69 10O |
1,10 1.47 1,49 0,45 5,71 1,10 |
1,20 1,44 1,49 0,42 573 1,20 |
1.30 1,39 1,49 0,39 5,74 1,30 |
| 1,40 1,33 1,49 0,36 5,75 1,40
1,50 1,27 1,49 0,34 5,75 1,50 |
| 1,60 1.21 1,49 0,32 5,75 1,60 |
1,70 1,15 1,49 0,30 5,75 1,70 |
1,80 1,10 1,49 0,28 5,75 1,80
1,90 1,06 1,49 0,27 __ 576 | 19 |
| 2,00 1,01 1,49 0,25 5,76 2,00 |
| 2,50 0,89 1,49 0,20 5,76 2,50 |
| 3,00 0,84 1,49 0,17 5,76 300 |
| 3,50 0,33 1,49 0,14 5,76 3,50 |
4,00 0,83 1,49 0,13 5,76 4,00 |
| 4,50 0,83 1,49 0,11 5,76 4,50 |
| 5,00 0,83 1,49 0,10 5,76 5,00 |
o 0.83 1,49 . 5,76 2
YA
pl 0 9
m=p 100 A= Q_i § 12 :g:
D¢
% x)()oooox ’x




35

TABELA 3.13 - FLECHAS PARA CARGA UNIFORME

A T ; A
o O a prnax « Opymax

0,20 0,82 1,61 0,08 0,21 0,68 1,33 0,20
0,25 1,26 2,44 0,18 0,48 0,98 1,92 0,25
0,30 1,76 337 0,33 0,89 1,31 2,51 030 |
035 2,32 4,36 0,55 1,45 1,63 3,09 0,35
0,40 2,87 5,31 0,84 2,13 1,94 3,58 0,40 |
0,45 3,46 6,30 118 2,93 2,24 4,06 0,45
0,50 4,06 7,26 1,57 3,74 2,53 4,49 0,50
0,55 4,65 8,18 2,01 4,73 2,81 4,86 0,55
0,60 5,20 8,95 2,46 5,62 3,05 518 0,60
0,65 5,76 9,75 2,95 6,55 3,29 5,42 0,65
0,70 6,26 10,37 3,43 7,39 3,50 5,60 0,70
0,75 6,77 1,04 3,93 8,25 3,70 5,69 0,75

| 0,80 7,16 11,25 4,39 8,78 3,86 5,79 080 |
0,85 7,62 11,77 4,88 9,51 4,04 5,90 0,85
0,90 8,05 12,24 5,34 10,16 4,20 6,01 0,90
0,95 8,45 12,62 5,76 10,71 4,31 6,06 0,95
1,00 8,78 12,86 6,03 11,03 4,52 6,12 1,00
110 9,56 13,72 713 12,35 4,72 6,22 L10
1,20 10,20 14,29 7,95 13,21 4,93 6,29 1,20
1,30 10,75 14,50 8,70 13,67 5,12 6,32 1,30
1,40 11,25 14,78 9,36 14,13 5,27 6,34 1,40 |
1,50 11,68 14,99 9,97 14,49 5,40 6,35 1,50
1,60 12,07 15,15 10,51 14,77 5,51 6,35 1,60
1,70 12,41 15,16 11,00 14,88 5,60 6,35 1,70
1,80 12,70 15,17 11L,43 14,94 5,67 6,28 1,80
1,90 12,97 15,24 11,83 15,07 5,74 6,27 1,90
2,00 13,21 15,29 12,18 15,16 5,79 6,27 2,00
2,50 14,07 15,41 13,48 15,38 5,94 6,27 2,50
3,00 14,53 15,45 14,21 15,44 6,00 6,27 3,00
3,50 14,77 15,47 14,60 15,47 6,01 6,27 3,50
4,00 14,90 15,47 14,81 15,47 6,02 6,27 4,00
4,50 14,97 15,47 14,92 15,47 6,02 6,27 4,50
5,00 15,01 15,47 14,98 15,47 6,03 6,27 5,00

® 15,63 15,63 15,63 15,63 0,50 6,50 oo
p = carga uniforme
24 - pl ¢, = vio paralelo  borda livre
0, 100 ER3 E = médulo de elasticidade
h = espessura da laje
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TABELA 3.14 - FLECHAS PARA CARGA UNIFORME

A 10 11 12 X\
o Oy a pnax o Olymax

0,20 0,56 1,09 0,08 0,21 0,07 0,20 0,20
0,25 0,71 1,48 0,17 0,46 0,16 0,43 0,25

| 0,30 0,98 1,83 0,31 0,82 0,28 0,73 0,30
0,35 1,17 2,13 _0,49 1,27 0,43 L07 0,35
0,40 1,34 2,36 0,70 1,78 0,59 142 040 |
0,45 1,51 2,57 0,95 2,32 0,76 1,75 0,45
0,50 1,66 2,73 1,20 2,86 0,92 2,02 0,50
0,55 1,79 2,83 1,41 3,38 1,08 2,28 0,55
0,60 1,91 2,94 1,73 3,84 1,24 2,49 0,60 |
0,65 2,03 3,00 1,99 4,27 1,38 2,65 0,65 |
0,70 2,13 3,03 2,28 4,62 1,52 2,76 0,70
0,75 2,22 3,06 2,48 4,95 1,65 _ 2,86 0,75
0,80 2,30 3,05 2,70 514 1,76 2,88 080 |
0,85 2,38 3,04 2,93 5,32 1,87 2,93 0,85
0,90 2,45 3,04 3,13 5,45 1,98 2,97 0,90
0,95 2,52 3,02 3,40 5,65 2,08 2,99 0,95
1,00 2,57 3,02 3,57 581 2,19 3,01 1,00
1,10 2,68 3,01 3,86 6,03 2,33 3,02 110
1,20 2,73 3,01 4,17 6,16 2,47 3,02 1,20
130 2,83 3,00 4,46 6,22 2,59 3,02 1,30
1,40 2,88 2,99 4,69 6,25 2,68 3,01 1,40
1,50 2,92 2,99 4,90 6,27 2,76 3,01 1,50
1.60 2,95 2,98 5,08 6,27 2,82 3,00 1,60
170 2,97 2,98 523 6,27 2,87 3,00 1,70
1,80 2,98 2,97 5,36 6,27 2,91 2,97 1,80
1,90 2,99 2,97 5,47 6,27 2,94 2,97 1,90
2,00 3,00 2,97 5,56 6,27 2,96 2,97 2,00
2,50 3,02 2,97 5,85 6,27 3,02 2,97 2,50
3,00 3.02 2,95 5,97 627 3,02 2,96 3,00
3,50 3,02 2,95 6,00 6,27 3.02 2,95 3,50
4,00 3,02 2,95 6,01 6,27 3,02 2,95 4,00
4,50 3,02 2,95 6,02 6,27 3,02 2,95 4,50
5,00 3,03 2,95 6,03 6,27 3,03 2,95 5,00

Qo 3,13 3,13 6,50 6,50 3,13 3,13 ®
p = carga uniforme
&: 2=q pl ¢, = vio paralelo 2 borda livre
i 100 ER3 E = mddulo de elasticidade
h = espessura da laje
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TABELA 3.15a - FUNCOES APROXIMADORAS DOS MOMENTOS FLETORES

CASO ’ A= Je p=1f(A)
0,2<\<0,5 5,69 \> + 5,57 \ - 0,67
. 0,5<A<10 -4,80 \* + 15,35 \ - 2,95
1,0 < A <20 -2,29 \* + 10,34 X - 0,40
2,0 < A <3,0 -0,62 \* + 4,08 \ + 5,47
A> 3,0 12,50
0,2 < A<0,5 4,77 \* + 11,71 X - 1,40
he 0,5<A<1L0 -9,95 \* + 24,51 \ - 4,10
1,0 < A <2,0 -2,07 \* + 8,31 \+4,38
7 2,0 < A< 4,0 -0,08 \* + 0,55 A + 12,03
A> 4,0 12,93
0,2 <A<0,5 -0,62 \> + 6,13 \ - 0,71
" 0,5<A<10 -4,54 \* + 9,36 \ - 1,37
1,0 < A <14 -0,34 \* + 0,73 A +3,06
1,4 < A < 4,0 0,10 \* -0,85 \ +4,43
A> 4,0 2,52
0,2 < \A<0,5 -0,57 \* + 6,1 A - 0,71
Hymax 0,5<\<1,0 -4,03 \* + 8,76 \ -1,19
A>1,0 3,62
0,2 <\A<0,5 13,22 \* - 5,46 A + 0,50
" 0,5<A<10 -1,59 A* + 10,86 X - 3,99
1,0 < A < 2,0 -3,04 A2 + 14,16 \ - 5,86
2,0 < A< 4,0 -0,56 \* + 4,31 \ +4,02
8 A > 4,0 12,50
0,2 <\A<0,5 21,78 \* - 0,61 \* + 0,39 \ + 0,058
- 0,5<A<10 -9,18 A2 + 26,14 \ - 8,03
1,0 < A < 2,0 -3,81 A% + 15,00 A -2,15
A>2,0 12,66
_— pl’ p = carga unifomfe .
100 £, = vao paralelo a borda livre
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TABELA 3.15b - FUNCOES APROXIMADORAS DOS MOMENTOS FLETORES

CASO B A= Ly/ly p=1f(\)
0,20 < A < 0,45 -0,74 \’ +16,49 \* -9,94 A + 0,90
n, 045 <A< 1,0 -12,87 X* + 25,79 \* -11,04 X + 0,61
1,0 < A <2,0 1,38 A*- 7,93 A* + 14,93 \ - 5,87
2,0 <)< 4,0 0,11 \* -0,97 X +4,77
A> 4,0 2,53
8 02 <)2<0,3 0,72 » - 0,03
. 0,3<A<1,0 -11,01 * + 21,38 A\*- 8,79 A + 1,17
1,0 < A < 5,0 -0,06 A* + 0,40 A + 2,73
A> 5,0 3,33
02<\A<0,5 -5,10 A* + 23,01 X - 2,51
W, 05<A<10 -11,13 A* + 25,03 A - 1,97
1,0 <A< 1,5 0,97 A + 11,06
A>1,5 12,62
0,2 <\A<0,5 0,74 \* + 7,54 \ - 0,82
" 0,5<A<10 -3,30 A* + 9,08 X - 0,94
1,0 < A < 3,0 -0,53 N> + 2,72 \ + 2,77
A> 3,0 6,25
02 <\A<0,5 -6,3 A + 14,90 \ - 1,62
- 0,5<A<1,0 -6,77 N> + 13,72 \ - 0,91
9 1,0 < A <2,0 -0,44 A* + 1,50 A + 5,03
A>2,0 6,28
0,2 < A<0,5 2,77 ¥ + 13,41 A - 1,45
. 0,5 <A<10 -6,82 \* + 14,37 A - 0,89
1,0 < A < 2,0 -0,60 \* + 2,10 A + 5,26
A > 2,0 7,05
m=p _&QZ{ p = carga uniforme
100

{, = vao paralelo a borda livre
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CASO | 4 A= g0, p=1f())
02<X<05 -6,37 \2 + 17,30 ) -0,51
n 0,5<\<1,0 -4,14 N + 17,79 A + 0,76
1,0 < A <20 -1,45 M2 + 6,18 \ + 5,72
A > 2,0 12,50
02< X\ <05 -20,86 > + 33,14 A + 1,43
, 0,5<\<1,0 -5,06 A2 + 9,49 \ + 9,29
I TP 2,0 -0,08 M + 0,14 \ + 13,69
2,0 <\ < 3,0 -0,28 \ + 14,19
A > 3,0 13,12
0,2 <\ <0,5 -3,43 \* + 6,55 \ - 0,69
" 0,5<\<1,0 -3,38 A2 + 5,82 A - 0,34
1,0 < \ < 3,2 0,19 M2 - 1,17 A + 3,13
A > 3,2 1,25
02<\<0,5 -3,51 \> + 6,83 )\ - 0,74
Pymax 0,5<)\<1,0 -2,66 \* + 5,22 \ - 0,14
A > 1,0 2,42
0,2<\<0,5 -3,85 \2 + 8,20 A - 0,83
0,5<\<1,0 2,42 M+ 6,22 \ - 0,17
2 1,0 < A < 3,0 0,27 N + 1,27 \ + 2,72
A > 3,0 4,17
0,2 <\ <0,5 -10,19 M + 15,13 \ - 1,53
10 P 0,5< X < 1,0 -4,33 M + 7,79 A + 0,72
A > 1,0 4,21
02<\<05 -8,06 \2 + 15,24 ) -0,26
" 0,5<\<1,0 -4,46 \* + 11,16 A + 0,92
1,0 < A < 2,0 -0,99 A + 3,66 A + 4,99
A > 2,0 8,33
m=p ply p = carga uniforme
100 ¢, = vio paralelo i borda livre
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TABELA 3.15d - FUNCOES APROXIMADORAS DOS MOMENTOS FLETORES

CASO M A= 0\l p=1f(\)
02<\<05 -28,30 A* + 30,01 A + 1,53
W 0,5<A<1,0 1,77 M + 1,73\ + 9,10
1,0 < A < 3,0 -0,18 A + 9,30
A> 3,0 8,61
0,2 <\ <0,5 -4,55 \* + 6,38 \ - 0,61
0,5<A<1,0 2,40 \* + 3,65 \ + 0,22
10 By 1,0< A <20 0,28 \*- 1,41 X + 2,61
2,0 <A <30 0,10 A>- 0,61 A + 1,72
A> 3,0 0,83
02<\<0,5 -4,42 \* + 6,33 \ - 0,61
Fomax | 05 < A < 1,0 1,72 N + 3,14 X + 0,31
A > 1,0 1,77
0,2<A<0,5 10,54 A\*- 3,40 XA + 0,20
0,5<A<1,0 -1,95 \* + 8,38 A - 2,58
Hx 1,0 < A <20 -1,41 >+ 6,22 X - 0,93
20<A2<30 -0,36 \* + 2,13 A + 3,05
A> 3,0 6,25
02<1<0,5 13,26 A*- 0,54 ) - 0,41
1 . 0,5< X< 1,0 9,86 X2 + 21,11 \ - 5,53
"’ 1,0 < A <2,0 -0,93 > + 3,41 \ + 3,26
A>2,0 6,37
02<X<0,5 17,73 A* - 4,01 A + 0,36
Hxbmax 0,5<Ar<1,0 -8,91 \*+ 20,40 \ - 5,19
1,0 <A <20 -1,28 A2 + 4,48 \ + 3,16
A>2,0 7,04
pl p =carga uniforme
=p 100 ¢, = vao paralelo a borda livre
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TABELA 3.15e - FUNCOES APROXIMADORAS DOS MOMENTOS FLETORES

CASO | 4 NENAVA p=1f())
0,2 <A<0,5 8,68 \2 + 3,44 \ - 0,47
" 0,5< <10 -2,59 \? + 14,10 \ - 2,98
1,0 < A < 2,0 -2,66 \* + 11,41 X\ - 0,25
A>2,0 12,50
02 <\A<0,5 -1,05 \* + 26,67 \ - 3,47
0,5 <A< 10 32,97 X* - 94,02 \* + 90,55 \ - 16,35
- 1,0 < A <2,0 0,47 M + 1,51 \ + 12,15
2,0 < A< 3,0 -0,06 A + 13,44
A>3,0 13,12
11 0,2 <\ <0,5 222,22 X + 36,48 \? - 14,81 \ + 1,27
0,5<A<1,0 -3,96 \* + 4,28 A2 + 3,80 A - 2,27
By 1,0 < A <20 1,15 2% - 5,89 \* + 9,46 \ - 2,86
2,0 < A< 4,0 0,076 \* - 0,66 \ + 2,64
A > 4,0 1,25
0,2 < A<0,4 0,60 A + 0,14
My 04<A<1,0 -4,36 \* + 5,89 A2 + 1,16 X - 0,70
1,0 < A < 1,4 -0,25 \* + 0,85\ + 1,43
A> 1,4 2,14
02< A <0,5 -16,75 M + 26,74 \ - 2,79
- 0,5<AN<10 -7,52 \* + 14,51 A + 1,04
1,0 < A < 2,0 0,16 A + 7,93
A>2,0 8,22
0,2 < A<0,4 13,80 \* - 4,78 A + 0,36
12 " 04 <A<1,0 -2,70 \* + 7,85 ) - 2,08
1,0 < A < 2,0 -1,04 \* + 4,12 \ + 0,01
A>2,0 4,17
pl: p = carga uniforme
100 £, = vao paralelo a borda livre
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100

CASO '} A= 0yl p=1f(A)
0,2< <05 -67,11 X* + 80,45 A? - 22,63 A + 2,06
xbmex | 05 < X < 1,0 -7,29 \* + 14,08 X - 2,70
A>1,0 4,17
0,2<\<05 5,64 \? + 4,80 \ - 0,62
n 0,5<\<1,0 4,18 \* + 13,19 \ - 2,36
1,0 < A < 2,0 -1,79 M2 + 6,96 \ + 1,51
x> 2,0 8,33
02<\<05 -21,03 \* + 36,28 \ - 4,70
v 0,5<\<1,0 25,11 \* - 67,05 \* + 58,62 \ - 7,57
1,0 < A < 2,0 0,51 \2- 2,32 \ + 10,96
A > 2,0 8,33
12 0,2<\<0,5 236,22 A + 49,00 \* - 17,52 \ + 1,45
0,5<\<1,0 4,34 \2 + 8,63 \ - 2,81
By 1,0 < A < 2,0 -0,08 \*- 0,27 A + 1,86
2,0 < \ < 3.2 0,15 A2 - 0,90 X + 2,20
x> 3.2 0,83
0,2<X<0,5 2,80 X - 0,65
Pymox | 0,5 < X < 1,0 2,91 A2 + 5,74 X - 1,36
A >1,0 1,49
0,2<\<05 -24,59 A2 + 28,00 \ - 2,76
Wy 0,5<X<1,0 -3,01 A2 + 5,58 \ + 3,09
A > 1,0 5,76
nep plA p = carga uniforme

¢, = vao paralelo a borda livre
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TABELA 3.16a - FUNCOES APROXIMADORAS PARA AS FLECHAS

CASO o A=0/e, a=f(A)
02 <A<0,5 6,25 \2 + 6,45 \ - 0,72
0,5<A<10 -4,88 \? + 16,76 X - 3,10
« 1,0 < XA <2,0 -2,75 \* + 12,61 X - 1,03
2,0 < A <50 -0,29 \* + 2,58 X\ + 9,37
7 A> 5,0 15,53
02 <\2<0,5 4,75 \* + 15,57 A - 1,70
o 0,5<A<10 -12,63 A? + 30,01 \ - 4,52
1,0 < A < 2,0 -3,71 A + 13,29 A + 3,43
A>2,0 15,63
0,2 <\A<0,5 12,00 \2 - 3,42 A + 0,28
o 0,5<A<10 -1,75 M + 11,77 X - 3,92
1,0 < A <20 -3,43 \* + 16,31 \ - 6,78
2,0 <A< 4,0 -0,71 \* + 5,52 \ + 4,08
8 A> 4,0 15,63
0,2 <A<0,5 -31,67 \* + 56,50 \? - 15,43 A + 1,29
o, 0,5<A<10 -11,80 A* + 32,41 ) - 9,54
1,0 <A< 1,8 -7,39 \*> + 25,36 \ - 6,83
A> 1,8 15,63
02 <A<05 -1,05 A* + 6,95 \ - 0,68
o 0,5<A<1,0 2,57 A2 + 7,79 A - 0,71
1,0 < A < 2,0 -0,99 \> + 4,22 A + 1,28
? A > 2,0 6,50
0,2 <A<0,5 -6,75 \* + 15,28 )\ - 1,46
“mx |05 < )\ < 1,0 -6,55 \* + 12,95 \ - 0,31
A>1,0 6,50
p = carga uniforme
) ol ¢, = vdo paralelo 2 borda livre
100ER® E = médulo de elasticidade
h = espessura
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TABELA 3.16b - FUNCOES APROXIMADORAS PARA AS FLECHAS

CASO o A=0/e, a=f(A)
02<A2<05 2,50 M + 5,41 A\ - 0,42
o 0,5<A<10 -1,65 \2 + 4,29 X - 0,07
1,0 <A <20 -0,52 > + 1,96 A + 1,14
10 A>2,0 3,13
0,2 <A<05 9,25 \* + 11,93 A - 0,92
o, 0,5<A<10 2,81 M + 4,70 A + 1,10
A>1,0 3,13
02 <A<05 6,75 A - 0,98 A + 0,01
0,5<A<10 -1,66 \* + 7,20 A - 1,98
a 1,0< A <20 1,33 M + 5,98 A - 1,08
2,0 < A <30 -0,36 \> + 2,19 A + 2,62
1 A> 3,0 6,50
02<A2<05 -38,33 A% +52,00 \* -12,62 A +0,96
- 0,5<A<10 -8,94 \* + 19,13 A - 4,44
1,0 < A <20 -0,90 2 + 3,04 A + 3,73
A>2,0 6,50
02 <\2<05 3,00 A2 + 0,76 X - 0,21
o 0,5<A<10 -1,41 \* + 4,63 A\ - 1,04
1,0 < A <25 0,28 A3 - 2,00 \* + 4,80 A - 0,89
12 A> 2,5 3,13
02 <A<05 -42,22 X +46,10 \* -9,73 )\ +0,64
% 05<A<10 10,51 A\* -28,87 A\* +26,91 X -5,53
A>1,0 3,13
4 p = carga uniforme
=q __pQL_ ¢, = vio paralelo a borda livre
100 ER’ E = médulo de elasticidade
h = espessura
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4. PRE - DIMENSIONAMENTO DAS LAJES

A espessura das lajes pode ser avaliada por processo sugerido pela NBR
6118(1978). Apds o calculo das agdes, os momentos negativos do calculo pléstico e a

razdo dos momentos de vio sdo adotados com base no calculo elastico.

4.1 ESPESSURA

Para a determinag@o da espessura das lajes, podem ser adotados valores seguindo
recomendag¢Ges da Norma Brasileira NBR 6118. Poderia ser feita adaptag¢o do processo
de MACHADO (1989), considerando a laje simétrica com o dobro da dimensdo na
diregdo perpendicular a borda livre. Esta consideragio, porém, também conduziria a
espessuras exageradas.

Nas vigas € lajes das estruturas de edificios, deverfio ser obedecidas as seguintes
condigdes:

- as flechas medidas a partir do plano que contém os apoios, quando atuarem todas as
agdes, ndo ultrapassardo 1/300 do vao tedrico, exceto nos balangos para os quais ndo
ultrapassaréio 1/150 do seu comprimento tedrico.

- o deslocamento causado pelas cargas acidentais ndo serd superior a 1/500 do vio
tedrico e 1/250 do comprimento teodrico dos balangos.

Segundo a NBR 6118, em vigas de secdo retangular e em lajes macigas
retangulares de edificios, serfio consideradas atendidas as condig¢des descritas e
dispensar-se-& o calculo das flechas quando a altura 1til d nfo for inferior ao valor

/(Y y5), sendo ¢ 0 menor vio.
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Os valores de ¥, sdo indicados nas tabelas 4.1 e 4.2, respectivamente, para lajes

armadas em uma dire¢do e em cruz. Os valores de y, sdo indicados na tabela 4.3.

TABELA 4.1- Valores de y, para lajes armadas em uma diregio

Condi¢des dos apoios U,
Simplesmente apoiadas 1,0
Continuas | 1,2
Duplamente engastadas 1,7
Em balango 0,5

TABELA 4.2- Valores de ¢, para lajes armadas em cruz

7
7
7
7
7
7
7
/

/7
J
» N
» 0
(TN
P

ANNNNY
/S
»oe
P
NN\

NNNNN

<

/S

Yo §

ANNNN\N .
., 3
2
78 W

/S >

[TV

v

1,4
1,3

(LS

?

SNNNN NNNNNN - §\\\\\\; NNNNNN §\\\\\\
1,9 1,27 N| 1.8|/7 1,1 N\j 1,0
A A 1,2 1,1 §§ 1,1 ; 1,0 § 1,0
; N ‘ ; N
SNNNNN NNNNN \\\\\\ NANNNN \\\\\\
AN 7z N
N - 1,7 1,4/ \| 2,417 0,7 N| ©O,6
Np—— AN z N
0,5 o,S5 §§ '8 ; c,s § 0,8

[
|

PARY P hY
ol ? wl’? §§.1,07 G §*o,c
A 0,5 0,8{7 \N| o,8(|7 0,5 N| o,3
; N ; AN
NNNN\N NN\ \\\\\\ NNNNN \\\\\\




57
Na tabela 4.2 tem-se:
¢, = menor vao

0= maior vio

Numero superior : y, para 4,/t, = 1,

Numero inferior : , para ¢,/¢, = 2, podendo usar-se, para raziio entre os lados maior que

2, exceto nos casos assinalados com asterisco.

Para 1 <¢,/t, <2 : interpolar linearmente.

TABELA 4.3- Valores de y, para lajes macicas

ACOS Tensdo na armadura para solicitagdo de Y,
caculo (o)

CA-25 215 MPA 35

CA-32 280 MPA 33

CA-40 350 MPA 30

CA-50 435 MPA 25

CA-60 520 MPA 20

Esses valores de oy correspondem aos valores aproximados de f 4, considerando
v, = 1,15.

Para as lajes com mais de 4m de vio tedrico, que suportarem paredes, na dire¢do
do vio, susceptiveis de fissura¢do, as alturas tteis minimas calculadas por este item
deverdo ser multiplicadas por ¢/4 (¢ em metros).

Os valores minimos fixados pela NBR 6118 que devem ser adotados para a

espessura das lajes sfo:

lajes de cobertura ndo em balango 5cm

lajes de piso e lajes em balango 7 cm

lajes destinadas a passagem de veiculos 12 cm
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4.2 ACOES

No célculo dos esfor¢os solicitantes, devera ser considerada a influéncia das
cargas permanentes e das acidentais e de todas as agdes que possam produzir esforgos
importantes. Estas ag¢des serdio consideradas de acordo com as normas e condigdes

peculiares a cada obra.
4.2.1 CARGA PERMANENTE

E constituida pelo peso proprio da estrutura e por todas as sobrecargas fixas e
instalagbes permanentes, como revestimento, pavimentagfo, enchimento e peso de
paredes. Na avaliac@o do peso proprio, admite-se o peso especifico de 25 kN/m® para o
concreto armado, como prescrito na NBR 6118(1978).

De acordo com a NBR 6120(1980), para paredes divisoérias, cuja posi¢do nfo
esteja definida no projeto, o clculo de pisos com suficiente capacidade de distribuigio
transversal da carga, quando ndo for feito por processo exato, pode ser feito admitindo,
além dos demais carregamentos, uma carga uniformemente distribuida por metro
quadrado, maior que 1/3 do peso por metro linear de parede, observado o valor minimo
de 1 kN/m?. Ou seja, a carga das paredes € uma carga linear mas, em muitos casos pode

ser suposta uniformemente distribuida.
4.2.2 CARGA DE USO

E toda carga que pode atuar sobre a estrutura em funcdo do seu uso, como
pessoas, moévels, materiais diversos, veiculos, etc. Sdo agBes verticais supostas

uniformemente distribuidas, com os valores minimos indicados na tabela 4.4, de acordo

com a NBR 6120.
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TABELA 4.4- Cargas de uso em edificios (NBR 6120, 1980)

1.Edificios residenciais

- dormitério, sala, copa, cozinha e banheiro 1,5 kN/m?
- dispensa, area de servigo e lavanderia 2,0 kN/m?
2. Escadas

- com acesso publico 3,0 KN/m?
- sem acesso publico 2,5 kN/m?

3. Escritorios

- salas de uso geral e banheiros 2,0 kN/m?
4. Forros
- sem acesso de pessoas 0,5 KN/m?

5. Garagens e estacionamentos
- para veiculos de passageiros ou semelhantes com carga maxima de | 3,0 kN/m?

25 kN por veiculo

4.3 MOMENTOS E COMPATIBILIZACAO

Ao se analisar um pavimento composto por varias lajes, dependendo do processo
podem surgir dificuldades no estudo das lajes continuas, devido ao engastamento nos
apoios internos, onde ha continuidade, porque nesses apoios ocorrem engastamentos
parciais, ou seja, o engaste ndo ¢ perfeito.

Na maioria dos casos, supde-se as lajes continuas perfeitamente engastadas nas
lajes adjacentes.

Como em geral as lajes de um pavimento diferem nas condi¢Ges de apoio, nos
vdos ou nos carregamentos, resultando em momentos negativos diferentes em um

mesmo vinculo, faz-se a compatibilizagdo dos momentos. Um critério usual consiste em
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considerar, para esse momento negativo, o maior valor entre a média dos dois momentos
ou 80% do maior. Esse critério ¢ razoavel quando os momentos negativos, entre lajes
vizinhas, sdo de mesma ordem de grandeza. Quando néo o forem, a laje com menor
momento pode ser considerada engastada, sendo a outra considerada apoiada nesse
vinculo.

Apds a compatibilizagdo dos momentos negativos, deve-se corrigir os momentos
positivos relativos a mesma dire¢do. A corregéo € feita subtraindo do maior momento
negativo o momento compatibilizado, dividindo por dois este resultado e somando ao
positivo na dire¢do considerada, ou seja, os momentos no centro da laje devem ser
aumentados adequadamente de acordo com a variago do respectivo momento negativo
apos a compatibilizagdo. A diminui¢do do momento positivo nfo é recomendada.

Os momentos resultantes do célculo elastico servem de base para o célculo
plastico. Como os momentos positivos encontrados a partir do calculo plastico sdo
geralmente bem menores que os do eldstico, os momentos nos vios resultam muito
pequenos. Para o célculo plastico, recomenda-se que haja uma redugfo no valor desses
momentos negativos ja compatibilizados. Para as lajes com bordas apoiadas ou
engastadas, recomenda-se adotar, para o célculo plastico, momentos no apoio igual a
metade dos momentos compatibilizados, obtidos em regime elastico. Para lajes com uma
borda livre, recomenda-se adotar de 50% a 60% dos momentos elasticos
compatibilizados.

Com essa redugdo dos momentos nos apoios, pretende-se obter momentos de
plastifica¢do, nos apoios e nos vdos, da mesma ordem de grandeza. A razio dos
momentos de véo € obtida através do calculo elastico. Se os valores obtidos no calculo
plastico ndo forem adequados, novos valores devem ser adotados para os momentos de

apoio, calculando-se novamente os correspondentes momentos de vio.



5. A TEORIA DAS CHARNEIRAS PLASTICAS

A teoria das charneiras plasticas consiste em uma aplicagdo as placas do teorema
do limite superior do célculo plastico. Tem como principal objetivo estudar o
comportamento das lajes de concreto armado com relagéo a ruina.

Quando uma laje atinge a ruina por ruptura do concreto a compressdo, sem que
haja escoamento do ago, é denominada superarmada. Nessas pe¢as a ruina ocorre de
maneira sibita, sem que a estrutura apresente sintomas visiveis de sua iminéncia. Nesse
tipo de laje predomina o uso excessivo de ago, tornando-a antieconomica.

Portanto as lajes usuais sfo subarmadas, isto €, as taxas de armadura devem ser
pequenas o suficiente para que ndo ocorra ruptura do concreto comprimido antes do
escoamento das armaduras, permitindo o completo desenvolvimento das linhas de

plastificagfo e, consequentemente, do mecanismo de colapso.

5.1 FASES DE COMPORTAMENTO

O diagrama da figura 5.1 demonstra as diversas fases de comportamento de lajes
subarmadas, submetidas & agfo de um carregamento proporcional F. A principio, com
o crescimento de F, tem-se a Fase Elastica, onde atuam pequenas forgas, o concreto
resiste a tragfo e o material deforma-se proporcionalmente a carga. A laje comporta-se

de acordo com a teoria das placas em regime elastico (trecho OA na figura 5.1).
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— —/ B \\ FASE DE PLASTIFICAGAO (CD)

/ "=~ FASEDEFISSURAGAO (AC)

/ - - FASEELASTICA (OA)

FLECHA

FIGURA 5.1- Fases de comportamento das lajes subarmadas

Com o aumento do carregamento o material atinge a Fase de Fissuragdo, onde
a resisténcia do concreto a tragdo é ultrapassada nas regides de maiores momentos
(trecho AC). A formag@o de fissuras faz com que haja um crescimento dos momentos
nas sec¢des ndo fissuradas, provocando novas fissuras. Nesta fase a laje comporta-se de
acordo com a teoria das placas em regime elastico, enquanto as armaduras permanecem
em regime elastico linear (trecho AB), sendo o crescimento dos deslocamentos mais
acentuado que na fase anterior. No instante em que as armaduras ultrapassam o regime
elastico linear (trecho BC da figura 5.1), a placa deixa de se comportar de acordo com
a teoria das placas em regime elastico, sendo o crescimento dos deslocamentos mais

acentuado ainda.
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Com o crescimento dos momentos fletores nas se¢Ges mais solicitadas, a
armadura entra em escoamento, dando inicio a Fase de Plastificagfo (trecho CD). Esta
fase caracteriza-se por grandes deformagdes, havendo uma redistribuigdo de esforgos
bem mais acentuada que na fase anterior; nas segdes plastificadas os momentos
permanecem constantes, crescendo nas segdes vizinhas até que estas se plastifiquem e
assim sucessivamente, até o total desenvolvimento das linhas de plastifica¢do.

Obtido o mecanismo, torna-se impossivel qualquer acréscimo de carga; os
deslocamentos podem aumentar mesmo com a diminuigfo da carga aplicada. O colapso
da laje ocorre quando a superficie neutra desloca-se em diregfo a face comprimida, nas
regides mais solicitadas, quando ha diminui¢fo das se¢des resistentes, causando a
ruptura do concreto. Diz-se que a laje atingiu a ruina, sendo a maxima carga atuante
denominada carga limite ou carga de ruina. Geralmente a carga efetiva de ruina é
superior a prevista pela teoria das charneiras plasticas. Mesmo ap6s completamente
desenvolvida a configuraggio de ruina, com deformagdes plasticas excessivas, o colapso
pode ser alcangado somente apds esgotada uma reserva de resisténcia da laje, que

provém do endurecimento do aco da armadura ou dos efeitos de membrana (ver

PINHEIRO, 1988).

5.2 MATERIAIS FRAGEIS E MATERIAIS DUCTEIS

O concreto simples e as lajes superarmadas sdo consideradas frageis, por se
romperem com pequenas deformagdes, néo apresentando comportamento plastico (ver
fig.5.2a).

Para a aplicagdo da teoria da plasticidade, o material tem necessariamente que
ser ductil, ou seja, romper apds grandes deformagdes. Tem-se nesses casos o ago € as

lajes de concreto subarmadas (ver fig.5.2b).
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FIGURA 5.2- Diagrama tensdo-deformagio

5.3 MATERIAIS ELASTOPLASTICO E RIGIDO-PLASTICO

Considerando-se uma pega constituida de material elastoplastico, submetida a
cargas proporcionais, tem-se a principio a fase eléstica, quando o deslocamento de um
de seus pontos € proporcional & carga; depois a fase elastoplastica, situagio em que o
acréscimo da deformagéo é mais acentuado que o da carga, e finalmente a fase plastica,
quando a deformagéo cresce sob carga constante (ver fig.5.3a).

Numa pega constituida de material rigido-pléstico, despreza-se a parte elastica
das suas deformagdes, ou seja, toda deformago ¢ impedida até o inicio da plastificagfio

(fig 5.3b).
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FIGURA 5.3- Comportamento dos materiais

As cargas de ruina calculadas pelos teoremas fundamentais da teoria da
plasticidade sdo validas tanto para pecas elastoplasticas como para rigido-plasticas.
Sendo iguais as cargas de ruina para os dois materiais, conclui-se que a consideracio
elastoplastica ndo ¢ melhor que a rigido-plastica.

A primeira parte da hip6tese de que as deformagGes até a fase elastoplastica
permanecem muito pequenas, a fim de estudar a pega na sua forma inicial conhecida;
quando isso ocorre, no instante em que se inicia a fase plastica, a forma da pega resulta
muito proxima da inicial e portanto comporta-se como se fosse rigida até este momento.
Por outro lado, se as deformagdes reais antes da fase plastica ndo sdo despreziveis, as
duas consideragdes sdo igualmente deficientes; a primeira porque a hipotese referente
as deformagdes ndo se verifica, e a segunda porque representa de maneira grosseira a
peca real. A melhor alternativa € considerar o material como rigido-plastico, pois o

objetivo ¢ a determinagfo da carga de ruina.
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5.4 HIPOTESES DE CALCULO

As hipoteses de calculo que constituem as bases da teoria das charneiras plésticas

sao:

a) as pegas utilizadas sdo compostas de materiais dicteis, ou seja, a ruina ocorre apés
grandes deformagdes; suas secdes devem ser subarmadas, de modo que, no estado de

ruina, a armadura atinja o escoamento nas linhas de plastifica¢éo;
b) o material utilizado é rigido-plastico;

¢) os momentos de plastificagfio sfo constantes ao longo das charneiras e também nas

suas proximidades, segundo o fenémeno da redistribuigdo dos momentos (ver item 5.5);

d) ndo deverd ocorrer ruina prematura do concreto por cisalhamento ou puncfo; a ruina
da estrutura ocorrera quando, pelo efeito da plastificagfo, ela se tornar hipostatica, ou

seja, quando se formar um mecanismo livremente deformavel;

€) despreza-se a influéncia dos efeitos de membrana, provenientes das restrigdes para os
deslocamentos no plano da laje (decorrentes da rigidez lateral das vigas de borda ou da

continuidade com as lajes vizinhas).

5.5 REDISTRIBUICAO DOS MOMENTOS

Quando a regido mais solicitada da laje atinge o estado plastico, deixa de receber
tensdes adicionais mesmo continuando a se deformar (foi alcangado 0 momento maximo

que a laje poderia resistir nesse ponto).
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Continuando a crescer a solicitagfo, as regides vizinhas passam a receber os
acréscimos de tensdes até entrarem por sua vez em estado plastico.

A propagagdo do estado pldstico repete-se de regido para regido até que se
formem as linhas de plastificagdo. Quando € atingido o estado plastico, em cada ponto
de uma linha de plastificagéo, 0 momento fletor maximo € desenvolvido e, nesse ponto,
esse valor ndo € mais ultrapassado, permanecendo aproximadamente constante em toda

a extensdo dessa linha.

5.6 CONFIGURACOES DAS CHARNEIRAS

Para a determinagéo da configuragdo de ruina ha necessidade de se analisarem
todas as possiveis configuragdes. Tais configuragdes irfio depender, principalmente, da

natureza, distribui¢do das cargas, disposigéo das armaduras e condi¢des de apoio da laje.
A obtencdo das configuragdes de ruina depende das seguintes regras:

a) ao longo de contornos engastados, formam-se charneiras negativas (figuras 5.4b e

5.4d);
b) os eixos de rotagdo das diversas regides divididas pelas charneiras coincidem com os
lados simplesmente apoiados (5.4a e 5.4c), com os lados engastados (5.4b e 5.4d) ou

passam por apoios isolados (5.4c e 5.4d);

¢) cada charneira passa pelo ponto de intersec¢fo dos eixos de rotagdo das regides

delimitadas pela charneira;

d) cargas distribuidas geralmente dfio origem a charneiras retilineas.
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Convengoes utilizadas:

i charneira borda livre

XXXXXXXX borda engastada ————  eixo de rotagdo

tn apoio simples . apoio pontual

|
(c) \'\J

FIGURA 5.4- Exemplos de configuragdes possiveis

Quando houver contorno curvilineo, como na figura 5.5, este pode ser
considerado como o limite para o qual tende um contorno poligonal, com lados cujos
comprimentos tendem a zero. As charneiras, que deveriam convergir para os vértices do
poligono, ficardo encostadas umas as outras, formando uma superficie regrada, mas nio

plana, que se admite ser possivel.



69

a) Superficie poliédrica b) Superficie regrada

FIGURA 5.5- Configuragdes de ruina de lajes com contorno poligonal e curvilineo

5.7 PROCESSO DO EQUILIBRIO

Existem dois processos de calculo. O primeiro, denominado processo do
equilibrio ou processo das forgas nodais, vem sendo empregado desde o trabalho
original de JOHANSEN (1932). O segundo, mais recente, ¢ denominado processo da
energia e serd apresentado no item subsequente.

Nas lajes isotropas, o momento de plastificagéo, além de ser constante ao longo
de cada charneira, ¢ também igual para qualquer diregfo, ou seja, constante ao longo de
todas as linhas de plastifica¢do da laje.

Ao longo de uma linha de plastificagio de uma laje is6tropa, atua um momento
m por unidade de comprimento, assim o momento total ao longo da linha de
plastificagdo resulta igual ao produto de seu comprimento pelo valor de m.

Para que o equilibrio da regifo seja satisfeito é necessario que se conhe(;ain as
forgas cortantes e os momentos torgores. Esses esforgos sfo substituidos por forcas
concentradas, que sdo pares de forgas de transmissdo estaticamente equivalentes,

formados por duas forcas iguais e de sentidos opostos (figura 5.6).
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Esta substituigéo € vlida uma vez que, para o estabelecimento das equagdes de
equilibrio, ndo € necessario o conhecimento da distribuigdo exata dos esforgos ao longo
das linhas de plastificagdo, bastando que os esforgos internos equilibrem as forcas

externas (ver PINHEIRO, 1988, ¢ RIOS, 1991).
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FIGURA 5.6- Forgas de transmissio

Portanto, para o n6 E da figura 5.6 pode-se escrever, respectivamente para as

partes 1,2 e 3 da laje, as seguintes equagdes:

Kgy = Ver~ VEA
Koy = Vg~ Ve (5.1)
Kg3 = Vga~Vig
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As forgas Kgy, Kgy, Kgs, Kgy, Kpp, Kyy s80 denominadas forgas nodais, para as

quais se tem:

Koy + Kpp+ Kgz= Vg - Vea* Veg ™ Vep* Via * Vieg= 0

Kpp v+ Bpp v Kpg= Vi - Vi + Vg™ Ve * Ve - Vip= 0

Resumindo:
"A soma algébrica das forgas nodais, em um n6 qualquer, € igual a zero".

Este resultado independe da convengio de sinais e do sentido adotado para as

forgas de transmisséo.
5.7.1 DETERMINACAO DAS FORCAS NODAIS

As forgas nodais podem ser determinadas a partir da hipétese de que nas
proximidades das linhas de plastificagdo 0 momento fletor € o mesmo que o existente

ao longo dessas linhas.
Por exemplo, suponha-se uma laje isétropa, com momentos de plastificacio

positivos m € negativos m', e um né onde concorram duas charneiras positivas e uma

negativa, como indica a fig 5.7.

As expressdes finais sdo dadas por PINHEIRO (1988), e conclui-se que:

Ky = -(m+m'ycotg B
Ky, =-(m+m’) cotg B (5.4)
K,=(m+m') (cotg o+«cotg PB)

03

Nota-se que a soma algébrica das forgas nodais € igual a zero, como ja foi visto.
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FIGURA 5.7- N6 com duas charneiras positivas € uma negativa

5.7.2 NO COM CHARNEIRA DE MESMO SINAL

Supondo que para o n6 0 da figura 5.7f concorram trés charneiras positivas,

substituindo-se m' por -m nas expressdes (5.4) resulta:

02 = 0 Kyp3=0 (5.5)

O mesmo seria obtido se as trés charneiras fossem negativas, substituindo-se m

por -m'.

Pode-se enunciar:

"Em um nd para o qual convergem somente charneiras de mesmo sinal, todas as

forgas nodais séo nulas".

3.7.3 CHARNEIRA CONCORRENTE COM BORDA LIVRE

Uma charneira negativa encontrando uma borda livre (figura 5.8a) pode ser

analisada como uma linha de plastificac@o interceptando duas outras linhas de momentos



nulos, ou seja, as forgas nodais podem ser obtidas com as expressoes (5.4) fazendo-se

m=0nabordae a + p = 180°, supondo-se « < B, resultando:

Ky, =-m'cotg p =m'cotg a
Kg, =-m'cotg «

(5.6)

Se a charneira for positiva (figura 5.8b), substitui-se m' por -m nas equagdes

(5.6), obtendo-se:

K¢ =-m cotg «
Ky, = mcotg o
K¢ =0

BORDA LIVRE OU SIMPLESMENTE
APOIADA

o \
: CHARNEIRA NEGATIVA

0 7
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FIGURA 5.8- Charneira concorrente com borda nfio engastada

Conclui-se entdo que:

"Em um né formado por uma borda livre ou simplesmente apoiada ¢ uma charneira

pléstica, tem-se duas forgas iguais e contrarias, com valor igual ao produto do momento
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de plastificagdo pela cotangente do angulo agudo, sendo a deste dirigida para baixo no

caso da charneira ser positiva e para cima no caso contrario".

5.7.4 APLICACAO DO PROCESSO DO EQUILIBRIO

O emprego do processo do equilibrio consiste em estabelecer as equagdes de
equilibrio de cada regido da laje, delimitada pelas linhas de plastificagdo. Cada regido
considerada estd em equilibrio sob a agfo das forgas nodais, dos momentos fletores ao
longo das charneiras e das forgas externas.

Conhecida a configuragdo das charneiras, determinam-se as forgas nodais e em
seguida, a carga de ruina. Para cada parte da laje, tem-se trés equagdes de equilibrio
estatico; por exemplo, duas equagdes de momentos em torno de eixos situados no plano
da laje € uma de equilibrio de forgas verticais. Se a laje possuir n regides, tem-se 3n

equagdes e 3n incdgnitas. As incognitas sio:

. 0 momento de plastificagéo, para o caso no qual a carga é dada, ou a carga de ruina, se

o momento de plastifica¢do € conhecido;

. n-1 relagdes entre os angulos de rotagio;

. 2n incognitas provenientes dos eixos de rotagdo e das reagdes de apoio.

Apresenta-se, a seguir, um exemplo do processo do equilibrio no calculo de lajes

usuais.

5.7.5 EXEMPLO 1

Laje retangular isétropa com bordas menores apoiadas, uma maior engastada e

outra livre, com carga uniforme p, ¢=m'/m = 2 (fig.5.9).
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FIGURA 5.8- Charneira concorrente com borda nfo engastada

Como o 4ngulo entre as charneiras e a borda livre € diferente de 90°, as forcas

nodais ndo se anulam, devendo ser calculadas de acordo com as expressdes (5.7):

m
K, =K_ = tgoa = —=
Al g1 - Mcotg 2 (5.8)
mX
KA2=—mcotga=—T (5.9)
X
Fazendo-se o equilibrio da regifo 1 (figura 5.9b), resulta:
! Qx gX ax
m.2X+m0y+ (KA1+KBI)0x=p[X.E.§.2 + (2y—2x) Qx.—é-]
mszO’—ZS_'E (5.10)

9+4x
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Fazendo-se o equilibrio da regido 2 (figura 5.9¢), resulta:

m.2xem' 0+ (Ky+ Kp) 4 o=p [ x. =, —3’-‘ S 24 (0, - 2x) 0. ]
3 2
mop—2% (5.11)
18 - 2x

Igualando (5.10) a (5.11) e resolvendo a equagdo do segundo grau, obtém-se:

X =1,66 metros

Substituindo este valor nas equagdes (5.10) ou (5.11), obtém-se:

m=0,659p

5.8 PROCESSO DA ENERGIA

O processo da energia, também conhecido como processo do trabalho, nada mais
€ do que uma aplicagdo do principio dos trabalhos virtuais, permitindo que as equagdes
de equilibrio sejam escritas de forma concisa, resultando num calculo rapido e pratico.
O principio dos trabalhos virtuais consiste no deslocamento de um ponto da laje na
dire¢do perpendicular ao seu plano médio; considera-se esse deslocamento unitario.
Calculam-se os angulos 8; ¢ 8 de rotacdo das charneiras positivas e negativas,
considerando ¢ e {' os comprimentos das charneiras positivas e negativas e m e m' os
momentos de plastificagdo por unidade de comprimento. Assume-se que na ruina ndo

hé perda de energia, enquanto a laje se deforma.
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Como demonstrado em PINHEIRO (1988), se a configuracio de ruina depender

de alguns pardmetros, a equagdo do momento se apresenta sob a forma:
m=F(x,y,...) (5.12)
Como, pelo teorema cinemético da teoria da plasticidade, o momento de

plastificagdo ¢ o maior entre aqueles correspondentes as diversas configuragdes

possiveis, os valores dos pardmetros x, y, etc sdo determinados pelas condi¢des de

maximo:
E:o, £=0, (5.13)
ox oy

5.8.1 TRABALHO DAS FORCAS INTERNAS (T))

A equagio da energia absorvida pelas charneiras ao se deformarem sera:

T.=m.0,08.+m’' 0. 6" (5.14)
1 1 1 1 1 1

1

sendo

m; e m;' = momentos de plastificagio por unidade de comprimento
6,e 6' = Aangulos de rotagdo de todas as charneiras positivas e negativas

respectivamente

4 e ¢' = comprimentos das charneiras positivas e negativas respectivamente

5.8.2 TRABALHO DAS FORCAS EXTERNAS

Considerando-se uma regido da laje, a energia fornecida pela carga externa, num

elemento dA da 4rea da laje, ao sofrer um deslocamento f referente 4 carga distribuida
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¢ pfdA, e a energia devida & deformagdo em toda regiéo é obtida fazendo-se a integral

sobre toda essa regido:

”pfdA (5.15)

Uma vez que a laje é composta de vérias regides, o trabalho total das forgas

externas € o0 somatorio das integrais calculadas para cada regido:
T,-X [ [pfdal, g, (5.16)

Supondo que neste elemento dA, além das cargas distribuidas, atuem cargas
concentradas, os deslocamentos causados por essas cargas sio denominados f;. O

trabalho total desenvolvido por essas cargas sera:

Tezz [pjfj+prfdA]regiéo (5-17)

No caso da carga p ser uniformemente distribuida, o Gltimo termo desta equagfo
pode ser substituido por pV, sendo V o volume desenvolvido pela superficie deformada.
No caso de cargas lineares p,, 0 deslocamento f, serd fung¢do do elemento ds sob a carga

linear. Resulta:

Te=z[pjfj+pV+qufgds]regiéo (5.18)

5.8.3 EXEMPLO 2

Laje retangular isétropa com borda maior engastada e a outra livre, as duas
menores apoiadas, submetida a carga uniforme p e ¢ = m'/m = 2 (figura 5.10)

Exemplo andlogo ao anterior, ora resolvido pelo processo da energia.
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MEDIDAS EM METROS

FIGURA 5.10- Laje retangular com uma borda livre

Para a regido 1, tem-se:

Ti=m.2x.61+m’.0y. 8, - 2m (x+9y)—01:=§m(x+4,5) (5.
T =p[x.—ﬂ—x.i.2+(0—2x).ﬂ.i]=p(6,75—2x) (5.
e 273 Y X" 2

Para as regides 2 e 3, tem-se:
T,-m. 0. 82=—?;—m (5.
T,-=p.¢, —;E%=£2X— (5
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Para a laje toda obtém-se, respectivamente:

Ti=_m(x+4,5)+ 3m+ 3m=m(£x+3+£) (5.23)
X X 3 X
Te=p<6,75-2x+§+§)=p<6,75—x> (5.24)

Igualando-se a equagdo (5.23) a (5.24) obtém-se:

6,75x - x?
2X2+9X+18

m - 3p (5.25)

O valor de x ¢ obtido derivando a equagdo (5.25) em relagéo a x e igualando a

Z€10.
_93_3p(2x2+9X+18)(6,75-2x)-(6,75x-x2)(4X+9)_0
dx (2x2+9x+18)2
(2x2+9x+18) (6,75 -2x) - (6,75x-x%) (4x+9) =0
x2+1,6x-5,4-0
x'--3,2576
x"-1,6576
Adota-se o valor positivo. Portanto:
x = 1,66 metros (5.26)

Substituindo este valor na (5.25) obtém-se, como esperado, 0 mesmo valor
obtido através do processo do equilibrio, ou seja:

m=0,659p
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5.9 LAJES ISOTROPAS, ANISOTROPAS E ORTOTROPAS

Na teouia das charneiras plasticas, uma laje € considerada is6tropa se apresenta
a mesma resisténcia a flexdo, qualquer que seja a se¢fo considerada. Para que uma laje
com armaduras dispostas ortogonalmente seja isotropa, basta que sejam iguais os
momentos de plastificagdo nestas duas dire¢es, o que é valido tanto para os momentos
positivos quanto para os negativos (ver PINHEIRO, 1988 e RIOS, 1991).

Anisotropas sdo as lajes que nfo apresentam a mesma resisténcia a flexdo
qualquer diregdo considerada. Neste caso, geralmente se admite que, mesmo sendo
varidveis os momentos de plastificagdo conforme a dire¢do considerada, numa mesma
diregdo eles sejam sempre 0s mesmos.

Se a laje anisotrépa possuir armaduras dispostas em dire¢des ortogonais que
oferecam momentos de plastificagdo positivos e negativos e se os momentos positivos
guardarem entre si uma relagfo idéntica a relagdo entre os momentos de plastificagio
negativos correspondentes, a laje sera considerada ortotropa, ou seja, uma laje com
armaduras ortogonais, que oferegcam momentos de plastifica¢io positivos m, e m, €

negativos m,' € m,', sera considerada ortétropa se:

m, =Km m. = km! (5.27)

Uma laje anis6tropa com armaduras ortogonais que oferega somente momentos
de plastificagdio positivos, sempre podera ser considerada ortétropa. A relago x é
denominada indice de ortotropia.

Uma laje isétropa afim € aquela obtida modificando-se a forma e a carga da laje
ortdtropa, de acordo com algumas regras, de maneira a resistir aos mesmos esfor¢os. A

vantagem da transformag&o € conduzir a uma analise mais simples.
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5.10 TRANSFORMACAO DE LAJES ORTOTROPAS EM
ISOTROPAS

As lajes ortétropas podem ser calculadas como se fossem isétropas,
modificando-se suas dimensdes. Considere-se um elemento de laje ortétropa, como o
indicado na figura 5.11, com charneiras resistindo a m e m' na dire¢fio x € a xm e xm' na

diregfo y.

vl

EIXO DE ROTAGAO

e m

um' N

u :
/\\ / \ v m,m
\

/
/ / X

S —
B—

FIGURA 5.11- Elemento de laje ortétropa

Sendo o vetor a a resultante dos momentos positivos € a, € a, as projecdes de a

segundo esses eixos, as componentes segundo os eixos coordenados sio:

M =ma M, -Kma, (5.28)
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Analogamente, para a resultante b dos momentos negativos obtém-se:

M}’(:m’bx M;=Km’by (5.29)

Sendo & o abaixamento de um ponto arbitrario, H a distincia desse ponto até o

eixo de rotagdo e 6 o giro em torno do eixo de rota¢do, tem-se:

- d/H
sendo as componentes:

6 -6 6 6 -6 °
- Bcosv- — " senv-F {(5.30)

Y

s

A contribui¢gio do elemento de placa & equag&o dos trabalhos virtuais € dada por:

, 5
(ma,+m'b ) = (kma_+xm'b, ffpz «dy = (5.31)
y

A equagéo correspondente a (5.31) para a placa isétropa, admitindo-se que a

carga p por unidade de superficie seja a mesma para placa ortdtropa e isétropa (ver

PINHEIRO, 1988), sera:

, e}
(mXAa, +m'Ab ) + (may+m y ffp Ad, d =0 (5.32)

H )\.H
y

Dividindo-se por A e admitindo x = 1/A%, isto é A = 1/Vk, tem-se uma expressio
analoga a (5.31), ou seja, uma placa ortétropa pode ser calculada como isétropa, afim
a ortdtropa, multiplicando-se as dimensdes nas dire¢des de m e m' por 1/V'x, mantendo
inalterada a carga p uniformemente distribuida. Este procedimento foi proposto por

JOHANSEN (1932) e ¢ ilustrado pela figura 5.12.
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b P /Vk

FIGURA 5.12- Obteng&o de laje isotropa afim

Uma for¢a concentrada F pode ser encarada como uma carga distribuida sobre
uma area muito pequena A. Passando-se a laje isétropa, a 4rea correspondente serd A/Vk '
e a carga F/Vx.

Uma carga linear p, pode ser encarada como uma carga distribuida p segundo

uma dimensé&o t na dire¢o y, de modo que

p, = pt cosu (5.33)

sendo u o dngulo entre a carga linear e a seg¢fo que resiste a0 momento m.

Na placa isétropa tem-se 0 mesmo p € 0 mesmo t, porém um outro angulo u' tal

que:

tgu’ - sen u
(5.34)

— COS U
u
Substituindo em p, = ptcos u' obtém-se:
i pl
p, - , (5.35)
\/Ksen 211 + COSZU
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No caso de lajes com armaduras ndo ortogonais, JOHANSEN (1932) demonstra
que podem ser transformadas em ortétropas afins e, em seguida, em lajes is6tropas

equivalentes.

5.11 CARGAS CONCENTRADAS

Cargas concentradas ou cargas pontuais ndo existem na pratica; elas distribuem-
se em pequenas areas. Com a diminui¢fo dessas areas, os resultados se aproximam dos
valores tedricos, que podem ser considerados como valores limites.

Uma carga pontual pode fazer com que todas as charneiras concorram para ela,
formando um niimero limitado de elementos triangulares, que constituem os leques de
chameiras (conforme demonstra PINHEIRO, 1988), limitados por charneiras circulares,

no caso de lajes isotropas, como na figura 5.13.

/\\T\\\ N 7 . 7‘“
\\ // //r(j\\\ . -
/ y
\K/ / \‘\”l \ \\ dm
Y

FIGURA 5.13- Contorno engastado ou apoiado sem armadura superior

No caso de lajes ortétropas, formam-se leques elipticos. Como as configuragdes
de ruina para cargas concentradas em geral diferem das relativas a cargas distribuidas,
o calculo torna-se trabalhoso. Portanto, pode-se calcular separando cada tipo de carga
¢, em seguida, considerando a superposi¢ao dos efeitos (ver PINHEIRO, 1988), obtendo

resultados proximos do correto e a favor da seguranga.
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Exemplos de cargas pontuais atuando em lajes isotropas e ortdtropas sio
encontrados em PINHEIRO (1988), que trata também da superposi¢go dos efeitos e da

formacéo de leques.



6.FLECHAS

6.1 GENERALIDADES

De acordo com o item 4.1, quando se adota a espessura de uma laje para que esta
atenda as exigéncias das normas, quanto a espessura minima e quanto ao limite de
deformabilidade, geralmente se chega a valores excessivos.

Procurando trabalhar com lajes mais esbeltas, pois o célculo pela teoria das
charneiras plasticas conduz a momentos fletores menores que os provenientes do calculo
elastico, permitindo a utiliza¢do de espessuras menores, torna-se necessaria a verificagéo
da flecha.

O célculo das flechas ¢ dificultado pelo fato de que devem ser consideradas
varias influéncias de dificil avaliagdo. Portanto determina-se um valor estimado da

flecha. Estas influéncias sdo comentadas a seguir:

- A colaboragdo parcial do concreto na tragdo. A zona tracionada do concreto s6 ndo €
totalmente eficaz nas regides de momentos maximos. Na passagem ao estadio II, a

rigidez a flexdo EI diminui consideravelmente. Portanto, a curvatura aumenta.

- A fluéncia do concreto aumenta principalmente nas partes que permanecem no estadio
I. No estadio II, com zona de tragdo fissurada, cresce apenas a deformacéo da zona
comprimida. Isto faz com que a linha neutra se desloque para a regido tracionada, o que
acarreta um aumento da se¢fo transversal da zona comprimida. Com isso, a tensdo no

bordo diminuiu e o aumento de deformagio da zona comprimida € restringido.
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- A retragdo produz também uma redistribui¢do dos esforgos internos, porque a

armadura impede o encurtamento do concreto.

Autores como LEONHARDT (1959), MEHMEL (1959) e MAYER (1967)
desenvolveram férmulas para o célculo das flechas. O processo desenvolvido por Mayer,
no qual as influéncias podem ser consideradas por meio de coeficientes, é muito
adequado. Entretanto, apenas em casos excepcionais se desejara calcular com tanta

preciséo.

6.2 ESTADOS LIMITES

Uma estrutura de concreto, de modo geral, deve ter a sua seguranga verificada
contra diferentes estados limites, nos quais ela deixa de cumprir as suas finalidades.
De acordo com a NBR 6118 (1978), os estados limites sdo classificados como

estados limites ultimos e estados limites de utilizacio.

6.2.1 ESTADOS LIMITES ULTIMOS

Um estado limite tltimo ocorre quando se esgota a capacidade de suporte de uma
estrutura, surgindo uma deficiéncia estrutural ou seja, o colapso da estrutura. O colapso
surge quando pelo menos parte da estrutura se torna hipostatica.

As principais causas que levam uma estrutura de concreto a um estado limite

ultimo sdo:

- perda de estabilidade de uma parte ou do conjunto da estrutura assimilada a um corpo
rigido;
- ruptura de seg¢des criticas da estrutura;

- transformagio da estrutura em um mecanismo;
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- instabilidade por deformagéo;

- deteriorizagdo por efeito de fadiga;

- deformagdes elasticas ou plasticas, deformag#o lenta e fissuragdo, que provoquem uma
mudanga de geometria que exija uma substitui¢do da estrutura;

- € outras, em funcdo de peculiaridades da obra.

Também pode decorrer de causas como: agdo do fogo, explosdes, etc. Essas
causas devem ser consideradas por ocasido da concep¢do da estrutura.
A seguranga contra o colapso ndo € verificada diretamente. Em lugar do colapso,

consideram-se os estados de ruina das se¢Ges criticas da estrutura.

6.2.2 ESTADOS LIMITES DE UTILIZACAO

Para que uma construgéio seja considerada segura, além dos estados limites
ultimos, devem ser considerados também os estados limites de utilizagao.

Um estado limite de utilizagdo ocorre quando estiver comprometida a
durabilidade da estrutura ou quando ficar prejudicada a utilizagdo funcional da
contrugdo. Ndo hé, nesse caso, danos estruturais que comprometam de imediato a
integridade da estrutura, mas desempenhos inadmissiveis para a manuteng¢do da propria
estrutura ou para a utilizago normal da contrugéo.

Apresentam-se a seguir algumas causas que podem levar a estrutura de concreto

a um estado limite de utilizac8o:

- deformagdes excessivas para uma utilizagdo normal da estrutura;
- fissuragfio prematura ou excessiva;

- danos indesejaveis (corroséo);

- deslocamentos excessivos sem perda de equilibrio;

- vibragdes excessivas;

- outras, em fung¢@o das peculiaridades da obra.
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6.3 TIPOS DE DEFORMACOES

As deformagdes do concreto podem ser classificadas como:

- deformagdes que dependem do carregamento, destacando-se a deformagdo eldstica
imediata e deformagdo lenta (fluéncia).
- deformagdes independentes do carregamento, ou seja, dependentes da variagdo de

volume (retragdo e deformacdo térmica).

6.4 VALORES LIMITES DAS FLECHAS

A NBR 6118(1978) (item 4.2.3.1-¢) limita as flechas a 1/300 do véo tedrico,
exceto no caso de balangos, para os quais o limite € 1/150 do seu comprimento teérico.
Além disso, o deslocamento causado pelas cargas acidentais ndo deve ser superior a
1/500 do vio tedrico e 1/250 do comprimento teodrico dos balangos.

Os limites definidos pelo Comité Euro-Internacional du Béton, CEB 158E, e
pelo American Concrete Institute, ACI-318M(1983), estdo relatados na dissertagdo de
RIOS (1991), assim como a determinagdo da flecha, flecha eléstica inicial, flecha

decorrente da deformagfo lenta e flecha decorrente da retragdo.

6.5 COMBINACOES DAS ACOES

De acordo com a NBR 8681(1984), nas combina¢des de utilizagdo sdo

consideradas todas as agdes permanentes, inclusive as deformagdes impostas
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permanentes, € as agdes variaveis correspondentes a cada um dos tipos de combinagoes,

como ¢ indicado a seguir.

6.5.1 COMBINACOES QUASE PERMANENTES DE UTILIZACAO

Nas combinagdes quase permanentes de utilizagio (50% da vida util), todas as
agdes varidveis sdo consideradas com seus valores quase permanentes y,F (¢, = 0,2

para edificios, em geral):

6.5.2 COMBINACOES FREQUENTES DE UTILIZACAO

Nas combinagdes frequentes de utilizagio (5% da vida util), a agdo varidvel
principal F; € tomada com seu valor frequente ¥, F, x € todas as demais a¢des variaveis
sdo tomadas com seus valores quase permanentes ¥.F g (W, = 0,3 para edificios, em
geral):

n n
L F

Fd,uti T
i-1

gi, k°* v, Fql,k * fzwzj qu,k
6.5.3 COMBINACOES RARAS DE UTILIZACAO

Nas combinagdes raras de utilizagdo (méaximo algumas horas), a agfio variavel
principal F, ¢ tomada com seu valor caracteristico F,ix € todas as demais a¢des sdo

tomadas com seus valores frequentes U F g

n

m
L F + F k+Z_I

Fauei= 2 Foi o Fopar BV F g
i-1 j-2
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6.6 ESTADIOS

Uma pega de concreto armado submetida a um carregamento que varia de zero
até a ruptura, passa por diversos estadios de comportamento. A figura 6.1 apresenta
esses estadios de comportamento de uma pega ensaiada a flexdo, sob a ag8o de carga

gradativamente crescente.

|
1 e . _
[ ‘
¢ | ,
M i i — ~
AN T =
| pod - :
S i .
/\ | | 1 —]
[ i o F—
L e MU ECE B i
| P — I imiithn P p——— — L - - .- L =

U(?T O
i, iy
ESTADIO I ESTADIO IT ESTADIO IIT

FIGURA 6.1- Diagramas de tensdes nos estidios de comportamento

No estadio I, quando as solicitagdes sdo pequenas, o concreto resiste as tensoes
de tragdo. No estadio Ia o concreto resiste & tragio em regime elastico linear e no estadio
Ib, em regime pléstico ou seja, na iminéncia da ruptura do concreto a tragdo.

No estadio II o concreto esta fissurado na zona tracionada e as forgas de tragéo
sdo totalmente absorvidas pela armadura, desprezando-se a colaboragdo do concreto

nesta zona.

M <M, -> estadio I (todas as se¢des)
M > M, -> estadio II (parte no estadio I)

M, -> momento de fissuragéo.
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No estadio III, denominado estddio de ruptura, corresponde a iminéncia de
ruptura do concreto & compressao.

Nos estadios I e II faz-se a homogeinizagio da seco, ou seja, a armadura de
tragdo de drea A, com tensdo o ¢ transformada numa se¢éio de concreto equivalente

A*, = a A com tensdo o,/e,, como demonstra a fig. 6.2, na qual se tem:

A's ‘ Atce/2 A%ce/2 l 7 ce
,‘f r,,,/ XT .
TN K AN r
i } | i
‘ ; i 1 } ‘ X UCC/O(
d | | ;
N e e T T A ——
| | | I
| |
] | | e
| | | X,
| ! } %/ ct /
- e e p— — o
1 — Si#/ L L _
| - A%t /e * Lo Tet
| As ct/2 ct/2
| AL
b
Tensoes

Secao cquivalenie
de concreto

FIGURA 6.2- Segio homogeneizada

se¢do homogeneizada: Ap=bh+ a A+ a A,
linha neutra: X, OU X,
momento de inércia: [,oul,

A, = 4rea da armadura de tracgfo;

o, = tensdo na armadura de trag¢do;

A*, = area de concreto equivalente & armadura de tracio;

. = razdo estre os modulos de deformagfo do ago e do concreto;
A, = 4rea da armadura comprimida;

o, = tensdo na armadura comprimida;

A* = area de concreto equivalente a armadura comprimida.
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De acordo com os diagramas de deformagdes e de tensdes da figura 6.3, tem-se:

/
N
h ]
L
\/ 4
|
bt
FIGURA 6.3- Diagrama de deformagdes
tensoes: c=M/N).y
deformagdes: e=o/E
pegas com M > M X, € [, (formulas de Branson, item 6.7.4-b).
6.7 ROTEIRO DE CALCULO

Apresenta-se a seguir um roteiro para o calculo das flechas.

6.7.1 ESPESSURA

De acordo com a NB 1/78(NBR 6118), para que ndo haja necessidade de

verificagdo da flecha, deve-se ter:

LPLE
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sendo:
¢ = menor lado

¥, € §; => valores encontrados nas tabelas 4.1 e 4.2.

6.7.2 CARGAS

Conforme a NBR 7197(1989), para verificar se a se¢do estd ou ndo fissurada,
através da comparagfo do momento maximo em servico com M,, deve ser considerada
combinagéo rara de utilizago. Em geral, em edificios basta considerar, para combinagio

rara:

Paui = 8t q

Para célculo da flecha, devem ser admitidas as combinagdes quase permanentes

de utilizag3o, sendo:

Paui = 8+ P2 Qi

ou seja, toda a parcela da carga permanente mais y, da carga de uso. Os valores de 1,
sdo definidos pela NBR 8681(1984) ou por normas especificas, referentes ao tipo de

construgdo considerada, ou seja, para edificios y, = 0,2.

6.7.3 MOMENTOS

Desprezando-se a contribuigdo da armadura, 0 momento de fissurag@o da laje é

dado por:

M, = 0,25 bh2f, 6.2)
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sendo:

fy = £4/10 paraf, < 18 MPa
fu = 0,06 £, + 0,7 MPa paraf, > 18 MPa

Os momentos de servigo da laje para carga de utilizagdo sdo os calculados em

regime elastico.

6.7.4 SITUACOES A CONSIDERAR

Como ja foi visto, para a verificagdo da seguranga em relagfio ao estado limite
de formagéo de fissuras, deve ser considerada a combinagdo rara de utilizagdo, na qual
a agdo variavel principal é tomada com seu valor caracteristico q,. O momento de inércia

a ser adotado € o da se¢8o homogeneizada.

a) Seg¢des néo fissuradas (M4 < M,)

O momento de servigo ¢ menor que o momento de fissuragio, ou seja, a se¢do

estd no estadio I. Para segfo retangular tem-se:

0,5bh? .0 (A d+A'd)
e S S

/
bh+o_ (A +A]))

I, - bh’ bh ) 2 A (d )2 o A d’y?
17 12+ X175 * X Ay - X r by X -
(6.4)
com,
E
S
et E,

E_=E_-6600,/(f_+3,5) (MPa)
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sendo:

I; = momento de inércia no estadio I

X; = linha neutra no estadio I

E. = moédulo de elasticidade do concreto

E,, = médulo tangente na origem

Para se levar em conta a fluéncia, o anexo da NBR 7197(1989) permite
considerar a, = 15, sendo e, a razio entre os modulos de elasticidade do aco e do
concreto. Neste trabalho a fluéncia serd considerada majorando-se a flecha imediata

através do coeficiente de fluéncia B (item 6.7.6). Portanto adota-se a.=E/E,
b)Segdes fissuradas (Mg, > M,)
O momento de servigo é igual ou superior a0 momento de fissuragdo, ou seja,

parte das segdes estd no estadio I e parte no estadio II.

No estadio I, a linha neutra € 0 momento de inércia sio dados por:

2 O(e O(e
Xy +2.— (A _+AVx, -2.—S(ad+a'd) -0 (6.5)
b s s 2 b s s
b x3
2 2 2
L= =55 0 A, (d-x) % v o Al (x - d) (6.6)

Como existem também se¢des ndo fissuradas, pode ser considerada a situac¢éo

equivalente dada pelas formulas de Branson:

M M
Xe=(—l\f)2'5.xl+[1-(—j)2’5].xzsxl

I-(ﬂ)3 I+[1—(£4—[)3] I, <T

e” ' Ty S Iy; 2%+ (6.8)
sendo
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Se a taxa de armadura p for menor que 0,5%, para segdo retangular, pode-se

adotar:
Xo =h/2 em vez de x,
[, =bh*12 em vez de ],

De acordo com a NBR 6118(1978), item 4.2.3.1-A, o modulo de deformacio

longitudinal do concreto é:

E_-0,9.6600 /f_+3,5 (MPa)

6.7.5 FLECHA IMEDIATA

A flecha imediata pode ser obtida através da equagio de Lagrange, também

chamada equagéo diferencial da eldstica.

+

9%w 5 3w +a4co P
ax? ax?ay? oay?! D

(6.9)

onde D ¢ o mddulo de rigidez a flexdo, cuja expressio é:

sendo:

I = momento de inércia a flexdo da placa,
E = moddulo de deformacio longitudinal,

v = coeficiente de Poisson.

A NBR 6118(1978) especifica o coeficiente de Poisson (v) igual a 0,2.
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A solugfo da equagdio de Lagrange ¢ complexa, recorrendo-se entfio a processos
numéricos que sdo utilizados na confecgio de tabelas. As flechas sio dadas, entdo, pelas

seguintes expressdes [ver Pinheiro(1993)]:

4
pt
g, (6.10)
1 100 gp3
4
L, . _ab pl,
11200 EI
sendo
3
r.0h <.>p3. 121

h = espessura da laje

6.7.6 FLECHA DECORRENTE DE ACOES DURADOURAS

A flecha a; decorrente de agdes duradouras compde-se de duas partes, uma
rapida e outra lenta.
As a¢Bes duradouras sdo provenientes da soma da carga permanente a uma

parcela da carga acidental, tendo-se:

Py uei=P1= 9+ V,q, (6.11)

A flecha a; € a soma da flecha imediata (agdes duradouras) com a flecha

decorrente da fluéncia, ou seja, o coeficiente p vezes a flecha imediata.
a;=a;,+a.-Pa, (6.12)

Para levar em conta o efeito da deformagio lenta, a NBR 6118(1978) permite

avaliar a flecha final, devida as agdes de longa duragdo, como o produto do valor da
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flecha imediata respectiva, pela relagdo das curvaturas final e inicial da se¢do de maior

momento em valor absoluto. Sendo assim, define-se o coeficiente B:

(1/r) .

VTS

(6.13)

(1/r), = curvatura final

(1/r); = curvatura inicial

De acordo com a notagfo da fig.6.4, o valor da curvatura, segundo essa norma,
deve ser calculado através da expresséo:

1 Iec|+ £,
r

(6.14)
d

fazendo-se ¢, final igual a trés vezes o valor de ¢, inicial e £, constante e igual ao seu
valor inicial. Portanto, tem-se:

3¢ + &
c s
d 3SC+€
B - - (6.15)
g + 8 g + &
c s c s
d

Baseado no diagrama de deformagdes (fig.6.4), tem-se uma condi¢do de
compatibilidade:

Substituindo na equacéo (6.15), obtém-se:

3x ¢
S*,";_1 2
__d-x  ° p-—r-1
Lax -
XSS
+ &

d-x °
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b
FIGURA 6.4- Diagrama de deformagdes
6.7.7 FLECHA IMEDIATA PARA ACAO SUPLEMENTAR
Acdo suplementar ¢ a parcela da carga total que ndo ¢ duradoura:
p,- (1-¥,) g, (6.16)

Esta parcela de carga ndo provoca fluéncia. A flecha imediata a, decorrente da

a¢do suplementar € dada por:

a,- —a, (6.17)

6.7.8 FLECHA TOTAL
Denomina-se flecha total & soma das parcelas relativas as agdes duradouras e a

suplementar:

Poderia ser considerada também uma parcela relativa a retragdo, que por ser

pequena sera desprezada (ver RIOS, 1991, por exemplo).
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6.7.9 CRITERIO DE ACEITACAO

Duas condi¢@es devem ser verificadas, uma relativa a deformabilidade da laje
apos aplicagdo das agdes duradouras e outra relativa 4 necessidade ou ndo de

contraflecha.

a) Primeira condigéo : £ %id ©

Considera-se a;, = ¢/300 ou ay, = #/150, sendo este tltimo valor relativo a
balangos.

Se esta condi¢do ndo for satisfeita, deve-se enrijecer a laje, por exemplo
aumentando sua espessura.

A NBR 6118(1978) exige também que a, seja inferior a #/500 ou ¢/250, este
tltimo no caso de balangos. Porém, em edificios, em geral a primeira condicdo é mais

rigorosa que esta.
b) Segunda condig¢fo: €7 “lm

Se esta condi¢io néo for satisfeita, é obrigatério a adogdo de uma contraflecha.
6.7.10 CONTRAFLECHA

Sempre pode ser adotada uma contraflecha a,, sendo ela obrigatéria quando a
segunda condi¢do ndo for satisfeita. Seu valor devera estar entre a flecha imediata para
agdes de longa duragio (a;4) e este valor mais metade da flecha devido & fluéncia (a, +

a,/2). E mais adequada uma contraflecha proxima deste wiltimo valor.

De acordo com a equagéo (6.12), tem-se:

a=a -ag=PBag-ag=ay(p-1)
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Portanto:
a (B-1) 1+
[o4
gt > qig* .y > =a,4( > )
1+PB
1d< acf< ( 2 ) id

(6.18)

Entdo, um valor de a ¢ proximo de [(1 + B)/2]a;y € mais adequado. Costuma-se

adotar valores multiplos de 0,5 cm.



7. CALCULO DE LAJES RETANGULARES PELA
TCP

7.1 GENERALIDADES

O célculo pela Teoria das Charneiras Plasticas ndo € mais amplamente utilizado
devido a falta de divulgagfio de processos que permitam ao engenheiro enfrentar os
casos mais comuns da pratica, que sdo as lajes anisotropas continuas.

PINHEIRO (1988) apresenta uma formulagfio em caso de lajes retangulares
simplesmente apoiadas ou engastadas no contorno ou de lajes retangulares continuas
sem borda livre, onde devem ser fixadas relagdes entre os momentos negativos e
positivos € uma relagdo entre os dois momentos positivos. Para o caso de lajes
continuas, ha necessidade de compatibilizagdo dos momentos negativos, conduzindo a
um célculo iterativo.

AMARAL (1964), prop6s uma solugéo que conduz a formulas simples e diretas,
abordando o problema do emprego das relagdes entre os momentos negativos e
positivos. Nessa mesma linha, SANTOS (1989) prop6s um processo iterativo,
conduzindo a uma solugdo prética para as lajes retangulares continuas de edificios, sem
borda livre.

RIOS (1991) apresenta o roteiro de calculo para laje engastada, simplesmente
apoiada, com uma ou duas bordas livres. Neste trabalho foram incluidas fun¢des

aproximadoras e exemplos de lajes com uma borda livre utilizando o método do
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equilibrio, sem a considerago de leques das charneiras nos cantos da laje. O calculo é

feito para lajes retangulares sujeitas a carga uniformemente distribuida e carga linear

ao longo da borda livre.

7.2 NOTACAO ADOTADA

A figura 7.1 apresenta a notagfo a ser utilizada. Os termos horizontal e vertical

se referem a uma maneira intuitiva de representar os vios e os momentos.

DIREGAO
4 VERTICAL

m

. 1/ m,

ey, DIRECAO
HORIZONTAL

FIGURA 7.1- Notagdo

¢, = vao na diregdo "horizontal"
¢, = v@o na diregdo "vertical”
m,, = momento relativo a armadura horizontal

m, = momento relativo a armadura vertical

O indice indica a diregfio da armadura determinada pelo momento.
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7.3 LAJES RETANGULARES COM UMA BORDA LIVRE

A figura 7.2 apresenta a notago adotada no caso 12, onde a e m sio a dimenséo
¢ 0 momento que determina a armadura perpendicular & borda livre, b e pm
correspondem a diregéo paralela a essa borda e m; sio os momentos negativos. A carga

p ¢ uniformemente distribuida e p, é uma carga linear ao longo da borda livre.

P, P, B
. < T T
j i\ ‘i 'yi [0 !
L - ! }
| o= 5 < | =
w | = 1 ( : B 2
R R | 2 o
4 n
i T "i’( /\ é NP l, q i, o
d ; ig // \ | ‘ . m 3 7
H = . . < E ;

! ‘ éj /// d \ - H
| I T <5 o\ ]
- XX XXX KXKRXK XXX KX KKK XX RRIR XK KX KXTKXKITE ™

ty L,
| | | |
H ! -t
b ‘ b= b I by 'b - b, bzl b—+
b b
- | |
o e , :
I
(a) (b)

FIGURA 7.2- Laje retangular com uma borda livre

Sera considerado o equilibrio de momentos para cada regifio, em torno das

bordas adjacentes, supondo a configuragfo de ruina mostrada na fig. 7.2-a.

Regido 1:

b.a, b

171

b b1
2 3

12

b
pma+ma =p| +b1(a—a1)71]+pab
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2
nm+m =£1—[p(3a—2a)+3 ] (7.1)
17 e 1 b,
Regido 2:
(b-b))a, (b-b,) (b-b,)
npma+mya =p > . 3 + (b—bl) (a—al) T +
+py(b-b)) ———
(b-b,)?
pm - m, - 6a1 [p(3a-2a,) +3p,] (7.2)
Regido 3:
a,b a
mb +m.b = i1
WP

2
m+m, = %
TP

O valor de b, em fungdo de m ¢ determinado através das equagdes (7.1) e (7.2),

resultando:
2 2
bf  (b-b)
pm+m nm+m,

1/um+m2.b1=‘/um+m1.b—1/11m+m1.b1

b, - kit N (7.4)
\/um+m1+ \/um+m2

Da equacdo (7.3) encontra-se:
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6(m+
N (7.5)
p
Substituindo-se estes valores de a, e b, na equagéo (7.1), obtém-se:
(um+m1) .b? 6(m+m3)
nm+my = 3a-2,| —— +3p,
6a (\/um emy . \/um+m2) 2
b2 6(m+m3) (7.6)
\/um+m1+\/pm+m2= E.3(pa+pﬂ—2;m—p—-——
Adotam-se f; e f, como sendo iguais a cada um dos membros da expressdo 7.6,
resultando:

£, (m) - \/um+m1 + \/um»«mz

Observa-se que f,(m) ¢ uma fungfo crescente e f,(m) é decrescente. Desta forma,

para que exista um valor de m positivo que satisfaga a igualdade, deve-se ter:

f,<f, param=0

f, > f, param =g,
O limite superior (¢,) de m ¢ calculado a partir de duas condi¢des:

1* condig@o : para atender ao dominio de validade

6 (m+m3)

3(pa+py) -2py| —— =2 0
p



109

24p (m+my) <9 (pa+p,)?

3(pa+pp)?
me ————t g (7.7)
8p

2% condigdo : a, < a

6 (m+m3)

P

Verifica-se que € necessario que a segunda condigfo seja atendida. A inequagio

(7.8) deve ser satisfeita para m = 0, resultando:

Se a condigfo dada pela expresséo (7.8) ndo for satisfeita, deve ser verificada a
configuragdo de ruina dada pela figura 7.2-b. As for¢as nodais podem ser calculadas com

o auxilio das equagdes dadas no capitulo 5.

Ko =m. cotgh
Ky =-m . cotgé

Entdo se deve fazer o equilibrio de momentos para cada regifio novamente.
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K, =-m.cotg ¢,
Kg, = -m. cotg ¢,
b b
2 2
KB2 —m—;— e Ksa m?
Regido 1:
b ab b b
1 1 1 1
ma +m,a-m. — .b. = . . + . b i
| 1 2 1P > 3 By by
b2 p2
a(pme+m,) —m—l=—}-(pa+3p0) (7.9)
a 6
Regido 2:
b ab2 b2 b2
ma + m,a-m. — .b, = . + . b
K 2 R 2= P > 3 P2
b? b?
a(pm -+ m,) -m—3=_2(pa+3pg) (7.10)
a [
Regido 3:
b b ab
1 2 1 a
mb, +mb, +m,b+m. —.a+m.—.a = — +
! 2 3 a a b 2 3

b
2 a a
va—=.=+a. (b-b,-b,) . =
2 3 172t

2
2m (by+b,) m3b=p36— [3b-2(b,+b,) 1 +p,alb- (b, +b,)]

(7.11)
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Das equagdes (7.9) e (7.10) obtém-se, respectivamente:

pa + 3p,
6

m 2
+ Y b = a(pm + m)

6a’ .
b . a’tpm.m) (7.12)

pa2+3pga+6m

2
by = a(pm + m,)

pa + 3p, m
6 a

2
p, . | B2 (wmem,) (7.13)

pa2+3pﬂa+6m

Substituindo-se os valores da b, e b,, dados pelas expressdes (7.12) e (7.13), na

equacdo (7.11), resulta:

6
2ma. Aypmem, +» Jum+m,) + myb =
Jpa2+3pga+6m \/ ! \/ 2 3
pa2 6
= .|3b-2a. . (\/um+m1+\/um s m,) | -
6 pa2+3pga+6m

6
+ p,alb-a . (yJpm + my o+ Jupm o« m,)
t \Jpa2+3ppa+6m \/ ! \/ 2

3
a
p + paaz) =

(\/um s my \/um +m,) . (2ma «

2 pa2+3pa+6m
= pa b +plab - m3b) -\| 60



pa2+3paa+6m 3
\ 6 . a(pa2+3p2a+6m)
ab myb 3
JrRmemy - famem, - = b - ) 2
2 a 2 (pa“®+3p,a+6m)

(7.14)

Adotando-se

£, - \/um+m1 + \/um+m2

ab myb 3
£y = p2 + Pyb - - ) 2
a 2 (pa“+3p,a-+6m)

calcula-se o valor de m por iteragdo, uma vez que f;(m) € crescente e f;(m) € decrescente.

Porém, deve-se estar atento para algumas restri¢des que devem ser respeitadas:

1% restri¢do: f; < f; param =0

pab myb 3
\/m—1+\/m_2S[2 +pgb— a)JZ(

2% restrigdo: 5> 0

m,b
(& +pab— 3 ) 20
2 a
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3*restri¢do: b, + b, < b

6a’

pa2+3pua+6m

. (\/pm+m1+\/um+m2) < b

7.4 PONTO DE INTERRUPCAO DA ARMADURA NEGATIVA

Os pontos de interrup¢do da armadura negativa devem ser determinados a partir
dos pontos de momento nulo, ou seja, se a armadura negativa da laje ndo tiver
comprimento adequado, um tipo de ruina pode ocorrer, formando uma linha de
plastificagdo negativa, como estd mostrado na fig. 7.3; nfo havendo armadura e
desprezando a resisténcia do concreto a tragdo, o momento de plastificagdo é nulo.

Para a determinagfo tedrica do ponto de interrupg¢do da armadura negativa,
define-se uma linha ao longo dos pontos onde a armadura sera interrompida. Esta linha
delimita uma nova laje (fig.7.3), suposta apoiada ao longo da mesma e que deve resistir
aos mesmos esforgos que a laje original, pois, do contrério, se produzira a ruina da placa,
formando-se uma charneira negativa ao longo dos pontos onde a armadura foi

interrompida.
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FIGURA 7.3- Extenso da armadura negativa

Conforme as configuragdes de ruina mostradas nas figs. 7.4-a e 7.4-b para laje
retangular com uma borda livre, calculam-se os valores de b" e a*, para as armaduras ao

longo dos lados perpendiculares & borda livre e ao longo do lado oposto 2 mesma.

e
: > | 5 q T
>< ) ) > | <
> ( (< x| 4 ( <
. | k 3 |
3 | = ) E
< ! >4
% ! -
: 1 j 2| . 1 o ot
> | ) é >
> ~ <
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= | / o /’ b<
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< e 3 g < Sl N 1
> e j
> e AN
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() (b)
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- \ ts =l
< / \ (‘ Q?
»/; 4 /) \\\ ¢ l < é L / -
SEE L2 iy 2 &
< 0/ Voo < \
< / 3 VLR x( 3
= |/ \ .
> ) ) X?
> ) \ 2' i}/
> ) x|
! O
VO >

ot . S S 03 X
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FIGURA 7.4- Laje retangular com uma borda livre
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O célculo para a determinagfo de b” é feito a partir da equago (7.6), adotando-se
m;=0oum,=0:

2

b’ 6(m+m3)
pm + m, + m+ m, =,| — .|3(pa-+ -2 _
J Lt y/m , = pa«p) - 2p 5
véa. (,/pm + m, + /um + m,)
b - \/ 1 \/ 2
6 (m+m3) (7.15)
3(pa+p) - 2p,\| ————

p

Para determinar a*, deve-se fazer m; = 0 na equagio (7.6):

b2 6(m+m3)
um + m, + Jum + m, = .3 {pa’+p,) - 2p, | —————
/ 1y 2 6a ! \J p

. 6
(6. (\/um -+ my +‘/pm +mz)2 -3pb?].a"- 3pﬂb2 -2pb?., 2

p

3pab2—2pb2. om
L \ p
6. (\/um e my o+ \/pm . m2)2—3pb2

(7.16)

Se a configuragfo de ruina for a apresentada nas figuras 7.4-c € 7.4-d, utiliza-se

a equagfo (7.14). Para o célculo de b’ faz-se m; = 0 oum, = 0:

\/pm+m1 + \/pm+m2

*

o~
~

v}

pab’ . b’ 3
+p.b"-
2 P J\

2 (pa2+3pga+6m)

——
T
g
.
NS
1
) |W5‘l
N——
o
"

2 (pa?+3p,a+6m)
(\/1,1m+m1 . \/pm+m2) \J 3 !
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L \/um+m1+\/um+m2\} 2(pa2+3p2a+6m)

pa b m, 3 (7.17)
2 Yoa
Com a mesma equagdo (7.14), calcula-se o valor de a*, onde m; = 0.
a'b 3
\/um+m1+\/um+m2= (p . Qb) -
2 2(pa~+3p,a’s6m)
Sendo
(7.18)

f, - \/umunl . \/um+m2

resulta;

3

2 2 _.2 . 2
£rri=—.(p”a +4pp,a’+4p/) . ,
4 2(pa” +3p,a’+6m)

8pa‘2f12+24pga‘f12+48mf12 - 3p2a‘2b2+12ppga'b2+12p92b2

2 2,2 .2 2 2 . 2 2,2
(8pf;-3p°b°) a +(24p, £ -12pp,b°) a +48mf -12p°b° =0

12ppgb2-24paf12i8f1\/3p02(3f12—pb2) -3mp (8£2-3pb?)
2p.(8£2-3pb?)

a’ -

6p, (pb?-2 £2) i4f1\/3p02(3f12—pb2) -3mp (8£2-3pb?)
p.(8£-3pb?)

(7.19)
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Considerando X e x, 0s pontos de interrupco das armaduras ao longo dos lados

perpendiculares a borda livre e x; do lado paralelo 4 mesma, obtém-se:

X, =b-b’, param, =0
X, =b-b", param, =0

*
X3=a-a,param;=0

7.5 MARCHA DE CALCULO

Supondo conhecidas as cargas permanentes e acidentais, apresenta-se a marcha
de célculo para a determina¢do dos momentos nas lajes e dos comprimentos das
armaduras negativas, pela teoria das charneiras plasticas.

A notagdo a ser adotada relaciona-se a posi¢fio da borda livre. Se a borda livre

for horizontal tem-se:

a=4{, b=y, p=m,/m,
m,=m, m, =my m; = m, ou m;
X; =X, Xy = Xy X3 = X, 0U X;

a=y, b=1, p=m,/ my,
m; =m; m, =m; m; = m, ou my
X; = X, X, = X; X3 = X, OU X4

Verificando-se, inicialmente, a configuragfio de ruina da figura 7.2-a, sendo:

£, - \/um+m1 - \/um+m2



£, (m) Ty 2p, 2imems)
m = B — a -+ -
2 c pa-+p,) P 5 ]
deve-se ter:
2
pa
m, <
3 6

fi<f, param=0

f,>f, param=g

. pa (7.20)

Se uma dessas condi¢des ndo se verificar, considera-se a configura¢do de ruina

da figura 7.2-b, resultando novas fungdes:

f1=\/um+m1+¢um+m2 (7.21)
m,b
£, (m) - (pab . pb - ) _ (7.22)
2 a 2(pa“+3p,a+bm)
Para este caso, devem ser satisfeitas as condigdes:
ab myb 3
i <[ 222 e 2 ; (7.23)
2 a 2 (pa“+3p,a)
pa’
my < S—— +pya (7.24)

Calcula-se o valor de m por iterag#o, obtendo-se:

m,=m e m, = pum se a borda livre for horizontal

m, =m e m, = um se a borda livre for vertical
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Deve-se verificar ainda se b, + b, < b:

6a?

pa2+3pﬂa+6m

. (\/pm+m1+\/pm+m2) <b

Os pontos de interrupgdo das armaduras negativas sio:
x;=b-b", param, =0
X,=b-b",param,=0

.
X3=a-a,param;=0

com b’ e a’ 0s menores valores entre os seguintes:

Jgg.(‘/um e my o \/um + m,)

b -

6 (m+m3)
3(pa+p) -2p e

) \/umunl . \/pm+m2\J 2 (pa2+3pla+6m)
) 3

3p,b%-2pb?.,| ==

\ p

6. (\/pm +my o ‘/um . 1r12)2—3pb2

a’ =

 6p,(pb2-2£2) x4£,[3p7 (3£]-pb?) -3mp (8£2-3pb?)

p-(8f2-3pb?)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)



8. EXEMPLOS

Este capitulo apresenta alguns exemplos de lajes retangulares com uma borda
livre, associando o calculo eléstico ao plastico. E feita a comparagdo, mostrando a
economia que o calculo pela Teoria das Charneiras Plasticas pode trazer.

O calculo elastico € utilizado para a determinagdo dos momentos negativos e da
razdo dos momentos positivos nas duas direcdes. Estes valores servirdo de base para o

calculo pela Teoria das Charneiras Plasticas, usado para dimensionamento.

8.1 EXEMPLO 1

Apresenta-se um tabuleiro constituido por 8 lajes. A figura 8.1 mostra a planta
de forma, onde as dimensdes encontram-se em metros. Os vinculos das lajes estdo

indicados na figura 8.2.
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FIGURA 8.2- Vinculos das lajes

8.1.1 ESPESSURA DAS LAJES

O calculo para a determinag@o da espessura das lajes pode ser baseado na NBR
6118(1978); os valores de ¥, € ¥ estdo tabelados em PINHEIRO (1993).

Para obteng¢fo da espessura faz-se:

0

d, - :
LERRE

{ = menor vao

h—dozl,O

Com este procedimento, as espessuras das lajes L;, L, ¢ L, deveriam ser,
respectivamente: 17,57 cm; 15,50 cm e 12,29cm.
Os véos, as espessuras adotadas e as cargas encontram-se indicados na tabela 8.1.

Como foram adotadas espessuras bem menores que as sugeridas pela NBR 6118, &

necessdria a verificagio das flechas.
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TABELA 8.1- Caracteristicas e cargas

LAJES L =L, L,=L=L,=L, L,=L,
4, (m) 5,00 3,00 5,00
CARACTE- 2, (m) 3,00 5,00 5,00
RISTICAS h (cm) 12,00 12,00 12,00
p-p. 3,00 3,00 3,00
piso + revest. 1,50 1,50 1,50
CARGAS divisorias 1,00 1,00 1,00
(kN/m?) g 5,50 5,50 3,50
q 2,00 2,00 2,00
p=g+q 7,50 7,50 7,50

8.1.2 CALCULO DOS MOMENTOS ELASTICOS

O calculo elastico € baseado em tabelas. O critério de compatibilizagdo dos
momentos negativos ¢ o maior valor entre a média e 80% do maior momento. Para os
momentos positivos a corregdo ¢ feita considerando cada vinculo e subtraindo do maior
momento negativo o momento compatibilizado, dividindo por 2 este resultado e
somando ao positivo na dire¢io considerada.

Os valores dos momentos e das flechas foram retirados das tabelas 3.1 a 3.12
apresentadas no capitulo 3. Considerou-se ¢, como sendo o lado perpendicular a borda
livre.

Os momentos elasticos adotados encontram-se na tabela 8.2, sendo feito um
roteiro de céalculo somente para a laje 1(ver figura 8.3).

Os valores dos momentos elasticos e dos compatibilizados (em evidéncia) estéio
indicados na figura 8.4.

Aqui ¢ apresentado o esquema de calculo somente paraa Laje 1 = Laje 8; os

momentos destas e das outras lajes estdo indicados na tabela 8.2.



¢

124

/
7 /'/ \ 7
|
/"‘/ \\\

z ) \

/ ) y

/ 4

// \ 7
/ i AY
/ \
{ l 0

XXX KKK XXX X XK KK
X

FIGURA 8.3- Laje retangular com borda livre
LAJE1=LAJES8

v=-=Y-0,60
QX

m -1,884 .1,88-3,54 kNm/m

m

m

xbmax

yma

X, adot

m 6,46 kNm/m

-4,296 .1,88=-8,08kNm/m

J

«=1,235.1,88-2,32kNm/m

m;=9,083 .1,88=17,08kNm/m

xbmax*

O momento m, 4, refere-se ao maior valor entre a média de m e m,,_,, € 0,8 de
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TABELA 8.2- Momentos elasticos adotados

Coef. L,=L; L,=L,=Ls;=L, L,=L,
m, 6,46 5,78 3,80
m,’ - 16,92 9,68
m, 2,32 2,22 3,80
my' 17,08 13,33 9,68

282
‘\ 4,03 L1
i
6,46
- L 1386 2008 .
9,68 T’
o2 L3 La
AB,?B 4 3,80 578
19,33 9.68 | 4
|
5 \
ppp LD ! 3,80 11,561 i 3.13
3,13
16,92 o e 968 16,92 —
5 L.()' L 7
i 5,78 | 3,80 5.78
1
1 11O 1 3.80 11,51 ! 3,13
- - 15,66
‘ 4,03 1,8
|
| |
| 6,46

FIGURA 8.4- Momentos elasticos compatibilizados
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8.1.3 ARMADURAS PARA CALCULO ELASTICO

O calculo para obtengfio das armaduras pode ser feito através das tabelas de

PINHEIRO (1993), por exemplo.

b, d?

k- C-20, CA-50A _ Kk,
[} M —————————
d

M,=1,4M,

k.M

s °d
a_- ”
A, -0,15% (b . h)

Os momentos, as correspondentes armaduras calculadas e as adotadas estio
indicadas nas tabelas 8.3 ¢ 8.4. A figura 8.5 apresenta o detalhamento da armadura

positiva.
8.1.4 COMPRIMENTO DA ARMADURA SUPERIOR NOS APOIOS

Para a determinagdo do comprimento das barras foi utilizada a expressdo:

a=%?+20q>+0,75d

sendo:
¢ => maior valor entre 0s menores vios
¢ => didmetro das barras

d => altura util da laje

A distribuigdo das barras ¢ feita alternando 2a/3 para um lado e a/3 para o outro,
como demonstra a figura 8.6. As tabelas 8.5 e 8.6 indicam respectivamente a quantidade
de barras e a massa (kg) do ago das armaduras positiva e negativa. O consumo total de

aco para o calculo eldstico é 604 kg.
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Como se trata de um exemplo tedrico, néo foi calculado 0 comprimento de
ancoragem nas barras positivas e as dobras nas barras negativas, conforme recomenda
a NB-1/78 (item 4.1.6.2).

TABELA 8.3- Momentos elasticos positivos e respectivas armaduras.

LAJES L,=Lyg L,=L,=Lg=L, Ly=L
Mecmento m, 6,46 5,78 3,80
kNm/m m, 4,03 3,13 3,80
B 0,62 0,54 1,00
Asxoal 1,97 1,77 1,16
Asxadot 2,00 1,82% 1,82%

Armadura | adot. ®5 ¢/10 o5 c/11 o5 c/11
cm?/m CY 1,23 0,92 1,82
syadot 1,82%* 1,82% 1,82%

adot. o5 c¢/11 ¢5 c/11 5 c/11

*A i, = 1,80 cm?/m

TABELA 8.4- Momentos negativos e respectivas armaduras.

VINCULOS L,~L, L,~L, LyeLs LyoLg
Momentos m,' - - 16,92 -
kNm/m m, ' 13,66 | 11,51 - 9,68
Asxcal - - 5,38 -
Asxadot - - 5,56 ~
adot . - - »8 c/9 -
Armadura Asycal 4,35 3,52 - 2,96
cm?/m 5 .| 4,55 3,57 _ 3,15
adot. ?8 8 - $6,3
c/11 c/14 c/10
*Agnin = 1,80 cm?/m
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FIGURA 8.5- Detalhamento da armadura inferior (calculo elastico)
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TABELA 8.5- Quantidade de barras (calculo elastico)

ARMADURA N Q ¢ Compr. Quant, Compr.Tot.
(mm) (m) (m)

1 2 5 5,00 30 300,00
2 2 5 3,00 46 276,00
ARMADURA 3 4 5 5,00 27 540,00
INFERIOR 4 4 5 3,00 46 552,00
5 2 5 5,00 46 460,00
7 2 5,00 46 460,00
1 2 8 1,37 45 123,30
ARMADURA 2 4 8 1,37 36 197,28
SUPERIOR | 3 [ 5 8 1,37 33 90,42
4 1 6,3 2,08 50 104,00

TABELA 8.6 - Quantidade de ago da armadura (calculo elastico)

ARMADURA ¢(mm) Compr.(m) Massa(kg)
ARMADURA INFERIOR 5 2588,00 414,08
ARMADURA SUPERIOR 6,3 104,00 26,00

8 411,00 164,40
TOTAL DE ACO 3103,00 604,48

8.1.5 CALCULO DOS MOMENTOS PELA TCP

No pré-dimensionamento utilizam-se os momentos elésticos do item anterior. Os
momentos negativos, adotados para o célculo pléstico, sdo os provenientes do célculo
elastico reduzidos, ou seja, multiplicados por 0,6 (ver item 4.3).

O equacionamento sera demonstrado apenas para a laje 1; os resultados estdo

indicados nas tabelas 8.7 ¢ 8.8.
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LAJE1=1AJE8

Os valores sdo retirados das tabelas 8.1, 8.3 e 8.4:

h=0,12m

p = 7,50 KN/m?
B =0,062

6, =500m=>b
4, =3,00m=a

m', = 13,66 kNm/m
m; = 13,66 . 0,6 = 8,196 kNm/m

A laje 1 apresenta a configura¢fio mostrada na fig 8.7.

by bebyeby by

y A
A B
\ X/' - ] an
(xl\/ \/ Op
/ \
/
1 /’ \\ 2y
? /( \\ é a
/I f \
/ K y
7 \
7/ 7

/ \

i
‘ - 1

A\ |
4)(327")( WEHAKNIXAX XX 7 N

FIGURA 8.7- Laje 1

Determinam-se o valores das forgas nodais em fungdo de m, como demonstrado

no capitulo 5, tendo-se:
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mb1
KAl -mCOth(1=_ -
mb
1
K
A3 R
mb
2
K . =-—2=
B2 N
mb
2
Kpgs = R
Regido 1
mb ab b
Bma- l_b : . 1 71
a 1P 2 3
B m'blz ab12
ma - -p
6
Regifo 2
mb ab b
2 » 5
Pma - b, -
a 2 p 2 3
2 2
Bma - -p
6
Regido 3
b, .a b,.a
mb1+mb2+mb3+m e m )
a



pa2
2m (b, +b.) +m. b = 3b-2(b,+b,) (8.3)
1 2 3 6 1 2

Da equagdo (8.1), obtém-se:
2
b - | BaBr (8.4)
2 2
6m+pa

Substituindo os valores de b, e b, na equaggo (8.3), obtém-se:

\/B*mm:(pab-%b) > (8.5)
2(pa2+6m)

2 a

Calcula-se o valor de m por iteragdo, uma vez que f,(m) ¢ crescente e f(m) é

decrescente, ou seja:

f1=‘/Bm+ml+\/Bm+m2

£ =(pab i m3b) 3
z 2 a 2(pa2+6m)

Obtém-se um valor limite superior e um inferior para m.

5 2
1;)52(10: 'm3*m4) 'm4}
p

m =

%]

Ed
B

2
1,5 pa2
my= —— c - my o+ m, - m,

pa
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Portanto, m; < m < m, conforme demonstra a figura 8.8.

f
o /
b | /
| N N/
v /|
| |
|
\ | S
T
! | i
-
| | |
3 i i -
IIli M TTIS

FIGURA 8.8- Momento x Fungdo

Para m = 9,02 kN/m, tem-se:
f, =4,7298
f, =4,7299
Substituindo na equagdo (8.4), obtém-se:
b, = b, = 1,58 metros
Ap6s o cilculo de m devem ser feitas algumas verificagdes:
12 verificagdo: f, > 0

pab Il’l3b

2 a

20

m, < 33,75 kNm/m OK!

2% verificagdo: b, +b, < b

1,58 + 1,58 < 5,00 OK!
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Como as duas condigdes sio satisfeitas, as hipéteses admitidas estdo corretas.

Portanto;

m=9,02 kNm/m

8.1.6 ARMADURAS PARA O CALCULO PLASTICO

O célculo para obtengfio das armaduras ¢ o mesmo utilizado no item 8.1.3 e os
resultados estéo indicados nas tabelas 8.7 ¢ 8.8. O detalhamento da armadura inferior est4
demonstrado na figura 8.10 e da armadura superior na figura 8.11.

A quantidade de barras e a massa do ago das armaduras positiva e negativa estdo

indicados respectivamente nas tabs.8.9 e 8.10.

TABELA 8.7- Momentos positivos e armaduras do calculo plastico

LAJES L,=L, L,=L,=Ls=L, L=,
m, 9,02 5,81 1,00
Momentos m, 5,59 3,14 1,00
kNm/m B ador, 0,62 0,54 1,00
Agycal 2,76 1,77 0,29
Ageadot 2,86 1,82* 1,82*
adot. $6,3 ¢/11 ¢S5 c/11 $5 c/11
Armadura |, 1,71 0,92 0,29
em’/m | 1,82 1,82 1,82+
adot. $5¢/11 $5c/11 5 /11
Myagot, 9,35 5,79 6,02
Myagor 5,95 5,95 6,02
*Agmin = 1,82 cm*m
My, 40 € M40, SA0 OS MoOMmentos resistentes, obtidos a partir das areas
efetivas de ago.
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TABELA 8.8- Momentos negativos e armaduras do célculo pléstico

VINCULOS L -L, L,-L, L,-Ls | L;-Ls
Momentos| m, - - 10,15 -
kNm/m m, 8,20 6,91 - 5,81
Asxcal - - 3,10 -
Asxadot - - 3,15 -
adot. - - $6,3¢/10 -
Armadura| 5 4,35 2,11 - 1,77
cm¥m g 4,55 2,11 ; 1,82%
adot. |  $6,3¢/12,5 $5¢/9,5 - $5c/11
Myador, - - 10,31 -
M, 40 8,26 6,91 - 5,97
*A = 1,82 cm?/m
M er, € Myggo SA0 OS Momentos resistentes, obtidos a partir das areas
efetivas de ago.
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FIGURA 8.9- Momentos plasticos
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FIGURA 8.10-Detalhamento da armadura inferior (calculo plastico)
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8.1.7 COMPRIMENTO DAS BARRAS SOBRE OS APOIOS

No local onde a armadura é interrompida, como nfio hd mais armadura e a
resisténcia do concreto  tragdo é desprezada, o momento de plastificagéio é considerado
nulo.

De acordo com a posi¢dio do momento, os comprimentos sdo calculados em

fung¢do dos lados a e b, ou seja:

Considera-se, conforme demonstrado no capitulo 7, ¢ o comprimento das barras
sobre os apoios. Adota-se 0 maior ¢ encontrado entre as duas configuracdes.

Tanto para a configuragdo comum como para a eventual, o lado b é sempre
paralelo a charneira central.

Nos casos em que ¢ for negativo, as lajes ndo necessitam de armadura negativa
pelo célculo plastico; basta ancorar a armadura negativa que vem das lajes adjacentes, ou

seja, basta adicionar a, + ¢,, sendo:

a,=15d
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FIGURA 8.11- Detalhamento da armadura superior (calculo plastico)
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TABELA 8.9- Quantidade de barras (calculo plastico)

ARMADURA N Q ¢ Compr. Quant. Compr.Tot.
(mm) (m) (m)

1| 2 6,3 5,00 27 270,00
21 2 5 3,00 45 270,00
ARMADURA | 3 4 5 5,00 27 540,00
INFERIOR | 4 | 4 5 3,00 45 540,00
5| 2 5 5,00 45 450,00
7| 2 5 5,00 45 450,00
11 2 6,3 1,49 40 119,20
ARMADURA | 2 | 4 5 1,43 53 303,16
SUPERIOR 3 2 6,3 0,96 30 57,60
4 1 5 0,78 45 35,10

TABELA 8.10- Massa do ago da armadura (céalculo plastico)

ARMADURA ¢(mm) Compr.(m) Massa(kg)
ARMADURA INFERIOR 5 2250,00 360,00
6,3 270,00 67,50
ARMADURA SUPERIOR 5 338,26 54,12
6,3 176,80 44,20
TOTAL DE-ACO 3035,06 525,82

Comparando-se a massa total obtida através do calculo elastico com a obtida
através do célculo plastico, observa-se que houve uma redugio do consumo do ago de

13%.
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8.1.8 CALCULO DAS FLECHAS : VERIFICACAO PARA L1
a) Momento de fissuragfio

Segundo a NBR 7197 (1989), para concreto simples o momento de fissuracdo é

obtido da seguinte forma:

M,=0,25b, h*f,

sendo, para f, > 18 MPa:

fx =0,06 f,, +0,7 = 1,9 MPa = 0,19 kN /cm?
Portanto:

M, =684 kN.cm
Sendo o0 momento fletor de servigo dado por:

M = 646 kN.cm/m

ou seja:

M <M, a laje se encontra no estadio I.

b) Flecha Imediata

A flecha imediata é dada por:
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4
5 o b pt,
11200 " E_I

e

O valor de o € obtido através da tabela 3.13.

¢
)\ze_h%:o,m - - 2,46

E. = modulo de elasticidade = E, (estadio I)

oo = 6600 JF__

E

£ fg 3,5 (MPa)

f .=23,50 MPa
cj

E_- E_ = 31995 MPa - 3199,5 kN/cm?

o} Ci

Através das combina¢Bes quase permanentes de utilizagdo, determina-se a

solicita¢do de calculo:

Sq,uti = Sgk + VU, qu

Assim,

puti=g+w2'q

Py = 5,90 kN/m?*  =>  p=-0,00059 kN/cm?

¢) Linha neutra

No estadio I tem-se:
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0,5bh?+a (Ad-+a' d)
e S S

X, =
bh +o (A +« A" )
e‘ls s
E
o - s . 21000 - 6,56

°® E_ 3199,5

« . 0,5.100.12%.56,56.1,82.11
! 100 .12 + 6,56 .1,82

x, =6,05 cm

d) Momento de inércia

O momento de inércia no estadio I resulta:

bh3

I. =

h)? 5
1 +bh(xl-E) + o A (d - X))

T, - 14724 ,47 cn*®

Substituindo esses valores na equago (8.6), obtém-se:

~2,46.100 0,00059 .500*
i 1200  © 3199,5.14724,47

a.=0,16 cm

e) Flecha decorrente de a¢des duradouras
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2x+d
P - d
p-2,09

f) Flecha decorrentes de agdes transitorias

4
ob pigx Qx
az . <
1200 E I, 500

p;=(1-0,2).2-1,6kN/m?-0,00016 kN/cm?

5 2,46 .100 0,00016 . 500*
2 1200 ©3199,5.14724,47

a,-0,0dcm < 1,00 OK!

d) Flecha total

g

X

300

at=0,37cmsl,67 cm OK'!
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8.2 EXEMPLO 2

Este exemplo segue o mesmo critério de calculo que o primeiro. A figura 8.12
mostra a planta de forma do pavimento, que é constituido por 11 lajes. Faz-se, como no
exemplo 1, o cdlculo do consumo de ago pelo método eléstico e pelo método plastico,

para fins de comparag@o. Os vios, as espessuras e as cargas encontram-se indicados na

tab.8.11.

4,80

S| e L7
o

L8 Y L9 L10

0,20 4.80

o

FIGURA 8.12- Planta de forma do exemplo 2
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TABELA 8.11- Caracteristicas e cargas

LAJES L=L,| Le=L=L&= L=L, L=L&=L,
Lo

8, (m) 5,00 3,00 3,00 5,00

CARACTE- 1, (m) 3,00 5,00 5,00 5,00
RISTICAS h (cm) 12,00 12,00 12,00 12,00
p.p. 3,00 3,00 3,00 3,00

piso + revest. 1,50 1,50 1,50 1,50

CARGAS divisérias 1,00 1,00 1,00 1,00
(kN/m?) g 5,50 5,50 5,50 5,50

q 2,00 2,00 2,00 2,00

p=g+q 7,50 7,50 7,50 7,50

8.2.1 CALCULO DOS MOMENTOS ELASTICOS

Os momentos elasticos foram obtidos seguindo o mesmo critério de calculo do
exemplo 1. Os valores dos momentos estfo indicados na tab.8.12 e mostrados na figura
8.13.

Os momentos elasticos positivos e negativos compatibilizados e as respectivas

armaduras estdo indicados nas tabelas 8.13 e 8.14 respectivamente.

TABELA 8.12- Momentos elasticos adotados

LAJES L=L, L,=L;=Lg= Ly L=L, L,=Le=L,
m, 6,46 5,78 4,72 3,80
m,’ - 16,92 13,37 9,68
m, 2,32 2,22 1,57 3,80
m, 17,08 13,33 10,13 9,68
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FIGURA 8.13-Momentos elasticos compatibilizados



TABELA 8.13- Momentos positivos e armaduras do calculo eléstico

149

LAJES L=L, | L/L~L¢&=L,| L&=L, | Ls=L&=L,

m, 6,46 6,67 4,72 3,80
Momentos m, 4,03 3,13 1,68 3,80
kNm/m B 0,62 0,47 0,36 1,00
Ao 1,97 2,04 1,38 1,16

Agrador 2,00 2,10 1,82* 1,82*

adot. $5¢/10 $6,3¢/15 d5¢/11 $5c/11
Armadura Bpen 1,23 0,92 0,49 1,82
om?/m A, 1,82+ 1,82+ 1,82% 1,82

adot. $5c/11 ¢5¢/11 $5¢/11 ¢5c/11

*Agin = 1,82 cm?/m

TABELA 8.14- Momentos negativos ¢ armaduras do célculo elastico

VINCULOS L Ly | L,~L, L,~Ls L L L,~ L
Momentos m,’' _ _ 15,15 _ _
kNm/m m, 13,66 11,51 _ 9,91 9,68
By - - 4,82 - -
Agyadiot - - 5,00 - -
adot. - - $8c/10 - -
Armadura 2y 435 3,52 ; 3,03 2,96
cm?/m
A4yador 4,55 3,57 - 3,15 3,15
adot. 8 8 - $6,3 6,3
/11 /14 /10 c/10
*A o =1,82 cm¥m
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As figuras 8.14 e 8.15 demonstram o detalhamento das armaduras inferior e
superior respectivamente. A quantidade de ago est4 indicada na tabela 8.15 e a massa do

ago estd indicada na tabela 8.16.
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FIGURA 8.14- Detalhamento da armadura inferior (c4lculo elastico)
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TABELA 8.15- Quantidade de barras (célculo elastico)

ARMADURA|{ N Q ¢ Compr. Quant. Compr.Tot.
(mm) (m) (m)

1 2 5 5,00 30 300,00
2| 2 5 3,00 46 276,00
30 4 6,3 5,00 20 400,00
ARMADURA | = 4 | 4 5 3,00 46 552,00
INFERIOR 51 2 5 5,00 27 270,00
6| 2 5 3,00 46 276,00
71 3 5 5,00 46 690,00
8| 3 5 5,00 46 690,00
1 2 8 1,37 46 126,04
ARMADURA [ 2 | 4 8 137 36 197,28
SUPERIOR 3 2 8 1,37 30 146,40
41 2 6,3 1,33 50 133,00
51 2 6,3 2,08 50 208,00

TABELA 8.10- Massa do ago da armadura (célculo elastico)

ARMADURA ¢(mm) Compr.(m) Massa(kg)
ARMADURA INFERIOR 5 3054,00 488,64
6,3 400,00 100,00
ARMADURA SUPERIOR 6,3 341,00 85,25
8 487,72 195,09
TOTAL DE ACO 4282,72 868,98
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8.2.2 CALCULO PELA TCP

O critério ¢ o mesmo que o utilizado no exemplo anterior, ou seja, no pré-
dimensionamento utilizam-se os momentos elasticos obtidos anteriormente e os momentos
negativos sdo os provenientes do célculo elastico, multiplicados por 0,6. Na fig. 8.16 sdo

mostrados os momentos obtidos pelo calculo plastico.

| ———
{ 9,02
e 8,20 —
L2 L3 [.4
*6,72 | 1.00 *572
I
!
| 6,91 | 6,91 i
—— ‘ - [
316 | 1,00 3,16
- 9,09 } 5,81 9,09
Lo L6 | L7
2,42 ! 1.87 2,42
‘ i i
S . ——
0.87 5095 1,87 5.95 0,87
|
~ 909 — ¢+ .. 58 — | 9,00 ——
|
|
L8 L9 : L10
6,7 7
4 3,72 1.00 A6,12
| i T ‘
[ E— 6,91 L 6,91 I
3,16 1,00 3,16
8,20
5.59 L1
I
9,02

FIGURA 8.16- Momentos do célculo pléstico
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.Os momentos positivos e negativos resultantes do calculo pela TCP e as

respectivas armaduras estdo indicados nas tabelas 8.17 e 8.18. O detalhamento das

armaduras inferior e superior estio demonstrados respectivamente nas figuras 8.17 e 8.18.

As tabelas 8.19 e 8.20 indicam a quantidade e a massa do aco utilizado.

TABELA 8.17- Momentos positivos e armaduras do célculo plastico

LAJES L=L, | L/L=L&=L,| L&L, | L=L, L,
m, 9,02 6,72 2,42 1,00 1,87
Momentos m, 5,59 3,16 0,87 1,00 1,87
kNm/m B 0,62 0,47 0,36 1,00 1,00
Ay 2,76 2,05 0,71 0,29 0,55
Aoy 2,86 2,11 1,82% 1,82% 1,82%
adot. $6,3¢/11 $5¢/9,5 ¢5¢/11 d5¢/11 $5¢/11
Armadura |, 1,71 0,93 0,25 0,29 0,55
om’/m 8 1,82% 1,82% 1,82+ 1,82 1,82+
adot. ¢5c/tl $5c/11 o5¢/11 $Sc/11 ¢Sc/11
M, g0 9,35 6,92 5,94 6,02 5,93
Maier 5,95 5,93 6,07 6,02 5,93
*Agmin = 1,82 cm¥m
M, € M40 SA0 0S MOmentos resistentes obtidos das areas efetivas de ago
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TABELA 8.18- Momentos negativos e armaduras do célculo plastico

VINCULOS L.~L, L,~L, L, L, L~ L, L,~L,
Momentos m,’' - - 9,09 - -
kNm/m m,’ 8,20 6,91 - 5,95 5,81
Ayl - - 2,78 - -
Agador - - 2,86 - -
adot. - - 6,3 - -
c/11
Armadura Byeu 2,50 2,11 - 1,82 1,77
em?/m B 2,52 2,11 - 1,82 1,82+
adot. $6,3 b5 - 5 b5
c/12,5 ¢/9,5 c/11 c/11
My, - - 9,35 - ;
Mg 8,26 6,91 - 5,95 5,97

*Agnin = 1,82 cm?/m

Moo € Myago 580 08 Momentos resistentes obtidos a partir das efetivas areas de ago.
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TABELA 8.19- Quantidade de barras (calculo pléstico)

ARMADURA| N Q ¢ Compr. Quant. Compr.Tot.
(mm) (m) (m)
1 2 6,3 5,00 27 270,00
2| 2 5 3,00 45 270,00
3| 4 5 5,00 32 640,00
ARMADURA |, | 5 3,00 45 540,00
INFERIOR | 5 | 5 5,00 27 270,00
6 2 5 3,00 45 270,00
71 2 5 5,00 45 450,00
8| 2 5 5,00 45 450,00
9 1 5 5,00 45 225,00
0 1 5 5,00 45 225,00
1 2 63 1,49 40 119,20
ARMADURA | 2| 4 5 1,36 54 293,76
SUPERIOR 3 4 63 1,30 27 140,40
41 2 5 0,78 46 71,76
50 2 5 0,78 46 71,76

TABELA 8.20- Massa do ago da armadura (célculo plastico)

ARMADURA ¢(mm) Compr.(m) Massa(kg)
ARMADURA INFERIOR 5 3340,00 534,40
6,3 270,00 67,50
ARMADURA SUPERIOR 6,3 437,28 69,96
8 259,60 64,90
TOTAL DE ACO 4306,88 736,76

Fazendo-se uma comparago entre a massa total obtida através do calculo elastico
com a obtida através do calculo pléstico, observa-se que houve uma redugdo do consumo

do ago de 18%.
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8.2.3 CALCULO DAS FLECHAS

A verificagdo da flecha foi feita para a laje 1 por ser a mais critica. Como o
momento fletor € 0 mesmo para as lajes dos dois exemplos, o valor da flecha para a carga
total serd 0 mesmo que o obtido no exemplo 1, ou seja:

a,=0,37 cm < X
e 300

a_=0,37cm < 1,67 cm OK!



9. CONSIDERACOES FINAIS

Serdo apresentadas as contribui¢Ges deste trabalho, uma analise dos resultados,

as conclusdes e sugestdes para novas pesquisas.

9.1 CONTRIBUICOES DO TRABALHO

RIOS (1991) apresentou o célculo das lajes retangulares com uma borda livre
pela teoria das charneiras plésticas, considerando carga uniformemente distribuida e
carga linear ao longo da borda livre.

Neste trabalho foram incluidas fungdes aproximadoras dos momentos fletores
e das flechas e exemplos considerando a associagfo dos célculos eldstico e plastico,
inclusive com determinag@o do comprimento das barras negativas com base na TCP e
a verificagfio de flechas, considerando momentos fletores obtidos em regime elastico,

coerentes com 0 comportamento em servico.

9.2 ANALISE DOS RESULTADOS

O célculo pela teoria das charneiras plasticas, sendo fixados os préprios
momentos negativos e a relagdo entre os positivos, ¢ bastante vantajoso para a analise

de pavimentos, j4 que nfo ha necessidade de se usar um processo iterativo entre as lajes
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vizinhas. O célculo é feito uma tinica vez para cada laje isoladamente, sendo bastante
simples. Analisando-se as tabelas referentes ao consumo de ago, observou-se que ha uma
economia significativa quando o método pléstico é comparado com o elastico. Essa
economia se d4 também pelo fato de serem utilizados momentos méximos para o calculo
elastico, enquanto que no célculo plastico os momentos sfo considerados constantes. A
economia foi de 13% no exemplo 1 e de 18% no exemplo 2. Poderia ser maior, se nio
resultasse armadura minima em tantas lajes.

Mesmo se sabendo que o calculo de lajes pela TCP geralmente conduz a
momentos fletores menores que os resultantes do calculo elastico, deve-se ter em mente
que o célculo elastico ¢ imprescindivel. A escolha dos momentos negativos e da relacdo
entre os positivos, baseados na teoria da elasticidade, nfo violenta o comportamento das
lajes em servigo, permitindo uma distribui¢do mais racional das armaduras.

Uma vez que € recomendado que o célculo elastico seja efetuado previamente,
sua automagédo pode ser feita substituindo-se as tabelas por fungdes aproximadoras,
como fez PINHEIRO (1988) para lajes retangulares com bordas apoiadas ou engastadas
Neste trabalho foram acrescentadas lajes com uma borda livre.

Quanto aos momentos negativos, deve-se ressaltar que, no calculo pléstico,
recomenda-se que sejam adotados os do célculo elastico reduzidos, de forma que os
momentos positivos finais ndo resultem muito pequenos. Isto é interessante tanto do
ponto de vista econémico como do ponto de vista pratico. Sabe-se que, em tltima
instancia, as armaduras inferiores sfo as responsaveis pela seguranga da laje, ndo sendo
conveniente que essas armaduras apresentem pequena capacidade resistente, tendo em
conta as mas condi¢Ses a que ficam submetidas as barras superiores, durante a execugo
da laje. Ao mesmo tempo, resultam em armaduras mais balanceadas, o que permite a
adogfo de espessuras menores.

Nos exemplos ora realizados, os momentos méaximos positivos do calculo
plastico resultaram mais proximos dos negativos para fatores de redugdo dos momentos
negativos elasticos da ordem de 0,6, nos vinculos relativos a pelo menos uma laje com
uma borda livre, e em torno de 0,5 nos demais vinculos, adjacentes a lajes com bordas

apoiadas ou engastadas.
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9.3 CONCLUSOES

A associagdo do calculo elastico com a teoria das charneiras plésticas ¢ bastante
adequada para lajes retangulares de edificios, cada método sendo utilizado na condigdo
em que ele € mais apropriado.

O célculo elastico pode ser utilizado para pré-dimensionamento, na escolha dos
momentos de plastificagdo negativos e da razo entre os positivos nas duas dire¢des.

O calculo plastico deve ser usado para dimensionamento da armadura e no
célculo do comprimento das barras sobre os apoios.

Conhecidas as armaduras, os momentos fletores eldsticos podem novamente ser
empregados para verificagéio dos estados limites de utilizagfo, pois sdo mais coerentes
com o comportamento das lajes em servigo.

Nos exemplos elaborados, verificou-se que os momentos de plastificagdo
negativos podem ser obtidos dos elasticos multiplicados por 0,5 ou 0,6, sendo este
ultimo fator mais adequado para vinculos adjacentes a pelo menos uma laje com borda
livre. Para vinculos referentes a lajes com bordas apoiadas ou engastadas, o fator 0,5
parece ser o mais adequado.

Pdde ser verificada também uma economia do calculo plastico em relagio ao
elastico, da ordem de 13% a 18%, que poderia ser bem maior, se ndo resultassem tantas
lajes com armadura minima. A economia cresce com o nimero de vinculos engastados.

Conclui-se, portanto, que a associa¢fo proposta é duplamente vantajosa. Além
de utilizar o célculo adequado a cada fase de solicitagdo da laje, conduz a uma economia

significativa em relagfio ao uso exclusivo do célculo elastico.
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9.4 SUGESTOES PARA NOVAS PESQUISAS

Sugere-se que sejam feitos outros exemplos, variando o tipo das lajes,
considerando inclusive as lajes com mais de uma borda livre.

Pode-se fazer um estudo mais apurado dos estados limites de utilizagio,
incluindo-se a verificagdo de fissuragfio. Devem ser analisados os procedimentos que
permitam a sistematizagdo do pré-dimensionamento das lajes, no que diz respeito a
determinagdo da espessura. Os valores sugeridos pelas normas sfo, em geral,
exagerados, sobretudo por serem valores que dispensam a verifica¢do das flechas.

As sugestdes ora propostas podero conduzir a um aprimoramento ainda maior

do célculo de lajes de edificios.
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