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RESUMO

Este trabalho aborda o estudo da instabilidade lateral das vigas pré-moldadas
durante o regime de servi¢o e durante a fase transitoria. Na fase de servigo inclui os
casos de apoios indeformaveis e deformaveis a tor¢do. Para a fase transitoria, o célculo
da carga critica € desenvolvido para as diversas disposi¢des dos cabos de icamento.

O estudo do equilibrio no espago ¢ realizado a partir da resolugo das equagdes
diferenciais regentes da instabilidade elastica. A resolugdo do sistema diferencial
composto pelas equagdes acopladas da flexdo lateral e da torgdo € realizada por varios
métodos, incluindo o desenvolvimento e automatizagdo do método numeérico de Runge-
Kutta, para algumas se¢des tipicas.

Apresentam-se ainda os procedimentos empiricos encontrados na literatura
técnica, baseados em ensaios experimentais, para o calculo dos fatores de seguranca.

Os resultados dos exemplos numéricos mostram que as situagdes de servigo
ndo sdo, em geral criticas, ao contrario da fase transitoria. Os exemplos mostram ainda
que a suspensdo com balangos ¢ uma forma de diminuir os problemas de instabilidade

lateral desta fase.

Palavras-Chave: Instabilidade lateral, Vigas pré-moldadas.



ABSTRACT

This work deals with the lateral stability of precast beams on service and
during intermediate phase - handling and transportation. At service phase it is considered
rigid and semi-rigid connections with torsion deformation. At handling phase, the
critical load is evaluated for several positions of lifting cables.

The study of the equilibrium conditions is done with the solution of the
differential equation of elastic instability problem. The solution of flexural and torsional
coupled equation is gotten by use of some methods, including the one developed and
authomatized from the application of Runge-Kutta method, for certain sections.

Empirical procedures are presented based on experimental tests, found in
technical papers to compute fators of safety.

The results of numerical examples show that the service situations are not
generally critical, unlike the intermediate situations. The results show also that a
possible way to avoid this problem is with the use of lifting points with a distance from

the ends.

Keywords: Lateral Instability, Precast beams.



1 INTRODUCAO

No projeto das estruturas pré-moldadas € necessario considerar todas as etapas
que compdem a produgio do elemento até a sua disposigéo final na estrutura.

Estas fases em geral podem ser divididas em: fase de servigo, que corresponde
a situagdo final do elemento na estrutura, e as fases transitérias.

Entende-se por fases transitorias ou temporarias, todas aquelas iniciadas na
fabrica¢do até o posicionamento definitivo na estrutura. Basicamente podem ser
definidas como: fase de desmoldagem, suspensdo e transporte no canteiro da fébrica,
estocagem na fébrica ou no canteiro de montagem, transporte da fabrica a obra,
suspensdo no local da edificacéio e periodo antes de se efetuar a ligagéo definitiva.

Com o avango das técnicas da protensdo paralelamente ao aperfeigoamento da
tecnologia dos materiais, as se¢es das vigas pré-moldadas tornaram-se mais esbeltas,
aumentando também os vaos empregados. Como consequéncia, as vigas ficaram mais
susceptiveis aos problemas de instabilidade lateral. Por exemplo, as vigas que compdem
a superestrutura das pontes, geralmente protendidas, de longos véos € com se¢des muito
altas, constituem parte dos elementos que podem apresentar excesso de deformagio
lateral e perda de estabilidade.

Os problemas de instabilidade ndo sfo comuns durante a fase de servigo quando
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os vinculos apresentam rigidez adequada. Em ligagdes deformaveis a tor¢do, o estudo
da instabilidade merece maior atengfo. As fases transitorias sdo importantes e devem
ser asseguradas quanto ao fendmeno da flambagem lateral, principalmente por
apresentarem liga¢cdes incompletas e com graus de liberdade, embora o carregamento
se limite ao peso-préprio. A figura 1.1 ilustra a fase de suspensdo de uma viga pré-
moldada, por meio de cabos acoplados & face superior, exemplificando uma ligagdo que
permite giro e deslocamentos nas se¢des de apoio.

De fato, problemas devido a instabilidade lateral tém ocorrido em elementos pré-
moldados como mostram as figuras 1.2 e 1.3. O colapso de uma viga de ponte, de segio
alta e grande comprimento, ilustrado na figura 1.2, corresponde a uma situagfo de perda

de estabilidade durante a fase de tranporte em rodovia. A figura 1.3 apresenta uma viga

de cobertura de galpdes em estado de ruina por flambagem lateral.

Figura 1.1 - Manuseio de uma viga pré-moldada de concreto. [ IMPER & LASZLO (1987) ]

A estabilidade das vigas depende nfo apenas da capacidade das mesmas de

resistir aos esforgos solicitantes convencionais, como o peso-prdprio e a protensdo; mas



3

sobretudo, resistir as deformagdes laterais significativas que ocorrem nesta fase, em
razéo da esbeltez da se¢fio. Para isso, 0s elementos pré-moldados devem ter rigidez
lateral suficiente para evitar a reducdo da capacidade resistente, por excesso de

deformag@o e fissuracdo.

Figura 1.2 - Colapso de uma viga pré-moldada de concreto
durante o transporte. [ IMPER & LASZLO (1987) ]

Como referido anteriormente, a maioria dos problemas de instabilidade lateral
em vigas longas e delgadas ocorrem quando os apoios apresentam liberdade ao giro por
flexdo e tor¢do. Estes vinculos podem ser os cabos de suspensfo, que sdo ligagdes
provisdrias, ou também, as ligagdes deformaveis da estrutura. Em adigéo aos graus de
liberdade fornecidos por estes vinculos, temporarios ou definitivos da estrutura, a
verificagdo da estabilidade dos elementos torna-se mais critica quando sdo consideradas
as inevitaveis imperfei¢Ges construtivas e os desvios de montagem.

As imperfei¢des geradas na fase construtiva do elemento pré-moldado séo
basicamente provocadas pelo controle ineficaz do posicionamento das armaduras, pela

ndo homogeneidade da peca moldada, pelos erros de posicionamento das fontes de calor
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na cura acelerada, pela ma execugéo da protensdo, apresentando perdas excessivas e ndo
controladas.

O posicionamento dos pontos de suspensdo feito de forma imprevista, por
exemplo o igamento com balangos, pode acarretar uma série de inconvenientes ao
elemento, resultando no aparecimento de tensoes de tragdo e possivel fissuragdo de

algumas seg¢des, as quais ndo foram dimensionadas para estes esforgos solicitantes.

Figura 1.3 - Colapso de uma viga por instabilidade
lateral. | CATANIA & COCCHI (1976) |

Durante o transporte das vigas longas, os efeitos dindmicos variam em
intensidade conforme as condig¢des da pista de rolamento, a elasticidade do sitema de
amortecimento do meio e dos vinculos, a elasticidade do elemento estrutural, dentre
outros fatores. O aparecimento das fissuras nas se¢des das vigas pode ser provocado
pelas excessivas solicita¢gdes causadas por um incorreto ou mal posicionamento do
elemento na carreta. Também ocorrem durante a passagem do veiculo sobre as curvas
e as superelevagdes, cujos desniveis, ndo sendo compensados pelo sistema hidraulico
do aparelho de apoio, resultam em esforgos de torgéo ao longo do comprimento da viga.
Estes fatores contribuem de forma singular com a instabilidade do elemento.

A norma brasileira NBR-9062 (1985), Projeto e execucdo de estruturas de

concreto pré-moldado, no item 6.1 relativo a estabilidade lateral das vigas pré-moldadas,
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limita-se aos principios basicos e poucas indica¢des gerais de projeto, o que justifica a
necessidade de um estudo mais detalhado da possibilidade de perda de estabilidade das

vigas esbeltas.

O texto base para revisdo da NB-1/78 (1994), sobre a estabilidade lateral de
vigas de concreto armado, apesar de ndo ser especifico para as vigas pré-moldadas,
considera importante assegurar a estabilidade lateral das vigas de se¢@o delgada na fase

de servigo através de limita¢des da curvatura, sem ainda quantificar este limite.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

As vigas, mesmo carregadas apenas no plano vertical, podem romper-se por
deslocamentos laterais excessivos e rotagdes por tor¢do, simultaneamente. Este tipo de
colapso ¢ chamado de flambagem lateral e foi analisado prirﬁeiramente por Prandtl, em
1899. Em 1940, a teoria proposta por Vlassov para barras de secéio delgada consiste em
importante avanco no estudo da instabilidade de pegas estruturais unidimensionais.

Os fundamentos da instabilidade lateral de vigas baseados na teoria de Vlassov
constituem no estudo em regime elastico do equilibrio em teoria de 2* ordem,
considerando o equilibrio geral no espago de vigas esbeltas de esqueleto aberto.

As expressdes diferenciais regentes da instabilidade lateral em vigas de secédo
delgada, encontram-se definidas em RACHID (1993) pelo método da energia, no estudo
do equilibrio do elemento na posigéo deslocada.

O estudo da instabilidade lateral de vigas pré-moldadas apresenta-se na literatura
de forma restrita, com poucos trabalhos desenvolvidos nesfe assunto.

CATANIA & COCCHI (1985), para algumas se¢des tipicas de concreto, tratam
dos problemas da instabilidade das vigas pré-moldadas, em regime de servi¢o e durante
a fase transitéria. Em razio da frequente utilizagdo de se¢des de vigas baseadas nas
formas usuais dos perfis metalicos, os autores ressaltam a importéncia de prevenir o
fendmeno da instabilidade por flexdo lateral e tor¢éo.

IMPER & LASZLO (1987) no estudo da instabilidade durante o manuseio de
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longas vigas de pontes, sugerem um procedimento analitico e empirico para
determinagéo da seguranga durante a fase transitéria. Especial atengdo foi dispensada
a influéncia do posicionamento dos pontos de apoio, nas duas etapas consideradas da
fase transitdria, a beneficio da estabilidade da viga. Os sistemas de contraventamento
usuais sdo discutidos no trabalho citado.

O estudo desenvolvido por MAST (1989) avalia a estabilidade lateral de vigas
protendidas de se¢do duplo T, quando suspensas por cabos de elevagdo, através da
defini¢do de um fator de segurancga. Este fator depende da altura do eixo de giro (este
eixo € a reta que une o centro de giro de cada apoio e, normalmente situa-se na
superficie superior da viga de concreto), da excentricidade lateral inicial, da rigidez
lateral e da maxima inclinag¢@o permissivel da viga.

Na continuagdo da pesquisa, MAST (1993) extende as andlises de estabilidade
lateral para casos mais gerais de vigas, cujo suporte seja provido de restri¢gdes elasticas
ao giro. Inclui vigas apoiadas em almofadas de elastomero e em caminhdes, durante o
transporte em via de trafego. A superelevagéo da via € admitida e alguns procedimentos
simples sdo descritos para sua determinagfo. Para a fase de suspensdo, os fatores de
seguranga alcangaram maior amplitude, e o estudo realizado anteriormente pelo autor
foi reformulado pela avaliag@o da fissuragéo e do colapso da viga, com comprovagio
experimental por ensaios em escala real.

O estudo de CUNHA (1994), relativo aos problemas de estabilidade de vigas
esbeltas protendidas durante o igamento e o transporte, foi desenvolvido através da
analise de diferentes pardmetros referentes a estabilidade. Apresenta uma série de
graficos de influéncia, baseados em MAST (1989, 1993). Entretanto, os graficos
pertecem a um caso especifico, e de forma geral, servem para mostrar qualitativamente
a importincia dos pardmetros na estabilidade de vigas protendidas esbeltas e de grande
comprimento.

Os pardmetros avaliados para a fase de suspensio foram: a forca de protenséo,
a posicio da resultante de protenséo, a posi¢éo dos pontos de icamento e a resisténcia
do concreto. Para a fase de transporte da fabrica ao canteiro de obras: locagéo dos apoios

da viga sobre o veiculo, forca de protensdo, posi¢do da resultante dos cabos de
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protenso, distdncia do CG a pista de rolamento, superelevagdo da estrada e rigidez da
carroceria.

Uma contribuigéio dada por CUNHA (1994), e que sera descrita neste trabalho,
refere-se a determinag&o experimental do coeficiente de rigidez a rota¢do da carroceria
do veiculo utilizado para o transporte das vigas, bem como a medida da superelevagio
da via de trafego por onde o veiculo que transporta as vigas deve passar. Estes dados sdo

necessarios a verificagdo da estabilidade das vigas durante o transporte.

1.2 OBJETIVOS

Tendo em vista a importancia da verificagdo da estabilidade de vigas pré-

moldadas em todas as suas fases de projeto, os objetivos deste trabalho sfo:

a.) o estudo da instabilidade lateral de vigas pré-moldadas durante a fase em
servico, incluindo a consideragdo da deformabilidade a torgéo dos apoios;

b.) o estudo da instabilidade lateral de vigas pré-moldadas durante a fase
transitoria de suspensdo, para varias disposi¢des dos cabos de igamento;

c.) comparar os resultados do estudo da instabilidade lateral nas situagGes

transitérias com os modelos simplificados encontrados na literatura.

1.3 APRESENTACAO DO TRABALHO

No capitulo 2 encontra-se desenvolvido o estudo da instabilidade lateral das
vigas durante a fase de servico. Esta fase serd analisada para vinculos rigidos ¢
deforméaveis a torgéo.

As vigas protendidas também serfio avaliadas quanto a instabilidade,
considerando isoladamente os efeitos da protensdo, e posteriormente, em agdo conjunta

com o carregamento aplicado.
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A fase transitoria de suspensdo estd descrita no capitulo 3, para as diversas
disposi¢des dos cabos: cabos obliquos, inclinados e retos. O nimero de pontos de
icamento variam, bem como a sua locagéo na face superior da viga.

Foram empregados neste capitulo, o método de integragéio por séries de poténcia,
o método de Ritz, € 0 método numérico de Runge-Kutta, especialmente programado
para o estudo da instabilidade de vigas em suspenséo.

Para as vigas protendidas, o estudo da flambagem lateral no igamento por cabos
inclinados serd apresentado para carregamentos distribuidos, representados de forma
genérica através das séries de Fourier.

No capitulo 4 apresentam-se os procedimentos empiricos para a determinagéo
dos fatores de seguranga relativos a fase transitoria de suspensdo e de transporte,
considerando a fissuragfo e a ruptura, baseado no trabalho de MAST (1989, 1993).

Os exemplos numéricos e as andlises dos resultados compdem o capitulo 5, onde
serdo analisados quanto aos problemas de instabilidade lateral, em servigo e durante a
suspensdo, uma viga de secéo retangular de concreto armado, uma viga de argamassa
armada de sec¢do duplo T simétrico e uma viga protendida de secéio duplo T do PCI.

O capitulo 6 trata das consideragdes finais e conclusdes.



2 INSTABILIDADE LATERAL DE VIGAS
DURANTE A FASE DE SERVICO

2.1 PRELIMINARES

O estudo da estabilidade lateral das vigas pré-moldadas, como as vigas de
argamassa armada, com longos véos, tem merecido maior atengfo devido a utiliza¢do
de elementos cada vez mais delgados. Este estudo torna-se ainda mais importante em
regime de servigo, tanto nas vigas de concreto como nas vigas de argamassa armada, a
medida que se admitem ligagdes deformaveis a torgao.

As vigas de concreto por ndo apresentarem geralmente se¢Ges delgadas, mas
com grande rigidez a torgfo, dificilmente submetem-se a fendmenos de flambagem
lateral. Entretanto, a causa da maioria dos problemas de perda de estabilidade em vigas
longas de concreto ¢ a deformabilidade dos apoios.

No estudo do equilibrio geral no espago em teoria de segunda ordem, sera
avaliado através da carga critica, o valor do carregamento que provoca mudanga no tipo
de equilibrio em regime elastico.

A determinagdo da carga critica no estudo do equilibrio na posigéo deformada,

resulta do desenvolvimento das equagdes diferenciais. A resolugdo destas equagdes
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geralmente € inviavel pelo método exato, devido a complexidade de manuseio das
fungGes de Bessel. As solugdes por métodos numéricos e aproximados s3o, na maioria
das vezes preferidas, apresentando excelentes resultados.

As equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral encontram-se
desenvolvidas em RACHID (1993), pelo método da energia'potencial. O procedimento
de obtencdo destas equagdes parte do estudo do equilibrio na posi¢cdo deslocada
considerada suficientemente proxima da posi¢do original, de modo que possam ser
adotadas as expressGes aproximadas para os deslocamentos e deformagdes. As
expressdes diferenciais gerais da instabilidade lateral definidas em RACHID (1993),
segundo a teoria de Vlassov, para carregamentos como: forga transversal distribuida,
forga transversal concentrada de componentes nos eixos principais (com a restrigdo de

passarem pelo centro de torgdo), momentos fletores e bimomentos aplicados, séo:

Elvy -[N(vy+2z, )] - (M) -p,-0
ELwy, -[N(wy+y, §)]I + (M) -p,-0"
EJ,¢" - GJ,&" - {[ Niy + 2M,(K,-y,)+ @2.1)

B Ay 1N/
+2]Wy(Kz—ZD)+7Uw]¢} —(NwD)yD+

w

+ (NVL;)lZD"AJzWD”']MyVD”- (pyey+p=ez)¢=0

Para a resolu¢do das equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral
CATANIA & COCCHI (1985) utilizaram o método de integragéo por séries de poténcia
e o método de Ritz. O método numérico de Runge-Kutta foi escolhido neste trabalho
para ser programado com o fim de determinar a carga critica, a partir do sistema de
equagdes diferenciais regentes da instabilidade e das condi&;(”)es de contorno.

O método de Runge-Kutta ¢ eficaz e de grande importéncia pratica porque néo
necessita de procedimentos especiais e utiliza o mesmo procedimento vérias vezes.
Dentre as formulag¢Ges por passos, € amplamente utilizado por gerar resultados precisos.
Uma vantagem que apresenta na resolugfo de um sistema de equagdes diferenciais € a

simplicidade da programag@o em problemas de valor inicial, valor de contorno € auto-
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valor, onde as condigdes de contorno séo incorporadas.

Uma comparagdo entre os resultados da carga critica obtidos com o método de
integragdo por séries de poténcia e o método de Runge-Kutta, aplicados & equagio
diferencial de uma viga de sec&o retangular sobre vinculos de garfo indeforméavel, indica
valores totalmente satisfatérios.

Este capitulo basicamente esta subdividido em duas partes. A primeira refere-se
ao estudo da instabilidade lateral das vigas em servigo sobre apoios indeforméveis e a

segunda, sobre apoios deformaveis a torgdo.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS REGENTES DA INSTABILIDADE LATERAL
PARA ALGUMAS SECOES TIPICAS

A andlise do equilibrio geral de vigas no espago ¢ expressa, para cada tipo de
se¢do e carregamento, por um sistema de equagdes diferenciais que incluem a flexdo em
relagdo aos eixos principais de inércia e a torgdo. No estudo da instabilidade, geralmente
estdo acopladas as equagdes representativas da flexdo lateral e da torgéo.

O trabalho de CATANIA & COCCHI (1985) apresenta uma dedugdo particular
para trés se¢des comuns de elementos pré-moldados de concreto pelo método do
equilibrio. No estudo de RACHID (1993), as equagdes gerais da instabilidade deduzidas
pelo método da energia potencial sdo a base do processo de Ritz, as quais podem ser
aplicadas a qualquer tipo de segfo transversal. Estas equagdes consideram os mesmos
tipos de carregamento citados para a equagdo (2.1).

Nos quadros 2.1 e 2.2 encontram-se as equagdes diferenciais definidas para
algumas seg¢des. Estas segdes transversais sdo constantes ao longo do comprimento € das
formas: retangular, duplo T simétrico e duplo T ndo simétrico. O carregamento € linear
distribuido na linha do CG e a viga simplesmente apoiada nas extremidades em vinculos
de garfo. As expressOes diferenciais regentes da instabilidade lateral definidas nos

quadros, para cada tipo de sec¢@o, sdo equivalentes.



Quadro 2.1 - Equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral. | RACHID (1993) |

12

Secgdo Equagdes diferenciaijs
Mz
retangular ¢'(x) + E_p(x)-0
EIy GJ,
GJ M?
duplo T ") - () - ——— (x) - 0
simétrico EJ, EIy EJ,
GJ M?
duplo T O - LX) - ——— (x) = 0
EJ EI
n#o simétrico v b EJ,

Quadro 2.2 - Equacdes diferenciais regentes da instabilidade lateral. [ CATANIA & COCCHI

(1985) |
Secdo Equagdes diferenciais
M2
retangular " (x) + 4 x) =0
g ¢’ (x) L GJ ¢ (x)
M (x
duplo T L@ e 22w -0
simétrico 2 EI;
T J J M (x
duplo -E 1%2 Zaz (b”” (JC) N GJ‘ ¢// (x) . y ( ) d)(x) -0
ndo simétrico Jy+ EIL

A nomenclatura utilizada no quadro 2.2 pode ser traduzida por:

J - momento de inércia das mesas (no caso de mesas simétricas);

J, - momento de inércia da mesa superior;

J, - momento de inércia da mesa inferior;
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z, - distincia entre a linha do CG da mesa superior e a linha do CG da mesa

inferior.

Os eixos coordenados definidos por CATANIA & COCCHI (1985) sdo
contrarios aos apresentados em RACHID (1993), cuja convengdo de sinais dos eixos

sera adotada neste trabalho.

2.3 RESOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL PARA VIGAS
RETANGULARES

O calculo da expressdo da carga critica para uma viga de segfio retangular
apoiada sobre garfos nas extremidades sera desenvolvido por dois métodos numéricos:
séries de poténcia, conforme CATANIA & COCCHI (1985) e Runge-Kutta, processo
automatizado computacionalmente neste trabalho. O carregamento p € uniformemente
distribuido na linha do eixo baricéntrico.

O conceito dos vinculos de garfo pode ser entendido como o apoio que € capaz
de impedir a rotagdo por torgdo deixando livre os deslocarﬁentos axiais, 0s quais sdo
chamados de empenamento. A deformabilidade dos garfos & tor¢do ndo sera ainda

considerada.
2.3.1 PROCESSO DE INTEGRACAO POR SERIES DE POTENCIA

A viga de secdo retangular ilustrada na figura 2.1 seré avaliada quanto ao valor
critico de carregamento linear unifome p que provoca perda de estabilidade lateral.

A expressio do momento fletor no plano vertical M=M, é:

M) - M(m) - —pa’(1-m?) 2.2)

onde m é uma variavel auxiliar definida por m=2x/¢ no intervalo (-1,1).
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avaliada quanto a instabilidade lateral utilizando o método numérico de Runge-Kutta

na solugo da equacdo diferencial regente.

Tabela 2.1 - Valores de k relativos ao tipo de apoio. | CATANIA & COCCHI (1985) |

VINCULOS NAS SECOES DE EXTREMIDADE
A torgdio A flexdo vertical A flexdo lateral k
apoio simples / garfo /
apoio simples garfo 284
engaste / garfo /
extremidade livre extremidade livre 12,85
engaste / garfo /
Engaste engaste garfo 98,0
perfeito engaste / garfo /
apoio simples garfo 54,0
apoio simples / engaste perfeito /
apoio simples engaste perfeito 50,0
engaste perfeito / engaste perfeito /
engaste perfeito engaste perfeito 137,0

A secdio ¢ duplamente simétrica, o centro de tor¢do coincide com o CG e,
portanto, as coordenadas do centro de torgéo yp, € zp, sdo nulas. A se¢do retangular ndo
apresenta caracteristicas setoriais, de forma que o momento setorial de inércia J,, € igual

a Zero.

X

A
[

o lx N B P 200G
14;}$;;$$1$$;;+$;$$3;$$“

; I S
| Q |

Figura 2.2 - Viga de se¢fio retangular apoiada sobre garfos.
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As equagdes diferenciais regentes sdo:

(a) ELvy) -p-0
(B) ELw, « (M, -0 2.21)

(c) -GJo'+ Mwy -0

A equagdo (2.21a) resulta na expressdo ja muito conhecida da resisténcia dos

materiais, correspondente & flexdo no plano vertical em 1? ordem:

_p | ¥ X Px
Yo () EI ( 24 12 24 ) (2.22)

Para x=(/2, a flecha vy, vale:

. 5ptt
mdx v, (2/2) = 384 EL (2.23)

As equagdes (2.21b) e (2.21c) acopladas serdo resolvidas a seguir. Fazendo a

integragdo preliminar da equagdo (2.21b), tem-se:

EIy w[/)” M (Alz ¢)l = Dl

" (2.24)
ElLw,+ M ¢ -D x+E,

onde D, e E, sdo constantes de integragéo genéricas.

Aplicando as condigdes de contorno em wy, obtém-se E,=D,=0.

w.©0)-0 e ¢(0)-0 -~  E -0

! (2.25)
wy(©0)-0 e M (0)-0 - D -0

1

As expressdes dos esforgos de 2 ordem sdo:

M,(2*) - - EL w,

. (2.26)
V(2 - - ELw,

de forma que, a expressdo diferencial da elastica em wy, ¢:
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ElLw, + M,¢ -0 (2.27)
Logo,
. M o
Wp = - B (2.28)

Substituindo wy” na equagéo (2.21c¢), resulta:

2

M
GJ, ¢ (x) + EI d() -0 (2.29)

y

e para a expressdo do momento fletor M,:

M, - % (0x - x2) (2.30)

A expresso diferencial a ser resolvida pelo método numérico de Runge-Kutta,
¢ a seguinte:

2

GJ, " (x) + 4"EI (0x - x?)*¢p(x) - 0 2.31)

Utilizando o pardmetro t, onde x=t.¢, tem-se:

GJ 2 p4
S . u 4232 -
7 ¢ 4EL (-2 ¢ =0 2.32)
entdo:
@ -2L oy ew-o 233
4 EI GJ, (2.33)
Chamando:
pr. 2L (2.34)
4EI GJ, ‘

resulta a expressdo final regente da instabilidade lateral:
¢@O-PU-)o® 2.35)

Utilizando o programa desenvolvido para a equagdo (2.35) em estudo,
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assumindo as condi¢des de contorno para a aplicagdo do método de Runge-Kutta em
problemas de auto-valor tem-se que o giro ¢(0)=0 nos apoios € nulo, € por simetria
¢ (¢/2)=0. Deve-se adotar, por exemplo, ¢'(0)=1 e calcular o valor de B que satisfaz a
condi¢do de contorno conhecida no meio do vao. '

Na aplicagdo do programa, para uma viga subdividida em 300 trechos, o valor

de p obtido foi 14,1550. Logo, a expressédo de p,;, resultante é:

p., -2831 Y " (2.36)

A partir de 100 trechos, os valores resultantes da carga critica apresentaram-se
muito préximos.

Nota-se a excelente aproximagéo entre os resultados obtidos pelos métodos de
integrac¢@o por séries de poténcia e o0 método numérico de Runge-Kutta. Entretanto,
como o método de Runge-Kutta é facilmente programavel, sera preferivel como solugdo

neste estudo.
2.4 INSTABILIDADE LATERAL DE VIGAS PROTENDIDAS EM SERVICO

O estudo da instabilidade lateral das vigas protendidas durante a fase de servigo,
desenvolvido por CATANIA & COCCHI (1985) pelo método da energia potencial sera
descrito a seguir, para se¢des duplo T quaisquer apoiadas nas extremidades sobre
vinculos indeforméaveis de garfo. As armaduras de protensdo sdo compostas de cabos
retilineos e paralelos ao eixo baricéntrico da viga de altura e se¢éo constante.

Em primeira analise, a viga serd analisada sob os efeitos isolados da protenséo,

e posteriormente sob a¢@o conjunta com o carregamento vertical.
2.4.1 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE A ENERGIA POTENCIAL TOTAL

A expressdo da energia potencial total pode ser apresentada pela adi¢do de 3

parcelas:



22

EPT-U-+T- T, 2.37)

onde: U = energia potencial dos esfor¢os internos ou energia de deformagéo;
T = energia potencial dos esfor¢os externos* (ou potencial propriamente dita);
T, = energia potencial dos esforgos internos de primeira ordem nas deformagdes
de segunda ordem;
* a energia potencial das cargas sera sempre o trabalho realizado com sinal contrario.
Na defini¢fio de U, utiliza-se os esfor¢os internos de segunda ordem com as
respectivas deformagdes. Em T, considera-se o potencial dos esfor¢os aplicados em
relagdio a posigdo original ndo deslocada da viga. A parcela T, completa as duas
anteriores, na teoria de 2% ordem.
Esta interpretagfo e o modo de designar as diversas parcelas da energia € apenas
uma entre as varias possiveis, e ¢ a mesma utilizada em RACHID (1993).
A expressio da EPT ilustrada na publicagéo acima, para os mesmos tipos de

carregamento indicados na equagédo (2.1), é:

EPT - [F (Vp V5 Vi Wy, Wy Wy &, &, ') d
1

1 1
- E (Pyi Vpi * Pzi Wpi * EPyi €, d):z * EPzi €, ¢:2) (2°38)

- E (M)'iwD’i+Alziv[(’i) - Z B:‘b:

onde o funcional F significa:

n2

F- —(ELv) +ELwy"+ EJ,&" + GJ, ¢ +

1
2
-2(p,v,+P,w,) - (pye,+p,e)d
\ ; / / ; 12 12
NLipd?+2(yywp-2pvp) & + vy +wy 1+

V2[M(K, - y,) + M (K, -2,)]1¢" -

I i ’ B /
S20Mwy - M1 U8

w

2(Mwy - Mvy) 0}
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Em RACHID (1993), o estudo da instabilidade lateral avalia os deslocamentos
da se¢do pelo deslocamento do centro de tor¢do D: vy € wp, em y e em z,
respectivamente.

O método da energia, além de proporcionar a dedugdo das equagdes diferenciais
da instabilidade a partir das consideragdes do calculo "variacional, é a base do
desenvolvimento do processo de Ritz, no estudo da mudanga de equilibrio em teoria de
2% ordem.

E necessario escolher fungdes aproximadas para os deslocamentos que sejam
representativas das condigdes de contorno e admitir fungdes para as eléasticas, de forma
que estas fungdes sejam dependentes de alguns pardmetros. A energia torna-se entao
funcfo desses parimetros, e com isso transforma o problema de encontrar o extremo da
fungdio EPT em um problema onde procura-se o extremo de uma fungéo de um namero
finito de variaveis. Entretanto, apresenta o inconveniente da escolha das fungdes, as
quais, para cada caso particular, devem satisfazer as condigdes de contorno do problema.
Além disso as integragdes podem tornar o problema trabalhoso.

Neste estudo, admitiu-se para as eldsticas a forma senoidal e as integrais a serem

desenvolvidas, na maioria das vezes encontram-se tabeladas.

2.4.2 ACAO ISOLADA DA PROTENSAO

A viga protendida, ilustrada na figura 2.3, estd vinculada a tor¢do nas
extremidades e protendida com cabo retilineo ou cabo resultante de excentricidade ¢.

A configuragio deformada é definida pelo deslocamento & do centro de
gravidade da se¢do segundo o eixo z, e pela rotagfo ¢ da segdo em torno do eixo
longitudinal x. A forga normal de protens&o N; provoca reagdes internas representadas
na figura 2.4, através das forgas fy(x) radiais distribuidas.

Segundo o diagrama de equilibrio do cabo de protensdio, onde os valores

assumidos para o 4ngulo 6 sdo muito pequenos (0~sen6~1g6), tem-se:
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P P
0 2.39)
N, = fir
Do elemento curvo submetido a uma pressdo radial fy(x), resulta:
Ny 1 d'w
Jo ) = - e Pl (2.40)
\
T - —— s =
N Iﬁ N L
| Y his
‘ ) B ) L

[
¢

o cﬂf '

o
T

Figura 2.3 - Viga protendida de se¢fio duplo T. [ CATANIA & COCCHI (1985) |

(9

Figura 2.4 - Equilibrio do cabo de protensio.
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Para um ponto genérico sob o cabo de protenséo, o deslocamento w em z pode
ser descrito por w = 8(X) + €, $(x), onde & ¢ o deslocamento lateral em z do centro de

gravidade. Assim, em f; (x) tem-se:

d* (8 + e, )
f[;(x) = NP 70— (2.41)
As tensdes normal e cisalhante da viga protendida sdo:
o, = _ﬂ _ NP eoy
4 (2.42)
t =0

Na energia de deformagfo U, ndo sera considerada a contribuigdo da flexéo
vertical por ndo influenciar nos efeitos da flambagem. Os deslocamentos verticais s&0
despreziveis frente aos deslocamentos laterais, pois a rigidez a flexdo vertical ¢ muito
maior que a rigidez lateral e a rigidez por torg&o.

A expressdo de U, por simetria, pode ser definida por:

2 2

U- f EI8"*(x) dx + f GJ, ¢ (x)dx (2.43)

na qual CATANIA & COCCHI (1985) ndo consideraram a contribuigdo das

propriedades setoriais das segOes delgadas.
O primeiro termo da expresdo (2.43) representa a energia de deformago a flexéo
no plano horizontal, e o segundo refere-se a torgéo.
Sejam u, v, ¢ w os deslocamentos segundo os €ixos coordenados X, y € z,
respectivamente.
u-=0
v=0 (2.44)
w=3( +yoX
sendo nulo o giro por torgéo nos vinculos de garfo indeformavel: ¢(x) = 0 para x =+ 0/2.

Em um ponto genérico ao longo de x, para y = €5 sob o cabo resultante
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tracionado ou sob a linha de agdo da reagdo fi(x), o deslocamento em y deste ponto,

pode ser expresso por:

eo_,/eo——z_d,zeo‘z:eo[l_¢1.—¢i]~e0[1_( 1__2”:%%2 (2.45)

2

e segundo z:

5+ e, d00) (2.46)

A expressdo da energia potencial T, dos esfor¢os. internos de 1* ordem nas

deformagdes de 2% ordem é€:

T,- [(o,e0 7, vg)dV 2.47)
Vv

onde £, e 1,,?) sio relativas & 2° ordem. Para 1, = 0, tem-se:

@
T2=f0x €, av (2.48)

vV

A expressio da energia de deformagéo de 2* ordem resulta em:

e - gD, g®

o _L|[ov)* [aw|* 1|4 s,
ol 2 e

A parcela relativa a fun¢o v ndo serd considerada, pois os deslocamentos

(2.49)

2

verticais estdo sendo desprezados em presenga dos deslocamentos laterais.

o 1|(ds\* , dsdd .(de)’
.2 |l 88| ,9,804@ a9 2.50
xz[(dx) ydxdxy(dx (2.50)
Ent3o, substituindo o, € £,?, tem-se:
r o L%yl | d8) 0,40 40 af 4oV 4y s s
: {[ Pla 7] |\ & dx dx dx )

sendo validas as igualdades definidas em (2.52):
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[yda-0 [y dd-0 [yrda-1-ii4 2.52)
y P 4 .

onde i, € o raio de giragéo.

Assim, a expressdo da energia potencial T, é:
ds\? .2 do)? dé do
— | L, | = + 2 € —
dx dx de dx

Entretanto, conforme defini¢do de integragdo por partes, tem-se:

o2

T,--N, f dx (2.53)

72 2 "2
dd dé ds |7 d*s d*é
—— = dx=|— - dx = - dx
f e 4 [ : ¢l(|) {rb ; [(b » (2.54)

0

onde & (0)=0 (giro lateral por flexdo na se¢fo de simetria) e ¢$(¢/2)=0 (giro por tor¢do
nos apoios). A origem do eixo longitudinal x encontra-se na se¢do de simetria da viga.
A expressdo resultante da energia T, ¢ definida por:

o2

T=-Nf

2 P
1]

( dz)(cx))2+ ; ( d(z)(cx)) e %}Q]dx (2.55)

A energia potencial dos esforgos externos T ou energia potencial propriamente
dita ¢ descrita pelo trabalho realizado pela forga de protenséo.
72

T=-%ffo(x)[6(x)+eo¢(x)]dx (2.56)

-2

Substituindo f,(x) da equagdo (2.40), para N, constante ao longo de x, tem-se:

"
1 d*
T=_5 fNP__2(6+eD¢)[6+eo¢]dx 2.57)

-2

onde,

d*(@-ed) a8  d¢
&t &

(2.58)
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Entdo, o trabalho das for¢as externas T, vale:

42

TNf

2 2 2 2
N BTG L.
dx? dx? d? d?

A equagio da energia potencial total para agfo Unica da forga de protenséo ¢:

2 02

EPT - fEIyG” d + fGJ,(p”dx ‘

92

-Nf(ae‘iix“’ ed)

2 2
e 47 +d66+ﬁ dx
At dx? dx

do)?
('Z.E) . (2.60)

de forma que a expressdo final de EPT pode ser reescrita por:

2 02

EPT - fEIyﬁ” () dx + fGJ,q)' () dx +

_ s ) .
-Nf 6eﬂ eo ¢ 2| db -e d’b dx (261)
dx? ) °

dx? dx?
para o resultado da integral:

02 v 2 "2

fafz(x)=5.5'l —f&.é”dx=—f6(x).6”(x)dx (2.62)

onde as condi¢des de contorno sfo: §'(0)=0 e 8(¢/2)=0.
Atribuindo as equagdes definidas em (2.63) para elasticas, de modo que
satisfagam as condigdes de contorno e representem o primeiro modo de flambagem,

tem-se:

d = acos n_ax_ ¢ - b cos %ﬁ (2.63)

para x=0, 6=a e $=b, pois na se¢do central ocorre deslocamento lateral e giro por tor¢éo,
e em x=0/2, nos apoios, 5=0 e ¢=0, visto que os vinculos de garfo sdo rigidos.
Procede-se derivando as fungdes das elasticas, e em seguida, substitui-se 3, 8",

¢, ¢’ € ¢” na expressdo de EPT.
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A expressdo resultante da energia potencial total para as elasticas assumidas é:

T|:4
—4a

EPT-EI
Y40

2 2
2, G.I,I_ﬂbz ; NP:_a(e; -i7)b? (2.64)

sendo o resultado de algumas integrais comuns:
02 02 0
fcos2 IX - [sen? ZEax - = (2.65)
? [} 4
0 0
Os extremos da fun¢do EPT devem ser procurados nos extremos dos parametros

das fungdes: as fungdes & ¢ ¢ estdo associadas aos pardmetros a e b. Para a determinagéo

da carga critica devem ser simultaneamente satisfeitas as condi¢des abaixo

relacionadas:
SEPT 8EPT
=0 e =0 K
oa ob (2.66)
Assim:
4
OEPT 2p1 ™ 4.0
da Y4
2.67)
2 2
OEPT  2GJ ™= b.2N,™ (e2-i})b-0
ab 49 44

O limite de instabilidade é definido quando o determinante do sistema expresso

em (2.67) for nulo, ou seja, soluggo diferente da trivial.

Ely—"— 0
20
-0
m? )
0 27 [ Npes - )
Desta forma:
s 2 .2
Ely4—a4[GJ‘+NP(eo -i)]-0 (2.68)

A expressdo da forga de protensdo para as analises da instabilidade lateral ¢é:
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GJ

t

Np= o (2.69)
(eO - lz )
Esta expressao significa que existe um valor critico para a for¢a normal N; de
protensdo, sob sua a¢do unica dada pela expresséo (2.69), e que depende diretamente do
resultado da diferenga (e,” - 1,%).

No desenvolvimento da expressdo da forga critica de protensdo, para N,

positivo, a for¢a normal é de compresséo.

2.43 ACAO CONJUNTA DO CARREGAMENTO VERTICAL E DA FORCA
DE PROTENSAO

Para o carregamento externo aplicado ilustrado na figura 2.5, e considerando os
efeitos ja avaliados para a protensdo, tem-se a expressdo de T+T,, conforme
desenvolvido no item 2.4.1. Assim:

"2

T-T,--N, [[68 @& () e; ¢4 - i} 70 - ¢, () 87 (9) 1 -

2

-d" [p,) ¢ () o
4 (2.70)

onde a ultima parcela, representativa do trabalho do carregamento vertical, € o trabalho
realizado pelo momento provocado por p, em relag@o ao centro de torgéo vezes o giro.
A expressdo da energia potencial total é:

"2 12

EPT- [ EL 8" () dx + [ GJ,¢" () dx +
0 o

o2

N, [[6,8 00" () + e @) & () iy &7 () - b (x) () T e -

o2

-d' [P $@
] @2.71)

Para a definicdio de um carregamento vertical qualquer aplicado a uma distancia

d" do centro de tor¢fo da secdo, CATANIA & COCCHI (1985) utilizaram as séries de
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I I I A P U

Al 1% N S 11| B
NP € NP e*rCG z I |
—» 0 < O—L e‘ D Z0
g Ay y
‘ 2 | v2 l

Figura 2.5 - Viga protendida biapoiada sob carregamento vertical.
[ CATANIA & COCCHI (1985) ] -

Fourier.

@ =P+ X | Py sen2E 4 py, cos '";”‘) 2.72)
m-1

de forma que, interrompendo a expresssdo da série para m=1, desenvolvendo a ultima
integral da expressdo (2.71) para a série de p, e, substituindo a fungéo ¢ por sua

expressdo definida em (2.63), tem-se:

V2 /74

= fp'(x)(bz(x)d" --d szpozcosz%dx .
0 0

"2 2
szpl sen— cos de fb’pzcos3 1th de | - (2.73)
[ T 1 2
=-d'b*— — +p, — + =
 |Pa Py T

Os coeficientes da série de Fourier podem ser definidos no intervalo de - ¢/2 a

0/2:
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Dy,=D » carga constante

"2
D, - Zf p,(x) sen IX i
L ¢ (2.74)

2
2 X
== —dx
P f p(x) cos 0

-2

e por simplicidade designa-se p’ por:

3P 2.75)

Para carga uniformemente distribuida: p,=p,=0; para carregamento simétrico em
relagdo ao eixo de simetria: p,=0 e para carregamento antissimétrico: p,=p;=0.
A expressdo final de EPT para as elésticas assumidas resulta em:

ﬂ“ 2 1t2 2 11:2 2 .2 2
EPT - El —a*+ GJ—b* + N,—(e, -1, )b"+
Y4 40 49

1 (2.76)
0 b1 2

-d'b*= | Zp—p 2

T (4p° 3 P 3p2)

Da mesma forma, para determinar a carga critica, deve-se proceder realizando
as derivadas parciais da EPT em relagéo aos pardmetros a ¢ b da deformada.
O valor critico de instabilidade lateral depende da correlagdo entre N, e p*, para

que posto n=N,/p’, o sistema de equagdes possa ser escrito.

4
QEPT g ™ . 2.77)
da Y ap
d EPT n? n2( 2 .2 ? b 1 2
92 _GrE b . N, —\el-i')b-2d"—b| —p,+=p,+— -0
ER) ‘21 ”20(" ") n (4”" 3P 3p2)

Substituindo n na expressdo e fazendo nulo o determinante de forma a existir

solugdo para a e b diferente de zero, tem-se:
4
oy gl 0
Y2

2
0 TG prn(ed-iD]-2dp ~
2 T
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A expressdo da carga critica para o determinante igual a zero resulta em:

GJ

t

Prow=" 4d 1 (2.78)

2 .2
nie, -i;) - ;

n

Por tentativas deve-se ter para um dado n, um valor para p*;, de tal forma que
a forca de protensdo N, seja dada por Np/p’ . =n. As tentativas terminam quando esta

ultima condigéo for satisfeita.

2.5 INSTABILIDADE LATERAL DE VIGAS EM SERVICO SOBRE APOIOS
DEFORMAVEIS '

No estudo da instabilidade lateral de vigas, admitindo ligagdes deformaveis a
torgdo, entende-se que estes vinculos apresentando graus de liberdade, aumentam os
riscos de perda de estabilidade em vigas esbeltas.

Neste item, as deformabilidades serdo tratadas como conhecidas. Para a
determinagdo da deformabilidade a tor¢do das ligagdes, deve-se ter um modelo analitico
que permita o célculo, e que se possivel, apresente comprovagdo experimental.

O comportamento das vigas sobre ligagdes deformaveis a tor¢do, neste trabalho
vinculos de garfo, pode ser avaliado através de molas dispostas de forma conveniente
a introduzir a deformabilidade.

Uma analogia sera feita ao estudo da estabilidade das vigas em suspensdo
desenvolvido por CATANIA & COCCHI (1985), a ser descrito no capitulo 3.

Para vigas sobre apoios deformaveis, K, ¢ a constante de mola ilustrada na

figura 2.6 € A € a deformabilidade & tor¢do da ligagdo. Assim:

1
M--Kb i K- (2.79)
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Figura 2.6 - Viga apoiada sobre vinculo de garfo deformavel a torgao.

2.5.1 VIGA SOBRE APOIOS DEFORMAVEIS A TORCAO

O equacionamento desenvolvido referente a vigas de se¢éo retangular, pode ser
também elaborado para outros tipos de secdes. A deformabilidade dos apoios é
introduzida ao estudo da instabilidade através das condi¢des de contorno. Porém, a
defini¢do de um mecanismo representativo depende das ferramentas com as quais o
modelo sera projetado, bem como da complexidade da ligac3o.

Assumindo uma ligag@o deformavel, resultam que os deslocamentos laterais e
0 giro por tor¢do nos apoios néo € nulo.

A resolugdo da equagio regente da instabilidade serd desenvolvida por séries de
poténcia, aproveitando o equacionamento desenvolvido por CATANIA & COCCHI
(1985) para a fase transitoria.

Para a utilizagdo de um outro método, como o processo de Ritz, no estudo da
energia potencial as elasticas devem ser representadas, por exemplo, por uma fungéo
seno ou cosseno, dependendo da disposigdo dos eixos coordenados e da configuragéo
da deformada, acrescidos de uma constante. Esta constante ir4 representar o giro inicial
permitido pela ligagéo.

A figura 2.7 ilustra a viga de seg@o retangular apoiada sobre garfos deformaveis
a tor¢do nas extremidades. O carregamento € considerado linearmente distribuido na

linha do CG.
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Figura 2.7 - Viga em servigo sobre apoios deformaveis 4 torgdo.

A expressdo do momento fletor M, em uma segfo qualquer, para a origem do

eixo longitudinal na se¢do de simetria da viga, €:

M, () - %”(%_x)_g(%-x)z (2.80)

Utilizando a variavel auxiliar m=2x/¢ onde (=2a, tem-se:

M) - B (1 - m?)

(2.81)
A equagio regente da instabilidade lateral pode ser escrita como segue:
v D400 (2.82)
X) + EIy GJt X) = .

Reescrevendo a equagdo diferencial acima, em fung&o da varidvel auxiliar m, e

substituindo a expressdo de M, (m), tem-se:

o (m) + 228 (1 m?y ¢ (m) -0

35 GJ (2.83)

onde deve-se lembrar que dx/dm=a, e o. pode novamente ser definido como:
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_ pz at
“ -7 ELGI, (2.84)
Enfim, a expressdo (2.84) resulta em:
¢"'(m) + a(1-m*) d(m)-0 (2.85)

Resolvendo a equagio diferencial por integracdo de séries de poténcia, conforme
feito para apoios indeforméveis no item 2.3.1, tem-se os procedimentos similares até a
defini¢do das condigdes de contorno.

Como a segio retangular apenas tem torgdo livre e o giro nos apoios néo € nulo,

a igualdade abaixo pode ser expressa:
M -M-Gl§--K,.b (2.86)

onde o sinal negativo vem da concordancia entre a conveng&o de sinais adotada para o
momento de tor¢do e o respectivo deslocamento angular.

Entdo:

GLe | --Kb | 2.87)

ta

Sendo x=ma e dx/m=a, pode-se reescrever a equagéo (2.87) para m=1:

GJ
—L g (m-1) - -K, ¢ (m-1) (2.88)

Aplicando as séries desenvolvidas para ¢p(m) € ¢'(m) para m=1 e desprezando

as parcelas com expoentes maiores que 2, tem-se de (2.9) e (2.13):

11 6617
- A41-—=a- 2
o) - 4, 30 415800“}
(2.89)
8 356 .
/1 =A .2 R 2
¥ °[ 15" 10395“}

Para o célculo da carga critica , é preciso substituir na condigédo de contorno que
considera a deformabilidade a tor¢do do vinculo, as expressoes ¢(1) € ¢"(1).

Entdo:
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&,
-;—‘b’(l) =-K, o(1)

(2.90)
GJ
Trog) B g 36 el g oafro g, ST
a 15 10395 30 415800
e isolando os termos conhecidos, pode-se escrever:
8 o 356 ocz.
K, 15 10395
¢
= o) =
267 f(a) 1. 667 . (2.91)
30 415800

Para o valor de conhecido da fung¢&o f(«), tira-se da expresséo acima o valor da

incégnita «. Substituindo « na expresséo (2.92), tem-se o valor da carga critica.
J EI GJ,
P, - 16/a_, —;3——’ (2.92)

Analisando a expresséo (2.91), para rigidez infinita K -, a fungdo f («)-, ou

seja, o denominador da referida equagéo tende a zero:

11 6617 .
1- — o+ =0
30 415800 (2.93)

entdo, «.; = 3,16, 0 que retorna & expressdo para apoios indeformaveis.

O grafico da figura
2.8 ilustra a expressdo da

fun¢do f(a), de modo a

facilitar o calculo da carga ~
=
uniforme distribuida critica, a =L
partir do valor da constante
o
de mola K, da ligacdo, do
comprimento ¢ e da rigidez a 0

tor¢do GJ, da viga de segédo

retangular. Figura 2.8 - Gréfico da fungdo f(z) em funcdio de ¢



3 INSTABILIDADE LATERAL DE VIGAS
DURANTE A FASE TRANSITORIA DE
SUSPENSAO

3.1 PRELIMINARES

A pré-moldagem introduz ao dimensionamento dos elementos estruturais uma
fase incomum ao projeto de estruturas de concreto armado moldado no local.

A fase transitoria, dentre outras etapas, inclui a suspens@o para manuseio no
canteiro da fabrica, ou para a disposi¢do definitiva do elemento pré-moldado na
estrutura em montagem.

Durante a fase transitdria, o carregamento externo € nulo, e a primeira vista
pode-se supd-la de menor importancia.

Entretanto, a fase transitoria de suspensdo ¢ muitas vezes critica em relagéo a
estabilidade lateral. Isto se deve aos graus de liberdade apresentados pelas vinculagdes
tempordrias € ao uso atualmente frequente de vigas esbeltas de longos véos, geralmente
protendidas, como as vigas de pontes. Também nas vigas de se¢des normalmente

delgadas, como as vigas de argamassa armada e os perfis metalicos durante a montagem
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de estruturas mistas, problemas por excesso de deformagdo lateral sdo comuns.

A presenca de imperfei¢des no processo de produgdo, como por exemplo,
pequenos desvios no ponto de aplicagéio da protensdo, no posicionamento dos ganchos
para acoplar os cabos de elevagfo, contribui para a perda de estabilidade lateral. As
excentricidades apresentadas na produgéo serdo consideradas no capitulo 4, segundo
indicagdes do PCI Design Handbook 3? edi¢do e de MAST (1993).

A importancia de assegurar a estabilidade durante a montagem das estruturas
pré-moldadas néo ¢ apenas fundamental do ponto de vista da integridade do elemento,
mas também por possibilitar acidentes no trabalho.

Neste capitulo sera abordado o estudo da instabilidade lateral das vigas pré-
moldadas em fase de icamento, sem considerar a presenga das imperfei¢cdes construtivas
e de montagem.

O processo de integragdo por séries de poténcia foi aplicado por CATANIA &
COCCHI (1985) as equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral, para a
determinagfo da carga critica que provoca mudanca dé equilibrio. O estudo da
instabilidade durante a fase de suspensdo, para varias disposi¢des dos cabos de
icamento, encontra-se descrito neste capitulo. Para as vigas protendidas de se¢do duplo
T quaisquer, o estudo do equilibrio ser4 apresentado pelo desenvolvimento do método
da energia potencial.

Desenvolveu-se neste trabalho, quatro programas que automatizam o método
numérico de Runge-Kutta, na resolugdo do sistema de equagdes diferenciais regente da
instabilidade lateral. O estudo trata de vigas de segdo retangular e se¢es duplo T
simétrico, na suspensdo por cabos retos e inclinados. Os cabos dispostos nas se¢des de
extremidade da viga, na sua face superior, estdo contidos no plano longitudinal vertical
de simetria. Os programas foram definidos de forma a perrniﬁrem a determinagfo tanto
da carga critica, relativa a um carregamento linear uniforme distribuido na linha do CG,

como do comprimento critico para 0 mesmo tipo de carregamento.
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3.2 ESTUDO DA INSTABILIDADE UTILIZANDO INTEGRACAO POR
SERIES DE POTENCIA

O calculo da carga critica, a partir da resolugdo da equagdo diferencial pelo
método de integracdo por séries de poténcia, foi desenvolvido para a suspenséo por
cabos obliquos fixos nas seg¢des de extremidade, considerando a deformabilidade dos
cabos, segundo CATANIA & COCCHI (1985).

Em vigas de se¢fo delgada, para qualquer uma das disposi¢cdes dos cabos de
icamento avaliadas, o estudo da carga critica aplica-se a se¢des retangulares, segdes cruz
e se¢des T, quaisquer segdes duplamente simétricas, ou melhor, as se¢des que néo
apresentam caracteristicas setoriais.

Porém, os autores acima citados, ndo fazem nenhuma restri¢do a utilizagdo do
estudo desenvolvido para a fase transitoria de suspensdo, a determinados tipos de seg¢des
transversais. Esta observagéo baseia-se no fato de que, todo o estudo formulado partiu
da expressdo diferencial relativa a uma viga sem caracteristicas setoriais, como a de
secdo retangular, submetida a carregamento uniformemente distribuido no eixo

baricéntrico.
3.2.1. CABOS OBLIiQUOS

Seja uma viga sujeita a a¢dio de seu peso-proprio, cujos pontos de igamento estéo
dispostos a uma disténcia e acima do centro de gravidade, conforme ilustrado na figura
3.1

Um pequeno giro ¢ da posigdo vertical na se¢do do apoio, resulta em um
momento de tor¢do na viga igual a -pled/2, esquematizado na figura 3.2. Pode-se

denominar como constante elastica R, o seguinte valor:

R, - %pfe 3.1)

CATANIA & COCCHI (1985) indicam a expressdo (3.2) para o calculo da

distancia e, em casos similares e aproximaveis aos da figura 3.1.
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H

1. plcosp 3.2)
4E A sen’y sen’p

onde: . E, e A, sdo, repectivamente, o0 modulo de elasticidade e area da segio
transversal do cabo de suspenséo; |

.y € B sdo os angulos indicados na figura 3.1;

. d ¢ a distancia entre o CG da viga e o ponto de fixa¢do dos cabos, conforme

ilustra a figura 3.1c, ou equivale a altura da se¢do, como indicado na figura 3.1b.

w
n
|

(b)
Figura 3.1 - Excentricidade e. CATANIA & COCCHI (1985).

Uma analise mais detalhada da expressdo (3.2) permite limitar sua utilizag#o.
Primeiramente, para a suspensdo em 2 pontos, um em cada extremidade, o valor do
angulo de inclinag&o y dos cabos ndo influencia o valor da carga critica. Assim, para p
tendendo a zero e y qualquer, tem-se e=d. Isto significa que a componente normal
resultante da agfo inclinada da forga de suspensdo, a qual deve aumentar a instabilidade
da suspensdo, nfo estd sendo avaliada. Alguns exemplos épresentados no capitulo 5,
mostram numericamente, a influéncia do angulo de inclinagdo dos cabos no
carrregamento critico.

Também para a situagdo onde B=y=90° o significado fisico de H ndo é
esclarecido, sendo e igual & soma d+H.

Em suma, as situagdes mais coerentes para aplicag@o da expressdo (3.2) relativa
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ao calculo da distancia e, além da disposi¢fio por quatro cabos obliquos, sdo: p-0° e
v=90°, onde tem-se e=d ¢ para p>0° e y=90°, onde e<d+H.

Para as combinagdes entre p e y, que resultam em valores significativos da

distancia e, o estudo da instabilidade lateral das vigas ndo protendidas pode ser definido.

Assim, para a viga apoiada sobre garfos indeformaveis, a condi¢do ¢p(x=+a)=0 de

giro nulo nos apoios, deve ser substituida por:

M-l ke L (33)
Na variavel m:
e ¥ . o 34)
E pois,
o ¥ - 1§ o5
S = ponto de suspensdo e

ara x-=-ma
D = centro de torgdo p

ed Para m=1, resulta:

p!

2 e AR YN (3.6)
a

Figura 3.2 - Vista em corte da viga deslocada.
[ CATANIA & COCCHI (1985) |

Para flambagem em uma tinica onda e desprezando os termos com poténcia a>2
na expressdo de ¢, com referéncia ao estudo da viga apoiada sobre garfos indeformaveis,
tem-se as expressoes (3.7) ¢ (3.8), onde os coeficientes A, & A, da série foram

utilizados:

1 1 1
A 1-a| —m*-—m*+ —m?®| -

3.7

. ol im"-——7—m6+£ms—Lm1°+———-—l—mlz
24 180 840 2700 3960
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3.8
vt | e Tps . B T e, 1
6 30 105 270 330
Entfo, nas extremidades da viga, onde m € igual a 1, tem-se:
11 6617
D-4|1-—a- o? .
¢ 0[ 30 415800 l (39)
8 356
() - 4 |- a0 g2 i
40 °[ 15 10395 l (3.10)
Substituindo as expressdes (3.9) e (3.10) na equagéo (3.6), resulta:
8 356 ,
¢ R 15 10395
2GJ, | 11 6617 . - fle) 3.11)
-—0 + o
30 415800

A expressdo da carga critica, conforme definida no capitulo 2 para vigas sobre

apoios deformaveis, para o valor de « obtido da expressdo (3.11), €:

EI G.
_V;J (3.12)

Py 16 oy

f(a) *

Figura 3.3 - Grifico da fungio f(c) em funcdo de .
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A curva apresentada na figura 3.3 representa a fungfo f(«) conforme definida na

expressdo (3.11), onde:

¥ - 16/o (3.13)

crit

Para cada valor de f(«) obtido da expressdo (3.11) em fungéo de R,, GJ, e ¢, tem-
se na curva da figura 3.3 um correspondente valor de ¢, que na expressdo (3.12), resulta

a carga critica na fase de suspenséo.
3.2.2. CABOS RETOS
3.2.2.1 Suspensio por 2 pontos

O uso de cabos retos para a suspenséo das vigas representa uma disposi¢do mais
comum em relagdo a inclinada, e o posicionamento dos cabos a uma determinada
distancia a partir das extremidades, aumenta a estabilidade nesta fase, e também o valor
da carga critica. Este estudo ¢ oportuno em alternativa a uma disposi¢do mais genérica
do esquema de igamento, como o esquema obliquo, por ser amplamente empregado.

Para uma viga de sec#o retangular, suspensa em dois pontos equidistantes do
eixo de simetria, conforme a figura 3.4, a expressdo do momento fletor no trecho entre
os cabos, para x=ma, e origem dos eixos coordenados na se¢do de simetria é:

M) - M(m) - pa(da+ma) - p(a+ma) % (a+ma)
(3.14)

M - Lpa*(y*-m®) ;i paa ¥P-(2d-1)
A equagcdo regente da instabilidade lateral para viga de se¢o retangular pode ser
escrita por:

M)
EI GJ

y t

" (x) -+ $(x)-0 3.15)
De forma que, para:

Y@ -0 m e F - ifb” (m) (3.16)
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Figura 3.4 - Viga suspensa por cabos retos com balangos.
[ CATANIA & COCCHI (1985) |

e substituindo (3.14) em (3.15), na variavel m, tem-se:

7 + p2a6 —2_ 2132 _
¥ m - e @m0 3.17)

Definindo m como:

m-yn (3.18)
e relacionando as derivadas em relagéo a n:
1
¢"(m) - = ¢"(n) (3.19)
Y :

A expressdo diferencial em relagdo a varidvel n é:

() + %(1 B EYORE: (3.20)

onde pode-se designar « € o por:

a = ———
4 £, GJ, (3.21)

Enfim:
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o' + @' (1-n*) ¢ (m) = 0 (3.22)

Pode-se fazer uma analogia entre a equagdo diferencial (3.22) e a equagéo (2.7)

trocando nesta ultima « por «” € n por m.
Conforme desenvolvido para a equacdo (2.7), tem-se idéntica solugéo para a

expressdo diferencial (3.22). Assim:

2 4
¢ -4y | 14, 2 A, T e | - 4] f(m) (3.23)
Y Y

onde os coeficientes podem ser expressos por:

1 1 —s
A =-—da =-—«a
2 > Sy
—6 212
A, - oy, Lg2z_ oy  &y"
6 24 6 24
B _ _ (3.24)
Az_ﬂ_L‘C/Z_a/3=_aY6_7u2Y12_0¢3Y18
6 30 180 720 30 180 720
4 .13 o'’ . 11a”’ . ot 13 aZy . 11a’y™ . oty
840 5040 40320 840 5040 40320

Para impor a condi¢do de continuidade entre os trechos, através do giro por
tor¢do nos apoios, € necessario definir a expressdo do dngulo ¢ de tor¢do nos balangos.

O momento fletor no balango, vale:

M (m) - —P(a-ma)ﬁzm—a) - -%Paz(l -m) (3-25)

Chamando de ¢g o dngulo de tor¢do no trecho do balango, da expressédo do

momento fletor M=M, deste trecho, tem-se a expresséo diferencial que segue:

s M@ bgx) = 0 3.26
s (x) + m s(x) = . (3.26)

Em fungfo da variavel m:
di(m) + a(1-m) d(m) - 0 (3.27)

onde « é o definido anteriormente na expresséo (3.21).

Seja a lei geral escolhida para a série de poténcia:
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¢s(m) - i: B(1-m) + Xm: B.(1-m)*

i-2j41 k-2j

d)s(’n)=BO[11’B2(1—m)2+B4(1-771)41;___]'+ (3-28)

‘B [(1-m)+B,(1-m)*+B(1-m)*+...]

onde as constantes com indices pares s@o definidas por:

B,-B, -0 B,-B,-0
B, - L o B, - - ! ol
30 1211760
(3.29)
Bs=Bw=0 Bzo=Bzz=0
Blz=L o’ Bz4 = ; o’
3960 668891520

Para as condi¢es de contorno do trecho em balango, 0 momento de tor¢do nas
extremidades livres € nulo, o que resulta em ¢¢'(1)=0. Resolvendo a primeira derivada
da fungéo (3.28), obtém-se B,= 0, restando entdo, os termos pares da série. Assim, para

o trecho do balango, o 4ngulo de tor¢do ¢ expresso pela equagéo:

b, - B,[1+B,(1-m)+B,(1-m)?...]-B, g(m) (3.30)

Nos pontos de fixa¢@io dos cabos, para estabelecer as condig¢des de continuidade,

deve valer a seguinte igualdade:

¢ I_ = (bs |_

mem (3.31)

4, f(d) - B, g(d)

Para a igualdade das rotages, tem-se:
G, (&5 -9) | - 2pled® | -pacd® | (3.32)
x-da x-da x-da
e nos pontos de fixag8o dos cabos, em m=d, resulta:
GJ, L o _

p (B,g'(d) -4, f(d))-paed; f(d)-paeB,g(d) (3.33)

Da fungdo «, definida na equagdo (3.21), pode-se extrair o valor de p:
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EI GJ
g VY (3.34)

a3

p:

e eliminando A, e B, na equagdo (3.33), tem-se:

GJ - — JEI GJ o -
7’ (B,g'(d) - 4,1 (D)) - 2 ~————aeB, g(d) (3.35)
a
B,g'(d) - 4, (d EI
8@ A4S @D e |k (336
B, g(d) a’\ GJ,
Aplicando a equagdo (3.31) na equagéo (3.36), resulta:
e | *E,  g(d) f(d) (3.37)

a\ GJ, gd fd)

de forma que, a expressdo que fornece o valor de « correspondente a instabilidade lateral

e | EI
28 | .
a GJ,

A expresséo f(a,d) pode ser escrita por:

€:

g(d) [

L j(a,d) (3.38)

gd) f(d)

f(e,d) - A(a,d)-B(x,d)+C(a,d)

(2d-1)d*

- 1 - a o, .5
A(a,d)=-1-— 2d-1)P+|—+—=—(2d-1)
(a,d) 2“( ) p 24( )

3.39
T2 d 1y, & a° &3

2d-1)°
180 720( )

B(a,d)-

X,
3

4

— 1302, 11, .5 o 5 =8
Cla,d)- 2d-1)- 2d-1)- 2d-1)a
(e, d) =20 ¢ ¥ S0 ¢ Y 40320° )

e a expressdo g(a,d):
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g(a,d)-1 '3%( 1-dy- 3320 (1-d)*- 121013760 (1-d)*-
4 (3.40)

( 1 _3)24

o
668891520

Para as derivadas f'(«,d) e g'(«,d), e para um valor pré-definido de d, define-se
a fung@o j(a).
Os graficos ilustrados nas figuras 3.5 & 3.8, para diferentes valores de d,

representam as curvas da fungfo j(«), para os valores de « que resultam na carga critica.

JEI GJ,
pcril = 16 acrlt > : (3'41)
03
d=1
2 b
1 .
Vamn
3
N’
b ]
0,1}
1 ) 1 L ] . 1 L ) | L | . L J
0 0,5 1,0 1,5
o

Figura 3.5 - Grafico da fungfio j(«) para d=1.
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j(e)

a:

Figura 3.6 - Gréfico da funcfo j(«) para d=0.

i(e)

0,1}

I
0 2000

0

P SIS NI E I R USRS ST SPE R
100 200 300 400 500 600

o

I RS S |
700 800

Figura 3.7 - Grifico da funcfo j(«) para d=0,5.
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d=0,3
21
1
—
~
3
|\
o
0,1-
L L L ! 1 i s ' L | f I 1 1 | L ) n L J
0 10 20 30 40
o

Figura 3.8 - Grifico da func¢fo j(«) para d=0,3.

A variagdo de d com ¢ esta representada na figura 3.9, para valores de j(a,d)
tendendo a infinito. Na curva de d=1 para j(«,d)~~ resulta ¢=28,3; da mesma forma, para
d=0,8 tem-se ¥=59,65 quando a fungfo j(«,d)~=, € assim para as demais curvas. Para

valores tendendo a infinito da fung¢fo j, os apoios representam liga¢des rigidas a torgéo.

;
1,0 0,8 0,6 05

Figura 3.9 - Grafico de ¢ em fungfio de d. [ CATANIA & COCCHI (1985) |
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Conforme explicito no grafico da figura 3.9, a presenca dos balangos aumenta
sensivelmente o valor da carga critica. Assim, um modo eficaz de aumentar o fator de
seguranga ¢ reduzir a distancia entre os pontos de igamento.

Entretanto, o posicionamento dos balancos deve ser definido de forma a néo
gerar instabilidade nos trechos em balango. Sera tratado neste estudo, o caso de uma
viga suspensa na se¢fo central. A disposi¢éio dos balangos nos quartos de véo fornece
otimos resultados. Porém a localizagdo definitiva dos pontos de icamento deve ser
subordinada a um efetivo controle das tensGes em todas as secdes criticas.

Em relagdo a suspensdo com balancos, CATANIA & COCCHI (1985)
apresentam a expressdo da distdncia critica d, que conforme mostrado na figura 3.1,

pode ser definida como a distdncia do ponto tedrico de suspensdo ao CG da viga.

Assim,
04
dc,wk(l—akl)’;—l (G.42)
¥y
onde:
- _dY.
k(d) - %’ﬁ (a)
3.44
k(c—i)= 3(1—3)“+ mn (b) ( )
! 1800 %
sendo m e n definidos por:
n=-15yd* -syd +d" .d° (a) 343)
m-15y*d - 10y*d* + 3d° (b)

Os parametros k ¢ k; séo fun¢des de d (distdncia da se¢do de simetria ao ponto
de suspensio), e seus valores encontram-se dispostos na tabela 3.1.

Para «=0, tem-se:

i kpe

d
“h (3.45)

A expressio de k(d) pode ser desenvolvida substituindo m da equagdo (3.43) e ¥

da expressdo (3.14):
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k=6—10[3-30212+4023-52“] (3.46)

Tabela 3.1 - Valores dos parametros k em funcfio de d.

d k(d) 1 k, (d)
k(d)

0 0,0500 20,00 0,0333
0,1 0,0457 21,90 0,0126
0.2 0,0351 2841 0,0080
03 0,0223 44,79 0,0063
0,4 0,0105 94,94 0,0032
0,5 0,0031 320,00 0,0005
0,6 0,0032 312,50 0,0037
0.7 0,0137 73,22 0,0269
0,8 0,0372 26,88 0,0829
0,9 0,0763 13,10 0,1894

I 0,1333 7,50 0,3333

Supor o=0 significa assumir uma rigidez infinita a tor¢fo, porque entende-se EI,
como um fator finito, ja que « ¢ fungdo de EI, e GJ,, e inversamente proporcional a estas
constantes.

A figura 3.10 representa um diagrama com os valores de k el/k.

Da expressdo (3.42), pode-se isolar p, de forma que para d;, tenha-se p.

B 3.47
pcrit a 04 k(l -« kl) ( M )
Por aproximagio, assumindo a=0:
7-0 » Y.20 » ap, -20Ef% (2
k  Eoerit y 24
(3.48)
- 1 . d
d=1 » i 75 » a Py =TS E{y F (b)
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k(g A 0’151\ k(d)

500 K(d)

400 _| 0,10 /\

300 _|

200 0,05

100 |

d
U -
0 0,5 1,0

Figura 3.10 - Diagrama dos valores de k e 1/k.
[ CATANIA & COCCHI (1985) |

Os valores maximos de k(d) ocorrem para:

dk(__d) - 2430 7. 340 a7 - 445 d° -
d(d) 60 60 60
3.49)
.d.2ar-L a0
3
que resulta em:
d, - 0,55 (3.50)
Para d = 0,55 o valor de p,;; pode ser expresso:
Eld
P~ "% = pmae -0 (3.51)
onde k resulta em:
k- 6—10 (3-3040,55 + 40+ 0,55 - 5.0,55%) (3.52)
A expressdo da carga critica €, entdo:
EI
P - 4899 —>d (3.53)

¢

Assim, para d=0,55 o valor da carga critica é cerca de 65 vezes maior que para

d=1, ou seja, para cabos presos nas extremidades, representado na equago (3.48).



55

3.2.2.2 Suspensio por 3 pontos

A suspens#o por 3 cabos verticais pode ser adotada para aumentar a seguranga
da suspensdo, entretanto, introduz esfor¢os de tragéio na seg¢fo de simetria, os quais
devem ser verificados.

Na suspensio por 3 pontos, representada no grafico da figura 3.11, CATANIA
& COCCHI (1985) propdem a expressdo (3.54) para o calculo da carga critica:

EI GJ,
Py = m +—2— (3.54)
03
onde m=f(Q/pt) e Q é a carga concentrada aplicada com sentido contrario ao peso

proprio.

150 - %fj
—t

L /
i
100 e /
g
//
50 //

|

01 02 03 04 05 06

Q
p!¢

0

Figura 3.11 - Viga suspensa em 3 pontos.
[ CATANIA & COCCHI (1985) |

Em uma viga suspensa nas extremidades, submetida a uma carga aplicada na
simetria em sentido oposto ao do carregamento relativo ao peso-proprio, para 0 aumento

da carga Q, a carga critica também aumenta.
3.2.2.3 Suspensio por 1 ponto

Para a viga suspensa na se¢do central de simetria x=0/2, como est4 ilustrado na

figura 3.12, CATANIA & COCCHI (1985) definem a seguinte expressao para o calculo
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da carga critica:
EIy
Py = 20 ra d (3.55)
que é a mesma equagéo anteriormente apresentada como (3.48), para d=0.
Na suspensdo com uma barra rigida fixa na segfo central da viga, tem-se a

expressdo abaixo:

VELG/, 1+( ™ )2 (3.56)

onde os valores de m sdo fungdo de K¢ para os diversos valores de w, sendo que K € »
sdo definidos pelas expressdes (3.57) e (3.58). No grafico da figura 3.13 obtém-se o

valor de m.

GJ p?
K- B , h = altura da viga (3.57)
EIy : |
A R S
t \ GJ, L 2 (3.58)
Koy
X UF
= ::‘ 7]
N d ||
1 - |CG
e .

| a2 | 02|
T T

Figura 3.12 - Esquema de viga suspensa no vio
central.
CATANIA & COCCHI (1985)
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Um comentario a ser feito na suspenséo tinica por um ponto na se¢éo central de
simetria é que sua apresentagdo neste texto tem caracter informativo, visto que deve ser
realizada em situagdo especial. A fase transitéria deve ser, preferencialmente,
compativel a situagdo em servigo, ou seja, ndo deve introduzir esforgos totalmente
opostos.

Por exemplo, para uma viga comum, que ir4 trabalhar sob esfor¢os de tragédo na
face inferior e de compresséo na face superior, néo é favoré\;el proceder a suspensio em
unico ponto no vdo central. Os esforgos, apesar de serem numericamente equivalentes,

sdo exatamente opostos, como mostra a figura 3.14.

w_d|Ely 1 . i
300 ¢ Gl |1+ g2 R
- !
;;; - K? 02 0/2 +
200 IR R S
150 L[ 0% ~
<4 N
=~ N
~< N
- 4 T~ N
===t e ~
100 - A T
L 1-L/03 EENE — <
) EE. T
myvAmY. ]
50 | [ — =
1 0;1
I
L =005
T
0 |
0 5 10 15 20 40 80 =
K¢

Figura 3.13 - Grifico de suspensio em x=¢/2. CATANIA & COCCHI (1985).

R
[ T ' 1

Figura 3.14 - Comparacio entre os maximos momentos fletores
para carregamento uniformemente distribuido
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3.3 VIGAS PROTENDIDAS DURANTE A FASE TRANSITORIA DE
SUSPENSAQ

A anélise da instabilidade em vigas protendidas de se¢fo duplo T genérica, de
altura constante e cabos de protensfo retilineos, serd descrita pelo método da energia
potencial, conforme desenvolvido por CATANIA & COCCHI (1985).

Para o esquema estatico da protensgo ilustrado na figura (3.15), sera considerado
em primeira etapa, os efeitos da protensdo como acdo isolada. Os efeitos da acdo
conjunta do carregamento aplicado em presenga da protensdo, compdem a segunda
etapa.

A fase de suspensio, analisada pelos autores acima, foi desenvolvida para uma
viga vinculada por ligagdo tipo garfo nas extremidades, rigidos a torgdo, onde prendem-
se os cabos de suspensdo, em pontos na face superior do apoio. Desta forma, deve-se
apenas acrescentar ao estudo da fase de servigo, a contribuigdo da componente

horizontal da forga de suspensdo do cabo inclinado.
3.3.1 ACAO ISOLADA DA PROTENSAO

A energia de deformagio, para a viga esquematizada na figura 3.15 € a mesma
descrita no item 2.4.2, bem como a energia potencial dos esfor¢os externos. Para a
configuragio de equilibrio ilustrada na figura 3.15, o calculo do trabalho de segunda
ordem das componentes de tensdo serd apresentado a seguir.

Do mesmo modo como foi definido no estudo da fase de servigo, a configuragéo
deformada baseia-se nos deslocamentos & do centro de gravidade e nos deslocamentos
angulares ¢.

Sendo fy(x) as forcas radiais representadas na figura 2.4, para o equilibrio do

cabo de protensdo, tem-se:

1 d*w
Pl (3.59)

N,
S &)= —
r

o

Conforme a deformada da viga, em um ponto genérico sob o cabo de protenséo,
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o deslocamento w em z pode ser descrito por: w=58+¢,¢. Assim, em f; (x) resulta:

d*(6+e,d)
dxz

£,(0)-N, (3.60)

A expressdo da tensdo normal da viga protendida suspensa por cabos,
acrescenta-se a parcela do momento fletor M, devido & componente normal da for¢a de
suspensdo do cabo inclinado. Assim, as tensdes normais e cisalhantes da viga podem ser

escrita por:

N N e M
Uﬁ-—j- '}°y+1”y
: ! (3.61)
T =0
5y

onde o momento M, é definido por: M.=F, . z,.

02

| 02

1+

Figura 3.15 - Viga protendida em suspensio. | CATANIA & COCCHI (1985) |

A expressdo da energia potencial T, dos esforgos internos de 1* ordem nas

deformagdes de 2° ordem, como definida anteriormente, €:
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2)
T =f0 €, dav (3.63)

14

onde ¢,® ¢é deformagio de 2* ordem:

o3| 2)(2)] Lz e ) c68
e oeerg] e

Desta forma, a expressdo da energia potencial dos esforgos internos de 2? ordem

nas deformagdes de 12 ordem T,, pode ser escrita como segue:

|

14

dv (3.66)

M
P €, ) ¢ @
e+ A
I y) IR

Assim, considerando as contribui¢des da forga normal N, de protenséo e do

momento fletor M, tem-se:

L=, - (%), (3.67)

O primeiro termo, referente a parcela de contribuigdo da forga normal, calculado

no item 2.4.2, é:

RIS

dA dx (3.68)

(2] w2 A2]
dx dx dx dx

a8\ o[ dom)® .. . d*8(0)
( d ) ”‘( d ) 2ad }dx (3.69)

M
(T, - [ re’dv (3.70)
VvV
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1 - M
TY -=
(z)M, 2{1

z

ds\? . ds db b )
401 ,92,80 4% a9
y(dx) ydxdxy(dx)d

Assumindo as igualdades da equagdo (2.52):

v (3.71)

M o2 d6 dd)
T) - 21 — dx
@ T [ G s 3.72)

S~
N |
~
[\
&

ot

't ds b 4
o | (3.73)

Substituindo as expressdes das elasticas, para as condi¢gdes de vinculagdes
assumidas, resulta:

42
n? 2 TX
(T), - 2M,ab - [sen a (3.74)

T 1 m?
( Z)Mc oy M ab o 3.75)

Assim, a expressdo final da energia potencial total é:

2
EPT - EI, AP I T -i2)b?« Mab )
s - (eo 2y Lab— (3.76)

Para a determinago da carga critica, devem ser simultaneamente satisfeitas as
condi¢des determinadas em (2.77), ou seja, as derivadas nulas da EPT em relagdo aos

pardmetros da deformada, consiste em uma configuragio de equilibrio

4 2
OEPT 2™ a M = b-0
da 7 Ap3 2
3.77)
a‘?ZT 2GJ—b 2N, " (eD

2
io-M T a-0
2

No limite de instabilidade lateral, anula-se o determinante para que a solugéo ndo
seja trivial:

2
EL, = Mc%
2
-0
,n:Z
M —

2 .
5 5N, (e - i,)]
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Resolvendo o determinante, tem-se:

ns 2 .2 2wt
Bl (G Nyley i) - M -0 3.78)

4@

Para as andlises da instabilidade lateral, o momento M, ¢ igual a:

crit

2 11:2 n? 2 .2
M? - EI GJ,F + EL ?N,, (e, i) (3.79)

3.3.2 ACAO DE EVENTUAIS OUTROS CARREGAMENTOS DISTRIBUIDOS

Para a contribui¢io do carregamento externo definido em série de Fourier,
apresentado no desenvolvimento da fase de servigo, item 2.4.3, pode-se escrever as

derivadas parciais da energia potencial em rela¢éio aos pardmetros da deformada:

4 2
OEPT 21 ™ 4. F,z, = b-0
da 7 4p3 24

8EPT m? w2 .2 n?
—aT=2GJ‘Eb+2NPZE(e°_l’)b+F°zl_ﬂa+ (3-80)

2dpLb-o
T

onde o momento fletor M, foi substituido por F.z,.

O determinante deve ser nulo para que a solug@o ndo seja trivial. Assim:

4 2
oy gt F 2,2
Y2 20
-0
n? n’ 2 .2 N
FOZIE 2—0[G.I,+Np(eo—tz)]—2dp P
Desta forma, admitindo a relago entre F;, ¢ P:
F--f . PL . (3.81)

i 2tgy 21gy

Resolvendo o determinante para a relaggo (3.81):
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EI GJ, -~ +EIN ™ ety EIdp——F2 LA (3.82)

40 40 42

Tem-se entdio, uma equagio do 2° grau em p* a ser desenvolvida:

22
02

EJyGJ, +EIN (e0 ij)_zElyd'P—'-?l—L_m (3.83)
20 20 T 8igly
¢z’ 2ELd" Eln
—pti—2—p - [GJ N, (e, -i7)1-0 (3.84)
81g’y T 202

Extraindo p" da equagdo acima, resulta:

8EI d g%y ntz! '
Plo-—2—— -1+ |1+ ————— 1[G+ Ny(e -i)]| (389
2z, 16 ELtg*y d’

Desenvolvendo em série, a expressdo de p’,,;,, pode-se escrever:

8EI d tg’y ntz'
Py — CEUE ‘ [GJ,+ N, (el -i) T (3.86)
TPz 2 16 EI’ gty da
7":7212 2 .2 2
Dy ” [GJ, + N, (e -1, )] (3.87)

64 EI d** 1g*y ¢

onde a expressdo (3.87) determina o carregamento critico através da definigdo de p em

séries de Fourier, na equagéo (2.75).

3.4 APLICACAO DO METODO DE RUNGE-KUTTA EM PROBLEMAS DE
INSTABILIDADE LATERAL DE VIGAS EM SUSPENSAO

3.4.1 INTRODUCAO

O estudo da instabilidade lateral de vigas esbeltas de segdo constante,
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retangulares e duplo T simétrico, suspensas por cabos presos as extremidades com
inclinagdo variavel, foi feito através da programacdo do método numérico de Runge-
Kutta, por representar algumas situagdes praticas. Os programas desenvolvidos, para
cabos retos e inclinados, calculam a carga ou o comprimeno critico, a partir das
equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral para carregamento linear
distribuido no eixo baricéntrico.

As situagdes analisadas foram as seguintes:

. viga de se¢do retangular suspensa por cabos verticais e pdr cabos inclinados;
. viga de seg¢do duplo T simétrico suspensa por cabos verticais € por cabos inclinados.

As analises para cabos inclinados representam o caso geral em relagdo a
suspensdo por cabos retos. Entretanto, o estudo da instabilidade na suspenséo com cabos
retos foi desenvolvido para propiciar a verificagdo dos resultados, na inclinagéo dos
cabos a 90°.

As equagdes diferenciais que representam as situagdes acima definidas variam
de segunda a oitava ordem.

O algoritmo consiste em transformar uma equagéo diferencial de n-ésima ordem
em n equagles diferenciais de 1% ordem. A partir das condi¢des de contorno, das
caracteristicas geométricas da segfo e das propriedades dos materiais, calculam-se os
incrementos definidos pelo método, em cada trecho em que a viga foi dividida. Para as
vérias iteragOes, até que o carregamento ou o comprimento representem o primeiro
modo de flamgabem, ou seja, indiquem mudanga de equilibrio, pesquisa-se o fendmeno
da instabilidade.

O método numérico de Runge-Kutta segundo ABRAMOWITZ & SEGUN
(1968) e KREYSZIG (1988) encontra-se descrito no Anexo A, incluindo as listagens
dos programas desenvolvidos para este trabalho.

Os programas elaborados s3o exclusivamente eficientes para se¢des delgadas,
sendo as vigas metélicas e as vigas de argamassa armada perfeitamente avaliadas pelo
processo automatizado. J4 os elementos pré-moldados de concreto armado, cujas segdes
apresentem alta rigidez a tor¢do e a flexHo lateral, o programa ndo apresenta resultados

coerentes.
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3.42 PRELIMINARES DO METODO DE RUNGE-KUTTA EM PROBLEMAS
DE AUTO-VALOR '

De forma geral, os programas desenvolvidos calculam para uma série de valores
do carregamento p uniformemente distribuido no eixo baricéntrico, o determinante
representativo da verificagdo das condi¢des de contorno. Esta verificagéio ocorre,
geralmente, no meio do vio ou na extremidade da viga. Repetidamente, para cada valor
do carregamento incrementado, calcula-se o determinante. O valor do carregamento que
faz o determinante igual a zero, € o valor critico procurado.

As fungdes diferenciais de ordem n das equagdes regentes da instabilidade e das
condig¢des de contorno, na tarefa de representar uma equagéo de ordem n em n equagdes
de ordem 1, devem ser associadas a fungdes F de primeira ordem.

O método de Runge-Kutta calcula por passos, as fungdes F em cada trecho no
qual a viga foi previamente dividida.

Assim, as tabelas 3.2 a 3.4 ilustram as associagles feitas entre as fungdes de
ordem n ¢ as fungdes F de primeira ordem, para os tipos de segdes e igamento em
estudo. A cada funco F atribui-se uma varidvel, a qual sera utilizada como incremento.
Estes incrementos s3o quantidades auxiliares que compdem a formulagdo de Runge-
Kutta no processo de resoluggo do sistema diferencial.

Em problemas de auto-valor, procede-se inicialmente, atribuindo valores as
condigdes de contorno desconhecidas em x=0, e verificando-as em pontos que sdo
conhecidas. Este procedimento estd esquematizado nos quadros 3.1 a 3.3.
Alternadamente, faz-se uma das fungdes desconhecidas igual a 1 e as demais nulas, e
posteriormente, a superposi¢éo dos efeitos.

O fluxograma apresentado a seguir, refere-se ao célculo da carga critica da viga
de secio duplo T simétrico suspensa por cabos inclinados e que representa a resolug¢do
da equagio diferencial de ordem 8. Os demais programas apresentam procedimento
perfeitamente andlogo, alterando apenas o niimero de superposi¢do de efeitos e o
numero de fungdes de primeira ordem.

Para o calculo do comprimento critico, o carregamento p uniformemente
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Mz = q/2 [ Lh/(2 tgy) +
Lx - x?]
Cilculo de Mz' ¢ Mz"

Cilculo das quantidades
auxiliares:
B1, V1, Cl1, Z1,
R1, 81, T1, P1

X =x+h/2

Célculo das quantidades
auxiliares:
B2, V2, C2, 72,
R2, §2, T2, P2

Célculo das quantidades
auxiliares:
B3, V3, C3, Z3,
R3, §3, T3, P3

X=X+ h/2

Calculo das quantidades
auxiliares:

B4, V4, C4, Z4,

R4, S4, T4, P4
F1l = F1 + (T1 + 2%¥T2 + 2*T3 + T4)/6
F2 = F2 + (S1 + 2*%82 + 2*S3 + S4)/6
F3 = F3 + (R1 + 2*¥R2 + 2*R3 + R4)/6
F4 = F4 + (P1 + 2*%P2 + 2*P3 + P4)/6
F5 = F5 + (Z1 + 2*%Z2 + 2*Z3 + Z4)/6
F6 = F6 + (Cl + 2*C2 + 2*C3 + C4)/6
F7 = F7 + (V1 + 2*V2 + 2*V3 + V4)/6
F8 = F8§ + (B1 + 2*B2 + 2*B3 + B4)/6
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A4=F17
A12=F5

A7=F3
A15=F1

A8=F3 S
Al6=Fl
A3=F17
Al1=F5
A2=F7 A6=F3
A10=F5 Al4=F1
Al=F7 A5=F3

A9=F5+h/2  A13=Fl-1

Cilculo do determinante
DET

DET atual * DET anterior <0

q = q critico

FIM

68



69
distribuido passa a ser um dado de entrada. O comprimento inicial de L deve ser

sucessivamente incrementado. Para cada valor de L, calcula-se o determinante. O

comprimento L que anula o determinante € o L, da viga em suspenséo.
3.4.3 VIGA DE SECAO RETANGULAR SUSPENSA POR CABOS VERTICAIS

A viga de segdo retangular suspensa nas extremidades por cabos verticais

encontra-se ilustrada na figura 3.16. Os procedimentos para a aplicagdo do método
numeérico serdo descritos a seguir.

rat qe }
i 2 2
H ‘ ‘ q -t
— s x - . —— R
P TR T T T T b § ih
Yy
i -
SECAO
Figura 3.16 - Viga de secfio retangular suspensa por cabos verticais.
Em uma se¢do duplamente simétrica, da geometria resulta:
Yp = 2, = 0
(3.88)
Ky -K -0 ( por simetria)

onde yp, € Z;, sd0 as coordenadas do centro de tor¢dio em relagdo ao CG da secdo e K, €

K, sdo as coordenadas do centro do circulo de estabilidade, com dimensdo de
comprimento.

As equagdes diferenciais regentes da instabilidade podem ser escritas por:
(a) ELvy-q-=0
(b) ELw, (M ¢) -0

(3.89)
(c) -GJ¢' +Mw, =0
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e os esforgos de 1% ordem:

%ax-%x2= Tx(r-x) (3.90)
N =0

As condigdes de contorno da viga suspensa por cabos podem ser escritas como

segue:
a)w,(0) -0
b) wy(® - 0
602
c) ¢'(0) - BT
‘ 3.91)
e IOk
d)y &' -
) &' GJ,
e) $0) - ) ou ¢'(§) -0
Fazendo a integrag@o preliminar da equagdo (3.89b), resulta:
ELwy + (M, $) - 4,
(3.92)
ELwy+ M - 4,x+4,
Das condigdes de contorno que determinam A,, tem-se:
Em x-0: wy(0)-=0 e M@©)-0
(3.93)
4,-0
e que determinam A;:
Em x-0: wy@®-0 e M®-0
(3.94)

4,-0

A equagio diferencial regente da instabilidade lateral resulta em:
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M, (x)
EI

y

¢ (x) (3.95)

wp (%) = -
Substituindo a equagdo resultante de wy,” na equagéo (3.89c), tem-se:

o'e - 5 Ej = ¥ (070 - 0 (3.96)

t

Utilizando a variavel auxiliar t, adimensional, pode-se escrever as relagdes das

derivadas:
x=tl
&y
dt
dp _1d¢ (3.97)
de 0 dt
a’¢ 1 d’¢
dx* ¢ dr?
e a equagdo diferencial em t:
$" (0 . g 2R b -0
P 5L GJ,( Yo (3.98)
onde pode-se chamar § de:
) = q2 06
p 1ELGJ 3.99)
A expressdo diferencial, definida no intervalo de t entre 0 e 1/2, é:
@O --BU-1)00 (3.100)

Para um problema de auto-valor, partindo de uma condi¢do de contorno
atribuida, por exemplo ¢'(0)=1, obtém-se na relagéo (3.91c), o respectivo valor de ¢(0).

A relagfio entre ¢ € ¢, para t=0 ¢&:

4GJ
¢(t-0) - — ¢'(t-0) (3.101)
q@h

lembrando que d¢/dx=(1/¢).(d¢/dt).
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Para a equacdo diferencial resultante neste item, foi aplicado de forma direta, a
solu¢do de Runge-Kutta em equacdes diferenciais de segunda ordem, como apresentadas
em ABRAMOWITZ & SEGUN (1968). Entretanto, poderia ter sido desenvolvido sem
nenhuma dificuldade, como foi feito para as demais resolugdes, a associagdo de uma
equacio de ordem 2 em duas equagdes de primeira ordem.

Assim, atribuindo M passos ao processo, o valor de § que verifica a condigdo

¢’ (t=1/2)=0, define a carga critica ou o véo limite para a viga em fase de suspenséo.

344 VIGA DE SECAO RETANGULAR SUSPENSA POR CABOS
INCLINADOS

Para a viga de se¢@o retangular em suspensdo por cabos inclinados dispostos nas
extremidades, conforme ilustra a figura 3.17, serdo desenvolvidos os procedimentos
para a programaggo do céalculo da carga critica ou do comprimento critico, através da

aplicagdo do método de Runge-Kutta, na resolugéo da equagédo diferencial regente.

T

7
i ‘;”
y

Figura 3.17 - Viga de sec¢io retangular suspensa por cabos inclinados.

A figura 3.18 representa o equilibrio das forgas atuantes na viga em suspenséo.
As expressdes da forca F, de tragdo do cabo inclinado e sua respectiva

componente horizontal N, estdo definidas pelas equagdes (3.102) e (3.103).
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F, - 2
T ey (3.102)
]
N, -2
Ty (3.103)

O momento fletor M, aplicado na extremidade A da sego é:

th
-4 (3.104)
4 4tgy
@ q
2 A2
Y Y
Q. @
2tgy A q 2 tgy
— (¢:ﬂTesWﬂummmummmummmul> ~
_qgth ’ qth
4th L Q oo 4tgy

Figura 3.18 - Equilibrio da viga em suspensdo por cabos inclinados

e em uma se¢do S qualquer:

th | gx -xZ] (3.105)

M -4
2| 2tgy

zs

O momento fletor M, relativo & flexdo lateral € nulo nas segdes extremas da viga.

As equagdes diferenciais da instabilidade para os esforgos ilustrados na figura

3.18 sdo:
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(a) ELvy, -(Nvy) -4q-=0
(b) ELw, - Nwy) + (M) -0 (3.106)

(c) -GJ¢"-Nig¢'+ Mw, -0

A resolugio da equagdo diferencial desacoplada (3.106a) referente a flexdo no

plano vertical serd descrita a seguir.

//// N " q
Vo - 77 Vo T L

= o (3.107)

z

A equagdo para o célculo da solugdo homogénea resulta em:

i 0 "
vy () + qu—ywvb () - 0 (3.108)
e assumindo a solugdo convencional, tem-se:
Wp)pom = A, + A, x + A, senk x + A, cosk x
onde k2. 4 (3.109)
¢ 2tgy EL
A expressdo da solugdo particular pode ser escrita por:

vy @)+ EIvp () - (3.110)

z

Admitindo a equagfo da elastica em z descrita pelo polindmio abaixo, tem-se as
respectivas derivadas:

_ 2
VD—A5 +A6x+A7x

Vl; = As + 2A7x

vy = 24, 3.111)
vy =0
vy =0

Substituindo as expressdes das derivadas na equagdo da solucdo particular,

obtém-se o valor da constante A,:
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.49 1
4, - AEYE (3.112)

de forma que, como A4 é qualquer, pode ser suposto nulo. Do mesmo modo, procede-se
para a constante A;. Entdo, A;=A4=0 que satisfaz, e € solugdo.

Portanto, a solugfio da particular:

1
Vo = ryrid (3.113)

A expressdo da solugdo geral pode ser escrita por:

VD = (vD)hom * (vD)par (3.114)

v,(x) = A, + A,x + A, senkx + A, coskx + E?I 2lkzx2 (3.115)

A partir das condigdes de contorno e assumindo a hipétese de cabos
inextensiveis, obtém-se as expressdes das constantes de integragdio, que ficam
indeterminadas em fungdo de k..

A carga critica é de 2* espécie, ou seja, a posi¢do deslocada € fungdio do
carregamento e existe deslocamento para qualquer valor do carregamento diferente de
zero. Assim, a carga critica € aquela que faz os valores dos deslocamentos tenderem a
infinito. A elastica tende a infinito quando sen k¢=0.

A expressio da carga critica de flambagem no plano vertical é:

2
Dos = z—n—tf:Y—EI (3.116)
As expressoes diferenciais (3.107b) e (3.107¢) representantes da instabilidade

lateral sdo:

ELwy - Nwy + M,¢"' + 2M ¢ - M - 0
(3.117)

" z I

GJ + Nij
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As condigdes de contorno da viga suspensa por cabos podem ser escritas como

segue:

0

a) w; (0)
by wpy () = 0

&) w, (0) - - §¢(0>

d) wy(0) - - gw)

)o@ =-0® ou ¢E)-0

D Mgy - (Niy « GIDY e M =0

th 0h , th?
M. -4 0 . 4 0 . 4 ,
e = T 6O 4thwD() 8th¢.
{h th .
L2 p©0) + - wy(0)
o - 4 4tgy
2
Ni2+GJ - qlh
D gy (3.118)

A figura 3.19 ilustra como obter a expressdo do momento de torgdo definida na

equacdo (3.118f).

A
K] M =-Nw'h
1q2' M=gq.2.h.$0) t A
2 2 A .
N w' =w;,+h.¢
h/2 A D=
I CG=D ~ 2
! Nw,
‘ Nwj N \ < Wa T
h.¢ E/Z ;
puh.g N.1
2
momento de tor¢io devido & componente momento de tor¢do devido & componente
vertical da forga de suspensdo horizontal da for¢a de suspenséo

SECAO EXTREMA ONDE SE FIXAM OS CABOS

Figura 3.19 - Diagrama para defini¢fio da expressio do momento de torgio nos apoios.

As expressdes do momento fletor M, e suas derivadas sdo:
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(3.119)

A aplicagdo do método de Runge-Kutta para resolugéo do sistema de equagdes

diferenciais regentes procede como segue. Ao sistema constituido por uma equagéo de

quarta ordem e outra de segunda ordem, deve-se transformi-las em 6 equagGes

diferenciais de primeira ordem. Para isso, ¢ necessério definir os incrementos de cada

fungdo atribuida.

Assim procedendo, a tabela 3.2 contém na 1? coluna, a associagéo de uma fungéo

diferencial de ordem qualquer a uma fungfio F. A segunda coluna da tabela define para

cada fun¢fo F, uma variavel representativa do incremento. E por fim, a terceira coluna

representa a primeira derivada da fungéo F.

Tabela 3.2 - Expressdes diferenciais de 1° ordem - Sistema de ordem 6

Definigéo Incremento Expressdo diferencial de 1* ordem
1 'MZZ ! "
wl - F, R — N——z, F,-2MF,-M,F,
EL GJ, + Nij

wy = F, Q F,-F,

wp=F, G F,-F,

Wp = F3 D Fsl = F4

F, M, F
‘- F C 2 =
LA GJ-Nit |’
b-F B F|-F,
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As condig¢Ges de contorno escritas através das fungdes definidas na tabela acima

S30:
Em x =0: F;=0
F,=-hW2F,(0)
F(0)=F,@©)
4t g o). 9% g )
F . 4 4tgy
2 - 2
NiZ. G - 4
81gy
Emx=¢ F,=0
F,=-h/2F, (0
F,(0) =F,(1)

O quadro 3.1 define as fun¢Ses desconhecidas em x=0, as fun¢des conhecidas

e aquelas que lhes sdo dependentes.

Quadro 3.1 - Procedimentos para superposi¢iio de efeitos - Sistema de ordem 6

F.=1 ath
VEZ=1 Fm0 F,=-h/2 F, - 4 :
- Ni% . GJ - Sqf:y
F,=0
1 F;=0 F,=0 f—:g'%
VEZ=2 F,=1 F, - T
F o NiZ+ GJ - gth
F, =
VEZ=3 F,=0 F,=0 F,-0
Fo=1

No quadro acima, tem-se as fung¢des cujos valores sdo conhecidos em x=0, ¢ as
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funcdes desconhecidas, representadas pelas funges F,, F, e F,. A estas, deve-se atribuir
valores, e por superposi¢do de efeitos, proceder a verificagio das condi¢des de contorno
em X={.

O trecho de comprimento H € definido pela razdo do vdo em relagdo ao ntimero
M de subdivisdes da viga: H=¢/M. E intuitivo que esse niimero M de subdivisdes seja
diretamente proporcional a precisdo do método. Passo a passo, serdo calculadas nas 3
vezes necessarias, as fungGes F para cada incremento H, até atingir o ponto x=t. Neste
ponto, as fungdes devem ser verificadas com as condigdes de contorno reais por

superposic¢do dos efeitos.

As expressdes do sistema definido em (3.120) correspondem a verificagdo das

condi¢des de contorno em Xx={:

-0
JF.(0) - 0

F, (0
F,.F (0) + F,.F,(0) +

N’

el

|

FO---F 0

[N

(3.120)

e

F,.F,(0) + F,.F,(0) + F,.F,(0) - -gFl(O)

3

F.(©-F (0)
F,.F,(0) + F,.F,(0) - F,.F,(0) - F,(0) - F, ()

Para o valor da carga ou do comprimento que anulam o determinante abaixo

esquematizado, tem-se a situagdo critica que define a mudanca de equilibrio.

F, F, AT, N

F-2 K E||RO|- o (3.121)
_ _ _||ro] lo]

F -1 F, Fl|-

Il

onde F,, 7’ e F, representam o valor da fungdo F; para as 3 superposi¢3es de efeitos.
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3.4.5 VIGA DE SECAO DUPLO T SIMETRICO SUSPENSA POR CABOS
VERTICAIS

A viga da segdo duplo T simétrico suspensa por cabos retos presos as

extremidades esta ilustrada na figura 3.20.

Figura 3.20 - Viga de se¢fio duplo T simétrico suspensa por cabos verticais.

As equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral para a viga de se¢do

duplo T simétrico, sob carregamento uniforme séo:

(a) Elvy) -q-0
(b) ELw, + (M, ¢) -0 (3.122)
(C) Ede)””'G'],d)N"'ng:O

onde o momento fletor M, é dado por:

(3.123)
M, - %(Qx - x?)

Fazendo a integra¢o preliminar da equagéo (3.122b), tem-se:

EIy Wg + Alzd) = Clx + C2 (3.124)
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Para as condi¢des de contorno em x=0 e x={, obtém-se os valores das constantes
de integragdo C, e C,. Em x=0, M,=0 e wy,"=0, e portanto C,=0. Da mesma forma para
x=(, resulta C,;=0.

As equagdes diferenciais finais regentes da instabilidade lateral sdo:

" -All
e ¢
(3.125)
w Gl M
v - fjwq’ +EJWE1y¢

As condig¢des de contorno em ¢ da viga suspensa por cabos podem ser escritas

como segue:

a) $©) - ¢
b) ¢"(0) - 0
AYPO®-0 ou ") -0

d) M - M +Mﬁ= G‘.Itd)l_E‘]wd)lN
(3.126)

M, - q%d»m)

qth

2 ¢

GJ¢ -

¢ - EJ

w

As fungdes F e seus respectivos incrementos, para aplicagdo do método
numérico estdo definidas na tabela 3.3.

As condigdes de contorno escritas através das fungdes F definidas na tabela 3.3

sdo:
Em x=0: F,=0
th
GJF, - -"—4—F4
F, -
EJW
Em x = 0/2: F,=



Tabela 3.3 - Expressdes diferenciais de 1° ordem - Sistema de ordem 4
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Definigdo Incremento Expressdo diferencial de 1% ordem
1 M;
¢ -F, F - — |GJF, + =
1 tT2 4

B EJ, El

¢'-F, c F)-F,
/_ D /

¢'-F, F,-F,
¢ = F4 G F“/ = F3

O quadro 3.2 esquematiza as duas etapas do processo de resolugéo da equagéo

diferencial por Runge-Kutta.

Quadro 3.2 - Procedimentos para superposi¢do de efeitos - Sistema de ordem 4

F,=
VEZ =1

F,=

F,=
VEZ =2

F,=

O sistema de equagdes para verificagdo das condi¢des de contorno no meio do

vdo, em x = 1/2 é:
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F| | F,0 0
- (3.127)
F4 (1)) 0

—
—

Sl

de forma que, para carga e comprimento que anulem o determinante, tem-se a

configuragéo critica.

3.4.6 VIGA DE SECAO DUPLO T SIMETRICO SUSPENSA NOS EXTREMOS
POR CABOS INCLINADOS

A viga de se¢do duplo T simétrico suspensa nas extremidades por cabos

inclinados esta ilustrada na figura 3.21.

Figura 3.21 - Viga de se¢fio duplo T simétrico suspensa por cabos inclinados.

As equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral so:

(a) ELv, -Nv,-4-0
(b) ELwy - Nwy + (M,$) - 0 (3.128)

(C) EJW¢//// ~ G'],d)” _ Nlpzd)’ . MWD’/ -0
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e o sistema de equagdes acopladas representantes da instabilidade:

"t

D

[ Nwy - M- 20 - M ¢

Z- &=

(3.129)

- L[@viz-cryer-mw]

As condigdes de contorno necessarias a aplicagéo do método numérico sdo:

a) w,(0)=0
b) w, (©)-0

c) ¢"(0)-0
d) ¢"(0)-0

) wD(0)=-§¢(0)
b wD(e)=——g-¢(a)
g 6O -b® - E)-0

h) M- Nip - GI® e MMM,

th / Lh
B ALEWIN () Al

0h?
- d0) - L2 ¢
@ 4igo 4 © 8r1ga

—ath 0y - LB g0y - L g Wik GT) @
¢///= 4tga 4 8tgu
EJ (3.130)

w

As condig¢des de contorno definidas através das fungdes F podem ser escritas

como segue:
Emx=0: F,=0
F;=0

Fs=-h/2 F, (0)
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F, (0)=F, (©

2
gth g _athp 9t g (it GoF,
F 41gy 4 8igy
‘" EJ

w

Emx=1¢: F,=0

F;=0
F.=-h2 F, (0)
F (0)= F, (©

A tabela 3.4 representa as expressdes diferenciais de ordem 1 relativas ao

sistema de equagdes diferenciais regentes da instabilidade lateral.

Tabela 3.4 - Expressdes diferenciais de 1° ordem - Sistema de ordem 8

Definigéo Incremento Expressdo diferencial de 1° ordem
/ 1 ’ "

,,, F, - — [NF,-MF,-2MF -MF
WD = FS B B8 Ely [ 7 z7 3 2 1 ]
Wl;l = F7 v F7l = Fs
wl; = Fs C F6/ = F7
Wy = Fs z FS' = FG

"_ , 1 .
¢"-F, P Fy- 0 [(Nig+ GI)F, - MF,]
&' F, R F, - F,

d)/ = F2 s FZI = F3
b-F, T F|-F,




Quadro 3.3 - Procedimentos para superposicio de efeitos - Sistema de ordem 8

86

F, =1 F,=0
VEZ=1

F,=0 | F,=0
VEZ=2

F,=1 F,=0

F,=0 | F,=1
VEZ =3

F,=0 | Fo=0

F,=0 | F,=0
VEZ=4

F,=0 | F=1

F;=

F,=

h
F--2
2
‘' 4EJ]
F.-0

1
o QO

A verificagdo das condi¢des de contorno em x=(, conforme o quadro 3.3

referente a superposigdo dos efeitos, deve ser feita igualando a zero o determinante da

matriz abaixo definida.

el
N |

|

el

o

el

el

el

ST

belil

3

!l

Sl

SN

F,(0)

F(0)

=)

.Fl .

|FO |

(3.131)

Para os valores da carga linear distribuida e do comprimento da viga que anulam

o determinante, tem-se a situagdo critica de flambagem lateral em estudo.



4 PROCEDIMENTOS SIMPLIFICADOS PARA
DETERMINACAO DO FATOR DE SEGURANCA
DURANTE A FASE TRANSITORIA

4.1 PRELIMINARES

O estudo dos fatores de seguranga aplicaveis aos problemas de instabilidade
lateral na fase transitOria apresenta, basicamente, um caréter pratico. Até agora, as
andlises da instabilidade limitaram-se, neste trabalho, ao calculo do carregamento critico
que provoca mudanca de equilibrio em teoria de segunda ordem. Nenhuma referéncia
a consideracdo das excentricidades laterais por imperfei¢des construtivas ou outro
motivo qualquer foi feita.

Neste capitulo, sera apresentado um estudo simplificado, baseado no trabalho de
MAST (1993), para avaliagdo da seguranga das fases transitorias de manuseio e de
transporte, considerando as excentricidades geradas na fase de fabricagdo do elemento.

As excentricidades iniciais podem ter causas diversas, como: as imperfei¢Ges
construtivas das formas de moldagem, a retragéio diferenciada entre as faces laterais do

elemento, os gradientes térmicos, desvios de posicionamento dos cabos de protensdo,
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etc. Tais variagdes causam curvatura horizontal no elemento durante a sua fabricag3o.
Durante o manuseio, em uma anélise critica, os desvios de posicionamento dos cabos
de icamento aumentam a excentricidade lateral, favorecendo a perda de estabilidade.

Os ensaios em laboratério sdo importantes para direcionar a escolha dos valores
médios que devem ser assumidos para as excentricidades iniciais de fabricagfo.

O significado fisico de um coeficiente de seguranga pode ser entendido como um
valor prético para verificagdo ou para dimensionamento. Usar um ou outro fator de
seguranga, depende da andlise critica e da experiéncia de cada projetista. Na literatura
existem algumas indicagbes praticas para a seguranca da fase de icamento e de
transporte, como as apresentadas por IMPER & LASZLO (1987) e MAST (1989, 1993).

O estudo de MAST (1993) sobre o comportaménto de vigas de segdo I
protendidas durante a fase de icamento, verificado por ensaios em escala real, € a
principal referéncia do PCI Design Handbook 4* edigéo (Precast/Prestressed Concrete
Institute). Analises considerando a fissuragéo e a ruptura foram associadas ao estudo dos
fatores de seguranga, tanto para a suspensdo como para o transporte.

Inclui-se ainda neste capitulo, um recente trabalho desenvolvido por CUNHA
(1994), com algumas indicagGes praticas para a determinagdo da rigidez a rotagio da

carroceria do caminhdo e a obtengdo da superelevacdo da rodovia.

42 VIGAS PRE-MOLDADAS DE CONCRETO DURANTE FASE DE
ICAMENTO

Em uma viga suspensa simplesmente por cabos, que sfio vinculos que ndo
impedem rotagdes, as se¢des dos apoios apresentam deslocamentos laterais e giro. Neste
caso, o chamado eixo de giro da viga € composto pela linha que passa pelos pontos onde
o cabo esta ligado ao elemento estrutural, geralmente na face superior do mesmo.

Considerando que na etapa construtiva € praticamente impossivel que nio
ocorram imperfei¢des, e sendo importante considerar tolerdncias no posicionamento dos

cabos, entdo € razoavel assumir uma excentricidade inicial e; do eixo de giro em relagdo
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ao centro de gravidade do elemento. Esta excentricidade causa uma rotag#o inicial ¢; na
viga, resultando em giro de corpo rigido.

Conforme ilustrado na figura 4.1b, na posi¢io de equilibrio, a componente do
carregamento Pseng, € responsavel por deslocamentos laterais que afasta o centro de
massa da viga até a acomodac¢@o em um angulo ¢. A componente da forga resultante
devido ao peso proprio na diregdo do eixo de maior inércia Psend, gera novos
deslocamentos laterais na viga. O ciclo, aumento do angulo ¢, que provoca acréscimo
da componente lateral devido ao peso proprio, aumentanto os deslocamentos laterais e,
consequentemente, incrementando a rotagdo ¢, se inicia. Dependendo da rigidez lateral
da viga, esta pode encontrar o equilibrio para ¢ um pouco maior que ¢;, ou entdo, ¢ ira

aumentar até o colapso da viga.

Centro de gravidade
_ da viga fletida

(a) Perspectiva de uma viga livre para girar e
fletir lateralmente

Deslocamento ) Forga de suspensdo P

da viga deforma@\ Eixo de girox
b TN
c nte do // Centro de gravidade da Y
p:;::?;z)rio secdo transversal no
ponto de suspensio w \Q.\
Centro de massa B e
da viga fletida
o x P
|
(b) Vista em corte (c) Diagrama de equilibrio

Figura 4.1 - Equilibrio da viga durante a suspensdo. | MAST (1989) |
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Assumindo a posigdo de equilibrio para toda a viga girada uniformemente de um
dngulo ¢, a componente Psend causa um deslocamento lateral adicional z do centro de
massa da viga, que passa a apresentar uma configuragdo curva. De acordo com o
diagrama de equilibrio, figura 4.1c, para o céalculo do 4ngulo ¢, precisa-se conhecer o
deslocamento z. Este ultimo depende da componente Psend, que por sua vez depende
de ¢. Tem-se entdo, uma relagdo de dependéncia entre z € ¢.

Este impasse pode ser resolvido calculando, primeiramente, o deslocamento
tedrico 7, do centro de massa da viga para todo o peso proprio aplicado lateralmente.

Chamando z, de um valor ficticio, pode-se escrever:

f wy(x)dx -z .0 4.1)

onde a integral equivale a area da elastica para carregamento uniforme distribuido, ¢ é
o comprimento da viga e wp, € o deslocamento lateral do centro de torgdo na dire¢éo do
eixo z.

Da equagdo diferencial da flexéo no plano do carregamento, tem-se:
» =P =0 | 4.2)

onde p é o carregamento uniformemente distribuido.

A solu¢do da equagdo (4.2) resulta em:

p
w,(x) = 2 EL (x*-20x%+ x0%) 4.3)

Assim, z, pode ser definido como:

?
p 4 _0x? . xP) dx
[ gag &' 200 x8) (4.4)
z =2 Y

0 0

X
“" 208 : 4.5)

O valor ficticio z, pode ser relacionado com o valor da flecha no meio do véo

como indicado a seguir:
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pt
z, ] 120EIy ] 1 —3-8i=064 4.6)
w, (2/2) S5pet 120 5 ’ ’
384 EI
y
Logo:
z, = 0,64 w,(2/2) 4.7)

Enfim, na se¢fo do meio do vao, se z € o deslocamento devido a Psend e z, € o

deslocamento devido a P total, ent3o:

z -z, sen 4.8)

onde z e 7, s3o perpendiculares ao eixo de menor inércia no mesmo plano.

O valor ficticio z, € assim chamado, porque a maioria das vigas romperiam
quando todo o peso proprio estivesse aplicado lateralmente. A determinagéo de z, tem
a finalidade de proporcionar o célculo do deslocamento z.

De acordo com a figura 4.1, pode-se escrever a seguinte equagdo, relativa a

posigdo ¢ de equilibrio:

i (z,send + ¢,)

ig ¢ (4.9)

r

Para uma dada viga, com véo e altura conhecidos, z, pode ser calculado pela
expressdo (4.7) e uma excentricidade inicial e; pode ser admitida. Por tentativas,
determina-se a rotagfo ¢. Para a maioria das aplicagdes, ¢ ¢ suficientemente pequeno,
da ordem de 0,2 rad ou 11,5°. Desta forma, a aproximagéo para dngulos pequenos,

$~send~tgd, é razoavel e pode ser feita. Para ¢;= ¢/y,, tem-se:
) e (4.10)
"\ 1-zy, :
Entretanto, ainda que as imperfeig3es iniciais sejam praticamente nulas, o 4ngulo
& tende a infinito quando z, é aproximadamente igual a y,, o que pode ser notado na

expressdo acima, a qual é valida apenas para dngulos pequenos, conforme jé definido.

MAST (1989) quantificou inicialmente, os fatores de seguranga da seguinte
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maneira: como na equagdo (4.10), que define ¢ em fung@o de ¢, observa-se que a altura
do eixo de giro y, precisa ser muito maior que z,, entéo a razdo y,/z, pode ser utilizada
na determinagdo de um fator de seguranga contra o colapso por instabilidade lateral.

Y, (4.11)

%

ES -

Esta equagdo fornece o fator de seguranga contra instabilidade lateral para uma
viga quase perfeita. Vigas com imperfei¢des iniciais sdo mais criticas, € 0 maximo
angulo ¢ que a viga pode tolerar depende da rigidez a ﬂe_xﬁo lateral. Este angulo é
definido como ¢, € a relagdo (y,/Zg)cica € definida pelo valor (y/z,) que faz ¢=d ;.

Da equagéo (4.10):

| 1

onde, para ¢ igual a ¢, tem-se a relag@o (y,/z,) critica, podendo-se também avaliar a

seguranga pela expresséo (4.13).

v,/z,
- —cr 0 4.13
(yr / ZO )crlﬁco ( )
Substituindo a equagéo (4.12) na expressio (4.13), resulta:
Fs- 2|1 (4.14)
Zy L

Quando n#o sdo consideradas as imperfei¢des iniciais, ou seja $;=0, a equagio
(4.14) reduz-se a equagio (4.11). As equagdes (4.11) e (4.14) definem o fator de
seguranga dependendo do pardmetro z,, que é fun¢éio das caracteristicas mecéanicas da
secdo transversal. O efeito de ¢; € ¢4, na equagdo (4.14) do fator de seguranga tem
carater redutor quando as imperfei¢des iniciais sdo admitidas.

Se a viga ¢é rigida lateralmente, e portanto z, € pequeno, o fator de seguranga néo
deve ser tdo alto quanto o resultante pela aplicagfio da equagéo (4.14). Do mesmo modo,
para as vigas rigidas, existe uma tolerdncia maxima para o éﬁgulo de giro ¢,;,, além do

qual, a viga pode romper por flexdo lateral. Porém, para uma situagdo onde o efeito da
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excentricidade inicial for dominante, € mais légico definir o fator de seguranca pela

relagdo ¢,/ 0.

Fs . One 4.15)

¢

Substituindo na equagfo (4.15) o valor de ¢ da equagéo (4.10), tem-se:

FS=¢_W[1-5°.) (4.16)
b, Y,

A expressdo (4.16) é muito parecida com a (4.14), entretanto, varia o pardmetro
modificador, representado pelo termo entre parénteses.

O fator de seguranga a ser adotado deve ser 0 menor entre os valores obtidos nas
equacdes (4.14) e (4.16). .

Uma comparag¢do com o PCI Design Handbook 3? edi¢éo, o qual baseia-se nas
consideragdes definidas em MAST (1989), mostra que o fator de seguranga obtido da
expressdo apresentada no PCI € em torno de 2/3 do fator de seguranga dado pela
equagdo (4.11). Entretanto, os resultados entre as duas indicagdes acima citadas séo
muito proximos quando ao invés de comparar com o valor dado pela equagéo (4.11),
verificar com o resultante da equagéo (4.14). A expressdo para calculo do fator de
seguranga dada no PCI é:

g . _
wo(1/2)

4.17)

O fator de seguranga FS dado pela expressdo do PCI, de certa forma compensa
a auséncia de especificagdes referente as imperfeigdes e aos desvios.

A consideragdo das excentricidades iniciais pode ser decisiva na andlise da
estabilidade lateral, e seus efeitos podem ser avaliados explicitamente pelo uso da
equagdo (4.14).

Inicialmente, os estudos desenvolvidos em MAST (1989) limitavam-se aos
problemas de instabilidade antes da viga comegar a fissurar, € 0 maximo 4ngulo de giro

era limitado pela maxima tensdo de trag@io das fibras superiores da se¢do. Andlises
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experimentais desenvolvidas no trabalho de MAST (1993) confirmaram que as vigas
suportam dngulos maiores que o angulo limite de fissuragdo, mas a rigidez deve ser
reduzida. Desta forma, dois angulos limites podem ser avaliados, um deles € o angulo
de inclinagdo de fissuragdo ¢, , 0 outro, é o angulo de inclinagio de ruptura ¢" .. E
oportuno lembrar que o termo ruptura, tratado pelo autor em questéo, ndo equivale ao
estado limite Gltimo definido pela norma brasileira.

Pela andlise dos resultados de um programa computacional, com comprovagéo
experimental de um ensaio em escala real, MAST (1993), para nove diferentes vigas
longas de se¢do I semelhantes ao padréio PCI BT (bulb tee), verifica que a rigidez a
flexdo lateral diminui na viga fissurada.

Todas as vigas avaliadas pelo programa quanto a rigidez lateral efetiva,
apresentavam o menor momento de inércia em torno de 4% do maior, e tensdo média
de protensdo minima aproximadamente igual a 8,30 MPa.

Verificou-se similar relagdo entre a rigidez e o dngulo de inclinagdo nas nove
vigas avaliadas, e o Angulo previsto para atingir a resisténcia nominal ocorreu em torno
de 23°. ‘

A partir destes resultados, MAST (1993) propde uma expressdo simplificada para
o calculo da rigidez efetiva de longas vigas I de concreto protendido de dimensdes
aproximaveis a da viga PCI BT-72, cuja segfio transversal encontra-se ilustrada no
capitulo 5, item 5.4. As indicagdes de MAST(1993) para assumir a rigidez efetiva sdo:
. para angulos de inclinagdio que produzem tensdes de tragéio na mesa superior menores
que 7,5 \/fT , usar toda a inércia I da se¢do;

. para angulos de inclinag@io que produzem tensdes de tragdo na mesa superior maiores

que 7,5 /£, usar a inércia efetiva:

I
-1
ef 1+ 2,5 ¢ . (4‘18)

onde f’, ¢ a resisténcia de um corpo de prova cilindrico de concreto na data do igamento
ou transporte. A expressdo 7,5,/f , utilizada para definigdo da rigidez a ser

considerada, representa o limite da resisténcia & tragdo do concreto, conforme indicado
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no ACI (American Concrete Institute).
O grafico da figura 4.2 ilustra os resultados da variagdo da inércia em relagéo ao
giro ¢, obtidos computacionalmente por MAST (1993). A curva tracejada representa a

equacio (4.18) proposta para o calculo da inércia efetiva.

1,00

variagdo |

0,80
~ 060}
~
> /(1 =
L,= +
g U250 7
0,201
| | | | | i |
0 5 10 1S 20 25 30 35

Angulo ¢ [ graus ]

Figura 4.2 - Relagfio entre a inércia efetiva e o dngulo ¢. [ MAST (1993) |

Embora os resultados apresentados na figura acima, para as nove vigas avaliadas,
ndo indiquem subita perda de rigidez no inicio da fissuragdo, conforme representa a
curva tracejada, por outro lado, os deslocamentos também resultam menores apds a
fissuragdo. Assim, considerar uma quase instantdnea perda de rigidez no inicio da
fissura¢do € uma hipétese conservativa. O comprimento. do patamar que define a
fissuragdo varia de acordo com a tens@o na mesa superior.

Para angulos de inclinagfo ¢ entre a fissurag@o e a ruptura, deve-se utilizar a
rigidez efetiva, conforme a expressdo (4.18), em vigas protendidas de concreto armado,
de longos vdos e com dimensdes proporcionais a viga PCI BT-72. Para estas vigas, o
angulo de inclinagfo equivalente a ruptura é da ordem de 0,4 rad.

Como z, ¢ fungio da rigidez e I, depende de ¢, entdo z, € também fungdo de ¢
para as vigas fissuradas. Esta dependéncia entre z, € ¢ torna mais dificil o calculo de ¢,
comparado com a solug8o inicial dada por MAST (1989) para vigas ndo fissuradas, onde
Z, ndo dependia de ¢, visto que o momento de inércia era invariavel.

Esta dificuldade pode ser superada plotando as curvas para o brago do momento



96

aplicado ¢ o brago de momento resistente. Os bragos dos momentos sio obtidos
dividindo os momentos pelo peso P total da viga. O uso dos bragos dos momentos ao
invés dos momentos foi preferido por MAST (1993) porque elimina o peso proprio P
das equagdes. Além disso, como os bragos dos momentos sdo medidas de comprimento,
os graficos tornam-se mais simples de serem visualizados.

O brago do momento aplicado c, ¢ a medida do deslocamento do centro de massa
da viga fletida e ¢ dado pela equag@o (4.19). O brago do momento resistente ¢, € obtido
pela expressdo (4.20). Os valores de c, e ¢, sdo calculados a partir dos momentos em

torno do CG na seg#o transversal do ponto de suspenséo. A figura 4.3 ilustrac, e c..
c, = z,send cosd + e cosd 4.19)

c, =y, send (4.20)

Aproximando send=¢ e cos¢=1, as curvas que definem c, e c, podem ser
representadas por retas, onde a intersec¢@o das mesmas indica o ngulo ¢ de equilibrio.

A figura 4.4 ilustra graficamente a relag@o entre os bragos dos momentos € a rotagéo ¢.

Deslocamento da

. . 3 v ¢=y,senp P
viga fletida \(\ ~_ Eixodegiro \j\r_

I\
PN
r/’\
\
| NEVEe

¢,= (z,send + ¢ ;) cosd 7—9/ 2 e

Componente do — -

P

peso-préprio -
o®
Centro de massa da A3 z=1z, send
viga fletida x &
|
(a) Vista em corte (b) ‘Diagrama de Equilibrio

Figura 4.3 - Brago do momento aplicado ¢ do momento resistente. [ MAST (1993) |

O fator de seguranga pode ser definido como a razio entre o brago do momento

resistente ¢, € o brago do momento aplicado c,:

¢, %0 4.21)

4
ca zod) * ei

ES -
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¢i ¢ ¢mdx
Angulo de giro [ rad]

Figura 4.4 - Braco dos momentos x Angulo de inclinacdo. [ MAST (1993) |

O angulo inicial de giro ¢; da viga como corpo rigido € obtido pela equagéo €/y,.
Quando ¢ ¢ igual a ¢, tem-se o angulo de inclinagdio equivalente a fissuragdo.

Substituindo ¢y, = €; e simplificando, resulta o fator de seguranga FS contra fissuragdo:

1

FS$ = ——
Zo/yr+ ¢i/¢mdr

4.22)

A figura 4.5 representa a equac8o (4.22) graficamente, que deve ser preferida as
equacdes (4.14) e (4.16), visto que considera o efeito combinado das duas relagdes z/y,

e ¢/¢,, variando simultaneamente.

1,07
0,8
RS
-e-E FS = I
~ 0,6 > zg/y, + &/,
Y >
@
04— P
*f‘p\ <
02-1 "B o
N\
»
P \ T I 1
02 04 06 08 1,0

zo/yr

Figura 4.5 - Fatores de seguranga contra fissuragio. [ MAST (1993) |
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O fator de seguranga contra ruptura FS” pode ser analisado na figura 4.6, apds o
ponto de fissuragfio. A razdo c/c, também estd ilustrada nesta figura, na escala da
direita.

O célculo de c, e ¢, resulta na aplicag@o das equagdes (4.19) e (4.20) para valores
do angulo de inclinagdo ¢ além do ponto de fissuragdo. Para cada angulo ¢ da viga
fissurada, a quantidade z’, deve ser calculada, utilizando a equacdo (4.18) para obter a
inércia efetiva I;. A curva do brago do momento resistente ¢, € quase uma linha reta até
0,4 rad (sen$=0,97¢). A curva para o brago do momento aplicado c, tem um acréscimo
em ¢, devido a diminuigéo da rigidez, resultando no aumento de z,,.

O fator de seguranga contra a ruptura pode ser obtido substituindo a inércia da
se¢do fissurada pela inércia efetiva na equagéo (4.21), relativa ao fator de seguranca

contra fissuragdo. Assim, para z’y= z, (1+2,5¢), tem-se:

C
ms . o ¥, ¢

c, zo¢(l+2,5¢)+e,.

(4.23)

O maximo angulo de ruptura ¢, pode ser calculado da seguinte forma:

dFS .
_E =0 - d)mhdempmra: d) mdx (4‘24)

Assim, a expressdo do maximo angulo de ruptura € dada por:

e
- : 4.25
O™ 75,5 4.25)

0

onde o linha (") representa a ruptura e néo a simbologia de derivada, conforme esta

esquematizado em (4.24).
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Figura 4.6 - Viga fissurada para ¢>¢,,,. [ MAST (1993) ]

Substituindo na equaggo (4.23), os valores maximo angulo de ruptura ¢", 4, € z',,

resulta o fator de seguranga contra ruptura FS":

yr ¢'mdx

FS - —————
zo¢mdx+ei

(4.26)

Se o fator de seguranga contra ruptura FS” for menor que o fator de seguranga
contra fissurago, isto indica que o maximo fator de seguranga ocorre justamente antes

da fissuragdo. Neste caso, FS” deve ser igual a FS.
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4.3 VIGAS PRE-MOLDADAS DE CONCRETO DURANTE O TRANSPORTE

Quando a viga estd apoiada sobre suporte flexivel como almofadas de
elastomero ou sobre os veiculos de transporte, a tendéncia de giro da viga é em torno
de um eixo na sua face inferior. O eixo de giro situa-se, portanto, abaixo do CG da viga.

A rigidez dos vinculos, nesta fase temporarios, pode ser expressa como uma
mola de constante elastica K, representativa da somatoria da rigidez dos elementos a
serem considerados. Equacionando o equilibrio dos momentos em torno do eixo de giro,

conforme a figura 4.7, e fazendo aproximagdes para dngulos pequenos, tem-se:

P((z,send + e,)cosd + ysend) - K, (d-a)

4.27)
P(Zod) M e,'+y¢) = K¢(¢_a’)

onde « € o Angulo de superelevagio da pista de rolamento ou dngulo de inclinagdo do
apoio, z, é o deslocamento lateral do centro de massa do arco descrito pela viga fletida
para todo o peso proprio aplicado lateralmente, €; € a excentricidade inicial do centro de
gravidade da viga, e y ¢ a altura do centro de gravidade da viga acima do eixo de giro.

Resolvendo a equagio (4.27) para as aproximagdes assumidas, seng=¢ e cos¢=1,

e substituindo r por K,/P, resulta:

oar+ e
¢ - —- (4.28)

r-y-z,
Uma primeira analise da equag#o acima permite concluir que, quando r é muito
grande, ou seja, o veiculo ¢ muito rigido, ¢ se aproxima de .
Da somatdria dos momentos em torno do eixo de giro representado na figura 4.7,

as equagdes para brago do momento aplicado c, € brago do momento resistente ¢, sdo:

c,=(z,send + e,)cosp « ysend 4.29)

c,-r(¢-a) (4.30)

A equagdo (4.30) resulta da expressdo do momento resistente igual a Ky(¢-a) €

r, dado por K/P. A diferenca ¢-« representa a rotagdo do mecanismo do veiculo.
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Definindo como no item anterior, o fator de seguranga equivale a relago entre
o brago do momento resistente e o brago do momento aplicado. As aproximagdes para
angulos pequenos serdo consideradas.

Para o maximo angulo de inclinagéo ¢,,;, referente a fissuragéo, tem-se o fator

de seguranga FS contra fissurago:

7 (4, - @)

FS -
zo¢m+ei+y¢m

4.31)

Os bragos dos momentos ilustrados na figura 4.7 sdo muito maiores que para
a mesma viga em suspensdo ilustrada na figura 4.3. O momento aplicado é influenciado

pelo alto valor de y que provoca o colapso em torno do eixo de giro. O valor ficticio z,

ndo ¢ tdo importante quanto na viga em suspensdo.

CG daviga reta

eixo de giro

(zosend +e ) cos¢/ cysemj;> (b-a)
\

N

brago do momento aplicado

Figura 4.7 - Braco do momento aplicado para apoio na face inferior. | MAST (1993) ]

MAST (1993), quanto a utilizagdo da equagédo (4.31), apresenta informagdes
positivas com a comprovagdo experimental de vigas que foram embarcadas e
transportadas com sucesso: os fatores de seguranga contra fissurag@o calculados para
estas vigas resultaram muito proximo ou menor que 1.

Para definir o fator de segurang¢a contra ruptura, ¢ necessario conhecer o
comportamento pos-fissuragéo da viga. Como feito para a viga em suspensdo, o

comportamento do elemento entre a fissuragéo e a ruptura pode ser descrito pelo
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diagrama das curvas dos bragos dos momentos resistentes e aplicados.

A figura 4.8 mostra o diagrama de c, e ¢, para a viga modelo PCI BT-72. Nesta
viga, a rotagéo referente ao equilibrio em uma superelevagdo de 0,08 rad ocorreu em
torno de 0,113 radianos, sendo que o dngulo limite de fissuragéo era 0,10 rad.

A flexibilidade a rotagfio da carroceria do veiculo possibilita rotagdes extras da
viga, além da superelevacdo. Sugere-se o uso de equipamento para transporte bem
rigido. Entretanto, uma pequena flexibilidade € necesséria, ndo apenas para absorver
impactos, mas também para prevenir excessivas tensdes de tor¢do, quando a cabine do

caminhdo e a carroceria estiverem sobre dngulos desiguais na pista de rolamento.

Viga PCIBT-72
1016

762 /\ i

c/ Ca
508

4

Brago do momento
[mm ]

254 7
€
0 0,1 02 0,3 0,4
A Angulo de giro ¢

[rad]

Figura 4.8 - Braco dos momentos x 4ngulo de inclinacéio da viga
sobre a carroceria do caminhio. [ MAST (1993) |

Os ensaios experimentais realizados por MAST (1993) indicaram que uma
inclinagfio em excesso aquela que teoricamente provoca fissuragéo, pode ser tolerada.
Além disso, nenhuma mudanga no comportamento da viga, antes que o dngulo de
inclina¢do fosse aproximadamente duas vezes o angulo teodrico de fissuragdo, foi
observada.

O brago do momento resistente c, ¢ limitado pela geometria do equipamento de

transporte. Assumindo a altura h. em relaggo ao eixo de giro e a disténcia z,,;, do ponto
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central da carroceria até o centro entre as duas rodas do eixo traseiro de 4 pneus, o
maximo brago do momento resistente c,,,;, pode ser encontrado como ilustrado na figura

4.9.

Crse = Zyg COS O - h_sen o 4.32)

Substituindo a equagdo (4.30) na equagdo (4.32) e resolvendo para angulo de
giro ¢4, onde o brago do momento resistente € maximo, tem-se para as aproximagoes

usuais:
b, -2 T .a 4.33)

Para encontrar o fator de seguranga FS” contra ruptura, a equagéo (4.31) pode

ser modificada pela substituigo da segfo fissurada, trocando z, por z'; € ¢, POT & sy

F o " (Pn @) 4.34)

z(;¢;dx+ei+y¢:ndr

Quanto a importancia da rigidez da mola K, pode-se visualizar o seu efeito nos

fatores de seguranga contra fissuragfio e ruptura através da figura 4.10.

eixo de giro

A*Z mdx ‘vf
c .=z . cosoa-h sena
VISTA TRANSVERSAL mdx | max

|
-

Figura 4.9 - Maximo bra¢o do momento resistente
durante o transporte. [ MAST (1993) |

A rigidez ao giro dos veiculos de transporte, dada pela constante de mola a

rotacfo, é um pardmetro importante na avaliagio da seguranga de vigas esbeltas durante
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o transporte. Como informagdes sobre a rigidez ao giro dos veiculos ndo sdo comuns,
a rigidez pode ser determinada de forma simples e muito valida, pois sera obtida no

proprio veiculo, pela disposi¢do de pesos em varios pontos excéntricos a linha de centro.

30

FATOR DE SEGURANCA

' 2260 4520 6780 9040

RIGIDEZ A ROTACAO
[kN-m/rad ]

Figura 4.10 - Importincia da rigidez 4 rotag¢do da carroceria
¢ da cabine. | MAST (1993) |

MAST (1993) recomenda um método simples para medir a rigidez ao giro: com

0 equipamento sobre uma supetficie plana ou nivelada, mede-se 0 angulo de inclinagdo

da viga nos dois apoios (eixo dianteiro e eixo traseiro) e calcula a média. Depois, com

o veiculo estacionado sobre o pavimento com uma certa inclinagéo, mede-se o 4ngulo

de inclinagdo da viga nos dois apoios e calcula-se a média. O valor de ¢ deve ser

definido como a diferenga entre as leituras iniciais e as finais. Entéo, a estimativa de
r=K,/P resulta em:

. (y+2z,)¢

¢-a

CUNHA (1994) apresenta um processo simples para a determinagio

(4.35)

experimental da rigidez a rotagio da carroceria do caminho a ser utilizado no transporte
das vigas, a partir da utiliza¢@io de recursos existentes na propria fabrica. Dois ensaios
foram realizados: no primeiro considerou-se a carroceria na posigdo normal, conforme
a figura 4.11 e no outro, a carroceria na posi¢do extendida, como na figura 4.12. Em
ambos os ensaios, foram utilizadas quatro vigas pré-moldadas de concreto, das quais

eram conhecidos o peso e as dimensdes. Estas vigas foram posicionadas



105

sistematicamente sobre a carroceria do caminh#o. A rigidez a rotagdo da carroceria foi
obtida a partir da leitura da rotagdo da mesma, para os pesos conhecidos. O valor da
constante de mola a rotacdo ¢ dado pelo momento aplicado em relagéo a respectiva
rotagéo.

No estudo experimental de CUNHA (1994), para o caminhéo na posi¢&o normal,
os valores obtidos para a rigidez apresentaram uma certa uniformidade. Entretanto, sdo
valores representativos apenas da rigidez da parte posterior situada sobre os eixos
traseiros da carroceria. O calculo da rigidez da cabine pode ser dispensado se a rigidez
medida para os eixos traseiros proporcionar estabilidade as vigas durante o transporte,
pois a rigidez da cabine do caminhéo s6 ird contribuir positivamente para aumentar a

rigidez do conjunto.

vigas pré-fabricadas
utilizadas como pesos

U
VISTA LATERAL

carroceria na posi¢io normal

T base de medidas

VISTA TRANSVERSAL

Figura 4.11 - Situagio das cargas no caso da carroceria em posi¢io normal.
[ CUNHA (1994) ]

Para os ensaios experimentais com a carroceria do caminhdo na posi¢do
extendida, que representa a situagéo real em que se pretende fazer o transporte das vigas,
CUNHA (1994) verifica que quando o caminh&o encontra-se mais carregado, ocorre um

pequeno aumento do valor médio do coeficiente K.
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vigas pré-fabricadas
utilizadas como pesos
;jo R (—
000
P, P, P, P VISTA LATERAL
a

carroceria na posigio extendida

base de medidas

VISTA TRANSVERSAL

Figura 4.12 - Situacfio das cargas para carroceria em posi¢iio extendida.
[ CUNHA (1994) |

Quanto a determinagfo da superelevagdo da pista de rolamento, CUNHA (1994)
recomenda um dispositivo de ensaio muito simples, composto de uma mangueira de
nivel e duas réguas graduadas em centimetros. Faz-se a disposigéo destes instrumentos
sobre a carroceria do proprio caminh&o no eixo central posterior, conforme representado
na figura 4.12. As leituras devem ser feitas com o veiculo parado sobre diversos pontos
criticos escolhidos na trajetoria. Este procedimento € considerado viavel porque €

realizado no préprio caminh&o e inclui as caracteristicas do trajeto a ser percorrido.

mangueira de nivel
escala graduada

ol

N.A. (lado 1) NA. (lado2)

e

VISTA TRANSVERSAL

Figura 4.13 - Esquema para a determinaciio da superelevacio da estrada
medida no proprio caminhéo de transporte. | CUNHA (1994) |



107
4.4 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE OS FATORES DE SEGURANCA

Alguns comentarios em relagdo a defini¢do do fator de seguranga necessario
devem ser feitos. Um fator de seguranga, além do embasamento matematico e das leis
cientificas, deve ser determinado e comprovado experimentalmente.

O PCI Design Handbook 3* edi¢éio indica a utilizagéo de um fator de seguranga
igual a 2 para a fase de suspensdo. Em 1963, alguns ensaios com vigas protendidas de
aproximadamente 45m de comprimento, indicaram que um fator igual a 2 era adequado
quando a excentricidade inicial em relag@o as tolerancias fosse muito pequena.

IMPER & LASZLO (1987) sugerem o uso de um fator de 1,5 para manuseio no
canteiro da fabrica e 1,75 para manuseio no local da edificagdo, ambos relativos a fase
de suspens@o. MAST (1993) recomenta utilizar um fator de seguranga igual a 1 contra
fissuragdo e igual a 1,5 contra ruptura, para vigas em suspensfo e para as vigas apoiadas
na face inferior, como ocorre durante o transporte.

O efeito benéfico dos balangos na fase transitéria deve ser sempre que possivel
aproveitado. A figura 4.14 ilustrada em MAST (1993) mostra como os fatores de
seguran¢a aumentam quando a suspenséo € realizada com balangos. Para o critério de
verificagdo da resisténcia utilizada no PCI, o melhor comprimento para os balangos
variam entre 2,1 a 2,7m para a viga protendida PCI BT-72.

IMPER & LASZLO (1987), no grafico esquematizado na figura 4.15, mostram
como a presenga dos balangos influenciam a carga critica, bem como o fator de
seguranga. O posicionamento dos cabos de suspenséo a partir da extremidade da viga,
pode aumentar significativamente a estabilidade desta fase, reduzindo a flecha no meio

de vdo, bem como o deslocamento z,.
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Figura 4.14 - Efeito dos balancos no fator de seguranca
em vigas na fase de suspensdo. [ MAST (1993) |

M
r “““““ T
A
M=p!? A=5pe?
8 384 EI
(a)
’—; 0 |
B
a ] al=€-2a La
M
‘ B!
M=p(t,-4a?)
8
B=pei(5e;-248%
3841

(b)

100
90 |

80
70 710

60 586
50
40 |-
30
20
10 : S

]
1

0 0,02 0,04 0,06 0,08
al/l

.848

-
~1
(=)

.379

Deslocamento p % de A

0

(¢)
EXEMPLO:
30,50m de viga simplesmente apoiada: A= 2,54cm
mesma viga apoiada com balangos de 15,25cm 2
partir das extremidades: B=1,47cm
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A figura 4.15c, para a relagdio a/t fornece a porcentagem da flecha méaxima da
viga com balangos em relagfo a disposi¢@o sem balangos, onde a € o comprimento do
balango e ¢ € o vdo total. Por exemplo, para um balango equivalente a 6% do véo, a
flecha méxima diminue para 58,8% da flecha para a mesma viga apoiada nas
extremidades. Além disso, o valor de z, cai para a metade, o que duplica o fator de
seguranga. |

O minimo fator de seguranca aplicado aos célculos néo considera os efeitos de
deformagfo lenta e impacto, os quais sdo preferencialmente importantes durante o
transporte em veiculo, especialmente quando este passa sobre uma superelevagéo em
baixa velocidade. IMPER & LASZLO (1987) recomendam considerar separadamente
os efeitos de impacto e superelevagdo, em razdo da pouca probabilidade de ocorréncia
da intensidade méxima destes efeitos simultaneamente. A suspensio e as superelevagdes
das rodovias sdo atividades passageiras para que se preocupe com os problemas de
fluéncia. Entretanto, é recomendavel que a viga ndo seja mantida em posig8o inclinada
por um tempo suficientemente capaz de tornar os efeitos de deformagdo lenta
significativos. '

Nas vigas em suspensdo, como o peso e a rigidez sdo conhecidos, uma das
incégnitas € a excentricidade inicial devido as imperfeigdes construtivas e aos desvios
de posicionamento dos cabos. Medindo o angulo ¢ de inclinagéo da viga durante o
icamento, o fabricante pode utilizar a equagdo (4.9), fazendo tgd~¢, para determinar o

valor da excentricidade inicial e ajustar os calculos.

e,- (5, -2)¢ (4.36)

A verificagdio da seguranga requer o conhecimento de €; € ¢4, A excentricidade
inicial pode ser obtida como citado acima ou através de uma combinag8o critica das
tolerancias. O PCI Design Handbook 3% edigéo faz algumaé indicagdes praticas para o
calculo desta excentricidade, as quais serdo citadas no capitulo 5. A determinagfo de
.4 envolve algumas dificuldades. Usando um programa para avaliagdo da resisténcia
limite por flexdio nos dois planos, 0 maximo momento que produz flex&o lateral em

combinaco com a flexdo vertical pode ser encontrado, resultando entdo, ., para a
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carga critica. Entretanto, uma vez que o momento lateral excede a resisténcia a
fissuracdo, a rigidez diminue e z, aumenta. Uma aproxima¢&o conservativa é calcular
$msx Daseado no momento lateral que, quando combinado com o momento vertical,
produz uma tensdo nas fibras superiores igual a tenséo ultima. O valor correto de ¢,
provavelmente esté entre esta aproximagdo e a da resisténcia ultima.

O cuidado de tentar aumentar a estabilidade da viga durante a suspensio resulta
em algumas recomendagdes, as quais encontram-se também descritas no estudo de
MAST (1989), e que seréo detalhadas a seguir.

Mover os pontos de suspens@o a partir da extremidade da viga é um dos mais
efetivos procedimentos que aumentam a estabilidade lateral do elemento estrutural
durante a suspensdo. A seguranga chega a duplicar para um balango equivalente a 6%
do vio, conforme ja definido. Entretanto, as tensdes nas se¢des criticas precisam ser
conferidas. IMPER & LASZILO (1987) sugerem o uso temporario da pds-tensdo no topo
da mesa superior, onde é necessario controlar as tensdes.

Porém, diminuir o védo de suspensdo e transporte, pode em algumas situagdes
ndo ser viavel, porque em fase de projeto a viga € dimensionada para carregamento e
tipo de vinculagdo relativos a disposigéo definitiva. E dificil, em alguns casos, mover
os pontos de suspenséo a partir da extremidade, sem aumentar significativamente as
tensdes na se¢do do meio do véo. Isso ocorre especialmente em vigas protendidas,
porque quando suspensa com balangos, o momento fletor na segéo central devido ao
peso-proprio € menor que no icamento pelas extremidades. Logo, as tensdes finais séo
maiores, ja que o alivio de tensdes devido ao peso-proprio frente a protensdo € menor.

Outro meio € levantar o eixo de giro acima da superficie superior da viga. Isto
pode ser feito usando uma barra rigida fixa & viga no ponto de suspenséo, de forma que
os cabos de igamento sejam presos nesta barra.

Aumentar o mdédulo E de elasticidade, resulta no aumento da resisténcia do
concreto. Estes acréscimos melhoram a capacidade da viga de suportar as tensdes
atuantes. Por outro lado, aumentar o médulo de elasticidade do concreto e a resisténcia
a compressdo apenas para suportar a fase transitoria de suspensdo muitas vezes €

inviavel economicamente. O aumento desses valores, dentro de um certo limite é
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aceitavel, porque geralmente as tensdes nas se¢des sdo mais criticas na fase transitoria
do que na fase em servigo, no caso das vigas protendidas. Nesta fase, ndo ocorre o
carregamento acidental que promove a redugéo das tensoes devido a protensdo.

A disposi¢do de contraventamentos ¢é utilizada, apesar de ser um dos meios
menos efetivos, caso o contraventamento néo apresente substancial area de ago. Porém,
podem aumentar significativamente a resisténcia a flex8o lateral, e portanto, ¢,,,,. Este
procedimento ¢ de certa forma seguro quando altos valores de ¢ séo obtidos, como por
exemplo, em curvas superelevadas.

O uso de contraventamento tem o seu mérito e era muito utilizado para manuseio
e transporte de vigas no passado. No entanto, se toda viga tiver que ser enrijecida, este
tipo temporario de contraventamento pode ser muito caro, e além de um determinado
valor do deslocamento lateral, o sistema geralmente ¢ inutil e néo previne o colapso da
viga.

O sistema de contraventamento pode ser mais efetivo quando a viga esta sendo
transportada em caminh&o, quando este se movimenta sobre as superelevagdes. Como
as deformagdes néo sdo instantaneas, 0 movimento compensa as inclinagdes da via de
trafego, visto que estas sdo passageiras. Mas a situagdo € critica quando o veiculo de
transporte para sobre uma determinada superelevagéo ou superficie irregular, porque as
deformagdes horizontais ndo podem ser ajustadas ou interrompidas.

IMPER & LASZLO (1987) citam o exemplo de uma viga que estava sendo
icada do caminhéo e teve que ser recolocada na pista de rolamento porque o guindaste
ndo suportava o peso da mesma. Mas devido a superelevagio da via onde foi
posicionada, a viga apresentou 8,67° de inclinag@o lateral. Ap6s 20 minutos, atingiu o
deslocamento critico. A viga em questéo era de se¢@o duplo T com 2,13m de altura e
40m de extens@o.

A alteragdo da segfo transversal ndo ¢ um meio- comumente utilizado em
projetos, com o objetivo de aumentar a estabilidade das fases transitorias. Mas, quando
a se¢do de uma viga pode ser alterada, é importante que apresente uma mesa inferior que
contribua a0 maximo para a estabilidade, tanto quanto a mesa superior. De fato,

adicionar material & mesa inferior é benéfico porque abaixa o CG, aumenta y, ¢ I,. Além
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do mais, a mesa inferior, no caso de uma viga protendida, esta submetida a compresséo

e ndo deve perder rigidez por fissuragdo como pode ocorrer com a mesa superior.



5 EXEMPLOS NUMERICOS E
ANALISES DOS RESULTADOS

5.1 PRELIMINARES

Serdo analisados neste capitulo alguns exemplos numéricos das formulagdes
tratadas nos capitulos precedentes. Maior énfase sera dada a fase transitoria de
suspensdo. Algumas comparagdes com respeito a maior estabilidade da fase de servigo
em relagdo ao igamento por cabos, bem como indicagdes de uso e andlises criticas serdo
detalhadas para cada formulag¢do. O quadro 5.1 mostra os casos analisados.

Na fase de servigo, as vigas estdio apoiadas sobre vinculos de garfo nas
extremidades, cuja deformabilidade serd avaliada para a viga de segdo retangular. A
suspensdo é definida por cabos acoplados a viga em ganchos previamente fixados na
face superior.

A viga retangular de concreto pré-moldado, nas duas fases de andlise, serd
avaliada pela formulago por séries de poténcia e pelo programa desenvolvido neste
trabalho, utilizando o método numérico de Runge-Kutta.

A viga de segfio duplo T simétrico de argamassa armada serd analisada em

servigo quanto a carga critica de flambagem lateral, pela expressdo apresentada em
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RACHID (1993). Na fase transitoria de suspenséo, o estudo numérico serd desenvolvido
a partir dos resultados dos programas (Runge-Kutta) e pela adaptagio do trabalho de
MAST (1993).

A viga protendida serd analisada pelos estudos empiricos de IMPER &
LASZLO (1987) e MAST (1989, 1993). O trabalho analitico de CATANIA & COCCHI
(1985) desenvolvido pelo método da energia potencial, na aplicagdo do processo de Ritz,
complementa as avaliagdes comparativas.

Uma indicagfo pratica, sem maiores comentarios, encontra-se em KONCZ
(1978), o qual considera segura toda a elevagdo cuja carga critica de instabilidade seja
superior a 4 vezes o peso proprio. Este fator inclui além da seguranga, uma parcela
referente as imperfeigdes construtivas.

A norma brasileira NBR-9062/85 indica o uso de um coeficiente de agéo
dindmica, quando uma analise especifica ndo puder ser efetuada, durante a montagem
e a fase de manuseio no canteiro. Neste caso, a solicitagéo pode ser considerada, por
uma solicitagdo estdtica equivalente, através do coeﬁciénte 1,3. O CEB MC/90
recomenda, na falta de determinagfo mais acurada, que os efeitos verticais dindmicos
do levantamento e transporte podem ser levados em conta pela consideragdo do peso
proprio com um fator 1+0,2.

Neste trabalho, sera adotado o fator 4 indicado em KONCZ (1978), com o
objetivo de considerar as possiveis imperfei¢des construtivas, e o coeficiente 1,3, para
as a¢les dindmicas na fase transitoria.

As anélises da instabilidade lateral, nas hipéteses de regime elastico linear,
serdo desenvolvidas através da relagdo carga critica em relagdo ao peso proprio. Esta
relagfio, representada por RCP sera comparada ao fator 1,3x4, ou 5,20, devendo ser
maior ou igual a este valor. Para este limite serd verificada a .segurang:a do elemento pré-

moldado quanto aos problemas de perda de estabilidade lateral durante a fase transitdria.
5.2 VIGA DE SECAO RETANGULAR

A viga de segdo retangular a ser analisada ¢ um modelo padronizado pela
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Associagdo Brasileira da Construggo Industrializada, ABCI (1986), denominada viga-
testeira ou platibanda. A figura 5.1 ilustra a segfo transversal da viga em estudo, cujas
relagOes altura/vdo e altura/espessura permitem, numa aproximagéo, assumir a se¢do

como delgada.

O moédulo de elasticidade
longitudinal E é 3460 kN/cm? e o
médulo transversal G ¢ igual a 1440
cG-D |- | |16 kN/cm?.,

A viga-testeira tem 20m de

comprimento € a 4area da segdo

—

4+ transversal é 3300 cm?.

20
Unidade [cm] O peso proprio da viga de
concreto armado equivale a 0,0825
Figura 5.1 - Secéio transversal padrio da ABCI .
kN/cm.

As caracteristicas geométricas da segfo transversal da viga em andlise séo:

<~
u

110000 cm* I - 7486875 cm*

S~
1

440000 cm* i} = 2302,08 cm?®

5.2.1 FASE DE SERVICO
5.2.1.1 Apoios Indeformaveis
Com a expressdo (2.36) da carga critica, obtida pela resolug@o da equagio

diferencial regente da instabilidade lateral através do método numérico de Runge-Kutta,

tem-se:
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28,31 _____VGJ’EIV

pcrlt - 03
6 6
p., - 2831 y633,6.10°.3806.10° ) KN
(2000’ cm
RCP - T4 2100
0,0825

Na relag@o RCP igual a 21,09, equivalente a quantas vezes a carga critica de
instabilidade lateral supera o peso proprio, verifica-se durante a fase de servigo a grande
seguranga com relagdo a estabilidade lateral apresentada pela viga apoiada sobre

vinculos rigidos a torgéo.

5.2.1.2 Apoios Deformaveis

A carga critica da viga-testeira apoiada sobre vinculos deformaveis & torgéo
depende da constante elastica K, que representa a rigidez da ligag@o.

Na ligagdo de garfo deformavel a torgdo, ilustrada na figura 5.2, a inércia em
relagdo ao giro lateral, o mddulo de elasticidade e a rotagéo produzida por momento
unitario, permitem de forma aproximada, estimar numericamente a rigidez & tor¢éo do

vinculo. Lembrar que este calculo € grosseiro e néo € objetivo deste trabalho.

Figura 5.2 - Ligac¢fio de garfo
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Com base nestas hipoteses a rigidez da ligagdo serd assumida igual a

2,9091x10° kNem.

No calculo da carga critica pelo estudo utilizando séries de poténcia, tem-se:

K 6
So 2000 2,9091.10 . 45914

®
GJ, 2 633,6.10°
b) Para f(a) - 45914

. na equagdo (2.91) ou no grdfico da figura 2.8 : ¢ - 16 /o - 24,4496

6 6
¢)p.. - 24,4496 \/380,6 -10°.633,6..10° _ 1,50 KN/cm

i (2000

1,50

d) RCP -
0,0825

- 18,19

O valor da carga critica para a viga de se¢do retangular apoiada nas
extremidades por vinculos de garfo, cuja deformabilidade a tor¢dio permite giro e
deslocamentos laterais nos apoios, € menor que o valor resultante da ligag8o rigida. Para
ligagdes com alta deformabilidade a tor¢éo, a carga critica na fase de servigo atinge
valores mais criticos. Mas, em relag#o a fase transitéria de suspenséo, a carga critica

avaliada neste item ¢ ainda muito superior.

5.2.2 FASE TRANSITORIA DE SUSPENSAO

5.2.2.1 Cabos Inclinados

Na disposi¢go dos cabos de igamento inclinados fixos as se¢des extremas, o
estudo da carga critica sera desenvolvido utilizando a formulagdo da instabilidade do
trabalho de CATANIA & COCCHI (1985), onde aplica-se o método de integragéo por
séries de poténcia e estudo desenvolvido neste trabalho, a partir da teoria da

instabilidade em se¢des delgadas, apresentada em RACHID (1993), no qual o método
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numérico de Runge-Kutta foi utilizado para a resolugio das equacdes diferenciais. E
importante lembrar, que ndo estdo sendo comparados os processos de resolugéo de

expressdes diferenciais, mas sim, a formulagéo do estudo da instabilidade lateral.
5.2.2.1.1 Séries de poténcia

O esquema da suspensdo com cabos inclinados considera os cabos presos as
extremidades da viga, como ilustrado na figura 3.17. Desta forma, os Angulos definidos
no estudo de CATANIA & COCCHI (1985) sdo: p=0° e y variavel.

Entretanto, para estes valores de B e y, o resultado da distancia e resulta sempre
o mesmo e igual a distancia d do centro de gravidade & face superior da viga, conforme

a figura 3.1. Nestes termos, tem-se:

B =0° e vy = qualquer
e-d-85cm

R
= 200 DPBN. . 00559 onde R - ple

0
a) f(e) - < .
2 GJ, 2 633,6.10°

b) Para f(a) = 0,0559

na expressio (3.11) ou na figura 3.3 : ¥ - 16 /a - 5,0954

6 6
¢y p,, - 30954 /3806 10°.633,6 . 10° 313 ks

(2000)?

0,313

d) RCP -
0,0825

= 3,79 < 5,20

Para as limita¢Ges desta formulagdo, onde a variagéo da inclinagdo do cabo de
suspens3o no altera o valor da carga critica de instabilidade lateral, equivale dizer que,
a for¢a normal oriunda da decomposigdo da forca de tragdo dos cabos na diregéo
horizontal néo é considerada. Apesar desta inconsisténcia, a inclinagéo y ndo introduz
acréscimos tdo significativos na carga critica, como se verifica nos resultados obtidos

dos programas elaborados neste trabalho.
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Da relagdo RCP menor que o valor adotado para a seguranca da fase
transitoria, tem-se uma situagdo com grandes riscos de instabilidade lateral por mudanga

de equilibrio.

5.2.2.1.2. Runge-Kutta

Para varias inclinagGes dos cabos, a tabela 5.1 ilustra os valores da carga critica

da viga de se¢do retangular.

Tabela 5.1 - Angulos Yy X carga critica

Viga-testeira padréo da ABCI

vy [ graus ] Perie [ KN/cm ]
50° 0,193
60° 0,204
70° 0,213
80° 0,223
90° 0,233
100° 0,243
110° 0,256
120° 0,271
130° 0,293

A relagio RCP, para os angulos de inclinag@o definidos na tabela 5.1, varia
entre 2,30 e 3,55, sendo ainda menor que 5,20 para qualquer um dos &ngulos de
icamento.

Nota-se a diferenca entre os resultados da carga critica obtidos do programa
desenvolvido neste trabalho em relagdo ao estudo apresentado por CATANIA &

COCCHI (1985), mostrado no item anterior, para a inclinagdo y igual a 90°.
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5.2.2.2 Cabos Retos

5.2.2.2.1 Sem balangos

A carga critica de suspenséo por cabos retos presos as extremidades, obtida do
estudo da instabilidade pela aplicagéio do método de Runge-Kutta, conforme a tabela 5.1,
¢ 0,233 kN/cm.

Por séries, no estudo da suspensfo por cabos retos sem balangos, o valor
adimensional de d deve ser igual a 1. Para B tendendo a zero e y igual a 90°, resulta a
excentricidade e, equivalente a distancia do centro de gravidade a face superior da viga,

onde localizam-se os pontos de fixa¢do dos cabos de icamento.

d-1
B~0° e y-=090°
-d=825cm

0y j(ady-28 | B ., 825 13806.10° 5
7" 7 000\ 633,6. 10°

b) Para j(a,1) = 0,1279 . na figura 3.5 : o - 0,0558

6 6
16 4/ 0,0558 \/380,6 . 10°.633,6.10° 0,232 KN/cm
(2000)*

c)pcrlt=

O estudo de CATANIA & COCCHI (1985), relativo a suspenséo por cabos
retos, apresenta resultados praticamente coincidentes com os obtidos do programa para
calculo da carga critica de instabilidade lateral, através do método de Runge-Kutta.

Pela verificacdo das tensdes, a segdo apresenta-se fissurada. Além disso,
observa-se pela relagio RCP inferior a 5,20, a ocorréncia myito provavel da flambagem

lateral.
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5.2.2.2.2 Com balangos

Este tipo de suspensdo € geralmente eficaz porque aumenta de forma
consideravel o valor da carga critica. Os resultados obtidos a partir da formulagéo de

CATANIA & COCCHI (1985) estdo dispostos na tabela 5.2.

16 /o /380,6 . 10°.633,6 . 10°
(2000)°

pcrit =

Tabela 5.2 - Valores da carga critica conforme varia¢io de d.

d o Perie [KN/cm] Observagdes

1,0 0,05584 0,232 Suspensdo sem balangos
0,8 0,68275 0,812 A 0,10 das extremidades
0,6 90,55163 9,346 A 0,2¢ das extremidades
0,55 255,05871 15,685 A 0,2250 das extremidades
0,5 96,62948 9,654 Em x=1/4 ¢ ¢ x=3/4¢
0,3 2,01843 1,395 A 0,350 das extremidades
0,0 0,40285 0,623 Suspensio Unica em x=¢/2

A presenga dos balangos incrementa consideravelmente a carga critica de
instabilidade lateral, além de beneficiar a integridade do elemento por apresentar
menores tensdes de tracdo.

Os valores de « foram obtidos a partir do desenvolvimento matematico da
expressdo (3.38). As figuras 3.5 a 3.8 representam os gréficos da fungéo j(e, d). Como
definido na teoria do capitulo 3, para d igual a 0,55 a carga critica ¢ em torno de 65
vezes maior que a carga critica na suspensdo pelos extremos da viga.

Cabe observar que o calculo da carga critica apresentado neste trabalho assume
as hipoteses de regime elastico-linear. A viga-testeira de 20m de comprimento mostra-se
fissurada para a mais estavel disposi¢éo de balangos. Portanto, encontra-se fora das
condigdes estabelecidas para o estudo da instabilidade elastica. Maiores comentérios

serdo definidos no capitulo 6.
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5.3 VIGA DE ARGAMASSA ARMADA

A viga de argamassa armada néo protendida com 15m de comprimento e se¢fo
duplo T simétrico estd ilustrada na figura 5.3. A segdio transversal apresenta as

espessuras tipicas do material constituinte.

251 C'/j —t-

5]

52,0 +|CG=D 60,0
1125

1,5 L

P¥ b S

Unidade: [ cm ]

Figura 5.3 - Se¢io transversal da viga de argamassa armada .

As resisténcias caracteristicas a tragdo e compressdo da viga em estudo s#o:
fp =3kN/cm?
f,=006.£,+07 ; para f, [MPa]

fp = 025kN/cm?

e os modulos de elasticidade longitudinal e transversal:

E_-08.(09.6600./7,+35) 5 f, [MPa]
E - 2750,40 kN / cm*
G - 1100,16 kN / cm?

Para o peso especifico da argamassa armada igual a 25 kN/m’, e a 4rea da

secdio igual a 328,75 cm?, o peso proprio resulta igual a 8,2188x10~ kN/cm.
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As caracteristicas geométricas da viga de argamassa armada sdo:

I, - 14694,66 em* I - 189076,22 cm*
J = 96521 cm* J, = 11,7752 x 10° cm®

iy - 619,84 cm?

onde J, é 0 momento de inércia a torgdo, J,, € o momento setorial de inércia, e i, € o raio

de giragdo polar em relagfo ao centro de torgéo.

5.3.1 FASE DE SERVICO

A carga critica em servigo da viga de argamassa armada pode ser calculada
pela expressdo de RACHID (1993), deduzida a partir da expressdo da energia potencial
total, utilizando o método de Ritz. A equagdo abaixo refere-se a uma viga esbelta de
se¢do duplo T simétrico, apoiada nas extremidades sobre garfos indeformaveis, com
carregamento linear uniformemente distribuido, sendo d a excentricidade do
carregamento em relago ao centro de torgdo. Deve-se assumir a excentricidade positiva
se o carregamento estiver aplicado acima do centro de tor¢do. Neste exemplo, d” é igual

a zero. Para a equagfo abaixo esquematizada, a carga critica resulta em 0,0588 kN/cm.

J GJ
_ML045 oy | 474687 20 . 0,480957 P—t L 7 - d-
y 1 El

04

crit
y

O célculo da carga critica para a viga em questéo, através da expressado (2.36),
resulta igual a 0,0550 kN/cm, ou seja, desprezando as caracteristicas setoriais da se¢éo
duplo T simétrico.

A relagdio RCP vale 7,15, indicando a seguranga da fase de servigo.
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5.3.2 FASE TRANSITORIA DE SUSPENSAO

5.3.2.1 Cabos inclinados e Cabos Retos

Na aplicagio do programa desenvolvido (Runge-Kutta) relativo a viga de se¢éo
duplo T simétrico, suspensa nas extremidades por cabos inclinados conforme ilustra a
figura 5.4, tem-se na tabela 5.3, os resultados da carga critica de instabilidade lateral

para a variagio do angulo y.

Tabela 5.3 - Carga critica para a varia¢io

do dngulo y - Viga de argamassa armada

v [graus] Pest [KN/em]

50° 2,140 x 102

60° 2,200 x 102

70° 2,240 x 107

z 80° 2,280 x 102

90° 2,320 x 102

100° 2,370 x 102

110° 2,410 x 10

Figura 5.4 - Viga suspensa por cabos 1200 2470 x 102
inclinados presos as extremidades. .

130° 2,540 x 10

A suspensdo por cabos retos sem balangos, de grande aplicagdo pratica, € caso
particular da disposi¢do inclinada, e no programa para igamento por cabos retos, a carga
critica resulta também igual a 0,0232 kN/cm. No igamento por cabos verticais, a relagdo
RCP, medida pela carga critica e pelo peso préprio, € igual a 2,82. De forma geral, para
a suspens&o por cabos retos ou inclinados, a relag@o € inferior a 5,20 e a suspensio sem
balangos nfo revela nenhuma seguranca.

Na analise das tensdes, a viga encontra-se fissurada, para os limites da
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resisténcia a tragdo do concreto indicados na norma brasileira NB-1. Isto significa que
o estudo da instabilidade elastica ndo é adequado as tensdes solicitantes que a viga
apresenta.

O estudo de CATANIA & COCCHI (1985) para suspensdo com cabos retos,
assumindo d=1, resulta em uma carga critica de igamento equivalente a 0,0243 kN/cm.
Verifica-se na tabela 5.3, para y igual a 90°, valores proximos da carga critica resultantes
entre estes procedimentos de célculo. Entretanto, sua indicagdio para as segdes
retangulares, parte do principio de ter sido formulado baseado na equagéo diferencial de

vigas sem caracteristicas setoriais.

5.3.2.2 Método Empirico

Segundo a formulagio de MAST (1993) para vigas protendidas de longos vaos,
serdo aplicados os mesmos procedimentos para avaliagdo da seguranga, utililizados nesta
referéncia bibliografica, para uma adaptagio em vigas sem protensio. As imperfei¢oes
construtivas serdo consideradas neste estudo.

A suspensdo da viga de argamassa armada sera disposta com balangos para
evitar ou apenas diminuir os riscos de fissuraggo.

Para a posi¢do dos balangos que produz momentos fletores positivos e

negativos iguais, tem-se o diagrama ilustrado na figura 5.5.

x2+ 0x - 025.0%2= 0

Figura 5.5 - Diagrama de momento fletor e equagéio para maximo
momento fletor positivo e negativo iguais.

Sendo ¢=15m, tem-se x~3,10m. O momento fletor no meio do véo devido ao
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peso proprio de 8,21875.10° kN/cm é:

M_ - 400,66 kN cm

24

Para o calculo das tensdes no meio do vio, tem-se:

o =———‘M30=—0,06357kN/cm2
mesa 4p 189076,22
O peca iy = 006357 kN/cm?

Na verificagdo da resisténcia do concreto a tragéo, segundo as exigéncias da

NB-1, a viga ainda encontra-se dentro dos limites desejados.

006357 L < 12025 ﬂ{ . 030

cm? cm cm?

Uma maneira simples e aproximada de estimar analiticamente a excentricidade
inicial decorrente das imperfei¢des construtivas, esta proposta em MAST (1993). Esta
excentricidade representa a distincia entre o CG da viga fletida lateralmente, ilustrada
por uma parabola do 2° grau, a posi¢do indeformada do elemento.

O PCI recomenda adotar para cada 3,05m de comprimento da viga de concreto
armado, 3,2mm de desvio lateral por imperfeiges construtivas. MAST (1993) considera
razoavel a metade do valor indicado para o desvio lateral no PCI, e 6mm para os desvios
no posicionamento dos ganchos, onde devem ser acoplados os cabos de suspensdo. Estes
valores dependem basicamente do controle de qualidade da execucéo da forma de
moldagem e ndo em especial, do material constituinte do elemento estrutural.

As indica¢des acima descritas para o concreto armado serdo assumidas para a
viga de argamassa armada.

A flecha lateral A, é medida pela distincia entre o deslocamento no meio do
vio do eixo baricéntrico em relagio as extremidades. O calculo da excentricidade inicial

lateral pode ser descrito por:



128

e, = A [(4/1)*-1/3] + 6 mm

6 1® 1 880 |2 1
o oL 880 17 1 50108
0 3 1500 | 3

e, = 17.9mm (0,0108) + 6 mm - 6,1 mm

onde por regra de trés simples, obtém-se o valor da flecha lateral, segundo as indicagdes
de MAST (1993).

A figura 5.6 ilustra as caracteristicas geométricas da parabola.

A/3

Figura 5.6 - Caracteristicas geométricas da paribola para
suspensiio com balancgos. [ MAST (1993) ]

Para o valor da curvatura R, assumida como circular constante medida em
relagdo as extremidades da viga, obtém-se a flecha no plano vertical y, e portanto, o
valor de y, necessario ao calculo do fator de seguranca. A curvatura pode ser calculada
por sua expressdo aproximada:

EI
R. 2750,4 . 189076,22 _ 1297946,48 cm

M 400,66

A flecha medida na vertical vale:

2 2
A LB 880

s -0,07cm
78R  8.1297946,48

sendo a distancia y, do CG da viga ao eixo de giro definido na face superior da viga

igual a:

Y, =y, + 00108 A

y, = 30cm + 0,0108 . 0,07 cm ~ 30,00 cm
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O calculo do valor ficticio z, relativo ao deslocamento lateral do CG da viga
para todo o carregamento aplicado lateralmente, na suspensdo com balangos pode ser
descrito por:

- —P2 | Los a1, 33%, . Oa
12EL1 \ 10

-3 '
. 82187510 1 g80° - 310°880° + 3310°880 . S 310°
12.. 40416192,86 . 1500

10 5

z, = 0,17 cm

O giro inicial ¢; por geometria, vale:

e,
o - . Slmm 66203 rad
vy, 300,0 mm

Para o calculo do angulo ¢,,,, relativo a fissuragéo, € necessario verificar a
resisténcia a tragdo do concreto e calcular o maximo momento lateral resistente. Por
geometria, determina-se 0 maximo angulo de inclinagdo .

A méxima tens3o de tragfo atuante na argamassa armada é 0,06357 kN/cm? e

a maxima tensdo resistente de tragdo é 0,3 kN/cm?.

_ (0,3 - 0,06357) . 14694,66

M, = 231,62 kN .cm
30
2
O maximo angulo ¢ relativo a fissuragdo é:
M, 231,62
= —= = = - 0,5781 rad
Pni M, 400,66

O célculo do fator de seguranga FS contra fissuragdo a partir da expressdo

(4.22) definida no capitulo 4, resulta em:
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ES - =
z ¢, 0,17 0,0203

0
+

y, o, 30,00 0,5781

FS - 24,52

Na verifica¢do da seguranga contra ruptura, deve-se calcular o angulo ¢, de

ruptura e o valor de z';. Assim:

e,
o, - L 61 mm__ 11981 rad
2,5.z 25.1,7 mm

z' =z, (1+25¢

0

= 0,68 cm

i)

Y, ¥  30.1,1981

zi. ¢ e  068.1,1981 0,61

ES' -

FS' = 25,23

Utilizou-se a inércia efetiva para a viga fissurada, conforme expressdo
recomendada por MAST (1993) para as vigas de concreto armado. Ensaios para avaliar
a perda de rigidez lateral das vigas de argamassa armada ap6s a fissuragdo devem ser
realizados.

Como observa-se pelo alto resultado do fator de segurancga contra fissuragéo,
a presenga dos balangos garante a seguranga desta fase, também confirmada pela
verificacdo das tensdes.

O estudo de CATANIA & COCCHI (1985) apresentado no item 3.2.2, para a
suspensdo pelos quartos de vdo, resulta em uma carga critica igual a 0,8428 kN/cm.
Esta carga critica fornece uma relagdo RCP igual a 102,55 muito superior ao limite
minimo estabelecido igual a 5,20. O estudo empirico, para este mesmo comprimento de
balangos, fornece um fator de seguranga equivalente a 17,61.

Entretanto, ndo ¢ possivel estabelecer maiores comparagdes entre 0s processos
citados, visto que apresentam diferentes formas de introduzir a seguranga. Por outro
lado, em ambas as anélises, verifica-se a seguran¢a do icamento do elemento pré-

moldado com balangos, onde as tensdes atuantes sdo inferiores as tensdes limites.
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5.4 VIGA PROTENDIDA PCI BT-72

A viga protendida padrdo do PCI, designada por PCI BT-72, ¢ uma viga usual
duplo T n#o simétrico com 72 polegadas (1,83m) de altura, 41,45m de comprimento €
cuja seglo transversal encontra-se ilustrada na figura 5.7. As andlises a serem
desenvolvidas baseiam-se na viga exemplificada em MAST (1993) e em IMPER &
LASZLO (1987).

)
8,90 I

5,10 = \\ i .
’ T . e
510 i
s.10.{] 90,00
183,00 132,10 CG | B
" Tisos 93,00
11,40 ,
15,30
66,00
Unidades [cm]

Figura 5.7 - Secéo transversal viga PCI BT-72.

A protensdo e a respectiva excentricidade em relagéo a linha do CG estéo

representadas na figura 5.8.

107,30
Cabo de Protensdo

b

’ 12,70

4145,00

Unidades [ cm ]

Figura 5.8 - Disposi¢io do cabo de protensdo na viga pré-moldada de concreto.

A posigdo do centro de gravidade ¢ 90 cm a partir da superficie superior e 93
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cm da base da secdo. A forga de protensdo aplicada apos as perdas imediatas € igual a
4500 kN, cuja excentricidade e, vale 80,3 cm.

As caracteristicas geométricas da se¢do transversal sdo:

A4 - 0,4950 m*

I - 0227218 m*

z

I

y

0,015664 m*

e as propriedades do concreto:

f' - 31 MPa - 31000 kN/m?
Y, - 2483Kg/m® (w, - 155Ib/ft)

E - 29454,5 MPa

sendo o modulo de elasticidade E calculado utilizando a mesma equagéo indicada por

MAST (1993), equivalente & expressdo apresentada no ACI:

E-33.w".f%

ci

w, %] f, Ipsil  »  E[psi

onde w, equivale ao peso especifico aparente do concreto armado e f; € a resisténcia
inicial de um corpo de prova cilindrico no instante da aplica¢do da protenséo.

As expressdes utilizadas para calculo do médulo de elasticidade neste item sdo
as mesmas usadas em MAST (1993), segundo o ACI, para facilitar compara¢des com

o trabalho referido.
5.4.1 FASE DE SERVICO

Segundo a expressdo (2.78) para vinculos de garfo indeformavel a tor¢@o, uma

analise da carga critica pode ser desenvolvida como segue:

GJ,

4d'

3

p it~

2 .2
n(eo - lz)
T
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53524,482
4.0,42.41,45°
,n:3

p‘crit= -
7 (0,803% - 0,459) -

Assim, para o valor de n que resulta p’,;, € verifica n=Np/p ., tem-se:

n=-17706 = p, 58395 kN/m ; N, - 4500 kN

D, - ip'cm = 743,508 kN/m
T

onde p, representa carregamento linear uniformemente distribuido e € proveniente da
aplicagfo das séries de Fourier na defini¢fo do tipo de carregamento.
A relagio RCP fornece uma comparag8o entre a carga critica e o peso proprio:

P, 743,508

Esta fase, segundo o trabalho de CATANIA & COCCHI (1985), apresenta alto

indice de seguranga em relagdo ao carregamento exclusivo do peso proprio.
5.4.2 FASE TRANSITORIA DE SUSPENSAO
5.4.2.1 Cabos Inclinados

A formulagdo de CATANIA & COCCHI (1985) para a suspensdo com cabos
inclinados presos as extremidades foi desenvolvida pelo método de Ritz aplicado a
expressdo da energia potencial total.

Para a suspensdo com cabos inclinados, conforme estudo descrito no capitulo
3, a expressio (3.87) para célculo da carga critica de suspenséo em fungdo do tipo de

carregamento &:

11:7212 2 .2
P L [GJ Ny (e-iD)]
64EIyd‘ gy ¢

2

onde:  z, - distncia do CG a face superior da viga;

d* - distancia do ponto de aplicagdo do carregamento ao centro de torgo;
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vy - dngulo de inclinag&o do cabo de suspensdo com a face superior da viga;
¢ - véo da viga;

N; - for¢a de protensdo;

e, - excentricidade do cabo de protensdo em relagdo ao CG;

i, - raio de giragdo: (I,/ A )*.

Assim, para os dados da viga protendida do PCI BT-72:

7 2
P, - m 0,90 [53524,482 - 4500 ( 0,803? - 0,459 )]

64 .461375,288 .0,42° . 1g%y . 41,45

_ 1923409 [

crit tng
Na tabela 5.4, para diversos valores do dngulo de inclinagéo do cabo de

suspensdo, resultam os valores da carga critica em fungéo do tipo de carregamento,

representado pelas séries de Fourier.

Tabela 5.4 - Valores da carga critica em fun§§0

do angulo v - Viga protendida PCI BT-72.

vy [graus] P*ir [KN/m]

45° 1923,41
50° 1354,25
60° 641,14
70° 254,80
80° 59,80
85° 14,72

89,9° 0,0059

A formulagio acima descrita apresenta algumas limitagdes. Para variagdes do

angulo de inclinagio y dos cabos de igamento nos limites de 90°, a carga critica resulta
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préximo e tendendo a zero. Além disso, fazendo a componente normal F, da forga de
icamento para cabos inclinados igual a zero, ou seja, suspensdo com cabos retos, a carga
critica nesta fase transitoria equivale a carga critica de servigo. Para valores
proporcionais de y<90° y>90°, a carga critica € a mesma.

A aproximaggo desta formulaggo, desenvolvida por CATANIA & COCCHI
(1985), resulta da ndo consideraggo dos giros por tor¢do € dos deslocamentos laterais da
secdo do apoio. E como se a fase de suspensdo apenas acrescentasse a componente
normal resultante do icamento por cabos inclinados.

Observa-se que, na disposi¢o dos cabos nas extremidades formando &ngulos

menores que 90°, a carga critica aumenta, o que ndo ocorre nas vigas sem protensdo.
5.4.2.2 Cabos Retos
5.4.2.2.1 Sem balangos

O estudo da viga PCI BT-72 na fase de suspensdo serd numericamente
realizado para o igamento por cabos retos sem balangos.
Para o peso especifico do concreto armado, tem-se o peso-proprio da viga:
pp - 12,291 kN/m
O momento fletor devido ao peso-préprio vale:
M_ - 12,291 . 41,45? [l - —1—} = 2639,650 kN/m
o 4 8

e as tensdes normais atuantes nas mesas:

s . 4500  4500.0803 g 2639,650.0.00 33534 KN
measp © 0,495 0,227218 0,227218 m?
o . 4500  4500.0803 ooy 2639650 093 3076 gc3 KN
meanf 0,495 0,227218 0,227218 m?

A ilustragiio das tensdes normais devido a protensdo € ao peso-proprio

encontra-se esquematizada na figura 5.9.
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PROTENSAO PESO-PROPRIO

Figura 5.9 - Diagrama das tensdes normais atuantes na se¢io do meio do vio
para suspensio nas extremidades.

A verificagfo da resisténcia do concreto, conforme realizada em MAST (1993),

foi feita majorando a maxima tenséo atuante:

13076863 _ 51704772 BV < 31000 Y

ci : =
requerida 0,6 m 2 m 2

!

Nio sendo necessario modificar a resisténcia inicial do concreto, o valor do
médulo de elasticidade E continua o mesmo.

O calculo da excentricidade inicial lateral baseia-se nas indicagdes do PCI para
os desvios laterais construtivos e nas recomendacdes de MAST (1993), as quais ja foram

citadas no exemplo da viga de argamassa armada.

A excentricidade inicial, medida em relagdo ao arco descrito por uma parabola,

pela distancia da posigéio indeformada ao CG da linha, para suspensdo nos extremos é:

e = 2 A+ 6mm
H 3 z
2 \
ei=§.21,7+6=20,5mm 0 |
: !
onde : 306m - 1,6mm
4145m - A

z

Figura 5.10 - Propriedades da parabola para
suspensio nas extremidades.

A estimativa da curvatura no plano vertical assumida circular e constante,

medida em relagfo as extremidades da viga, pela expressdo aproximada, resulta em:
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para : M-N,.e, - M

p

=
Bz

onde o momento fletor M no meio do vao é:

M - 4500.0,803 - 2639,650 - 973,850 kN m

Assim, a curvatura vale:

R - 29454500 . 027218 cons 303

973,850

O célculo da flecha vertical A, para curvatura constante:

B 4145

A .2 00313 m
¥ 8R 8.6872,303

Como a flecha no meio do véo resulta da influéncia predominante da protenséo

em relagdo ao peso-proprio, para o célculo de y,, tem-se:

Y-y - 2 A -09 - %.0,0313 - 0,8791 m

A curvatura tem apenas um pequeno efeito sobre y,. Sugere-se entdo, ao invés
dos calculos acima, subtrair de y, uma quantidade em torno de 25 a 50mm.
O célculo de z,, para suspensdo nas extremidades, € obtido através da seguinte

expressdo:

4 4
5 - pt ) 12,291 . 41,45 - 0,6553 m

° 120 EI 120.29454500 .0,015664

Para ¢, e y, calculados, o valor de ¢, resulta da relagdo geométrica:

e,
¢, - - 203mm 40933 rad

y, 879,1mm

A partir da verificagdo da resisténcia a tragéo do concreto indicada no ACI, e
que sera neste exemplo da mesma forma realizada, determina-se 0 maximo momento
lateral resistente, e também por relagdes geométricas, calcula-se o angulo ¢, de

fissurag@o.

O limite indicado no ACI para a resisténcia a tragdo do concreto €é:
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f=175. ‘/f—’c, para f'. em [psi]
f = 17,5./4500 psi ; pois f, - 31000 kN/m?> - 4500 psi
£, = 503,115 psi - 3468,980 kN / m*
Como as tensOes atuantes sdo de compressao, a verificagdo do limite de tragdo
ser feito para a menor tensio de compresséo, que equivale a 5233,534 kN/m’ na mesa

superior.

O maximo momento lateral resistente deve ser entéo calculado por:

o.I, (3468980 - 5233,534).0,015664

M, - — - 255,513 kN m
y 1,067
2
e 0 maximo angulo ¢ de fissuragdo é:
M
by - o - DS KNM 0965 1gq

M 2639,650 kNm

p

O célculo de ¢,,, foi desenvolvido para o momento fletor devido ao peso
proprio, o que é a favor da seguranga, porque a protenséo diminue 0 momento resultante.

O fator de seguranga FS contra a fissuragéo €, enfim:

S 1 ) 1

z, &  065531m 00233rad
v o 0,87917m  0,0968 rad

1,01

logo, para as indicagdes recomendadas em MAST (1993), para valores de fissuragéo, a
suspensdo apresenta seguranga minima. Mas, em relagéo as indica¢des de IMPER &
LASZLO (1987), que recomendam um coeficiente maior ou igual a 1,5 para manuseio
no canteiro da fabrica e 1,75 no local na edificacdo, os indices recomendados néo se
verificam.

Na determinagdo do fator de seguranga contra a ruptura FS’, deve-se calcular

o maximo angulo ¢, de ruptura. Assim:
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€ 20,5 mm .
i = = 2 = 0,1119 rad
0 \J \J 2,5.6553 mm

e calculando z’; para a ruptura, tem-se:

2 =z (1+25.¢,)-06553(1+25.0,1119) - 0,8386m

O fator de seguranga FS’ contra ruptura pode ser obtido pela seguinte

expressio:

per . Yo ¥ 0879101119 g
z,. 4, +e 08386.0,1119 - 0,0205

max

que esta fora das recomendagdes e € menor que 1,5. Deve-se entdio tomar o fator de
seguranga contra ruptura igual ao fator de seguranga contra fissuragdo.

Assim, a suspensdo nas extremidades resulta em minimas condigdes de
seguranga segundo MAST (1993), mas esta fora dos coeficientes recomendados por

IMPER & LASZLO (1987).

5.4.2.2.2 Com balangos

A defini¢do da posig¢do dos balangos pode ser feita conforme a figura 4.15.
Adotando o fator de segurangca FS=1,5 para manuseio, seguindo as orientagGes de

IMPER & LASZLO (1987), a flecha no meio do vdo para apoios nas extremidades vale:

4 4
A L SepC 5.12291.4145° o0,

¥ 384.EI  384.29454500. 0,015664

A razfio entre as flechas com e sem balangos € dada por:

Y 0,90 m

B, - 2L - - 0,60m
»TFs LS
Py 080m 4 5
A, 103m

e para determinar o comprimento do balango a partir do fator de seguranga imposto,
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tem-se que a relagdo B,/A, = 0,583 na figura 4.15, define a razdo balango/vdo

representada por a/¢, aproximadamente igual a 0,06. Assim:
a-006.0-006.4145 -2487m

0 - 41,45 - 2.2,487 - 36,476 m

Arredondando os comprimentos dos véos e balangos, tem-se:

a-250m e 0, = 3645 m
onde ¢,= 0 - 2a.
Verificando a flecha para suspensdo com balangos, resulta:

p-p'—alz(saz-znz)
¥ 384.El !

2
B. - 12,291 . 36,45 (5.36,45% - 24.2,50%)
v~ 384 . 20454500 . 0,015664

B, - 0,598 m

onde o fator de seguranga vale:

Fs - 2 . 0900m 5, 150
B, 0,598m

O calculo das tensdes na se¢do do meio do véo para os efeitos do peso proprio

e da protensdo deve ser realizado para verificar as tensdes atuantes e as resistentes.

M -

p

%(ﬂl.x - x? - &%) - 1964,413 kNm

Para a for¢a normal de protensdo igual a 4500 kN com excentricidade e, igual

a 0,803m, tem-se o calculo das tensdes normais atuantes para o diagrama ilustrado na

figura 5.11.
o __ 4500 . 4500 . 0,803 0,90 - 1964,413.0,90 _ 558,952 kN
esap 0,495 0,227218 0,227218 m?
4500 4500.0.803 (o3 1964413 .093 o0 sog NV
0,227218 m?

0 . = -
mesan 0,495 0,227218
A verificagdo da resisténcia do concreto para a majoragdo da tensdo atuante,

resulta em:
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15840,598 kN/m?
0,6

£, - - 26400,997 kN/m? < 31000 kN/m?

ndo sendo necessario alterar o valor do modulo de elasticidade E.

PROTENSAO PESO-PROPRIO

Figura 5.11 - Diagrama das tensdes normais atuantes na se¢io do meio do vio
para suspensio com balancos.

A excentricidade inicial medida lateralmente, para as propriedades da pardbola

em relagfo ao CG da linha, na suspensdo com balangos é:

36,45

S |
- 2 - 0,440
41,45 3

(q/0) - 1/3 - (
e, = 21,7mm (0,440) + 6 mm - 15,5 mm

A curvatura circular e constante em relagdo as extremidades da viga, para o
momento fletor M no meio do véo considerando a protenséo e o peso proprio, pode ser
obtida por:

M - 1610,678 kN m
29454500 . 0,227218

R - = 4155,140 m
1610,678 :
e a flecha vertical:
2 2
A - L A4S h05om
Y 8R 8 .4155,140

Para a contra-flecha devido a protensdo, o célculo de y, resulta em:

y =y - 0440.A - 0,90 - 0,440.0,052 - 0,877 m
r t ¥y

e o calculo de z,, para suspenséo com balangos:
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7 - —2 | Losare.3aty . 280
12EL¢ \ 10 5
z, - 12,291 L 36455 - 2,52.3645 4 3.2,5.3645 + 225
12.461375,288 . 4145 | 10 5

z, = 0,329 m

Da relagdo geométrica entre ¢; € y,, tem-se ¢;:

P, - E _ 15,5mm

= = 0,0177 rad
y, 877,0mm

Para o limite indicado no ACI, a resisténcia a tragéo do concreto €:
£ =15.4f, para f'. em [psi]
f = 15./4500 psi ; pois [, = 31000 kN/m* - 4500 psi

f, = 503,115 psi - 3468,980 kN/m?

e para a menor tensdo de compressdo 2558,952 kN/m? na mesa superior, 0 maximo
momento lateral resistente pode ser calculado por:

o.l N
M- y (3468,980 + 2558,952).0,015664 - 176,985 kN'm

oy 1,067
2

sendo o maximo angulo ¢ de fissuragdo:

(I)md,:'——:

= 0,0901 rad
M, 1964413 kNm

O fator de seguranga FS contra a fissuragéo vale, enfim:

FS - 1 ] 1 - 1,75 > 1,5
&, 0329m 00177 rad

v * Y 0877m  0,0901 rad

mdx

O coeficiente de seguranga FS contra fissuragdo supera os valores minimos
recomendados, os quais foram citados anteriormente, na suspensdo sem balangos.

No calculo do fator de seguranga contra ruptura FS’, o méximo angulo ¢’

de ruptura €:
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- |
o, - [0 m 4373 pag
"N 25z N 25.03290m

e z’, para a ruptura:

2 =z, (1 +25.¢,,) - 0329 (1 +25.0,1373) - 0,4419m

Assim:

[T 25 [ 0,877.0,1373 1,58 < FS

z'. . e 0,4419.0,1373 + 0,0155

que por ser menor que FS deve-se ter FS'=FS. Apesar do fator de seguranga contra
ruptura ser inferior ao fator de seguranca contra fissuragdo, € superior a0 minimo
estabelecido por MAST (1993), igual a 1,5.

A disposi¢do dos cabos com balangos resulta em fatores de seguranca
superiores aos estabelecidos como minimos e bem mais folgados em relagdo aos
resultantes do igamento pelas extremidades.

Da verificagiio das tensdes nota-se o melhor comportamento da viga pela

presenga dos balangos, na suspenséo da viga protendida.



6 CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

Devido as situagdes de colapso e fissuragdo das vigas pré-moldadas esbeltas
e de longos véos resultante da instabilidade lateral destes elementos, procurou-se reunir
neste trabalho, o estudo do equilibrio no espaco em regime elastico-linear das vigas,
durante a fase de servico e a fase transitoria.

Alguns comentarios relativos as analises dos exemplos numéricos definidas no
capitulo 5 merecem novo destaque.

Quanto ao comportamento das vigas durante o regime de servigo confirmou-se
que estas fases geralmente ndo sfo criticas por perda de estabilidade lateral. Na fase
transitoria de suspensio sem balangos verificam-se situagdes de flambagem lateral,
como ¢ o caso da viga esbelta de argamassa armada mostrada no item 5.3. A presenca
dos balangos incrementa consideravelmente a seguranga desta fase, como verificado pelo
procedimento empirico de MAST (1993), no qual comprova-se a inexisténcia de
fissuras.

A presenga dos balan¢os aumenta a seguranga da fase transitéria, tanto para as
vigas protendidas como para as vigas sem protensdo. Porém, o comprimento dos
balangos das vigas protendidas sdo geralmente pequenos, por apresentarem a situagdo

em vazio. Confirma-se que, pelos exemplos analisados, a melhor disposigdo dos cabos
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para as vigas sem protensdo situa-se, geralmente, nas proximidades dos quartos de véo,
0 que intuitivamente ja era esperado.

Quanto aos processos de céalculo, a formulagdo de CATANIA & COCCHI
(1985) contém uma série de aproximagdes e limitagdes, que serdo detalhadas a seguir,
mas tem o seu mérito por avaliar, ainda que aproximadamente, a instabilidade para
diversas disposi¢des dos cabos de suspensdo. Os programas desenvolvidos neste
trabalho mostram-se mais adequados ao estudo da carga critica de instabilidade de pecas
delgadas, sendo especificos para algumas se¢des. O procedimento empirico tratado por
MAST (1993) representa uma maneira simples de verificar a seguranga através do
calculo dos fatores de seguranca.

E necessario esclarecer algumas aproximacdes do estudo de CATANIA &
COCCHI (1985) de forma a melhorar sua aplicagdo. Em vigas delgadas, onde faz-se
necessario considerar as caracteristicas setoriais da se¢fo transversal, o estudo da
instabilidade durante a fase de suspensdo deve ser aplicado as seg¢bes retangulares,
se¢des T e se¢bes cruz, nas quais o diagrama de area setorial € nulo. Isto porque, as
expressdes finais da carga critica, para as diversas formas de igamento, parte da
resolucdo da equacdo diferencial regente da instabilidade lateral, para vigas com as
mesmas particularidades setoriais das vigas de se¢fo retangular. Entretanto, conforme
verificado para a viga de argamassa armada no item 5.3, o estudo de CATANIA &
COCCHI (1985) pode ser utilizado para as analises da instabilidade nas se¢des duplo T
simétrico com bons resultados. Porém, recomenda-se proceder a determinagdo da carga
critica em sec¢des delgadas duplo T simétrico pelo programa desenvolvido neste
trabalho, para as andlises da mudanga de equilibrio, porque considera as caracteristicas
das secdes delgadas, bem como os deslocamentos e giros permitidos pela ligagdo dos
apoios.

Quanto ao estudo da instabilidade em vigas pré-moldadas durante a fase de
suspensdo, o trabalho de CATANIA & COCCHI (1985) apresenta algumas
particularidades e limitagdes: ndo consideram os graus de liberdade proporcionados
pelas vinculagdes temporarias e incompletas dos cabos de icamento, € na suspensio com

cabos verticais, a carga critica tende a zero. Por outro lado, anulando a componente
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horizontal da forga de igamento, na disposi¢&o inclinada dos cabos para a elevagdo da
viga, resulta uma carga critica equivalente a carga critica de servigo. Como ja referido
no capitulo 5, estas inconsisténcias resultam de um estudo com varias aproximagdes e
consideragdes.

Enfim, as andlises da instabilidade lateral foram baseadas nas hipdteses de
regime elastico-linear. Desta forma, a carga critica neste trabalho abordada representa
o limite da instabilidade elastica, a partir do qual ocorre mudanga de equilibrio em teoria
de segunda ordem.

No entanto, o estudo elastico é importante por permitir, como uma primeira
aproximacgdo, o calculo da carga critica de instabilidade lateral. Por outro lado,
considerar o comportamento ngo linear dos materiais bem como a sua relagdo com o
surgimento de fissuras resulta em um estudo mais realista.

O trabalho de KRAUS (1990) considera o comportamento ndo linear dos
materiais, através de um modelo de rigidez que calcula a se¢do de concreto protendido
necessaria para suportar o fendmeno da flambagem lateral, justificando a dificuldade de
se determinar a rigidez efetiva a torgdo e flexdo lateral, que depende da distribuigdo das
tensOes na secdo transversal em andlise.

Na continuidade desta pesquisa sugere-se incluir a analise ndo linear do
material no estudo da instabilidade lateral nas fases transitdrias e nas fases em servigo,
considerando a deformabilidade das ligagdes, utilizando em linhas gerais, o modelo de

rigidez apresentado em KRAUS (1990).
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ANEXO A

METODO DE RUNGE-KUTTA

O método de Runge-Kutta' é um método numérico através do qual pode-se
construir a solu¢do de uma dada equago diferencial a partir das condigGes iniciais. Por
ser um procedimento numérico, a solucéo obtida é aproximada. Entretanto, o método
de Runge-Kutta, dentre as formulages por passos, € amplamento utilizado com sucesso,
gerando resultados bastante significativos.

A formula de Runge-Kutta classica é equivalente a uma férmula de Taylor de

cinco termos:

’ h2 " }l3 " }l4 m
Vo = Vot BYur Va2V Y

)
A expressdo envolve uma média ponderada de valores de f(x,y) tomados em
pontos diferentes do intervalo x,< X <X,,;. Em um sistema de equagées diferenciais de

1? ordem do tipo:

}"=f(x,}’az) e Z'=g(x,y,z) : (2)

as expressdes do método de Runge-Kutta de 4°ordem, onde o erro por truncamento por

passo é da ordem de h’® sdo:

1
ym1 = yn+ g (kl + 2k2+ 2k3 +k4)+ O(h)s

. 3
2.4 =2, g (ll+212+213+l4)+0(h)5

n:1

e as quantidades auxiliares a formulagéo séo definidas como segue:

! CARL DAVID TOLME RUNGE (1856-1927) e WILHELM KUTTA (1867-1944), famosos matematicos
alemies.



k1 = hf(x,,’y,,’z,,) Il = hg(x,,’y,,az,,)
h 1 1
kz = hf(xn+5,yn+5k1,zn+ill)

h 1 1
L, - hg(xn+5,yn+—kl,zn+511)

2

h 1 1
ks =hf(x"+5,yn+—-2—k2,zn+512) C))

h 1 1
13 =hg(xn+5,yn+‘ik2,zn+512)

k, =hf(x, +hy, +k,z 1)

14 = hg(x" + h,yn +k3,Zn + 13)

De forma direta, para uma equagéo diferencial de segunda ordem do tipo:
y' = f(x,5,9") ' 6}

o método de Runge-Kutta pode ser aplicado através das expressdes abaixo:

n

1
yn.1=y +h yn+g(k1+k2+k3) +O(h)s

1 (6)
y’ml=y’n+—g(kl+2k2+2k3+k4)
€ 0s incrementos:
kl = hf(x,,’y,,’y/,,)
h h h k,
k = h + =, + ! +—k , [ ——
2 f( xn 2 yn 2 yn 8 1 yn 2 )
h h h k ™
k =h + =, + — vy’ +—k . ! +—1
3 f xn 2 yn 2yn 8 2 yn 2

! h I
k, =hf(xn+h,yn+hyn+5k3,yn+k3)

As listagens dos programas desenvolvidos estio anexadas a seguir, para os casos
gerais de vigas retangulares e vigas de se¢do duplo T simétrico suspensas por cabos

inclinados.
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ESTUDO DA INSTABILIDADE LATERAL DE VIGAS
PRE-MOLDADAS ESBELTAS NAO PROTENDIDAS

VIGAS DE SECAO RETANGULAR SUSPENSA POR CABOS
INCLINADOS

METODO NUMERICO DE RUNGE-KUTTA PARA SOLUCAO DAS
EQUACOES DIFERENCIAIS REGENTES DA INSTABILIDADE
LATERAL

PROGRAM RUNGE®6
character lixo*40
WRITE(*,1)

FORMAT(3(/),2X"************************************************"

ok ok sk o ok sk ok ok ok ks R sk Rk R KRR R kT Y Tk sk ko sk sk koo sk ok ok ok !
* b & b
Vot s ke ok ok ok s ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ook o stk o ok o skok ok skok sk ok kb sk kb ok k! 3(/) 8X
- M b 2

/PROGRAMA PARA CALCULO DA CARGA CRITICA DE
INSTABILIDADE LATERAL',

J1,5X,DE VIGAS DE SECAO RETANGULAR DURANTE A FASE
JTRANSITORIA',

. DE SUSPENSAO',//,22X,

/PELO METODO NUMERICO DE RUNGE-KUTTA",3(/),2X,
Enga. Maria Cristina Vidigal de Lima - USP 1994',3(/),2X,

Wk s s sk o sk e s s o o o ok sk s e sk ke st ke st ke o e ok e ok e ok s ok s sk sk ok sk ke ok ke ok ke 3k s ok ok ot ok sk ok sk ok s ok ok ke ok ok !
. >
Pk sk ok ok ok ok okoR ok ok 1/ )N skt ok ok sk sk kol o ok ok sk ok o ok

. e S B
BRSOk R R R R R R 5(/))

. 3

READ(*,2) lixo
FORMAT(a40)

ENTRADA DE DADOS:

WRITE(*,5)
FORMAT(16(/),2X,** CARACTERISTICAS DA VIGA **'/)
WRITE (*,6)

FORMAT (1X,’ Glt="))
READ(*,*) Gt

WRITE (*,7)

FORMAT (1X,’ Ely ="'\)
READ(*,*) Ely

WRITE (*.9)

FORMAT (1X,’ iDM2 ="\
READ(*,*) DI2

WRITE (*,10)

FORMAT (1X, h="))
READ(*,*) AL

WRITE (*,11)
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12

13

14
15

25

FORMAT (1X, L=")
READ(*,*) VAO

Q=0

WRITE(*,12)

FORMAT(1X,' Angulo =")\)
READ(*,*) ANG

WRITE(*,13)

FORMAT(1X,' M="))
READ(*,*) M

GOTO 16

WRITE(*,15)
FORMAT(1X,'q inicial =',\)
READ(*,*) Q

GOTO 16

WRITE(*,*)

WRITE (* *) 13k 3k sk o ok ok o sk ok o sk sfe ofe o sk ok ok ok sk sk ok ok sk 2k ok sk ok ok sk 3k oA sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk ok ok ok ok e s ok ok k!
>

WRITE (*,*)

WRITE (*,*) ' Aguarde ...

WRITE(*,*)

WRITE (*’*) 3k 3k sk ok sk ok sk sk o sk ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok o ok sk ok sk sk ok o ok ok ok sk ke sk ok e ok sk ok ke sk k!

CREM = 0.0001
Q=Q-CREM
INDICA=0
DET=0

DO INCRE=1,8000

PI =3.141592654
7 =ANG * P1/180
Q=Q+CREM
AUX =DET

H=VAO/M
FN=-Q * VAO/ (2 * DTAN(Z))

SUPERPOSICAO EM VEZ=1
VEZ=1

X=0

F5=0

IF (VEZ.EQ.3) GOTO 36

IF (VEZ.EQ.2) GOTO 34
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Fl1=1

F4=0

F6=0

F3=-AL/2

F2=Q* VAO* AL /4/(FN*DI2+ GJt- (Q * VAO * AL ** 2)

/(8 * DTAN(Z)))

GOTO 45

SUPERPOSICAO EM VEZ=2

F1=0

F4 =1

F6=0

F3=0

F2=Q * VAO * AL/ (4 * DTAN(Z)) / (FN * DI2 + GJt -

(Q * VAO * AL ** 2)/ (8 * DTAN(Z)))

GOTO 45

SUPERPOSICAO EM VEZ=3
F1=0
F4=0
F6=1
F2=0
F3=0

DOI=0,M- 1)

X=1*H

FZ=(Q/2)* (VAO * AL/ (2 * DTAN(Z)) + VAO * X - X ** 2)
FZL = (Q/2) * (VAO -2 *X)

FZLL = -Q

Bl=H*F2

Cl=H* (FZ/ (GJt+ FN * DI2)) * F5

D1 =H * F4

Gl =H*F5

Ql=H*TF6

R1=(H/Ely) * (FN - FZ ** 2/ (GJt + FN * DI2)) * F5

~2*FZL *F2-FZLL * F1)

X=X+H/2

FZ=(Q/2)* (VAO * AL/ (2 * DTAN(Z)) + VAO * X - X ** 2)
FZL=(Q/2)*(VAO -2 *X)

B2=H* (F2+Cl1/2)

C2=H* (FZ/(GJIt+FN *DI2)) * (F5+Q1/2)

D2=H* (F4+Gl1/2)

G2=H* (F5+Ql1/2)

Q2=H*F6+R1/2)



R2 = (H/Ely) * ((FN - FZ ** 2 / (GJt + FN * DI2))
#(F5+Q1/2)-2*FZL*(F2+Cl1/2)-
FZLL * (F1+B1/2))

B3=H*F2+C2/2)

C3=H* (FZ/ (GJt + FN * DI2)) * (F5 + Q2 /2)
D3=H* (F4+G2/2)

G3=H* (F5+Q2/2)

Q3=H* (F6+R2/2)

R3 = (H/Ely) * ((FN - FZ ** 2 / (GJt + FN * DI2))
*(F5+Q2/2)-2*FZL * (F2+C2/2)-
FZLL * (F1 +B2/2))

X=X+H/2

FZ=(Q/2)* (VAO* AL/ (2 * DTAN(Z)) + VAO * X - X ** 2)
FZL =(Q/2) * (VAO -2 *X)

B4=H* (F2+C3/2)
C4=H*(FZ/(GJt+FN *DI2)) * (F5+Q3/2)
D4=H*(F4+G3/2)

G4=H* (F5+Q3/2)

Q4=H*(F6+R3/2)

R4 = (H/Ely) * (FN - FZ ** 2 / (GJt + FN * DI2))
*(F5+Q3/2)-2*FZL * (F2+C3/2)-
FZLL * (F1 + B3 /2))

FI=F1+(B1+2*B2+2*B3+B4)/6
F2=F2+(Cl1+2*C2+2*C3+C4)/6
F3=F3+(D1+2*D2+2*D3+D4)/6
FA=F4+(Gl+2*G2+2*G3+G4)/6
FS=F5+(Ql+2*Q2+2*Q3+Q4)/6
F6=F6+(R1+2*R2+2*R3+R4)/6

END DO

IF (VEZ.EQ.3) GOTO 145
IF (VEZ.EQ.2) GOTO 140

RESULTADOS OBTIDOS EM VEZ=1
Al=F5

A4=F3+(AL/2)

A7=F1-1

VEZ =2

GOTO 25

C

¢ RESULTADOS OBTIDOS EM VEZ=2
140 A2 =F5

A5=F3



Cc
C

A8=F1
VEZ =3
GOTO 25

RESULTADOS OBTIDOS EM VEZ=3

145 A3=F5

(e ¢

A6=F3
A9 =FI

CALCULO DO DETERMINANTE 3X3
DET=A1*A5*A9+A2*A6*A7T+A4* AR * A3 -
A3*¥AS*AT-A6* A8* Al-A4*A2* A9

VERIFICACAO SE O DETERMINANTE MUDOU DE SINAL
SE SIM, INDICA QUE HOUVE MUDANCA DE EQUILIBRIO EM TEORIA
DE ORDEM 2

AUX2=AUX*DET

IF (AUX2.LT.0) THEN

INDICA=1

WRITE (*,*)

WRITE (*,*) "** RESULTADOS **'
WRITE (*,*)

WRITE (*,*) DET =", DET

WRITE (*,*)'AUX =, AUX

END IF

IF (INDICA.EQ.1) GOTO 300

END DO

WRITE (*,*)

WRITE (*,*) RECOMECE A PROCURA DA CARGA CRITICA PELO

VALOR: ", Q

GOTO 14

IMPRIME O CARREGAMENTO CRITICO DE SUSPENSAO -
UNIFORME DISTRIBUIDO NA LINHA DO CG

WRITE (*,*)
300 WRITE (*,*) 'q critico =',Q
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) ot sk ok ok ok ok o ok o ok o8 ok ok s ok s s o ok o ok sk ok ok st ok sk ok s o ke ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok sk sk sk ok ok sk sk sk k!
WRITE (*,*)

END
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INSTABILIDADE LATERAL DE VIGAS PRE-MOLDADAS
NAO Pl}OTENDIDAS - CALCULO DA CARGA CRITICA OU
VAO LIMITE PARA SUSPENSAO

VIGA DE SECAO DUPLO T SIMETRICO SUSPENSA POR CABOS
INCLINADOS

RESOLUCAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS: RUNGE-KUTTA

PROGRAM RUNGE KUTTA

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
character lixo*40

WRITE(*,1)

FORMAT(3(/),2X,'************************************************',

ok s s ks sk ook s sk st otk Rk R Rk R ROk 1/ Y Tk kR kR ok sk R Rk sk ook sk k!
. 2" > b
okt ook sk ok sk ko Rk 3 (/) 8
. 3 > 9

/PROGRAMA PARA CALCULO DA CARGA CRITICA DE
INSTABILIDADE LATERAL,

/12X ,'DE VIGAS DE SECAO DUPLO T SIMETRICO DURANTE A FASE',
. TRANSITORIA DE SUSPENSAOQ',//,22X,

/PELO METODO NUMERICO DE RUNGE-KUTTA'",3(/),2X,

'Enga. Maria Cristina Vidigal de Lima - USP 1994',3(/),2X,

Wk sk s ok ok s ke ok ok ke ok s sk ok sk ok ok ok ok ok ok o ok ok e ot oo s sk o ok ok o ok ke ok ok ke sk ok ke o ok ke ke o o ke ok ok sk ke ok ok ok !
. 2
s sk sk sk ok ok kb okokokok 1/ T Tk ko ok kK sk ok o sk K s KR kR k!

. Y > 3
P ks ko ko kR kR K1 5(/))

. b

READ(*,2) lixo
FORMAT(240)

ENTRADA DE DADOS:

WRITE(*,5)
FORMAT(16(/),2X,** CARACTERISTICAS DA VIGA **',/)
WRITE (*,6)

FORMAT (1X,' Glt="))
READ(*,*) Gt

WRITE (*,7)

FORMAT (1X, Ely ="\)
READ(*,*) Ely

WRITE (*,8)

FORMAT (1X, EJw=")\)
READ(*,*) EJw

WRITE (*,9)

FORMAT (1X,’ iDA2=")\)
READ(*,*) DI2

WRITE (*,10)

10 FORMAT (1X, h="))



11

12

13

14
15

READ(*,*) AL

WRITE (*,11)

FORMAT (1X, L="))
READ(*,*) VAO

Q=0

WRITE(*,12)
FORMAT(1X,’  Angulo="))
READ(*,*) ANG
WRITE(*,13)

FORMAT(IX,' M="))
READ(*,*) M

GOTO 16

WRITE(*,15)
FORMAT(1X,'q inicial ="')\)
READ(*,*) Q

GOTO 16

WRITE(*,*)

WRITE (*,*) 1 s ok e ok e ok e ok ok ok o s ok e s s ok o ok s ok e o ok o ok ook o ok ook o ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok o ok sk ok sk k!

WRITE (*,*)

WRITE (*,*) ' Aguarde ...

WRITE(*,*)

WRITE (*,*) 13k o s ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk s ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ks ok ok ok ok k!

CREM = 0.0001
Q=Q-CREM
INDICA=0
DET=0

DO INCRE=1,8000

PI =3.141592654

7 =ANG * P1/180
Q=Q+CREM

AUX =DET

Q=Q+CREM

AUX =DET

H=VAO/M

FN=-Q* VAO/2/DTAN(Z)

VEZ =1



25 X=0
F7=0
F3=0
IF (VEZ.EQ.4) GOTO 50
IF (VEZ.EQ.3) GOTO 45
IF (VEZ.EQ.2) GOTO 40
F1=1
F2=0
F6=0
F8=0
F5=-AL/2
F4=-Q* VAO * AL/4/EJw
GOTO 60
C
¢ SUPERPOSICAO EM VEZ=2
40 F1=0
F2=1
F6=0
F8=0
F5=0
F4 = (FN * DI2 + GJt)/ EJw - Q * VAO *
.AL ** 2/ (8 * DTAN(Z) * EJw)
GOTO 60
C
¢ SUPERPOSICAO EM VEZ=3
45 F1=0
F2=0
F6=1
F8=0
F5=0
F4=-Q* VAO * AL /4 /DTAN(Z) / EJw
GOTO 60

¢ SUPERPOSICAO EM VEZ=4
50 F1=0
F2=0
F6 =0
F§ =1
F5=0
F4=0
C
60 DO I=0,(M-1)
C
X=1*H
FZ=(Q/2)* (VAO * AL/2/DTAN(Z) + VAO * X - X **2)
FZL =(Q/2)* (VAO -2 * X)



FZLL =-Q
Bl=(H/Ely)* (FN *F7-FZ * F3-2 * FZL * F2 - FZLL * F1)
V1=H*F8

Cl=H*F7

Z1=H*F6

R1=H*F4

S1=H* F3

TI=H*F2

P1=(H/EJw) * (GJt + FN * DI2) * F3 - FZ * F7)

X=X+H/2

FZ=(Q/2)* (VAO * AL /2 /DTAN(Z) + VAO * X - X ** 2)
FZL =(Q/2) * (VAO - 2 * X)

B2 =(H/Ely)* (FN * (F7+V1/2)-FZ * (F3 +R1/2) -2 *
FZL * (F2 +S1/2)-FZLL * (F1 + T1/2))
V2=H* (F§ +B1/2)

C2=H* (F7+V1/2)

Z2=H*F6+Cl1/2)

R2=H* (F4 +P1/2)

S2=H* (F3+R1/2)

T2=H* (F2+S1/2)

P2 = (H/EJw) * (GJt+ FN * DI2) * (F3 + R1/2) - FZ *
(F7+V1/2)

B3 = (H/Ely) * (FN * (F7 + V2/2)-FZ * (F3 +R2/2) -
2*FZL * (F2+S2/2)-FZLL * (F1+ T2/2))

V3=H* (F§+B2/2)

C3=H* (F7+V2/2)

Z3=H*F6+C2/2)

R3 =H * (F4 + P2/2)

S3=H* (F3 +R2/2)

T3=H*F2+S2/2)

P3 = (H/EJw) * (GJt+ FN * DI2) * (F3 + R2/2) - FZ *
(F7+V2/2))

X=X+H/2

FZ=(Q/2)* (AL * VAO /2 /DTAN(Z) + VAO * X - X ** 2)
FZL =(Q/2) * (VAO - 2 * X)

B4 = (H/Ely) * (FN * (F7+V3/2)-FZ * (F3 +R3/2) -
2 *FZL * (F2+S3/2)-FZLL * (F1 + T3/ 2))
V4=H* (F§ +B3/2)

C4=H* (F7+V3/2)

Z4=H* (F6+C3/2)

R4=H* (F4+P3/2)

S4=H* (F3+R3/2)

T4=H*F2+S3/2)

P4 = (H/EJw) * (GJt + FN * DI2) * (F3 +R3/2) - FZ *



(F7+V3/2))

FI1=F1+(T1+2*T2+2*T3+T4)/6
F2=F2+(S1+2*S2+2*S3+54)/6
F3=F3+(RI+2*R2+2*R3+R4)/6
F4=F4+(P1+2*P2+2*P3+P4)/6
F5=F5+(Z1+2*72+2*73+74)/6
F6=F6+(Cl+2*C2+2*C3+C4)/6
F7=F7+(V1+2*V2+2*V3+V4)/6
F8=F8+ (Bl +2*B2+2*B3+B4)/6

END DO

IF (VEZ.EQ.4) GOTO 235
IF (VEZ.EQ.3) GOTO 230
IF (VEZ.EQ.2) GOTO 225

c
¢ RESULTADOS OBTIDOS EM VEZ=1
Al =F7
A5=F3
A9=F5+AL/2
Al3=F1-1
VEZ =2
GOTO 25
c
¢ RESULTADOS OBTIDOS EM VEZ=2
225 A2 =F7
A6 =F3
Al0=F5
Al4=Fl
VEZ =3
GOTO 25
c
¢ RESULTADOS OBTIDOS EM VEZ=3
230 A3=F7
A7=F3
All=F5
Al5=F1
VEZ =4
GOTO 25
c
¢ RESULTADOS OBTIDOS EM VEZ=4
235 A4=F7
A8=F3
Al12=F5
Al6=Fl1



C
C
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CALCULO DO DETERMINANTE 4X4

D1 =A6* All * Al6+A7* A12* A14+ A10* A15* A8 - A8 *
All* Al4 - Al2* A15* A6- A10* A7 * Al6
D2=A2*All1*Al6+A3* A12* A14+Al0* A15* Ad4- A4 *
All* Al4-A12* A15* A2-A10* A3 * Al6
D3=A2*A7*Al6+A3*A8* Al4+A6* AlS* Ad-A4* AT *
Ald-A8* A15* A2-A6* A3 * Al6
D4=A2*A7T*Al2+A3*A8* A10+A6* Al1 * A4-A4* AT *

AlO-A8* A1l * A2 - A6* A3 * Al2

DET=A1*D1-A5*D2+A9*D3-Al13*D4

VERIFICAGCAO SE O DETERMINANTE MUDOU DE SINAL
INDICA MUDANCA DE EQUILIBRIO EM TEORIA DE ORDEM 2

AUX2=AUX*DET

IF (AUX2.LT.0) THEN

INDICA = 1

WRITE(*,*)

WRITE(*,*) "** RESULTADOS **'
WRITE(*,*)

WRITE(*,*) 'DET =', DET
WRITE(*,*) 'AUX =', AUX

END IF

IF (INDICA.EQ.1) GOTO 290

END DO

WRITE(*,*)

WRITE(*,*) RECOMECE A PROCURA DA CARGA CRITICA PELO

.VALOR: ', Q

GOTO 14

IMPRIME VALOR CRITICO
SE q FOI ASSUMIDO COMO DADO CONHECIDO, IMPRIME Lerit
SE L FOI ASSUMIDO COMO DADO CONHECIDO, IMPRIME (qcrit

WRITE(*,*)
290 WRITE(*,*) 'q critico =",Q
WRITE(*,*)
WRITE(* *)'******************************************************'
WRITE (*,*)

END



