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RESUMO

CARRIJO, E. C. Aplicagéo do elemento finito DKT & andlise de cascas. S&o
Carlos, 1995. 87p Dissertacdo ( Mestrado)- Escola de Engenharia

de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Neste trabalho apresenta-se um elemento finito de casca plano que é
obtido pela composi¢édo de um elemento de placa com um de membrana. O
elemento de placa usado, o DKT( Discrete Kirchhoff Theory), pertence a
classe dos elementos triangulares com nove graus de liberdade( uma trans-
lagao e duas rotagbes por no), e & obtido pela imposicio da hipotese de Kir-
chhoff nos seus pontos nodais. Para o elemento de membrana, usou-se o
elemento CST( Constant Strain Triangle), com seis graus de liberdade( duas
translagdes por n6). O elemento finito resultante DCT, possui dezoito graus
de liberdade ( tres translagdes e tres rotagdes, sendo uma das rotagoes fic-
ticia- no plano do elemento). Simples exemplos de placa e chapa no espago
foram analisados para se testar o elemento, e finalmente uma casca cilindri-
ca uniformemente carregada foi analisada e o resuitado obtido comparado
com o fornecido por outros autores. Neste estudo, o elemento DKT mostrou-

se eficiente na analise de cascas.

Palavras-chave : Elementos finitos, casca, plano, placa, membrana,
DKT, CST, DCT.
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ABSTRACT

CARRNO, E. C. DKT finite element aplication in shells analysis. Sao Carlos,
1995. 87p Dissertagao ( Mestrado)- Escola de Engenharia de Sao

Carlos, Universidade de Sao Paulo.

This work presents a flat shell finite element composed of plates in
bending and in tension finite elements. The bending element used, the DKT (
Discrete Kirchhoff Theory) belongs to the class of triangular elements with
nine degrees of freedomy( the transverse displacement and its derivatives at
each node}) and it is obtained from the theory of plates with shear force influ-
ence with Kirchhoff hypothesis imposed in the nodes of the element. The
tension finite element is the well known CST( Constant Strain Triangle) with
six degrees of freedom ( the displacement u and v at each node). The resul-
ting finite element, called DCT, has 18 degrees of freedom, including an ex-
tra and fictitious rotation in the normal direction to rhe surface of elements.
Single plates in bending and in tension described in a tridimensional system
of coordinates were analyzed to test the adopted finite elements and finally
cylindrical shell uniformly loaded were analyzed and the resuits compared
with those of authors. In the work the DKT element shown to be a reliable

finite element to be used in shell analysis.

Keywords:  Finite elements, shells, flat, plate, membrane, DKT,
CST,DCT.



1 INTRODUGAO

Uma casca e essencialmente uma estrutura que se pode obter a
partir de uma placa, transformando o plano médio em uma superficie curva.
O estudo de seu comportamento tem sido objeto de intensa pesquisa na
Engenharia de Estruturas. Mesmo sendo vélidas as mesmas hipteses da
teoria de placas com relagao a distribuicdo transversal de deformacdes e
tensdes, a forma com que as cascas resistem as cargas externas ¢ diferente
de uma placa plana. Em FLUGGE (1960 ) tem-se um trabalho inicial sobre o
comportamento de cascas. Também em BILLINGTON(1982), encontra-se
um estudo do comportamento das cascas pela teoria classica.

No caso de uma casca, a obtengdo detalhada das equagbes que
descrevem o seu comportamento € extenso e complexo. Mesmo com toda
pesquisa matematica envolvendo a solugdo analitica de equagdes
diferenciais, nem sempre é possivel encontrar solucbes para esse tipo de
equacao.

Entretanto, com o surgimento dos computadores, o uso de métodos
numericos para a resolugdo dessas equagdes sofreu grande avancgo,
apresentando bom grau de confiabilidade.

Dentre os véarios métodos conhecidos, o Método dos Elementos
Finitos ( MEF ), tem merecido grande atencdo dos pesquisadores de

diversas areas pela sua versatilidade.



O MEF baseia-se na divisio de dominios em subregides, a partir das
quais pode-se obter 0 comportamento de toda estrutura a ser analisada. O
seu inicio foi com COURANT (1943), ao estudar a torgao de Saint-Venant
aplicando principios variacionais.

O Método dos Elementos Finitos, como € conhecido hoje, foi proposto
por TURNER et al (1956), ao estender o estudo apresentado por COURANT
(1943) e ARGYRIS( 1950) ao comportamento de estruturas bidimensionais.
O termo "Elementos Finitos” foi usado pela primeira vez por CLOUGH (
1960).

A partir de entdo a pesquisa sobre o MEF tem sido intensa, somando
em 1986 mais de 20.000 artigos sobre 0 mesmo ( COOK,1989).

Na verdade, o MEF € uma poderosa ferramenta ndo sé no estudo de
estruturas espaciais, mas de diversos problemas, desde o comportamento
de estruturas, até a analise de fenémenos hidraulicos.

Para se analisar cascas pelo Método dos Elementos Finitos, pode-se
ter elementos finitos curvos e planos.

Os elementos curvos se adaptam a forma da casca em questdo.
Estabelecendo-se relagGes entre coordenadas curvilineas e cartesianas,
pode-se chegar na montagem da matriz de rigidez desses elementos.

A idéia de empregar as fungbes de forma do elemento para
estabelecer coordenada curvilineas foi proposta inicialmente por
TAIG(1961), estabelecendo relagées basicas para um quadrilatero.
Posteriormente IRONS(1966) generalizou a proposta para outros elementos.
Tais elementos tem como principal caracteristica a rapida convergéncia para
0 resultado tedrico, como pode ser verificado em recente trabalho
apresentado por BHIMARADDI(1989), onde apresenta-se um elemento
isoparamétrico quadrangualar com 64 graus de liberdade, incluindo o efeito
do esforgo cortante, para se analisar cascas de revoluco.

Entretanto, mesmo com excelentes resultados, por ser baseada na
teoria classica de cascas, sua formulagdo é complexa, além de dificil

associagado com elementos de viga, 0 que torna sua aplicacao restritiva.



Inicialmente  proposto por CLOUGH E JOHNSON (1968), os
elementos de casca planos resultam do acoplamento entre um elemento de
placa e outro de membrana, subdividindo a casca em varias regides planas,.

Além de bons resultados, apresentam uma formulacdo facilitada pelo

simples acoplamento entre um elemento de placa e outro de membrana.
Os resultados desses elementos podem ser verificados nos trabalhos

de DHATT(1986), onde se apresenta um elemento de casca a partir do
elemento DKTP (Discrete Kirchhoff Theory Plus), acoplado ao elemento de

membrana com variagdo quadratica para a deformagao, o LST( Linear Strain
Triangle). IBRAHIMBEGOVIC (1990) analisa um elemento de casca
quadrangular, a partir do qual se gera um elemento triangular pela juncéo de
dois de seus nés. PHAAL E CALLADINE (1992-11) obtém um elemento de
casca plano a partir dos elementos HSB (Hinged Shell Bending) e CST
(Constant Strain Triangle), € ALLMAN (1993) propde um novo elemento de
casca com tres pontos nodais e seis graus de liberdade por né, no qual os
elementos de membrana e placa possuem variagdo cubica para seus
respectivos deslocamentos.

HO (1992), faz uma comparagéo do desempenho entre os elementos
plano( cujo elemento de membrana tem variagdo constante da tenséo ao
longo de sua face) e curvo ( superparamétrico quadrangular com oito
pontos), mostrando em quais situagbes esses elementos tem bom
comportamento.

Apesar de néo convergirem tao rapido quanto os elementos curvos,os
elementos planos tem fornecido resultados satisfatérios na analise de
cascas, como pode ser verificado nos trabalhos ja citados.

Neste trabalho procurou-se formular um elemento de casca plano
com bons resultados , cuja formulagdo nao demandasse calculos
extenuantes. Portanto ter-se-ia que buscar entre os elementos de placa e
membrana aqueles que melhor se adaptassem.

Entre os elementos de placa, tem merecido atengdo especial os

elementos triangulares com nove graus de liberdade. Comparando os



diversos elementos pertecentes a essa classe, BATOZ (1980) destaca os

elementos DKT ( Discrete Kirchhoff Teory) e HSM( Hybrid Stress Metod)

como os mais eficientes dentre os estudados na andlise de placas delgadas.
Este estudo comparou os resultados do elemento ja mencionado com os
seguintes elementos: HCT( CLOUGH, 1968), A, T e T-10 (CLOUGH, 1965),
SRI (Seletive Reduced Integration), BCI1Z1 e BCIZ2( BAZELEY et alli, 1965),
além do elemento CPT usado no programa ICES-STRUDLIL.

Baseados na generalizagdo da hipdtese de Kirchhoff, BATOZ E

LARDEUR (1989) apresentam um novo, com nove graus de liberdade
elemento para analise de placa espessas, o DST( Discrete Shear Triangle).
Entretanto, os resultados para placas delgadas sdo os mesmos obtidos por
BATOZ (1980).

Pode-se langar mao, também, de elementos com mais de tres pontos
nodais, na andlise de estruturas pelo método dos elementos finitos.
Entretanto surge um problema inerente da formulagéo desse elemento, que
€ a dimenséo da largura da semi-banda, que obriga a ocupar grande espago
na memoria volatil do computador.

Apesar de recentes pesquisas com o intuito de se encontrar um
elemento com nove graus de liberdade com melhores resultados, como
pode ser visto em PETROLITO (1989) (onde se apresenta os resultados do
elemento ACM modificado para placas espessas), e em PHAAL E
CALLADINE (1992) ( onde se analisa o comportamento do elemento HPB
(Hinged Plate Bending), tem-se no DKT ainda uma excelente opgio na
analise de placas delgadas.

Assim, para se obter um elemento de casca, necessita-se de um
elemento de membrana que possa se associar a um dos elementos de
placa.

Para os elementos de membrana pode-se fazer uso de um dos
elementos conhecidos na bibliografia corrente, o caso dos elementos
triangulares CST ( Constant Strain Triangle ), LST (Linear Strain Triangle) e

QST ( Quadratic Strain Triangle). Ou dos eiementos quadrangulares



isoparamétricos com quatro, oito e doze pontos nodais. Formulagdes mais
recentes para elementos de membrana podem ser encontadas nos
trabalhos de IBRAHIMBEGOVIC et alli( 1990), também apresenta um
elemento quadrangular com rotagées independentes. SALMON e ABEL

(1989) analisam o comportamento do elemento Q9 para as situagbes as
quais nao se tem bons resultados. YUAN et alli ( 1993) apresentam uma

nova formulagéo para o elemento de membrana hibrido com quatro pontos

nodais, a partir de uma rotag&o no sistema de referéncia das coordenadas
iIsoparamétricas.

No presente trabalho, optou-se por encontrar um elemento ao qual
fosse possivel o acoplamento com o elemento DKT, motivado pelo
e)ﬁécelente comportamento desse Gitimo.

Utilizando-se da condensagéo estatica proposta por WILSON (1974 )
CODA ( 1993) propde a formagdo de um elemento finito de membrana, a

partir do elemento LST, eliminando-se os pontos nodais intermediarios nos

lados do elemento, conforme figura a seguir.

AT .
: iy
Nyogr :
i b s .
7 T condensacao A !
o Ay Lo = - - = PV '1.‘
— ‘ a: u estatica f//’ '
N A < =,
- ull { N v
. > -~ u - j—‘:}
1S Ay 2
LT LST CONDENSADO

Figura 1.1 Condensagéo estatica do elemento LST.




Apesar dos resultados obtidos para o processo dindmico serem
satisfatorios (CODA  ,1993), para a analise estatica ndo se obteve
resultados confiaveis, impossibilitando o aproveitamento desse elemento.

Seguindo o mesmo procedimento da condensagao estatica, tentou-se

um elemento que pudesse ser obtido a partir da combinagdo de tres

elementos CST, conforme figura que segue.

//:\\V /\\‘
e 3
e U // 0
// o ///
/i )
o oS
/\ // "‘* /{\ ra
4N u ;
2u N\ 1 L;
N e :
\\ l"‘-l v - - . ".‘I‘I v
CST \’T SN
kk“>u 'wL4>
>

<
CST CONDENSADO

Figura 1.2 Condensacao estatica do elemento CST.

Entretanto, nao houve meihora no resultado que motivasse a opgao
por esse elemento. Na verdade, verificou-se a completa identidade de
resultados.

Apesar de ndo ser o elemento com melhores resultados, o CST
oferece a vantagem de se acoplar facilmente com o DKT, com resultados
comprovadamente eficientes. Os resultados obtidos serdo comentados no

fim desse trabalho.

L



Apresenta-se entdo a base tedrica que leva 4 montagem desse
elemento de casca plano. No capitulo Il apresenta-se o elemento finito de
membrana. E feito uma breve introdugdo aos conceitos da teoria da
elasticidade. Em seguida desenvolve-se a matriz de rigidez desse elemento,
baseando-se no principio da minima energia potencial.

O elemento finito de placa ( DKT ), é apresentado no capitulo Ill,
explicitando-se todos os detalhes que levam a obtengao da matriz de rigidez
do mesmo.

O processo de montagem da matriz de rigidez do elemento finito de
casca plano esta exposto no capitulo V.

Os resultados obtidos sdo apresentados no capitulo V. Os
comentarios com rela¢do aos resultados e sugestdes para prosseguimento
da pesquisa sédo feitos no capitulo VI, onde se apresentam as conclusdes

finais.



2 O ELEMENTO FINITO DE MEMBRANA

2.1 INTRODUGAO

Como ja foi dito anteriormente, para se montar um elemento finito de
casca plano, necessita-se de um elemento finito de placa e outro de
membrana. Nesse capitulo desenvolve-se o elemento finito de membrana
que sera usadc na montagem desse elemento de casca. Os esforgos
devidos ao efeito de membrana s&o obtidos a partir desse elemento.

O elemento finito de membrana usado nesse trabalho é o CST(
Constant Strain Triangle ). Nesse elemento supbe-se que as deformacdées
ocorridas na face do mesmo sejam constantes. Todo o desenvolvimento
para se chegar na matriz de rigidez desse elemento sera exposto a seguir.
Antes, porém, se fara uma breve recordacdo dos conceitos da teoria da
elasticidade, que sao essenciais nesse desenvolvimento.

As hipoteses basicas adotadas séo :

a. O material é elastico-linear e obedece a lei de Hooke;

b. O material € homogéneo e isétropo.



2.2 RELAGOES BASICAS DA TEORIA DA
ELASTICIDADE

2.2.1 VARIAGAO DAS TENSOES.

No interior de um sistema elastico as tensdes variam de ponto para
ponto, em fungdo das coordenadas x, y e z dos pontos estudados .

Considere agora, o paralelepipedo infinitesimal da figura 2.1:

Z
| T, ~ (80, /87)d7
L i
///’ lei( a-;,-éy/ai)gz/,
L -~ // "/___./ - .
T Ty (0T 02)dz _ dz
:,--' r Tﬂ—(r}@z/ay)dy
3 !
[ f(a‘r!xz/fa)()dx - ay *.{;@:T}, ay)dy
Ev—(aﬂ&y{iaz}d . . =
ﬁ/ ?EPC + (a-;}x/- 8y) dy.- ] i
g, + (g7 %) dx T
- ‘ L ) -

Figura 2.1 Estado de tensdes.

Neste paralelepipedo, sdo dadas as tensdes nas faces definidas
pelos planos coordenados e se deseja obter as tensdes em faces situadas
em planos distantes de dx, dy e dz, respectivamente. No corpo indicado na

figura 2.1 estdo indicados os sentidos positivos das tensdes nas seis faces
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do paralelepipedo. Nesta figura ainda estao indicadas as forgas por unidade
de volume, X, Y e Z. Conhecendo-se as tensbes nos planos coordenados,
pode-se conhecé-las em qualquer outro plano, bastando para isso aplicar a
formula de Taylor. Assim, para a tenséo o, ,na face oposta ao plano yz,

distante de dx tem-se:

do, 1 &%, ,
o, +(5;)dx + (5)( 3% Wdx)*+.... 2.1)

O mesmo acontecendo para as demais tensées situadas no plano yz,
ou seja:

e 5 T ey 2.2)
Ty (E) +(5)( v MWdx)™ +... (2.
o1, 1, &%,
rxz+(g)dx+(i)( axz )(dx)2+ (23)

Nas expresstes (2.1), (2.2) e (2.3), pode-se desprezar os termos

dx)?, @x)°, ..., em presenca dos dois primeiros, resultando:

0o

o, +( )dx (2.4)
»9
ot
T, + (—)dx (2.5)
ox

atx:
T +(E)dx (2.6)
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Procedendo da mesma forma com os demais planos coordenados,

obtém-se para o plano xz:

c,+ (—a;")dy

o,
T, +( ay )y

g
I -
¥ 8y y

E para o plano xy :
oo
o.+(—=)dz
.+ 62)

a‘c IX
oz

T, +( Vdz

+ (81_,y )dz
T.
i Oz

(2.7)

(2.8)

(2.10)

2.11)

(2.12)

2.2.2 RECIPROCIDADE DAS TENSOES TANGENCIAIS.

O corpo analisado obedece as equagdes de equilibrio da estatica, ou

sefa, a somatoria das forgas nas diregdes X, Y e Z e dos momentos em
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relagédo aos eixos devem ser nulos. Assim, calculando-se 0 momento em

retagao ao eixo z'{ localizado no centro do retangulo) obtém-se -

Ty
0O S 3
| : G
T, » | T
X z T T dy
L ('Jy
H
Ty Ty dx
(1 X
Px

Figura 2.2 Tensdes tangenciais.

M, =0 =

T, (dxdz)(%) +(1, +( é’;v

dx
)dy)dxdz(%x) - T_tydydz(?) -

P ) rydyz () = 0 (2.13)
(7 + (- P)de)dydz (=) = -

Desprezando-se os infinitésimos de ordem superior e simplificando-se, vem:

(2.14)
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Utilizando-se o mesmo procedimento para os eixo x e y, indicados na figura

2.2 obtém-se :
(2.15)

(2.16)

2.2.3 EQUAGOES DE EQUILIBRIO.

As condigoes de equilibrio nas diregdes X, Y e Z sao dadas por:

SF, =0 (2.17a)
TF, =0 (2.17b)
TF,=0 (2.17¢)

Assim, para diregéo X (figura 2.1) :

0o,
Jx

o2
—¢ dydz+ (o, + (- ")dx)dydz -t dxdz+ (T, + (?yyx—)dy)dxdz—

o
—t dxdy+(t, + (ﬁ)dz)dxdy + Xdxdydz=0 (2.18)

Simplificando e dividindo por dx.dy.dz resulta em:

do, Ot, o,
: =, X = 19
e TR X0 (2.19)

Analogamente para as direges Y e Z obtém-se , respectivamente :
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2T Ty 2.20

6y+82+8x+ B (2.20)
el

dc. du,_ Ot,. _

az+ax+ay+z_0 (2.21)

2.2.4 DEFORMAGOES ESPECIFICAS.

Considere um corpo elastico qualguer, em equilibrio, e um ponto P no

seu interior, conforme mostra a figura 2.3 :

L
<

Figura 2.3 Corpo sob agéo carregamento.

Pela acao do carregamento, o ponto P sofre um deslocamento vindo
a ocupar a posigao P'. O deslocamento PP’ é uma fungéo das variaveis x, y
e z. Também as componentes deste deslocamento, segundo os eixos X, y €
z denominados respectivamente u, v e w, sdo também fungdes dessas

variaveis, isto é:



u= u{x\y,z)
v = v(x,y,2)
w = wW(X,y,Z)
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(2.22)
(2.23)
(2.24)

Seja agora um paralelepipedo infinitesimal, de lados dx, dy e dz,

como mostra a figura 2.4:

1 1
e o de
,'/ N
0i 0 B
/,.»/ I | e ’ Y
/’_ﬁ_/: o odx
Y o
A ”
- dy C
L
<«

Figura 2.4 Paralelepipedo infinitesimal.

Apds o carregamento o pontc O passa a ocupar a posigac O,, cuja

projecdo sobre o plano xy representa-se por O'. Na figura 2.5 esta a
ampliagdo do que ocorre no plano xy. O ponto O sofre os deslocamentos u e

v, enquanto os fados OA e OB, passam a ocupar as posi¢des O'A™ e O'B”,

como mostra a figura 2.5 .



Figura 2.5 Proje¢ao dos deslocamentos.

A deformacéo especifica na direcédo x € dada por

ou
G o

X

dx  '8x (2.25)
Da mesma forma :
Jdv
5 5y (2.26)
_ow 227
Ez— a 7z ( - )

A distor¢do angular do lado OA é dada por :

tg v =ovIox (2.28)

16
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Como as deformagdes s&o muito pequenas € valida a relagéo:

yy=vIOX (2.29)

Analogamente , para o lado OB :

T2=0uldy (2.30)

Portanto, a distor¢ao angular do elemento considerado €:

gdv du
’ny=Yl+’Y2:ﬁ+5—; (231)

Para os outros planos tem-se :

_O0w du

T = X 0z

e (2.32)
_ow, ov

=5y 5z

As relacdes tensdo-deformagdo podem ser expressas na seguinte

forma matricial :

g, =Nu, (2.33)



onde :

£, [g/ox 0
g, 0 a/oy
£ j“l 0 0
- - = N:
=y, tr t” 8/oy 8lox
Y v 2/6z 0
LY ye 0 af oz

Como ja foi dito, o material obedece a lei de Hooke, isto é:

Onde :

o= L pe o ) 2

1 ov
g, = E[G’ —V(Gx +GZ)T= g
ow

£, =%:—E52—v(cx +csy)j: .

1 v ow

E maodulo de Young

v Coeficiente de Poisson

G = E/(2(1+v))

0 |
0
o/ éz
0
a1 dx

610y
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2.2.5 O ESTADO PLANO DE TENSOES

A analise dos problemas elasticos & extremamente simplificada
quando as tensdes, ou deslocamentos, processam-se sempre
paralelamente a um determinado plano. Na pratica, grande numero de
problemas podem ser reduzidos a estes casos, isto €, a um estado de
tensbes ou deformagdes planas .

Seja uma membrana, como mostra a figura 2.6a, sendo a figura 2.6b
uma representagdo do corte transversal dessa chapa. Admite-se que a
espessura t € muito pequena em relagdo as outras dimensées. As forgas
que mantém o corpo em equilibrio atuam paraielamente ao plano médio da
chapa, como mostra a figura 2.6b. Se ndo houverem forgcas externas
atuando nas faces da chapa, a tensao o, serd nula. O mesmo acontecera
com as tensges tangenciais 1, € 1., . Admitindo que isso ocorra em todos os
planos paralelos as faces da chapa, tem-se definido um estado plano de
tensbes. O erro desta hipotese sera tanto menor quanto menor for a

espessura t. Assim, na let de Hooke, fazendo-se o,=1,,=1,,=0, ter-se-a:

ex=(1/E)[o-vo,]
gy<(1/E)[o,-vo,] (2.35)
Ty =(VEN2(1+V))Tyy

'
5

I
-

(a) (b)

Figura 2.6 Chapa sob agdo de carregamento.
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Estas equagdes podem ser expressas ha forma matricial como se

segue:

onde:

—

rl -V

I 0
C=E-V 1 0
Lo 0 20+VJ

Para expressar as tensdes em fungdo das deformagdes, basta

inverter a equagao (2.36) :

c=De¢ (2.37)

onde:
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Nesse estado plano de tensdes, as deformagbes sdo expressas como

segue :

¢ = L.u (2.38)

onde :
0
— 0
ox 5

u

u={v} e L=l 0 “a”;
9 9
| 0y 00X

2.3. ENERGIA POTENCIAL DE UM CORPO ELASTICO

Dado um campo de deslocamentos qualquer :

u=u(x,y,z)
v=v(X,Y,Z) (2.39)

w=w(X,y,Z)

que satisfaz as condigdes de contorno do problema, entéo se diz que este &
um campo de deslocamentos admissiveis. A partir deste campo € possivel
calcular as deformacées especificas e as tensdes . Com isto pode-se

calcular a energia de deformagéo que € dada por:

U= (1/2) L [oy.6x + 08y + 028, F Ty Yy + Tz Ve + T2 Yy OV (2.40)

dv elemento infinitesimal de volume.
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A energia potencial do elemento € definida por:

T=U- [S.u+ S,v+S,. WdS +IPy (2.41)

ou,

=u-Q

Onde S, S, e S, séo as componentes das forgas por unidade de
superficie, e u,v e w sdo os deslocamentos nas direcbes das respectivas
forgas, P, s@o as cargas concentradas na estrutura, e r; 08 deslocamentos

corresppondentes as cargas P,

2.4 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Quando se estuda um fenémeno fisico de qualquer natureza, na
maioria dos casos a solucao desse problema recai na solugéo da equagao
diferencial que rege seu comportamento. Isso € valido para fendmenos que
variam do eletromagnetismo até o escoamento de fluidos. Entretanto, a
solucdo de uma equacdo diferencial existe apenas para um pegqueno
nimero de casos.

Além da dificuldade matematica ja mencionada, a solugdo analitica,
quando existir, de uma equagao diferencial para uma casca & por demais
trabalhosa, e inacessivel para a grande maioria dos engenheiros projetistas.

Procurando contornar essa dificuidade, o caminho adotado foi partir
para a solugao numérica de tais equagdes, cuja aceitabilidade dos
resultados estd na dependéncia direta do numero de iteragdes, ou da
discretizag@o adotada.

Baseado nos principios do calculo variacional, cujo rigor matematico

de sua formulacdo nao é objeto de estudo desse trabalho, o Método dos
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Elementos Finitos tem-se mostrado bastante eficiente na analise de diversos
tipos de estrutura. Mormente estruturas laminares, nas quais a solugéo
analitica, como ja foi dito, & inviavel.

Nesse método, considera-se a estrutura subdividida( ou discretizada)
em partes, ou elementos, de dimensoes finitas, para os quais se
estabelecem as relagbes entre esforgos e deslocamentos. Para cada
elemento, o relacionamento entre esforgos e deslocamentos nodais pode

ser expresso sob a seguinte forma:

K,.Up =1, (2.42)

ke matriz de rigidez do elemento,
U, vetor de deslocamentos nodais,

fo vetor de esforgos nodais.

De forma bastante simplista, essa relagdo pode ser vista como uma
extensao da relagio para uma mola sob agéo de uma forga, ou seja K.Ax =
F, na qual a forga F produz um desiocamento Ax na sua diregao.

Ao estabelecer a relacao entre os deslecamentos nodais de cada
elemento com os deslocamentos nodais da estrutura, obter-se-a uma
relagdo que representa o comportamento de toda estrutura. Essa relagéo e

expressa da seguinte forma :

KU=F (2.43)
Onde,

K matriz de rigidez da estrutura,

U vetor de deslocamentos nodais da estrutura,

F vetor de acbes atuantes na estrutura.
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Conhecendo-se a matriz de rigidez de cada elemento e as agoes
atuantes nos mesmos, monta-se a relagdo matricial anterior. A partir desta
(tima equac&o, chega-se nos deslocamentos provocados pelas agdes que
atuam na estrutura, e finalmente nos esforgos desejados. Na sequéncia

deste trabaiho é obtida a matriz de rigidez de um elemento de membrana

2.5 MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE
MEMBRANA.

Na montagem da matriz de rigidez do elemento finito de membrana,
trabalha-se com coordenadas adimensionais. Esse desenvolvimento e
mostrado a partir das relagdes que seguem.

Seja um tridngulo qualquer , como mostra a figura 2.7:

Figura 2.7 Coordenadas adimensionais.

Neste triangulo definem-se as seguintes relagdes :
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é_j 5:

éj - lij ‘ S = lim
onde ¢ _ B
ém - A

A,, area do tridngulo iPm
A area do triangulo ijm

l; comprimento do lado ij do tridngulo ijm.

Tem-se .

Ai + Aj + Am =A = AJA + A,/A + AmlA =1

entao :

Ei+t&+En=1 (2.44)

Para o ponto P(xy) no interior do tridngulo, verifica-se também a

seguinte relagao:

X =xg& + XE + Xnlm

Y =YE *+ ¥E t Ymbm (2.45)

Estas relagées podem ser escritas na forma matricial, como segue :

x = ¢.x"

y = oy" (2.46)
onde,

¢ = {& & Eml

oM = {x X X} (2.47)

WY ={y% ¥ VYm!}
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A partir de (2.44) e (2.45) pode-se escrever a seguinte relagao

matricial entre os sistemas de coordenadas adimensionais e cartesiano :

ou, na forma inversa :

Jﬁll 1 ||—xjym—}-cmyJ Y= VYa Xm—XJ}’jll
é_i = 5‘_&‘ mei inYm ym - Y xi _'Xm X
[E-th \.xiiyj_iji Yi_yJ' xj—xi_HYJ

onde :

!
A= (XY = XaYi F XY XY " XY, -X;¥1)

Ao elemento finito indicado na figura 2.7 sac agora atribuidos nés,
que podem estar localizados teoricamente em qualquer ponto do elemento.
A cada um destes nos sdo atribuidos pardmetros nodais | isto & , os
deslocamentos u; e v, nestes pontos.

Para cada elemento finito, adota-se uma fungao aproximadora para
seus deslocamentos e que sdo expressas em fungao dos parametros
nodais. No elemento finito adotado neste trabalho, supGe-se qué OS
deslocamentos u e v variem linearmente no dominio do elemento. Com isto,
as deformacdes g, , €, € Y,y 530 constantes no dominio do elemento, que por

isso recebe o nome de Constant Strain Triangle (CST ) .



27

i Y

k ; l g

A A

SN

/ :
Q / \\ .]
5 U g , ) . \
_ { \ /
(v )4 7} <
1 {v 3

Figura 2.8 Elemento CST.

O vetor de parametros nodais € dado na seguinte ordem:

nT _
u™ = {uy Uy Uz Vq V2 V3l

‘ Os deslocamentos u e v escrito em fungao dos deslocamentos
nodais sdo dados por :
Ug &y + Ug8p t Us g

V = vy Va8t Vals (2.48)

u

Qu, na forma matricial :

u=o. u" (2.49)
onde:
u o 0
u={v} D = {0 (P} . ¢ 2%1 & ‘gs}*
e,
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Com base nas consideragbes anteriores, passa-se ao
desenvolvimento da matriz de rigidez do elemento de membrana. Voitando

ao enunciado da energia potencial de um corpo tem-se:
N=U+Q (2.50)

Para o estado plano de tensdes, a energia de deformacao é dada

como segue :

U = (112) y [0 + OBy * Ty Tay 1 0V (2.51)

ou

U = (1/2) L.ET.GdV (2.52)

Na relagdo para a energia potencial, procurar-se-& um estado no qual

essa energia seja minimizada. Isso significa dizer que vale a relagao :
SII=8(U+Q) =0 (2.53)

A partir de (2.53), obtém-se o sistema final de equagbes lineares da

membrana. A partir da equagao (2.37) pode-se reescrever (2.52) como

segue :

U=(1/2) L e o dV = (1/2) L g .D.edV (2.54)

Ja foi visto que (2.49 )
u=ad.u

Assim , de (2.38) tem-se :



e= L.u =Lou"=8B.4"

onde:

onde:
(D-,=yj.-yk

N, =X, — X,

w, 0 0 0

0 m m n
n, @, w, 0,

e

ik=123,231,312 ¢~

y

(2.55)

(2.56)
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Entao , para um elemento com espessura constante , a expresséo

para a energia de deformacéo sera :

U= (172) IA. u".BTD". B.u" dA

com D'=tD

t & a espessura do elemento.

A matriz de rigidez desse elemento € dada por :

K = L. B' D'. B.dA

(2.57)

(2.58)

A partir das relagdes dadas em coordenadas adimensionais,

desenvolve-se a matriz de rigidez .



30

Ao se calcular a integral que define a matriz de rigidez do elemento,

determina-se os coeficientes de rigidez desejados. Sua resolucao néo

apresenta maiores dificuldades, e sera omitida neste texto, por se julgar

desnecessario. A seguir apresenta-se os coeficientes desejados de forma

compacta.

onde :

[k, Kyl
= 4A2Lkn knJ (2.59)

A é a area do elemento.
D= E.t/(1-v°)

Os coeficiente da matriz K s&o obtidos como segue :

onde :

Obtém-se

membrana.

= ki = opo; + w.nmj
= kij=vom; + pom;
= k=nmn Lo,

paracadai=13 tem-sej=13
O = Yj - Yk
Ni = Xk - X

i,j,k em permuta¢ac ciclica(123,312,231)

dessa forma a matriz de rigidez do elemento finito de
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3 O ELEMENTO FINITO DE PLACA.

3.1 INTRODUGAO

Na formulagdo do elemento finito de casca plano, como ja foi dito,
necessita-se de um elemento finito de placa que possua formulacdo
compativel com o elemento finito de membrana. Neste capitulo apresenta-
se o elemento de placa usado nesse trabalho. Pertencendo a classe dos
elementos com nove graus de liberdade, o elemento DKT ( assim chamado
por se aplicar a teoria de Kirchhoff nos pontos nodais), segundo BATOZ
(1980), tem-se mostrado eficiente no estudo do comportamento de placas.
Procura-se mostrar detalhadamente todo procedimento usado na montagem
da matriz de rigidez desse elemento.

Antes, porém, sera obordado o comportamento de uma placa sob
efeito de cargas perpendiculares ao seu plano médio. Nesse estudo que se
faz sobre placas, considera-se primeiro o comportamento das placas sob
influéncia do esforgo cortante ( placa espessa ). Em seguida, despreza-se a

influéncia desse esforgo, para se estudar apenas placas delgadas.

3.2 HIPOTESES BASICAS DA PLACA SOLICITADA A
FLEXAO.

Seja uma placa de contorno qualquer , submetida a um carregamento
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p(x,y) qualguer. Um elemento genérico dx.dy.h da placa estara sujeito as

tensdes o,,0,.07. Ty, Tz Tyo Tyzs Tan Tzy: SADE-SE QUE T5=Ty,, T, =Ty, Ty =Ty,

Assim, as tenses atuantes nas faces do elemento estao indicadas na figura
3.1

(b) ©

Figura 3.1 Placa sob carregamento.
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A orientagéo dos esforgos é dada conforme a seguinte convencéo :

a. As tensbes o séo positivas quando provocam tracdo na face do
elemento; as tensdes 1 sdo positivas se coincidem com o sentido positivo
dos eixos.

b. Os momentos fletores séo positivos se provocam tragao na fibra
inferior;

c. Os momentos volventes sao positivos quando seu vetor é
emergente da face considerada.;

d. As forgas cortantes sdo positivas se , olhando o eixo crescente da
esquerda para a direita, tendem a girar o elemento no sentido horario.

Pode-se definir entdo, os esfor¢os solicitantes que atuam nas faces

do elemento:
m, = Jo, z dz (-hi2< z <h/2)
m, =[o, z dz (-hf2< z <h/2)
my, =t zdz = [t zdz =-m,, (-hi2< z <h/2) (3.1)
a,= I, dz (-hi2< z <hf2)
q, = Jr,; dz (-hf2< z <h/2)

Na teoria de placas admite-se validas as seguintes hipoteses :

a. O material é elastico-linear e segue a lei de Hooke;

b Os deslocamentos verticais w sdo pequenos comparados com a
espessura h da placa;

c. Os deslocamentos horizontais dos pontos do plano médio sao

despreziveis.
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3.3 CONDIGOES DE EQUILIBRIO DE UM
ELEMENTO DA PLACA.

Considerando-se positivos 0s sentidos dos esforcos indicados na

figura 3.1, pode-se escrever as seguintes equagdes de equilibrio :

de for¢as verticais,

a qx 6 qY _
(G5 dxdy +(( y )dy)dx +pdxdy = 0
ou :
0 9y 0 qY
ox "oy P (3.2)

equilibrio do momento em torno do eixo x ,

dx)d om, dy)d om,, dx)dy =0
(a,d9dy ~ () (5 ey =

ou,

y oo v q, (3.3)

equilibrio do momento em torno do eixo y

% am
=X)d)dy + (5

(G dy)ax— (5 5

)dy)dx = 0

ou,

(3.4)
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Pode-se agrupar as tres equagées como segue :

3%m é‘zmmr c'izmy
x_2 + =-p
ox’ oxdy oy

(3.5)

As equacdes de equilibrio nas tensdes sdo (2.19, 2.20 e 2.21) ;

ao-x atx)’ asz +X 0

+ + =
ox Oy oz
Ty 00 Y=0 3.6
VI By + 5 TY= (3.6)
o + T + %, +Z=0
ox oy 0z B

Também, tem-se como vélidas as relagdes de Hooke (2.34) :

x(“)

I
tr | —
el

|
A

-+
a
e

I
2|2

\‘:m
I
| —
a0
|
A
a
+
a
Mo
[

'z 22

e, =%E}' o, +9, )] = 3.7)

1 av  du

T =G T oy
1 _au ow
T T G% =5 e
1 %y ow
T =6 "% gy
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3.4 DETERMINAGAO DAS TENSOES PARA PLACAS
COM EFEITO DO ESFORGCO CORTANTE

Supde-se que as tensdes o,, Oy € T, variem linearmente. Assim

partindo -se de uma faixa de largura unitaria na dire¢do x, pode-se escrever:

M,
o, =—2
IZ
ent® ,
12.M, h®
Oy =5 2 para I, = 12
Analogamente
12.M, 12.M,, ,
o, = he Z e, Ty —-h—az (3.8)

A partir da figura 3.1 tem-se as seguintes condicdes de contorno :

g, = - p(x.y) para z = -h/2
o, =0 para z = +h/2 (3.9)
Tz = Tyz = 0 para z = +/- h/2
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Substituindo-se as tensdes (3.8) nas duas Ultimas equagbes de
equilibrio (3.7), desprezadas as forcas de massa, e integrando-se ao longo

de z, com o auxilio da Gltima condigado de contorno (3.9), obtém-se :

e (3.10)

Substituindo as tensdes dadas em (3.10) na primeira das equagdes
de equilibrio (3.7), utilizando-se da (3.2) e integrando-se ao longo de z, com

auxilio das duas primeiras condigdes de contorno (3.9), obtém-se :

3p
G, ==
T4

zyz)]

L | 12

[
L

Na teoria de placas espessas ( REISSNER, 1945) , as secbes planas
nao permanecem planas apos as deformacdes. Assim, com o objetivo de
simplificar o tratamento matematico do problema, calculam-se o
deslocamento medio w, e os giros médios da seg¢édo 0, e Oy , e supde-se
que, com estes valores, as segbes permanegam planas mas n&o normais a
superficie média deformada.

Estes valores séo calculados igualando-se o trabalho realizado para
executar os giros médios, e os deslocamentos médios, ao trabalho das

tensées correspondentes ao efetuar os deslocamentos reais u, v e w, ou

seja:
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+h +
rcxudz =M_0, _r'cxyvdz =M,_6,
-h/2 -h/2
+h +
rcvvdz =M,0, ; rrxyudz =M,,0, (3.12)
Y —h/2
+ +h
ﬁrxzwdz=wao ; ﬁtyzde=QYW0

—ns2 —h2

Utilizando-se das equagtes (3.8) e (3.10), e substituindo-as em (3.12)

obtém-se :
12 +h
0, =— Juzdz
h —h/2
12 +h
9, = W vzdz (3.13)

v I 5] e

Supondo-se que as segbes permanecam planas apos as
deformagdes, como ja foi citado anteriormente, tem-se que os valores dos

deslocamentos u e v sd0 os seguintes :
u = -2z.0, vV =-26, (3.14)
Substituindo-se as tensées (3.10) nas duas Ultimas relagGes dadas

segundo a lei Hooke (3.7), e integrando-se em relagdo a z de -h/2 a +h/2,
sabendo-se que du/éz=-0, e ov/oz = -0, (3.14), obtém-se :



ou,

onde ,

u w  62(1+v)

8z & 5 Eh *

Definindo-se :

@+@_§2(1+v)
9z 8 S Emn ¥
aw _
0 =——
X ax YX
aW _
=% T
- 62(1+v)
Yo = ST
[+
- 62(1+v)
Ty = 57
Bx='9x
By = -6

ﬁx= _g_*_yx— —Wx+Yx
€.

Bw - _
By: _E}""'Yy_ WLty

(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)

39
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ou,
v, =w, +B,
(3.20)
ty=w, B,
Assim, os deslocamentos podem ser expressos como segue :
u=-z06, = zp,
=-z0, = zZp, (3.21)

Substituindo-se (3.21) nas relagbes expressas na lei de Hooke

obtém-se as seguintes expressoes para as deformagoes :

g, = za{i: = zPB,,
3,
€, = 25; =zp,,
3,
Y =2( a;; + ;xy ) =z(P,y *+ By,) (3.22)

Que podem ser expressas da seguinte forma matricial :

£ =27k (3.23)
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Reescrevendo-se as relagbes de Hooke, de forma que as tensdes

estiam em fun¢o das deformagdes (lembrando que &, é considerada

desprezivel ) resulta em :

o,=2zD, kx + o,.D, (3.24)

onde:
kK € 0 vetor de curvaturas dado em (3.23) ,

chl 4—1 v 0 —I
B R M
Y 2
1
_ _—3pv (E__ZE l%s] D = LLL
== a-wae b T3 © SREIN
e,
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3.5 DETERMINAGAO DOS ESFORGOS

Para se obter os esforgos em fungéo das deformagdes , basta

substituir as relagbes dadas em (3.24), nas relagées (3.6), e integrar no
dominio da placa.

Assim, para os momentos vem :

M=D.k+M, (3.25)
onde:
k & o vetor de curvaturas dado em (3.23), e
JMX B I_l v 0 _i W l
i} - | | _ph’ v
M”J ’ 12(1-v) vl 1_0\, ' M 10 (1~v)l1J
{Mxy 00 — 0
2
E para o esforgco cortante vem :
Q=D,y (3.26)
onde :
Qx} 6 [1 0] {v}
= s D =—G =
? {Qy TsMoa] ¢ T,
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3.7 EQUAGAO DIFERENCIAL DAS PLACAS.

Com as equagdes dadas no item anterior, pode-se obter os esforgos
que solicitam a placa num ponto qualquer{ m,, my, My, dy, Qy), S& se
conhece a fungéo que define a elastica na placa w(x,y). Substituindo-se os

momentos (3.25) na equagao das placas (3.5) tem-se :

1 h*2-v
v4 - — I VZ
W D[p 10 1-v p}

onde :

(3.27)

o &

v =viV? e v2=(§+§.

3.8 ENERGIA DE DEFORMAGAOQ DE PLACAS
COM EFEITO DO ESFORGCO CORTANTE

A energia de deformagédo compbe-se das parcelas devidas a flexao
(Up) e ao cisathamento (U,) . Assim :

U= U+ U, (3.28)

onde :

Uy = (12) J5 «".Dy.x dxdy (3.29)

Us = (172) [oy".D,y dxdy (3.30)
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Pode-se entdo escrever explicitamente as relagGes para as energias

de deformacgao :

Up = (E-R%724(1-v))) Ja{Best#Byy + 2vBy By +

(1-v)12).( ByyctBy, ) pdxdy  (3.31)

Ug = (ERt(4(1+v)ia{(w B + (w, + B ) }dxdy (3.32)

3.9 MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO
ELEMENTO DKT.

A partir da expressao (3.28) pode-se obter um elemento finito com
efeito do esforgo cortante. Entretanto, es§e trabalho tem como objetivo o
estudo de placas delgadas. Em tais placas, o efeito do esforco cortante é
desprezivel na presenga da parcela devida & flexdo.Isso significa dizer que a

expressao (3.28) pode ser aproximada por :
U=uU, (3.33)

A partir da relagéo anterior, pode-se desenvolver a matriz de rigidez
de um elemento finito para placas delgadas.

Baseado na hipdtese de Kirchhoff para placas delgadas( “pontos da
placa originalmente normais & superficie média indeformada, permanecem
normais a superficie média deformada”), o elemento usado neste trabalho,

chamado de DKT( Discrete Kirchhoff Teory), tem-se mostrado
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numericamente preciso na andlise de placas delgadas. Esse elemento
possui 9 graus de liberdade ( deslocamento vertical w e as rotagdes 0, e 0y
nos vértices), como pode ser visto na figura 3.2 . O seu vetor de pardmetros

nodais & dado como segue :

UT=[W1 G G,y Wa B 6, Wi G & ]

12 W
- WB -\.
4 R 7
,3 p . iy
) 2R3N
) e :\ N
Sy : . i Ty 7
o Y / NN
D ’ NN
- AN
e - // o \
N yd // - \\ N
T o \\ N
»A/;’\ ( Vvl b // AN \
/ ,. J '\\\ A I /,/ \\\ \\
S S8, vl h NN
e \\ x1 (/ o 1 \ ,
i D e Y
k ra - 5 =
. J 2
£ -W_? >,
.““\.\ //
/'/ /.‘ r T
< x2S
I o I\\\f:
AN 7/}’2 7

Figura 3.2 Elemento DKT.

Neste elemento admite-se que S, e B, variem quadraticamente sobre

0 mesmo. Assim, seja a fungao aproximadora para g, :



sendo

(3.34)

(3.35)

(l]
&,
o
— 2 2 -1 7
o=[t ¢ n & o w] e a=
a:l
o
O
onde :
o constantes a serem determinadas,
£ e n sao as coordenadas de area.
S = i
£ =1
\\ A <Xj ¥y
\\
yoS
1o *\}\ L
LA ,-» ."\:-...P‘/
/‘”\‘\‘ /T—
S 4 ¢
ﬁéié:'J \\\\ -
M
t-ns ‘.\
‘V (Xl P )
S -0
£ =0

Figura 3.3 Relagbes geométricas no elemento triangular.
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Onde:

- X7 S
=7+ Y L X = X- X

i v YiTYitYi

Yﬁ:(;’n:)yfiz(;’yi_j’) =Sl
X=X-EXi 1 Y=Yi-Ly
C=Cosyj=-y;/l ; S=Siny = +x/l,
X = (12)(xi+ %) T ye=(12)(yi+y;)

Aplicando-se a fungéo para B, nos pontos de 1 a 6, conforme figura 3.3, ter-

se-a

B, 0 0 0 0 0 1(e]
B., 1 0 1 0 0 |la,
B., o 1 0 0 1 |]e,

1
1
1 3
Bl |1 1/2 1/2 1/4 1/4 1/4'<0tq (3.36)
1
1

B 0 1/72 0 0 1/4(la,
Bl L1 172 0 174 0 0 |le,

A partir da equagao anterior obtém-se :

o, 1 0 0 0 0 0]p,
o (-3 -1 0 0 O B.,
Jas| |3 0 -1 0 4 0], 3.37)
o 12 2 0 0 0 -4lp,
a, 0 0 4 —4 -4|p,
o) L2 0 2 0 -4 o],

A partir das relagées anteriores (3.34) e (3.37) obtém-se a expressao para

Bx. De modo analogo se obtém também By . A expressdes séo dadas por:
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B. =ZNi)8xi , ﬂy:ZNiﬁw (3.38aeb)

onde j,; e 3, sdo os valores nodais nos vértices e nos pontos médios dos

lados, conforme figura 3.3; N{&,n) sado as fungdes de forma dadas como

segue :

Ny = 2(1€0)(1/2 -&-n)

N, = £(2¢-1)

N3 = n(2n-1)

Na=4&n (3.39)
N; = 4n(1-5-)

Ng = 45(1-En)

Admite-se também que a fungao que descreve o comportamento do
deslocamento vertical( w ), ao longo dos lados, é cubica. Entdo seja a

seguinte relagao :

w(s) = d.a (3.40)
onde,
d={1 s s s*}
o ={og ay o oy}
o; constantes a serem determinadas,
s variavel independente definida ao longo do

lado i} do elemento( conforme figura 3.3).

Ao se aplicar a fungdo anterior e sua derivada em relagéo a s , nos

pontos i e j do lado |, ter-se-4 a relag&o seguinte :
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{w, | |f1 0 0 leaa]
j w; L_| 1/ l,jz. l;- ‘Jal
wal |01 0 0 o, (3.41)
le 0 1 24 32 ]la,
Da equacéo (3.41) obtém-se :
1 0 0o 0]
0] 1o 0 0 [, |
wl |33 2 ] ”
[och_ Lo L W_A\,-J (3.42)
o, 2 2 L L,
N

Assim, se obtém o deslocamento transversal ( w) ao longo do lado ij

em fungao de w;, w; , W;, W COMo segue :

3s*  2¢° 2¢* ¢ 33?287 st §
W=(l-+ S)W + (ST + W+ (o — W+ (- T )W
R L 7 L P

(3.43)

onde wg; € wg; s&o as derivadas de w; nos pontoiej.

A derivada de w em relagdo a variavel s € dada por:

6s 6s? 4s 3s?
W, = _F+T§_)wi+(1_r+?)wﬁi+
ij ij ij if
6s Bs? 2s 3sg?
(lT—lT)Wj'i'(——'F )W,sj (344)
i ij

A patir de (3.44) obtéem-se a derivada de w em um ponto médio do

lado Iy, isto e :
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W = -(3/2I)w; - (1w g + (312w, - (114w (3.45)
k ponto médio do lado jj .

Nesse elemento admite-se que a hipétese de Kirchhoff seja valida em
todos os pontos nodais do contorno do elemento. Portanto, valem as

relagfes seguintes :

1 To

[Y]{gx: :: :[0} nos pontos 1.2 e 3

I

(3.46)

BSK + W‘Sk =0 k=4)516

Outra hipotese admitida para obtencdo da matriz de rigidez do

elemento € que B, varie linearmente ao longo dos lados, ou seja:

Bk = (1/2)(Bri + By, (3.47)

onde k refere-se aos pontos 4,5 e 6, para os lados 23, 31 e 12,
respectivamente.

Com base nas hipdtese e relagGes anteriores, passa-se agora ao
desenvolvimento da matriz de rigidez desse elemento. Para tanto a relacao
para 3, e B, deve ser dada em fungéo do vetor de parametros nodais dado
na relagao (3.34) .

Aléem disso, sao validas as seguintes relagées geométricas no

elemento triangular:;
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E =g "CS‘ g (3.48)
e
w.l |C S0,
W:n =hs _Cl 0, {3.49)
onde C=cos(;,;.,-) e S= sen(;,;y—)
€,
Wy= -8
w,= 0, (3.50)

Assim seja a relacao (3.38a) :

Bx = 2(1-Em)(1/2 -Em)Bys + E(28-1) Bz + n{2n-1) By +
4EnBes + AN(1-EM)Bys + 4E(1-E)Bys (3.51)

Da imposicao da hipétese de Kirchhoff nos nos vem :

Bxf = ey1
Bx = 9y (3.52)
Bx = eyB

Das relagbes geométricas dadas em (3.48) e (3.49) pode-se escrever:

BX=C- Bn's- Bs

onde C e S séo os cossenos dos angulos formados entre a normal aos

lados, e o eixo X. Calculando B, para o né 4 do elemento finito, obtém-se :



Brs = Cos. Prg - Sz Bse

Da hipotese dada na relacéo (3.47), tem-se que :

Bn4 = (112)(Bn2 + BnB)

E também que (hipétese de Kirchhoff) :

B twp=0 = B, =- w,
Entéo :

an =- W

Prns =- Wn3

Ainda das rela¢des geométricas (3.48) e (3.49) tem-se :

w,=58, - Co,

Portanto :
Wpno = S23.00 - Cy360
Wp3 = Sz3.03 - Cuafys
Assim ;

Bz =- W= -(Sp.0,0 - Cyy,)

Brz == Wn3 = -(S23.83 - Cp0yg)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

52
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Da imposicdo da hipétese de Kirchhoff nos nds do elemento, e da

relagédo obtida da variagao cubica de w ao longo dos lados , vem:

Bsk =- W,sk =

Bos =~ Woa =+ (32w, - (VAW o3 + (2s))ws - (d)w,g3) (3.58)

Como :

ws=C.0 + 86,

l.ogo,
Ws2=Co3.0,p  + Sy

(3.59)

Ws3=Co.0,a + Sply;

Entao, de (3.59) e (3.58) tem-se :

Bsa = -[ 3/(2lx35))wy - (1/4)( Cp3.6,p+8,30,, )+
H3/(2y))w; - (1/4)( Cp3.0,5 + Sypby )] (3.60)

A partir de (3.57) e (3.54) obtém-se §,,, . Substituindo B, e By, (3.60)

na relagao para pB,, , obter-se-a :
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1
Bm = C23{ 5 [(—S23exz + szeyz) +("'Szzex3 +C23ey3) ] }_

3 1 3
- S23[ "2[_23“’2 - Z(Cwexz + Szaeyz) 2L, 57 Wit (szexz + Szze

(3.61)

Adotando o mesmo procedimento para 3,5 e B, ter-se-a:

Bys = CBI{ j[(—SMGxS +C0y3) 4 (5550, + C,10,) ] }_

.‘

TR (cﬂe +8,0,)] (362

3
-5, [ 21, (C3lex3 +S318y3)

Bys = Clz{ 3[(_8129:‘1 + Clzeyl)"'("slzexz + C129y2) ] }—

3 1
‘Slz[ mwi “Z(Cuexl +3; eyl) i a7 Wt (C12ex2 +8,,6,, ] (3.63)

!

Ao se substituir B,; , Bys , Bxs » Bxa » Bys © Bws €M B, , ter-se-a este
ultimo dados em fungdo dos parametros nodais. O mesmo procedimento &

adotado para B, . As relagdes resultantes sdo dadas a seguir.

B,=H' (Enu
(3.64)

B,= Hy(En)u

onde u € o vetor de parametros nodais dado por (3.34), e H, e H, séo as
nove componentes do vetor fungao de forma. As componentes séo fungdes

de N;, i=1,6 e das coordenadas dos nés,
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H',(Em) = ( Hy Hy Hyg He Hs Hig Heo Heg Heo )

(3.65)
HTy(E.uﬂ) ={ Hy1 Hys Hys Hy4 Hy5 Hye Hyz Hyg Hy9 )
As fungbes H,; e H,, séo dadas a seguir :
Her = 1.5(agNs - asNs)
Hyz = bsNs + beNg
Hys = Nj - CsN5 - CgNe)
Hy1 = 15(d5N6 - d5N5) (366)
Hyz = -Ny + esN5 + egNg
Hys = - He

As fungbes H,, H,s ,He \Hys JHys @ Hys séo obtidas das expressdes acima
trocando N, por N, e os indices 6 e5 por 4 e 6, respectivamente. As fungbes
Hyz ;Hxe sHxe .Hy7 ,Hys € Hyg s80 obtidas trocando N, por N; e os indices 6 e 5

por 5 e 4, respectivamente. Tem-se também as seguintes relagbes :

ak=—Xijl|i1-2
bi=(3/4)x;y4l7
o=((14)x7 - (112)y A1
A= - Yyl lij2

_ 2 2 2
e =((1/4)y;" - (1/12)x; My

lij2=(xij2 + yijz)

onde k=456 para os lados jj = 23,31,12 respectivamente.
A partir de (3.64), o vetor de curvaturas dado por (3.23) pode ser

reescrito na seguinte forma:



onde B é a matriz dada a seguir :

onde:

u é o vetor de parametros nodais.

I I_ J’31H:,§ + J’uHZ,n
B{¢,n)= "2“2[ _x3IH}:,§ - xleJT-.n
L_x31HI.£ - xleI,n + J’31H;Tf.a, R 2P

2A = X31¥12 - X12¥31 -
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(3.67)

1
| (3.68)
HY, |

Partindo das defini¢ées para H, e H, e das fungbes de forma N; pode-se

obter as suas derivadas com relagdo a £ e 1, que sado dadas a seguir:

x5

[

P (1-28)+(P; - P)n
qe(1-28) - (g5 +q4)M
—4+6(E+m) +1,(1-28) -n(r; +714)
—Pe(1-28)+ (P, + Py)
qs(1-28) -n(q, ~9q4)
—2+6E+1,(1-28) +n(r, — 1)
-n(Ps +P,)

n(q, ~4as)

-n(r;s — 1 )

(3.69)
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X0

rm

_ te(1-28) +n(t; — t,) |

41 (1-28) = (1 + 1)
—q(1-28) +n(qs +95)
=t (1-28) +n(t, +1t,)
1+, (1-28)+n(r, —1,)
—q,(1-28) -n(q, —q5)

-n(t, +1t5)

n(r, —15)

"ﬂ(‘h _qs) By

~P(1-20)-P, - P)

gs(1-2m) - &g, +g,)

=4+ 6(E+n) +r(1-2n) - &(r; +7,)

&P+ F)

&g, —4s)

=& =)
B(1-2n) &P, + A)
gs(1-2n) +&(q, — g5)

L =2+m+r(1-2m)+&(r, —r5)

[ -1 (1-20) =8 (¢~ 1) ]
l+r(1-2n)-& (s +7,)
—gs(1=2n)+& (g5 +4,)
§(t, +1)
E(r,—r)
£ (4, —9)
’5(1—211)—‘3(“4 +t5)
“l+r(1-2n)+& (r, ~15)
L —¢s(1-2n) -5 (g, —¢5)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

57
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onde:
Py=-6x;/l=6a,
A=3x;yy/ lij2 = 4by
te=-By,l;” =6d
r=3y;
k= 456 paraij=2331,12 respectivamente.

O processo para se obter a matriz de rigidez segue o procedimento
basico do método dos elementos finitos, minimizando a energia potencial

Substituindo as relagbes ja obtidas na expressdo da energia de

deformagéo, podemos chegar na matriz de rigidez :
1 1-n
Kpq = 2A J ] B'D,B & dn (3.73)
0 0

Consegue-se dessa forma obter a matriz de rigidez desejada. Para se
resolver a integral anterior, usa-se as regras basicas de integracdo de

fungdes em dominios triangulares. Pode-se agora, passar a montagem da

matriz de rigidez do elemento de casca plano.
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4 O ELEMENTO FINITO DE CASCA PLANO

4.1 INTRODUGAO

Nesse capitulo monta-se o elemento finito de casca plano, usando os
elementos finitos que se tem desenvolvido. Esse elemento finito é obtido
pela adicéo da rigidez dos elementos de membrana e de placa. Entretanto,
adicionar as matrizes de rigidez, nao significa que se fara uma soma aigé-
brica simplesmente. Trata-se de alocar os coeficientes de rigidez conforme
disposicédo do vetor de pardmetros nodais do elemento de casca, definido a
partir dos elementos de membrana e de placa

O procedimento de montagem da matriz de rigidez do elemento de
casca plano & o mesmo apresentado em ZIENKIEWICZ(1977), e sera ex-

posto nos itens seguintes, segui,ndo 0s mesmos passos apresentados na

referéncia mencionada.

4.2 RIGIDEZ DE UM ELEMENTO DE CASCA PLANO
EM COORDENADAS LOCAIS

Considere um elemento finito plano submetido concomitantemente as

agdes paralelas e perpendiculares ao seu plano médio, conforme figura 4.1:
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Figura 4.1 Elemento finito plano({ apud ZIENKIEWICZ 1977).

Para as agdes paralelas a seu plano, o estado de deformacéo é des-
crito unicamente em fungao dos desiocamentos v e v , segundo o plano
cartesiano XY, respectivamente. A matriz de rigidez foi obtida minimizando a
energia potencial, sendo valida a relagao seguinte :

K™a™ =" (4.1}
onde :
a™, & o vetor de parametros nodais para acdes de membrana,
f", & o vetor de forgas nodais atuantes na membrana,
K™ & a matriz de rigidez associada ao vetor de parametros
nodais da membrana.
sendo ;
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Da mesma forma, para as acdes de flexdo, o estado de deformacso
vem expresso em fungéo dos deslocamentos na diregao Z( w) e das rota-

coes 6, e 6, . Portanto :

"_.

K®a" = (4.2)
onde .
a”, é o vetor de parametros nodais.
f, é o vetor de forgas nodais.
K® ¢a parcela da matriz de rigidez associada ao vetor
de parametros nodais abi :
sendo :

Deve-se agora ressaltar dois importantes aspectos na formulagdo do
elemento de casca plano} O primeiro, & que os deslocamentos impostos
para forcas paralelas ao plano médio do elemento ndo alteram as deforma-
¢Oes de flexdo e vice-versa. A segunda, que o giro 8, ndo interfere como
parédmetro de definicdo das deformagdes em nenhum dos casos. Com rela-
¢ao ao giro 6, ,sera introduzido na montagem da matriz como rigidez ficticia,
e sua justificativa sera feita no proximo item.

Assim, os pardmetros nodais combinados s&o dados a seguir :

Kla=f (4.3)
onde :

a; € o vetor de parametros nodais do elemento de casca plano,

°, & o vetor de forgas nodais atuantes no elemento de casca,

K® éa parcela da matriz de rigidez do elemento de casca pla

no, associada ao vetor a;
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Note-se que essa rigidez refere-se a um sistema de coordenadas lo-

cais, ou em um mesmo plano. Quando se trabalha em planos distintos, para
se adicionar a rigidez de todos os elementos, deve-se compatibilizar o sis-

tema de referéncia.

4.3 ELEMENTO FINITO DE CASCA PLANO

Usando os elementos finitos ja vistos nos capitulos Il e 1lI, e seguindo

0s passos dados nos itens anteriores, pode-se montar o elemento finito de

casca plano, que é o intuito desse trabalho. Esse elemento esta mostrado

na figura 4.2
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Figura 4.2 Elemento finito de casca plano.
Assim a matriz de rigidez do elemento de casca sera dada por:
Kaet = Kest + kg + ko, (4.4)
A adicao representada na dltima equagéo refere-se ao acoplamento dos

elementos que compdem o elemento finito de casca plano, e ndo de uma

adicao matricial, como poderia se supor. O procedimento para se montar

essa matriz de rigidez sera mostrado em seguida.
O vetor de parametros nodais é dado por :

UiTz{ui Vi Wi 0, Oy 0y }

Neste caso, tem-se um elemento finito com 6 graus de liberdade por

ng, totalizando um elemento com 18 graus de liberdade.
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4.4 RIGIDEZ ROTACIONAL FICTICIA.

Nessa formulagdo adotada aparece uma dificuldade quando todos os
elementos que concorrem em um mesmo ponto séo coplanares. Isso ocorre
porque imp&e-se um valor nulo a rigidez na diregéo 9, .

Se nesse ponto considerando-se o sistema das equacgtes de equili-

brio em coordenadas locais, ter-se-a seis equagbes , a dltima das quais é

apenas:
0=0

Para resolver esse problema , adota-se nesses pontos um coeficiente

de rigidez arbitrario (k). Isso conduz a resolver a equacao :
Ko, 6, = 0.

Como 6,; ndo altera as tensdes , e por consequéncia ndo interfere em

nehuma equacao de equilibrio, pode-se adotar para k’,,; qualquer valor arbi-

trario, pois ndo afeta o resultado . Neste trabalho tem-se adotado o valor
0.5.

4.5 TRANSFORMAGAQO PARA COORDENADAS
GLOBAIS

A matriz de rigidez deduzida na segao anterior utilizava um sistema
de coordenadas locais. Para montar a matriz de rigidez da estrutura, preci-

sa-se trabalhar com um sistema de coordenadas compativeis, ja que cada
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elemento de casca estara vinculado a seu proprio sistema de referéncia(
sistema local, cujas coordenadas passa-se a designar por x' .y’ e z'). A esse
sistema de coordenadas compativeis chama-se de sistema global de coor-
denadas ( coordenadas x, y e z ). Isso permite que se tenha todas as matri-

zes relacionadas a um mesmo sistema de referéncia, onde se determinara

os deslocamentos nodais.

Todos os pontos nodais do elementos terdo suas coordenadas defini-
das no sistema global e, de forma conveniente, faz-se as transformagées
para se encontrar as coordenadas locais de cada elemento. Assim , calcula-
se todas as matrizes de rigidez no sistema local, e se faz a transformacéo
para o sistema global, onde monta-se a matriz de rigidez da estrutura. Im-
pondo as condigdes de contorno no sistema global, pode-se resolver o sis-

tema de equagdes lineares e cobter os deslocamentos desejados.

4.5.1 TRANSFORMAGCAO DE COORDENADAS LOCAIS
EM UM SISTEMA QUALQUER

De um modo geral, os vetores de parametros nodais de um né de um
elemento finito , em relagdo aos sistemas de coordenadas global e local,

estao relacionados por :

a’=L.a (4.5)
onde:

L € a matriz dos cossenos diretores adequada,

a ¢ o vetor de parametros nodais no sistema global,

a’ é o vetor de parametros nodais no sistema local.
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As correspondentes componentes das forgas devem realizar a mes-

ma quantidade de trabalho, portanto :

qT.a = q’T.a’ (4.6)

q vetor de forgas nodais quaisquer.

Das relagdes (4.5) e (4.6) tem-se :
ql.a= q'.La (4.7)

ou seja ;

q=L".q’ (4.8)
Pode-se escrever a relagao :

qg=K'.a’ (4.9)

K' e a matriz de rigidez no sistema local de coordenadas.
Assim tem-se :

q=L"K'La (4.10)
Como:

q=K.a (4.11)

K é a matriz de rigidez no sistema global de coordenadas.
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Finalmente, em coordenadas globais ter-se-a :
K=L"K’'L (4.12)

Assim, a partir da matriz de rigidez no sistema local, pode-se obter
sua transformac&o para o sistema global . Usa-se a expressao anterior para
transportarmos todas as matrizes para 0 mesmo sistema de referéncia ( glo-

bal ), onde monta-se a matriz de rigidez da estrutura.

4.5.2 MONTAGEM DA MATRIZ NO SISTEMA GLOBAL

Na figura 4.3 tem-se representados os dois sistemas de referéncia ,
local (X', y' e z') e global ( x, y e z). Como ja foi visto , as forcas e os deslo-
camentos de um noé se transformam de um sistema global ao local por uma

matriz L da forma como segue:

ay=La; ; f,=Lf (4.13)
onde:
Lo (41 0]
~ Lo Al

sendo X a matriz dos cossenos diretores de dimensao 3x3, dos anguios que

formam entre si os dois sistemas de eixo, ou seja:

{—Ax'x X'y }"x’z-l
A = | /’i‘y‘x ly'y ;{'Y'Z | (4.14)
L/T‘ Z'x j‘z'y A’z’z J

onde : Aoy = cOsseno do angulo formado pelos eixos x e x'.
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Y
.

Figura 4.3 Sistemas global e local( apud ZIENKIEWICZ, 1977).

Portanto para o conjunto de forgas que atuam sobre os nés do ele-

mento pode-se escrever :

e

a’®=Ta® (4.15)
onde :

a’® é o vetor de parametros nodais no sistema local,

a® é o vetor de parametros nodais no sistema global,

T é a matriz de transformacio dada por:

-

I
- 1

> ™
[T I}

- o=@
N — |

=
r

Segundo as regras das transformagées ortogonais dadas na sec¢éo anterior,

a matriz de rigidez de um elemento em coordenadas globais & dada como
segue :

K'=T .K°T (4.16)

Para um elemento com maior quantidade de nés, basta usar na dia-

gonal da matriz T um numero de matrizes L igual 4 quantidade de nés do
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elemento que se esta usando. As coordenadas locais serdo calculadas

como segue, se a origem dos sistema de eixos coincide :
Y=y (4.17)

onde A é a matriz dos cossenos diretores.

4.5.3. MATRIZ DOS COSSENOS DIRETORES

Seja uma casca dada na figura 4.4 dividida em elementos triangula-
res. Representa-se por jm um tridanguio qualquer. Tomando arbitrariamente
o lado {f como uma das dire¢bes do sistema local ( X' ), pode-se encontrar a

matriz dos cossenos diretores.

Figura 4.4 Casca dividida em elementos triangulares planos( apud
ZIENKIEWICZ, 1977).
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Esse lado esta definido pelo vetor V; e em funcdo das coordendas

globais . Portanto :
V. = yjmyiJ (4.18)

Os cossenos diretores obtém-se dividindo as componente deste ve-

tor por seu modulo, ou seja definindo o vetor unitario :

(4.19)

xij = Xj - X
A dire¢ao z' deve ser normal ao plano do triangulo. Fazendo o produ-
to vetorial dos vetores associados aos lados i e im do tridngulo dado, ob-

tém-se o vetor V,. que € perpendicular ao plano do tridangulo. Assim sendo,

injzim “Zi¥im l

vV, = Viijim = ZyXip — X2 (4.20)
Xi¥im —YijximJ

onde, x; =Xx;-X;, etc.

O médulo desse vetor &€ dado por:

1, = \/(Yijzgm —Zinim)z +( ZiXim — Xijzji)2 +( Xi¥im — Yijxim)2 =2.A

sendo A a area do tridngulo.
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Os cossenos diretores serdo dados pelo vetor unitario na diregéo z'.

Ou seja:
A .
. - A\

Finalmente, os cossenos diretores do eixo y' serdo obtidos pelo pro-

duto vetorial dos vetores unitarios v, e v, , ou seja :

J’;{' y'xl J’T':’yﬂk'z - j&':jx'yl
V=V XV, = /1 ¥y = j‘:':ﬂi’x —/’{f'xﬂj': (422)

R P R E

N&o se divide esse vetor pelo seu médulo, pois se trata do produto vetorial
de dois vetores unitarios.

Tem-se, finalmente, encontradc a matriz dos cossenos diretores.
Substituindo-a na matriz T, pode-se proceder as transformagdes gque se tem

referido.
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5 0 PROGRAMA E EXEMPLOS NUMERICOS.

5.1 INTRODUGAO

O programa foi elaborado em linguagem FORTRAN, fazendo-se uso
do compilador Microsoft Power Station 1.0. Consta de cinco médulos inde-
pendentes, onde a comunicagio entre eles é feita por meio de arquivo de
dados. Usa-se arquivos binarios, pois além de facilitar, utilizam um tempo de
leitura menor.

No primeiro médule do programa faz-se a leitura dos dados. A entra-
da de dados também é feita via arquivo. No médulo seguinte monta-se a
matriz de rigidez de cada elemento ja no sistema global de coordenadas,
gravando cada matriz num arquivo de dados auxiliar. Cada matriz sera gra-
vada em um registro diferente. Isso evita que o proximo maédulo faga leitura
equivocada. O terceiro modulo € responsavel pela montagem da matriz de
rigidez da estrutura, processando a leitura das matrizes de cada elemento
calculadas no modulo Il e alocando os coeficientes na matriz de rigidez da
estrutura. Também s&o impostas as condigdes de contorno da estrutura na
montagem final da matriz da estrutura.

Apds leitura da matriz de rigidez da estrutura, e do respectivo vetor de

forgas nodais do médulo lll, o quarto médulo resolve o sistema de equagbes
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lineares. A resolugdo desse sistema nos fornece os deslocamentos nodais
da malha usada. Esses deslocamentos sdo dados em coordenadas globais.

Finalmente pode-se encontrar os esforgos atuantes na estrutura. Isso
sera feito no quinto mddulo. Antes, porém, deve-se encontrar os desloca-
mentos em coordenadas locais. Com base no que foi exposto no capitulo 1V,
pode-se fazer essa transformagio. Para encontrar esses esfor¢os, deve-se
voltar a formulacao dos elementos de membrana e de placa.

Maiores informagdes sobre o programa podem ser encontradas na
biblioteca de softwares do departamento de Estruturas da Escola de Enge-
nharia de Sao Carlos.

Neste capitulo mostra-se alguns exemplos simples, executados com
o intuito de verificar a consisténcia da teoria e do programa elaborado. Os
resultados sdo comparados com solugdes tedricas ou de outras modelagens
numericas existentes. Quando se faz a comparagéo pelo erro percentual,

usa-se a relacao :
E(%) = ((valor analitico-valor encontado)/valor analitico)x100

5.2 EXEMPLOS

5.2.1 EXEMPLO

Neste exemplo ¢é feita uma comparacédo com modelo apresentado em
ZAGOTTIS (1986), onde se estuda o comportamento de uma viga engasta-
da, submetida a um carregamento concentrado na extremidade oposta ao
engaste, conforme mostra a figura 5.1. Esse exemplo tem o objetivo de veri-
ficar se o programa esta operando corretamente o acoplamento e os giros
das matrizes de rigidez dos elementos envolvidos. Apesar da sua simplici-
dade, trata-se de um eficiente teste para se verificar a confiabilidade de uma

rotina para elementos finitos.
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Y.V

ONNOUANNUNNY

1

Figura 5.1 Viga engastada com carga concentrada na extremidade.

Considera-se os seguintes valores :
P=120tf 1=2.0m h=1.0m
e=10m v=0.0 E = 1000.00 tf/m®

Com o intuito de verificar a correta formulagao tedrica, executa-se o
exemplo em uma posi¢o localizada no espago, como mostra a figura 5.2. A
malha usada & idéntica em ZAGOTIS (1986), para se comparar os valores

dos deslocamentos encontrados onde também se usa o elemento CST.

P

Z,W

-
\X,U

Figura 5.2 Viga engastada inclinada no espaco.
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Os deslocamentos nodais sao mostrados em seguida, lembrando que
s&o dados segundo a diregéo das coordenadas globais . Fazendo-se as de-

vidas proje¢bes ( nas diregdes 21 e 51), verifica-se a completa igualdade
entre os valores encontrados em ZAGOTIS (1986 ).

NO Ux Vy Wz 0x oy 0z

1 .86722E-01 .86722E-01 -74006E-01 .44637E-16 .44637E-16 72739E-16
2 .45154E-01 .45154E-01 -11250E+00 .38178E-16 .42643E-16 -.79930E-16
3 .37855E-01 .37855E-01 -18545E-01 47038E-16 .47331E-16 -65084E-16
4 10887E-01 .10887E-01 -.50387E-01 .44329E-16 .44329E-16 -.78888E-16
5 .00000E+00 .00000E+00 .0000E+00 .0000OE+00 .00000E+00 .00000E+00
6 .00000E+00 .00000E+00 .O000E+00 .00000E+00 .00000E+00 .00000E+00

Tabela 5.1 Deslocamentos na viga engastada (sistema global).

5.2.2 EXEMPLO.

Partindo do exemplo anterior, executa-se a mesma viga com refina-
mento melhor na malha, conforme figura 5.3. O resultado € comparado com

a teoria de viga conhecida, para deflexao vertical no ponto C.

Figura 5.3 Viga engastada inclinada no espaco.
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Para esse exemplo, usou-se as seguintes grandezas fisicas :
L=20m; a=10m P=10tf  El=1.0tfm?
Na figura 5.4 mostra-se o comportamento do modelo para a analise

do deslocamento no ponto C ( considerando-se a diregao paralela a da car-

ga P), e as tensdo atuante no ponto A. As malhas executadas correspon-
dem a 9, 25, 49 e 81 pontos nodais .

10 —

0 ‘ \ -
¢ 10 2 30 0 _&— "€ 70 80
10 1 o
e ) {3
20 — B
/’.-0'—(_7{
30 L T
z
W o4 1 T
50
- <tr—- TENSAO EMA
-60
— e DESLOCAMENTOEMC

70 -

-80 =

Figura 5.4 Comportamento do modelo para viga engastada.

Nesse exemplo, pela convergéncia verificada, confirma-se o perfeito

comportamento das rotacées executadas.

5.2.3 EXEMPLO.

Nesse exemplo, procura-se verificar se o programa esta operando

corretamente as agdes devido aos efeitos da placa. Executa-se uma placa

90
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inclinada no espacgo, com carregamento uniformemente distribuido, perpen-
dicular ao seu plano médio. Considera-se a placa engastada nas bordas. Os
resultados numéricos do deslocamento perpendicular ao plano médio do

ponto C, e dos momentos Mx e My, sdo comparados com resultados dados
por TIMOSHENKO (1959).

i L
LW !
: / (. ///
/ | / o
I / | !
' Voot
Y jﬂ\’/ e N - 2
7 I"‘-‘. _C";)/\\ | A ’
P —
N A | 7
. / /’\I‘X‘l‘/ .‘I‘E(’ ,’/L) .::_< H 7“-“‘—_./ // /i
. 3 - i /
- /‘/ o N Ve
e a8’ :// L/ e
/' - - )(\
o B B =
- . - L/2 !
\\\\‘
g
~ ¢
L
\\i{'u

Figura 5.5 Placa inclinada no espago engastada na quatro bordas.

Na figura 5.6 mostra-se o comportamento do modelo. As malhas exe-

cutadas correspondem a 9, 25, 49 e 81 pontos nodais.
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Figura 5.6 Comportamento da placa inclinada no espaco.

Da mesma forma que no exemplo 5.2.2, verifica-se que o elemento
de placa DKT responde corretamente ao acoplamento realizado. Isso é ob-

servado, também, pela convergéncia obtida na figura 5.6.

5.2.4 EXEMPLO

Neste exemplo verifica-se o comportamento do elemento finito de
casca plano adotado, para a cobertura cilindrica dada na figura 5.6. A orien-
tacao das malhas esta mostrada na figura 5.7. As malhas executadas cor-
respondem a 4x6, 8x12, 10x14 e 14x20 . O primeiro numero da malha refe-
re-se as divisbes no sentido angular, e 0 segundo as divisdes no sentido
longitudinal. Neste caso, por causa da simetria, executou-se apenas 1/ 4

da casca dada, como pode ser observado na figura 5.7
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Figura 5.7 Cobertura em casca cilindrica.

As grandezas fisicas adotadas nesse exemplo sdo :

E=30x10%psi L=50ft espessura = 3 in
P= 90 Ib/ft° v=0.0 ©=40° R=25ft

Nas figuras 5.8, 5.9, 5.10 e 5.11 mostra-se comportamento do modelo
para a execugdo da malha 14X20. Os resuitados sdo comparados com a
solugdo analitica dada em ZIENKIEWICS (1977) e COOK (1989 ).
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Figura 5.8 Comportamento do modelo para deslocamento e momen-
to transversal no ponto C.
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Figura 5.9 Comparacao entre a solucéo analitica e a execugao da
malha 14X20 , do deslocamento transversal na se¢éo
central.

80



81

4,00E-03 —

2 00E-03 - e (.)—’ ’?:8,_{,::: .
ot ~8 ANGULO

000E+Q0 &8 o e
g 5 10 15 20 25 30 35

-2,00E-03 —

400603 | kY

B00E-03 L

-8,00E-03 L
—o0—— MALHA 14x20

-100E-02 —e— SOLUGAOD ANALITICA 3

-1,20E-02 L

-1,40E-02 L

Figura 5.10 Comparagéo entre a solugéo analitica e a execugio da
malha 14x20 para o deslocamento longitudinal no apoio.
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Figura 5.11 Comparacao entre a solugao analitica e a malha 14x20
do momento transversal na segao central.
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Pelos resultados, observa-se que esse elemento fornece bons resul-

tados para exemplos para cascas abatidas, onde o efeito de flexdo é pre-

dominante

Como o elemento de membrana usado foi o CST , sendo um elemen-
to pobre para problemas com efeitos de membrana, acredita-se que, em
cascas onde tais efeitos sejam relevantes, para se obter bons resultados
necessita-se de bom refinamento da malha. Esse elemento de casca nio foi

testado para cascas onde o efeito de membrana € predominante
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi desenvolvido um elemento finito de casca formado
pelo acoplamento do elemento de placa DKT(Discrete Kirchhoff Teory), e do
elemento de membrana CST( Constant Strain Triangle).

Esse elemento fornece boas respostas para cascas em que o efeito
de flexao sejam predominantes, o que pode ser observado no exemplo exe-
cutado.

Considerando-se o fato de se usar o elemento finito de membrana
CST, de fraca convergéncia, acredita-se que quando houver predominancia
dos efeitos de membrana, também necessitar-se-4 de bom refino da malha
para se obter bons resultados. Esse elemento nao foi testado em casos que
ha essa predominancia.

Como possibilidade de prosseguimento do trabalho, sugere-se a bus-
ca de um elemento que represente melhor os efeitos de membrana. Pode-
se conseguir resultados melhores com o elemento LST, entretanto pelo fato
desse elemento possuir nés intermediarios, a semi-banda do sistema de
equacdes atinge valores elevados, ocupando maior espago na meméria vo-
latil, e absorvendo maior tempo de execugdo do programa.

Em IBRAHIMBEGOVIC (1990), e ALLMAN(1993) , encontram-se al-

ternativas que proporcionam melhoria no comportamento da membrana. A
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verificagdo de tais resultados, € deixada como sugestio de prosseguimento
do trabalho aqui iniciado.

Outra dificuldade encontrada ao longo do trabalho é relativa ao modo
de entrada de dados. E comum encontrar-se em literatura corrente gerado-

res de malhas para elementos planos. Quando se frata de elementos espa-
ciais, ndo se verifica a mesma facilidade.

A montagem do arquivo de entrada de dados, quando se pretende al-
cangar um bom refinamento da malha, é extremamente extenuante e muito
imprecisa. O tempo gasto nessa etapa do trabalho, poderia ser utilizado de
forma mais proveitosa, na andlise dos resuitados obtidos. Sugere-se tam-

bem um trabalho que possa sanar essa dificuldade.



85

7 BIBLIOGRAFIA

ARGIRYS, J.H.(1950) Energy Theorems and Structural Analysis. Aircraft
Engineering. 26. Pp 347-356, 383-387, 394 1954.

ALLMAN, D.J. (1993). Variational validation of a membrane finite element
with drilling rotations.  Communications in Numerical Methods in

Engineering, v.9, n.4, p.345-351, Apr.

BATOZ, J. L. ; BATHE, K-J.; HO, L-W. (1980). A study of three-node
triangular plate bending elements. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v.15, p.1771-1812.

BATOZ, J. L.; LARDEUR, P. (1989). Discrete shear triangular nine D.O.F.
element for the analysis of thick to very thin plates. [nternational Journal

for Numerical Methods in Engineering, v.28, n.3, p.533-560, Mar.

BAZELEY, G.P. et al. (1965). Triangular elements in plate bending-
conforming and non conforming solutions. In: CONF. ON MATRIX
METHODS IN STRUCTURAL MECHANICS, WPAFB, Ohio. Proc. p.547-
576.

BILLINGTON, D. P. (1982). Thin shell concrete structures. New York,
McGraw-Hill.



86

CLOUGH, R.W. (1960). The finite element in plane stress analysis. In:
A.5.C.E. CONF. ON ELETRONIC COMPUTATION, 2nd, Pittsburgh,
USA, Sept. Proc.

CLOUGH, R.W.; FELIPPA, C.A. (1965). A refined quadrilateral element for
analysis of plate bending. In: CONF. ON MATRIX METHODS IN
STRUCTURAL MECHANICS, WPAFB, Ohio. Proc. p.389-440.

CLOUGH, R.W.; JOHNSON, C.P. (1968). A finite element aproximation for
the analysis for the thin shells. Int. J. Solids Structures, v. 4, p.43-60.

CLOUGH, RW_; TOCHER, J. L. (1965). Finite element stiffness for analysis
of plates bending. In: CONF. ON MATRIX METHODS IN STRUCTURAL
MECHANICS, WPAFB, Ohio. Proc. p.515-545.

CODA, H.B. (1993). Andlise tridimensional transiente de estruturas pela
combinagdo entre o método dos elementos de contorno e o método dos
elementos finitos. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Séo

Carlos, Universidade de Sao Paulo.

COOK, R.D., MALKUS, D.S.; PLESHA, M.E. (1989). Concepts and
applications of finite element analysis. 3.ed. New York, John Wiley &

Sons.

COURANT, R. (1943). Variational methods for the solution of problems of

equilibrium and vibration. Bulletin of the American Mathematical Society,
v.49, p.1-43.



87

DHATT,G.; MARCOTTE, L.; MATTE, Y. (1986). A new triangular discrete

Kirchhoff plate/shell element.  International Journal for Numerical
Methods In Engineering, v.23, p.453-470.

FLUGGE, W. (1960). Stresses in shells. Berlin, Springer-Verlag.

HO, P.T.S. (1992). Comparison of performance of a flat faceted shell
element and a degenerated superparametric shell element. Computers
and Sftructures, v.44, n.4, p.895-904, Aug.

IBRAHIMBEGOVIC, A.; TAYLOR, R.L.; WILSON, E.L. (1990). Robust
quadrilateral membrane finite element with drilling degrees of freedom.

International Journal for Numerical Methods in Engineering, v.30, n.3,
P.445-457, Aug.

IRONS, B.M. (1966). Engineering application of numerical integration in
stiffness method. A.l.A.A. Journal, v.14, p.2035-7.

IRONS, B.M. (1966). Numerical integration applied to finite element
methods. In: CONF. USE OF DIGITAL COMPUTERS IN STRUCTURES
ENG., Univ. Of Newcastle. Proc.

PETROLITO, J. (1989). Modified ACM element for thick plate analysis.
Computers and Structures, v.32, n.6, p.1303-1309.

PHAAL, R.; CALLADINE, C. R. (1992). Simple class of finite elements for
plate and shell problems - I: Elements for beams and thin flat plates.

International Joumnal for Numerical Methods in Engineering, v.35, n.5,
p.8955-977, Sep.

PHAAL, R.; CALLADINE, C.R. (1992). Simple class of finite elements for
plate and shell problems - Il: An element for thin shells, with only
translational degrees of fridoom. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v.35, n.5, p.979-996, Sep.



38

REISSNER, E. (1945). The effect of transverse shear deformation on the
bending of elastic plates. Journal of Applied Mechanics, v.12, p.69-77.

SALMON, D.C.; ABEL, J.F. (1989). Assessing the effect of shape distortion
in Q9 membrane elements. Computers and Structures, v.33, n.5, p.1183-
1190.

SZE, KY.; CHOW, C.L. (1991). Mixed formulation of a four-node Mindlin

shell/plate with interpoiated covariant transverse shear strains.
Computers and Structures, v.40, n.3, p.775-784.

TAIG, I.C. (1961). Structural analysis by the matrix displacement method.
Engl. Eletric Aviation Report No S017.

TIMOSHENKO, S.P.; GOODIER, J.N. (1951). Theory of elasticity. New
York, McGraw-Hill.

TIMOSHENKO, S.P.; WOINOWSKY-KRIEGER, S. (1959). Theory of plates
and shells. New York, McGraw-Hill.

TURNER, M. et al. (1956), Stiffness and deflection analysis of complex

structures. Journal of Aeronautical Science, v.23, p.805-823.

WILSON, E.L. (1974). The static condesation algorithn. Int. J. Num. Meth.
Eng., v.8, n.1, p.198-203, Jan.

YUAN, K.-Y.; HUANG, Y.-S.; PIAN, T.H.H. (1993). New strategy for
assumed stresses for 4-node hybrid stress membrane element.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, v.36, n.10,
p.1747-1763, May.



89

ZAGOTTIS, D.L. (1986). Introducgdo a teoria das estruturas: elasticidade -

elementos finitos. S&o Paulo, EPUSP. cap.10

ZIENKIEWICZ, O.C. (1977). The finite element method. 3.ed. London,
McGraw-Hill, London.



