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R - raio de curvatura 

9 - carregamento transversal 

~ - angulo que 0 eixo n forma com 0 vetor r 

e -angulo que 0 vetor r forma com 0 eixo x 

Ct - angulo que 0 eixo n forma com 0 eixo x 

T]x , T]y - cossenos diretores com relac;:ao aos eixos x e y 

()ij - Delta de Kronecker 

()(q.P) - func;:ao Delta de Dirac 

[' - contorno de um corpo 

Q - dominic de um corpo 
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In - logaritmo neperiano 

iJl -jacobiano 

$(1) - func;:oes interpoladoras 

v - coeficiente de Poisson 

E - modulo de elasticidade longitudinal 

E 
G - -:7:-" - 2(1 + v) 

A= 2Gv 
1-2v 

E.h3 

0= 12(1- v2 

{8
2 82} 

!i = 8x2 + 0'2 

f sen~ 
Si(x) = ~ -~- dE, 

rcos~ 
Ci(x) = ~ -~ - dE, 

(modulo de elastcidade transversal) 

(constante de Lame) 

(rigidez a flexilo) 

(operador de Laplace) 

(integral de sen~) 

(integral de cosseno) 

MDF - Metodo das Diferenc;:as Finitas 

MEF - Metodo dos Elementos Finitos 

MEC - Metodo dos Elementos de Contorno 

NN - numero de nos do contorno 

NTOT - numero de variaveis do contorno (2*NN) 

NCAN - numero de cantos da placa 

NVARN - NTOT + NCAN 

NNI - numero de pontos internos 

NVTT - numero total de variaveis (NVARN + NNI) 
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RESUMO 

BARRETTO, Saulo F. A. Analise elastodinamica de placas, atraves do metodo 
dos elementos de contomo, com interagao solo-estrutura. Sao Carlos, 1995. 
115p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade 
de Sao Paulo. 

A combinayao do Metodo dos Elementos de Contorno e do Metodo dos 
Elementos Finitos e 0 procedimento usualmente empregado na analise da f1exao 
de placas interagindo com 0 solo. Usando-se da associac;ao de ambos os 
metodos pode-se tirar vantagens de cada um deles e, consequentemente, chegar 
a uma tecnica melhorada para tratar com problemas praticos. Contudo, a 
formulaC;ao do MEF nao representa bem as tensoes e os esforc;os concentrados 
ao longo do contorno, que podem ocorrer devido a maior rigidez da placa quando 
comparada com 0 meio solo, como a formulac;ao do MEC faz. Por isso, a f1exao 
de placas sobre base elastica e aqui proposta utilizando-se apenas das 
formulac;oes do MEC, ou seja, tanto os problemas tridimensionais quanta os 
problemas de placas sao tratados pela formulac;ao de contorno para casos 
elastostaticos e elastodinamicos. Duas diferentes formas de tratar problemas de 
f1exao elastodinamica de placas sao discutidas, enfatizando possiveis 
instabilidades numericas que as duas tecnicas podem exibir. Finalmente, depois 
de prop~r a combinaC;ao dos problemas tridimensional e de placas, os resultados 
de exemplos numericos apresentados mostram as vantagens e desvantagens da 
tecnica proposta. 

Palavras-chave: Placas (Estruturas) - Analise elastostatica; Placas 
(Estruturas) - Analise elastodinamica; Metodo dos Elementos de Contorno; 
Interac;ao solo-estrutura. 
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ABSTRACT 

BARRETTO, Saulo F. A. Elastodynamic analysis of plates, using the Boundary 
Element Method, with soi/-structure interaction. Sao Carlos, 1995. 115p. 
Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de 
Sao Paulo. 

The combination of the boundary element and the finite element methods 
is the usually employed procedure to analyse plates in the bending interacting 
with the supporting soil. By using the association of both methods one can take 
the advantage of each method and consequently reach an improved technique 
to deal with practical problems. However, the FEM formulation can not represent 
well the stress and effort concentrations along the boundary, that may occur due 
to the higher plate stiffness when compared with the soil media, as the BEM 
technique does. Therefore, the plate bending on elastic foundation is proposed 
here using only BEM formulations, i.e. both the three-dimensional and the plate 
problems are formulated by boundary formulations for the elastostatic and 
elastodynamic cases. Two different ways to deal with the elastodynamic plate 
bending problem are discussed, emphasizing possible numerical instabilities that 
those techniques may exhibit. Finally, after proposing the combination of the 
three-dimensional and plate problems, results of numerical examples presented 
to show the advantages and disadvantages of the proposed technique. 

Keywords: Plates (Structures) - Elastostatic analysis; Plates (Structures) -
Elastodynamic analysis; Boundary Element Method; Soil-structure 
interaction. 
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CAPITULO 

INTRODUC;Ao 

o desenvolvimento dos chamados metodos numericos deveu-se 

ao fato de que as soluc;:oes analiticas dos diversos problemas da engenharia 

sempre ficavam limitadas,ja que para estas soluc;:oes eram adotadas hipoteses 

simplificadoras, restring indo, assim, a analise de problemas particulares. Assim 

sendo, com a intuito de amp liar a leque de problemas a serem resolvidos par 

uma mesma soluc;:ao, surgiram as metodos aproximados e, consequentemente, 

as metodos numericos. Com a aperfeic;:oamento dos computadores, resultando 

na sua maior capacidade de memoria e velocidade de operac;:ao, as metodos 

numericos foram ganhando cad a vez mais importancia na engenharia 

estrutural. 

o primeiro metoda numerico a surgir foi a Metoda das Diferenc;:as 

Finitas (MDF) e, segundo TIMOSHENKO (1980), a sua primeira aplicac;:ao na 

elasticidade e devida a C. Runge, em 1908. Este metoda consiste em aplicar, 

ponto a ponto, a operador diferenc;:a sabre a equac;:ao diferencial. Com a 

surgimento e desenvolvimento dos computadores, a aplicac;:ao e pesquisa dos 

metodos numericos foi crescendo e surgiu a Metoda dos Elementos Finitos 
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Sua ideia consiste em subdividir 0 dominic em "elementos", os quais sao 

definidos pelos seus "n6s", e e nestes elementos que sao assumidas 

aproximayoes. 

Na hist6ria do MEC urn passo importante para a sua formulayao 

foi a demonstrayao do teorema da reciprocidade p~r BEnl (1872), 0 qual 

permitiu que se escrevessem as equayoes integrais partindo-se da aplicayao 

de urn carregamento chamado fundamental. Em se tratando do metodo, 

especificamente, as primeiras formulayoes que surgiram foram apresentadas 

por KUPRADZE (1965) e p~r RIZZO (1967). A primeira utilizou a tecnica 

indireta, onde as variaveis empregadas nao eram as variaveis fisicas do 

problema, enquanto a segunda formulou 0 metodo de forma direta. 

Com respeito a formulayao elastodinamica, a primeira formulayao 

usando a tecnica direta foi escrita por CRUSE (1968) e p~r CRUSE e RIZZO 

(1968). Essa formulayao empregava a transformada de Laplace na analise de 

problemas elastodinamicos. Posteriormente surgiu uma forma mais versatil e 

facilitada para resolver estes problemas, introduzido p~r NARDINI e BREBBIA 

(1982) e (1983), empregando 0 conceito de matriz de massa. Essa formulayao 

se destaca pela simplicidade e p~r poder ser aplicada a diversos tipos de 

problemas, mas tern 0 incoveniente de provocar urn aumento do trabalho e das 

dimensoes computacionais, ja que a presenya da integral de dominio do termo 

inercial exige uma discretizayao de todo 0 dominio. Neste campo de pesquisa 

deve-se considerar os trabalhos de CODA e VENTURINI (1990), LOEFFLER 

(1988), ANTES (1988), ESTORF et alii (1992) e CARRER (1991). 

No caso especifico da analise de placas, a aplicayao do MEC 

ainda tern pouco desenvolvimento, sobretudo no que se refere a formulayoes e 

soluyoes fundamentais. a trabalho que e considerado 0 marco inicial na analise 

de placas via MEC e 0 de JASWON et alii (1967). Posteriormente BEZINE 

(1978) eSTERN (1979) desenvolveram a formulayao direta para os problemas 
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de placas finitas, com quaisquer condi<;c5es de contorno. BEZINE e 0 

pesquisador que mais tem se dedicado ao estudo de placas atraves do MEC. 

Dele podemos citar trabalhos como analise de f1exao de placas cujas condi<;c5es 

de contorno estao no dominio (1981), substitui<;ao da segunda equa<;ao integral 

(produto da derivada do deslocamento) por uma equa<;ao alternativa, baseada 

nas propriedades de similaridade geometrica da placa (1981), analise da 

f1ambagem de placas levando em conta apenas as condi<;c5es de contorno no 

dominio (1985), etc. 

o estudo elastodinamico transiente de placas tem como 

referencia 0 trabalho de BEZINE (1982), que apresenta uma solu<;ao 

fundamental dinamica transiente, no dominic do tempo. Ele se baseou no 

trabalho de SNEDDON (1944), 0 qual apresenta diversas solu<;c5es analiticas 

para casas de placas circulares, com raios infinitos ou nao. 

Com rela<;ao ao acoplamento solo-estrutura, ap6s 0 surgimento 

do Metodo dos Elementos de Contorno a pesquisa passou a se concentrar na 

combina<;ao do MEC com 0 MEF, visando explorar as vantagens de cada um, 

na analise das diferentes regic5es. No caso 0 solo, por ser 0 meio de dominio 

ilimitado, e tratado via BEM enquanto que a estrutura e tratada via MEF. Nessa 

dire<;ao pode-se citar 0 trabalho de ZIENKIEWICZ (1977) e 0 de ATLURI e 

GRANNELL (1978) como sendo os precursores deste tipo de analise. 

Posteriormente outros trabalhos foram surgindo em torno da ideia, entre os 

quais se referencia aqui os de MITSUI et alii (1985), que se introduz um 

elemento de contato entre as subregic5es para facilitar a liga<;ao quando existir 

diferen<;as das constantes fisicas das subregic5es, GANGMING (1989), que 

simetriza a matriz de rigidez obtida atraves do BEM, e MESSAFER (1989), que 

trata da liga<;ao placa-solo. No caso de liga<;ao solo-estrutura em que ambas as 

regic5es sejam tratadas via BEM, pode-se citar 0 trabalho apresentado por 
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PAIVA e BUTTERFIELD (1995), que trata de analise elastostatica de ligayao 

placa-solo. 

o objetivo deste trabalho consiste em utilizar 0 Metodo dos 

Elementos de Contorno (MEC) para a analise estatica e dinamica transiente de 

placas, e em apresentar 0 comportamento destas quando Jig ad as ao solo. 

Neste trabalho sera apresentada a formulayao elastostatica e elastodinamica 

da placa utilizando-se da mesma soluyao fundamental, independente da 

variavel tempo, para em seguida tratar da Jigayao solo-estrutura. 

A soluyao fundamental adotada e a apresentada por DANSON 

(1979) e 0 tratamento elastodinamico das placas foi feito utilizando-se da forma 

alternativa, via "matriz de massa". Algum comentario sobre essa forma de se 

resolver um problema dinamico ja foi feito anteriormente. e exemplos de 

diferentes discretizayoes do dominio, para 0 mesmo tipo de placas, sao 

apresentados. A intenyao desta comparayao entre os exemplos e mostrar a 

eficiencia e a versatilidade da formulayao. 

Uma outra formulayao para a analise dinamica de placas e 

apresentada a partir da soluyao fundamental do BEZINE (1982). Com esta 

formulayao, um exemplo de placa circular e analisado e, atraves dos 

resultados, pode-se observar os problemas de instabilidade que surgem. A 

intenyao que se teve em mostrar os problemas da formulayao e a de provocar 

uma discussao em torno dos mesmos, na busca de caminhos para soluciona

los. 

Para a interayao solo-estrutura utilizou-se do programa numerico 

para analise tridimensional desenvolvido por CODA (1993), tanto para a analise 

elastostatica quanto elastodinamica. 0 acoplamento numerico dos dois 

programas foi feito atraves da tecnica de subregioes [VENTURINI (1983), 

LACHAT (1975a) e LAC HAT (1975b)]. Esta tecnica consiste em aplicar 
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separadamente as equagoes correspondentes de cad a regiao e acopla-Ias, 

utilizando-se de condigoes de compatibilidade cinematica e de equilibrio. 

Descril;;ao dos capitulos 

No capitulo II e feita uma revisao das equagoes basicas que 

regem 0 comportamento de placas. Esta revisao e voltada para as equagoes 

que sao diretamente utilizadas na formulagao do MEC. Em seguida e 

apresentado 0 desenvolvimento da solugao fundamental de placa que sera 

utilizada tanto na analise elastostatica quanta na elastodinamica. Definida a 

solugao fundamental, parte-se para a formulagao das equagoes integrais. 

Finalmente a formulagao Metodo dos Elementos de Contorno para a 

determinagao estatica de placas e apresentada. Nele se define 0 tipo de 

elemento adotado, as tecnicas de integragao do dominio, a montagem das 

equagoes matriciais, a montagem das matrizes H e G, bem como 0 vetor de 

carregamento F. Em seguida, sao apresentadas as condigoes de contorno e a 

solugao do sistema. Finalmente emprega-se a formulagao na analise de placas 

retangulares. 

No capitulo III e apresentada a formulagao elastodinamica de 

placas partindo-se do conceito de matriz de massa. A soluc;:ao fundamental e a 

mesma do capitulo anterior e e desenvolvida a integragao no dominio do termo 

inercial, a partir do tipo de celula adotada. Uma vez obtida a matriz de massa, 0 

sistema e resolvido atraves do metodo de Newmark [ WARBURTON (1964) l. 
Os mesmos exemplos de placas analisados no capitulo II sao tambem tratados 

neste capitulo, agora em sua versao dinamica, variando-se apenas a 

discretizagao do dominio. 
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o capitulo IV trata da liga~ao solo-estrutura. Inicialmente 

apresenta-se a formula~ao empregada para tratar do solo e, em seguida, 

demonstra-se de que forma 0 acoplamento foi obtido para, finalmente, serem 

apresentados os exemplos numericos, comparados com solu~oes ja obtidas em 

outras referencias. 

No capitulo V apresenta-se 0 desenvolvimento empregado por 

Bezine na obten~ao de sua solu~ao fundamental transiente de placas 

bidimensionais. Neste capitulo se discute os problemas de estabiliza~ao que a 

solu~ao apresenta. 

No capitulo VI sao feitas as considera~oes gerais sobre 0 trabalho 

desenvolvido e apresentadas sugestoes no sentido de aperfei~oar os 

resultados obtidos. 
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CAPiTULO II 

TEO RIA BAsICA, EQUAC;OES INTEGRAlS E METODO DOS 

ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADOS A PLACAS 

- ELASTOSTATICA-

2.1 - Introdu!;so 

Como sabemos, placas sao elementos estruturais de superficie 

definidos par dois pianos paralelos (que podem ter pequena curvatura) e 

distantes entre si da espessura que os define. Essa espessura tem dimensao 

sempre pequena, se comparada com as outras duas. 

No presente trabalho somente serao consideradas as placas 

delgadas, is6tropas ( com propriedades iguais em todas as direc;:oes), com 

carregamento aplicado sempre na direc;:ao transversal ao plano medio e que 

obedec;:am a teoria de pequenos deslocamentos. 

Dentro dessa especificidade valem as seguintes hip6teses 

simplificadoras: 
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1. a material da placa e elasto-linear; 

2. as deslocamentos transversais ao plano media sao 

pequenos; 

3. as deforma<;oes do plano media sao consideradas 

despreziveis; 

4. as tensoes normais na dire<;ao transversal sao consideradas 

despreziveis; 

5. as se<;oes planas, perpendiculares a superficie media antes 

do carregamento continuam planas, ap6s a carregamento. 

2.2 - Equa!toes basicas 

8 

Considerando-se que as dedu<;oes que nos levam as equa<;oes 

basicas, as quais regem a comportamento de placas, estao amplamente 

repetidas em varias referencias (PAIVA (1990), OLIVEIRA NETO (1991), etc.) 

optou-se aqui par abstrai-Ias. Assim send 0, apenas as expressoes que entram 

nas equa<;oes integrais do metoda serao descritas, e de forma a mais suscinta 

passive!. Para um acompanhamento mais detalhado do que sera apresentado 

a seguir, recomenda-se TIMOSHENKO (1970). 

Convem lembrar, inicialmente, que a comportamento elasto-linear 

da placa e reg ida pelas seguintes equa<;oes: 

- rela<;ao tensao-deforma<;ao, obtidas a partir da Lei de Hooke 

(j xx = 1 E .. 2 ( & xx + V& Y.Y ) 
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O"yy = 1 _E"2 (8yy + V8",,) (11.1) 

Txy = Gy xy 

- relayao deformayao-deslocamento (observando-se a teo ria dos 

pequenos deslocamentos) 

02W 
8"" =-z &2 

02W 
8 yy =-z ~2 

02W 
yxy =-2z &~ 

(11.2) 

As equa<;oes integrais do MEC, como sera visto mais adiante, 

estao expressas em funyao do deslocamento transversal, da rota<;ao, da for<;a 

cortante e do momento fletor, estando as expressoes desses tres ultimos 

parametros em fun<;ao do primeiro. Assim sendo, torna-se necessario obter 

estas expressoes, escritas em fun<;ao do deslocamento w. Para tanto deve-se 

analisar, inicialmente, 0 equillbrio de momentos e fort;as cortantes em um 

elemento infinitesimal de placa. A partir desse equillbrio escrevem-se as 

expressoes dos momentos e for<;as cortantes das placas, em fun<;ao de w. 

Isto pode ser feito representando-se os esfor<;os que atuam no 

elemento de placa atraves de suas resultantes aplicadas na superficia media 

do mesmo, como nas figuras 01 e 02 a seguir. Considerando-se 0 

carregamento transversal (g) que atua no sentido positiv~ do eixo z , 
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iJ Y Y 

z 

FIGURA 02 

m,y 

;:--;:d, 
my + ax-

q + a q, d 
x a x )( 

10 

+ a m,y d 
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x 

obtem-se a equa9Bo de equilibrio da placa, as expressoes dos momentos e 

foryas cortantes, assim como a equayao de equilibrio em funyao do 

deslocamento w. 
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8 2m 8 2m 8 2m , y 2 xy 
8x2 + By2 + 8xBy =-g 

m =_r{8
2

W+v8
2 w) 

, ax2 By2 

m =_r{8
2

W +v8
2w) 

Y By2 8x2 

8 2 w 
m =m =-D(l-V)a ;\" 

xy yx Xvy 

8 (8
2

W 8
2w) 

q, =-D 8x 8x2 + 8l 

8 (8
2

W 8
2w) 

qy =-D By 8y2 + 8x2 

II 

(11.3) 

(11.4) 

(11.5) 

(11.6) 

(11.7) 

(11.8) 

e, finalmente, substituindo-se 11.4, 11.5 e 11.6 em 11.3, obtem-se a expressao 

diferencial da placa em fun9ao do deslocamento transversal w . 

8 4w 8 4w 8 4w g 
8x4 + 2 8x2By2 + By4 = D (11.9) 
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Quando se pretende analisar um problema qualquer, torna-se 

conveniente reescrever as expressoes anteriores, deixando-as referidas nlio 

mais aos eixos cartesianos x e y, mas a um eixo generico de coordenadas n e 

S, 0 qual forma um angulo CJ. com semi-eixo positiv~ x. Para isto, deve-se 

desenhar 0 equilibrio em um novo elemento infinitesimal de placa, levando-se 

em conta 0 novo eixo de coordenadas. Desta forma, pode-se obter as relayoes 

geometricas que refrenciam um eixo ao outr~. 

m" 

m, 

m. 

m., moo 

a 

FIGURA 03 

q, 

q. 

a 

q. 

FIGURA 04 



• 

, 

13 

Fazendo-se novamente 0 equilibrio do elemento, pode-se 

escrever as expressc5es de mn , mns , qn e q. em func;:ao dos momentos e 

cortantes referidos ao sistema global e do angulo a . 

mn = mr cos2 a + mysen 2a + 2mrysena cosa (11.10) 

mn, = (my - mr )sena cosa + mry( cos2 a - sen 2 a) (11.11) 

qn = qr cos a + qysena (11.12) 

Quando se pretende resolver uma equac;:ao diferencial da placa, 

faz-se necessario a imposic;:ao de condic;:c5es de contorno. No caso, essas 

condic;:c5es pod em ser 0 deslocamento tranversal w, a rotac;:ao normal Ow/iin e 

os esforc;:os mn , mns e qn . Sendo a equac;:ao diferencial de 4! ordem, exeistem 

4 valores de contorno que devem ser associ ados a cada ponto. Assim, apenas 

dois dos esforc;:os pod em ser considerados. KIRCHHOFF (1850) demonstrou 

que as duas ultimas condic;:c5es de contorno podem ser agrupadas em uma 

unica, denominada de forc;:a cortante equivalente, cuja expressao e: 

ann, 
v" = qn +--a: (11.13) 

Finalmente, como as equac;:c5es integrais do Metodo dos 

Elementos de Contorno estao escritas em coordenadas polares, torna-se util 

reescrever as expressc5es anteriores, referentes aos eixos n e s, deixando-as 

em coordenadas polares. 
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V contorno do ploco 

R 

p 

---- --- ,p:_-_) 0- --

n 

s 

a~0+p 

FIGURA 05 

(11.14) 

(11.15) 

(11.16) 

De posse destas rela90es, as expressoes (11.1 0), (11.11), (11.12), 

(11.13) e a equayao diferencial da placa (11.9) podem ser escritas em 

coordenadas polares. 

o.v o.v 
in = --;J;COS fJ (11.17) 
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I 02W (1 tW 1 02W) 
m. = -q (cos

2 
fJ + vsen

2 
fJ) a-2 + (sen

2 
fJ + vcos

2 
fJ) r Or + -;:z 082 

0(1 tW)l +2(1- v)senfJ cosfJ a- -;. 00 J (11.18) 

I (1 tW 1 02W 02w) 2 2 
m.s =-D(1- vlsenfJcos fJ -;. Or +;Z 002 - a-2 +(cos fJ -sen fJ). 

0(1 tW)l 
·a--;'ooJ 

J 0 10 ) 
q. = -Lt..a- Ilw cos fJ + -;. 00 IlwsenfJ 

( 
0 1 an.s ) (1 0 an.s ) V = -D-Ilw+-- cosfJ - D--Ilw+-- senfJ 

• a- roO roO a-

(11.19) 

(11.20) 

( 1 cos fJ ) an.s l..R - r ofJ (11.21) 

Ficando a equayao diferencial da seguinte forma: 

( 
02 1 0 1 0 2 X02W 1 tW 1 02W) g 
a-2 + r a- +~ 002 a-2 +, Or +~ 002 = D (11.22) 
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2.3 - Soluc;ao fundamental da placas 

Soluyao fundamental de um problema e a resposta obtida em um 

ponto p (denominado ponto de campo ou "field point'), qualquer, de um 

dominio, em geral infinito, consequente de uma carga unitaria aplicada num 

ponto q (denominado ponto de carregamento ou "load point"), tambem 

pertencente ao mesmo dominio. 

No caso de placas a resposta a ser obtida e 0 deslocamento 

transversal w' em p, de coordenadas x(p) e y(p) , devido a aplicac;:ao da carga 

unitaria em q , de coordenadas x(q) e y(q) . Desta forma, a soluc;:ao 

fundamental de placas e obtida pel a resoluc;:ao da equac;:ao (11.22), onde 0 

carregamento e a func;:ao Delta de Dirac (o(q,p)), a qual tem as seguintes 

propriedades: 

o(q,p) = 0 se p;z:q 

(11.23.a) 

o(q,p) = 00 se p=q 

J~(q,p)dn= 1 (11.23.b) 
Q 

onde a func;:ao ljI(p) e uma funyao qualquer do dominio n. 
Assim sendo, pode-se afirmar que: 

Jrp{p)O(q,p)dn= rp{q) (11.24) 
Q 

o que significa dizer que a integral da func;:ao Delta de Dirac no dominio e igual 

a carga unitaria. 
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Aplicando-se esta fun~o no lugar da carga na equa~o 

diferencial da placa tem-se: 

Mw' 
J(q,p) 

D 
(11.25) 

Agora pode-se obter a solU9ao fundamental de uma placa, 

resolvendo a equa~o anterior a todos os pontos do dominio, 

desconsiderando-se uma pequena regiao em torno do "load point" q. Assim, a 

equa9ao e sempre igual a zero. Escrevendo-se a equa~o diferencial (11.22) em 

coordenadas polares, com origem em q , e levando-se em conta a simetria, 0 

que a deixa independente de e , tem-se: 

r d 2 1 d T d 2w' 1 dw'l 
ldr2 +;:-dr 1 dr2 +;:- dr J=O (11.26) 

A solu9ao desta equa9ao e conhecida e e da forma: 

w' = C1.lnr+ C2.r21nr+C3.r2 + C4 (11.27) 

Duas das condi95es de contorno, necessarias para resolver 11.27, 

sao obtidas analisando-se 0 dominio finito da placa. Pela simetria considerada 

em 11.26 pode-se afirmar que: 

dw' 
--=0 
dr 

para r=O (11.28) 
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Em seguida podemos afirmar tambem que, admitindo-se urn 

cfrculo de raio r e com 0 centro em q, existira uma cortante equivalente Vn , 

aplicada em todo 0 contorno do circulo como indicado na figura abaixo, 

I' 
y 

q 

s 

cujo equilibrio e expresso por: 

1 
Vn = - 2,.,. 

o q 

p 

n v, 

FIGURA 06 

(11.29) 

A expressao da cortante equivalente, escrita em func;:ao do 

deslocamento w'p ,fica apenas em func;:ao de re com 0 P=O. Desta forma: 

d • 1 
V = -D-,1,w =--

n dr 2,.,. 
(11.30) 
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Aplicando-se as condiyoes de contorno (11.28) e (11.30) na 

expressao (11.27) obtem-se as constantes C1 e C2 . 

C1 = 0 e 
1 

C2=87dJ (11.31 ) 

Substituindo-se as constantes acima na expressao (11.27), a 

equayao do deslocamento passa a ser da seguinte forma: 

w' = 8~r21nr+C3.r2 +C4 (11.32) 

As constantes C3 e C4 podem ser obtidas aplicando-se as 

condiyoes de contorno do problema da placa a ser analisada. No caso da placa 

de raio infinito que esta sendo aqui analisada, estas condiyoes pod em ser 

quaisquer. 

Em DANSON [1979] , 0 autor adota 

1 
C3=-167dJ e C4=0 

o que resulta na seguinte equayao do deslocamento fundamental w' 

. 1 2( 1) 
w = 87dJ r lnr- 2 

(11.33) 

(11.34) 

Esta e a soluyao fundamental elastostatica de placas, que sera 

utilizada neste trabalho. A partir dela teremos as expressoes de deslocamentos 

e esforyos fundamentais do ponto p. Isto se consegue substituindo-se a 
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equayao acima (11.34) nas expressoes (11.17), (11.18), (11.19) e (11.21). Assim, as 

expressoes ficam escritas da seguinte forma: 

Ow· ~ r m = 4JZDlnrcosp 

m:= __ 1 [(1+ v)lnr+(I- v)coi p + v] 
41Z" 

1- v 
m:s = 81Z" sen2 p 

• cosp 1 1- v 
V = [2(1- v)sen 2fJ -3+ v +-4 -cos2fJ 

n 4~ ~ 

onde: 

r=~(x(p)_X(q))2 +(y(p)- y(qW 

2.4 • Equa\toes integrais de placas 

(11.35) 

(11.36) 

(11.37) 

(11.38) 

(11.39) 

o Metodo dos Elementos de Contorno se caracteriza pela 

representayao do comportamento de variaveis do dominio atraves de valores 

do contorno da placa. Nesse sentido, torna-se necessario obter uma equayao 

integral que relacione 0 deslocamento(a partir do qual os esforyos sao escritos) 
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de um ponto qualquer pertencente ao dominio (w(p) ) com os deslocamentos 

e esfor90s do contorno. 

Esta equa9ao pode ser obtida analisando-se uma placa qualquer, 

cujo contorno esta indicado por reo dominio p~r Q, que se encontra contida 

em uma placa de dominio e contorno infinitos, indicados, respectivamente, p~r 

r .. e por n.. , como pode-se observar na figura 07 abaixo. 

r_ -
r 

0 
, 

I 
0_ \ y 

~ 

FIGURA 07 

Agora considere-se que a placa acima esta submetida a dois 

carregamentos distintos e nao simultaneos 9 e g' . 0 primeiro atua no dominio 

que esta indicado na figura acima por Q g , enquanto que 0 segundo e 0 

carregamento correspondente a solu9ao fundamental. Em se considerando 

estes dois estados de carregamento para a placa, podemos associar a mesma 

deslocamentos, tensoes e deforma90es distintas. Estes seriam indicados p~r: w 

, 0'11 e Elj , para 0 primeiro carregamento, e w' , 0"11 e E'lj , para 0 carregamento 

fundamental. Assim sendo, a seguinte igualdade pode ser escrita, de acordo 

com 0 teorema de Betti: 
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jOi;BljdV = jOijC;dV I, j =1,2,3, ... (11.40) 

v v 

A partir da expressao acima pretende-se chegar a equa9ao integral 

desejada. Para tanto, deve-se encontrar uma forma de transformar as integrais de 

volume, da expressao referida, em integrais de contorno. Para facilitar, 

primeiramente isso sera feito em apenas um dos termos da igualdade. 

Tomando-se 0 termo da direita, e estendendo-se 0 somat6rio, pode

se escreve-Io como: 

J cy;/,;dV = J [0'",8': + 0'",8;" + 0',,8~ + T xyY~ + T xzY: + T Y'Y;' ]dV (11.41) 
v v 

Esta expressao deve ser agora reescrita levando-se em conta, 

conforme adotado como hip6tese simplificadora, que as tensoes relativas a 
dire9ao normal z sao desprezadas. 

jOijB;dV = j[ O'xB; + O'yB; + 'xyr~ ]dV (11.42) 

v v 

Substituindo-se as expressoes das tensoes e das deforma90es que 

se conhece da teoria basica de placas - 11.1 e 11.2 - na expressao 11.42, consegue

se deixar a integral apenas em fun9ao das derivadas do deslocamento w, em 

rela9ao a x e y. 

f f[ E (o'W o'W] o'w· E (o'W o'w] o'w· 
O'y8;dV = I _ v' &' + V ty' &' z' + 1- v' ty' + v &' ij z' 

v V 

o'w o'w· l 
.+4G &ty &ty z' yv (11.43) 
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Integrando-se a expressao ao longo da espessura, sendo que 

esta varia de -h12 a +hI2, consegue-se transformar a integral de volume acima 

(11.43) numa integral de dominio bidimensional. 

r (Ja 2w a2w)a 2w' Ja 2w a2w)a 2w' 
Jcrijc;dV = -t ~ ax2 + v ay2 ax2 + ~ ay2 + V ax2 ay2 
v n 

2w a 2w' l, 
+2D(1- v)Sxay axay Z2 fO (11.44) 

Lembrando-se agora das expressoes (11.4), (11.5) e (11.6), esta 

integral de dominio pode ser reescrita em func;:ao dos momentos e derivadas 

segundas com relac;:ao a x e y. 

J {a2' a2' a2 '1 • w w w 
C1ijEijdV = -mx ax2 - my ay2 - 2m", axay yn 

v n 

(11.45) 

A reduc;:ao da integral de volume foi 0 primeiro passo para se 

obter a integral de contorno que sera utilizado na formulac;:ao do MEC. Num 

segundo passe devem ser levadas em considerac;:ao as relac;:oes provenientes 

do teorema geral de Gauss, que sao as seguintes: 

f! f(x,y}ixdy = ff(X,y ~xaT 
n r 

(11.46) 

f~ f(x,y}ixdy = ff(X,y ~yaT 
n r 
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onde Tix e Tiy sao os cossenos diretores do versor normal ao contorno nas 

dire~oes x e y, respectivamente. 

De posse destas rela~oes, integra-se p~r partes 0 primeiro termo 

da expressao (11.45), e obtem-se: 

r a 2W' r aw' r w· am 
- Jm, ax2 dO = - Jm, ax cosad! + J~ ax' dO (11.47) 

n r n 

Integrando-se p~r partes a segunda parcela da expressao anterior 

(11.47) pode-se escrever boa parte do primeiro termo da expressao (11.45) sob a 

forma de integrais de contorno. 

r a2W'd'"' I aw' am,. k ra 2m, • 
- Jm, ax2 .,= -m, ax cosu + ax w cosu J- - J ax2 w d 

n r n 

(11.48) 

Seguindo-se 0 mesmo roteiro, adotado para se chegar a 
expressao anterior, pode-se escrever 0 segundo e 0 terceiro termo de (11.45). 

r a 2W' f r aw' am l fa 2m 
- Jmy 0'2 dO = i my 0' senu + a: w' senu yr - 0'/ w'dO 

n r n 

(11.49) 

f a 2' {aw' aw' am w. .\]I * 
-2 mxy ax0' dO= -mxy 0' cosu -mxy ax senu +&w senu 

n r 

amxy l r amxy 
+a.Y""w' cosu yr - J2a.Y""w'd (11.50) 

n 
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Estes tres termos voltam a ser agrupados para reescrever 11.45, 

que agora ja esta em parte representado por integrais de contorno. A 

expressao fica escrita da seguinte forma: 

r r aw' aw' aw' aw' l 
Jcrifc;dV = - .t mx ax cosa + my 0' sena + mxy 0' cosa + mxy ax sena yr 
v r 

((am amxy J (amy amxy J l r a 2 m 
+ ~ axX 

+ a.Y cosa + 0' + ax sena J w'd[" - .t axz" 
r n 

a2m a2m l 
+ - / + 2 ~ ~ xy jw'dQ (11.51 ) 

Essa expressao pode ainda ser simplificada caso se utilize a 

relac;:ao (11.3). Alem disso ser feito, deve-se escreve-Ia com referencia aos semi

eixos n e s. Para tanto deve-se relacionar as derivadas de wem relac;:ao a x e 

y com as mesmas 56 que em relac;:ao ao novo sistema de referencia. Isto e 

simples de ser feito, bastando observar as seguintes igualdades: 

aw' aw' aw' 
-=-cosa --sena 
ax an as 

(11.52) 

aw' aw' aw' 
-=-sena +-cosa 
0' an as 

Uma vez feita a substituic;:ao das relac;:oes escritas em (11.52) na 

expressao 11.51, pode-se simplifica-Ia lembrando-se das expressoes 11.10 a 

11.12 . 
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r 'd {Ow' Ow' '}r f ' Jays. v=- mn-+mns--qn'W + gwdQ an as 
v r n 

(11.53) 

Integrando-se por partes 0 termo que contem mns , tem-se que 

r Ow' 'Ir, ramns , 
Jmns as dr=mns w r, - Jas W dr (11.54) 
r r 

onde 11 e 12 sao os limites de integra9ao ao longo de s. Se a integra9ao e 

feita numa placa de contorno fechado e que nao contenha cantos, a primeira 

parcela se anula, ja que nao ha descontinuidade de n e s, sendo, portanto, 0 

mns continuo. No caso de haver canto na placa, 0 resultado da aplica9ao dos 

diferentes limites de integra9ao sera a rea9ao Rc , referente a esse canto. Se a 

placa tem varios cantos, esta parcela e 0 somatorio de todas as rea90es Rc . 

Para melhor ilustrar 0 acima descrito, deve-se acompanhar a demonstra9ao 

feita a partir da figura 08. 

,/(' 

\ 

\ 
\ 

\ \. 1,/ 
. \ i c., 

m" "', 

FIGURA 08 
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Escrevendo-se 0 somat6rio para todos os cantos da placa onde 

se aplicam os Iimites de integrayao, tem-se: 

! r" ! ! m w· -- m+ -m- . -- R w· ns, I - ~ ns, ns, )vc, - c, c, (11.55) 
1=1 rlJ i=l ;=1 

sendo NI e Nc os numeros de lad os e cantos da placa, respectivamente, Wei' 0 

deslocamento fundamental, relativo ao canto i, e 111 e 112 os limites de 

integrayao referentes a cad a lado da placa. 

Substituindo-se, primeiramente, (11.55) em (11.54), e 0 resultado 

disso em (11.53), e levando-se em conta a relayao (11.13), obtem-se a expressao 

final de 11.41. 

fcrij&;dV= {v.w·-m• aa:'}df'+ ~>c,w;, + fgw'dQg 
v r 1=1 n, 

(11.56) 

Fazendo-se, de forma amiloga, todos os passos para 0 termo da 

esquerda da igualdade advinda do teorema de Betti pode-se afirmar que: 

fcr;EijdV= {v:w-m:~}tr+ !R;'Wc, + fg'wdn 
v r ;=1 (} 

(11.57) 

Assim, a iguaJdade (11.40) pode ser reescrita deixando de ficar 

expressa em integrais de volume e passando a ser expressa em integrais de 

contorno, a menDs das integrais de dominio referentes aos carregamentos 9 e 

g' . Sabe-se tambem que os deslocamentos e os esforyos referentes ao 

carregamento fundamental g' sao funyoes que dependem do "load point" q e 
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do ponto de deslocamento p, ao passo que os referentes ao carregamento 9 

sao funyoes que dependem apenas de p, que e 0 ponto onde os efeitos da 

carga sao determinados. Assim sendo: 

JV:(q,p)w(p) - m:(q,p) CW:) f(p) + ~R;,(q,P)Wc, (p) 

+ jg'(q,P)W(P)dQg<p) = IV.{p)W'(q,p) - m.{p) CW'~'p) f<p) 
0, r 

+ !>c, (p)W;' (q,p) + jg(p)W'(q,P)dQg<p) (11.58) 
i=i 0, 

Esta e a equayao integral de placas que sera utilizada na 

formulayao do Metodo dos Elementos de Contorno, como se vera no item a 

seguir. 0 tratamento das duas integrais de dominio remanescentes, relativas 

aos dois tipos de carregamento, tambem sera visto no pr6ximo item. 

2.5 - Metodo dos elementos de contomo 

2.5.1 - Soluyao das equayoes integrais 

o Metodo dos Elementos de Contorno consiste em transformar a 

equayao integral 11.58 em uma equayao algebrica, resolvendo-a 
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numericamente. A OP9ao em resolve-Ia numericamente se deve ao fato de ser 

impossivel a sua resolu9ao analitica. 

Para se fazer essa transforma9ao, deve-se discretizar 0 contomo 

da placa em "elementos". E sobre esses elementos que os deslocamentos e 

esfor90s da equa9ao integral serao aproximados, utilizando-se fun90es 

interpoladoras. Essas fun90es aproximam os valores de w , 8w/8n , Vn e mn , a 

partir de valores nodais e das fun90es aproximadoras adotadas. 

Estas fun90es sao definidas pelo tipo de elemento que esta sendo 

utilizado. No caso de elementos com geometria linear, os tipos sao: elemento 

constante (com aproxima9ao constante), linear (aproxima9ao linear, 

necessitando de 2 pontos nodais para definir as fun90es), quadratico 

(aproxima9ao quadratica, necessitando de 3 pontos nodais) entre outros. 

A discretiza9ao das equa90es algebricas conduz a um sistema de 

equa90es lineares onde as incognitas nodais sao os deslocamentos e os 

esfor90s. No caso de placas, duas condi90es de contorno sao conhecidas para 

cada no, restando duas incognitas nodais. Desta forma, torna-se necessario 

que se escrevam duas equa90es para cada no, para que se tenha um numero 

de incognitas igual ao numero de equa90es. Comumente, PAIVA (1990), 

OLIVEIRA NETO (1991), escreve-se a equa9ao do deslocamento w e uma 

equa9ao referente a derivada de wem rela9ao a coordenada m, de um sistema 

de eixos cartesianos m e u, com origem no ponto p (ponto de deslocamento). 

No presente trabalho optou-se por escrever duas equa90es para 0 

deslocamento w, escritas a partir de dois pontos situ ados fora do dominio 

[TEJERINA CALDER6N (1991)]. Esses pontos estao situ ados a uma distancia 

que corresponde a metade do comprimento do elemento, para 0 primeiro 

ponto, seguindo uma dire9ao normal ao elemento, e igual ao comprimento do 

elemento, para 0 segundo ponto. Essas distancias podem variar sem provocar 

altera90es na precisao dos resultados. Essa alternativa adotada apresenta a 
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vantagem de nao se ter os problemas de singularidade, que costumam acorrer 

nos casas onde os pontos fonte se encontram no contorno. Uma outra opCiio 

para resolver 0 problema das integrais singulares e utilizar-se da integraCiio 

numerica via algoritmo de Kutt [KUTT (1975)], porem a simplicidade de se 

colocar os pontos fora do dominio justificou a adoyao dessa forma de resolver 

as integrais singulares. Os resultados obtidos, usando esta alternativa, se 

mostram bastante satisfatorios. 

Assim tem-se dois tipos de equayoes: uma escrita para os pontos 

situ ados no dominio, pontos intern os, e outra escrita para os pontos situados 

fora do dominio, pontos externos, associ ados aos nos. Estas equayoes diferem 

entre si pela forma com que a integral de dominio, referente ao carregamento 

fundamental g., e resolvida. 

Sabe-se que a carga fundamental adotada e a funyao Delta de 

Dirac. Observando-se as propriedades desta funCiio (11.23), pode-se reescrever 

as integrais de dominio, referentes a g •. 

Para 0 caso de pontos intern os: 

Jg'(q,p)w(p)d~p) = w(q) (11.59) 
o 

ficando a equayao integral da seguinte forma: 

w(q) + Av:(q,p)w(p) - m;(q,p) cw:) }r<P) + ~>:,(q,p)w.,(p) 
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= ~v.{p)w*(q,p) -m.{p) Ow*~,p) f<p) + ~Rc, (p)w;' (q,p) 

+ Jg(p)w*(q,p)dQg <p) 
D, 
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(11.60) 

Para as pontos externos, a integral acima passa a ser escrita para 

urn ponto fonte a (situado fora do dominio), e isto faz com que a integral de 

dominio se anule, 

Jg*(q,p)w(p)dQ(p) = 0 (11.61 ) 
D 

ficando a equay80 integral reduzida a: 

Av:(a,p)w(p) - m;(a,p) Ow~) f<p) + ~R:.(a,p)wc, (p) 

= ~v.{p)w*(a,p) - m.{p) Ow*~,p) r<p) + ~Rc, (p)w;' (a,p) 

+ Jg(p)w*( a,p)dQg(p) (11.62) 

D, 
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2.5.2 - Oefini!;ao do elemento 

o tipo de elemento adotado e 0 elemento quadratico continuo. 

Consequentemente, conforme ja definido anteriormente, as fun<;6es 

aproximadoras sao quadraticas, tornando-se necessario a definiyao de 3 nos 

por elemento. Nas figuras que se seguem pode-se observar um exemplo de 

discretizayao do contorno de uma placa quadrada em elementos quadraticos 

(fig. 09.a) e um exemplo da aproximayao do deslocamento wao longo de um 

elemento (fig. 09.b). Nestas figuras os nos duplos, alem do proprio no de canto, 

tem as mesmas coordenadas. Embora eles sugiram a existencia de elementos 

descontinuos, esta forma de representa-Ios foi escolhida para ressaltar a 

existencia de diferentes normais para cada no duplo. 

nos no duple 

(('\ r) r ( I t 
elemento 

(0) 

FIGURA 09 

~Iw, w, WiLLJ 
noi no j nOk 

(b) 

Com a colocayao desses nos duplos nos cantos permite-se que 

cada um deles assuma valores nodais diferentes, apesar de terem as mesmas 

coordenadas. Na figura 10, que se segue, estao representados os pontos de 

carregamento, ou pontos fonte, dos nos representados na figura 09 anterior. 
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Nota-se que a colocac;:ao desses ponto segue a orientac;:ao descrita no item 

anterior. 

Como sera escrita uma equac;:ao, separadamente, para cada 

canto, os pontos fonte ficam localizados a uma distancia correspondente a 
metade do elemento, na direc;:ao da bissetriz formada pelos dois elementos que 

o geram. 

pontos Internos 

( . '"d ,,'of d, 000', 

.. ~ 

. . \ 
o • "IQQci ?oiM' 

~ dos nos do eontorno 

FIGURA 10 

Assim, escrevem-se duas equac;:oes para cada no do contorno, 

alem de uma para cada canto. Com isto sao cinco equac;:oes escritas para cada 

canto, sendo duas referentes a cada um dos nos duplos e uma do canto. No 

caso dos pontos de dominio ja se sa be que os pontos de carregamento 

coincidem com os mesmos. 

A partir da figura (OB.b) definem-se as func;:oes interpoladoras do 

elemento quadratico. Com estas func;:oes e possivel obter quaisquer valores 

(coordenadas, deslocamentos, etc.) ao longo do elemento, em func;:ao dos 

valores assumidos pelos nos do elemento. Ao longo deste trabalho estas 
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func;:oes serao sempre reconhecidas pelo sfmbolo 4>. No caso do elemento 

quadrati co continuo, estas func;:oes sao: 

1 
¢l = 2 ,;(,; - 1) 

¢2 = (1- ';)(1 +,;) (11.63) 

1 
¢3 = 2 ,;( q + 1) 

As func;:oes 4> tem a propriedade de serem iguais a 1 nos 

respectivos nos e zero nos demais. De posse destas, conforme ja foi dito no 

paragrafo anterior, pode-se escrever que 

W=[¢i]{Wi}r. ' (11.64) 

sendo que; indica 0 numero do no, e m indica 0 numero do elemento. 

Da mesma forma os outros valores que estao presentes na 

equac;:ao integral das placas podem ser aproximados. Estes valores, reescritos 

em func;:ao dos valores nodais, serao substitufdos na equayao integral 

transformando-a numa equac;:ao algebrica que sera escrita de forma matricial. 

Os valores restantes sao: 

: = [¢il{(:)t (11.65) 
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mn = [¢J{mnJ. (11.66) 

v;, = [¢i]{VnJ. (11.67) 

2.5.3 - Equalfoes matriciais para 0 elemento quadratico 

Inicialmente convem lembrar que a placa esta dividida em N. 

elementos de contorno, conforme ilustrado na figura (09.a), e que os valores 

incognitos encontrados nas equac;:oes integrais (11.60) e (11.62) podem ser 

escritos da forma mostrada em (11.64), (11.65), (11.66) e (11.67). Assim sen do uma 

equac;:ao algebrica, para um ponto qualquer q, pode ser escrita a partir da 

equac;:oes integrais, bastando que estas passem a estar escritas em func;:ao 

dos valores nodais. Esta transformac;:ao das integrais de contorno para 

integrais em func;:ao dos valores nodais, nada mais e do que 0 somatorio 

destas, escrito para todos os elementos da placa. 

~!. {[ ¢(p)lIwJ. V:(q,p) - [¢(p)l{ (:)J r. m;(q,p) }df(Pl + ~R;(q'P)wJp) 
+ f g'(q,p)w(p)dQ'(Pl = ~f{[ ¢(p)](v.1. w'(q,p) - [¢(p)lhl av·~,p) }df(Pl 

, . 

+ Iw;(q,P)Rc,(P) + fg(p)W'(q,P)dQg(Pl (11.68) 
;=1 n, 

onde N. significa 0 numero total de elementos. 
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A equac;:ao anterior deve agora ser definida para os dois tipos de 

pontos a partir dos quais ela sera escrita, extendendo a sua forma para 0 caso do 

tipo de elemento adotado. 

No caso dos pontos externos: 

~ {w, f. ¢1(P)V:( q,p)dfm(p) + Wj f. ¢,(p)V;:(q,p)dfm(p) +W, f. ¢,(p)v;:( q,p)dfm(p) 

-~ f ¢l(p)m:(q,p)dfm(p) -~ f. ¢,(p)m:(q,p)dfm(p) - ~ f. ¢,(p)m:(q,p)dfm(p)} 

+ ~>;,(q,p)w,,(p) = ~{V • .f. ¢b)w"(q,p)dfm(p) +v.,f. ¢,(p)w"(q,p)dfm(p) 

+v fA. ( ) O()df fA. ( ) o.v"(q,p) df fA. ( ) o.v"(q,p) df 
" '1', P w q,p m(p) -m._ '1'1 p in m(p) -m.

l 
'1', p in m(p) 

~ ~ ~ 

-m., f. ¢,(p) o.v"~,p) dfm(p)} + ~W"(q'P)R" (p) + 1 g{p)w" (q, p)dQg(p) (11.69) 

No caso dos pontos internos: 

w(q) + ~ {w, f. ¢l (p)V:(q,p)dfm(p) +Wj f. ¢,(p)V:(q,p)dfm(p) +w, f. ¢,(p)V:(q,p)dfm(p) 

-~ f ¢Jp)m:(q,p)dfm(p) -~ f. ¢,(p)m:(q,p)dfm(p) - ~ f. ¢,(p)m:(q,p)dfm(p)} 
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+ ~>:, (q,p)w" (p) = b {v. f ¢,(p)w"(q,p)dfm(p) + V., f ¢,(p)w"(q,p)dfm(p) 
. . 

f ( )"() f ( ) iM"(q,p) f ( ) iM"(q,p) +V., ¢, p w q,p dfm(p) -m., ¢, p m dfm(p) -m., ¢, p m dfm(p) 
~ ~ ~ 

-m., f. ¢,(p) iM"~,p) dfm(p)} + ~W"(q'P)R" (p) + I g(p)w" (q,p)dn,(p) (11,70) 

o numero de equac;:6es escritas e igual ao numero de pontos de 

carregamento que se tem no problema em questao, Em outras palavras, sera 

igual a duas vezes 0 numero de n6s do contorno mais 0 numero de cantos da 

placa mais 0 numero de pontos internos. Como existem duas inc6gnitas para cada 

n6 do contorno, uma para cada canto e uma para cada ponto interno, tem-se um 

numero de equac;:Cies igual ao numero de inc6gnitas, e 0 sistema pode ser 

resolvido. Esse sistema pode ser escrito sob a forma matricial, 

[Ifr Ife 

r w 1 
] 

-r [ [ 
H w r= G 
-I l~;J -r 

q eX ~:}+ {F} (11,71 ) 

onde 0 sinal subscrito -, sob as letras, indicam que estas sao sub-matrizes, no 

caso de H e de G, ou sub-vetores, no caso de w e de P. Os indices indicam que 

sao referentes ao contorno, aos cantos ou aos pontos internos. 0 vetor indicado 

por Fe 0 vetor resultante do carregamento externo aplicado a placa. 

Essas sub-matrizes e sub-vetores sao as seguintes: 
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~r = ~~q) 

p _{v,,(q)l 
-r - m.(q)f 
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As dimensoes de cada uma das sub-matrizes e sub-vetares esta indicada a 

seguir. 

H - NVTT X NTOT 
- r 

H - NVTT X NCAN 
- c 

H - NVTT X NNI 
- 1 

as matrizes G e G 
-r -c 

tem um numera de calunas igual as respectivas 

matrizes H, send a que a numero de linhas e igual a NTOT +NCAN. 

w e P - NTOT, e indicam a vetar de deslacamentas ( w e Efwl8n ) e de 
- r - r 

esfarcas (Vn e mn ) 

w e P - NCAN, e indicam a vetar de deslacamentas e das reacoes 
- c - c 

dos cantos 

w - NNI, e indicam a vetor de deslacamentas dos pontos internos 
-I 
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Finalmente, aplicando-se as condiyoes de contorno obtem-se 0 

resultado do sistema de equayoes e determinam-se os deslocamentos e 

esforyos na placa. 

Convem esclarecer, entretanto, que a inlcusao dos pontos 

intern os na resoluyao do sistema nao e a forma mais adequada, devido ao fato 

dela nao ser muito "economica" na hora da resoluyao. A melhor forma seria 

resolver primeiro 0 contorno da placa para, em seguida, calcular os valores dos 

pontos internos, com os resultados obtidos do contorno. A explicayao para ter

se optado pela inclusao dos pontos internos se deve ao fato deles serem 

necessarios na integrayao do dominio, como sera visto no capitulo seguinte, 

2.5.4 - Montagem das matrizes H e G 

Para melhor esclarecer como 0 sistema (11.71) e formado, a partir 

das equayoes (11.69) e (11.70), procede-se pela representayao de cad a uma das 

sub-matrizes indicadas no item anterior, comeyando pelas sub-matrizes do 

contorno. 

Estas sao formadas pelo resultado das integrais indicadas em 

(11.69) e (11.70), as quais sao resolvidas numericamente, empregando-se a 

Quadratura de Gauss. Assim sendo, 12 valores sao calculados (6 para cad a 

sub-matriz) para cada elemento podendo haver sobreposiyao de alguns deles, 

no caso de n6s comuns que pertenyam a elementos diferentes. Isto e feito a 

partir de cada um dos pontos de carregamento da placa, gerando um numero 

de linhas igual a NVTT. 0 numero de colunas sera igual a duas vezes 0 

numero de pontos do contorno. 
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A forma de empregar a Quadratura de Gauss para resolver 

numericamente as integrais esta detalhada no apendice A. 

As sub-matrizes referentes aos cantos sao geradas calculando-se 

os valores presentes nos somat6rios, a partir de cada um dos pontos de 

carregamento. Desta forma NVTT linhas de NCAN colunas sao geradas. 

Quanto a sub-matriz referente aos pontos internos esta e uma matriz 

identidade de dimens6es NNI. As colunas restantes, que ficam acima da 

identidade, sao todas formadas de zeros. 

Reescrevendo-se 0 sistema (11.71), de acordo com as explicat;:6es 

acima, tem-se que: 

rH H 
I - IT - re 
IH H 

lil
er 

-Ir 

- ee 

H 

olr 1 rp 1 
- ~ ':!' r ~ r G G]P} ~ -r ~ O - rr - re - r p w - + 
- -e - G G P -e 

£ J l ':!' 1 J l- er - ee - e k 1 J 
(11.72) 

- Ie 

sendo que 0 primeiro indice indica a regiao onde esta 0 ponto de carregamento 

q e 0 segundo indica a regiao onde esta 0 ponto de deslocamento p . 

2.5.5 - Integral de dominio para montagem do vetor F 

Das equat;:6es (11.69) e (11.70) resta determinar os valores da 

integral de dominio 

Jdp}w·(q,p}c!2g(p) . (II. 73) 
Q, 
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No caso do carregamento distribuido isto tambem sera feito 

numericamente atraves da quadratura de Gauss, e os detalhes desta resoluc8o 

tambem estao no apemdice A . 

Da mesma forma como foi feito na integrayao sobre 0 elemento, 

na integrayao do dominic torna-se conveniente subdividi-Io em subdominios. 

Com esta subdivisao consegue-se representar melhor 0 carregamento 

distribuido 

Dividindo-se 0 dominio em sub-dominios, pode-se escrever 0 

valor do carregamento distribuido, para um ponto de carregamento qualquer q, 

como sendo 0 somatorio da forma: 

fd(q) = g(p) l:ILJ(S',)J(1J;)w,w j w*(q,p) (11.74) 
k=l j=1 i=1 

Para 0 caso de existirem cargas concentradas, a parcel a 

correspondente a este tipo de carregamento pode ser calculada como sen do 0 

produto da carga pelo valor do deslocamento fundamental, no ponto de 

aplicayao da carga, ou seja: 

fc{q) = g(p)w*(q,p) (11.75) 

o vetor de cargas F sera a soma dos vetores resultantes dos 

carregamentos distribuido e concentrado, e tera dimensao de NVTT. 
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2.5.6 - Condi~oes de contorno 

No momento de se resolver 0 sistema de equac;:oes e necessario 

que se imponham as condic;:oes de contorno, caracteristicas do problema. 

Conforme ja foi comentado anteriormente, para cada no do contorno duas 

condic;:oes sao conhecidas. Estas condic;:oes de contorno sao as variaveis de 

deslocamento w e 8wl8n e de esforc;:os Vn e mn. No caso dos cantos e dos 

pontos internos apenas uma variavel e conhecida ja que estes pontos so tem 

duas incognitas ( deslocamento we reac;:ao R). 

As condic;:oes de contorno para os casos mais comuns de 

vinculac;:oes de placas sao: 

- Borda simplesmente apoiada 

wemn 

Ow 
Vne an 

- Borda engastada 

Ow 
wean 
Vn e mn 

- Borda livre 

Vnemn 

Ow 
we an 

conhecidos 

desconhecidos 

conhecidos 

desconhecidos 

conhecidos 

desconhecidos 

(11.76) 

(11.77) 

(II. 78) 
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2.5.7 - Montagem e solu!;ao do sistema final 

Depois de montadas as matrizes e 0 vetor de carregamento, tem

se 0 seguinte sistema de equac;:oes: 

HU=GP+F (11.79) 

Como se sabe, U indica 0 vetor de deslocamentos ( w e ow/an) 

enquanto P indica 0 vetor dos esforc;:os ( Vn e mn ). Com as condic;:oes de 

contorno do problema em questao, duas dessas variaveis (deslocamentos ou 

esforc;:os) sao conhecidas para cada no. Assim sendo procede-se uma troca de 

posic;:ao entre as matrizes H e G, da mesma forma que entre os veto res U e P, 

resultando no seguinte sistema, 

1~=Q (11.80) 

onde 0 vetor X passa a ser 0 vetor que contem todas as incognitas do sistema, 

e 0 vetor Q seria 0 resultado da soma do vetor F com 0 produto da nova matriz 

G pelo vetor com as condic;:oes de contorno do problema. Uma vez resolvido 0 

sistema acima, todas as variaveis passam a ser conhecidas e 0 problema esta 

resolvido. 
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2.6 - Exemplos Numericos 

Nesse item tres exemplos de placas serao analisados com 0 

intuito de mostrar 0 comportamento da formula~ao empregada. Para cada 

exemplo serao apresentados dois graficos. 0 primeiro mostra os valores 

adimensionais dos deslocamentos, medidos em pontos que VaG do contorno ao 

centro da placa, ao longo de a ate b. 0 segundo grafico mostra os valores, 

tambem adimensionais, das rea~c5es normais, medidas em pontos do contorno, 

ao longo de c ate d. 

Os detalhes das discretiza~c5es adotadas estao mostrados nas 

figuras representativas de cada exemplo. Em todos os casos analisados as 

placas sao simplesmente apoiadas e os carregamento sao uniformemente 

distribuidos. Os dados empregados nos exemplos sao: 

E = 10000000. 

h = 0.5 

v = 0.3 

q = 300. 

(espessura da placa) 

(carregamento distribuido) 

Para mostra a eficiencia do metodo, os resultados de 

deslocamentos sao comparados com os obtidos em TIMOSHENKO (1968). 

Pela dificuldade em se diferenciar os dois resultados nos graficos, a 

compara~ao dos valores de deslocamento e apresentada em tabelas, logo 

abaixo dos respectivos graficos. 
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exemplo 1 - Placa quadrada 

11 = 12 = 10 . 

11 

C
1 

d 
I t 

a b 

FIGURA 11 

x(m) 0.50 1.00 

BEM 0.071 0.129 

12 

3.00 

0.165 

TIMOSHENKO 0.0709 0.128 0.1649 
~ - -~ 

TABELA 1 - Valores do deslocamento vertical [w.E.h I (11.12.P) I 

0·2lJ T1----------------------, 

0,15 fL ~.~.----. 
oJ ./ 

;::; 0.10 / 'E' • 

~ I 
0.1>; / 

• 

o.ooL 
00 2 3 4 5" 

S{m) 

GRAFICO 1 - Deslocamento vertical ao longo de a-b 
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5.00 

0.177 

0.177 
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~ ~7'1 ____________________________________ __ 

~ 

~ 0,6 ..----------
0,5 

Q4 

0,3 

0'2~/' 
o,q 

// 

0,0 I '" I d 
c02 3 4 5 

S(m) 

GRAFICO 2 - Reac;ao normal ao longo do contorno (c-d) 

exemplo 2 - Placa retangular 

11 = 8. 12 = 4 . 

1 11 
c d 

a b I' 
FIGURA 12 

x(m) 0.50 1.00 3.00 

BEM 0.026 0.50 0.105 

TIMOSHENKO 0.0264 0.50 0.1046 
- ---

TABELA 2 - Valores do deslocamento vertical [w.E.h I (11.12.P) 1 

46 

4.00 

0.111 

0.1106 
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0,'2,., ___________________ -; 

0,10 

0,111 
~ 
~ 
,....: 0,00 
:;:: 
~ 0,04 

O,02~ /"/ 

" O,OO~ 
00 

" 
/" 
/" 

/"/" 

2 

S(m) 

...-----------

3 4 b 

GRAFICO 3 - Deslocamento vertical ao longo de a-b 

~7 

O,Bj 

f:l/'~---
0,3 

0,21 

0,1 

0,0 i 
cO 

, 
2 

, 
3 4 d 

S(m) 

GRAFICO 4 - Rea980 normal ao longo do contorno (c-d) 
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exemplo 3 - Placa retangular 

11 = 16. 12 =4. 

1 11 
c, d 

,~~,-~-T-~-,~~"----v 

a b 

FIGURA 13 

x(m) 0.50 1.00 4.00 

BEM 0.007 0.013 0.032 

TIMOSHENKO 0.0068 0.0129 0.0316 

TABELA 3 - Valores do deslocamento vertical [w.E.h I (11.12.P) I 

1[" 
N 

0·04 T1 --------------------, 

~03 

/" 

/.-.-_..----- -" -- , 

/_ .............. 

;::: 0,02 / 
/ 1: 

uJ 
l 

/" " ~01 
" / 

" 
0.001/ "I 

aO 2 3 4 5 6 7 Sb 

S(m) 

GRAFICO 5 - Deslocamento vertical ao longo de a-b 
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12 

8.00 

0.035 

0.035 
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CAPiTULO III 

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

APLICADO A PLACAS 

- ELASTODINAMICA -

3.1 - Introdu!(ao 

o tratamento elastodinamico de placas foi feito utilizando-se do 

conceito de "matriz de massa", e foi adotado para este trabalho devido ao 

desempenho satisfatorio que apresenta. Essa forma de tratar problemas 

elastodinamicos consiste em incluir 0 termo inercial nas equayoes integrais. 

Essa inclusao se da em forma de uma integral de dominio, cuja resoluyao leva 

a uma matriz que e chamada de "matriz de mass a" M. 

A soluyao fundamental aqui empregada e a mesma do capitulo 

anterior (11.34) e, uma vez montadas as matrizes, a resoluyao do novo sistema 

de equayoes e feita atraves do metodo da integrayao direta, utilizando-se do 

algoritmo de Newmark. 

Desta tecnica adotada, destacam-se as vantagens dela ser 

extremamente simples de ser empregada e de proporcionar uma enorme 
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economia em termos de tempo de eXeCUy30 computacional, em se tratando de 

analise dinamica. A desvantagem principal se refere ao fato da integral de 

dominic do termo inercial exigir uma discretizay30 do dominio do problema. 

Nesse capitulo 0 desenvolvimento das integrais e similar ao feito 

no capitulo anterior, a menos da parcela inercial. Desta forma ser30 obtidas as 

mesmas matrizes do capitulo, rna is a matriz M. Assim sendo, apenas 0 

desenvolvimento odotada para a obteny30 desta parcela vai ser detalhado, 

repetindo-se aqui os termos simi lares ao capitulo anterior. 

3.2 - Equay30 integral elastodinamica 

No capitulo anterior, a equay30 de equilibrio (estatico) da placa 

esta apresentada em 11.3 da seguinte forma: 

a 2m
x 

+ a 2my a 2mxy 
ax2 0'2 + 2 ax0' -g (111.1) 

e, lembrando-se de 11.9 ela pode ser reescrita como sendo: 

D I'!.I'!. w = g . (111.2) 

Quando se pensa no caso de dinamica de placas, a equayao 

acima passa a ter urn termo inercial, funy30 da aceleray30, e e chamada de 

equay30 de movimento da placa. Essa equay30 e escrita como se segue, 

Dl'!.l'!.w + pw = g (111.3) 
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onde 0 simbolo p corresponde a densidade de massa, e a presen~a do trema 

sobre 0 deslocamento representa a segunda derivada deste em rela~ao ao 

tempo . 

Observando-se agora a equa~ao integral 11.58 nota-se a presen~a 

do termo de carregamento g. Este termo esta contido na integral de dominio 

correspondente a ultima parcela da equa~ao 11.58 e foi assim escrito 

substituindo-se a rela~o 11.3 no ultimo termo de 11.51. Se, ao inves de 11.3, a 

equa~ao 11.51 receber a equa~ao de movimento 111.3, a equa~o integral da 

placa passa a ser tambem dependente de um termo inercial. 

Inicialmente tem-se que 

§t32m t32m t32m l r. l &/ + 0'/ +2 Ox; y*dQ= J[g- pW]w*dQ (111.4) 
o 0 

Desta forma a equa~ao integral 11.58 passa a ser escrita como se 

segue: 

!v:( q ,p)w(p) - m:( q ,p) &~) f(p) + ~>;, (q ,p)w c, (p) 

+ jg*(q,P)W(P)dQg(p) = ~v.(p)w*(q,p) - m.{p) t3w*~,p) f(p) 
0, r 

+ !>c, (p)w;, (q,p) + jg(p)w*(q,P)dQg(p) - p jl'C{p,t)w*(q,P)dQg(p.,) 
i=l 0, 0, 

(111.5) 
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A integray80 da ultima parcela da equay80 anterior e que vai dar 

origem a matriz M, que costuma ser chamada de "matriz de massa". Um outr~ 

aspecto que se deve observar e que as variaveis nodais passam tambem a 

serem escritas em funy80 do tempo. A partir de 11.5, e recordando-se 0 que foi 

feito no capitulo anterior, escreve-se 0 sistema matricial para um problema 

elastodinamico. 

HU=GP-MU+F (111.6) 

3.3 - Montagem da matriz de massa M 

Conforme ja foi dito anteriormente, matriz M e gerada a partir da 

integral de dominio 

p fw(p,t)w'(q,p}:iQg(PJ) (111.7) 
n, 

Seguindo-se a mesma forma de resoluy80 das integrais de 

contorno, apresentada no capitulo anterior, a integral 111.7 tambem sera 

resolvida numericamente. 

A forma adotada para integrar numericamente 111.7 e a de utilizar

se da tecnica de integray80 por celulas. Esta tecnica consiste em subdividir 0 

dominio a ser analisado em pequenas superficies, denominadas celulas, 

aplicando-se nestas 0 metodo da Quadratura de Gauss para efetuar a 

integray80. Essas celulas nada mais S80 do que elementos finitos de superficie 

e, desta forma, existem varios tipos de celulas as quais diferem entre si pela 
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forma e pelo numero de n6s que as definem. E justamente nessa subdivisao 

que reside a principal desvantagem do metodo, por exigir uma discretizagao do 

dominio. Essa discretizagao, por sua vez, depende do tipo de celula adotada, 

uma vez que sera necessaria a colocagao de pontos internos para defini-Ia. 

Oa mesma forma que no caso da integragao numerica no 

contorno, obtem-se valores que estao referidos aos n6s que definem as 

celulas. Para tanto utilizam-se de fungoes interpoladoras, caracteristicas do tipo 

de celula adotada, que neste caso estao em fungao de duas coordenadas 

adimensionais ~ e 1']. Neste trabalho optou-se pela integragao utilizando-se uma 

celula quadrilatera de 8 n6s, conforme figura 11, mostrada a seguir, 

4 7 3 

I~l 
;; 2 

z 

y 

x 

FIGURA 11 

Os detalhes da integragao numerica de 111.7 estao apresentados 

no apendice A, incluindo-se a determinagao do Jacobiano da celula 

quadrilatera adotada, cujas fungoes sao: 
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1 
(A = 4 (1- q)(l-17)( -q -17 -1) 

1 
¢2 = 4 (1 + q)( 1 - 17 )( q - 17 - 1) 

1 
rA = "4 (1 + q)( 1 + 17)( q + 17 - 1) 

1 
¢4 = 4 (1- q)(l + 17)( -q + 17 -1) 

1 
¢s = 2(1- q2)(1-17) (111.8) 

1 
¢6 = 2 (1 - 17 2 )( 1 + q) 

1 
¢7 = 2 (1- q2)(1+ 17) 

1 
¢s = 2 (1 -17 2)( 1- q) 

Uma vez efetuada a inte9ra9ao em todo 0 dominio da placa, 

obtam-se a matriz M. Deve-se notar, poram, que existira uma diferen9a no 

numero de colunas entre esta matriz e as matrizes He G, montadas no capitulo 

anterior. Nestas matrizes, para cada ponto do contorno, sao escritas duas 

equa90es, as quais correspondem aos dois pontos colocados externamente ao 

dominio. Para cada uma destas equa90es sao escritos dois valores nodais que 

vao formar as matrizes H e G. Estes valores sao: 0 deslocamento e derivada 

deste com rela9aO a normal, no caso da matriz G, a cortante equivalente e 0 

momento fletor normal, no caso da matriz H. Como no caso da matriz M apenas 

a integral do termo do deslocamento a feita, 0 numero de colunas fica sendo 

menor. Para tornar a matriz compataivel com 0 sistema de equa90es 11.75, 

basta relocar as colunas referentes aos n6s do contorno em colunas impares, 

criando colunas pares nulas. As colunas referentes aos cantos da placa e aos 

pontos internos passam a ocupar posi90es a partir da ultima col una nula. Desta 
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forma a matriz deixa de ter dimensoes NVTT x (NN+NCAN+NNI) e passa a ter 

as mesmas dimensoes de H e G, ou seja, NVTT x NVTT, e 0 sistema passa a 

ser compatrvel. 

3.4 - Soluc;ao do sistema dinamico 

o sistema 111.9 sera resolvido pelo metodo da integra980 direta, 

atraves do algoritmo de Newmark (WARBURTON (1964». Neste algoritmo 

assume-se que os deslocamentos e as velocidades no final de um intervalo de 

tempo (tS+1) podem ser expressos em termos dos deslocamentos, das 

velocidades e das acelerac;oes no infcio deste intervalo (ts), e das velocidades 

no final (tS+1). Estas duas relac;oes sao as seguintes: 

o =0 +'!'(t .. lo +0 ] 
- S+l - S 2 t -S - S+l 

(111.12) 

U =U +(,~t)O +(21-fJ)I1t)20 +fJ(tlt)20 
- S+l - S - S - S - S+l 

o passo seguinte para encontrar 0 algoritmo de Newmark e 

escrever-se a equaC;80 111.9 para 3 intervalos sucessivos de tempo. 

MO +HU =GP +F 
- - S+1 - - S+1 - - S+1 - S+1 

MO +HU =GP +F (111.13) 
- -s - -s - -s -s 



" 

• 

~ 

• 

~ 

, 

57 

MO +HU =GP +F 
- - S-l - - S-l - - S-l - S-l 

Efetuando-se agora uma manipulagao algebrica nestas 3 

equag6es, incluindo-se a substituigao das relag6es 111.12 no resultado obtido, 

pode-se escrever que: 

[A!+ fJ(M)2 J:'ll! S+l = (~t)2[fJ(g ~ S+l + ~ sJ+ (1- 2fJ )(g ~ S + ~ J 
+ fJ(g ~ S-l + ~ sJ]+ [2 A!- (~t) 2 (1- 2fJ) J:'ll! S - [A! + fJ(M) 2 J:'ll! S-l 

(111.14) 

Com esta equagao (III. 14) pode-se obter 0 vetor de 

deslocamentos no instante tS+1 , a partir dos valores obtidos nos 2 instantes 

anteriores ( ts e tS.1 ), bem como dos valores conhecidos dos vetores de 

esforgos e carregamento. 

Para 0 caso do primeiro vetor a ser calculado, no primeiro 

instante, utiliza-se uma outra equagao, diferente de 111.14, obtida a partir das 

duas primeiras de 111.13. Para este primeiro instante, a equagao e: 

[A!+fJ(M)2J:']l!1 =(M)2fJ(g~1+~J+(M)2G-fJ )~(g~o+~o-J:'l!J 
+[A!-M{~-fJ )J:']l!/MA!r!o (111.15) 
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3.5 • Exemplos numericos 

Os exemplos apresentados a seguir sao de placas retangulares 

simplesmente apoiadas e submetidas a um carregamento transversal (q) 

uniformemente distribuido e constante ao longo do tempo de analise. Em todos 

os exemplos esse tempo total de analise corrsponde a 150 passos de tempo. 

Para um mesmo exemplo sao apresentados os resultados obtidos 

para 0 deslocamento do n6 central e para a rea<;:ao no centro do contorno, 

variando apenas a discretiza<;:ao do dominio. Isso foi feito para mostrar a 

versatilidade da formula<;:ao, ah~m da acuidade dos resultados, mesmo para 

discretiza<;:oes mais "pobres" do dominio. 

As propriedades do material e 0 carregamento aplicado estao descritos 

abaixo, enquanto que as dimensoes das placas e 0 passo de tempo 

empregado em cada exemplo sao dados no inicio dos mesmos. 

E = 7.8 X 1010 Kg/m/s2 

v = 0.3 

p = 2500 Kg/m3 

h = 0.1 m 

q = 300. Kg 
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CAPiTULO IV 

ANALISE DA ASSOCIACAO PLACA-SOLO 

ATRA YES DAS FORMULACOES DO MEC 

4.1 - Introdu!tao 

Nos capitulos anteriores foram descritas as formula«;:oes para as 

analises elastostatica e elastodinamica de placas, via BEM. Neste capitulo sera 

apresentada a implementa«;:ao da formula«;:ao descrita nos capitulos anteriores, 

agora analisando a intera«;:ao da placa com 0 solo. 

Conforme ja foi comentado no capitulo I, a formula«;:ao do MEC se 

adequa convenientemente a analise de meios considerados ilimitados, como e 

o caso do solo. No caso da analise de placas associadas ao solo, a formula«;:ao 

mais utilizada no estudo de problemas da engenharia e a obtida com 0 uso do 

Metodo dos Elementos Finitos. Contudo se pretende aqui apresentar 0 

comportamento da associa«;:ao entre os dois meios (placa-solo) utilizando-se 

apenas 0 Metodo dso Elementos de Contorno. 

A formula«;:ao do MEC adotada para a analise do solo e a 

apresentada no trabalho de CODA (1993). Para 0 acoplamento da placa com 0 

solo foi utilizada a implementa«;:ao numerica resultante do referido trabalho. 
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A associayao da placa com 0 solo se da atraves de uma 

adequayao dos graus de liberdade das duas estruturas, ja que sao estruturas 

tratadas em espayos bi e tridimensionais, respectivamente. Uma vez feita esta 

adequayao, utiliza-se da tecnica de sub-regioes [VENTURINI (1984), CODA 

(1993)] para proceder a analise do sistema acoplado. 

Ao final do capitulo alguns exemplos sao apresentados, cujos 

resultados sao comparados com os obtidos nos trabalhos de CODA (1993) e 

PAIVA (1994). No caso do primeiro, a placa e tratada via FEM utilizando-se de 

um elemento tipo LCCT9 (Linear Curvature Compatible Triangle), desenvolvido 

por CLOUGH e FELIPPA (1968). No trabalho de PAIVA (1994) a placa e 

tratada via BEM, levando-se em conta apenas 0 movimento vertical do sistema 

acoplado. Neste trabalho, tanto as foryas de atrito quanto os efeitos da 

expansao do material sao desconsiderados. 

Inicialmente sera feita uma comparayao entre os resultados 

obtidos atraves do uso de cada uma das tres formulayoes, para 0 caso da 

analise estatica de uma placa quadrada, submetida a um carregamento 

uniformemente distribuido. A partir desta comparayao inicial, outros exemplos, 

tanto estaticos como dinamicos, sao apresentados, com os resultados obtidos 

com 0 uso da formulayao apresentada neste trabalho, sempre comparados aos 

obtidos pela formulayao apresentada por CODA (1993). 

4.2 - Tratamento do meio tridimensional (solo) 

Conforme ja foi mencionado na introduyao, apenas a 

implementayao numerica do trabalho desenvolvido por CODA (1993) foi 

utilizada. Como 0 autor se utiliza da notayao indicial, e como as expressoes 
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serao transcritas diretamente do referido trabalho, torna-se conveniente 

apresentar-se algumas convenc;:oes desta notac;:ao indicial, bem como as 

relac;:oes entre tensoes, deformac;:oes e deslocamentos do estado plano. 

i - Convenc;:ao de somatorio 

A repetic;:ao de um fndice num termo indica a soma de todas as 

componentes com respeito a este fndice, em toda a sua variac;:ao, ou seja: 

au = all + a22 + a33 

aybi = aljbl + a2jb2 + a3jb3 (IV.1) 

ii - Convenc;:ao para derivadas parciais 

A vfrgula acompanhada por fndices representa a derivada parcial 

com relac;:ao as coordenadas referidas a estes, ou seja: 

q; 
Oxj = h.j 

(}2fk 

OxiOxj 
fk.y 

iii - Delta de Kronecker ((iij) 

E um parametro auxiliar que assume os seguintes valores: 

Oy = 0 

O;j = 1 

se 

se 

i '" j 

i=j 

(IV.2) 

(IV.3) 
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As relayoes entre tensoes, deformayoes e deslocamentos sao as 

mesmas tanto no caso estatico como no dinamico, e sao as seguintes: 

5·· = 21 (u .. + u· .) 1) I.} ),1 
(IV.4) 

a; = AUk kc5 + G(U + U) I) • Ij j,l ',J (IV.5) 

onde G Ua definida anteriormente) e A sao chamadas constantes de Lame. Esta 

ultima e expressa por: 

A 
2Gv 

1-2v 

4.2.1 - Solu!(oes fundamentais 

(IV.6) 

Seja um corpo isotropico que exibe um comportamento elastico 

linear. As equayoes diferenciais que governam 0 seu equilibrio estatico e 

dinamico, respectivamente, sao conhecidas como equayoes de Navier-Cauchy 

escritas da seguinte forma: 

GUi,}i +(A+G)uj,}i +bi =0 (IV.?) 

(C[2 -C2
2)U .. +C2

2U .. +b / p=il 
J.)I l,Jj I I 

(IV.S) 
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onde b; representa as foryas de volume, pea densidade do meio, e C1 e C2 

sao as velocidades de propagayao longitudinal e transversal, respectivamente. 

Nas duas express5es i e j variam de 1 a 3. 

A soluyao fundamental empregada para 0 caso elastostatico e devido a 

KELVIN (1962) e representa fisicamente 0 efeito de uma carga unitaria estatica 

atuando em um dominio infinito. Para obtEl-la basta substituir as foryas de 

volume b; da equayao IV.? pela funyao Delta de Dirac 15(s,q). 0 resultado e: 

u;(s,q) = '" _{,I .. \/"'j3 - 4 V)Oki + ~k~i} (IV.9) 

onde k corresponde a direyao da aplicayao da carga unitaria em s, i a direyao 

do deslocamento gerado em q, rea distancia entre os pontos seq, e 15k; 

representa 0 Delta de Kronecker. 

No caso elastodinamico e usual tomar-se um caso particular do estado 

de Stokes como soluyao fundamental. A forma usual para se encontrar a 

soluyao fundamental e substituir 0 termo da forya de volume da eq, IV,S pela 

carga concentrada, funyao do tempo, dada p~r: 

b; = jCr)o(q - S)Ok; (IV.10) 

onde f("t) e uma funy80 de carregamento de pendente do tempo, Uma vez 

substituido IV,1 0 em IV,S, e integrando-se a equayao resultante, obtem-se a 

soluy80 fundamental de Stokes, dada por: 

( ) 1 {(3r,r, 8~ )f"" ( ) ~,r, 1 ( r ) u~ q,r;slf =- -, -- 0/ -r-arda+ , e,f r--
e 47l"p r r c; r I I 
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1 ( r)l Old j r )} - ci f T - C
2 

J+ rCi J~T - C
2 

(IV.11) 

A partir da expressao de u· pode-se obter a expressao para a trac;:ao p., 

que fica da forma: 

p~(q, T;S / 1) = nj {-6c/l5 r,rj;, _ our, +Oh~j +oj,r, lJf~( T _ ar)da +16 r,rj;, 
4n- r r co; L r 

0hrj + our, + OJ'''' II ( ~) c; ( ~)l r,rf,I.( ~) 
r' Jl1 T

- C, -c,,1 T
- C, j+2 r 'c,l1 T

- c, 

c;.( r)l r,oij ( c; I ( r) r.( r )l 
+ ct 1 T - c:- j -7 1- 2 C,' 1 T - C, + c:-1 T - c, j 

o/drj + OJ'''' I ( r J r.( r J]} l1 T-- +-1 T--
r' C, C, c, (IV.12) 

Essa soluc;:ao pode ser derivada aplicando nela uma apropriada func;:ao 

/(-t). Conforme demonstrado em WEELER & STERNBERG (1999), se essa 

func;:ao tem sua segunda derivada em relac;:ao ao tempo contfnua, ao longo de 

um intervalo aberto em torno do tempo "t", 0 comportamento limite dos campos 

fundamentais, quando q---+s , sao representados esquematicamente por: 

limu~(q,T,s/ f) =O(r1
) 

q~, 

'iT E [t-8,(+8] (IV.13) 

limu;;(q, T,S / f) = o(r-2
) 

q~, 

'iT E [t-8,t+8] (IV.14) 

Tambem foi demonstrado que: 
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lim JpZi(q, r;s / j)dqq) = j(r) 
r .... O 

c 

'v'rE[t-8,t+8] (IV.1S) 

onde SQ a uma superffcie esferica de raio "r". 

Levando-se em conta essas condic;:c5es, a func;:ao f(t) adotada nesse 

trabalho a: 

j(r) = (H(r) - H(r + M)) / M (IV.16) 

onde H(t) e a func;:ao Heaviside. Essa func;:ao f(t), escrita em IV.16, representa 

um impluso unitario quando integrado ao longo de um intervalo de tempo ~t. 

Substituindo-se IV.16 em IV.10 obtem-se a carga concentrada na direc;:ao k, 

agindo em um ponto qualquer s do domfnio infinito, expressa por: 

b~(q, r ,s,O) = (H( r) - H(r + M ))t5(s- q)t5/ci / ~r (IV.17) 

Uma vez assumida a func;:ao f(t), obtam-se a soluc;:ao fundamental 

substituindo-se f(t) em IV.11. Oesta forma tam-se que: 

u~(q, r;s,O) = (A~(q, r ,s,O) - A~(q, r + ~t,s,O)) / ~t (IV.18) 

onde: 

. ( ) 1 {(3r,r, 8,.) 1 [(, r' ) J r) (2 r' ) J r )lJ 
A,. q, ,;s,O 4"p~t 7--; 2r' ' - C,' ·l1l' -c, - , - C; ·l1l' - C, 

r,r, r 1.f r) 1 J r)l 8,. J r )} +7l C,' l1l' - C, + C; l1l' - C, J+ rC; l1l' - c, (IV.19) 
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4.2.2 - Equa~oes integrais 

o teorema da reciprocidade de Graffi para problemas dinamicos pode 

ser escrito para dois estados elastodinamicos, aqui representados pelos 

campos de deslocamentos u e u', como segue [MANSUR (1985)]: 

f Jru,( q, r )b;( q,t - r) - u;(q,t - r )b,(q, r )]dndr + p J (Ii, (q,t)u; (q,O) +u,(q, t)li;(q,O) ldQ 
o J Q 

= f J (u;(Q,t - r )p,(Q, r) - u,(Q, r )p;(Q,t - r )ldrdr + p J (Ii; ( q,t)u,(q,O) + u;(q, t)li(q,O)ldQ 
o r Q 

(IV.20) 

onde Q 13 uma regi80 fechado ou aberta, e r 0 seu contorno. 

Sem perda de generalizayao, apenas 0 caso do estado elastodinamico 

de "quiescent past" sera estudado. Assim a equaC;:8o 1V.20 fica escrita como: 

! ~ u;(q, T )b;(q,t - r) - u;(q,t - T )b;(q, T )]dQdT 

= ! !{u;(Q,t - T )p;(Q, T) - u;(Q, T )p;(Q,t - T )}dfdT (IV.21 ) 

Substituindo a SOIUC;:80 geral de Stokes, equac;:oes IV.11 e IV.12, na 

equayao anterior tem-se que: 

f J u,(q, r )f(t - r),,(q - S)"bdndr = f J u:(Q,t - ,;s / f)p,(Q, r )dfdr 
o 0 0 r 

-r fu,(Q" )p:(Q,t - r;s / f)drd, + f J u:(q,t - r;s / f)b,(q" )dndr 
orO 0 

(IV.22) 

Levando-se em conta as propriedades IV.13 a IV.15 obtem-se: 



• 

• 

• 

• 

• 

76 

Ck/(Q,s)1'u,(s, r )/(t - r )dr = 1'1 u:(Q,t - r;s I /)p,(Q, r )drdr 
o 0 r 

-1' fu,(Q,r)p:(Q,t-r;SI /)drdr + II u:(q,t-r;sl /)b,(q,r)dndr 
oro Q 

(IV.23) 

onde Cki(Q,S) e 0 classico termo livre da representayao integral do 

deslocamento que pode ser facilmente calculado, como em HARTMANN 

(1980). 0 simbolo f indica que a integral e fortemente singular e deve ser 

calculada no senti do do valor principal de Cauchy. 

Para se escrever a representayao integral do deslocamento basta 

substituir a funyao f(-r:} da equayao IV.23 pela dada em IV.16, da mesma forma 

feita para obter a soluyao fundamental IV.18. Uma vez feita essa substituiyao 

tem-se: 

!r H(t - r) - H(t - (T + M))ju,(q, T )dT = LJ u,(q, T )dT (IV.24) 

ou seja: 

I, u(s r) f'f Ck/(Q,s) " dr = u:(Q,t;s, r )p,(Q, r )drdr 
I-Ill I1t 0 Q 

-1'1 u,(Q, r )p:(Q,t;s, r )drdr + l' I u~(q,t;s, r )b,( q, r )dndr 
oro Q 

(IV.25) 

Na utilizayao das equayoes IV.24 e IV.25 deve-se levar em conta as 

seguintes propriedades do estado de Stokes com respeito aos val ores 

fundamentais 

u~(Q,t - T;S,O) = u~(Q,t;s, T) (IV.26a) 
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p~(Q,t - ,;s,O) = pZ,(Q,t;s,,) (IV.26b) 

4.2.3 - Aspectos numericos 

Para a aplicac;:ao do Metoda dos Elementos de Contorno a equac;:ao 

integral IV.25 deve ser tratada numericamente, adotando-se apropriadas 

discretizac;:oes de espac;:o e tempo. Devido as caracterfsticas da soluc;:ao 

fundamental proposta, nenhuma restric;:ao e feita com respeito a discretizac;:ao a 

ser empregada. Para 0 caso particular da discretizac;:ao no tempo, elementos 

constantes foram adotados par simplicidade, bem como pela acuidade dos 

resultados numericos verificados em todas as analises feitas. Reescrevendo-se 

a equac;:ao IV.25, assumindo as discretizac;:oes espaciais e temporais, tem-se 

que: 

J 1
(81 

Cki (s)U, (s,t t, = u;,(Q,t;s" )q.I:(Q) 1f18 (r)d,df(Q) P;i 
IJ) 1(8-I) 

! 1(81 

- p~(Q,t;s" )q.I:(Q)1fI8(')d,df(Q)U,~ 
j) 1(8-11 

(IV.27) 

onde 8 varia de 1 ate a n-esimo passo de integrac;:ao Nt , e a regra do somat6rio 

e aplicada. 

Como e usual no metoda, para se encontrar a representac;:ao algebrica 

final, as deslocamentos e esforc;:os sao aproximados por: 

U (Qj t) = do (j) 1I/( 8IU a (j) 
It} , era 't' i(B) (IV.28a) 
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P (QJ t) = '" (f) IIF(O) pa(f) 
t8 , 'Pa 'r iUJ) (IV.28b) 

onde j significa representa9ao espacial, 4>k e a fun9iio de aproxima9ao no 

espa90, enquanto IV da a aproxima9ao ao longo do tempo. 

Os elementos triangulares pianos e quadrangulares pianos, com tres e 

quatro nos cada, respectivamente, foram adotados para a discretiza9iio no 

espa90. Os elementos singulares foram computados com um algoritimo 

especial onde a quadratura de Kutt foi empregada para uma pequena regiao 

em torno do ponto de carregamento e a quadratura de Gauss foi utilizada para 

o restante do elemento, junto com uma apropriada subdivisao dos elementos. 

Para as integrais nao singulares a quadratura de Gauss foi adotada com a 

subdivisao de elementos. 

Agora, para integrar a parte dependente do tempo da equa9ao IV.18 

assume-se IV = 1 para cada passo de tempo, dando assim: 

J, 1 I r2l ( r I -l(t --r)2 - -2 JHI t - T - -)df' 
',_, !:"t Cy \. Cy 
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If 1 {(l2 r2 1) (2 2) (3 3) } I tlt t - C: tlt - t to - to_1 + to - to_1 /3 

=1 ~t {(t2 - ~; ]TA- to_J -t(TA
2 

- t;_J +(TA3 - t;_J /3} 
I 0 

l 
r 

t >if t- o-C 
y 

r 
if t-tO_1 ?C?t-to 

y 

r 
if ->t-t c - 0-1 

Y 

J 1 ( r 1 
-,t-r--)dr t,_. tlt cy 

r 
I 

J(TA~toJ if 
if I tlt 

I 0 if 

l 

1'1 ( r1 
t,_. M bt -r - c

y 
jdr 

r 
t-to ? C 

y 
r 

t-t >->t-t 
0- c - 0 y 
r c ? t - to_1 
y 
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(IV.29) 

(IV.30) 
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r r r 

Jo if 
t - ts )- or C )t - tS_1 

(IV.31) 
Cy y 

if r 
lO t t >->t-t - S-I - C - S 

Y 

onde 

TA=t-r / Cy (IV.32) 

Subtraindo dos valores obtidos pelas equayoes IV.29, IV.30 e IV.31 os 

correspondentes computados no pr6ximo passe de tempo, [4 , 4+1]' as 

constantes no tempo da soluyao fundamental IV.18 sao obtidas. Uma 

alternativa para fazer a convoluyao no tempo da soluyao fundamental pode ser 

obtida direto da sua expressao explicita. 

Na formulayao do MEC, a representayao integral do deslocamento e 

transformada em uma equayao algebrica ap6s efetuadas todas as integrayoes 

no espayo e no tempo sobre os elementos. Uma vez obtido 0 sistema 

algebrico, pode-se representar 0 sistema linear de equayoes da seguinte forma: 

FUS=GSpS (IV.33) 

onde e = 1 ,2, ... ,Nt . 
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4.3 - Acoplamento placa-solo 

Uma vez implementadas as formulacoes para analise de cada 

estrutura separadamente, pode-se passar a analise da associacao entre as 

duas. Estas formulacoes estao escritas em 11.79 e IV.11, para 0 caso 

elastostatico, e em 111.14, 111.15 e IV.19, para 0 caso elastodinamico, e podem 

ser escritas, genericamente, como sendo: 

HU=GP+F (IV.34) 

Para proceder 0 acoplamento de diferentes estruturas usando a 

tecnica de subregioes basta aplicar a equacao IV.34 separadamente a cada 

regiao e, em seguida, interliga-Ias usando condicoes de compatibilidade de 

equilfbrio e deslocamentos. Seguindo 0 que foi dito, tendo-se um dominio 

formado por varias subregioes, escreve-se a equacao IV.34 para todas as 

subregioes, da seguinte forma: 

H(;) U(;) = G(;) p(;) + F(i) (IV.35) 

onde i indica a subregiao correspondente a equacao. 

Seja uma interface f;j entre duas subregioes i e j, as condicoes de 

equilfbrio de compatibilidade de deslocamentos sao dadas por: 

r)ij) = r)/i) 

(IV.36) 

p(y) + p(p) = 0 
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onde 0 primeiro indice indica a regiao a qual correspondem os deslocamentos 

e esfon;:os, enquanto 0 segundo indice indica a subregiao adjacente. 

Como pode-se notar, os dois vetores U e P se referem apenas 

aos valores de contorno que estao contidos na interface entre as subregi6es. 

Podem existir, contudo, valores externos a interface, e a forma completa dos 

veto res pode ser escrita como sendo formada por duas parcelas, ou seja: 

I UUe) l 
~U) =l ~(ij) J (IV.37) 

I pUe) l 
f.U

) = l ~(ij) J (IV.38) 

onde 0 indice ie corresponde aos valores externos a interface. 

Com esta forma de separar em duas partes, a equac;:ao IV.35 

pode ser reescrita para uma subregiao i como: 

(

r.jie) l (pUe) l 
[IIie) Fij) - .. J = [die) dij) - .. J + pi) 

- - U(u) - - p(u) _ 
- -

(IV.39) 

o mesmo po de ser feito para a subregiao j , 

(
[}ie

) l (PlJe
) l 

[Fie) [-f.Jil - .. J = [die) d ii ) - .. J + p..i) 
- - U(l') - - p(l') -

- -
(IV.40) 
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Escritas as equac;:oes para as diferentes subregioes, e levando-se 

em conta as condic;:oes IV.36, pode-se acoplar 0 sistema em uma (mica 

expressao matricial: 

I HUe) H(Y) 

I - -l ~ H-fi) 

I U Ue ) l 
-dY) oj u(y) I I GUe ) 

d fi ) - H(ie) pry) 1=llo- ° 
- - I -l ~(ie) J 

d Y) 

GUe) 

I p(;e) l 

° oj ~(y) I I F(;) l 
q(fi) ~(ie) 1+ l ~(j) J 

l ~(fi) J 
(IV.41 ) 

onde a barra indica carregamento prescrito na interface. 

Resolvendo-se IV.41 determinam-se os valores inc6gnitos da 

interac;:ao placa-solo. 

4.4 - Exemplos numericos 

Para mostrar 0 comportamento da formulac;:ao apresenta-se, 

nesse item, alguns exemplos numericos. 0 primeiro exemplo apresentado se 

trata de um caso elastostatico encontrado em PAIVA (1994). A escolha de se 

iniciar por esse exemplo se justifica pela necessidade de melhor ilustrar a 

acuidade da formulac;:ao bem como de permitir as futuras comparac;:oes com a 

formulac;:ao em elementos finitos apresentada por CODA (1993). No caso da 

formulac;:ao via elementos finitos foram utulizados 96 elementos LCCT9, 

enquanto que os detalhes do exemplo e da discretizac;:ao empregadas nesse 

trabalho sao apresentados a seguir: 
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exemplo 10 (estatico): figura 19 

h = 0.1 m 

Ep = 9.78 X 1010 KN/m3 

Es = 0.26 X 106 KN/m3 

Vs = vp = 0.3 

+ 
ITIIJIIIII~II ~ h r-- 1IIIIIIq 

\\\ I Ill! 

FIGURA 19 
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GRAFICO 19 - deslocamento vertical ao longo de a-b 
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GRAFICO 20 - rea9ao normal ao longo de a-c 

De agora em diante todos os exemplos, estaticos ou dinamicos, serao 

apresentados com os resultados comparados com os obtidos pela formula9ao 

via elementos finitos_ 0 primeiro exemplo a ser apresentado a seguir se trata de 

mais um exemplo elastostatico, submetido a um carregamento transversal 

uniformemente distribuido, onde se analisa uma placa com espessura de 50 

cm, objetivando ilustrar os problemas que as concentra90es de tensao nas 

bordas do contato podem causar numa analise elastodinamica. A partir de 

entao, tres exemplos dinamicos e um estatico sao apresentados, sendo 0 

primeiro dinamico (ex. 12) com as mesmas caracteristicas do exemplo estatico 

(ex.11). Em seguida e mostrado 0 comportamento elastodinamico de uma placa 

submetida a uma carga concentrada no seu centro e, finalmente, apresenta-se 

o caso de uma liga9ao placa-solo em que ambos os modulos de elasticidade, 

da placa e do solo, sao iguais. Nesse exemplo apenas os resultados obtidos 

com a formula9ao desenvolvida nesse trabalho e apresentada e, devido a 
ausencia de concentra9ao de tensao, pode-se notar que se consegue obter 

uma resposta da estabilizada ao longo do tempo da analise, quando da analise 
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elastodinamica. Em todos os exemplos dinamicos a carga e considerada 

agindo constante ao longo do tempo de analise. 

Os detalhes de geometria, constantes empregadas e carregamento estao 

descritos juntos com os exemplos. 

exemplo 11 (estatico): figura 19 

h = 0.5 m 

Ep = 7.8 X 1010 Kg/m/s3 

Es = 7.8 X 108 Kg/m/s3 

Vs = vp = 0.3 

I I I I I I I I I I I I I I q 

h+\\\ I ;/II 

FIGURA 19 
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GRAFICO 21 - deslocamento vertical ao longo de a-b 

r rm 



• 

• 

, 

" 

f 
2 

0 

·1 

• . ~ 
. 2.1 • 

Ie , , , 
0,00 1,25 2,SO 3,75 5,00 

S(m) 

GRAFICO 22 - reayao normal ao longo de a-c 

exemplo 12 (dinamico): figura 19 

h = 0,5 m 

Ep = 7,8 X 1010 Kg/m/s3 

Es = 7.8 X 108 Kg/m/s3 

pp = 5000 Kg/m3 

Ps = 3600 Kg/m 3 

Vs = Vp = 0,3 

87 
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GRAFICO 23 - deslocamento vertical ao longo de a-b 
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GRAFICO 24 - rea~ao normal ao longo de a-c 
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exemplo 13 (dinamico): figura 20 

h= 0.5 m 

Ep = 7.8 X 1010 Kg/m/s3 

Es = 7.8 X 108 Kg/m/s3 

pp = 5000 Kg/m3 

Ps = 3600 Kg/m3 

Vs = Vp = 0.3 

r 
h + \\\ I fII! 

~ 
Cfo 

~ 

FIGURA 20 
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GRAFICO 25 - deslocamento vertical ao longo de a-b 
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GRAFICO 26 - rear,:ao normal ao longo de a-c 

exemplo 14 (estatico): figura 19 

h = 0.5 m 

Ep = Es = 107 Kg/m/s3 

Vs = vp = 0.3 

90 
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GRAFICO 27 - deslocamento vertical ao longo de a-b 
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GRAFICO 28 - reayao normal ao longo de a-c 
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exemplo 15 (diniimico): figura 19 

h = 0.5 m 

Jl .., 
~ 
:Ii 

Ep = Es = 107 Kg/m/s3 

pp = 0.0002588 Kg/m3 

Vs = Vp = 0.3 
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GRAFICO 29 - deslocamento vertical ao longo de a-b 
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GRAFICO 30 - rea980 normal ao longo de a-c 
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Nesse ultimo exemplo elastodinamico (ex.15) foram empregadas 

constantes diferentes dos outros exemplos. Isso se explica pela necessidade 

de se dimuinuir 0 t.t da analise para se obter a estabailidade. Na ligay<3o entre 

o solo e a placa, a matriz resultante acaba sempre apresentando problemas de 

condicionamento, 0 que impede que se possa manipular de um modo mais 

amplo 0 passo de tempo (t.t) utilizado na analise. Com 0 emprego das 

constantes do exemplo 15 foi possivel reduzir esse passe de tempo ate 0 

necessario para se obter a res posta apresentada. Nos outros exemplos 

dinamicos, uma outra forma de acoplar 0 solo com a placa (sub-estrutura, por 

exemplo) ou mesmo 0 emprego de uma resoluy<3o iterativa do sistema final 

podem contribuir para suavizar 0 comportamento ilustrados nas figuras 23 a 26 . 
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CAPiTULO v 

ANALISE DO COMPORTAMENTO ELASTODINAMICO DE 

PLACAS UTILIZANDO-SE SOLUCAO FUNDAMENTAL 

TRANSIENTE, NO DOMiNIO DO TEMPO 

5.1 - Introdu~io 

Neste capitulo sera apresentada a formula98o para analise 

elastodinamica transiente de placas, proposta por BEZINE (1982). 

Inicialmente apresenta-se 0 desenvolvimento da equa980 integral 

para a analise elastodinamica a partir da Identidade de Green e das 

propriedades do produto de convolu980. 

Em seguida demonstra-se a obten980 da solU980 fundamental 

apresentada por Bezine. A sua obten980 parte do trabalho de SNEDDON 

(1944), que obteve uma solu980 analitica, utilizando-se da Transformada de 

Hankel, para 0 deslocamento central de uma placa circular, de raio infinito, com 

carga concentrada aplicada no centro (r = 0). 
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No final do capitulo a formula98o aqui desenvolvida sera aplicada 

numa placa circular, simplesmente apoiada, com urn carregamento 

concentrado no centro, onde se pretende ilustrar 0 comportamento da solu980. 

5.2 - Equa~ao integral transiente da placa 

* Sejam w e w , duas fun90es referidas as variaveis de espa90 

X=(X1,X2) e de tempo t, que satisfazem as equa90es de movimento da placa, ou 

seja: 

b2 Mw+ a 2W _ I(x,t) 
at - 2ph 

b2 Mw' + a ~w' 0 (x)H(t) 
2ph 

(V.1) 

(V.2) 

onde o(x) e a fun980 Delta de Dirac, cujas propriedades est80 escritas em 11.23, 

H(t) e a fun980 Heaviside que e definida por: 

H(t) = 1 para t E r 
(V.3) 

H(t) = 0 para t < 0 

D 
e b

2 
= 2ph (V.4) 

sendo h a espessura da placa epa densidade do material. 
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o ponto inicial para a obteny8o da equay80 integral e 0 teorema da 

reciprocidade, obtido a partir da segunda Identidade de Green ( BERGMAN 

(1953) ), que pode escrita p~r, 

f.( , ') r, ot.w Ow' 1 ~ JI W t.t.w - t.w t.w dn = l\ w ---a:;- - m t.w f1 
Q r 

Pode-se tambem facilmente demonstrar que: 

f(W"MW- Llw " Llw + p(w",w))dn= ~f(~" M.(w) + ~" M.,(w)+Dw" o:}r 
n r 

onde: 

r (02W' 02W 02W' 02W 02W' 02W 1_, 
p( w', w) = J{I - v) &2 0'2 - 2 &0' &0' + 0-'2 &2 fn 

Q 

(V,S) 

(V,6) 

(V,7) 

sendo as express6es de Mn e Mnt obtidas a partir das express6es 11.1 D, 11,11, IIA, 

11,5 ell,S, 

A segunda parcela da integral de contorno V,6 pode ser reescrita 

como sendo: 

Ow' M ( ) =~[ 'M ( )]_ w' av1n,{w) 
is new is W neW is (V,8) 
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Conforme ja foi explicado no capitulo II, 

f!s [w' Mn, (w)}ir= 0 (V.g) 

r 

para os casos em que a integrayao e feita numa placa de contorno fechado, em 

que nao haja cantos. Para 0 caso de haver cantos, tem-se que: 

f!s [w' Mn,(w)}ir = - ![w' Mn/(w)l 
r ~l 

(V. 1 0) 

onde Ne indica 0 numero de cantos da placa. 

Com esta transformayao pode- se reescrever V.5 da seguinte 

forma: 

feo ... 0 (0 ):Un lKaw
o

M () oaM.,(w) oaL1wJ JIW ,-,,-,W-uW ~w+p w,w 't" =- - • w -w +Dw - d[" 
n Dr an as an 

- ~~)wo M.,(w)l 
i=l 

(V.11 ) 

Fazendo-se 0 mesmo procedimento para 

fCWMW' - i1wi1w' + p{w', w))in 
n 

e somando-se os dois resultados tem-se que: 
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f(W'MW-WMW')dn= - ~~v.(w)w· -M.(w) ~: +: M.(w·) 
o r 

-wV.(w')]dl + ; Ln wMnt{w') - w'Mnt(w)L} (V.12) 
i+l 

Levando-se em conta as equa<;oes V.1 e V.2, e as seguintes 

propriedades do produto de convolu<;80 (0 sinal indicando produto de 

convolu<;80 entre as fun<;oes variaveis no tempo sera, por simplicidade, omitido 

nas equa<;oes): 

onde: 

8
2w' 8

2 (Ow') Ow' ~w= a-2(w'w)- a w-woa 
° 

8
2
w , 8

2 
( ') (Ow), , Ow a-2 w = a-2 ww - a- w -Wo a-

° 

w; = w'(x,o) e 

(~) Ow'(x,o) 
a- e 

Wo = w(x,o) 

(
Ow) _ Ow(x,o) 
a- - a-

° 

(V.13) 

pode-se reescrever V.12, obtendo-se assim a equa<;80 integral transiente de 

placas. 
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f[ I f' "",{x,O) "",'{x,t) ""'·{x.O) 
Q w'{x,t)f{x,t) - w{x,t)O(x)H(t}]dO+b"' J a w'{x,t) +w{x,o) a a' w{x,t) 

"",{x,t) l I f[ (l (l o.v·{x,t) "",{x,t) ( l -w'{x,o) ~ YO= -D, V. w{x,t) w·{x,t)-M. w{x,t) -". + -". M. w'{x,t) 

-w{x,t)V.( w'{x,t)l]di + ~2:([ w{x,t)M.( w'{x,t)) - w·{x,t)M.( w{x,t) ll, 1 (V.14) 
1=1 

5.3 - Solu!(ao fundamental no dominio do tempo 

5.3.1 - Equa!(ao diferencial transformada 

Sabe-se que a equayao de movimento da placa (V.2) pode ser 

reescrita em coordenadas polares (f, fJ). No caso em que as vibrayoes da placa 

sao simetricas em relayao ao eixo z, 0 deslocamento fundamental w" e 0 

carregamento fundamental g" sao funyoes apenas de f e t. Sendo assim, tem-se 

que: 

.1.l= 0 
00 

(V.15) 

e a equayao V.2 passa a ser escrita como: 

2(02 10)2 * 02W* g*(r,t} 
b a--2 +;:-a-- W + a2 2ph (V.16) 

Sejam Wh e gh as transformadas de Hankel de w" e g" tal que: 
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wh(l;,t)= fnv'(r,t)Jo(l;r)dr 

(V.17) 

gh(l;,t)= fg'(r,t)Jo(l;r)dr 

ende Jo e a funyao de Bessel de ordem zero. 

o que se pretende e escrever a equayao diferencial V.16 em 

funyao de Wh e 9h. Para tanto considere a seguinte integrayao por partes: 

f(o" 10') fa' l~ fa' r ~+-~ Jo(~r}1r =lr~Jo(~r)J -~ r~J;(~r}1r 
or' r or or 0 or 

+ fa;' Jo(l;r)dr =1; fw' {J~(l;r)+l;rJ~(l;r )}ir (V.18) 

sendo que JO(g) satisfaz a seguinte equayao diferencial 

I;rJ~(l;r)+ J~(l;r)+ I;rJo(l;r) = 0 (V.19) 

Oesta forma pede-se escrever que: 

f{a 2W' 1 aw') 2-

ar2 +;: ar Jo(l;r)dr = -I; W (V.20) 
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Aplicando-se duas vezes 0 operador, obtem-se: 

f J 0 2 
10)2 

~ '\Or2 +;:-Or w*JO(~r)dr=-~4w (V.21 ) 

Entao, multiplicando-se a equa9ao V.16 por rJO(r~) e integrando

se com respeito a T, cujos limites sao (0,00), pode-se escreve-Ia em fun9ao de 

Who Desta forma a equa980 diferencial da placa passa e ser fun980 apenas de 

t. 

d
2

W h 2 4 (' )-1 ( ) 7+b ~ W h = 2ph gh t~ (V.22) 

Uma vez obtida Wh , atraves da solU9ao da equa9ao diferencial 

V.22, pode-se obter w· fazendo-se a inversa da transformada de Hankel V.17. 

w*(r,t) = f9vh(~'t)Jo(q)d~ (V.23) 

5.3.2 - Solu!j:ao da equa!j:ao diferencial transformada 

Assumindo-se que 0 carregamento gh e aplicado sobre uma area 

circular da placa, de raio a, e que tem a seguinte magnitudade: 

gh = 16 phM(r)H(t) (V.24) 

a equa9ao diferencial V.22 assume a forma: 
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d
2
wh 2 4 8b () () 

-2- + b ~ W h = -2 0 h \~ H t 
dt 7ta 

(V.25) 

onde, no caso da forya ser uniformemente distribuida sobre um circulo de raio 

a, pode-se escrever que: 

h(~)= fro (r)Jo(~r}dr = aJl(a~) 

no caso da forya ser concentrada, tem-se que a~O, e: 

2Jla~) =~ 
~ 

(V.26) 

(V.27) 

Resolvendo-se a equayao diferencial V.22, ap6s substituir-se V.27 

e V.26, tem-se que: 

4 r 1- cos(b~ 2t) l H(t) 
W=-L ):3 J h ttb '0 

(V.28) 

Fazendo-se a transformada inversa de Hankel obtem-se a 

soluyao fundamental w'. 

lfu[7t ] w· = ttb 2" - Si(x) - senx + xCi(x) (V.29) 
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r2 
onde x = ( ) as func;:oes Si e Ci sao conhecidas como integrais de sene 

4b t-'[ 

e cosseno, respectivamente, e estao definidas no inicio do trabalho . 

A soluc;:ao fundamental w' satisfaz a equac;:ao de movimento V.16 

e e igual a zero para t = 0, assim como a sua derivada em relac;:ao a t. 

5.4 - Equa\;ao integral escrita para os pontos de carregamento 

A equac;:ao V.14 esta escrita em func;:ao da variavel de espac;:o x, 

definida pelos pontos x1 e x2. Reescrevendo-a em func;:ao dos pontos q (ponto 

de carregamento) e p (ponto qualquer do dominio), cuja distancia entre si e 

igual a r, tem-se que: 

![w.(q,p,t)/(P,t)- w(p,t}5 (q,p)H(t)}in+ b: 1 01r'o) w·(q,p,t)+ w(P,O)Ow·~;P't)}n 
1 rli ,_ \..t ) '- )Ow·(q,p,t) ow(p,t)., }-. ..I_ 'r.T·'_ )~A 

=- D Jl!'.V',t)W w,p,t -m.V',t an + an m. W,p,t wV',t,. \!;I,p,t 1'r 
r 

+ ~! {W(P, th; (q,p,t)- w·(q,p,th, (p,t)l (V.30) 
i=1 

Para que a equac;:ao V.30, acima, seja escrita para os pontos de 

carregamento, basta resolver 0 segundo termo da primeira integral de dominio, 

correspondente ao carregamento fundamental, ou seja: 



" 

~ 

< 

~ 

~ 

104 

fw(p,t)3 (q,p )H(t)dD. (V.31) 
n 

Ja foi visto, no capitulo II, que para urn ponto situado no dominio 

a integral V.31 se escreve como sendo: 

fw(p,t)3 (q,p)H(t)dD.= w(q,t)H(t) (V.32) 

n 

No caso dos pontos fora do contorno sabe-se que a integral V.31 

se anula. Uma vez feita a integral de dominio do carregamento fundamental, e 

levando-se em conta as propriedades da solw;ao fundamental para t = 0, 

w*(q,p,o)= ° 
aw*(q,p,O) 
-=at~=O 

pode-se escrever a equayao integral V.30 para urn ponto q, do dominio . 

. ..1 \n f . ) (p \.. 1 (aw(p,o) . aW'(q,p,t)} ww,tjfl(t) = n w (q,p,t If ,tp 'Q+l7;l at w (q,p,t)+w(p,o) at 'Q 

1 { (p )w'{ ) (p )8w'(q,p,t) aw(p,t).{ ) (p \rr'(q )l_ 
+ D ~lV" ,t W,p,t - m" ,t an + an m" W,p,t - W ,t F" ,p,t Jl 

- ~ l:[W(P,th:(q,p,t)- w· (q,p,th, (p,t)l (V.33) 
;",1 

No caso dos pontos fora do contorno 0 termo da esquerda da 

igualdade, na equayao V.33, se anula. Nesse caso deve-se levar em conta uma 
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translayao temporal referente a distancia que 0 load point guarda do contorno, 

e a velocidade da onda, conforme demonstrado em CODA & VENTURINI 

(1995). Desta forma e possivel tambilm aqui evitar os problemas de 

singularidade. 

5.5 - Integra~o no tempo 

5.5.1 - ConVOIU!;80 das integrais 

Antes de fazer a integrayao espacial da equayao V.33 e montar 

as matrizes que compoem 0 sistema, deve-se fazer a integrayao no tempo da 

mesma. Na integrayao no tempo, 0 periodo de tempo t e subdividido em 

intervalos de durayao & 

Sejam duas funyoes IJI e cp, funyoes de w· e w, respectivamente.: 

I(q,t)= f[cp (w(p,t»)v (w· (q,p,t»)]tr (V.34) 
r 

explicitando-se 0 produto de convoluyao destas funyoes, obtem-se: 

I(q,t)= {l'lJI(w·(q,p,t-, »)P(w(p,t»)i, }r (V.35) 
r 

Como apenas a funy80 IJI e integravel, em V.35, 0 produto de 

convoluyao pode ser escrito como: 
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I(q,t) = f 9J(w(p,t){f:'f//(w·(q,p,t - r ))dr }r (V.36) 
r 

Assim sendo, para a integrac;:ao no tempo da equac;:iio integral V.33 

apenas 0 que for func;:ao da soluc;:ao fundamental deve ser integrado. A unica 

excec;:iio se da para 0 caso do termo que contem a func;:ao Heaviside, nas 

equac;:6es integrais escritas para pontos do dominio. Neste caso tem-se que: 

f" w(q,t)H(t - r )dr = (t2 - tl)w(q,t)H(t - r) = t-.t.w(q,t)H(t - r) 
" 

(V.37) 

Para as outras integrac;:6es, das func;:6es da soluc;:ao fundamental, 

basta proceder a integrac;:ao no tempo. Como exemplo, tem-se 0 resultado da 

integrac;:ao no tempo de w· . 

f:~·(q,p,t - r )dr = _I II b7r(t - r)' 
471' 4 

b(t-r)' Si(x) + (t-r)r' Ci(x) 
2 4 

2 . () 2 r4 12 

3b(t -:- 'f) sen(x) + t ~ ~ r cos(x) + 64b Si(x) J 
r1 

(V.38) 

r2 
onde: x = 4b(t - T) 

5.5.2 - Interval os de integra!(ao 

De acordo com as propriedades da func;:ao Heaviside H(t) tarna-se 
necessaria definir os intervalos de integrac;:aa que tarnam a func;:ao diferente de 
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zero. Sendo C1 a velocidade de propaga98o da onda na placa, determinada 

numericamente, tem-se que a distancia temporal entre 0 ponto de 

carregamento e 0 ponto que esta sendo integrado e igual a r/C1 • Assim sendo, 

a fun980 Heaviside fica definida pelo intervalo: 

r 
t-t - c; (V.39) 

Chamando-se de t1 e t2 os intervalos inferior e superior de 

integra98o, respectivamente, e de TA a diferen9a entre t e rIC 1 , definem-se tres 

intervalos de integra98o: 

r !' para t-t2~-~ ljI(w'(q,p,t-,»)it 
C, ' 

r [" para t-tl~-~t-t2~ ljI(w'(q,p,t-,»)it 
C, ' 

r 
para C

1 
~t-tl~O 

5.6 - Montagem e resolu,<ao do sistema 

Uma vez efetuada a convolu980 no tempo da equa980 integral da 

placa, procede-se a integra980 do contorno e a determina980 das matrizes que 

compoem 0 sistema. A forma de proceder a integra980 e a montagem do 

sistema para cada passo de tempo e analoga a empregada no capitulo II. Isto 
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significa que, para cada intervalo de tempo, sera sempre escrito um sistema 

matricial do tipo: 

HU=GP+F (V.40) 

Existe, contudo, uma diferenya no comportamento do sistema 

V.40, que caracteriza 0 comportamento dinamico. Para que se compreenda 

melhor este comportamento, apresenta-se a seguir 0 procedimento feito na 

reSOlUy80 dos 2 primeiros passos de tempo. 

Para 0 primeiro passo 0 sistema e calculado para 0 intervalo de 

tempo variando de 0 a t1 , sendo 0 tempo total de integray80 igual a t1, e pode 

ser escrito da seguinte forma: 

H U=G P+F 
-11-1 -11-1 -1 

(V.41) 

onde 0 primeiro indice, escrito nas matrizes He G, indica 0 passo em que esta 

sendo gerado 0 sistema, e 0 segundo indice indica 0 numero do intervalo de 

tempo correspondente. 0 indice escrito nos veto res U, P e F indica 0 passe em 

que esta sendo gerado 0 sistema. Uma vez determinado os valores inc6gnitos 

para este primeiro passo, pode-se passar para a montagem do segundo. 

No segundo passe de tempo 0 sistema e calculado em dois 

intervalos de tempo, de 0 a t1 e de t1 a t2 . Assim sendo, 0 sistema V.40 passa a 

ser escrito como se segue: 

H U+H U=G P+G P+F+F 
- 21 - 1 - 22 - 2 - 21 - 1 - 22 - 2 - 1 - 2 

(V.42) 
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Neste segundo passo 0 tempo total de integra<;:ao pass a a ser t2 e 

pode-se afirmar entao que: 

H =H 
-22 -11 

e G =G 
-22 -11 

(V.43) 

como U1 , P1 e F1 ja sao tambem conhecidos do passo anterior, pode-se 

resolver 0 sistema V.42 e obter os novos valores de U2 e P2. 0 mesmo 

raciocinio e feito para os passos que se seguem e assim os valores inc6gnitos 

sao determinados em cada passo de tempo. 

5.7 - Exemplo numerico 

Para exemplificar 0 comportamento da solu<;:ao fundamental 

apresentada, analisa-se uma placa circular simplesmente apoiada cujas 

constantes geometricas sao: 

E = 107 

V = 0.3 

h = 0.50 

p = 0.0002588 

raio = 5.0 

q = 300 

onde uma carga concentrada e aplicada no centro, constante no tempo. 0 

comportamento do deslocamento transversal no ponto central esta 

representado na figura 21. 
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Como se pode observar, a partir da figura 21, a solu9ao fundamental 

V.29 nao apresenta comportamento estavel ao longo da analise. Isso, 

provavelmente, se deve a imprecisao que ocorre na transformac,;ao da equa9ao 

integral em equa9ao algebrica. A onda que atravessa a placa e uma onda 

dissipativa e nao se conhece a sua velocidade. Desta forma, a integrac,;ao 

numerica que gera 0 sistema algebrico fica comprometida. 0 fato dos pontos 

de carregamento terem sido colocados fora do contorno contribui para que 

esse problema de imprecisao aumente. 
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CAPiTULO VI 

CONCLUSCES E CONSIDERACCES FINAlS 

6.1 - Formula!(ao elastostatica e elastodinamica de placas 

Com relay80 a analise elastostatica, a formulay80 adotada e a 

usualmente empregada quando se pretende tratar da analise de placas via BEM. 

Oesta parte do trabalho dois aspectos merecem comentarios, pelas vantagens 

que apresentaram. 0 primeiro aspecto e a alternativa de se adotar dois pontos 

fora do contorno para representar as equayoes dos nos que subdividem 0 

contorno. Os resultados obtidos mostraram que esta forma de representar as 

equayoes do contorno n80 acarreta em perda de acuidade e tem a grande 

vantagem de eliminar problemas de singularidade na integray80 dos elementos. 0 

outr~ aspecto diz respeito ao tratamento dado aos cantos da placa, onde 

escreveu-se uma equay80 independente para cada canto. Oesta forma, a 

representay80 do canto deixa de influir na representay80 dos nos adjacentes ao 

mesmo. 

Com relay80 a analise elastodinamica 0 principal aspecto a ser 

enfatizado e 0 da versatilidade da formulay80, que pode ser comprovada pela 

minima perda da acuidade dos resultados quando se reduz a discretizay80 do 

dominio. Tanto 0 contorno quanto 0 dominio podem ter uma discretizay80 pobre 

que ainda assim obtem-se resultados satisfatorios, 0 que e uma grande vantagem 
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quando se pensa em analises que envolvem um grande numero de graus de 

liberdade, como e 0 caso da intera<;:ao placa-solo. Neste aspecto, convem 

salientar tambem as vanta gens do uso de celulas para calcular a integral de 

dominio do termo inercial. 0 uso da Quadratura de Gauss para resolver 

numericamente a integral de dominio mostrou-se muito eficiente e simplifica 

enormemente 0 calculo. Por fim, um ultimo aspeto a ser salientado diz respeito ao 

intervalo de tempo (~t) empregado. Este tipo de formula<;:ao elastodinamica requer 

um ~t grande para representar 0 problema (no caso do exemplo 00, utilizou-se um 

intervalo de tempo em torno de 3 vezes 0 comprimento do elemento). 

6.2 - Acoplamento placa-solo 

A formula<;:i3o empregada na analise da intera<;:80 placa-solo 

apresenta-se muito vantajosa em alguns aspectos. Um primeiro aspecto a ser 

resultado e a economia no numero de variaveis necessarias para representar 0 

problema. Uma outra vantagem esta no fato da formula<;:ao representar de uma 

forma mais real as concentra<;:i5es de ten sao que ocorrem no contorno e, 

principalmente, nos cantos da placa, quando se trata de uma analise estatica. 

No caso da elastodinamica, estas concentra<;:i5es de tensao tambem 

ocorrem mas acabam por provocar perda de estabilidade da solu<;:ao. Isto se deve 

ao fato da formula<;:ao conter um erro de aproxima<;:ao na integra<;:ao dos pontos 

onde existem essas concentra<;:i5es, 0 que acarreta uma perda de 

representatividade quando de uma analise incremental. No caso do Metodo dos 

Elementos Finitos a aproxima<;:ao empregada para integrar 0 contorno ja amortece 

os efeitos das concentra<;:i5es de tensao. Para se resolver este tipo de probelma 

poderia-se empregar um amortecimento que suavizasse os efeitos deste erro da 

integra<;:ao, mas esta forma tem 0 incoviniente de amortecer todo 0 problema. 
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Uma outra forma seria a de se adotar um modelo nao linear para representar a 

regiao com concentra<;:oes de tensao, aliviando assim 0 erro da aproxima<;:i3o 

Observando-se os resultados apresentados no primeiro exemplo, 

notam-se os efeitos provocados pelas diferentes formas de se analisar 0 

acoplamento, principalmente entre os resultados obtidos por PAIVA quando 

comparados aos obtidos por CODA e por este trabalho. Neste caso os dois 

ultimos, por terem 0 mesmo tipo de tratamento do solo, acabam apresentando 

resultados semelhantes, mostrando apenas as diferen<;:as esperadas ao se 

analisar uma placa via FEM ou BEM. Porem, 0 tratamento que PAIVA da ao solo 

e a placa, desconsiderando as for<;:as de atrito e as outras componentes de 

deslocamento, acabam por provocar um deslocamento central maior. 

A diferen<;:a na forma de tratar a placa, neste trabalho e em CODA, 

se torna mais visivel e passa a representar um fator limitante ou nao, quando se 

trata de uma analise dinamica onde a rigidez do solo e bem diferente da rigidez 

da placa. 

6.3 - Solu!(ao fundamental transiente de placa, no dominio do tempo 

Uma outra forma adotada para se analisar a elastodinamica de 

placas foi com 0 usa de uma solu<;:ao fundamental transiente, no dominio do 

tempo. Contudo, como problemas de instabilidade surgiram e os esfon;os para 

supera-Ios nao foram suficientes, acabou-se optando pela formula<;:i3o alternativa, 

via matriz de massa, na analise da placa. Entretanto nao se pretende abandonar 

a possibilidade de superar os problemas de instabilidade da solu<;:ao. Um dos 

problemas detectados durante 0 trabalho com a solw;:ao foi com rela<;:ao a 

imprecisao numerica que ela apresenta, devido as caracteristicas trigonometricas 

da mesma, principal mente com a presen<;:a dos termos de integrais de sene e 

cosseno. Este tipo de problema em analise dinamica acaba acarretando perda de 
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estabilidade, no decorrer da analise, ja que as diferenyas acabam sendo 

acumuladas e levadas para a passo posterior. 

Uma outra possibilidade de resolver as problemas de instabilidade 

da soluyao esta em aplicar uma funyao que suavise a carregamento aplicado. 

Esta funyao devera ter uma continuidade de ordem superior a empregada 

inicialmente, e assim as equayoes algebricas serao representayoes mais fieis das 

equayoes integrais. 
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APENDICE A 

A.1 Integra(fiio numerica via Quadratura de Gauss 

A integra<;ao numerica e uma forma de se resolver uma integral 

quando a solu<;ao analitica desta se mostra diffcil. Ela consiste em transformar um 

problema contfnuo, que seria 0 calculo da integral, em um problema discreto. 0 

incoveniente desta transforma<;ao e que ela resulta, na maior parte dos casos, 

num resultado aproximado, diferente do resultado exato. E possivel for<;ar a que 0 

resultado aproximado convirja em dire<;iio do valor exato, mas isto, em geral, 

causa um aumento no trabalho numerico. A precisao a ser obtida vai depender de 

cada problema a ser analisado. 

Existem diversas maneiras de se calcular numericamente uma 

integral. No presente trabalho optou-se pelo metodo da Quadratura de Gauss. 

Neste metodo a transforma<;ao da integral se da da seguinte forma: 

J f(~)d'; == !A;.!i~,) 
-I i=l 

(A. 1 ) 

onde n e 0 numero de pontos de Gauss a serem empregados na integra<;ao, XI 

sao os pontos onde a fun<;ao e calculada, e A sao os pesos correspondentes aos 

pontos de Gauss. 

Para se reduzir 0 erro, relativo ao valor exato, a primeira op<;ao e 

aumentar 0 numero de pontos de Gauss. Entretanto, para certas fun<;6es, e mais 

conveniente subdividir 0 intervalo de integra<;ao em subintervalos, ou 

subelementos. 
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A.2 - Integra~ao sobre 0 elemento de contorno 

Generalizando a integra980 A.1, para quando a integra980 se da em 

um intervalo generico [a,b], 

Jg(x)dx (A.2) 
a 

deve-se proceder da seguinte maneira: primeiramente associa-se a cada ponto 

ponto XI , do intervalo [a,b], um ponto ';1 do intervalo [-1,1], atraves da rela980 

linear 

b+a b-a 
Xi =-2-+-2-~i (A.3) 

Em seguida deve-se relacionar os diferenciais d" e d~ . Essa rela980 entre os 

diferenciais e chamada de Jacobiano e indicada por J. No caso: 

se segue: 

dx b-a 
J= d~ = 2- (A.4) 

Assim sendo, a integral A.2 pode ser resolvida numericamente como 

f b-a~ 
Jg(x)dx = -2- L,.AJix,) 
a i=1 

(A.5) 

No caso das integrais sobre os elementos, observa-se que 0 ponto a 

ser integrado, e que perlence ao contorno, e 0 ponto p. Para facilitar 0 

acompanhamento das rela90es a serem feitas, deve-se observar a figura (22), 

onde esta representado um elemento quadrilatero, de nos 1, 2 e 3. 
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y 
3 

de 
2 

;; x 

I I I 

o d, ' ~ -1 

FIGURA 22 

o ponto p perlence a este elemento e tern as coordenadas xp e yp 

definidas pelas rela90es 

X _X3+ XI x-X 
p,_ 2 +3 I,; 2 i 

(A.6) 

Y = Y3 + YI Y3 - Y 
p, 2 + 2 I'; 

o jacobiano desta integral e definido como sendo: 

l(dx)2 (dy )2 
J=,I dq + dq (A.7) 

Definidas as rela90es e tomando-se como exemplo a primeira das 

integrais da equa9ao 11.69, pode-se calcula-Ia numericamente com: 



fA. V' d -JJ A. V' d 'l'1(p) n(q,p) r(p) - l(p)'I'I(p) n(q,p) ~(p) 
-1 

r 

A.3 • Integra!(ao no dominio 

Observando a figura (23) abaixo, 

y 

R 

o 

y= "'(x) -
o 

.",--~.-// 

y~ <p (,) 

FIGURA 23 

b 

s 
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(AS) 

x 

va-se claramente que a integral da fun!t80 f(x,y) no dominio fA nada mais e que 

uma integral dupla, ou seja: 

jfrx,y)dn = !( t'frx,y)dY f (A9) 

A integral interna de A9 e uma fun~o de x, e pode ser cham ada de 

g(x) . Assim A9 fica escrita como se segue: 
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ff(x,y)do = Jg(x)dx (A10) 
a o 

A intgeral fica em func;:ao de uma unica variavel e sua soluc;:ao 

numerica ja se conhece do item anterior e e da forma: 

J b-a~ 
g(x)dx = -2- ~A;g(x,) 

a i=1 

(A11 ) 

Por sua vez, a integral interna de A9 passa tambem a ser func;:ao de 

uma unica variavel e pode ser resolvida da mesma forma. 

_ fV'(,,, d _ If/(x,) - <Pix,) ~ A 
g(x,) - J f(x"y) Y - 2 ~ j~x"YJ) 

tp(Jlj) j=l 

(A12) 

A combinac;:ao das duas integrac;:5es leva, finalmente a soluc;:ao 

numerica da integral no dominio A9 

fit do = b - a IfIix,) - <Pix,) ~~ A;AIt 
(x,y) 2 2 ~~ j (x"YJ) 

Q i=l j=1 

(A13) 

A.4 - Jacobiano da celula quadrillitera 

As func;:5es de interpolac;:ao da celula quadrilatera adotada neste 

trabalho estao escritas no capitulo III. Como se sabe, pode-se determinar as 

coordenadas de um ponto qualquer da celula a partir das func;:5es interpoladoras, 

atraves das relac;:5es: 



" 

! 
, 

• -" 

onde: 

x= I¢iXi Y= I¢iy' Z= I¢iz' 
;=1 ;=1 ;=1 

o jacobiano e calculado atraves da expressao: 

iJi = .Jg12 + g; + g; 

0' Oz 0' Oz 
gl = oq t3rJ - t3rJ oq 

Oza aOz 
g2 = oq t3rJ - oq t3rJ 

a0' 0'a 
g3 = oq t3rJ - oq t3rJ 
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