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RESUMO

BARRETTO, Saulo F. A. Anélise elastodindmica de placas, através do método
dos elementos de contorno, com interagéo solo-estrutura. S@o Carlos , 1995.
115p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade
de Sao Paulo.

A combinagdo do Metodo dos Elementos de Contorno e do Método dos
Elementos Finitos € o procedimento usualmente empregado na analise da flexao
de placas interagindo com o solo. Usando-se da associagdo de ambos os
métodos pode-se tirar vantagens de cada um deles e, consequentemente, chegar
a uma técnica methorada para tratar com problemas praticos. Contudo, a
formulagdo do MEF nao representa bem as tensbes e os esforgos concentrados
ao longo do contorno, que podem ocorrer devido & maior rigidez da placa quando
comparada com o meio soio, como a formulagédo do MEC faz. Por isso, a flexao
de placas sobre base elastica € aqui proposta utilizando-se apenas das
formulagées do MEC, ou seja, tanto os problemas tridimensionais quanto os
problemas de placas sao tratados pela formulagdo de contorno para casos
elastostaticos e elastodindmicos. Duas diferentes formas de tratar problemas de
flexao elastodindmica de placas sao discutidas, enfatizando possiveis
instabilidades numéricas que as duas técnicas podem exibir. Finalmente, depois
de propor a combinagédo dos problemas tridimensional e de placas, os resultados
de exemplos numéricos apresentados mostram as vantagens e desvantagens da
técnica proposta.

Palavras-chave: Placas (Estruturas) - Analise elastostatica; Placas
(Estruturas) - Andlise elastodinamica; Metodo dos Elementos de Contorno;
Interagdo solo-estrutura.



ABSTRACT

BARRETTO, Saulo F. A. Elastodynamic analysis of plates, using the Boundary
Element Method, with soil-structure interaction. Sao Carlos , 1995. 115p.
Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de
Sao Paulo.

The combination of the boundary element and the finite element methods
is the usually employed procedure to analyse plates in the bending interacting
with the supporting soil. By using the association of both methods one can take
the advantage of each method and consequently reach an improved technique
to deal with practical problems. However, the FEM formulation can not represent
well the stress and effort concentrations along the boundary, that may occur due
to the higher plate stiffness when compared with the soil media, as the BEM
technigue does. Therefore, the plate bending on elastic foundation is proposed
here using only BEM formulations, i.e. both the three-dimensional and the plate
problems are formulated by boundary formulations for the elastostatic and
elastodynamic cases. Two different ways to deal with the elastodynamic plate
bending problem are discussed, emphasizing possible numerical instabilities that
those techniques may exhibit. Finally, after proposing the combination of the
three-dimensional and plate problems, results of numerical examples presented
to show the advantages and disadvantages of the proposed technique.

Keywords: Plates (Structures) - Elastostatic analysis; Plates (Structures) -
Elastodynamic analysis; Boundary Element Method;  Soil-structure
interaction.



CAPITULO |

INTRODUGAO

O desenvoivimento dos chamados métodos numéricos deveu-se
ao fato de que as solugdes analiticas dos diversos problemas da engenharia
sempre ficavam limitadas,ja que para estas solugdes eram adotadas hipdteses
simplificadoras, restringindo, assim, a analise de problemas particulares. Assim
sendo, com o intuito de ampliar o leque de problemas a serem resolvidos por
uma mesma solugdo, surgiram os meétodos aproximados e, consequentemente,
os métodos numéricos. Com o aperfeicoamento dos computadores, resultando
na sua maior capacidade de meméria e velocidade de operagdo, os métodos
numéricos foram ganhando cada vez mais importdncia na engenharia
estrutural.

O primeiro método numérico a surgir foi o Método das Diferencas
Finitas (MDF) e, segundo TIMOSHENKO (1980), a sua primeira aplicacdo na
elasticidade é devida a C. Runge, em 1908. Este método consiste em aplicar,
ponto a ponto, o operador diferenga sobre a equacdo diferencial. Com o
surgimento e desenvolvimento dos computadores, a aplicagdo e pesquisa dos

métodos numéricos foi crescendo e surgiu o Método dos Elementos Finitos



Sua idéia consiste em subdividir o dominio em “elementos”, os quais sdo
definidos pelos seus “nés”, e & nestes elementos que s&oc assumidas
aproximagées.

Na histéria do MEC um passo importante para a sua formulacdo
foi a demonstragdo do teorema da reciprocidade por BETTI (1872), o qual
permitiu que se escrevessem as equacdes integrais partindo-se da aplicagdo
de um carregamento chamado fundamental. Em se tratando do método,
especificamente, as primeiras formulagées que surgiram foram apresentadas
por KUPRADZE (19865) e por RIZZO (1967). A primeira utilizou a técnica
indireta, onde as variaveis empregadas ndo eram as varidveis fisicas do
problema, enquanto a segunda formulou o método de forma direta.

Com respeito a formulagéo elastodinamica, a primeira formulagao
usando a técnica direta foi escrita por CRUSE (1968) e por CRUSE e RIZZ0O
(1968). Essa formuiagdo empregava a transformada de Laplace na andlise de
problemas elastodindmicos. Posteriormente surgiu uma forma mais versatil e
facilitada para resolver estes problemas, introduzido por NARDINI e BREBBIA
(1982) e (1983), empregando o conceito de matriz de massa. Essa formulagdo
se destaca pela simplicidade e por poder ser aplicada a diversos tipos de
problemas, mas tem o incoveniente de provocar um aumento do trabaiho e das
dimensdes computacionais, ja que a presenca da integral de dominio do termo
inercial exige uma discretiza¢do de todo o dominio. Neste campo de pesquisa
deve-se considerar os trabalhos de CODA e VENTURINI (1990), LOEFFLER
(1988), ANTES (1988), ESTORF et alli (1992) e CARRER (1991).

No caso especifico da analise de placas, a aplicacdo do MEC
ainda tem pouco desenvolvimento, sobretudo no que se refere a formulagées e
solugdes fundamentais. O trabalho que é considerado o marco inicial na anélise
de placas via MEC é o de JASWON et alli (1967). Posteriormente BEZINE

(1978) e STERN (1979) desenvolveram a formulagéo direta para os problemas



de placas finitas, com quaisquer condigdes de contorno. BEZINE ¢ o
pesquisador que mais tem se dedicado ao estudo de placas através do MEC.
Dele podemos citar trabalhos como anélise de flexao de placas cujas condicdes
de contorno estdao no dominio (1981), substituicao da segunda equagéo integral
(produto da derivada do deslocamento) por uma equagdo alternativa, baseada
nas propriedades de similaridade geoméfrica da placa (1981), andlise da
flambagem de placas levando em conta apenas as condigdes de contorno no
dominio (1985), etc.

O estudo elastodindmico transiente de placas tem como
referéncia o trabalho de BEZINE (1982), que apresenta uma solugdo
fundamental dindmica transiente, no dominioc do tempo. Ele se baseou no
trabalho de SNEDDON (1944), o qual apresenta diversas solugGes analiticas
~ para casos de placas circulares, com raios infinitos ou nao.

Com relagao ao acoplamento solo-estrutura, apds o surgimento
do Método dos Elementos de Contorno a pesquisa passou a se concentrar na
combinagio do MEC com o MEF, visando explorar as vantagens de cada um,
na andlise das diferentes regiées. No caso o solo, por ser o meio de dominio
ilimitado, é tratado via BEM enquanto que a estrutura é tratada via MEF. Nessa
diregdo pode-se citar o trabatho de ZIENKIEWICZ (1977) e o de ATLURI e
GRANNELL (1978) como sendo os precursores deste tipo de analise.
Posteriormente outros trabalhos foram surgindo em torno da idéia, entre os
quais se referencia aqui os de MITSUI et alli (1985), que se introduz um
elemento de contato entre as subregides para facilitar a ligacdo quando existir
diferencas das constantes fisicas das subregides, GANGMING (1989), que
simetriza a matriz de rigidez obtida através do BEM, e MESSAFER (1989), que
trata da ligagdo placa-solo. No caso de ligagao solo-estrutura em que ambas as

regides sejam tratadas via BEM, pode-se citar o trabalho apresentado por



PAIVA e BUTTERFIELD (1985), que trata de analise elastostatica de ligagao
placa-solo.

O objetivo deste trabalho consiste em utilizar o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) para a analise estatica e dindmica fransiente de
placas, e em apresentar o comportamento destas quando ligadas ao solo.
Neste trabalho sera apresentada a formulagio elastostatica e elastodinamica
da placa utilizando-se da mesma solugdo fundamental, independente da
variavel tempo, para em seguida tratar da ligagéo solo-estrutura.

A solucao fundamental adotada é a apresentada por DANSON
(1979) e o tratamento elastodindmico das placas foi feito utilizando-se da forma
alternativa, via “matriz de massa”. Algum comentario sobre essa forma de se
resoiver um problema dindmico ja foi feito anteriormente. e exemplos de
diferentes discretizacdes do dominio, para o mesmo tipo de placas, séo
apresentados. A intengdo desta comparagdo entre os exemplos € mostrar a
eficiéncia e a versatilidade da formulagéo.

Uma outra formulagéo para a andlise dindmica de placas e
apresentada a partir da solu¢do fundamental do BEZINE (1982). Com esta
formulacdo, um exemplo de placa circular é analisado e, através dos
resultados, pode-se observar os problemas de instabilidade que surgem. A
intengdo que se teve em mostrar os problemas da formulagédo é a de provocar
uma discussdo em torno dos mesmos, na busca de caminhos para soluciona-
los.

Para a interacao solo-estrutura utilizou-se do programa numérico
para andlise tridimensional desenvolvido por CODA (1993), tanto para a analise
elastostatica quanto elastodindmica. O acoplamento numérico dos dois
programas foi feito através da técnica de subregides [VENTURINI (1983),
LACHAT (1975a) e LACHAT (1976b)]. Esta técnica consiste em aplicar
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separadamente as equacgbes correspondentes de cada regido e acopla-las,

utilizando-se de condigSes de compatibilidade cinematica e de equilibrio.

Descri¢cao dos capitulos

No capitulo Il é feita uma revisdo das equacbes basicas que
regem o comportamento de placas. Esta revisdo é voltada para as equacgdes
que sac diretamente utilizadas na formulagdo do MEC. Em seguida é
apresentado o desenvolvimento da solugdo fundamental de placa que sera
utilizada tanto na andlise elastostatica quanto na elastodindmica. Definida a
solugdo fundamental, parte-se para a formulagdo das equagbes integrais.
Finalmente a formulagdo Método dos Elementos de Contorno para a
determinacgdo estatica de placas € apresentada. Nele se define o tipo de
elemento adotado, as técnicas de integragdo do dominio, a montagem das
equactes matriciais, a montagem das matrizes H e G, bem como o vetor de
carregamento F. Em seguida, sdo apresentadas as condigdes de contorno e a
solucdo do sistema. Finalmente emprega-se a formulagdo na analise de placas
retangulares.

No capitulo Il é apresentada a formulacdo elastodinamica de
placas partindo-se do conceito de matriz de massa. A solugao fundamental é a
mesma do capitulo anterior e & desenvolvida a integragcdo no dominio do termo
inercial, a partir do tipo de célula adotada. Uma vez obtida a matriz de massa, o
sistema é resolvido através do método de Newmark [ WARBURTON (1964) 1.
Os mesmos exemplos de placas analisados no capitulo Il sdo também tratados
neste capitulo, agora em sua versdo dinamica, variando-se apenas a

discretizagdo do dominio.



O capitulo IV trata da ligagdo solo-estrutura. Inicialmente
apresenta-se a formulag&o empregada para tratar do solo e, em seguida,
demonstra-se de que forma ¢ acoplamento foi obtido para, finalmente, serem
apresentados os exemplos numeéricos, comparados com solugdes ja obtidas em
outras referéncias.

No capitulo V apresenta-se o desenvolvimento empregado por
Bézine na obtengdo de sua soiugdo fundamental transiente de placas
bidimensionais. Neste capitulo se discute os problemas de estabilizagio que a
solucao apresenta.

No capitulo VI sdo feitas as consideragbes gerais sobre o trabalho
desenvolvido e apresentadas sugestbes no sentido de aperfeicoar os

resultados obtidos.



CAPITULO 1

TEORIA BASICA, EQUACOES INTEGRA!S E METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADOS A PLACAS

- ELASTOSTATICA -

2.1 - Introdugdo

Como sabemos, placas sédo elementos estruturais de superficie
definidos por dois planos paralelos (que podem ter pequena curvatura) e
distantes entre si da espessura que os define. Essa espessura tem dimenséo
sempre pequena, se comparada com as outras duas.

No presente trabalho somente serdo consideradas as placas
delgadas, isétropas ( com propriedades iguais em todas as diregbes), com
carregamento aplicado sempre na direcao transversal ao plano médio e que
obedecam a teoria de pequenos deslocamentos.

Dentro dessa especificidade valem as seguintes hipoteses

simplificadoras:



0 material da placa e elasto-linear,

2. os deslocamentos transversais ao plano médio s&do
pequenos;

3. as deformacgdes do plano médio s&o consideradas
despreziveis;

4, as tensOes normais na dire¢éo transversal sao consideradas
despreziveis;

5. as segbes planas, perpendiculares a superficie média antes

do carregamento continuam planas, apds o carregamento.

2.2 - Equagodes basicas

Considerando-se que as dedugdes que nos levam as equacgdes
basicas, as quais regem o comportamento de placas, estdo amplamente
repetidas em varias referéncias ( PAIVA (1990), OLIVEIRA NETO (1991), etc.)
optou-se aqui por abstrai-las. Assim sendo, apenas as expressfes que entram
nas equacdes integrais do método serdo descritas, e de forma a mais suscinta
possivel. Para um acompanhamento mais detalhado do que sera apresentado
a seguir, recomenda-se TIMOSHENKO (1970).

Convém lembrar, iniciaimente, que o comportamento elasto-linear

da placa é regido pelas seguintes equagdes:

- relagdo tenséo-deformacgéao, obtidas a partir da Lei de Hooke




E
G, = T (gw + vsn) (11.1)
T, =Gy,

- relagdo deformagio-deslocamento (observando-se a teoria dos

peqguenos deslocamentos)

O*w
E, = Zaxz
2
£, =—z‘;‘f (11.2)
5 O*w
yxy - z &@}

As equacbes integrais do MEC, como sera visto mais adiante,
estdo expressas em fungdo do deslocamento transversal, da rotacédo, da forga
cortante e do momento fletor, estando as expressdes desses trés ultimos
parametros em fungdo do primeiro. Assim sendo, torna-se necessario obter
estas expressdes, escritas em fungéo do deslocamento w. Para tanto deve-se
analisar, inicialmente, o equilibrio de momentos e forgas cortantes em um
elemento infinitesimal de placa. A partir desse equilibric escrevem-se as
expressdes dos momentos e forgas cortantes das placas, em fungéo de w.

Isto pode ser feito representando-se os esfor¢os que atuam no
elemento de placa através de suas resultantes aplicadas na superficia média
do mesmo, como nas figuras 01 e 02 a seguir. Considerando-se o

carregamento transversal (g) que atua no sentido positivo do eixo z,
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my + aar:xdx

am
My + ayy d,
; 8 Myx

+
FIGURA 1
Ay
9, I X
|
T/l
|
|
I
i
. 8g
q +—>2c
! l X d x *
F _dg,
g + d
¢ oy
Y
z
FIGURA 02

obtém-se a equacgao de equilibrio da placa, as expressées dos momentos e
forcas cortantes, assim como a equagdo de equilibrio em fungao do

deslocamento w.
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oim O°m o°*m

ax;‘ + ayzy +2 axa;” =g (11.3)
8w 8w

m, = P +v Py (11.4)
0w olw

m, =-— &’ +v o’ (1.5)

0w

m,=m, =-D(1- V)axay (11.6)
d(38*w oO*w

qx=—-Da P & (11.7)

(11.8)

e, finalmente, substituindo-se 1.4, I1.5 e 1.6 em 1I.3, obtém-se a expresséo

diferencial da placa em fungao do deslocamento transversal w .

4w o'w  O*w

P +2 X0y + 5"

£
=D (11.9)
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Quando se pretende analisar um problema qualquer, torna-se
conveniente reescrever as expressdes anteriores, deixando-as referidas nao
mais aos eixos cartesianos X € y, mas a um eixo genérico de coordenadas n e
s, o qual forma um angulo o com semi-eixo positivo x. Para isto, deve-se
desenhar o equilibrio em um novo elemento infinitesimal de placa, levando-se
em conta o novo eixo de coordenadas. Desta forma, pode-se obter as relacoes

geomeétricas que refrenciam um eixo ao outro.

FIGURA 03

FIGURA 04
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Fazendo-se novamente o equilibric do elemento, pode-se
escrever as expressbes de m, , m,s , g, © g, em fun¢cdo dos momentos e

cortantes referidos ao sistema global e do angulo a.

m, =m, cos’ a + m sen’a +2m,sena cosa (11.10)
m,, =(my ——mx)sena cosa+mxy(cosza — sen’a) (1.11)
q,=49,cosa + g sena (11.12)

Quando se pretende resolver uma equagao diferencial da placa,
faz-se necessario a imposi¢do de condigdes de contorno. No caso, essas
condigbes podem ser o deslocamento tranversal w, a rotagdo normal sw/én e
os esforcos m, , m,s € q, . Sendo a equagdo diferencial de 4* ordem, exeistem
4 valores de contorno que devem ser associados a cada ponto. Assim, apenas
dois dos esforgos podem ser considerados. KIRCHHOFF (1850) demonstrou
que as duas dltimas condi¢des de contorno podem ser agrupadas em uma

unica, denominada de forga cortante equivalente, cuja expressao é:

v =qn+% (1.13)

Finalmente, como as equagbes integrais do Meétodo dos
Elementos de Contorno estdo escritas em coordenadas polares, torna-se Util
reescrever as expressdes anteriores, referentes aos eixos n e s, deixando-as

em coordenadas polares.
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/ contorno da placa

a=0+4
FIGURA 05
x=rcos@
(11.14)
y=rsend
rt=x+y? (1.15)
6 = arctg-ii (1.18)

De posse destas relagbes, as expressdes (11.10), (11.11), (1.12),

(1.13) e a equacdo diferencial da placa (Il.9) podem ser escritas em
coordenadas polares.

'@—@ sp .17
PR (17)
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m, = -D{(cos’ p+ vsen' ) (;w
+2(1 = v)senfi cos [1 364; H

1év 1 *w
+(sen",6’ + vcoszﬂ)(;gr—+r—ae J

(11.18)

I 1ow 12w &
m, =-D(1-v )I_senﬁcosﬁ(——+-—;?9]:}— a:) +{cos? B —sen’B).

[1 a‘wJT ’
ar\r 50 J (1119)
D(—chos Jii +——Awsen/3 J (11.20)
7 lo’)n_) ( 12 é}nmj
V.= (D Aw + 0 cosf — ré’GAw+ p senf3

4{— cosﬂ ) (1.21)

Ficando a equagéo diferencial da seguinte forma:

(az 10 152152"; 1 &w 1azw) g
(11.22)

Fratre \ar Tratreer)"D
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2.3 - Solugao fundamental da placas

Solugdo fundamental de um problema é a resposta obtida em um
ponto p (denominado ponto de campo ou “field point’), qualquer, de um
dominio, em geral infinito, consequente de uma carga unitéria aplicada num
pontoc q (denominado ponto de carregamento ou “load point’), também
pertencente ao mesmo dominio.

No caso de placas a resposta a ser obtida € o deslocamento
transversal w em p , de coordenadas x(p) e y(p) , devido & aplicagéo da carga
unitdria em q , de coordenadas x(q) e y(q) . Desta forma, a solugéo
fundamental de placas é obtida pela resolugdo da equagado (11.22), onde o

carregamento é a fungdo Delta de Dirac (8(q,p)), a qual tem as seguintes

propriedades:.
3(q.p}=0 se P#(
(11.23.3)
&(q,p) = = se p=q
J5(q, pldQ=1 (I.23.b)
Q

onde a fungédo y(p) é uma funcdo qualquer do dominio Q.

Assim sendo, pode-se afirmar que:

|up)s(a.p)d2= pg) 124

Q

o que significa dizer que a integral da fun¢éo Delta de Dirac no dominio & igual

a carga unitaria.
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Aplicando-se esta fungdao no lugar da carga na equagao

diferencial da placa tem-se:

AAW* =—(-—-—— (11.25)

Agora pode-se obter a solugdo fundamental de uma placa,
resolvendo a equagdo anterior a todos os pontos do dominio,
desconsiderando-se uma pequena regido em torno do “load point” ¢ . Assim, a
equacao é sempre igual a zero. Escrevendo-se & equacao diferencial (11.22) em
coordenadas polares, com origem em q , e levando-se em conta a simetria, o

que a deixa independente de & , tém-se:

Fd? 1d [d'w' ldw'_l_o Lo
rer_ dr? J_ (11.26)

A solugdo desta equagdo e conhecida e é da forma:

w' =ClInr+C2.72 Inr+C3.r* + C4 (11.27)

Duas das condi¢Ges de contorno, necessarias para resolver 11.27,
s&o obtidas analisando-se ¢ dominio finito da placa. Pela simetria considerada

em |1.26 pode-se afirmar que:

dwl
dr

={ para r=0 (11.28)
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Em seguida podemos afirmar também que, admitindo-se um

circulo de raio r e com o centro em q, existira uma cortante equivalente I/,

aplicada em todo o contorno do circulo como indicado na figura abaixo,

FIGURA 08

cujo equilibric & expresso por:

vV, = - (11.29)

A expressdo da cortante equivalente, escrita em fun¢éo do

deslocamento w'p , fica apenas em funcgéo de re com o B=0. Desta forma:

V, =D A = 130
T T o (139
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Aplicando-se as condigdes de contorno (11.28) e (11.30) na

expressio (11.27) obtém-se as constantes C7e C2.
C1=0 e C2=—— (1.31)

Substituindo-se as constantes acima na expressédo (I1.27), a

equacado do deslocamento passa a ser da seguinte forma:

‘_L 2 2
w _SnDr Inr+C3.r*+C4 (11.32)

As constantes C3 e C4 podem ser obtidas aplicando-se as
condi¢des de contornc do problema da placa a ser analisada. No caso da placa
de raio infinito que estd sendo aqui analisada, estas condigbes podem ser
quaisquer.

Em DANSON [1979] , o autor adota

C3=——— e C4=0 (11.33)
o que resulta na seguinte equacdo do desiocamento fundamental w

w'--L "[lnr—l) 11.34
=8D 2 (11.34)

Esta & a solugéo fundamental elastostatica de placas, que sera
utilizada neste trabalho. A partir dela teremos as expressdes de deslocamentos

e esforgos fundamentais do ponto p. Isto se consegue substituindo-se a
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equacao acima (11.34) nas expressdes (11.17), (11.18), (11.19) e (I£.21). Assim, as

expressdes ficam escritas da seguinte forma:

»_r In7cosf .35
& AmD nrc (1L.35)
1

m, =—Z;r~[(1+ v)Inr +(1- v)cos’ B + v] (11.36)

=Y cem g 137
=g Sen (11.37)

1~
Ve = CEZf [2(1— vsen’f -3+ v] +4—m:{cosZ,8 (11.38)
onde:

r=y(x(p)-+(a))" +({p) - )’ (11.39)

2.4 - Equagoes integrais de placas

O Método dos Elementos de Contorno se caracteriza pela
representacdo do comportamento de varidveis do dominio através de valores
~ do contorno da placa. Nesse sentido, torna-se necessario obter uma equagao

integral que relacione o deslocamento(a partir do gqual os esforgos sdo escritos)
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de um ponto qualquer pertencente ao dominio { w(p} ) com os desiocamentos
e esforgos do contorno.

Esta equagédo pode ser obtida analisando-se uma placa qualquer,
cujo contorno esta indicado por I e 0 dominio por Q, que se encontra contida
em uma placa de dominio e contorno infinitos, indicados, respectivamente, por

I, e por Q, , como pode-se observar na figura 07 abaixo.

FIGURA 07

Agora considere-se que a placa acima estd submetida a dois
carregamentos distintos e ndo simultaneos g e g‘. O primeiro atua no dominio
que esta indicado na figura acima por Qg , enquanto que o segundo é o
carregamento correspondente a solugdo fundamental. Em se considerando
estes dois estados de carregamento para a placa, podemos associar 4 mesma
deslocamentos, tensées e deformagdes distintas. Estes seriam indicados por. w
, Oy € g; , para o primeiro carregamento, e W' , ¢ ;; € €, para o carregamento
fundamental. Assim sendo, a seguinte igualdade pode ser escrita, de acordo

com o teorema de Betti:
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Jo-.".‘.s..dV = JO' etdv 1,j=1.2.3,.. (11.40)

vy g
v ¥

A partir da expressao acima pretende-se chegar a equagao integral
desejada. Para tanto, deve-se encontrar uma forma de transformar as integrais de
volume, da expressdo referida, em integrais de contorno. Para facilitar,
primeiramente isso sera feito em apenas um dos termos da igualdade.

Tomando-se o termo da direita, e estendendo-se o somatdrio, pode-
se escrevé-lo como:

2z

Jcrng _”0'3 +0,8, +OE, +T Y tT Y, ]dV (1.41)

wyyz

Esta express@o deve ser agora reescrita levando-se em conta,
conforme adotado como hipotese simplificadora, que as tensbes relativas a

diregdo normal z sdo desprezadas.

J%b‘;dV = J[Jxé‘fi +0,e, + Tay}’;]dV - (11.42)

14 14

Substituindo-se as expressdes das tensdes e das deformagdes que
se conhece da teoria basica de placas - 1.1 e 1.2 - na expressao 11.42, consegue-
se deixar a integral apenas em fungdo das derivadas do desiocamento w, em

relagdoaxey.

dw  gw\ow , E | o' )32w" .

J-asde j[ [dcz V®2J@CIZ+IM zké}/ éyzz
&*w 8w’

&& &y

JdV | (11.43)
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Integrando-se a expressdo ao longo da espessura, sendo que
esta varia de -h/2 a +h/2, consegue-se transformar a integral de volume acima

(11.43) numa integral de dominio bidimensional.

— [D(a’ . azw\azw*+D(azw+ azw]azw‘
0- 8 2 v ax?. ayz v axZ ay2

waw2

+2D(1 - v)g—axay 79 (1.44)

Lembrando-se agora das expressdes (11.4), (I1.5) e (ll.6), esta
integral de dominio pode ser reescrita em fungéo dos momentos e derivadas

segundas com relagaoa xey.

. 3w atw' 02w |
J.cﬁa,jdV = {—mx peraiat & -2m,, axdy JdQ (11.45)

v 4]

A reducdo da integral de volume foi o primeiro passc para se
obter a integral de contorno que sera utilizado na formulagdo do MEC. Num
segundo passo devem ser levadas em consideragdo as relagtes provenientes

do teorema geral de Gauss, que s&o as seguintes:

-a—f (e, ebxdy = _[f (x.yh.dC

(11.46)

R
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onde n, e n, s&0 os cossenos diretores do versor normal ac contorno nas
diregdes x e y, respectivamente.
De posse destas relagoes, integra-se por partes o primeiro termo

da expressao (I1.45), e obtém-se:
6 w .[

integrando-se por partes a segunda parcela da expressao anterior

_[aa— =~ (11.47)

(11.47) pode-se escrever boa parte do primeiro termo da expressao (11.45) sob a

forma de integrais de contorno.

92w ow' om, , |
m. 3 dQ [ m, - CosaL + = "W cosa_ldl"—
r

(I1.48)

Seguindo-se o mesmo roteiro, adotado para se chegar &

expressdo anterior, pode-se escrever o segundo e o terceiro termo de (11.45).

6
m, 6y2 . wdQ
(11.49)
0w’ ow' ow’ om,_,
-2 "’axay dQ= l:[ m,, > o cosq, - m,, o seng, + o w’ sena,
om,,

+—w cosa_]a’l' 2—w d (11.50)
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Estes trés termos voltam a ser agrupados para reescrever [1.45,
gue agora ja esta em patte representade por integrais de contorno. A

expressao fica escrita da seguinte forma:

. ow' ow’ ow’ ow’ 1
o,E ,.J.d V=-1»§m coso. +m seng, +m cosq, +m,, seno. J:IF

; : * Ox > Oy > oy Ox
om, Om, om, om,, J ] ‘[82#@c
[( =t 5 Jcosa +( % * o sena}w dr - v
62 o*m
5 L2 5 deQ (11.51)

Essa expressdo pode ainda ser simplificada caso se utilize a
relacéo (11.3). Além disso ser feito, deve-se escrevé-la com referéncia acs semi-
eixos n e s. Para tanto deve-se relacionar as derivadas de wem relagdo a x e
y com as mesmas s6 que em relagdo ao novo sistema de referéncia. Isto &

simples de ser feito, bastando observar as seguintes igualdades:

ow' ow' ow'
a—x—gcosa - s sena
(11.52)
ow'  ow' ow'
ay —a—nsena +ECOS(1

Uma vez feita a substituigdo das relagbes escritas em (11.52) na

expressao 11.51, pode-se simplifica-la lembrando-se das expressdes 11.10 a

n12.
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L] aw.
jﬁ,ﬁ&dV: —-[mnaa: +mmEg——q,,.w'}dF+£;|.gw‘dQ (”53)

v r

Integrando-se por partes o termo que contém m,,, , tém-se que

A LR (I1.54)

n aS
T

Imm dl' =m, w'
Os
:

onde Iy e I, sdo os limites de integragdo ao longo de s. Se a integragao é
feita numa placa de contorno fechado e que n&o contenha cantos, a primeira
parcela se anula, ja que ndo ha descontinuidade de n e s, sendo, portanto, o
m,. continuo. No caso de haver canto na placa, o resultado da aplicacao dos
diferentes limites de integracao sera a reacéo R, , referente a esse canto. Se a
placa tem vérios cantos, esta parcela € o somatorio de todas as reagbes R, .
Para melhor ilustrar o acima descrito, deve-se acompanhar a demonstragao

feita a partir da figura 08.

4

FIGURA 08
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Escrevendo-se o somatdério para todos os cantos da placa onde

se aplicam os limites de integragao, tém-se:

T2
immw; =—ﬁ(m;, i W, =—2R€lw; (11.55)
L =l

=] i=1

sendo N, e N, os nimeros de lados e cantos da placa, respectivamente, w,; ©
deslocamento fundamental, relativo ao canto i, € I';y e I';; os limites de
integracéo referentes a cada lado da placa.

Substituindo-se, primeiramente, (11.55) em (11.54), e o resultado
disso em (11.53), e levando-se em conta a relagéo (I1.13), obtém-se a expresséo
final de 11.41.

. .o oW
Icﬁsde= .[Vnw —m

}dl" + qu W, + jgw'ng (11.56)
v r i=1 2,
Fazendo-se, de forma analoga, todos os passos para o termo da

esquerda da igualdade advinda do teorema de Betti pode-se afirmar que:

* E » aw-l * L3
_[cry.a,jdV= .[V,,w—m,,— + ? Riw, + Ig wdQ (11.57)
6n_|d1- :

14 T i=1

Assim, a igualdade (i1.40) pode ser reescrita deixando de ficar
expressa em integrais de volume e passando a ser expressa em integrais de
contorno, a menos das integrais de dominio referentes aos carregamentos g e
g . Sabe-se também que os deslocamentos e os esforgos referentes ao

carregamento fundamental g* sdo fungbes que dependem do “load point” g e



28

do ponto de deslocamento p, ao passo que os referentes ao carregamento g
sdo fungdes que dependem apenas de p, que € o ponto onde os efeitos da

carga sao determinades. Assim sendo:

[V,,'(q,p)W(p) - m:(q,p)%(;;d} T iR;(q,p)wc, (p)

r i=1

Seta.tnan,, - [nowla.n)-m(n >80\,

Q r

+2Rc,(p)w:,(q,p) + Ig(p)w‘(q,p)dﬂg(p) (11.58)
Ql

i=1
Esta &€ a equacdo integral de placas que sera utilizada na
formulagédo do Método dos Elementos de Contorno, como se vera no item a

seguir. O tratamento das duas integrais de dominio remanescentes, relativas

aos dois tipos de carregamento, também sera visto no préximo item.
2.5 - Método dos elementos de contorno
2.5.1 - Solugao das equagoes integrais

O Método dos Elementos de Contorno consiste em transformar a

equacdo integral 11.58 em uma equagdo algébrica, resolvendo-a
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numericamente. A op¢do em resolvé-la numericamente se deve ao fato de ser
impossivel a sua resolugéo analitica.

Para se fazer essa transformacéo, deve-se discretizar 0 contorno
da placa em “elementos”. E sobre esses elementos que os deslocamentos e
esforcos da equagdo integral serdo aproximados, utilizando-se fungdes
interpoladoras. Essas fungdes aproximam os valores de w, ow/on , V,e m, , a
partir de valores nodais e das fungdes aproximadoras adotadas.

Estas fun¢bes sao definidas pelo tipo de elemento que esta sendo
utilizado. No caso de elementos com geometria linear, os tipos séo: elemento
constante (com aproximagao constante), linear (aproximag¢ao linear,
necessitando de 2 pontos nodais para definir as fungdes), quadratico
(aproximagao quadratica, necessitando de 3 pontos nodais) entre outros.

A discretizagao das equagbes algébricas conduz a um sistema de
equacdes lineares onde as incdgnitas nodais sao os deslocamentos e os
esforgos. No caso de placas, duas condigdes de contorno sao conhecidas para
cada né, restando duas incognitas nodais. Desta forma, torna-se necessério
que se escrevam duas equacdes para cada noé, para que se tenha um ndmero
de incognitas igual ao niimero de equacdes. 'Comumente, PAIVA (1990),
OLIVEIRA NETO (1991), escreve-se a equagédo do deslocamento w e uma
equagao referente a derivada de w em relagao a coordenada m, de um sistema
de eixos cartesianos m e u, com origem no ponto p (ponto de deslocamento).
No presente trabalho optou-se por escrever duas equagbes para o
deslocamento w, escritas a partir de dois pontos situados fora do dominio
[TEJERINA CALDERON (1991)]. Esses pontos estdo situados a uma distancia
qgue corresponde a metade do comprimento do elemento, para © primeiro
ponto, seguindo uma dire¢ac normal ao elemento, e igual ao comprimento do
elemento, para o segundo ponto. Essas distancias podem variar sem provocar

alteragGes na precisdo dos resultados. Essa alternativa adotada apresenta a
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vantagem de ndo se ter os problemas de singularidade, que costumam acorrer
nos casos onde 0s pontos fonte se encontram no contorno. Uma outra opgéo
para resolver o problema das integrais singulares & utilizar-se da integracéo
numérica via algoritmo de Kutt [KUTT (1975)], porém a simplicidade de se
colocar os pontos fora do dominio justificou a adogcdo dessa forma de resolver
as integrais singulares. Os resultados obtidos, usando esta alternativa, se
mostram bastante satisfatorios.

Assim tém-se dois tipos de equagdes: uma escrita para os pontos
situados no dominio, pontos internos, e outra escrita para os pontos situados
fora do dominio, pontos externos, associados aos nés. Estas equacdes diferem
entre si pela forma com que a integral de dominio, referente ao carregamento
fundamental g°, ¢ resolvida.

Sabe-se que a carga fundamental adotada € a fun¢do Delta de
Dirac. Observando-se as propriedades desta fungao (11.23), pode-se reescrever
as integrais de dominio, referentesa g .

Para o caso de pontos internos:

|'(g. o0 Py, = Wla) 159

Q

ficando a equagao integral da seguinte forma:
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I[ "(¢.0)-m,(p) Mgf’p)]dfm + qu(p)WZ,(q,p)
+ Jg{p)w’(q,P)ngm (11.60)

Para os pontos externos, a integral acima passa a ser escrita para
um ponto fonte a (situado fora do dominio), e isto faz com que a integral de

dominio se anule,

Jg*(q,p)W(p)dQ(p) =0 (11.61)

Q

ficando a equagéo integrai reduzida a:

[v:(a,p)w( IRLITS
J.[ (p)@}r@)‘kg&,(ﬁ’)w a

+ Jg(P)W'("=P)ng(,,, (11.62)
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2.5.2 - Definigao do elemento

O tipo de elemento adotado € o elemento quadratico continuo.
Consequentemente, conforme j& definidoe anteriormente, as fungdes
aproximadoras sdo quadraticas, tornando-se necessario a definicdo de 3 nos
por elemento. Nas figuras que se seguem pode-se observar um exemplo de
discretizacdo do contorno de uma placa quadrada em elementos quadraticos
(fig. 08.a) € um exemplo da aproximagao do deslocamento w ao longo de um
elemento (fig. 09.b). Nestas figuras os nos duplos, além do préprio né de canto,
tém as mesmas coordenadas. Embora eles sugiram a existéncia de elementos
descontinuos, esta forma de representa-los foi escolhida para ressaltar a

existéncia de diferentes normais para cada né duplo.

nes

30

T elemento T Wy

no duple

(a) (b

FIGURA 09

Com a colocacdo desses nos dupios nos cantos permite-se que
cada um deles assuma valores nodais diferentes, apesar de terem as mesmas
coordenadas. Na figura 10, que se segue, estdo representados os pontos de

carregamento, ou pontos fonte, dos nés representados na figura 09 anterior.
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Nota-se que a colocacio desses ponto segue a orientagio descrita no item
anterior.

Como sera escrita uma equagdo, separadamente, para cada
canto, os pontos fonte ficam localizados a uma distancia correspondente a
metade do elemento, na dire¢do da bissetriz formada pelos dois elementos que

0 geram.

/ “lgad point” do cento
L] @ L] a o a .

e a © & » @ 8 @ a

o 8 4 ' =

“load point®

o 8+ o <+ o s
\_/dos nos de contorno
o

pentos internos

FIGURA 10

Assim, escrevem-se duas equagdes para cada nd do contorno,
além de uma para cada canto. Com isto s&o cinco equagdes escritas para cada
canto, sendo duas referentes a cada um dos nés duplos e uma do canto. No
caso dos pontos de dominio ja se sabe que os pontos de carregamento
coincidem com 0s mesmos.

A partir da figura (09.b) definem-se as fungées interpoladoras do
elemento quadratico. Com estas fun¢des € possivel obter quaisquer valores
(coordenadas, deslocamentos, etc.) ao longo do elemento, em fungdo dos

valores assumidos pelos nés do elemento. Ao longo deste trabalho estas
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fungbes serdo sempre reconhecidas pelo simbolo ¢. No caso do elemento

quadratico continuo, estas fungdes sao:

4 =5 (e -1)

¢, ={1-¢)1+¢) (11.63)

b =5 £z +1)

As fungbes ¢ tém a propriedade de serem iguais a 1 nos
respectivos nés e zero nos demais. De posse destas, conforme ja foi dito no

paragrafo anterior, pode-se escrever que
w=[¢i]{wi}r ' (11.64)

sendo gue i indica o nimero do nd, e m indica o numero do elemento.

Da mesma forma os outros valores que estdo presentes na
equacgao integral das placas podem ser aproximados. Estes valores, reescritos
em fungdo dos valores nodais, serdo substituidos na equagdo integral
transformando-a numa equacéo algébrica que sera escrita de forma matricial.

Os valores restantes séo:;

%:— = [¢,]{(%Jf }r | (1.65)
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m, = [¢,»]{m,,,-}r_ (1.66)

V.= [¢,-]{V,,,-}r_ (1.67)

2.5.3 - Equagdes matriciais para o elemento quadratico

Iniciaimente convém lembrar que a placa estad dividida em N,
elementos de contorno, conforme ilustrado na figura (08.a), e que os valores
incognitos encontrados nas equacdes integrais (1.60) e (11.62) podem ser
escritos da forma mostrada em (11.64), (11.65), (11.66) e (11.67). Assim sendo uma
equagao algébrica, para um ponto qualquer g, pode ser escrita a partir da
equacgdes integrais, bastando que estas passem a estar escritas em fungao
dos valores nodais. Esta transformagdo das integrais de contorno para
integrais em fungdo dos valores nodais, nada mais &€ do que o somatério

destas, escrito para tedos os elementos da placa.

S et 502 b, + Seta s, (o

m=1 r,

Jetamta, - STl vn el ], 2P,

m=] .

Sl (o) Jelobwla s, -

onde N. significa o numero total de elementos.
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A equacgdo anterior deve agora ser definida para os dois tipos de
pontos a partir dos quais ela serd escrita, extendendo a sua forma para o caso do
tipo de elemento adotado.

No caso dos pontos externos:

f{ Jotow:ta ., on I¢z Vg P, I¢s V.(g.p)L,,
f (Prila.p)ar, , -2 M (g, 2, -2 f o e)mila p)dr,.(,,)}

XR (a.p)w i{ Jolowla.nr.,, +, J ¢.(p q,p)dfm(p,

. Ja o (aar, - I o m Jo () 2,

—m, I 4.2 dr,,,u,)}+ fw‘(q,p)&, (p)+ I glp)w (g p)d, (1L69)

=1

No caso dos pontos internos:

t{ I¢1 q p i TW I¢2 q p)dl"m(p) tw I¢3 (q,p)dl"mm

j ¢1 .~ _I ¢2 Ly~ m(p)}
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+2R; (4.2)w, i{ I #(p dr, .+, I ¢,(p)w'{q,p)dL,,,

i=1
+V I¢3 m(.v) —m, J‘¢ "'(p) —m, J.¢2 "'(p)

-, f ¢.(p ,,,(,,,}wuiw'(q,p)Rq(p)J glpw'(a.p)aq, (11.70)

I=i

O numero de equacgbes escritas € igual ao numero de pontos de
carregamento que se tem no problema em questdo. Em outras palavras, sera
igual a duas vezes o numero de nds do contorno mais o numero de cantos da
placa mais o nimero de pontos internos. Como existem duas incognitas para cada
no do contorno, uma para cada canto € uma para cada ponto interno, tém-se um
numero de equagdes igual ao numero de incognitas, e o sistema pode ser

resolvido. Esse sistema pode ser escrito sob a forma matricial,

i, 1) Ho, o Jim 071

- ¢

onde o sinal subscrito ~, sob as letras, indicam que estas s&o sub-matrizes, no
caso de H e de G, ou sub-vetores, no caso de w e de P. Os indices indicam que
sdo referentes ao contorno, aos cantos ou aos pontos internos. O vetor indicado
por F & o vetor resultante do carregamento externo aplicado a placa.

Essas sub-matrizes e sub-vetores sdo as seguintes:
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wlg)
w.= owlq)
on

-1

As dimensdes de cada uma das sub-matrizes e sub-vetores esta indicada a

seguir.
H - NVTT X NTOT
~T
H - NVTT X NCAN
H - NVTT X NNI
~ I
as matrizes G ¢ G tém um numero de colunas igual as respectivas

~r ~c

matrizes H, sendo que o nimero de linhas € igual a NTOT+NCAN.

w e {’r - NTOT, e indicam o vetor de deslocamentos ( w e ow/én ) e de

esforgos (V, e m,)

w eP - NCAN, e indicam o vetor de deslocamentos e das reagbes

-~ -~
dos cantos

w - NNI, e indicam o vetor de desiocamentos dos pontos internos
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Finalmente, aplicando-se as condigbes de contorno obtém-se o
resultado do sistema de equagbes e determinam-se os deslocamentos e
esforgos na placa.

Convém esclarecer, entretanto, que a inlcusdo dos pontos
internos na resolugao do sistema nao é a forma mais adequada, devido ao fato
dela ndao ser muito “econémica” na hora da resolugdo. A melhor forma seria
resolver primeiro o contorno da placa para, em seguida, calcular os valores dos
pontos internos, com os resultados obtidos do contorno. A explicagao para ter-
se optado pela inclusdo dos pontos internos se deve ao fato deles serem

necessarios na integragcio do dominio, como sera visto no capitulo seguinte,

2.5.4 - Montagem das matrizes H e G

Para melhor esclarecer como o sistema (ll.71) € formado, a partir
das equacdes (11.69) e (11.70), procede-se pela representacdo de cada uma das
sub-matrizes indicadas no item anterior, comecando pelas sub-matrizes do
contorno.

Estas sédo formadas pelo resultado das integrais indicadas em
(1.69) e (11.70), as quais sao resolvidas numericamente, empregando-se a
Quadratura de Gauss. Assim sendo, 12 valores sao calculados (6 para cada
sub-matriz) para cada elemento podendo haver sobreposicao de alguns deles,
no caso de ndés comuns que pertengam a elementos diferentes. Isto & feito a
partir de cada um dos pontos de carregamento da placa, gerando um nimero
de linhas igual a NVTT. O nimero de colunas sera igual a duas vezes o

namero de pontos do contorno.
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A forma de empregar a Quadratura de Gauss para resolver
numericamente as integrais esta detalhada no apéndice A.

As sub-matrizes referentes aos cantos séo geradas calculando-se
os valores presentes nos somatorios, a partir de cada um dos pontos de
carregamento. Desta forma NVTT linhas de NCAN colunas s&o geradas.
Quanto a sub-matriz referente acs pontos internos esta & uma matriz
identidade de dimensbes NNI. As colunas restantes, que ficam acima da
identidade, séo todas formadas de zeros.

Reescrevendo-se o sistema (i1.71), de acordo com as explicagbes

acima, tém-se que:;

i_f;n, ]h{r gHEFL{g” g“}{}";‘"}JErl (11.72)
A 1 I U

sendo que o primeiro indice indica a regido onde esta o ponto de carregamento

g e o segundo indica a regido onde esta o ponto de deslocamento p .

2.5.5 - Integral de dominio para montagem do vetor F

Das equagbes (11.69) e (I.70) resta determinar os valores da

integral de dominio

JS(P)W*(%P)@ ). (11.73)
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No caso do carregamento distribuido isto também serd feito
numericamente através da quadratura de Gauss, e os detalhes desta resolugao
também estdo no apéndice A .

Da mesma forma como foi feito na integragéo sobre o elemento,
na integragdo do dominio torna-se conveniente subdividi-lo em subdominios.
Com esta subdivisdo consegue-se representar melhor o carregamento
distribuido

Dividindo-se o dominio em sub-dominios, pode-se escrever o
valor do carregamento distribuido, para um ponto de carregamento qualquer q,

como sendo o somatorio da forma:

fd(q)= g(p)ﬁiNZG:E‘,J(’Q’.-)J(m)w,W,-W‘(q,p) (IL74)

k=1 j=1 =

Para o caso de existirem cargas concentradas, a parcela
correspondente a este tipo de carregamento pode ser calculada como sendo o
produto da carga pelo valor do deslocamento fundamental, no ponto de

aplicagao da carga, ou seja:

fd4q)=glp)w(q.p) (11.75)

O vetor de cargas F sera a soma dos vetores resultantes dos

carregamentos distribuido e concentrado, e tera dimensao de NVTT.
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2.5.6 - Condigoes de contorno

No momento de se resolver o sistema de equagdes € necessario
que se imponham as condigdes de contorno, caracteristicas do problema.
Conforme ja foi comentado anteriormente, para cada né do contorno duas
condigoes sdo conhecidas. Estas condigdes de contornc sac as variaveis de
deslocamento w e ow/on e de esforgos V,, € m,. No caso dos cantos e dos
pontos internos apenas uma variavel € conhecida ja que estes pontos s6 tém
duas incognitas ( deslocamento w e reacgéo R).

As condigbes de contorno para os casos mais comuns de

vinculagdes de placas sao:

- Borda simplesmente apoiada

: wem, conhecidos

V, e

. on desconhecidos (11.76)

- Borda engastada

we -g% conhecidos
V,em, desconhecidos (I.77)
- Borda livre
V,em, conhecidos
ow

we n desconhecidos (11.78)
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2.5.7 - Montagem e solugao do sistema final

Depois de montadas as matrizes e o vetor de carregamento, tém-

se o seguinte sistema de equagbdes:
Ij(]=(j{°+1:" (11.79)

Como se sabe, Uindica o vetor de deslocamentos ( w e aw/on )
enquanto P indica o vetor dos esforcos ( V, e m, ). Com as condi¢cées de
contorno do problema em questdo, duas dessas variaveis (deslocamentos ou
esforcos) séo conhecidas para cada no. Assim sendo procede-se uma troca de
posicéo entre as matrizes H e G, da mesma forma que entre os vetores Ue P,

resultando no seguinte sistema,

AX=0 (11.80)

onde o vetor X passa a ser o vetor que contém todas as incognitas do sistema,
e o vetor Q seria o resultado da soma do vetor F com o produto da nova matriz
G pelo vetor com as condigbes de contorno do problema. Uma vez resolvido o
sistema acima, todas as variaveis passam a ser conhecidas e o problema esta

resolvido.



2.6 - Exemplos Numéricos

Nesse item trés exemplos de placas serao analisados com o
infuito de mostrar o comportamento da formulagao empregada. Para cada
exemplo serdo apresentados dois graficos. O primeiro mostra os valores
adimensionais dos deslocamentos, medidos em pontos que vao do contorno ac
centro da placa, ao longo de a até b. O segundo gréfico mostra os valores,
também adimensicnais, das reagdes normais, medidas em pontos do contorno,
ao longode c até d.

Os detalhes das discretizagbes adotadas estdo mostrados nas
figuras representativas de cada exemplo. Em todos os casos analisados as
placas sdo simplesmente apoiadas e 0s carregamento sao uniformemente

distribuidos. Os dados empregados nos exemplos sao:

E = 10000000.

h=0.5 (espessura da placa)
v=0.3

q = 300. (carregamento distribuido)

Para mostra a eficiéncia do método, os resultados de
deslocamentos sdc comparados com os obtidos em TIMOSHENKO (1968).
Pela dificuldade em se diferenciar os dois resultados nos graficos, a
comparagao dos valores de deslocamento € apresentada em tabelas, logo

abaixo dos respectivos graficos.



exemplo 1 - Placa quadrada
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M1=12 =10.
" i
¢ d ’ +
g © 2
FIGURA 11
x(m) 0.50 1.00 3.00 5.00
BEM 0.071 0.129 0.165 0.177
TIMOSHENKO 0.0709 0.128 0.1649 0.177

TABELA 1 - Valores do deslocamento vertical [ w.E.h / (11.12.P) ]

0,20

o

—

T
1

0,10

wEN1.I2F)

L=
7

0,00

al

GRAFICO 1 - Deslocamento vertical ac longo de a-b

3
S{m)
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GRAFICO 2 - Reagsdo normal ac longo do contorno (¢-d)

exemplo 2 - Placa retangular
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1=8. I2=4.
11
¢, ; LI
a 1 12
FIGURA 12
X(m) 0.50 1.00 3.00 4.00
BEM 0.026 0.50 0.105 0.111
TIMOSHENKOQ 0.0264 0.50 0.1046 0.1106

TABELA 2 - Valores do deslocamento vertical [ w.E.h/ (11.12.P) ]
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GRAFICO 3 - Deslocamento vertical ao longo de a-b
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GRAFICO 4 - Reacao normal ao longo do contorno (c-d)

[
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exemplo 3 - Placa retangular
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1 =16. 2=
1 |1 1
C_l_r ] ] d ] ] ] ] Jr_
g o 12
FIGURA 13

X(m) 0.50 7.00 4.00 8.00
BEM 0.007 0.013 0.032 0.035
TIMOSHENKO 0.0068 0.0129 0.0316 0.035

TABELA 3 - Valores do deslocamento vertical [ w.E.h / (11.12.P) ]

004
/.".—--/. * i
0,05 4 /./l
oy e
N | ]
= 00. /
E’ [ ]
N
/S
0,01 -
| ]
/
a
000 47 . ,
a0 1 2 3 4 5 6 7 g D
S(m)

GRAFICO 5 - Deslocamento vertical ac longo de a-b
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GRAFICO 6 - Reagéo normal ao longo do contorno (c-d)
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CAPITULO I

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
APLICADO A PLACAS

- ELASTODINAMICA -

3.1 - Introdugiao

O tratamento elastodindmico de placas foi feito utilizando-se do
conceito de “matriz de massa’, e foi adotado para este trabalho devido ao
desempenho satisfatérioc que apresenta. Essa forma de tratar problemas
elastodindmicos consiste em incluir o termo inercial nas equagdes integrais.
Essa inclusdo se da em forma de uma integral de dominio, cuja resolugéo leva
a uma matriz que é chamada de “matriz de massa” M.

A solugao fundamental aqui empregada € a mesma do capitulo
anterior (l1.34) e, uma vez montadas as matrizes, a resolugao do novo sistema
de equagdes é feita através do método da integragao direta, utilizando-se do
algoritmo de Newmark.

Desta técnica adotada, destacam-se as vantagens dela ser

extremamente simples de ser empregada e de proporcionar uma enorme
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economia em termos de tempo de execugdo computacional, em se tratando de
analise dinamica. A desvantagem principal se refere ao fato da integral de
dominio do termo inercial exigir uma discretizagao do dominio do problema.
Nesse capitulo o desenvolvimento das integrais & similar ao feito
no capitulo anterior, a menos da parcela inercial. Desta forma serdo obtidas as
mesmas matrizes do capitulo, mais a matriz M. Assim sendo, apenas o
desenvolvimento odotada para a obtengdo desta parcela vai ser detalhado,

repetindo-se aqui os termos similares ao capitulo anterior.

3.2 - Equacao integral elastodinamica

No capitulo anterior, a equagédo de equilibrio (estatico) da placa

esta apresentada em [1.3 da seguinte forma:

azmx 62my zazmly i
= — I1.1
ax2 + ay2 + aan) g ( )

e, lembrando-se de 11.9 ela pode ser reescrita como sendo:

DAAw=g . (1.2)

Quando se pensa no caso de dindmica de placas, a equacgéo
acima passa a ter um termo inercial, fungdo da aceleragéo, e € chamada de

equagao de movimento da placa. Essa equagéo € escrita como se segue,

DAAw+ pv=g (1.3)
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onde o simbolo p corresponde & densidade de massa, € a presenga do trema
sobre o deslocamento representa a segunda derivada deste em relagéo ao
tempo.

Observando-se agora a equagio integral 11.58 nota-se a presenga
do termo de carregamento g. Este termo esta contido na integral de dominio
correspondente a Ultima parcela da equagdo 11.58 e foi assim escrito
substituindo-se a relagao 11.3 no ultimo termo de 11.51. Se, ao invés de 11.3, a
equacgédo (.51 receber a equagéo de movimento Il1.3, a equacéo integral da
placa passa a ser também dependente de um termo inercial.

Iniciaimente tem-se que

Jréz +‘92 +25 *dQ j[ | wdQ (111.4)
2 = lg—- pw|w .
a5 om»J” .

Desta forma a equacgao integral 11.58 passa a ser escrita como se

segue:

,(LV:(q,p)W(p) - m(q.p) @%}T{p) + 2R2(q,p)wq (p)

r

et - [riwten -nin 2L,

Q, r

Sk (o (a.n)+ Jslwla.nan, - p filpwrla Na,

=l Q! Q‘

p)

(1.5)



53

A integracdo da Ultima parcela da equagao anterior & que vai dar
origem a matriz M, que costuma ser chamada de “matriz de massa”. Um outro
aspecto que se deve observar é que as variaveis nodais passam também a
serem escritas em funcdo do tempo. A partir de 1.5, e recordando-se o que foi
feito no capitulo anterior, escreve-se o sistema matricial para um problema

elastodinamico.

HU=G P- MU+F (1)

3.3 - Montagem da matriz de massa M

Conforme ja foi dito anteriormente, matriz M é gerada a partir da

integral de dominio
p Ji(p. 0w (@, Py, (11.7)
QS

Seguindo-se a mesma forma de resolugio das integrais de
contorno, apresentada no capitulo anterior, a integral .7 também sera
resolvida numericamente.

A forma adotada para integrar numericamente !1l.7 € a de utilizar-
se da técnica de integragéo por células. Esta técnica consiste em subdividir o
dominio a ser analisado em pequenas superficies, denominadas células,
aplicando-se nestas o método da Quadratura de Gauss para efetuar a
integracdo. Essas células nada mais sao do que elementos finitos de superficie

e, desta forma, existem varios tipos de células as quais diferem entre si pela
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forma e pelo nimero de nés que as definem. E justamente nessa subdivisao
que reside a principal desvantagem do método, por exigir uma discretizacéo do
dominio. Essa discretizacéo, por sua vez, depende do tipo de célula adotada,
uma vez que sera necessaria a colocagdo de pontos internos para defini-la.

Da mesma forma que no caso da integragdo numérica no
contorno, obtém-se valores que estdo referidos aos nos que definem as
células. Para tanto utilizam-se de fungdes interpoladoras, caracteristicas do tipo
de célula adotada, que neste caso estdo em fungdo de duas coordenadas
adimensionais £ e 11. Neste trabalho optou-se pela integragao utilizando-se uma

célula quadrilatera de 8 nds, conforme figura 11, mostrada a seguir,

4 7 3
CJ or )
8 nt-_ 6
o D

3
—e 5
1 5 2

FIGURA 11

Os detalhes da integragdo numérica de 1ll.7 estdo apresentados
no apéndice A, incluindo-se a determinagédo do Jacobiano da célula

quadrilatera adotada, cujas fungoes sao:
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6= 7= -n)-¢ -n-)

6= 71+ E1-n)g -n-1)

g =50+ &1+ m)(E+7 -1

b= (- &1+ m-£+n-1)

¢5=%(1_§2)(1_T7) (11.8)
g =5 (L-7)1+ &)

7=%U—§ﬂ0+ﬂ

b =5 (1-n)1-¢)

Uma vez efetuada a integragdo em todo o dominio da placa,
obtém-se a matriz M. Deve-se notar, porém, que existira uma diferenca no
numero de colunas entre esta matriz e as matrizes H e G, montadas no capitulo
anterior. Nestas matrizes, para cada ponto do contorno, s&o escritas duas
equacdes, as guais correspondem aos dois pontos colocados externamente ao
dominio. Para cada uma destas equagdes s&o escritos dois valores nodais que
vao formar as matrizes H e G. Estes valores sdo: o deslocamento e derivada
deste com relagdo a normal, no caso da matriz G, a cortante equivalente e o
momento fletor normal, no caso da matriz H. Como no casc da matriz M apenas
a integral do termo do deslocamento & feita, o nimero de colunas fica sendo
menor. Para tornar a matriz compataivel com o sistema de equagdes 11.75,
basta relocar as colunas referentes aos nds do contorno em colunas impares,
criando colunas pares nulas. As colunas referentes aos cantos da placa e aos

pontos internos passam a ocupar posigdes a partir da ultima coluna nula. Desta
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forma a matriz deixa de ter dimensdées NVTT x (NN+NCAN+NNI) e passa a ter
as mesmas dimensdes de H e G, ou seja, NVTT x NVTT, e o sistema passa a

ser compativel.

3.4 - Solugdo do sistema dinamico

O sistema II1.9 sera resolvido pelo método da integragédo direta,
atraves do algoritmo de Newmark (WARBURTON (1964)). Neste algoritmo
assume-se que os deslocamentos e as velocidades no final de um intervaio de
tempo (ts+1) podem ser expressos em termos dos deslocamentos, das
velocidades e das aceleragdes no inicio deste intervalo (ts), e das velocidades

no final (ts.1). Estas duas rela¢gbes s&o as seguintes:

ey L
~ S

~ S+1 ~8 ~ 5+1

(111.12)

0, =000 (5= 1 J07 0 - p070,

~ S+1 ~

O passo seguinte para encontrar o algoritmo de Newmark é

escrever-se a equacéao 1.9 para 3 intervalos sucessivos de tempo.

MU +HU =GP +F ,

~ =~ 841 ~ ~ 5+l ~ ~ 8+1 ~ 8+1

MU +HU =GP +F , (11.13)

~ ~§ ~~§ ~~§ ~5§
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MU +HU =GP +F

~ o~ 8-1 ~ ~ 8-1 ~ ~ 81 ~ 8-1

Efetuando-se agora uma manipulagiao algébrica nestas 3
equacdes, incluindo-se a substituicdo das relagdes 11l.12 no resultado obtido,

pode—se escrever que:

[M+ At)zH]ﬂH—(At)zi:ﬂ(GP +F )«-(1-25)((}1) +F]

~ ~ 8+l ~ S+1 ~ ~ 8 ~ 8

+ﬂ(GP +F JJ+[2M )(1-2,3){1’] [M+ﬁ(At)2H]~S_

~ ~ 81 o~ 8-

(I1.14)

Com esta equacdo (lil.14) pode-se ‘obter o vetor de
deslocamentos no instante {54, , @ partir dos valores obtidos nos 2 instantes
anteriores ( ts e tsy )}, bem como dos vaiores conhecidos dos vetores de
esforcos e carregamento.

Para o caso do primeiro vetor a ser calculado, no primeiro
instante, utiliza-se uma outra equacéo, diferente de Ill.14, obtida a partir das

duas primeiras de ll[.13. Para este primeiro instante, a equagéo é:

[Afn B(Ar)? g]gl =(At)2ﬁ[g{’l+ §‘1J+(At)2@—ﬂ]{[GP +F —-HU J

~~0 ~0 ~ ~0

+[A31~Ar2(; ﬁ)H_IU +At MU (11.15)

~ ~0
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3.5 - Exemplos numéricos

Os exemplos apresenfados a seguir sdo de placas retangulares
simplesmente apoiadas e submetidas a um carregamento transversal (q)
uniformemente distribuido e constante ac longo do tempo de analise. Em todos
os exemplos esse tempo total de analise corrsponde a 150 passos de tempo.

Para um mesmo exemplo sac apresentados os resultados obtidos
para o deslocamento do né central e para a rea¢do no centro do contorno,
variando apenas a discretizagdo do dominio. Isso foi feito para mostrar a
versatilidade da formulagédo, além da acuidade dos resultados, mesmo para
discretizagbes mais “pobres” do dominio.

As propriedades do material e o carregamento aplicado estdo descritos
abaixo, enquanto que as dimensdes das placas e o passo de tempo

empregado em cada exemplo sdc dados no inicioc dos mesmos.

E=7.8x10" Kg/m/s®

v=0.3
p = 2500 Kg/m®
h=0.1m

q =300. Kg
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exemplo4- 1=10.m

2=10.m
At=0.01s
L i E
[ i
| 18 L
< ; ,
SRR - TN B
6 ,
1 | 4l
i ! < i
FIGURA 12
04-

0,3_- d

0,2

w. 102(m)

0,1

0,04——4 . . . s o S VR,
0O 20 40 60 80 100 120 140 160
At

GRAFICO 7 - variagdo do deslocamento do né central (ponto a)
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GRAFICO 8 - variagdo do reagdo V, (ponto b)

exemplo5- 11=10.m

2=10.m
At=0.01s
I
, b . 1
- 1 ‘ 3 ‘| 1] T
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FIGURA 13
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04-

0.3

02-

w. 102 (m)

0,14
|

00

—r—i-

100 120 140 160

0O 20 40 60 80
M
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GRAFICO 12 - variag@o do reagédo V,, (ponto b)
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GRAFICO 16 - variagéo do reagédo V, (ponto b)
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CAPITULO IV

ANALISE DA ASSOCIAGCAO PLACA-SOLO
ATRAVES DAS FORMULAGCOES DO MEC

4.1 - Introdugao

Nos capitulos anteriores foram descritas as formulagbes para as
analises elastostatica e elastodindmica de placas, via BEM. Neste capitulo sera
apresentada a implementa¢ao da formulagao descrita nos capitulos anteriores,
agora analisando a interagéo da placa com o solo.

Conforme ja foi comentado no capitulo |, a formulagéo do MEC se
adequa convenientemente a andlise de meios considerados ilimitados, como é
o caso do solo. No caso da analise de placas associadas ao solo, a formulagéo
mais utilizada no estudo de problemas da engenharia é a obtida com o uso do
Método dos Elementos Finitos. Contudo se pretende aqui apresentar o
comportamento da associagdo entre os dois meios (placa-solo) utilizando-se
apenas o Método dso Elementos de Contorno.

A formulacdo do MEC adotada para a analise do solo é a
apresentada no trabalho de CODA (1993). Para o acoplamento da placa com o

solo foi utilizada a implementagéo numérica resultante do referido trabalho.
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A associacdo da placa com o solo se da através de uma
adequagdo dos graus de liberdade das duas estruturas, ja que sao estruturas
tratadas em espag¢os bi e tridimensionais, respectivamente. Uma vez feita esta
adequagao, utiliza-se da técnica de sub-regides [VENTURINI (1984), CODA
(1993)] para proceder a analise do sistema acoplado.

Ao final do capitulo alguns exemplos sdo apresentados, cujos
resultados sao comparados com os obtidos nos trabalhos de CODA (1993) e
PAIVA (1994). No caso do primeiro, a placa é tratada via FEM utilizando-se de
um elemento tipo LCCTY (Linear Curvature Compatible Triangle), desenvolvido
por CLOUGH e FELIPPA (1968). No trabalho de PAIVA (1994) a placa é
tratada via BEM, levando-se em conta apenas ¢ movimento vertical do sistema
acoplado. Neste trabalho, tanto as forgas de atrito quanto os efeitos da
expansao do material sdo desconsiderados.

Inicialmente sera feita uma comparagdo entre os resultados
obtidos através do uso de cada uma das trés formulagées, para o caso da
analise estatica de uma placa quadrada, submetida a um carregamento
uniformemente distribuido. A partir desta comparagao inicial, outros exemplos,
tanto estaticos como dinamicos, sdo apresentados, com os resultados obtidos
com o uso da formulagéo apresentada neste trabalho, sempre comparados aos

obtidos pela formulagéo apresentada por CODA (1993).

4.2 - Tratamento do meio tridimensional (solo)

Conforme ja foi mencionado na introdugdo, apenas a
implementagdo numérica do trabalho desenvolvido por CODA (1993) foi

utilizada. Como 0 autor se utiliza da notagao indicial, e como as expressdes
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serdo ftranscritas diretamente do referido trabalho, torna-se conveniente
apresentar-se algumas convengbes desta notagéoe indicial, bem como as

relagbes entre tensbes, deformagdes e deslocamentos do estado plano.

i - Convencéo de somatdrio
A repeticdo de um indice num termo indica a soma de todas as

componentes com respeito a este indice, em toda a sua variagao, ou seja:

a,=ay, +a, +a;

ab, =a b, +ay b, +ay b, (IV.1)

ii - Convengéo para derivadas parciais

A virgula acompanhada por indices representa a derivada parcial

com relagdo as coordenadas referidas a estes, ou seja:

24
"éc';=ff,j

52
& é’; = frs (IV.2)

J

i - Delta de Kronecker ( &;)

E um parametro auxiliar que assume os seguintes valores:

0,=0 se E

o, =1 se i=j (IV.3)
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As relagGes entre tensbes, deformacgdes e deslocamentos sdo as

mesmas tanto no caso estatico como no dinamico, e sao as seguintes:
1
& =7(u, +u,) (IV.4)

0, = Au .8, + Glu,, +u,)) (IV.5)

onde G (ja definida anteriormente) e A s&o chamadas constantes de Lamé. Esta
Ultima & expressa por:
2Gv

A=15 (IV.6)

4.2.1 - Solugdes fundamentais

Seja um corpo isotrépico que exibe um comportamento eldstico
linear. As equacgdes diferenciais que governam o seu equilibrio estatico e
dinamico, respectivamente, sdo conhecidas como equagdes de Navier-Cauchy
escritas da seguinte forma:

Gu, , +(A+Gu,, +b,=0 (IV.7)

(C? = C2u, ,, +Clu, +b /| p=1i, (IV.8)

JoJi
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onde b, representa as forgas de volume, p é a densidade do meio, e C; e C;
sd80 as velocidades de propagacao longitudinal e transversal, respectivamente.
Nas duas expressfesie jvariamde 1 a 3.

A solugao fundamental empregada para o caso elastostatico € devido a
KELVIN (1962) e representa fisicamente o efeito de uma carga unitaria estatica
atuando em um dominio infinito. Para obté-la basta substituir as forcas de

volume b; da equacgéo V.7 pela fungéo Delta de Dirac 6(s,q). O resultado é:

1

2@(&ﬂ=wﬁﬂu_derk3—4ﬂ§M+Kﬂﬂ (IV.9)

onde k corresponde a dire¢éo da aplicagdo da carga unitaria em s, i a dire¢éo
do deslocamento gerado em q, r € a distancia entre os pontos s e g, e 8y
representa o Deita de Kronecker.

No caso elastodinamico é usual tomar-se um caso particular do estado
de Stokes como solugdo fundamental. A forma usual para se encontrar a
solugdo fundamental € substituir o termo da forga de volume da eq. IV.8 pela

carga concentrada, fun¢ao do tempo, dada por;
b, = f(2)6(q - 5)8, (IV.10)

onde f(1) € uma funcdo de carregamento dependente do tempo. Uma vez
substituido 1V.10 em |V.8, e integrando-se a equacéo resultante, obtém-se a

solugdo fundamental de Stokes, dada por:

) 1 )(3rr, o
wlgms/g) a;{(— -2)
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elr-El-<)
_c;ff_cz ali-g (IV.11)

A partir da expresséo de u pode-se obter a expressao para a tragéo p,

que fica da forma:

. n, rrrr 5”+5"+5J;J’1I
pilg.ris/ f) =7

6C|_ e 3

r

6hrj+§£,.rk+5jkr,—|r rj C? ( r]_] f’r"kr[ rJ
e R L ol
C? . | 0, C; ro. 1
+E?f(r_CLlJ_ rr3 [1 2— f(r—CLJ af[r—éh

6ﬁrj+6jkr,|_ ( r r
E— Lf\T—C, + f T (IV.12)

Essa solugéo pode ser derivada aplicando nela uma apropriada fungéo
f(x). Conforme demonstrado em WEELER & STERNBERG (1999), se essa
funcéo tem sua segunda derivada em relacdo ac tempo continua, ao longo de
um intervaio aberto em torno do tempo “t”, o comportamento limite dos campos

fundamentais, quando g—s , séo representados esquematicamente por:

Li_g}u;(q,r,s/f) =0{r) Vrelt-g,t+¢] (IV.13)
Liir}u,:,.(q,r,slf) = 0(r?) Vrelt—g,t+é] (IV.14)

Também foi demonstrado que:
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lim _!p:,-(q,r;s/f)dﬁ(q) =f(r) Vrelt-gr+e] (V.15

onde S, € uma superficie esferica de raio “r".
Levando-se em conta essas condigdes, a fungé@o f(t) adotada nesse

trabalho é:
f(r)=(H(r)- H(r + A7)}/ A7 (IV.16)

onde H(1) é a funcdo Heaviside. Essa fungdo f(t), escrita em IV.16, representa
um impluso unitario quando integrado ao longo de um intervalo de tempo At
Substituindo-se V.16 em V.10 obtém-se a carga concentrada na diregéo k,

agindo em um ponto qualquer s do dominio infinito, expressa por:
bi(g.7,5,0) = (H(z) - H(z + A?))6{s - q)5, / At (IV.17)

Uma vez assumida a fungéo f(1), obtém-se a solugdo fundamental

substituindo-se f(t) em IV.11. Desta forma tém-se que:
uz{q.7:50) = (45(q,7,50) - 45 (g, + At,5,0)) / At (IV.18)

onde:
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4.2.2 - Equagdes integrais
O teorema da reciprocidade de Graffi para problemas dinamicos pode

ser escrito para dois estados elastodinamicos, aqui representados pelos

campos de deslocamentos u e u, como segue [MANSUR (1985)];

,[ ' L[u,(q,r)b!(q,t —t)-u/(q.t-)b,(g,7)]ddr + pL {,(¢.0)(4.0) +u,(q,1)u(4.0)}a2

= [ Jtuite.1-pl.0) -l o)pl0. - e + pJfiila.du (g.9) +uilg. Jilg)de
(IV.20)

onde Q é uma regido fechado ou aberta, e I' 0 seu contorno.

Sem perda de generalizag&o, apenas o caso do estado elastodinamico

de “quiescent past” sera estudado. Assim a equacao IV.20 fica escrita como:

I _[[uf(qaf)b{ (q.t-7)-1{g,t - 7)b,(g,7)|ddr

= I ‘[{u,.'(Q,t - 7)p(0,7) - u(Q.7)p(Q,t - 7)}dTdz (IV.21)

Substituindo a solugiéo geral de Stokes, equagdes IV.11 e V.12, na

equacdo anterior tém-se que:

J:Lu,.(q,r)f(t - 1)6(q - 5)5,dQd7 = I:J;::;.(Q,t ~7;5/ f)p,(Q,7)dTdr

—[ {ruf(Q,r) (0.t -7,/ f)dTdr +_[:Lu;(q,t —7;5/ f)b(g,7)ddx (IV.22)

Levando-se em conta as propriedades V.13 a IV.15 obtém-se:
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CH(Q,s)JU u(5,0) £t - o)dr = J I u, (017351 f)p(Q 7)dTar

—J‘tfu‘.(Q, r)p;(Q,t -7;8/ f)dl"dr +J:J;u,;(q,t -7.8/ f)b‘(q, r)df)dr (IvV.23)

onde C(Q,s) é o classico termo livre da representagdo integral do
deslocamenio que pode ser faciimente calculado, como em HARTMANN
(1980). O simbolo { indica que a integral é fortemente singular e deve ser
calculada no sentido do valor principal de Cauchy.

Para se escrever a representacido integral do deslocamento basta
substituir a fung@o f(t) da equagéo V.23 pela dada em IV.16, da mesma forma
feita para obter a solugéo fundamental IV.18. Uma vez feita essa substituicio

tém-se:

1!-[H(I — )= H{t - (v + A))u,(g, 7)dr = _f u(g,7)dr (IV.24)

t— At

ou seja:

CH(Q,S)I! At dr—.[_[ Qtsr (Q r)df’dt

=4t

-”r u(0,7)p;(Q.1,5,7)dlde +_[ j (g,1,5,7)8,(9,7)d0dr (IV.25)

Na utilizagdo das equagdes V.24 e V.25 deve-se levar em conta as
seguintes propriedades do estado de Stokes com respeito aos valores

fundamentais

u (Ot - 7:50) = w3 (0,1:5,7) (IV.26a)
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pil 0.t - 350) = pi.(0.1;5.7) (IV.26b)

4.2.3 - Aspectos numéricos

Para a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno a equagdo
integral V.25 deve ser tratada numericamente, adotando-se apropriadas
discretizagbes de espago e tempo. Devido as caracteristicas da solugéo
fundamental proposta, nenhuma restricdo é feita com respeito a discretizacio a
ser empregada. Para o caso particular da discretizagao no tempo, elementos
constantes foram adotados por simplicidade, bem como pela acuidade dos
resultados numéricos verificados em todas as analises feitas. Reescrevendo-se
a equagdo IV.25, assumindo as discretizagdes espaciais e temporais, tém-se

que:

(6)
c,a(s)U,.(s,r)”‘=_[ j u(0,t;5,7)8(Q)w’ (r)dzdl(Q) PF

iy H6-1

(6)
- L ) f pul0.t:5,7)4 ()’ (v)dwdT(Q)U S (IV.27)

1(8-1)

onde 6 varia de 1 até o n-ésimo passo de integragac N, , e a regra do somatorio
& aplicada.
Como € usual no método, para se encontrar a representacdo algébrica

final, os deslocamentos e esforgos s@o aproximados por:

U0 )= gy U (IV.28a)
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P, (0", t) = y'? ,-E’;(f) (IV.28b)

onde j significa representagdo espacial, ¢« € a fungdo de aproximagdo no
espacgo, enquanto y da a aproximagao ao longo do tempo.

Os elementos triangulares planos e quadrangulares planos, com trés e
quatro nds cada, respectivamente, foram adotados para a discretizagdo no
espaco. Os elementos singulares foram computados com um algoritimo
especial onde a quadratura de Kutt foi empregada para uma pequena regido
em torno do ponto de carregamento e a quadratura de Gauss foi utilizada para
o restante do elemento, junto com uma apropriada subdivisdo dos elementos.
Para as integrais ndo singulares a quadratura de Gauss foi adotada com a
subdivisao de elementos.

Agora, para integrar a parte dependente do tempo da equagdo V.18

assume-se y = 1 para cada passo de tempo, dando assim:

Iﬂ 1I_ ) rz—l ( r\
G e

fou
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()
AL{ 2 -%Jﬂf-f(rz ~13.,)+(1; —t;_l)/3}

0
r
if t—t,2—
G Cr
/o2 (IV.29)
C}’
. F
if azt—tg_l
fvl ( ,,\d
— Hlfop——
A 4 C},J 4
¥
t=ly2
if y
(TA_IQ 1) l_f ¢ p >-£_>t p (IV30)
At H—Cy_ 8 _
0 i
——2t-1,
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[ t—t A Y—t
JO If _B>CY o C‘f e
= - (IV.31)

lo i t—t, 22t
C‘Y

onde
TA=t—r/CY (IV.32)

Subtraindo dos valores obtidos pelas equagdes V.29, V.30 e V.31 os
correspondentes computados no proximo passo de tempo, [ty , t.4], as
constantes no tempo da solucdo fundamental IV.18 s&o obtidas. Uma
alternativa para fazer a convolugdo no tempo da solugdo fundamental pode ser
obtida direto da sua expressdo explicita.

Na formulagdo do MEC, a representagéo integral do deslocamento é
transformada em uma equagéo algébrica apés efetuadas todas as integragées
no espago e no tempo sobre os elementos. Uma vez obtido o sistema

algébrico, pode-se representar o sistema linear de equagdes da seguinte forma:
H U =G P® (IV.33)

onde 6 =12,. N;.
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4.3 - Acoplamento placa-solo

Uma vez implementadas as formulagbes para analise de cada
estrutura separadamente, pode-se passar & analise da associagdo entre as
duas. Estas formulagdes estdo escritas em .79 e V.11, para o caso
elastostatico, e em ill.14, lIl.15 e V.19, para o caso elastodinamico, e podem

ser escritas, genericamente, como sendo:

HU=GP+F (IV.34)

Para proceder o acoplamento de diferentes estruturas usando a
técnica de subregides basta aplicar a equag@o V.34 separadamente a cada
regido e, em seguida, interliga-las usando condi¢bes de compatibilidade de
equilibrio e deslocamentos. Seguindo o que foi dito, tendo-se um dominio
formado por vérias subregides, escreve-se a equacgdo V.34 para todas as

subregides, da seguinte forma:
H(f) U(r’) - G(i) P(r‘)+ F(:‘) (IV.35)

onde i indica a subregido correspondente a equagao.
Seja uma interface I entre duas subregides / e j, as condi¢gbes de

equilibrio de compatibilidade de deslocamentos sao dadas por:

i) =
(IV.36)
plt, pli) g
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onde o primeiro indice indica a regido a qual correspondem os deslocamentos
e esforgos, enquanto o segundo indice indica a subregido adjacente.

Como pode-se notar, os dois vetores U e P se referem apenas
aos valores de contorno que estdo contidos na interface entre as subregides. |
Podem existir, contudo, valores externos a interface, e a forma completa dos

vetores pode ser escrita como sendo formada por duas parcelas, ou seja:

" '_U(r'e)-[

u* =[C}(y-)J (IV.37)
. ['Pueﬂ

{) f) =l.}~9{"f)J (IV.38)

onde o indice /e corresponde aos valores externos a interface.

Com esta forma de separar em duas partes, a equagao V.35

pode ser reescrita para uma subregido i como:

(j(:‘e)-| ) P(ie)_l
[g(fe) H(,,) &(,,) Jz[g(je) (}(”) ;,(,,-) J+ Jal (IV.39)

O mesmo pode ser feito para a subregiéo j ,

se | () ]

U AP
I:I(J'e) Eﬂﬁ) [}(J}_)J=[g[je) g{ﬂ) ;J(ﬁ)J"-FU) (IV.40)
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Escritas as equagdes para as diferentes subregibes, e levando-se
em conta as condigbes V.36, pode-se acoplar o sistema em uma uUnica

expressao matricial:

(7] ({;(:e)
[gie g) gl g g Tge g o ol pW

F
0 HA G | P Gl gl | pl +[1}(;)J

8% all

(IV.41)

onde a barra indica carregamento prescrito na interface.
Resolvendo-se V.41 determinam-se os valores incégnitos da

interacgéo placa-solo.

4.4 - Exemplos numeéricos

Para mostrar o comportamento da formulagdo apresenta-se,
nesse item, alguns exemplos numéricos. O primeiro exemplo apresentado se
trata de um caso elastostatico encontrado em PAIVA (1994). A escolha de se
iniciar por esse exemplo se justifica pela necessidade de melhor ilustrar a
acuidade da formulagéo bem como de permitir as futuras comparag¢bes com a
formulagdo em elementos finitos apresentada por CODA (1993). No caso da
formulagéo via elementos finitos foram utulizados 96 elementos LCCTY,
enquanto que os detalhes do exemplo e da discretizagdo empregadas nesse

trabalho sao apresentados a seguir:



exemplo 10 (estatico): figura 19
h=0.1m
Ep=9.78 x 10" KN/m?
Es = 0.26 x 10° KN/m®

Vg=Vp*= 0.3

1 12m L
I T
% i + 4
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R 7777 |
o ? g
e ; JIJ— 4
FIGURA 19
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GRAFICO 19 - deslocamento vertical ao longo de a-b
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|—e— CODA

204

253

GRAFICO 20 - reacao normal ao longo de a-c

De agora em diante todos os exemplos, estaticos ou dindmicos, serdo
apresentados com os resultados comparados com os obtidos pela formulagao
via elementos finitos. O primeiro exemplo a ser apresentado a seguir se trata de
mais um exemplo elastostatico, submetido a um carregamento transversal
uniformemente distribuido, onde se analisa uma placa com espessura de 50
cm, objetivando ilustrar os problemas que as concentragcdes de tensao nas
bordas do contato podem causar numa analise elastodinamica. A partir de
entao, trés exemplos dindmicos e um estatico sdo apresentados, sendo o
primeiro dindmico (ex. 12) com as mesmas caracteristicas do exemplo estatico
(ex.11). Em seguida € mostrado o comportamento elastodindmico de uma placa
submetida a uma carga concentrada no seu centro e, finalmente, apresenta-se
o caso de uma ligagao placa-solo em que ambos os médulos de elasticidade,
da placa e do solo, sdo iguais. Nesse exemplo apenas os resultados obtidos
com a formulagdo desenvolvida nesse trabalho & apresentada e, devido a
auséncia de concentragao de tensao, pode-se notar que se consegue obter

uma resposta da estabilizada ao longo do tempo da anadlise, quando da analise
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elastodinamica. Em todos os exemplos dindmicos a carga é considerada
agindo constante ao longo do tempo de analise.
Os detalhes de geometria, constantes empregadas e carregamento estio

descritos juntos com os exemplos.

exemplo 11 (estatico): figura 19
h=05m
Ep=7.8x10" Kg/m/s®
Fs=7.8x 10° Kg/im/s®
vs=vp=0.3

T0m

R e
2] o3 -]
[(TIIIITIITITIT119 Tt el ke o

O
b
hJTf [ | gt e =0t [ 10m
) S

— 8 4 0 —— 0 + & —
D ¢ ] &

| "
!

FIGURA 19
g 12
2 .
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000 125 250 375 500

S(m)

GRAFICO 21 - deslocamento vertical ao longo de a-b
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a T L] T c
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GRAFICO 22 - reagao nhormal ao longo de a-¢

exemplo 12 (dinamico): figura 19
h=0.5m
Ep = 7.8 x 10" Kg/m/s®
Es = 7.8 x 10® Kg/m/s®
pp = 5000 Kg/m®
ps = 3600 Kg/m®

Vg = Vp = 0.3

87



30
F
b=
T 25
- BARRETTO
20 . coDA
154 /
WA
104 .,-") E )
v P
] S
054 .
00] %7
0 5 10 15 S 5
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exemplo 13 (dinamico): figura 20
h=0.5m
Ep=7.8x 10" Kglmls3
Es = 7.8 x 10% Kg/m/s®
pp = 5000 Kg/m®
ps = 3600 Kg/m®

vs =vp=0.3
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GRAFICO 25 - deslocamento vertical ao longo de a-b



f 154
£ —-— BARRETTO
10 —— CODA
54 f' .
N s N -
04 :’/ \]/ \/" "\./ \'J/ \./'/'\./ VA
5 .
-10 r T T T T
0 ] 10 15 20 -
A

GRAFICO 26 - reagdo normal ao longo de a-c

exemplo 14 (estatico): figura 19
h=0.5m
Ep = Eg = 107 Kg/m/s®

Vg =Vp=0.3
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GRAFICO 27 - deslocamento vertical ao longo de a-b
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exemplo 15 (dinamico): figura 19
h=05m
Ep = Eg = 107 Kg/m/s®
pp = 0.0002588 Kg/m®

vg =vp=0.3
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GRAFICO 30 - reagéo normal ao iongo de a-c
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Nesse ultime exemplo elastodinamico (ex.15) foram empregadas
constantes diferentes dos outros exemplos. Isso se explica pela necessidade
de se dimuinuir 0 At da anélise para se obter a estabailidade. Na ligagéo entre
o solo e a placa, a matriz resultante acaba sempre apresentando problemas de
condicionamento, o que impede que se possa manipular de um modo mais
amplo o passo de tempo (At) utilizado na analise. Com o emprego das
constantes do exemplo 15 foi possivel reduzir esse passo de tempo até o
necessario para se obter a resposta apresentada. Nos outros exemplos
dinamicos, uma outra forma de acoplar o solo com a placa (sub-estrutura, por
exemplo) ou mesmo o emprego de uma resolugao iterativa do sistema final
podem contribuir para suavizar o comportamento ilustrados nas figuras 23 a 26.
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CAPITULO V

ANALISE DO COMPORTAMENTO ELASTODINAMICO DE
PLACAS  UTILIZANDO-SE = SOLUGAO FUNDAMENTAL
TRANSIENTE, NO DOMINIO DO TEMPO

5.1 - Introducéo

Neste capitulo serd apresentada a formulagdo para analise
elastodinamica transiente de placas, proposta por BEZINE (1982).

Inicialmente apresenta-se o desenvolvimento da equagéo integral
para a analise elastodindmica a partir da Identidade de Green e das
propriedades do produto de convolugéo.

Em seguida demonstra-se a obtencdo da solugao fundamental
apresentada por Bézine. A sua obtencdo parte do trabalho de SNEDDON
(1944), que obteve uma solugdo analitica, utilizando-se da Transformada de
Hankel, para o desiocamento central de uma placa circular, de raio infinito, com

carga concentrada aplicada no centro (r = Q).
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No final do capitulo a formulagéo aqui desenvolvida sera aplicada
numa placa circular, simplesmente apoiada, com um carregamento

concentrado no centro, onde se pretende ilustrar o comportamento da solugao.

5.2 - Equacio integral transiente da placa

Sejam w e w , duas fungbes referidas as variaveis de espaco

x=(X4,X5) € de tempo ¢, que satisfazem as equacdes de movimento da placa, ou

seja:
8w flx,2)
2 _ El
b AAw + o - 20k v.1)
’ o:w' S (x)H(@)
2 * _
bAAW' +— = 3 oh (V.2)

onde &, € a fungéo Delta de Dirac, cujas propriedades estdo escritas em {l.23,

Hgy € afungéo Heaviside que € definida por:

H()=1 para teT

(V.3)
H@)=0 para t<0
D
2 _
e b = 3 oh (V.4)

sendo h a espessura da placa e p a densidade do material.

W
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O ponto inicial para a obtengédo da equacao integral é o teorema da
reciprocidade, obtido a partir da segunda ldentidade de Green ( BERGMAN
(1953) }, que pode escrita por,

A
J.(w AAw — Aw” Aw dQ) = { L oW i:l Aw (V.5)

Q

Pode-se também facilmente demonstrar que:

:[(W'AAW—Aw'Aw+p(w',w))dQ=%!{%—,M"(w)+_ (w)+Dw" é%:v_

(V.6)

onde:

o*w' &*w _Gw Fw  Fw Fw
pw* w) J.(I [&2 @2—2d®&@+ 3 dcz)dg (V.7)

sendo as expressées de M, e M,; obtidas a partir das expressdes 11.10, 11.11, 1.4,

I1.5 ell.5.
A segunda parcela da integral de contorno V.6 pode ser reescrita

como sendo;

2 ) = 2w b )] - P

(V.8)
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Conforme ja foi explicado no capitulo I,
21

g[w Mm(w)]dF= 0 (V.9)
r

para os casos em que a integracéo é feita numa placa de contorno fechado, em

gue nio haja cantos. Para o caso de haver cantos, tém-se que:

I% [w M, (T = —ﬁ[w" M, (W) (V.10)

onde N, indica o nimero de cantos da placa.
Com esta transformagédo pode- se reescrever V.5 da seguinte

forma:

(;..(w- AAW— Aw' Aw + P(W',w))is'z: _}5 ow' M ()= (w) a;zwjdr

A0 VA1)

Fazendo-se 0 mesmo procedimento para

_[(wAAw‘ — AwAW" + p(w",w))dQ

Q

e somando-se os dois resultados tém-se que:
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;.:(w‘AAw - wAAw')dQ = —%ﬂl{,(w)w' - Mn(w)% +%Mn(w‘)

—wV,(w*)]dl + %ﬁ{[me(w‘) — w'Mm(w)]r_} (V.12)

i+l

Levando-se em conta as equagdes V.1 e V.2, e as seguintes
propriedades do produto de convolugdo (o sinal indicande produto de
convolugao entre as fungdes varidveis no tempo sera, por simplicidade, omitido

nas equacobes).

W P ) _[éw*) o
a o a i

(V.13)

onde:

W, = w‘(x,O) e Wy = w(x,O)
()22 (4)-262

pode-se reescrever V.12, obtendo-se assim a equagédo integral transiente de

placas.



99

Jwte st - wxdtamolans o |

_w'(x,O) dvg’t)—JdQ= w%)-'!.[V;(w(x,r))w'(x,t) - M"(w(x,t)) o'bv'(g:,t) + o'iv‘(;,t) Mn(w'(x,t))
e, (w-(x,:))]dn%Z{[w(x,fw,(w-(x,;))_w-(x,;)M, W) ) (V.14)

5.3 - Solugao fundamental no dominio do tempo
5.3.1 - Equagao diferencial transformada
Sabe-se que a equagdo de movimento da placa (V.2) pode ser
reescrita em coordenadas polares (r,d). No caso em que as vibracdes da placa
sd0 simétricas em relagdo ao eixo z, o deslocamento fundamental w e o

carregamento fundamental g sédo fungdes apenas de r e £ Sendo assim, tém-se

que:

—==0 (V.15)

€ a equacao V.2 passa a ser escrita como:

7 1Y w g'(rt)
3 - * _ >
b ( T+ " ] w o+ T = 2 (V.16)

Sejam wj, e g, as transformadas de Hankel de w' e g tal que:



100

&)= [ o
(V.17)

2,€.0= Jrg"(.0)7,@r)ar
onde J, € a fungdo de Bessel de ordem zero.

O que se pretende é escrever a equacdo diferencial V.16 em

fungdo de wy, e g,,. Para tanto considere a seguinte integragao por partes:

e e R O
o gl

sendo que Jo(g,) satisfaz a seguinte equacéo diferencial

J,Er)dr=¢ rw" {JO Er)+erg, (ﬁr)}dr (V.18)

erdyEr)+ J,Er)+ Er,(Er)=0 (V.19)

Desta forma pode-se escrever que:

‘r.{aa —+ Iaw] yEr)dr=—¢2 (V.20)
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Aplicando-se duas vezes o operador, obtém-se:

f{ - +———J w*J,(&)dr=—&*w (V.21)

Ent&do, multiplicando-se a equagéo V.16 por "Jo(,g») e integrando-

se com respeito a r, cujos limites sao (0,x), pode-se escrevé-la em fungao de
w,,. Desta forma a equacgao diferencial da placa passa e ser fungio apenas de
t

dwh

it +b%¢" w, = (th) gh(t‘f) (V.22)

Uma vez obtida w, , através da solugéo da equagéo diferencial

V.22, pode-se obter w fazendo-se a inversa da transformada de Hankel V.17.

w(r,t) = f&wh(é,t)%(&)dé (V.23)

5.3.2 - Solugdo da equagao diferencial transformada

Assumindo-se que o carregamento g, é aplicado sobre uma area

circular da placa, de raio a, e que tem a seguinte magnitudade:
g, =16 phbS(r) H(1) (V.24)

a equacéo diferencial V.22 assume a forma:



102

d*w 8b
de"Jr b tw, = n—c,‘,z"ﬁh(é H(t) (V.25)

onde, no caso da for¢a ser uniformemente distribuida sobre um circulo de raio

a, pode-se escrever que:

€)= 118 ()J,Er)dr = EJE(LE") (V.26)

no caso da for¢ga ser concentrada, tém-se que a—0, e:

2J1(a§)=

£ g (V.27)

Resolvendo-se a equacgéao diferencial V.22, apds substituir-se V.27

e V.26, tém-se que:

ab1- cos(bézt)-]

w, =—— H({ 28
h TCbl_ E_,3 -l‘ () (V )
Fazendo-se a transformada inversa de Hankel obtém-se a

solugdo fundamental w .

W= E[% — Si(x) — senx + xCi(x):l (V.29)



&

103

2

4b(t —1)

e cosseno, respectivamente, e estao definidas no inicio do trabalho.

onde x = as funcgdes Si e Ci so conhecidas como integrais de seno

A solugdo fundamental w satisfaz a equagéio de movimento V.16

e € igual a zero para t= 0, assim como a sua derivada em relagédo a ¢.

5.4 - Equacao integral escrita para os pontos de carregamento

A equacao V.14 esta escrita em fungdo da variavel de espago x,
definida pelos pontos x1 e x2. Reescrevendo-a em fungéo dos pontos q (ponto
de carregamento) e p {ponto qualquer do dominio), cuja distancia entre si é

igual a r, tém-se que:

.[ [ @.p.0f (p.0)- (p.0B . HOFQ+ 5 J{aw(p 9, w (g, p.1)+ w(p,0) 2. p’t)]d

2 163 @y m Gy LD 20D, G )i
A3 B n ) 6] 30

Para que a equacédo V.30, acima, seja escrita para os pontos de
carregamento, basta resolver o segundo termo da primeira integral de dominio,

correspondente ac carregamento fundamental, ou seja:
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Iw(p, tB (g, p)H®)dQ (v.31)

Q

Ja foi visto, no capitulo Il, que para um ponto situado no dominio

a integral V.31 se escreve como sendo:
Iw(p,tb (. p)H(AdQ = (g, )H () (V.32)
Q

No caso dos pontos fora do contorno sabe-se que a integral V.31
se anula. Uma vez feita a integral de dominio do carregamento fundamental, e

levando-se em conta as propriedades da solugdo fundamental parat = 0,

w*(g,2,0)=0

ow'(q,p.0) 0
or

pode-se escrever a equagao integral V.30 para um ponto g, do dominio.

a0 [ G0 s [ 20 )t @2

+—15 FJ{V, (p.Ow (@, 2.1)-m,(p, t)aw (aq, pit) . awgi’t)m,,' @)tV ., t)}dl‘

n

5 2 e, @) ap o] v.33)

No caso dos pontos fora do contorno o termo da esquerda da

igualdade, na equagéo V.33, se anula. Nesse caso deve-se levar em conta uma
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translagdo temporal referente a distancia que o load point guarda do contorno,
e a velocidade da onda, conforme demonstrado em CODA & VENTURINI
(1995). Desta forma é possivel também aqui evitar os problemas de

singularidade.

5.5 - Integragéo no tempo

5.5.1 - Convolugio das integrais

Antes de fazer a integracdo espacial da equagédo V.33 e montar
as matrizes que compoem 0 sistema, deve-se fazer a integragdo no tempo da
mesma. Na integragcdo no tempo, o periodo de tempo t & subdividido em

intervalos de duragéo At.

Sejam duas fungdes y e o, fungdes de wew, respectivamente.:
1@)= [pGeWe @ror (v:34)
r

explicitando-se o produto de convolugao destas fungdes, obtém-se:

I(g.t)= J{f\p (w’ (@.pt-7 ))p (w(p,t)):it }ﬂ' (V.35)

Como apenas a fungédo y & intégrével, em V.35, o produto de

convolugéo pode ser escrito como:
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I(g,1)= I¢(w( D, t){'[:zy/(w' (g,p.1- r))dz' —J|dl' (V.36)

Assim sendo, para a integragdo no tempo da equagéo integral V.33
apenas o que for fungdo da solugéo fundamental deve ser integrado. A unica
exce¢do se da para o caso do termo que contém a fun¢do Heaviside, nas

equacodes integrais escritas para pontos do dominio. Neste caso tém-se que:
12

[ gt~ e)ar = (- g, ) - 7) = Arwlg, D~ ) (V.37)
n

Para as outras integragées, das fungbes da solugdo fundamental,
basta proceder a integragdo no tempo. Como exemplo, tém-se o resultado da

integragdo no tempo de w .

I::V‘(q,p,t— r)dr = 4;{"’”(’4' ) b("z'”) si(e) + L2 i)
3B(t-7)° — )yt 4 2
- (t4 r)” sen(x) +(f_lg)r_cos(x) +&Si(x)Jl (V.38)
de: T
77 ()

5.5.2 - Intervalos de integracao

De acordo com as propriedades da fungéo Heaviside Hy torna-se
necessario definir os intervalos de integragao que tornam a fungao diferente de
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zero. Sendo C, a velocidade de propagag¢dc da onda na placa, determinada
numericamente, tém-se que a distdncia temporal entre o ponto de
carregamento e o ponto que esta sendo integrado € igual a r/C, . Assim sendo,

a fungao Heaviside fica definida pelo intervalo:

t-t-o (V.39)

Chamando-se de t1 e t2 os intervalos inferior € superior de
integragao, respectivamente, e de TA a diferenga entre t e r/C,, definem-se trés

intervalos de integracao:

para t—»tzzé—— - fxp(w‘(q,p,t—r ))%a
1

A
para (—-t1>—2>¢t—12 - 1q;(w(q,p,r—-:))dr

1

para = 2f—-t1—>0

5.6 - Montagem e resolu¢io do sistema

Uma vez efetuada a convolugéo no tempo da equacao integral da
placa, procede-se a integragao do contorno e a determinagéo das matrizes que
compoem o sistema. A forma de proceder a integracdo e & montagem do

sistema para cada passo de tempo é analoga a empregada no capitulo Il. Isto
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significa que, para cada intervalo de tempo, sera sempre escrito um sistema

matricial do tipo:

HU=GP+F (V.40)

Existe, contudo, uma diferenga no comportamento do sistema
V.40, que caracteriza o comportamento dindmico. Para que se compreenda
melhor este comportamento, apresenta-se a seguir o procedimento feito na
resolucdo dos 2 primeiros passos de tempo.

Para o primeiro passo ¢ sistema é calculado para o intervalo de
tempo variando de 0 a t, , sendo o tempo total de integrag¢ao igual a t,, e pode

ser escrito da seguinte forma:

H U =G P+F (V.41)

~11 ~1 ~1

onde o primeiro indice, escrito nas matrizes H e G, indica o0 passo em que esta
sendo gerado o sistema, e 0 segundo indice indica o nimero do intervalo de
tempo correspondente. O indice escrito nos vetores U, P e Findica o passc em
que esta sendo gerado o sistema. Uma vez determinado os valores incégnitos
para este primeiro passo, pode-se passar para a montagem do segundo.

No segundo passo de tempo o sistema é calculado em dois
intervalos de tempo, de 0 at; e de t; at, . Assim sendo, o sistema V.40 passa a

ser escrito como se segue:

P+G P +F+F (V.42)



109

Neste segundo passo o tempo total de integracdo passa a sert, e

pode-se afirmar entao que:

H =H o G =G (V.43)

-2 ~ 11

como U, , P; e F,; ja sao também conhecidos do passo anterior, pode-se
resolver o sistema V.42 e obter os novos valores de U, e P,. O mesmo
raciocinio & feito para os passos que se seguem e assim os valores incégnitos

sdo determinados em cada passo de tempo.

5.7 - Exemplo numérico

Para exemplificar o comportamento da solugdo fundamental
apresentada, analisa-se uma placa circular simplesmente apoiada cujas

constantes geométricas sao:

E=10
v=0.3
h=0.50

p = 0.0002588
raio =5.0

q =300

onde uma carga concentrada é aplicada no centro, constante no tempo. O
comportamento do deslocamento transversal no ponto central esta

representado na figura 21.
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FIGURA 21

Como se pode observar, a partir da figura 21, a solugdo fundamental
V.29 nao apresenta comportamento estavel ao longo da analise. Isso,
provavelmente, se deve a imprecis&o que ocorre na transformacgéo da equagéo
integral em equacao algébrica. A onda que atravessa a placa € uma onda
dissipativa € ndo se conhece a sua velocidade. Desta forma, a integracdo
numeérica que gera o sistema algébrico fica comprometida. O fato dos pontos
de carregamento terem sido colocados fora do contorno contribui para que

esse problema de imprecis&o aumente.



CAPITULO VI

CONCLUSOES E CONSIDERAGOES FINAIS

6.1 - Formulagdo elastostatica e elastodindmica de placas

Com relagdo a analise elastostatica, a formulacdo adotada é a
usualmente empregada quando se pretende tratar da analise de placas via BEM.
Desta parte do trabalho dois aspectos merecem comentarios, pelas vantagens
que apresentaram. O primeiro aspecto & a alternativa de se adotar dois pontos
fora do contorno para representar as equagbes dos nos que subdividem o
contorno. Os resultados obtidos mostraram que esta forma de representar as
equag¢bes do contorno nao acarreta em perda de acuidade e tem a grande
vantagem de eliminar problemas de singularidade na integragéo dos elementos. O
outro aspecto diz respeito ao tratamento dado aos cantos da placa, onde
escreveu-se uma equagdo independente para cada canto. Desta forma, a
representacdo do canto deixa de influir na representacéo dos nds adjacentes ao
mesmo.

Com relagédo a andlise elastodinamica o principal aspecto a ser
enfatizado é o da versatilidade da formulagdo, que pode ser comprovada peila
minima perda da acuidade dos resultados quando se reduz a discretizagdo do
dominio. Tanto o contorno quanto o dominio podem ter uma discretizagdo pobre

que ainda assim obtém-se resultados satisfatorios, o que é uma grande vantagem
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quando se pensa em analises que envolvem um grande numero de graus de
liberdade, como € o caso da interagdo placa-solo. Neste aspecto, convém
salientar também as vantagens do uso de células para calcular a integral de
dominio do termo inercial. O uso da Quadratura de Gauss para resolver
numericamente a integral de dominio mostrou-se muito eficiente e simplifica
enormemente o calculo. Por fim, um ultimo aspeto a ser salientado diz respeito ao
intervalo de tempo (At) empregado. Este tipo de formulag&o elastodinamica requer
um At grande para representar o problema (no caso do exemplo 00, utilizou-se um

intervalo de tempo em torno de 3 vezes o comprimento do elemento).

6.2 - Acoplamento placa-solo

A formulagdo empregada na analise da interagdo placa-solo
apresenta-se muito vantajosa em alguns aspectos. Um primeiro aspecto a ser
resultado & a economia no nuimero de varidveis necessarias para representar o
problema. Uma outra vantagem esta no fato da formulagéo representar de uma
forma mais real as concentragdes de tensdo que ocorrem no contorno e,
principalmente, nos cantos da placa, quando se trata de uma analise estatica.

No caso da elastodinamica, estas concentra¢des de tensdo também
ocorrem mas acabam por provocar perda de estabilidade da solug&o. Isto se deve
ao fato da formulag@o conter um erro de aproximacgéo na integragdo dos pontos
onde existem essas concentragbes, 0 que acarreta uma perda de
representatividade quando de uma analise incremental. No caso do Método dos
Elementos Finitos a aproximagdo empregada para integrar 0 contorno ja amortece
os efeitos das concentragdes de tens&o. Para se resolver este tipo de probelma
poderia-se empregar um amortecimento que suavizasse os efeitos deste erro da

integracdo, mas esta forma tem o incoviniente de amortecer todo o problema.
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Uma outra forma seria a de se adotar um modelo ndo linear para representar a
regido com concentragdes de tensio, aliviando assim o erro da aproximagao

Observando-se os resultados apresentados no primeiro exemplo,
notam-se os efeitos provocados pelas diferentes formas de se analisar o
acoplamento, principalmente entre os resultados obtidos por PAIVA quando
comparados aos obtidos por CODA e por este trabalho. Neste caso os dois
ultimos, por terem o mesmo tipo de tratamento do solo, acabam apresentando
resultados semelhantes, mostrando apenas as diferengas esperadas ao se
analisar uma placa via FEM ou BEM. Porém, o tratamento que PAIVA da ao solo
e a placa, desconsiderando as forgas de atrito e as outras componentes de
deslocamento, acabam por provocar um deslocamento central maior.

A diferenga na forma de tratar a placa, neste trabalho e em CODA,
se torna mais visivel e passa a representar um fator limitante ou nédo, quando se
trata de uma andlise dinamica onde a rigidez do solo é bem diferente da rigidez

da placa.

6.3 - Solugao fundamental transiente de placa, no dominio do tempo

Uma outra forma adotada para se analisar a elastodinamica de
placas foi com o uso de uma solugdo fundamental transiente, no dominio do
tempo. Contudo, como problemas de instabilidade surgiram e os esforgos para
supera-los nao foram suficientes, acabou-se optando pela formulagéo alternativa,
via matriz de massa, na andlise da placa. Entretanto ndo se pretende abandonar
a possibilidade de superar os problemas de instabilidade da solugdo. Um dos
problemas detectados durante o trabalho com a solucdo foi com relagdo a
imprecis&o numérica que ela apresenta, devido as caracteristicas trigonométricas
da mesma, principalmente com a presenca dos termos de integrais de seno e

cosseno. Este tipo de problema em analise dinamica acaba acarretando perda de
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estabilidade, no decorrer da analise, ja que as diferencas acabam sendo
acumuladas e levadas para o passc posterior.

Uma outra possibilidade de resolver os problemas de instabilidade
da solugdo esta em aplicar uma fungdo que suavise 0 carregamento aplicado.
Esta fungdo devera ter uma continuidade de ordem superior a empregada
inicialmente, e assim as equagdes algébricas serdo representagdes mais fieis das

equacdes integrais.



BIBLIOGRAFIA

ABRAMOWITZ, M. (1964). Handbook of mathematical functions with
formulas, graphs and mathematical tables.  Washington, National Bureau
of Standards.

ANTES, H. (1988). Anwendung der Methode der Randelemente in der
Elastodynamic und der Fluiddynamic. Inc: Mathematische Methoden in der
Technik n. 9. Stuttgart, B. G. Teubner

ATLURI, S. N.; GRANNEL, J. J. (1978). Boundary element methods
(BEM} and combinations of BEM-FEM. Report n. GIT-ESM-SA-78-16.

BERGMAN, S. ; SCHIFFER, M. (1953). Functions and elliptic Differential
equations in Mathematical Physics. Academic Press Inc, New York.

BESKOS, D. E. (1987). Mechanics and mathematical methods (v. 3).
Amsterdam, North-Holland.

BETTI, E. (1872). Teoria dell elasticita. I/ Nuovo Cimento, ser. 3, v. 6-
10.



116

BEZINE, G. (1978). Boundary integral formulation for plate flexure with
arbitrary boundary conditions. Mechanics Research Communications , v.
5, p.197-2086.

BEZINE, G. (1981). A boundary integral equation method for plate flexure
with conditions inside the domain. Int. J. for Numerical Methods in
Engineering , v. 17, p. 1647-1657.

BEZINE, G. (1981). Application of similarity to research of new boundary
integral equations for plate flexure problems. Applied Mathematical
Modelling, v.5, p.66-70.

BEZINE, G. ; CIMETIERE, A. ; GELBERT, J. P. (1985). Unilateral
buckling of thin elastic plates by the boundary integral equation method.
Int. J. for Numerical Methods in Engineering , v. 21, p. 2189-2199.

BEZINE, G. ; GAMBY, D. (1982). Etude des mouvements transitoires de
flexion d’'une plaque par la méthode des équations intégrales de frontiére.

Journal de Mécanique Appliquée, v.1, n.3, p.451-466.

BRADY, B. H. G. ; WASSYNG, A (1981). A coupled finite element -
boundary element method of sitress analysis. Int. J. Rock Mech. Min.
Sciences, v. 18, p. 475-485.

BREBBIA, C. A. ; TELLES, J.C.F. ; WROBEL, L. C. (1984). Boundary
elfement techniques: Theory and applications engineering. Berlin, Springer

Veralg.



117

BREBBIA, C. A. ; FERRANTE, A.J. (1975). The finite element technique.
Porto Alegre, Edigdes URGS.

BRONSTE!, I. ; SEMENDJAJEW, K (1979). Taschenbuch der
Mathematik (neubearbeitung). Harri Deutsch Verlag.

BOUSSINESQ, M. J. (1885). Application des potentiels : a l'etude de

l'equilibre et du mouvement des solides elastiques. Paris, Gauthier-Villars.

CARRER, J. A M. (1991). Técnicas implicitas para andlise elastopléastica
estética e dindmica com o método dos elementos de contorno. Rio de
Janeiro. Tese (doutorado) - COPPE, UFRJ.

CAUCHY, A L. (1828). Exercices de mathématique, sur I'équilibre et le
mouvement d'un systemé de points matériels par des forces d’attraction ou
de répulsion mutuelle. apud: LOVE, A E. H. (1944). A treatise on the
mathematical theory of efasticity. New York, Dover.

CHOI, C.K. ; KIM, H. 8. (1993). Variable node plate bending element for
mat foundation analysis. Computers and Structures, v.47, n. 3, p. 371-
381.

CLOUGH, R. W. ; FELIPPA, C. A. (1968). A refined quadrilateral element
for analysis of plate bending. In: CONFERENCE ON MATRIX METHODS
IN STRUCTURAL MECHANICS, 2.

CODA, H.B. (1993). Analise tridimensional transiente de estruturas pela

combinagdo entre 0 método dos elementos de contorno e o método dos



118

elementos finitos. Sao Carlos. Dissertacao (mestrado) - Escola de

Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Carlos.

CODA, H. B. et VENTURINI, W. S. (1990). Alternative boundary element
formuiation for elastodynamics. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON
BOUNDARY ELEMENTS IN ENGINEERING, 12., Sapporo, Japan, 24-27
Sept., 1990. Proceedings. Southampton, CML; Berlin, Springer-Verlag, v.
1, p. 517-534.

CODA, H. B. ; VENTURINI, W. 8. (1995). Non-singular time-stepping BEM
for transient elastodynamic analysis. Engineering Analysis with Boundary
Elements, v. 15, p. 11-18.

CODA, H. B. ; VENTURINI, W. S. (1995). Three-dimensional transient BEM
analysis. Computers & Structures, v. 56, n. 5, p. 751-768.

CRUSE, T. A. et RIZZO, F. J. (1968). A direct formulation and numerical
solution of the general transient elastodynamic problem. Int. J.
Mathematical Analytical Applied , v. 22, p. 244-259.

CRUSE, T. A (1968). A direct formulation and numerical solution of the
general transient elastodynamic problem, ll. int. J. Mathematical Analytical
Applied , v. 22, p. 341-355.

DALE, J. B. (1903). Five-figure tables of mathematical functions.
London, E. Arnold.



119

DANSON, D. J. (1979). Analysis of plate bending problems by direct
boundary element method. Southampton. M. Sc. Dissertation -

University of Southampton.

DAVIS, P.J. ; RABINOWITZ, P. (1984). Methods of numerical integration.

San Diego, Academic Press.

ERINGEN, A. C.; SUHUBI, E. S. (1974). Elastodynamics: Linear Theory,
vol. 2. Academic Press, New York.

ESTORFF, O.von (1992). Coupling of BEM and FEM in the time domain:
some remarks on its applicability and efficiency. Computers and Structures
, V.44, n.1/2 p. 325-337.

GIL RODRIGUES, J. C. (1986). Sobre o emprego do método dos elementos
de contorno em problemas elasticos bidimensionais. Séo Carlos.
Dissertacdo (mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de S&ao Paulo.

GANGMING, L. (1989). A new boundary element method coupled with FEM
packages. Communications in Applied Numerical Methods, v.5, p. 365-
371.

GROBNER, W. ; HOFREITER, N. (1961). Integraitafel (erster Teil) -
Unbestimmte Integrale. Berlin, Springer Verlag.

HELL, M. E. (1986). Linguagem de programacdo estruturada -
FORTRAN 77. Sao Paulo, McGraw-Hill.



120

HINTON, E. (1988). Numerical methods and software for dynamic analysis

of plates and shells. Swansea, Pineridge Press.

JASWON, M. A etali (1967). Numerical biharmonic analysis and some
applications. Int. J. Solids Structures, v. 3, p.309-332.

KIRCHHOFF, G. (1850). Uber das Gleichgewicht und die Bewegung einer
elastichen Scheibe. J. Mathematics. v. 40, p. 51-58.

KITAHARA, M. (1985). Boundary integral equation methods in eigenvalue

problems of elastodynamics and thin plates. Amsterdan, Elsevier.

KUPRADZE, V. D. (1965). Potencial methods in theory of elasticity.

Jerusalem, lIsrael Program for Scientific Translation.

KUTT, H. R. (1975). WISK 178: quadrature formulae for finite-part
integrals. Pretoria, National Research Institute for Mathematical
Sciences. CSIR Special Report.

LACHAT, J. C. (1975a). A further development of the boundary integral

technique for elastostatics. Ph.D. Thesis, University of Southampton.

LACHAT, J. C. ; WATSON, J. O. A (1975a). A second generation
boundary integral equation program for three dimensional elastic analysis.
In. CRUSE, T. A ; RIZZO, F. J., eds. Boundary integral equation
method: computational applications in applied mechanics. ASME, p.85-
100.



121

LEOFFLER NETO, C. F. (1988). Uma formulag¢édo alternativa do método dos
elementos de contorno aplicada a problemas de campo escalar. Rio de

Janeiro. Tese (doutorado) - Universidade Federal do Rio de Janeiro.

LOVE, A.E. H. (1944). A treatise on the mathematical theory of elasticity.

New York, Dover.

LOWAN, A N. (1940). Tables of sine, cosine and exponential integrals.

New York, National Bureau of Standards.

MANSUR, W. J.;, BREBBIA, C. A. (1985). Transient Elastodynamics. In:
Topics in Boundary Element Research - 2. Berlin, Springer Verlag.

MESSAFER, T. ; COATES, L E. (1989). An Application of FEM/BEM
coupling to foundation analysis. Inc. Internafional Conference on Boundary
Element Methods , 11., Cambridge, USA. Proceedings . v. 3, p. 211-223.

MITSUI, Y. et ali. (1985). A coupling scheme for boundary and finite
elements using a joint element, Int. J. for Numerical and Analytical
Methods in Geomechanics, v. 9, p. 161-172.

NARDINI, D. ; BREBBIA C. A, (1982). A new approach to free vibration
analysis using boundary elements. Boundary Element Method in

Engineering. Berlin, Springer-Veriag.

NARDINI, D. ; BREBBIA, C. A. (1983). Dynamic analysis in solid mechanics
by alternative boundary element procedure. Int. J. Soil Mechanics and
Earthquake Engineering , v. 2, p. 228-233.



122

NAVIER (1827). Mém. Acad. Sciences. Paris, v. 7. apud LOVE, A E. H.
(1944). A treatise on the mathematical theory of elasticity. New York,

Dover.

OLIVEIRA NETO, L. (1991). Anélise de placas de borda curva pelo
meétodo dos elementos de contorno. Sao Carlos. Dissertagdo (mestrado) -

Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

PAIVA, J. B. (1990). Formulacdo do meétodo dos elermnentos de contorno
para flexdo de placas e suas aplicagées em engenharia de estruturas. Sao
Carios. Tese (doutorado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

PAIVA, J. B.; BUTTERFIELD, R. (1994). Numerical analysis of plate-soil
interaction. In: PAPADRAKAKIS, M. et TOPPING, B. H. V., eds.
Advances in computafional mechanics. (Proc. 2nd International Conference
on Computational Structures Technology, Athens, Greece, 30th Aug. - 1st
Sept.). Edinburgh, Civil-Comp Press. p. 275-281.

REDDY, J. N. (1993). An infroduction to the finite element method. New
York, McGraw-Hill.

REY PASTOR, J. ; BRZEZICKI, A C. (1958). Funciones de Bessel.
Madrid, Editorial Dossat, S.A.

RIZZO, F. J. (1967). An integral equation approach to boundary value
problems of classical elastostatics. Quarterly Applied Mathematic , v. 25 ,
p. 83-95.



123

RUNGE, C. (1908). Zeit. Math. Phys., v. 56, p. 225,

SNEDDON, I. N. (1945). The symmetrical vibration of a thin elastic plate.
Proceeding Cambridge Philosophical Society, v.41,n. 1, p.27-43.

SOUTHWELL, R. V. (1948). Relaxation methods in theoretical physics.
London, Oxford University Press.

SPIEGEL, M. R. (1979). Manual de férmulas e tabelas matematicas. Séo
Paulo, McGraw-Hill.

STERN, M. (1979). A general boundary integral formulation for the
numerical solution of plate bending problems. Int. J. Solids Structures, v.
15, p. 769-782.

STROUD, A H. ; SECREST, D. (1966). Gaussian quadrature formulas.

New York, Prentice-Hall.

SZILARD, R. (1974). Theory and analysis of plates: classical and

numetrical methods. New Jersey, Prentice-Hall.

TEJERINA CALDERON, E. (1991). Uma formulagéo alternativa para o
estudo de placas sobre fundagdo elastica pelo método dos elementos de
contorno. Sao Carlos. Dissertagdo (mestrado) - Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

THOMSON, W. ; TAIT, P. G. (1962). Treatise on Natural Philosophy

(reprinted as Principles of Mechanics and Dynamics). Dover, New York.



124

TIMOSHENKO, S.P. ; WOINOWSKY-KRIEGER, S. (1970). Teoria de

placas y laminas. Madrid, Ediciones Urmo.

TIMOSHENKQO, S. P. ; GOODIER, J. N. (1980). Teoria da Elasticidade.

Rio de Janeiro, Guanabara Dois.

VENTURINI, W. S. (1983). Boundary element method in geomechanics.
Berlin, Springer-Verlag.

WARBURTON, G. B. (1964). The dynamical behavior of structures. New

York, Pergamon Press.

WHEELER, L. T. ; STERNBERG, E. (1968). Some theorems in classicai
elastodynamics. Archive for Rational Mechanics and Analysis , v. 31, n. 1,
p.51-90.

ZIENKIEWICZ, O. C. ; CHEUNG, Y. K. (1967). The finite element method

in structural and continuum mechanics. London, McGraw-Hill.

ZIENKIEWICZ, O. C. ; CHEUNG, Y. K (1965). Plates and tanks on
elastic foundations - an application of finite element method. Int. J. Solids
Structures, v. 1, p. 4561-461.

ZIENKIEWICZ, O. C. et alii (1977). The coupling of the finite element
method and boundary solution procedures. Int. J. Numerical Methods in

Engineering, v. 11, p. 355-375.



APENDICE A

A.1 Integrag¢do numérica via Quadratura de Gauss

A integracdo numérica € uma forma de se resolver uma integral
quando a solugdo anaiitica desta se mostra dificil. Ela consiste em transformar um
problema continuo, que seria o célculo da integral, em um problema discreto. O
incoveniente desta transformag@o € que ela resulta, na maior parte dos casos,
num resultado aproximado, diferente do resuitado exato. E possivel forgar a que o
resultado aproximado convirja em diregao do valor exato, mas isto, em geral,
causa um aumento no trabalho numérico. A preciséo a ser obtida vai depender de
cada problema a ser analisado.

Existem diversas maneiras de se calcular numericamente uma
integral. No presente trabalho optou-se pelo método da Quadratura de Gauss.

Neste método a transformacgéo da integral se da da seguinte forma:

flf(;)df EZAJ};,) (A1)

onde n € o numero de pontos de Gauss a serem empregados na integra¢ao, x;
s&o os pontos onde a fungéo é calculada, e A, si0 0s pesos correspondentes aos
pontos de Gauss.

Para se reduzir o erro, relativo ao valor exato, a primeira opgéo é
aumentar o numero de pontos de Gauss. Entretanto, para certas fungdes, € mais
conveniente subdividir o intervalo de integracdo em subintervalos, ou

subelementos.
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A.2 - Integracdo sobre o elemento de contorno

Generalizando a integragéo A.1, para quando a integracdo se da em

um intervalo genérico [a,b],

f&#ﬁ (A.2)

deve-se proceder da seguinte maneira: primeiramente associa-se a cada ponto
ponto x; , do intervalo [a,b], um ponto & do intervalo {-1,1}, através da relagdo
linear

_b+a b-a
X="5+"5 4

(A.3)

Em seguida deve-se relacionar os diferenciais dx e d; . Essa relagdo entre os

diferenciais € chamada de Jacobiano e indicada por J. No caso:

dc b-a

(A.4)

Assim sendo, a integral A.2 pode ser resolvida numericamente como

se segue.

b—-
fg(x)dx =TaZAff(x,) (A5)

No caso das integrais sobre os elementos, observa-se que o ponto a
ser integrado, € que pertence ao contorno, € o ponto p. Para facilitar o
acompanhamento das relagdes a serem feitas, deve-se observar a figura (22),

onde esta representado um elemento quadrilatero, de ndés 1, 2 e 3.



127

dr

FIGURA 22

O ponto p pertence a este elemento e tem as coordenadas x, e y,

definidas pelas relacdes

XLAX XX
Xp =" 5 T 5 G

(A.8)

+¥ W
yp1=y32 1+y32y1§

i

O jacobiano desta integral € definido como sendo:

e

Definidas as relagbes e tomando-se como exemplo a primeira das

integrais da equac¢ao 11.69, pode-se calcula-la numericamente com:
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.[¢1(p)V:(q-p)dr(p) = ,EJl(p)gél(p)V”*(q,P)d;(p) (A.8)
r

A.3 - Integragao no dominio

Observando a figura (23) abaixo,

FIGURA 23

vé-se claramente que a integral da fungéo fx, no dominio Q nada mais é que

uma integral dupla, ou seja:

J}(x.y)dn = .f [ j%ﬁx,y)dy]dx (A.9)

Q a P

A integral interna de A.9 é uma fungio de x, e pode ser chamada de

Qw - Assim A 9 fica escrita como se segue:



W

ok

129

J-f (x,y)d, = f&x)dx (A.10)

Q

A intgeral fica em funcdo de uma unica varidvel e sua solugéo
numérica ja se conhece do item anterior e € da forma:

' b-a
f&x>d’c=—2 ZA,&;,) (A1)

a i=1

Por sua vez, a integral interna de A.9 passa também a ser fungéo de

uma unica variavel e pode ser resolvida da mesma forma.

Vixg) W(Jq) - ¢(x1)
g(xa) = J- jix,,y)dy= 2 : I,Aj.fixl’yj) (A.12)
j=

Pixy)

A combinacdo das duas integracdes leva, finalmente a solugio
numérica da integral no dominio A.9

b_ th —.¢xl
R S e DY w19

Q =l j=1

A.4 - Jacobiano da célula quadrilatera

As fungbes de interpolagdo da célula quadrilatera adotada neste
trabalho estdo escritas no capitulo Ill. Como se sabe, pode-se determinar as
coordenadas de um ponto qualquer da célula a partir das fungdes interpoladoras,

através das relagdes:
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onde:

x=2¢,-x" : y=Z¢,-y’ : Z=Z¢,-z"

i=1

O jacobiano é calculado através da expresséo:

V=gl +g2+g

_a'yéz_r}yé‘z
=08 on " on &
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