ESTUDO DE PROBLEMAS DE ESCAVAGAQ ATRAVES DA COMBINAGAQ

ELEMENTOS DE CONTORNO E ELEMENTOS FINITOS

JOSE SERGIO KOMATSU
Tese apresentada & Escola de Engenharia
de 8S3do Carlos, da Universidade de Sé&o
Paulo, como parte dos recuisitos
necessarios para obtengdo do Titulo de

Doutor em Engenharia de Estruturas.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Wilson Sergic Venturini

S3o0 Carlos
1985



K85e

Komatsu. José Sergio

Estudo de problemas de escavagdo através da
combinagdo elementos de contorno e elementos

finitos / José Sergio Komatsu. -- Sdo Carlos,
1995,

207p.

Tese (Doutorado) .- Escola de Engenharia de
Sdo Carlaos - Universidade de Sdoc Paulo, 1995.

Orientador: Prof.Dr. Wilson Sergio Venturini

1 Elementos de coentorno. 2.Elementos finitos
3.Escavagbes. 4.Plasticidade. I.Titulo.




FOLHA DE APROVACAQO

Tese defendida ¢ aprovada em 15-9-1995
pela Comissio Julgadora:

/) /-

Prot. Doutor WH.SON SERGIO VENTURINT - Orientador
(Escola de Engenharia de Sao Carlos - Universidade de Sio Paule)

Prot. Doutor FERNANIBO AMORIM DE PAUL A
(Universidade Federal de Minas Gerais)

/ Lo )
R RN N
Prof. Doutor HUMBERTO BREVES CODA ‘:
(Escola de Engenharia de Sio Carlo( Unyfersidade de Sao auloy

Lol

Prof. Doutor TARCISIO BARRETO CELESTINGO / Y
(Escola de Engenharia de Siio Carlos - Universidade de Siio Paulo)

G LA A Pla .
Prof. Doutor GABRIEL DE OLIVEIRA RIBEIRO
(Universidade Federal de Minas Gerais)

B A

Prof. Dr. MOUNIR KHALIL TL DEBS
Vice-Presidente da Comissiio de Pos-Graduagio
M exercicio

Mt a1

Coordenador da drea - Engenharia de Cstruturas
Prof. Dr. MOUNIR KHALIL EI. DEBS




A minha esposa e filhas.
Aos meus pals e familiares.

Aos meus amigos,



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dr. Wilson Sergio Venturini pela orientagdo

deste trabalho.

A todos os colegas, professores e funciondrios do
Departamento de Estruturas da EESC-USP, gque de alguma forma

colaboraram para a realizagdo deste trabalho.

Ao Toninho pela digitagdo e impressdo, a Sylvia e ao
Chico pelos desenhos, e & Nadir pela revisfo das referéncias

bibliograficas.



RESUMO . . v v e sttt st b e taaasantaassosassssnssanansssasssnsness 1
N 2 i = o 1 I I I IR ii
INTRODUGCAD . & & ettt et ta e e e et aean s 1
1.1 Generalidades. . o v v v ettt i e e e 1
1.2 Desgenvolvimento do trabalho........... ... s 7
2 EQUAC@ES INTEGRAIS DE CONTORNO. . ... it v et it i it i tne s 10
2.1 Generalidades. ... .. i ittt e e i e 10
2.2 Teoria da elasticidade...... .o iiiiiiinienannnn 12
2.3 Representacdes integrais do problema eldstico........ 16
2.3.1 Generalidades. . ... it i e e i s 16
2.3.2 Equag¢d3o integral para deslocamentos referente a

pontos no interior do dominio............c.ciienn 19
2.3.3 Egquag¢do integral para deslocamentos referente a

PONELOS dO CONEOYNO. vt vt v e e vt v amanaaas oot 19
2.3.4 Eqguacdo integral para tensdes referente a pontos do

interior do domInio. . ...ttt aanean 22
2.3.5 Equagdo integral para tensdes referente a pontos do

o @ ) mhe ) o Lo 3 L T I R NN R RN 23

3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO - SISTEMAS ALGEBRICOS. 24
3.1 Generalidades. . ... vttt e 24
3.2 Definicdo da geometria dos elementos de contormo..... 25
3.3 Definig8o das variaveis...... . ..o 27



3.4 Discretizacgdo das equagdes integrais................. 36
3.4.1 Discretizagdo da equagdo integral de deslocamentos. 36
3.4.2 Discretizacdo da equagdo integral de tensdes em
PONLOS INLEYTIOS v v v vintee i neaneaess 39
3.5 - Cdlculo das integrals..... ..o 40
3.5.1 Integrais referentes a elementos de contorno....... 40
3.5.2 Integrais de dominio.......oovniiiiiiiii 45
3.5.2.1 Deslocamentos - [D] e [El..... i, 45
3.5.2.2 Tensdes - [D"] e [E"] .. it 52
3.6 - Calculo das tensdes em pontos do contorno.......... 55
4 EQUACDES ALGEBRICAS PARA DOMINIOS NAO-HOMOGENEOS....... 59
4.1 SUL-Yegides . i ittt e e 59
4.2 Montagem e resolu¢do do sistema de equagles.......... 62
4.2.1 Dominio homogenes. . . ..ttt i e e e e m e e e eaeaeenn 62
4.2.2 Dominio n3o-homOgeneo. . . v i e it i n it n oo e caan e 63
5 COMBINACKO ELEMENTOS DE CONTORNO E ELEMENTOS FINITOS... 68
5.1 Generalidades. . ...t ittt i i e e i e e 68
5.2 Método dos elementos finitos. Estruturas reticuladas. 70
5.2.1 Matriz de rigidez dos elementos das estruturas
reticuladas. ... i ittt i e i i e e 70
5.2.2 Forgas NodailS. .. o ittt i iimaeies i 72
- Procedimentos para combina¢do mec-mef.............. 78
PLASTICIDADE DO MATERIAL . . .. i i i ittt i e e e i e e v s s s 95
6.1 Generalidades. . ... ittt it i i s i e e e 95

6.2 Comportamento elastopléstico em problemas unidimen-

7

7.
7.
7.

[3s Ko 5 ¢ V- B 17~ 1 UG 95

.3 Comportamento elastopldstico em problemas do meio

(o] o & ol 5 51 L 3 99
ANALISE DE PROBLEMAS DE DOMINIO VARIAVEL............... 115
1 Generalidades. . oot i ittt it e i e e s e s 115
2 Procedimento para simular uma escavagdo.............. 117

3 Frente de escavacdo e estruturas de apoio............ 118



8 PROGRAMA PARA O CALCULO AUTOMATICO......evvrvuronennens 125
8.1 Generalidades. . . v i ie et i s i i s 125
8.2 Descricdo do programa automaticCo.........ceveanana.nn 126
8.2.1 Entrada de dadOs. ..ottt 126
8.2.2 Geragdo das matrizes...... ..o 135
8.2.3 Montagem e resolug¢do do sistema de equagdes........ 140
8.2.4 Anidlise ndo-linear - plasticidade.................. 150
8.2.5 Saida dos resultados. ...t e e e e 155
9 EXEMPLOS NUMERICOS. . vt set e meve e ennaanannesaeennes 156
10 CONCLUSOES . . it ittt teraaen i i aesoeeaanan 189

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . .ttt ii i et iiirmninnennnnnnnen 192



RESUMO

KOMATSU, J.S. Estudo de problemas de eacavagdo através da
combinagio elementos de contorno e elementos finitos. Sdo
Ccarlos, 1995. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de

S3o Carlos, Universidade de S3o Paulo.

Estuda-se uma combinagdo do método dos elementos
finitos (MEF) com o método dos elementos de contorno (MEC)
no acoplamento de uma estrutura reticulada em um dominio
bidimensional. Para o <caso em andlise, os elementos
uniaxiais s3o tratados através do MEF, enguanto que o MEC é
utilizado na modelagem do meio continuo que poce ser
homogéneo ou ndo-homogéneo. Em problemas geomeclnicos, &
possivel simular a sequéncia de escavagdo com  as
modificacdes estruturais necessdrias. As equa¢des do dominio
bidimensional, com a influéncia das estruturas reticuladas,
s3o agrupadas em um sSistema que & resolvido pelo algoritmo
proposto por Crotty. Utilizando-se o método dos elementos de
contorno, a plasticidade do meio continuo & analisada com um
procedimento incremental e iterativo baseado no processo das

tensdes iniciais.

Palavras chaves: Elementos de contorno; Elementos fi-

nitos; Escavacdo; Plasticidade.
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ABSTRACT

KOMATSU, J.S. Study of excavation problems with a
boundary element and finite element methods combination.
S3o Carlos, 1995. Tese {(Doutorado) - Escola de Engenharia

de Sdo Carlos, Universidade de S3o Paulo.

A combination of finite element method (MEF) with the
boundary element method (MEC) is studied for the frame
structure and two-dimensional domain. In the analyzed case,
the uniaxial elements are treated by MEF, while the MEC be
used to model the continuum media which can is homogeneous
or not. In geomechanical problems, it is possible to
simulate a sequence excavation with the necessary structural
modifications. The equations of the two-dimensional domain
with the influence of the frame structure, are assembled in
the system which is solved by algorithm proposed by Crotty.
Using the boundary element method, it is analyzed the
plastic behavior of a continuum media by an incremental and
iterative procedure, which is based in the initial stress

process.

Keywords: Boundary elements; Finite elements; Excava-

tion; Plasticity.



1 INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

Desde os tempos remotos o homem procura conhecer melhor
o comportamento mecinico e as caracteristicas dos materiais
empregados nos diversos tipos de estruturas.

Na engenharia, os problemas fisicos s8o formulados
através de um conjunto de equagdes diferenciais. Somente em
alguns casos mais simples é possivel uma solugdo analitica,
caso contririo, s3o utilizados os métodos numéricos.

Como ferramentas de cdlculo, os métodos numéricos
tém-se tornado mais abrangentes com o desenvolvimento
tecnoldgico dos computadores. Desta forma, & possivel
resolver problemas complexos simulando-se o© comportamento
das estruturas com modelos cada vez mals proximos da
realidade.

A utilizag3io dos métodos numéricos resulta em sistemas
com elevado ndmero de equagdes, exigindo algoritmos
eficientes para resclvé-los e, também, computadores cada vez
mais velozes e capazes de armazenar dgrandes gquantidades de
dados.

Atualmente, o método das diferengas finitas {MDF), o
método dos elementos finitos (MEF) e o método dos elementos
de contorno (MEC), sio considerados os principais métodos
numéricos. O MDF e o MEF s#io conhecidos como técnicas de
dominio pois discretiza-se todo o dominioc em sub-dominios.

No MEC apenas o contorno & discretizado e, por isso, é



conhecido como técnica de contorno.

A idéia bésica do método dos elementos finitos &

dividir fisicamente o dominio do problema em um namero
finito de sub-dominios, denominados de elementos finitos,
que sdo interligados através dos pontos nodais. Normalmente,
«30 adotadas formas simples para os elementos, tais como,
tridngulos, reténgulos, guadriliteros, etc..

Para cada elemento, & possivel definir de maneira
aproximada as varidveis do problema e, escrevé-las como
combinagdes lineares das func¢des de interpolagéo
multiplicadas por pardmetros incoégnitos.

O comportamento dos elementos & estabelecido através de
uma relacdo causa-efeito entre deslocamentos nodais e
tens®des ou forgas. Esta relacdo pode ser escrita,
matricialmente, em termos de coeficientes de rigidez ou
flexibilidade.

Apdés a andlise de cada elemento isoladamente, ©
comportamento global & estruturado de tal modo que se tenha
um gistema de equagdes algébricas com coeficientes de
rigidez ou flexibilidade.

Com a definic3o das condigbes de contorno e do
carregamento da estrutura, o sistema de equacdes €& resolvido
e as incdégnitas béasicas do problema s&o determinadas.

0 método dos elementos finitos tem aplicagdo em uma
grande variedade de problemas relevantes, e a sua formulagéo
& obtida através de principios variacionais ou do método dos
residuos ponderados que permite uma malor generalizagdo.

O método dos elementos finitos tem se mostrado como uma
boa opgdo de cdlculo, principalmente, nos problemas com
dominios finitos, ndo-homogéneos, anisotrdpicos e, também,
no estudo do comportamento ndc-linear.

Inicialmente, o© método dos elementos de contorno foi
conhecido como método das equa¢des integrais de contorno,
pois os problemas eram resolvidos através de equagdes

integrais sobre o contorno do dominio. Posteriormente,
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BREBBIA (1978a e 1978b) tratou o método das equagdes
integrais de contorno de uma maneira mais conveniente,
chamando-o de método dos elementos de contorno.

A formulaciio do método dos elementos de contorno fol
elaborada, primeiramente, a partir de aproximagdes das
equagBes integrais obtidas através de algum principio
cldssico, por exemplo, o teorema de BETTI (1872). Depois,
verificou-se a possibilidade de se utilizar o método dos
residuos ponderados para obter a formulagdo do método dos
elementos de contorno, tornando-a mais genérica e
facilitando a combinacdo com outros métodos numéricos
conforme BREBBIA et al. (1984).

Na evolucdo do método dos elementos de contorno,
encontram-se os chamados métodos indiretos onde as variaveis
envolvidas n3oc sg3o as varidveis fisicas do problema e, os
métodos diretos nos gquais a formulagdo & desenvolvida
considerando-se as variaveis reais do problema.

Em uma determinada estrutura, as egquagdes integrais de
contorno sio transformadas em equagdes algébricas. Para
isto, o contorno do dominio & discretizado em uma série de
elementos de contorno e, o dominio em sub-dominios, nos
quais s3o admitidas fungdes de interpolagdo, tanto para a
geometria do elemento quanto para as varidveis envolvidas.

Os pontos de colocagdo sdo escolhidos em ndamero
suficiente para se obter um sistema de equacdes determinado.
Definindo-se o carregamento e as condig¢des de contorno da
estrutura, o sistema de equagdes é resolvido e as varidveis
do contorno determinadas. A andlise de gqualguer ponto no
interior do dominio, é feita em fungdo dos valores das
varidveis, obtidos para os pontos do contorno.

Conforme TELLES & BREBBIA (1979, 1980a e 1980b), €
possivel estudar o comportamento ndo-linear das estruturas
através do método dos elementos de contorno e resolver
problemas elastopldticos e viscopldsticos, empregando-se

tensdes ou deformagdes iniciais no equacionamento do MEC.
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VENTURINI (1982 e 1984) e VENTURINI & BREBBIA (1983 e
1984), utilizaram o método dos elementos de contorno para
resolver problemas geotécnicos, considerando o comportamento
pléstico, viscopldstico e materials rochosos sem resisténcia
a4 tracdo e, também, com descontinuidades.

0 método dos elementos de contorno se apresenta como
uma boa opgdc de cdlculo em problemas de dominios infinitos,
semi-infinitos e regides de grande concentragdo de tensdes.

A combinacdo entre os diversos métodos numéricos € um

assunto de grande interesse entre os pesquisadores, pois
possibilita utilizar o método numérico mais conveniente a
cada sub-estrutura, aproveitando melhor as particularidades
de cada um.

Destaca-se a combinacido do método dos elementos finitos
e elementos de contorno, que surgiu com McDONALD & WEXLER
(1972), analisando problemas de engenharia elétrica.

CHEN & MEI (1974) estudaram problemas de mecé@nica dos
fluidos, onde o MEC foi utilizado para tratar o dominio
infinito.

Os trabalhos de ZIENKIEWICZ et al. (1977), de SHAW &
FALBY (1977), e de OSIAS et al. (1977), foram os primeiros a
tratar sblidos deformaveis através da combinagdo
elementos finitos e elementos de contorno.

AYALA & GOMEZ (1979) apresentaram detalhes do processo
de resolucdo de problemas eldsticos tridimensionais em
geomecdnica.

BREBBIA & GEORGIOU (1980) analisaram problemas
bidimensionais através da combinagfio MEC-MEF. O programa
desenvolvido combina elementos de contorno constantes com
elementos finitos quadridticos e, embora esta combinagdo ndo
seja totalmente compativel, foram obtidos bons resultados.

MUSTOE & VOLAIT (1980) estudaram a combinagdo MEC-MEF
na anilise de sdlidos fissurados.

DENDROU & DENDROU (1681) wutilizaram a combinag&o

MEC-MEF para analisar a interagdo tinel-suporte considerando



os efeitos da descontinuidade entre rocha e concreto.

WOOD & CREED (1982) estudaram a interacgdo
solo-estrutura apresentando resultados da andlise de uma
plataforma "off-shore" apoiada em funda¢do composta por
estacas.

MITSUI (1985) apresentou um esquema de combinagdo
MEC-MEF utilizando-o no estudo de problemas elastodindmicos
bidimensionais.

BEER & MEEK (1981) e BEER (1985 e 1986), analisaram
problemas geomecinicos de dominio infinito, modelando-se as
regides de comportamento pldstico através do método dos
elementos finitos e as regides de comportamento eldstico
através do método dos elementos de contorno.

KOBAYASHI & MORI (1986), DANGLA (1988}, ESTORFF &
KAUSEL (1989), XU et al. {(1991), WANG & SCHMID (1992) e SHU
(1992), estudaram problemas de intera¢do solo-estrutura onde
fizeram uma andlise estdtica e dindmica para os casos
bidimensional e tridimensional.

ZAILU & JIGUANG (1987) mostraram gue a combinagdo
MEC-MEF & vantajosa em rela¢do ao MEF, no estudo de tensdes
em vigas de alma esbelta e estruturas celulares compostas de
placas finas na regidoc onde existe grande gradiente de
tensdo.

CEN & DU (1987) aplicaram a combinagdo MEC-MEF em
problemas com dominics de formas geométricas complexas.

RAMALHO & VENTURINI {(1990) e RAMALHO (1990), analisaram
no caso estatico, estruturas interagindo com o meio continuo
onde o solo & modelado pelo MEC e, uma sapata rigida é
utilizada como artificio para determinar as constantes de
mola dos vinculos da estrutura global que & tratada pelo
MEF.

CODA (1993) apresentou uma formulagdo tridimensional
dinadmica transiente para a andlise especifica da 1ligagdo
estrutura-solo, onde a estrutura (casca, barra) & modelada

peloc MEF e o solo, admitindo-se comportamento elastico
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linear, & modelado pelo MEC. O acoplamento da estrutura com
o meio continuo & realizado considerando-se a técnica das

sub-regides e elementos rigidos de ligagdo, que no caso é

uma sapata rigida.

FERRO & VENTURINI (1991 e 1992) e FERRO (1993)
aplicaram a combinagdo MEC-MEF para analisar a interagdo
entre estacas e o solo. As estacas s8o consideradas como
elementos de barras e modeladas pelo método dos elementos
finitos e, o solo como um dominio infinito, tridimensional,
homogéneo, eldstico linear & tratado pelo método dos
elementos de contorno. Com isto, resulta um sélide infinito
tridimensional enrijecido.

0 método dos elementos finitos e o método dos elementos
de contornc, s8c duas técnicas numéricas amplamente
difundidas e de grande aplicag¢do em problemas relevantes da
engenharia. A principal vantagem da combinagdo MEC-MEF é a
possibilidade de se utilizar o método mais apropriado para
cada sub-estrutura. Uma desvantagem gue se destaca sdo as
dificuldades encontradas no tratamento do sistema de
equacdes, onde do MEF resulta uma matriz simétrica e do MEC
uma matriz cheia e ndo-simétrica.

As equacdes s3o escritas para cada uma das duas
sub-estruturas e o acoplamento & executado impondo-se O
equilibrio das forgas de superficie e a compatibilidade dos
deslocamentos nos pontos de interface MEC-MEF.

Dois procedimentos bédsicos podem ser adotados para se
montar o sistema de equagdes. O primeiro consiste em tratar
a regido do MEC como elemento finito transformando-se
adequadamente as matrizes, sendo o sistema de equagles
montado para o MEF. No segundo, o MEF é tratade como um
elemento de contorno manipulando-se as matrizes do MEF de
modo a serem implementadas no sistema de equagdes montado
para © MEC. A utilizagdo de um ou de outro procedimento
depende basicamente de gqual sub-estrutura, MEF ou MEC, &

predominante.
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Nos dominios constituidos de materiais com
caracteristicas diferentes, o sistema de equagdes obtido
através do método dos elementos de contorno, apresenta a
existéncia de blocos nulos e ndo-nulos gue aumentam 3 medida
que se aumentam o ntimero de sub-regides.

Para resolver este sistema de equa¢des, varias técnicas
podem ser utilizadas. Uma maneira é executar as operagdes
com todos os elementos, nulos e ndco-nules, ocupando espago
na memdria desnecessariamente. Este procedimento pode ser
melhorado rescolvendo-se © gistema de equagdes por etapas,
onde em cada etapa se elimina um determinadc nlmero de
equagdes compativel com a memdria disponivel.

Neste trabalho, considera-se a combinagdo MEC-MEF
através de um procedimento particular onde uma estrutura
reticulada é tratada por elementos finitos e acoplada a um
dominic bidimensional, resolvido por elementos de contorno.

Resolve-se © sistema de equagdes com um eficiente
algoritmo proposto por CROTTY (1982), onde sio armazenados
apenas o0s elementos dos blocos néo-nulos, favorecendo a
utilizag8do de microcomputadores com memdria disponivel
limitada.

0 algoritmo para o estudo da plasticidade do material
do meio continuo, & implementado de modo a se respeitar as
particularidades oriundas do fato de se utilizar

CROTTY (1982) para resolver o sistema de equagdes.

1.2 DESENVOLVIMENTO DO TRABALHO

Apresenta-se no capitulo II a formulagdco basica do
método dos elementos de <contorno necessaria para o
desevolvimento deste trabalho.

Para um dominio bidimensional, admitindo-se um material
de comportamento eldstico linear e, utilizando-se a solugéo
fundamental de Kelvin, s3o obtidas as equagdes integrais

através da teoria da elasticidade.
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O cilculo das integrais envolvidas na formulagdo €
feito analiticamente gquando surgem singularidades e, caso
contriario, numericamente.

No Capitulo III, utilizando-se © método dos elementos
de contorno, & feita a discretiza¢do de um dominio homogéneo
considerando-se aproximagio linear tanto para a geometria
dos elementos de contorno gquanto para as varidveis
envolvidas no problema.

Com a técnica das sub-regides e através do método dos
elementos de contorno, no Capituleo IV sdo apresentadas as
equacdes algébricas para dominios ndo-homogéneos.

No Capitulo V, & desenvolvido um procedimento de
combinacdo do método dos elementos de contorno e elementos
finitos. Nesgste trabalho, com o método dos elementos finitos
trata-se a estrutura reticulada de uma maneira conveniente,
fazendo-se uma condensagdc estdtica nas coordenadas
correspondentes 4&s rota¢des, para que o acoplamento ao
dominico bidimensional, ocorra através das forgas de
superficie e deslocamentos, nas dire¢des horizontal e
vertical, dos pontos de interface.

A montagem do sistema de egquagdes €& feita para o
dominio bidimensional resolvido pelo método dos elementos de
contorno congiderando-se a influéncia da estrutura
reticulada.

Mostra-se no Capitulo VI, a teoria basica para o estudo
da plasticidade do material. As tensdes sdo calculadas para
cada pontc admitindo-se comportamento eldstico linear e, o
dominio é discretizado em sub-dominios triangulares,
denominados células. Utilizando-se o método dos elementos de
contorno baseado nas tensdes iniciais Jjuntamente com um
procedimento incremental e iterativo, & possivel definir a
regifo do dominio que se plastifica.

No Capitulo VII s&do feitas algumas consideragdes
relativas ao estudo de problemas de dominio variével e das

estruturas de apoic. 0O efeito tridimensional da frente de
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escavacio é& considerado, de modo simplificado, como um
problema bidimensional. E apresentado um esquema para
simular a escavagao.

O Capitulo VIII & dedicado ao programa de calculo
automitico. Procura-se mostrar todas as etapas envolvidas na
elaboracdo de um programa para microcomputadores codificado
na linguagem FORTRAN, que resolve problemas bidimensionais,
estado plano de tensfio e de deformagdo. Neste programa, &
possivel considerar dominios homogéneos ou ndo-homogéneos, a
influéncia das estruturas reticuladas, e a plasticidade do
material do dominio bidimensional. O programa € dividido em
varias unidades independentes e interligadas através de
arquivos de acesso direto ou sequencial, formatados ou ndo,
conforme o caso.

No Capitulo 1IX, s3o apresentados alguns exemplos
praticos com os resultados obtidos através do programa
automdtico. Diversas situa¢des sdo analisadas procurando-se
mostrar as possibilidades de aplicagdo do procedimento de
combinacio do método dos elementos finitos com o método dos
elementos de contorno desenvolvido neste trabalho e, também,
o algoritme implementado para o estudo da plasticidade do
material.

As consideracdes finais e conclusdes do trabalho estdo

no Capitulo X.
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2 EQUAGOES INTEGRAIS DE CONTORNO

2.1 GENERALIDADES

Nos problemas fisicos de engenharia, s&o utilizados
modelos matemdticos que caracterizam o comportamento de um
corpo deformidvel de dominio 2, respeitando-se as condig8es

impostas no contorno T.

p(S2) = B (Se)

r=r+r

Fig.2.1.1 Condigdes de contorno em um dominio bidimensicnal

Neste capitulo sdo descritos os conceitos bésicos da
teoria da elasticidade e obtidas as equagdes integrais para
deslocamentos e tensdes referentes a pontos internos e do
contorno do dominio.

Pelo método dos elementos de contorno, as equagdes
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diferenciais ou integrais, que caracterizam ¢ comportamento
de um corpo deformavel, sdc transformadas em equagdes
algébricas escritas para determinados pontos previamente
escolhidos.

Admitindo-se o material com um comportamento eldstico
linear, e uma determinada solugdo fundamental, é possivel
escreverem-se as equac¢deg integrals para um ponto qualquer,
através do método dos residuos ponderados ou do teorema de
Betti.

Neste estudo, & wutilizada a sclugdc fundamental de
Kelvin, que fisicamente representa o efeito de uma forga
unitéria e concentrada atuando em um ponto pertencente ao
dominio infinito.

As expressdes apresentadas neste trabalho, sdo escritas

empregando-gse as segulntes regras:
a) Convencdo de somatdrio

A repetigfo de um indice em um termo indica a soma de
todas as componentes referentes a este iIndice em toda a sua

variacéo, por exemplo:

a.. b. =a.. b, + a.. b, + a,. b {(2.1.1)

b) Conveng¢do para derivadas parciais

A virgula acompanhada por indices representa a derivada

parcial com relagdo &s coordenadas referidas a estes:

af, azfi
_l= fl j _—— = f, . (2.1.2)
0x. 6xj axk
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¢) Delta de Kronecker 5i.

-

E um parametro auxiliar com os seguintes valores:

Oij =0 para i # j

1
=

6ij para 1 = j | (2.1.3)

S8o0 utilizadas as seguintes constantes elédsticas:

a) Médulo de deformag¢do longitudinal E,
b) Médulo de deformagdo transversal G,

¢) Coeficiente de Poisson v.

A relagdo entre estas constantes elédsticas é dada por:

E
G=m (2.1.4)

2.2 TEORIA DA ELASTICIDADE

Em um corpo deformivel com dominio Q e contorno I', para

um ponto gualquer =8, as equag¢des de equilibrio sdo
representadas por,

Uij,j(S) + bi(s} =0 (2.2.1)
onde cij(s) € o tensor das tensdes e bi(s) o vetor das
forcas de dominio.

E possivel mostrar que o tensor das tensdes &
simétrico, 1isto &, oij(s) = Uji(s)‘

As componentes da forga de superficie em um ponto 8 do
contorno, podem ser expressas através de,

(2.2.2}
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onde nj sdo os cossenos diretores da normal ao contorno.
Sendo ui(s) as componentes dos deslocamentos de um

determinado ponto s e, admitindo-se teoria de pequenas

deformagdes, a relagdo deformagdo x deslocamento pode ser

escrita da seguinte forma,

1
(g) = 5 [ui’j(s) + uj,i(S)] (2.2.3)

No caso de existirem deformag¢des iniciais, tem-se,

eij(s) = E?j(S) + ezj(s) (2.2.4)
onde e?j(s) representa o vetor das deformac¢des eldsticas
devido as a¢des que atuam na estrutura e E?j(S) o vetor das
deformagdes iniciais devido a carregamento do tipo variacdo
de temperatura, retragdo, etc..

C comportamento ndo-linear do material pode ser
modelado através das deforma¢gBes iniciais ou tensdes
iniciais.

Combinando-se as equag¢des anteriores, escreve-se a lei

de Hooke generalizada,

2Gv o )
Uij (B) = W [Ekk(S)—Eeg(S)]aij + ZG[Eij (S)_Eij (B):I
{2.2.5)
ou, simplesmente,
o)
aij(s) = cijke [Ekﬂ(S) - Ekefs)] (2.2.6)

onde,

2Gy
Ciine = Trogey 019 Oxe * G[bik 550 + O3 5jk] (2.2.7)
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Substituindo-se a eqg.{(2.2.3) na eq.(2.2.5), a lei de

Hooke generalizada & obtida em funcdoc dos deslocamentos.

2Gy
aij(s) =TT uk,k(s)aij + G[ui’j(s) + uj’i(s)] +
- TT%%%T 6?2(3) 6ij - 2G Ezj(S) (2.2.8)

Pode-se escrever, também, a lei de Hooke generalizada

em fungdo dos deslocamentos e da tensdo inicial U?j(9)°

2Gy o]
cij(s) = T uk,k(s)éij(B)+G[ui,j(S)+uj,i(s)]_gij(s)
(2.2.9)
onde,
. (8) = =28Y_ C (g) 5.. + 2G 2. (a) (2.2.10)
ij T {1-2vy “ee ij ij il

No estudo da andlise ndo-linear, os valores das tensdes
iniciais podem ser calculados através de suas leis
constitutivas.

Substituindo-se a eqg.{(2.2.8) na eg.(2.2.2), sdo obtidas

as componentes da forg¢a de superficie em fungdo dos

deslocamentos.
2Gv
Pi(8) = <oy (8) mp + 6wy 4 (8) 4wy (s ] 7y
2Gy O O
T 1oy €ef8) My - 26 e55(8) my (2.2.11)

A equagdo de Navier em fungdo dos deslocamentos, &

obtida substituindo-se a eqg.(2.2.9) na eq.(2.2.1).
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Tendo em vista que as aplicagdes deste trabalho séo
relativas a problemas de escavagdes, consideram-se dominios
bidimensionais admitindo-se estado plano de tensdo ou estado
plano de deformagédo.

No estado plano de tensdo Fig.2.2.2a), uma dimensdo
(diregao x3) & bem menor do gque as outras duas e O
carregamento atua apenas no plano X0 Xgy- Com isto, pode-se
desprezar as componentes 0,.(8) modificando-se as egs.

3]
(2.2.8), (2.2.11) e (2.2.12).

oo-'

(51, €11, 07 (s)

J

ui(S ),PH S)

Fig.2.2.1 Dominio bidimensiocnal - varidveis do problema
Assim, a equagdo de Navier, eq.({2.2.12), torna-se,

b, (8) .. .{(8)

1 _ 17,7 _
1,958 * 15 45,1908 g g =0

(2.2.13)

Verifica-se que ao substituir nas equagdes basicas o
coeficiente de Poisson v por um valor aparente v o= v/ {1+v),
as egs. ({2.2.8}, (2.2.11) e (2.2.12) nd&o sao modificadas

para este estado plano.
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1“‘

a) Estado plano de tensdo b} Estado plano de deformagdo
Fig.2.2.2 Estados planos

No estado pliano de deformagdo Fig.2.2.2b), uma dimensdo
(diregdo x3) & bem maior do que as outras duas sendo o
carregamento constante na diregdo Xy - Isto permite desprezar
(8) e €., (8), e as egs. (2.2.8), (2.2.11)

3] 713
e {(2.2.12) nd3o s8o modificadas.

as componentes ¢

2.3 REPRESENTAC&ES INTEGRAIS DO PROBLEMA ELASTICO
2.3.1 Generalidades

Para obterem-se as egua¢®es integrais apropriadas para
a aplicacdo do método dos elementos de contorne, é preciso
utilizar uma solugdo fundamental da equagdo diferencial
eq.(2.2.12). No caso, emprega-se a solugdo fundamental de
Kelvin conforme LOVE (1944), que & obtida substituindo-se o
termo independente bi(s) da eg.(2.2.1) pela distribuigéo

delta de Dirac, ou seja,

*

Ukij,j(q’s) + é(q,s)ék. =0 (2.3.1)

1

-
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ou,

1

1 1
T-2v Ykj,ij @8 * U (q,8) + = blg,8) b, =0

*
ki, jj
(2.3.2)

onde 6ki & o delta de Kronecker, que indica a forga unitéria
atuando sé na direcdo k, e o simbolo * indica o problema
fundamental.

Admite-se, inicialmente, um dominio infinito Q* com um
contorno F*, Fig. 2.3.1. A solugdo que se procura & definida
como a resposta em um ponto g devido a uma forga unitaria e
concentrada aplicada no ponto s nas diregdes X, € X,

Resolvendo-se a eq.(2.3.2), admitindo-se estado plano
de deformacdo, obtém-se a seguinte solugdo fundamental para

os deslocamentos:

%
u..(s,q} E

i3 = 571G [—(3-4v)6ij nr + Ty r,j] (2.3.3)

Utilizando-se as relag¢des da teoria da elasticidade, ja
apresentadas, tém-se as componentes fundamentais das forg¢as

de superficie e deformagdes apresentadas a seguir,

* B -1
pij (S,q) = m {[(1-2V) 6ij + 2r,j r,i] r,n +

- (1—2v).(r,inj - r,jni} (2.3.4)

* -1
“imk 8 = gE(I-vrer { (L-29) {xyy Byp * Toy Oyp) #

- r’iamk + 2r,ir,mr,k}

com r =T .70 (2.3.5}
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*

L] * &
ulz’uu Upn Py P
o 8t e —— o ——
*
1 Py
' |

Fig.2.3.1 Solugdes fundamentais

Estes valores foram obtidos para o estado plano de
deformacdc. No caso do estado plano de tensdo, basta
substituir o coeficiente de Poisson v por v = v/{l+v}, e

obter os correspondentes valores.

2.3.2 Equagdo integral para deslocamentos referente a

pontos no interior do dominio Q

Através do teorema de Betti ou do método dos residuos
ponderados, BREBBIA (1978a e 1978b), & possivel determinar a
equacio integral para os deslocamentos de pontos do interior

do dominioc Q, Fig.2.3.2.

* *
u (8) = - jrpik(s,Q)uk(Q)dr(Q) + [ v Qm @ar@

+JQqu(s,q)bk(q)dQ(q) + Ige;mk(s,q)azk(q)dﬂ(q) (2.3.6)
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Fig.2.3.2 Definigdo de um corpo finito

A eq. (2.3.6) & conhecida por identidade de Somigliana
e, permite calcular deslocamentos em pontos do interior do
dominio @, a partir dos valores de deslocamentos e forgas de
superficie de pontos do contornoc I' e, guando existirem,

das forcas de dominic e das tensdes iniciais no dominio Q.

2.3.3 Equagdo integral para deslocamentos referente a

pontos do contorno T

Para se obter a equacdc integral de um ponto §
pertencente ao contorno T de um dominic ©, Fig. 2.3.3,
considera-ce inicialmente o dominio @ aumentado de uma parte
infinitesimal Qe’ de raio €, de tal modo que o pontc S possa
ser considerado como ponto interno.

Com isto, & possivel escrever a equagdo integral

(2.3.6) para o ponto 8, da seguinte forma,
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ag(e) = - tim [ Py, (S,Q) u (9) dr(Q) +
€
+ 812 o Ep qu(S'Q) pk(Q) ar(Q) +
€0 “T-T+T,
- tim IQ+Q ui, (8,@ by (@) dolq) +
€
. ﬁig . e (8, 69 (@ dela) (2.3.7)
€

Fig.2.3.3 Ponto de carga S no contorno

Resolvendo-se adequadamente os limites indicados nesta
equag¢io, obtém-se a equagdo integral dos deslocamentos para

pontos S do contorno T.

*
u;, (8,Q)p, (Q)Ar(Q) +

*
cik<s)uktS)+[Fpik(s,g)uk(g)dr(o)=j

T

% * o)
IQuik(S,q)bk(q)dQ(q) + IQeimk(S,q)Umk(q)dQ(q) (2.3.8)

onde,



21

*
c,, (8) = &§,, + £im p., (8,Q) dr(Q) (2.3.9)
ik ik €0 JF ik

€
Para o caso de pontos pertencentes ao contorno I' sem
angulosidade, isto &, que apresentam apenas uma tangente,

tem-se,

0
I
N
O

ik (2.3.10)

Existindo angulosidade €& obtida uma matriz, HARTMAN
(1980, 1982), considerando-se a caracteristica das tangentes

gue determinam a angulosidade, Fig.2.3.4.

o, cos(2y)sen(a) sen (2y) sen (a) i
27 am(l-v) 4m(1l-v)
ik (8) =
sen (2vy)sen(a) a _ cos(2y)sen{a)
4m{l-v) 27 4am(1-v)
(2.3.11)

Fig.2.3.4 Angulos o e y do ponto 8 pertencente ao contorno

com angulogidade
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O 4ngulo interno « & definido pelas tangentes ao
contorno, e y pela bissetriz de a com o eixo X (medido no
sentido anti-hordric a partir do eixo xl).

Para os pontos ndo pertencentes ao dominio 2, tem-se,

C.k(Q) = 0 (2.3.12)

2.3.4 Equagio integral para tensBes em pontos no interior

do dominio @

Além dos deslocamentos & necessdrio, também, conhecer o
estado de tensdes e deformagdes. No caso linear, basta
determinar apenas uma destas grandezas, visto gque, a outra
se obtém através da lei de Hooke, eq. (2.2.5).

A equacgdo integral das tensdes & obtida para um ponto s
do interior do dominio, derivando-se a eqg.(2.3.6) e
utilizando-se convenientemente a eq.(2.2.8), BREBBIA (1978a)
e BREBBIA & WALKER (1980).

oij(s) = —Jrsijk(s,Q)uk(Q)dF(Q) + IrDijk(s,Q)pk(Q)dF(Q) +

o
+J-QDijk(s,q)bk(q)dQ(q) + JQEijmk(s,q)amk(q)dQ(q) +

o)
+ f(aij(s)) (2.3.13)
onde,
Si.k(s,Q) = ———zg—m—i {2 r,n[(l—zv)éi. Trp t v(éikr,. +
J 4m{l-v)r J J
+ 5jkr’i) - 4r,ir,jr,k] + 2v(nir,jr,k + njr,ir,k) +

+ (1—2v)(2nkr,ir,j+nj6ik+ni6jk)—(l-4v)nk5ij} (2.3.14)



+ 6jmr,ir,k] + 26mkr,1r,j 8r'lr’jr'mr’k} (2.3.16)
o} 1 o} Q
f(o'l] (B)) = - —m [2Uij (S) + (1‘4V)G££(B)6ij}

{2.3.17)}

2.3.5 Equagio integral para tensdes referente a pontos do

contorno T

Neste trabalho, nic sdo utilizadas as equagdes
integrais para o cédlculo das tensdes nos pontos do contorno.
Existindo ou nao angulosidades, utiliza-se um
procedimento aproximado descrito no item 3.6, onde devem ser
conhecidos o©os valores dos deslocamentos e forgas de

superficie dos pontos nodais.
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNQ - SISTEMAS ALGEBRICOS

3.1 GENERALIDADES

As equagdes integrais obtidas anteriormente, apresentam
solucdes analiticas que ndo sdo muito simples, tornando-se
conveniente um procedimento numérico para resolvé-las.

Neste capitulo, através do método dos elementos de
contorno, essas equagdes integrais sdo transformadas em
equagdes algébricas lineares. Teoricamente, & possivel
escreverem-se infinitas equa¢des algébricas em pontos

localizadog dentro ou fora do dominio.

Xz
X
Fig.3.1.1 Discretizag¢do do dominio @ e do contorno I’
No método dos elementos de contorno divide-se o
contorno I' em Ne elementos de contorno Te. Quando

necessario, o dominio Q é dividido em NC sub-dominios Qc'
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denominados de células, que neste caso sdo triangulares,

Fig. 3.1.1. Sempre que possivel, as integrais de dominioc sdo

transformadas em integrais de contornc evitando-se a

utilizac3o das células.

3.2 DEFINICKO DA GEOMETRIA DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Admite-se uma funcido aproximadora linear para definir a
geometria dos elementos de contorno, Fig. 3.2.1. Assim, &
condicdo necessaria e suficiente conhecer as coordenadas de
dois pontos do elemento, que no caso sdo os pontos 1 e 2 das

extremidades.

X
Fig.3.2.1 Elemento de contorno genérico

As coordenadas de um ponto qualquer Q, pertencente ao
contorne, sio escritas em termos de fungdes aproximadoras e

de valores nodais.

je,m je,l je, 2
% (Q) = ¢ (@) X, = 9(Q X+ 9,(Q X (3.2.1)

onde,

k - diregdo dos eixos X, e X,
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m - pontos utilizados na aproximagdo

¢, (Q) - fungdo aproximadora
X%e,m - coordenadas dos pontos nodais 1 e 2
je - nlUmero do elemento considerado.
Matricialmente,
Xie'l
6 (@) = {810 8@} 4 jo ot s} {x} .z
k
onde,
s} - {4, @ ¢, @}
je, 1
(-1
X } = . {(3.2.3)
k Xie,z

As coordenadas do ponto @, nas diregdes X, & X, sdo

dadas por,

x, (@) = ¢, (@) %% 4 ¢ () X2

x,{Q) = ¢, (Q) Xge’l + ¢, (Q) Xge,z (3.2.4)

Escrevendo-se matricialmente, as coordenadas das duas

dire¢Bes, tem-se a seguinte representagio,

J
x, (Q) $,(Q) ¢,(@) 0 o 7| =3

1
X(Q)} = = 4 >
{ %, (Q) 0 0 @ ¢ @] X350
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ou,

{ %(Q) } . (3.2.6)

As funcBes aproximadoras expressas em coordenadas

adimensionais ¢ resultam em,

B

3, (Q) (1-§)

(1+£) (3.2.7)

(NI

Substituindo-se as equagdes de (3.2.7) em (3.2.2),

obtém-se,
1 _ je, 1 1 je, 2
ou,
Xje,l+ Xje,z Xje,2_ Xje,l
x (@) = [—=% k . [=X k £
k 2 2

(3.2.8)

3.3 DEFINIGAO DAS VARIAVEIS
a) Deslocamentos e forgas de superficie

Para se definir deslocamentos e forgas de superficie
sfo admitidas fungdes aproximadoras lineares, Fig. 3.3.1,
sendo escolhidos os pontos 1 e 2 das extremidades dos

elementos para os valores nodais.
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%

Fig.3.3.1 Aproximagdo linear dos deslocamentos e

forgcas de superficie

al) Deslocamentos

je,m

W (@) = ¢ _(Q) Up = ¢, QU + ¢, (Q) UL (3.3.1)
Matricialmente,
U]?;e,l
u (@) = {6, Q) ¢,(Q)} ez [~ {¢(@}{u} (3.3.2)
k

} _ (3.3.3)

Os deslocamentos do ponto Q, nas diregdes X, © Xy, sdo

expressos através de,
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u (@) = 6,100 U+ g, (o) Ul
u (@) = ¢, 00) WISt 4 g, 10) U (3.3.4)

Escrevendo-se os deslocamentos das duas diregdes em uma

mesma representag¢dc matricial, tem-se,

u. (Q) ¢, (Q)  ¢,(Q) 0 0 Uy

1
{U(Q)} = = < . 3
je, 1
uz(Q) 0 0 ¢1(Q) ¢2(Q) u

ou

{ u(Q) } = {3.3.6)

_ je,m _ j
P (Q} = ¢ {Q) Py = ¢, (Q) Py + ¢, (Q) Py (3.3.7)
Matricialmente,
je, 1
Py
Pk(Q) = {¢1(Q) ¢2(Q) Pje,z = {¢k(Q)} {Pk} {3.3.8)
k
onde,
je, 1
Px
{P} = oje.2 (3.3.9)
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As forcas de superficie do ponto Q, nas diregbes x, e

Xy

p,(Q) = ¢,(Q) P

Matricialmente,
p, (Q) ¢, (Q)
{p(Q)} = =
PZ(Q) 0 0

Na discretizagdo do contorno T,
simples e pontos duplos, Fig. 3.3.2.

das extremidades do elemento de contorno je

também, acs elementos vizinhos,

s8o escritas da seguinte forma,

(3.3.10)

(3.3.11)

sdo utilizados pontos
Quando os pontos 1 e 2

pertencem,

sdo denominados de pontos

simples e, caso contrdrio, de pontos duplos.

H
(&)

(P3P
7T o

7 T 7

X . s ]
pontos .~ duplo’ >/

simples
X1

b;zo ponto
c - <+~ duplo
X “
b
N
Jpontos o u=0
/§nnmes;f p pontos
simples

/:////]
v

/'.

Fig.3.3.2 Pontos simples e pontos duplos
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Os pontos duplos possuem a mesma posigdo geométrica,
porém, pertencem a elementos de contorno Fe diferentes e,
permitem considerar  descontinuidades de forgas de
superficie. A utiliza¢do irrestrita de pontos duplos pode
aumentar de forma significativa o numero de equagdes e,
assim, comprometer a memdria disponivel para armazenamento

dos dados e o tempo de resolugdo do sistema.
b) Forgas de dominio e tensdes iniciais

O dominio Q da Fig. 3.1.1, é discretizado em N, células
triangulares. A definig8o das forgas de dominioc e tensdes
iniciais é feita admitindo-se  fungdes  aproximadoras
lineares, Fig. 3.3.3, sendo escolhidos os vértices da

célula, q, 9, € 4y, para os valores nodais.

Fig.3.3.3 Aproxima¢do linear de forgas de dominio e tensdes

iniciais da célula jc
bl) Forgas de dominio
As componentes das forgas de dominio de um determinado

ponto ¢ no interior da célula jc podem ser escritas a partir

de fungdes aproximadoras e valores nodais. Assim,



32

jc,t jc,1 jc,2
b (@) = ¥,(@ BJ" = y (@) BLTT 4 yy(a) BYTC
¢ ¥, (g 8IS (3.3.12)
ou,
jc,1
K
by (@ = (¥ (@ ¥,(@ vyl@) { 3% b= (v} (B}
jc,3
B
K (3.3.13)
onde,
{Wil@} = ¥ (@ ¥ (@ Yy}
jo,1
k
(8} = {87 (3.3.14)
Bic,B

No item 3.5, {¢(q)} & definido em fungdo das

coordenadas adimensgicnais,

v@} = @ = { @ ¢ (@ & ) (3.3.15)

sendo os valores de Eg(q) determinados através da eq.
(3.5.22).
As forcas de dominio do ponto g da célula je, nas

direc¢des x, e xX.,, sdo expressas através de,

1 2
_ jc,1
b, (q@) =y, (@) B + ¥, (q) By + ¥3(q@) By

bo(a) =y, (@ 8% + v (@ 8% % + y (@ B]

Matricialmente,



ou,

= (3.3.18)

b2) Tenades iniciais

As componentes das tensdes iniciais de um determinado
ponto g no interior da célula jc, Fig. 3.3.4, podem ser
escritas em termos de fungdes aproximadoras e valores

nodais. Assim,

ic, & jc,1 ic,2
Bl = byt o vy o vy R
ojc,3
+ 1,[/3(q) 0 i (3.3.19)
Matricialmente,
ojc,1
% mi
‘.2
O (@ = (V@ V(@ Yy@} { oyt = (W@} og)
aojc,3
mk
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onde,

ojc,1

mk

o _ oj¢,2

{ope) = 1 mi (3.3.21)
ojc,3
Tmk

0
0,,(q)
0
Ozl a)
—
0
oo(q) g Op,()
Rndi— /(q) —_—
o&m} //ﬂ/ , Cn (q)

X2 o ——
ool q)
lo;(q)

Xy
Fig.3.3.4 Estado de tensdes iniciais do ponto ¢
0 estado de tensdes iniciais do ponto g & defiaido em

funcdo de valores nodais, que s8o os valores das tensdes

iniciais dos vértices 4 9y © g da cé&lula jc. Para k=1,

m=1,
o} _ ojc,1 aojc, 2 ojc, 3
ol = v (@) oqg ¥yl o7 t¥gl@ oy
(3.3.22)
m=2,
o _ ojc,1 ojc, 2 oje,3
oo fa) = ¥ (@) o5y + ¥y la) 0,3 + ¥y(q) 057
(3.3.23)
Analogamente para k=2,
m=1,
o) : ojgc,1 ojc, 2 ojc, 3
o (@) = ¥ la) 053 + ¥y (@ 095 + ¥yla) og5

(3.3.24)
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o] _ cje,1 ojc,2 ojc, 3
dopfa = ¥y la) oy ¥, la) 0y t s la) oy

{3.3.25)

Pelo tecrema de Cauchy, tem-se que Ggl(q) = oiz(q).

Escrevendo-se, matricialmente, as tensdes iniciais

relativas as duas direcdes, tem-se a seguinte representagdo,

( ojc,1 )
911
oje, 2
11
ojc,3
11
ojc,1
12
oic, 2
12
ojec, 3
12
ojc,1
22
ojc, 2
22

g93¢: 3 (3.3.26)

ou,
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i@}l (o) {0 (a7,)

{C@-| 0wl o) |y} G2
o (o) ) ] | e
22

3.4 DISCRETIZACAO DAS EQUAGJES INTEGRAIS

As integrais de contorno s8o transformadas em um
somatdrio de integrais sobre os elementos de contorno Fe e,
as integrais de dominio s#o transformadas em um somatdrio de

integrais sobre as células de dominio QC.

3.4.1 Discretizag¢do da equagdo integral de deslocamentos

Seja um dominio Q constituido de N, célulag de dominio
QC e, o contorno I' com N pontos e Ne elementos de contorno
r,. Com as devidas aproximagdes das varidveis, a egquagdo
integral dos deslocamentos de um determinado ponto S do

contorno, & discretizada da seguinte forma,

N
e * .
je,mp
e
N
€ * je,m
5[ a0 ¢ ar @ 2" ]
je=1 Fe
NC
.’E
e 3 [ [ s vpta arg@ Bt ]
je=1 Qc
N
< * ojc,t
+ €. , g q gl o A
5[] s v aag@ oy ] (3.4.1)
Jc=1 Q
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No caso de ponto interno, utiliza-se 8 no lugar de S.
Conforme serd visto no item 3.5.2, para o caso da forga
de dominio bk(q} ger constante, a integral de dominio &

transformada em integral de contorno, obtendo-se,

NC
: b d =
%_1 J‘Q U (8,q@) by (@ de (q) =
je= c
Ne
Y ble [ Bi (5,0 dr (@
je=1 Te
(3.4.2)
Chamando-se,
* _ Jje,m
[ Ple(s:@) gy arg@ = nig™e)
e
* je,m
IF uly (8,Q) ¢ (@) dr_(@) = glp ™)
[~
Y (5,0 dr (@) = a3%(s,q)
Ir ix (8,Q) dr (Q) = dy (8,
e
* ls.@ volq) do_{q) = eIt q
JQEimk @ V(@) da (q@) = ejp7(S.q
¢ (3.4.3)

e, considerando-se todos os pontos do contorno e todas a

células do dominio, tem-se,
[C1{U} + [H]*{U} - [c]1{P} + [DI{B} + (E){c®} (3.4.4)

As forcas de dominio e tensdes inicials, quando

existirem, serfo valores conhecidos.
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Fazendo,

H] = [C] + (H]

{F} = [D]{B} (3.4.5)
tem-se,

H1{u} = (€1{P} + (F} + [E]{c") (3.4.6)

No caso do ponto de colocagdo S pertencer ao contorno

do dominio e ndo coincidir com os pontos nodais, nas

-

extremidades dos elementos, a matriz [C] & alterada pois os

deslocamentos uk(S) sdo obtidos através das fungdes
aproximadoras.
B je,m
u (8) = ¢ Up (3.4.7)

Com os valores prescritos das variavels e colocando-se
as incdgnitas de um mesmo lado, chega-se a um sistema de

equagdes do tipo,
a1 {x} = {F} + [E]{o°} (3.4.8)

onde {F} contém valores prescritos de deslocamentos e forgas
de superficie. Se existirem forgas de dominio, o vetor {F} é
adicionado em {F}.

A discretizagido da equagdc integral dos deslocamentos
de pontos interncs s é feita de maneira idéntica & dos

pontos do contorno S, obtendo-se a seguinte equagdo,
{B) = - ){u} + [6'1{P}) + [D'1{B} + [E’']1{¢°}) (3.4.9)

Nesta equacic os elementos das matrizes [H’'], [G'],

[D'] e [E’] s3do determinados da mesma forma que os de [H],

[G], [D] e [E].
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3.4.2 Discretizagio da equagdo integral das tengdes em

pontos internos

A equacdo integral (2.3.13) & discretizada da seguinte

forma,
Ne .
. (8) = -3 s.. (8,Q) ¢_(Q) dr (@) wl®™ 4
ij je=1 Jre ijk m e k
Ne s
£ 5[ Dy (s ¢ (@ arg@) BT 4
je=1 T J
NC
£
+ D.. (8,q) ¥,(Q) da_(q) BI®'" +
jo=1 IQc ijk L c k
NC
ojc,t
+j%=1 IQ Eijmk(s,q) we(q) dQc(q) i +
1 o
m [20'1] (S) + (1-4V) 088(5) 513]
(3.4.10)

Quando todos os pontos internos s forem considerados

chega-se a,

(o} = -H"]{u} + [e"1{p} + [D"1{B} + [E"1{0} (3.4.11)
onde,

[E"] = [E] + [E] (3.4.12)

sendo que,

[E] corresponde a IQ Eijmk(s,q) wz(q) dQc(q) ik
c

[E] corresponde ao termo gTiT%T[zc?j(s) + (1-4V)c?£(s)6ij]
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3.5 CALCULO DAS INTEGRAIS

3.5.1 Integrais referentes a elementos de contorno

a) Deslocamentos - [H] e [G]

Para o ponto S nido pertencente ao elemento de contorno
Fe que estd sendo integrado, Fig. 3.5.1, utiliza-se um
procedimento numérico no calculo das integrais e, c<aso

contrario, as integrais s&8o calculadas analiticamente.

[xu(8), %2(S)] W~ T =~ £x41

Xy

Fig.3.5.1 Elemento integrado com aproximagdo linear

Utilizando-se coordenadas adimensionais nas integrais

da eqg.(3.4.3}) tem-se,

+1
= [ pipls@, (@as@
-1

je,m *
hIS ™(s) Irpik(S.Q)¢m(Q)dFe(Q)
e

je,m *
g1t ™(9) jruik(s,o)¢m(Q)dre(Q)
e

+1
- | u (s @dE@
-1

(3.5.1)
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Com um procedimento de integragdo numérica do tipo

gaussiano pode-se escrever,

N
je,m L I«
Bix (8) = —- §=1pik(s’£n) S lén) wifp)
Ng
g8 M(s) = -3 i, (5,8,) ¢, (E) WIE) (3.5.2)
n=1

onde En s3o as coordenadas adimensionais dos pontos de Gauss
e w(En) os correspondentes pesos. Ng & o nUmero de pontos de
Gause.

Na integragdo analitica da integral hgi'mts), a
indicacdo do elemento je é substituida por n. Para n=1 o
ponto 8 estd localizado no ponto 1 e, para n=2, no ponto 2.

Quando o ponto S estiver localizado em um ponto simples
e m=n, ocorre uma singularidade do tipo 1/r, que se resolve
com a integracio simultdnea de dois elementos consecitivos,
Fig. 3.5.2.

Assim, a integral

IS ™(s) - J piy (S,Q) ¢ (Q) drg(Q) (3.5.3)
T
e

& calculada analiticamente para dois elementos de contorno
consecutivos, je e je+l, obtendo-se os seguintes valores
para as componentes da sub-matriz de [Hl, que correspondem

s influéncias do ponto S sobre si mesmo, isto &, § = Q.

(1-2v)
h'k(s) T an(i-v)

. ln[Lje+l/Lje](i-k) (3.5.4)
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X2

Fig.3.5.2 Integracido de elementos com singularidade 1/r

Para o ponto 8 situado em um ponto simples e m#n,
Fig.3.5.3, nido existe problema de singularidade. Neste caso,

0 cadlculec analitico fornece,

K™l _ 4—79(13-‘% (i-k} (1-6_ ) (m-n) (3.5.5)

ik mn

Fig.3.5.3 Integragéo do elemento de contorno je

Quando o ponto S estiver posicionado em um ponto duplo
e deslocado para dentro do elemento de contorno je com §¢=¢,

Fig. 3.5.4, s3o obtidas novas expressdes.
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Xy

Fig.3.5.4 Ponto S(f) deslocado para dentro do elemento de
contorno je que estd sendo integrado

O calculo analitico das integrais para esta situagdo
fornece com m=1 e m=2, respectivamente,

1 _ o _(1-2v) [, . 1, 1-£ 7]
hlk(S) = m _(k l) + 5(1 ?)P,n[ E ]— (3.5.6)
2 _o_{1-2v) .. 1 1-¢4 1]
hik(S) = Am(i-v) -(l—k) + 5(1+f)£n[ ;% ]J (3.5.7)
A integral,
glp ™) = [ul (8,9 ¢ (0) ar_(o) (3.5.8)
r

e

€ calculada analiticamente tanto para o caso de ponto
simples quanto para o de ponto duplo.

Para o ponto S situado em um ponto simples, definido em
uma das extremidades do elemento de contorno je que esté

sendo integrado tem-se,

mn L 1
Iix = IEEG(IZVS[(3"4V)‘3nL "3 7 Omn) 0kt L,iL,k}

(3.5.9)
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onde L & o comprimento do elemento je, L,i e L,k sdo oS8
cossenos diretores do elemento e, n representa a posigdo do
ponto 8 sendo n=1 para o ponto S localizado no ponto 1 e n=2
para o ponto $ localizado no ponto 2.

O ponto § localizade em um ponto duplo e deslocado para
dentro do elemento de contorno je, tem-se no caso de wm=1, a

seguinte expressao,

1 = 2
giE = IE?G%ITFT {-(3-4v)[4an—£n2+2(5—2)+(1—? yen{1-%)+

2
+{3+2%-% )2n(1+?)]6ik + L'iL’k} {3.5.10)
No caso de m=2, troca-se { por - ¢.

b) Tensdes - [H"] e [G"]

As integrais s3o calculadas através do procedimento de

integragdo numérica de Gauss pois s& existem partes ndo

singulares.
L +1
JFSijk(s,Q) ¢_(Q) dr_ = = J S; 4y (8,9 d,(@) df(@) =
-1
N
L .9
= > %zlsijk(s,én) ¢, (én) wiin)
(3.5.11)
L +1
jrnijk(s,a) (@) arg = 2 [ Dy (8,0 ¢ () Af(Q) -
-1
N
=L Zg D..,(s,én) ¢ ({n) w(én)
=22 Tijkt m n

{3.5.12)
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3,.5.2 Integrais de dominio
3.5.2.1 Deslocamentos - [D] e [E]

a) Forgas de deominio

Em aplicagdes geotécnicas, geralmente as forgcas de
dominio que ocorrem sdo devidas ac peso proprio. Logo, bk(q)
& considerado constante e as integrais de dominio devido as

forcas de dominio das equagles de (2.3.6) e (2.3.13) podem

ser transformadas em integrais de contorne, Fig.3.5.5.

/‘QU;V
7

Q
Q dQl=r\dr de
./
| &« ¥ U
Sl 44->b,(a)
n )
il
r »
- de
sz G
S

Xy

Fig.3.5.5 Integral de dominio para integral de contorno

Utilizando-se ccordenadas cilindricas, o termo integral
de dominio devido as forcas de dominio, da equagdc integral
dos deslocamentos de pontos & do contorno I e de pontos

internocs 8 do dominio @ torna-se,

J* *
. = . s
jQulk(s,q)bk(q>dQ(q) bk(q)fe jrulk( ,q) rards
(3.5.13)
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Substituindo-se a solucdo fundamental de Kelvin, e apbs

o cadlculo das integrais indicadas obtém-se,

* *
Igu.k(s,q) b, (@ do(a) = b, (q) IrBik(s,Q) ar(g)

i
(3.5.14)
onde,
* T 1
Bik(S,Q) = TE?@TITF)[_(3_4V)(£nr_§) aik + r,ir,k]ng o,
(3.5.15)
sendo 7, 0s cossenos diretores da normal ao contorno.
b) Tensdes iniciais - [E]
Na integrag¢do dc termo,
N © aQ
JQEimk s,@ o0 (@ (@ (3.5.16)

para Uzk(q) constante, & utilizado o mesmo procedimento de
integracic das forgas de dominio.

No estudo da plasticidade do material, admite-se ogk(q)
varidvel e para calcular a integral da eq.(3.5.16) o dominio
0 é& discretizado em NC sub-dominios QC denominados células,

Fig. 3.5.6.

Fig.3.5.6 Discretizagdo do dominio Q
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Para o cdlculo da integral de dominio é utilizado o
procedimento apresentado a seguir.

Discretizando-se a integral de dominioc tem-se,

N
¢ .
* o _ * ojc, ¢
[ sl @aa =5 [ [ ey s v, @ @]
Y] jc=1 QC
(3.5.17)
onde ogic,ﬂ s80 as componentes de tensdo nos vértices da

célula jc de dominio Q. © s3o valores conhecidos.

Na integragio de uma célula de dominio Qc’ Fig. 3.5.7,
admite-se um sistema de coordenadas adimensionals fixando-se
os vértices (1), (2) e {(3) da seguinte forma:

a) Escolhe-se o ponto (3) como qualquer um dos vértices da
célula,
k) Com centro no vértice (3), gira-se no sentido

anti-hordrio do vértice (1) para o vértice (2}.

) 11

Fig.3.5.7 TensBes iniciais nos vértices da célula jc de
dominio Q
Qualquer ponto q da célula é definido em fungdo de trés

coordenadas adimensionais, Fig. 3.5.8, com,
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EB(q) =1 - El(q) - éz(q) (3.5.18)

Fig.3.5.8 Coordenadas adimensionais

No sistema de coordenadas cartesianas Xq e X5 o ponto

q é definido em fungdo das coordenadas dos vértices da

célula dq,, 9, © d3. da seguinte forma,

(x(q)]) = [ Wia) 1o} H {Xl}} (3.5.19)

Em coordenadas adimensionais,

v@} = {{ (@ &(@ &l@) (3.5.20)

(3.5.21)
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A varidvel adimensional Eg(q), (=1,2,3), é dada por,
1 g £ !
fl@ = g [ 22l s P @ v d @ | (3.5.22)
onde,
2 k 3
a = Xl - X1
1/ J k
b = X2 - X2
¢ L] ko Gk o]
ZAO = Xl X2 X1 X2
A=z (b a® - b% ah (3.5.23)
com,
£ =1,2,3
j = 2,3,1
k=3,2,1
respectivamente.

Como na integral de dominic da eg.(3.5.14) existe uma
solugdo fundamental que & fungdo do vetor posigdo r(s,q) e
do dngulo §, & conveniente escrever a eqg.(3.5.20) em relagdo
ao gistema de coordenadas cilindricas (r,§), com origem no
ponto S.

Portanto,

xl(q) = x_(8) + r(8,qg)cosf

xz(q) = x.,(8) + r(s,q)send (3.5.24)
Substituindo-gse estes valores na eq.(3.5.22), tem-se:

§,(@) = £ () + 5 (b'cos + a'send) (3.5.25)
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9
rde:—a—;—-dl"c
X2 [x(8),x,(8)] dQ = rd edr

Xy

Fig.3.5.9 Coordenadas do ponto g da célula de dominio Q

A integral dentro do somatdrio da eg.(3.5.17) € ascrita

da seguinte forma,

[ elmetsi@ vt angt@ - [ LB @) o (@) = «(s,@
o imk 7 L c Q r L C '
C c
(3.5.26)
onde €(8,q) & uma fungdc que depende sb6 de 6 e representa o
termo € (S,q) multiplicado por r.
A integral scbre o dominio Qc € transformada em

integral sobre r e ¢, Fig. 3.5.10.

6. R.(6)
e(s,q) = j 3 I 2 E(s,q £, ar as (3.5.27)
6, ‘R, (6)
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)
3z
50
\
@
Q&\ S e
~
,/
\Q\ -7
& b3~ ////’?
< >
52 % £1
1
(\51Q\
X2
5]
s
X1
Fig.3.5.10 Sistema de coordenadas cilindricas
Substituindc-se a eq.(3.5.25) na eq.(3.5.27}), com #§
constante e integrando-se em relagdo a r obtém-se,
93 — 1 £ L
e(S,q) = J e(8,q) { Eﬂ(S) + ZE_[ b cosf + a send }.
g
1
[ R, (8) + Ry (6) ]} [Rz(ﬁ) - R, (6) ]ds
(3.5.28)

onde Rl(e) e RZ(B) sio determinados através da eq. (3.5.25)},

usando um valcr especifico de 5@(5) sobre os vértices da

célula, ou seja,
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-2A$£(s)
Rk(ﬁ) = 7 (3.5.29)
b cosf+a sent
sendo k = 2 para il =3 ¢,
k =1 parat=1,2.

Para o ponto S coincidente com oS vértices das células,
nio surgem singularidades especiais e o valor final
integrado de ¢€(S,q) é calculado numericamente sobre 6
desprezando-se o valor de Rl(ﬁ).

No caso de um ponto S distante da célula, a integral
numérica sobre 8 & executada em duas partes conforme os

limites indicados na Fig. 3.5.10, de 61 a 62 e de 62 a 63.
3.5.2.2 Tensdes - [(D"] e [E"]

Nos pontos $ pertencentes ac contorno I', as tensdes sdo
calculadas através de um procedimento aproximado (item 2.6},
em fungdo de valores nodais conhecidos. No caso de pontos
internos &, as integrais de dominio de (2.3.16) para o
cidlculo das tensdes sd3o determinadas da forma indicada a

seguir.

a) Forgas de dominio - [D"]

Com um procedimento andlogo ao utilizado para obter a
eq. (3.5.14), a integral correspondente is forcas de dominio

torna-se,

IQDijk(s,q) b, (g} da(q) - bk(q)jFTijk(s,Q) dr (Q)
(3.5.30)

onde,

Tijk(S.Q) =D (8,Q) n, T, (3.5.31)

ijk :

sendo 1, OS COSSenos diretores da normal ao contorno.
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b) Tensdes iniciais - [E"]
Chamando,
_ ojc,t
(8,9) = [ Byjpyle@ ¥(@) 4919) o (3.5.32)
a integral dentro do somatério da eq.(3.4.10}, e

escrevendo-a da seguinte forma,

_ .
els, @) = JQ—e(—Sé—q) £ (s) do (@) 00pC (3.5.33)

r
C

onde e(s,q) é funcdo apenas de 6 e determinado através de,

r? el(s,q) {3.5.34)

il

els,q)

-

A integral da eg.(3.5.33), sobre o dominio QC, é
transformada em integral sobre r e 6. Desenvolvendo-se a

integracdo em r tem-se,

63 - £ £
e(s,q) = j e(s,q)[ Ez(s) ZnRz(ﬁ) + (becosf+a senf) .

61
R, (8) 6., _

gA ] dé - Iaz e(s,q)[ EE(S) Ean(ﬂ) +

1
R, (6)
+ (blcost + alsens) —— 1 a6 (3.5.35)

Para o ponto 8 ndo coincidente com ©S vértices das
células, as integrais sobre £, de Bl a 62 e de 62 a 83 sao
calculadas numericamente, pois nfo surgem singularidades,

Fig. 3.5.10. Caso contrdario, a segunda integral da
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eq.(3.5.35) é calculada recorrendo-se ao valor principal de
Cauchy onde Rl(ﬁ) deve ser substituido por um valor

infinitesimal e constante ¢. Assim, a eq.(3.5.35) torna-se,

7]

e(s,q) = J 2 E(s,q)[Ee(s)EnR(G)+(b£cosﬂ+a£sen6)gé%l]d6+
61
62 - £ 62 — 2 £
-Ee(s)ﬂnej e(s,qdf - EK_J e(s,q) (b cosbf+a send)dd
g 6
. 1 (3.5.36)
onde Ee(s) =1 e R2(8) & substituido por R(6), Fig.3.5.11.

Considera-se o limite e-0 para o cdlculo da integral
sobre toda a célula. O primeiro termo da eq.(3.5.36) depende
de um valor finito R{#) e pode ser determinado para qualquer
par (81, 62). Os outros termos sdo obtidos considerando-se
todas as células interligadas ao ponto 8, ou seja, o©Os

§.) tornam-se (0, 2m).

limites (61, 5

Fig.3.5.11 Sistema de coordenadas cilindricas com origem em

um dos vértices da célula jc
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Escrevendo-se estas integrais separadamente tem-se,
2m_
e.(s,q) = - lim ¢,(8) &ne| e(s,q)df +
2 L
-0 0
€ 2m_ £ £
- 2im —= I e(s,q) (b cosbf+a send)db
ZA
€—0 0
(3.5.37)

Para gualquer componente individual de e{s,q) a parcela
ez(s,q) desaparece, e a eq.(3.5.36) pode ser escrita apenas
em fungdo de R(8).

g
el{s,q) = J 2 E(s,q)[&nR(@) + chosﬁﬁgsenﬁ) Eégl ]dﬁ
é
1

(3.5.38)

e pode ser integrada numericamente.

3.6 CALCULO DAS TENSOES EM PONTOS DO CONTORNO

Utiliza-se um procedimento aproximado que depende de
valores nodais conhecidos, para se determinar o estado de
tensdo em um determinado ponto I do contorno.

Os sistemas de referéncia local (El, 22) e global (xl,

X.} s3c orientados conforme a Fig. 3.6.1.

2
Para um ponto I gualquer tem-se,

oij(I) ny = p; (1) (3.6.1)
No sistema local, com 7, = 0en, = -1, resulta,

012(1) = —Pl(I) (3.6.2)
0y (I) = -P,(I) (3.6.3)
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Fig.3.6.1 Elemento genérico com sistemas de referéncia

global e local

Com a lel de Hooke generalizada, eqg.(2.2.5), tem-se,

— 2Gv — -0 —0 .
all(I)= T3, [[Ell(I)+622(I)] - [ell(I)+622(I)]]{ll +

— -0
. ZG[ell(I) - Ell(I)] (3.6.4)

— 2Gv — - -0 =0
9221 = 157 [[611(””22(1)] } [611(1)”22(”]]522

56

+

o o
+ 26{522(1) - 622(I)] (3.6.5)

Isolando-se

eq. (3.6.4) obtém-se a componente de tensdo Ell'

T, (D) = 2 [Ell(I)-?fL’l(I)] b2 T, (D) (3.6.6)

?22(1) na eq.{3.6.5) e substituindec-se na
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D x . o
Existindo deformag¢gdes 1mpostas Eij , as componentes do

tensor das tensBes sido obtidas através de,

0 2Gy © 5

@]
olj = -m" EE2 ij + ZGEij (36.7)

Escrevendo-se esta equagdo no sistema El e Ez,

-0 2Gy =0 -0 =0

011 = T-57 (511 + 622) 511 £ 2Geg, (3.6.8)

—0 2Gv =0 —0 —0

0o = T3y (611 + 622) 622 + 2G622 (3.6.9)
Isolando-se ?22 na eq.{3.6.9) e substituindo na

eq.{(3.6.8) tem-se,

-0 26 =0 ¥y =0

931 T 15 f11 * TV Y22 (3.6.10)
Logo,

-0 1-v =0 1 =0

€11 T 728 [ %11 T 1w Y22 ) (3.6.11)

Substituindo-se a eg. (3.6.11) na eq. (3.6.6) obtém-se,

al
[

11 = I-y f11 T 1y

2G — V - -0 —0
[ Tos + 0y ] - 011 (3.6.12)

As componentes de deformagdo podem ser obtidas em
funcio da derivada dos deslocamentos. Admitindo-se variagdo

linear para os deslocamentos escreve-se,

e__ (I} = (3.6.13)
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Assim,
T, (2)-0, (1)
— 2G 1 1 y - =0
Ull(I) =T [ X ] - T pz(I) 011(1) +
+ = G (I (3.6.14)

Colocando-se as tensdes iniciais obtidas no sistema

local, em funcdo das tensdes iniciais no sistema global,

tem-se,
([ —o r 2 2 T (.o
oll(I) cos” 0 2genf cosf sen” g oll(I)
{ TP (1)} = |-send cosé coszﬁ—sen28 cend cosb| {02 (I)
12 12
2. (1) sen26 -2gend cosb c0826 0. (1)
| Y22 I | %22
{3.6.15)

Apds a determinag8do das componentes locals retorna-se

ao sistema global através da eq.(3.6.16}.

f I~ 2 2 7 f_ 3
all(I) cog 6 -2cosf senf sen” 8 Ull(I)

] 2, 2 _ ol
4012(I)r = |cosf =enf (cog“f-sen”6) -senficosé 4012(1)
o (I) en?o 2cosf senf c0528 T (1)

SEA I | (%22
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4 EQUACDES ALGEBRICAS PARA DOMINIOS NAO-HOMOGENEQS

4.1 SUB-REGIOES

0 método dos elementos de contorno, da maneira como foi
formulado até o momento, resolve problemas constituidos de
apenas um dominio Q homogéneo.

Utilizando-se a técnica das sub-regides, €& possivel
resolver problemas cujos dominios sejam compostos por varios
sub-dominios de materiais que apresentam caracteristicas
diferentes. Para equacionar este problema, discretiza-se
isoladamente cada sub-dominio Q homogénec. Com a imposigdo
do equilibrio das forgas de superficie e da compatibilidade
dos deslocamentos em todos os pontos de interface das
sub-regides, o equacionamento fica completo.

Considerando-se as forgas de gsuperficie e os
deslocamentos dos pontos de interface como valores
incégnitos, as equagdes sdo reunidas em um dnico sistema,
que apresenta a caracteristica de ser constituido por blocos
nulos e ndo-nulos, sendo que qualguer procedimento pode ser
utilizado para resolvé-lo. Neste trabalho, emprega-se ©
algoritmo proposto por CROTTY (1982), que considera apenas
os blocos nio-nulos evitando-se opera¢des desnecessarias.

Para o dominio da Fig. 4.1.1, compostc de duas
sub-regides e, sem considerar O equilibrio das forgas de
superficie e compatibilidade de deslocamentos, pode-se

escrever a seguinte representagdo matricial.
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. y ({0} ] .
w1t ool o1 | |{u} et et 101 [0l
- 4 Jilr = . .
o o) mwdtomd| |0 o1 01 a3t a1
J
S
s (R
(p}”
{p}* mit o1 | (e} |E1T ro1 | [{e®)F
{iordi} + . bt . b (4.1.1)
{P}.+ o1 w3 e o w3 [0
L{P}JJ

Os indices duplos indicam as interfaces entre as

sub-regides com dominio Qi e Qj'

Fig.4.1.1 Dominio composto de guas sub-regides

Equacdes complementares para OS pontos de interface.
Equilibrio das forgas de gsuperficie
(p}*? + (P}t =0 (4.1.2)

Compatibilidade de deslocamentos

il o (3t (4.1.3)
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Em cada ponto de interface existem duas componentes de
deslocamentos e duas de forcas de superficie. Como sdo todas
incégnitas, escrevem-se quatro equagBes para cada ponto de
interface. Normalmente, sdo escritas duas equagbes para cada
uma das sub-regides.

Considerando-se todas as incégnitas de um mesmo lado,

( i)
{0}
m)t -e1t? mtd (o] {p)* Gt el o1 (o]
. s L1 . 4{U}ij‘ = Ii ‘
(o) a1t m’t | GO (A (o R (T
LV} ]
r{P}:-.LI\ |
{7} mit ro1 | [{B}t] |mrt o oto) | | {e®}F 1
4 7= 1 + N + . : N
{{P}Jl r o] 17 [(B}? [0] [e19] [{c°}]
(p}’ )

As sub-matrizes {G]13 e [G]jl aparecem, também, no
sequndo membro, para considerar possivelis carregamentos
{F}*? e {PF}?* aplicados nos pontos de interface dos

gub-dominios Qi e Qj‘

N
_ pontos -
~duplos -
N

Fig.4.1.2 Pontos duplos nos vértices
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Nos vértices formados por duas ou mais sub-regides,
Fig. 4.1.2, definem-se pontos duplos de modo que cada ponto
de interface pertenga a apenas duas sub-regides sendo

possivel considerar descontinuidades de forcas de superficie.

4.2 MONTAGEM E RESOLUCEO DO SISTEMA DE EQUAGOES

4.2.1 Dominio homogéneo

Na aplicacio do método dos elementos de contorno em

problemas bidimensiocnais de dominic homogénec, & feita a

montagem do sistema dado pela eq.{3.4.6), reescrita a
seguir,
a} {u) = [(G1{p} + {F} + [E1{c"} (3.4.6)

As equagdes deste sistema s3o escritas, duas a duas,
uma para cada diregdo, para Os N pontos 8. Estes pontos
podem estar situados no dominio £ ou fora dele. E possivel,
também, escrever apenas uma equagdo para cada ponto S sendo
necesgirios 2N pontos. No caso de pontos ndo pertencentes ao
contorno I, deve-se ter o cuidado de néo posicionar dois
pontos muito  préximos, e nem muito distantes do
contorno.

Escolhendo-se N pontos de colocagdo S, resultam 2N
valores de deslocamentos e 2N valores de forgas de
superficie. Com as condigdes de contorno e carregamento da
estrutura, normalmente 2N valores sd&o prescritos e 2N
incédgnitos. Dos 2N valores prescritos, alguns sdo de
deslocamentos e outros de forgas de superficie. As forgas de
dominio e tensdes iniciais, quando existirem, serdo valores
conhecidos.

Através de um rearranjo nas equagdes do sistema

envolvendo os coeficientes de [H] e [G], todas as incbégnitas
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sdo agrupadas no primeiro membro, otendo-se,

[A] {X} = {b} (4.2.1)

A matriz [A] & cheia e ndo-simétrica, o vetor {b} &
constituido por elementos resultantes do produto G Py
quando sdo prescritas as forgas de superficie P, oOu do
produto HikUk quando os deslocamentos Uy sdo prescritos,
mais os elementos de {F] e de [E]{c¢°} no caso da existéncia
de forgas de dominio {B} e de tensdes iniciais ndo-nulas.

Para resolver o sistema de equagdes dado pela
eqg.(4.2.1), qualquer procedimento pode ser utilizado e,

gsimbolicamente, tem-se,
(x} = a1 {b) (4.2.2)

onde (X} pode conter valores de deslocamentos e forgas de

superficie.
4.2.2 Dominio ndo-homogéneo

No casc de dominios ndo-homogéneos a matriz [A] além de
ndc ser simétrica, deixa de ser totalmente chela, poils
surgem blocos com elementos nulos, gque aumentam a medida que
o namero de sub-regides aumenta.

CROTTY {1982) propds um algoritmo que resolve o sistema
de equagdes evitando-se operagdes com os blocos de elementos
nulos e, com isto, tornando a resolugdo mals eficiente e
ocupando menos espago de memdria. Neste trabalho, o sistema
de eguag¢des & resolvido por este algoritmo, e as principais

considera¢des sdo apresentadas a seguir.

A matriz [A], Fig.4.2.1, & particionada em blocos
definidos por linhas-bloco e colunas-blocco. 0Os blocos
grandes para a memdria disponivel, s8o divididos em

sub-blocos definidos por linhas-bloco e colunas sub-bloco.
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Qs elementos dos biocos, ou sub-bloces, sdo armazenados
por coluna, de cima para baixo e da esquerda para a direita,
em um vetor {Z}, sendo um bloco, ou sub-bloco, por registro
de um arquive de acesso direto, inclusive os blocos
definidos por elementos dos termos independentes [b}. E

possivel resolver o sistema de equagdes com varias colunas

de {b}.

ICOLUNA-BLOg
_ n -
uB-
-BLOCO BLOCO
[A] =
COLUNAS DA
— 1 COLUNA - LINHA -
—— | BLOCO “ BLOCO
p) . A
- \COLUNA -~
LINHAS DA SUB-BLOCO
LINHA-BLOCO

Fig.4.2.1 Particdo da matriz [A]

Faz-se a redugdo da matriz [A] expandida, isto &, com
as colunas de {b}, por eliminagdo sucessiva dos blocos
pivés, que sdo os blocos da diagonal, ou seja, blocos da
linha-bloco i e coluna-bloco j, sendo i=J.

A eliminacdo dos blocos é feita por 1linha-bloco,
através da eliminacdo de Gauss, onde o sistema de equagles
[A] {x} = {b}, é transformado em um sistema equivalente
[Aa'] {x} = {b’}, sendo [A’] uma matriz triangular superior.

Escolhem-se pivds do bloco pivd, até que todas as
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colunas da coluna-bloco pivé, ou todas as linhas da
linha-bloco pivd, ou ambag, se o bloco for guadradeo, sejam
eliminadas. Na Fig 4.2.2 sdo apresentados os blocos afetados

durante a eliminacdo dos blocos pivds.

colunas de [A]

.y

ﬁjcolunus de [b}

bloco pivd que estd sendolelikinudo

—_

[a¥] =

.
7

blocos
afetados

Fig.4.2.2 Blocos afetados durante a eliminacgdo

dos blocos pivds

A eliminacdo da linha e coluna p, € feita através do
algoritmo de Gauss.

. w0 n n+m
coluna p

finha

finha n

Fig.4.2.3 Eliminagdo da linha e coluna p

a.
ip
8. — @.: - a . (4.2.3)
1 1 a
] ] op P3
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onde,

i=p+l, p+2,..., n

j = p+l, p+2,..., n+m
a;y = elementos de [A] armazenados em {Z}
op " pivd (elemento de maicr valor da coluna)

n = nuimero total de incodgnitas

m = ndmero de colunas de {b}.

0 valor de aij ndo se altera quando aip = 0, ou apj= 0.
Assim a operacdo da eq.(4.2.3) ndo precisa ser executada
para a linha 1 se a, = 0, e para a coluna j se a_. = 0.

ip P3

Apds a eliminag¢do, o bloco pivdé é compactado e reescritc no
registro correspondente aco arquivo de acesso direto.

Este procedimentc se zrepete para os demals Dblocos
nidc-nulos da linha-bloco pivd que estd sendo eliminada. No
final, & eliminado um ndmerc de varidveis equivalente ao
nimero de colunas da coluna-bloco pivé, ou ao nimero de
linhas da linha-bloco pivd, ou ambos, se o bloco for
guadrado.

Na elimina¢do da linha-bloco pivd, conforme a Fig.4.2.2
os blocos afetados das demails linhas-bloco, sdo modificados.
Os multiplicadores das linhas-bloco eliminadas sdo
armazenados em um arquivo de acesso sequencial, que no fim
conterd os elementos da matriz trianguliarizada a serem
utilizados na retro-substituicdo para se determinar as

incégnitas {x} através de,

n
a, = —=— (b: - 3% al.x.) (4.2.4)
pp © j=i+1 I
com 1 = n-1, n-2, ..., 1.

LACHAT (1975), propde separar em blocos distintos os
coeficientes relativos a forgas de superficie e

deslocamentos dos pontos de interface, posicionando primeiro
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os de forcas de superficie. Assim, a matriz [A] expandida de

um dominio constituido de duas sub-regiBes fica da forma

apresentada na Fig.4.2.4, onde existem dezesseis blocos

ndo-nulos e quatro blocos nulos.

M1 Mo T,

// t

N
|2

)

sub-regido 1

2,

NN

<
N

IR

N

N
X

o
7

Fig.4.2.4 Esquema da matriz [Al expandida

N

sub-regido 2

2,

k\\

~
—
-]
N

It

AN

Sendo i e j duas sub-regides, os indices de Fij se

referem &s coordenadas dos pontos ndo de interface gquande

i=j e, &s coordenadas dos pontos de interface gquando i=zj.
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5 COMBINACAO ELEMENTOS DE CONTORNO E ELEMENTOS FINITOS

5.1 GENERALIDADES

Estuda-se a combinagdc dos métodos elementos de
contorno e elementos finitos para usufruir efetivamente das
vantagens de cada um, visto que, sdo de caracteristicas
diferentes e amplamente difundidos.

Escolher qual o método mais adequado a cada tipo de
problema, pode ndo ser muito simples. Em alguns casos, onde
as diferencas sdo mais acentuadas a escolha fica mais facil.

O MEC tem se mostrado mais conveniente que o MEF nos
problemas com grande concentragdo de tensdes, dominio
infinito ou semi-infinito. Entretanto, o MEF & mais indicado
para  problemas com dominio limitado, ndo-homogéneo,
anisotrdpico e, também, para o estudo da ndo-linearidade.

Para simular as n3o-linearidades fisica e geométrica,
BUI (1978) utilizando propriedades 3ja& demonstradas por
MIKHLIN (1962), resolveu o problema das derivadas dos termos
integrais com singularidade no dominio de integragéo,
analisando os termos integrais que surgem devido A&
integrac¢ido das deformagdes iniciais, envolvidas no
procedimento iterativo.

TELLES & BREBBIA (1974) wutilizaram o método dos
elementos de contorno com derivac¢do singular em problemas
elastoplasticos.

Com o processo de deforma¢dc inicial foram mcdelados os
efeitos plasticos, TELLES & BREBBIA (1980a). Este processo
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foi utilizado para o critério de wvon Mises admitindo-se
plasticidade ideal, encruamento e amolecimento.

0Os critérios de Tresca, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager
foram analisados por TELLES & BREBBIA (1980b} com o processo
das tensdes iniciais.

MUKHERJEE (1982) apresentou um estudo sobre a aplicagdo
do método dos elementos de contorno em problemas com

deformacdes inelasticas dependentes do tempo, creep e
visco-plasticidade.

Muitos trabalhos sobre a ndo-linearidade utilizando-se
o método dos elementos de contorno tém gido apresentados, no
entanto, ainda é um campo de pesqguisa muito amplo para novas

publicagdes.

Na geotecnia, com a combinacdo MEC-MEF & possivel
estudar problemas de abertura de wvalas, tineis, galerias,
escoramentos diversos, estacas de fundag¢gdes, etc..

As diferengas entre os diversos procedimentos de
combinar os dois métodos estdo concentradas no tratamento
dado na montagem do sistema de equagdes. Duas alternativas
basicas de combinag¢do podem ser consideradas. Uma consiste
em considerar o dominic de elementos de contorno como um
elemento finito e a outra, considerar o dominio de elementos
finitos como um elemento de contorno equivalente.

Neste trabalho, para combinar os dois métodos, a
montagem do sistema de equagdes € feita para o dominio
bidimensional, resolvido por elementos de contorno. O
dominic pode ser homogé&neoc ou ndo-homogéneo, e a montagem do
sigstema de equag¢Bes & feita com o procedimento apresentado
no item 4.2.

Considera-se a influéncia da estrutura reticulada, que
€ tratada por elementos finitos, através das forgas de
superficie dos pontos de interface entre as duas
sub-estruturas, alterando-se (o) elementos dos blocos
correspondentes no sistema de equagdes montado conforme o

algoritmo proposto por CROTTY (1982).
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5,2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS - ESTRUTURAS RETICULADAS

Resolvendo-se uma estrutura reticulada pelo método dos

elementos finitos, obtém-se a seguinte equagdo,
R] {u} = {£f} (5.2.1)

onde,
[R] é a matriz de rigidez da estrutura, {u} & o vetor

dos deslocamentos ncodais e {f} & o vetor das forcas nodais.

5.2.1 Matriz de rigidez dos elementos das estruturas

reticuladas

Seja um elemento de barra com mbédulo de deformagdo
longitudinal do material E, &rea da segdo transversal A,
comprimento L e momento de inércia I, com as coordenadas

locais e sistemas de referéncia indicados na Fig.5.2.1.

Fig.5.2.1 Coordenadas locaig e sistemas de referéncia
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Admite-se variacdo linear para o deslocamento axial u e
uma funcgdc do terceiro grau para O deslocamento Vv
transversal ao eixo da barra.

Os valores nodais sdo estabelecidos em funcdo das
translacdes u e v, e das rotagdes 6. No sistema local de
referéncia X; € X}, OS valores nodais do ponto 1 séo U, Vqo

61 e do ponto 2 sao Uy, Voo 62.

Assim, a matriz de rigidez do elemento de barra & dada

da seguinte forma,

[ EA -EA 1
< 0 0 = 0 0
12EI 6ET -12EI 6ET
0 3 7 0 3 5
L L L L
6EI 4EI -6EI 2EI
0 2= == 0
2 2 L
[R'] = L L
(=]
-EA EA
5 0 0 < 0 0
-12EI -6EI 12EI -6EI
0 3 2 0 3 2
L L L L
6EI 2ET -6EI 4FI
0 2= 2= 0 2= —_
12 i 1.2 L
! . (5.2.2)

Para se obter a matriz de rigidez no sistema global de
referéncia X, € Xg, & feita uma rotacdo de eixos resultando

em uma matriz simétrica onde oOs elementos sdo determinados

por,
r _ EA c0526 + 12E1 sen26 = - = Y
i1~ L L3 B 14 = T44
r B2 _ 12EI cos G sen 6 = -T = -T =
12 7| L L3 - 15 24 45
o= 8Bl sen g =r, = cr,, = T
13 2 - Tl 34 46
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r - EA sen26 + 12E1 c0526 = -Y =T
22 © L L3 - 25 ~ 755
6EA o _
r23-T2-cosB-r26- Yy = Yo
33 0 L 766
. _ 2ET
36 L

5.2.2 Forgas nodais

0 vetor das forcas nodais pode ser constituido de um
carregamento aplicado diretamente nos nés {fn} e, de um
carregamento nodal equivalente {fe}, devido as forgas de

superficie aplicadas ac longo do elemento.
(£} - (£} + {£.) (5.2.3)

O carregamento {fn} & aplicado conforme o sistema
global de referéncia X, & X, No caso das forgas de
superficie, aplicadas ao longo do elemento s&o determinadas
as forcas nodais equivalentes {fé} no sistema local de
referéncia xi e X5 - Com uma rotacdo de eixos, obtém-se
{fe}, ne sistema global de referéncia X, & X, .

a) Forgas de superficie aplicadas na diregéo xi

A energia potencial devide a este carregamento,

Fig.5.2.2, & dada por,

L

Q= - I px(x) u(x) dx {(5.2.4)
0

Em funcdc das ccordenadas adimensionais com ¢ = —%— e

dx = Ld{, a eg. (5.2.4) torna-se,
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(5.2.5)

Fig.5.2.2 Forgas de superficie na diregdo xi

Admite-se variagdo linear para as funcdes aproximadoras
dos desclocamentos ul(f) e as forcgas de superficie pl(&)

obtendo-se,

{fiy) =

Fix | M1 {p_} (5.2.6)
P B X X Te

2x

ol wiE
wiE ol

b) Forcas de superficie aplicadas na diregdo X,

A energia potencial devido a este carregamento,

Fig.5.2.3, & expressa em coordenadas adimensionais por,

1

Q= - Jo py(E) v{&} Ldé (5.2.7)
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Fig.5.2.3 Forgas de superficie na diregdo X%,

Com,

b, (6) = (9, (O] By} = (0,7 (B, (6] (5.2.8)
tem-ge,

0=-- (v}*L j1[¢v(5)1t (¢, (£)1 a {P,) (5.2.9)

0 PY Y

onde, conforme Fig. 5.2.4 e Fig. 5.2.3,

(v}t = { v, 0, vy By }

{p.} = { Ply} (5.2.10)

y Py

0 vetor das forgas nodais equivalentes, & obtido

através da seguinte integral,
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¢) Forcas de superficie aplicadas nas direcSes x; e X

By~

sistema sistema
local global

Fig. 5.2.5 Forgas de superficie nas diregBes X; € XL, e

gistemas de coordenadas

Matricialmente, para © carregamento nas duas direc¢des,

tem-se a seguinte representagdo,

vy -
ey | z 0 z o |
£, o 0,35L 0 0,15L .
5 3 1x
: 1,5L L7 !
| fes L | ° 30 0 30 oY (5.2.14)
2x
feq % 0 % Q Poy
£le 0 0,358 0 0,15L
t £ K -L 0 -1,5L
e6 30 30 -




As forcas nodais equivalentes no sis

x2) s3o obtidas através de uma rotagdo de eixos,

H

el
ez
e3
ed
eb
eb

rh

Hh Hh th Fh

onde,

11

12

22

13

14

24

31

32

33

34

45

52

64

=

11
21
31
41
51

L 61

5 32

=

5 3

Mg3 =

Moy 7

Mgy =

M1 7

Mg ™

2
sen

Al

i
3

%~ °°

—1,5L2

30

My M3 Mg )

My, oy May | |Pax W

M3y M3 Mg [Ty | | (e}
Mo Mgz Maa Pox

Mg, Mgy Mgy | |Fay

Mgy Mgz Mea ’

% coszﬁ + 0,35L sen26

L
My, = Mg 4= (§ - 0,35L) cosf sent

% senzﬂ + 0,35L 00526

% c0526 + 0,15L sen26

m = Mm_.= (% - 0,15L) cosf senf

42 51

8 + 0,15L 00828

= :ELEEE senf
- 30

2
_1,3L
= =35 cosf

senf
n28 + O,lSLc0828

cosb

tema global

{x

77

11'

(5.2.15)
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5.3 Procedimentos para combinagido MEC-MEF

Seja um problema genérico, Fig.5.3.1, constituido de

doig dominios Q_ e Q..
C f

rC:r

Fig.5.3.1 Dominios ., € Qe

0 dominioc @, & resolvido por elementos de contorno

obtendo-se,

m] {u} = (6l {P} (5.3.1)
Enquanto gque O dominio Qg gsende resolvido por
elementog finitos chega-se &,
[R] {u} = {f} (5.3.2)
A primeira possibilidade de acoplamento dos dois
dominios é considerar {, como um elemento finito.
(] tm {u} = {P} {(5.3.3)
Fazendo,

[F] = (M {P} {(5.3.4)
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e multiplicando-se ambos os lados de (5.3.3) por M, tem-se,

® el tm {u} = M (P} = (F}

ou,

[R1 {U} = {F} (5.3.5)
H] (5.3.6)

[R] é a matriz de rigidez resultante da formulagdo dos
elementos de contorno que & cheia e ndo-simétrica.

A eqg.(5.3.5) € considerada juntamente com as equagdes
do dominio Qf na montagem da matriz de rigidez global.

A segunda possibilidade de acoplamento & considerar G,
como um elemento de CONLOYNO equivalente.

A eq.(5.3.1) pode ser particionada da seguinte forma,

C

{U}cc {P}gc
[[H]cc [H] cf] {{U}Ef} = [[G]cc [G]Cf] {{P}c}

cft
(5.3.7)

onde os indices cc se referem aos pontos ndo de interface

de QC e of aos pontos de interface.

Da mesma maneira, a eg.(5.3.2) pode ser transformada

em,
() ((Eles (p}E;
RER {{u}if} ) {{f}cf} + [ose W {{p}ff}
C
(5.3.8)

Impondo-se as condicdes de equilibrio das forcas de
superficie e compatibilidade dos deslocamentos para OS

pontos de interface tem-se,
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(1S, = {u)i = (U} (5.3.9)

Com as egs.(5.3.7), {5.3.8) e (5.3.9) obtém-se,

O] re (PYce
(H] [H] - [G] [o] cc =
e [H g cf 1ol Lfror a1 tol [{{B)ge
£t {P}ff
L{u}f \
£f
(5.3.1)

onde [G]cf aparece noO segundo membro para congiderar
eventuais valores prescritos {ﬁ}gf.

Definindo-se o carregamento € as condi¢des de contorno
em qualquer uma das duas possibilidades, monta-se O sistema
de equagdes gue pode ser resolvido de vaArias maneiras.

Neste trabalhc, a estrutura reticulada é tratada por
elementos finitos, e a sua influéncia é considerada no
dominio bidimensional através dos pontos de interface.

para um dominic bidimensional resolvido por elementos

de contorno, obtém-se a eqg.(3.4.6), reescrita a seguilr,
my{u} = [e1{p} + {F} + [E] {o}° (3.4.6)

O acoplamento da estrutura reticulada no dominio
bidimensional, envolve apenas OS deslocamentos e as forgas
de superficie dos pontos de interface entre as duas
sub-estruturas. As forgas de dominio e tensdes iniciais
produzem termos independentes dque sdc considerados mna
montagem do sistema de equagdes. Portanto, para a combinagéo
MEC-MEF utiliza-se ©parte da eq.(3.4.6), ou seja, a

eq.(5.3.1) reescrita a seguir,
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1 {u} = [61{P} (5.3.1)

Para uma estrutura reticulada resolvida por elementos

finitos obtém-se o sistema de equacdes dado pela eq.(5.2.1},

reescrita a seguir,
R] {u} = {f} (5.2.1)

Com a finalidade de se efetuar © acoplamento das duas
estruturas, €& feito um rearranjo das equagdes de meodo & se

obter a seguinte partigdo,

[R] [R] . {ule {f}e [M]

ee el ei {p}-

[R] . [R].. {u}, {£} M1,

ie ii ii

{5.3.11)

0 indice e corresponde is coordenadas dos pontos dJue
nio pertencem a interface, mais as coordenadas de rotagdo
dos pontos de interface. © indice i corresponde as
coordenadas de translagdo dos pontos que estdo na interface.
Ml .. s8o consiceradas

. e
el ii
apenas as forgas de superficie dos pontos de interface

Com ag matrizes [M]

devido a interag¢do entre as duas estruturas.

No vetor de forgas nodais, {£}, e {f}i est3o
representados todos OS carregamentos aplicados diretamente
nos pontos nocdais ou ao longe dos elementos.

Esta partigdo é feita de modo a se isolar as equagdes
relativas 4as coordenadas de transla¢io dos pontos de
interface, através das gquais & feito o acoplamento.

A matriz de transformacio das forgas de superficie em
forcas nodais, é determinada conforme o item 5.2.2, com as
caracteristicas dos elementos de interface.

A matriz [M]e.l contém inicialmente, valores ndo nulos
apenas na parte veferente as coordenadas de rotag¢do dos

pontos de interface.
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®

p elemento
e finito
contorno ( barra)

@T_¢ 3’&-@

Fig.5.3.1 Coordenadas do elemento de contorno

e elemento finito
Com operagdes elementares Dnas linhas e colunas da
do vetor {f},

(5.3.11) para,

matriz [R], e da matriz [M], & possivel

modificar a eq.

* * *
(1] [Rlqg {u}e {f}e [M]ei (o)
* = ot * Py
[o} (RIg; || fwds (£} M43
(5.3.12)
Agsim,
* * *
(1l {ul, + [R]ei{u}i = {f}, + Mg {p}; (5.3.13)
e,
* * *
[R]ij_{u}i = {f}i + [Mlii {P}i {5.3.14)
Da mesma forma, a eq. (5.3.14) também & modificada
através de operagdes elementares, obtendo-se,
(1] {p}; = [Rlzz {u}; - {f};* (5.3.15)

Impondo-se © equilibric das forcas de superficie e a

deslocamentos, pontos de

compatibilidade dos para OS
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interface, com as equagdes (5.3.1) e (5.3.15), condigles de
contorno e carregamento, é feita a montagem do sistema de
equagdes para ©O dominio bidimensional com a influéncia da
estrutura reticulada. Para considerar forcas de dominio e
tensdes iniciais, basta adicionar estas influéncias nos
termos independentes do sistema de equagdes.

Degscreve-se a seguir o procedimento utilizado, neste
trabalho, para acoplar uma estrutura reticulada no dominio
bidimensional discretizado em Ne elementos de contorno e N
pontos de colocagdo, com Ni pontos de interface MEC-MEF.

a) Estrutura reticulada tratada por elementos finitos

Escrevendo-se a eq. (5.3.15) na forma explicita,

1 ... 2s-1 2 ... 2Ni
- {
1 1 ... 0 0 e 0 T pf |
£
2s-1 0 1 0 0 P, IL
4 f =
2s 0 ... O 1 ... 0 Py
2N i 0 0 0 1 £
| e e ) { Poni |
[ %% * ke * % * % | [ f ] [k *
1 Ty 2s-1 Ty.2s SRR 'R 4 £ 1
- - - . f f**
Yog.1.1° " "T2s-1.25-1 Tye.1.25 " "T2s-1,2N4 4“25-1L - jres-1
* % * % * % * % £ f**
Yoo 1 - ¥as,2s-1  T2s.2s e Tog 2N Ysys 25
I_ **. *;— *; *';r L f Lf**
Toni o1t TaNi,2s-1 TaNi.2s e Tong 2N 4 \HaNi 2N
(5.3.16)

Portanto,
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£ k£ * £ St
= + u +
P SIS T rogs.1 Wso1 tTies Vos
* % f f**
+ + U, y. -
Tyoani Tand 1
f *® f * % f * k £
Prg.1 =~ F2s.1 %1 7 + Ty 1 2s.1 Yos.1 T T2s-1.2s s
* Kk f f**
M t Tyg.1, 2N Y2Ni T T2s-1
f %k £ % * £ * * f
Py = Tpg.1 W17 ¥ Ty pe.1 Yos.1 T Tas.2s 2s +
* % f * *
* + Too 2Ni T2NiT T2s
f * % f * * f * % f
Pyyi = Fani,i"1 ” * Tyt 2s.1 Y2s.1 t Tani,2s Yas 7
* % f f**
* + Tong,aNi YeNi | 2Nd (5.3.17)
bh) Estrutura bidimensional resolvida por elementos de
contorno

Colocando-se a €g.

(5.3.1) na forma explicita,
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i

it 2N, 231

By 501 P2

G

2N.2j-1H2N.2j"'

GZN.Zj"'
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1,k ~~"71,2N w U,

r.k T, 2N ¢

2N, k2N, 2N ]

2N,k 2N 2K |

Escrevendo-se a equaglo da linha r tem-se,

U?+...+ H

C c C

f 2319517 BeoagPegtt Bk

o4 c
+ G Piteo+ G 1P
P, (5.3.19)
2N T2N -3
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¢) Equacdes complementares € combinacdo MEC-MEF

0 acoplamento MEC-MEF & executado através dos pontos de
interface das duas sub-estruturas. para mostrar a influéncia
do MEF no MEC, & considerada a correspondéncia entre as

coordenadas indicada a seguir.

MEC MEF
i 1
2j-1 2s-1
2] 2s
k 2N

Equilibrio das forgas de superficie

c f c f c  _ £ c £
Py = -pyi  PFrj.1 7 "Pas.1’ Poy = "Pas Pe = Poni
(5.3.20)
Compatibilidade dos deslocamentos
c f C £ c f C f
Ui = upi Yoy T Masend Upy = Yas! Ue = Yani
(5.3.21)
Das equag¢des (5.3.17), (5.3.20) e (5.3.21) resulta,
PC f * % UC * % UC * % UC
: = Py = -1 (U meeeT Py ese12ie1 Ty 25723
* % c * %
$o.mTy oniU t £
PC f *x %k UC * % Uc * * Uc
251 = Pas.1 T TTas-1.1 JoeetThg1.2s-1"24-1 F2s-1.25 237
* % [ * %

Tog.1.2Nik T £rs.1
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cC f * % s * % c %* % o
Py = P T 7 Yoo 19y "o yo 25.1%23-1 oe 2592
* % Uc f**
oot aNi Tk T T2
C f * %* c * % c * % C
Py = "Poni T “Toni. 1Y% — TN 28102501 Yoni 25923
‘. x c o, g (5.3.22)

cToni 2ni Sk T o Tawd

qubstituindo-se a eq.(5.3.22) na eq. (5.3.19), obtém-se

para a linha T,

H, U]+ o8 JUS +eetHL o5 55.1 *Hr o2 23 +Ho TP 4

o H Uy Gr,lpf SRR r:*1U$ 'r:T25-1 251"

'I;TZs 23 -r:fZNi o f:*) SRR R | -r;:-l,luf Tt

-r;:-l,ZS-lugj-l i r;:-l,ZSU;j Tl r;:-l.ZNi U: * ;:-1)

+Gr.2j(_r;:,1U$ —'"_r;:.ZS-IUZj-l-r;:,Zs gj+""r;:.2NﬁUf

* f;:) +"'+Gr.k(-r;;1.luf _"'-r;;i,ZS-lUgj-l -rggi,ZsUgj M
"r;:1.2N1UE * fsgi) + Gr.znpgu (5.3.23)
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Isolando-se as incégnitas de um mesmo lado, tem-se,

H Uc G * G * % G * %
+...4 R , +...1 , r + Y +
r,171 (Hr.1 r, 1r1.1 r,2j-172s-1,1 r.2j 2s,1
6. . .. ) US ( H ¢ .t .
. . e " . r i
bt G T gl 5T r2j-1 ri T1,2s-1
G * % G * * a * % )Uc
+GL 5j.1%2s-1,25-1 ro25%2s,2s5-1 4G\ Toni 2s-1'25-1 7
H G * % G * % G * %
+ CHO o5 *60 471 25 G, 5i.1%2s.1.2s TOr.23%2s.2s -t
G * Kk UC (H G * & G * *
+G, (Toni.2s Yagtt Pk tGe TNt T ro23-1%2s-1,2N3 T
% * * * C c C
+Gr.2jr25,2Ni+"'+Gr,kr2N1.2N1)Uk+"‘+Hr.2NU2N = Gr,1P1+"'+
* k — * % —C * k —C
+Gr.1(f1 + Pi) +"'+Gr,2j-1(f25-1+ P2j-1)+Gr.Zj(f25 + sz)+
a (£ B°) G P
oG g B TR NN (5.3.24)
onde ??, ﬁgj-l’ ?Zj e ?E sio eventuais valores prescritos

nos pontos de interface MEC-MEF.

cada linha do sistema de equagdes & modificada com a
influéncia da estrutura reticulada. Resolve-se o sistema de
equagdes para determinar as incégnitas, deslocamentos €
forgas de superficie, do dominio bidimensional e,
conseguentemente ©sS valores dos deslocamentos dos pontos de
interface MEC-MEF. Utiliza-se a eg. (5.3.22) para calcular as
forgas de superficie dos referidos pontos, € & eq.(5.3.13)
para O0S deslocamentos dos demais pontos da estrutura
reticulada. Com estes valores conhecidos determinam-se oS

esforgos nas extremidades das barras.
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Matricialmente, as operagdes da combinacdo MEC-MEF

sio apresentadas para OS trés casos indicados a seguir.

caso a) Acoplamento da estrutura reticulada em um

dominio constituido de apenas uma sub-regido

Para a estrutura reticulada escreve-se a eq. (5.3.15)

substituindo-se o indice i por cf.

* %

[1] {p}f _ [RI {u}f - {f) ¢ (5.3.25)
ct cf cf

onde cf se refere aos pontos de interface MEC-MEF.

0 dominio bidimensional resolvido pelo MEC pode ser

particionado conforme a eq. (5.3.7) reegcrita a seguir,

[[H]cc [H]cf]{iz§§Z} = [[G]cc [G]Cf]{iziéz} (5.3.7)

onde o indice cc se refere aos pontos do contorno que nao
%o de interface e cf aos pontos de interface MEC-MEF.
Pelo equilibrio das forgas de superficie e

compatibilidade dos deslocamentos tem-sé&,

(1S, = - (pee
{U}gf = {u}gf (5.3.26)

Substituindo-se a eq.{5.3.25) na eqg.(5.3.7) e com O

equilibrio das forgas de superficie de (5.3.2), obtém-se,

{U}gc {P}Zc
[[H]CC [H]Cf]{{u}c } = [[G]cc [G]cf] _([R};;{U}gf_{f};;}

cf
(5.3.27)
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Utilizando-se as equagdes de compatibilidade de
deslocamentos de {(5.3.26) na eqg.(5.3.28) e, colocando-se as

incégnitas de um mesmo lado chega-se a,

(0)€ } (p}°
* % falel cc
[[H] [H] _.+[G] (I[R] ]{ = [EG] (G] ] .
cc ct cf cf {U}gf ce ct {f};f+{P}§f
(5.3.28)

onde {?}gf gio eventuais valores prescritos nos pontos de

interface MEC-MEF.
Caso b) Estrutura reticulada acoplada a uma sub-regido
i, e outra na sub-regido jJ

Escrevendo-se a eqg.(5.3.25) para os pontos da estrutura

reticulada que sdo de interface com as sub-regibes i e j,

respectivamente,
i i £ i *& f i * %
[1] {p}cf - [R]cf {U}cf - {f}cf (5.3.29)
j i f ] ** £ 3 *
Iy pyie = TRl ¢ Ty - el (5.3.30)

Escrevendo-se as equagdes (5.3.29) e (5.3.30) em uma

mesma representagéao matricial, tem-se,

. i £ . i f 1 * %
[1[11 [o]} {ples [l[algg 0] ] {ules {£)cs
o1 It Fe)is o1 Jmitil] dwie eI
(5.3.31)

para o dominio bidimensional constituide de duas

sub-regides, conforme item 4.1 pode-se escrever,
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- {U}
1]
[H] [O] [0] ‘ {U}lj -
(0] It ul (u)d*
L (o} ) )
i i3 Bk
[G] [G] [0} (o] {P}ij
0 1o et e’ (p}34
{r}’
(5.3.32)
considerando-se o©os pontos de interface MEC-MEF a
eq. (5.3.32) torna-se,
[
oyl |
. . . l{U}cf
1 1 i1 .
(Hl ., [l g [H] (0] (0] (0] ] 4 Ly ° |
ji ] ] : -
[ol (0] [H] [H]CC [H]cf j{U}ji
U} e
L j{U}cf J
\
{P}ca
i i i3 {e)es
[G]CC [G]cf [G] (o] [0} fol ] {P}ij P
ji j R
[o] (0] [o] [G] (61, [Glgs ]{P}gli
I{PY e
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Impondo-se ©O equilibrio das forgas de superficie e

compatibilidade dos deslocamentos, tem-Se€,

Pontos de interface entre as sub-regides i e j

He)S, = Sy = By
Huy§s - Hu)Ss = (U} (5.3.34)

Pontos de interface das sub-regides i e j com a estrutura

reticulada
f j f
1{P}gf = 'l{p}cf j{P}gf = ‘J{P}Cf
i c i £ i c 7 £
{U}Cf - {u}cf {U}cf = {u}cf (5.3.35)

As eguagdes de (5.3.29) e {5.3.30) s3o substituidas na
eq. (5.3.33), considerando-se as equagdes de (5.3.34) e

(5.3.35).
E feito um rearranjo no sistema de equa¢des de tal modo

que as incégnitas permanegam de um mesmo lado. Chamando-se

as influéncias da estrutura reticulada nas sub-regides i e j

de,

i i1 * *
lal = [Gl ¢ [R] ¢
j[a] = [G]ifj[R]Z; (5.3.36)

& possivel escrever a representagac matricial indicada a

seguir,
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Cml miptE e’ ) fo] (0]
| 1o] [0] et mdt ml, ml
(1,.C [ i;C
(01 | S,
1 C i ¥* 1= C
{U}cf . . . {f}cf+ {P}cf
i i i3 :
G 0 0] ij= ¢
4 {P}lj,= [G]CC [G]Cf [ ]. [ { [ 4 {P}ij >
13t e ] 3 s o
{U}ij (0] (0] (G] [ ]CC [ ]cf ]{P}ji
Jm© 3 o1€
(u}S, (Plec
1 c 1 * % j —_
LJ{U}ch kj{f}cf+ {P}cf/
(5.3.37)
onde,
l{ﬁ}gj e j{?}ii sio eventuais valores prescritos nos
pontos de interface das sub-regides i e J.
l{?}gf e j{?}gf sio eventuais valores prescritos nos
pentos de interface da estrutura reticulada com as
sub-regides i e j, respectivamente.

Ccaso c) Acoplamento de uma estrutura reticulada no

continuo

0 dominio bidimensional com elementos internos e
resolvido pelo MEC fornece,
c c
[ [H] (HCI] ] { {U} } [ [G] [GCI] ] { {P} }
c = c
[HIC] [HII] {U} s [GIC] [GIT] {P}cf
(5.3.38)
onde [H] e [G] correspondem a pontos 8§ e Q no contorno,
[HCI] e [GCI] a pontos 8 no contornc e Q no meic continuo,
[HIC] e [GIC) a pontos 8 no meio continuo e Q no contorno,

(HIT] e [GII] a pontos 8 e Q no meio continuo.

mei
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gubstituindo-se a eq.(5.3.25) na eqg.({5.3.37) e com as
condicdes de (5.3.26) chega-se & seguinte representagdo
matricial,
* * c
[H] [HCI]+ [GCI] [R] ¢ {U}
* * C =
[grc]  [HITI+[GII][R] ¢ {U}cs
el [ec1l] ({P}°
(5.3.39)
* k% —_
iercl  [e111] (£} g+{Plgs

onde {?}gf sio eventuais
interface MEC-MEF.

valores prescritos nos pontos de

Apds considerar a influéncia da estrutura reticulada,

como mostrado nas eguagdes

retorna-se ao
sistema de equagdes.

No caso de uma mesma
pontos do de

eq. (5.3.37)

contorno

surgem

item 4.2 para

duas

elementos

(5.3.28), (5.3.37)

a montagem €

e (5.3.39),

resolugdo do

estrutura reticulada acoplada em

sub-regides diferentes, na

n&o-nules em bloces

correspondentes a pontos de interface MEC-MEF e inicialmente

nulos.
pontos da sub-regido i, a
dos

considerada através

estrutura reticulada e sub

-regido j e,

Isto ocorre porgue ao Se escrever as equagdes para OS

influéncia da sub-regido j na i é

pontos de interface entre a

vice-versa.

Para uma estrutura reticulada no interior de uma mesma

sub-regido, a eq. (5.3.39)

nio & modificada. No entanto,

guando uma mesma estrutura reticulada est& no interior de

duas ou mais

semelhante ao caso da eq.(5.3.37)

sub-regides

diferentes, a situagdo fica

analisado anteriormente.

A estrutura reticulada sendo parcialmente colocada no

interior de uma
modifica,
MEC-MEF &
na eq.(5.3.15).

pois

congiderada nos

sub-regido,

a eq.(5.3.39) também ndoc se

a influéncia dos pontos nao de interface

pontos de interface como mostrado
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6 PLASTICIDADE DO MATERIAL

6.1 GENERALIDADES

0 comportamento eléstico do material de um COTPO
deformidvel fica caracterizado, gquando ocorrem apenas
deformacdes elésticas, igto &, deformaglOes que desaparecem
ao serem retiradas as solicitacdes que as causaram. Ja, ©
comportamento elastopldstico do material fica caracterizado
guando surgem deformacdes plésticas, isto &, deformagdes que
permanecem quando se degcarrega O CoOrpo.

Inicialmente, sdo apresentados 0S conceitos béasicos da
teoria da plasticidade necessarios para a modelagem do
comportamento nio-linear do material, onde sé&o considerados
os critérios de von Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e
Drucker-Prager. Em seguida, utilizando-se O método dos
elementos de contorno, apresenta-se um algoritmo para a
solugdo pléstica do problema baseado no processo das tensdes
iniciais proposto por ZIENKIEWICZ et al. (1969), que foi,
inicialmente, formulado através do métode dos elementos

finitos.

6.2 COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO SIMPLIFICADO EM PROBLEMAS

UNIDIMENSIONAIS

0 elemento de barra da Fig.6.2.1, com Area A de segdo

transversal e comprimento L, & submetido a uma forga axial
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centrada F de tragdo ou compressaoc.

Fig.6.2.1 Elemento de barra

Com o ensaio de tragdo simples ou compressdc simples,
traga-se o diagrama tensio x deformagdo da Fig.6.2.2, que

caracteriza o comportamento elastoplastico perfeito do

material.
!
A B o
:
: ¥
|
|
oAE II E €e
C E
€
[ ——4-0¢
-
a) Diagrama tensdo X deformagao b) Modelo reoldgico

Fig.6.2.2 Comportamento elastopléastico perfeito do material

Nos materiais dicteis, a tensdo normal de inicio de
plastificagdo na tracdo e na compressdo, s3o aproximadamente
iguais e simbolizadas por O -

Observando-se a Fig.6.2.2, enquanto © nivel de tensdo &

o

inferior a g nic sgurgem deformagdes permanentes, €
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material apresenta comportamento elistico linear. O processo
de carga e descarga OCOITE segundo a reta OA.

0 nivel de tensdo permanecendo igual a g, DPor um
determinado tempo, na descardga a trajetéria percorrida é a
do trecho BC, gque & uma reta aproximadamente paralela a reta
0A. Nesta situagéo a deformacdo total € & constituida de

duas componentes,

€ = € + € (6.2-1)

onde €, & a deformagdo eldstica que se recupera na descarga,
e ep & a deformacdo pldstica que nio é recuperada.

A partir desta situacdo, solicitando-se a barra
novamente, & percorrido o trecho CB, e a deformagdo plastica
Ep volta a variar quando ¢ = 0.

A regido eldstica & definida matematicamente, por uma

funcdo do tipo,
Flg) =0 - 0_ s 0 (6.2.2)

com ¢ = 0.

para um determinado nivel de tensdo & preciso
conhecer-se a histbéria do carregamento para se determinar o
correspondente estado de deformagdes.

E possivel conhecer a histdéria do carregamento através
da deformacdo pléastica acumulada ou da energia dissipada
durante a realizagdo de deformagdes irreversiveis.

Considera-se agora, um material de comportamento
elastoplastico com endurecimento linear, Fig. 6.2.3.

Entende-se por endurecimento, a capacidade do material
em permitir acréscimos de tensdo, com acréscimos de
deformagdo de mesmoO sinal, para além do regime eldstico

inicial.
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a) Diagrama tensdoc X deformagdo b) Modelo reolégico.

Fig.6.2.3 Comportamento elastopléastico com endurecimento

linear

A tensio normal de inicio de plastificagdc 0, nao
representa mais O maximo nivel de tensdo possivel. Quando
se ultrapassa o valor de o, em um processo de descarga fica
caracterizada ndo sd a deformacdo pléastica mas, também, um
novo intervalo que define a regido elastica atual.

Assim, a regido elistica & uma fungdo do estado de
tensdo e da deformagao pléstica acumulada. Se, para um
determinado nivel de tens&o & atingido o ponto B indicado na
Fig. 6.2.3.a), um descarregamento conduz ao ponto C, e para
um novo carregamento © material comega a plastificar quando
o nivel de tensdo é igual a v{k). Para calcular O novo valor
da deformacdo pléstica, & preciso considerarem-se as
deformacdes anteriores. A regido eléstica pode ser definida

matematicamente pela fungdo,
F(o,k) = |o| - Y(k) =0 (6.2.3)

onde k representa o paridmetro de endurecimento.
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Com o conceito de trabalho de endurecimento, tem-se que

a tensdo normal de inicio de plastificagdo Y (k) é fungdo do
pardmetro de endurecimento k, que esta associado com O

trabalho plastico total realizado por unidade de volume.

Assim,
k = Ia de (6.2.4)
p
ou
= 2.
¥ (k) Y[J.U dep] (6.2.5)

Admite-se variagdo linear para © endurecimento do

material na relagdo tensédo X deformacgido, Fig. 6.2.3,

Yk} = O + H’ep (6.2.6)
onde,
E
T
H' = (6.2.7)
l—ET E

6.3 COMPORTAMENTO FLASTOPLASTICO EM PROBLEMAS DO MEIO
CONTINUO.

Nos estados miltiplos de tensdo, a regifo elastica
inicial no espago das tensdes & definida através de uma
superficie, Fig. 6.3.1, que separa os estados de tensdo onde
ocorrem apenas deformagdes elésticas dagqueles que gderam
deformacdes plésticas. O estado de tensdo em um PoOnto
gualgquer do corpo deformavel, define um ponto no €spago das
tensdes.

» superficie inicial de plastificagdo & representada

pela funcgdo,

F(o,k) = 0 (6.3.1)
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F(O,k) =0

espago das
tensoes

eldstica

Fig.6.3.1 superficie inicial de plastificagéo

No caso unidimensional, em um material gque apresenta
comportamento elastoplédstico com endurecimento, a tensdo
normal de inicio de plastificagdo comega com o valor 0., €
varia com o valor v(k) conforme ©O nivel de tensdo,
estabelecendo novos limites para a regido eléastica.

No caso de estados miltiplos de tensdo, a superficie de
plastificagéo também se modifica conforme © nivel de tensdo,
alterando a fungéo F{o,k) e a regiao elastica.

Existem dois modelos bicicos para representar a

evolugdo da superficie de plastificagéo.

// --‘\\ f_\\
// \ / \\\
/ \ [’ \
- } espago \ | espago
\ , das tensbes ! das tensoes
\ / //
\ / [ —
N v
~ -

~}-

a) Modelo de epdurecimento isdtropo b) Modelo cinemdtico
Fig.6.3.2 superficies de plastificagédo



101

No modelo de endurecimento isétropo a superficie de
plastificagao mantém a forma inicial sem translagdo, o0 que
fisicamente corresponde  conservar = as caracteristicas
iniciaie de isotropia do material. J4 no modelo cinemdtico a
superficie de plastificagdo se expande uniformemente sem
distorcdo nem translagdo, 3 medida que o fluxo pléstico
ocorre.

Quando em um PpProcesso de carregamento ocorrer um
incremento do estado de tensdo no ponto, gque conduza a um
valor positivo de F(g,k) tem-se uma situacdo inacessivel e
aparece a deformagao pléastica. No descarregamento, a funcao
F(o,k) tem valor negativo que corresponde a um ponto dentro
da regidio elédstica. O valor nulo de F(o,k) representa um
carregamento neutyo.

Ao se analisar um material que apresenta comportamento
elastopldstico € preciso definir uma relagio tensdo X
deformagdo para a regido eléstica, uma superficie de
plastificagdo e uma relacdo tensdo X deformagdoc para O

calculo das deformagdes pléasticas.

a) Relacgdo tensdo X deformagdo para a regido eléstica

As componentes do tensor das tensdes para um ponto 8

gualquer, sdo obtidas através da eq.(2.2.6), reegcrita a
seguir,
o
oij(s) = Cijkﬂ [ eke(s) - EkE(S) ] (2.2.6)

Na regifio eldstica, quando ndo existem deformagdes
iniciais, as componentes do tensor das tensdes s&o dadas
por,

6..(8) = Ciupp EcplB) (6.3.2)

ij ijke "ki

conde eie(s) & a componente eléstica da deformagdo total.
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b) Superficies de plastificagédo

S3o definidas através da fungdo de plastificagao,

F(g,k) =0 (6.3.3)
ou

flo) - Y(k) =0 (6.3.4)
onde,

£(g) é fungdo apenas das rensdes, e Y(k) é fungao
apenas do pardmetro de endurecimento k.

Fisicamente, a fungéo de plastificacéo & independente
do gistema de coordenadas. Assim, é conveniente escrever as

varidveis da fungdo, em termos dos seguintes invariantes,

1 kk
J. = = 5..(8) S . (8
2 2 1] 1]
J. = —— 8,,(s) S, (8) S, (8) (6.3.5)
3 3 ij jk ki T
onde,
ij(s) s30 as componentes anti-esféricas obtidas
através da seguinte expressao,
o, (8)
kk
Sij(s) = cij(s) - aij 3 (6.3.6)
Uma representagdo alternativa para estes invariantes &
dada pela forma angular do tercelro invariante,

originalmente introduzido por LODE (1926) e hoje, denominado

de 6 .
8]
g =_.1_.53n—1[_3_.__"3_J_3_] (6.3.7)
o) 3 2 3/2 T
J2

que deve respeitar o intervalo,
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- — =z 0 s — (6.3.8)

Com os trés invariantes, I,. J, e J, ou 60, é possivel
definir varias superficies de plastificagdo. Para ©OS
diversos materiais, varios critérios de resisténcia foram

estabelecidos ao longo do tempo.
Neste trabalho, s&o considerados os critérios de wvon

Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager. Os dois
primeiros critérios apresentam resultados mais satisfatdrios
para materiais ddcteis, enguanto dque O08 demais s3o mais
indicados para materiais frageis.

No estudo da plasticidade em solos e rochas, geralmente
s3o utilizadas as superficies de plastificagdo de Mohr -
Coulomb e Drucker-Prager.

A superficie de Mohr-Coulomb se baseia na teoria do
atrito interno de Coulomb. conforme foi admitido por Mohr, a
plastificagdo do material em um determinado ponto, ocorre
quando a tensdo de cisalhamento ultrapassa o valor limite

dado por,
T =Cc+ 0 tg ¢ (6.3.9)

onde ¢ & a coesdo, 0 a tensdo normal no planc de ruptura, ¢
o angulo de atrito internc e 7 & tensdo de c¢isalhamento.

Impondo-se o limite das tensdes de cisalhamento,
conforme a Fig.6.3.3, & possivel escrever a funcdo de
plastificagdoc em CLexrmos dos invariantes Il’ JZ' 8c> e dos
parédmetros ¢ e ¢.

I
F{og,c) = —%— seng + v J [cos 60—

» sen Gosen¢]—ccos¢ =0

3
(6.3.10)



104

—
0)
Com,
s = 0 e = X%El (6.3.11)
tem-se,

F[U,Y(k)] -V 3, cos 0~ Xékl =0 (6.3.12)

onde Y(k) representa o valor da tensdoc normal de inicio de
plastificagdo do caso unidimensional com endurecimento.

A funcdo dada pela eq. (6.3.12) representa & superficie
de plastificagdo de Tresca, € & mais adeguada para materiais
dicteis, mas pode ser usada, também, na andlise de solos sem
atrito.

A funcdo da superficie de plastificagdo de von Mises &
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expressa por,

Az Y g (6.3.13)

Ve

Para obter & superficie de plastificagéo de
Drucker-Prager, modifica-se a fungdo de von Mises,

introduzindo a influéncia da  componente de tensdo

nidrostatica, que & representada pelo invariante I,. A

funcdo modificada & expressa poOI,

a1, -3 k=0 (6.3.14)
onde as constantes « € k sio definidas em fungao dos
pardmetros C € ¢ do material.

Na tentativa de melhor representar O comportamento
elastoplédstico de solos e rochas, foram propostos diversos
valores para as constantes « € k.

Os valores originals propostos Ppor DRUCKER & PRAGER
(1952} procuram reproduzir as hipbteses de Mohr-Coulomb no

estado plano de deformacdo. Neste caso tem-sSe€,

S & T e k = 3 > (6.3.15)
(9+12tg” ¢) (9+12tg" @)

Outros valores de a e k podem ser cbtidos admitindo-se
o cone de Drucker-Prager circunscrito na piramide de

Mohr-Coulomb. Assim,

o = 2geng e k = 6c coso (6.3.16)

v 3 {3-seng) v 3 (3-seng)

Admitindo-se o cone inscrito na piradmide tem-se,

o = 2aeng e k = sc cose (6.3.17)

v 3 (3+seng) v 3 (3+send)
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c) Relacdoc tensdo X deformagdo para O cidlculo das

deformacdes plésticas

Com a finalidade de se estabelecer uma relagdo tensao X
deformagdo para © calculo das deformagdes plésticas,
segue-se © procedimento utilizado por TELLES & BREBBIA
(1980a, 1980b) e VENTURINI (1982, 1984) .

Para um ponto 8 qualguer, admite-se a deformagdo total

constituida de duas componentes,

e o
eij(s) eij(s) + Eij(S) (6.3.18)

onde eij(s) & a componente elistica e egj(s) a plastica.
Da mesma forma, um incremento de deformacdo total,
- € p
deij(s) = deij(s) + deij(s) (6.3.19)
Na regifo elastica, nio existindo deformagdes iniciais

o) ~ - . .
Ekl(s) as tensdes sao obtidas atraves de,

e
Uij(S) = cijkﬂ Eke(s) (6.3.20)

Do mesmo mcodo, um incremento de tensido,

e

Substituindo-se a eq.(6.3.19) na eq.(6.3.21) obtém-se,

- _ p
doij(s) = cijkﬂ [ deke(s) dekg(s) ] (6.3.22)

O incremento de deformacgdo pléstica &, por hipbtese,
admitido proporcional ao gradiente de tensdo de uma
guantidade denominada de potencial plastico Q. Determina-se
a deformagdo plastica devido ao estado de tensdo utilizando

o gradiente do potencial pldstico Q, que & uma funcgdo
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escalar dependente do tensor das tensdes oij(s) e do
pardmetro de endurecimento k. Assim, © incremento de

deformagdo pléstica é dado por,

aQ[ai.(s)]

]
5 (8) (6.3.23)
1]

def. (s) = di
1]
onde dh é uma constante de proporcionalidade chamada de
multiplicador plastico.
Consideracbes tedricas sobre este estudo podem sSer
encontradas em HILL (1950). No caso de Qflo,k}) = F{og,k)
tem-se a lei da plasticidade associativa.

gubstituindo-se a eq.(6.3.23) na eqg. (6.3.22) obtém-s8e,

) ()
a0y (8) = Cigp [ de,, - a'f) ar ] (6.3.24)
com,
801la, , (8) , K]
(Qy _ ki !
apy = a”ke(S) (6.3.25)

Considerando-se a derivada da fungao F[oij(s),k] nula,

é possivel escrever,

(F) 8Y (k)

aij daij(s) - 7% dk = 0 (6.3.26)
onde,
aF [0, . (8) , k]
(F) _ 1 4
a3y = agij(s) = EEij(s) F[oij(s)] (6.3.27)

para o estado maltiplo de tensio e com o conceito de

trabalho de endurecimento tem-se,

- P
K = j 055(8) aek. (s) (6.3.28)
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Substituindo-se na eqg.(6.3.26),

Y (k) (Q) 5y _
a. dglj (S)' —?-]:-{— Ui](S)alj ax = 0 (6329)

Qflo..(s) ki = q[ai.(s)] - Y (k} (6.3.30)

Escreve-se o segundo termo da eq.(6.3.29) da seguinte

forma,
dglo..(8)]
oY (k) (Q) _ _9v(k) 1)
3% %35 (8) 335’9 = —gp - 95(8) 37,4 18] dx
(6.3.31)
na qual, apds aplicar o teorema de Euler torna-se,
Y (k) (Q) 9y (k)

Interpretando-se q[cij(s)] como uma tensdo equivalente
do problema unidimensional, e utilizando-se a definigdo do
trabalho de endurecimento, eq.(6.2.4) e eqg.(6.3.28),

escreve-se novamente a eq.(6.3.29) da seguinte forma,

(F} 45..(8) - H’d\ = 0 (6.3.33)

a..
1] 1]

onde H' & obtido através da eq.{6.2.7).
Com a eq.(6.3.24) e eq.(6.3.33) obtém-se o pardmetro de

proporcionalidade.

(F)

ar = i Cijxedie (2 (6.3.34)
RHETE ]
com,
d.. = C (F) (6.3.35)
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Substituindo-se di na eq.(6.3.24),

vy - de (6.3.36)
ijke a(F)d . B ke
mn o mn

doij(s) = |C

Esta €& a vrelagdo entre incrementos de tensdo e
deformacio, para niveis de tensdo que produzem deformagles
plasticas.

Para fins computacionais, & conveniente separar o

incremento de tensdo em componentes eldstica e plastica,

- e - p
daij(s) = doij(s) daij(s) (6.3.37)
com,
e
doij(s) = cijkE deke(s) (6.3.38})
d. . a(F)
ao¥. (s) = 1) oo do° (6.3.39)
1] (F) mn
[a d + H']
mn mn
Estas expressdes s8o validas para o caso
tridimensional. Para utilizd-las nos estados planos de

tensiio e de deformacdo, sfo feitas algumas simplificagles

(F)

nos tensores amn e dmn' Escrevendo-se estes tenscores na

forma matricial, tem-se,

211
Y

{a} = (6.3.40)
2a,,

433

onde o coeficiente relativo a tensd3o de cisalhamento, (amn,

m#n), é multiplicado por dois para considerar a gimetria,

a e a .
mn nm
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Para determinar o vetor {d} escreve-se a matriz

elastica na forma explicita,

) , ) -
R 0 iy
v y
_ 2G(1-v) 1-v 1-v
(Cc] = TT-277 Loy (6.3.41)
0 0 2(1-V5 0
i 0 0 0 1 |

vdlida para estado plano de deformagdo e,

1 v 0 0
v 1 0 0
2G
[C] = (l—-V)_ 0 0 1-v o (6.3.42)
2
| 0 0 0 0

para o estado plano de tenséo.
O vetor {d} & obtido multiplicando-se a matriz eléstica
[c], pelo vetor {a}. Assim, apds o produto tem-se para o

estado plano de deformagdo,

( a;; + M )
{d} = 1 "22 T . (6.3.43)
412
\a33+M1J
onde,
M o= o= (3], + 3, + 2,) (6.3.44)

e, para o estado plano de tenséo,
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( A\
all + M2
a + M
(@} =4{ 2 2} (6.3.45)
412
\ 0 )
onde,
v
M2 = e (a11 + a22) (6.3.46)

A superficie de plastificagdo de Drucker -Prager e von
Mises n3o apresentam problemas em relagdo a descontinuidade
das derivadas. No entanto, nas superficies de Tresca e
Mohr-Coulomb ocorrem descontinuidades das derivadas em
algumas situagdes. Por exemplo, para 60 = 30° existem cantos
que levam a indeterminagdo das deformag¢fes plasticas. Uma
aproximagaoc pratica, & sgubstituir as derivadas das
superficies de Mohr-Coulomb e Tresca por valores
equivalentes obtidos das superficies de von Mises e
Drucker-Prager respectivamente, quando |BO] > 29°,

Utilizando-se o método dos elementos de contorno, €
apresentado a seguir um procedimento numérico para solugdo
plastica seguindo-se o processo de tensdo inicial de
ZIENKIEWICZ et al. (1969).

O carregamento é aplicado em incrementos e, para um
determinade incremento de carga, o problema é resolvido
elasticamente, sendo o incremento eléstico da?. adicionado
nas tensdes efetivas.

Em um ponto qualquer, se o estado de tensdo estiver
fora da regifio eldstica, a tens8c excedente ou incremento de
tensdo plistica dagj & aplicado na estrutura como tensdo
inicial o2, .

1]

Reescrevendo-ge o sistema de egquagdes de (3.4.8),

(2] {x} = {F} + [E]{¢°} (3.4.7)
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onde no vetor {F} estfc as influéncias dos valores

prescritos de forcas de superficie, deslocamentos e forgas
de dominio.

A solucdo deste sistema &€ dada por,

x} = [(A17YHF} + (a1 HE]{o©) (6.3.47)

Chamando,

(M} = [a] " {F) e [R] = [A] ' I[E] (6.3.48)
tem-se,

{(x} = (M} + [R){o®) (6.3.49)

Da mesma maneira, a eg.(3.4.11) pode ser transformada

em,
(¢} = {F"} - [a"] {xX} + [E"]{¢°) (6.3.50)
A tensfdo total & expressa por,
{0} = {d®}) - (o7} (6.3.51)

No estudo da plasticidade & conveniente escrever a

eq. (6.3.51) da seguinte forma,
{c®} = {0} + {0} (6.3.52)
Assim, a eq.(6.3.50) fica,

(6%} = {#"} - (A"] {x} + [E'} {d°}
onde

(] = [E"] + [I) (6.3.53)
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Substituindo-se a eq.(6.3.49) na eqg.(6.3.53) tem-se,

*

(%} = {Fv} - (A"1[{M) + [R] {¢®}]| + [E"] {0°} (6.3.54)

ou,
(%} = (F"} - [A"]{M} +([E"1-[a"] [R]) {¢°) (6.3.55)
Chamando-se,
{n} = {F"} - [a"]{M}
[s] = [E'] - [A"][R] (6.3.56)
obtém-se,

{(6.3.57)

As influéncias das tensdes iniciais, quando existirem,

gerdo consideradas nas matrizes [R] e [8].

Na implementagdo deste procedimento, para cada
incremento de <carga, pode ser utilizada a seguinte
sequéncia:

a) Calculo dos valores {Aac®} dos incrementos das tensdes

elasticas

Na primeira iteragdc de cada incremento de carga, o©
valor de {Aac®} & obtido pelo vetor (N} da eq.(6.3.57).

Quando ocorre a plastificagdo, o incremento de tensao
plastica & aplicado na forma de tensdo inicial, ou seja,

{c°) = {aoP} e o valor de {ac®} & determinado por,

{66%} = [81 {adP)} (6.3.58)
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b) Calculo dos valores dos incrementos da tensdo pléstica

dUEj e dos 1incrementos daij, através da eq.(6.3.39) e da

eq.{6.3.37), respectivamente

c¢) Calculo dos valores da tensdc efetiva e dos wvalores

acumulados da tensdo inicial

Estes valores s3o obtidos, respectivamente, através de:
{o} « {o} + {Ac0} (6.3.59)

{6?) — {0®} + {adP) (6.3.60)

d) Convergéncia

O processo iterativo termina quando a diferenga entre
os valores do incremento de deformacdo pléstica e o valor
limite estabelecido pela fungdo de plastificagdo adotada,

estiver dentro de uma toler@ncia aceitavel.

e) Retorna em a) para nova iteragdo ou novo incremento de
carga.
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7 ANALISE DE PROBLEMAS DE DOMINIO VARIAVEL

7.1 GENERALIDADES

Apresenta-se neste capitulo, algumas consideragdes

relativas a obras de escavagio, que sd@o problemas de dominio

variavel.

As obras de escavagdo sdo utilizadas para diversas
finalidades, como por exemplo, drenagem, transportes,
explorag3o de minas, sistemas de esgotos, etc..

A construcdo de metrds nas grandes cidades contribuiu
muito para o desenvolvimento dos projetos e métodos
construtivos das obras enterradas.

Basicamente, existem duas maneiras distintas de
escavagdo. Uma, onde a vala é escavada a céu aberto a partir
da superficie e, apbds a execugdo das estruturas permanentes
& feito o reaterro e, a outra, onde a escavagdo & realizada
praticamente sem interferir na superficie.

A escavacido de vala a céu aberto, conhecida como método
em trincheiras ou "cut and cover", pode ser realizada
através de taludes naturalmente estdveis, com inclinagdo que
depende do tipo de solo existente.

Nas regides urbanas densamente povoadas esta maneira de
se executar a escavacdo acarreta grandes transtornos, pois
interfere na superficie.

Assim, & interessante conseguir valas com dimensdes em
planta as menores possiveis, sendo necessirioc utilizar

adequadamente as estruturas de apoio dos taludes.
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superficie do terreno

1
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contengdo
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tirante
{

fundo da
escavagdo
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! ficha
. S

BN SONNONNSISN SN NN

Fig.7.1.1 Elementos de uma vala com estrutura de apoio

Apregenta-se na Fig. 7.1.1, o esquema genérico de uma
vala com os principais elementos da estrutura de apoio dos
taludes.

A parede de contengdo pode ser constituida de parede
estrutural ou parede diafragma, estacas justapostas, estacas
cravadas a distdncias pré-estabelecidas com pranchdes de
madeira ou painéis pré-moldados, etc..

Nas valas de grandes dimensdes em planta, podem surgir
problemas relativos a estabilidade das estroncas, e nestes
casos 0s tirantes tornam-se mais indicados.

E muito importante um estudo que garanta a seguranga
tanto da obra a sger executada quanto das edificagdes ja
existentes na regifio circunvizinha.

Na escavag¢do de tilneis sem interferéncia na superficie,
quando necessirio, o acesso & feito através de pogos de
embogue ou desembogue. Sdo utilizadas, por exemplo, maguinas

shield, podendo a escavagdo ser mecanizada ou manual.
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7.2 PROCEDIMENTO PARA SIMULAR UMA ESCAVACRO

Consiste em aliviar o contorno das sub-regides que

possuem interfaces com a sub-regifio removida, aplicando-se
forgas de superficie correspondentes as tensdes iniciais
existentes. Em cada etapa de escavag¢do a estrutura global é
modificada e, a montagem do sistema de equagdes é feita
conforme o item 4.2. Caso existam estruturas reticuladas,
deve-se congsiderar os procedimentos de combinagdoc MEC-MEF

descritos no item 5.3.

—7WNWNV%—' ANVIR
; 12 etapa
__________ —_—
‘ 12e
H .
i
\' n etapa
~
’ PRSP ANY LAY AT

Fig.7.2.1 Etapas de escavagéo

Para uma escavagdo executada em n etapas, Fig. 7.2.1,
as forgas de superficie calculadas para uma determinada
etapa, sfo influenciadas pelas etapas anteriores.

Sejam {pl}, {pz}, ... {p,} as forcas de superficie
correspondente a cada etapa de escavagdo sem considerar a
influéncia das etapas anteriores sobre as posteriores.

Para simular a primeira etapa de escavagdo, admite-se
aplicar a forga de  superficie -{pl} ne contorno
correspondente. Resolvendo-se a estrutura, sdo obtidas as

influéncias deste carregamento nas demais etapas, designadas
1 1 1
d‘e {Apz}f {Apa}f et {Apn}'
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Apds a primeira etapa de escavagdo tem-se,

(b,} + {2p}]

*

{p, }

(b} = {p,} (4p; )

{p,} = {py} + {op,) (7.2.1)

Na segunda etapa de escavagdo aplica-se a forga de
superficie —{pz}* no contorno correspondente. Resolvendo-se
a estrutura, sdo obtidas as influéncias deste carregamento
nas demais etapas, designadas de {Apg}, {Api},...{Api}.

No final da segunda etapa de escavagdoc tem-se,

{p,) "= {p;} + {apy)
{p, )= {p, )"+ {op})
(o} "= {p,} "+ {s0%) (7.2.2)

Para simular as demais etapas de escavagdo, repete-se ©

mesmo procedimento.

7.3 FRENTE DE ESCAVAGAO E ESTRUTURAS DE APOIO

Um aspecto importante a ser considerado & o estado
tridimensional de tensdes e deformagdes na regido prdéxima da
frente de escavagdo. Todo o estudo apresentado a seguir tem
como referéncia os trabalhos de LOMBARDI (1973, 1974, 1977 e
1979), DAEMEN & FAIRHURST (1972), PANET & GUELLEC (1974) ,
PANET (1976), FAIRHURST & DAEMEN (1978, 1979) e GITELMAN
{1982) .
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Seja a escavagdo de um tinel, Fig. 7.3.1, sujeito a uma

tensdo inicial P, -

posigdo
inicial

Fig.7.3.1 Frente de escavagéo do tunel

0 efeito tridimensional da frente de escavagdo pode ser
tratado, de forma aproximada, como um problema bidimensional
considerando-se uma forga de superficie ficticia p = op;,
onde a = 1-A e A:é/én (00 s A s 1).

Os valores de A sdo determinados através do grafico da
Fig. 7.3.2, em fungdc de d4/D, sendo d a disténcia do
revestimento &4 frente de escavacdo, D o difmetro do tidnel, e
& o deslocamento radial correspondente & disténcia 4.

Para o caso de tGneis com segdo transversal nao
circular, pode-se utilizar © mesmo gridfico com D = {a+b) /2.
A escavacdo e o avango da frente de escavagdo sdo
representadas pelo acréscimo de A ou diminui¢do de p desde o
valor P, {d = 1) até zero (o = 0).

Através das curvas caracteristicas do macico,

denominadas de Fenner-Pacher obtidas em fungdo de um modelo
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matematico determina-se, para cada etapa de escavagdo, ©
deslocamento radial & correspondente & tensdo inicial p; da

regifo removida.

Secdc ndo circular

Fig.7.3.2 Variago de X em fungdo de d/D

Nestas curvas caracteristicas, o macigo é considerado
homogéneo e isétropo e o tilnel circular onde os pontos do
contorno estio submetidos a um estade inicial de tensdo
hidrostéatica constante. As expressoes das curvas
caracteristicas do macico s3o obtidas através da teoria da
elasticidade e plasticidade.

Na escavacdo de um ttnel, GITELMAN (1982), as curvas
(I) e (II) da Fig. 7.3.3 representam as situagdes de
comportamento eldstico do macigo, sendo que a curva (I)
corresponde ao trecho linear do diagrama tensdo x deformagdo
e a curva (II) ac trecho eldstico n@o-linear. Nestas
situacBes quando a tensdo p se anula, o deslocamentc final

o] o . . .
vale 61 ou 62, e ndo é preciso estrutura de apoio.
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Pi
curvas caracteristicas
do macico
Pa - oe-————— e ———— — ——
curva caracteristica g
do sistema de esta-
bilizagdo
Py |- —
Ps|———
1
: |
. i
1 -
©/ 6 6/ & 6, 6, 6
/. a
0 € €

Fig.7.3.3 Curvas caracteristicas do macico

Para uma segdo transversal afastada da frente de
escavagado, por exemplo, a se¢do (A) da Fig. 7.3.1, as
tensdes circunferenciails e radiais, variam conforme a Fig.

7.3.4, onde & considerado um comportamento eldstico para o

macigo.
Nestes «casos, o macigo €& auto portante, ou ndo
plastificavel, € a sua estabilidade & fungdo das

descontinuidades, que podem provocar o desprendimento de
certo volume de bloccs. Assim, a finalidade da estabilizacgdo
€& impedir o inicioc do movimento de queda de blocos.

As curvas (III) e (IV) da Fig. 7.3.3, representam as
situagbes de comportamento elastoplistico do macico. Na
curva (III) tem-se um comportamento elastopléstico ideal
onde os deslocamentos, correspondentes & tensdo inicial Py
nula, podem se tornar exagerados acarretando-se problemas do
tipo:

a) exceder o deslocamento midximo permitido pele material,
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b) obrigar a uma sobrescavagdo excessiva para manter o
gabarito interno,
¢} provocar recalques nas superficies do macigo, o que ndo é

conveniente no caso de tineis que passam por regides
urbanizadas.

2 P L’O—e

Fig.7.3.4 Secdo transversal do tinel - regime elastico

Para que estes problemas ndo ocorram, €& necessario
limitar os deslocamentos e, para isto, é utilizade um
sistema de estabilizacdo, gque aplica nas paredes do tunel
uma pressdc correspondente ao deslocamento a ser limitado.

Na curva (IV) da Fig. 7.3.3, tem-se um comportamento
elastopldstico com rupturas progressivas do macic¢co. Nesta
situagdo o macigo ndoc & auto portante e é preciso que o
sistema de estabilizacdo aplique nas paredes do tinel uma
tens3o de confinamento P. igual ou superior a D, -

Na Fig. 7.3.5, tem-se a variag8o das tensdes para uma
secdo transversal afastada da frente de escavagdo quando se

considera um comportamento elastopldstico para o macigo.
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No caso das curvas (III) e (IV) da Fig. 7.3.3, o©
comportamento dos pontos do contorno do tinel depende das
propriedades geomecédnicas do macico e da intensidade da
tensdo inicial.

ZONA PLASTICA

Fig.7.3.5 Segdo transversal do tinel - equilibrio

elastopléastico

Tem-se na Fig. 7.3.6, a curva caracteristica do sistema
de estabilizacd3o, que representa a reagdo da estrutura de
apoic aos deslocamentos radials impostos pelo macigo, e &
fungdo de sua rigidez.

Deve-se conhecer o wvalor 60 do deslocamento ja
ocorrido, no momento em gue & colocada a estrutura de apoio.

A posigdo de equilibrio & obtida na intersegdo da curva
caracteristica do macicc com a curva caracteristica da

estrutura de apoio.
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Fig.7.3.6 Caracteristicas da estrutura de apoio

Conforme a Fig. 7.3.6, s8o possiveis as seguintes

gituacgdes:

al

b)

c)
a)

a estrutura de apoio é muito rigida, e ndoc & aproveitada
adequadamente a capacidade auto portante do macicgo,

a estrutura de apoio & colocada muite distante da frente
de escavagdo. Com 1isto, pode ocorrer uma ruptura
progressiva do maci¢o sobrecarregando a estrutura de
apoio e provocando o colapso da estrutura,

a estrutura de apoio é muito flexivel,

a estrutura de apoio & adequada.
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8 PROGRAMA PARA 0 CALCULO AUTOMATICO

8.1 GENERALIDADES

Com base na teoria apresentada, fol desenvolvido um
programa para microcomputadores, codificado na linguagem
FORTRAN, com a finalidade de se automatizar a resolugdc dos
problemas a gue se propde este trabalho.

0 programa é composto de virias unidades independentes
e interligadas através de arquivos, com a possibilidade de
se considerar o estado plano de tensdo ou de deformagdo,
dominio homogénec ou ndo-homogéneco, acoplamento de uma
estrutura reticulada no contornoe ou no interior de um
dominioc bidimensional e, a plasticidade do material.

Os dados gerados em cada uma das unidades de programa,
s3o gravados em arquivos de acesso sequencial e formatados,
possibilitando eventuais interferéncias através de um editor
de texto.

Nas unidades de programa onde € necessdrio o manuseio de
matrizes, sdo utilizados arguives ndo formatados e de
acesso direto ou seqguencial, conforme o caso.

Os resultados obtidos s8o armazenados, para cada
sub-regido e para cada estrutura reticulada, em diferentes
arquivos de acesso sequencial e formatados.

Considera-se sistema local gquando a numeragdo tem como
referénecia cada sub-regifio ou cada estrutura reticulada e,
sistema global qguando a numeragdo se refere & estrutura como

um todo.
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8.2 DESCRICEO DO PROGRAMA AUTOMATICO

As principais partes do programa automatico sdo

apresentadas na Fig. 8.2.1 a seguir.

[ ENTRADA DE DADOS |.evveversns veeena(8.2.1)

[ GERAGAOC DAé MATRIZES |.veeeeerreen...(8.2.2)

[ MONTAGEM E RESOLUGAO DO SISTEMA |......... (8.2.3)
[ PLASTICIDADE |........ ceieessse..(B.2.4)

[SAIDA DOS RESULTADOS ]..:euvvvvenn ....(8.2.5)

FIM

Fig.8.2.1 Fluxograma geral do programa

8.2.1 Entrada de dados

Nesta parte do programa automdticc s8o gerados e

gravados os dados necessdrios para:

a) Montagem das matrizes do MEC e do MEF referentes ao
comportamento eldstico e plastico,

b) Carregamento e condigdes de contorno,

c) Montagem do sistema conforme CROTTY (1982),

d) Compatibilidade da numeragdo dos pontos de contorno e
pontos internos com a numeragdo conforme a partigdo de
Crotty e com og vértices das células,

e) Saida dos resultados.

As unidades do programa referentes aos dados estéo

organizadas conforme a Fig. 8.2.2.
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— DADOS BASICOS+— DBl

FEC

¥ W N v v
DC1 DC2 DC3 DC4 DC5

g
DF1 DF2
[PLASTICIDADE|
¥ W ] v v
DP1 DP2 DP3 DP4
GERATS
N2 ¥ 4
DG1 DG2 DG3

Fig.8.2.2 Fluxograma da entrada de dados

A) DADOS BASICOS

al) Unidade DB1 - DDAD.FOR
Leitura dos dados basicos a serem utilizados nas demais
unidades do programa.
NP- numero do problema
NSR- nilmerc de sub-regides
NESTR- numero de estruturas reticuladas
NBL- niimero de blocos do sistema de equagdes
NH- nimero de colunas dos termos independentes
NNDAUX (I8) - nimero de pontos do contorno da sub-regido IS
NNPIX(IS)~- nimerc de pontos internos da sub-regido IS
NNDIX{IS)- nimero de pontos dos elementos internos da
sub-regido IS
DRIVEi- drive para gravagdo e leitura dos dados
DRIVE2- drive para gravagdoc e leitura das matrizes
Estes dados sd3o gravados em um arquivo sequencial e
formatado da seguinte forma,
NDAG = 100
OPEN (NDAG, FILE='MECMEF .DAD' )
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B) DADOS DO DOMINIO BIDIMENSIONAL - MEC

bl) Unidade DC1 - (DC.FOR)

Esta unidade de programa executa a leitura dos dados do
dominic bidimensional armazenando-os em argquivos de acesso
sequencial e formatados, sendo um arquivo diferente para
cada sub-regido. Os dados se referem aos pardmetros bésicos,
coordenadas dos pontos, definigdo dos elementos, definigdo
dos pontos e propriedades do material.

Principais varidveis de cada sub-regido IS:

Pardmetros basicos
NND - nlmero de pontos do contorno
NE - nimero de elementos
Coordenadas dos pontos do contorno
X1(I) - coordenada horizontal do ponto I do contorno
X2(I) - coordenada vertical do ponto I do contorno

Utiliza-se um sistema local para cada sub-regido IS

Definig¢doc dos elementos

JEL (J,1) - ponto inicial do elemento J

JEL (J,2) - ponto final do elemento J
Definigd3o dos pontos

IEL {(I,l1} - elemento anterior ao ponto I

IEL (I,2) - elemento posterior ao ponto I

Pardmetros do material
GT - mbédulo de deformagdo transversal
POIS - coeficiente de Polsson
Os nomes dos arguivos sfo escritos da seguinte forma:
C=CHAR (64+18)
NDC=200+1S
DC=DRIVEl//’ :DADCO'//NP//C//’ .DAD'
OPEN (NDC, FILE=DC)

b2) Unidade DC2 - (DCC.FOR)
S30 definidas as condigfes de contorno e carregamento

para cada sub-regidoc IS.
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No sistema local, sdo estabelecidas as condigdes de
contorno, onde,
KODE (I)

KODE (I)
KODE (21-1) - u ou p prescrito na diregdo X1
(

0 - deslocamento u prescrito

1 - forca de superficie p prescrita

KODE(2I) - u ou p prescrito na diregao X2.

Os carregamentos sdo estabelecidos considerando-se o
sistema global, onde,

IORDF(I) - vetor que compatibiliza a numeragdo local do
ponto I com a numeragdo global

P(2I-1) - u ou p prescrito na diregdo X1

P(2I) - U ou p prescrito na diregdo X2.

Os nomes dog diferentes arquivos de acesso sequencial e
formatados de cada sub-regifio, sdo escritos da seguinte
forma,

NDCC=300+IS
DCC=DRIVE1//’:DCARC’//NP//C//’.DAD'
OPEN (NDCC, FILE=DCC}

b3) Unidade DC3 (DCI.FOR)

Utilizando-se um sistema local de referéncia s&o lidas
as coordenadas dos pontos internos de cada sub-regido. As
principais variaveis sédo,

NIP - nimero de pontos internos
XI1{I) - coordenada horizontal do ponto interno I
XI2(I) - coordenada vertical do peontc interno I.

Estes dados sdo gravados em diferentes arquivos de

acesso sequencial e formatados de nomes,
NDCI=400+1S5
DCI=DRIVE1l//’ :DCPIN'//NP//C//’ .DAD’
OPEN (NDCC, FILE=DCC)

b4) Unidade DC4 - (DCEI.FOR)
E feita a leitura dos dados de elementos internos, isto

&, elementos no interior do dominio.
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Principais variaveis:
NECI - nimero de elementos internos
XE1(I) - coordenada horizontal do ponto I
XE2(I) - coordenada vertical do ponto I
Definicdo dos elementos internos.
JELI(J,1) - ponto inicial do elemento J
JELI(J,2) - ponto final do elemento J
Definigdo dos pontos dos elementos internos.
IELI(I,1) - elemento antericor ao ponto I
IELI(I,2) - elemento posterior ao ponto I
Os dados de cada sub-regido sdo gravados em diferentes
arquivos de nomes,
NDCI=500+IS

DCI=DRIVEL1//' :DCPIN’//NP//C//’ .DAD’
OPEN (NDCI, FILE=DCI)

b5) Unidade DC5 - (DCCEI.FOR)
Nesta unidade & lido ¢ carregamento dos elementos
internos de cada sub-regido.
P(2I-1) - u ou p prescrito na diregdo X1
P{(2I) - u ou p prescrito na diregdo X2
880 gravados em arguivos de nomes,
NDCEI=600+1I85
DCEI=DRIVEl//' :DCCEI’'//NP//C//' .DAD’
QOPEN (NDCEI,FILE =DCEI)

C) ESTRUTURAS RETICULADAS - MEF

c¢l) Unidade DF1 - (DF.FOR)
S3o lidos os dados vreferentes a cada estrutura
reticulada IER.
Principais varidveis:
NNCS - nGmero de pontos

NEXT - nlmero de pontos ndo de interface MEC-MEF
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NOINT - nimerco de pontos de interface MEC-MEF
NUMEL - niimero de elementos

NELINT - nimero de elementos de interface MEC-MEF
NCDUP - nimero de coordenadas duplas

XF1(I}) - coordenada horizontal do ponto I

XF2 (I} - coordenada vertical do ponto I

(I
JEL(J,1) - ponto inicial do elemento J
JEL(J, 2

E - mbédulo de deformagdo longitudinal

) - ponto final do elemento J

AJ - area da segdo transversal

IZ - momento de inércia

IORD(J) - vetor que compatibiliza numeragdoc local com
global no elemento de interface J

ICDUP (I)- nfimero da ccordenada dupla do ponto I.

Os dados de cada estrutura reticulada IER séo
armazenados em diferentes arguivos de acesso sequencial e
formatados de nomes escritos da seguinte forma,

C=CHAR {(64+IER)

NDF=700+IER
DF=DRIVE1//':DFINI'//NP//C//’ .DAD'
OPEN (NDF, FILE=DF)

¢2) - Unidade DF2 - (DFC.FOR)

E feita a leitura do carregamento das estruturas
reticuladas. S3o previstas cargas aplicadas diretamente nos
nés e cargas distribuidas nos elementos.

NNC - nimero de pontos carregados

K - nimero do ponto carregado

FN(3K-2) - forca aplicada na diregdo X1 do ponto K
FN{3K-1) - forca aplicada na diregdo X2 do ponto K
FN{(3K) - momento fletor aplicadec no ponto K

NEC - numero de elementos carregados
JC - nimero do elemento carregado
P(JC,1) - forca na diregdo X1 do ponto inicial do elemento

P(JC,2)- forca na diregdo X2 do ponto inicial do elemento
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P(JC,3)- forga na dire¢do X1 do ponto final do elemento
P(JC,4) - for¢a na diregdo X2 do pontc final do elemento
Estes dados sdo gravados em arguivos de acesso
sequencial e formatados de nomes,
NDFC=800+1IER
DFC=DRIVEl//’' :DCFI1'//NP//C//:DAD’
OPEN (NDFC, FILE=DFC)

D) PLASTICIDADE

d1l) Unidade DP1 - (DAINV.FCR)

E feita a 1leitura dos dados necessarios para a
localizag8o e montagem dos blocos dos termos independentes
a serem modificados de modo a se ter a matriz identidade [I]
no lugar de {b}. Os blocos alterados s8o gravados em
arquivos de acesso sequencial e ndo formatados de nomes,

C=CHAR (IB+64)
NCFZ=6200+1IB
CFZ=DRIVE2//':ZCRO’//CRO’//NP//C1//C2//' .MAT'
OPEN (NCFZ, FILE=CFZ, FORM='UNFORMATTED' }
onde IB = niumero do bloco alterado
NP = nlmerc do problema
Cl = variavel caracter de A a Z

Q2 = varidvel caracter de A a Z

d2) Unidade DP2 - (DGCEL.FCR)

Nesta unidade s3o lidos os principais dados para a
geracdo das células. Estes dados sdo gravados, para cada
sub-regido IS, em arquivos de acesso seguencial e
formatados, cujos nomes s3o escritos da seguinte forma,

C=CHAR (64+IS)

NGCEL=8100+1IS

DGCEL=DRIVEl//’ :DGCEL’'//NP//C//' .DAD’
OPEN (NGCEL, FILE=DGCEL)
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d3) Unidade DP3 - (DCEL.FOR)

Para cada sub-regido IS s3o lidas ou geradas as
coordenadas dos vértices e definigdo das células. Estes
dados s3o gravados em arquivos formatados de acesso

sequencial, cujos nomes s&o escritos da seguinte forma,

NDCEL=8200+1IS
DCEL=DRIVEl//' :DECEL' //NB//C//' .DAD’
OPEN (NDCEL, FILE=DCEL)

d4) Unidade DP4 - (DPLA.FOR)

S%3o 1lidos os dados necessdrios para o procedimento
incremental e iterative utilizado na andlise da plasticidade
do material. Os dados s3o gravados em argquivos de acesso
sequencial e formatados de nomes,

NDPL=10000+IS
DPL=DRIVEl//' :DPLAS’'//NP//C//' .DAD'
QOPEN (NDPL, FILE=DPL)

E) DADOS GERAIS

el) Unidade DGl - (DSIS.FOR}

Nesta unidade sdo lidos os dados para a definigdo e
montagem dos blocos do sistema de equagdes conforme o
algoritmo desenvolvide por CROTTY (1982). Os blocos sé&o
formados por elementos das matrizes H e G dos elementos de
contorno e dos elementos internos quando existirem. Estéa
previsto considerar quando necessdrio, a influéneia da
estrutura reticulada resolvida pelo MEF.

Principais varidaveis:

NCONT (IS1,IS2) - nimero de pontos na interface das
sub-regides IS1 e IS2. Quando IS1 = IS2 os pontos ndo
s3o de interface entre as sub-regides ISl e IS2

IORDL(I,IS1,IS2) - ordena os pontos de interface e ndo

interface no sistema local



NBL - nimerc de blocos
IB - nimero do bloco
INTCF({IB) = 1 - ndo existe interface MEC-MEF
INTCF(IB) = 2 - existe interface MEC-MEF
Estes dados sdo gravados em um arquivo de

sequencial e formatado de nome,
NSIS=5800

DSIS=DRIVE1l//' :DSISTC'//NP//* .DAD’
OPEN (NSIS, FILE=DSIS)

e2) Unidade DG2 - (DCRO.FOR)
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dcesso

E feita a leitura dos dados que controlam a partigdo em

blocos, ou sub-blocos, conforme CROTTY (1582).
Principais varidveis:
NTR - nUmero de linhas bloco
NTC - nGmero de colunas bloco
NH - nimero de colunas dos termos independentes

MAXR - nudmero mé&ximo de linhas bloco

MAXE - numero maximo de colunas da ccluna sub-bloco

MAXI - niimerc maximo de colunas sub-bloco

MAXC - nlmerc maximo de celunas bloco

MAXSTCO - dimensdo do vetor {Z} que contém elementos dos

blocos ou sub-blcocos

NUN - nimero total de equa¢des do sistema

MAP(I,J) = 0 - bloco da iinha blocec I e ccluna bloco J
nulo

MAP(I,J) = 1 - bloco da linha bloco I e coluna bloco J
ndo-nulo

NROWS (I) - nimero de linhas da linha bloco I

KOLL{J) - nimero de colunas da coluna bloco J

Estes dados s8c gravados em um arguivo de
sequencial e formatado de nome,
NDCRO=1200
DCRO=DRIVE1l//’ :'DADCRO’ //NP//’ .DAD’
OPEN (NDCRO, FILE=DCRO)

acesso
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e3) Unidade DG3 - (DSAI.FCR)
Nesta unidade s3oc lidos os dados necessdrios para a
saida dos resultados.
Principais varidveis:
IORDS (I} - vetor que ordena a posigd@o do ponto I (sistema
global) conforme a saida do vetor solugdo {Z}

IOG(I) = 1 - para z(I) = u
I0G(I) = 2 - para z(I) =p
ISAICF(I) = 0 - pontos sem interface MEC-MEF
ISAICF(I) = 1 - pontos com interface MEC-MEF.

Estes dados s3o gravados em um arguivo de acesso
sequencial e formatado de nome,
NDSAI=1200
DSAI=DRIVE1//’ :DADSAI‘//NP//' .DAD’
OPEN (NDSAI,FILE=DSAI)

8.2.2 - Geragdo das matrizes.

(M EC

€ ¥ N ¥ ¥ ¥ ¥ v
MATRIZES MC1 MC2 MC3 MC4 MC5 MCe MC7 MC8

MET

v T T
MF1 MF2 MF3

Fig.8.2.3 Fluxograma da geragdo das matrizes

A) MATRIZES DA ESTRUTURA BIDIMENSIONAL - MEC

al) Unidade MCl1 - (CHG.FOR)

S3o geradas as matrizes [H] e [G] que se referem aos
deslocamentos dos pontos do contorno para cada sub-regido IS
e gravadas em diferentes arquivos de acesso direto e ndo

formatados de nomes,
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NCH=5100+IS$
CH=DRIVEZ2//' :MATCH'//NP//C//' .MAT'
OPEN(NCH,FILEzCH,ACCESS='DIRECT',RECL=4*2*NND)

NCG=5200+18
CG=DRIVE2//' :MATCG' //NP//C//' .MAT'
OPEN (NCG, FILE=CG, ACCESS="DIRECT' , RECL=4*2*NND)

a2) Unidade MC2 - (CHGI.FOR)
S3o geradas as matrizes [HI] e [GI] referentes aos

deslocamentos dos pontos internos de cada sub-regldo IS e
gravadas em diferentes arquivos de acesso direto e néo
formatados de nomes,

NCHI=5300+IS

CHI=DRIVE2//’ :MATCH'//NP//C//’ .MAT’

OPEN (NCHI, FILE=CEI,ACCESS='DIRECT' ,RECL=4*2*NND)

NCGI=5400+IS5
CGI=DRIVEZ2//' :MATCG'//NB//C//' .MAT’
OPEN (NCGI,FILE=CGI,ACCESS='DIRECT’' ,RECL=4*2*NND}

a3) Unidade MC3 - (CHGTI.FOR)

Nesta unidade s3c geradas as matrizes [HTI] e {[GTI]
referentes as tensdes dos pontos internos de cada sub-regido
IS e gravadas em diferentes arquivos de acesso direto e ndo
formatados de nomes,

NHTI=75C0+I5
CHTI=DRIVE2//' :HTPIN'//NP//C//' .MAT’
OPEN(NHTI,FILE=CHTI,ACCESS='DIRECT’,RECL=4*2*NIP)

NGTI=7600+15
CGTI=DRIVE2//' :GTPIN’'//NP//C//' .MAT'
OPEN (NGTI,FILE=CGTI,ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*2*NIP)

a4) Unidade MC4 - (CHGEI.FOR)
S3c geradas as matrizes [HICI, [GCI], I[GIC], I[GII],
correspondente acs elementos internos e gravadas em arquivos

de acesso direto nido formatados de nomes,
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NHIC=5600+I8
CHIC=DRIVE2//' :MCHIC'//NP//C//' .MAT'
OPEN (NHIC, FILE=CHIC,ACCESS='DIRECT' ,RECL=4*2*NNDI)

NGCI=5700+IS
CGCI=DRIVE2//’ :MCGCI’//NP//C//' MAT'
OPEN (NGCI,FILE=CGCI,ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*2*NND)

NGIC=5800+IS
CGIC=DRIVE2//';MCGIC'//NP//C//' .MAT'
OPEN (NGIC, FILE=CGIC, ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*2*NNDI)

NGII=5900+IS
CGII=DRIVE2//':MCGII'//NP//C//' .MAT’
OPEN (NGII,FILE=CGII,ACCESS='DIRECT’,6 RECL=4*2*NNDI)

a5) Unidade MC5 - (CHGTC.FOR)

Nesta unidade s3oc geradas as matrizes [HTC] e [GTC]
referentes 4&s tensdes dos pontos do contorno de cada
sub-regifio IS e gravadas em diferentes arquivos de acesso
direto ndc formatadecs de nomes,

NHTC=7700+1S
CHTC=DRIVE2//' :HTCON’//NB//' .MAT’
OPEN (NHTC, FILE=CHTC, ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*2*NND)

NGTC=7800+1S5
CGTC=DRIVE2//' :GTCON' //NP//*' .MAT'
OPEN (NGTC, FILE=GHETC, ACCESS="DIRECT’ , RECL=4*2*NND)

a6) Unidade MCé - (CEDC.FOR)

E gerada a matriz [E] correspondente a deslocamentos
dos pontos do contorno devide a aplicagdo de tensdes
iniciais. Os elementos desta matriz sdo gravados por coluna
para cada sub-regifo IS, em arquivos ndoc formatados de
acesso direto de nomes,

NEDC=9000+IS
EDC=DRIVE2//’:CEDCO'//NP//C//’.MAT’
OPEN(NEDC,FILE=EDC,ACCESS=’DIRECT',RECL=4*3*NND)
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a7) Unidade MC7 - (CETC.FOR)

Gera a matriz [E] referente a tensdes eldsticas dos
pontos do contorno devido a aplicagdo de tensdes iniciais.
Os elementos desta matriz sdo gravadas por coluna para cada
sub-regido IS, em arquivos ndo formatados de acesso direto,
com os nomes escritos da seguinte forma,

NETC=9300+I5

ETC=DRIVE2//' :CETCO'//NP//C//* .MAT'
OPEN (NETC, FILE=ETC, ACCESS='DIRECT' ,RECL=4*3*NND)

a8) Unidade MC8 - (CETI.FOR)
E da mesma forma que a Unidade MC7, sd que para tensdes
eldsticas de pontos internos. Os nomes dos arquives sdo,
NETI=5400+1IS
ETI=DRIVE2//' :CETIN' //NP//C//’ .MAT’
OPEN (NETI, FILE=ETI,ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*3*NIP)

B) ESTRUTURAS RETICULADAS - MEF

bi) Unidade MF1 - (FR.FOR)

Gera a matriz de rigidez [R] de cada estrutura
reticulada IER, colocando-se primeiro as coordenadas dos
pontos ndo de interface MEC-MEF. As matrizes de cada
estrutura reticulada sdo gravadas em diferentes arquivos de
acesso direto e ndo formatados sendo uma linha em cada
registro. Os nomes dos arquivos sdo escritos da seguinte
forma,

C=CHAR {64+IER}

NFR=6000+IER

FR=DRIVE2//' :MATR-'//NP//C//' .MAT'
OPEN(NFR,FILE=FR,ACCESS=’DIRECT’,RECL=4*3*NNOS)

b2) Unidade MF2 - (FM.FOR)

Nesta unidade é gerada a matriz [M] gque transforma a
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forca de superficie {p} em forga nodal {f}, para cada
estrutura reticulada  IER, colocando-se  primeiro  as
coordenadas de rotacdo. Estas matrizes sdo gravadas em
diferentes arquivos de acesso direto e ndo formatados, sendo
uma linha em cada registro, com os nomes,

NFM=6100+IER

FM=DRIVE2//’ :MATM-'//NP//C//' .MAT’

OPEN (NFM, FILE=FM, ACCESS="DIRECT’ , RECL=4*2*NOINT)

NRII=6400+IER
FRII=DRIVE2//':RMII-'//NP//C//' .MAT’
OPEN(NRII,FILE=FRII, ACCESS='DIRECT’ 6 RECL=4*2*NOINT)

NFII=6700+IER
FFII=DRIVE2//’ :FF11-'//NP//C//' .MAT’
OPEN (NFII,FILE=FFII,ACCESS='DIRECT’',RECL=4*2*NOINT)

b3) Unidade MF3 - (FMOD.FOR)

Nesta unidade, as matrizes [R], [M] e o vetor {f}, sdo
modificados conforme as equagdes de (5.3.12) a (5.3.15).
Apds as modificacgdes s8o gravados em arquivos de acesso

direto e ndo formatadozs de nomes,
{RMei]

NREI=6300+IER
FREI=DRIVE2//’ :RMEI'//NP//C//’ .MAT'
OPEN (NREI, FILE=FREI, ACCESS='DIRECT' , RECL=4*2*NOINT)

[RMii]
NRII=6400+1ER

FRII=DRIVE2//' :RMII1‘'//NP//C//"' .MAT'
OPEN (NRII,FILE=FRII,6ACCESS='DIRECT' ,RECL=4*2*NOINT)

[Mei]

NMEI=6500+IER
FMEI=DRIVE2//':MMEI'//NP//C//' .MAT’
OPEN (NMEI,FILE=FMEI, ACCESS='DIRECT’ , RECL=4*2*NOINT)
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[Mii)
NMII=6550+1ER

FMII=DRIVE2//’ ;MMII'//NP//C//' .MAT'
OPEN (NMII,FILE=FMII,ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*2*NOINT)

{Fe}

NFEI=6600+I1ER

FFEI=DRIVE2//' :FFEI'//NP//C//' .MAT’

OPEN (NFEI,FILE=FFEI,ACCESS='DIRECT',RECL=4 *LEE)
onde LEE=3*NEXT+NOINT
{Fi}

NFII=6700+1ER

FFII=DRIVE2//':FFII1’'//NP//C//' .MAT’
OPEN (NFII,FILE=FFII,ACCESS='DIRECT',RECL=4*2*NOINT)

8.2.3 Montagem e resolugdo do sistema de equagdes

MONTAGEM MR1

SISTEMA DE
EQUACOES

RESOLUCAO MR2

Fig.8.2.4 Fluxograma do sistema de equagdes

a) Unidade MR1 - {CF.FOR)

Nesta unidade & feita a montagem dos blocos conforme o
algoritmo de CROTTY (1982}, que sSegue uma disposigdo
particular. Estdo previstos elementos de contorno, elementos
internos e combinagdc MEC-MEF. Os blocos gerados sdo
gravados em diferentes arguivos de acesso sequencial e nao
formatados, cujos nomes sdo escritos da seguinte forma,

NCFZ=6900+1IB
CFZzDRIVE2//’:ZCRO’//NP//CI//CZ//'.MAT’
OPEN(NCFZ,FILE=CFZ,FORM=’UNFORMATTED’)
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onde
IB = niimero do bloco
Cl = variével caracter de A a 2
2 = variével caracter de A a Z

b) Unidade MR2 - {CRO.FCR)

0 sistema de equagdes ¢é resolvide pelo algoritmo
proposto por CROTTY (1982). Esta unidade de programa é
composta de varias sub-rotinas apresentadas na Fig. 8.2.5 a

seguir.

| PROGRAMA PRINCIPAL |

DADOS PRELIM | [ BLKSOL |
[ | | |
[BLKRED] [REDPM] [REDP| [SLIDE] [REWRIT

SUBST

Fig.8.2.5 Fluxograma da unidade MR2

S30 utilizados trés arquivos descritos a seguir:
LU1=7000 - unidade associada ao arquivo de acesso direto e
nio formatado para armazenar os blocos ou sub-blocos.
VETZ=DRIVE2//’:VETORZ’//NP//:MAT’.
OPEN(LUl,FILE:VETZ,ACCESS=’DIRECT',RECL=4*NELB)

onde NELB & o nimero de elementos do bloco gravado.

LU2=7100 - unidade associada ao arquivo de acesso direto e
nio formatado, para armazenar a solugdo.
SOLZ=DRIVE2//':SOLSIS’//NP//’.MAT’
OPEN(LUZ,FILE=SOLZ,ACCESS='DIRECT’,RECL=4*NUN)

onde NUN & o ntGmero de equagles do sistema.

LU3=7300 - unidade associada ao arquivo de acesso sequencial
e nio formatado, para gravar os multiplicadores

das linhas pivé.
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PIVZ=DRIVE2//':PIVSIS'//NP//' .MAT'
OPEN (LU3, FILE=PIVZ, FORM='UNFORMATTED' )

bl) Leitura dos dados
830 lidos os dados necessarios no arguivo,
DCRO = DRIVEZ//':DADCRO’//NP//’.DAD’.

b2) Sub-rotina PRELIM

Respeitando-se os valores das varidveis na entrada de
dados & feita a particdo de [A] em blocos ou sub-blocos,
considerando-se inclusive os termos independentes.

0 arquivo de acesso direto VETZ € alterado durante o
processamento e, para preservar os Dblocos iniciais na
unidade MR1 og blocos s3o gravades em arguivos de acesso
sequencial e ndo formatados.

Antes de se executar a sub-rotina BLKSOL, os blocos sdo
lidos dos arquivos de acesso sequencial e gravados no
arquivo VETZ conforme a partigdo obtida pela sub-rotina
PRELIM.

b3} Sub-rctina BLKSOL

Através desta sub-rotina & feito o controle da
eliminacdo dos blocos e retro-substituigdo para se obter a
solucdo do sistema de equagdes. Sdo utilizadas varias

sub-rotinas descritas a seguir.

BLKRED - leitura de blocos ou sub-blocos no arquivo VETZ
REDPM - elimina blocos pivés, isto &, blocos da diagonal
REDP - elimina demais blocos

SLIDE - compacta bloco ou sub-bloco eliminado

REWRIT - grava bloco ou sub-bloco eliminado no arquivo VETZ

SUBST - calcula as incégnitas por retro-substituigiio através

da sub-rotina BACK, armazenando-as no arguivo SOLZ.
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EXEMPLO

Para 1ilustrar a utilizagdc do algoritmo de CROTTY

(1982), é resolvido o seguinte sistema de equagdes.

2x1 - 4x2 = 13
5x1 + 8x2 = -12
4x1 + 3x2 + 7x3 + 6x4 = 21
2x1+ x2+9x3—4x4=1

Na forma matricial,

[ 2 -4 0 o7 { % ) (13 )
5 8 0 0 X2 -12
< > = 4 r-
4 3 7 6 X3 21
2 1 9 -4 X4 1
- . L 7 \ /
ou,
(2] {x} = {b}
onde,
[A] - matriz dos coeficientes das incégnitas
{x} - vetor das incégnitas
{b} - vetor dos termos independentes

E possivel dividir a matriz [A] e o vetor {b} em blocos

da seguinte forma:
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2 -4 0 0 A
linha bloco 1
[A] = 5 8 O 0 w
4 3 7 6 linha bloco 2
2 1 ] -4 hd
coluna coluna

bloco 1 bloco 2

13 o
linha bloco 1
-12
(b} = |- ?f

21 linha bloco 2

1
L ]
| e—|
coluna
bloco 3

Os elementos dos blocos sdo armazenados no arquiro VETZ
em forma de um vetor Z(MAXSTC) unidimensional, sendo um
bloco por registro. Assim, o arquivo de acesso direto VETZ

fica definido da seguinte forma:

Registro Elementos
1 2 5 -4 8
2 i3 ~12
3 2
4 7 ] 6 -4
5 21

830 utilizados os seguintes valores para as variéveis:

MAXSTO = 18
MAXR = 2
MAXT = b
MAXE = 2



145

NROWS (I} = {2 2]
KOLL{J) = [2 2]

Sub-rotina PRELIM

Calcula-se a maior area de memdria necesséria durante a
eliminacdo dos blocos e durante a retro-substituigdo. Estes
valores sdo comparados com os valores limites, e se preciso
dividem-se os blocos em sub-blocos. Também, s&8o calculados
os vetores de controle para a eliminag8o dos blocos.

Para o exemple em estudo, apds o processamento da

sub-rotina PRELIM, obtém-se:

NCL (1) = 2 NCL(2) = 2 NCL(3) = 1

NCL (J) = nlimero de colunas da coluna sub-bloco J

KS1(1) = 1 KsS2(1) =1

KsS1(2) = 2 Ks2(2) = 2

KS1(3) = 3 KS2(3) = 3

KS1(J) = primeira coluna sub-bloco da coluna bloco J
KS2(J) = Gltima coluna sub-bloco da ceoluna bloco J
IAD{I,J) = ndmero dos registros do arquivo de acesso

direto LUl, para armazenar o sub-bloco da

linha bloco I e coluna bloco J

Sub-rctina BLKSOL
S30 utilizados os arquivos VETZ, SOLZ e PIVZ para a
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eliminac8o dos blocos e retro-substituigdo. Para evitarem-se
pivés muito pequenos é definida uma tolerdncia TOL=10—7.
Nesta sub-rotina é gerada a varidvel NCOL(K) que indica o©

nimero de vetores soluc¢do a serem gravados no registro K do
arquivo SOLZ.
No exemplo em estudo, os blocos sdo eliminados na

seguinte sequéncia:
1) Linha bloco pivd 1 (l.a etapa)

a) Eliminagdo dos blocos da linha bloco pivd 1
al) Eliminac3c do bloco pivd

Leitura do bloco pivé feita através da sub-rotina BLKRED

1 -4 z{(1} z(3}
3 8 | ~ z(2) z(4)

Eliminacdc do bloco pela sub-rotina REDPM
50 -4,0 z{1) =2(3)
2,0 -7,2 | ° z(2) z(4)

S3oc obtidos também os multiplicadores,

P{1,1) = 1,0 D(1,2) = 1,6 P(2,2) = 1,0
1,0 = z(13) 1,6 = z(15)
P(I,J) =1 50 = 2(14) 1,0 = z(16)

a2) Eliminac3o dos demais blocos da linha bloco pivd 1

Leitura do bloco pela sub-rotina BLKRED

13 z(5)
-12 } 1z (6)

Eliminacdo do bloco pela sub-rotina REDP

13,0 z (5)
17,8 ~ lzi(s)
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S3o0 obtidos, também, os sequintes multiplicadores,

P(1,1)
P(2,1)

-2,40 z(17)
-2,47 z(18)

0s multiplicadores da linha bloco pivé 1, obtidos em
al) e a2) sdo armazenados no arquivo PIVZ, nas posigdes
z{(13) a z(18).

b) Eliminacio dos blocos ativos nas linhas bloco néo
pivd
b.1) Eliminacdo do bloco ativo abaixo do bloco pivd
Leitura do bloco pela sub-rotina BLKRED.

4 3 z(1) 2(3)
2 1|~ z(2) z(4)

Elimina¢do do bloco pela sub-rctina REDPM

4,0 -3,4 z (1) z(3)
2,6 -2,2 | ° z(2) z(4)
b.2) Eliminagio dos demais blocos ativos da linha bloco

ndo pivd

Leitura do bloco pela sub-rotina BLKRED

BEH

Eliminacdo do bloco pela sub-rotina REDP.

22,19 z (5)
0,36{ ~ )z(s)

Com a sub-rotina REWRIT, estes valores sdc gravados no
arquivo VETZ, nas mesmas posi¢des onde estavam os vaiores
21,0 e 1,0 alterando-se o arquivo inicial VETZ. Os blocos
ativos est3o posicionados depois do bloco da diagonal da

correspondente linha bloco ndo pivd, no caso, linha bloco 2.



148

2) Linha bloco pivé 2 - {2.a etapa)

a} Eliminacdo dos blocos da linha bloco pivd 2
Os blocos considerados na linha bloco pivdé 2 estdo

depois da coluna bloco 2, isto é, apds a diagonal.

al) Eliminacdo do bloco pivd

Leitura do bloco pela sub-rotina BLKRED

7,0 6,0 z(1) z(3)
9,0 -4,0 | ° z(2) z(4)

Eliminagd3o do bloco pela sub-rotina REDPM
9.0 6,0 z{1)}) z(3}
7.0 9,1 |~ z{2) z(4)

Sdo obtidos também os multiplicadores,

P(1,1) = 1,0 P(1,2) = -0,44 P(2,2) = 1,0
1,0 = z{(13) -0,44 = z(15)
P(1,J) = 0 = z(14) 1,0 = z(16)

a2) Eliminacdo dos demais blocos da linha bloco pivd 2
Leitura do bloco pela sub-rotina BLKRED

22,19 z(5)
0,36 ~ 1z (&)

Eliminac8o do bloco pela sub-rotina REDP

22,189 z(5)
21,91 ~ )z (s)
830 obtidos, também, os multiplicadores,

P(1,1) = 0,04 z(17)

P(2,1)

2,40 z(18)
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Os multiplicadores da linha bloco 2, obtidos em al) e

a2) sdo gravados no arquivo PIVZ nas posi¢des z{13) a z(18).

Sub-rotina SUBST
As incégnitas do sistema, que estdo no vetor {x}, sdo
determinadas por retro-substituigdo, através da sub-rotina

BACK, e armazenadas no argquivo SOLZ.

No Exemplo em estudo tem-se:

a) Leitura dos multiplicadores da linha blocc 2, no
arquivo PIVZ

[1,0 0,0 -0,44 1,0 0,04]

Executa-ge a retro-substituicdo através da sub-rotina

BACK e ocbtém-se ag incdgnitas,
x{4) = 2,405 e x(3) = 1,109

que sdo gravadas no arquivo SOLZ nas posigdes z(4) e z(3)

regspectivamente.

b) Leitura dos multipliicadores da linha bloco pivd 1, no

arquivo PIVZ
(1,0 0,0 1,6 =-2,4 2,47]
Obté&m-se as incdgnitas por reto-substituigdc, através
da sub-rotina BACK,
x{2) = -2,472 e x(1) = 1,555

que sdo gravadas no arguivo SOLZ, nas posigdes z(2) e z(1)
respectivamente.
Portanto a solucdo do sistema de equacdes fica dada

por
x{1l) = 1,555
x{2) = -2,472
x(3) = 1,109
x(4) = 2,405
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8.2.4 Plasticidade do material

— [CALCULO DA INVERSA]

¥ ¥
IN1 IN2
*
[s] = [E] - [A""][R]
I
]
[Pontos do contorno|
PG1 PG2 PG pC1 PC2 PO T
[PLASTICIDADE |— P 3 1 PC3 PC4 PC5 PC6

[Pontos internos]
|

w v W Vv w %
PI1 PI2 PI3 PI4 PI5 PI6

— TENSOES ORIGINAIS |— POl

L [PROCEDIMENTO INCREMENTAL E ITERATIVO|— PT1

Fig.8.2.5 Fluxograma da plasticidade

A) CALCULOC DA INVERSA

al) Unidade IN1 - (CFB.FOR)

E processada para montar os blocos com elementos de
valores, unitdrio ou nulo, conforme as NH colunas da matriz
identidade [I] em cada etapa de obtengdoc da inversa. Estes

blocos sdo gravados da mesma forma utilizada na Unidade MRL.

a2) - Unidade IN2 - (LINV.FOR)

Para cada etapa de obtengdo da inversa, apds resolver o
sistema através da unidade MR2, a solugdc é lida através
desta unidade, sendo cada coluna da inversa gravada em um
registro de um arquivo de acesso direto e ndo formatado.

NINV=9500
AINV=DRIVE2//’:AINVER’//NP//’.MAT'
OPEN(NINV,FILE=AINV,ACCESS='DIRECT’,RECL=4*NUN)
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B) CALCULO DA MATRIZ [S] = [E 1-[Aa"][R]

bl} Calculos gerais

bl.1) Unidade PGl - (MONFC.FOR)
£ feita a montagem do vetor {F} que é constituido por

elementos obtidos do produto GkPk ou HkUk conforme os
valores prescritos. Este vetor € gravado em um argquivo de
acesso sequencial e ndo formatado.

NFG=12000

FG=DRIVE2//' :VETFGL'//NP//' .MAT'

OPEN (NFG, FILE=FG, FORM='UNFORMATTED"' )

bl.2) Unidade PG2 - (PROIF.FOR)
Executa o produto [A_l]{F} = {M} e grava o resultado em
um arquivo de acesso sequencial e ndo formatado.
NCM=12100
CM=DRIVE2//’ :VETUCM'//NP//’ .MAT’
OPEN (NCM, FILE=CM)

b1.3) Unidade PG3 - (PROIEC.FOR)

Executa o produto (a"11(E] = [R], gravando cada coluna
de [R] em um registro do arquive de acesso direto e ndo
formatado.

NCR=12200
CR=DRIVE2//’ :MATIEC'//NP//’ .MAT’
OPEN (NCR, FILE=CR, ACCESS='DIRECT’ , RECL=4*NUN)

b2) Cdlculo de [S] para os pontos internos

b2.1) Unidade PI1 - (MONFLI.FOR)
E feita a montagem do vetor {F"} que é constituido por
1 = " L1}
elementos obtidos através do produto HikUk ou GikPk conforme
os valores prescritos. Este vetor & gravado em um arquivo de

acesso sequencial e ndo formatado.
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NFLI=12300
FLI=DRIVE2//' :MATFLI'//NP//’' .MAT’
OPEN (NFLI,FILE=FLI, FORM='UNFORMATTED')

b2.2) Unidade PIZ - (MONALI.FOR)

E feita a montagem da matriz [A"] em funcio dos valores
prescritos. Cada c¢oluna desta matriz € armazenada em um
registro do arquivo de acesso direto e ndc formatado.

NALI=12400+I8
ALI=DRIVE2//' :MTALI'//NP//C//' .MAT'
OPEN (NALI,FILE=ALI,ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*3*NIP)

b2.3) Unidade PI3 - (PROAMI.FOR)
Executa o produto [A"]{M} gravando o resultado em um
arquivo de acessc seguencial e ndc formatado.
NAIM=12500
PIM=DRIVE2//’ : PRDAIM'//NP//C//' .MAT’
OPEN (NAIM, FILE=PIM, FORM='UNFORMATTED' )

b2.4) Unidade PI4 - (SUBFMI.FOR)
Executa o produto ({F"} - [A"]{M} = (N} e grava o
resultado no arguivo de acesso sequencial e ndo formatado.
NTIN=12600
STIN=DRIVE2//' :MATTIN'//NP//C//' .MAT'
OPEN(NTIN, FILE=STIN, FORM='UNFORMATTED' }

b2.5) Unidade PI5 - (PRODAIR.FOR)
Executa o produto [A"][R] gravando cada coluna em um
registro do arguivo de acesso direto e ndo formatado.
NATR=12700
PAIR=DRIVEZ2//’ :MATAIR' //NP//' .MAT’
OPEN (NAIR, FILE=PAIR,ACCESS='DIRECT’ ,RECL=4*3*NIPT)
onde NIPT & obtido pelo somatério dos pontos internos de

todas as sub-regides.
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b2.6) Unidade PI6 - (SUBERI.FOR)

Executa a subtragdo [E*] - [A"][R] = [S] e grava cada
coluna em um registro do arquive de acesso direto e nédo
formatado de nome,

NTIS=12800
STIS=DRIVE2//’ :MTSTIS’//NP//' .MAT'
OPEN (NTIS,FILE=STIS,ACCESS='DIRECT' ,RECL=4*3*NIPT)

b3) Cilculo de [S] para os pontos do contorno
£ utilizada a mesma sequéncia do cédlculo de [8] para

pontos internos, onde apenas ©S nomes dos arguivos sao

modificados.

b3.1) Unidade PCl - (MONFLC.FOR)
NFLC=13300
FLC=DRIVE2//' :MATFLC'//NP//' .MAT'
OPEN (NFLC, FILE=FLC, FORM='UNFORMATTED" )

b3.2) Unidade PC2 - (MONALC.FOR)
NALC=13400+IS
ALC=DRIVEZ2//' :MTALC'//NP//C//’ .MAT'
OPEN (NALC, FILE=ALC, ACCESS='DIRECT' ,RECL=4*3*NND)

b3.3) Unidade PC3 - (PROAMC.FOR)
NACM=13500
PCM=DRIVE2//' : PRDACM' //NP//C//" .MAT’
OPEN (NACM, FILE=PCM, FORM='UNFORMATTED' )

b3.4) Unidade PC4 - (SUBFMC.FOR)
NTCN=13600
STCN=DRIVE2//' :MATTCN'//NP//C//’ .MAT’
OPEN (NTCN, FILE=STCN, FORM="UNFORMATTED' )

b3.5) Unidade PC5 - (PRODACR.FOR)
NACR=13700
PACR=DRIVE2//’ :MATACR' //NP//’ .MAT’
OPEN (NACR, FILE=PACR, ACCESS='DIRECT' , RECL=4 *3*NNDT)
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onde NNDT é obtidc pelo somatdrio dos pontos do contorno de

todas as sub-regides.

b3.6) Unidade PCé6 - (SUBERC.FOR)
NTCS=13800
STCS=DRIVE2//’ :MTSTCS'//NP//' .MAT’
OPEN (NTCS, FILE=STCS, ACCESS='DIRECT’ , RECL=4*3*NNDT)

C) TENSOES ORIGINAIS

cl) Unidade POl - (TOR.FOR)

Esta unidade de programa fol elaborada com as
possibilidades de cdlculo ou leitura das tensdes originais
para cada sub-regifo. Os dados necessdrios para o calculo
sdo lidos na tela ou em arguivos com os seguintes nomes,

NDTEC=15200+1I5

DTEC=DRIVEl//' :DTEOR' //NP//C//' .DAD’

OPEN (NDTEC, FILE=DTEC)

As tensdes originais des pontos interncs e dos pontos do
contorno sdo gravadas, respectivamente, nos arquivos de
nomes,

NTECI=15300+18

TECI=DRIVE2//' :TTECI'//NP//C//’' .MAT'

OPEN (NTECI, FILE=TECI, FORM='UNFCRMATTED' )

NTECC=15400+1IS5
TECC=DRIVE2//' :TTECC’ //NP//C//" .MAT’
OPEN (NTECC, FILE=TECC, FORM='UNFORMATTED" )

S3o calculadas as forgas de superficie dos pontos do
contorno correspondentes as tensdes originais e gravadas nos
argquivos de nomes,

NPSU=15400+1I5
PSU=DRIVE2//’ :PSUPE’' //NP//C//’ .MAT’
OPEN (NPSU, FILE=PSU, FORM='UNFORMATTED" )
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D) PROCEDIMENTO INCREMENTAL E ITERATIVO

dl) Unidade PT1 - PLAST.FOR
E implementado o algoritmo para analisar a plasticidade

do material, sendo os resultados gravados em arguivos
formatados e de acesso sequencial de nomes,

C=CHAR (64 +ICOUT)

NSATI=16500+ICOUT

SAI=DRIVE1l//’ :SAIPLA'//C//’ .SAI’

OPEN (NSAI,FILE=SAI)

onde, ICOUT indica em quais incrementos grava os resultados.

8.2.5 Saida dos resultados

a) Unidade SR1 - (SAICF.FOR)
Oz deslocamentos, forgcas de superficie e tensdes
eldsticas do dominioc bidimensional e, desiocamentos e

esforgos da estrutura reticulada, sdo gravados em arguivos
formatados e de acesso sequencial de nomes,
Pontos do contorno (MEC) - deslocamentos
NSAIC="7300+1I8
SAIC=DRIVE1l//':SAI-C'//NP//' .MAT’
OPEN (NSAIC,FILE=SAIC)
Estrutura reticulada (MEF)
NSATIF=7400+IER
SAIF=DRIVE1l//' :SAI-F’'//NP//Ci//' .SAI’
OPEN (NSAIF,FILE=SAIF)
Pontos internos (MEC) - deslocamentos
NDPI=7700+1IS
DPI=DRIVEl//’ :SAIDI'//NP//C//:SAI’
OPEN (NDPI, FILE=DPI)
Pontos internog (MEC) - tensdes
NTPI=7800+1IS
TPI=DRIVEXI//' :SAITI'//NP//C//' .SAT’
OPEN (NTPI,FILE=TPI)
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9 EXEMPLOS NUMERICOS

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns exemplos
aplicandc © procedimentc utilizado neste trabalho, para a
combina¢do do método dos elementos de contornoe e elementos
finitos.

E feita a simulacdo de problemas priticos da engenharia
onde sioc analisados diversos casos de acoplamento de uma
estrutura reticulada no dominio bidimensional, descritos a
seguir:

a) Acoplamento no contorno de uma sub-regido,

b) Uma mesma estrutura reticulada acoplada no contorno
de duas ou mais sub-regides diferentes,

c) Acoplamento no interior do dominic de uma
sub-regido,

d) Estrutura reticulada parcialmente colocada no dominio de
uma sub-regido.

Analisa-se, também, a plasticidade do material através

de um procedimento incremental e iterativo.

Exemplo 1

Com este exemplo mostra-se o acoplamento de uma
estrutura reticulada no <contorno de uma sub-regido,
admitindo-se estado plano de ceformagdo.

A chapa da Fig. 9.1, é constituida de duas sub-regides

de mesmo material, que apresenta um médulo de deformagdo
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transversal G = 0,5, coeficiente de Poissoﬁ v = 0 e,
espessura unitdria. Estd vinculada nos pontos 7 e 8 da
sub-regido 1, sendo qgue a estrutura reticulada se acopla no
contorno da sub-regido 2 através dos pontos 3 e 4,

A estrutura reticulada tem mddulo de deformagdo
longitudinal E = 1, &rea da segdo transversal A = 1 e
momento de inércia I = 0,0833333. O carregamento consiste de
uma forca de superficie unitdria p = 1, que é aplicado no

elemento 1 da estrutura reticulada.

| ¢
# # - . 3 2
E §>‘ 2 51,5 e 54 /.
0,5, '// Ve / // \
i . /_// /‘/ \
i A Ty /2// 1 2.
w T Rl e
™ ; P e - 2 1
- 05 # // AN \\
- ‘ s // 3-N 1™ 3
L . %}1‘1 pa B 2 ¢ 1 N2 4 1
X2 " . ‘ | ; i ' | T
0,3 04 103[03, 04 103 | o
" ‘ | 1 | 1 '
: .10 1,0
a) Dominio bidimensional b) Estrutura reticulada

Fig.9.1 Acoplamento MEF no contorno da sub-regido 2

A matriz expandida dos coeficientes das incégnitas,
isto &, com os termos independentes (b}, contém 16 blocos
conforme a partigdo apresentada na Fig. 9.2. Os blocos 11,
12, 15 e 16 correspondentes & sub-regido 2, sdo afetados com
a influéncia da estrutura reticulada.

Os deslocamentos, forcas de superficie e tensdes das
duas sub-regides e, deslocamentos e esforgos nas

extremidades das barras da estrutura reticulada, sdo

apresentados a seguir.
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sub-regido 1

sub-regido 2

Fig.9.2 Partic8o da matriz [A] expandida

RESULTADOS DA SUB-REGIAC 1

DESLOCAMENTOS - Pontos do contorno

PTO DESL-X1 DESL-X2 P-X1
1 1,823097E-07 2,335925E-07 0,000000E+00C
2 9,999984E-01 -5,070164E-07 0,000000E+Q0
3 9,999986E-01 -1,022592E-06 9,999982E-01
4 1,000001E+00 -4,023314E-07 1,000001E-00
5 1,000000E+00 -5,290327E-07 0,000000E+00
6 8,565015E-08 2,006007E-07 0,000000E+00
7 0,000000E+00 0,000000E+00 -1,000000E+00
8 0,000000E+00 0,000C00E+00 -9,999992E-01

DESLOCAMENTOS - Pontos internos

P-X2
0,000000E+00
0,000000E+00

-5,557177E-08

2,672136E-07
0,000000E+00
0,000000E+00

-5,01675CE-07

1,716370E-07

PTO DESL-X DESL-Y
1 2,999899E-01 5,802445E-09
2 6,999948E-01 -2,740470E-07

TENSOES - Pontos do contorno

PTO
1

@~ WK

TENSAC-X
9,999982E-01
9,999882E-01
9,999982E-01
1,000001E+0Q0
1,000000E+00
1,000000E+00
1,000000E+400

TENSAO-XY
0,000000E+00
0,000000E+00

-5,557177E-08
2,672136E-07
0,000000E+00
0,000000E+00
5,016750E-07

9,999992E-01 -1,716370E-07

TENSAO-Y
0,000000E+00
0,000000E+00
6,202608E-07
6,202608E-07
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

TENSAO-Z
0,000000E+00
0,000000E+00
0,00C000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+0Q0
0,000000E+00



TENSOES - Pontos internos

PTO
1
2

TENSAO-X
9,999942E-01
9,997949E-01

TENSAC-XY

1,600188E-07 4,630389E-06
1,943255E-07

RESULTADOS DA SUB-REGIAO 2

TENSAO-Y

1,761270E-04

DESLOCAMENTOS - Pontos do contorno

PTO

=] oW d Wk

DESL-X1
9,999985E-01
1,999996E+00
1,999996E+00
2,000002E+00
2,000002E+00
1,000001E+0Q0Q
1,000001E+00
9,999886E-01

DESL-X2
-7003546E-07
-4060566E-06
-4738569E-06
-4827976E-06
-4768372E-06

8235222E-08
-4023314E-07
-1022592E-06

DESLOCAMENTOS - Pontos internos

P-X1
0,000000E+00
0,000000E+0Q0C
1,000001E+00
9,999982E-01
0,000000E+0Q0
0,000000E+00

-1,000001E+00
-9,999982E-01
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TENSAO-Z
0,000000E+00
0,000000E+00

P-X2
0,000000E+00
0,000000E+00

~9,618770E-07

9,767770E-07
0,000000E+0Q0
0,000000E+00

-2,672136E-07

5,557177E-08

PTO DESL-X DESL-Y
1 1,259995E+00 -1,590555E-06
2 1,699989E+00 -3,250568E~-06

TENSOES - Pontos do contorno

PTO

@~k WP

TENSAQO-X
9,999977E-01
9,999977E-01
1,000001E+00
9,999982E-01
1,000001E+00
1,000001E+0Q0
1,000001E+00
5,95585882E-01

TENSAO-XY
0,000000E+00O
0,000000E+00

-9,618770E-07
9,767770E-07
0,000000E+00
0,000000E+00
2,672136E-07

-5,557177E-08

TENSOES - Pontos internos

PTO
1
2

TENSAO-X

1,000193E+00
9,995956E-01

TENSAO-XY

TENSAO-Y
0,000000E+00
0,000000E+00

-8,940697E~08
-8,940697E-08
0,00000CE+QO
0,000000E+00
6,202608E-07
6,202608E-07

TENSAQO-Y

-1,572058E-07 -1,663446E-04
-3,038763E-07

3,472904E-04

RESULTADOS DA ESTRUTURA RETICULADA

DESL-X2

ROTACAQO

DESLOCAMENTOS
PTO DESL-X1
1 2,500002
2 2,49999¢6
3 1,959996
4 2,000002

1,369044E-06
1,721084E-06
-4,738569E-06
-4,827976E-06

-2,499939E-01
2,500063E-01
-2,4959934E-01
2,500061E-01

TENSAO-Z
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

TENSAO-2

0,000000E+00
0,000000E+00
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ESFORCOS NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS

ELEM. PTO F-X1 F-X2 M({X1-X2)
1 1 -1,266597E-07 -3,520399E-07 -4,166657E-01
2 1,266597E-07 3,520398E-07 4,166670E-01
2 2 5,000000E-01 2,980252E-08 4,166663E-01
3 -5,000000E-01 -2,980252E-08 -4,166666E-01
3 3 -3,725309E-08 8,940697E-08 -4,166670E-01
4 3,725309E-08 -8,940697E-08 4,166660E-01
4 4 -4,999998E-01 -5,960483E-08 4,166664E-01
1 4,9999938E-01 5,960483E-08 -4,166669E-01

Os resultados obtidos para as sub-regides e para a

estrutura reticulada sdoc valores compativeis com a situagdo
apresentada. Nos pontos 3 e 4 da sub-regido 1 e nos pontos 8
e 7 da sub-regido 2, que sdo pontos de interface entre as
duas sub-regides, as forgas de superficie inicialmente
incégnitas resultam valor unitario na diregdo X1 e nulo na
direc3o X2. 0Os deslocamentos dos pontos 3 e 4 da estrutura
reticulada s3o os mesmos dos pontos 4 e 3 da sub-regido 2,

pois o acoplamento MEC-MEF ocorreu através destes pontos.

EXEMPLO 2

Na Fig. 9.3 apresenta-se o caso do acoplamento de uma
mesma estrutura reticulada no contorno de duas sub-regides
considerando-se o estado planc de deformagdo.

A finalidade deste exemplo ¢é mostrar gue surgem
elementos ni3o-nulos em blocos inicialmente nulos. Da maneira
como fol feita a montagem do sistema, a matriz [A] dos
coeficientes das incdgnitas £fica totalmente cheia e,
utilizar CROTTY (1982) deixa de ser vantajoso.

Os bloces 1, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 14, 15,16, 19 e 20 sdo
afetados com a influéncia da estrutura reticulada, sendo que
nos blocos 4, 9, 11 e 16 inicialmente nulos surgem elementos
ndo-nulos pois os ponteos 1, 2 da estrutura reticulada s&o
acoplados aos pontos 3, 4 da sub-regifio 1 e os pontos 2, 3

da estrutura reticulada aos pontos 3, 4 da sub-regido 2.
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Utilizando-se os dados do exemplo 1 sdc obtidos os

seguintes resultados.



TENSOES - Pontos do contorno

PTO

Ok W

TENSAQO-X
9,999996E-01
9,999996E-01
9,999996E-01
1,000000E+00
9,999997E-01
9,999997E-01
1,000000E+00
9,999996E-01

SUB-REGIAQ 2

TENSAO-XY
1,192093E-07
-1,152093E-07
2,807938E-07
-9,639187E-08
0,000000E+0C0Q
0,000000E+00Q
3,725290E-07
-3,129244E-07

TENSAO-Y
-1,6359128E-07
2,086163E~-07
7,753260E-08
7,753260E-08
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

DESLOCAMENTOS - Pontos do contorno

PTO

0~1® U Wi

DESL-X1
2,980232E-08
1,000000E+00
1,000000E+00
9,999956E-01
9,999997E-01
1,192093E-07
0,000000E+00
0,000000E+00

DESL-X2
-1,490116E-08
1,788139E-07
1,490116E-07
1,788139E-07
8,940697E-08
2,235174E-08
0,000000E+00
0,000000E+00

TENSOES - Pontos do contorno

PTO
1

0D~k W

TENSAO-X
9,999996E-01
9,999996E-01
9,9995996E-01
1,000000E+CO
9,999997E-01
9,9989997E-01
1,000000E+00
9,9999%6E-01

TENSAO-XY
1,192093E-07
-1,192093E-07
2,807938E-07
-9,639187E-08
0,000000E+00
0,C00000E+0GO
3,725290E-07
-3,129244E-07

P-X1
0,000000E+00
0,000000E+00
9,899998E-01
0,000000E+00
-1,192093E-07

1,192093E-07
-9,999997E-01
-1,000000E+0Q0

TENSAO-Y
-1,639128E-07
2,086163E-07
7,753260E-08
7,753260E-08
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
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SUB-REGIAQ 1

DESLOCAMENTOS - Pontos do contorno

PTO DESL-X1 DESL-X2 P-X1 P-X2
1 1,192093E-07 2,235174E-08 -1,192093E-07 1,639128E-07
2 9,999997E-01 8,940697E-08 1,192093E-07 -2,086163E-07
3 9,999999E-01 2,607703E-08 9,999996E-01 2,807938E-07
4 9,999998E-01 1,036096E-07 1,000000E+00 -9,639187E-08
5 9,999997E-01 -2,980232E-08 0,000000E+00 0,000000E+00
6 0,000000E+00 4,470348E-08 0,000000E+00 0,000000E+00
7 0,000000E+00 0,000000E+00 -1,000000E+00 -3,725290E-07
8 C,000000E+00 0,000000E+00 -9,999996E-01 3,129244E-07

TENSAO-2Z
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+0Q0
0,000000E+00

P-X2
0,000000E+4+00
0,000000E+00

-8,B800991E-08

0,000000E+0GO
2,086163E-07

-1,639128E-07
-4,284084E-07

4,254311E-07

TENSAQ-Z
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00Q
0,000000E+0CO
0,000000E+00
0,0000C00E+0Q0
0,000000E+00
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RESULTADOS DA ESTRUTURA RETICULADA
DESLOCAMENTOS
PTO DESL-X1 DESL-X2 ROTACAO
1 9,999999E-01 2,607703E-08  -1,788139E-07
2 9,999998E-01 1,036096E-07 1,321236E-07
3 1,000000 1,490116E-07 6,556511E-07
ESFORCOS NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS
ELEM. PTO F-X1 F-X2 M(X1-X2)
1 1 6,457207E-07  -7,753260E-06  -7,781702E-07
2 -6,457207E-07 7,753260E-06 4,404123E-06
2 2 -2,980231E-06  -4,540198E-06  -6,953876E-06
3 2,980231E-06 4,540198E-06 3,973644E-06

Os resultados obtidos sdo os esperados para este
problema. Quanto aos elementos ndo-nulos gue surgem nos
blocos inicialmente nulos, € possivel montar o sistema de
equagdes considerando-se blocos ndo-nulos apenas para as
coordenadas referentes aos pontos de interface MEC-MEF.
Neste exemplo, nos pontos da estrutura reticulada ocorre

apenas uma translagdo unitdria na diregdo X1.

Exemplo 3

A chapa da Fig. 9.5 é constituida de apenas uma
sub-regifio com oito pontos do contorne correspondendo aos
geis elementos de contorno e de <c¢inco pontos internos
correspondendo aos quatro elementos internos nos quails séo
acoplados os elementos da estrutura reticulada. £ o caso de
se exXecutar o acoplamento nc interiocr de uma sub-regido.

S3o utilizados os mesmos dados do exemplo 1, sendo que
© carregamento unitdrio p = 1 & aplicado nos elementos da
estrutura reticulada e, admite-se para este problema o
estado plano de deformagido.

Os resultados do dominio bidimensicnal e da estrutura

reticulada s&oc apresentados a seguir.
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Fig.9.5 Acoplamento MEF no elemento interno

RESULTADOS DA CHAPA E ESTRUTURA RETICULADA

SUB-REGIZO 1

DESLOCAMENTOS -

PTO

o-Jond

DESL~X1
0,000000E+00
0,000000E+00

-6,638467E-06
3,238022E-05
7,353723E-05
7,157028E-05
3,099442E-05

-3,901740E-06

DESL-X2
0,000000E+00
0,000000E+00
-5,543232E-06
-1,00001C0E+00
-1,000010E+00
-9,599679E-01
-9,999702E-01

5,836502ZE-06

TENSOES - Pontos do contorno

PTO

W =30 U LR

TENSAO-X
0,000000E+00
0,000C00E+0Q
0,0000C0E+00
0,000CC0E+00
$,834766E-07
9,834766E-07
0,000000E+00
0,000000E+0Q0

TENSAO-XY
4,939735E-06
7,887615E-07
0,000000E+0QQ
0,000000E+00
0,000C00E+0C0
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

Pontos do contorno

P-X1
-4,939735E-06
-7,897615E-07

0,000000E+400
0,000000E+400
0,000000E+4+00
0,000000E+00
G,000000E+00
0,000000E+00

TENSAQ-Y
-9,999579E-01
-1,000018E+00
-1,000004E400
-5,000023E-01
-1,19%2093E-07

1,132488E-06
-4,999869E-01
-9,9989760E-01

P-X2
9,9958579E-01
1,00C0018E+00
0,000000E+00
0,C0C000E+00
C,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+0CO
0,000000E+00

TENSAO-Z
0,000000E+0Q0
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+4+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
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DESLOCAMENTOS - Pontos dos elementos internos

PTO DESL-X1 DESL-X2

1 3,258745E-05 -9,999683E-01

2 3,268197E-05 -9,999791E-01

3 3,438070E-05 -9,999905E-01

4 3,392750E-05 -1,000003E+00

5 3,314018E-05 -1,000016E+00
ESTRUTURA RETICULADA
DESLCCAMENTOS
PTO DESL-X1 DESL-X2 ROTACAQO

1 3,258745E-05 -9,999683E-01 -4,334282E-05

2 3,268197E-05 -9,989791E-01 -4,372885E-05

3 3,438070E-05 -9,999905E-01 -4,7744433E-05

4 3,392750E-05 -1,000003E+00 -5,077827E-05

5 3,314018E-05 -1,000016E+00 -5,124835E-056
ESFORCOS NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS
ELEM. PTO F-X1 F-X2 M(X1-X2)

1 1 -3,780733E-07 -2,693277E-06 -6,549219E-08
2 3,780733E-07 2,693277E-06 -6,078288E-07
2 2 -6,794930E-06 -5,714252E-06 7,953793E-07
3 6,794930E-06 5,714252E-06 -1,747102E-07
3 3 1,812819E-06 9,575883E-06 1,810610E-07
4 -1,812819E-06 -9,5758B3E-06 6,523293E-07
4 4 3,149267E-06 5,815145E-06 6,435387E-07
5 -3,145267E-06 -5,815145E-0¢ 8,102475E-07

O carregamento sgolicita apenas a parte inferior do
dominio da sub-regido 1 e, desta forma, os pontos 5 e 6 do
contorno apresentam os mesmos deslocamentos dos pontos 4 e
7. Todos os pontos dos elementos internos se deslocam da
mesma forma que os pontos da estrutura reticulada. Os pontos
4 e 5 do contorno da chapa sic pontos simples e, neste caso,
as tensdes verticais valem -0,5 pols é a média de valores
obtidos considerando-se os dois elementos vizinhos, sendo
que a parcela dos elementos superiores é nula e a parcela
-1,0.

dos elementos inferiores wvale Se fossem utilizados

pontos duplos nas posigdes dos pontos 4 e 7, as tensdes
verticails nos pontos dos elementos superiores seriam nulas e
ags tensdes verticais nos pontos dos elementos inferiores

valeriam -1,0.
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Exemplo 4

Considera-se uma chapa no estade plano de deformagdo,
que & solicitada por um carregamento horizontal e unitario,
p = 1 indicado na Fig. 9.6. Acopla-se a estrutura reticulada
nos elementos do interior do dominio de uma sub-regido.

Dois casos extremos sdo analisados. No primeiro caso o

mbédulo de deformacdic dos elementos da estrutura reticulada

tem valor desprezivel e, no gegundo caso tem valor

infinitamente grande.

0,5

0,8

x n
2 -
12

Fig.9.6 Acoplamento MEF no elemento interno

Utilizando-se os mesmos dados do exemplo 1, com O
médulo de deformagdoc longitudinal E = 1078 para os elementos
da estrutura reticulada, obtém-se os deslocamentos, forgas
de superficie e tensdes dos pontos do contorno e pontos
internos da sub-regifio 1 e, deslocamentcos e esforcos nas
extremidades das Dbarras da estrutura reticulada que
apresentam os mesmos deslocamentos dos pontos dos elementos

internocs.



SUB-REGIAO 1

DESLOCAMENTOS -

PTO DESL-X1
1 1,639128E-07
2 4,999997E-01
3 9,999988E-01
4 9,999990E-01
5 1,000000E+CO
6 9,99998%E-01
7 9,959987E-01
8 5,000000E-01
9 2,980232E-07

10 0,000000E+00
11 0,000000E+00
12 0,000000E+00

DESL-X2
1,415610E-07
2,980232E-08

-4,768372E-07
-9,536743E-07
-1,192083E-07
5,364418E-07
0,000000E+00
-2,086163E-07
-2,980232E-08
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

Pontos do contorno

P-X1
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E4+00
1,000000E+00
1,000000E+00
1,000000E+00
0,C00000E+00
0,000000E+00
0,000000E+0Q0

-1,000000E+0G0O
-9,999987E-01
-1,000001E+00

dos elementos internos

TENSAO-Y
0,000000E+00
0,000000E4+00
0,000000E+00
1,668930E-06
1,490116E-06
1,311302E-06
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

DESLOCAMENTCS - Pontos
PTO DESL-X1 DESL-X2
1 -9,601103E-09 -5,416893%E-11
2 4 ,999999E-01 -1,534361E-0Q7
3 1,000000E+00 ~1,426069E-07
TENSOES - Pontos do contorno
PTO TENSAO-X TENSAO-XY
1 9,999990E-01 0,000000E+00
2 9,999987E-01 0,000000E+CQ
3 9,999983E-01 0,000000E+00
4 1,000000E+0Q0 0,000000E+0QC
5 1,000000E+00 0O,C00000E+00
) 1,000000E+00 0O,000000E+00C
7 9,999974E-01 0,000000E+00
8 9,999984E-01 0,000000E+00
9 9,999994E-01 0,000000E+00
10 1,000000E+00 4,768372E-07
11 9,999987E-01 7,590279E-08
12 1,000001E+00 -7,121688E-07

ESTRUTURA RETICULADA

0,C00000E+00
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P-X2
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,0CC000E+00
0,000000E+00Q

-4,768372E-07
-7,590279E-08

7,121688E-07

TENSAC-Z

0,0000C0E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
¢,000000E+00
0,00CC0QE+QQ
0,000000E+00
0,0000Q00E+00

DESLOCAMENTOS

PTO DESL-X1
1 -9,601103E-09
2 4,959999E-01
3 1,000000E+Q0Q

DESL-X2
-5,416899E-11
-1,534361E-07

1,426069E-07

ROTACAO
-3,77139%E-07
-1,425527E-07

9,203448E-08



ESFORCOS NAS

ELEM, PTO
1 1
2
2 2
3

A chapa se deforma como se a estrutura
existisse. Alterando-se apenas o valor de E = 108

elementos da estrutura reticulada obtém-se:

SUB-REGIZAO 1

EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS

F-X1
-9,999998E-09
9,9999398E-09
-1,000000E-08
1,000000E-08

F-X2
1,876698E-15
-1,876698E-15
-1,876697E-15
1,876697E-15

DESLOCAMENTOS - Pontos do contorno
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M(X1-X2)
7,819594E-17
8,601530E-16

-8,601532E-16
-7,819569E-17

reticulada ndo

para os

PTO DESL-X1
1 1,067722E-02
2 2,308762E-01
3 6,611038E-01
4 7,540073E-01
5 5,960464E-07
6 7,540069E-0%
7 6,611032E-01
8 2,308762E-01
9 1,067722E-02
10 0,000000E+00
11 0,000000E+0Q0Q
12 0,000000E+00

DESLOCAMENTOS

PTO DESL-X1
1 5,327635E-09
2 3,339454E-07
3 5,770312E-07

DESL-X2
-6,715447E-03
-4,9%07180E-02

1,567276E-01
3,508218E-01
3,576273%E~07
-3,508214E-10
-1,567271E-01
4,907182E-02
6,715521E-03
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+0C0O

P-X1
0,000000E+00
0, 000000E+00
0, 000000E+00
1,000000E+00
1,000000E+00
1,000000E+00
0, 000000E+00
0,000000E+00
0, 000000E+00
1,144742E+00

-3,137211E+00
1,144740E+00

- Pontos dos elementos internos
DESL-X2

4,830437E-09

1,087671E-
2,127037E-

TENSQOES - Pontos do contorno

PTO TENSAO-X
1 4,403980E~-01
2 6,504266E-01
3 8,604551E-01
4 1,000000E+00
5 1,000000E+00
6 1,000000E+00
7 8,604540E-01
8 6,504260E-C1
9 4,403980E-01
10 -1,144742E-02
11 3,137211E+00
12 -1,144740E-01

TENSAO-XY
0,000000E+00
0,000000E+00Q
0,000000E+00
0,C00000E+00
0,000000E+00
0,0C0000E+00
C,000000E+Q0Q
G,000C00E+0Q0O
0,000000E+00
1,131248E-02
3,229361E-07

-1,131278E-02

o7
o7

TENSAO-Y
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

-7,016429E-01
-7,016432E-01
-7,016436E-01
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
¢,CC0000E+QQ
C,C0C000E+00

P-X2
0,000Q000E+00
0,000000E+0Q
0,000000E+00
0,000000E+400
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00

-1,131248E-02
-3,229361E-07

1,131278E-02

TENSAQO-Z
0,00000CE+00
0,00000CE+00
0,000000E+0Q0
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
0,0000C00E+00
0,000000E+00
0,000000E+00
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ESTRUTURA RETICULADA

DESLOCAMENTGCS
PTO DESL-X1 DESL-X2 ROTACAO
1 5,327635E-09 4,830437E-09 2,078734E-07

2 3,339454E-07 1,087671E-07 2,078733E-07
3 5,770312E-07 2,127037E-07 2,078732E-07

ESFORCOS NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS

ELEM. PTO F-X1 F-X2 M(X1-X2)

1 1 -6,572356E-01 -1,154093E-07 -1,850198E-089
2 6,572356E-01 1,154093E-07 -4,840388E-08
2
3

2 -4,861715E-01 1,070305E-08 2,661911E-08

4,861715E-01 -1,070305E-08 8,534736E-08
Nesta situag¢do, a estrutura reticulada trabalha como
uma barra rigida ndo permitindo que os pontos préximos a ela

se deformem.

Exemplo 5

Apresenta-se na Fig. 9.7, © caso de uma estrutura
reticulada ser colocada parcialmente em uma sub-regidoc com
dominio infinito.

Resolve-ge este problema no estado plano de deformagdo
considerando-se os seguintes valores para as caracteristicas
do material da sub-regido de dominio infinito:
médulo de deformagdo transversal G = 8500 kN/cm2
coeficiente de Poisson v = 0,3

Aplica-se uma forga horizontal F = 10 kN na extremidade
livre da estrutura reticulada gque apresenta as seguintes
caracteristicas:
médulo de deforma¢do longitudinal E = 1000 kN/cm2

drea da segdo transversal A = 3000 cm?

momento de inércia I = 225000 cm4

A estrutura reticulada & discretizada em oito elementos

-

sendo que nos pontos de 5 a 9 & feito o acoplamento MEC-MEF

com os pontos de 1 a 5 dos elementos internos.
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Fig.9.7 Barra parcialmente colocada em um dominio infinito

E indicada na Fig.

9.8,

a forma dos deslocamentos

ocorridos no domino infinito e na estrutura reticulada para
© caso deste problema.

Os pontos 1,

pontos de

translagdo e uma rotagdo,

Fig.$9.8 Esguema dos

2,
interface MEC-MEF e

deslocamentos

suas cocordenadas,

3 e 4 da estrutura reticulada n3c sdo

duas de

juntamente com as coordenadas de
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rotagdo dos pontos 5, 6, 7, 8 e 9, sdo eliminadas com
opera¢des elementares.

A influéncia da eliminagdo destas coordenadas &
considerada no acoplamento através das forgas de superficie

dos pontos de interface MEC-MEF.

DESLOCAMENTOS DA ESTRUTURA RETICULADA (cm)

PTO DESL-X1 DESL-X2 ROTACAOD

1 1,745877E-01 6,387767E-05 -1,156438E-03
2 1,176917E-C1 6,387767E-05 -1,100882E-03
3 6,635124E-02 6,387767E-05 -9,342157E-04
4 2,612194E-02 6,387767E-05 -6,564375E-04
5 2,559301E-03 6,387767E-05 -2,675491E-04
6 -1,796736E-03 5,783168E-05 1,778905E-05
7 -1,220951E-03 5,705938E-05 2,985689E-08
8 -1,453056E-03 6,047898E-05 -1,299110E~-05
9 -2,541627E-03 6,875375E-05 -2,558064E-05

da estrutura reticulada,
elementos de contorno e

teoria da resisténcia dos

delocamento horizontal e a rotagdo do ponto 5.

*

No exemplo em estudo tem-se,

u (1) = 1,745877E-01 cm.

materiais.

Obtém-se o mesmo deslocamento horizontal para ponto 1
com o procedimento de combinagdo

elementos finiteos ou através da

Como o dominio infinito se deforma deve-se considerar o

o deslocamento final do ponto 1 & dado por,

Portanto,

u(l)

ufl)

1,745877.10

1

0,11851857 cm.

- 2,559301.10

3

- 2,675491.10

4

Desta forma,

. 200
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Fig.9.9 Elastica da barra engastada

Pela teoria da resisténcia dos materiais, uma barra
engastada e carregada por uma forga F na extremidade livre,
Fig. 9.9, o deslocamento horizontal do ponto de aplicagdo da
forga & dado por:

3 3
e 10.200
V = “3ET = 3.1000.225000 - 011851851 cm

Com estes resultados mostra-se gque o procedimento
MEC-MEF desenvolvido neste trabalho, é adequado a problemas

desta natureza.

Exemplo 6

Na Fig. 9.10, é apresentado um tdnel com revestimento
de concreto submetido apenas a uma pressdo radial e
constante p = 1000 kN/mz. Considerando-se o estado plano de
deformacgdo, os deslocamentos e tensdes radiais sdo
calculadog utilizando-se a teoria da elasticidade, elementos
de contorno com duas sub-regides e o procedimento de
combinagdo MEC-MEF desenvolvide neste trabalho. Quatro
discretizacdes diferentes, 12, 24, 40 e 60 elementos, e
espessuras de 30, 20, 15 e 10 cm para o revestimento de
concreto, sd3c utilizadas para comparar os resultados dos

diversos procedimentos de célculo.
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Fig.9.10 Tanel em rocha com revestimento de concreto

Caracteristicas do revestimento de concreto:
médulo de deformagdo longitudinal E = 25700000 kN/m2
médulo de deformagdc transversal G = 11173913 kN/m2
coeficiente de Poisson v = 0,15.

Caracteristicas da rocha:
médulo de deformacgdo longitudinal E = 12850000 kN/m2
médulo de deformagdo transversal G = 5354167 kN/m2
coeficiente de Poisson v = 0,20.

No cdlculo feito pelo MEC considera-se o dominio
composto de duas sub-regides, sendo uma a rocha e a outra o
revestimento de concreto. Ja, no cédlculo feito pela
combina¢dc MEC-MEF, o dominio tem apenas uma sub-regido que
& a rocha, onde se acopla a estrutura reticulada que é o
revestimento de concreto discretizado em barras.

A finalidade principal deste exemplo & observar o
comportamento dos deslocamentos e tensdes radiais, em fungédo
da espessura do revestimento de concreto e, da discretizagdo
utilizada pelo método dos elementos de contorno e, pelo
procedimento de combinagdo MEC-MEF. S&o apresentados os

resultados para os sete pontos indicados na Fig. 92.10.
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DESLOCAMENTOS RADIAIS (10 * m)
Teoria da elasticidade
Ponto| e = 10 e = 15h e = 20 e = 30

1,914 1,809 1,711 1,533
1,866 1,739 1,622 1,409
1,244 1,158 1,081 0,939
1,073 1,000 0,933 0,810
0,715 0,667 0,622 0,540
0,537 0,500 0,466 0,405
0,429 0,400 0,373 0,324

~J| S| U] ] L BI| 2

12 elementos

Pt MEC MEC - MEF

e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30
1 1,665 1,559{ 1,470 1,316
2 1,621 1,498] 1,3%2] 1,206 1,755 1,677] 1,606{ 1,481
3 1,056( 0,876] 0,907| 0,786 1,143| 1,083} 1,047| 0,965
4 0,911{ 0,842} 0,782y 0,678| 0,986 0,942 0,902| 0,832
5 0,607{ 0,561| 0,521 0,452| 0,657| 0,628 0,602] 0,555
6 0,455 0,421] 0,391 0,339| 0,493| 0,471| 0,451] 0,416
7 0,364 0,337 0,313) 0,271 0,354 0,377| 0,361] 0,333

24 elementos

Pt MEC MEC - MEF

e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30
1 1,837 1,734 1,639] 1,470
2 1,790 1,666| 1,552 1,348} 1,8%5| 1,810 1,732 1,585
3 1,186 1,104| 1,029( 0,894} 1,256| 1,200} 1,148| 1,058
4 1,023f 0,952] 0,887| 0,771 1,083 1,035| 0,990| 0,912
5 0,682| 0,635} 0,591 0,514 0,722 0,690 0,660]| 0,608
6 0,512 0,476| 0,444 0,385 0,542| 0,517| 0,49%5| 0,456
7 0,409[ 0,381] 0,355| ©,308] 0,433] 0,414 0,386| 0,365

40 elementos

Pt MEC MEC - MEF
e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30

1 1,883 1,779 1,683 1,508

2 1,835 1,709 1,593 1,384 1,927| 1,840 1,761| 1,621
3 1,221 1,137| 1,060 0,921} 1,282 1,224| 1,171| 1,078
4 1,053 0,981| 0,914 0,794 1,106 1,056 1,010| 0,930
5 0,702 0,654 0,609| 0,529 0,737 0,704| 0,674 0,620
6 0,526| 0,490 0,457 0,397| 0,553| 0,528| 0,505| 0,465
7 0,421 0,392 0,366 0,318| 0,442| 0,422 0,404]| 0,372
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Pt MEC MEC - MEF
e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30
1 1,901 1,796} 1,699] 1,522
2 1,852{ 1,726 1,608| 1,397 1,938 1,850 1,771] 1,630
3 1,234) 1,150 1,071 0,930] 1,291 1,233| 1,180[ 1,086
4 1,064 0,992| 0,924 0,802| 1,113 1,063 1,017] 0,936
5 0,709| 0,661| 0,616| 0,535]| 0,742] 0,709 0,678{ 0,624
6 0,532 0,496 0,462 0,401| 0,557} 0,532} 0,509| 0,468
7 0,426| 0,397| 0,370| 0,321]| 0,445 0,425| 0,407 0,375
TENSOES RADIAIS (KN/m’)
Teoria da elasticidade
Ponto| e = 10 e = 15 e = 20 e = 30
1l -1000,0 |[-1000,0 |-1000,0 {-1000,0
2 -868,7 -809,9 -755,1 -656,1
3 -386,1 -359,9 -335,56 -291,6
4 -287,2 -267,8 -249,6 -216,9
5 -127,6 -119,0 -110,9 -96,4
6 -71,8 -66,9 -62,4 -54,2
7 -45,9 -42,8 -39,9 -34,7
12 elementos
P M ECZC MEC - MEF
e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30
1l |-873,2|-878,8|-883,21-890,7
2 -719,8|-665,3|-618,0(-535,5
-784,6|-725,2|-673,7|-583,7|-849,3|-811,8|~-777,5|-716,8
3 -329,21-304,3|-282,7|-244,9]|-356,4]-340,6]-326,2|-300,8
4 -244 11-225,6|-209,6{-181,6|-264,2{-252,5|-241,8(-223,0
5 -108,41-100,2 -93,06{ -80,6}|-117,31-112,1|-107,4| -99,0
[ -61,0] -56,3 -52,3 -45,3 -66,0 -63,1| -60,4| -55,7
7 -39,0| -36,0( -33,5] -29,2 -42,2 -40,4 -38,6| -35,6
24 elementos
Pt MEZC MEC - MEF
e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30
1l |-965,3{-966,5|-967,7}-969,7
2 -823,21-766,1-713,7i-620,0
-841,41-783,0(-729,4}-633,7|-85%0,8;-850,8|-814,3{-749,9
3 -368,31-342,7(-319,3}|-277,4|-389,91-372,4|-356,4(-328,2
4 -273,5{-254,9(-237,5|-206,3|-290,0(-277,0|-265,11-244,2
5 -121,81-113,3]|-105,6 -91,7|-128,9|-123,1(-117,8{-108,5
6 -68,51 -63,7| -59,4 -51,6| -72,5 -69,3 -66,3 -61,0
7 -43,8 -40,8 -38,0 -33,0]| -4¢6,4 -44,3 -42.,4 -39,1
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pt MEC MEQ - MEF
e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30
l |-987,2|-987,6{-988,1|-988,8
2 |-850,5(-792,3|-738,4|-641,4
-857,2(-798,6]-744,3|-646,5(-900,2;-859,6|-822,6|-757,3
3 |-378,9|-353,0(|-348,91{-285,7{-397,8|-379,9(-363,6|-334,7
4 [-281,8[-262,6]-244,71-212,6-296,0]-282,7[-270,5 -249,0
5 |-125,3|-11¢,7|-108,8{ -94,5(-131,6|-125,6(-120,2|~110,7
6 -70,5| -65,6| -61,2y -53,1| -74,0| -70,7| -67,6| -62,3
7 | -45,1| -42,0| -39,2| -34,0{ -47,4| -45,2| -43,3] -39,8
64 elementos
ot M E C MEC - MEF
e=10 e=15 e=20 e=30 e=10 e=15 e=20 e=30
1 -994,9|-995,1(-995,3|-995,6
2 -860,7|-802,1(-747,5|-6459,1
-863,4|-804,5|-749,8|-651,1|-903,4|-862,7|-825,5|-759,9
3 -382,9|-356,8|-332,5|-288,8|-400,7|-382,6]|-366,1[-337,0
4 -284,8|-265,4|-247,4|-214,8|-298,0|-284,61-272,3(-250,7
5 -126,6|-118,0(-109,9 -95,5|-132,5|-126,5]|-121,0|-111,4
6 -71,2| -66,4 -61,8 -53,7 -75,51 -71,2 -68,1 -62,7
7 -45,6 -42,5 -39,6 -34,4 -47,7| -45,5 -43,6 -40,1

Os resultados obtidos do cidlculo executado pelo método
dos elementos de contornce considerando-se duas sub-regides
diferentes, se aproximam mais dos resultados da teoria da
elasticidade quando sdo utilizadas discretiza¢des com muitos
elementos de contorno.

No de

uma

caso do procedimento de combinag¢doc elementos

contorno e elementes finitos, mesmo utilizando-se

resultados
da

a consideragdoc de comportamento de

discretizagdo com poucos elementos obtém-se

aceitéveis. Aumentando-se demasiadamente a espessura
estrutura reticulada,
barra deve se tornar grosseira.

Assim, pode-ge dizer gue para elementos menos esbeltos
da estrutura reticulada é mais indicadc o cdlculo pelo
método dos elementos de contorno com duas sub-regides e,
da

procedimento de combinac¢do elementos de contorno e elementos

para elementos mais esbeltos estrutura reticulada o

finitos & © mais indicado.
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Exemplo 7

Na Fig. 9.11, tem-se uma chapa de espessura unitdria e
composta de duas sub-regides com o mesmo material. Admite-se
o estado plano de deformagdo e impde-se um deslocamento

horizontal igual a 2, nos pontos 3 e 4 da sub-regido 2.

1,0

X2

Fig.9.11 Chapa de espessura unitéria

Caracteristicas do material das duas sub-regides:
médulo de deformagdo longitudinal E = 1,0
coeficiente de Poisson v = 0
tensdo de egceoamento Uy = 0,65
médulo de rigidez tangente H' = 0
dngulo de atrito interno ¢ = 0.

Neste exemplo analisa-se o comportamento elastoplastico
através do algoritmo apresentado no item 6.3. O contorno de
cada uma das duas sub-regifes é discretizado em gquatro
elementos e oito pontos e, o dominio em gquatro células
triangulares.

Utilizando-se o© critério de Tresca e aplicando-se
incrementos de tensdc obtém-se o diagrama tensdo x

deformagdo da Fig. 9.12.
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Ue = 0,65 T

} : —
065 1,0 £

Fig.9.12 Diagrama tensdo x deformagdo
Na direcdo X1, em todos os pontos da chapa tem-se um
comportamento eldstico até se atingir a tensdo de inicio de
plastificacdo. Acima deste valor, a tensdo permanece

constante e ocorrem deformacdes plédsticas. No final, tcdos

os pontos estdo com tensido Oe = 0,65 , deformagdo elastica
€ = 0,65 e deformagdo pléstica Ep = 0,35,
Exemplo 8
|, 5m
// : - ’
K K
’ e e .
y
P //
p / o g g
. 9m
v L ' ‘/ /./ B
) - o o
s P Ve ’ s
4 / s
- /‘
X, .
,//
S , )
e & / -
X1

Fig. 9.13 Dimensdes de uma vala
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Admitindo-se o estado plano de deformagdo, é
apresentado o caso da abertura de uma vala com as dimensdes
indicadas na Fig. 9.13. O cbjetivo deste exemplo é analisar
para diversas discretizacoes, o) comportamento dos
deslocamentos e das tensdes, existindo ou ndo, a parede de
contencdo. Considera-se a simetria da vala e, discretiza-se

o contornc do dominio com elementogs cujos comprimentos

aumentam 3 medida que se distancia do 1local da escavagdo.

gt=ah

b
#

z o
1,5% £ Llﬁ’ZLLffLLstf% <

1 1

AN
= =
JP

////’ ////// SH ,
7 1,5

s , //// K —
/ / / H

‘e /// | /'4E-+1'54£
. g

Fig.9.14 Discretizagdo e vinculagdo do contorno da vala
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Diversas situagdes sd8o analisadas variando-se o

comprimento ¢ admitindo-se a vinculagio da Fig. 9.14.

t
Pretende-se, também, mostrar a aplicacdo do algoritmo

implementado para o estudo da plasticidade do meio continuo,
onde € possivel definir a regifo que plastifica. No caso da
escavagdo de uma vala, o meio continuo &€ o solo e a
plasticidade & analisada com as gsuperficies de plastificagéo
de Mohr-Coulomb e de Drucker-Prager visto que os resultados

obtidos sd3o satisfatdrios.

K
W 7 —
S .
é .
) / BE
v / BE
X2 //;//////, ) -

/

L]
[ ]
@w
—
3

ﬁ

Fig.9.15 Pontos escolhidos para andlise

Caracteristicas do sclo:
mddulo de deformagdo longitudinal E=10000C kN/m2
coeficiente de Poisson v=0,2

peso especifico y:lSkN/m3
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coeficiente de empuxo em repouso KO=O,6
coesdo c=1OkN/m2
dngulo de atrito interno ¢=3OO.

Para o exemplo em estudo, com a=£t/h, sdo escolhidos os
pontos indicados na Fig. 9.15 para analise dos resultados
considerando-se diversos valores de o e o dominio fechado
com a=6,03.

Considerando-se o regime elastico, sdo obtidos os

resultados indicados a seguir,
-2

Deslocamentos na diregdo x1 (10 "m}
a=£t /h Dominio
PL—% 53 716,58 | 20,27 | 94,36 | 142,93 fechado ¥=6/03
1|-26,946 -5,893 -2,620 -0, 348 -0,970 ~-2,024
2|-18,979( -3,322| -0,84¢6 0,895 0,413 -0,666
3({-13,403| -1,309 0,637 2,025 1,636 0,657
4 -8,789¢ 0,193 1,670 2,739 2,437 1,621
5 ~-5,001 0,731 1,699 2,409 2,207 1,635
Tensdo normal na direcdo x2 (kN/mz)
a=Eit /h Dominio _
P03 T 16,58 | 40,47 | 94,36 | 142,92 fechado 2=%/03
1! 158,68 33,72 14,74 2,30 5,34 -2,04
2 112,75 4,49 -11,74) -22,26 -19,77 -26,30
3 64,99 -22,68 -35,62) -43,88 -41,97 -47,55
4 28,73 -50,58 -62,11| -69,39 -67,74 -72,68
5 -16,39 -98,64}1-110,71(-118,511-116,64 -120, 35
Deslocamentog na diregdo x2 (10-2)m
a=tt /h Dominio
Pt 6,03 16,58 40,47 94,36 142,92 fechado a=6,03
6 79,71 45,13 43,865 31,377| 46,789 26,417
71 81,57 46,63 45,326 32,818 48,231 27,832
8| 83,32 47,33 45,873 33,273| 48,706 28,256
Tensio normal na direcdo x1 (kN/mz)
a=£8t /h Dominio __
Pl—2 03 16,58 | 20,47 | 94,36 | 142,92| fechado %=6/03
() €2,82 -36,54 -54,25 -67,76 -63,79 -49,48
7| 93,60 ~-0,10| -16,31| -28,24| -24,90 -13,46
8; 130,70 g,76| -10,03( -23,74| -20,40 -10,13
Na Fig. 9.15, gsdo apresentadas as formas dos

deslocamentos, na diregdo xl1, dos pontos da parede lateral
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da vala para os diversos valores de «.
H (m)
)
6 _
5+
4 4
A-a:- 6,03
B a: 16,58 3T
C a: 40,47
O o= 94,36
E-a: 27
- @ :142,92
F- o= 6,03 (dominio fechado}
1+
L 1 gy | -
-0,25 -0,20 -015 -0,10 -0,05 0 005  DpEsLOC.-X1
(m)

Fig.9.15 Deslocamentos da parede lateral da vala
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Pode-se observar que os deslocamentos apresentam a
mesma forma, porém, com valores diferentes, tendendo a se
aproximarem & medida que se aumenta «. Isto ocorre devido ao
fato dos deslocamentos serem influenciados pelo movimento de
corpo rigido.As tensdes variam significativamente para
valores de o menores e, no exemplo em estudo, tende a se
estabilizar para o superiores a 40. J& no caso de se
considerar um dominic fechado com «=6,03, gque & o menor
valor analisado, pode-se considerar um comportamento
satisfatério.

Para o estudo da plasticidade do solo é utilizada a

dicretizacio do dominio em células da Fig. 9.16.
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Fig.9.16 Discretizagdo do dominio em células
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Na Fig. 9.17, estdo as regifes que se plastificam
gquando se utilizam as superficies de plastificagdo de

Mohr-Coulomb e de Drucker-Prager.

am 5m 35m  ,2,25m 175 1251 2,5m

E
o
[/

MOHR - COULOMB —r
‘_'L

tH
"7] DRUCKER - PRAGER _ Al

2
)

]

(4]
. —a

E

n

ph
__,I‘_

Fig.9,17 Regides plastificadas

Considera-se a parede de contengdo de concreto como uma
estrutura de elementog lineares, a ser acoplada ao dominio
bidimensional através dos pontos do contorno e pontos do
dominio.

Caracteristicas da parede de contengdo:
médulo de deformagdo longitudinal EC=257OOOOOkN/m2
coeficiente de Poisson v=0,15

espessura e=20cm.



analise dos resultados.

S3o escolhidos os pontos indicados na Fig. 9.16,
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para

Fig.9.18 - Pontos do contorno e da parede de contengdo

-2

Deslocamentos na direcgdo x1 da estrutura reticulada (10 “m)
a=0t /h Dominio

Pt 6,03 16,58 40,47 94,36 142,92| fechado @=6,03
1 4,843 3,754 3,842 3,798 3,784 3,691
2 4,515 3,811 3,884 3,851 3,795 3,780
3 4,036 3,626 3,681 3,659 3,557 3,618
4 2,865 2,649 2,681 2,669 2,530 2,650
5 G,767 Cc,705 0,712 0,709 0,633 0,705
6 0,008 0,047 0,047 0,048 0,099 0,049
7 0,042 0,278 0,280 0,281 0,517 0,289
8 0,083 0,594 0,598 0,599 1,068 0,615
9 0,133 0,952 0,958 G, 960 1,709 0,987
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Deslocamentos na direg¢do x2 (10 “m)
pt a=Lt /h Dominio w=6 03
6,03 16,58 40,47 94,36 142,92| fechado "~ 7'
6 6,107 2,051 2,051 2,048 2,100 2,042
7 8,167 4,128 4,129 4,117 4,244 4,092
8 8,798 4,782 4,779 4,760 4,505 4 726
Tensdes dos pontos do contorno (kN/mz)
Pt a=6,03 a=16,58
ox1 T ox2 gx 1 T ox2
1 -64,97| -242,36 -16,23| -166,04 32,36 -41,51
2 -72,27 -19,29 -43,53 =75,17 18,73 -44 ,29
3 -43,79 -10,99 -61,87 -44 .16 6,82 -62,03
4 -43,97 -12,30 -88,87 -51,03 -1,42 -8%,28
5 -64,62 -85,73 -117,92 -66,42 -2,07| -118,69
6 -1,79 0 0 -63,19 0 0
7 24,09 0 0] 16,72 0 0
8 25,80 0] 0 26,41 0 0
Pt o=40,47 o=94,36
ox1 T ox 2 ox1l T ox 2
1 -167,14 32,18 -41,79| -166,77 32,37 -41,69
2 -75,60 18,74 -44,40 -75,48 18,92 -44,37
3 -44 ,24 6,87 -62,05 -44 ,21 7,05 -62,05
4 -51,03 -1,36 -89,28 -51,05 -1,17 -89, 29
5 -66,42 -1,591 -118,69 -66,46 -i,69 -118,71
6 -63,09 0 0 -62,76 0 0
7 16,89 0 0 16,72 0 0
8 26,45 0 0 26,07 0 0
a=142,92 Dominio fechado a=6,03
Pt
ox1l T ox?2 ox1l T ox2
1 -129,27 43,36 -32,32 -166,69 33,36 -41,67
2 -76,99 17,92 -44,74 -75,55 19,83 -44,38
3 -45,54 6,90 -62,38 -44,24 7,73 -62,06
4 -51,38% -1,23 -89,37 -51,09 -0,69 -89,30
5 -66,38 -1,77 -118,68 -66,49 -1,37 -118,72
6 -32,%4 0 0 -61,72 0 G
7 38,76 0 0 16,18 0 C
8 45,26 0 0 25,05 0 0

Os deslocamentos dos pontos da parede de contencgédo,

obtidos no regime eléstico,

diversos valores de «.

estdo na Fig.

9.1% para os
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Fig.9.19 Deslocamentos dos pontos da parede de contencgdo
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Os resultados obtidos sdo satisfatdrics para o exemplo
em estudo. Observa-se que para o=6,03, os deslocamentos se
afastam dos demais casos e, para «=142,92 os deslocamentos
da parte enterrada da parede de contengdo se afastam dos
casos B,C,D e F.

No estudo da plasticidade do material, o termo

8_-&—_VT [20%(3) + (1-4V)o?£(s)6ijj|

utilizado na montagem das matrizes referentes &s tensles
iniciais, sd vale quando n8o existirem descontinuidades de
tensdes.

Na abertura de uma vala com parede de contengdc surgem
descontinuidades de tensdes e por 1isso, utiliza-se um
procedimento aproximado admitindo-se comportamento eldstico
para a regido prdxima da parede de contencdo.

No caso do concreto, com este procedimento aproximado
nédo se conseguiu definir a regido plastica do dominio devido
a problemas de instabilidade numérica. Uma alternativa
possivel de ser desenvelvida é deslocar os pontos com
descontinuidades de tensido para dentro da célula.

Considera-se a parede de contengdo constituida de
pranchas de madeira com as seguintes caracteristicas:
médulo de deformagdo longitudinal E=10000000 kN/m2
espessura e=4 cm.

Neste caso, com o procedimento incremental e iterativo
utilizado para o estude da plasticidade do material e,
admitindo-se comportamento eldstico na regido préxima da
parede de contengdo, resultou na plastificagdo de toda a
malha da Fig. 9.16.
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10 CONCLUSOES

A principal vantagem da combinacdc do método dos

elementos finitos (MEF) e do método dos elementos de
contorno (MEC), & a possibilidade de se utilizar o método
mais conveniente para cada tipo de dominioc. Neste trabalho,
0 método dos elementos finitos foi utilizado no cdlculo da
estrutura reticulada e, o método dos elementos de contorno
no calculo do dominio bidimensional.

Com a realizagdo deste trabalho, tornou-se disponivel
um procedimento de c&lculo automdtico, para a combinacdo
MEC-MEF, onde uma estrutura reticulada & acoplada a um
dominic bidimensional, com resultados satisfatérios para os
exemplos analisados.

Nos problemas de escavagdo de tdneis e abertura de
valas, o dominio infinito & considerado bidimensional e
tratadoe pelo método dos elementos de contorno e, o
revestimento dos tlineis ou as paredes de contencdo das valas
sdo considerados como estruturas reticuladas e resolvidas
pelo método dos elementos finitos. Neste caso, a escolha de
cada método ao dominioc correspondente foi feita em funcio
dos resultados de pesquisas ji realizadas, onde o método dos
elementos de contorno se apresenta melhor para simular o
dominio infinito e, o método dos elementos finitos é o mais
indicado para resolver as estruturas reticuladas. As
diferentes camadas de solo s3o consideradas, no método dos
elementos de contorno, através da técnica das sub-regifes.

Executa-se a montagem do sistema de equa¢des para o
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dominio bidimensional considerando-se, adequadamente, a

influénecia das estruturas reticuladas. Este sistema de
equagdes & resolvido com o algoritmo proposto por
CROTTY (1982} que permite considerar de modo eficiente as
varias sub-regides, definindo-se uma partigd3o onde aparecem
blocos nulos e ndo-nulos sendo que apenas os elementos dos
blocos ndo-nulos sd8o armazenados para a resolugdo do
sistema.

Para se levar em conta a influéncia das estruturas
reticuladas através do procedimento de combinagdo MEC-MEF
utilizado neste trabalho, alguns blocos do sistema de
equagles sfdo afetados conforme a definicdo da interface das
estruturas reticuladas (MEF) com as sub-regides do dominio
bidimensional (MEC).

A utilizag8o dco algoritmo proposto por CROTTY (1982), &
mais interessante quando existem varias sub-regides, fazendo
com que o namero de blocos nulos aumente. Porém, perde este
atrativo no caso onde uma mesma estrutura reticulada possui
pontos de interface com varias sub-regides diferentes
reduzindce o© numero de blocos nulos. Também, em algumas
parti¢des pode ocorrer gque durante a eliminag¢do alguns
blocos inicialmente nulos se tornem ndo-nulos.

Uma dificuldade encontrada no algoritmo proposto por
CROTTY (1982) & a determinagdo dos valores dag variaveis
MAXSTO, MAXR, MAXI e MAXE, que dependem da partigdo
utilizada para a matriz [A] dos coeficientes das incdgnitas
do sistema de equagdes.

No procedimento empregado para acoplar uma estrutura
reticulada em um dominio bidimensional, a eliminac¢doc das
coordenadas dos ©pontos ndo pertencentes ad interface
juntamente com as rotagdes dos pontos de interface MEC-MEF,
& muito demorada quando a discretizagdc aumenta, tornando-se
um inconveniente nos casos onde o tempo de processamento for
importante. Uma alternativa & tratar, convenientemente, a

estrutura reticulada como uma sub-regidc e executar a
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montagem do sistema de equagdes considerando-se esta
situagdo.

A plasticidade do material é analisada utilizando-se o
método dos elementos de contorno com as tensdes iniciais,
através de um procedimento incremental e iterativo, onde as
matrizes envolvidas sdo rearranjadas de modo a facilitar o

trabalho computacional evitando-se resolver o sistema de
equagdes para cada iteragdo. Neste procedimento é necessirio
© cdlculo da inversa, o que ndo deixa de ser uma
desvantagem, mesmo utilizando-se o algoritmo de CROTTY (1982)
no qual & possivel resolver o sistema de equacdes com varias
colunas dos termos independentes {b} ao mesmo tempo.

0 célculo da inversa da matriz [A] de um sistema com um
nimero elevado de equagdes, utilizando-se o algoritmo
proposto por CROTTY(1982) é realizado em varias etapas onde
0 nimero de etapas de cdlculo é fixado em func8o da varidvel
MAXE que define ¢ nlmero maximo de colunas existente nas
colunas sub-bloco. Em cada uma destas etapas de cilculo os
blocos correspondentes aos termos independentes (b} sédo
modificados de modo a se ter, adeguadamente, a matriz
identidade. Resolvendo-se o sistema de equagdes em nimero
igual ao nilmero de etapas, tem-se no final, a inversa da
matriz [A].

As diversas situag®es apresentadas nos exemplos
analisados mostram que o procedimento de combinag¢do entre o
método dos elementos de contorno e elementeos finitos
desenvolvido neste trabalho, & mais uma alternativa de
cdlculo gue possibilita a simulagdo de muitos problemas

préticos de engenharia.
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