ANALISE DO COMPORTAMENTO ESTATICO DE PAINEIS
PLANOS DE EDIFICIOS ALTOS UTILIZANDO A
TECNICA CONTINUA

MARIA ANGELA PEREIRA XAVIER

Tese apresentada a Escola de Engenharia de Sao
Carlos, da Universidade de S&o Paulo, como parte
dos requisitos para obtengdo do Titulo de Doutor

em Engenharia Civil.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Eddie Mancini

Sao Carlos
1994



EOLHA DE APROVACAQ

Tesa defendida e aprovada em 05/6/1994
pela Comissao Julgadora:

Fotic, 7] agise ms

Prof.Dr. Eddie Maricini (Orientador) - EESC-USP

St :

__~ProtDr. Ricard LedbotdoA Silva Franga - EP-USP

1- t~\/3\’\7[\' K‘)\Z\A’

Prof.Dr. Ricardo Hallal Fakury - UFMG

Y e it >

L —

Prof.Assoc. Roberto Luiz de Arruda Barbato - EESC-USP

L e

}afDr. Marcio Antonio Ramalho - EESC-USP

Py

Presidente da CPG
Prof. Dr. Jurandyr Povinelli

/‘\

-~ K, lC’ ;
S— Q,,\ h e—

B2 L /-

" Cjordenador da Area
PrqI/D Sergio Persival B. Proenca



"A Histéria das Ciéncias ¢é a da
elimininagdo progressiva do erro, isto ¢,
da sua substituigio por um  erro
novo, mas cada vez menos absurdo."”

(ENGELS)



A meu pai, Francisco (em memodria).

A meu marido, Ernesto.



iil

AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dr. Eddie Mancini, pela orientagdo dedicada e constante e,

sobretudo, pela amizade.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico,

pela concessdo da bolsa de estudos.

Aos Professores e funcionarios do Departamento de Estruturas da EESC-

USP, pela atengdo e colaborag@o.
Aos amigos Alan e Gizilene, pelo apoio € incentivo.
A Adriana, pela digitagio deste trabalho.

A Silvia, pela editoragio deste trabalho.



v

RESUMO

Apresenta-se neste trabalho um processo de analise, em regime elastico,

de painéis planos de edificios altos sujeitos a agdo de cargas laterais e wverticais,
uniformemente distribuidas ao longo da altura da estrutura. Utiliza-se, para o
desenvolvimento tedrico, a técnica do meio continuo, que consiste basicamente em
considerar a rigidez dos elementos de conexdo horizontais, lajes e vigas, distribuida na
altura. Consideram-se na analise: a influéncia das deformagdes axiais dos pilares; a influéncia
da deformagdo por forga cortante das barras e, também, a influéncia dos trechos rigidos (nos
rigidos), que sdo as regides de intersegdo entre vigas e pilares.

As caracteristicas geométricas de vigas e pilares podem apresentar
mudangas em varios niveis da altura da estrutura. O trecho de painel compreendido entre
dois niveis consecutivos mantém sua rigidez constante ao longo de seu comprimento. Nas
estruturas constituidas por pilares de elevada rigidez e sob a agdo apenas de cargas laterais,
leva-se em conta a flexibilidade das fundagdes.

Inicia-se a analise estudando-se o painel “pértico”, segundo hipoteses de
calculo ja usualmente adotadas nos processos de andlise que utilizam a técnica do meio
continuo. Em seguida, com a utilizagdo de uma hipotese nova, porém de eficiéncia ja
comprovada, chega-se ao “portico geral”. Este painel denomina qualquer painel plano de
pilares verticais e vigas horizontais onde ndo se faz nenhuma restri¢do quanto ao tipo dos
elementos verticais. Assim este modelo pode tratar painéis com prumadas verticais de
pilares-parede e/ou pilares de portico, sem qualquer limitag3o relativa a seu posicionamento
na estrutura.

As condigdes de equilibrio de cada painel sdo estabelecidas dentro dos
conceitos de calculo da teoria de segunda ordem, uma vez que se leva em conta a
configuragio deformada do painel. A carga critica vertical de instabilidade global, € também
determinada.

O comportamento de cada painel fica expresso através de um sistema de
equagdes diferenciais de terceira ordem, cuja solugdo € obtida através do método das
diferengas finitas, com uso de computador. Sao apresentados, também, diversos exemplos
numéricos de estruturas analisadas, que procuram ilustrar todo o potencial do processo de
analise desenvolvido.



ABSTRACT

A process of analysis in elastic range for panels subject to the action of
lateral and vertical loads uniformly distributed along the height is presented in this work. The
continuous medium technique is utilized, for the theoretical development, which consists of

considering the stiffness of the horizontal connection elements, beams and slabs, distributed
along the height of the building. In the analysis are considered: the influence of axial

displacement of the columns, the influence of shear deformation of the bars and the influence
of finite dimensions of rigid joints.

The geometric characteristics of the beams and columns can vary at
several levels along the height. The part of panel situated between two consecutive levels
must have constant stiffness. The flexibility of the foundations is taken into consideration in
the structures composed of columns of high stiffness and subject to the action of lateral load
only.

The analysis is initiated studing the “frame” panel according to the usual
continuous medium technique hypothesis. Next, utilizing an already verified new hypothesis
the “general frame” is studied. This panel denominates any plane panel composed of vertical
columns and horizontal beams. It is not necessary to define the type of vertical elements
thus, this structural model permits to treat any panel composed of walls and/or columns
without restriction of their position in the structure.

The equilibrium conditions of each panel are established according to the
second order theory since the deflected configuration of the panel is considered. The critical
vertical load of overall elastic instability can also be determined.

The behavior of each panel is expressed by a system of differential
equations of third order. The solution is found by the finite difference method. Several
numerical examples for the studied structures are presented illustrating the structural analysis

process developed in this work.
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1. INTRODUCAO

Os projetos de edificios cada vez mais altos tém levado o engenheiro
estrutural a se preocupar com a seguranga de tais construgdes. A resisténcia ao vento € um
aspecto importante do projeto estrutural e o comportamento de edificios altos sob a sua
acdo tem despertado grande interesse por parte dos pesquisadores.

Muita aten¢do também € dada ao problema de estabilidade das estruturas
de edificios. Varios pesquisadores colaboraram para o assunto. Podem-se citar, entre outros,
os trabalhos de: MACGREGOR (25,26) e NAIR(36).

Sob a agdo do vento, um edificio desloca-se lateralmente € as cargas
verticais interagem com estes deslocamentos produzindo esforgos adicionais. Este efeito €
conhecido como efeito P-A. A analise de estruturas incluindo este efeito é conhecida como

analise em segunda ordem.

KALYANARAMAN (22) cita diversos métodos para se considerar o
efeito P-A. Dentre estes destaca-se o0 método da carga lateral equivalente que constitui-se
num procedimento iterativo, onde em cada etapa sdo determinadas cargas laterais
equivalentes a partir dos deslocamentos obtidos através de analise em primeira ordem.
BECH & KONIG (4) e FRANCO (14, 15) definiram parmetros de avaliagio da

necessidade de s¢ incluir no calculo de estruturas os efeitos de segunda ordem.

Pode-se analisar o comportamento das estruturas de edificios altos, sob
cargas laterais e verticais, através da técnica do meio continuo. Este processo consiste,
basicamente, em se substituir o sistema de conexdes horizontais, constituidos de lajes e
vigas, por um meio continuo de rigidez equivalente, distribuido ao longo da altura da
estrutura. Os esforcos transmitidos por estes elementos ficam, assim, continuamente
distribuidos na vertical. Varios trabalhos foram desenvolvidos utilizando-se esta técnica e
evidenciaram a sua eficiéncia na analise de estruturas. Dentre estes trabalhos, citam-se, por
exemplo: ALBIGES & GOULET (1), GLUCK & GELLERT (20), TARANATH (47),
STAMATO (45,46) e MANCINI (29).



Baseando-se nestes trabalhos, CARVALHO (5) estudou a instabilidade
de algumas estruturas de edificios altos, dirigindo a sua analise para a determinagdo da carga
critica vertical destas estruturas. Complementando esta analise, CARVALHO (6)
determinou a carga critica vertical de associagdes planas e tridimensionais de painéis e,
também, analisou a influéncia das vigas na distribuicio dos esforcos entre paredes
associadas. Continuando estes estudos, XAVIER (52) analisou o efeito P-A em alguns
modelos estruturais planos e tridimensionais. Desprezando, entretanto, as deformagdes

axiais dos elementos verticais que compdem as estruturas.

BATTISTELLE (3) desenvolveu procedimentos para o calculo dos
deslocamentos laterais em painéis planos sujeitos a agdo de cargas laterais e verticais.
Considerou na analise a influéncia das deformagdes axiais dos pilares e o efeito P-A.

LAIER (23) apresentou uma analise do comportamento de um portico
plano, formado por dois pilares iguais, utilizando uma variante da técnica do meio continuo.
O efeito P-A foi levado em consideragdo através de coeficientes de majoragao.

A técnica do meio continuo tem sua aplicagdo recomendada em edificios
de caracteristicas geométricas regulares em planta e em elevagdo, o que pode ser encontrado
com frequéncia nos edificios altos. Porém, certos casos de variagdes das caracteristicas
geométricas de estruturas, ao longo da altura, podem ser resolvidos. Dentre os trabalhos
desenvolvidos sobre o assunto, merecem ser citados: GLUCK (18, 19), TSO & CHAN
(49), PISANTY & TRAUM (38), COULL & PURI (8) e BARBOSA (2).

O objetivo deste trabalho € desenvolver um processo de analise, em
regime elastico, de paineis planos sujeitos a agdo de cargas laterais e verticais, utilizando a
técnica do meio continuo. A analise ¢ feita em teoria de segunda ordem, quando se leva em
conta o efeito P-A. Quando se despreza este efeito faz-se a analise em primeira ordem. Sdo
consideradas: a influéncia das deformagdes axiais dos pilares; a influéncia da deformagéo por
forga cortante das barras e também a influéncia dos trechos rigidos (nés rigidos), que sdo as

regides de intersegdo entre vigas e pilares.

Admite-se na analise que as caracteristicas geométricas dos painéis
podem variar abruptamente, em varios niveis, ao longo da altura. O trecho de painel
compreendido entre dois niveis consecutivos mantém sua rigidez constante.



Baseando-se nos trabalhos de MANCINI (28,29), COSTA (7) e
CARVALHO (6), considera-se a flexibilidade das fundagGes dos painéis constituidos por
"pilares-parede" e submetidos apenas ao carregamento lateral.

O processo de analise, desenvolvido neste trabalho utilizando-se a técnica
do meio continuo, resulta num sistema de equagdes diferenciais de terceira ordem, que
expressa o comportamento dos painéis considerados. A solugéo deste sistema de equagdes é
obtida através do método das diferengas finitas ¢ fornece, ao nivel de cada andar, os
deslocamentos da estrutura. A carga critica vertical global, em regime elastico, de cada

modelo estrutural, pode também ser determinada. O seu valor corresponde ao do
carregamento vertical para o qual € nulo ou muito proximo de zero o valor do determinante
da matriz dos coeficientes do sistema de equagles lineares em diferengas finitas. Para a sua
obtengdo pode-se utilizar um processo numérico iterativo e € conveniente o emprego do
processo de Newton-Raphson.

Ao Capitulo 2 deste trabalho, reserva-se a analise de “porticos planos”
com varias prumadas de pilares. No Capitulo 3, partindo-se das equagdes resultantes
da analise do “pértico plano” e, também, baseando-se na formulagdo desenvolvida em
LAIER (23), analisa-se o painel “portico geral”. Este painel denomina qualquer painel plano
de pilares verticais e vigas horizontais onde ndo se faz nenhuma restri¢gdo quanto ao tipo dos
elementos verticais. Assim este modelo pode tratar painéis com prumadas verticais de
pilares-parede e/ou pilares de portico, sem qualquer limitagdo relativa a seu posicionamento
na estrutura. Até o presente momento, os processos de calculo utilizados exigiam, para a
elaboragdo do modelo estrutural e a andlise respectiva, o enquadramento prévio de cada
prumada vertical nas categorias de pilar-parede ou pilar de portico, exigindo portanto para
cada painel uma modelagem particular.

No “portico geral”, em cada elemento vertical € considerada a flexdo
local a qual, em cada andar, é acrescentada a flexdo global do elemento considerado como
um todo. A flexdo global predomina nos pilares-parede, ja a flexdo local predomina nos
pilares de portico. No processo de analise desenvolvido neste trabalho, este comportamento
a flexdo dos elementos verticais € caracterizado naturalmente, o que permite a generalidade
do poértico geral como descrito anteriormente.



As solugdes dos sistemas de equagdes diferenciais, gerados pelo
tratamento continuo, obtidas através do método das diferengas finitas, exigem a utilizagéo de
computador. Para isto desenvolveu-se um programa em linguagem FORTRAN, cuja
listagem e descrigdo suméaria dos dados de entrada e sub-rotinas sdo apresentadas no
Capitulo 4. Alguns exemplos numéricos s#o resolvidos no Capitulo 5 e a precisdo dos
resultados € avaliada comparando-os com aqueles obtidos pela analise discreta. No capitulo
6, expdem-se algumas consideragdes sobre o trabalho.

Finalmente, no Apéndice A, sdo determinados os momentos fletores de

barras com trechos rigidos nas suas extremidades e, nos Apéndices B e C, encontram-se os

resumos dos métodos das diferengas finitas e de Newton-Raphson, respectivamente.



2. PAINEL PORTICO

2.1. Introducdo

Apresenta-se a seguir uma analise elastica, em teoria de segunda ordem, de
um portico plano submetido a um carregamento externo constituido por: carga lateral
uniformemente distribuida q; carga lateral concentrada no topo de intensidade F e carga
vertical uniforme p, distnibuida entre os pilares ao longo de seus eixos verticais (Figura
2.1-a). Sob efeito deste carregamento, a elastica resultante da deformagio do portico,

causada pela agdo do momento fletor, devido a consideragio da deformagdo axial dos
pilares, e pelo esfor¢o cortante, tem o aspecto indicado na Figura 2.1-b.
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Figura 2.1- Painel portico



O portico sera referido a um sistema de eixos oxz, contido no plano do
painel, com ox horizontal de sentido positivo da esquerda para a direita ¢ oz vertical, com

sentido positivo da base para o topo, conforme se indica na Figura 2.1-a.

O equacionamento matematico, que sera deduzido segundo as hipoteses da
técnica do meio continuo, expressara o comportamento do portico plano da Figura 2.1-a
constituido, em planta, por n pilares, de segdes transversais ndo necessariamente iguais, € m
(m = n-1) vigas, com vdos de comprimentos D, (o indice k indica a numeragdo dos vaos,
crescente no sentido positivo do eixo ox). D representa a largura do painel, H sua altura e h
a altura dos andares.

A estrutura pode ter suas caracteristicas geométricas constantes ao longo de
sua altura, ou sofrer variagbes bruscas ao nivel de andares. Em cada trecho de painel
compreendido entre dois niveis consecutivos, as caracteristicas geométricas devem ser
mantidas constantes. Ndo sera prevista, nesta analise, variagdo no nimero e na posigdo dos
pilares do portico ao longo da altura.

Entre os trechos de geometrias diferentes, impdem-se condi¢des de
compatibilidade de deslocamentos e equilibrio de esforgos, conforme se verd
oportunamente. Admite-se para o material de cada trecho o comportamento elastico linear,
representando-se por E ¢ G os moddulos de elasticidade longitudinal e transversal,
Tespectivamente.

Considera-se que as vigas sdo engastadas aos pilares e tém a capacidade de
resistir ao esfor¢o cortante € ao momento fletor. Supde-se que estes elementos de ligagdo
possuam rigidez axial infinita e estejam distribuidos uniformemente ao longo da altura H do
painel, de acordo com o tratamento continuo. Para o desenvolvimento da analise ndo sera

necessario conhecer-se a posi¢do dos seus pontos de inflexao.

Supde-se que os pilares sejam rigidamente engastados na base, deformaveis
axialmente e com pontos de inflex@o situados a semi-altura dos mesmos. A flexdo de coluna
é apenas local e 0 momento externo do carregamento, em um ponto o qualquer de abscissa
x e ordenada z, é equilibrado pelos momentos das forgas normais.



Sera levada em consideragdo a influéncia da deformagdo por forga cortante
das vigas e pilares. Admite-se também que as ligagGes entre estes elementos podem ser
rigidas. FAKURY (11), baseando-se em publicagdes do meio técnico, observa que estas
ligagdes rigidas, denominadas neste trabalho de nos rigidos, devem ser consideradas
especialmente quando a largura (ios pilares ou altura das vigas for superior a cerca de 15 por

cento do espagamento entre os pilares ou da altura dos andares, respectivamente.

Neste trabalho, considerar-se-a como dimens3o horizontal do no rigido a

largura do pilar e como dimenséo vertical, a altura da viga. Na Figura 2.2, representam-se

estas dimensdes e apresenta-se a seguinte notagao:

j -indice que assume os valores 1 a n referentes, respectivamente, as prumadas 1 an

k - indice que assume os valores 1 a m = n-1 referentes, respectivamente, aos vaos 1 a
m=n-1

Cv, - comprimento do trecho deformavel da viga do vdo k

h - comprimento do trecho deformavel dos pilares do andar i

tv, - semi-largura do trecho rigido do pilar j

tv, ., - semi-largura do trecho rigido do pilar j+1

t. - semi-altura do trecho rigido das vigas dos vdos k e k - 1 que concorrem no pilar j. No

{
caso de alturas diferentes, considera-se a altura da viga mais alta.

Denominar-se-d30 nos puntuais aos pontos de interse¢do dos eixos
longitudinais dos pilares e vigas.
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Figura 2.2 - Representagdo dos nos rigidos do portico.

2.2. Desenvolvimento Teorico
2.2.1. Equagdes de Equilibrio
2.2.1.1. Equilibrio dos Pilares & For¢ga Normal

A Figura 2.3 apresenta elementos de pilares de altura dz e a convengio
positiva para os esforgos que os solicitam. Em um pilar j G = 1, ..., n), p; indica a carga
vertical e uniforme, N; o esfor¢o normal e q, (k = 1, ..., n -1), de acordo com a técnica
continua, € o esforgo cortante distribuido no meio continuo que substitui o sistema discreto

de vigas do vao k.
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Figura 2.3- Elementos de pilares de altura dz

Considerando-se na Figura 2.3 positivos os esforgos de tragio, o equilibrio a
for¢a normal sera expresso por:

i-) Para o pilar da extremidade esquerda:
N, +dN,-N, +q,dz-p,dz=0

ou

dN ,
dzl =Ni=p,—q, (2.1-a)
ii-) Para os pilares intermediarios:

N;+dN -N,-q, ,dz—p;dz+q,dz=0

ou



10

dN.i ’
FZ__:Nj =p,+q,,—q, (2.1-b)

iii-) Para o pilar da extremidade direita, que corresponde a n-ésima prumada:
N, +dN, =N, -qp-1dz-ppdz=0

ou

dNn = N:) = pn + qn—l (2 1-0)
dz

O esforgo normal em um pilar genérico j, a uma cota z da base painel, é
calculado pela expressao:

N;=E-Apj-vj 2.2)
onde:

E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal.

Ap; € a area da segdo transversal do pilar j.
V) € a derivada primeira, em relagéo a z, do deslocamento vertical v; do pilar j.

Substituindo-se a equagdo (2.2), derivada uma vez em relagdo a z, nas
equagdes (2.1), obtém-se, respectivamente para o pilar da extremidade esquerda, para o
pilar genérico j (j =2, 3, ..., n-1) e para o pilar da extremidade direita, as seguintes equagdes
diferenciais de equilibrio:

E-Ap;-vi=p1-q;
E-Apj-vi=pj+Qqj-1—4q;j (2.3)
E-App-vp =Pn+dn-1
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2.2.1.2. Equilibrio do Portico ao Momento

Na Figura 2.4, apresentam-se o portico, em sua posi¢do deformada, e os
esforos cortantes Q; e normais N; dos pilares, a uma cota z da base. Obedecendo-se &
convengdo positiva para os esforgos ¢ deslocamentos indicados nesta Figura, o equilibrio ao
momento em torno do ponto o(x, z) (situado na cota z e na n-€sima prumada) de todos os
esforgos externos e internos expressa-se através da seguinte equagio:

z
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F 3
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4§ U(z) ! /
_ANT o % / '__o(n,x 2) +
z Ny Ny N3 Nn'
0
X
2t
4 St

Figura 2.4 - Trecho de portico em sua posi¢do deformada

H
NiD+Ny(D-D})+N3(D-D; -Dy)+...+Np_ 1Dy =M, - jpl[D—(n—u)]d§+
Z
H

H H
- [p2[D-D; - (n-w)d - [ p3[D~D; - Dy ~(n-w)lde~...~ [ pp1[Dp-y ~(N-w)]d& +

Z Z

H
+[pa(n-u)ldg 2.4)
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onde:

M, éo momento fletor na cota z das cargas laterais aplicadas ao portico.

u  ¢éo deslocamento lateral do painel na cota z e na diregdo do eixo ox.
n € o deslocamento lateral do painel na cota ¢ e na dire¢do do eixo ox.

Efetuando-se as integrais do segundo membro da equagéo (2.4), derivando-se
uma vez, em relagdo a z, a equagdo resultante, e considerando-se, conforme Figura 2.4, que
na cota z n(z) = u, obtém-se:

N{D+Nj(D-D,)+ Ny(D~D, ~D,)+..+Nj D, , = ~Q, - p(H—-2)u’ + p,D+p,(D~D,) +
+p3(D~D, - D,)+..+p, D, ,

(2.5)
onde:

p ¢ a carga vertical total no portico

Q, ¢ aforga cortante externa na cota z proveniente do carregamento lateral e dada por:
Q,=F+q(H-2) (2.6)

sendo oportuno lembrar que H ¢ a altura total do portico, F a carga concentrada aplicada no
topo do painel e q a carga lateral uniformemente distribuida.

Substituindo-se as equagdes (2.1) na equagdo (2.5), resulta:

—-q1D1-q2D3 -q3D3-...-q-3Dy-3-qp-2(D-D; -D3 - D3-..-Dy_3.-Dy_1) +
—qp-1Dp-1 =-Q/ - p(H-2)v’
2.7)
Observa-se na Figura 2.4 que:

Dn__z +Dn—l = D‘—Dl '—Dz—...—Dn_?) (28)
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Levando-se a equagdo (2.8) na equagio (2.7) obtém-se, para o portico com n

prumadas de pilares e m vdos (m = n-1), a seguinte equagdo de equilibrio & forga cortante:
Q= ZQka -p(H-z)v’ (2.9
k=1 -

A equagdo (2.9) possui como incognitas, além da derivada primeira do
deslocamento lateral u(z), o esforgo cortante de cada védo k do pértico. Torna-se necessario
determinar uma equagdo que expresse estes esforgos em qualquer cota z do painel. Para

iss0, considere-se a Figura 2.5, que representa as deformagdes de um andar genérico i do

portico correspondentes a distor¢@o u' do painel e a deformagio axial de cada pilar.

—e vl

D4 D2 Dn-y

Figura 2.5- Trecho de um portico e sua deformagdo devido ao carregamento



14

De acordo com a Figura 2.5 definem-se: 8 como a rotago do no A do pilar
J; ¥, como a inclinagdo da viga k (devido aos deslocamentos verticais dos pilares k e k+1) e

e ¢? como as rotagdes das-extremidades esquerda e direita, respectivamente, da viga
Kk €O q p 8

situado no vao k.

A viga genérica k estara solicitada por um esforgo cortante concentrado Vv,
* *¥
(Vv, =h.q,, sendo h a altura dos andares) e pelos momentos Mk,k e M, +1k gerados pelas

rotagbes dos nos e deslocamentos verticais dos pilares k e k+1, conforme se indica na
Figura 2.6.

*
M )
"'k(' andar | -
\")
Yk Vk-Yk+1
%%
»Mkﬂ,k.a_
a
1
K+ vVk
;for K ~
P prlar K +1
f %
T DK

Figura 2.6 - Deformagédo de um lintel

Adotando-se a conveng¢do de esforgos positivos da Figura 2.6, pode-se
escrever:

%* *%k
M ., +M
k.k k+1Lk
qxDg = " (2.10)
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De acordo com as equagdes (A.14) do Apéndice A, os momentos M; K €

*k

Mk 1k valem:

M;’kzéE—bIﬂ[Z-yk-¢i+pk-¢i] | (2.11-a)
k .

My =g 0 + 27143 @.11)
onde :
E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal.

Ivc, € o momento de inércia corrigido da viga, que leva em conta a deformagado por forga

cortante, e que, conforme a equagio (A.11-a) do Apéndice A, vale:

IVCk =TIvy 'IVk (2.12)

com:
Ivp  sendo o momento de inércia da viga do vio k e

2
AVk -G'CVk

vk =
Av-G-Cvi +12-¢-E-Ivy

(2.13)

onde:

Avy ¢ aarea da segdo transversal da viga

G ¢ o mbdulo de elasticidade transversal
Cvy € o comprimento do trecho deformavel da viga

¢ ¢ o fator de forma da segdo transversal do trecho deformavel da viga.

Os pardmetros v,y k,uk,ﬁk que aparecem em (2.11) sdo, de acordo com a

equacdo (A.15) Apéndice A, calculados atraves das expressoes:

3 2
C 4
Tk = (Bk_) Ve (1w + (g - svi i)+ v (v~ svi) %
CVk 21—Vk 3I'Vk Dk



16

[ 2
- Dy Cvy CVk 1
=| — | | —=\tvpa + (Vi — SV VR )+ — +tv tVi 1 — SV ) |—
Yk Cvy 2rvk( k+1 ( k+1 k) k) 3rv, k+1( k+1 k) Dlz(
3[ 2
D Cv Cv 1
T P A (e SVk)Aka Vi) + -+ 2wy vy - svy) =
CVk Vi 3I'Vk Dk
3[ 2
— Dy Cvy CVk 1
Hg = (E—J = (tvy +(tvieq1 ~ svie)rvg) +3—"+2Wk(th+1 - svi) -
Vk/ | TVk vk K
(2.14)
-onde:
6-C'E'1Vk
SV =——————— 2.15
k AVk -G- CVk ( )
Na Figura 2.6 pode-se ainda observar que os angulos yy, d)l e $2 tém os
ks> ¥k ¥ ¥k
seguintes valores:
Vi =V
\vk = kakﬂ (216‘3.)
by =2k ~ W (2.16-b)
¢i =ak4] ~ Wk (2.16-c)

Levando-se as equagdes (2.16) nas equagdes (2.11) e substituindo-se as
equagdes resultantes em (2.10), obtém-se:

6-E-Kvey | (—
qxDx :—_h*l&[(

i+ 271+ + 273 Jagar = (g + iy +275 + 275 )2 'I')‘I’(kﬂ}

(2.17)

com Kvcy sendo o pardmetro de rigidez da viga dado por:
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Kvey = vk (2.18)

Dy
Para o portico da Figura 2.4 a equagio (2.17) desdobra-se em (n-1) equagdes

relativas aos (n-1) vios, quando se substitui o indice k por 1, para o primeiro vdo, por 2,

para o segundo vdo, ... e por n-1, para o vao (n-1), isto €:

(th = %{(kﬁl +2kyl)a1 +(kul +2k;1)a2 —(kpl +kﬁl +2k’}’1 +2k§1)—1§;—11—+

- -\V
+(ku1 +kpy +2ky, +2ky1)531]

42D =3:1[(kﬁz +2ky2)a + (kg + 2873 Jas ~ bz iy + 2kr2 + 2k, )+

- -\V
Hkpy +kpy +2ky 5 +2kyz)D—3]
2

6E|( — = = = Vi
qp-1Pp-1 = T[(kun-l +2kYn——l)an—l +(kun—1 +2ky n—l)an _(k“n—l +kpn_1 +2ky ) +2Kky n—l)Dn—1+

n-1

= - v
+(kun-1 +kp,_;+2ky 1 +2ky ,,_1) B . ]

n-1
(2.19)
onde:
kug = Kveg -pg
ki = Kvey -py
k'!k = Kvey Yk
kyy =Kveg vy (2.20)

Somando-se ambos 0os membros das equagdes (2.19), obtém-se:
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6-E

(q;Dy +qyDy +...+qg1Dp-1) = T{(2ky, #kiy Jay + [l +(2ky, + 2K )+ kit fag +

ot [k“n—2 +(2K7 g + kg )+ kl_ln—l]an-l + (ki K7y Jag - {[(21(711;1 S

<2k§1+kul)] (2kyy+kpy) (2K +kiy)  (2kvg+kiy) (2K, +kny)
V) +| - - + + Va +

- + +

[ (2k7 n-2 % k;"n—2> (Zk;n—Z + k”n—Z) (2k7 n-17+ k:ln-] ) (2k;n-] + kl"n—l )]
o] - Vn-1+
Dy-2 Dy Dp-) Dy

{_(zkyn-l+kan_1)_(2k§n_1+kun-1)]vﬂ}}

Dpa Dy
(2.21)

A equagdo (2.21) pode ser escrita em forma matricial como:

n-1 _ —

> q Dy = {E}-(K){A} - [K}{v}) (2.22)
k=1

onde:
6-E 6-E 6-E

E;= 2.23

{ } { h h h }lxn (2.23)

{A} ¢ o vetor das rotagGes dos nos dos pilares ao nivel do andar i
{v} é o vetor dos deslocamentos verticais dos pilares ao nivel do andar i

[E] e [K] sdo matrizes quadradas, de ordem n, cuja disposigdo dos elementos € mostrada a

seguir:
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vz o)

iz | Ty 0 0 0 0 0 0 0
S e
Foy [+ ¢ %Az | Cy 0 0 0 0 0 0
LIS
0 NIQiVﬁ L+ MLuEN 0 0 0 0 0 0
~+‘;V~N
0 0 0 +lhz | Iy 0 0 0 0
iz
0 0 0 Py |+ Ty | Ty 0 0 0
R 14
0 0 0 0 =iy [+ T yz 0 0 0
thie
0 0 0 0 0 0 +iqg | Uiy 0
e
0 0 0 0 0 0 Ty |+l | iy
0 0 0 0 0 0 0 Trly Tiyz




—l:Q ~(=D
m_-._iu_ + _,_mxmvn AT_:E + ZMV—NV 0 0 0 0 0 0 0
T..D
(e
T:O z- nQ ~>:D
(s i) | (e taag)- | (Bt ) 0 0 0 0 0 0
=
Ty -
0 (Ui + rbag)- | (e o) 0 0 0 0 0 0
. : : : . : : : :
fmf el
uQ _;Q H|uD
0 0 0 Akmx + hag)- (e i) | T+ A 0 0 0
g
(g kg
0 0 0 0 0 0 0
: : : . : : m m : :
(eri+ Ayg)+
2 ‘a
0 0 0 0 0 0 (g +2ang)- | Eriy + Chye 0
NQ .
(“riy+ g
‘a ‘a la
0 0 0 0 0 0 Aﬂla_ + ﬁmv' Aﬂ.f E&u Lty + 1/
a 'a
0 0 0 0 0 0 0 (b + topg)- | Ty




21

Impondo-se a condigdo de equilibrio 20 momento em cada no A; do andar i

(Figura 2.5), é possivel expressar o vetor {A} como uma fungio dos deslocamentos laterais

u e dos deslocamentos verticais, Vi

Considerando-se positivo o sentido anti-horario do momento sobre a barra,

pode-se, de modo geral, escrever as seguintes equagdes:

i-) Para o no da extremidade esquerda:

! + Mi,l - Ml,l = O

Li+]

i1-) Para um no intermediario:

*% *

M. =0

IR BN

M/

3+l

+M), -M

iii-) Para o n6 da extremidade direita:

*%

ML —M =0

n,i+l nn-1 —

(2.25-a)

(2.25-b)

(2.25-¢c)

Nas equagdes (2.25), M{},; ¢ Mj; ( = 1,2,...,n) sdo os momentos nas

extremidades inferior e superior, respectivamente, das barras verticais que concorrem no no

A;. Supondo-se que sdo proximos os valores das rotagdes de trés nos consecutivos de um
mesmo pilar, estes momentos, de acordo com as equagdes (A.18) do Apéndice A, valem:

6E-Ipc; —
Ti+l :%pj(u’—aj)

6E - Ipc;
Mjj; =—h—p&pj(u'—aj)

onde:

E € o moddulo de elasticidade longitudinal

(2.26)

Ipc; € o momento de in€rcia corrigido do pilar j, que leva em conta a deformagdo por forga

cortante, e que, conforme a equagdo (A.11-a) do Apéndice A., vale:



22
Ipc;=1p;-Ip; (2.27)
Com Ip; sendo 0 momento de inércia do pilar j e IP; dado por:

-2
Apj-G-h? +12E-c-Ip;

Ip; (2.28)

onde:

Ap; € a area da segdo transversal do pilar j.

G ¢ o modulo de elasticidade transversal.
h & o comprimento do trecho deformavel do pilar j.

c ¢ o fator de forma do trecho deformavel do pilar .

O par@metro pj, que aparece nas equagdes (2.26) €, de acordo com a

equagdo (A.19) do Apéndice A, dado por:

-
h h+2(t; —sp;)rp;
pj= (=) L (2.29)
onde:
6¢-E-Ip;
spj = -————Pé (2.30)
Apj -G-h
M. e M:}_l sdo, respectivamente, os momentos no no A; correspondentes

N}

as vigas dos vados j e J-1. De acordo com as equagdes (A.14) do Apéndice A, obtém-se:

J’J_T[ YJ¢]+HJ¢_]] G=12, .,n-1)

w  6-E-Ivei

g il ¥ IR o a2 L
j,j—l - DJ_1 I:H'J_l ¢J_1+2’YJ_1 (b,]_l:l (] 2, 3, caey n) (231)
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onde Ivc; e Ive;, sdo dados pela equagdo (2.12); (b},(bjz,d)}_l ed)Jz._1 sdo definidos nas

equagles (2.16) e y j,§ -1 Mg € ﬁj_l, nas equacdes (A.15) do Apéndice A. Observe-se que

nas equagdes (2.12) e (2.16) o indice k indica o vdo e deve ser convenientemente substituido

por -1 ou .

Substituindo-se as equagdes (2.16) em (2.31) e levando-se as expressdes
resultantes € as equagdes (2.26) em (2.25), obtém-se, respectivamente para o nd da
extremidade esquerda, para o né intermedidrio j (j = 2, 3, ..., n-1) e para o nd da
extremidade direita, as expressdes:

1 - 1 - 1 —
kyu'=(k; +2kyj )a; —kpja, +D—(2RY1 +kp, )Vl +D—(kul -kp, )Vl -D—(2k71 +kp, )Vz +
1 1 1

‘Bll‘(kul kil )v; =0

(2.32-2)

. L - 1 = 1 —
kju -kuj_laj_l —(kj +2kyj_1 +2kyj)aj —kpjagg +r1(2k7j—1 +kp.j_1)vj_1 +F‘;(k“j—1 -kp.j_l)vj_l +
= =

1

- D_(zkyj_l +kpj_1)—%(2kyj+kﬁj)]vj—[i(k;j_l k) —

j-1 j Dj(kuj-k:lj) Vj+
_Dij(zij +k‘—‘j)vj+l ‘Dlj(k“j "'kl»—lj)vjﬂ =0

(2.32-b)

Ko —kp,_jan_y —(k, +2ky,_Jag +ﬁ(2k§“-l Kty Wnoy + (KR ~Kitgy ey +

n— n-1
1 - -

—D ) (ZkYn—l +kug ) )Vn - Dl : (k”n—-l —kupg )Vn =0
(2.32-¢)

onde:

kj=2'KpCj'pj (2.33)

com o parametro de rigidez Kpc; dado por:

Ipc:
Kpe; :% (2.34)
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Em forma matricial as equag3es (2.32) sdo escritas como:
[K]{UNJu’ —([K]+[K]){A}+([E]+[§D{v} -{o} (235)

onde:

[K] e [E] sdo matrizes quadradas, de ordem n, definidas em (2.24) e (2.24-a),

respectivamente.
1
1
(UN}={1} (2.36-a)
;1) nxl
kg 0 0 0 - 0 0]
0 ky O 0 - 0 0
[K]=[0 0 k3 0 - 0 0 (2.36-b)
P k; P
0 0 0 0 0 kp .

[K} € uma matriz quadrada, de ordem n, apresentando a seguinte forma:
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
‘a
@ hux - hix v+
i Mi._Q
(ty-rmy) | (- Ty 0 0 0
T.Q =
TLHC— _ Thiu— T.
NLQ -
¥y = = i) 0 0 0
: . : . : :
~ :l._x ~friy v+
NQ NQ
0 0 AN.lv_lNHEvl Ni&l Nix 0
@
(Frby - v+
o e | ta
0 0 (-t | (i) | oy - Ty
'q '‘a
0 0 0 (viy—rrig)- | (hiy— i)
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Explicitando o vetor {A} na equagdo (2.35), vem:

(A} =[K; J[{UN}’ +[K; ]{v} (2.38)
onde [K,] € [K,] sdo matrizes quédradas, de ordem n, definidas pelas equagdes:

[K,)= (K] +[K]) K] (2.39-2)

[K,]=([K]+ [K])l([ﬁ] + FD (2.39-b)

Substituindo-se a equagio (2.38) na equagao (2.22), obtém-se:

n-1

quDk = spu’ +{§}{v} (2.40)
k=1

onde:

S¢ € a rigidez do portico a forga cortante dada por:
s¢ = {E}[K|[K;]{UN} (2.41)

{S} é o vetor de ordem 1 x n cuja formagio é definida quando se desenvolve a seguinte

{s}={E)([R]ix.)-[K]) 242)

Levando-se a equagdo (2.40) na equagdo (2.9), expressa-se o equilibrio a
forga cortante através de:

Q= (s¢ - p(H-2))u +{S}{v} (2.43)
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2.2.2. Formulag¢ido Matricial

Com a equacdo (2.43) e as equagdes (2.3), de equilibrio dos pilares a forga

normal, pode-se compor um sistema de equagdes em forma matricial, cuja solugao fornecera
os deslocamentos laterais u(z) do portico e os deslocamentos verticais v ;(z) dos pilares.

Explicitando-se os q, (k = 1, ..., n-1) nas equagdes (2.19) e levando-se as
expressoes resultantes em (2.3), encontram-se, respectivamente para o primeiro pilar, para o

pilar genéricoj (j =2, ..., n-1) e para o pilar da n-ésima prumada, as expressoes:

2ky, +kp 247, +k
Ev; + 6E ( : 1)al +( 4 'ul)az __6E k—szlv1 __lg_siz_vz =P
h-Ap, D, D, h-Ap, | D; D; Ap,
6E —(2kyj_, +k;j_l) (21&)._1 +kyj_l) (21<yj +k;j) (21&j +kyj)
—ks, ks., ks. ks, :
_ 6E 2_)-1 VJ_] + :l, 1 +_; V_,' __;Vj+] — pJ
h-Ap,| DI, D}, D D; Ap;
EV; + 6E (2k7n—1 +k/un 1) - (2k}’n-1 +klun 1) ] +
hApn Dn-l Dn—-l
— 6E _kjn-—l - + ks‘?—l vn = pn
h Apn Dn—] D;—] Apn
(2.44)
onde:
Apj € a area da seg@o transversal do pilar ]
ks = kg + ki +2kyg +2kyy k=1,..,n1) (2.45)

com kuk,kﬁk,kyk e k?k dados pelas equagdes (2.20).

Em forma matricial as equagdes (2.44) sdo escritas como:



[E}v}+ {K ' + [K.Jv}={p}

onde:
[E 0 0
0 E O
i) [E]=|0 0 E
_0 0 0

O O O

Anxn

ii-) {K;} € um vetor de ordem n x 1 definido pela equagao:

(k) =[Es][K] [x,}{oN)

onde:

[ES]-

[K] ¢ a matriz quadrada, de ordem n, dada pela equagdo (2.24-a).

[Kl] ¢ a matriz quadrada, de ordem n, definida pela primeira das equagdes (2.39).

{UN} € um vetor unitario de ordemn x 1.

6E 0
h- Ap,
0 6E
h-Ap,
0 0

nxn

28

(2.46)

(2.47)

(2.48-a)

(2.48-b)
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iii-) [K,] é uma matriz quadrada, de ordem n, com sua formagdo determinada pelo
desenvolvimento da equagao:

[Ky]=[ES] ([E]T[Kz] —[KS]) (2.49-2)

onde:

[Kz] ¢ uma matriz quadrada de ordem n ¢ definida pela equagéo (2.39-b).

[KS] € uma matriz quadrada, de ordem n, apresentada a seguir:
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9-6v°2)

T-u
_d
I-Usy

[-u
NQ

—u

Z l:mv_

~|=mv_ N

Z—u
4
T Ysy

g—u

2d

€y

1-1

Tumv_

1-1

-1
NQ

=[SM]
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Ainda para a equag#o (2.46) sdo definidos:

fvr}=1 32 > (2.50)

Jnxl

(p1/Ap; |
/ Ap
{ph={P P2 251)

kpl’l /Aan nxl

As equagdes (2.43) e (2.46) formario um sistema de n+l equagdes
diferenciais, cuja solugdo fornecera as incognitas do problema, ou seja, os deslocamentos
verticais dos n pilares e o deslocamento horizontal do painel, ao nivel dos andares. O sistema
de equagdes sera entdo:

[TH{U"} +[Ms}{u} ={C} (2.52)
onde:
00 0 0
[T]= o T 7T (2.53-a)
P [E]nxn .
0 | (n+1)x(n+1)
ul"
U e .
{ } {V”}nxl ( )
(n+1)x1
u'
Uf=4;, 41 2.53-
R [ @59

(n+1)x1
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{C} . L 2.534)

VT p— - 2530

r
L

(n+1)x(n+l1)

As condi¢des de contorno utilizadas na resolugdo do sistema (2.52) sdo:
1) Supondo a indeslocabilidade da base do painel, vem

u(0)=0

{v(0)} = {0} (2.54-2)
2) Supondo que nio existem forgas normais aplicadas no topo do pértico,

{v(H)} = {0} (2.54-b)

2.3. Variagdo das Caracteristicas Geométricas com a Altura

Em um projeto estrutural, as seg¢des de vigas e pilares podem variar
abruptamente em varios niveis. A solugdo deste tipo de problema, pela técnica do meio
continuo, pode ser obtida subdividindo-se a estrutura, ao longo de sua altura, em trechos de
caracteristicas geométricas constantes.

Cada trecho € analisado isoladamente através da equagdo matricial (2.52). As
condigdes de contorno sio aplicadas na base do primeiro trecho e no topo do dltimo. Nos
pontos de mudanga brusca das se¢bes, impdem-se condigdes de compatibilidade de
deslocamentos e equilibrio de esforgos.
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Para o caso do painel portico, Figura 2.7, subdividido em NT trechos,
devem-se impor as (NT-1) intersecOes (entendendo-se, aqui, por intersegdes os pontos de

mudanca brusca de segdes) as seguintes condigdes:

2
—— ——
L d
Trecho NT
HNT N
Trecho (1 +1)
sr
l\>\ \ ] -1 1 1
___% \-Q HNT-1 [ Trecho NT-1 1 |
H \\J\
Trech
~ 1 echo (1)
Trecho 2 -~
- “ ——
b-} ponfo de intersecdo
entre os trechos
Hy
Trecho 1
-t iyt mrrrrrrrry —+—> X
a) ESTRUTURA

Figura 2.7 - Pértico com NT trechos
a-) Igualdade nos deslocamentos laterais u(z) em cada intersegio, ou seja:

onde I, e I,,, sdo pontos cujas ordenadas correspondem ao topo do trecho (£) e a base do

trecho (¢+1), respectivamente, conforme se indica na Figura 2.7-b.
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b-) Igualdade nos deslocamentos verticais v j(2) de todos os pilares em cada interse¢o, ou

seja;
vilg)=vje) (2.55-b)

onde o indice j estende-se a todos os pilares do portico.

c-) Igualdade de esforgo normal N, em todos os pilares e em cada intersegdo. Esta condi¢o

€ expressa, de acordo com a equagdo (2.2), por:
Eg-Apg j-Vi(le) =Eps1-Apge j-vile+1) (2.55-c)

onde E, ¢ E,,, sdo os médulos de elasticidade dos trechos (¢) e ({+1), respectivamente, e
Apgj € Apyyj sdo as areas da secdo transversal dos pilares do trecho (£) e (¢+1) da

prumada j, respectivamente.

Vale ressaltar que este método de resolugdo de estruturas com variagdo de
rigidez, pela técnica do meio continuo, ja forneceu bons resultados em sistemas estruturais
tubulares, conforme FAKURY (12).

2.4. Aplicagdo do Método das Diferengas Finitas

2.4.1. Malha de Pontos

Para a aplicagio do método das diferengas finitas a solugdo da equagdo
(2.52), considera-se uma malha constituida por NPT pontos sobre o eixo dos z. Com a
finalidade de permitir mudangas das se¢des transversais dos elementos do pértico, em alguns
andares, subdivide-se esta malha de pontos em trechos, nos quais as se¢des dos elementos
sdo mantidas constantes ao longo de suas respectivas alturas. Cada trecho possui entdo uma
malha de NP, pontos, igualmente espagados de A,, com NP,_, pontos pertencentes ao
trecho de painel e dois pontos exteriores denominados de ficticios, conforme se indica na
Figura 2.8.
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Figura 2.8 - Malha de pontos

De acordo com a Figura 2.8, definem-se :

¢ - indice que indica o nimero do trecho
NS, - nimero de subdivisdes do trecho £

NP, - nimero de pontos do trecho ¢, dado por:

35
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NP, =NS, +3

NT - nimero de trechos do painel
NUP - nimero de prumadas de pilares

Cada trecho tera uma numeragdo para os pontos denominada de numeragéo
local, que se inicia pelo numero 1 indo até o numero NP,. Existira também uma numeragio

global para os pontos, que dependera do numero de prumadas de pilares do portico. Dessa
maneira, um ponto M da malha de pontos do trecho £ (M= 1,2,...,NP,) corresponderé ao

ponto Ly, da numeragéo global, calculado através da expressdo:
£
L, = [(Z NPS_1]+MJ(NUP+ 1)- NUP (2.56)
s=1

Na equagdo acima, se quando desenvolve a somatoria, deve-se considerar
sempre NP, = 0.

Os deslocamentos laterais u e os deslocamentos verticais vy, vs,..., VNup, €m

um ponto genérico Ly da malha, serdo expressos por:

u=F(Ly)
V1= F(LM + 1)
vy = F(LM +2)

VNUP = F(LM +NUP) (2.57)

Na interseg@o dos trechos, devem-se impor condigdes de compatibilidade de
deslocamentos e equilibrio de esforgos. Se um painel tem NT trechos, isso indica que
existem (NT-1) intersegdes. Na Figura 2.9, representam-se as interse¢des entre os trechos
() com (¢+1) e (¢£+1) com (£+2). A intersecdo entre (£) e (£+1), por exemplo, ocorre no
ponto com numeragdo global L,,_ para o trecho £ e L,, para o trecho (¢+1). Para
qualquer intersegdo, os valoresde L,,_ e L,, (£=1,2,..,NT-1) sdo dados por:

L,.,=L,+(L,-1)-NUP

(2.58-a)
L,, =L, , +3(NUP+1)
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onde:
¢
L = (ZNPS_1)+NP[ -1 (com NP, =0) (2.58-b)
s=1
*
La(1+2)-1
(1+2)
1
Lati+1) |
, SLagen)-1
* {(1+1)
1
/Lal
N
: L2i-1
*

(n

Figura 2.9 - Pontos de intersegdo entre os trechos

2.4.2. Determinacdo do Numero de Equacgdes do Sistema de
Equagdes Lineares em Diferengas Finitas

O numero de incognitas (NI) do sistema de equac¢des em diferengas finitas,
para um poértico com NUP prumadas de pilares € uma malha com NPT pontos, sera
exXpresso por:
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NI = NPT (NUP + 1) (2.59)

Torna-se necessario fazer um levantamento do nimero de equagdes que
serdo escritas em diferengas finitas e que, é claro, devera ser igual ao niimero de incOgnitas
NI

A equagdo matricial (2.52), de ordem (NUP+1)x(NUP+1), quando escrita em
diferengas finitas, sera aplicada aos (NP, —2) pontos de cada trecho. Para um portico com

NUP prumadas e NT trechos, o niimero total de pontos de aplicagdo do sistema de equagdes

(NPAS) sera:
NPAS = NPT -2NT
0 que conduzira a um numero total de equagdes (NEM) determinado por:
NEM = (NPT - 2NT) - (NUP+1) (2.60)

As condig¢des de contorno, fornecidas pelas equagdes (2.54), conduzem a um
conjunto de equagGes em diferengas finitas em numero de:

NEC = 2NUP +1 (2.61)

E, finalmente, o numero de equagdes de compatibilidade e de equilibrio
(NECP) nas (NT-1) intersec¢Oes sera:

NECP = (NT-1) - (2NUP+1) (2.62)

Somando-se as equagdes (2.60) a (2.62), obtém-se o seguinte numero total
de equagdes:

(NEM) + (NEC) + (NECD) = NPT (NUP + 1) - NT (2.63)
Comparando-se as equagdes (2.59) e (2.63), observa-se que faltam NT

equagOes. Para sanar este problema, pode-se utilizar um artificio para a criagdo de equagdes

suplementares sem a introdug@o de novas incognitas, conforme BARBOSA (2). Consegue-
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se isso calculando-se o valor do polindmio interpolador do 4¢ grau, dado pela equagdo (B.1)
do Apéndice B, para o primeiro ponto (L,) de cada trecho, a partir dos valores de 5 pontos

posteriores (L,,Ls,L4,Ls,L¢) indicados na Figura 2.10. O valor de p(-34,) seré:

ﬁx

l | | | |

L1 L2 L3 L4 L 5 L6 Z
( Fee) (Fe) (Fi) (Fd) (Fdd)
| | | | | ] 1
Y Y ~A, Iy b
Figura 2.10- Representagdo dos seis primeiros pontos de cada trecho
p(-3A,) =a(=3A,)* +b(-34,)’ +c(-34,)* +d(-34,) +e (2.64)

Com os valores dos coeficientes do polindmio, expressos pelas equagdes
(B.4) do Apéndice B, reescreve-se a equagio (2.64) na forma:

p(-3A,) =5Fee—10Fe + 10F1 —5Fd + Fdd (2.65)
e como p(—34,) = F(L,), resulta:

F(L,) = 5F(L,)+10F(L;) - 10F(L,)+5F(Ls) - F(L¢) =0 (2.66)

Aplicando-se a equagdo (2.66) em cada trecho, obtém-se as NT equagoes
procuradas.
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2.4.3. Equagdes em Diferencas Finitas

Efetuando-se as operagdes matriciais indicadas em (2.52), pode-se escrever
as (NUP+1) equagdes resultantes em uma notacao simplificada da forma:

NUP NUP
T(LDu” + Y TLI+D)v +MSEL D'+ Y MSIT+1)vy =C(I)  (2.67)
J=1 J=1

onde I assume os valores 1, 2, ..., NUP+1 referentes a primeira, a segunda, ... a (NUP+1)-
ésima linha do sistema (2.52).

Deve-se aplicar a equagdo (2.67) aos pontos M =3, 4, 5, ..., (NP, —-2) de
cada trecho £ (¢ =1, 2, ..., NT), utilizando-se os operadores de diferengas centrais expressos

pelas equagdes (B.5-a) do Apéndice B. Desta maneira, obtém-se, para cada ponto, um
conjunto de (NUP+1) equagdes dadas por:

NUP
(A,MS(I,l)_Qg;I))F(LM_ZH S [-TI+DF(Ly-s +J)]+(—8A,MS(I,1) . 121(1’]))F(LM_1) +
/ J=1 4
NUP NUP
+ SI6TAI+DF Ly + D]+ Y [(12A2[MS(1,J+1)—30T(1,J+1)F(LM +J))]+
J=1 J=1
12 NUP 6T(1,1)
+ SA,MS(I,l)-A—T(I,l) F(Lps)+ O [16T(LT+DF(Lygqy + D]+ —AMS(L1) + A F(Lp42)+
£ I=1
NUP
+ Y [-TLI+ DF(Lygqq + D] =1283C0)
J=1
(2.68)

No ponto M =NP, -1, no topo de cada trecho, observa-se que ndo ¢
possivel aplicar a equagdo (2.68), obtida com a utilizagio dos operadores centrais. E
necessario, entdo, usarem-se os operadores que envolvam apenas um ponto a direita do
ponto de aplicagdo, expressos pelas equagdes (B.5-c) do Apéndice B. Dessa forma, a
equagdo (2.67) sera escrita em diferengas finitas como:
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NUP
_AMS(LI) + 6T(I,l)}F(LNP£_4)+ Z[—T(I,J +DF(Lyp, -4 + D]+
A I=1
36 -
' 6AgMS(I,l)-A—T(I,l))F(LNp[_3)+Z[4T(I,J+I)F(LNPE_3+J)}+
14
J=1
- 7 NUP
n —18AZMS(I,1)+—T(I,1)]F(LNPF2)+ [6T(L,1 + DF(Lgp, -2 +0)]+
- Ae J=1
. 60 NUP
" IOAgMS(I,l)—-—T(I,l)}F(LNPl_l)+Z{(IZA%MS(I,H1)—20T(I,J+1))F(LNP[_1 +J)]+
. A[ J=1
NUP
+ 3AgMS(I,1)+—?—T(I,1)}F(LNp£ )+ Z[IIT(I,J+ DF(Lyp, +J)} =124%C(1)
¢ J=1

(2.69)
comI=1,2, ..., (NUP+1)

Para o ponto M=2, na base de cada trecho, utilizam-se os operadores
assimétricos a esquerda, expressos pelas equagdes (B.5-b) do Apéndice B. A equag@do (2.67)
sera escrita em diferengas finitas como:

NUP

}F(L1)+ Z[IIT(I,J +1)F(L, +J)]+[—10A5MS(I,1) +2—2T(I,1)}F(L2)+
J=1

|:—3A5MS(I,1) _IBTALD
Ay

NUP

+Z[(12A2£MS(I,J +1)-20T(1J + D)F(L, +J)] {ISAZMS(I,I) —ET(I,I)}F(LQ +
J=1 Aﬂ
NUP NUP

+Z[6T(I,J +DF(Ly + 1))+ [—6A5MS(I,1) " %T(I,l)}F(LU ; Z[4T(I,J +DF(Ly +1)]+
o =1
NUP

+|:A£MS(I,1) ——EZT(I,I)}F(Ls) + Z[—T(I,J +DF(Ls +1)]=1283C()
J=1
(2.70)

comIl=1,2 ... (NUP+1)
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As condigdes de contorno (2.54) sdo impostas pelas equagdes:

a-) Para u(0) =0:

F(NUP+2) =0 (2.71-a)
b-) Para {v(0)} = {0}:

F(NUP+2+J)=0 (2.71-b)

c-) Para {v'(H)} = {0}:

~F(Lypr_q + )+ 6F(Lyprs +J) = 18F(Lypr_, +J) + 10F(Lypr, + 1)+ 3F(Lypr +J) =0
(2.71-c)

ondeJ=1.2,..., NUP

As condi¢des de compatibilidade e de equilibrio (2.55) s@o impostas pelas
equagdes :

a-) Para u(L,, ;) = u(L,,):
F(Ly ) —F(Ly) =0 (2.72-a)

b-) Para vj(Ly/-1) = vj(Lyy):

F(L,,_,+1)-F(L,,+1)=0 (2.72-b)

c-) Para Eg-Apy j-vi(Log-1) = Egy1-Apryy j-vi(Lae):

E,-Apy;
1Y)
E¢1-ApPgsr,j [
A(+l

[F(Lpgy ~3ND+7)-6F(Ly,_ —2ND+J)+18F(Lys_y - ND+J)~10F(Lys_; +J)=3F(Ly,_; +ND+J)]+
-3F(Lys ~ND+J)-10F(Ly, +7) +18F(L3, +ND+J) - 6F(Ly, +2ND+J) +F(Ly, +3ND+1J)] =0

(2.72-c)
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onde:
ND =NUP +1 J=123,. . NUP ¢ {=1,2, .. (NT-1)

As equacdes (2.68) a (2.72) e as NT equagdes (2.66) formam um sistema de
NPT (NUP+1) equagdes lineares, cuja solugio fornece os deslocamentos laterais u do painel
e os deslocamentos verticais dos pilares nos NPT pontos da malha. Com os deslocamentos,
determinam-se os esfor¢os ao nivel dos andares do portico.

2.5. Calculo dos Esforgos

O esforgo normal no pilar j, no nivel i de um determinado trecho ¢, sera
obtido através da equagdo (2.2), efetuando-se o produto entre o mddulo de elasticidade
longitudinal, area da segdo transversal do pilar e a derivada primeira do deslocamento
vertical neste nivel. Para a sua determinag@o, utiliza-se o método das diferengas finitas.

Deve-se aplicar a equagdo (2.2) aos (NPy-2) pontos de cada trecho da malha
de pontos da Figura 2.8. Utilizando-se os operadores de diferencas finitas, expressos pelas
equacdes (B.S) do Apéndice B, e tendo-se em vista a notagio, para os deslocamentos
verticais, definida nas equagdes (2.57), obtém-se:

a-) Para o ponto da base do trecho ¢:

E;-Apy [

N(L, +J) = ~3F(L{ +J)—10F(L, +J) +18F(L3 +J) —6F(L4 +J) + F(Ls +J)]

(2.73-a)

b-) Para um ponto M qualquer do trecho ¢:

E; - Apy j
N(Ly +7) = —ﬁ[F(LM_z +J)-8F(Ly_y + D) +8F(Lym-1 +7) - F(Lymaz + D]

(2.73-b)
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¢-) Para o ponto do topo do trecho £:

E;-Apy

N(Lyp_1 +3) = [~F(Lyp—g +J)+6F(Lxp_3 +J) ~18F(Lyp_s + 1)+ 10F(Lyp_; +1) +

‘
+3F(Lyp +73)] (2.73-c)

Nas equagbes (2.73), Ey € o modulo de elasticidade longitudinal do material,
Apg; é a area da segdo transversal do pilar j e Ay € o espagamento entre os pontos da malha
do trecho /. A variavel J assume os valores 1, 2, ..., NUP, relativos a todos os pilares do

portico.

A equagio (2.17) fornece o esfor¢o cortante distribuido q, (k =1,...,n—-1)

em qualquer ponto da altura do portico. O esforgo cortante concentrado, em cada viga do
vio k, pode ser obtido multiplicando-se o valor de q, pelo pé-direito (h,) do trecho ¢,

correspondente a altura de influéncia de cada viga. Para a viga situada no topo e para a viga
hipotética da base do portico, a altura de influéncia sera hy/2.

Em um certo andar i do trecho ¢, a equagdo (2.17), em forma matricial,
escreve-se como:

{q}; = {VEL}u} +[MAL]{v}; (2.74)
onde:

{q}; ¢ o vetor contendo os esforgos cortantes distribuidos em todos os véos do andar
{v}; ¢é o vetor contendo os deslocamentos verticais, a0 nivel do andar i, de todos os

pilares.
! : i imei laga do desl 1 1 tvel i
u! ¢ a derivada primeira, em relag@o a z, do deslocamento lateral no nivel 1

{VEL} ¢ o vetor de ordem (n-1) x 1 definido por:

{VEL}=[KL,][K;]{UN} (2.75-a)

com [K,] sendo a matriz quadrada, de ordem n, dada pela equag&o (2.39-a); {UN} sendo o
vetor unitario de ordem n x 1 e [KL,] sendo a matriz retangular, de ordem (n-1) x n, que
apresenta a seguinte forma:



D,

65-(1@ +2k71)

6E -k, + 2k,

h-D,

6E - (kit, + 2kr,)

6 -(kn, + 2152)

h-D,

h-D,

6E-(kir; +2ky;)  6E-(kn, +2kT,)

h-D, h-D,
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0 0
0 0
0 0

6E-(k§uti +2ky,.,) 6E-(kp;_1 +2k7,.,)

h-D,, h-D_,

(2.75-b)

[MAL] ¢ a matriz retangular, de ordem (n-1) x n, obtida através da equagéo:

[MAL] =[KL; [ K,]~-[KL,]

(2.76-a)

com [K2] sendo a matriz quadrada, de ordem n, dada pela equagdo (2.39-b), e [KL3] sendo
a matriz retangular, de ordem (n-1) x n, cujos elementos sdo mostrados a seguir:

[6E-ks;  6E-ks,
L -
h-Dj h-D%
2
h-D2
[KL,]= 0 0
0 0

0 0
_6E’k§2 0
h-Dj
6E-ks; G6E-ks;
.
h-Dg h-Dj3
0 0

onde ks, (k=1,2, ..., n-1) é dado pela equagdo (2.45).

0 0
0 0
0 0
6E ~ksn-1 6E- ksn—l
2 B 2
h-Dn_1 h'Dn—l

(2.76-b)
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Para a obtengdo do esforgo cortante distribuido ao longo da altura H, ao nivel
de cada viga, utiliza-se 0 método das diferengas finitas e a malha de pontos definida na
Figura 2.8. Com os operadores de diferengas finitas, expressos pelas equagdes (B.5) do
Apéndice B, e a notagdo, para os deslocamentos u e v, definida nas equagdes (2.57),
escreve-se a equagio (2.74) nas seguintes formas:

a) Para o ponto da base do trecho £:

a(k) = szl‘A(k) [-3F(Ly) - 10F(L,) + 18F(Ly) - 6F(Ly) + F(Ls)]+
14

NUP (2.77-a)
+ 3 MAL(k,))F(L, +J)
J=1

b) Para um ponto M qualquer do trecho ¢:

q(k) = VEI;(:) [F(Lm-2)—8F(Lp-1) +8F(Lyy1) - F(Ly42)]+

U (2.77-b)
+ > MAL(k,))F(Ly +J)

I=1

c¢) Para o ponto do topo do trecho £:

_ VEL(k)
124,

q(k)

NUP
+ ZMAL(k’J)F(LNP[—l +1J)
J=1

[~F(Lnp, -4)+ 6F(Lgp, -3) ~ 18F(Lxp, —2) + 10F(Lyp, -1) + 3F(Lyp, )] +

(2.77-¢)

onde k assume os valores 1 a n-1.
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2.6. Determinag#o da Carga Critica

O sistema de equagdes lineares em diferengas finitas, obtido quando se aplica
o método das diferengas finitas a solugdo da equagio (2.52), tem a forma AX =B, com A
sendo a matriz dos coeficientes das diferengas finitas, X o vetor contendo os deslocamentos
da estrutura e B o vetor de cargas.

O carregamento critico de estruturas, submetidas a carregamentos uniformes
lateral e vertical e analisadas em teoria de segunda ordem, é definido como o valor da carga

que provoca variagbes excessivamente grandes das fungOes deslocamentos, para uma
variagdo pequena de carregamento. Determinar o carregamento critico vertical total, em
regime elastico, sera, entdo, procurar um valor para o carregamento vertical tal que seja nulo
ou muito proximo de zero o valor do determinante da matriz A. O método de Newton
Raphson, cujo resumo apresenta-se no Apéndice C, constitui-se num processo iterativo
eficiente, que pode com simplicidade ser utilizado na solugdo desse problema.

Na Figura 2.11, apresenta-se uma curva tipica de carga vertical total x
determinante. Neste caso, pelo motivo descrito no Apéndice C, sera mais conveniente
utilizar-se 0 método da secante. Para a sua aplicagiio procede-se desta maneira: a partir de
dois valores iniciais para a carga vertical total, Py= 0 e P, de valor muito préximo ao de P,
calculam-se os determinantes da matriz A correspondentes a esses dois valores de P, isto €,

Ag eA; . Determina-se o valor da carga P, graficamente (Figura 2.11), como sendo a

abscissa do ponto de intersegdo do eixo OP e da reta secante que passa por (P, Ko) e (P,
A,), ou através da equacio (C.4) do Apéndice C,

Py 1Ak — PyAy

Pyi1 = ~ (2.78)
Ag —Bxg
assumindo-se para k o valor 1, por ser a primeira iteragio, isto é:
PyA; - PjA
p,=-01 _170 (2.79)

Ap -4y
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Figura 2.11- Determinagdo de Pcrit pelo método de Newton Raphson

Com P, obtém-se o valor do determinante A, da matriz A; determina-se P,
a partir dos pontos (P,, Kl) e (P, Zz), graficamente ou através da equagdo (2.78)
assumindo-se k =2. O processo continua até que se atinja para o determinante um valor

proximo de zero, de acordo com a precisdo desejada. O valor da carga correspondente é o
carregamento critico total. ’

E oportuno observar que, neste trabalho, a distribui¢do do carregamento
vertical entre os pilares do portico ndo afeta o valor do carregamento critico total. Isto pode
ser verificado através das matrizes [T] e [MS] do sistema de equagdes diferenciais (2.52).
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Observe-se que o Gnico elemento que contém a carga vertical é o primeiro elemento da
matriz [MS], com valor igual a diferenca entre o pardmetro de rigidez s; e a carga vertical
total p. A distribuicdo do carregamento vertical esta presente apenas no vetor {C} (equagio

(2.53-d)), constituido pela forga cortante externa Q, ¢ pelas cargas p; de cada pilar.



3. PAINEL PORTICO GERAL
3.1. Introdugdo

Dando continuidade & analise elastica, em teoria de segunda ordem, estuda-se
neste capitulo o portico indicado na Figura 3.1. Neste painel, a disposi¢io dos elementos
estruturais, em planta e em elevagdo, € analoga aquela da estrutura da Figura 2.1-a e o
carregamento atuante € idéntico aquele descrito no item 2.1.

[
1/

ulz)

-— — — — — ———

——— e ——— ——— —— ¢
—— e —— — —— — —
o ot

(0] mrrrr? r’rrrr? f T77T? —>
X 1 u
T

On1
7 4 {b)

(a)

Figura 3.1 - Portico geral.

Admite-se que as colunas do poértico tém a capacidade de resistir a flexdo
global, além da flexdo local transmitida pelos lintéis. Em virtude disso e da consideragio da
influéncia dos deslocamentos verticais dos pilares, a deformada lateral apresenta a forma

indicada na Figura 3.1-b. Observe-se que o momento do carregamento externo, em uma
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cota z da altura H, sera equilibrado parte pelos momentos das for¢as normais e parte pelos
momentos fletores de cada pilar.

Neste trabalho, denominar-se-a portico geral ao painel, que, sob o efeito do
carregamento indicado na Figura 3.1-a, apresente a curva elastica, resultante da deformagio
por momento fletor e por esfor¢o cortante, com o aspecto indicado na Figura 3.1-b.

Para o desenvolvimento tedrico, utilizar-se-a a técnica continua, podendo-se,

assim, substituir o nimero discreto de vigas por um meio continuo de rigidez equivalente

uniformemente distribuido ao longo da altura H. De acordo com os conceitos de calculo da
teoria de segunda ordem, as condigdes de equilibrio serdo estabelecidas levando-se em conta
a posi¢do deformada da estrutura.

Admite-se que as vigas s3o engastadas nos pilares e infinitamente rigidas
axialmente. Ndo sera necessario supor que os centros de seus vaos s3o pontos de momento
nulo.

Considera-se inicialmente que os pilares sio perfeitamente engastados nas
suas bases. Posteriormente, para pilares de grande rigidez, admite-se a presenga de vinculos
elasticos nas bases.

Analogamente ao capitulo anterior, serdo levadas em consideragio, na analise
tedrica, as influéncias dos nos rigidos (Figura 2.2) e da deformagio por forga cortante de
pilares e vigas. Supde-se, ainda, que as se¢des transversais destes elementos estruturais
podem variar abruptamente ao nivel de andares.
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3.2. Desenvolvimento Teorico
3.2.1. Equagdes de Equilibrio

3.2.1.1. Equilibrio do Portico Geral ao Momento

Na Figura 3.2 representa-se o portico geral em sua posi¢do deformada. Com
excegdo dos momentos fletores M; em cada pilar, os demais esforgos, parametros e
dimensdes sdo idénticos aos do painel da Figura 2.4 do item 2.2. Considerando-se positivos

os sentidos para os esforcos e deslocamentos indicados na Figura 3.2, o equilibrio ao

momento em relagdo ao ponto o(x,z), de todos os esforgos externos e internos, expressa-se
por:

1}2
F | i
| p
| p | P n
&\'—a : 1! r2| L3 ]
- | i ‘i
| - '. | \ //i |
) neE) l : i
L |
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™ !
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pr/ U(z) ! ' ' ) olx,z)
P 01 ‘__0_'(1,2) __02 *—4—073 I3 —tq,
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Figura 3.2- Portico geral em sua posigdo deformada.
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N,D+N,(D-D,)+N,(D-D, -D,)+...+N_,D,, +(M, +M, + M, +..4M,)=M, +

~[pD (1 - W& - [p,[D-D, (7= w)ldg - [p,[D =D, ~Dy) = (7= wH&hoev.vrcrt

H

H
~[PysDy — (- w)E [ p, (7 - u)dE

z

G.1)

onde:

M, é 0o momento, em cada cota z, das cargas laterais q e F.

ue n(E) sdo os deslocamentos laterais nas cotas z e £, respectivamente.

Com a equagéo (3.1), e seguindo um raciocinio analogo ao utilizado no item
2.2, chega-se a seguinte expressio:

Q,=qiD; +qyDy+...+q 1Dy — (M) + M) + M5+ +M)) = p(H - z)u’

ou

n-1 n
Q= 2. qxDk - 2 M) —p(H-2z)u’ (3.2)
k=1 j=1

onde:

p € carga vertical total do portico geral.
Q, éaforga cortante externa, em uma cota z, devido as cargas laterais q e F, dada por:

Q,=F+q(H-2z)
n ¢ o indice que indica o numero total de pilares.

Considera-se, inicialmente, que sob agdo das cargas externas, o andar
genérico i do portico geral apresenta deformagao analoga aquela representada na Figura 2.5.
Em virtude da distor¢io u' do painel e das rotagdes dos nos, os pilares apresentam neste

nivel uma flexdo local expressa pelos momentos M'j; € M"j i1, obtidos através da equag@o
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(A.18) do Apéndice A ou das equagdes (2.26). A estes momentos deve-se superpor a flexdo

global, expressa pelos momentos M;, conforme se vera no exemplo numeérico 6.

A deformagdio de uma viga genérica k tem o aspecto indicado na Figura 2.6 e

n-1
a somatoria qy Dy € obtida através da equagdo (2.22), ou seja:
k=1
n-1 . -
> qxDy = {E}([KK{A} -[KK{v}) (3.3)
k=1

onde:

{E}, [K]e [ﬁ] estdo definidos nas equagdes (2.23), (2.24) e (2.24-a), respectivamente.
{A} e {v} sdo vetores, de ordem n x 1, constituidos, respectivamente, das rotagdes dos nos

e dos deslocamentos verticais dos pilares.

Com raciocinio idéntico ao empregado no sub-item 2.2.1.2. do capitulo 2, o
equilibrio a0 momento em cada n6 A; do andar genérico i, indicado na Figura 2.5, permite
escrever:

{A} =K {UN}u' +[K; }{v} (3.4-a)

onde:

{UN} ¢ o vetor unitario, de ordem n x 1, dado pela equagdo (2.36-a)
[K,] e [K,] sdo matrizes quadradas, de ordem n, dadas pelas equagGes (2.39), isto é:

[K;]1= (K]+[KD K] (3.4-b)
[K,1= (K]+[KD ™ (K]+[K)) (3.4-¢)

com [K], [f], [K]e [EIE] sendo matrizes quadradas, de ordem n, ja definidas nas
equagdes (2.24), (2.24-a), (2.36-b) e (2.37), respectivamente.



55

Utilizando-se as equagdes (3.4), reescreve-se a equagdo (3.3) como:

n-1

3 qiDy = sgu’ +{SHV} (3.5)
k=1

onde o vetor {g}, de ordem 1 x n, e o pardmetro s¢ (rigidez do painel a forga cortante) sdo

calculados através das equagdes (2.42) e (2.41), respectivamente.

Conforme foi dito anteriormente, o vetor {A} fornece ao nivel de cada andar

as rotagdes dos pilares, cujos valores eram considerados proximos em trés nds consecutivos
de uma mesma prumada. Isto conduz a um ponto de momento nulo na semi-altura de cada
pilar. Considerando-se que, em presenca dos momentos fletores M;, as rotagdes dos nos das
colunas devem variar ao longo da altura e, também, como se utiliza a técnica do meio
continuo, LAIER (23) sugere que a curvatura das colunas passe a ser dada por:

%{A} — [K, HUNYu" +[K, 1(V'} (3.6)

n
e a flexdo global total, que corresponde a soma dos momentos das colunas, ZM j> seja
j=1
expressa, de acordo com a resisténcia dos materiais, por:

< d{A
> M; = {Elp; Elp; .. Elpn}—i—l (3.7)
i=1 dz
Substituindo-se a equagdo (3.6) na equagdo (3.7), obtém-se:
n
> M =Ksu"+{Kg}{v'} (3.8-a)
j=1
onde
K5 = {RF}[K;]{UN} (3.8-b)

{Kg} = {RF}[K;] (3.8-c)
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com

{RF} = {Elp; Elp, Elps ... Elpy }ixn

Derivando-se, uma vez em relagdo a z, a equagdo (3.8-a) resulta:

n
Y M = Ksu" + {Kg Hv") (3.8-d)
i=1

Substituindo-se a equagdo (3.8-d) na equagdo (3.2), obtém-se a seguinte
equagio de equilibrio do portico geral a forga cortante:

Qg = (s¢ — p(H-2))u’ ~Ksu" + {S}{v} - (K¢ }{v"} (3.9)
3.2.1.2. Equilibrio dos Pilares a For¢a Normal

Indica-se na Figura 3.3 um elemento genérico do pilar j com o seu respectivo
carregamento (q; , qj.; € p;)e esforgos normais.

TNj-!-de

dz

—_— > —— —> —>

Figura 3.3 - Elemento do pilar genérico j.
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A imposigio da condigio de equilibrio do elemento a forga normal resulta

numa equagio idéntica a equagdo (2.1.-b) do subitem 2.2.1.1..

Procedendo-se de maneira similar para os outros pilares do portico e
utilizando-se um raciocinio analogo ao descrito no subitem 2.2.1.1., compde-se um sistema
de equagdes diferenciais igual ao apresentado em (2.3). De acordo com o subitem 2.2.2,,
este sistema de equagdes tem a forma matricial indicada em (2.46), isto €:

[EXv"}+{K3}u'+[K4 ]{v}={p} (3.10)

com [E], {K3}, [K4] € {p} definidos nas equagbes (2.47), (2.48-a), (2.49-a) e (2.51).

3.2.2. Formulagdo Matricial

As equagdes matriciais (3.9) e (3.10) formam um sistema de n+1 equagdes

diferenciais expresso por:

[THU"} +[MS){U} = {C} (3.11)
onde:
[-Ks | —{K¢}ixn
= © ! 3.12
0 1 (Bl N
s
L 0 | J(n+1)x(n+1)
(s;-p(H-2) | {Shxn |
|
[MS] = 3.12-b
] {K3}nxl | [K4]nxn ( )
|
L | d(n+D)x(n+1)
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"

u
(U ={ ———- (3.13-2)

(V" nx1) (nanyst

{Ul=94---- (3.13-b)
Whnx1) (ne1yx1

{C}={--—- (3.13-c)
{P}nx1 (n+1)x1

Observe-se que a diferenga entre as equagdes (2.52) e (3.11) ocorre na matriz
[T], cuja primeira linha é formada, aqui, por elementos ndo nulos. Os demais coeficientes,
matrizes e vetores, permanecem inalterados.

A solugdo da equagdo (3.11) sera obtida através do método das diferengas
finitas e fornecera, ao nivel de cada andar, os deslocamentos verticais dos n pilares e o

deslocamento lateral do portico geral.

As condi¢des de contorno utilizadas para a resolugdo do sistema de equagdes
diferenciais citado acima sio:

1-) Supondo indeslocabilidade dos pilares nas bases, vem:
u(0)=0 (3.14-a)
{v0)} = {0} (3.14-b)

2-) Supondo rotagdo {A} nula nas bases dos pilares, resulta, de acordo com as equagdes
(3.4-2a)e(3.14-b), em:

uv(o) =0 (3 14-C)
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3-) Supondo ndo existir momentos e for¢as normais aplicadas no topo do painel,
u"(H) =0 (3.14-d)

{v'(H)} = {0} (3.14-¢)

3.3. Variagdo das Caracteristicas Geométricas com a Altura

De maneira analoga ao portico analisado no capitulo anterior, as segdes de
vigas e pilares podem variar abruptamente em varios niveis. O trecho do painel,
compreendido entre dois niveis consecutivos, mantém suas caracteristicas geométricas
constantes ao longo de seu comprimento.

Na Figura (3.4), representa-se o nivel ¢ (ou interse¢do £), situado entre os
trechos (£) e (£+1). Deve-se, entdo, impor neste nivel as seguintes condigdes:

Nj-1,1+1 Nj,i+1
/l Mi-1141 /‘L Mj et

Qj-ttet — . Qj1e1  ——e
N = i TRECHO 1+1
wrersecho ] L EEe——d L e el
) \ Iiey
E ': TRECHO | [
Qi ) 0
M- Mj, 1

\T/ )
Nj-1,1

(a) ESFORCOS {b)} PONTO DE INTERSECAC
ENTRE 0S TRECHOS

Figura 3 .4- Intersegdo ¢ entre os trechos (£) e ({+1)
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a) Igualdade nos deslocamentos laterais u(z) em cada intersego, ou seja:

u(le) = ullp) (3.15:)

onde os pontos de mesma ordenada 1, € 1,,;, pertencentes respectivamente aos trechos £ e

¢+1, estdo indicados na Figura 3 4-b.

b) Igualdade nos deslocamentos verticais vi(z) de todos os pilares em cada intersegdo, ou
seja.

vilg)=vj(les1) (3.15-b)
onde o indice j assume os valores: 1,2, ..., n

c) Igualdade de esforgo normal N;j em todos os pilares e em cada interse¢do. Esta condigdo
expressa-se, de acordo com equagio (2.2), por:

E;-Apgj-vi(Le) =Egy1-Apgij-vi(lesr) (3.15-c)

com E; e Ap; j sendo o modulo de elasticidade longitudinal e a area da segdo transversal do
pilar j do trecho r (o indice r assumindo os valores (£) ou (£+1)).

d) Igualdade nas derivadas primeiras da fun¢io deslocamento lateral, ou seja:
v (I)=uv(1,) (3.15-d)
e) Equilibrio ao momento no nivel (.

Considere-se o portico em sua posi¢do deformada e os pontos 0'(x,z) e
o(x,z), situados na intersegdo £ e, respectivamente, na primeira e n-ésima prumadas de pilar

(Figura 3.2). A condigdo de equilibrio a0 momento em relagdo a estes pontos resulta em:

e.1.1) Para o trecho £ :

F
Mino (1) = ME) (1) + M) (1) (3.16-a)
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e.1.2) Para o trecho (£ + 1):
F
Ming 0 (Tg+1) = Méﬁﬁo (Tgs1)+ Mﬁﬁt,o’, (Ig+1) (3.16-b)
onde:

Mint 0 Mgg 09 M&FO) sdo, respectivamente, os momentos em relagdo ao ponto o(x,z)

devidos aos esforcos internos, ao carregamento vertical p e ao carregamento lateral
constituido das cargas q e F.

F) . , . .
Mignt o' Mgt),o., Mégt’, 0). sio os momentos devidos aos esforgos citados anteriormente

em relagdo ao ponto 0'(x,z).
Subtraindo-se membro a membro as equagdes (3.16), resulta:

Mingo (1) =My or(Tesn) = ME) (o) - MR (1)

ext,o

(3.16-c)
cujo desenvolvimento conduz a:

n
> M;(I;)+Nj(I)D+N, (I;)(D-D;) +N3(I;)(D-Dy = Dy)+....+
=1
n
+Np-1(I¢)(D-Dy-D; _-~~"Dn—2)‘(ZMj(I£’+1)—N2 (Ig41)Dy—..+
=1

~N3(Ig41)(Dy + Dz)-~--—Nn(Ie+1)D) =-p(H-2z(I¢))D

(3.16-d)

Em virtude da igualdade do esfor¢o normal N;j em todos os pilares e em cada

interse¢do, a equagdo (3.16-d) € reescrita como:

n n n
> M) - Y Mj(r)+D| D Nj(le) |=—p(H-2(1¢))D (3.16-¢)
j=1 j=1 j=1
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Impondo-se a condigdo de equilibrio & forga normal no nivel ¢ (ponto
I, oulpyp), resulta:

n .
YN (1) = -p(H-2(1)) (3.17-3)
j=1

Utilizando-se a equagdo (2.2), escreve-se (3.17-a) como:

n
> Eg-Apg - vi(le) =-p(H-2(I;)) (3.17-b)
j=1

Substituindo-se (3.17-a) ou (3.17-b) na equag@o (3.16-¢), obtém-se:

> Mj(Ip) =2 Mj(Ie4) (3.18)
j=1 j=1

As equagdes de compatibilidade (3.15) e (3.18) e a equagdo de equilibrio
(3.17-b) compdem o conjunto de expressdes que devem ser aplicadas as (£ —1) intersegdes

do pértico geral.

3.4. Aplicagdo do Método das Diferengas Finitas

3.4.1. Malha de Pontos

Para a aplicagio do método das diferencas finitas a solugdo da equagdo
(3.11), considera-se também uma malha constituida por NPT pontos sobre o eixo dos z.
Cada trecho de painel possui NPy pontos, igualmente espagados de Ay, sO que agora se
consideram NP - 3 pontos pertencentes ao trecho e trés pontos exteriores; dois na base e
um no topo do trecho, denominados de ficticios, conforme se indica na Figura 3.5.
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NP 4 2-1
NP, -2
NP 423
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Figura 3.5 - Malha de pontos
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De acordo com a Figura 3.5, definem-se:

¢  -indice que indica o nimero do trecho
NS; - nimero de subdivisdes do trecho £
NPy - niimero de pontos do trecho £, dado por:

NPy =NS,+4
NT - namero de trechos do painel

NUP - niimero de prumadas de pilares

Um ponto M qualquer do trecho £ correspondera na numeragao local a um
dos numeros: 1, 2, ..., ou NPy. Este mesmo ponto, na numeragao global, correspondera ao
nimero Ly calculado pela expressdo (2.56), ou seja:

s=1

4

Ly = UZ NPS_l) + M}(NUP +1)-NUP (3.19)
com NP, =0

Considerando-se J como o nimero de uma prumada genérica, definem-se
F(Lyp) e FLmt)) 0 =1, 2, ..., NUP) como os valores dos deslocamentos lateral u e
verticais vy, respectivamente, em um ponto genérico Ly da malha.

O ponto de intersecio de dois trechos, de caracteristicas geométricas
diferentes, tem numeragdo global Lys_1 para o trecho £ e Loy para o trecho £+1, calculada
através das equagoes:

LZf—l = LS +(Ls - I)NUP

L,, =Ly, ; +4(NUP +1) (¢=1,2, ..NT-1) (3.20-a)

com

4
L= (Z NPs_lj +NP, -1 (NP, = 0) (3.20-b)

s=1
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342. Determinagdo do Namero de Equagdes do Sistema de
Equagdes Lineares em Diferengas Finitas

O nimero de incognitas (NI) do sistema de equagdes em diferencas finitas
para um portico geral com NUP prumadas de pilares, sera:

NI = NPT (NUP+1) (3.21)

Aplicando-se a equagio matricial (3.11) aos (NP¢-3) pontos de cada trecho,
ou aos (NPT - 3NT) pontos da malha de pontos, obtém-se um numero de equagdes (NEM)
determinado por:

NEM = (NPT-3NT) (NUP+1) (3.22)

As condi¢des de contorno (3.14) geram um conjunto de equagles em
diferengas finitas em nimero de :

NEC = 2NUP+3 (3.23-a)
e o numero de equagdes de compatibilidade e de equilibrio sera:
NECD = (NT-1) (2NUP+4) (3.23-b)
Somando-se as equagdes (3.22) e (3.23), obtém-se:
NEM + NEC + NECD = NPT(NUP +1 )-[(NT - 1)(NUP - 1) + NUP] (3.24)
Comparando-se as equagdes (3.24) e (3.21), observa-se que faltam [(NT-1)
(NUP-1) + NUP] equagdes. Para sanar o problema, utiliza-se 0 mesmo artificio do capitulo
anterior, ou seja, geram-se equagdes suplementares sem a introdugdo de novas incognitas.
Calculando-se o valor do polindmio interpolador do quarto grau, equagio
(B.1) do Apéndice B, para o primeiro ponto de cada trecho, conforme o procedimento ja

descrito no item 2.4.2 do capitulo anterior, obtém-se a seguinte equacdo nos deslocamentos
verticais:
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F(L, +J)~SF(L, +7)+10F(Ly +J) - 10F(L, +J)+5F(Ls +1) ~F(Ls +1) =0
(3.25)

Para a obtengdo das [(NT - 1) (NUP - 1) + NUP] equagdes, procede-se da

seguinte maneira:

1) Aplica-se a equagdo (3.25) no ponto (L;+J) do primeiro trecho, com J =1, 2, ..., NUP,

resultando, entdo, em NUP equagdes adicionais.

2) Aplica-se a equagio (3.25) no ponto (Ly+J), J =2, 3, ., NUP, dos (NT-1) trechos
restantes totalizando, desta maneira, (NT-1) (NUP - 1) equagdes.

3.4.3. Equagdes em Diferengas Finitas

Conforme se observou anteriormente, as equagdes (2.52) e (3.11), que
expressam respectivamente o comportamento dos painéis portico e portico geral sob
idénticas condi¢des de carregamento, apresentam uma equivaléncia em sua forma. Pode-se,
entio, com procedimento analogo ao do capitulo anterior, escrever a equag@o (3.11) na
seguinte forma simplificada:

NUP NUP
T(LDu” + 3 T(LI+1)v§ +MS(LDu' + Y MS(LJ +1)vy = C(D) (3.26)
J=1 J=1

onde I assume os valores 1, 2, ..., (NUP + 1) referentes a primeira, a segunda, ..., a (NUP
+1)-ésima linha do sistema de equacdes diferenciais expresso matricialmente em (3.11).

As malhas de pontos utilizadas na aplicagdo do método das diferengas finitas
a resolugio das equagdes (2.52) e (3.11) diferem, uma vez que no portico (Figura 2.8)
existem dois pontos ficticios (um na base e outro no topo de cada trecho) e no portico geral
(Figura 3.5) existem trés pontos ficticios (dois na base e um no topo).

No ponto M = 3 da base de cada trecho do portico geral, e nos pontos M =
4,5, ..., (NP,-2), também de cada trecho £, observa-se que se pode aplicar a equagdo (3.26)
utilizando-se os operadores de diferengas centrais, que envolvem dois pontos a direita e dois
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a esquerda do ponto de aplicagio M e sdo dados pelas equagdes (B.5-a) do Apéndice B. A
equagdio resultante ¢ idéntica a equagao (2.68) do capitulo anterior.

Para o ponto M = NP,-1, no topo de cada trecho, utilizam-se na equagdo

(3.26) os operadores assimétricos a direita, expressos pelas equagdes (B.5-C) do Apéndice
B. A equagio resultante ¢ idéntica a equagao (2.69) do capitulo anterior.

As condigdes de contorno sdo impostas pelas equagoes:
a) Para u(0) =0:

F(2NUP+3) =0 (3.27-a)
b) Para {v(0)} = {0}:

FNUP+3+J)=0 (J=1,2,.NUP) (3.27-b)
¢) Parau' (0) =0:

F(L,)-8F(L,)+8F(L,)-F(Ls) =0 (3.27-c)
d) Parau"(H) =0:

~F(Lnpr_4) +4F(Lxpr—3) + 6F(Lnpr-2) = 20F(LNpT-1) + 11F(LNpT )=0
(3.27-d)

e) Para {v'(H)} = {0}:

CF(Lypr_g +1)+ 6F(Lpr—3 + 1) ~ 18F(Lpr—2 +J) + 10F(Lgpr—1 +7) + 3F(Lnpr +J) = 0
(3.27-€)

De acordo com a localizacdo dos pontos de intersegdo entre os trechos,
representada na Figura 3.6, as equagdes de compatibilidade sdo escritas em diferengas finitas

da seguinte maneira:
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a) Para u(Lyy) =u(Lyp):
F(LZf—l) - F(ng) = {= l, s (NT— 1) (328-3)

b) Para v(Lgp-1) = vj(Lae):

F(Lyy_y+1)-F(Lyy +1)=0  £=1,2, ., (NT-1) (3.28:b)
c)Para Ey-Apy j-vi(Lag-1) =Eg41-Apgyy,j-vj(Lag):

Ey-Apy s
Ay

[F(Lyg_q —3ND+J)=6F(Lyy_y —2ND+1) +18F(Lys—y ~ND+J) = 10F(Lgy_y +1) = 3F(Lyp_y +

Eg+1-Ape+1,)
ND+J)]+—A———[F(L2[ ~2ND+1J)-8F(L,; ~ND+J) +8F(Ly; +ND+J) -F(Lyy +2ND+1J)] =0
£+1

(3.28-¢)
ondeND=NUP+1, J=1,. ,NUPefl=12,.. ,(NT-1)
--L2'+3(NUP+1)
(Fdd)--L2|+zmup+1)
TRECHO (1+1) (Fa) L, + (NUP+1) (Fdd) 4L, _ r(NUP+1)
—————— (Fi)"l‘il_'—'_'_'_‘ (Fd)"sz-_f ......
(Fo) L, -tNuP+1) (FildLy, 7 NUP+1) TRECHO (1)
(Fee)1-L, -2 (NUP+1) (Fe)tL,, 2INUP+1)
(Fee)+L, _;3(NUP+1)
TLZI_THNUPH)

Figura 3.6- Localizagdo dos pontos de interse¢do
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d-) Para u'(Lyz.)) = u'(Lae):

Ai[—F(ng_l - 3ND)+6F(L2[_1 - 2ND) - 18F(L2€_1 —ND) +10F(L2g_])+3F(L2[_1 +
{
1

+ND)]- ™
+

[F(Ly, - 2ND) - 8F(Ly, - ND) +8F(Ly, + ND) - F(Ly, +2ND)]=0

(3.28-d)

n n
e Para ) M(Lypy) =) Mj(Lap):
j=1 j=1

Ks ()
A,

[_F(L2€—1 —3ND)+4F(L23_1 —2ND)+6F(L2£_1 —ND)"2OF(L25_1)+11F(L2[_1 +

NUP
+ND)]+ Y -K—%“—’Q[—F(Lu_l —3ND+J)+6F(Lyy_1 =2ND +J) - 18F(Ly,_; ~ND +J)+
I=1 ¢
Ks5(£+1)
2
£+1

NUP
~30F(Ly,) +16F(L,, +ND)~F(Ly, +ND)]- > K6(£+1,J)[

I=1 Ayl
~ND+J)+8F(Ly; +ND+J)-F(Ly; +2ND +J)] =0

+10F(L2[_1 +J)+ 3F(L2g_1 +ND+1J)]- [—F(ng -2ND) + 16F(L2[ -ND)+

F(Ly, —2ND +J)—8F(Lyy +

(3.28-¢)

f-) Para a equagdo de equilibrio global a for¢a normal:

n
> E;-Apgj -vj(Lag-1) == pP(H-2(L2/-1))
i1

NUP

D E‘DAA" L [_F(Lyy_; —3ND+J)+6F(Lys_1 ~2ND +J) ~18F(Lyz_1 ~ND+J)+ 10F(Lps 1 + 1)+
[4

J=1

+3F(Lys_1 +ND+J)] = —p[H - z(Ly¢-1)]
(3.28-9)
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Da equagdo (3.28-d) a (3.28-f) consideram-se:ND = NUP +1 e o indice ¢
assumindo os valores: 1,2, ..., (NT-1).

As equagdes (2.68), (2.69), (3.27) e (3.28) juntamente com as equagdes
(3.25) formam um sistema de NPT - (NUP +1) equagdes lineares, cuja solu¢io fornece os
deslocamentos laterais u do painel e os deslocamentos verticais vj (j = 1, ..., n) dos pilares
nos NPT pontos da malha.

3.5. Cialculo dos Esforcos

De maneira analoga aquela descrita no item 2.5., os esfor¢os normais N; dos
pilares, a nivel dos andares do painel, serdo obtidas pelo método das diferencas finitas
através da equagio (2.2).

Para um ponto genérico M = 3, 4, ..., NPy-2 do trecho £ (¢=1, 2, ..., NT) da
malha de pontos indicada na Figura 3.5, estes esfor¢os serdo calculados pela equagdo (2.73-
b). Para o ponto M = NPy-1, no topo do trecho, utilizar-se-a a equagdo (2.73-c).

Em uma viga do trecho £ ({=1, 2, ..., NT), situado no nivel do ponto genérico
M =3, 4, ., NP/-2 da malha de pontos da Figura 3.5, o esforgo cortante concentrado Vv,
(k indica o vdo) serd determinado pela equagdo (2.77-b), multiplicada pela altura hy dos
andares. A equagéo (2.77-c), quando multiplicada pela area de influéncia da viga do topo, (h
¢ /2), fornece o esforgo cortante concentrado neste elemento.

3.6. Determinacio da Carga Critica

Para o portico geral, o carregamento vertical critico, em regime elastico,
também podera ser determinado. Para a sua determinagdo procede-se de maneira analoga
aquela descrita no item 2.6. do Capitulo 2.
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3.7. Portico Geral com Pilares de Rigidez Elevada

3.7.1. Pilares de Rigidez Elevada Sobre Fundagdo Rigida

Considere-se agora o caso em que os pilares do portico geral sdo bem mais
rigidos que as vigas, ou seja, Kp >>> Kv. Neste caso, a matriz [K], formada pelos

pardmetros de rigidez Kp; dos pilares, conforme mostra a equagdo (2.36-b), apresenta
elementos com valores elevados em relagio aos valores dos elementos da matriz (K],

constituida pelos parametros de rigidez das vigas e representada na equagio (2.24). Em

virtude disto, vé-se que a soma destas matrizes tende a matriz [K], ou seja :
[K]+[K]=[K] (3.29)
e a matriz [K;], definida na equagio (3.4-b), passa a ser determinada por:
[K;1=[K]7'[K]=[1] (3.30)
onde [I] é a matriz identidade.

A matriz [K,] sera calculada a partir das matrizes [K], [K], [ﬁ] e [?],
efetuando-se as operagdes matriciais indicadas na equagdo (3.4-c). As matrizes [ﬁ] e [ﬁ],
representadas respectivamente nas equagdes (2.24-a) e (2.37), compdem-s¢ dos parametros

de rigidez das vigas e aparecem na formulagdo do portico geral, devido a consideragdo da
deformag@o axial dos pilares.

Com a equagdo (3.29), pode-se reescrever (3.4-c) na seguinte forma
matricial:

[K,1=[KI(K]+[K]) (3.31)

Em vista do exposto anteriormente, verifica-se que o produto matricial,
indicado na equagdo (3.31), tende a matriz nula, entdo:

[K2]=[0] (3.32)
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Substituindo-se as equagdes (3.30) e (3.32) nas equagOes que expressam o
comportamento do portico geral, mostrado na Figura 3.1, obtém-se:

i-) Para a equagéo (3 .4-a):
{A}={UN} v (3.33-a)

ii-) Para a equac@o (3.3):

n-1

3" qi Dk = (E}(KI{UN}u' ~[K]{v}) (3.33-b)
k=1

iii-) Para a equagéo (3.7):

n
> Mj = {Elp, Elp, ... Elp, } {UN}u”
j=1

ou
M;+M, + ... +M, =Elp-u” (3.33-¢)
onde Ip=1Ip; +Ipy+ .. +Ip,

iv-) Para a equagéo (3.2):

n-1
Q; = 2.qxDg —Elp-u” - p(H-z)u’ (3.33-d)
k=1

E oportuno lembrar que: {UN} é um vetor unitario de ordem n x 1; {E} ¢é
um vetor de ordem 1 x n, definido em (2.23); Ip; ¢ o momento de inércia do pilar genérico j;
E é o mddulo de elasticidade longitudinal; Dy é o comprimento do véo k; p € a carga vertical
total; H € a altura do painel e Mj, qx € Qy sdo, respectivamente, o momento fletor recebido
pelo pilar j, esfor¢o cortante distribuido no vdo k e forga cortante externa proveniente das
cargas laterais q € F, a uma cota z da base do portico.
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No intuito de apresentar a equagdo (3.33-b) em uma forma mais explicita,
considera-se o portico geral constituido apenas por dois pilares (n = 2 e k = 1) de segdes
transversais diferentes. Deste modo, de acordo com as equagdes (2.24) e (2.24-a), obtém-se:

— |2k, ky :l
K]= _ 3.34-a
K] !: kg, 2k, ( )

= ] [2ky1+kﬁl -(2ky, +kz, )} (3.345)

[Kl=—1,. _
D, |2ky, +ky —(2ky, +kp)

Substituindo-se (3.34-a) e (3.34-b) e os vetores {E}, de ordem 1 x 2, e
{UN}, de ordem 2 x 1, na equagao (3.33-b), resulta:

6-E — —
q1D; = —h—(2kY1 +kpy +2kyy +kpplu' - (vi-vp)/Dy]  (3.35)

com h sendo a altura dos andares do portico geral.

Levando-se em consideragdo a influéncia dos trechos rigidos dos nos do
painel e desprezando-se a influéncia da deformag@o por forga cortante das vigas, obtém-se,

de acordo com as equagdes (2.14) (com sv; =0 e rv; = 1) e (2.20), a seguinte expressio:
2ky +kuy +2k7; + kit = 2Kv; (D, /Cv))? (3.36)
com Cvy sendo o comprimento do trecho deformavel da viga € Kv) =1vy/D;.

Substituindo-se a equagdo (3.36) em (3.35), vem:

12-E-Iv
Q1h=—F3——1[D1U'—(V1—V2)] (3.37)

Vi

onde Iv; ¢ o momento de inércia das vigas e vy € v, sd0 os deslocamentos verticais dos
pilares dados pela equagio (2.2), ou seja:
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1 z
V1= EApl J.ONle
(3.38)

1 zZ
N,dz

Vy =

Se o carregamento atuante no portico geral constitui-se apenas de cargas
laterais g e F, N; =- N, =N. Pode-se, ento, escrever a equagdo (3.37) como:

3
q1-h-CV3 I .
—— =Dy u'-=(1/Ap; +1/A Ndz 3.39-a
T DY (/AR AR, (339-2)

As equagbes (3.33-c) e (3.33-d), para o portico geral com dois pilares,
escrevem-se Como:;

M; +M, = Elp-u” (3.39-b)
Qf = QIDI —EIp u” (339-C)
onde Ip =Ip;+Ip,

As expressdes (3.39) sdo semelhantes aquelas obtidas em ALBIGES &
GOULET (1), para o caso de duas paredes, de segdes transversais diferentes, associadas
entre si por vigas. Considerando-se um painel com um maior numero de pilares e um
raciocinio analogo ao utilizado para o portico com dois pilares, chega-se a equagles
formalmente semelhantes as expressdes (3.39). Pode-se, entdo, concluir que: quando Kp
>>> Kv o painel geral apresenta 0 comportamento de uma associag@o de paredes unidas por
vigas. Vale ressaltar que isto sO ocorre quando se leva em conta, na analise desse painel, a
influéncia dos nos rigidos.
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3.7.2. Pilares de Rigidez Elevada Sobre Fundagfo Flexivel
3.7.2.1. Introducdo

A hip6tese de engastamento rigido na base de pilares de rigidez elevada nem
sempre ocorre na pratica. Os pilares podem apoiar-se em fundagdes cuja flexibilidade
ocasionam, em suas bases, rotagdes e deslocamentos verticais. Logo, € suposi¢do bastante
razoavel considerar estes elementos elasticamente engastados na base. Diversos trabalhos
tém sido desenvolvidos levando-se em conta a flexibilidade das fundagdes. Citam-se, por

exemplo, CARVALHO (6), COSTA (7), MANCINI (28,31), MURASHEV (35), TSO &
CHAN (49), dentre outros.

//

= /
o

L1

+ -

-
-

Figura 3.7 - Pértico geral com vinculos elasticos.
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Na Figura 3.7, representa-se um portico geral com n pilares engastados
elasticamente em suas bases. Supdem-se Kp; >>> Kvi e um carregamento aplicado
constituido apenas por cargas laterais, uniforme q e concentrada no topo F. Isto €, ndo sera

considerado o efeito P-A no painel.

3.7.2.2. Desenvolvimento Teorico

A rotagio e o deslocamento vertical na fundagdo sdo proporcionais,

respectivamente, a0 momento fletor e o esforgo normal na base do pilar j.

Sendo ¢ j arotagdo da fundag@o do pilar j, pode-se escrever:

M;(0) .
¢j=aj(0)= (comj=1,2,..,n) (3.40)
g
onde
a;j(0) ¢éarotagdo na base do pilar j.
gj ¢ a rigidez & rotagdo do engastamento elastico, definida pela expressao:
g8j=Cy Js; (comj=1,2,..,n) (3.41)

com C¢, sendo o coeficiente de deformagdo do solo e Js; 0 momento de inércia da sapata de

fundacio.

M j(O) ¢ o momento fletor na base do pilar j, expresso pela equagao:
M;(0) = Elp;-aj(0) (comj=1,2,...,n) (3.42)

com E e Ip; sendo, respectivamente, o modulo de elasticidade longitudinal do material e o

momento de inércia do pilar j. O simbolo (') indica primeira derivada em relagdo a z.

Em vista da equagdo (3.42), pode-se escrever a equagdo (3.40), para o
portico geral com n prumadas de pilares, da seguinte maneira:
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8121 (0) = j;a1(0)
g22,(0) = J,a35(0)
2n(0) = Js24(0) (432

onde ) =12 .., n) representa o produto de rigidez a flexdo Elp;.

Somando-se membro a membro as equagdes (3.43-a), resulta:

{g}{A(0)} = {RF}{A'(0)} (3.43-b)
onde:
{A(0)} ¢ o vetor das rotagdes dos pilares na base e que, segundo a equagdo (3.4-a), vale:

{A(0)} =[K; KUN}u'(0) +[K, {v(0)} (3.44-2)
com [K;], {UN}, [K,]e {v} ja definidos anteriormente.

{RF} é o vetor, de ordem 1 x n, dado por:

{RF} = {Elp; Elp, ... Elp,} (3.44-b)

{g} éo vetor, de ordem 1 x n, definido por:

{g}=1{g1 82 " 8n} (3.44-c)

Substituindo-se a equagdo (3.44-a) e sua primeira derivada, em relagdo a z,
na equagio (3.43-b), resulta:

Gu'(0) - Ks5u"(0) +{G7 }{v(0)} - {K¢}{v'(0)} =0 (3.45-2)

com
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G, = {g} [K,] {UN} (3.45-b)
{G,} sendo o vetor, de ordem 1 x n, dado por:

G, = {8} [K,] (3.45-c)
Ks e {K¢}, definidos pelas equagdes (3.8).
Sendo §; o deslocamento vertical da fundagio j e v,(0) o deslocamento

vertical na base do pilar j, pode-se escrever:

N;(0)
8Yj

Sj:vj(O)z (comj=1,2,..,n) (3.46)

onde:
gv; éarigidez ao deslocamento vertical da fundagdo j determinada através da equag@o:
gvj=Cy-As;j (comj=1,2,..,n) (347
com As; sendo a area da sapata de fundag@o j.
N j(O) é o esforgo normal na base do pilar, calculado pela equag@o (2.2) ou,
Nj(O) = E-Apj-vj(O) (comj=1,2,..,n) (3.48)

com Ap; representando a area da segdo transversal do pilar .

Levando-se a equagdo (3.48) na equagio (3.46), obtém-se, respectivamente

para os pilares 1, 2, ... e n, as seguintes expressoes:

E-Ap;-vi(0)=gv;-v1(0)
E-Ap,-v3(0)=gvy-v2(0)

E-Apyv4(0) = gVg Vo (0) (3.49)
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ou, para um pilar genérico j:

E-Ap;-V}(0)=gvj-vj(0) (com j=1,...,n) ' (3.50)

A equagio (3.45-a) e as equagdes (3.50) constituem as condigbes de
contorno que, juntamente com as equagdes de contorno (3.14-a), (3.14-d) e (3.14-¢),

possibilitam resolver o sistema de equagdes diferenciais (3.11). A solugdo, correspondente
aos deslocamentos e esforcos (ao nivel de cada andar) do portico geral sobre fundagdes
flexiveis, sera obtida através do método das diferencas finitas, da maneira descrita no item
3.4.. Apenas as condigdes de contorno (3.27-c) e (3.27-b) sdo substituidas pelas equagdes

(3.45-a) e (3.50). Estas ultimas equagdes sio escritas em diferengas finitas, para o ponto da
base do painel, na seguinte forma:

a-) Para a equag@o (3.45-a):

(AIGI +K5)F(L1)— (8A1G1 +16K5)F(L2)+30K5F(L3)+(8A1Gl - 16K5)F(L4)+(—A1G1 +
NUP

+K5)F(Ls) + Z{—AIKG(J)F(LI +1)+8AKg(J)F(Ly +3) +1242G, )F(L3 +1) +
J=1

-8MKg(N)F(Ly +3)+ A Kg(J)F(Ls +1)} =0

(3.51)

b-) Para as equagdes (3.50):

E-Ap(J)[F(Ll +J)=8F(L, +1)- %F(Lg, +J)+8F(Ly +J)-F(Ls +J)] =0

(3.52)

onde A; € o espagamento entre os pontos da malha e J assume os valores: 1, 2, ..., NUP.



4. PROGRAMA PARA CALCULO AUTOMATICO

Com base nas equagdes resultantes da aplicagio do método das diferengas
finitas a solugdo das equagdes (2.52) e (3.11), escreveu-se um programa em linguagem
FORTRAN. Uma descri¢do sumaria dos dados de entrada, das subrotinas utilizadas pelo
programa principal ¢ dos resultados fornecidos pelo programa encontra-se nos itens que
seguem. Inclui-se também uma listagem completa do programa.

4.1. Dados de Entrada

Os dados necessarios a utilizagdo do programa sio:
IR - pardmetro que indica como serdo consideradas as ligagdes viga-pilar, isto €é:
se IR = 1, painel com nos rigidos
se IR # 1, painel com nos puntuais
IEN - parametro que indica que tipo de painel sera calculado, isto €:
se IEN = 0, calcula-se o painel pértico
se IEN = 1, calcula-se o painel portico geral
ICTP - parametro que indica a consideragio da deformagéo por forga cortante nos pilares:
se ICTP = 1, inclui-se este efeito
se ICTP # 1, ndo inclui
ICTV - parametro que indica a consideragdo da deformagdo por forga cortante nas vigas:

se ICTV = 1, inclui-se este efeito
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se ICTV # 1, ndo inclui
IRP - vetor de ordem NU que identifica a dimens&o horizontal do n rigido.

se IRP(J) = 1, calcula-se o painel considerando, como trecho rigido do no, apenas a
largura do pilar J.

se IRP(J) # 0, calcula-se o painel de nos puntuais ou nos rigidos, dependendo do valor
deIR.

IENFX - parimetro que identifica a fundagdo flexivel
se IENFX = 1, a fundago ¢ flexivel
se IENFX # 1, a fundag@o ¢ rigida.

IENGF e IENVF - sdo parametros relativos a fundagéo flexivel. No caso da consideragdo
deste tipo de fundagio, devem ser tomados iguais a 1.

ITMAX - parimetro cujo valor estima o nimero de iteragdes do método de Newton
Raphson para o calculo da carga critica.

IPI - Parametro, que se tem valor igual a 1, imprimem-se os resultados das iteragdes do
método de Newton Raphson

ICAR - pardmetro que define o calculo da carga critica
se ICAR = 1, ndo se calcula a carga critica.
se ICAR # 1, calcula-se a carga critica

NA - niimero de andares do painel

NT - nimero de trechos do painel
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NV - niimero de vdos do painel

NU - nimero de prumadas de pilares

Q - carga lateral uniformemente distribuida

P - carga vertical total e uniformemente distribuida

F - carga lateral aplicada ao topo do painel

HT - altura total da estrutura

C - fator de corregdo utilizado quando se consideram as deformagdes por forga cortante.
CFI - coeficiente de deformag@o do solo

ARE, JSP - Vetores de ordem (NU) com elementos correspondentes ds areas € aos
momentos de inércia das sapatas, respectivamente.

Obs.: CFI, ARE e JSP s6 devem ser lidos se IENFX = 1.

D - vetor de ordem NV contendo o comprimento dos vaos do painel.

ALFA - vetor de ordem NU contendo os coeficientes de distribuigdo da carga vertical
total p.

HM - vetor de ordem NT contendo o valor do pé-direito de cada trecho.

E - vetor de ordem NT contendo o valor do modulo de elasticidade longitudinal de cada
trecho.

NATRE - vetor de ordem NT contendo o nimero de andares de cada trecho.
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CE - Parimetro que define qual o espagamento (Ay) entre os pontos da malha de cada
trecho, ou seja:

seCE#1, A= gM

se CE = 1, Apdeve ser lido

G - vetor de ordem NT contendo o valor do modulo de elasticidade transversal de cada
trecho.

DEL - vetor de ordem NT contendo o valor de espagamento A, de cada trecho.
AV - vetor de ordem NV contendo a altura da viga do andar genérico de cada trecho.

EV - vetor de ordem NV contendo a espessura de cada viga do andar genérico de cada
trecho.

B - vetor de ordem NU contendo a largura de cada pilar do trecho de painel.

EP - vetor de ordem NU contendo a espessura de cada pilar do trecho de painel.

4.2 Subrotinas
O programa principal utiliza as seguintes subrotinas:
RIGSF - gera a matriz [MS] e a 12 linha da matriz [T].
GJRSIS - utilizada para a inversdao de matrizes pela sub-rotina RIGSF.
ENGFLE - gera as condigdes de contorno relativas a consideragdo de fundagdo flexivel

CONDCP - gera as condigdes de compatibilidade entre os trechos de caracteristicas
geométricas diferentes.
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SOLUSI - resolve o sistema de equagdes em diferengas finitas pelo processo de Gauss -
Jordan.

ESFOR - calcula os esforgos normais € momentos fletores nos pilares.

ESFORI - calcula as forgas cortantes concentradas das vigas.

MATMD - gera a matriz dos coeficientes das diferengas finitas em cada iteragdo do método
de Newton Raphson.

DETERM - calcula o determinante da matriz dos coeficientes das diferencas finitas pelo
processo de eliminagdo de Gauss, segundo FAKURY (12).

4.3. Impressao dos Resultados

O programa fornece os deslocamentos laterais do painel e os deslocamentos
verticais de cada prumada de pilar. Fornece também os esforgos normais dos pilares e os
esforgos cortantes das vigas, para todos os painéis analisados, e os momentos fletores,

correspondentes i flexdo global e a flexdo total, para os pilares do portico geral. Todos
esses valores sdo impressos nos pontos da malha pertencentes as estruturas.

4.4. Listagem do Programa

(ver paginas seguintes)



==== PROGRAMA PARA RESOLUCAO DO SISTEMA 85- 1
==== DE EQUACOES DIFERENCIAIS
— PORTICO PLANO

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
REAL*8 K5,K6(4),MD(156,157) ,KVC(4) ,KPC(4) ,MALT(9,4),MAL(4,4)
REAL*8 K2(4,4),IPP(3,4),KVCC(3,4),JSP(4) ,KPPC(3,4)
REAL*8 KV (4),KP(4),IP(4),IV(4),MS(5,5), NH,IVC(4),IPC(4), MSS(4)
DIMENSION D(4),HM(4),E(4),NATRE(4),HTRE(4),NS(4),AV(4),ARE(4)
DIMENSION EV(4),B(4),EP(4),TV(4),S(4,4),CV(4),TP(4), HB(4)
DIMENSION RO(4),DEL(4),NP(4) ,ALFA(4),PP(4),T(5,5) ,2(50) ,IRP(4)
DIMENSION L(44),CI(156),FF(156),G(4),AL(4,4),SV(4),RV(4),MPL1(2)
DIMENSION RB(4),AB(4),SP(4),RP(4),TK6(4,4),MPL(2),MPZ(3)
DIMENSION VELT(9),VEL(4),ENO(132),ECO(88),TT(4),DET(2),DINC(156)
DIMENSION SK1(12),AK2(12,4),SS(4),SRR(3,4),SK3(3,4),AK4(12,4)
0PEN(1,FILE=’ENTRADA.DAT’ , STATUS='OLD/ ,ACCESS'—'—’SEQUENTIAL’ ,FORM='F
*ORMATTED' )
OPEN (2, FILE='SAIDA.DAD’ , STATUS='NEW’ ,ACCESS='SEQUENTIAL' , FORM='FOR
*MATTED' )
OPEN (3, FILE='MATRIMA.DAD’ , STATUS='NEW’ , ACCESS='SEQUENTIAL' , FORM="U
*NFORMATTED )
LEI=1
IMP=2
C==== DADOS DO PORTICO
READ (LEI, 10) IR, IEN,ICTP, ICTV
10 FORMAT (4I2)
READ (LEI, 16) IENFX, IENGF, IENVF
16 FORMAT (312)
READ (LEI, 12) ITMAX, IPI, ICAR
12 FORMAT (312)
READ (LEI, 11)NA,NT,NV,NU,Q,P,F,HT,C
11 FORMAT (4I2,5F10.0)
WRITE (IMP,15)NA,NT,NV,NU,Q,P,F,HT
15 FORMAT(/,5X,’NUMERO DE ANDARES’,17(’.’),’=’,12,/,5X,'NUMERO DE TRE
xcHOS’,17(’.’),’'=',12,/,5%, NUMERO DE VAOS DO PORTICO’,9(’'.’),’=',I
*2,/,5X, '"NUMERO DE PRUMADAS DO PORTICO’,5(’.’),’=’,I2,/,5X,’ CARREGA
*MENTO LATERAL DISTRIBUIDO’,2(’.’),’=’,G15.7,/,5X,’CARREGAMENTO VER
*TTCAL TOTAL’,7(’.’),’=',G15.7,/,5X, CARREGAMENTO LATERAL CONCENTRA
*DO’,2(’.’),’=',G15.7,/,5X, 'ALTURA TOTAL’,22(’.’),’=',G15.7,/)
IF(IR.EQ.1) GO TO 31
WRITE (IMP,32)
32 FORMAT(//,5X,’PORTICO COM NOS PUNTUAIS')
GO TO 36
31 WRITE(IMP,33)
33 FORMAT(//,5X,’PORTICO COM NOS RIGIDOS')
36 IF(IEN.EQ.1) GO TO 34
WRITE (IMP,35)
35 FORMAT (5X, ' PORTICO')
GO TO 37
34 WRITE(IMP,38)
38 FORMAT (5X, ' PORTICO GERAL’)
37 IF(ICTP.EQ.1)THEN
WRITE (IMP,41)
41 FORMAT (5X,’CONSIDERADO O EFEITO DA CORTANTE NOS PILARES')
END IF
IF (ICTV.EQ.1) THEN
WRITE (IMP,42)
42 FORMAT (5X,’CONSIDERADO O EFEITO DA CORTANTE NAS VIGAS')



END IF
NZ=NU+1 ' 85.2
IF(IENFX.EQ.1) THEN
DO 73 IL=1,NU
ARE(IL)=0.
73 JSP(IL)=0.
READ(LEI, 51)CFI
51 FORMAT(F10.0)
IF(IENVF-0)52,52,53
53 DO 54 I=1,NU
54 READ(LEI,55)ARE(I)
55 FORMAT (F10.0)
52 IF(IENGF-0)56,56,57
57 DO 58 II=1,NU
58 READ(LEI,59)JSP(II)
59 FORMAT(F10.0)
b6 CONTINUE
DO 62 IJ=1,NU
62 WRITE(IMP,64)IJ,ARE(1J),1J,JSP(1J)
64 FORMAT(/,5X,/AREA DA SAPATA ’,I2,’ =',G15.7,1X,/MOM. DE INERCIA ',
*I2,’ =',G15.7)
END IF
DO 20 I=1,NV
READ (LEI, 30) KK, D (KK)
30 FORMAT(I2,F10.0)
20 CONTINUE
WRITE (IMP, 40)
40 FORMAT(//,5X,’DISTRIBUICAO DO CARREGAMENTO VERTICAL’,/,5X,37(’*’),
*/)
DO 310 J=1,NU
READ (LEI, 320)ALFA(J) , IRP(J)
320 FORMAT (F10.0,I1)
PP (J)=ALFA (J) *P
WRITE (IMP,330)J,PP(J)
330 FORMAT (5X,’CARGA VERTICAL NO PILAR ',I2,2X,G15.7)
310 CONTINUE
DO 8 JJ=1,NU
IF(IRP(JJ) .EQ.0)GO TO 8
WRITE(IMP,63)JJ
63 FORMAT(//,5X,’CONSIDERADA APENAS A DIMENSAO HORIZONTAL DO NO RIGID
*0 /,I2)
8 CONTINUE
DO 50 I=1,NT
READ (LEI, 60)HM(I),E(I),NATRE(I),CE,G(I)
60 FORMAT (2F10.0,I3,2F10.0)
HTRE (I)=NATRE (I)*HM(I)
CT=(3.-IEN)*HM(I)
IF (HTRE(I) .LT.CT) GO TO 100
IF(CE.EQ.1.) GO TO 105
GO TO 80
105 READ(LEI,70)DEL(I)
70 FORMAT (F10.0)
GO TO 90
80 DEL(I)=HM(I)
90 IAA=HTRE(I)*10
IBB=DEL(I) *10
NS (I)=IAA/IBB
GO TO 110
100 IF(CE.EQ.1.) GO TO 198



NS (I)=3-IEN
DEL(I)=HTRE(I)/NS(I) 85- 3
GO TO 110
198 READ(LEI,199)DEL(I)
199 FORMAT(F10.0)
NS (I)=HTRE(I) /DEL(I)
110 NP(I)=NS(I)+3+IEN
WRITE (IMP,120)I
120 FORMAT(//,5X,’TRECHO DE NUMERDO r,12,/,5%,36('*"),

*/)
WRITE (IMP, 121)G(I)
121 FORMAT(/,5X,’MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL',4(’.’),’=',G15.7)
WRITE (IMP,130)E(I),HM(I) ,HTRE(I) ,NATRE(I),NS(I),DEL(I),NP(I)
130 FORMAT(5X, 'MODULO DE ELASTICIDADE’,16(’.’),’=’,G15.7,/,5X,'ALTURA
*DO ANDAR NO TRECHO’,13(’.’),’=',G15.7,/,5X,’ALTURA TOTAL DO TRECHO
*7 16(’.’),’=',G15.7,/,5X, 'NUMERO DE ANDARES DO TRECHO’,11(’.’),’=’
*,12,/,5X,'NUMERO DE SUBDIVISOES DO TRECHO’,7(’.’),’=',I2,/,5X,’ESP
*ACAMENTO ENTRE OS PONTOS DO TRECHO’,’.=’,G15.7,/,5X,’/NUMERO DE PON
*TOS DO TRECHO’,12(’'.'),'=',12)
50 CONTINUE
NPT=0
DO 340 J=1,NT
340 NPT=NPT+NP (J)
NI=NPT* (NU+1)
WRITE (IMP, 350) NPT, NI
350 FORMAT(//,5X,’NUMERO TOTAL DE PONTOS’,15(’.’),’=’,I3,/,5X,’NUMERO
*DE INCOGNITAS’,18(’.’),’=’,1I3)
DO 470 J=1,NI
DO 470 Li=1,NI
470 MD(J,L1)=0.
—=== PRIMEIRAS (NU+1) LINHAS DA MATRIZ MD
L2=IEN* (NU+1) +NU+2
MD(1,L2)=1.
IF(IENVF.EQ.1) GO TO 482
DO 480 I=1,NU
480 MD(I+1,L2+I)=1.
482 KL=1+IEN
IN=0
NR=0
NH=0
LM=NPT-2*NT+2
DO 360 J=1,NI
360 CI(J)=0.
DO 370 J=1,LM
370 2(J)=0.
DO 490 I=1,NT
S0=0.
—=== LEITURA DO ANDAR GENERICO DE CADA TRECHO
WRITE (IMP,491) I
491 FORMAT(//,5X,’DADOS DO ANDAR GENERICO DO TRECHO ’/,Iz,/,5X,37('*')
*,/)
DO 140 J=1,NV
READ (LEI, 150) KK, AV (KK) , EV (KK)
150 FORMAT (I2,2F10.0)
IV (KK) = (EV (KK) *AV (KK) **3) /12.
KV (KK) =IV (KK) /D (KK)
WRITE (IMP, 160) KK
160 FORMAT(/,5X,’VAO  ’,I2,/,5X,8('*'))
WRITE (IMP, 170)AV (KK) ,EV(KK) , IV (KK) ,KV(KK) , D (KK)



170 FORMAT(/,5X,’/ALTURA DA VIGA’,14('.’) ,'=',G15.7,/,5X,'ESPESSURA DA
*VIGA’,11(’.’),’=',G15.7,/,5X, "MOMENTO DE INERCIA DA VIGA’,’..=',Gl
*5,7,/,5X, ' PARAMETRO Kv/,16(’."),'=',G15.7,/,5X%,  COMPRIMENTO DO VAO
¥/ 10('.'),'=',G15.7)

C==== CALCULO DAS AREAS DOS LINTEIS
AL(I,KK)=AV(KK) *EV (KK)
WRITE (IMP,141)AL(I,KK)
141 FORMAT(5X,’AREA DA VIGA',16(’.’),’=',G15.7)
140 CONTINUE
DO 180 JJ=1,NU
READ (LEI, 185)KK, B (KK) , EP (KK)

185 FORMAT(I2,2F10.0)

IP (KK)=(EP (KK) *B (KK) **3) /12.
IPP(I,KK)=IP(KK)

KP (KK) =IP (KK) /HM(I)

IF (IRP(JJ).EQ.1)GO TO 196
IF(IR.NE.1) THEN

TV (KK)=0.

GO TO 195

END IF

196 TV (KK)=B(KK) /2.

195 WRITE(IMP,190)KK

190 FORMAT(//,5X,’PRUMADA /,I2,/,5X,12('*’))

WRITE (IMP,200)B (KK) , EP (KK) , IP (KK) ,KP (KK) , TV (KK)

200 FORMAT(/,5X,’LARGURA DO PILAR’,22(’.’),’=’,G15.7,/,5X,’ESPESSURA D
*0 PILAR’,20(’.’),’=',G15.7,/,5X,’MOMENTO DE INERCIA DO PILAR’,11(’
x.1),/=',G15.7,/,5X, ' PARAMETRO KP’,26('.’),’=',G15.7,/,5X, ’SEMI LAR
*GURA DO TRECHO RIGIDO DA VIGA’,’.=',G15.7)

==== CALCULO DAS AREAS DOS PILARES
S(I,KK)=B (KK) *EP (KK)
WRITE (IMP,240)S(I,KK)
240 FORMAT (5X,’AREA DO PILAR’,25(’.’),’=’,G15.7)
180 CONTINUE
==== CALCULO DE CV(NV),TP(NV),HB(NU),RO(NU),RB(NU),SV(NV),RV(NV),SP(NU)
==== RP (NU)
DO 260 L1=1,NV
CV(L1)=D(L1)-(TV(L1)+TV(L1+1))
IF (ICTV.EQ.1) THEN
SV(L1)=6.*C*E(I)*IV(L1)/(AL(I,L1)*G(I)*CV(L1l))
AXX=AL(I,L1)*G(I)*CV(L1)**2+12.*C*E(I)*IV(L1)
RV(L1)=AL(I,L1)*G(I)*CV(L1)**2/AXX
ELSE
SV(L1)=0.
RV(L1)=1.
END IF
IVC(L1)=RV(L1) *IV(L1)
KVC(L1)=RV(L1) *KV (L1)
KVCC(I,L1)=KVC(L1)
WRITE (IMP,250)L1,CV(L1),SV(L1),RV(L1),IVC(L1),KVC(L1)

250 FORMAT(//,5X,’ COMPRIMENTO DO TRECHO FLEXIVEL DA VIGA..’,I2,’..’,Gl
*5.7,/,5X, ' PARAMETRO SV’,32(’.’),G15.7,/,5X,'PARAMETRO RV’,32(’.’),
*G15.7,/,5X%, 'Ivc(L1)=',G15.7,/,5%X, 'KVC(L1)=',G15.7)

260 CONTINUE

IF (IR.NE.1) THEN

DO 265 L2=1,NU
265 TP(L2)=0.

GO TO 275

END IF

TP(1)=AV(1)/2.



TP (NU) =AV (NV) /2.
IF(NV.EQ.1) GO TO 275 85- 5
NO=NV-1
DO 270 LL=1,NO .
DI=AV(LL)-AV(LL+1)
IF(DI.LT.0.)THEN
AA=AV (LL+1)
GO TO 280
END IF
AA=AV (LL)
280 TP(LL+1)=AA/2.
270 CONTINUE
275 DO 290 L1=1,NU
HB(L1)=HM(I)-2.*TP(L1)
IF(ICTP.EQ.1)THEN
SP(L1)=6.*C*E(I)*IP(L1)/(S(I,Ll)*G(I)*HB(Ll))
AXY=S(I,L1)*G(I)*HB(L1)**2+12,*C*E(I)*IP(L1)
RP(L1)=S(I,L1)*G(I)*HB(L1)**2/AXY
ELSE
SP(L1)=0.
RP(L1)=1.
END IF
X1=(HM(I) /HB(L1)) **3
X2=(HB(L1)+2.* (TP (L1)-SP(L1))*RP(L1)) /RP(L1)
RB(L1)=X1* (X2/HM(I))
AB(L1)=HM(I)-2.*TP(L1)
Y1=(HM(I) /AB(L1))**3
Y2=(AB(L1)+2.* (TP (L1)-SP(L1))*RP(L1)) /RP(L1)
RO(L1)=Y1* (Y2/HM(I))
WRITE (IMP,300)TP(L1) ,HB(L1) ,RO(L1),SP(L1l),RP(L1)
300 FORMAT(/,5X,’SEMI-LARGURA DO TRECHO RIGIDO DO PILAR..... =’,G15.7,/
% ,5X,’COMPRIMENTO DO TRECHO FLEXIVEL DO PILAR...=’,G15.7,/,5X,’PARA

*METRO RO’,30(’.’),’=’,G15.7,/,5X, 'PARAMETRO SP’,G15.7,/,5X, ' PARAME
*TRO RP’,G15.7)

IPC(L1)=RP(L1)*IP(L1)

KPC (L1)=RP(L1) *KP (L1)

KPPC(I,L1)=6.*E(I)*KPC(L1)*RO(L1)

WRITE (IMP,291)IPC(L1) ,KPC(L1)
291 FORMAT (5X, ’PARAMETRO IPC’,G15.7,/,5X,’PARAMETRO KPC’,G15.7)
290 CONTINUE
==== MONTAGEM DA MATRIZ DAS DIFERENCAS FINITAS

DO 500 J=1,NP(I)

L(J)=0
500 L(J)=NR+J+(NR+J-1)*NU

C==== MONTAGEM DA MATRIZ T (NU+1,NU+1)

DO 530 II=1,NZ

DO 530 JJ=1,NZ
530 T(II,JJ)=0.

DO 540 KK=2,NZ
540 T(KK,KK)=E(I)

ICA=2

IF(I.EQ.1) ICA=1

LN=ICA*NU+1

IN=IN+LN

I1=IN+1

IF(IEN.EQ.1) GO TO 2666
==== EQUACAO COMPLEMENTAR
MD(I1,L(1))=1.
MD(I1,L(2))=-5.



MD(I1,L(3))=10.
MD(I1,L(4))=-10. 85- 6
MD(I1,L(5))=5.
MD(I1,L(6))=-1.
IN=IN+1
GO TO 2777
2666 IF(I.NE.1) GO TO 2888
==== DERIVADA PRIMEIRA DE U E NULA NA BASE
IF(IENGF.EQ.1l) THEN
IFLX=I11
GO TO 2887
END IF
MD(I1,L(1))
MD(I1,L(2))
))
))

1

8

MD(I1,L(4
MD(I1,L(5
2887 IN=IN+1
LAA=1
GO TO 2999
2888 IN=IN+2
LAA=2
GO TO 2999
IF(P.NE.0.0) THEN
IF(NU-2)3888,3888,3889
3889 LAA=3
END IF
2999 DO 550 LA=LAA,NU
J1=IN+LA
MD(J1,L(1)+LA)=1.
MD(J1,L(2)+LA)=-5.
MD(J1,L(3)+LAa)=10.
MD(J1,L(4)+LA)=-10.
MD(J1,L(5)+LA)=5.
MD(J1,L(6)+LA)=-1.
550 CONTINUE
3888 CONTINUE
IN=IN+NU
==== CALCULO DA MATRIZ MS(NU+1,NU+1) E DA LINHA 1 DE T(NU+1,NU+1)
2777 CALL RIGSF(I,IEN,KPC,RB,RO,IP,RV,SV,TV,NU,D,CV,KVC,NV, E, HM,S,MS, N2
*,K5,K6,VEL,MAL, SS,K2)
IF(IENFX.EQ.1.AND.I.EQ.1) GO TO 76

8.
1.

GO TO 75
76 CALL ENGFLE (IENGF,IENVF,NU,CFI,ARE,JSP,S,E,K5,K6,SS,K2,L, IFLX,DEL,
*MD)

75 MSS(I)=MS(1,1)
DO 5699 JJU=2,NZ
5699 SRR(I,JJU-1)=MS(1,JJU)
NUE=(I-1) *NV
DO 581 J=1,NV
NPE=NUE+J
VELT (NPE) =VEL (J)
DO 582 JJ=1,NU
MALT (NPE,JJ)=MAL(J,JJ)
582 CONTINUE
581 CONTINUE
DO 560 JJ=1,NU
SK3 (I,JJ)=MS (JJ+1,1)
IJ=(I-1)*NU+JJ
SK1(IJ)=SS(JJ)



DO 570 KJ=1,NU
AK2 (IJ,KJ)=K2(JJ,KJ) 85. 7

570 AK4(1J,KJ)=MS(JJ+1,KJ+1)

560 CONTINUE
T(1,1)=-K5
TT(I)=T(1,1)

DO 591 IA=1,NU
IB=IA+1
T(1,IB)=-K6 (IA)
TK6 (I,IA)=K6(IA)

591 CONTINUE
IF(IEN.EQ.0) THEN

==== EQUACAO PARA O PONTO DA BASE
KL=KL+1
2 (KL) =HT-NH-SO*DEL(I)
S0=S0+1.
CAUX=MS(1,1)-P*Z (KL)

DO 610 II=1,N2
II2=IN+1

MM1=2

IF(II.EQ.1) MMi=1
GO TO (612,613)MM1

612 P1=DEL(I) *CAUX
GO TO 614

613 P1=DEL(I)*MS(II,1)

614 MD(II2,L(1))=-3.*P1
MD(II2,L(2))=-10.*P1
MD(II2,L(3))=18.*P1
MD(II2,L(4))=-6.*P1
MD(II2,L(5))=P1
DO 620 J=1,NU
JI=J+1
J1=L(1)+J
J2=L(2)+J
J3=L(3)+J
J4=L(4)+J
J5=L(5)+J
MD(II2,J1)=11.*T(II,JJ)
MD(II2,J2)=12.*MS(II,JJ)*DEL(I)**2-20.*T(II,JJ)
MD(II2,J3)=6.*T(1I,JJ)
MD(II2,J4)=4.*T(II,JJ)
MD(II2,J5)=-T(II,JJ)

620 CONTINUE
IN=IN+1

610 CONTINUE
END IF

==== EQUACAO PARA OS PONTOS CENTRAIS

=NP(I)-2

DO 630 M=3,NW

M1=L(M-2)

M2=L(M-1)

M3=L (M)

M4=L (M+1)

M5=L (M+2)

KL=KL+1

7 (KL) =HT-NH-SO*DEL (I)

SO=S0+1.

CAUX=MS (1,1)-P*Z (KL)

DO 640 MM=1,NZ



II3=IN+1

MM1=2 85- 8
IF(MM.EQ.1) MMl1=1

GO TO (631,632)MM1

631 P2=DEL(I)*CAUX
GO TO 633

632 P2=DEL(I)*MS(MM,1)

633 MD(II3,M1)=P2-6.*T(MM,1)/DEL(I)
MD(II3,M2)=-8.*P2+12.*T(MM,1)/DEL(I)
MD(IIB,M4)=8.*P2-12.*T(MM,1)/DEL(I)
MD(II3,M5)=-P2+6.*T(MM,1)/DEL(I)
DO 650 NN=1,NU
MN=NN+1
N1=M1+NN
N2=M2+NN
N3=M3+NN
N4=M4+NN
N5=M5+NN
MD(II3,N1)=-T (MM,MN)
MD(II3,N2)=16.*T (MM, MN)
MD(II3,N3)=12.*MS (MM, MN)*DEL(I)**2-30.*T (MM, MN)
MD(II3,N4)=16.*T (MM,MN)
MD(II3,N5)=-T (MM, MN)

650 CONTINUE
IN=IN+1

640 CONTINUE

630 CONTINUE

==== EQUACAO PARA O PONTO DO TOPO
KL=KL+1
7 (KL) =HT-NH-SO*DEL (1)
SO=S0+1.
CAUX=MS (1, 1) -P*Z (KL)
LO=L(NP(I)-4)
L1=L(NP(I)-3)
L2=L(NP(I)-2)
L3=L(NP(I)-1)
L4=L(NP(I))
DO 655 IJ=1,NZ
II4=IN+1
MM1=2
IF(IJ.EQ.1)MM1=1
GO TO (656,657)MM1

656 P3=DEL (I)*CAUX
GO TO 658

657 P3=DEL(I)*MS(IJ,1)

658 MD(II4,LO)=-P3+6.*T(IJ,1)/DEL(I)
MD(II4,L1)=6.*P3-36.*T(IJ,1)/DEL(I)
MD(II4,L2)=-18.%P3+72.*T(I1J,1)/DEL(I)
MD(II4,L3)=10.%P3-60.*T(IJ,1)/DEL(I)
MD(II4,L4)=3.*P3+18.*T(IJ,1)/DEL(I)
DO 660 IK=1,NU
L5=LO+IK
L6=L1+IK
L7=L2+IK
L8=L3+IK
L9=L4+IK
MO=IK+1
MD(II4,L5)=-T(IJ,MO)
MD(II4,L6)=4.*T(IJ,MO)



MD(II4,L7)=6.*T(1J,MO)
MD(II4,18)=12.%MS(IJ,MO)*DEL(I)**2-20,*T(1J,MO) 25. 9
MD(II4,L9)=11.*T(IJ,MO)

660 CONTINUE
IN=IN+1

655 CONTINUE
NR=NR+NP (I)
NH=NH+HTRE (I)
IF(I.EQ.NT) GO TO 670
GO TO 490

==== CONDICOES DE CONTORNO NO TOPO

670 IF(IEN.EQ.1l) THEN
I16=IN+1
MD(II6,L0)=-1.
MD(II6,L1)=4.
MD(II6,L2)=6.
MD(II6,L3)=-20.
MD(II6,L4)=11.
IN=IN+1
END IF
DO 680 JM=1,NU
II5=IN+1
N1=LO+JM
N2=L1+JM
N3=L2+JM
N4=L3+JM
N5=L4+JM
MD(II5,N1)=-1.
MD(II5,N2)=6.
MD (II5,N3)=-18.
MD(II5,N4)=10.
MD(II5,N5)=3.

680 IN=IN+1

490 CONTINUE
IF(NT.EQ.1) GO TO 711

==== CONDICOES DE COMPATIBILIDADE

CALL CONDCP (NT,NP,NU,IEN,NZ,DEL,E,S,TT,TKé6,D,P,MD, MPL,MPL1)

711 CONTINUE
REWIND 3
WRITE (3)MD

==== CALCULO DO VETOR INDEPENDENTE

KL=1+IEN
IN=0
DO 380 I=1,NT
IA=2+IEN
IAI=2
IF(I.EQ.1) IA=1+IEN
IF(IEN.EQ.1) IAI=IA
LN=IA*NU+IAI
IN=IN+LN
N1=NP(I)-1
NN=2+IEN
DO 400 N=NN,N1
KL=KL+1
CI(IN+1)=12.* (F+Q*Z (KL) ) *DEL (I)**2
DO 410 KK=2,NZ
KM=KK~1
QQ=PP (KM) /S (I,KM)

410 CI(IN+KK)=12.*QQ*DEL (I)**2



IN=IN+NZ
IF(N.EQ.N1) MPZ(I)=KL 85- 10
400 CONTINUE
380 CONTINUE :
IF(IEN.EQ.1.AND.NT.NE.1) THEN
DT=0.
DO 6381 II=1,NV
6381 DT=DT+D(II)
DO 6380 I=1,NT-1
6380 CI(MPL(I))=-P*Z(MPZ(I))
END IF
DO 444 IL=1,NI
444 FF(IL)=CI(IL)
==== RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES
CALL SOLUSI (NI,MD,FF)
==== IMPRESSAO DOS DESLOCAMENTOS
WRITE (IMP,800)
800 FORMAT(/,5X,’DESLOCAMENTOS DO PORTICO’,/,5X,24(’*'),//,10X, NIVEL/
*,6X, ' DESLOCAMENTO u’,//)
NR=0
NR1=0
NM=0
DO 810 I=1,NT
NDPF=NP (I)-1
NPI=(NR+2+IEN) * (NU+1)-NU
II=2+IEN
DO 820 J=II,NDPF
JJ=NR1-NM+J
HP=HT-Z (JJ)
WRITE (IMP, 830)HP, FF (NPI)
830 FORMAT (5X,G15.7,1X,G15.7)
NPI=NPI+NU+1
820 CONTINUE
NR=NR+NP (I)
12=0
IF(I.NE.1) I2=1+IEN
NR1=NR1+NDPF-I2
NM=1+IEN
810 CONTINUE
DO 840 LL=1,NU
WRITE (IMP,801)LL
801 FORMAT(//,10X,’NIVEL’,6X, DESLOCAMENTO V’,I2,//)
NR=0
NR1=0
NM=0
DO 811 I=1,NT
NDPF=NP (I)-1
NPI=(NR+2+IEN) * (NU+1)-NU+LL
II=2+IEN
DO 821 J=II,NDPF
JJ=NR1-NM+J
HP=HT-Z (JJ)
WRITE (IMP,831)HP, FF (NPI)
831 FORMAT (5X,G15.7,G15.7)
NPI=NPI+NU+1
821 CONTINUE
NR=NR+NP (I)
12=0 .
IF(I.NE.1) I2=1+IEN



811
840

910

900

930
920

970
960

990

950
1000
1010
1020

NR1=NR1+NDPF-12

NM=1+IEN 85- 11
CONTINUE

CONTINUE

NWW=NPT*NU

NW1=NPT*NV

CALL ESFOR (NPT,HT,IEN,NU,NT,NP,E,S,FF,DEL,HM,KPPC,Z,IPP,SK1,AK2,NA

*TRE , ENO, NWW)

CALL ESFOR1 (NPT,HT,IEN,NV,NT,NP,NU,VELT,MALT,HM,FF,DEL,Z,ECO,NW1)
IF(ICAR.EQ.1) GO TO 1030

CALCULO DA CARGA CRITICA DE INSTABILIDADE
REWIND 3

READ (3)MD

X0=0.

X1=0.05

JD=1

DO 900 JJ=1,2

PPP=X0O

IF(JJ.NE.1) PPP=X1

CALL MATMD (PPP,IEN,NT,NU,NP,MSS,DEL,Z,TT,MD)
CALL DETERM(JD,NI,MD,DINC,DD,DETT)

IF (DABS (DETT) .GT.1.0E-04) GO TO 910

X=PPP

FX=DETT

GO TO 950

DET (JJ)=DETT

JD=JD+1

CONTINUE

FO=DET (1)

F1=DET (2)

IF(IPI.NE.1) GO TO 920

WRITE (IMP,930)
FORMAT(/,5X,’ITE’,8X,’P’,15X, 'DET’)

DO 940 INTE=1,ITMAX

X=(XO*F1-X1*FO) / (F1-FO)

PPP=X

CALL MATMD (PPP,IEN,NT,NU,NP,MSS,DEL, Z,TT,MD)
CALL DETERM(JD,NI,MD,DINC,DD,DETT)

FX=DETT

IF(IPI.NE.1) GO TO 960

WRITE (IMP, 970) INTE, X, FX
FORMAT(/,6X,I2,2X,G15.7,1X,G15.7)

IF (DABS(FX) .LE.1.0E-06) GO TO 950

X0=X1

FO =F1

X1=X

F1=FX

JD=JD+1

CONTINUE

IMPRESSAO DOS RESULTADOS FINAIS

WRITE (IMP,980)

FORMAT (/, 5X, ' EXCEDIDO NUMERO MAXIMO DE ITERACOES’)
WRITE (IMP, 990)

FORMAT (/, 5X, ' VALORES OBTIDOS NA ULTIMA ITERACAO’)
GO TO 1010

WRITE (IMP, 1000)

FORMAT(/,5X,19('-'),/,5X, 'RESULTADOS FINAIS’,/,5X,19('-'))
WRITE (IMP,1020)X,FX, INTE

FORMAT (/,5X,’CARGA CRITICA’,9X,’=’,G15.7,/,5X,’/VALOR DO DETERMINAN



*TE =',G15.7,/,5X,'TOTAL DE ITERACOES  =',I2)
1030 CONTINUE 85- 12
CLOSE(3)
STOP
END



10

20

60

90

SUBROTINA PARA O CALCULO DA MATRIZ MS(NU+1,NU+1) ====
SUBROUTINE RIGSF(I,IEN,KPC,RB,RO,IP,RV,SV,TV,NU,D,CV,KVC,NV,E,HM,S
* MS,NZ,K5,K6,VEL,MAL, SS,K2)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-7)
REAL*8 KVC(4),KPC(4),MS(5,5),K(4,4),NI(4),KI(4),KG(4)
REAL*8 KR(4),KB(4,4),K1(4,4),K2(4,4),KS(4,4),MAL(4,4)
REAL*8 IP(4),K5,K6(4),NIB(4),KIB(4),KL1(4,4),KL2(4,4)
DIMENSION AX(4),RV(4),SV(4),AXM(4,4)
DIMENSION D(4),HM(4),E(4),S(4,4),CV(4),RO(4),TV(4),SR(4)
DIMENSION GM(4),GB(4),BB(4,4),AU(4,4),BX(4),BI(4,4)
DIMENSION RB(4),BBB(4,4),AUU(4,4),VEL(4),SS(4)
MONTAGEM DA MATRIZ K(NU,NU)
IMP=2
K5=0.
DO 5 IA=1,NU
K6 (IA)=0.
DO 10 LA=1,NU
DO 10 LB=1,NU
K(LA,LB)=0.
DO 20 LC=1,NU
K(LC,LC)=KPC(LC) * (RB (LC) +RO (LC) )
CONTINUE
CALCULO DA MATRIZ KB DE ORDEM (NU X NU)
DO 60 LO=1,NV
XI1=(CV(LO)**2)/(3.*RV(LO))
XI2=TV(LO)-SV(LO)
XI3=TV(LO+1)-SV(LO)
XI4=CV(LO) /RV(LO)
XI5=D(LO) / (CV(LO) **3)
GM(LO) =XI5* (0.5*XI4* (TV(LO)+XI2*RV (LO) ) +XI1+TV (LO) *XI2)
GB(LO)=XI5* (0.5%XI4* (TV(LO+1)+XI3*RV(LO))+XI1+TV (LO+1)*XI3)
NI (LO)=XI5* (XI4* (XI2*RV(LO)+TV(LO+1))+XI1+2.*TV(LO+1)*XI2)
NIB(LO)=XI5* (XI4* (XI3*RV(LO)+TV(LO))+XI1+2.*TV(LO)*XI3)
KI (LO)=KVC (LO) *NI (LO)
KIB(LO)=KVC(LO) *NIB(LO)
KG (LO) =KVC (LO) *GM (LO)
KR (LO) =KVC (LO) *GB (LO)
CONTINUE
DO 90 MP=1,NU
DO 90 MQ=1,NU
KB (MP,MQ)=0.
KB(1,1)=2.*KG (1)
KB(1,2)=KI(1)
KB(2,1)=KIB(1)
DO 100 II=1,NV
IF(II.EQ.NV)GO TO 110
KB(II+1,II+1)=2.*KR(II)+2.*KG(II+1)
KB(II+1,II+2)=KI(II+1)
KB(II+2,II+1)=KIB(II+1)
GO TO 100
KB(II+1,II+1)=2.*KR(II)
CONTINUE
CALCULO DA MATRIZ BB DE ORDEM (NU X NU)
DO 170 J=1,NU
DO 170 M=1,NU
BB (J,M)=0.
BB(1,1)=(2.*KG(1)+KIB(1))/D(1)
BB(1,2)=-BB(1,1)
DO 180 J=1,NV
BB(J+1,J)=(2.*KR(J)+KIB(J))/D(J)



190
180

223

227
225

230

300

305

375

IF(J.EQ.NV) GO TO 190
BB(J+1,J+2)=-(2.*KG(J+1)+KIB(J+1))/D(J+1)
BB(J+1,J+1)=-BB(J+1,J)-BB(J+1,J+2)

GO TO 180

BB(J+1,J+1)=-BB(J+1,J)

CONTINUE

CALCULO DA MATRIZ BBB DE ORDEM (NU X NU)
DO 223 J=1,NU

DO 223 M=1,NU

BBB(J,M)=0.

BBB(1,1)=(KI(1)-KIB(1))/D(1)
BBB(1,2)=-BBB(1,1)

DO 225 J=1,NV
BBB(J+1,J)=(KIB(J)-KI(J))/D(J)
IF(J.EQ.NV) GO TO 227

BBB (J+1,J+2)=-(KI(J+1)-KIB(J+1))/D(J+1)
BBB(J+1,J+1)=-BBB(J+1,J)-BBB(J+1,J+2)
GO TO 225

BBB(J+1,J+1)==-BBB(J+1,J)

CONTINUE

CALCULO DAS MATRIZES K1 E K2 DE ORDEM (NU X NU)
DO 230 Lv=1,NU

DO 230 LM=1,NU
AU(LV,LM)=K(LV,LM)+KB(LV, LM)
AUU(LV,LM)=BB(LV,LM)+BBB(LV,LM)

CONTINUE

CALL GJRSIS(NU,AU)

DO 300 IK=1,NU

DO 300 JK=1,NU

K1 (IK,JK)=0.

K2 (IK,JK)=0.

DO 300 KK=1,NU

K1 (IK,JK)=K1 (IK,JK)+AU(IK,KK)*K(KK,JK)
K2 (IK,JK)=K2 (IK,JK)+AU(IK,KK)*AUU (KK, JK)
DO 25 JJ=1,NU

SS(JJ)=0.

DO 35 JL=1,NU

SS(JJ)=8S(JJ)+K1(JJ,JL)

CONTINUE

MONTAGEM DA MATRIZ KL1 E KL2 DE ORDEM (NV X NU)
DO 305 LvV=1,NV

DO 305 LM=1,NU

KL1(LV,LM)=0.

KL2 (LV,LM)=0.

DO 315 J=1,NV

AZZ=KIB(J)+2.*KG(J)

AWW=KI (J)+2.*KR(J)
AYY=6.*E(I)/(HM(I)*D(J))
KL1(J,J)=AZZ*AYY

KL1(J,J+1)=AWW*AYY
KL2(J,J)=(AZZ+AWW) *AYY /D (J)

KL2 (J,J+1)=-KL2(J,J)

CALCULO DO VETOR VEL(NV) E DA MATRIZ MAL(NV X NU)
DO 375 IK=1,NV

DO 375 JK=1,NU

AXM(IK,JK)=0.

DO 375 KK=1,NU
AXM(IK,JK)=AXM(IK,JK)+KL1 (IK,KK)*K1(KK,JK)
DO 385 IK=1,NV

VEL(IK)=0.

85- 14



385

395

405

380
370

400
410
390

450

470

480

520

560
555

720

740
730

760

DO 385 JK=1,NU

VEL (IK)=VEL (IK)+AXM(IK,JK)

DO 395 IK=1,NV

DO 395 JK=1,NU

AXM(IK,JK)=0.

DO 395 KK=1,NU
AXM(IK,JK)=AXM(IK,JK)+KL1(IK,KK) *K2 (KK,JK)
DO 405 IK=1,NV

DO 405 JK=1,NU

MAL (IK,JK)=AXM(IK,JK)-KL2 (IK,JK)
CALCULO DE SF-BARRA

DO 370 IU=1,NU

BX (IU)=0.

DO 380 IX=1,NU

BI (IU,IX)=0.

CONTINUE

CONTINUE

DO 390 IX=1,NU

AX(IX)=0.

DO 400 JX=1,NU
AX(IX)=AX(IX)+6.*E(I)*KB(JX,IX)/HM(I)
CONTINUE

DO 410 JY=1,NU

BX (JY)=BX (JY)+AX (IX)*K1(IX,JY)
CONTINUE

SB=0.

DO 450 LX=1,NU

SB=SB+BX (LX)

DO 470 IU=1,NU

DO 470 IX=1,NU

AU(IU,IX)=0.

CALCULO DO VETOR S-BARRA (SR(NU))
DO 480 IW=1,NU

DO 480 JW=1,NU

DO 480 KW=1,NU

AU (IW,JW)=AU(IW,JW)+KB (IW,KW) *K2 (KW, JW)
DO 520 LW=1,NU

DO 520 LU=1,NU

BI (LW,LU)=AU (LW, LU) -BB (LW, LU)

DO 555 LW=1,NU

SR(LW)=0.

DO 560 LU=1,NU

SR(LW)=SR(LW) +6.*E(I)*BI(LU,LW) /HM(I)
CONTINUE

MONTAGEM DA MATRIZ DO SISTEMA DE EQUACOES
DO 720 LU=1,NZ

DO 720 LP=1,NZ

MS (LU, LP)=0.

DO 730 L=1,NU

AX(L)=0.

DO 740 J=1,NU

AX(L)=AX(L)+K1 (L, J)

CONTINUE

MS(1,1)=SB

DO 760 L=1,NU

J=L+1

MS(1,J)=SR(L)

DO 770 L=1,NU

J=L+1

DO 770 KL=1,NU

85- 15



780

785
790

810

840
830
820

930

1000

1080

1030

1140
1130

MS(J,1)=MS(J,1)+6.*E(I)*BB(KL,L)*AX(KL)/(S(I,L)*HM(I))
MONTAGEM DA MATRIZ KS DE ORDEM NUXNU 85- 16
DO 780 L=1,NU

DO 780 J=1,NU

KS(L,J)=0.
KS(1,1)=(KI(1)+KIB(1)+2.%(KG(1)+KR(1)))/(D(1)**2)
KS(1,2)=-KS(1,1)

DO 790 L=1,NV

J=L+1

II=L+2

FX=(KI (L) +KIB(L)+2.* (KG(L) +KR(L)) )/ (D(L) **2)
IF(L.EQ.NV) GO TO 785

GX=(KI (J) +KIB(J)+2.* (KG(J) +KR(J)) )/ (D(J) **2)
KS(J,J)=FX+GX

KS(J,II)=-GX

GO TO 790

KS(J,J)=FX

CONTINUE

IM=NU-1

DO 810 IN=1,IM

KZ=IN+1

DO 810 JN=KZ,NU

KS (JN, IN)=KS (IN,JN)

CONTINUE

DO 820 JS=1,NU

DO 830 JT=1,NU

AU(JS,JT)=0.
BI(JS,JT)=6.*E(I)*KS(JS,JIT)/(S(I,JTS)*HM(I))
DO 840 JR=1,NU
AU(JS,JT)=AU(JS,JT)+6.*E(I)*BB(JR,JS) *K2 (JR,JT) / (S(I,JTS)*HM(I))
CONTINUE

CONTINUE

DO 930 LS=1,NU

DO 930 LT=1,NU

IS=LS+1

IT=LT+1

MS(IS,IT)=AU(LS,LT)-BI(LS,LT)

CONTINUE

IF(IEN.EQ.1) THEN

CALCULO DO PARAMETRO K5 E DO VETOR K6 (1,NU)
DO 1000 IA=1,NU

BX (IA)=0.

CONTINUE

DO 1080 IA=1,NU

DO 1080 IB=1,NU

BX (IA)=BX(IA)+E(I)*IP(IB)*K1(IB,IA)

CONTINUE

DO 1030 IC=1,NU

K5=K5+BX (IC)

DO 1130 LU=1,NU

DO 1140 JU=1,NU

K6 (LU) =K6 (LU) +E (I) *IP (JU) *K2 (JU, LU)

CONTINUE

CONTINUE

END IF

RETURN

END



C==== SUBROTINA DE INVERSAO DE MATRIZES
SUBROUTINE GJRSIS(N,A) 85- 17
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2Z)
DIMENSION A(4,4),B(4),C(4),IP(4),IQ(4)
IMP=2
DO 111 K=1,N
T=0.

DO 6 I=K,N
S=0.
DO 3 J=K,N
3 S=S+DABS(A(I,J))
IF(S)4,5,4
4 DO 222 J=K,N
IF(DABS(A(I,J))-S*T)222,222,7
7 IP(K)=I
IQ(K)=J
PIVO=A(I,J)
T=DABS (PIVO/S)
222 CONTINUE
6 CONTINUE
IF(T)101,5,101
101 IF(IP(K)-K)8,98,8
8 DO 9 J=1,N
IPK=IP (K)
2=A(IPK,J)
A(IPK,J)=A(K,J)
9 A(K,J)=2
98 IF(IQ(K)-K)10,20,10
10 IQK=IQ(K)
DO 11 I=1,N
7=A(I,IOQK)
A(I,IQK)=A(I,K)
11 A(I,K)=2
20 DO 12 J=1,N
IF(J-K)13,14,13
14 B(J)=1./PIVO
c(J)=1.
GO TO 15
13 B(J)=-A(K,J)/PIVO
c(J)=A(J,K)
15 A(K,J)=0.
12 A(J,K)=0.
DO 111 I=1,N
DO 111 J=1,N
A(I,J)=A(I,J)+C(I)*B(J)
111 CONTINUE
DO 16 KAUX=1,N
K=N-KAUX+1
IF(IP(K)~K)17,18,17
17 DO 102 I=1,N
IPK=IP (K)
7=A(I,IPK)
A(I,IPK)=A(I,K)
A(I,K)=2
102 CONTINUE
18 IF(IQ(K)-K)104,16,104
104 DO 103 J=1,N
IQK=IQ (K)
7= (IQK,J)
A(TOX T\=A(K J)



A(K,J)=2
103 CONTINUE 85- 18
16 CONTINUE
GO TO 118
5 WRITE(IMP,100)
100 FORMAT(///,5X,'PROGRAMA NAO EXECUTADO - MATRIZ SINGULAR',//)
STOP |
118 CONTINUE

RETURN
END



==== SUBROTINA PARA IMPOSICAO DAS CONDICOES DE CONTORNO DO
==== ENGASTAMENTO ELASTICO
SUBROUTINE ENGFLE(IENGF,IENVF,NU,CFI,ARE,JSP,S,E,K5,K6,55,K2,L,IFL
*X,DEL,MD)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
REAL*8 MD(156,157),K5,K6(4),K2(4,4),JSP(4) ,KV(4)
DIMENSION ARE(4),S(4,4),E(4),L(44),DEL(4),SS(4),GK2(4)
IMP=2
IF(IENVF.EQ.1) THEN
DO 10 IL=1,NU
10 KV(IL)=CFI*ARE(IL)
DO 20 JJ=1,NU
L1=L(1)+JJ
L2=L(2)+JJ
L3=L(3)+JJ
L4=L(4)+JJ
L5=L(5)+JJ
AUX1=E(1) *S(1,JJ)
MD(JJ+1,L1)=AUX1
MD(JJ+1,L2)=-8. *AUX1
MD (JJ+1,L3)=-12.*DEL (1) *KV (JJ)
MD (JJ+1,L4)=8.*AUX1
20 MD(JJ+1,L5)=-AUX1
END IF
IF(IENGF.EQ.1) THEN
GSS=0.
DO 30 II=1,NU
30 GSS=GSS+CFI*JSP(II)*SS(II)
DO 40 II1=1,NU
GK2 (II1)=0.
DO 50 II2=1,NU
50 GK2(II1)=GK2(II1)+CFI*JSP(II2)*K2(II2,II1)
40 CONTINUE
AUX2=DEL (1) *GSS
MD (IFLX,L(1))=AUX2+K5
MD (IFLX,L(2))=-(8.*AUX2+16.*K5)
MD (IFLX,L(3))=30.%K5
MD (IFLX,L(4))=8.*AUX2-16.*K5
MD (IFLX,L(5) )=-AUX2+K5
DO 80 J=1,NU
L1=L(1)+J
L2=L(2)+J
L3=L(3)+J
L4=L(4)+J
L5=L(5)+J
AUX3=DEL (1) *K6 (J)
MD (IFLX,L1)=-AUX3
MD (IFLX,L2)=8.*AUX3
MD (IFLX,L3)=12.*GK2(J) *DEL (1) **2
MD (IFLX,L4)=-8.*AUX3
80 MD(IFLX,L5)=AUX3
END IF
RETURN
END



==== SUBROTINA PARA IMPOSICAO DAS CONDICOES DE COMPATIBILIDADE
SUBROUTINE CONDCP(NT,NP,NU,IEN,NZ,DEL,E,S,TT,TKG,D,P,MD,MPL,MPLI)
IMPLICIT REAL*S(A-H,0-%)
REAL*8 MD(156,157)
DIMENSION L(10),E(4),DEL(4),S(4,4),NP(4),D(4),MPL(2)
DIMENSION TT(4),TK6(4,4),TKS(4),DD(4),DD1(4)
DIMENSION MPL1(2)
PP1=P
IMP=2
IN=0
NR=0
DO 1040 IL=1,NU
DD(IL)=0.

1040 DD1(IL)=0.
DO 1000 II=1,NU-1

1000 DD(1)=DD(1)+D(II)
DD1(2)=D(1)
IF(NU.EQ.2) GO TO 1020
CC=0.
DO 1030 JJ=2,NU-1
cc=CcC-D (JT-1)

1030 DD(JJ)=DD(1)+CC
DO 1050 JL=3,NU

1050 DD1(JL)=DD1 (JL-1)+D(JL-1)

1020 CONTINUE
DO 685 II=1,NT

685 TK5(II)=-TT(II)

II1=NT-1
DO 690 KX=1,II1

==== IGUALDADE DOS DESLOCAMENTOS LATERAIS
IF(IEN.EQ.1) THEN
ICA=0
IF (KX.EQ.1) ICA=1
IN=IN+ (NP (KX) -ICA) * (NU+1)
GO TO 3777
END IF
ICA=2
IF(KX.EQ.1) ICA=1
IN=IN+NP (KX) * (NU+1) + (ICA-2) *NU

3777 LS=NR+NP (KX)-1
KF=2*KX
KE=2*KX-1
L(KE)=LS+(LS-1) *NU
L(KF)=L(KE) + (3+IEN) * (NU+1)
LN=IN+1
MD (LN, L(KE) )=1.
MD (LN, L (KF))=-1.

==== IGUALDADE DOS DESLOCAMENTOS VERTICAIS
DO 700 KJ=1,NU
LN=IN+KJ+1
LE=L(KE) +KJ
LF=L (KF) +KJ
MD (LN,LE)=1.

700 MD(LN,LF)=-1.

==== IGUALDADE DOS ESFORCOS NORMAIS
DO 710 KY=1,NU
L1=L(KE) -3* (NU+1) +KY
L2=L(KE) -2* (NU+1) +KY
L3=L(KE) - (NU+1) +KY
L4=L(KE) +KY



L5=L (KE) + (NU+1) +KY
IF(IEN.EQ.1) THEN 85- 21
N1=L (KF)-2* (NU+1) +KY
N2=L(KF) - (NU+1) +KY
N3=L(KF) +KY
N4=L (KF) + (NU+1) +KY
N5=L(KF)+2* (NU+1) +KY
ELSE
N1=L(KF) - (NU+1) +KY
N2=L (KF) +KY
N3=L(KF) +(NU+1) +KY
N4=L(KF) +2* (NU+1) +KY
N5=L(KF)+3* (NU+1) +KY
END IF
LN=IN+NU+1+KY
AUX1=E (KX) *S (KX, KY) /DEL (KX)
MD (LN, L1)=AUX1
MD (LN, L2)=-6.*AUX1
MD (LN,L3)=18.*AUX1
MD (LN, L4)=-10.*AUX1
MD (LN, L5)=-3.*AUX1
AUX2=E (KX+1) *S (KX+1,KY) /DEL (KX+1)
IF(IEN.EQ.1) THEN
MD (LN, N1)=AUX2
MD (LN,N2)=-8.*AUX2
MD (LN, N4)=8.*AUX2
MD (LN, N5)=-AUX2
ELSE
MD (LN,N1)=-3.*AUX2
MD(LN,N2)=-10. *AUX2
MD(LN,N3)=18. *AUX2
MD (LN,N4)=-6.*AUX2
MD (LN, N5) =AUX2
END IF

710 CONTINUE

==== JGUALDADE DOS MOMENTOS
IF(IEN.EQ.1) THEN
LN=IN+2*NU+1
DO 715 1IFl1=1,2
Ml1=LN+IF1
IF(IF1.EQ.2) MPL(KX)=M1
J1=L(KE) -4 *N2Z
J2=L(KE)~3*NZ
J3=L(KE) -2*NZ
J4=L(KE) -N2Z
J5=L (KE)
J6=L(KE) +NZ
IF(IF1.EQ.2) THEN
DO 4010 IVR=1,NU-1
LU1=J2+IVR
LU2=J3+IVR
LU3=J4+IVR
LU4=J5+1IVR
LU5=J6+IVR
AUVR=E (KX) *S (KX, IVR) / (12.*DEL(KX))
MD(M1,LU1)=-AUVR
MD (M1,LU2)=6.*AUVR
MD (M1,LU3)=-18.*AUVR
MD (M1,LU4)=10.*AUVR

4010 MD(M1,LU5)=3.*AUVR



GO TO 4040
END IF 85- 22
AUU1=TK5(KX)/(12.*DEL(KX)**2)
AUU2=TK5(KX+1)/(12.*DEL(KX+1)**2)
MD(M1,J2)=-AUU1
MD (M1,J3)=4.*AUUL
MD(M1,J4)=6.*AUU1
MD(M1,J5)=-20.*AUU1
MD(M1,J6)=11.*AUUl1
DO 500 II1=1,NU
I12=J32+1I11
I13=J3+I11
I14=J4+111
II5=J5+41I11
I16=J6+II1
AUU3=TK6 (KX, IT1) / (12.*DEL(KX) )
MD(M1,1I2)=-AUU3
MD(M1,II3)=6.*AUU3
MD(M1,1II4)=-18.*AUU3
MD(M1,II5)=10.*AU03

500 MD(M1,II6)=3.*AUU3

4040 CONTINUE

M3=L(KF) -2*NZ
M4=L (KF) -NZ
M5=L (KF)
M6=L (KF) +NZ
M7=L (KF) +2*NZ
M8=L (KF) +3*NZ
IF(IF1.EQ.2) THEN
LV3=M3+NU
LV4=M4+NU
LV6=M6+NU
LV7=M7+NU
AVVR=E (KX+1) *S (KX+1,NU) / (12 . *DEL (KX+1) )
MD (M1, LV3)=AVVR
MD(M1,LV4)=-8.*AVVR
MD (M1,LV6)=8.*AVVR
MD (M1,LV7)=-AVVR
GO TO 715
END IF
MD (M1, M3) =AUU2
MD (M1,M4)=-16.*AUU2
MD (M1,M5)=30.*AUU2
MD (M1,M6)=-16. *AUU2
MD (M1,M7) =AUU2
DO 510 II7=1,NU
IM3=M3+1I17
IM4=M4+117
IM6=M6+I117
IM7=M7+I1I7
AUU4=TK6 (KX+1,II7)/ (12.*DEL(KX+1))
MD (M1, IM3 ) =—AUU4
MD (M1, IM4)=8.*AUU4
MD (M1, IM6)=-8 . *AUU4

510 MD(M1,IM7)=AUU4

715 CONTINUE
LN=IN+2*NU+3

==== JGUALDADE DE U’

M2=LN+1
BAUX1=1. /DEL (KX}



691
690

BAUX2=1. /DEL(KX+1)
MD (M2,J2)=-BAUX1

MD (M2,J3)=6.*BAUX1
MD(M2,J4)=-18.*BAUX1
MD (M2,J5)=10.*BAUX1
MD(M2,J6)=3.*BAUX1
MD (M2, M3) =-BAUX2

MD (M2, M4)=8. *BAUX2
MD (M2,M6)=-8. *BAUX2
MD (M2 ,M7) =BAUX2
M2=LN+2

MPL1 (KX) =M2

END IF

NR=NR+NP (KX)
CONTINUE

RETURN

END
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==== SUBROTINA PARA RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

SUBROUTINE SOLUSI(N,A,F) 85- 24
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
DIMENSION A(156,157),F(156)
NI=N-1
NS=N+1
IMP=2
==== POSICIONAMENTO DA COLUNA NC DA MATRIZ F NA COLUNA NS DA MATRIZ A
DO 10 I=1,N
A(I,NS)=F(I)
10 CONTINUE
==== PESQUISA DO MAIOR ELEMENTO DA COLUNA E TROCA DE LINHAS
DO 20 L=1,NI
LS=L+1
DO 35 I=LS,N
IF(DABS(A(L,L))-DABS(A(I,L)))40,35,35
40 DO 30 J=L,NS
PROV=A (L, J)
A(L,J)=A(I,J)
A(I,J)=PROV
30 CONTINUE
35 CONTINUE
==== DIVISAO DA LINHA PIVOT POR A(L,L)
PIV=A(L,L)
DO 50 J=L,NS
50 A(L,J)=A(L,J)/PIV
==== REDUCAO DE GAUSS / MATRIZ TRIANGULAR
DO 20 I=LS,N
M=0
ELEM=A(I,L)
DO 20 J=L,NS
A(I,J)=A(I,J)-ELEM*A(L,J)
==== TESTE DO SISTEMA
IF (J-NS)60,70,70
60 IF(DABS(A(I,J))-0.1D-16)20,20,80
80 M=1
GO TO 20
70 IF(M)90,90,20
90 IF(DABS(A(I,J))-0.1D-16)100,100,110
100 WRITE (IMP,140)
140 FORMAT(5(/),22X,’SOLUCAO INDETERMINADA’)
STOP
110 WRITE(IMP,150)
150 FORMAT(5(/),23X,’SOLUCAO IMPOSSIVEL')
STOP
20 CONTINUE
A(N,NS)=A(N,NS) /A(N,N)
A(N,N)=1
==== DIAGONALIZACAO DE JORDAN
DO 120 I=1,NI
IS=I+1
DO 120 K=IS,N
VAL=A(I,K)
DO 120 J=K,NS
120 A(I,J)=A(I,J)-VAL*A(K,J)
==== EXPLICITACAO DAS RAIZES (DESLOCAMENTOS)
DO 130 I=1,N
130 F(I)=A(I,NS)
RETURN
END



901

910

940

970

SUBROUTINA PARA O CALCULO DO ESFORCO NORMAL ====

SUBROUTINE ESFOR(NPT,HT,IEN,NU,NT,NP,E,S,FF,DEL,HM,KPPC,Z,IPP,SK1,

*AK2 ,NATRE, ENO, NWW)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

REAL*8 IPP(3,4),KPPC(3,4)

DIMENSION E(4),S(4,4),DEL(4),ENO(132),FF(156),NP(4),L(44),Z(50)

DIMENSION VL(132),SK1(12),AK2(12,4),ULL(50),FLE(132),VLL(132)

DIMENSION ULLL(50),UL(50),GIR(132),FLA(44),FTI(44)

DIMENSION FTS(44),NATRE(4),HM(4),FLEX(3)

IMP=2

CALCULO DO ESFORCO NORMAL NOS PILARES

DO 901 JI=1,NWW

ENO(JI)=0.
DO 900 JJ=1,NU
NR=0

DO 920 I=1,NT

AR6=E(I)*S(I,JJ)

DO 910 J=1,NP(I)

L(J)=0

L(J)=(NR+J) * (NU+1) -NU

LI=(JJ-1) *NPT+NR

IF(IEN.EQ.0) THEN

ESFORCO NORMAL NO PONTO DA BASE
VL(LI+2)=(-3.*FF(L(1)+JJ)-10.*FF(L(2)+JJ)+18.*FF(L(3)+JJ)-6.*FF(L(
*4)+JJ)+FF(L(5)+JJ))/(12.*DEL(I))
VLL(LI+2)=(11.*FF(L(1)+JJ)-20.*FF(L(2)+JJ)+6.*FF (L(3)+JJ)+4.*FF(L(
*4)+JJ) =-FF(L(5)+JJ))/(12.*DEL(I)**2)

ENO (LI+2)=VL(LI+2)*AA6

END IF
ESFORCO NORMAL NOS PONTOS CENTRAIS
NW=NP (I)-2

DO 940 M=3,NW
VL(LI+M)=(FF(L(M-2)+JJ)~-8.*FF(L(M-1)+JJ)+8.*FF (L(M+1)+JJ) -FF (L (M+2
*)+JJ) )/ (12.*DEL(I))
VLL(LI+M)=(-FF(L(M-2)+JJ)+16.%FF(L(M-1)+JJ)-30.*FF(L(M)+JJ)+16.*FF
* (L(M+1)+JJ) -FF (L(M+2)+JJ) ) / (12.*DEL(I) **2)

ENO (LI+M)=VL(LI+M) *AA6

CONTINUE

ESFORCO NORMAL NO PONTO DO TOPO

LO=L (NP (I)-4)

L1=L(NP(I)-3)

L2=L(NP(I)-2)

L3=L(NP(I)-1)

L4=L (NP (I))

VL (LI+NW+1)=(-FF (LO+JJ) +6 . *FF (L1+JJ) -18 . *FF (L2+JJ) +10. *FF (L3+JJ) +3
* ,*FF(L4+JJ) )/ (12.*DEL(I))

VLL (LI+NW+1)=(-FF (LO+JJ)+4.*FF (L1+JJ) +6.*FF (L2+JJ) -20. *FF (L3+JJ) +1
*1,*FF (L4+JJ) )/ (12.*DEL(I) **2)

ENO (LI+NW+1)=VL (LI+NW+1) *AA6

NR=NR+NP (I)

CONTINUE

CONTINUE

IMPRESSAO DOS ESFORCOS NORMAIS

DO 960 LL=1,NU

WRITE (IMP,970)LL

FORMAT (//,10X, 'NIVEL’, 6X, ' ESFORCO NORMAL N’,I2)

NR=0

NR1=0

NM=0

DO 980 I=1,NT



NDPF=NP (I)-1
LI=(LL-1) *NPT+NR 85- 26
II=2+IEN
DO 990 J=II,NDPF
JJ=NR1-NM+J
HP=HT-2 (JJ)
WRITE (IMP, 1000)HP, ENO (LI+J)
1000 FORMAT (5X,G15.7,3X,G15.7)
990 CONTINUE
NR=NR+NP (I)
12=0
IF(I.NE.1) I2=1+IEN
NR1=NR1+NDPF-I2
NM=1+IEN
980 CONTINUE
960 CONTINUE
IF(IEN.NE.1) GO TO 1500
==== CALCULO DOS MOMENTOS FLETORES EM CADA PRUMADA
DO 1001 JI=1,NWW
GIR(JI)=0.
1001 FLE(JI)=0.
DO 1010 JJ=1,NU
NR=0
DO 1020 I=1,NT
AUX7=E(I)*IPP(I,JJ)
DO 1030 J=1,NP(I)
L(J)=0
1030 L(J)=(NR+J) * (NU+1)-NU
==== U’’ NOS PONTOS CENTRAIS
NW=NP (I) -2
IF(JJ.EQ.1) THEN
DO 1040 M=3,NW
UL (NR+M) = (FF (L(M-2) ) =8. *FF (L(M-1) ) +8 . *FF (L (M+1) ) -FF (L (M+2) ) ) / (12.*
*DEL(I))
ULL (NR+M) = (-FF (L(M-2) ) +16 . *FF (L(M-1) ) -=30. *FF (L (M) ) +16 . *FF (L (M+1) ) -
*FF (L(M+2)))/(12.*DEL(I)**2)
ULLL (NR+M) = (=FF (L (M-2) ) +2. *FF (L(M~1) ) 2. *FF (L (M+1) ) +FF (L (M+2) ) ) / (2
%, *DEL(I) **3)
1040 CONTINUE
END IF
==== MOMENTO FLETOR NOS PONTOS CENTRAIS
NUE=(I-1) *NU+JJ
LI=(JJ-1) *NPT+NR
DO 1050 M=3,NW
FLE (LI+M)=AUX7*SK1 (NUE) *ULL (NR+M)
GIR(LI+M)=SK1 (NUE) *UL (NR+M)
DO 1060 JI1=1,NU
JII=LI+M+(JI1-JJ) *NPT
FLE (LI+M)=FLE (LI+M)+AUX7*AK2 (NUE, JI1) *VL (JII)
GIR(LI+M)=GIR(LI+M)+AK2 (NUE,JI1)*FF(L(M)+JI1)
1060 CONTINUE
1050 CONTINUE
==== U’’ NO PONTO DO TOPO
IF(JJ.EQ.1) THEN
LO=L(NP(I)-4)
L1=L(NP(I)~-3)
L2=L(NP(I)-2)
L3=L(NP(I)-1)
L4=L(NP(I))
UL (NR+NW+1) = (-FF (LO) +6 . *FF (L1) =18 . *FF (L2) +10. *FF (L3) +3 . *FF(L4) ) / (1



%2, *DEL(I))
ULL (NR+NW+1) = (-FF (LO) +4 . XFF (L1) +6 . *FF (L2) =20. *FF (L3) +11. *FF (L4) ) / (
%12, *DEL (I) %%2)
ULLL (NR+NW+1) = (FF (LO) -6 . *FF (L1) +12. *FF (L2) -10. *FF (L3) +3. *FF (L4) ) / (
*2 ,*DEL (L) **3)
END IF
==== MOMENTO FLETOR NO PONTO DO TOPO
FLE (LI+NW+1)=AUX7*SK1 (NUE) *ULL (NR+NW+1)
GIR(LI+NW+1)=5K1 (NUE) *UL (NR+NW+1)
DO 1070 JI2=1,NU
JII=LI+NW+1+(JI2-JJ) *NPT
FLE (LI+NW+1)=FLE (LI+NW+1)+AUX7*AK2 (NUE,JI2) *VL(JII)
L33=L(NP(I)-1)
GIR(LI+NW+1)=GIR(LI+NW+1)+AK2 (NUE,JI2)*FF(L33+JI2)
1070 CONTINUE
NR=NR+NP (I)
1020 CONTINUE
1010 CONTINUE

==== JTMPRESSAO DOS MOMENTOS FLETORES
DO 1080 LL=1,NU
WRITE(IMP,1090)LL
1090 FORMAT(//,10X,’NIVEL’,6X,’FLEX. GLOBAL PRUM’,I2)
NR=0
NR1=0
NM=0
DO 2000 I=1,NT
NDPF=NP (I)-1
LI=(LL-1) *NPT+NR
DO 2010 J=3,NDPF
JI=NR1~NM+J
HP=HT-Z (JJ)
WRITE (IMP,2020)HP,FLE(LI+J)
2020 FORMAT(5X,G15.7,3X,G15.7)
2010 CONTINUE
NR=NR+NP (I)
12=0
IF(I.NE.1) I2=2
NR1=NR1+NDPF-I2
NM=2
2000 CONTINUE
1080 CONTINUE
DO 3000 LL=1,NU
DO 3001 LL1=1,NT
3001 FLEX(LL1)=0.
WRITE (IMP,3005)LL
3005 FORMAT(//,2X,’PRUMADA ’,I2)
WRITE (IMP,3020)
3020 FORMAT(//,9X,’ESFOR. NO NIVEL*’,615X,’ESFORCOS NO ANDAR’,15X,’*’)
WRITE (IMP,3010)
3010 FORMAT(/,2X,’NIVEL /,1X,’FLE. GLOB.TOTAL’,1X,’FLE. LOCAL AND.’,1X
*’FLE. TOTAL SUP.’,1X,’FLE. TOTAL INF.’)
NR=0
NR1=0
NM=0
NRA=0
DO 3050 I=1,NT
TAA=HM(I)*10
IBB=DEL(I)*10
NS=IAA/IBB
NDPEF=NP{(T\ =1

’



4150
4000
3250
3100

4500

3050
3000
1500

LI=(LL-1)*NPT+NR

DO 3100 JK1=1,NATRE(I)
J=JK1+2+(JK1-1) * (NS-1)

J9=J+NS
AUX=(GIR(LI+J9)+GIR(LI+J)) /2.
BAX= (UL (NR+J9) +UL (NR+J) ) /2.

FLA (JK1)=KPPC(I,LL) * (BAX-AUX)
FTS(JK1)=FLE(LI+J)+FLA(JK1)

FTTI (JK1+1)=FLE(LI+J9)-FLA (JK1)
IF (JK1.EQ.1) THEN

CIM=1.

IF(I.NE.1)CIM=0.5

FLE (LI+J)=CIM#* (FLE(LI+J)+FLA(JK1))+FLEX(I)
GO TO 4000

END IF
FLE(LI+J)=(FTS(JK1)+FTI(JK1))/2.
IF (JK1.EQ.NATRE(I) ) THEN
IF(I.EQ.1.AND.NT.NE.1)GO TO 4150
FLE (LI+J9)=FTI (JK1+1)

GO TO 4000
FLEX(I+1)=FTI(JK1+1) /2.

END IF

JK2=JK1+NRA

WRITE (IMP,3250)JK2,FLE(LI+J),FLA(JK1) ,FTI (JK1+1),FTS(JK1)
FORMAT (4X,I12,3X,G15.7,1X,G15.7,1X,G15.7,1X,G15.7)

CONTINUE
IF(I.EQ.NT)THEN

WRITE (IMP, 4500)JK2+1, FLE (LI+J9)
FORMAT (4X,I2,3X,G15.7)
END IF
NRA=NRA+NATRE (I)
NR=NR+NP (I)

12=0

IF(I.NE.1)I2=2
NR1=NR1+NDPF-I2

NM=2

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END
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==== SUBROTINA PARA CALCULO DOS ESFORCOS NOS LINTEIS ====
SUBROUTINE ESFOR1(NPT,HT,IEN,NV,NT,NP,NU,VELT,MALT,HM,FF,DEL,Z,ENO
*,NW1)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
REAL*8 MALT(9,4)
DIMENSION NP(4),VELT(9),HM(4),FF(156),ENO(88),L(44),DEL(4),Z%(50)
DIMENSION UL(50)
IMP=2
==== CALCULO DO ESFORCO CORTANTE NOS LINTEIS
DO 1020 II=1,NW1
1020 ENO(II)=0.
DO 1030 JJ=1,NV
NR=0
DO 1040 I=1,NT
NUE=(I-1) *NV+JJ
DO 1050 J=1,NP(I)
L(J)=0
1050 L(J)=(NR+J)* (NU+1)-NU
IND=(JJ-1) *NPT+NR
IF(IEN.EQ.0) THEN
==== ESFORCO CORTANTE NO PONTO DA BASE
UL(NR+2)=(-3.*FF(L(1))-10.*FF(L(2))+18.*FF(L(3))=6.*FF(L(4))+FF (L(
*5)))/(12.*DEL(I))
ENO (IND+2) =VELT (NUE) *UL (NR+2)
DO 1060 JK=1,NU
ENO (IND+2)=ENO (IND+2) +MALT (NUE, JK) *FF (L (2) +JK)
1060 CONTINUE
ENO (IND+2)=ENO (IND+2) *HM(I) /2.

END IF
==== ESFORCO CORTANTE NOS PONTOS CENTRAIS
NW=NP (I)-2

DO 1070 M=3,NW
UL (NR+M) = (FF (L(M-2) ) -8 . *FF (L (M-1) ) +8 . *FF (L (M+1) ) =FF (L (M+2) ) ) / (12. %
*DEL(I))
ENO (IND+M) =VELT (NUE) *UL (NR+M)
DO 1080 MM=1,NU
ENO ( IND+M) =ENO ( IND+M) +MALT (NUE, MM) *FF (L (M) +MM)
1080 CONTINUE
ENO (IND+M) =ENO (IND+M) *HM (I)
IF(IEN.EQ.1.AND.M.EQ.3) THEN
ENO (IND+M) =ENO (IND+M) /2.
END IF
1070 CONTINUE
==== ESFORCO CORTANTE NO PONTO DO TOPO
LO=L(NP(I)-4)
L1=L(NP(I)-3)
L2=L(NP(I)-2)
L3=L(NP(I)-1)
L4=L(NP(I))
UL (NR+NP(I)-1)=(~FF(LO)+6.*FF(L1)-18.*FF(L2)+10.*FF (L3)+3.*FF (L4))
*/(12.*DEL(I))
ENO (IND+NP (I)-1)=VELT (NUE) *UL (NR+NP (I)-1)
DO 1090 NN=1,NU
ENO (IND+NP (I)-1)=ENO (IND+NP(I)-1)+MALT (NUE,NN) *FF (L3+NN)
1090 CONTINUE
ENO (IND+NP (I)-1)=ENO (IND+NP(I)-1)*HM(I) /2.
NR=NR+NP (I)
1040 CONTINUE
1030 CONTINUE
———= TMPREFSSAO DOS FSFORCOS CORTANTES NOS LINTEIS



DO 1100 LL=1,NV
WRITE (IMP,1110)LL 85- 30
1110 FORMAT(//,10X,’NIVEL’,6X, ' CORTANTE NAS VIGAS DO VAO’,I2)
NR=0
NR1=0
NM=0
DO 1120 I=1,NT
NDPF=NP(I)-1
IND=(LL~-1) *NPT+NR
II=2+IEN
DO 1130 J=II,NDPF
JJ=NR1-NM+J
HP=HT-2 (JJ)
WRITE (IMP,1140)HP, ENO (IND+J)
1140 FORMAT (5X,G15.7,6X,G15.7)
1130 CONTINUE
NR=NR+NP(I)
II2=0
IF(I.NE.1) II2=1+IEN

NR1=NR1+NDPF-II2
NM=1+IEN
1120 CONTINUE
1100 CONTINUE
RETURN
END



2020

2030

2010

SUBROTINA PARA ALTERACAO DA MATRIZ MD
SUBROUTINE MATMD (PP, IEN,NT,NU,NP,MSS,DEL,Z,TT,6MD)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
REAL*8 MD(156,157) ,MS5(4)
DIMENSION L(44),Z(50),TT(4),DEL(4),NP(4)
NZ=NU+1
IN=0
NR=0
KL=1+IEN
DO 2000 I=1,NT
ICA=2
IF(I.EQ.1) ICA=1
LN=ICA*NU+1
IN=IN+LN
IF(IEN.EQ.1) GO TO 2020
IN=IN+1
GO TO 2030
IA=2
IF(I.EQ.1) IA=1
IN=IN+NU+IA
DO 2010 J=1,NP(I)
L(J)=0
L(J)=NR+J+ (NR+J-1) *NU
PONTO DA BASE
IF(IEN.EQ.0) THEN
KL=KL+1
CAUX=MSS (I) -PP*Z (KL)
P1=DEL (I) *CAUX
I1=IN+1
MD(I1,L(1))=-3.%*P1
MD(I1,L(2))=-10.*P1
MD(I1,L(3))=18.*P1
MD(I1,L(4))=-6.%P1
MD(I1,L(5))=P1
IN=IN+NZ
END IF
EQUACAO PARA OS PONTOS CENTRAIS
AXX=TT(I)/DEL(I)
NW=NP (I) -2
DO 2040 M=3,NW
M1=L(M-2)
M2=L(M-1)
M3=L (M)
M4=L(M+1)
M5=L (M+2)
KL=KL+1
CAUX=MSS (I)-PP*Z (KL)
P2=DEL (I) *CAUX
I2=IN+1
MD (I2,M1)=P2-6.*AXX
MD(I2,M2)=-8.%P2+12.*AXX
MD(I2,M4)=8.%*P2-12.*AXX
MD (I2,M5)=-P2+6.*AXX
IN=IN+NZ
CONTINUE
EQUACAC PARA O TOPO
KL=KL+1
CAUX=MSS (I) -PP*Z (KL)
LO=L(NP(I)-4)
T1=T.(NP(T) -2\
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2000

L2=L(NP(I)-2)
L3=L(NP(I)-1)
L4=L(NP(I))
P3=DEL (I) *CAUX

I3=IN+1
MD(I3,L0)=-P3+6.*AXX
MD(I3,L1)=6.%P3-36.*AXX
MD(I3,L2)=-18.*%P3+72.*AXX
MD(I3,L3)=10.*P3-60.*AXX
MD(I3,L4)=3.*P3+18.*AXX
IN=IN+NZ

NR=NR+NP (I)

CONTINUE

RETURN

END

85- 32



200

10
20
30
50
60

40
80

90

70

65

100

110

120

140

130

150

SUBROTINA PARA O CALCULO DO DETERMINANTE DE MD

SUBROUTINE DETERM(JD,NII,A,DINC,DD,DET)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
DIMENSION A(156,157),AM(156,156),DINC(156)
N=NII

DO 200 M1=1,N

DO 200 M2=1,N
AM(M1,M2)=A(M1,M2)

IN=1

AUX=1.

DET=1.

I=1

J=1
IF(DABS(AM(I,J))-0.1E-05)30,30,40
IF(I-N)50,60,60

I=I+1

GO TO 20

DET=0.

RETURN

IF(I-1)70,70,80

DO 90 J=1,N

SUP=AM(1,J)
AM(1,J)=AM(I,J)
AM(I,J)=SUP

AUX=-~AUX
DET=DET*AM(1,1)
IF(JD.NE.1) GO TO 65
DINC(IN)=DABS (DET)
DET=DET/DINC(IN)

IN=IN+1

DO 100 J=2,N
AM(1,J)=AM(1,J)/AM(1,1)
DO 110 I=2,N

DO 110 J=2,N
AM(I,J)=AM(I,J)-AM(1,J)*AM(I,1)
NI=N-1

DO 120 I=1,NI

DO 120 J=1,NI
AM(I,J)=AM(I+1,J+1)
IF(N-2)130,130,140
N=N-1

GO TO 10
DET=DET*AUX*AM(1,1)
IF(JD.NE.1) GO TO 150
DD=DET

DET=DET/DD

RETURN

END
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5. EXEMPLOS NUMERICOS

5.1. Introdugdo

Apresentam-se, a seguir, exemplos numéricos de aplicagio do método das
diferencas finitas, através do programa em linguagem FORTRAN apresentado no Capitulo
4. Obtém-se as solugdes dos sistemas de equagdes (2.52) e (3.11) ( deslocamentos laterais u
e verticais v; ) que expressam o comportamento do portico e portico geral, através da
técnica do meio continuo.

Os esforgos normais nos pilares e os esfor¢os cortantes concentrados nas
vigas foram calculados de acordo com o item 2.5. do Capitulo 2. Os momentos fletores,
correspondentes a flexdo local foram calculados através das equagdes (2.26) e aqueles
correspondentes a flexdo global foram obtidos através da equagao:

M, =Elpa’ (5.1)

Nos exemplos 1 e 3, leva-se em conta o efeito P-A e determina-se o
carregamento critico vertical global. Nos exemplos 2 e 4, considera-se a variagdo das
caracteristicas geométricas com a altura dos painéis, da maneira descrita nos itens 2.3. e 3.3.
No exemplo 5, calcula-se uma associagio de paredes, por vigas, elasticamente engastadas
em suas bases. No exemplo 6, calcula-se uma associagdo de portico e parede por vigas e,
finalmente, no exemplo 7, resolve-se uma associagio de poértico e parede por barras
biarticuladas.

Quando se consideram os painéis submetidos apenas ao carregamento lateral,
apresentam-se, também, para efeito de comparagdo, os valores dos esfor¢os e
deslocamentos fornecidos pela analise discreta.

5.2. Exemplo numérico 1

Representa-se na Figura 5.1 um portico com trés prumadas de pilares, 15
andares de altura h = 3,0 m. As sec¢Oes transversais dos pilares e dos dois conjuntos de vigas
sdo constantes ao longo da altura e medem: 0,30 x 0.80 m para ospilares 1 e2 e
0,30 x 0,70 para o pilar 3 e as vigas. Para o modulo de elasticidade longitudinal adota-se o
valor E =20 x 107 kN/m2.



O painel sera calculado como pértico e portico geral de nos puntuais e como

portico e portico geral de nos rigidos.

O carregamento constitui-se de carga lateral e uniformente distribuida q = 3,6
kN/m e carga vertical total, também uniforme. Em relagio a esta ultima carga, foram
analisados dois casos:

Caso (a) - p=0.0 (12 ordem)
Caso (b) - p = 400 kN/m ou p; =139,2 kN/m, p, = 139,2 kN/m e p; = 121,6 kN/m (22

ordem).
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Figura 5.1. - Painel portico

A-) Resultados

A.1-) Deslocamentos

Nas Tabelas 5.1 e 5.2, apresentam-se os deslocamentos laterais u ao longo da
altura do portico e do pdrtico geral, para os casos (a) e (b) de carregamento. Observa-se a
boa concordéncia entre os resultados obtidos pela analise discreta e pela analise do portico
geral (Tabela 5.1) e, também, uma redugfo entre os valores dos deslocamentos do portico
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geral, em relagdo ao portico, mais pronunciada nos andares da base. A consideragdo dos
trechos rigidos reduz, em média, os deslocamentos no topo dos painéis em cerca de 30%.
Em relago, ainda, aos deslocamentos no topo, nota-se um acréscimo de 9%, 8%, 5%, € 5%
no caso (b) quando comparado ao caso (a), para o pdrtico € portico geral de nos puntuais e

portico e portico geral de nos rigidos, nesta ordem.

Tabela 5.1. Deslocamentos laterais u(m)

Caso (a) de carregamento
Portico Pértico Geral Tec. Discreta

Z(m) Tipo de nd Tipo de nd Tipo de nd
Puntual Rigido Puntual Rigido Puntual
0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
3,0 0,0030 0,0019 0,0014 0,0010 0,0014
6,0 0,0058 0,0038 0,0038 0,0027 0,0039
9,0 0,0085 0,0057 0,0064 0,0045 0,0065
12,0 0,0110 0,0074 0,0090 0,0062 0,0090
15,0 0,0134 0,0090 0,0113 0,0078 0,0114
18,0 0,0156 0,0106 0,0135 0,0094 0,0136
21,0 0,0176 0,0120 0,0155 0,0108 0,0156
24,0 0,0195 0,0133 0,0174 0,0121 0,0175
27,0 0,0211 0,0145 0,0191 0,0133 0,0191
30,0 0,0226 0,0156 0,0205 0,0144 0,0206
33,0 0,0239 0,0166 0,0218 0,0154 0,0219
36,0 0,0250 0,0174 0,0229 0,0162 0,0230
39.0 0,0259 0,0181 0,0238 0,0169 0,0238
42,0 0,0266 0,0187 0,0245 0,0175 0,0245
45,0 0,0270 0,0192 0,0250 0,0180 0,0250
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Tabela 5.2. Deslocamentos laterais u(m)

Caso (b) de carregamento
Portico Portico Geral

Z(m) Tipo de nd Tipo de no
Puntual | Rigido Puntual Rigido
0,0 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000
3,0 0,0033 0,0021 0,0015 0,0010
6,0 0,0065 0,0041 0,0042 0,0029
9.0 0,0095 | 0,0061 0,0071 0,0048

12,0 0,0123 0,0079 0,0098 0,0066
150 | 0,0149 | 0,0096 0,0124 0,0083
18,0 | 00173 | 0,0113 0,0148 0,0100
21,0 | 0,0194 | 0,0128 0,0170 0,0115
240 | 00214 | 00142 0,0190 0,0129
270 | 0,0232 | 0,0154 0,0207 0,0141
30,0 | 0,0247 | 0,0166 0,0223 0,0152
33,0 | 0,0261 | 00176 0,0236 0,0162
36,0 | 0,0272 | 0,0184 0,0248 0,0171
39.0 | 0,0281 | 0,0191 0,0257 0,0178
42,0 | 00288 | 0,0197 0,0264 0,0184
450 | 0,0295 | 0,0202 0,0270 0,0189

Na Figura 5.2, representam-se através de graficos os deslocamentos laterais
u, a nivel de cada andar, do portico e do portico geral (nds puntuais e nos rigidos),
desprezando-se o efeito P-A (caso (a)). Na Figura 5.3, consideram-se apenas o portico e
portico geral de nds puntuais submetidos aos casos (a) e (b) de carregamento.
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A .2-) Esforgos

Como a consideragio da influéncia dos nos rigidos, neste exemplo, nfio altera
significativamente os resultados dos esforgos, apresentam-se nas Tabelas 5.3 e 5.4 os valores
dos esforgos cortantes concentrados nas vigas dos vaos 1 e 2, respectivamente, apenas para
0 portico e portico geral de nos puntuais. A 42 coluna de cada Tabela contém os resultados
obtidos através da técnica discreta.

Quando se comparam os resultados obtidos para o portico e portico geral,

nota-se que a maior diferenga ocorre no esforgo cortante (Vvy) nos andares da base de cada
vao, com valores, para o portico geral, nulo no nivel zero (devido a restrigdo u'(0) = 0) e
cerca de 25% menor no primeiro nivel ( Z = 3,0 m). Observa-se que, exceto no topo, os

resultados da andlise discreta s3o praticamente iguais aos do portico geral (caso (a)).

Tabela 5.3. Esforgos cortantes nas vigas do vdo 1 (kN)

Caso (a) de carregamento Caso (b) de carregamento
Z(m) | Pértico Portico Técnica Portico Portico
Geral Discreta Geral
0,0 17,050 0,000 0,000 19,211 0,000
3,0 31,923 24,175 24,081 35,756 26,398
6,0 29,728 27,969 27,897 33,089 30,824
9,0 27,516 27231 27,062 30,427 30,000
12,0 25,291 25,178 25,158 27,776 27,620
15,0 23,053 22,993 22997 25,140 25,069
18,0 20,805 20,763 20,769 22,524 22,482
21,0 18,548 18,514 18,519 19,930 19,902
24,0 16,284 16,255 16,259 17,363 17,343
27,0 14,014 13,991 13,993 14,823 14,811
30,0 | 11,740 | 11,723 11,722 12,317 12,312
33,0 9,463 9,457 9,450 9,844 9,850
36,0 7,185 7,205 7,184 7,405 7,439
390 4 906 5,008 4,947 5,003 5,122
42,0 2,628 3,008 2,840 2,638 3,040
45,0 0,177 0,849 1,204 0,156 0,845




Tabela 5.4. Esfor¢os cortantes nas vigas do vdo 2 (kN)

Caso (a) de carregamento Caso (b) de carregamento
Z(m) | Portico | Portico | Técnica | Portico Portico
Geral Discreta Geral
0,0 17,933 0,000 0,000 20,206 0,000
3,0 33374 | 257238 24916 37,407 27,581
6,0 30,902 29,066 28939 34,443 32,078
9,0 28,446 28,160 27977 31,520 31,088
12,0 26,005 25,899 25,879 28,639 28,490
15,0 23,577 23,524 23,532 25,800 25,738
18,0 | 21,160 | 21,124 21,136 23,004 22,972
21,0 28,751 18,723 18,734 20,251 20,230
24,0 | 16,351 16,327 16,337 17,540 17,526
27,0 | 13,956 13,936 13,945 14,870 14,863
30,0 11,566 11,551 11,557 12,242 12,241
33,0 9,178 9,173 9,175 9,654 9,664
36,0 6,792 6,814 6,802 7,105 7,143
39,0 4,407 4514 4,458 4,593 4,718
42,0 2,020 2,418 2,249 2,117 2,538
450 | -0,184 0,521 0,806 -0,163 0,562

Os esforgos cortantes (Vv,;) das vigas e os esfor¢os normais dos pilares sio
representados, em graficos, nas Figuras 5.4 e 5.5, respectivamente, para o portico e portico
geral de nds puntuais e o caso (a) de carregamento. A Figura 5.6 apresenta, apenas, os

esforgos normais nos pilares do poértico geral de nos puntuais, quando se leva em conta o

efeito P-A (caso (b)).
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carregamento). (1)- Esforgo normal no pilar 1; (2)- Esfor¢o normal no pilar 2;
(3)- Esforgo normal no pilar 3.
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B-) Carga critica global

A Tabela 5.5 apresenta os valores da carga critica global para os painéis de
nos puntuais e de nos rigidos analisados neste exemplo. Observa-se que a consideragdo dos
nos rigidos conduz a valores bem maiores para as cargas criticas (cerca de 52% para o
portico e 45% para o portico geral). Observa-se, também, que a carga critica do portico
geral ¢ maior do que a do portico, aproximadamente 35% quando os nds s3o puntuais e

30% quando os nos sdo rigidos. Isto ocorre porque o portico geral, devido ao engastamento
dos pilares, apresenta, na base, uma rigidez lateral maior que o portico.

Tabela 5.5. Carga critica global (kN/m)

Tipo Painel

de no Portico Pértico Geral
Puntual 3356,283 4544495
Rigido 5106,360 6611,025

5.3. Exemplo numérico 2

O painel da Figura 5.7 tem 15 andares de altura h = 3,0 m e esta submetido a
um carregamento lateral uniforme de intensidade q = 3,6 kN/m. Para o médulo de
elasticidade longitudinal adota-se o valor E = 2,0 x 107 kN/m 2

As se¢des transversais dos trés pilares medem até o quinto andar (0,60 x
0,60)m e, a partir deste nivel, passam a medir (0,5 x 0,5)m. As seg3es transversais das vigas
medem até o quinto andar (0,25 x 0,60)m e, do sexto andar em diante, (0,25 x 0,50)m.

O painel sera calculado como poértico e portico geral, desprezando-se a
influéncia dos nos rigidos e o efeito de P-A.
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A-) Resultados
A.1-) Deslocamentos € esforgos
Na Tabela 5.6, apresentam-se os deslocamentos laterais ao longo da altura do

portico e do portico geral. A 42 coluna desta tabela contém os valores obtidos pela técnica
discreta. Na Figura 5.8- (3), representam-se em gréficos estes deslocamentos.



Tabela 5.6 Deslocamentos laterais u(m)

Z(m) | Portico | Portico Técnica
Geral Discreta

0,0 0,0000 | 0,0000 0,0000
3,0 0,0027 | 10,0010 0,0014
6,0 0,0054 0,0033 0,0039
9,0 0,0082 0,0059 0,0066
12,0 0,0110 0,0087 0,0094
15,0 0,0138 0,0116 0,0121
18,0 0,0178 0,0150 0,0157
21,0 0,0217 0,0187 0,0194
24,0 0,0254 0,0224 0,0231
27,0 0,0289 0,0257 0,0266
30,0 0,0321 0,0289 0,0297
33,0 0,0350 0,0317 0,0326
36,0 0,0376 0,0344 0,0352
39,0 0,0400 0,0366 0,0375
42,0 0,0420 0,0387 0,0395
450 0,0436 0,0404 0,0412
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Na Tabela 5.7, apresentam-se os resultados dos esforgos cortantes
concentrados nas vigas dos vdos 1 e 2, do pértico e portico geral, e os resultados obtidos

pela técnica discreta. Nas Figuras 5.8-(1) e (2), representam-se graficamente estes esforgos.

Os resultados obtidos para os esforgos normais nos pilares estio indicados na Tabela 5.8 e

representados graficamente na Figura 5.9.



Tabela 5.7. Esforgos cortantes (Vv ) nas vigas

VV] (kN VV2 (kN)
Z(m) | Portico | Portico Técnica Portico Portico Técnica
Geral Discreta Geral Discreta
0,0 55,936 0,000 0,000 295,474 0,000 0,000
3,0 99,030 70,436 76,836 58,864 43,081 46,778
6,0 87,566 80,541 83,313 57,796 53,289 54,916
9,0 77,167 76,450 76,549 55,967 54,833 54,879
12,0 67,573 71,516 68,617 33,562 54,926 33,332
15,0 61,926 63,388 63,576 48338 49,623 52,077
18,0 57,035 51,371 52,136 42,575 39,089 39,528
21,0 49,241 47,949 48,554 38,885 31,773 37988
240 41,798 41,539 41,821 34,944 34,452 34,456
27,0 34,611 34,589 34,780 30,821 30,520 30,426
30,0 27,595 27,623 27,821 26,575 26,361 26,215
33,0 20,672 20,715 20,954 22,263 22,110 21,919
36,0 13,767 13,845 14,118 17,938 17,851 17,602
39,0 6,807 7,031 7,318 13,652 13,685 13,330
42,0 | -0,285 0,549 0,526 9,461 9,853 9,381
45,0 -3,795 -2,114 -3,727 2,710 3,586 5,945
Tabela 5.8. Esfor¢os normais nos pilares
N; (kN) Ny (kN) Ny (kN)
Z(m) | Portico | Portico Portico Portico Portico Portico
Geral Geral Geral
0,0 696,153 | 609,755 -151,976 -117,077 | -544,177 -492 678
3,0 590,815 | 569,792 -105,625 -101,245 | -485,189 -468,548
6,0 497618 | 491,251 -70,830 -72,591 -426,787 -418,659
9,0 415,330 | 412,021 -45,480 -47,900 -369,850 -364,121
120 | 343,019 | 338,324 -27,975 -29,010 -315,044 -309,315
15,0 | 280,001 | 265,474 -17,144 -12,787 -262.857 -252,686
18,0 218,876 | 218,050 -0,302 -1,912 -218,574 -216,138
21,0 165,772 | 167,716 12,048 9,596 -177,820 -177,312
240 120,278 | 122,795 20,609 18,280 -140,887 -141,075
27,0 82,092 84,699 25,900 23,851 -107,992 -108,549
30,0 51,000 53,592 28,286 26,502 -79,286 -80,094
33,0 26,871 29,427 27,992 26,428 -54,863 -55,855
36,0 9,650 12,152 25,144 23,727 -34,764 -35,879
39,0 -0,645 1,734 19,620 18,400 -18,975 -20,131
42,0 -3,920 -1,973 11,348 10,395 -7,428 -8,422
45,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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A analise das Tabelas e graficos anteriores indica uma boa aproximagio entre
os esforgos e deslocamentos obtidos pelas técnicas continua e discreta, principalmente se é
utilizado, na técnica continua, o portico geral. Comparando-se os resultados do portico e

pértico geral, notam-se diferengas mais pronunciadas apenas nos andares da base, tanto nos
esforgos quanto nos deslocamentos.

5.4. Exemplo numérico 3

Na Figura 5.10, representa-se uma associagdo de trés paredes por vigas. O
painel tem 20 andares de altura h = 3,0 m. As paredes 1 e 2 tém se¢do transversal de
dimensdes 0,20 x 2,0 m e a parede 3 tem se¢do 0,20 x 3,0 m. As vigas sdo iguais, com

segOes transversais de 0,20 x 0,40 m. Para o modulo de elasticidade admite-se o valor E =
2,0 x 107 kN/m?

O carregamento constitui-se de carga lateral e uniformente distribuida q = 4
kN/m e carga vertical total p, também uniforme. Em relagdo a esta ultima carga, foram
analisados dois casos:

Caso (a) - p=0,0 (12 ordem)
Caso (b) - p = 700 kN/m ou p; = 200 kN/m, p, = 200 kN/m e p; = 300kN/m (22 ordem)

O painel foi calculado como portico geral de nos rigidos.
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Figura 5.10 - Paredes associadas



A-) Resultados

A.1-) Deslocamentos
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A Tabela 5.9 apresenta os resultados dos deslocamentos laterais do painel,

obtidos pela técnica continua (12 ordem e 22 ordem) e pela técnica discreta (12 ordem).

Nota-se, ao longo da altura, uma boa aproxima¢do entre os resultados em 12 ordem

fornecidos pelas duas técnicas, com uma diferenca de 2,5% no topo. Levando-se em conta

o efeito P-A, observa-se um acréscimo de cerca de 11,3% no topo. Na Figura 5.10-a,

representam-se graficamente estes deslocamentos.

Tabela 5.9. Deslocamentos laterais u(x 10-! m)

Pértico Geral Técnica

Z(m) Discreta

12 ordem | 22 ordem 12 ordem
0,0 0,000 0,000 0,000
3,0 0,004 0,004 0,004
6,0 0,014 0,016 0,015
9.0 0,028 0,031 0,030
12,0 0,045 0,049 0,047
15,0 0,063 0,069 0,065
18,0 0,082 0,091 0,085
21,0 0,101 0,112 0,105
240 0,120 0,133 0,125
27,0 0,139 0,155 0,144
30,0 0,159 0,176 0,164
33,0 0,177 0,197 0,183
36,0 0,196 0,217 0,202
39,0 0,213 0,237 0,220
42,0 0,230 0,256 0,237
45,0 0,247 0,274 0,254
48.0 0,262 0,292 0,270
51,0 0,278 0,309 0,285
54,0 0,292 0,325 0,300
57.0 0.306 0,340 0,314
60,0 0,319 0,355 0,327
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A.2-) Esforgos
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Nas Tabelas 5.10 a 5.12, apresentam-se, respectivamente, os resultados das

analises em 12 ordem e 22 ordem dos esforgos cortantes concentrados nas vigas, dos

esforgos normais e dos momentos fletores (flexdo global) dos pilares do portico geral. A

Tabela 5.10 ainda fornece os resultados em 12 ordem obtidos pela analise discreta. Nas

Figuras 5.11 a 5.14, representam-se graficamente estes esfor¢os.

Tabela 5.10. Esforgos cortantes (Vvy) nas vigas.

Vv, (kN Vv, (kN)

Z(m) Portico Geral Técnica Pértico Geral Técnica

Discreta Discreta

12 ordem | 28 ordem | 12 ordem 12 ordem | 22 ordem 12 ordem
0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
3,0 25,845 27,806 25,961 29,457 31,698 28,633
6,0 40,018 43,564 39,700 45,684 49,739 44 741
9,0 47,078 51,742 46,817 53,832 59,170 53,105
12,0 49,888 55,243 49,844 57,136 63,271 56,629
15,0 50,144 55,832 50,255 57,519 64,043 57,162
18,0 48 835 54,583 49,017 56,102 62,702 55,848
21,0 | 46,568 | 52,175 46,771 53,575 60,021 53,395
240 43,717 49,039 43,912 50,367 56,493 50,233
27,0 40,513 45,453 40,676 46,741 52,435 46,626
30,0 37,099 41,594 37,214 42,863 48,052 52,747
33,0 | 33,565 | 37,580 33,629 38,839 43,482 38,714
36,0 29,973 33,493 29,986 34,742 38,820 34,601
39,0 26,369 29,397 26,337 30,625 34,141 30,473
42,0 22,796 25,346 22,723 26,541 29,511 26,379
45,0 19,303 21,402 19,171 22,548 25,003 22,347
48,0 15,960 17,646 15,748 18,727 20,710 18,454
51,0 | 12,872 | 14,196 12,544 15,199 16,768 14,797
54,0 10,208 11,234 9,666 12,158 13,388 11,550
57,0 8237 9,055 7,219 9,912 10,903 8,997
60,0 3,700 4,067 5,434 4,480 4,927 7,410
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Tabela 5.11. Esforgos normais nos pilares
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Portico Geral
Z(m) N, (kN) N, (kN) N; (kN
12 ordem | 22 ordem | 12 ordem 22 ordem | 12 ordem 28 ordem

0,0 615,476 | -11316,59 94,744 -11894,76 | -710,221 -18788,65
3,0 601,346 | -10731,73 92,778 -11296,87 | -694,125 -17871,40
6,0 567,664 | -10168,20 88,038 -10702,01 | -655,701 -16929.79
9.0 523,649 | -9616,36 81,764 -10108,88 | -605413 -15974,76
12,0 | 474,959 | -9070,09 74,733 -9516,64 | -549,692 -15013,27
15,0 424773 | -8525,82 67,397 -8924.79 -492.170 -14049,39
18,0 375,177 | -7981,15 60,059 -8332,97 | -435,236 -13085,87
21,0 327,410 | -7434,61 52,912 -7740,97 -380,322 -12124 42
240 282228 | -6885.27 46,076 -7148.63 -328,304 -11166,10
27,0 240,089 | -6332,55 39,632 -6555,85 -279,721 -10211,60
30,0 201,269 | -5776,09 33,633 -5962,58 | -234,902 -9261,33
33,0 165,930 | -5215,68 28,112 -5368,76 | -194,041 -8315,56
36,0 134,158 | -465122 23,089 -4774,37 -157,247 -7374,40
39.0 105,987 | -4082,67 18,577 -4179,41 -124,564 -6437,92
42.0 81,409 -3510,03 14,577 -3583,86 -95,986 -5506,10
45,0 60,369 -2933,39 11,083 -2987.75 -71,452 -4578.86
48,0 42,754 -2352,90 8,080 -2391,07 -50,834 -3656,03
51,0 28,367 -1768,78 5,537 -1793,89 -33,904 -2737 .33
54,0 16,874 -1181,45 3,405 -1196,24 -20,280 -1822.31
57,0 7,727 -591,51 1,604 -598,23 -9.331 -910,26
60,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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Tabela 5.12. Momentos fletores (flexdo global) nos pilares

Portico Geral
Z(m) M; (kNxm) M, (kNxm) M; (kNxm)
12 ordem | 228 ordem | 12ordem | 22ordem | 12ordem | 22 ordem
00 | 280474 | 299680 | 276,305 295257 | 953772 1019,029
3,0 | 175702 | 193,070 | 173,349 190,493 | 597,018 656,015
6,0 110,124 124,121 108,879 122,708 373,776 421,301
9.0 68,426 | 78,893 67,859 78,215 231,879 267,394
12,0 43.090 50,473 42,908 50,228 145,710 170,733
150 | 245834 | 29551 24,912 29,606 83,654 99,609
18,0 | 13,601 16,336 13,817 16,557 45,513 57,731
21,0 4226 5,290 4,549 5,641 13,692 17,236
240 | -1,334 -1,413 -0,968 -1,005 -5,143 -5,480
27,0 -7,003 -8,068 -6,587 -7,601 -24.354 -28,040
30,0 -10,053 -11,712 -9.631 -11,235 -34,657 -40,354
33,0 | -13,931 | -16,133 -13,483 -15,624 | -47,784 -55.321
36,0 | -15,602 | -18,035 -15,163 -17,536 | -53,407 -61,722
39,0 -18,305 -20,979 -17,854 -20,466 -62,553 -71,680
42,0 -18,851 -21,496 -18,420 -21,008 -64,360 -73,384
45,0 -20,332 -22,985 -19,901 -22,499 -69,359 -78,405
480 | -19,390 | -21,792 -18,997 21,351 | -66,114 -74,302
510 | -18,884 | 21,062 | -18517 | -20,653 | -64,360 71,783
540 | -15,102 | -16,756 -14,816 -16,439 | -51,458 -57,095
57,0 | -10,344 | -11,410 -10,153 -11,200 | -35,239 -38,872
60,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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Analisando-se as Tabelas e graficos anteriores, verifica-se uma boa
aproximagdo entre os resultados obtidos através das duas técnicas de anélise, para os
esforgos e deslocamentos ao longo da altura do painel, comprovando a teoria desenvolvida
no item 3.7. do Capitulo 3.

B-) Carga critica global

Foi encontrado para a carga critica global o valor p = 68,72 kN/cm.

5.5. Exemplo numérico 4

A estrutura da Figura 5.15 tem 20 andares de altura h=3,0 m, e € constituida
por duas paredes unidas por vigas. Até o 102 andar, as segOes transversais das paredes
medem 0,25 x 6,0 m e 0,25 x 8,0 m. A partir do 102 andar, passam a medir 0,25 x 4,0 m e
0,25 x 5,0 m, respectivamente. As se¢des transversais das vigas sdo constantes ao longo da
altura e medem 0,25 x 0,66 m. Para o modulo de elasticidade longitudinal adota-se o valor E
= 2,0 x 107 kKN/m? e para o coeficiente de Poisson, o valor p = 0,20.

O carregamento constitui-se de uma carga lateral e uniformemente distribuida
q =10 kN/m.

O painel sera calculado como poértico geral de nos rigidos e leva-se em conta
a influéncia da deformagio por forga cortante dos pilares e vigas.
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Figura 5.15 - Paredes associadas com variagio de rigidez

A-) Resultados

A.1-) Deslocamentos

A Tabela 5.13 apresenta os deslocamentos laterais, ao longo da altura do
painel, representados graficamente na Figura 5.16. Notam-se pequenas diferengas em
relagdo aos resultados obtidos na analise discreta (cerca de 2,3% no topo) e, também, um
acréscimo de 7,3%, quando se considera na andlise do portico geral, a influéncia da
deformagio por forga cortante de vigas e pilares.



Tabela 5.13. Deslocamentos laterais u(m)

Portico Geral Tgcmca
Z(m) Discreta
Sem def. | Com def. L
p/ forga p/ forga
cortante cortante
0,0 0,0000 0,0000 0,0000
3,0 0,0001 0,0001 0,0001
6,0 0,0004 | 0,0004 0,0004
9,0 0,0007 0,0008 0,0008
12,0 0,0012 0,0014 0,0013
15,0 0,0018 0,0020 0,0018
18,0 0,0025 0,0027 0,0025
21,0 0,0032 0,0035 0,0032
24,0 0,0039 0,0044 0,0039
27,0 0,0047 0,0053 0,0047
30,0 0,0056 0,0062 0,0056
33,0 0,0066 0,0073 0,0065
36,0 0,0078 0,0085 0,0077
39,0 0,0090 0,0098 0,0089
42,0 0,0103 0,0112 0,0101
45,0 0,0116 0,0126 0,0114
48,0 0,0129 0,0140 0,0127
51,0 0,0142 0,0153 0,0139
54,0 0,0154 0,0166 0,0151
57,0 0,0166 0,0178 0,0163
60,0 0,0178 0,0191 0,0174
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A.2-) Esforcos

Na Tabela 5.14, apresentam-se os resultados dos esfor¢os cortantes
concentrados nas vigas e dos esforgos normais dos pilares. Na Figura 5.17, representam-se
estes esforgos através de graficos.

As diferengas mais acentuadas, entre os resulados das analises continua e
discreta, ocorrem para o painel portico geral, sem a consideragdo da influéncia da
deformagio por forga cortante dos pilares e vigas. No nivel Z = 27,0 m, estas diferengas sdo
de cerca de 10,4% para o esforgo cortante na viga e no nivel Z = 30,0 m, em torno de 17%
para o esforgo normal dos pilares. Isto pode ser verificado, também, na Figura 5.17.

Tabela 5.14. Esforgos cortantes (Vvy) nas vigas e esfor¢cos normais nos pilares (Ny)

Vv, (kN) Ny =-N, (kN)
Z(m) Portico Geral Técnica Pértico Geral
Discreta
Sem def. p/ | Com def. p/ Sem def. | Com def. p/
forga forga L p/ forca forga
cortante cortante cortante cortante
0,0 0,00 0,00 0,00 1138,95 1101,64
3,0 36,08 33,05 35,57 1120,01 108434
6,0 61,04 56,59 59,77 1070,66 1038,84
9,0 78,09 73,16 76,02 1000,54 973,46
12,0 89,63 84,76 86,78 916,29 894,15
15,0 97,57 92,95 93,83 822,45 805,07
18,0 103,45 99,05 98,57 721,82 708,94
21,0 108,61 104,19 102,17 615,78 607,28
24,0 114,31 109,44 105,74 504,42 500,51
27,0 121,89 115,84 110,41 386,53 388,02
30,0 119,93 111,35 117,51 259,43 267,99
33,0 22,84 24 .44 21,32 239,50 246,17
36,0 26,65 27,83 25,21 214,57 219,87
39,0 28,62 29,51 27,20 186,80 191,07
42,0 29,19 29,90 27,77 157,80 161,13
45,0 28,76 29,37 2731 128,75 131,57
48,0 27,69 28,24 26,16 100,49 102,73
51,0 26,30 26,84 24,63 73,48 75,17
54.0 2491 25,46 23,02 47,89 49,03
57,0 23,83 24,40 21,62 23,56 24,13
60,0 11,69 11,98 20,75 0,00 0,00
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Encontram-se, na Tabela 5.15, os resultados dos momentos fletores (flexdo

global) nos pilares e, na Figura 5.18, as curvas relativas as variagGes destes esforgos ao
longo da altura.

Observa-se, na Figura 5.18-(1), uma boa aproximagdo entre os resultados

obtidos pelas técnicas continua e discreta para os momentos fletores do pilar 1, com

pequenas diferengas na base e no topo. Em relagdo aos momentos fletores do pilar 2, notam-

se diferengas mais acentuadas nas proximidades do nivel onde ocorre a variagdo de rigidez

do painel.

Tabela 5.15. Momentos fletores (flexdo global) nos pilares

Portico Geral
Z(m) M, (kNxm) M, (kKNxm)
Sem def. p/ | Com def. p/ | Sem def. | Com def. p/
forca forga p/ forga forga
cortante cortante cortante cortante
0,0 2101,58 2201,71 498973 524778
3,0 1640,68 1737,62 3894,72 4139,46
6,0 1296,75 1382,18 3077,71 3290,94
9,0 1028,12 1101,80 2439,67 262191
12,0 832,25 891,35 1974,57 2120,05
15,0 681,02 728,27 1615,52 1731,42
18,0 582,43 616,21 1382,59 1464,72
21,0 516,96 539,87 1226,36 1283,40
24,0 500,10 509,22 1186,66 1211,27
27,0 519,42 514,84 1232,92 1225,82
30,0 617,22 591,15 1377,08 1323,85
33,0 458,85 437,34 896,93 856,26
36,0 282,63 265,62 552,44 519,96
390 143,91 130,29 281,25 254,92
42,0 40,99 29,96 80,06 58,46
45,0 -33,37 -42.25 -65,30 -82.93
48,0 78,32 -85.34 153,16 167,30
51,0 -98,84 -104,09 -193,26 -203,98
54,0 -91,96 -95,50 -179,81 -187,13
57,0 -60,67 -62,44 -118,63 -121,33
60,0 0,00 0,00 0,00 0,00
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5.6. Exemplo numérico 5

Neste exemplo, considera-se, novamente, a associagdio de paredes
apresentada na Figura 5.10 (Exemplo 3). Supde-se, agora, que as paredes sejam
elasticamente engastadas em suas bases. As sapatas 1 e 2 (relativas as paredes 1 e 2,
respectivamente) tém areas As; =As, = 3,0 m? e momentos de inércia Js; = Js, =225 m4 A
sapata 3 (relativa a parede 3) tem 4rea As; = 4,0 m?* e momento de inércia Js; = 5,333 m? .
Para o coeficiente de deformagdo do solo, é tomado o valor Cy = 8 x 10° kN/m3 ¢ para o
médulo de elasticidade, o valor E = 2,0 x 107 kN/m2.

A-) Resultados

A.1-) Deslocamentos laterais e esforgos cortantes nas vigas

As Tabelas 5.16 e 5.17 fornecem, respectivamente, os resultados dos
deslocamentos laterais e dos esforcos cortantes nas vigas obtidos através das técnicas
continua e discreta. Na Figura 5.19, representam-se graficamente estes resultados.

Na Tabela 5.16, pode-se observar um aumento de cerca de 13,8% no
deslocamento lateral do topo para o pértico geral sobre fundagdo flexivel, quando
comparado ao caso de fundagdo rigida (Exemplo 3) e, também, uma diferenca de cerca de
2%, quando comparado ao resultado da analise discreta.



Tabela 5.16. Deslocamentos laterais u(x10'm)

Poértico Geral Técnica
Z(m) Discreta
Fundagio | Fundagdo | Fundagio
Rigida Flexivel Flexivel
0.0 0,000 0,000 0,000
3,0 0,004 0,008 0,009
6,0 0,014 0,022 0,023
9,0 0,028 0,038 0,040
12,0 0,045 0,057 0,060
15,0 0,063 0,077 0,080
18,0 0,082 0,098 0,102
21,0 0,101 0,119 0,124
24,0 0,120 0,141 0,146
27,0 0,139 0,161 0,167
30,0 0,159 0,183 0,189
33,0 0,177 0,203 0,210
36,0 0,196 0,224 0,231
39,0 0,213 0,243 0,251
42,0 0,230 0,262 0,270
45,0 0,247 0,280 0,288
48,0 0,262 0,298 0,306
51,0 0,278 0,315 0,323
54,0 0,292 0,331 0,340
57,0 0,306 0,347 0,355
60,0 0,319 0,363 0,371
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Tabela 5.17. Esforgos cortantes (Vv;) nas vigas

Vv;  (kN) Vv, (kN)
Z(m) Portico Técnica Portico Técnica
Geral Discreta Geral Discreta
0,0 6,545 - 7,175 -—--
3,0 33,490 34,192 37,736 37,440
6,0 44,533 44,895 50,491 50,072
9,0 49 832 49931 56,701 56,326
12,0 51,607 51,693 58,879 58,559
15,0 51,222 51,347 58,572 58,288
18,0 49,515 49,651 56,733 56,476
21,0 47,000 47,116 53,951 53,712
240 43 995 44,073 50,587 50,360
27,0 40,694 40,730 46,867 46,642
30,0 37,219 37,216 42 933 42,709
33,0 33,646 33,598 38,876 38,644
36,0 30,029 29,932 34,759 34,513
39,0 26,409 26,267 30,631 30,371
420 22,826 22,649 26,540 26,274
45,0 19,326 19,123 22,544 22275
48.0 15,978 15,729 18,721 18,419
51,0 12,887 12,563 15,193 14,803
54,0 10,220 9,735 12,151 11,608
57,0 8,249 7,317 9,904 9,906
60,0 3,706 5,527 4.476 7,515
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A 2-) Esforgos normais e momentos fletores (flexdo global) nos pilares

Na Tabela 5.18, encontram-se os valores dos esforgos normais ¢ momentos

fletores (flexdo global) nas paredes e na Figura 5.20, representam-se através de graficos
estes esforgos.

Tabela 5.18. Forgas normais ¢ momentos fletores (flexdo global) nos pilares

Portico Geral
Z(m) Esfor¢os Normais nos Pilares Momentos Fletores nos Pilares
Ny(kN) | Np(kN) N3(kN) M;(kN) | M,(kN) M;(kN)
0,0 641,031 95,795 -736,826 233,810 230,482 794,788
3,0 616,983 92939 -709,923 148,295 146,436 503,637
6,0 577,350 87,752 -665,102 95,296 94318 323,248
9,0 529,775 81,282 -611,058 59,826 59,413 202,569
12,0 478, 814 74,176 -552,991 37,803 37,716 127,688
15,0 | 427252 | 66,843 -494 095 21,584 21,720 72,573
18,0 376,793 59,544 -436,337 11,603 11,855 38,701
21,0 328,481 52,450 -380,930 3,000 3,342 9,503
240 282,949 45,672 -328,621 -2,089 -1,709 -7,718
27,0 | 240,585 39,285 -279,870 -7,467 -7.043 -25,937
30,0 201,617 33,339 -234,956 -10,338 9911 -35,630
33,0 [ 166,178 | 27,865 | -194,043 | -14,105 | -13,655 -48 382
36,0 134,338 | 22885 -157,223 -15,709 -15,269 -53,774
39,0 106,120 18,409 -124,529 -18,371 -17,920 -62,779
420 81,508 14,441 -95,949 -18,892 -18,460 -64,498
450 60,442 10,976 -71,418 -20,357 -19,925 -69,444
48.0 42 808 7,998 -50,806 -19,405 -19,011 -66,165
51,0 28,404 5,478 -33,883 -18,893 -18,526 -64,391
54,0 16,898 3,367 -20,265 -15,106 -14,820 -51,474
57,0 7,739 1,585 -9,323 -10,346 -10,155 -35,247
60,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

A boa aproximagdo, verificada neste exemplo, entre os resultados, dos
esforgos e deslocamentos obtidos através das analises continua e discreta, indica que através

do portico geral de nos rigidos tem-se uma estimativa bastante razoavel do comportamento
de paredes associadas sobre fundagdes flexiveis.
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5.7. Exemplo numérico 6

Representa-se, na Figura 5.22, uma associa¢do plana de uma parede e um
portico através de vigas. A estrutura tem vinte andares de altura h = 3,0 m. As se¢des
transversais da parede e todos os pilares e vigas do portico sdo constantes ao longo da altura
e medem 1,5 x 2,0 m para parede, 0,4 x 0,4 m para os pilares do portico e 0,20 x 0,40 m
para os dois conjuntos de vigas.

O carregamento constitui-se de carga lateral, uniformemente distribuida q =

4,0 kN/m e carga vertical total, também uniforme, de valor p = 100 kN/m, distribuida entre a
parede e os pilares do portico da seguinte maneira: p; = 48,4 kN/m e p, = p3 = 25,8 kN/m.
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Figura 5.22 - Associagio de parede e portico por vigas

Para 0 modulo de elasticidade adota-se o valor E = 2 x 107 kN/m2.

Em relagdo a consideragdo dos nos rigidos, o pértico geral foi analisado de

duas maneiras:
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Caso (a) - Considerando-se apenas a dimensdo horizontal do n6 rigido no primeiro pilar
(parede). Os dois pilares restantes (pilares do portico) tém nos puntuais.

Caso (b) - Considerando-se as dimensdes horizontal e vertical do n6 rigido em cada pilar
(pértico geral de nos rigidos).

Os esforgos e deslocamentos, resultantes da anélise em 1* ordem (p = 0,0),
sdo apresentados em tabelas e graficos. No Caso (a), apresentam-se também os resultados

obtidos através da analise discreta. Como resultados da analise em 2* ordem, sio mostrados
apenas os deslocamentos laterais.

A-) Resultados

A.1-) Deslocamentos

Na Tabela 5.19, encontram-se os valores dos deslocamentos laterais u ao
longo da altura do painel. No Caso (a), observa-se a boa concordancia entre os resultados
obtidos pelas analises discreta e continua. No nivel do topo, quando se compara o
deslocamento da analise em 1* ordem com o deslocamento da analise em 2* ordem, nota-se
um acréscimo de 8,9% no Caso (a) e 7,4% no Caso (b). Comparando-se agora o Caso (a)
com o Caso (b), verifica-se, também no topo, uma redugdo de 15,4% no deslocamento em
1* ordem e 16,6% no deslocamento em 22 ordem.

Na Figura 5.23 - (1), mostram-se as curvas dos deslocamentos laterais u,
obtidos através da analise em 1* ordem com a utilizagdo das técnicas continua (Casos (a) e
(b)) e discreta. A Figura 5.23 - (2) apresenta os deslocamentos do portico geral (Casos (a) e
(b)) resultantes das analises em 1* ordem e 2° ordem.



Tabela 5.19. Deslocamentos laterais u (m)

Portico Geral Técnica

Discreta

Z (m) Caso (a) Caso (b) Caso (a)

1% ordem 2° ordem 1* ordem 2* ordem 1° ordem
0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
3,0 0,0030 0,0032 0,0026 0,0027 0,0031
6,0 0,0100 0,0107 0,0084 0,0089 0,0103
9,0 0,0191 0,0205 0,0158 0,0168 0,0195
12,0 0,0292 0,0315 0,0241 0,0257 0,0299
15,0 0,0399 0,0433 0,0329 0,0351 0,0409
18,0 0,0509 0,0553 0,0419 0,0448 0,0522
21,0 0,0620 0,0675 0,0511 0,0547 0,0635
24.0 0,0731 0,0796 0,0603 0,0647 0,0749
27,0 0,0840 0,0916 0,0694 0,0745 0,0861
30,0 0,0947 0,1033 0,0784 0,0842 0,0971
33,0 0,1051 0,1146 0,0872 0,0937 0,1078
36,0 0,1152 0,1256 0,0958 0,1029 0,1181
39,0 0,1248 0,1362 0,1040 0,1118 0,1281
42,0 0,1341 0,1462 0,1120 0,1203 0,1376
45,0 0,1429 0,1558 0,1196 0,1285 0,1466
48,0 0,1512 0,1648 0,1268 0,1362 0,1551
51,0 0,1591 0,1733 0,1337 0,1436 0,1631
540 0,1667 0,1814 0,1403 0,1506 0,1707
57,0 0,1735 0,1890 0,1465 0,1573 0,1778
60,0 0,1803 0,1964 0,1525 0,1638 0,1847
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B-) Esforgos

Nas Tabelas 520 e 521, apresentam-se, respectivamente, os esfor¢os
normais na parede (pilar 1) e nos pilares do portico (pilares 2 e 3). As Figuras 5.24 e 5.25
mostram estes resultados em graficos.

A anilise destas tabelas e graficos indica uma boa aproximagdo entre os
resultados obtidos, no Caso (a), pelas técnicas continua e discreta e, também, que a
consideragdo dos trechos rigidos no poértico (Caso (b)) conduz a variagdes mais

significativas nos esforgos cortantes das vigas do segundo vdo e nos esfor¢os normais do
pilar 2 (N,).

Tabela 5.20. Esforgos cortantes (Vv, ) nas vigas

Vv, (kN) Vv, (N)
Z (m) Pértico Geral Técnica Portico Geral Técnica
Discreta Discreta
Caso(a) | Caso(b) | Caso(a) | Caso(a) | Caso(b) | Caso (a)
0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
3,0 94,140 102,668 94 353 21,122 24,504 21,107
6,0 128,188 | 133,660 | 130,185 | 32217 36,486 32,658
9,0 135,654 136,914 138,199 38,203 42,637 38,950
12,0 131,665 129,914 134,402 41,397 45,781 42,283
15,0 123,004 119,536 125,763 42,923 47,165 43,882
18,0 112,671 108,414 115,395 43,355 47,384 44,347
21,0 101,956 97,496 104,608 43,008 46,762 44,007
240 91,380 87,069 93,961 42,076 45,500 43,062
27,0 81,121 77,164 83,631 40,689 43,738 41,646
30,0 71,208 67,721 73,611 38,947 41,590 39,854
33,0 61,604 58,649 63,866 36,933 39,149 37,771
36,0 52,253 49,854 54,388 34,717 36,498 35,473
39.0 43,089 41,244 45,089 32,366 33,713 33,026
42,0 34,057 32,737 35,910 29,943 30,865 30,491
45,0 25,122 24,267 26,761 27,513 28,027 27,927
48,0 16,298 15,803 17,650 25,147 25,277 25,405
51,0 7,705 7,407 8,750 22,931 22,708 23,023
54,0 -0,299 -0,635 0,470 20,989 20,449 20,864
57,0 -6,835 -7,467 -6,233 19,519 18,723 19,660
60,0 -4.937 -5,406 -11,977 9,444 8,983 15,563
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Tabela 5.21. Esforgos normais nos pilares

Portico Geral

Z (m) N1 (kN) N (kN) N3 (kN)
Caso (a) | Caso(b) | Caso(a) | Caso(a) | Caso(b) | Caso(a)
0,0 1310,771 | 1290,486 | -664,952 | -601,691 | -645818 | -688 795
3,0 1256,682 | 1230374 | -622,551 | -555293 | -634,130 | -675,080
6,0 1142,268 | 1108,612 | -535,388 | -464,712 | -606,881 | -643,900
9,0 1008,926 | 971,960 | -437,562 | -367,957 | -571,365 | -604,002
12,0 874,669 838,065 | -343,279 | -278,457 | -531,390 | -559,607
15,0 747,103 713,203 -257,983 | -200,185 | -489,120 | -513,018
18,0 629,195 599,219 | -183,289 | -133,557 | -445,905 | -465,663
21,0 521,878 496,299 | -119,210 | -77,770 | -402,668 | -418,529
24,0 425,232 404,060 -65,148 -31,709 -360,084 | -372 351
27,0 339,010 321,984 -20,342 5,711 -318,668 | -327,695
30,0 262,873 249,576 15,950 35,426 -278,823 | -285,003
33,0 196,491 186,418 44,373 58,194 -240,864 | -244.612
36,0 139,580 132,185 65,444 74,588 -205,025 | -206,774
39,0 91,923 86,648 79,552 85,012 -171,475 | -171,660
42,0 53,359 49,662 86,958 89,706 | -140.317 | -139,369
45,0 23,777 21,161 87,814 88,765 -111,591 | -109,926
48,0 3,079 1,128 82,190 82,157 -85,269 -83,285
51,0 -8,893 -10,464 70,140 69,776 -61,247 -59,312
54,0 -12,521 -13,796 51,837 51,563 -39,316 -37,767
57,0 -8,769 -9,579 27,883 27,817 -19,114 -18,239
60,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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Figura 5.25 - (1) Esforgo normal no pilar 1
(2) Esforgo normal no pilar 2
(3) Esforgo norma no pilar 3
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Conforme foi exposto no Capitulo 3, os pilares apresentam, em cada nivel,
uma flex@o local (expressa pelas equagdes (2.26)) devido a distorgdo u' e as rotagdes dos
nos (consideradas proximas em trés niveis consecutivos) e, também, uma flexdo global

(calculada através da equagdo (5.1)) devido a variago de rotagdo dos nos ao longo da altura
do painel. A flexdo total, a nivel dos andares, deve ser obtida somando-se as duas flexdes
citadas.

No caso de paredes, de acordo com o subitem 3.7.1. do item 3.7., as
rotagSes dos nos tém valores aproximadamente iguais ao de u' (equagdo (3.33-a)). Isto
equivale a afirmar que, em cada parede, a flexdo total, ao nivel de cada andar, deve ter valor
proximo ao da flexdo global. No caso de pilares de pértico, isto ndo ocorre, e a flexdo total
deve ser obtida pela da soma das duas flexdes.

Na Tabela 5.22, apresentam-se os valores da flexdo global de cada pilar,
obtidos através da equagdo (5.1) para os Casos (a) e (b). Estes valores estdo representados
graficamente na Figura 5.26 juntamente com os momentos resultantes da analise discreta.
Pode-se observar que o grafico do pilar 1 tem a forma caracteristica da curva de momento
de uma parede.

As colunas 4, 7 e 10 da Tabela 5.22 contém, respectivamente, os pontos
médios (flexdo total) do diagrama de momentos (Figura 5.26), obtidos através de analise
discreta, dos pilares 1, 2 e 3. Em cada pilar, pelas vizinhangas destes pontos deve passar a
curva de flexdo total, obtida através da analise continua. Como foi dito anteriormente, no
caso de paredes esta curva pode ser representada pela flexdo global (equagdo (5.1)). Isto
pode ser verificado tanto na Tabela 5.22 como na Figura 5.27.
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Figura 5.26 - (1) Momento fletor no pilar 1

(2) Momento fletor no pilar 2
(3) Momento fletor no pilar 3
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Figura 5.27 - Flexdo global da anélise continua e flex3o total da analise discreta para o pilar]

Os pilares do portico comportam-se de outro modo. De acordo com a Tabela
5.22, os resultados da flexdo global (Caso (a)) e da curva média da técnica discreta
apresentam diferencas significativas. Ao nivel da base, a técnica discreta fornece para o
pilar 2 um valor cerca de 3 vezes maior e, para o pilar 3 um valor cerca de 50% maior. A
Figura 5.28 mostra estas diferengas.

Comparando-se os Casos (a) e (b) da analise continua, observa-se, no nivel
da base, que a flexdo global do Caso (a) é maior do que a do Caso (b), aproximadamente
11% para o pilar 2 e 12,7% para o pilar 3.
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Devido as diferengas observadas entre as flexdes total (analise discreta) e
global (analise continua) dos pilares 2 e 3, torna-se necessario calcular a flexdo local destes

pilares, que, somada a flexdo global, em cada nivel, resulta na flexdo total da analise
continua.

Como em trés niveis consecutivos (i - 1, i e i+ 1), de uma mesma prumada,
as rotagdes dos nos apresentam agora valores diferentes, a flexdo local de um andar (i + 1),
compreendido entre os niveis i € (i + 1), pode ser estimada através das equagdes (2.26)
tomando-se para a rotagdo e para u' (derivada da curva continua u) a média aritmética de
seus valores nos niveis (i + 1) e i. Este momento médio sera somado a flexdo global dos
niveis 1 e (i + 1). Deste modo, resulta na barra do referido andar um momento na
extremidade inferior, denominado momento superior ao nivel i, € outro em sua extremidade
superior, denominado momento inferior ao nivel (i + 1). Os valores destes esforgos na
parede (pilar 1) e nos pilares do portico (pilares 2 e 3), para o Caso (a), encontram-se nas
Tabelas 5.22-a a 5.22-c, respectivamente, juntamente com os resultados obtidos pela analise
discreta. Observa-se que, apesar do calculo ser aproximado, os resultados tém a mesma
ordem de grandeza daqueles obtidos pela técnica discreta. Efetuando-se a média aritmética
destes momentos, em cada nivel, obtém-se a flexdo total da analise continua, cujos valores,
ao longo da altura, estdo indicados na Tabela 5.23 (Casos (a) e (b)) e representados em
graficos nas Figuras 5.29 e 5.30.

Note-se que este processo corrige a flexdo global dos pilares do portico
(pilares 2 e 3). Comparando-se as Tabelas 5.22 e 5.23, pode-se ainda observar que a
variagdo entre as flexdes global e total ao longo da altura da parede (pilarl) é muito
pequena.

A boa aproximagdo alcangada entre os resultados fornecidos pelas técnicas
continua ¢ discreta indica que através do portico geral pode se ter, também, uma estimativa

bastante razoavel do comportamento de uma associagio de parede e portico por vigas.



Tabela 5.22-a Momentos fletores do pilar 1 (kN.m) - Caso (a)

Portico Geral

Técnica Discreta

Z (m) Flexdo Total Flexdo Total
Momento Momento Momento Momento
Inferior Superior Inferior Superior
0,0 - 971,857 - 976,892
3,0 422,859 567,709 398,879 572,290
6,0 141,942 364,741 131,155 370,085
9,0 11,334 255,187 7,248 261,135
12,0 -50,314 189,813 -51,608 195,789
15,0 -80,021 146,037 -79,985 151,996
18,0 -94 645 113,422 -94,261 118,930
21,0 -101,871 87,075 -101,462 92,373
24,0 -105,204 64,647 -104,951 69,624
27,0 -106,240 44,965 -106,224 49,535
30,0 -105,704 27,407 -106,268 31,084
33,0 -103,912 11,625 -104,703 15,078
36,0 -100,984 -2,601 -101,896 0,384
39,0 96,932 -15,372 98,198 -12,942
| 420 -91,686 -26,711 -93,021 -24,855
45,0 -85,074 -36,488 -87,279 -35,772
48.0 -76,742 -44,289 -79,192 -44.423
51,0 -65,974 -49.111 -68,471 -50,001
54,0 -51,271 -48,666 -53,682 -50,536
57,0 -29,442 -37,871 -35,048 -44.110
60,0 6,403 - 18,130 -
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Tabela 5.22-b Momentos fletores do pilar 2 (kN.m) - Caso (a)

Portico Geral

Técnica Discreta

Z (m) Flexio Total Flexdo Total
Momento Momento Momento Momento
Inferior Superior Inferior Superior
0,0 - 32,071 - 60,361
3,0 -20,255 87,559 -30,583 94 817
6,0 -69,465 100,580 -75,809 105,060
9,0 -89,496 103,267 -93,623 106,673
12,0 -96,053 101,155 -99,224 103,986
15,0 -96,306 96,780 -98,995 99,336
18,0 -93,540 91,310 -96,002 93,695
21,0 -89,271 85,289 -91,597 87,554
24.0 -84,207 78,979 -86,440 81,146
27,0 -78,686 72,510 -80,847 74,573
30,0 -72,880 65,952 -74,968 67,862
33,0 -66,878 59,350 -68,837 61,107
36,0 -60,735 52,736 -62,564 54,333
39,0 -54. 491 46,141 -56,179 47,555
420 -48,179 39,607 -49,707 _ 40,808
45,0 -41,836 33,193 -43,180 34,090
48,0 -35,514 27,012 -36,583 27,560
51,0 -29,304 21,287 -30,048 21,421
54,0 -23,381 16,487 -23.714 16,109
57,0 -18,110 13,619 -17,675 13,744
60,0 -14,269 - -17,638 -
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Tabela 5.22-c Momentos fletores do pilar 3 (kN.m) - Caso (a)

Portico Geral Técnica Discreta
Z (m) Flexio Total Flexdo Total
Momento Momento Momento Momento
Inferior Superior Inferior Superior

0,0 - 42,100 - 45,468
3,0 4,176 43,546 -0,295 44,805
6,0 -20,201 44 957 -22,137 46,753
9,0 -32,688 45,890 -34.350 47.304
12,0 -39278 46,214 -40,629 47 547
15,0 -42,633 45,932 -43,915 47,203
18,0 -44,207 45,098 -45,439 46,315
21,0 -44,627 43,789 -45.821 44 953
240 -44 246 42,081 -45.404 43,186
27,0 -43,273 40,048 -44.394 41,082
30,0 -41,847 37,762 -42.929 38,690
33,0 -40,066 35,289 -42,073 36,115
36,0 -38,011 32,691 -38,934 33,402
39,0 -35,753 30,032 -36,582 30,610
42,0 -33,354 27,374 -34,076 27,802
45,0 -30,873 24,791 -31,484 25,019
48.0 -28.365 22.373 -28,824 22,387
51,0 -25,884 20,255 -26,138 20,073
54,0 -23,480 18,664 -23,721 17,920
57,0 -21,056 18,029 -19,454 19,784
60,0 -19,056 - -29,881 -
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Tabela 5.23 Flexdo total nos pilares

Portico Geral
Z (m) Mj (kN.m) M (kN.m) M3 (kN.m)
Caso(a) | Caso(b) | Caso(a) | Caso(b) | Caso(a) | Caso (b)

0,0 971,857 856,898 52,071 56,706 42,100 40,249
3,0 495,284 407,287 33,652 35,682 23,861 22,178
6,0 253,342 198,989 15,557 14,477 12,378 11,010
9,0 133,260 104,759 6,885 5,469 6,601 5,829

12,0 69,750 57,685 2,551 1,427 3,488 3,153

15,0 33,008 30,715 0,237 -0,563 1,649 1,570

18,0 9,388 12,839 -1,115 -1,679 0,445 0,500

21,0 -7,398 -0,469 -1,991 -2,400 -0,419 -0,298
24,0 -20,278 -11,120 -2,614 -2,923 -1,082 -0,929
27,0 -30,638 -19,952 -3,088 -3,331 -1,613 -1,442
30,0 -39,148 -27,355 -3,464 -3,661 -2,042 -1,859
33,0 -46,145 -33,527 -3,764 -3,927 -2,388 -2,194
36,0 -51,792 -38,572 -4,000 -4,139 -2,660 -2,454
39,0 -56,152 -42 538 -4,175 -4,299 -2,861 -2,644
42.0 -59,199 -45,419 -4,286 -4,405 -2,990 -2,764
45,0 -60,781 -47,133 -4,321 -4,447 -3,041 -2,810
48,0 -60,516 -47,438 -4,251 -4,400 -2,996 -2,770
51,0 -57,542 -45,723 -4,008 -4,199 -2,815 -2,609
54,0 -49,969 -40,494 -3,447 -3,685 -2,408 -2,250
57,0 -33,656 -28,083 -2,245 -2,464 -1,583 -1,501
60,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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36.0
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24.0

18.0
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— PORT. GERAL (CASO (a))
_____ TEC. DISCRETA
— _— PORT. GERAL (CASO (b))

6-

-20.0

Figura 5.30 - Flex@o total no pilar 3
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5.8. Exemplo numérico 7

Neste exemplo, considera-se novamente a associagao de parede e portico
apresentada na Figura 5.22 (exemplo 6). Supde-se, agora, que os elementos de ligagdo
sejam constituidos por barras biarticuladas, conforme indica a Figura 5.31. Estes elementos
tém também o comprimento de 2,0 m.

Aplica-se a associagdo um carregamento idéntico ao do exemplo anterior,
isto €é: carga lateral q = 4,0 kN/m e carga vertical total p = 100 kN/m (p; = 48,4 kN/m e
P2 = p3 = 25,8 kN/m).

Para o modulo de eslasticidade adota-se o valor E = 2,0 x 107 kN/m2

|

1"p1 /

N |
=

l

l

l

|

HEENEEN .
—

/L_

_f

el L T

| z} c ‘ \k\\
~ 1 i l |
E -1 JIIITIIITT /7{1L7 ”ZJ”

LSm 20m ; 40 m !
) |

-

Figura 5.31 - Associagdo de parede e portico por barras biarticuladas

Em relagdo a consideragdo dos nos rigidos, o portico geral foi analisado de
duas maneiras:

Caso (a) - Portico de nos puntuais
Caso (b) - Portico de nos rigidos
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De maneira andloga ao exemplo anterior, os esfor¢cos e deslocamentos,
resultantes da analise em 1* ordem (p = 0,0), sdo apresentados em tabelas e graficos. No
Caso (a), apresentam-se ainda os resultados obtidos através da analise discreta. Como

resultados da analise em 2* ordem, sdo mostrados apenas os deslocamentos laterais.

Para que as vigas do primeiro vao do portico geral tenham o comportamento
de barras biareticuladas, na entrada de dados do programa (capitulo 4), atribuem-se as
dimensdes das segOes transversais destes elementos valores, tais que: Av; = 1,0 m2 e Iv; =

1x10-10 m4,

A-) Resultados

A.1-) Deslocamentos

Na Tabela 5.24, apresentam-se os deslocamentos horizontais do painel,
obtidos pela técnica do meio continuo e pela técnica discreta. No Caso (a) (1* ordem), nota-
se uma boa aproximag@o entre os resultados fornecidos pelas duas técnicas.

A Figura 532-(1) apresenta, através de graficos, os deslocamentos
resultantes da analise em 1° ordem das técnicas continua (Casos (a) e (b)) e discreta e a
Figura 5.32-(2), apenas os resutlados da analise continua (1* ordem e 2 ordem).

Na Figura 5.32-(3), representam-se graficamente os deslocamentos laterais,
obtidos através da analise continua, da associagio de parede e pértico por barras
biarticuladas €, também, da associagdo destes elementos verticais por vigas (exemplo 6).



Tabela 5.24 Deslocamentos laterais u (m)

PORTICO GERAL Técnica

Discreta

Z (m) Caso (a) Caso (b) Caso (a)

1? ordem 2* ordem 1* ordem 2* ordem 1? ordem

0,0 0,000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
3,0 0,0063 0,0077 0,0055 0,0065 0,0062
6,0 0,0225 0,0280 0,0194 0,0232 0,0223
9,0 0,0453 0,0571 0,0389 0,0470 0,0449
12,0 0,0725 0,0924 0,0618 0,0754 0,0719
15,0 0,1025 0,1318 0,0870 0,1070 0,1016
18,0 0,1342 0,1738 0,1135 0,1404 0,1330
21,0 0,1667 0,2170 0,1408 0,1750 0,1652
24,0 0,1995 0,2607 0,1683 0,2099 0,1976
27,0 0,2321 0,3041 0,1958 0,2448 0,2297
30,0 0,2640 0,3467 0,2229 0,2792 0,2612
33,0 0,2951 0,3880 0,2495 0,3129 0,2919
36,0 0,3252 0,4279 0,2754 0,3457 0,3215
39,0 0,3541 0,4661 0,3004 0,3773 0,3499
420 0,3817 0,5024 0,3246 0,4078 0,3770
45,0 0,4080 05369 0,3478 0,4369 0,4027
48,0 0,4330 0,5696 0,3700 0,4648 0,4271
51,0 0,4567 0,6006 0,3913 0,4915 0,4501
54,0 0,4792 0,6300 0,4116 0,5170 0,4719
57,0 0,5008 0,6583 0,4312 0,5416 0,4928
60,0 0,5219 0,6858 0,4504 0,5656 0,5129
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Figura 5.32 - Deslocamentos laterais u



A.2-) Esforgos

A .2.1-) Esforgos cortantes € esforgos normais
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Na Tabela 5.25, apresentam-se os resultados da analise em 1* ordem, obtidos

pela técnica continua (Casos (a) e (b)), dos esforgos cortantes das vigas e dos esforgos
normais (N, = -N3) dos pilares do portico. Esta tabela ainda fornece os resultados em 12

ordem dos esforgos cortantes nas vigas, obtidos pela anélise discreta para o Caso (a). Na

Figura 5.33, representam-se graficamente estes esforgos.

Tabela 5.25 Esforgos cortantes (Vv,) e esforgos normais (N)

Vv, (kN) N; =-N3 (kN)
Z (m) Poértico Geral Técnica Pértico Geral
Discreta
Caso (a) Caso (b) Caso (a) Caso (a) Caso (b)
0,0 0,000 0,000 - 1318,847 1371,211
3,0 45,017 52,649 44,203 1294,689 1342,672
6,0 73,247 83,383 72,353 1234,404 1273,202
9,0 89,918 99,992 89,052 1152,016 1180,562
12,0 08,727 107,641 97,866 1057,257 1076,282
15,0 102,170 109,577 101,258 956,435 967,286
18,0 101,911 107,815 100,927 854,131 858,333
21,0 99,105 103,661 98,052 753,442 752,429
24.0 94,554 97,966 93,450 656,489 651,508
27,0 88,286 91,284 87,682 564,721 556,815
30,0 82,286 83,981 81,127 479,116 469,140
33,0 75,251 76,304 74,064 400,314 338,973
36,0 67,927 68,429 66,712 328,708 316,595
39,0 60,488 60,491 59,236 264,498 252.135
42,0 53,096 52,618 51,779 207,717 195,592
45,0 45916 44947 44,498 158,237 146,834
48,0 39,144 37,655 37,578 115,753 105,575
51,0 33,032 30,991 31,271 79,735 71,321
54,0 27,923 25,323 25,701 49,362 43272
57,0 24,301 21,212 22,399 23,401 20,168
60,0 11,427 9,758 15,954 0,000 0,000
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A.2.2-) Momentos fletores

A Tabela 5.26 apresenta os resultados em 1% ordem (Caso (a)) das analises
continua (flexdo global e flexdo total) e discreta (flexdo total) para a parede (pilar 1) e os
pilares do portico (pilares 2 e 3). Observa-se, também neste exemplo,a boa aproximagio
entre os resultados da flexdo global da parede (pilar 1), obtidos pela analise continua, com
os da flexdo total, obtidos pela analise discreta. Quando se compara , ao nivel da base , a
flexdo global (analise continua) com a flexdo total (analise discreta) dos pilares do pértico
(pilares 2 e 3), nota-se uma diferenca de cerca de 41,3% entre estes valores. Esta diferenga
cai para cerca de 2%, quando se soma a flexdo global o valor da flexdo local. Os resultados

desta soma, acima e abaixo de cada nivel, constam da Tabela 5.26-a.

Na Tabela 5.27, encontram-se os resultados obtidos pela técnica do meio
continuo para o Caso(b).

Na Figura 5.34, representam-se através de graficos os resultados obtidos
pelas analises continua (flexdo global - Casos (a) e (b)) e discreta (Caso (a)) para a parede
(pilar 1) e os pilares do portico. A Figura 5.35-(1) apresenta, para os pilares 2 e 3, o grafico
da flexdo global (analise continua - Casos (a) e (b)) e o grafico da flexdo total (analise
discreta - Caso (a)). Na Figura 5.35-(2), representam-se, em graficos, os resultados da
flexdo total destes pilares, obtidos pelas analises continua (Casos (a) e (b)) e discreta (Caso

(a)).

Os bons resultados verifcados, neste exemplo, indicam que através do pértico
geral de nos puntuais, tem-se uma estimativa bastante razoavel do comportamento de parede
e portico associados por barras biarticuladas.



Tabela 5.26 Momentos fletores nos pilares - Caso (a)

M; (kN.m) M, =M3; (kN.m)

Portico Técnica Portico Geral Técnica

Z (m) Geral Discreta Discreta
Flexdo Flexdo Flexio Flexdo Flexio
Global Total Global Total Total

0,0 1781,464 1751,887 58,284 80,792 82,376
3,0 1217,288 1196,644 40,240 58,552 57,499
6,0 821,292 808,673 27,529 38,755 37,690
9,0 541,234 535,080 18,498 24 868 24289
12,0 348,922 340,399 12,257 15,320 14,711
15,0 204,554 200,241 7,540 8,336 7,913
18,0 104,774 98,431 4,245 3,479 3,029
21,0 25,414 23,712 1,605 -0,235 -0,496
24,0 -28,300 -31,725 -0,213 -2,785 -3,071
27,0 -74,579 -73,751 -1,787 -4.854 -4,981
30,0 -104,037 -106,212 -2,818 -6,209 -6,425
33,0 -131,944 -130,359 -3,793 -7,382 -7,471
36,0 -146,788 -148,408 -4,342 -8,033 -8,218
39.0 -162,234 -160,579 -4,903 -8,611 -8,699
42,0 -165,465 -168,248 -5,066 -8,709 -8,961
45,0 -168,956 -169,061 -5,229 -8,717 -8,895
48,0 -158,653 -163,597 -4,945 -8,166 -8,566
51,0 -145,575 -149931 -4,565 -7,370 -7,646
54,0 -113,795 -124.271 -3,582 -5,765 -7.078
57,0 -71,776 -88,823 -2,268 -3,535 -1,421
60,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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Tabela 5.26-a - Momentos fletores dos pilares 2 e 3 (M; = M3 kN.m) - Caso (a)

Portico Geral

Técnica Discreta

Z (m) Flexao total Flexdo total
Momento Momento Momento Momento
Inferior Superior Inferior Superior
0,0 - 80,792 - 82,374
3,0 17,732 99,371 13,322 101,676
6,0 -31,602 109,112 -34,688 110,069
9,0 -63,084 112,821 -64,771 113,350
12,0 -82,066 112,705 -83,162 112,584
15,0 -92 909 109,580 -93,349 109,176
18,0 -97,795 104,754 -97,901 103,959
21,0 -98,904 98,434 -98,550 97,557
24,0 -97,042 91,472 -96,523 90,380
27,0 -93,472 83,763 -92,664 82,701
30,0 -88,369 75,950 -87,552 74,702
33,0 -82,561 67,796 -81,535 66,593
36,0 -75,931 59,865 -74,930 58,493
39,0 -69,110 51,889 -67,935 50,537
42,0 -61,857 44,439 -60,740 42,818
45,0 -54,735 37,300 -53,395 35,605
48,0 -47.475 31,142 -46,141 29,009
51,0 -40,653 25,912 -38,921 23,628
54,0 -34,060 22,530 -32,765 18,608
57,0 -28.380 21,310 -23.832 20,990
60,0 -23,578 - -32,013 -
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Tabela 5.27 Momentos fletores nos pilares - Caso (b)

Portico Geral
Z@) | M (Nm) My =M; (kN,m)
Flexdo Global Flexdo Global Flexdo Total

0,0 1580,491 52,656 78,981
3,0 1035,028 34,908 55,754
6,0 674,772 23,138 34974
9,0 433,892 15,224 21,289
12,0 278,610 10,080 12,476
15,0 164,729 6,276 6,320
18,0 90,344 3,756 2,277
21,0 30,008 1,694 -0,767
240 -8,517 0,346 -2,748
27,0 -44.393 -0,910 -4.406
30,0 -65,758 -1,688 -5,433
33,0 -89,067 -2,522 -6,410
36,0 -100,631 -2,966 -6,920
39,0 -115,609 -3,515 -7,467
420 -119,297 -3,688 -7,574
45.0 -125,925 -3,950 -7,691
480 -119,767 -3,790 -7,279
51,0 -113,747 -3,627 -6,710
54,0 -90,301 -2,892 -5,337
57,0 -59,620 -1,917 -3,369
60,0 0,000 0,000 0,000
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Nos exemplos numéricos apresentados neste trabalho, observa-se que a
utilizagdo da técnica do meio continuo fornece resultados bastante aproximados aqueles
obtidos com a anélise discreta. Na solugdo do sistema de equagdes diferenciais, gerado
pelo tratamento continuo, utilizou-se o0 método das diferengas finitas. Nos exemplos
numéricos, bons resultados foram obtidos para uma malha de pontos, igualmente
espagados, distantes entre si do valor correspondente a altura dos andares. Melhores
resultados sdo alcangados quando se reduz o espagamento entre os pontos.

O processo de Newton Raphson, utilizado no calculo da carga critica,
propicia uma sequéncia de calculos facilmente programavel em computadores. Neste
trabalho nas estruturas mais rigidas, como paredes associadas, obteve-se uma
convergéncia mais rapida dos resultados. Isto também depende da precisio estimada para
o valor do determinante. No exemplo 1, considerando-se nulo o determinante de valor
menor ou igual a 1 x 10, chegou-se ao valor da carga critica em 17 iteragdes e no
exemplo 3, em 10 iteragdes.

Nos exemplos numéricos que analisam os porticos, pode-se verificar a
contribuicdo favoravel da consideragio da capacidade de resisténcia a flexdo global dos
pilares, no modelo estrutural pértico geral. Isto corrige a posigdo do ponto de momento
nulo, passando a situd-lo ndo mais a semi-altura de cada pilar e, também, corrige os
valores dos esforgos nos andares proximos da base. Como este painel é mais rigido do que
0 poértico, os deslocamentos laterais sio menores e os valores da carga critica vertical
global sdo maiores.

A consideragdo da influéncia dos trechos rigidos na anélise estrutural, além
de aumentar a rigidez da estrutura reduzindo os deslocamentos laterais, possibilita calcular
através do portico geral as paredes associadas por lintéis e, também, a associa¢io de
parede e portico por vigas. Devido as hipoteses adotadas no desenvolvimento tedrico do
portico geral, principalmente aquelas relacionadas com a sua geometria, foi possivel
calcular através deste modelo estrutural a associagdo de parede e portico por barras bi-
articuladas, com bons resultados.

A suposi¢do de paredes sobre fundagdes flexiveis € importante porque os
esfor¢os e deslocamentos, ao nivel dos andares da base, podem sofrer variacSes
significativas.
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APENDICE A: DETERMINACAO DOS MOMENTOS M' E M" DE

BARRAS COM TRECHOS RiGIDOS NAS SUAS
EXTREMIDADES

Admitindo-se que, nos painéis planos analisados neste trabalho, as liga¢des

entre vigas e pilares podem ser rigidas, torna-se necessario determinar para uma barra bi-
engastada o valor dos momentos M' e M", que surgem nas suas extremidades quando se
impSem a estas extremidades rotagdes diferentes e de mesmo sentido. Essa situagfio
reproduz o tipo de deformagdo que os pilares e vigas dos painéis portico e portico geral
apresentam quando sio solicitados por cargas lateral e vertical.

Na Figura A 1-a, representa-se uma barra bi-engastada de comprimento
total L. Os trechos rigidos tem comprimentos #, e ¢, e s suas extremidades sdo impostas

as rotagdes a, € a,, surgindo entio os momentos M' e M". Sera levada em consideracio
1 2 ¢

a deformagio por forga cortante da barra, além da deformagio por momento fletor, de
acordo com COSTA (7).

M
N\
X
CI, _) )
Y o, M Q ty
‘ \ ;
d,y
|
d2
Sy BV
-y
Q 0
t, M, t2

(b)

Figura A.1- Deformagdo de uma barra bi-engastada e com nés rigidos.




Devido as rotagdes a; impostas as extremidades rigidas da barra, aparecem

no trecho deformavel, nas suas extremidades, recalques d; =a;t; e rotagdes a; (Figura
A.1-b).

De acordo com a resisténcia dos materiais, as deformagdes devidas ao
momento fletor e forga cortante sdo dadas, respectivamente por:

d2y1 M
2 TE (A1)

d’y; _ ¢ dQ
i’ GA dx

(A2)

onde:

¢ o médulo de elasticidade longitudinal

¢ o momento de inércia da segdo transversal da barra
¢ 0 modulo de elasticidade transversal

¢ a area da se¢do transversal da barra

o >0 m

¢ o fator de forma da seg@o transversal do trecho deformavel da barra.

Somando-se as equagdes (A.1) e (A.2), vem:

dy_

M, dQ
dx*  EI GA dx

(A.3)

Q d*M _ . . o
Como — e o2 sdo iguais a carga distribuida, nula para este caso, a
X X

equagio (A.3) pode ser escrita como:

4
dy_,

i’ (A4

A solug@o da equagio (A.4) é da forma:

y=C,+C,x+Cx* +C,x’° (A5)
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cujos coeficientes C; sdo determinados quando se impdem as seguintes condigdes de

contorno:

a) y =—dj, emx=0
y=d,emx=/{ (A.6-a)

b) Quando se considera o efeito da forga cortante nas deformagdes, os elementos das
extremidades da barra sofrerdo, pelo efeito das tensdes de cisalhamento, distorgdes ¥

além das rotagdes o;. De acordo com os sentidos para os esforgos e deformagdes,
indicados na figura (A.1-b), e lembrando-se que Q'= Q", vem:

QZ =—-a, +£Q— em x=0

dx AG

O — (A.6-b)
dx AG

Substituindo-se as equagdes (A.6) na equagio (A.S), obtém-se:

C =-d,
ca"
C,=—0,+—
2 2 GA
C. = (20, +0y)  3cQ" + 3(d, +d,)
} ¢ AGY! e
2(d,+d,) a,+a, 2cQ"
C, =-="17727 i zZ 4 A7
! I 0 AGL? (A7
O equilibrio a0 momento da barra estabelece:
—. M"+M'
Q"= (A8)

{



A equagdo (A.5), derivada duas vezes em relagdo a x, quando levada na
equagdo (A.3), para os pontos x=0 ¢ X = £, conduz a:

M"=2EIC,

_ (A.9)
M'= —EI(2C, +6C,¢)

Com as equagdes (A.9), a expressio da fora cortante Q'=Q", de acordo
com (A.8), passa a ser:

Q"=-6EIC,

ou, substituindo-se o valor de C,, resulta:

Q"=12EIL % +6E] 21t % (A.10)
onde:

I =1l (A.11-a)
com

A 2
r= 5 Ge (A.11-b)
AG?” +12El.c
Os momentos M' e M" sdo calculados através das expressdes:
M"= Mu +—".t
Q" (A.12)

M'= M'+Q".t,
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Substituindo-se as equagdes (A.7) em (A.9) e levando-se as equagdes
resultantes juntamente com (A.10) nas equagdes (A.12), obtém-se:

3 2 2
o GEI (L l ¢ l ¢ 1
M __L_(?) {al[;(tﬁ(tz—s).r+§+2t1(t2—s)]+2a2{5-r-(t2 +r(t2—s))+§+t2(t2—s)]}ld—2

, 6EI(L ¢ £ ¢ ¢2 1
M'= L (3) {2(11[2r[t1+(t1-S).I]+§+t1(t1—S)]i—(lz[;[(tl—S).I+t2]+-§;+2(t1—8)t2:HL—2

(A.13-3)
onde:
_6El-c A 13b
AG( (A-13-b)
As equagdes (A.13) podem ainda ser escritas da seguinte maneira:
. 6EIc
M"= (“al +2'YO‘2)
6 (A.14)
M'= —53(27(11 +poy)
onde:
y—(ET —é[t +(t,—s) r]+—€—2~+t (t,~9) !
g)\artt Tt T g 2
(LY« ) 1
w=l7 -r—[(tl—s)r+t2]+ +2t,(t,—s) o
ﬁ=(£)3 g[t +(t, —s). r]+—+2t (t,—s) | 1
)\t T
L 14 1
| =ty +r(t, - +t t,—s) | —
(f) (2r r.(t, s)] ,(t, s)] - (A.15)



tém comprimentos diferentes (t, #t,), resulta:

onde:

comprimentos (t, = t, =t), que € o caso dos pilares do pértico, obtém-se:

onde:

6El -
M"= Ch.a
L p
6EI
M'= £p.0
L p

—_(£)3_Z+2(t2—s).r]
P= ¢)L L.r

_(LYTe+2(t,—s).r
=3[P

No caso em que as rotagdes sdo iguais (@, = a, = @) ¢ os trechos rigidos

(A.16)

(A.17)

Mas, se além de rotagdes iguais a barra tiver trechos rigidos de iguais

M=M=l o o
L

= (LYT¢+2(t-5).x
p_p‘(é)[ Lt }

(A.18)

(A.19)
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APENDICE B: METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

A aplicagdo do método das diferencas finitas a solugio de equagBes
diferenciais, geradas pelo tratamento continuo em edificios altos sob carga lateral, pode ser
encontrada em diversos trabalhos como em BARBOSA (2) e MANCINI (29).

O método das diferencas finitas é a técnica numérica para se obterem
solugdes aproximadas de equagdes diferenciais. Neste método, as derivadas da funcdo
desconhecida sio aproximadas as derivadas de uma parabola de grau r (r > 4 ordem da

equacdo diferencial) que intercepta a fungdo em r + 1 pontos igualmente espagados de h,
sobre o eixo dos z.

Com o propésito de se obterem operadores com niimero simétrico de pontos,
optou-se pela parabola de interpolag3o de quarto grau.

p(z) =Az* +Bz’ +Cz* +Dz+E (B.1)

cujos valores nos pontos de interpolagdo (i - 2h, i - h, i, i + h, i + 2h) devem coincidir com os
valores da fun¢do desconhecida f(z), que de acordo com a Figura B.1 valem:

f(i—2h) = Fee
f(i—~h)=Fe
f(i)=Fi
f(i+h)=Fd
f(i+2h)=Fdd

(B.2)
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P
" \\_,(z,

i-2h i-h i i+h i+2h
(-2h) (=h) (0) {h) (2h)

Figura B.1- Valores da fungdo

Passando-se a parabola p(z) pelos cinco pontos de interpolagio e tomando-se
a abscissa do ponto i como origem, resulta o sistema de equagdes:

[(2h)* —(2h)> (2h)* -2h 1][A] [Fee

h* -h* Hn  -h 1{|B| | Fe

0 0 0 o 1||Cc|=|H (B.3)
h h’ ¥ hn 1||D| |Fd
(2h)* (2h)* (2h)* 2h 1J|E]| |Fdd

cuja solugdo fornece os valores dos coeficientes do polindmio, expressos por:

1
A=
24h*

B= ——1—3[—Fee+2Fe—2Fd +Fdd]
12h

[Fee — 4Fe + 6Fi — 4Fd + Fdd]

1
24h°

C = ——[~Fee + 16Fe — 30Fi + 16Fd - Fdd] (B.4)

D= L[Fee—SFe+8Fd—Fdd]
12h
E=Fi
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Como a fungdo f{z) € aproximada pelo polinémio p(z) no intervalo (-2h,2h),

podem-se obter todas as derivadas de f{z) neste intervalo. Para o ponto i as expressdes das
derivadas sdo denominadas de diferengas finitas centrais e para os demais pontos do

intervalo recebem o nome de diferengas finitas assimétricas & esquerda ou & direita,

conforme o ponto esteja a esquerda ou & direita do ponto central i. Desta maneira, as

expressGes para as terceiras, segundas e primeiras derivadas de f(z) nos pontos em que z é

igual a zero, -h, e h s3o:

Fi"I__ pIII(O) - 6B
F‘ill= p”(o) — 2C
F'=p'(0)=D

F= p™(=h) = —24Ah + 6B

F’=p"(-h) = 12Ah* - 6Bh+2C
F'=p'(~h) = —4Ah’> +3Bh* -2Ch+D

F"= p™(h) = 24Ah + 6B
Ey=p”(h) = 12Ah* +6Bh +2C
F; = p'(h) =4Ah> +3Bh* +2Ch+D

ou, tendo-se em vista as expressdes (B.2), obtém-se:

a) Diferengas finitas centrais

Fre 2—111—3—[—Fee +2Fe—2Fd +Fdd]

1
12h?

pro L
12h

F'= [-Fee +16Fe —30Fi + 16Fd ~ Fdd]

[Fee — 8Fe + 8Fd — Fdd]

(B.4-a)

(B.4-b)

(B.4-¢c)

(B.5-a)



b) Diferengas finitas assimétricas a esquerda

¢

Fre 2—1113[—3Fee +10Fe - 12Fi + 6Fd — Fdd]

1
12h?

F"=——[11Fee — 20Fe + 6Fi + 4Fd — Fdd]

E = El—il—[—3Fee —10Fe +18Fi—-6Fd + Fdd]

c) Diferencas finitas assimétricas a direita:

"= _L_[Fee - 6Fe + 12Fi - 10Fd + 3Fdd]

‘7o

F/'= 121h2 [-Fee +4Fe + 6Fi —20Fd +11Fdd]

Fl = ﬁ(—Fce + 6Fe— 18Fi +10Fd + 3Fdd]
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APENDICE C: METODO DE NEWTON RAPHSON

Nas diversas areas das ciéncias exatas, ocorrem, freqiientemente, situa¢des
que envolvem a resolugdo de uma equagio do tipo f{x)=0. Em muitos casos, ¢ praticamente
impossivel encontrar-se raizes exatas, buscando-se entdo aproximag¢des para essas raizes
através de processos iterativos.

O método das tangentes de Newton Raphson constitui-se num processo
iterativo eficiente para o calculo de raizes de equagBes, principalmente pelas suas

propriedades de convergéncia e simplicidade de aplicagdo.

Neste método, a partir da fungdo de iteragdo:

_ . f(x)
F(x)=x 7 C1

e de um dado valor inicial para x (x = X,), 0 ponto x, (x; = F(x,)) é obtido, de tal forma que
X, € a abscissa do ponto de interse¢io entre o eixo ox e a reta tangente i curva f{x) em

(%0,f(x,)), conforme indica-se na Figura C.1.. A sequéncia x, sera determinada por:

f(xy)
£'(xy)

X1 =F(Xy ) =%y — (C2)
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f (Xk¢1) ——————————————
f(Xkeplb

0

Xke+2 Xke1

Figura C.1- Método das tangentes de Newton Raphson

Nos casos em que € trabalhoso obter-se f’(x) ou ainda, em que f'(x) é

muito complicada, aconselha-se substituir a derivada pelo quociente:

£'(x,) = f(x,)—f(x, )

Xy Xy

(C.3)

onde x, € X, sdo duas aproximagdes para a raiz.

Neste caso, a fungdo de iterago sera:

— _ X f (X)) =% f(xg )
F(xy)=%y4 = £ (1) A (C4)

A partir das duas aproximagdes X, ; € X,, 0 ponto x,,, € obtido como sendo a
abscissa do ponto de intersec¢do do eixo ox e da reta secante que passa por (Xpeps fx 1)) €
(X, f{xy)), conforme indica-se na figura C.2

\
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O processo continua até que seja encontrado para f(x) um valor tdo préximo

de zero quanto seja a precisio desejada.

fix)t

f(xk-1) ————————————————————————————— ~—f(X)

F(X ) fmmmmm e e e e

f(xkf1) —————————————————

X gppl == —— =+
] el
“+%0 Xkeq Xip3  Xke2 Xie1 Xk Xi-1

Figura C.2 - Método das secantes de Newton Raphson



