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RESUMO
No desenvolvimento de projetos estruturais, a
andlise de placas é de grande interesse. Neste trabalho,

desenvolve-se uma formulagdoc do Método dos Elementos de Contorno
para a analise eléastica desse elemento estrutural, baseada na
Teoria Cléassica de Kirchhoff. Complementa-se a formulagdo com a
inclusdo de um campo de deformag¢gdes assumido, estendendo-a, assim,
4 andlise elastopléastica de placas, incluindo-se um modelo due
possa ser aplicado & solugdo de lajes de concreto armado. Os
modelos elastico e elastoplastico sd&o aferidos com a solugdo de

alguns exemplos, comprovando-se a eficiéncia da formulagao.
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ABSTRACT

Plate bending analysis is of great interest to
develop structural design. In this work, a boundary element
formulation is proposed to treat this kind of structural element,
based on the Kirchhoff’s Classical Theory and assuming elastic
behavior. The formulation is extended to incorporate the effects
of possible initial stress fields. Thus, the developed numerical
algorithm can also be applied to plate bending elastoplastic
analysis. Emphasis 1is given to a reinforced concrete model
suitable to study building slabs. Several examples are shown to
illustrate the efficiency of the elastic and elastoplastic

developed models.



1 APRESENTAGCAO
1.1 Introdugdo

Na concepgdo de um projeto estrutural, as placas
sdo elementos qgue aparecem com frequiéncia, e a solugdo de
problemas envolvendo estes elementos estruturais constitui um
assunto de grande importédncia para o campo da Engenharia de
Estruturas. Assim, para a melhoria dos projetos estruturais, é
fundamental o conhecimento do comportamento das placas submetidas
a diversos tipos de carregamentos, admitindo-se, ainda, a
possibilidade da associagdo da placa com outros elementos
estruturais, bem como um estudo mais refinado para diferentes
tipos de materiais.

A teoria das placas representa uma aproximag¢do

bidimensional do problema tridimensional da teoria da
elasticidade, através da consideracgao de hipdteses
simplificadoras. O primeiro trabalho nesta &rea é devido a
KIRCHHOFF (1850), que desenvolveu a chamada Teoria Cléssica, a

qual &, até hoje, a mais utilizada, e representa muito bem o
comportamento de placas delgadas sob a agdo de carregamento
transversal. Nesta teoria, a solug¢do do problema leva a uma
equagao diferencial de quarta ordem, onde devem ser satisfeitas
duas condi¢des de contorno da placa.

Alternativamente 38 Teoria Classica, REISSNER (1944,
1945) e MINDLIN (1951) desenvolveram teorias semelhantes, que
levam em considerag¢do as deformag¢des por cisalhamento transversal.

O sistema de equacgdes diferenciais obtido & de sexta ordem, no
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qual devem ser verificadas trés condi¢des de contorno,
relacionadas as condig¢des fisicas do problema. Estas teorias
apresentam resultados melhores que os da Teoria de Kirchhoff, para
os pontos situados nas bordas, e permitem a andlise de placas
delgadas e moderadamente espessas.

. Outras teorias surgiram na época, envolvendo os
deslocamentos da superficie média da placa e as rota¢des neste
plano, podendo-se citar os trabalhos de HENCKY (1947) e KROMM
{(1953) .

Mais recentemente, CHENG (1979) desenvolveu uma
teoria, obtendo uma equag¢do diferencial de ordem infinita para os
deslocamentos transversais, onde derivadas maiores que as de
quarta ordem multiplicam os quadrados da espessura da placa. No

limite, quando a espessura tende a zero, obtém-se a equagdo
bi-harmbénica da Teoria Cléassica.

LEVINSON (1980) deduziu uma nova teoria, também
considerando as deformag¢des por cisalhamento, permitindo a analise

estidtica e dindmica de placas.
Em 1985, GREGORY e WAN demonstraram que

satisfazendo-se certas condigdes de contorno para a solugdo do
problema de flex3o de placa e se utilizando a equag¢do de
deslocamento de Cheng, o problema reduz-se exatamente a equagdo de
Kirchhoff.

Em trabalho recente, REISSNER (1986) apresentou
nova formulacdo, generalizando as equagdes para a analise de
placas considerando-se grandes deformagdes, obtendo um sistema de
equagdes diferenciais de décima ordem. Do mesmo autor, o trabalho
de 1991 aborda a andlise de placas ortotrdpicas, incluindo o
conceito de apoio soft.

Finalmente, BARRET & ELLIS (1988) desenvolveram uma
extensdo da teoria de Cheng, obtendo as expressdes das componentes
de deslocamentos e tensdes em termos do deslocamento transversal
da superficie média da placa e suas derivadas. Neste trabalho,
demonstram, ainda, como sdo obtidas as formula¢des tradicionais de
Kirchhoff, Mindlin e Relssnser, a partir desta teoria

desenvolvida.

As solug¢des analiticas das equagdes diferenciais

que governam muitos problemas fisicos de interesse, como € O caso



das soluc¢des de placas, infelizmente s podem ser obtidas em
alguns casos. Devido a esta limita¢do, surgiram, nas Udltimas
décadas, varias técnicas para a obtencdo de solu¢des numéricas
destas equag¢des. Com o avango dos computadores, a utilizacio
destas técnicas tornou-se o caminho mais eficiente para a andlise
dos d}versos problemas praticos no campo da Engenharia.

Assim, surgiram os chamados métodos numéricos, onde
se destacam o Método das Diferencas Finitas, o Método dos
Elementos Finitos e o Método dos Elementos de Contorno. Os dois
primeiros se enquadram dentro do grupo dos chamados métodos de
dominio, onde, na aproximag¢do da solug¢do da equagdo diferencial do
problema, sdo utilizados valores das varidveis associadas aos
pontos do dominio e do contorno do corpo analisado. Ja os métodos
de <contorno, que utilizam equag¢des integrais do problema,
necessitam das varidveis basicas apenas no contorno.

O Método das Diferengas Finitas é o mails antigo
destes métodos, tendo surgido a partir do trabalho de SOUTHWELL
(1946), e ¢é utilizado, ainda hoje, na solugdo de diversos
problemas de Engenharia.

O desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos
coincidiu com o avango tecnoldgico dos equipamentos
computacionais, tendo sido os primeiros trabalhos desenvolvidos no
final dos anos cinglienta (TURNER, 1956), (ARGYRIS, 1960). Este
método tornou-se o mais utilizado nas diversas areas da
Engenharia, mostrando-se extremamente eficiente para a solugdo de
problemas praticos; atualmente, é empregado em sistemas
computacionais para a andlise de estruturas, inclusive com &
consideracdo de respostas ndo-lineares.

Alternativamente aos métodos de dominio, atualmente
se tem dado grande importéncia ao desenvolvimento do Método dos
Elementos de Contorno, assim denominado por BREBBIA (1978), onde
as varidveis do problema sdo calculadas em pontos discretos do
contorno e, a partir destes valores, calculam-se as variaveis nos
pontos do dominio. Este método apresenta, assim, a vantagem de se
obter uma reducdo na dimensdo do problema, jd gue a discretizagdo
& feita apenas no contorno, levando a uma quantidade menor de
dados de entrada e memdéria auxiliar de armazenamento das

informagdes do problema. Pode-se ressaltar, ainda, a facilidade de
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se representar dominios infinitos e a determina¢d3o de esforgos e
deformagdes em pontos de interesse do dominio, sem introduzir
erros de interpolagdo para o dominio e sem a necessidade de se
alterar a discretizag¢do do contorno.

Apesar de ser mais recente, o Método dos Elementos
de Contorno tem sua origem na resolugdo de equagdes integrais, as
quais sdo conhecidas desde o século passado. Historicamente, a
primeira aplicagdo destas equa¢bes na teoria da elasticidade foi
devida a BETTI (1872} e, posteriormente, complementada por
Somigliana e Cerrutti em problemas de elasticidade plana.

0O trabalho de MUSKHELISHVILI (1953) retomou a
utilizacdo das equac¢des integrais aplicadas a problemas de
elasticidade plana, seguidos dos trabalhos de outros pesquisadores
russos, onde se destacam as contribuic¢des de MIKHLIN (1957) e
KUPRADZE (1965), dando inicio ao uso de equag¢des integrais na
forma de um método, dito indireto, ja que as variaveis envolvidas
nio eram as variaveis reais do problema. No inicio dos anos
gsessenta, JASWON (1963) e SYMM (1963) apresentaram um
equacionamento utilizando variaveis reais do problema, mantendo,
porém, uma fun¢do de tensdo auxiliar, sendo, por este motivo,
chamado de método semi-direto, por alguns autores.

O primeiro trabalho que apresentou a chamada
formulacdo direta, que envolve as variaveis fisicas do problema,
foi aplicado por RIZZO (1967) em problemas de elasticidade plana,
posteriormente estendida para a elasticidade tridimensional por
CRUSE (1969). Nestes trabalhos, a equagdo integral é discretizada
através de elementos no contorno, empregando-se uma aproximagao
constante para forcas e deslocamentos. Seguiram-se os trabalhos de
RICARDELLA (1973) e CRUSE (1974), que introduziram a aproximagao
linear para as varidveis nos elementos, e LACHAT (1975), que
desenvolveu elementos cqm aproximac¢do de ordem superior.

Com a publicacdo de BREBBIA (1978), onde as
equacdes integrais sdo obtidas a partir da técnica dos residuos
ponderados, obteve-se maior generalizagao do método,
conseguindo-se a associacdo desta formulagdo com outros métodos
numéricos. A partir de entdo, as pesquisas intensificaram-se nos
diversos campos da Engenharia e novas formulagdes foram

desenvolvidas para a andlise dos mais variados problemas, tais
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como a anilise em meios continuos, com a considerag¢do de
ndo-linearidade geométrica e fisica, o estudo da mecénica das
rochas, as interagdes solo-estrutura e fluido-estrutura, entre

outros.

1.2 Aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno na Analise

<

de Placas

A evolugdo do Método dos Elementos de Contorno
conduziu naturalmente ao desenvolvimento de formulagdes para a
andlise de placas, baseadas na Teoria de Kirchhoff, e a sua
aplica¢do em problemas préticos. O primeiro trabalho neste campo
deve-se a JASWON et al (1967), que propuseram a solugdo da equagao
bi-harménica, decompondo-a em duas equag¢des harménicas, resolvidas
através de equagdes integrais. Esta formulagd83o tem o tratamento
indireto, sendo o trabalho de FORBES e ROBINSON (1969) o primeiro

a utilizar o método direto.

Seguem-se, posteriormente, os trabalhos de HANSEN
(1976), que propds uma formulagdo direta para a andlise de placas
infinitas com furos de contorno ndo carregado, e o estudo de
BEZINE & GAMBY (1978), que desenvolveram uma formulagdo direta,
partindo da identidade de Green e considerando duas equagdes
integrais, relativas ao deslocamento transversal e a sua derivada
na direcdo normal. Ainda nesta época, destacam-se os trabalhos de
BEZINE (1978) e STERN (1979), que utilizaram a formulagdo direta.
Bezine wutilizou a discretizagdo com elementos constantes, sem
transformar a integral de dominio devido ao carregamento em
integrais de contorno, ficando seu estudo restrito ao caso de
cargas concentradas. A formulagdo de Stern ja& tinha o cardter mais
geral, com aproximagdo linear nos elementos, incluindo o céalculo
das reag¢des de canto gomo fungdo dos momentos volventes, sem,
porém, considerar a possibilidade da descontinuidade das condig¢des
de contornoc nos ndés de canto.

Apesar da formulacdo direta ser a mais utilizada,
alguns trabalhos adotando a formulagdo indireta merecem destaque.
Neste contexto, ALTIERO & SIKARSKIE (1978) apresentaram uma
técnica na qual consideram a placa real contida numa placa

ficticia, cuja fungdo de Green é conhecida, aplicada apenas a



.6.

placas engastadas. Posteriormente, WU e ALTIERO (1979) estenderam
esta técnica para condic¢des arbitrarias de contorno. Um trabalho
similar foi desenvolvido por TOTTENHAN (1979), que apresentou uma
comparagdo entre as formulagdes direta e indireta, além de sua
extensdo para a anédlise de placas apoiadas em base elastica e de
cascas abatidas.

A partir do inicio dos anos oitenta,
intensificaram-se as pesquisas envolvendo a analise elastica de
placas via Método dos Elementos de Contorno, guando surgiram novos
esquemas de solugido do problema, através do aperfeigoamento das
formulag¢des diretas ja desenvolvidas para a teoria classica de

placas.

Neste sentido, podem ser citadas algumas
contribuicdes ao longo destes anos. BEZINE (1981) desenvolveu uma
formulacd3o para a andlise de placas com condi¢des de apoio no
dominio. Posteriormente, HARTMANN & ZOTEMANTEL (1986) também
desenvolveram uma formula¢d3o que permite vinculos no dominio e
adotaram um esquema de interpolagdo hermitiana para os
deslocamentos. GUO-SHU & MUKHERJEE (1986) consideraram, também,
fun¢des hermitianas de interpolacdo para os elementos no contorno
e utilizaram trés equagdes para cada nd, relativas ao deslocamento
e suas derivadas nas direg¢des normal e tangencial ao contorno.
Neste mesmo ano, PARIS & DE LEON (1986) desenvolveram uma
formulacido direta para a solugdo de placas simplesmente apoiadas,

através da decomposig¢do da equagdo bi-harmbnica em duas equagdes

harménicas.

PAIVA (1987) apresentou a possibilidade da
associacdo de placas com vigas e pilares, propondo, como
alternativa do equacionamento do problema, a utilizacgao de

equacdes integrais apenas para os deslocamentos transversals em
pontos do contorno e fona do dominio.

Os trabalhos de ABDEL-AKHER & HARTLEY (1989)
apresentaram férmulas para o calculo de equagdes integrais
utilizando fungdes de interpolag¢do Lagrangianas e um esquema de
integragado analitica para o) calculo das integrais com
singularidades. PILTNER & TAYLOR (1989) desenvolveram uma
formulacdo que considera as deforma¢des por cisalhamento, adotando

solucdes fundamentais baseadas em fungdes complexas. Ainda em
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1989, KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1989) adotaram a combinacdo do
Método dos Elementos de Contorno com o Método das Diferencas
Finitas para a solu¢do simult@nea de duas equa¢des integrais e
duas equag¢des diferenciais. CAMP & GIPSON (1990) wutilizaram
diversos tipos de elementos de contorno isoparamétricos, sendo as
integrais calculadas analiticamente. A combinac¢do dos Métodos dos
Elementos de Contorno e das Diferencas Finitas também foi usada no
trabalho de SAPOUNTZAKIS & KATSIKADELIS (19%1) para a andlise de
placas com espessura variavel.

Mais recentemente, KARAMI et al (1992)
desenvolveram uma formulagido utilizando um sistema onde sdo
acopladas a equag¢d3o bi-harménica e uma equag¢do harmdnica,
resolvidas simultaneamente, sendo, ainda, as integrais de contorno
calculadas analiticamente. Ao contrario da grande maioria dos
trabalhos apresentados nos Ultimos anos, que usam o método direto,
VABLE & ZHANG (1992) adotaram a formulagdo indireta para a andlise
de placas, fazendo uso de um esquema de integragdo analitica e de
fun¢des ficticias, aproximadas por polindmios de Lagrange e
Hermite.

A andlise de placas através das teorias de Reissner
ou Mindlin, com a utiliza¢do do Método dos Elementos de Contorno,
foi inicialmente desenvolvida em 1982, por VAN DER WEEEN (1982).
Nesta formulacdo, s3o escritas trés equa¢des integrais para cada
ponto do contorno, relativas aos deslocamentos transversais e as
rota¢des normal e tangencial ao contorno da placa. Nesta mesma
linha, podem ser destacados, ainda, os trabalhos de KARAN (1986},
BARCELLOS & SILVA (1987), LONG et al (1988), WESTPHAL & BARCELLOS
(1989) e RIBEIRO & VENTURINI (198%). Mals recentemente, modelos
gque usam a teoria de Reissner e consideram a ndo-linearidade
geométrica foram apresentados nos trabalhos de XIAO-YAN et al
{1990) e HE & QUIN (1993).

Na dltima década, multiplicaram-se os trabalhos
abordando os diversos tipos de problemas de interesse, com O
desenvolvimento de técnicas visando a andlise ndo-linear, a
andlise de vibracdes em placas e a consideragdo de placas sobre
fundacdo, entre outras.

As formulacdes que consideram a ndo-linearidade

fisica de placas tém sido objeto de algumas pesquisas, ainda em
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uma quantidade modesta, tendo em vista a importdncia do assunto.

Em um trabalho inicial, MORJARIA & MUKHERJEE (1980) desenvolveram

um esquema para a andlise ndo eldstica de placas, dependente do
tempo. Neste trabalho, consideram um modelo viscopléastico,
utilizando a equagdo diferencial que governa o problema baseada na
teor%a classica, em termos de taxas de deslocamentos; apresentam a
aplicagdc do modelo em placas engastadas e simplesmente apoiadas,
sujeitas a um carregamento transversal distribuido, variando
linearmente com o tempo.

Posteriormente, MOSHATIOV & VORUS (1986)
desenvolveram uma formulagdo para a andlise elastoplastica de
placas, usando um esquema incremental-iterativo, considerando
momentos fletores plasticos iniciais. Eles adotaram a formulacdo
desenvolvida por Stern para a andlise elastica, através da teoria
cléassica, na qual sdo definidas duas equagBes integrais para cada
ponto do contorno, relativas ao deslocamento e & sua derivada na
dire¢do normal aoc contorno. O contorno é discretizado por
elementos constantes; no cédlculo das integrais de dominio, este é
dividido em células, cujas fun¢des aproximadoras sdo constantes,
tanto para a parcela devida ao carregamento, como para 0OS momentos
iniciais.

Em 1992, a anadlise elastopléstica de placas
utilizando a teoria de Reissner foi apresentada nos trabalhos de
KARAM & TELLES (1992) e RIBEIRO (1992). Ambos usaram o método
incremental-iterativo, baseado na técnica dos momentos iniciais,
sendo as equagdes integrais discretizadas através de elementos
quadraticos no contorno. No primeiro destes trabalhos, as
integrais de dominio sdo discretizadas através de células internas
constantes e, no segundo, por fungdes aproximadoras lineares.

Em funcdo das solucg¢des fundamentais adotadas, as
formulagdes do Método dos Elementos de Contorno que utilizam a
teoria de Reissner podem apresentar algumas dificuldades,
principalmente na avaliac3o das integrais de dominio, sendo, as
vezes, necessario um namero significativo de células na
discretizag¢do do dominio. Assim, optou-se, neste trabalho, por uma
formulagdo que wutiliza a teoria Cléassica, que, embora mais
limitada, parece ser um caminho mais seguro e adequado para oOs

problemas que se pretende analisar.



Portanto, o objetivo principal do presente trabalho
€ a analise elastoplastica de placas, com as hipbdteses da Teoria
de Kichhoff, através do Método dos Elementos de Contorno. Para
tanto, inicialmente, no Capitulo 2, sdo apresentados os conceitos
basicos e as equagdes da Teoria de Kirchhoff para a flexd3o de
placas, bem como as solugdes fundamentais dos deslocamentos e
esforgos da placa, que sdo utilizadas na formulag¢do.

No Capitulo 3, determinam-se as equa¢des integrais
relativas aos deslocamentos para pontos do dominio e do contorno,
assim como se faz a transformagdo das integrais de dominio,
relativas ao carregamento, em integrails sobre o contorno da regido
carregada.

No Capitulo 4, descreve-se um procedimento numérico
utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno, através da
discretizac¢io das equa¢gdes integrais, pela divisdo do contorno da
placa em elementos, sobre os quails as varidveis do problema sé&o
aproximadas por fun¢des quadraticas. Escrevendo-se as equagdes
apenas para deslocamentos em pontos do contorno e fora do dominio,
obtém-se um sistema de equa¢Bes algébricas lineares, onde as
incégnitas sdo os deslocamentos e esforgos dos pontos do contorno.
Obtém-se, ainda, as equacdes para os deslocamentos e esforgos dos
pontos do dominio da placa. Ao final deste Capitulo, sao
apresentados diversos exemplos de analise elastica de placas,
comparando-se os resultados obtidos com outros modelos ou solugdes
analiticas conhecidas.

No Capitulo 5, complementa-se a formulagdo
desenvolvida, admitindo-se a ocorréncia de momentos iniciais na
placa, provenientes de um campo de deformagdes assumido. As
integrais de dominio que resultam destes momentos sao
discretizadas através da divisao do dominio em células
triangulares, com fun¢do aproximadora linear. Assim, além de se
poder considerar problemas com efeitos térmicos, o equacionamento
pode ser aplicado & solugdo de problemas com comportamento
ndo-linear do material.

O Capitulo 6 refere-se & extensdo da formulagdo a
andlise elastoplastica de placas. Alguns conceitos e hipéteses da
teoria da plasticidade sdo abordados, bem como sua aplicagao ao

estudo de placas. Para a solugdo ndo-linear do problema, adota-se
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um algoritmo incremental e iterativo, sem que haja a necessidade
de atualizagdo das matrizes envolvidas, baseado no processo das
tensdes iniciais. S3o apresentados, ao final do Capitulo, alguns

exemplos numéricos.

Com base na formulagdo ndo-linear desenvolvida,
propde-se, no Capitulo 7, modelos para a analise elastopléstica

de lajes de concreto armado.



B

2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS DELGADAS

2.1 Introdugao

As placas sdo elementos estruturais definidos como
corpos limitados por duas superficies planas, admitindo-se casos
de pequena curvatura. A espessura, definida como sendo a disténcia
entre as duas superficies, é pequena, quando comparada com as
demais dimensdes. Admite-se que o carregamento €& transversal ao
plano médio da placa, que € equUidistante as duas superficies que
definem o corpo. Existe a possibilidade de se ter carregamentos
combinados contidos no plano médio.

As teorias que consideram o elemento como
bidimensional mais utilizadas no estudo de placas sdo a Teoria
Cléassica de Kirchhoff e a Teoria de Reissner.

A Teoria de Reissner (REISSNER, 1944) & mais
abrangente, permitindo a analise de placas delgadas e
moderadamente espessas. J& a Teoria de Kirchhoff visa e interpreta
suficientemente bem placas delgadas com pequenos deslocamentos.

Neste trabalho serdo analisadas as placas delgadas
sob a acdo de carregamento transversal, baseando-se na Teoria de
Kirchhoff, que, em vista das limita¢des impostas, leva a uma
simplificagdo do problema. Para tanto, s8o necessarias as
seguintes hipdbteses:
® a superficie média é admitida como superficie neutra;
® os deslocamentos transversais s3o pequenos, quando comparados

com a esgspessura t da placa;
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® a normal a superficie média, inicialmente indeformada, permanece
normal apds a deformagdo, isto é, nd3o sdo consideradas as
deformagdes por cisalhamento transversal;

® as tensdes normais a superficie da placa sdo pequenas, se
comparadas as demals componentes de tensdo, sendo, portanto,
desprezadas;

® nio ocorrem deforma¢gdes no plano médio da placa.

Admite-se, ainda, que a placa seja constituida de
material homogéneo, isotrdpico e cujo comportamento é

eldstico-linear.
2.2 Relagdes Basicas da Teoria de Kirchhoff

A partir das simplifica¢des envolvidas nas
hipdteses descritas, podem-se determinar as relagdes e equagdes
fundamentais da Teoria de Kirchhoff para placas delgadas

isbétropas.
2.2.1 Deslocamentos

O deslocamento de um ponto qualquer da placa
fletida pode ser escrito através de componentes upeou, e U, sendo
10 T Ky
ortogonal com origem no plano médio da placa, o qual

as diregdes x respectivamente, dadas por um sistema

coincide com o plano X%,

Devido as hipéteses para placas delgadas, pode-se
considerar que o deslocamento transversal U, dos pontos da placa
seja representado pelo deslocamento w do plano médio da placa

(FUNG, 1965), ou seja:

Tomando-se um elemento de placa (Fig. 2.1), com
segdao transversal paralela ao plano Xy Xg observa-se que, apds a
deformacdo por flexdo, a superficie média sofre uma rotagdo dada

por w, em um dado ponto P.

1 !
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FIGURA 2.1. Posi¢do inicial e final da segdo transversal paralela

ao plano X)X, de um elemento de placa

Como ndo ha deforma¢gdes no plano médio da placa e
os pontos permanecem na mesma normal ao plano médio apds a flexao,
verifica-se que o ponto P sofre um deslocamento na diregao X

dado por:

analogamente, para a diregdao X, tem-se:

Portanto, na forma geral, pode-se escrever:
u, = - X, W,., (2.1)
para i = 1,2.
2.2.2 Deformagdes

Considerem-se, agora, na Fig. 2.2, as posigdes



inicial e final de um elemento de placa abcd,
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paralelo ao plano

médio e a uma distédncia X, deste.
X
. 0 i3
) dx e
I i ) 3
dx, 7 1 fl b_,0
1 a b up=u; +u, | dx
dx, I '
a
] Ul 2 |
i { VY ! u, ,dx
- 2,19%
Tempza N B
'T_A D ahuinin [ :
X3 d [o] - L
d
ud-ud +u, ,dx
al S B “J
Y x, u, , dx, ¢
bl
FIGURA 2.2. Posig¢des inicial (a) e final (b) do elemento abcd

p
i
pode-se escrever:

Chamando-se de u

ponto P qualquer,

ub = u? +u dx
1 7 1 1,1 1
b a
U, = U, +u, dx1
d a
Uy o= up oy, dx2
d a
U, = U, + U, , <ix2
Assim, para pequencs deslocamentos,
nas diregdes x, e x, sdo dadas por:

1 2

o deslocamento na direcd3o i de um

as deformagoes
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b a
€ = El—;—il = u
11 dx1 1.1
ud B ua
€ = 2 2 = u
22 dx2 2.2 !

e a semi-variagdo do &ngulo reto, formado pelos lados ab e cd do

elemento é dada por:

Estas deformag¢des podem ser escritas, na seguinte

forma geral:

€ o= 2 3. (i, = 1,2) (2.2)

Substituindo-se (2.1) em (2.2), chega-se a relagdao

entre as deformagdes e os deslocamentos transversais do plano

médio:

2.2.3 Tensodes

Conhecidas as deforma¢des em um ponto da placa, as
tensdes correspondentes podem ser determinadas a partir da Lei de
Hooke, considerando, ainda, que as tensdes relativas a diregéao
normal ao plano da placa sdo despreziveis. Assim, tem-se:

2Gvy

Oij = 2G€ij * T fkk 61j (i,3,k=1,2) , (2.4)

onde:
® E & o mbdulo da eslasticidade longitudinal do material da placa;
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® G & o mbdulo de elasticidade transversal do material;

<
M

o coeficiente de Poisson do material.

A equagdo seguinte relaciona E, G e v:

E
G = 2(1+v)
Substituindo-se (2.3) em (2.4), obtém-se:
EX3
Oij = —?ITZTY [Vw,kk 51j + (l—V)W,ij] {(i,3,k,=1,2) (2.5)

2.2.4 Esforgos e Relagdes Diferenciais de Placas

Podem-se obter os esfor¢os através das resultantes
das componentes de tensdo gque atuam em um elemento da placa.
Considere-se, assim, o elemento de placa da Fig. 2.3 - (a), onde

estdo indicadas as componentes de tensdo oij'

(b)

FIGURA 2.3. Tensdes e esforgos em um elemento de placa

Integrando-se as tensdes ao longo da espessura do
elemento, obtém-se os esforgos indicados na Fig. 2.3. - (b), por

unidade de comprimento:
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t/2
Mij = J oij X, dx3 (i,3=1,2) (2.6)
-t/2
t/2
. a = J .4 dx3 (i,3=1,2) , (2.7)
-t/2
que representam, respectivamente, oS momentos e as forgas

cortantes no elemento.
As equagdes dos momentos podem ser obtidas em

funcdo dos deslocamentos transversais, levando-se (2.5) em (2.6),

que, apdsg integracdo, resultam em:

Mij = -D [V Wik 5ij + (1-v) w’ij] (i,j,k=1,2), (2.8)

sendo D a rigidez a flexdo da placa, dada por:

Elt3
2

12(1-v")

Os esforgos cortantes q; podem ser expressos em

funcdo dos deslocamentos transversais, a partir das equagdes de

equilibrio do elemento de placa.
Ao se considerar um elemento de placa da Fig. 2.4,

indicando-se os esforgos e o carregamento g distribuido, podem-se
obter as equac¢des de equilibrio de forgas verticais e de momentos

em torno dos eixos X & Xy, dadas por:

M. . -q, =0 (i,3=1,2) (2.10)
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ql+-q11dx1 M1r+M1L1dX1
~%fﬂ My, +M,,  dx,
I
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FIGURA 2.4. Elemento de placa

A partir das equagdes (2.10) e (2.8), obtém-se,
entdo:

qg. = - D (j,k=1,2) (2.11)

i YKk

A equagdo diferencial de placas em fungdo dos
momentos, é obtida através da eliminagdo de q; nas equagdes (2.9)

e (2.10), resultando:

Mij,ij + g =0 (i,j=1,2) (2.12)

Substituindo-se (2.8) em (2.12), chega-se & equag¢ao

diferencial de placas, envolvendo apenas os deslocamentos
transversais:

_g _
Wikkee - D ' (k, &=1,2)

a qual, reescrita usando-se o operador de Laplace, fica:

- 39
VeV w 5 (2.13)

onde
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2 2

v2 _ 0 N d
6x2 6x2
1 2

Alternativamente, esta equacdo pode ser obtida a
partir das equag¢des (2.9) e (2.11).

’ Nos problemas de placas, h& necessidade de se
conhecer os esforgos ndo somente referidos as direcdes X, e X,
mas também em relagdo a um sistema genérico de coordenadas n e s.

Para isso, analisa-se um elemento de placa abc
(Fig. 2.5 - (a)), no plano médio da placa. O sistema genérico ns é

adotado na face inclinada ac do elemento.

——T wns
M,

/i bl MOMENTOS

c) CORTANTES

FIGURA 2.5. Esforg¢os no elemento abc
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Analogamente ao equilibrio das resultantes de
tensdes nas faces do elemento, podem-se obter, por equilibrio dos
momentos atuantes no elemento abc (Fig. 2.5 - (b)), as seguintes

rela¢gdes entre os momentos:
M =M . n, n, (2.14.3)

M =M, . n s, (i,3=1,2) , (2.14 .Db)

onde Mn e MnS sdoc os momentos atuantes na face ac do elemento e n
e sj sdo os cossenos diretores das diregdes n e s,
respectivamente.

Da mesma forma que os momentos, a forga cortante

atuante na face ac pode ser relacionada com as cortantes relativas

aos eixos Y através do equilibrio das forgas verticais
(Fig. 2.5 - (c)), que resulta em:
g = dg, n (i=1,2) (2.15)

2.2.5 Forga Cortante Equivalente

Na resolugdo da equacgdo diferencial de placas
(2.13) é necessario que sejam satisfeitas as condigdes de contorno
do problema. Nos problemas usuais, estas referem-se ao
deslocamento transversal w do plano médio, & sua derivada dw/dn, e

aos esforgos Mn’ M e q, dos pontos do contorno da placa, segundo

as direc¢des normaln; tangencial a borda (Fig. 2.5).

Como a equagdo diferencial é& de quarta ordem, devem
ser satisfeitas duas condi¢des ao longo da borda, envolvendo
apenas quatro varidveis do problema. KIRCHHOFF (1850) demonstrou
que as condig¢des de contorno relativas a forg¢a cortante q, € ao
momento M devem ser agrupadas em uma Unica condig¢do, relativa a
um esforgo Vn’ denominado for¢a cortante equivalente.

Para tanto, considere-se um ponto P pertencente ao
contorno de uma placa, conforme a Fig. 2.6 - (a), sobre o qual se
define um sistema (n,s), nas dire¢des normal e tangencial ao

contorno, respectivamente.
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d)

FIGURA 2.6. Momentos volventes no contorno da placa

Considerem-se, ainda, dois elementos infinitesimais
de comprimento ds (Fig. 2.6 - (a)), onde, em cada elemento, atua
um momento volvente resultante, dado por Mnsds (Fig. 2.6. - (b)).
Este momento pode ser considerado como um bindrio de forgas de
intensidade Mns’ aplicadas nas extremidades do elemento, conforme
mostra a Fig. 2.6 - (c¢). Tomando-se dois elementos consecutivos
(Fig. 2.6 - (d)), verifica-se que na jun¢do dos elementos existe
uma forca resultante, dada por (6Mns/6s)ds. A soma desta forga com
a forga cortante no ponto P (qnds), resulta na forga cortante

equivalente Vnds, cuja intensidade por unidade de comprimento é&

dada por:
aMnS
= .16
Yo = 9% * s (2.16)
Para o caso particular de n coincidir com os eixos
X, ou x,, pode-se escrever:
oM
vV, = q, + 12 (2.17.a)
1 1 3x2
oM

\ q, + 21 (2.17.Db)
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2.3 Equagdes de Placas em Coordenadas Polares

Na solugdo de certos problemas, & conveniente que a
equagdo diferencial, assim como as outras relagdes, estejam
referidas a um sistema de coordenadas polares. E o caso da solugido

fundqmental para problemas de placas.

Assim, para se obterem as relag¢des vistas
anteriomente em um sistema de coordenadas polares, considere-se a

Fig. 2.7, onde estdo indicados os dols sistemas.

P(Xl,xz) r

9
el

QQV

FIGURA 2.7. Sistemas de coordenadas cartesianas e polares no plano

da placa

Um ponto P de coordenadas (Xl, xz) pode ser
definido em funcdo de r e o, que sdo, respectivamente, a disténcia
deste ponto & origem do sistema de coordenadas e o dngulo entre o
segmento OP e o semi-eixo positivo Oxl. Considere-se, ainda, t
como sendo o versor correspondente & direg¢do perpendicular a r.

As equag¢des que relacionam as coordenadas do ponto

P nos sistemas cartesiano e polar sdo:

rcosf (2.18.a)

>
It
I
I

rsend (2.18.b)

o]
Il
H
i



Inversamente, pode-se escrever:

r2 = r. T, (2.19

2
6 = arctg [ T ] (2.19

Através das relag¢des (2.18) e (2.19), obtém-se

relagdes das derivadas:

T
r,, = — = cosf (2.20
1 r
T2
r,, = — = senf (2.20
2 r
r
2 senf
6,, = - —5 = - — (2.21
r
r
1 cosf
6,2 = ;é- = r— (2.21

Derivando-se as equag¢gdes (2.20) em relagdo a 0§ e

equagdes (2.21) em relagdo a r, obtém-se:

ar,l
55 = senf (2.22.
ar,z
55~ = cosf (2.22.
06
1 senf
el 5 (2.23
r
a6 .
"2 cosf
5 = - r2 (2.23.

Os cossenos diretores correspondentes ao versor

indicado na Fig. 2.7, sdo dados por:

.23,

.a)

.b)

as

.a)

.b)

.a)

.b)

as
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tl = -r,, = -senf (2.24.a)
t2 = r,, = cosf (2.24 .b)
: Substituindo-se (2.24) nas equac¢des (2.21),

(2.22) e (2.23), estas podem ser escritas na forma:

0,. = }-‘— (2.25)

ar,i

a5~ b (2.26)

26, . t,

e - (i=1,2) (2.27)
r

Podem-se escrever os deslocamentos w em fung¢do de r

e 0 e obter suas derivadas em relagdo & coordenada genérica X,

ow aw . ow . (2.28)

A partir desta equagdo, pode-se definir o operador

diferencial de primeira ordem:

9 4 (2.29)

o qual, aplicado em (2.28), resulta em
d d adw ow
w’ij = [ 3 Tvi * 5?'6’1] [ 3T r,j + 55 6,j] {2.30)

Desenvolvendo-se as derivadas, obtém-se:

2 or
0w ow "j 0w
Wiy =T g;f (r,; r'J) *aT [ 06 6’1] * 3ro6 [G’Jr'1 * 6’1r’3] *
) w a6, N \ BG,J ] ) azw o 0 ) 2 31)
a6 or ! 6 " 662 " "
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Para os casos em que O problema apresenta simetria
em relagdo & origem do sistema de coordenadas polares, como ocorre
no problema fundamental de placas, o deslocamento w & fungédo
apenas de r, Jj& que ndo varia com f§. Neste caso, a equagao (2.31)

pode ser escrita na forma:

w -—@ (r r ) + gﬂ ar, 0 (2 32)
ij 2 4T dr 00 ' ’
dr
Tendo em vista (2.25) e (2.26), é possivel, entdo,

definir o operador diferencial de segunda ordem, a partir de

(2.32), como sendo:

2 d2

5 (2.33)

s = (r,.1r,.)
6X16Xj LA
O operador de Laplace em coordenadas polares, para

os casos em que w = f(r), é obtido utilizando-se os 1indices

= t t = 1.

repetidos em (2.33) e considerando-se que L v By

Tem-se, entdo:

VZ a2 a2 . 2
0x, 0x 2 2 !
k Tk 0 ) 6X2
ou seja,
2 1 d
2 L1 4 (2.34)
2 r dr
dr

Neste caso, a equacdo diferencial de placas escrita

em coordenadas polares fica:

2 . 2
Vol = d ", 1d dw 1 dw -2 , (2.35)
2 r dr 2 r 4ar D
dr dr
ou, ainda,
2 3 2
dw 2dw 1 dw 1 dw g (2.36)
4 r 3 2 2 3 dr D
dr dr r dr r
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As expressdes dos esforgos também podem ser obtidas

em coordenadas polares; utilizando-se os operadores (2.33) e
(2.34) nas equag¢des (2.8), obtém-se os momentos:
2
.. = -D dw [64 v + (1-v) (r,.r, )]+
ij dr2 1] J
1 dw
P 1dw [61,jv . (1—V)(t1.tj)]} (2.37)
Através dos operadores (2.29) e (2.34), obtém-se a

derivada de terceira ordem, dada por:

3 2
d w 1 d°w 1 dW’J
w, . T, . [ + = - e = , (2.38)
k ki i dr3 r er r2 dx
a qual, substituida em (2.11), resulta na expressdo das forgas
cortantes:
Fw 1dw 1 dw
g, = -Dr,. b= = - e = (1=1,2) (2.39)
i i 3 r 2 2 dr
dr dr T

Conhecidas as expressdes dos wmomentos e das
forcas cortantes em coordenadas polares, podem ser deduzidas as
expressdes de Mn, MnS e Vn, nestas mesmas coordenadas, para um
ponto genérico P do contorno, onde n e s sdo, regpectivamente, 0S8

vetores normal e tangente ao contorno, com origem em P (Fig. 2.8).

Xy
0 —

“7 _CONTORNO
DA PLACA

FIGURA 2.8. Vetores n e s no ponto P do contorno da placa
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Substituindo-se (2.37) em (2.14) e (2.39) em

(2.15), obtém-se as equagdes:
a2 w 2 1 d 2
Mn = -D { Z[V + (1-v)(r,.n,) ] + = —E[V + (1-v)(r,.s.) ]} (2.40)
i r dr i
dr
Fw 1 dw
Mns = =D (1“1") (r,ini)(r,jsj>[—2 - }'—d——f) (241)
dr
Sw 1 dw 1 dw
9, = ‘D“’wnﬂ( T YT T2 7&] (2.42)
dr d

Para se obter a equagao da forga cortante
equivalente Vo definida em (2.16), em coordenadas polares, é
necessirio, inicialmente, obter-se a derivada de MnS em relagdo a
direc3o s. A Fig. 2.8 mostra que os produtos escalares envolvidos
em (2.41) podem ser expressos em fungdo do &dngulo B, através das

equagdes:

cosf (2.43.a)

R
s
I

H
0
I

cos [ % + 6J = -senf , (2.43.b)

os quais, substituidos em Mns’ produzem a expressao:

d w 1 dw
Mns = D(l—V)cosBsenB( — " T ar J (2.44)
dr
Desta foyma, a derivada de MnS em relagdo a s &
dada por:
oM M oM
ns ns 40 ns Or (2.45)

ds - 88 9s © “dr Os '

uma vez dJue Mns depende de r e f. Analisando-se a Fig. 2.8,

podem-se escrever, ainda:
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35 = Y/iS; = -senf (2.46)
08 _ 1 _ cosB
: ds R r ! (2.47)

onde R é o raio de curvatura do contorno no ponto P.

De (2.44), obtém-se as derivadas de MnS em relagao
a B e r, as quais, substituidas em (2.45), juntamente com (2.46) e
(2.47), produzem a equagao:
M 3 2
ns 2 d w 1 dw 1 dw
—s = D(1-v) cosﬂ[sen B [— — " T > * 37 ar ] +
dr dr r
4sen2B—l dzw _ 1 dw N
r d 2 r dr
r
D(1-v») 2 dzw 1 dw
+ T—- (1‘2881’1 B){ ? - ;‘— g]—:‘ ] (248)

Levando-se (2.42) e (2.48) em (2.16), obtém-se a

expressdo de Vn:

2 3 2
1 d w 1 dw 1 dw
V =-D(1-v) (n, T, ){“s r, ] ][ , L dw 1 dw)
n i J 1-v dr3 r er r2 dr
1-4(s.r )2 2
J ' d w 1 dw
* 7 ~rar)f *t
r dr
D(1-v) 27(d8%w 1 dw
R [1'2‘511"1) ][Q T a?] (2.49)

2.4 Solugdo Fundamental de Placas

Para problemas que tém como base o uso de equagdes
integrais, & necessario o estudo das solug¢des fundamentais.
Define-se como problema fundamental o caso particular de uma placa
de dominio infinito, denominado dominio fundamental, sujeita a uma

carga transversal unitdria em um ponto genérico g deste dominio.
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Assim, a solugdo fundamental deste problema é o
deslocamento transversal w em um ponto p qualquer, denominado
ponto de deslocamento ou campo, devido & carga unitéria aplicada

em g, chamado ponto de carregamento ou ponto fonte (Fig. 2.9).

DOMINIO
INFINITO ™

FIGURA 2.9. Pontos de carregamento g e de deslocamento p

Pode-se definir este carregamento unitdrio através
da distribuicdo delta de Dirac, denotada por 6(q,p), cujas

propriedades sdo:

0, para p % g . (2.50.a)

6(g,p)

(2.50.b)

0, para p

i
Q

6 (g, p)

Para uma fung¢do continua qualquer ¢ tem-se que:

[ ¢ sta,p) a, = ¢(a) , (2.51)
Q .
0

uma vez que:

(2.52)

1l
s

J 5(q,p) do_
Q

¢ 0}
ou seja, a resultante do carregamento definido pela distribuigéao
delta de Dirac sobre o dominio fundamental é uma forga unitaria

aplicada no ponto g.
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Portanto, a solug¢do fundamental é obtida a partir
da equagdo diferencial (2.13), substituindo-se g pela distribuigdo

delta de Dirac, isto é:
292y, - 6(a.p) (2.53)

onde w representa a solug¢do fundamental. Esta equac¢do, para todos

os pontos do dominio fundamental, com excegdo do ponto g, fica:

*
vzvzw = 0 (2.54)

Considerando-se um sistema de coordenadas polares

com origem em g, levando-se em conta a simetria existente e também

a equagdo (2.35), pode-se escrever:
* 2 a Pw dw”
NI RPN (< SN . w o Lldw o (2.55)
2 r dr 2 r dr
dr dr
ou seja,
2 * 3 * 2 * *
dr dr r dr r

Apb6s as integracgdes, verifica-se que a solugao

desta equacdo é dada por:

C 2
2 r
wo= g T ¢inr + (C2 - Cl) F CBan + C4 , (2.57)

5t C3 e C4 sdo constantes.
Levando-se em considera¢do a condig¢do de simetria

onde Cl’ C

*
em relacdo ao ponto q (Fig. 2.9), pode-se escrever que dw /dr = 0,
para r = 0, obtendo-se:
C, =0 (2.58)

A constante C1 pode ser obtida a partir da condigdo
de equilibrio das forgas verticais atuantes em um circulo de raio

r, como mostra a Fig. 2.10, cujo centro é o ponto g de aplicagao

da carga unitéaria.
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a) bl

FIGURA 2.10. Forgas atuantes no circulo de raio r e centro g

Assim, a forca cortante equivalente Vn em um ponto
p da circunferéncia, necessdria para equilibrar a carga unitéaria,

vale:

Vv o= - (2.59)

A expressao de Vn, dada na equag¢do (2.49), neste
caso, é apenas funcd3o de r, ja que o angulo f é nulo para todos os

pontos da circunferéncia; portanto, tem-se:

3 * 2 * *
L 1? v ] (2.60)
r

[N

|

o)

Substituindo-se (2.60) em (2.59) e expressando-se

Vn em funcdo do Laplaciano em coordenadas polares, tem-se:

2
d dw 1 dw 1
- Daf[ 7~ " radr ] = T (2.61)
dr
Das equag¢des (2.57) e (2.61), obtém-se:
1
- : 2.62
C1 271D ! ( )

este valor, substituido em (2.57), juntamente com (2.58), leva a:
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*
W =~—1—r2£nr+£—[C2- 1 ]+C4 (2.63)

As constantes C2 e C4 sdo obtidas a partir das
condi¢des de contorno para um problema qualquer da placa. No caso
do pfbblema fundamental, onde o raio é infinito, estes wvalores
podem ser quaisquer. BEZINE (1978) e STERN (13979), por exemplo,

adotam os valores:

1

C = 7 € Cp =0
Neste trabalho, seguiremos a sugestdo de DANSON
(1979), que adota C2 = C, = 0. Portanto, para estes valores,
obtém-se a seguinte solugédo fundamental, em termos dos
deslocamentos:
* 1 2 1
= - = 2.64
W 55 ¥ [ inr 5 ] ( )
Além dos deslocamentos, ha interesse de outros
valores do problema fundamental. A partir de (2.64), podem-se
obter a derivada dos deslocamentos e os esforgos, dados em (2.40),
(2.41) e (2.49), em um ponto genérico p, segundo um sistema de
coordenadas (n,s) qualquer (Fig.2.9). Lembrando-se que, no caso,

*
w é apenas funcdo de r, obtém-se:

ou seja,

9w X ¢nr(xr,.n,)
én ~ 47D U

(2.65)

Obtém-se, ainda, as equagdes:

[(1+V)£nr + (1—V)(r,].r11.)2 + V] (2.66)

3
»VA
=
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(1-v)(r,.n ) (xr,.s,) (2.67)

onde r é a distadncia entre os pontos p e g, a qual & dada por:

2 2y1/2
r = {[xl (p) - %, (q)] + [Xz (p) - X, (q)] } (2.69)

Ha interesse, também, em se determinar as derivadas
dos deslocamentos e dos esforcos fundamentais em relagdo a uma
direcdo m de um sistema qualqguer de eixos cartesianos (m,u), com

origem no ponto q (Fig. 2.11).

1

FIGQURA 2.11. Sistemas de coordenadas (m,u) e (n,s)

A derivada de w*, dada por (2.64), em relagdo a

direcdo m, é:

ow dw dx (2.70)
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onde

or or 7 9 (2.71)

om ox, {q) dm ! )
sendo m,o = 6xi(q)/6m os cossenos diretores de m em relacdo ao
sistema de coordenadas (Xl, x2). Portanto, tem-se:

or _ __0r (2.72)

om axi(q) i

As derivadas de r em relacdo a direcgédo X, definida

no ponto g, sdo obtidas a partir de (2.69) e valem:

dr x; (q) -x,; (p)
or, . S, .-r,. 1, .
SR N O B B B (2.74)
axj(q) r i

Substituindo-se (2.73) em (2.72), obtém-se:

8r _ ;oo , (2.75)
dm i
que, levada em (2.70), resulta em
a *
w r
g—rn— = - m inr (r,1m1) (2-76)
Da mesma forma, tendo em vista (2.74), obtém-se,
das equagdes (2.65) a (2.68), as expressodes:
3 (dw 1
w .
o 2] = .77
om [an ] 47D [(r’imi)(r’jnj) * (mini)enr} (2.77)
*
OMn 1
T = I {(1+V)(r, m,) + 2{(1-v) (x, n1)[(m nj) +

- (r,.m.)(r,knk)]} (2.78)
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(2.79)

2{m.,s.) (r,, n )—(m.n.)(r,ksk)] + (3—V)[(mini) +

J "k Tk

(2.80)
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3 EQUAC6ES INTEGRAIS PARA FLEXAO DE PLACAS

3.1 Introdugédo

Para a aplicagdo do Método dos Elementos de
Contorno, é necessaria, inicialmente, a obteng¢do de egquagdes
integrais que definam o problema. Estas envolvem as solugdes
fundamentais vistas no Capitulo 2 e relacionam o deslocamento w(q)
e sua derivada direcional dw(qg)/dm de um ponto g do dominio da
placa com os deslocamentos e esfor¢os no contorno. Tais equagdes
podem ser obtidas através do método dos residuos ponderados, ou a
partir do Teorema da Reciprocidade de Betti.

Neste Capitulo, estas equag¢des serdo obtidas a
partir da aplicagdo do primeiro Teorema de Betti a uma placa
submetida a dois carregamentos ndo simultdneos g e g*, os quais
ddo origem a dois estados de tensdo e deslocamentos distintos.
Apds a integracdo da expressdo obtida pelo Teorema, chegar-se-& as
equagdes integrais para pontos do dominio da placa e,

posteriormente, para pontos do contorno.

3.2 Equagdo Integral para um Ponto do Dominio da Placa

Considere-se uma placa isdétropa qualquer de
contorno I' e dominio Q, submetida a um carregamento g distribuido
em uma &area de dominio Qg. Pode-se admitir que esta placa esté
contida em outra, de dominio infinito Qoo e contorno Fm, conforme

mostra a Fig. 3.1.
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FIGURA 3.1. Placa de dimensdes finitas, contida em uma placa

infinita

Admita-se, entdo, que a placa de dominio finito é
*

submetida a dois carregamentos ndo simultdneos g e g , onde O

simbolo * & utilizado para definir o carregamento e solugdes

fundamentais. Assim, associados a estes carregamentos, tém-se as

* *
superficies eldsticas w e w , os estados de tensao Uij e Uij e
*
seus respectivos estados de deformagao eij e eij’ podendo-se

escrever o Teorema de Betti (BETTI, 1872) da seguinte forma:

J’ o €. .dV = f 0. €. .dv (i,9=1,2,3) (3.1)
ij i
v v
Denotando-se por U o segundo membro da equagao

(3.1) e desprezando-se as deformagdes por cisalhamento transversal

e as tensdes relativas. a diregdo Xq normal ao plano da placa,

tem-se:
* * * d (3 2)
U = J (011611 * O0y,€,, + 2012612) v .
Vv
Substituindo-se, em (3.2), os valores dados pelas
equacdes (2.3) e (2.5), integrando-se ao longo da espessura e

levando-se em conta as equagdes (2.6) e (2.8), obtém-se a
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expressdo de U em fungdo de uma integral sobre o dominio @, dada

por:
U ’ i,
- J (M, W, ,)dR (i,5=1,2) (3.3)
Q
Aplicando-se o} teorema da divergéncia, ou
integrando-se (3.3) por partes, em relagdo a coordenada Xj’
obtém-se:
* *
U:—J M..w,.n.dl‘+JM..,.w,.dQ (3.4)
i T3 LIV 1
r Q

onde nj s3io os cossenos diretores do versor normal ao contorno da

placa, indicado na Fig. 3.2.

FIGURA 3.2. Sistema de coordenadas (n,s), normal e tangencial ao

contorno

Integrando-se novamente por partes a integral de

dominio que obteve-se em (3.4), vem:
* * *
U = —J M, .w, . n.dI’ + J M,.,.wn,dl - J M, .,..w dQ (3.5)
1) T ] 1)) 1 1)1
T r Q

Considerando-se a equacio diferencial de placas em
funcio dos momentos (2.12), a equagdo de equilibrio (2.10) e a

equacdo (2.15), obtém-se para U a seguinte expressdo:
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* * *
U = —J Mijw’injdr + J q,w dar + J gw dQ (3.6)
r r Q

*
As derivadas de w em relacdo a coordenada X, sdo:

;o _ 9w 0w 9n | dw 3s
: i T 9x.  Odn 0x, ds 0x. !
I 1 1
ou seja,
* dw ow
W w
oo Tam N ot as Sy ' (3.7)

sendo Si os cossenos diretores do versor tangente ao contorno,

conforme a Fig. 3.2.

Substituindo-se (3.7) na primeira parcela do
segundo membro da equagdo (3.6), tem-se:
d * d * * *
w w
U = _I{Mijninjan + Mijsinjgg_JdF + J q,w ar + I gw dQ (3.8)
r r Q
Tendo em vista as equagdes (2.14), pode-se
escrever:
oW ow .
Y w *
U = - J{MHEH— + Mnsw - qnw ]dF + J gw dQ (3.9)
T Q

. Pode-se, agora, integrar por partes o segundo termo
da integral sobre o contorno que figura no segundo membro da

equac¢do (3.9), obtendo-se:

. r
aw* 2 oM

* ns *
J[Mnsw]dr = [Mnsw ] - J as—' w dar . (310)

r Fl r

onde r, e r, representam os limites do contorno no qual se realiza
a integragao.

Para contornos fechados, cuja representagao
paramétrica e a respectiva derivada sejam continuas, a primeira

parcela do segundo membro de (3.10) se anula. Quando existem
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angulosidades ou cantos no contorno, esta parcela ndo se anula,

dando origem &ds reacgdes de cantos.

Pode-se reescrever esta parcela sobre todos os
lados do contorno, em funcdo da reagdo Rci de cada canto genérico

i, indicado na Fig. 3.3, a qual é dada por:

R. =M . -M . (3.11)
C1 nsi nsi

+ - .
sendo Mnsi e Mnsi’ respectivamente, os momentos volventes

posterior e anterior ao canto i (Fig. 3.3).

FIGURA 3.3. Momentos volventes em um canto i1 da placa

Assim, considerando (3.11), a equagdo (3.10) pode

ser eXpressa por:

N
* c

ow * aMns * (3.12)
I[Mnsas )dF - 2 RejWei - J ds w dr .
T i=1 T

*
onde NC é o numero total de cantos no contorno e wo, & o valor do
»

*
deslocamento w no canto i. Substituindo-se esta equa¢do em (3.9),

tem-se:

* NC
* ns % ow * *
= P - Yo .13
U = f[qnw t 35 w - Mo ]dF + X R W.i + ng dQ (3 )
r i=1 Q

Considerando-se, ainda, a definig¢do de Vn, dada em
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(2.16), e também que a carga g estd distribuida em Qg, chega-se a:
N
V * d * *
H W - ME—J r +ZR W J-gw e, (3.14)
T i=1 Q
g

De forma andloga, pode-se desenvolver o primeiro

by

membro da equag¢do (3.1), obtendo-se:
* d * * *
joijGij vV = J[Vnw - Mn E—Jdr + Z R iVt Jg wdQ2 (3.15)
\Y r i=1 Q
Assim, a partir das equagdes (3.1), (3.14) e

(3.15), tem-se:
N
c
* * aw * *
J[Vnw - Mn gﬁ]dr + z Rciwci + Jg wdQ =
r i=1 Q

N
c

*
* Jw * *
= J(Vnw - Mn W}df + Z Rciwci + ng ng (3.16)
r i=1 Q
g
*
Como foi mencionado, admite-se que g seja uma

carga unitdria aplicada em um ponto g gualquer do dominio da placa
e que sua representagdo matemdtica é a distribuigdo delta de
Dirac, &(g,p), conforme (2.50). Assim, os deslocamentos e esforgos
fundamentais, associados a este carregamento, sdo fungdes do ponto
de aplicacgdo da carga, chamado ponto de carregamento g, e do ponto
de deslocamento p no dominio; se este uUltimo ponto estiver no
contorno da placa, é representado por P.

Jid os deslocamentos e esfor¢os provenientes do
carregamento real g sdo ‘fun¢gdes apenas do ponto p, onde os efeitos
de g sdo medidos, pois a posigdo deste carregamento & fixa.

Substituindo-se, entao, g* por &(g,p), em (3.16), e
usando-se a representacdo de cada variavel em fungdo dos dois
pontos, g e p, para os valores fundamentais, e de um ponto apenas,

em caso contrario, obtém-se:
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§2 r
N
¢ *
f},Zchi (CI,P)WC1 (P) = J[Vn(P)w (g,P) - M (p)%‘;"_l (q,P)]dF(P) +
r
N
C
* *
+ Y R (P)w  (q,P) + Jg(p)w (a,p) dQ (p) (3.17)

Levando-se em conta a propriedade da fun¢do delta

de Dirac, dada em (2.51), tem-se que:

Jé(q,p)w(p)dQ(p) - wiq) (3.18)
Q

sendo w(g) o deslocamento no ponto de carregamento, devido a carga

g. Substituindo-se (3.18) em (3.17), obtém-se a equacdo:
* * a
wig) + J{Vh.(q,P) w(P) - M (q,P) % (P)]dF(P) +
r
N
¢ *
* * aw
+1=1RC1(q,P)wci(P)=J[Vn(P)w (q,P)-M (P)EH~(q,P)]dF(P)+
r
N
c
+.Zchi(P)wci(q'P) + Jg(p)w (q,p)ng(p) (3.19)
i= Qg

Esta equagdo é a representa¢do integral do
deslocamento w de um po;to g, envolvendo as solu¢des fundamentais
obtidas no Capitulo 2, sendo fung¢do das variaveis do contorno; no
caso, estas varidveis sdo os deslocamentos w(P), dw(P)/dn e wci(P)
e os esforcgos Vn(P), Mn(P) e Rci(P)'

A partir de (3.19), pode-se obter, também, a
equacdo integral da derivada direcional do deslocamento em relagdo
4 direc3o m, para um ponto g da placa, conforme indicado na Fig.

2.11. Derivando-se, entdo, w em relacdo a m, obtém-se:
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* *

ow (q) avn aMn ow ci
om + Bm—(q,P)w(P) T Im (q,P)E}l—(P) dr (p) +. Tm (g,P)w__. (P)=
T

1 J{Vn(P)%(q,P) - Mn(P)ga[g—x——(q,P)]}dF(P) "
T
NC *
awci aw*
+ LRy Pl (ap) ig(mW(q,p)ng (p) (3.20)
g

3.3 Equagdo Integral para um Ponto do Contorno da Placa

Para a formulacdo de problemas de flexdo de placas
através do Método dos Elementos de Contorno, além das equacgdes
(3.19) e (3.20) para pontos do dominio, h& necessidade da obtencdo
de equac¢des integrais para pontos do contorno, os quais serdo
denotados por Q.

Para isto, considere-se a Fig. 3.4, onde tem-se um
ponto Q, inicialmente no contorno; este ponto torna-se interior ao
dominio pelo acréscimo de um contorno circular Ff' centrado em Q,

com raio §, e pela retirada da parcela I, indicada na Fig. 3.4.b.

X2

al b)

FIGURA 3.4. Contorno circular acrescido a um ponto Q de um canto

da placa
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Apbs esta modificag¢do no dominio da placa, a
equagdo integral para o ponto Q pode ser escrita, a partir de

(3.19), da seguinte forma:

* ow

wi@) + [V prw - (e ge e |are)
: Tr-T
N -1
C
[V* (0,P)w(p) - M (0,2)2%(p) lar, (p) + Z R . (Q,P)w . (P) +
n <! n <" 9n £ ci ! ci
i=1

+ R, (P)u, ,(Q,P) + | g(p)w (0,p)d, (p) (3.21)
A
Q
g

Assim, o ponto Q serd do contorno quando o raio ¢
tender a zero e w(Q) serd calculado na condigdo limite; portanto,

vem:
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w(©) + Lim [V (@ P)u(e) - w (0,21 5Y (») |ar(e) 4
F—)O I‘*f
+ lim J[V*(Q P)w(P) - M (Q p)Qﬂ(p)]dr (P) +
n <’ n <'""dn ¢

f—)q Ff

N -1

C
+1=1RC1 (Q,Plw_, (P) + %ign[ch— (Q,P)wcx_ (P) + R K (Q,E’)wc>\+ (P)]=

- lim J[vn(p)w* (0,P) - Mn(P)g—g——(Q,P)]dI‘(P) N

N -1
. c

. * ow
+ 1im [[v, @) @B - M @ 50, p) [ar )+ ) R

£=0 Ff i=1
* * *
: %i?[RCA'(P)WCA'(Q,P) : RCA+(P)WCA+<Q,P)] + g1 @ pran, ()
Q
g
(3.22)
Os limites das integrais sobre o contono (I' - r)

nas equa¢des anteriores, resultam no valor principal das mesmas;

assim, tém-se:

lim J[V:(Q,P)W(P) . M:(Q,P)%% (P)]dF(P) -

_1:—)0 I_,_f

=fﬁpqmwh-mﬁgm%<mkmm (3.23)
T
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lim j[vn<p>w*(Q,p) _ Mn(p)gg_<g,p)]dr(p) }

I'>0 r-T

- “vn(P)w* (Q,P) - Mn“”% (Q,P)]dF(P) (3.24)
5 T

A parcela de (3.22) referente & integral sobre o

trecho T envolvendo w(P) e 0w(P)/dn, pode ser reescrita da

gl

seguinte forma:

. * * ow
Lin [l @ mue - w e fe ar, @) -

Ty
. * * dw ow
- 1in [{v 2 [wierw@] - w e [Ee - o]} ar @
&-0 r
¢
. * . * ow
+ 1im th(Q,P)w(Q)dfg(P) - lim JMn(Q,P)ga(Q)dfg(P)
f—>0 T f—)O r
¢ § (3.25)
Considerando-se valida a continuidade, ou,

utilizando-se a condi¢do de Hélder (JASWON & SYMM, 1977), dada

por:
al(P.O)
[w(P) - w(Q)]| s Clr (3.26.a)
e
o, (P,Q)
g% (P) - gg Q| s ¢,r 2 , (3.26.b)
onde C1 e C2 sdo constantes e 0 < o s 1, comi =1, 2, a primeira

integral de (3.25) se anula. Como w(Q) e dw(Q)/dn sdo valores do
dominio e ndo variam, portanto, ao longo de Fg, a equa¢do (3.25)

fica:
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lim Hv: (0,P)w(p) - M (0,P)J¥ (P)]dFE(P) -
£-0 .
3
- w(0) Lim [vI(0,P)dr, (p) - §8(Q)Lim [w (0, P)dr, ()
£-0 E-0
Ty Uy (3.27)
Substituindo-se em (3.27) os valores de V:(Q,P) e
M;(Q,P), dados em (2.68) e (2.66), respectivamente, e
considerando-se, ainda, que, no caso, r, ,n,, = 1, r,,s,; = 0O er =
R = £ (Fig. 3.4), obtém-se:
. * ow
Lin [[v) (@ 1w - w0, $2p) Jar, () -
£-0 1.
¢
=w(Q)1lim J 7T dF (P) + aw jz—[(1+v)£nf+l}drg(P)
€—>0 T
¥ ¢
(3.28)
Sendo dfg(P) = §fd¢, a expressdo (3.28) pode ser
indicada na forma:
lim Hv: (Q.P)w(P) - M (Q,P %(P)]drg(m -
£-0 1.
§
ZW-B ZW-BC
—w llmj £dg + W(Q)lim J L 1 (14v)eng + 1]éde
- 2nf dn £50 47 '
0 (3.29)

onde BC & o angulo interno do canto da placa, indicado na Fig.

3.4. Desenvolvendo-se, em (3.29), as integrais, obtém-se:
. * * ow 2whﬁc (3.30)
%i? j[vn<Q,p> w(P) - M (Q,P) EH(P)]drg(P) ) :
r

3



.48.

Analogamente, as demais integrais sobre Ff
indicadas em (3.22) conduzem a valores nulos, assim como ocorre
com os limites das parcelas que envolvem as rea¢des de canto RC.
‘Assim, tendo em vista as equag¢des (3.23), (3.24) e (3.30), a
expressdo (3.22), a qual representa a equag¢do integral para um

ponto do contorno, fica:

<

* * aw
K©@u(@ + [V, (@ Pue) - (0P 52 |ar(e) 4
r
N
¢ *
* * ow
+ TR (@ Pl () = ”Vn (P)w' (Q,P) -M_ (P)W(Q,P)]dF(P)+
i=1 T
N
c
+ z R, (P)w:1 (Q,P) + J g(p) w' (Q.p) ng (p) (3.31)
i=1 Q
g
onde
'BC
K{(Q) = > (3.32)
Para o caso particular em que o ponto Q do contorno
nao pertence a um canto, isto &, f = 7, tem-se:

[of

(3.33)

N[

K(Q) =

De forma anadloga ao efetuado no item 3.2, pode-se
obter a equacgdo integral correspondente a derivada do deslocamento
0w (Q) /dm, para um ponto do contorno, em rela¢do a uma coordenada

genérica m (PAIVA, 1987).
3.4 Integrais de Dominio para o Carregamento

Para a aplicacdo do Método dos Elementos de
Contorno é conveniente transformar as integrais de dominio que
aparecem nas equag¢des integrais (3.19), (3.20) e (3.31),

correspondentes as influéncias do carregamento distribuido na area

Qg, em integrais no contorno Fg.
pPara isto, considere-se a Fig. 3.5, na qual estéo
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representados a regido Qg, seu contorno Fg e o ponto de
carregamento gq. A partir desta figura, obtém-se as seguintes
relagodes:
ng = r dr df (3.34)
r,, n;
dé = —s drg : (3.35)
onde r,, e n, representam os cossenos diretores do vetor r e da

normal ao contorno, n.

Substituindo-se (3.35) em (3.34), obtém-se:

dar (3.36)
g

ng= r dr de
rantdl?;
do - ———

FIGURA 3.5. Regiao carregada Qg

Em consequéncia da mudanca de variavel indicada em

(3.36), as integrais de dominio de (3.19) e de (3.20) sao

expressas por:
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* Ty
J g(p)w (q,p)ng(p) = J Fy B drg (3.37)
Q r
g g
e
) ow oy Iy
J 9(p)5ﬁ—(q,p)ng(p) = f Fo—g— ng . (3.38)
Q r
g g
com
R
F1 = J g(p)w*(q,p)rdr (3.39)
0
e

R *
F, = f g(p)%%—(q,p)rdr . (3.40)
0

onde R é o valor de r para um ponto qualquer do contorno Fg.

Admitindo-se gue a carga g varia linearmente na
regido Qg, a expressdo de gl(p), em relagdo ao sistema de

coordenadas cartesianas (Xl’ x2) é dada por:

g(p) = Axl(p) + sz(p) + C (3.41)

A partir das rela¢gdes entre os sistemas de
coordenadas cartesianas e polares, com origem em g (Fig. 3.5), as

gquais s3o dadas por:

xl(p) = xl(q),+ rcosf (3.42.a)
xz(p) = xz(q) + rsend . (3.42.Db)

pode-se escrever o carregamento g(p) na forma:
(3.43)

g(p) = Arcosf + Brsenf + g(q) p
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onde g(qg) é& o valor da intensidade da carga no ponto g, ou seja:

glg) = Axl(q) + sz(q) + C (3.44)

*
Substituindo-se (3.43) e w (q,p), dado pela equacdo
(2.64), em (3.39), obtém-se:

R
2
_ r 1
Fl- j[Arcos@ + Brsenf + g(q)] 57D (¢nr - E)rdr (3.45)
0
e, como g(gq) & constante, tem-se que:
R
F. = 1 J(Acose + Bsen@)r4(£nr - l)dr +
1 8D 2
0
R
g(q) 3 S
+ 27D f r~ (¢nr 2)dr (3.46)
0

Fazendo-se a integra¢do em rela¢do a r, obtém-se:

1 5 7 glg) .4 3
F1 = 4OWD[R (¢nR Ia)(ACOSB + Bsenﬁ)] + 354D R (&nR Z) (3.47)
Substituindo-se (3.47) en (3.37), chega-se a

integral de dominio transformada em uma integral sobre o contorno

T
g

1 4 7 .
+ 207D J R (EQR - 1p) (Rcosf + Bsenf) r,ining (3.48)

T
g

Procedendo-se de forma semelhante, pode-se obter
Fyy dada pela equagdo (3.40), substituindo-se os valores de g(p) e
aw*/am, dado por (3.43) e (2.76), respectivamente. Assim, a

equacdo de dominio (3.38) também reduz-se a uma equagdo de

contorno, dada por:
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dw _ glq) 2 1
J g(p)am—(q,p)ng (p) = 359D J R™ (ZnR - §)r, m r,inidr‘g+
Q r
g 9
—-1—JR3(enR—l)(A 6§ + Bsen6)r, g
Te75 7 cosf + Bsenf)r, m r,  n g (3.49)

: Fg
Nestas equag¢des, admite-se que a carga g(p) tem
variac¢d3o linear. As cargas pontuais ou distribuidas ao longo de
uma linha podem sexr consideradas como casos particulares, em que o
dominio Qg tende a um ponto ou a uma linha, respectivamente.

Uma outra alternativa para a transformagdo das
integrais de dominio em integrais no contorno & a utilizagdo do
Método da Reciprocidade Mialtipla, sugerido por NOWAK & BREBBIA
(1989) . Para os casos de uma carga g(p) qualquer, as integrais
(3.48) e (3.49) podem ser resolvidas dividindo-se a regido Qg em
subregides menores, ou células, e fazendo-se o somatdério das

integrais sobre todas as células do dominio (SILVA, 1986) .
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4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A PROBLEMAS DE PLACAS
4.1 Introdugdo

A solu¢do analitica das equa¢des integrais de
placas obtidas no Capitulo 3 estd restrita a poucos problemas. Na
maioria dos casos praticos de interesse, é necessaria a aplicacgdo
de métodos numéricos para a obten¢do de solu¢gdes aproximadas.

Neste Capitulo, descreve-se um procedimento
numérico utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno, o qual,
basicamente, consiste na divis3o do contorno da placa em
segmentos, denominados elementos de contorno, sobre os quais as
variaveis w, dw/dn, v, e M sdo aproximadas por fun¢des
previamente escolhidas. Estas fungdes interpoladoras sdo,
geralmente, polinomiais e sdo definidas em fungdo de pontos
previamente escolhidos em cada elemento, ditos ndés ou pontos
nodais.

Desta forma, as equa¢des integrais transformam-se
em equacdes algébricas, envolvendo os valores nodais das variaveis

do contorno, que s3o os valores das varidveis associadas aos nés.

As equagoes algébricas resultantes desta
transformagcdo, gquando aplicadas aos pontos particulares do
contorno ou n3o ({(como a ser visto), d3o origem a um sistema de

equa¢des lineares, onde as incdgnitas sdo os deslocamentos e
esforcos do contorno. Impondo-se as condi¢des de contorno do
problema, pode-se resolver este sistema e, posteriormente,

calcular os valores de deslocamentos e esforgos para os pontos do

dominio.
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Ao final do Capitulo, sdo apresentados alguns
exemplos de solugdo da andlise eléstica linear de placas,
comparando-se com o0s resultados obtidos por outros modelos ou

solugdes analiticas conhecidas.

4.2 Discretizagdo das Equag¢des Integrais

“Le

A discretizag¢do das equa¢des integrais é obtida
através da divisdo do contorno em segmentos, conforme indicado na

Fig. 4.1.

Xz

FIGURA 4.1. Discretizac¢do do contorno da placa

O nuimero e a forma dos elementos sdo escolhidos
visando-se representar de forma adequada o contorno real da placa.
Em cada elemento Fj, as varidveis do problema sdo aproximadas por
fun¢cdes polinomiais. A geometria dos elementos, geralmente, &
linear ou parabdlica e as fun¢des aproximadoras polinomiais podem
ser as fung¢des constante, linear ou quadratica.

Neste trabalho, adotam-se segmentos retos, ou seja,
elementos lineares quanto & geometria, e fun¢gdes polinomiais
quadraticas para a aproximagdo das variadveis em cada elemento.
Assim, a integrag¢do ao longo do contorno transforma-se em uma soma
de 1integrais sobre cada elemento. Estas integrais sdo feitas
numericamente e & conveniente, para tanto, expressar  as

coordenadas de cada ponto P de um elemento em fungdo de
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coordenadas locais homogéneas ¢ (Fig. 4.2), da seguinte forma:

x(P) = ¢ (p) X\ (4.1)

onde

”
—
4y

’f(P) = x, (P) (4.2)
. o' (P) 0
W) = | - - (4.3)
~ 0 ¢ (P)

(1

S

2
N i { (4.4)

2

2

O indice N é utilizado para indicar os valores das
. N
coordenadas nos pontos extremos do elemento. Assim, X; representa

a coordenada na direg¢do i do ponto N.

-

PONTO 1 ( §=-1)

PONTO 2 ( E=+1)

FIGURA 4.2. Geometria do elemento
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O vetor que contém as fun¢gdes aproximadoras em
(4.3) & dado por:
¢1(P)

%2

onde “os ¢i sdao fun¢gdes da coordenada ¢, com origem no centro do

elemento, expressos por:

6, (P) =3 (1 - &) (4.6.a)
1

¢2(P) =35 (1 + ¢) (4.6.Db)

Portanto, a equagao (4.1), que relaciona a

coordenada de um ponto genérico ds coordenadas dos pontos extremos

do elemento, pode ser escrita explicitamente na forma:

(1 )
1
2
xl(P) _ ¢1(P) ¢2(p) 0 0 | ) )
» (P) 0 0 ¢1 (P) ¢2 (P) x;
XZ
2

4.2.1 Aproximagdo das Varidveis do Problema

A aproximagdo das varidveis do problema pode ser
feita de forma andloga & geometria, expressa por (4.7). Porém,
para uma funcdo interpoladora do segundo grau, ha necessidade de
se definir trés pontos nodais em cada elemento, para gque se possa
relacionar as varidveis de um ponto qualquer P do elemento com os

valores nodais destas variaveis.
Estes pontos nodais podem estar em qualquer posigao

ao longo do elemento; considera-se, neste trabalho, os nés 1 e 3
com coordenadas 1locais 51 e 53, respectivamente, e o ndé 2

localizado no centro do elemento, com fz = 0, conforme indicado na

Fig. 4.3.
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FIGURA 4.3. Aproximag¢d3o das varidveis - elemento quadrdtico

Assim, pode-se expressar oS vetores de
deslocamentos u e esfor¢os p em um ponto P qualquer do elemento,

- . N N
em termos de seus valores nodais U e P

interpoladoras ¢ ® e & fazendo-se:

, através de trés func¢des

1’ 2 3!
u(p) =& (p) OV (4.8)
p(p) = & (p) P , (4.9)

ou, explicitamente, na forma:
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¢l
Ul
1
Y,
e {ul(P)}_rl(P) 0 %, (p) 0 & (P) 0 Uir
u, (P — 1
-~ 2 0 @ (®) 0 & (P) o0 @, (P) vl
3
Yy
3
Y,
(4.10)
e
1
P
1
P,
2
pl(P) d>1(P) 0 ‘i’z(p) 0 <I>3(P) 0 P
piFl = p, (P) [~ 0 & (P) 0 & (P) O 5. (p)| | 22 T
- 1 2 3 2
3
P
3
P,
(4.11)
onde ul(P) = w(P) e uz(P) = dw(P)/dn s3o, respectivamente, oS

~ . N
deslocamentos e rota¢des no ponto P do elemento, assim como U1 =

wN e Ug = 6wN/6n sdo estes valores nos respectivos nds, com N = 1,
2, 3.

Analogamente, pl(P) = Vn(P) e pZ(P) = Mn(P) sdo os
esforgos no ponto P e Pq = V: e Pg = Mn, os valores nos pontos
nodais, para N = 1, 2, 3.

As fun¢des quadraticas @i, indicadas na Fig. 4.4,

sdo dadas em fung¢do da coordenada adimensional ¢, por:

1

@1 (P) = W (53-5)5

(4.12.a)
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(4.12.Db)

B
no
jae}
Il
~
|
—
w
oy
<+
[e—y
w
e

¢, (P) = T LT (¢,-¢8)¢ (4.12.c)
3 3 (67430 71 c

b} ¢2 cl (D}

FIGURA 4.4. Fungdes interpoladoras quadraticas

O uso deste tipo de elemento, dito descontinuo,
permite que as varidveis sejam descontinuas em pontos do contorno
correspondentes a ndés adjacentes. Isto ocorre em situagdes onde
existem angulosidades ou vinculagdes diferentes entre elementos
gue concorrem em um mesmo nd. Nestes casos, utilizam-se dois noés
com as mesmas coordenadas para definir um Gnico ponto do contorno,
caracterizando-se, assim, o ponto como "né duplo".

Isto permite que um mesmo ponto do contorno possa
apresentar dois valores nodais distintos de uma mesma variavel,
conforme indicado na Fig. 4.5 - (a), quando os nds sdo definidos

no interior do elemento.



.60.

Ry

al ELEMENTOS DESCONTINUOS b} ELEMENTOS CONTINUOS

FIGURA 4.5. Elementos continucs e descontinuos

Para os casos em que ndo haja descontinuidade das
varidveis de contorno em um nd associado a dois elementos
adjacentes (Fig. 4.5 - (b)), pode-se utilizar o elemento continuo,
fazendo-se os pontos nodais 1 ou 3 coincidentes com os pontos
extremos 1 ou 2 do elemento, que estdo indicados na geometria do
elemento (Fig. 4.2). Neste caso, as fun¢des interpoladoras @i sao
obtidas fazendo-se, respectivamente, gl = -1 ou £3 = +1, nas
equacdes (4.12).

Quando, simultaneamente, os dois nds coincidem com
os pontos extremos, tem-se o caso particular do elemento continuo

nas duas extremidades e, assim, as fungdes (4.12) ficam:

1
& = -5 (1 - £) ¢ (4.13.a)
2
¢, =1 - ¢ (4.13.Db)
o =L (14 £)¢ (4.13.¢)
3 2 : )
Neste trabalho, utiliza-se a combinagdo dos

elementos continuos e descontinuos, ja que a discretizagdo apenas
com elementos descontinuos aumenta significativamente o ndmero de
nés e, por consequéncia, o ndmero de equagdes do sistema, e as
descontinuidades das variaveis no contorno sb ocorrem em alguns

pontos, conforme mencionado anteriormente.

~~
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4.2.2 Transformagdes das Equagdes Integrais em Equagdes

Algébricas

A equagdo integral do deslocamento de um ponto Q
qualquer do contorno, expressa em (3.31), pode ser escrita em

fun¢do dos deslocamentos u, esforgos p e dos respectivos valores

fundamentais, na seguinte forma:

N
C
c(@u(@ + [ P (@ PIuP)ar(e) + Y R, (Q,Plu , (P) =
)

- i=1

*

" j 9(P>ug*<Q,P>ng (r) (4.14)
Q
g
onde
ul(P) w(P)
u(pP) = = (4.15)
~ uz(P) %%(P)
pl(P) Vn(P)
p(P) = = (4.16)
~ pZ(P) Mn(P)
b (0,P) = [v: (Q, P) ) (Q,P)] (4.17)
u (Q,P) = [w* (Q,P) - %;l—(o,p)] (4.18)

(4.19)

[
[Te R
o)
g}

It
£

*
o
lao]
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u(Q) = w(Q) (4.20)

o

[¢

= (4.21)

It

Cc(Q)
’ Apbs a discretizagdo do contorno em N, elementos e
substituindo-se as varidveis por suas aproxima¢gdes em cada

elemento dadas por (4.8) e (4.9), a equagdo (4.14) fica:

+ [ atoru; (0,p)aq, (p) (4.22)

Assim, as 1integrais de contorno gque aparecem na
equagdo (4.22) tém valores conhecidos para cada elemento e
multiplicam os valores nodais das variaveis. Portanto, estas
integrais podem ser calculadas para cada elemento FJ e sdo

representadas, genericamente, por:

h (@) - j p (Q,P)& (P)dI‘j (P) (4.23)
~ -~ ~
J
J * T
g” (Q) = J u (Q,P)® (P)dI‘j(P) (4.24)
~ T~ ~
J
A integral de dominio correspondente ao

carregamento transversal g(p) também pode ser calculada. Como foi
visto no item 3.4, seu valor pode ser obtido com a transformagdo

em uma integral de contorno, representada por:
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t(Q) = j g(p)u (,p)d2, (p) (4.25)
Qg

Portanto, a equag¢do (4.22) pode ser reescrita como

fun¢do dos valores nodais, na forma:

N N
e C
j N *
C(Q)u(Q) +J_er~a (©)U; +1-=21R°" (Q,P)w_. (P) =
N N
e C
_ 3 N *
—jzlg () P +1'2:le1 (Q,P)R_, (P) + £(Q) (4.26)

Apds a soma das influéncias hj(Q) e gj(Q) de todos

os elementos e agrupando-se os coeficientes multiplicativos de um
mesmo valor ncdal, para todos os ndés do contorno, pode-se escrever

a equagdo (4.26) matricialmente:

C(@u(Q) + H(QU + H (Qw_ = G(QIP + G (Q)R + T(Q) ., (4.27)
onde:
N
® H(Q) e G(Q), sdo, respectivamente, os vetores que contém os
coeficientes dos deslocamentos e esforgos nodais, obtidos
através das equacdes (4.23) e (4.24); eles dependem apenas da

geometria e das constantes fisicas do problema;

] HC(Q) e GC(Q) sdo, respectivamente, os vetores dos coeficientes

de deslocamentos e reagdes dos cantos;
e T(Q) & o valor da integral (4.25), resultante da integragdo do
carregamento na regiao Qg.
Em (4.27), os vetores que contém os valores nodais

dos deslocamentos e esforgos U e P, para todos os nds do contorno,

~ -~

e os vetores dos deslocamentos e reagdes dos cantos, w, e RC, sdo:
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N
I S O T 17 L S dw "
N on on on
N N
p' - | vl M> V2 M’ v " M "
_ n n n n
WC = WC W WC
~ 1 ) N
C
RZ = { R, R, R ,
~ 1 2 N,

sendo Nn’ o nimero de nds do contorno do placa, e Nc, o numero de

cantos.
Logo, a equag¢do (4.27) representa a transformagéo

da equacdo integral do deslocamento de um ponto do contorno em uma
equacdo algébrica.

Deve-se observar, ainda, que, no caso do ponto Q
ser um ndé do contorno, o deslocamento u(Q) pode ser escrito em

funcdo dos deslocamentos I% do elemento ao qual pertence este

ponto 0. Desta forma, os coeficientes oriundos destes
A

deslocamentos podem ser incorporados ao vetor H(Q), resultando em:

H(Q)U + H_(Qw_ = G(QIP + G_(QIR_ + T(Q) (4.28)

Como sera descrito no préximo item, os termos
relacionados aos cantos da placa, w, e RC, podem ser considerados
como variaveis do probl?ma, ou, ainda, ser expressos em fungdo dos
valores dos nds vizinhos ao canto, através de um esquema de
diferengas finitas (PAIVA, 1987), (SILVA, 1986). Assim, 0os

coeficientes de HC(Q) e GC(Q) podem ser incluidos nos coeficientes

de H(Q) e G(Q), na equagdo (4.28), levando a equagdo:

H(Q)U = G(Q)YP + T(Q) (4.29)
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4.3 Sistema de Equag¢des

Apbés a discretizagdo do contorno da placa,
deseja-se obter um algoritmo conveniente para a solug¢do numérica
do problema, onde quatro variédveis sdo associadas a cada nd do
contorno, que sdo os deslocamentos w(P) e dw(P)/dn e os esforcos
Vn(P) e Mn(P). Duas destas varidveils sdo conhecidas devido as
condi¢des de contorno impostas.

De um modo geral, gquando um deslocamento Ui é

conhecido, o esforgo correspondente P é incdgnita, e vice-versa.

Nos casos classicos de vinculag¢des em problemas de placas, tem-se:

(a) borda engastada, onde w = 0 e dw/dn = 0, e v.ooe M
desconhecidos;

(b) borda simplesmente apoiada, onde w = 0 e M =0, eV e dw/dn
desconhecidos;

(c) borda livre, onde Vn =0 e Mn = 0, e w e 9dw/In desconhecidos.

Portanto, impondo-se as condigdes de contorno a
todos os nds deste, tem-se 2N incdgnitas no problema. Uma das
alternativas para se obter estas incdgnitas é a montagem de um
sistema de equag¢des algébricas, utilizando-se a equagdo (4.29) e
escrevendo-se duas equag¢bes para cada né do contorno. Além da
equag¢do algébrica do deslocamento, pode ser obtida uma equagao
integral da derivada direcional do deslocamento, descrita no
Capitulo 3, para um ponto Q do contorno, de forma semelhante a

(4.29), mudando-se apenas os valores dos vetores H(Q), G(Q) e

T(Q), em fung¢do das correspondentes solu¢des fundamentais.

Neste trabalho, utiliza-se uma outra alternativa,
gue considera os deslocamentos e as reagdes associadas aos nds de
canto, como variaveis do problema. Tem-se, entdo, que, nos casos
classicos de vinculagdo, um destes valores & conhecido, ou seja,
em cada canto da placa w_ ou RC sdo conhecidos.

Entdo, apds a imposigdo das condigdes de contorno
para todos os nés e cantos da placa, tem-se 2Nn incdgnitas nos
nés, e NC incégnitas nos cantos. Torna-se necessdrio, assim,
aplicar a equacgdo (4.27) ou (4.28), utilizando-se duas equagdes
para cada nd, e uma para cada canto, para a definigdo de um

sistema compativel. O sistema assim definido pode ser escrito na

forma:
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= + , (4.30)

oo
aod|
<
@
@l
=
H

onde :

e H e G sdo submatrizes guadradas de ordem 2Nn’ compostas pelos

vetores H(Q) e G(Q) associados as duas equag¢des de cada nd;

L Hc e GC sdo submatrizes de dimensdo 2Nn X NC, compostas pelos

subvetores HC(Q) e GC(Q) associados as duas equac¢des de cada nd,

correspondentes a w. e RC, respectivamente;

®@ T & o subvetor de 2Nn elementos, constituido pelos coeficientes

de T(Q);

e 4, G, ﬁc e ac sdo, respectivamente, submatrizes semelhantes a H,
G, Hce Gc, provenientes das equag¢des integrais de deslocamento

aplicadas nos cantos da placa; portanto, H e G tém NC X 2Nn

elementos e ﬁc e EC sdo quadradas, de ordem NC;

o Tc é o subvetor semelhante a T, para as equag¢gdes relativas aos

cantos, com NC elementos.

Conforme foi descrito, para a montagem do sistema
(4.30) devem-se ter duas equa¢des associadas a cada nd do
contorno. Neste trabalho, ao invés de se escrever a equagdo de
deslocamento e sua derivada direcional, adota-se uma alternativa
que se mostra mais eficiente em problemas de placas (CALDERON,
1991), (PAIVA & VENTURINI, 1987), que é a utilizag¢do, apenas, da
equac¢do integral do deslocamento. Neste caso, aplica-se esta
equagdo para os ndés Q do contorno e para pontos A fora do dominio,

associados a estes nds, esquematizados na Fig. 4.6.
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! I ! 1 t
[ | | I l
i ! [ ! f
) i )\ 4 i 4
B *— — — —4 - — — o
e —» PONTO DE
5 CARREGAMENTO
j — — — 4 ¢ —— o
A
—Ae—— — — — —4 Oo—————-o
~— — — 4 b — —
*— — — 4 - — —-o
1< 1 1
I : roy | |
( ] I ! [
i 4 ) l 4
FIGURA 4.6. Placa quadrada, com pontos de carregamento no

contorno, cantos e fora do dominio

A posicdo de um ponto A é definida na diregdo

normal ao elemento, a uma distdncia do nd do contorno dada por:

d = al , (4.31)
m

onde a é um coeficiente maior que zero e £ é a média dos
comprimentos dos elementos concorrentes no nd, ou, simplesmente, ©
comprimento do elemento, no caso do nd estar no interior do
elemento.

O valor de a pode ser qualquer; porém, para gue nao
se tenham problemas numéricos no calculo dos coeficientes,
adota-se seu valor entre 0,5 e 1,5, conforme SILVA (1986) e
CALDERON (1991) .
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Como é preciso escrever, também, a equac¢do integral
em cada canto da placa, é necessidrio que os nds situados nos
cantos, ou os pontos de carregamento, sejam levados para o
interior de seus resgpectivos elementos, conforme indicado na Fig.
4.6, uma vez gque estes pontos apresentam as mesmas coordenadas
cartesianas (nés duplos), e levariam a singularidade do sistema de
equagdes. Assim, os elementos que concorrem em um canto sdo
descontinuos, de acordo com o indicado na Fig. 4.4. Desta forma,
uma placa quadrada, discretizada com dois elementos por lado, estéa
representada na Fig. 4.6, onde sdo mostrados os pontos de
carregamento para os quals sdo escritas as equagdes.

Nesta alternativa proposta, na qual se utiliza,
apenas, a equagdo integral de deslocamento para a definigdo do
sistema de equagdes (4.30), pode-se, ainda, representar estas
equa¢des em uma Unica equa¢do mwmatricial, para o ponto Q do
contorno e o ponto A fora do dominio. Para isto, utiliza-se os
valores de deslocamentos e esforgos generalizados e recorre-se a

equagdo (4.14); entdo, vem:

N
c@u(@ + [ p (@ PpuEdr®) « ) p, (QPlw (P) =
|- -

N
" C
- [ W@ pperdr®) ¢ Y ul (@ PIR L (P) 4
r - - i=1"
+ [ gtpru] (@ prag ; (4.32)
5 ~
g
neste caso, tem-se C(Q) = 1/2 para os pontos Q no contorno sem

angulosidade e nulo para os pontos A fora do dominio, uma vez que

o primeiro termo da equag¢do (3.18) se anula, devido & propriedade

da func¢do delta de Dirac, ou seja:

f 5(A,P)w(P)dQ(P) = w(A) = O (4.33)
Q

Portanto, os vetores e matrizes de (4.32) sado dados

por:
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1/2 0
(4.34)
0 0
w(Q)
Vn (QI P) _Mn (QI P)
- i N (4.36)
V (A,P) —M (AIP)
n n
ul(P) w(P)
= (4.37)
u, (P) % (p)
Rci(Q,P)
= * (4.38)
Rc_i (A/P)
w (Q,P) 0w 0 )
13 —5?1_— ’
= . (4.39)
aw
w (A,P) —55—(A,P)
p, (P) v (P)
1 - n (4.40)
PZ(P) Mn(P)
*
{ w_, (Q,P) }
= * (4.41)
w (A, P)
w (Q,P)
= N (4.42)
w (A,P)
equac¢do integral para os cantos da placa é
com o coeficiente C(Q) = B/2m, conforme (4.21).

sistema de equacgdes

lineares

(4.30), montado
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conforme foi descrito, pode ser resolvido isolando-se todas as

incégnitas no primeiro membro, obtendo-se um sistema da forma:

AX =B |, (4.43)

onde X é o vetor das incdgnitas, composto pelos deslocamentos e

b

esforgos nos nbs e cantos da placa.

Resolvendo-se este sistema, obtém-se todas as

incébgnitas no contorno da placa.

4.4 1Integragdo sobre os Elementos

Na obtencdo das equagdes (4.28), necessarias para a
montagem do sistema, os coeficientes de H(Q) e G((Q) sao
provenientes da equacg¢do (4.22), através das integrag¢des sobre cada
elemento que compde o contorno, dadas por (4.23) e (4.24), as

quais podem ser escritas na forma:

n *
by (@) - [ p (@, P18 (Prdr, (P) (4.44)
r,
J
n *
oy (@) = [ w (@, Pre (Prar; (P} (4.45)
T,
J

onde:

® n representa o ndé local do elemento onde se mede a resposta do
carregamento unitdrio aplicado;

® k indica a natureza da resposta medida em P, relativa aos

* *

esforgos fundamentais Vn e M. ou aos correspondentes

* *
deslocamentos w e dw /dn;
® QO & o ponto singular ou de carregamento, localizado no contorno.

Serid o ponto A, se estiver fora do dominio da placa.

E conveniente que estas integrais sejam expressas
em termos da coordenada adimensional ¢. Da relagdo de coordenadas
expressa em (4.7), levando-se em conta a Fig. 4.2, pode-se

escreverxr:
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£
r,=£&5 (4.46)
"sendo ¢ o comprimento do elemento.

Para a mudang¢a de variavel, é necesgsédrio o

determinante do Jacobiano da transformagdo, que tem o valor:

j 4
19l = g7~ = 3 (4.47)
Assim, as integrais (4.44) e (4.45) ficam:
1
e (@) = 5 [ by (@P)e (PraE(P) (4.48)
-1
1
gp (@ = 5 [ u @ Pie (1A (R) (4.49)
-1

Para os casos em que o ponto @ ndo pertence ao
elemento a ser integrado, ou para um ponto A fora do dominio, as
integrais (4.48) e (4.49) podem ser calculadas numericamente,
empregando-se a férmula de guadratura de Gauss, dada pela seguinte

expressdo:

N
g

£(£)d =) w £(£,) : (4.50)
i=1

»-l-t%»—a

onde:

e f(f{) é a funcdo a ser integrada, escrita em relagdo a coordenada
¥

° Ng é o nUmero de pontos de integragdo;

o fi & a coordenada ,adimensional do ponto i de integragédo,

definido em fungdo de Ng;
® w. é o fator ponderador, também definido em fungdo de Ng.

O namero Ng de pontos de integragdo deve ser
escolhido em funcdo de alguns pardmetros, tais como a distancia
entre o ponto Q de carregamento e o elemento a ser integrado, ©O

comprimento do elemento e a fungdo a ser integrada (GIL RODRIGUEZ,

1986) .
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Quando o ponto de carregamento Q pertence ao
elemento a ser integrado, as fung¢des fundamentais envolvidas nas
integrag¢des apresentam singularidades. Nestes casos, estas
integrais devem ser calculadas no sentido do valor principal de
Cauchy, e & conveniente que sejam feitas analiticamente.

Assim, para um né n local de um elemento qualqguer,

<

as integrais (4.48) e (4.49) sdo expressas por:

1
n 2 *
hy (@ =3 [ v, (@ Pe (P1aE(P) (4.51)
-1
1
R (@) = -£ [ M (o,p e (Pras(p) (4.52)
2 T2 J n (Q n :
-1
1
g @ =5 [w e pe (mrae (4.53)
-1
1 *
gy (@) = -+ [ §4-(,p)e, (p)ag(p) (a.54)
-1
Utilizando-se as solugdes fundamentais vistas no
Capitulo 2 e as fungdes aproximadoras dadas em (4.12), estas

integrais podem ser calculadas analiticamente ao longo de um
elemento genérico de comprimento ¢, ao qual pertence o ponto
singular Q.

Na Fig. 4.7, estd3o indicadas a posigdo genérica do
ponto singular Q, denotada pela coordenada adimensional fs, e os
nés 1 e 3 do elemento, com as respectivas coordenadas él e 53.
Tendo em vista as fungdes ¢1 e ¢2, expressas em (4.6), que
relacionam as coordenadas de um ponto genérico as coordenadas dos
pontos extremos do elemento, pode-se escrever o posicionamento do

ponto singular em fun¢do dos seguintes valores (Fig. 4.7)):
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¢ . =-§— (1 - &) (4.55.a)
1
b, =35 (1 + &) (4.55.b)
6/2 6/2

FIGURA 4.7. Posig¢d3o do ponto singular e dos nds em um elemento
Assim, as integrais (4.51) a (4.54) resultam em:

W (Q) =0 (4.56)

+
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N
—
+
@
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¥
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n
3 C
n ¢ T1 3 5 3 5
o} @ = 5r5 { 70,00 enteg 0 - 2w 6 0% niee ) - 2]
Cg 4 3 4 3
e 2@t ntee, 0 - - e 0 e ) - ]
; n
c 23 S ences, ) - 1w 6, 05 (encep, ) - 2]} (a.se)
5 2 2s 0 1s ls 10 :
n
g,(Q) =0 (4.59)
Nestas expressdes, as constantes CT, Cg e (% sao
relativas aos nds 1locais e, portanto, dependem das fung¢des
aproximadoras & $ e & . Estes valores podem ser escritos,

17 2 3
genericamente, na forma:

gL v (g HEES - B

c] - — (4.60.a)
1 SR I NCNEI

28 - (&.+&.)
n _ S i J -b
G TETETTECE) (4.60.D)
3 (4.60.b)

_ -1
R E I SO S 0 B

comn, i, j =1, 2, 3 en # i # j.

Deve-se lembrar, ainda, gque, no caso, o nd 2 esta
no centro do elemento ey portanto, a coordenada adimensional £2 é
sempre nula. Os valores de El e £3 definem o posicionamento dos
nés 1 e 3, respectivamente. No caso de se ter o elemento
descontinuo e, portanto, os nds estdo no interior do elemento,
adota-se, neste trabalho, a coordenada adimensional em mddulo,
entre 0,4 e 0,6, para se ter um afastamento conveniente entre os
ndés locais do elemento.

Os termos do vetor de cargas T, correspondentes as
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integrais de dominio, sdo obtidos a partir de (4.25), através da

integragdo sobre os segmentos lineares em que o contorno do

carregamento é dividido. Estas integrais podem ser feitas
numericamente, através da férmula de quadratura de Gauss,
aplicando-se a mudan¢ga de variavel indicada em (4.46), na

expressdo (3.48).

No caso do contorno Is do carregamento coincidir
com o contorno da placa, em uma determinada regido, pode ocorrer
de se ter o ponto de carregamento Q pertencente aco segmento a ser
integrado. Neste caso, porém, as integrais sdo nulas, uma vez que
o produto escalar r,. n, da equagdo (3.48) é nulo, para qualqguer

ponto do segmento.

4.5 Propriedades da Matriz H

Através da configuragido de equilibrio de uma placa,

pode-se estabelecer duas propriedades na matriz H. Como a andlise

do problema resume-se na solug¢do do sistema de equagdes (4.30),
que relaciona os esforgos e deslocamentos do contorno, é possivel

considerar configura¢des de equilibrio particulares para as

varidveis de contorno.
Para tanto, admite-se um carregamento transversal

nulo e a consideracdo de movimentos de corpo rigido, ou seja,
deslocamento transversal e rotacdo em torno de um eixo arbitrario,
conforme mostra a Fig. 4.8. Estas configurag¢des implicam em que oOs

vetores dos esforg¢os nodais P, das reagdes de canto Rc e dos

termos relativos ao carregamento, T, sejam nulos em toda a placa.

Assim, o sistema de equagdes (4.30) resulta em:

HU +H w =0 (4.61)
C C

Considerando-se um movimento transversal w, na
placa, os vetores relativos aos deslocamentos, em (4.61), ficam

dados por:
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ul - {wo 0 w 0 ... w 0} (4.62)
wo={w wow ... w} , (4.63)

que resulta na propriedade seguinte, envolvendo os elementos das

colunas impares, para qualquer linha i das matrizes H e H :
c

N N
n

C
) hiepgor ¥ ) heyogy = 0 (4.64)
j=1

j=1

Admite-se, agora, uma rotag¢do de corpo rigido «, no

. . . . . - . -> . . .
sentido indicado pelo eixo arbitradrio e , indicado na Fig. 4.8,
onde Dk é a dist8ncia entre um né genérico k e o eixo de rotagao.

Neste caso, os vetores relativos aos deslocamentos, em (4.61), sao

dados por:

T
? = o {Dl cosB1 D, cosB2 e DNn cosBNn} (4.65)
T
woo= o {DC D. ... D, } , (4.66)
~ 1 2 N
C
_oAd
sendo cosﬁj = nkdk'

No caso, ni e dk representam, respectivamente, Os

cossenos diretores da normal ao contorno do ndé j e o versor d.
Substituindo-se, entdo, (4.65) e (4.66) em (4.61), chega-se a

seguinte propriedade:
N
) [h D, + hi,zjcosﬁj] ) hejryDe =0 (4.67)

Estas propriedades podem ser usadas para

verificagdo das matrizes H e Hc, ou mesmo para a determinagdo dos

~ ~

elementos da diagonal principal de H, correspondentes as integrais

com singularidades.
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EIXO ARBITRARIO DE ROTACAQ

FIGURA 4.8. Placa com carregamento transversal nulo

4.6 Deslocamentos e Esforqgos para Pontos Internos

Apds a determinagdo dos delocamentos e esforgos no
contorno da placa, €& necessaria a obtengdo destes valores para
pontos do interior da placa.

O deslocamento w(g) em um ponto interno g é dado
pela equagdo (3.19) que, apds a discretizagdo do contorno, pode
ser expressa matricialmente de forma semelhante & equagdo (4.27).

A partir da equagdo (3.19), pode-se chegar as
representa¢des integrais das curvaturas de pontos internos,
segundo as diregdes x, e x, de um sistema cartesiano com origem no

1 2
ponto g. Assim, tem-se que:
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2 2 * 2
0 wid) + j oV (q,P)w(P) - 7 (q,2) 3% (p) |ar (p) +
axi X, Exi c')xj d. 5}(1. BXJ_ 9535

T
N
‘ azR: azw*
" ) T g (R (B) = J[Vn Pl o, (4B +
c=1 ' 9 r o
N *
32 (0w ’ 0w,
c=1
azw*
+ J g(P)gizgzg(q,P)ng(p) (4.68)
Q
o]

As equacdes do deslocamento e das curvaturas podem
ser escritas através de uma Gnica equagao, denominando-se,
genericamente, os deslocamentos e esfor¢os e suas derivadas,

respectivamente, por u e p. Logo, as equag¢des (3.19) e (4.68) sdo

expressas, semelhantemente a (4.32), por:

1]
H
o
Q
av]
o}
lav]
Q,
!
lav]
+
1~
[ =t
o #*
Ne]
lav]
e
o
o
+
Sy
[Ce]
e}
ot
@ *
Q0
e}
Q,
)]
Q
T

1 Q
g

(4.69)

onde :

ulg) = { 2%w(@ } (4.70)
~ 5x16x2
azw(q)

I%, 0%,
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* *
Vn (ql P) "Mn (qu)
azv: 92 M
(q,P) - (g, P)
6x1 X, axl X,
;j (g,P) = azv* 62M: (4.71)
3% ox, (- P) "%, ax, (4B
1°%2 1772
azv: a%v”
7, 0, 4 ) KX
_ N a * —
w (q,P) —B—r’—l——(q,P)
2w (o p) s aw*( B
5}(15){1 q. Bxlaxl on q.
*
u (q,P) = 2 o) ) 52 aw*( o) (4.72)
- 5x15x2 d. 6x16x2 on ‘4
2 * 2 *
" w d ow
(q,p) - (q,p)
] ax2 x2 x26x2 on |
([ * )
R (g, P)
R
5———5—° (q,P)
X19% 4
pz (q,P) = i azR* \ (4.73)
~ 5——5—° (q,P)
X19% &
a°Rr"
“—1(q,P)
m—xz %, g,
\
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u (q.P) = { 52 * . (4.74)

* - 2 * r (4.75)

Apds a discretizagdo do contorno da placa, conforme
descrito anteriormente, podem-se determinar os deslocamentos e as
curvaturas para N. pontos internos desejados, aplicando-se as
equacdes (4.69) nestes pontos, chegando-se a uma equagdo matricial

semelhante a (4.30), dada por:

‘ { : } { : }
u(g) + [H" H']l{ ~ = [G' G']l{ ~ + T (4.76)
~ ~ ~C W ~ ~C R ~
c C
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sendo U e P os vetores que contém os deslocamentos e esforgos dos

nés do contorno e, portanto, ja& foram determinados anteriormente,

assim como w. € Rc, que sdo os vetores dos deslocamentos e reagdes

dos cantos da placa.

H' e G' s3o matrizes de influéncia dos pontos

b ~ ~

internos, semelhantes a H e G, respectivamente. As matrizes H! e

Gé s3o semelhantes a HC e GC e sdo formadas pelos coeficentes dos

termos provenientes dos deslocamentos e reagdes de canto.

O vetor T' é resultante da integragdo sobre a

regido Qg, dos pontos internos, de forma semelhante ao vetor T.

Os coeficentes das matrizes H', G', Hé e Gé sdo

provenientes das integrais sobre os elementos do contorno

*
discretizado, expressas em (4.23) e (4.24), porém com p (g,P) e

*
u (q,P), definidos em (4.71) e (4.72). Neste caso, estas integrais

podem ser feitas numericamente, Jj& que ndo haverd singularidade
nas fun¢des fundamentais envolvidas.

Os momentos fletores e as forgas cortantes para oS
pontos internos podem ser obtidos a partir das curvaturas,
através das equacdes (2.8) e (2.11), respectivamente.

Substituindo-se os valores das curvaturas (4.68) em

(2.8) e (2.11), obtém-se, explicitamente, os esfor¢os para um

ponto g interno a placa, expressos por:

* * ow
Mg lah = - J[Vn”(q/PW(P) - Mn”(q,P)ﬁ(p)]dr(p) +
T 1] 1)
N *
’ * * aW1J
_ 2 Rt. ‘(q,P)wC(P) + J[yn(P)wij(q,P) - Mn(p)an (q,p)]dp(p) +
c=1 T T
N
c
+ Z RC(P)WZ (g,P) + Jg(p)w:j(q,p)dQ(p) (4.77)
i
c=1 Q
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N
C
ayt@ = -[[V (@ puE - @ egee]are - § R (@ P (2
r Y J cop J
N N
* an c *
- ”vn(p)wj (q,P) - M (P)s= (q,P)}dI‘(P) ) R (P)w_ (q,P) +
r c=1 J
+ Jg(p)w;(q,p)ng(p) . (4.78)
Q
g
onde :
. *v a*v
Vn (q,P) = _DI:V61J mx—'(q,P) + (1‘V)W(q,P)] (4.79)
ij k~k i
P o
M (q,P) = —D[Véij mx—'(q,P) + (1—V)W(Q,P)] (4.80)
ij k- k 107
a2 * a2 *
wo, (q,P) = D[Véij e gx (q,P) + (1—V)6;—‘gx—(q,P)} (4.81)
k Tk i J
6w* 2 2 *
iJ o 2 3w
on (q,P) = D[V61J axkaxk[an (q,P)] +
+ (1-v) o° aw? 2) (4.82)
5 IBXJ '5?1' ql -
. ‘ OZR: GZR:
RC (q,P) = —D|:V61J m(q,P) + (l—V)m(q,P)] (4.83)
ij k- Tk i
3%y’
* d n
Vi (@) = Dy (a7 (4.84)
J Jj k Tk
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. 5 o°m
Mn (g, P) = —Dgi—(gi-gi—(qlp)] (4.85)
J 3 k 7k
* o ( 9%w
g (q,P) = -Dz= [ax 7% (q,P)] (4.86)
J k k
aw* 2 *
J a0 d ow
EH~(qIP) = Dg;f[g;;ﬁ;:[gﬁ(q,P)]] (4.87)
. 5 o°R,
RC (gq,P) = —DH——(W(QIP)] (4.88)
J J k k

Com a discretizacdo do contorno e a aproximagdo das
varidveis e, ainda, com a aplicagdo das equagdes (4.77) e (4.78)
para Ni pontos internos, obtém-se os esforgos nestes pontos,

através da equa¢do matricial:

U P
E = -[H" H"}{ ~ } + [G" Grlj4{ ~ p + T" . (4.89)
N C C
~ ~ ~ w ~ ~ R ~
[ NC
onde :
E_ ) ( )
~51 M1
B M12
?S =4 Sy 1 com %Si= 4 M22 q no ponto 1.
B 9
- N1 . q2
J J

As matrizes H" e G" sido semelhantes a H e G, sendo

determinadas a partir das derivadas das solugles fundamentais

expressas em (4.79) a (4.88).
H" e Gg s3o as matrizes formadas pelos coeficientes

dos termos provenientes dos deslocamentos e reagdes de canto,
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sendo semelhantes a Hc e GC, respectivamente.

O vetor T" &

regido do carregamento Qg

Os vetores que

resultante das integrais sobre a

e & semelhante a T.

contém os deslocamentos e esforcos

dos ‘nés do contorno, U e P, bem como os vetores com os
deslocamentos e reagdes dos cantos, w. e RC, sdo valores ja
determinados.

Assim, para cada ponto interno, sdo geradas cinco
linhas das matrizes H", G, Hg e Gg, relativas aos trés momentos
fletores e 3&s duas forgas cortantes. As integrais sobre os
elementos deo contorno envolvidas nestas matrizes sdo feitas
numericamente.

As derivadas das solug¢des fundamentais que sao
necessarias, expressas nas equagdes (4.79) a (4.88), podem ser
determinadas em relagdo a um eixo particular X definido no ponto
g; sao dadas por:

a *
" r
3;1—((],13) = _m EHI‘I',]. (490)
o 1
w
W(Q,P) = m (r,ir,j + 61J£nr) (4.91)
%W 1
w
- .92
3% 9% (q,P) 7D (1 + 2¢&nr) (4.92)
k k
9 3w 1
w
Ix [axkaxk (q'P’] =~ 33D T (4.93)
9 (ow 1
w
= - . .94
6Xi [Eﬁ_(q'P)} e [r,1(r,knk) + niEnr] (4.94)
9° ow 1
w w
RIS [5n (q'P)] = “gmpp (2T Tey - Oy (mam )
- r,.n, - r ni] (4.95)
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2 (0w 1
5;;5;;[55—(q,P)] = 377D (r’knk) (4.96)
9 9% (ow 1
(q,P)]] = [2r,. (r, n, ) - n,] (4.97)
Exi[axkaxk[an 2nr2D i kK i
oV
n( P) = 1 2(1-v) (r,, s )2[4r (r, n, ) n,J] +
ox, ‘3 xSk ry Ve My i
i 47Mr
- 4(1_V)(r’ksk)(r’knk)si + (3—V)[ni - 2r,1(r,knk)]} (4.98)
o’ v ,
m(q,P) = {2(1~V)(r,ksk) [24r,]r,3(r,knk) +
i J 471y

i
aZV; 1-v 2
5% % (g, P) = - 3 (r,knk)[4(r,ese) - 1] (4.100)
k k mY
2 *
0"V
a n 1-v 2
W[mx_‘qlp)] S {(r’ksk) (247, (x,yny) = angd o+
i k k mr
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62M: .
ax.aX.(q,P) = - 5 {(1+V)(61j - 2r,ir,j) +
i J 47r
_ _ _ 2
+ 2(1 V)[n.n. 2r,jn1(r,knk) (61j 2r,ir,j)(r,knk) +
_ 2r,](r,knk)[n - r, (r,knk)]]} {(4.103)
o, . :
W(qlp) = - > {2(1—1/)[1 - 2(I‘,k1’1k) ]} (4.104)
k k 4Tr
2 *
d 9 Mn 1-v 2
3% g§—5§—(q,P) = - 7 | Tyt 2n1(r,knk) 4r,1(r,knk) (4.105)
i k k mr
*
oM
" (q,P) = - 1V 1op (r n)(r, g ) -n, (r, s ) - s (r, n)
GBS d- anr ri Mo Ty " i TSk i Tkt
(4.106)
o°M
ns (g,P) = 1-v 2{(r, s, ){(r,.n. + r, n. ) +
0x. 0x ! 2 "k Tk i B i
dnyr
+ (r,knk)(r,isJ + r,js1) + (r’knk)(r'ksk)(éij - 4r,1r,J)] +
- (n.s, + n.si)} (4.107)
aZM;s 1-v
mx—'(q,P) = 7 [(r,ksk)(r,zne)] (4.108)
k k mr .
5 a°M"
ns 1-v
s (g @) = [4r’1(r’ksk)(r’£nﬂ) '
i k k mY
- ni(r,ksk) s)(r,ene)] , com 1,3j,k, & = 1,2
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4.7 Aplicag¢8es Numéricas

Sao apresentados, a seguir, alguns exemplos de
aplicagdo da formulagdo desenvolvida na andlise eléstica de
placas, com diversas condi¢des de contorno e carregamento. Os
resultados s&o comparados com os obtidos através de solugdes
analiticas, dadas por TIMOSHENKO (1959), ou com solu¢gdes numéricas
que utilizam o Método dos Elementos de Contorno (PAIVA, 1987),
(CALDERON, 1991), 0s quais utilizam elementos de fungdo
aproximadora linear. Alguns exemplos s3o comparados, também, com

as solugdes numéricas obtidas através do Método dos Elementos

Finitos.

Em todos os exemplos apresentados, utiliza-se o
coeficiente a = 0,25, que define o posicionamento dos pontos de
carregamento conforme a equagdo (4.31), uma vez dgue, com este

valor obteve-se um resultado numérico melhor. Nos elementos com
nés duplos, as equa¢des sdo escritas para fs = +0,6, embora a
variacao de fs entre 0,4 e 0,6 nd3o produza alteragdes

significativas na solug¢des.

4.7.1 Exemplo 1. Placa quadrada com dois lados opostos
apoiadog e engastada nos outros dois, com

carregamento uniformemente distribuhdo

A placa quadrada da Fig. 4.9, engastada em dois
lados e apoiada nos outros dois, submetida a uma carga uniforme,
foi analisada através de diversas malhas de discretizagdo. Sao
apresentados, no Quadro 4.1, os resultados dos deslocamentos e dos
momentos fletores nos pontos A e B, para a discretizagdo com 4, 8
e 16 elementos iguais no contorno. Conforme o esquema apresentado
na Fig. 4.6, nessas diseretiza¢des tém-se, respectivamente, 12, 20
e 36 pontos nodais nos lados da placa, além dos gquatro pontos
localizados em seus cantos. Estes resultados sdo comparados com a
solucdo analitica (TIMOSHENKO, 1959) e com os valores obtidos por
CALDERON (1991), o qual utilizou uma formulagdo semelhante ao
presente estudo, discretizando o contorno com 40 elementos

lineares, e, portanto, 44 pontos nodais nos lados da placa.
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FIGURA 4.9. Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e

engastada nos outros dois

QUADRO 4.1. Resultados do Exemplo 1

3 PONTO A FONTO B
SOLUGOES : 5 > > .
w/(ga /D) [M,, /qa" |M,, /qa M, /qa M,,/qa
TIMOSHENKO| 0,00192 |0,0244 |0,0332 [-0,0209 [-0,0697
CALDERON '} s 50192 |0,0244 |0,0332 [-0,0203 [-0,0701
(40 elem.)
PRESENTE
ESTUDO
(4 elem.)| 0,00192 |0,0244 [0,0332 |-0,0207 |-0,0689
(8 elem.)| 0,00192 [0,0244 |0,0332 |-0,0214 |-0,0713
(16 elem.)| 0,00192 |0,0244 |0,0332 |-0,0209 [-0,0699

Como pode-se observar no Quadro 4.1, a formulagdo
proposta para o Método dos Elementos de Contorno apresenta
excelentes resultados, mesmo quando se utilizam apenas 4 elementos
para a discretizag¢do do contorno. Isto foi observado, também, para

os casos em que a placa encontrava-se apoiada ou engastada nos

guatro lados.
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Como sera visto nos proéximos exemplos, o elemento
com fungdes aproximadoras parabdlicas utilizado no presente
trabalho apresenta melhores resultados que os elementos lineares,
utilizados por CALDERON (1991) e PAIVA (1987), com o mesmo nimero
de ndés no contorno. Portanto, embora nem sempre seja necessario,
os exemplos apresentados neste trabalho possuem malhas com o

méximo de 20 elementos, ou seja, 44 nds no contorno.

Deve-se salientar, ainda, que, conforme foi
observado por PAIVA (1987), a formulagdao gque emprega apenas as
equacdes integrais de deslocamentos é, em geral, superior as

formulagdes usuais do Método dos Elementos de Contorno, as quais

utilizam equac¢des de deslocamentos e suas derivadas.
4.7.2 Exemplo 2. Placa quadrada apoiada nos quatro cantos

A placa quadrada da Fig. 4.10, apoiada apenas nos
cantos, com carregamento uniformemente distribuido, foi
discretizada com 16 elementos iguais e 36 pontos nodais no
contorno. Os resultados desta andlise sdo apresentados no Quadro
4.2, juntamente com os de CALDERON (1991) e PAIVA (1987), que
utilizaram discretizagdo com 40 elementos e 44 nods, e também com a

solucdo analitica de TIMOSHENKO (1959).

q
Ly
APOIO /‘/
- M
a/2 sz
a/2
s ‘\S\APOIO

7
apolet gz L a/2

”

FIGURA 4.10. Placa quadrada apoiada nos quatro cantos
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QUADRO 4.2. Resultados do Exemplo 2

. PONTO A PONTO B
SOLUCOES i > 5 i 5
w/ (ga /D) Mll/qa Mzz/qa w/ga’ /D) Mll/qa
TIMOSHENKO| 00,0260 0,1080 {0,1090 0,1404
PAIVA
(40 elem.) 00,0246 0,1100 |0,1100 0,0163 0,1404
CALDERON
(40 elem.) 0,0271 0,1139 10,1139 0,0194 —_
PRESENTE
ESTUDO 0,0260 0,1103 |]0,1103 0,0173 0,1437
(16 elem.)

Pode-se observar, pelos resultados, que mesmo com
16 elementos e, portanto, 36 noés no contorno, chega-se
praticamente & solug¢do analitica para o deslocamento no centro da
placa, havendo apenas uma pequena diferenga no momento M, ,, no

ponto B.

4.7.3 Exemplo 3. Placa quadrada apoiada, com carregamento

distribuido ao longo de uma linha

Este exemplo foi analisado por PAIVA (1987), com
uma malha de 40 elementos e 44 pontos nodais no contorno, obtendo

uma soluc¢do prdédxima & solugdo analitica (TIMOSHENKO, 1959).

q
y Y
o Ryl / ayd ' %
Y Y ’
. /
%
a/s2 e
%
S q q,=Q.V
g Yol Ll W}VV’Z N
. | v/2
Qa/2
A2
g 7
7 7 A
N . S e Kti

FIGURA 4.11. Placa quadrada apoiada no contorno, com carregamento

distribuido em uma linha



.91.

No presente trabalho, utiliza-se uma malha com 16

elementos e 36 ndés e considera-se que o carregamento estéa

distribuido em uma faixa de pequena largura v, conforme indica-se

na Fig. 4.11.

0

w
=t
0,07 - 7
S aqf a
o Z

0,064 o] Z >
= S
% 0,0 Etlliﬂliq
o &% . ——— SOLUCAO ANALITICA
2
» 004+ e MEC
(@]
—
=z
w 0,03
=
<{
(&)
S 0,02
w
w
(@)

0,01 1

T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 XI/O

FIGURA 4.12. Deslocamentos transversais ao longo da linha

(x2 = a/2)

Inicialmente, adota-se um valor de v muito

no caso, v = a/300, para simular uma linha de carga. As
assim obtidas, para deslocamentos transversais w e
fletores M11 e M22 sob a linha de carga, sdo apresentadas

4.12 a 4.14, onde pode-se observar a concorddncia com as

analiticas.

central

pequeno,
solugdes
momentos
nas Fig.

solugdes
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FIGURA 4.13. Momento fletor M ao longo da linha central
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FIGURA 4.14. Momento fletor M,, ao longo da linha central

(x2 = a/2)
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No casc em que o valor de v ndo & tdo pequeno,
tem-se a carga distribuida em uma faixa. Assim, no Quadro 4.3, sdo
comparados os valores dos momentos fletores no centro da placa com
a solugdo analitica, para uma relagdo v = 0,la, onde observa-se um

bom resultado.

QUADRO 4.3. Momentos fletores no centro da placa, para a relagdo

v/a = 0,1
SOLUCAO
(x, =x,=a/2) My, /9,2 | M, /q,a
0,0871 0,1156
Estudo

4.7.4 Exemplo 4. Placa com dois tipos de carregamento e

condi¢des de contorno variadas

Neste exemplo, faz-se a andlise da placa retangular
mostrada na Fig. 4.15, com um lado engastado, dois lados
simplesmente apoiados e um lado 1livre. O carregamento sobre a
placa é composto por uma carga uniformemente distribuida de 1
tf/m2 e uma carga concentrada de 4 tf no ponto 4. Considera-se o
médulo de elasticidade longitudinal do material E = 1,8.106 tf/mz,
o coeficiente de Poisson v = 0,2 e a espessura da placa t = 0,18m.

Este exemplo foi analisado por CALDERON (1991) e
SILVA (1986), que compararam a solu¢do com os resultados obtidos
através do Método dos Elementos Finitos, utilizando-se o programa
ICES STRUDL-ITI, com uma malha de 12 elementos finitos,
apresentados no Quadro 4.4.

Apresentam-se, ainda, neste Quadro, os resultados
da presente andlise, utilizando-se malhas com 16 e 20 elementos de

contorno para a discretizag¢do, e também as respostas obtidas por

CALDERON (1991), que utilizou uma discretizac¢do de 56 elementos.
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FIGURA 4.15. Placa com condi¢des de carregamento e contorno

variados

QUADRO 4.4. Deslocamentos e momentos fletores do exemplo 4

VALORES . CALDERON PRESENTE ESTUDO
Tt 1 (56 elem.) | (16 elem.) | (20 elem.)
w1 1,909 1,936 1,916 1,913
w2 1,615 1,638 1,621 1,619
w3 1,195 1,203 1,199 1,197
w4 1,055 1,062 1,058 1,057
MXxl 3620 3296 3271 3267
Myyl 1530 1115 1173 1170
M 168 203 187 186
xyl
MXX2 3738 3420 3395 3392
M 1184 987 1046 1042
yy2
512 587 562 560
M
Xxy?2
MXX3 2208 2074 2070 2067
Myy3 1970 1614 1635 1635
M 432 432 428 428
Xy3
M — 3364 3626 3623
x x4
M —_ 2833 2817 2816
yy4
M — 993 985 984
xy4
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Neste Quadro, as unidades dos deslocamentos w estdo

em cm e as dos momentos fletores, em kgf.m/m.

4.7.5 Exemplo 5. Placa quadrada com carregamento

linearmente distribuido

Um outro tipo de carregamento de interesse pratico
em problemas de placas é o linearmente distribuido. Em vista
disto, sdo apresentados dois problemas com este tipo de

carregamento, indicados na Fig. 4.16.

qO N N qo
/
7!
Z|
IR $70°0 2500 0-0.9. 9% "0-4.9.9 I 2Y. Y L, /, 4—o<£
X 1 R . X 1 g BRES
2 é! y 3 N 0/2 oK ; -
v s 17 a a7
e A
- 5 2
S 4 4 ) 2 1) - 4 . 4 ; >
SR . >
X — ]
e
a2 o /2 g/ .
: e e
3 e 3 7 —"L<E
b N I .
7 PO EETTEL S CEEE S I TR S
a/2 a/2
a2 44 a/2 5 1 Jv 3
a) PLACA ENGASTADA b) PLACA APOIADA
FIGURA 4.16. Placas quadradas com carregamentos linearmente
distribuidos

.

Inicialmente, considera-se a placa engastada nos
quatro lados e submetida ao carregamento indicado na Fig. 4.16 -
(a). Os resultados obtidos neste trabalho, utilizando-se uma
discretizacdo com 16 elementos e 36 nds no contorno, sao mostrados
no Quadro 4.5, onde s3o comparados com a andlise feita por PAIVA
(1987), através de 40 elementos lineares (44 nds), e com a solugao

analitica (TIMOSHENKO, 1959).



TABELA 4.5.

Deslocamentos e momentos fletores

para a placa engastada - caso (a)
VALORES | TIMOSHENKO (40P2iZ$.) PRE?ngiliﬁino
ws/(q0a4/D) 0,00063 0,00063 0,00063
xxl/qoai -0,0077 -0,0077 -0,0077
yyl/qoa -0,0257 -0,0259 -0,0258
xx2/qoa2 -0,0334 -0,0338 -0,0336
yyz/q a -0,0100 -0,0101 -0,0100
M /9, a’ -0,0179 -0,0181 -0,0180
yy4/q a -0,0054 -0,0054 -0,0054
xx5/q az 0,0115 0,0115 0,0115
yy5/q a 0,0115 0,0115 0,0115

.96.

Um segundo caso analisado é o da placa simplesmente

sujeita ao carregamento linearmente distribuido, com
Fig.4.6- (b).

apociada e

simetria em relagdo ao centro, conforme mostra a

Neste caso também utiliza-se uma discretizag¢do com 16 elementos e

(1959), através do

compara-se com a solugdo dada por TIMOSHENKO

Quadro 4.6.

Neste Quadro, sdo apresentados os valores dos

deslocamentos e momentos fletores no centro da placa, e também as

cortantes méximas, que ocorrem nos pontos médios dos lados, bem

como as reagdes de canto.
nos dois exemplos apresentados, a

obtidos

Pode-se observar,

perfeita concordincia dos resultados numéricos com as

tanto deslocamentos, como para

analiticas, para os

solugdes

os esforgos.
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QUADRO 4.6. Deslocamentos e esforgos para a placa apoiada

caso (b)
VALORES |TIMOSHENKO|PRESENTE ESTUDO
w5/(q0a4/D) 0,00263 0,00263
) 2
; Mxxs/qoaz 0,0340 0,0341
Myys/qoa 0,0317 0,0317
Vx4/qoa 0,199 0,196
Vy3/qoa 0,315 0,316
Rc/qoa2 0,038 0,035

4.7.6 Exemplo 6. Placa trapezoidal

Neste exemplo, analisa-se a placa trapezoidal
apoiada nas duas bases e engastada nos dois lados n&8o paralelos,
com carregamento uniformemente distribuido, conforme indica a Fig.
4.17.

Este problema foi analisado por PAIVA (1987), que
utilizou uma malha de 40 elementos e 44 ndés no contorno, obtendo

bons resultados, comparados aos valores obtidos por BARES (1972),

através de diferengas finitas.
A

EREEEEREEREERE

o ujo
N

%

-

o o wb

FIGURA 4.17. Placa trapezoidal engastada em dois lados e apoiada

nos outros dois
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No Quadro 4.7, estdo indicados os valores dos
momentos fletores (divididos pelo fator qag), em alguns pontos da
placa para a presente andlise, na qual se utiliza uma malha de 20
elementos de contorno (44 nds), assim como oOs resultados das

referéncias citadas.

QUADRO 4.7. Momentos fletores na placa trapezoidal

V?LORE? BARES PATIVA PRESENTE ESTUDO
x10 /(qaz) (40 elem.) (20 elem.)
Mnl -0,4468 -0,5802 -0,5695
an -1,3576 -1,6069 -1,6005
Mn3 -2,0370 -2,3660 -2,3207
Mn4 -2,0583 -2,660 -2,3780
Mxx5 0,9233 00,8962 1,0533
Mny 1,1522 11,0077 1,1386
M 0,7392 0,7494 0,7412
X X6
M 0,4536 0,3292 0,4199
yyb

Embora hajam algumas variacgdes nos momentos
fletores, deve-se levar em consideragdo que os resultados sdo
provenientes de andlise através de métodos numéricos, com
formulagdes e discretizacgdes diferentes. Portanto, pode-se
considerar os resultados bastante satisfatdérios para aplicagdes em
problemas praticos. Nota-se também que os resultados apresentados
no presente estudo e na andlise efetuada por Paiva, para um mesmo
nimero de pontos nodais, sdo prdéximos, para os valores dos
momentos fletores no contorno. Existem algumas diferengas
significativas com a solugdo obtida por Bares, provavelmente por
dificuldades inerentes ao Método das Diferengas Finitas utilizado.

A vista dos exemplos aqui apresentados, e em fungdo
de outras andlises efetuadas, pode-se afirmar que a formulagédo
proposta é bastante confidvel para a aplicagdo nos problemas
usuais de placas.

Outro ponto que deve ser destacado é o fato de se

considerar, nesta formulag¢do, as rea¢des nos cantos, ou Os

respectivos deslocamentos associados, como variaveis do problema,
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o que leva a uma facilidade na considerag¢d3o das condi¢des de

contorno nestes pontos.
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5 PROBLEMAS DE PLACAS COM CAMPO DE MOMENTOS INICIAIS

5.1 1Introdugdo

Nos Capitulos anteriores, desenvolveu-se o)
equacionamento da solugdo de placas devido a um carregamento
genérico. Existem, porém, problemas decorrentes de agdes devidas a
campos de deformag¢des iniciais, tais como o efeito de temperatura

ou retragdo.
A consideracdo de uma distribuigdo de temperatura

variando ao longo da espessura de uma placa tem sido objeto de
estudo de alguns autores, entre eles, DE LEON & PARIS (1987) e
KAMIYA et al. (1981), utilizando-se o Método dos Elementos de
Contorno.

Neste Capitulo, complementa-se a formulagdo
anteriormente desenvolvida, admitindo-se a ocorréncia de momentos
iniciais na placa, provenientes de um campo de deformagdes
assumido. Assim sendo, além de se poder considerar problemas com
efeitos térmicos, esta formulacdo tem como principal objetivo a
solucdo de problemas de placas com comportamento ndo linear do
material, quando aplicada com uma técnica incremental e iterativa,
a partir de solugdes elédsticas sucessivas, conforme sera visto no

proéximo Capitulo.
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5.2 Equagdes Integrais com Campo de Momentos Iniciais
5.2.1 Equag¢des Basicas

Supondo-se que exista, além do carregamento, um
campo de deformagSes iniciais, o tensor de deformag¢des pode ser

escrito como

€.. = €E.. + €., , (5.1)

sendo Eij a deformagdo total, composta pela componente eléastica
e : 0

Eij’ devida ao carregamento, e pela parcela Eij’ que representa o
campo de deformagdes iniciais. No caso de placas, esta parcela

- . C e 0

estd associada a um campo de curvaturas iniciais kij' que pode ser
transformado em um campo de momentos iniciais equivalente,
utilizando-se as equa¢des de placas desenvolvidas no Capitulo 2.

Assim, através da lei de Hooke, tem-se que:

e 2Gv e L
Uij = 2G€ij+ T €k ij (i,3,k=1,2) (5.2)
Substituindo-se (5.1) em (5.2), obtém-se as
tensSes, em fungdo das deformagdes totais e iniciais, com a
equagao:
o.. = 0. - o°, ; (5.3)

. e ~ ~ . ~ ~ .
aqui, Oij sao as tensodes devidas as deformacdes totais, supondo a
~ P . (0] ~ ~ ~
relagdo eléastica, e oij’ as tensdes correspondentes as deformagdes

iniciais. Portanto, tem-se:

e *2Gy

= i 5.4
o5 2Ge; + T3 04 ( )
) 0 2Gv o

= = 5.5
055 2Ge;; + T Ekkéij ( )

Como as deformagdes estdo relacionadas as

curvaturas w'ij’ conforme a equacdo (2.3), e tendo em vista a

integrag¢do destas tensdes ao longo da espessura da placa, pode-se
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ter a seguinte relagdo com os momentos:

e 0 . .
Mogo= Mpgo- MU (i,3=1,2)

/ (5.6)
onde M?i e M), s3o os momentos resultantes da integra¢do das

~ e .
tensdes oij e Oij’ respectivamente, ao longo da espessura da

placa.

Entdo, os momentos podem ser expressos por:

(i,5,k=1,2) , (5.7)

t
2
MO = Jo? x, dx (i,9=1,2) (5.8)
t
2

A partir da equag¢do de equilibrio (2.10), podem-se

obter os esforgos cortantes, com a substitui¢do da equagdo (5.7),

isto é:
o] . .
qj = —Dw’kkj - Mij’i (i,3,k=1,2) (5.9)
Substituindo-se a equag¢do (5.7) na equagdo de
equilibrio (2.12), envolvendo os momentos, chega-se & equagao

diferencial de placas, envolvendo os deslocamentos transversails e

os momentos iniciais, de forma semelhante a (2.13), dada por:

(5.10)

5.2.2 Equag¢Ges Integrais para Deslocamentos

As equag¢des integrais para deslocamentos em pontos
do dominio ou do contorno da placa podem ser obtidas a partir do
teorema da reciprocidade de Betti, de forma semelhante ao item 3.2
do Capitulo 3. Isto €&, admitindo-se a placa de dominio finito

*
submetida a dois carregamentos ndo simultdneos g e g , com tensoes
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* *

e deforma¢Bes associadas ofj, Uij, Gij e Eij’ respectivamente,
tem-se que:
* e * .
J g,. €., dV = J o.. €,. dV (i,j=1,2,3) (5.11)
1) 1] 1] 1]
Vv A%

Quando as tensdes relativas a direcd3o de X, sao
desprezadas e efetua-se a integra¢do ao longo da espessura da
placa, a equagdo (5.11) fica expressa em fun¢do dos momentos e das

curvaturas, da seguinte forma:

*
f-(Mf. w,..)dQ = J-(M?. wh . .)dQ (i,5=1,2) (5.12)
1] 1] 1) 1]
Q Q
Substituindo-se o valor de ij, dado por (5.6), na
equacdo (5.12), tem-se:
* o * L
f—(M.. w,, . )dQ = j-(M.. + M Ywe o .de  (i,9=1,2) (5.13)
1] 1) 1) 1] 17
Q Q

Desenvolvendo-se os dois membros desta equagao,
através de integragdo por partes, semelhantemente as equagdes
(3.3), (3.14) e (3.15}), obtém-se a equagao integral do

deslocamento de um ponto g do dominio da placa:

w(g) + J[V:(q,P)w(P) - M;(q,P)%%(P)]dF(P) +

¢ *

ow
(q,B) M, (P)GH-(q, P) |ar(p) +

. JM?.(p)wtij(q,p)dQ(p) (5.14)

De forma andloga ao item 3.3, pode-se determinar a

equacdoc integral de deslocamento para um ponto Q do contorno da

placa, dada por:



.104.

K(@w(0) + (v (Q.PIu(R) - M (@ P18 |ar(p) «
r
N
¢ *
+ Y R (0, P)w J(v (P)w (Q, p)4%(p)%%—(QJﬂ]dr(p) +
i=1 r

+ TR, (B)w. (Q,P) + jg(P)w*(Q,p)ng(p) .
Q

g
- M) orw (@ p)anp) , (5.15)
Q
onde
K(Q) = Bc/zn , (5.16)

sendo 6c o angulo interno do canto da placa no ponto Q.
Comparando-se as equag¢gdes (5.14) e (5.15) com as
equacdes (3.19) e (3.31), respectivamente, nota-se gque a Unica
diferenca entre elas é a integral de dominio envolvendo M?j e as
derivadas segundas da solu¢do fundamental, que aparecem quando se
considera o efeito dos momentos iniciais. E esta integral de
dominio que merecerid destagque na formulagdo desenvolvida neste

Capitulo.
De forma geral, esta integral pode ser escrita:

° - J M, (P)w,, , (q,p)da(p) (k,2=1,2) , (5.17.a)
Q
ou, ainda, ’
o 0 w azw* azw*
1° J[Mll (g,p) + 2M12 (q p) + M2 (q,p)]dQ
ax ox
Q 1
(5.17.b)

Para ©os casos em que a distribuig¢do de momentos

conhecida, podem-se transformar estas integrais de

M

iniciais M’
ke
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dominio em integrais equivalentes no contorno, de maneira
semelhante as integrais de carregamento, de acordo com o efetuado
no item 3.4.

Porém, nos casos em que o8 momentos iniciails
somente s3do conhecidos em pontos discretos do dominio, o que
ocorre na anadlise de problemas ndo lineares, é conveniente que o
dominio seja discretizado para o calculo destas integrais,

conforme ver-se-a a seguir.

5.2.3 Egquagdes Integrais para Esforgos nos Pontos

Internos

Para o calculo das tensdes ou esforg¢os nos pontos

internos, & necessdria a obtengdo das curvaturas nestes pontos,

segundo as direc¢des X, e X, de um sistema cartesiano ortogonal,

com origem no ponto g. Portanto, derivando-se os deslocamentos

dados por (5.14), chega-se a representagdo integral das curvaturas
w’ij(q):
2..* 2 &
2 0"V M
gxw(g) + J[ < ; (q,P)w(P) - 5——5%_( ,p)égégl]dp(p) +
0x, 0%, ; ;
T
N

2 * 2
" w d 0 *
+ Jotp) g g (a,prdag (B - %, 9% J10 ¢ 01wy g tap) a0
Q v, I
(i,j.,k,&=1,2) , (5.18)

onde todas as derivadas das solu¢des fundamentais, definidas no
ponto q, sdo dadas pelas equagdes (4.91) a (4.109), com excegdo do

Gltimo termo, que representa as derivadas da integral 1°, dada em

(5.17) .
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Atengao especial deve ser dada a obtenc¢do da
*

segunda derivada do termo em w contida no integrando, uma vez

’kel
que h& singularidades do tipo 1/r. Note que a expressdo de wtke é:
2 *
* 1
w,ke(q,P) = Xkaxg (q,P) = D [r,kr,e + 6k££nr] (5.19)

Portanto, para o cdlculo desta parcela, proveniente
da influéncia de momentos iniciais na determinacg¢do das curvaturas,
deve-se seguir o procedimento apresentado por MIKLIN (1962),
adotado por BUI (1978), TELLES & BREBBIA (1980) E RIBEIRO (1992),
o qual serd exposto a seguir.

. . 0 . ~
Denominando-se as derivadas de 1, em rela¢do as

dire¢des X, e x, calculadas no ponto g, por:
2
10, (@ = grog [W (@), (P)d (p) (5.20)
3] Bxiaxj "k ¢ ! k £ ’ :
Q

observa-se que a primeira derivada pode ser calculada de forma
normal no integrando, pois ndo ocorrem singularidades fortes;

assim, tomando-se a derivada em relacao a X tem-se:

0 0 * )
I'ij(q) = m)— Jw’kei (q,p)Mke(p)dQ(p) ’ (5.21)
Q
sendo:
Y (q.p) = 00w (q,p) = ~—~—16. . r,, + 6, 1, =+
Yrkei AP e, ax%, (@) P = "D | %ik T e gifrk
+ ?kkr’i 2r,kr,£r,1} (5.22)

Chamando-se de V(g) a integral indicada em (5.21),
a qual possui singularidade no dominio @, deve-se verificar a
possibilidade da diferenciagdo do nicleo desta integral.

Logo, supde-se que, do dominio €, é retirado um
dominio circular Q. de pequeno raio €, com origem no ponto fonte

q, definindo-se o dominio Q€: Q - Qc' conforme a Fig. 5.1.
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FIGURA 5.1. Dominios QE e Q

Cc

Pode-se demonstrar que a parcela Vc(q) da integral

V(g) no dominio Qc’ dada por:

V(@ = [ Wi (@M, (p))dR (p) , (5.23)
Q
(o

onde h& singularidade, é de ordem €.

Para tanto, assume-se que Mie(p) e suas primeiras e
segundas derivadas s&o continuas na vizinhangca do ponto (.
Expandindo-se a funqéo.Mzeqn, em torno do ponto g, através da
série de Taylor:

o] o] 0

Mke(p) = Mke(q) + [xm(p) - xm(q)]MkE,m(q)+...(k,E,m=l,2)

e substituindo-a em Vc(q), tem-se:



*
Utilizando-se o valor de w

ki’
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(q)]W,k“ (q,p)dQC (p) (5.24)

dado em (5.22),

considerando-se que, no dominio Qc, o valor de r coincide com € e

que suas derivadas dependem apenas do Aangulo ¢, e levando-se em

conta, ainda, que:

do_ = rdrds

chega-se aos resultados:

*
J Wi (q,p) dQc (p) =0
Q

(5.25)

(5.27)

(5.29)

|ty (o) % (@ 1wyt prdR, (p) = -Ke
Q
[
Nesta Gltima equag¢do, K é uma constante, dada por:
K = = [6.,6, + 6, ,6 + 6 ,6
T 16D ik “dm il km k€& im

a qual ndo depende do ponto g. Substituindo-se

(5.24), obtém-se:

2.0
Vc (@) = -Ke MkZ,m(q) !

de onde se conclui que a derivada

(5.27) e (5.28) em

(5.30)
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av_(q)
c 2.0
a7 1ar = K€ Mg ny (@ (5.31)

ox, (q)

;4

& também de ordem ¢° e, portanto, tende a zero, quando toma-se o
limite em que € tende a zero.

Assim, a derivada apropriada de V(g) em relacdo a

XJ, dada por (5.21), pode ser escrita na forma:
0 _ovi(g) . d * 0
L@ = g (g = Mim [EQTTET Jw'kei(q'p)Mke(p)dQ(p)}
J €0 J
Q
€
(5.32)
Pode-se demonstrar que, neste caso, conforme

MIKHLIN (1962) e BREBBIA et al (1984), aplicando-se a regra de

Leibnitz para diferenciagdo de integrais, obtém-se:
0, @ = | 0 W, (q.p)M, (p)da(p) +
i 6xj (q) "k &i ! ke
Q

Mze(q)J (a,p)r, dr, , (5.33)

onde a primeira integral é interpretada no sentido do valor
principal de Cauchy e a segunda, aparece com a transformagao da
integral do circulo de raio ¢ no contorno Fe’ indicado na Fig.
5.1; r,j € a derivada de r em relacdo a coordenada Xj do ponto de
deslocamento p.

Esta integral sobre FE pode ser facilmente obtida,

pois, sendo dI‘E = ¢d¢p, fica-se apenas com valores em fungdo de ¢,
ou seja:
s 2T
) w 4 (5.34)
Jw’kﬂir’jdre = Jw’kEir’j ¢ ' :
FE ¢=0
sendo
—% *

_ 5.35
Wiy pi (4P € Wy gy (Q/P) ( )



Substituindo-se as equag¢des (5.22), com r = €, e

(5.35) em (5.34), tem-se que:

2m
) d L5 5 5

Jw’kﬂir’J Fe = J_4WD( ikTre Y Qi T Y %, 2r.kr,er,i)r,jd¢ .

FE 0
: (5.36)

que resulta em:

. ar L 5.6 5. .6 5. .6

jw’keir'j e = 8D ik ei T %%t ke ij) (5.37)

r
€

A substituigdo de (5.37) em (5.33) e o calculo da
derivada da primeira integral desta equagdo em relagdo a X levam,
finalmente, a:

0 0

— % 0 —
1%, (@ <[ Sl (@ P, (P)IAR(P) + Gy, (DM, (@), (5.38)

Q
onde
% * 1 5 5
ke AP = Wiy ldp) = ’4nDr2[2( ikTre Ty T %ietetey 7

+ 6k£r,1r,a + 5kj L (Su.r,kr,2 + 6£Jr’kr’i) +
BY Ty Ty T4 (05 Op5 * 25905 * Oy 13)]
(5.39)
e
- 1
= (6., 6 + ) + 6, ,0..) (5.40)

Iijre (@ = 5500 0p5 + 0440 ke%ij

A partir das curvaturas, €é possivel obter-se a
representa¢do integral para os esforgos, através das equagdes
(5.7) e (5.9). Logo, considerando-se a equagdo (5.38),
substituindo-se (5.18) em (5.7) e reagrupando-se os termos,
obtém-se a equa¢do dos momentos para um ponto g no interior da

placa, dada por:
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* * aw
Mij(q) = —J[Vnij(q,P)W(P) - Mnij(q,P)Eﬁ(P)]dr(P) +
T
Nc* . a&ij
RICLIAL v e @ e m @ g Jar e
r

*

Cijke

0 o]

0
(q,p)Mke(p)dQ(p) - gijke(q)MH(q) - Mij(q)

(5.41)

Nesta equa¢do, todos os valores fundamentais estdo
definidos nas equagdes (4.79) a (4.83); as parcelas relativas aos

momentos iniciais sdo dadas por:

2 * 2 *
* Y O Wie
eijkﬂ(q'p) = —D[Véjj gzgggg(q,p) + (l_V)5§:5§;(q’p)}
(5.42)
e
1
gijke(q) = _5{(1—V)(6ik6£j + 6kj618) + (l+3V)5ij6ke ]
(5.43)
De maneira andloga, a partir das equagdes (5.9) e
(5.18), pode-se obter a representagdo integral para a cortante
qﬁ(q), em relagdo a uma diregdo Xﬁ (8 = 1, 2), para um ponto

interno g, na seguinte forma:
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agt@ - -[[v, (@ pwE) - (@, )35 Jar @)
r- B B
. . a&ﬁ,
;Zchéq,P)wc(P) . J[VH(P)wB(q,P) ] Mn(p>55_4q,p)]dr(p) .
T
N
C . . ]
R (P , P ~ .
:Zl o )wCB(q ) o+ ig(p)wﬁ(q p)ng (p) Iﬁ(q) ) (5.44)
g

onde os valores fundamentais estdo definidos nas equacdes (4.84) a

(4.88); aqui, aparece o termo I%(q), proveniente do campo de
momentos ME], semelhante a equag¢do de momentos, o qual é expresso
por:

0 0 azwtke ) )

Igla) = —Daxﬁ(q) axmaxm(q,p)Mke(p)dQ(p) - qgla) (5.45)

Q

sendo q%(q) a forca cortante no ponto g, devida apenas aos

0 . -
momentos Mij’ isto é:

q%(q) = M?Bli (i,8=1,2) , (5.46)

Novamente, deve-se dar atenc¢do especial a
determinag¢do da derivada da integral que figura na equacgdo (5.45),
em virtude do tipo de singularidade que aparece no integrando.

Levando-se em conta as derivadas segundas expressas
em (5.20), juntamente com seus resultados obtidos em (5.38),

pode-se escrever a equagado (5.45), explicitamente, na forma:
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2 *
0w
0 11 0
1° = -D ,p)M
B(q) axB(q) i[axmaxm(q p) 11 (P) o+
azw* 62w*
12 0 r2e o]
+ 2m(q,p)M12 (p) + m(q,p)l\’lzz (p)]dQ(p) +
moTm mom

. 5§%757[%5[4M§1<q) ram, @]] - a) @ (5.47)

Como os dois Gltimos termos desta equagdo envolvem
apenas as derivadas de M?j em relacdo ds coordenadas xB, no ponto
egstes valores s8o agrupados convenientemente e denotados por
Para a determina¢do das derivadas da integral que aparecem
nesta equac¢do, utiliza-se o mesmo procedimento descrito para os
momentos. Assim, do dominio Q & retirado um dominio circular QC,

de pequeno raio €, definindo-se o dominio remanescente QE,

conforme a Fig. 5.1.
Portanto, a integral no dominio QC, proveniente de

(5.47), a menos da constante D, sera:
I _ * 0
vila) = I w, e (@ pPIM , (p)dQ (p) (5.48)
Q
C
De forma andloga, expandindo-se a fung¢do ME](p) em

torno da vizinhanga do ponto g, chega-se a:

I; — 0 *
Vi) = My (a) | Wl (g p)de () +

Substituindo-se os valores das derivadas da solugdo
fundamental em (5.49), considerando-se que, no dominio Q.. © valor
de r é igual a €, e, tendo em vista as equagdes (5.25) a (5.26),

obtém-se:
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| Wianketaprdn, (0) = 0 (5.50)

Q
c

*

j[xj(p) —xj(q)JW,mmke(q,p)dQc(p)

Q
c

(5.51)

I}
@)

uma vez que as fungdes envolvidas dependem apenas do A&ngulo ¢
(Fig. 5.1) e, neste caso, quando sdo integradas no dominio QC,

resultam em valores nulos. Portanto, tem-se:

Vé(q) =0 (5.52)

Logo, quando se calcula o termo I%(q), dado em

(5.47), a partir de (5.52), obtém-se:

ov/ (q)

-0

ou seja,

0 . 0 * Y ~0
€->0 Qc (5.54)

I

Quando se aplica a regra de Leibnitz a esta ultima
equagdo, esta resulta apenas na integral do dominio total @, isto

é:
1% (q) = —Djiiﬁﬂﬂif(q p)®  (prde (p) - &% (q) (5.55)
B G}B(q) ! k¢ c I¢] ’
Q

Logo, substituindo-se (5.55) em (5.44), tem-se a

equagdo 1integral para as forgas cortantes em um ponto g no

interior da placa:



.115.

qB(q) = —J[vn (q,P)w(P) - M (q,P)g%(P)]dF(P) +
r- A ¢
" . a&B
;Zchg(q"P)wc(p) +J[Vn(p)wﬁ(q,P) -Mn(P)EH—(q,p)]dr(p)+
T

c=1 B I
g
* 0o -0
- Jeﬁke (@, p)M , (p)d2(p) - qgla) , (5.56)
Q
onde:
e’ ,(q,p) Dathmke( ) (5.57)
Bk & q,p = _EEETET a,p .
e
Liq) = 22 M (@) + M@ - (@ (5.58)
gt 7 3D Fxglar 11 22 ' dp ' '

5.3 Discretizagdo das Equagdes Integrais

Para a solug¢do de problemas praticos envolvendo a
formulagdo desenvolvida, é necessaria a transformagd3o das equagdes
integrais em equag¢des algébricas. De acordo com o que foi visto na
Capitulo 4, esta transformagdo é obtida através da discretizagdo
do contorno da placa, que é dividido em elementos, sobre os quais
as varidveis do problema sdo aproximadas.

Analogamente, as integrais de dominio que aparecem
nos problemas com campos de momentos iniciais podem ser computadas
numericamente com a divisdo do dominio em pequenas regides, Ou
células, nas quais os momentos 1iniciais sdo aproximados por
funcdes interpoladoras. Obtém-se, entdo, as integrais das funcgles

envolvidas sobre cada elemento de &area.
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Os deslocamentos de um ponto Q situado no contorno
estdo relacionados a todos os deslocamentos e esforcos através da
equag¢do (5.15). Nesta equag¢do, o deslocamento no ponto Q sofre a
influéncia, também, dos momentos iniciais, através da integral Io,
indicada em (5.17).

. A equac¢do (5.15) pode ser representada, de forma
semelhante & equagdo (4.14), em fung¢do dos vetores de

deslocamentos u e esforgos p, assim como o©s respectivos valores

* *
fundamentais u e p , definidos nas equag¢des (4.15) a (4.21).

Assim, a equagdo de deslocamento fica expressa por:

N
* C *
ClQu(Q) = fp (Q,P)u(P)dr(p) + ) R. (Q,P)w_ (P) =
r - i=1 ! !
NC
- [W @ ppeare + Y u @ PR, (P)
r- ~ i=1 !
+ [gtpru (@,pran, - [ o pin (pranm) . (5.59)
g g -
Qg 0

*
onde k é a matriz formada pelas "curvaturas" calculadas pela

solugdo fundamental, ou seja:

* 0’ w °w °w
K @p) - [Sep 25— £(0.p) | i (5.60)
~ 6x1 1772 axz

o] P P . . . .
M (p) é o vetor que contém os momentos iniciais no ponto p, dado

por:

M” (p) = Mlz(p) (5.61)

A discretizacdo da equagdo (5.59) é obtida através

da divisdo do contorno em N elementos de comprimento Fj, onde as
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varidveis sdo aproximadas por fungdes interpoladoras ¢, em termos

dos valores nodais UgN)e Pj(N) do elemento Fj, conforme as
equagdes (4.8) e (4.9):
u(p) = o (p) u'M (5.62.a)
e <
N
p(p) = (p) PV, (5.62.b)

sendo & dado em (4.10) e (4.12).

Além disso, para o calculo da equa¢do envolvendo os
momentos MO, o dominio Q deve ser dividido em NCe células,
conforme mostra a Fig. 5.2 - (a). Assim, os valores dos momentos
iniciais, que, geralmente, sdo conhecidos em apenas alguns pontos

discretos, s&8o aproximados por fung¢des interpoladoras V¥, definidas

sobre cada célula de dominio Qm, ou seja:

M° (p) = ¢ (p)

M (M) (5.63)

Nesta equacao, MO(N) & o vetor que contém os

valores conhecidos dos momentos iniciais em pontos particulares,

ou pontos nodais definidos em Q.. e Mo(p) é o vetor dos momentos

iniciais em qualquer ponto p da célula.

a) CELULAS NO DOMINIO bl cELuta O

FIGURA 5.2. Divisao do dominio em células triangulares e a

variacdo dos momentos iniciais em uma célula
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Neste trabalho, adotam-se células de forma

. . ~ . (o]
triangular, com variagdo linear dos momentos M sobre as mesmas.

Portanto, cada célula é definida pelos vértices kl’ k, e k3, nos

2
. ~ . o] -~ .
quals sdo conhecidos os valores de M , conforme estd esquematizado

na Fig. 5.2 - (b).

Portanto, para o contorno T discretizado em Ne

elementos, com o dominio dividido em NCe células, utilizando-se as

equagdes (5.62) e (5.63), pode-se escrever a equacdo (5.59) na
forma:
N N
L T (N) M
cu( + ¥ Up (0, )’ (p)dr, (P)}Uj + Y R, (Q,P)w_ (P) =
j=1 T - - i=1 !

€ *
[ju (Q,P)¢T(P)drj(P)]p§N’

~ ~ ~ i i

i
i~ =

j=1 Fj i=
ce
+ Jaterug @.pran 1+ § -0, p1v" (0 ag, (o) i M (5.64)
Q m=1 Q - -

Assim, as integrais de contorno da equagdo (5.64)
que multiplicam os valores nodais das varidveis s3c conhecidas
para cada elemento e estdo indicadas nas equagdes (4.23) e (4.24)

por hj(Q) e gj(Q). A integral de dominio correspondente ao

-

carregamento g(p) €& obtida com a transformagdo em uma integral de
contorno e também j& &€ conhecida, através da equagdo (4.25), sendo
representada por t(Q).

Como serd visto no préximo item, as integrais sobre
cada célula Qm também envolvem apenas valores conhecidos e podem

ser determinadas, sendo, aqui, representadas por:

e"(@ - -[ K @,pv' (pran, (p) (5.65)

Q2
m

Entdo, a equacgdo (5.64) pode ser reescrita como uma

fun¢do de valores nodais, isto é:
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5
C(Qu(Q) + ) h’(Q)u. ) R (QPlw_ (P) =
j=1" - i=1 !
Ne NC ce
. =y g @pi" Y pR (P ee(@) 4 e (om0 M)
L~ ~ ._ i ol ~
= v - (5.66)

Apbés a soma das influéncias de hj(Q) e gj(Q) de

todos os elementos do contorno e da soma de e" (Q) para todas as

células do dominio, agrupando-se convenientemente estes

coeficientes, a equagdo (5.66) pode escrita matricialmente:

C(Q)u(Q) + H(Q)U + H_(Qw_ = G(Q)P + G_(Q)R_+ T(Q) + E(@Q)M®, (5.67)

onde U e P sdo os vetores que contém os deslocamentos e esforcgos

nodais do contorno e WC e RC contém os deslocamentos e reag¢des dos

0 - G
cantos. O vetor M contém os momentos iniciais em todos os pontos
-~ A

nodais e do dominioc e os vetores H(Q), G(Q), HC(Q), GC(Q) e T(Q)

sdo provenientes das integrais sobre os elementos do contorno,

indicadas em (4.23), (4.24) e (4.25). O vetor E(Q) contém os

coeficientes que consideram a influéncia do campo de momentos
iniciais sobre os valores dos deslocamentos no contorno, os quais
sdo obtidos da equagdo (5.65).

No caso, como o ponto Q é um ndé do contorno, o
deslocamento u(Q) pode ser escrito em fungdo dos deslocamentos

nodais do elemento onde situa-se este ponto; desta forma, os
coeficientes < (Q) podem ser incorporados ao vetor H(Q) na equacgdo

(5.67), resultando em:

0

H(Q)U + H, (Q)wc= G(Q)P + G, (QJR. + T(Q) + E(Q)M (5.68)

c

Como foi wvisto no Capitulo anterior, para a
montagem do sistema de equa¢gdes para a determinagdo das incdgnitas

no contorno deve-se aplicar a equagdo (5.68) aos nds do contorno
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Q, aos pontos A que estdo fora do dominio, associados a estes nés,

e também a cada canto. Define-se, assim, o seguinte sistema:

T E

= - T O (5.69)

R T E ~

fani
ool
c
@
@
o)

1
1
l
l
l

T
sl
<
QA
(9]

Todas as submatrizes e vetores desta equacio
matricial estdo definidas em (4.30), com excecdo da dltima
parcela, referente aos momentos iniciais; nesta parcela, as

. . . A~ . o]
submatrizes E e EC consideram a influéncia de M sobre as

incégnitas do contorno e est3o associadas, respectivamente, 4as
duas equagdes de cada nd e as equagdes dos cantos da placa. O

0 . ~ s e s
vetor M contém as trés componentes de momentos iniciais em todos
os nés do contorno e pontos do dominio da placa, denotadas por

[¢] o] (o]
M M M .
( 11" 127 22)
Portanto, sendo Nn’ o numero de nds do contorno,

N , o nimero de cantos da placa, e N o numero total de pontos no

c t’
contorno e no dominio, utilizados para sua discretizacgdo, tem-se

elementos e as submatrizes E e EC tém

que o vetor M° possuil 3N

dimensdes 2Nn bi¢ 3Nt e NC X 3Nt’ regpectivamente.

t

Apbés a determinacido dos deslocamentos e esforg¢os no
contorno, pode-se escrever a equacgdo de deslocamento (5.14) para
um ponto g no interior do dominio, na forma discretizada, de
maneira andloga a utilizada para a equag¢do (5.64). Assim, obtém-se
os deslocamentos para cada ponto g do dominio, escrevendo-se a

forma discretizada da equag¢do (5.14) para todos os pontos de

interesse.

Portanto, os valores dos deslocamentos nos pontos
internos podem ser representados na forma matricial,
semelhantemente a (5.69), apdés a determinacido de todos os

coeficientes relativos as integrais sobre os elementos de contorno

e sobre as células, da seguinte maneira:

c
ae}

Ul(g) = —[H’ H] - + [G' GC'] - + T' + E'M° (5.70)
W ~ ~

s
l
l
l
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Nesta equagdo, U(g) é o vetor que contém os

deslocamentos nos pontos internos e os vetores U, W P e R

contém os valores de deslocamentos e reacgdes no contorno e,
portanto, ja foram previamente determinados. Os coeficientes das
demais submatrizes e vetores s3o calculados de forma similar
équeia utilizada para a montagem do sistema (5.69), porém, com os
pontos q localizados no interior da placa. Assim, neste caso,
todas as integra¢des sobre os elementos podem ser feitas
numericamente, uma vez que ndo haverdo singularidades nas funcdes
envolvidas.

Pode-se utilizar a equagdo (5.18), de forma
discretizada, para se determinar as curvaturas nos pontos do
interior, ou utilizar a equagido (5.41), que fornece os momentos
nestes pontos.

Logo, procedendo-se a discretizacdo de (5.41), de
acordo com as aproximag¢des ja& mencionadas, e escrevendo-se esta
equagdo para todos os pontos internos de interesse, chega-se a

forma matricial para os momentos nestes pontos:

-
o]

(5.71)

t
!
g
l

Deve-se lembrar que o vetor M(g) contém os momentos

M M e M para cada ponto g, e os coeficientes das matrizes

11’ 12 22
H", Hg, G" e Gg e do vetor T" sdo determinados conforme a equagao

(4.89), utilizando-se a integra¢do sobre os elementos, ou sobre a
regido carregada, com as fun¢gdes fundamentais indicadas nas

equacdes (4.79) a (4.83).

Na equag¢ido (5.71), I é a matriz identidade e a

matriz E" exprime a influéncia dos momentos iniciais sobre os

momentos do ponto g. Assim, os coeficientes de E" sdo provenientes
da integragdo sobre cada célula, indicada em (5.65), porém

* *
substituindo-se k (g, p) pelas fun¢gdes fundamentais eijkl(q’ p).,

dadas em (5.42), e devidamente agrupadas aos termos que envolvem

gijk1(q)' dados em (5.43).

Atencdo especial deve ser dada a integragdo sobre
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*
as células dos termos envolvendo e, (g, p). pols aparecem

singularidades do tipo 1/r, quando o égg;o g coincide com um dos
vértices da c¢élula. O procedimento a ser adotado para tais
integrais serd apresentado no prdéximo item.

Deve-se, ainda, ressaltar que a equag¢do (5.71)
forngce oS momentos apenas para os pontos internos. Uma
representa¢dao semelhante para os momentos nos pontos do contorno
pode ser obtida, e serd apresentada no item 5.6.

Finalmente, de forma andloga & equag¢do de momentos,
pode-se, a partir de (5.56), escrever a equagdo para os esforgos

cortantes nos pontos internos, apds a discretizag¢do, na forma

matricial:

0(q) = [ﬁ ﬁ"] - Ly [G ég] b3 L B (5.72)
R

Nesta equag¢do, o vetor Q(g) contém as componentes

das forgas cortantes q, e g, nos pontos internos gq e 0Os

coeficientes das matrizes H", ﬁg, G" e Eg e do vetor T" sdo
determinados conforme a equagdo (4.89), utilizando-se as solugdes
fundamentais dadas em (4.84) a (4.88). Os coeficientes da matriz

E" s3o provenientes das integrais sobre cada célula, a partir das

fungbes fundamentais e;k](q, p), dadas em (5.57), e agrupadas ao

termo aoﬁ(q), dado em (5.58).

5.4 Integragdo sobre as Células

Nas equagbes integrais (5.15) para pontos do
contorno, ou em (5.14), (5.41) e (5.56), para pontos internos,
escritas na forma dikcretizada, aparecem integrais sobre as

células internas, envolvendo as influéncias do campo de momentos
iniciais. Para se obter cada uma destas integrais, fung¢des de

interpolagdo lineares ¢g e Y sdo escolhidas para aproximar,

respectivamente, a geometria da célula e os momentos iniciais.
Assim, o dominio é aproximado por triéngulos,

definidos pelas coordenadas dos trés vértices, conforme a Fig.

5.3.
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X2
Xl
FIGURA 5.3. Célula triangular com sistema de coordenadas
homogéneas

As fungBes de interpolagdo sobre cada célula podem

ser expressas em funcdo dos valores destas nos vértices, em termos

de um sistema de coordenadas homogéneas (fl, 22, 53). Portanto, um
ponto p de coordenadas (x?, xg) pode ser definido em fung¢do das

coordenadas dos vértices kl’ k, e k3 de uma célula, através de:

2
T (N)
oyl xN g 0 1 (5.73)
g T (N) !
- =7 . 0 3
onde:
o
XP ={ ; } ' (5.74)
P
£1
P
?g = 52 . (5.75)
p
£
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k1
X,
1
N k .
xi" o |k (i=1,2) (5.76)
" k3
X,
1
¥ O campo de momentos iniciais M?j sobre cada célula

& também aproximado em func¢do dos valores nodais, nos vértices;

tem-se, entao:

M (p)
P T
oML, =y ot , (5.77)
~ . - ~
M, , (p)
onde :
P J P
£ o 0 ¢ 0o 0 & 0o 0
V= o & o0 o &0 0 £ 0 (5.78)
" P p
o 0 & 0 0 & 0 0 £
e
o (k1)
i
me (N M?;kz) (i,9=1,2) (5.79)
- 0 (k3)
Nestas equagdes, os indices superescritos

referem-se ao ponto genérico p, ou aos ndés dos vértices do

tridngulo, e os subescritos, &as diregdes das coordenadas ou

componentes dos momentob.
A coordenada X; de um ponto p, dada por (5.73),

pode ser escrita explicitamente na forma:

P P k1l P_k2 P_k3
= -80
X, flxi + szi + £3x1_ (5 )
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Entdo, as coordenadas homogéneas do ponto genérico

p podem ser expressas em fungdo das coordenadas cartesianas x? e

dos pardmetros da célula, da seguinte forma:

P 1 o a P o P
fa = 3 (2A0 + b X, + a xz} , (5.81)
na qual
o ko
a = x Xy (5.82)
o _ k]
b~ = X, X, (5.83)
o _ J k k]
2Ao = XX, X%, , (5.84)
com « = 1, 2, 3; 3§ = 2, 3, 1; k = 3, 1, 2; A é& a area do
tridngulo, dada por:
A =2 (b'a® - p’al) (5.85)

A integragdo sobre cada célula pode ser feita
através da férmula de quadratura de Gauss para dominio triangular,
utilizando-se as coordenadas homogéneas, sendo o Jacobiano da
transformacdo de coordenadas igual ao dobro da area do tridngulo
da célula. Neste caso, porém, devido & natureza das fungdes
envolvidas, ha& necessidade de se utilizar um grande numero de
pontos de integracdo, para se obter uma precisdo aceitavel,
dependendo da posig3o do ponto de carregamento em relagdo a
célula.

Por este motivo, adota-se, neste trabalho, um
esquema semi-analitico de integrag¢do, wutilizado por TELLES &
BREBBIA (1979) e VENTURINI (1982), o qual apresenta melhores

resultados.
Adota-se, para este esquema, um sistema de

coordenadas cilindricas (r, o), centrado no ponto de carregamento
q, conforme a Fig. 5.4, tornando-se possivel calcular

analiticamente a integral sobre a coordenada r.
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FIGURA 5.4. Sistema de coordenadas cilindricas

Em relacdo a esse sistema, a fungdo de interpolagao

YV é reescrita em termos de coordenadas adimensionais (21, 52, 53),

sendo:

P .q r o o

§a = Ea + 3R (b"cosf + a senb) . (5.86)
onde fi é obtido a partir da equagdo (5.81), para o ponto g, e a¥

e b% s3o determinados através das equagdes (5.82) e (5.83).
Deve-se notar, portanto, que quando o ponto q coincidir com um dos
cantos «a do tridngulo, tem-se que Eg = 1, para o = g, e fg = 0,

para o # (.

Desta forma, a integral sobre cada célula Q que
aparece na equacgdo (5.64), e estd expressa em (5.65), pode ser

analisada de forma genérica e reescrita na forma:

* * * T
?m(Q) = —J[W,ll(Q,p) 2W,12(Q,p) szz(Q'p)]‘f dQ (p) (5.87)
Q
m
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Observando o valor de wT, definido em (5.78), serao

. - m . .
determinados, para o cdlculo de e (Q), nove coeficientes, sendo

cada um proveniente da integral sobre a célula; genericamente,

pode-se representar:

: m * =P
epe(@ = -[wi ,(@p &, da (p) (k,e=1,2) , (5.88)
Q
m
com &« =1, 2, 3
Substituindo-se os valores de wfk] , dado em (5.19)
e ?g, dado em (5.86), em (5.88), os coeficientes de e" (Q), ficam:
m _ 1 q r o «
ekB(Q) = Z?BJ[ga + 2A(b cosf® + a sen@)}[r,kr,g + 6ke€nr]de(p) ,
Q (5.89)

m
onde percebe-se que Yo © Ty sdo fun¢des, apenas, do Aangulo g,
indicado na Fig. 5.4; pode-se escrever de como fungdo de dr e ds,

chegando-se & integral:

63 R2(6>

m _o 1 q r L@ o

ekE(Q) = Z?EJ [ ga + 2A(b cosf + a sen@)]{r,kr,e + 6k££nr]rdrd6
b, R (0) (5.90)

Fazendo-se a integragdo em relagd3o a r, vresulta

uma integral apenas em fungdo de &, dada por:
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6
1 3& a Rg(ﬁ) 1

- 5 (b cosf + a sen@){ R [r,kr,e + 6ke[£nR2(6)—§J]+

61

Ri(@) 1

: - —éfr[r'kf'e + 5ke[“1R1 (6) 3]]} s (5.91)
na qual Rl(e) e Rz(e), que estdo indicados na Fig. 5.4, sd3o dados
pela equagdo (5.86), usando-se valores particulares de ?g sobre os

lados do tridngulo, ou seja:

2A£g
RJ.(@) = - oz o ; (5.92)
b cosf +a senf

com j = 2, para o = 3, € j = 1, para o = 1, 2.

Analisando-se os termos da equagdo (5.91) pode-se
concluir que, mesmo quando o ponto de carregamento g coincide com
um dos vértices do tridngulo, nenhuma singularidade ocorre no
calculo das integrais; assim, estas podem ser calculadas
numericamente com relag¢do a o, visto que o valor de Rl(e) torna-se
nulo. Para wum ponto q fora da célula, pode-se efetuar a

integrag¢do de o, a e, e de e, a © conforme a Fig. 5.4.

1 2 2 3’
Deve-se notar, ainda, que os coeficientes eTZ(Q) e
m
€21
"
12

(Q) s8o iguais e, portanto, sdo indicados como o dobro de

(Q) nas componentes do vetor e" (Q) que multiplicam os momentos

M?Z, conforme a equagdo (5.87).

Quanto & matriz E', indicada na equag¢do (5.70), que

relaciona os momentos iniciais com os deslocamentos nos pontos
internos, as integrais sobre as células que formam seus
coeficientes sdo calcuiadas da mesma forma, uma vez que as fung¢gdes
envolvidas s8o as mesmas, com a diferenga de que o ponto g é
tomado no interior da placa.

Para o cdlculo dos momentos nos pontos internos q,
indicados na equag¢do (5.71), h& necessidade dos coeficientes da

matriz E", que sdo provenientes de integra¢des sobre as células

*

das fun¢des fundamentais e, .

1Jk](q, p), dadas em (5.42), acrescidas
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aos termos g, que multiplicam as componentes ME] do ponto qg.

ijk1’

Estas integrais podem ser obtidas a partir dos

. s —%
termos das curvaturas, ou seja, calculadas a partir de ei.k](q,p),
J
dado na equagdo (5.39), e utilizando-se o mesmo procedimento
descrito anteriormente. Pode-se, entd3o, expressar cada coeficiente

genérico, proveniente de uma célula Qm, como :

-m * = .
1 e @ = -l (@pIE, o () L (5,5, k, £=1,2)  (5.93)
Q
m
com @ = 1, 2, 3. Assim, s3o calculados nove coeficientes para cada

componente de momento Mij em cada célula.

Tendo em vista a equagdo (5.39), os valores de
*
Wik podem ser expressos na forma:
; (q.p) L £ ., (8) (5.94)
W, . . q,p) = - —— f£.. ] .
ijke 47rDr2 ijke
onde f depende apenas do &angulo e, poils possul apenas as

ijk1
derivadas do raio em relag¢do ds direc¢des X, e x,.
Substituindo-se (5.94) e (5.86) em (5.93) e

fazendo-se a integrag¢do sobre r, obtém-se:

63
—m 1 q o o R2 (6)
eijke(q) = 1D fijke(ﬁ)[EQEHRZ(B) + (b cosf+a sen@)——ix—]de +
81
6
1 ’ q o o Rl(ﬁ)
- Z?BJ fijkz(ﬁ)[faEan(G) + (b cosf+a sen@)——ix—]de (5.95)
)

1

Estas integrais podem ser feitas numericamente com
relagdo a o, quando o ponto g ndo coincide com o vértice a do
tridngulo, pois fg se anula nestes casos, quando Rl(e) também é
nulo. Porém, no caso em que o ponto q coincide com «a e Rl(e) é
nulo, a segunda integral somente pode ser interpretada no sentido
do valor principal de Cauchy. Logo, deve-se reescrever a expressao

(5.95), subtituindo-se Rl(e) por um pequeno valor constante ¢,
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conforme indicado na Fig. 5.5, e tomando-se os limite, quando €

tende a zero, ou seja:

62
-m 1 q o o
eijke(q) = I7D J fijke(ﬁ)[faﬂnRz(O) + (b cosf+a sen@)———z—~

%

%

€ o a
5K injk£<e)(b cosf + a sen@)d@]

S q
7D llm f ﬂnle kZ )dé +
6

%

(5.96)

FIGURA 5.5. Sistema de coordenadas cilindricas, com origem no
vértice da célula

Neste caso, tem-se que Eg = 1 e a Ultima parcela do

limite se anula; quanto a primeira, esta fica resolvida fazendo-se

a integragdo de todas as células conectadas ao ponto q, isto &,

tomando-se o©¢s limites o = 0 e ® = 2m. Devido & seguinte

1 2
propriedade de fijkl(e):
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2m

j £k (0) 0 =0 , (5.97)
0

conclui-se que

lim ¢ne J £y g (0) d8 = 0 (5.98)
€->0

Ent3o, da equacgdo (5.96), resulta, apenas, a

parcela relativa a R, (6), que pode ser integrada numericamente em

2
relagdo a o, através da fdérmula de gquadratura de Gauss.

Apds o calculo dos coeficientes e jKer obtém-se,

facilmente, os coeficientes da matriz E", atraves da equagao

(5.42), e incorporando-se os termos 91jk1(q)‘

O mesmo procedimento deve ser adotado para o

cdlculo dos coeficientes da matriz E", dada em (5.72), para a

determinagdo dos esforgos cortantes. Estes coeficientes provém da
integragdo sobre as células das fungdes e;k](q, p), dadas em
(5.57) .

Genericamente, cada coeficiente proveniente de uma

célula Qm pode ser escrito como:

e%ke = ‘E—E%hé(q p) E dq (p) (B,k, . = 1,2) (5.99)

Tendo em vista as solu¢des fundamentais, as fungdes

a serem integradas na equac¢do (5.99) sdo dadas por:

mmk £ 1
_5__T"T(q’p) = - f (6) , (5.100)
*g 4 47Dr> Bk t

onde J‘EBld (6) sdo funcdes das derivadas de r em relagdo as diregdes

x,e X, e, portanto, dependem apenas do adngulo e.

Substituindo-se as equag¢des (5.100) e (5.86) em

(5.99) e integrando-se em relac¢do a r, obtém-se:
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6

m 1 ’ EZ b%cosf + aasene
61
6
3 q
-£ o o
1 o b cosf + a senf
- HJ fﬁke(e) l:m + 5K ean (G)Jde (5.101)
6

Estas integrais podem ser feitas numericamente em
relagdo a ©, a nd3o ser quando Rl(e) é nulo. Para a andlise destes

casos, deve-se verificar as duas parcelas da segunda integral de

(5.101), envolvendo Rl(e)' A primeira parcela envolve a integral
63 9
o
[ kae(G)[—ﬁ;TETJdG , (5.102)
6

a qual apresenta singularidade, quando o ponto g coincide com o
vértice o do tridngulo e, portanto, gi = 1. Adotando-se, porém, o
mesmo procedimento anteriormente descrito para os coeficientes

relativos ao momento, ou seja, quando se integra todas as células

gue concorrem no ponto g, tem-se que:

2m

[ fﬁke(e) =0 ’ (5.103)

0

que €& uma caracteristica da fungdo fﬁkl(e)'
A segunda parcela de (5.101), envolvendo Rl(e), que

é dada por:

0,
o o
J fﬁke(e)b cosf + a send , .o (p)qg , (5.104)

2A 1

%

apresenta singularidade quando o ponto q coincide com qualquer
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vértice da célula, pois, neste caso, Rl(e) € nulo. Entretanto,
quando substitui-se Rl(e) pelo valor € (Fig. 5.5) e toma-se o
limite para € tendendo a zero, a equagdo (5.104) & calculada na

forma:

0

2
Ine

lim == J(bacose + aasene)f #)de (5.105)

2A B el

)
0

1
Integrando-se entre os limites 0 e 2w, ou seja,
considerando-se todas as células conectadas no ponto g, a soma
destas integrais se anula, uma vez gque, para qualquer célula,

tem-se:

cosf = r (5.106)

senf (5.107)

I
H

além disto, considera-se a simetria em torno do ponto g e também a

caracteristica da funcgao fﬁkl(e)’ para a qual se tem:

2T

J T, Ep(6)d0 = 0 (5.108)

0
e

2m

J T, Ep g (6)d8 = O (5.109)

0

Assim, para estes casos, resultam, na equagdo

(5.101), apenas as integrais relativas a Rz(e), as quais podem ser

feitas numericamente.
5.5 Técnica de Solugédo

O sistema de equagdes gue se obtém com a
discretizacio das equac¢des integrais, expresso em (5.69), pode ser

escrito na forma matricial:
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0

HU=GP+ T+ EM P (5.110)

onde estdo agrupadas as submatrizes associadas aos ndés do contorno

e aos cantos da placa, o mesmo ocorrendo com os vetores que contém
os deslocamentos ou esforcos.

<

Analogamente, as equa¢des dos esforgos nos pontos

internos, dadas por (5.71) e (5.72), também podem ser escritas na
forma:
M= -H" U+ G" P + T" + (E" - I)M0 (5.111.a)
Q = -H" U + G" P + T + Ev M° (5.111.b)

Para se obter um procedimento numérico mais
conveniente, visando, principalmente, a andlise ndo linear que
serd vista no proéximo Capitulo, sdo realizadas algumas operac¢des
matriciais sobre as equag¢des (5.110) e (5.111), de modo a deixar
isolados os termos decorrentes dos momentos iniciais.

De maneira andloga & efetuada no Capitulo anterior,
levam-se, em (5.110), todas as incdgnitas do contorno para um

vetor X e trocam-se as respectivas colunas entre as matrizes H e

G; obtém-se, assim, o sistema:

AX=B+EM (5.112)

Neste sistema, o vetor B contém os efeitos de

deslocamentos ou esfor¢os prescritos no contorno, somados ao
efeito do carregamento atuante na placa, como na equacdo (4.43).

0] ‘ . .
Para momentos M~ conhecidos, a parcela do efeito dos momentos

iniciais & somada ao vetor B, determinando-se, assim, de maneira
tradicional, as incdgnitas.
. - - 0
Como se deseja uma expressdo em fungdo de M,

1
pode-se pré-multiplicar os dois 1lados de (5.112) por A T,

obtendo-se a solug¢do na forma:
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X =L + RM ' (5.113)
onde:
-1
L = A B (5.114)
e
-1
R = A E (5.115)

Usando-se o mesmo procedimento para as equagdes

(5.111), obtém-se:

M= B" - A" X + (E" - I)M0 (5.116.a)

Q = B" - A" X + BE" M° (5.116.b)

Como o vetor X contém os valores das variaveis do

contorno, j& conhecidos através de (5.113), a expressdo (5.116.a)

fornece o momento total M em fung¢do do campo de momentos iniciais

0 o P ~ . -
M" e do carregamento no dominio. No caso de andlise ndo linear, &

conveniente escrever o momento total na forma:

M =M - M , (5.117)

onde M° é a componente eldstica do momento M. O valor de M® pode

ser obtido substituindo-se (5.117) em (5.116), isto é:
e 0
M~ = B" - A" X + E" M (5.118)
Substituindo-se o valor de X, dado em (5.113), na

equa¢do acima, chega-se a:

M =B" - A" (L + RM) + E" M , (5.119)

-~ -~ ~ ~ ~ o~ ~ ~

onde, agrupando-se os termos, obtém-se, finalmente:
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M =N+ S M : (5.120)
na qual tem-se:

N = B" - A" L (5.121)

S = E" - A" R (5.122)

Pode-se observar, das equa¢des anteriores, que os

vetores L e N representam, respectivamente, a solu¢gdo para os

valores de contorno e momentos de um problema sem o campo de

. . . . - . 0] ~
momentos iniciais. Ja& os efeitos de M sdo representados pela

matriz R, para as incdgnitas de contorno, e pela matriz S, para os

momentos.

Analogamente, pode-se reescrever a equagdo do
esforco cortante, expressa em (5.116.b), de forma semelhante, ou
seja:

Q=N+ 8 M , (5.123)
sendo:

N = B" - A" L (5.124)
o - - -~

S = E" - A" R (5.125)

5.6 Momentos nos Pantos do Contorno

A partir da solu¢io do sistema de equa¢des (5.69),
s3o obtidos os valores das varidveis no contorno, ou seja, OS

valores de esforgos e deslocamentos que compdem os vetores U e P

do sistema.
Assim, para um elemento genérico de contorno,

adotando-se um sistema local de coordenadas (El, §2), conforme a
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Fig. 5.6, tém-se para cada nd, os seguintes momentos:

—N N
M11 = Mn ' (5.126)

N ~ ~ .
onde M11 sdo os momentos fletores em relagdo ao sistema local,

2 P N . ~ ~ . ~
para  um né genérico N, e M & o momento em relagdo a dire¢do n da

normal ao elemento.

FIGURA 5.6. Sistema local de coordenadas em um elemento de

contorno

Portanto, devem-se determinar as componentes dos

momentos Mlz e ﬁzz em relagdo ao sistema local e, posteriormente,

através da rotacdo do sistema de coordenadas, obterem-se estes

valores em relag¢do ao sistema global.

Para a determinagdo das componentes M12 e M,
podem-se considerar as fun¢gdes aproximadoras no elemento e

utilizar as relagdes momento-curvatura, além dos valores

conhecidos dos deslocamentos w e das rotagdes 6w/6§1 = dw/0n.

A partir da equagdo (5.7), pode-se escrever:
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M. = - D(1-v) —9% _ _ , (5.127)

12 — .= 12
5x16x2

onde os valores referem-se ao sistema local (§1, 22).
Porém, a rotagio na direg¢do normal dw/dn é
aproximada por uma fungdo gquadratica sobre o elemento Fj, de

acordo com a equagdo (4.10), ou seja:

dw__ 0w _ 4 (P)awl + @ (P)awz + @ (P)aw3 (5.128)
% on 1 on 2 on 3 on ! :
1
onde 6wN/an sdo as rota¢des nos pontos nodais 1, 2 e 3 do

elemento, e as fun¢des de interpolagido @i estdo dadas em (4.12).

Logo, podem-se determinar as derivadas segundas em

relagdo ao sistema local, derivando-se (5.128) em relagdo a iz:

0®, (P) 1 a®, (P) 2 0%, (P) 3

62w _ 1 ow . 2 ow . 3 ow
0%. 0%,  ox. on 0x. on ox. on
1 2 2 2 2

(5.129)

Considerando-se a relagdo entre a coordenada

homogénea § e 22, dada por:
x, = & £ (5.130)
2 2 !
tem-se que:
dé _ 2 (5.131)
ax, ¢
2
A equagdo (5.129) sera, entdo, expressa por:
w _ g 6@1(P) aw1 , 6@2(P) aWZ X 6¢3(P) aw3 (5 132)
3%, 8% e a¢ dn a¢ on 0& on )
x, 0x
1772
Calculando-se as derivadas das fungdes
aproximadoras em (5.132) e substituindo-se em (5.127), chega-se a

equag¢ao do momento M12 em um ponto P do elemento:
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1 2 3
= _ aw ow ow =0
M, = AI(P)EH— + Az(P)EH_ + A3(P)55— - M, , (5.133)
" onde:
2 53'2£
: AI(P) = —D(l-V)E > (5.134.a)
§163°4
2 -‘53'—£1+2£
AZ(P) = -D(l-V)?—ETZS—“" (5.134.b)
2 §72¢
A3(P) = -D(1—v)7 — (5.134.c)
f1‘53‘53
Nestas equag¢des, 51 e £3 sdo as coordenadas

homogéneas dos nés 1 e 3, respectivamente, e { é a coordenada do
ponto P.

No caso do elemento continuo, onde os ndés 1 e 3
coincidem com as extremidades do elemento, basta fazer fl = -1 e

£3 = +1, nas equag¢des (5.134).

A componente de momentos M pode ser determinada a

22
partir de Mll’ que é conhecido. Da equagdo (5.7), tem-se que:
2 2
M o--p|l2¥,,99] (5.135)
11 622 622 11
1 2
e
2 2
= 0" w 0w —0
M22—— - D[ Tz + v —_—2" ] - M22 (5.136)
axz. 6x1

Assim, isolando-se a curvatura 02w/6§§ da equagao

(5.135), obtém-se:

2 2
Qw 11 11 0w , (5.137)
52 D 3

1 2
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que, substituida em (5.136), resulta em:

— 2,0 w - —0 —0
M22— - D(1-v )—:? + V[M11+ M11] - M22 (5.138)
6x2

Portanto, recorre-se, agora, a aproximacdo de w no
elemento, para a determina¢do de sua derivada segunda. Da equagdo

(4.10), tem-se que:

W= & (P)wh + & (P)w? + <I>3(P)w3 , (5.139)

N ~ . -
onde w sdo os deslocamentos nos pontos nodais e @1, as fungdes

aproximadoras.
Derivando-se duas vezes a equagao (5.139) em
relagdo a ;2’ e tendo em vista (5.131), vem:
2 2 2
62w 4 d @1(P) 1 d @2(P) 9 d @a(P) 3
= | W W ———— W (5.140)
6x2 L aé 0¢ a¢
Logo, calculando-se as derivadas das fungdes
aproximadoras em (5.140) e substituindo-se em (5.138), chega-se a
componente de momento ﬁzz, para um ponto p qualquer do elemento:
M S Cw s Cwl o4 w4 vEL L+ v, - WO (5.141)
22 1 2 3 11 11 22 !
onde :
1—v2 8
C, =D (5.142.a)
1 22 £ ¢ ‘EZ
1°3 1
1—v2 8
C =-D . (5.142.b)
2 82 £ ¢
1>3
l—V2 8
c, =D (5.142.c)
3 82 £ ¢ f2
1>3 °3
Ha interesse, também, de se determinar as

componentes eldsticas dos momentos. Assim, tendo em vista (5.126)},
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(5.133) e (5.141), pode-se escrever:
—e = =0
Mij = Mij + Mij , (5.143)
ou seja:
—e =0
M11 = Mn + M11 (5.144.a)
1 2 3
—e ow dw ow
M, A (P) 35— + B, (P) 50— + A (P) 5— (5.144.b)
—e 1 2 3
M22 = Clw + Czw + C3w + VMn + lel (5.144.c)
Desta forma, as componentes de meomentos no
contorno, em relagdo ao sistema local de um elemento, sao

determinadas em func¢do das varidveis nodais. Pode-se, entdo, a
partir de uma rotagdo no sistema de coordenadas, deixar estas
componentes expressas em relacdo ao sistema global de coordenadas
(Xl, XZ). Ao se acoplar todos os elementos que compdem o contorno,
chega-se a uma equa¢do matricial para os momentos nos pontos do
contorno, semelhante & equa¢do (5.71), utilizada para os pontos

internos, ou seja:

M® = -H" U" + G" P + T" + E" M° (5.145)
Verificando-se as equag¢des (5.144), fica claro que
os coeficientes Ai(P) e Ci irdo compor a matriz H", pois

multiplicam os deslocamentos e rota¢des nodais. As constantes que

' . 0 v~ :
multiplicam os momentos Mn e M11 irdoc formar as matrizes G" e E",

respectivamente.
Deve-se lembrar, ainda, que na montagem destas

matrizes para os ndés comuns a dois elementos distintos, adota-se a

média entre os coeficientes relativos a cada um dos elementos.



.142.

5.7 Avaliagdes Numéricas

Com o objetivo de se avaliar a influéncia dos
termos relativos ao campo de momentos iniciais na formulacdo
desenvolvida, s3o apresentados trés exemplos de problemas de
placas sujeitas a um gradiente de temperatura ao longo da
espessura e constante no dominio.

Os resultados obtidos sd3o comparados com as
solu¢des analiticas, dadas por TIMOSHENKO (1959), e com as
solugdes numéricas obtidas por RIBEIRO (1992), gque utiliza o
Método dos Elementos de Contorno para a teoria de Reissner, com
elementos de fun¢gdes interpoladoras quadraticas. O autor também
utiliza c¢é&lulas triangulares, com aproximag¢ao linear, para a

discretizacdo das integrais de dominio.

5.7.1 Exemplo 1. Placa quadrada engastada, sujeita a um

gradiente de temperatura

Neste exemplo, considera-se uma placa quadrada,
engastada nos quatro lados, com uma variagdo linear de temperatura
At entre as faces inferior e superior, igual em todos o©s seus

pontos, conforme indica-se na Fig. 5.7.

(nt
b OO0
< <
¥ x, 5
/2 X >
>( J -5 -1
Q i a=10" °C
A= X e A >
N 2 é’
2 N
are @ \5 Ot
p% %
X <
I < <
R T XXX I XK T KT
72 S 7 A

FIGURA 5.7. Placa engastada, sujeita a um gradiente de temperatura
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Assim, o gradiente de temperatura é simulado por um

campo de momentos iniciais, dado por:

0 0 aAt
M11 = M22 = D(1+v) < ,

onde o é& o coeficiente de dilatagd3o térmica do material, v, o
coeficiente de Poisson, t, a espessura da placa, e D, a rigidez &
flexd3o da placa.

A solug¢do analitica deste problema é conhecida
(TIMOSHENKO, 1959); os deslocamentos sdo nulos em todos os pontos,
uma vez que a placa permanece plana, e os momentos fletores,

constantes em todo o dominio, sdo iguais a:

oAt
M11 = M22 = - D(1+v) <
e
M12 = 0
Na presente avalia¢do numérica, considera-se a =
2,0m, £t = 0,1 m, v = 0,2 e o mddulo de elasticidade do material,

E, igual a 2,5.107 kN/mZ. Estes valores resultam em um campo de
[¢]

momentos iniciais Mil = M22 = 10 kN.m/m, aplicado a todos os
pontos, para uma variag¢do de temperatura igual a 38,4°C.

O Quadro 5.1 mostra o resultado desta analise
para duas malhas utilizadas na discretizac¢do; a primeira, com 4
elementos de contorno, um ponto interno e 8 células internas, e a
segunda, com 12 elementos no contorno, 25 pontos internos e 72
células. Apresenta-se, também, o resultado da analise efetuada por
RIBEIRO (1992), <com uma discretizagdo de 16 elementos no

contorno, 49 pontos internos e 128 células no dominio.

QUADRO 5.1. Deslocamentos e momentos no centro da placa

Exemplo 1
VALORES NO|TIMOSHENKO| RIBEIRO PRESENTE ESTUDO
PONTO A (128 células) [(8 CELULAS) | (72 CELULAS)
W, 0 2,469x10° % | 3,633x120 8| 2,894x107°
M, 10,00 9,987 9,998 10,00
M, 10,00 10,013 ~9,998 10,00
M, 0 - 1.55x10 3| -1,63x10 ?
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Deve-se observar que, mesmo para a malha com apenas
8 células e 4 elementos de contorno, a solugio é também excelente
em todos os outros pontos da placa, onde os maiores erros ocorrem
para os pontos prdéximos aos cantos, nos quais os momentos finais

s3o M11 = M22 = -9,905 kN.m/m.

5.7.2 Exemplo 2. Placa quadrada apoiada nas bordas e

sujeita a um gradiente de temperatura

Considera-se, agora, a placa quadrada, como
indicada na Fig. 5.7, siwmplesmente apoiada nos quatro lados e
submetida a um gradiente de temperatura At = 8 °C entre as faces.
Este problema foi analisado por RIBEIRO (1992), gue utilizou uma
discretizagdo com 20 elementos no contorno, 81 pontos internos e
200 células no dominio, obtendo uma solugdo muito prdéxima a
decorrente da andlise feita através do Método dos Elementos

Finitos, com 400 elementos triangulares. Para esta anadlise, foram

adotados os seguintes valores: a = 2,0 m, t = 0,2 m, v = 0,3, E =
2,5.106 tf/mz, 0s quais resultam no campo de momentos iniciais
0 0
M11 = M22 = 0,9524 tf.m/m.
No Quadro 5.2, comparam-se os resultados do

deslocamento e dos momentos fletores no centro da placa da
referéncia citada com as analises efetuadas neste trabalho, para

as duas malhas utilizadas no exemplo anterior.

QUADRO 5.2. Deslocamentos e momentos fletores no centro da placa

Exemplo 2
VALORES NO RIBEIRO PRESENTE ESTUDO
PONTO A (200 células) | (8 CELULAS) [ (72 CELULAS)
wa103 ,0,1533 0,1497 0,1523
M11 -0,3332 -0,3459 ~0,3420
M, , -0,3332 -0,3459 -0,3420

Também neste caso consegue-se uma boa resposta,

mesmo para a malha mais pobre, sendo as diferengas entre as

solucdes de 2,4%, para o deslocamento, e de 3,8%, para os momentos

fletores.
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5.7.3 Exemplo 3. Placa triangular simplesmente apoiada,

sujeita a um gradiente de temperatura

Como uUltimo exemplo, analisa-se a placa na forma de
um tridngulo equildtero, indicada na Fig. 5.8, apoiada nos lados e

sujeita a uma variagdo de temperatura At = 30 °c.

a=2m
a
V3 t=0,1m
E=2,1x 10°kgf/m®
"ff
v=0,3
2 5, -1
e =12 x 107 °C

|

FIGURA 5.8. Placa triangular apoiada, sujeita a um gradiente de

temperatura

O campo de momentos iniciais equivalente ao

gradiente de temperatura entre as faces é igual a M?l = Mgz = 9000
kgf .m/m. .

Este problema tem solu¢do analitica conhecida
(TIMOSHENKO, 1959), sendo que os momentos fletores variam
linearmente ao longo do eixo x conforme indica-se na Fig. 5.9.

1 1
As forgas cortantes equivalentes tém valor constante ao longo dos

lados, e valem:
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2
o At E t
Vn = —%3 = 4725 kgf/m
Ml_x M22
0 0/3 a i‘ o a/3 /(glmso
a Xy
3150 - 3450 6300 3150

FIGURA 5.9. Momentos fletores ac longo do eixo X, da placa para
X, = 0

No Quadro 5.3, mostram-se os valores dos momentos

fletores para os pontos indicados na Fig. 5.9, bem como o valor

do deslocamento no centro geométrico e a reagdo nos cantos da

placa, obtidos através da andlise efetuada com uma malha de 12

elementos no contorno, 13 pontos internos e 48 células.

QUADRO 5.3. Deslocamentos e esfor¢os na placa triangular apoiada

PRESENTE ESTUDO
VALORES | TIMOSHENKO —rrp—=TuTas]

wEx103 0,6933 0,6933
M D, 0 0

M, ,D 6300 6300
M | E 3150 3150
M, E 3150 3150
M, C 5540 9452
M, ,C 3150 3152
R 10912 10860
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Na analise efetuada, a forga cortante equivalente
obtida ao longo dos lados apresenta uma pequena variacdo entre o
valor minimo de 4384 kgf/m, no vértice, e 4737 kgf/m, no ponto
médio do lado do tridngulo, o gque representa uma solucdo bem
proxima da analitica.

Na analise destas avalia¢des numéricas, conclui-se
que a formulagdo representa bem o campo de momentos iniciais e que
a 1integra¢do sobre o dominio pode ser bem avaliada, sem a

necessidade de uma malha muito refinada.
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6 ANALISE ELASTOPLASTICA DE PLACAS

6.1 Introducgédo

O objetivo basico deste Capitulo é estender a
formulag8do anteriormente desenvolvida, através do Método dos
Elementos de Contorno, & andlise elastopléastica de placas. Para
isto, apresenta-se, inicialmente, alguns conceitos da teoria da
plasticidade, os quais governam o comportamento elastoplastico dos
materiais, assim como as expressdes necessidrias ao equacionamento
do problema.

S3o apresentadas, a seguir, as hipbdteses e
simplifica¢des introduzidas, visando a aplicag¢do em problemas de
placas, e o procedimento numérico para a obtencdo da solugdo. O
algoritmo desenvolvido é baseado no processo das tensdes iniciais,
proposto por ZIENKIEWICS et al (1969).

Ao final do Capitulo, faz-se a analise
elastopléastica de alguns exemplos, verificando-se a possibilidade

de aplicacdo da formulacgdo apresentada.
6.2 Conceitos Basicgs da Teoria da Plasticidade

Neste item, sdo introduzidas nog¢gdes de alguns
principios béasicos da teoria da plasticidade, wutilizados na
solugdo de problemas que apresentam n3o-linearidade fisica. Um
tratamento mais detalhado do assunto pode ser encontrado nas

publica¢des de HILL (1950) e MENDELSON (1968), entre outras.
O objetivo da teoria da plasticidade & o)
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estabelecimento de relagdes entre tensdes e deforma¢des, tipicas
para materiais que apresentam este comportamento. Basicamente, o
comportamento plastico caracteriza-se pelo aparecimento de
deformagdes irreversiveis € apdés atingida a tens3o inicial de
escoamento do material, 94 7 conforme mostra-se, esquematicamente,
na Fig. 6.1, a qual apresenta uma possivel curva tensdo-deformacio

de um ensaio uniaxial, para um material com estas caracteristicas.

9y
Or—y / I
A /{
Oo p----= // 1
Z | DESCARREGAMENTO.
/
/ |
’ i
" |
i
1
/ ]
o ya 1 -
{ £
I €, ’4"

FIGURA 6.1. Curva tensdo-deformagdo para ensaio uniaxial

Estas deformagdes, que sdo consideradas
independentes do tempo de aplicac¢do do carregamento, sdo mantidas,
desde que determinado nivel de tensdo tenha sido alcangado, mesmo
com o descarregamento total, anulando-se a tensdoc atuante.

Assim, a configuracd3o deformada é dependente do
nivel de tensi3o e da histéria do carregamento. Observa-se, na Fig.
6.1, que, inicialmente, o comportamento é eldstico linear, para

niveis de tensdo inferiores a o Neste caso, para sucessivas

0°
situagdes de carga e descarga, o caminho percorrido encontra-se no
trecho linear inicial OA, ndo ocorrendo, portanto, deforma¢gdes
permanentes ou residuaie. Para niveis de tensdo acima da tensdo de

escoamento ¢ caracteriza-se o regime plastico do material. Neste

0"
regime, conforme pode-se observar na Fig. 6.1, geralmente ocorre
uma redug¢do na rigidez do material, quando as tensOes crescem
muito menos com as deformagdes do que no regime eldstico.
Verifica-se, também, que, nesta fase, a descarga ndo se da mais
pelo mesmo caminho percorrido durante a carga, wmas por um trajeto

paralelo aoc do regime eléstico; resulta, em consequéncia, no nivel
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nulo de tensdo, a deformagdo irreversivel, denominada deformacio
plastica ep. Ao se efetuar um novo carregamento, este percorre o
mesmo caminho linear do descarregamento, até que seja atingido um
novo valor para a tensdo de escoamento, ay, que é fungdo da
deformagdo pléastica acumulada até entdo. Este fenbmeno é
denominado de endurecimento ou encruamento do material.

| Um outro fendmeno que ocorre no regime pléstico,
caracteristico, geralmente, para os metais, é o chamado efeito
Bauschinger, onde ha a perda de simetria da curva
tensdo-deformagdo, apds o escoamento, quando hd invers3o na
solicitagdo. Apds a primeira deformag¢do plastica, em materiais com
endurecimento, os niveis de tensdo de escoamento & tragdo e a
compressdo apresentam valores oy diferentes. Nestes casos,
verifica-se uma translag¢do na curva tensfdo-deformag¢do do material,
em cada ciclo completo de carga e descarga, quando se atinge
tensdes no regime pléastico. Observa-se gque as deformagdes
permanentes modificam as caracteristicas iniciais do material,
retirando a sua isotropia. Este efeito ndo sera considerado no
presente estudo.

Para se ter uma teoria gque modele o comportamento
elastopldstico, devem ser obtidas rela¢des explicitas entre tensdo
e deformagdo, para a fase eldstica do material e para a fase apds
o0 escoamento. Deve-se ter, também, o critério de escoamento, que
indica o nivel de tensdo a partir do qual aparecem as deformacgdes
plasticas, assim como a regra de endurecimento, que descreve como

o escoamento é alterado, em fungdo destas deformag¢des.
6.2.1 Problemas Unidimensionais

Para oS casos unidimensionals, o) modelo é
facilmente definido, apgnas em fungdo da curva tensdo-deformagdo,
obtida a partir do ensaio uniaxial de corpos de prova. Usualmente,
algumas curvas simplificadas sd3o adotadas, como é o caso da curva
bilinear apresentada na Fig. 6.2, com o endurecimento linear do
material apds o escoamento. Este tipo de aproximag¢do é adotado no
presente trabalho, ja que conduz a resultados satisfatdrios para a
analise elastopléastica de problemas usuais, e leva a

simplifica¢des nas relagdes constitutivas.
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Neste caso, para tensdes abaixo da tensdo inicial

de escoamento ¢ equivalente ao ponto A da curva, o comportamento

0’
é elastico, sendo a constante de proporcionalidade igual ao médulo
de elasticidade E. A partir do escoamento, um incremento da
tensdo normal provoca um incremento de deforma¢do, segundo o
médulo tangente ET’ Portanto, conforme indica-se na Fig. 6.2, apds

o escoamento inicial, tem-se que:

do = ETde I 2 (6.1)

com o incremento de deformagdo de podendo ser decomposto em uma

parcela elastica e outra pléastica, ou seja:

de = de_ + de (6.2)
€ p
Como pode ser observado na Fig. 6.2, pode-se
escrever:
do = E dee ’ {(6.3)

ou, substituindo-se (6.2):
deo = E(de - dep) (6.4)

Denota-se por H’ o pardmetro de endurecimento, que

relaciona os incrementos de tensdo e deformag¢do plastica, isto é:
do = H’dep , (6.5)

ou seja,

. do
H'= —ge@e, - (6.6)

que, através da substituicdo de (6.3) e (6.1), resulta em:
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FIGURA 6.2. Comportamento bilinear

Tem-se, ainda, que a tensdo de escoamento oy em um
ponto B gqualquer pode ser escrita em fungdo da tensd8o inicial de
escoamento, Oy através da soma de incrementos de tensdo entre os

pontos A e B, isto é:
g, = 0, + J do (6.8)

Tendo em vista (6.5), a tensdo de escoamento pode

ser relacionada a deformacdo pléastica, através de:
B
o =0  + J H'de (6.9)
Y o P
A

que, neste caso, resulta em:
0 =0 + H'e , (6.10)
y Y p

sendo ep a deformagdo plastica acumulada até o ponto B.
Portanto, o nivel de tensdo para o material

descrito estéd limitado & seguinte condigdo:

g -0 s 0 (6.11)

O primeiro membro desta inequagdo pode @ ser
representado por uma fungiio de escoamento que ndo pode assumir

valores positivos, ou seja,
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F(o,k) = O . (6.12)
ou

o - Y(k) =0 / (6.13)
onde ¢ € o nivel de tensdo e Y(k), a fun¢do que representa o valor

da tensdo de escoamento oy atual, indicada na Fig. 6.2 e expressa
em (6.10). Pode-se verificar que a fun¢do Y (k) depende apenas do
pardmetro k, associado &  histbéria do material e ao seu
comportamento gquanto ao endurecimento, e, neste caso, representado
pela deformagdo plastica ep

A fungdo dada em (6.12) expressa matematicamente a
regido elastica, onde a condig¢do F(o,k) = 0 representa o limite
atual desta regido e corresponde a um ponto sobre a curva
tens3o-deformacio.

E importante salientar que, para materiais que ndo
apresentam rela¢des lineares entre tensdo e deformag¢do, como o

exemplo indicado na Fig. 6.1, todas as expressdes anteriores sao

validas, wuma vez que as equag¢des sdo expressas de forma
incremental. Ressalte-se que, nestes casos, © pardametro de
endurecimento H’, dado em (6.7), e utilizado na equacdo (6.10),

pode variar em cada ponto da curva tensdo-deformagdo, em fungdo do

médulo tangente ET'

Pode-se observar, finalmente, que o) modelo
elastopléastico perfeito constitui a idealizag¢do mais simples para
o qual ndo se considera o endurecimento do material e, portanto,
E., e H; sdo nulos. Neste caso, a funcdo de escoamento pode serxr

.
representada por

g -0 =0 (6.14)

6.2.2 Generalizagdo para Problemas Multidimensionais

A generaliza¢3do da analise elastoplastica para

estados multiaxiais de tensio pode ser feita através das hipdteses
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basicas da teoria da plasticidade e dos conceitos introduzidos no
item anterior para o caso unidimensional.

No meio continuo, as relag¢des entre tensdo e
deformag¢do passam a ser estabelecidas, na sua forma geral, através
das componentes tensoriais oij e Eij’ com i,j = 1, 2, 3. Portanto,
analogamente ao caso unidimensional, um incremento de deformagdo
deij pode ser decomposto em componentes elasticas e plésticas, ou

seja:

de. . = de® . + deP, (6.15)
1] 1] 1)

Na fase eléstica, a relagdo entre incrementos de

tensdo e deformagdo é obtida pela equagdo (2.4) e expressa por:

e

= -16

dgij Cijke dfkg . (6 )

onde Cijk] & o tensor de constantes eldsticas que, para materiais
isotrbépicos, é dado por:

= , 6.17

Cijre = M0y30cg * HOy 05y * KOy 4045 ( )

sendo A e g as constantes de Lamé e 5ij o delta de Kronecker.

Para estados de tensdo multiaxiais, um critério de
escoamento que determina as condi¢des que caracterizam a transigdo
entre o regime elastico e o plastico, pode ser escrito,

genericamente, na forma:

F(o,.,k) = f(o..) - Y(k) =0 , (6.18)
1] 1]

onde f(oij) é funcdo do estado de tensdes atual 055 podendo ser

interpretada como uma ‘tensdo equivalente uniaxial o. A funcdo
Y (k), que depende do pardmetro k associado a regra de
endurecimento do material, pode ser entendida como um valor
convencional da tensdo de escoamento, obtida a partir de ensaios
uniaxiais.

O critério de escoamento definido pela fungdo F
pode ser representado, no espago de tensdes, por uma superficie,

denominada superficie de escoamento, a qual separa os estados de
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tensdes elasticos daqueles que produzem deforma¢cdes plasticas.
Considerando-se que o material é isotrdpico e que o estado de
tensdao em um ponto de um corpo é representado por um ponto no
espago das tensdes, os eixos coordenados no espag¢o podem ser
relacionados d&s tensdes principais; assim, €& ©possivel uma
representagdo tridimensional para a superficie de escoamento, como
serad visto no préoximo item.

De modo anadlogo ao caso uniaxial, deve-se observar
que existe uma superficie inicial de escoamento, que, no caso, é
funcdo apenas do estado de tensdo; portanto, a partir de (6.18),

pode-se escrever:

F(o,.,) =0 (6.19)
13
Segundo esta representag¢ido, sendo F = 0, acréscimos
do estado de tensdo que conduzam a valores negativos de F indicam
situac¢3o de descarga ou entrada no regime eldstico. Acréscimos de
tensio que verificam a equacdo (6.19) indicam uma situag¢do limite
ou de carregamento neutro. J& acréscimos de tensdo gue conduzam a
valores positivos de F s3o ditos inacessiveis, pois indicam o
aparecimento de deformagdes permanentes. Nesta situagao, a
superficie inicial deve evoluir no espag¢o de tensdes, de tal modo
que o ponto gue representa o novo estado de tensdo ainda resulte
sobre a superficie. Isto é andlogo a an&dlise unidimensional,
quando h&a variagdo da tensdo inicial de escoamento, com O
aparecimento de deformag¢do plastica, para materiais que apresentam
endurecimento.
Assim, um 1incremento do estado de tensao no ponto
que produza deformagdo pléastica é chamado de carregamento e o
incremento que conduza a um ponto no interior da superficie
representa um descarregamento, que & sempre eléstico. Portanto, a
superficie de escoamento, em determinado estdgio, s& sofre
alteragio no espago de tensdes quando ha& um processo de
carregamento.
Entdo, apds o escoamento inicial em materiais que
apresentam endurecimento, haverd um aumento do limite eldstico, de
tal maneira que o nivel de tensdo para o gqual ocorre uma

deformacdo plastica adicional depende do grau da deformagao atual.
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Deste modo, a superficie de escoamento ira variar a cada estédgio
de deformagdes plasticas, gerando superficies subseqiientes; o
processo de evolugdo das superficies &, ainda, descrito pela regra
de endurecimento, que indica como a fun¢do F da equacdo (6.18) se

altera com o paradmetro k.

»
»

SUPERFICIE INICIAL CARREGAMENTO

_\\\L\ (a) MODELO iSOTROPICO

/(PERFICHE SUBSEQUENTE

SUPERFICIE INICIAL =GAMENTO

CARRE
\ :-:::::Li:> SUPERFICIE SUBSEQUENTE
A\
% {b) MODELO CINEMATICO

FIGURA 6.3. Modelos de endurecimento

Dois modelos que descrevem o tipo de endurecimento
do material sdo mostrados na Fig. 6.3. O primeiro, indicado na
Fig. 6.3 - (a), é denominado isotrdpico e admite que a superficie
evolua, mantendo a sua forma inicial, sem sofrer translacao;
gera-se, assim, uma superficie subseqlente, através da expansdo
uniforme da superficie inicial. Isto corresponde a manutenc¢do das
caracteristicas iniciais de isotropia do material, sendo adequado
para situagdes de carregamento sempre crescente. Quando as
superficies subseqlentes mantém a dimensdo e a forma, mas
transladam no espago de tensdes, o modelo é dito cimemdtico. Este
modelo permite a simulagdo do efeito Bauschinger, adequado para

carregamentos ciclicos, e estd indicado na Fig, 6.3 - (b).
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Modelos mistos podem ser idealizados, compondo-se
estes dois modelos basicos, levando, porém, & maior complexidade
na formulacdo tebrica. Deve-se observar, ainda, que, para
materiais com comportamento elastoplastico pefeito, n3o ha
endurecimento, resultando em uma superficie fixa no espaco das
tensges.

No presente trabalho, adota-se o modelo de
endurecimento isotrdépico que, para problemas usuais de estruturas,
produz resultados satisfatdriosg. Neste caso, a fungdo f(aij) nao
se altera e o desenvolvimento progressivo da superficie de
escoamento é definido a partir da variacg¢do da fungdo de escoamento
do material, Y(k), que pode ser relacionada a deformacdo plastica,
através do pardmetro k. Existem duas hipdteses quanto a definigdo
deste parlmetro. A primeira, conhecida como work hardening, define
k como fungdo do trabalho plastico, Wp, acumulado durante as

deforma¢des, isto é:
K = w = J o . de? ., (6.20)
1] 1)

onde dE?J é a parcela plastica das deformagdes ocorridas durante
um incremento de deformagdo.

A partir do ensaio de tragdo simples, pode-se
determinar Wp e o correspondente valor da tensdo de escoamento
convencional, Y(k), obtendo-se uma relagdo entre estes valores.

A segunda hipdtese, denominada strain hardening,

admite que o pardmetro k seja fun¢do da deformagdo plastica

equivalente, Ep, definida por:

Kk = e - f aeP , (6.21)

onde

— 1
de? - V//E-de..de.. (6.22)
3 ij ilj

Neste caso,o pardmetro k é relacionado & norma dos
incrementos de deformac¢do pléastica; a constante que aparece na
equacdo (6.22) é tal que a expressdo é valida para o caso

unidimensional, admitindo-se que o material obedega & condigdo de
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incompressibilidade na plastificagédo.

Basicamente, o caso multiaxial é associado ao
estado de tensdo unidimensional, através da tensdo equivalente o e

da deformagdo equivalente P, que devem reproduzir a tensdo ¢ e a
deformacdo pléastica ep do ensaio uniaxial. Neste caso, a relac¢ao

incremental pode ser expressa de forma semelhante a equacgdo (6.5),

ou seja,
do = H' de , (6.23)
sendo H’ a tangente & curva (o - €?), definido em (6.7).

Tendo em vista a defini¢do da fung¢do de escoamento,
dada em (6.18), e a possibilidade de endurecimento do material,
observa-se que, se f <« Y(k), tem-se, ainda, um comportamento
elastico. Quando f = Y(k), tem inicio o escoamento e uma mudanga

incremental na funcdo de escoamento, devida a um incremento de

tensdo, é dada por:

of

iJ
Neste caso, pode-se ter:
(a) descarregamento elastico, quando df < 0, e o ponto

representativo do estado de tensdo retorna para dentro da
superficie de escoamento;
(b) carregamento plastico, se df > 0, e o material tem
comportamento plastico com endurecimento, permanecendo o ponto na
superficie subseqiente;
(c¢) carregamento neutro, que ocorre em materiais perfeitamente
plasticos, quando df = 0, ficando o ponto na superficie inicial,
que é fixa. .

Para a formulacdo do modelo elastoplastico, devem
ser obtidas, ainda, rela¢des constitutivas para a fase apds o
escoamento. Faz-se, entdo, uso de uma hipbdtese adicional da teoria
da plasticidade, que consiste em se considerar que o incremento de
deformacdo pléastica é proporcional ao gradiente de tensdo do
potencial plastico Q. Esta grandeza é uma fungdo escalar das

tensdes e do pardmetro k, e tem a dimensdo de tensao. Assim,
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pode-se escrever:

ae? | - dx5§%; , (6.25)
onde _d\ € uma constante denominada multiplicador plastico.

A condig¢do expressa na equacgdo (6.25) é denominada
regra de fluxo, Jj& que indica o fluxo pléastico depois do
escoamento. Quando se considera o) potencial plastico Q,
coincidente com a funcdo de escoamento F, a lei de fluxo é dita

associativa. Neste caso, a equagdo (6.25) & dada por:

0F (o, ., k)
de? = dx ——aL , (6.26)
1] g, .
ij
ou
af(oi.)
de? . = an — 13 , (6.27)
ij 601

J
uma vez que Y (k) ndo depende do estado de tenséo.

A equagdo (6.26) €& conhecida como condigdo de
normalidade, posto que GF/aoij constitui um vetor normal A
superficie de escoamento no ponto representativo do estado de
tensBes considerado.

E possivel, ainda, se demonstrar, através da teoria
da plasticidade, que, tanto a superficie inicial de escoamento,
como todas as superficies subseqglentes, devem ser convexas. Estas
condicdes sdo conseqiiéncia da lei associativa de escoamento e da
irreversibilidade das deforma¢des pléasticas, que implica na
realizacdo de trabalho pldstico positivo durante um ciclo completo
de tensdo, onde as variacdes de tensdo e de deformagdao devem ser
de mesmo sinal. As condicdes de normalidade do fluxo plastico e
convexidade da superficie de escoamento sdo adequadas aos
materiais com comportamento elastoplastico perfeito, ou com
endurecimento, garantindo a unicidade da solugdo do problema.

Para a determinacdo da relagdo entre tensdes e
deformacdes apds o escoamento, substitui-se o incremento de

deformacdo elastica de (6.15) em (6.16),0btendo-se, entdo:
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_ _ p
doij = Cijke (de de, ,) (6.28)

Utilizando-se, entdo, o incremento de deformagdo

plastica dado por (6.27), obtém-se:

<

doij = Cijke (de, , a ., dv) (6.29)
onde
aF(oke,k) af(okg)
e ~ 30 = 3% (6.30)
ke ke
Durante a ocorréncia de deformag¢des pléasticas,
tem-se dF = 0, 1isto é:

0F JF
dF—ao]J dU1J +m{'dk= 0 ' (6.31)
ou, ainda,
a do. . - Y g _ g (6.32)
i 7] dk

Substituindo-se, em (6.32), o valor de dk,

utilizando-se a hipdtese de endurecimento dada por (6.20), vem:
Oy (k) = (6.33)

0 segundo termo desta equagdo pode ser reescrito na

forma:

df (o, .)
ij

dy (k) o
ok ij do

dk

of drx = dx = 0 (6.34)

A
J 1] ij

Sendo f uma fung¢do homogénea de grau unitdario,
aplicando-se o Teorema de Euler para fun¢des homogéneas em (6.34),

obtém-se:
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9%%Eloija1jdx = agék) £ oy, )dA (6.35)

Através da definig¢do do pardmetro de endurecimento

em fung¢do do incremento de trabalho plastico, definido em (6.20),

e considerando-se f(oij) como uma tensdo equivalente ¢ para o caso

uniaxial, pode-se escrever:

dy (k) R

5K f(oij)dx = H'd\x , (6.36)
onde o pardmetro de endurecimento H’, conforme expresso na equagdo
(6.23), relacicna os incrementos de tensdo e deformagdo plastica
equivalentes.

Substituindo-se (6.36) e (6.35) na equag¢do (6.33),

obtém-se:

a,.do,., - H'dx = 0 (6.37)
L 1]
0 valor de d\ pode ser determinado em fungdo do
incremento total de deformac¢do, utilizando-se as equagdes (6.29) e
(6.37), ou seja:
a, . C, .
dn = o d 1dkt de , (6.38)

{(a.,.d.. + H'") k£
ij ij

sendo:

dij = Cijke a, , (6.39)

Finalmente, substituindo-se (6.38) em (6.29),

chega-se & relacgdo incremental entre tensdo e deformagdo, dada

por:

do.. = | C _ %i5%nCnnk e de (6.40)
ij - ijke a d _+ 0 ke ‘
mn mn

Note-se que esta equac¢do expressa uma relagdo do

tipo:
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- ¢tP
dgij = ijke dEkZ , (6.41)
a qual é semelhante & rela¢do (6.1), apresentada para o caso
unidimensional, onde o médulo de elasticidade tangente, ET' é

substituido por c®P

ijkl’

Pode-se, ainda, expressar o incremento de tensio,
dado em (6.40), através de suas componentes eldstica e pléstica,
ou seja:

do,, = de°, - dd?. (6.42)
1] 1] 1]

sendo a parcela eldstica do incremento dada por:

e
doij = Cijke dEke (6.43)

e a componente pléstica, por:

doP = %i 3% do® (6.44)
ij (a _d + H'") mn )
mn mn

. . ~ e .
Nesta Ultima equagao, domn representa o incremento
de tensfo, devido ao incremento total de deforma¢do, supondo o

comportamento eldstico, sendo expresso em (6.43).
6.2.3 Critérios de Escoamento

Como foi apresentado no 1item anterior, para a
formulagdo do modelo elastopléastico, h& a necessidade de se ter
critérios de escoamentes que indiquem o inicio das deformagles
plasticas, ou seja, uma forma explicita para a fungdo de
escoamento F, definida de forma genérica em (6.18).

Varios critérios tém sido aplicados na analise
elastoplédstica, associados aos diversos tipos de materiais, os
guais apresentam comportamentos distintos, inviabilizando, assim,
a utilizag¢do de um unico critério.

No presente trabalho, a formulagdo permite a
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utilizagd@o dos «critérios de Von Mises e Tresca, os quais
apresentam boa concorddncia com o resultados obtidos
experimentalmente para materiais ddcteis, mas que podem ser,
também, adaptados a materiais que nao apresentem esta
caracteristica.

Um critério de escoamento ¢é 1independente da

orientagdo do sistema de coordenadas empregado, sendo, usualmente,

expresso em fungdo dos invariantes de tensdo, tals como o
invariante do tensor de tensdo, Il’ dado por:
I. =o¢ (6.45)

e dos invariantes do tensor anti-esférico, S, dado por:

1
= = .46
J2 5 Sij Sij (6 )
e
J. - L s S S ; (6.47)
3 3 1] Jk ki !
as componentes de S sdao dadas por:
S.. =90, - %5 . 0 (6.48)
iJ iJ 3 ij k k

Uma outra alternativa conveniente para se ter uma
forma geral de algumas fun¢des de escoamento é substituir-se o

invariante J3 pelo angulo 6, introduzido por Lode, dado por:

g = L arc sen [ - 3 ] , (6.49)
3 3/72
. 2 J
2
com o angulo 6 variando no intervalo [-n/6, w/6].

Os critérios desenvolvidos que fornecem uma boa

previsdo do escoamento em metais s3o independentes do invariante
Il’ como é o caso dos critérios de Tresca e Von Mises. Isto
decorre do fato de que a variacdo de estados hidrostaticos de

o XNl 2 St E Yl mab T N e~ amenta deatea matevryiglo
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O critério de Tresca, formulado em 1864, estabelece
que o escoamento do material comeg¢a quando a maxima tensdo de
cisalhamento em um ponto alcan¢a um valor critico k, que pode ser
determinado a partir de ensaios de trag¢ido ou compressio simples.
Denominando-se as tens®es principais por O,/ 0, © 04, sendo

0, =2:0, =2 0 pode-se expressar o critério na forma:

1 2 3

1
> (o0, - 0,) =Kk (6.50)

Ao se utilizar o ensaio de tragdo simples em gue

Y(k) é a tensio de escoamento do material, através de (6.50),

obtém-se:

e, portanto, o inicio do escoamento pode ser expresso pela fungdo:
F = (0, - 0,) - Y(k) =0 (6.51)

O critério de Tresca pode, também, ser escrito em

funcdo dos invariantes J2 e 6, na forma:

F =2V J2 cos 68 - Y(k) =0 (6.52)

A func3o F pode ser representada no espago
tridimensional das tensdes principais por uma superficie
prismé&tica hexagonal, conforme se indica na Fig. 6.4. Esta
superficie tem comprimento infinito e possui o eixo longitudinal
coincidente com o eixo hidrostatico, onde o, = 0, = Oy
conseqliéncia da independéncia do critério em relagdo & tensdo

hidrostatica.

»

Von Mises, em 1913, sugeriu que o material comega a
se deformar plasticamente quando o segundo invariante, J2, atinge

um valor critico. Analiticamente, este critério é dado por:

v J = k , (6.53)

2

sendo J2 dado em (6.46), ou podendo ser expresso em fungdo das

tensdes principais, através de:
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] (6.54)

EIXO HIDROSTATICQ

VON _MISES

_TRESCA_

FIGURA 6.4. Superficies de escoamento

Partindo-se do ensaio uniaxial, pode-se relacionar
k com a tensdo de escoamento do material Y(k), por meio de (6.53),

reescrevendo-se o critério na forma:

F=v 3J, - Y(k) =20 (6.55)

Existem duas interpretacdes fisicas para o critério
de Von Mises. A primeira, sugerida pr Nadai, & que o escoamento
tem inicio quando a tens3o de cisalhamento octaédrica atinge certo
valor critico. Esta tensdo ocorre no plano octaédrico, cuja
direcdo normal €& igualmente inclinada, em relagdo aos eixos

principais, e vale:

2
Toct = jJZ (6.56)

A segunda interpretac¢do, dada por Hencky, €& que O
inicio do escoamento ocorre quando a energia de distorgdo elastica
desenvolvida alcanga uma valor critico. Este valor é igual a
energia de distor¢do do material, quando este é submetido ao
ensaio de trag¢do simples.

A Fig. 6.4 mostra a representagdo geométrica da
superficie de escoamento de Von Mises no espago das tensdes

principais. A condigdo expressa em (6.55) gera uma superficie
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cilindrica de eixo coincidente com o eixo hidrostatico e com secio
transversal circular constante para cada valor da tensdo de
escoamento Y (k). Pode-se observar, na Fig. 6.4, que a superficie
cilindrica de Von Mises circunscreve o prisma hexagonal de Tresca.
Assim, o critério de Tresca tem cardter mais conservativo, pois
prevé o escoamento com tensdes geralmente inferiores as indicadas
pelo critério de Von Mises. Pode-se ainda mostrar gque a maior

difereng¢a entre os critérios inferior a 15%.

-

é
a implementagédo computacional, é

Com vistas
conveniente escreverem-se as rela¢des constitutivas na forma
(

matricial. Assim, a equacdo (6.40), que relaciona os incrementos

de tensdo e deformagdo apds o escoamento, fica:

E a aT E

do = E - 7 de (6.57)
a E a + H! ~

l
t

Deve-se observar que, nesta equa¢ao, as componentes

de tensio e deformacdo sdo representadas vetorialmente; E €& a

matriz de constantes elidsticas do material e a, de acordo com

(6.30), & o vetor de fluxo, dado por:

al = OF , (6.58)

~ do
onde:

o' {0 o o o o g, .} (6.59)

117 22 337 237 31° 12
Portanto, para a determinagdo da matriz

elastoplastica, indicada em (6.57), basta que se conhega o vetor

de fluxo para cada fungdo de escoamento. Tendo em vista que OS
critérios de escoamento, em geral, sdo expressos em fungdo de

invariantes, uma representacdo adequada para o vetor a, de acordo

com NAYAK & ZIENKIEWICZ (1972), pode ser dada por:

(6.60)
+ C3a3 ,

a = Cla1 + Cza

2
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sendo:
0I
al = 1
1 T do
. 0(J )1/2
a, = 2 (6.61)
i 2 oa ’
aT _ 6J3
3 ~ Jdo
Assim, apenas as constantes Cl, C2 e C3 dependem da
funcdo de escoamento. No caso do critério de Tresca, estas

constantes wvalem:

C1 = 0

C, = 2cosf (1 + tgbtg3f) (6.62)
c - vV 3 senf

3 J, cos3f '

com 6 dado em (6.49).
Para o critério de Von Mises, as constantes sdo:

c, =0
C2 =v 3 (6.63)
c:3 =0

6.3 Um Modelo Simples para a Andlise Elastopldstica de Placas

Em funcd3o das hipbéteses da teoria de Kirchhoff para
placas de pequena espessura, conforme visto na Capitulo 2, pode-se
admitir que um ponto estd sujeito a um estado plano de tensoOes,
quando ndo se consideram as tensdes devidas a forgas cortantes.
sexr expressas em

Portanto, as superficies de escoamento podem

funcdo apenas das tensoles Oyqr T9p0 Oype provenientes da flexao.
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Como em uma segado transversal de uma placa fletida
as tensdes tém distribuicdo linear ao longo da espessura, enquanto
o material estd na fase eldstica, a plastificagdo comega nas faces
da superficie da placa, expandindo-se para a regido interna, com o
acréscimo das tensdes. Desta forma, em um critério de esgcoamento
representado em fungdo das tensdes had necessidade de se conhecer o
estado de tensBes nos pontos localizados ao longo da espessura da
placa, que podem estar no regime elastico ou pléstico. Uma
alternativa para representar a propagagdo da plastificagdo é a
divisdo da espessura da placa em camadas, para as quais
verifica-se o escoamento. Os momentos resultantes da integragdo
sobre a espessura podem ser obtidos através da soma dos efeitos de
cada camada.

Um modelo mais simples, e que parece razoavel, para
placas delgadas, consiste em se considerar que toda a segdao se
plastifique instantaneamente quando o momento fletor atinge o
valor do momento de plastificagao M, - Este & o momento resultante
em uma secdo quando todos os pontos atingem a tensdo inicial de

escoamento, a e, portanto, vale:

0 1

+t/2 2

oot
J oox3dx3 = = (6.64)
-t/2

Neste modelo, adotado no presente estudo, todas as
equacdes vistas no item anterior podem ser adaptadas através da
correspondéncia entre tensdes e momentos e entre as respectivas
deforma¢gdes e curvaturas. Assim, o critério de escoamento é
expresso em funcido dos momentos atuantes na placa e também de
um pardmetro de endurecimento, determinado a partir da curva
momento-curvatura de um ensaio de flex3o unidimensional. Ou seja,

~ .. 1
a funcdo de escoamento € escrita na forma:

F(M, . ,k) = £f(M,.) - M (k) =0 (6.65)
1] 1] Y
Deve-se observar que, neste caso, f depende dos

momentos Mll’ M22 e M12 e pode, entdo, ser interpretada como um

momento equivalente M. O momento de plastificagdo My é fung¢ao do
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pardmetro k e depende do nivel de curvatura plastica equivalente,
xp, e representa o momento convencional de escocamento.

Utilizando-se, de forma analoga, O0os conceitos
introduzidos na defini¢do do endurecimento do material apds o
escoamento inicial, pode-se escrever:

M (k) =M + H' X , (6.66)

sendo o pardmetro de endurecimento obtido a partir da curva

momento-curvatura, para o caso da flexdo unidimensional, e dado

por:
H' = dLP (6.67)
dx
Logo, admitindo-se que o comportamento do material
seja o representado na Fig. 6.5, onde indica-se o diagrama

momento-curvatura para uma faixa de placa de largura unitéria,
observa-se que, inicialmente, o material est&d no regime eléastico,
sendo a rigidez & flex3o definida por EI. Apds o escoamento
inicial, definido pelo momento MO, o material apresenta curvaturas

~

plésticas e endurecimento linear, com um mbédulo de rigidez a

(D

flexao igual a EIT. Nesta fase, o incremento de curvatura

formado por uma componente eldstica e outra plastica, isto é:

(6.68)

Ely

________*____
|
|
S G R

Y
%

x|

——

FIGURA 6.5. Momento-curvatura para flex3o unidimensional
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Portanto, o pardmetro H', dado em (6.67),
representa a inclinag¢8o da curva momento-curvatura apds a retirada

da componente eldstica e pode ser calculado de forma andloga a

equagdo (6.7), ou seja,
EIT
B L,
H' = ET (6.69)
LT
EI

As relagdes constitutivas podem ser expressas de
forma matricial, wutilizando-se as mesmas expressdes do item
anterior. Entdo, na fase eldstica, as rela¢des incrementais entre

momentos e curvaturas sdo dadas por:

am® = ¢ dy , (6.70)
onde
e
Mll
e e
% = M22 (6.71)
e
MlZ
_ 62w
2
e aXl
X11 )
e 0w
dx =4 X,, t =1 - —% . (6.72)
~ dx
e 2
X12
2
_ 9 0" w
9%, 0%,
e
1 v 0
C =D 1% 4 0 (6.73)
- 1-v
0 0 5
Apds o escoamento, estas relag¢des incrementais, de
acordo com (6.57), podem ser escritas na forma:
C a aT C

dy (6.74)

1]
(@]
I

dM
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sendo, no caso, o vetor de fluxo dado por:

1 - 9F _ { dF dF oF } (6.75)
3 5? oM, | oM, oM, :
Tendo em vista as equag¢gdes (6.38) e (6.39), pode-se
escrever (6.74) da seguinte forma:
dM = am® - dx d , (6.76)
onde:
T C
dx = —T—Q;—i;—— dy (6.77)
aCa + H' ~
e
Observe-se, em (6.76), que a parcela dAd representa

a componente pléastica do incremento de momentos.
6.4 Solugio Numérica do Problema N&do-linear

Utilizando-se o equacionamento desenvolvido na
se¢do anterior e a formulagdo de placas com campo de momentos
iniciais, pode-se obter a solugdo numérica para o problema
elastopléastico, baseado no processo das tensdes iniciais,
inicialmente proposto por ZIENKIEWICS (1969), para o Método dos
Elementos Finitos. No caso de placas, o procedimento é semelhante,
considerando-se uma distribui¢do de momentos iniciais.

Como a relacdo constitutiva apds o escoamento do
material, dada pela .equacéo (6.74), é expressa na forma
incremental, o© processo numérico para a solugdo requer dque O

carregamento sobre a placa seja aplicado em incrementos.

Utiliza-se, entdo, um algoritmo incremental-iterativo, sem
atualizacdo das matrizes envolvidas, semelhante ao método da
rigidez inicial apresentado por OWEN & HINTON (1980). Nesta

referéncia bibliografica, estid detalhada a abordagem numérica que

foi empregada no presente trabalho, descrevendo-se, a segulr, OS
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aspectos gerais do algoritmo empregado.

Para um incremento de carga genérico, admitindo-se
O comportamento elastico, pode-se determinar o incremento de
momentos em cada ponto da placa, através da equacgdo (5.120), que
sdo acumulados ao estado de momentos atuais. Se algum ponto atinge
o escoamento, o incremento de momentos reais, o qual verifica a
condigdo de escoamento, deve ser calculado e o excesso de momentos

ou incremento de momentos pléasticos, aM?, deve ser reaplicado ao

sistema como um campo de momentos iniciais.
Un procedimento conveniente que pode ser utilizado
€ o de se obter a solugdo elastica para o carregamento total

previsto e definir os incrementos de carga a partir de uma frag¢do,

Bi' do carregamento. Assim, para um carregamento genérico,
admitindo-se que ndo ocorram momentos iniciais, obtém-se, de
(5.120), a solugdo elastica para os momentos, dada por:
e
M- = N (6.79)

Logo, para um incremento de carga genérico i, o

incremento de momentos el&sticos, vale:
AM:.3 = p. M° (6.80)

Acumulando-se, entdo, os valores de Bi’ obtém-se as
somas de incrementos de momentos, correspondentes aos acréscimos
do carregamento.

Os passos basicos utilizados para cada incremento
de carga podem ser resumidamente descritos como:

{a) Calcula-se o incremento eldstico de momentos AM?. Este valor é

calculado, através da equagdo (6.80), para a primeira iteragdo,
considerando, portanto,* o efeito do incremento de carga. Para as

. . ~ e . .
demais iteragdes, AMi é calculado a partir do excesso de momentos,

AM?_l, determinado na iterag¢do anterior, que é aplicado como campo

-~

de momentos iniciais. Portanto, da equag¢do (5.120), tem-se:

A = s aM (6.81)
i i-1
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(b) Em cada ponto da placa, calcula-se o estado de momentos,

supondo-se comportamento eldstico, somando-se o incremento M aos
1

momentos verdadeiros da itera¢do anterior, ou seja:

e e

?1 = Ti-l + OM, (6.82)
{c) Verifica-se a condi¢d3o de escoamento, ou seja, se f(Mf) <
My(k); neste caso, o ponto ainda estd no regime eldstico e a

estimativa M? esta correta. Deve-se notar que My(k) é o momento de

escoamento atualizado ao final da itera¢do anterior, que, de

acordo com (6.66), & dado por:

, =P
My(k) = Mo + H X5 . (6.83)

(d) Se f(MS) = M (k) e f(M,
1 y i-

considera¢do j& havia escoado na iterag¢do anterior e os momentos

)= My(k), entdo o ponto em

ainda est3o crescendo. Portanto, todo o excesso de momentos deve

ser reduzido, de forma que o ponto fique na superficie de
escoamento. Neste caso, o incremento de momentos deve sexr
calculado por meio de (6.76), isto é:

oM, = AM? - dx d (6.84)

e o estado de momentos nesta iterac¢do, que satisfaz o critério de

escoamento, sera:

M, = M, + AMf - dx d (6.85)

Deve-se , notar que a ultima parcela da equagdo
anterior & igual a4 componente plastica do incremento de momentos

na iterag¢do em curso, ou seja:
oMy = A d (6.86)

Este incremento de momento plastico é acumulado

como M e & aplicado na préxima iteragdo como um campo de momentos
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iniciais.
Utilizando-se o conceito de trabalho plastico, dado

em (6.20), e a condigdo de normalidade, expressa em (6.26),

" pode-se determinar o incremento de curvatura plastica equivalente

i

Ai? em funcdo do estado de momentos e do momento equivalente M,

através de:

Awp = M, Ay, = anT M .
ou:
aT Mi
M.
1
Portanto, a curvatura plastica equivalente, ou
efetiva, sera:
aT M’
X o= x4+ ax —— (6.88)
i i-1 =
M,
~'|
onde o momento equivalente, ou efetivo, Mi’ é igual ao valor de
f(Ti).
(e) Se f(Mie) > My(k) e f(Mi-l) < My(k), significa que o ponto

estava em regime eldstico no inicio e que escoa durante a iteragao
corrente. Determina-se, entdo, quando se inicia o escoamento, ou
seja, os valores de momentos que satisfazem o critério; a parcela
acima destes valores deve ser reduzida a superficie de escoamento,
de modo andlogo ao passo anterior.

(f) Verifica-se a convergéncia; caso ndo tenha ocorrido, volta-se
ao passo inicial (a),” para uma nova iteragdo. Quando ocorre
convergéncia, passa-se a um novo incremento de carga, repetindo-se
todos os passos, até que o carregamento total seja aplicado.
Considera-se, neste trabalho, que a convergéncia é verificada
quando o excesso de momentos efetivos fica abaixo de uma certa
porcentagem do momento de plastificagdo da itera¢do em curso.

Neste trabalho, adotam-se 0s procedimentos

sugeridos por OWEN & HINTON (1980) para melhorar a precisado do
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algoritmo, eliminando-se o excesso de momentos em relacdo &
superficie de escoamento, através de varios estdgios.

Finalmente, deve-se ressaltar que, no algoritmo

iterativo, calculam-se apenas os momentos. Os valores das
incégnitas de contorno, armazenadas no vetor X, podem ser
determinadas através da equagdo (5.113), em qualquer estagio
desejado do processo, utilizando-se os momentos pléasticos

acumulados MP, considerados como um campo de momentos iniciais,

acrescentados ao carregamento acumulado até este estigio.
6.5 Avaliagdes Numéricas

Apresentam-se, a seguir, exemplos simples de
andlise elastoplastica de placas, visando a aferigd3o do modelo
desenvolvido, através da comparac¢io dos resultados com solugdes ja

conhecidas, ou com valores obtidos a partir de outros métodos.

6.5.1 Exemplo 1. Placa Biapoiada com Momentos Aplicados

nas Extremidades

Considera-se uma placa retangular com comprimento
igual a quatro vezes a largura, conforme a Fig. 6.6, apoiada nas
duas extremidades, sujeita a momentos M aplicados nestes pontos. A
discretizagdo é feita através de 12 elementos no contorno e 40
células no dominio. A espessura da placa adotada é igual a um
décimo do vdo, podendo-se comparar os resultados com a teoria de
vigas.

O problema, inicialmente, foi processado com quatro
incrementos de carga. Considera-se o material com comportamento
elastoplastico perfeito; assim, a solugdo é eldstica linear até
que o valor de M seja étingido, gquando ha escoamento em todas as
se¢des, representando um patamar horizontal no diagrama
momento-curvatura. A tolerdncia de 0,01% & fixada para a
verificacdo da convergéncia.

No penidltimo incremento de carga, o momento
aplicado acumulado vale M = 0,998Mp e, portanto, bem prdéximo do
escoamento das sec¢des, mas ainda no regime eldstico. Neste caso, a

solug¢do obtida coincide, praticamente, com a solugdo exata,
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apresentando erro inferior a 0,2% para os deslocamentos e rotacdes
nos apoios da placa.

Quando se atinge o Gltimo incremento, indicando um
momento M = Mp, nido se obtém a convergéncia, mesmo apds quinhentas
itera¢des, como era de se esperar.

) Para se verificar a estabilidade do algoritmo, o
mesmo problema foi processado, aplicando-se rotacdes prescritas
nos apoios, obtendo-se, entdo, os momentos. Foram aplicados dez
incrementos até se atingir o dobro da rotagdo do inicio do
escoamento, ficando os momentos nos pontos da placa iguais ao

momento de plastificagdo, com erros inferiores a 0,4%.

6.5.2 Exemplo 2. Placa Biengastada nas Extremidades, com

Carga Uniformemente Disgtribuida

A placa da Fig. 6.6, engastada nas extremidades e
sujeita a uma carga uniformemente distribuida, é analisada com a
mesma discretizagdo do exemplo anterior. Vinte incrementos de
carga foram aplicados, com a carga g variando de 15 kN/m2 a 28
kN/mZ. Os dados para o exemplo sd3o os seguintes: £ = 8 m; t = 0,8

m; v = 0; E = 2.107 kN/mz; Mp = 100 kN.m/m.

Y &
p é 014
. s
3 e

Ao KK

XX XA,
: .

FIGURA 6.6. Placa biengastada com carga uniformemente distribuida

Esta andlise considera o material com comportamento

elastopléastico perfeito e foi efetuada por RIBERO (19392). Este

autor também utiliza o Método dos Elementos de Contorno, porém com



L177.

a Teoria de Reissner, considerando uma discretizag¢do com 20
elementos no contorno e 128 células.

A anidlise de uma viga equivalente para o problema
resulta em uma carga gq = 18,75 kN/m2 kﬂZ/Mp = 12) para a
plastifica¢do nas segdes engastadas, formando-se rdétulas pléasticas
nestes pontos; a carga limite resulta com a plastificac@o da segdo

no meio do vd@o para g = 25 kN/mZ, e, portanto, qéz/Mp = 16.

qe?
Mp

-
-

2 4 6 8 10 100 W
Mp¢2

FIGURA 6.7. Curva carga-deslocamento central da placa biengastada

Na Fig. .6.7, indica-se, para a solug¢do obtida, a
variagdo do deslocamento no ponto central da viga em fungdo da
carga, que é semelhante ao resultado obtido por RIBEIRO (1992).
Observa-se o inicio da perda de rigidez para valores de carga
acima de 18 kN/n? uﬂz/Mp = 11,52) e ndo se obtém a convergéncia
apbés o valor de g = 26,4 kN/m2 (qu/Mp = 16,9), quando ocorre a

plastificacdo dos pontos da segdo central.
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6.5.3 Exemplo 3. Placa Quadrada Apoiada nas Quatro

Bordas, com Carga Uniformemente Distribuida

Uma placa quadrada, indicada na Fig. 6.8, apoiada
nas bordas e submetida a um carregamento g uniforme, é analisada,
admitindo-se que o material tem comportamento elastoplastico
perféito. Esta andlise foi feita por OWEN & HINTON (1980), por
meio do Método dos Elementos Finitos, discretizando um quarto da
placa com quatro elementos Heterosis e tem sido utilizada para
afericdo de diversos modelos elastopldsticos. RIBEIRO (1992) e
KARAN & TELLES (1992) resolveram o problema através do Método dos

Elementos de Contorno, utilizando a teoria de Reissner.

A, €= 10
7 // t = 0,0I
7
¢ E = 10,92
'7 i>
2 v = 0,3
A e % = 1600,0

P : ]

FIGURA 6.8. Placa quadrada apoiada nas bordas

Na presente analise, aproveitando-se as condigdes
de simetria, apenas um quarto da placa é discretizado, através de
8 elementos no contorno e 32 células no dominio. Foram aplicados
24 incrementos de carga, com toleridncia de 0,1%, para a
verificacdo da convergéncia. Estes incrementos sdo menores para OS
valores préximos da , carga limite e a andlise foi feita

considerando-se os critérios de Tresca e Von Mises.

A solucdo obtida praticamente coincide com as
solugdes apresentadas nas referéncias citadas. Na Fig. 6.9,
comparam-se os resultados da presente andlise com a solugdo
apresentada por OWEN & HINTON (1980), para os valores dos

deslocamentos no centro da placa.
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FIGURA 6.9. Curva carga-deslocamentc central da placa apoiada

Pode-se verificar, pelos resultados, que o critério
de Tresca conduz a deslocamentos maiores para um mesmo nivel de

carga, ndo se obtendo, para este critério, convergéncia para

valores superiores a p = 22,8M0/g, apds 100 iteragdes.

OWEN & HINTON (1980) apresentam os resultados
numéricos para a carga p = 21,4M0/g, onde o deslocamento no ponto
central da placa vale W= 0,08741MO.£2/D, sendo obtida, na

presente anadlise, o valor de W= 0,08770M0.22/D, para esta carga.

6.5.4 Exemplo 4. Placa Quadrada Engastada mnas Quatro

Bordas, com Carga Uniformemente Distribuida
Neste exemplo, analisa-se a placa engastada
indicada na Fig. 6.10 - (a), submetida a um carregamento
uniformemente distribuido. Este problema foi analisado por OWEN &
FIGUEIRAS (1983), através do Método dos Elementos Finitos,
utilizando uma discretizacdo de 9 elementos semiloof, para um
quarto da placa. Considera-se que o material, apds o escoamento

inicial, tenha endurecimento linear (Fig. 6.10 - (b)).



As unidades dos dados do problema n3o foram

fornecidas e os valores s3o os seguintes: t = 0,2; vy = 0,3; E =
30000; ET = 300; 9y = 30.
. S, T o4
E
A @ b 1E7

N

—_—
{
i
\
N
!

b) Material

a) Placa Engastada

FIGURA 6.10. Placa gquadrada engastada nas quatro bordas

Na analise efetuada, a discretizag¢do de um quarto
da placa é feita com 8 elementos no contorno e 64 células no
dominio. Considera-se o critério de Von Mises, aplicando-se 30
incrementos de carga e adotando-se a tolerdncia para a
convergéncia igual a 0,1%. N3o se obteve convergéncia apds 100

itera¢des, para valores de carga acima de 0,4.

0,50 1

—

- — REFERENCIA {OWEN-FIGUEIRAS)

o i
0,25 - _ _ PRESENTE ESTUDO

>

2,0 4,0 60 9,0 I00Wq

FIGURA 6.11. Curva carga-deslocamento central da placa engastada
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A Fig. 6.11 mostra os resultados da presente
andlise e da referéncia citada, indicando a variacdo do
deslocamento central da placa com a carga. Na Fig. 6.12,

~indicam-se as regides plastificadas em um quarto da placa, para a

carga igual a 0,35.

ALY KA g }/)\oo\‘»y\.’

Regigo Plastificada
( Referéncia)

SIMETRIA

e Pontos Plastificados
{(MEC)

AR MUK

SIMETRIA

FIGURA 6.12. Regides plastificadas da placa para q = 0,35

Através dos resultados obtidos, verifica-se que o
modelo ndo-linear desenvolvido apresenta bons resultados, gquando
comparado com outros modelos. Estes exemplos foram analisados com
alteragdes no numero de incrementos de carga, tolerf@ncia e malhas
para a discretizag¢do, ndo apresentando varia¢des significativas
nas solugdes. Logicamente, para toleréncias maiores, a
convergéncia ocorre para um numerco menor de iterac¢des, porém com
resultados menos precisos. Quando se altera a discretizag¢do de 8
para 12 elementos no contorno e de 32 para 72 células no dominio,
também ndo h& varia¢des importantes nos resultados das analises

efetuadas.
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L

7 MODELOS ALTERNATIVOS PARA A ANALISE ELASTOPLASTICA DE LAJES

7.1 Introdugdo

Neste Capitulo, apresenta-se um modelo simples que
pode ser aplicado na andlise elastoplastica de lajes de concreto
armado, baseado na relacido momento-curvatura. Este procedimento é
utilizado por CORREA (1991) para a aplicagdo em lajes usuais,
através do Método dos Elementos Finitos; embora tenha limitagodes,
tem a grande vantagem de sua simplicidade, ndo havendo necessidade
de integracg¢do ao longo da espessura da placa. Logo, ha razoavel
economia de espago de memdria e tempo de processamento na andlise

computacional de pavimentos.
Sugere-se, também, a utilizagdo de um modelo mais

refinado, que considere a progressido da plastificag¢do ao longo da
espessura da placa e permita que sejam avaliados os estados de
tensdo no ago e no concreto. O procedimento & semelhante ao
utilizado em modelos estratificados, que consideram a espessura da

placa dividida em camadas.

7.2 Modelos Usuais para a Andlise Elastoplastica de Lajes de

Concreto Armado

Nas Gltimas décadas, com o grande avango dos
recursos computacionais, a andlise de estruturas de concreto
armado tem sido objeto de exaustivas pesquisas, principalmente

através do Mé&todo dos Elementos Finitos.
De um modo geral, tem-se buscado o aprimoramento
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das técnicas de analise ndo-linear e especialmente o
desenvolvimento de modelos constitutivos que representem com mais
fidelidade o comportamento do concreto e sua interag¢do com o aco.

Mais recentemente, modelos sofisticados, baseados
em conceitos da mecdnica da fratura, procuram reproduzir o
comportamento do concreto pés-fratura, com a considerag¢do do
regimé de amolecimento do material. Um estudo detalhado sobre os
modelos constitutivos para o concreto é apresentado por PROENCA
(1988) e nido é objetivo deste trabalho.

Dentro deste contexto, a andlise ndo-linear de
lajes de concreto armado vem merecendo atengdo. A partir dos anos
setenta, um grande nGmero de trabalhos publicados nesta A&rea,
utilizando o Método dos Elementos Finitos, tem contribuido para o
aperfeigoamento de projetos estruturais envolvendo estes

elementos.
As formulacgdes apresentadas, baseadas na teoria

classica da plasticidade, podem ser divididas em dois tipos
badsicos. No primeiro, se enquadram as formulagdes que verificam as
condi¢des de plastificacgdo através dos esforgos resultantes e das
relacdes momento-curvatura para o comportamento do material. Nesta
linha, podem ser citados, entre outros, os trabalhos de JOFRIET &
McNEICE (1971) e AUFARE et al (1986), que adotam um diagrama

momento-curvatura bilinear.
Outro tipo de formulagdo, na gual sdo assumidas as

relagdes tensdo-deformagdo para os materiais, €& aquela que
verifica a possibilidade de escoamento no ag¢o e ruptura no
concreto. Neste caso, em geral, a placa é considerada como uma
superposicido de camadas de concreto e ago e sdo impostas hipodteses
de compatibilidade entre as deformag¢des dos materiais.

Este modelo apresenta nitida vantagem sobre o
primeiro, pois, além de se poder verificar a progressao da
plastificacdo ao longo da espessura da placa, permite, como no
caso do concreto armado, a avaliag¢do de materiais com
comportamentos distintos.

Adotando este modelo estratificado, a maior parte
das formulacdes para a andlise ndo-linear de estruturas laminares
tem sido desenvolvida, sendo disponiveis, atualmente, modelos

sofisticados. Alguns aspectos destes modelos serdo abordados
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posteriormente.

7.3 Um Modelo Alternativo para a Analise de Lajes de Concreto

Armado

Partindo-se da fermulagdo desenvolvida no Capitulo
anterfor para a andlise ndo-linear de placas, pode-se chegar a um
modelo simples, capaz de representar o comportamento de uma laje
de concreto armado em servigo; este se baseia apenas na relagéo
momento-curvatura uniaxial para representag¢do do comportamento do
material. Este tipo de modelo, apesar de nao representar com
precisdo os estados de tensdo dos pontos da placa, como ocorre nos
modelos estratificados, permite uma boa avaliagdo dos esforgos e
deformacdes na laje apds a plastificagdo. Modelos semelhantes tém
sido aplicados através do Método dos Elementos Finitos e

demonstrado eficiéncia para este fim.

Basicamente, o modelo consiste em se adotar um
diagrama momento-curvatura para a flexdo unidimensional da laje de
concreto armado, considerando o critério original de Von Mises
para a verificacdo das condigdes de plastificacgdo.

Apesar deste critério ser adequado a materiais
dldcteis, tem sido aplicado na sua forma original, ou por meio de
adaptagdes em elementos de concreto armado. Através de uma
formulacdo estratificada, LIN & SCORDELIS (1975) utilizam o
critério de Von Mises para a verificagdo da ruptura do concreto
sob compressdo biaxial.

Uma das propostas de generalizagado do critério para
sua utilizacdo em rupturas frageis foi apresentada por YANG
(1980), incluindo a possibilidade de verificagdo do efeito
Bauschinger.

Mais rec?ntemente, CHANNAKESHAVA et al (1988)
aplicaram a superficie de Von Mises, com modificagdes, para
verificacdo do concreto, analisando problemas de estado plano,
através do Método dos Elementos de Contorno. HU & SCHNOBRICH
(1991) também introduziram uma adaptagdoc do critério para a
analise de placas e cascas de concreto, via Método dos Elementos

Finitos.
Nas formulagoes que consideram os esforgos
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resultantes, a escolha do diagrama momento-curvatura parece ser
essencial, sendo mais importante do que o critério de esocamento
adotado.

Esta preocupagdo tem sido demonstrada em diversos
estudos experimentais e tedricos para a flexdo em pecas de
concreto armado. No caso de lajes, as quais, em geral, apresentam
baixa{taxa de armadura, a curva momento-curvatura apresenta uma

forma caracteristica, que estd indicada na Fig. 7.1.

FIGURA 7.1. Diagrama momento-curvatura uniaxial para concreto

armado

Na figura, o trecho inicialmente linear é elé&stico
e corresponde ao comportamento do concreto ndo fissurado. A reta
tracejada indica os valores tedricos obtidos guando se despreza a
resisténcia do concreto tracionado, correspondendo ao estadio II.
Pode-se observar que, neste caso, as curvaturas s3o bem maiores
que as reais, o que pode parecer favoravel a seguranga.
Entretanto, a consideragdo de curvaturas superestimadas em
diferentes zonas de uma estrutura hiperestatica pode conduzir a
resultados nem sempre seguros.

Em trabalho publicado em 1973, baseado em uma
equacdo semi-empirica, RAO & SUBRAHMANYAN (1973) sugerem um método

para se calcular uma relagao idealizada momento-curvatura
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trilinear, em que a resisténcia do concreto tracionado entre as
fissuras & considerada. Os resultados para esta aproximacdo sao
comparados com oS ensaios em vigas de segdo retangular e secgdo T,
realizados por outros autores, e apresentam bons resultados.

Um diagrama momento-curvatura trilinear idealizado
para flexéo simples também é proposto pelo cdédigo do CEB-FIP
(1990f, nos seus itens 3.6 e 5.4.1, o qual é& semelhante ao que
estd esquematizado na Fig. 7.2. Neste caso, os trechos lineares
gque representam os estaddios I, II e III estdo limitados pelos

respectivos momentos M,, M, e M,. O momento M, & o de inicio de

vk
fissuragcdo do concreto e representa o fim do trecho elastico; M,

& o momento de inicio do escoamento da armadura e M, &€ o momento

dltimo.
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FIGURA 7.2. Momento-curvatura trilinear

No presente trabalho, admite-se o diagrama momento-
curvatura indicado na Fig. 7.2, proposto por CORREA (1991), para a
andlise de ©placas através do Método dos Elementos Finitos.
Considera-se, portanto, que o material possui um comportamento

inicialmente elastico até o ponto A, onde se inicia o regime
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pléstico, com um pardmetro de endurecimento linear H)} até o ponto

B. Deste ponto em diante, ocorre nova queda de rigidez, com o

endurecimento representado por H, até o ponto C, a partir do qual
ndo ha endurecimento.

Os descarregamentos em qualquer est&gio sdo sempre
considerados paralelos ao trecho inicial el&stico.

Assim, com a defini¢cdo dos pontos A, B e C, a

rigidez a flexdo de cada trecho pode ser calculada por:

M,
D1=_
Xa
Mg = M,
D, = —m— (7.1)
Xp ~ Xa
Mg — M
D2=_7
Xc ~ X

Portanto, os parametros de endurecimento relativos
aos trechos AB e BC sdo calculados de acordo com a equagao (6.69),

em funcao da rigidez a flexdo, e valem:

* D2
H, =
1 - D,/D,
(7.2)
, Dy
Hy = —+———
1 - Dy/D,
Entdo, o momento de plastificagdo M,, dado na

equacdo (6.66), & func¢do da curvatura plastica equivalente ¥, e
neste caso, também varia com os pardmetros de endurecimento de
cada trecho. Através da Fig. 7.2, & facil ver que o momento de

plastificagdo para valores abaixo de Mg, €& determinado por:

M, = M, + H;x" (7.3)

Este valor de M, é valido, portanto, para os pontos

situados nos trechos OA e AB. Deve-se notar que no trecho elastico
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ndo ha curvatura plastica e, portanto, M; = M,.

Para o trecho BC, o momento de escoamento &

calculado através de :

M, = Mg + HZ" - %) , (7.4)

y

até qﬁe seja alcangado o valor M., a partir do qual o momento de

P

escoamento & constante.
Na equagdo (7.4), %X§ €& o valor da curvatura

plastica equivalente no ponto B e, portanto, vale:

MB
(7.5)

X = Xp
B B D1

A determinacdc dos pontos limites no diagrama
trilinear é feita através das condigdes de equilibrio e
compatibilidade de deforma¢des impostas na segdo de concreto

armado, com largura unitéria.
Assim, o ponto A corresponde ao inicio da primeira

fissura no concreto é determinadc com a segdo homogénea de
concreto, desprezando-se a presen¢ga de armadura. Denotando-se por
E. o mbédulo de deformagdo tangente do concreto e por f,, a sua

resisténcia & tracdo caracteristica, tem-se que:

M, = f,— (7.6)

onde t & a espessura da se¢do. A curvatura x, correspondente a
esse momento &, portanto, a relagdo entre a deformagdo £, na borda

tracionada do concreto e a metade da espessura, ou seja:

€ ZfL;

XA = =
t/2 E.t

(7.7)

Para a determinagdo do ponto B, recorre-se & segao
esquematizada na Fig. 7.3. Este ponto corresponde ao inicio do
escoamento da armadura de area Ag, quando se atinge a resisténcia

caracteristica do ago fy,. Admite-se que o concreto tracionado nao
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contribui e que as tensdes de compressido no concreto sio
proporcionais as deformag¢des através do mdédulo E..

Impondo-se a condigdo de equilibrio entre as
resultantes de tracao no ago e compressao no concreto e tendo em
vista a compatibilidade entre as deformagdes, determina-se a

posigdo x da linha neutra. Sendo Egy € o médulo de elasticidade do

T

ago e
ES
o, = E_C , (7.8)
tem-se que:
X = — A Ag + J(aeAS)Z + 2a.Agd (7.9)
O momento resultante My vale, portanto:
My = f,A(a - x/3) (7.10)
e a respectiva curvatura x; &€ dada por:
e (7.11)
Xg = ——— .
P d - x

I - :;—— d. X/2
N < =9 -
2x/3

N .
t d \
d-X
\\
] \,
As Eyk
- fyk As
SECAO DEFORMAGOES TENSOES

FIGURA 7.3. Distribuicdo de tensdes e deformagdes para o ponto B
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O ponto C é definido pelo momento Gltimo e pode ser
determinado a partir das seguintes condigdes:

e a regiao comprimida do concreto atinge a resisténcia
caracteristica f_, enquanto a armadura escoa com a resisténcia
caracteristica f;

¢ admite-se o diagrama retangular equivalente para as tensdes de
compressido no concreto, conforme mostra-se na Fig. 7.4;

e a deformagdo €. no concreto deve estar entre 0,20% e 0,35%,

enquanto a armadura deve ter as deformagdes €5 entre ¢, e 1%.

l —— .
B 1 ‘k‘,— - Ec —I - (_f_c.k__
1 —— 0,8Xfck
‘\\‘ - . <
t \d " d-0,4X
N
AN
‘ \
As ) fs___A\ - —4->fykAs
SECAO DEFORMACOES TENSOES
a) es= o e €c < 0,35%

b) es< 1% e €c=035%

FIGURA 7.4. Distribuicdo de tensdes e deformagdes para o ponto C

Portanto, conforme se indica na Fig. 7.4, pode
ocorrer um dos dois casos de distribui¢do de deformagdes ao longo
da secdo: o caso (a), no qual o ago atinge a deformagdo limite de
1%, enquanto a deformagdo maxima no concreto estad abaixo de 0,35%,
ou o caso (b), em que a fibra mais comprimida do concreto atinge o
valor limite, ficando a éeformagéo no ago abaixo de 1%.

Através da igualdade entre as forgas resultantes no
aco e no concreto, determina-se a posigdo da 1linha neutra, ou
seja:

Ast

v = (7.12)
0,8f,
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Assim, o momento Gltimo & determinado por:
M. = 0,8xf,(d - 0,4x) (7.13)

e a curvatura x, serd o menor valor calculado entre os dois casos

de distribuigdo de deformagdes, dados por:

<

2 = 0,01
¢ d - x
(7.14)
b 0,0035
XC = —_——
X
Alternativamente, podem ser efetuadas pequenas

alteracdes na determinagdo dos pontos que definem o diagrama
trilinear. Uma possibilidade & adotar o valor de M, igual ao
momento de fissuragdo M, previsto pelo CEB-FIP, para o qual a

armadura & considerada através de uma A&rea equivalente de

concreto.

Pode-se, também, considerar, no céalculo de M, o©O
valor da tensdo no concreto o. = 0,85f, para cargas de longa
duragao.

O procedimento descrito anteriormente também pode

ser adaptado para possibilitar a inclusdo de armaduras negativas,

gue devem contribuir no calculo dos momentos.
7.4 Uma Adaptacd3o do Modelo Estratificado

Neste item, apresentam-se algumas sugestdes para a
adaptagdo da formulagao desenvolvida, baseadas nos modelos
estratificados utilizados através do Método dos Elementos Finitos.

Esses mqdelos sdo importantes pois, além de
considerarem a propagagdo da plastifigdo ao longo da espessura da
placa, permitem a avaliagdo de placas compostas de materiais
diferentes.

Embora exista uma grande quantidade desses modelos,
a idéia basica & a mesma. Admite-se que a placa é dividida em
camadas, as quais podem ter espessuras e propriedades diferentes,

considerando-se, porém, constantes as propriedades sobre cada
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camada. Isto permite uma variagdo discretizada das propriedades do
material e tem a vantagem de se utilizar um critério de escoamento
biaxial, uma vez que é admitido, em cada camada, um estado plano
de tensdes. Ou seja, supde-se que a superficie de escoamento
depende apenas das tensdes associadas a flexdo.

Assim, admita-se qgue, para um determinado nivel de
carregamento, a distribuigdo real de tensdes em uma segdo da placa
seja comc a indicada na Fig. 7.5. Genericamente, os pontos

localizados ao longo da espessura podem estar em regime eléstico

ou pléastico.

?:717‘ —> ¢

TENSOES APROXIMAGAO
REAIS POR CAMADAS

FIGURA 7.5. Distribuicido de tensdes em uma segdo de uma placa

Com a aproximagdo adotada, considera-se que cada
camada possui um ponto de tensdo na sua superficie média. As
componentes de tensdo sdo calculadas, entdo, para estes pontos e
assumidas como constantes ao longo da espessura t, de cada camada.
Portanto, a distribuig¢do de tensdes & discretizada na forma

indicada na Fig. 7.5.

Dessa fofma, sdo verificadas as condigbes de
escoamento em cada ponto, em fun¢gdo de seu estado de tensao. Os
momentos resultantes na secdo sdo obtidos pela integragdo das
respectivas componentes de tensdo ao longo da espessura; no caso
de se adotar n camadas ao longo da espessura, esta integracao

resulta em:



.193.

n
i 1
My = ZoklthB (k,1 =1,2) (7.15)
i=1

Pode-se observar dque, nesse caso, €& necessario um
nimero adequado de camadas para gque se obtenha uma boa
discretizagdo das tensdes e esforgos resultantes satisfatédrios.

Por conveniéncia, admitir-se-a, inicialmente, que o
material da placa & homogéneo e, portanto, tem as mesmas
propriedades ao longo da espessura. Assim, fica evidenciado que o
Gnico objetivo da discretizagdo na espessura da placa & a
avaliagdo do progresso da plastificagéo.

Neste caso, & facil ver que a divisdo hipotética da
espessura em camadas ndo & necessaria e a formulagdo desenvolvida
no Capitulo anterior pode ser aplicada diretamente, desde que seja
expressa em termos das tensdes em pontos localizados ao longo da
espessura.

Sugere-se gque estes pontos sejam definidos em
funcdo da coordenada homogénea £, indicada na Fig. 7.5, e due

coincidam com os pontos utilizados na integragdo numérica de

Gauss.
Logo, a relagdo entre coordenadas de um ponto &
dada por:
t
Xy = &= (7.16)
2
e, portanto,
t
dx, = — df (7.17)
2

.
Dessa forma, os esforgos resultantes s3do expressos

pela integral:
t2
M, = J O Xl = — Jaklgdg , (7.18)

e, portanto, calculados numericamente através da formula de
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quadratura de Gauss.

Assim, os passos descritos no Capitulo 6 para a
solucdo numérica do problema ndo-linear, sdo basicamente os
mesmos. Ou seja, ao se aplicar um incremento de carga, séo
calculados, além dos esforgos, as tensdes e deformagdes nos pontos
de integracgéao.

Nestes pontos, s&o controladas as condigdes de
escoamento e, portanto, devem ser verificadas as relagdes
constitutivas. Os incrementos de momentos verdadeiros e momentos
plasticos sdo determinados a partir da integral (7.18).

Deve-se notar, ainda, que a distribuig¢do da
deformacdo é 1linear ao longo da espessura da placa, mesmo no
regime plé&stico, embora isto ndo ocorra com as tensoes.

No caso de lajes de concreto armado, com muito mais
razdo, Jjustifica-se a wutilizagdo de modelos estratificados.
Diversos trabalhos tém sido apresentados nesta 1linha, com a
utilizacdo de modelos mais simples, como o de HAND et al (1973), e
de modelos mais sofisticados, que consideram diversos fenbmenos
envolvidos na associag¢do do ago com o concreto. E o caso da
formulagdo desenvolvida por FIGUEIRAS (1983), dque considera a
resisténcia do <concreto tracionado entre fissuras (tension
stiffening) e a capacidade de transferéncia de esforgo cortante do
concreto fissurado por encaixe dos agregados.

Entre outros fendmenos, o efeito de amolecimento do
concreto comprimido é& considerado no modelo de HU & SCHNOBRICH
(1990), no gual é assumida uma regra de fluxo nao associativa para
0 concreto.

Com maior ou menor grau de sofisticag¢do, nas
formulagcdes com estes modelos sdo adotados, basicamente, os

procedimentos expostos a seguir.
A espessura da placa é dividida em camadas de

concreto e as armaduras sio distribuidas em camadas de espessuras
equivalentes, conforme indica-se na Fig. 7.6. A espessura

equivalente de uma camada de ago é tal que a area correspondente

da armadura permanece inalterada.



.195.

CAMADAS DEAgO

; CAMADAS DE

CONCRETO

—
s

FIGURA 7.6. Modelo estratificado para o concreto armado

Considera~se que cada camada do concreto esteja sob
estado plano de tensdes e que as camadas de ago tém propriedades
uniaxiais, isto é, apenas na direg¢do das barras.

Em geral, considera-se o ago com comportamento
elastoplastico perfeito, ou com endurecimento, sendo tratado
incrementalmente como um problema unidimensional.

Para o concreto, ¢é assumido na compressao um
comportamento elastopldstico, com ou sem endurecimento, e que
apresenta ruptura fragil & tracgdo, apds um regime elastico linear.
Na Fig. 7.7, estd indicado o comportamento uniaxial idealizado
para o concreto, onde, em geral, despreza-se o regime de
amolecimento.

Nesses modelos, para verificagdo do escoamento nas
camadas de concreto, sdo adotados, em geral, critérios baseados
nos resultados experimentais de KUPFER et al (1969) para
compressdo biaxial. Pode ser considerada, também, uma condigdo
limite de esmagamento para o concreto comprimido, através de uma
superficie andloga a de escoamento, porém expressa em termos das
deformacgdes.

Quando um ponto do concreto atinge a condigao
limite de esmagamento, admite-se que o material perde todas as
condicdes de resisténcia e rigidez e as tensdes no referido ponto
devem ser reduzidas a zero. '

A verificacao das tensdes de tragdo & feita,
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geralmente, através da maxima tensdo principal; considera-se que
ocorre a ruptura fragil quando seu valor atinge a resisténcia a

tracao do concreto.

E COMPRESSAD

real
————— idealizado pldstico perfeito

—.——-— idealizado com endurecimento
0,3 f. A

TRACAO -1

FIGURA 7.7. Modelo constitutivo unidimensional para o concreto

Aproveitando-se das principais caracteristicas dos
modelos estratificados que foram até agqui expostos e que sao
usuais nas aplicacdes com o Método dos Elementos Finitos, pode-se
sugerir um modelo semelhante adaptado & formulagao desenvolvida
neste trabalho.

Sem a consideracdo de alguns fendmenos descritos e
gue sdo incluidos nos modelos mais refinados, a idéia bésica é
alcancar uma representagdo mais adequada do comportamento nao-
linear das lajes de concreto armado.

Portanto, para que o modelo sugerido seja simples e
consiga atingir os principais objetivos, devem ser considerados
como preponderantes na anadlise o comportamento do concreto quando
solicitado & compressdo biaxial e sua fragilidade & tragdo, bem
como o escoamento das armaduras.

Para tanto, pode-se admitir um comportamento
elastoplastico perfeito para o ago e adotar o critério de

escoamento proposto por FIGUEIRAS (1983) para o concreto.
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Este critério é formulado em fun¢do dos invariantes

de tensdo I, e J, e incluem dois parédmetros « e 3 do material. A
superficie de escoamento original estabelecida, a qual estéa
representada na Fig. 7.8, para o espago das tensdes principais o,

e 0,, & expressa por:

£(1,, J.) = {37, + aI,) = o, (7.19)

Neste caso, o, &€ a tensdo que reproduz a tensao de
compressdo uniaxial. Portanto, & previsto o endurecimento do
material definido através de o,, ocorrendo uma superficie inicial
de escoamento quando esta tensdo atinge 30% da resisténcia a
compressdo do concreto (f.). As superficies subseqglientes séo
obtidas através da expansdo da regido comprimida, até que seja
alcangada a superficie de ruptura, quando a tensdo efetiva é igual

a £, (Fig. 7.8).

o Compressdo /

T =02
fc ..
_Superficlie de Rupturg
/ t
fc=0Q,3 fc

f'}% 4
/ e/
“#./ / /fc 2

ft

| Superticie_micial

de Escoamento

Tragdo

FIGURA 7.8. Superficie de escoamento para o concreto

Deve-se ressaltar que a equag¢do (7.19) ndo é valida
para todo o espago de tensdes. Nas regides de tragdo-compressao e
apenas tracdo, a superficie é definida pelo critério da maxima

tensdo principal de tragao (o, = f;).
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Por simplicidade, pode-se admitir um modelo

elastopléastico perfeito, onde a tensdo o, & substituida pela
resisténcia a compressdo do concreto, sendo a superficie fixa.

Assim, o critério de escoamento pode ser escrito como:

£(1,, 3,) = |33, + o1,) = £. , (7.20)

ou expresso a partir das componentes de tensdo, através de:

2 2 2
F(oy,) = JB(011 + 05, = 0,0, + 305,) + ooy, + 0,,) - £, = 0

(7.21)

Pode-se notar, através de (7.20), que este critério
coincide com o critério de Von Mises, quando assume-se x = 0 e 3 =
1. Os parédmetros o e B podem ser determinados em fungdo dos
ensaios de compress3o uni e biaxial. Figueiras sugere dgue sejam
utilizados os resultados experimentais de KUPFER et al (1969), em
gque se adota a resisténcia & compressdo biaxial, f,, = 1,16f;;
neste caso, ao se impor esta condigdo, e utilizando-se (7.20),

obtén-se:

o = 0,355f,
(7.22)

B = 1,355
A partir de (7.21), podem ser determinadas, entdao,

as componentes do vetor de fluxo a, definidas em (6.61), utilizado

no modelo elastopléstico.

Portanto, o modelo pode ser idealizado a partir da
verificagdo dos estados de tens@o de pontos discretos no concreto
(coincidentes com os pontos de Gauss) e de pontos localizados nas
posicdes das armaduras, sem a necessidade de divisdo da espessura
da placa em camadas.

Assim, um ponto que representa determinada armadura
concentra a forg¢a resultante de todas as barras nesta posigéo,
estando submetido a um estado uniaxial de tensdao na diregao da

armadura.
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A compatibilidade entre as deforma¢des dos dois
materiais deve ser garantida através da linearidade das
deformagdes na seg¢do de concreto armado.

Assim, seguem-se O©OS mesmos passos doO pProcesso
incremental-iterativo descrito no Capitulo 6.

Para determinado incremento de carga, sdo
calculados os incrementos de tensdes nos pontos do concreto e do
aco, supondo o comportamento elédstico, obtendo-se, assim, as
tensdes totals. Estas sdo corrigidas de acordo com as edquagdes
constitutivas de cada material, em um procedimento semelhante ao

descrito anteriormente.
No caso dos pontos de concreto, porém, deve-se

verificar a condigcdo de tragdo ou compressdo. Utilizando-se a
tensio total em curso, determina-se a maxima tensdo principal no
ponto (oy).

Se o, > f, ou se o ponto j& havia fissurado na
iteragdo anterior, admite-se que a tensdo neste ponto & nula. Para
os pontos em que isto ndo ocorre, a tensdo efetiva ¥ & calculada
de acordo com o critério de escoamento. Se ¥ > f. ou se o ponto ja
havia escoado, as tensdes sdo corrigidas conforme o procedimento
elastopléstico.

Assume-se que a primeira fissura em um ponto
tracionado do concreto ocorre em um plano perpendicular a diregédo
da tensdo principal de trag¢do, quando é atingido o valor da
resisténcia do concreto & trag¢do (f,). Assim, & a tensdo nesta
direcdo que é reduzida a zero, tendo, ainda, o concreto capacidade
de transmitir tensdes na outra direg¢do ortogonal, bem como tensao
tangencial neste plano.

Os incrementos de momentos verdadeiros e plasticos
sdo determinados a partir da integragdo das tensdes sobre a
espessura da placa, de forma semelhante 3 indicada em (7.18).

Neste caso, porém, devem ser incluidas as
contribuigdes das forgas das armaduras nos momentos fletores.
Assim, admitindo-se as armaduras dispostas na diregao global x,, ©
momento M;; serd calculado através de:

+1 Na

t2
My, = e Joiﬁdg + zg;Ale; ' (7.23)

-1 i=1
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c P = i =
onde 0;; &€ a tensdo normal nos pontos do concreto e o, &€ a tensao

. 1 ~ _
na armadura de &area A_,, disposta na coordenada Xx3; N, & O namero

total de armaduras na diregédo x,.
Deve-se notar que a forga resultante em uma

armadura pode contribuir com os momentos resultantes M;, e M,,, se
a sua diregdo for inclinada, em relagdo ao sistema global de

referéncia da placa.
7.5 AvaliagBes Numéricas

No presente trabalho, foi implementado o modelo gue
utiliza a relagdo momento-curvatura para a anélise elastopléastica
de lajes de concreto armado.

Utilizando-se este modelo, sdo apresentados, neste

item, os resultados da andlise de lajes de concreto armado, com o

objetivo de analisar o seu desempenho.

Esses exemplos apresentados foram utilizados por
diversos autores para a aferigdo de modelos desenvolvidos com o
emprego do Método dos Elementos Finitos. As solugdes obtidas no
presente estudo sdo comparadas com os resultados experimentais ou
com outros modelos; portanto, procura-se manter as unidades
originais destes trabalhos.

Apresenta-se, também, um exemplo de uma placa com
material homogéneo, utilizando-se o esquema adaptado de modelos
estratificados descritos no item 7.4, no qual o critério de
escoamento & definido em termos das componentes de tensdo e as
integracgdes ao longo da espessura da placa sao feitas

numericamente.

7.5.1 Exemplo 1. Laje simplesmente apoiada nas quatro

bordas, com carga concentrada

A laje quadrada de concreto armado indicada na Fig.
7.9, simplesmente apoiada e submetida a uma carga concentrada no
centro, é analisada neste exemplo.

Este problema foi avaliado por DOTREPPE et al
(1973) e CORREA (1991), com o emprego do Método dos Elementos

Finitos. Os primeiros autores adotam um modelo estratificado com o
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uso do critério de Kupfer para o concreto e discretizacio de 64

elementos quadrados para um quarto de laje. Os elementos sdo
divididos em seis camadas e a carga total de 80 kips & dividida em
dez incrementos iguais.

Corréa utiliza o critério adotado no presente
trabalho, onde um oitavo da laje é& discretizado em 16 elementos

triangulares, com trés graus de liberdade por nd.

I
} T
|

CARGA P i

_,___.éE_ 7 [
r:

72"
K

FIGURA 7.9. Laje simplesmente apoiada, com carga concentrada

SIMETRIA tra

SIMETRIA

FIGURA 7.10. Discretizacdao da placa do exemplo 7.5.1
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Os dados do concreto para a analise sadao os
seguintes: E, = 4.10% psi; f_, = 6920 psi; f,, = 624 psi; v =
0,15. Para o ago, tem-se: E; = 30.10° psi e f, = 44000 psi.

A armadura tem a mesma distribuig¢do nas duas
direcdes, com uma taxa de 0,99% em relagdo a area Gtil (calculada
com a altura Gtil 4d).

) Na presente andlise, um guarto da placa é
discretizado através de 8 elementos no contorno e 64 células no
dominio, conforme se indica na Fig.7.10. A carga & aplicada
através de 20 incrementos de carga, com o0s doze primeiros

resultando em uma carga acumulada de 70 Kkips; os 8 udltimos

incrementos sdo de 1 kip cada um.

A tolerancia adotada para a verificagdo da
convergéncia foi de 0,1%; ndo se obteve convergéncia no ultimo
incremento apbés 200 itera¢des, com uma carga acumulada até entao

de 77 kips, obtendo-se, para este valor, um deslocamento no ponto

central da placa igual a 0,47 in.

P
{ kips)

80 4

e ——

60 1

EXPERIMENTAL

_ _ _REFERENCIA

40 _._._PRESENTE ESTUDO

20 1

0,2 0,4 0,6 0,8 W (in)

FIGURA 7.11. Curva carga-deslocamento central da laje apoiada com

carga concentrada
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Os resultados obtidos s&o muito semelhantes aos de

CORREA (1991). Comparam-se, portanto, na Fig. 7.11, os resultados
da presente an&lise apenas com a solugdo experimental e a
apresentada por Dotreppe. Nesta figura, mostra-se a variagao dos
deslocamentos no ponto central da laje, em fungdo da carga

aplicada.
Portanto, como pode ser observado, o resultado é

bom, mesmo quando comparado com um modelo estratificado. Ressalte-
se, também, que, para a avaliagdo da carga de ruina, a previsdo é
muito boa, ja& que esta ocorre com um valor muito préximo de 75

kKips.

7.5.2 Exemplo 2. Laje apoiada nos quatro cantos, com

carga concentrada

Esta laje foi testada experimentalmente por McNeice
e analisada via Método dos Elementos Finitos por JOFRIET & McNEICE
(1971), HAND et al (1973), FIGUEIRAS (1983) e CORREA (1991), entre

outros.
Jofriet e Corréa adotam modelos baseados no

diagrama momento-curvatura; Hand e Figueiras utilizam modelos
estratificados. Este exemplo tem servido de teste para as

formulacdes desenvolvidas por diversos autores.

13 |, 75"

36
nl
JF

FIGURA 7.12. Laje apoiada nos cantos, com carga concentrada
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A laje analisada & gquadrada, esta apoiada nos
cantos e é submetida a uma forga concentrada no centro, conforme
se indica na Fig. 7.12. A armadura & a mesma nas duas diregdes,
com taxa geométrica de 0,85% em relagdo a area Gtil.

Os dados fornecidos na andlise experimental para o
concreto sdo: E, = 4,15.10% psi; f. = 5500 psi; v = 0,15. Como nao
ha especificagio da resisténcia a tragdo para o concreto, adota-se
f, = 550 psi, que & o valor assumido nas anidlises efetuadas por
FIGUEIRAS (1983) e CORREA (1991).

Para o ago, conhece-se apenas o valor do mdédulo de
elasticidade, E, = 29.10% psi, ndo havendo referéncia guanto a sua

resisténcia. Neste trabalho, considera-se, para esta resisténcia,

os mesmos dois valores adotados por Corréa. Denomina-se '"Caso A",

para o valor adotado de f, = 60000 psi, que também & assumido por
Figueiras, e "Caso B", para f,, = 50000 psi, adotado por HAND et
al (1973).

A discretizacdo utilizada é a mesma do exemplo
anterior, também para um quarto da placa. Sao aplicados 20
incrementos de carga, sendo de 2,2 kips a carga acumulada ao final
do décimo incremento. Os Qltimos incrementos sao iguais a 0,1
kips, atingindo-se a carga total de 3,2 kips. A tolerdncia para a
convergéncia é fixada em 0,1%.

Nos resultados experimentais, sdo apresentados os
deslocamentos em alguns pontos da placa, em fungdo da carga. Na
presente andlise, comparam-se Os deslocamentos nos pontos 2 e 3,
indicados na Fig. 7.12, com estes valores experimentais.

Os resultados obtidos sdo muito proximos dos
apresentados pelas referéncias citadas. Na Fig. 7.13, indica-se a
variagdo do deslocamento do ponto 2 com o carregamento, admitindo-
se os dois casos adotados para a resisténcia do ago.

Deve-se ressaltar que o Caso B (fy, = 50000 psi)
estd mais proximo da éblugéo experimental; neste caso, nao se
obtém a convergéncia para o Gltimo incremento (P = 3,2 kips). Ja
para o Caso A, obtém-se a convergéncia para este valor de carga.

Na Fig. 7.14, estd indicada a curva carga-

deslocamento para o ponto 3, considerando-se apenas o Caso B.
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FIGURA 7.13. Curva carga-deslocamento do ponto 2 da laje apoiada
nos cantos
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FIGURA 7.14. Curva carga-deslocamento do ponto 3 da laje apoiada

nos cantos
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Pode~-se observar, pelos resultados, gque o modelo

desenvolvido neste trabalho fornece valores muito préximos dos
experimentais. A andlise efetuada para uma discretizagdo com 12
elementos no contorno e 72 células no dominio nao apresenta

alteragbes significativas nos resultados apresentados.

7.5.3 Exemplo 3. Placa apoiada nas quatro bordas, com

carga uniformemente distribuida

O mesmo exemplo apresentado no item 6.5.3 e
indicade na Fig. 6.8 ¢é& analisado, considerando-se, porém, a
integragdo ao longo da espessura, utilizando-se 4, 6 e 12 pontos
de Gauss. Os dados relativos & placa sdo indicados na Fig. 6.8 e

admite-se que o material tem comportamento elastopléastico
perfeito.

Na presente andlise, apenas um gquarto da placa é
discretizado através de 8 elementos de contorno e 32 células no
dominio, com os mesmos valores de incrementos de carga e
tolerdncia descritos no item 6.5.3.

Para verificacgdo do modelo proposto, comparam-se OsS
resultados da andlise feita através do critério de Von Mises com a
solugdo ndo-linear obtida por FIGUEIRAS (1983), gque considera um
modelo estratificado. Nesta analise, Figueiras utiliza o Método
dos Elementos Finitos, considerando diversos nUmeros de camadas
adotados ao longo da espessura da placa; a discretizagdo é feita
através de 4 elementos (Serendipity) para um quarto da placa.

Na Fig. 7.15, sdo comparadas as solugdes obtidas na
presente andlise, para o deslocamento no ponto central da placa,
com os resultados apresentados por FIGUEIRAS (1983), utilizando 20
camadas ao longo da espessura.

Pode-se opservar que a solugdo baseada no diagrama
momento-~curvatura e, portanto, sem integragdo ao longo da
espessura, apresenta deslocamentos menores do que os resultados
dos modelos estratificados apdés o inicio do escoamento, Jja que,
nesse modelo, a plastificacdo de um ponto da placa pressupde o
escoamento ao longo de toda a espessura da placa.

Observa-se, na Fig. 7.16, onde estd indicada a

variacdo do momento fletor no ponto central em relagao ao momento
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de plastificacdo Mp, gque o comportamento é inverso, ocorrendo

momentos fletores menores nos modelos estratificados, para um

determinado nivel de carga.

|
Mp .
30 —
25 Q.
J—
~
e
20 - /
// — FIGUEIRAS (1983} - 20 CAMADAS
15 _
———SEM INTEGRACAC
O 4 PONTI A
10 MEC 4 PONTOS DE GAUSS
A 6 PONTOS DE GAUSS
5 @ 12 PONTOS DE GAUSS
V4
Y
/ .
T T T T 1 T
0 5 10 15 20 25 30 100 w
Mp
FIGURA 7.15. Curva carga-deslocamento no ponto central
2
af” !
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. 0
25 éo
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FIGURA 7.16. Curva carga-momento no ponto central
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Em fungéo dos resultados obtidos, pode-se

considerar eficiente a proposta de integragdo ao longo da
espessura da placa, sem a necessidade de definig¢des de camadas.
Consegue~-se, neste caso, uma representa¢do melhor do comportamento
elastoplastico do material, obtendo-se um modelo capaz de avaliar
o progresso da plastificagdo ao longo da espessura da placa, sem

um grande aumento do esforc¢o computacional.
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e

8 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvida, inicialmente, uma
formulagdo para a andlise linear de placas, utilizando-se a teoria
classica de Kirchhoff, através do Método dos Elementos de
Contorno. Esta formulacdo mostrou-se eficiente para a solugao
elastica de placas, sob diversas condi¢des de <contorno e
carregamento, como se verificou nos exemplos analisados.

A utilizacdo da teoria <cléassica permite maior
simplificagcdo do problema, em relagdo a outras teorias, pois
envolve um ndmero menor de varidveis do problema, além de ser
adequada & solucgdo dos problemas praticos de placas delgadas.

A precisido dos resultados obtidos comprova a
viabilidade da wutilizacdo do Método dos Elementos de Contorno
nesse tipo de an&lise; destaca-se, como vantagem desse método em
relacdo a outras técnicas numéricas, a facilidade de se modelar
placas com geometria qualquer, inclusive com descontinuidades de
vinculagdo no contorno, ndo havendo necessidade de discretizacgéao
do dominio. Ressalte-se, ainda, que a &drea onde estd distribuido o
carregamento pode ter forma qualquer e & independente da

discretizag¢do do contorno.
A inclusdo das reacdes de canto como variaveis do

problema representa uma facilidade na imposigdo das condicdes de
contorno nestes pontos e fornecem resultados mais eficientes, em
relacdo as formulagdes que ndo adotam este procedimento. Com a
utilizag¢do de fungdes aproximadoras guadraticas para os elementos
de contorno, consegue-se, também, uma redugdo no namero de

elementos adotados na discretizacdo e de varidveis no contorno,
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pois os resultados obtidos sao melhores do que aqueles resultantes
de elementos lineares ou constantes, com o mesmo nimero de pontos
nodais no contorno discretizado.

A inclusdo de campos de momentos iniciais na
formulagdo possibilita a andlise de placas sujeitas a efeitos de
temperatura e retrag¢do, bem como a extensdo da formulacgao a
andlise ndo-linear. A integracdo numérica utilizada nas integrais
de dominio sobre as células fornece bons resultados, exigindo-se
um nimero reduzido de pontos de Gauss, sendo obtidos resultados
satisfatdérios na andlise de placas submetidas a gradientes de
temperatura, mesmo com uma discretizag¢do pobre no dominio.

A formulagdo para a analise ndo-linear foi
implementada com um algoritmo incremental-iterativo, baseado no
método das tensdes iniciais. As matrizes envolvidas n&o séo
atualizadas, sendo, portanto, os coeficientes calculados uma Unica
vez. A necessidade de um ndmero maior de 1iteragdes para se
conseguir a convergéncia ndo implica em maiores prezuijos no tempo
de processamento computacional, uma vez que, nesta fase do
algoritmo, sdo efetuadas apenas operac¢des matriciais simples.

Deve-se salientar, ainda, gque, com o procedimento
numérico adotado, diversas andlises para um mesmo problema podem
ser efetuadas, alterando-se os valores dos incrementos de carga e
o nlamero de iterag¢des, sem que seja necessario recalcular as
matrizes, que podem ser armazenadas em uma primeira analise. Isto
é& de interesse, quando se quer refinar a solugdo ndo-linear,
diminuindo-se o©s incrementos para valores proximos da carga
limite.

Este procedimento é simples e adequado para a
andlise elastopléastica de placas sob carregamento sempre crescente
e estatico, usuais em problemas praticos.

Alguns exemplos de analise elastoplastica foram
processados, mostrando-se a viabilidade da formulagao. Através das
andlises efetuadas, verifica-se que também para a solugdo n&ao-
linear pode-se utilizar um namero reduzido de elementos de
contorno na discretizacdo. O nimero de células adotadas no dominio
parece, também, ndo alterar significativamente os resultados. Este
nimero estd diretamente ligado aos pontos do dominio para os quais

se quer efetuar o controle de esforgos e deformagdes, sem,
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necessariamente, estar vinculado & discretizagao do contorno.

0 modelo implementado para a analise de lajes de
concreto armado, baseado na relagdo momento-curvatura, também
apresentou um bom desempenho e parece ser uma alternativa viavel.
Este modelo ndo tem a pretensdo da determinagdo de valores limites
de carga, mas pode representar o comportamento ndo-linear de lajes
de cohcreto armado e, portanto, contribuir para projetos de
pavimentos.

A implementacdo do modelo sugerido, que considera a
integrag¢do sobre a espessura da placa parece eficiente, melhorando
a formulacdo elastopléstica. A inclusdo de armaduras e um critério

adequado para o concreto armado & o proéximo objetivo a ser
alcangado e ndo deve trazer grandes dificuldades. Pretende-se,
assim, conseguir um modelo no qual se possam considerar
distribuig¢des ndo isotrépicas da armadura e uma andlise mais

refinada de lajes de concreto armado.
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