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RESUMO

O trabalho consiste no estudo e aplicagdo de um modelo
constitutivo ndo-linear, baseado na Mecanica do Dano, para
andlise do comportamento de elementos estruturais em concreto.

O modelo de dano isbétropo adotado é analisado em todos os
seus aspectos fundamentais, destacando-se suas hipdbteses
bésicas, o critério de inicio e propagagdo de dano, a lei de
evolug¢do da variavel escalar representativa do processo de
deterioragdo e a correspondéncia entre cada pardmetro do
modelo e o desenvolvimento da curva tensdo-deformagdo uniaxial
do material.

A identificagdo dos parémetros do modelo, e a
determinagdo das propriedades do concreto, é realizada com
base em testes de compressdo uniaxial e diametral. Em
particular, nos testes de compressdo uniaxial, além dos
‘extensdmetros externos usa-se um outro no interior do corpo de
prova para melhor descrigdo do comportamento ‘pds-pico’ da
curva tensdo-deformagdo.

Quanto 4 implementa¢do numérica do modelo matematico,

segundo a técnica dos elementos finitos, destaca-se o uso de

elementos isoparamétricos degenerados para o estudo
tridimensional.

Os resultados numéricos (andlise bidimensional e
.tridimensional) fornecidos pelo modelo de dano sdo

confrontados com os experimentais de vigas em concreto armado

(biapoiadas e com diferentes taxas de armadura).



ABSTRACT

This work comprises the studies and application of a
non-linear constitutive model based on Continuum Damage
Mechanics for analysing the behaviour of concrete structural
elements.

The isotropic damage model adopted is analysed in all of
its fundamental aspects, emphasizing the basic hypothesis, the
damage threshold, the law of evolution of the scalar variable
representative of the degradation process and the relationship
between each parameter of the model and the uniaxial
stress-strain curve development.

The identification of the parameters and the
determination of concrete properties, is performed on the
basis of uniaxial and diametral compression tests. Aiming to
have a better description of the stress-strain curve at
softening region, the uniaxial compression test is developed
using three strain gauges, two external and one internal to
the specimen.

On what concerns to the numerical implementation of the
mathematical model, according to the finite element technique,
it must be emphasized the use of degenerate isoparametric
elements for the tridimensional studies.

The numerical results (bidimensional and tridimensional
analysis) supplied by the damage model are compared with the
experimental results obtained from reinforced concrete beams

(simply supported and with different reinforcement rates).



CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1 CONSIDERAGOES PRELIMINARES E SINTESE DO CONTEUDO DA
DISSERTAGAO

Desde a introdug¢d3o do método dos elementos finitos para
andlise de estruturas de concreto armado, muita énfase tem
sido dada ao desenvolvimento de modelos constitutivos para os
materiais constituintes, sobretudo os modelos que descrevem O
comportamento ndo-linear, e suas inter-relagdes.

O desenvolvimento de técnicas experimentais sofisticadas
(que permitem observar a evolugdo microestrutural do material
e, por consequéncia, individualizar a natureza de seu
comportamento macroestrutural), a disponibilidade de meios de
cdlculo mais potentes e o aperfeigoamento dos métodos
numéricos permitem, entre outros aspectos, identificar

parametros de modelos através da descrigdo do trecho



descendente da curva tensdo-deformagdo (trecho "softening"),
verificar condi¢des de seguran¢ca em elementos estruturais e
analisar estruturas com alto grau de complexidade (centrais
nucleares, edificios altos, pontes de grande vdo, etc.).
Nesta dissertagdo é feito um estudo critico do modelo de
dano para carregamento proporcionél proposto por MAZARS
(1984) . A andlise qualitativa do modelo é feita com base em um
confronto de resultados numéricos (andlise por elementos

finitos) e experimentais de vigas em concreto armado.

Rapida descrigdo do contelGdo desta dissertagdo

No capitulo 1, introdugdo da dissertag¢do, mostra-se uma
sintese das principais proposigdes apresentadas na
bibliografia para descrever o comportamento ndo-linear do
concreto. Em seguida uma especial atengdo é dada as evidéncias
experimentais de dano no concreto, aos aspectos gerais da
mecdnica do dano e aos modelos constitutivos isdtropo e
anisotropo.

No capitulo 2 se apresenta o modelo de dano para
carregamento proporcional proposto por Mazars. Inicialmente
coloca-se em evidéncia o dano no concreto como um pProcesso
resultante da evolugdo do estado de microfissurag¢do. No que
diz respeito ao modelo de Mazars da-se uma particular atengdo
ao critério de dano, a lei de evolugdo da varidvel
representativa e ao estudo dos pardmetros do modelo.

O capitulo 3, que trata da identificag¢do dos parametros
caracteristicos do modelo, mostra os processos para
determinagdo das curvas experimentais de tragdo e compressdo
(compressdo diametral e uniaxial) e o processo analitico (por
minimos quadrados) wutilizado para determinagdo da melhor
aproxima¢do numérica e, conseguentemente, dos melhores
paridmetros.

No capitulo 4 faz-se uma exposig¢do sobre a utilizagdo do
método dos elementos finitos, com especial referéncia ao
emprego de elementos finitos tridimensionais degenerados.

Também vem descrito o algoritmo utilizado para a resolugdo do



problema ndo-linear incremental.

O capitulo 5 ilustra a aplicacdo da lei constitutiva de
dano a estruturas em concreto armado (vigas biapoiadas).
Destaca-se neste capitulo a descrigdo do processo de
determinagdo da curva experimental carga-deslocamento e o
confronto destes resultados com os numéricos para dois tipos
de discretizagdes (tridimensional e plana). Neste capitulo sdo
também descritos os problemas de ordem numérica que surgiram
(estabilidade e objetividade dos resultados) e os
procedimentos adotados para contorni-los.

Finalmente as conclusdes deste estudo s3o apresentadas no

capitulo 6.

1.2 BREVE EXPOSIGAO DOS MODELOS CONSTITUTIVOS PARA O CONCRETO

Nas dGltimas duas décadas intensivas atividades de
pesquisa tem sido desenvolvidas no campo dos modelos
constitutivos para o concreto, com o objetivo de descrever o
comportamento ndo-linear do material para fins de aplica¢do em
engenharia.

A complexa natureza do concreto (heterogeneidade,
resposta assimétrica a tragdo e & compressdo, mudan¢as nas
propriedades meclnicas devidas & evolugdo da microfissuracdo),
produz uma enorme dificuldade para formular um modelo
constitutivo completo e geral. N3o obstante esse fato, modelos
baseados em elasticidade, teoria da plasticidade e, mais
recentemente, meclnica do dano tem sido propostos, procurando
reproduzir algumas das propriedades do material e exibindo,
cada um deles, um bom desempenho dentro de uma determinada
faixa de aplicabilidade.

Na literatura encontram-se diversos trabalhos
intencionados a classificar os modelos constitutivos para o
concreto, como por exemplo: ASCE (1982), CHEN (1982), BANGASH
(1989), ISDRA (1989) e CEDOLIN (1982). A figura 1.1 apresenta
um resumo das diferentes proposigdes, listando-as de acordo

com a sua fundamentagdo tedbdrica, sem observancia de uma ordem

de importancia ou sequéncia cronoldgica.



MODELOS QUE NAO CONSIDERAM VARIACAO NO TEMPO
(MATERIAL INVISCIDO)

_ UNIDIMENSIONAL
ELASTICIDADE NAO LINEAR
I1SOTROPA
HIPOELASTICIDADE
HIPERELASTICIDADE
MATERIAL NAO-RESISTENTE A TRACAO
ELASTOPLASTICIDADE

PLASTICIDADE E FRATURA

~ ( MODELO DE FISSURA COM COESAO
MECANICA DA FRATURA -

| APROXIMAGCAO POR FAIXA FISSURADA
.

MODELO ELASTOPLASTICO COM DANO ACOPLADO
PLASTICIDADE E DANO {

| AMOLECIMENTO COM LOCALIZAGAO
MICROESTRUTURA

MODELOS QUE CONSIDERAM A VARIACAO DE PROPRIEDADES NO TEMPO

VISCOELASTICO
VISCOPLASTICO

RETRACAO
EFEITOS AMBIENTAIS

TEMPERATURA

MODELOS DE DANO

I1SOTROPO
ANISOTROPO

Figura 1.1 Classificagdo dos modelos constitutivos para O

concreto



Os modelos elésticos ndo-lineares apresentam,
basicamente, uma expressdo que representa uma relagdo
ndo-linear reversivel entre os estados de tensdo e deformacio.
A formulag¢do unidimensional de SAENZ (1965), constitui-se de
uma expressdo analitica representativa do comportamento &
compressao e envolve quatro parametros do material
(resisténcia méxima a compressdo e correspondente deformacido;
deformagdo Gltima; médulo de elasticidade inicial). Este tipo
de modelo pode ser facilmente estendido & estados multiaxiais
considerando também propriedades de isotropia e ortotropia.

Um modelo isétropo para andlises multiaxiais, é
representado em partes denominadas "volumétrica" e de "forma",
gue sdo particularmente relacionadas &s componentes esféricas
e desviadoras (anti-esféricas) dos estados de tens3do e
deformagdo. A lei eldstica ndo-linear expressa os mbédulos de
compressibilidade volumétrica (K) e secante de cisalhamento
(G) como fungdes de invariantes dos tensores de tensdo e
deformagdo, assim a propriedade de isotropia é mantida.
KUPFER; GERSTLE (1973), CEDOLIN; DEI POLI (1977) fornecem

importantes contribuig¢des para tal linha de pensamento.

O modelo ortotrdpico de LIU; NILSON; SLATE (1972) deriva

diretamente de uma prova de compressdo biaxial de concreto. A
relagdo constitutiva pode ser observada como aquela de SAENZ
(1965) estendida ao estado biaxial. Os autores fazem
referéncia a dire¢des principais de tensdes e deformagdes e
incluem relagdes aptas a descrever estados combinados de
compressdo e tragdo.

O modelo eldstico ndo-linear de OTTOSEN (1979) é baseado

em hiperelasticidade, no sentido em que postula a existéncia

de uma energia elastica. O modelo descreve com boa exatiddo o
comportamento do concreto  nas fases de endurecimento
("hardening") e amolecimento ("softening") em condigdes
uniaxial, biaxial e triaxial de carregamento. Contudo, ele néo
permite considerar a irreversibilidade de deformagdes.

Os modelos hipoelasticos sdo formulag¢des incrementais que

relacionam linearmente os incrementos ({(ou taxas) de tensdo com



incrementos (ou taxas) de deformagdo. Os mbédulos tangente,
nestes modelos, sdo expressos como fungdes do estado de
tensdo; assim a resposta incremental torna-se dependente da
histéria do carregamento. Neste campo, o trabalho de DARWIN;
~ PECKNOLD (1974) & adequado para andlises bidimensionais e
considera o concreto como um material ortotrdpico eléastico
ndo-linear. ELWIN; MURRAY (1976) generalizam a proposigdo de
Darwin para situag¢des triaxiais.

As denomina¢des hiperelastica e  hipoeléstica foram
propostas por TRUESDELL (1955), que formulou as bases para ©
desenvolvimento da teoria dos modelos constitutivos.

Todos os modelos elasticos ndo-lineares sdo
potencialmente apropriados para situagbes de carregamento
proporcional. Tais modelos ndo permitem tratar adequadamente
as situagdes com arbitririas histdrias de carregamento, porgue
a matriz tangente ndo é distinta para processos de
carregamento - e descarregamento. Além disso, eles sao
inadequados para descrever deformagdes plasticas permanentes
do material, as quais sd3o completamente ignoradas pelos
modelos hiperelésticos.

Os modelos elastoplésticos s3o mais realistas com

respeito A& irreversibilidade da resposta do material e
descrevem com boa exatid3o o comportamento nas situagdes de
carga e descarga. As primeiras proposi¢des (SCHNOBRICH (1973),
CHEN; CHEN (1975), OWEN; FIGUEIRAS (1983), MAIER (1968 e 1969)
e ARGYRIS et al. (1974)) assumem para o material um
comportamento elastopldstico (perfeito ou com endurecimento),
quando o estado de tensdo é predominantemente de compressdo, e
um comportamento eldstico linear, com limitada resisténcia a
tragdo, quando o estado de tensdo é predominantemente de
tracdo. Além disso, admite-se que uma vez atingida a
resisténcia & tragdo, as tensdes se anulam. Baseados em
aproximacdes similares, no &mbito da teoria da plasticidade
incremental, um nimero grande de modelos tem sido propostos,
diferenciando-se entre si, basicamente quanto & superficie de

ruptura e 3 regra de endurecimento.
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Posteriores desenvolvimentos incluem uma andlise
'pPOs-ruptura’ introduzindo uma lei de amolecimento para o
comportamento em tracio.

Outra linha de pesquisa em modelos constitutivos para o
concreto surgiu da consideracdo de que as principais
ndo-linearidades observadas sdo frequentemente causadas por

brocessos de fissuracdo. Conceitos originados na mecinica da

fratura (linear e ndo-linear) constituem-se em bases

apropriadas para tais formulacgdes.

O modelo de fissura com coesio ("cohesive crack model")
de HILLERBORG (1976) considera a propagagdo de uma fissura
como um processo originado numa regido a frente da fissura
(zona de processo) e apresenta uma relag¢do linear (com
coeficiente angular negativo) entre as tensdes e a abertura da
fissura. O modelo de fissura com coesdo, CEDOLIN (1977), MAIER
(1979), CARPINTERI (1989), BORRE; MAIER (1989), da particular
énfase ao fendmeno da localizacdo de deforma¢des anelisticas.
Tal modelo tem sido numericamente implementado, através do
método dos elementos finitos, discretizando-se a fissura e
procurando-se acompanhar sua evolucgdo. Contudo tal
procedimento requer um alto custo computacional (INGRAFFEA;
SOUMA (1985)) a fim de executar a nova arrumagdo obrigatéria
da malha. Recentemente o método dos elementos de contorno tem
sido utilizado, CEN; MAIER (1990), MAIER et al. (1991), com
alguma vantagem sobre o método dos elementos finitos no
sentido de que apenas o contorno da fratura é discretizado.

Uma abordagem alternativa para a consideracdo da

fissuragdo & dada pelo modelo de fissuras continuamente

distribuidas, DE BORST (1984), que supde o material como um

continuo equivalente, sendo que a relacgédo tensdo-deformacio
apresenta uma regido de amolecimento ("softening"). A nivel de
discretizacio numérica consideram-se as fissuras,
continuamente distribuidas sobre cada elemento finito, ou
sobre cada regi3o de influéncia em torno de um ponto de
integracido, contudo, a direta implementagdoc do modelo
constitutivo com amolecimento pode conduzir & perda de



objetividade, no sentido de que a resposta torna-se dependente
da malha (isto €&, wuma malha fina de elementos fornece

resultados menos exatos e significativamente diferentes que

uma menos refinada). A aproximacd3o usando faixas onde se
localizam as fissuras ("crack band approach"), BAZANT; OH
(1983), é wuma formulagdo proposta com a finalidade de

recuperar a objetividade da resposta, pré-definindo-se as
dire¢des das fissuras continuamente distribuidas e impondo-se
uma correta dissipa¢8o da energia associada a estas fissuras.
Este modelo foi especializado por OTTOSEN; DAHLBLOM (1986)
considerando o cisalhamento no processo de fissuragdo. O
fendmeno da 1localizagdo e o comportamento '‘pds-pico’ nos
testes de tragdo e cisalhamento sdo tratados nos trabalhos de
DE BORST (1987), WILLAM (1984), BICANIC et al. (1984).
Enquanto as formula¢des da plasticidade e fratura
apresentam uma rela¢do entre os incrementos (ou taxas) de
tensdes e deformagdes em uma forma linear, a teoria

endocrdnica de BAZANT; BHAT (1976) formula esta relagdo em uma

forma ndo-linear. Isto caracteriza a acumulagdo de deformacgdes
aneldsticas por um certo pardmetro escalar, denominado "tempo

intrinseco", cujos incrementos sdo fun¢des dos incrementos de

‘deformacéo. Este modelo pode predizer os fendmenos de

endurecimento, as situag¢des de descarregamento e contrag¢gdes
dos ciclos de histerese em carregamentos ciclicos e o efeito
da taxa de deformagdo. Ainda que esta teoria seja capaz de
descrever atentamente a maior parte das propriedades do
concreto, sua aplicabilidade torna-se limitada & medida que
esta requer um grande nimero de fungdes e, logo, de pardmetros
a serem identificados.

Totalmente distintos dos modelos até aqui mencionados
(andlise fenomenoldégica, a nivel macroscdpico) modelos

microestruturais tem sido propostos. O objetivo destes modelos

& predizer a resposta macroscdpica com base em uma descrigao
quantitativa dos fenbmenos fisicos ocorridos a nivel
microestrutural no material. Neste campo os trabalhos de
BUYUKOZTURK; NILSON; SLATE (1972) e GAMBAROVA; FLORIS (1986)



sdo particularmente dignos de citagdo. O primeiro consiste de
um estudo por elementos finitos planos da estrutura interna
idealizada como uma reuniio de agregados de forma circular e
envolvidos por argamassa; elementos articulados sdo
introduzidos a fim de modelar o comportamento na interface
agregado-argamassa. A proposi¢do de Gambarova e Floris
basicamente interpreta o material como um sistema dotado de
planos de orientac¢des aleatdrias. O comportamento macroscédpico
€ simulado pela superposicdo dos comportamentos aneldsticos de
cada plano.

Outras formulag¢des permitem tomar em consideragdo a
influéncia do tempo sobre os processos de deformacédo
aneldstica do concreto. Conceitos basicos do comportamento
viscoeldstico e viscoplistico do material sio ajustados nestes
modelos constitutivos usando elementos reolébgicos (isto &,
amortecedores em diferentes combinacdes com molas e falta de
atrito). Extensdes a estados multiaxiais seguem um caminho
similar &quele da teoria incremental da plasticidade (uma
regra de escoamento viscopldstico e uma lei de endurecimento
sdo definidas) . Modelos deste tipo sdo aplicados
principalmente para simular a deformagdo lenta no concreto
("creep"), ZIENKIEWICZ; WATSON (1966) e BANGASH; ENGLAND
(1982).

Os modelos viscoplédsticos existentes, contudo, ndo

descrevem a influéncia de ac¢des ambientais no processo de

deformagdo lenta. De fato, a maioria das propriedades
mecdnicas do concreto (tais como elasticidade, deformagdo e
resisténcia) sdo mais ou menos dependentes da temperatura
corrente e da umidade do material (BANGASH; ENGLAND (1982)).
BAZANT; CHERN (1987) sugerem que o coeficiente de viscosidade
seja dependente dos valores correntes de temperatura e umidade
a fim de permitir suas influéncias sobre a deformagdo lenta.
Em algumas situa¢des na engenharia, seria desejavel que
os modelos constitutivos para o concreto fossem capazes de
descrever as mudangas nas propriedades mecidnicas em virtude da

hidratacdo, principalmente na fase inicial pds-moldagem,




HILSDORF (1969). A consideragdo da interag¢do entre efeitos
fisico-quimicos e mecédnicos é particularmente complicada
porque, como indicado pelas observa¢des experimentais, a taxa
total de deformagdo pode ndo ser descrita por uma soma direta
das taxas de deforma¢des mecldnicas e ambientais, THELANDERSON
11987) . Contudo, tal decomposig¢do aditiva & assumida como uma
aproximagdo simplificadora em certos modelos, BAZANT; CHERN
v1985), os quais postulam que as taxas de deformagdes
ambientais s3o dependentes do estado de tensdo corrente.

Os campos de tensbes associados com ag¢gdes ambientais
rodem ser a principal causa do fendmeno da fissuracgdo,
localizada ou distribuida, dependendo da situagdo especifica.
¢ tipo de processo ndo esta suficientemente claro até o

Fresente estado de conhecimento.

2.3 UMA BREVE EXPOSICKO DA MECANICA DO DANO CONTINUO cOM
ESPECIAL REFERENCIA AO CONCRETO

O trabalho de KACHANOV (1958) pode ser considerado como
referénecia - as origens da mecéanica do dano ("damage
rechanics"). O conceito de dano foi introduzido para modelar o
e feito da fissuragdo distribuida na ruptura fragil observada
em metais apds um periodo de deformagdo lenta. Ainda no campo
Ca andlise de deformag¢do lenta, RABOTNOV (1969) propde incluir
a perda de rigidez do material como consequéncia da
fissuragdo.

Originalmente foi suposto que a deterioragdo nao
determinava mudan¢as das caracteristicas da isotropia inicial,
cde maneira que um campo de varidvel escalar poderia
representar tal fenbmeno.

Usando a idéia de Rabotnov, HUECKEL; MAIER (1977,1979)
Tormularam um modelo elastopldstico acoplado ao gqual foi
incluido o efeito do mdédulo de elasticidade com aumento da
deformagdo pléastica. Posteriormente a denominada mecdnica do
dano continuo ("continuum damage mechanics") foi formalizada

com base na termodindmica dos processos irreversiveils
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(LEMAITRE; CHABOCHE (1985)).

A mec@nica do dano permite considerar os efeitos dos
processos de deterioragio no comportamento mecanico
macroscdpico. O processo de deterioragio ou dano, é relativo a
fissurac@o (em um nivel de média escala), que causa unido e
crescimento das microfissuras e outros tipos de cavidades com
distribuigdes e orienta¢des ndo uniformes. Os principais
efeitos do dano no comportamento mecdnico macroscdpico sdo a
redugdo das propriedades eldsticas (como o médulo de Young) e
da resisténcia (amolecimento).

No caso do concreto, um material no qual a fissuragdo é o
fendmeno dominante que comanda © comportamento ndo-linear, a
mecanica do dano é sem ddvida capaz de formular modelos
realisticos.

Com especial referéncia ao concreto, diversos modelos tem
sido propostos nos dltimos anos. Estes podem ser classificados
como escalares -(ou isbtropos) e anisbtropos, segundo a
natureza da varidvel de dano usada.

Os modelos escalares sdo conceitualmente simples e tem a
vantagem de um reduzido nUmero de pardmetros a identificar.
Por outro lado, a representagdo da zona de dano com base
nesses modelos pode ter sua utilidade limitada, considerando
uma gama mais geral de problemas.

O modelo escalar de MAZARS (1984) é indicado para estudo
de processo de dano do concreto submetido a carregamento
proporcional ou ciclico. A varidvel de dano é identificada
como uma fungdo de uma deformag¢do equivalente, que caracteriza
0 estado local de extensdes do material. Esta varidvel &
definida de tal forma a recuperar, como um caso particular, os
resultados experimentais dos testes de trag3o e compressio
uniaxiais: os mesmos servem de base para identificar os
parametros do modelo (cinco no total).

A proposigdo de Mazars foi estendida para reproduzir a
resposta do material em presenga de carregamento de fadiga,
incluindo a presen¢a de deformagdes anelédsticas (PAPA, 1990).

Outras generalizagdes desse modelo envolvem o
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comportamento unilateral do concreto, isto é, recuperam a
rigidez quando ocorre uma inversdo de sinal do carregamento e
fissuras previamente abertas, por exemplo, se fecham, MAZARS;
BAZANT (1989).

O modelo de dano de RESENDE (1985) & adequado
especialmente para materiais semelhantes as rochas tratadas
como meios homogéneos e isdtropos. Os fenbmenos de dano sé&o
modelados pelos recursos de uma variavel escalar separada em
duas contribuigdes independentes associadas as partes
hidrostatica (esférica) e desviadora (anti-esférica) do tensor
de tensdes, respectivamente. Como uma consequéncia de tal
subdivis3o a rela¢do constitutiva também é representada por
duas partes, uma volumétrica e outra desviadora.

Apesar de ser um dos mais completos entre os modelos
escalares, a proposigdo de Resende tem a desvantagem de um
ndimero relativamente alto de pardmetros a identificar,
requerendo observa¢des que incluem testes triaxiais.

No modelo de KRAJCINOVIC; FONSECA (1981), a variavel de
dano é um campo vetorial expresso como uma fungdo de
coordenadas do ponto e das varidveis do estado. A idéia basica
é associar o dano ao plano de normal n gue contém os
microdefeitos; a varidvel interna proposta & a densidade de
vazios, de valor inicial estabelecido em base empirica. A
evolugdo do dano é o resultado de uma combinagdo de mudangas
da area e da orientacdo dos microdefeitos. Esta formulagdo ndo
considera as deforma¢des aneldsticas devido ao processo de
dano e requer a identificagdo de cinco pardmetros.

Entre os modelos anisdtropos, a proposigdo de ORTIZ
(1985a, b) permite representar algumas das caracteristicas do
comportamento do concreto associado ao dano, incluindo a
anisotropia induzida por deforma¢des aneldsticas. Basicamente,
o concreto é tratado como um material composto formado por uma
fase argamassa e uma fase agregado, cada uma tendo wuma
particular lei constitutiva. Para o agregado um modelo
elastopldstico ndo-associado €& assumido, enquanto para a

argamassa prevalece o modelo de dano. A hipdtese da teoria das
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misturas, onde os efeitos sd3o proporcionais aos volumes de
cada parte, é aplicada para combinar as duas fases, a fim de
obter a resposta global do material. No que diz respeito a
argamassa o estado de dano num ponto é representado por uma
quantidade tensorial expressa pelo valor corrente da
flexibilidade eléstica. A evolugd3o do dano depende do estado
de tensdes em uma forma implicita e os paradmetros do modelo
podem ser identificados por resultados experimentais de testes
de trag¢do uniaxial.

Outra categoria de modelos de dano emergem de uma
formulagdo que combina a teoria cléssica da plasticidade e a
teoria da fratura de DOUGILL (1976). Nesta aproximacgdo
considera-se que as deformagdes aneldsticas do concreto sejam
causadas por microfissura¢des e deslizamentos plésticos, o
primeiro predominante em limites de baixas pressdes e o dltimo
em limites de altas pressdes. Os trabalhos de HAN; CHEN (1986)
e BAZANT; KIM (1978) dizem respeito a tal grupo de
formulagdes.

A teoria da plasticidade e os aspectos fundamentais do
modelo de fissura localizada em faixas ("crack band model") de
BAZANT; OH (1983) sdo combimados no modelo de dano plastico de
'OLLER et al. (1988a, b), onde mudangas nas propriedades da
rigidez sdo tratadas por apropriadas varidveis internas. Tal
modelo exibe objetividade e boa precisdo com respeito a
resultados experimentais de tragdo localizada e deformacdes

por cisalhamento.

1.4 EVIDENCIAS EXPERIMENTAIS DO DANO NO CONCRETO

As evidéncias experimentais do dano no concreto s3o
relacionadas com os mecanismos de propagagdo de fissuras e com
as caracteristicas da ruptura do concreto sujeito a cursos de
carga proporcionais e quaisquer (HILSDORF (1969), VAN MIER
(1984), SPOONER; DOUGILL (1975)).

O entendimento e a correta interpretagdo das alteracgdes
na estrutura interna do material assumem um papel fundamental

na formulagdo dos modelos de dano, os quais permitem
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relacionar mudang¢as reais ocorridas a nivel de microescala com
fenbmenos evidenciados macroscdpicamente.

Formagdo de fissuras e mecanismos de fratura s3o tipicos
fenémenos que podem ser estudados na denominada
submacroscépica ou média escala e sdo relativos a ’'rearranjos’
internos. Em um nivel "fenomenoldégico" macroscépico, eles se
refletem nas ndo-linearidades descritas por relagdes
tensdo-deformacgio.

A heterogeneidade do concreto, devido aos diferentes

constituintes, influencia as propriedades de deformagdo
(formagdo e propragag¢do de fissuras) e a resisténcia final da
mistura. O comportamento observado é também afetado por
fatores externos, tais como taxa de carregamento, condi¢des de
umidade e temperatura, etc... De fato, a presengca de
particulas de agregado envolvidas por argamassa introduz um
vinculo fraco ao sistema na interface dos dois ingredientes. A
heterogeneidade também & causa da ndo-uniformidade do estado
de tensdes interno, quando o concreto & externamente carregado
ou quando o sistema suporta cargas independentes e mudangas de
volume durante a moldagem e hidratag¢do. Por outro lado a
presenga de vazios favorece a concentragdo de tensdes,
servindo desse modo como pontos potenciais para formacdo de
fissuras. Além disso, as microfissuras estdo presentes mesmo
antes da aplicag¢do do carregamento.

O efeito da anisotropia inicial é ilustrada na figura

1.2a (VAN MIER (1985)). As duas curvas correspondem a dois
testes uniaxiais: um paralelo e outro perpendicular a diregao
de moldagem. A deformagdo € € a varidvel independente nos
testes de deformagdo controlada. Observar-se gque no ramo
ascendente das curvas, a inclinacdo inicial encontrada &
diferente nos dois casos. Efeitos similares, porém mais
acentuados, sdo verificados em testes triaxiais (fig. 1.2b).
Nota-se, portanto, que a resposta tensdo-deformagdo na fase
'pré-pico’ €é consideravelmente afetada pela orientagdo do
campo inicial de dano com respeito ao estado de tensdes

governante.
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Em geral, trés tipos de microfissuras podem ser

distinguidas: fissuras de interface (na interface da matriz
cimenticia com agregado), fissuras da argamaésa (através da
matriz do material) e fissuras do agregado (através dos
agregados) .

As técnicas experimentais desenvolvidas para éstudar a
evolugdo do processo de fissuragdo podem ser classificadas em

métodos diretos e métodos indiretos. Nos métodos indiretos, as

alteracdes em um fenbmeno particular, tal como a emissédo

acustica, sd3o registradas e relacionadas a formagdo e

propaga¢do das fissuras. Nos métodos diretos a formagdo e
propagag¢do das fissuras s3o estudadas visualmente, pelo uso de
microscdpio ético e petrografia, por exemplo.

Uma das primeiras aplicagdes do método direto

relacionando a propagag¢do de microfissuras com a resposta

tensdo-deformagdo do concreto, foi desenvolvida por HSU
(1963) . As mudangas observadas a nivel macroscédpico
(comportamento tensdo-deformagdo) em corpos de prova

cilindricos sob compressdo uniaxial foram acompanhadas por

mudancas na densidade e tipo de fissuracdo.

Como ilustrado na figura 1.3, no nivel zero de deformagao
somente fissuras de interface s3o observadas. Estas fissuras
comegam a crescer em um nivel de tensdo de aproximadamente 30%
do valor dltimo ou de pico. O aumento de fissuras de interface
em quantidade e comprimento, é acompanhado por um desvio de
linearidade da curva macroscdpica tensdo-deformagdo. O aumento
em quantidade dessas fissuras segue até que 70% da carga
maxima seja atingida. Entre os niveis de 70% a 90% da carga
maxima, fissuras da argamassa come¢am a propagar e também sdo
observadas formagdes de pontes unindo-as. A partir de um nivel
de deformagdo de 0,3% (fig. 1.3d) as fissuras permanecem
estaveis somente quando um aumento de deformagdo for
acompanhado por uma diminuigdo de tensdo, isto é, sob

condi¢des de ensaio com controle de deslocamento.
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Figura 1.3 Mapa de fissuras em diferentes niveis de deformacgdo
[VAN MIER (1985)].

Resultados similares de observag¢des diretas sdo
reportados no trabalho de HILSDORF (1969). A evolug¢do da
fissuragio foi estudada em prismas sujeitados a compressio
uniaxial, nos chamados ensaios ripidos. Foi observado que em
cargas correspondentes a 85% do valor méximo, a fissuracdo
difere pouco daquela inicial (carga zero) no sentido que a
evolugdo das fissuras desenvolveu-se, predominantemente ao
longo da interface e que um pequeno nimero delas extendeu-se
na argamassa. Finalmente, o crescimento das fissuras foi mais
rapido no trecho descendente do diagrama tensdo-deformacgio.

As observagdes que relaciomam a fissuragido
submacroscdépica com macrofendmenos em compressdo uniaxial
podem ser estendidas as situa¢des de carregamento triaxial de
compressao.

Nesse caso, a propagagdo de microfissuras inicia-se de
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uma maneira estdvel até que um volume minimo ou de méxima

densidade seja atingido. O correspondente nivel de carga é
referido como tensdo critica e a partir deste nivel, um
aumento de tensdo é acompanhado por uma inversdo na deformagdo
do volume. A figura 1.4 apresenta o comportamento da
deformagdo volumétrica e a &rea especifica de fissuragdo em

relagdo a tensdo axial aplicada.
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Figura 1.4 Curva deformagdo volumétrica-tensdo axial;
[VAN MIER (1985)].

De interesse direto para os modelos de dano sdo a
diminuig¢do de rigidez associada ao crescimento das
microfissuras e a resposta "softening" que segue a regido de
pico nas tensdes. SPOONER et al. (1976) estudou a emissdo
acistica no concreto entre consecutivos ciclos de carregamento
de compressdo uniaxial e usou tais medidas como indicadores da
degradag¢do do material.

Em todos os testes averiguou-se que a emissdo aclstica
detectada durante o primeiro carregamento para um particular
nivel de deformag3o foi ausente durante o descarregamento
(fig. 1.5). No recarregamento ndo foi detectada emissao
aclistica, até gque a deformag3o méxima previamente atingida
fosse ultrapassada. Exceg¢des para este comportamento foram
observadas nas regides préximas ao pico e na porgéao
descendente da curva tensdo-deformagdo, onde a emissdo
aclstica ocorreu novamente antes que a prévia deformagdo

maxima fosse atingida.
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A inclinacdo inicial das curvas de recarregamento
reduz-se progressivamente em aparente correspondéncia a
degradagdo do espécime. Assim, a variacdo do médulo tangente
inicial de elasticidade como uma funcdo da maxima deformagdo
previamente atingida, pode fornecer um indicativo com relacgdo
a mudanga na integridade ou dano no espécime durante o

carregamento.
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Figura 1.5 Emissdo acistica ocorrida durante carregamento e
descarregamento; [SPOONER et al. (1976)].

19



A reducdo do mbédulo eladstico inicial é aparente ja em
deforma¢gdes muito baixas, mas a taxa de mudanga torna-se
grande na regido que segue ao pico da curva tensdo-deformagao.
A figura 1.6 ilustra a progressiva redugdo na rigidez inicial
4 medida que se aumenta o nivel de deformagdo previamente

aplicada.
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Figura 1.6 Redug¢do progressiva da rigidez inicial;
[PROENCA (1986)1].

A deteccdo de emiss3o acistica & usada por exemplo para

estudar propagag¢do de uma fissura inicial em espécimes de
concreto testados em tragdo uniaxial (em particular, os
espécimes de concreto sdo usados para observar o efeito das
inclusdes em uma propagagdo de fissura). Os resultados
obtidos, ilustrados pela indicagdo dos pontos de emissado
aclistica (AE) em correspondéncia com diferentes estdgios de

carregamento, s3o apresentados na figura 1.7.
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Figura 1.7 Emissdo acistica em correspondéncia & diferentes
estdgios de carregamento em um espécime de concreto
com abertura inicial em uma das extremidades.

[SPOONER et al. (1976)].
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Pode-se observar que a emissdo acustica continua a
ocorrer mesmo numa regido anterior & ponta da fissura
indicando que ligamentos internos continuam transmitindo carga

a despeito da fissurag¢do da superficie.

A técnica da espectrografia (usando luz monocromatica de
um laser) foi usada para estudar os deslocamentos relativos de
pontos da interface argamassa-agregado (A-B e C-D na fig.
1.8a) em um espécime carregado verticalmente com duas
inclusdes de agregado. As figuras 1.8b e 1.8c apresentam, para
os pontos de observagdo, os graficos da relagdo dh/dv
(dh=diferenga entre os deslocamentos horizontais; dv=diferencga
nos deslocamentos verticais) em correspondéncia ao nivel de
compressdo uniaxial (veja-se, também, fig. 1.8d). Nestas
figuras podem ser observadas que a relagdo dh/dv esteve
préxima a 1,0 durante os estégios iniciais de carregamento
indicando que a fissura de interface deslizou e abriu
simultaneamente. Junto a carga de pico, a relagdo tornou-se
muito maior indicando que a fissura foi predominantemente de
abertura. As fissuras de interface passam, portanto, de um
modo misto para um modo de abertura pura durante a evolugdo do

carregamento.

inclusoes

375"

a)
Figura 1.8 a) Interface meio-agregado
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Outro indicador da degradagdo estrutural do material é a

energia dissipada no dano definida por SPOONER; DOUGILL (1975)

como a energia dissipada por um material ideal exibindo
comportamento similar agquele do concreto (fig. 1.9a). A figura

1.9b mostra a evolugdo da energia dissipada acumulada em um
espécime de concreto.
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Figura 1.9 a) Energia dissipada por um material ideal;
b) Energia dissipada por um espécime de concreto;
[SPOONER; DOUGILL (1975)].

24



Em ambos os casos ilustrados nas figuras 1.6 e 1.9,
observa-se que o dano inicia com pequenas deformag¢des,
desenvolvendo-se progressivamente atingindo uma taxa maxima
logo apés o pico de tens3o e tendendo a um valor assintdético
com o crescimento da deformacdo. E interessante notar que, em
alguns casos, o pico de tens3o tem pouco ou nenhuma influéncia
em termos de progressdo de dano no espécime.

Por outro lado, sabe-se que as propriedades do concreto
sdo governadas pelas componentes pasta de cimento e agregado.

As propriedades dependentes da idade (ganho de resisténcia,

aumento no médulo eldstico) sdo relacionadas principalmente as
mudangas na da pasta de cimento causadas pela hidratacé&o.
SPOONER et al. (1976) estudou o dano e a dissipa¢do de energia
em modelos de argamassa de cimento sobmetidos & compressdo
uniaxial; os resultados obtidos, indicam que a mudanga
absoluta no mbéduleo inicial, para uma certa ordem de
deformagdo, é aproximadamente a mesma indiferente da idade ou
da relagdo agua/cimento (fig. 1.10a). Também a energia
dissipada para uma certa deformagdo aplicada anterior ao pico
de tensdo parece ser a mesma para todas as relacgdes
dgua/cimento e todas as idades (fig. 1.10Db).

Uma importante e geral «conclusio a vrespeito dos
resultados experimentais condensados nas figuras 1.6 a 1.9, &
que ndo parece haver um limite ou critério inicial de dano
baseado em tensdo ou deformag3o, abaixo do qual o material
permanece integro.

Como a redugdo de rigidez é mais evidente apds o pico, a

caracterizagdo experimental do comportamento "softening" é
essencial. Esta caracterizagdo é também de fundamental

importancia para uma apropriada modelagem, por uma teoria

continua, do comportamento ’'pds-pico’.
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Em tragdo wuniaxial, como ilustrado na figura 1.11, o
diagrama tensdo-deformagdo exibe uma resposta quase linear até
que se iniciam as fissuras, momento em que se verifica um
significante comportamento de amolecimento na regido pds-pico,
PETERSSON (1980). Processos de fissuragdo sdo fendmenos
bastante localizados; apbs a tensdo ter caido para
aproximadamente 50% da carga de pico, quase todo o acréscimo

de deformagdo do espécime é causado pelo processo de abertura
de fissuras.

ABERTURA DE FISSURA POR TRAGAO

w
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Qi@ |dlGi[nm
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G medido

-

50 100 150 8 (m)
Figura 1.11 Curva tensdo-deforma¢do tipica em tracdo uniaxial;
[PETERSSON (1980)].

VAN MIER (1984) reporta uma série de resultados de
comportamentos tensdo-deformagdo de testes em corpos de prova

submetidos a compressio triaxial e tracdo-compressio biaxial.

Na figura 1.12 trés curvas de experimentos sob condigdes
de deformagdo plana (eZ=O) sdo mostradas, a fim de se
verificar a influéncia da tens3o principal de menor valor. Na

parte superior da figura, sdo plotadas as deformacdes €, € €,

em fung¢do da maior tensdo de compressio o no grafico abaixo,

1i

o aumento de o, é mostrado (efeito de Poisson). O efeito do
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confinamento (03=Bol) é evidenciado pelo aumento da
resisténcia. O ramo "softening" mostra uma forma similar para
os trés niveis de confinamento (comparando a inclinag¢do da
curva nesse trecho) mas com o aumento do nivel de tensdo

residual com a relagdo (03/01);m

-1601 0, [N/mm? )

£E2/E1=0/-1

DIRECAO CARREGAMENTO: 1
PERPENDICULAR:
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— (0470, =0) o -0 -2 -30

€ (%>

Figura 1.12 Curvas 0,%€;, 0, +€; € 0,+€, para diferentes niveis

da menor tensdo principal; [VAN MIER (1984)].

Na figura 1.13 curvas tensdo-deformagdo para testes de
compressdo triaxial com diferentes niveis intermediarios de
tensdo sdo plotados, onde observam-se diferencas no
comportamento pds-pico.

A conclusdo geral das observa¢des experimentais & que O
ramo "softening" é o resultado da localizagdo estavel de
deformacgdes; de fato, todos os experimentos triaxiais mostram
ruptura localizada. Na figura 1.14 os diferentes modos de
ruptura observados para diferentes niveis intermediarios sé&o

mostrados.
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tensdo,; [VAN MIER (1984)].
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Na regido de tracdo-compressdo biaxial aparece uma Unica
fissura provocada por alongamento. Na regido de compressdo
triaxial dois diferentes modos de ruptura sdo observados:

- o modo segundo um preferencial plano, caracterizado por uma
grande deformagdo de extensdo, mostra planos cisalhantes
localizados no plano formado pelas componentes principais
extremas de tensdo de compressao;

- para os estados de tensdo préximos ao meridiano compressivo,
fig. 1.14, é observada uma multiddo de pequencs planos
inclinados de fratura. Duas grandes deforma¢des extensivas
permitem o desenvolvimento de planos de fratura em ambos oOs

planos ¢ -0, € 0,-0

1 1 "2°
modo cilindrico de ruptura.

Este tipo de ruptura é referido como um

1.5 ASPECTOS GERAIS DA MECANICA DO DANO CONTINUO

1.5.1 Generalidades

O objetivo final da mecdnica do dano continuo,
fundamentada na termodindmica dos processos irreversiveis, & a
formulagdo de 1leis constitutivas gque permitam prever com
suficiente precisdo, a resposta ndo-linear de estruturas em
correspondéncia a a¢des externas (carregamento mecdnico e
térmico) .

A 'teoria do dano’ descreve a evolugdo local do processo

de deterioracdo do material partindo de uma configuragdo

inicial ideal, sem defeitos, até um estado final onde fissuras
discretas ou macrofissuras possam ser observadas.

O estado de dano 1local pode ser quantificado pela
definicdo de adequadas varidveis internas. Estas variaveis, de
um ponto de vista geral, devem ter uma natureza tensorial a
fim de levar em consideragdo a anisotropia induzida pelo
processo de carregamento.

E possivel relacionar estas varidveis diretamente a uma
reducdo progressiva das propriedades macroscdpicas do material

tais como o mddulo de elasticidade. Como consequéncia desta
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aproximacdo, o meio deteriorado pode ser tratado como um

continuo de rigidez reduzida e/ou resisténcia reduzida.

1.5.2 Variaveis de dano

1.5.2.1 Definigdo

Considere-se um gélido com dano do qual é retirado um
elemento de volume representativo. Tal elemento & pequeno a
fim de ser interpretado como um ponto material do continuo e,
por outro lado, é suficientemente grande para incluir as
imperfei¢des e os varios ingredientes do meio.

Seja S a area de uma segdo deste elemento definida no
ponto em fungdo do versor n, normal exterior. Nesta segdo as
microfissuras e microdefeitos que contribuem para o dano tem

uma distribuig¢do aleatdria (fig. 1.15).

Figura 1.15 Elemento de volume com dano

31



Se S é a area resistente efetiva, a diferenca

€ a area dos defeitos.
Empregando a hipétese de continuidade, o processo limite
S

D = 1lim 0 (1.2)

s >0 S

fornece uma medida mecdnica do dano 1local, ou densidade
superficial do dano, associada a um plano de normal n.

Esta variavel & sempre positiva e assume valores contidos
no intervalo OsDnsl: particularmente Dn=0 corresponde a um
estado de dano inexistente ou de material integro e Dn=1 é o
estado limite local de fraturamento (material totalmente

deteriorado) .

1.5.2.2 Hipbéteses de isotropia

Como foi proposto, o valor de D, depende do plano, isto

&, da orientagdo da normal n. Entretanto é possivel definir

outra situagdo tedrica, denominada dano isdtropo ou escalar,

na gqual <considera-se que os microdefeitos tenham uma
distribuic¢do uniforme independente da orientagdo da normal n.
Nesse caso uma varidvel escalar caracteriza completamente o

estado local de dano e pode ser definido por

D =D Y n (1.3)

1.5.2.3 Conceito de deformagdo equivalente

A definig3o de uma variédvel de dano, que representa a

densidade de defeitos do material, conduz a nogd3o de tensao
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efetiva, isto é a tens3o aplicada na parte realmente
resistente da segdo.

Considere-se, por simplicidade, um caso unidimensional
onde F é a forca agindo numa se¢do S de um elemento de volume
e 0 = F/S a distribuigdo de tensSes que satisfaca a equagao de
equilibrio. Assumindo que nesta segdo o estado de dano seja

medido pelo escalar D, a drea efetiva da segdo sera
§=8-8, =8 (1 -D) (1.4)
Assim, a tensdo efetiva é definida por
o = F/8 (1.5)
Segue da (1.4) e (1.5) que
o = 0/(1-D) (1.6)
Obviamente, 020 e, em particular, o=¢ para um material
integro e 0-»o quando se aproxima o estado de deterioragao do
elemento.
No caso tridimensional de dano isbétropo, a relagao S/S0 é

independente da normal e o fator (1-D) modifica todas as

componentes do tensor de tensdes ¢. Entdo, segue-se que

1Ql

= ¢/(1-D) (1.7)

onde § representa o efetivo tensor de tensses.

A hipdtese de deformacdo eguivalente desempenha um papel

central dentro da formulagdo de uma relagdo constitutiva para
um material com dano, tratado como um continuo. Tal hipbétese
deve ser estabelecida como a seguir (LEMAITRE; CHABOCHE
(1985)) :

"0 mesmo estado de deformacdes de um material com dano
pode ser derivado do material integro onde a tensdo usual €&

substituida pela tensdo efetiva". (fig. 1.16).

33



s s B PO T - - d - e R — - -

—_——
—-ql

R ——

-
ql +—

Figura 1.16 Hipétese de deformag¢do equivalente;
[LEMAITRE; CHABOCHE (1985)].

Assim, a deformagdo elastica unidimensional de um
material com dano pode ser descrita em fun¢do de um material

integro pela seguinte relagdo:
€ = 6/E = 0/(1-D)E (1.8)

onde E é o médulo de Young do material integro.
Por outro lado o mesmo estado de deformag¢des pode ser

expresso como

e = o/E (1.9)
onde E & o médulo de Young do material com dano.

Comparando as equagdes (1.8) e (1.9), tem-se a seguinte

relag3do entre os mbédulos de elasticidade

E = (1-D)E (1.10)
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Tal relagdo mostra a possibilidade de proceder uma medida
indireta do estado de dano, por meio de mudangas de uma
propriedade mecdnica.

1.5.2.4 Dano anisdétropo

De fato a hipbétese de dano escalar impde alguma
simplificagdo no modelo <constitutivo. Na realidade, a
distribuigdo de microfissuras e cavidades volumétricas,
induzida pelo processo de carregamento, exibe diferengas
dependendo do plano de andlise e constitui um estado chamado

de dano anisdtropo. Neste caso 3 varidvel de dano & associada

uma natureza tensorial.

Os conceitos de tensdo efetiva e deformagdo equivalente
permanecem validos. Para simplificar a discussdo, a definigdo
do tensor de tensdo efetiva serd apresentado aqui considerando
o caso de elasticidade linear isotérmica (no entanto, este
conceito pode ser aplicado a um material num estado mais
complexo, LEMAITRE; CHABOCHE (1985)).

Em outros termos, a relagdo elastica para um meio com

dano pode ser expressa na seguinte forma:

1Q
il

nen

Im

(1.11)
onde D é o tensor constitutivo eldstico de quarta ordem do
material com dano anisdtropo.

Da hipétese de deformagdo equivalente, a tensdo efetiva 0

aplicada ao material integro é capaz de reproduzir o© mesmo

estado de deformag¢gdes. Assim, tem-se a seguinte relagdo

g = D¢ (1.12)
Combinando as equag¢des (1.11) e (1.12), obtém-se:
g = [ D @61 ] o =RAG0 (1.13)
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Introduzindo o operador simétrico de quarta ordem D, tal

que
(1 -D) =R (1.14)

A relagdo entre D, e pode ser formulada como:

e

) D, (1.15)

ll=H

= (1 -

ng

onde [ representa O tensor identidade de quarta ordem. Como

consequéncia, segue-se que

(1.16)

1Q
0
=
i
g
1at

Claramente, a equagdo (1.16) pode também ser derivada

diretamente das equag¢gdes (1.13) e (1.14).
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CAPITULO 2

MODELO CONSTITUTIVO DE MAZARS PARA CONCRETO

2.1 INTRODUGAO

Este capitulo é& dedicado ao estudo do modelo de dano
proposto por MAZARS (1984) para o concreto submetido a
carregamento proporcional crescente.

Inicialmente, para justificar o critério de dano adotado
no modelo, faz-se uma analise do comportamento
micro-estrutural do concreto, destacando-se o processo de
microfissuracgdo.

Em seguida, com base nas considera¢des anteriores, sao
apresentadas as hipbteses basicas do modelo proposto por
Mazars, a definigc3o de deformagdo equivalente e a lei
constitutiva do material eldstico com dano.

Finalmente este capitulo apresenta uma andlise dos

parametros do modelo.
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2.2 COMPORTAMENTO MICROESTRUTURAL DO CONCRETO
2.2.1 Consideragdes sobre a microestrutura do concreto

Constituido por um conjunto de materiais duros e inertes
(agregados), 1ligados entre si por uma pasta de cimento, o
concreto apresenta uma microestrutura complexa que afeta
diretamente as caracteristicas globais relativas ao seu
comportamento mecanico. Assim, as propriedades deste
conglomerado dependem, ao mesmo tempo, da qualidade da pasta
de cimento, das caracteristicas dos agregados e da lei que se
estabelece na interface pasta-agregado.

Muitos estudos mostram que a resisténcia mecénica efetiva
do concreto é muito baixa em relagdo a resisténcia tedrica
necessdria para vencer a coesdo molecular considerando o meio
como homogéneo e livre de defeitos. Tal discrepéncia entre a
resisténcia tedrica e a efetiva é atribuida, por diversos
autores, a presenga de defeitos internos do material.

Os defeitos internos podem variar de forma e dimensdo e
se apresentam, no caso do concreto, sob a forma de poros,
microfissuras ou vazios.

-Os poros tem dimensdes da ordem de alguns centésimos de mm,
s3io sempre encontrados na pasta de cimento, fazendo esta
assumir a forma de material poroso. Os agregados podem
apresentar poros de dimensdes ainda maiores que os da pasta de
cimento, mas em percentual bem menor.

-As microfissuras ji& se fazem presentes antes mesmo da
aplicagdo dos esforgos, principalmente nas proximidades da
interface pasta-agregado, como resultado do fenbmeno de
retracdo mais liberagd3o de calor, que se desenvolve na fase
inicial da cura.

-Os vazios tem dimensdes notavelmente maiores gque 0SS poros
capilares, forma irregular e sdo causados por uma

insuficiéncia no adensamento e/ou cura do concreto fresco.
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2.2.2 Propagagdo das microfissuras no concreto: observagdes

experimentais e simulagdo numérica

A complexidade da microestrutura do concreto tem
provocado divergéncias de opinides sobre o mecanismo de
propagagdo das microfissuras. Tal fato, pode ser atribuido a
presenca do agregado, que confere ao material um enorme grau
de heterogeneidade, alterando suas propriedades ponto a ponto
e criando superficies de contato entre pasta e agregado, e
entre agregados, com diferentes orienta¢des em relagdo a
direc3o de uma eventual forga aplicada. Como consequéncia, os
niveis de solicita¢do local podem variar consideravelmente em

relagdo ao valor nominal da solicitagdo aplicada (fig. 2.1).

Figura 2.1 Superficie de contato entre os agregados

Alguns pesquisadores verificaram que o nivel de
solicitac3o para o qual a microfissura, existente entre a
pasta e agregado, se propaga rapidamente depende, em grande
parte, da natureza do agregado grosso (superficie, composigdo
quimica, e condigdo eletrostdtica influenciam na adesdo
pasta-agregado) .

De fato observacdes experimentals tem mostradoc como a
microfissuracdo (e em seguida o dano) nasce, em geral, na zona
de interface e se propaga no interior da pasta nas
proximidades dos agregados. Por outro lado, simulagdes

numéricas aliadas a observacdes experimentais, tem evidenciado
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diferentes tipos de dano, na evolugdo do processo de
microfissuragdo, em relagdo a diferentes histérias de
carregamento (WILLAM (1984), SMITH (1990), LINO (1973)).

Para melhor compreensdo das principais conclusdes sobre
as observacdes descritas, €& conveniente revisar, da mecanica
da fratura, as defini¢des dos trés tipos béasicos de abertura
de uma fissura.

a)Modo I: consiste da abertura da fissura por um esforgo
perpendicular a superficie que contém o defeito (fig. 2.2a).

b)Modo 1II: corresponde ao mituo escorregamento das
superficies da fissura devida a um esforgo cisalhante aplicado
no plano dessas superficies e na diregdo paralela ao defeito
(fig. 2.2b).

c)Modo III: consiste em um escorregamento das superficies
da fissura devido a um esfor¢o cisalhante que atua no plano
dessas superficies e em diregdo perpendicular ao defeito (fig.
2.2c).

Figura 2.2 Modos bdsicos de abertura da superficie de uma

fissura

Os resultados das observag¢des ao nivel microestrutural
levam, nos casos de estados de tensdes simples, as seguintes
conclusdes:

- em tragdo uniaxial o crescimento dos microdefeitos,
inicialmente presente somente na interface pasta-agregado, se
da através do meio em diregdo perpendicular a da solicitagédo,
sequndo o modo I de abertura, até a formagdo de uma

microfissura (fig. 2.3a);
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- em compressdo uniaxial, o efeito do coeficiente de Poisson e
a heterogeneidade do material produzem alongamentos e tensdes
de tragdo que fazem com que as microfissuras se desenvolvam em
uma diregdo paralela a da solicitag¢do segundo um modo misto de
abertura (I + II) (fig. 2.3b).

b)

Figura 2.3 Aberturas das microfissuras no concreto

Destas observagdes é possivel concluir que as
microfissuras crescem predominantemente em modo I, sempre que
o material, sujeito a um esforgo genérico, apresentar
alongamentos.

Este fato explica © comportamento antissimétrico do
concreto (resposta diferente na tragdo e na compressdo) em
carater unilateral. De fato, submetendo um corpo de prova de
concreto & tragdo uniaxial até obter um nivel de dano elevado
e em seguida descarregando e invertendo-se a solicitagdo,
observa-se, na resposta & sucessiva prova de compressao
uniaxial, um restabelecimento da rigidez inicial devido ao
fechamento das microfissuras (fig. 2.4).

A associac¢d3oc dos defeitos com a presenga de alongamentos
justificard o critério de dano adotado pelo modelo

constitutivo descrito a seguir.
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Figura 2.4 Comportamento unilateral do concreto
2.3 MODELO CONSTITUTIVO DE MAZARS

O modelo apresentado a seguir, proposto por MAZARS
(1984), permite representar adequadamente algumas evidéncias
experimentais do concreto. Para tal, sdo expostas as hipdteses
bisicas, as equag¢des e, em particular, a variante indicada
para descrever, de modo simplificado, o comportamento sob

carregamento proporcional crescente.

2.3.1 Hipbéteses fundamentais

As hipéteses fundamentais em que o modelo se baseia séo
as seguintes:
- o concreto em processo de dano evolutivo apresenta
comportamento elastico, sendo, portanto, desprezadas
deformagdes permanentes evidenciadas, experimentalmente, numa

situagdo de descarregamento (fig. 2.5a, b);
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Figura 2.5 a) comportamento experimental

b) modelo constitutivo

- supde-se que o dano seja causado somente pela existéncia de
extensdes (alongamentos) ao menos ao longo de uma das diregdes
principais de deformagédo (ei>0). Isto significa supor que a
ruptura local se desenvolve no modo I ou no modo misto I + II
(conf. item 2.2.2);

- andlises experimentais mostram que o dano conduz, em geral,
a uma anisétropia do concreto (o qual pode ser considerado
inicialmente como isétropo). Para reduzir o nimero de
varidveis em jogo, simplificar o modelo e o célculo da
estrutura, considera-se que o dano seja isbétropo, isto &, o©
estado de dano num ponto é representado por uma grandeza
escalar. Porém essa hipétese n3o impede que o modelo leve em
considerag¢do a nfo simétria do comportamento entre tragdo e
compressao.

- o dano é representado localmente por uma varidvel escalar D
(0sDs<1), cuja evolugdo ocorre quando for superado um certo
valor de referéncia para o alongamento equivalente;

As hipéteses basicas assumidas pelo modelo consolidam ©
raciocinio de que a degradagdo (dano) do material seja causada
principalmente pela presenga de extensdes (alongamentos), por
isso torna-se de fundamental importéncia definir uma
"deformagdo equivalente" (€) como um pardametro representativo

do estado local de extensio do material.
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2.3.2 Definigdo de deformagdo equivalente

A expressdo proposta é

~ 2 2 2
€—’[<El>++<€2>++<€3 >, . (2.1)

onde <€.>, é a parte positiva da deformagdo principal na
diregdo i e definida como

1
<€ > =5 [ e, + | e | ] (2.2)
Desta forma: < €. > = €, se €. >0
1 + 1 1
< €, > =0 se € < 0

As seguintes considera¢des evidenciam as caracteristicas

anteriormente citadas.

- No caso de trag¢do na direc¢do i:

-No caso de compressdao biaxial nas diregdes 1 e 2 (€1<0 e

€2<O):

-No caso de compressdo hidrostética:

my
It
o
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2.3.3 Critério de dano

O critério para inicio e evolugdo do dano estéa
diretamente relacionado com a deformagdo equivalente que
traduz o estado local de extensdo do material.

De fato, admite-se que o dano aparece quando a deformagao
€ atinge um valor inicial S(0), que por convengdo é igual a
deformacgao €40 correspondente ao esforgo médximo em uma prova
de tragdo uniaxial (fig. 2.6).

J
]

Figura 2.6 Prova de tragdo uniaxial: definig¢do de €40

Em uma forma geral, o critério de dano é dado pela

seguinte fung¢do:

f(eé,D) = € - S(D) = O com S(0) = € (2.3)

do
onde D representa a varidvel escalar de dano e a fungdo S(D)
esta definida no que segque.

A forma da superficie inicial £ no espago das tensdes
principais & representada na figura (2.7). Na mesma figura &
feita uma compara¢do entre esta superficie e o resultado
eldstico experimental obtido por KUPFER (1969). Nela pode ser
observado que o dominio de n3o existéncia de dano (f£s0) &
convexo e ndo simétrico com respeito a tragdo e compressdo.

Além dessas superficies, aparece na figura uma superficie
dita corrigida que consiste simplesmente em multiplicar € por

um coeficiente y s 1
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€ . =
corrig

J > .| <01>_)2

onde, y (o0.) =

( <0, > )

e <0,> é a parte negativa da tensdo principal g, -

Tal corregdo é proposta, sobretudo, para aliviar a
discrepdncia entre o resultado apresentado pelo modelo e o
resultado experimental de Kupfer no caso de compresséo
biaxial. Porém, para o desenvolvimento deste trabalho foi

considerada a superficie inicial.

_]J'/—'/_——_\ 0, /fc

/LSUPERF(CIE INICIAY

SUPERFICIE
CORRIGIDA

KUPFER. HILSDORF e RUSCH—/"'».A

Figura 2.7 Superficies de ruptura; [PEREGO (1989)].

Substituindo a express3o (2.1) na relagdo f(€,D)=0
obtém-se
€ = I < 61 >E + < €, >3 + < €, >i = S (D) (2.5)

46

e e e A 7 o 4 s e 1+



Tal expressdo define a fungdo S(D) e representa no espago
das deforma¢des principais uma superficie de um quarto de uma
esfera de raio S(D), dentro da qual ndo existe dano. Tal
representa¢do garante a mesma importéncia as trés deformagdes

principais (fig. 2.8).

€3

€,

Figura 2.8 Espag¢o das deformag¢des principais

2.4 LEI DE EVOLUGAO DA VARIAVEL DE DANO

A lei de evolugd3o da variavel escalar D, que atende aos
principios da termodindmica dos processos irreversiveis
(LEMAITRE e CHABOCHE, 1985), & representada por:

D=0 se f < 0, ou £=0 e f <O
onde F (€) é uma fungdo continua e positiva da deformagdo
€

( de modo que D=0V&§€)e () =23()/dt. Sendo

t uma varidvel ordenadora do processo evolutivo.

equivalente

A fung3o F(€), que governa a evolugdo do dano, deve
respeitar o comportamento experimental do material, isto &, a
funcdo deve permitir a reprodugdo das curvas experimentais

obtidas em ensaios uni, bi e triaxiais.
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No caso particular de uma prova uniaxial de tragdo na

diregdo 1 tem-se:
€ = ¢ e D = Fle

e supondo que a solicitagdo seja monotona crescente & possivel
obter o valor de D correspondente a um certo nivel de

deformag¢do €, em forma explicita

M

Dfe

€n
M) = Jo F(el) de1 (2.7)

2.4.1 Dano em tragdo e compressdo uniaxial

Devido ao comportamento ndo simétrico do concreto
submetido a trac3o e compressdo, verifica-se uma diferenga no
processo de evolugdo da microfissuragdo. Em tragdo as
microfissuras se desenvolvem perpendicularmente & diregdo do
esforgo, enquanto na compressao as microfissuras se

desenvolvem paralelamente ao esforgo (fig. 2.9a, b).

t B

27 a) L
=~ ~]a
l( 3

I Al

| T

Figura 2.9 Microfissuragdo a) em tragdo

b) em compressdo

Para descrever este aspecto diferenciado foi proposta a
defini¢do, no modelo isétropo, de duas variaveis escalares D,
e Dc, representativas, respectivamente, do dano na tragdo e na
compressdo e cuja evolugdo é governada por leis independentes.
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D. = F. (€) <€> ( para tragdo ) (2.8)

D. = F. (€) <e> ( para compressdo ) (2.9)

2.4.2 Dano no caso de solicitagdo pluriaxial

Quando em um ponto do continuo o estado de tensdo &
pluriaxial, (por exemplo combinagdo de tragdo-compressdo),
fica complexo dar uma definigd3o realistica da variavel local
D, visto que cada wuma das componentes de tensdo pode
contribuir para a evolugdo do dano.

Para esta situa¢do MAZARS (1984) propde para D a seguinte

expressao

D = a; DT + o DC (2.10)
sendo D uma combinag¢do linear de DT e DC'

Os coeficientes da combinagdo ar e o, assumem valores
entre 0 e 1 e devem satisfazer as condig¢des:
- no caso de tra¢do pura aT=1 ac=0 = D=DT
- no caso de compressdo pura aT=0 a.=1 = D=DC (2.11)
- no caso de esforgo genérico O 1

Para melhor esclarecer a definig¢do dada aos coeficientes
da combinacdo, torna-se conveniente separar cada deformagéo

principal em duas componentes €ry © €y

€. = €. + €.. (2.12)

Sendo cada uma delas obtidas a partir do procedimento que

se segue.
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Através da relagdo eléstica isbétropa, define-se, em
correspondéncia ao estado de deformagdo atual, um estado de

tensdo principal ficticia

0 =D, € _ - (2.13)

onde Qo é o tensor eldstico do material integro.

Em seguida procede-se a separagdo do tensor de tensdes ¢

em partes positiva e negativa:

0 =< 0> + <0 > (2.14)
sendo: < 0, > = x (o, + | o, | )
i + 2 i i
<0, > =—=2 (0o, -]oa, |) (2.15)
i - 2 i i ‘

A separagdo do tensor de deformagdes principais ¢,

proposta por Mazars, & a seguinte:

1 + v 1
&g =TE <2 " E <24 9% %1
(2.16)
1 + v y
& ="E <9 - EF <2 9 > 1

onde I € a matriz identidade e E & o modulo de elasticidade do
material.
Finalmente, as expressdes propostas para os coeficientes

o e o, sd3o as seguintes:
« -5 . H €ri (€ry + €¢y)
T - i 1 'g 2
(2.17)
o =5 . H €ci (75 * €¢y)
C i i 2

onde Hi(ei) é a funcd3o degrau de Heaviside, tal que:
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As relacgdes (2.17) evidenciam uma dependéncia anbmala dos
coeficientes a e o do produto €15 € Por este motivo
utiliza-se neste trabalho a seguinte definigdo alternativa

(PEREGO, 1989)

(2.18)

onde se supde que somente os alongamentos (componentes
positivas de €, e ec) contribuam para a avaliagdo do dano,
respeitando assim a hipdtese assumida pelo modelo que atribui
o aparecimento do dano & presenga de extensdes (ei>0)u

Para tal, efetua-se a seguinte partigdo dos tensores de

deformagdes
i = < ET >+ + < ET >
(2.19)
£ = < EC >+ + < EC >
Enfim, o, e acbséo determinados do seguinte modo:
_ 2y < €4 %,
o = T
€y
(2.20)
_ 2 < €
o, = <

P

+ ‘2 . P .
onde €y & uma varidvel cinemdtica representativa do estado

local de extens3o, definida por:
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€, = 9 ., < €. > + < €.. > (2.21)

E oportuno‘notar que esta definigdo também respeita as
condigdes (2.11).

Uma forma incremental da expressdo (2.10) é escrita
assumindo a hipétese de solicitag¢do radial, de modo que o, e

T

ac passam a ser constantes. Assim sendo:

D= oD + a.D (2.22)

J4 no caso em estudo, de carregamento proporcional, &
possivel utilizar diretamente a forma integral (2.10) para a
determinag¢do da varidvel escalar D.

As expressdes para as varidveis representativas do dano,
DT e DC ’
experimentais de trag3o e compressdo uniaxial, de modo a

s3o0 estabelecidas a partir de resultados

reproduzir, com suficiente precisdo, os andamentos das curvas
experimentais respectivas e, em particular, os seus ramos
descendentes ("softening").

As expressbes propostas para D e D

T cr ©m fungdo da

deformagdo equivalente €, sdo:

€40 (1 - Ar) By

D (&) =1 - - - — (2.23)
€ exp [BT(e - edo)]
€ (L - A) A
D (F) =1 -4 = - < (2.24)
€ exp [B. (€ - €40
onde AT’ BT' AC’ Bc e €,, Sao pardmetros caracteristicos do

material a serem determinados mediante procedimento de
identificagdo.

A figura (2.10) mostra como o modelo proposto permite,
apés uma prévia identificagdo dos pardmetros citados,

reproduzir aproximadamente o andamento da curva experimental.
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AC MPa

Figura 2.10 Trag¢do uniaxial

Alo| MPa
30 +
20 |
1
]
}

c)

jel

Py

21073

: ot

3IMPa

Eo

b)

Eo(1-Dy )

1.107*

a) curva experimental

b) relag¢do constitutiva

35 MPa 1

d}

Figura 2.10 Compressdo uniaxial

Em resumo,

carregamento proporcional é:

¢ = (1-D) D

¢) curva experimental

d) relag¢do constitutiva

a lei constitutiva completa para o caso

de



f(e,D) = € - S(D) s O com S(0) = €40

DT(E)=1- — - -
€ exp [Br (e - €, )]

€ (1 - AL) A

DC(E)=1' do - C _ (i
€ exp [B. (e - €, )]

T +
€y
. > i < €ci s
ozc = "
v
de: Y=y
onae: Ev = i < ET_i >+ + < €c1. >+

2.5 ANALISE PARAMETRICA DO MODELO DE MAZARS

Nesta secdo é& feita uma andlise da influéncia que cada

a v

parametro (edo’ AT’ BT’ AC’ BC) exerce sobre a curva
tensdo-deformagdo.

A lei <constitutiva do concreto no caso de esforgo

uniaxial na diregdo 1 & a seguinte:
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€do (1 - Ay) By

DH(e) =1 - - (2.26)
€ exp [B, (e - €, )]
H do
ondeAH,BH, Edo 2 0
com H=T € = € no caso de tragado

(2.27)
H=2C € =-vAd2 ¢ no caso de compressdo

Omitindo-se o indice 1 e substituindo (2.27) na (2.25)

obtém-se a lei, o0 = o(¢)
D=0 se €Es€q
o = Ej (1 - D(e)) € (2.28)
D=D(€) se €>€0
onde €0 = 0T = do se trag¢ao
Edo
€ = € = — se compressio
oh 0

Desta 1dltima relagdo se nota que assumindo para O

coeficiente de Poisson um valor entre 0,18 e 0,20 obtém

GOC = 3,55 ¢

0T
que corresponde & superficie de inicio de dano na compressdo e
esta é aproximadamente 3,5 vezes maior que aquela na tragdo.
Tal resultado tem sido comprovado em andlises experimentais.

A relagcdo (2.28) também pode ser escrita na forma

admensional dividindo-a pelo esforgo de inicio de dano %

€
Py = (1 - D(e)] T0H= (1 - D(e)]l UM (2.29)

m
Q
=

- € (2.30)
0



Substituindo (2.26) em (2.29) se obtém a lei constitutiva

na seguinte forma admensional:

=3

para n s 1

py(m) = (2.31)

=
|
>
+
>
=3
|
jé

para n > 1

onde: B = BH = B, € (2.32)

Portanto a relagdo tensdo-deformagdo  assume duas
expressdes, uma para regido eléstica (7sl) e outra para regido
nio linear (n>1). Para avaliar a influéncia de cada paradmetro
(A,, By, EOH) sobre a regifio n3o linear da curva p = p(n),

calculam-se as seguintes quantidades:

-B(n-1 d
¢ =—fii—f’—=A(l-Bn)e B(n-1) —dg—= 0 & 1-f7 = 0 (2.33)
2 2 Bn-2=0
dpo . ag(gp-21e” B 4P Lo o { as0 (2.34)
dn dn B=0
lim p(n) =1 - A (2.35)
T]-(X)

A inclinacdo da curva no ponto de inicio de dano vale:

dp _ - _ _ - -
[_c'in_] . == A-A = A(-Bey,) (2.36)
n=1
Assim
_ > se B <
[—%‘,’;——] + = { = = 0 se ﬁ = 1 (2.37)
n=1 < se 8 >
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A inclinag¢do inicial { da regido ndo linear da curva p =
p(n) é governada pelos pardmetros A e p. Em particular
enquanto A amplia ou diminui o valor absoluto da inclinagéo,
(fig. 2.11a), o pardmetro B influencia o sinal e o wvalor
(relacdo 2.34). De fato ao diminuir A se suaviza a inclinagé&o

{ e para A=0 se obtém
p(n) =1 Vg1 (2.38)
Neste caso a lei constitutiva é similar & de um material

elastoplastico. A diferenga estd no fato de que se ocorrer um

descarregamento ndo havera deformagdo residual (fig 2.11Db).

PA
A
\ a) P A b)
Bt
B>1
il m

Figura 2.11 a) Influéncia dos pardmetros A e f8

b) Lei constitutiva de um material elastoplastico

Enfim, observando (2.35) e (2.31), nota-se que valores de
A>1 produzem uma assintota horizontal negativa, e por isso
para 71 elevados (n>n*) resultam valores de p negativos (fig.
2.12a). Esta situag3o ndo tem significado fisico, e portanto
deve ser evitada utilizando-se valores de Asl. Todavia nos
casos em que dos procedimentos de identificagdo conduzem a
valores de A maiores que a unidade, (por exemplo em compressdo
uniaxial), é possivel que estes sejam utilizados na simulagédo
nimerica introduzindo no cbédigo de célculo um teste de

controle do tipo:
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*
p(n) =0 Yn=zon

O parametro €40=C0H pode ser facilmente identificado a

partir do diagrama experimental o¢-€¢ relativo a uma prova de

tragdo uniaxial (fig. 2.12b). De fato por  hipdtese
60T=50H=00/E0, onde E0 é o médulo de elasticidade do material
integro.
P A
AC

/
-
4

)

[/

a) - b) ‘01

N,

S3Y
M

N~

T

€40

Figura 2.12 a) Curva p-n para valores de A>1l

b) Diagrama ¢-€¢ de uma prova de trag¢do uniaxial

Assim, o estudo qualitativo da lei proposta por Mazars se

distingue nos dois casos seguintes:

1) se a inclinag3o do trecho que segue ao inicio do dano &
negativa (fig. 2.13a), entdo

B > 1 e B = l/eclo
O mdximo da curva serd alcangado em 7=1 (e=eoH) e vale
p = 1 (2.39)

Para 7n>1 a curva p=p(n) €& sempre descendente, com a
concavidade voltada para cima (dzp/dn2 = 0 para n = 2/B) e

tende a uma assintota horizontal p=1-A.
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2) se a inclinac3o daquele trecho é positiva (fig. 2.13Db),

entdo

B <1 e B = l/edo

A curva alcanga o madximo em correspondéncia com 7n=1/8 e

este vale

p =1 + A(B'le_(l—ﬁ)

max 1) (2.40)

A regidio descendente da curva apresenta um ponto de

inflexdo que corresponde a 7=2/B e tende a uma assintota

horizontal p=1-A para 7-o.

B>1 p<1

e — - — =

4

n /B 2/B R

Figura 2.13 Comportamento gualitativo do concreto a)tragdo

b) compressdo

Observando o comportamento qualitativo do concreto em uma
prova uniaxial de tragdo e compressdo se nota:

Em compressdo a inclinag¢do inicial do trecho ndo linear é
positiva e o esforgo assume valores crescentes até alcangar o

maximo em n=1/B8 (fig. 2.13b). Por isso deve se ter:
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Bc <1 = BC < l/edo

(2.41)

Em tragdoc a inclina¢do inicial & negativa e o esforgo &,

em valor absoluto, sempre positivo. Por isso, deve-se ter:

By > 1 = B > 1/€y,

(2.42)

AT s 1

Tomando como referencial as andlises acima, MAZARS (1984)
propde os seguintes intervalos de validade para os valores dos
parametros edo’ AT’ BT’ A e B.:

c c
10'5 s € < 10'4 1 <A. =1,5
do C
0,7 = < 1,0 10 < B 2.10°
. AT ' s B, s .
10* < B, = 10° (2.43)

Para o caso de esforgo uniaxial de tragdo as relagles
(2.43) fornecem os graficos das figuras 2.14a, b, c.

Na figura 2.14a se observa gque a escolha da variavel €40
tem influéncia sobre o inicio e a inclinagdo inicial do trecho
nio linear ("softening") e também sobre o valor assintético de
o, pois o(w):Eoedo(l-AT).

A figura 2.14b mostra a influéncia do pardmetro A, na
inclinacdo inicial do trecho n&o 1linear e no valor da
assintota horizontal.

Quanto ao paradmetro B,, a figura 2.l14c mostra sua
influéncia sobre o sinal da inclinagdo inicial do trecho

nio-linear e sobre o valor de pico do diagrama o-€.
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)0 [MPo]

T 8.00 o E = 30000 MPa
A =08
By = 20000
6.00 - 1 €40 * 00002

2 €45 0.0001

3 €47 0.00005
400 -

2.00 2

€.107°

0.00 T -1 T T T T
000 O10 020 030 040 05 060

’

Figura 2.14 a) Influéncia do pardmetro e

do
AC [MPo]
400 4 E = 30000 MPa
€4 * 0.0001
By * 20000
1
3.00 - 1 Ar:10
2 Ap: 07
3 Arz 05
2.00 ~ 4 Arz 00
2
1.00 + 3
4 €.10°
000 T T T T >
0.00 025 0.50 0.75 100

Figura 2.14 b) Influéncia do pardmetro A,
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AC | MPa
[ ] / E = 30000 MPq
6.00 / €, 0.0001
// AT = 10
- / 1
/ 1 By = 3000
/ 2 By:= 7000
4.00 / 3 By * 20000
/ 4 B, 100000
- i N
NN
AR
200 |+ |l \\\ \,
. = " N
N .
! S .
- { ~, \.
\ 3 S \\\\\
1 a2
\ 4 ‘\N‘ -3
1 e 1 P! ; 10

000 010 020 030 040 050 060

Figura 2.14 c) Influéncia do pardmetro B;

Para o caso de esforco uniaxial de compressdo as relagdes
(2.43) fornecem os graficos das figuras 2.15a, b.

Da figura 2.15a, observa-se que a influéncia do pardmetro
BC é anadloga Aaquela do parametro BT‘ A figura 2.15b pode ser

utilizada para confrontar respostas, com B. fixo, variando A

C C
e vice-versa.
\O [mpe]
£ = 30000 MPa
15.00 - € 47 0.0001
Ags11
12.50 4 : 1000
= 2000
10.00 -
= 7000
= 20000
7.50 - o
5.00 4
2.50
] €.1073
0.0C T Al T T —>

T T
000 100 200 300 400 500 600

Figura 2.15 a) Influéncia do pardmetro B,
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4 0 [mPa]
15.00 + € = 30000 MPa
€40 * 0.0001
12.50 B, * 1000
B * 1000
10.00 ~ B * 2000
B¢ = 2000
7.50 4
5.00
2.50 A
€107}
0.00 T T T T T T >

000 100 200 300 400 500 600

Figura 2.15 b) Influéncia dos pardmetros A, e B,



CAPITULO 3

IDENTIFICAGAO PARAMETRICA E ENSAIOS REALIZADOS

3.1 GENERALIDADES

A identifica¢3o paramétrica €& uma das fases mais
delicadas da utilizac3o de um modelo, sobretudo se este é
caracterizado por poucos pardmetros (por exemplo o modelo de
Mazars) . Para executar uma correta identificacdo e,
consequentemente, um ajuste do modelo, é indispensédvel dispor
de resultados experimentais confidveis.

Neste capitulo sdo comentados os ensaios realizados em
corpos de prova sujeitos a compressdo uniaxial e diametral, e
o- processo analitico utilizado na identificag¢do paramétrica do
modelo em estudo. Os testes de compressdo diametral em fungdo
da maior facilidade de execugdo vem substituir os testes de

tracdo uniaxial no que se refere & determinagdo do pardametro
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€40 A identificacd3o apresentada tem, também, como objetivo
verificar os intervalos de validade propostos por MAZARS
(1984) para os paradmetros AT’ BT’ AT’ Bc e €4, (conf. item

2.5).

3.2 TESTES DE COMPRESSAO UNIAXIAL

Utilizando corpos de prova cilindricos de concreto, de
15cm de didmetro por 30cm de altura, os testes de compressado
uniaxial foram realizados numa prensa servocontrolada
(fig.3.1) com deslocamentos impostos a uma velocidade de
0,4mm/min. Estes corpos de prova foram equipados com dois
extensdmetros externos colocados simetricamente na metade da
altura e um extensdbmetro interno posicionado na fbrma
previamente & moldagem. Os extensOmetros foram ligados a
canais de leitura que, juntamente com um canal ligado a prensa
(LVDT), forneceram os dados necessarios para o tragado da

curva tensdo-deformagdo (o-¢€).

Estrutura U
r
1/

1 H . = R
—T———— Praoto Superior — |

Prato Inferior

[— Atuac;lor \\:—:
ﬁﬁ Inferior

{an ]
Ml e — =

SN

C { . ——Base —
) -

J

LVDT Sistema de Pressdo

VISTA FRONTAL VISTA LATERAL

Figura 3.1 Esquema da prensa servocontrolada
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A figura 3.2 mostra um corpo de prova apds teste de

compressdo uniaxial, podendo-se observar os extensdmetros

externos , o canal de liga¢do do extensOmetro interno (mais
claro) e o modo de ruptura predominante no caso
(cisalhamento) .

Figura 3.2 Detalhe dos extensdémetros externos no corpo de

prova submetido & compressdo uniaxial

Na figura 3.3 destaca-se a posigdo do extensdmetro no
interior do espécime (envolvido por uma cédpsula na forma de
um "waffer"). As especifica¢des deste extensbmetro sdo:

- Marca: Kyowa

- Tipo: KM-120-H2-11L100-3

- Dimensdes: comprimento = 120mm (base de medida)
largura = 15mm

espessura = 4,5mm
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Figura 3.3 Destaque da posigdo do extensOmetro interno

Os corpos de prova ensaiados (7 séries de 3) apresentaram
resisténcia média de pico em 21 dias de 25,509 MPa (desvio
padrdo de + 2,785 MPa) e as andlises dos dados coletados
mostraram que:

- a curva o-¢ obtida a partir das leituras feitas através do
canal ligado & prensa apresenta uma regido inicial pouco
resistente ou de grandes taxas de deformagdo (veja fig.3.4).
Este fenfmeno é atribuido, principalmente, & n&o-uniformidade
inicial da superficie de contato do corpo de prova com OS
pratos de apoio e ao fechamento de vazios e poros presentes no
interior do espécime; tal fendmeno também foi observado por
VAN MIER (1984). Para reduzir esse efeito, foi realizado um
ciclo inicial de carga-descarga com tensdo méxima proxima a

1/3 do limite eléstico previsto.

67



o
A /
/
o 1/
P /
/
/
lo
<Y
3 E'.th.
€
//\ -
Figura 3.4 Avaliagdo do médulo de elasticidade (dados

coletados da prensa)

- as curvas o0-€¢ relativas aos dados coletados dos canais
ligados aos extensdmetros sdo bastante semelhantes (fig. 3.5).
A determinagdo do médulo de elasticidade E foi feita com base
numa tangente & curva tensdo-deformagdo na regido de quase
proporcionalidade (a cérca de 1/3 do valor da resisténcia de
pico). O valor final do médulo de elasticidade foi obtido pela

média dos valores encontrados.

o ( MPa)

3000

2500

20.00

15.00

Extensometro Externo
Extensometro Externo
————— Extensometro Interno

5.00

€ .163
0.00

l T 1 1 Ri L
000 200 4.00 6.00 800 10.00 12.00

Figura 3.5 Curvas o-€¢ : extensdmetros externos e interno
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A identificac¢do dos paradmetros AC e BC do modelo tem por
base a regido ’'pbs-pico’ da curva tensdo-deformagdo. No que
diz respeito aos dados coletados dos extensdmetros, o canal
ligado ao extensdmetro interno forneceu uma curva que descreve
com suficiente precisio o comportamento '‘pds-pico’, Jj& os
canais ligados aos extensOmetros externos ndo apresentaram O
mesmo desempenho devido, principalmente, & abertura de
fissuras nos pontos de fixagdo dos mesmos (veja fig. 3.5).

Desse modo, os parametros foram identificados com base
nas curvas tracadas com os dados fornecidos pelos canais
ligados ao extensdmetro interno e a prensa. Tais leituras se
mostraram bastante confiidveis e, além disso, capazes de
reproduzir observa¢des experimentais feitas por diversos
autores quanto ao comportamento em etapas sucessivas de
carregamento e descarregamento (nessas etapas observam-se a
perda progressiva de rigidez e a presenca de deformagdes

permanentes (fig. 3.6).

T {MPa)
25.00 — D
20.00 - T
15.00
1000 —
500 -
€10’
000 T T T L}
0.00 2.00 4.00 600 8.00

Figura 3.6 Curva tensdo-deformagdo tipica dos ensaios

realizados em compressdo uniaxial
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3.3 TESTES DE COMPRESSAO DIAMETRAL

Utilizando o mesmo mecanismo servocontrolado comentado no
item 3.2, os testes de compressdo diametral foram realizados
em corpos de prova cilindricos de concreto, com didmetro de
15cm e espessura de 7,5cm. Essas dimensdes ndo sdo as
normalizadas para testes deste tipo em concreto. Na verdade,
optou-se pela padronizagdo indicada para testes de compressdo
diametral em corpos de prova de rocha, para que o ensaio
pudesse ser realizado na prensa servocontrolada. Os modos de
ruptura e os resultados obtidos para os valores de deformagédo
limite €40 foram absolutamente compativeis com aqueles
usualmente descritos na bibliografia.

Para a realizag¢ido dos ensaios foi necessdrio a confecgdo
de uma pega em ago (bergo), que tem como fungdo acomodar o
corpo de prova e transferir a ele o esforgo aplicado. Os
espécimes foram equipados com um extensdmetro externo colocado
sobre o didmetro perpendiculér 4 direcdo do esforgo aplicado,
a fim de medir os alongamentos nesta diregdo (conf. item
2.2.2). A figura 3.7 mostra um corpo de prova sendo submetido
4 compressdo diametral, podendo-se observar o bergo em ago, o

extensdmetro externo e o tipo de ruptura caracteristico.

Figura 3.7 Teste de compressdo diametral
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O principal objetivo destes testes foi a determinagdo do
pardmetro de tragdo €40’ ©OU 2@ deformagdo por alongamento em
correspondéncia a tens8o de pico. Quanto aos pardmetros A, e
B, por razdes de natureza numérica, a serem descritas no
capitulo 5, foram obtidos indiretamente a partir de indicagdes
bibliogridficas e de uma correlagdo com a energia de fratura
(andlise plana).

Foram ensaiados 12 corpos de prova (carga média de pico
de 56,608 kN e desvio padrdo de + 3,9827 kN), controlando-se a
deformagdo diametral transversal & carga e empregando-se a
seguinte expressdo para a determinagdo da tensdo de pico em
funcdo da carga aplicada (BIENIAWSKI, 1981).

0,636P
o, = —pg — (MPa) (3.1)
onde o, & a resisténcia a trag3o do espécime, P é& a carga de
'pico’ (N), D é o difmetro do corpo de prova (mm) e t é a

espessura do corpo de prova (mm).
A figura 3.8 apresenta uma curva forga-deslocamento

transversal obtida por este tipo de teste.

P(kN) l

60.00

40.00

30.00

10.00

deslocamento({mm)

0.00 : ,
0.00 0.20

T 1

0.40 060
Figura 3.8 Curva forga-deslocamento transversal para

compressdo diametral

71



3.4 PROCESSO ANALITICO DE IDENTIFICAGAO PARAMETRICA

O primeiro passo para a identificagdo consiste na escolha

de uma funcgdo erro, que consiste num critério para avaliagdo

da resposta numérica em relagdo a experimental, ou seja:

a = [al, PRy an] é& o vetor dos n pardametros a
serem identificados
y (x,a) & a resposta numérica, dependente dos pardmetros a
y (x) é a resposta experimental, normalmente registrada
mediante pares de valores [n, yc(n)]
A func¢d3o erro, é definida como uma integral ou uma
somatdria sobre um intervalo de observagdo, por este motivo
n3o depende da variavel x.

-

Numa formula¢do por minimos guadrados, o erro & estimado

pelo somatdrio dos quadrados das diferengas entre as duas

fungdes yc e ys

2
1 c S
E (ai) = }: [ yk(xk, ak) - yk(xk) ] (3.3)
k=1

onde N & o nimero de pontos.

Utiliza-se o somatébrio porque a resposta experimental
geralmente é fornecida de modo discreto.

Definida a fun¢d3o erro, o problema da identificagdo
consiste na determinag¢do do vetor de pardmetros que fornece o
menor erro, ou seja, na resposta numérica que melhor descreve

o comportamento experimental. Assim,



3.5 RESULTADOS NUMERICOS

No caso de compressdo uniaxial os dados experimentais
permitiram tragar a curva tensdo-deformagdo no seu todo,
inclusive com boa definicdo do trecho "softening". Mesmo ndo
sendo possivel reproduzir exatamente a curva experimental (em
funcdo do nimero reduzido de pardmetros) a identificagdo por
minimos quadrados conduziu a uma solucao que estéa
perfeitamente em acordo com as indicagdes bibliograficas
consultadas, em especial MAZARS (1984), PEREGO (1989) e
PROENGA (1989) . A figura 3.9 mostra as curvas
tensdo-deformacdo experimental e a tragada a partir da

identificacdo dos parémetros A.=0,85 e B, =1620.

O (MPa}
3000 ~
20.00 A '
10.00
EXPERIMENTAL
—~— NUMERCA [E=2920 €4, = 0,00007
As085 B -1620
Tl
€
0.00 r . : 10
000 4.00 8.00 12.00 16.00

Figura 3.9 Curvas tensdo-deformagdo: experimental e numérica
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Com respeito ao pardmetro de tragdo e os testes de

do’
compressao diametral forneceram dados suficientes para obter o
valor 0,00007, referente & tensdo de pico do diagrama
tensdao-deformacgao.

Em resumo, os pardmetros a serem utilizados pelo modelo
na analise numérica de elementos estruturais, s3o os

seguintes:

- Mbdulo de elasticidade do concreto: E = 29200 MPa

- Pardmetros relativos a tragdo

AT = 0,995 BT = 8000 €40 = 0,00007
- Parlmetros relativos a compressédo
Ac = 0,85 BC = 1620

Para AT e B. estdo sendo sugeridos valores médios usados

T
na bibliografia consultada; entretanto, como se verad mais
adiante, seus valores serdo uma fung¢do da malha de elementos

finitos adotada na andlise plana.
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CAPITULO 4

EMPREGO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS COM LEI CONSTITUTIVA
DE DANO

4.1 ALGUNS COMENTARIOS SOBRE O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
4.1.1 Introdugdo

Pela técnica dos elementos finitos o continuo (bi ou
tridimensional) é discretizado por um conjunto de pontos
nodais que definem uma malha de elementos. O campo de
deslocamentos de cada elemento é obtido por interpolagdo de
funcdes polinomiais tendo como pardmetros (graus de liberdade)
~os deslocamentos nodais.

As caracteristicas de <convergéncia da aproximagdo
dependem em primeiro lugar da escolha das fungdes

interpolantes e em segundo lugar do nGimero e da distribuigao
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dos elementos.

A qualidade da aproximagdo aumenta também ao crescer O
grau do polindmio interpolador. Para garantir a convergéncia
das fun¢des interpolantes deve-se assegurar a "conformidade"
do elemento, ou seja, a continuidade da fungdo e de sua
derivada, até a ordem m requerida pelas integrais
caracteristicas do método e apresentadas no que segue (m=1 nos
continuos eldsticos bi ou tridimensionais). No entanto usam-se
(para chapas e cascas) elementos ndo conformes, de formulagao
mais simples, que, no entanto, fornecem convergéncia
(ndo-monotdnica) ao refinar a discretizagdo.

Indicando por n o elemento genérico e por u o vetor
campo de deslocamentos deste elemento, a interpolagdo

realizada sobre o elemento pode ser representada por:

u (x) = N (x)g, (4.1)

-

onde g & o ’‘vetor dos graus de 1liberdade’ que reune OS
deslocamentos nodais;
N (x) & a matriz das ‘fungdes de forma’ e x € o vetor
posi¢do de um ponto do elemento.
Para o caso de pequenos deslocamentos, as equagdes de

compatibilidade assumem a forma:

(x)g (4.2)

e (x) =% ) =5 (x)g) =B n

.—n -

onde § & um operador diferencial de primeira ordem.
A afirmacgdo variacional de equilibrio, para um dominio de
volume Q e superficie I', pode ser feita mediante o principio

dos trabalhos virtuais:

J be' 0 da = [ 5u'b do + j 5u'p dr (4.3)
Q Q T

v 8u, &€ congruentes (variagGles, respectivamente, dos campos
de deslocamentos e deformagdes compativeis com as condigdes de

contorno) .
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onde b é o vetor de forgas de volume e p o vetor de forgas de
superficie.

Interpretando a estrutura ou sdlido como uma reunido de n
elementos (Q = ann), os graus de liberdade passam a ser
reunidos num vetor global g de que para cada elemento gn=gng,
u =Ng e ¢ =Bg onde C & uma matriz de conexdo entre os graus
de liberdade globais e locais. Nessas condigdes, a expressdo

de trabalho virtual assume a forma:

N N N
y J 5g'B' g do = ¥ J 5g'N'b do = [ 5g N'p dr  (4.4)
n=1 “Q n=1 “Q n=1 7Q

n
vV 0g representando o vetor variag3o dos deslocamentos globais
compativeis com as condigdes de contorno.
Omitindo o simbolo de somatdria a expressdo (4.4) pode

ser reescrita, em forma mais compacta, no seguinte modo:

[ B'o(e) da = R (4.5)
Q
com
T T
R = J N'b do + [ N p dr (4.6)
Q T
Nota-se que, na expressdo (4.5), o esforgo depende do

vetor incégnita g, através da relagao constitutiva ¢ = o(¢€).
No caso eldstico, a lei constitutiva assume a simples

forma de proporcionalidade (lei de Hooke generalizada) .

(4.7)

Q
I

1]

im

Nesse caso, o primeiro termo da expressdo (4.5) torna-se:

K B'De dQ = ‘ X B'DB dO }g - Kg (4.8)
Q



.& a matriz de rigidez da relagdo constitutiva e h

onde K & a matriz de rigidez da estrutura obtida, através de
um procedimento de reunido, pela contribuigdo das matrizes de
rigidez de cada elemento finito. A matriz de rigidez do
elemento finito n, no sistema local (qn) pode ser escrita,

genericamente, como:
=n
Q

4.1.2 Redugdes a problemas bi-dimensionais

[[ev]
ll=)

DB do (4.9)
Nn==nN

Uma significativa diminuigdo do nimero de incégnitas e de
carga computacional, ocorre gquando é possivel simplificar,
mediante oportunas hipéteses, um problema tridimensional,
passando-se a um problema plano. Neste caso a discretizagdo se
efetua num plano, (x, y) por exemplo, enquanto as variaveis em
jogo sdo fungdes de x e y e o nimero de graus de liberdade por
né se reduz a dois. Esta simplificagdo é tipica em duas
classes de problemas: estados planos de tensdo e estados
planos de deformagdo. A expressdo da matriz de rigidez em um
pfoblema eldstico plano é um caso particular da expressao
(4.9):

T T
K, = J gn(x,y)ggn(x,y) daQ = I B0 B, dr (4.10)
Q r
n n
onde
Ds = [ Q dz (4.11)
h

(O
o))

espessura do continuo no ponto considerado.
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4.2 ANALISE POR ELEMENTOS FINITOS ISOPARAMETRICOS
BIDIMENSIONAIS

A necessidade de analisar dominios com contornos
irregulares levou & formulagdo de particulares tipos de
elementos finitos ditos isoparamétricos (fig. 4.la). Tais
elementos permitem reduzir os erros consequentes do processo
de discretizagdo da estrutura uma vez que estdo em condigdo de
modelar, além do campo das varidveis incdgnitas, também a
geometria do corpo.

A formulagdo destes elementos caracteriza-se pela

existéncia de uma transformagdo de coordenadas que permite

passar do sistema inicialmente estabelecido (cartesiano
ortogonal), no dominio de forma irregular, a um sistema
definido em um dominio normalizado ("master element") dotado

de uma métrica mais simples. Tal transformagdo deve ser
inversivel para garantir uma correspondéncia biunivoca.

Como consequéncia da formulagdo isoparamétrica & possivel
executar as integracdes das expressdes derivadas da aplicagédo
do principio dos trabalhos virtuais, por exemplo, sobre o

"master element".

AT x=x (§,M)

y=y (E.7m)
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—_———— —_
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Figura 4.1 a) elemento finito isoparamétrico de 8 nés

b) exemplos de fun¢bes de forma
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As transformacdes de coordenadas geralmente empregadas

sdo do tipo:

.

x = x(&,7) xiﬁi(f'n)
i=1
(4.12)
m
Y = Y(fln) = Z Yiﬁi (f:'fl)
i=1

onde X, e Y, sio as coordenadas dos m pontos do elemento
finito, ﬁi s8o as funcdes de interpolagdo geométrica. O
elemento finito é& chamado isoparamétrico quando os m pontos
coincidem com todos os nés do elemento (m=n) e as fungdes ﬁi
coincidem com as funcdes de forma empregadas na modelagem do
campo dos deslocamentos (ﬁi=Ni)' Estas fungdes, (fig. 4.1b),
s3o expressas na seguinte forma:

- para elemento de quatro nds

N, = - (L+££) (1+mm,) i =1,2,3,4 (4.13a)

- para elemento de oito nds

1

Ni = (l+££i) (1+Uﬂ1) (££i+nni-1) i=1,3,5,7
2 2
N, = (1+££.) (1-n%) ‘s (1 ) (1_52)_31_ i=2,4,6,8
'i - + 'l T] 2 + +nn1 2 1=<, 7 ’
(4.13Db)

A determinacdo da matriz de rigidez do elemento é quase
sempre irrealizdvel em forma fechada, por isso a integragédo
vem executada numericamente utilizando a quadratura Gaussiana.
Para o caso bidimensional, uma fun¢do genérica "f" pode ser

escrita na seguinte forma (BREBBIA, 1975):

+1 +1 n n

S j f(&,n) dé&dn =2 Z f(£,-,nj) Wi W (4.14)
1 1

ji=1 i=1
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[ - - - e e T T e i e i

onde n2 é o nimero de pontos de Gauss, (51'"3) sdo as suas
coordenadas e w, e wj sdo fatores ponderadores. A figura 4.2
ilustra a posig¢3o dos pontos de Gauss (G.P.) e os valores dos
ponderadores para os elementos de 4 e 8 nbés (para os elementos
de 8 nbés ndo €& possivel integrar exatamente a matriz de

rigidez; de norma assume-se n=3 com 32 G.P.).

wi =0,55556 E.-*V0o§6

w; =0,88889 §,:0
Figura 4.2 Posig¢do dos pontos de Gauss e valores 'dos

ponderadores

Para o elemento isoparamétrico plano a matriz de rigidez

pode ser escrita da seguinte forma

I
K = J B, (x,y)D B (x,y) dr
Iy

n

T
Z Z ]:B_H(Ei,nj)ﬂgsgn(fi,nj) det (J) W, W (4.15)
i J

onde D, é definida pela expressdo (4.11]) e J & a matriz

jacobiana da transformagdo definida pela seguinte relagdo:

0x x
[ & ] _ 435 gz [ At ] - g'l[ 4 ] (4.16)
dy 3¢ an dn dn
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4.3 ELEMENTOS FINITOS ISOPARAMETRICOS DEGENERADOS

Descrevem-se, no que segue, alguns aspectos relativos a
formulagdo dos elementos tridimensionais isoparamétricos
degenerados e dos elementos quadrildteros isoparamétricos

planos empregados neste trabalho.

4.3.1 Generalidades

A figura 4.3a mostra um elemento finito tridimensional,
do tipo isoparamétrico, dotado de tré€s graus de liberdade por
né. Tal elementoc & utilizado nos casos em que ndo é possivel o
uso de hipdteses simplificadoras gque permitam reduzir o
problema a um caso plano.

Para uma ampla classe de estruturas, entre as quais as
cascas e placas, é possivel empregar particulares tipos de
elementos finitos, ditos "degenerados" (fig. 4.3b), obtidos a
partir de elementos finitos tridimensionais (HINTON, 1984).

As hipdteses que conduzem & simplificagdo sdo relativas a
deformagdo da segdo transversal (REISSNER e MINDLIN) .
Admite-se que a normal a superficie média da casca permanega
reta apbés a deformagdo mas ndo necessariamente normal a
superficie deformada. Além disso, se desprezam os esforgos
normais & superficie média da casca e as correspondentes
deformacdes. Estas hipbteses sdo razodveis nos casos em gque a
espessura do elemento estrutural é "pequena" em relagdo as
outras duas dimensdes.

Com as hipbéteses acima «citadas & possivel adotar
elementos situados sobre a superficie média da casca e dotados
com cinco graus de liberdade por né (fig. 4.3c), trés

deslocamentos e duas rota¢des. As definigdes dos graus de

‘liberdade associados aos deslocamentos independentes das

rotacdes permitem levar em conta as deformagdes por
cisalhamento, uma Vvez que as rotagdes ndo correspondem

-~

diretamente a inclinagd3o da superficie média.
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a)

ELEMENTO FINITO
TRIDIMENSIONAL

SUPERFICIE SUPERIOR
b)

SUPERFICIE INFERIOR

c)

SUPERFICIE MEDIA

“NORMAL"

Figura 4.3 a) Elemento finito de volume
b) Elemento finito 1isoparamétrico de volume
degenerado
c) Elemento finito isoparamétrico degenerado
[HINTON (1984)].
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4.3.2 Sistemas de coordenadas

Na formulag3do dos elementos finitos degenerados &
necessadrio o uso de diferentes sistemas de coordenadas. Os
sistemas de coordenadas, em namero de quatro, usados na
presente formulag¢do sdo os seguintes:

a) sistema global de coordenadas

E um sistema cartesiano, escolhido livremente, em relagido
o qual a geometria da estrutura é definida no espago.
Coordenadas nodais, deslocamentos, matriz de rigidez global e
vetor de forcas aplicado sdo referidos a este sistema (fig.
4.4a).

A seguinte notagdo é usada:

para os versores dos eixos cartesianos,

xi(1=1,3) onde X, =X X, =Y Xy = Z
para as coordenadas,

xi(1=1,3) onde X =X X, =Y X, = 2 (4.17)
e para os deslocamentos

u1(1=1,3) onde u =u u, =V U, =W

b) sistema de coordenadas nodais

Um sistema de coordenadas nodais é definido em cada ponto
nodal (fig. 4.4b) com origem na superficie de referéncia
(superficie média). O vetor V

3k
coordenadas dos pontos sobre as superficies superior e

é definido a partir das

inferior em correspondéncia do né k,

Sup xInf

Y3k = }_(k -k (4.18)
onde XI =[x v, z ]
-k k ‘k "k )

E oportuno mnotar gque este vetor tem por médulo o
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comprimento s, da espessura da casca no ponto k.

k

O vetor V,, € perpendicular a V,,

referéncia global xz e o vetor V,, é perpendicular ao plano

e paralelo ao plano de

definido por Ylk e Y3k

Vor = Vak * Vik (4.19)

P

O sistema de referéncia nodal é determinado, a partir dos
versores obtidos dos precedentes vetores, da seguinte forma:

Vi = Vi / | v, | ~comi=1,3 (4.20)

O versor §3k define a diregdo da normal ao né k, a qual

ndo & necessariamente perpendicular & superficie média da
casca. Os graus de liberdade locais sdo os deslocamentos nas
direg¢des dos versores iik e as rotacdes em termo dos versores

Vik © VYop v BZk e BIE respectivamente. A vantagem desta
definigdo para o versor V., (n3o necessariamente perpendicular
a4 superficie média da casca) é que se evita, na modelagdo da

geometria, sobreposigdo ao longo do contorno da estrutura.

¢) sistema de coordenadas curvilineas

Neste sistema ¢ e 7 sd3o duas coordenadas curvilineas
situadas sobre a superficie média do elemento e { é a
coordenada linear na direcdo da espessura (fig. 4.4c). E
suposto que ¢, n e { variem de -1 a +1 entre as respectivas

faces do elemento.

d) gsistema de coordenadas locais

E um sistema cartesiano de coordenadas definido somente
nos pontos onde devem ser impostas as relagbes entre tensdes e
deformacdes (pontos de Gauss). A diregdo xé é tomada como
perpendicular a superficie {=constante (fig. 4.4d), podendo

ser obtida pelo produto vetorial

85



0x 0x ]
Tl
x; = 0% bld (4.21)
3 7| 5% a5
0z 0z
| 98 | | 9n |

A diregao xi é tomada como tangente ao plano ({=constante

na diregdo £,

@
»

' = (4.22)

-1

S ps

~

Enquanto a direg¢do gé é perpendicular as duas diregles e

é definida por:

X, = X3 X X; (4.23)
Este sistema de coordenadas varia de ponto a ponto da
casca uma vez que depende da curvatura e espessura, em geral
variaveis.
A matriz de transformagdes T, que permite passar de um
sistema local para um sistema global de coordenadas, é

definida por

T=1[x",y .,z ] (4.24)
onde x', i’ e é’ s3o os versores unitdrios nas diregdes dos
eixos x', y’' e z' respectivamente.



z(w) h

ylv)

»lY

x{u)
x; (u;)

a)

er C

d)

Figura 4.4 a) sistema de referéncia global
b) sistema de coordenadas nodais
c) sistema de coordenadas curvilineas
d) sistema de coordenadas locais
[HINTON (1984)].

2 4.3.3 Geometria do elemento

Supondo-se conhecidas as coordenadas globais x?tp e xizf

dos pontos situados, respectivamente, nas superficies inferior

e superior em correspondéncia do né k na formulagdo
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isoparamétrica as coordenadas de um ponto no interior do
elemento sdo obtidas mediante interpolac¢des, efetuadas através

de fun¢des de forma, no seguinte modo:

n

n
_ Z N —2x{ Sup ZNK 1-{ - Inf (4.25)

-1 k 2 ik 2 ik
k=1 k=1
ou
n
h
Med k -1
X, = N X5 + z N, —5— {V3k (4.26)
k=1 k=1
com
XMed _ 1 (XSup + XInf )
ik 2 ik ik
(4.27)
=i _ Sup _ _Inf
Bevae = (K X )
onde o indice i=1,3 indica as trés dire¢des do sistema de
referéncia global, n é o niGmero de nés do elemento,
N = Nk(f,n) (k=1,n) as fun¢des de forma, £, 17, { as

coordenadas curvilineas e hk é a espessura do elemento no
ponto considerado.

O primeiro termo da equagdo (4.26) representa a
interceptag¢do da normal com a superficie média e o segundo
termo define a posig¢do do ponto ao longo da normal. Mais

explicitamente a equagdo (4.26) pode ser escrita,

X n X, n hk Y§k
Y = Z N, Yy + Z N —5 { \—f%k (4.28)
z k=1 2y Jned k=1 Vak

-4.3.4 Campo dos deslocamentos

Levando em considera¢do as duas hipdteses do processo de

degeneragdo (conf. 4.3.1), o campo de deslocamentos & definido
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pelos cincos graus de liberdade do né k: trés deslocamentos
(uMed 8
ik 2k

ponto sobre a normal em k resultantes das duas rotagdes sao

) e duas rotagdes (Blk, ). Os deslocamentos de um

calculados como,

o1k = ShyByy
(4.29)

Sk = BBy
onde 61k é o deslocamento na direg¢do de Vi’ 52k é o

deslocamento na direg¢do oposta a GZk' em relagdo a superficie
média (fig. 4.5).
As correspondentes componentes do deslocamento u, sdo

obtidas por,

(4.30)
‘BZK

Na expressdo (4.29) a relagdo linear empregada assume que

as rotacgdes (variagdes dos dngulos) sejam pequenas.

POSICAO INDEFORMADA DA POSICAO DEFORMADA DA

"NORMAL" A0 NO k "NORMAL" A0 NO k
|

|
|
hk m\|
e
Uik —\
|
|
|
_ |
ROTACAD DA h
"NORMA"

Figura 4.5 Deslocamentos de um ponto da ‘normal’ ao ponto k
[HINTON (1984)].
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Na formulagdo isoparamétrica o campo dos deslocamentos

pode também ser expresso na seguinte forma:

n n
h . . 8
Med k - -1 1k
‘-‘1‘ZNku1k +ZNk_2—§[v1k'-V2k]|:B }
k=1 k=1 2k
(4.31)
ou
u n u n X -
k h, 1k \_f;k By
v = Z Nk vk + Z Nk 5 ¢ Y%k ’__%k o
w k=1 wk k=1 v1k ,—v2k 2k
(4.32)

A contribuicdo do ndé k ao deslocamento global do genérico

ponto do elemento finito é:

_ - - .
h h
k -X k -X
N0 0 N—— OV N vy, Uy
“ h, i h, ; Yk
vif=1o N 0 N-—7— v N3 Vok Yk
w h, . by S Bk
o o0 N N-— vy N Yok Byk
(4.33)
ou
u =N o5 (4.34)
Do mesmo modo & possivel exprimir a expressdo (4.31) na
forma mais compacta
u=N2F/J (4.35)
onde g:[gl, Ce ey gk, ce ey gn] & a matriz das fungdes de forma
N R e e N T ~
do elemento finito degenerado, e §T=[§I, ..y Q:, . Qn] é o

vetor das varidveis incégnitas nodais.
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4.3.5 Deformagdes e tensdes

Para utilizar convenientemente a hipbtese de deformagéo
transversal nula, as componentes do tensor de deformag¢des
devem ser expressas em referéncia ao sistema de
coordenadas locais x{. Neste sistema de referéncia as cinco

componentes do tensor sao,

¢ du’ ]
x ' ox'
¢ av’
y’ oy”
e = | vy, | - —337 .44 (4.36)
Ju’ ow’
Yyrzr 2z t Tax’
. av’ . ow’
i ylzl i | ZI yl ]

onde u’, v/ e w' sdo as componentes do deslocamento no sistema
local x{. Estas derivadas locais sdo obtidas a partir de
derivadas globais dos deslocamentos u, v e w através da

seguinte operagdo,

du’ ov’ ow’ du ov ow ]
ox'’ ox'’ ox’' 0x 0x 0x
du’ ov’ ow’ -7 du v ow T =
dy” 9y’ oy’ | © = oy 9y 9y | =
du’ av’ ow’ du ov ow
| dz’ dz' 0z’ | ! 0z 0z 0z ]
F du ov ow ]
0¢ d0f O¢
T._.-1 du av ow
du ov ow
| o of o¢ ]

onde J & a matriz jacobiana definida por
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dx dy 0z
o¢ 0¢ d¢
_ 0x dy 0z
J=| 33 35 "oy (4.38)
0x oy 0z
|38 R ot |
Na expressdo (4.37) as derivadas dos deslocamentos

referidas as coordenadas curvilineas sdo obtidas a partir da
equacdo (4.31), enquanto a matriz jacobiana resulta da equagdo
(4.25).

Desta maneira é possivel construir uma relagdo entre as
componentes de deformagdes €', no sistema local, e os graus de
liberdade § do elemento
(4.39)

el

o

6

onde €’ e & s3o definidos em (4.36) e (4.35) respectivamente e
B & uma matriz com cinco linhas e um ndmero de colunas igual
ao nlimero de varidveis nodais dos elementos.

| Levando em consideracio a hipdtese de tensdo nula na
direcdo perpendicular & superficie média da casca (az,=0), as

cinco componentes de tens®es no sistema local sdo:

9, € s
o I e r
y y
'o= = 4.40
g Txlyl Eo ’Yxlyl ( )
Txlzl ’Yxlzl
| Tylzl ] L Yylzl ]
onde a matriz D, para um material homogénio e isdétropo é
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gl D1, 0 -
D, = 12 D B, 5 5 (4.41)
0 D, 0
L DS 4
com
D, =D, = E; / (1-v%) D, =G, ; D, =D = KG

onde G, & o mbédulo de elasticidade transversal e K & o
coeficiente de correc¢do da cortante transversal.

O coeficiente K (para seg¢des retangulares K=5/6) &
introduzido, (HINTON, 1984), para corrigir os esforgos
tangenciais, pois, partindo-se da hipdtese de que a normal a
superficie média permanece reta, os esforgos Tergr € Tyig
resultam constantes ao longo da espessura da casca
contrariando assim a distribuicdio real (nas proximidades da

superficie da casca 7, ,= 7, ,= 0).
x'z y'z

4.3.6 Integrag3o nUmerica discretizando a espessura em

estratos ("layered model")

A integragdo numérica dos elementos finitos mediante
guadratura de Gauss tem sido largamente empregada. No caso
particular dos elementos finitos degenerados empregados na
anidlise ndo-linear esta integragdo exige um nimero mais
elevado de pontos de integragdo. Um procedimento simples e
eficiente, que permite reduzir o esforgo de integrag¢do nos
casos ndo-lineares, "Layered Model™, baseia-se numa
discretizagdo da espessura do elemento em estratos.

Este tipo de procedimento é& aplicavel a cascas ou a
elementos estruturais delgados (nos gquais se demonstram

razoaveis as hipbteses cinemdticas adotadas no processo de
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degeneracdo), e demonstra-se particularmente eficaz quando
estas estruturas sdo constituidas por uma série de estratos de
materiais diferentes.

No processo de discretizagdo subdivide-se o elemento
finito em um ndmero m de estratos de espessura variavel, os
quais s3o numerados a partir da superficie inferior (fig
4.6a). As componentes do estado de tensdo relativas a um
estrato sdo calculadas em pontos situados sobre a superficie
média do mesmo e consideradas constantes na sua espessura. No
caso particular de material homogéneo e elastico, esta
simplificagdo conduz a um diagrama de esforgos normais
caracterizado por descontinuidades sobre a superficie de
separacdo dos estratos (fig. 4.6b). Quanto aos esforgos
tangenciais, estes resultam constantes ao longo da espessura
em fungdo das hipbéteses cinemdticas adotadas. E importante
salientar que estratos de diferentes em nimero e espessura

podem ser empregados por elemento.

+hr2 ESTRATOS 10
/I
“ b Tt EF
z C 1 .
C /
Ve
h T - - vl
/
J/Y
2 Az
) R 4]
~h/2 -10
a} b}

Figura 4.6 a) subdivisdo da segdo transversal em estratos

b) diagrama de esforg¢os normais

Da integragdo das componentes dos esforgos ao longo da
espessura (diregdo () obtém-se os esforcos generalizados
resultantes. Tais resultantes, em acordo com a convengdo de

sinais ilustrada na fig. 4.7, sdao:
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- esforgos normais

_h/2 m
_ _h i, i
Nx = o (z) dz = - Z o Al
v-h/2 i=1
. h/2 m
N = o (z) dz = b Z g A{i
y y 2 y
-h/2 i=1
- momentos fletores e volventes
. h/2 m
M = - o (z)z dz—-—rﬁ aig'iAg'i
X X - 4 X
v-h/2 i=1
. h/2 m
h? IR
M = - g (z)z dz = - ——— o A
, (2 ) o5
Y-h/2 i=1
h/2 m
M = - T. (2)z dz———hz— 7! {iAfi
Xy Xy - 4 Xy
-h/2 i=1
- esforgos cortantes
. h/2 m
h i i
Qx = sz(z) dz = —— Z T s AL
v-h/2 i=1
. h/2 m
h i i
Qy = Tyz(z) dz = —— Z Tyz A
Y-h/2 i=1
onde m & o nimero de estratos e { = —1722—

‘adimensional ao longo da espessura.
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Figura 4.7 Resultantes dos esforgos por unidade de comprimento
O procedimento em andlise tem aplicagdo direta na

obteng¢do da matriz de rigidez do elemento finito n, expressa

em forma geral por

dQ (4.43)

e
=)
i
—
Q

nes
e

(=]

o

a qual, a seguir, vem escrita em forma mais apropriada para

a integracgéao.
+1 +1 - +1

T
] [ J I B'D,B J d¢ ] d¢dn =
-1 Y1

- v-1
+1 +1 - m

T i
J J L . [ B'D,BJ ]iA{ ] d{dn (4.44)
-1 -1 i=1

O somatdrio resulta da discretizagdo da espessura em

=
"
vs

i

estratos.
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Analogamente o vetor de forgas nodais equivalente pode

gser obtido a partir de:

+1 +1 -~ +1

£ =[ J [ B'g Jdf | dédn =
-1 bt
+1 41, m

E: [ B'o J ]1A§1 ] a¢dn (4.45)

- i=1

n
'
—
«
—

onde J é o determinante da matriz jacobiana J.

Este procedimento de integragdo requer um grande espago
na memdéria do computador mas € muito oportuno para analise de
estruturas compostas de elementos estruturais de espessura
varidvel e constituidos de diferentes materiais (cascas,

placas e vigas em concreto armado por exemplo).

4.4 ANALISE POR ELEMENTO FINITO COM LEI CONSTITUTIVA A DANO DE
MAZARS

A matriz de rigidez de um elemento finito de dominio Q,

escrita no sistema de referéncia local, pode ser expressa na
seguinte forma (BREBBIA, 1975; DESAI, 1972; COOK, 1989) :

(4.46)

=~

0
ey
Q

[1v3)

5 -

ng

v

Q.

Q

No caso de modelo constitutivo de dano proposto por

Mazars, a relac¢io tensdo-deformagdo pode ser expressa na forma
0 = D, (1-D)e = De (4.57)

onde DO & a matriz de rigidez do material integro e isdtropo,

definida por
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[ 1-v v v 0 0 0 )
1-v y 0 0 0
1-v 0 0 0
D = E
=0 ~ (1+v) (1-2v)
1-2v 0 0
2
simétrica 1£2V 0
1-2v
= 2 -
(4.48)

sendo E o médulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson
do material.

Para o modelo de Mazars, partindo da expressdo 4.46,
tem-se a seguinte relagdo:

(D) (4.49)

1}
—
Q
—
o
I}
3
Q.
Q
t
_—’
Q0
lve]
—.
=)
=)
o
Q,
Q0
1}
=
|
>
=

A relacdo acima mostra claramente como a matriz de
rigidez de um elemento finito com dano & obtida tirando da
matriz de rigidez do material integro uma matriz ligada ao
dano D.

Reunindo as contribui¢des de todos os elementos finitos

se obtém o sistema

K(D)g = R (4.50)

"ou

K,g - AK(D)g = R (4.51)

98



A resolugdo do problema ndo-linear (4.50) pode ser
conduzida de modo incremental, por sucessivas etapas, ao longo
da histdéria do carregamento admitindo-se que no passo inicial
a matriz secante K(D) seja igual a matriz eléstica Ko do
material integro.

Dentro do procedimento de resolugdo, sendo cdnhecidos ao
final de um passo j o vetor de deslocamentos gj, o tensor de
tensdes gj em equilibrio com a carga total aplicada Bj e a
compativel distribuig¢do de deformagdes Ej' para o prdximo

passo as seguintes rela¢des devem ser verificadas:

I=<(Dj+1)gj+1 = Ry + AR = R,
0541 (1-DJ.+1)II=.':0§J.+1 (4.52)
T
\g:j+1 =z JE‘ZiH dQ_B e “?J“ s 0
nJg

onde n & o nimero de elementos finitos adotados, ¥ é o vetor
residuo e & uma tolerincia pré-fixada.

A estratégia de solugdo consiste basicamente em assumir
no instante inicial a matriz secante K(D) igual a matriz de
rigidez eldstica inicial K,. Também, por imposigdo do modelo
constitutivo, o vetor residual é gerado da diferen¢a entre as
forgas nodais equivalentes do estado de tensdes e O
carregamento externo aplicado. Este vetor deve ser
gradualmente reduzido para préximo de zero por um processo
iterativo.

O algoritmo de resolug¢do vem apresentado no esquema 4.1 e

ilustrado na figura 4.8.
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_Figura 4.8 Representagdo uniaxial do processo iterativo
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DADOS INICIAIS
D=0 K(D)=Kq
R=AR,

PASSO INICIAL
j=0

q;= [k(D))] " R

A

j=i+l
INCREMENTO R=R+AR;
A
1
Ag.i = [Q(Di)] l.gl
g; =9; + Aq; Dj =Diny
€i €& Din Gin
[
W, = J’BTO aQ - R
Yi+l = Zi+l - A
> NAO i=1 +1
Zitl = ITERACAO
SIM i=j+l
INCREMENTO

Esquema 4.1
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CAPITULO 5

APLICAGAO A VIGAS DE CONCRETO ARMADO: ANALISE EXPERIMENTAL E
NUMERICA

5.1 INTRODUGAO

Neste capitulo faz-se um confronto entre as respostas das
andlises experimental e numérica, feitas em elementos
estruturais de concreto armado: no caso, vigas biapoiadas.

Inicialmente, apresenta-se o elemento estrutural quanto
as suas caracteristicas de geometria e armadura.
Posteriormente faz-se uma exposi¢do da experimentagdo
realizada em laboratdério observando-se alguns aspectos do

comportamento global.
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Finalmente sdo detalhadas as andlises numéricas,
tridimensional (3D) e Jbidimensional (2D), por elementos
finitos, a que o elemento estrutural foi submetido. Nesta fase
destacam-se a discretizagdo adotada para a viga, os algoritmos
de integragdo e, particularmente quanto a analise
bidimensional, o procedimento adotado para enfrentar o
problema da ndo-objetividade de resultados. O confronto entre
os resultados experimentais e numéricos, é ilustrado sob a
forma de curvas carga aplicada por deslocamentos. verticais no

meio do vao.

5.2 ELEMENTO ESTRUTURAL: CARACTERISTICAS E EXPERIMENTAGAO

O elemento estrutural escolhido para o estudo foi uma
viga em concreto armado, de 2.40m de comprimento, segédo
transversal de 12x30cm, apoiada nas duas extremidades e com
carregamento constituido por duas forgas concentradas
aplicadas nos tergos do vdo. Trés grupos de vigas foram
moldados, diferindo-se entre si pela quantidade e distribuigdo
geométrica de armadura longitudinal inferior (3¢10mm, 5¢10mm e
7¢10mm respectivamente); a armadura longitudinal superior &
constituida por 2¢5mm em todos os casos. As guantidades
diferentes de armadura visam cobrir as situa¢des de viga pouco
armada, normalmente armada e super armada, estabelecendo de
modo mais claro as limitag¢des da simulag¢do numérica com modelo
de dano continuamente distribuido. Além disso foi utilizada
uma armadura transversal (estribos de ¢5mm c/l2cm e
comprimento de 90cm) para suportar a agdo do cisalhamento na
zona compreendida entre a carga e o apoio. Maiores detalhes da

geometria e da armadura sdo ilustrados na figura 5.1.
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Figura 5.1 Geometria e arma¢do das vigas

A resposta experimental de cada tipo de viga foi colhida
de uma prova realizada com controle de carga, sendo as
leituras de deslocamentos feitas em relégios comparadores
colocados nos apoios e no trecho central, conforme ilustra a
figura 5.2. Além disso foram distribuidos extensdmetros
elétricos nas faces superior e inferior, abrangendo a segao
transversal central, e também nas armaduras longitudinais

tracionadas, para caracterizar o escoamento das mesmas.
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Figura 5.2 Posi¢do dos reldgios comparadores e aplicagdo do

carregamento

Para facilitar a observag¢do de fissuras na parte inferior
as vigas foram ensaiadas na posigdo invertida, isto &, com
carregamento aplicado de baixo para cima.

Do ponto de vista macroscdpico, observagdes referentes

aos processos de aparecimento e propagagdo de fissuras nas

faces da viga foram feitas. Os resultados evidenciaram
fenbmenos ja esperados, tais como:

a) as primeiras fissuras aparecem na regido central da viga, e
se propagam, nesta regido, paralelamente a diregdo de
aplica¢do da carga;

b) também na regido central da viga, para um nivel de carga
elevado, nota-se um processo de esmagamento do concreto
provocado pelas tensdes de compressdo;

c) na regido compreendida entre o apoio e o ponto de aplicagdo
da carga, a evolu¢do da fissura da-se de forma inclinada com o
eixo horizontal;

d) a distribuicio de fissuras & mais difusa nas vigas muito
armadas e mais localizada nas vigas pouco armada.

A figura 5.3 ilustra os comentdrios anteriores.
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Figura 5.3 Distribui¢do das fissuras (viga 5 muito armada;

viga 3 pouco armada)
5.3 ANALISE NUMERICA

O objetivo deste estudo é analisar a resposta do modelo
de dano aplicado 3s estruturas em concreto armado, porém
considerando Qgue apenas o concreto possui comportamento
ndo-linear. As conclusdes obtidas tem por base o confronto das
curvas carga-deslocamento experimental com numérica para Os
diferentes grupos de vigas estudados.

As andlises numéricas s3o conduzidas empregando dois
tipos de discretizagdo: uma com elementos finitos
tridimensionais degenerados (descritos no item 4.3) e outra
com elementos finitos bidimensionais (descritos no item 4.2).
Nas analises foi feito uso da simétria de carregamento e
geometria, analisando, portanto, somente metade da viga.

Adotou-se para o concreto o modelo constitutivo para
carregamento proporcional proposto por Mazars, cujos
paridmetros foram determinados conforme procedimento descrito
no capitulo 3. Os pardmetros de interesse para ago e concreto

sdo apresentados na tabela 5.1.
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PROPRIEDADES DO CONCRETO
Médulo de Young E 29200 MPa

0,2 (adotado)

Coeficiente de Poisson v

PROPRIEDADES DO ACO
Médulo de Young E

196000 MPa

PARAMETROS DO MODELO
AT = 0,995 (adotado)
A = 0,85

C
= 0,00007
do

8000 (adotado)
1620

o W
[

€

Tabela 5.1 Parldmetros dos materiais empregados

Com respeito ao comportamento do ago, admite-se uma
relagdo constitutiva eldstica linear. A figura 5.4 ilustra as

respostas unidimensionais adotadas para os dois materiais.

a) “U b) ‘IU

’\ /

| K

o

Figura 5.4 a) Relag¢do constitutiva do concreto
b) Relagdo constitutiva do ago
Com relagcdo & interagdo entre os dois materiais
assumiu-se a hipétese simplificadora de perfeita aderéncia
entre ag¢o e concreto, descartando-se desta maneira a
possibilidade de se considerar qualquer tipo de fenbmeno

consequente & perda de aderéncia na zona de interface.
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5.3.1 Analise com elementos finitos tridimensionais

A discretizagdo adotada para a viga & constituida por 2
elementos finitos isoparamétricos degenerados de 8 nés,
dispostos no plano médio (xy). A altura ao longo da segédo
transversal & subdividida em 10 estratos de concreto,-sendo a
armadura representada por um estrato de A&rea equivalente,
situado no baricentro geométrico da sua real distribuigdo, e

superposta ao estrato de concreto (fig. 5.5).

iy

x
<
|

¥

>

CONCRETO ACO

& &

L 2 4 ©

Figura 5.5 Discretizagdo em elementos finitos tridimensionais
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0 desempenho numérico do modelo de dano pode ser avaliado
pelos diagramas mostrados na figura 5.6. As curvas carga
aplicada por deslocamento vertical no centro da viga sdo
plotadas em comparagdo com os resultados experimentais.

Respostas praticamente coincidentes podem ser observadas
para as duas vigas com maior taxa de armadura (fig. 5.6a,b),
enquanto a viga com menor taxa apresenta uma resposta menos
precisa porém ainda satisfatéria do ponto de vista prético
(fig. 5.6c).

P{kN) p

80.00-

Ide sl.

6000 4

4000 A

a)

EXPERIMENTAL

2000

o—o—ooe ANALISE TRIDIMENSIONAL

000 | desloc.(mm)
000 400 800 12.00 16.00

Figura 5.6 a) Resultados numéricos: viga super armada
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000
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6000 7

)
3000 A

20.00 A

EXPERIMENTAL
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000 T T T T
0.00 2.00 400 6.00 800 10.00 1200

Figura 5.6 b) Resultados numéricos: viga normalmente armada

c) Resultados numéricos: viga pouco armada
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5.3.2 Analise com elementos finitos bidimensionais

Neste item comentam-se inicialmente algumas
particularidades da andlise plana, referentes a estabilidade e
objetividade de respostas. Em seguida, comparam-se OS
resultados das andlises bidimensional e tridimensional com os
experimentais.

Os primeiros testes numéricos foram feitos utilizando
malhas constituidas por elementos finitos isoparamétricos
retangulares de 8 nés dispostos no plano (xz) da viga. Porém
estes testes apontaram dois problemas de ordem numérica (veja
fig. 5.7): uma instabilidade na resposta, visualizada na curva
carga-deslocamento pela irregularidade no seu desenvolvimento
('non-smooth’) e uma ndo-objetividade caracterizada por
resultados mais rigidos com o refinamento da malha. Tais
problemas foram atribuidos, por PEREGO (1989), ao fato de que
alguns elementos da matriz de rigidez, principalmente aqueles
situados na parte inferior da viga (zona com nivel de dano
mais elevado), passam a assumir valores prdximos a zero. No
entanto, a partir dos testes realizados observou-se que O

-

primeiro problema é consequente ao algoritmo explicito de

integracdo do modelo constitutivo e o segundo resulta da

fixacdo do pardmetro B. (associado ao ‘softening’ em tragdo)

T
independente das dimensdes do elemento.
P(kN) ’
40.00 - |
Idul.
30.00 o
20.00 A
10.00 A
eseee AT=0.995 BT=8000 AC:085 BC=1620
000 desloc(mm)

000 100 200 300 450 500 600

Figura 5.7 Instabilidade numérica da resposta 0-¢
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5.3.2.1 Procedimento iterativo para regularizagdo da resposta

Como exposto no item 4.4 para a solugdo dos problemas de
valor de contorno com lei constitutiva de dano tem sido
adotado um algoritmo iterativo baseado na formulagdo secante.

Neste algoritmo, em uma iteragdo jz1, o vetor de forgas

residuais é determinado por
v, =Y J B'g. do - R com o, = £(D) (5.1)

onde R é o vetor de forgas aplicadas, a5 o vetor de tensdes
compativel com o modelo constitutivo. A cada iteragdo a matriz
secante & atualizada em fung3o do Gltimo valor de dano
estimado e o processo prossegue procurando anular o residuo
até gque uma determinada tolerdncia para a norma seja
verificada. Este procedimento é explicito e requer pequenos
incrementos de carga para minimizar erros e apresentar uma
convergéncia estéavel.

Neste trabalho foi adotado um segundo nivel de iteragdo,
prévio a4 determinagdo do vetor residuo, cujo objetivo é€ o de
encontrar uma aproximagao melhor para o dano em
correspondéncia a um certo nivel de deslocamento. Isto é, de
9 calculam-se €5 Ej e um correspondente DJ.+1 (=f(Ej)). A
partir dai um novo vetor de deslocamentos 941 &€ obtido da
seguinte relagdo:

= K(D, )'1_13 (5.2)

95+1 j+1

O dano D & sucessivamente atualizado até que uma toleréancia,
com base na diferenga para a iteragdo anterior, seja
verificada (fig. 5.8). Somente ent3o é que a matriz de rigidez
global é atualizada e o residuo determinado.

Tal procedimento levou a resultados estaveis,
isto &, a resposta a nivel de curva carga-deslocamento

apresentou um desenvolvimento regular (’smooth’).
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Figura 5.8 Procedimento iterativo
5.3.2.2 Procedimento para reduzir o problema de

ndo-objetividade

A ndo-objetividade dos resultados, observada por outros
textos da bibliografia, PEREGO(1989) e DAVENE; SAOURIDIS; PIAU
(1989), é& consequente do comportamento em tragdo. Aqui ela &
contornada através de ajustes no parametro B, em fungdo das

dimensdes do elemento tomando-se por base a taxa de energia
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dissipada em um teste de trag¢do uniaxial (SIMO (1987), OLIVER
(1989)) .

Como B, estid associado com a curvatura da regido
'softening’ do diagrama o-e¢ calibrar este pardmetro em fungdo
das dimensdes do elemento significa admitir diferentes
curvaturas naquela regido. No entanto, a energia dissipada
localmente para a evolugdo dos defeitos passard a ser
considerada como uma propriedade do material, (ou a &rea
limitada pelo diagrama) e esta consideragio é que &
responsivel pela recuperagdo da objetividade de respostas.

Considere-se a energia total dissipada por unidade de
volume (SIMO; JU (1987), OLIVER (1989)) na evolugdo de um

defeito:

o0 o0
g9, = J woDT(e) dt = J won(e) de (5.3)
0 €
do
EZE
onde wo = 5 é a energia elé&stica 1livre e Df(e) a

derivada da variavel de dano com €.

Da relacgdo de dano em tragdo uniaxial, impondo-se AT=1,

resulta:
-B_(e-€, )
, _ T do
D; (¢) = Bre (5.4)
Com os valores de wo e D{(e) na expressdo (5.3), apbs a

integrag¢do indicada:

€ 1 €2
gt — E dO + 2 + dO (5.5)
B B 2

No Ambito do uso dos elementos finitos é interessante
empregar a relagdo entre g, e Gf (energia de fratura por
unidade A&rea) valida em modelos de fissuragdo distribuida

uniformemente numa regido:

g, = — - (5.6)
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*
onde ¢ é o comprimento caracteristico do elemento finito
(OLIVER, 1989).
Finalmente, com a relagdo (5.6) na expressdo (5.5),

obtém-se a seguinte expressdo para B,

5 -~

G €
€ + 62 + 4 f - do
do do EL 5
BT = 7 (5.7)
Gf edo
2 (- =)
E¢ 2

8 < — (5.8)

que & o maior comprimento do elemento finito a ser utilizado
na composigdo da malha.

A relagdo (5.7) permite calibrar a parametro B, de acbrdo
com a dimensdo caracteristica do elemento.

No caso dos exemplos estudados foram empregados elementos
‘quadriléteros de deformagdo constante. Com relagdo a Ge
optou-se por determind-lo indiretamente através da relagdo
entre as energias especificas dos processos de compressdo g. ©

de tragdo g, uniaxiais

2
9., =19 (5.9)
onde n é& a relacdo entre as resisténcias de compressdo e
tracdo simples (da ordem de 10).
Assim todos os parlmetros do modelo passam a ser obtidos
exclusivamente em fun¢3o de um ensaio de compressdo uniaxial.
Do que foi exposto acima, pode-se observar que impondo

AT=1 e calibrando-se B o modelo de dano tem seu nlamero de

T ’
parametros reduzidos a quatro (A., B./ €4, © Gf).
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5.3.2.3 Resultados numéricos

A fim de melhor avaliar a resposta do modelo e também a
eficdcia dos procedimentos adotados para evitar os problemas
numéricos, apresentam-se, neste item, os resultados da andlise
numérica bidimensional.

No que diz respeito &s malhas adotadas metade da viga
foi, longitudinalmente, discretizada por 108 elementos finitos
(4 nés) nos casos de média e alta taxa de armadura. Para a
viga com menor taxa, 342 elementos finitos (4 nés) foram
empregados (fig. 5.9).

O desempenho numérico do modelo de dano pode ser avaliado
observando-se os diagramas carga-deslocamento mostrados na
figura 5.10. Respostas muito boas sdo obtidas para as duas
vigas com maior taxa de armadura (fig. 5.10a, b), enquanto
para a viga com menor taxa os resultados sdo menos precisos,
no confronto com os experimentais (fig. 5.10c). Mesmo assim, O
nivel de precisdo pode ser considerado satisfatbério do ponto
de vista pratico.

Como verificado na andlise tridimensional, a razdo para a

menor precisdo dos resultados da viga pouco armada ndo ficou

.suficientemente clara (diversos testes complementares,

incluindo um refinamento na discretiza¢do, ndo conduziram a
melhores resultados). Porém, acredita-se gque estd ai uma
evidéncia de uma limitagdo para o emprego do modelo de dano
continuo, uma vez que as observagdes experimentais registraram
um panorama de fissuragdo mais localizado nesta viga (veja
item 5.2).

De um modo geral pode-se notar gque a anadlise plana
fornece uma resposta muito préxima da tridimensional, chegando
a ser mais precisa no caso da viga mais armada (fig. 5.10a).
Para o caso da viga menos armada, a andlise plana consegue
acompanhar até um certo nivel de carga e deslocamento, a
resposta tridimensional. A partir dai valores de dano muito
proximos da unidade nas camadas inferiores de concreto criam
um mal-condicionamento da matriz de rigidez global, gerando

novas pertuba¢des numéricas. Na andlise tridimensional esse
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mal-condicionamento da matriz n3o ocorre porque a contribuigdo
de cada ponto nodal é formada pelas parcelas relativas as
camadas de concreto e de a¢o a elas superpostas. As camadas de
ago reduzem, entdo, qualquer problema relativo a
condicionamento tenda a ocorrer em fungdo dos altos valores de
dano nas camadas de concreto.

Uma alternativa eficaz porém podendo ser crescentemente
onerosa com o avan¢o da andlise & a ndo-contribuigdo para a
atualizagd3o da matriz de rigidez global da estrutura de pontos
que apresentem um certo nivel de dano (0,8 por exemplo). A
alternativa é custosa porque o nimero de iterag¢gdes do processo

de resolu¢do aumenta significativamente.
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Figura 5.9 Discretizagdo em elementos finitos bidimensionais
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Figura 5.10 a) Resultados numéricos: viga super armada

b) Resultados numéricos: viga normalmente armada
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Figura 5.10 c) Resultados numéricos: viga pouco armada
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

6.1 ALGUMAS CONSIDERAGOES SOBRE O ESTUDO DESENVOLVIDO

Este trabalho trata do estudo, implementagdo numérica e
verificagdo da resposta de uma lei constitutiva de dano para o
concreto.

Inicialmente foram comentados aspectos fundamentais de
alguns dos principais modelos dedicados d simulagdo do
comportamento ndo-linear do concreto. Em seguida abordaram-se
evidéncias do dano no concreto, com base em observagdes
experimentais, como justificativa para a formulagdo dos
modelos de dano isétropo e anisdétropo.

Apbés relacionar localmente o processo de evolugdo da
‘microfissuragdo microfissuragédo (dano) com a presenga de
deformagdes por alongamento, o modelo de dano isbétropo de
Mazars passou a ser descrito. Foram colocadas em destaque as

hipéteses bisicas assumidas pelo modelo, o critério de inicio
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e propagagdo de dano, a lei de evolugdo da varidvel escalar
representativa do processo de deterioragdo e a correspondéncia
entre cada paridmetro do modelo e o desenvolvimento da curva
tensdo-deformagdo.

Quanto ao processo de identificagdo paramétrica, que teve
por base testes de compressdo uniaxial e diametral com
controle de deslocamento, os resultados apontaram para valores
dos pardmetros bem préximos aos sugeridos na bibliografia
consultada. Os testes de compressdo uniaxial, utilizaram dois
extensdmetros externos e um terceiro no interior do corpo de
prova, conduzindo a curvas tensdo-deformagdo que permitiram
determinar com boa aproxima¢do os parametros Ac e BC’ Os
testes de compressdo diametral, apesar da ndo-descrigdo do
trecho 'softening’ da curva tensdo-deformagdo, serviram para
caracterizar, com suficiente precisdo, o pico de tensdo, de
fundamental importdncia para a determinagdo do parametro de
alongamento €40

Numa @ltima fase o modelo matemdtico foi implementado
numericamente, sendo realizadas diversas andlises envolvendo,
segundo a técnica dos elementos finitos, discretizag¢des
tridimensional e bidimensional. As andlises numéricas foram em
vigas de concreto armado, apresentando diferentes taxas de
armadura, e os resultados foram confrontados com ©s
experimentais obtidos em laboratério.

No caso da discretizacdo bidimensional, problemas de
ordem numérica, relacionados 3 ndo-regularidade e objetividade
da resposta foram observados. Estes problemas foram
contornados, com sucesso, através dos procedimentos adotados
os quais sugerem, inclusive, uma reducio do nimero de
pardmetros (de cinco para quatro), que podem ser obtidos
exclusivamente ensaios de compressdo uniaxial e diametral.

Os resultados das andlises numéricas em confronto com os
experimentais mostraram um bom desempenho do modelo,
principalmente nas vigas muito armada e normalmente armada. No
caso das vigas dotadas de baixa taxa de armadura, OS

resultados, apesar de apresentarem um nivel de preciséo

121



satisfatério, evidenciaram uma certa limitagdo para o emprego
do modelo, talvez por ser o panorama de fissuragdo mais

localizado, contrariamente as hipdteses iniciais admitidas.

6.2 CONCLUSOES GERAIS E PERSPECTIVAS

Apesar de ser um modelo constitutivo que ndo 1leva em
consideracdo a anisotropia do material (concreto) e de
apresentar um nimero de pardmetros que pode ser considerado
pequeno (cinco no total), o modelo de dano de Mazars teve um
bom desempenho, tomando-se por base os resultados das analises
realizadas em vigas de concreto armado.

Quanto as etapas do trabalho, deve-se destacar,
inicialmente, a identificagcdo paramétrica, que conduziu a
resultados normalmente encontrados na bibliografia consultada
para os pardmetros. A experimentagdo do elemento estrutural,
por sua vez, permitiu, além do tragado da curva
carga-deslocamento, observar e acompanhar as fases de inicio e
propagagdo das fissuras.

| No campo numérico, os testes realizados objetivando a
solucdo dos problemas de ndo-regularidade e ndo-objetividade
da resposta mostraram que é possivel enfrentar
convenientemente estes problemas com a adogao,
respectivamente, de um certo nivel de iteracd3o e da energia de
fratura para calibrar o pardmetro B, em tragdo uniaxial.
Entretanto, é preciso observar que altos niveis de dano
conduzem a um mal condicionamento na matriz dos coeficientes
do sistema, o que pode gerar novos problemas numéricos.

Como comentarios finais acredita-se que se possa estender
a aplicagdo do modelo para situagdes mais préximas da
~realidade, introduzindo procedimentos que envolvam a
considera¢do da interagdo entre o concreto e a armadura (como
por exemplo a perda de aderéncia), plastificagdo das armaduras

e localizagdo de deformagdes.
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Os argumentos citados acima acrescidos das situa¢des de
carregamento ndo-proporcional, comportamento unilateral do
concreto, etc., constituem, sem sombra de dividas, um amplo

campo de pesquisas a ser explorado.
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